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DENOMBREMENT

Dans ce chapitre, nous Supposcrons connus I'ensemble N des entiers naturels, les
propriétés des opérations dans N addition et multiplication, ainsi que les propriétés de
la relation d’ordre <. Pour tout entier naturel non nul 1, nous noterons N, 'ensemble
formé des entiers 1, Liiiaini

N, ={ieN/l <i<n).

I — ENSEMBLES FINIS

les ¢léves d’une classe, on fait successivement correspondre a chacun des
entiers 1, 2, 3, ... un et un seul éléve, chaque éléve n’étant compté qu’une seule fois, Le
dernier entier utilisé est le nombre cherché. Cet exemple illustre le sens courant de la
notion d’ensemble fini : ensemble dont on peut compter les éléments.

Plus précisément :

Pour compter

DEFINITION 1 I

vide ou s’il existe un entier naturel non nul n et

On dit qu’un ensemble E est fini s’il est
une bijection f de N, sur E.

Un ensemble non fini est dit infini, c’est le cas de N, de Z, de Q, de R.

CARDINAL D'UN ENSEMBLE FINI

Soit E un ensemble fini.
1° Si E n’est pas vide, il existe un entier naturel non nul n et une bijection f de N, sur E.
On démontre, et nous I'admettrons, que cet entier n est unique. On I'appelle le cardinal de

E et on le note Card E.
Card E n'est autre que le nombre d’¢léments de E.

2° Si E est vide, son cardinal est, par définition, I'entier 0 : Card & = 0.
Dénombrer un ensemble fini E, c’est calculer son cardinal.

A noter que tout ensemble E, fini, non vide, de cardinal n, peut s’écrire sous la forme
{ XX }. En effet, comme il existe une bijection f de N, sur E, les éléments de E

sont f (l),. J@), .., f(n). Si, pour tout i de N,, on note x; = f(i), on obtient
E={x;, xj, X, }.
A noter également que I'ensemble vide est le seul ensemble de cardinal égal iLQumJ
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1/ Dénombrement

. ID : :
2° Les résultats de la question r récurrence

i a
ri tte conjecture p
Card P(E) = 2" Vérifions ce | |
( s ie pour n = 0. de cardinal n, démontrons qu'elle es;
e La propriété est vraie p L onsemble

! it yraie pou '
« En supposant qu'elle soi f + 1 ; sde aumoins un élément.
vraie pour tout ensemble je c;am::.n;ﬁ gomme Card E ;.; 1,E i?zjej e
Soit E’ un ensemble de cardinaln + 1. r sur'les pa

’ 'opére
Le choix d'un dément a de E' permet d afne contiennent pas a.
suivante : celles qui contiennent @, celles 4 (si Card E=n, alors Card P(E) =2,
ili y sse de récurrence (1 , le des parties de E' ne
31‘ o bmmls":ﬁtser::gip?;efarﬂes de E' contenant a et ’ensemble p
nombrer

contenant pas a.
b) En déduire Card P(E') et conclure.

Nous retiendrons :

THEOREME 1

. . fini
Pour tout ensemble fini E de cardinal n, Pensemble 2 (E) s partivs de EcatTintie g

cardinal 2",

3° Application : Soit E un ensemble fini de cardinal n et A o pa;:fe;'f ig : ;f;!'_‘:;”gi %
Dénombrer I'ensemble 2’ des parties de E contenant A et l'ensemble P

disjointes de A. Formuler la définition de I'ensemble 2’ U P" et calculer son cardinal.

4° Soit E un ensemble fini de cardinal n,n > 2, et soit aet b deux éléments de E. Dénm.nbrer
les partiesde E contenant un et un seul des deux éléments a, b et celles contenant au moins un
de ces deux éléments. :

5° Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit A et B des parties de E de cardinaux
respectifs p et q.

a) A quelle condition, nécessaire et suffisante, I'équation AU X = B a-t-elle au moins une
solution X appartenant 4 2(E)? Cette condition étant satisfaite, dénombrer les solutions de
I'équation,

b) Reprendre la question a) pour I'équation A~ X = B,

3. Soit E et F deux-ensembles Jinis de méme cardinal n, et f une application de E dans F.
On rappelle :

* que f est dite injective si tout élément y de F posséde qu
o que f est dite surjective si tout élément y de F posséde au

1° On suppose, dans cette question, que f est injective,

Calculer Card f{ E ) et en déduire que [ est syriopsi , _
par f des éléments de E.) e ) est sujective. (1 E 7 est lensemble des Images

plus un antécédent par f;
moins un antécédent par f.

2° On suppose, dans cette question j 3
) » que [ est surjective.
T . Yn}. A tout élément Yide F enllng o ek

a) Démontrer que Carq E>1 Ei={xeE/fix)= Wi}
b) Démontrer que les ensembles E,, E

leur réunion s l'ensemble (On dit
déduire que :

2« E, sont non vides

deux g T
Que E, E,, ’ a deux disjoints, et que

~ E, forment ype partition de E.) En
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e Exercices d’application
1. On considére deux ensembles finis A et
B et on note: Card A=ga, C_ard B=b,
Card (A \ B) = c. Calculer, en fonction de a, b,
¢, les cardinaux des ensembles AN B, AU B,
AA B. (On rappelle que :
AAB=ANBUB\A)

2. Lecardinal de la réunion de deux ensembles
finis A et B est donné par la formule :

Card (A v B)
— Card A + Card B — Card(4 n B).

Etablir une formule donnant le cardinal de la
réunion de trois ensembles finis A, B, C.

Card (A B), Card (AuB), Card (AUB),
Card (A u B), en fonction de a, b, cetn

5. On considére, dans le plan 2, n droites 2,,
@y, ..y D, deux @ deux sécantes et trois a trois
non concourantes. On note a, le nombre de
régions délimitées par ces n droites.

J° Calculer a,, a3, a3.

2 Les droites 21, 23, «» Pn-1 délimitent a,_,
régions. Combien d’entre elles sont-elles traver-
sées, et donc partagées en deux, par la
droite 2,7 (On déduira cet entier du nombre
de points d’intersection de 9, avec
9]: 911 sery 9||— l')

En déduire que a, = d,—, + 1.

3° Démontrer par récurrence que :

3. Une ville de n habitants compte 48 %
d’hommes et 52 % de femmes. On sait que 5 % nin+1)
des hommes et 3% des femmes sont atteints 14243+ tn=—7—"

d’'une maladie M. Calculer :

a) La proportion des habitants de la ville

atteints de la maladie M. . . -

b) La proportion de femmes parmi les habitants 6. Soit n un enticr naturel donne.

atteints de la maladie M. J° Dénombrer I'ensemble des couples (x, )
d’entiers naturels solutions de I’équation

4. Soit E un ensemble fini et soit A et B deux
x+y=n

parties de E. On note :
Card E=n, Card A =aq, 2¢ Méme question pour I’équation :

Card B=b, Card AuB=c. x+2y=n
Calculer : Card (4 n B), Card (A n B), | (On distinguera les cas n pair et n impair.)

En déduire 'expression de a, en fonction de n.

— ARRANGEMENTS ET PERMUTATIONS

CARDINAL D°UN PRODUIT CARTESIEN

1° Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et p.

Le produit cartésien E x F est 'ensemble des couples (x, y), ou x est élément de E et y
élément de F.

S’i I'on note E = {xy, X3, ., X}, E x F peut étre considéré comme la réunion de
I'ensemble C 1‘des couplt_:s dont le premier coefficient est x,, de 'ensemble C, des couples
dont le premier coefficient est x5, .., de I'ensemble C, des couples dont le premier

coefficient est x, :
ExF=C,0C;L.0C;

Or, quel que soit i Card C; = Card F = p, et quels que soient i etj distincts,
CinCj= @. 1l en résulte que E x F est fini et que (propriété 5) :

Card E x F =Card C, + Card C, + ... + Card C, = np,

soit : Card (E x F) = (Card E) . (Card F)

Cas particulier :

Lorsque E=F, le produit cartési : 2 .
Card (E?) = (Card E)z_p ésien E x E, noté E%, est fini et tel que
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. . Leur produit cartésien
i ] intenant n ensembles finis Ey, Ezy < E} o, q]::.lclquc soit lentier |
ﬁ Confl))l}défﬂl':z‘l"l‘]alﬂp Y chN‘UPIcw(xl’ Xgy ey %op
cnﬁem c,l‘lo ;1 x 9 X ..: - Hapgy :
de N,, le coefficient x, est élément de E;.  x Es) By et Ey % E  E, son
Lorsque n = 3, en observant que les ensembles (E; % Ez
équipotents, on a - ' x E;)). (Card E,)
Card (E, % E, x E;) = Card ((E, % E;) * ,‘?3)=(C3;d;‘il 2) ’
= (Card E,) . (Card E,) . (Card E).

Cette formule se généralise par récurrence :

THEOREME 7

Le produit cartésien E, x E, % ..  E, de n ensembles finis E,, E,, m,dEéml fini et ;
Card (E, % E, % .. x E,) = (Card E,) . (Card E,) . ... . (Card E,),

Cas particulier -

Lorsqllc El = Ez =.

=E,=E, ou E est un ensemble fini, le produit cartésiey
ExEx,

- % E, noté E", est fini et tel que :

Card (E") = (Card Ey’

Les éléments de E",

c'est-a-dire les n-uplets (x,, x,, ..., x,) o0 tous les coeflicients X
appartiennent 4 E, s

ont aussi appelés n-listes d’éléments de Pensemble E.

ARRANGEMENTS

L. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n et soit p un entier naturel non ny,

DEFINITION 2

On appelle p-arrangement d’éléments de Pensemble E toute p-liste d’éléments de £ deux
4 deux distincts,

Autrement dit un p-ar

rangement d'éléments de £ es
coeflicients x, sont d

es éléments de £ deux a deuy

Par exemple les triplets (2, 1, 3),(3, 1,2
I'ensemble N

tun p-uplet (%,
distincts,

) (4,2, 3) sont des 3-arrangements d’éléments de
«» Par contre les trip|ets (2,2,2),, 4,1

) 0’en sont pag,
2. Dénombrement des P-arrangements

%25 -y X,) dont Jes

ce cas Card A (E) =0,
o . construire yp
choisit successivement -

* un élément x, de E comme | coefficient
* un élément x, de EN{x
¢ un élément Xyde EN{x

1» Iz} comme 3¢ I:Ocﬂ'}(:i,mt-
* un élément x, de E\{

Xy,
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Le choix de x, peut se faire de n fagons, celui de x; de n — 1 fagons, celui d_c x3 dc_
n — 2 fagons, .., et enfin celui de x, de n — (p — 1) fagons. On peut donc construire ainsi

n(n — 1)(n — 2) ... (n — p + 1) p-arrangements d’éléments de E.
Les p-arrangements ainsi construits sont deux a deux distincts puisqu’ils différent par le
1°* coefficient, ou par le 2, .., ou par le p-iéme. De plus on les obtient tous puisqu’un

arrangement quelconque (y;, 2, - ¥,) correspond aux choix successifs x; =y,

x2 = yz, ey xp = yp.
Finalement le cardinal de «/,(E) est le produit n(n — 1) .. (n —p + 1) que I'on note

habituellement A”.

THEOREME 3

E étant un ensemble fini non vide de cardinal n et p un entier naturel non nul, le
nombre A? des p-arrangements d’éléments de E est tel que :
AP =0, si p>n;
P=n(mn—1)..(n—p+1), si psn .

REMARQUE : Il est important de bien comprendre pourquoi on obtient A7 en effectuant le
produit des entiers n,n — 1, ..., n — p + 1,et non pas leur somme. Il suflit pour cela de reprendre les

étapes du calcul de A? : n fagons de choisir le 17 coefficient; ce choix étant fait, (n — 1) fagons de
choisir le 2¢ et donc n(n — 1) fagons de choisir les deux premiers coeflicients; et ainsi de suite.

PERMUTATIONS

DEFINITION 3

On appelle permutation d’un ensemble fini non vide E de cardinal n tout
n-arrangement d’éléments de E, c’est-a-dire tout n-uplet (x,, x,, ..., x,) dont les

n coefficients sont les n éléments de E.

Par exemple les triplets (1,2, 3), (3,2, 1), (2,1,3) sont des permutations de
I'ensemble N5; par contre les triplets (1, 1, 1), (1, 1, 2) n’en sont pas.

Le nombre des permutations de E est égal & A}, c'est-a-dire au produit :
nxm=11% .. 82 %l

que I'on convient de noter n! (lire «factorielle n »).

THEOREME 4

Le nombre des permutations d’un ensemble fini E de cardinal n est égal a n!

Convention : 0! = 1

Soit n et p deux entiers tels que 1 < p < n. On peut écrire : _
_nx(n—l)x..x(u—p+1)x(n—-p)(n—p—l)x...x2xl

AP
3 m=p)xm—p—1)x..x2x1
. n!
Soit : AP = ; (1)
(n — p)!

n!
0!
puisque, avec cette convention, la formule (1)est valable quels que soient les entiers net p
telsque l<p<n

Pour p = n,laformule (1)s'écrit : A® = —. Or A" = n!. Il est donc naturel de poser 0! = 1,
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1. Nombre d"applications de A dans £

Soit 4 ¢t E deux ¢

nsembles finis non vides de cardinaux respectifs p et
Olons 4 = {

p ¢ ) HC‘“IIG”S d(L
a,a a et dési ons par 9 I cllscmllf&‘ df.’s ay P
1y B34 w0y p} i legﬂ n

j t lication £ g,
que 'application & de & dans EP qui, a toute apy I de

do 4 dams e (@), 1), ., fla,) et bijective En déduive e o o
de 4 dans E;

2> a) Démontrer qu'une application f de A dans E est inje;t"‘g’ 3(" (; ‘nsc;_‘;h’"’c‘-i'l" Sila p-ligg,
(f(a,), fay), .y f(ap)) est un p-arrangement d éfemenr’s de E, ). Ppelle que I egt
injective gi tout élément de E posséde au plus un antécédent par f.

En déduire o nombre des injections de A dans E,
3° a) Démontrer que si les enser

Pas de bijection e A sur E.
b o

n suppose Maintenant gue P =n. Démontrer qu'une GPP“CﬂUO"f de 4 dans | est
bijective i et seulement si elle o5y injective.

En déduire [, nombre des bijections de A sur E.
On

A dang E
I‘f Démomrer

A dang 3
N UPPH{‘[]”(}HS

nbles A et E n'ont pas le méme cardinal (p

), il n eXiste

Peut conclure cette €tude par le théoréme ;

__H
mbles finis non vides de cardinagy respectifs p et p.
s . P
THEDREME 5 L. Le nombre des apphc.atmns de A dans E est -
2. Le nombre des injections de A dans E es¢ AP,
3 Sip= n, le nombre de bijections de 4 sur E est p!,
2. I° Programmer le caleul de n!

Sur une calculgyice. (Cet exercice ne Présente qu'un
intérat Pedagogique dans la mesure oy les calculatrices de réfe
fonction factorielle.}

fence possédent toutes Ia

Réponse (CASIO FX-180p)

2 Programme

z le caley] de 4¢

e ~ SUr une caleulaerin, .
a) sans utiliser | Jonctiopn Jactoriey, S ﬂfhr‘:ce.,
b) en utilisant cetre foncﬁon_ achine;
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Réponse (CASIO FX-180P)

D e

.

e 0

———

Lxac)

(mong] 0
(1] 5 [x] 1
(o] 2 a2

—
P————

—_——

met en mode programme et vide les mémoires
programme de saisie de n et p

entre n (n = 5) dans la mémoire K |
entre p (p = 2) dans la mémoire K2

[P, ]

[

e

——

programme de calcul de 4?

U 2] 0 D] 1 (=7 G 2 [0 150 (=)

o [
3 10 60 6 (&0 1)

exécution : calcul de A¢,
affiche le résultat : 151200

3° Soit E un ensemble Sini de cardinal n
(> 3) et soit a un élément donné de E.
a) On classe les p-arrangements d’élé-
ments de E (1 < p < n) selon le critére
suivant :

e ceux dont un des coefficients est a;

o ceux dont aucun coefficient n'est g,
En déduire que A? = PARZ + AP_.,
Vérifier cette formule en utilisant les
expressions de A%, AP~1, Ap_.

b) En déduire une méthode de calcyl des
entiers A7 en remplissant le tableay ci-
contre (jusqu'a la ligne 7).

c) Vérifier les résultats obtenus avec le
programme établi d la question 2.

Plalals | a4
n

1|1

2 |2 | 2

Exercices d'application

7. Soit E un ensemble fini non vide de
cardinal n. Dénombrer les applications non
surjectives de E dans E.

8. On range n dossiers numérotés L2 ..,n
dansn tiroirs numérotés 1, 2, .., nenplagant un
dossier par tiroir.
1° Dénombrer
possibles.

2 Dénombrer les rangements suivants -

a) le dossier numéroté i est dans le tiroir
numéroté i (1 <i < n);

b) les dossiers i et J sont respectivement dans les
tiroirs i et j (1 <i<j<n)

¢) les dossiers iy, i, .., i, sont respective-
ment  dans les tiroirs
Ush<ﬁ<m<ﬁgm

les différents rangements

il! iz, wany ih

9. Soit n un entier naturel donné.
les couples (p,
AP = AL

Déterminer
q) d'entiers naturels tels que

10.  Soit E un ensemble fini de cardinal n, On
appelle diagonale du produit cartésien E?
I'ensemble 4 des couples (x, x) dont les deux
coefficients sont égaux.

1° Dénombrer I'ensemble des parties de E2.
2> Dénombrer les parties de E2 contenant 4.
3° Dénombrer les parties G de E? telles que :

si(x, y)eG, alors (y, x)eG.
11. On considére I'entier
n=2"x 3" x 5x 7%

ou g, b, ¢, d, sont des entiers naturels non nuls.
1° Démontrer c!’ue tout entier de la fm:me
2" x 3 x 57 x 7% ot o, B, y, 0 sont des entiers
tels que 0<a<a, 0<p<bh 0<gy<eq,
0 < 6 < d, est un diviseur de n. (On admettra
que tous les diviseurs de n sont de cette forme.)

En deéduire le nombre des diviseurs de n.

2° Quel est le nombre des diviseurs de I'entjer
169 047 6482
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Il - SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE FINI

COMBINAISONS

: : urel.
Soit E un cnsemble fini et p un entier nat

DEFINITION 4

e de E de cardinal p.

rti
On appelle p-combinaison d’éléments de E toute pa

pa i le est fini
gnon i e cardinal p. Cet ensemb
Désignons par Z,(E) I'ensemble des parties de E (li e o oin

H tes
uisqu'il est inclus dans I'ensemble, fini, de tou :
iy ieur au cardinal n de E, 'ensemble Z,(E) est vide et

1° Si I'entier p est strictement supér

donc de cardinal nul. o
s cas particuliers.

2° Supposons maintenant p < n et examinons quelque Cacd FHE) = 1
e Si p = 0, #,(E) ne contient que la partie vide de E; donc : Card Z(E) = 1.

o Si p=1, 2, (E) est 'ensemble des parties de cardinal 1, ou singletons, de E; donc :
Card 2, (E) = n.

o Si p = n, la seule partie de E de cardinal n est E, donc : Card Z,(E) = 1. .

o Dans le cas d’un entier p tel que 0 < p<n, considérons une p-con}bmals_On
{xy, X3, .s X, }, et associons lui les différentes Pe,rmutatlons de lensen}ble
{x;, X, .., X, }. On obtient ainsi des p-arrangements d’élements de E en nombre égal
apl :

Si on répéte cette opération pour toutes les p-combinaisons d’¢léments de E, le nombre
des p-arrangements obtenus est, x désignant le cardinal de Z,(E), x x p!.

Ces p-arrangements sont deux a deux distincts: s'ils proviennent de la-méme
p-combinaison, ils sont formés avec les mémes éléments de E mais ordonnés de fagon
différente, et s'ils proviennent de deux p-combinaisons distinctes de E, ils différent par les
¢léments qui les constituent. -

De plus on les obtient tous; en effet un p-arrangement quelconque (x7j, x5, ..., x})
proviendra de la p-combinaison {x}, x3, .., x}}.

Il en résulte que le nombre des p-arrangements d’éléments de E est égal 4 x x p!.
n!

(n—p)’

n!

N

p!(n— p)!

A noter que cette formule, établie pour un entier ptelque 0 <p <

compte tenu de la convention 0! = 1, pour p — =
¥ pour p = 0. En effet dans ce ¢

Nm—o)~ "

On a donc : X xpl=
d’'ou :

n, s’applique aussi,
as on a, d’'une part
x = 1, et d’autre part

Nous retiendrons :

THEOREME 6

Le nombre des parties de cardinal donné, p, &

g s n! .
p>n,etestegalamsmg‘,gn_

un ensemble fini E de cardinal n, est nul si
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COEFFICIENTS BINOMIAUX

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tel que 0 < p < n, on appelle coefficient binomial
o 4o n s . »
d’indices n et p,etonnote CP ou ( ) le nombre des parties de cardinal p d’un ensemble
P

a n éléments. Lorsque Ientier p est tel que p > n, on convient de poser C% = 0.

si p>n, CP=0

Ainsi : ) n!
si 0<p<n, C=

pl(n—p)!

Tout coefficient binomial est un entier na{turel; par exemple :
Ci=1 Ci=7 =21, C}=35 Ci=35,.

REMARQUE : L'appellation «coefficient binomial» trouvera sa justification au paragraphe
«Formule du binéme » (page 14).

Propriétés des coefficients binomiaux

1. Soit E un ensemble fini de cardinal n. L’ensemble Z(E) des parties de E est la réunion
des ensembles de parties de E contenant respectivement 0, 1, 2, ..., n éléments :
P(E)=Py(E)U 2, (E)U ... u 2,(E).

De plus, si i et j sont deux entiers naturels distincts, toute partie de E de cardinal i est
distincte de toute partie de E de cardinal J-Dou: Z(E)n P(E) = .

Il en résulte : Card 2(E) = ), Card Z,(E).
: i=0
Or: Card Z(E)=2" et Card #(E)=C.,
Par suite : 2'=3% C!
i=0

2. Atoute partie A de E de cardinal p associons sa partie complémentaire A relativement
a E. On définit ainsi une application ¢ de #,(E) dans 2, ,(E). Tout élément B de
Z,-,(E) possede un antécédent unique par ¢, a savoir 4 = B. Il en résulte que
l'application ¢ est bijective, et donc que les ensembles Z,(E) et #,_,(E) ont méme
cardinal.

PROPRIETE 6

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tel que 0 < p<nmona:
Ci=Cr7,

A noter qu’on peut vérifier aisément cette égalité en utilisant la formule de définition d’un
coefficient binomial.

3. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n, et soit p un entier tel que 0 < p < n. Un
¢lément ade E étant choisi, on peut classer les partiesde E de cardinal psuivant le critére
suivant :

e celles ne contenant pas a;
o celles contenant a.
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o g b leir nombre est (2
Law promidres sont les parties de cardingl p de 12 e J'mhri ki / X ;J
. - o (i alp — Lae i e
Low weconden s'obtiannent en ajoutant a aux partics de cardinal | 14 g ey
nombre ent (' |,

On pent done consldérer #,(12) comme la réunion de deux u:u's;,-::nwnhim disjoints, I'yy,
de cnrdinnl €|, I'nutre e cnrdinl 0. Par conskquent

B e e —

. ) ' " anlle Y s )= p<n,0ond:
PROPRIETE 7 Pour tout couple (n, p) dentlers naturels tels que 0 < p < n,

=04 Gy

L encore, Il ent fuclle de vérifier cette égalité en utilisant Ja formule de définition d'up
coelliclent binomial,

A Triungle de Pancal

De o formule €= 214 €7, découle un algorithme de calcul des coefficients
binominux connu sous le nom de triangle de Pascal,

Lo trlangle de Pascal est un tableau croisé dans lequel 1a valeur de chaque coefficient
binomiul €Y, inscrite d internection de la n-iéme ligne et de la p-iéme colonne, est obtenye
de In fagon sulvante ;

o Dang In colonne d'indice 0, tous les coefficients sont égaux 4 1, puisque C? = 1.

o Laligne d'indice 0 contient le coefficient Cf égal 4 1.

o Laligne d'indice | contient les cocfficients C9 et C} égaux & 1.

o Dang In ligne d'indice 2, C} g'obtient & partir de Pégalité C3 = C9 + C!; quant au
coefficient €7, il est égal & 1,

e Supposons que e tableau soit rempli jusqu'a 1a ligne d’indice n — 1. La ligne dindice n
est ninsi construite : pour tout entier ptel que 0 < p < n — 1, on calcule C? en ajoutant
Chotet €0y quant & €1, il est égal 4 1,

AN\ 0 I 2 3 4 5 6 p—1| p
0 |

| | 1

2 | 2 I

3 [ 3 3 I

4 I 4 6 4 1

5 I 5 10 | 10 5 1

6 1 6 15 1 20 | 15 6 1

B=11Cu |G |G |G, |t e, e, | . CiZ1 | G-y
n calalc|c| c c: e 6 4
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1* Programmer le calcul de C§ en utilisant la fonction factorielle de la machine.
Réponse (CASIO 1FX-1801)
0 fxac] met en mode programme et vide les mémoires
7] programme de saisic de net p
[7] 7 [&in] 1 entre n (n = 7) dans la mémoire K1
[nr] 3 [kn] 2 entre p (p = 3) dans la mémoire K2
[P programme de calcul de C%
10 2] Gew) 2 {200 (=]
] [ [oem] 1 =] [ea) 2 [0 (=] [Z]
=1 exécution : calcul de Clo
(7] 19 (o] 8 (o] (%] affiche 75581.99999; résultat : 75 582
2° a) Programmer d nouveau le caleul de C?, mais sans utiliser la fonction fa{Eto’rif:He.
b) Remplir le triangle de Pascal jusqu’d la ligne 10, et vérifier les résultats a I'aide du
programme de la question 2° a.
3° a) Programmer le calcul de u, = In(n!) sans utiliser la fonction factorielle.
Réponse (CASIO FX-180P)
0 [xac] met en mode programme et vide les mémoires
4% i[(m]10[kn]2 saisie de n (n = 4) dans K1 et mise 4 zéro du contenu y de K2
7 programme de calcul de u, = Y Ink
k=0
1 [(m] appel du contenu x de K1 et calcul de In x
[Kin ] 2 o ajoute In x a y dans K2
X
1 ] [=]1 retranche 1 & x dans K1
3 ESW it x > 0 recommence
-I m [ e .
= :I x<0 x < 0.arréte p
[kowt] 2 ) affiche le résultat
] exécution : calcul de In (6!)
6 {71 2] affiche le résultat : 6,579251212
\, par

b) Quel est le plus grand entier n pour lequel la machine affiche une valeur de n
utilisation de la fonction factorielle?

Peut-on calculer C3}, d l'aide de cette fonction?

Utiliser le programme précédent pour afficher une valeur de C33o-

Quel est le nombre de chiffres de I'entier C 3T

Exercices d'application
12. Soit E un ensemble fini de cardinal n>2 | On classe les parties de E 4 p éléments de la

et a et b deux éléments distincts de E. Soit pun fagon suivante :
entier tel que 2<p<n. » celles ne contenant ni a ni b;
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» En déduire une méthode de comstructio-

» celles contenant un, et un seul, des decx d'une surjection de E sur F. Dénombrer I'er.

¢léments a. b; th semble de ces surjections.
. ocl]es lfnnlten;natuf;: » |8 Soit E et F deux ensm_:hhs finis e
& ddmcr%i e, 420 cardinaux respectifs net p(n>2et p > 2)

5 i lons rd» Edm j iﬂ“l_:_is,
Té ité C7 = CE. o0 i Dénombrer les Bpphmﬂ J
13. I®* Démontrer qus egalite 4 - OU L

{ =2 (On rappelle que /(£
Card f(EX>=2( =
P. g sont des entiers naturels tels que p<net | quter semble des images par f das &lémany

uuuuu g

| es

g<rimplique:p=goup+g=n | de E)

2> Résoudre, dans N, 'équation : } .
Clet-—=0C11, 19. On considére un polygons convers 3

L otss (mn =4 ;
14. Résoudre, dans B I'équation : ?fg?m(;ien a-t-il de diagonales?

X —xCT+CEIICI_, =0, > Combien les diagonales _or_xt-e!l;s. aulplﬁi de
. . e e ion & I'nténeur du polygons?
Ou n et p sont deux entiers tels que 0 < p < . points d'intersection & I PO

i T t assoqsT 2 chagos
. ) On constatera que I'on peut 2 qus
15. Démontrer les relations - ’i)oint d'intersection de deux diagonales, quarre
Q) Gu=G+Ql+Cl+_4C°

; e sommets du polvgone.)
ould<g<p:

b=+, ,+a.,+-+C, 20. Résoudre, dans N*2, Téquation :
oul0<p<n; S :

)+ A+ 3+ +CL L +1=C, G =G
ould<p<gn

i3 onnaie n fois de
16.  Pour tout couple (r, p) d'entiers naturels 3;1 - ?:1 ;info::n ?ep:-?ﬂgt I(nien;ar.te r;_.[?{: g;
tg'; g?ue ep g:}s_ L i dﬂi-llm}m}- 'qque lancers sous la forme dune rlist= dont les

= = Ci-1. Dans quels cas ya-t- e coeficients sont P (pile) ou F (face).

17. Soit E et F deux ensembles finis de | /° Dénombrer les resultats possibles.
cardinaux respectifs n et n — | n=2) 2® Dans combien de résultats rouve-t-on
I° Soit f une application surjective de E sur F. | exactement k fois (0 < k < n) I coefficient P?
Montrer quil existe un &ément @’ de F ayant | 3 En déduire Ia formule :
deux antécédents, a et b, par o et que tous les
autres ¢léments de F ont un seul antécédent,
différent ds g et de b.

Y G2

k=0

FORMULE DU BINOME

Soit & calculer (@ + b)*, ou g et b sont des réels et n un entier naturel.

Lorsque n = 0, on convient que (g + b°=1.
Lorsque I'entier n n'est pas nul, (@ + b)* est le produit I7 de n facteurs €gauxda+b:
II'=(a+b)a+ b)..(a + b).

De la distributivité de I3 mult
somme de tous les produits o
réels g, b, puis en multipliant
Sibeslret;t;ﬁdans:;.fac_;;urs(ie{o, L2 . n})alestdans lesn — i autreset Je produit
correspondant est g*~ipi, ‘ompte tenu de l'associativité et g ivite
mnltingai R. Vite et de la commutativité de la

plication par rapport 3 I’
btenus en choisissant,
les n réels choisis.

addition, il ressort que ITestla
dans chaque facteur, un des deux

(1)
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Cette formule est connue sous le nom de formule du bindme de Newton.

Pour I'établir, on a uniquement utilisé les propriétés d’associativité et de commutativité
de l'addition et de la multiplication dans R, et la propriété de distributivité de la
multiplication par rapport 4 I'addition. Il en résulte que la formule du bindme s’applique
dans le corps C des nombres complexes.

Conséquence

Pour a = b = 1, la formule du bindme donne : i

r=3C (2)

On retrouve ainsi un résultat établi a la page 11 4 partir de la propriéte :
si Card E=n, alors Card 2(E)=2"
A noter que la formule (2) permet aussi deffectuer le dénombrement de 2(E). En effet

pour tout ensemble E de cardinal n, Pensemble des parties de E est la réunion des

ensembles de parties de cardinaux 0, L, 2, ..., n:

P(E) = Py(E)u Z(B) V..V 2.(E).
De plus, quels que soient les entiers naturels distincts i et j (i < netj < n), les ensembles
#,(E) et #,(E) sont disjoints. Donc :

Card P(E) = Card P,(E) + Card 2,(E) + .. + Card Z,(E) = ¥, Ci.
i=0

Finalement : Card 2(E) = 2"

[ Ativit e g S N SRk £ 25 L

1. I° Soit n un entier naturel non nul et soit f l'application de R dans R définie par

fx)=(01+x)"

Démontrer que f(x) = Y, Cix".
i=0

20 a) Calculer f(1) et f(—1). En déduire que :
»1_C04+Cl4.+C+.=C+C+.. + CH* g

b) Application : Soit E un ensemble non vide de cardinal n. Démontrer que le nombre des

parties de E de cardinal pair est égal au nombre des parties de E de cardinal impair. Quel est

ce nombre? e

3 Calculer la dérivée f'(x) de deux fagons différentes. En déduire que :

n2"!=C!+2C? +3C} +..+nC,.
Trouver une expression simple de CS + 2Cy +3C; + .. + (n + 1)C;.

2. Soit E et F deux ensembles fmis_, disjoints, de méme cardinal n.
1° En évaluant de deux fagons différentes le nombre des parties de cardinal n de EU F,
démontrer que :

(C9)? + (CY? +(C? + .. + (C)? = o
(En choisissant k élémentsde Eetn — k éléments de F,on obtient une partie a n éléments
de EUF et cela quel que soit k=0, 1, 2, ..., n).
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2° Retrouver cette formule en utilisant | ‘égalité (1 + X

du binéme.

m2
3° En déduire que (C})? + 2(C?)?* + ... + n(C})* =

)27 = (1 + x)"(1 + x)" et la formule

n
Cln'

Nl=

® Exercices d'application

22. 1° Pour tout réel x strictement positif et
pour tout entier n supérieur a 2, démontrer que
(14+x>1+nx

2° En déduire la limite de la suite (,,), . n définie
par u, = a", ou a est un réel tel que a > 1.

23. Utiliser I'identité :
(x + 1)’(x + 1) = (x + 1)**%, ot p et g sont
deux entiers naturels, pour démontrer que :

P
Geg= ¥ CL0T
=0
24. I° Pour tout couple (g, b) d’entiers natu-

rels, démontrer que (a + b)° — a° — b5 est un
entier naturel divisible par 5.

2° Généraliser ce résultat en montrant, par
récurrence, que 8i d;, dj, .., d, sont des entiers

naturels :
(ay+ a4 ..+ a,) —(a] +d + ... + )
est un entier naturel divisible par 5.

3° En déduire que, pour tout entier nature] n,
n® — n est divisible par 5.

25. En développant (1 + x + x)" de deux
fagons différentes, démontrer que :

2°C = CoCh + ChCaz)
+CICIi+ .+ o,
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TRAVAUX PRATIQUES e

STATISTIQUE — RAPPELS

Population — Echantillon

Toute étude statistique porte sur une population E d'objets, de personnes, d'animaux, de pays, ete.

Chaque ¢lément de E est un individu de la population,

Lorsque le nombre d'individus de E est trés élevé, ou lorsqu'on ne peut contacter tous les individus,
ou encore lorsque le relevé & eflectucr est cotiteux ou qu'il oceasionne la destruction des individus,
on ne fait porter I'étude que sur un échantillon de la population E.

Un échantillon n'a évidemment d'intérét que s'il est représentarif de la population de fagon que des
conclusions relatives i cet échantillon puissent étre généralisées & la population toute entiére.

Caractére
Pour chaque individu d'une population, ou d'un échantillon de population, on reléve la valeur d'un
ou de plusieurs caractéres. Par exemple ;

« pour les éléves d'une classe, I'ige, la taille et le poids;

e pour les salariés d'unc entreprise, le salaire mensuel brut;
e pour les pays de la C.E.E. ou du Comecon, la production annuelle d'acier;

e pour les habitants d'un département, le sexe et le groupe sanguin;
 pour la population active d'un pays, la catégorie socioprofessionnelle.

Certains de ces caractéres sont qualitatifs : sexe, groupe sanguin, catégorie socioprolessionnelle.
Les autres sont quantitatifs et s'expriment par des nombres réels : fige, taille, poids, salaire,

production d'acier.
Un caractére quantitatif X d’une population E est aussi appelé variable statistique numérique. D'un

point de vue mathématique, X est une application de E dans R : celle qui & tout individu e de E
associe la valeur X(¢) du caractére X pour l'individu c.
On dit que les réels X(e) sont les modalités du caractére X. L'ensemble des modalités de X est

not¢ X (E)D.

Série statistique simple
Considérons un caractére numérique X relatil & une population, ou a un échantillon de

population E.

1° Lorsque le cardinal pde I'ensemble X ¢ E ) des modalités de X est faible, on classe les modalités

par ordre croissant i x; < X; <. < x,,ct,d chaque modalité x;, on associe I'effectif n, de x,, c'est-

d-dire le nombre des individus de E pour lesquels le caractére X prend la valeur X}

L'ensemble des couples (x, n) Jen, €St la séric statistique simple associée au caractére X.

Une séric statistique simple cst aussi appeléc statistique simple. Le qualificatil « simple» souligne
qu'clle est définie d partir d’un seul caractére de la population. Une telle série est présentée sous

forme d'un tableau :

Modalités X, X3 X, X,

n n,

Effectifs mny ny

2 Lorsque le cardinal de I'ensemble X { £ ) des modalités de X est élevé, on recouvre cet ensemble

par des intervalles, ou classes ¢, = [ag, a,[,¢; = [a,, a;[, .., ¢, = [a,_,, a,[,ayanten général la
méme amplitude, et, 4 chaque classe ¢;, on associe l'effectif de c;, cest-d-dire le nombre n, des

individus de E pour lesquels le caractére X prend une valeur appartenant a la classe C
L'ensemble des couples (c;, n));,n, est une série statistique simple exprimée en classes.
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Les tailles (en cm) de 50 éléves de Seconde sont indiquées dans le relevé statistique ci-dessous -

166 158 175 165 181 177 169 169 157 160
T ——
165 | 165 | 160 | 168 | 163 | 168 | 154 | 164 | 158 | 185

164 164 170 169 172 166 173 168 151 164

—_— ]

160 | 166 | 175 | 181 | 169 | 157 | 165 | 160 | 163 4 154

—_—

158 164 169 173 160 164 166 170 161 151

I° Classer, dans un tableau, les différentes tailles par valeurs croissantes X; < X2 < .. et, pour chaque

valeur x;, indiquer :
a) le nombre n, d’éléves dont la taille est x;. : s
b) Le nombre N, d'éléves dont la taille est inférieure ou égale d X;.

2° Dans un repére orthogonal, on porte en abscisses les taif_fes x; (gra
0,5 cm pour 1 cm de taille), et, @ chaque valeur x;, assoc:'er I
a) Le segment ayant pour extrémités les points de coordonnées (x;,
0,5 cm pour 1 éléve).

b) Le point Aj(x;, N)).

L’ensemble des segments du a) est le diagramme en bitons.

La ligne brisée 4, A,... est le polygone des effectifs cumulés.

3° Calculer la taille moyenne d'un éléve en utilisant :

a) Le relevé initial.

b) Le tableau du I°.

Interpréter cette taille moyenne comme le barycentre des points X, Xz, X3, -- affectés de coefficients
que I'on précisera.

4° On recouvre lensemble des tailles par les intervalles, ou classes, c, = [150, 154[,
¢, = [154, 158[, ... de méme amplitude 4 cm. Classer, dans un tableau, les différents intervallesc,, c,,
C3, s €1, d chaque intervalle c,, associer :

a) Le nombre m, d’éléves dont la taille appartient a .

b) Le nombre M, = my + m; + ... + my que l'on interprétera.

duer a partir de 150 en prenant

0)et (x; n) ( prendre en ordonnées

5° Dans un repére orthogonal, porter en abscisses les bornes ay, a,, a,, a,, .. des intervalles
¢y, €3, C3, ... €L cONStruire, sur chaque intervalle ¢, pris comme base, un rectangle dont l'aire est
proportionnelle a 'effectif m, de c,.

L’ensemble de ces rectangles est 'histogramme,

Joindre les points de coordonnées (ay, 0), (a,, M,), (a,, M,), ...
La ligne brisée obtenue est le polygone des effectifs cumulés.

6° A partir des seules données du tableau du 4°, évaluer la taille mo yenne d'un éléve. (On supposera

toutes les tailles de ¢, égales a 152, toutes celles de ¢, égales a 156, ...) Expliquer la différence avec la
valeur trouvée au 3°.

Fréquence et pourcentage

Soit (x, "})}sn,' ou (CJ- "})}em,n

—— ne serie statistique simple relative 4 une population d’effectif

On appelle fréquence de la modaljté X;, ou de la classe ¢;, le réel jj défini par f; = ﬁ. Toute
n

fréquence f) est un réel de lintervalle [0, 1]; de plus i fi=1
Ll J' - 1.

En pratique, on préfére souvent utiliser | =1
» e " ,
par 100 : p, = 100f,. S pourcentages p, obtenus en multipliant les fréquences f;

La série (x;, n));.n, Peut aussi étre présentée sous la forme (x
il

L‘)JEN,D ou (xj- P})jeN,‘
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Valeur moyenne et écart type

L'étude des séries statisti

de des. ques simples a été développée dans le cours de Premiére. Rappelons deux
définitions importantes.

(S:)O:t X un caractére d’une population d'effectif total net (x;, n)),.y, 1a série statistique associée & X.
n appelle valeur moyenne ct écart type du caractére X, ou de la séric associce, les réels
respectivement notés X et o(X) et définis par:

— 12r
X =% my (1)
i LS yie T @
n =1

Le réel X, barycentre du systéme (%, n));en,, représente la valeur moyenne des modalités de X :
c'est un paramétre de position.

Quant 4 I'écart type o(X), il exprime le plus ou moins grand éparpillement des modalités de X

autour de leur valeur moyenne X : c’est un paramétre de dispersion. Le carré de I'écart type est
appelé variance de X et noté V(X).

Si on peut calculer o(X) & partir de la formule (2) de définition, on préfére généralement utiliser la
formule suivante qui découle de (2) :

o(X) = \/% (El n,.x}) _¥ ®)

Quelle que soit la formule choisie, le calcul de ¢(X) implique celui de X.

Pour calculer la valeur moyenne et I'écart type d'une série statistique exprimeée en classes, on se
raméne au cas précédent en convenant de concentrer I'effectif de chaque classe ¢;en son centre x;.

Exemple :

A partir d'un relevé des prix, exprimés en francs, de 400 robes en vente dans un grand magasin, on a
établi le tableau statistique suivant :

Classes [300, 400[ [400, S00[ [500, 600[ (600, 700[ (700, 800[

Effectifs 25 90 145 90 50

Pour calculer la valeur moyenne et I'écart type de cette série statistique exprimée en classes, qn se
ramene a la série statistique suivante :

Modalités 350 450 550 650 750
Effectifs 25 90 145 90 50
édui L s o § 2 = 328250; et par suite:
On en déduit: o0 El nx; = 5625, o5 ,-; npd = . etp .

X =5625: W(X)=1184375  o(X)=~ 10883.

Parmi les calculatrices présentées dans cet ouvrage, la CASIO FX-180 P,1a SHARP EL-5050 et la
’ ) - I3
TI-62 effectuent les calculs de n = Y n;, X et g(X) sur simple entree des données x;, n;.
i=1

On trouvera dans le tableau suivant, pour ch
sont celles de I'exemple ci-dessus). :
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I ki
CASIO FX-180 P SHARP EL-5050 T1-62 Commentaitss
s 7 mise en mode
3 L N statistique
e mise a zéro des
[ | LEA ) meémaoires

350 [x] 25 350 [X] 25 350 {¥ui] 25
a50 [X] 90 450 [x] 90 450 [T} 90
550 [x ] 145 550 [x | 145 550 [¥m ) 90 tedes Higlsnies
650 [x] 90 650 [x] 90 550 { ] 55

750 (%] 50 [ |750 [] 50 [oam] (650 [Tui] 90
750 {7} 50

n affiche n affiche n affiche n= 400
P x 1 HEE fi:-;] affiche X = 562,50
[ an | { ox | {on | affiche o(X) ~ 108,83

A noter que si l'effectif n; est tel que n; > 100, la TI-62 n’enregistre que l'effectil 100 — n;; c'est

————

pourquoi ’entrée des 145 robes 4 550 F s'est faite en deux fois : 550 [ | 90 et 550 [ Frg | 55.

La HP-11 C effectue aussi ces calculs mais il convient, pour chaque modalité x;, de répéter n; fois la
séquence X; :
[ £],350 répétée 25 fois, 450 répétée 90 fois, ..., 750 répétée 50 fois.

On obtient alors X avec| _x_let o(X) aveci x_] P sl

s e ——

Lorsque les effectifs n; sont importants, comme c'est le cas dans I'exemple considére,
P

‘_Z, HiXj

il est plus rapide d’effectuer les calculs directement, a I'aide des formules X =1
n:
ji=1

1
15 ., =%
O'(X)= ;J_zl nij—X 2

On peut aussi utiliser le programme suivant :

[PR | met en mode programme

PRGN} efface la mémoire programme

Ll A choix du label du programme

sto] 8 [&[] 7 entre n; dans le registre R, et x; dans R,

[rer] 8 0 ajoute n; au contenu de R,

8 7 [x] effectue le produit nx;

- .

1 ajoute n;x; au contenu de R

8 ] 7 (37] e ‘
ix77 [X]  effectue le produit n;x?

@) (3] 2 ,

ajoute n;x? au contenu de R,

LY fin du programme

I
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[:Pf":j' retour en mode calcul
e initialise les registres statistiques Rq, Ry, R;, Ry, Ry, Ry
30 B 25 {7

450 90 {TA’]

550 145 a1 entrée des données
650 BT 90 {7

750 B 50 [

0 affiche n = 400

1] affiche X = 562,50
i3] 5] affiche o(X) ~ 108,83
Applications

1. Procéder a 200 jets de deux dés et, pour chaque jet, noter le plus grand, X, des points amenés et la
valeur absolue, Y, de la différence des points amenés. On défmit ainsi deux séries statistiques simples.
Pour chacune d’elles :

I° Calculer la valeur moyenne et I'écart type.

o Dérerﬁiner le pourcentage des jets pour lesquels :
a) Xe[_}f - a{X],i( + a(X)].
b) Ye[Y —a(Y), Y + a(Y)].

2. Leservice comptable d'une banque donne la statistique suivante portant sur les sommes X déposées
d la banque par ses clients :

Somme
déposee 1000 3000 5000 10000 | 50000 | 100000
Pourcentage
de clients 12 18 25 20 15 10

Calculer la valeur moyenne et I'écart type de X.

3. On considére la série statistique suivante, relative ala répartition de la population active d’un pays,
par dge, en centaines de milliers de personnes.

[20, 25 | [25, 30[ | [30, 35[ [35, 40[ | [40, 45[ | [45, 50[ | [50, 55[ | [55, 60[ | (60, 65[

10 30 7| 40 35 25 24 18 12 6

1° Déterminer la valeur moyenne m et l'écart type o de cette série.
20 Déterminer le pourcentage de personnes dont I’age appartient d l'intervalle [m — o, m + o).

n de 1000 assurés pris parmi ceux qui n'ont eu aucun accident pendant

; nsidére un échantillo ne
okl suivant les tranches d’dge :

'année 1980. Le tableau ci-aprés indique la distribution de ces assurés

Tranches d'age

(en années) [18, 25[ | [25, 35[ | [35, 45[ | [45, ss[ | [55, 65[ | [65, 750

Effectifs 29 270 490 195 14 2

Scanné avec CamScanner



1/ Dénombrement

/° Calculer la moyenne m et l'écart type o. ) e . _
2 Déterminer le pourcentage des assurés dont I'dge appartient d l'intervalle [m — a, m + o].

6. Les résultats d'un test de durée de vie de 400 tubes Dureée de vie I;Iom‘tt\::
Sluorescents sont consignés dans le tableau ci-contre. (en heures) ¢ tubes
I° Préciser la série statistique ainsi définie et calculer [300. 400[ > —
sa moyenne m et son écarl type a. e

2° Estimer le pourcentage des tubes dont la durée de [400, 500[ 46
vie :

a) n'excéde pas 600 heures; [500, 600[ 54

b) est supérieure ou égale d 800 heures:
c) est comprise entre 500 et 1000 heures; [600, 700[ 78
d) est comprise entre 680 et 920 heures.

(700, 800[ 70

6. Soit E une population et X un caractére numérique.

Démontrer que I'écart type de X est nul si, et seulement (800, 900( 64
si, X est constant,

[900, 1000[ 45
1. On considére le tableau statistique suivant relatif (1000, 1100[ 20
aux notes obtenues d 'épreuve d'analyse par les
candidats au concours d'entrée de 1985 g I'Ecole (1100, 1200[ 8
nationale des mines d'Alés.
Notes sur 20 0 {05 1 (05| 2[25]3 |35 4 |as|s 55|16 |65
Nombre de notes 23 | 51136 |63 |54|66(81]79]76|136]133 91 | 160|124
Notes sur 20 T(75]8 (85]9 [95]10|105] 11 LS| 12 112,5) 13 [13,5
Nombre de notes 116196 [117]115(117| 87 [103| 66 | 72 | 66 67 | 54 | 42| 25
Notes sur 20 14 114,5| 15 {15,5[ 16 |16,5] 17 [17.5] 18 18,5] 19 |19,5 20
Nombre de notes QI [13] 8 13141 ]

I° Calculer leffectif, la valeur moyenne X et l'écart ¢
2* Calculer le pourcentage des candidats dont la not
a) Xe[X - a(X), X + a(X)];

b) Xe[X = 2a(X), X + 20(X)].

3 Dércrjm‘:‘ner la note médiane . (u est telle que :la moitié au moins des can
et la moiti¢ au moins des candidats Ont une note > y)

ype a(X) de cette série statistique.
e X est telle que :

didats ont une note S U,

COMBINAISONS AVEC REPETITION

Soit E un ensemble non vi o
ki -Ona p-combina;

delcmﬁ"f"f de E tout objet mathématique formé v b;ﬂllﬂﬂn pris simios romgich s

chaque élément Pouvant étre répéte jusqu'i p fois dans un ordre quelconque

 [aaaabb), [aaaaaa] sont des
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I° Calewler I'S, I3, I3, 'Y et, pour n2 3, '}, T2, T,

2 On suppose derites toutes les p-c.ar, d'éléments de E (Card E = n). Démontrer qu'un élément

: I'" fois.

n

3° On considére I'ensemble des p-c.a.r. ( p = 2) contenant a au moins une fois, Si dans chacune de ces
p-combinaisons on retire un des termes a, qu'obtient-on?

En déduire: Dpp=pr-t 2=l pe-n g
n n

donnd, a, de I est derit

r;="_+_plir§-l_ (1)
p

4° Démontrer que I'? est égal d un coefficient binomial dont on précisera les indices.

(Ecrire I'égalité (1) puis, au-dessous, les égalités obtenues en remplagant successivement pparp — 1,
P —2, .., 3, 2;faire le produit des premiers membres, puis des seconds, de ces égalités; simplifier et
conclure.)

5° Applications :

a) On répartit p boules dans n tiroirs numérotés 1, 2, ..., n et on note la répartition obtenue sous la
Jorme d’une n-liste (x,, x,, .., x,), ot x, est le nombre de boules placées dans le tiroir i (0 < x; < p).
Dénombrer les différentes n-listes d'entiers qu’on peut ainsi obtenir. (A chaque répartition des boules
dans les tiroirs, on associera la c.a.r. obtenue en répétant chaque numéro de tiroir non vide autant
de fois qu’il y a de boules dans le tiroir.)

b) Dénombrer les n-listes d'entiers naturels (x,, X,, ..., X,,) telles que :

X +Xs+..+x,=p,

ou p est un entier naturel donné.

p-LISTES CROISSANTES DE N,

Une p-liste (x4, X, .., x,) d’¢léments de N, est dite

o strictement croissante si x; < x; <.. < X,/

e croissante si x; < x, <.. < Xx,.

1° Démontrer que le nombre de p-listes strictement croissantes d'éléments de N, est CZ. (A chaque
p-liste strictement croissante (x;, X3, .., X,) on associera la partie { x,, x,, .., x,} de N,.)

2° Soit (xy, X3, .., X,) une p-liste croissante d’éléments de N,. Associons-lui la p-liste (y,, y;, ..., X,)
telle que, quel que soit l'entier k de N, y, = x, + k— 1.

a) Démontrer que (yy, V2, - ¥,) est une p-liste strictement croissante d’éléments de N, , i

b) Démontrer réciproquement que toute p-liste strictement croissante d'éléments N, , p—1 €St associée
d une, et d une seule, p-liste croissante d'éléments de N,,.

c¢) En déduire le nombre des p-listes croissantes d'éléments de N.,,.

d) Retrouver ce résultat en associant a toute p-liste croissante (x,, X, ..., x,) d’éléments de N, la
p-car. [xyX;..x,] d'é¢léments de N,. (Voir '’étude précédente des combinaisons avec répétition.)

3° On se propose de dénombrer les 4-listes (x, y, z, t) d'entiers naturels tels que :
X+y+z+1=10. (1)

a) A toute 4-liste (x, y, z,t) répondant d la question associons la 3-liste (1 +x, 1 +x+,
I +x+y+2). Démontrer que (1+x, 1+x+y, 14+ x+y+2) est une 3-liste croissante

d'éléments de N,,.

b) Démontrer réciproquement que toute 3-liste croissante (a, b, c) d’éléments de N, est associée a
une, et a une seule, 4-liste (x, y, z, t) d'entiers naturels vérifiant I'égalité (1).

c¢) En déduire le nombre cherché.

4° Utiliser la méthode de la question 3° pour dénombrer les n-listes (x,, X3, ..., X,) d ‘entiers naturels
tels que x; + x; + ... + X, = p, ot p est un entier naturel donné. (On se contentera de préciser les
différentes étapes du raisonnement, sans faire les démonstrations, et on donnera le nombre cherché.)
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ENSEMBLES FINIS

26. Soit E un ensemble fini et -4 et B deux sous-
ensembles de E. Calculer, en fonction de Card A = g,
Card B=b et Card (AnB)=1i, les cardinaux des
ensembles suivants (on commencera par simplifier
I'écriture de chaque ensemble) :

a) X =An{(AnB)nB}.

b) Y=AU[{Bn(AuB) r\{Au(Ar\H)}].
¢) Z=An[{Bn(AnB)ju{An(AuB)}]

27. Soit E I'ensemble des diviseurs de 60 et F I'ensemble
des diviscurs de 38, Calculer Card (E n F), Card (E U F)
ct Card (EA F).

28. Soit E I'ensemble des multiples de 2, F I'ensemble
des multiples de 3 et G I'ensemble des diviseurs de 546.
Calculer Card [(En G) U (F n G)].

29. Parmi quarante sccrétaires, huit connaissent le
russe, quinze I'anglais et neuf 'allemand. D'autre part,
quatre parlent anglais et allemand, cinq anglais et russe,
deux allemand et russe, et deux les trois langues.
Combien de secrétaires ne connaissent aucune de ces
trois langues?

30. Un certain appareil, fabriqué en grande série, peut
¢tre défectueux a cause de deux défauts désignés par A et
B. Sur cent appareils, on a en moyenne :

« dix appareils présentant le défaut A (et peut étre aussi
le defaut B); ~

« huit appareils présentant le défaut B (et peut-étre aussi
le défaut A);

« quatre appareils présentant les deux défauts.

Combien d'appareils, en moyenne, sur cent, ne
présentent aucun défaut?

DENOMBREMENT

31. Onconsidére les cinq lettres a, b, ¢, d et e. Combien
peut-on former de mots, avec ces cinq lettres, dans
lesquels les voyelles a et e ne sont pas voisines?

32. On trace, dans un plan, n droites de directions
différentes et dont trois quelconques ne sont pas
concourantes. Combien forme-t-on ainsi de triangles?

3} De combien de maniéres peut-on former un comité
de trois femmes et de quatre hommes dans une société de
huit femmes et de sept hommes, si I'on suppose que

Mllsl X.. refuse d'étre désignée en méme temps que
M. Y..?

M. De combien de maniéres peut-on extraire un
ensemble de cing cartes dans un jeu de trente-deux
cartes?

Méme question si I'on suppose que cet ensemble de cing
cartes contient trois rois, et trois seulement.

35, Combien y a-t-il de nombres de trois chiffres dans

lesquels un chiffre est répété deux fois (numérati
décimale)? a : Hon

EXERCICES ET PROBLEMES

36. Combien y a-t-il de nm’qbrcs de quatre chiffres
différents qui contiennent les chiflres 5 et 7 (numération
décimale)?

37. De combien de maniéres distinctes peut-on placer
six convives autour d’une table ronde? Méme question
en supposant qu'on alterpe les dames et les messieurs (il y
a trois dames et trois messieurs).

38. Un rectangle est constitué par six cases carrées
égales, numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6 comme I'indique la
figure. On dispose de six plaquettes .carrees, égales a
chacune des cases et numérotées de 1 a 6.

6 5] 4

k| %13

I°* On place les plaquettes sur les cases a raison de une
par case. Combien y a-t-il de positions possibles se
distinguant :

a) Uniquement par la place des plaquettes?

b) A la fois par leur place et leur orientation?

2° Chaque plaquette coincidant avec la case de méme
numéro, on colorie en rouge le périmétre du rectangle
qu’elles constituent, puis on les disperse. De combien de
fagons peut-on former le rectangle de telle sorte que le
contour rouge soit reconstitué?

39. Etant donné n éléments a,, a,, ..., a,, combien y a-
t-il d’arrangements qui contiennent a la fois les
eélements a, et a,.

40. Etantdonné néléments a,ds, .., a, combieny a-t-
il de permutations ou I'objet a, occupe la premiére

place? Ou les éléments a, et a, occupent les deux
premiéres places?

41.  Dans un jeu de trente-deux cartes, combien peut-on
faire de jeux de cinq cartes contenant trois piques?

42, Une classe de trente-cing éléves comprend quinze
filles (toutes externes) et vingt gargons (tous internes). On
veut former un comité comprenant un président
(interne), une secrétaire (fille) et trois autres membres.
Combien y a-t-il de comités possibles?

43. On dispose de lettres accentuées permettant de

distinguer E, E et E. Combien y a-t-il de permutations

possibles  pour
THEOREME?

On supprime les accents. Combien reste-t-il de
permutations distinctes?

I'ensemble des lettres du mot

44. Par combien de zéros se termine le nombre 100!

écrit dans le systéme décimal? Méme question pour le
nombre 10 000!

45. Onvmarque, dans un plan, cinq points tels que trois
quelcqnques'd’em_re eux ne soient pas alignés. Combien
Ces points déterminent-ils de pentagones? Généraliser.

46. On garde tous les ceeurs et tous les tréfles d’un jeu de
trente-deux cartes. Combien y a-t-il de permutations de
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VU R RO e Temquellon dhenn vinles conadentivea
et ues sont de vonlenes ditidren es

P D e de vinga WO PECEOeE, combien v
WA Bt chotab o prdaldent, un vice péatdent,
WAL ST et ral of un Odao e

AN O e e trente ey etes, Onen prend hull,

OO e s DS ombrer Tes b gl
vontiennend

A enavtoment W iwg

B enictoment deny o

RRTTNITRTR

A ks o

b letn veu ol ks ploguesy

Iy doun vremng, oy Phues et o]

@) doun coenes et un g

o e el dons dimes;

0w e (quatie catex do mdme valen),

A9 On Jette tols ddn dindrencldi Ay 1ot oyl
v‘humn NN aces Lex fnees nont nmdrotéen de 18 6, On
Ninteroxse nuy eésultaty possibles,

M DORomber tous con tesultatn, Lo probldme rovient o
denombret texapplivations d*un ensemble duis un nutre
enxemible, Préciser ves ensemblen,

S Ddnombrer lex rdsultaty o lox trods fnees nimenéen
sont fdentigues,

S Denombrer cenn o les trods fuees wont diférontes,
FDEnombrer lex tésultats ne compaortant nueun w (on
Poutta procéder comme au 1Y),

S Dénombrer les eéxultats comportant nn molng un
O Dénombrer lex résultnts comportant exactemont un
s,

A D¢nombrer lex résultuts comportant oxnclemont
deun us,

8 Liddigquer e lien entre les questions 44, 8, 6" ol 7* ot uno
autre question, concernant les s, qui n'a pas 61é poséo,

S0 Oncdispose d'un alphabet & deux symboles a ol ¢
Combien de mots distinets de longueur A peut-on (ormer
A Maide de cet alphabet, une lettre pouvant 8tre répétée
jusquit K lois? (On prendrn k=1, k=2, puls
k queleonqgue.)

81, Une grenouille monte un escalier do treize marches,
Blle peut progresser en sautant d'une marche o ln
suivante, ou en sautant par dessus une marche (do la
marche n a4 la marche n+ 2). Combien de fagons
distinetes a <t-elle d'arviver au sommet do 'escalier?

82, Un tournoi sportil comptoe sept équipes engapées.
Chaque &quipe doit rencontrer une fols, et une soule,
toutes les autres équipes. Combien doit-on organiser deo
matchs?

&% Pour jouer au loto, on désigne 6 numeros, parmi
40, On gagne au 1™ rang si les six numéros choisis
sortent, au I* si cing numéros sur six sortent, au 4° si
quatre numéros sur six sortent, Combien y a-t-il de
grilles gagnantes au 1%, 3 et au 4° rang?

&4, Une ligne de chemin de fer comporte 25 stations,
Chaque station délivie des titres de transports en
premidre et deuxiéme classe pour chacune des nutres
stations (on distingue le billet A <+ B du billet B < A).
La ligne est prolongee de trois stations. Combien doit-on
imprimer de nouveaux types de billets?

APEERCA IO BT
BHSENTEEE s

af, Mol B v enseinbdes B nons vide deeardinad n Cig
ao prapons e dénonibeer Fapaembile des wpphications |
o 10 i 15 ellen e [

1 Holt s agplicantion de 0o s 16 Cpete [ 21,
Fenmeimble den Vs poe [ da tons Ty E s de 1,
DYooy eer que Finppliention /eattelle g | o f ~ f &),
ol pevloment wl, lout Caient dis [ 40, osl invatiant
-

l."' Holl A e pattle non vide de £, do cardinal p.
Déduombier len wpplicaciong [ de 15 dais 5 elles gis
fof=[uvl f'{ﬂ:/"a’l.

2 Dnombrer les applications / de 1 dans £ welles qus

Jol=][

8. Applications crolsonten de N, dany N,

Solt i ol g deon entlers nntinels non nls

1" e nppliention de / de N, dans N, st une injection
erofasote wl U f(1)y = f(2) = o= Hp)=
Débmontrer que le nombre d'injections erolssantos de 14,
i N, el € (A chingue injection crolssante [ de N,
it N, on nssoclern ,n puctie § SO0, f20,00 [(p) | de
N,y

2800 one applleation erolssante de N, dans N, ¢
L < ()< f(2) .. < [(p)<n A [ onassocie 'a :;Ji—
entlon i qul & tout entler L de N, nasocle Venter u{l,j fel

s ) = (k) 4 k = 1.

Démontrer quoe ¢ ent une injection erolssante de N, dans
Nyip oo I dédulre que le nombre d'applications

erolinnnton do N, duns N, est .

ST Dénombrement des surjectlons de A sur 1}

Solt A ot 1 deux ensembles finis non vides de cardinaux
rewpectili et p, On we propose de dénombrer les
applicationn surjectiven de A wur 15, On note 82 le cardinal
cherché.

1" Caleoler lew enticrs S}, 8" et 8* pour p = n.

Danw toul co qui suit, on suppose p < n.

2" Solt a un Elément de A, Les surjections f de A sur B
wont de deux wortes

o colles pour losquollos In restriction & AN {a ) est une
sutjection de AN {a) sur B il existe b # a tel que
Ttay = [(h);

« celles pour lesquelles ln restriction & AN {a ) est une
surjection de AN {a ) sur 'ensemble B privé d’un de ses
Cléments : quel quesoith # a, f(a) # [(h).

Déduire de ce constat que : 8% = p(S2°1 4 8% ).

J* Caleuler 8§ pour | €n < Get | £ p<6,et noter les
résultnts dans le tableau ci-dessous,

P g Y e | 3 4| 4 |8

Al il W] N
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# Application : combien y a~t-il de facons de distribuer
32 cartes 4 quatre joueurs, les joueurs n'étant pas censés
recevoir nécessairement le méme nombre de cartes,
chaque joueur en recevant au moins une?

SN, Dénombrement des involutions d'un ensemble Sni
| — Soit A un ensemble fini non vide de cardinal pair
Card A = 2p, peN™.

On note IT l'ensemble des partitions de E formées
de paires d'¢léments de E.
Par exemple, si A={ab,c d e[}, la partition
{a, b}, {c e}, {d, [} est un élément de IT.
On se propose de déterminer le cardinal de I7, que 'on
note u,.
1* Démontrer que uy, = (2p " Duyp-2.

2
2* En déduire que u,, = 21
I — Soit f une application involutive d'un ensemble E
dans lui-méme : fo f = Idg.

Pour tout élément a de E, on note @ 'ensemble { a, f(a) }.
(Si fla) =a, Card @ = 1 et si f(a) # a, Card a = 2.)

I° Soit a et b deux éléments distincts de E. Démontrer
que : B

a) sib= fla),a=b;

b)sib# fla)yanb=@.

2 En déduire que tous les ensembles a distincts forment
une partition de E (faite de parties & un ou deux
eléments).

3 Montrer, réciproquement, que la donnée d'une
partition de E, faites de parties a un ou deux éléments,
définit une involution de E.

4 On suppose, dans cette question, que E est fini et de
cardinal pair : Card E = 2n, ne N*,

@) Dénombrer les involutions de L sans élémcm‘\

invariant. _ . ]
b) Dénombrer les involutions de E possédant deux

¢léments invariants. _ ‘
¢) Dénombrer  les involutions de E
2k éléments invariants (I < k < n). :
d) Dénombrer toutes Ies involutions de E. .
5° On suppose, dans cette question, que E est fini et de
cardinal impair : Card E = 2n + 1,neN. . _

a) Démontrer que E posséde un nombre impair
d'¢léments invariants. _

b) Dénombrer les involutions de E.

59. Transformations de E sans point fixe

Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. Unec
transformation de E est une bijection de E sur E. On
considére I'ensemble 7 des transformations f de E sans
point fixe: pour toutx de E, f(x)# x. On note
u,=Card 7.

1° On choisit un élément a de E. Les éléments f de T
sont de deux sortes :

o ceux pour lesquels 'image b de a et I'antécédent cde a

sont égaux; )
« ceux pour lesquels b et ¢ sont distincts.

a) Montrer que si f est du premier type, la restriction
de f 4 AN\{a, b} est une transformation sans point fixe
de AN{a, b}.

b) Montrer que si f est du second type, I'application g
qui a ¢ associe b, et 4 x # c associe f(x) est une
transformation sans point fixe de AN\ {a}.

c¢) En déduire que : u, = (n — 1)(u,_, + u,_,).

2° On pose a, = u, — nu,_,. Montrer par récurrence
que a, = (— 1)". En déduire que

possédant

3° Programmer le calcul de u,.
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| — NOTION D’EVENEMENT

EXPERIENCE ALEATOIRE

Quand, dans un sac contenant six jetons numérotes 1, 2, 3, 4, 5, 6, on tire deux jetons au
hasard, simultanément, on peut obtenir différents résultats.

Une telle opération dont le résultat est imprévisible est une expérience aléatoire.
C’est & partir de cet exemple que nous introduirons le vocabulaire des événements.

Univers des possibles

Tl est naturel de représenter le résultat d’un tirage par la paire formée des nombres inscrits
sur les deux jetons tirés, par exemple { 2, 5}, {3, 5}, ... L’ensemble des résultats possibles,
ou univers des possibles, est donc I'ensemble des parties & deux éléments de I’ensemble
{1,2,3,4,5,6}. On le note Q. Son cardinal est C2 = 15.

EVENEMENT

Le résultat {2, 5} réalise I'événement «la somme des points est 7».

Deu::( autres résultats : .{ 1, 6} et {3, 4} réalisent également cet événement que I'on peut
représenter par la partie de I'univers des possibles formée des éléments 1.6, 4255

{3,4}.
De méme, «le plus petit nombre est 3» est un événement représenté par la partie de Q:

{{3,4},{3,5}, {3, 6}}.

Pll‘lS gél}éralement, on appelle événement toute partie A de 'univers des possibles. Dire
qu’un résultat possible @ réalise 'événement A signifie alors que we A.

Un evenem;nt peut étre défini par une formulation comme «la somme des points est 7»,
«le plus petit nombre est 3 », ou en extension, par la donnée des résultats qui le réalisent.
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a somme des points est 7» et la partie { {1, 6}, {2, 5}, {3, 4}

Ainsi, la formulation «l
lui de l'univers des possibles Q.

définissent le méme événement,
Le cardinal d'un événement est inférieur a c¢

Evénement impossible
La partie vide de I'univers 2 des possibles est I’événement im'posmble. Am31', «_Ia SOmme
t impossible : aucun résultat ne le réalise.

’

des points est 12» est-elle 'évéenemen

Evénement certain
n. Ainsi, «la somme des points est supérieure a 2» est

La partie 2 est 'événement certai
I'événement certain : il est réalisé par tous les résultats.

Evénement élémentaire
L’événement « le plus grand des nombres est 2 » est réalisé par le seul résultat {1, 2} :on

dit que c’est un événement élémentaire.
Les événements élémentaires sont les singletons de 'univers des possibles, c’est-a-dire les

parties de cardinal 1.
Pour tout élément w de "univers des possibles £2, 'événement élémentaire réalisé par w est

{w}

Evénement contraire d’un événement
Soit A un événement, cest-d-dire une partie de l'univers des possibles . La partie
complémentaire de A relativement 4 Q est aussi un événement, appelé événement

contraire de A4 et noté A.
Par exemple, «la somme des points est 7» a pour événement contraire «la somme des

points est différente de 7».
L’événement impossible et I'événement certain sont contraires I'un de l'autre.

A noter que, pour tout événement A, on a : Card 4 + Card A = Card Q.

Evénements incompatibles

Un événerq?n’t A et son contraire 4 sont tels que 4 N A= On peut aussi exprimer
cette propricté en disant qu'un méme résultat ne peut réaliser a la fois un événement 4 et

son contraire A.

Plus géné i Ve

s ms gelleglecr}le?t: (:jn dlt’gue’de.ux cvenements 4 et B sont incompatibles, ou disjoints, si
= {0, cest-a-dire s'il n’existe aucun résultat qui les réalise simultanément ,

«La somme des points est 5» et « i
; <le pl i b
incompatibles. plus petit des points est 3» sont deux événements

Systéme complet d ‘événements
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Plybnument | #1n somms des points est {11 et alots inmédint de constater gue o
Lybnements B, sont non impossibiles, denr 4 dewr ncomgatibles, €0 qus Jour 1bunion et

I'univers £,

On exprime con propibtbs o disant g Jes Eylpsinents B, 3« 1« 1), lorment un

systéme complet d*eylnements,

A noter gue celte notion de systéme complet d'CvEnements n'vst nitrs, srpnmbs oy
Inngigs den Evénements, qus a notion de partithon - un systEme complel ' ybnements est
e partition de 'univers des possiblos £, (Fappelons gue dos partics Ay, Ayy oy Ay diun
snsemble 2 forment une partition de 17 s elles sont vides, deuz a dour disjointes, €1 si ooy

tbunlon est 12,)

FEMAROUITS ¢

1, Un bvénement A, non impossible ef non certaln, et son contraire A orment un systéme complet

d'Evlnements,

2, Las Evbnements Gementalres forment un systéme vomplet d'6vbnements.

Néunlon ot Intersoction do doux bvénomoents

Solt A et B deux bvénements, Cest-a-dire deur parties de 'univers des possibles,
La partie A B, réunion de A et B3, est appelée Evéncment « A ou lin,
La partic Ay B, intersection de A et B, est appelée Evénement « A et i,

Lxomply

8i A et I wont respectivement les événements « Ja somme des points st 7 et «Je pluy petit

nombre est 3n, alors
o “A ou By est I'evéncment [{1,0), 12,
o « /et D est I'bvénement [ [3,4) ],

@ Exercices d’application

1. Dans un sac contenant six boules numéro-
tkes 1,2, 3,4, 5,0, on tire une premiére boule,
puis, sans remettre cette premiére dans le sac,
une seconde boule,

1* Déhnir un univers des possibles (2 tenant
compte de l'ordre de sortic des deux nombres
obtenus,

2 Quel est le cardinal de 027

1* « La somme des nombres est 3» est-il un
événemen! elémentaire?

4° [lerire en extension et préciser le cardinal des
événcments suivants ;

A ¢ les deux nombres sortis sont consécutifs;
B ;e premicr nombre sorti est inféricur au
second

C : la somme des nombres sortis est impaire,
D - le second nombre sorti est 6.

5* Méme question pour les événements :1, B,C,
D, ActB At C,Act C,Bet D, Boub.
2. Reprendre l'excrcice précédent en suppo-

sant que la premiére boule tirée soit remise dans
le sac avant le second tirage.

iff3i4}i{3i5}r{33ﬁ}

[
Y

3. On place n boules numérotées 1,2, .., n
dans p tiroirs numérotés 1, 2, ..., p, chaque tiroir
pouvant recevoir un nombre k- de bouley
compris entre Oetn: 0 < k<n,

A chaque répartition des boules dans ey tiroirs
on associc I'application de N, dans N, qui 4 tout
entier | de N, associe le numéro du tiroir dans
lequel est place la boule numérotée |,

1* Quel est Vunivers des  possibles (27
Dénombrer £,

2 On note X le nombre de boules placées dans
le tiroir numéro 1, et, pour tout entier k tel que
0<ken, (X =k événement : «le premier
tiroir contient k boules »,

a) Montrer que les  événements (X = k),
koe0,1,2,..,n, forment un systéme complet
d'evéncments,

b) Calculer Card (X = k).

¢) En déduire que :

p’m i (::lﬂ“’k)’,

k=0
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2/ Calcul des probabilites

I — NOTION DE PROBABILITE

CAS PARTICULIER he 1, les 15 tirages possibles se fong o
n seul tirage : par _e:_temple le résulta
Tl est alors légitime de penser gy,

u
sest obtenu que par
tir : une sur quinze.

onné n 2 otées 3 et 3.
de sor

—_ e‘périmenta]e :sion Effccrlue‘des séries da
fication €1 ie d’un résultat donne, c'est-a-dire |

sortl : gy
o rle nombre de tirages, est gencralemem

Dans I'expérie bt
hasard et un resuliat
{3, 5} est obtenu en tirant les bou

les résultats possibles ont tous

Cette hypothése peu
150 tirages, on constate
quotient du nombre de s

t recevoir une j’ush
que la freque
orties du résultat pa

1
iffé lement de — peyy
s o cette fréquence différe notab = Peuveny

1 s
proche de 5 Certes des serie

intervenir, mais elles sont rares.

; ont équiprobables et on convie
On exprime ce fait en disant que les résu sont équip B

Itats possibles
abilité G
¢nement A de cardinal p, cest-a-dire réalisé par
, _Card A

p résultats, la probabilité p x T égale a Card &

arche : dans des séries d'un grand nombre de
de réalisation de A ne s’¢loigne sensiblement de

daffecter a chacun d’eux la prob

Il est alors naturel d’affecter a un ev

La encore I'expérience justifie cr;ftle dém
tirages (100, 150, 200, 1000), la fréquence
14

s ue dans quelques cas rares.

DEFINITION 1

Dans une expérience aléatoire, lorsque les résultats possibles sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le réel, noté P(A), défini par :
Card 4

P(A) =
) Card 2’

ou £ est 'univers des possibles.

Il résulte de cette définition que les événements élémentaires ont tous |
probabilité

a méme

t 1 ¥ \ 58 %
' Card o \toujours dans Ihypothése d’équiprobabilité des résultats
possibles).

1. Soit Q un univers des possib|

' es L S
possibles sont équiprobables associé g une

I° Quelle est Iq probabilité de |'g,

s Dt‘mantrer ue | .
Oyl ool

3* Pour tout ¢

experience aléatoire dont les résultats

énement impossible et celle de

; l'événement certain?
P(4) d'un €vénemen quelco

nque A est un réel tel que
Véne K o
ment A d'événemen, contraire 4

» démontrer que:

- P(4 ”
On utilise cette formule i (4) + Pl4) =,

celui de P(A) Par et ine P(4 orsque ecale qu
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On tire quatre cartes au hasard d'un jeu de 32 cartes, Quelle est la probabilité d obienir au !
moins un as?’ i
1
L'univers des possibles Q est lensemble des parties il 4 ¢léments de Pensemble des
32 cartes. Done @ Card Q = C3y. De plus les résultats possibles sont équiprobables. |
A
L'événement 4 dont on demande la probabilité est lensemble des parties i 4 ¢léments
contenant au moins un as. Son contraire A est l'ensemble des parties 4 4 ¢léments ne |
contenant pas d'as; A est done 'ensemble des parties i 4 ¢lements des 28 cartes qui ne |
sont pas des as.

i A e . - 3 ;
D'ou: Card 4 = Cig. [l en résulte : P(4) = —(;T" et, par suite
n
- C:
PA)=1-P) =1 —E_{—“ x 043,

£ Soir 4 et B deux événements.
On dit que 4 entraine B si 4 < B, c'est-d-dire si tout résultat qui réalise A rcalise B.
Démontrer que si A entraine B, alors P(4) < P(B).
5° Soit 4 et B deux événements. Démontrer que :
P(4u B) + P(4n B) = P(A) + P(B).
Que devient cette formule lorsque 4 et B sont incompatibles?

6° Soit A, As. . A, un systéme complet d'événements. Démontrer que :
P(A)) + P(4)) + .. + P(4,) = L.

2. Un sac contient n boules : 2 blanches et (n — 2) noires (n > 2).
On tire les n boules, une par une, au hasard, sans remettre les boules tirées dans le sac. Le
résultat d’'une telle opération est la n-liste dont le k-iéme coefficient est B(resp. N), sila
k-ieme boule tirée est blanche (resp. noire).
1° Quel est l'univers des possibles Q2 Dénombrer Q.
2 On note X le rang de la premiére boule blanche tirée. Quel est I'ensemble E des valeurs
possibles de X'?
3° Pour tout entier k élément de E, on note (X = k) I'événement : «la premiére boule
blanche est obtenue au k-iéme tirage ».
a) Montrer que les événements (X = K);cg forment un systéme complet d'événements.
b) Calculer P(X = k).
¢) En déduire une expression de la somme des n premiers entiers naturels non nuls.
4° On suppose dans cette question que n = 2p, ou p est un entier = 2, et on note X<p
I'événement : « la premiére boule blanche est obtenue avant le p-iéme tirage ». :

P
a) Démontrer que P(X <p)= ) P(X =Kk).

1

k=
b) Programmer le calcul de P(X < p) en onction de p.

Réponse (HP-11C)

PR\ met en mode programme

(PRGH! efface la mémoire programme

(BCy (A choix du label du programme

0 place p dans le registre Ro

0 1 initialise le contenu k du registre R,:k=10
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2/ Calcul des probabilités

début d’une boucle

_____

ajoute 1 au contenu de R,

calcule 2p — k
calcule p(2p — 1)

4
. = P(X =
effectue le quotient 5 >—, (X =k

ajoute P(X = k) au contenu du registre R,

’ appelle k dans R,, puis p dans*iRia
[Rer] 1 0 ., | retourned i} 0 i, B
compare P 2% sort de la boucle s p<y
T3
= fin de la boucle
; affiche le contenu de R, : P(X < p)
2
fin du programme
LATN ) .
PR retour en mode calcul
P/R 1 ‘
LO__ 2 vide le registre R,
----- affiche 0,751 3 =~ P(X < 100)
100 [ 1} -
Calculer P(X < p) pour p=10,p=20,p = 50,'p ?0100, .
" ¢) Démontrer en utilisant le résultat de la question 3° ¢ que :
| 3p—1
| <P =5
| P(X <p) 20p—1)

. En déduire la limite quand p tend vers + co de P(X < p).

» Exercices d’application

Dans tous ces exercices on demande de calculer
la probabilité d’un événement A relatif 4 une
expérience aléatoire. On commencera par
définir un univers des possibles dont les
€léments (résultats possibles) sont équiproba-

bles et on utilisera la formule : P(4) = S A,
Card Q

4. Unsaccontient 5 Jetons numérotés L2234
5.Onles tire au hasard, un par un, en les plagant
les uns a cHté des autres, de gauche 3 droite de
maniére 4 former up nombre n de § chiffres,
Calculer la probabilite que :

I° n soit pair;

2° n s0it supérieur 4 23000,

5. On marque n points syr un

0 cercle. Op ¢
chelsit d_cux au lgasard. Quelle est 13 probabilitra
qu'ils soient voising? Méme question lorsque | ‘
points sont sur upe droite. B

6. Uneurpe contient p —
2 boules noires. O
sans les remettre.
1° Calculer 13 Probabilite g i

boule noire ay k-iéme ﬁ:ageo[?;t;?g “

' = 2 boul
0 les tire une 3

it L s el

2° Calculer la probabilité d’obtenir les deux
boules noires consécutivement.

7. Onrange, au hasard, n boules numérotées 1,
2, .., n dans n tiroirs numérotés 1, 2, .., n, en
Mettant une boule par tiroir, Quelle est la
probabilité que la boule 3 soit dans le tiroir 3?

que les boules 3 et 5 sojent respectivement dans
les tiroirs 3 et 59

8. Une urne contien
hasard, ype

Probabilité p

t n boules. On en tire, au
partie A non vide. Quelle est la
Our que A ait un cardinal pair?

9. Une urpe contient b boules blanches et n

oules nojreg b=2etn> 2). On tire 2 boules,
au hasard, simultanément. Quelle est l2
Probabilité d’yp tirage de deux boules blanches,

de deux boyles noires, d’une boule noire et d'une
boule blanche?

10. Une urne contient n boules numérotées 1,
> M (n>3) Op tire 3 boules, au hasard,
Simultanément
° Quelle est |5 Probabilité le pl tit des
2 b ) que le plus pe
““m?{os tirés soit égal a k (k e{1,2,.,n})?

tme quest; d des
Numérog ti:lés. o1 DR levplos, g
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11. On tire 5 cartes, au hasard, d'un jeu de 32 | simultanément. Quelle est la probabilité d’avoir
cartes. Quelle est la probabilité d’avoir : k boules blanches (ke {0, 1,2,3})?
1° I'as de ceeur; : :
5 unas etunseil: 13. n personnes disposent chacune d’un jeu de
3% deux as et deux seulement: 32 cartes. Chaque personne tire une carte au
4° exactement trois as; hasard. Ql.'lc!le qstl’a probabilité pour que parmi
5° les quatre as; les cartes tirées il n’y en ait pas deux identiques?
6° au moins un as? 14. Quelle est la probabilité pour que parmi n
personnes choisies au hasard il y ait au moins
12. Une urne contient 3 boules blanches et 5 | deux personnes dont I'anniversaire ait lieu le
boules noires. On en tire 4, au hasard, | méme jour?

CAS GENERAL

Probabilités des résultats possibles

Considérons maintenant I'expérience aléatoire consistant a tirer deux jetons au hasard,
simultanément, dans un sac en contenant six : deux numérotés 1, deux numérotés 2 et

deux numérotés 3.

Le résultat d’un tel tirage est constitué par les nombres marqués sur les deux jetons sortis.
Ces nombres ne forment pas un couple car ils ne sont pas ordonnés, ni un ensemble car le
méme numéro peut étre répété deux fois; nous les noterons sous la forme d’une 2-liste
croissante d’éléments de N,, c'est-d-dire d’un couple de N3 x N dont le premier

coefficient est inférieur ou égal au second.
L'univers des possibles est alors Q= {(1,1),(1,2),(1,3), 2,2,(23),3,3)}, et

Card Q = 6.
Si on effectue des séries de 100 tirages dans les conditions décrites ci-dessus et si, 4 I'issue

de chaque série, on calcule la fréquence de sortie de chaque résultat w, c’est-a-dire le
.. nombre de sorties de @ ,
quotient . - , on constate, dans la plupart des cas, des fréquences
nombre de tirages

voisines de i pour les résultats (1, 1), (2, 2) et (3, 3), et des fréquences voisines de 100
pour les résultats 1,2, (1,3) et (2, 3). Les résultats possibles ne sont donc pas

équiprobables. Pourquoi?

Comme dans le tirage étudié au paragraphe I, il y a six jetons dans le sac qui, méme s'ils
portent le méme numéro, sont des jetons distincts (deux jetons de méme numeéro peuvent,
par exemple, étre de couleurs différentes : 'un blanc et 'autre noir). Le nombre de tirages
possibles de deux jetons parmi les six est donc C2 = 15, et ces tirages sont équiprobables.

Le résultat (1, 1) est obtenu par un seul tirage : celui des deux jetons numéroteés 1; sa

probabilité est donc TIE et il en est de méme pour les résultats (2, 2) et (3, 3). Par contre le

ges : les deux jetons blancs numeérotés 1 et 2, les

“tons blanc et noir respectivement numérotés 1

résultat (1, 2) est obtenu par quatre tira
lité du résultat

deux jetons noirs numérotés 1 et 2, les j :
et 2, les jetons blanc et noir respectivement numérotés 2 et 1. La probabi

(1, 2) est donc IiS et il en est de méme pour les résultats (1, 3) et (2, 3).

Bien évidemment la somme des probabilités des résultats possibles est égale al:

1.1 .1 4 4 4_ .
15

A TN TR TR TANT
carlasommel +1+1+4+4+ 4esté
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Probabilité d'un événement
La probabilité d'un événement quelcon
résultats qui le réalisent.

que g'obtient 4 partir des pruhnin!i!;’;-; dis

) N s des points est dn; A eu 14
y 0i I'événement : «la somme dc S

]lr’dr cxcmplc,' soit A s 0. el comme il st réalisé par les résultaty (1,3) et (7
{(1,3),(2,2)} de I'univers £z, .« naturel de lui affecter une probabilité égale ; |
uniquement par ces résultats, il est na i 11

I‘];“Iil:

4 ?J_ rjt

] r'l;””m:
. . T e + — I e,

des probabilités des résultats (1, 3) ct (2, 2), soit 15°15 3

fondé de ce calcul en procédant 4 de; rics

érifier expérimentalement le bicn AL A e r
On peut vérifier exp de réalisation de A reste, dans la plup, g des

100 tirages, et en constatant que la fréquence

G i |
cas, voisine de 3

D'une fagon générale :

La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des résultats quj |,

DEFINITION 2 | réalisent :
si A={0;, 0,y 0,), alos P(A)=P(o,)+ Plw;) + .. + P(w),

Conclusion

Pour calculer la probabilit¢ d’un événement A relatif 4 une expérience aléatoire, j|
convient d’adopter la démarche suivante ;

1° Définir un univers des possibles £2.

2° Calculer les probabilités des différents résultats possibles. Ces probabilités song
positives et leur somme doit étre égale 4 1.

3° La probabilité de A est alors la somme des probabilités des résultats qui réalisent A,
REMARQUES :

1. Lorsque les résultats possibles sont €quiprobables, la formule P(A)=Y P(w) devient
Card 4 -

P(A)=
“) Card 02

é fior
quiprobables, on préférera cet univers a I'autre, ce

nt A, d'appliquer 15 formule ; P(4) = LA
Card

qui permettra, pour tout événeme

L’activité suivante donpe un exe

mple d’un te] chojy,

i ESI constitye
Superieure des dgs. (Ce. Ue par les deyy
. no ; s
ordonnés, nj yp Cl'ls{e: sbl(:e:: llmmbres ne forment I:rar':l‘J :1? . pr:]rmrs R
. ) T e - CO].I £ C i as
univers des possibles ) py o © TEMe nombre ey Bite i ple car ils ne sont p
1 € caleyler ), carding] € repeté deux fois.) Définir un

Scanné avec CamScanner



2/ Calcul des probabilités

2° Il est toujours possible de différencier les dés par un signe permettant de définir un
premier dé et un second. On peut alors considérer comme résultat le couple (i, i,) ou i, et i,
sont respectivement les nombres de points marqués par le premier et le second dé.

Quel univers des possibles Q, obtient-on ainsi et quel est son cardinal?

3° Les résultats possibles de 'univers Q, sont-ils équiprobables? Méme question pour Q, .

4° Calculer, en utilisant les deux univers, les probabilités des événements suivants : la
somme des points est 7, le plus grand des nombres de points est 5, au moins un des dés marque

I'as, un et un seul dé marque l'as, les nombres de points des deux dés sont distincts.

Quel univers préférez-vous? Pourquoi?

5° On jette trois dés simultanément. Calculer la probabilité d’obtenir :
a) trois nombres de points deux a deux distincts;

b) au moins deux nombres de points égaux;

c) exactement deux nombres de points égaux;

d) au moins un as;
e) exactement un as;
f) une somme de points égale a 10;

g) une somme de points supérieure a 12;
h) 4,2, 1.

6° On jette quatre dés simultanément. Calculer la probabilité d'obtenir :

a) un carré (quatre fois un méme nombre de points);

b) un brelan (trois fois un méme nombre de points);

¢) une double paire (deux fois un méme nombre de points et deux fois un méme autre nombre

de points) ;

d) une disposition banale (quatre nombres de points deux d deux distincts).

Exercices d'application

15. Une urne contient six boules: une
numérotée 1, deux numérotées 2 et trois
numérotées 3. On tire deux boules au hasard,
simultanément.

1° Définir un univers des possibles et calculer la
probabilité de chaque résultat possible.

2° Quelle est la probabilité de tirer deux
numeéros distincts? De tirer un et un seul
numéro 3, au moins un numero 3?

3° On note X le plus petit des numéros tirés.
a) Quelest 'ensemble E des valeurs possibles de
X?

b) Pour tout élément i de E calculer la
probabilité des événements (X = i), (X <) et
(X > ).

¢) Les événements (X = i),z forment-ils un
systéme complet d’événements? Méme question
pour les événements (X < i) .

4° On note Y le plus grand des numéros tirés.
Reprendre avec Y les questions du 3°.

16. Une urne contient six boules: trois
numérotées 1, deux numeérotées 2 et une
numérotée 3. On tire une premicre boule au
hasard puis, sans remettre cette premiére boule
dans l'urne, une seconde boule, toujours au
hasard.

Le résultat d'un tel tirage est le couple (a, b) ou a
et b sont les nombres respectivement inscrits sur
la premicre et la seconde boule.

I° Ecrire en extension I'univers des possibles et
calculer la probabilit¢ de chaque resultat
possible.

2° Calculer la probabilité des événements
suivants :

a) les deux nombres tirés sont égaux (a = b);
b) le premier nombre tiré est inférieur au second
(@< b); ,

c) le premier nombre tiré est strictement
supérieur au second (a > b).

Les événements définis en a), b), ¢) forment-ils un
systéme complet?

3° On note X la valeur absolue de la différence
des deux nombres tirés (X = |a — b]).

a) Quelest'ensemble E des valeurs possibles de
X?

b) Pour tout élément i de E calculer la
probabilité de I'événement (X = i). _

¢) Les événements (X = i)icg forment-ils un
systéme complet?

17. Reprendre I'exercice précédent en suppo-
sant que la premiére boule tirée soit remise dans
T'urne avant le tirage de la seconde boule.
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2/ Calenl dew probabilités

1"~ PROPRIETES DES PROBABILITES

PROPRIETES FONDAMENTALES

rs des possibles de cardinal nassocié 2 una., .

Tier
" he
Lo ]

SOl = {my, 1, vy @, ] UNUNIVE
nléntoire,

ilité pectives P(w,;), positiye
Les résultnts possibles oy possédent des probabilités res (2, positives -, domyL
n

somme est égale d 1: Y Plo) = 1.
=1 ]
on définit la probabilité de A comme la somme des pr p . .

g, LY

A

Pour tout événement A,
des résultats qui réalisent A
si A= {wy,, 0 o}, alors P(A)= P(w;,) + P(wy,) + .. + P(w, .

B

Il en résulte les trois propriétés suivantes, fondamentales en ce sens qu'elles PeTmettan, ¢,
démontrer toutes les autres :

PROPRIETES
.23

1. Pour tout événement A, P(A) > 0.
2. La probabilité de ’événement certain est égale a 1: P(£2) = 1.
3. Si 4 et B sont deux événements incompatibles, alors P(4 LU B) = P(4) + P(B),

Les propriétés 1 et 2 sont évidentes; pour démontrer 3 posons :
A= {U)h, [£) FRp—. ﬂJip} et B= {O)jl, w_h, S5 Q)j' }_

COI‘nn‘Ie A B est ide leS éléments
; m v s Cﬂi 3 aney w; @; , ..., @W;: sont deux : X 15t
it ; i ip* J1? ] Iq a deu_ dlsllnm

d AUB = {&Jil, wany Cu;p, U'JJ'], = Wy },

ou ; P(A uB)=P(r:u-)+...+P{m-]+P(m )-T—

. 51 Ip i1 e + P j
soit : P(4UB) = P(4) + P(B) J o

CONSEQUENCES

l . U -

AnA = .
Donc (propriété 3):P(Au :4-) =

P(A4) + P(a), soit : p(g) 4 P(4) = 1.

PROPRIETE 4

Pour tout événement 4, P(4) + P(4) =1

probabili = 9 a formyle ¢z

e (€ de I'tvénemeny impossﬁalseeg::tnﬂiﬁrs P@) + P(g) = 1. Doy P(g)=0:1s
— e. .

PA) < part, comme P(4) est un

T e _
» Pégalite P(4) + P(4) = 1 prouve que
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2/ Calcul des probabilités

PROPRIETE 5

La probabilité d’un événement quelconque est un réel appartenant au segment [0, 1].

2. Soit A4 et B deux événements quelconques; on a :
Au(BNA)=AvB et ANn(BNA) =D
B=(AnB)U(B\A4) et (4N B)n (BN A) = .

P(A) + P(B~ 4) = P(Av B)
P(B)= P(AnB)+ P(B\ A).
d’ou, par addition de ces deux égalités puis simplification :
P(A) + P(B)= P(Au B) + P(A n B).

1l en resulte :

PROPRIETE 6

Les probabilités de deux événements quelconques A et B, de leur réunion et de leur
intersection sont telles que :

P(A) + P(B) = P(Au B) + P(A n B).

A noter que la propriété 3 apparait comme un cas particulier de cette propriéte 6 :
si A et B sont incompatibles, P(4n B) est nul et la. relation ci-dessus devient
P(Au B) = P(A) + P(B).
3. Soit A,, A,, A5 trois événements deux a deux incompatibles. On a :

P(A, U Ay Ay) = P(4, L A;) + P(A;) — P((4; U A5) N Ay).

Or: (A1UA2)""A3=(A10A3)U(A20A3)=QUg:g‘

Il en résulte : P(A; U A, U A4s) = P(4,) + P(4;) + P(4,).

Cette formule se généralise par récurrence :

PROPRIETE 7

Si A,, Ay, = A, sont des événements deux a deux incompatibles, alors :
P(A,UA,U..ud) = P(4) + P(4;) + .. + P(A4).

Cas particulier :

Si les événements A,, A,, .., A, forment un systéme complet d*événements, ils sont deux
4 deux disjoints et leur réunion est 'univers . D'ol :

P(Ag) + P(A2) + o+ P(A) = 1.

Exercices d'application

18. A, QB et !Cd sont trois événements d'un |3° Calculer P(E,) et P(E;) suchant quo :

univers uni d'u babili ] f "

les deux cvrgn;mcn;c pratebm . sl P(A) = 0,6, ' P(B) = 04; P(C) =01
E,=AnBnC ¢t Ey=An(Bu() P(AB) =02,

1* Comparer E, et E;. P(BAC) = P(ANC)= 0,1,

2 Calculer P(E, v E;) en fonction de P(A). P(A O B C) = 0,008,
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2/ Calcul des probabilités

19,
univers. Soit les deux événements -

Ey=Arn(BuC) et E,=Au(BnC)

Calculer P(E,) et P(E,) sachant que :
P(A) =06, P(B)=04;: P(C)=03;
P(ArB)=02; P(BnC)=0,1;
PANC)=0,1;
PA A BAC) =005

20. A, B, C sont trois événements d'un méme
univers. On donne :

P(A) = 030; P(B)=025; P(C)=0,25;
P(AnB)=015, P(BrnC)=0,15;
PN C) =020, P(AnBA~ 0) = 0,08.

I Ecrire les événements suivants -
a) A et B se produisent mais
(événement £).

b) Deux des trois événements se produisent
mais pas trois (événement F).

2* Calculer les probabilités des événements £
et F.

21, Soit A, B, C des événements définis sur une
méme épreuve aléatoire.
/* Connaissant les probabilités -

non C

P(A)=p, PB)=gq, PAuU B)=r,
caluler  P(AnB),  P(AAB), P(AnB),
P(A~B)

Application : p = 0,6: qg=04,r=08
2 Soit les deux événements -

A, B et C sont trois événements d'un méme |

|
l
|
|

E,= 4 U(BACO) et
Calculer P(E

E; = An(BuU ().
1) €t P(E,) connaissant -

P‘(‘, - 5 PIBF\CJ = {:
P(A!"\Cj = Y;

Application : 5 = 03 1=0]:y = 01:¢ =005

PANBAC) =y, f b

22. Soit A. B. C des événements définis gy,
méme épreuve aleatorre.
/* Demontrer que .
P(Aw BwC)= P(A) + P(B) + P(C
~ P(ArB)y— P(Br C) - PiC ~ 4,

4+ P { - B- O
2 Une urne contient 10 boules NUMETotéey
1.2, ... 10. On extrait au hasard trou bouley,
une par une, avec remise. SOit X le produs da
nombres inscrits sur les boules extraites Quepg,
est la probabilite : '
a) pour que X soit pair?
b) pour que X soit impair?
(On pourra considerer les événements A - o)y
premicre boule extraite porte un numeéro pair »
B: «la deuxiéeme boule extraite porte un
numéro pair », elc.)

23, On considére un dé cubique dont Jes six
faces sont numérotées de 1a 6. Le dé est pipé de
telle sorte que P(i) désignant la probabiliz
d’apparition de la face portant le numéro 1, P(1),
P(2), P(3), ..., P(6)soient les six premiers termes
d'une suite arithmétique de raison r.

I* On lance le dé une fois et on prend comme
univers  T'ensemble 2  des  six  numéros
A=11,6] désigne I'événement: «la face
supericure porte I'un des numéros | ou 65 On
considére de méme les événements B = {25}
etC =134}

M ontrer que les trois événements A, Bet Cont
la méme probabilité. En donner la valeur.

2 On donne la raison r = % de la progression

arithmétique.

a) Calculer P(i) pour chacune des valeurs de i
) Calculer 1a probabilité de [I'événement

D={2 4 6! 5 ‘un des
! =%, 0§ («laface supérieure porte I'un
AUmeros 2, 4 oy 6 ), . i
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2/ Calcul des probabilités

TRAVAUX PRATIQUES

PRELEVEMENTS ALEATOIRES

1. Une urne contient n boules numérotdes 1, 2, ..., n. On extrait deux boules simultanément, au hasard.

e s

.

I° Défnir un univers des possibles Q et calculer son cardinal. Que peut-on dire des résultats possibles?

2* Calculer la probabilité de sortir deux boules dont les numéros ne sont pas consécutifs.

3° On note X le plus grand des deux numéros sortis.

a) Quel est l'ensemble E des valeurs possibles de X?
b) Pour tout élément i de E, on désigne par (X = i) I'événement : « le plus grand numéro sorti est i »,

Calculer P(X = i).
¢) Montrer que les événements (X = i);. g forment un systéme complet d'événements. En déduire une
expression simple de la somme des n — 1 premiers entiers, puis de la somme des n premiers entiers.

4° On note Y le plus petit des numéros tirés. Reprendre avec Y les questions du 3°,

3° On note § la somme des numéros sortis.

a) Quel est l'ensemble F des valeurs possibles de S.
b) Pour tout élément k de F, on désigne par (S = k) 'événement : « la somme des numéros sortis est k »

Démontrer que :
k
Card (S = k) = Card (N‘ n[k —n, ED.
¢) Dans le cas n = 10, calculer, pour tout élément k de F, P(S = k). Vérifier que Y PS=k=1
ke F

Expliquer ce résultat.
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Dans une urne contenant n boules rouges, n boules noires et
n boules blanches, on fait un prélévement aléatoire de n boules. Les différents prélévements possibles

sont supposés équiprobables.
I1° Défmir un univers des possibles Q2 et préciser son cardinal.
2° Calculer la probabilité d'un prélévement monocolore.
o — 2

3° Démontrer que la probabilité d’un prélévement bicolore est 3 2"—“
3n

4° Calculer la probabilité P, d’un prélévement tricolore.

5° a) Calculer Py, Ps, Py a 1072 prés.
c; 2\
e (—) . En déduire la limite de P,.

b) Démontrer que C3, > 3" et que —
3n

3. I° Une urne contient dix boules bleues, dix boules blanches, dix boules rouges et dix boules noires.
On en prend quatre au hasard. Calculer la probabilité d’amener une boule de chaque couleur.

29 ['urne contient maintenant quatre boules blanches et huit boules noires. On en préléve sept au
hasard. Calculer la probabilité d’amener trois boules blanches au moins.
4. Dans une urne contenant a boules blanches et b boules noires, on extrait n boules au hasard,

simultanément (0 <n <a+ b). On note X le nombre de boules blanches tirées, E I’ensemble des
valeurs possibles de X, et, pour tout entier k de E, (X = k) I'événement : « le nombre de boules

blanches tirées est k». On admet que les prélévements aléatoires sont équiprobables.
1° Définir un univers des possibles § et préciser son cardinal.

2° On suppose a=4,b=6,n=3.

a) Déterminer E.
b) Pour tout élément k de E calculer P(X = k). Calculer ¥ P(X = k). Expliquer ce résultat.
keE

¢) Calculer les probabilités de tirer au moins une boule blanche, au moins une boule noire, au moins une

boule blanche et au moins une boule noire.
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et 2°b dans les cas suivants :

3° Reprendre les questions 2°a 4 b=6n=8

a)a=4,b=6n=5 ba=

, N, ontiren boules auhasard, simulsq,

érotées 1, 2, - o
. ibles sont équiprobables.

. Meny
lévements aléatoires posst

5. Dans une urne contenant N boules
(1 <n<N). On admet que les pré

i sci inal.
1° Définir un univers des possibles Q et préciser son ca;'dbn S
' i lle est la probabilite que éros inscrits g
2 Soit k un entier tel que 1 < k < N. Que 05 insc
boules tirées soient inférieurs ou égaux d &7 Pour quelles valeurs de k cette probabilité n’esy-e]

nulle?

3° On note X le plus grand des numéros fires. ;
a) Quel est I'ensemble E des valeurs poss:b:':?s tde X

b) Pour tout entier k de E on note (X = k) I’événement

P X = k . yeor e
c)( M ontzer que les événements (X = k)ye g forment un systéme complet d'événements. Endéduire gy .

ur I[’S
I(.’ Pas

: « le plus grand numéro tiré est k ». Calcy,,

N
Y grl=Cy
k=nm

6. Tirages sans remise

Une urne contient a boules blanches et b boules
par une, sans les remettre dans l'urne. On appe
(i=1,2,..,n) est BouN selon que la i-iéme bou
résultats possibles sont équiprobables.

1° Quel est l'univers des possibles 2 et quel est son cardinal?

20 Soit A, l'événement : la i-iéme boule tirée est blanche.

a) Calculer P(A4) et P(4)).

b) Soit i et j deux entiers distincts de N, Eafculer_:_ JF.’_(A,-n A), P(4;0A4), P(4,A4),
P(A;nA), P(4,u4d), PAUA), P(4u4), PAA4) PAAA)

3° Soit X le rang de la premiére boule blanche tirée.

a) Quel est I'ensemble E des valeurs possibles de X ?

b) Pour tout élément k de E on note (X = k) I'événement : « la premiére boule blanche tirée I'est au
k-iéme tirage ». Calculer P(X = k).

¢) Démontrer que les événements (X = k), forment un systéme complet d'événements. En déduire
une relation entre coefficients bindmiaux. :

d) Lorsque a = 2 (et donc b = n — 2) déduire de la relation précédente une expression de la somme
1+2+..+n—1, puis de la somme 1 +2+ .. + n.

¢) Exploiter de méme le cas particulier a = 3.

noires (a +b=n).Ontireau hasard les n boules, yn,
lle résultat du tirage la n-liste dont le i-iéme coefficien;
le tirée est blanche ou noire. On admet que |es

1. Probléme du scrutin

gne urne électorale contient a bulletins de vote pour un candidat A et b bulletins pour le candidat B.
n suppose a > b On a effectué le dépouillement en retirant les bulletins un par un, au hasard, et en
notant au fur et a mesure le score de chaque candidat. ,
}o r r r -
! c;'.:';}r:?;: fl:le I o: peul représenter chaque dépouillement possible par une (a + b)-liste ot figurent
et b coefficients B. En déduire le nombre des dépouillements possibles.
2° A chaque dépouillement, on peut associer, dans le

le chemin aléatoire Ay A, A, ... Aqsy ainsi défin - plan muni d'un repére orthonormal (0, 01, 0J),

. Ao =0;
o si le premier bulletin tir¢ est
e pour A (resp. B), A =0l
o si le i-iéme bulletin tiré est pour A (resp. B) )Ai 0‘11 _g:‘f" ;’e-‘"P- gj ))
v A A = resp. .

Soit C l'ensemble des chemi atoi
it C ns aléat 1 i
dépouillements possibles. Quelles sont z;e:oﬁoslbles. e e & wn g e ]

3° Onnote Alabissectrice de I'angle T 7 nnées du dernier point, A, +y, d'un chemin de C !?
o C; est Iensemble des chem 8le 10J. On considere la partition { C,, C,, Cs } de C ainsi définie -
ins passant par | o ayant avec A le seul point O commun;
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.’ C(‘; est l'ensemble des chemins passant par I'et ayant avec A au moins un point commun distinct
de 0,
o Cy est l'ensemble des chemins passant par J.

a) Démontrer que Card C, = Card C,.
b) Calculer Card C, et en déduire Card C,.

= s

-

)

’I

4° Quelle est la probabilité pour qu'au cours du dépouillement le candidat A soit constamment en téte? d

f

EPREUVE D |

E BERNOULLI REPETEE » FOIS i

]

(?n rencontre fréquemment des expériences aléatoires dont I'issue est la réalisation, ou la non- I
réalisation d'un certain événement A. Une telle expérience aléatoire est une épreuve de Bernoulli.

L'univers des possibles d'une épreuve de Bernoulli est { A, 4 }. ‘

Exemples : :

» jet d'une piéce de monnaie : pile ou face; l

]

]

o naissance : fille ou gargon;
e presentation & un concours : succés ou échec;
o test de diagnostic d’une maladie : positif ou négatif. |

Désignons respectivement par p et g les probabilités des deux résultats possibles, A et A, d'une

épreuvede Bernoulli : p = P(A),q = P(A). Comme P(4) = | — P(A), pet gsonttelsquep + g = 1.

; o 55 .
Les réels p et g peuvent étre égaux, et dans ce cas cas p=q = 3 (jet d'une piéce de monnaie

parfaitement équilibrée), mais le plus souvent ils sont distincts, Par exemple, lorsque dans une urne
contenanta boules blanches et b boules noires on extrait une boule au hasard, la probabilité qu’elle

: - a T Wit o o =
soit blanche (événement A) est p = T et la probabilité qu'elle soit noire (événement A) est
a

b
q= Y b; si a et b sont distincts, il en est de méme de p et q.

Considérons I'expérience aléatoire consistant d répéter n fois une méme épreuve de Bernoulli, dans les
mémes conditions, de telle sorte qu'a chaque épreuve la probabilité d'obtenir A (resp. A) soit p
(resp.g=1—p). B
Identifions chaque résultat possible a la n-liste dont le i-iéme coefficient (i = 1,2, ..., n) est A (resp. A),
si A (resp. A) est apparu d la i-iéme épreuve.

1° Quel est alors I'univers des possibles Q, et quel est son cardinal?

2° Pour tout résultat possible @ nous admettrons que la probabilité de w est égale au produit
a, X a, x a,, ou a; est égal d p ou q selon que le i-iéme coefficient de w est A ou A. Par exemple
sin=Tetsio=(4, A, A, A A A A),P@=pxqgxgxgxpxpxqg=p’xq"

a) Vérifier que la somme des probabilités de tous les résultats possibles est égale d 1.
(Considérer le produit IT=(p + q)(p + q) ... (p + q) de n termes égaux d p + q.)

b) A quelle condition les résultats possibles sont-ils équiprobables?

3 Pour tout entier k tel que 0 < k.< n, on note E, I'événement : « A est sorti k fois » (et donc « A est
sorti n — k fois»).

a) Calculer P(E,), P(E,), P(E,).

b) Démontrer que Card E, = C} et en déduire P(E,).

Nous retiendrons :

Lorsqu’on répéte a fois une méme épreuve de Bernoulli dont P'issue est A ou A, de maniére Fu'a'l
chaque épreuve la probabilité d’obtenir A soit p, la probabilité d’obtenir exactement k fois A
k=0,1,2,.,n)est Gp(1 —p)""

¢) Lorsque n = 10 et p = 0,35, programmer le calcul de P(E,) en fanctiolr:) de k. En déduire, pour tout

entier k tel que 0 < k < 10, une valeur approchée de P(E,). Calculer Z P(Ey).
k=0
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Hp-11e) ogramme

Réponse | et en mode pr

= Ja mémoire programme

= porel yramme
hoix du Jabel du progr

C

place K dans le registre Ry

m) 0 - caleule Clo
10 - 0 \F!,LIJ c_:[lClIIC O‘;Sl . il
o ’ calcule le produit Cro X 0,35
] Cex10=k

caleule {l\.bS)m

. ; k o ZSr =k
. 1o () 0 [ = caleule le produtt Cho X 0,35" x 0,65

fin du progrmmnc
(RN ] N
retour en mode calcul
pmm—y N
v affiche 002120 = P(E) (cask=7)
7 1A p
bmm=d

i ] suivants :
d) Reprendre la question ¢) dans les cas suivant

3 . 1
n=15p=5 n=2p=15
Smontrer cetle présomption de deux facons dificrenses - =

' , D
welle conjecture peut-on avancer: leu
e ; 4 its, en utilisant la formule du bindme.

utilisant un systéme complet ‘i'r‘rénﬂrm
¢) Programmer le caleul de Z P(E,) en fonction de n et p.

k=0

Réponse (HP-11C)
PR met en mode programme
oy elface la mémoire programme
TSR] choix du label du programme
1 place p dans R,
0 place n dans R,
“ y 2 initialise le contenu & de Rytk= =]
TR .
{0 début d'une boucle
V(s [+]2

(sn] remplace k par k + 1 (dans R,)

0
(re] 0 [3e) 2 [ 3 calcule n— & et le place dans R,
(ret] 0 2 Gl cleule ¢ |
1 2 caleule pt
N :

1@1@@
] * 0

effectue le produit G xp
caleule (1 — py-t

ell T
m‘ atecluclcpn\du“(:\r_l\“_r!‘lrl P{}l‘
E 0 appelle &

appelic n
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*ﬂu-.‘um;n:.-.u,_h

3o
=/ Caleul des probabilites

- compare n i & { etourne d {8} 0 sin>k
[ \\\\\ sort de la boucle  sin<k
fin de 1 boucle

o L]
aliche le contenu de R, E P(E,)

(AN} e
fin du programme
L]
relour en mode caleul
10 [inn) 0.35 {"3") v '
LA aMche 1,000000000 = Y P(E,) (cas n = 10, p = 033)
r=0

£ Programmer le caleul de i KP(E\) en fonction de n et p.
Vérifier, dans les cas suimm;‘“.?u“ cette somme est voisine de np :
ne= 10, p=02: - -
Démontrer que . KP(E) = up mei»lc']: -&M. - ts: . o o e
o~ ' pper(px + @) l'aide dela formule du binome, dériver par

, k=0
apport a x, puis faire x = 1))

Applications

1. On lance un dé n fois de suite.

—

o " o~ A . s . a
I* Caleuler la probabilité p, d'amener 6 au moins une fois. Déterminer w pour que M3

—

W - » aps ) . b .
> Calculer la probabilité py d'amener 6 au moins deux fois. Déterminer n pour que : pa 23

2. Est-il plus probable d'obtenir au moins une fois 6 en lancant quatre dés que d'obtenir au moins un

double 6 en langant 24 fois deux dés?

3. Un objectif attaqué par des projectiles d'un type déterminé a, pour chaque projectile tiré, une
probabilité constante, p, {'étre atteint. Quel est le nombre minimal nde projectiles qu'il faut lancer pour
que la probabilité d ‘atteindre U'abjectif au moins une fois soit supérieure ou égale d 0957

Applications numériques : p = 0,1; p=00L
4. On définit le « sex ratio » d'une espéce comme le quotient du nombre de naissances d'individus
males par le nombre de naissances d'individus femelles.

1° Calculer en fonction de s :
a) la probabilité d’avoir un seul individu mdle sur trois naissances;

b) la probabilité d avoir un seul individu femelle sur trois naissances.

> Applications numériques : § = 09;s=18s=LL

§. Uneurne contient huit boules numérotées de 1 8. Toutes ces boules sont indiscernables au toucher.
Un tirage consiste d extraire simultanément deux boules de l'urne. A chaque tirage, on associe le

nombre n égal d la somme des numéros portés par les deux boules tirées.

1 — Un joueur procéde d un tirage.
1° Quelle est la probabilité p pour qu il obtienne un nombre n impair?

> Quelle est la probabilité q pour qu il obtienne un nombre n pair?
rois tirages consécutifs avec remise ( les deux boules extraites dun tirage étant
remises dans l'urne avant de procéder au rirage suivant ). A chaque tirage, le joueur obtient un nombre

1l perd 2 F si n est pair (gain= —2).

n. 1l gagne | F sinest impair (gain = 1),
Soit G le gain du joweur d lissue des trois tirages. Déterminer les valeurs possibles de G e

de chacune de ces valeurs.

Il — Lejoueur effectuet

t la probabilité

—_
-

»
-

-
ot
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SN WS
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LLH fin du programme

(PR ] | retour en mode calcul

0 2 vide R,

10 [ A7} affiche 3,42 ~ T, (cas n = 10)

b) Calculer, a I'aide du programme précédent, Ty, Tso, Tao, Tso. Quelle hypothése peut-on faire
quant a lim T,?
n= 4 oo
n n
¢) On pose A, = Z x* et B,= Y, kx*, tels que |x| < 1.
k=1 k=1

Démontrer que lim A, = 1 . Exprimer (1 — x) B, en fonctionde A,,net x. Endéduire lim B,.

n—++ o — X n—+ o

L’hypothése du b) était-elle juste?

8. Pierre jette deux piéces de monnaie; Paul en jette trois. Celui des deux qui améne face le plus de fois
gagne. Si les deux joueurs aménent face le méme nombre de fois, on recommence 'opération. Calculer la
probabilité pour que Pierre gagne. Méme question pour Paul.
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EXERCICES ET PROBLEMES

24. Dans un groupe de trente-deux personnes
comprenant quatorze femmes et dix-huit hlommcs, on
veut prélever par tirage au sort un comité de quatre
personnes. o )
Calculer la probabilité pour que ce comité soit formé de
deux femmes et de deux hommes. Donner une valeur
décimale approchée du résultat comportant trois
décimales exactes.

25. Un sac contient dix objets : n objets sont noi[s
1 < n < 10; les autres sont blancs. On extrait simultané-
ment deux objets du sac. Les tirages étant équiprobables,
quelles sont les probabilités d’obtenir :

a) deux objets de couleurs différentes?

b) deux objets noirs?

¢) deux objets blancs?

Calculer n pourque cette derniére probabilité soit égale
a5

26. On tire deux cartes (simultanément) d'un jeu de
trente-deux cartes. Calculer la probabilité pour qu'il y
ait :

@) au moins un as;

b) exactement un as;

¢) deux as.

27. Deux clubs de football, A4 et B, ont respectivement
dix-huit et quinze joueurs. Le joueur V est du club A, le
joueur W du club B. Une équipe de football étant
constituée par onze joueurs, calculer la probabilité pour
que V joue contre W dimanche prochain.

28.  On jette trois dés. Calculer la probabilité pour que
la somme des points amenés soit :

a) égale i 16;

b) supérieure i 16;

¢) égale d 20;

d) inférieure 4 20.

29. I° Une urne contient a boules vertes et b boules
jaunes. On extrait simultanément deux boules. Calculer
la probabilité pour qu’elles soient de couleurs différentes.
2* L'urne contient maintenant a boules vertes, b boules
jaunes et ¢ boules noires. On en tire trois. Calculer la
probabilité pour qu'elles soient de couleurs différentes.
3° Application :a=3,b=5et ¢ = 2.

30. On veut construire un tableau de mots Croisés
ayant cinq lignes et cing colonnes. On noircira, au
hasard, huit des vingt-cinq cases du tableau, et on
considérera que les choix des cases sont équiprobables.
I° De combien de maniéres peut-on choisir les huit cases
noires dans le tableau?

2 Quelle est la probabilité d'obtenir un tableau ainsi
constitué : une case noire au centre du carré et une a
chacun des sommets, les trois autres cases noires étant a
une place quelconque?

3° Quelle est la probabilité d’obtenir, lors d’une épreuve,
un tableau dont une colonne est entiérement composée

i i érotésde 14 10

urne contient cent billets num ! e _
3:.Of::trait de I'urne un billet. Sachant que chague
billet a la méme probabilité d’etre cxtrzu!, quelle et }*f
plrobabi]ité d’obtenir un billet dont le numéro est termins
par le chiffre 27 ‘ e B
2° On tire deux billets de I'urne simultan . Donner
le nombre de tirages dilférents possibles. ‘
3° Ces billets sont utilisés pour unc tombola. Chagque
billet dont le numéro est terminé par un chiffre 2 donne
droit 4 un lot. On extrait simultanément dcuxt billets de
'urne. Les événements élémentaires attachés a cerre
expérience sont équiprobables.
Soit A I'événement : « gagner un lot ¢t un sculemeni 5,
Soit B I'événement : «gagner deux lots ».
Soit C I'événement : « gagner au moins I lot»,
Calculer la probabilit¢ des événements A4, B, et .

32. On partage un cercle en six parties égales. On
obtient les points A, B,C, D, E et F qui sont les sommets
consécutifs d'un hexagone régulier. On considére
I'ensemble U constitué par ces six lettres.

1° On tire au hasard et simultanément deux lettres dans
U. Quelle est la probabilité pour que ces deux lettres
désignent deux sommets consécutifs de I'hexagone?

2° Ontire maintenant, au hasard et simultanément, trois
lettres dans U. Quelle est 1a probabilité pour que ces trois
lettres obtenues désignent les sommets :

a) d'un triangle équilatéral (trois cotés égaux)?

b) d'un triangle isocéle non équilatéral (deux cotés
égaux)?

¢) d’un triangle rectangle (un coté du triangle doit étre
diamétre du cercle)?

33, Une cible circulaire est divisée en dix régions par
dix cercles concentriques de rayons 1, 2, 3, ., 10 cm.
Aucune balle ne pouvant sortir de la cible, on appelle
événement I'impact d’une balle dans le disque central ou
dans une des couronnes circulaires ains; tracées. On
suppose que la probabilité pour que la balle atteigne une
n::gion de la cible est proportionnelle & I'aire de cette
refglzon. On rappelle que I'aire d’un disque de rayon R est
nR*,

1° Quelles sont les probabilités respectives d’atteindre le
disque central et chacune des couronnes?

2° On donne dix points si la balle atteint le disque
central, neuf si elle atteint la premiére couronne de
rayons | et 2 cm, huit si elle atteint la seconde couronne,
etc. et un point pour la derniére couronne. Calculer la
probabilité d’un score supérieur ou égal a 8.

34. Jean posséde, dans le tiroir de son armoire, 5 paires
de chaussettes noires, 3 paires de chaussettes vertes et 2
paires dF chaussettes rouges, mais ces chaussettes sont
mélangées dans le plus grand désordre et indiscernables
au toucher,

Lorsque Jeanﬂest en train de s’habiller survient une
panne de lumiére. Jean qui est pressé et qui n'a pas une
lam.pe'de poche, prend au hasard deyx chaussettes dans
le tiroir.

" Calculc{, a 0,01 prés par défaut, la probabilité pour
tiue Jean ait ure deux chaussettes noires,

2 CJaIculcnl', a 0,01 prés par défaut, la probabilité pour
que Jean ait tiré deyy chaussettes de méme couleur.
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3° En supposant que le nombre de chausset

le nombre de chaussettes rouges restent €s vertes ct

calculer quel devrait étre le nombre 5 4 inchanggés,

noires (n€N*) contenues dans [e tiroir epg::;lussellfi‘:s
que Ia

probabilité d’avoir deux chaussettes nojres soj égale ei?-

35. Soit I'équation du second degré - 2
i gre i x -

Les coeflicients p et g sont Iun des entiers rfﬁtﬂfeﬁ 12 g'
4: Set 6 Le cqefflment p est déterminé par un Pfem" s 3,
diiimic pariat dont les faces sont numérotées de | lécr@lc:
on;fr é?el::f y lat détern _probabilité d'apparition. Le
coefli q est déterminé pparition.
méme dé. par un deuxiéme jet de ce
Déterminer les probabilités des évé .

’ . nements suivants :
a) «l'équation x* +px + g =0 admet deux r;::ris :
réelles distinctes »; nes
b) «I'équation x? + px + =0
réelles confondues »; t deux racines
¢) «léquation x*+ px 4+ g =0 adme :

: t

complexes conjuguées ». deux racines

36. Un sac contient 'deux boules blanches portant
respectivement les numéros 1 et 4 et quatre boules noires
portant respectivement les numéros 2, 3, 5 et 7. On tire
simultanément deux boules du sac. Quelle est la
probabilité :

1° Pour que les deux boules tirées portent des numéros
impairs?

2° Pour que les deux boules tirées soient de la méme
couleur?

- impairs et soient de la méme couleur?

4° Pour que les deux boules tirées portent des numéros
impairs ou soient de la méme couleur? )

(Les résultats seront donnés sous forme de fractions

irréductibles.) -

37. Un dé cubique a ses faces numérotées de 1 a 6. On
sait qu'il est pipé de telle fagon que les probabilités

P1s P2 - Pg d’apparition des faces numérotées 1,2, ..., 6
1

forment une suite arithmétique de raison r=1g-

Calculer les probabilités py, P2, s Pe- .
Un joueur joue avec ce dé dans les conditions suivantes :

« il gagne 2 F s'il fait apparaitre une face portant un
nombre pair;

o il perd 3 F il fait apparaitre une face portant un
nombre impair.

Calculer la probabilité de I'événement : «aprés trois
lancers successifs, le joueur a gagné 1 F».

38. Un sac contient dix jetons respectivement
numérotés de 0 a 9. On tire successivement et sans les
remettre dans le sac trois jetons. On considére le nombre
formé par les trois chiffres obtenus dans l'ordre de leur
tirage (on suppose que tous les nombres ainsi obtenus

sont équiprobables).
1° Trouver un espace pr

cette épreuve.
20 Soit A I'événement : «le nombre obtenu commence
le nombre obtenu se termine

par 15» et BI'événement, «l€ 1€
par 7». Calculerla probabilité de chacun des événements

A, B, AnBet AUB.

obabilisé fini correspondant a

3° Pour que les deux boules tirées portent des numeéros -

y

39. o
i;cmilé::eiagézrflcrme huit jetons de forme et de matiére
extrait s rois sont blancs et cing sont noirs. On
Fon c, au h,asard, un par un, quatre jetons que
n dispose, dans I'ordre ou ils sont tirés, dans quatre
;ases numeérotées de | a 4. (Le premier jeton est placé
ans la case numéro 1, le deuxiéme dans la case numéro
2, etc)

}Cﬂalculer la probabilité de chacun des événementsnts :
o« Les 4 cases sont occupées par des jetons noirs, »
2° «Les cases 1 et 3 sont occupées par des jetons blancs
les cases 2 et 4 par des jetons noirs.» ’

40. (La question 3° peut étre traitée indépendamment
des deux précédentes.)

On‘qnwsage une particule © pouvant occuper deux
positions A et Bet se déplagant aléatoirement de la fagon
sulvante :

a) La position initiale (au temps 0) de la particule =
est A. Au temps n, ne N*, Ia particule r est soit en A4, soit
en B.

b) Entre deux instants successifs, net(n + 1), la particule
n saute éventuellement d’une position d l'autre. Les
divers facteurs influant sur cette évolution ne varient pas
au cours du temps. L’éventualité d’un saut est par
ailleurs indépendante de la position de la particule 7 au
temps n.

On ne demande pas d’expliciter d’espaces probabilisés.
Mais on peut traduire en termes mathématiques la
situation de la fagon suivante : Si neN, on note A,

_I’événement «la particule 7 est en A au temps n» et par

B, I’événement « la particule m esten B au temps n». Ainsi
A, A,,, est Pévénement «la particule m est en 4 au
temps n et aussi en 4 au temps (n + 1)», etc.

Soient respectivement «, et f, la probabilite des
événements A, et B,. On donne un nombre 6 dans
Pintervalle JO, 1[. Nous exprimons a) et b) par les
hypothéses :

eag=10,+p,=1 (neN)

« la probabilité de A, N 4,4 est Oa,, cellede B, N B, 1,
est 0f,.

1° Calculer, en fonction de 6 et f,, la probabilite de
événement B,NA,,, (Cest-d-dire I'événement «la
particule 7 est en B au temps n et en A au temps (n + 1) »).
2° Montrer que, pour tout neN, o, =(20—1)
a, + (1 —6). . , 3
3° Du résultat de la question précédente et de oo = 1,
déduire que, pour tout neN*, a, = {—29—2—1)— +%.

Quelle est la limite de la suite (a,) quand n tend vers
+ 0?

41. Soit S ensemble {1, 2, .., g} des entiers naturels
compris entre 1 et g. On choisit au hasard une partie Bde
S, de telle sorte que toutes les parties de S, y compris et
S, aient la méme probabilité p, d’étre choisies.

J° Choisir un univers des possibles £ et préciser son
cardinal. Quelle est la valeur de Po?
2° Soit A une partie non vide de S &
sont les probabilités respectives py, P2 P3
événements suivants :

a) la partie choisie B contient 4;

b) la partie choisie B est contenue dans A4;
¢) la partie choisie B est telle que An B # !

k éléments. Quelles
des
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NOMBRES
COMPLEXES

| — APERGU HISTORIQUE

L'intro i i doati ¢ i
i _l:ll;,cll(:]n des nombres entiers négatifs est liée a la résolution de I'équation
= b, ou a et b sont deux nombres entiers naturels quelconques.

La résoluti denatl ; i i i
| solution de Cquation ax = b, ol a est un entier naturel non nul et b un entier relatif
quelconque conduit aux nombres rationnels.

!da. representation des nombres réels par les points d’une droite munie d’un repére met en
¢vidence des nombres non rationnels comme \/5, 7, ..., etc. Ces nombres représentent des

longueurs de lignes particuliéres : \/5 est la longueur de la diagonale d’un carré dont le

cote a I'unité pour longueur; n est la longueur de la demi-circonférence dont le rayon a
pour longueur 'unité.

La résolution d’équations du second degré comme x? 4+ 1 = 0,x* + x + 1 = 0,conduita
la notion de nombre complexe.

A l'origine, Cardan et les algébristes italiens du xvi° siécle n’hésitent pas a employer le

symbole ./ — a, avec a réel strictement positif. En appliquant les régles usuelles de
I’époque, Cardan remarque que I'équation du second degré x* — 10x + 40 = 0 a pour

racines 5 + ./ — 15 et 5 —./— 15. 1l considérait son résultat comme «aussi subtil
qu'inutile » et traitait de «sophistiquées » ces racines de nombres négatifs.

En étudiant I'équation du troisiéme degré x* + px = g, Cardan trouve, lorsque p est
positif, 1a racine réelle de cette équation sous la forme :

1l est aisé de vérifier que ce nombre est réel et qu'il est bien solution de I’équation
x3 + px = q. De plus, I'étude des variations de la fonction x — x* 4+ px — g montre que
cette fonction ne s'annule qu’une fois (lorsque p > 0).

Pour I'équation x3 — 15x = 4, dont 4 est I'unique racine réelle, comme le montre I’étude
de la fonction x - x> — 15x — 4, la formule de Cardan donne :

fiad -1 =2+ 10,

ce qui fait apparaitre des nombres «impossibles» ou «imaginaires ».

C'est Bombelli qui montre I'égalité 4= o+ /121 =3 -2+ /121, en

procédant ainsi :
(2—./-1]3=2+.,/—121 et (-2-/-11= -2+ /121,

par utilisation de régles de calcul connues dans R; ce qui le conduit 4 :

m_g/f;\/—-_l_z_—=2—\/—_f+2+\/j=4.
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50 3/ Nombres complexes

A I'aide des nombres imaginaires et de la formule de Cardan, il «trouve » la racipe réelle

de x* — 15x = 4.

Jusqu'au xvin® siécle les nombres imaginaires sont ‘f“hses ey f‘}{mb‘)’_fs Puremen
formels pour étudier des équations algébriques. C'est au xIx‘ siécle, avec Gagsg et
Cauchy, que les nombres imaginaires trouveront leur représentation a partir de « realitag

mathématiques connues ».
On doit a Gauss le premier exposé complet de la représentation des nombres imaginajre,
par les points d’un plan muni d’un repére orthonormal. Comme on représentait jeg réels
par les points d’une droite munie d’une origine, d’une unité et d’un sens, la « réalits,
nombres imaginaires €tait ainsi établie; Gauss les appela nombres complexes et i utili
lettre i pour désigner cet «impossible» _/— 1.

plexes revient a appliquer

Cauchy remarque qu’effectuer des calculs sur les nombres com
aux nombres réels et 4 un nombre imaginaire i tel que i = — 1, les régles d’opérations
dans R. Ainsi lorsque p est un entier naturel non nul i2? est remplacé par (— 1)P et j2o-1

par (— 1)7i. Si I'on substitue i 4 x dans I'expression polynomiale :

o +a;x + ... + a,x",
ppliquant la régle précédente on obtient upe
nt réels. Notons que :

» des
3ala

ou ay, a,, ..., a, sont des nombres réels,en a

expression de la forme a + ib, ot a et b so
(a + bi)(a’ + b'i) = aa’ + ab’i + ba'i + bb'i2
=aa’ — bb’ + (ab’ + ba')i.

II' — DEFINITION DU CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

Sur R? on définit les deux opérations internes suivantes -

e addition : (a,b) + (@', b') = (a + a,b+b);
o multiplication : (a, b)(a’, b’) = (aa’ — bb’, ab’ + ba').

1° Verifier les propriétés suivantes -
a) Associativité de 'addition : [(a, b) + (a', b')] + (@", b") = (a, b) + [(a", b) + (a”, b")].

b) (0, 0) est élément neutre pour l'addition : (a, b) + (0, 0) = (0, 0) + (a, b) = (a, b).

¢) (—a, — b) est I'opposé de (a,b):(a,b) + (—a, — b)=(0,0) = (- a, — b) + (a, b).
L'opposé de (a, b) est aussi noté — (a, b). On a donc — (@, b) =(—a, —b).

d) Commutativité de I'addition : (a, ) + (@, b') = (a, b’) + (a, b).
e) Associativité de la multiplication : [(a, b)(a’, b')](a", b") = (a, b)[(a’, b’)(a", b")].
f) Distributivité de la multiplication par rapport d l'addition :

(@ b)[(@, &) + (a", b")] = (a, b)(a, b’) + (a, b)(a", b")
et L@, &) + (a", b")1(a, b) = (a', b)(a, b) + (a”, b")(a, b).
g) (1, 0) est élément neutre pour la multiplication - (1, 0)(a, b) = (a, b)(1, 0) = (a, b).
h) Commutativité de Ig multiplication : (a, b)(a', b') = (a, b’)(a, b).

i) Tout élément (a, b) distinct de (0, 0) admet pour inverse a _j_ .
. az+bz1a:+b: :

B a =5 _ a -
R ) (e Fir)eh=0o,
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3/ Nombres complexes

W
I’addition et 1a multiplication sur §22

muni de ces deux .
opérations -
note €. na Corps.

vérifiant les propriétés précédentes, on dit que 127
On Pappelle corps des nombres complexes et on le

2° Onposei=(0, 1), Vérifier i2
Wilifoltention o 1) Vérifier iz = — (1, ); i? est done V'opposé de I'élément neutre puur la

3 a) Démontrer que
Cfm!l!em la m-‘fmfu’lquc{!e -‘F-‘Ju.'i-fn.'s'embfg de 8%, noté 2, , formé des couples de la forme (g, 0)
T i:(.‘t' :;’E‘ et r:_prr,rduu de deux quelcongues de ses éléments et contient 'inverse de
e 'e{-dca (.fmem.a non nuf's (c'est-a-dire différent de (0, 0)). En déduire que ¥, muni de
b) On consf e a'mu!'t’lphcaurm est un corps. On dit que &, est un sous-corps de ©.
. n considére l'application ¢ de % dans &, : a — (a, 0)

emont ext hifecti P

rer que ¢ est bijective, que (1) = (1, 0) et que, quels que soient a et o de B :
wla+a’)=opla)+ pld) et @lad’) = pla)pld’).

On dit que ¢ est un isomorphisme du corps R sur le corps B, et que B estisomorphea &

THEOREME 1
et
DEFINITION 1

L’ensemble B2 muni de 'addition et de la multiplication :

(a, B) + (@, b)=(a+a', b+ b)

(a, b)(a', b') = (aa’ — bb, ab’ + ba')
est un corps commutatif, d’élément unité (1, 0), appelé corps des nombres complexes et
noté C.

Le corps C contient un sous-corps isomorphe & B; de plus Pélément (0, 1), noté i, est tel
que i’ = — (1, 0).

NOTATION a + ib

Soit B, 'ensemble des complexes de la forme (a, 0), ou a est un reéel.

La bijection ¢ de R, sur R qui, a tout élément (a, 0) de R, associe le réel a permet
d’identifier les éléments de R, & ceux de B, cest-a-dire de noter a I'élément (a, 0) de B, .
Pour tout couple (@, b)on a : (a, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0), soit en utilisant I'identification
précédente et la notation i = (0, 1) : (a, b) = a + ib.

Tout nombre complexe s'écrit donc sous la forme a + ib, ou a et b sont des réels. Cette
écriture est évidemment unique puisque I'égalité a +ib = a’ + ib’, avec a, @', b, b’ réels
signifie que (4, b) = (a', b'), C'est-a-dire que a = a’ et b="b.

Nous retiendrons :

THEOREME 2
et
DEFINITION 2

Pour tout nombre complexe z, il existe un couple (a, b) de réels et un-se-:ul n:.l que
7z =a+ib. Lesréelsaet b sont respectivement appelés partie réelle et partie imaginaire

de z et sont notés Re(z) et Im(2).

A noter que le nombre complexe a + ib, avec a ¢t b réels, est nul si, et seulement si,

a=b=0. |
Les nombres complexes non nuls de la forme iy, ou y est un réel non nul, sont appelés
imaginaires purs.
L'égalité (iy)’ = _
strictement négatif.

— y? montre que le carré d’un nombre imaginaire pur est un reel

{
|
|
|
|
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3/ Nombres complexes

REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

0, 1, ¢,). Atout nombre complexe

sre orthonormal Z = 5 i
eper ans le repére #; on dit que M esy

Rapportonsle plan Zaunr
> ’ ordonnées (Re(z), Im (2))d

z on associe le point M de cO
le point-image de z (figure 1)
Tout point M du plande coordonnégs (a, b)dans lere
unique complexe, z = a + ib, appelé affixe de M.

Les nombres réels ont pour images lc?
points de I'axe x'Ox de repére (0, e1) appelé
axe réel.

Par exemple,
A(1, 0).

Les nombres imaginaires purs ont pour
images les points de I'axe y'0y, pnve.de o,
de repére (0, &,), appelé axe imaginaire.
Ainsi I'image de i est le point B(0, 1).

A tout nombre complexe z, on peut aussi
associer le vecteur i de coordonnées :

(Re (2), Im (2))
dans Ia base (,, ;) du plan vectoriel 7. .

pére A est évidemment 'image d’y,

I'image du réel 1 est le point

On dit que i est le vecteur-image de z.
Tout vecteur & de ¥ de coordonnées (a, b) est I'image d’un unique complexe,z = a 4 jp

appelé affixe de u.

REGLES DE CALCULS DANS C

Toutes les régles de calculs concernant I'addition et la multiplication de R s’appliquent
C qui, comme R, est un corps commutatif.

En particulier :

X : e Z €S t. le nom b

Si z et 2’ sont les affixes de M et M’, z — 2’ est I'affixe du vecteur M’'M
2. Quels que soient les complexes z, z’, 2, on a :
2 -7 =1z27 — 77"
3. Pour tout
:omplexe Z et pour tout entier naturel n on définit 2" par :
=1 (sizestno '
n nul e 2 o
Quels que soi . ) =z, 2= Blosy 2 l=g'Y
olent les entiers naturels n et p: 7,7 *
4. Quels que soient Jes Pt ek
complexes z, et z, :
2 252 ,
{1'{"22) —21+22122+Z%

(z) — z,)? = 72
1 2} _‘21—221224-2%

(zy + 2))(zy — z,) = 22— 22,
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3/ Nombres complexes

1o
4
%

o
En particulier : .
(“ + ib)z =g? — h? + 2abi
(a - ib)z = az i) bl o Zdbi
(a + ib)(a — ib) = a® + B?

Quel que soit I'entier naturel non nul n -
Zl — 2" = s = = -
. e =~ 4 A 2, 4+ AR 4 5 AT
n particulier : l—2"=(1-2)(14+z+22+..4+42".

S. Formule du bindme de Newton
E r
tant donnés deux nombres complexes z, et z, et un entier naturel n:
k=n
(2 4+ 2) = Y, Chzi™*2,
k=0

n!
kl(n — k)!
nuls. Par exemple : (z, + z,)* = 23 + 323z, + 32,23 + 23.

) k = \ : -~ .
ouC, = et ot I'on convient de poser z0 = 1 et z3 = 1, méme si z; €t 23 sont

6. L’inverse de tout complexe non nul est noté z~' ou 1—
z

e Siz=a+ib, avec (a, b)eR? et (a, b) #(0,0),on a:

1 a—ib _a -ib  a ; b
a+ib (a+iba—ib) a*+b> a*+b? a* + b*
Nous retiendrons : (a+ib)~ ' = t i—é——-
' T+ a+ b
e Si z, et z, sont deux nombres complexes non nuls, le produit z,2z, est non nul et :
i 1 1
= ¥ —

Zyzy Zy I3

Plus généralement si Zy, Z3; - Zn sont des nombres complexes non nuls, le produit

2,23 ... Z, €SL DON nul et :

1 I 1
=—X— X .. X—.
ZIZI anr Z" 21 Zz Z,

En particulier, si z est un complexe non nul et n un entier naturel :

; o .
— =12z vention z° = 1l,ona:
On note i »-" Avec cette convention et 1a convenli "

out complexe z non nul et pour tout couple (p, q) d’entiers relatifs :

e pour t
Pr=27" et (@) =7

., Z2) de complexes non nuls et pour tout entier relatif p:

e pour tout couple (2
(z,2,) = 2322

res complexes aet f telsque p # 0,ilexiste un unique nombre

7. Etant donnés deux nomb ) et
4 savoirz=f" o

complexe z tel que & = &
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\ T tont en multiphant par /i1 e,
. we 2, Natishuit o = [z 00 U‘“ L,
cirte Ilc nnl:lhgltl:*"yjr-:‘il’;; : lﬁ to e f1 ' (flzy) 00 it (T Mz et par s
x membres de B
:m.l.?;; g, De plus, a = A ta).
e < on Pappolle lo quotient de o par i,

a
[}
ty est nussi note
Le nombre complexe [ tocest i

m Exercicos résolus
L Caleuler de deux fagons (I D" et en déduire une expression simple de
. i X, I

S = 1= Ch+Ch=Ci+ G

] T g1
S, = Ch— Ci 4 €1 = €.

et de . :
Ona: (U )% = (DA et (1 i) J- - ni..l
done (1 4 1)® = (2i)* = (i)} = 2Y(= 1) = 2%

{\i“!\'i : ll -{‘ i}H = lh' 1958 Mih 19 5" |
Par aillcurs (1 4 ) = 14 Chi CI3+ CJIY 4 CRI 4 O+ CRI° 4 Ui+ i,

M * o . - L8 1 6 [ Sy -1 R
Compte tenudei? = — 1it = =i, it e % e % = - Ly 1= =1,
(l .‘. i)a o Sl “I'il\.é-

Done S,=16 ct §;=0

[, on obtien -

2. Démontrer que les vecteurs ayant pour qffixes 1 — vet 1 forment une base du plan
vectoriel ¥ ( figure 2). Trouver les composantes du vecteur ayant pour affixe 3 i dang
cette nouvelle base,

Désignons par i le veeteur d'aflixe | — i et par o celui ¥
d'afMixe 1 + i, Les vecteurs i et 0 ne sont pas nuls, S'ils
dtaient colinéaires, il existerait un eéel ¢ tel que b = tu,
Comme le vecteur tu a pour aflixe £(1 — i), on aurait :

| i=t(l =)

soit t=lett= — I, ce qui est impossible, 2

Les vecteurs u, ¢ sont done non colinéaires : ils forment
une base de v,

Désignons par W le vecteur d'aflixe 3 — i, (if, 1) étant ¥
une hnsc‘ de ¥, il existe un unique couple de réels (a, b)
tel que w = an + b, c'est-ii-dire 3 = { = (1 — §) -+ bl + 1)

Figure 2
sensuita+b=3eth-a= —1, don A=32 ¢t hml|

-“ o ] » ] I ‘J oy o 2
Résoudre I'équation 2* = g sur C, ot a est un réel donne,

o Sia=0,lasolution est 0,
0 3ia>0, 2 —qgum(z—~_/ 0\ ) i
&= Jaz + Ja); les solutions sont done /a et - Ja.
SMeCl it —gmad i
edla<(,: A=zt —(i,/—q)

::t_-_..‘i

‘ . vV =a)e 4 v —a);
les solutions sont done

i J"_ . P
\ a et - l\./ et/ I

4. Factoriser sur Cle
Ona:

- les expressions suivangey ; 22
:; +d=(+ 2)(z - 2i),
T == (2 x?

"+ D~ 1) m F i)~ i)z 4 D(z ~ 1)

+4etzt— ),
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3/ Nombrey complexes

T ”""'_’f‘ ’;' les quatre points A, B, €, D, d'affixes respectives 1 -+i, 1 =i, —i, —1L
auver Laffixe g du barycentre G de (A4, 1), (B, 2), (C, —4), (D,3).

() i — —— [T, — el
nau: 20G = 0A - 208 - 40C + 30D,
dod 2=t hit2l—i)4di=-3, soit g=3i

T 777 |

I" Programmer la s J ] ‘
somme, le produit et le quotient de deux nombres complexesz = a + ibet

! ] f
2wl gl

Réponse (T1-62)

-c_p‘-‘| e .
L&} cfluce les programmes antericurs
LN y
= misc en mode programme
(o) _
label de la séquence z + 2’

-----

calcule a + o’
calcule b + '
label de la séquence zz’

] 1
] ]

]

1

1

= N N - 4G a
HH
5w

MK
g

ReL | 3 — i RCL I 2
(%] [mer) 4 [=] [ws] calcule aa’ — bb’
[rer] 4 [F neL | 2

[x] 3 [=] calcule ab’ — ba’

label de la séquence —
4

[rec] 1

(18] 3

[%7] [acc] 4 [ | calcule aa’ + bb’

_____

4 (x'i [0 ) [=][ss] divise aa’ + bb" par a’* + b2
(] [(rer] 2 [x] [per] 3 [=] [Rei] 1

[%7] [mee] 4 [V ] calcule ba’ — ab’

(=] [ [rer] 8 {xf]
4 {7} [0 ] =] [ms] divise ba’ — ab’ par a'* + b2

Exemple d'exécution : z =2 —4i, 2" =3+ 5i

retour en mode calcul

2 1 -4 23 35 4 entrée des données a, b, a’, b’
1 affichea+a’ =5
affiche b+ b =1
2 affiche aa’ — bb’ = 26
[rs] afliche ab’ + ba’ = — 2
aa’ + bb’ ~ — 0412

3 (] allche o7 5
ba’ — ab’
@ afMche Tl x~ — 0,647
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3/ Nombres complexes

r n L -
2° Utiliser ce programme pour vérifier les résultats des calculs demandés dans I'exercice

d‘application 1 (ci-dessous). ; -
3° Programmer le calcul de (a + ib)", oit a et b sont des réels et n un entier naturel.

Réponse (T1-62)
Si on pose, pour tout entier keN,, (a + ib)* = A, + iB,,on a:
Ay =aA,_, —bB,_, et B,=aBy_;+bAi-;s.
Le programme consiste 4 calculer successivement A, et B,, A5 et B3 Pour cela on utilise la fonction
{57} de commande automatique de boucles qui opére de la fagon suivante :
* lecontenu k de la mémoire 0 (M,) est d’abord diminué d’une unité (décrémentation k « k — 1);

efface les programmes antérieurs

1cp
_— mise en mode programme
(] o entre n dans la mémoire M,
{Bil o début d’une boucle

(o] 1 ] [re] 3 (=7 [me] 2
=] 4 [=] 5 calcule A, et place 4, dans la mémoire M

1 [x] 4 2
[x7J [aer] 3 [=] [510] 4 calcule B, et place B, dans la mémoire M,
place A, dans la mémoire M,

[ret] 6 [510] 3
remplace k par k—1 et compare k—1 4 0

si k — 1 =0, affiche le contenu de M,

[oro]
[re] 3 [ws]

4 [ws] affiche le contenu de M,

[(ast] place le pointeur en 0 pour 'exécution

Exemple d’exécution : calcul de (2 +i)'® = A + iB

retour en mode calcul
efface les mémoires

fom]

2 11 21 30 4 entre 2, 1, 1, 0 dans les mémoires 1,2,3,4

18 entre n=18 et affiche 4= —922077
affiche B = 1721764

(ws]

® Exercicés d’application

I. Effectuer les calculs suivants en résentant a5 : :
les résultats sous la forme a + ib, ou (;:1, b)eR?: *21—-—1 + 2———F—3-l 4_1'_51 _1-3i
A+ (=i @430 TR LSt Bl T
(2-3i)? 3+ 4i)(3 - 4i);
. ’ . z 1 I = 3
(T+0% (1=ip; (34 2ip % On possf = o —‘é—_ Calculer :
i—5_3+i+2—[ )
3451 I-iT3y % T4qyE JE] o le)
T2 =4 +i)
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3/ Nombrtes complexes

3. On considére les deux nombres complexes :

1+i/3 1

7. A tout point M on associe son affixe z et le
nombre complexe Z = z2. Déterminer I'ensem-
ble des points M tels que :

2, = et z,= .
1—is/3 3+i a) ZeRy;
& V3 b) ZeR_;
Calculer : ¢ ZeR;

z d) Z soit imaginaire pur.
22422 3+ N .
gy AN SEEER 8. Reprendre I'exercice précédent avec :

Z=2

9. Déterminer 'ensemble des points M d’aflixe

z tels que :
-1 z—1

- |=0; b) Im —|=0.
—i z—1
6. Dé[crminer l‘ensemble des points M d’aﬂ‘lxe 1’0. Détcminer .l’ensemble deS pOll‘ltS M
z tels que les points d'affixes 1, z, z* soient d'affixe z tels que :

alignés. Re () = Im (2*).

Zy t+ z3, Z3Z3,

4. Calculer: 1 +i+i*+ .. +i"

5. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe
z tels que les points d’affixes i, iz soient alignés a) Re (z

avec M.

Il — MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

CONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

DEFINITION 3

Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib, ou a et b sont réels, est le nombre
complexe, noté Z, tel que Z = a — ib.

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, les

points-images de z et Z sont symétriques par bt iy ‘1_ M)
rapport 4 I'axe des abscisses parallélement a’ P 1-_ 5
I'axe des ordonnées (figure 3). \ = o £ e
l |
i .Bj — 3 .
3_6' o] R | X
1° Montrer que l'application 6 :z+v> 2 de C i = -} =4
dans C vérifie les propriétés : e N
a) Pour tous nombres complexes z et 2’ : e
o(z+ 2)=6(2) +9(z), 0(zZ')= 8(2)0(2), e s g
8(0(2)) =z A=) NNE)
Figure 3

3 ?’cf:: gﬂ:clgl:énwre complexe z soit invariant par 5 (c'est-d-dire 8(z) = z) il faut et il
suffit que z soit réel.

2% Montrer que les seules bijections f de C sur C laissant chaque J:éeI im'arian‘t et telles que
pour tous complexes z, z' : fz+2)=f@+ fz) et flzz)= f(2)f(z), sont d et
I’application identique de C.

1 1
3° Montrer que si z est un nombre complexe non nul 5(;) = 6_(23 ]
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/—/—,
7 =2 Re (Z)

Nous retiendrons : 7+ :
z+7=2+%

7 =1IT

-

7 est réel si, et seulement si, Z=1

I\

Conséquence

. 3 j vels :
Soit P(z) une expression polynomiale en z a coefficients re
n
P{z) =ay+a,2 + o+ 8,25

ou ay, ay, ..., a, sont réels et z complexe. On a :
P(z)=ap+ayz+ .. + 8,2 =80 + 42 Foun e B2
k

Comme z* = 7* et &, = a,, on obtient : P_(z_j = & a,7", d’ol P(z) = P(2).

Si z, est un nombre complexe tel que P(zo) = 0, il s'ensuit que 0= P(zo) = P(z,)

On retiendra :
Si un nombre complexe z, est racine d’un polynome P a coefficients réels, son conjugué 3 :

est aussi racine de P.

Exemples
i s A el . I i =
1. Soit : j= —= 41 X=; 32 N
oit : j 2+1 Z,alors._] 3 12 j.
1. .3V 1 ../3

Considérons P(z) = 2’ +z + 1, est racine de P (2) et, P étant & coefficients réels, j est
racine de P(z). ’

Dot P(2) =(z = j)(z — j) = (z = j)(z — j?), puisque le coefficient de z2 est 1.
2. Considérons Q(z) = z* + 72 + 1.
On constate que Q() = j* + j2 + 1 et que i =i = {i = 1, done -
20=j+j*+1=0,
Par suite, j est raci j
uite, j est racine de Q(z). Comme (— 2) = Q(z) et que Q est i coefficients réels, — jj

et — j sont aussi racines de 0(z).L
[ .Lesno i, —i.i 2 é isti
le coefficient de z* étant 1, on col':tir::ntl'nbres complexcq, i e ’

Q@ = —j)z =)z 4 ivfs o T
On a ainsi factorisé Q(z) daps ¢. NE +j)(z +3j).
De plus : S
S =iz —j)= 2
Donc :

Ve=1)=2"—( +3)z 41,
&+n@+ﬂ=ﬁ+@+ﬁz+1
ﬂﬂ=&2+z+ﬂ&{~z+0:

Soit x* + x2 + 1 = (2
(x +x+l)(x2qx+1)-on

a ainsi factorisé x* + x? + 1 dans 21
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VoNombies complosen

MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

Pour tout nombie complose 2 éer woms ln forme z = a1 Ihyotael hrsont des réels, ona
] )
o8 = (i | I = 1y = a? 4 b7,

Le prodult 2z ont done unréel positl,

DEFINITION 4

On uppelle modulo d'un nombre complexe 2, le nombre réel positif, noté fzf, et defimi par :

2| = /2.

A noter que le module do 2 est égal & I distance de Porigine O du repére & Fimage M
de 2z |z = OM,

A noter nussi que si 2 est réel, son module n'est autre gue sa vialeur absolue,

Propridtés

L |Re(z)| < |z} et Jim (2)] < |2l _
2. 2] = 0 dquivaut 4 oz = (), |
S|z e =2, 2| = 3.

4, |22 = f2EE = [ = Jf2E JF =l

1l s'ensuit, pour toul entier naturel n 2" = |z["

5. InCealité trinngulaire

Soit z el 2 deux nombres complexes
d'images respectives M et M’ el soit § il
"image de = 4 2* (hgure 4), L

L'inégalité triangulaire appliquée aux trois H
points O, M, § donne :

085 < 0OM + MS, Figure 4
soit 0S < OM + OM’. Il en résulte : |z + 2| < |2} + |2'].

Donnons de cette inégalit¢ une démonstration algcbrique :
lz+ 212 =(z + 2}z + Z');
d’ou : Iz + 2|2 = 2z + 2’2 + (22’ + 2Z'). (1)
Comme zz' = 3z, on a zZ’' + 2z’ = 2 Re (22').
Or: 2 Re (2Z') < 2122'| = 2[z2| |2).
Ainsi, en majorant le deuxicme membre de I'inégalité (1), on obtient :
2+ 2P <P + |2/|2 + 2|z| |2'], Clest-d-dire |z + 2| < 2| + |2},
Plus généralement © |z, + 23+ .. + z,] < 23] + 122l + . F 1zl

REMARQUE : On utilisc souvenl linégalite : ||z = 2’| < |z - z'|, qui se démontre en
remarquant que z = (z —2’) + 2" et en utilisant I'inégalité triangulaire

2| =z = 2) + 21 <l =21 + 12 soit |z| = |21 <z — 2|

En échangeant les roles de zet z',onaaussi 2] — |zl <2 — zi'=' |z =z l,’d ou‘le res:u!tat. Ce;lc
inégalité exprime que la longueur d’un coté d'un triangle est supérieure ou égale 4 la difference des
deux autres.

3
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3/ Nombres complexes

don |-| =
2| g Par

q ! l = |Z—] = J:F X
6. Pour tout complexe mon nul =z on a ‘ 5!

Fl-Fi-m -5

ombre complexe non nul z, on qa ;

conséguent :

Pour tout nombre entier relatif p et tout n
1 = Il

| eai

. Par sujqe .

I

by | —
I
TR
X
ta

nul z
7. Calcul de I'inverse d'un nombre complexe non n

-

nl--

Exemple : —— =
B I+ 2 |
8. Un nombre complexe = est de module | si, ¢t seulement s1, 2 = .
o
En effet |z] = 1 signifie 2z = |, soil Z = -.
Nous retiendrons : [Re(z)] < 2] et [(Im(z)] < [z
7] =0 équivauta =10
> | 1]
=zl et |=[=7
| = Il =
l: 4 I = l-l + I'- I
1 z
z |z* .
Izl =1 si, et seulement si, z = -

m Exercice résolu

Déterminer les nombres complexes = tels que z, -, = — 1 aient méme module

LR

Soit = un nombre complexe tel que |z| = H =|z -1

On a |z =l—|-r d'ou |z] = |.

Amnsi |z - 1| =1, SO (z — 1)(Z = 1) = |.
Douzz-z-3=
Comme |2/ = 1, 0na =5 = I et, par suite, = + I=

En posant = = x + iy, avec v ef ¥ réels, on obtient x = :
3
De plus, x* + 2 = I d'og P = %
4
Finalement, si |z = H | I 3 3
el = L aloigr el i3 ! /3
z 3 JTDU::_—’.\;.g}.:),._.

.
{

On vérifie qu
¢ que les nombres comp!cxev,, l '\’)3 et b s vV : it
5 s+ “5 - satisfont les conditions

demandées.
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3/ Nombres complexes

Exercices d'application
11, I)émnnlrer. que, si A est réel, le nombre

14 i
complexe 7= 7; & pour module 1,
[

ftudier la récir:lmquc.
12, Caleuler z pour que I'on ait
z— 12‘ 5 z— 4‘ ]

3

28| 7—8

" Z—uz S s
13. Démontrer que = est reel siJul = 1.

Ftudier la réciproque.

14. z, 2’ désignent des nombres complexcs.
Montrer que :

2+ 2 + 2 = 2 = 2(1af? + [22).
15.  Déterminer les nombres complexes z tels

1
que z, - el | + z aient méme module.
z

16. Déterminer z pour que z2, 1 — z, 7 aient
méme module.

17. 1° Etant donnés les points M,, M,, M,
daffixes z,, z,, z;, montrer que ces trois points
sont alignés si, et seulement si :

Z|22 +ZZEJ + 232] -_-A;.|Zz + 2223 + 2321‘

20 Etant donnés les complexes distincts aet b de
module I, soit A et B leurs images respectives.
Montrer qu'un point M d’affixe z appartient a
la droite (AB) si, et seulement si ;
z+abz=a+b

3° Soit a, b, ¢, d des nombres complexes de
module 1 tels que a#b et ¢ #d, d'images
respectives 4, B, C, D. Montrer que les droites
(AB) et (CD) sont orthogonales si, et seulement
81:

ab = —cd.

IV-— ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Avantd’aborder cetle partic, il est indispensable de revoir les notions d’angles de vecteurs

et d’¢galit¢ modulo 2n développées au début du chapitre 7.

NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1 i_"jj,

Soit z un nombre complexe de module 1.

Dans le plan 2 muni d’un repére orthonormal |
direct (0, ¢y, ¢,), désignons par M I'imagedez |

(higure 5). Les coordonnées (a, b) du point

s'expriment cn fonction de toute mesure ) en

radians de 'angle de vecteurs (¢,, OM) par ;.

a=||OM]| cos 0 = cos 0,
b = [OM| sin 0 = sin 0.
Dol : z=cos 0 +1isin0.

Réciproquement, pour tout réel a tel que z

cosa=cos () et

Figure 5

=coso +isine ona:

sin o = sin 0;
—_—

d’olt « = 0 (2nm), ce qui montre que « est une mesure en radians de I'angle (e, (_M_f).

DEFINITION 5
et
THEOREME 3

On appelle argument d’un nombre complexe z de module 1, tout réel 0 tel que :
z=cos 0 +isin 0.

L’ensemble des arguments de z est I'ensemble des mesures en radians de langle

EEI, OM), oii M est I'image de z dans un repére orthonormal direct (O, ey, e,).
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A/ Nombres complexes

o (2m), eequirappelle que tous 4y,
) it

™ - 1y H '
St est un nrgoment de 2, on note I* gﬂ !
de 2, noté arg 2, et épal {) modulo 27
Propridtds
w complexes de modale |5,
( 2 sont deux nombres comp V.22 ey e

1. Nous constutons que si z ¢
. yar suile
module 1 ¢l 3= » ext de module L. Par suil itded
¢ 1 contient le produit de deux, quele,,,,
de modu flics,

L ensemble {7 des nombres complexes
i * v Wiy CIe (:l'l‘H.
de ses éléments et Pinverse de chacun de ses CIEm

™

w e : 1,
2. Soit z et 2’ deux nombres complexes de module

Si argze0 (2m) e argZ =0 (@, onai.
2= cos () 4 isin () ct g = cos )+ isin (),

22’ = (cos 0 + i sin O)(cos 0 + isin())

Donce: . o o
= cos () cos (/ — sin 0 sin 0/ + i (sin 0 cos "+ =78 () sin 1)
= cos () + () + i sin (0 + 0"). B

Ainsi (figure 6) : F;g w =arg 7+ arg 7 LZn)J

3. L'égalité (cos 0 + i sin 0)(cos () — i sin 0) = 1 s’écrit :

i ..
- —cos(—O)+isin(—10).
cos () + i sin )

Elle montre que pour tout complexe z de module 1, on a: arg - = —argz (2,
z

. [ -
De plus, si |z] = 1, alors Z = > Finalement ;

s g 1 _
si Jz] = 1, arg - =argz=—argz (2n)

: g i 1
Il en résulte que si |z = 1, les images de z et de - sont symétriques par rapport a x'Ox
- i

(figure 7).

a1
A
'N' |

Figure 6 !
F 1 ZUre 7 y
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3/ Nombres complexes

FORMULES DE MOIVRE y

Nous avons remarqué :
(cos 0 + i sin O)(cos O +isin O) = cos(0 4+ @) + isin (0 + 0).

Plus généralement, on démontre par récurrence que :
(cos 0, + i sin 6,)(cos 8, + i sin 8,) ... (cos 0, + i sin 6,)

=cos (; + 0, + ...+ 0,) +isin (0, + 0,+..+0,) (1)

Si, dans Pégalité (1) les réels 0, 0, ..., 8, sont égaux a 0, on obtient :
(cos 0 + i sin B)" = cos nf + i sin né.

De plus, quel que soit 'entier naturel n :

1 2 & G
— ) =(cos # —isin 6)"
cos 0 + 1 sin 8) (e0 : )

= (cos(— 6) + i sin (— 6))" = cos (— nb) +1 sin (— nf).

(cos @ +isin0)™ "= (

Il en résulte, quel que soit I'entier relatif p :

(cosﬂ+isin9)”=cosp9+isinp?‘

Cette formule est appelée formule de Moivre. Si on remplace 6 par — (), on obtient :

(cos 6 — i sin )" = cos p0 — i sin po

Exemples

e 1 est le nombre complexe de module 1 et d’argument 0.

. , n
e i est le nombre complexe de module 1 d’argument >

; s
e — 1 est le nombre complexe de module 1 d’argument — 7"

e — | est le nombre complexe de module 1 et d’argument 7.

: T .. T ” o
o1 =g+ising ; I=cosm+isinm=—1;
o L ; % ;o
1=cos—2-+1sm?=—1 ; 1"=cos 2m + 1 sin 2w = 1.

Plus généralement : i*" = 1, i*"*! =i, i**2=—1 **3=_|

o Sijdésigne le nombre complexe de module 1~ .- -

; 2n | '
et d’argument 3 ona: ;52374 SO PRt |
]
: coszn+' . 2%
= C0S — + 1 sin —
3 il l
i moo. . A4n ' B3k
J- = €0s — +1 sin —, 1 -
3 3 -__ —il
3> =cos 2r +1i sin 2m, soit : ER
2 2" 2 2° s . Figure 8
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3/ Nombres complexcs

| ant b j' j.‘ml F) __H__jl‘

o 1

wl et kun entier relatil on a:

s

Par suile : !

A noter que
c ] pon |

REMARQUIE @ Si nestun entiet naturel no " :
3“) = cos 2kn - i sin 2km = l.

PRI o o SO
(cus . b 1sin =

EXE NON NUL

i ﬁ est un nombre complee de

ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPL

. . - l¢ quotict
Pour tout nombre complexe non ml 2, 16 4

module 1.

DEFINITION 6

non nul tout argument du quotieny £

-
b

—
On appelle argument d'un nombre complexe z

isin 0, d’'ou:

2= 2] (cos 0+ i sinﬁﬂ

C'est I'écriture trigonométrique du nombre complexe non nul z.
Si 0 cst un argument de z, l'ensemble des arguments de z est 'ensemble des reels égaux
0 modulo 2n, On note :

— i tou i e i M

Si 0 est un argument de z, on a E“Tl = cos ) +

Interprétation géométrique

Désignons par M I'image
du nombre complexe non ;

nul z et par N I'image de

ERE
(figure 9).

Les arguments de z sont LEELIN
les mesures en radian de i

langle (¢,,ON), c'est-a-dire
les mesures de l'angle ; |

——
pes—

é,, OM).

Figure 9

Egalité de deux nombres complexes

¥ g Ny
Pour que deux nombres complexes z et 2’ soient égaux, il faut et il suffit -

[=121#0 e argz=arg 7’ (2n))

) ‘ Ssaire. Montrong
En effet, si z et 2’ ne sont pas nyls e
posons ! =argzet (' = arg z',

il =11=0 ou (|

La condition est ¢videmment nége
¥
qu'elle est sufMsante.

ook ,
verifient 2] = |2 = r et arg z = arg 4 (211}'
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Ona: 2w |z (cos 0+ i sin () et 2 =[] (cos O+ i sin (),
soit 2 e p(cos O i sin () et 2" = r(cos 0 - i sin (),
De plus, il existe un entier relatif k tel que 0" = 0 - 2kn; done !
cos 0 = cos (0 + k2m) = cos 0 et sin 0" = sin (0 - k27) = sin 0.

- ¢

Par suite, 2’ =r(cos 0 4+ isin (), dov z=2'

Recherche d‘une forme trigonométrique d'un nombre complexe non nuf

1° Soit z = a + ib, avec (g, b)e R?, un nombre complexe non nul.

i

! 3 )
Ona |zl=a*+b*+#0; donc == LTS, g e
E N N T

Si argz=0 (2r), ona z=|[z|(cos O+ isin (), d'ol:

i?l

= cos () 4 i sin 0.

(=]

a b

Par suite ; cos 0 = ——— el sin ) = ————.
Jat + b? Ja* + b?

La connaissance de cos ¢ et sin ¢ détermine les arguments 0 de z.
2° Soit z = p(cos € + i sin @), ot p est un nombre réel :
eSip=0, z=0.
eSip>0, |zl=p et argz=0 (2n).
e Sip<0, z=(—p)(—cosf—isinb)

= (— p)(cos (0 + n) + i sin (0 + m)).
Donc : |zl=—p et argz=0+n (2n).

Propriétés
1. Soit z et z’ des nombres complexes non nuls d’érguments respectifs 0 et 07 :
z=|z| (cos @ +isin0) et .z’ =|z’| (cos O + i sin O).
On a: zz’ =|z| |2’] (cos 8 + i sin f)(cos 0" + i sin §'), d’ou :
2z’ =|z| |2 (cos (0 + 0') + i sin (0 + ().

Ainsi : arg zz' =arg z + arg 7’ (2m)

2. Plus généralement, si z,, z,, ..., z, sont des nombres complexes non nuls, on a :
arg (2,2, ... 2,) =arg z, + arg z, + .. + arg z, (2nm).

En particulier, si z est un nombre complexe non nul et n un entier naturel non nul :

arg "=narg z (2n)

3. Soit z un nombre complexe non nul.
Ona: zz7'!=1l,arg1 =0 (2n); donc argzz™'=0 (2n).
Or: argzz '=argz+argz ! (2n); parsuite, argz+argz '=0 (2n),

d’ou : argz '= —argz (2n)
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3/ Nombres complexes

4. Soit z un nombre complexe non - ; ¥
nul, z son conjugué et M et N leurs o s i
points-images respectifs. On 2
(hgure 10) :

(é,, ON) = — (&, OM) (2m),

s o I o
d’ou ; X

arg 7= —arg z (ZN)J |

Ex Ne)
5. Soit z et z’ deux nombres % Figure 1y
complexes non nuls :
z 1 1
arg —=argz|— | =arg z + arg = (2n),
rg — = arg (z) g g (n)
i P, S Z I3
d’ou : arg — =argz —arg 7’ (2n)
3
Il en résulte, pour tout enti . i - n
p entier naturel n non nul :  arg o Tangz (2n), et dong :

1
arg = narg z (21:)4]

%
Comme on a posé =7 et z” =1, on a pour tout entier relatif p :

arg " =parg z (2n)

6. Les nombres réels positifs non nuls son
Les nombres réels négatifs non nuls sont les

es nombres co [ inai I P 2
1 mplcxes Imaginaires purs sont leg nombres complexes d’ar guments

g 1 —

n |

ou 5 |

P

INTERPRETATION GEOMETRIQUE p Y

d'images respectives M et M’ dans [e
c:rlhonmmdl direct (0, 04 ?JF) Iepére
I'image de = — - (s i, > . et soit N
Ona:

ON =0, o4 _ o
arg (2 —z) = {_5;1-, E}T\?’) [27;)

Figure 11
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3/ Nombres complexes

Par suite :

I"nur tous nombres complexes distincts z et z” d’images respectives M et M’, on a, 4 étant
Pimage du nombre 1 :

2=zl = MM’ et arg(z —z) = (04, MM') (2nm).

S A S

Cori.ﬂderons trois nombres complexes z, z,, z, d'images respectives M, M, M, dans un
repere orthonormal direct (0, &,, &,). On suppose z # z, et z # z,.
1° Démontrer :

A MM g (225 - nr,, M)
zZ—2z, le‘N!2 Tg z—1z, = 2 L] {Tf.]
2° On suppose z, =2 — 3i et z, = i. Déterminer l'ensemble des points M tels que :
zZ—z
a) |—==| =3;
Z—2Z5
z—z T
b) ar L) == .
) g(z_zz) 7 (@n);
Z—Zl T 4
€) [——|=3 et ar ==
Z— 25 g (Z _22) 3 (27{).

NOTATION eif

Pour tout nombre réel 6 on pose :

e = cos 0 + i sin 0

1. Cette notation vérifie les régles opératoires suivantes :
o 0% =¢ e carcos (0 + 6) + isin (6 + ) = (cos 0 + i sin B)(cos 8 + i sin0").
o ¢9=1; plus précisément, e = 1 si, et seulementsi § =0 (2n).

WA

elz=1j.
e"=—1.

0o e =cos(—0)+isin(—0) =cos@—isinf, Ccest-d-dire e~ = ¢,
Si on pose : e = ¢, on a donc e¥ = e,

o €% =¢i" si, et seulementsi 0 =0 (2n)

2. Formules d’Euler

De e*=cosx+isinx et e ™ =cosx—isinx ilrésulte:

1 . . 1 . .
c05x=i(e"‘+e"‘); sinx:i?(e‘*—e"‘)

3. La formule de Moivre s’écrit, pour tout entier relatif p : (¢')? = '””.

4. Dérivée de la fonction t — e
Une application F d’un intervalle I de R dans C sécrit :

F(f) = Fy(t) + iF,(t), od F,(t)=Re F(t) et F,(t)=1Im F()

s
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Par définition F est dérivableen ¢ si F €t 4 g
F sont dérivables en t; dans ce cas, 12 i =
dérivée de F en t, notée F'(t) est donnee

par:  F(t) = Fi(t) + iF5(t).
Appliquons cette définition a la fonction
@it e'=cost+isint.

Les fonctions cos et sin étant dérivables
en chaque point de B, ¢ est donc
dérivable en tout réel tet on a :

@'(t)= —sint +1cos ¢

n .. s 5 i
=cos(-+t)+lsm(—+!). )
2 2 Figure 1y

On constate que ¢’(1) =i €.

Formellement on écrit :

5. Si dans Iécriture trigonométrique de tout nqmbrc complexe non nul z d’argument 8,

on utilise la notation e”, on obtient : z = |z| *.
Siz=pe® ot pet 0 sont des nombres réels, on a :

e lorsque p=0: z=0;
o lorsque p>0: |zl=p et argz=0 (2n);

o lorsque p<0: [z]=—p et argz=0+n (2n).

REMARQUES :
Soit f{(t) = a €*, oii a est un réel positif et » un réel non nul.
1. f(¢) définit un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre O et de rayon a, de période

2n

—, de pulsation w,

w

Re (f(1)) = a cos wt définit un mouvement rectiligne vibratoire de centre O, d’amplitude a et de

2
période —
w

—aw’ e, d'oi : f(1) + w?f(t) = 0.
Re (9(1)), g et h sont solutions de I'équation différentielle :
(1)

2. f(t)=aiwe™ f"(1)=
SiTon pose g(t) = Re (f(1)) et h(t) =
Y+ wly=0

8;::'};"(’:;?’;L}:}"&"f’}’g;t{‘ 3; g:fcl;;:te’s?]utio;': réelle de I'équation différentielle (1) s'écrit sous la
; . fee’s quelconques. Toute solution ra écri i
¥ 2 n [ aussl

sous la forme C cos (wt — ), o1 C et (@ sont des rée|s quelconques réelle de (1) s'écri

Exercices résolus
1. Mettre sous forme trigonométrigue Jes nombres complexes 14d o= 1 =i
2= L2 =1—-1

Ona: z=\/§(*‘l-—+-i~) et z’=_/h 1 i
Vi V1)
Par suite: z=_/2 IR )
ar s \/_(cos4+|sm4—), Z=\/§[C°5(‘;)+isin (_;)]
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3/ Nombres complexes

2 Détavini ;
Déterminer le module et | argument des nombres complexes suivaniys

:l=\/j'—‘i: ::-Tlmi: 2 ==

" Al n
En déduire cos — et sin =
12 12

-

* az = lZE LY 2 l i :
Onaz = 2( ) "5) etz = \/5(:/—.2_——];) puisque |z,| = 2 et |z,| = ﬁ

i 11 7
D’ou arg 2, = —6— n (2n) et arg z, = Tm (2m).
Donc |z = /2 et .m":'=-l—1 MZE ) olf B g
\/_ £ 3 n 1 (2n), soit arg:z= ) (2n)
Ainsi : v 79 L
z ._(cos B + 1sin 12).

2° En utilisant les régles de calcul dans le corps C, on a :
VA-i_(fB-it+)_ I+t -1
=i~ (=-ni+n 2 2
Ainsi::ﬁ(ﬁ“+iﬁ"1)=ﬁ(ﬁ+ﬁ+iﬁ_ﬁ).

2/2 2./2 4 4
On conclut de /° et 2° que :

cos%=£§~£ et si £=M‘

Dans le plan muni d’un repére orthonormal
direct (0, ¢,, ¢,), le point-image M d'un
nombre complexe z écrit sous la forme
algébrique x + iy (xe R, y e R) est défini par
ses coordonnées (x, y), dites cartésiennes, ou
rectangulaires.

Si z est exprimé sous la forme trigonomé-
trique r(cos 0 +isin ), le point M est
défini par le couple (r, 0) :

R et T 1

OM =r et (&,0M)=0 (2n). Figure 13

On dit que r et & sont les coordonnées polaires du point M par rapport a laxe (0, ¢,).
Les calculatrices de référence permettent de calculer les coordonnées polaires a partir des
coordonnées rectangulaires et inversement. Elles permettent donc de passer de I'une d
l'autre des deux écritures x + iy et r(cos € + i sin 0).

1l convient au préalable de placer la calculatrice dans le mode correspondant a I'unité
d’angle choisie : degré, grade ou radian.
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a Pécriture trigonométrique » (cos 0 + i sin 0)

Passage de I'éeriture algébrique x + iy

___-—-——‘r __*__'_1

SHARP CASIO HP-11C Commentaires

TI-62 EL-5050 FX-180P
Bl SRS
[ ] fp=] - Sl ¥ x TA5P ¥ y x entre x et y
x |x=f] y = ,
I . e
=1 (=] =] PPl affiche r
I
PT 2 E’/ @ affiche 1] J
(ST

e r(cos 0 + i sin 0) a Pécriture algébrique x + iy

Passage de I'écriture trignnométriqu

{P=R| .

aclil - T # r 3R 0 g r entre r et 0
T T

=] =) E Al afliche x

i,___.-l

R e S

x=t ya X} affiche y

Application :
I° Ecrire sous fo

rme trigonométrique les nombres complexes suivants :

| —i 3—4i, —27+13, J3 -2

141, A
X —1+3i\/§
-0+ 5

(On exprimera les arguments en degrés, puis en radians.)

20 Fcrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
2(cos 60° + i sin 60°), J(cos 75 gr + i sin 75 gr)

3 ;59
(\/3 — 1)(cos 127° + i sin 127°), T(c:os 71: + 1 sin Tn),

n . n —_ .
m|cos | — +asin| —=) i e~ 12(cos 0,7m + i sin 0,7m).

Exercices d’application
{8. Mettre sous forme trigonométrique les| 20. Soit le nombre complexe :

nombres complexes suivants :

a) z=1; z=9i; z==06; z=+8&. j=—l+i£— 2 .. 2m

b)z=1+i\/§;z=1—iﬁ, 3 2—c05—3—+1sm3.
Montrer que j*" =1, j"*!' =],

19. Mettre sous forme trigonométrique les
nombres complexes suivants : P et 4] +j2=0.

a) s=sin@+icosf, z=1+1tan#,
cos @ + isin 0 21. Mettre sous forme tri strique e
. ] gonometriq
, ou 0 est un nombre fixé. | nombre complexe suivant :

z e i e —1+3i/3
A= Tar' 1—i e ‘[
10— 2i/3

|
™)
w
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; - : . 4 " imiple de
12 Déterminet le module et Fargument des | 29 Donner une expression simg
i )
nombres complexes suivants ¢ L0 Gy ky ¥ B0 win kx
(= et / o
N I\-: . 2 2o cost R L
5 . , Hyw )l e,

‘ VR
v
- mo pour >
En deduire cos et sin e
12 12 (('nlculm C 408 en posant iz [.)
2L Mettre sous forme trigonométrigue ; . _‘
W, Ensemble  déerit par Timage M du

(I =iy Dleos x4 isin ) complexe 2 tel que :

Tocos n fosin v i(eos v - osin ) n

a) Jarg z) =, (20N
\ “

oun ve il ;

h |z~ 20l =2

14+ AV0 (1= =1 :
XN (‘ulculcr( I-ll-\i ) N:I | ::‘ P ©) ‘. | : ‘ .

25, Comment choisir Fentier naturel npour

i i LI POUEL 31, Module et argument de 2, V3 +i
que (/3 -+ 1) soitun réel positil? un imaginaire

|"\l|".1 Z; e= 3 -1y &3 ™ 2i 4 Zy ¢t 24 ;:
26.  En calculant de deux maniéres différentes

(1 + i), déduire : 32. Module et argument de 2 -.[ y ,
So=l =C34Cl =t (=1YCHP 4. I +i1lane
S, =Ch=Cl+C = + (= G + . | lorsque a # f ().

27. En calculant de deux maniéres différentes & . o —
[l ‘i'j]'. “ 4 jl]n. “ + 1" et en utilisant la | =" Module et nl[bulnbﬂl de

relation [ + j 4 j* = 0, déduire |+ cosa+isina
So=1+C+C0+..+C*+.. "1 —cosz—isina’
s = C 4 CY L O3
5“ (": ! (‘: + "“h{ G ‘l‘ ol lorsque 2 # 0 (2n).
S =Ci+Ci+Ci+..+CGV 4+

. 3. Module et argument de :
28.  Donner une expression simple de

Len h=n [duin ik it
' g - §in 2 — 1 cos 2, 3
C= )Y coskx et §= ) sinkvx | 4 ¢l
A=0 k=0

ol x et f# sont deux réels donnés, On donnera la
condition pour que la deuxiéme expression soit
z=e") deéfinie.

(On pourra calculer € + i8 en posant :

V — APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES
A LA TRIGONOMETRIE

CALCUL DE cos ax ET sin n2x EN FONCTION DE cos x ET sin x

La méthode consiste a appliquer la formule de Moivre et la formule du bindme de
Newton, et a utiliser la relation :

cos* x +sin x=1.

. Cas n= 2
Ona: (cos x + 1sin x)* = cos 2x + i sin 2x
et: (cos X + 1 sin X)* = cos® x — sin® x + 2i cos x sin x,
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: .
Mo "
d'on : cos 20

w cos? v~ sint ¥

cos 2x = 2 cos? x — |

cos 2v = |-
sin 2x = 2 sin X CO8 X

e Cas n=3

Ona: (cos x -1 sin x)*

2 sin® ¥

= cos 3x - i sin 3x,

, : - 2 . r )
CLi (cos x + i sin x)* = cos® x + 3i cos? x sin x — 3 cos x 8in® x — i gin? x
Gl
d'on ; cos 3x = cos® x — 3 cos x sin® x

. 3
sin 3x = 3 cos? sin x — sin” x.

; Fe T
En remplagant sin? x par 1 — cos? x et cos? x par | — sin? x, on obtient :

cos 3x =4 cos® x — 3 cos x
sin 3x = 3 sin x — 4 sin? x

: n
Si 3x# 5 (2m), ona cos 3x # 0 et cos x # 0.

sin 3x 3 cos? x sin x — sin3 x

Alors : tan 3x =

cos 3x ~ cos® x — 3 cos x sin? x
Apres division du numérateur et du dénominateur par cos® x, on obtient :

tan 3x =

3tan x — tan® x

1 — 3 tan?x

e Cas n=4

Ona: (cos x + i sin x)*
et: (cos x +isin x)* = cos* x + 4i cos? x sin x — 6 cos? x sin2

D’ou :

=cos 4x + i sin 4x
X
— 41 cos x sin® x + sin* x.

€os 4x = cos* x — 6 cos? x sin? X + sin® x

sin 4x = 4 cos® x sin x — 4 cos x sin® x.

Comme sin? x = | — ¢os2 X, 0n a:

€05 4x = cos* x — 6 cos? x(1 — cog2 x) + (

- cos 4x = 8 cos* x — 2
dioii s 8 cos

sin 4x =4 cos’ x sin x — 4 Cos x sin® x =

. T T
4x £ — &
Si x#z (m) et x;éz

1 ~ cos? x)?,

x+1

2 sin 2x cos 2x

(m), on a cos 4x #0et cos x £ 0.

sin 4x 3 x s :
Alors : tan 4x = 2~ X _ 408 x sin x — 4 cos x sin? x

cos 4x  cos* x —
Aprés division du numérateur et dy dénomi

6 cos® x sin? x + sin® 5
nateur par cos* x, on obtient
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| J]° Montrer les relations suivantes : -

o cos nx = cos” x — C2 cos" "2 x sin? x + C* cog"-
— Cp c0s"™° x sin® x 4 C8 cog-

n—1

4 i
X sin% x
® xsin® x —

- 1 . - .
o sin nx = C, cos"™" x sin x — CJ €0s"™? x 5in® x 4 C3 ¢ogn

5 . ik

_ X s x
— Cj cos" 7 xsin” x 4 ..

ou le dernier terme de chaque expression dépend de la parité de n

2° En déduire :
a) cos nx = P,(cos x),0u F,(cos X) est une expression polynomiale en cos x e Soe
le coefficient de cos” x est 2" '; 2
b) sin nx = sin xQ,_(cos x), ot Q,_;(cos x) est une expression pol iale ¢

; polynomiale e
degré n — 1 dont le coefficient de cos" ™" x est 2",

ndony

nCos x de

LINEARISATION DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

Il sagit d’exprimer cos” x sin? X comme somme de termes de la forme ;

a, cos nx + b, sin nx.

On utilise les formules d’Euler et la formule du binéme de Newton :

cix 3 e—ix P ; - eix _ e—ix q
Py = ———— € S Xr=ilim—————— )
COs§" X 2 2i

Exemples
eix_l_e—ix 2 1 - o _1.
.coszx=( > )=Z(e2 +2+¢ 2)—1(200523:4—2),
2 s 2x + 1)
d’ou : cos x—i(cos

ix —ix\ 2 ) 1 d
. sin2x=(e—-i—£Tc——) = ——%(ci’"— RN e —1(2 cos 2x — 2),

1
d’our : sin? x = z (1 — cos 2x)

(2 cos 3x + 6 cos x),

0| r—

ix ix\ 3 1 . . o g
.cos’x=(e 5 )=§[°13x+3c”‘+3e * 4 e ) =

d’ou : cos® x = % (cos 3x + 3 cos x)

ix —ix\ 3 " & i
. Sin3.\‘=(i) = —181—i(ei3‘-—36”‘+3e 16 )

=—%(25in3x—6sinx),
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d'ou :

e y =cos x sin® x
= (Cir ; c_“)("u 2 e“"‘): -Ig (el 57 (PR A gRE B A BT R g
3 ‘

2 21

i i i _iI_ —il3x -j
}’=2'1—5(C'5x 4ci3_\.+6eix_dc—ix+cf|3x+eﬁx__4cx+ﬁe de! +e Sx}

1
=5§(20055x—6c033x+4cosx).

Finalement : y= id (cos 5x — 3 cos 3x + 2 cos X).

Dans tous ces calculs nous avons utilisé :
eirx £ o=irx = ) cos px et eP —e ¥ =2isin px.

EQUATION agcosx+ bhsinx=c¢
1° a et b désignant deux nombres réels tels que a* + b* # 0, posons r = \/a* + 2l

existe alors un réel ¢, défini modulo 2, tel que a =r cos @ et b =r sin @ : ¢ est un
argument du nombre complexe a + ib. Une valeur approchée de ¢ s’obtient a I'aide d’une

table des fonctions trigonométriques, ou d’une calculatrice.
11 s’ensuit, pour tout réel x : a cos x + b sin x = r(cos x cos ¢ + sin x sin @).

Comme cos (x — @) = cos x cos ¢ + sin x sin ¢, on obtient :
a cos x + b sin x = . /a* + b? cos (x — @).
2° Soit 4 résoudre dans R I’équation @ cos x + b sin x = ¢, ol a, b, ¢ sont des réels

donnés tels que (a, b) # (0, 0).
Onaalors a® + b* # 0ce qui, avec les notations précédentes, nous raméne 4 la résolution

de I'équation :
c

CoS (X — @) = ———,
Jat + b2

Discussion :
‘ C 5 L} L]
i 5 ’f_z > 1, I'équation n’a pas de solution.
Ja +b
1 s < 1,1l exi . i i
o Si ﬁ < 1, 1l existe un réel ¢, unique de I'intervalle [0, m] tel que :

¢
cOos rg = e
a2 + b?
On résout alors : €08 (x — @) = cos t,.
L’ensemble des solutions est : {t, + ¢ + k, 2, ki€Z}U{—to+ ¢ +ky2m k,eZ).
Une autre méthode de résolution sera donnée page 84.
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1/ Nombres complexes

Exercice résolu

Résoudre dans R 'éguation cos x -+ \/5. sin

N o= |8,

. | . 3
Onna=leths= \,/J. d'oll cos ¢ = 5 et sin ¢ = -\f ,

-

n : .
En choisissant ¢ = 2, on obtient : cos x + 3 sin x = 2 cos (-\' - :)

.o ' . Y . n
On est done ramene a la résolution de 'équation cos [ v — 3)=09.

Choisissons 0451 comme valeur de ¢, telle que cos ts

approximatives de (1) est alors :

{0,451 + g + ky2m, k, eZ}u{— 0451 + g + k,2m, kze)f_]

Exercices d'application

35, Lincariser les  expressions suivnnllcs ;
cos* x sin x;  sin? x cos? xi - cos® xsin? y;
3 cos? v sint x — 2 cost v sin?

J6.  Lincariser les expressions suivantes :
23-« CDS:"' X! [_ I}m: am Sinlm X:
:JuH 1 L‘.'('I:i:m* 1 X (_ ]}mz!m\‘ 1 Sinlnl'& 1 X!

ol m est un entier naturel,
37. Transformer en un produit les expres-
sions :
cos (@ + b + ¢) + cos a + cos b + cos ¢;
sinf@a+b—=c)+sin(b+c¢—a)
+sin(c+a—b) —sin(a+b + o)

38.  Simplifier I'expression :

sina +sin 3a + sin Sa + ... + sin(2n — 1)a

cosa+cos 3a+ ..+ cos(2n— 1)a

VI — RACINES n-iemes

RACINES n-iémes DE L'UNITE
Casp=2

On se propose de chercher les n
Comme:? — | = (=

=D+ 1), 1et — 1 son
qQue leur somme est

nulle,
Cas n = 3

Les nombres complexes = tels que -3

Ct Verifient ide _ 1

= ¢, Clest-d-dire 3¢ = (@), d'oi =22

~ 0.9. L'ensemble des solutions

39. Er) supposanta + b + ¢ = n, simplifier les
expressions
Sin a + sin b — sin ¢
Sin @ + sin b 4 sin ¢
1 + cos a + cos b — cos e

40. Calculer la somme :
L4 3n St Tn
§= sm“g + sin* e + sm"? +sin*—,

41.  Résoudre les équations :

\/Ecos.\‘-r\/isinx—l:o,

2cos x+5sinx+2=0:

L]

\/Ecos.\-+\ﬁsin.t=1;

€os x + sin x = |;

\/écos.\'+\/ﬁsinx=2.

ombres complexes = tels que : 22 = 1.

t les racines carrées de I'unité. Remarquons

= 1 ont pour module 1. Ils sont donc de la forme e

CE avec k entier relatif,
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k2n

i

5 TR xes de laformee’ 3, lorsque k (e,

Les racines troisiémes de 'unité sont donc les complc fécriy
Z. Posons w, =¢' 3 = (w)":

* g =1I;
&) : ﬁ lexe w
s =€3 = -3+1—2~; le complexe @,

est généralement noté j;

15 I \/j ew =j2=j_;
s Wy, =1¢3 =___|-—2—; remarquons qué @,

s Wy=1, w,=w, w;=0,. .
, = j% Comme tout nombre entier rclatif

Plus généralement :w,, = |, W3,+1 = Js @3p+ : '
: " ' tier relatif, les racines cubiques de I'unjts

Iunc des formes 3p, 3p+ 1ou3p+ 2,avecpen
sont 1, j, j% On pose U, = { l,j,j2 }
Propriétés :

Ll+j+j2=0.

22— 1=-)2+z+)=E-Dz-iEz—j). 1 il
3. Désignons par U, I'ensemble des racines cubiques de ]
P'unité. Le produit de deux éléments de U, 'inverse d’un 1 1 i |.P

¢lément de U,, sont aussi des éléments de Us.

On le vérifie en considérant le tableau croisé ci-contre, ot J J i |
'on met dans chaque case le produit des nombres 5 = —
complexes qui correspondent a la ligne et la colonne de la J J l ]
case.

| - 1
Ona: -=j=j ==j

] i

4. Représentation géométrique des raci- AN
nes cubiques de I'unité. T
Del +j+j%=0,il résulte : S

0A + OM + ON =0, 1
De plus (figure 14) : sk
0A=0M=0N =1; |

1
0H=§; AM=MN=NA=\/§.

Les points A, M, N, images respectives de

g
H

ol /\ ; _h

—

1, j, j*, sont les sommets d’un triangle s Lol /
équilatéral inscrit dans le cercle ol N (-' ) \
trigonométrique. i T ' HiEs i
Figure 14
Casn=4

s nombres complexes z zt = i
Les P tels que z* = 1 ont pour module 1. 1ls sont donc de la forme ®

i40

et vérifient e’ = 1 = €', Cest-a-dire 46 = ( (2n),d’

’ k2n
ouf = — vaveckélémentde Z. Les

racines quatriémes de I'unité sont donc leg joor 5 &
= complexes de la forme e ¢ lorsque k décrit Z.
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2 K
posons Wy =¢ * = (wy)"

* fUU

&
e (V) & g2 =1

22
o W2 =1 "' I-
o W3 = iJ = —1,
oy wy=1 @Ws=Dh wg=—1, W=~
Plus généralement :

. aptl o TP D

Wap = =1 Wi =" =1, Wapea= Prtm — |, Mapiy ek 1
Comme tout entier relatif a I'une des formes 4p, dp 4 1, dp 2, 4p 1 3, avee penticr
relatif, les racines quatriémes de Punité sont 1, i, =1, —1i.
On pose : U4={],l,—[,—1]. ] i | |
On conslate : W + @1 +w, +wy=0.
i = . |
Les images des quatre racines quatriemes de l'unit¢ 1 I I i
sont les sommets d'un carré inscrit dans lc cercle i e I — 1
: it t il :
trigonometrique. R N i
Le produit de deux éléments de U,, linverse d'un el =il :
élément de U, sont aussi des sléments de Uy, comme .
le montre le tableau croisé ci-contre. 15K | L N
g Exercice résolu
Déterminer les solutions complexes de | ‘dquation : P4zt tz41=0
224+ +z+4 1 =% |,

Pour tout nombre complexe z,on a:(z — 1)(
Les solutions de I'équation sont donc celles de z*

solutions est donc {i, =1, -1 3

Cas général

Soit n un entier naturel supérieu
pour module 1. Ils sont donc de la forme

. k2n . )
D'ou ) = e avec k entier relatif.
k2r

Posons w, = ¢ 7. On a : w, = (0"
Tout entier relatif k a 'une des formes np, np + —

entier relatif.
Ona:

Donc w,, 4+, = (w,)
(cest-a-dire 0 <r<n-—1)

Wpp+y = ()P

Les raci - it k2n
cines n-iémes de 'unité sont les complexes de la forme ¢ n

compris entre 0 et n — 1, au sens large.

De pl : : ;
plus, si r et r’ sont deux entiers naturels distincts tels

0<r<n-1
-1 on aO<[|r=r|<n il ne
, il ne
el que F s | peut

r ou égal d 2. Les nombres complexes z
¢l? et vérifient :

()" () = (@})"(w) ¢t ]

w,, avec r entier naturel compris entre Oetn—

= () privées de 1. L'ensemble des

tels quez" = lont

e =1 = ¢ cest-d-dirc n0=0 (2m).

v

np A ry e Ip 1 I, ol pestun

[, au sens large

k2n

L, oukestun entier naturel

que O0<rsn- 1 et
donc exister d'entier relatifl p
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nul est nulle. Cela résulte g

s d'un nombre complexe non nu Il sull
cines n-iémes de 'unité,

3. Lasomme des racines n-iéme
ar la somme des ra

la propriété 1 ct de la propriété vérifice p

Exercices résolus

L. Déterminer les racines cubiques du nombre complexe 1 +1.
I
v . . _I_
On peut écrire | +1= \/5' L

" kin £
: . : . 6 iT3 3 kg don:
Les racines cubiques de 1 + i sont donc : {‘ﬁ ezed pour 0 <k <2
T

n .
Zg = \‘/i(cos Tt en E)’
. 3rn
2, = \‘/f(cos %E + i sin T)'
17n ., , 17z
5= \‘/E(cos 3 4+ i sin #1—2—)

o

2. Déterminer les racines n-iémes de — 1, i
LI .
. . " | Jor o E -
On peut écrire : — 1 = e, Les racines n-iémes de — 1 sontdoncen x € =, avec k entier

naturel tel que 0 <k <n — 1.
3. Résoudre dans C, I'équation :
241} [z-1Y
(1) +{350) -9 »
_— z+1
Les solutions de (1) sont différentes de 1 et — 1. Posons Z = v

’ Al r I L] bl .
Nous sommes ramenés a résoudre : Z° 73 = 0, c'est-d-dire Z° = — |,

n  kln
Les solutions de cette derniére équation sont définies par Z = ¢' (K T), avec k entier
naturel tel que 0 < k <5,
Les solutions de I'équation (1) sont donc déterminées par les équations :

| +z - lfb" {2)

z-1
k
ol =g+ o 0<k<S,

De la relation (2) il résulte z(e'™ — 1) = | + i,
On a donc pour chaque entier naturel k tel que 0<k <5 et 0, #0 (2n):

O 0 O ot}
ST _ 1 [ Un d'ol z=-—" = —jcot =

c W 3 Tl -j= 2
SRR =8 5] i sin — =

2

© St |
cpourO <k <S5ona:= < - = ;
Comme pour0 sk s Sona:-<0, < 6 T3 = 7 < 2m les racines de (1) sont donc

o et bt [
définies par : 2 1 cot (12 et k entier naturel.
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3/ Nombres complexes

Rl

RACINES CARREES D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL 7

Premiére méthode : Z = |Z| e'?. Les racines carrées d
¢ Z sont donc, d’aprés ['¢
, d'apres I'étude

2 @
générale : /1Z] €2 et = /IZ] e'2. Elles sont opposées I'une de l'autre
Seconde méthode : Z = a + ib, avec a et b réels.

Le nombre complexez = x +1iy,xety étant reels, est racine carrée de Z si, et seulement
s men

si:(x +iy)?=a+ib; c'est-a-dire :
xz = _])2 =1
2xy = b.

otons en outre que si 22 = Z, alors |2]* = |Z|, donc x? + y? = /2% + b2. Ainsi
’ ]

N
7 = x + 1y, x et y etant réels, est racine carrée de Z si, et seulement si :
i s M

Les relations (1) et (2) donnent :

1 1
x2=§(a+ /a? + b*) et yZ:E(—a+,/a2+b1). 4)

o Sib=0eta>0, les deux racines carrees sont \/E et — \/E.

o Sib=0eta< 0, les deux racines carrées sont i/ —a et —i/—a.

o Sib#0,xetysont déterminés par les relations (4) et sont de méme signe si b >0

(d’aprés (3)), et de signe contraire si b<0.

Exemple

Les racines carrées de —7—
déterminées par :

24i sont de la forme x + 1y, avec x et y réels et sont

xz_yzz__7
x2 4yt =./49 + 576 =25
Ixy =—24,

dou : x2=9, y*=16 et xy<O0.
3_4jet —3 + 4i sont donc les racines carrées de — 7 — 241,

m Exercice résolu

i 1 1
En exprimant de deux maniéres différentes les racines carrées de _ﬁ +—ﬁ, calculer

T . T
COS — et Sin —.

8 8

J'0—1—4'L=COSE~|-isinE Les racines carrées de —I—-+-l— sont donc
TE2 J2 : 4 J2 <2

COS = + i §in — et — cos — — i sin —.
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1, 1 et seulement si :
20 x 4 iy, avec x et y réels, est racin carrée de 75 2
5 l
P = —F
X y P
T
x2+yt=1
1
2xy = "7

d’ou :

(75

2

cos = =
8

]

@ Exercices d’application

42. Calculer les racines carrées des nombres
complexes suivants ;
I 1+i; 9+40i; 7—24i; 4i—3;
1+i /3 0 1. J15
1—i 2. 2 .2 27
43.  Calculer les racines cubiques des nombres
complexes suivants :
—i; 140 24 110; 4/2(=1+1).
Démontrer que :
(a+i-a-=ir
i

-«

44.

nt2 T
=22 sinn-—,
4

ol n est un entier,

D2 3,1—‘/;2 et xy>0.

D'aprés le résultat précédent, on a donc

46. Résoudre sur C les équations :
M4=3+4i; 22+1=0;

(Z_E)3+( _§)2+(2_?)+1=0;
z+1i z4+1 Zeal

1+iz\* 1+ia
(l—iz)zl—ia’
(z=1)"—(z+1)"=0;

(g
n n

ou a est reel;

47. Calculer :
S =c052—n+cos4—n+cos6—n'
7 7 7’
S’zsing—fi+sinﬂ£+sin6—n.
7 7 7

45. Déterminer les racines quatriémes de
/3 i n T

\! i I . bl i

3 + > En déduire cos 5 et cos TR

EQUATION DU SECOND DEGRE
FORME CANONIQUE D'UN TRINOME

Vil -

Considérons le trindme du second degré az2 +
nul et b et ¢ deux nombres complexes quelconques

Pour tout complexe z, on a :

a

G:g+bz+c=g[(z+

a:3+b:+c=a(:3+é:+f)=
a

Par suite :

b 2 b — 4a¢
20) 42

Le second membre de cette égalité est appelé forme canonique du trinpme gz2
e az

(On pourra considérer S + iS”.)

DU SECOND DEGRE

*+ ¢, ol a est un nombre complexe non

c
+£]
a

b2
4a?

f(+2)-

(1)

+ bz + ¢.
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e
b
L)
=
&

RESOLUTION SUR C DE L'EQUATION az2 + bz + ¢ =10 “:55:
¥ ’
Dans cetle ¢quation, a, b, ¢ sont des nombres complexes donnés et a nest pas nul. W
Désignons par d une racine carrée complexe de b? — 4ac. La relation (1) s'cerit g ot
. b 2 dl ".' '
az? + bz +c= a[(z + —2—a> = ‘5'::*.:‘
ey
LA e s
=ENe 2a 2a 2a  2ua) . i
ine & < g2
Ainsi, la résolution de az? + bz + ¢ = 0 se ramene a celle de ¢ oo
b— d b 4+ d i
G, 0‘ 2
a(z+ 2a )(z+ 2a ) ’5.;:
Or, pour qu’un produit de nombres complexes soit nul il faut et il suffit qu'au moins un ';5:
des: Eombres complexes soit nul, donc les solutions de I’equation az? + bz + ¢ = 0 sont |
=sljif s e d. Elles sont égales si d = 0 ct distinctes sinon. Lo
2a 2a "
On peut don¢ énoncer : ‘z
Soit a, b, ¢ des nombres complexes tels que a # 0. ’
Léquation az” + bz +¢= 0 a pour solutions : .3
—b+d e b—d .l
U 2 S "

ot d désigne une racine carrée de 4 = b — dac.
. Si b? — dac # 0, alors 2, 7 2o

— -l—’-; on dit que ’équation a une racine double.

L Sip?—dac=0alors 3, == "3,

Le complexe 4 = b2 — 4ac est appelé le discriminant de 'équation azt + bz +c=0.

REMARQUES :
1. En effectuant la somme et le produit des racines z, et z, de I'équation azt + bz +¢=0,0n

obtient :

—b ! C
7 4 2,=— €t Z;Z3= -
1+ 22 2 83> 7

Réciproquement, si a, b, ¢ sont trois nombres complexes donnés (a # 0)etsiles nombres complexes

-b c ; gt
; ion :
uy et u, satisfont uy + 4, =—~ et uyty =~ alors u, et u, sont les solutions de 'equa

azt + bz +¢=0.

En effet, a(z — u,)(z — u,) = 0 admet pour solutions u, et u,.

Or alz — uy)(z — uy) = alz® —(th + U,)z + tyth)
=az? + bz + ¢

2. Si, dans l'équation b = 2b’, alors d* = 4(b'* — ac) = ad’2,oud? =b?— ac, d’ étant une racine

carrée de 4’ = b’* — ac. On a alors :
—b+d b —d

2y =— e A — i
1 a 3 2 a

L4 £ 1 = 0.
Le nombre complexe 4’ = b*? — ac est appelé le discriminant reduit de équation az” + e E
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RESOLUTION SUR C D'UNE EQUATION
DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS REELS

a # 0), le discriminant 4 de I'équation

ﬂet - \/E, et s'il est

Si les coefficients a, b, ¢ sont des nombres réels ( : t
az? + bz + ¢ = 0 est réel. S'il est positif; ses racines carrees son
négatif, ses racines carrées sont i,/ — 4 et —1/ — 4.

Il résulte alors de I'étude précédente :
0. ou a est un réel non nul et b, ¢ deux récls
L

Pour toute équation az? + bz + ¢ =

quelconques :
e Si 4 = b? — dac > 0, Péquation admet deux solutions réelles distinctes :

-b+J/4 ~b—./4
2a

2a

e Si 4 =b* — dac = 0, elle admet une seule solution P réelle.

e Si 4 = b%— dac < 0, elle admet deux solutions complexes conjuguées :
—b+iy/=4 —b-i/=4

2a : 2a

Exercices résolus

I. Résoudre sur C : 2> —2zcos ¢ +1=0.
Calculons le discriminant réduit : 4’ = cos? ¢ — 1 = — sin® .
Les solutions sont donc : cos ¢ + i sin ¢ et cos ¢ — 1 sin .

2. Résoudre sur C : 3x* +2x 4+ 2 =0.
Calculons le discriminant réduit : 4'=1—6= — 5= (i \/5)2.

Les solutions sont donc : — . -glﬁ et — . ;1\/5

Résolution sur R de |'équation acosx + hsinx=c
od a, b, ¢ sont des réels donnés

.. 1 o
On pose z = cos x + i sin x; on a alors — = cos x — i sin x, donc :
z

1 ( N 1) ;g 1 1
cosx=z|z+-] et sinx=—[z—=].
2\ 'z 2i Z
On est alors ramené 4 résoudre I'équation :

[rehn )
alz + - +— Z — — =2C
4 1 V4

avec la condition |z| = 1, cest-a-dire & résoudre I'équation du second degré :
@—bi)z2—2cz+a+ib=0

avec la condition |z| = 1.

On cherche alors les racines carrées de A’ = ¢2 — (@ —ib)(a +ib) = 2 — a2 — b2

(A noter que A’ est réel.) On termine la résolution de I’équation du second degré. On
a+ib

remarque que le produit des racines est 7=
a—i

et que ce complexe est de module 1. Ainsi,

Scanné avec CamScanner



i s e
‘.y. -

85

- al, A e s T e L T e .
NASLIS SRR qft’.p'n'hmy»
- ol

S

3/ Nombres complexes

si I'une des racines a un module différent de 1, 'autre a aussi un module différent d
érent de 1.

Exemples

o cos x + 3 sin x = 1,8. Posons : z = cos x + i sin x. On est ramené a I'équation :
1 1 i 1 '
§(z+;)—35(z—;)= 1,8,

soit : (1-3i)z2 =36z +1+3i=0.

Calculons le discriminant :
A= (187 — (1 = 3D)(1 +3) = (1.8)* = 10=(26 i)2.

184260 _(18+26)0+3) _—6+8i

Dot: Z="7_3;  (1-3)1+3) 10
18-26i _ (18261 +31 9,6 +28i
=737 = (-3 +3) 10

sont de module 1. Ceci est le cas dés q

On vérifie que z; €t 23
¢ | <1 (voir partie V, page 74).

Ja? + b
équation sont définies par :

Les solutions de I'e

cosx=—006 et sin x = 08

ou cos x =096 et sinx= 0,28

e calculatrice :

On les détermine, modulo 27, a laide de tables trigonométriques ou d’un
x & 2,2143 + k2, x ~ 0,283 8 + k2m, kel.

4. Posons z = cos x + i sin x. On est ramené a 'équation :

(1 —3i)z2 —8z+ 1+3i=0.
A = 16— (1 —3i)(1 +3i) =6

e COS X + 3sin x =

Calculons le discriminant :

Les racines de I'équation du second degré sont :

44,6 _@+/6(1+3) (- /601 +30)
™ 10 ¥ A 10 ‘

Z

On remarque que : |z;| > let |z,
> 1 (voir partie V, page 74).

cas correspond 4
a* + b?

@ Exercices d'application

48. Soient z, 2/, u des nombres complexes tels 2kn . . 2km
que u? = zz’. Montrer que : Gty B S (@>0)
. lz+Z + 2 :
|z|+|z|=‘._7__u + g 22 +u’. et le point M d’affixe :
R z=r(cos @ +isin ) (r>0)
(Interprétation géométrique.)
? a) Démontrer que :

49. Trouver tous les couples de complexes

f—ad"=@z—a(z—z).. (- Zy-1)

(z, 2')tels que \/|zz| = ZrE . Remarquer que .
2 b) De la relation trouvée pour a = 1, déduire :

cette relation est conservée imili
par similitude et
o'l — 1 T . 2“ i i l %
supposer |zz'] = 1. sin — sin —~ . sin ( K n2vy
. n
50. Dans le plan muni d’un repére ortho-
normal direct, on considére les points | gt sin—n~ sin i sin —Le ﬁ
a1

[ee]

A, (0 < k < n) d’affixes : 2n 2n 2n
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S1. Résoudre sur C ;
a 2 —(342i)z+5+i=0;

b) :‘J—Zi:-:—i\/._zﬂ:

¢) iz2+(1=5i)z+6i—2=0;

d) iz2+@di-3):+4+i—5=0;

e 1+)22—G5+i)z+6+4i=0;
N =Dz2-22—-11+3i=0.

52. Résoudre sur C :
a) 2t +2241=0; b)B+2*+1=0;
) z2*—2(1+ia*)z*+1—a*=0, ou a

réel.
. 1 /3
53. Soitj= ~3 +1%.
Calculer :
(x +y +2)(x + yj + 72)(x + yi* + zi).
54. Résoudre sur C I'équation :
4z + 8)z%| -3 =0.

TRAVAUX PRATIQUES

PROGRAMMATION

Réponse (TI-62)

L

Mettre sous forme trigonomeétrique la somme g,
deux solutions quelconques.

55. Résoudre sur C I'"équation :
A+Qi-1D22+25-191)z-8(1 - dij=q
sachant gu’elle admet une racine réclle,

56. Résoudre sur C:

gyt =" =Xt =0

) 1+2x+2x2+2x7+.. + 2" 4 o gy
Jo Résoudre sur C I'¢quation :

57. .
(2—4z+3)+ilz+1)=0.

est

20 Reésoudre sur C I'équation :
(2—4z+5+(z+ 1)} =0

3° En déduire qu'’il existe des réels 4, B, C, p

qu'on déterminera, tels que

VxeR (x2—4x+5}2+(x+1)22
= (x* + Ax + B)(x + Cx + D).

1° On considére un nombre complexe z = x + iy, ot x et y sont réels, et un entier naturel n.
Programmer le calcul de (x + 1y)" en utilisant les fonctions de conversion coordonnées rectangulaires-

coordonnées polaires, coordonnées polaires-coordonnées rectangulaires.

=] i o8 [ 2
=1 7] [ o (=] @) 3

[x=f] [ x ] [ReL] 0 [=] [s10] 4

';lt_:l.-l 3 [x=r| [RoL] 4
[=]
R/S

efface les programmes antérieurs

met en mode programme

mode de conversion en coordonnées polaires
entre x et y

calcule r puis 1" et place " dans la mémoire 3
calcule 0, puis nf et place n0 dans la mémoire 4
mode de conversion en coordonnées cartésiennes
entre r" et nl

calcule Re (z")

calcule Im (z")

place le pointeur en 0 pour I'exécution

[ste] 1 1 [sr0] 2 18 [s0] 0O

M

exécution : calcul de (2 +i)!8 = 4 +iB

entre 2, 1, 18 dans les meémoires 1, 2,0
affiche 4 = — 922077

afliche B = 1721 764
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3/ Nombres complexes

2 Calewler (34 20)'% (=3 420 (1= (1=2iP', (3 -aip7, (/2 + i)
] - e ' ' ' J‘
3 Montrer que le programme du 1" s'upplique lorsque U'entler 0 esi négarif ’

3 14 &
Caleuler (4=30)7% (1+2)7'%, L N VT B
3 0y 7 9 .

4° Montrer que le programme du 1° permet de calculer une racine n-ieme de z. L'utiliser pour traiter les

exercices 42, 43, 45.

CONSTRUCTION D'UN PENTAGONE REGULIER A LA REGLE ET AU COMPAS

In
1o Onposewy = o5, Délerminer I'équation du second degré qui admet o = m, + el =0t + o
pour solutions.

20 Considérer le pentagone régulier dont les sommets sonl
I.meté i A(I], M(U)l)’ N{”)%), P(U)?), Q(UJTJ»

Montrer que _GT/!‘ + ON = 20H.

m —1+4/3 an —1-./5
En déduire que cOs —SE = —-44—\—/‘— Montrer que cos ep o 7 ;

les images des racines cinquiémes de

Soit H le point J'intersection de x'0x avec (MQ).

1 ,
, passant par B, rencontre x Oxenlet].

30 B é1ant le point d'affixei, le cercle de centre Q,d’affixe — 3

Montrer que ﬁ.@:-l et 5?+5.7=—l.

uction d la régle et au compas d'un pentagone régulier.

4° En déduire une constr

RESOLUTION DE L'EQUATION DU 3¢ DEGRE

[ Soit I'équation ax® + bx* + ¢x +d =0, oii a, b, ¢, d sont des nombres complexes tels que a # 0.

Onposez =X+ -
P 3a
raméne ainsi @ la résolution d'une équation du type 2?2 +pz+q=

Meontrer qu'on se 0 (1),
ott p et g sont des nombres complexes.

Montrer que |'équation (1) admet au moins
20 7 étant un nombre complexe satisfaisant (1), on pose z = u + v, avec 3up + p = 0. Montrer que
u? et v° sont les racines yq €l ¥z d'une équation du second degré que I'on formera. Comment faut-il

associer les racines cubiques de y, el y, pour que leur somme soit racine de (1)?
Effectuer les calculs lorsque p et g sont réels (distinguer les cas 4p® + 27¢° > O et 4p* + 27¢° <0).

Retrouver les formules de Cardan (page 49).
Résoudre sur C les équations x3_2x—12=0 et x*—15x—4=0.

une racine réelle lorsque p et q sont réels.

3° o, B, y désignant les racines de (1), démontrer que z = (o + fj + 92, ot j= — s+ivg ne

lorsque I'on permute o, B, y de toutes les maniéres possibles.

prend que deux valeurs z, et z;
et z, pour racines. En déduire une méthode de

Former |'équation du second degré admettant z,
résolution de (1). Effectuer les calculs lorsque p et g sont réels.
néme en cos o, montrer que I'équation cos 3o = ase raméne

4° q) Enexprimant cos 3a comme poly
34 px + g = 0,avecdp® + 27¢% < 0, lorsque I'on suppose

une équation du troisiéme degré du type x

la| < L.

b) Réciproquement, étant donnés
: . 2n 4n

réels p et @ tels que (1) admette pour racines : p cos ¢, p COS | @ + 5/ p oS ((p + —3—) Calculer

0.

deux réels p et q tels que 4p® + 27¢* < 0, montrer qu'il existe des

p et cos 3¢ en fonction de p et q. Résoudre sur C I'équation x* —4x + 1 =
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CALCULS DANS ¢

. _ o8 €0 i un
58 Soil © lc corps des nombres complexes ¢l

IF
nombre complexe tel que i? = ~ 1.

d
1" Caleuler (; B |\/1) .

2" Déterminer les nombres réels a, b tels que
73 11 ,
a1 e — - 3
( ) 16 2 \/
59. Dans cet excreice, Z désigne le nombre complexe :
an ., ar
o8 — -} i sin g

5
I" Vérifier que Z* — 1 = 0, En déduire la relation :
|+ Z 422+ 20 4 2% = 0,

2% a) Exprimer Z, 7%, 7% Z* sous forme (rigo-
nométrique,
h) Démontrer les égalités :

dn
Z42Zm)cos 2: et 274 7%= 2c08

3* Utiliser les résultats des /° el 2° pour trouver une

: 2n dn oo 2
relation entre cos T eteos S--.puls montrer que cos 5
est racine de I'équation dx? + 2x — 1 = 0; en déduire I

2n
valeur de cos 5

7
(_MI) Soit n un entier strictement positif, 0 un réel
\' appartenant 4 10, n[ ; on pose :

S, = cos? 0 + cos? 0 cos 20 4 ... + cos" 0 cos pl)

4 o ok cos" 0 cos nl),
S = cos 0 sin 0 + cos? 0 sin 20 + ... + cos” () sin pl)

+ w4 cos” 0 sin no),
2= 8§, +iS..

Montrer que X, est la somme des n premie
suite géométrique complexe, dont on don
terme et la raison,

En }di‘duirc la valeur de X,, puis de
et ),

vyl 1 %
(()n montrera que S, = e B0 )

rs termes d'une
nera le premier

S, en fonction de n

sin0
61.  On rappellc que si ¢ ¢st un nombre

différent de 1 et n un élément de N : complexe
gl
l+q+¢*+.+¢= 2 =L
l—q °
N Ao d
thlu:r un ¢lément de [0, x); on POSE pour n €lément de

Cot) = ¥ coskr et Sa(t) = i sin k.

EXERCICES ET

pRUBLEMES

/o Caleuler Je nombre complexe C,(t) 1S, (1),
i nie ;
» Jin deduire

0,  GO=mo g, + 1)t

sif e 1 cos
sin == CO8 -
2

i

sire]o,nl, Gl = sin ;

62. Caleuler : |
Ao OO €} cos X 4 Cy €08 2X b ok O coy py,
B o= ' C) sin x 4+ Cj sin 2x 4 ..

(Considérer A - i €l poser 2 = COS X -1 sin x,)

B O3 sin py,

(;:1 Soil (z,)en 00 sUILE de nombres complexes définig

par la donnée de zy = 2_\/2( = 1 4-1) et les conditiong
suivantes : pour toutenticr naturel n,un representan (e

. s n
' Ll
Pargument de z, ¢ appartient i Pintervalle 57| el

| - 7

:;I p g T

1" Déterminer le module et un argument de z,,
2 On pose r, = |z,| et v, = Inr,, ol In r, désigne |
logarithme népérien de r,. Montrer que (v,),,\, est une
suite géometrique.

IMAGE D'UN NOMBRE COMPLEXE
I
4-:2)2~—i2)
nombre complexe z, dans un repére orthonormal,

Construire 'ensemble des points M tels que Z soit un
réel,

64. On donne 7 = . Soit M Timage du

65. Le plan complexe 2 étant rapporté au repére
orthonormal (0, i, j), on considére :

o le point M d'aflixe z = x 4 iy, x et y réels;
o le point M’ d'aMxe 2 - + 4iy;

o lepoint A4 d'affixe — i
e lepoint B d'affixe §

I" Quelles conditions d

MsAa M 7 11

Ces conditions étant re

contenant les points A ¢

points B ep Af'.

P ;

. . 7nnlrcr que 7 est paralléle & 2 si, et seulement si,

e R

i‘ |

‘N déduire I'enge b i

drni(ll::l:_j;n-: If;:ps;rlnhic €y des points M tels que les

= Délcrn:.il 2" soient paralléles. Construire Cy.

ity ﬂ;-‘:.‘dc la mrl:mc manicre, I'ensemble (', des
A b ue g 2 o * ip L0l

Perpen diculaives g es droites 2 el ' soient

oit vérifier z pour que I'on ail

mplies, on appelle & la droite
t M et 2’ la droite contenant les

Onstruire (,,

\

Scanné avec CamScanner




3/ Nombres complexes

66, Soit Z un plan rapporté ay repére orthonormal
(O ey )

M est un point quelconque de 2, d'affixe = — X iy
Déterminer Pensemble des points M de # (el que :

(1 4+ i)z = 2i] = 2,

7. Le conjuguc d'un élément z de C est noté z. Soi J:
I'ensemble des Eléments u de C tels que :

Wi - = (),

Représenter Pensemble des images des éléments de [
dans le plan complexe.

08. On considére, dans C, les complexes z, et z, de
module | et d'arguments respectifs o et fi,
v i)

2+ 2, 5 3
1* Montrer qucl—'-_- . 2) estun réel positif ou nul, Dans

2,2
quel cas est-il nul?
2* Soit deux points A ¢t B d'un plan complexe d’origine
O d'allixes respectives a et b (on supposera O, A et B non
alignes).
Calculer en fonction de a et b Taflixe z du point |
barycentre de (A, |b]) et (B, ]ﬂl).2

-

3* A l'aide du 1° montrer que :T est un réel strictement
«ah

positil.

Exprimer arg z en fonction de arg a ct arg b. En déduire
que OI estun vecteur directeur de la bissectrice de 'angle
A0B.

69. Soit # un plan orient¢ muni dun repére
orthonormal direct (0, ¢,, ¢,). A tout point P de £ on
associe son aflixe complexe p.

Soit 1, j, j* les racines cubiques de I'unité, ou :

i . + i sin B
j =cos 3 7
Onse propose d’étudier la propriété (E£) suivante, relative
d un triplet (4, B, C) de points de £ :
(E) : les aMxes a, b, ¢ des points A4, B, C satisfont :

a+bj+ =0

I° T: une translation de vecteur v définie dans. 2.
Montrer que si le triplet (4, B, C)a la propriété (E), il en
est de méme de (T A), TAB), T:C)).

2° Soit un triangle équilatéral dont les sommets A, B, C

sont disposés de sorte qu'une mesure de I'angle (48, AC)
soit 1:— Montrer que (4, B, C) a la propriété (E).

3* Caractériser géométriquement la propriété (E).

/
km- Soit & un plan rapporté au repére orthonormal
(0, &, ¢,). On rappelle qu'a tout point M du plan de
coordonnées (x, y) on peut associer le nombre complexe
2 =X + iy appelé affixe du point M. )
Soit 4, B, C, D quatre points du plan d"affixes respectives
24 23, 2y, 24. )
! . Mzonf“rer que le quadrilatére (A, B, C, D) est un carre
si, et seulement si, les nombres complexes z,, 23, 23, 24
vérifient les relations :

M%
I 22 b ZI == Z.‘ —; 34
Lz~ g1 = ti(zy ~2,),

]
2" Montrer, alors, que 'affixe Zo

de (AC) et (BD), vérife - du point I, intersection

AT TV 4

(z) — zg)* = (z) ~ Zo)" = (z4 ~ 2y)* = (zq - z,)",
3" Construire le carré, dang
Z) +2z,=0.

Déterminer les affixes 2ii25, 25,

le cas on Zg=1+41 ¢t
z4 dans ce cas,

L. On donne le nombre complexe u :

e:=\/5-\/2—i\/2+ﬁ (2= -1
I° Caleuler u? et u*, Calculer le module et Pargument de
u*. En déduire le module et Pargument de u,
2° On considére un plan 2 muni d'un repére
orthonormal. A tout point M de coordonnées (x, y)dans
2, on associc son affixe z = x + iy,
Déterminer I'ensemble des points M de 2 pour lesquels
le module du produit uz est égal 4 8.

72, 1° Quel est I'ensemble des nombres complexes z
vériflant [z — 1] = |z + 1/? Expliquer géométriquement
le résultat trouvé, en considérant un plan orienté
rapporté d un repére orthonormal direct (0, &, 7) et en
associant d tout point M(x, y) du plan son affixe z, c’est-
d-dire le nombre complexe défini par z = x + iy.

2> Soit neN* Déterminer I'ensemble des nombres
complexes z vérifiant (z — 1)" = (z + 1)".

73. Soit C l'ensemble des nombres complexes et f
I'application de C dans C définie par :
I ;

YzeC, f(z)=5z+%2

I° Preciser lapplication f o f et déterminer les
ensembles I, et N, suivants :

1, ={zeClf(z) = z}; N,={zeC/f(z) =0}.

2° Soit 2 le plan rapporté au repére orthonormal
(0, it, ). A chaque nombre complexe on associe son
pointimage dans 2. Soit F 'application de #dans 2 qui,
au point M image de z, associe le point M’ image de f(z).
a) Préciser F o F et déterminer les ensembles Z et 4
suivants :

D={MeP|FM)=M}; A4={MeP/F(M)=0}.

b) Démontrer que, pour tout point M de 2, le point
F(M) appartient 4 & et que, pour tout point M de 2
n’appartenant pas a &, la droite (M, F(M))est paralléle 4
4. En déduire la nature de F.

(z est le conjugué de z).

74.  On désigne par C le corps des nombres complexes
et par Z le conjugué de z. _ 5
Soit f I'application de C dans C définie par f(z) = z.
1° Quel est I'ensemble des nombres z tt?ls que f(2) =.Z?
2° Dans le plan complexe rapporte a un repére
orthonormal (0, &, D) on désigne par M et M’ les points
d’affixes respectives z et f(z). Quel est I'ensemble des
points M tels que le triangle MOM’ soit rectangle en 0?”
Quel est I'ensemble des points M tels que M, O et M
soient alignés?
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3* Déterminer Tl'ensemble des nombres complexes
images par f des nombres completes de module 1.

4° Déterminer et representer dans le plan complexe les
points M, d’aflixe : telle que fiz) =1

75. Soit [ lapphcation de E = C\] —1] dans C
definie par :

s flz) = ——.

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal
(0, u, t). on note M le point d'affixe =

I* Déterminer les coordonnees du point B dont l'aflixe
Zgostielle que flzp) =14+ D

2% Soit 2 un élement de £ On note r le module de = + 1ct
2 une mesure de son argument

Exprimer la forme tngonometrique de f(2) ~ 1 cn
fonction de r et de 2

£ Sont A le point d'afline - 1,

@) Determiner I'ensemble ¢ des points M vérifiant

IN2) =i = /2

. o
et 'ensemble & des points M tels que 3 sOIL une mesure

de Fargument de f(z) —i.
b} Montrer que B appartient & € ¢t & et construire ¢
o r

RACINES a-icme DE L'UNITE

76. I* Determiner, sous forme trigonométrique, les
solutions de 'equanion :

P =d2-14+10)

dans 'ensemble des nombres complexes.

& En utibsant les racines cubiques de l'unité, écnire les
solutions de cetie équation sous forme algebrnique.

& Dédure des questions précedentes les valeurs de

R =

(812 ) iz_ ¢l un l_’_ "

77. I* Resoudre, dans  ['ensemble  dos  nombres
complexes, 'equation :* = ~ |, ou : ot 'inconnue.

X Mettre le polyndme * + 1 sous la forme d'un
produit de trois polyndmes & coeflicients rechs

7K. Sout nun entier naturel non nul. ¢ un réel distinct de
0 de Hetde — 1.

On considére, dans le plan complexe, n points Ay, 4,, ..
Aq - 1. d'affixes respectives 2, 24, . 2, ;.

I* Démontrer que le systéme de n points pondérés

AL @0 hgn-1])
admet un baryeentre G,
2 On donne
:p“l
2 2x
2, = Q08 — 4 | §if
n n
Yie L2 ..n-1) g e,p

a) Determner Nalfive 2, de G, a Naade de gotz,.
b) Calkeuler la partie reeile X, et la parte imaginagre )
de Z, )

On rappelle que :

J° a) Comment faut-il choisir n pour que Z, soit rig]
b) Déterminer Iim X,. hm 1Y,

L s .-y

79. I Reésoudre, dans le corps des nombres complexes,
Féequation ='* = | Donner les solutions sous forme
tngonometrique puss algebrique. '

X u designant un nombre complexe different de 1,
calculer au moyen des seuls u* "'t u

w4 ut 4o e

. . 8 .4 =
& Donner les solutions de I'équation 2% + 2%+ 1 =10,

par exemple en utilisant les questions précédentes.

80. /* Résoudre dans € I'équation =% = — i,

On précisera le module et Fargument des racines et op
representera leurs images dans le plan complexe.
> Calculer la somme des racines et |n‘lfl'p|‘t!gr
geométnquement ce resultat en introduisant isobary-
centre de leurs images.

& Resoudre dans € F'équation

l+iz=22=ir? + =0

(On se raménera a I'equation precedente, en calculant
une somme de la forme 1 + & + A% + &Y + 1Y)

81. 1" Ecrire sous forme tngonometnque les racines
cubiques du nombre complexe a = 1601 — )
2 Pour 2 nombre reel quekconque, on pose

=l +i+ 22

L —
5 yeet = x, + 1y,

a) Calculer les reels x, et v, en fonction de 4.

b) Determiner Fensemble () des points M, de
coordonnees (v, v,) quand # décrit [0, 2x[.

F Meontrer que los solutions de I'équation

z-l+0)P=a

sont les aflixes de poims de ()

KL /* Expnimer les racines z, dans C de I'equation
b
2’ = | en fonction des nombres 0, = :?3, ou ke [0, 4]

=+ Quelle et la nature du polygone dont les sommets 4,
ont pour aflixe z,” Determiner 'isobarycentre des pomnts
Ai. En deduire une equation du second degre 3
g |
2r
cocfhicients entiers sansfaite par a = cos i

"lx 47

¥

F Réoudre cette equation; caleuler cos '5 , ©o8

- n i Bz
< Cy "‘"

# A tout nombre complere u, difféerent de - 1. O°
i
% Calculer u en foncton de -

a8%0Cie 7 = -~

u+ (
5 A Tade des resultats précedents. resoudre dans |
Fequation (u ~ 1) = (u + Th
Dessiner les affines des racines
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4 Expliquer ce d_crnicr résultat en  déterminant

rensemble E des points M dont I'affixe est (elle
- 1

T |=1.

wt |

que

EQUATIONS

83. Dans le corps des complexes, résoudre 'équation :
iz2 —224+2—i=0,

ou z est I'inconnue et Z le conjugué de z.

84. Soit le polyndme P(z) = z> — 4x + 7, 00 z désigne
un nombre complexe et o A est un nombre réel.

/° Montrer que si P(z) =0 admet une solution
complexe z,, alors Z, est aussi solution. En déduire que
I'équation P(z) = 0 admet au moins une solution réelle,
sans chercher & résoudre I'équation.

2° Déterminer A pour que I'équation P(z) = 0 admette
une racine réelle de module 2. Résoudre I'équation pour
|a valeur de A ainsi trouvée.

3° Déterminer A pour que I’équation P(z) = 0 admette
une racine complexe de module 2. Résoudre I'équation
pour les valeurs de A ainsi trouvées et préciser le module
et 'argument de chaque solution.

.'.f/b ] . )
{ﬂ . Le plan est rapporté au repére orthonormal direct

10, @, 7). Soit C; I'ensemble C\.{ —i, i} et f I'applica-
tion telle que :

-4
2241

l
I° Résoudre I'équation : f(z) = —=.

/3
2° a) Montrer que :
Y(z,2)eC, x Cy, f(z)=f(z)<=>2=2 ou zz'= 1.

b) Soit (z, 2)eC, x C, tel que |zl <1 et [Z]<1;
montrer que :

VzeC,, f(x)=

fz)=f(z)=z=17"

3* Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tels que
zeC, et f(z) soit réel.
4° Dans cette question :

T X
z:ew, GE[—TE,TE[\\{_ 5: -2_}'

a) Montrer que f(z) est réel, et le calculer en fonction de
cos 0.
b) Soit u la suite réelle telle que :

VreN, u, =1+ f@)+ (@) + -+ (f(2)".

: elle?
Pour quelles valeurs de 0 cette suite converge-t-elle’

86. On considére I'équation du second degré dans C,
22 4 2(1 — cos u)z + 2(1 —cos u) = 0,

; i P'intervalle
u étant un paramétre réel appartenant a ST

[0, m]. o
1° Résoudre cette équation dans C.Onnoteraz, et 2;
solutions,

2* Détermi
ner le module 5
eet] me
drgument de 2, e de ; 29

87. 0 dési

&nc un nombre rée] - i
1° Résoud ! appartenant 4

s : sl
re dans C Péquation d INconnus - -

Z2 —[29"1 cos ﬂ]: + 215 =0

0. 2=

trzonométrigus

gotner chaque solution sous forme

e plan é e 2 :

i 2 jp tant rapporte & un repere orthonormal
» U, U), on considére les points 4 et B dont l=s affix=

sont les solutions de I'équation préc o

' : récedente,
Detgrmmer O de maniére & ce que OAB soit un trizngle
equilatéral. .

-
"

88. Soit « un nombre réel appartenant 2 | —

19
.y

On considére I'équation d'inconnue complexe - -
(E): (1+iz2*1 —itan 2)=(1 —iz)*(1 +itan 21

I° Soit z une solution de (E).

a) Montrer que |1 +iz| = |1 —iz].
b) En déduire que z est réel.
+itan z

; | 2 g
2° a) Exprimer en fonction de e™.

l —1itan «
b) Soit z un nombre réel; on pose z=tan @, ou
T b4
7 <p< >
Ecrire I'équation portant sur ¢ traduisant (E) et la
résoudre.
¢) Déterminer les solutions z,, z,, z; de (E).

89. C représente le corps des nombres complexes; 8 est
un nombre réel donné.

I° Résoudre, dans C, I'équation en Z :
(E): Z2—2ZcosB+1=0.
En déduire la résolution, dans C, de I'équation en = :
(E'): z*—2z%cos0+1=0.
(Les racines seront présentées sous forme trigo-
nométrique.) .
2° Dans le plan complexe, on considére les images M,,
M,, M, et M, des quatre racines de I'équation (E’).
Pour quelle valeur de 6 (0 < 0 < m) ces quatre points
sont-ils les sommets d'un carre?
3° Décomposer en un produit de deux facteurs du
second degré et a coeflicients réels le polynome ¢en x
défini par :

fix)=x*—2x*cos 0+ 1.

PROBLEMES

90. Soit 4 I'application de C dans R ainsi définie :
vzeC, z=x+1)

d(z) = Inf [y — E(y), E(y + 1) — y], x ety reels,

ou E(y) désigne la (pfmie entiére de y.

31
J° Calculer d(1), d ), d(] + FY i

-
2
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3/ Nombres complexes

Donner une interprétation géométrique de l.}ppltliigs
tion d en utilisant dans & le point M, d afTixe = c ) et
droites 2, et 24, d'¢quations respectives y = E(yo
Y=E(y,+1). .
> On pl())urra résoudre cette question, soit par le C“lf:‘fl‘
SOit par une méthode geomeétrique utilisant | 1nlerpﬁel‘}'
tion précédente et, suivant les cas, une symetrie
orthogonale ou une translation convenablement choisie.
Comparer :

a) pour tout nombre complexe z, d(—z) et d(z);

b) pour tout nombre complexe z et pour tout nombre
entier q, d(z 1q) et d(2); .

¢) pour tout couple de nombres réels x et pd(x +1y)et
d(x + iy) lorsque y =2E(y) - v+ 1 .
Déterminer I'ensemble des valeurs d (=) lorsque z décrit C.
3° Soit d I'application de 2 dans R qui a tout point M
d'affixe z = v 4 1y associe le nombre réel o(M) = d(z).
Définir et representer graphiquement dans 2 l'ensemble
des points M tels que §(M) = 0.

On définit de mame une application ¢ de C dans R par :

VzeC,

Z =X 41y,
c(z) =Inf [x —

E(x), E(x + 1) — x], x ety réels,

et 'application correspondante y,
tout point M d’

}'(1}1’) = ¢(2).

¢finir et représenter graphiquement dans 2 ensemble
des points M de 2 tels que :

de 2 dans R, qui a

affixe z = x + iy associe le nombre réel

1 1

4° Soit T I'application qui, d tout point M de 2 d’affixe z,
associe le point M’ de ? d’affixe " telle que :

» Avec x partie réelle de z.

Soit M, d’affixe 1, M, d’affixe 1 + i et M3 le milieu du
segment [M,, M,]; déterminer leurs images par T.
T est-elle une application affine de 2?7

5° Onnote I, , ensemble des points de 2 dont les affixes

I =X+ 1y vérifient a < ¥ <b, aetb étant deux réels
donnés.

a) Demontrer que la restriction deTs ]
est une translation,
b) Démontrer que la restriction de T 3 J .1

' = x +id(z)

,._,,+_‘2_, ounez,

ﬂ+-§.n+11 ou
neZ, est une réflexion.
6° On considére la fonction :
T Y |
SRS R x+ — V- T

. BT
; ) |
Résoudre dans R les équations flx) = g et f(x) = _zj

7 Etudier les variations de f e construire 5

représentation graphique C dfang le plan 2, Montrer que
C posséde un centre de symétrie.

\

8° Construire la courbq o imﬁagc dela Courbg -
9o Construire la représentation graphiqye » 5:1? T

fonction : Iy

g R R X J0) ~dix 4
x et y étant les coordonnées d'un poiny M de ¢

91. Soit 0 unréeldel'intervalle ] — . n]. O Consigy
les suites (Z,),en de nombres complexes Verifiany . %
VHEN, Zn+z—zzn+10089+2,,:_-0. (l)

On donne d’autre part un plan CP de re |
(0, u, v). Le nombre Z, est représenté par | Point )y ;
coordonnées x, et y,,; X, et y, d_emgnent respective
partie réelle et la partie imaginaire de Z

I — Pour les constructions demandée.
on prendra :

PEre orthopg,

L
ment |,
s dans cete Partie,
Zo=3+i, Z;=1+2j

I° On suppose dans cette question 0 = 0, Construire Jog
points My, M,, M,, M3 Démontrer que la suite , e
est une suite arithmétique dont on précisera |a raison.
Calculer MM, en fonction de MoM , etn,

2° Onsuppose dans cette question 0 =

points M, M,,
périodique. "

n
7 Construire Je
M, .. M. Montrer que la suite (Z,) et

, 2n
3° On suppose dans cette question 6 = —. Construire

les points M, M,,M,, M,. Montrer que quel que soit n,

le point O est isobarycentre de M,.\, M,.,. Montrer
que (Z,) est périodique.

® Résoudre dans C I'équation ;
VAR cos 6 + 1 =0.
On appelle o et B ses racines. Montrer ciue si:
Y, Z,= a4 up,

avec 4 et complexes
verifie la relation (1).
IT —

quelconques, alors la suite (Z,)

On prend dang cette partie :
VneN, Z, = icosng + isin n0) + mA(cos nf — isinnf)
Ol Jest un complexe donné non nul, 4 = a + ib, avecact
boreels, A son conjugué et m un réel donné. )

I* Remarquer que la suite (Z,) vérifie la relation (1)
2 Calculer Xn €t y, en fonction de a, b, m,0.

Exprimer cog n0 et sin nf en fonction de X, et y, pour

MELetmer _ i ;
o 3 .

>* Montrer que g m = 1, alors Z, est réel. Exprimer dans

ce cas Z

»€n fonction

dea, b, 6. Préciser Z, dans lecasou
;' = l, pU'.lS )}_ -—y i'
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| - GENERALITES ET DEFINITIONS

SYSTEMES
LINEAIRES

¢mes d’équations linéaires, les valeurs

Dans ce chapitre, consacré a la résolution des syst ’
d’une facon plus générale, tous les

des inconnues, les coefficients des inconnues et,
nombres utilisés sont des nombres réels.

On appelle équation linéaire a p inconnues toute relation de la forme :
oty Xy + 0y Xsy + o + 0%, =B

Ol X, Xz, . X, sont les inconnues et ol oy, Uy, -y &, SONt p TECIS donnés appelé/
coefficients des inconnues, et § un réel donné appelé coefficient du second membre
I’équation.
On dit qu’un p-uplet de réels (¢y, ¢, .., ¢;) vérifie,ou satisfait, 'équation si on obtient une
égalité en substituant chaque c; a chaque x; dans I'équation. C’est ainsi que le 4-uplet
(-1, 2,0, — 3) vérifie l'équation 2x; — X, + 3x3—x4=—1.
« Le couple formé par deux équations linéaires a deux inconnues est appelé systéme de
deux équations linéaires a deux inconnues; (3x + 2y = 2, x + y = I)enest un exemple.

_ _ 3x+2y=2
Par habitude et commodite on le note : Y

x+ y=1L

Appelons (S,) ce systéme. Résoudre (S,), c’est chercher I'ensemble des couplas de réels

(c,, ¢,), appelés solutions, qui vérifient chacune des équations.

Si (X, ¥o) est solution de (S;), cest-a-dire si (xo, yo) vérifie les deux équations, on a :
3x0+2y0=2 et x0+y0=1;

en retranchant 3 fois la deuxiéme équation de la premiére, on obtient — yo = — 1, d’ou

yo = 1 et par suite x, =0, d’aprés la seconde équation. Remarquons que la seule

affirmation permise par le raisonnement est : «si(S;)a une solution alors (0, 1) est la scule

solution », mais pas : «(S,) admet (0, 1) pour solution».

11 reste & examiner si (0, 1) est solution. Comme 3 x0+2x 1=2 et 041=1,
(0, 1) est bien solution de (S,), et c’est la seule d’aprés la premiére partie du raisonnement.

« Considérons le systéme de trois équations linéaires a deux inconnues :

Ix+2y=2
(52){ x+ y=1

2x+ y=0.

Si le couple de réels (xo, yo) était solution, il vérifierait les deux premieres équations; on
aurait donc x, = Oet y, = 1,d’aprés le résultat précédent. Comme (0, 1) ne satisfait pas la
troisiéme équation, il s'ensuit que le systéme n’a pas de solution.
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4/ Systemes linéaires

systeme est impossible,
s el que 1¢8Y
Jes équations sont incumpalnhlca
On dit que les cque

ablcau )Cl e Systéme e
¢ o systeme (S1)

coamgrlel

determiné par |
Remarquons qu
3 2 2

par le tableau | 11 !

24 D -
let d'équations -
ayy Xy +d12X2
ﬂzl.\'l + ﬁzzxz

£k, n n-u
o Plus généralement, le #-up v iR by

+ e + ﬂsz.ﬂ . bz

.. + L X, = b
[(NRY a,yX2 npep "
. o poeoc A p INCONNUES X, Xg; ooy Xp.
’ C ( fions linéaires a p
est appcle Syst[:me de n l‘qua B : : ‘ r
+ 05Xy + o+ AipXp = b‘ esi la i-ieme {:quallon du S}’Slcme, 0 : la note | o IDaﬂS
T oy x = :
Célucl é'qn"lil 2]'[ les I'L"ﬁ:lg lf:. sonl respccuvemcnl les coefficients des Inconnues X; el o
auon, i d

réel b;, le coefficient du second membre. ‘ ‘ :
e systéme est dit homogene. Le systeme homogene assocjg ;

Lorsque tous les b; sont nuls | :
(S) esc: obtenu en ;cmplacant chaque coefficient des seconds membres par 0,
On appelle solution du systéme, tout p-uplet de réels (cy, €3, - €;) Qui Veérifie Jog

n équations du systéme. Si le systéme est homogene, il admet la solution hapg,

, 0, ..., 0).
Le systéme (S) est déterminé par le tableau M :

@i Wiwes ivaws By a;p, b

A= ay; azz f’z; ap b,

L T R { ) T a,,_r, bu

appelé matrice compléte du systéme.
L; désignera aussi la i-iéme ligne de cette matrice.

I — INTERPRETATION VEGTORIELLE D'UN SYSTEME

DE 2 EQUATIONS LINEAIRES A 2 INCONNUES

Ry —

1. Soit & une base dy

plan vectoriel ¥ ’est.4d: - -
S 7", Cest-d-dire un couple (7, j) de vecteurs du plan

Rappelons qu'étant donnés deux vecteurs i et

dans la base 4, de coordonnées respectives (a, b) et (c. )

on appelle déterm; i :
. d e minant du couple (i, 3) dans la base 4, le réel ad — bo
noté dety(u, 1) ou . _

Rappelons également que les ve

seulement si dét (i, 3) = s et

CLeurs u et ¢ sont colinda; i
S colinéaires (r linéaires)
0 (resp. dét,, ) % 0), (resp. non co
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4/ Systémes lincaires

1° Démontrer les propriétés, vérifides par des vecteurs quelconques @i, b, &, 1. & =
2 gt 2 el ' . " - - ? L 24 ['.l.a“ .

a) détg(v, u) = — déty(u, v); en déduire déty,(u, u) = 0; :

b) déty(u, + u,, v) = détg(u,, v) + détm(aza v);

¢) pour tout réel x, détg(xii, v) = x déty(u, D);

d) détg(u, Uy + Uz} = détg(ﬂ, U[) + dét%(ﬁ, 52),'

e) pour tout réel y, déty(u, yo) = y détg(u, v).

2° On considere le systéme de deux équations linéaires a deux inconnues :

2x — S5y =12
S
(5 {3x+4y=—-5.

Dans le plan vectoriel ¥~ rapporté d la base B, on consideére les vecteurs :
u2,3), v(=54), w(l2, —5).
(A noter que les coordonnées de u et b sont respectivement les coefficients de x et y et que
celles de w sont les coefficients des seconds membres des équations du systeme.)
a) Démontrer que le systéme (S,) et I'équation (1) : xui + yo = W, sont équivalents (tout

couple solution de (S,) vérifie (1) et réciproquement).
b) Démontrer que le couple (i, v) est une base de V. En déduire que I'équation (1), et donc le

systéme (S,), posséde un couple solution unique.
¢) Des égalités déty(xii + yi, D) = déty(W, 1) et déty(i, xii + yb) = déty(u, w), déduire

les valeurs de x et y.

3° Résoudre de méme les systémes :

2 {6x— y=4 } { 6x — 15 =8y 0 {6x—5y=10
5x + 3y =21; 12y = 5x — 10; 3y + 8x = 52.

;i , . ax+by=c b
4° Plus généralement, résoudre le systéme ¥ lorsque g # 0.
dx+ey=f d e
5
- ) h) —x e 3y = = l ) -
5° On considere le systeme (S,) : 3 ot X, y sont les inconnues et m un

5 : — 10x =

nombre réel donné. el e

a) Traduire le systéme par une équation vectorielle xu + yv = wo ()

b) Les vecteurs u, v forment-ils une base du plan vectoriel ¥~?

¢) Montrer que I'équation (2) peut s'écrire sous la forme (x + Ay)u = w, ot A est un nombre
réel que l'on déterminera.

d) Déterminer suivant les valeurs de m les solutions du systéme (S,).
5510 consifBrele syiBmedSale 4 = A=

n considére le systéme :

7 3 x—2y+z=9.

a) Montrer que (S,) est équivalent d une équation vectorielle xi+ypp+zw=t (3.

b) Montrer que (i, 1) est une base du plan vectoriel 4",
¢) Trouver une solution (Xo, Yo, Zo) de (S3) et montrer que I'équation (3) est équivalente d

(x — x)ii + (v — Yo)b + (z — zo)W = 0. En déduire I'ensemble des solutions de (S5).

- x +by =c :
2. On considére le systeme(S) : { Z: i e:_ f ol x, y sont lesinconnues et a, b, ¢, d,

e, f, des réels donnés.
a b c b a c

d f d f

Le déterminant 4 est appelé déterminant du systéme (S); 4, (resp. 4,) s'obtient en
remplagant dans 4 les coefficients a, d de x (resp. b, e de y) par les seconds membres c, f.

Notons : 4= , A= , 4, = ;
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f @ =5 s T y
&dente n montre que si A n'est pas nul, le .*,yr.lum:(ﬂ'
- les formules ")

V) donné par

A, Ay

¢ o ' ,p 5
X A A

yolre caleulatrice.

1 '¢tude faite au 4° de Factivite P{‘»n (x
‘ ’ ) ‘i m
posséde un unique couple solutic 1

I° Programmer le caleul de x et 1 SWr
Réponse (SHARP EL-5050)

Ce programme contient I'expression ¢ [
Si iti ol alc ice exéeute la
o Si la condition est satisfaite, la calculatrice eXce

onditionnelle b 0.

séquence entre erochets préceédig el sujy;
SUivig

de =Y-, 5
: —— - . exécute ln séquence entre crochels précédée g gy
o Si la condition n'est pas satishite, clle exceute la sequ €l Suiyje de
—N-, _—
ARR mode programme
CRAMER titre du programme
(et ] enregistrement du titre
——
i1 1 TVaR] h | £ ] TVARl O expression conditionnelle h 5 0
----- kgt baband Lamwmid 4
------ e e e : ot g wocédure
(SN20) 727wy v séquence exéeulée si h # 0 pre f‘r”"
e po e Rrowt bomene - . principale
ImN=IT) [23T) PRTT NS séquence exéeutée si h =0
P=— o —
LSUB | sous-programme |
B! h [=]a[x]e[=]b[x]d calculdeh=ac—bd
e ——
15U sous-programme 2
| eyt
[ VAR | calcul, si h 0, de :

[P

I
[x] ¢ D:HE]"'II] } x=-};(ce-—bf)
Edelh } .V=;I-(uf-cd)

,
(30} sous-programme 3
i} h [=] Wi} o si h

St =0, le caleul n'est pas possible
S

|
fin et enregistrement dy programme

en mode cq .
ER. Puis on emr:cul (mm—k COMP)et, a I'aide de la touche [nme), on
Successivement Jeg données a, e, b, d, c et fal'aide

de la touch
a touche [comr]. Enfin, on alliche Je résultat, x puis y toujours i I'aide d I
; 8 it laide de la touche .
gl 3 Systémes -
“){213 %o L0y 300 b) (-ln2)x+\/§ = \V3
( x+25y=_709; czx.{_\/‘ y"“(\/i) 3
Ty=In§;

2° Utiliser e
2 programn - '
gramme dy [° poyy résoudre Jeg

{“9x—3y=13 ax 4y = |
24X+8y=[; d) 1 [ I .
N ol
3 +(3"“Z)J’=O.
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® Exercices d’application
1. A toute valeur de m on associe, dans le plan
muni d’un repére (O, i, j), les droites Z,, et I,
d’équations respectives :
2
Xx+2y=m et mx—(2m—1)y=m".
/° Démontrer que, pour tout réel m, 2, et Z,,
se coupent en un point I,, dont on calculera les
coordonnées en fonction de m. ,
m

2° Construire I’ensemble des
lorsque m décrit R.

points

2. On considére les trois droites d’équations
respectives, dans un repére du plan :
2x — 5y =13,
—x+3y=m,
3Ix—=7y=3m+ 1.

Déterminer m de maniére que ces droites soient

concourantes.
Quelles sont alors les coordonnées de leur point

d’intersection?

3. A tout réel m on associe, dans le plan muni
d’un repere (0, i, j), la droite 2,, d’équation :
Bm+2)x+(Tm+3)y+m—1=0.

Démontrer qu’un point M, (x,, yo) du plan
appartient & Z,,, quel que soit m, si et seulement

si:
30 + Ty + 1 =2xy + 3y, — 1 =0.

En déduire que toutes les droites &, passent par
un point fixe dont on calculera les coordonnées.

4. A tout réel m on associe, dans le plan muni

d’un repére (0, i, j) la droite Z,, d’équation :
(m+ 1)2x +mm—1)y —4m> +m—1=0

1° Démontrer que toutes les droites &, passent

par un point fixe dont on calculera les

coordonnées. ) .
2 En est-il de méme pour les droites 4,

d’équation :

(m* — 3m + 1)x + (2m* + m —3)y
+4m? —3m+2 =07

5. Le plan £ est muni d'un repere (Q, i‘,j).
Soit f l'application de # dans Z qui, a tout
point M de coordonnées (x,y), associe le
point M’ de coordonnées (x’, y’) telles que :

1
x’=§[— 3x — 4y)
1
y’=§(—4x+ 3y).

s Dérpontrcr que f est bijective et définir
analytiquement sa bijection réciproque f 1.

2° Déterminer I'ensemble .# des points inva-
riants par f.

3° Pour tout point M d’image M’ par f,
démontrer :

a) que le vecteur MM’ reste colinéaire a un
vecteur fixe;

b) quele milieu du bipoint (M , M")est invariant
par f.

En déduire une définition géométrique simple

de la transformation f.
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Il — TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES D'UN SYSTEME

ot i S
de n équations lincaires a p inconn
e

Considérons le systém b,

a;1X; + a12%2 + ..+ a,p_\:p i :

Ay Xy + 82252 + ...+ aypX, = D,
(S)

ﬂ_.:] X, + A2 X3t o t Oy Xy = b

s : o)
. g me (1 = I, s ").
et désignons par L, la i-iéme équation du systc (

OPERATIONS SUR LES FQUATIONS D°UN SYSTEME

Soit deux équations, L, et L; (i # j) du systéme (S).
I° En les ajoutant membre a membre, on obtient I'équation notée L; + L;:
(@i + a;)xy + (a;p + @)Xz + .o + (a5, + a.)x, = b; + b,

Il est alors immédiat que tout p-uplet vérifiant L, et L; verifie cette équation L + B,
2 On peut aussi multiplier I'’équation L; par unréel /; on obtient I'équation notée AL
A Xy + A3 X5 + o+ Aag, X, = b,

Tout p-uplet vérifiant L; vérific évidemment 4L;et, réciproquement, si / n'est pas nul, tou

p-uplet vérifiant AL; vérifie L,.
3° On peut combiner ces deux opérations; par exemple, L; + ZL; est I'équation :

(@i + 2a,)x, + (a5, + dag)x, + .. + (@, + Za;,)x, = b; + /b,
Remarquons que le systéme formé par les ¢quations Liet L;(i # j)est équivalent i celui
formé par L; et L; + /L, en ce sens que tout p-uplet (c,, c,, ..., ¢p) verifiant L, et L,

verifie LietL; + AL, et, réciproqucmcnl,que tout p-uplet vérifiant Liet L; + AL, vérifie L,
et (L; + AL) — ZL,, c'est-a-dire Liet L,

TRANSFORMATIONS D'UN SYSTEME

Deux systémes sont dits ¢quivalents s'ils ont méme ensemble de solutions.

Par une suite flple de transformations é!{:mcnluircs, au nombre de trois. nous allons
associer au sysicme (S) un systéme équivalen dont la résolution est immédiate.

1. Permutation de deuy équations

Pouri#j, L, L; signifie que I'on Permute la i-iéme ef |4 J-iéme équation du systéme.
x4 3_‘[‘ = =]
Par exemple, pour le systéme X+3y+ =214 transformation L, «» L, conduit

= 3," +2z =
X=3y+2r=35
au systéme X+3y+ z=9
2X + 3y Z ="
[ est alors immédiat que |o :
Second systeme b :
- €sl e - ,
Niiasdientimass quivalent ay premier,

Si on échange deux & uations ¢°
l'ls " L] .
- d'un systéme, op obtient un systeme équivalent au premict:
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tion & une autre équation

. it ‘un multiple d’une équa ‘
e ’ iome équation L du systeme par

Pouri #j, L, — L;+ AL, signific que r
L; + AL, ou A est un réel. Yy 42zeS |
x+3y+ z=21a transformation L, « L; — L,

Par cxemple, pour le systeme {
2x+3y— z=1

on remplace la j-

x_-3y+22=5

2x+3y— z=1

conduit au systéme {
sont équivalents, on peut donc énoncer :

] ‘ L,’ et i
Comme les systemes 5 L, # Ft

Si dans un systéme on remplace la j-iéme équation L; par Kequatian &
Li+AL, (i#] et AeR),

on obtient un systéme équivalent au premier.

3. Multiplication d’une équation par un nombre réel non nul
Pour tout réel a, L, « al; signifie que ’on remplace la i-iéme équation par aL,.

—x+y—2z=-3
, les transformations L, « — L,

Par exemple, pour le systéme i 5
=x—2y+=-z=0
gy

. " X—y+2z=3
et L, « 3L, conduisent au systéme ?

x—6y+5z=0.

Lorsque « n’est pas nul les équations L; et «L; sont équivalentes. Par suite :
Sidans un systéme on remplace la i-iéme équation L, par I’équation aL;, ot « est un réel non

nul, on obtient un systéme équivalent au premier.

REMARQUE :
Dans une suite de trapsforrpalions clementaires, toutes les lignes concernées par une instruction
sont celles de la matrice qui précéde immédiatement I'instruction.

Exemples
» X+y—z=1
1. Considérons le systeme (S,) y4g=32
—3z=3.

En rés isiéme é i i ié
o _ol3va;1t la tI‘OlSlCI"I'le €quation, puis la deuxiéme et la premicére, on constate aisément
q » 3, — 1) est I'unique solution de (S)).

Remarquons que 1a matrice compléte du systéme (S,) est :

11 —1 1
0 1 1 2
00 -3 3
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L R A A {
e yof g = 2
2o Conuddérony le nystéme (5,)

X ) , d
Laviapre=1
2 r I
— | I I 2
Livmatriee complite do co nyntéme eul : 3

_ ' | [, on ohtient le systéme de matrice Compley .
P o trnowormation 1, « 1, 5l

g 1 =f N
O
4 3 Y
) I =1 [\
PUr Ly« 20, on obtient 0 -3 3 3|;
4 3 I3
2 I -1 1)
par Ly« Ly < 21, on obtient 0 -3 33
- 0O 1 3 1)
2 I =1 1)
PAr Ly = Ly, on oblicn( () I 2 1P
\0 -3 3 3/
2 1 =i
ctenfin par L, « Ly 4 3L, on obtient : 0 | 3 Tl
\ () 0 12 6
j 24 y— 7=
Cette dernitre matrice est Iy matrice compléte dy systéme l yY+3i=1
12z =6,

L=z=).
2'2

¢ ; 3 L i1
qui admet pour unique solution (
aurait pu continyer ainsi |

A noter qu'on a suite des transformations

2 1 -7 1§ p (21 =1 i 21 - :
O 3 ecnlo g LieLi~20flo 1 o -3
0 0 12 6 00 2 1 2

0o 2 |
3
1 210 5 200 2
!1 ""ld e ] l
1 I+ IJ 0 1 0 -...l_ !"l‘_L]-—Idz 0 I 0 "-5'
2
00 2 I 00 2 1
2x =2
Cette derniére matrice est la matrice compléte 4y Systeme { y = — - qui admet
. . ( I 2z=1
pour unique solution -~ ..)
2'2
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2x+ y—z=1 . L :
3. Au systéme (S,): { 3x + 3y — = = 2, faisons subir les transformations ¢lementaires
2x + 4y =3
successives suivantes :
" 2 1 =1 1
21 -1 1
3 1 1
3 3 -1 szd—Lz—ng 0; = 3 1=34—L3_L1
2 4 0 3 g s 4 0 3
¥ i =i ¥ 2 4 =1 1
1
3011 i 11
¢y sty 33
03 12 00 01

2x+ y— z=1

3 1 1
0x+§y+§z=5
Ox+ Oy + 0z=1.

Sa troisiéme équation n’étant jamais vérifiée, ce dernier systéme n'a pas de solution. Le
systéme (S5) qui lui est équivalent n’a donc pas, lui aussi, de solution.

2x+ y—z=1
4. Appliquée au systéme (S,) : { 3x + 3y — z = 2, la méthode précédente donne :

2x + 4y =2
2 1 —1 1 3 2 ; a ; :
3 3 _1 2 LZ‘_LZ_ELI 0 ‘j 5 'j La‘_La_‘Ll
2 4 0 2
2 4 0 2
21 —1 1 21 -1 1
3 1 1 3 1 1
0 3 I o1 0 0 0 0
La derniére matrice obtenue est la matrice compléte du systéme :
2x+ y— z=1 ‘
Ox + . -i-1 - -
¥ T3E=5

Ox+0y+0z=0.

Dans ce systéme la derniére équation, vérifiée par tout triplet de réels, pf:lilf étre
supprimée. A chaque valeur de z choisic arbitrairement, correspond alors deux valeurs x
et y déterminées, de maniére unique, par les deux premiéres équations.

1 2.1 4 1eR
L'ensemble des solutions de (S,) est : 3+3 L33 A) AeR,.

PV
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V' — METHODE DU PIVOT DE GAUSS

Putiliser pour résoudre les quatre systémes Préc -
' ; venons d’utih d
La methode que nous cn )

y i s Gauss.
s'appelle : méthode du pivot de Gan

e a méthode consiste, dans up,
Supposant a;, # 0 dans le systéme général (S), Jam
h [ehH 11 7 G ’

Premigy,

aions ¢lémentaires :
&tape, A cffectuer les transformations ¢l 0
(3 [ [ —m L
(3 Ly« Ly——Lis s Ln R
Ly~ L,——=1L, I3 ayy t

tyy

; - ice compleéte :
de maniére 4 obtenir un systéme de matr

b
”” (Ju ...... o (i'“, ’I
!

0 (5, a3, b3

! ’

7
M =0 d; a3, 1.’3
. I ' r F

0 ”::2 aup bn

. . aF: aires, le coefficient noy n
Dans cette premiére séric de transformations élémentaires, ula,,
s'appelle le pivot.

Ayant obtenu la matrice M’, on choisit un second pivot pour le systéme, de n—1
¢quations a p — | inconnues :

’ e ’
@32 Xy+ o + A3, X, = b)

. . f
GuzXz + o + Gppx, = b,

Si le réel a3, n'est pas nul, on effectue les transformations ¢lémentaires :

/

ﬂaz ays
¢ ’ ‘ ’ n ’
Lyt By =R Lg L) e T2y,

’

a5, 3
On est ainsi conduit 3 la matrice :

a a
1 dp v @y, by
/
0 GZZ aé.p /2
" o_ " " "
M"=[0 o 033 e @3, b7

0 0 ﬁ':‘g .......... a’ b”

np n
On itére ainsi le procéde.

REMARQUES ;

3. Si, au cours des transformations, on
b # 0, le systéme n'a Pas de solution,
4. Si on obtient une €quation de |3
évidemment un systéme €quivalent.

obtient une €quation

L de la forme Ox, + ... + 0x, = b, ou
On arréte alors

le processus.

forme Ox, + .. + 0x, =0, en Ia supprimant, on obtient

Exemples

lesexe i-apre : : i
E:?ll:sis ofi’tﬁé?éi:"z;ﬂrgf rlgs; d? resQ]m-m." d'un systgme par la méthode dy pivot, les pivots
util - € Plus, L, désigne loujours |5 i-iéme ligne de |a derniére matrice
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x4 Iy—zHl=2
. R e |23y HE e
. Considérons le systéme (5s) a4y 42 = 1
2"‘4,3]: e § .
7 (O TR £ 3 -1 12
2 3 QBB e £ -1 21 1. e by ,
2 3 7 0 3 Ly« Ly— i“l 0 0 7 =1 | (
5 5 003 Ly = La =119 0 [ -1 3
(23 -1 i 2 2 3 =l i ]
0 0 [0 -1 3|Ly«Ly—3L 0 0 [ = 8 e Ly -21\
00 3 =1 1|Lege=Le=2L3{0 0 g [& -5
g0 2 =12 o0 0 il l
({2 3 "‘I ! 3 2 3 “'l I 2 IJI - ’,‘2 *211]
) 0 L' i "], soil 0 0 1 -1 3 f
o0 0 2 -8 o0 0 2 —8 Ly + Ly =35 L
0 0 0 0 0
2 3 =10 6 723 00 5
\ 0 0 0 2 -8 o0 0 2 -8
2x 4 3y =35
Le systéme (Ss) est équivalent au systéme { 7z = — 1. 1l admet donc pour
2t =—8
; 5 3
ensemblc de solutions : E—EA, A =1, —4), AeRy.
2x4+3y—z4+t=2
2. Considérons le systéme (S) : &t al i =4 :
2x+3y+2z =3
3 -1 1 2 —
[ 2 L e L,—-L, 2 3 =1 2
2 32 10 4 I ; f 0 5 wf 3
= — fiq— s
23 2032 2 oo 3 =1 1|
L2 3 00 /™70 1 =12
2 3 -1 12 2 3 -1 1 2
0 0 [ -1 2|Lye«Ly—=3L,[0 0 1 =1 2 I ‘_L_J_!
00 3 —1 1 |LgeLi=2L,|0 0 0 =g | =T R
\0 0 2 -1 2 00 0 1 -2
2 3 -1 1 2
0 0 1 -1 2
0 0 0 2 =5
1
0 0 0 -
0 > |

La derniére équation du systéme équivalent :

vérifiée. Le systéme (S,) n'a donc pas de solution.

0x + Oy + 0z + 0t =5~

n'est jamais
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: C jons linéaires 4 , ..
i énérales d'un systéme (S) de ncquation «p COnnye,
Reprenons les notations g
d ?é 0‘ rye - = T
Xy, X3, .y X, €N SUppoOsant d;;  cuccessives et par cllmmau_on des hgnr:.s dony loy,
° i un systéme impossible (systéme “’mtnani
f§ # 0), soit a un systéme (S") de , éq”aliuns
de la forme suivante -

Par des transformations élémentaire ik

les coefficients sont nuls, on se ramen ;ﬂ. o
. ol

une équation Ox; + Ox; + ... + 0x,

i pi , équivalent a (5) et
r<netr< p)a pinconnues, cqu i _ _ .
( r iére équation de (S’) est la premiere équation de (S) : dans cette CqQuatiop, le
e la premié

y Iinconnue x,;
. : ul est celui, a,,, de
premier coefficient non n . . non nul est cely:
« dans la deuxiéme équation de ('), le premier coefficient eluj dupe

i ] tel que 1 < j,;
Inconnue x;, dont le rang j, esl ' ) o
e dans la troisiéme équation de (S'), le premier coefficient non nul est cejy; d'upe

inconnue x;, dont le rang j; est tel que 1 < j, <Js; . fici
* ctainsi de suite jusqu'd la r-iéme équation dans laquelle le premier coefficient nop py

_ T e
est celui d’une inconnue x;, dont le rang j, est tel que 1 <j, <j3 <..<j, <.
Les inconnues x,, x,,, .., x, sont dites principales et les autres secondaires ou libres,

Le choix des inconnues principales dépend du systéme (S”), c’cst-a‘l-_dirc delafagon dontop
a transformé (S) pour obtenir (S’). Une autre suite de transformation de (S_J peut condyjre
a un systéme (S”) autre que () et par conséquent 4 un autre choix d’inconnueg

principales.
I n’y a donc pas unicité du choix des inconnues principales; par contre, on démontre, ¢t
nous I'admettrons, que leur nombre r, égal au nombre d’équations du systéme (S°), reste

invariable.
Cet entier r, intrinséquement lié au systéme (S), est appelé le rang de (S). A noter que ce rang
est inférieur ou égal au nombre d’équations et au nombre p d’inconnues du systéme (S).

Distinguons deux cas selon quer=pour<p,

o Premier cas : r = P
Toutes les inconnues x, , X2, «y X, SONt alors principales et |e systéme (S”) est de la forme :

A1Xy +8y%, + . ta,x,=b,

(8) A33X5 + ... + a’szp = b}

a - B
. appxp“bp

ou les coefficients a £ ’ ’
112 022, Oy, ., pp SONt non py|s.

Il est alors Immédiat que (§’), et donc (S)

systéme (S,) de Ja page 100) » POssede upe solution unique. (Clest le cas du

e Second cas: p <,

Il existe alors P — rinc
onn H 10
: oy ONNUES secondaireg. Sil'ond ¥ op ires des
valeurs arbitraires, |eg inconny Onne 3 ces inconnues secondaires

L L » E: eS prjnci L] - e . =
(5). On dit qu'il y 4 Indéterming jgy, d?tilrl;ls-:om alors déterminges par les r équations d¢
Le systéme (S") et, par consé )
2 i quent, | : %
cas du systéme (S;) de la page 103?)' steme (s) POssede une infinjté ge solutions (c'est l¢
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REMARQUES :

jue p > nadmel au moins un(:
possible cl son rang. » est IL
Ire p — ret, par suile, infinité

1. Un systéme homogéne de n équations linéaires 4 p inconnues tel ¢
solution autre que la solution banale. En cffet, le systéme n'est pas im
quer < n < p.llenrésultep — r > 0. 1y 2 done indélermination drorc
de solutions.

: ; EPREEY 1} sventucllement que p
2. Superposition de solutions. Soit (S) ct () deux systémes qui ne dilférent cventt
les coefllicients des seconds membres :

ir

e = h’
”].-\‘] 4+ 4 ﬂ“,x‘" = hl ﬂ'“.\-| e | ”I;r’xﬂ ] 1
: ‘ . 4+ apx, = bj.
anxy + .. +aux, =bh el apnx; 4. tr%p =
. % N b
t'i',,,;\', + + ""J'xi" = b“ Xy o + ”npxp n

. ; ; s (S7), alors (¢; + €}, €2 + €y oy
Si(¢g, ¢34 oy c,) est solution de (S) et (¢}, €3, vy ¢;) est solution de (S57), alors (¢ i
¢, + ¢,) est solution du systéme :

' ]
ﬂ][.\'l + .. + ”lj”'\'-.l" = bl + b]
et . ;
anxy + . +a,x, =b + b

’
@y Xy + ..+ ay,x, =b, + b,

B Exercices résolus
Résoudre les systémes suivants et préciser éventuellement leur rang.
Xp+3x; —2x34+ x4+ x5=1
L (S7) § x; 4+ 3x; — x3 4+ 3x, + 2x5 = 3.
Xy +3x; — X3+ 3xg +4x5 =4

Mm 3 -21 11 f1 3-=2F 1 1
L, & By —&
] =1 853 LZ::L’_L‘ 00 @2 3B Dy
'3 —1344)7 2700 12 33
I
1 3 —21 1 1 L24—L2—~§[L3(l S =5 0 2
00 1 21 2 3| L
0 0 0021Lt+—L1-%L300 '205 | 2
00 00 2 |
7
1 30 50 =
2
3
001 2@ <
2
0000 2 |
7
xt+3x2+5x4=5
Le systéme (S,) est équivalent au systéme de rang 3 : 3
.\'3+2X4=_
2
2XS=I.

L]
L'ensemble de ses solutions, obtenu a partir des inconnues principales x,, x5, X5 est :

7 3 1
{ (; — 32— 5u, 2, 3~ 2u, 1, E), AeR, ;JEIR}.

“
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% (5) {"" + 3 — X3 F 3.\.'4 + ._\;;:,2
Xy +3x; =3 — Xg
T 5 o T L, « L, — L,
L3 -1 3230
i 11 I 3 =2 1 § j
3% 1 (3T
00 —1 -2 —1 1

Le systéme (Sg) n'a pas de solution puisqu'il est équivalent a un systéme contenan
l‘équhtion Ox; + 0x; 4 Oxy + Ox, + Oxg = 3.

® Exercices d'application

6. On considére le systéme (S) : 8. On considére dans Je plan 2 muni dun
ax + by = ¢ repére (O, i, ;) les trois droites d’équations
, , respectives -
{u'.\‘ +b'y=¢". p

; . 2y - g R B .
On suppose a 5 0. Résoudre et discuter (S) par X+y=a, 3x y=b x-2=¢
la méthode du pivot. On montrera notamment . ) )
que (§) posséde un couple solution et un sey] si,| A quelle condition nécessaijre et suffisante ces

et seulement si, ab’ — pg* + (), trois droites sont-elles concourantes?
7. On considére le systéme () : ,
B p e s 9. Démontrer quj] existe une fonction poly-
e nome [ telle que, pour tout réel x -
X+ y+ oz=_ 5
X+ 2% +az= p. =X~ 41 - 3%)"(x) + f(x) 1
. = o el e 2o + 1.
Ou a et b sont des réels donnés, 4x 6x* — 22x

Résoudre (8) pPar la méthode gy,

: Ivot et djs
suvant les valeurs de 4 et b, d discuter

(On déterminera le de

: : ra
; : grede uis on calcule
ses coemments.) J:p
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Ponie vont entier mitieel o, on e I Vol des Seediin g gilines o de |
) ; Liifa (M
Vo fIN) = g | dgh L tty #0000 ity -ty w0 (01 [) phedn pipeprcths pd it dipifs ¢
yoetion pdhimina e
el i e
iitens pitible

NL TS T el fonix s 1170 1 1l din {,H_'”J.”l / p]i .H" il HU]‘T,- ity / eyl fi Peiti
PO ol pfel &, vy -

i) Enimier PP e deip e, et 11
I Dfmontrer g tont St e 1 vdetfue 11 T
O it ot iment do 1 vrifio 1 Démotsen it v oal dv e g bt E00ment o

Py (ol eron T fone o déeivie de )

) Comelure on momgant un Hidorime,
O o dddidve e tont dmens | e By w'%enlt deomantore iligie aois fit [ist e

¥ bss it b iy B Aok N
Toute fonetlon polyndime £ st dite de deged st | nppattiont & 1, 6t s wtoti cemftinstil o, 1iest gras
il
o panetes 000 LEE sadvanton siont Diddpendiant e,

Paitio |
1) Ddmonteer qu'tl existe me untgie foethon polyubme | de degré 2 1elle gue [0y < O et telle gue,
ponr Lot réel v fix)— fle 1)y=x (1)

hy Lovtre dealltd (1) pour x = 1, % = 2, 00 0 = #0 el afoiider semhee a membre les n égalités aing
obtenies, En dddulre une ex pressdon slmple de i somme 8, des entiers 1, 2, .., 1.
2 Démontrer gu 't extste wne fonctlon polyndme | de degred 3, et une senle, telle gue ((G) = O et telle

e, ot ol tdel 0 f() o fie 1) =
L dddutee nne oxpresston stmple de S, < 124 224 ., 4w,

£ Lrowver une expression stmple de Ta somme 83 =14 20 4 .4 n',
Vérifier que 8, = 87

Partio 1
A toute fonctlon polyndme [, dlément de Py, on assocle la fonctlon 1 défimie par
I'(x) = XL () 4 (et 2)f(x),
o e est wn eéel donné et [ la fonetlon dérlvie de |,
1" Démontrer que I est une fonctlon polyndme, A quelle condition 1V est=elle Hément de Py, quel que
solt !
™ La conditton précédente étant réallsée, démontrer que Uapplicatlon g ; f v F est une bijection

s
de Pyosur Py,
Partio 1

A toute fonction polynime [ & x v ax? 4 bx + ¢, élément de
Fx) = 2(x 4 1)f(x) = (x* = 1}/ (x),

y , on assocte la fonction F définie par

ot [ est la fonetion dérivée de f. P T——

¢ d g Slémes id . n nole
1° Démontrer que Uapplicatton F assoclée d toul Hement [ de Py est un élément de Py
Uapplication de Py dans Py 2 [ v I,
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g jne. i1 él{zm(r”‘ul\, . {fp P J
i de Iy, Déterminer le s ” .
Hement donne d€ 13

g flx oy un
20 Solt g2 x = ax? A fix A

olf) = . nfiliarai 2.4 9% 4 |
sxaminer les deux cas partle 22 4 3x+ 1 et glx) = —X% Is il existe un réol
flx) = & RA 1 P pour lesquels il exis reel ) g Gue
he d déterminer les éléments [, non nuls, de F P

I On cherche da déiert ' .

O d : M on gx;,&'i(,’- , z Ninda 5 -
() = 4f. 24 by | ¢ une telle fonetion, 8 il ) de trois équations linéaires a trois InConnye,
200t ) . X l;f : (f) = Af par un systeme (s
a) Traduire la condition ¢, -

a, b, e

: (rC1Uss. | bleme ai
. . shode du pivol de t uffisante pour que le probleme iy
b) Transformer (S) par la méthode p’ est nécessaire el suffi

' { y es trois valeurs.
€)M Dk itk [ pdpilon ’lf 2 1’2 ;.f?r;rs' correspondant d chacune de ¢

ins. Déterminer les sol !
solutfon an moins. Détermine

NVEXE
OPTIMISATION DE ax-+ 4y DANS UN DOMAINE co

Rappels : trémités deux poj
, ant pour ex Points
1° Une partie 4 du plan # cst dite convexe si tout segment ayant p
C pd ; "
quelconques de A cst inclus dans 4.

- int My(xo, yo) i la droite g
2° Le plan 2 étant muni d'un repére orthonormal, l'dl distance du po o(¥0, Yo
il i 4 et
d'¢quation ax -+ by + ¢ = 0 est donnée par la formu

laxo + byo + ¢l
dMy, B) = ————.

J& + b
Soit D I'ensemble des couples (x, y) de R* vérifiant les conditions
xz20, y=0
x+2y<42
x+ y<22
2x+ <26
x+ yg<32
4x + y < 40.

Si,dans le plan 2 muni d'un repére or( honormal (0, i, j), on représente chaque élément (x, y)de R? par
le point M de coordonnées (x, y), ensemble D serq représenté par le domaine 4, intersection des sept

demi-plans respectivement définis par les conditions (). Comme tout demi-plan est convexe et que toute
intersection de parties convexes esl convexe, A est convexe.

I" Dessiner le domaine A (prendre lill =il = 0,5 cm)
Onnote O, M, M,, My, M, Mg, M, les sommets, (x,
points M de maniére que x,
On désigne par F I'ensemble
(F est inclus dans 4),

»puis caleuler les coordonnées de ses sommets.
» ¥ les coordonnées de M, et on numerote les
S X< Xy <Xy < Xy < Xg.

des points M sityues sur la ligne polygonale OM M, M ;M M ;M0

2° Soit a et b deux réels positifs non nuls fixés, et sois [ lapplication de 4 dans R, qui d tout point
M(x, y) de 4 associe SIM) =ax + by.
Le but du probléme est de chercher une mé; hode rapide de détermination d'un point R de A pour lequel
J est maximale : ¥ M €4, f(M) < [(R).

On note S I'ensemble des Points R répondan; 4 la question.
a) Pour tout point M de

i 4, interpréter J(M) d l'aide go la distance 8(M) du point M & la droite 9
d'équation ax + by = 0.
b) Démontrer que tout point M de 4 hon situé sur F na

<) Démontrer que si un point M de § appartient g M, M

Prartient pas a . En déduire que S F.
de S, En déduire que si § n'esq Pas vide,

] i+1[, alors Miet M, 1 Sont aussi éléments
' alors il existe a
d) Soit M; un sommer re] que f(M

; U Moins un somme; M ; appartenant a S.
; J) Soit le plyg grand d
S(Mg). Démontrer que M

; 1 9ppartient g §. e reely fm,y), f(M),), f(M3y), fM,), (M),
¢) Monirer que si fiM,)'< § (M,). alors M, o5 élément de §
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4/ Systémes linéaires

" o | ; ; i sommel tel que
1) Montrer que M est élément de S si, pour j = 1 etj<6, M,estut

f(M) > f(My_y) et f(My) = (M)

g) Montrer que si f(Ms) < (M), alors M est élément de S. me posé,

g s ; 5 ) iru

3° En partant du point M, décrire une méthode permettant d'obten i
: g , : n e

parmi les sommets, et ce sans considérer nécessairement tous les so!

Imaginer un programme permelfant d'obtenir un sommel solution.

Réponse (SHARP EL-5050) /

mode programme

ne solution at problé

AER

MAXIMUM titre du programme

[enr ] enregistrement du ttre

I — ; " ez>a

(i (v} 2 (371 a expression conditionnell procédure
TIVSO 27T (e (=Y séquence exécutee s 2 >a principale
e N R S L séquence exécutée s1 2 <a

{sus ] sous-programme 1

VAR | z ivar| 900 VAR | X

a2 [=] B ] S calcul de z = 900x + 400y

{van] 400 [x ] [wan]y

isuB | sous-programme 2

—_———

[VAR] z VAR ] A place z dans la mémoire A

[VAR] x {VAR ] B[] place x dans la mémoire B

fvaRl y [VAR] c place y dans la mémoire C

[suB | sous-programme 3

a] B[] C
et ] fin et enregistrement du programme

On met ensuite la SHARP EL-5050 en mode calcul (mode COMP), et a 'aide de la touche [tmie], on
cherche le programme MAXIMUM. Puis, on entre les données aprés avoir vidé la mémoire A :

0 A vide la mémoire A
X entrée de I'abscisse
y entrée de 'ordonnée
A entrée de a

affiche successivement f(M), X, ya pour le sommet M qui,

a ce stade de I'exécution, réalise le maximum de f

Lorsque les points sont pris au hasard, la solution est obtenue a I'issue des n opérations d'entrée de

leurs coordonnees.
Lorsqu'ils sont classés par ordre d’abscisses croissantes, la solu
répétition des résultats affichés.

tion est atteinte dés quil y a

4° Appliquer ce programme au cas particulier : f(M) = 900x + 400y.

Donner également une solution graphique.
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4/ Systémes linéaires

ORGANIGRAMME DE LA METHODE DU PIVOT DE GAUSS
POUR UN SYSTEME DE » EQUATIONS LINEAIRES A 7 INCONNUES

Les seconds membres b,, b,, ..., b, sont NOES A1+ 1y Gzt 12 Gnnt1: .
v g ; i s A ; i lu 3
Pour minimiser I'erreur d’arrondi, on choisit a chaque etape le pivot de plus grande valey, absoly,

Un systéme est dit singulier s'il n’a pas de solution ou s'il en a une infinité.

ﬂu
1<i<n
I1<jsn+1

k-k+1 P=a,

échange .
1 L s systeme ;
ioj  Gij inguli
Gadip singulier

k<j<n+1

(=1 ESE
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fténondie les nyntémen ('

‘l | -il .L‘ e fl
=2yt 2=

rl\ J"l'i E !;

.l| | ‘J“I

.‘lj | -"‘J"_ "

'I\I I ‘_l—_ I;

Xy r‘.\_] Ny X =
LN ':"J | Y L
\I J‘: I ".1 5.\4
% b %= Dxy =
:'_\1 | .\;"2.\'1"]
Xp+ Xt Xy=3
\| | 2.\'3 o ]\] - 1:

X 2.‘; .’l.\._l, | 2.\:4
2.\'1 | 5,\'1 — H‘,\'_] |- f!.t,,

- 5

EXERCICES ET

Countions suivints ¢

|
|

-2
::'.S
=4;

=-—3
=—6;

+ x5=0
4 Ixs=D
+ 9.‘(5:0
+2?x5=0
+ 81xs=0:

ant les valeurs de « les systémes

3.\'] -t '1\2 — 5.\‘.1 'l' 2.\'.1
X+2p422m2
w JIX =2~ 2m=5
D Yox—Sy+3zem—4
N+4p+6:=0:
“‘1 ‘* S\’z “l‘ 4XJ ) ]3X4 = 3
g 44X, +4x, + 0x3 — 8Bx, =5
2%+ 234 3x3— dx,=1;
:'l.,\'] - X;+ X3y — Xa
Jli:l 2.\:] e x; o 3X4
3'\'1 oy -‘:_‘; + x.,_
2-\:| + 2‘1 = 2.\‘3 + SX4
.‘1_2.Y2+_TJ— X4+ x5=0
'-) 2-\‘| + .\-2 " X_v, + 2.‘(4 - 3)(5 = 0
I =20 —xy+ x,=2x,=0
2X; = 5x3 + X3 — 2x, + 2% =0
[Yi+ X+ x4+ x,
_ Ny =X, + 2x, — 2x4
DXt x4+ 4+ 4,
Y1 —xX2 4+ 8xy— 8x,
Y1+ X3 + 16x, + 16x,
”-_ Résoudre suijy
suivants -
Xt ¥+ T
VY Xtap+ =
X4 Yt oz
b] -\'1+ x2+1x3=a1

X, + ax, + Xy= ay
u'xl + t1+ xs ={13

L]

e

PROBLEMES

12, a, b, ¢ désignant des réels distincts deux @ deux.
résoumdre ;
J’ x+ay +a*z =10
x4 by +h*z2=0
l, x+cy +c*z=0.
13. g el b étant des réels distinets et differents de 1.
résoudre
J x+ y+ z=1
ax + by + cz=d
t a*x + b2y + *z = d7,
ou d est un récl donné.
14. Déterminer le réel /. pour que les systemes suivants
aient au moins une solution et les résoudre :
2x, — Xo+ X3+ XxX4=1
a) Xy +2x,— X3+ 4x,=12
Xy 4 Txy —4x3 + llxy =73

Xy + X, =1
b) 2x; + 3x3 =3
3x, + x3=4.

15. Trouver une condition nécessaire et suffisante
portant sur les réels a, b, ¢, d pour que le systéme suivant
ait au moins une solution :
x+2y+2z=a
‘ 2Xx— y+ z=
X+ y— z=¢
l x—3y—=5z=d.

16. I° a,, %2, %3 €tant des réels distincts deux Adeux et
Ay, Ay, Ay des réels quelconques, montrer que le systéme

suivant a une solution unique :
xl + qlxz + 1%x3 = j‘]
xl + azxz + dé.’c} = .;.2
xl + X3X, + fx%x:, = }-..3.

Le plan étant rapporté a un re
une par'abole et une seule, d’axe paralléle a 'axe des
o,rdon{lecs, passant par trois points non alignés et
d’abscisses distinctes deux a deux.

. Montrer qu'une fonction polynéme de degré inférieur
ou egal 4 3 est déterminée, de maniére unique, par les

;aleurs qu'elle prend en quatre réels distincts deux a
eux.

pere, en déduire qu'il existe

7. Pour seR fixé, résoudre le systéme a S équations,
d'inconnue (x, y, z, t, u)e R® :

—sx+ ¥ =0
x—sy+z =0
y—sz+t =0
z—st+u =0

t—su=0.

A quelle condition, portant sur s, ce sys:éme admet-il une
autre solution que ’¢lément nul de R>?
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18. Démontrer qu'il existe une fonction polynome
unique f telle que, pour tout réel x :

J"(x) + 3f7(x) —4f(x) = 8x* — 2x* 4+ 4x — 6.

(On déterminera le degré, puis les coefficients de [.)

19', Soit a et b deux nombres réels; on considére le
systeme suivant d’inconnue (x, y, z)e R* :

ax 4+2z=2
(S) § Sx+2y =1
x—=2y+bz=13.

1° Comment faut-il choisir a et b pour que (S) ait un seul
triplet solution?

Lorsque a et b sont ainsi choisis; calculer la solution.
2 Lorsque la condition du J° n'est pas réalisée, quelles
sont les valeurs de a et b pour lesquelles (S) admet au
moins une solution?

Lorsque a et b ont ces valeurs, déterminer les solutions de
(S).

3* Que se passe-t-il lorsque a =4 et b = 37

20. J° Déterminer une fonction polynome f de degré 2
telle que f(0) = O et telle que, pour tout réel x :

flx)— f(x—2)=x.
En déduire les sommes :
A=2+4+6+..+2n,
B=1+3+5+..+2n—1
2 Retrouver ces résultats a I'aide de I'égalité (admisc)

nin+1)
Ynel®*, 14+2+4.4+n=- =

21. /1® Déterminer une fonction polynome f de degré 3
telle que f(0) = 0 et telle que, pour tout récl x :

f(x) = flx —2) = x2
En déduire les sommes :
A =21 44" 4+ .. +(2nP,
B=124+3 4+ _.+(2n~-1)y>
> Retrouver ces résultats a aide de égalité (admise)
i nin+ 1)(2n + 1)

neN®, 124224 . 4n -
3

ux réels; on considere le systeme (S) (e

oit a et b deux ree
22. 3 trois inconnues :

trois équatiOﬂS a
x+ ay+ a’z=1

(S) x+ ay+ abz=a
bx + a*y + a*bz = a*h.

/o Aquelle condition, portant sura et.b., le ﬁyslémc (S) a-
i-il un seul triplet solution. Cette condition étant vérifige,

calculer cette solutiop. , -
20 Résoudre le systeme (S) lorsque la condition dy

J° nlest pas vérifiée.

23. Le plan # cst muni d’un repére (O, i /). Soit f
Papplication de Z dans Z qui, 4 toul point M de
coordonnées (x, y), associe le point M de coordonnées

(x’, y') telles que :

2,5 2
= — = X4 =-)y— =
pE=gs g g
1° Démontrer que S est bijective et définir analytique-
ment la bijection réciproque f . _
2* Déterminer I'ensemble .7 des points invariants par /.
3° Démontrer que le vecteur MM’ reste colinéaire a un
vecteur fixe u dont on précisera les coordonnées.
4° Soit t un réel différent de 1. Calculer en fonction de et
des coordonnées (x, y) de M, les coordonnées du
barycentre G des points pondérés M(— 1) et M'(1).
Montrer que I'on peut choisir ¢ de maniére que, quel que
soit M, G soit invariant par f. En déduire unc définition
geometrique simple de I'application f.

24. Dans le plan # rapporté i un repére (0, i, j), on
considere les droites & et 9’ d’équations respectives :

x=2y+3=0 e 2x—y—4=0.

1" Montrer que 7 et 7 sont concourantes en un point
;; l.’t:)n ne demande pas les coordonnées de A.)
* Pour tout couple (4, y) de réels non tous nuls,
demontrer que la droite d’¢qguation :
Mx =2y 43) 4 pu(2x — y— 4) =0
passc par A.
3 Soit B le point de coordonnées (— 7, 5). Déterminer

unc cquation cartésienne de la droite (48) en effectuant
le minimum de calculs,
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| — POINTS ET VECTEURS

~ PROJECTIONS -
CARACTERISATIONS
DES DROITES ET PLANS

Le but de ce premier chapitre de géométrie est de revoir et de prolonger des notions et des
résultats étudiés en Premiére, et qu'il est indispensable de bien maitriser : projections,
caractérisations vectoriclle et analytique des droitcs et plans.

Dans chaque paragraphe on trouvera, aprés quelques brefs rappels et compléments, de
nombreuses activités se rapportant aux propriétés évoquees, et qui seront aussi l'occasion
de rafraichir et d’affermir des connaissances acquises dans les classes antérieures.
C'est ainsi que des notions essentielles, en principe connues, seront abordées et/ou
utilisées, sans faire 'objet de rappels particuliers :

o repéres, bases, coordonnées, dans le plan et I'espace;

e produit scalaire, orthogonalité, bases et reperes orthonormaux;

e iranslations, homothéties, etc, ...

En cas de besoin le lecteur se rapportera a la nouvelle édition de 'ouvrage de Premicre S
et E publiée dans la méme collection.

En géomeétrie plane, on a défini 4 partir des bipoints du plan 2, le plan vectoriel ¥ :
ensemble des vecteurs de 2 muni de I'addition de deux vecteurs et du produit d’un vecteur
par un reéel.

L’intérét du plan vectoriel ¥~ tient a lefficacité de Poutil vectoriel, que I'on peut utiliser
pour étudier la plupart des notions rencontrées, comme pour traiter la plupart des
démonstrations. Les vecteurs présentent en effet cet avantage sur les points qu’on peut les
additionner et les multiplier par des réels: clest ce qui explique la puissance et les
performances des méthodes vectorielles.

De plus, n'oublions pas qu'en géométrie analytique les coordonr@i d’un point M qfnls un
repeére (O, ?,;] ne sont autres que les coordonnees du vecteur OM dans la base (i, j) du

plan vectoriel 7.
1l est donc indispensable de bien maitriser les mécanismes qui permettent le va-et-vient,
permanent €n géométrie, entre les points de 2 et les vecteurs de 7.
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114 5/ Projections — Caractérisations des o

mplement assurée par I'applicatig,

: teurs cst si .
En fait la correspondance points/vec ccteur AB, et par les deux Propriétag

(A, B) ~ AB qui, & tout bip:oin{ (A,.B) associc le v
fondamentales de celte application : .
1. Pour tout point O et pour tout vecteur #, gyt i o
2. Quels que soient les trois points 4, B, C: AB +

> 3
s ométri ‘espace, associent I'espace @ o
Ce sont les mémes propriétés qui, en géometrie dans l'espace,

il existe un point M unique tel que OMf < ;

I'espace vectoriel %" des vecteurs de l'espace.

les d’utilisation de I'oytj]
G meom . s, donnent des exemples - .
Les activités suivantes, indépendantes, : certaines ques
vectoriel pour démontrer des propriétés d’'une configuration et traiter nestions

1. Soit A, A', B, B quatre points de I'espace et soit I et J les milieux respectifs de (A, A') ¢t
(B, B).

1° Démontrer que AB + A'B" =21J. ‘ ?

2° A quelle condition, nécessaire et suffisante, les points I et J sont-ils confondus;

3° Démontrer que si ABCD et A’B'C’D’ sont deux parallélogrammes, les milieux respectifs
LI, J, K, L des bipoints (4, A’), (B, B), (C, C) et (D,D) sont les sommets d'yn
parallélogramme.

2. Soit quatre points A, B, C, D du plan2. A tout réel t on associe les points M et N tels que :
AM = tAB et DN = tDC.

1° Démontrer que MN = IEE+ (1 — {}E

2° On suppose d@ma:‘s que BC = 34D et on note AD = a. Exprimer le vecteur MN en
fonction de t et AD, puis la distance MN en fonction de ¢ ot

3% a) Pour quelle valeur de t a-t-on M — N?
b) Représenter graphiquement la fonction fit— MN (aest fixé).

¢) Résoudre I'équation St = —;-’ a.

les milieyx respectifs de (B, C),(C, A)et (A, B). Soit M
- »Jy Kles symétrigues respectifs de M, par rapporta A’, B,

1° Démontrer que IJ = ?B_Z IR = Eg KI =

En déduire que les triangles ABC et [JK sont q
précisera le centre.

AC.

8s0ciés dans yne symétrie centrale dont on

. coplanaires e l'e
() respectivement ey, A, B

Unréel k, non ny] et différent de 1, étant donng

direction coupent

opace &. Trois plans P, 9, B de méme
IO

CaPena p o

uniques, tels que : J4 — k}‘g;, TE 7 k_cﬁ ji’;gt!rerqu il existe trois points1,J, K,

2° Démontrer quelj<_1 — Y s

R l_k(AB~kAB)ezquefK=-=__l (AC — ka'C)
Iv?njffjmre:gge les poines I, J, K sont alignés. (Dapre ' I —k !
8i AC = IAB, alOI'S A0 IA‘-——-HB'-} . apres le theor

—\\
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| — PROJECTIONS

PROJECTIONS PONCTUELLES

Rappelons :

que la direction ¢’ .

5 ; une dro s )

qu'en consequence, deux droites ont ite 9 est I'ensemble des droites paralléles & 9, et
)

) i . : E
sont pas, paralléles. ou n’ont pas, la méme direction si elles sont, ou ne

De méme, la direction 4’

un pl 3
plans ont, ou n’ont S plan 2 est 'ensemble des plans paralléles & 2, et donc deux

la ~ . - ye
méme direction s'ils sont, ou ne sont pas, paralléles.

Il existe un ; -
e droite uniqu
. - e, ouun ; . . , )
donné. plan unique, de direction donnée et passant par un point

Soit d une directi :
on de droites et p une directi
de plans. p une direction

Si une droite_ 9 de direction d est paralléle a un
p!an Eﬁ’ de direction p, tout autre droite 2’ de
direction d est paralléle a tout autre plan 2’ de

direction p (figure 1).
On dit alors que les directions d et p sont %

paralléles, et I'on écrit : d // p.

Figure 1

Projeciien sur une droite suivant une direction de droite

Soit, dans le plan 2, une droite @ de direction d, et une direction de droite 8, distincte de d.
Pour tout point M du plan 2 la droite de direction o ,
passant par M coupe 9 en un point M’ appelé projeté /
de M sur & suivant la direction & (figure 2). 'f’
L anatication de 2 dans 2 qui a tout point M associe
smf 'pr-',\j;:ic’: M est la projection sur 9 suivant la

direction é.
: ; (o -
La projection sur une droite @ suivant la direction M /

orthogonale 8 & est la

0

|
I
!
I
4
)

projection orthogonale sur Z.

Projection sur un plan suivant uné direction de droite

space &, et unc droite : \
paralléle 2. Par tout Dy
une droite Py, €t une ‘
figure 3); cetle droite

Soit un plan 2 de I'e
de direction d, non
point M d¢ & il passe
seule, de direction d (
coupe Z en un point M".

jvant la dir
i rojeté de M, Ja droite Zu 7 \

menta <,
Le point M'estlep

j de M.
est la projetanté |
n sur un plan suivant la

droite orthogonale 4 Pestla Figure 3
ale sur Z-

La projectio
direction de
projection orthogon
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; . . lan
Projection sur une droite suivant uné direction de p

: X
Soit un plan 2 de direction p, ¢t une droite 9 \
secante avec 2. M’
‘-l M
Pt \

Par tout point M de l'espace 1l passe un
plan 2,,, et un seul, de direction p; c¢ plan
coupe & en un point M’ (figure 4).

L’application de & dans 2, qui 4 tout point M
associc le point M’ ainsi obtenu, est appelee

projection sur la droite @ parallélement au
plan 2 (ou suivant la direction de plan p). Le
point M’ est le projeté de M, le plan %, st le
Ca \
\s

plan projetant du point M.

La projection sur une droite & suivant la
direction de plan orthogonale 4 2 est la .
projection orthogonale sur 9. igure 4

PROPRIETES DES PROJECTIONS PONCTUELLES

On démontre, en utilisant le théoréme de Thalés dans le plan ou dans I'espace, que toute
projection ponctuelle vérifie la propriété suivante :

Trois points alignés A, B, C tels que AC = tAB ont pour projetés respectifs trois points
A, B, C’ tels que A'C’' =14'B’".

Il en résulte que le projeté I’ du milieu I d’un bipoint {A, B) est le milieu du
bipoint (A4’, B’), projeté de (A, B).
Conséquence :

Considérons un  parallélogramme
ABCD; les bipoints (4, C) et (B, D) ont
méme milieu I. Soit A, B’, C’, D', I' les \

projetés respectifs des points A, B, C, D, \ [
1. _ \ /
Le point I’ étant le milieu de (4°, C') et
de (B, D’), le quadrilatére A'B'C’D’ est
un parallélogramme. G

o s : \ ¥ )
Le projeté d’un parallélogramme est un \ m c’
1

parallélogramme. P, T 1

C
\
\
\

La figure 5 illustre cette propriété dans le p B
cas d’une projection sur un plan suivant
une direction de droite. Figure 5

A noter que lorsque la direction d est paralléle a celle duplan(4BCD),le parallélogramme
A’B'C’D’ est aplati. Dans le cas d’unc projection sur une drojte. :
A'B'C'D’ est évidemment toujours aplati. ® GrolteTe paraliclogrimme

PROJECTION VECTORIELLE ASSOCIEE A UNE PROJECTION PONCTUELLE

Définition

Soit p une projection ponctuelle,

Pour tout vecteur u, considérons un bipoint (4, B) tel que AB =i et son projeté
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(A’, B’). Pour tout autre bipoint (C, D),
de projeté (C’, D’), tel que CD =i
ABCD est un parallélogramme et il en esi’;
flonc de méme de A'B’C’D’. (La figure 6
illustre cette situation dans le cas ot p est
dans le plan 2, la projection sur unc:

droite 9 parallélement a une direction
de droite §.)

Par suite : A'B’ = C'D". 2 |
Il'en résulte que le vecteur #' = A’B’ ne j é’ E; Dj
dépend pas du choix de (4, B): &' ne

Figure 6

dépend que du vecteur u (et bien siir de la projection p considérée).

DEFINITION 1

0|3 aplfelle projection vectorielle associée 2 une projection ponctuelle p, Papplication ©
qui, a tout vecteur u, fait correspondre le  vecteur # ainsi défini:

si (4, B) est un bipoint tel que AB = i, et si (4', B) est le projeté de (4, B), alors
i =A'B.

1] résulte de la définition de la projection vectorielle © que, pour tout bipoint (4, B) de

Py

projeté (4’, B'), ona: n(AB) = A'B’.

une projection sur une droite suivant une direction de

iel ¥~ des vecteurs de 2 dans lui-méme.
ou un plan, suivant une direction de plan, ou

des vecteurs de I'espace dans lui-méme.

REMARGUE : Si p est, dans le plan 2,
droite, n est ung application du plan vector
Pespace &, une projection sur une droite,

Si pesi, dans!
de droite, x est une application de I'espace vectoriel #°

[ indarité d'une projection vectorielle

Soit p utie projection ponctuelle et soit 7 sa projection vectorielle associce.
1. Pour tout couple (, v) de vecteurs, considérons trois points 4, B, C tels que AB = tiet

BC = b, et leurs projetés respectifs fl_’_ff & Onas
. d’une part : (i + V) = n(AC)=A'C, -

o d’autre part : 2(i) + n(d) = 1B +BC =AC".
1l sensuit : 7 + 9) = (i) + 7 (o). -

x vérifie donc 1a proprieté :

La projection vectorielle
s est la somme des images des deux

e la somme de deux vecteur
érons trois points 4, B, C tels que

tout réel t, consid
tés respectifs A’ B, C’ sont tels que A'C' =tA'B".
tn(u) = tn(AB) = tA’B’.

L’image d vecteurs.
2. Pour tout vecteur u et pour
AB=uet AC= tii; leurs proje
On a, d’'une part : n(@ = n(ﬁ) = E’—(::’, et, d’autre part
Il s’ensuit : n(tit) = tn(t).

ne seconde propriété veri
uit d’un vecteur par un reel

fiée par la projection vectorielle 7 :

le produit, par le méme réel, de PPimage du

D'oll U
est

L’image du prod
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APPLICATIONS LINEAIRES

Les deux propriétés que I'on vient de fiémo_mr.er
présentent un tel intérét que cela conduit a distinguer

pour toute projection vectorielle
les applications qui les vérifient,

———

DEFINITION 2

: ’ ctoriel %", dans luij-
On dit qu’une application ¢ du plan vectoriel 7, ou de I'espace v 2 I

méme est linéaire si elle vérifie les deux propriétés :
1. Quels que soient les vecteurs i, b : (i + U} = o@) + o)

2. Quels que soient le réel ¢ et le vecteur u:@(te) = 1 ().

ESRUNERNS PR SENER S S ——

Lnt

Exemples

1. La projection vectorielle 7 associée a toute projection ponctuelle p est une application

linéaire.

méme vecteur u, est linéaire.
1l en est de méme de I'application de %" dans ¥~ qui, a tout vecteur u, associe le vecteur

nul 0.
3. Toutes les applications du plan vectoriel 77, ou de 'espace vectoriel #7, dans lui-méme
ne sont évidemment pas linéaires. Cest ainsi quun vecteur a non r:mf e_tant donné,
I'application qui, & tout vecteur i, associe le vecteur u + a, n’est pas linéaire.
Propriétés d'une application linéaire
Soit @ une application linéaire de ¥~ dans ¥7, ou de #~ dans %",
1. Pour tout vecteur # on a, ¢ étant linéaire : (i) = ¢(i + 0) = (1) + ¢(0).
Si on ajoute le vecteur — @(u) aux deux membres de 'égalité (i) + @(0) = (i), on
obtient : p(0) = 0.
L’image du vecteur nul par une application lindaire esi e vecteur nul.
2. Soit x et y, deux réels et soit u et ¢ deux vecteurs.
Comme l'application ¢ est linéaire, on a :
. (lo(x"f + VE) = {P{XE) + {P{J'E)a (P{'J\.I_j} = .T'CI‘B(I_;}, q]{_'lﬁ) = }J(P(a,
dou : o(xu + yv) = x(u) + ye(D).
Si on fait x = 1 et y = — 1 dans I'égalité précédente, on obtient
el —0) = (i) — p(v).
Si on fait & = 0 dans cette derniére égalité on obtient -

@(=1) = — ().

Nous retiendrons : = = -
o(xu + yv) = xp(u) + yo(v)

o(u —v) = (@) — o(v)
(=) = — p(v)

3. Légalité o(xu + yv) = xo(1) + yo(0) se généralise par récurrence :
Quels que soient les réels x,, x,, ..., x, et les vecteurs Byl B
g reey My .

o(x ey + x,u; + ot Xl,) = x0(u,) + X,0(u) + ... + x,0(u,).
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Pour défin; iecti z
démontrc:guljxpgsotjif-,tmn \’lt.?CIDII‘IeUt.} 7 associée 4 une projection ponctuelle p et pour
. »- © application linéaire, on g’est uniquement appuyé sur la propriété
Trois poin A T .

points 4, B, C tels que AC = tAB ont pour Images respectives trois points 4, B, C’
tels que 4'C* — tA’'B’.

nsuit qu’s - : n
uit qu’a toute application S duplan 2, ou de Pespace &, dans Jui-méme vérifiant

Ils%

cette iété ; -pian £ : rifi:
PTOPrICLE, on peut appliquer la méme démarche, et donc associer 4 f une application

vectorielle ¢,

L’i kS 5 -+ - . ) ; : ]
rage par o d'un vecteur i quelconque est le vecteur i ainsi defini : si 4 et B sont deux

]}J}Ol]‘lts tels que AB.= i et si A" et B’ sont leurs images respectives par f, alors #' = A’B".
€ plus cette application ® est linéaire.

On trouvera dans les activités suivantes des exemples de telles applications, dites affines,
et de leurs applications vectorielles associées.

1. Translations.

I1° Rappeler la définition de la translation de vecteur u.

2° Pour tout bipoint (A, B) d’image (A’, B') par t, comparer les vecteurs AB et A'B’,

3° En déduire que la translation t est une application affine et reconnaitre son application
vectorielle associde.

2. Homothéties

I° Rappeler la définition de I'homothétie h de centre O et de rapport k (k réel non nul).
2° Pour tout bipoint {4, B} d'image (A’, B’) par h, comparer les vecteurs AB et A'B".

3° En déduire que I'homothétie h est une application affine et définir son application
vectorielle assozide . On dit que @ est 'homothétie vectorielle de rapport k. Vérifier la

linéarité de ¢.

3. Symétrie axiale plane
Soit une droite % de direction d ct une direction de droite 6 distincte de 4.

A tout point M du plan, on peut associer le point M,

projeté de M sur & suivant la direction 4, puis le (?),: i

point M’ tel que M, M’"= — MM, c’est-i-dire tel ,f"

que M, soit le milieu du bipoint (M, M’) (ﬁgure‘ 7). /,

On dit que M’ est le symétrique de M par rapport d la pa—
1

droite @ suivant la direction d.
L’application du plan & dans Jui_-mém}e qui, a tOl{]t

point M, fait correspondre ]-e point M’, est appelée M e 7
symétrie d’axe Z et de direction J. o

Lorsque & est la direction orthc_)gona,]e a d, la symétrie d’axe & et de direction o est la
symétrie orthogonale, ou réflexion, d’axe 2. | N |
Pour distinguer les symétries par rapport a un point et les symet{‘:es par rapport a une
droite, on dit que les premiéres sont centrales et les secondes axiales. | |

Etant donné un point M du plan 2, son symétrique M’ par rapport a & suivant la

direction & est caractérisé par les deux proprictes
ient d ' irection &;
« M’ appartient a la droite contenant M et de dire

» le milieu du bipoint (M, M’) appartient 4 la droite Z.
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1° Soit s la symétrie d’gxe 2 et de direction . Pour tout bipoint (A, B) d’image (4’ B') pay

—_

S, démontrer que AB + B = 2A4,B,, ou A, et B, sont respectivement les milieux dog

bipoints (4, A’) et (B, B').
2° En déduire -

a) Que lq Symétrie s est une application affine. -
b) Que Capplication vectorielle o associée d s est telle que, pour tout vecteur i -

o(u) = 2n(u) — i,

ou 7 est Ig Projection vectorielle associée d la projection sur & suivant la direction §.
Vérifier, a partir de cette expression de o(u), la lindarité de o.

—

4. Le plan 2 érany muni d'un repére # = (0, i, j), on désigne par f I'application t'z'e 2 dans
P qui, d tout point M de coordonnées (x, y), associe le point M’ dont les coordonnées (x’, y)

Sont données par -

2
x’=§(x+y—l]

1
}”Zi(l-i-y"i‘z)

(Rappelons que e procedé qui consiste a définir Papplication f par les formules donnant
les coordonnées de J(M) en fonction de celles de M est appelé la définition analytique

de f))

1° Démontrer que l'application [ est affine.

2° a) Démontrer que ensemble des points invariants par f est une droite 9.
b) Démontrer que pour tout point M d’image M s le point M’ appartient G @ ey le vecteyr

MM est colinéaire 4 un vecteur fixe.
¢) Reconnaitre | application f.

Exercices d’application

1. Soit p la projection sur une droite % sujvant
une direction de droite 3.

1* Deux points distincts peuvent-ils avoir le
meéme projeté. Si oui, 4 quclle condition?
2° Quel est I'ensemble des antécédents
d’un point de la droijte @9

3° Quel est I'ensemble des points invariants par

par p

4° Reconnaitre I'application composée p o p.

2. Reprendre Pexercice précédent lorsque p
est, dans l'espace &, la projection sur upe
droite Z suivant une direction de plan x.

3. Soit dans le plan deux droites @ ot &’
sécantes en O et un point A n’appartenant ni i
P, nia9.

A tout point M du plan on associe le point N,
projeté de M sur & parallélement a9 et e
point N’,projeté de M sur ¢ parallélement 3 &
[° Déterminer M de maniére que A soit le
milieu de [N, N'].

2° Quelest 'ensemble des points M du plan tels
que la droite (NN’) ait une direction donnée §
distincte des directions de @ et @297

4. Soit, dans I'espace &. un plan 2 et upe
droite & sécanis o @ €t un point 4 n’apparte-
nant nia @, ni g 2 A tout point M de &, on
associe le point Af’, projeté de M sur @
parallélement 4 % et e point M”, projeté de M
Sur 7 parallélement 3 &,

Déterminer le point M de maniére que :

a) A soil le miliey de [AM, M"7;

b) 4 soit le centre de gravité dy triangle
MMM

5. Dansle plan 2 muni drun repére (0, 7, j), on
considére I'applicatiop définie analytiquement

X'=—3x 44y
par : , 3
}':‘—EX—FZ}L

1 Démontrer qu'il existe un point A, etunseul,
IMvariant par f

2° Démontrer que pour tout point M d’image
M = f(M):

a) M’ appartient 3 une droite fixe -

b) le milieu M, dy bipoint (M, M’) appartient a
une droite fixe 4.

En déduire ype construction simple du
point M.
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6. Soit k un réel non nul et différent d

:ijl?ts le plan 2, deux droites sécantes @ e? }:I:E:\,

0 point M du plan on associe le point
intersection M’ de la droite & et de la

droite 4,,, image de 4 par I'homothétie de

centre M et de rapport k.

]?}en!ontrcr que l'application [ : M — M’ peut

s'écrire sous la forme f=hop, ol p et h

sont res:gectivemem une projection el une

homot_ht.tlltlz dont on précisera les éléments

caracteristiques.

A-t-onhop=poh?

7. Soit k un réel non nul et différent de 1 et,
dans le plqn %, deux droites sécantes & et 4.
A,_ tout point M du plan on associe le point
d’intersection M’ des droites @y, et 4y, images
respectives de @ et 4 par I'homothétie de
centre M et de rapport k.

1° Choisir un repere du plan et définir
analytiquement l'application f: M — M’
Reconnaitre f.

2° Donner une démonstration vectorielle du
résultat de la question I°

8. On considére dans le plan & la projection p
sur une droite & suivant une direction & et
I'homothétie h de centre A et de rapporl k.
Pour tout point M du plan on note M, Iimage
de M par It o p et M, l'lmage de Mparpoh
j° Démontrer que le vecteur MM, est
constant.

Il — LA DROITE DANS LE PLAN

CARACTERISATION VECTORIELLE

On appelle repere d’une droit
ou M est un pot
Cest-a-dire un vecteur non nu
2 (figure 8).

Le repéere (Mo, i) détermine la droite 2 :

o D est ensemble des points M du

« Pour tout point
de M dans le repere (Mo, 1)-

L’égalite MM = ti, ot telR, caractér
droite Z.

dans un repere du plan

Traduction
re # = (0, i,j)du pla

Considérons un repe
M, par (& p) celles

i
i b e g
i P ET LN 11 P ST T (B PR MR FLEe. Toerr 0 r 1A oy e
TR i e

5 jecti eTi
| Projections — Caractérisations des droites et plans

e @ tout couple (Mo, 1),
0t de @ et i un vecteur directeur de 2,
| de méme direction que

plan tels que

M de @, il existe un réel ¢, unique, tel que M M

ise 'appartenance d’un poin

n et désignons par (xo»

de i et par (x, ) celles d’un point

P RPN oy rowed ck

2° Quel cst I'ensemble des points 4 pour
lesquels p o h = h o p? (Le réel k est fixe)

9. On considére dans le plan 2 une symétrie s
d’axe et de direction d et une translation t de
vecteur #r. On note f I'application composee
tos.

I° Pour tout point M diimage M’ par f,
démontrer que le milieu de (M, M) appartient a
une droite fixe @, paralléle a 2.

2° Soit 5, la symétrie d’axe 2, etde direction &.
Pour tout point M on pose M’ = f(M) et
M, = 5;(M). Démontrer que le vecteur M, M’
est constant.

En déduire que J peut sécrire sous la forme
{, 0§00t estune translation dont le vecteur
est paralléle 4 'axe &, de la symeétrie s,.

10. On considére dans le plan P la
projection p sur une droite @ suivant une
direction 4, et une translation ¢ de vecteur u.On
note f l'application composée t O p.
/° Pour tout point M d'image M’ par B
démontrer que M’ appartient a une droite fixe
@, paralléle 4 2.
20 Soit p, la projection sur 9, suivant la
direction 6. Pour tout point M on pose
M’ = f(M) et M, =p,(M) Démontrer que le
vecteur M, M " est constant.

En déduire que f peul s'écrire sous la forme
{; O py,0U L, estunc translation dont le vecteur

est parallele a 7.

Mo
Figure 8

e -+ - 0 .
MM = tu, lorsque le réel t décrit R.

_ (ii; t est le parameétre

t M du plan a la

Vo) les coordonnées de
M du plan.
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o 3 le systéme
L'égalité My M = tii se traduit alors dans le repere # par le sy
2 A xU + fo

appelé systéme d’équations paramétriques de Z.

1 3 o7 v . .
REMARQUE : Soit deux points distincts A et 8. Un repére de ]i'c_['m:te Z pastE’mt.p.ir Aet B gg
(4, AB). Donc & est I'ensemble des points M tels que AM = (AB, lorsque ¢ décrit R, p Plus ;

s L’ensemble des points M tels que AM = r?ﬁ, lorsque t décrit R, , est la demi-drojte [4B),
d’origine A et contenant B,

* L'ensemble des points ps tels que AM = (AB, lorsque ¢ décrit Tintervalle [0, 17, est le segment
[4, B].

EQUATION CARTESIENNE D'UNE DROITE

Le plan @ gt muni d’un repére (0, T,;}
Considérons |a droite Z passant par le point
My(xq, yo) et dont un vecteyr directeur est
u(e, p) (hgure 9),

Un point M(x, y)du Plan appartient 4 & s,
et seulement si, les vecteurs -

Moer)C—'xo,Y“}’oJ et i, B /

sont colinéaires, ' W, u(a, f)

Or MoM et 7 sont colinéaires si, of if

seulement s, Je deéterminant dy couple ",Ij/“’:

(MoM, 1i) est nuyj - /
X—X5 « G Figure 9
Y=y p| ™

Boit: Bl =x0) —a(y — ) g,

Finalement : M(x, y)e si, et seulemen Sk M= o2y + (ory, — fix,) = 0, (1)

On dit que la relation (1) est yne Cquation car(ésienpe o, Simplement une équation de 9.

En posant g4 — b= —wele= Vo = fixy, Péquation (1) s'Cerit ax by + ¢ =0, on
(a, b) # (0, 0), puisque Je vecteur directeyr u( — b, a) n'est pas nul,

THEOREME 1

du couple ge vecteurs (M, M, u):

__H__
Rappelons que I'ensempa

I'équation ay 4 Bydpw
u(— b, a).

des Points M du plan dont leg Coordonnées (x, y) vérifient
0, ot (q b) # (0, 0), St une droite g vecteur directeur
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Les activités suivantes sont indépendantes.

1. On considére un triangle ABC.

1° Quel est, lorsque t décrit R, I'ensemble des points M tels que :

a) AM = (BC; b) AM = (AB + tAC; ¢) AM = (AB + AC.

2° Reprendre la question I° lorsque t décrit R™, puis lorsque t décrit 'intervalle [0, 1].

2. On considére un quadrilatére ABCD et les milieux respectifs I et J de [A, B] et [C, D].
A tout réel t on associe les points M et N tels que AM = tAD et BN = tBC, et le point E
milieu de [M, N].

. . , 3 . .
I° Construire les points associés aux réels 0, 1, 7 2. Que peut-on conjecturer quant d

I'ensemble des points E lorsque t décrit R?
2° Démontrer que IJ = % (AD + ETC) et que IE = % (E + E). En déduire I'ensemble
des points E.

3. Démontrer que la droite 2 d’équation 2x + Sy — 10 = 0, et la droite &’ passant par
A(— 1, 2) et de vecteur directeur u(3, 2) sont sécantes.

Calculer les coordonnées de leur point d’intersection de deux fagons :

a) en utilisant un systéme d’'équations paramétriques de %';

b) en utilisant une équation cartésienne de 9.

4. On donne un triangle ABC. Déterminer, dans le repére (A, AB, AC), des équations
cartésiennes des médiar<s du triangle. Démontrer que les trois médianes sont concourantes.

5. Formules analytiques d'une projection

I° Dans le plan muni d'un repére (0,1i,j), on considére la droite 2 d ‘équation
2x — y + 3 =0 et la direction & du vecteur (3, — 2). On note p la projection sur 9
suivant la aireciion d.

a) Soit A le point de coordonnées (4, 2). Ecrire un systéme d’équations paramétriques de la
droite Ay, de direction & et passant par A. Calculer les coordonnées du point
d'intersection A" des droites 9 et A, (A’ est le projeté de A sur 9 suivant la direction §).
b) Soir un point M(X, Y) et son projeté M'(X", Y’). Exprimer X’ et Y’ en fonction de X et
Y. (On obrient ainsi la défnition analytique de la projection p.)

2° Soit @ et A les droites d'équations respectives :

x+y—1=0 et x+3y=0.

Définir analytiquement la projection sur & parallélement a A.
3° Soit f l'application du plan 2 dans lui-méme qui, a tout point M (x, y), associe le point
M'(x', y') tel que :
X'=3x4+y-2
{y’: —4x —y+ 4
a) Dessiner soigneusement, sur du papier millimétré, les points A(— 2, 3), B(2, — 1),
C(4, 3), D(3, — 4) et leursimages A’, B', C’, D'. Quelle hypothése peut-on formuler quant a

la nature de Uapplication f?
b) Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite & dont on donnera

une équation.
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¢) Pour tout point M d'image M’ = J(M), démontrer que :

o M’ appartient a @;
o le vecteur MM, s5'il n’est pas nul, a une direction Jixe.

Reconnaitre I'application f.

DROITE DEFINIE PAR UN POINT ET UN VECTEUR NORMAL

On appelle vecteur normal d’une droite & du plan, tout
vecteur non nul dont la direction est orthogonale a

celle de @ (figure 10).

La droite & est déterminée par un de ses points, M, et
par un de ses vecteurs normaux, # : 2 est ’'ensemble des

points M du plan tels que les vecteurs uet M, M soient
orthogonaux, c'est-a-dire tels que le produit scalaire
. MyM soit nul.

L'égalité u . MqM = 0 caractérise 'appartenance d’un point M du plan 4 la droite 2.

L]

Mo

Figure 10

Traduction dans un repére orthonormal

Considérons un repére orthonormal # = (0, i, ) du plan et désignons par (x,, y,) les
coordonnées de My, par (a, b) celles de u et par (x, y) celles d’un point M du plan,

Légalité i . MgM = 0 s’écrit alors a(x — xp) + b(y — yo) = 0.
Celle relation, vérifiée par les coordonnées (x, y) d’un point M du plan si et seulement si
ce point appartient & &, est une équation cartésienne de 9.

THEOREME 2

Dans un repére orthenormal du plan, une équation cartésienne de la droite définie par un

point M, (xg, ry) el un vecteur normal u(a, b) est :
a(x — xg) + b(y — yo) = 0.

REMARQUES :

1. [rant donnée

orthonormal :

o un vecteur directeur de & est r(— b, a);

o un vecteur normal de & est ula, b). |
¢’ =0 dans un repere

ations respectives ax + by +¢ = Oeta'x+by+
b = 0.

. ” ; — _ re
une droite & dequation carlesienne ax + by + ¢ =0 dans un repe

2. Deux droites d'equ ‘ e W
orthonormal sont orthogonales si et seulement s1 aa” +

Le plan # est rapporte 3 un repére orthonormal (0, i, j)-
1. Soit le point A(1, —2) et la droite @ d’équation 3x + 4y — 1=0.
1° Construire A et &. y
] ite &’ A et orthogonale d Z.
2 ine équation de la droite & passant par ’
2° Dérerminer une €4 e e =

30 Caleuler les coordonnées du point dintersectio
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4° Calculer la distance des points A et H.
O’n rgppelle que la distance du point A 4 son projeté ort
définition, la distance de 4 & 2; on la note d(4, 2).

hogonal H sur la droite & est, par

2. Cette flc;ivité présente une autre méthode de caleul de la distance d(A4, 2). Elle reprend
les données de I'activité précédente.

I° Définir, par ses coordonnées, un vecteur it normal d la droite Z. Calculer |ull.

2° A partir durepére (A, u)de ladroite 2, donner un systéme d 'équations paramétriques de
cette droite.

3° Soit ty le paramétre du point H (ty est le réel tel que AH = tyt).

Calculer t,; en exprimant que le point H appartient d la droite &.

4° Calculer la distance des points A et H, en utilisant | ‘égalité vectorielle AH = L.

3., On peut aussi calculer la distance AH en utilisant la propriété suivante, que l'on
démontrera : la distance AM, et donc son carré AM?, du point A d un point M de la

droite 2 est minimale lorsque M est en H.
1° Ecrire un systéme d'équations paramétriques de la droite G et exprimer AM? en fonction
du paramétre t de M.

° La fonction qui a tout réel t associe AM? est une fonction polynéme du second degré.
Pour quelle valeur de t est-elle minimum? En déduire les coordonnées de H.

4. Utiliser laméthode développée dans ['activité 2 sur un cas particulier pour montrer que la
distance du point Mo(xo, yo) d la droite & d’équation ax + by + ¢ =0 est donnée par :

laxo + byy +

dMy, D)= —F———
¥ Ja* + b

iiquer cette formule il faut que le repére considére soit orthonormal.)

(Attention :pous app
5. On donne, dans un repere orthonormal, les points A(l, —2), B(—2, 1), C(3,— 7/
Calculer Uaire du triangle ABC. '

6. Soit une droite &, et un point A de 2.
1o En choisissant un repere orthonormal du plan, déterminer 'ensemble des points M du
plan tels que MA = IMM’, o M est le projeté orthogonal de M sur 2.

2° Reprendre la question I° avec :
1
a) MA= /3 MM’; b) MA=MM'; ¢ MA =3 MM'.

et un réel k strictement positif. On se

7. On donne deux droites concourantes 4 et %’
es points M du plan dont le rapport des

propose de déterminer analytiqguement I'ensemble d
distances a 9’ et d 9 est égal a k :
F={Me2/dM, D)= kd(M, 2)} .

on rapporte le plan 2 dun repeére orthonormal (0, i, ), choisi de fagon que O soit
' et i un vecteur directeur unitaire de 2.

smontrer que «* + p* = 1 et donner

Pour cela,
le point d'intersection des droites & et
1° Soit i’(a, f) un vecteur directeur unitaire de Z'. D

une équation cartésienne de &',
20 Pour un point M de coordonnées (x, y) calculer d(M, @) et dM, Z’). En déduire que

I'ensemble & est la réunion de deux droites passant par O.
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3° On suppose k = 1. Démontrer que les deux droites de % sont orrhogonfies . que l'une, 4,

X o .
a pour vecteur directeuri + i’, et que l'autre, 4°, a pour vecteur dr'recreur i _,l EEn déduire
que A et A’ sont les bissectrices des angles formés par les droites 2 et %', Enoncer un

théoreme,

® Exercices d'application

11. Leplan 2 est munid'unrepére(0, j, j). On
considere I'application f de # dans 2 qui, 4
tout point M de coordonnées (x, y), associe lc
point M’ de coordonnées (x, y) telles que ;

X =yp+1

Y =4x + 2.
I° Démontrer que f admet un point [fixe
unique, noté A, dont on calculera les
coordonnées.
2° Démontrer que I'ensemble des points M du
plan tels que A, M, M’ soient alignés est la
réunion de deux droites &, et &, passant par A.
b) Démontrer quil existe un réel k; que I'on
déterminera tel que I'on ait, pour tout point M
de Z,, AM" =k, AM.
¢) Méme question pour la droite &, .

12. Dans le plan 2, muni d'un repére (0, r-,;j
on considere l'application f définie par les
formules analytiques :

x'=2x+ 3y
Y =3x4+ 10y

1° Déterminer 'ensemble & des points inva-
riants par f.

2¢ a) Pour tout poinli&’_ d’image M’ démon.
trer que le vecteur MM’ est colinfairc & un
vecteur fixe i,

b) Soit H le projeté de M sur & sujvant |a
direction de u. Démontrer qu'il existe un réel i
tel que HM* = kHM.

En déduire une construction simple de
I'image M’ d’un point M du plan 2.

13. Le plan 2 est muni d’un repére (0, i, j).
Soit f Tapplication qui & tout point M de
coordonnées (x, y) associe le point M* de
coordonnées (x*, y') tel que :

X' =x

Y=x+2y.
1° Quel est I'ensemble Z des points invariants
par f?
2° Soit M un point qui n’est pas invariant.
Déterminer les coordonnées du vecteur MM
dans la l?_ase (i, /)- Que concluez-vous? Soit Hle
point d'intersection deg droites (MM) er &,

Exprimer HM” en fonction de HM. En déduire

une construction géométrique de I'image M-
d’un point M gy plan.

14. Leplan # est rapporte a un rep}%rc _(O, :,;)
Soit f I'application de 2 dans 2 défini par les
formules analytiques :

x'=—=3x+4y—12
3
y = —»§x+2y—4.

/* Démontrer qu'il existe un point A, et un seul,
invariant par f.

2° a) Démontrer que Il'image M’ de tout
point M de 2 appartient 4 une droite fixe @
passant par 4.

b) Démontrer que le point M,, milieu de
[M, M'], appartient & une droite fixe 4 sécante
avec & en A.

¢) Déduire de @) et b) une construction
géométriqgue simple de Image M’ d’un
point M.

3 Démontrer que I'application [ peut s'écrire
sous la forme s o p, ol p est une projection et s
une symétrie centrale,

i5. Ondonne dans le plan 22 un point O et un
vecizur 4 non nul. Pour tout point M du plan
o désigne  par M’ son image par la
iravsiation ¢ ds vecteur u, et par M” son image
car la symétrie de centre O,

Determiner I'ensemble des peints M du plan
teis que MM || = |[a)). (Donner une solution
geométrique et une solution analytique.)

16. Le planest munid’un repére orthonormal,
On donne les points A2, —3), B(0, —1),
C(=2, -5

Calculer les coordonnées de I'orthocentre H,du
centre du cercle circonscrit Q et du centre de
gravite G, du triangle ABC.

Vérifier que les points Q, G, H sont alignés et

_ ] —
quc:QG_—.EQH_

17. Soit 2 et A deux droites du plan 2,
secantes en O et non orthogonales, et soit  la
mesure en radians des deux angles aigus

déterminés par @ et 4 fe |0, ; :

A tout point M de & on assocje le point M”,
Projete orthogonal de M syr 4, et le point M,
projete orthogonal de M’ sur 4, On désigne
par f I'application de dans 2 qui a M
associe M’

I° Démontrer que 1 est bijective,
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2* Dé i .y
a) ﬂﬁ:g?Eahfégﬂplgsaiﬂ?{ieoqufi)! 3® Soit M un point de Z; on pose
v nnej, _ '
]b} le milieu de (M, M,)soit un point I donné de M‘l = (M), My=f(My),., M,=f(M,_,).
a droite &2, Démontrer que lim OM, = 0.
n—+om

e —————

ET PLAN DANS L'ESPACE

CARACTERISATION VECTORIELLE D'UNE DROITE DE L'ESPACE -

C ;

( ﬁ;mn%e d;lrns ie pla_n,_tc_:ute droite & de I'espace & est déterminée par un de ses repéres
0> U): ega1téMM=gﬁ,oﬁ-t t ) ST 5 :

S e 0 est un réel, caractérise lappartenance d'un point M

CCOons(;derqng d““ repere £ = (0,1, ], k) de Tespace et désignons par (X, Yo, Zo) les
ordonnées de M, par («, f, y) celles de u, et par (x, y, z) cellesd’un point M de I'espace.

L'égalité MM = tii se traduit dans le repére % par le systéme :

X =Xy t+ o
y=yotip
=zg+ 1ty

appelé systéme d’équations paramétriques de 2.

1. Dans Vespace &, muni d'un repére R, on donne les points A(1, 2 —1) et B(—2,4,0).

ations paramétriques de la droite @ passant par A et B.

20 Les points suivanits appartiennent-ils d 9 :

1o 2 11 6 8 3 11 1
M I Il —, =, — = ST i L
II( o, 3 N 3), J\ 2(51 5; 5), ME( 27 3 ] 6).

1o Déterminer un systéme d'équ

30 Soit G, la droite dont un systéme d'équations paramétriques est :
X =34t
y=2-2
z=m+ 2.

Etudier, suivant les valeurs du réel m, P'intersection des droites & et D -

roite

2. Distance d'un point & une d
A et une droite & et soit H

Soit, dans l'espace &, un point
sur @ (figure 11).
Pour tout point M de la droite &, on a: H

AM? = AH? + HM?, M

d'on AM? 2 AH2, soit AM = AH.

La distance du point A 4 un point M de 1a
droite @ est donc minimale lorsque Mesten H, _
Figure 11

projeté orthogonal de A sur 2. A
Cette distance AH est appelee distance du point 4 3 la droite 2 et est notee d(A, D).

le projeté orthogonal de 4

Z
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[ — Dans l'espace & rapporté a un repére orthonormal &, on se propose de déterminer |q
distance du point A(—2, 1,3) a la droite @ passant par Mo(—1,2, 1) et de vecteur
directeur u(— 2, 1, 2).

o Premicre méthode :

1° Soit t,, le paramétre du point H, projeté orthogonal de A sur 9, dans le repére (M, 1)
de D. Déterminer 1,y @ partir de I'égalité AH . it = 0. En déduire les coordonnées de H.
2° Calculer la distance AH.

A noter que cette méthode de calcul des coordonnées de H peut étre utilisée pour définir
analytiquement la projection orthogonale sur une droite 2 (cf. activite 3).
« Seconde méthode :

1° Soit M un point quelconque de la droite @ de paramétre ¢ dans le repére (M, u).
Exprimer les coordonnées de M en fonction de t, puis le réel AM? en fonction de t.

2° La fonction [ qui, d tout réel t, associe le réel f(t) = AM? est une fonction trinéme du
second degré. En écrivant ce trindme sous la forme canonique, déterminer sa valeur minimale.
En déduire la distance d(A, 2).

IT — Application
Dans l'espace & muni d’un repére orthonormal on donne les droites & et 2’ de repéres

respectifs (A, u) et (A, ) : A(0,0,1), u(l,1,0), A(0,0, —1), w(l, —1,0).
I° Pour tout point M de coordonnées (x, y, z) calculer en fonction de x, y, z les distances
d(M, D) et d(M, 2°).
2° On deésigne par & l'ensemble des poinis M(x, y, z) tels que d(M, 2) = d(M, 2).
Démontrer que M appartient @ & si et seulement si :

xy = 2z. (1)
(La relation (1) est une équation de 'enscmblc &)

3° Démontrer que le point B(— 1, 2, — 1)uppartient @ & et que par B il passe deux droites
contenues dans I'ensemble .

3. Formules analytiques de {a projection orthogonale sur une droite

L’espace & est muni d’un repére orthonormal.

On se propose de définir analytiquement la projection orthogonale sur la droite 2 passant
par My(— 2, 1, 3) et de vecteur directeur u(2, 1, 3).

Soit M(x, y, z) un point de I'espace de projeté orthogonal M’ (x', y', z') sur 9. Désignons
par t le paramétre de M” dans le repere (M, u) de la droite 9.

A partir de l'égalité W .t = 0, ealculer t en fonction de x, y, z. En déduire l'expression
de x’, y', 2’ en fonction de x, y, z.

4. Distance de deux droites

I — Perpendiculaire commune a deux droites de 'espace

On dit qu’une droite 4 est une perpendiculaire commune a deux droites 2 et 2’ pour
exprimer que 4 coupe 2 et 2’ et leur est orthogonale.

1° On suppose que 9 et @' sont strictement paralléles. Déterminer I'ensemble de leurs
perpendiculaires communes.

“ L - 1]
2° On suppose que et &’ sont sécantes. Démontrer qu'elles possédent une perpendiculaire
commune, et une seule.

(1]
3° On suppose que @ et 9 ne sont pas coplanaires.
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Soit A un point de 9, A’ un point de 9’ et M’
soit i et i’ des vecteurs directeurs unitaires A’ i —
respectifs de 9 et 9’ (figure 12). g’

Déterminer les perpendiculaires communes da
D et d D' revient d déterminer les bipoints
(M, M’) tels que : 9 +

- . - U
Me2, M'e%, MM Lli, MM’ 1i. NM
h‘—-___.

Désignons par 0 la mesure en radians des

angles associés aux vecteurs i et i’. Figure 12
Comme 9 et @' ne sont pas paralléles,
onal#0et0+#mndoticos#1etcos#—1.

Pour tout point M de la droite 2, il existe un réel t tel que AM = ti.

De méme, pour tout point M’ de la droite &', il existe un réel t' tel que A’M" = t'i".

a) Démontrer que la droite (MM’) est une perpendiculaire commune a 9 et 2’ si, et
seulement si :

-

{I—I’COSG=H.§
tcosf)—t’=ﬂ.i’.

b) En déduire l'existence et 'unicité d’une perpendiculaire commune d 9 et 9'.

I1 — Plus courte distance de deux droites non coplanaires
On considére devx droites non coplanaires
G et G #t leur perpendiculaire commune
(HH') {figure {3}, Etudions la distance

d'un point M do @ et d'un point M"de 9. H' ; S

Soit # lz plan contenant Z et paralléle a a O
G et soit K le projeté orthogonal de M’
sur 2.

Démontrer que HH' = KM'. En déduire

que MM' = HH'.

La distance d'un point M de £ et d’un N
point M’ de @ est donc minimale lorsque Y, i
M est en H et M’ en H'. Cette distance 2 |
minimale HH’ est appelée plus courte
distance, ou plus simplement, distance
des droites 2 et 2'. Figure 13

=
=

IIT — Application

Dans l'espace & rapporté d un repére orthonormal, on considére les droites 2 et 9’ de
repéres respectifs (A, ) et (A, 1) : A2, — 1, 1), u(— 1,2, 1), A°(0, 2, 1), W2, —3,1)
I° Démontrer que 2 et @' ne sont pas coplanaires.

2° Soit M un point de 9, de paramétre t dans le repére (A, %), et M’ un point de 2, de
paramétre t’ dans le repére (A, i').

a) Déterminer les réels t et t’ de maniére que la droite (M M’) soit orthogonale d D et d 2’
On note respectivement H et H' les points de & et & correspondant aux valeurs det et t’
trouvées.

(La droite (HH') est la perpendiculaire commune aux droites & et &°))

b) Calculer la distance des droites @ et ', c’est-d-dire la distance HH'.
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st et B

3° Déterminer, dans les cas suivants, la perpendiculaire commune a 9 et @ et ladistance de
, dan:

ces droiles : .
ﬂ') A{Os 0: U;I: ﬁ“, 01- 0)1 A’(Or 39 U]: E (0: - ]r 2}
A2, = 1,0), (0,0, 1),

b) A(1, 1, 1), u(l, 2, 3), 3
) A(2,0,0), u(©, 1, —2), A0, -2, 0), (0,2, —3)

CARACTERISATION VECTORIELLE D'UN PLAN DE L'ESPACE

On appelle repére d’un plan & toul triplet =
(M, 1, it'), oll Mo est un point de 2 et i, ' deux i
vecteurs non colinéaires dont les directions sont
paralléles 4 la direction de & (figure 14).

Le repére (M, i, i) déterminc le plan 2 : -
« % est 'ensemble des points M de I'espace tels

que MM = tii + t'it’, lorsque le couple de récls Figure 14
(t, ') décril I'ensemble R*.

« Pour tout point M du plan 2, il existe un couple de réels (1, t'), unique, tel que
My M = tii + tit’; { el (" sont les paramétres de M dans lc repere (M, u, w'),

=
=)
=y

Légalité Mg M = it + t'ir’, ol 1, ¢’ sont des récls, caractérise Pappartenance d’un point M

de I'espace au plan #.

Traduction dans un repére de I'espace

Considérons un repére # = (0, i, k) de I'espace ct dér_sjgnons par (xg, Yo, Zo) les
coordonnées de M, par (o, fi, y) et (o, /¥, 3') celles de u et u’, et par (x, y, z) celles d'un

point M de Pespace.
L’égalité ﬁ;ﬁéh = i1 4 1 se traduit alors dans le repére # par le systéme :
x=Xp+ tat + t'a
y=yo+tf+1f
z=zo+ 1ty + 1ty

appelé systéme d’équations paramétriques de 2.,

1. Soit 2 et @’ deux droites non coplanaires. A toute droite A, sécante avec % en M et avec

= -3

9’ en M’, on associe le point R tel que —
RM’

On se propose de déterminer I'ensemble des points R ainsi obtenus.

Soit (4, u) et (A', &) des repéres respectifs de & et G’

Ladroite (AA’) est une droite A particuliére; soit R le point qui lui est associé, Toute droite
A est déterminée par ses points d'intersection, M et M’, avec @ et %', ou encore par les
paramétres respectifs t et t' de ces deux points dans les repéres (A, u) et (4A’, u').

1° Exprimer le vecteur RyR en fonction de t, t', il et .

2° En déduire 'ensemble cherché.

2. Equation cartésienne d'un plan

L'espace & est muni d’un repére .
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L— On considére le plan 2 de repere (Mo, u, w): Moy(1, —2,3), a(—1,1,1),
w(—2, 1, 3). Soit M un point de I'espace de coordonnées (x, y, z).

I° Si M appartient a 2, il existe deux réels t et t' tels que :

‘x=1—r-—2r’ (1)
y=—2+t+¢ 2)
'z=3+t+33’. (3)

A partir de (1) et (2), exprimer t et t’ en fonction de x et y. Déduire alors de (3) | ‘égalité (E) :
2x+y+z-3=0,

o Rfécfproquemem, démontrer que tout point M dont les coordonnées (x, », 2) vérifient la
relation (E), appartient d .

La relation (E) est donc vérifiée par les coordonnées (x, y, z) d’un point M de | ‘espace si, et
seulement si, ce point appartient a 2.

On dit que (E) est une équation cartésienne du plan 2.
3° Déterminer une équation du plan de repére (M, u, u') dans les cas suivants -
a) Mo(3, — 1, 1), u(— 1, 1, 2), (1, 2, 0);
b) Mo(1, 3,2), u(2, — 1, 3), u'(—1, 2, 1).
II — Ondésigne par ZF l'ensemble des points M de l'espace dont les coordonnées (x, y, z)
vérifient I'équation x + 2y — 3z + 9 = 0.
I° Pour tout point M{(x, y, z) appartenant @ &, démontrer que :
x=—-9-2y+3z
y=0+1p+0:z

{z=0+0y+ 1z

En déduire que M appartient au plan P de repére (M, , ') tel que :
My(—9,0,0), u(—2,1,0), w' (3,0, 1).

2° Démontrer réciprogueident que tout point M du plan 2 appartient 4 F . En déduire que
B P,
3° Démontrer que les ensembles défmis par les équations suivantes, sont des plans dont on
déterminera un repére :
a) —3x+2y+524+6=0; d) 3y—4z+ 12=0;
b) 2x — 3y +2=0; ¢ x+y+z=0
c) 2x—3z+5=0; fNly+3=0
4° Plus généralement, démontrer le théoréme suivant :
Etant donnés quatre réels a, b, c, d, dont un au moins des trois premiers a, b, c n’est pas nul,

I’ensemble d’équation ax + by + cz + d = 0 est un plan.
3. On donne les points : A(—1,2,3), B2, —5,1), C(1, —3,4).
I° a) Démontrer que A, B, C ne sont pas alignés.
b) Ecrire un systéme d'équations paramétriques du plan (A, B, C).
¢) Les points suivants appartiennent-ils au plan (ABC) :
M,(4, —10,2), M,(11, —27,1), M,(2, —6,8), M,(—1,0,10)?

2° Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC). Utiliser cette équation pour traiter
la question 1° c.
4. On considére les trois points A, B, C et les deux vecteurs u, u’ : )

A{l — l-, 0). B(0| 1; _'3}: 6(2! - l’ 1)' H(O, l’ - 1]’ u {_ 25 09 I)
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I° Ecrire un systéme d'équations paramétriques de la droite @ passant par A et B,
2° Trouver une équation cartésienne du plan 2 de repére (C, u, &),

3° Caleuler les coordonnées du point d'intersection de 9 et P.

4° Définir analytiquement la projection sur parallélement ¢ 9,

PLAN DEFINI PAR UN POINT ET UN VECTEUR NORMAL

On appelle vecteur normal d’un plan 2, tout
vecteur u, non nul, dont la direction est
orthogonale a cclle de 2 (figure 15).

Le plan 2 est déterminé par un de ses points,

M, et par un de ses vecteurs normaux, i : & '

5 : 8 M, :
est I'ensemble des points M de | espace tels M
que les vecteurs i et M,M soient P

orthogonaux, c’est-a-dire tcls que le produit
scalaire u . M, M soit nul. Figure 15

L]

L’égalité u . Mﬂﬁz 0 caractérise I'appartenance d’un point M de I'espace au plan 2.
Traduction dans un repére arthonormalt

Considérons un repére orthonormal % — {0,1,], %) de I'espace et désignons par
(X0, Yo, 20) les coordonnées de My, par (a, b, ¢) celles de i et par (x, y, z) celles d'un
point M de l'espace.
L'égalité u . MM = 0 s'écrit alors -

a(x — Xo) + By — yo} + c(z — 2g) = 0.
Cette relation, vérifice par les coordonnées (x, y, 2) d’'un point M de Iespace si et
seulement si ce point appartient 4 2. cst une tquation cartésienne de 2

THEOREME 3

Dans un repére orthonormal de Pespace, une équation cartésienne du plan défini par un
point M, (x,, ¥y, Z,) et un vecteur normal u{a, b, c) est :

a(x —xg) + b(y — yo) + c(z — z0) = 0.

Cette équation peut sécrire :
ax + by + ¢z — (axy + byy + czg) = 0,

soit, en posant d = — (ax, + by, + ¢zp) :
ax+by+ecz+d=0.

i is Té ; i cteur
Et dans cette relation, un au moins des trois réels a, b, ¢ n’est pas nul, puisque le ve
normal u de coordonnées (a, b, ¢) n’est pas nul.

ENSEMBLE D’EQUATION ax + by + ez + d=10

On donne trois réels a, b, ¢ non tous nuls et un réel d.
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Etudions I'ensemble & d i ans un
. Es pOmIS M dB l’espacc (g dOl‘lt leS COOI’dOﬂﬂéES X Z d

£l L
repere orthonormal de &, vérifient I'équation : (o 2 dans

ax+by+cz+d=0. (1)
L’ ] = »
en;emble Z n'est pas vide : si, par exemple, a n’est pas nul, le point de coordonnées
(~ - 0, O) appartient 4 &.
Soit My(xg, ¥y, zo) un point de #; on a:
axg + by +czo +d=0.
L’équation (1) est alors équivalente a :
(ax 4 by + cz + d) — (axqy + byg + czo + d) =0,
soit : ‘
a(x — xo) + b(y — yo) + clz — 70) = 0. @

Or (2) est une éguation cartésienne du plan 2 défini par le point M (x,, Yo, Zo) €t le
vecteur normal u(a, b, c). ,

Donc : # = 2.

THEOREME 4

'I,‘ro:s réels a, b, ¢ non tous nuls et un réel d étant donnés, Pensemble des points M de
Pespace dont les coordonnées (x, y, z), dans un repére orthonormal, vérifient I’équation
ax + by + ez + d = 0, est un plan. '

Le vecteur de coordonnées (g, 5, ¢) est un vecteur normal de ce plan.

REMARQUE : Op démontre (activité 2, page 131), que I'ensemble d’équation :
ax + by +cz+d=0
dans un repére quelconque de Uespace est, lorsque g, b, ¢ ne sont pas tous nuls, un plan. Mais, dans le
cas ou le repére mest pas orthonormal, le vecteur de coordonnées (a, b, c) n’est pas, en général, un
£ ] E] 1]
vecteur normal de ce plan.

CONDITIONS DE PARALLELISME
ET DE PERPENDICULARITE DE DEUX PLANS

Soit # et ¢ deux plans d’équations 7
respectives, dans un repere orthonormal de
I’espace :

ax +by+cz+d=0
et ax+by+cz+d =0

Le vecteur ii(a, b, ¢), normal a 2, est un
vecteur directeur de toute droite 9
orthogonale a #. De méme le vecteur
i (@, b, ¢’) est un vecteur directeur de toute
droite 2’ orthogonale a #".

1. Les plans # et & sont paralléles si, et
seulement si, les droites 2 et &' sont
paralléles (figure 16), cest-d-dire si, et

seulement si, les vecteurs @ et i’ sont Figure 16
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colinéaires. Comme i n’est pas nul, u et ¥’
sont colinéaires si, et seulement si, il existe
un réel ¢ tel que i’ = tu.

Finalement, 2 et 2’ sont paralléles si, et
seulement si, il existe un réel ¢ tel que :

a’ =ta, b’ = tb, ¢ =t

2. Les plans 2 et 2 sont perpendicu-
laires si, et seulement si, les droites & ct
@’ sont orthogonales (figure 17), cest-a-
dire si, et seulement si, tr . u" = 0.

D’ou le théoréme : Figure 17

THEOREME 5

Etant donnés deux plans 2 et 2’ d’équations respectives :
ax +by+cz+d=0 et ax+by+cz+d =0,

dans un repére orthonormal de P’espace :
1. 2 et 2 sout paralliles si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que :

o = ta, b =1tb, &= e

2. ? et # sont perpendicnlaires si, et seulement si, aa’ + bb" + c¢” = 0.

La condition de paraliélisime des plans 2 et 2 «il existe un réel ¢ tel que @’ = ta, b’ = th,
¢’ = fc» peut aussi s'exprimer, lorsque a, b et ¢ ne sont pas nuls, par :
a b ¢ )

a b ¢

Activite

1. Dans l'espace & rapporté d un repére orthonormal, on donne le plan P de repére
(Mo, 0, 0"): Mo(—1,3,4), (=213, 4@ -2 -1

1° Déterminer, par ses coordonnées, un vecteur normal d¢ 2. En déduire une équation
cartésienne de 2.

20 Etudier l'intersection du plan 2 et de la droite 2 passant par le point M (— 1, 0, 3) et de
vecteur directeur u,(— 2, 1, 4).

2. On donne le plan 2 d’équation 2x — 3y + z — 6 = 0, dans un repére orthonormal.

1° Soit A le point de coordonnées (1, — 3, — 2). Calculer les coordonnées du point A’,
projeté orthogonal de A sur 2.(A’ est le point d'intersection du plan 2 et de la droite passant
par A et orthogonale d 2; on remarquera qu'un vecteur normal d & est un vecteur directeur
de cette droite.)

2° Etablir les formules analytiques de la projection orthogonale sur 2.
3. Dans I'espace & muni d’'un repére orthonormal, on donne le plan # d'équation
2x — 3y + 4z —3 =0 et les points A(2, — 1, 3) et B(l, 1, 1).

1* Trouver une équation :
a) du plan 2’ passant par A et paralléle a P;
b) du plan 2" passant par A et B et perpendiculaire a 2.
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Is] ¥ ) \ ENd " s * X ! r 1
2 Dergrmmer un systéme d'équations paramétriques des droites 2 et ', intersections
respectives du plan 2" avec les plans P et &'

4. Distance d'un point a un plan

Considérons dans 'espace &, un plan 2, un point A et le projeté orthogonal H de A4 sur 2

(figure 18). A
Pour tout point M du plan 2, on a :

AM? = AH?* + HM?.
d’'ott AM? > AH?, soit AM > AH. ?
La distance du point 4 & un point M de la droite 2 H
est donc minimale lorsque M est en H, projeté
orthogonal de A sur 2. Cette distance AH est M
appelée distance du point 4 au plan & et est notée

Figure 18

(4, P).

1° Dans l'espace & rapporté a un repére orthonormal, on se propose de déterminer la
distance du point A(—3, 1, 2) au plan & d’équation 2x — y + 2 — 2=0

a) Définir, par ses coordonnées, un vecteur u
A sur @, appartient d la droite 4 de repére (4, u).

b) Le point H, projeté orthogonal de

Calculer le paramétre ty du point H dans ce repére en expriman

plan 2.

normal au plan 2. Calculer ||ul-

t l'appartenance de H au

¢) Caleuler la distance AH, en utilisant I'égalité vectorielle AH = tyl.

2 En utilisant la méthode exposée ci-dessus, calculer les distances :
q) du point O, origine dii vepire, au plan d’équation x +y+z —1=0;
b) du point A{— 1,3, 4} ai plan d'équation 2x —y — 2z + 4=0;

3° Plus généraleme
d'équation ax + by 4

werr. démontrer que la distance du point Mo(xo, Vo, zo) au plan #
¢z + d = 0 est donnée par la formule :

S|

laxy + byo + €2p + d|

d(My, P) =

Jat + b + ¢

4° Soit P, le plan d'équation z =
Détermin

{ On montrera que
d'intersection de Py et #;.)

0, et P, le plan d’équation x — 2y + 2z — 3=0
er l'ensemble F des points M de l'espace tels que d(M, 2,) = d(M, Z,).
F est la réunion de deux plans perpendiculaires, sécants suivant la droite

Exercices d'application

Dans tous ces exercices on suppos

pace & est rapporté & un repere or

(0,1,], k).

18. Soit 2 le plan d’équation x +y +2 = 0.

On désigne par & l'ensemble des points M de
=

I'espace tels que d(M, 0) = V' 3d(M, P).

J° Démontrer qu’un point M (x, ¥, z) appar-

tient 4 F si, et sculement si, xy + yz + zX = 0.

20 Démontrer que pour tout point A de %,

distinct de O, la droite (0A) est contenue dans

I'ensemble F.

19. On considére les droites 2 et 2’ de reperes

e que l'es-
thonormal

respectils (A, i) et (4", j), avec:

A(0,0,1), A(0,0, —1).
/° Pour tout point M de coordonnées (x, , 2)
calculer, en fonction de X, y, Z, les distances
d(M, @) et d(M, D). A
2 On désigne par & I'ensemble des points
M(x, v, z) tels que d(M, 2)=dM, D).
Démontrer que M appartient i & si, et
seulement si :  y? — x* = 4z (1)
(1) est une équation de I'ensemble .
30 Démontrer que le point B(1, 3, 2) appartient
4 & et que par Bl passe deux droites contenues
dans 'ensemble . -
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20. Soit £ le plan de repére (0, i, j) et soit Z
la droite passant par O et dont un vecteur
directeur est #(0, 1, 1). On désigne par &
ensemble des points M de I'espace tels que
dM, ) =d(M, D).

I° Pour tout point M calculer, en fonction de
ses coordonneées x, y, z, les distances d(M, %)
et d(M, 2). En déduire une équation de &.

2° Soit M un point différent de 0, appartenant
a &. Démontrer que la droite (OM ) est incluse
dans &.

21. Soit 2 et 2’ deux plans sécants suivant une
droite 2. On_choisit un repére orthonormal
R =(0,1,j, k) de la fagon suivante :

e O est un point de 2;

ol est un vecteur directeur unitaire de 2

e (0, i, j) est un repére orthonormal de 2.

1° Donner une équation de 2. Démontrer que
2 posseéde une équation de la forme y = mz, ou
m est un réel.

2° Pour tout point M de coordonnées (x, y, z),
calculer les distances d(M, 2) et d(M, #’) en
fonction de x, y, z.

3° En déduire que I'ensemble des points de
Iespace équidistants des plans 2 et # est la
réunion de deux plans 2 et 2. Démontrer que les
plans 2 et Z contiennent la droite @ et gu'ils

sont perpendiculaires.

22. Soit a un réel strictement positil. On
considére les droites 2 et 9’ passant par
'origine O du repére et de vecteurs directeurs
respectifs (1, a, 0) et u'(1, — a, 0).

Deémontrer que I'ensemble des points de I'espace
équidistants de Z et de 2’ est la réunion de deux
plans perpendiculaires entre eux et perpendi-
culaires au plan contenant 2 et 9.

23.  On consideére I'application f de I'espace &
dans lui-méme qui, 4 tout point M(x, y, z),

associe le point M’(x’, y’, z) défini par :

( 1
x’=§(8x+2y—22)

1
y =§ (2x + 5y + 4z)

1
z‘=§(—2x+4y+52).

{° Démontrer que Iensemble des points
Invariants par f est un plan de 2 dont on

2° Pour tout point M d'image M’ par jf,

démontrer que : ‘
a) M’ appartient a 2,

b) le vecteur MM’ est orthogonal 4 2.

En déduire que [ est la projection orthogonale

sur 2. o "
3° Etudier de méme T'application [ définje
analytiquement par :

1
x’=§(2x+y—z)

1
y’=§(x+2y+z)

1
z’=§(—x+y+22:).

24. Determiner I'ensemble des points M de
I'espace équidistants des trois axes de coordon-

nées du repére orthonormal (O, f:j, B
25.  On considére I'application f de I'espace &

dans lui-méme qui, 4 tout point M(x, y, z),
associc le point M'(x’, y’, z’) défini par :

._-'__l
B

2
-3 (x — 2y + 22)

(x — 2y + 22)

E‘_ 2’ =—;(x~2y+22).

I* Démontrer que I'image M’ de tout point M
appartient & une droite 2 dont on déterminera
un repere (4, u).

2° Démontrer que pour tout point M d’image
M’ le vecteur MM’ est orthogonal a #. En
déduire que f est la projection orthogonale
sur 2.

26. Dans Pespace rapporté au repére ortho-
normal (0, i,j, k), on considére les points
A, B, C de coordonnées :

A(3,2,3), B@O,2,11), C@6, —3,7).

1° Montrer que les vecteurs AC et BC sont
orthogonaux.

2° Donner une équation du plan 2 passant par
les points 4, B et C.

3° Donner une équation de la sphére & de
diamétre [A, B]. Préciser les coordonnées de

donnera une équation cartésienne.

son centre et son rayon.
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TRAVAUX PRATIQUES

ENSEMBLE DES HOMOTHETIES-TRANSLATIONS

Formules analytiques d’une translation et d'une homothétie

1° Rappeler la définition :

a) d'une translation de vecteur u:

b) d’une homothétie de centre A et de rapport k (k réel non nul).
2° Le plan P est muni d'un repére (O, T;)

a) Défnir analytiquement la translation t de vecteur it = — 2i + 3?-

b) Définir analytiquement I'homothétie h de centre A(3, — 4) et de rapport — 5

(Défmif analyj[iquement une application f de 2 dans 2 c’est exprimer, en fonction des coordonnées
(x, y) d’un point quelconque M, les coordonnées (x’, y’) de son image M’ = f(M).)

3° Soit [ l'application de # dans 2 définie analytiquement par les formules :

x'=kx+a
{ y =kx+b,
ou k est un réel non nul et a, b deux réels quelcongques.
a) On suppose k = 1. Démontrer que pour tout M d’'image M’ = f(M), le vecteur MM’ est constant.
Reconnaitre ['application f.
qu'il existe un point A, unique, invariant par f. Pour

b) On suppose k # 1. Démontrer
tout point M d'image M' = j(M) comparer les vecteurs AM’ et AM. Reconnaitre I'application f.

On retiendra :
Dans le plan & muai dun repere (U, i, ), toute application f définie par les formules analytiques :
J’ r=kx+a
{ y =ky+b,
ot k est un réel non nul, et a, £ deux réels quelconques, est une translation si k = 1 ou une homothétie

de rapport k si k # L.
4° Définir analytiquement et reconnaitre les applications composées t © hethot,ottethsontles

applications de la question 29 At-ontoh=hot?

Applications composées de translations et d’homothéties

1. Composée de deux translations
o 1, de deux translations t, e t, de vecteurs respectifs i, et i.

Reconnaitre I'application composée [
Que peut-on dire des deux applications t; 0 ty et 1, O t,?
2. Composée d'une homothétie et d’'une translation

Soit h une homothétie de centre O et de rapport k # 1 et soit t une translation de vecteur ii. On pose

f=hot ,
[° a) Pour tout poinl M d'image M’ par f, démontrer que .
OM’ = kOM + k.

est invariant par f si, et seulement Si:

(1)

b) En utilisant ’égalité (1), démontrer qu'un point £, |
00, = k0%, + kil )
= L5 k. I

En déduire l'existence el l'unicité d'un tel point £, défini par 092, = o .
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¢) Déduire de (1) et (2) que Q, M’ =k, M et reconnaitre l'application f.

2 En procédant comme au I° démontrer que 'application composée g = t 0 hest une homothétie de

rapport k dont le centre Q, est défini par
|

T

(Y?; —

3° Démontrer que Q,Q, = u et en déduire, lorsque i#0,quehot#1t0 h.
42 Onsupposek # 1etii  Oet onrapporte le plan 2 dunrepére (0, i, j) dont 'origine est le centre de

hettel quei =i -
a) Défmir analytiquement l'application f =h o t. En déduire que [ est une homothétie dont on

déterminera le centre et le rapport.
b) Méme question pour 'application g =1t o h.
) Q, et Q, étant les centres respectifs des homothéties f et g, vérifier analytiquement que 2,2, = u,

3. Composée de deux homothéties
Soit h, une homothétie de centre O, et de rapport k, et h, une homothétie de centre O et derapportk,.

On pose f =hy o hy.
1° Soit M un point quelconque du plan, M, = hy(M) et M" = h;(M,) :

Dlﬂrfl:k]OlM et 02M1=k202M1.

En déduire que :
O]—""/f’ = kzkloi_M"f“ (i~ kﬂm‘z- (1)
2° On suppose k,k, = 1. Démontrer que l'égalité (1) s'écrit :
MM’ = (1 — k,)0,0,.

En déduire la nature de 'application [

3° On suppose k.k, # 1.
a) Démontrer qu'un poini O est invariant par [ si, et seulement si :

0,0 = kyk10,0 + (1 — k)0, 0,. )
En déduire l'existence et 'upicité d'un tel point O, défini par :
— 1=k —

g = — 0,0,.
P S 4

b) Déduire de (1) et (2) que | est I'homothétie de centre O et de rapport k,k,.
4° Onsuppose O, # O, et onirapporte le plan P d unrepére (0, ?, f} dont l'origine est le centre O, de

hy et tel que i= 0,0,.

a) Définir analytiquement Uapplication [ = h; o hy.

b) Lorsque kyk, = 1, démontrer que f est une translation dont on déterminera le vecteur.

¢) Lorsque k,k, # 1, démontrer que [ est une homothétie dont on déterminera le centre et le rapport.

PROBLEMES DE CONSTRUCTION

On rencontre souvent en géomeétrie des problémes ot les données sont des éléments géomeétriques :
points, bipoints, droites, cercles, triangles,... et parfois des nombres réels, et ot I'inconnue est un
élément geométrique astreint a verifier une ou plusieurs conditions.

La détermination de I'inconnue consiste alors en sa construction. Ce qui explique I'appellation
probléme de construction attachée 4 ce type de probléme.

Pour résoudre un probléme de construction, on commence par analyser une configuration qui
répond 4 la question afin de dégager des propriétés qui permettront d’effectuer, uniquement a partir
des données, la construction demandée. Les transformations usuelles : translations, homothéties,
symétries,... interviennent fréquemment dans une telle étude.
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Exemple de résolution

_ 1
On donne une droite @, yn cercle € de centre O
et un point A de . (g

Construire un cercle @ fangent en A 4 € o1
tangent g .

I° Analyse de la configuration cherchée

Soit ¥ un cercle répondant 4 la question, de 0
centre O° et tangent 4 & en B (figure 19) &

Le lecteur démontrera que I'homothétie /i de

centre A et transformant 0 en O est telle que

h{€> ="

L'antécédent de B par i est Ie point [ ot la 2
droite (4B) recoupe le cercle . De plus,
Iimage par h de la droite (OI) est la droite . 19
(O'B) paralléle & (O5). Comme (O'B) est Figued
orthogonale 4 2, il en est de méme de (o).

Le point I appartient donc 4 1a drojte passant par O et orthogonale 4 &.

2° La construction demandée découle de cette propriété (figure 20) :
« La droite passant par 0 et orthogonale 4 & coupe € en I, et I,.

» Lorsque A est distinct de I, et de I, les droites (AT,) et (Al) coupent respectivement 2 en B, et
Bz-

o Les droites passant par B, et B, et orthogonales a 2 coupent respectivement (0 A) en 0, ct-Oz.
o Les cercles €} et % de centres respectifs 0/ et 0) et passant par A répondent d la question.

Iy

:’lJ;' 1

5, B, Figure 20

Exercices a résoudre
i : / : i non nul.

1. On donne deux droites sécantes 9, et @, et un vecteur u ; N

; i t ectivement d 9, et 2, et tels que MM, = u.
Construire deux points M, et M, appartenant resp. "

' ] id 2, nid2,.

2. On donne deux droites sécantes &, et 2, et un point A n’appartenant ni @ 2, : )

0 ' 19 soit le milieu
1° Construire deux points M, et M, appartenant respectivement d 2 | et 2, et tels que A

onstr
de (M, M,). :
i G - AM, == AM,.
2° Construire deux points M, et M, appartenant @ 9, et %, et tels que 2=3 II
v i G ) s que A soit le

3% ire deux points M, et M, appartenant respectivement d 2, et Z, et tels g

°® Construir ;
barycentre des points (M, 2), (M3, 3).

3. Ondonn 0 ' isti struire un triangle de
deux droi ] ) deux points distincts A et G. Con i
On d c droites sécantes & et A el ' ! “J’lgv o
: mme .1H ; E:L:re de gravité G, et dont les deux autres sommets B et C appartiennent respectivemen
sommet A,decen - :

dPetadd
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4. On donne trois droites 2, 9,, @, et une direction de droite § distincte de celles de 9, @
Construire une droite A de direction 6 coupant respectivement 9, et D, en deux points M ret f:{ et 3,
le milieu appartient d 2. : 2 dont

5. Ondonne un cercle € et un vecteur u. Construire deux points M, et M 2 appartenant 4% ef (el
MIM = ﬁo ’ que
6. On donne un triangle ABC.

1° Construire un carré MNPQ tel que M (BC), Ne(BC), Qe(AB).

La droite (BP) coupe (AC) en P’. Quelle est l'image du carré MNP I i
transformant P en P'? e honetis te cevthe 2

2“- En déduire la construction d'un carré dont deux sommets appartiennent d l'un des cétés g’
triangle ABC et dont les deux autres sommets appartiennent aux deux autres cités du triangle un

1. On donne un demi-cercle de diamétre [ A, B). Construire u ;

: 1 , B]. n carré MNPQ de facon
appartiennent d (AB) et que P et Q appartiennent au demi-cercle. @ de Jagon que M et N
Méme question pour un arc de cercle d’extrémités A et B.

8. Construire un cercle tangent ¢ deux droi
ites concourantes & et %’ et passant pa i
n'appartenant ni @ %, ni é &' ! par i point 4
Méme question pour deux droites @ et 9’ strict 3 i
ement paralléles et pour un point A de la éfini
iy, e p p bande définie

INTERSECTIGN DE PLANS

S::nit 'L?, et & deux plans de Tespace & déquations respectives ax + by+ez+d=0 et
a'x+by+cz+d =0, dans un repére # de &.
Un 'pain t M de coordonneées (x, y, z) appartient 4 2 n 2’ si et seulement si le triplet (x, y, z) vérifie
les équations de & et 3,
Il s’ensuil que "étude de Pintersection de 2 et 2’ se raméne 4 la résolution du systéme de deux
équations linéaires & trois inconnues :

ax +bhy +cz = —-d

ax+by+cz=-—d.
De méme, étant donnés trois plans de I'espace & respectivement définis par une équation
cartésienne dans un repére %, étudier I'intersection de ces plans revient i résoudre le systéme de
trois équations linéaires & trois inconnues formé par leurs équations.

Applications

1. On considére, dans l'espace & muni d'un repére R, les plans @ et &P d'équations respectives

: ; : , . -
x—y+2z=letx+y—z= 2. Démontrer que P et P’ sont sécants suivant une droite dont

déterminera un repére.

9. Etudier l'intersection des deux plans 2 et @' d'équations respectives dans un repére de l'espace :

= —2z24+6=0;
a}2x+y+z-2-—0, 3y
B (S—Dxty—F=1 2+(B+Dy+(B-Yz=m
c) mx+3y—2z2+1=0, x4+ (m—1)y+2z2—1=0.
(On discutera éventuellement suivant les valeurs de m.)

9. Déterminer l'ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées (x, y, z) vérifient la relation :
Q) (x+2y—2+(x—y+22+67=0; b) |x A2y +3|+[2x—y+2=0;
O Sx—2z+4+x+y+2=0 ) (x—2y+3)+[2x—z+4=0

8. Déterminer I'ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées (x, y, z) sont telles que

Jx+2y—3z=1let2x+3y—2z=0.
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6. Liudier l'intersectlon des trols plans 2, 2, " d'bquatlons respectives dans un repére de l'espace

a)2x+y-3z=~9, —x4Iy+dz=19, 3x4p-22m =7,
by x—2y+43z2=35 2x—yp+52=13, x+4dy+ze=m
(On discutera suivant les valeurs de m.)

FAMILLES DE PLANS

1. Question préliminaire : Soil a, b, ¢ troly réels donnés et solt m, p deux réels varlables. Démontrer
que ;
a) am + b est nul, quel que solt m, si et seulement sl a = b = (),
by am? + bm + ¢ ext nul, quel que soit m, si et seulement sl 4 = b = ¢ =0,
) am 4 bp 4 ¢ est nul, quels que solent m et p, sl ef seulement sl a = b = ¢ = (),
2. A tout réel m, on associe le plan 2, dont une équatlon cartéslenne est

mx A+ y+ (m—1)z+2m+ [ =0
I* Démonirer que 2, et @, se coupent suivant une droite %, dont on délerminera un r epére.
2" Démontrer que la drolte % est incluse dans chague plan 2,

30 Retrouver le résultat du 2° en montrant qu'un point M de coordonnées (x, y, 2) appartlent d tous les
plans 2, si, et seulement si;

xdz4+2=0 e y—z+41=0,
4° Reprendre les questions précédentes lorsque le plan 2, a pour équation :
mx < (| = myy A+ (2m - 1)z 43 = m= ()
3. A tout réel m, on assocte le plan 2, d'équation ;!
mix 4 (2m—1)y+mz—3=0.
1 Déterminer les plans 2, passant ;
a) por le poiat AL 1, 1)

by par le point B 1, - 2, 6);
¢) par le point Cl- 1,0, 1).
2 Démontres qu'il existe un point R, et un seul, dont on déterminera les coordonnées, appartenant @
fous les plans #,,.
4, L'espece & exiomeuni d'un repere orthonormal,
A deni réel woon associe le plan @, d'équation
(m? - mx + 2mA By F(mE =Dz ~dm— 1 =0,

[ Démontrer qu'il existe un point A unigue appartenant d (ous les plans 2,

2 Déferminer m e meniere gie !

a) @, pusse par origine du repere;

h) #,, passe par le point de coordannées (1,0, 1);

¢) @, passe par le point de coordonnées (1, 1, 0);

dy ., soit paralléle i wne droite de veeteur directenr u(l, 2, = 1);
¢) P, soit perpendiculaire au plan d'équatlon

Xt p=3z~35=l)
6. A toul couple (m, p) de nombres réels, on associe le plan 2, , d'quatlon ;
(m—=Ux+pyAd2m—pz—m+p+3=0
1o Démontrer qu'il existe un point A, et un seul, appartenani  tous les plans &, ,.
Tout plan passant par A est-il un plan #,, 7
2" Reprendre la question 1° lorsque le plun &, , a pour équation

(mAp=2)x+(m=ply+2m+3p-+ 3z 8=,
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PROGRAMMATION

it scalaire de deux
L. 1° Programmer le calcul du produit scalaire de deu

vecteurs ii, i’ en fonction de leurs C00rdonpgy,
an vectoriel.
respectives (a, b) et (a’, b') dans une base orthonormale du pl

Reponse (CASIO FX-180 P)

[mooeg] 0

(1] a (] 1
[ewr] 6 [xn] 2
(o] & [ 3

______\\_

met en mode programme
programme de saisie deg donngeg
entre a dans K,

entre b dans K,

entre a’ dans K,

b [kin] 4 entre b’ dans K,
[P programme de calcul
1 E] 3 [+ | [km] 2 [ x] II(outI 4 EI calcule aa” + bb

__—-__‘__-_-‘—
=] met en mode calcul
a b » b entrée des données a, b, o', b’
(Pl affiche aa” + bb’

bty

2° Tester le programme dans les cas suivants -
aa=-2, p=3, a=-=7 b=12;
b) a=—27, b=239, a=—15 b =49

2. I° Programmer le calcul de la mesure en degrés de I'angle (non orienté) de deux vecteurs non nyls
i, u"en fonction de leurs coordonnées respectives (a, b, ¢) et (a', I', ¢’) dans une base orthonormale de
lespace.

Réponse (HP-11C)

PR | met en mode programme
PRGM] elface la mémoire programme
HUNE label d’entrée de a, b, ¢
3 [r] 2 [a[] 1 ¢ dens Ry, b dans R,, a dans R,
RIS
L] (8] label dentree de o', b, ¢’
6 [A] 5 [a]] 4 ¢ dans R, b’ dans Ry, ¢’ dans R,
RIS
{1} [T label du programme de calcul de 8
1 4 [x]
2 5 [x] calcule aa’ +bb’ + ¢’ =i’
3 6 [x]

e o' — a e——,
1T ix2] 2 (x2] 3 1 xtj caleule a? + b% 4 2 = |72

F==i=y re———y FREL .
4 i 5 [x2] 61 x2] calcule a”? + b2+ 2 = i |2
[x] calcule ]2 x ||

calcule [luf x [’
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flafl = fla'l
- —— = COS 0
u

..... calcule —=
Fos_} "
i calcule 0
r———
LRIN ]
fin du programme
T PR |
LA Ll
T | met en mode calcul
G | . , e
2 [rer] b e il choix du degré comme unite d'angle
entrée des données

a b ¢ 8]
57 —
affiche 0
e —

]
angle ABC dans les cas suivants :

———

2° Tester
le programme en calculant les mesures des angles du tri

;:) j(z_ 3,3,7), B(—5 —8,12), C(13,5 =7
) 425, 37, 11), B(—43,57,15), C(=7, =29 =349
a droite 9 d'équation

3. 7 Pr
Programmez le calcul de la distance d'un point M (X0 Vo) @ l

2,‘(+3y_.5=0.
/”/——’_

Réponse (TI-62)
efface la mémoire programme

(G
[aw ] mise en mode programme
] 0 2 1
[x]3[=]5 (5] calcule [2x0 + 3v0 — 3
13 =] divise [2xo + 3Yo — 5| par /13
B3 fin de programme
i remet le pointeur au début du programme
R
retour en mode calcul

exécute le calcul d(M, 9)

x 0y 1
14
) D@3, — 19, E(—+/5)

20 On donne les points A(13, — 25), B(—%ﬁ, 17), C(ﬁ,? 1
26)

/13, /19), H(— 15,3

le(s)quel(s) la distance a & est minimale, maximale.

/10 47 ;
F(\/19, 47), G(—
Déterminer le(s) points) pour
) au plan 2 d’équation

la distance d'un point M(x, yz

4, Programivicl le calcul de
ax+by+ezt+a= 0. le repére étant orthonormal.
Reponse (SH ARP EL-5050)
I
mise en mode programme

titre du programme : D(M, P)

p [m [P O]
met le titre en meémoire

(ENT |
| fi=iaBC D X Y Z = [ABS | entrée de la procédure principale

ifli=
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fmsi [((JA[xIx[+]B[x]Y X+ BY4CZ4p)
(+]1c[x]Jz[*x]p [O] | f(4BCDX,YZ)= —

=1 ] [ A ] 3] 8 [ taladii

e 0O ) |

[ENT | fin du programme

comp mise en mode calcul

sélection du titre D(M, P)

2 entre A =2 )

[(=)] 3 entre B= —3 distance du point

5 entre C =5 M(=3,2, —4)

[(=)] 7 e Q= =/ au plan d’équation

[cowe] [(=)] 3 g X= =3 2x —3y+52—7=0

[(—)] 2 entre Y= 2

[come] [(—=)] 4 entre Z = — 4 )

affiche le résultat 6,326 635424
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27. Qans le plan rapporté a un repére orthonormal

(0, 1, J), on considére n points distincts A4, 4,, .., 4,;
our tout i tel que 1<i<n, on note (x; y) les

coordonnées du point 4;.

Soit 4, la droite passant par O, d’équation y = mx, o

melR.

J° Pour touti (1 < i < n),calculer la distance d; du point
A; & la droite 4.

n

2 Onpose:ia= Y xt, b=3 xy et c=Y y
i=1

. i=1 i=1
Exprimer S(m) = ). d}, en fonction de m, a, b, c.
i=1

3° Onsuppose b # 0. Montrer que S est une fonction de
m admettant un maximum et un minimum.

Vérifier que les droites 4,, correspondant au maximum et
au minimum de S sont orthogonales.

28. Dans le plan, on considére le parallélogramme
KMLN et le point de concours O de ses diagonales (M N)
et (KL).

Soit A un point de la droite (KN) distinct de K et de N;
soit B le point d’intersection de la droite (M A) et de la
droite (LN). P et Q sont respectivement les projetés,
parallélement ala droite (M N), de 4 surla droite (KM)et
de B sur la droite (LM).

J° Faire une figure.

2° @) On note h ’homothétie de centre K et de rapport
KA

KN |

Démontrer que h(M) = P. En déduire que le milieu I du
segment [A4, P] appartient & la droite (KL).

b) Indiquer 'homothétie qui permettrait de démontrer
que le milieu J du segment [B, Q] appartient 4 la droite
(KL). _

3° Justifier que les points N, P, Q sont les images
respectives des points M, A, B par viie symétrie dont on
précisera 'axe et la direction. o

En déduire que les points N, P,  sont alignés.

APPLICATIONS DE # DANS #

29. Soit 2 le plan géoméirique de repére carlésien
R=(0,1,j) _

On note x'x et y'y l'axe des abscisses et I'axe des
ordonnées de Z.

Soit a un réel non nul; on appelie £, lapplication qui d
tout point M de coordonnées (x, y) associe le point M’
de coordonnées (x’, y) définies par :

{x'zax-ay-lrl—a

y =ay.
I° Démontrer que f, est une application bijective.
2° Déterminer, selon la valeur de a, 'ensemble des points
invariants par f,.
3° Dans cette question on considére le cas a = 1.
a) Démontrer que I'image de y’y par f; est une droite 4
que I'on déterminera.

b) Soit D une droite paralléle a x'x. Déterminer I'image
de D par f,.

EXERCICES ET PROBLEMES

¢) Déduire de a) et b) une construction géométrique de
P'image d’un point quelconque de y'y. )

d) Soit M un point quelconque du plan d'image M .La
droite D,, passant par M et paralléle a x’x coupe y'y etd
respectivement en RetS. )
Comparer MM’ et RS. En déduire une construction
géométrique de M’ & partir de M.

30. On considére dans le plan 2 deux droites
strictement paralléles 2 et 2’ et deux point distincts A et
Bde 9'. A tout point M de 2 n’appartenant pas a 9’ on
associe le point M ainsi défini :la droite (AM) coupe 2
en M,; M’ est alors le point d’intersection de la droite
(BM,) et de la paralléle & & passant par M.

I° Soit O un point de 9 et  le repére (0, AB, OA).
Exprimer les coordonnées (x’, y) du pm{lt M’ en
fonction de celles (x, y) d’'un point M(M ¢ P).

20 Les formules du /° définissent analytiquement une
application f de # dans 2. Quelle est I'image par f d’un
point de 2? )

3° Soit une droite 4 paralléle 4 2. Démontrer que pour
tout point M de 4, d'image M’ = f(M), le vecteur MM’
est constant.

31. Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormal
(0,1i,j). On désigne par T l‘applicatior} de # dans 2
dans laquelle le point M de coordonnées X, y a pour
image le point M’ de coordonnées x’, y" définies par :

x =2x + 3y
y =x+2y.

I° m étant un nombre réel, soit D,, la droite d’équation
y — mx = 0. Démontrer que T transforme la droite 2,
en une droite @/, contenant O, dont on donnera la
pente en fonction de m. Quelle est la droite 2, quand

2
S |
m 3

2° g) Déterminer la droite 4 contenant O qui est
transformée par T en une droite orthogonale a 4.

b) Si M appartient 3 4, M’ se déduit de M par une
symétrie orthogonale par rapport & une droite qu'on
déterminera.

3° a) Trouver les deux valeurs de m telles que 92,
coincide avec sa transformée 2,,. L’une de ces droites 2,
ainsi obtenue est de pente positive; soit 4, cette droite.
L’autre sera notée 4,.

b) Si M appartient a 4,, démontrer que M’ se déduit de
M par une homothétie de centre 0, dont on déterminera
le rapport k,. Etudier la méme question pour 4,.

32. Le plan 2 est muni d’'un repére orthonormal

(0,1, j). On désigne par f lapplication de 2 dans 2
définie par les formules analytiques :

X==(x+2y+2

| —

1
y’z§(2x+4y~1).
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A( -.a',rklll;ell_) !‘es coordonnées du point A', image de Yo x=y—z+1)
par !- - Determiner I'ensemble des antécédents de A 1
.?“ "‘ o [ P e -—X+2f-—z+]
eg":,’:f’“é”. que I'ensemble des points invariants par Yy =3 ( ) )
31 ém ¢ droite &, dont on déterminera une équation. 1
A - montrer que pour tout point M du plan, d'image EEHEEEEE %41,

:; :c point M’ appartient a 2;
8 Z .\zjec.lem MM, s'il nest pas nul, est normal & 2.
€duire la nature de I'application f.

FAMILLES DE DROITES

(33'?[7*;& Plan 2 est muni d'un repére orthonormal
5 A )

A tout réel m, on associc la droite 2,, d’équation :
2m —1)x + (3 —m)y—Tm + 6 =0.

r DEtErr_niner le réel m de maniére que :
a 2, solt paralléle a I'axe des abscisses:
) 2m SOt paralléle 4 Iaxe des ordonnées;
o passe par le point de coordonnées (— 1, 1);
m SOIt paralléle 4 la droite d’équation

2x 4+ 3y —1=0;
e) 2, soit orthogonale 4 la droite d’équation :
3x +4y=0.

2° Démontrer que toutes les droites 2, passent par un
point fixe A, dont on calculera les coordonnées.

3° Déterminer m de maniére que le coefficient directeur
de 2, soit égal & un réel p. Discuter suivant les valeurs de
p- Toute droite passant par A est-clle une droite 2,,?
34. Le plan 2 est muni d’un repére (0, i, j).

A tout réel m, on associe les droites @, et 4,, d’équations
respectives :

m+2x+03—-2my+3m-8=0
Om — 3)x + (10m — 8y —8m—2=0.

I° Démontrer que toutes les droites &,, passent par un
point fixe A, et que toutes les droites 4,, passent par un
point fixe B. (On calculera les coordonnées de 4 et B.)
2° Peut-on déterminer m de maniére que Z,, = 4,,7
3° Etudier, suivant les valeurs de m. I'intersection des
droites 2,, et 4,,. Lorsque 2, et 4, sont sccantes,
calculer, en fonction de m, les coordonnées de leur point
d’intersection I,,.

4° Déterminer et construire 'ensemble des points [,,.

APPLICATIONS DE & DANS &

35. _L'espace & est muni dun repére cartésien
(0,1,], k).

On désigne par f lapplication de I'espace & dans lui-
méme qui, a tout point M de coordonnées (x, y, z)
associe le point M’ dont les coordonnées (x', )/, ') sont
données par :

- . or Pensemble 2 des points invariap
éo gg:ggg;?:rr que I'image par f de tout Poimt;,, pg; ’
g?p;;itzﬁztﬁni-ge- par [ de{ Porigine O du repere, ol
tout point M d'image M’ par f démontrer gy, o
vecteurs MM’ et 0A sont colinéaires.
4° Reconnaitre P'application f.
& est muni d’un repere (O, ;‘J* Y
On considére I'application f d’e@‘:"da;ns)g qui & tou e
M(x, y, z) associe le point M'(x’, ¥', z') défini par -
X'= —3X+2y—2z+4
y =—8x+5y—4z+8
' = —4x+2y—z+4.

36. Llespace

Jo Déterminer 'ensemble 2 des points invariants pay i
2 Pour tout point M d’image M’ démontrer que
a) le milieu de [M, M] appar_ttex?t aP
b) le vecteur MM’ est colinéaire a un vecteur fixe,
En déduire une définition geometrique simple de
Papplication f.
37. Lespace & étant rapporté a unrepere (0, 1}' I?), &
désigne par J l'application de & dans & définie par Jeg
formules analytiques :
X =5x+2y—2z+42
y=—4x—y+2-2
7 =8x+4y—3z+4.

I° Démontrer que I'ensemble des points invariants par
f est un plan 2.
2° Démontrer que pour  fout point M d'image
M’ = f(M),le vecteur MM ' reste colinéaire a un vecteur
fixe non nul.
3° Démontrer qu’il existe un réel k tel que, pour tout
point M n’appartenant pas a 2 d’'image M’ par f, la
droite (MM') coupe # en un point H tel que
HM’ = kHM. (On calculera k.)
En déduire une définition géométrique de I'application
i
38. L'espace & {tant rapporté d un repére orthonormal
(010, k), on désigne par f l'application de & dans &
definie par les formules analytiques :
(= —-5x+8y+ 4z
o= — 8+ 15y + 8¢
2 =10x — 20y — 11z

1° Démontrer que 'ensemble des points invariants par
[ est une droite Z.

2 Démontrer que pour tout point M d'image M’, le
milieu de (M, M") appartient a Z. )
3° Démontrer que pour tout point M n’apartenant pasa
2, la droite (MM") est paralléle a un plan fixe dont on
déterminera un vecteur normal.
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r:;;;ne déhnition géométrique de I'applica- /° Démontrer que I'ensemble des _points invar:‘anls par
tion /- [ est une droite & dont on déterminera un repere (A, u) )
2° Démontrer que 'ensemble des antécédents de A est :

39. L'espace & étant rapporté a un repere (O, T ; E), on
considére I'application f déhnie par les formules
analytiques :
x'=3x—4y —2z 4+ 16
{y’ =dx — Ty —4z + 32
z’ = — 5x + 10y + 6z — 40.
Démontrer que | est la projection sur un plan 2 dont on

déterminera une égquation, parallélement a une droite &
dont on déterminera un vecteur directeur.

40. L’espace & étant rapporté 4 un repére orthonormal
(0, 7,7, k), on considére I'application £ définie par les
formules analytiques :
X'=—2x+4y+2z+5
y=—4x+ 8y +4z+6
z'=5x—10y — 52— T.

un plan # dont on déterminera une équm:lon. .

3° Pour tout point M n'appartenant pas a &, d'image
M’ par f.démontrer que -

a) M’ appartient a la droite &

b) la droite (M M’) est paralléle au plan 2.
Reconnaitre I'application f.

41. L'espace & étant rapporté a un repeére cartésien
(0, i, j, k), démontrer que l'application f définie par les
formules analytiques :

X =x—2y—3z

X oy

8
y’=—2x+4y+-jz

z = 3x — 6y — 4z.

est la projection sur une droite & parallelement aun plan
2.(On déterminera un repére de & et une équation de P2)
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Activite

CALCUL
BARYCENTRIQUE

INTRODUCTION

En mécanique, I'étude du mouvement des points d’un systéme matériel fait intervenir
différents éléments parmi lesquels les masses, positives, des points du systéme.

En électrostatique, le champ électrique produit par un systéme de particules electrisées est
déterminé, a un instant donné, par la position des particules et par les charges, positives

ou négatives, des différentes particules.

En statistique, lorsqu’on s’intéresse 4 un caractere quantitatif X d’une population E (age,
poids, taille, nombre d’enfants, salaire mensuel, ...), on associe a chaque valeur x; de X le
nombre #; des individus de E pour lesquels le caractére X prend la valeur x;.
Comme le montrent ces exemples, il est fréquent que I'étude d’un phénomeéne fasse
intervenir un systéme de points affectés de coefficients. S’il est possible de remplacer le
systéme par un seul point muni d’un seul coefficient, I'¢tude s’en trouvera ¢videmment

facilitée.
L’activité ci-dessous donne un exemple géomeétrique de réduction d’un systéme de points

et montre lintérét de cette réduction pour résoudre certains problémes.

Un triangle ABC de I'espace & étant donné, on considére l'application f de & dans W qui, a
tout point M, associe le vecteur : }‘—(}&7}—— — SMA + MB + 2MC.

A noter que pour tout point A7 ic vecteur Wcst défini a I'aide des points A, B, C et des
coefficients — 5, 1, 2 que 'on peut considérer comme respectivement associes aux points

A, B, C.
1° Pour tout bipoint (M, M’} démontrer que f(M) — f(M') = — 2MM".

En déduire que s'il existe un powmt G tel gue !—{E). =0, le vecteur Ws’exprime sous la
forme réduite — IMG, d partiv du seul point G et du coefficient — 2 égal @ la somme des

coefficients — 5, 1, 2.

2° Démontrer |'existence et ['unicité 4'un point G tel que f(G) = 0.

Montrer que G appartient au plan (ABC) et déterminer sa position avec précision en
indiquant ses coordonnées dans un repére bien choisi du plan (ABC).

3° Application : Utiliser 'expression réduite, — 2M G, du vecteur f(M) pour résoudre les

questions suivantes :
a) A tout point M de l'espace distinct de G, on associe la droite 9 passant par M et de

vecteur directeur f(M). Démontrer que les droites &, passent par un point fixe.
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6/ Calcul barycentrique

b) A tout poin ' A .
Reconnm‘u{:;r l'(:pﬁfj{:;ii:sp ace, on associe le point M" tel que MM’ = f(M ).
droite (MM’) ait une di b M — M’, et déterminer I'ensemble des points M rels que la
¢) Déterminer I e direction donnée, ou passe par un point donné.

ensemble des points M de l'espace tels que :

Déterm | — SMA + MB + 2MC| = I4B]-
d) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace ——
(= SMA + MB + 2MC) . MA. hit

produit scalaire :

BARYCENTRE

Un entier naturel n > 1 étant donné, rappelons que N, désigne I’'ensemble des entiers i

tels que 1 <i<n

FONCTION VECTORIELLE DE LEIBNIZ

On appelle point pondéré tout couple (4, a), élement dﬁ
est le coefficient de pondération, ou masse de A.

gtre positive, négative, ou nulle et que, par
gnification différente de celle qu'il posséde en

produit cartésien & X R Leréel a -

A noter que la masse du point A peut
conséquent, le terme masse peut avoir une si

mécanique.

Toute suite finie (4;, %), (42, ), o (
n points pondérés, ou systéme massif, ¢
Le réel o + oy + .. + 0y GUE I’on note aussi

se peut étre positive, négative, ou nulle.

A,, a,) de n points pondéres estlappeléc systeme de

t est notée (Ai, %ien,
- ,
Y, est la masse du systéme.

i=1

La encore

cette mas

DEFINITION 1

on vectorielle de Leibniz du systéme de points pondérés (A; %)icNn
W qui, 4 tout point M, associe le vecteur f(M) défini par :

On appelle {oncti
Papplication f de & dans

om

es vecteurs MA MA,, .. MA,.

inaison linéaire d
'un seul point et qu'un

ur (M) est unc comb
e faisant intervenir qu

Le vecte
ible d’en donner unc expression n

Est-i} poss
seul coefficient?
ression réduite de la fonction f

Exp
masse du systeme (4;, i) ie N

Désignons par m la

Pour tout bipoint (M, M), on a:

ﬁm = dlml + azmz + - + Ot,,m,,
_ o, (MM + M'A) + 22 (MM’ + VAL + o+ 0 (MM + M'4})
VA, + aM Ay + o+ M AL

=0+t +a)MM" + (ot
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6/ Calcul barycentrique

ues M et M’ de I'espace :

D'oul la relation vérifiée par deux points quelcong

ue la masse mdu systéeme est nulle ou

Ce résultat nous améne a distinguer deux cas, sclond

non.
1° m = 0.
Il est alors immédiat que, pour tout bipoint (M, M), f(M) f(M”), ce qui prouve que

I'application f est constante. Par suite :

un systéme de points pondérés dont la masse est nulle est

La fonction vectorielle de Leibniz d’

constante.
que f(G) — 0, le vecteur (M)

_il un tel point G?

1) :

2° m == 0.

La relation (1) montre que s’il existe un point G tel
s’exprimera sous la forme réduite f (M] = mMG Existe-t
Soit O un point fixé de I'espace; pour tout point M, on a, d’aprés

m—mOM.

_ mOG = 0, soit encore, m n’étant pas

F(M) =

L’égalité f(G) = 0 est donc équivalente a f(0)

nul, 4 0G = if(O).
existence et 'unicité d’'un

Or cette dermere cgahtc définit un
point G tel que f(G) =0.

point G, et un seul: d’ou I’

dont la masse n’est pas nulle, il existe

THEOREME 1
et
DEFINITION 2

Pour tout systéme de points ponderes (A;y %icn,

un point G, et un seul, tel que Z a;, GA; = = 0.
ou barycentre des points

i=1
elé barycentre du systéme (A;s %)ien,

tés des coefficients respectifs oy, €z, s %y

Le point G est app
. — affec

.on, cst défini, & partir d'un point O, choisi dans

Le barycentre G du systémc (Ay, Xien,

I’espace, par 0G = —j( , soit :

systéme (A;, ®%)ien,» SOUS la forme

Il permet de définir la fonction vectorielle de Leibniz du

réduite :

SM) = mMG

Attention : un systéme de points pondéres dont la masse est nulle ne possede pas de

barycentre.
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Exemples
1. Soit quatre points A

- £ ] B!
coeflicients respectifs — 1,2, 4 —% b de

La masse du systéme (4, — 1), (B, 2), (C, 4)
(D,; 3) est egdale a 2; il en résulte quf: CE:
systeme posséde un barycent efini

it ycentre G défini par

— 1 . . . .
OG =3 (~ 0A + 208 + 40C — 30D),

ou O est un point de I'espace.
En faisant O =4 dans cette égalite,

on obtient I(?= Z§+ ZE—EE (1)
5 :

Lorsque les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires (4, AB, AC. AD) est un repére de
3
— =) dans ce
1.2 2)

I'espace et I'egalité (1) prouve que G est le point de coordonnees

repére (figure 1).

2. Soit npoints A, A,, ..., A, affectés de coefficients tous égaux a 1. Le systeme (Ai> Dien,
est de masse n :il admet un barycentre G, appelé isobarycentre des points Ay, Az s Am
et défini par I'une des égalités vectorielles :

S GA,-5, 0G='% aﬂ
i=1 hi=

érique relatif 4 une population E et soit (x;, nYien,
es entiers n; leurs

3. Soit X un caractére statistique num
la série statistique associée : les réels x; sont les valeurs prises par Xetl
n

effectifs respectifs. La somme n = ). n; cst I'effectif de la population.

n

Z niX;,

i 1
La valeur moyenne de cette série statistique est, par définition, le réel X = = 1
i=

i=1

cest-a-dire le barycentre du systéme (x;, Mj)icn,-

COORDONNEES DU BARYCENTRE

Dans I'espace & muni d’un repére (0, i, j, k), considérons un syst
n

don( la masse m = Y o; n'est pas nulle.

(Ais Hiies
' i=1
oy | B e
Ce systéme admet un barycentre G défini par 0G = = zl o,04;.
point A;(i =1, 2, .. n) et par x, ¥, z celles
se traduit analytiquement par -

¢me de points pondéres

Si I'on désigne par X;, YpZ; les coordom_lees du
du barveentre G, 'égalite vectorielle ci-dessus

. 1
o Xis y=— Z ;¥ 2 2 &z

I
' 1
m mi=

e

1=

mi=1

ier 1 1 ordonnées '
iculier I'isobarycentre des points A,, Ay, .., A, @ pour co

" 1
Zyi’ ZZEEZ Zj .

i=1 =1

En part
1 1
x:-ZXE, y__;‘[-

H;=1
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éme de points pondérés s'effectye i

Utilisation de la calculatrice tre d’un syst i
. re : tili '
Le calcul des coordonnées du bz;;}y(ﬁr!;ﬂP et SHARP EL-5050 en utilisant g rOnchOt]

les deux calculatrices CASIO
statistique « moyenne» :
Commenta;:\‘\
-5050
SHARP EL
mode statistique
mise 4 zéro des mémoires

entrée des données

L CASIO FX-180P

affiche la masse du systéme

1 n
affiche x = - D R

i=1

=g ]

Attention : Pour entrer un nombre négatif (¢; ou x;) sur la .SHARP EL-5050, il Convient
de le mettre entre parenthéses. Par exemple, pour — 2, faire : [ (] 2 [1].

Avec la HP-11C, le programme de calcul de la valeur moyenne d’une série Statistique,
présenté a la page 20, s’applique au calcul des coordonnées du barycentre.

Enfin, avec la TI-62, on peut utiliser le programme suivant :

efface les programmes antérieurs

[
met en mode programme
i} 0 label de la séquence
R/S introduit la masse % du point A,
0 place o; dans la mémoire 0
7 ajoute o; au contenu de la mémaire 7
R/S introduit 'abscisse x; de A;

mu]tiplie X; par o

[x] o[=]
ajoute a;x; au contenu de la mémoire 8

renvoie a i 6L} 0

retour au mode caley]

iy |
iMoo 7 8  eflace les mémoires

entre en mode statistique 4 une variable

[1var ]

@, X
?:2 ?rz entrée des données

(Wi
amchﬂ Ia masse ' i
du systéme m = Y oa

L
i=1

] .
Iche T'abscisse d, centre de gravité
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Applicalion H Ufﬂfsc’r ces pr{}grﬂ””neS pour ca{cu.\'ef‘ I'GS coordonnéES du barycen”‘e des
points pondérés: (4, — /3y (B,/3 (C.1n2), (D, 175) (E, log %) dans; les: a3

suivants :
a) A(-3,57), B2 —1,0), C(-1,2,6, D3,5 —7, E(—1,3,9);
11 27)

12
AL 22
b)A(S, ?,19). B(—?,15,7), C(—15,0,37), D(18,—11,5), E(—4-,1,——1§.

AFFIXE DU BARYCENTRE

Eans le plan 2 rapporté 4 un repére orthonormal (0, &, &), considérons n points
15 Az, .., A, affectés de coeflicients respectifs a,, a, .., &, dont la somme n’est pas

nulle.

Soit z,, Z2, - Z, les affixes respectives des points Ay, Az, - An; si (xi, i) sont les
coordonnées de A, z; = x, + iy,.

Le barycentre G du systéme (4,, %ken, @ pour coordonnées :

I n I n
¥ =~ Z &y X Ye=— O Ve
m = ’ m k;;

L’affixe de G est alors le nombre complexe zg tel que :

l n 1 n
ZG=_Z_akxk+]—‘Z(xkyk,
m k=1 m k=1
; : B [..
soit : 2p=r— Z o (X + 1) |5
m| =
. I &
soit encore : Zg=— ), 04Z.
m =

L’affixe du barycentre d’un systéme de n points pondérés (4,, @;);n, est le barycentre du
systéme (2, & )icn,» OO, pour k =1, 2, .., n, 7, est Iaffixe de A,.

PROPRIETES DUf BARYCENTRE
Soit (A4;. &} s, un systéme de n points pondérés dont la masse m n’est pas nulle; O étant
un point de f'espace. le barycentre G de ce systéme est défini par

fiy ]_ T —_ PR
{_)G — }— (alOAl + azoAz + .. + (Z,,OA,,). (1)
n

1. Laddition vectorielle étant commutative, il résulte de I'égalité (1) que le barycentre
d’un systéme de points pondéres est indépendant de 'ordre des points.

2. Multiplions tous les coefficients a; des points du systéme par un réel 4 non nul. On
obtient un second systéme (4;, A;);cn, dont la masse, égale a Am, n’est pas nulle, et qui

posséde donc un barycentre G’ deéfini par :

— 1 — P T
0G’ = o (A2, 04, + Ja,04; + ... + 4a,04)),
- Am

e o o — S
soit : 06’ = = (2,04, + 1,04, + ... + a,04,). )
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6/ Caleul barycentrique

¢ 0G = OG', et par conséquent que Jeg POingg o
ot

u
La comparaison de (1) et (2Jm0nll:éctlé ;
G’ sont confondus. Dol la prop e, s o et . -
ifieRdpy :
Etant donné un systéme de points |?N:rm:|é;els“é"‘]:3 barycentre que le Premier, L un

réel A non nul, le systéme (A;, Aa;),—em..‘ oints pondérés ne changc
Autrement dit le barycentre d’un systéme de p

Pas quq
- - nd
P un méme réel non ny) Op
multiplie tous les coefficients de pondération par

le est au%si ],_.

! ; ] ny

: en rCGd,un SyStérnc(Ah i)l‘ENlﬂd n mn est pa ]

‘ y 58¢ — + — aus -— £8 éga]e a1 l
dont la ma ) -+ -+ est

; & =
barycentre du systéme (A.’ M/ ien, stéme de points pondérés, il est done toujours Possiy
Quand on considére le barycentre d’un sy: . i@
Se ramener au cas d’un systéme de masse 1. ’ : )
idé 1 ints pondérés (Ay, c‘:1)3 ( 2, Oa)y oy ( ns a_'”], k Poi
3. Considérons, parmi les n po J  west pas nulle, .
(1 <k < n) dont la somme des coefficients m
age, C[l.le Ce Sﬂ‘nt les

: nt le numérot
On peut toujours supposer, en changeant cvcrl};:fg?f:ll;fmi o
k premiers, Ces points possédent un barycen

& k
= Z ;. {3)

moG’ = Z{ o;0A4;, oum’ P
. tenu e
Considérons le systéme (G", m), (Ais1s i+ 1), . (4, “:})f’ ob len » 1 Templacgp, leg
k points considérés par leur barycentre G” affect¢ du coefficinet m’; sa Masse egt .
k n n
n
m’ + Z cc,-=za,-+ Z 0’-':'=_Z o = m,
i=k+1 i=1 i= F=1

I e 3 3 ——

et son barycentre G, est défini par : 0G, = o (m 0G’" + i=§~1 cxl-OAl.);

soit, en tenant compte de (3) :

Il en résulte E)_(f, = 0G et par suite G, = G.
rycentre de # points pondérés, on peut remplacer k d’entre eux, dopt

cients n’est pas nulle, par leur barycentre affecté du coefficient

té est importante, Eije montre notamment que pour
urs points il suffit de SAVOLr construire Je barycentre de
aussi, dans une figure, de mettre

Dans la recherche du ba
la somme m’ des coeffi

Cette propriété dite d’associativi
construire le barycentre de plusie
deux points. Comme nous le verrons bientét, elle permet

en évidence des droites concourantes,

ner, suivant les valeurs du couple

L. On donpe dans le plan o deux points a) Détermi
points invariants par f.

distincts 4 et g (@, B), lensemble des

1° Déterminer Ja condition sur Je couple de rée)s
b) O;l Suppose o + f§ = (),
point M de 2, le vecteur

(rx,'ﬁ) pour que, pour toy¢ point M, j| existe un
unique point Af’ te] que : Exprimer, pour tout
aM’'A 1 MR 4+ 2M'M =, MM’ en fonction dy vecteur AB et du récl e
- : En déduire |5 nature de f.

erfacg}s?éla_ condition trouv{ee dans |3 Question J° ¢) On Suppose « + f§ # ()
pia Ms(;i:gcfeajw f | application de # dans @ Montrer que f est une h(;mothétje.
' Déterminer le centre et Je rapport de f.
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2; On donne dans le plan # un carré ABCD.
1° Construire le barycentre G du systéme ;

§={(4,2), (B, —1),(C, 1}

2° Construire I'ensemble I des points M de 2
tels que :

I2MA — MB + MC| = | AD].

3° Soit J Tapplication de 2 dans 2 qui i
tout point M associe_le point M’ tel que
GM’ = 2MA — MB + MC. Montrer que f est

une homothétie dont on donnera le centre et le
rapport.

3. ‘On donne dans le plan 2 un triangle ABC.

Déterminer I'ensemble des points M du plan

tels que :

a) (MA + 2MB) . (MB + 2MC) = 0;

b) (MA + MB -4_1_\_43) .(MA + MB)=0;

) (MA+MB +2MC).
(—2MA + 5MB — 3MC) = 0.

4. On donne dans le plan 2 un triangle ABC.
1° Définir par ses coordonnées dans le repére
(A, AB, AC)le barycentre G des points pondérés
(A! T 2): (B’ 4)> (C) 1]

2° A ces trois points on ajoute le point pondéré
(G, — 3). On obtient ainsi le systéme § dont on
désigne par f la fonction vectorielle de Leibniz.
Démontr_gr que pour tout point M du plan,
J(M) =0.

3° Démontrer que chaque point du systéme S
est barycentre des trois autres points.

5. Le plan & étant rapporté au repére (O, i j+),
on désigne par A et B les points de coordonnées
respectives (1,0) et (0,1). A tout point M de
coordonnées (x, y) dans le repére (0, i, }) on
associe, lorsqu’il existe, le barycentre M’ des
points O, A, B alfectés respectivement des
coefficients 1, x, y. On définit ainsi une fonction
S M= M.

a) Déterminer I'ensemble de définition & de f.

b) Déterminer l'image de & par f.
¢) Déterminer I'ensemble des points M du
plan 2 tels que f(M)= M.

6. On considére dans un plan 2 un
triangle ABC non aplati. B’ désigne le milieu de
[A, C], C’ le milieu de [A, B] et D le barycentre
du systéme { (A, 3), (B, 2) } . Soit I le barycentre
du systéme {(4, 2), (B, 2), (4, 1), (C, 1},
J° Montrer que I est le barycentre du systeme
(B, 1), (C,2)} et également du systéme
}(D, 5), (C, 1)} . En déduire que [ est le point
d’intersection des droites (B'C’) et (CD).
20 La droite (AI) coupe la droite (BC) en E.
Déterminer la position de E sur la droite (BC).
(On pourra utiliser le fait que I est le barycentre
du systéme {(B’, 1), (C’, 2)}) '
3° B et C restent fixes. Le point A se depla:cc
dans 2, le segment [4, E], ou E est le point
défini dans la question 2°, conservant une
longueur constante. Déterminer les lieux
géométriques des points I et D. (On pourra faire
intervenir des homothéties.)

7. I° Les complexes a,, az, a3, 44 sont donnes.
Résoudre I’équation :

(21, 22, 23, z,)eC*
7, + 2, =2a4

2, + 23 = 2a,
23+ 24 = 20,4

74 + z, = 2a,.

2° Dans le plan, on considére un quadrilatére
Ay Ay Ay Ay

a) Montrer quil existe un quadrilatére
M, M, M, M, dont les milicux des cotés sont
les points A, A,, A3, A, si, et seulement si, le
quadrilatére A, A, Ay A, est un parall¢lo-
gramme.

b) Montrer que, 'l en est ainsi, le point de
concours des diagonales du parallélogramme
A, A, A, A, est I'isobarycentre des points M,
My, My, M,

BARYCENTRES 0t DEUX POINTS DISTINCTS

—_—

Soit A et B deux points distincts de 'espace &'; le couple (A, AB) est un repére de la droite

(AB).

1° Etant donnés deux réels « et f dont la somme n’est pas nulle, le systéme (A4, «), (B, f)

admet un barycentre M, défini a I'aide du point 4 par AM =

_

AM =

= AB.
x+ f

Ilen résulte que M est le point de la droite (AB) de paramétre

AA ﬁ,so't
i (A4 + FAB),soi

P danslerepere (A, AB).
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Nous retiendrons : ¢ B est un point de la droite (4B),
i A e L4 .

Le barycentre de deux points ) stant donné, existe-t-j] . :

e oint M dela droite (AB) etadu systéme (A, o) (geux foely o i 4l
p Réciproquemen;i ll't‘efs que M soit e bar)’CcntrGl u spei ,12%_. By ey

n nu e p— 5 .fc ’egal = ! ‘e ::.-‘

:Z :Z::::li,tl:‘eor de M dans le repére (4, AE)T;P” 36 s Serig Ayg %
AM = i(AM + MB),soit (1 = OM2 2 e (4,10, (B, ) de magg 4
Il ssulte que M est le barycentre du sy ® nop g

suddi | e
puisque égale a 1. i
On peut donc énoncer :

t sstincts 4 et B est la droite
THEOREME 2 L’ensemble des barycentres de deux points disti (4B),

Activité

Ce résultat définit une méthode de génération d’unj d;;)éts(: f‘l :lepflrtlr i deuy €y

points A et B, distincts. On dit parfois que le CO‘fPlc ( | ’ M soit l};ere affine e 9. oml
tout point M de 9, il existe un couple (¢ p)de ree}s tels que M so1t barycentre g, sl up
(4, @), (B, ). A noter qu’un tel couple n’est pas unique puisque st (o B)enestun, pour toue
réel 4 non nul, (la, Af) en est un autre. {

REMARQUES :
1. L’isobarycentre de deux points A ct B est le point / défini IA + IB = 0; C’est le miliey du bipoin[

(4, B).
2. Rappelons que le segment [4, B] est I'ensemble des points M tels que MA = ;ZE IOTSque]
¢

réel t décrit I'intervalle [0, 1] de R. _ o
Le lecteur vérifiera alors facilement que le barycentre de deux points distincts 4 et B 3HECtésd
5

coefficients a, f(« + f # 0) appartient au segment [A4, B] si aff > 0 et n’appartient pas a [4 B
) 51

aff < 0.
Il'en résulte que le segment [4, B] est 'ensemble des barycentres des points 4 e B affectgs i

coefficients positifs ou nuls.
3. Considérons deux points distincts 4 et B et un réel k différent de 1. Pour tout point M ¢ la
— e

MA s
droite (AB) les égalités — = ket = - i o
ite (AB) les égalités = et MA — kMB = 0 sont équivalentes. Or |a seconde signifie que

M est le barycentre du systéme (4, 1), (B, — k). Par suite :

Etant donné deux points distincts A et B et un réel k différent de 1, il existe un point M de la droje

(A4B), et un seul, tel que _—M_ﬁ =k.
MB *

I° Décrire et Justifier les con ]
’ Structions suivantes -
a) du point Gy (figure 2), barycentre dy Systéme : A < B
(4,2), (B,5);
b) du poi
) du point G, (figure 3), barycentre 4y Systeme : ;
4. -2, @5 Bl y
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2° On considére le bar
s yeentre G de d 1 i )
’ respectifs a et f (a + § % 0) e deux points distincts A et B affectés des coefficients
a) Défni. : T ;
Q)He{;‘j”w le point G a I'aide d'un point O n’appartenant pas a la droite (AB).
hip es -50”.1' {6’5 coordonnées de G dans le repére (O, 0A, 5-.55—) du plan OAB?
quar::éf:; isidére les points A * et B’ définis par OA" = aOA et OB’ = BOB, et le point S
sommet du parallélogramme A’OB'S (figure 4). Démontrer que G est le point

?;nrersectfon des droites (AB) et (OS).
noter que I'on peut utiliser le milieu I de (A’, B) d la place de S pour construire G.)

¢) Utiliser : .
er cette construction pour obtenir les barycentres G, et G, de la question I°.

X

Figure 3

RECHERCHE DE DROITES CONCOURANTES DANS UNE FIGURE

Considérons un systéme de points pondérés S dont la masse m n’est pas nulle et son

barycentre G.
Supposons que I'on puisse partager S en deux sous-systémes S’ et S”, non vides et

disjoints, de masses respectives non nulles m’ et m”, et de barycentres respectifs G'et G”. Le
point G est alors le barycentre des points G et G* affectés des coefficients m’ et m"”. Si les
points G’ et G” sont distincts, G appartient a la droite (G’G"); autrement dit la droite

(G’G") passe par G.
A toute partition du systéme S en deux sous-systémes de masses non nulles et de
barycentres distincts correspond une d roite passant par G. On met ainsi en évidence une

famille de droiies passant par G.

Exemples
1. Lisobaryecntre de trois points non alignés A, B, C

est le point G défint par GA + GB + GC =0,
et appelé eentre de gravité du triangle ABC.

Le barycentre des points (B, 1) et (C, 1) est le
point 4’ milieu du coté [ 5, C]. Il en résulte que

G est aussi le barycentre des points (4, 1) et
(A, 2). Le point G appartient doncd la médiane _~p

(AA’) du triangle ABC et est tel que:
GA +2GA" =0. _
médianes (BB') et (CC’) passent par G (figure 5).

De méme les deux autres
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. 6/ Calcul barycentrique

Nous retiendrons : de gravité du
: e gravité i

: ¢ concourantes au centre de g triangje_
G St A

Les trois médianes d’un triang ’
quatre points non coplanar-

!
! .
i 2. L'isobarycentre de oeRh )
res A, B, C, D est le point G défini par -
GA+GB+GC+GD =0, /
et appelé centre de gravité du tétraédre ABCDt- :
. €
o Le barycentre des points (4, 1) e; (g;:))fczitre B
ili ’aré BJ. De méme le =
milieu I de I'aréte [A, B] o J de Paréte D
J

des points (C, 1) et (D, 1) est le mi
[E. D] {
1l en résulte que le point G est aussi le balj){cenére b
des points (I, 2) et (J, 2), c’est-d-dire le milieu du Figure g
segment [, J] (figure 6).

Le centre de gravité d’un tétraédre est le milieu des segments ayant pour extrémiés Jo,
milieux de deux arétes opposées. 1

« Le barycentre des points (B, 1), (C, 1), (D, 1)
est le centre de gravité A’ du triangle BCD.

Il en résulte que G est le barycentre des points

(4, 1), (4%, 3).
Le point G appartient a la droite (44’) (figure 7)

et est tel que :
GA +3GA" =0.
Nous retiendrons :

Le centre de gravité d’un tétraédre appartient
aux droites passant par un sommet et le centre de Flemre 7

gravité de la face opposée.
Nous venons de mettre en évidence dans tout tétracdre, sept droites passant par le centre

de gravité du tétraédre : les trois droites définies par les milieux de deux arétes opposées et
les quatre droites définies par un sommet et le centre de gravité de la face opposée.

Activite

Dans le plan P muni d’un repére
(0,1, ;} on donne un triangle ABC et
une droite A qui coupe respectivement
les cotés (BC), (CA) et (AB) en trois
points A, B, C’ distincts des sommets

A, B, C (figure 8).

(On dit que la droite 4 est une
transversale du triangle ABC.)

Soit ax + by +c¢=0 une équation
de A. Pour tout point M du plan, de
coordonnées(x, y), on note f (M )le réel
ax + by + c.

|
!
2
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' 1° Soit B et y deux réels tels que A’

’

¢) En exprimant | ‘appartenance de A’ d 4,

2° Utiliser la question 1° pour démontrer que

3° Donner une autre démonstratio

4° Récipmquemem, S0it trois
(CA), (AB) d’un triangle ABC, distincts des

soit le barycentre du systéme (B, f§), (C, y).

; . A'B
a) Exprimer le quotient 22 o, Jonction de f3 et y.
AC
trouver une relation simple entre les réels 3, 4,

——

X
A'C BA C'B
Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Menelaiis.
n, géométrique, du théoréme de Menelaiis en utilisant le

S(B) et f(C). En déduire une expression de =il
A'C
AL BG G 4 (1)

point B" projeté de B sur (AC) parallélement a A.
points A', B’, C’ appartenant respectivement aux cotés (BO),
sommets du triangle et vérifiant la relation (1).

’ & - "
@) Démontrer que les droites (B'C’) et (BC) sont sécantes en un point noté A".
b) Démontrer que A" = A’ et en déduire | ‘alignement des points A’, B’, C’.

® Exercices d'application

8. Soit 2 la droite définje par deux points
distincts A4 et B,

I° Trouver un couple (a, ff) de réels tel que A
soit le barycentre du systéme (A, o), (B, f).
Méme question pour le point B, le point C
symétrique de A par rapport a B et le point D
symétrique de B par rapport a A.

2% Soit (2, et (o', ') deux couples de réels tels
que les  systemes  {(A, a), (B, A} et
{(4, «), (B, A)} aient le méme barycentre.
Démontrer qu’il existe un réel 4 non nul tel que
a' = daet f = .

9. Soit A, B, C trois points alignés et deux a
deux distincts dans le plan 2.

On pose AC = JAB, oi JeR.

/° Démontrer qu'une condition nécessaire et
suilisante pour que A, B, C soient les barycentres
respectils des systémes :

{(B, B, (C, 9}, {(C, y), (4, )}, {(4, a), (B, f)}
est : a=y(A—=1) et f=—yl

2° Soit («, f1, 7) un triplet vérifiant la condition
précédente. Reconnaitre application f qui, a
tout point M du plan #, associe le point M’ tel

o

que MM’ = o 1'!!;+ ﬁf_'l‘f_B + yMC.

10. Leplan#estmunidiun repere(0, i, j)et f
estFapplication de  dans 2 qui, 4 tout point M
de coordonneas (v, y), associe le point M’ de
coordonuzes {1, 1) telles que :

(ot 1
St R e L

?, 2. .8 B
fmogatgr—g

/* Déterminer I'ensemble & des points inva-

2° Démontrer que le vecteur MM’ garde une

direction fixe. .

3* Montrer que 'on peut trouver un couple

(o, ") de réels verifiant o + o’ = 1, te‘l que, pour
tout point M, le barycentre du systéme (M, o),
(M’, ') soit invariant par f. )

En déduire une construction simple de 'image
par f d’un point M quelcongue.

11. Ondonnedans le plan 2 un triangle ABC.
A tout point M du plan on associe successive-
ment les points M,, symétrique de M par
rapportd A, M,, symétrique de M, par rapport
a B, et M, symétrique de M, par rapport a C.
I° En considérant I'isobarycentre des points M,
M, M,, M;, démontrer que le milieu de
(M, M) est un point fixe.

2° On note s,, s,, sc les symétries de centres
respectifs 4, B, C. Reconnaitre I'application
Composée s¢ O 55 0 5.

3% Quelle est la nature de I'application
composée de quatre symétries centrales?

12. On considére une droite 9 et deux de ses
points, A et B, distincts. Soit M et M’ les
barycentres de systémes respectifs (A, «), (B, f)
et (4, o), (B, ).

1 Quels coeflicients 4, u faut-il affecter 4 A et B
pour que le barycentre du systéme (A, 2), (B, p)
soit le milieu de (M, M")?

2° Application : On donne deux points distincts
Aet Betunréel k différent de 1 et de — 1. Soit M
et M" les deux points de la droite (AB)définis par

_M__’i = — g—i =k, et soit I le milieu de
MB M’'B
(M, M’).
IA4
Démontrer que — = k2,

riants par /.

IB
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On donne deux points distincqy A

e 14. ! &
inngles ABC ¢t an ct un réel k non nul. Sojt pr 1. €L g
trinngles 7 du plan ar Phomothétie de centre AI;TQ"I-'
o

13. /* Démontrer que deux s si, ot
A'B'C’ ont méme cenlre _(_ji;_‘gl'll’\"_"" de Mtpk* soit M’ le barycentre deg i
sculement si : AA" + BB’ + c("-':’ B, C* sont ruppﬂf affectés respectivement hf,"mu B g
2 Est-ce le cas lorsque les points 2 & = : t 1, o éant un récl di!finc%" :

ients o [+ k g P
dey ficien f.‘ram?j]cathnlquua tout pojpg M::

F i ainsi définis : i :
LiE- a) A, tJ’a". C’ sont les milicux rchpct“f‘i i I'Saos;loclc :

/ bipoints (B, C), (Cf]' A), M(;. Bl}?ct fja"h:mm,cr que pour tout point M, op , .

g b) k est un récl dilférent de i —.*ona;

f‘ ) ks lll'l___ iy -—,:;l” (@+ ]]MM ‘= (1— k}MA +'1MB.

- AB _BC_CA_ 44 20 Montrer quc S k=oa+1, alo"sfeg
.I ont on déterminera Je vecte Ung

translation d o era |
o+ 1,1l .
30 Montrer que sik 7 existe un nig,

- 3 : ,
sels dont la somme n'est PX .t G invariant par f.
;Llfcc;tﬂj?’;’d?{xs;ict slcs barycentres resp e N?(l:l?ltrer qu'alors f estune homothétie decey,
des systén;es’ {(B, B (C,M} {(C, ) (A, @) }s G, dont on définira le rapport, tre

{{Ag 0!), (B' ﬂ)}‘}

IC BA CB

NON ALIGNES

IV — BARYCENTRES DE TROIS POINTS

Soit A, B, C trois points non alignés de I'espace & le triplet (4, AB, AC) est un repére
2Si C).

S —— 2 somme m n’est pas nulle, e systéme (4, o), (g B)
tir du point A par )

ar=t B +1ac
44 m

1° Etant donnés trois réels o, f, 7 q::mf l‘
(C, 7) admet un barycentre M, défini a par

AM = A (otﬂ+ ﬁﬁ—f— yAC), soit
m

oo (B2
1l en résulte que M est le point du plan (ABC) de coordonnces (m’ 0 dans le repgre

(4, AB, AC) de ce plan. Nous retiendrons :
C est un point du plan (4BC).

Le barycentre de trois points non alignés A4, B,
an (ABC) étant donne, existe-t-il trois réels o, f, y de

2° Réciproquement, un point M du pl !
somme non nulle tels que M soit le barycentre du systeme (4, 0), (B, P), (C, y)?
Les coordonnées ¢, ¢’ de M dans le repére (4, AB, AC) vérifient ’égalité

AM = tAB + t'AC,
qui s'écrit aussi AM = t(AM + MB) + {'(AM + MC), soit
(I —t—t)MA + tMB + MC =0.

Il en résulte que M est le barycentre du systéme (A4, 1 — t — '), (B, t),(C, t') de masse non
nulle puisquc égale a 1.

On peut donc énoncer :

’ THEOREME 3 I L’ensemble des barycentres de trois points non alignés 4, B, C est le plan (4BC).

Ce résultat montre que I'on peut engendrer un plan & 4 partir de trois de ses points 4, Bet
C, non alignés. On dit parfois que le triplet (4, B, C)est un repére affine de 2. Pour tout
point M de 2, il existe un triplet (x, f§, y) de réels tels que M soit le barycentre du systéme
‘(A, %), (B, B),(C, y). A noter qu’un tel triplet n’est pas unique puisque si (o, §, y)enestun,
pour tout réel 4 non nul, (i, AP, 7y) en est un autre. .-:
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REMARQUES :
I. Lisobarycentre de trois points A, B, C est le point G défini par GA + GB + GC = 0; dest le

centre de gravité du triangle ABC.
2. De méme que I'on peut définir un plan 2 comme ensemble des barycentres de trois de ses points

non alignés, on démontre que I'espace & est I'ensemble des barycentres de quatre points non

coplanaires.

2 Activite B (1 LY Y e s

1° On considére un triangle ABC et un point M n’appartenant d aucun des cétés du triangle
ni a aucune des trois droites passant par un sommet et paralléle au coté OpPpOSE.

Les droites (AM) et (BC) se

coupent alors en A’ distinct de B et

C,(BM) et (CA) en B’ distinct de A

et C,(CM)et (AB) en C’ distinct de
A et B (figure 9).

a) Soit a, B,y trois réels tels que M
soit le barycentre du systéme
(A, a), (B, B),(C, y). Démontrer que
B+y#0.

b) Soit A, le barycentre des points
pondérés (B, p) et (C, y). Démon-
trer que les points A, et A’ sont

confondus et en déduire que :

AB  y Figure 9

A'C i

" BC CA
¢) Exprimer de méme les quotients — et — en fonction de o, B, .
B'A C'B
En déduire le théoréme de Ceva :
AB BC CA '
X% X =—1 )

AC BA C'B
2° Réciproquement, considérons trois points A’, B, C’ appartenant respectivement aux

cotés (BC), (CA), {AB). distincts des sommets A, B, C et vérifiant la relation (1)
a) On suppose que les droites (BB’ et (CC’) sont paralléles. Que peut-on dire de la droite

(4A4°)?

b) On suppose que les droites (BB') et (CC') sont sécantes en M.
Démontrer que le point M n'appartient pas d la droite passant par A et paralléle a (BC). Les
droites (AM) et (BC) sont alors sécantes en un point A, . Utiliser le théoréme de Ceva pour

’

montrer que A; = A
D’oui la réciproque du théoreme de Ceva :
Soit trois points A', B’, C’ distincts des sommets d’un triangle ABC et appartenant
respectivement aux cotés (BC), (CA) et (AB).
A B B C CA
Si = — 1, alors les trois droites (44"), (BB') et (CC’) sont soit
AC B’A C' B
] paralléles, soit concourantes.
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Gergonne
tés [B, C1, [C, A]ct[A, B

i ‘application
® Exercices d’app gnés. | 19. T;,,;grém;: de (
S. ; O
s’il | On donne sur €S is points A", B’, C” tel
’ ; o ole ABC trois po i AL
d'un triangle (AA’), (BB) et (CC’) soieny
M. En considérant trois réels a,

I5.  Ondonne trois points A, B, C non ali
les droites

concourantes en

tels que M soit le barycentre du systéme
(C. ) démontrer

A tout récl m. on associe le barycentre G"’+ 1)
existe, du systéme (A, 2). (B, m — 1), (C, m '
le théoréme (g

a) Déterminer I'ensemble des points G, lorsque

m décrit R. smes : | B, 7
b) Reprendre la question a) avec les systemes : (A, @), (B, B
Gergonne : D
T ’ C'M

A'M — + g:_.ﬁ—/f + =1
pr— B,B C/C

o (A, m+ 1), (8, —2)(C, 3);
e (A 2),(B, 1 —m),(C,m+1).
Dans le plan 2 soit (4, «), (B, p), (C, y) un

16.
systéme de trois points pondérés_don’t'la masse
est nulle, ]a masse de chaque point n’étant pas

A’'A
: i ints distincts et
it A, B, C trois points ‘Ton
jg:gnéssodu plan 2. Soit a un.rcel. On considére
Papplication f, qui d tout point M de 2 associe
le point M’ de Z tel que
MM’ =aMA +aMB — MC.
J° Déterminer a pour SOit  une
translation, dont on précisera le vecteur. Qp

note a, la valeur obtenue. ‘
20 q est différent de a, dans toute la suite de

nulle.
7° Quand le point M décrit &, démontrer que le
vecteur aMA + fMB + yMC reste constant.

que f,

On note u ce vecteur.
2° On suppose u =0. Montrer que chaque

point est barycentre des deux autres points. En
déduire que les points A, B, C sont alignés.
3° On suppose dans cette question que les
points A, B, C ne sont pas alignés.
Démontrer que les trois droites passant par un

I’exercice.
des points et le barycentre des deux autres sont a) Montrer que f. admet un seul point

invariant, noté €. '
b) Déterminer et représenter ’ensemble deg
points Q,, lorsque a décrit R\ { ag }

¢) Montrer que, si de plus a est distinct de L
est une homothétie dont on déterminera Jeg

paralléles.
¢léments caractéristiques. Que peut-on dire de

I7. Dans le plan 2, soit G le barycentre de
trois points A, B, C affectés de coefficients a, f3, y

non nuls et de somme non nulle.

On note % le systéme (A, a), (B, f), (C,y),
(E?,,—Gf._ﬁ—Y)-' e g T fil
/° Etudier la fonction vectorielle de Leibniz du 21. On considére un triangle isocéle ABC n
cotés BC = 2a, AB = AC = 3a, a étant un réel
positif fixé. On note A” le milieu de [B, C] et

systeme ..
2° Démontrer que tout point du systéme & est
barycentre des trois autres points.
3° Démontrer que si deux points du systéme .%’
ont un barycentre, il en est de méme des deux
autres points et que ces barycentres sont

'orthocentre du triangle.
/° Soit 0 lamesure de I'angle BAC. Montrer que

cos () = —.
9
2° Soit B’ le projeté orthogonal de B sur Ia

/

confondus.
18. Soit &= (A, o).y, un systéme de n
points pondérés dont la fonction vectorielle de
Leibniz est Ia fonction nulle,

/° Démontrer que chaque point de masse non
nulle est barycentre des autres points.

2% On considére une partition du systéme % en
dqux sous-systémes .%’ et ..
Démontrer que si . posséde un barycentre, i
en est de méme de & et que ces dG;IX

barycentres sont égaux.

droite (AC). Calculer ——. En déduire deux
i
réels o et y tels gue le point B’ soit le barycentre
du systéme { (A, o), (C, 7).
de la  deuxiéme question,
S a, b, c tels que le point H

T

3° En saidant

determiner trois réels

soit le barycenire dy systéme :
i 4 ¢

{4, a), (B, b), (C, ) }.
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TRAVAUX PRATIQUES

FONCTION NUMERIQUE DE LEIBNIZ
(l).;]ne app;llication ¢ de I'espace & (ou du plan 2) dans R étant donnée, rappelons que pour tout réel k
appelle surface (ou ligne) de niveau k de @, 'ensemble des antécédents de k par ¢.
Autrement dit, |a surface de niveau k de ¢ est I'ensemble %, des points M de I'espace tels que

e(M) =k ;
% ={Meé&lpM)=k).
L'ensemble % peut, pour certaines valeurs de k, étre vide.

Par un point M, de I'espace, il passe une surface de niveau unique,  savoir celle qui correspond
au réel k = @(MD)

En classe ‘de Premiére

Un point M,, et un vecteur non nul de
M sont les plans orthogonaux i la droite de repére (M, u). (Dans le planles lignes de

QM- 5. M,
hiveau de ¢ sont les droites orthogonales 3 Ia droite (M,, ).
lignes de niveau des applications ¢ de la forme :

on a établi le résultat suivant qu’il convient de bien connaitre :
espace étant donnés, les surfaces de niveau de I'application

Intéressons-nous maintenant aux

M - ¢(M) = Z ;MAZ,

i=1

» A, sont des points fixés du plan ou de l'espace, et «,, a,, ..., @, des réels fixés.

ou A, A,, ..
Lapplication ¢ est appelée fonction numérique de Leibniz du systéme de points pondérés

(4;, “i)fem,,-

Transformation de o (M)
Pour tout point M, le réel @(M)s’exprime a 'aide des points A, et des coefficients ¢;. Peut-on obtenir

une expression réduite de ¢(M)?
Pour tout bipoint (M, M) on a, quel que soit i appartenant & N, :
GMAL = 0(MM' + M'A)? = ;MM + 2, MM’ . M’ A, + o,M’ A2.

Il en résulte :

o(M) =

i=1

i=1

(Z ai)MM’E HEM, - (Z a.-M’-A}) + Y oM A2,
i=1
. iy n
soit, en posant m = ) «; et en remarquant que le vecteur Y a;M’A; n'est autre que limage du
is ai)iemn :

(1)

i=1 i=
point M’ par la fonction vectoriclle de Leibniz, f, du systéme (4
(M) = o(M') + 2MM’ . f(M') + mMM'?

L’examen de cette expression de ¢(44) conduit a distinguer deux situations selon que la masse m du

systeme (A4;, o;);.x, est nulic on non :
1° m=0.

On sait que dans ce ¢as Ie vecteur f(M’) est indépendant du point M”. En désignant par ¢ ce vecteur
constant, I'égalit¢ {1) s’écrit :
o(M)= (M) +2MM . ¢ (2)

A noter que si le vecteur ¢ est nul, on obtient, quels que soient les points M et M’, o(M) = ¢(M"),ce

qui montre que I'application ¢ est alors constante.
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2 my0. '
; arycentre G tel que :
Dans ce cas Ie systéme (A;, %);en, posséde un bary

n —_—

7{_@.= ,_Zl fx;GA,- — 0.
N cont :

En remplagant M’ par G dans I'égalité (1), on obtien 2

o(M) = p(G) + mMG

: ) et connue sous le nom de o, ()
Cette formule, vérifiée par tout point M del esp?:j:f;itc de (M), Mule g, oy
donne, lorsque m est non nul, une expression ré 12,

Elle met en évidence que la valeur prise par la fonction ¢ au point G est soit Minimale soit My
En effet : A ;

e Sim > 0, pour tout point M on a mMG* 2 0, d’gﬁ ¢(M) > g(f)t’:;fonc“;‘n @ Présen, dop
minimum au point G et ce minimum est strict puisque M # G entraine ‘ov( ) > 0(6), Cun
¢ Sim <0, pour tout point M distinct de G, on a ¢(M) < ¢(G); la fonction ® présenty don,
maximum strict au point G.

ale,

Up

Surfaces de piveay de la fonction ¢

Les formules (2) et (3) permettent rcspcc'tivement, ’daﬂls_ ]e:_ cas m=0 et m
facilement les surfaces, ou les lignes, de niveau de I'application ¢.

Ilestinutile de les retenir :il suffit de se rappeler commfj'm s elzl“ectuelit_rgﬂsforlflatlzon de o(pg) o
choisissant un point M’ et en remplagant, pour tout i, MA? par (MM’ + M4,

Lorsque m est nul, M’ est choisi de maniére 4 faciliter le calcul de g(M"),

Lorsque m n’est pas nul, M’ est choisi égal a G.

5& 0, de détﬁrmmer

Exemples de résolution

1. Lalettre a désignant un réel strictement positif, on considére un triangle ABC g¢ espace g 1) e
AB =3a, AC = 4a, BC = 5a.

1° Déterminer le barycentre des points A, B, C affectés respectivement deg coefficients _ 5,43

2° Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que, k désignant un hombre r¢
~ SMA? + 4MB? + 3MC? = ka?. Discuter. Examiner le cas k = 12,

1° Remarquons que le triangle ABC est
rectangle en A(AB* + AC? = BC?),

Le barycentre, G, des points pondérés (4, = 9),
(B, 4), (C, 3) est défini par:

—SGA + 4GB + 3GC = 0,

el donné, on it

soit en choisissant A comme origine :

SAG + 4(AB - 4G) + 3(AC — AG) =0,
Ilen résulte: AG = 2Z§+ ; E_C:

egalité qui montre que les coordonnées de G dans

le repére(A,;Ez(_f)du plan (4BC)sont :(2, 3)

(figure 10). Figure 10
2 L"ensemble cherché est la surface de niveay ka?, %, de la fonction numérique de Leibniz ¢ du
Systeme (4, — 5), (B, 4), (

C, 3). Transformong P(M) = — SMA? 4 4MB2 1 3pC2 -
?(M) = — S(MG + GA)? 4 4(MG + GB)? 4 3(MG + GC)?

=2MG* + MG . (- 5G7 4 4GB + 3GC) — 5G4° + 4GR? +3GC?
=2GM? 0(G).
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6/ Calcul barycentrique

Caleulons ¢(G) = — 5GA? + 4GB?* + 3GC?; le théoréme de Pythagore donne :
GA® = 36a* + 364> = 724°, GB® = 9a* + 36’ = 45’,
GC? = 4a? + 36a® = 40a?,

d'oti ¢(G) = — 60a. 1 en résulte o(M) = 2GM? — 60a, et par suite :
k
Fo={MeE|GM? = (30 +E)a3}.

Discussion :

. k k-
o 5130 + 3 > 0, cest-a-dire si k > — 60, &, est la sphére de centre G et de rayon a 30 + 5

o si k= — 60, #, est réduite au singleton {G};
e sik < — 60, &, est I'ensemble vide.
En particulier si k = 12, %, est Ia sphére de centre G et de rayon 6a.

2. Dans le plan 2, on considére un triangle équilatéral ABC dont les cdtés ont pour longueur a.
Soit f V'application qui, @ tout point M de 2, associe le vecteur f(M) =4MA — MB + mMC, ou
meR.

I° Déterminer m pour que f(M) soit un vecteur constant i et exprimer i en fonction de AB et AC.

2"'0:1 suppose dans cette question que m a la valeur trouvée a la question précédente.
Déterminer I'ensemble A des points M de 2 tels que 4M A* — MB* + mMC? = a’. (On remarquera
qu’un des trois points A, B, C appartient a A.)

1° L’application f est la fonc-
tion vectorielle de Leibniz du
systéme de points pondérés
(4, 4), (B, — 1), (C, m).

Pour que le vecteur msoit
constant il faut et il suffit que la
masse du systéme, 4 — 1 + m,
soit nulle, c'est-d-dire que
m= —3.

On a alors (figure 11) :
ii = f(A) = — AB — 34C.

2° L’ensemble 4 est laligne de
niveau a” de la fonction numé-
rique de Leibniz, ¢, du systéme
de points pondérés (4, 4),
(B, — 1), (C, —3), systeme
dontla masse est nuileet quine
posséde  donc  pas  de
barycentre.

Transformons oA}, en faisant

jouer & 4 un roie particulier : Figure 11

(M) =4MA* — MB* — 3M(C?
=4MA? — (MA + AB)? — 3(MA + ACY?
= 2MA .(— AB — 3AC) — AB* — 3AC?
=2MA . i — 4a’.
Ilen résulte : 4 = {Mezﬂ/ﬁ JAM = — ; az}; dest donc la ligne de niveau — g a” de I'application

M — 1 . AM. Par suite, 4 est une droite orthogonale a la droite de repére (4, u).
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Vérifions maintenant qu'un des trois points A, B, C appartient 4 4, et pour cela calculong P(A),

@(B), ¢(C) :
@A) = —4da®, @(B) =a* (C)= 3a>

Comme ¢(B) = a2, B appartient 4 4.
Finalement, 4 est Ia drojte passant par B et orthogonale 4 la droite de repére (4, 7),

Applications
points non alignés A, B, C et le point | défini pg,

1. I° On donne dans [l'espace & trois

Al AB + 25 AC. De quels coefficients a, b, ¢ faut-il affecter respectivement les points A, B, C pour
que I soit leur barycentre?
= 1.Onpose -

2° On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangle en A et que AB=2et AC
¥ ={Meé& | MA* — 2MB* — M(C? = -3}

Démontrer que & et une sphére dont on preécisera le centre et le rayon.

du plan 2. Quels que soient les points P et Q du plan on notergy

2. Soit trois Ppoints non alignés A, B, C
= c. On désigne par | le miliey dy

PQ la distance de ces points. On pose BC = a, CA=b ot AB
segment [B, C].
2

I° Etablir I'égalité b + ¢ — 945 + 52_

2° A tout point M du plan 2 on associe le réel :
(M) = MB* + MC? — M A2,

a) Soit Gle barycentre des points B, C et A affectés respectivement des coefficients L 1et — 1. Donner
une détermination simple de G et placer ce point sur la figure.

b) Exprimer @(M) a Uaide de M G, a, b, c. Donner une condition nécessaire et suffisante portant syr
a, b, c pour qu'il existe un point M au moins vérifiant o(M) = 0. Cette condition érant remplie, quel est
l'ensemble des points M du plan tels que (M) =(?

3. Soit A et Bdeux points distincts de | espace &, de miliey C. F tudier, suivant les valeurs des réels m o

k, l'ensemble X des points M de & tels que MA* + mMB> — 2MC2 —
Examiner le cas :m =3 et k = AB?,

8. On donne dans le plan 2 un triangle équilatéral ABC tel que AB = g,
1° Déterminer et construire Je point G barycentre du s ystéme de points A, B, C affectés des coefficients

respectifs 1, 1, 2. Calculer GA2, GB2 e G2 en fonction de q,

2° Déterminer I'ensemble des points M tels que :
MA? + MB* £ 2002 = K, on keR.

Discuter en fonction de | e de a.
5. Dans le plan 2 muni d'un repere orthonormal (0,1,]) on considere les points 4, B, C 4o

coordonnées respectives (3, 1), (— 2, 3), (1, 0,
1° Soit G le barycentre des poinis A, B, C gffectés d

de G.
Trouver, suivant les valeurs du nombre réel k, l'ens,

IMA? + MB2 - MC2 24

es coefficients 2, 1, — 1. Trouver les coordonnées

emble des points M tels que :

2° Trouver Uensemble des points M tels gue
2MA* — MB? — MC2 =3

3° Trouver l'ensemble des points M tels que
12MA4 + MB - MC| = I2M4 - MB - MC),
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6. 0"'. note MN la distance de deux points quelconques M et N du plan 2.
I° Soit A, B, C trois points de # tels que AB= AC =5 et BC=6.

Calculer le produit scalaire AB . AC.

2* Ondésigne par G le barycentre d
distance GA. ycentre du systéme (A, 2),(B, 3).

3° On considére I'application f de 2 dans R qui, d tout po
/(M) = 2MB . MC + MC . MA + MA . MB.

(C, 3). Construire le point G et calculer la

int M de @ associe le réel :

Démontrer que l'on a, pour tout point M de 2 :

f(M) = f(G) + 4MG”*.

Calculer numériquement f(A) et f(G).

L] r .
4° Déterminer et construire I'ensemble des points M tels que [(M) = f(A).
er les extrema des

7. |
Qn dc?nne dans le plan @, un cercle € de centre O et deux points Aet B. Détermin
applications de € dans R suivantes :
a M+— MA2 + MB?;
b) M 2MA? + MBZ;
¢) M— —4MA? + MB?;
d) M+ MA . MB.
> :’? ns dg""e trois points A, B, C non alignés du plan 7 affectés respectivement des coefficients
I Consiriire s harycanste il sysint (4, — 3),(B, 5)et (C, 2). Indiquer les coordonnées de G dans
le repére (A, AB, AC).
2° On considére I'application f de @ dans R qui au point M associe:

f(M) = — 3MA? + SMB* + 2MC*,

Existe-t-il un point M de P en lequel [(M) est minimale?
3° Cas particulier. Faire une autre figure. Donner la valeur de ce minimum lorsque les coor
A, B, C dans un repére orthonormal sont :

A(0,0, B(4,0), C08)

ABC isocéle rectangle en A tel que 1IZ§|

données de

9. Dans le plan 2, on considére le triangle | = HZE" =3a

(aeR%).
J° Déterminer le barycentre G des points A, B, C affectés respectivement des coefficients 4, — 3, 2.

Construire ce poinl.
2 Soit f: PR

M +— f(tM) =
Déterminer l'ensemble des point M du

41 A2 - 3| MBI + 2| MCI2
plan tels que f(M) = — 36a®. Représenter cet ensemble.

ENSEMBLE DES POINTS TELS OUE %‘ _

e & et soit k un réel strictement positif et distinct de 1. On

Soit A et B deux points distincts de l'espac
se propose d’¢tudier Iensemble 2 des points M de I'espace tels que MA = kMB. (Lorsque k=1,
3 est le plan médiateur du segment [4, B])
o Premiére méthode
MA? — k*MB.

la surface de niveau 0 de I'application f : M
GA

1o Démontrer que I'ensemble X est
a droite (AB) tel que — =K.
GB

En déduire que X est une sphére dont le centre est le point G de |

Scanné avec CamScanner



168

6/ Calcul barycentrique

> Calculer le rayon de la sphére X en fonction dea= AB et de k.

e Seconde méthode
1° Démontrer que la condition MA = kMB est Squivalente a :
(MA — kMB) . (MA + kMB)= 0.

2 Exprimer cette égalité d I'aide des points I, barycentre des points pondérés (A, 1), (B, k), et 4,

barycentre des points pondérés (A, 1), (B, — kl‘: ) i
En déduire que l'ensemble X est la sphére de diamétre [1, 1

Nous retiendrons :
Etant donnés deux points distincts A et B et un réel k, différent de 0 et 1, Pensemble des points Af g

—__ — k est une sphére centrée sur la droite (AB).

P 2 MA
espace fels que

¥ e 3B
Les mémes démonstrations montrent que dans le plan I'ensemble 2 est un cercle centré sur la droite

(AB).
Construction de X
Pour construire X il suflit de construire les points I et J tels que :
7 JA
E ==k et —= k.

IA+kIB=0 et H—k.ﬁ:ﬁ: soit =

Z est alors la sphére ou le cercle, de diamétre [1, J].

1° Construire X dans les cas suivants :
3
a) AB:ﬁcm,k=E; b) AB=5cm,k=§; c) AB:Scm,k=ﬁ.

2° Soit M un point de I non situé sur la droite (AB). Démontrer que les droites (MI) et (MJ) sont

—_—
respectivement les bissectrices intérieure et extérieure de l'angle AM B. En déduire la construction de

l'ensemble X quand on connait un de ses points, M
3° Soit Z un plan contenant la droite (AB) et soit, dans ce plan, la médiatrice A de [A, B] et un

cercle € passant par A et B et sécant avec A en C et D.
Démontrer que chacune des quatre droites passant par un des deux points C et D et par un des deux

points I et J recoupe € en un point M appartenant a X.
En déduire la construction de X quand on connait un des deux points I, J.

Applications
1. Soit A et B deux points distincts du plan 2. Déterminer et construire I'ensemble des points M de

tels que : _
a) |MA + MB|| = MA; b) |MA + MB| = |2MA + MB:

¢) 13MA — MB|| = | — SMA + 2MB.
Is sont les ensembles des points M et N tels que

2. On donne deux points distincts A et B. Que
MB = MN et tels que A soit le riilieir du bipoint (M, N)

3. On donne un triangle ABC,

1° Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que :
Q) |MA+MB| = [MA + 2MCY; b) {MA+ MB + MC| = |[MB + MC|:

¢) IMA+ MB + MC| = |2MA — ME — MCJ.
2° Soit k un réel donné. Déterminer, suivant les valeurs de k. l'ensemble des points M tels que

IMA + MB|| = |MA + kMC).
3° Reprendre le 2° pour I'ensemble des points M tels que |[MA + 2MB + kMC| = |MA + MB||
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OPTIMISATION D°UNE FONCTION ECONOMIQUE

Enveloppe convexe
1. On appelle b,
aryce g
yeentre de n nombres réels a, aj, -, a, affectés des coefficients respectifs

Oy, O a d
1 L2, oy Uy ont la som ¥ 5
me nest pas nulle, le TECI g déflni par H

On suppose
uelesc 1 -
9 oefficients a; sont tous positifs ou nuls et ['on note respectivement A el t le plus petit

‘eDt,!e plus grand des réels a,
ém %
ontrer que le barycentre g appartient a l'intervalle [, ul:

2. On rappelle :
¢ L’ensemble des i
hskicuge: barycentres de deux points A et B affectés de coefficients positifs ou nuls, dont la
est pas nulle, est le segment [A, B]
U 1 |
;ﬂr gln: partie % du plan ou de I'espace est dite convexe s
ités deux, quelconques, de ses points.
Smt,_dans le plan ou dans l'espace, n points Ay, Az, -
n points affectés de coefficients positifs ou nuls dont la som

o S
1° Démontrer que II contient tous les points A;.

i elle contient tout segment ayant pour

, A, Onnotell 'ensemble des barycentres de ces

me n'est pas nulle.

i
2° Démontrer que IT est une partie convexe.

3° Dé ;
Démontrer que toute partie convexe F contenant les points A; contient II.

Nous retiendrons :
fs ou nuls est le

., A, affectés de coefficients positi
xe des points

L’ensemble IT des barycentres de r points Ay, Az, -
On P'appelle Penveloppe conve

plus petit ensemble convexe contenant les n points.
Ay, Ayy ey Ape
3. Dans le plan
et l'application f de IT dans R qui d
f(M) = px + qy, ot p et g s0nt des réels donnés.

., A, affectés des coefficients positifs ou

Jo Démontrer que si M est le barycentre des points Ay, A
., a,, alors f(M) est le barycentre des nombres a; = f(41), G2 = f(A3), = n = f(4,)

i G

A, , leur enveloppe canvexe I,

Az
, associe le réel

P muni d'un repére, on considére n points Ay,
de coordonnées (X, y)

tout point M de II,

nuls oy, o2y -
affectés des coefficients oy, %2,
20 On note respectivement Aet ple plus pe
tout point M de I est telque : A < f(M)< p. En déduire
maximum atteints en Fun des points Ay, Az, s A,

La méme methode, appliquée d des points de I'sspace, conduit a
& muni d’'un repére, n A,, leur enveloppe convexe 11 et

71 dans R qui, a tout point associe le réel

s a; = f(A;). Démontrer gue

tit et le plus grand des nombre
[ posséde un minimum et un

que la fonction
u résultat suivant :

points Ay, Azy v

Soit daas Pespace
M de IT de coordonnées (X, ys 2)s

Papplication j de
JF(M)=px @1 ot p, g, r sont des réels donnes.
Alors Papplication f posséde un minimum et un maximum atteints en Pun des points Ay Agy s Ane
Exemple @& résolution
Nous allons montrer sut un exemple simple comment ce qui précéde peut &tre utilisé pour optimiser
Je profit d'une production.
M, M,

Une usine fabrique deux sortes de pIeces, Aet B, a -
P'aide de deux machines M, et M2. Chague piéce doil A 30 40
passer successivement sur les deux machines dans un I

dant des temps exprimés en B 20 10

ordre indifférent, et pet
minutes dans le tableau ci-contre.
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i « mois, et la machine My, 4000 min,
La machine M est disponible 6000 min par mmh‘i e arineB e Bk

Le profit réalisé sur une picce A est de 6(_)0 F, ce le picces B pour obtenir un profit maximaly
Combien doit-on fabriquer par mois de picces A et de piece! = .
piéces B [abriquées par mois. Lecouple (x, ¥)

Désignons par x le nombre de piéces A et par yceluide
est le programme de fabrication.

A ce programme correspond le profit mensuel f(x, y) = 600x '+ 300y.
Lapplication / : (x, ) = 600x + 300y est la fonction économique.

Les composantes x et y du couple (x, y? sont
assujetties & un certain nombre de conditions

ou contraintes : —-
x>0 et xeN . i r HE e
y=0 et yeN B e S e
D1 30x + 20y < 6000 ; ‘j“_’“\ [ e
40x + 10y < 4000 i e e )

Les deux derniéres inégalités traduisent les
limites de la durée de fonctionnement

mensuel des machines M, et M,.

Sil'on associe au programme (x, y)le point M
de coordonnées (x, y) dans un repére du plan,
le systéme de conditions (I) exprime, outre le
fait que le point est 4 coordonnées entiéres,
que ce point appartient a I'ensemble convexe
IT, intersection des quatre demi-plans
d’équations :
x20, y=0 30x+ 20y < 6000,
40x + 10y < 4000,

|
fiE e
C(40, 240)

Rl

Cest-d-dire a I'enveloppe convexe des points
0, A, B, C (ligure ci-contre). Le probléme
consiste alors a trouver le point de IT pour
lequel la fonction économique f est maxima-
le. On sait que ce point est 'un des quatre
points 0, A4, B, C.

Le lecteur montrera facilement qu’il s’agit du
point C(40, 240). C’est donc le programme
(40, 240) qui optimise la production.

Applications

1. Une entreprise fabrique deux objets A et B.

o Un objet A nécessite 1 kg de matiére premiére, 3 | de travaif, 2 1t de peinture et 1 h d’emballage
o Unobjet B nécessite 0,5 kg de matiére premiére, 2 b de travail, 4 b de peinture et 1 h d ‘emballage
On dispose de 375 kg de matiére premieére, de 720 h de travail, de 900 h de peinture et de 300 h
d’emballage.

Les articles A et B sont commercialisés respectivemnent 230 F of 200 F.

Quel est le programme de Jabrication qui procure un nrix de veniz maximal?
tzi.' Qrfe cooperative vinicole dispose de vin rouge, de vin rose et de vin blanc d vendre au détail. On a
écidé de proposer a la vente deyx types d'assortiments -

e un assorr{nrenr A comprenant 4 ¢ de vin rouge, 3 { de vin rosé et 24 de vin blanc:
* unassortiment B comprenant 3¢ de chacun des vins. J

Lassgrrimenr A est vendu 50 F: | assortiment B est vendy 40 F.
On dispose au total de 1320 ¢ de vin rouge, de 1050 ¢ de vin rosé et de 900 ¢ de vin blanc

Combien doit-on préparer d’assort iments de chaque sorte pour es pérer une rentrée maximale d ‘argent?
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3. Un éleveur de poulets doit fournir journellement a chacun de ses volatiles une alimentation
contenant quatre produits indispensables A, B, C et D. Chaque poulet doit absorber tous les jours au
moins 75 g de A, 30 g de B, 10 g de C et 20 g de D.

Sur le marché, il existe deux aliments tout préparés, P et Q, contenant respectivement :

e pour P : 50 % de A, 10 % de B, 20 % de C:
e pour Q : 30 % de A, 20 % de B, 40 % de D.

Dans quelle proportion doit-on acheter les produits P et Q pour réaliser I'alimentation des poulets dans - i
les conditions les meilleures et au meilleur prix : {

a) sachant que P et Q sont vendus au méme prix?
b) sachant que P est deux fois plus cher que Q?
c) sachant que Q est deux fois plus cher que P?

4, Une usine fabrique trois sortes de piéces, A, B et C,

al’aide de deux machines M | et M ,. Chaque piéce doit M M, ‘

passer nécessairement sur les deux machines, dans un

ordre indifférent, et pendant des temps exprimés en A 30 40 \
minutes dans le tableau ci-contre. La machine M, est

disponible 6000 min par mois, et la machine M,, B 25 10 \
4000 min.

Les profits réalisés sur les piéces A, B, C sont c 15 20 \

respectivement 500 F, 300 F, et 600 F.

Quel est le programme de jabricaiion mensucl qui optimise le profit?

O T Rt A M
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IS()B.-\R\'CENTR E

22. Démontrer que deux tétracdres ABCD et A'B &
Ont méme centre ge gravité si, et seulement si :

A4’ + BB + CC' + DD’ = 0.
ES(-CE le cas lorsquc les IJOims A B, C', D’ sont les

sentres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA,
DAB, 4BC

23. I° Soit& I'ensemble des points du plan doznt les
coordonnées dans yp repére de 2 vérifient vz

A, de coordonnées (a,, b,)et A, de coordonnées (as, b»)
ctant deux points de &, on considére le barycentre G de
CES points affectés des coeflicients 4 et 1 — A, avec

SAS L Calculer Jes coordonnées (X, ¥) de G et
Mmontrer que Ge g, .
2 a) Etablir Par récurrence sans nouveau calcul que, si
" points A,, 4, ... A, appartiennent a &, leur isobary-
Céntre appartient 3 &

T considére le cas oy Jes points A,, 4, ey An
d’abscisses 1, @, .., a, sont sur la courbe d’équation
¥ = x?. Déduire du a) l'inégalité suivante :

(@, +a, + ..+ a,); <n(@+ak+.. +ad).
24._Un plan 2 est mun; d'un repére orthonormal
(0, 1, j). A tout point € du plan de coordonnées (p, g), on
associe Iisobarycentre G des points A(g, 0), B(0, p),
C(p, q). _

a) Calculer les coordonnées de G en fonction de petg.
Quel est I'ensemble & des points G lorsque le point C
décrit 27 .

b) Soit G, un point de 2 d’abscisse . Déterminer
I'ensemble A des points C qui ont G, pour point associé.
En déduire que I'application qui transforme Cen G est la
composée de deux applications simples.

¢) Un point C étant fixé, démontrer que I'ensemble des
points M du plan 2 tels que :

MA? + MB? + MC? = 2(p* + g%

est un cercle I contenant 0.

Quel est I'ensemble des centres des cercles I lorsque le
point C décrit 29

25. Centre de gravité d'un polygone régulier

On considére, dans Je plan 2, n points Ay, Ay, A,
1° On suppose que I'ensemble & de ces n points est
globalement invariant par la symétrie centrale de centre

Quel est I'isobarycentre des points A,, A,, ... 4,7
2° On suppose que lensemble ¥ est globalement
invariant par la symétrie d’axe @ et de direction d.
Démontrer que Isobarycentre de & est un point de la
droite .

3° On suppose que les points A4, A, .., A, sont les
sommets d’un polygone regulier convexe inscrit dans un
cercle de centre 0. Déterminer I'isobarycentre de ces n
points,

4° Déduire de la qQuestion 3° les relations

n—=1 2;\.“ n—1 ) 2':“
Z CoOS — = z Sin — = (),
k=0 n k=0 n

—

I T O —

AP
S
EXERCICES ET PROBLEME

7 RIELLES

) NS VECTOR : ’

:,?P;CJ;%RIQUES DE LEIBNIZ

i an 2 on considére un {y

26. Dz[ms e]r? plan tﬁ que AC =245 o3 ledABC
ngle i s

rec‘::ier%aenl positil donnc). G, Bhticent

i’m ) Construire le pf()(l:{‘lll} » barycentre

°a e B, 2)' ¢ Iy

grrggngr(tlj?fel)'lé poin(t Gz,s)barycenlre
Are 5), B, 2)5 G o

Porgelgis]e(:ilegg en fonction de d.

07) }d Déterminer suivant la valeur du parap,

° q :

Ja nature de l'ensemble :

E, = {MePIMA* + 2MB? + M(C? — %),
k

des Poingg

Stre Tée| k

- 3 a':
b) Construire Ej pour k =il

Etudier sui el positif a Ia
o suivant la valeur du réel p Nature 4
ﬁenE;;?fer:Ea= {MeZ[MG, + MG, = 24}, %

27. Dans le plan 2 on considére un triangle équilatéra]
ABC. On pose : .
4B =IBCl = ICAl =a, a>q,

7° Déterminer le point G barycentre du systéme 1(4,2),

1 y C; 1) . }) .
EE D)ét(ermincr et construire I'ensemble E 1 des points )y

du plan qui vérifient :

2MA% + MB? + MC? = 242,
3° Déterminer et construire 'ensemble E, des points M
du plan qui vérifient :

PR CRSESEPLR P —s 32
2MA? + MA . MB + MA . MC =%

(On pourra utiliser le point G et le point I miliey du
segment [A4, G].)

28. Dans le plan 2 on considére | triangle rectangle
ABC, dhypoténuse [B, C] de longueur 2a, Sojt f
application :

M 7(\—};: 4MA — W%- mEff_C_', meR,
1° Déterminer m pourque f(M) soit un vecteyr constant
0o et calculer U5 en fonction de AB et AC.
2 Onprendm= — 1| Démontrer que le barycentre G
dusysteme (A, 4), 8, h)le, — l)estIesymétriquepar
rapport & A du milieu | de [B, C].
3* Détermine; 'ensembie -

C={MeP/AMA> - MB2 _3c2 — _ 4a’}.
(On remarquera que Ae®)

29. Soit un triangle ABC et soit M un point du plan de
ce triangle.

¢montrer que Je vecteur :
Uy =2MA + MB — 3MC

est €gal 4 un veteyr 3 indépendant de M.
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" Of Cilen hiryeentrigie

T a——

0 ol 1+ poadnt el g A1 i L dpobte AL conpe i
oy fie en ol L Demontrer g UI = stic!
ol (e centie duesele clreomenitn tlnngle A,

(il pelation
AT M MM,
o dédulre e Fonmenmible den polnts A, (el gue |
AL M AMCT =),

IHIHN'I”” pinl ()l ”[“m}!”lllliﬂ A o drolie

enl 10 droite
(At}
0, On donneun (rlngle ADC de centro de gravité o,
it A polnt o son-plin,
o lprimer ' '

J(M) = MU M M MA F MA L MI

gt fonetlon de distinees MO, DECCCA st AD,
7 Quolew Fonsemble # des polnts M do plan ABC (el
(e ﬂM]H”'? |

Quolontlon polntsde # quinppirtiennent micercle de
dhnmdtre | 1 |

AL Solt, donk e plan 2, un earrl ARCD, de ebié de
[onpienr o
(On consldeére un
[yl-mbme

AR i
RYIRR
folle ue MM = aMA
vt Jen valeurs de o, Jn nature et les

al e vy,
véel o el £, appliention da plan dang

LM ME g aMD,

[ Détermine '
Sement nnm:n"r‘inrliqmz.v. de [,

o Déerminer, PUbe construire, Venwemble By des
polnts M du plan 2 Leli que

MAL L MBI MC? MD? = 4,

o Déte miner, puin construire, Pensemble 1, des points
A du plian 2 tebique

A M MC MD|
IMA 4 ME - MO MDY,
40 Determiner, puis conslruire, Venmemble 5, de points
M du plien 7 teli que::

MA - M MC 1 MDY,

(MA 1 ML MC MDY 26,
A2, Danw an plisn 7, on conntdere un (rianple ABC
(occle et rectimgle en Avel quo |ABI - a (e esl un réel
wrletement positl donn)
[0 DEterminer et constiue Dy
pondéres (A, 2), (1, Iyel (¢, h
2 Pour tout point M- du plan 2, 0N pose
aMA + M MC.
onstant, indépendant

yeentre Godes points

f
Démontrer que 0 est i veckent
de M,
Comstruire le point A tel que A4
Citleuler [|AA| et [AG en fonction de .
# Déterminer et construire Pememble I des points M
du plan # tels que

IIMA + MB + MCY = |

¢

WA+ MB +MC.

e UPUP P P — —

4" Dbterminer et construire I'ensemble £ des points M
i plan o tels que
IMAL 4 M 4 MCH = d?,

(On pourtn remurguer gue le point G appartient 4 £.)

3 il 1Il'um le plan S un trigngle ABC rectangleen A
(el l’im (AR = | AC | = 2a(u étant un réel strictement
positil),

I" Déterminer cl construire le harycentre G
I el ¢ affectés reipectivement des coefficients 2,1 et 1.
2 Dblerminer 'ensemble des points M de 7 tels que

OMA |+ M+ MC) = [2MA - M8 - MC].
7 Déterminer I'ensemble des points M de 2 fels que
IMA? 4 MB? 4 MC? = Ta?,

des points A,

4, Dans le plan #, on donne un triangle équilatéral
ABC 16l que | AH) = 1BC]| = ICAT =1
Soit A e milieu du segment [ B, C]. .
/" Montrer que le milieu G du segment [A, A est le
harycentre de A, B, € respectivement affectés des
cocfficients 2, 1, 1, ;
2 Soit h 'application de 2 dans 7 qui, i tout point M
de 2, wwsocie Je point M’ de 2 tel que:

MM’ = 2MA + MB + MC.
Maontrer que h est une homothétic dont on précisera le
cenlre cl le rapporl,
1 Caleuler 2GA% + GB* + GC?,
4 Trouver I'ensemble des points N de

INAZ 4 NB* + NC* = 2.

# tels que :

35, Soil At B deux points distincts d’un plan Z ¢t A un

réel différent de — 3
On considére, dans 2, lapplication f; qui, & tout point
M, associc Je point M barycentre de la famille (A, 1),
(B, 2), (M, 22).

/" Soit 4= ~— 1. Montrer que f.; est unc translation
dont on précisera le vecteur,

2 Soil A#~ 1.

) Montrer qu'il existe une valeur 2, de A telle que le
milicu 1 de (A, B) soit le barycentre de (A, 1) et (B, A).
I déduire qu'alors, quel que soit M de #, M’ est le
miliew de (f, M) el préciser la nature de I'application f3,
carrespondante,

h) Plus gf:m':l'.'llcmum,([émunlrcrql
s6ro f, est une homothétic dont on
el le rapport k en fonction de 4,

1 Construction dans un cas particulicr
nécessaire dtavoir traité le 2°b).
Soit 4 = 3et Cun pointde tel que
rectangle en A el isocele.
Construire avee précision, €n le justifiant, le point
¢ {,(C). On prendra Al =4 em,

e si A est différent de
donnera lc centre £

(il nest pas

Je triangle ABC soit

considére trois points non alignés
[ ¢ on définit Papplication f; du
WL M associe le point M’

36, Dans un plan on
A, et C Pour toul ri:u (
plan dans |ui-méme quid un pon
tel que
MM = 2aMA —aMB — MC.

ST, "
e SO
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174 6/ Calcul barycentrique

I* Montrer que f, est une translation que I'on
caractérisera, i
2 a) Onsuppose que a est diflérent de 1. Montrer que Jq
admet un unique point invariant G,, ol
Montrer que CG, = k(4B + AC) oi k est un rée
dépendant de o que I'on déterminera.

b) Déterminer l'ensemble des points G, lorsque o
appartient 4 R\ {1}, ;

3° a étant toujours supposé diflérent de 1, exprimer
G, M’ en fonction de mct en deduire que :

a) f, est une application constante; .

b) sicest différent de | etde2, f, estune homothétie dont
on precisera le rapport et le centre. r

37. Dansle plan 2 on considére trois points 4, B, C tels
que ;

I4B) = JAC| =4d ot |BC| =24,

ou d est un réel strictement positif donné. _

On considére |es points A, Bet C aflectés respectivement
des coefficients 4, 1 et 1 on AeRN{ -2}

I° Déterminer Pensemble A des barycentres G, de ces
points lorsque A décrit RN{-2}.

2° Dans le cas oy } = — 1, on appelle G le barycentre
des points A, B, C affectés respectivement des coefficients

a) Dét’eﬁniner G.
b) Déterminer I'ensemble & des points M du plan
vérifiant I'égalité :

IMB? + |MC)? = |MA

3° a) Démontrer que pour tout point M du plan 2,
MB + MC — 2MA est un vecteur constant que I'on
déterminera.

b) Déterminer I'ensemble 4 des points M du plan 2 tels
que ;

IMB|? + [MC|? - 2 | MA|? = 3242,

38. A, B, Cet D sont quatre points non coplanaires de
I'espace. I et J sont les milieux respectifs des segments
[4, B] et [C, D].

m étant un réel non nul, G, est le barycentre des quatre
points A, B, C et D affectés respectivement des
coefficients 1, I, m — 2 et m.

1° On construit G,, dans deux cas particuliers.
a) Construire G, (m = 2).
b) Construire G, (m = 1).

¢) En déduire que G, est le milieu du segment iy 1),
2 Montrer que :

—_— I —_—r —_
IG, =—[(m-2)IC + miD].
2m
Ep déduire que I'ensemble & des points G,,, lorsque m
décrit R* est inc!us_d_ans un plan que I'on précisera,
3° Montrer que mJG,, est un vecteur constant. Enp

deéduire I'ensemble P,

39, Soit & l'espace rapporté d un repére (0, ?;, k): on
appa?llc? le plan de repere(0, i, j)et P et A les droites de
& définies par les équations :

D: Hmid a: =iy
1':1 ::I-_!v

—

_‘_____,__,_»—’—’—u;;r 2 parallélement 4 2 ¢ gla

jec
Onappelle.f lagfgi rallélement a #

jecti b, & qui 4 tout pojyy

rojection su de & dans ; | M
goit h laPP]_'C?R?nbaryccnlrc des points M’ = J(M) ¢
associe ](%Oéﬁectéls respectivement des coefficients } et
M” 5 9’ ’ " .
1—4 A€ [Er Jes coordonnées de M” et M" en fonction g,
J° Exprim
celles de M.
20 Détermuner
caractéristiques.

la nature de h et préciser ses éléments

aédre ABCD.

40. On donne un tetr ble des points M de I'espace te

7° Déterminer I’ensem

ue: . — —
g (V77 + MB + MC) . MD =3,

¢el donné. Discuter suivant [eg
5 nombre réel
ou k est un

;3 J%l'rtsc?;‘li}:{er Pensemble des points P de Tespace te|g
¢

que: I, ety
“;,7{__ 2PB + 4PC| = 3| PD]||.

41. Soit ABCD un tétracdre tel que :
AB=AC=AD=BC=CD=DB=q

J° G étant le centre de gravité du tétraédre, calculer, en
fonction de a :
GA* + GB* + GC? + GD~.
2° Déterminer I'ensemble des points M de I'espace te]g
que :
MA? + MB? + MC? + MD? = kq?,

ou k est un nombre réel donné. Discuter.

41. Bissectrices d'un triangle
x0y

1° Sur les cotés Ox et Oy d’un an_glz? X0y ni nul, ni plat,
on considére deux points E et F distincts de O et tels que
OFE = OF. _

Soit R et § les points définis par :

OR =0E +OF et 0S = OF — OF,

Démontrer que les droites (OR) et (0S) sont
respectivement la bissectrice intérieure et ]a bissectrice

Foe 3 =
extérieure de langle XOy.

(On rappelle que la bissectrice intérieure de 'angle x0y

estlaxe 4 delaréfiexion qui échange les demi-droites Ox

et Oy et que la bissectrice exterieure est la droite

orthogonale 4 4 passant par 0.)

2° On considére un triangle  ABC et on note

a=BC b= Cd. ¢~H48

Sqil I le barycenire des points (4, a), (B, b), (C, ).

Démontrer que | appartient 4 la bissectrice intérieure de

langle 4. En déduire que les trois bissectrices intérieures

Sont concourantes.

3° Soit J le barycentre deg points (4, — a), (B, b), (C, o).
cmontrer que J appartient 4 1a bissectrice intérieure de

langle 4 ] ' i BetC
8¢ A ctaux bissectrices extérieures des angles Bet C.

o - ’ ; gt . ~
4° Démontrer que la bissectrice intérieure de I'angle A

foupe la droite (BC) en up point A’ tel que
A'B

T

C
AC b’

—_—
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o On SUPPOSE b # 2 Démontrer que la bissectrice
qérieure d¢ I'angle Acoupe (BC)en un point A” tel que
¢

-."‘-‘
AC_¢
==

4, . n confectionne un 't'ria_ngle ABC avec un fil
sallique rigide qui matérialise les cotés du triangle.
ol ] est le centre de gravite de ce systéme matériel?

Que

L'espace & est rapporté a un repére orthonormal
}",E). On appelle 2 le plan d’équation :
Ix+y+4z-8=0.

3
(09 i !

jo Soit M un point n:apfpar{terzant pas a 2, de

coordonnées (X ¥; z)et M'(x', y', 2’) le projeté orthogo-

nal de M sur gp / :

Exprimer x’, ¥, z en fonction de x, y, z.

2 On considé;;: les points A(1, 1, —2), B(0, — 1, 2) et
~12,9, = 1)

;3}( Délé}miner les coordonnées du barycentre G des

points A, B, C affectés respectivement des coefficients

L.

i) 2éalculer GA?, GB® et GC*. -

¢) Soit @ I’application de & dazns R définie, pour tout

point M €&, par (M) = 2MA” + 2MB? + MC2.

Quel est le minimum de ¢(M) quand M décrit 2?

44. Dans ce probléme, & désigne un ensemble fini dont
les éléments sont des points ou des dr_oit.es de I'espace &
et f lapplication de & dans R. qui, 4 tout point M,
associe la somme des carrés des distances de M aux
différents éléments de &.

On dit que f présente un minimum strict en un point I de
& si, pour tout point M de & distinct de I : f(I) < f(M).
J° Démontrer qu'il existe au plus un tel point I.

2 On suppose dans cette question que :

¥ ={4,B,C,D),

ou A, B, C, D sont les sommets d’un tétraédre. On a
alors :
f(M)= MA*> + MB*> + MC?* + MD*.

a) G étant lisobarycentre des points A4, B, C, D,
démontrer que : f(M) = f(G) + 3MG?,

b) En déduire que f présente un minimum strict en G.
3° Onsuppose dans cette questionque ¥ = { A, Z |, ou
A est un point et Z une droite ne passant pas par A. On
a alors :

f(M)= MA? + MM,

ou M’ est le projeté orthogonal de M sur Z.
a) Démontrer que pour tout point! de projeté
orthogonal I’ sur &, on a :

fM) = f(I)+2MI . (1A + II')
+ MIP + (M + MT)>.

—_—

b) Démontrer que si 14 + II’ = 0, alors [ présente un
minimum strict en /.

En déduire I'existence et la position d'un tel point 1.
4° On suppose dans cette question que :

¥ = {droite AB, droite BC, droite CA },

oii A, B, C sont les trois sommets d’un triangle.
On a alors :

[(M)= MA’? + MB™? + MC?,

ol A, B, C'sont les projetés orthogonaux respectifs de
M sur les droites (BC), (CA) et (AB). i
a) Démontrer que pour tout point [ de prng .
orthogonaux respectifs %, f§, 7 sur les droites (BC),(CA)

(AB),on a:
f(M)=f()+2MI .(Iz+ 1+ 1)
+ (MT + 24 + (MI + BB’
+ (MI +7C").

En déduire que si [ est l’isobaryce_rgre df;s points %, B, 7
alors f présente un minimum strict en 1.

b) Enfr;)pportant le plan ABC a un repere oﬂhqno;m?;
dans lequel les points A, B, C ont des coordonnées de :
forme (a, 0), (b, 0), (0, c), démontrer analytiquemen

Pexistence d’un point I, isobarycentre de ses prq}:?
orthogonaux , 8, 7 sur les droites (BC), (CA) et (4B).
Conclure.

5° On suppose dans cette question que S = (%1, .‘Zé‘},
oi %, et @, sont deux droites mon coplanaires.
Démontrer lexistence d’un point I en lequel f présente
un minimum strict. Préciser la position de I.

45. On donne dans I'espace &, une droite Z e(’t_ deux
points A et B. On désigne par f I'application de Z dans
B, qui, 4 tout point M de Z, associe le reel :

f(M)=2MA? + MB2.

J° Soit G le barycentre des points A et B affectés des
coefficients respectifs 2 et 1. Démontrer que pour tout
point M de Z, on a :

>
f(M)=3MG? +§ ABZ.

2° Soit H le projeté orthogonal de G sur Z. Démontrer
que l'application f présente un minimum strict en H,
c’est-a-dire que pour tout point M de & distinct de H,
ona: f(H) < f(M).
3% On suppose dans cette question que I'espace & est
muni d’un repére orthonormal (O, i, j, k), que les
points A et B ont pour coordonnées respectives
(I, = 2, 1)et(2,1, — 2)etque Z est la droite passant par A
et dont un vecteur directeur est u(2, 1, — 1). Pour tout
point M de Z de paramétre t dans le repére (4, u),
exprimer f(M) en fonction de t. En déduire I'existence
d'un point H de Z pour lequel f présente un minimum
strict.
4° Soit (A;, %);, un systéme de n points pondérés dont
la masse m est strictement positive et soit F ’application
de & dans R telle que :

FM)= ) oMAZL

i=1

a) Démontrer qu'il existe un point H de Z en lequel f
présente un minimum strict.
b) Que devient ce résultat lorsque la masse m du systéme
est strictement négative?
¢) Lorsque m =0, démontrer que PI'application F est
constante, ou bien telle que F(Z) = R.
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ANGLES ORIENTES
DANS LE PLAN

Ce chapitre reprend et prolonge I'étude, faite en classe de Premicre, des angles orientsg de

demi-droites et de vecteurs. o
ue le plan 2 est oriente de la fagon usuelle ' en

Dans tout ce qui suit, on suppose q 3
: ; i lles d’une montre comme sens direct,

choisissant le sens contraire des aigul

| — ANGLES ORIENTES DE DEMI-DROITES ET DE VECTEURS

ANGLES ORIENTES DE DEMI-DROITES

Définition y
Soit Ox et Oy deux demi-droites de méme origine, O. Le

couple (Ox, Oy) détermine un angle orienté de demi-droites

(figure 1) noté (m. 0 %

Figure |
Mesure principale

La mesure principale en radians d'un angle oricnté (51‘75}) est le réel 6 ainsi défini :
« Lorsque (Ox, 0y) est nul, § = 0, y ' \

« Lorsque (Ox, 0y) est plat, 6 = .

o Lorsque (Ox, 0y) n’est ni nul, ni plat, la valeur

absolue de 0 est la mesure en radians de Fangle non

orienté X0y. Quant au signe de 6, il sobtient en 0 .
imaginant une demi-droite mobile 0, d’origine B d
fixe, se déplagant dans le secteur angulaire [x0y]
de Ox vers Oy :si Ot se déplace dans Ie sens direct
(figure 2), 6 est positif, et si Of se deplace dans le
sens indirect (figure 3), 0 est négatif. 1 t

A noter que pour tout angle orienté (Ox, 0y) de o

mesure principale 6 rad, le réel ¢ appartient i

lintervalle ]— , n, et que la mesure del'angle non

orienté xOy est égale & |9| rad. !

Ensemble des mesures

Par définition Pensemble deg réels d

3

I'ensemble des mesures en radians de I'angle orjenté (m)
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7/ Angles orientés dans le plan

Pour tout élé - ot b T i
ut elément o de cet ensemble, on écrit (Ox, Oy) = « rad, ou plus simplement

(Ox, Oy) = « rad. (Lite : o est une mesure en radians de Vangle orienté (Ox, 0y).)

L'cnsemble des mesures en radian

e e
D s de (Ox, Oy) s'obtient en ajoutant & I'une quelconque

% un multiple entier, positif, négatif ou nul, de 2n.

Propriétés

1. Pour tout angle orienté (5;,_5)?) de mesure «, une mesure de {ﬁm est — o

2. Pour toute demi-droite Ox du plan et pour tout reel «, il existe une demi-droite O}, et
une seule, telle que (Ox, Oy) = o rad.

3. Etant données trois demi-droites Ox, 0y, 0z de méme origine, la somme d’une mesure
en radians, quelconque, de I"angle {5;,—5}) et d’'une mesure en radians, quelconque, de
I'angle [m ¢st une mesure en radians de I'angle (m.

Autrement dit :  (Ox, 0y) + (0y, 0z) = (Ox, 0z) + k x2r, ou keZ.

Cetlte relation est appelée formule de Chasles des mesures d’angles orientés.

4. L'image par une réflexion d’axe & d'un angle orienté m de mesure ¢ est un angle
N TR
orienté (0'x’, 0’y’) de mesure — a (figure 4).

5. L‘imagcl:ii_r unc translation d'un angle oricnté (m de mesure « est un angle
orient¢ (0'x’, 0'y’) de mesure « (figure 5) :

2

Figare 4 Figure 5

ANGLES ORIENTES DE VECTEURS

Définitions

Soit, dans le plan # orient¢, un couple (i1, D)

de vecteurs non nuls.

A étant un point du plan, considérons les &

points Bt C définis par AB = tiel A(; =1,

et les demi-droites Ax et Ay, d’origine A,

contenant respectivement B et C (figure 6). 4 >
" . e ]

L'angle de demi-droites (Ax, Ay) est dit N

associé au couple de vecteurs (i, v).

=W

=
=
g
L
S
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173 7' Angles orientés dans le plan

1 Fi
| Soit [-TT_-‘!_T! on autre angle de demu- Eure 7
' droites associc a (i 7} (figure 71
i g ix. Ay la transla-
Limage de I'angle (Ax. Av)jparlat
ur A4 est Fangle (A X A

translation conserve les
antés. les angles

L
H i tion f de vecte

. Comme un<
bl mesures des angles onl
I ¢ —— —_— -
i ; : (Ax. Avjet (A'x". A'y) ont MEMES mesures.
i Tous les angles de demi-droites associes 2
- vectzurs non nuls ont donc ‘
A

'

1

| un couple d :
[ { méme ensemble de mesures. ' \
I o
;

J
A B X

—_— -
eurs, et on note (4, £),un couple (&, t) de vecteurs non nuls et

ites qui lui sont associés.
de vecteurs est I'ensemble des mesures de P'un

On appelle angle oriente de vect
les angles orientés de demi-dro

L ensemble des mesures d'un angle orienté
quelconque de ses angles de demi-droites.
L2 mesure principale des angles de demi-droites associés au couple (u, T) est la mesure
principale de I'angle de vecteurs (m. £).

Pour toute mesure en radians, x, de 'angle (&, ©) on note: (u, t) = x rad ou, plus

simplement. (&, r) = x rad.(Lire : x 5t une mesure en radians de I'angle de vecteurs (i, T).)

7' deux autrss vecteurs non nuls

ecteurs non o <oil U,
respectivement d2 mame dirsction 2t de méme sens qua u €1 7(i = au.t =bt.a>0,b>0).Pour
tout point A, langle de demi-droites fAx. 55 associs 2u couple (i [) est aussi associé au couple
D)=t i, o ont donc mime ensemble de mesures.

:
] .

1 REMARQUE : Soit @ F deux vecteu
1

|

|

(. ©'). Les angles de vecteurs (i 01 €

Propriétés
1. Etant donnés un vecieur 7 non nul. un réel @ > 0 et un reel z, il existe un vecteur v,
{ unique, tel que :
tl =a et (u rj=zrad
.

2 Pour toute mesure z d'un angle de vecteur (. 1), — 2 est une mesure de I'angle (v, w).

3. Etant donnés trois vecteurs non nuls . U, w, la somme d’'une mesure en radians,

quelconque, de I'angle (u. ©) et d’'une mesure cn radians, quelconque, de I'angle (v, w) est

une mesure en radians de l'angle (4, ). Autrement dit :
(D)~ (Cw =(;w+kx2r ou keZ

4. Considérons deux vecteurs non nuls u, € et trois

points A, B, C tels que AB = u et AC = (figure 8).

———

Soit # rad la mesure principale de I'angle (u, r)et z rad
une mesure quelconque de cet angle.
\.H

1l existe un entier relatif k tel que 2 = 0 + k x 2z, d’'ol
cos 1 = cos f. puisque k x 2 est une période de la A

fonction cosinus.
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7/ Angles orientés dans le plan

a pour mesure |0| rad.
101, soit . 5 =[] x [ x cos |0).

Or 10] = 0 ou ||
= O.
> dans les deux cas, cos 0] = cos 0 puisque, pour tout réel t,

cos (—- E) = cos I,

Par suite cos|0| =
0] = cos 0 = cos o, et par conséquent : & . v = [[ul| x ||D]| x cos o

—

Pour tout an ienté =
gle orienté de vecteurs (i, ©) de mesure « rad : & .7 = [ x 5] x cos a.

EGALITE MODULD 2n (OU MODULO =)

: all1t donnés deux réels « et §, on dit que a est égal 4 f modulo 2r s’il existe un entier relatif
tel que @ — f =k x 2n, et on éerit: o = B (2n).

On definit de méme une égalité modulo 7 :

o=f (n) signifieque: o—f=kn, oi keZ

1° Démontrer les propriétés suivantes :
a) Pour tout réel oo : o = o (2m).
b) Quels que soient les réels o, ff : sia=ff (2m), alors f =a (2n).
¢) Quels que soient les réels o, f,y :sia=f (2n)et f=7y (2n), alorsa=7y (2m).
2° Quels que soient les réels o, f§, y, démontrer que :
sio o= (2n), alors a+y=f+y (2n)
En déduire :

a) sia+ p=7y (2n)alorsoa=7y— £ (2n); ’
b) sia=f (mjero’ =f (2n), alorso+o’ =+ (meta—o =f—F (2n)

3° Les propriétés ci-dessus s ‘appliquent-elles aux égalités modulo m?
4° Démontrer les implications :

a) sio=p (2n), alors o=} (m);
b) sig=p+mn (2n) alors o= p(n):

a8
¢) sia=f (2n) alors 5 (m).

50 Démontrer les équivalences :
a) x=0 (mjouc =" (2m) f
(2r) si, et seulement sio= 0 (m).

si, et seulement si =0 (m)

T 18
b)a=5 (2m) ou & = 3

27 ou 7 sont particuliérement bien adaptées aux mesures des angles

spalités modulo - :
Les égalite leuls dans lesquels ces mesures interviennent.

de vecteurs et aux ca

Exemples
2 3 tre mesure (i, b) de cet angle est
ienté de mesure ¢ rad, toute au
l. Pour tout angle oriente (u, v)

6 4 « modulo 21 :
égale a « @n=o (0

on de Chasles peut s'écrire :

2. La relati .
(i 9) + (0 W)

= (i, w) (2n)
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3. Trois points distincts A, B, C sont alignés si et seulement si :
(AB.AC)=0 (2m) ou (4B, AC)=mn (2m),

c'est-d-dire si, et seulement si : (IE. AC)=0 (m).
De méme deux droites (4B) et (CD) sont paralléles si, et seulement si :
(4B, CD)=0 (m).

4. Deux droites (AB) et (CD) sont orthogonales si, el seulement si :

(4B, CD)=2 (2r) ou (4B CD)= -5 (2m),

w
5 (ﬂ]

c'est-a-dire si, et seulement si: (4B, CD) =

5. Considérons un angle de vecteurs (i, v) de mesure & rad :(w, 1) = a (2m), et un vecteur
', non nul, de méme direction que u.
o Si i’ est de méme sens que w, ona (i, ) =0 (2n), dot :

(i, 1) = (i, i) + (i, 0) = (u, o) (2m).

« Siii’ est de sens contraire i a, on a (0, ) =7n (2n), d'onr:
(it", 0) = (it", i) + (i, 0) = + (i1, ©)  (2m).

Par suite, dans les deux cas:  (it, 0) = (1, ) (m).
11 en résulte les régles suivantes concernant les ¢galités de mesures d’angles de vecteurs

dans lesquelles les seules opérations rencontrées sont des additions ou des soustractions.
« Si. dans une telle égalité modulo 2r, on remplace plusieurs vecteurs par d’autres ayant
respectivement méme direction et méme sens, on obtient une égalité modulo 2r.

« Si. dans une telle ¢galit¢ modulo m, on remplace plusicurs vecteurs par d'autres ayant

respectivement méme direction, on obtient une égalité modulo .
Attention : Les régles précédentes sont en défaut lorsque les remplacements seffectuent

sur des expressions de la forme = (i, 1),

UNE PROPRIETE DE LA BISSECTRICE D'UN ANGLE

Rappelons que la bissectrice intéricure d'un
angle non orienté AOB est 'axe A de la
réflexion s qui échange les deux demi-
droites Ox et Oy, d'origine O el contenant
respectivement A et B (figure Y).

1° Soit M un point de 4 distinct de O et soit )/O A X
Ot la demi-droite d'origine O contenant M. 1
Figure 9

L'image par la réflexion s de I'angle de demi-

droites tm) est (ﬁﬁ], D'ou :
(OA4. OM) = — (0B, OM) (2r), soit (04, OM)=(OM,0B) (2x)

La relation de Chasles : (0A, OM) + (OM, G_E} = [-(ﬂ'. O0B) (2r), donne alors :

R

N e— SIECS R, ="
2(0A, OM) =(0A, OB) (2m), soit (04, OM)=3(04,08) (m)
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2° Réciproque
m 4
Auement, considérons un point N du plan, distinct de 0, tel que :

v O P
(04, ON) =3 (04, 0B) ().

M ¢ta i ]
nt un point de la bissectrice 4, distinct de 0, ona:

(04, ON) - (07, OM)=0 (m),

(OM,0N)=0 (m),

ce qui mont '
q e que les points 0, M, N sont alignés, et donc que N appartient & 4.

soit :

Pour qu’un point M, distinct du sommet O &’

; o un angle non orienté AOB, i 2
bissectrice intérieure de cet angle, il faut et i . i

| suffit que :

(04, 0M) =3 (04, 0B) (m).

REII]WARQIUE: L:} biss?clri.ce_e_xtérieure de T'angle AOB est la droite 4’ passant par O et
orthogonale a la bissectrice intérieure 4. 11 résulte alors de la propriété ci-dessus que :

Un,p_oml M’, distinct d_u sommet O d'un angle non orienté AOB appartient 4 la bissectrice
extérieure de cet angle si, et seulement si

S

(04, OM') =~ (04, 0B) + =~ (n)

b |
M| A

Exercices d'application

1. 7% Soit & un vecteur non nul. Quelle est la '8
mesure principale de langle (4, — u)?
2° Soit (17, v) un angle de vecteurs et o une de ses o
mesures. Déterminer une mesure de chacun des 0
—r s

angles (— &, v), (i, — D) et (—u, — 0).
Plus généralement, J et p étant deux réels non 5 3
nuls, déterminer suivant leurs signes une mesure
de I'angle (4ii, AD).
3° On considére un triangle ABC. A E
Démontrer que:

— —— e b — —

(4B, AC) +(CA,CB) +(BC,BA)=T (2m).

4° On suppose le triangle ABC isocéle en A

B

Figure 10

J° Démontrer que a est une mesure de

(4B = AC). (ﬁ
o [ i ] - .
a) Demontrer qu 5 20 En utilisant la réflexion d’axe (OE), démon-
e

(EI. -(_TE) = (EE’ BA) (m) t est une mesure de (ﬁ OE)
. rer que o S
b) On désigne par et f les mesures principdlss | 5 [;léduire de I° et 2° que 2a est une mesure de

es angles ('ZE AC) et (BC, BA). ((_)71., 5}—3-—).

tives d , :
respec 3o cs deux réels; calculer 'autre :

On donne un 3. Programmez votre machine a calculer de

5 " T P n maniére 4 obtenir, d M'une mesure en
T b ] o =— = . .
=5 e=30 AE T P=% 3" | radians, «, de langle (4B, AC):

. incipale de (A_B_', I(_Z"}.
- triangle ABC rectangle | a) La mesure P““‘C‘ A e
2. On co_r;:yde(r)c d‘:anl'h)" po%énuse [B,C] et le b) La mesure de I'angle non oriente B:lC.
en A, le milieu ; ure de ; s programmes pour o = 1 857.
vt d [A B] Soit & une mesure ¢ Appllquez ces progr. .
pilieu E 68 L5 ¥ Verifiez par le calcul les résultats obtenus.
(CA. CB) (figure 10).
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7/ Angles orientés dans le plan

Il — BASES ORTHONORMALES DIRECTES

DEFINITION

Soit, dans le plan orienté 2, unc
(l J} et soit (ﬂ} un anglc de demi-droites associé

au couple de vecteurs (i,j) (hgure 11).

base orthonormale

ey
" o
MR

" , n
L’angle non orienté xOy est droit et de mesure rad. Il
Figure |1

en résulte quc la mesure principale de I anglc (Ox, 0y)

il TE
est soit +5, soit —5. Dot : (I,j]= + 5 (2n) ou (i,j)= -3 (2m).

|

On dit qu'une base orthonormale a ;) est directe lorsque (i, j) == (2n).

—

Lorsque (T i ) est dite indirecte,

; (2n), la base orthonormalc(

Un repére orthonormal direct (resp. indirect) est un repere (0, i, f) dont la base (I; ;) est

orthonormale directe (resp. indirecte).
Il resullc dc la propricté 1 (pdg: 178] que pour tout vecteur unitaire l il existe un vecteur

unitaire j, et un seul, tel que (: _,r) soit une base orthonormale directe.

COORDONNEES DANS UNE BASE ORTHONORMALE DIRECTE

Soit & un vecteur non nul de coordonnée *1{‘(' 1 dans une base orthonormale djrecte[i j)

et soit o une mesure en radians de 'angle u 1«* (figure 12).

La formule de Chasles : (1, u - (1, 414 (: ;) (2m)

1 " 5 T
montre qu'une mesure de l'angle (u,;) est o o.

Figure 12
1 ! I . = ‘_: _":
On a, d’unc part : {f R 4(x1+}” 1() T ] =%
joi=jod ) =xj iy =y
et d’autre part (propriété 4 page 179) :
i.u=[i] x |lull xcos o= |u| x cos a
T - ok - =% I = B
jeow=u.j=ul x|l x COS(E—a)= [[u]| x sin o
Dot : x=|ul cose et y= |l sin o
nul tel que

Dans une base orthonormale directe (7, j), les coordonnées d’un vecteur 1 non
(i, ) = @ (2n) sont données par :
x=|u| cosa et y=|u| sina.

En particulier, lorsque le vecteur u est unitaire : x = cos « et y = sin &
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7/ Angles orientés dans Je plan

VECTEUR DIRECTEMENT ORTHOGONAL A UN VECTEUR 7
Définition

Pour tout vecteur u non nul il existe un vecteur #’, unique, tel que :

) = ) et m% @n).

On dit que i’ est le vecteur directement orthogonal d ii.

Lorsque le vecteur 4 est nul, son vecteur directement orthogonal est, par définition, le
vecteur nul.

Coordonnées dans une hase orthonormale directe

Calculons les coordonnées de u’ dans une base

orthonormale directe # = (?, ;}, en fonction de celles,
(a, b), de u.

Supposons d’abord i # 0 (figure 13). Soit a rad une
mesure de I'angle (i, i); on a :

a= il cosa et b= [li] sin . (1)

La formuule de Chasles (i, &) = (i, i) + (i, &) (2m),

7-5"":.:‘
montre alors quune mesure de Pangle (i, u’) est:

n
— | rad.
(a+2) ra

(«’, 1) du vecteur ' sont ainsi données par :
T Y e LT
a = ||u’| cos |« +5 et b= |u) sin|a 5 )

T _ , 1
7 t = — —]=cos a
Or: ||l = llull, cos (fx + 5) = —sin o, sin (a: + 2)

b* = || cos &,

Figure 13

Les CUG:”{J:!.':'.’] Ae0s

Dol : a = — |l sina et

soit, d’apres (1) : a=—bh et b=a

que i =0. En effet le vecteur de coordonnées

nppliquent aussi lors . ées
e d-dire le vecteur directement orthogonal a 0.

(— b, a) est dans ce cas le vecteur nul, c’est-

a, b) dans une base orthonormale directe, le vecteur #
;)

i+ de coordonnées ( g
Pour tout vecteur ¥ sordonnées (— b, a).

directement orthogonal & u a pour €

RTHONORMALE DIRECTE

de coordonnées respectives (4, b et (¢, d)
lle déterminant du couple (i, ?) dans la

DETERMINANT DANS UNE BASE 0

Rappelons qu eux vecteurs il et ue
gt ¥, on app

dans une base . ppelt
| ad — bc, noté détg(u, v) OU b dl’

'étant donnés deux’
4 du plan vectoriel

base 4, le rée

a ¢ ___-ad—-bff.

dét (i, V) =
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7/ Angles orientés dans le plan

et D inéaires si, el .
Rappelons également que les vecteurs U et » sont colinca L seulement g

dét, (i, ) = 0.
Lorsque la base % est orthon
scalaire o' . 0, ot 1’ est le vecleur directement
En effet i’ el » ont pour coordonnees Tes
I3 e pa ] =

7. 5=(—bjc+ad soit déte (D) =W 0
pour toute base orthonormale directe 22, on 4
t orthogonal a u.

ormale, on peul interpréter I réx?i fd — be comme le prody;
orthogonal a u.

pectives (— b, @ et (c,d); doy.

Pour tout couple (1, v) de vecteurs et
dét, (i, D) = i’ . 7, ou i’ est le vecteur directemen

Conséquences
déterminant d'un couple de vecteurs dans upe

1. Le résultal précédent montre que le :
dant du choix de Z.

base orthonormale directe 4 est indépen

2. Soit ii, b deux vecteurs non nuls, soit i’ le vecteur
directement orthogonal & tetsoit & rad une mesure de

I'angle de vecteurs (ﬁ:ﬁ) (hgure 14).
La formule de Chasles :

(i, 0) = (i, &) + (', ©)  (2m),

montre qu'une mesure de I'angle (i', v) est :
q

(cx - g) rad.

Figure 14
. v ,. - -, - -, - T
Il s’ensuit : déty, (n,v)=u".o= ||| x |v]| X cos | & — 5 )
[
Or ||’} = lit] et cos ( o — E\ = sin.o/; d’ot déty,(u, 0) = ||lu] x [|o]] x sin e

N

Pour tout angle orienté de vecteurs (i, v) de mesure o rad et pour toute base orthonormale
directe 4, on a :

dét,(um, ) = ||r| x ||| x sin a.
3. Les formules :
w.o b=l x [v] x coso et déty, )= |u) x || x sin

permettent de calculer le cosinus et le sinus des mesures d’un angle oricnté de vecteurs, &
partir des coordonnées de ces vecteurs dans une base orthonormale directe. Il est alors
possible, 2 I'aide d’une machine a calculer, de déterminer la mesure principale de l'angle
(ou du moins une valeur approchce de cette mesure principale).

Exemple
Pour i#t(— 2, 1) et v(3,4), on a :

il = /5, W1 =5, G.5=—2 déta( =11,
d'ou, pour toute mesure o de I'angle H ;

=__2~ B ; |
COS « ~—01789 et sing=——a — (09839

5\/5 5ﬁ
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Une machine 4 u
cal :
culer, fonctlonnant en mode radians, donne a partir de :

la valeur absolue de 1a mesure pri::lo's “]*9‘ o i 9
: Cipale 8, de I'angle (i it |0] ~

‘Comme sin 6 est négatif : f ~ — | 7506 rad el L
4. Soit trois points non
le point tel que ABEC s
(figure 15). Désignons
respectives du parallé]
triangle ABC, et par 0

a!ignés A, B, Cet soit E
Oit un parallélogramme C
par o et o/ les aires : ’
ogramme ABEC et dy
rad la mesure principale
—_—

de I'angle orienté de vecteurs (B, AC),

g
La mesure de Pangle non orienté BAC et A d
alors |0 rad, et I'on a, @ étant une base
orthonormale directe : Figwe L5

o d'une part : o =29 = AB x AC x sin 2[R
o d’autre part : dét_ﬁ(ﬁ ;E:) = AB x AC x sin 6.

Comme [sin 0] = sin |6, il S'ensuit : o = 297 = |dét, (4B, AC).

Cette formule permet de calculer I'aire d’'un triangle ABC ou d'un parallélogramme
ABEC a partir des coordonnées des sommets A, B, C, dans un repére orthonormal direct.

Exemple
Pour A(— 1, 2), B(2,3), C(4, —5), les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées
respectives (3, 1) et (5, = 7). Dot : .

| e——
i_ déts(4B, AC) = || _

\=—2e,

et par suite, aire ABC = 13.

Activite

Is de coordonnées respectives (a, b) et (c, d} dans une base
le calcul de cos 0, 01 0 est lamesure pringlpaie de l'angle

1° Soit 1 et b deux vecteurs nonnu
orthonormale directe. Programmer
—

orienté (i, ©).
Réponse (CASIO FX-180P)

[mooE] mise en mode programme
- ’ programme de saisie des données
|:| Kin | (et | (k] 2 entre a dans K, et dans K,
(et ] 1 [ | 1 - 1 (k] 4 entre ¢ dans Ky €t d dans K,
! 3 [l programme de calcul
[Py |
- 1 | : - 3 Ei-:]qi E] calculea_g=af+bd
[Kout] 2

FFFFF n il = Jfa® + b
[ : | | : i - 1 ]I_';?_Jl-é“ I:l_] Ir:f:.: [z_::] divise 1 « i par "u” =./d

2 [z} (. ‘

202 5
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190 7/ Angles orientés dans le plan

[wooe] [+ ]
(5] « () 5 (6] ¢ [0 @ (2]
]

1° Montrer que le programme prec
3° Utiliser ce programme pour fraite

-
|

entrée des données a, b, ¢, d

retour en mode calcul

affiche cos 0

sdent permet de calculer sin 6.
r les exercices 4 et 5 ci-dessous.

@ Exercices d'applicatiun
4. On donne deux vecteurs m, U par leurs
coordonnées dans une basc orthonormale
directe (i, j) du plan vectoriel ¥, _
Déterminer la mesure principale en radians,
degrés et grades, de I'angle orienté (i, v), dans les
cas suivants :

a) i3, — \/5). t(— 1, 2) (en radians);
by w(2,—=3), ©(3,5) (en degrés);

~f 74y (3 T)
o) u “53) a.—g'

5. On donne trois points A, B, C par leurs

(en grades).

coordonnées dans un repére orthonormal direct

du plan #.
Déterminer 'aire du triangle ABC el les mesures
principales en radians des angles :

e — = — -

(4B, AC), (CA, CB), (BC,BA),
dans les cas suivants :
a) A(=12), B(=4,1), C(-7, —3);
by A(2,3), B(—3,=1), Ci(30).

6. On donne dans le plan # deux points

distincts A et B et un réel o tel que « # ; (m). |

I° Soit 4 une base orthonormale directe. Pour
tout point M distinct de A el B démontrer que
les conditions ci-aprés sont équivalentes

MAMB = @)
détz(MA, MB)
———=1ana« m

MA . MB
2* On note a = AB. Montrer_qu'il existe yy

repére orthonormal direct (0, i, j) dans lequg

les points A et B ont pour coordonngy
a a

espectives | — =, 0 )| =, 0

resp 2 (2 3

J* Démontrer analytiquement que I'ensemble
des points M du plan tels que :

(MA, MB)=a (n)

" est un cercle passant par A et B, privé des
| points 4 et B,

| 7. Le plan 2 est muni d'un repére orthonor-

mal direct (0, i, j). Soit H le point défini pa
(i, 0H) =0 (2n) et OH = a. Montrer qu'un¢
cquation de la droite passant parfl ¢
orthogonale a (OH) est :

xcos 0+ ysin 0 =a

Quel est, lorsque 0 décrit ]— , xJ, lensembk
des droites d’équations :

x cos O + ysin 0=37

Il — PROPRIETES ANGULAIRES DU CERCLE

THEOREME FONDAMENTAL

On considére un cercle ¢ de centre 0 et deux de ses points A et B, distincts.

1° Soit M un point d isti 0
‘p _“__.E_‘illi‘lﬂct de A et B.On se propose de montrer queé pour !
mesure a de Fangle (M4, MB), 24 egt une mesure de I'angle (04, 0B).

; &

2

e
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7/ Angles orientés dans le plan

az II;e résultat est evident lorsque les points A
¢ sont diamétralement opposés sur €

(figure 16); les droites (M
? A
orthogonales, et I'on a(; ) et (MB) sont alors

s
CC=§ (271:) ou a=_g (ZTE)

Dans les d i
} CM est bien une mesure de
'angle plat (04, OB).

sabord que M soit
4 A par exemple (figure 17).

b 5o 5
d)_' Lc?:sqlue Aet Bne s'oqt pas diamétralement opposés, SUpposons d
iamétralement opposé & 'un des deux points A, B:

Soit E le milieu de [4, B]; on a:
« (04, 0E)=0a (2m), car 0A=-MA et M
PR -
OE == MB; L
_-—: —— O
e (OE,0B)=u (2n), car (OE) est la médiatrice
de [4, B]. i i
A
E B

La relation d2 Chasles :
(04, OB) = (04, OF) + (OE, 0B) (2n),

i _— ==
montre zlors quune mesure de (0A, OB) est 2a.

| o=

=]

Figure 17

oénéral, considérons le point M’

¢) Dans le cas gon
diamétralonzeni orposé a M (figure 18). D'apres b, M
ona: 74
(OA, OM’) = 2(MA, MM')  (27)
(OM’, 0B) = 2(MM’, MB) (2n),
v
2
A \La/ B
M!

d'ou :
G, O + (O3F> 0B) B
= 2[(MA, MM') + (MM, MB)] (2n),

woit: (04, 0B)=2M4, MB) (2n).
g Fl'gure 18
[l en résulte qu'une mesure de I'angle (0A, OB)

est 2a.
T

nt la droite & tangen-
T de cette tangente,
que pour toute

70 Considérons maintena

te a ¢ en A et un point 4

distinct de A. Montrons
B ar—— A 4
mesure o de 'angle (AT, AB), une mesure de \_2/
o

_— ——

(0A, OB) est 2u.
a) Comme €n 1° a, le résultat est jmmeédiat
lorsque les points A €t B sont diamétralement
OppoOsEs puisque les droites (AT) €t (AB) sont

orthogonales (figure 19).

LY

Figure 19
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7/ Angles orientés dans le plan

b) Lorsque 4 et B ne sont pas diamétralement
Opposcs, considérons le point A° diamétrale-
ment opposé 4 A (figure 20).
Ona: (04, 04") = 2(AT, AA") (2n)
_ (daprés 2° @),
et: (04", OB) = 2(4A", AB) (2n)
(daprés 1° b).
Il s’ensuit :
(04, 04") + (04", OB)
= 2[(AT, A4’) + (44", AB)] (2n),

soit :  (OA, OB) = 2(AT, AB) (2n).

e T
Ilen résulte quune mesure de (0OA, OB) est 2a.

Nous retiendrons :

e g

T
el

SURE T ST L P

Figure 3y

THEOREME 1

Etant donnés un cercle ¢ de centre O et deux de ses points 4 et B :
1° Pour tout point M de % distinct de A4 et B :

(04, OB) = 2(MA, MB) (2n).
2° Pour tout point T, distinct de A, de la tangente en 4 2 ¢ :

(04, 0B) = 2(4T, 4B) (n).

v

TANGENTE EN A A UN CERCLE A8¢

Considérons un cercle % de centre Oettrois
points A, B, C de € (figure 21).

—_—

1 Soit o rad une mesure de {C_-A, ﬁ) et
soit At la demi-droitc dorigine 4 telle

que l{Ar,AB}:a (2m), cest-a-dire telle

que (AB, At) = —a (2n).

Ona (0A, EE) =20 (2nm), et, pour tout
point T de la tangente 4 € en 4 -

(04, OB) = 2(AT, 4B) (2m),

D'ol: 2(AT, 4B) =2 (2n)

soit ; (AT, 4B) =« () |
On a donc ; t Figure pE |

(AT, AB) = & + km, ol kez.

Il s’ensuit :

—

AB) = o (2m), et le point T appartient 4 la demi-droite A%
o sikestimpair :(AT, AB) = o 4 (27), et Ie point T appartient a la demi-drol
opposeée a At.

« 8i k est pair : [ﬁ,

MRS N, T N

e Al

\ R

. ) . . n,‘l |
Dans les deux cas la demi-droite At est incluse dans la droite (4T) tangente @ € € '-;"5%
|
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2° Montrons que la demi-droite At est située dans le demi-plan de frontiére (AB) ne

contenant pas C. Pour cela rapportons le plan au repére orthonormal direct (£, i, j) tel

que 2 soit le milieu de (4, B) et (el que i = IIB'_ ﬁ(ﬁgure 22). c
Notons g =

AB; les coordonnées de A et B
sont alors respectivement | — g, 0] et G’ U)-

Désignons par (x., Yc)cellesde Cet par (xp, yp)
celles d'un point D de At

Ona:

_

dét 7,(CA4, CB) = CA x CB x sin a

soit :
a a
5 — Xc = Xe
: = CA x CB x sin a, Figure 22
—Yc =
) . . CA x CB x sin o
soit ; aye=CA x CB x sino, d'oul y, = .
a
a
Xp+ 3 a
De méme : det; 73(AD, AB) = 5 al= AD X AB x sin a,
Fi)
soit —ayp=AD x AB x sina, d'ot y, = — AD sin a.

On constate alors que yeet y, sont de signes contraires et donc

que les points C et D sont
situgs de purt et d'autre de la droite (AB)

Nous retiendrons

Etant donnés irois points 4, B, C non alignés,

(A, }f_ﬂ'] = (_CT."IJ1 f.‘?i'b) (2m) est tangente au cercle ABC
fronti¢re (A8) ne contenant pas C.

la  demi-droite At telle que
et située dans le demi-plan de

CONDITION POUR QUE QUATRE POINTS SOIENT COCYCLIQUES

On dit que des points sont cocycliques lorsqu'ils appartiennent 4 un méme cercle.

1° Soit A, B, C, D quatre points d'un cercle % de

C
centre O (hgure 23). On a:
(04, OB) = 2(CA, CB) (2n),
(04, 0B) =2(DA, DB) (2m),
d’ou : L - P .
2(CA, CB) = 2(DA, DB) (2n) /
soit: _ (CA, CB)= (DA, DB) (n). (1) A
2° Réciproquement, soit A, B, C, D quatre Figure 23

points non alignés vérifiant la condition (1). T
Les points A, B, C ne sont pas alignés, sinon on aurait (CA,CB)=0 (m)et,d’aprés (1),
(DA.DB)=0 (n). Le point D appartiendrait, comme le point C,ala droite (AB) et les
points A, B, C, D seraient alignés, ce qui est contraire a I'hypothése.

5 i} =3 '- ic” & _'. .
R i e S
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: e sont pas alignés.
On démontre de méme que les points 4, 5. 7 o triangles ABC et ABD
Soit maintenant % et ¢” les cercles circonscrits ’ |
Les demi-droites At et At’ telles que = _ 57 TF
T ¢ = (DA,
(At, 4B) = (C4, CB) (2n) et (At AB)=( ) @n)
sont respectivement tangentes a € et . De P_]-'ji: I
(At, AB) — (At', AB) = (CA, CB) — (DA, DB) (2m)
soit : (At, At") = (CA, CB) — (DA, DB) (2m).
Comme a = B (2n) entraine a = f (), il sensuit C
(At, At') = (CA, CB) — (DA, DB) (),
d'ou d’aprés (1) :  (At, At')=0 (n).
Les demi-droites At et At’ sont donc soit
confondues, soit opposées.
Dans les deux cas les cercles % et €’ ont méme f
tangenteen A4 :ladroite & contenant Aret At
Les centres des cercles % et % sont alors
confondus puisqu'ils appartiennent I'un comme
lautre 4 la médiatrice de [A4, B] et 4 la droite 7 Figure )4
passant par A et orthogonale & 2 (figure 24). -
Ilen r%sulte que les cercles % et € sont égaux ct que par suite les points A4, B, C, D sont
cocycliques.
THEUREME 2 La condition (CA, CB) = (DA, DB) (n) est néceseaire o0 suffisante pour que quatre

points distincts 4, B, C, D non alignés soient cocycligues.

s

REMARQUE : Pour quatre points A, B, C, D distingts, alignés ou non, la condition

(EIEB-)=(EIE’-E} m) est nécessai : .
cocycligues, =) Feessaire et sullisante pour que ces points soient alignés ou

UNE PROPRIETE DE L'ORTHOCENTRE D uN TRIANGLE

e Si H est 'un des deux points B, C, Ie po;
W55, L, le point H' ¢
confondu avec H et dppartient au cercle ABC "

o SiHestdifférent de B et C,langle(H'B ‘ga et
Iimage de (HB, EE} par la réflexion g

Dot : i

(H'B, H'C) = (HC, HE) (2n),
et par suite :

(H'B, H'C) = (G, HB) (n)

(1)
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De plus les droites (HC) et (4B) d’une part, (HB) et (AC) d’autre part étant orthogonales,

on a:

Il s’ensuit :

soit :

(HC, AB) + (4B, HB) = (4B, AB) + (HE, AC) (),
(HC, HB) = (4B, AC) ().

(HC, 4B) = (HB, 40) =5 ().

)

De (1)et (2)il résulte : (H'B, H'C) = (4B, AC)
H sont alignés ou cocycliques. Comme A, B, C ne sont pas alignés,

cercle ABC.

Nous retiendrons :

Les symétriques orthogonaux de I'orthocentre d’un triangle

(m), ce qui prouve que les points A, B, C,
H’ appartient au

par rapport aux cdtés

appartiennent au cercle circonscrit au triangle.

Exercices d'application

8. On donnc vn cercle & de centre £, deux
et &'

points A et B de % ei Jes droites
respectivement tangentes f ¢

droite 4 tangente d ¥ coupe Z £n crl
Démontrer que . !
R i
(OR, OS) = = (04 &) ) i

ele en A el
W un poinl
ymmets A, B, C.

9. On donne un trizngle A3C s
son cercle circonscrit %. it A
variable sur €, distinct des
La droite (AM) coupe la droite (BC) en L.

J/° Démontrer que les cercles BM P et CMP sont
respectivement tangents aux droiies (AB) et
(AC).

2° Quels sont
centres O et O’
10. On considére un triangle ABC; un point D
de la droite (AB), un point Edela droite (AC) et
un point M du cercle ABC. Les cercles BOM et
CEM se recoupent en P. Démontrer que les
points D, E, P sont alignés.

On donne un quadrilatére ABCD et un
Les cercles ABM et

les lieux géométriques des
des cercles BMP et CMP?

11.
point M de la droite (BC).

CDM se recoupent en P.
J° Lorsque les droites (AB) et (CD) se coupent

en E, démontrer que le point P appartient au
cercle AED. :

2* Lorsgue les droites (AB) et (CD) sont

paralléles, démontrer que le point P appartient
a ia droite (AD).

12. [eux droites strictement paralléles 2 et 2°
coupent respectivement un cercle ¥en Aet Bet
en A" et B'. Démontrer, pour tout point M du
cercle différent des points A, B, 4%, B’, que :

(MA, MA')=(MB’, MB) (n)

13. On considére un triangle ABC et trois
points D, E, F appartenant respectivement aux

cﬁtés,[B, C], [C, A] et [A, B].
i° Démontrer que les trois cercles AEF, BFD et

CDE passent par un méme point M.
2° Démontrer que :

(DE, DF) = (MB, MC) — (4B, AC) (n).

Que peut-on dire du point M lorsque les
points D, E, F sont, alignés?

14. Soit A, B, C, D quatre points distincts deux a
deux, cocycliques et tels que les droites (A4B) et
(CD) soient orthogonales. On note O le point
d’intersection de (4B) et (CD) et 0’ le milieu de
[AD]. Montrer que (0Q’) est orthogonale a

(CB).
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TRAVAUX PRATIQUES

= a (2r)

|

ENSEMBLE DES POINTS 4 TELS QUE (74, MB)

Deux points distincts A et B et un réel a étant donnés, étudions I'ensemble, noté s, des Points 3
du plan tels que (MA, MB) =a (2m).

I° Déterminer o lorsque :

a) a=0 (2m);

b) a=n (2n).

2° On suppose maintenant a # 0 (), ¢'est-d-dire o non
multiple de .

a) Soit M un point de l'ensemble 7, s'il en existe.
Démontrer que les points A, B, M ne sont pas alignés.
On désigne par € le cercle passant par ces trois points A
(figure 26).

b) Démontrer que la demi-droite At telle que :

M

(At, AB) = (MA, MB) (2n),
ne dépend que des données A, B, a. En déduire que € est un t
cercle fixe et que M appartient a un des deux arcs du Figure 2
cercle 6 d'extrémités A et B. Preciser lequel d l'aide de At.
3% Démontrer réciproquement que tout point N de cet arc, distinct de A et B, appartient 4
l'ensemble o

B - ; TTRRAT2r x© 3
4° Construire l'ensemble <7 avec précision pour les valeurs suivantes de o =TT e, — T

(prendre AB = 6 em).

Nous retiendrons ;

Etant donnés deux points distincts A et B :
1. L’ensemble des points M du plan tels que { .-1_1',_2': }{}Eﬁ) =0 (2r) est la droite (4B) privée du
segment [ A, B].

2. L’ensemble des points M du plan tels que (A5, ;ﬁﬂ} = rc (2n) est le segment [ A4, B] privé des
points A et B.

3. L’cnsemble des points M7 du plan tels Que(}i_-f.ib. ﬂ?é.m} =0 {2n), 00 «est unréel non multiplede m,
est un arc de cercle o/ d’extrémiics A et 8 prive des paints A et B,

Larc .o/ est déterminé par la demi-droite A1 telle que (i, ;4"5) =a (2n):

« son centre est le point d’intersection de la médiatrice de [A, B] et de la droite passant par 4 et
orthogonale 3 Ar;

o il est situé daﬁ le demi-plan de frontiére (AB) ne contenant pas Az,

4° Applical‘.i(}n-:

Soit deux points distincts O et A et un réel a. A tout point M du plan on associe son symétrique M ‘ par
rapport d A. Quel est 'ensemble des points M tels que : (OM , OM) =« (2m)?

2

ot

; i T
Construire cet ensemble avec précision dans les cas suivants * @ — —a

3

ENSEMBLE DES POINTS 4 TELS QUE (WA, 17B) = o (x)

Deux points distincts 4 et Bet un réel « étant donnés, étudions I'ensemble, noté I', des points M du

—_—

plan tels que (MA, MB) =« ().

I° Déterminer I' lorsque o =0 (m).
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2° Su s mai
2 Deﬁg’;ﬂgi mattenant o # 0 (n), c'est-d-dire o non multiple de .
quun point M du plan appartieni d 'ensemble T si, et seulement si :

(MA,MB)=« (2n) ou (MA,MB)=u+mn (2n).
En déduire sy
b) Démont if:f r ’e; la réunion de deux arcs s# | et s, d’extrémités A et B, privés des points Aet B.
En déduire que s/, el of , sont deux arcs d'un méme cercle, situés de part et d’autre de ladroite (AB).
que I' est un cercle passant par A et B privé des points A et B.

c) Préci )
) Préciser comment on obtient le centre de I' d partir des données A, B, .

CO!I i L )
struire I' avec précision pour les valeurs suivantes de o : g E, g, —2;, 5?“

64’3
Nous retiendrons :

Etant donnés deux points distincts A et B :

I. L’ensemble des points M d A MR — 5 i
R0l A el B p u plan tels que (MA, MB) =0 () est la droite (4B) privee des [

§;1 = CI'ISCIT]lble des points M du plan tels que (MA, MB) = « (), oil o est un réel non multiple de m,
un cercle I' passant par A et B privé des points A et B. Le cercle I' est déterminé par la demi-

droite At telle que l.:A!, AB) = & (2) : son centre est le point d’intersection de la médiatrice de
[4, B] et de la droite passant par A et orthogonale 3 At.

3° Application :

On c!om_?e‘c.’euxtdrofws (OB) et (0B') telles que (OB, OB') =« (m), et un point A n’appartenant ni a
(OB), ni a (OB), de projetés orthogonaux respectifs H et H' sur (OB) et (OB).

Deux points M_.c.E_J.M’ se déplacent respectivement sur (OB) et (OB') de maniére que
(AM, AM’) = (AB, AB") (2n). Seit K le projeté orthogonal de A sur (MM").

a) Démontrer que (KH, KH') = o — (AB, AB’) (m).

b) Endéduire que le point K se déplace sur une droite fixe ou sur un cercle fixe. Quel est I'ensemble des
points A pour lesquels K se déplace sur une droite fixe?

ANGLES ORIENTES ET NOMBRES COMPLEXES

Le plan # ctlant muni d'un repére orthonormal direct (0, €,, é,), & tout point M du plan de
coordonnées (x, y) est associé le nombre complexe z = x + iy appelé alfixe de M.

j°o Démontrer le résultai suivant .
Etant donnés trois points A, 5, M deux i deux distinets d’affixes respectives 4, b, 2, Pensemble des |
s . |

T ——

MA, M B) est 'ensemble des arguments du nombre complexe -y

mesures de Pangle de vecteurs (
On retiendra ce résultat que I'on peut aussi exprimer par I’égalité modulo 2m :
_— — z—a

(MA, MB) = arg F (2m).

7 z—a
on pose Z ="

ons étant celles de la question 1°,
s M tels que :
| négatif;: un réel;

20 Les notati
Déterminer 'ensemble des painl

a) Z soit un réel positif; un ree
b) Z soit un imaginaire pur;

n
c) arg Z = 3 (2m);

d) Z? soit réel; imaginaire pur;
e) Z? soit réel; imaginaire pur.

is points A, B d'affixes respectives @, b, ¢, sont alignés
3° Démontrer que Irois p , B,

C deux d deux distincts,

c—a ,
[ ot —— est réel.
si, et seulement St, le quotient ——¢
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4° Démontrer que quatre points A, B, C, D deux d deux distincts, d'affixes respectives a, b, c, d, sont
el

c—a
cocycligues ou alignés si et seulement si le quotient =% i -5 est réel.

3° Soit A le point d'affixe 1. A tout point M d'affixe z on associe le point M’ d’affixe iz. Déterminer
I'ensemble des points M tels que A, M, M’ soient alignés.
6° Soit A et B les points d'affixes respectives 1 et — 1. Deux points met M d’affixes z et Z varient de
maniére d ce que l'on ait Z = % (z + ;)
a) Démontrer que la droite (Mm) est bissectrice de l'angle AMB et que :

Mm?* = MA x MB.

, Z—1 -1\? —_— — —_—
b) Démontrer que Tl (j = 1) . En déduire (MA, MB) = 2(mA, mB) (2n).
¢) Quel est l'ensemble des points M lorsque m décrit un cercle passant par A et B?

DROITE DE SIMSON

Un triangle ABC étant donné, a tout point M du plan on associe ses projetés orthogonaux respectifs
A’, B', C' sur les cotés (BC), (CA) et (AB) (hgure 27). On se propose de répondre 4 la question : pour
quels points M du plan les points A’, B, C’ sont-ils alignés?

1° Démontrer que les sommets du triangle ABC répondent d la question,

2° On suppose maintenant que M est distinct des A

sommets A, B, C.
a) Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante
d'alignement des points A', B, C' est :

(BM, BA")=(B'M, BC) (. (1)

b) Démontrer que :
(BM,B'A’)=(CM,CA") {r).

et : (BM, BC) = (AM, AC} (m}
c) Endéduire que la condition (1} s'exprime aussi sous -
la forme : M
(CM, CB) = (AM, ADB) (n). ) Figure 27

Montrer que la condition (2) permet de répondre d la question posée.

L’ensemble des points M du plan dont les projetés orthogonaux sur les cdtés d’un triangle sont alignés
est le cercle circonscrit au triangle.
Pour tout point M du cercle ABC, la droile (4"B'C’) est appelée droite de Simson de M.

Applications
1. On considére un triangle ABC et une de ses transversales A'B'C’. Les cercles ABC et AB'C’ se

recoupent en E.

I° Démontrer que les projetés orthogonaux du point E sur les droites (AB), (AC), (BC) et (B’ C’) sont
alignés.

2° En déduire que le point E appartient aux cercles A'B'C et A'BC".

2. On considére un triangle ABC, un point M de son cercle circonscrit et les projetés orthogonaux
respectifs A", B', C" de M sur les cétés [B, C], [C, A] et [4, B].

(Les points A’, B’, C’ sont alignés sur la droite de Simson de M.)

La droite (M A’) recoupe le cercle ABC en A",

1° Démontrer que la droite (AA") est paralléle a la droite de Simson de M.
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2" Endéduire une condition nécessaire et suffisante pour que les droites de Simson de deux points M et

N du cercle ABC soient orthogonales.

3% Combien y a-t-il de points du cercle ABC dont les droites de Simson sont paralléles d une droite
donnde ?

3. Quel est Uensemble des points de {'espace doni les projetés orthogonaux sur les trois cotés d'un
triangle ABC sont alignés?

4. Ondonne un triangle ABC et une de ses transversales A’B'C’. Quel est I'ensemble des points de
I'espace dont les projetés orthogonaux sur les droites (AB), (BC), (CA) et (A’B'C’) sont alignés?

5. Soit, dans le plan 2, deux droites orthogonales 4 et A° et soit A un point n'appartenant ni d A ni

A", On considére I'ensemble des droites & qui coupent respectivement 4 et A" en deux points M et M’
4 e

tels que Uangle MAM? soit droit.

Déterminer Fensemble des projetés orthogonaux du point A sur les droites 2.

DROITE DE STEINER

On considére un triangle ABC, un
point M de son cercle circonscrit et leg
points A", B', €' projetés orthogo-
naux respectils de M sur les cdles
[B, CL.[C. A] et [A. B]. On sail que
les points A", B', C" sont alignés sur
une droite A appelée la droite de
Simson du point M (igure 28),

Figure 28

1" Ladrotie (MA') recoupe le cercle

AL n i),

II.:'. L '-|!|‘Il ¥ !.‘ul.:l'.l .-

T ™ 4

DA}y = (A'M, AB") (n). B

o paralidlisme des droites

prapeiéte reste-t-elle valable
for e L droite (M AT est tangente au cercle ABC?
Donves pae construction rapide de la droite de
Simson dun poing M,
™o rappelte gue Vapplication composée de deux
refievions d 'aves paralléles est une translation.
Soir s et & les réflexions ayant respectivement pour axes
le diamétre du cercle ABC paralléle d (BC) et la droite (BC).
al Démontrer que 'image de A par 8 o s est larthocentre H du
triangle ABC.
Déterminer I'image A" de D par 5" o s.
b) Démontrer que les droites A et (HA") sont paralléles.
En déduire que I'image de la droite 4 par 'homothétie de centre M et de rapport 2 est la droite (HA"),
Que peut-on dire du milieu du segment [M, H]?

Conclusion : L'image de la droile de Simson de M par 'homotheétie de centre M et de rapport 2
passe par I'orthocentre du triangle ABC.
On peut exprimer ce résultat sous la forme suivante :

Etant donnés un triangle ARC et un point M du cercle ABC, Porthocentre du triangle et les
symétriques orthogonaux de M par rapport aux cdtés sont quatre points alignés sur une droite appelée
la droite de Steiner du point M.

La droite de Steiner de M est 'image de la droite de Simson de M par 'homothétie de centre M et de
rapport 2.

L]
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EXERCICES ET PROBLEMES

POINTS COCYCLIOUES 01 ALIGNES

I 5. D'zu'x CETClen € e ¢ we coupent en A et . Soit C un
m"’jl de ¢ et D un point de % non situé sur 1 droite
). Unc_r!rmlc passant par §f recoupe @ en M et € en
N.Les Aroites (CM) et (DN se coupent en 2. Démontres
que les points A, €, I, R sont cocycligues.
16 Soit quatre points A, [, C, D cocycliques. Les points
H,m D se projetient orthogonalement sur (AC) en B et
D, Les points A et C se projettent orthogonalement sus
(BDy €n A" et C”. Démontrer que les quatre points A', B,
C', 1 sont cocydligue,

21, On considére quatre drqitm ‘?_""'x & deus sigy,
aucune ne paviant par le point dintervection g, o
Autres. ) ) ) ’

J* Combicn de triangles ces dfmm d?"“”m'ﬁbm.gsfﬂ,
7 Démontrer que les cercles Greonsenits 4 cey iiz, ?}iﬂ
ont un point Cammun.

72, On donne un trizngle ABC €4 un point 4y Os
comsidire Jes trois cercles MAB, MBC, MCA ¢ty
symétrigues respectifs par rapport aux droites AR, p o
C A, Diamemirer que ces trois derniers vercles puven o
un méme point M’

T < , , 23 Surles eités [ B, C, [C, AL [A, B) d'un triang,, :
< S0iLA, B, C, D) quatre points cocydiques et soit o onsidere trois points P, , R. A
quatre cercles < [y pasaant par A et 3, [, passant par B et Démontrer que les vercles AQR, BRP, CPQ passen par 3
C, 1, passant par O et D, [, passant par D el A, Ix:j:. un méme point | puis démontrer que A, B, C, 1 v 3
w?f“ Iy f‘ Jamerecoupenten A Ly et fyen I, et 1 wrzyligues si, et wulement s, Jes points P, Q et R som 3
en 7 et 4 et f'; en Iy, aliznés o
Démontrer que les points A%, B, €, 1Y sont alignés ou AHEgNES: ) : p
cocyeli qum,q P Lt L4 u‘y Sui'l ABC un trizngle (de sens direct) ayant ves troig E

! i angles aigus, N
18.  On donne un eerdde € de centre 0 et une droite 7 17 Construire les cercles €, €, et %, tels que : k
extericure au cercle, Deur diamétres de %, orthogonauz, o %, |C, B} wilTensemble des points P 1zl gue - 4
coupent ZZen P et . Lestangentes o % passant par Pet () 1

w2 coupent en qualre points distinets de Poet )
Démontrer que o guatre points sant cocycligues,

19.  Soit % le cercle de centre O et de rayon B (7 - Gjet
soient A et B deux points dizmétralement oppots wir 4.
1" Pour tout point M de 7, divtinct de A et B, on
construit le point O el que MABQ  scit un
parallélogramme,

Déterminer Venserable décrit par le milicu J du segment
[M, O], puis I'ensermable décrit par b centre de grante G
du triangle BOM loraque M décrit € privé des ponts 4
et B

7 Onnote N esymétrigue de A par rapporta M et P le
point dlintersection ey droites i(),fu’j et (24 E’)-:f;i réde
joue le point P relativernent au triangle AN
Trouver une homothétie de contre B transflormant M en
P et déterminer Vensemble décnt par Je point P lorwgue
M décrit @ prive des points A et B ,

3% On considére les cercles arconsents aux triangles
OBP ¢t MNP, ' )_
a) Pourquoi e cercles ne sont-ils pas tangents en P
b) On note K Vautre point commun 4 o deus cereles.
En utilisant des angles orientes de vecteurs dont Jes
mesures sont respectivernent égales, modulo 4 celles de

;Kf}f K Py et (KP, KM), montrer que les points K, A, B,

M sont cocyeliques.
Faire une figure solgnee.

CERCLES AYANT UN POINT COMMUN

20. On donne quatre points A, B, C, ) tels que trois
quelcongues d'entre eux ne soient pas alignes. On
désigne par [ le cercle passant par Jes mllmyx des
bipoints (A, B). (4, C), (A, D) et Von délmit de méme les
cercles Iy, Iy Lo Démontrer que ces quatre cercles ont

un point commun.

o .

(PC, PE) = 3

o %, [ A C] it l'ensemble des points O tels gue:
(94, 9C) = ;

%, I A soit Pensemble des points R tels que:
(RE. RA) = ; (7).

(z);

(7);

(€n proarre ctiliser les triangles équilatéraux construits 2
Vextéricur du tnangle ABC et dont un ¢dté ent [C, B
(A CyoulB, A}
Dezaamnirer gus €, %, et €, ont un point commun, not2
)
20 Soit I oun point de €, extérieur au triangle ABC. La
droiie (PC) recoups %, en un point Q. Soit R le point
d'intersction des droites (QA) et (PB). Montrer que R est
un pant de 4, Ouelle est Ja nature du triangle PQR?
3" A chagus trangle POR on associe

HPOR) = 1P 4+ 10 + IR,
a) Dévermines P pour que 1P soit maximal. Soit F, ¢
point.
Construire e triangle F,0Q,R,, obtenu 2 partir de Py
by Maontrer que (POR) est maximal pour P, Qs Ro-

DROITES PARALLELES OU CONCOURANTES

25. Deux cercles % et % se coupent en A et B gﬂ’
droite passant par A recoupe € en C et €' en D. r‘:
droite passant par Bcoupe @ en Eet € en F. Démont
que les droites (CE) et (DF) sont paralléles.

26.  On considére deux cercles € et € sécants mdﬂ;i:.:
et un point M du cercle % distinct de A ¢t B. L‘ég [f,“ -
(M A) et (M B) recoupent respectivement le ceT

iw’ et N, . A h
Démontrer que la droite (M'N') est paraliéle 2
tangente en M au cercle €.

B s
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197 7/ Angles orientés dans le plan
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27. On considére un triangle ABC et un point M
distinct des points 4, B, C. Soit 4', B’, C” trois points tels
que (_-r‘ﬂ’f: ﬁ) =(AC, AA) (2n)

(BM, BC) = (BA, BB) (2n)

(CM, C4) = (CB, CC)) (2n).

J° Démontrer que les droites (44"), (BB") et (CC’) sont
para]]éles ou concourantes.

Démeontrer qu'elles sont paralléles si et seulement si M
appartient au cercle ABC.

2 Lorsque les droi_tcs (A4, (BB’), (CC) sont
concourantes, leur point commun M’ est appelé point
inverse de M par rapport au triangle ABC.

Quel est le point inverse de I'orthocentre du triangle?

LIEUX GEOMETRIQUES

28. Un cercle fixe € passe par deux points fixes 4 et B
non diamétralement opposés. Un point M décrit la
droite (4B). Les deux cercles passant par M et tangents &
@ en A et B se recoupent en P.

Déterminer le licu géométrique du point P.

29, On considére un triangle ABC et un point M, fixe,
dela droite (BC). Une droite variable contenant M coupe
la droite (AC) en N et la droite (4B) en P.

Quel est 'ensemble décrit par le point S, deuxieme point
d’intersection des cercles circonscrits aux triangles CMN

et BMP?

30. On donne un triangle ABC et trois points E. F, G
tels que :

(EE’, xTE] = {Ef, E.?J = (ZE}' CG) =2 (2n).

(BF)et(CG)se coupenten A, (AE)et(CGlen B et(AE)et

(BF)en C". . o
1° Quels sont les lieux géometriques des points., B.C

n =K

. L
lorsque le réel a décrit == |

2 Montrer que les trois lieux du /° passent par
T'orthocentre H du triangle ABC. Que représente le point
H pour le triangle A’B'C"?

31. Un point M décrit un demi-cercle de diamétre
[A4, B]. Quel est le lieu géométrique dLLrpro_;cte

orthogonal de A sur la bissectrice de !‘aqgle AMB?
Méme question lorsque le point M décrit un cercle de

diamétre [A4, B].

32. On donne un triangle ABC et le pomt F
diamétralement opposé d A sur le cercle ABC. Pour un
point M du plan la droite passant par M et orthogonale a
(MF) coupe (AB) en P et (AC) en Q.
I° Démontrer que: | __. __.

(FP, FQ) + (MB, MC) = (4B, AC) (m)-
> Déterminer I'ensemble des points M pour lesquels les
points F, P, Q sont alignés.
3 Déterminer I'ensemble des points M tels que -

(‘?F' E.} i@gj ) (@ , ;
4 Soit un réel a tel que (AB, AC) # 2 _(m). Determiner
lensemble des points M tels que (FP, FQ) = (m0)-

33. Soit deux points distincts O et A etun réel a. A tout

point M, on associe le point M~ tel que MM’ = OA.
Quel est I'ensemble des points M tels que:

(EA_I-, E‘E’) =a (m)?

34. Un point A décrit un cercle passant par deux points
fixes B et C. Quel est le lieu géométrique de I'orthocentre
du triangle ABC?

35, Soit o un arc de cercle dextrémités A et B.

A tout point C de &, distinct de A et B, on associe le
point I centre du cercle inscrit dans le triangle ,_{BC (I est
le point commun aux trois bissectrices intérieures des

angles du triangle).
—_— 1 — T
1° Démontrer que : (A, IB) = 5 (CA,CB) + (m).

» En déduire le lieu de I lorsque C décrit /.

NOMBRES COMPLEXES

36. L'équation z* — 2pz + 1 = 0 a deux racines 2’ et z"
appartenant a I'ensemble C des nombres complexes.
Dans un plan 2, muni d’un repére orthonormal direct
(0, &,, &), on considére les points A, B, P, M et M"
d’affixes respectives 1, — 1, p. =" et ="

On suppose que p est un nombre complexe non réel.
]° Démontrer, sans calculer =" et =", que P est le milieu
de [M', M"]; que OM’ x OM" = 04> = OB et que la
droite (x'x) de repére (0,¢,) est bissectrice de
I'angle M'OM"

2 Démontrer que les points A, B, M’, M" sont
cocycliques.

3° Calculer (=" — p)* et (=" — p)* en fonction de p. En
déduire que PA x PB = PM’* = PM"? et que la droite

(M'M") est bissectrice de I'angle APB.
# Le point P étant donné, construire les points M” et
M".

37. Le plan 2 muni d’un repére orthonormal direct
(0. ,. &,) est identifié & I'ensemble C des nombres
complexes. M, et M, sont les images des racines
complexes =, et z, de 'équation (E) définie par :

. 1
:'-2{a+ib):+a+b+-8-=0.

ot a et b sont des paramétres réels et ou i est le nombre
complexe dont I'image a pour coordonnées (0, + 1).

I — I° Quelle est la somme des arguments de z, et 2,?
2 Quelles sont les bissectrices de I'angle M, OM,?

[T — I° Quelle est l'affixe du milieu de [M;, M,]?
Comment doit-on choisir a et b pour que I'¢quation (E)
ait ses deux racines égales-et réelles? On vérifiera qu'il
existe deux couples (a, b) répondant & cette question et
'on notera P et Q les images des racines doubles
correspondantes.
» Comment doit-on choisir a et b pour que I'équation
(E) ait ses deux racines égales et imaginaires pures? On
vérifiera qu'il existe aussi deux couples (a, b) réponda_m a
la question et I'on notera R et S les images des racines
doubles correspondantes. _

o Vérifier que I'un quelconque des points P, O, R, et §
est orthocentre du triangle ayant pour sommets les trois

autres points.

S
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4° Former les équations des deux cercles admettant
pour diametres [P, Q] et [R, §]. Vérifier que ces deux
cercles sont orthogonaux.

I — Etant donnés deux nombres réels x et y, on appelle
T le point d'affixe t = x + iy.

1° Calculer, en fonction de a, b, x et y, la partie réelle uet
la partie imaginaire v du nombre complexe :

@ =(t — z,)(1 — z,),

ou zy et z, sont toujours les racines de I'equation (E).
Veérilier que u et v peuvent étre mises sous Ja forme :

u=Aa+Bh+C et Aa+ Bh+C,

ou A, B, C, A', B', et C’ sont des fonctions de x et y.

2° A chaque nombre complexe t = x + iy, on associe
ensemble E, constitué dans le plan par les points
d'affixe  obtenus lorsque a et b décrivent Iensemble des
réels. Préciser, suivant la valeur ¢, la nature de E, en
distinguant les cas ou les vecteurs z [de composantes
scalaires (4, A°)] et f [de composantes scalaires (B, B')]
sont colinéaires ou non. Dans le cas de la colinéarité,
démontrer que E, contient O si et seulement si, T est 'un
des points O, T, et T,. ou T, et T, désignent les points
communs aux cercles de diamétres [P, Q] et [R., 5].

3° Déduire des résultats précédents que les bissectrices

—

e} -
desangles M, T, M, et M, T, M, sontindépendantes dza
et de b. Quelles sont ces bissectrices?

38. C désigne I'ensemble des nombres complexes.

Le plan complexe (P) est rapporié au repére

orthonormal direct (0, u, T){on prendra 3 cm pour unité

de longueur).

On considére 'application f de Cpriveds(— 2 —
z41—2

2+i

| —
1} OENS

C définie par :

I° Représenter dans (P) le point A d'af
Calculer f(— 3 + i)etreprészntzron :
2° Déterminer et représenter dzns {71 2nsembis 2. dag
points M daflixe z t2ls que /i =1

3° Déterminer et représenter Gens (Fi lenzemble £, des

-

points M d'affixe z tels qu'un argument dz f{z; soit 5
4* Déterminer E, r E, et controler ainsi Iz résultat de 1a
premiére question.

39. On considére dans C les complexes z, et z, de
modules 1 et d'arguments respzctifs z et f.

(zy + z,)

1° Montrer que est un réel positif ou nul.

2122
Dans quel cas est-il nul?
2° Soit deux points A et B d'un plan complexe
d’origine O d’affixes respectives a et b(on supposera 0, 4
et B non alignés).
Calculer en fonction de a et b I'affixe -
barycentre de (A, |bj) et (B. lal}.z

du point [

=

3° Al'aide du /° montrer que ‘—best un réel strictement
a

positil.

En déduire une relation entre arg z, arg a et arg b.

Quel réle joue la droite (OI) pour I'angle AOB?

4“]- Le plan 2 est rapporté 4 un repére orthonormal
direct (0, u, ). On désigne par A, B et M les points

—
d'affixes respectives — I, — 2 et z, OU Z Teprésente -
nombre complexe différent de — 1 et — 2,

2 i
Posons Z = 2 i T |Z| désigne le module de Z elarg 7

z
désigne la mesure de I'argument de Z appartenan 4
I
BM
J° Justifier que |Z| = —— et que arg Z est une mesure gq
AMT T oo

radians de l'angle or-i:m'té (MA, MB), en utilizam |y
définition et les propriétés du module et de largumen
d’un nombre complexe. ) ] -
2° Utiliser le rappel ci-dessus pour déterminer géométyi.
quement les ensembles des points M dont Faffixe 7 ey
respectivement telle que :
a) Z est réel;
b) Z est imaginaire pur; ]
¢) Z est un réel strictement négatif;

d) arg Z =5:

e) |Z| =1;
N 2] =2
41. Soit f I'applicationde C' {— 4i | dans C définie par -
z—2
flz)= ——

I” Déterminer et construire 'ensemble E,; des points M
d’affixe z tels que f(z) soit réel.
2* Déterminer et construire Fensemble E, des points M

d'affixe z tels qu'un argument de f(z) soit :2-

3* Déterminer et construire I'ensemble E des points M
d'aflixe z tels que le module de f(z) soit 2.

42. Dans le plan complexe, on considére les points : A

" L . ) 1. 1.
damxei—:—ELBdaﬁlxe 21, M d’aflixe z,z;ﬁi-i—il.
Sl g T8

2z2—1—-1i

1* Déterminer et construire I'ensemble des points M tels
que z° soit réel.

2 Déterminer et construire 'ensemble des points M tels
que z” soit imaginaire pur.

3* Déterminer et construire I'ensemble des points M tels

qu'un argument de 2’ soit égal 4 —'112:

43. On considére dans le plan complexe les points 0
d'affixe zéro, A d’affixe 1, Bd'affixe — 1. A tout point M
du plan daffixe z # 1, on associe le point M’ d'affixe

z—1
#=

I° a) Etablir que |z] = 1.

b) Etablir que

est réel
z—1

c) Etablir que

T est imaginaire pur.
2 a) Interpréter gfométriquement, a laide des
points M, M’, 0. A, B les trois propriétés établies dans la
question précédente.
b) Donner une construction péométrique de M’
connaissant M.

I

T

-2 ST
e i

A
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CHAPITRE

PRODUIT
~ VECTORIEL

En 1839, dans un ouvrage sur la théorie des marées, Hermann Giinther Grassmann
développe la notion de produit géométrique de deux vecteurs qu’il presente comme une
aire dirigée, constituée par I'aire du parallélogramme construit sur les deux vecteurs et par
un vecteur perpendiculaire au plan de ce parallélogramme. Il établit la propriéte
d'antisymétrie de ce produit ainsi que sa distributivité par rapport a l'addition.
Représenté aujourd’hui par un vecteur et non par une aire dirigée, le produit vectoriel est
directement issu du produit géométrique de Grassmann.

| — ORIENTATION DE L'ESPACE

REPERES DIRECTS, INDIRECTS

Considérons, dons &, un repére (0, Tj- I\'*], les points I, J, K definis par ol = ?,

OJ =/ (1% = & etlssdemi-droites Ox, Oy, Oz, d'origine O et contenant respectivement

R
[Imaginois un chservateur place sur Ox, les pieds en O et regardant Oy et Oz. Deux

siluations nouyvent e presenter

e Oy est dladenile de 'observateur et Oz 4 sa gauche (higure 1);

e Oy est & 1a gauche de 'observateur el Oz i sa droite (hgure 2).

droite

droite

Figure 2 y

Figure 1

et de partager I'ensemble des repéres de I'espace en deux

Ce constat expérimental perm :
classes. Orienter espace, c’est choisir une de ces deux classes et convenir que les reperes

de cette classe sont directs et que ceux de l'autre sont indirects.
s tout cet ouvrage, les reperes directs sont ceux pour

Habituellement, et il en sera ainsi dan es re]
situation de la figure 1 : Oy 4 sa

lesquels I'observateur placé sur Ox se trouve dans la
droite et Oz a sa gauche.

i
i

E— e iﬂ?ﬂmm'mw
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8/ Produit vectoriel

Soulignons que cette maniére d’oriente
le cété gauche du cété droit.

Propriétés

Nous allons maintenant admettr? _des
propriétés qu’il est facile de vérfier
expérimentalement.

1. Deux repéres (O, ;':j, k) et
(o, ?,;, k) qui ne différent que par leur
origine ont la méme orientation (figure 3).
Cette propriété permet d’étendre la
notion d’orientation aux bascqsa clg:
'espace vectoriel ¥ : une base (i, j, k)
est dite directe (resp. indirecte) lorsque,
pour tout point O de 'espace, le repére
(0, ?, _}., E) est direct (resp. indirect).

2. Pour tout repére # = (0, i, j, k) :
o les repéres (0, ], k, i) et (O, k, i, j)
ont la méme orientation que %;

o les repéres (0, j, i, k), ©, 1, E;}) et

(0, k, j, i) n’ont pas la méme orientation
que #. :

La figure 4 illustre ces résultats pour un
repére Z direct.

On retiendra ces propriétés en remar-
quant qu’une permutation circulgire des
vecteurs d’un repére :

— — —

i—j, J =k, k—i,
conserve I'orientation, alors que 'échan-
ge de deux vecteurs :

_— — —_ -

i=j, j-i, k-k
change 'orientation.

3. Soit 4, B, C, D quatre points non
coplanaires ct soit P un point n’apparte-
nant pas au plan 2 passant par A,C, D
(figure 5).

o SiBet P sontsitués d'un méme coté de
2, les repéres (4, EE_?' ;1_(:" E} et
(4, AP, AC, AD) ont

2 i la méme
orientation.

o Si Bet P sont situés de part et d’autre
de .%_l:es repéres (A, ;1_3, ZE: :ZS) et

—_—

(A, AP, AC, AD) n’ont

; - Pas la méme
orientation.

r 'espace fait appel & notre capacité de distingue
[

Figure 3

Figure 4
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ORIENTATION D'UN PLAN DANS L'ESPACE Z

droite Oz, ayant e

! pour or i

orthogonale a 2 (figure 6) 1gine un point O de 2, et L)
\

Un observateur placé sur 0z, les pieds en O, peut

ra

orienter le plan 2 en choisi I
ssant comme sens di
ns direct d/[X\Q
0

Pans Pespace & toute demi-droite orthogonale
A un Plan Z et dont I’origine est un point de 2
définit une orientation du plan 2. E

A

Figure 6

Propriétés
1. Soit Oz et Oz’ i-droi y F
el it Q..tc:td(f} z” deux demi-droites orthogonales a 2 et dont les origines O et 0’ sont
: points de 2. On constate expérimentalement, et nous admettrons, que :
;'?1 _Oz et 0'z" sont d’m] méme coté de 2, c'est-a-dire paralléles et de méme sens, elles
éfinissent dans 2 la méme orientation (figure 7).

. S'I 0z ¢t 0’z sont de part ¢t d’autre de 2, clles définissent dans 2 des orientations
differentes (figure 8).

Fi 7
L = Figure 8
z
'S &
O
AN (3 d \\g
d// \‘., ‘-T/}
Ak
A i f; I‘t : .
0 \ 0’
b 03 \/ '
\\_—/ Y =/
0 :ﬁ L .
7 \J
P
! d
. | g
2. Soit ii un vecteur normal du plan 2. Soit O et .
0’ deux points de # et soit A et A’ les points .
L et Figure 9
définis par 0A = 0'A" = U (figure 9). .
Les demi-droites Oz, d’origine 0 et contenant A 4
et 0’z’, d’origine 0" et contenant A’, sont ?
orthogonales a 2 ct situées d’un méme coté de . A
2. u \
Elles définissent donc, dans 2%, la méme | X
orientation. Cette orientation né dépend que du 40 u
vecteur it Autrement dit : T
I . .O’
ecteur mormal du plan # définit une
Tout vecteu p A S

orientation de P,
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8/ Produit vectoriel

3° Soit (0, , j, k) un repére orthonormal direct
de lespace Orientons le plan P, de repére
{0 J] par le vecteur normal k (ﬁgure 10).

On constate expérimentalement qu'avec cette
orientation, la mesure principale de I'angle

- -

orienté (i, j) est + — rad. Autrement dit :

Il — PRODUIT VECTORIEL

Etant _donné un repére orthonormal direct 7
(O i J, k) } de P’espace, dans le plan 93 de repére
=(0,i, ;} orienté par le vecteur A le repére
.»ﬁ' est orthonormal direct. Figure 10
%
x . P
ETUDE PRELIMINAIRE Ww=AP

Soit u et v deux vecteurs non colinéaires d’angle (non oriente) @ rad
(6€]0, m]).
Assocwns d un point A de I'espace les points B et C tels que
AB=1iiet AC = v, et le parallélogramme ABEC dont deux
cotés consécutifs sont [A, B] et [4, C] (figure 11).
Comme BAC = 0 rad, I'aire de ce parailélogramme est
mesurce par le réel strictement positif

a=AB x AC x sin 8,

Sur la droite & passant par A ct orthogonale au
plan (4BC), il existe deux points dour {a disiance
a Aesta.

Pour wn seul de ces points, P, ia base
(:1_}5., AB, AC)estdirecte ; un cbservateur placé
sur la demi-droite d'origine A contenant P, les
pieds en A et regardant les points B et C, voit B Figure 11
a sa droite et C a sa gauche.

Le vecteur w = AP ne dépend que des vecteurs &, i et non du choix du point A utilisé
pour construire P :sa direction, orthogonale a celle de e et 4 celle de 7, est indépendante de
A, etilen est de méme de son sens, tel que la base (w, 1, v) soit directe, et de sa norme égale
au produit |luj] x ||p|| x sin 8.

DEFINITION 1

On appelle produit vectoriel d’un vecteur u par un vecteur v, le vecteur w ainsi défini :

o Lorsque # et t sont colinéaires, w = 0. -

« Lorsque i et © sont non colinéaires, considérons trois points A, B, C, tels que AB = uet
AC = 7.Sur la droite passant par A et orthogonale au plan (4BC) il exisf_un point P, et
un seul, tel que AP = AB x AC x sin BACet tel que la base (ﬂ’: AB, AC)soit directe.
Le vecteur w est alors égal 4 AP.
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Le produit vector; &
torie 5 r i s
b i lde“Parvestnote, soit u A 0, soit & X b.
ette fieflnltlon et 'etude qui |’ Y ;
produit vectori] . a precédée permettent d’énoncer trois propriétés du
e 1 Le i :
produit vectoriel de # par ;
de & par § est un vecteur orthogonal 4 chacun des deux vecteurs &, 7.
Pour tout couple (i,
) ple (4, v) de vecteurs no g :
PRQPRIETES 2 e n li\]lS, d’angle 0 rad :
I A o]l = [|i]| x || x sin 6.
Etant ¢ ;
3 tripletd(?nfs deux vecteurs non colinéaires i et 7 et leur produit vectoriel # = i A b, le
» 4, v) est une base directe de Pespace vectoriel %"
ANNULATION DU PRODUIT VECTORIEL
Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est nul par définition.
[? ::{utri: part, etan.t donnés de}n: vecteurs non colinéaires 4, v d’angle 6 rad (610, n]), les
reels || f!||l,+|LUH et sin 6 sont strictement positifs. Il en est de méme de la norme du produit
vectoriel u A v, ¢gale a |lul| x |[v]| x sin 6. Le vecteur & A 7 n’est donc pas nul.
PROPRIETE 4

Le produit vectoriel # A v est nul si, et seulement si, les vecteurs &, b sont colinéaires.

En particulier :
e Le vecteur nul et tout vecteur # sont colinéaires; donc: O A i = A 0 = 0.
& Lout vectsur u est colinéaire a lui-méme; donc: u A i = 0.

ARTISYMETRIE DU PRODUIT VECTORIEL

Considérons deux vecteurs non colinéaires u, v et trois points A, B, C tels que AB = u
et AC = . Les points P et P’, définis par :

-

AP=unv et AP ' =vAu,

appartiennent 4 la droite @ passant par 4 et A
orthogonale au plan (ABC) (figure 12).

De plus : AP = AP' = AB x AC x sin BAC.

Enfin, les bases (AP, AB, AC) et (AP’, AC, AB) sont
directes.

Les points P et P’ sont distincls;-sixﬂ les deux
bases (AP, AB, AC) et (AP, AC, AB) seraient
directes, ce qui est impossible puisque la seconde
qui s'obtient par échange de deux vecteurs de la
premiére n'a pas la méme orientation que la
premiére. Les points P et P’ sont donc symeétriques ﬁ 2
par rapport a A. 9

Doi AP’ = — AP, soit DAlu=—HUAD. Figure 12
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PR TP , i
Cette égalité, vériéo par deux veetours non colinénires, Fest nusl par dgyy Vegq 5

LI :
i orie W " g 0%

colinénires, puisque dans co e, los doux produl(s Voetoriels it A 0 el i a 1 gy, nul:I i

[ [“" :i

PROPRIETE 5 Pour tout conple (i, 1) de veetenrs, N e UL 2

=

N

B |

On exprime cette propriété en disant que le pr

APPLICATION AUX BASES ORTHONORMALES DIRECTES

On considere une base orthonormale divecte (/, ,i'- ) }IU l'espuce VUU"”'.iUI W Soil 0y
point de lespace et 1, J, K les points définis pur 01
Le point P tel que Or =i A ,' est ainsi déterming
« P apparticnt i la droite passant par O ¢l orthogonale au plan (OL)), c'est=d-dire § |y

droite (OK),

BC = /1.

3. Soit # = (i, j, k) une base orthonormale de
I'espace vectoriel ¥, Lorsque # est directe, on

oduit vectoriol el nnlluym{'trlqm' *

o ey = TRV B e L el L

1, 0F = ], OK = £ (figure 13

e« OP =01 x OJ xsin 10J = 1] A f

e Lu busc [t:}f-’.. (JI (i:l') est direcle. 1

Il en résulte que P = K. i

Dol i Aj=OK, soil i Aj=k ¢l d'aprds

antisymétrie du produit vectoriel, j A k. 0 ]

On démontre de méme que —’_1 T J l{

,r A K=i ¢t kA .;" i 2 i

el gue s KA ,r et ik j'. / i
Par smte Figwe 13|

|

4 A |

Pour toute base orthonormale direste (1, f.q Ky de Pespace veetoriel % : i
FAafek, JA K =i, kAP = j', e

Jai=~—k, konj=- l", -l‘f\;';-rs-ﬁ}. 1;

= : T i

. o |

@ Exercices d'application 8
i

I-B((:)nimnlqid&m' dans l'espace &, un triangle | sait que Il ,\fr k. Exprimer siml’lcmc.nl ; i
ABC tel que _ produit vectoriel | A f, lorsque 2 ¢t mdlrfﬁlﬁ !
AB =12, AC =1, BAC = ¢ rad En déduire un moyen de reconnaiire qu i

4 base orthonormale est directe ou indirfeeie:

Déterminer le point P tel que AB A AC = AP, - —_—
" P e sl 4. Soit i, j deux vecleurs unitaires 3

% éme question pour un triangle équilatéral YO ' el nl =k 4
ind o romns nso=T /2 A
Pour un triangle ABC, rect: : el que * r que le tnpiet B.Jr W oricl ¥
AB =3 el A(«L’: 4. reclangie e 4, el que orthonormale directe de I'espice veetoriel :
Pour un Eriung]c ABC tel que AB =2, AC = 3, AB G ”’

5. Soit, dans I'espace &, trois P"'mj s points o
non alignés. Déterminer I'ensemble d¢ Wk
M de I'espace, tels que :

o) A &AM =0; by AB A CH =0
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6. Soit i, 5 deux Vecteurs non nuls d’angle

: 7. On considére, dans I'espace &, un triangle
8 rad. Démontrer que :

ABC, rectangle en A. Démontrer que :

(@250 + i A B2 = 712 x 32 (AB A AC) A AC = — AC?AB.

Il — PROPRIETES DE LINEARITE DU PRODUIT VECTORIEL

Considérons deux vecteurs u, U non ' ‘
colinéaires, d'angle ¢ rad, trois points A,

B, C tels que -;1_§=ﬁet:4_6:5, et le &
point P tel que AP = 5 3 (figure 14). N
Le plan 2 passant par A et orthogonal d
la droite (AB) contient P.

1° Soit C’ le projete orthogonal de C
sur 2,

Démontrer que AC’ = AC x sin 0.

(On distinguera trois cas - ) P

n n T
s e

2° Démontrer que l'angle ﬁﬁesr droit. Que peut-on dire de la base (EE, AC',MM

=

Figure 14

déduire que dans le plan 9, orienté parﬁﬁ: lamesure principale de I'angle orienté (E’, E}
T

est + 5 rad.

3° Dans le plan 2, srienté par AB, soit C" I'image de C’ par larotation de centre A et d’angle

n

2

Cette étude permect de donner une autre construction du vecteur AP = it A D, & partir de
I b N He .
trois points 4, B, C tels que AB = u et AC = v (figure 14) :

+ —. Démontrer e AP = |!;1-BJ| AC”,

e soit C’ le projet¢ orthogonal de C sur le plan 2 passant par A et orthogonal & (4B);

an . / . , T
o dansle plan 2, orienté par AB, soit C" 'image de C’ par la rotation d’angle + ) rad et
de centre A4; -
o le point P est alors défini par : AP = |ul AC".

UNE EXPRESSION DE v Av

Désignons par = la projection vectorielle associée d la projection orthogonale sur le
ésign

plan 2. On a (figure 14) -
AC’ = n(AC) = (D).

Dans le plan 2 orienté par le vecteur i1 = AB, désignons par r la rotation de centre A et
ans le p

i 1 iée.
d’angle T rad, et par p sa rotation vectorielle associc

Ona r(d)=Aetr(C)= C’,dou : AC" = p(AC) = p[r(0)].
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Légalité AP = [il AC" de Pactivité précédente secrit donc AP = il p[n(y) (.

i n = il p[x@] |

Ce résultat établi pour deux vecteurs i, v non colinéaires reste valal:\le Iiﬁur un Vecteur
non nul et un vecteur o colinéaire a #. En effet, danscecas,ona :u A v = (gt n() <.
=i ]

d'on p[n(®)] = 0 et il p[n(3)] = 0.

Conséquences

L Formule i A (3, + ;) = (it A ;) + (i A D5)
Cette formule est évidente lorsque le vecteur uest nul. Lorsque E_EH’cSt pasnul, elle découle
de la linéarité¢ de la projection vectorielle = et de la rotation vectorielle p, Posons
U = n(Dy) et ¥ = n(D,).
On a, d’une part : A b, = |[u] p(B;) et u A Dy = ||u] p(d3),
et d’autre part ;
U A @ +0y) =il ple(@, + 2] = llull p[=@y) + 7 (5,)]

= il p(@ + 03) = N1l [p (@) + p(@3)]

= [l p(@%) + il (D).
D’ou : AW+ 0= A D)+ (i A D).
2. Formule u A bv = b{u A 1)
Comme la précédente, cetie formule est évidente lorsque u = 6 et elle découle de la
linéarité des applications 7 et p, lorsqus # n'est pas nul :
= |iul] p (b ()]
bl p[n(®)]).

-t

o

=2

1

. ""'
7 =y
g

b=

G
[

Il

D'ou :

3. Formules (#y +u,) A D=, AT} 4 (i, A D) et at A D= a(u A D)

Ces formules découlent des deux précédentes et de 'antisymétrie du produit vectoriel.
Démontrons la premiére ;

(i + i) A D= _[5"\“;1 +1,)] = —[(® A ﬁ1)+(§-"\ﬁ2)]
:[-{Eﬁﬁl)]+[“(5’\ﬁz)]=(ﬁ1 A D) + (i A D)

En résumé, quels que soient les réels a, b et les vecteurs i, Ty By By Dy, 1 2

W +u)AD=G@ AT+ G AT (1)
(@) Av  =a( A7) )
BAG ) =@AT)+GAT) ()
un (b)) =bEn D) @)

L'application (i, 7) i i A § posséde donc deux propriétés de linéarité : par rapportgu
premier vecteur (égalités (1) et (2)) et par rapport au second vecteur (égalités (3)et (4)-©"
dit que le produit vectoriel est bilinéaire.

o Exercices d'application

8. 5 Sl . ) . U ue -
Soit deux vecteurs u, . Démontrer que : 9. Soit trois vecteurs 1y, i, D. Démontrer q

() Aad=dia(=F=—Tad (ﬁl—-ﬁz]ni?:(ﬁlf\ﬂ—(ﬁ:“a'
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lU_- Soit u, § deux vecteurs

SOit p le produit vectorie] 5
°® Exprimer, en

vectoriels :

hon colinégires et
A D,

fonction de 7, 1es produits

N U A (it + D), A (i — )
(u+E.)Mu—‘), (2&-—35)m{-4ﬁ+55).
2° Soit a, b, a", b’ des réels donnés. On pose :
W=au+ by et W= a'ii + b5
Exprimer, en fonction d :
1 : e ’ £ =
produit vectoriel w A 1. KA ol B

En déduire que w et 5 son
seulement si, ab’ — pg’ = 0

1. Soit #f un v :

; 0 vecteur donné, non nul. d

les_pacc vectoriel %7, On désigne par o I‘a;’:;pli‘E

cation de #° dans % qui, a tout vecteur b

associe le vecteur (D) = i A . ’
et i el

}‘o Di‘emomlrcr que I'application ¢ est linéaire.

2° Déterminer l’cnsEmble, A", des vecteurs 7 de
W tels que @(3) = 0,

3," Soit Dy, un vecteur de W Déterminer

Pensemble des vecteurs © de % tels que :

P@) =¢ (o).

12.  On donne dans Pespace & deux points
distincts A et B. Déterminer I'ensemble des
points M de I’espace tels que :

a) (MA + 2MB) A MB =0

b) (2MA — 3MB) A (MA + 2MB) = 0.

t colinéaires si, et

IV -

Activite

13.  On considére, dans lespace &, un triangle
ABC, Démontrer que :

AB A AC =CA A CB =BC a BA.
En déduire les formules :
a b _ ¢

A=Y o N
simA sinB sinC

14.  Ondonnedansl'espace & un triangle ABC.
Déterminer I'ensemble des points M de 'espace
tels que : .

a) (MA —3MB) A (MB + 3MC) = (; _

b) (MA +2MB — SMC) A (MA + MB) =0;
¢) (MA + MB — 3MC) A

(MA — 4MB + MC) = 0.

15.  Ondonne dans I'espace & trois points 4, B,
C non alignés. )

I° Déterminer I'ensemble des points M de &
tels que AM . (AB A AC)=0.

2° Déterminer I'ensemble des points M tels que

—

AM . (BM A CM)=0.
3¢ Soit D un point de & non situé dans le plan
ABC. Déterminer I'ensemble des points M de &
tels que :
(MD + 2MA) . [(MD — 3MB) A

(MD + MC)] = 0.

COORDONKEES OU PRODUIT VECTORIEL

i Ad;
R

Pk
2° Exprim

—_

2 A 3;

o Soit ii et i’ deux vecteurs de coqrdan{
En utilisant la bilinéarité et I'antisyme

L'espace vectoriel W est muni d'une base orthonormale directe 2 = (i, j, k).
J
injs
k

(+i)ak (@
Qi — k) A (3] + k)
(}*+;+E} A ;",' (2?—} +3k) A (i = 3))

nées respectives (a, b, ) : |
trie du produit vectoriel, démontrer que :

— —
1

[° Exprimer, le plus simplement possible, les produits vectoriels :

-

k
k
i

er, en fonction des vecteurs i, J, k, les produits vectoriels :
?

Qi —3) A 3k;

- -+

—

(gf_sf—E}A{?+ 2j — 3k).

c)et(a’, b’, ¢’)danslabase B.

i Au =(bc"— cb’)? + (ca’ —ac’)j +(ab" — ba')k.
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4 e les coordonné
Légalité démontrée dans activité préoédente montre gy s du progy,
ggalité
vectoriel # A u’ sont:
X = bl:f = Cb,s
es peut gécrire sous |

y—cd —ac, Z=ab’—bd.

2 a forme d’un déterminant :
Chacune de ces coordonne
b b

¥

c C

a a

b b

c C

Y = Z=
a

o AL

! . . i i tableau :
Pratiquement, on obtient ces déterminants 4 partir du

a @
h b
c ¢

dont la premiére colonne est formée des coordonnées de u et la seconde de celles de 7 -

: i ' i ce tableau, la premiére ligne-
o le premier déterminant s'obtient €n supprimant, dans p ligne:

o le deuxiéme s'obtient en supprimant la deuxiéme ligne et en échangeant les deux lignes
restantes, .
« le troisiéme s’obtient en supprimant la troisieme ligne.

Par exemple, étant donnés deux vecteurs i, @', de coordonnées respectives (1, —2,0)
et(— 1, 2, 3)dans une base orthonormale directe 4, les coordonnées X, Y, Z du produit

1 -1
vectoriel i A U, Sobtiennent 4 partir du tableau |—2 2
' LE -3
—2 2 o 3 { =t
—. = — = i 3, Z = = 0
X ‘ =6 ¥ | v i 1 B

AIRE D'UN PARALLELOGRAMME 0Y D'i!N TRIANGLE

Considérons trois points A, B, C non alignés dz A

I'espace & et le point E, quatricme sommet du el o
parallélogramme dont deux cotés sont [4, B] et
[4, C] (hgure 15).

Désignons par o/ l'aire du parallélogramme ¢
ABEC et par &/ celle du triangle ABC; on a :

1
o = 3 /. De plus, d’aprés la définition du k

produit vectoriel de deux vecteurs, les réels
positifs qui expriment la norme du vecteur

AB A AC et l'aire du parallélogramme ABEC B ;
sont égaux. Figure 1

Par suite : o =|ABAAC| o o = % IAB A AC|.

A noter que ces formules restent valables lorsque les points A, B, C sont alignés puisque
dans ce cas: o =/ =0et AB A AC =0, d’ou |[AB A AC| = 0.
Nous retiendrons :

1 —

aire ABC:E IAB A AC||
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M Exercice résoluy

Dans Vespace &, muni d'un repére orthonormal direct (0,7, ], K), on donne les points t
A3, —2,5), B(3,2, 4), C(1, 3, 4).

Démontrer que les points A, B, C ne sont pas alignés et calculer I'aire du triangle ABC. |

Pour demonlrer que A, B, C ne sont pas alignés, il suffit de démontrer que les vecteurs AB

et AC ne sont pas colinéaires ou, ce qui est équivalent, que le produit vectoriel AB A AC
n’est pas nul,
Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées : H{O, 4, — 1), ;TE{— 2,5 —1).
0 w2 ; |
Les coordonnées (X, Y, Z) de AB A AC sobtiennent & partir du tableau 4 5(: E ‘
-1 -1 I |
4 5 -1 -1 0 -2 |
X = = = = = = 8.
‘—l —1| by ¥ 1 0—2] Ty o8 ’4 5\ \
On en déduit : |AB A AC|| = /X? + Y2+ Z2 = /1 + 4 + 64 ~ 8,306. Dol :

aire ABC =~ 4,153.

Activite

Ie Fro,gra»mm le caleul des coordonnées (X, Y, Z) du produit vectoriel de deux
vecteurs 1, ' en jsuction des coordonnées respectives (a, b, ¢) et (@', b’, ¢’) de ces deux
vecteurs l::ir:m.s itne bese orthonormale directe.

Réponse (HP-11C)

[ PRI met en mode programme

(PRGM] eflace la mémoire programme

Bl A programme de saisie de a, b,c

3__[:__1_} [s10] 2 [al ] [e10] 1 place c dans Ry, b dans R,, a dans R, !
/S |

fBLi (8 1 programme de saisie de @', b’, ¢’ |

[sto] 6 [a] | [s10] & [ | [s10] 4 place ¢’ dans Rg, b’ dans R, d" dans R, ;
AIS i_

Py (Tt ) programme de calcul de X, ¥, Z I

e] 2 [Re] 6 (%] ] 3 ] 6 [X] [=] calcule X = be’ — cb’

— |

[rer]) 3 [Rer] 4 [x ] [Ree] 1 [Rer] 6 [x ] [=] calcule Y =ca’ —ac’

|

e 1 (] 5 [ 2 (] 4 [X] [=] caleule Z = ab’ — ba' '

(AT ] fin du programme :

(PR retour en mode calcul |

a [omm b e Bi afliche a |

& b [enter] ¢ 1B ] affiche a’ |

g o e gl il s TR LNy
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] affiche X
/s affiche ¥
alfiche Z

2° Tester le programme avec ii(— 2, 7, 3), W'(3, — 5, 4).

3° a) Programmer le calcul de la norme du produit vectoriel u A .

b) Utiliser ce programme pour calculer I'aire du tétraédre ABCD dont les sommets ony pour
coordonnées :

A(—-2,1,3), B(5 —3,1), C(0,3, =2, D2, —6,1).

EQUATION D'UN PLAN

Considérons, dans I'espace &, un plan &
de repére (Mg, &, u'). Comme les
vecteurs u, i’ ne sont pas colinéaires, leur
produit vectoriel u A i’ n'est pas nul. De
plus le vecteur u A i’ est normal & &

{(figure 16).

La connaissance des cecordonngss
(xgs Yo, Zo) du point M, dans un repére
orthonormal direct de Vespace et de
celles des vecteurs u, u' permet alors
d’obtenir une équation de 2. Figure 16

Il suffit pour cela de calculer les coordonnées (a, b, c) de o A &', et dexprimer
analytiquement la condition d'appartenance d'un point M(x, y, z) de I'espace au plan 2
déterminé par un de ses poinis M, et le vecteur normal & A i, soit

——

MoM . (il A 1) =0,
On obtient : a(x — xp) + b(y — yo) + ¢(z — z,) = 0.

Exemple

Supposons que les coordonnées du point M, et des vecteurs #, i’ soient :
My(3,4, — 1), u(l, —1,2), @@ 1, —3).
Les coordonnées (a, b,c) du vecteur u A &' sobtiennent a partir du tableaV
1 2
—1 1
2 —3
-1 1
2 -3

2 -3

a= 1 2|°

=1, b=|

Une équation de 2 est donc :
x-3+Ty—4H+3:z+1)=0,
soit x+Ty+3z—-28=0.
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Exercices d’application

Dans lqs‘exerciogs 16 @ 21, I'espace & est
rapporte a un repére orthonormal direct -

R=(0,1,], k).

16.  On considére les trois poi ;
coordonagss ; ¢s trois points 4, B, C de
A(-2,1,3), B(1, —1,0),

C(O'} 01' s 2)

I° Déterminer une équation du plan (ABC).
2° Caleuler les coordonnées du point d'intersec-
t‘101} fie ce plan et de la droite passant par
l'origine du repére et dont un vecteur directeur
est u(l, — 1, 1).

17: Soit A le point tel que 04 =k
Déterminer I'ensemble des points M de & tels
que :

MO . MA = |[MO A MA|%

OB=].0C=L
1° Déterminer I'ensemble des points M tels
que :

18. Soit A4, B, C les points tels que 04 =1,

iMA A MB|| = |[MB A MC]|.

29 Déterminer 'ensemble des points M tels
que :

19. ©in  donne les points A(—1, 1, 2),
B(L. 2, 4), €O, 4, 6).
1° Calculer AB . AC, AB et AC. En déduire

cos BAC.
Peut-on déduire de la valeur de cos BAC la
mesure cn degrés de I'angle BAC? Si oui quelle

est cette mesure? ' .
2 Calculer la norme du produit vectoriel
HA AC. En déduire sin BAC. Peut-on

———

déduire de la valeur de sin BAC la mesure en

degrés de I'angle BAC? s 4
20. On considére les vecteurs i ’(g, -5 §) et

~(1 48

J 9°9°9) ) ) N
Démontrer que i’ et j° sont unitaires et
orthogonaux et déterminer les coordonnées du
vecteur k tel que (i)' k') soit une ;6145;3
orthonormale directe (voir exercice 4, page ;
21. On considére deux plans Z; €t P, slega;ts
suivant une droite 4, un vecteur v, normal a 2,

et un vecteur v normal 4 2;.

1° Soit A un point de 4 et soit B, ¢t B, les points

tels que AB, = b, et AB, = 0,.

Démontrer que la droite 4 est o_rthog_pnalc au
plan (4B, B,). En déduire que vy A v, €st un
vecteur directeur de 4. _

2° On suppose que 2, et Z, ont pour équations
respectives, dans un repere orthonormal direct

de I'espace :
2x+3y—z+1=0 et 3x—-y+2z=0

Déterminer, par leurs coordonnées, un point et
un vecteur directeur de 4. )

3° On suppose que 2, et P, sont respective-
ment définis par les repéres :

L Ml{z: - 1’ 3)3 al(ly ls l]) Efl(__ 1) 2’ l)s

. M2(3a 05 2)! ﬁ2(1’ =1 1’ 0)! £"'12'[3'11 - 2s l)
Déterminer, par leurs coordonnées, un point et
un vecteur directeur de A.

22.  Soit, dans I'espace vectoriel #/, un vecteur
unitaire k. On désigne par ¢ I'application de #~
dans lui-méme qui, a tout vecteur u, associe le
vecteur ¢ (i) défini par (@) =k A (k A ).

I° Démontrer que I'application ¢ est linéaire,
Calculer ¢(0) et (k).

2° Démontrer que I'ensemble des vecteurs u tels
que (i) =0 est Pensemble des vecteurs
colinéaires 4 k.

3* Pour tout vecteur u, démontrer que le

vecteur ¢(u) est orthogonal 4 k.
4° Pour tout vecteur u, démontrer que :

o) = (k . ik — i,
(On pourra rapporter #” & une base orthonor-
_n_lale directe (i, j, k) dont le troisiéme vecteur est

k.)
Calculer I'image d’un vecteur # orthogonal a k.

23. Soit u et w deux vecteurs quelconques de
I'espace vectoriel #”.
J° Vérifier la relation :

Gn W) A=W — B2 (1)

(On pourra montrer qu’on peut choisir une base

orthonormale directe (i, j, k) de % dans

laquelle # a pour coordonnées (a,0,0) et

w(b, ¢, 0).) L
20 On suppose que v et w sont deux vecteurs

donnés, orthogonaux non nuls.

a) En utilisant la relation (1), démontrer qu'il
'existe un seul vecteur uo, orthogonal a w et tel
‘que iig A W ="D. R
'b) En déduire que 'ensemble des vecteurs u, tels

que i A W=D, est défini par u =i+ tw,
lorsque ¢ decrit R.
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ROIS INCONNUES

SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS AT
ax +by t¢£ =d

{a’x+b’y +cz=4d
e+ by +dz=ds

orthonormale d

¢ ¢, D d,d")

deux vecteurs xA + yB + zEe,j,

jvalent a I'équation vectorielle(E).:

Soit le systéme (S):
i onsidérons les vecteurs :
Lespace vectoriel % étant muni d'une base irecte, C s
Ala, a’,a"), B(b b, b7, €l
respectives des

Le systéme (S) traduit |’égalité des coordonnées .
(S)est doncequ

et donc I'égalité de ces deux vecteurs. Le systéme
(E) xA+yB+2C=D.
laire des vecteurs A et B AC).

I° On pose 4 = A ; (_5 A EJ (4 estle produfisgi__
a) Démontrer que si A n’est pas nul, les vecteurs A, B, C ne sont pas coplanaires. Ces vecteurs forment

alors une base de 'espace vectoriel #'.

Dans tout ce qui suit on suppose 4 # 0. ) _ _
b) Démontrer que I'équation (E), et donc le systéme (S), posséde un unique triplet solution noté

(X0 Yo: Zo)-

2° a) Calculer (xDI + }’OE+ zﬂa
BE.BAC)=C.(BAC)=0)

b) Calculer (xoA + yoB + 2C) - (A A

¢) Caleuler {xo:l. + J-QE + z{,E} (A A B). En déduire la valeur de z.

3° Programmer le calcul duréel A . (B » € Yen fenction des coordonnées des trois vecteurs A, B,C.

; {F A E}. En déduire la valeur de x,. (On remarquera que

f_,:]. En déduire la valeur de yg.

Réponse (HP-11C)

met en mode programme

efface la mémoire programme

[PAGH]
e} L A} programme saisie des coozdonnéesdc:i'
sto] 3 (8] {sro] 2 [l ] [sta] 1 place a” dans R;, a’ dans R,, adans R,
RIS
i18L] [ 8 ] programme saisic des coordonnées de B
[sro] 6 (A} | [s0] 5 [ Bl | [s10] 4 place b” dans R, b*dans Rs, b dans Ry
M) e ]
Ll fc ! programme saisie des coordonnées de C
sto | 9 [ R sto] 8 [RL | [sto] 7 .
] 9 [ [smo ] | place ¢ dans Ry, ¢’ dans Rg, ¢ dans R
{180} {73} ' A.(BAC
=8 programme de calcul de A.(B A C
[Acc] 5 [Aee] 9 [x | [weL] 6 8 [x ] [=1 calcule b'c" — ¢'b"
1 [x] i .
. multiplie b’¢” — ¢’b" par a
place a(b’c” — ¢’b”) dans R,
|_'“=_‘_|5|M7|_"_|[ML|4EHI:L|B|X|E] calcule eb” b") '
" — OcC
[pet] 2 [x] multiplie cb” — be” par a’
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ajoute a’(ch” — bc”) au contenu de R,

(%] 4 [he
8 [x] o 7 [XJ [=] calcule be’ — eb’

3

5 multiplie be’ — cb” par a”

o ajoute a"(bc” — cb’) au contenu de R,

P rappelle le contenu de R, : A.(B A E")

o fin du programme
L] retour en mode calcul *
mode calcu e

a [ENTER] &' a l:_‘_'-:" st i

b -m b b {7873 affiche b

¢ | @ g E:‘:::.' affiche ¢

AR e
affiche le réel cherché A.(B A C)

£ Urili o
Utiliser le programme précédent pour résoudre les systémes :

; x—y+z=10 IX—yp+2:=1 3x+y—3z=6
—X+5y—z=-18; p) —X+2y+z=—1; c]{3x—2y+22=3.
X—y+3z=38 x+3y+2:=2 4x —3y4+z=17

pﬂS hu , 188 ect 5 A, B, C he sont pas

—

Préciser, dans les cas suivants, si les vecteurs A, B, Esom coplanaires ou non :

—_—

Q) A(1,3, ~5),  B(2,7,-2, C( 1,0
b) A(12, —24,37), B(31, —15,52), C(17, — 29, — 43);

) A5 =2 7. B(12,-4,9, C@O -2 -3

6° Soit u, 7, v les vecteurs de coordonnées respectives (1, — L1).(2, —1,2) et (3, — 2, 2) dans une
base orilioncrmale directe 8 de l'espace vectoriel W' .

a) Dérioirer gue (u, v, W) est une base de ¥ .

b) St G le vecieur de coordonnées (1, — 1, 3) dans la base . Calculer les coordonnées de G dans la
base (i1, v, Wwj.

DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE

Soit, dans I'espace &, une droite & de repére (A, 1) et un point M,
de projeté orthogonal H sur @ (figure 17).

1° Démontrer que :

a) MoA A i = MoH A ii;

b) IMoH A il = MoH x |il.

2° En déduire que la distance d du point M, d la droite Z est
donnée par la formule :

g IMoA A ay
]

3° On suppose que l'espace & est muni d’un repére orthonormal
direct ® = (0,1, ], k). |

Calculer la distance d, dans Ia:s cas suivants :

a) My=0, A(-21,3), u(2, 2:— 1);

b) Mo(2,1, —3), A(—1L21) u(l, 1, — 1).
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4° On considére la droite & de repére (O, Ic-) et ladroite &' passant par les points I(1
a) Calculer les distances d'un point M de coordonnées (Jf, ys 2.) aux droites 9 et
b) On désigne par & I'ensemble des points M de I'espace équidistants de 9 et de g

équation de .

¢) Etudier les intersections de & avec les plans d’équations z =0,y =0, x = 0,
points M de l'espace équidistants do deux g, :
Toiteg "y

5° On se propose d'étudier I'ensemble & des
coplanaires 9 et %'

Choix d'unrepére : Soit (AA4’) la perpendiculaire commune 2 2 et 4 9’
Les droites 4 et 4’ passant par O et
orthogonal 3 la droite (44°).

Dans le plan 2 les bissectrices des angles formés par les droites 4 et A" sont dey
perpendiculaires 2 et #*. Soit ?ctfdes vecteurs directeurs unitaires respectifs desg droiteg
SOithk=inj &= (0, :,; I(.} est un repére orthonormal direct de P'espace &.

Dans ce repere, le point A a pour coordonnées (0, 0, a) et un vecteur directeur unitajre

coordonnées (x, £, 0). (Les réels a, o, § sont non nuls et a? + 2 = 1.)

a) Démontrer que le vecteur i'(a, — B, 0) est un vecteur directeur unitaire de %’
b) Calculer les distances d'un point M(x, y, z} aux droites @ et 2’. En déduire une ¢
¢) Soit M un point de &. Démontrer que par M, il passe deux droites contenyes

01y

Rep . -
ling

age ?t $0it O Je milje, de
respectivement parallcles a Z et 3 2° déterminent G pl‘ 4758
ang

X droilt;
Betg g

ﬁde@ apuul_

quﬂﬁﬂn de y

DISTANCE DE DEUX DROITES

I1° On considére deux droites paralléles & et @' de
repéres respectifs (A, 1) et (A’, @).
On rappelle que la distance d des droites @ et @ est

O ——

la distance d’un point de I'une 4 l'autre (fgure 18). ;
[AA" A ul

lul]
Calculer d lorsque les coordonnées des points A et A® et du ve
direct & sont :

Démontrer que d =

A0, 2, —-4), A6, 7.0, a1, —1,2).

2° On considére deux droites non coplanaires % et &',

de repéres respectifs (A, 1) et (A, @), el leur

perpendiculaire commune (HH’) (figure 19). G
i~y

On rappelle que la distance des droites % et & est Iz ~ly

distance des points H et H'.
a) On note v le produit vectoriel it A i
Démontrer que les deux produits scalaires :
HH' .7 et AA".D
sont égaux,; soit m leur valeur commune.
b) Démontrer que |m|=HH" x ||i A #'|. En
déduire :

[m] /_5;?// H

d(g, Q,} e

llu A ]

Cette formule s'applique-t-elle a deux droites
concourantes de l'espace? A deux droites paralléles?

—

9

Figure 18

cteur u dans un repére orthonormal

=

Figure 17

;s . ites 9
¢) L'espace & étant rapporté a un repére orthonormal direct R, calculer la distance des droites

et 9’ de repéres respectifs (A, u) et (A’, W) dans les cas suivants
¢ A(=3,1,2), @(—2 11, ALO, —1), @, —1, -3
[ ] /‘1(2‘ I, = 3}. ﬁ{l» 39 S 2}# A’(4‘ ?) - ?J! ﬁ’(zp - 51 7)-
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Figure 20

DISTANCE D'UN POINT A UN PLAN

-
S

On considére dans I'espace &, un plan # de repére u

{;}i, u, u’) et un point M de projeté orthogonal H sur le Es
plan 2 (figure 20). On désigne par h la distance du

point My au plan 2, par 5 le produit vectoriel § A i, et
par m le produit scalaire AM, . 7,

A
I° Démontrer que m = HM o0 En déduire une - ﬁA/

expression de h en fonction de m et 7.

D DT E——

L 2
7
=

2‘? L'espace & étant rapporté ¢ un repére orthonormal

direct R, calculer h, dans les cas suivants :

a) A0, —2,0), (1, = 3,0, @3, 1, —1), M, 1,1);
b) A2, — 1, 3), t_{(l, 1, 1), W(—1,21), Mg(—1,34);

) A(L3, =5), U2 —1,3), @(,5 —2), My(—1,1,—1).

j"? Soit P le plan d'équation ax + by + cz+d =0 (1) dans lerepére &. Un au moins des trois
réels a, b, ¢ n'est pas nul. Supposons par exemple a # 0.

a) L'équation (1) est équivalente au systéme :

z= 0+4+0y+ 1z
En déduire un repére (A, i, ') du plan 2.
b) Calculer la distance d'un point My(xo, yo, 2o) au plan 2 en appliquant la formule établie d la
question 1°. Comparer avec le résultat trouvé d la page 135.
4° On considére deux plans P et 2 sécants suivant une droite @ et un réel k strictement positif. On se
propose de déterminer 'ensemble 3 des points M de l'espace tels que d(M, 2) = kd(M, 2).
Soit (0, r'é, _-,r'*'l wi repére orthionormal de 2 tel que (0, T} soil unrepére de la droite 2. On poseic. = T A I
et on rapporie cspace au repére orthonormal direct # = (0, i j', E]
a) Soit u un vecreur tel que (O, ?. 1) soit un repere orthonormal du plan 2.
Démacitrer que tes coordonnées (o, f, 7) de u sont telles que a=0, y#0, p> +y*=1.
b) Faur touwd some Mo de coordonnées (X, y, z) calculer d(M, 2) et d(M, 2) en fonction de x, y, z.
¢) En dédire e lensemble # cherché est la réunion de deux plans contenant la droite 9. A quelle
conditicn res deux plons sont-ils perpendiculaires?

VOLUME O'UN PARALLELEPIPEDE
0U D'UN TETRAEDRE AP

On considére un tétraédre ABCD et le
parallélépipéde ABECDB'E'C’ dont trois
arétes somt [A, B], [A, C] et [A, D]
(figure 21). On désigne par V le volume du
tétraédre et par V' celui du pﬂﬂé.‘@éde.

Soit P le point tel que AP = AB A AC,et H
le projeté orthogonal de D sur la droite (AP).

I° Démontrer que |:4?. EHI = AP x AH.
2 En déduire - V' =|(AB A AC). AD| et

O~ L -

V=%|(AB A AC). AD|.

3° Calculer V lorsque les coordonnées des
points A, B, C, D dans un repére orthonormal
direct de 'espace sont :

A(—1,2,3), B(—20,0, C(0,30), DO0 —4) it
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EXERCICES ET PROBLEMES

24.  On donne deux points 4 et B de I'espace et un
Vecteur ¥ non nul. Déterminer l'ensemble # des
points M de l'espace tels que it A AM = ii A AB.

25. On donne un plan 2 de lespace & et un vecteur i
normal a 2.

On considére dans 2 deux droites 2 et 2" sécantes en 0
€t perpendiculaires. Soit M un point de 2, H son projeté
orthogonal sur @ et K son projeté orthogonal sur 2.

Déterminer I'ensemble des points M du plan 2 tels que
OM A HK =g,

(On  pourra rapporter I'espace & a un repére
orthonormal direct convenablement choisi.)

26.  Soit, dans I'espace &, un plan 2 de repére (0, 1, ).
013 désigne par f Tapplication de & dans R qui, a tout
point M associe le rée] J(M) défini par :

fIM)=i.@ A OM)
Démontrer que les surfaces de niveau de I'application f
sont les plans paralléles 3 2. Quelle est la surface de

niveau 0 de f?

27. Dans T'espace vectoriel W7, rapporté i la base

orlhonomlale directe (i, j, k), on considére les vecteurs

a(l, 1,2), b2, — 1, 0) et I'application f qui au vecteur

u(x, y, z) associe le vecteur U(X, Y, Z) tel que :
U=an (b A n).

1° Démontrer que I'application S est linéaire et

exprimer X, Y, Z en fonction de X, ¥,z

2° Démontrer que l'ensemble des vecteurs i tels que

J (@) = 0 est 'ensemble des vecteurs colinéaires 4 £,

28. Soit O un point de I'espace & et soit i et § deux
vecteurs orthogonaux, & n'étant pas nul. On desipne

par 2 le plan passant par O et dont un vecteur normal
est u.

1° Démontrer quil existe un point H, et un seul,
appartenant a 2, tel que :

-O_}?A_ﬁ-—*ﬁ.

2° Démontrer que ’ensemble des points M de 'espace
tels que OM A & = 7 est une droite.

29. Soit u et ? deux vecteurs distincts de I'espace
vectoriel %”. Déterminer I'ensemble des vecteurs X tels
queu AX=roAX

30. On_donne deux points distincts 4 et B et un
vecteur unon nul. On note 4 'ensemble des points M de
Pespace tels que MA A MB = i.

I° Démontrer que si 4 nest pas vide, alors AB . ii = 0,

2 On suppose que AB.ii=0. Déterminer A en

rapportant I'espace a un repére orthonormal direct
convenablement choisi.

31. Ondonne un triangle ABC. Déterminer I’ensemble
des points M de l'espace tels que :

a) 2MA + MB) A BC = 0

b) (MA — 3MB) A (MB_ + 3MC) = 0;
¢) (MA + MB + MC) A 3MA + MB —4MC) =§

32. On donne un point O, un vecteur i non nul ef y,
réel a strictement positif. Déterminer Iensemble deg

points M de I'espace tels que |[OM A | = a.

33. On donne deux points distincts A et B et un réel g
strictement positif. Déterminer 'ensemble des joints )

de l'espace tels que |[MA A MB| = a.

34. On donne un point O, un vecteur & non nul et deux
réels strictement positifs a et b, Deter_nrﬂgr Iensemble

des points M de I'espace tels que |[OM A iif| = g et
OM =b.

35. On considére trois demi-droites Ox, Oy, 0z, de
méme origine, 0, non coplanaires et deux deux
orthogonales. Soit 4 un point de Ox différent de 0, B un
point de Oy différent de O et C un point de 0z différent
de 0. Démontrer qu'il existe un point de I'espace, et un
seul, tel que :

OA AOM =0B A OM = 0C,
36. Dans I'espace & rapporté 4 un repére orthonormal
direct (0, i, j, k), on considére le vecteur u(l, 1, 1) et
I’appl_icatiop / de & dans & qui, 4 tout point M, associe
le point M’ défini par :

OM’=0M — i A OM.

I> Définir analytiquement I"application f. Etablir que f
est bijsctive et définir analytiquement !,
2° Demontrer que 'ensemble des points invariants
par ! est une droite 9.
{(_)n d:mne_ra une démonstration vectorielle et une
demonsiration analytique.)
5® D.fmontrcr que, si M n’appartient pas a 2, la droite
(MAM’) est orthogonale au plan déterminé par M et 9.

#° Démontrer que la distance M M’ est proportionnelle
a la distance du point M 3 |a droite 9.

37. Deux points mobiles 4 et B se déplacent dans
Iespace & d’un mouvement rectiligne uniforme. Soit #
et v leurs vecteurs-vitesses respectifs, supposés distincts
(u # v). A Iinstant ¢ = 0, A est en A, et B est en B,.
On dit qu'il y a rencontre entre A et B lorsque, a un
Instant ¢, éventuellement négatif, 4 et B occupent la
méme position.

I° On suppose qu'il Yy a rencontre entre A et B.
Démontrer que :

AUBO Ay §= AOBO A E

2° On suppose que A,B,, A ii = AgB,y A . Démontrer
qu’il y a rencontre entre A et B et que linstant de la

rencontre est = —————————AOBf - (B - E)
i — )2 :

3° Application : Dans 'espace & muni d’un repére

orthonormal, on donne: A, (0,0, D, #2 —1,3),

Bo(4,0, —3), (1, —1, 4). .

Lespoints A et Bse rencontrent-ils? Si oui 4 quelinstant?
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NOTIONS
SUR LES COURBES
PARAMETREES DU PLAN

| — GENERALITES

DEFINITION

Lorsqu’on éz}idie Al cours du temps le mouvement du centre de gravité G d’un objet
quelconque, a chaque instant ¢ le point G occupe une position G(t).

Un repére # = (0, i, j. k) de I'espace étant donné, les coordonnées (f(1), g(1), (1)) du
vecteur OG (1) dans le repeére # déterminent la position de G(1).

Dans un intervalie de temps I, G(t) décrit une courbe I. On dit que I" est une courbe
paraméirée, de representation paramétrique dans le repére 4 :

x = f(1)
{y =gl(t) tel.
z = h(t)

Dans ce chapitre, nous nous limiterons a 'étude des courbes paramétrées planes, ce qui
revient a ne considérer que des mouvements plans.

La variable ¢ est appelée paramétre; elle peut bien siir étre désignée par une autre lettre.
Dans I’étude du mouvement d’un point, le paramétre est le temps; mais le paramétre
d’une courbe paramétrée nest pas toujours le temps, comme le montre I'exemple de la

page suivante.

DEFINITION 1

On appelle courbe paramétrée _J: Eu plan, tou.te application d’une partie 2 de R dans le
plan: t — M(t). Si # = (0, i,j) est un repére du plan, I' est déterminée par les
coordonnées (x(r), y(1)) du point M(t) dans Z : R

OM(t) = x(Di + y(1)j.

L’ensemble des points M(t) lorsque ¢ décrit 2 est le support de la courbe paramétrée.

On utilise souvent la méme notation, I” par exemple, pour désigner la courbe paramétrée

{ — M(), ot te 2, et son support.
Dans le cas du mouvement d’'un point M (1),

appelée la trajectoire du point M(1).

le support de la courbe paramétrée est
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9/ Notions sur les courbes paramétrées A P

Exemple

Considérons, dans le plan -
orthonormal # =(0.1.j)
centre O et de rayon R (figure 1) i
A tout réel 8 de Tintervalle [0. 2=[ associoms =

point M(6) de € tel que G, 0M)=0 (%)

Les coordonnées (x, y) du pOinE M(f) dans e
repére Z sont (R cos g, R sin ).

De plus quand 6 décrit Iintervalle [0. '2?'-[-, le -
point M(6) parcourt le cercle %. Par suite :

# muni d'un 1pETE
le cercle? de

x=Rcosf
Une représentation paramétrique du cercle %(0, R) est: | y=Rsin6

VECTEUR DERIVE AN}

Dans I'exemple ci-dessus du cercle %, le vecteur 4 — 8, est un vecteur directenr defa

droite 4, passant par les points M(6,) et M(6) (figure 2); il sécrit :

M@, M6 _ cosh—cosby - psinbf—sinby o
e = e L e e
54— 6, g—6, 6—8,
cos & —cos by, : -
Lorsque § tend vers §,, le quotient ——————— tend vers — sin B, et le quotient
sinf—simfb,
> tend vers cos
9 — {"'

Le vecteur — E sin 6,i — R cos A7, cont les
coordonnéss sontles i lorsgue 5 iend vers
By, de celies §u vecteur ———————  =stnon nu
et orthogonal z OA (2, C'est donc ur vezeur

IrEAtatte s Ta Fea o P T PN IR P o R £
directeur de ia tangenie 4 av cerciz ¥ en (4.,

On dit gue la droite 4, tend vers lz droit= 4

lorsque # iend vers #,. On noie -

doM gy B i
W(Gg_—Rzlnb.;z—Rcosb,-j;. Figare 1
doM

5 (6,) est appelé vectear dérivé de OM () au point d= paramétre f,. Ce vecteur noa

nul est un vecteur directeur de 1a tangente ay cercle € en M(6,)
g le € en M(6,).

Plus généralement :

St-:)il une courbe paramétrée définie par O, (1) = x(1)i ~ ().
DEFINITION 2 | Stlesfonetionst — x(®) et.t — y(1) sont dérivables en',, on appelle yectear dérivé €8s

dOoM
le vect ) e dOodM - -
vecteur, noté y (t,), défmi par - (to) = X'(1,)i + y'(1,)f.
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—_—

\ ; doM :
Lorsque le paramétre  représente le temps, le vecteur dérivé - = (t,) est appel¢ vecteur

vitesse d I'instant t, du mouvement ¢ 1 M((¢).

y
A noter que les vecteurs vitesse 4 I'instant to
des pOlliltS P(1) c‘t Q(1), projetés orthogonaux Qlto) M(to)
refspecllfs du point M(t) sur les axes x’Ox et N
y'Oy du repére (figure 3), sont : l T\‘\
(il . |
doP , =~ doQ " |
a0 =¥ oll, —= (to) = y (1) .
Qn dit que X'(to) (resp. y(t,)) est la vitesse X0 Plis)~
Instantanée a [linstant ¢ = to de P(1) Y
(resp. Q(1). Figure 3
TANGENTE EN UN POINT D'UNE COURBE PARAMETREE
' ' . dOM , .
Soit I une courbe paramétrée ¢ — M(r) possédant en f, un vecteur dérivé % (fo)- Si ce

vecteur est non nul, la droite de repére (M (o), s

1 (to)) est dite tangente a I' en M(t,).

Cette définition généralise cellc de la tangente en un point d’une courbe d’équation
y = f(x), représentation graphique d'une fonction f dérivable. Un vecteur directeur de la
tangente au point M, d’abscisse x, a en effet pour coordonnées (1, /’(x,)) puisque le
coefficient directeur de I2 tangente en M, est [7(x,).

Or cette courbe d’équaticn y = j'(.\-_) peut étre considérée comme le support de la courbe
paramétrée définie par OM (1) = ti + f(1)].

On constate alors que :

dOM

— ko) =i + [ (xo)j.

I'— EXEMPLES DE REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES

DROITE

Soit, dans un repére du plan, la représentation paramétrique :

{x:a-i-a’xl

teR
y=b+ ft &

ou a, b, a, B sont des réels donnés, (, f) # (0, 0).

On sait que I'ensemble décrit par le point M(t) de coordonnées (a + at, b + fr) est la
droite 4 passant par le point A(a, b) et dont un vecteur directeur est V (a, f).

Cette représentation parirgétriquege la droite 4 n’est autre que la traduction analytique
de I'égalité vectorielle : AM (1) = tV.

dOM
dt

doOM —
="V

() =ai + fj, Cclest-a-dire

Notons que :
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CQURBE D'EQUATION y = f(x)
. ; lan, d’une fonction numérigy
. . hique, dans un repere du plan, : que festl
i’ ;1 uﬁfﬁfggﬁ?‘;‘; ir-lp f{g}, est-a-dire 'ensemble I des points M dont les coordonnée:
(x, y) vérifient la relation y = f(x) N .
Si 'on désigne par 2, I'ensemble de définition de la 1o

comme la courbe paramétrée :

nction f, I' peut &tre considérée

=t tedy.
y = f([)
. doM
Notons que, si f est dérivable : =

0 =1+f()

CERCLE

Comme on I'a fait pour le cercle de centre O et de rayon R, on démontre qu'upe

—_

représentation paramétrique, dans un repére orthonormal (O, i, j), du cercle de centre
Ala, b) et de rayon R est :

x=a+Rcos8 , o o0r
y=b+Rsin0

Dans cette représentation paramétrique, le parametre ¢ est la mesure en radians de I'angle
T T
orienté (i, OM (8)) appartenant a l'intervalle [, 2a[.

CYCLOIDE

Supposons qu'un cercle de centre 2 et de rayon R rouie sans glisser sur une droite 4. La
courbe décrite par un point M de ce cercle est appaice cycloide. Nous nous proposons de
chercher une représentation paramétrigue de cette courbe.

Supposons qu’au départ le point
M soiten contact avec la droite 4,
au point O, et considérons la
position du cercle a un autre
instant (figure 4). Le cercle est
alors tangent a 4 en [.

La condition de roulement sans
glissement signifie |01 | = J’(E’E},

—_—

ou (/M) désigne la longueur de

I'arc IM. Si 0 est la mesure en

m de Tlangle orienté Figure 4

(W, ﬁ) telle que 6€[0, 2n[, on a f(f-ﬁ‘f) = RS

Soiti le vecteur directeur unitaire de 4 dont le sens est e sens du mouvement du point /¢t
soit j le vecteur unitailze _Eiirectemcnt orthogonal 4 ;. Rapportons le plan au repére
orthonormal direct (0, i, j).

On a alors : 6.6=5+Ez‘=3917+ Rf.

De plus : {aﬁﬁ}:ﬁ?ﬂ’)ﬂﬁ}:ﬁ):—g_ﬂ (2n).
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n L i, —
Il en résulte que — § — —- est une mesure en radians de I'angle (i, 2M). Les coordonnées

du vecteur M, dans le repére &, sont donc :
: m : 9 T
Rcos(—ﬁ-—fz‘, Rsin| —0—=7)

Comme OM = OQ + @M, les coordonnées x et y de M dans le repere Z sont

T ;
[x=R9+RCOS(—9—'E) _ x = R(6 — sin 6)
soit y =R(I — COs 6]-

T
l}*=R+Rsin (—3—:—2-
On vient d'obtenir une représentation paramétrique de la cycloide. L’allure de cette
courbe est illustrée par la figure 5 qui suit I'activité ci-apres.

dOM(B) = R(1 — cos H)f + R sin 9}.

Au point M(0), le vecteur dérivé est :
Il en résulte qu'au point M(n) la tangente a pour vecteur directeur 2Ri : elle est donc
paralléle a I'axe des abscisses.

En @ = 0, le vecteur dérivé est nul. Pour déterminer la direction de la tangente, il convient

—cos 8
de chercher la limite lorsque 6 tend vers 0 du coefficient directeur, I —sn0’ , de la droite

(OM(6)).

On demontre (cf. activité ci-dessous} gue 1_14 =
b—-f\

[y
Le]

os 8 ”
= + oo. Il en résulte que la

tangente au point A/(0) est parallele a I'axe ces ordonnees. DDe méme la tangente au point

M (2n) est paralléle 4 I'axe des ordonnées.

Form . 1—cos@
En déduire que  llm ——— = + .
- > @ —sind
00

2. Construction d'une arche de cycloide
Considérons l'arche de cycloide de représentation paramétrique :

x = R(6 — sin 0)
{y — R(L — cos 6) 6 [0, 2x].

On se propose de calculer les coordonnées des points M (6)), pour les valeurs 0, du paramétre

2n .
ainsi définies : 0p=0 et 6,,,=0;,+ — ou neN*,

5
Le réel T estle pas du calcul.
n
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1° Programmer ce calcul.

Réponse (CASIO FX-180P)
L’idée consiste a stocker 0; dans uné

mé

moire et a ajouter le pas

mise en mode programme

A

By o
e |

i |
1

(incrémentation)pourobtehiwl
i I'

|

i

0 programme de saisie des données |
entre le pas dans la mémoire K1
1 entre 0, dans la mémoire K2
[ ] 2 entre R dans la mémoire K3
[kin] 3 programme de calcul des coordonnges
2 |

L

[kow] 2 [=7 [kou] 2 [sin]

(=] (X1 [eu] 3 (=] i1}

1 [=] [kow] 2 [eos]

(=1 ] [aa] 3 [=] {Ar}

[ow] 1 (] [£] 2

calcule x = R(0 — sin 0)

calcule y = R(1 — cos 0)
ajoute le pas au contenu de K2

renvoie au début du programme r';z_'j

RTN
<] retour en mode calcul

[kac) vide les mémoires

5 choisit le radian comme unité de mesure
[(p]2n [=]n[=][n] 0[] R [enr]  entrée des données n et R

i affiche 'abscisse du premier point

affiche 'ordonnée du premier point
affiche I'abscisse du deuxiéme point
affiche 'ordonnée du deuxiéme point

2° Appliquer le programme du I° en prenant i = 10 et R = 2. Regrouper les résultats

obtenus dans un tableau indiquant pour chaque valeur de 6 (0
]

2n 4n 20n
—y g g —— | 68
107 10 10

coordonnées du point M(0). Construire 'arche de cycloide a I'aide de ce tableau de valeurs.

Figure 5
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® Exercices d'application

Dans tous ces exercices Ie p :
repére orthonormal direct (0, i, )

2° On défnit les points A, B et les vecteurs V;,
V, par leurs coordonnées :

A2, 3), B(—1,6), V(2 —4), W3 -53).

. i X, J)

Déterminer I'ensemble des points M (X, . B

cli::snt une représentation paramétrique est : Les points M, et M, se rencontrent-ils et si oui 4
: quel instant?

_ 2 ; )
@ { x=2-3t Soit A le point de coordonnées (24, 0), ot a

y=—141%; ::st un réel positil non nul, et soit % le cercle de

b x=2-—5co0st diamétre [0, A (O est l'origine du repi]re].
o : i rtésienne du cer-
y=—=3+2c08!; I ';ﬂ;ﬂrouver une equation ca
o @ distinct de 0,

= o Pour tout point M du cercle

x = - . .
4si mesure principale en radians
L =i on désigne par 0 la mesure princip

c) il
2, de l'angle orienté (i, OM) (0€ I, 7]).
< , Exprimer les coordonnées (x; y) du point M en
2 fonction de . On obtient ainsi une representa-
R A tion paramétrique de %.
y=2+,/1-2; Dans quel inrervall;: s(;gﬁ
: ) : btenir le cercle €'
2. A tout réel ¢ on associc le point M(f) de Pt B
coordonnées :

Jan est muni d’un

1 —1t

t-il de faire varier 0

5. Dans un plan & rapporté a un repére
orthonormal (O, i, j), on considere les points

1 =8 } 2 5
Xx=2+42—7: M et M ,,dont les coordonnées sont définies en
by fonction du temps respectivement par :
J’=—3+l4£2. M,: x=acost et y=asint
Lk M,: x=acos2t et y= —asin2t,

Démontrer que, quel que soit t, M(t) appartient | 4 étant un réel non nul fixé.
a un cercle dont on précisera le centre et le | jo Quelles sont les trajectoires des points M et

rayon. [ M,?
Tout point du cercle est-il un point M1). 2° Soit M le point déhni par :
3. On considére dans le plan % deux points e ] n
I p._, i oM =§{EOM| +0M2].

distincts A et B et deux vecteurs distincts ¥, 2!
V5. Deux points M, el M, se déplacent dans le | DWnontrer que M appartient au segment

plan de mani¢re gu’i chaque instant (, te R, on | [A4,, M, A quelles dates M, M, et M, sont-ils
ait AM (1) =1V, et BM,(1) =1V, confondus?

1° Démontrer que M | 2t .'1/{2_5:: renconiticnt siet | 3* Soit V if: vecteur-vitesse du point - M:
seulement si les vecteurs AH ot Fy — ¥, sont | démontrer que Fe{ m*z sont Orthogonauxa{

colinéaires. e date quelconque,

Il — ETUDE D'UNE COURBE PARAMETREE

CONSEILS PRATIQUES GENERAUX

On suppose que le plan est muni d’un repére orthonormal direct 2 — (
et )’y et on considére la courbe paramétrée I' définie par :

{X=ﬂﬂ

0, i,j)daxes x’x

ted.
y=gl()

1° On cherche a réduire I'ensemble 2 en étudiant la périodicité des fonctions f et g, ainsi
que leur parité. 4, ainsi
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C'est ainsi que :
« Si Test une période de f et de g, les points M(t)et M;ﬂ + T)sontegaux : il suflit de faire
T

varier ¢ dans ensemble 2N [0, TLou Z 0| =557

« Si /et g sont paires, les points M(r) et M(— i) sont égaux :il sullit de faire varier ¢ dany

l'ensemble 2, =2 nR,.

e Si [ et g sont impaires, les points M(t) et M(— 1) sont S}rmcmqufs B Sport 4

I'origine O du repére : il sullit de faire varier { dans I'ensemble S':?u' et d’¢tudier la courbe

paramétrée I, relativea 2, ;si [ est I'image de I par la symctrie de centre O, I"est I

réunion de I ct 5.

« Si [ est paire el g impaire, les points M{f) et M{(— ) qui ont mérr}e abscisse et dont Jes
x’x parallelement a y'y : il suffit

ordonnées sont opposées sont symétriques par rapporta x.2 mc _
de faire varier ¢ dans @, et d'étudier la courbe paramétrée I relative & 2,; si I}, est

I'image de I, dans la réflexion d'axe x'x, I' = ryurls;.

o De méme si f est impaire et g paire, ona : [ = I,ul;,oul;est'imagede T, parla
réflexion daxe y'y.

90 On étudie les variations de x ¢t de y en fonction de 1, a I'aide des signes des dérivées des
fonctions J et g lorsque ces fonctions sont dérivables.

3° On marque sur du papier millimétré les points M(r) correspondants d quelques
valeurs de ¢ en notant, a cdté de chaque point, la valeur du paramétre (. Lorsque les
fonctions / et g sont dérivables, on calcule pour chacune des valeurs de t choisies le

vecteur derive F{r} = f’(r};‘-+ g’(r]}.

e Sipourt = tg,le vecteur F[.’,;,] n'est pas nul, c’est un vecteur directeur de la tangente @

la courbe I au point M(ty); on dessine alors cetle tumnzcnte.

e Si F{fﬂ} =0le point M(t,) est dit stationnaire. Le coefhicient directeur de la tangente
9l) = 9lte) quand ! tend

s’obtient alors en calculant, si elle existe, la limite du quotient s
J(0) = flto)

VErs fg.
REMARQUE : On déterminera en particulicr les points de " ou la tangente est paralléle 4 'un des

axes de coordonnées.

4° On trace approximativement la courbe I” i I'aide des indications précédentes, et on
oriente la courbe dans le sens des «t croissants » par quelques fleches.

CAS PARTICULIER

Lorsque t décrit 2, x = f(r) décrit un ensemble 4. Si pour tout x de 4 il existe un uniqu‘f:
de @ tel que f(t) = x, c'est-d-dire si f est une bijection de Z sur 4,onat = [ '(x) ouf
est 'application réciproque de f, et donc y = g[/~(x)].

La courbe I"est alors I'ensemble des points M dont les coordonnées (x, y) sont telles QU¢ :

xed et y=g[f x)].
Autrement dit I” est la représentation graphique de I'application g o f ~* de 4 dans R.

BT T T SR L
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Exemple
Dans Ie plan muni d’un repére orthonormal, on considére la courbe paramétrée I' définje
par :

x=—1+ln[ 3 i
t>0.
M(f){y:r-h-f-t]nt e

Lorsque ¢ décrit Iintervalle J0, + oo, x décrit R. . ’
De plus, pour tout réel x, Iéquation x =1 + In t a pour unique solution t =e
Il Sensuit y = — 2 e¥*1 + ¢**1(x + 1), soit y ="' (x — 1)

Une équation cartésienne de I" est donc y = e***(x — 1), ot XER.

2 .
Construisons I'. On a: j—y= e*tix et j—x% =t (x + 1), dou le tableau de

x+1

X
variation :
x | —o0 = | 0 1 i
& _ 0 +
dx
y |0 o o= N —g F . B A HED

Quand x tend vers — oo, e**! tend vers 0 et x e**! tend vers 0, car :

1 1
!nlxe"+‘|=lnlx|+x+1=x(nxlj_:l +l+;),

donc In |x e**1| tend vers — co lorsque x tend vers — co.

La courbe change de concavité au point d’abscisse — 1. Pour x inférieur a — 1, elle est
concave et, pour x supérieur & — 1, elle est convexe (figure 6).

Y

w Y

Figure 6

COURBE DE LISSAJOUS

x = sin 2t

Soit la courbe paramétée définie par { it 3¢ teR.
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Nous remarquons que : o , s,
« x ct y ont 2r pour période commung; ainsl M-“; 2m) = M(1);
alri 5 s ort 4 U,

e M(—1)et M(r) sont symelriques par rapp -
o X(1 +m) =x(t) et Yt +R)=— y(1), done M(t) et M(t + m) sont symetriques par
rapport i Ox, parallé¢lement a 0y.

[« e g ' . _

sudi — |, deflec une symétrie par rapporta 0

Il suflit donc d'étudier la courbe sur 0.5 , d’effcctuer y p puis
r avoir toule la courbe.

une symétrie par rapport i Ox pou
A cette fin, dressons le n L T n
tableau de variation de x ¢l t |0 6 4 3 1
de . ]
Ona: |2 4+ i 8 = =i -2
X' =2cos 2t —]
ct y" =3 cos 3. v | =5 3
On remarque que la courbe 2 0 I
estdans le carré de centre O, y la 7 I T 2 ~ N -
de cotés de longueur 2 et |
paralléles aux aNes il i, 0 _ . 0
(hgure 7). :
Vi
(576) 1 |{— mi2) (r/6)
[y i
= -
| Ry, .
¢J \\" ’-x’ :{ \\.
(3 n4) X Vo (n/4)
] 4 :

-“‘l“

(—m4)

o e ———
-
-

{-m6) i l=2)
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9/ Notions sur les courbes paramétrées du plan

e En M(0), la tangente admet pour vecteur directeur le vecteur de composantes (2, 3);

n + . '
e €N M(E)’ la tangente est paralléle a (x'x);

e €N M(;), la tangente est paralléle a (y'y);

e €N M(g) la tangente est paralléle a (xx).
n

La courbe en trait plein est obtenue pour t parcourant [0, 3

La courbe en pointillé est obtenue pour ¢ parcourant l:— 3 O].

La courbe tracée en tiret-point est obtenue pour ¢ parcourant [5’ T:I

La fléche indique le sens de parcours suivant les «t croissants»

REMARQUES :
1. La précision du tracé de la courbe dépend du nombre de points et de tangentes dessinés sur le

graphique.
2. Le tracé de la courbe met en évidence des points tels que M(t;) = M(t,) pour t; # t,. On les
n 3n:l

appelle points multiples. Déterminons les, pour t, et t, dans 'intervalle =g

Il s’agit de résoudre : sin 2t, = sin 2t, et sin 3(; = sin 3t,; cela donne

t,=1; (m) out E—e {"II et 6({—[ 2—Rour—nr 2%
2=1; () 2™y ; ¢ [2-1 3 253 1 3 s

o {:2=;—1, (r) et £ =1, {:E)}‘ ou {fz=g—i| (m) et rz=§—r1 (%TE)}

n 3n .
— |, on a, aprés calculs :

En conclusion, puisque t; €t 1, sont cheichés dans Vintervalle J— 73

M(0) = M(x), coordonnées (0, 0);
M( ) ( ) coordonnées (— %—3 0);
T 4n \/j
M{=|=M-— ces | 5=, 0 );
3) M( 3 ) coordonnées ( 5 0),
M . Y , coordonnées 1, 2
12 2 2
Sm 13n 1 2
M= |=M— ces | -
( ) ( T ), coordonnées (2, )
11 3
M(_ﬂ) = M(— Ti) coordonnees( ; 5 );
17n T 1 2
M|— )= — ~—
( ) M(u), coordonnees (2 3 )

3. On peut visualiser les courbes de Lissajous sur un oscillographe cathodique en injectant des

tensions sinusoidales sur les entrées X et Y.
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SIC, sur compatible IBM PC, qui constryi s

- - Urh. -
nnes et 200 lignes (instruction 30). the o
Mﬂ&m“mmmmmmﬂﬂmemm@nf?

Voici un programme BA
L'écran cst divisé en 640 colo

L'origine des axes est placée au centr
le haut.

10 VOOLUREBE x=sinZt ,y=sindt .
20 CLS ]
30 SCREEN 2 . ]
40 WINDOW (320,-100)=(=320,100)

SOOLINE (0,=100)=(0,100)

&0 LINE (=320,0)-¢320,0) |

70 LINE (=200,-100)=(=200,100)

S0 LINE =(200,100)

Y0 LINE —-(Z00,-100)

100 LINE —(-200,-100)

110 PI=d¥ATN(L)

120 PSET (0,0)

130 FOR K=0 TO 100

140 LINE- (EOO#SIN{d*H*PI/lOO).IDD*SIN{BKKIPI/umn
150 NEXT

160 END

@ Exercices d'application

6. Soit f la fonction numérique déhinie par @) 9. Coustruire la courbe paramétrée :
3

f(x)=1In ’1 - =
x| |

i x=1—~1

|

= y=l—-—Ii
1

1° Etudier les variatons de [
2 Tracer la courbe represeatauve ¢ de f dans |
un repere orthonormal (0, ¢ ) On prendra | On precisera le sens de parcours sur la courbe

fi=1jll =2cm, | L]ll'.LH.F ! CToil.
7 Les coordonnees (v, v)d'un point mobile A |
sont données en fonction du temps ¢ par 10, Construire la courbe paramétrée
P, ' x=tlInt
\ el v=Ilny awe D<r<l, |
| R | I

y=-Int
a) Montrer que La trajectoire du point Mrj est | '

une partie I, que 'on precisera, de la courbe | Lo
h) Dessiner avec precsion les pomnts M0, 2), | ( On montrera que I'on peut réduire I'ensemble

ALO, 4), MO, 6), MO, 8 Decrire le mouvement

. : de variati ; . ints Mit)et
de M) sur la trajectoire I -:'.':{u‘.lmn de 1 en comparant les po

| 1
e 5 - i | M-
7. Construire la courbe paramétree | f "
l v = COs 31 o
o) ire la étrée
‘l ¥ = cos 1 sin I 11, Construire la courbe param

| ,
B - i i ' ‘41
8 Construire la courbe parametrée : : ¥ = _r.,:’.,_.
i 2
x=00s 4 +4dcost -'
B 3 ek
242 ‘ y = —3
y="%"sin 31 i ' r
3 !
|
[

;s iy 2 . " Srees -
Préciser la forme de la courbe au voisinage du | > Construire les courbes parame
£ " ' : )
| fx=2 fx=3—1
=1

I l‘\f(ﬁ)
mnt : | a) « s i
g F, [yt 43 "”] y =3
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TRAVAUX PRATIQUES

ETUDE D'UNE COURBE PARAMETREE

On considére la courbe paramétrée ', t — M(1), défmie, dans un repére orthonormal du plan par :

it 12 — 24

.
y(t) = ;

1° Pour quelles valeurs du paramétre t le point M(t) est-il défini?
2° Etudier les variations des fonctions t — x(t) et ¢ > y(t). Rassembler les résultats dans un méme

tableau.
30 E‘fm.-’e des branches infinies de T.
a) Etudier les limites de x(t) et y(() lorsque t — — co. En déduire !'allure de la courbe I' lorsque
= — oo, z
- 4 =
b) Méme guestion lorsque t = + co, lorsque t = 2, lorsque t — 2,
- - - - =
¢) Etudier les limites de x(1) et y(t) lorsque t > 0. Montrer quem a unie limite finie, a, lorsque t — 0,
X

et que y(f) — ax(t) a une limite finie, b, lorsque t 0.
En déduire que la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a I.

f y i F £ 5 >
Montrer que 4 et T n'ont pas de point commun. En déduire Uallure de T lorsque t = 0.

d) Etudier de méme U'allure de I’ lorsque 1 = 0.
4° Démontrer quil existe dewx valeurs distinctes, t, et t,, du paramétre t telles que M(t,) = M{t,).

Calculer 1, et t, et délerniner les tangentes a I' au point M(1,) et au poini M(t,).

5° Tracer la courbe I en utilisant les indications précédentes. On dessinera avec précision les points
1 3

15:

M(1), et les tangentes ¢ I' en ces points, pour les valeurs suivantes det : — 3, — 2, — 1 1,=,3,4,5
2 3 3 ol

On orientera les différentes branches de I dans le sens des «  croissants ».

EPICYCLOIDE, HYPOCYCLOIDE

Partie |
Le plan 22 est muni d’un repére

orthonormal direct (0O, i j’]
d’axes x’Ox et y'0y. Le cercle
¢ de centre O et de rayon R
(R > 0) coupe la demi-droite

Ox en A.
Soit y le cercle de centre w et de
rayon r (r > 0) tangent exte- x’
rieurement a ¢ en A. On [ait X
rouler sans glisser le cercle y
sur le cercle ¥ dans le sens
direct.
Figure 8

On se propose de déterminer le
lieu du point M de y initiale-

ment confondu avec A.
La figure 8 représente une position du cercle y au cours du roulement; [ est le point de contact de €

et de 7.
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T
rad (2m) et (wf, wM) =
valle [0, + © [.
ement se traduit par [

¢’ rad (2n) de sorte qu'ay cours g
U

o On pose (04,0 =0t
roulement 0 et 07 décrivent linter

La condition de roulement sans gliss

‘bgalité des longueurs des ares a -
e

— . R g
IM de y. En déduire que 0= =0

2° Démontrer que les coordonnées de M sont -

R

x = (R + 1) cos @ — 1 €O [(1 +—r')9]
R

y= (R+ 7) sin 0 —rsin [(l + 'r)ﬁ:l

On obtient ainsi une représentation paramétrique du lieu I de M, le parametre 0 décrivant linteryglly
[0, + «wl[.
On dit que la courbe I” est une épicycloide.

R=3cmetque llil = Il
et M(0 + 2m)? Des points M(

| = 1 em. On se propose de construire T

@ —
3° On suppose que r o) . e O B} i)

a) Que peut-on dire des points M(0)

réduction de l'intervalle de variation de 0. .
2r 3m om . L .
il .1, construire avec précision les points M(f)

b) Pour les valeurs suivantes dell TrITT3 wEre

et les tangentes @ I en ces points.
¢) Calculer le coefficient directeur m(0) de la droite

vers 0 par valeurs > 0. .
En déduire existence d'une tangente a I au point M(0).
d) Construire la courbe I' en utilisant les indications precedenies.

(AM(D)). Eudier la limite de m(0) lorsque 0 tend

) R R D
4° On suppose maintenant que r = — = 2 cm el que il = [jil = 1 cm. Programmer le caleul des
coordonnées des points M(0). Construire I'.
-
fo B ; ; ; 7
On montrera que 'on peut réduire l'intervalle de variaticn de &al, 3] et 'on déterminera les points

de I oii la tangente est paralléle d I'un des axes de coordunides.

Partie Il
On suppose maintenant que y est initialement tangent intéricurement a % en A (ce qui suppose
r < R) et que 7 roule sans glisser sur %, 4 l'intérieur de %, dans le sens direct (figure 9).

On pose :
(54’-1: ﬁ) =0 (2n)
et (@M, wl) =0 (2),

de sorte qu'au cours du mouvement {J et(/
décrivent l'intervalle [0, + co[.

1° Montrer que les coordonnées de M
s'expriment en fonction de 0 par :

x=(R—r)cost + rcos[(l - E)U]
r

- . . R

y=(R—r)sin & 4 rsin [(1 ——)E].
2

On f?brient ainsi une représentation paramétrique
du lieu I" de M, le paramétre 0 décrivant 'intervalle [0, + oo[.

On dit que la courbe I est une hypocycloide.

2° Quel est le lieu de M lorsque r = i ?
2

Scanné avec CamScanner




231

9/ Notions sur les courbes paramétrées du plan

3¢ On suppose dans cefte question que v = 7

a) Démontrer que x et y s'expriment simplement d {'aide de cos® § et sin® 0.
b) Que peut-on dire des points M(0) et M(0 + 2n)? M(0) et M@2n — 0)? M(0) et Mix - 0y

M(0) et M(; — 0 )7 Conclure.

¢) Etudier les variations de x et y en fonction de 0.
d) Déterminer la tangenie d I' au point M(Q).

e) On suppose R = 6 cm, ||z?|| = h'?ll =1 cm.
Programmer le calcul des coordonnées des points M(0).
Construire la courbe I'. (On dit que I'" est une astroide.)

COURBE DE BEZIER

Partie |

I1° Soient A, B, C trois points non alignés du plan 2. ) '
Montrer que pour chaque réel t du segment [0, 1], il existe un unique point M(1) tel que :

(1 = MOA + 2t(1 — )M(OB + *M({C = 0.

—_—

—AC—. Dans ce repére B a

pr—

2° On considére un repére orthonormal (A, :;} d’origine A, tel que i = il

pour coordonnées (xy, v;) et C (xg, 0).
a) Quelles sont les coordonnées de M(t) dans le repére (A, i, j)?
b) Montrer que le support I' de la courbe paramétrée t — M(t), ol € [0, 17, est inclus dans le triangle

défini par A, B et C. Détesminer M(0) et M(1).
On dit que I est la courbe de Bézier associée au triplet (4, B, C).

¢) Quelles sont les tangentes d la courbe en M(0) et M(1)?
3° Tracer la courbe I dans les cas suivants :
a) xg= 1, yp=1,xp=3:

'5) Xg = 3 Yp = 1, Xe = 1.

Partie i
1° Soient A, A,, Ay, A, guatre points du plan 2, sommets d'un carré.
Montrer que pour chague réel 1 du segment [0, 17, il existe un unique point M(t) tel que :

CY(1 — 0 M)Ay + CY(1 — D IM() A5 + CH1 — )2 M() A, + CIOMOA, =,

2° Montrer que, selon la disposition des points Ay, A;, Ay, Ay, la ligne polygonale Ay A, A5 A
réunion des trois segments [A,, A, ], [A,, As], [Aa, A,], peut présenter trois formes diﬁ"érentes‘.“
Dans chacun de ces trois cas de figure :

a) Choisir un repére convenable et déterminer les coordonnées de M (t).

b) Montrer que le support I de la courbe paramétrée t — M(t), o t € [0, 17, est inclus dans le carré.
On dit que I' est la courbe de Bézier associée au 4-uplet (4,, A,, 44, A,).

¢) Montrer que latangente a I’ en M(0) est ladroite (A, A,) et que la tangente g I en M(1) est ladroite

(A3A4,)
d) Construire I' dans chacun des cas de figure. ( Prendre la longueur du cété du carré égale d 10 cm.)

ETUDE LOCALE D'UNE COURBE PARAMETREE

Soit I' une courbe paramétrée défimnie, dans un repére # = (0, ?,I) par:
{ x = f(1)
y =gl1)

te X
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1 existe un intervalle [to — B to + ] dans lequel f(t) et g(1) s'écriven; Sous | o
On suppose qu'il existe u .

t—to)® + (t —to)?e, ()

t— to)* + (t — to)*e5(t),

= (
(t) = ao + a1 (t to) + @z
{;[l) = bz + by(t — to) + bal

: x fonctions qui tendep
i be b, b, sont des réels donnés et ot e, et & sont deux J q EversOlop,
ouag,ay,az,0q,04,0;2

t tend vers t,.

Qe

doM

dt (to)-_—'alr'f' blj‘

I° Montrer que

2 On pose V' = a,T + b, et W = azl + b et on suppose que Vet W ne sont pas ey,
® On pos = 1 ; g
Démonfrer que les Loordonnées (X, Y) du point M(t) dans le repére (M(to), V, W) peuven; Ecrir
sous la forme :
X =(t = to)[L + (t — to)ey ()]
{ Y =(t —to)?[1 + er(t)],

ol o, et o, sont deux fonctions tendant vers 0 quand t tend vers t,.
En déduire que si t est suffisamment voisin de ty, on a :

sgn X =sgn(t—1ty) et Y20

Utiliser ce résultat pour donner I'allure de la courbe I' au voisinage du point M(t,) et pour orienter
cette courbe dans le sens des « t croissants ».

3° Dans cette question I' est la courbe paramétrée définie par :

{x-———l-l-l»i'2

s o B

a) Donner l'allure de I au voisinage du point M ). . ’
b) Donner I'allure de I au voisinage du point M(1). On déierminera des réels Ay, ay,05,by,b,,b, tels
que :

X=dg+at—1}+a,(r — 1)
Yy =bo+bi{t—1i}+b,(r - 1)2

¢) On note A =i — 2} et B=—74 ’»: Trouver une équation cartésienne de I' dans le repére
(M(0), 4, E). Construire T.

LIEUX GEOMETRIQUES

Les exemples suivants montrent comment on peut résoudre certains problémes de lieut
geométriques 4 'aide d’un paramétrage.

9)
1. Soit 2 et 9 deux droites orthogonales,
sécantes en O. Les extrémités A et B d'un segment
[A4, B] de longueur constante a se déplacent B
respectivement sur G oy ' ( figure 10).
On se propose de déterminer le liey géométrique
d'un point M lié qy segment [A, B].

M
I° Quels sont les lieux des points A et B? }'-A 0
2° Déterminer géométriquement le liey dy, milieu |
de [A, B]. (On montrera que I appartient a une 0 rs A d
courbe € er, réciproquement que tout point de € !
est le miliey d'yn segment [ A, B] de longueur a tel ure 10
que Ae P et Beg') o
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an @ un repére orthonormal direct # = 0,1 f)

d’origine O et tel que i et j soient respectivement des vecteurs directeurs unitaires de 2 et 2’. On pose
_..-'-'-__'_'—-

la mesure principale de l'angle orienté (?, TIE) @e]— =, w)).
(x, y) de M en fonction de a, £ et 6.
{ cm. Construire sur le méme graphique le lieu de M dans les

3° Pour traiter le cas général, on rapporte le pl

AM = ¢ et on désigne par 0
a) Exprimer les coordonnées
b) On suppose a = gcm, il = ljll =
cas suivants : £ =2, =4,¢= 6.

ercle € de centre Q et de rayon R et un point O de ce cercle. On
x de O sur les tangentes a ‘€.

— - — 1_ —
(0,i,]j) tel que i = 0Q. Pour tout

2. Onconsidéreunc se propose de
déterminer l'ensemble I' des projetés orthogonau

On rapporte le plan Z au repére orthonormal direct # =

e
¢ 0 la mesure principale en radians de I'angle orienté (QA, QM) (0e]—m, wr]).

point M de € on not
hogonal H de O sur la tangente a% en M(0) sont :

1° Démontrer que les coordonnées du projeté ort
x = R(1 + cos ) cos 0
y = R(1 + cos §) sin 6.

dOM
2° @) Calculer les coordonnées du vecteur 55
av
dOM =~ . ,
— 0. Pour chacune des valeurs de 0 trouvées, déterminer la

b) Déterminer 6 de maniére que 10

tangente @ I' au point M (0).
¢) Pour quelles valeurs de 0 la tangente au point i {0) es

39 Construction de la courbe I' avec les données : R =5 cm, ||?;| = ||?|| =1cm.
a) Que peut-on dire des points M(0) et M{— 0)7 En déduire une propriété de la courbe I
b) Construire geometriquement les points M(0) correspondant aux valeurs suivantes de 0 :

nntnw 2n 3n St

0 T e Tyl T i g T

53 3" 37476

Construire les tangentes en ces points.

¢) Tracer la courbe I' en utilisant les indications précédentes.

i-elle paralléle a I'un des axes du repére R?

3. Soit € un cercle de centre Q et de rayon R et soit un point O tel )
ue 0Q = ier I’
des projetés orthogonaux de O sur les tangentes a 6. 1 4i% Studler ensemble
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EXERCICES ET PROBLEMES

13. Leplan 2 est muni d’un repére orthonorma.l ‘dirtei:;
(0, i, b); C est l'ensemble des nombres complexes; i es

T
nombre complexe de module 1 et d’argument 7

Les affixes des points de 2 sont toujours dqnnézl P*’E’
rapport au repére (0, u, v); [ est 'application de
dans C définie par :

J2) = 2> + 4(1 — i)z — 2(2 + 7i)z — 16 + 8i.

Un point mobile du plan 2 a son affixe z(¢) donnce, en
fonction du temps ¢ par z(t) = f(it) + 10 — 61, quant_:l t
décrit Pintervalle [0, 2] de R. On notera M(r) le point
correspondant a I'instant ¢,

1° Déterminer les coordonnées (x(t), y()) de M(t) dans
le repére (O, 1, 7), ainsi que les coordonnées dans la base
(1, 9) du vecteur vitesse du mobile 4 I'instant 1.

2° Faire un tableau indiquant les variations de x et de y
en fonction de ¢. ‘
3° Construire les points de la trajectoire du mobile
7

12 5
correspondant aux valeurs : 0, 77 I’Z’ 2duréel tetun
vecteur directeur des tangentes 4 la trajectoire pour les

27
valeurs : 0,—, -, 2 de 1.
3°4

4° Déduire de ce qui précéde le tracé de la trajectoire du

mobile, en indiquant le sens du parcours, quand ¢ décrit
[0, 2].

14. L'espace & est muni d’un repére orthonormal
(0, ?,j, k). Soit I' la courbe paramétrée définie par ;
x=1+3t+¢2
y=24 2
z=3+41—22

On note A le point M(0), it le vecteur de coordonnées
(3,0, 4) et © le vecteur de coordonnées (1,2, -2.

1° Démontrer que i et b ne sont pas colinéaires, Calculer
Jul, [Io]], et une valeur approchée en degrésde I'angle non
orienté des vecteurs i, p.

2° Montrer que la courbe I est contenue dans
de repére (4, i, D).

3° Trouver une équation cartésienne de I dans le repére
(4, u, v). Tracer I dans le repére (4, i, 1) de 2.

15. On considére un cercle ¢ de diameétre [0, Al etla
droite 9 tangente 4 € en 4. Pour tout point M de ¢
distinct de 0. la drgiie_(OM) coupe Zen Q. Soit Ple point
défini par OM = PQ,

On se propose de déterminer |e
décrit $\{0}.
Onpose 04 =2q(

le plan 2

lieu I' de p lorsque M

a > 0)eton rapporte le plan ay repére

orthonormal direct (0, ;.,;) tel que i = L
q o 0A. Soit §1a

e

bes paramétrées du

plan

’ i écédent lors
eprendre 'exercice prece que g
é?émgre de % orthogonal a (OA). "k

- t 1a seconde, I'unité ¢
Lunité de temps est : ¢ longye,
est le centimétre. Un point M se déplace dapg |, 5

A ) 1(0,1,]) de 1.
orté au repére orthonormal (0, »J) de fagop
iiﬁgue instant t (¢t > 0) les coordonnées {,

vitesse soient :
, 1,1
ey

/o Déterminer les coordonnées du point M
gquent =1, Mesten A(0, 2).’ ‘

2° Donner une équation cartésienne de la trajectoire, gf
la tracer.

qu
Vecteyy

Sachant

18. Le plan £ est rapporté au repére orthonormg]
(0, T}') (On prendra 4 cm pour unité.)

I — Soit n un entier naturel. On considére I'applicatioy
J,, de R dans R, définie par :

Llx)=nx+|x|In(x?) si x#0
J.(0) =0 (In désigne le logarithme népérien).
On désigne par :

e ©,, la courbe représentative de f, dans le repére
0,1, )):

o €., la partie de la courbe ¢, dont les points ont une
abscisse positive;

e €, la partic de la courbe %, dont les points ont une
abscisse négative,

1° Donner P'expression de Ju(x) pour x strictement
positif puis pour x strictement négatif,

Dérém;mtrcr que f, est continue en 0. f, est-elle dérivable
en 7

2° Etudier les variations de &y

3* Soit 4, le point de @, en lequel la tangente est
paralléle & 'axe (xx).

Dé_terminer les coordonnées de A,; démontrer que les
points A,, quand n décrit N, appartiennent 4 une droite
fixe < que I'on déterminera.

4° Soit B, le point d’intersection autre que O de %, avee
Paxe (x'x).

Démontrer que la tangente 3 @, en B, a une direction
indépendante de »,

IT — Un Point mobile M a pour coordonnées dans I¢
repére (0, i,j):

{x=‘3’ teR
€
y=2(1+1pe'

1° Déterminer la trajectoire du point M et son sens s
Parcours. Construire cette courbe.

2° Caleuler les coordonnées du vecteur vitesse V (f)deM
au temps r.

Dé!erminer si la fo
croissante ou décro

nction qui, a ¢, associe [|V(1)l

|2 est ;
issante.

i
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I

19. On considére dans I'espace & un mobile M, de

coordonnées dans un repére orthonormal (0, i, j, k) :
1 t 2

“Iwp F¥ra ige

X

t désignant le temps et décrivant I'intervalle [0, + co[.
J° Montrer que le point M appartient a un plan 2 dont
on donnera une équation.

1.1
2° Vérifier que le point 0" de coordonnées (5, 0, 5) et

les vecteurs u=j et v =—(i — k) constituent un
2

repére orthonormal de 2. Trouver un vecteur w tel que
(0, i, v, w) soit un repére orthonormal de &.

3° Exprimer, en fonction de ¢, les coogdonq.écs X,YetZ
du point mobile M dansle repére (', i, ¥, w). En déduire
que le point M appartient a la courbe I' du plan 2
d’équation 4X* + 2Y? = |,

Tracer cette courbe dans le repére (0, 1, v). Préciser la
trajectoire de M et le sens de parcours sur sa trajectoire,

20. Soit 2 le plan_orientt muni d'un repére

orthonormal direct (0, i, j).

On considére un point C situé sur le cercle de centre O de
—

rayon 8, tel que 'angle de vecteurs (}: ﬁ} ait une

h T T
mesure ¢ appartenant a l'intervalle | 0, 3|

On désigne respectivement par A, B et M les projections
orthogonales de C sur les droites Ox, Oy et (4B).

I° Vérifier que ||Et| est constante.
2° Montrer qu’une équation de la droite (AB) est :

xsint+ycost—8sintcost=0.

Démontrer que les coordonnées de M sont :
x =8 cos® ¢
p=8sin® ¢
3° Préciser la trajectoire de M quand ¢ décrit 'intervaile

e
2

4° Calculer les composantes du vecteur vitesse V (t) de
M & Tinstant ¢; en déduire le réel :

3 e
L= j IVl d.

0
5° On suppose dans cette question que ¢ appartient a
lintervalle 0, T .

a) Déterminer une €quation cartésienne de la tangente
0 M 4 la trajectoire. Reconnaitre cette droite.
Linéariser sin® ¢ et cos? . Exprimer I'affixe de M en
fonction de @ = cos ¢ + i sin t.
c) Sou_ I'le barycentre des points O, A, B affectés
respectivement des coefficients — 2,3, et3
erifier que M est I'image de C dans la rotation de centre
etdont une mesure de I'angle est — 4t. En déduire d’'une
—e e

Part une mesure de angle (E‘: M), et d’autre part que

& eStsur un cercle de centre I et de rayon indépendant
er.

—

points dlintersection avec les

21. T — Question préliminaire : '
Soit g la fonction polynéme définie dans R par :

g(x) =x*+ x —m,
ol m est un paramétre réel non nul.
1° Résoudre I'équation g(x) = 0.
2° Lorsque cette équation a deux racines réelles
distinctes x” et x” (x’ < x”), placer — 1 et Q par rapport a
x" et x". Pour cela on pourra étudier le signe de g(0) et
g(— 1) et démontrer que :
e sim >0, — 1 et O sont situés entre x’ et x";
e sim <0, les racines x’ et x” sont négatives et situées
entre — 1 et 0.

Les parties II, IIT et IV sont dans une large mesure
indépendantes. Dans ces trois parties on appelle 2 un

plan rapporté a un repére orthonormal (O, i, i)

II — Soit m > 0. Soit f, lapplication définie sur
R*N\{—1} par:

JaX)=x+1+mln

]
1 +=
X

et €, sa courbe représentative dans le repére (O, i, j).
1° Donner les limites de f,, aux bornes de son ensemble
de défnition.

2° Etudier les variations de f,. )

3° Etudier les branches infinies de #,. Etudier
complétemnent la position des courbes %, par rapport a
leur asymptoie oblique Z.

4° Deémonirer que toutes les courbes %, passent par un

point fize 1. Démontrer que I est centre de symétrie de
chaque courbe €

Toog
4

me
Construire €, ¢t 4, dans le méme repere (0,1,j).On
prendra comme unité 2 cm. (On ne précisera pas les

. . axes ni” les points
dinflexion.)

6° Soit Aun réel tel que 0 < 7 < 1 et soit o (Z)laire de la
partie du plan limitée par les courbes €, et €,, et les
droites d'équation x = det x = 1. Calculer <7 (4). Quelle
est la limite de .2/(4) lorsque 4 tend vers 0"?

Il — SoitreR*et g, I'application de 2 dans 2 telle que

g0: M(x, y) > M'(x', ) { e
Y=(1-0x+ty+1—¢
I° Quel est I'ensemble des
2° Soit H I'image de M
(dont une équation est
des ordonnées.
Exprimer HM" en fonction de HM .
3° Soit # = {4, m>0)
en II.
a) Démontrer que, Vt e R*
de F est un élément de &

b) Déterminer le réel ¢ tel
(gl‘

IV — Soit M un point mobile dans le plan 2 dont les
coordonnées a la date ¢ (teR*%) sont :

1
e ~1

points‘invariants par g,?
par la projection sur la droite 9
¥y =x + 1), parallélement a I'axe

, OU 6, est la courbe définje

, l'image par g, d’un élément

que I'image de ¢, par g, soit

y= + 2t + 1.

e'—1
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7° Démontrer que la trajectoire y du point M cs!

contenue dans la courbe 4. ¢l
20 Déterminer I'image de Fintervalle J0, + o[ pa

. En déduire la (rajectoire 7

fonction h:t— —

Préciser le sens de parcours de M.

22, TIn'est pas nécessaire d'avoir trait¢ la partic IT pour

aborder la suite. |
Soit £ un plan orienté rapporté au repere orthonormil

direct (0, i, j); les points de 7 sont reperes .\joil par leurs
coordonnécs (x, ), soit par leur aflixe ¥ 4 1) Le but de
ce probléme est I'étude de I'ensemble I" des points M [!)3
teR, du plan 2, de coordonnées (x (1), y(1)) telles que
x()=¢"cos !t
y(1) = ¢' sin .
I — I° a) Vérifier, pour tout { récl, les relations :
cost—sint = \/5 cos (1 + m/4)
et cos f + sin t = /2 sin (1 + 7/4).
b) Etudier les variations des fonctions @ x(f x(1) et
y(t — y(1)) sur Fintervalle [0, n/2].
¢) Tracer dans lc repére (0,i,f) Ia portion de I
ensemble des points M (/) lorsque ! décrit [0, /2] (On
aura soin, en particulicr, de représenter les points M(0),
M (r/4). M(r/2) et les tangentes 4 I en ces points.)
2° Calculer, pour tout réel r:

—. dOM . dOM
cos (G.ﬂ”l}. -"'c-“—) et sin (O!” (), (__|-|'—_)
. L

N

B = iOJ‘llr
En déduire que l‘unglc(OM[rl. :-I-.r_) est constanteten
(
donner une mesure. oy
, P ldoM |
3° On pose, pour tous réels a et h, [t= el dt.

Donner l'expression de L§* et en calculer une valeur

approchéed 10~ 2 prés. Etudier la limite éventuelle de L

lorsque 1 tend vers — a0,

I — /* Montrer que les fonctions x et y sont des

solutions sur B d'une méme équation dilférenticlle

lineaire et homogeéne du second ordre a coellicients

constants. !

2 Résoudre sur R I'équation différentielle :
X"=2N"+2X =0,

111 — 7° Pour tout réel ¢, on note f; lapplication de &

dans # qui, au point M d'alixe Z, [ait correspondre Je

point M, d'affixe Z, telle que: Z, = z(1)Z, ou z(f) est

aflixe du point M(¢) défini dans la partie 1.

a) Préciser la nature de f; et ses éléments remarquables.

b) Montrer que, pour tous r et 1" réels : o f. = f,,

2 ) Montrer que, pour tous f et 1, réels 1 R

SAM (1) = M(t + t,).

En déduire que, pour tout réel ¢, f(I') = (I).
b) I\:Ioplrcr que, si M, = M(t,) est un point quelconque
de I', I'ensemble : { fi(M,). reR} est egal & I".
1V — Soit ¢ un réel Nixé non nul. On note A, | i
ﬁ._f[O] et on déhinit les points 4, (ne N*) par lu‘rgluiigﬁlsgz
recurrence |

Aa=j;(‘4u-1] si nz= 1.

les courbes paral

qétrées du plan

uler en fonction de ¢ la longueur A, 4
: Advene d 4
la suite (Ay-1Andnens des It:ungm:u“i
géomélnquc.
pression de:

o a) Calc
h) Montret que lo
A A, cst unc suite
r}“ En déduire une cxX

L,,(!} =AgdL + Aoy Fouw bl il

i L
en fonclion dene i - ‘
. Montrer l'existence de it
20 On supposc (<0 L Pm Ll
alculer sa valeur L(f).
et cal c2:__2.:fc,05!-!~l sy
] Dot 0

Montrer que ,.-‘.._E.l_____?)rr_,_ e
a limite de L{1) lorsque { tend vers zéro pay

5n déduire | ( | ;
ot (ives. Comparer cc résultal a la limite L0

valcurs néga
trouvée en |
[ — Partie préliminatre . Factoriser, dans R, Il

wﬁ.\- — 1, et étudier, sur lintervalle
‘expression !

23.
polynome 2x7 =
[0, ], le signe de

f() =2 cos* 0= f2cos 0= 1.
duira dans cette étude 'unique réel 0ge J0, [

On intro

2 -,/10 ‘
tel que: cos 0y = S i (Pour la suite du
probléme, on considére que 0, radians correspondent
approximativement d 116 degres.)

Il — Le plan est rapporté & un repére orthonormal
direct (0, & _;} I'unité de longueur est le centimétre; on
considére le point A daflixe —4 el le cercle € de
centre A ct de rayon 4 \/5.

Objet du probléme : A tout réel 0 on associe le point
P({{]E‘f'_lcl que 0 soit une mesure en radians de Fangle

(i, AP(0)). Soit T(0) la tangente & € au point P(0); on
appelle M (0) le projeté orthogonal de O sur T(0).

On sc propose d'étudier le lieu & des points M(0)
obtenus lorsque @ déerit R,

I° a) Représenter graphiquement sur papier millimétré,
avee le plus grand soin, les points P(0) et M(0) obtenus

prour
In 5
¥ T; 'a"v nﬂ}'

”E{U. m,

2] A
£ A

On disposera ainsi des premiers éléments d'unc figure
destinée, sous le nom de « figure 1»,4d gtre complétée aux
questions 2°¢, 2°d et 3°. : y
2} f()émunlrcr que la droite (OA) est un axe de symétrie
e L,
¢) 0¢tant quelconque, on note u(0) le vecteur unitaire tel
que (i, u(0)) = 0,et H(0)le projeté orthogonal de 0 surla
droite (AP(0)).
Représenter O, A, @, P(0), T(0), M (0), #(0), H(0) sur un¢
nouvelle figure (figure 2) devant étre complétéc a 13
question 4°h.
Exprimer les vecteurs AP(0) et AH(0) au moyen du
vecteur i(0); en déduire que les coordonnées (x(6), (O
du point M (0) sont données par :

{ x(0) = 4( ﬁ — cos () cos 0
¥(0) = 4(/2 — cos 0) sin 0.
d) Démontrer que I'affixe m(0) du point M (0) est donnée

par m(0) = 4ﬁ e —2e20 _ 2 (ieC; 2w —1)
___.-—"'""'-.
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—

¢) De méme, démontrer que I'affixe h(0) du point H(0)
est donnée par : h(8) = — 2 4 2¢21

2 Construction du lieu & : ‘

a) Expliquer pourquoi on peut, dans un premier temps,
se limiter au cas ou : fe[0, n]. .

b) Etudier les variations, sur [0, 7], des fonctions
@+ x(0) et @ — y(6). (On établira en particulier que :
y'(6) = — 4/(6), avec les notations de la partic 1.)

¢) Représenter sur la figure 1 les tanjﬂtes a % aux

points M(0), MG), M(6,), M(m), M(;

que la tangente & & au point M(0) est dirigée par le

,dOoM
vecteur de coordonnées (x"(), y'(0)), noté d 0

; (On rappelle

(0), sice

vecteur n'est pas nul.

d) Achever le tracé de &, en se conformant aux résultats
précédents. :

3° Construction de la tangente en un point quelconque du
lieu & :

. \ dOM
Démontrer que I'affixe du vecteur

multipliant par i l'affixe du vecteur H@)M(0).

Interpréter géométriquement, et<en déduire une

construction pratique de la tangente 3~ en n'importe

quel point; illustrer ce résultat (sur Iamw
. y n

particulier ou @ = T

4° Pour tout O€R, calculer I'affixe m(0 + n) du point
M(8 + n), et démontrer que I'afixe du milieu L) du
segment [M ()M (6 + n)] est donnée par :

£(0) = —2(1 + e,

b) Démontrer que le lieu du point L((), lorsque (0 décrit
R, estle cercle I de diamétre [0, A]. Nlustrer ce résultat,
sur la figure 2,
¢) Démontrer que H(f) est le pointde I diamétralement
opposé a L(0).

24. Soit la famille de fonctions de R vers R definies par
Jix) = x e7%"*1 o)) g est un nombre réel.

Le plan 2 étant muni du repere orthonormal #(0, i, j),
0; note €, la courbe représentative de J, dans le repere

I — I° Démontrer que, pour tous réels x et a,
Jo(=X) + f_,(x) = 0. En déduire une construction de
€_. 4 partir de ¢,

montrer que pour tous réels x et a non nul,

filx) = Ef,(ax}. En déduire une construction de €, 4

partir de €, (a #0).
3 Etudier les variations de f, lorsque a n'est pas nul.
5 " pourra, par exemple, ¢tudier d’abord les variations
¢ /i eten déduire les variations de f,, avec a non nul.)
reciser les limites de £, en + oo et en — oo,
tousglt E Tensemble des points du plan 2 dont les
_rdonnées (x, y) vérifient la condition : xy > 0.
montrer que, par tout point de E, il passe une

¢ et .
r:“rbe.‘f. €l une seule. En déduire les positions
SPectives des courbes P

7 Construire sur 1a méme figure les courbes %, pour

"--...___________

(@) s'obtient en

ae{0,1, —2}. On précisera (pour g 0) leurs
tangentes aux points d'abscisses respectives 0, : et E
a a

(On prendra 5 cm pour unité,)
I — I° Résoudre I'équation différentielle -
@ YV+2y+y=0.

2* Déterminer la solution de (¢) satisfaisant 4 V(=0
et y'(2) = —e. _

3° Démontrer que toutes les représentations graphiques
des solutions de (g) passant par O ont une tangente
horizontale au point d’abscisse 1.

III — Dans cette partie a est un réel strictement positif.
1
On pose I,(1) = | f,(x) dx.

0
1° Justifier Pexistence de I,(1) et en donner une
interprétation géométrique.

*2° Calculer 1,(1) en fonction de a.

3* On se propose de démontrer que pour tout g
; L e e
appartenant & R%, — el " g I (1)< =

a)-Démontrer que pour tout a ppartenant a R* et pour
tout x appartenant 4 [0, 1], on a :

xelT"gxel " gxe

1
;e.

4° Déduire de Ja question 3° que, siatend vers 0 (@ > 0),
1,11} a une limite que I'on déterminera.

IV — Cn considére dans le plan 2 le point mobile M
dont lex coordonnées {dans le repére &) sont données en

fonction du temps par :

|
b} En déduire que - et =g I 1)

M

(x{h=1In:
|

In ¢
1 Y = —

[

tefe, + wof.

w

I° Déterminer la trajectoire ¢ du point M lorsque ¢
decrit I'intervalle [e, + col[.

—_—

2% Caleuler les coordonnées du Vecteur vitesse V (1) du
point M.

25. Soit 2 le plan rapporté au repére orthonormal
(0,1, )).
On note 4 la droite d’équation x — y = (.

I - On considére f, la fonction numérique de |a
variable réelle x définie par -

X

X1
sur £E= J—oo, —1[U]Il, + o[.
I° Etudier les variations de cette fonction et représenter
graphiquement f dans le plan 2. On note & |a courbe
ainsi obtenue.
2° a) Montrer que la restriction f, de fa 11, + oof est
une application bijective de ]I, + o[ sur un
intervalle I, a déterminer. En déduire que f est une
application bijective de E sur E.
b) Exprimer f~'(x) et en déduire que % admet 4 pour
axe de symétrie.
c¢) Démontrer que € est invariante dans la réflexion

f(x) =

Scanné avec CamScanner



238 9/ Notions sur les €0

ayant pour axe la droite d'équation x + )= 0.

d) Soit la suite (U,),. définie par :
[JI“E]I‘ +03[ ct V”EN‘ U,-.+] =I(Uu}'

termes de la suile en fonction

Calculer les trois premiers :
pour laquelle la suite

de U, et déterminer la valeur de Uy

sl convergenle.

3° Soitee]l, /2[; calculer Iaire A(2) de ['ensemble des
\Ics coordonnées (x, y) vérifient :

points M dont
{ a<x <2

x <y £flx)
d vers 1;en déduire

Etudier Ia limite de A(x) lorsque & ten !
¢ el les droiles

I'aire de la partie du plan délimitée par
déquation x =1, y = L.
11 — A tout point M(a, b)dc # on fait correspondre les
points Pet Q. projections orthogonales de M respectives
ment sur I'axe des abscisses et I'axe des ordonnées. Si M
est distinet de 0. on associe & M Ie point M, prnjcclim}
orthogonale de O sur la droite (PQ). Dans le cas ou
M =0, PectQsont confondus avec O, et on associc 4 M
le point M’ tel que M’ = 0.
Soit @ I'application de # dans # telle que M= d(M).el,
si & est un sous-ensemble de P, on notera &’ son image
par &.
/* Construire un point
sont les images des axes de
2 a) Soit M # 0, demontrer que les coord
(a’, b’) du point M’ verifient :
ab?

==
a + b?

M et son image par @. Quelles

coordonnées par @7
lonnees

I' wh
;= g
ac + h-

b) Soient A(4, 0), B(O, et d milicu de [, B]. Détermi-
ner A% B et 1. L'application @ conserve-t-elle les milieux

des segments?
¢) Soit @ la symétrie de centre O ¢t s L reflesion diaxe .
Démontrer que T'on a:

sob=doc et sod=Dos

30 Soit @, la droite déquation y = mx, avee 7 0.
Montrer que <&, est unc droite dont on préciseri

'équation.
I — 7° Soit .2’ la droite déquation y = I.
a) Construire I'image M’ d'un point M de ¢ par ¢ el

montrer que M’ appartient & un cercle Nxe.

b) On définit paramétriquement & par les cquations

[x=t
el

L=

Déterminer les équations paramétriques de 2. Etudier

el représenter ¥,
2 Soit % la courbe représentée en I — /° et définie

paramétriquement par :
x=¢

tek.

Démontrer que 6 est contenue dans le cercle de centre O
et de rayon [

urbes paramétrée

5 du plﬂn

—

es des asymptotes de € par ¢ G

rminer les iMages ¢ : 3
que ¢’ dans un méme repgy,

o Déle
S g images ainst

représenter ¢

26. Note préliminaire : Toutes ]cs. représentationg
graphiques demandées dans ce pro.ble'me!serlom faiteg
sur la méme {euille de papier millimétré. L'unité serg do
5 cm. ' ‘ ey
Le plan est rapporté au repere orthonormal (0, i, j),
[ — /° Soit ¢ le cercle de centre Q(1, '[)) et de rayon |
Tracer lc cercle @ ct en donner unc équation dapg ]C‘
l—epére [0, f: J:‘ ; g i
20 Soient 4 12 droite d’équation x = 1 et 2 la droje
d’équation y = 1X ou ¢ est un réel. 2 coupe la droile 4 oy
point Mg el le cercle % aux points O el M. On définit |
point M par la relation : OM = MM ;.

a) Tracer 4,2, Mo, M, et M dans les cas particuliers ot

r=l],.'=sct.f= 1.

p) Caleuler les coordonnées de My, M puis celles de M

en fonction de I .

3» Lorsqu'on fail varier

points M s¢ trouvent sur
(x — )x2 +(x + 1)y =0

{ dans R, démontrer que les
la courbe % d'équation :

Il — Le but de cette partic est de représenter

wement la courbe 9.

graphigqu
&finit la fonction numérique f par :

o Ond
|l —x

[ +x

Jix)=x
) Donner I'ensemble de définition, Dy, de J.

h Donner 'ensemble de définition de la fonction deérivée

de f. /" et caleuler cette fonction.
o) Fedier le signe de f7. En déduire le tableau de

variatton de /.

" : (x) = S(1
20y Caleuler lim M Que peut-on en
vl T P

conclure?
b Donner une équation de la tangente d la courbe

representative de [ au point 0.
3 ) Représenter graphiquement f. Soit & la courbe

obtenue,

h) Comment peut-on déduire & de 7,7 Représenter
graphiquement <.

1 - On considére maintenant M comme un point
mobile dont les coordonnées sont données, dans le

repére (0, i, ), en fonction du temps [ par :

{ [esi®
X =
| +12
l (1 = ) ref0, + ol
_l'=—_ :
1 + £

1° a) Donner la trajectoire du mobile M et indiquer le
sens dans lequel elle est parcouruc. ]

il laxe (0y)? A gue
imale”
ment €0

f‘J,‘I A quel instant le mobile traverse-1-1
instant le mobile atteint-il son ordonnée maxi

20 Cq!culcr le vecteur vitesse ¥ du mouve
fonction du temps L.
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Figure 1

CHAPITRE

CONIQUES

El}’!ﬂmogiquemem, les coniques sont les courbes obtenues en coupant un conc circulaire,
droyt ou oblique, par un plan, Lorsque le plan ne passe pas par le sommet du céne, on
obtient une conique propre : cercle, ellipse, hyperbole, parabole, sclon I'inclinaison du plan
sur I'axe du cone (figures 1, 2, 3). Lorsque le plan passe par le sommet du cdne, la conigue

est dite impropre, ou décomposée, soil réduite au sommet du cone, soit formée de deux
arctes, distinctes ou confondues, du céne.

Figure 2 Figure 3 l

Cercle-ellipse

|
|

4

Hyperbole 4 4N Parabole

Liée au probléme de la duplication du cube (voir activite, page 245), la découverte des
sections planes d’un cone circulaire est due au géométre et astronome grec Menechme
(vers 375-325 av. J.C.). Mais c'est Appolonios de Perga (vers 260-200 av. J.C.), le grand
géométre comme I'appelaient ses contemporains, qui marqua sur cette question la période
des mathématiques grecques. Son Lraite sur les scctions coniques qui ne contient pas
moins de 400 propositions est un expos¢ théorique extrémement complet, méme si, il est
intéressant de le souligner, les notions d’excentricité et de directrice en sont absentes.

Au xvi® siécle, René Descartes (1596-1650) généralise I'utilisation des équations
algébriques pour représenter des courbes et reconnait dans les coniques les courbes du
second degré. A la méme époque Gérard Désargucs développe dans son Brouillon project
d'une atteinte aux événements des rencontres du céne avec un plan, une étude des coniques
qui constitue le point de départ de la géométric projective. Ce sont les idées de Désargues
qui sont a l'origine des contributions de Pascal 4 la geométrie projective, notamment de
son Essay pour les conigues, ou il &tablit la propri¢ié d’alignement des trois points
dintersection des cotés opposés d’un hexagone inscrit dans une conique.
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CONIQUES DEFINIES PAR FOYER ET DIRECTRICE

Probléme

Un point I, une drinte &7 ne passant pas p

ar F et un réel ¢ strictement POSIMIf ¢(ap,
MF
M du plan vérifiant Iégalite Vi = 00 Hey

donnés, étudions I'ensemble (1) des points

le projeté orthogonal de M sur . (A noter que ([')estlaligne de niveau e deapplicayiq,

MF appartcnant pasia 7, associele r;ippOr[."'f'_ "
M M H qui, i tout point M du plan nappartcns ' vy des

distances de M au point F ¢t a la droite 7.

La droite A passant par F el orthogonale H
i 7 est axe de symétrie de 'ensemble (1) : si

un point M appartient a (1), 1l en est de

méme de son symétrique dans la réflexion

d'axe 4.

Désignons par K le point d'intersection des

droites Z et 4 (figure 4) T - -

L'égalite ik { équivalente a
paliteg —— = ¢ ¢S
cg MH ve cq

MF? — *MH? = 0. (1) Z Figwre 4

Appelons M’ le projeté orthogonal de M sur 4. La relation (1) s'ecrit :
M'M2 4+ M'F? - M'K? =0,

s0il encore : MM +(MF +eMK).(MF—eMK)=0.

Deux cas sont alors a considérer selon que e est egal a | ou different de I

I"e=1
Le milicu A de [K, F]est le seul point de A
appartenant a (). H M
Dautre part (higure 5) : |
S R |
MF +MK=2MA4 :
et MF - MK = KF. :
Dou : ;
” 4 = n
(MF + MK).(MF - MK)= K A F M 13
NPT . KF = 2374 « KF
Par suite ! & Figare 5
(M= {Me? MM =24M" x KF .
ur A, le

Cette d::f:mlmn montre que pour tout point M de (') de projeté orthogonal M’ s
produit AM % KF est positif ou nul; le point M" appartient donc 4 la demi-droite A
d’ongine 4 contenant F.

De plus, tout point M’ de Ax est le projeté orthogonal sur 4 de deux points de () les
points M, et M, de la droite passant par M’ et orthogonale a 4, tels que :

MM, = MM, =/ 24AM" x KF.
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2°e#1,
Ona:

M'F +eM'K = (1 + )M'A, ol A est le barycentre du systéme (F, 1), (K, €),
MF — eM'K = (1 — ) M'A", oi A’ est le barycentre du systéme (F, 1), (K, —e).
A et A’ sont les deux points qui partagent le segment [F, K] suivant le rapport e :
AF AR

AK  AK
Lensemble (I') est alors défini par (I) = { MeP?[M'M? = (e* — )M’'A X M'A"}.
De plus : : ;

= e. Ce sont les seuls points de (I") appartenant a 4.

e Sie < 1, pour tout point M B

de (I') le produit M'4 x M'A’ M On

est négatif ou nul; le point M’ :\

appartient donc au segment A | ' !l
A, A] (f : u \'_“7

[4', A] (hgure 6) 5t g K

Tout point M"de[A’, A]estle
projeté orthogonal sur 4 de
deux points de (I): les
points M, ct M, dc la droite 7]
passant par M’ et orthogonale
a A, tels que :

. Figure 6
MM, =MM,

= S - WM Ax MA = /(1 - e)AM x MA.

(x+ ) —(x—°

montre que le produit de deux réels x, y

EMARQUE @ L'égalité xy=

4
dont la sumeme x + v est constante est maximal lorsque x = y.
Posong : x =AM, y= ~ M‘A: on a x+ y = A’A. Il sensuit que le produit A’ A'M x M'A est

maximal lorsque A’M’ = M’A, Cest-d-dire Iorsque M’ est au milieu O de [A", A].

Les points B et B de (I') correspondant & cette position O de M* sont tels que:
08 =08 = g’r] _ ¢20A. Lacourbe (') est donc située a 'intérieur du rectangle limité par la zone
colorée de la figure 6.

e Sie > 1, pour tout point M

de (I') le produit M'4 x M'A’ H
est positif ou nul; le point M’ |
appartient donc a l'une ou :
Pautre des deux demi-droites |
Ax et A’x  dorigines ]
respectives A et A’ et nc :
contenant pas K. A 4 h
Tout point M’ d'une de ces  x' 4 K 4 M F -
demi-droites est le projete

orthogonal sur 4 de deux

points de (I') : les points M et =
M, deladroite pdSSElnl par M’

et orthogonale a 4, tels que :

Mer = M,MZ = _\/(ez s [)M’A % M‘Ar.

On constate que, dans ce cas, la longueur M'M | n'est pas bornée.

M

Figure 7
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DEFINITION 1

Un point F, une droite & ne passant pas par F et un réel ¢ » 0 tjetant’dunnés, on appelle
conique de foyer F, de directrice associée & et d’excentricité ¢, Pensemble (I') des

points M du plan vérifiant I'égalité —}:% = ¢, 0i Hestle projeté orthogonal de M sur 2,

THEOREME 1
et
DEFINITION 2

Soit (I') la conigue de foyer F, de directrice associce 7 et d’excentricité e. La droite 4
passant par F et orthogonale 2 2 en K est un axe de symétrie de (I'), appelé axe focal.
« Sic = 1, il existe un seul point de (I, le milieu A de [K, F], sur Paxe 4 et Pensemble
des points M’, projetés orthogonaux des points de (I') sur 4, est la demi-droite
d’origine A contenant F. On dit alors que la conique (I) est une parabole.

e Sie < 1, il existe deux points de (I'), A et A°, sur A et 'ensemble des points M’ est le
segment [A’, A]. On dit alors que la conique (I') est une ellipse.

s Sie > 1, il existe deux points de (I"), A4 et A’ sur A et ensemble des points M’ est la
réunion des demi-droites d’origines respectives A et A’ ne contenant pas K. On dit alors
que la conique (I') est une hyperbole.

Le cas du cercle

On démontre, et nous I'admettrons, que Pellipse, lhyperbole et la parabole, définies dans
ce paragraphe par foyer et directrice, sont, avec le cercle, les courbes que I'on obtient en
coupant un cone circulaire par un plan ne passant pas par son sommet.

On peut alors se demander si le cercle peut, lui anssi, étre défini par foyer et directrice.
Autrement dit : Une conique (I) de foyer F, de directrice associée & et d’excentricité
e > 0 peut-elle étre un cercle?

Sila réponse était positive, I'axe focal 4, qui est axe de symétrie de (I"), serait un diamétre
du cercle (I') et aurait avec ce cercle deux points communs A4 et A,

Pour tout point M de (I'), de projeté
' . : M
orthogonal M’ sur 4, on aurait alors : (r)

M'M? = (- )M'Ax M'A". (1)

Or, comme (I') est un cercle, le triangle
AM A’ est rectangle en M et : A

MM*= —MAxMA. (2

La comparaison de (1) et (2) donne e = 0.
Or on a supposé e > 0. Il en résulte qu’il
est impossible de définir un cercle par Figure 8
foyer et directrice.
s s MF
(Pour e =0, la définition (I') = { Me? T 0 } donne (I') = {F})
Cette impossibilité ne retire pas au cercle son statut de conique ; section plane d’un cone
circulaire, courbe représentée par une équation du second degré, le cercle est une conique.

On trouvera a I'exercice d’application 2 ci-aprés une définition commune a l'ellipse, 4
Ihyperbole et au cercle, mais excluant la parabole.
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Exercices d'application

1 .

o i e L] ol

gt ME du plan vérifiant
M- ot est le projeté orthogonal

de M sur &,

b
= 0 ux pol isti
On donne deux points distinets A et A" du

2 b3 1
rl::: .lﬂ’.hli uu; tout réel m non nul, on note (15,
emble  des ints ori
by des points M du plan vérifiant
cpalite MM = mM A x A, o0 A est e
|l'-]r':'-_|-.'t-: orthogonal de Af sur la droite (AA').
d;l}mr{lrcr que (I,) est une conigue dont on
&terminera la nature suivant les vaileurs de m.

-": On donne une droite & ¢t un point /
n'appartenant pas 4 . Quel est I'ensemble des
centres des cercles passant par A et tangents
av.
4. On donne une droite & et un cercle (C) de
centre (2. Quel est I'ensemble des centres des
cercles tangents @ (C) ¢t a @
(On distinguera les trons cis !
4 est exterieure A (C),

st tangente d (C)
; est sécante & (C))

CERCLE

le cercle nous
simplement
0 rtlmnomml

les coniques,
Rappelons
repere
n du cercle (C) de
de

Parmi
familier.

dans un
" j), Péquatio
du repére A, ¢l

est
que
o= IU. i
centre O.
rayon a est:

L“\I‘i}_!iﬂl.‘

.\': + _’|," = .

lons egalement quen toul point
) de (O1 existe une tangente
nt par M, et

Rappe
Myl(Xo Yo

a (O la droite passant .
mthugonnh: qu diametre (OM,)
(figure 9).

le repere A de-cette

L'éun[iQH dans
tangente €8t
Y. X+ Yo¥ = a

S I()n donne, dans le plan .2, un point A, une
droite ¢ ne passant pas par A et une droitc LY
secante avee 7. Un triangle AMB, isocéleen M
(MA = MB), varic de la fagon suivante !

o le sommel # déenit la drddite &,
o lc cOlé [B, M] reste paralléle & 7",

Quel est le licu du sommel M?

6. l):lmlcpl;mnndunncdcuxpuimsdislincls
Act B, Soil & la droite p:rpcndi::uluiru i(AB)en
B. On considére tous les cercles (C) du plan
caractérisés par la propri¢té suivante : TeTl
&tant les points de contact des tangentes menées
de A i un cercle (C), le triangle ATT est
équilatéral.

1o En étudiant le rapport des
cenire d'un cercle (C) aux points A ¢l B,
Jdéterminer et préciser la nature de I'ensemble
des centres des cercles (C) qui passent par B.
2 Deéterminer €l préciser la nature de I'ensem-
ble des centres des cercles (C) tangents ala
droite &.
Pour laire unc

distances du

figure, on prendra AB = 6 cm.

7. Démontrer que I'image d'une conique par
conique de¢ méme

une similitude est une
excentricité que la premiére.

UITE ET FORME DES CONIQUES

Figure 9
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10/ Coniques

PARABOLE ak .
Soit (P) la parabole de foyer F et de /,f T
directrice 2 : /’/
MF -~
= —_—= 1 . E
(P) { ME_‘@fMH } L

L’axe focal 4, passant par F et ¥
orthogonal & 2, est axe de symétrie de - jt ;
(P); il coupe Z en K. K 45 F SSCR |
Il existe un unique point de (P) 2
appartenant a l'axe 4: le milieu A de Fioawa g

(F, K), appellé sommet de P.

Plus généralement, sur toute droite 4y orthogonale a £ en H, il existe yp
point de la parabole (P) et un seul : le point d'intersection, M, de 4, et de la médiatrice dy

segment [F, H] (figure 10).

Equation réduite de (P)

Rapportons le plan 2 d un repére orthonormal R = (4, ?;} ayanl pour origine e
sommet A de (P) et tel que i= KI_FE" et désignons par p la distance KF appelée
paramétre de la parabole.

Dans le repére 4 les coordonnées des points F et K sont respectivement (5,0) et

(— g 0), et la condition FM? = FH* d'appartenance d’un point M(x, y) 4 la para-

bole (P) se traduit par '¢quation :
S U ( p)z
X = = --}—_1_!': P y
(\ 2) 2

soit : yo=12px (1)

Réciproquement, on vérifie que la courbe d'équation y* =2px dans un repére

orthonormal (A, T}) est la parabole de foyer F(g 0) et de directrice la droite Z

d’équation x = — g

T R T T Y

Il résulte de I'équation (1) que la parabole (P) est la réunion des représentations
graphiques respectives (P,) et (P,), dans le repére £, des fonctions :

fi: x> /2px et f,: x+— — . /2px.
Comme (P,) est symétrique de (P;) par rapport 4 I'axe des abscisses, il suffit drétudier fi-

1° Etudier la fonction f,. Tracer (P,) et (P).
2° Montrer qu'en tout point My(x,, o) de (P), il existe une tangente d ‘équation .

pxX — Yoy + pxg = 0.
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10)’ Coniqueg

E)tablir les trois propriétés suivantes :
a) Ento i _— ;
médiatrf;: g;:mr M, de (P), de projeté orthogonal H sur la directrice @, la tangente est la
segment [ F, sdui ] [ [

emiesine e [F, H). En déduire une construction des points de (P) et des tangentes
b) Le projeté

jeté orthogonal du fo ' ente a (P tient a
gt foyer F sur toute droite tangente d (P) appartient d la tangente
c) La j : 1
) Latangente a (P) en un point M , distinct du sommet coupe la direct

que l'angle Wsoir droit.

rice enun point T tel

On i oy . ; "
exprime cette derniére propriété en disant que la portion de tangente comprise entre

la parabole et sa directrice est vue du foyer sous un angle droit.

— 3. Cette figure, ou s¢

Sur la figure 11, la parabole (P) a été construite en prepant p
pel des notations

trourent les élémentg remarquables de (P), est accompagnée du rap
usuelles et des propriétés qu'il est indispensable de retenir.

t(P:{M Ez } ] _
) E.Q?IMH 1 - | = M/

2%
o Sommet :
milieu 4 de (F, K)

¢ Paramétre :
p=FK

o Eguation réduite :

y? = 2px - -
e Bguation de la \
J
A

\3

tangenie au  point
M, (x4, Yo) &
K

px — yoy +pxo=0

o Propriétés de la
tangente (Mo 1)

Cest la médiatrice de

[F, H] et Pangle

M FT est droit.
| e

. ;
(P) Figure 11|

Ftant donné un cube d'aréte a, comment obtenir Uaréte x d'un cube de volume double du
premier?

Cette question est, avee .
étudiés par les mathématiciens Grecs (Hippo
j partir de a, a la régle et

construction de x a
plication du cube revient d déterminer deux réels x et y

celle de la trisection de I'angle, un des problémes importants
crate de Chio, Menechme, Nicoméde). La

au compas, est impossible.

1° Montrer que le probléme de la du
a x ¥

tels que:;=-§=é—&.

¢ une solution du probléme par in

respectifs.

2° Endéduir tersection de deux paraboles dont on précisera
les foyers et les directrices
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10/ Coniques
ELLIPSE 2
Soit (E) lellipse de foyer F,
de directrice associée 2 et M 1 H
d’excentricité e (e < 1) : \
MF ‘R
E={ Me?/— = :
(Moo=} 4 .

A (0] F A K
L’axe focal 4, passant par F et
orthogonal a 2, est axe de
symétrie de (E); il coupe 2 en K
et deux de ses points, A et A',
définis par AF + eAK =0 et Figure 12
A'F —eA’K =0 appartiennent a l'ellipse (figure 12).
1l en résulte que le milieu O de [A4, A’] vérifie les relations :

OF + ¢OK = (1 +¢)0A et OF —eOK = (1 — )04,
s RPN |/
d’ou I'on tire: OF =e04 et OK = z OA.
On note habituellement a = 0A et ¢ = OF; il résulte alors des égalités ci-dessus ;
c=eca et OK=E.
e

A noter que I'inégalité e < 1, entraine ¢ < a et OK > a.

3 oo
De plus : FK=E—c, soit FK=a c.

e c

La droite passant par F et orthogonale a 4 coupe (E) en deux points M, et M, tels que

FK — FK =e¢, Soit FM,=FM, = .
La distance FM est appelée parameétre de I'cllipse et notée p.

Equation réduite de (E)

Rapportons le plan 2 a un repére orthonormal % = (0, i, j) ayant pour origine le

e = 1 —
milieu O de [A4, A’] et tel i =—0A.
[ ] que i 0A 0A

Dans %, les coordonnées des points A, F, K sont respectivement (a, 0), (ea, 0), E, O),
e

et la condition MF? = ¢*MH? dz‘appartcnance d’un point M(x, y) a I'ellipse se traduit

a 2 S .
par (x — ea)? + y> = ez(x ~= % soit, en réduisant et en remplagant e par £,
a

et 1 2)
@ -3 (
Réciproquement, on vérifie sans difficulté que, dans un repére orthonormal (O, ?,J*] la
dquation ¥ \ ¢
courbe d'équation 2T - =L ou0<c<a,estlellipse dexcentricité e = ” de

. ) 2
foyer F(c, 0) et de directrice associée la droite & d'équation x = l
c

Scanné avec CamScanner



10/ Coniques

Conséquences

I, Cette équation de
symetrie de I'ellipse :
o le milicu 0 de [, A

() faiy Apparaitre, outre uxe focal A, deux autres éléments de

. +APPELE centre de (1)
e la droite orthogonale §

Aen O, appelée axe non focal,

2. Sur I'axe non focal, d'¢

‘ quation x = 0 dans le repére &, il existe deux points de (), les
points B et B tels que ; pere o, 1l exas I {

OB =08 = Ja¥ = (7,
On note habituellement p
BB < AL, ¢e qui
respectivement grang

la distance OB, Cette distance étant inféricure & a, on o

explique pourquoi les axes (AA) et (BB') sont aussi appelés

I axe el petit axe de T'ellipse (lgure 1),

A noter que le parametre p de lellipse s'exprime en foneti RS }f
pse s'exprime en fonction de a ¢t h:p =

3. Llexistence de I'axe de symétric
(BB) montre que I'ellipse (E) peut
ausst etre  considérée  comme ip
IFensemble des points M vérifiant
I'i‘gillil(‘ A!jf’ = (3, "l‘l }." est IC K‘ _(I' F 0 .F _.'1. ’\ 'J
r"
symétrique de F dans la réflexion
daxe (BB) et ' le projeté Yig
orthogonal de M sur [a droite &
symétrique de & dans la réflexion o 7
d'axe (BI).
S : Teure 13
L'ellipse (£) posséde done deux Figure
paires de foyer et directrice nssociés @ { F, & Let {17, % ). On démontre que ce sont les
seules, i
!
v b2 ot e Tequation (2) de Uellipse (1) s%eril !
Comple tenu de Tégalité b% = a® = Péquation (2) ! .
i I P I
“.'I h.‘
, Lo « représentations graphiques (1) el (£,), dans
aenlte que (F) est I réunion des represe
1l en résulte que (F) es
repére A, des fonctions . !
b b fat — x? i
h] ) . BN = mall’. i
fiy ¥ _1\-’{” -x* el fai ¥ aV '
. ) ‘
: ) pur rapport i Faxe des ubscisses, il sullit d'¢tudier /.
Comme (E,) est symétrique de (Fy) parTappe
b h o R Tracer I
fgd = X racer (). d
= Z - g X b - u AN
1* Erudier la fonction Ji! e dauation )
it Mo(Xa, o) de (E) I existe une tangente d'équation
» q) Montrer :.m'r" tour poinl HMaltos 2o
- XoX 'r Yob o1,
{f: h? |
|
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B L tamgente et pomt My et adgid sue Fane foa oo da dinectricee o o
Ll |} L1 e :. 475 '\\ 2 Al N b 5

Calender e produt soalaire EM L E T _ i _

¢ ovmppeiae enie Fellipee 8 e dinevirioe

A | ] i wah
b ddduire gue f portion de fangen

JUNEr @aaovice aous wn anede dnods,

(V] \‘;‘-‘.. ‘;N

——

!
3 v i Y = Yol = gl
Sur b fguee 4 Pelipae (8) @ ofe constintie oo prenant @ = dote = (. Cote g, o g

trowmvent les cloments temarguables de (B et acompagne durappel dey MWty
ustelles ot des resuliats & vetenir,

Meure N

MF
o k= i.‘ft’:p f"

MH©)

e

c4=0d =04 +cmOF=0F=ew o b=OB=0B = u'-

e OX = 2 o FX = . o Paramdrre: p = y
¢ @

¢ .;

. PO {

o Bquation rdduite: ., + =l {
@ " {

; " XaXd i
o Bquation de la tangente en Moo ¥ ¢ “\‘ 4 -':“ wl !
@ . '

o Llangle M, ET est droit,

— o T T e —— e m— p—

HYPERBOLE

Soit (H) Phyperbale de fover £ de divectioe associae 2 ot doentiiie ¢ (@ > e

() = { Me# My

¢

wn o op

e foval b eoupe 2 en Kot possdiie, on commun aven (2L ls dewy pointy 498 4R
wilicw O, s par A8+ ¢4 =0 of 4P - ed X =0
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10 Condgues

Comme powre Fellipse, on "l M
note habituellemont |
=00 ¢t ¢=0F
v : il
etlon ¢ =ea, ON = 4
¢ J
¥ : K

' A
Ml f'h - ! el { i : m...".u et — ;fJ '—-—-h' rza J :

p ¢ I A / /A I
A noter que Pindgalitd ¢ - |
entrine ¢ =~ aet ON « a Flygure 15
(hgure 18), ”
Ladvoite passant par F et orthogonale & /1 coupe (1) _

¢t =g

ML, M | ,
e deun points My et My tels que f"K‘ - i"ﬂ'f\"‘ =¢ ol My =M, =

Lacdistance MG estappelée paonmdire de hyperbole et notée p.

Equation réduite

Danxun repére orthonormal, 8 = (O, 1, /)yayant pour origine le miliew O de| A, A" [ettel

o B . x4 p?
que i = lU.-I. Ihyperbole (1) o e méme équation que Fellipse © 5 4% 5 =1,
. at a4t -
SOIL en posant b= Je? < at
a3
oy
T | (3
a b

Réciproquement, on vérifie sans difficulté que, dans un repére orthonormal (0, 1, f), la

¥ i |

courbe d'équation —, , v oo Loota = 0,0 =0, est, e désignant le réel ¢gal i \/rr’ + b,
as 1

I'hyperbole d'excentricite ¢ = —, de foyer F(e, 0) et de directrice associée la droite &
: tl

déquation x = -,
¢

Conséquences

1. Le milicu O de [A, A7] est eentre de symétrie de Fhyperbole (1),

2. La droite passant par le centre O et orthogonale d axe focal 4 ¢st un axe de symétrié
de I'hyperbole, appelé axe non focal.

3. L'hyperbole posséde un autre foyer I ¢t une autre directrice &', respectivement
symétriques de I et de & par rapport A4 I'naxe non foeal,

.\‘.‘ "-‘ v H "y Nl "I'l : ' ¥ H LT
L'équation = =y = | montre que (1) est ln réunion des représentations graphiques
{
(H,) et (H,), dans le repére 9, des fonctions :
b ; ; ; h
fii xe=UxI=a e fi: X - - S =ad
a

Comme (H ) est symétrique de () par rapport I'axe des abscisses, il suflit d’¢tudier f;.
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100 Comques

-
1° Etudier la fonction f, = x = — 2 —a*. Tracer (H).
a
Montrer notamment que (Hy) posséde deux droites asymplotes d’équations respectives
h ,"1 R . e
p=-xely= x, et préciser la position de (H,) par rapport a ces asymploles.
o il
Démontrer que les projetés orthogonaux R et S du fover F sur les deux ‘f"“"”P"’“’S
"J"!'dfrn-am-'m i JJ |fjll'|‘|'.'rh|' et sonl F[‘n"‘h :f“l' f)R = {}‘; = el f’ R = .I"S = h
2 a) Montrer qu'en tout point Mo(xq. Vol de (1), il existe une tangente d équation :
v X Yol
o =,
a* b’
h) Montrer que la tangente au sommet A coupe les asymptotes en deux points Uet Vtels
|f“l' 1{ = Il = h_
o) La tangente en un point Mg de H non situé sur l'axe focal coupe la directrice 7 en T.
Démontrer que angle Mo FT est droit.
3 On dit que 'hyperbole (H) est équilatére si ses asymptotes sont urlhogonalcs._
Démontrer que (H) est équilatére si. et seulement si. son excentricité est égale a 2
- . 3 .
Sur la figure 16, 'hyperbole (M) a ¢te construite en prenant a = Jete = <. Cette higure, ou
se trouvent les ¢léments remarquables de (E), est accompagnee du rappel des notations
usuelles et des resultats G retenir
i
: ) MF
| s (H)=<Mec?/ - = ¢ Figure 16
| MH |
| «04=04"=a
| e OF =0F =¢ =ca
,' R " b
o« OK = - = s P==
¢ s o
| o b= \1':-- a’
| « AU=AV =)
| o« FR=FS=»
« Fquation réduite :
2y
S e |
a b
o Equations des asymptotes :
| x 7y
- e N ﬂ‘ +=-=10
a b a b
o Equation de la tangente en
Mylxq. Vo) ¢
. XoX  Fab
T =1
a b
i
f - .
| o L'angle M FT est droit
q
{ — —
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10/ Coniques

La recherche d'un lieu géométrique par voie analytique conduit souvent & une courbe (I')
définie, dans un repére orthonormal (0, 7, j), par une équation cartésienne f(x, y) = 0.
Sicette équation est du second degré, il est légitime de penser que (') gst une des coniques
Studides dans ce paragraphe : cercle, ellipse, hyperbole, parabole.

Un moyen d'exploiter cette idée consiste a rechercher un repére orthornormal dans lequel
Iéquation de () prendra la forme Y? = aX ou aX? + fY? +y = 0 et, s'il existe un tel
repere, i reconnaitre ensuite en (I) une conique définie par une équation réduite.

A noter que I'on peut constater immédiatement que (I') est, ou non, un cercle : selon que
son équation peut, ou non, se mettre sous la forme x? + y> +ox + fy +v = 0.
L'activit¢ donne des exemples de détermination de coniques.

) . 1
1. 1° La courbe (') a pour équation y = = x? 4+ x.

a) Montrer qu'il existe un point 0’ tel que dans le repére (0', i, j), (I') ait pour équation
X% = 2)", Quelle est I'équation de (I') dans le repére (0', j, i)?
b) En déduire que (I') est une parabole dont on déterminera le foyer et la directrice.

’2

2 Reconnaitre de méme la courbe d’équation y = — x* + 3x — 2.

3% Généraliser, en démontrant le résultat suivant :

Toute courbe d’équation y=ax?>+bx+c (a#0) dans un repére orthonormal
(0, i f) est une parabole dont le sommet S et le foyer F ont pour coordonnées :

b dac — b* 1
S(-"o S Vo= T)’ F(-"F =X Yr=J)ot z;)s

1

et dont la directrice a pour équation y = yo — v

2. 1° () est la courbe d’équation 3x* + 2y* — 12x + 4y + 8 = 0. Démontrer qu'il existe
un point 0" tel que dans le repére (O', ;:;) la courbe (I') ait une équation de la forme
aX?+pY2 +y=0.

2° En déduire que la courbe (I') est une conique dont on précisera la nature et dont on
déterminera le centre, les axes, les sommets, un foyer et la directrice associée, les asymptotes
éventuelles. '

3° Déterminer de méme les courbes d’équation :

a) x* =2y +6x +4y +8=0; ¢) —9x* + 4y* + 18x — 16y — 29 = 0;

b) x + 4P +2x4+4y—2=0; d) Ix*+4y* +18x+ 18y —23 =0.

3. I° La courbe (I') a pour équation 5x* + Sy* —2xy — 12 = 0. Démontrer qu'il
existe un repére orthonormal (O, ?’, f') dans lequel (I') a une équation de la forme
aX?+ Y  +y=0.

2 En déduire que (I') est une conique dont on déterminera la nature et que I'on construira.
3° Déterminer de méme et construire la courbe d’équation :

7x? + 13y* + 6xy./3 — 16 = 0.

4. Déterminer la nature et construire la courbe (I') d'équation :
X'=3xy—y'+8x+y—-3=0
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o Exercices d’application
8. Le plan est rapporté au repére orthonormal
direct (0, i, j) d’axes x'Ox, y'Oy.
Soit (I") la courbe d’équation :
x? =3y +8x+ 12y + 16 =0.

/* Démontrer que (I') est une conique dont on
précisera les éléments caractéristiques @ centre,
axes de symétrie, loyers, directrices, asymptotes,
excentricité. Tracer (I).
2" Soil % la droite d’équation y — 3 = Q.
On désigne par d(M, &) la distance du point M
4 la droile Z. Seit P le point de coordonnées
(—4.6); d(M, P) désigne la distance de M a P.
Quel est l'ensemble des points M tels que
diM, P)=2d(M, 2)?
9. Le plan & est rapporté a un repére
orthonormal (0, i, j).
I‘; On considére la courbe (H) d'équation
x2=-2y2=1,
Quelle est la nature de cette courbe? Déterminer
ses sommets, ses asymptotes et la dessiner.
2° On considére dans le plan # le mouvement
du point M(x, y) tel que :

I

S Cos 2t b
1 te O,Z

y=——tan 2t
7
a) Montrer que la trajectoire (T) est une partie

de (H) que I'on précisera.
b) Déterminer les composantes du vecteur

vitesse V' dans la base (i, j). Vérifier que le
mouvement est accéléré, c'est-d-dire que la

fonction f — W{r}“ est croissante.

10. Le plan 2 est rapporté a un repére
orthonormal (0, i, j).
Soit (I') l'ensemble des points dont les
coordonnées (x, y) vérifient I'équation :

4x|x| + y* = 16x — 20 = 0.

1° Montrer que (I') est la réunion d’une partie
d’une conique (1) et d’une partie d’'une conique
(I). Déterminer pour chacune des coniques (1)
et (I3) la nature, le centre, les sommets et,
éventuellement, les asymptotes.

2° Montrer qu'en chacun des points ou les
courbes (I,) et (I';) coupent la droite (O, j), elles
ont méme tangente.

3° Dessiner la courbe (F) en prenant pour unité

le centimétre.

1. Dans le plan 2, on considére un carré
ABCD dont les diagonales [4, C] et [B, D] ont
pour longueur le réel donné a, strictement
positif. Soit t un parameétre réel.

1° A quelle condition sur ¢ le systéme de points
pondérés (A, 1), (B, 1 —21), (C, 1), (D, 3 — 41)
admet-il un barycentre? Déterminer la position
de ce barycentre.

2° On note (E,) I'ensemble des points M ¢

plan 2 vérifiant la relation :

t|MA|? + (1 - 20 [MB]* + L |[MC]?
+(3—4)IMD|* =a*(l -y,

Déterminer la nature et les é_lémcnts remarqua-
bles de (E,). On discutera suivant la valeur de

Veérifier que le centre du carré ABCD appartieng
a (E,).

12. Soit # un_plan rapporté 4 un repére
orthonormal (O, i, j). A tout rgombre réel m, on
associe I'ensemble (/,) des points M(x, y) dont
les coordonnées vérifient I'équation :

mx? —4mx —(m—1)y>+2=0.
Etudier, suivant les valeurs de m, la nature de
(D)

13. Le plan # est rapporté a un repére

orthonormal (0, 4, v). _
On appelle F 'application de 2 dans & qui, 4

tout point M d’affixe le nombre complexe z,

associe le point F(M) d’affixe z* + 2z + 3
f° Lapplication F est-elle une bijection de 2

dans 277 ) )
2° Déterminer les points de 2 invariants par F.

3° Soit & la droite d’¢équation x = — 3 dans le

repére (O, &, ). M étant un point de &, calculer
les coordonnées de F(M) en fonction de

I'ordonnée de M.
Ecrire une équation cartésienne de 'image de &

par F. Reconnaitre la courbe obtenue et la
tracer.

14. Soit 2 un plan orienté et # = (0, &, 0) un
repére orthonormal direct de 2, A tout nombre
complexe z, z = x + iy, on associe le point M
de coordonnées (x, y) dans le repére #. Le
nombre complexe conjugué de z est noté z. Soit
(E) I'ensemble des points de 2 dont I'affixe z
vérifie la relation :

20— 2~ @) = L.

Soit r la rotation de centre O dont une mesure
i
de I'angle est z¢n radians. Soit (E’) I'image de

(E) par r.
I° Déterminer une équation cartésienne de (E’)

dans le repére #. Reconnaitre la nature de (E').
2° En déduire le tracé de (E) dans le repére 4,
on prendra 5 cm pour unité graphique.

IS. Soit # un plan, (0, ¢,, ;) un repére
orthonormal, f I'application de 2 dans # qui
d tout point M d’affixe z associe le point M’
daffixe 2 = z2 + iz + 1.

1° Déterminer I'ensemble des points M dont
I'image par f est le point A d'affixe 3i.
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P ; :

5 AS{(‘)H_M un point de #, de coordonnées x et y,
o 1-’_ JUM) son image par f, de coordonnées

jDuetSer_mimEr \ et )’ en fonction de x et y.

= oit (I') Tensemble des points M du plan
\'(_1_1[ Illmugc est sur la droite d'équation

4Doct;:rlminer une équation cartésienne de (I).

D'-; (?ll‘{C} llmu_gc par f de la droite (0, ¢,).
TOLISII miner une ¢quation cartésienne de (C).

;j ontrer que (I') et !(*} sont des coniques
ont on déterminera les éléments remarquables

}nmmnmcnl le centre, les axes, les asymptotes et
es sommets lorsqu'ils existent) et :

' s e L
construira. } e oo
16. Le plan est_rapport¢ d un repére
orthonormal (0, i, j). L'unité de longueur est
Jem.

‘i" ,Consuz'uire la  courbe (E) d'équation
2x< + 6)° = 3. On précisera les coordonnées
des foyers.

2° Un point mobile M (x, y) se déplace dans le
plan; son mouvement est défini par :

X =sin wt

» = sin m+n
) 3/

a) Comparer les positions M et M, de M aux
2
instants [, et I, g t;. En déduire que la

trajectoire (T) de M admet un axe de symeétrie

dont on précisera I'équation.
b) Démontrer que (T) a pour équation :

2 2 .
x4y —xy=-—
X ) ) 2

17. On considére deux hyperboles (H) et (H')
ayant les mémes sommets A et A, Une demi-
droite d’origine R appartenant a ladroite (AA')
et orthogonale d cette droite coupe (H) et (H')
respectivement en M eten A;!w
R r
Démontrer que le rapport M est constant.
18. On considére une droite 2 incluse dans le
plan 2 et deux points distincts A et B. tels que
la droite (AB) n'est pas parallele a ag.
Quel est I'ensemble des sommets des pqral?oles
contenant A et Bet dont I'axe est paralléle & 27
‘ ¥2 2
19. Soit une ellipse (E) d’équation = + e

rthonormal direct (0, i,j)‘.
fonction de a, b et d'une
—

5)'_1?}, le carré de la

]-1

dans un repere o
J° Exprimer, €n
mesure a de I'angle (1,
distance OM. _ : _
2 En déduire que, St M et M’ sont deux points
de T'ellipse tels que OM LOM’.ona:
1 P11
oM ToM? @ b

La réciproque est-elle vraie?

20. Soit M un point d’une ellipse de grand axe
{A.A’), de pelit axe (BB) ct de centre O.
Démontrer que la somme des carrés des aires
des triangles OM A et OM B cst constante.

. 2

21. Soit (E) I'ellipse d"équation 13 +:—2 — =0
a :

dans un repére orthonormal (O, i)
/° Démontrer qu'une droite @ d’équation :

ux + vy +w=0

est tangente i (E) si, et seulement si:
a2 + b2t —w? =0.

2 Etudier le nombre des tangentes a (E)
contenant un point M, de coordonnées Xg

et y,. Discuter.
30 Déterminer I'ensemble des points d'intersec-

tion de deux droites orthogonales et tangentes a

(E).,
4° Etudier le nombre des tangentes a (E) ayant
une direction donnée. Discuter.
22, Soit(E) une cllipse de centre O qui n’est pas
un cercle. Démontrer qu'un point M apparte-
nant 4 (E) est un sommet de (E) si et seulement si
la tangente a (E) en M est orthogonale a la
droite (OM).
23.  Soit (H) I'hyperbole d'équation :

X2 )t

at b

dans un repére orthonormal (O, o] )
J° Démontrer qu'une droite &, d’équation :

ux + vy + w=0,

est tangente & (H) si, et seulement si :
a2 —=br—wi=0 et w#0

2 Btudier le nombre des tangentes d (H)
contenant un point M, de coordonnées x,

et y,. Discuter.
3° Déterminer I'ensemble des points d'intersec-

tion de deux droites orthogonales tangentes a

(H),
4° Etudier le nombre des tangentes a (H) ayant

une direction donnée. Discuter.

24. Soit (H) unc hyperbole de centre 0.
Démontrer qu'un point M appartenant a(H)est
un sommet de (H) si, et seulement si, la tangente

i (H) en M est orthpgonale 4 la droite (OM).
25, Soit (P) une parabole d’équation y? = 2px,

dans un repere orthonormal (O, i, j).
J° Démontrer qu’une droite 7, d’équation :

ux +vy+w=_0,

est tangente a (P) si, et seulement 8¢

pv? = 2uw = 0.

2 Etudier le nombre des tangentes a (P)
contenant un point M, de coordonnées x,

et y,. Discuter.
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3° Déterminer I'ensemble des points d’'intersec-
tion de deux droites orthogonales et tangentes d
(P).

4° Etudier le nombre des tangentes 4 (P) ayant
une direction donnée. Discuter.

26. Soit (P) une parabole. Démontrer qu'un
point M appartenant a (P) est le sommet de (P)
si et seulement si la tangente a (P) en M est

orthogonale 4 I'axe de (P).

Paramétrer une conique (I') du plan & dans

27. Soit (P) une parabole de foyer F et de
directrice 2. _

J° Démontrer qu'une droite 4 contenant F e
différente de I'axe de (P) coupe (P) en deux

oints M’ et M". '

_I?)“ Démontrer que le cercle (C) de diamétre
[M’, M"]est tangent i Penunpoint [etque F
est le projeté orthogonal de I sur la droite
(M'M"). Quelles sont les tangentes a (P)en M’
et M"? Démontrer qu’elles sont orthogonales,

Il — REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE CONIQUE

un repére (O, Ej) de 2, c’est trouver deux

fonctions f et g définies sur une partie I de R, telles que
« pour tout réel t de I, le point M(f) de coordonnées (f(t), g(t)) appartient a (I');

« pour tout point M de (T), il existe un réel ¢ de I tel que M = M(¢).

Si, pour une valeur t, du paramétre (tel),

vecteur dérive
dt

les fonctions f et g sont dérivables et si le

doM (r0)=f’(t0)r+ g’{to)}. n'est pas nul, la droite de repére

dOM ; :
(M(rc.), Ej'_ (ro)) est la tangente a (I') au point M (fo).

REPRESENTATION PARAMETRIQUE

D'UNE PARABOLE

Une parabole (P) étant donnée, il existe un repére orthonormal (O,_i', f) dans lequel (P)

a pour équation y*>=2px (p > 0).

yz

De cette équation, on tire immédiatement x en fonction de y : x = TS

Pour paramétrer la parabole (P), il suffit donc de choisir pour paramétre ¢, 'ordonnée
d’un point de (P). On obtient alors la représentation parametrique :

Cette représentation paramétrique montre |

‘existence, en tout point M de parametre ¢

] L] . - [
appartenant a la parabole (P), d’'une tangente de vecteur directeur u(—, 1).
p

Exercices d'application

28. La droite déquation x =ty coupe la
parabole (P) déquation y? = 2px en O et M.
Paramétrer (P) en prenant le réel 1 comme
paramétre.

29. Soit € un demi-cercle de diamétre [ 4, B].
A tout point C de € on associe le milieu E de la
corde passant par C et paralléle a (4B) et le

point d'intersection M des droites (AE) et (OC),
lorsque ces droites sont sécantes.

I° Démontrer géométriquement que M s€
déplace sur une parabole dont on précisera le

foyer et la directrice.
2° Onrapporte le plan 4 un repére orthonormal

(0, i, /) dont l'origine O est le milieu de [4, B]
] =g
et tel que E=EAO. En prenant comme

parameétre I'abscisse ¢ du point C, donner une
représentation paramétrique de I'ensemble (I')
des points M. Préciser I'ensemble (I).
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REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE ELLIPSE ET D'UN CERCLE

Soit (E) une ellipse de centre O; soit A, A" les
sommets du grand axe et B, B ceux du petit axe.
Onnotea = OA,b = OBet l'ondésigne par (C)le
cercle de diamétre [A, A'] (figure 17).
(C) est appelé cercle principal de (E).
1° Une droite 4 et un réel k, non nul, étant T
donnés, on appelle affinité orthogonale d’axe 4
et de rapport k I'application de 2 dans 2 qui, a
tout point M de projeté orthogonal H sur 4, (E)
associe le point M’ tel que HM’ = kHM. (©)
On sait que tout point M de I'ellipse (E) se
projette orthogonalement sur I’axe (A’A) en un
point M’ vérifiant I'égalité :

M.«MZ e (EZ — ])M’A % M;AJ.

Figure 17

onl e est 'excentricité de | ‘ellipse.

Démontrer que M est l'image de

La demi-droite d'origine M" contenant M coupe (C)en M.

M, par l'affinité orthogonale f d'axe (AA") et de rapport v
Toute ellipse de grand axe (AA’) est Iimage de son cercle principal par I’affinité

orthogonale d’axe (44") et de rapport ;.

2° On rapporte le plan 2 au repére orthonormal direct (O, ? j) dont 'origine est le centre
1 nose
— OA.

d | que i =
e (E) et tel que 1 =57
Pour tout point M de (C), on désig

de vecteurs ((_)Z W;]. Exprimer en

puis celles (x, ) du point M = f(M,).
En déduire une représentation paramétrique du cercle (C) et de Uellipse (E).

ne par ¢ la mesure principale (pe ] — T, n]) de I'angle

fonction de ¢ les coordonnées (x,, y,) du point M,,

On peut établir directement ce paramétrage.
te un repere orthonormal (O, : j"} dans lequel (E) a

Une ellipse (E) €tant donnée, il exis

pour équation :
2 2

+2.=1 (0<b<a)

s

Sbw‘ =

. , g X
r tout point M de (E) de coordonnées (x, y), la somme des carrés des réels = et g est

Pou
résulte qu’il existe un réel ¢,

et un seul, appartenant 4 'intervalle ] — m, 7]

égalea 1.1len

et tel que :
B ; X=acosqQ
, soit

_ y = b sin .
= sin @

Tiw 8k
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tout réel pe]— ™ ], le point M de coordonnées (x = g o .

Réciproquement, pour K
'\-_ + _}.’__ =1
“2 {}2

y = b sin @) appartient i (E) puisque
étrique de I'ellipse

D'ou la représentation param

. P o . ) -
L'activité précédente donne unc. mlcrp_rcl:lllon du paramétre ¢ @ cest la megyr

vecteurs (OA OM ) (figure 17).
a représentation paramétrique du cercle principal de

principale de I'angle de
A noter que pour a = b, on obtient |
(E), de centre O et de rayon a:
X = @ COS {
X = 2 P (pE]— T, IC].
y=asin
¢trique de Tellipse (E): x=acosp, y= b sin p, prouve
) de (E), d'unc tangente de vecteur directeur :

= —asingi+bcos 0 J

La représentation parame
I'existence, en tout point M(

Un autre paramétrage de I'ellipse
X = d CoS P

Soit I'ellipse (E) de représentation paramétrique { yo b pe]—m ], dans

un repére orthonormal du plan.

’ . e - ‘
Pour tout réel @ de l'intervalle ]— m, n[, posons { = tan ZE

. | - ¢? . 2t :
Comme €O ¢ = 17 ~3 et sin ¢ =1 on obtient :
| -2
X = (3
T (1)
- 2ht
e

Réciproquement, si e R il existe un unique réel ¢ de ]—m [ tel que lan ==l

\ : | -2 2k
Le point de coordonnces (u AT appartient i (E) privée de A'(— &, 0), car

{ -2 Pl i
ey = COS P el i r-}: = 81N .

1+1
Il s'ensuit que (1) est une représentation paramétrique de I'ellipse (E) privée de son

sommet A",

Exercice d'application

M. Dans le plan # rapporté au repére
mlhnnnr‘mul :‘(), inf) on considére les deux | réflexion dlaxe (@, i)
mcl“‘.': ';f (€ ,:tlt‘;mnc centre O etde rayons | Ou coupe (C) en M et Ou’ coupe (C') €0 M
respecti 1

pectifs R et R (R = R, 1* a) Caleuler les coordonnées de MetM e

Soit Qu la demi druuc o’ origine O et de vecteur | fonction de R, R’ et @
h) Quel est lcmcmhle {bl des points P mall“'

Soit Ou’ la demi-droite image de Ou dans 18

directeur i = cos @ { + sin ¢/ (ou @ est un récl
des segments [M, M’ ] loflqul v ¥ o

quelconque)
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¢) Montrer que ln tangente en / ; . -
orthogonale & (MM, pente en oo (1) est Erﬂn{ljp:ld:,]?(n;m‘;l} positil telle que (E) soit
d) Quelle n:lutin‘n dclmivcul vérifier R et R’ pour On désigne par ' Paffinité réciprogue de /.
que la courbe (F) soit tangente au cercle (C°)? Soit r la rotation de centre O et dont une mesure

2* Dans cetle question on prend R = 6 cm et | de 'angle est z
5

R' = 2 cm,
Soit I limage de P par forof ",
Démontrer que 1 appartient & (E) et que :

a) Faire une Nhigure soignée de (£), (C), (C7).
ort +opr?*=20.

h) Trouver une aMnité orthogonale [ d'axe

REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE HYPERBOLE

Une hyperbole (1) étant donnée, il existe
un repére orthonormal (O, i,j) dans
lequel (H) a pour équation :

x? )P
F_F=I (a>0,b>0)

3 x?

soit 1+  dhae Nous allons établir
o a

une représentation paramétrique de (F)

a partir de la formule de trigonométrie

vériiée par toul

| +tant @ =
¢ = cos? o
Figure 18

réel ¢ différent de 2 modulo =.

la réunion de deux bra
(H,) dont les poi

nches, 'une (H,) dont les points sont

L’hyperbole (H) est
nts sont d’abscisses négatives (figure 18).

drabscisses positives et 'autre

{¢ Soit M un point de (H,) de coordonnées (x, y) (x > 0).

A

T
appartenant 2 I'intervalle |—= -2—[ tel que % =tan @.

(B ]

1l existe un réel ¢, et un seul,
TN

2 I - )
Il en résulte X o1+ tan? p=—5— Orxest positif et sur intervalle |—>, 7
a’ cos® @

(3"
o]

a
ositif. D’ou x = a
cos ¢ est posi g

a
[ tel que x =
cos ¢

»

v 2
o] A

Finalement, pour tout point M de (H,), il existe un reel qoe} —

a

; g X le point de coordonnées | X =
tréel e —-~2—,2 , le po e
3 P |

X
carx>0et=5—137
I)'l ﬂl b!

et y:b tan ¢.

2¢ Réciproquement, pour tou

y=btan (p) appartient a(H

Dot la représentation paramétrique de la branche H, :

a

x=— E L
cos @ (pE]-—-z-, 3[
y=btan ¢

. n 3n :
11 est immédiat qu'en faisant décrire au parametre @ I'intervalle ]E’ _i-[ ,on obtient la

branche (M2
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Finalement, une représentation paramétrigue de I'hyperbole (I) eat

a
= os ¢ ,PGJ,_E,E[,J n n
y=Dbtan ¢ 2’2 " J2° 2

— e ——

Cetlc représentation paramétrique montre I'existence, en tout point M de paramétre o
appartenant & 'hyperbole (1), d’unc tangente de veeteur directeur :

u(— a sin @, b).

e Aot S R

1. Deux autres paramétrages d’une hyperbole

I — On appelle cosinus hyperbolique ct sinus hyperboligue d’un réel ¢ les deux réels
respectivement notés ch ¢ et sh 1, définis par :

T B y
cht—zfc +e7f), sht—-z(c' e ')

1° Etudier les fonction t — ch L et L — sh t et tracer leurs représentations graphiques
respectives dans un méme repére orthonormal.

On précisera la position relative de ces deux courbes au voisinage de + .

2 Démontrer que tout réel t vérifie I'égalité : ch® t —sh® t=1.

Utiliser cette formule pour obtenir une représentation paramétrique de la branche
d’hyperbole définie par :

2 2
XV
az bl
x>0.

2 2
11 — On considére I'hyperbole (H) d'équation 2;—2 - J;——z — 1 dans un repére orthonormal.

Y _ . En déduire la représentation paramétrique de (H) :

X
Poser E+3
XxX== -
2 t 4
_b r i teR*.
y=3 t

2. Intersection d'une conique et d'une droite

o En considérant une des représentations param

chacune des coniques, montrer gu ‘une droite rencon
¢ a une ellipse (E) si, et seulement si, elle rencontre (E)

étriques trouvées précédemment pour
tre une conique en deux points au plus.

0 Montrer qu'une droite est tangent

en un seul point.
3° a) Montrerqu'une droite tangente dune parabole (P) n'est pas paralléle a l'axe 4 c{e{PJ-
lement si, elle

b) Montrer qu'une droite non paralléle @ A4 est tangente a (P) si, et se¥
rencontre (P) en un seul point.

¢) Caractériser les tangentes d (P).

4o Caractériser de méme les tangentes d une hyperbole (H).
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® Exercices d’application

31. Dans un plan 2 rapporté d un repére

ort_honorm_al (0, i, j), les coordonnées dun
point mobile M sont définies, en fonction du

temps ¢, par :
x-—3r l
A
te[l, + oof.

-

jf" Montrer que la trajectoire du mobile est
incluse dans une hyperbole (H). (On pourra

1
calculer t et 7 en fonction de x et y et en déduire

nne de (H).)

les asymptotes, les foyers
dans le plan Z#
ité :

une équation cartésie
Préciser les sommets,
de I’hyperbole et la construire
rapporté au repere orthonormal (0, i, j) (un

1 cm).
2o Etudier, lorsque ! décrit [1, + o[, les
variations de I'ordonnée du mobile M. Préciser
la trajectoire (T) décrite par M et le sens du
mouvement sur cette trajectoire.

les coordonnées du

3° Calculer, a linstant [,
vecteur vitesse V(t) du mobile M.
32. J° Résoudre dans I’ensembl
nombres complexes J’équation :

eCdes

4 13
sin ¢ sin” ¢

ou z désigne I'inconnue et t un parametre réel de
sintervalle 10, 7[.
2¢ Dans le plan 2, rn_uni
orthonormal, on considere
dhaffixe z=—=—* 3icost, t décrivant I'int
sin ¢
valle 10, m[. o ) '
a) Soit (T) la trajectoire du mobile; démontrer
que (T) est une partie d’une _co_urbc dont on
précisera les éléments caractéristiques.
Préciser et construire (7): '
b) Calculer les coordonnees du vecteur VIt€sse
VvV a linstant [ et déterminer ¢ pour que
i =3
33. Dans
orthonormal

d’un repére (O, i, )
Je point M mobile

er-

uni d’un repere

un plan 2 oric_{n_éb m
on donne les

direct (0,1, ),

points A de coordonnées (= 1,0) et A de
coordonnées (1, 0) et le cercle (C) de centre Oet
de rayon égal 4 1. On considére deux points P
et P’ du cercle (C), symétriques par rapport ala
droite (4A).

On appelle 0 une mesure de I'angle (i, OP); on
suppose que 0 # kn (ke Z).
J° On appelle I le point d’intersection des

droites (AP) et (A'P’), quand il existe. Calculer
en fonction de 0 les coordonnées du point .
2° On appelle (H) ensemble des points
quand 6, prend toutes les valeurs possibles.

a) Donner une équation cartésienne de (H).

b) Représenter (H); on précisera ses éléments
caractéristiques. -
3° Montrer que les bissectrices de I'angle AIA
sont paralléles aux bissectrices des axes de

coordonnées.

34, Soit A et A
plan Z2. On appelle triangle

AMA’ tel que :
—— T T
|A’AM — AA'M| = 7

deux points distincts du
7 tout triangle

Démontrer que Pensemble des points M du
plan tels que AMA’ soit un triangle F est
I’hyperbole équilatére de sommets A et A"

re réel strictement positif et

35. Soit I un nomb
bres réels donnés tels que

soit o et f deux nom

a+ f#0et af #0.
9, et 2, étant deux droites orthogonales du

plan £, on considére I'ensemble des bipoints

(M, M,) tels que
Miegl, MZE@29 M1M2=L

Déterminer Pensemble des barycentres des
systémes M (@), M, (f).
36. Soit 2 et 4 deux droites orthogonales du
plan 2 sécantes en 0 et soit (C) et (C) deux
cercles de centre O et de rayons respectifs a et b
(a > b). Toute demi-droite 0t d’origine O coupe
(C)en Met (C)en M’;on désigne par Ret Sles

sre MRM'S est

deux points tels que le quadrilate ‘
un rectangle dont les cotés sont paralléles aux

droites 2 et 4. _
Quel est P'ensemble des points RetS?
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TRAVAUX PRATIQUES

DEFINITION BIFOCALE DE L'ELLIPSE
Soit (E) une ellipse de grand axe (AA’), de centre 0, de foyers F et F', et de directrices associées g

; . , ; nt en K et K'.
et Z'. Les droites & et &' coupent l'axe focal respectiveme 2

a
. ’ s ’ OK =0K' = —,
Rappelons que si I'on pose a = 04 = 0A', ¢ = OF =0F',ona ¢
démontrer que MF + MF’ = 2a. (On pourra remarquer que le projor;
K + MK’ = KK'.)
1

a

1° Pour tout point M de (E),
orthogonal M’ de M sur l'axe focal est tel gue M
0A.

2° On rapporte le plan d un repére orthonormal # = (0, i,j) ouli

a) Quelle est 'équation de l'ellipse (E) dans ce repere?

b) Pour tout point M du plan P de coordonnées (X, y), ca
¢) Démontrer que pour tout point M(x, y) du plan tel que MF + M

leuler MF? — MF’? en fonctionde x, y, i |
F=2a,0ona:

cX
MF=a—=, MF =a+—.
a a

En déduire que M appartient alors a 'ellipse (E).

On peut conclure cette étude par le théoreme :

Etant donnés deux points distincts F et F tels que FF* = 2c et unréel a > ¢, I'ensemble des points M
duplan tels que MF + MF = 2aestP'ellipse de foyers Fet F et dont la distance des sommets de 'axe
focal est 2a.

3° Soirt (C) le cercle de centre F et de rayon 2a.
a) Démontrer que 'ellipse (E) est I'ensemble des centres des cercles passant par F’ et tangents d (C).

b) Démontrer qu’a tout poimt T de (C) correspond un point M centre d'un cercle de centre M passant
par F' et tangent a (C) en T. Construire M.

4° Démontrer qu'en tout point M de (E) la tangente est la bissectrice extérieure de I'angle F'MF, (On
montrera que le point d’intersection I, s'il existe, de la tangente en M avec I'axe focal est tel que

IF  MF

o en utilisant 2°c.)
Applications

1. Etant donnés deux points distincts F et F’ du plan 2, dans tout cet exercice, on appelle ellipse de
Joyers F et F' l'ensemble des points N de 2 tels que NF + NF’ = 2a ou a est un réel strictement
positif vérifiant 2a > FF’. Soit B un point du plan distinct de F.

1° Quel est I'ensemble (C) des points O tels qu'il existe une ellipse de centre O, vérifiant les deux
conditions suivantes :

e ses deux foyers sont distincts et 'un d'eux est F:

o B est I'un des sommets du petit axe.

> Quel est, pour ces ellipses, I'ensemble des fovers distincts de F.

3° Pour une ellipse (E) "t"r{:frant‘ les conditions du 1°, la droite (BF ) recoupe (E) en un point M distinct
de .B. Montrer que les demi-droites [F’B) et [F’M) sont opposées. Montrer que M reste situé sur uné
ellipse fixe quand (E) varie.

2. On ‘?"f‘"" trois points distincts A, B, C, alignés et tels que B soit  'extérieur du segment [A, }
On f:O?lS!d(’l‘(’ I'ensemble des cercles € tangents en B a la droite (AC). Les tangentes d € passant par A
et C et aurres que (AC) se coupent en M. Quel est I'ensemble des points M?

3. Le plan 2 est rapporté a un repere orthonormal (0, 4, t). Si A et B sont deux points de #.on
notera d(A, B) la distance de ces deux points.
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1 de 2 vériiant laconditiond(M, F) + d(u, )= 4 01l F désigne

1o Vérifier que (I') conti
ontient '
: 3) 1 nt les points A, B, C, D et E de coordonnées respectives (— 2, 0), (2, 0),
b L] s~ et 11 e B

2P\

2° Quelle
Q est la nature de (I )? Montrer qu'une équation cartésienne de (I') dans lerepére (0, i, D) est :
xl yl
T + ) = 1.

6 ,
éoi:z;: r‘:;e;;‘:; i‘; Cc;rje (et les points A, B, C, D et E (on prendra 3 cm comme unité de longueur).
a (I, I;é!ermfn ;" e 5'00" do-nnees (xa', Vo) qm n'appartient ni d la droite (BC) ni d la tangente en B
o ey er les coor d'c.rmiees .d'tir point P d'intersection des droites (DE) et (BM ) ainsi que les

oordonnees du point Q d'intersection des droites (AE) et (CM,). En déduire que le point M,
appartient a (I') si, et seulement si, les points P et Q ont la méme ordonnée,

4.' Soit (E) une ellipse de foyers F et F'.
Déterminer l'ensemble des projetés orthogonaux de F sur les tangentes d (E).

5. Soit (E) une ellipse de centre O et soit F un foyer de (E). La droite contenant O et orthogonale d la
langente en un point M de I'ellipse coupe la droite (F M) en P.

Quel est I'ensemble décrit par P quand M décrit (E)?

6. Soit H et H' les projetés orthogonaux respectifs des foyers F et F’ d'une ellipse (E) sur la tangente
en M a cette conique.
Démontrer que le produit scalaire FH . F'H' est constant.

1. Soit H et H' les projetés orthogonaux respectifs des foyers F et F’ d'une elli pse (E) sur la tangente
en M d cette ellipse. Les droites (FH’) et (F'H) se coupent en I.

1° Démontrer que la droite (M) est normale a l'ellipse.

2° Soit J le symétrigue de M par rapport a I. Quel est l'ensemble décrit par J quand M décrit (E)?

B. Soit (E) une ellipse de foyers F et F' et soit A et A" les sommets de l'axe focal.

I° La tangente en un point M de Iellipse coupe les tangentes en A et A’, respectivement en P et P’.
Démontrer que le produit scalaire AP . AP’ est constant et que le cercle de diamétre [P, P'] contient
les foyers F et F'.
2° La droite (PP’) coupe les tangentes aux sommets de l'axe non focal en Q et Q'. Démontrer que les

points d'intersection des cercles de diamétres [P, P"] et [Q, Q'] appartiennent d la normale d(E) en M.
Démontrer que cette normale contient le point d'intersection K des droites (FP’) et (F'P).

DEFINITION BIFOCALE DE L'HYPERBOLE

Soit (H) une hyperbole de sommets A et A, de centre O, de foyers F et F’ et de directrices associées D et

. Les droites D@ et @' coupent respectivement l'axe focal (AA") en K et K. .
a

Rappelons que si I'on pose a = 04 " OA'etc=0F=0F,ona 0OK=0K'= =,

1° Pour tout point M de (H), démontrer, en utilisant le projeté orthogonal M’ de M sur I'axe focal, que
\MF — MF| = 2a.

] —

2° On rapporte le plan a un repere orthonormal £ = (0, 1, j), ou i = < 0A.

y ' spa?
uelle est 'équation de I'hyperbole (H) dans ce repére; ‘ ) .
:; gm,r tout point M du plan de coordonnées (x, y), démontrer que si IMF — MF'|=2a,0na:

et MF =

cX
——a "
a

MF =

cx
—+a
a

En déduire que si [MF — MF'| = 2a, alors M appartient a I'hyperbole (H).
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On peut conclure cette étude par le théoreme
F = 2¢ et un réel a tel que 0 < a < ¢, ensemb)

. . . s Doy F
Etant donnés deux points distincts F et /7 tels que hyperbole de foyers Fet F” et dont la distance eg

des points M du plan tels que |[MF — MF'| = 2aestl’
sommets est 2a.

3° Soit (C) le cercle de centre F et de rayon 2a. r ‘
a) Démontrer que I"hyperbole (H) est ['ensemble des centres des cercles passant par F” et tangents g

(©)
b) Démontrer qu'a tout point T de (C) correspond,
par F’ et tangent d (C) en T. Construire M. Quels sont
M?

4° Démontrer que la tangente a I'hyperbole (H)

I'angle F'MF.

en général, un point M centre d'un cercle passan;
les points de (C) qui n’ont pas de correspondan;

en un de ses points M est la bissectrice intérieure de

Applications

1. On donne trois points distincts A, B, C alignés dans cet ordre, et on considére ’ensemble deg
cercles € tangents en B d la droite (AC). Les tangentes d € passant par A et C et autres que (AC) se
coupent en M.

Quel est I'ensemble des points M?

2. Soit (H) une hyperbole de foyers F et F'. Déterminer I'ensemble des projetés orthogonaux de F sur
les tangentes d (H).

3. Soit (H)une hyperbole de centre O et soit F unfoyer de (H). La droite passant par O et orthogonale
d la tangente en un point M de (H) coupe la droite (FM) en P.

Quel est 'ensemble des points P lorsque M décrit (H)?

4. Soit H et H’ les projetés orthogonaux respectifs des foyers F et F’ d'une hyperbole (H) sur une
tangente d (H). Démontrer que le produit scalaire FH . F'H’ est constant.

EQUATION D'UNE HYPERBOLE RAPPORTEE A SES ASYMPTOTES

Une hyperbole (H) étant donnée, on sait qu’il existe un repére orthonormal # — (0, ?, f) dans
lequel (H) a une équation de la forme :

]

2

h~| =
%S

ou a et b sont deux réels strictement positifs.

I° Etablir les équations des asymptotes de (H) et montrer que le vecteur ; =g — bf est un vecteur
directeur de I'une, notée 9, et que le vecreur?’ =ai + bfesr un vecteur directeur de l'autre, notée 9.
2° Déterminer I'équation de (H) dans le repére (O, 1?’, ?}.

3° Soit u et v deux vecteurs directeurs quelconques des droites 9, et D,.

I existe deux réels non nuls, 1 et p, tels que &t = 7i’ et § — W,

Délmanrrer que I'équation de (H) dans le repére (0, #, ) est de laforme XY = k, out k est un réel non
nul. ’

On peut conclure :

Toute hyperbole est représentée, dans un repére dont les

; . axes sont les asymptotes de r une
€quation de la forme xy = k, ou k est un réel non nul. e Ui

Réciproquement, Iensemble (H) des points M dont les coordonnées (X, Y) dans un repére

quelconque (0, z, : *%auati ) . :
hyperbo?e? (0, 5) du plan vérifient Féquation XY = k, ou k est un réel non nul, est-il une

Nous supposerons k > 0 (sikestné
XY = —k, avec —k>0).
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1° Construir : .
e la courbe (H) en la considérant comme représentation graphique de la fonction -

k
X—— ¢ 3 ;
¢ montrer que les axes du repére (0, i, D) sont des asymptotes de (H).

2° Déterminer I'équation de (H) dans le repére (O, it', V') tel que :

° 5 g - - b - - . L
3° Démontrer que les vecteursi’ =i’ + v’ etj = —u' + v’ sont orthogonaux et non colinéaires et

que l'équation de (H) dans le repére (O, ', ') esi :
Xi—yr=k, avec K =kx |l x[ol.

P -+ = - - -+ l - i A
4° Démontrer que le repére (0, i, j), o i =—=—1" etj =——Jj'est orthonormal et que l'équation
i’ 151l

il

de (H) dans ce repére est de la forme :

P 2
) 1, avec a>0 e b>0.

En déduire que (H) est une hyperbole.

On peut conclure :

Dans un repére quelconque du plan, la courbe d’équation XV
hyperbole dont les asymptotes sont les supports des axes du repére.

= k, ou k est un réel non nul, est une

Applications

2x — 1 -
1. On considére la courbe (') d'équation y = ‘+ 3 dans un repére quelconque (0, i, J)
X

O’ tel que, dans le repéere (07, ?,;], la courbe (I') soit représentée par
k. En déduire la nature de la courbe (T).

- ; T ax+b p
2. Plus généralement, démontrer que toute courbe d'équation y = L oii a, b, c, d sont des réels
ex

Démontrer qu'il existe un point
une équation de la forme XY =

tels que ¢ # 0 et ad — bc # 0, est une hyperbole.

- 2
3. Etudier la fonction f: x+—=x—1+ S et tracer sa représentation graphique (H) dans un

ormal. Démontrer que (H) est une hyperbole.

x4+ x+2 .
4. Tracer la courbe d'équation y = S dans un repére orthonormal et montrer que cette

repére orthon

courbe est une hyperbole.

PROPRIETES D'UNE HYPERBOLE RELATIVE A SES ASYMPTOTES

t un point M, n'appartenant ni a9, nidD,,étant

1. Montrer que, deux droites sécantes 2, et Dy e
et dont les asymptotes sont &, et D,.

donnés, il existe une hyperbole (H) et une seule, passant par M,

2. Soit (H) une hyperbole d'équation xy = k, dans un repére d'axes x'0x et y'oy.
I° Latangente enun point M de (H) rencontre les asymptotes en T, et T,. Montrer que M est le milieu
de [Ty, T.].

20 Une droite 9 coupe (H) en deux points M” et M" et les asymptotes de (H) en R et R,, montrer que
les segments [M', M"] et [R,, Ry]ont méme milieu. En déduire une construction géométrique de(H)d

partir de ses deux asymptotes et de l'un de ses points.
4, lesasymptotes

3. Soit(H)une hyperbole de sommets A, A’ et de foyers F, F'. On désigne par Z,et5

de (H), par O son centre et on note .

a=0A,c=0F,b =\,f’cz—a3.
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I° Démontrer que le produit OT, x OT, des longueurs df-‘ segments déterminés par une tangey,,
variable a (H) sur les asymptotes est constant et égal d c*.
2° Démontrer que |'aire des triangles OT, T, est constante el égale a ab.

3° a) On considére un triangle OT, T, et le miliew M de [Ty, T,]. On note :
«=0T,, p=0T, 0=T,0T,

Soit (H") 'hyperbole passant par M et dont les asymptotes sont (0T)) et (OT). Calculer, en Jonction g,

a, B, et 0, les longueurs a, b, ¢ et 'excentricité e de (H).
2

2
b) Soit (I') la courbe d’équation y = s
x+1

s ; Faore
dans un repére orthonormal (O, i, j).

Construire (I') et démontrer que c’est une hyperbole. Calculer | ‘excentricité de (I).
3x2 — 2x + 11
c) Reprendre le b) pour la courbe d’équation y = ——4@7_—{}—— .

Applications

1. Soit (H) une hyperbole d’asymptotes 9 et &' et soit M et My deux points distincts de (H). On
considére le parallélogramme dont les cétés sont paralléles aux asymptotes et dont M et M sont deux
sommets opposes.

Démontrer que la diagonale qui ne contient pas ces points contient le centre de I'hyperbole. En déduire
la construction du centre d’une hyperbole connaissant trois points de la courbe et les directions
asymptotiques.

2. Soit ABC un triangle rectangle en A, inscrit dans une hyperbole équilatére (H).

1° Démontrer que la tangente en A @ I'hyperbole est orthogonale d la droite (BC).

2° En déduire que, si M et M’ sont deux points diamétralement opposés sur une hyperbole équilatére,
tout cercle € contenant M et M’ recoupe I'hyperbole en deux points P et P” diamétralement opposés
sur le cercle €.

3. Onconsideére deux hyperboles équilatéres telles que les axes de 'une sont les asymptotes de I'autre.
Démontrer que ces deux hyperboles se coupent en deux points et qu'en chacun de ces points les
tangentes sont orthogonales.

4. Soit (H) une hyperbole de sommets A et A’

I° Latangente a(H)enl'unde ses points M, distinct de A et de A’, coupe 'axe non transverseen T. La
normale en M coupe cet axe en N. Démontrer que le cercle MTN coupe 'axe transverse en deux points
fixes F et F' tels que  OT .ON = — OF* = — OF"%,

2° La tangente en M coupe l'axe transverse en T’ et la normale en M coupe cet axe en N'.
Démontrer que OT’.ON’ = OF* = OF2,

5. Quel est I'ensemble des foyers de hyperboles qui ont une asymptote donnée et une directrice
donnée?

6. Soit (H) une hyperbole de centre O, defoyers F et F’,d’asymptotes A et A’. La tangente a(H) enun
point M coupe A en T et A" en T'. Soit Ty le symétrique de T' par rapport d I'axe non transverse.

1° Démontrer que OT s Eﬁ:l = — OF? et que les points T, T", F et F’ appartiennent a un méme
cercle 6.

2° Lanormale en M a(H) coupe I'axe non transverse en N et la paralléle a la droite (FF’) contenant M
coupe A en J. Démontrer que J est le milieu du segment [T, T,] et en déduire que les droites (NJyet4
sont orthogonales.

Applications : Construire les normales a une hyperbole passant par un point de I'axe non transverse.

1. Démontrer que le produit des distances d'un point d 'une hyperbole d ses asymptotes est constant el
- . a’h?

égal d ——.
g 2
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37. Ondonne dans le plan deux pos otd
et A.On consid:f:rc les ellipses (E) dr())?rlljsnﬁfgei?lsn?'ms 4
le scm(r;];ctldc I'axe focal le plus voisin de } sthetd
/o a) Quel est I'ensemble ‘ :
ellipses (E)? e des points O centres des
b) Soit O un point de cet ense i

! ] C semble et :
perpendiculaire en O & la droite (AF). Con::)rlltliriz{;a
moyen du compas seulement) les sommets B et B du
I'ellipse (E) appartenant a . €
2° @) Soit B un sommet du peti : i

: petit axe d’une ell ;
montrer que B appartient a une parabole (P) de“F(S)eéfJF'
dont on déterminera la directrice 4 d
D,t . . _. %

g)oint?s f;-mlﬂel' la partie de (P) qui est I'ensemble des
38. 4E§pit & un plan rapporté a un repére orthonormal
(01 i! _!i)'
7o Soit (I) l'ensemble des points de 2 dont les
coordonnées (x, y) dans le repeére (0, i, }} vérifient :

16x* + 81y* + 72x%y* — 1296y* = 0.

Montrer que (I') est la réunion de deux conique (I'y) et
(I',) (on remarquera que le membre de gauche est une
différence de deux carrés).

2° Representer (I) aprés avoir précisé lc centre et les
sommets des coniques (r'y) et ().

39. Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal
(0, i, j)-Soit 9 la droite d’équation X = 6et F le point de
coordonnées (8, 0).

Soit # un nombre réel tel que 0<0 4—?23.

On désigne par (I'e) Pensemble des points M du plan tels
MF__L_ ot H est le projete orthogonal de M

qué WH  cos 8’
sur 2.

jo Préciser la nat

20 Construire la €

3o a) Ecrire une équation cartésienne

ure de (I'p) suivant les valeurs de 0.

ourbe (I'o) correspondant & g=0.
de la courbe (F%]

torrespond d 8 = 6

b) Préciser les éléments caractéristiques
(foyers, sommets, éléments de SymELTIe,
c) Construire 1a courbe (F%].

4° Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 10.
& ienne de la courbe (E)

a) Ecrire une équation cartésl
transformée de (C) par Paffinite orthogonale agfant pour
_ 0 et de rapport R

&duire que les tangentes
n de ces courbes

asymploias},

axe la droite d’équation y

¢de(E). End

b) Préciser les foyer : _
d’intersecli0

a (I‘%) et a (E) aux points
sont pcrpendiculaires‘
40. Le plan g'orzlp]exe est

orthonormal 0,i,J) ’ _

I‘l’- Soit z un{ &lément de 54 TropvarMuH:a [F:quat;oln
s sansemble (E) des points M ¢ allixe z els

cartésienne de I'ense ( ) PO e

rapporté qu repere

de cette courbe

EXERCICES ET PROBLEMES

2> Montrer que (E)est la réunion d'une droite 7 et d’une
conique (') dont on précisera la nature et dont on
donnera les eléments remarquables : centre, axes, som-
mets, foyers, excentricite.

41. Dans le plan rapporté a un repére
(0, i, j). on considére le mouvement d’un point M dont
les coordonnées sont donnees en fonction du lemps par -

2

= cos t

x=— Fy= \/g 2 .
sin ! sin !

orthonormal

avec te]0, n[.

J° Calculer les coordonnées du vecteur vitesse a I'instant
t. Montrer que la trajectoire (T) du mouvement est unc
partie de I'hyperbole (H) d'équation 5x° — 4y? = 20;
construire (H) et préciser T.

70 Déterminer les sommets, les foyer:
(H); les placer sur le graphique.

3° Montrer que I'ordonnée au point M prend. au cours

4

)
eule la valeur ‘:;' (on

ndante de t). Quelle

set les directrices de

du mouvement, une fois et une s

ne calculera pas la valeur corréspo
est alors I'abscisse de M?

Pour cette position de M, calculer le
au foyer F d'abscisse positive et d
associée a F. Construire dans le repere (0. i, ) (unité :
3 cm) le point M en utilisant les valeurs d; et d,, puis la

tangenteen M a I'hyperbole (H) en indiquant la methode

utilisée.

s distances d, de M
, 4 la directrice g

42. On considére, dans le plan #, unc droite donnée &
et un point donne A, n'appartenant pas aa.

o Quel est I'ensemble des loyers des paraboles passant

par le point A et ayant pour directrice la droite Z?
Représenter cet ensemble dans le plan.
2* Démontrer que 'ensemble des sommets des para-
boles passant par A et ayant & pour directrice est inclus
dans une ellipse (E). Déterminer les axes et les foyers de
(E). Dessiner (E) sur la figure précedente.

43. Soit 2 un plan rapporte au repére orthonormal

direct (0, €3, €3)-
J° Déterminer et construire 'ensemble (H) des points M

de @ daflixe complexe 2 tels que :
a—(2+)+1=0

Préciser les sommets, les foyers et les asymptotes.
Donner une mesure de Ilangle de chacune des
asymptotes avec la droite (0, €,)-

2 Soit M un point de (H) d'alfixe complexe z. On pose
|z| = reton désigne par 0 Iargument de =. Calculer ren

fonction de cos f.

44. Le plan oriente # esl rapporté au repére

orthonormal direct (0, u, v). _
/o Déterminer Jensemble (E) des points M de & dont
Paflixe z verifie :

1022 + 32+ ) =4
oti Z est le complexe conjugue de z. Indiquer ses foyers' F
et F’ ainsi que S€8 directrices.

d’affixes z, 2 et z
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2° Soit f la composée de I'homothétie de centre O et de
; n
rapport 2 et de la rotation de centre O et d’angle 7

Déterminer I'’équation de (E’), image de (E) par f.

J® Montrer que (E’)est une ellipse de foyer f(F)et f(F').
Comparer les excentricités de (E) et (E’).

4° Construire (E) et (E’) sur une méme figure.

45, Dans le plan 2 muni du repére orthonormal
(0, i, j), on définit les trois points :

31 31
A1, 0), 3(5,5), C(i‘_i)

et la droite % dont une équation est x = 1.

1° Déterminer les coordonnées du point G tel que
CG = AB.

Quelle est la nature du quadrilatére (A, B, G, C)?

2° On note (I') I'ensemble des points M de #, de
coordonnées (x, y), qui vérifient la relation :

— MA? + MB? + MC? = 2(x — 1)%
a) Montrer que B et C appartiennent a (I).
b) Montrer que (I') est I'ensemble des points M de # tels
que MG = ﬁ d(M, 2), ou d(M, @) désigne la distance

de M 4 la droite 2.
¢) En déduire la nature de (I') et préciser ses éléments

remarquables. Représenter (I') dans le repére (0, i, j).

46. Soit (I') la courbe d'équation :
16 , 32

yr=—x*——x

9 3

dans le repére orthonormal (0, i, j).
/° Montrer que (') admet un centre de symétrie 2 dont

on déterminera les coordonnées. ‘
2° Montrer que () est une conique. Délerminer Ses

foyers F et F’ et son excentricité e.
3° Montrer que la conique de foyers F et F' et

I i
d’excentricité ¢’ = 3 e est une ellipse (E).
Déterminer une équation de (E) dans le repére (2, i, j).

47. Le plan est rapporté au repere orthonormal
(0, 1,j). Pour les représentations graphiques, on
adoptera pour unité de longueur 2 cm.

1° Soit (H) 'hyperbole d’équation cartésienne :

y—axt =4
Représenter  graphiquement (H) en précisant les
coordonnées de ses sommets et les équations cartesien-
nes de ses asymptotes. Déterminer I'excentricité et les

coordonnées des foyers de (H).
2 Soit F et F’ les points de coordonnées respectives

(0, \/5) et (0, — \/5). Déterminer une équation cartésien-

wop A3
ne de lellipse (E) de foyers F et F’ et d’excentricité Fh

Représenter graphiquement (E) en precisant les
coordonnées de ses sommets.

48. Dans le plan orienté rapporté d un repére
orthonormal direct (O, i, j), on donne le point A de

coordonnées (0, 1) et le cercle (C) de centre A et de

rayon 1. Soit B un point de I'axe des abscisses, distincts

de 0. Soit (C’) le cercle de centre B passant par A.
—

o On appelle ¢ la mesure de I'angle (40, 4B),

T 7 .
appartenant a I'intervalle —E,+—2— . Exprimer en

fonction de ¢ 'abscisse de B et le rayon du cercle (C").
2° g) Déterminer les deux homothéties qui transfor-
ment (C) en (C): on déterminera le rapport et les
coordonnées du centre de chacune de ces homothéties,
b) Montrer que 'ensemble des centres fie ces homothe-
ties, lorsque B parcourt I'axe des abscisses (en restant
distinct de 0), est inclus dans une parabole que I'on
demande de construire.

49. Dans le plan rapporté au repére orthonormal
(0, T;) on considére la eourbe (I',,) d’équation :

mx?+y?—2x=0.

/° Discuter suivant les valeurs de m la nature de la

courbe (I, )
20 Tracer les courbes (I'o) et (I';) sur une méme figure.

L’unité de longueur est 4 cm.

50. Soit # le plan complexe, rapporté au repére
orthonormal (0, u, 7), et f I'application de C dans C
délinie par :

f(2) =22 — 2(cos 0+ i sin )z —sin B(sin 6 —1i cos 8),

ou 0 est un réel de I'intervalle [0, 2n].
On pose z = x + iy avec x et y réels et on appelle M

I'image de z dans le plan 2.

1° Calculer la partie réelle de f(z) en fonction de x et y.
2° Déterminer I'ensemble (I'y) des points M de 2 pour
Jesquels f(z) est un imaginaire pur. On montrera que (Iy)
est une conique dont on précisera la nature et le

centre (.
3° Quel est I'ensemble des points £, quand 6 décrit

[0, 2m]?
. 3 . it
4° Représenter (I'y) pour 0 = Tﬂ et préciser les éléments

caractéristiques (foyers, directrices,...).

51. Dans le plan muni d'un repére orthonormal
(0, i, j), soit (E) 'ensemble des points M (x, y) tels que :
x> 4+4y? =2|x|-3=0

Etudier et construire (E). En particulier, préciser les axes
de symétrie, les points ou les tangentes sont paralléles
aux axes et les demi-tangentes aux points d’abscisse
nulle.

52. Soit A et A’ deux points distincts donnés du plan, 4
et A’ les droites perpendiculaires a la droite (4A4’),
passant respectivement par A et A’, et O le milieu de
[4, A7). On pose OA =r.

Pour tout point F du segment [4, A’], distinct de A et de
A’,on note (P) la parabole de foyer F et de sommet 4, (P)
la parabole de foyer F et de sommet A’, Z la directrice de
(P) et & la directrice de (P’).

1° Dans cette question, F est fixé et on suppose donné un
point M commun 4 (P) et (P’).

a) Placer les éléments géométriques précédents sur une
figure.
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Soit .H et H’ les projecti

22 72 projections orthogonales de M sur &
Montrer que le cercle (C) de centre M pa

tangent & 9 €6 5 dux poli K et H''et que MF — o
Montrer que les droites (FH) et (FH’) sont Ol'thOgon;ler:
en déduire que les tangentes 4 (P) et (P’) au point M s3
orthogonales. sont
¢) Prouver que le milieu I de [F, M] a .
médiatrice de [4, A'] et que A e E(iolfi

utilisera 'homothétie h de centre F et de rappl:n-tl )
5

2° On suppose maintenant que F parco

urt
DA p le segment
a) Prouver que (P) et (P) se coupent en deux points M
?t Ml symetriques par rapport i la droite (44" elt
mdtqu:e( comment on peut construire ces points.
b) A l'aide de I°c déterminer le lieu géométrique des
milieux I, et I, de [F, M ] et [F, M,].
¢) En employant un repére cartésien convenablement
choisi, déterminer le lieu géométrique (E) des points M
et M, et placer (E) sur la figure. >
N.B. — On admettra le théoréme suivant: «Soit (P) la
parabo]e.dc _foycr F et de directrice £; soit M un point de (P) et
H sa projection orthogonale sur 2, la tangente en M a(P)estla

bissectrice intérieure de I'angle HMF».

53. +[_J_'ams un plan 2 rapporté au repére orthonormal
(0, i, j), on considére la parabole (P) ‘d’équation :

yr=—2x+1.

I — I° Dessiner (P). Déterminer les coordonnées des
points d’intersection de (P) avec laxe (0,j) et les
tangentes 4 (P) en ces points. Déterminer les
coordonnées du foyer de (P) et une équation de sa

directrice. .
2° Soit 'application s définie analytiquement par:

x=x+2y—2
y= =—-y+t2

Montrer que s est une symétrie dont on précisera I'axe et
la direction. Montrer quela directionde s est la direction
de la tangente a (P) en 4, ot A est lintersection de I'axe
de s et de (P). ) ‘
3° Montrer que (P) est globalement invariante par 5
4° On considére 'équation :

yr=—2x+1 (% yeZ x L. (1)

(0, — 1) est solution de (1), déduire

En remarquant que )
; : récédentes une autre solution de (1)

des deux questions p
différente de (0, 1). L i
5o Définir analytiquement ]a symétrie s par rapport a}a
droite d’équation y = — 1 ¢t de direction celle de la
tangente 4 (P) au point B(0, — 1). Veérifier que (P) est
lobalement invariante par 5. ) G
i partir de la solution de (1) taoudn):e au 4°, deduire a
l'aide de s’, une autre solution de (1). ’ )
6° Indiquer clairement comment on {J;:Eodic:r)r::l:;
une infinité de solutions de(1)en partan La ki

utilisant s et s”. Indiquer cOmE
une autre suite infinie de solutions de (1) ;n patrttea:];i?:
(0, 1); donner les quatre premiers couples de ¢ :

[I — Dans cette partie, chaque poimi\di' (x, y) de 2 est
repéré par son affixe complexe 2 =X y.

I° Soit H la projection orthogonale du point M d’affixez j
sur la droite d’équation x = 1. Quel est 'ensemble des
points M tels que d(M, H) = |z|? ;
2° Montrer que, quel que soit le réel 0e] —m, + n[, le

point M d’affixe z = (cos 0 + 1 sin O)estsurla

I +cosf
parabole (P).
3* Montrer que, V0e] —m, +=[:

sin 6 .
1+cosf s

En déduire que, lorsque 6 variedans ] — 7, + n[, le point
M daffixe :

z (cos @ + i sin 0)

“1+cosd
décrit toute la parabole (P).

4° Soit fTapplication de 2\ { O } dans lui-méme qui, au
point M d’affixe z, associe le point M’ daflixe 2’ = > ol z

désigne le conjugué de z.
0 étant un réel fixé de ] — =, n[, on considére le point M
de (P) d’affixe :

= f+isin@).
z 1+cosﬂ(cos +isin 6)

a) Exprimer Paffixe 2’ de M’ = f(M) en fonction de fet

P’écrire sous forme trigonométrique.
b) Soit M” le point de 2 daffixe :

o = cos O(cos 0 + i sin 0).
Montrer que M" appartient au cercle (C) de centre
1 1
Q 2 0 | et de rayon 7

¢) Montrer que les points 0, M, M’, M” sont alignés.
Calculer I'affixe de M"M’, puis la norme de M"M’.

Expliquer comment on peut construire M’ 4 partir du
point M" de (C). En construisant quelques points M’,
donner l'allure générale de la courbe image de (P) par f.

54, Le but du probléme est d’étudier quelques
propriétés géométriques relatives a une parabole.

I — Le plan étant supposé orienté, la notation (i, D)
désignera I'une des mesures de I'angle orienté du couple
de vecteurs (i, V).

Soit ABC un triangle non rectangle inscrit dans un
cercle % de centre O, et soit H son orthocentre. Soient €,
et @, les cercles de centres 0, et 0,,symétriques du cercle
@, respectivement par rapport aux droites (AB) et (AC).
1° Soitale symét_@q@e H par rapport ala droite (4B).
Montrer que (a4, «C) = ﬂMC) (m).

Montrer que (a4, «C) = (BA, BC) (m). Que peut-
on en déduire pour ¢, puis pour H?

Déterminer €, N%,.

20 Montrer que %, est I'image de €, par une rotation R
de centre A dont on précisera une mesure de I'angle.
30 Soit M un point quelconque du cercle €, dont les
symétriques respectifs par rapport aux droites (AC) et
(AB) sont B’ et C". Justifier les égalités suivantes :

—_— 1 —_— —
R(C) =B, (HB,HA)=3(0.,0.4) (@,

S
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(HC’, HA) = (0,C", 0,4) (),
(0.8, 0,4) = (0,C’, 0,4) (2n).

En déduire que (HB’, HCY=0 (n) Que peut-on
déduire pour les points H, B', C" puis pour les points H,
A’, B’, C’ ol A’ est le symétrique de M par rapport i la
droite (BC)?
4° Montrer que les points I, J, K, milicux respectils des
segments [M, A'], [M, B'], [M, C'], sont alignés.
5° Réciproquement, soit M un point quelconque duplan
dont les projections orthogonales K, J, [ sur les droites
(AB), (AC), (BC) sont alignés. Démontrer que M
appartient au cercle ¢. (On pourra montrer que les
points M, I, J, Cd'une partet M, I, K. B d’autre part sont
cocycliques.) 2
II — Le plan est muni d’un repére orthonormal direct
(0, i, j). (Oy) désigne I'axe des ordonnées.
Soit (P) la conique d’équation y* = 4x; un point de
coordonnées (x, y) vérifiant y* > 4x est dit extérieur a
(P); il sera admis que, par un tel point, passent deux
tangentes & la conique (P).
1° Préciser la nature de (P) ainsi que ses elements
caractéristiques : foyer F, sommet S, directrice 2, axe,
tangente au sommet. Construire (P) ainsi que ses
éléments caractéristiques.
2° Soit M un point de (P) de projeté orthogonal M’ sur
9. Soit 4 la tangente au point M. Soient T un point de 4
et U le milieu du segment [M’, F].
En rappelant les résultats du cours, que peut-on dire des
distances MM’ et MF? du triangle MM'F7dela droite 4
pour ce triangle? du triangle TF M’? Démontrer que U
appartient 4 I'axe (Oy).
3° Soit A un point extérieur a (P). En utilisant les
remarques précédentes, indiquer une construction a la
régle et au compas des deux tangentes a (P) issues de A.
4° Montrer quune droite 4°, telle que la projection
orthogonale de F sur 4° appartienne & I'axe (Oy), est
tangente a (P).
5° @) Soit un triangle ABC non rectangle et extérieur a
(P), tel que ses trois cotés soient tangents a (P).
Démontrer que A, B, C, F sont cocycliques (on pourra
utiliser la partie I). Démontrer que I'orthocentre H du
triangle ABC appartient & 2.
b) Indiquer la construction du triangle ABC, connais-
sant les projections orthogonales I, J, K de F sur les cotés

(0y).
N.B. — Les questions 1°, 2°, 3° 4° de la partie IT sont
indépendantes de la partie 1.

55. Sauf pour les notations, les trois parties du
probléme sont indépendantes.

P est un plan orienté muni d’un repére orthonormal
direct (0, u, v); C est I'ensemble des nombres complexes;
. T
i est le nombre complexe de module 1 et d’argument 7
Les affixes des points de & étant toujours données par
rapport au repére (0,1#,0), f et g sont les deux
applications de C vers C deéfinies, VzeC, par :

flz)=2>+4(1 —i)z2 -2+ Ti)z— 16 + 8i
giz) =2 +2-2.

- 4° A, B, Csontles points de 2 dont les alfixes respectives

(BC), (AC), (AB), ces trois points étant donnés sur I'axe-

[ — J° Déterminer le module ¢t un argument de
chacun des nombres complexes z verifiant g(z) =0,
Représenter les points dont les affixes sont les nombres
trouvés et démontrer que ces points forment un triangle
équilateral.

20 Démontrer qu'il existe un et un seul réel r, que Ton
déterminera, qui vérihe f(r) = 0.

Déterminer les deux nombres complexes a et b defagona
avoir :

f(z)=(z—n(? +az+b) VzeC.

3° Résoudre I'équation : zeC, f(z)=0.

Démontrer que les points dont les allixes sont les
solutions de cette équation forment un triangle rectangle
dans le plan 2.

sont - — 14 3i, 1+i, —4. Déterminer I'aflixe du
barycentre G des points A, B, C affectés respectivement
des coeffcients 4, 3, 3.

5° On désigne par h l'application de & vers R qui 4 tout
point M de & associe le reel :

MA . MB +2MB . MC +3MC . MA.

Calculer h(C). Exprimer h(M) en fonction de MG et
h(G). Déterminer et dessiner I'ensemble des points M de
2 qui vérifient h(M) = 18. .

Il — A tout point M de 2 d’affixe z on associe le point
M’ de 2 d’affixe : f(z) — g(2).

I° Déterminer les coordonnées (x’, y') de M’ dans le
repére (0, &, b) en fonction des coordonnées (x, y)yde M
dans le méme repére.
20 A, B, C sont des points définis au I—4°. Donner une
équation de 'ensemble (H ) des points M de 2 tels que O,
B et M’ soient alignés. Démontrer que (H,) est une
hyperbole dont on précisera le centre et les asymptotes.
3° Donner une équation de 'ensemble (H,) des points M
de 2 tels que O, I et M’ soient alignés, I étant le centre de
gravité de 4, B, C. Démontrer que (H,) est une hyperbole
dont on précisera le entre et les asymptotes : on pourra,
par ex?n;ple, donner une équation de (H,) sous la forme
y=@(x).
4° Démontrer qu'un point M est commun a (H,) et (H,)
si, et seulement si, M” est confondu avec O.
Résoudre équation : zeC, f(z) = g(2).

En déduire les points communs a (H,) et (H,).
Construire (H,) et (H,) dans le repére (O, 4, ;v)

III — Un mobile du plan 2 a son affixe z(f) donnée, en
fonction du temps ¢, par :

2(t) = f(it) + 10 — 6i,

quand ¢ décrit lintervalle [0, 2] de R. On notera M(t)le
_point correspondant a l'instant t.
1° Déterminer les coordonnées (x(t), y(t)) de M (t) dans le
repére (0, ii, ¥), ainsi que les coordonnées dans la base
(i1, ) du vecteur vitesse du mobile & Iinstant 1.
2° Faire un tableau indiquant les variations de x et dey
en fonction de t.
3° Construire les points de la trajectoire du mobile

12 17 :
correspondant aux valeurs : 0, 773 1, Y 2 duréel tetun
vecteur directeur des tangentes a la trajectoire pour les

217
valeurs : 0, D 2. Tracer la trajectoire pour te [0, 2].
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ISOMETRIES
DU PLAN

CHAPITRE

| — ACTIVITES PRELIIVIINAIRES

deifaT;:ns 9u;uPZ isométrie du plan £ est une application f de 2 dans 2 conservant les
s, Cest-d-dire vérifiant la propriété : pour tout bi oint (M, N) d’image (M', N'
par f, MN = M'N'". P ! S sl
Clest ’le cas de I'application identiqu
des réflexions, des rotations.

eduplan Z, des translations, des symétries centrales,

1. Rotations

1° Soit un point A et un réel 0.
a) Rappeler la défition de la rotation de centre A et d’
(Par abus de langage on dit que r est la rotation de centre A et d’angle 0 rad.)

b) Que peut-on dire de r lorsque 0=0 (2r) ?lorsque 6=T @2r) ?

¢) Démontrer que si 8#0 (2n), lecentre A de r est le seul point invariant.

20 En utilisant la définition, montrer que la rotation r est une isométrie.

3° Montrer que I'application r est bijective et reconnaitre sa bijection réciproque 4
rotation de méme centre, A, que r et d’angle & cad. Reconnaitre I’application

angle de mesure 8 rad.

4° Soit v’ la
composée ' O I.
50 Soit Bet B’ deux points distincts.

= Construire avec soin le centre C de g. .
| que 0#0 (2r), il existe une

Démontrer qu'il existe une rotation g d’angle 3 rad, et

une seule, telle que g(B
Plus généralement démontrer que pour tout réel 8 te

rotation d’angle 0, et une seule, transformant B en B

2. Isométries fixant un point

es a été abordée dans le cours
admettent au moins un point

L’étude des jsométri de Premiére, o nous pous sommes
particuliéremcnt intéressés a celles qui invariant, ou point

fixe. Nous avons alors établi le résultat suivant

Si une isométrie fadmet au

I’axe passe par A, soit une
" réflexion ou rotation,

ion de la nature def,
des points invariants par f. Trois cas peuvent s¢ présenter :

g : f est alors la réflexion d’axe 2.
. f est alors une rotation de centre
dentique de 2,

moins un point invariant A, alors fest soit une réflexion dont

rotation de centre A.

peut alors se faire a I'aide de

La déterminat
Pensemble &
o F estunt droite
o F est reduit 114}
. 7 est le plan # : f est alors Iapplication i
comme la rotation de centre A et d’angle nul.

A, et d’angle non nul.
que l'on peut considérer

Scanné avec CamScanner



11/ Isométrics du plan 71
2

Ces re.sultals peuvent étre utilisés pour déterminer la nature d’une isométrie définie
analytiquement.

Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormal direct (O, i }.)‘
1° On considére 'application [ définie analytiquement par :

x’=§(x+y—1+\/i)f
2 :
y’=%(x—y—n. . :

a) Démontrer que [ est une isométrie. 3 '
b) Déterminer I'ensemble des points invariants par f. En déduire la nature de f.

2° Soit g lapplication définie analytiqguement par :

1
x" :'E(x + y\/i-lr 1)

Y =2(—x 3+ y+ /3 -

2

a) Démontrer que g est une isométrie. -
b) Déterminer I'ensemble des points invariants par g. En déduire que g est une rotation et

préciser les coordonnées de son centre A.

¢) Déterminer la mesure principale de I'angle de g. ( Considérer un point B distinct de A,
e ——

I'image B’ de B et calculer, 0 étant la mesure principale de ’angle orienté (Xﬁ, E’), cos 0

et sin 6.)

3° Reconnaitre les applications définies analytiquement par :

1 o

‘= —(=3x+4y—12 * =%/ + y—1

Fr=gl—dx A ). TRy 2(f y=1)

a) 1 i e y=x+1 " .3
y’=§{—4x—3y+4) i y =§(x—y 3+2+ﬁ].

On déterminera leurs éléments caractéristiques : axe s'il s’agit d’'une réflexion, centre et

mesure principale de I'angle s'il s'agit d’une rotation. '

3. Bijection réciproque d’une isométrie

Rappelons, qu’étant donnés deux points distincts A et B du plan:
« tout point M du segment [A4, B] est tel que AM + MB = AB;

o tout point M du plan tel que AM + MB = AB appartient a [ A, B]; i
« 'ensemble des points M tels que MA? — MB? = k, ol k est un réel donné, est une

droite orthogonale & (AB).

Soit f une isométrie du plan 2, trois points non alignés A, B, C et leursimages respectives A,

B, C’ par f.

J° Si A’, B, C’ étaient alignés, un de ces points appar
extrémités les deux autres; par exemple C' appartiendr ’
appartiendrait alors d [A, B]. En déduire que A’, B’, C’ ne sont pas alignés. :

oAt ol
2° Soit M’ un point du plan 2. On pose x = M/A? — M'Bety=MA?—-MC".
a) Démontrer qu’il existe un point M, unique, tel que :

MA? — MB*=x et MA?—MC*=y.

tiendrait au segment ayant pour
ait a [A’, B'). Démontrer queé C

b) Soit M" I'image de M par f. Démontrer que M" est confondu avec M.
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3", 1 résulte de 2° que _mm point M posséde au moing un anide il

Démontrer que tout point N distinct de M a pour image un J,,”“:; :.J'f' M, par J.

Le point M est donc le seul antécédent de M', Lisoméirie [ est don f::!.l:;"‘[wIl M
v ¢ fective,

{13 4 - an - = £ | 2 "
4° Démontrer que la bijection réciproque de [ est une lsoméirie,

On peut conclure :
Toute isométrie / du plan est bijective et sa bijection réciproque /' est uno Ivométr]
. eirie,

4. Composée de deux isométries

Démontrer que :
L’application composée f; o f; de deux isométrics f; et f est une isométrie,

5. Conservation du produit scalaire
1° Démontrer que le milieu d'un segment [M, N1 est 'unique point O du plan tel que ;

|
OM = ON =3 MN,

¢ soit trois points A, B, C d'images respeclives A", I¥', €
mitlen de [ B, C7].

W
A

2° Soit [ uneisométriedu plan % e
a) Démontrer que l'image I* du milieu I de [B, C] est le

1 R —
- T BC2. En déduire que AB ., AC = A'B" . A'C”,

b) Démontrer que AB . AC = Al
¢ isométrie conserve le produit scalaire.

On exprime cette propriété en disant que fout
Réciproquement, une application qui conserve le pm;_h_;_ff sealaire est-elle une Isométrle?
¢) Pour tout réel t démontrer que les carrés scalaires (AC — tAB)? et (A'C" — tA'B)? soni
égaux. En déduire que si AC = tAB, alors AC =1A'B",
On retiendra :

Trois points quelconques A;{?_: C et leurs images respectives A’y B, €7 par une isomdétrie [/

—_—

sont tels que AB . AC = A'B’ . A'C.
De plus si AC = r]ﬁ, alors A'C’ = tA'B’,

6. Conservation du barycentre , |
7o Soit trois points A, B, M d'images respectives A', B, M’ par une .f.s-un!f‘rf_pﬂ* J. Pour tout
couple (o, ) de nombres réels, démontrer que les carrés scalaires (@MA + fMB) et
(aM'A” + pM "B’)? sont égaux.
En déduire que si M est le barycentre des points pondér :
a+ p#0,alors M ' est le barycentre des points pondérés (A’, a) et (B, .
On exprime cette propriété en disant que /' conserve le barycentre de deux points.
: T
ue lisométrief conserve le barycenire de trols polnts ponderes.

20 Démontrer de méme q

3° Plus généralement, démontrer que .
conserve le barycentre de # points pondércs.

s (A, a) et (B, ), ce qui suppose

Toute isométrie
et leurs images

par une isométrie
incts A et B de &

9, deux points dist
(A’ et B" sonl distincts).
M’ = f(M). Quels

[ que AM = r;ﬂ}' et son image

7. Image d’'une droite
I — On considére une droite
respectives A’ et B’ par I'isométrie |
1° A tout réel t on associe le point M te
sont les lieux géométriques de M et M’
a) quand t décrit R?

b) quant t décrit R, ?
¢) quant décrit l'intervalle [0, 1)2
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On dit que ¢ est une réflexion vectorielle.

Déterminons I'image par ¢ d'un vecteur i
de ¥
Soit A un point de 9 et M le point tel que

AM = u (figure 1). Le point A est invariant
par s, le point M a pour image le point M’
symétrique orthogonal de M par rap-

port 2. On a donc :
o) = AM’,

1° Soit i un vecteur directeur unitaire de l'axe @ de la réflexion sg.
a) Démontrer que pour tout vecteur u, il existe un réel t tel que :

U+ a’(ﬁ):r?.

b) Démontrer que le vecteur i est invariant par ¢. En deduzre que h.i= a(ﬁ)
¢) Déduire de a) et b) que t = 2(i . 1), puis que o (i) = 2(i . 1)i — .

2° Laformule précédente définit la transformation vectorielle o. Utiliser cette formule pour

vérifier la linéarité de o.

On retiendra ;

THEOREME 1

La reﬂexmn vectorielle o associée i la réflexion s, d’axe 2 est I'application qui, 4 tout

vecteur # de ¥, fait correspondre le vecteur :

o@@) = 2(i . )i — i,

ol { est un vecteur directeur unitaire de la droite 2.

Effet d’une reﬂe.rmn vectorielle

sur les mesures d‘un angle orienté de vecteurs

Soit #, » deux vecteurs non nuls d’images
respectives u’, v’ par la réflexion vectorielle a,
associée a la réflexion s, d’axe 9.

A, B, C étant trois points tels que AB = ii et

AC =1, et A, B, C' étant leurs images

respectives par sg, on a (figure 2) :
=A'B' et v=4AC.
De plus, on sait que si « est est une mesure de

I'angle orienté (ﬁ-}?, TC), alors — a est une

mesure de I'angle orienté (4'B’, A’C’).

©

—————————t == 3 U

B!

C Figure 2
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Il en résulte :

Une réflexion vectorielle transforme tout angle orienté (@, ) en un angle orienté (n"-ﬁ'“)
v

dont les mesures sont opposées a celles du premier.

Effet d'une réflexion vectorielle sur un déterminant

Le plan vectoriel ¥~ est muni d’une base orthonormale directe
Soit u, v deux vecteurs d’images respectives ', v’ par une réflexion vectoriclle o
—

e Si#, ¥ sont non nuls, soit @ une mesure en radians de I'angle orienté (%, v); — a est alors

une mesure de 'angle orienté (&', '), et I'on a :
détg(u, 0) = |l x [[9]| x sin &
détg (i, v') = ||| x '] X sin (— ).

et
— — sin a, il s’ensuit :

Comme |lu| = [|&’, |5] = [7']| et sin (— )
détg (@', 1) = — détg(i, D).

« Si 'un au moins des deux vecteurs #, v est nul, il en est de méme de son image par
lapphcatlon linéaire ¢. Les déterminants de (1, ﬁ) et (i, ¥') sont alors nuls, et donc

Opposés.
Une réflexion vectorielle transforme tout couple (&, v) de vecteurs en un couple (', v’) dont

le déterminant dans une base orthonormale directe est 'opposé de celui du premier.

REMARQUE : On démontre, et on I'admettra, que ce résultat s'applique aussi lorsque les

déterminants sont calculés dans une base orthonormale indirecte
Par contre il ne s’applique pas lorsque la base n’est pas orthonormale

ROTATION VECTORIELLE

Définition

Toute rotatio

n r de centre A et d’angle @ est une isométrie. Il lui est donc associce une
transformation vectorielle ¢ du plan vectoriel ¥ dans lui-méme

Déterminons 'image par ¢ d’un vecteur u de ¥

e Comme Iapphcanon @ est linéaire (0(0)
o Lorsque u n'est pas nul, considérons le pomt M tel que AM =i et son image

M!

M’ = r(M) (figure 3).
L’image par r du bipoint (4, (A, M) est le bipoint (4, M").
D’ou I'égalité cp{AM) AM’ C[l.ll montre que 'image

de u par ¢ est le vecteur ¥ =AM,
Comme AM = AM’ et (AM, AM’)=0 (2n), il en

résulte :

lal = &) et (@ w)=0 (2m) (1

Les relations (1) déterminent, 0 et u étant donnés, un

vecteur &’ et un seul.
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. >
La transformation vectorielle associée 4 une rotation r .d’ang‘[e f est l-a?pllc?m:t (f’rd‘j
THEOREME 2 plan vectoriel ¥~ dans lui-méme qui laisse le vecteur nul invariant et qui, a tout vecteur u

et
DEFINITION 1

non nul, associe le vecteur &’ défini par :
li] = @) et (& a)=0 (n).

On dit que ¢ est la rotation vectorielle d’angle 0.

Effet d'une rotation vectorielle sur les mesures d’un angle orienté de vecteurs

Soit u, v deux vecteurs non nuls d’images respectives ', v’ par la rotation vectorielle ¢
d’angle 6. On a :
@ uw)=@0)=0 (2n)

d’ot : (@, ) + @, v) = @, v) + &, ) (2m),
soit : (w, 0) =@, ) (2n).
Par suite :

Une rotation vectorielle transforme tout angle orienté de vecteurs (¢, v) en un angle orienté

o Sy .
(«’, v') dont les mesures sont égales a celles du premier.

Conséquences :
Soit r une rotation de centre A et d’angle 0 et soit ¢ sa rotation vectorielle associée.

1. Pour tout bipoint (M, N) d’image (M’, N’) par r, on a cp(MN) M’N’.
Il en résulte MN = M’N’ et, si M est dictinct de N, (MN M'N’ )= (2m).

Deux points distincts M et /V et leurs images respectives M’ et N’ par une rotation d’angle 0
sont tels que :
MN=MN et (MN,M'N)=0 (2x).

B{
c \
2. Soit trois points S, B, C deux a deux \\
distincts et leurs images respectives S, \
B’, C’ par la rotation r (figure 4). On a : \\
o(SB) =5, 5. \ \\
p(SC)=SC’, p s \l |
d'ou : ) ,'I | }
(SB,5C)=(S'B, §'C) (2n). 5 |
Il en résulte : /
Une rotation conserve les mesures de tout //
angle orienté de vecteurs. .
Figure 4 B

Effet d'une rotation vectorielle sur un déterminant

Le plan vectoriel ¥, est muni d’une base orthonormale directe.
Soit u, v deux vecteurs d’images respectives i, i/ par une rotation vectorielle ¢.

o Siuet 7 sont non nuls, soit a une une mesure en radians de I'angle orienté (i, E) o est aussi
une mesure de I'angle orienté (u v),etlona:
détg(d, 0) = [l x 3] x sina= [@']| x || x sin o« = détgy (W, v').
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x vecteurs i, v €st nul, il en est de méme de son image par

« Si 'un au moins des deu i .
ts de (1, v) et de (', v) sont alors nuls, et donc

I'application linéaire ¢. Lcs déterminan
égaux. :

Une rotation vectorielle transforme tout couple (i, v) de vectfaurs en un Couph.e (@, ¥)dont le
déterminant dans une base orthonormale directe est égal a celui du premier.
REMARQUE : Ce résultat s’applique aussi lorsque les déterminants sont calculés dans une base

orthonormale indirecte. 1
Par contre il ne s'applique pas lorsque la base n’est pas orthonorma’e.

1. Soit r une rotation de centre A
et d'angle 0, 0#0 (), et soit
une droite (MN) ne passant pas
par A, d’image (M'N’) par 1 :
r(M)= M, r(N)=N".
Démontrer que les droites (MN) et
(M’N’) sont sécantes et que leur
point d'intersection I, le centre A
de r, et les points M et M’ sont
cocycliques (figure 5).
On peut conclure :
Pour toute rotation r d’angle ni
nul, ni plat, le centre de r, un
point M, son image M’ et le point
J’intersection I d’une droite &
passant par M_avec son image 9, Figure S
sont quatre points cocycliques.

2. Soit r une rotation de centre A et d’angle 0 ni nul, ni plat, et soit & un cercle de centre O’
passant par A. Limage de € par r est le cercle €', de centre 0’ = r(0) et de méme rayon

que 6. Les cercles & et €' se coupent en A et B (figure 6).
Soit M un point _ie @, distinct de A, d'image M’ = r(M). Démontrer que
(BM, BA) = (BM’, BA) (m), et en déduire que les points B, M, M’ sont alignés.

Figure 6

t de 'avoir 4 lesprit lorsqu’on étudie une

Cette propriété mérite d’étre retenue etil convien
% de méme rayon, sécants en A4 et B.

configuration ou se trouvent deux cercles € et
upant ¢ en M et ¢ en M', le point M est I'image

Pour toute droite passant par B et reco
formant le centre O de € en le centre 0’ de €.

de M par la rotation de centre A trans
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D’ou :

3. Expression analytique d'une rotation

d’image M’" = r(M).

Le plan 2 est muni d'un repére orthonormal direct (0, 1 )

3 zem . ‘- n
1° Soit r la rotation de centre A(3, — 1) el d‘mrgfrz-3— ra

a) Démontrer que si l'affixe du vecteur AM est pe', alors I'affixe de AM” est
b) En déduire 'expression des coordonnées (x', y')de M" en fonction de celles (x, y)

2° Définir analytiquement la rotation de centre A(— 2, 3) et d'angle —

AM = AM’ o (AM, AM) = (A0, AO") (2m).

d, et soit M un point distinct de 4,

m+ﬂ)

pelar ),
de M.

T

3° Défmir analytiquement la rotation de centre A(xq, o) et d'angle 0.

@ Exercices d’application

6. Le plan £ est rapporté a un repére (O, ;:;]
orthonormal direct. Soit f I'application de &
dans 2 qui 4 tout point M de coordonnécs
(x, y) dans le repére {0, i, j) associe le point M’
de coordonnées (x’, y') telles que :

J

1
X =§x+7_y

g l/—?:Jc-i--l—y.

d g g

1° a) Montrer que [ est bijective et déterminer
I'ensemble des points invariants par/.
b) Déterminer 'ensemble des points M de 2 tels

que O, M, M’ soient alignés.
2° On désigne par M, et M, les projections

orthogonales du point M respectivement sur les

droites (0, i) et (O, j).
Montrer que M’ est le transformé de M, dans

une rotation de centre M, dont on déterminera
une mesure de I'angle.
7. Dans le plan 2, on considére un triangle

équilatéral ABC tel que (,T& Efr} =+ ; (2m),

inscrit dans un cercle ¥. Soit M un point,
distinct de A et de C, situé sur celui des arcs AC

dont B n’est pas élément.
I est le point du segment [M, B] tel que

MI = MA.
I° Montrer que le triangle IM A est équilatéral.
2° Soitrlarotationdecentre A etd’an gle; rad.

Déterminer les images par r des points B et I.
En déduire que MA + MC = MB.

8. Le plan 2 est rapporté d un repére

orthonormal direct (O, i, j).

1° Montrer qu’il existe une rotation, r, et une

seule, de centre O, qui transforme le point
12

o wel D
A(1, 0) en le point A TERREIA

Calculer une valeur approchée d’une mesure, 0,

de Iangle de cette rotation.
Donner l'expression analytique de cette rota-
tion, c'est-a-dire exprimer les coordonnées du

point M’ = r(M) en fonction des coordonnées

du point M.

2° Soit ¢ la translation de vecteur v b=
oit tla tra 713/

Donner I'expression analytique det o r;f o rest

une transformation simple que Ton

caractérisera.

9. Soit A et B deux points distincts. A tout

point M du plan on associe le point M’ défini

par les conditions :

BM =AM et (AM, BM)=Z (n)

1° Démontrer que 'application r : M — M’ est
une rotation dont on déterminera le centre et
I'angle. :

2° Soit 2 une droite passant par 4. Quelle est
I'image de Z par r?
3° Démontrer que
droite & :

a) le cercle (MM'I), o I est le point d’intersec-
tion de & et 2’, passe par un point fixe autre

que I.
by le milieu R de (M, M’) se déplace sur une

droite fixe.
10. On donne dans le plan £ un point O et un

vecteur # non nul.

1° M étant un point du plan, de transformé M’
par la translation T de vecteur u et M” étant le
transformé de M par la symétrie S de centre O,
quel est I'ensemble des points M tels que :

MM = [|u]|?

2° Quels sont les points fixes respectifs des deux

transformations So T et T o §?
3° Démontrer que chacune des deux transfor-

lorsque M décrit la

mations S o T et T o S est involutive.
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11. Le plan orienté 2 est rapporté au repére
orthonormal direct (0, i, j) d’axes (x'x) et (y'y).
Soit 2, la droite d’équation x + y\/§ =0 et
9, la droite d’équation /3x — y = 0. Soit M
un point du plan de coordonnées (x, y).

On appelle M, le projeté, parallélement & x'x,
de M sur @, et M, le projeté, parallélement a

y'y, de M sur Z,.
aet b étant deux nombres réels non nuls, soit M’

le point défini par la relation vectorielle:
OM’' = aOM, + bOM ,.

/° Calculer les coordonnées x” et y’ de M’ en
fonction de celles, x et y, de M.

2° Lorsque les nombres a et b sont fixés,
montrer que I'application de £ dans 2, qui au
point M fait correspondre le point M’, est une
bijection que I'on notera T, .

3° Pour quelles valeurs du couple (a, b)
I'application T, , est-elle involutive?

4° Pour quelles valeurs du couple (a, b)
I'application T, est-elle une rotation de
centre 0?7 Pour chaque couple (a, b) trouve,
déterminer une mesure de cette rotation.

Il — DEPLACEMENTS

DECOMPOSITION D°UNE ISOMETRIE

Soit f une isométrie du plan 2. Un point 4 de 2 étant donné, considérons son image A’

par f et la translation t, de vecteur A°A.
Comme f et t, sont des isométries, il en est de méme de I’application composée g = t; © £

De plus, Pisométrie g laisse le point 4 invariant :
g(4) = (ty 0 N)(A) = t, [f(A)] = t,(4) = 4.
La translatio_nr t, est une bijection de £ dont la bijection réciproque t; ' estla translation
de vecteur AA’, notée t. L’égalité g = t, o f implique alors : f =10 g.
Supposons qu’il existe une autre décomposition de f, f=tog,out esf une translation

et ¢’ une isométrie fixant A.
Onaalors: (f 0 g)(A)=(tog)d) =A, soit t'(4)=1t(4)=A"

Les vecteurs des translations t et ¢’ sont donc égaux a AA’. Tl sensuit ; ¢ = ¢, d’ou
tog=to g, et par conséquent g =g".

On peut donc énoncer :

THEOREME 3

Un point A du plan étant donné, toute isométrie fse décompose de maniére unique sous la
forme f = f 0 g, oil g est une isométrie fixant A et f une translation.

Comme elle laisse le point A invariant, 'isométrie g est soit une rotation r de centre A,

soit une réflexion s, dont 'axe 2 passe par A.

Il en résulte : f=tor ou f=to s

DEPLACEMENTS ET ANTIDEPLACEMENTS

ns chacun des deux cas fjﬂg__g_r;etf =t 0 54, les mesures d’un angle

Comparons da
— . s ey i N
orienté (SB, SC) et celles de son image (S'B’, S’C’) par lisométrie f.

1° Casf=tor.
La rotation r et la translation ¢ conservent les mesures des angles orientés de vecteurs. Il

en est de méme de I'application composée f =t o r. Par conséquent :

(SB, SC) = (S'B, §'C) (21). )
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2°Casf=1to0sg.

L’image de (_S_g, _5—5) par la
réflexion s, est un angle
orienté (§;B,, S;C,) tel que
(figure 7) :
(51B,, 8,Cy)

= — (8B, §C) (2m).

L’image de (S,B;, S5,C;)

par la translation ¢ est

(ﬁ 3’7(_5’] et:

I e R

(S’B’, §'C") i
=(S,B,, 5,C;) (2n).

Par suite :

(B,5C) ___

= —(SB,SC) (2m). (2)
Les situations (1) et (2) sont incompatibles : uneisométrie ne peut cn effet transformer tout
angle en un angle dont les mesures sont a la fois egales et opposees a celles du premier.

Figure 7

Cela impliguerait que tout angle serait nul ou plat.

THEOREME 4
) et
DEFINITION 2

Toute isométrie f vérifie une, et une seule, des propriétés suivantes :
1° L’image par f de tout angle de vecteurs est un angle de vecteurs de mesures égales a
celles du premier. On dit alors que Pisométrie f est un déplacement.

2° L’image par f de tout angle de vecteurs est un angle de vecteurs de mesures opposées
a celles du premier. On dit alors que 'isométrie f est un antidéplacement.

Les translations et les rotations sont des déplacements, les réflexions des
antidéplacements.
Si 'on désigne par # I'ensemble des isométries, par Z celui des déplacements et par &/

celui antidéplacements, on a :

S=9vud et Ind =g

Il en résulte que les ensembles Z et .o/ forment une partition de .#.

Conséquences
1. Soit f une isométrie et soit f ' son isométrie réciproque.

; P s s iﬂ-\;—‘_—"_p —_—
}jf’}lffflm angle orienté (S’A’", S’B’) d’image (SA, SB) par f ! ($'4’, S'B’) est 'image de
(SA, SB) par f. 1l en résulte que si f est un déplacement (resp. antidéplacement), les

mesures de (SA4, SB) sont égales (resp. opposées) a celles de (85°4°, S'B’).

Par suite :
e si fest un déplacement, alors /' ~* est un déplacement:

o si fest un antidéplacement, alors f ~! est un antidéplacement
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2. Tout déplacement conserve les mesures des angles orientés de vecteurs., Tout
antidéplacement change les signes de ces mesures. )

Par conséquent :
o si fet g sont deux déplacements, alors g o f est un déplacement;

e si f est un déplacement et g un antidéplacement, alors gof et fo g sont des
antidéplacements;,

o si fet g sont deux antidéplacements, alors g o f est un déplacement.

ANGLE D'UN DEPLACEMENT

Considérons un déplacement f, un bipoint propre (4, B), c’est-a-dire tel que A # B, et son
image (A’, B") par f. Désignons par 6 une mesure de I'angle orienté (E, A’B".

Pour tout autre bipoint propre (M, N), d'image (M’, N’) par f, on a, f conservant les
mesures des angles orientés :

(A'B’, M'N") = (AB, MN) (2n),

d’ot (MN, A'B") + (A'B", M'N’) = (AB, MN) + (MN, A'B") (2m),
soit (MN, M'N’) = (AB, A’'B)=0 (2n).

On peut donc énoncer :

THEOREME 5
et
DEFINITION 3

Pour tout déplacement f; il existe un réel 8 tel que ’on ait, pour tout bipoint propre (M, N)
d’image (M’, N') par f:

(MN, M'N) =6 (n). -

On dit que le réel 8, défini modulo 2m, est une mesure de P’angle du déplacement f.

On dit aussi, par abus de langage, que fest un déplacement d’angle 0.

Exemples

1. Une translation ¢ est un déplacement d’angle nul. En effet pour tout bipoint propre
(M, N) d’image (M’, N’) par t, on a MN = W’, d’ou (ﬁ’, W] =0 (2n)

2. Une rotation r d’angle 6 est un déplacement d’angle 6. En effet, pour tout bipoint
ropre (M, N) dimage (M’, Ny par r,ona  (MN, M'N) =0 (n)

Propriétés
. ; , . sci =1, Pour tout bipoint
. Soit f un déplacement d’angle 6, de deplacement rec.gproquc S
;ro;le{M’, N') d’image (M, N) par f ', (M", N') est l'image de (M, N) par f.
Dot : (MN, MN) =0 (n), soit (M'N’, MN)=—0 (2n).

Par suite :
Pour tout déplacement f d’angle 0, -
: ! tifs 0, et 0,. Considerons un bipoin
: deux déplacements d’angles rfspcc ) et 1 el
- Smtfﬁl;da}{;; son image (M, N,)par [ et limage (M’ N }:de@hfl, N,) parfz;( )
prtozlr;r(s l"ima?gc de (M, N) par le déplacement frofi,etlona:
es

GIN, Ny =6, @0 et (N MN) =0, (21)

le déplacement réciproque f 1 est d’angle — 0.
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o — ATy = 0. Om

doi:  (MN, N = (N, M, No) + (M Ny M) 0, +0, (2)
Par suite :

s 0, et 0, le déplacement composé £, of,

Pour tous déplacements f, et f, d’angles respectifs 0;
est d’angle 0, + 0,.

DETERMINATION D'UN DEPLACEMENT

Probléme : Deux points A, 4’ ct un réel ¢ étant donnés, existe-t-il un déplacement
d’angle 0 transformant A en A’? _
1° S'il existe un déplacement f répondant a la question il n’en Fxrste{qu’un. Eln effet
Iimage par f d’un point quelconque M, distinct de A, est un point M” tel que :

AM = A'M’ et (AM, AM")=0 (2n) (1)
G et M étant donnés, un unique point M";

Or les relations (1) ci-dessus définissent, A, A’,
l e t M distinct de A associe le

fest donc I'application qui a A associe A’, et a tout poin
point M’ défini par (1).
2° Montrons maintenant I'existence d’'un déplacement solution du probléme ‘

la translation de vecteur AA’ répond a la question.
si A= A’, la rotation r de centre A4 et d'angle 6 répond ala

e e ——— =

eSi =0 (2n),

«Si 0#0 (2n) et
question.

eSi 0#0 (2m) et

si A # A’, il existe un unique point € tel que :
QA=0A" et (QA4,QA)=0 (2n).

(Lorsque 8 =m (2m), £ estle milieude[A, A”] et lorsque 6 #n (2m), Qestle { |
point d’intersection de la médiatrice de [4, A”] et de I'arc de cercle I', ensemble des &

points M tels que (MA, MA)=6 (2n))
La rotation de centre Q2 et d’angle 0 transforme A en A’ : elle répond 4 la question.

'r

|

I

On peut donc énoncer : I
|

Deux points A4 et 4” et un réel 0 étant donnés, il existe un unique déplacement £, d’angle 0
transformant 4 en A’. De plus :

THEOREME 6 esi 0=0 (2n), festune translation; |
' esi 0#0 (2m), festune rotation. I-f
4

Conségquences

1. Un déplacement est déterminé par la donnée de s : i
£ on angle 6, d’'un point 4 quelconque
et de I'image 4’ = f{A) de ce point. v g | !

1

{
2. Le th,c‘f’rf’mc 6 montre que les seuls déplacements sont les translations et les rotations. J .
Plus précisément : 4

Tout déplacement d’angle 4 :
e est une translation si 0 = ( (2m);
e est une rotationsi 6 # 0 (2n).
3. Considérons deux bipoints
propres (4, B r B ‘B’ et dési
p __(______JE'E (4, B) tels que AB = A’B’ et désignons

par 6 une mesure de 'angle orienté (AB A'B’ ).
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285 11/ Tsométries du plan
S'il existe un déplacement f transformant A en A" et Ben B', [ est 'unique déplacement
d’angle 0 tel que f(4) = A".
Réciproquement, ce déplacement f transforme A en A’ et B en le point B” tel que
AB=A'B" et (AB,A'B")=0 (2m), cest-d-direen le point B’
On peut énoncer :
THEOREME 7 Etant donnés deux bipoints propres (4, B) et (4, B) tels que AB = A’B', il existe un

unique déplacement f transformant 4 en A’ et B en B'.

Ilen résulte qu'un déplacement fest déterminé par la donnée de deux points distincts 4, B
et de leurs images respectives A’, B’ par /.

A noter que :
e si AB = A'B’, le déplacement f est la translation de vecteur AA4";

e SiAB # A'B' et (AB, A/B)=0 (2n), festune rotationrd’angle 9: le centre Q
de r est le point d’intersection des médiatrices des segments [A, A7]et [B, B']. (Lorsque
I'un des deux points A, B est invariant, Q est ce point invariant, et lorsque les segments
[A4, A’] et [B, B'] sont paralléles, Q2 est le point d’intersection des droites (AB) et (A'B").)

1. Produit de deux déplacements

L'application composée f; o f; de deux déplacements f, et f, d’angles respectifs 6, et 0,
est un déplacement d’angle 0, + 6,.

eSi 0,+0,=0 (2n), f;0 f; est une translation dont le vecteur u est déterminé par
un point E du plan et son image E" = (f; 0 f,)(E) : i=EE"

En particulier, lorsque f, et 1, sont des translations de vecteurs respectifs u, et P
est la translation de vecteur uy + u;.

o Si 0,+0,70(2n), f,o0 f estune rotation d'angle 0, + 0, et dont le centre A
est défini, & partir d’un point E du plan et de son image E' = (f; o f})(E), par les

relations : AE = AE’ et (‘_4-@: IE';) o 61 + 62 (21‘:}.

A est le point d'intersection de la médiatrice du segment [E, E’] et de Pensemble I des
points M du plan tels que (ME, ME)=0,+0, (2n). (Si 6, +6,#n (m)
I est un arc de cercle d'extrémités E et E';si 0, + 0, =n (2n), I est le segment
[E, E'] privé des points Eet E"etf; o f; est le demi-tour de centre 4, milieu de [E, E"].)
I — Soit r une rotation de centre A et d’angle 0 rad et soit t une translation de vecteur u.On
suppose B #0 (2n) et u# 0.

J° Préciser I'angle et la nature des déplacementstoretrot.

2° a) Décrire la construction du centre B de t o r & partir du point A et de son image

A’ = (t o r)(A). (On indiquera briévement les différentes étapes de la construction.)
b) Décrire la construction du centre C der o t a partir du point A", antécédent de A par t.

¢) Démontrer que CB =u. A-t-onrot=tor?

K
3° a) Construire sur une méme figure les points B et C lorsque 0=3 rad (prendre

llull =5 cm).
2‘.":’ 0=r.

b) Méme question dans les cas suivants : 8 = — E f==,0=

2

A
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i ‘angles re. o
-5 deux rolations de centres respectifs Ay €t Ay etd'ang spectifs (), etg,,
— Soilr, el rydeux b
On suppose A, # A,.
I° On suppose dans cette question qu
a) Préciser la nature des déplacements rzl ol
b) Décrire la construction des vecteurs resp

or; et ry O_‘_rz' i
tifs ielvder,oryetry Or, Fajre cette

z =5cm)-
construction lorsque 8, = c rad (prendre A Az )
ﬁ""ﬁ)_LAJAZ A’t'on ] Orl =r1 OTZ?

Démontrer que ||ul| = ||v]| et (
; (2m).

¢) Etudier le cas particulier 0, =7
2° On suppose maintenant que 0y + 0, #0 (2m).

i . try Orz.
a) Préciser la nature des déplacements r, O Ty €t 11 .
: - tr,or,. Fai
b) Décrire la construction des centres respectifs A et B te:ry OF s €K O 1€ cekte

T
construction dans le cas 0, = 7 et 0, = 5

¢) Démontrer que A et B sont syméxfiques orthogonaux par rapport d la droite (A 1A,). (On
pourra remarquer que (r, o r,)” ' est une rotation de méme centre que la rotationr, or,,)

A-t-onrior,=r,or,?

2. Décomposition d’une rotation

I° Soit 9 et 2" deux droites sécantes en A.

a) Démontrer que I'application composée sg O g, 0U Sg et Sg sont les réflexions d’axes
respectifs 9 et &', est une rotation r de centre A.

b) Soit Bun point de 9 distinct de A et C un point de &’ distinct de A. Démontrer que si a est

e e
une mesure de l'angle orienté (AB, AC), alors 2a est une mesure de I’angle de la rotation r.

2° Soit r une rotation de centre A et d’angle 0 et soit 9 une droite passant par A.
a) B étant un point de P distinct de A, on considére les points B, et B, tels que :

s ) T :
AB = AB, = AB;, (4B, AB))=5 (2m) (4B, 4B) = —g @n).

On désigne par A, la droite (AB;) et par 4, la droite (AB,). Démontrer que :
r'=S54, 0584 =5908,,

Ol Sg, Sy, et S, sont les réflexions d’axes respectifs 9, A, A,.

. 4 . ’ s r -
b) Soit s 4, une réflexion d’axe A telle que r = S4; O Sg. Démontrer que les droites A, et 4
sont confondues.
c) Demf)nzrer de méme que si s,, est une réflexion d’axe A, telle que r = 54 O Sy, alors
Az = Az.
On peut conclure par 1'énoncé :

Pour toute rotation r de centre 4 et pour toute droite 9 passant par A4 :
o il existe une droite 4, unique telle que r =5, 0O 5,;
o il existe une droite 4, unique telle que » = S9 O S,

-

3° Soit ry et r, les rotati i : J
; 3;[ 2 les rotations de centres respectifs A, et Ay(A, # A,) et d'angles reSPef-‘f!fs

= et - On note 2 la droite (4,4,).

a) Construire les droites A, et A, telles que 1 =s550s, et r,=S84, OS8q
Ay 2 7 94, -

b) Montrer quer, or,
Ay et 4,.
c) Construire par la méme méthode le

est une rotation dont le centre est Je point d’intersection des droites

w de la rotation rior,.

— ==

e
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Exercices d’application

13. Soit ¢ une translation de vecteur 1 non nul

fw{ une rotation de centre A et d’angle 0 non
a I 2

: Pcmontrer que les applications composées

dl‘ = tlo r et r,=rot sont des rotations
angle 0 dont on construira les centres

respectifs A, et A,. A-t-onr, =r,?

2> Démontrer que 4,4, = i, AA,=AA,

(AA,, A4,)=10 (2n).

13. On considére la rotation r, de centre O et

) n i
d’angle - et la rotation r, de centre 0, etd’angle

In
T (0, # 0,).

1° Démontrer que les applications composées
s=ryor, et s =r; 0F, sont des symétries
centrales dont on construira les centres
respectils A et A’
2° Démontrer que les points 0,, 0, 4, A" sont
co'cy‘chques et que la droite (0,0,) est la
médiatrice du segment [A, A”]. Déterminer une
“"-..-'_'_H—__ .

mesure des angles (0,4, 0;4") et (024", 024).

14. pp donne une droite 2 et un point 0 de 9.
On désigne par s la réflexion d’axe 9 et parrla

rotation de centre O et d’angle 1;— rad.

Déterminer la nature des transformations r © §
et sor et construire  leurs éléments

caractéristiques.

15. On donne un point O, un vecteur i non nul
et un réel @ de Pintervalle JO, 2n[.

J° Construire un bipoint (4, B) tel que :
0A=0B, AB=—1i, (04, 0B)=0 (2n).

2 On considére la translation ¢ de vecteur i et
la rotation r de centre O et d’angle 0. Démon-
trer que I'application composée t o r est une
rotation dont on déterminera I'angle et le centre.

16. On considére la rotation r de centre 0O et

n % ! I *
d‘angle-é- et la rotation ' de centre O” et d'angle

= g (0 est distinct de O).

]° Déterminer I'application composée
f=ror
=1

2¢ Déterminer les applications r et P

réciproques de r €t r. _
3° Déterminer les deux applications com-
posées :

fl=r"1or'lor’or et
f=r"tor toror

17. On appelle R4 1a rotation de centre A et
d‘anglcg— ct R la rotation de centre B et d'angle

" Démontr

18
" Quelle est la nature de Tapplication

composée Rg 0 R,?(On indiquera les ¢léments

caractérisant cette application.)
er que les transformes respectifs A" et

B’ des points A et B par Rg © R, appartiennent
4 la médiatrice du segment [4, B].

18. Le plan Z est rapporté au repére
orthonormal (0, i, j)- On considere I'applica-
tion [ de & dans Jui-méme qui au point M de
coordonnées (x, y)fait correspondre le point M’
de coordonnées (X', ¥) définies par :

1
x'=§{—- 3x — 4y +3)
1
y’=§{—4x-+—3y+14].

7° Démontrer que f est un antidéplacement

de 2.
2 Déterminer 'ensemble des points invariants
par f.

%] existe une droite 4 et un

3° Démontrer qu
vecteur # de méme
f=8,0T;=T;0 S,, ol S, est la réflexion

direction que 4 tels que

d'axe 4 et T; la translation de vecteur .
Déterminer une équation de 4 et les coordon-
nées de u. -

19. Le plan 2 est rapporté au repere

orthonormal (0, i, j)-

On considére l'application f qui au point

M(x, y) associe le point M'(x’, ¥) tel que :
i 3 4 13
P gx + gy + ?'
y = Ex + Ey + §
5 5 5

1° Montrer que fest une isométrie. f est-elle un
déplacement ou un antidéplacement?

2° Déterminer f o f.
3° Déterminer le vecteur v €t la droite 2 de

vecteur directeur © tels que f=s01= tos,

{ étant la translation de vecteur v et s]a réflexton

d’axe 2.

20. Dans le plan 2,

ABCD de centre O. On note :
T={4,B,C} ¢t 7' = {4,CD}

et on appelle F I'ensem ble des isométries de #

qui transforment T en ‘ i B
[° a) Montrer que toute isometrie e
transforme B en D ¢t O en lui-meme.

Jes isométries de F.

FluF

G. Montrer qué G
de deux quelcon-
rie réciproqué de

on considére un carré

b) Déterminer

2° Soit G = (fog feF.4¢
Déterminer les
contient I'isomé

ques de ses glémen

chacun de ses €

éléments de.
trie composee
ts et I'isomet

|éments.
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PROGRAMMATION

1° Programmer le calcul dela
leurs coordonnées respectives (

Réponse (TI-62)

LRN

(ret] 1 [ x ] [Re] 3
|_+_Hnt:L|2foncr.J4|—=___’

r———

[Z1iE] 1 {x%]

O] [re] 2 {37 O] ] [=]
(=] O [re] 3 (27}
(] [re] 4 (=27 O] LA (=]
[mv] [cos] [sra] 0
(Ree| 1 [ x ] [me] 4 [ — ] [ReL| 2
(x| [Re| 3 [=]
(v ] =[] %] [re] 0 [=]

nesure principale 0 del'ar
a, b) et (a’, 1) dans un r

16 de deux vecteurs u et ' définis pg,

Je arien
'8t ct du plan 2,

epére orthonormal dire

efface la mémoire programme

met en mode programme

. - , .
calcule i . u' = aa’ + bb

= Ay vl | 2 2
divise # . w’ par |ull = +/@ +b

-

divise ﬁ par ||i'|| =/a*+ b’? (calcul de cos 6)
u

calcule |6] et place || dans la mémoire 0

affiche |0

calcule dét (i, ")
calcule le signe de 6, puis 8
affiche 6 et réinitialise le pointeur

LRN

a [s0] 1 b6 [510] 2
a [s] 3 b [s10] 4
[ As |

R/S

retour en mode calcul

entrée des coordonnées (a, b) de u
entrée des coordonnées (a’, b’) de i’
affiche |0

affiche 6

g . i .
Avant d’exécuter le programme, il convient bien entendu de sélectionner l'unité d’angle appropriée

————

(degré, grade ou radian) avec la fonction [pic=],

-

2 Dans le plan orienté  muni d'un repére orthonormal (0, T, }), on considére les points  A(1, 1)

3(3! 2)a Af('_ I’ 5]: B,(_' 2:! 3)

a) ‘Mon:rer qu'il existe un déplacement [ transformant A en A’ et Ben B’
U.rd:se'r'fe programme du 1° pour calculer I'angle de f en degrés et en radi:fms
b) Préciser la nature de f et déterminer ses €léments caractéristiques .

3° Reprendre la question 2° pour les points  A(1, 1), B(14, 1), A’(3,2), B8, — 10)

LIEUX GEOMETRIQUES

Lorsque, dans une figure, un point variable A décrit un ensemble # (droite, cercle ), on dit que ¥

est le ]iEl.l géomemque de M Si umn autre i e (I (<]

> i . oint M’ g i i i

" e 1 ot it ] 1 p -~ i l’i Cdllll C}C( fv’; par une tra-l;sformatlon f, I lleu
g ome que de M dedu de celu da M ces magc Y de R pa.] ¢

Exemple de résolution

u

varient de maniére que (AB, IE) =0 (n)

0 étant un réel donng,
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Déterminer le lieu géométrique du
point B’, symétrique orthogonal de B
par rapport d la droite (AC).

Le point B’ est tel que (figure 8) :
{ AB = AB’
(AB, AB’) =26 (2n)
1l en résulte que B’ est I'image de B
par la rotation r de centre A et
d’angle 20.

Le lieu géométrique de B’ est donc le
cercle €', image du cercle % par la
rotation r. (Rappelons que %" est le
cercle de centre 0" = r(0) ct de méme

rayon, p, que %.)

Figure 8

Exercices a résoudre

1. Ondonne un cercle fixe de centre O et
le carré ABCD de centre Q. Trouver les
ite @ et un point A n’appartenant pas & @. Un point variable B décrit la droite 2.
atéral direct ABC.

le y d’extrémités A et B ouverten A et B,

un point fixe §. Un point A variable décrit €. On considére
lieux géométriques des sommets B, C, D.

2. Ondonneunedro
Déterminer le lieu du sommet C du triangle équil

3. Rappelons que, lorsqu'un point M décrit un arc de cerc

antes.

les mesures de 'angle de vecteurs (M A, MB) restent invari
Bx contenant M, tel que BN = AM.

A tout point M de y on associe le point N de la demi-droite

J° Déterminer le centre et 'angle de la rotation r telle que :
r(A)=B et r(M)=N.

20 En déduire le lieu géométrique de N, lorsque M décrit y.

PROBLEMES DE CONSTRUCTION

ment dans l'activité de la page 138, comment des transformations telles

On a déja montré, notam
pouvaient servir 4 résoudre certains problémes de

que translations, homothéties ou symetries,

construction.
Voici d’autres exemples pour lesquels la transformation utilisée est une rotation ou une réflexion.

Exemple de résolution _
On donne deux droites @ et 9’ et un point A n’appartenant ni d @, ni ¢ 2'. Construire un tr
équilatéral ABC tel que B appartienne d 2 et C ¢ 9’

y

iangle

9!

1° Etudions une
configuration
répondant 4 la
question (figure 9.
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i . . ent se préscntCl' :
Le triangle ABC étant équilatéral deux situations peuy

T m
ou AB=AC et (4B, 4C)=—= (m)

AB=AC et (4B, AC)== (2n),

W

— — b4
Supposons par exemple (4B, AC) = 3 (2m).

:I'[ .
. *angle—. Comme B appartient §
Le point C est alors 'image de B par la rotation r de centre A et T 3 ’

C appartient a la droite 4 image de & par r.
Lorsque (4B, AC) = — ki (2m), lepoint C appartient 4 la droite 4’ image de 2 par la rotation

de centre A et d’angle — ;

2° La construction demandée découle de ces résultats. '
On construit les droites 4 et 4’ images respectives de & par les rotations de centre A et d’angles

;et - g (Sur la figure 9, 4 et 4’ ont été obtenues 4 partir des images K et K’ du point H projeté

orthogonal de A4 sur 9.)
Les droites 4 et 4’ coupent en général &', respectivement en C et C’. Le point B se déduit alors de C

par la rotation de centre A et d’angle — ;; le point B’ se déduit de C’ par la rotation de centre A et
n
d’angle —.
53
Le probléme admet donc en général deux solutions.

Exercices a résoudre

1. Ondonneunréela > Oet, dansle plan P, deux droites D et 9’ concourantes en [ et deux points A
et A’ appartenant respectivement d 9 et 9’
Construire deux points M et M’ tels que :

- Me9, M'e?, AM =AM, MM’ =2a.

2. On donne trois droites 9,, 9,, 9. Construire un carré ABCD dont les sommets A et C
appartiennent d 9, et dont les sommets B et D appartiennent respectivement d 9, et 9,.

3. On donne une droite 9 et deux points A et B n'appartenant pas a 9.

1° Construire un point M de 9 tel que 9 soit une des bissectrices (intérieure ou extérieure) de
l'angle AMB.

2° a) Que peut-on dire de la somme MA + MB lorsque A et B sont d’un méme c6té de 97
b) Que peut-on dire de la différence \MA — MB| lorsque A et B sont de part et d'autre de 9?

PROPRIETES D'UNE FIGURE

Une isométrie peut aussi se révéler comme un outil trés efficace pour établir une propriété d’une
conliguration géométrique.

L'exemple résolu suivant donne une démonstration de la propriété d’alignement connue sous le
nom de droite de Steiner. (Une démonstration de cette propriété a déja été proposée au chapitre 7,
page 195.)

Exemple de résolution

On considére dans le plan 2 un triangle ABC, son orthocentre H et son cercle circonscrit .

Soit M un point de € et My, M, M, ses symétriques orthogonaux respectifs par rapport aux cétés
(BC), (CA) et (AB).
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Démontrer que les points M, M,, M5 et H sont alignés (figure 10).

Figure 10

On sait que les symétriques orthogonaux de 'orthocentre H par rapport aux cotés du triangle ABC

appartiennent au cercle circonscrit a ce triangle.

1l en résulte que I'image du cercle € par la réflexion s,
M, et H. De méme, 'image de & par la réflexion s, d’axe
et H.

Le cercle " apparai
rotation r de centre 4. De plus, r(M;) =

(voir activité 2, page 279).

On démontre de méme l'alignement des points M, M, et H.

Il en résulte que les quatre points M, M,, M5 et H sont alignés; la droite 4 contenant ces quatre
points est la droite de Steiner du point M.

d’axe (AB) est un cercle ¢ passant par 4, B,
(AC) est un cercle ¢” passant par A, C, M

t comme 'image de %’ par I'application composée s, © 5;. Or s, o 5, est une
M. On sait alors que les points M,, M3 et H sont alignés

Exercices a résoudre
1. Onconsidére deux droites @ et @' sécantes en I, deux points distincts Aet B de 9 et deux points A’
et B’ de 9’ tels que AB = A'B".

A tout point M de 9, de paramétre t dans le repére (A, H} de @, on associe le point M’ de &', de
paramétre t dans le repére (A’, A’'B’) de &'.

1o Lorsque M varie sur @, démontrer que la médiatrice du segment [M, M ] passe par un point fixe 0.

Que peut-on dire de l'angle de vecteurs (OM, OM')?
20 Démontrer que le cercle (IMM’) passe par deux points Jixes.

3° Démontrer que le projeté orthogonal de O sur la droite (MM’) appartient 4 une droite fixe.
Pour traiter cet exercice, on pourra considérer la rotation r telle que r(4) = A et r(B) =B ¢t

montrer que r(M)=M".

¢ de la droite (AB).

2. [ — Soit deux points distincts A et B et soit M un poin
de la droite (AB) dont les

On pose MA = a et MB = b. Démontrer que le point M est le seul point
distances @ A et d B sont respectivement a et b.
I — On considére un triangle isocéle ABC (AB = AC). A tout point N de la droite (BC), on associe
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droite passant par N et paralléle fi la ffroire (AC)er |,
droite passant par N et paralléle d la droite (4B).

(M)= Mt transforme le bipoint (4, B) ep le

le point d'intersection M de ladroite(AB) et dela
point d’intersection M’ de la droite (AC) et de la
1° Démontrer que, s'il existe une rotation r telle que
bipoint (C, A).

2° Démontrer que la rotation r transformant (A, B
(On utilisera la partie 1.)

) en (C, A) est telle que r(M) = M’

3° Déterminer le centre et l'angle de la rotation r.
4° Démontrer que lorsque le point N décrit la droite (BC) :
a) la médiatrice de [M, M’] passe par un point fixe, O;

b) les mesures de I'angle (OM, OM’) restent invaraintes;
¢) le milicu du segment [M, M"] se déplace sur une droite fixe;
d) le cercle (AMM’) passe par deux points fixes.

3. On considére un triangle ABC direct (si on décrit le cercle circonscrit au triangle dans le sens

direct en partant de A, B est le second sommet rencontré). .
Soit 1,J, K les milieux respectifs des cétés [B, CJ,[C, Alet[A, B].Soit N l'image de C par le quart de
tour direct de centre I et P I'image de A par le quart de tour direct de centre K.

1° Démontrer que KP = JI.

2> Soit r la rotation transformant K en J et P en 1. Quel est I'angle de r?

3° Déterminer I'image de I par r. En déduire que les segments [P, I] et [1, N] ont méme longueur et
sont orthogonaux,

4° Soit ry le quart de tour direct de centre P et r, le quart de tour direct de centre N.
a) Démontrer quer, o ry est une symétrie centrale. Déterminer l'image de B parr, o ry. Endéduire le

centreder, ory.
b) Soit Q l'image de P par r, o ry. Démontrer que le triangle PNQ est rectangle isocéle. Retrouver

ainsi les propriétés des segments [P, I] et [1, N] démontrées au 3°.

ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT UN ENSEMBLE DONNE

& ¢étant une partie du plan 2, désignons respectivement par S* et 2° les ensembles des isométries et
des déplacements de # laissant & invariante,

L’ensemble .5 est une partie de I'ensemble J des isométries de 2.
o L’application identique de # appartient 4 S,
o L'application composée g o f de deux €éléments de J” est une isométrie telle que :
(9 0 NF) =g/ (F)] = g(¥) = #.
Ilen résulte que g o festun élément de #’. On exprime cette propriété en disant quel'ensemble Sf*
est stable pour la composition des applications.
o Tout élément f de S” est une isométrie dont Iisométrie réciproque ! est telle que :
STAEV=LTSEN =" o NHF) =1d,(F) = &.
L’ensemble #* contient donc I'isométrie réciproque de chacun de ses éléments.
On démontre de méme que I'ensemble &’ des déplacements laissant # invariante :
« contient I'application identique de 2,
o cst stable pour la composition des applications;
« contient le déplacement réciproque de chacun de ses éléments.
Afin de faciliter I'¢tude de tels ensembles, récapitulons un certain nombre de résultats.
1. Soit f une isométrie laissant invariante une partie finie #. Comme toute isométrie conserve les
barycentres, il en résulte que I'isobarycentre des points de # est invariant par f.

En particulier, si la partic # est formée de deux points A et B, le milieu du bipoint (A4, B) est
invariant par f.
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2. Soit f une isométric du plan 2 laissant invariant un point A de 2.

e Si [ est un déplacement, f est une rotation de centre A.
e Si f est un antidéplacement, f est une réflexion dont l'axe passe par A.

3. Soit f une isométrie du plan & laissant invariants deux points distincts AetB:

f(4)=4 et f(B)=B.

application identique de 2.

e Si f est un déplacement, [ est r
I'axe est la droite (4B).

« Si [ est un antidéplacement, f est la réflexion dont

4. Soit A ct B deux points distincts du plan et soit / une isométrie telle que :

f(A)=B ct f(B) =4

Le milieu O du bipoint (A, B) est invariant par f. Par suite :

o Si f est un déplacement, S estla symétrie centrale de centre O.
« Si [ est un antidéplacement, f est la réflexion dont l'axe est la médiatrice du segment [4, B].

5. Une droite 2 est invariante par une réflexion s, d’axe 4 si, et seulement si :

G=4 ou ZLA4.

Exemples de résolution
1. Etudier les ensembles J* et @’ des isométries et des déplacements laissant invariant I’ensemble

F = { A, B} formé de deux points distincts A et B. .

Soit f un élément de S
o Sif est un déplacement et si f(A) = A et f(B) = B, alors f=1ds.

e Si f est un déplacement et si f(A)=Bet f(B)= 4, alors f est la symétrie centrale, sp, dont le
centre est le milieu O du bipoint (4, B).

o Si f est un antidéplacement et sif(d)=Aet f(B) =
droite 2 passant par 4 et B.

« Si f est un antidéplacement et si f(4)=Betf

B, alors f est la réflexion s dont I'axe est la

(B) = A, alors f estla réflexion s dont I'axe est la

médiatrice 4 du segment [4, B]. ; "
Réciproquement, il est immédiat que Idg, s, 5o et 54 sont #| %0 | % | fa
uatre isométries laissant invariante la partie | 4, B}l

quatre isomét partic { A, B} Id, | 1ds | 50 | S0 | 54
Par suite : 2’ = {Idg, 50},

S = {Idg, So; 59 54} 5o | So | Ids | 54 | So
La table de composition de I'ensemble " est donnée ci-
contre. sg | So | s |Ids | S0
A noter que tout élément f de #* est involutif, c’est-d-dire d

Sq4 | 84| Sa | S0 Ids

¢gal 4 sa transformation réciproque ¥ e

9. Frudier les ensembles #' et @' des isométries et des déplacements laissant invariant 1'ensemble
F = { A, B, C} formé des trois sommets d’un triangle équilatéral.

Pour toute isométrie [ laissant la partie # invariante, le centre de gravité O du triangle ABC est

invariant par f (figure 11).

o Sifest antidéplacement, fest une réflexion dont 4
I’axe passe par O et par un des sommets du triangle.
Lisométrie f est donc une des trois réflexions sy,
S08)» S100) draxes respectifs (0A), (0B) et (OC).
Réciproquement, il est immédiat que ces trois
réflexions laissent la partie { A, B, C} invariante.

o Si f est un déplacement, f est une rotation de
centre O et I'application composée [ o 5,94 €St une

réflexion dont I'axe passe par O. i ) C

Figure 11

B
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= —
X

Comme de plus cette réflexion laisse & invariante, on
ou [ o Son = Socr

ou [0 S04 = Som
ou [ = S0 © Swoar
Stoc) © S04) laissent &

J 0 Son = Swa

.

D'Ol.l‘: f =1d, ou f = Siom © S

ois rotations 1d 3, Siom © Swo4n

Réciproquement, il est immédiat que les
invariante.
Finalement : 2’ = { ld,, Sion © S04

Swc) O Soap Sio Ay

LENE, o
S = {1dy, Sop © Sap 1
Le lecteur pourra établir, d titre d'exercice, la table de composition

Sioc) © S 12
Siony SioC) }
de I'ensemble S".

Exercice & résoudre
les ensembles des déplacements et

P [3 . - ros 3 4 £, '
F étant une partie du plan 2, ondésigne respectivement pat g'et S :
- L. i i . i ’ ' 3
des isométries laissant la partie & invariante. Déterminer @' et S et construire, lorsque #” est fini, la

table de composition de I'ensemble ', dans les cas suivants
a) A, B, C sont les trois sommets d'un triangle isocéle (AB = AC) non équilatéral; ¥ = {4, B, C}.

b) A, B, C, D sont les quatre sormmets d'un rectangle non carré; F = {4, B, C, D}. .
¢) A, B, C, D sont les quatre sommets d 'un losange non carré; & = {A,B,CD} 5
d) A, B, C, D sont les quatre sommeLs d'un carré; F = {A, B, c, D}

e) A est une droite; F = 4.

f) A et A" sont deux droites strictement paralléles; F = AV 4
g) A et A’ sont deux draoites orthogonales; F = 4V 4% .
h) A, B, C, D, E sont les cing sommelts d'un pentagone régulier; F = {4, B, C, D, E}. 8

i) A, B,C,D,E,F sont les six sommets d'un hexagone régulier; ¥ = {A,B,CD,E, F}.
j) T est un cercle de centre 0; & = r. |

DECOMPOSITION CANONIQUE D°UN ANTIDEPLACEMENT

On sait que tout antidéplacement  peut gexprimer sous la forme f=tosg, out est une
translation, de vecteur i, et s5 une réflexion d'axe 9.
J° On considére un point M quelconque
du plan et les points M, = sg(M) et

M’ =t(M,) (figure 12).
Soit H et I les milieux respectifs des

bipoints (M, M,) et (M, M’). .
. 1.
HI = i En déduire que

Démontrer que

le point I appartient d une droite fixe 4
paralléle d 2.

20 Soit M, le symétrique orthogonal de M
par rapport a 4 et K le milieu de (M, M>).
a) Démontrer que les vecteurs HK, Ki et

M, M’ sont constants.
b) Onnote MM’ = it, et ondesigne part,
la translation de vecteur uy el par 54 la

réflexion d’axe A. Démontrer que :

. Maoicos

f=1,08,=5,01
Figure 12

On peut conclure par I’énonce :

Soit f un antidéplacement du plan 2.
1. Pour tout point M d’image M, e milieu du bipoint (M, M’

’axe de I'antidéplacement.
usla forme f =1, 0 § == 5 O t,, ol s est la réflexion d’axe d et

2. De plus f peut se décomposer SO
une translation dont le vecteur u;, s'il n’est pas nul, a méme direction que 4.

) appartient 3 une droite fixe 4 appelée
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EXERCICES ET PROBLEMES

21. Soit un triangle isocéle (0AB) (04 = OB) et un
point P variable du segment [4, B],P # AetP # B.La
par:!le:cl menéc“d‘».i P dla droite (OB) coupe la droite (0A)
en A’ et la paralléle menée de P & i

ma (OB‘}) i d la droite (0 A) coupe la
]° Démontrer que OA" = BB’

2° En déduire qu'il existe une rotation r telle que
r(0) = B et r(4") = B’ dont on déterminera I'angle en

T —

I'opction de I'angle des vecteurs (Ef, 0B).

Démontrer que r(4) = 0. Déterminer alors le centre Q
de cette rotation.

3° Démontrer que les quatre points O, A’, B, Q sont
cocycliques.

gz_ . Dfms un plan qrienté 2, on considére un triangle
équilatéral ABC direct, cest-d-dire tel que I'angle

i b1
(AB, AC) ait pour mesure 5
On désigne par r, la rotation de centre A et d’angle ;—t et

: 2n
par r, la rotation de centre B et d’angle 3

Pour tout point M du plan, on pose N =r,(M),
M’ =r,(N). Onposer =r, 0ry.

I° a) Soit D le symétrique de C par rapport 4 la droite
(AB). Déterminer r(D) et r(B).

b) Montrer que r est la symétrie de centre Q milieu de
[B, D).

2° g) Montrer que ensemble I' des points M du plan
tels que M, N et M’ soient alignés est un cercle passant
par les points A4 et Q@ (on pourra considérer I'angle

e ——
(MQ, MA)). o
b) Prouver que I” admet [A, D] pour diametre et que le
milieu I de [4, B] appartient a I'.
Construire le cercle I'.
23. Dans le plan orienté on considére un carré ABCD
de sens direct et de centre 0. Soit A'B'C'D’ le carre
transformé de ABCD par la rotation de centre 0 et

T

d’angle E
J° Quel est son centre?
2 Soit f une isométrie transformant {4, B, C, D} en

A’. B, C’, D’ }; montrer que f(0) = 0. En déduire les
dépiacements, puis les antidéplacements transformant
{A, B, G, D}en {4, B,Cc, D'}

it ABC un triangle équilatéral direct d’un plan 2.

(2)4r1 dségilgne par A, ' C’ les milieux respectifs des
segments [B, C], [C, A] et [,:l, B].
On se propose de déterminer 'ensem
f de & telles que -

ble # des isométries

c’ = f(B)

& contient une rotation R que l'on
I'image du trianglc_4BC par R?

# contient un antidéplacement g
éduite. Quelle est I'image du

J° Démontrer que
précisera. Quelle est
2> Démontrer que
dont on donnera la ‘I?'ormc r
" g '
;‘?Eiﬁ;ﬂsﬁ p.;érﬂcnt de S, ,quell&':Bs%[Et Igsr jrrr;agg;
possibles du triangle ¢quilatéral A p ?

25. Soit, dans un plan 2, un triangle A;4,4;.

A tout point M du plan, distinct des sommets A4,, A,, A4

du triangle on associe

o les points M, Mz, M3, symétriques de M dans les

réflexions S 4s)> StAsdns Siagda) d’axes respectils les

droites (A,A43), (A344), (4142);

o lesdroites 4, 4,, 43 issues des sommets A, A5, Ay et
respectivement perpendiculaires aux droites (M;M,),
(M3M,),(MM,). Les réflexions d’axes 4;,ie[1, 3], sont
notées Sy,

j° Démontrer que 4, est la médiatrice du segment
[M?J M3]

2° SOlt 5= S(A“‘a} o Sdl o S(AIA;}‘

a) Quelle est la nature de s?

b) Déterminer s(A,), s(M). Caractériser s.

3° On suppose, dans cette question, que les points M,
M,, M5 ne sont pas alignes.

a) Démontrer que les droites 4, 4,, 45, sont
concourantes en un point P que I'on caractérisera pour
le triangle M1M2M3.

Ce point P est appelé I’associé du point M.

b) Quelest |’associé d’un point M appartenant aux cOtés
du triangle A 4,45 et distinct des sommets de ce

triangle?

26. Un point M décrit la base [B, C] d’un triangle
isocéle ABC. Les paralléles 4 (AB) et a (AC) menees par
M coupent [4, C] en F et [4, Bl en E.

7° Montrer que la médiatrice de [E, F] passe par un
point fixe. (On pourra faire intervenir la rotation qui
transforme (4, B) en (C, A).)

2° Montrer que le cercle circonscrit au triangle EFA
passe par un point fixe autre que A.

27. Dansle plan orienté, on considére un triangle ABC.

A’, B, et C’ désignent les milieux respectifs des bipoints

(B, C), (C, A) et (4, B).

J° Montrer qu’il existe un point P et un seul vérifiant les

conditions suivantes : PA = PC et une mesure €n
i Ty T

radians de I'angle (PA, PC) est égale d 7

Soit @ le point tel que : QA = OB et une mesure en
. _—— T

radians de 'angle (OB, QA) est égale 4 2

2° g) On désigne par :

T
o rp la rotation de centre P et d’angle de mesure 5

e rg la rotation de centre Q et d’angle de mesure 5

e 5, la symétrie de centre A"

Etudier Pimage de A par I'applicationf = o
Que peut-on dire de /7

b) Quelle est la nature du triangle A'PQ?

28. Dans le plan 2 orienté, rapp'or‘té au repe.;z
orthonormal direct (0, i, ), On considére les poin
distincts A, B et C d’affixes respectives @ 0 et — e
J° Donner une condition néessaire et suffisante ‘:ﬁrl :’::
par a et b pour que les points 4, B et C soient alignes:

os’,.orp.

déduire que J = [R g}
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On suppose dans la suite que les points A, B et C ne sont

pas alignés et que la base (4B, AC) est de sens direct.
2° Sur les droites (4B) et (AC), & I'extérieur du triangle
ABC, on construit les carrés AFGB et ACQ&eﬂE
parallélogramme AEHF de fagon que les bases (AF,
et (AC, AE) soient de sens direct.
a) En considérant la rotation de centre A qu
C en E, montrer que I'affixe e du point E est:

e= —ib+a(l —i).
b) Calculer les affixes f, et d des points respectifs F, Het
D en fonction de a et b.

3° Déduire du 2° que :
a) FE = 204 et que les droites (EF) et (04

perpendiculaires;
b) BD = CH et que les droites (BD) et (CH) sont

perpendiculaires.
29. Dans le plan 2 orienté, on considére un triangle

i transforme

)} sont

équilatéral ABC tel qu'une mesure de I'angle (4B, 40)
ST
soit—. On appelle € le cercle circonscrit au triangle ABC.

La médiatrice de [B, C] coupe € en A et D; on appelle A’
le point d’intersection des droites (BD) et (AC).
7° Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport
icC.
2° Ondésigne par Sgp, Spes> Scas Saples réflexions d’axes
(BD), (DC), (CA), (AB) respectivement.
a) Quelle est la nature des applications Spzp © Spe et
Sca 0 S4g7 On précisera les ¢léments caractéristiques.
b) Soit 4 la paralléle-a (D C) menée par 4 et S, la
réflexion d’axe 4. Démontrer que :

SB.Q‘OSDC= SDCOSDA et SCAOSA8=SDAOSA'

¢) Retrouver le résultat du I° en utilisant 'application :

£=SB.D OSDCOSCA OSAB
que I'on caractérisera.

30. On considére quatre points A, B, C, D non alignés

—

tels que AB + CD = 0 dans le plan.
7° On considére la rotation R, de centre A et d’angle

e — N
(AD, AB) et la rotation R, de centre B et d’angle
‘-._'_._._,-.--—_‘___

(BA, BO). o
a) Construire I'image de A par l'application R, 0 R;.
b) Déterminer la nature et les éléments caracteristiques
de R, o R,. el
2° Soit R, la rotation de centre C, d’angle (CB, CD) et
_ —=
R, la rotation de centre D et d’angle (DC, DA).
Déterminer avec précision I'application :
R40R30R20R1.

3° Cette composée peut-clle &tre I'application identique

du plan?
Préciser alors
31. Le plan orient¢ Z ¢tant rapporté a un repere
orthonormal direct (O, i, j), on désigne par 4, B, et Cles
points de # de coordonnées respectives (1, 0), (0, \/3} et
(— 1, 0) dans le repére.

On appelle r 1a rotation de centre B, d’angle de mesure ;,

la nature du quadrilatére (4, B, C, D).

AB) -

—_—

) 2n
angle de me —
re A, d’ang sure T etsly

r'la rotation de cent
milieu de [4, B];soit /Tapplicatiq,

symétrie de centre I,
rosor

o Déterminer Ja nature et les €léments caractéristiqye

ili t f(B)

¢ f(on utilisera f{C)_ﬁ .
g" Jgéterminer Jes applications d'e C dans C associées 3,
. setf et retrouver ainsi les résultats du /°, )

H E]
Jan 2 rapporté au repére orthonormg|
e I'application ponctuelle qui, & toyt
fait correspondre le point M” d"affixe

32. Dans le P
(0, i, p), T design

point M daffixe z,
2= —iz+ I '

J° Montrer que T o T est une translation dont op
précisera le vecteur. 1

20 Soit ¢ la translation de vecteur 3 (1 — D).

Montrer que T © (~1=t"1oT=s, s éant une

réflexion d’axe & que I'on précisera.

EndéduireT=to§=.sof. " .
30 Soit k la translation de vecteur u, r la rotation de
T

e O dont une mesure de I'angle est 5 b 1a réflexion

centr
d’axe (0, ). o
Démontrer que T=koro b. En déduire que T=koS,
ot S est une réflexion d’axe 4 que I'on précisera.

A Paide du 2°, démontrer que s = loS ou I est une

1 .
translation de vecteur > (1 + v).

Retrouver géométriquement I'axe 2 des.

33. Soit dans le plan un triangle équilatéral ABC. La
bissectrice intérieure de A recoupe le cercle circonscrit en
D. On suppose que {;Ei—, ZE} =g (2m).
Réduire a une transformation simple le produit :

Spp © Spc © Scq © Syp
ou Sy, désigne la réflexion d’axe (X'Y).
34. Le plan orienté 2 est rapporté d un repére
orthonormal c;irect (0, i, j). Soit A, B, C et D les points
de coordonnées respectives (1, 0), (0, 1), (— L 0)et

(0: - 1)‘
On appelle R, la rotation de centre D et d’angle de

T
esure 3 R, la rotation de centre B et d’angle d¢
:wsure m, R, la rotation de centre C et d’angle de mesure
7 On pose T=R, o R, o R;.

a
;" Quelle est la nature de T'? Déterminer complétement

22 Onposep=R;0T.
Quelle est Ia nature de ¢? Déterminer complétement ¢

35, : :
> Dans un. plan _orienté, rapporté au repere
Bd eonormal direct (0, 1, j), on considére les points Act

coordonnées respectives (6, 0), (3, \/j) ainsi que 2

rotati
ation R, de centre A, d’angle g et la rotation Rz de

centre B, d’angle _ZE
3

10 Un 1
point M quelconque du plan a pour coordonnées
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S

(x, y). Donner en fonction dc x et y les coordonnées de
R, (M) et cclles de R,(M).

2° Montrer que I'application composée R, o R, est une
rotation dont on déterminera le centre w et I'angle. (On
pourra utiliser les nombres complexes.)

3° Soit s la réflexion d’axe (AB).

Montrer qu'il existe deux réflexions s, et s, d’axes 2, et
G, tellesque Ry =s, 0 set R, =505, . En déduire que
R,o R, =5, 035;.

Montrer que 2, et &, sont sécantes en .

36. Pestle plan orienté. On appelle triangle équilatéral
direct tout !.}'lpl&t (4, B, C) de points de 2 vérifiant les
deux propriétés suivantes :

le triangle ABC est équilateral,

s

———

™ —_
3 est une mesure en radians de 'angle (4B, AC)-

On donne un cercle € de centre O et de rayon R et une
droite & ne coupant pas €.

1° Soit A un point de 2. On note (E ) I'ensemble des
points M et 2 vérifiant la propriété : «Il existe un point
N de € tel que le triplet (4, M, N) soit un triangle
équilatéral direct». Montrer que (E ) est un cercle dont
'(}E ;iétcrminera le centre Q, et le rayon R, Construire

o)

2°" Quel est 'ensemble des points 2,4 lorsque Adécrit 27
Construire cet ensemble.

37. Dans le plan complexe 7 on considére les points 4,
B, M daffixes respectives a, b,z avec a # b.
M, est image de M dans la rotation r, de centre A,
d’angle de mesure 6. :
M, est 'image de M dans la rotation r, de centre B,
d’angle de mesure 6",
7o Montrer que l'affixe z’ du milieu M’ du segment
[M,, M,] est définie par :
el a(l —e) + b(1 —¢€)
O g

20 Comment choisir f et 6’ pour qu’il y ait une rotation r
telle que YMeZ le point M’ soit I'image de M dans la
rotation r? Définir alors la rotation r.

3¢ Comment choisir 0 et § pour que M’ soit
indépendant de M? Cette condition étant réalisée et

étant le milieu de [4, B, exprimer I'affixe de QM’ en

fonction de celle de QB. . ) _
En déduire 'ensemble € des points M’ quand 0 varie.
38. Dans &, plan orienté muni d’un repere orthonor-
mal direct (0, i, v), deux points A et B ont pour
coordonneées respectives (— & 0) et (a, 0), ou aestun réel
strictement positil.

T
on de centre A, d’angle de mesure 7

2

n de centre B, d’angle de mesure — 3"

r,estla rotati

rgestla rotatio
Pour tout point M du plan &, on note M 4 = r4(M) et
Mg = rg(M). . ‘

I BM éfam un point donné de 2, construire les points
M, et M; justifier 1a construction.
2? ADérnontrcr que le milieu du segment [M 4, Mg]estun
point fixe indépendant du choix dc_;'ff P

a) en composant les applications 74 puis 7g;

b) en utilisant les nombres complexes. : ‘\
30 Démontrer, par le procédé de votre choix, que lorsque

M#M,etM#Mg:
(MM, MMy) = (MA, MB) +3 @n.

Quel est 'ensemble des points M du plan Z tels que M,
M 4, My soient alignés?

Construire cet ensemble.

39. Onconsidéreun triangle isocéle OAB de sommet O.
On note H le pied de la hauteur issue de O. On meéne, 4 un
cercle variable (0) de centre O, les tangentes (A C) et (BD),
(Ce(0) et D e(0)), non symétriques par rapport ala
hauteur (OH).

1° Quels sont les lieux géométriques de C, de D et du
point M intersection de (AC) et (BD). (On pourra, pour
trouver le lieu de M, utiliser la rotation de centre O qui

transforme A en B)
20 Montrer que la droite (CD) passe par le point H.

30 Montrer que les bissectrices de 'angle AMB passent
par des points fixes.

40. Dans le plan 2 orienté, on donne deux droites
paralléles 2 et 4, et un point A n’appartenant a aucune

de ces droites.

Construire un triangle ABC vérifiant simultanement les
conditions suivantes :

a) ABC est rectangle en A;

b) ABC est isocele;

c) B est sur & et C est sur 4.

Préciser Je nombre de solutions au probléme pose.
(Toute méthode pourra atre utilisée : géometrique,
analytique, utilisation de nombres complexes,...)

41. Leplanest rapporté & un repére orthonormal direct
0,7, ).

I° Soit a,.b, ¢, d quatre nombre réels. On considére les
deux systémes de relations :

gt-te® =1 lad — bel =1
P2ydi=1 (1) et §a?=4* (2)
ab+c¢d=0, b2 = 2,

Démontrer, soit algébriquement, soit trigonomeétrique-
ment (en remarquant que, si o + p2 =1, il existe au
moins un nombre réel 6 tel que o = cos 6 et § = sin 0),
que (1) implique (2). La réciproque est-elle vraie?

2° On considére la transformation ponctuelle R qui, a
chaque point m de coordonnées (x, y), fait correspondre
le point M’ de coordonnées (X', Y') telles que :

4 3

3 4
X =—-x—- = e
Sx Sy, Y sx+5_y.

a) Qgels sont les points fixes de R?
b) Démontrer que Om = OM’ et que, si P’ cst Iimage de

p, on a toujours pm = P'M".
____..—-—""_-—-—

¢) Donner une mesure de 'angle de vecteurs (Om, OM").
Quelle est la nature de R?
3° Dans les mémes conditions, OnN considére la
transformation & qui, @ chaque point m(x, y), fait
correspondre le point M" (X", Y") tel que:

4

4 3 3
erz_ ik g B 11
5;vc+5y, Y 5x 5)’
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a) Quels sont les points fixes de S?
b) Démontrer que S est une réflexion d
I'axe.

ont on préciserd

4° Plus généralement, tout systéme de relations :
X =ax + by
Y =cx +dy,

ol a, b, ¢, d sont des nombres réels vérifiant l'inégalité
ad — be # 0, définit une transformation ponctuelle T
par laquelle tout point m(x, y) a pour image M(X, Y).
Rechercher un ensemble de conditions nécessaires et
suffisantes entre les nombres a, b, ¢, d pour que la
transformation correspondante soit une isometrie.

A quelle condition cette isométrie  est-elle un
déplacement?

A quelle condition est-clle une réflexion?

5° On se propose maintenant d’étudier la transforma-

tion T” définie par :

X=x
Y =3x+2y.

a) A-t-elle des points fixes?

b) Quelle est la figure transformée, soit d’une droite
alléle 4 la droite des abscisses, soit d’une droite

paralléle a la droite des ordonneées?

¢) Donner un procédé graphique simple de construction

de 'image M d’un point quelconque m.

42. Dans tout le probléme, le plan 2 O_ILiC_‘l:llé est
rapporté & un repére orthonormal direct (O, i, j).

I — J° Soit un point m, u le symétrique orthogonal de
m par rapport a la droite d’équation y =x et m’ le
symétrique orthogonal de u par rapport 4 la droite
d’équation y = 0. Calculer les coordonnées x’ et y’ de m’
en fonction de celles, x et y de m. Préciser I'application

qui transforme m en m'.

2 On associe au point m(x, y) le point M (X, Y)tel que :
X=14+y
Y=1-x

Démontrer que I'application, notée T, définie par
T,(m) = M, est une rotation que l'on caractérisera par
son centre w et par une de ses mesures.

3° Le point m décrit la droite d’équation y = x. Quel est
lensemble des points M correspondants? Quel est
I'ensemble des milieux des segments [m, M]?

I — I° Onassocie au point m(x, y)le point M"(X", Y
tel que :

X' =xsin 0+ y cos 0

Y = —xcos f+ysin6,
f étant un nombre réel donné. Démontrer que
lapplication, notée T, définie par T,(m) = M’, est une
rotation que I'on caractérisera par son centre et par une
de ses mesures. Que peut-on dire de T, lorsque
sin 8 = 1?7
2° On associe au point m(x, y) le point M"(X”, Y") tel
que:

{X"=a+xsin9+ycosﬁ'
Y"=a—xcos 8+ ysinb,

_///‘.’c];:;[:éfnon nul et 0 étant un

mbre 1€

ne. _ ) p——
J'application, notée T5, définic par

n dans le cas ou sin 0 est

a étant un no

nombre réel don

smontrer que -
D est une rotatio
?

Ty (m) = M
différent de 1.
Calculer les coor
fonction de a et U.

données (Xo» y,) du centre de T, en

et—-

Yo (On exprimera Jo en fonction de
Xo
Xo

Calculer xo + Yo

0

tan — J-
Gt

Démontrer q

i e
points £ est une &
lensemble des points €

ue si @ varie, a restant fixe, 'ensemble des

droite 2, et que sia varie, 0 €tant fixe,
est une droite & de vecteur
-

—[—smz]J-
cos 7 I 2.7

directeur it =
jon de @, une mesure de I'angle de

Donner, en fonct

5_-- aqr
vecteurs (i, #)- Utiliser ’
donner uné construction geo
connaissant a et 0.

er les résultats précédents pour
métrique simple de

plication T, est un cas

[II — Démontrer queé I'ap un
et retrouver ainsi les

particulier de P'application T3
résultats de la question In—2.

43. Dans le plan orienté 2, on considére deux poipts
distincts O et E, la droite 4, passant par O et par le point

F tel que :
OE = OF et (OE, OF) =% (2n),

et la droite 4, contenant O et orthogonale 4 la droite
(OE). On note S, la réflexion d’axe 4;, S, la réflexion

e

d’axe 4, et T la translation de vecteur OE.

Etant donné un point quelconque M du plan 2, on note
M, son transformé par S, M, le transformé de M, par
S, et M’ le transformé de M, par T.

1° Quelle est la transformation S, o S,? En déduire que
la transformation T o S, o §, (qui transforme M en M')
est une rotation R. Déterminer une mesure et le centre
de R. N

2° Splt (0,i,j) un repére orthonormal direct de £ tel que
le point O soit lorigine et que le point E ait pour abscisse
2 et pour ordonnée 0.

Calculer, en fonction des coordonnées x et y du point M,
les coordonnées x, et y, de M, puis les coordonnées X,
et y, de M. Vérifier enfin que les coordonnées x” et y’ du
point M’ sont :

r 1 3

X =§x“%}’+2
3

¥y _Ty'

Trouver les coordonnées du centre I de la rotation R
dffmu;: au J°. Exprimer x et y en fonction de x’ et y".
3,_ Soit mun paramétre réel. Démontrer que la droite 2,
¢quation mx — y + ./3 = 0 conti i .
Quelle est I'équation de la droite @;,irrl;gsl}'(i?lllg 2?9:4
par la rotation R? Démontrer géométriquement que 7,
contient un point fixe A°. Le vérifier analytiquement. "
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SIMILITUDES
DIRECTES DU PLAN

* CHAPITRE

19

| — ACTIVITES PRELIMINAIRES  /

stie h de centre A et de rapport k.

1. On considére dans le plan oriente P une homoth
= N’, comparer les distances MN

1° Pour tous points M, N tels que h(M) = M’ et h(N)
et M'N’.
2° On suppose k > 0. Démontrer que h conserve les mesures

3° On suppose k < 0. Démontrer que h peut s’écrire sous la forme h="H o f, ou h’ est
I'homothétie de centre A et de rapport — k et f une transformation que l'on précisera. En

déduire que h conserve les mesures des angles orientés de vecteurs.

des angles orientés de vecteurs.

En conclusion :
Toute homothétie de rapport k multiplie les distances par |k| et conserve les mesures des

angles orientés de vecteurs.

2. Le plan P est muni d’un repére orthonormal direct o, i,7).
Soit [ I'application de 2 dans # définie analytiquement par :
{ X' =2x+y+4
y =x-—2y.

1o Démontrer qu'il existe un réel A strictement positif re!‘que la distance de deux points
quelconques M et N et celle de leurs images M’ et N’ vérifient la relation M'N’ = AMN.

20 Démontrer que l'application f posséde un point fixe unique, noté A.

30 Soit M un point du plan d’image f(M) = M’ et soit M, I'image de M par I'homothétie h
de centre A et de rapport le réel A déterminé d la question I°.

Démontrer que le milieu du segment [M,, M’] appartient @ une droite fixe 2 et que le

vecteur M M’ est orthogonal a 9.
En déduire une construction géométrique simple du point M’ = f(M) et une décomposition
de I'application f sous la forme sg o h, ou h est 'homothétie définie ci-dessus et sg la

réflexion d ‘axe 2.

3. Dans le plan & muni d'un repére orthonormal direct, on considére 'application [ définie

analytiquement par .
{ x=2x—-2y+1

y =2x+2y + 2.

émontrer qu'il existe un point A, et un seul, invariant par f.

nct de A et d’image M’ = f(M), démontrer :
est un réel indépendant de M que l'on calculera;

I°D
20 Pour tout point M disti
a) que AM’ = AAM, ou 4
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st — — —
b) que la mesure principale 6 de I’angle de vecteurs (AM, AM’) reste constante lorsque M

varie. (On calculera 6.)

3° Déduire de la question 2° une décomposition de 1%
respectivement une homothétie et une rotation de méme cenire
rapport et l'angle. Montrer queroh=hor.

ous la forme [ =r o houhetrson
A dont on préciserq Je

Il — SIMILITUDES DIRECTES

PRODUIT D'UNE HOMOTHETIE
ET D'UNE ROTATION DE MEME CENTRE

Dans le plan orienté considérons ’homothétie h de centre A et de rapport k, strictement
positif, et la rotation r de centre A et d’angle 6. Posons [ =70 h.

e Le point A, invariant par h et par r, est
invariant par f.

« Soit M un point distinct de A, M, = h(M) et
M’ =r(M,) (figure 1). Ona:

f(M)=M’, AM,=kAM, AM,=AM’

et (AM,, AM")=0 (2m).
Comme k > 0, il s’ensuit :
AM’ = kAM
et (AM, AM") =0 (2n) (1)
D’autre part, le point M) = r(M) est tel que :
AM = AM;, 44
et (AM, AM}) =6 (2m) 2) Ryide 1

De (1) et (2) on déduit que les vecteurs AM’ et AM | sont colinéaires et de méme sens, et
que AM’ = kAM].

Il en résulte AM’ = kAM?, soit M" = h(M?).

Finalement : M’ = (h o r)(M) = (r o h)(M), et par conséquent hor=roh.

On retiendra :

Le produit d’une homothétie & de rapport positif et d’une rotation r de méme centre est
commutatif : hor=roh. :

REMARQUE : La propriété est encore vraie lorsque le rapport k de ’homothétie h est négatil. Il
suffit pour le montrer de décomposer h en le produit, commutatif, de 'homothétie b’ de rapport — k
et de méme centre, A, que het de la symétrie centrale s, decentre A :h=s, o i’ = h’ 0 5,. Comme
la rotation r commute avec h’ et avec 54, elle commute avec h.

Deux propriétés du produit f=ro h

1. Considérons deux points M et N, leurs images respectives M et N, par h et les images
M’ et N'de M, et Nyparr: M = f(M), N = f(N).
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12/ Similitudes directes du plan

Comme h est une homothétie de rapport k,ona:M;N;=kMN, d’ou, k étant positif,
M N, = kMN. De plus, r étant une rotation, M'N'=MN,.

Finalement M’N’ = kMN; 'application f multiplie les distances par le réel positif k.
2. S:lpposons que M et N soient distincts ct considérons deux autres points distincts P et
O d'images respectives P, et Q, par het P’ et Q' par f (figure 2).

Figure 2

me h et r conservent les mesures des angles orientés, on a :

(MN, P0) = (M, Ny, B.Q)) et (M.N,, Pi0,) = (M'N, P'Q") (2n)

d’oul :

Com

(MN, PQ) = (M'N', Q) (2n)
L'application f conserve les mesures des angles orientés de vecteurs.

REMARQUES :

1. Les propriétés
o« [=roh multiplie alors les distances par [k];
o f=r0 h conserve les mesures des angles orientés de vecteurs.

précédentes sont encore vraies lorsque le rapport k de 'homothétie h est négatif :

2. Plus généralement, pour toute homothétie h de rapport k, positif ou négatif, et pour tout
déplacement d, les produits f =d 0 hetg = h o d multiplient les distances par |k| et conservent les
mesures (les angles orientés de vecteurs. De plus, comme het d sont des transformations du plan &

(bijection?; de & sur lui-méme), il en est de méme des produits d o h et hod.

ENSEMBLE DES SIMILITUDES DIRECTES

DEFINITION 1

de directe du plan orienté 2 toute transformation de # qui multiplie
réel strictement positif 4 et conserve les mesures des angles orientés

A est appelé rapport de la similitude.

On appelle similitu
Jes distances par un
de vecteurs. Le réel

Exemples

Les déplacements (translations et rotations) sont les similitudes directes de rapport 1.
Toute homothétie de rapport k est une similitude directe de rapport [k|-
itd o houho d,oudestun déplacement et hune homothétie de rapport k, est

t produ
g 4 te de rapport |kl-

une similitude direc

il
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Produit de deux similitudes directes

L’application composée s’ o s de deux similitudes directes set s de rapports respectifs ] o

A’ multiplie les distances par A’A.

De plus, comme s et s conservent les mesures des angles

méme de 5’0 s.

orientés de vecteurs, il en est de

Enfin, s et 5" étant bijectives, 5’ o s est une bijection du plan sur lui-meme.

Il en résulte que s’ o s est une similitude directe de rapport A’4.
L’application composée s’ o s de deux similitudes directes s et s’ de rapports respectifs 1 et

A’ est une similitude directe de rapport 1'A.

Réciproque d’une similitude directe

. . o =1
Si 5 est une similitude directe de rapport 4, son application reciproque s est une

1
transformation du plan 2 multipliant les distances par 7 et conservant les mesures des

angles orientés de vecteurs. Ainsi :

L’application réciproque d’une similitude directe de rapport A est une similitude directe de

1
ra t—-.
ppor 7

Exercices d’application

1. Soit s une similitude directe de rapport 1.
I° Démontrer que s transforme trois points
quelconques 4, B, C en trois points A’, B’, C’ tels
que :

A'B’ . A'C’ = i*4B . AC.

2° En déduire que si t@g points A, B, M
sont tels que AM =tAB, ou teR, leurs
images respectives A’, B’, M’ sont telles que :

A'M’ =tA’B".

3° Utiliser cette propriété pour montrer que :

a) s conserve le milieu d’un bipoint.

b) s conserve I'équipollence.

¢) s transforme les droites en droites.

4° Quel est leffet d’une similitude directe de
rapport A sur le déterminant d’un couple de
vecteurs dans une base orthonormale directe?

2. Soit h une homothétie de rapport k # 1 et
soit r une rotation d’angle @ non nul
@#0 (2n)).

1° Démontrer que le centre w de h est le seul
point du plan invariant par h.

2° Démontrer que le centre £ de r est le seul
point invariant par r.

3° Déduirede /°et 2°quesih o r = r o halors
les points w et Q2 sont confondus.

3. Le plan 2 est muni d’un repére orthonor-

mal direct (0, &,, &,). _
I° Soitr la rotation de centre £2(«, f) et d’angle

n g
5 et soit h I’homothétie de centre Q et de

rapport k. Définir analytiquement la similitude
directe s=hor.

2° Etant donnés trois réels a, b, ¢ dont le premier
an’est pas nul, quelle est I'application de 2 dans
2 définie analytiquement par

xX'=—ay+b 5
y=ax+¢ '

4. Dans le plan 2 muni d'un repere
orthonormal, on considére I'application f
définie analytiquement par :

X' =x—3y—3
YV==3x—yp+1.

I° Démontrer que f multiplie les distances par
un réel positif 4 que I'on déterminera.

.?“ Dt_amontrcr qu’il existe un point A, unique,
Imvariant par f.

3° Déterminer I'ensemble @ des points M du
plan d’image M’ tels que AM’ = JAM.
Determige_rgc mémtﬂ’fgscmble A des points M
tels que AM* = — JAM (1 est le réel déterminé
a la question /°). Démontrer que 9 et 4 sont
deux droites orthogonales,

4° Démontrer, sans calculs, que :

f=ss0h=hos,,
Ou 54 est la réflexion d’axe & et h 'homothétie de
centre A et de rapport 1.

Tfouvgr une autre décomposition de f.
L’application f est-elle une similitude directe?
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Il — ANGLE D'UNE SIMILITUDE DIRECTE
DEFINITION | |

Soit s une similitude directe. Considé-
rons quatre points 4, B, M, N
d’images respectives A’, B, M, N’
(figure 3).

Si A, Bd’une partet M, N d’autre part
sont distincts, il en est de méme de A’,
B’ et de M’, N’ et 'on a, s conservant
les mesures des angles orientés : -

(AB, MN) = (A'B’, M'N") (2m)
D'ou :
(4B, MN) + (MN, A'B)
—(MN,AB)+(A'B',M'N") (2n),

soit :
(4B, AB")=(MN,M'N") (2n).

Figure 3

e
Il s’ensuit que si 6 est une mesure de 'angle orienté (4B, A’B’), 0 est aussi une mesure de

tout autre angle orienté (MN, M'N’).

On peut donc énoncer :

Une similitude directe s étant donnée, il existe un réel 0, défini modulo 2, tel que pour
tout bipoint propre (M, N) d’image M,N):

et (MN, M'N') =6 (2n).

DEFINITION z On dit alors que s est une similitude directe d’angle de mesure 6, ou plus simplement
d’angle 0.

THEOREME 1

e Exercice résolu

Dans le plan ? muni d'unrep
définie analytiquement par -

sre orthonormal direct (0, ¢,, é,), on considére | ‘application s

x=x—y+1
y=x+y
M,, unique.

o Démontrer que S posséde un point invariant
point M distinct de Mo d'image M’
_'__.-—-‘-"'_'_-_—-

’angle (M oM, MgM ) est constant.
similitude directe. Quel est son rappor

est invariant par s, si, et seulem

2 Pour tout = s(M), comparer les distances MoM €t
our L0
MM’ et démontrer que

En déduire qué S est une
1o Un point Mo de coordonnées Xo, Yo
{ Xo = Xo — Yo +1

yn = xU + }’U'

t et quel est son angle?

ent si:

Scanné avec CamScanner



304

Les propriétés (1)
est égale a l'app
I'homothétie h de centre Mo €t de rapport

de la rotation r de centre M,

similitude directe de rapport \/2_ et d’angle 4E

PROPRIETES

1. Similitudes directes d’angle nul
t 1 et d’angle nul. Pour tout bipoint propre

Soit s une similitu
d’image (M, N’) par $, ona:

On sait alors que s est une ho
o 8i A =1, sestune translation;
e SiA#L SE

Réciproquement,
similitude directe

12/ Similitudes directes du plan

L 2 ;
a rcsolution de ce systéme donne Hainii bl
Xg=0,y,=1 A RS
SI] eln résulte qu’il existe un point, et un H
eul, invariant par s : le point Mo de .
coordonnées (0, 1). e R et
2° Pour tout poi ]| PN 2B Xt
Sl p0!nt M(x, ,V d&ima e ] e e i 1_ L
M'(x’,y),ona: ) & e :

MoM? = x> + (y — 1)?
”-'-'"[ :

4 pyiay hiay

—1 =

'r;'—;l,-_:li_'.;_;;'_, 3

e

B s

,_

et
MoM? = x4 (y — 1)

=(x—y+1)P+(x+y—1)7
=2[x*+(y = 1]

Doti: MoM?=2M,M?

soit:  MoM'=./2MM. o B

tie U T
our montrer l'invariance de I'angle

gt ;_-_L;_:-.

Si M est distinct de Mo, il en est de méme de M". P
9, reste constante. Le cosinus et le

(MM, MyM’), montrons que sa mesure principale,

sinus de 6 sont donnés par les formules :
cos = MM . MM _ x(x—y+ D+(y-Dx+y=0D__ 1.
MoM x MM’ J2 x MoM? i

sin 0 = déti, a0 (Mo M, MoM) . ﬁ_yz___?li—l— = _1._
ST MM x MM 26y =D J2
Ml

Il en résulte 6 = ; Par suite, quel que soit M :
h r
@ N
M M

(MoM, MUM’) - ':T
et (2) montrent alors que §

lication composée r o h de
J2et

et d’anglc;— (figures 4 et 5); e

—

roh
Figure 5

application s est donc une

(M, N)

de directe de rappor
0 (@m), soit M'N'= JMN.

M'N’ = AMN et (MN, M'N’) =
sément :

mothétic-translation. Plus préci

st une homothétie de rapport /.
toute translation, toute homothétie de rapport positif, est une

d’angle nul.
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Les simili : )
ilitudes directes d’angle nul sont les translations et les homothéties de rapport

positif.

RE y . )
MARQUE : On démontre de méme que les similitudes d’angle plat sont Jes homothéties de

rapport négatif.

2. Comme on P'a fait pour un déplacement d'angle 0 (page 283

Pour toute similitude s d’angle 0, la similitude réciproque s~1 est d’angle — .

3. De méme, comme Cest le cas pour deux déplacements (page 284) :
Pangle dela similitude s, 0 5y est

), on démontre :

;'Ol: tﬂoutes similitudes s, et s, d’angles respectifs 0, et 02,
1 2

DETERMINATION D'UNE SIMILITUDE DIRECTE

Probléme
el 1> 0 et un réel 0 étant donnés, existe-t-il une similitude

Deux points 4, A’, un r
d’angle @ transformant Aen A7

directe s de rapport 4 et
1° Si une telle similitude s existe, elle est unique. En M’
ef-fct‘ I'image pars d’un point quelconque M,

distinct de A, est un point M tel que :

UM =AM et (AM,AM)=8 (0. (1)
Or les relations (1) ci-dessus définissent, 4, A’ 4, 0
et M étant donnés, un point unique M’ (figure 6);

s est donc l'application quia A associe A’ etatout
point M distinct de A associe le point M’ défini 0_~ 3 %
u

par (1).
20 Montrons maintcnant Pexistence d’une solu- N N
AN \

tion au probléme posé. 3
Soit d le déplacement d'angle 6 transformant Aen \\ M
Aeth homothétie de centre A’ etderapport 4. La \ z

composée h o d est une similitude d’angle 6, de

rapport 4 transformant A en 4" elle répond 4 la
Figure 6

question.

On peut donc £noncer :

il existe une unique similitude

THEOREME 2

el A > 0etun réel 0 étant donnés,

unré ;
0, transformant Aen A"

rt A et d’angle

Deux points 4 A,
directe s, de rappo!

r la donnée de son rapport 4, de

recte s est déterminée pa _
— s(A4) de ce point.

e similitude di '
¢ de I'image A’

1l en résulte qu'un
point A quelconque €

son angle g, d’'un

cte déterminée par

deux points distincts et leur image
désignons par 0

atre points A B A, B tels que AB aé Oet A’B #0,¢t :

Considérons qu 5, 4l ¢
angle orienté (4B, A'B").

Similitude dire

une mesure de!
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i
i
I ’
4 . ’ ] A B’
S'il existe une similitude directe transformant A en A”et Ben B’,son rapport es“‘g-g-et
- . : AR
' son angle est de mesure 0. Or il existe une similitude directe unique s de rapport T
i d’angle 6 et transformant 4 en A’ De plus s transforme B en le point B” tel que :
i ’ T4 e > — —v—;--”
5 aB <28 p_a4p e (4B, A/B")=(4B, A'B)=0 (2m),
| AB
C’est-a-dire en le point B’. On peut énoncer :
Etant donnés quatre points 4, B, 4', B tels que AB# 0 et A'B'#0, il e’xi§te une
THEOREME 3 similitude directe s unique transformant A en A’ et Ben B'. Son rapport est AB et son

——

e
angle (4B, A'B’).

Il en résulte qu’une similitude directe s est déterminée par la donnée de deux points
distincts A4, B et de leurs transformés respectifs A’, B’.

A noter que :

o si AB = A’B’, s est la translation de vecteur AA’;
e SiA'B’ = k:ﬂ;: ol k est un réel non nul et distinct de 1, s est une homothétie de rapport

k.

Exercices d’application

5. Soit h une homothétie de rapport k, k < 0, et
soit 4 un déplacement d’angle f. Démontrer
que d o h est une similitude directe.

Quel est son rapport et quel est son angle?

6. On donne deux points distincts A et A’.
Soit s la similitude directe de rapport \/5 et

T
d’angle 3 transformant 4 en A’

I° Démontrer que si un point  du plan est
invariant par s, il vérifie les conditions :

QA
QA
2° Démontrer qu'il existe un point €, et un seul,
vérifiant ces deux conditions. Construire ce

point.
3° Soit h ’homothétie de centre Q et de rapport

= /2 e ﬁi{ii?)=§-(ma

: . n
ﬁ et soit r larotation de centre Q et d’angle T

Démontrer que :
s=roh=hor.

7. 1° Quelle est 'image d’un triangle équilaté-
ral par une similitude directe?

2° On donne deux triangles équilatéraux ABC
et DEF. Déterminer les similitudes directes
transformant le premier triangle en le second.
3° Reprendre les questions /° et 2° pour des
carres.

8. On dit qu'un triangle A'B'C’ est directe-
ment semblable & un triangle ABC s'il existe
une similitude directe s telle que A’ = 5(A),
B =s(B), C' = 5(C).

1° Démontrer que si A’B'C’ est directement
semblable & ABC, alors ABC est directement
semblable & A'B'C".

2° Démontrer que siles triangles ABC et A'B'C’
sont directement semblables, alors :

A'B" BC CA
AB ~ BC CA’
(4B, AC) = (4B, A'C’) (2x)
(BC, BA) = (B'C", B'A)) (2n),
(CA, CB)=(C'A4, CB) (2n).
3° Démontrer que deux triangles ABC et
A'B'C’ tels que :
AR AC
AB ~ AC
et (4B, AC)= (4B, 4C) (2n)
sont directement semblables.
4° Démontrer que deux triangles ABC et
A’B'C’ tels que :
{ (BC, BA) = (B'C’, BA") (1)
(CB, C4) = (C'H, CA) (n)

sont directement semblables.
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Iy — DECOMPOSITION D'UNE SIMILITUDE DIRECTE

T ati ntre A4,
Soit s une similitude directe de rapport 2. Cons1de‘rons }u_]e homohhi“:;: 1c’1lfoc1f10thétie
arbitrairement choisi, et de rapport 4. Son application réciproque

de centre A et de rapport %

1 "
T , ifs = la composee
Comme h™! et s sont deux similitudes directes de rapports respectifs i o4, P

i imili 1 ‘est-a-di éplacement.
J =s0h™" est une similitude directe de rapport 1, cest-a dire un dép

se d° et 'un
Il Sensuit : s = {0 h; s est donc la composée d’'une homothétie de rapport 4 et d
déplacement.

On peut énoncer :

THEOREME 4

Toute similitude directe s de rapport 4 est la composée f o & d’une homothétie / de
rapport A et d’un déplacement f. '

A noter que la composée g = h™! o s est aussi un déplacement et que s est donc la
composée h o g d’un déplacement g et d’'une homothétie h de rapport 1.

REMARQUE : Une similitude directe décomposée sous la forme d o h, ou d est un déplacement
d’angle 0 et h une homothétie de rapport 4, 1 > 0, est de rapport A et d’angle 6.

Conséquences

1. Sachant que les homothéties et les déplacements conservent les barycentres, on en
conclut que les similitudes directes conservent les barycentres.

En particulier, toute similitude directe conserve les milieux des bipoints et transforme
donc deux bipoints équipollents en deux bipoints équipollents.

2. De méme, toute similitude directe *

« transforme une droite, une demi-droite ou un segment en une droite, une demi-droite
ou un segment;

o transforme deux droites paralléles (res

p. orthogonales) en deux droites paralléles (resp.
orthogonales);

» transforme un cercle € en un cercle ¢’ (le centre de %’ est 'image du centre de € et son
rayon est le produit du rapport de la similitude par le rayon de %);

« transforme deux cercles tangents en deux cercles tangents,

3. Soit s une similitude directe de rapport A décomposée sous la forme s =
une homothétie de rapport 1 et d un déplacement.

On sait que d conserve les aires et que h les multiplie par A2, Il s’ensuit que s multiplie les
aires par A% :

d o h,ou hest

Toute similitude directe de rapport 1 multiplie les aires par A%,

TRANSFORMATION VECTORIELLE ASSOCIEE A UNE SIMILITUDE DIRECTE
Définition

[l résulte du théoréme 4 que, comme les homothéties et les déplacements, toute similitude
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- _F-_:’ = I:‘Tﬁ‘en trOiS Points A” B‘, c’ t
directe s transforme trois points A, B, C teis que AC ' els
que A'C' =1A'B". y
T ; jection
On peut donc, comme on I'a déja fait pour les project!
dans lui-mcme te

application ¢ du plan vectoriel ¥~
d’images respectives A’, B' par s:

s et Jes isométries, associer a s ype
lle que, pour tous points 4, g

O’(ZE) = A’B’-

it ot une mesure de I’angle de s, on a :

Si A et @ sont respectivement le rappo

A'B = JAB et (AB, 4B)=0 ().

;tude directe de rapport 1 et d’angleg

On en conclut :
teur i non nul en le vecteur & tel que ;

La transformation vectorielle associée a une simil
laisse le vecteur nul invariant et transforme tout vec
il = Al et G E)=0 @n-

Propriétés
e 4 une similitude directe s est linéaire :

1. L’application vectorielle ¢ associ
o(ii + 0) = a(@) + o(v)

o(tw) = to(i)

2. Comme on I’a fait pour les isométries, on démontre :
@) Si s, et s, sont deux similitudes directes d’applications vectorielles associées
respectives o, et a,, l'application vectoriclle associée a la similitude directe s, 0 s, est
g, 0 0.

) Lapplication vectorielle ¢ associée a une similitude directe s est bijective, et sa
bijection réciproque est I'application vectorielle associée a la similitude directe s™1.

3. Soit-s une similitude directe de rapport A et d’angle 6, décomposée sous la forme
s=d o h, ou hest une homothétie de rapport 4 et d un déplacement.

Le déplacement d est d’angle 6 et sa transformation vectorielle associée est la rotation
vectorielle p d’angle 6 (page 277). La transformation vectorielle associée a h est

'homothétie vectorielle ¢ de rapport A (page 119).

Comme h et d sont des similitudes directes, 4 s = d o h est associée la composee p O .
En décomposant s sous la forme s = h’ o d’, oui d’ est un déplacement d’angle 6 et 4" une
homothétie de rapport 4, on démontre de méme qu’a s = h’ o d’ est associce la composée

@ o p. On en conclut :
La transformation vectorielle associée 4 une similitude directe de rapport 4 et d’angle 0 est

la composée p O @, oll et p sont respectivement Phomothétie vectorielle de rapport 4 et la
rotation vectorielle d’angle 6. De plus p 0 ¢ = ¢ 0 p.

@ Exercices d'application
En déduire I'image par sd’un triangle ABCet de

9. Soit un triangle ABC d’'image A'B’C’ par
une similitude directe s. Quelle est I'image | son cercle inscrit.
par s:

a) du centre de gravité G du triangle ABC? 11. Quelle est I'image par une similitude
b) de son orthocentre H? directe de la figure formée par un segment et 52
¢) du centre O de son cercle circonscrit? médiatrice?

IQ. Quelle est I'mage par une similitude | §2. Quelle est I'image d’un conique () de foyer
directe s de la figure formée par un angle non F, de directrice associée & et dexcen-
tricité e par une similitude directe s?

orienté xOy et sa bissectrice 47
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Qqelie est 'image par s de la tangente en un | Quels sont les lieux des pieds des hauteurs issues
point M de (IN)? de B et C dans le triangle ABC?

Il.}. Q.tllcl est le licu géométrique dusommet C | 5. Deux triangles ABC et A’B'C’ sont

d'un triangle ABC restant directement sembla- rectangles, respectivement en A et 4”. Démon-

ble (voir exercice 8) 4 un triangle donné, sachant . (BA.BC)=(B'A’, BC) (2n),1

que A cst fixe et que B décri ' trer que si (BA, BC) = (B’A’, B'C") (2n), les
s el que B deécrit une droite fixe? deux triangles sont directement semblables.

14, Un triangle ABC a le sommet A fixe. Les

; i g connaissant le
sommets B et C se deplacent sur une droite 16, Construire un carre ABCD
—

—_— sommet A et sachant que les sommets B et C
fixe @ de maniére que l'angle (4B, AC) reste | appartiennent respectivement & deux droites 2
constant. et A.

V. — ECRITURE COMPLEXE D'UNE SIMILITUDE DIRECTE

TRANSFORMATION ASSOCIEE A L'APPLICATION z—az + b

Le plan 2 est muni d'un repére orthonormal direct (O, €, €;). Deux nombres
complexes a et b étant donnés, tels que a soit non nul, on considére I'application ¢ de C
dans C définie par  ¢@(z) = az + b.

A ¢ on associe I'application s de 2 dans 2 qui, 4 tout point M d’affixe z, fait correspondre
le point M’ d’affixe z’ telle que :

2 =p(z)=az +b.

~ Point(s) fixe(s) de s

Un point M, daffixe z, est invariant par s si, et seulement si, zo = azq + b, soit :

(1 —a)zq =b. : (1)
o Sia = 1etb = 0, tout nombre complexe est solution de I'équation (1), et par suite tout
point M du plan est invariant s. Il en résulte que s est 'application identique du plan 2.
o Sia = 1eth #0,'équation (1) n’a pas de solution, et par suite s n'a pas de point fixe.
Dans ce cas, I'application s est définie par la relation z' =z + b, soit z’ —z = b. Le
vecteur image de z' — z est alors égal au vecteur image u de b : MM’ = u. Il en résulte
que s est la translation de vecteur u.

_ i b , P
« Si a # 1, équation (2) a une solution, et une seule : z, =T _3 L’application s

posséde donc un point invariant, et un seul : le point M, d’affixe z, = T

Pour tout point M(z) d’image M’(z’), 1a soustraction membre a membre des égalités

2 = az + b et 2o = azo + b, donne :
2 — z5 = a(z — 2)- 2)

Décomposition de s dans le cas a # 1

Posons |a| =4 et arga= 6 (2n). 3 -
L’égalité (2) ginterpréte géométriquement de la maniére suivante :
1° MgM’' =AM M (égalité des modules).
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2° arg(z’' — z,) ;
=arga+arg(z—2) (7
(égalité des arguments modulo 2n), \
c’est-a-dire : \ \'.
|
arg(z’ —zo) —arg(z —zo) = 0 (2m). I |
M 6 | |
Comme : 0 I' Ij
MoM, MoM") = n\im /
( (1] (: ) (" . ) (21.{) R M ‘--...‘__J
arg(z’ —zo) —arg(z — zo ) ;, M,
on a finalement (figure 7) : — -
MM’ =M, M 0 ¢ u
et (MM, M,M’)=6 (2n). igure 7
’ est 'image de M par la
L’étude faite au paragraphe II (page 300) montre alors quebil :ts o rapfa it d etpde Ia
composée r o h (égale a h o r) de 'homothétie h, de centre Mo .
rotation r, de centre M, et d’angle 6.
I en résulte que s est une similitude directe de rapport 4 et d angle 6.
On peut conclure :
Toute relation z” = az + b, oi a est un nombre complexe J:mn nul t‘le module i et
d’argument 6 et 5 un nombre complexe, définit dans le plan muni d’un repére orthonormal
- direct une similitude directe s de rapport A et d’angle 6.
e Si a =1, s est la translation dont le vecteur est le vecteur image de b.
e Si @ #1, s posséde un unique point invariant M,, appelé centre de s, et on a:
s=roh=hor,ouh est 'homothétie de centre M, et de rapport A et r la rotation de
centre M, et d’angle 6.
ECRITURE COMPLEXE D'UNE SIMILITUDE DIRECTE DONNEE
On vient de v01:r que toute _application de C dans C de la forme z — az + b, ou
aeC* et beC, définit une similitude directe. Réciproquement, toute similitude directe s
peut-elle €tre définie de cette fagon?
Considférons deux points disri_ncts Acet B, leurs images 4’ = s(A) et B’ = s(B) et les affixes
respectives a, f, o, f des points A, B, A’, B'.
Pour qu’a I'application z i az + b soit associée la similitude s, il faut et il suffit qu'il
existe des nombres complexes a et b tels que :
{ o« =aa+ b
B =ap +b.
Or ce systéme admet une unique solution : g — %~ b of’ — o’
a — ﬁ 3 a . ﬁ .
I enresulte, a n'étant pas nul, due pour ces valeurs de aet b, la relation 2’ = az + b définit
la similitude directe donnée initialement.
_— < ]
THEOREME 5 Dans le plan 2 muni d’un repére orthonormal direct, toute similitude directe peut étre

définie par une relation 7’ = az + b, ol ae C* ¢ Bel
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Propriétés
Soil s la similitude directe délinie par une relation 2’ = az -+ b,
1" Sia s 1,8 estoune transtation,

2° Si a # Lox posséde un point invariant M (z,) unique, appelé centre de la similitude s,
et s n'est done pas une translation,

Dans ce cas, s peut s'exprimer sous la forme r o h ou h o r, ol h est homothétie de
centre My, el de rapport |a| el # Ia rotation de centre M, et d"angle () = arg a.

La décomposition s=roh=hor cst appeléc décomposition canonique de la
similitude s, L'angle de la rotation r est Pangle de .

Une similitude direete s qui n’est pas une translation est déterminée par son centre M, son
rapport 4 et une mesure () de son angle; M, A ¢t 0 sont les Cléments caractéristiques de s,
o Siacstréel, onasoit 0=0 (2n) (¢>0), soit O=n (2n) (4<0)

Lorsque =0 (2m), la rolation r est lapplication identique de Z ¢t s 'homothétic
de centre M, et de rapport a.

Lorsque 0 == (2x), la rotation r cst la symétric centrale de centre M, h est

'homothétic de centre M, et de rapport — a ¢t s 'homothétie de centre M, et de
rapport a.

Finalement si a, distinct de 1, est réel, s est 'nomothétie de centre M, et de rapport a.

e Sianestpasrécl,ona 00 (2n) ctpour tout point M différent de M, d’image
M’ = (M), I'égalitée (MM, MyM’)=0 (2r) montre que les points My, M, M'nc
sont pas alignés, et donc que s n'est pas une homothétie.

3° On sait que le rapport de la similitude directe s définie par z” = az + b est égal 4 |al. 1]
en résulte que s est un déplacement si, ct sculement si, |a| = 1.

e Si a =1, ce déplacement est unc translation.

e Sia # 1,cedéplacement cst la rotation dont I centre est 'unique point fixe de set dont
une mesure de 'angle est un argument de «.

On peut résumer cette étude :

THEOREME 6

Soit s une similitude directe définie par une relation 2" = az + b :
o s est une translation si, et seulement si, a = 1.

« s est une homothétie-translation si, et seulement si, a est réel.
« s est un déplacement si, et seulement si, |a| = 1.

Exercices d'application

P — » i +i ,
. On comits pinion LAk | Ll o
l'affixe z* est donné par la relation : &
2 =2z+1—1 e) z2=(1+iz—1;
Déterminer la nature de T'application s et ses | f) 2" = — %z +2 —3i;
élements caractéristiques. J) Zmt \/5 . ﬁ i
18. Reprendre I'exercice 17 avec: 19. J° Résoudre dans C Iéquation (E):
?,% 5= 3:_2[ . P @)+ (-3)z—2+6i=0,
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sachant que I'une des solutions cst imaginaire
pure. Soit z, cette solution. On trouvera deux
autres solutions; on appellera z, celle de partie
Imaginaire négative et =z, celle de partie
imaginaire positive.

2° Soit A le point d’aflixe z,, B le point d’affixe
z,, C le point d'afflixe z, et Q le point d’affixe 1.
On définit la similitude directe s telle que :

s(A)=Q et s(B)=C.

Déterminer son centre, son rapporl et unc
mesure de son angle.

20. Dans un repére orthonormal direct
(0, e, e;) du plan 2, on donne les points

2
A(E’ 0] et B(1, — 1). On considére I'applica-

tion s de 2 dans 2 qui, 4 tout point M, associe le
point M” ainsi défimi : M, estI'image de M par la

% m
rotation de centre 4 et d’angle 3 et M’ est

I'image de M, par 'homothétie de centre Bet de

rapport 3.

I° Le plan # étant identifié 4 'ensemble C des
nombres complexes, on note z I'affixe de M et z’
celle de M. Exprimer z’ en fonction de z.

2® Déterminer la nature de s et ses éléments

caractéristiques.

21. Le plan & est muni d’un repére ortho-
normal direct (0, &,, &,).

I° On considére 'application f de 2 dans 2 qui,
a tout point M de coordonnées (x, y), associe le
point M’ de coordonnées (x’, y') définies par :

{x’zx—yﬁ+2\/§
y’=x\/§+y—\/§.

Démontrer que f posséde un point fixe, unique.
2° On désigne par z et z' les affixes des points M
et M’. Montrer que z et z* sont liés par une
relation du type :

2’ —zy = a(z — zp),

ou a et z, sont des nombres complexes que I'on
déterminera. Caractériser alors I'application f.

TRAVAUX PRATIQUES

' i d’ ére ortho-
2. Le plan @ est muni d'un repére
normal diprccl. On note z I'allixe d'un point M de

ce plan.
7° Déterminer I'ensemble

lels que :

des points M du plan

L+ D)z —2il =2

2 Btudier la transformation de 2 qui, & tout
point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe
Z=(1+iz—2L ‘ o

Trouver en particulier le point qui coincide avec

son image. ) o
3° En utilisant la transformation précédente,

retrouver le résultat de la premi€re question.

33, On considére dans un plan muni d'un
repére orthonormal direct, les deux transfor-
mations s; et s, qui associent respectw?mcm
au point M d'afflixe z, le point M, d’affixe

z;=(—1 +f\/§)z et le point M, dallixe
1 .
Z, = E{I + 1\/§)z.

1° Quelle est la nature de ces deux transforma-
tions? Donner leurs éléments respectifs.

2° Exprimer, en fonction de z, I'affixe de I'image
de M par la transformation s, o s, et donner les
éléments de cette transformation.

24. Délerminer les similitudes directes
involutives.

25. Soit s une similitude directe. Etudier
application qui, & tout point M, associe le
milieu du bipoint (M, M), M’ étant 'image de
M par s.

26. Soit s, la similitude directe définie par la
relation z’' =iz + 2.

I° Déterminer les similitudes directes s qui
commutent avec §,, c’est-a-dire telles que
SO Sy =S50S

Quel est le centre d’une telle similitude?

2° On note & T'ensemble des similitudes qui
commutent avec s,. Démontrer que la compo-
see de deux éléments de & appartient & & et
gt; la réciproque d’un élément de & appartient
a

PROPRIETES DU CENTRE D°UNE SIMILITUDE DIRECTE

On considére une similitude directe s de centre O, de rapport A et d’'angle 6 ni nul, ni plat :

%0 ().

1. On donne A, 8, un point A distinct de O et son image A' = s(A).
En remarquant que O appartient é un cercle et un arc de cercle déterminés a partir des données, donner
]

une construction de O.

Effectuer cette construction avec soin lorsque 1 =2 et § = —

w3
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2. Solt (A une
( ) e df‘ﬂf{{" ne pessani s e (1 ef son Iy r/f/b,'fl (A = 4 A}, W - Q(;;)}._

1 Démontrer que TETY

un polnt |, e (ABA'W) = 0 (Zn). B dtdutre que les droites (A F) LAWY § w5 anies en
(1]

2° Démontrer que ley pobntn 0, A, 4,1 son coeyellques, et gu'll en est de mbme des prints O, N

3. Solt une drolte 9 e yon Image " = s(%). & 6l (4" s coapent en /i
1° Démontrer que Uimage par n du polnt 1, projeté orthogonat de () sur %, e3t e point ;{3 i Here
orthogonal de O sur &, Ein dédulre que le contre O de s apparlh vt alonsemble (fy des prints M &

o F
plan dont le rapport dey distances M);:’ aux drofies @ ot 0 vst byul 4 1.,

w1 repire orl b b (1, 14, £ o7 1 est wn

20 Préciser la nature de (1), (On pourra i cet effel cholsir u f ,_‘
vecteur directenr unltaire de 9, la drolte % élant définte par un veclieur directour i 8% conwdrmniss
(o f).) i
PROGRAMMATION

act, 50,1} et bel., programemer

1° Une similitude directe s éant ddfinle par 2 = az v b, o4

le caleul des coordonndes du centre de s, de son rapport et de la mesure principale de som angle.

Réponse (SHARP [1L-5050)
Dans ce programme, on note @ = dy + idg, b = by + by, d = (ag = 1 4 dl, k Ve rapport 62 3
el ang la mesure principale de angle de s, ’

solution du systeme :

Le couple (x, y) des coordonnées du centre de g est
(4 = 1)x = tzy = = by
Uyx + (ay = 1)y = = bz.

mode programme

AER
SIMILITUDE [EnT] titre du programme

7] VARl d [Z] (9AR] o expression cunditiounclledaé{)'

______ S R ’ g ‘dure
EHEIHERLY I=v=1) séquence exécutéesid # 0 pr'?“)d
S e S , o principale
NS T3] i NS séquence exécutéesid =0

__________

sous-programme |

i d =100
[ari 1 [] z calcul de d = (a; — 1) + a3

-

(] ivii] a2 O] [van] 2

_____ sous-programme 2

i) x (=1 (=0 [0 b
O] ] a1 [=] ivarl 1 [D ]| calcul de I'abscisse x

du centre de s

y [=] [=1 [(] b2
[x] [(J a1 [=]ivei1 [J]{ calcul de Fordonnée y

du centre de s

k [=] at a2 [ ] calcul du rapport k
calcul de la mesure principale ang
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et
SUB | sous-programme 3

e ——

i} d [=] [wri o0 si d = 0, le calcul n'est pas possible

. fin et enregistrement du programme

On met ensuite la SHARP EL-5050 en mode calcul (mode COMP)et, 4 I'aide dela touche |nmE]. o1t
sélectionne le programme SIMILITUDE. Puis on entre successivement les données a;, da. byeth, g4
d I'aide de la touche [cone]. Enfin, on affiche successivement les résultats x, y, k et ang. toujours a

I'aide de la touche [comp].

Remarques : 1) Lorsqued = 0, la calculatrice affiched = 0.
il convient de choisir I'unité d’angle désirée d I'aide de la touche [ DRG 1.

pour traiter les exercices 17 et 18 de la page 311.

2) Avant d’exécuter le programime,

2* Utiliser le programme de la question 1°

DIVISIONS RECTILIGNES SEMBLABLES

On donne dans le plan ? deux droites & et 2’ sécantes en
points distincts A’ et B’ de 2’. A tout point M de 2 de parameétre ! dans le repére (4, AB), on associe

I, deux points distincts A et B de & et deux

le point M’ de @’ de paramérre t dans le repére (4’, A'B’) (figure 8).

1° Démontrer qu’il existe une
similitude directe s, unique et
telle que, quel que soit le point
M de 2, s(M) = M".
Construire le centre O de s.

2 Démontrer que lorsque M
décrit la droite & :

a) les mesures de Iangle

(OM, OM’) restent constantes;
oM
b) le rapport OM reste

constant;

¢) lecercle OMM'’ passe par I;
d) le point K projeté orthogo-
nal de O sur la droite (MM’)
reste sur une droite fixe. Figure 8

UNE PROPRIETE DE DEUX CERCLES SECANTS

On donne deux cercles € et 6’
de centres respectifs O et 0" et
de rayons respectifsr etr,
sécants en A et B ( figure 9).
1° Démontrer qu'il existe une
similitude directe s de centre A,
et une seule, transformant €
en€’.

Préciser le rapport et l'angle
de s.

2> Pour tout point M de €
d'image M’ = s(M), démontrer
que les points B, M, M’ sont
alignés. Que peut-on dire de la
droite (MM") lorsque M est
en B? Lorsque M' est en B?
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3° Unedroite variable A passant par Brecoupe € en N et €’ en N’ (le point N,comme N’, peut étre
en B).

=y
Démontrer que l'angle (AN, AN’) et le rapport N restent comstants.

SIMILITUDES INDIRECTES

Le plan 2 est muni d’un repére orthonormal direct (0, €1, €2)-

1° Deux nombres complexes a et b étant donnés, a non nul, considérons l'application ¢ de C dans C qui
a tout complexe z fait correspondre ¢(2) = az + b, o Z est le complexe conjugué de z.

On associe d ¢ 'application ¢ de P dans P qui transforme tout point M d’affixe z en le point M’
d’affixe z’ = az + b.

a) Démontrer que o peut se décomposer sous laforme g =s O 54,015, est laréflexion d’axe (O, e,) et
s la similitude directe défmie par la relation z' = az + b.

b) En déduire que I'application ¢ multiplie les distances par |a| et transforme tout angle orienté en un
angle orienté de mesures opposées a celles du premier.

On dit que o est une similitude indirecte de rapport |al.

2° Soit ¢ une similitude indirecte définie par la relation z’ = az + b.

a) On suppose que a = 1. Donner une définition géométrique simple de o.

b) Démontrer que o est une isométrie si et seulement si|a| = 1. Préciser s'il s’agit d'un déplacement ou

d'un antidéplacement. _
¢) On suppose |a| = 1. Démontrer que o est une réflexion si et seulement si ab + b = 0. (On pourra

remarquer que o est une réflexion si et seulement si ¢ 0 0 = 1ds.)
d) Reconnaitre I'application ¢ définie par la relation z’ =1z + 1 —i.
3° On considére dans cette question une similitude indirecte o définie par une relation z’ = az + b, ou
le nombre complexe a est de module différent de 1.

, A : , . . : ab+b
a) Démontrer qu'il existe un point M, unique, invariant par o, d affixe zo = I——T—Iz-

—la

Ecrire la relation z’ = az + b sous la forme 7 —zo=a(z—1z) (1)
b) Soit 0 un argument de a. Déduire de (1) que, pour tout point M d'image M =a(M):
e MoM’ =la| x MoM
o et, si M est différent de M, @y, MoM) + (€, MoM") =0 (2n).

i MM oM’ ' 2. Soit
¢) Démontrer que la bissectrice intérieure de I'angle MMM’ reste fixe lorsque M varie dans 2. 501

9 cette droite.
d) Soit h I’homothétie de centre M, et de rapport |a| et sg

c=hosg=590h

la réflexion d’axe 9. Démontrer que -

On peut conclure :

¢ similitude indirecte définie par la relation ' = az + b.

Soit ¢ un 5
ntidéplacement est une réflexion si,

e Sila] =1, 0 estun antidéplacement et cet a

ab+b=0.

. 5 c e M
Silal#1, 0 posséde un point invariant Mo,
:r =h cL Sg ; sq O h,olsgestune réflexion d’axe & passant par

de rapport |al. Le point M, la droite 2 et le rapport |a| sont les

et seulement si,

et un seul, et peut s¢ décomposer sous la forme
Mgeth I’homothétie de centre M,et

élements caractéristiques de o.

Sfini j ar les
similitudes indirectes définies respect! yement p

s Sléments caractéristiques des \
\/55 +1- 1ﬁ.

¢) Déterminer le

relations : 7 = 2% + 31, #=(N+)Z—h 25 i
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‘ s
EXERCICES ET PROBLEMES

. La similitude directe de centre C, de rapport r ¢

drangle 0, transforme D en
o Lz? similitude dirccte de centre D, de rapport r et

27. Le triangle ABC est quelconque, M est le milieu du
segment [B, C‘] Les triangles BAB' et CAC’ sont
rectangles isocéles de sommet A et extérieurs a ABC.

Lq bl{]t de I'exercice estde montrer que les droites (AM) et

(tg C") sont perpendiculaires et que B'C" =24AM.

1 Méthode géométrique,

a)'Smt h [‘hc-rr_lolhétie de centre B et de rapporl 2.

][?etermmer les images des points A et M par h.
rouver une rotation r telle que r o h { ’

b, q itransforme A en B

b) En déduire que les droites (AM) et (B'C’) sont

perpeptéllcu_]atrcs et que B'C’' = 24AM.

2° Utilisation des nombres complexes.

L,e plan est rapporté i un repere orthonormal direct

d'origine A dans lequel B et C ont pour affixes

respectives b et ¢,

a) Quelles sont les aflixes m, b’, ¢’ des points M, B’, C’?

b) Retrouver les résultats du /° b

28. Un point M décrit un cercle %. Son transformé M’
par une similitude directe s de centre O décrit donc un
cercle ¢”. Soit M" le barycentre de (M, 1)et(M’, —r)ou
r c}esngne un nombre réel différent de 1, donné.
Démontrer que le triangle OMM" reste directement
semblable a un triangle fixe. En déduire le lieu de M”.
Quels sont les lieux de T'orthocentre, du centre de gravité
du triangle OM’M"? Quel est le licu de la projection
orthogonale de O sur la droite (MM')?

29. Dans I'ensemble C des nombres complexes, on
considére I’équation (E) :

23 — (6 + 4i)22 + (8 + 14i)z — 12i = 0.
1° Montrer que (E) admet une unique solution réelle.

2° Résoudre (E) dans C. On note z, la solution réelle, z,
et z3 les deux autres solutions, avec |z,| < |z,].

3° Dans le plan complexe rapporté 4 un repére-

orthonormal direct (Q, 4, 7), on considére les points M, ,
M,, M, d’affixes respectives z,, z,, z5.

Déterminer la similitude directe de centre M, qui
transforme M; en M,; donner ses éléments
caracteristiques.

30. Dans un plan 2 orienté, on donne deux droites
paralléles & et 4, et un point A n"appartenant i aucune
de ces droites. Construire un triangle ABC vérifiant
simultanément les conditions suivantes :

¢ ABC est rectangle en A4,

s ABC est isocéle,

e Bestsur & et C est sur 4. ,
Précisez le nombre de solutions au probléme posé.
(Toute méthode est acceptée : géométrique, analytique,
utilisation des nombres complexes.)

31. ABCD est un quadrilatére et o est un nombre
complexe de module r et d’argument 0. a, b, ¢, d
représentent les affixes de 4, B, C et D dans un plan 2
muni d’un repére orthonormal direct.

o La similitude directe de centre A4, de rapport r et
* d’angle 0, transforme B en Q.
e La similitude directe de centre B, de rapport r et
d’angle 0, transforme C en M.

d’angle 0, transforme A en P.
On appellera ¢, m, n, p les aflixes de Q, M, N et P.

f : : 9
> Déterminer g en fonction de o, a e ’
.g'“ a) Montrer que: MNPQ est un parallelogramme

équivaut 4 :
n+q=m+p.

b) En déduire que : MNPQ est un parallélogramme
équivaut a :

o= % ou ABCD est un parallélogramme.
3° On suppose que ABCD est un parallélogramme et

que a = % En déduire que MNPQ est un carre.

32. Soient (0, i, f) un repere 0_rl;hon0rmal du plan, 4,
le point d’affixe 6 et s la similitude de centre O, de

; 3 T
rapport % et d’angle 2 On pose A4,,, = s(4,) pour

w=>0,1 1l

I° Déterminer en fonction de n l'affixe du poini A, et
verifier que A, appartient & la demi-droite (O, i).

2° Etablir que le rectangle OA,A4,., est rectangle en
Aor

Représenter les points Ay, A4y, ..., A;5 (on ne demande
pas de calculer explicitement leurs coordonnées) et tracer
les segments 0A,, OA,, .., OA}, et Ay A,, A A,, ..,
Ag Ay,

3° Calculer la longueur du segment A4, A4, . En déduire la
longueur # de la ligne polygonale AgAAj ... Ay,.
Donner une valeur approchée de 7 a 10~3 pres.

33.  Ondonnedans le plan 2 orienté, un triangle isocéle

00’4 avec (A0, ZB‘):% (2n). Les cercles € et

%" passant par A et d; centres respectifs O et O’ se recou-
pent en B. A tout point M de %, on associe le point M"

de %' tel que (OM, O'M") = ﬁg 2n).

I° Montrer qu'il existe une rotation r, que l'on
caractérisera, transformant O en 0’ ¢t M en M’.

2° M étant distinct de B, les droites (BM) et (BM")
recoupent respectivement %’ en N” et € en N. Montrer
que N’ est I'image de N par la rotation r.

3° On construit les carrés MBM’P et NBN'Q. Montrer
que les points P et Q sont respectivement les images des
points M et N par une similitude directe s dont on
précisera le centre, le rapport et 'angle. En déduire les
ensembles des points P et Q quand M varie sur €.
Les différents éléments de cet exercice paraitront sur une
figure soignée.

34. Etant donnés deux nombres complexes a et b tels
que a#0,a# 1, b#0, on définit la suite (Zydsen pat :

2=0, z,4y=az,+b (VneN).
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Dans un plan 2 rapporté 4 un repére orthonormal
(0, ¢,. &,), on notera M, le point d’allixe z,.
1° Montrer par récurrence que, pour n > l,ona:
b(l —a"
l—a
2° pétantun entier naturel supérieur ou égal a 2, on pose

Zn

; ) R
dans cette question a = cos — + i sin —. Montrer

P P

qu’alors la suite (z,),.y est périodique, de période p.
3° o étant un réel donné tel que o # kr quel que soit
keZ, on pose dans cette question a = cos 2a + i sin 2a
et b =2 sin a.

Quelle est la nature de lapplication qui, au point
M du plan 2 daffixe z, associe le point M" d’aflixe
2 = az + b? En déduire que I'ensemble des points M,

est inclus dans un cercle dont on déterminera le centre et
le rayon.

. T .
Faire une figure pour a = 3 et placer les points My, M,

M,, M,, M, dans ce cas particulier.

35. Dansun plan 2 orienté, une similitude directe 5o de .L

centre O transforme un couple donné (A, B) de points
distincts, autres que O, en-in couple (A, B'). De plus :
« la similitude directe 5, de centre A qui transforme B en
B’ transforme O en P;

o la similitude directe 55 de centre B qui transforme A en
A’ transforme O en Q.

Démontrer que O est le milieu de [P, Q].
36. Soit s, la similitude définie par la relation :
2’ = gz + ho-

Déterminer I'ensemble des similitudes directes s telles
que 5O S =S

37. Dans le plan 2 rapporté a un repére orthonormal
(0, &,, ¢,), on donne les points A(1, 0) et B(— 1,0). A
tout point M du plande coordonnées (x, y), on associe le
nombre complexe z = x + iy, aflixc de M.

I° Soit T I'application de # dans 2 qui, a tout point M,
associe le point M, daffixe z; = x, + iy, telle que:
z,=iz—(i+ 1)

a) Montrer que I'on a:

(AM, ‘ﬁ»?,;:-;- (2m) et |BM,| =|AM|.

b) Préciser la nature de T et ses ¢élements
caractéristiques. ]

¢) Calculer les coordonnées de M, en fonction de celles
de M.

d) Quel est 'ensemble des points M, lorsque M décritle
cercle de diamétre [A, B]?

2 Le nombre réel A étant fixé mais quelconque, on
considére l'application T, de 2 dans 2 qui, & tout
point M, associe le point M’, barycentre de M allecte du
coefficient 4, de M, affecté de — Aetde 4 affecté de 1. On
note z’ = x' + iy’ I'affixe du point M. .
a) Exprimer le vecteur OM" en fonction de 4, OM, OM

et OA. En déduire, entre z et z' la relation :
#=A1-iz+ A1+ + 1L

b) Démontrer que T, est une similitude directe et

déterminer I'affixe de son centre, son rapport et son
angle.
Préciser pour quelles valeurs de 4 'application T, est une

rotation et donner dans ce cas son angle et I'affixe de son
centre.

38. Dans le plan complexe, au pointm d'affixe z, on fait
correspondre le point M d’affixe Z,par la transformation
T, définie par Z = kiz + 1 + k% k étant un paramétre
réel strictement positil. :
J° Quelle est 1a nature de la transformation T,?
Montrer que T, posséde un point invariant @, et un s_ztu},
que I'on déterminera. Préciser lexéléments caracteéristi-
ques de T,. :
2 Déterminer I'ensemble des points w, lorsque k decrit
Tensemble des réels positifs. .

30k, et k, étant deux réels strictement positifs, on
considére les transformations T, o T, et T, © Ti,-
Montrer que Ty, 0 T, = T, © Ty, si, €t seulement si,
ki = kz. 2
Quelle est la nature de la transformation T, o T,?

.39, On considére un plan # rapporté a un repere

orthonormal (O, é,, €,) d’axes Ox et Oy.

J° a) On désigne par J T'homothétie de centre A, de
coordonnées (a, 0), et de rapport k (k > 0). Soit M un
point du plan, d’affixe z = x + iy. On note M, = H#(M).
Donner expression de z,, affixe de M, en fonction de z,
aet k.

b)- On désigne par # la rotation de centre O et de mesure
0. On appelle u le nombre complexe de module 1 et
d’argument 0. Soit & = % o H#.

On note M’ = & (M). Soit z' = x' + 1y’ 'affixe de M".
Démontrer que z’ = kuz + au(l — k).

Indiquer la nature de la transformation &'. Déterminer
I'affixe de son point invariant, [, lorsque & n’est pas la
transformation identique.

2° On suppose dans la suite que u=ieta=3.
Calculer les coordonnées (x, ) du point I en fonction
de k. Déterminer I'ensemble des points I lorsque k
décrit I'ensemble des réels positifs. (On remarquera que
o=k =0)

Déterminer les points I dont les deux coordonnées sont
des entiers relatifs.

3° On suppose maintenant u =1,a =5 ¢t k=3
Calculer les coordonnées du point M’ en fonction des
coordonnées de M. Soit P le point de coordonnées (3, 2).
Déterminer l'ensemble des points M tels que les trois
points M, M’ et P soient alignés.

40. _Soit # le plan rapporté a un repére orthonormal
0,1,)). 1
I — I° On prend pour point M, l'origine O du repere:
soit alors M, le peint du plan 2 tel que MoM '—;j*-
On fixe un nombre réel r > 0 et un nombre réel 0 dans
RN\{ kn, ke Z }. Soit M, le point du plan # tel que:

M, M 4l =rIMoM il
0 = (MoM,, MyM2) ()

TP , 1, du
Calculer l'aflixe v, du vecteur MoM, et FEARCY

vecteur M, M ;.

20 Les points Mo, M,, M, ayant ¢té définis ci-dessus,
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pourtoutn = | g

ans N, on défini int M A marti
des points Af ndcimitle point M, , | a partir

n—1 €l JM“. par:

{ UMMy ) = M, M,
{‘I\‘Irl- 1 Mm A4JIM11I I] = U [211)

On obtient ainsi une suite de points M,, M,, M,, ..,
M,, ...et la figure obtenue en tragant les segments
MM, M, M,, .. MM, ., ..cst appelée « polygone ».
On note v, I'affixe du vecteur A‘HM 4L

a) Dcmqntr_er que pour n > 1, , = ey, _..

b) Er_] déduire, pour tout n =0, I‘cxpres;ion de v, en
fonction de n, r et 0. ’

¢) Dans cette qQuestion, on suppose 7 = 1 etf="

rk

Ealculer Un Pour 0 < n < 3 et placer les points M,, M,
2> M3, M, en prenant 8 cm pour unité graphique.

IT — Dans toute la suite du probléme, on suppose

0<r<1 et pour tout n>0, on note z,, Taffixe du
point M, .

1° Calculer z,, z, et z5.
D ] ;
2 Pf)ur_tout n = 0,exprimer v, en fonctionde z, et z, , , ;
en déduire que, pour tout n > 1 : :
Zn=0g+v; + ..+ 0,_4.

3° On rappelle que pour tout nombre complexe z # 1,
ona:

1—2z"

1+Z+Zl+_._+2"_1= .
1—z

Calculerz pour tout n = 0, z, en fonction de n, r et 0.
4° a) Démontrer que le module du nombre complexe

2, — 57— tend vers 0 quand » tend vers + 0.

l1—re
1

[ —ret
résultat de la

b) On note 2 le point du plan 2 d’affixe @ =

Interpréter
question 4° a.

5° Pour tout n > 0, on note z, Iaffixe du vecteur QM,.
a) Calculer z, en fonction de n, r et 0.

b) Etablir qu’il existe un nombre complexe a # 0 tel que,
pour toutn =1, z, = az,_,.

¢) En interprétant géométriquement la relation précé-
dente, déterminer une similitude directe f telle que, pour
toutn > 1, f(M,_,) = M,; préciser le centre, le rapport
et 'angle de cette similitude.

géométriquement le

1 T
d) Dans cette question, on suppose r = —2 et 0= i

calculer les coordonnées du point Q et placer ce point sur
la figure précédemment tracée. Indiquer une construc-
tion géométrique simple de M, connaissant Qet M, _, et
placer les points M5, Mg, M, et M sur la figure.

41, Dans le plan 2, orienté, on considére trois points
distincts 2, M et M’ formant un triangle isocéle rectangle
en M, et de sens direct.

I° Déterminer le rapport et I'angle de la similitude
directe s;, de centre Q telle que so(M) = M’.

2° Soit ABC un triangle du plan 2, de sens direct. A
I'extérieur du triangle ABC, on construit le triangle
isocéle ABR rectangle en B, le triangle isocéle BCP
rectangle en C et le triangle isocele CAQ, rectangle en A.

o

On nolc sp, 3o, Sg les similitudes directes de rapport 3,
d'angle Z‘ et de centres respectifs P, Q et R.

Déterminer la nature et les €léments caractéristiques de
Papplication f = $p © 5p O Sp. (On pourra chercher
I'image de A par [) ’ _

3° Dans celte question, on suppose donné un triangle
POR du plan 2, et on cherche 4 construire un triangle
ABC. tel que les constructions de la question 2¢

t co triangle PQR.

;t;dl(\)/lu(:ftr:er quesi ugn triangl; ABC splution d."f prob}éme
existe, alors le point A est déterminé de maniére unique.
Par quelles rotations peut-on obtenir C, connaissant P,
0, Ret A, puis B connaissant tous les autr_es pomts?.En
déduire qu’il existe un seul triangle ABC répondant i la
g)ueg)trloirl;aul maintenant construirv:a Al}C , dans le cas
particulier ou POR est un triangle isocéle rectangle enQ
et de sens direct. On note I.le milieu de [_P,_R], I' le
symétrique de R par rapport 4 Q et S le symétrique de P
par rapport 4 Q. e

Déterminer f(I); comparer les angles (QI, Q1) et

—

e . A
(Z': E’); en déduire que A appartient & un cercle que
I'on précisera.
Déterminer f(Q); démonlrﬂui
(50, SR) = (40, AR) (n;
en déduire que A appartient 4 un autre cercle que I'on

précisera.
Construire le triangle ABC. On [era une figure en
prenant 8 cm comme longueur de [P, Q1.

42. Soit 2 un plan orienté_‘rapporté a4 un repére

orthonormal direct & = (0, i, j). Soit M un point de 2
de coordonneées (x, y) et d’affixe z = x + 1y.

ST
On donne desreels ret o, avecr > Qeta = Tet on note

u le nombre complexe de module r, d’argument a.
1° On construit les points A, de 2 répondant aux
conditions ;

e A, est l'origine du repére;
» 4, est le point d’affixe i;
s _pour tout entier n supérieur ou égal 4 2, le point 4, est
I'image de A4, _, par la similitude directe de centre A
de rapport r, dont une mesure de I'angle est o.

On note z, I'affixe du point 4,
a) Ecrire pour tout entier n supérieur ou égal & 2 une
relation entre z,, z,_, et z,_,.
b) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal 4 2,
ona z,—z, ,=(—u'i
¢) Déeterminer I'expression de I'affixe z, de A, en fonction
de n et de u. ;
2° a) Montrer qu’il existe une similitude directe s, et une
seule, telle que A, = s(A,) et 4, = s(4,).

Préciser les éléments caractéristiques de s.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a
An+1 = S{An)'

On note s, I'application identique de 2, et pour tout
entier naturel n, on pose s,,, =sos, Soit peN;
montrer que VneN, A4,.,=s5,(4,).

¢) Montrer que s, est une homothétie.

d) En déduire que les points A, sont éléments d'un
ensemble formé par la réunion de quatre droites que 'on
précisera.

n=11
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e

39 On suppose mainlenant r = __\/_i 0

centre de 12 similitude s. 2" n appelle & le

ﬂ}_ﬂ_[)émonlt;t_:[»quc pour tout entier naturel n, 1

Q0,41 &t A, A,y sont orthogonaux e

b) Représenter graphiquement les pointsA @

A, dans le repére orthonormal (<, 1.7) (mfi}é '1:4 Fn 450

¢) Calculer [Q4,] en fonction de r: et de "?2“—4- cm).

déduire nliEn 1QA,]. oll- En
=+ 1w

d) Pour tout entier naturel n, calculer :
Ly= _Z,D | AiAie |-

Etudier la limi i . |
i Gol.c a limite de la suite (L,)yen quand n tend vers

4° On suppose toujours que 4 est de module r = —E et
2

d’argument o = 242

a) Veérifier quela similitude directe s est Papplication de

# dans # qui au point M draffixe x + iy associe le
point M’ daffixe x’ + iy’ tel que
1

x'=§(x—-y)

1 .
'y’=§(x+y]-|—1.

b) Soit (I 12 courbe du plan Z dont une équation dans

Festxy=— 1 Déterminer une ¢quation de Timage (I’
de (I') par s- Préciser la naturé de (I')-

¢) Tracer les courbes (et ‘) dans le repére & (sur le
méme dessin). .

43. Pestun plan orienté rapporteé a un repére (0, i,j)

orthonormal. A tout point de #de coolrdonnecls xy

on associe 1e nombre complexe z = X + iy appele affixe

de M. 1 |
g ¢ ul w=u+1,

1 — I° Etant donnés un comp{lexe non 0

p réels, et un réel A, déterminet Pensemble des

dont Taffixe 2 verifie Wz + Wg = A

te dont uneé gquation est

avec u et
points M !
2 Soit £ une dro1

@b #00

3.

avec (a, b, VR ' o] 1 tels que Z
] w et un 1€e els qu¢

Trowver ¥ complex® S nue # dont I'allixe 2 verifie

soit Pensemble des points
wz +WZ =

= P Etant donnés un complexe w et un réel k
dgtt_:rmmer Tensemble des points M de 2 dont I'affixe z
verifie 25 —wz—wi+k=0.

(Co)n aura 4 discuter en fonction du signe de [w)* — k)
2 Soit ¢ le cercle de centre 1€ point de coordonnées
(a, b), derayon R. Trouver un complexe wetun réel ktels
que & soit l'ensemble des points de 2 dont Taflixe z
vérifie : 5 —wz—wz+k= 0.

III — On considére Papplication f de P[0} dans
2\{0} qui au point M d'affixe z associe le point M’
1

daffixe 2 telle que 2’ ==
Z

I° Montrer que pour tout point M de {0}, les
points M et M’ = f(M) appartiennent 4 une meéme

" demi-droite d’origine 0.

2° Montrer que f est involutive. Préciser Pensemble des
points M de# tels que f(M) = Met donner ses éléments

remarquables.
° q) Soit & une droite ne contenant pas le point 0.En

utilisant les parties I et 11, déterminer Iimage de & par
!‘application f. Préciser la nature géometrique de cette
image et donner s€s ¢lements remarquables.

b) Soit 4 une droite contenant O Déterminer I'image de

AN\{ 0} par 1.
o Qoit C un cercle passant par 0. Déterminer 'image de

]

% {0} par f. Préciser la nature géométrique de cette
image.

IV — SiMetN sont deux points quelconques de 2, 0n
rappelle que Ja distance MN de M et N est égale au
module de la différence des affixes de M etde N.

[° Soit A et BdeuxX points distincts de #\.{ 0 } d'images
respectives A’ et B par f. Exprimer A’B’ en fonction de

AB, 0A et OB.
20 Soit un cercle ¢ passant par 0 et trois points &, 5.4
sur ce cercle tels que O, R, SetT soient deux 4 deux
distincts et qué le point J'intersection des droites (0S) €t

(RT) appartienne au segment [R, T7]. Montrer que -
08 x RT =0R X TS + OT x RS.

f de ¢\ {0} ¢t

(On pourra considérer I'mage par f d¢
i ient 4 un segment

utiliser le fait qu'un point B appart

A, C] si, et seulement si AB+
30 Soit trois points R, S, Tdu plan P tels que o.RST

soient distincts deux a deux et tels que
OSxRT--OR x TS + 0T X RS.
n méme cercle ou sur

Montrer qué o,R ST sont sur u
une méme droite.
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CHAPITRE

13

| — HOMOTHETIES-TRANSLATIONS

ErTEeT T S

Lespace & est muni d'un repére (0,1,j, k). Soit t la translation de vecteyr

2
= —2i +] + 3k et soit h I'homothétie de centre Q(1, — 3, 4) et de rapport — 3

1° Définir analytiquement I'application composée [ =hot.
seul, invariant par f, puis que f est une

2° Démontrer qu'il existe un point A, et un
homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

30 Reconnaitre de méme U'application composée g =t 0 h. A-t-on hot=toh?
40 Soit I I'homothétie de centre O, origine du repére, et de rapport k (k # 0).

a) Définir analytiquement les applications composées h’ o h et ho h'.
" b) Discuter suivant la valeur du réek k la nature de ces deux applications. Préciser leurs

éléments caractéristiques : vecteur s'il s’agit d'une translation, centre et rapport s'il s'agit

d’une homothétie.

ENSEMBLE DES HOMOTHETIES-TRANSLATIONS

Désignons respectivement par # et J I'ensemble des homothéties et I'ensemble des

translations de I'espace &
La réunion J#" U  est appelée ensemble des homothéties-translations de I'espace &. Les

éléments de cet ensemble sont les homothéties-translations.
Propriété caractéristique de ' 0 T M
1° Soit f une homothétie-translation et soit un
bipoint (M, N) d'image (M’, N’).
o Si f est une translation de vecteur #, on a &
(figure 1) :

= M

MM = NN’ =y,
d'ou : M’N’ = IMN. Figure 1 N
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« Si f est une homothétie de centre O et de rapport k,
on a (figure 2) : _
OM’ = kOM et ON" = kON, NS
dot ON' — OM’ = k(ON — OM), soit :
M'N’ = kKMN.
Il en résulte que toute homothétie-translation pos

la propriété suivante :
non nul, tel que pour tout bipoint

sede

11 existe un réel k,
(M, N) d’image (M’, N):
M'N' = kMN.

considérons une application fde Figure 2

tte propriécte. M
int M d’'image M’,ona A’'M" = kAM,
n, sous la forme :

2° Réciproquement,
'espace & dans lui-méme possédant ce

our tout po

Soit A un point donné d’image A". P
t un point quelconque du pla

égalité que 'on peut écrire, M étan
MM — MoA" = k(MM — Mo A),

(1)

Soit. MUM’—'kMQM-_—MQAf—'kMoA.

o Si k = 1, 'égalité (1) devient MM’ = AA". L’application f est alors la translation de

vecteur AA".

o Si k # 1, les points pondérés (4', 1) et (
0A —kOA =0.

L'égalité (1), écrite avec M, = 0, donne alors
’homothétie de centre O et de rapport k.

A, — k) ont un barycentre O défini par

OM’ = kOM. L'application f est donc

ns lui-méme soit une homothétie-translation, il

Pour qu’une application fde I’espace & da
pour tout bipoint (M, N) d’image

¢ et il suffit qu’il existe un réek k non nul tel que,

3 < fau
THEOREME 1 | (M, N):
M'N’' = kMN.
REMARQUES :
rée 4 la fois comme la translation de

1. L’application identique, Id,, de I'espace &, peut étre considé

vecteur nul et comme une homothétic dont le centre est un point quelconque de & et dont le rapport

est égal a 1.
Id, est la seule trans

2. Soit f une homothétie-translation et soit k le réel non
d’image (M', N’'), M'N' =kMN :

e Sik #1, f estune homothétie de rapport k.

e Sik=1, festune translation.

formation appartenant a la fois ag eta .

nul tel que, pour tout hipoint (M, N)

APPLICATION COMPOSEE DE DEUX HUMDTHETIES-TRANSLATIONS

translations.

5 : N
tels que, si (M, N)estun bi (M3, N1)

Soit f; et f; deux homothéeties-
[l existe deux réels non nuls k, et ky

point quelconque,

Scanné avec CamScanner



—_———_- "‘ﬂ.’ﬂ
b
1

. R M ‘eRpace
13/ Transformations élémentatres de I'esp

et (M’, N’) 'image de (M. N,) par f;,ond:
i

son image par f;, MRS
t M'N' = kyMiN i,

M. N, =k MN ¢
d’ou ; M'N = kyly MN. :
? t, le bipoi "N '

Le réel k, k,, produit de deux réels non nuls, estlnon nul. Dﬂa:::égﬁ;-té quél}mg}(tﬁs; N) T‘
est limage de (M, N) par I'application composée /2 © f: £ SIS :_
!

homothétie-translation. Par suite : -
translations est une homothétie-translatioy,

L’application composée de deux homothéties-

On peut préciser ce résultat en notant que -
e sikyky #1, f, 0 f, est une homothétie de rapport kakys 1t

o sik,k, =1, f, o f, est une translation. o '
La détermination des éléments caractéristiques de ].Tap‘ll‘llffag?ﬂ Cimpoi;?tfz ° fi,
vecteur §'il sagit d’une translation, centre ct rapport §'il s’agit d une NOMOLAELE, a cie

proposée en Travaux pratiques a la page 136.

BIJECTION RECIPROQUE D'UNE HOMOTHETIE-TRANSLATION

Soit f une homothétie-translation.
« Sifestla translation de vecteur u, fest bijective et sa bijection réciproque est la translation

de vecteur — .
o Si fest Phomothétie de centre O et de rapport k, f est bijective et sa bijection réciproque

est ’homothétie de centre O et de rapport p
Par suite :
Toute homothétie-translation f est bijective et sa bijection réciproque f ~1 est une

homothétie-translation.

CONSERVATION DES BARYCENTRES

Soit G le barycentre d’un systéme de n points pondérés (4, a,), (4,, &5), ..., (4,, «,) dont
la masse m = «; + o, + ... + «, n’est pas nulle :

Kla'I -+ azaz a T m"a*“ = 6 (1]

Désignons par G’ I'image de G par une homothétie-translation f et par A4/ 'image de
chaque point 4; (i =1, 2, ..., n).

On sait qu'il existe un réel k non nul tel que, pour tout bipoint (M, N) d’image (M’, N')
par f : M'N’" = kMN. En multipliant les deux membres de I'égalité (1) par le réel k, on
obtient alors :

o, G'A] + a4, G'Ay + .. + a,G'A, = 0,
ce qui montre que G’ est le barycentre du systéme (AL el
] s Wi n*
On retiendra : !

L’image par une homothétie-translation d
! u barycentre de n points é t le
barycentre des images de ces points affectés des mémes coefflcieﬁls pondérs

gﬂ e;eirtlrr:: 31151551 cette propricté en disant qu'une homothétie-translation conserve les
Y - Al PﬂrtrlCBller, une homothétie-translation conserve les milieux des
segments, et par consequent I'équipollence des bipoints
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IMAGE D’UNE DROITE OU D'UN PLAN

De la méme facon quon a établi la propriété de conservation des barycentres, on

démontre :

Une homothétic-translation f étant donnée :
« Trois points A, B, M tels que AM = tAB ont pour images respectives par £, trois points

A', By M’ tels que A’'M’ = tA'B’.
« Quatre points 4, B, C, M tels que AM = rlﬁ + tzjz:ont pour images respectives par
f, quatre points A’, B’, C', M’ tels que AM =t AB +1,AC".

Image d’une droite, d’'une demi-droite, d'un segment

Soit [ une homothétie-translation.

Considérons deux points distincts A €t
AM = tAB. Les points A’ = f(A), B’ =f(B),
A’M’ = tA’B’. De plus A’ et B” sont distincts.

B et, pour tout réel ¢, le point M tel que
M’ = f(M) vérifient la relation

Lorsque ¢ décrit R, le point
M, tel que AM =tAB,
décrit la droite (A4B), et
son image M’, telle que
A'M’ =tA'B’, décrit la
droite (4'B’).

A noter que la droite (A'B’)
est paralléle a (AB) car il
existe un réel k, non nul, tel 0

que A'B’ = kAB (figure 3). Figure 3
De méme lorsque t décrit R, ,
lorsque t décrit Iintervalle [0, 11,

et M’ 1a demi-droite [4'B’), et

M décrit la demi-droite [AB)
B] et M’ le segment [4.B]

M décrit le segment [4,

On peut donc énoncer :
d’une demi-droite ou &’
-droite ou un segment, para

L’image d’une droite, un segment, par une homothétie-translation
lléle 2 la premiére, ou au premier.

est une droite, une demi

REMARQUE:
Si f estune translation ou une homothétie de rapport positif, toute demi-droite [AB) et son image

[A’B’) sont paralléles et de méme sens.
Si f est une homothétie de rapport négatif [4B) et [A'B)

sont parall€les et de sens contraire.

Image d’un plan

Considérons trois points non alig
pour tout couple (,, t,) de réels,

que :

nés A, B, C et,
le point M tel

T =t AB A6, Figure 4

Les points A" = f(4), B = f(B), C'= f(C) et
M’ = f(M) vérifient la relation :
M =1, AB + LAC,
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i " F ’1" Y .

{ pas alignes : 'jls I'étaient, on aurait A'C A'B’, d'oi

sonl p o

ne auSSi ahgnﬁs. . I

e AM = t, AB + 24C, décrit le plan (4B()
A'C’, décrit le plan (A'B'C).

ralleles et qu'il en est de méme de (AC) gt

l1éle au plan (ABC). (Rappelons que deuy

sécantes de I'un paralléles 3

De plus__fi'. B C :
AC =14B, et A, B, C seraient eux

) décrit R?, le point M, tel qu

Lorsque (t,, 1, B4t
2

et son image M, telle que A'M" =1 A
A noter que les droites (4B) et (Ag} sotnt g;
(4’C’). 1l s’ensuit que le plan (A’B ]esl fiiste = rdroites

plans sont paralléles si, et seulement si, 1
l'autre.)

On retiendra : lléle au premie
; e :
L’image d’un plan par une homothétie-translation est un plan parallé P :

IMAGE D'UNE SPHERE ET D'UN CERCLE

T S

1. Image d'une sphére . h i
Soit & une sphére de centre O et de rayon R; on note f (& > sonimage par une homothétie-

translation f (f { &> est l'ensemble des images par [ de tous les poirssde )
1° a) Soit O’ I'image de O par f. Démontrer que pour tout point M .de &, d’'image
M’ = f(M), la distance O'M’ est constante. En déduire que f (&) est inclus dans une

sphére &' de centre O'. ’
b) Démontrer que tout point de & est l'image par f d’un point de & Conclure en énongant

un théoréme.
2° Soit A un point de & et soit 2 le plan tangent @ & en A. Que peut-on dire de l'image de

par f?

3° a) Calculer le volume V' de &' = f{ % ) en fonction du volume V de &. (On
distinguera deux cas selon que f est une translation ou une homothétie de rapport k.)
b) Méme question pour l'aire de &".

4° Ondonne deux sphéres | et &, de centres respectifs 0, et 0,, et de rayon respectifs R,
et R,.
a) On suppose R5 = R,. Démontrer qu'il existe une translation t, unique, transformant %,
en ;. Existe-t-il une homothétie transformant & Len &,?
b) 0 ; il exi sisthai

) On suppose R, # R,. Démontrer qu'il existe deux homothéties, et deux seulement,

transformant %, en %,. On montrera que leurs rapports sont res pectivement 52— et — & et
on déterminera leurs centres. X S

2. Image d'un cercle
Soit, dans un plan 2, un cercle € de centre O et de rayon R

[¢] =3 -
1° En considérant € comme | miersection du plan P et de 14 sphére & de centre O et d
centre O et de

rayon R, démontrer que I'image f (€>d
’ ! e? St 1
' dantareprivtsera o gt 1o . ,:;1; ;J:e homothétie-translation S est un cercle

2° On donne, dans | ‘espace &, deux cercles €

rayons respectifs R, et R,.

g] A quelle forfdfrion, nécessaire, portant sur Jes plans 2

il une honmrherre—tmnsIatian transformant @ en €.,?
1 2.4

b) Cette condition ¢
elant supposée satisfni s
transformant € en ¢, isfaite, déterminer les homazhéries-transfaﬁon?

1 €%, de centres respectifs O, et 0, et de

18t P, des cercles €, et €, existe-t-
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P

EFFET D’UNE HOMOTHETIE-TRANSLATION
SUR LES AIRES PLANES ET LES VOLUMES

AT R S

Soit f une homothétie-translation et soit
d'images respectives M', N" par f, M'N’
une translation, k = 1).

du premier par k2.
Méme question pour un carré, un rectangle,

Toute homothéti

2° Démontrer que l'image par f d'un
de celui du premier par |k|>.

Méme question pour un cube, un para
circulaire, un cylindre a bases circu

Toute homotheéti

I1° Démontrer que l'image par f d'un triangle est un triangl

k le réel non nul tel que, pour Lous points M, N
_ KMN. On dit que k est le rapport de S (sifest

e dont I'aire est le produit de celle

un parallélogramme, un cercle.

D’une fagon plus générale, nous admettrons :
e-translation de rapport k multiplie les aires planes
tétraédre est un tétraédre dont le volume est le produit

par k°.

liclépipéde rectangle, une pyramide, un cone d base
laires, une sphere.

Dune facon plus générale, nous admettrons :
e-translation de rapport k multiplie les volumes par |k|>.

@ Exercice d’applications
1. On considére trois points A, B, C de I'espace
et leurs images respectives A’, B, C" par une
homothétie-translation f.
Comparer les deux produits
AB A AC et A'B A A’C’ et les deux produits
scalaires AB . AC et A’'B’ . A'C".
2. Dans I'espace, on considére trois points non
alignés A, B, C et un point 0. On désigne par G
P'isobarycentre des points 4, B, C.Soit A, B, C’
les points définis par les relations :
04 = OB + 0C, 0B =0C + 04,

0C" = 0A + OB.

vectoriels

7o Montrer que les segments [A4, A, [I_B,_J_B’],
[C, C'] ont Mémc milieu I et calculer OI en

fonction de 0G.
2° On se propose de retrouver les résultats dela

question /° en utilisant des transformations
convenables.
a) Soit A, By, C; les milieux respectifs des
segments [B, C], [C, A], [A4, B]. Montrer qu'il
existe une homothétic f de centre G et une seule
transformant Aen 4,,Ben B, CenCy; préciser
le rapport de f.

b) Montrer qu'il existe une homothétie g de
centre O et une seule transformant A, en A, By
en B, C, en C’; préciser le rapport de g

¢) Déterminer la nature de g o f; conclure.

3. Dans l'espace &, on considére un tégraég:lrc
ABCD. Pour tout réel k on définit I'application

f, de 'espace dans lui-méme qui, 4 tout point M,
associe le point M’ tel que :

MM’ = MA + 3MB — 2MC + kMD.

Préciser, _suivant les valeurs de k, 1a nature de
Papplication f; et les éléments permettant dela

défnir,

4. On donne trois droites de I'espace, 2, @', 9",
concourantes en O et non coplanaires, €t un
point G n’appartenant a aucune d'elles.

Démontrer qu'il existe un triangle ABC, et un
seul, de centre de gravité G et dont les sommets
A, B, C appartiennent respectivement aux

droites 2, 2, 2".

5. On considére dans I'espace & un tétraédre
ABCD. A tout point M de ﬁlgg_asso_gii[e point
M’ tel que MM’ =MA + MB + 2MC.

J° Démontrer que I'application fi M= M
est une homothétie dont on précisera le centreet
le rapport.

20 Déterminer 'ensemble
point associé M’ appartien

des points M dont le
t 4 la droite (BD)-

lans sécants & et # et un
6. On donne deux plans, ate S e on di

point A n’appartenant ol a 7", i
qu'un point M de 2 vérilie la propricte IT s'il

existe un point M’ de 7 tel que A4 soit le
barycentre du systeme {(M, — 1), (M, SL}E; %
Déterminer l’enscm'blc des points

vérifiant la propriéte IL
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7. Ondonne, dans I'espace &,.une droite & et un

8. Dans I'espace & on donne un point O ¢ %
n

plan 2 sécants. vecteur i non nul. _
1* Un vecteur i étant donné, démontrer quil | A tout point M de & on associe le poin( pp i
existe un bipoint (M, M") unique tcl que : que :

Me@, M e?, MM' = ii. M{\di=u
2° Un point A n’appartenant ni 4 2, nia 2, | et le point M" symetrique du point M py
étant donné¢, démontrer qu'il existe un rapport a,O. ‘
bipoint (N, N’) unique tel que : , Quel est 'ensemble des points M tels que

Ned, N'e®, 24N + 3AN" =0. 1M M| = fall?

I — ISOMETRIES DANS L'ESPACE ' |

nsformation de & (bijection de & sur &)

On appelle isométrie de I'espace & toute tra ;
ant deux points quelconques MetNen

conservant les distances, c'est-a-dire transform
deux points M’ et N’ tels que MN = M'N’.

ACTIVITES PRELIMINAIRES

1. Réflexions

I° On considére, dans 'espace &, un plan 2.

a) Rappeler la défmition de la symétrie orthogonale, ou réflexion, par rapport d 2.
Démontrer que cette réflexion, notée sg, est bijective et défmir sa bijection réciproque sz'.
Quel est I'ensemble des points invariants par Sg ?

b) Soit M et N deux points distincts d’images respectives M’ et N’, et H et K les milieux
respectifs des bipoints (M, M) et (M i

—_—

Démontrer que MN + M'N’=2HK et MN — M’'N’ = MM’ — NN". Calculer le
produit scalaire (MN + M'N’) . (MN — M'N’), et en déduire MN = M’N".

c¢) Les questions a) et b) montrent que la réflexion s, est une isométrie. Retrouver ce résultat
analytiguement en rapportant I'espace @ un repére orthonormal convenablement choisi.
2° Dans lespace & muni d’un repére orthonormal, définir analytiquement la réflexion par
rapport au plan d’équation x + 2y —z + 2=0

3° Dans I'espace & muni d'un repére orthonormal, on considere I'application f qui, d tout
point M de coordonnées (x, y, z) associe le point M’ dont les coordonnées (x', y', 2') sont

données par :

1
x’=§(x+2y—22+6)

1
y =3@x+y+22-6)

1
z’ =§(—2x+2y+z+6).

a) Démontrer que I'ensemble des points fixes de f est un plan 2.
b) Pour tout point M d’image M’ par [ démontrer que :

o le milieu Hﬂbfpoint (M, M’) appartient d 2;

o le vecteur MM’ est orthogonal a 2.

En déduire la nature de I'application f.
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4‘1 Qn considére un plan & et deux points A et B n’appartenant pas a 2 et situés d'un méme
c6té de P. Déterminer un point M de 2 tel que la somme MA + M B soit minimale. (Utiliser
le symétrique orthogonal de A par rapport a?.)

5° On considére un point A, une droite G ne passant pas par A et un plan variable Z
contenant 9. Quel est le lieu géométrique du point A', symétrique orthogonal de A par
rapport d P?

2. Demi-tours
Soit @ une droite de I'espace &. A tout point M de & on agsocie le point H, projeté

orthogonal de M sur 2, puisle point M’ tel que H soit le milieu de (M, M’). Ondit que M

est le_symétrique orthogonal de M par rapport a 9. L’application, notee g, quia M
associe M’, est la symétrie orthogonale, ou demi-tour, d'axe Z.

1° Démontrer que sq est bijective et défmir sa bijection réciproque. Quel est P’ensemble des

~points invariants par 5g7

2 Démontrer vectoriellement (comme d la question 1° b de Dactivité 1), puis

analytiquement, que Sg €st une isométrie.

3° Dans l'espace & muni d'un repére orthonorma
V'axe est la droite 2 de repére (4, U) : '
a) A(—1,2,1), u(l,2, — 3y

b) A(0, 0, 0), u(1, 1, 1). _

4° Dans l'espace muni d'un repére orthonormal,
analytiquement par :

I, définir analytiquement le demi-tour dont

L
on considére l'application [ définie

1
x’:a(—8x+4y+z+l2)

-

1
y’=§{4x+?y 44z — 4)

1
z’=§(x+4y—"82—|—8).

a) Démontrer que I'ensemble des poinis invariants par f est une droite 9 dont on
déterminera un repére (4, 1).
b) Pour tout point M d’image M’ = {(M), démontrer que :
o le milieu du bipow, M’) appartient & &;
o les vecteurs i et MM’ sont orthogonaux.
En déduire la nature de I'application £
4 passant par A. Quel est le

50 On donne deux points distincts A et B et une droite variable
lieu géométrique du point B', symétrique orthogonal de B par rapport a9’?

PREMIERES PROPRIETES

métries planes, on démontre, pour les isométries de I’espace,

Comme on I'a fait pour les iso
les proprictés suivantes :

1. La bijection réciproque d’une isométrie est une isométrie.

2. L’application composée de deux ijsométries est une isométrie.

alaires : trois points qu_e_l_cfnques A,
~§.AC=AB .AC.

B, Cet leurs

3. Toute isométrie conserve les produits s¢
images respectives A’, B, C’ sont tels que AB .
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4. Si trois points A, B, C sont tels que AC = tAB, leurs images respectives A, B', C' par
une isométrie sont telles que A'C' = tA'B".

5. Toute isométrie conserve les barycentres.
segment par une isométrie est une

6. L’image d’une droite, d’une demi-droite ou d’un

droite, une demi-droite ou un segment.
uatre points A, B, C, D invariants

1. Soit [ une isométrie de ['espace possédant au moins 4

non coplanaires.
AD). Démontrer que tout point M de
s A, B, C, D affectés de coefficients

J® On rapporte l'espace au repére A = (A, AB, AC,
de M dans le repére AR,

I’espace peut étre considéré comme le barycentre des point
que 'on exprimera en fonction des coordonnées (X, ¥, z)

2° Déduire du 1° que tout point M est invariant par |-

On peut conclure :
ires invariants

Toute isométrie de Pespace & qui ad
est la transformation idertique de &.

2. Soit [ une isométrie de l'espace, différente d

met au moins quatre points non coplana

e 1d,, possédant au moins trois points

invariants non alignés.
1° En s'inspirant de lactivité 1 ci-dessus, démontrer que toul point du plan (ABC) est
invariant par f.

au plan (ABC).

20 Soit M un point de 'espace n’appartenant pas
a) Démontrer que M n'est pas invariant par f. On note M" = f(M).
BC) est le plan médiateur du segment [M, M"].

b) Démontrer que le plan (A
¢) Reconnaitre ‘isométrie f.
3° Que peut-on dire d'une isométrie dont I’ensemble des points invariants est un plan ??

On retiendra :
PPespace, distincte de Id; et admettant au moins trois points invariants
est la réflexion par rapport au plan (4 BC).

Toute isométrie de
invariants est un plan 2 est la

A, B, C non alignés,
Toute isométrie de I'espace dont I’ensemble des points
réflexion par rapport a 2.
3. Soit f une isométrie de I'espace dont I'ensemble des points invariants est une droite 9.
1° Soit A un point de l'espace n'appartenant pas a 2 et son image A" = f(A).

Démontrer que le plan médiateur, 2, de [A, A'] contient la droite 2.
la réflexion par rapport d 2. Démontrer que la composée s 0 [ estla

2° On note Sy
ire f = S8p O Sg.

réflexion par rapport au plan 2 contenant A et 9. En dédu

On peut conclure :

Toute isométrie de Pespace dont I
composée de deux réflexions par rapport a deux p

ensemble des points invariants est une droite & est la
lans sécants suivant la droite Z.

IMAGE D'UN PLAN

Considérons un plan 2 de I'espace et son image f (&) par une isométrie f.
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Figure 5

Soit 4 un point n'appartenant pas a
2 et B son symétrique orthogonal par
ra!Jp_ort a 2 (higure 5). 2 est le plan
médiateur du segment [A, B], et I'on sait
qu’un point M de I'espace appartienta 2 ;
si, et seulement si, MA = MB.
Soit A’ et B’ les images respectives de A et b 4
B par f.

o Pour tout point M de £ d’image M’
par f,ona MA = MB, d’ou, f conser-
vant les distances: M'A’ = M'B’. 1l en
res;aul_te que M’ appartient au plan
médiateur 2’ du segment [A4’, B]. Par
suite : (P> c . .
o Pour tout point N’ de 2’ d’antécédent N par f, on a N’'A"= N'B’,dou NA = NB.
Le point N’ est donc 'image d’un point N de 2. Par suite : 7" < fLP).
Finalement : f (£ ) = 2.

L’image d’un plan par une isométrie est un plan.

Conségquences

1. Les notations étant celles de I'étude ci-dessus, comme 2 est le plan médiateur de
[A, B], la droite (4B) est orthogonale a 2 (figure 5). De méme la droite (A’B’), image de
(AB) par f, est orthogonale a #".

Il s’ensuit :

Une droite et un plan orthogonaux ont respectivement pour images par une isométrie une
droite et un plan orthogonaux.

-@#

2. Soit 2 et 2 deux plans paralleles 2
d’images respectives 2’ et 2’ par une
isométrie f et soit 2 une droite
orthogonale & 2, et donc a 2, d'image /
9’ par f (figure 6).

D’aprés la propriéte précédente, les /
plans 2’ et 2’ sont orthogonaux agy,
ils sont donc paralléles.

¥

Les images de deux plans paralléles Figure 6
par une isométrie sont deux plans
paralléles.

3. Soit 2 et 4 deux droites paralléles
d’images respectives &’ et A" par une

jsométrie f et soit £ un plan J
orthogqnal 4 9, et donc a 4, d'image 1
2 par [ (figure 7). a

Les droites @’ et A’ sont orthogonales
4 #’: elles sont donc paralleles.

Les images de deux droites paralléles
par une isométrie sont deux droites

paralléles.

Figure 7
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B

; culaires d’images respectives et 2’

Ll . par une isométrie f. Comme 2 et 2

sont perpendiculaires, 2 conticnt une

droite % orthogonale a 2 {fligure 8).

poih L'image 2’ de 2 est incluse dans 2’ el 2
1 orthogonale & 2’. Les plans &’ et 8 %

Il it sont donc perpendiculaires. I,

f it
izl Les images de deux plans perpendi- i

| culaires par une isométrie sont deux %‘

| ’ plans perpendiculaires.

{
I
[l . 4. Soit # ct 2 deux plans perpendi-

5. Soit @ et A deux droites orthogo-

| nales d’images respectives &' et A’ par 0)

| une isométrie f.

i B Un plan 2 orthogonal & 2 et un plan Fm (..

2 ortho 14 A sont perpendiculai-

i gonal a perp

P _ res (figure 9). Leurs images respecti-

| ves 2 et 2 par f sont aussi
perpendiculaires. P

Comme les droites 2’ et 4" sont

respectivement orthogonales & 2 et
{ .9, elles sont orthogonalcs.

|
f% Les images de deux droites orthogona-
:‘ les par une isométrie sont deux droites

orthogonales. Figure 9

L
ard

i IMAGE D'UNE SPHERE ET D'UN CERCLE |

{ |
| I Image d’une sphére
| Soit & une sphére de centre O et de rayon R; on note f ( & ) sonimage par une isometrie

fet 0 = f(O).

f
:I! « Pour tout po
- Le point M’ appartient donc & la sphére & de cen

int M de & d’image M’ = f(M),ona O'M" = OM, c'est-a-dire O'M’ = R.
tre 0’ et de rayon R. Par suite:

i f(F>cs"
I « Soit N’ un point de &’; son antécédent N appartient 3 & puisque ON = O'N’ = R.
| Tout point de & est donc I'image par f d’un point de &. Par suite : &' < &5

i
H

' _ Finalement : (¥ ) =%".

i L’image d’une sphére par une isomé- = i
E trie est une sphére de méme rayon que
' la premiére et dont le centre est image
i
Ea

Figure 10

du centre de la premiére.

Image d’un cercle

Soit € un cercle de centre O et de rayon R inclus dans un
plan 2 de I'espace (figure 10).

On note f %) I'image de ¢ par une isometrie f, O’ I'image
de O et 2’ le plan image de (0" e Z’).
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« Pour tout point M de & d’image M’ = f(M), on a :

Mez et OM

= OM =R

Le point M’ a :
ppartient donc au cercle ¥’ de centre O’ et de rayon R inclus dans 2. Par

suite (€S> < €.

« Soit N’ un poi . L
ON = O'N’ =p;lande i son antécédent N est situé dans 2 et appartient 4 € puisque
. Tout point de %’ est donc Iimage par f d’un point de %. Par

suite € = FLES,
Finalement : f< %> = %".

L’image d’ . s
ge d’un cercle % par une isométrie est un cercle ¥ de méme rayon que ¢ et dont le plan

et | y
e centre sont les images respectives du plan et du centre de .

EFFET D’UNE ISOMETRIE SUR LES AIRES PLANES ET LES VOLUMES

i R S

D Ly I 3 « E P
1. Démontrer que l'image d'un triangle par une isometrie de I'espace est un triangle de méme

Méme question pour un cube,

] r » =
D’une facon plus générale, nous admettrons :
Toute isométrie de I’espace conserve les aires des figures planes.

aire que le premier.
Mé ‘ ;
éme question pour un carré, un rectangle, un parallélogramme, un cercle.

z_ﬂﬂemontrer que l'image d’un tétraédre par une isométrie de I'espace est un tétraédre de
méme volume que le premier. '
un parallélépipéde rectangle, une pyramide, un cone d base

circulaire, un cylindre d bases circulaires, une sphére.
D’une fagon plus générale, nous admettrons :

Toute isométrie de P’espace conserve les volumes.

@ Exercices d’application
9. Quelles sont les images, par une isométric [
de Tespace &, des configurations suivantes :
a) deux droites non coplanaires Z;, 2, et leur

re commune 4;
&, un point A de & et le plan P

perpendiculai
b) une sphére
tangent en A 4 &;
¢) un segment [A, B] et son plan médiateur;
d) un cercle € de centre O et son axe 47
10. Une isométrie f transforme une droite %

en une droite Z” et un point A en un point A’
Démontrer que le transformé par f du point H,
projeté orthogonal de A sur 9, est le point H’,
projeté orthogonal de A" sur 9. '
Comparer les distances de A 4 Z et de A a g
Enoncer un théoréme.
11. Une isométrie f transforme un plan 2 en
un plan #’ et un point 4 en un point A".
Démontrer qué f du point H,

12. L'espace & étant rapporté 4 un repére
qrthonormal (0,1,j, k), on consideére I'applica-
tion f de & dans & définie analytiquement par :

xX=x+2
y=y
' =—zT2

7° Démontrer que f est une isométrie.

20 Démontrer que, pour to].llj: pc:jint b{";m_i‘:
nsformé M’ par [ le milieu du bl

o . s fixe 2. Démontrer

(M, M) appartient a un plan
¢+ que orthogonal d¢
M ] que le vecteur

que le poin

par rapport au plan 2, est te
pat reve™

MM’ soit constant. )
En déduire queé | gut S°€
application composée de deux tra

simples.

3° Déterminer an
ment I'ensemble des P

M’ par [ tels que -

crire  comme
nsformations

i sométrique-
Iyt gement et geom :
i qu:)ints M de transformes

Je transformé par int H,

rojete orthogonal de A sur 2, est le point H
projeté orthogonal de A’ sur . o
les distances de A’ da?.

Comparer : deAaPet
Enoncer un théoreme.

a) OM = O0M’;
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b) les points O, M, M’ soient alignés;
¢) MM’ = a (a est un nombre réel positil).

13. Soit s, le demi-tour d’axe &. Une droite 4
non coplanaire avec & a pour image par Sg Une
droite 4°.

I1° La perpendiculaire commune a & et 4 coupe
% en Het Aen A.

Démontrer que la droite (AH) est aussi la
perpendiculaire commune a 4 et A"

2° Soit A’ 'image de A par sg. On considére un
point B de 4, distinct de 4, les points B’ ¢t B"de
A’ tels que A'B’ = A'B" = AB, et les milieux
respectifs I et J des bipoints (B, B’) et (B, B").
Démontrer que @ est Pune des droites (f11),
(HJ).

3° Deux droites 4 et 4’, non coplanaires, étant
données, démontrer qu'il existe deux demi-tours

échangeant 4 et 4".

Il — ROTATIONS DANS L'ESPACE

ANGLE DE DEUX DEMI-PLANS

14, Lespace & étant E;}pporté d un repére

orthonormal (0, i, ], k), on  considére
I'application f de & dans & définie analytique-

ment par :
x' =z+2,
y =5
Z =y

o Démontrer que f est une isométrie.

2 Soit un point M, soit M’ son transformé par
[ et soit M" le transformé de M’ par f.
Déterminer I'ensemble 4 des points M tels que
les points M, M, M" soient alignés. Démontrer

ue 4 est ensemble des points M tels que la
distance MM’ soit minimale.

Soit 2 et @’ deux demi-plans limités par une méme droite
A et soit k un vecteur directeur unitaire de 4 (figure 11). La
droite 4 orientée par le vecteur k est un axe, noté 4.
Le triplet (Z, A, 7) est un angle orienté de demi-plans.
Les demi-plans 2 et 2 sont les faces de I'angle et I'axe 4;
son aréte.

Tout plan IT orthogonal 4 l'aréte Ay est orienté par le
vecteur k - le sens direct va de la droite vers la gauche d’un
observateur placé comme Iindique la figure 12.

Le plan II coupe 4 en O et les faces 2 et 7 suivant deux
demi-droites Ox et Ox’ d’origine O (figure 13).

Nous admettrons que les mesures de I'angle de demi-

. gosseEE e : .
droites (Ox, Ox’) dans le plan orient¢ II restent
invariantes lorsque IT varie en restant orthogonal a 4.

droite gauche

S

Figure 11

[¥
B T AT |

. A
Figure 12 k Figure 13
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Ces mesures sont $finiti
- par déhnition celles de l'a ienté g i e S
T —— I’angle orienté de demi plans (&, 4;, #').Siaest

('@! AE& '@’) =0 (211:}

N i s ;
deolI’E' reltlijndmm' que }es mesures d’un angle de demi-plans {m ) sont les mesures /
ngle de deml-drmEFS déterminé par I'un, quelconque, des plans IT orthogonaux a4, |

orienté par le vecteur k.

Propriétés

1. On donne un axe 4z, un demi-plan 2 limité
par 4 ct un réel « (figure 14). Soit IT un plan

orthpgon.al a A en O; IT coupe Z suivant une K
demi-droite Ox d’origine O.

Dar_ls le plan IT orienté par k, il existe une demi- 0
droite Ox’ unique d’origine 0 et telle que : x

|
I
|
(Ox, Ox') = (2m). / g i ;
X
Il en résulte qu'il existe un demi-plan 2’ unique ] M
limité par 4 et tel que (#, 47 P)=o0 (21):
le demi-plan déterminé par 4 et Ox".

Un axe 4; et un réel o étant donnés, pour tout

demi-plan 2 limité par 4 il existe un demi-plan

%', et un seul, limité par A et tel que : Figure 14
(@, 4iy P) = (2m).

s angles de demi-droites g'étend immeédiatement aux angles de

2. La formule de Chasles de
limités par une méme droite :

demi-plans, pour des demi-plans
@, 4, P) + @, 4 P) = @, 4;, ") (2n).

Lorsque dans cette formule les demi-plans Z et

2" sont confondus, on obtient :
@, 8, P) = — @, 4;, 7)) (2n).

Figure 15

3. Soit 2 et ' deux demi-plans limités par une
droite 4 et soit k un vecteur unitaire de 4.
Un plan I orthogonal a 4 en O et orienté par le

vecteur k coupe respectivement P et P’ suivant
Jes demi-droites 0x ¢t 0x’ (figure 15).

Les demi-plans Pet P sont perpendiculaires si, s
et seulement si, les demi-droites Ox €t Ox’ sont . :
orthogonales, Cest-a-dire si, et seulement si: / } _ |

(Ox, OX) = % (n)

().

1A

soit : (2, 4i, P) =
itaire &, sont

j-plans 7 et 2, limités pa
n
(n)-

Deux dem
@, 4 7 =73

perpendiculaires si, et seulement Si
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PRODUIT DE DEUX REFLEXIONS '
posée r = S O 59 de deux réflexions par rapport & deux
¢ droite 4.

« une mesure de l'angle

désignons par
limité par 4 et 2, un des deux demi-

Etudions 'application com
plans & et @’ passant par unc mém
Un vecteur unitaire k de A étant choisi,
(@, A7, #7), 01 P, estun des deux demi-plans de 7
plans de 2’ limite par A.

o Si # = 2, r est l'application Id,.
« Supposons maintenant # # .

Tout point de la droite 4 est invari
sp €t par s, et donc par 1.

Soit M un point nappartenant
pas a A. Le plan [T passant par M

et orthogonal a 4 coupe Aen 0;il
coupe respectivement les demi-

plans 2, et Z suivant deux demi- .
droites Ox et Ox’ d’origine O A Higmelg

(figure 16).

Le point M ;, symétrique orthogonal de M par rapport a
de M par rapport a #. De méme le point M, symetrique
Ox’, est le symétrique orthogonal de M, par rapport @ .

Or, dans le plan I1 orienté par le vecteur
(Ox, Ox') =« (2m).

= r(M) est, dans ce plan, I
on de r au plan IT est donc la rotati

=)

ant par

Ox,estle symeétrique orthogonal
orthogonal de M, par rapport a

k,ona:

1l en résulte que le point M. image de M par la rotation de
centre O et d’angle 2. La restricti on de centre O et

d’angle 2o

ROTATION DANS L'ESPACE
P et P’ passant

de deux réflexions par rapport a deux plans
duit a définir, a partir d’'un axe Ai et d’un réel 0, une

& dans lui-méme.

L’étude du produit Sz O S2
par une méme droite nous con

nouvelle application de I'espace

DEFINITION 1

e l’espace & dans lui-méme dont

angle 0, Papplication d
k , est la rotation

On appelle rotation d’axe d;etd’
A en O et orienté par le vecteur

la restriction a tout plan I, orthogonal
de centre O et d’angle 0.

L’image par la rotation r d’axe 4 ¢t
d’angle 6 d’'un point M de l'espace est
donc le point M’ ainsi défini : Soit 17 le
plan passant par M et orthogonal a 4,
orienté par le vecteur k. et soit O le point
d’intersection de I1 et de 4 (figure 17):

alors :
o M'ell: OM =0M’;
L& M#£0, (OM,0M)=0 (2

B e P W W B
S dar s e e
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Notons que la rotation rlaisse invariants les points de 4;en général,si 0#0 (2m), elle
transforme tout point M n’appartenant pas a A en un point M’ distinct de M,

Exemples

La rotation d’axe 4y et d’angle nul est P'application identique de I'espace &.

La rotation d'axe 4j et d'angle 7 ou — est la symétrie orthogonale par rapport a la
droite 4, ou demi-tour d’axe 4.

REMARQUE : Une droite 4 posséde deux vecteurs directeurs unitaires; si k désigne 'un d’eux,

I'autre est — k. Il existe donc deux fagons d’orienter la droite 4.
Les deux rotations, r d'axe A; et d’angle 0 et r* d'axe A_;et dangle — 6, sont égales.

Propriétés
1. L’étude du produit de deux réflexions, qui a conduit a la définition des rotations de
I’espace, permet d’énoncer : '

THEOREME 2

L’application composée r = $5 O 55 de deux réflexions par rapport a deux plans Z et 7’
passant par une méme droite 4 est une rotation de Pespace. Plus précisément, 2, étantun
des deux demi-plans de Z limité par 4 et 2, un des deux demi-plans de 2’ limité par 4,
si (2, A;, ) =a (2n), rest la rotation d’axe Aj et d’angle 2a.

Cas particulier :

Soit 2 et 2’ deux plans perpendiculaires et soit % un vecteur unitaire de leur droite
d’intersection 4 (figure 18).

2, étant un des deux demi-plans de &
limité par 4 et 2, un des deux demi-plans
de &' limité par 4, on a: : (4

n
@, 4 PN =5 (0

T M’ M
ou (2, di,21)=— 5 (27). o 1

1l en résulte que I'application composeée
s O Sp est la rotation d’axe 4i et
d’angle m ou — T, cest-a-dire le demi-
tour dont I'axe est la droite 4.

L’application composée sy O 5, de deux
réflexions par rapport a deux plans
perpendiculaires 2 et 2’ est le demi-tour
dont P'axe est la droite d’intersection de

ces deux plans.

31’{
Figure 18

REMARQUE : Lorsque les plans 2 et P
sont perpendiculaires 55 0 Sp =Sp O Sy

2. Soit r une rotation d’axe 4; et d’angle 6. és par 4 et tels que

i . olans limit
Draprés le théoréme 2, pour tout couple (P, #1)de demi-P
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0 .
(21, 4;, 21) = 5 (2m), larotation r peut
aux plans Z et &' contenant respectivement 2,

5, €l 54 sont les réflexions par rapport
et 2.

se décomposer sous laformer = Sgp- O Sz, 0U

THEOREME 3

Toute rotation » d’axe Aj et d’angle 6 peu

5» et 55 sont les réflexions par rapport aux p

demi-plans 2, et % limités par Ay et tels que

¢ se décomposer sous I2 forme r = Sz O g, OU
lans 2 et ' contenant respectivement deux

@, 4i> (2m).

, 7}
1):"5

A noter que Je choix d’'un des deux p

lans 2, #', passant par A, est arbitraire, mais que

lorsque ce choix est fait, 'autre plan est déterminé par la condition :

6
(@,, O, P1) =5 (@)

3. 1l résulte du théoréme 3 que toute rotation r d'axe Vi Pt

I'espace &.

2

et d’angle 0 est une isométrie de

«Si §=0 (2r), la rotation r est la transformation identique de &.
«Si 8#£0 (2n), lensemble des points invariants par r est la droite 4.
D'autre part, I'étude développée dans Iactivite 3 de la page 328 a montré que toute

‘jsométrie dont l'ensemble des points invariants est une droite
composée de deux réflexions par rapporta d

dire une rotation d’angle non nul.
Nous retiendrons :

% est I'application

eux plans sécants suivant ladroite 2, c’est-a-

Toute rotation d’axe A et d’angle 6 non nul est une isométrie dont Pensemble des points

fixes est la droite 4.

Toute isométrie de I'espace dont 'ensemble des points invariants est une droite & est une

rotation d’axe Z et d’angle non nul.

Exercices d’application

15. On donne dans lespace & deux points
distincts A et A”.

I° On suppose qu'il existe une rotation r d’axe
A; telle que r(4) = A".

Démontrer que la droite 4 est incluse dans le
plan médiateur 2 du segment [4, A"].

2° Réciproquement, tout axe A;de & est-il 'axe
d'une rotation r transformant 4 en A'?

16. Soit A, B, A’, B’ quatre points non
coplanaires tels que AB = A'B".

1° Démontrer que les plans mediateurs 2 et 2
des segments respectifs [A4, A"] et [B, B'] se
coupent suivant unc droite 4.

2° Le plan IT contenant B et orthogonal a 4
passe par B’. Soit A, et A} les projetes
orthogonaux respectifs de A et A" sur II. Dans le
plan I, démontrer qu'il existe une rotation p
telle que p(B) = B’ et p(4,) = 4},

3° Soit k un vecteur unitaire de la droite 4.
Déduire de la question 2° T'existence d’une
rotation r d'axe Ay telle que r(A) = A" et
r(B) = B

Démontrer I'unicité d’'une rotation transforma-
tion Aen A" ¢t Ben B'.
Conclure en énongant un théoréme.

17. Une rotation r d’axe A; et d’angle 0
transforme une droite & en une droite Z".

1° Etudier les positions relatives des droites &
et @' dans les cas suivants :

a) % est paralléle 4 4;

b) 9 est sécante avec A;

¢) Z est orthogonale 4 A.

2° On suppose que 2 et A ne sont pas
coplanaires.

a) Démontrer qu'il cn est de méme de 4 et 2.
b) Soit (OII)1la perpendiculaire commune & & et
A(Oedet He%)etsoit H' 'image de H par r.
Que peut-on dire de la droite (OH')?

18.  Soit 4, et 4. les réflexions par rapport 4
deux plans sécants 2 et 2’. Démontrer que la
perpendicularité des plans 2 et 2 est une
condition nécessaire et suffisante pour que
5p O S = Sp O Su. Préciser la nature de
Sg: O Sp lorsque 2 et 2 sont perpendiculaires.
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19. Soit une droite £ incluse dans un plan 2 et
soit 55 et sp les symetries orthogonales par
rapport- a 2 et a 2. Définir T'application
composee s, O §5 €t montrer que :

S O S = Sg O Sp.

20. Une rotation r d’axe A4; et d’angle 0
transforme un plan 2 en le plan 2.

I° Soit A un point de 4 de projeté orthogonal H
sur 2. Que peut-on dire du point H' = r(H)?

2° Etudier I'intersection des plans 2 et 2 dans

les cas suivants :

a) 2P est parallele a 4;

b) 2 est orthogonal a 4;

¢) 2 coupe 4 en un point B.

21.

contenant B.

20 Utiliser le point A" = r(A4) pour déterminer
un point M de & tel que la somme MA + MB

soit minimale.

22. '
un point O et soit sg €t So
orthogonales par gapport a
que orthogonalité de

On donne deux points distincts 4 et B et
une droite 2 non coplanaire avec la droite (AB).
J° Démontrer qu’il existe une rotationrd’axe 2
transformant le demi-plan & limité par & et
contenant A en le demi-plan 2’ limité par 2 et

Soit une droite & et un plan 2 secants en
les symetries

g et a 2. Démontrer
g et de & est unc

condition nécessaire et suffisante pour que
S@OS@':S@OS@.

Déﬁni‘t, lorsque & et 2 sont orthogonaux,
application composée 55 O 5g-

23. Soit r une rotation d’axe 4 et soit t une
translation dont le vecteur est orthogonal a 4.

- Démontrer que application composée r o test

une rotation d’axe paralléle a 4.

24. Soit 2, 2', 2" trois droites concourantes
en O et deux a deux orthogonales. On note sy,
Sg, Sg» les demi-tours d’'axes respectifs 2, &',

]
|

9".
Remplir la table de composition ci-dessous :
R
73 e
o | 1
En déduire que Pensemble {Id, Sa, Sa's So~}
contient la composee de deux, quelconques, de
ses éléments et la réciproque de chacun de ses

EREATACETS
1
s |
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13/ Transformations éiémentaires de P'espace

ISOMETRIES INVOLUTIVES DE L'ESPACE

1° Soit fune application d ‘un ensemble E dans lui-méme. Démontrer que les deux énoncés suivants sont

équivalents :

o fOf =1ldg

o [ est bijective et~ = .

Une application vérifiant 'une ou l'autre de
2° Donner des exemples d'isométries de l'espace &, involutives. Pour ¢
¢ de & et son image R* = f(R).

ces conditions est dite involutive.
haque exemple donné, vérifier

que { posséde au moins un point invariant.
3° Soit f une isométrie involutive-de l'espace &, R un poin
Quelle est I'image de l'ensemble { R, R" } par f?
En déduire que le miliew A du segment [R, R'] est invariant par f.
Toute isométrie involutive posséde au moins un point invariant.

tincte de 1d, et possédant au moins trois points A,

4° Soit [ une isométrie involutive de I'espace &, dis

B, C non alignés invariants. Reconnaitre Visométrie .
et qu'il existe ai moins deux

5° Soit f une isométrie involutive de l'espace &.

On suppose que f n’est ni U'application identique de &, ni une réflexion,
points distincts A et B invariants par .

Soit M un point quelconque d’image M’ = F(M).

a) Démontrer que le milieu I du segment [M, M’] apjmrtienr g la droite (AB).

b) Démontrer I'égalité des produits scalaires AB . AM et AB . AM’ et en déduire I'orthogonalité des

vecteurs AB et MM’

¢) Reconnaitre lisométrie f.
6° Soit f une isométrie involutive de l'espace possédant un seul point invariant, A.

Démontrer que f est la symétrie centrale de centre A.

Conclusion :
L’ensemble des isométries involutives de I'espace & est formé :

o de Papplication identique de &';

¢ des réflexions;
o des symétries orthogonales par rapport 4 une droite, ou demi-tours;

o des symétries centrales.
70 a) Montrer que I'on peut déterminer la nature d'une isométrie involutive de l'espace a partir de

I'ensemble ¥ de ses points invariants. Enoncer un théoréme.

b) L'espace & est rapporté au repére orthonormal # = (O, T;: IC}
On désigne par f l'application de & dans & qui d tout point M de coordonnées (x, y, z) associe le point

M’ de coordonnées (x', y', 2') telles que :
[ gx_gy_isz‘_i

3 3 3 3

¢ 2 1 2 8

J’=—§x*§y—§z+§

Z’Z—lx—gy-f.gz_’_i;

3 3 3 3

Montrer que f est une isométrie involutive de &. Déterminer I'ensemble des points invariants par f.
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¢) Reprendre | i Scé
a question précédente pour les applications g et h respectivement définies par :

x’=%(—x+2y+22—4) X'=—-x4+3
1
y’=§(2x—y+22+2) et y=—y-=5
z’=%(2x+2y—z+2)_ =—-z+2
DEFINITION ANALYTIQUE D'UNE ROTATION A

On consi_c_iére larotationr d'axe Aget d’angle 0 (le
vecleur u est unitaire).

IA“ Soit M un point de I’espace n’appartenant pas a
On note M’ l'image de M par r, Q le projeté
orthogonal de M sur A et M le point défini par :
QM1'= un QM (figure 19). _ ?

‘f) Démontrer que le plan (QM M ) est orthogonal i u
a A et que QM = QM’' = QM,. : '
b) 'Dans je plan (QMM,) orienté par le vecteur e
unitaire u, démontrer que : :

(S}

@, aM,) =3 @n)
et (QM, W} =0 (2n). M Figure 19

¢) Déduire de a) et b) la formule :
QM’ = cos 6 OM + sin 0 (il A OM) (1)

A noter que cette formule, établie pour tout point M appartenant pas a 4, vaut aussi pour les
points de 4.
2° Application : L'espace & est muni d'un repére orthonormal direct (O,F,}: E). L'axe A;est déterminé
par un de ses points, A, et par le vecteur unitaire ii. Utiliser la formule (1) pour définir analytiquement,
dans les cas suivants, la rotation d’axe Az et d'angle 0 :
2n
ﬂ s

1 1 1
A0,0,0, —, " P ]
4 ) u(ﬁ J3 ﬁ) 3

{1 4 8 T
AL —=23), il —3) O=—7%

RECONNAITRE UNE ROTATION

x " e Sfinie .
sre orthonormal direct (05 15]> défmie i

; Y % iJore l'application ¥
Dans 'espace & muni d’un rep k), on considére Vapplica

analytiquement par :

er que r est une isométrie. — rotation.

oints inv éduire que | ‘isométrie

]° Démontr:
20 Déterminer I'ensemble 4 des p

n vecteur unitaire i de 4.
on d’axe A On se pro

ariants parr. End

i " )
Dévermuner. pose de déterminer 1a mesure prmapaie 0d

3° L’isométrie T est une rotati
I’angle de -
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13/ Transformations élémentaires de I'espace

a) Soit A un poini n'appartenant pas a 4, d'image A" = r(A) et de projeté orthogonal Q sur A.

Démontrer que : ,
QA4 . QA" = QA% cos 0,
QA A QA" = QA sin 0.

b) Choisir un point A de l'espace et utiliser les formules précédentes pour calculer cos 0 et sin 8. En

déduire 0.
4° Reconnaitre de la méme fagon Uapplication [ qui @ loul point M(x, . 2) associe le point
M (x', y', &) défini par :
X = -lx;£y+—\[—62
27 4 4
¥y = ﬁ X+ i y+ 2 z
"4’ 4
= —i-gx+iy+iz-
L 4 4 4

ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT UN ENSEMBLE DONNE

Soit & une partie non vide de 'espace 6. On note # 4 l'ensemble des isométries f de & laissant
globalement invariante la partie &, clost-a-dire telles que f{ F > =F.

1° Démontrer que 5 contient la composée de deux quelconques de ses éléments el la réciproque de
chacun de ses éléments.

2° On suppose que F est une
I'isobarycentre des points de 7.

3° On suppose dans cette question F =
éléments de F .

4° On suppose dans cette question que F = {A, B, C},0u A, B, C sont trois points non alignés tels que
AB = AC et AB # BC. Déterminer les éléments de Fg.

Meéme question lorsque A, B, C sont les sommets d'un triangle équilatéral.

, ot A, B, C, D sont les sommets d'un carré.

la table de composition de I'ensemble J 5.

partie finie. Démontrer que tout élément [ de S & laisse invariant

(A, B, out A et B sont deux points distincts. Déterminer les

5° On suppose que & = {A, B, C, D}
Déterminer les éléments de % 5 et construire
6° Soit 9 et @' deux droites non coplanaires el non orthogonales et soit F = P W Z".

On désigne par A la perpendiculaire commune aux droites 9 et %’ et par H et H' les points
d'intersection respectifs de 4 avec Z et 2.

a) Démontrer que toul élément [de J 5 laisse globalement invariantes la droite A et la paire {H, H'}.
b) En déduire les éléments de J 5. Construire la table de composition de l'ensemble S 5.

Méme question lorsque 9 et g’ sont deux droites non coplanaires et orthogonales.

79 Déterminer les éléments de l'ensemble 7 5 et, lorsque F 5 est fini, construire sa table de composition
dans les cas suivants !

a) A, B, C D, A’ B, C', D' sont les huit sommets d'un cube et F = {A,B.C,D, A, B, C L.
b) @ et @' sont deux droites strictement paralléles et F = @ L 9.

¢) @ et @' sont deux droites sécantes et orthogonales et ¥ = 2 0 9.
d) 9,9, 2" sont trois droites sécantes en O et deux d deux orthogonales et F = @V %'V "

¢) 9 et P sont une droite et un plan strictement paralléles et 7 = @ U P,
1) @ et P sont une droite et un plan orthogonaux et & = % U 2.
g) 2 et P sont deux plans perpendiculaires et F = P U .

PRODUIT DE DEUX ROTATIONS D'AXES COPLANAIRE

On sait que I'application CUI’}"POSéE J =55 0 55 de deux réflexions par rapport 4 deux plans
sécants & et 27 est une rotation. .
1° Que peut-on dire de [=55 0 Sz lorsque les plans 2 et @’ sont confondus?
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o
2‘ -.On suppose désormais que P et P’ sonl
:.f.r;ctemenr paralléles. Une droite 4 orthogo
nale a ¢ i P ’
ceseda 3-?’ et done d &, coupe respectivement
o eux plans en H et K (figure 20). M

émontrer que lorsque A varie en restant X v
orthogonfie a @, le vecteur HK reste constant.
On note v ce vecteur constant.

- Ty
3° Démontrer que l'application composée
Sgp O S est une translation dont on exprimera
le vecteur en fonction de b.

4° ‘ Soit t une translation de vecteur u non nulet

soit P et P deux plans orthogonaux au

vecteur u.

A quelle condition a-t-ont = 55- © 57 Figure 20
Nous retiendrons :

1. L’application composée sy O S de deux réflexions par rapport a deux plans paralléles 7 et 7" est
la translation de vecteur 2HK , oit H estun point, quelconque, de 2 et K son projeté orthogonal sur P,
vecteur u non nul peut se décomposer sous la forme

rt & deux plans 2 et 2 orthogonaux au.L’un
ors déterminée par Pune des conditions :

2. Dans Pespace, toute translation ? de
t =54 O $p,0l5,ets, sont deux réflexions par rappo
des plans 2, &' peut &tre choisi arbitrairement; I'autre est al

o 7’ est image de 2 par la translation de vecteur 5 u;

“a : . ¥ g g
« 2 est image de 2 par la translation de vecteur — - i

position de toute rotation en un produit de deux réflexions par rapport a

La propri¢té de décom
Iaxe de la rotation permet Jétudier Iapplication composée r’ o r de deux

deux plans passant par
rotations d’axes et 4% coplanaires.
En effet, s'il existe trois plans 2, 7', " tels que r = S © 5o+ €t ¥ = 55+ O Sp»
' ¥ or=(sg 059 0 (520 Sp)

=54+ 0 (8p O Sp) O Sz

= 54+ 0 Idg O So

on aura :

= Sy~ O Sgr-
soit une rotation si?

a alors, soit une translationsi 2’ et 2" sont paralléles,

L applicationr’ O T €T

et 2" sont sécants.
es axes des

e : @ devant passer par 1
et 2" sont alors

" est toujours possibl

Orla déterminati
rotations r ¢t r et

déterminées comme

Les figures 21,22¢t
et r’ sont sécan tsen
rotation dont I'axe

on des plans 2, 7,

ces axes ¢tant copl
onlavua

23 jllustrent eren
Q (hgure 23), l'application

passe par Q.

les différentes situat

anaires, 2 est le plan

la page 336 (théoréme 3).
;ons possibles. Lorsqu axes 0
s¢ le point Qinvart

composéet’ O T lais

les contenant; P

e les axes des rotations 7
ant; cest une
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Nous retiendrons -

* H - L 3 - - .
L’application composée de deux rotations d’axes coplanaires est une rotation ou une translation. .

Applications

1. Démontrer que I'application composée s, © s, de deux demi-tours d’axes 2 et 9’ paralléles est la
translation de vecteur 2HK , oti H est un point de @ et K son projeté orthogonal sur 78

2. Soit @ et @’ deux droites de 'espace sécantes en O el 50it s et 5g- les demi-tours d'axesrespectifs 9
et P'.

1° Démontrer que I'application composée s, © g est une rotation dont I'axe est porté par la
perpendiculaire commune A a D et 9.
A quelle condition sy o s, est-elle un demi-tour?

2° Orientons le plan contenant @ et 9’ par un vecteur unitaire k de A. Soit o une mesure de l'angle

_-_'___,_._n_______‘_-_‘- - *
orienté (Ox, Ox’), ot Ox et Ox’ sont respectivement une des demi-droites de @ et &’ d’origine O.
Démontrer qu'une mesure de I’angle de la rotation sy, O Sg est 2.

3. Soit un parallélépipéde rectangle; ABCD en est une face, (4, A'1,[B, B],[C, C'},[D, D"] en sont
des arétes. On désigne par s, le demi-tour d’axe (AD), par s, le demi-tour d’axe (BB') et par 35 le demi-
tour d’axe (C'D’).

Démontrer que 'application composée 53 0 s, O s, est une translation dont on déterminera le vecteur.

4. Soit s et s, les demi-tours ayant pour axes respectifs deux droites 9 et 2’ non coplanaires de
l'espace &. On étudie 'application composée f = 54 O Sg.

1° La perpendiculaire commune A aux deux droites 2 et 9’ les coupe respectivement en Het H; on
note 2" la droite passant par H et paralléle a 9’ et sg. le demi-tour d'axe 2".

a) Montrer que [ = (sg- O Sg+) © (Sg~ O Sg). ;
b) En déduire que f peut s’écrire sous la forme f =t o r, ou r est une rotation d’angle non nul et t une
translation dont le vecteur est non nul et de méme direction que I'axe de r.

c) Démontrer que f =r ot

(On appelle vissage toute isométrie de I’espace pouvant s’écrire sous la forme ¢ o r, ou r est une
rotation d’angle non nul et t une translation dont le vecteur est non nul et de méme direction que

Paxe de r.)
2° On suppose dans cette question que les droites 9 et 9’ sont ainsi définies : ABCD étant un tétraédre
régulier, 9 est la droite (AB) et 2’ la droite (CD). Déterminer alors I'axe et I’angle de la rotation r et le

vecteur de la translation t.

5. L’espace orienté & est rapporté a un repére orthonormal direct (0, 1, j, k).

On considére le point 0 (0, 0, 1), le vecteur u = % i+ % }'eg les droites - @, passant par O et de
vecteur directeur ? 9, passant par O et de vecteur directeur iet 9 passant par Q' et de vecteur
directeur u. On désigne par :

e R, la rotation d'axe 9,, orienté par E et d’angle de mesure T;

e R, la rotation d’axe 9,, orienté par i et d’angle de mesure m;

e R, la rotation d’axe 23, orienté par u et d’angle de mesure m.

Définir analytiquement et géométriquement les transformations suivantes :
fi=R;0Ry, fa=Rs;0R,;, f3=f0f.
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13/ Transformations ¢lémentaires de 'espace

EXERCICES ET PROBLEMES

25. Dans P'espace & muni d’un repére orthonormal

(0.1, j, k). on considére I'application f définie analyti-
quement par :

|

X =§(-\'—2}’“22+3}
1”—1( 2

yee x 4+ y — 2z)

, 1

z =§('—2x~2y+z—6).

1 ].Démontljer que pour tout point M d'image M’, le
milieu du bipoint (M, M’) appartient 4 un plan fixe 2.
Démontrer que le point M, symétrique orthogonal de
M par rapport & 2, est tel que le vecteur M M’ est
constant. En déduire que f-est le produit de deux
transformations simples et que f est une isométrie.

2° Soit 4 un point appartenant au plan 2. Déterminer
géométriquement les ensembles des points M, d'images
M’, tels que :

a) AM = AM’;

b) les points A, M, M’ soient alignés;

¢) MM’ =a (a est un réel positif donné).

26. On donne dans I’espace & un point O et un vecteur

unitaire k.
On note f I'application de & dans & qui, a tout point M,
e . <

associe le point M’ tel que OM’ =k A OM.

J° Définir analytiquement fdans un repére orthonormal

direct convenablement choisi.

L’application f est-clle une isométrie? La restriction de f
au plan 2 passant O et orthogonal a k est-elle une
isométrie de 2?

20 Démontrer que f peut se decomposer sous la forme
gop, ou p et g sont respectivement une projection
orthogonale et unc isométrie de lespace que l'on
définira. -

27. L’espace & étant rapporté a un repére orthonormal

(0.7,7, K, on considére Iapplication f de & dans &
définie analytiquement par :

x' == (—8x+4y+z+16)

Y= (4x + Ty + 4z —6)

i = B Y = R

z’=—(x+4y-—82+8).

\ 9

/° Démontrer que f est une isométrie.

2 Déterminer 'ensemble des points invariants par f. En

déduire la nature de f. ' ’
3° Déterminer I'ensemble des points M de transforme

M’ par f tels que I milieu I du bipoint (M, M’)
appartienne au plan d’équation z = 0

28. L’espace & est muni d’un repere orthon_o‘rmal #.0n
désigne par [ I'application de & dans ¢ quia tout point
M de coordonnées (X, ), z) associe le point M’ de
coordonnées (x'5 ¥’ Z) telles que :

, 2 2 1 4
L AT
. 2 12 8
y=—3%—3"3" "3
, i, & .2 -4
z=—-3x—§y+§z+§.

7o Montrer que f est une isométrie de &.
20 Déterminer I'ensemble des points invariants par 3 4
En déduire la nature de f.
29. L'espace & est rapporté 4 un repére orthonormal
O A4k .. .
J° Soit s la réflexion par rapport au plan 2 dont une
équation est :

y+3z—-5=0
Etant donné un point M de & de coordonnées (x, ¥, 2),
calculer les coordonnées (x', ¥, z') deson image M’ par s.
2 On considére 'application fde & dans & qui, a tout

point M de coordonnées (x, ¥, z), associe le point M"
dont les coordonnées (x”, ¥, z") sont données par les

relations :
x'=x
—4y+32—3
5
C3y+4z+l
e

"

"

Montrer que f est une isométrie involutive. Préciser sa
nature et ses éléments remarquables.

3° Trouver la nature et les €lements remarquables de
f o s par des considérations géométriques simples.

30. L'espace ¢ est rapporté au repére orthonormal
direct (0, i, j, k). :

I° { désigne lapplication de & dans & définie
analytiquement par :

,_ 1 B

X =—§x-——5—y

y’=—‘/—§x—1y
2 2

7 =1z

Démontrer que fest une rotation; préciser son axe etune

mesure de son angle. _
2 On considére les quatre points :

A(2,0,0), B(=1 J30),
C(=1, —/3.0), D004

On pose # = {4, B, C, D}- _ N
a)n\f’pé(:ifler que{ (ABC) est un triangle équilatéral de

centre de gravit¢ 0. o
b) Vérifier que rapplication f laisse &

invariant rie de & qui laisse & globalcmem

3° Soit g une isomét
invariant.

globalement
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espacc

a) Déterminer llisobarycentre G des quatre points A, B,
C, D. Calculer [|GA I, 1GBI, |GCll, IGD.

b) En déduire que ¢ laisse invariant les points G et D..
¢) En déduire enscmble # des isométries de & qui

laissent % globalement invariant.

31. Soit 4 l'axe défini par un point O et un vecteur
unitaire k. On note r la rotation d’axe 4 et d'angle 0,
fge]—mnjet 0#0, ¢ la translation de vecteur 4k,
1 # 0, et f lapplication composee [ O I

7o Démontrer que f est une isométrie et que [=rot.
20 Démontrer que, pour tout point M d’image M’ par J,
on a, d désignant la distance du point M 4 la droite 4

MM’? = 2d%(1 — cos 0) + 4°.

30 En déduire que A cst 'ensemble des points M tcls que
la distance MM’ soit minimale.
4° g étant un réel positif donné,
points M tels que MM" = a?l

5° Soit un point M et les points M’ = f(M) et
M" = {(M"). Etudier I'ensemble des points M tels que les

vecteurs MM’ et M’M" soient orthogonaux.

quel est I'ensemble des

32 L’esgalge__g est muni d’un repere orthonormal
R =(0,1i,j, k).On considére application fde & dans &
qui, 4 tout point M de coordonnées (X, ¥, Z) associe le
point M’dont les coordonnées (x’, y', z')sont telles que :

X' =—x+2
y= z+1
= y+1L

J° Démontrer que [ est une isométrie, L'isométrie f

posséde-t-elle des points fixes?
2 Pour tout point M dimage M’ = f(M), calculer

MM’? en fonction des coordonnées de M. En déduire
que I'ensemble des points M pour lesquels la distance
MM’ est minimale est une droite 4 que I'on définira par
un de ses points et un de ses vecteurs directeurs.

3° Démontrer que I'image R’ de tout point R de 4
appartient a 4 et que le vecteur RR’ est constant. On
note # ce vecteur ct ¢ la translation de vecteur — 1.

4° Définir  analytiquement Papplication composée
r =t o fet montrer que r est unc rotation d’axe 4. En
déduire que fest la composée d'une translation et d'une

rotation.

33. L'espace & est rapporté 4 un repére orthonormal

direct (0, i, j, k). :
On appelle € le cube de sommets O, A, B, C, D, E, F, G,

défini par :
6i=i, 0C=], 0B=i+)
AE = 0D = CG = BF = k.
J° Dessiner %: soit r, la rotation de &, d’axe (0A) dirigeé
par ; dont une mesure de I'angle est +—g; soit r, la
rotationde &, d’axe (OC) dirige parf, dont une mesure de
I'angle est — ;

Onposef=r,or,etg=r;0r,.

Montrer que fet g sont définies par

— X =iE
M;Hf(M) -z M.w-'g(f"”‘*i
’ z
2

cduir et ¢ sont des rotations.
B L ble des points invariants de fet

(On déterminera l'ensem

g‘.’] On note Ay, B1s Gy Do B Fi, GlGlcs; /iimages
respectives par f des points A, B,C,D,E, F, g 21 %
C,.D3,E2.F2, G, les images respectives pard es points
A,Z:B, C, D, E F.G. Montrer que :

G}

E,, Fy,
{4y, By, Cio D B T0 W g ¢, Dy, Bz Fio Ga

23
3° Onposc@ =g © /1. Quelle est 'image €, par @ de
la liste ordonnée de points @, = (A, B1.Crs Dy, Ei . Fus
G,)?

Montrer que ¢ €3
34. L’espar-'::e_yé”_rest rapporte
direct (0, i,J, k)- On désigne
(0, i), par &’ la droite de repere (0,]
les deux rotations : _
o 7, d’axe 2 et de mesure 74 relativement au vecteur i

(2x€70, ).

.+, d’axe 9’ et de mesure
(2p€10, ).

1° a) En con’si
tion composec
que I'une des réflexions’
I'application composée 1’ o r est une ro

contenant le point 0. R
b) Démontrer que le vecteur u de coordonnées (cot B,

cot a, — 1) est un vecteur directeur de 4.
¢) Démontrer que si 20 est une mesure de la rotation
+ o1 on a cos 0 = cos a cos f5.

A quelle condition la rotation r o r est-elle un demi-

tour?
d) Quel est I'ensemble des droites 4 lorsque f décrit

t une rotation dont on précisera Taxe.

A un repere orthonormal
par & la droite de repere
), et I'on considére

—-

2 relativement au vecteur j

dérant chague rotation comime I'applica-
de deux réflexions, ¢t €N faisant en sorte
soit commune, démontrer que
tation d’axe 4

T
0, 3t o restant fixe?

2° a) L'axe 4 coupe le plan 2 d’équation z= — 1 en
un point M dont on donnera les coordonnées en
fonction de o et f.

i T
Lorsque f deécnt 0’5 . o restant fixe, quel est
I;gnjcmble des points M ? Retrouver ainsi le résultat du
b) On suppose que & + ff = ;—t
Quel est I'ensemble des points M lorsque « décrit

n
0,—-|?
2
0 _F b
¢) On suppose que o = 7 Démontrer que, lorsque f§

5 T
d — |, I’ i
ecrit |0, 2], I'ensemble des points M est dans le

spl.llanl 2, luru: c?'urbe () qui se projette orthogonalement
r g plan d equatlc;n z =0 suivant une partie de |

courbe d’é¢quation y* — 2xy — 1 = 0. Construi 2

s struire cette
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d) On considére la surface engendrée par 4 lorsque M
décrit la courbe (I'). Le plan 2 d’¢quation y = 1 coupe
ccllcbsur{gcc suivant unc courbe (I). Construire la
courbe (). projetée orthogonale de (I') s
d’équation y = 0. Sk b
&Dags_]‘esp_zﬁg &, on donne un cube ABCDEFGH
(AE = BF = CG ='D_H), Soit I le milieu de laréte
[H, D] et J le symétrique de H par rapport ab.

Jo Etablir que le plan (ACI) est le plan médiateur du
segment [F, J].

> Démontrer qu’il exi_stc une isométrie f, unique,
laissant les points 4, C, I invariants et transformant I en
J. Caractériser f.

3 . -’ %
36. L'espace & est rapporté au repére orthonormal

(0,1, k).
act b étant deux réels, on considére I'application, notée
Pap, Ul & tout point M de coordonnées (x, y, z) associe
le point M’ de coordonnées (x', y’, z') telles que :

x' = a*x — by — abz

y' = abx + ay — b3z

z' = bx + az.

J° Montrer que ¢@_jo ©st un demi-tour dont on

précisera I'axe.
2 Comment faut-il choisir a et b pour que @, s0it une

isometrie?
Cette condition etant supposée réalisée, chercher
I'ensemble des points invariants par @qp- Quelle est la

nature de @, 7

37. On considére un carré ABCD situé dans un plan &
de l'espace. O désigne le centre de ce carré, H un point
distinct de O de la droite 4 perpendiculaire en O au
plan 2 et H' son symétrique par rapport ao.
On note E lensemble {A, B, D} et F 'ensemble
{B, C, D}.
L’objectil de I'exercice est de décrire 'ensemble W des
isométries de 'espace qui appliquent E sur F. '
1o Démontrer que I'ensemble W n’est pas vide.
2 Soit f un élément de W. Prouver les égalités :

f(-A) =C, f({Bs D}) = {Bs D}'

f(0)=0, f(Hy=H ou f(H)=H’

3° Déterminer et reconnaitre tous les éléments de W.
38. On considére dans I'espace quatre points A, B, C, D
tels que :

AC=AB=BC=BD=AD=a,

ol a est un réel positif donné.
/° a) I étant le milieu du segment [4, B], montrer que
les droites (IC) et (ID) sont perpendiculaires a la droite

(AB).
b) Montrer que IC = ID et exprimer cette longueur en

fonction de a.
20 Soit S, la réflexion par rapport au plan(ABC)et S; la

réflexion par rapport au plan (ABD).
a) Quelle est la nature de la transformation :
R=S58,085;?

fonction de ala longueur x = CD pour

Déterminer €n
i tation d’angle plat.

que R soit une 1o

39. P_a;nf_ I'espace & rapporté au repére orthonormal
(0, i, j, k), on considére I'application [ de & dans & qui,
au point M de coordonnées (x, y, z), associe le point M’
de coordonnées (x’, ¥, z') telles que :

B
——2—y+—2—z+—i—

J° Montrer que fest une isométrie de € qui admet un et
un seul point invariant I, dont on déterminera les
coordonnées.

20 Soit # le plan d’équation y +z — 1=0cet sz la
réflexion par rapport a 2. Donner 'expression
analytique de s, dans le repére (0, i, , k).

3° Montrer qu'il existe une et une seule rotation r de &
tellequef =sgOT. Déterminer I'axe & de la rotation r.
Quelle est la position relative de 2 et 27

40. Dans I'espace & rapporté a un repére orthonormal
(0, i, j, k), on donne les points A(0, 0, — 2), B(0, 1,—1),
C(0, 0, 4), DO, — 1, 3).

]° Montrer qu'il existe un, et un seul, demi-tour, noté f,
tel quef(O]:Aetf(B}==B. :
Caractériser géométriquement ce demi-tour et donner sa
représentation analytique.

2° Soit g l'application de & dans & qui 4 tout point
M(x, y, z) associe M’'(x', ¥, Z') tel que :

X=X
y==F
zZ=—z+2

Démontrer que g est un demi-tour dont on déterminera
Iaxe. Préciser les images de 4 et B par g.

3° Soit h = f o g. Définir analytiquement h.

Montrer que h peut s'écrire sous la forme d o ¢ ol d est
un demi-tour dont on précisera laxe 4 et  une
translation dont le vecteur est paralléle a 4.

41. Dans le probléme, I’espace & estrapp orté a un repere

orthonormal (0, i, J, fﬁ dont les axes sont notés (0x),

(0y) et (0z).
[ — On note @ et & les points de cqordonpécs
respectives 0,0,1) et 0,0,—1). On dl‘ra qu'une
isométrie f laisse invariante une partie F de l'espace € s1

(FH=F

I° Soitfunc‘isométde de & vérifiantf(0) = O et laissant

la droite (0z) invariante.

a) Démontrer que £() est €8
(x0y)-

i int M de coorf
b) Soit un pol O eon image

2 eten déduire gue -

laisse invariant le plan

(x', y>7) les cc;ordqnnéc
Montrer que 2= =2

20 Quelles sont tout

flo)y=0c¢t Jaissant 12 droite
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I — Dans toute la suite d :
U probléme, on note I Je sous.
ensemble de & définj par I'équation - ;

¥ +yl-zlag,

1° a) Etudier I'intersection de j- avec le plan d’équation
x = 0; faire une figure.

b) Pour tout rée] A, on note 2, le plan déquation z = 1.

Donner une cquation de 2, A I" dans le repére (w,, i, j)
de 2, ou w, est Je point de coordonnées (0, 0, 7).
Quelle est Ia nature de Py T lorsque 1 # 07 Préciser
Ponr.

2° a) Soit A un point quelconque de I', distinct de 0.
Monlrer que la droite (0A) est incluse dans I,

b) Soit 4 une droite incluse dans I Démontrer que 4
passe par O. (On pourra étudier Iintersection de 4 et 22,,.)

Il — I° Soit 1 une isométrie de & vérihant f(0) = O et
laissant la droite (0z) invariante. Déduire de | — 1° que
SN =r.

Dans la question suivante, on va établir qu’il s’agit 1 des
seules isométries laissant I invariant.

2° Soit, maintenant, f une isométriec de & vérifiant
fi)=r.

a) Etablir que f(0) = 0. (On pourra considérer deux
droites distinctes incluses dans r)

b) Soit M un point de I', de coordonnées (x, y, z). Quelle
est, en fonction de z seulement, la distance MO?

Soit & la sphére de centre O et de rayon \/5 Veérifier que
& N I est la réunion de deux cercles dont on précisera les
plans, les rayons et les centres,

¢) Montrer que f(¥ N T') = & A I'; en déduire que f(Q)
est égal & 2 ou a Q. Que peut-on en conclure pour
I'image de la droite (Oz) par j?

IV — On considére le plan IT d’équation :

y+2/3=/3

1° Déterminer par leurs coordonnées les points B et C
d’intersection de IT avec, respectivement, (Qy) et (0z).

5 1l = . -

On défnit i par 4 = :l BC. Veérilier que (B, i, u) est
IBC||

un repére orthonormal de /7. ’
2° Soit M un point quelconque de 17, de coordonnées
(X, Y) dans le repére (B, i, u).
Montrer que les coordonnées (x, y, z) de M dans le
repére (0, i, j, k) de & sont données par :

x=X

3
y=dr—Y%:
o &
Z-—?.

3° Soit E = I' n I1. Trouver une équation cartésienne de

E dans le repére (B, i, ii) de 1. Quelle est la nature de E?
Le plan IT étant pris comme plan de la feuille de dessin,

tracer E. o o '
4° On considére I'application g de & dans lui-méme qui,

d tout point M de coordonnées (x, y, z),associe le point
M’ de coordonnées (x’, y’, z') définies par :

Comparer x"2 + y2 — 22 et x? + y% — 22 Quelle est
Pimage du plan [T par g? Commentez ce résultat.

42. Soit 0 un réel différent de 0 modulo 2m, A; un axe de
I'espace & et v un vecteur directeur de A.

On appelle vissage d’axe 4;, d’angle 8 et de vecteur o,
lisométrie fde & dans & définie parf = ; o r, ol rest la
rotation d’axe 4; et d’angle 0 et ¢ la translation de
vecteur o.

L’esl:-a*-::c_r & étant muni d'un repére orthonormal
(0, 1, j, k), on considére I'application fdans & dans & qui,
a tout point M de coordonnées (x, y, 2), associe le point
M’ de coordonnées (x', y’, z') définies par :

X=—z+1
ok
2 =y=2

I° Montrer que f est une isométrie. Déterminer
I'ensemble des points fixes de i

2° On se propose de montrer que f est un vissage. Si tel
est le cas, on désigne par 4 le support de l'axe de f,
par ¥ le vecteur de f et par (a, b, ¢} les coordonnées de 7,
a) Dans I'hypothése o fest un vissage, démontrer que la
restriction de 4 4 est la translation de vecteur 3,

b) Levecteur vest un vecteur de 4. Soit M un point de 4
de coordonnées (X0, Yo, 2p); un systéme d’équations
paramétriques de 4 est alors °

X =x9+ Aa
z =2z, + Ac.

En utilisant la question a), montrer que, quel que soit 1 :

Xo+Ada+a=—(z5+ Ac) + 1
Yo+ b +b=—(x, + la)
Zg+Adc+ec=y,+ Ab—2.

En déduire un systtme (5) de six équations a six
inconnues g, b, c, x,, Yos Zo. (On utilisera la propriété
suivante : o et f§ étant deux réels, si I'égalité am + p=0
est vérifiée quel que soit le réel m, alors o = f=0)
Calculer a, b, c.

3° Soit ¢ la translation de vecteur 3. Démontrer que
Papplication g = 1~! o fest une rotation donc I'axe a la
méme direction que . Conclure.

4° Utiliser la méthode précédente pour montrer que
Fapplication de & dans &, définie analytiquement par :

x'=y+3
yV=x-2
' =—z

est un vissage dont on déterminera I'axe et le vecteur.

Imnrimé en Franre nar Hariceauw 4 Boraee
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