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(e lvant-propos

Le programme de ['option « mathématiques complémentaires » en classe de Terminale présente une originalité
forte : il est décliné en « thémes d'étude » & |'intérieur desguels sont d&finis des « contenus associés »,

Afin de respecter au mieux |'esprit de ce programme, les auteurs du présent manuel ont choisi de |e structurer
selon dix grands thémes, qui respectent stricterment ceux définis par le programme officiel. Pour éviter un bloc trop
valumineux, le théme « modeles d'évolution » proposé par le programme o toutefois &té scindé en deux, selon gue
lo modélisation choisie est discréte ou continue.

Un soin tout particulier a été par allleurs porté aux « problemes possibles » proposés par le programme dans les
différents theémes d’étude. [Is sont tous abordés sans exception, pour permettre au professeur de choisir ceux qu’il
sauhdite traiter parmi une palette de problémes la plus large possible.

Résolument toumneé vers la modélisation, ce manuel propose par ailleurs de nombreuses occasions de la pratiquer :
activités en situation en début de théme, mals égaement pages « Maths en situation » en fin de théme, qui sont
I'oceasion de traiter les problémes suggérés par le programme, et d'autres encare, dans divers champs disciplinalres.

Avec ce ranuel de Terminale option « mathématiques complémentaires », la collection « Déclic » souhaite per-
mettre qux eleves et a leurs professeurs de benéficier d'un instrument de travail occessible, caréable a utiliser, qui
donne des mathématiques un panorama large et motivant,

L'activité mathématique est le fil conducteur de I'ouvrage, @ travers la résolution de problémes, 'acquisition de
méthodes, le travall du raisonnement, I'exercice des automatismes, |'approche algorithmique, .

Lo plus grande attention o été portée & certains aspects mis en évidence dans le rapport « 21 mesures pour |'ensei-
gnement des mathématiques », synthése des travaux de la commission pilotée par Cédric Villani et Charles Torossian.

Le cours o été congu avec le soudi de clarté, de la rigueur et de I'accessibilité, 1l est édairé de nombreux exemples.

La place de la preuve est réaffirmeée, et confortée par de nombreuses démonstrations proposées en particulier
dans |es exercices.

Le travail du calcul et des automatismes est abordé de fagon systématique, dans les activités et exercices proposés,
mais aussi avec une page dédiée dans chaque théme, destinée @ exercer la pratique réguliére des automatismes
et leur reinvestissement frequent.

Le développement des compétences « représenter » et « modéliser », singulierement importantes pour les éléves
ayant choisi cette option « mathématiques complémentaires », est travaillé de facon particuligre et bénéficie, entre
autres, d'une page dédiée par theme,

L'exploitation des outils numériques est présente dans I'ensemble du manuel, et bénéficie dans chaque théme
d'une page de travaux pratiques.

La déemarche algorithmigue est réguliérerment mobilisée,

Les rubrigues habituelles & la collection sont par allleurs largement maintenues, dans |"objectif de permettre aux
eleves de mener des travaux de recherche, mais aussi de s'autoévaluer, de trouver dans leur manuel des ressources
détaillées concernant méthodes et démarches, de disposer de bilans de positionnement, de réfléchir a l'approche
orale pour presenter certains résultats. .. Lexercice de I'autonomie des éléves est également réguliérement mobilisé,
avec des rubriques « méthodes », des pages de synthése de cours, des aldes méthodologiques ...

Les auteurs souhaltent que le manuel qu'lls ont congu salt un outll efficace et motivant paur les éléves et leurs
professeurs, leur permettant d’apprécier tout au long de 'année scolaire la richesse et la variété de ['activité
mathématigue,

Les Auteurs
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Les capacités du théme

Colculer une fonction
dérivée

La

d'unites d'un meme produit a gté
initiee par Ford en 1908 aux Etats-
Unis, avec la Ford T.

On definit différents types de
couts pour etudierune production :
cout total, colt moyen par unite
pradulte, ou encore coit marginal
correspondant au coit de la
derniére unite produite. Ce demnier
est assimile a la dénvee de la
fanction cout total.

\'THEME

Modeles définis
par une fonction

T 18  ; " -
) i P
.‘.

Dresser et exploiter
un tobleau
de variations

Determiner des
valeurs approchées
des solutions
d'une égualion
dutype flx)=k

Reconnaitre
graphiquement la
corvexité, la concavite
d'une fonclion,

un point d’inflexion

Etudier lo convexite,
la concavité

d'une fonction
deux fois derivable
sur um intervalle

fabrication en grand nombre

& Voir Mattis en situation p.30

gﬂ
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e W ACTIVITES
A Diaporama pour tester les bases

| Lecture graphique

On considére une fonction j° défi-

nie sur 2, dont la courbe "€, est

donnee ci-contre. Les droites 7y, 15

et 7; sont les tangentes G €, aux

points d'abscisses -3 ;-1 et 2

Justifier, par lecture grophigue,

si les affirmations suivantes sont \-

viaies ou fausses.

1. f10,5)=-2

2. L'éguation réduite de la tangente T, est y=-2,
(=31=0 4. f'{2)=3 5 7(0,5)=0

. —15 estune salution de I'équation fl{x)=0.
L'éguation f{x)=-3 n'admet pas de solution.
Le tableau de signes def est:

J

=] h W

co

p | —f -1 e

| - 0

M Calcul de fonctions dérivées

1. Solent f et ¢ les fonctions définies sur IR par:

flx)=e** +2¥ =5x et g(x)=(Zu+3)e" +1
Void la copie d'un éléve répondant @ |a question : « Détermi-
ner les fonctions dérivees des fonctions f et g. »

" 3 . = A
£ L) ="+ 3
glxi=2le* +7l+e(2x+3)
=2er+ 242560 4 30"
=g [ 2x+5)+2
Reperer, expliquer puis corriger les erreurs commises.
2. Demantrer le resultat

aobtenu a |'aide d'un logiciel
de caleul formel ¢ la ligne 2.

h(xy =(x*2-3)"exp(x)+1
o Bx) == (¥ = 3) " 41

2 Factoriser{Denvéalh(x)))
e (x—1) (x+3)

Y Etudier le signe d'une fonction

i. Parmi les fonctions suivantes, indiquer celles pour lesquelles
|"&étude de signe est immediate el ne nécessite aucun caloul,
a flx)=e"+6x7 b, f{x)=(x+1)e"

e flx)=e' -4 i f(x)=de"+5
e f{x)=-x>-5 ff(x)=xe"
g. f(x)=x*+3x41
2. En utilisont un tableau de signes, étudier le signe des fonc-
tions suivantessur leur ensemble de définition,

=V TP

a f(x)= % b. g{x)=(2x-3)(e* - 1)

h. f{x)= F4x+1



ED Débat : positive ou croissante ? négative ou décroissante 7 les deux ?
Soit f une fonction définie et dérivable sur i, on note {* sa fonction dérivée

et [ un intervalle de . Voici trois affirmations.

{1 5i est négative
sur [ alors f est
deécroissante sur |,

@ Si f* est crois-
sante sur I alors
est positive sur L.

(3 5i f est crois-
sante sur 1 alors f
est positive sur |,

On donne d-contre la courbe
représentative d'une fonction
f définie et dérivable sur R

%,

Objectif

Redecouvriria llen entre une fonction
et sa dérivée. Etudierie signe et les
varigtions duneforction,

slp

'm

L 'utilisation de la courbe
représentative permet de se faire
une image mentale des notions
« croissante » est associd Gu la
caurbe monte », « postive »est
associe i o la courbe est au-dessus
‘de I'axe des abscisses ».

ainsi gue celle de sa fonction LI I fqut savoir ;] > I?:Il! |
dérivée J”, 0 [ .utihser it “0u5 - 213
En utilisant les courbes pro- calculatrice u_: -JII |
posées, infirmer ou confirmer : pour guider '
chacune des trols affirmations, I racherche:
E3 sait 7 I fonction définie sur [-3:1] par £(x)=(2x ~1)e". Y1=(ZR-10% ™R
Justifier tous les éléments contenus dans les deux tobleaux suivants. j
I
' x -3 -0,5 1 s et
Signe de f'(x) - 0+ < |-3 05 1 .
' EE = 1.2130E1519
vﬂriﬂﬁons —?E__{ f’ e Si:gﬂe ol L G L. A B R o
de f(x] R g5 T de flx) . —
&) 2% j | B vair Pages calculatrices
o Modéle défini par une fonction | objectif
( Décauvrir ks notion de continuits, ¥
On s’interesse & quatre situctions de la vie courante. BB 0 MO da RO
Situation @ Situation @
Fammes de Torre A'u cours F|J‘un voyage v
de1a5kg €25 lekilo |10 | dune durée de
+5 kg 1€101e kilo i /J/" - 30 minutes, on note la
+15kg 020 le kilo _ vitesse d’un véhicule (en
+50 kg 0€70 le kilo Quantité (en krnfh) en fonction du
o0 g oeib e e 4 0 50 100 150 200 | temps{enminute) K :
i & ' 0 51015202530
Situation @ Situation @
Forfait ski alpin 2019-2020 ., { Prix du forfait (en €ljour) 'E-i“ ?‘:é’z“” 15 ey
Adulte (de 1956 @ 2001) 36 € 4. ; e %5
Jeune (de 20024 2007) 295€ 304 - tnn Els'u e s
Enfant (de 20084 2014) 225€ 204~ RIS Th i
e . 104 | | depuissa 651
Sénior (de 1946 6 1955) 29,5 € | 55
Sénior Plus (1945 etavan) 9€ U3 30 so €0 80 i 45 _
. : 35 — 11 T I g 'I' IT——=
TN 6 12 18 24 30 36
ED Classer cessituations selon les caractéristiques de la courbe représentative de la fonction qui modélise lasituation.
E3 Trouver d'autres situations de la « vie courante » pouvant étre modélisées par B Vair exercice n® 76

- une fonction et dont la courbe représentative aurait les mémes critéres de dassement.

)

et TP Mener une recherche




Une bille plongée dans I'eau | Objecti

— 1ntm|:|u'rrg!a propriete des valeurs b
Dans un réciplent cylindrique de rayon 10 cm, on il i |
place une bille de rayon 4 om. On verse ensuite de : i
I'eau jusqu’a recouvrir exacternent la bille. Puis _m
on retire la bille et on la remplace par une autre 1 ) Le volume d 'une boule de rayon K
de rayon & (ot R différent de 4). 10 A est_guﬁ”- Le volurme d'un
Est-il possible que |'eau recouvre exactement cette nouvelle bille ? cylindre de hauteur /et de rayon
) o Calculer le volume d’eau versé dans le récipient, de base rest mr i,

b. En calculant de deux fagons le volume « eau+ bille », démontrer qu’une s
bille est solution du probléme si son rayon v vérifie |'équatian :
(E): x*—150x+536=0
£ Rresolution de I"équation (E)
Soit f la fonction définie sur | par f{x)=x*-150x+536. .
o Dresser le tableau de valeurs de la fonction f sur intervalle [-14;10] / [
avec un pas de 2. Heo2s ¥ERIS 75
b. Tracer la courbe representative de f dans un repére orthogonal.

¢ Justifier que I'équation f'(x)= 0 admet trois solutions dans R, .TK_. ﬁ'!;.é._.
ED o A quel intervalle appartient e rayon £ ? 1 33?
b Justifier gue |e probléme admet une unique solution. § i,;
c. On arepresente ci-contre le tableau de valeurs de la fonction § sur I'in- Y
tervalle |0:10] avec un pas de 1. Quel résultat retrouve-t-on pour x=4 ? g “EB
Justifier que la solution R est comprise entre 9 et 10. 7 -171
. 8 =152
d. Dresser |e tableau de valeurs de la fonction £ sur [9;10] avec un pasde 3 g8
0,1. En déduire une valeur approchée du rayon R a 0,1 cm prés. 18 36
S0 .. - Lévolution du taux d'équipement en ordinateur |t
- [ntroduire la notion de L.
ité et de rythm .
Le graphique ci-contre donne le taux d équi- ;[élﬁxﬂ';a:c: Ll
pement en ordinateur et en tablette en France %
de 1991 a 2017. 10! — Dispose d'au moins un ordinataur a domicile
On admet que |'on peut modéliser le taux — Dispose de plusieurs ordinateurs & domicile
T o ; i ) 807 —— Dispose d'une tablette
d'équipement enordinateur & partir de 2003
par la fonction [ définie sur [0;+=<] par: 521
S{x)=0,0006x3-0,0162+" 40
+0,1504x +0,3145 20 -
ol y représente le nombre d'années depuis "
77Tt
2003. 1991 1995 2000 2005 2010 20152017
n Etude graphique ‘:m Source : Credoe
a. Tracer la courbe représentative ‘¢, avec un logiciel de géométrie dyna- En 2018, le taux d'Equipement en
mique. Placer un point M mobile sur '€, Tracer la tangente 7' a6, en M. g’ﬂfﬁiﬁfﬂﬁ%ﬁ %)
b. Ulsuuliser_la position de la courbe ‘€, par rapport a sa tangente. LE'SrrmriphmeeétﬂevenEl‘
. Conjecturer une position de M pour laquelle la tangente est horizantale. I'Bquipement de référence, aver
; un taux d'équipement de 75 % en
£ Etude algébrique nette progression.
Onnote f” la fonction dérivée de [ et " sa dérivée seconde.
a. Caleuler f*(x). 1 oA
b. Dresser |e tablecu de variations de f”, 08 M= —
c. Quel(s) résultat(s) de lo gquestion g) retrouve-t-on ? Tes ,/fé—
T
(3 ] Interprétation c.uzj
Quelle influence semble avoir eu I'introduction des tablettes sur le marché g e e o
f,

sur I'évolution du taux d'éguipement en ordinateur ?

THEWME 1 Medéles définis par une fonction 9
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Dérivation et applications

) Formules de dérivation
On rappelle le formulaire suivant, valable sur les ensembles de definition,

Fonction f Dérivée f” Fonctionf | Dérivée f”
fix)=k aveckréel | f'(x)=0 Somme e o
,r"ﬁr.l"}: . _j'"(.);‘]‘:'! . dn-!- v |
S ] Produit k s, ,
.r( _1'] = Il .; {'L.} =2 | ou & réel | kxXu
filx}=a"avec nef | f(x)=mnm"? Produit r , ,
. 1 - 1 i v HEPFTUXY
f=t | ==k :
1 Inverse 5 ===
. _ | A v
Flx) = Fis)=57 , .
e Quotient ¥ | XL XP_EAV
| f = i E
flz)=¢e Flx)=e Exemple
L fonctian f détfinie sur ([ par:
Soit # une fonctlon définie et dérivabla surun intervalle 1. Flx)={bx+1)7? peut S:é.UifE sous
] W 2 la forme flx]=(utx), avec
La fonction «? définie 5ur_'l. par x 3 (u(x))" est dérivable sur I et, pour il N
toutréel xdel ona:(u?) (x)=2xu (x)xulx) dérivable sur T, i’ (xi=4.

Lo fonctionf est donc dérivable sur
BlVoirexercice DEmon®8l  Retona: ((1)=2xbx(4r+1)

Remarque Flx)=8l4x+1)
On peut montrer de méme que [n3}'{.r}= Ixu’(x)wn?(x)
' Exemple
R ERCETON  On considére un intervalle T et deux réels o et b. Soit la fonction g definie sur

[2:+eof par: g(x)=+3x—-6.

Solt J'intervalle formé des valeurs prises par ax+ b lorsque x= 1. g estrivotilesun s £l
Si la fonction [ est dérivable sur 1, alors la fonction g définie sur I par et, pour tout 1> 2
Xt flax+ 1) est dérivable sur | et, pour tout réel xde [ ona: e(x)=3 : .

0 =
g(x)=ax f(ax +b) 203x-6 2V3x—6

- R - T o > fam
REICRCEUTEDN <oit v une fonction définie et dérivable sur un  Info |

intervalle 1. La fonction e définie sur [ par x »e" "' est derivable sur [ Les deux dem/eres proprigtés sont
5 des cas particullers de la dérivée de
et, pour tout réel xde l,ona: (e") (x)=u'{x)xe"" « fonctions cormposées v,

G Applications de la dérivation =T—y
EEIEEACEUTDN on considére une fonction £ définie et dérivable Lafonction f définle sur B par
fly)=e* peul s'écrire sous la
sur un intervalle [ , g 1
. . . . farme f{xj=e“") gl ulx)= x%,
» La fonction f est croissante sur [ si, et seulement si, /'(x) = 0 sur L Lo fonction £ est donc dérivable sur

« Lo fonction f est décroissante sur 1 s, et seulementst, /7{x)= 0 sur L. Wt LTt w”l.':ém"': i
fix]=2rxe” =2

« Lo fonction f est constante sur [ si, et seulementsi; /() =0 surL Comme ¥ > 0, anabtient

le tableau de varlations suivant
Définition - Propri¢té (admise) I considére une fonction 7 dérivable pourf : - _
surun intervalle | et o un réel de L. ‘ T e 0 Fon
La tangente d la courbe représentative € de (‘au point A(u; f(a)) estla I (%) i _

droite passant par A et de coefficient directeur 7 (a).

Q +
Elle admet pouréquation y= [“(a}(x—a)+ [(a). ‘ fix) \1//

10



@“:’éthode

"
’fd"‘ Calculer une fonction dérivée

Enoned on considére la fonction f définie sur [2 par f(x)=(3x+1)e",
On a trace ci-contre €, sa courbe représentative ainsi gue la tangente &
a la courbe ‘€, au point d'abscisse 0.

1. Calculer f*{x}. 2. Etudier les variations de f.

3. a. Déterminer |'équation réduite de la tangente 7.

b. Etudier les positions relatives de la courbe ‘€, et de la tangente 7.

Solution

1. La fonction [ est derivable sur [T en tant que produit de fonctions
dérivables sur R.Ona /' =u'v +v'u avec u(x)=3x+1et v(x)=e".

u estune fonction affine et 1'( v) =3 v est une composée avec sxponentielle
done v'(x)=2x xe* =2xe",

Donc f'(x)=3xe" +(3x+1)x2re’ =& (3+2x(3x+1))
fi(x)=e"(6x2+2x+3)

2. Pour étudier les variations de £, on doit etudier le signe de f'(x).
On sait que, pour tout réel x, e >0. Donc f'(x) est du signe du triname
612 +2¢+3.0n calcule le discriminant A=22 -4x6x3=-68.

Ainsi, A < 0, donc le trindme est du signe du coefficient ¢ =06.

On en déduit que, pour tout réel x :6x% +2x+3>0, et donc f'(x) = 0.
La fonction [ est donc strictement croissante sur &,

3. a La tangente I admet pour &guation y= ("{0)(x—0)+ f(0).

Or £'(0}=e%(6x02+2x0+3)=3 et 7(0)=(3x0+1)e% =1,

Ainsi F admet pour équation: y=3(x—0)+1=3x+1.

b. Pourtout réel x, onpose: d(x )= flx)—(3x+1).

Autrement dit : d () = Bx+1)e” —(3x+1) = (3x+1)(e* - 1)

On étudie le signe de d(x) : ’

3 ¥ |-e B0 4e
« 3x+71=0e r‘—;—i 3x41 B ('} | &
—t = i |
*e-‘}—120¢ae"f?1 ot 1 4 PR
et =el a2 =0 - l]j {'}
On en déduit que : dix) | - 9 + & +
1 _
Sur :|—'m:—§'] s« 0 donc lacourbe ¢ est en dessous de T,
1 : =
Sur [—3:%{{ vdl(x) = 0 donc lo courbe %€ est au-dessus de 7,

-
|

- 1
d| — j— d10)=0 " et T se coupent qux points d'abscisses — et 0.

3
J'applique

I | M//‘

Point méthode

1. Pour caleuler la fonction
dérivéede [, ilfaut bien
identifier la formule a utiliser:
produit, guatient, cormposée,
exponentislle...

Point méthode

1. Un |logiciel de calcul formel
permet de vérifier ses résultats
(ligne 3). mais aussi les &tapes
de caleul (formule du preduit,
ligne 2).

3 | Mxy=me ) enn(xtd)
® = I(x) = (3x4 1)

Dedivesifix))
= 2x(3x4+ 1) $ 3

2

Factoriser{Dervéa{f(x)))
= o) (627 +2x+3)

b

lIfaut penser a veritier la
coherence de ses réponses
avec le graphigue de I'énoncé
(courbe, tangente...].
Cepandant.ilne faut pas s'en
contenter pour conclure, car
suivant|a fenétre d'affichage on

L

ne « voit » pastoujours ! )

n Soit / la fonction définie sur R par [(x)=e¥*",
1. Dresser |e tableau de variations de 7,

2. Déterminer I'égquation réduite de la tangente a la
courbe représentative de [ au point d'abscisse ~1.

2 Spit [ lo fonction définie sur ® par:
[lx)=(x— 1]2 . de courbe représentative ‘¢

1. Justifier que, pour tout x 1, i'(x}=

ED Montrer que la fonction { définie sur -« 3] par
flx})=+-3x+9 estmanotone,

Soit i la fonction définie sur 1=|-2;2] par:

X
h L.’.‘J= m

1—x%

{x2+1'}2.

Montrer que lo courbe ‘€ admet deux tangentes
horizontales. Préciser en quelles abscisses.

2. Etudier le signe de /'( ¢) puis dresser le tableau de
variations de / sur [-2:2], en précisant les extrema.

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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Fonctions continues
) Continuité d’une fonction

Une fonction f définie sur un Intervalle I est continue sur | si
so courbe représentative se trace d’un trait continu « sans lever le crayon »,

Fonctions continues sur [ Fonctions non continues sur B

Propriété (admise)

Toute fonction dérivable sur un intervalle est
continue sur cet intervalle.

Remarque
La réciprogue de cette propriéte est fausse. La fonction racine carrée est
continue sur [0; +=<], mals elle est dérivable seulement sur |0 +=4[.

SIS Continuité des fonctions usuelles

Les fonctions polyndmes (affine, tfindme, cube...) sont continues sur [R.
La fonction inverse est continue sur |-==:0[ et sur |0;+e9].

La fanction exponentielle est continue sur (¢,

Remarque
Une fonction construite par opérations (somme, produit... ) des fonctions
usuelles est continue sur son ensemble de définition.

Une fléche obligue dans un tableau de variations traduit la
continuité etla stricte monotonie de la fonction surl'intervalle considéreé.

[ Propriété des valeurs intermédiaires

Théoréme (admis)

Seit fune fonction définie et continue sur [a; b ].

Pour tout nombre réel /: compris entre /(o) et (1), I'"équation f(x) =k
admet au moins une solution dans l'intervalle [a; b].

Conséguences Soit f une fonction définie; continue et strictement
monotone sur un intervalle [a; 5]. (voir fig. 1et 2 d-dessous)

Pourtout nombre réel i compris entre [« ) et (1], I'équation J(x) =k
admet une solution unique c dans l'intervalle [a ;4]

vh  Fig.1 v Fig.2
Fib)

fia) -+

Cas particulier

SI fa) et /(L) sont designes contraires alors |"équation (k)= 0 admet
une selution unique it dans l'intervalle [a:h)].

12

{ admet le !

Exemple :

On donne |lo courbe représeritative
d’une fonction { definie sur [—2: 3]

La fonction f est continue sur
I'intervalle | -2; 1], mais pas sur
lintervalle [-2;3].

Sa courbe présente un saut en
=

Exemple

Lo fonction f définie sur & par
Ffix)={2v+ et est e produit de la
fonction x = 2x +1 et de ld
fonction x —=e’ , continues sur €. La
fonction [ est donc continue sur (R,

Ilustration graphigue

La fonction § est continue sur [a; 5]
Soit & un réel entre filu| et{h).

T
| I . | .
2 ¢ A ¢ 8 box
L'éguation [(x)=k admet
au moins une salution.

Ici.il yen atrois: aq, o, et o,

Exemple

X |3 it 7
Lo fonction ‘ : i

tableau de i-”-‘j " 2
vorations L
cl-contre Sur |3;7 |, f est continue
et strictement croissante. () et
(7] sont de signes contraires,
donc par la propriété des valeurs
intermédiaires, I'équation f{v)=0
admet une unigue solution o,
Onen

déduit le | ell3 & 7
signe de lo PP | B 1
fanctian [ I.I' “J 9 +



mzthode

fé&‘ Déterminer des valeurs approchées des solutions d'une équation du type f(x)=k

Enoneé  soit la fonction £ définie sur [-1:2] par #(x)=x?+312 - 9x+7. = IE 1 5
On admet le tableau de variations de j donné cl-contre. 18 9
1. @. Quel est le minimum de la fonction [ sur [-1;2] ? Flx) o

b. En déduire le nombre de solutions de |'équation f(x)=0.
2. a, Déterminer le nombre de solutions sur |'intervalle [-1;2] de I"équation ((x)=10.

b. Déterminer, en utilisant la calculatrice, un encadrement ou dixieme de chacune des solutions.
3. Reprendre lu question 2. pour f{x)=5.

Solution

1. 0. D'aprés le tableau de variations, le minimum de f est égala f(1)=2.
b. On en déduit que, pour tout réel x €[-1;2],ona f(x)=2.

L'éguation f(x)=0 n'admet donc aucune solution dans [-2;1].

2. a. » Sur |-1:1]; f est continue &t ¥ =1 @ 1 2 o Sur chagque intervalle ol
strictement décroissante, a valeurs dans [ 13- _ la fonction est strictement
2,18] Flx) 10— marotore, on vérifie les

e oo = = v hypothe ses de la propréte des
Or 10 = | 2:18|.Donc par la propriété des valeurs intermédiaires, |'équa- e Takip Ieinrn Adiibe

tion J(x}=10 admet une unigue solution e dans [-1,1]. Celle-ci permet de localiser

= Sur [1; 2],le maximum de f est égal a 9, donc pour tout réel xde [1; 2], les solutions éventuelles, mals
ona: f(x)=9.L"equation [(x)=10 n'admet donc pas de solution dans pas de donner leurs valeurs
I'intervalle [1:2]. W s
Donc sur [-1;2], I'équation f(x} =10 admet une unigue solution .

b Sur la calculatrice, on affiche un tableau de valeurs
de la fonction [ sur [-1;1] avecun pas de 0,1.

Ona f(~0,4)=11,02 et f(-0,3)=9,943

10 €| £(-0.3); £(-0,4)|, donc 0,4 <& <-0,3.

Point méthode
2. b. Pour déterminer une valeur

approchee, on procede par
3. Par un raisonnement analogue, on montre que 5 appartient balayage alaide du tebleau de

valeurs de |a calculatrice.

l'intervalle [ £(1); f(=1}] et & I'intervalle [ (1); /(2)].
Donc I'équation f{x)=5

oY)

admet deux solutions : la - | -1 A 1 i

premiére [ dans I'intervalle |18~ o9 Pour B ; Pour 7

[-1;1] et la seconde ydans | F(x) | >~ P 3 Vi Yi

i . % 2 . Y

Iintervaile [1:2]. e - ottt

A |' vide de la calculatrice, on obtient : 0,2<< << 03 et 1,6 <y <17. 0.y 3.94Y i8 £.352
J'appligue

BB soit; la fonction définie sur [-2;2] par: 7 Soit7 la fonction définie sur [-2;1] par: ]

flx)=x*-0,5x?-2: +3 flx)=e* —3c+1
1. Dresser le tableau de variations de la fonction f. 1. Dresser |e tableau de variations de la fonction f.

2. Déterminer le nombre de solutions des équations = 2. Déterminer le nombre de solutions de |"équation
suivantes: a. f(x)=3 b. fix)=1 ¢ f(x)=6 f(x)=3 surl'intervalle [-2:1].
3. Donner une valeur approchée au centiéme de

3 soit ¢ la fonction définie sur |-3;6] par: chacune des solutions de I'équation f(x)=3.
2{"'};%13_"'_8 ) on donne cicontre 1 ;

1. Dresser le tableau de variations de la fonction g. le tableau de variations | E-._S g il

2. Montrer gue I'eguation ¢(x)= 0 admetunesclution = d'une fonction f. 3 v |

unique of dans [-2:6]. Déterminer un encadrement = Déterminer, suivant la fx) o

de o au millieme prés, valeur du réel £, le

3. En déduire le tableau de signes de g sur [-3:6]. nombre de solutions de I'equation f(x)=k.

THEWME 1 Medéles définis par une fonction 13
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Etude de la convexité d’une fonction

On considére une fonction [ derivable sur un intervalle .

) Fonction convexe, fonction concave

Définition

La fonction [ est convexe (resp. concave) sur | intervalle 1
lorsque sa représentation graphique est située entierement au-dessus
{resp. en dessous) de chacune de ses tangentes.

Remarques

» La plupart des fonctions ne sont ni convexes ni concaves.

= Le panel des fonctions de référence permet de se faire une image
mentale du graphigue d’une fonction convexe (type exponentielfe) ou
cancove (type racine carrée ou logarithmigue), B voir Theme 4

) Lien avec la dérivée
CTCENCEUEDE . £ est convexe sur 'intervalle 1 i, et seulement s,

sa fonction dérivée [ est croissante sur 1.

s { est concave sur l'intervalle 1si, et seulement si, sa fonction dérivée f'
est décroissante sur 1.

Remarque
L'étude de la convexité de /' permet de gualifier son rythme de croissance
ou de décroissance. Ainsi, en cas de croissance. une fonction convexe
croit « de plus en plus », alors gu'une fonction concave croit « de moins
en moins ».

Propriéié (admise)

Lorsgue la fonction dérivée [ de [ est elle-méme
derivable, on note f” sa derivée appelée « dérivée seconde » Ona:
» (" est convexasur "intervalle I si, et seulement si, [ “ est positive sur 1.

s [ est concave sur l'intervalle I si, et seulemnent si, [ est négative sur L.

Remarque

L’étude de la convexité def nécessite donc I'étude des variations de la
fonction /7, donc le signe de sa dérivée [, 1l ne faut pas confondre avec
I'étude des variations de la fonction /' qui nécessite I'étude du signe
de /. 8 voir Cours 1. b

3 Point d’inflexion

La représentation graphique de la fonction f présente un
point d'inflexion si elle traverse sa tangente en e point,

Méthode
La courbe de 7 présente un point d'inflexion d'obsdsse a lorsque :

« f thange de
convexité ena

= /" change de sens
de variation en a

» £” change de signe
ets'annule en

X o X a |

el Nl + 6 - |

Concave
iy

Exemples

= Fonction carré f': sa courbe est
situee entierement au-dessus de
chacune de ses tangentes, elle est
donc convexe sur [,

i

+ Fonction exponentielle : sa
courbe est entérement située au-
dessus de ses tongentes, elle est
donec convexe sur B,
i

LONTYERE

= Fonction racine carrés ¢ : sa
courbe est situee entigrement en
dessous de chacune de ses
tangentes, elle est done concave
sur [0 #eo| .

= Fonction cube ft : sa courbe
représentotive Lraverse sa langente
au paint d'abscisse 0. Donc
I'origine du repére est un point
d'inflexion de la courbe '€ .

y

Comexe

g 1
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Capacite & &

méthode

Fnonce  Le graphique ci-contre nous donne le taux d’équipement Smartphone, une décennie

de la population de 12 ans et plus en télephone mobile et en Smartphone. de crolssance nxpongntielle

1. Commenter le titre de I"article Smartphone, une décennie de croissance o
n?xponenﬁeﬂe. 60
A |"aide d’un tableur, on décide de modéliser le taux d’équipement en g
téléphone mobile parune fonction/ dont la représentation graphigue g
est donnée ci-dessous,

100

. 01957 20002003 2008 2011 2014 2017
100% Source : Arcep

Taux d'équipemeant L et — Teléphone mobile —— Smartphone
fo e
e P il a 2. a. Avec la précision permise par e graphigue, étudier la convexité
i o de |n fonction f .
" —— - Z A :
F g b. En gquel point la courbe semble-t-elle présenter un point d'inflexion ?
]\E PR TR o i 3. Interpréter graophiquement les conséquences de |'entrée sur le
P A—t——t—t—t———+——+»  marche des Smartphones en 2011 sur |e toux d’équipement en
0 2 4 & & 10 W 15 18 | - 2
télephone mobile.
Solution

1. De 2011 @ 2017, on observe que le taux d' équipement en Smartphone
ne fait qu'augmenter. Donc la fonction quimodélise ce taux est croissante.
De plus, sur les deux premiéres périodes, on est presgue sur un doublement
du taux d'une folssur'autre, d’oll I'expression « exponentielle ».

2. a. Par lecture graphique, la courbe représentant le toux d'équipement
en téléphone mobile semble au-dessus de ses tangentes sur | 0; 14|, Elle
semble en dessous de ses tangentes sur [14; 20].

On en déduit que la fonction f semble convexe sur [0 14] et concve
sur [14;20].

b. Lo fonction semble changer de convexité en xr =14

La courbe semble traverser sa tangente en ce point et admettre un point
d'inflexion au peint d'abscisse 14.

3. L'année 2011 correspond @ x = 14.

Surl'intervalle [0;14], la fonction f est croissante et concave. On en déduit
que sa crofssance est ralentie, Au-deld de ce point d'inflexion, la fonction
[ est croissante et convexe donc la croissance est occelerée.

Selon ce modele, avec |'apparition des Smartphones en 2011, le taux
d’équipement en téléphone mobile continue de croitre et sa croissance
accélére : 'apparition du Smartphone aurait relancé les équipements
en téléphonie mobile.

Jappligue

Point méthode

2.a Pour observer la position
de la courbe par rapport 3 ses
tangentes, on peut déplacer
50N crayon et observer.

Toux d'aguipement

Annes 1997 + ¢

\0’]2 10 0

Point méthode

3. Pourinterpréter la convexite,
il ne faut pas |a dissocier des

variations de la fonctizin. | faut

penseral « rythme de (da)
crolssance ».

ﬂ Soit f la fonction dérivable sur [-1;7] dont la

courbe représentative ¢, est donnée ci-dessous.
¥

18 Spit g la fonction dérivable sur [-2:6] dont In)
courbe représentative €, est donnée d-dessous,

1. Btudier la convexité de f sur [<1:7].
2. ¢, admet-elle un point d'inflexion ?

THEME 1

1. Etudier la convexité de g sur [-2;6].
2. Déterminer les éventuels points d'inflexion de €,

Medéles définis par une fonction



mzthode

f& Dresser et exploiter un tableau de variations

16

Fnoncd  Une entreprise fabrique chague mois entre 5 et 60 vélos de course. Le colit moyen de fabrication,

exprimé en millier d"euros, pour une production de x vélos de course, est modélisé par la fonction € définie

0.1
pour x appartenant a I'intervalle [5:60] par: C(x)= @. On note €’ la fonction dérivée de C.

On cherche & déterminer le nombre de vélos a produire pour que le colt moyen soit minimal.
e -l

1. Montrer que, pour tout réel x de I'intervalle |5:60],0n a C'(x) = il ; 0 :

2. On considére la fonction f définiesur [5:60] par f(x) =0, 1% — % _ 20,

a. Montrer gue la fonction [ est strictement croissante sur [5;60].

b. Montrer que I'équation f(x)=0 posséde une unique solution e dans I'intervalle [5:60].

Donner un encadrement de o entre deux entiers consecutifs.

¢. En déduire le signe de f(x) sur [5;60]. _

3, A l'cide de la question 2., étudier le signe de /() sur [5;60], En déduire |es variations de C.

4. Répondre au prabléme pose.

Solution Point méthode
1. Lafonction € est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables, é ‘1I- L:él-'lgg “EEEE?W : du signe
0,1x M P ¢t 01 Rl e lg derivea C'x) 85
Ona: C'(x)= 0.1e™ Xx (E '+ 20)x1 = 0.Iwe™ — e — 20 A « Impossible ». On introdult
x2 x2 _donc une fonction dite auxiliaire. )

2. On calcule la dérivée f* afin d’étudier son signe.

Fx)=01xeM L 0,13 x0,1e0% — 0, 1eM — 0=0,1rellx,

Une exponentielle est toujours strictement positive donc pour « = |5 .60, 2.6 Ala uue de la question, il ne
f(x)>0 donc f est strictement croissante sur [5;60]. falt pas se lancerdans la
b. Sur |5, 60|,/ est continue et strictement . |5 E 50 résolution de I'équatian_ .r"l[_rizﬂ,
croissante, § valeursdans [ 7(5); F(60)]. | | mais penser a la propriété des
Or, /(5)=—2082 et /(60)=1997,1 donc Usm \ valeurs intermédiaires. )
0=|7(5); 7(60)] . Par la propriété des | f(t) F il
valeurs intermédiaires, |'éguation j(x}=0 | f15) L , F =5
admet une unique salution « dans [5;60]. 2y 4,568
Sur la calculatrice, on affiche |e tableau de valeurs de la fonction f sur §E 1{";{,-2;
[5:60] avec un pasde 1.0na f{25)=-1,7 et f(26)=1,5. 27 5.2955
0 €| f(25); £(26)]. donc 25 « <= 26,
c. Lo fonction /" est strictement croissante et s'annule pour v =a . Elle est L * | 5 = 60
donc négative sur [5; o] et positive sur [o;60]. C'(x) = g =
3. Comme FT.\}Z%JG dérivée ('(x) est du signe de f(x). oy C(5} F(ED)
On obtient le tableau de variations ci-contre, avec C(5) =43 ; Cla) =13 ol &m'}-
et C(60)=7. B

Point méthode

4. La fonction © admet un minimum en o, avec 25 < < 26.
De plus, on a C(25)=1,2873 et C(26)=12871.
Le cott moyen est minimal pour une production de 26 vElos.

4. On exploite le tableau de
variations pour déterminer le
rinimumde la forec tion. )

J'applique

11 Avec les informations ci-dessous, déterminer le BB Soit / i Fanction définie sur [1:4] par ".{I}___E_‘_
tableau de signes de la fonction f. ’ i * x*

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ¢

i i : 8 asur [1:4],7 est positive.
) L e e e + 04 b.L'équation /()= 3 admet une unique solution sur
I'intervalle [1; 4].
f(-0,2)=0; f(o)=0 avec a =214 c.Si1=x<2,glose= f(x)< 0,25



’fé“‘* Etudier la convexité, la concavité d’une fonction deux fois dérivable sur un intervalle

Fnonce  Lesobservateurs d’une maladie nécessitant une hospitalisation s’ intéressent @ I'évolution du nombre

de lits occupés par des malades pendant les trois mols d”hiver.

On admet que cette évolution peut dtre modélisée par la fonction f définle sur [0:3] par f(x)=2re > ol
[(x) représente le nombre de lits occupeés, exprimé en million, a 'instant x exprimé en mols.

1. a, Etudier les variations de la fonction f,
b. Estimer le nombre de lits occupés lors du pic de la maladie.

2. a. Montrer que, pour tout réel x de 'intervalle [0;3], on a f”(x)=2x(x? - 3]e >+,

Etudier le signe de #”(x) sur I'intervalle [0:3].

b. En déduire le sens de variation de a fonction {7 et la convexité de la fonction f sur 'intervalle [0;3].
Donner les coordonnées des éventuels points d’inflexion de la courbe représentative de f.
3. Comment peut-on gualifier |"évolution du nombre de lits sur [0;1] ? sur [1;3] ?

Solution

1oa f(x)=2e 05 1 25 x(-0,5% 2x Je €5 =(2-2x?)e 05

Une exponentielle est toujours strictement positive. Donc le signe de
f/(x) est celui de 2 2x? =2{1+ x)(1-x).

Ona: f(0)=0, f(1)=2e%%=121et J(3)=6e "> =0,067.

On en deduit le tableau de variations T
X 0 1 3

ci-contre, !
b. Le maximum de f estatteiltenlet | /(&) + 0 -
vaut £{1)=121. Doncle nombre de lits [ -121.
occupés lars du pic de la maladie peut [ - A

3 b S 0 =0,067

etre estimé a environ 1,21 millien.

2.0, 0n a montré que f'(x)=(2-2x?)e 9" En dérivant ce produit :
fx)=—dpg 05 +{2~ Z.tz}x(—U,SXZ:}E‘M‘Iz

=e 95 -ty —x(2-24%)) | = [6 &5 3
_ a05:2{_ 1) - - :
=g (—6x +2_1J ) | o5 ] ‘ N
= 25’[.1’2 | _ 3}9—&51 |
On obtient le tableau de signes ci-contre. 2 (0 ‘ +
b. Sur [U;-ﬁ]. FU(x)=0 donc J est | y2_3 -0 +
décroissante. On en déduit que f est concave. “(x) |0 (I] .
Sur "\:’3;3]- 7”(x) = 0donc f’ est croissante, | L r ”

On en dédult gue f est convexe. Les points d'abscisses 0 et V3 sont des
points d'inflexion de la courbe représentative de |

3. Sur [0;1], la fonction / est croissante et concave, le nombre de lits
augmente avec une croissance ralentie.
Sur [1 ;\@] lu fenction /' est décroissante et concave, le nombre de lits

diminue avec une décroissance accélérée.
Sur [ﬁ ;3},_ la fonction  est decroissante et convexe, le nombre de lits

diminue avec une décroissance ralentie.

Japplique

Paoint méthode

1. a. Pour simplifier I'étude de
signes, il faut pensera factorizer
au maximum l'expression de la
fonctinn dérivee.

3 FactonisanDamaEitix )

- 2o W (x—1} (41
i ( (=+1) )

1. b, On doit tou|ours vérifier
la coherence de ses réponses
a l'side de |a représentation
graphigue de la lonction
(variations et position des
langentes),

Polint méthode

3. Pour gualifier I'évolution

du nomnbre de lits, il faut a la
foisprendre encompte les
variations de |a fonction |
(eroissance oudecroissance)
et sa convexité (ralentle ou
acceléres).

Les extrema marmuent un
changement de variation,

les points dinflexion un

lLt:i'lé:l'lglenlent. derythme,

13 Soit f la fonction definie sur [t par :
Flx)=x"—3x% —6a2

1. Caleuler (*(x) et étudier son signe.
2. Etudier la convexité de f sur R.

THEME 1

Soit j la fonction définie sur [1;5] par :
flx)=

1. Etudier les variations de /.

2. Etudier la convexité de f.

3
x+2

Medéles définis par une fonction
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[ Je revois mon cours
Formules de dérivation

Fonction f Dérivée [ Fonction | Dérivée [ Fonction/ | Dérivée ' |
| flx)=k.aveckreel | f(x)=0 Somme — f=a2 | f=2wtw |
Wty | B ) |
flx)=x fx)=1 fxy=glax+b) | ooy ‘
Flx)=x2 £ e)=2x ML otiaetbreas |/(1)= e (e th)
= - oll k rée '
- gt ¥y it
{x)=x"avec nels | f(x)=ne =4 | f'=ue |
L l‘]— J { el Pmdmt u'Ry+ Ry
T '(4) 1 Wy
Flxl= ¥ f'(#)= %2 1 v
Inverse T '_;f
1
'f"t}g\’r; fr(-'-}z (== ' 3
| 2V Quotient ##: w
% " i 4 }
\ flx)=¢ filx)=¢
L'-l-.v-..
Continuité Variations de |
» Une fonction 1 est continue sur un intervalle | lorsque sa = [ est croissante sur [ s, et seulement si,
courbe représentative se trace « sans lever le crayon ». [ est positive sur .
« Une fonction dérivable sur [ est continue sur L. » [ est décroissante sur [ si, et seulement
Les fonctions de référence sont continues sur tout intervalle si, f" est négative sur [,

\ de leur domaine de définition,

Propriété des valeurs intermédiaires

y

= [ continue sur [ ;5] Vi = [ continue sur [u; b]. Fib)
« k compris entre f(a) et ) « f strictement monotone sur
f(b). ST ! [a:b]. r

Alors I'équation f(x)=k & » k compris entre fl{a) et

admetl au moins une solu- ; A . [f(b). -
tion dans [a;h]. i) | i ST Alors I'équation f(x)=k ad- ;.| 4
LI VA bx I iy
1 S K met une unigue solution dans

[a:b].

La proprigté des valeurs intermédiaires permet de montrer |'existence d'une solution,
. Paur déterminer une vaoleur approchée, on peut procéder par « balayage » en calculant des images.

|

Convexité de f
fest £ est ' .
ronvexe suf | concave sur | f
S : 4, est au-dessus de 6 - est en dessous de
Propriété sur'd . 4 J
PRy toutes ses tangentes | toutes ses tangentes
Propriété sur la flest f'est
deérivée /" crolssantesur I décroissante sur |
Proprieté sur la Jrest frest
| dérivée seconde " positive sur | négative surl
1I'--.




Yéval : Oyemion, . b
evu ue mes connuissuncES ET CORMIGEE o -l:ﬁ' i

B Vair corrigés

m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1.5i f(x)=(4x+1)*, alors:

2,81 f{x)=(x3+1, alors:

3.5i f(x)=~/5x+1, alors: flx)=

&.5i flx)=e"" alors:

5.5i f(x)=3e2 dlors:

6.5i f(x)=(2x+1)e ", alors:

7. On considére une fonction f'définie et
dérivable sur [-3:8] dont le tableau de
variations est donné d-dessous,

X _""3 3 8;
6.
f(-"} 2 L_2

Fx)=204x+1)

,f” l‘J-'} = 6.1'2{;'-'3 +1}

)=
fi(x)=—18e-61=2
() =(2e-3)e

L'équation f({x}=0
admet exacternent
4 deux solutions.

Sx)=32x+8 S(x)=8(4x+1)

Mi=20322+1) =32 )

5

f(x) = 5% f7(x) =256

f’(_r]z'lﬁf_f"_z fr(;.}=3e_ﬁ r-3

Flx)=(-2x—1)e* J(x)=[-2x+1)e*

L'eéquation f(x)}=5
admet une unique
solution comprise

entre —2 et 6.

L'éguation f{x)=1
gdmet une unigue
solution sur [-3;8].

8. On considére une fonction /& définie
et dérivable sur [-1;7] dont le tableau
de variations est danné ci-dessous.
® = D 7
= i

¥y

M x)

LY

5 3|

9. La courbe ci-dessous représente une
fonction [ définie et deux fois dérivable
sur R La droite I est la tangente d la

courbe au point A d'absclsse —1.
.‘I

ﬂl ﬂ x

Partie A.

1. Si f est croissante sur L alors f est convexe sur [,

2. 5i {7 est positive sur |, alors [ est croissante sur |

3. Sif" est négative sur [, alors j° est concave sur [,

4_5if est convexe sur |, alars /* est positive sur L.

5. S1 ' est croissante sur L, alors f est positive sur L.

La fonction /i est
positive sur [0;7].

Le point A estun
point d'inflexion de
la courbe.

La fonction k" est
positive sur [0,;7].

La fonction f est
negative sur [-1,7].

La fonction
4 Lo fonction /" est
st convexe sur
ezl concave sur [0;4se.

Indiquer pour chague affirmation si efle est vraie ou fausse. Justifier.

Partie B.

Scit ' la fonction définie sur B par f(x)=(x+1)e".
1./ est positive sur K.

2.f" est positive sur [~2; +oo].

3. /" est décrolssante sur |-e=;-2].

4, Le point d'abscisse —3 est un point d’inflexion de la
courbe représentative de [

THEME 1 Medéles définis par une fonction 19



albe

(¢} utomatismes et calculs

EB) expliquer et justifier les resultats obtenus sur
I'écran de la calculatrice ci-dessous.

s | T |

S-I: T 'é’[

3 Montrer que, pour tout réel v, ona:
i, S .
et el dwe
@ Développer et réduire les expressions
suivantes. _
1. A(x)=e* (e +3)—e¥*
2 B(x)=3(x-2)(x+5)
3. E(x)=(2r+3)e* -4

18} @ Factoriser les expressions suivantes.
1. A(x)=e? —tg*

2 B(x)=2re"~ (35~ T)e"

3.C(x)=e%-9

m Resoudre daons H les équations suivantes.
1. (2x+1)(x2 +21-15)=0
2 (3x—1e'=0
CE
(e* +1)

Résoudre dans R |es inéquations suivantes,
1lers1<0 (o e ~Tjpa

21 Caleuler les nombres suivants.
1. 8=1+2+3+...450 2 §=T+3+9+...+243

F%3 1. Soit u la suite géométrique de premier terme
ity = 4D et de raison ¢=1,2.Calculer uq ; uy5 et uyy.
2. Solt via suite géométrigue de premierterme 1, = 40
et de raison g =0,8.Caleuler vy vy Bt vyp

(23 (1, ) la su‘rte-‘c_iéfhi_a par uy =5 et, pour tout
entier naturel a, 1, 4 =095, +1.

1. Calculer les trois premiers termes de la suite.

2. Lasuite (u, ) est-elle arithmétique ? géometrique ?

Soit (u,) la suite définie

par ug=1et, pour tout entier
natureln, pari,.q =3u, +n+1. 5
Quelle farmule doit-on saisir
dans la cellule B3 pour obte-
nir, par recopie vers le hos, les
termes de la suite (u,) ?

Automatismes du théme

F5) Erudier le signe des fonctions suivantes sur [,
1 fle)=-2x+6 2. g(4)=3x+2
3.0(x)=Tox? + 2x+3 4, 1(x)=-3x2+ by

€03 soit / la fonction e
définie sur 2 par: X [ R@Y 4
Jlx)=(-3x+1e, i
Le tableau de signes
ci-contre camporte

des erreurs. Les S
corriger.

—2x+1

m On donne ci-dessous le tableau de signes de la
deérivee d'une fonction /° definie et dérivable sur
[-7:8]. x |[-7 -2 1 &
Etudier les variations ; 5

de fla] - 8- ¢+

On donne ci-dessous le tableau de variations
d'une fonction f définie et dérivable sur [1:5].
Construire le tableau » |1 = 4 5

de signes de sa fonc- ._ 3
?\‘1 - -‘-\‘2

tion dérivée . flx)

#7 Dars chacun des cos suivants, déterminer |'expres-
sion de la fonction dérivée,

1. f(x)=(ax+ 1’ 2. 7 (r)=(-6x-+1)

. flz)=5eMH 4, ffa:,}: e xHead!

5. f({x)=(e*+1) 6. f{x)=—te™

Démontrer les résultats || B sepE e

® = ifx)i=a" Fe 22 |
2 | DemselDamiesiiz))
Sadl Lo o

ci-contre nbtenus a |'aide
d'un logiciel de calcul
formel.

E2 Dans chacun des cas, déterminer |'équation de
la tangente a la courbe de f au point d'abscisse a.
1 flx)= ﬁx;j va=0 2 f(x)=x3+42-1;0=1
Dans chacun des cas, étudier la convexité de la
fonction donnée sur .
1 fla)=1-e" 2. flx)=e"+3:7+1
On donne ci-contre la représen-

tation graphique a:_!e-[nfnncttnn f defi-

niesur B par f(x)=x-3x"+2x-1.

On a trace la tangente ¥ @ la courbe

€; cupoint A d'abscisse 1.

1. Lire graphiquement f(1); £*(1) et

700

2. Montrer que A est un point d'inflexion de 7.




Gxercices

e
| o ;-—-\.-q_\. T l;_-r'\ [r,‘n R "
o sl _&_ Al u....L-_....L.., s

m Construire, dans chaque cas, le tableau de signes
de la fonction [ définie par son expression sur K.

1 flx)=-032?+18x-15

2. jlx)=(-3x+1){2x +8)

3. flx)=2e00 +1

4, f{x}=3e>-

EB Dans chaque cas, on définit une fonctionf surun
ensermible D. Exprimer f"(«x) en fonction de x.

1 flxl=2x3 - 4x2 43245 sur D=R.

2. f(x}—3—3x2+twq sur D= |0; 4]

3 Jlx)= 5& —x+3 sur D=R

m Dans le repére arthogonal
gi-contre, on a tracé trois courbes
%, G et G. L'une de ces
courbes représente une fonction
[ :une autre so dérivee f et la
troisiérie sa dérivée seconde /.
Determiner pour chaque courbe guelle fonction elle
représente.

m Dans chaque cas, construire le tableau de varia-
tions de la fonction £, dont on donne la définition sur
l'intervalle I,

1. Flx)=-01x+0,9x%—15x+2 sur I=[1;10]

2 flx)==3x*+12x -9 sur [=[5;15]

< 2x+3
3. flx)= Seg our I=[-1:3]

m Sait / la fonction définie sur | par:
Flx)=a3-2x2+3x-1

On note ‘G sa courbe représentative.

1. Justifier que I fonctlon S est croissante sur B,

Z. Determiner |'équation réduite de la tangente % a

% au point d'abscisse 0,

3. Etudier les positions relatives des courbes € et 4,

4. Vérifier & 'aide de |a calculatrice.

m O considére la fonction }" définie sur [l par

A e :
1. Calculer {*(x). +1
2. Montrer qu’'une équation de |a tangente 7 ¢ I
courbe représentative €, au point d'abscisse 0 est
b =
2. 0. Montrer que pour tout reel x ;
233

Jr{ 'E') 2x= T+'i
b. En déduire les positions relatives de €, et de 7.
& Verifier @ |'aide de la calculatrice.

T “‘1‘[»"-“*’ e Y o
l ._u "? 111 L_;.u;,_'." ¥ 2l

ACTIVIT
m Deux diaporamas pour faire MENTALES
le point sur le cours, ool

"HS Iz
E Solt une fonction i dérivable sur un intervalle T.

On definit la fonction f sur [ par:

f(x) =§'1r(_r:].}2 =ulx)xu(x)
Justifier que la fonction f est derivable sur I, puis mon-
trer que, pour tout réel x =1, F(x)=2u"(x) xulx).

m Vrai'ou faux ?
On considére une fonction f définie sur [-5:5] dont
on donne la courbe représentative “ ci-dessous,

¥
L] L) L | L] L) 01 i L) ;/ 13
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

1. La fonction { est discontinue en 3.
2. La fonction f est continue en 1,

3. Lo fonction f est continue sur l'intervalle [-3;3].
4. La fonction f est continue sur l'intervalle |-2;3].
5. La fonction 7 est cantinue sur 'intervalle [-5;2].

m Soit la fonction f définie sur \
[-1 ;iu.5] parsa courbe représen- €.
tative '€ ci-contre.

On a représente |es tangentes
aux paints d'abscisse 0 ; 2 et &4 1 4=
1. @ Lirela position de*€ parrap- —
port é ses tangentes sur [—1;2]. '
b. Sur [-1:2],f est-elle convexe

ou concave 7

2.Sur [2;4,5), f est-elle convexe ou concave ?

3. a. Que peut-on dire de la position de € et de sa
tangente au point d abscisse 27

b Lafonction f est-elle convexe sur [-1:4,5] ¢ concave
sur[—1;4,5] ?

m Fonctions de référence

Pour chacune des fanctions de référence (carré,
inverse, cube, radine carrée, exponentielle], répondre
oux questions sulvantes,

1. Trocer @ la caleulatrice |a courbe représentative 't et
observer la position de °G par rapport & ses tangentes.
2. Conjecturer surquel intervalle la Fonction est convexe,
concave, Préciser les points d'inflexion éventuels.

3. Demontrer les conjectures précédentes en etudiont
le signe de |a derivée seconde.

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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%—‘" Calculer une fonction dérivée

Pour les exercices £53 & €73, dans chacun des cas, on
définit une fanction [ sur un ensemble D.
Exprimer f*(x) en fonction de x.

BB 1. r(x)=(203 -3 sur D=R
2. f(x)=4(- kx,‘2+31+5} sur D=
3. ;(.1)—-2(.::-- 1+ 0,5x+2 sur D=0

2x+1 ;
46 = = —
1 flx) =52 s D=R\{-2}
; =25+
2 f(x)= _1:1+1 sur [ =[it

3;(1}_ Esurf) R\ {a}

m L0 J‘"(.L'):3E'-"2 sur D=1
2. f(x)=4-3e 005 sur D =Tk
3. fxl=~5:+10 sur D= |-2;+09]

(48 B Flx)=(2x+1)e° sur D=
2 %)= 051 1e¥ sur D=R
e }—

sur D=k

. Dresser et exploiter un tableau
de variations

48 Dans chaque cas, on considére une fonction f
définie sur un intervalle L

Justifier que § est monatone sur L.

1L Ax)=3 -3+t -1sur [I=R

2 f(x)=3e%% 43sur =R
Sx+42

Ly R _L ot g

3. _,'(_t}——z_x“' sur [=|-2;+s]

& f(x)=10-4e? sur =W

m Dans chaque cas, on considére une fonction f

définie sur I'intervalle I
Construlre le tableau de varictions de f sur [,

1. f‘(t}-—_x ~ ¥ —3x+1suri=[-3;6]
2 f(x :'—
3. filx)=

sur [=[-2;4]
2te‘” sur [=[-5,5]
£33 On reprend les données de |'exercice €73

Etudier dans chaque cas les variations de la fonction
£ sur I'ensemble D.

m Vrai ou faux ?
On considére une fonction f continue, dont on donne
le tableau de variations.

|« |- 5 1 2 4 5 |

' ‘3. u w3
flx) = 0

L I =2 A

Dire siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. L'équation [{.x)=-1 admet une unique solution,
2. Léguation f(x)=1 admet trois solutions.

3. Le signe de /* est donné par le tableau suivant.

x |10 -5 2 5 |
i | ¢+ & - 9 o+ |

L — B E—

(53 | Démontrer que I'éguation x? - 3x2 - 1=0 admet
une unigue solution dans B et encadrer celle-d par
deux entiers consécutifs.

D soitiafonctions définie sur |0;+ee] par f(x)= ET.
L'équation f{x)=1admet-¢lle des solutions ?

%.D&erminer des valeurs approchées des
solutions d'une équation du type flx)=k

55 Lafonction f est définie sur [-3:6] par:
flx)=23-12x

1. Construire le lableau de variations de f sur [-3;6].

2. Combien |'équation f(x)=50 admet-elle de solu-

tions sur [-3;6] 7

3. On d tabule ci-contre la nL-l;m—
fonction /' par pas de 1 ala % :ﬁ
calculatrice. En déduire un i -g
encadrement de la solution de IS %E
I'équation f{v}=50 entre deux _B8 144
entiers consécutifs, Y1BR3-12K

4. En procédant de la méme fagon, obtenir un enca-
drement de la solution @ 102 prés.

m On considére la fonction [ définie sur [0;4] par;
F(x)=0Tx2+2Jx -4

1. Etablir le tableau de variations de £, puis justifier

gue |’'équation f(x)=0 aodmet une unigue

solution o

2, . Caleuler #(2).Quel est son signie ?

En déduire, entre lesintervalles [0; 2] et [2; 4], lequel

contient la solution e.

b Parmi [2;3] et [3; 4], lequel contient o 7

3. Déterminer un encadrement de o @ 0,5 prés.



% Resolution graphique d’équations
. Un éléve doit résoudre de facon approchée |'équa-
tion e' =3. On donne ci-dessous la capture d'&cran
de sa calculotrice.

L

I 1 2 1 4 :
=1 B§9E fiiu)=gleh=5

Aprés avair expliqué la démarche de |'éléve, donner
une valeur approchée de la solution de |' équation d
0,001 prés.

2. A I'aide des fonctionnalités de la calculatrice,
résoudre graphiquement & 0,001 prés les équations
suivantes,
a e*=05
d. e£=50

b.e*=5
e e =200

c.e*=20
. et =500

Reconnaitre graphiquement
Y~ laconvexité, la concavité
d'une fonction, un point d'inflexion

58! Vrai ou faux ?

On considére la fonction f ¥
définie sur [-2:4] par sa
courbe représentative G, @
Lo droite @ est la tangente a ' L |l
¥ au point d'abscisse 2, K
Dire si les affirmations sui-

vantes sont vraies ou fausses,

1. La courbe ‘6 admet un paint dinflexion en 2.

2. La fonction |/ est croissante sur [—2; 2].

3. La fonction f* est positive sur [-2; -1].

4. La fonction f est concave sur | 2;4).

) acm

Soit une fonction ¥
f définie sur [1;8]

par sa courbe
représentative 6.

Pour chague affirma- 14
tion, determiner la
bonne réponse.

1. f est convexe sur

|_in

a |1:8] b.[1;5] ¢ [5:8]
2. f est concove sur:

o [1:8] b.[1:5] c [5:8]
3. '1‘5]. admet un point d'inflexion en:

o 2,5 b.5 8

m On considére une fonction f définie sur [-3;5]

par sa courbe représentative € ci-dessous,
¥

—
=

On a trace quelques tangentes & 6.

1. 0. En visualisant |es coefficients directeurs des
tangentes lorsque |'on parcourt la courbe '€, justifier
que |a fonction f” est décroissante sur [-3:1].

b Que peut-on en déduire pour la fonction [ 7
Vérifier en visualisant la position de ‘¢ par rapport &
ses tangentes sur [—3;1].

2. Quel est le sens de variation de f*sur [1:5] ?

Que peut-on en déduire pour la fonction /' 7

3. La courbe & admet-elle un point d'inflexion 7

Si oul, en quel réel 7

m On considére quatre fonctions dérivablesf, g, i
et &, dont on donne ci-dessous les tablecux de varia-
tlons, ainsi que ceux de leurs dérivées.

K ;_:3 3_. x| —3_ 3 |
| J gy | TS |
£ix) |3 — i glx) ‘_2 _ =

Y 1i 3 I 3
B ) S - k(%) ‘ - |
i [3~ ~p| [ J'a >

1. Les courbes de ces fonctions sont données ci-des-
sous. Associer fonctions et courbes, en justifiant.
b ¥

X Dﬂl'.\’

2. Préciser la convexité des fonctions 1, g. A et k.

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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m Dans chaque cas, préciser si la fonction /', repré-
sentée par la courbe €, est convexe ou concave.

m Dans chaque cas, préciser les coordonnées du

point d'inflexion de la courbe 6,
1. ¥ 2. Y

Etudier la convexité, la concavité
- d’'une fonction deux fois dérivable
sur un intervalle

(54 Jolal)

Soit f la fonction définie et deux fois dérivable sur i
par f(x)=e34,

Pour chagque affirmaotion, déterminer la (ou les)
bonne(s) réponse(s).

1. Sur [, la fonction j est :

. positive b croissante C. convexe
2.5ur |, 1o fonction f* est
o. positive b, croissante . convexe

85 Vrai ou faux ?
Soit /' une fonction dérivable sur [0;15] pour laquelle
on connait le tableau de variations de la dérivée f*

x |0 5 15|

30 30
fix) -

Prédser si les affirrmations suivantes sont vraies ou
fausses.
1. La fonction f est convexe sur [-5;20].
2 Lafonction f est eoncave sur [0;5].
3. La courbe ¢, admet un point d’inflexion en 5.
4. Lacourbe i admet une unique tangente parall éle
@ |'oxe des abscisses.
5. La fonction f” est positive sur [5;15],

m Soient les fonctions ' et ¢ définies sur K par :
F(x)=0,5x2+2x -1

et p(a)=—-05:2—x+35
1. On a obtenu 4 la calou-
latrice les courbes représen- /-W
tatives de f et g ci-contre. )\ X,
Apres les avoir repérées,
conjecturer si f| puis g, est M \
convexe ou concave sur I
2. a. Caleuler £7(x), puis f“(x).
b. Calculer ¢'(x), puls ¢”(x).
3. Demontrer les conjectures emises.

{Z2 on considére la fonction £ définiesur [~1;8] par:
; S5x
XJi=
T
On o obtenu les résultats suivants a 'aide d'un logiciel
de caleul formel, gue 'on utilisera sans justifier.

1(X):=5"/(x+2)42

X
| = 5.
[ ] (x) (% + 2}2
Factoriser(Dérivée(i(x)))
2 2
— . l =
(x+2)°
‘ Factoriser(Dérivée(Dérivée(f(x))})
a
L in.X=%
(x+2)"

1. Etudier le signe de f”(x) sur[-1:8].

2. Déterminer sur quel intervalle la fonction /' est

o convexe b. cancave

3. En quel point la courbe €, admet-elle un point
d'inflexion ? '

m On considere une fonction / definie sur 2.

Dans chacun des cas suivants, déterminer sl la fonc-
tion / est convexe ou concave sur [,

1. f(x)=x4-3x+2 2. f(x)=10e05: 42

3 f(x)=—227+3 L f(x)==57" +4

m On considére une fonction f définie sur &, de
courbe représentative €.

Dans chogue cas, déterminer les points d'inflexion
gventuels de la courbe % {on vérifiera en tragant lo
courbe € & la calculatrice).

1 f(x)=4*-3x+5 Z. ,r(.cjze*-%xi‘-

b f()= s

6. flx)=xe"

3. /(x)=(x-11+2

5. f(x)=e"



Bxercices e

m Dérivation et applications

70 On considére une fonction v @
f définie et dérivable sur [0 4,5]
et dont on donne la courbe € 1: A
ci-contre. La courbe '6; passe par B
les points ©(0;0), A(1;1) et o 1 =~ = T
B(3;0).

1. L'une des trois courbes suivantes représente la fone-
tion dérivee {*. Laquelle ¢
)]

2. Onadmet que f(x)= %ﬁ + ax2+bx pour tout rée|

xde |0;4.5], olt a et b sont des nombres réels,

a. Caleuler f(1) et f(3) en fonctionde a et b,

b. En déduire les nombres réels « et b.

3. Justifier que lo courbe ¢ admet des tangentes
paralléles a 'axe des abscisses en A eten B.

EE) Exercice guidé
La fonction f définie sur | par ¥
f{x)=(ar+h)e’, ot aet bhsont 3 g,
deux réels, est représentée par '
la courbe :{-,'J.- ci-contre.

La droite 7 est lntangente @€,

au point A(0;-1). ) /1 e
1. a. Lire graphiquement 5(0). y!‘
2 |

b. En déduire la valeur de &.

2. o. Lire graphiquement /(0).

b. Montrer que pour tout réel x :
f'lx)=(ax+a+b)e*

. En déduire la valeur de «.

3. Déterminer en quel point :

. la courbe '€, coupe |'oxe des abscisses |

b la courbe‘t’?-.} admet une tangente paralléle @ |'axe

des abscisses.

T
1. b, Belier la lecture graphlgue et le ealcul de 1{0).
2 o lenombre denve f'[0) est le coeflicient
directeur de 7.
b. Utiliser la dérivée d'un groduit (p=v) ="y $ia
. Reller lalecture graphigue et le ealeol de (0).
Foall s‘agir fe rézoudre l'équation v =0

L bl s'agit de résoudre l'equation /[ x)=0

a La trypsine est une enzyme digestive qui a pour
but de digérer les protéines.
Sen efficadité lors de la digestion dépend du pH + du
duadenum, selon la relation

f(x)=0,37x*-9,35x? +76,51x — 200,95
Le pH est compris entre 6 et 9. Ainsi v =[6:9].
1. Etudier les variations de la fonction f sur [6;8].
2. Quel doit &tre le pH du duadénum pourque l'action
de la trypsine soit la plus efficace possible ?

m Une entreprise s’appréte a lancer surle marché

francais un nouveau jouet, On modélise les ventes

espérées par la fonction f définie sur [0;18] par:

f(x)=lre 05

oux esl le nombre de jours écoulés depuis le début de

la campagne publicitaire et f(x) est le nombre de

jouets vendus le y-ieme jour, en millier,

1. Montrer que pour tout réel x€[0;18] :
1/(x)=(4-x)e 025

2. Etudier le signe de /(1) sur [0 18], puis dresser le

tableau de variations de f sur [0;18).

3. Determiner le nombre de jours au bout duguel le

maximum de ventes par jour est atteint, ainsi que le

nombre de jouets vendus, arrondi d |'unité.

m Une entreprise pharmaceutigue peut produire

entre 200 et 2 000 litres d'un soin antipelliculaire par

semaine. Le bénéfice algébrigue, en dizaine de milllers

d'euros, réclisé pour la production et la vente de x

centaine de litres de ce soin est donné par :
B(x)={5x-30)e %% ol x&[2;20]

1. Calculer le bénéfice réalisé par la fabrication et la

vente de 500 litres de soin (arrondir 4 I'euro pres).

2. a. Construire le tableau de signes de & sur [2;20].

b Quelle guantité de soin |'entreprise doit-elle pro-

duire et vendre pour abtenir un bénefice positif ?

3. o, Calculer B'(x), puis construire le tableou de

variations de 8 sur [2;20].

b. Quelle quantité de soin I'entreprise doit-elle pro-

duire et vendre pour réaliser le bénéfice maximal 7

Une entreprise fabrique et vend des piéces métal-

liques de type « MEZ0 ». Elle peut construire entre 0 et

800 piéces par mols. Le bénéfice, en millier d'euros, réa-

lisé par lo fabrication et la vente de x centaine de piéces

est modélisé par la fonction B définie sur [0;8] par:
B(x)=(4x?+2x-2)e *

1. Combien de piéces |'entreprise doit-elle fabriguer

et vendre pour réaliser des bénéfices 7

2. Combien de piéces |'entreprise doit-elle fabrigueret

vendre pour réaliser le bénéfice maximal ?

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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g Fonctions continues

m On reprend la situation &tudiée en p. 8.

Pommes de Temre
de1a5 kg1€25lekilo
+ 5kg 1€10 |e kilo
+ 15 kg 0E90 le kil
+ 50 kg OE70 ke kiko
+ 100 kg 0£55 le kilo

Comme chaque année, Théo fait saréserve de pommes
de terre. A |a premiére pesée, il cumule 44 kg. Le res-
ponsable de la ferme |ui conseille alors de prendre un
peu plus de pormmes de terre, car il n'est pas loin de
50 kg et le tarif sera moins cher.

1. Le responsable a-t-il raison 7

2. Théo décide d'acheter 52 kg de pommes de terre.
Fait-il ainsi des économies 7

77 Oninjecte du glucose @ un patient.

On estime que la glycémie, en gramme par litre de
sang, au bout de { heures est modélisée par la fonction
S définie sur |0;7] par:

f(1)=0,6e08 + D 84

1. Déterminer la glycémie au moment de I'injection,
2. Etudier le sens de variation de f. Interpréter,

3. Al'aide de lo caleulatrice, déterminer, & 0.1 h prés,
le temps au bout duquel:

o la glycémie descend & 1,24 gramme par litre ;

b la glycémie aura diminué de 0,5 gramme par litre.

m Un toboggan est formé
d'une échelle oblique et d'une
glissiére.

Celle-di suitla courbe représen-
tative de la fonction f définie
sur I'intervalle [0:2,5] par:
f(x)=0,2304x*-0,86427 +1.8
Les dimensions sont en metre.
1. Pour des raisons de sécurité, ka pente du toeboggan
doit étre horizontale en haut de I'échelle et ou niveau
du sol. Est-ce le cas ¢

2. Enquel point du tobogaen la pente est-elle la plus
forte 7

3. On donne cl-contre la ¥
vue de profil du tobog-

gan (I'échelle est repré-

sentée par [ARB]).

Pour consolider cetobog- 4 | -
garn, le constructeur sou- 0 1 £
haite installer une barre de renfort horizontale, @ 1m
du sol.

Quelle est I longueur de la barre, arrondie au cm ?

18 Barre de renfort

Analyse d’un énoncé
D m&% Exercice commenta

La pepulation, en dizaine de milliers d”habitants, &
I'année (2015 + x}, d'une ville nouvelle est modé-

lisée pour les dng premiéres années par la fonction
[ définie par :
113 1
J‘(ti— — ,pour x[0;5]

1. w. Etudier les wruﬂnns de / sur [0;5].
b Montrer que, pnurlﬂ penndecmsxderee lo popu

lation de cette ville @

© On pense aux conségquences de la propriété des
valeurs intermédinires

He
Tant que /{1)-185 Faire
b. En déduire la date !
e e
au cours de laquelle le 2
seuil des 18 500 hobi- & ot que

e Afficher x
tantsa été atteint,
€ On peut remplirun mbleau de suivi des variables.
| L i
i) 1,3 1,56 -l
(£)=1857 Veal | VMl | .. | L.
w

m *@-'!'E:Tﬂih Application immediate
Le taux de satisfaction d'un nouveau produit, en
valeur decimale, est modélisé pour l'année
(2020 + x), six mols oprés sa mise sur le marché,
par la fonction ° définie sur [0,5;4] par:
; 3x

=i
1. «. Etudier les variations de f sur [0,5;4].
I Montrer que, d'aprés ce modéle, le taux descen-
dro @ moins de 50 % sur la période 2020-2024.
2. o Exécuter |'algorithme ci-dessous.
4. A partir de quel

o 1 B
semestre le taux de Teitque [15)505 Fafie
satisfaction sera-t-il T 5105
inférieur 6 50 % ? Fin Tant gue

Afficherx

m Fonction d’offre et de demande

Un éditeurspécialisé en ouvrages d' ort diffuse, surune
année, 22 000 livresdont les prix varient de 154 75 €
On estime gue les fonctions d'offre f el de demande
g sont définies sur [15;75] par #(v)=558x+ 1340
et g(x)=-0.03x% +5x2 —300x+8 780,00 x est e prix
d'un livre, en euro.



Cela signifie que lorsqu'un livre codte x euro, ['éditeur
est prét & vendre (1) livres et les consomimateurs
sont préts a acheter g(x) livres.

1. o. Calculer f(30) et (30). Interpréter les valeurs
obtenues. L'offre est-elle supérieure dla demande ?
b. Mémes questions avec [(50) et g{50).

2. Etudier les variations de f sur [15;75]. Interpréter.
3. Etudier les variations de g sur [15:75], Interpréter.
L. On appelle prix d’ équilibre |2 prix pour leque| |' offre
est égale & la demande,

Aprésavoir justifié que |"équation f(x)=g(x) admet
une unique solution xy sur [15;75], déterminer, &
I'aide de la calculatrice, une valeur approchée de xg,
arrondie au centime d'euro prés.

Quelles sont alors |'affre et la demande 7 Arrondir &
I"unité.

m m Pour féter les

50 ans du Gateway Arch de
Seint-Louis (USA), le produc-
teur du spectacle souhaite
placer de chague coté des
pleds de |'arche un laser dont
le faisceau est tangent @
I"arche aux points situés &
60 m de "axe de symétrie.
On madélise I'arche par la fonction f définie sur
I'intervalle [-100;100] par :

£(x)=212-10,5{0033+ 1 ¢-0033x)

1. . Caleuler f*( x) et résoudre I'inéquation /(1) = 0.
b. Canstruire le tableau de variations de la fonction f.
«. Exécuter I'algorithme

‘. a1l
ci-contre. ; | I e 100
Que représentent les Tant que b -~C,01 Falre
valeurs finales affi- mﬂ_ﬂ.‘+b
5 2 . )
chées dans le contexte S /)l ) >0 Aloes
de I'exercice ? A
d. Donner I"éguation de ﬁﬂzﬂ fE= i
z nsi
la Tung:a-nte |:.11 arche au B T et
point d’absdsse 60. Afficheraeth
Arrondir les valeurs @
0.01 prés,

2. En utilisant les résultats précedents, repondre aux
guestions sulvantes.

a. Quelle est la hauteur de |'arche 7

b. Quelle est lo largeur au solde l'arche, @ 0.1 m prés ?
c. A quelle distance des pieds de I'arche faut-il posi-
tionner les lasers ?

i Info
Le Gateway Arch, congu et termine en 1965 por
'architecte d' origine finlandaise Eero Saorinen, est une
a choinette renversée ». L'are dant la stabilite est assuree
par son propre poids est utilisé dans de nombreuses cons:
tructions (Fantheon, déme de la bosilique de Florence...).

m Modeliser une propagation
A la suite d'un accident industriel, un gaz se répand
dans un lecal d'usine. On admet qu’au-dela de six
minutes il n'y a quasiment plus de gaz dans |'air.
On modélise I'évolution du taux de gaz dans |'dir gréce
& la fonction f définie sur [0;6] par:

flx}=2xe
ol v est le nombre de minutes écoulées depuls | accl-
dentet [(x) letaux de gaz dans 'air exprimé en par-
tie par million (ppm).
On donne la courbe représentative '€ de la fonction /
sur [0:6].

v

0.1+

o

1. Déterminer le tableau complet des variotions de la
fonction f surl'intervalle [0 :6].

2. o Montrer que I'éguation f(x)= 0,65 admet deux
solutions 4 et x; sur [0;6] avec ¥, < x,.

b. Al'alde de la calculatrice, donner une valeur appro-
cheée de v, et de v, & 0,1 minute prés.

3. On considére que le gaz a un effet irritant pour "or-
ganisme si le taux dépasse 0,65 ppm pendant plus
d'une minute.

Déterminer si le personnel de I'usine o été affecté ou
non par la fuite de gaz, en explicitant la démarche.

Etude de la convexité

d'une fonction

44 Soit une fonction f deux fois
dérivable sur & dont o représenta-
tion graphique de sa fanction deri-
vee est donnée cl-contre,

1. Parmi |es représentations sui-
vantes, quelle est celle de f ? Cellede £ 7
T ¥ @

b b o

2. Combien la courbe représentant j* admet-elle de
points d'inflexion ¢

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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m Propagation d’une maladie
On étudie la propagation d’une maladie dans une
ville.

Partie A, Lectures graphigues
Lo courbe € représente le nombre de persannes
malades en fonction du temps ¢, exprimeé en jour,

. 2

5 .5 T T T T p

1. Déterminer les jours ol (l y a 2 000 malades.

2. Déterminer le jour ol le nombre de malades est
maximal. Quel est alors ce maximum ?

3. Proposer un intervalle sur lequel :

o la progresston de o maladie s'accélére ;

b. la progression de la maladie décélére ;

¢ la maladie recule.

. Estimer le jour ol la vitesse de propagation de la
maladie est la plus grande.

Partie B. Etude théorigue

On suppose que le nombre de persannes malades en

fonction du temps ¢, exprimé en jour, peut étre mode-

lisé par la fonction f définie sur [0:30] par:
flr)==r*+30¢*

La vitesse de propagation de la maladie au jour r est

egale au nombre derivé ().

1. Déterminer le tableau de variotions de f.

2. o Expliquer pourquoi au 5° jour de I'épidemie, on

estime que la maladie progresse au rythme de 225

nouvelles personnes par jour.

i». Estimer la vitesse de propagation de la maladie en

nombre de nouvelles personnes malades par jour au

10® jour, puls au 15¢ jour de |'épidémie.

3. a. Etudier le sens de variation de la dérivée 1.

Mettre en relation avec les résultats de A. 3.

. Que peut-on dire de la vitesse de propagationde la

maladie le 10° jour 7

m Une entreprise fabrique des bouteilles toutes
identiques, entre 20 D00 et 70 000 par mais,

Pour une quantité g produite, en millier, on estime
que les colits de production, en millier d'euros, sont :
€(¢)=0,005(¢—40) +0,17+50

ol 20=4=70

1. o Montrerque la courbe représentative de C admet
un paint d’'inflexion en 40,

b. Etudier la convexité de la forction €.

2. On rappelle que le coit marginal est assimilé & la
dérivée du colt total €, (g)=C"(¢).

o Montrer gue le colt marginal est minimal en &40,
b. Mettre en relation les variations du codt marginal
. et la convexité du coiit total €'

Taux d’égquipement en lecteurs de DVD
On étudie ici |"évolution du taux d’équipement des
ménages frangais en lecteurs de DVD depuis 1998.

Partie A. De 1998 a 2010
Lesvaleurs constatées du taux d*éguipement aménent
G estimer, pour ['année 1998+ pour 0=x=12le
taux d'énquipement en lecteurs de DVD, en %, par:
oy 85
fx= 1+150e~"
Taux d'éguipement (en %)

0
B0 ¢,
40
20

o/ 12345678 9101112
Nombre d'années Ecoulées depuis 1998

1. Déterminer le sens de variation de /" sur [0;12].
2. Le rythme de croissance (instantané) du taux
d'equipement est assimilé @ la dérivee de /.
a. En utilisant le graphique, estimer en quelle année
le rythme de croissance est moximal.
b Déterminer algébriquement le point d'inflexion de
la courbe représentative de [
Mettre en relation avec e resultat de la question 2. o

Partie B. Depuis 2010
Le graphique suivant représente | evolution du taux
d'équipe ment des ménages frangais en lecteurs DVD
entre 1998 et 20118. On y a egalement représenteé la
fonction g définie sur |9 +e| par:
¢(x)=—0026x*+0,92x? —11,6x+133,4

Toux d'équipement (en % )

100
80 2 S o
o @, v—a_,__?r*
40 ¢
26 {

ol 72 & 6 & W01z
Nombre d"années écoulees depuis 1998

1. Expliquer pourquoi la fonction f n’est plus adaptée

paur modeliser | évolution a partir de 2010, contraire-

ment @ lo fonction g.

2. Preciser le sens de variation de g sur [9; 4] .

3. a, Etudier le sens de variation de g"sur [9;+=] .

Interpreter dans le contexte de 'exercice.

b. La courbe €, admet-elle un point d'inflexion ? Si

oui, quelle est son abscisse ¢

4. Selon le modéle, en guelle année plus aucun

rmenage frangais ne devrait posseéder de lecteur DVD ?
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I La part de la population francaise
vivant en ville plafonne

] Part de la population urbaine (en %)
« 50 millions de personnes — plus des trols quarts 751
de la population — habitent en ville, selon les don- 704
nées 2016 de |'Insee. Le processus d'urbanisation 65+
s'est considérablement raolenti depuis la fin des 607
années 1960 et il est & I'arrét depuis dix ans. La 551
pepulation continue & progresser mais se déve- 50+
loppe aussi bien en ville qu'a la campagne, 451
Au sortir de la Seconde Guerre mondha!e “ 404

S LD (S L N O
'&a '\q{) ,&@ q’\ «9% q?} ‘_EPD "E-}N

de In populﬂtlon urhnlne passe de 53 % en 1936 &
70 % en1968& :I'emplol agricole 5'écroule sous 'effet ES{ FOlEﬂUE |ﬂ croissance EtﬂnﬂmEqUE 58 fEdUlt La

de la modernisation et les ruraux viennent grossir
I population des villes portées par la progression
de I'industrie et des services. A partir des années
1970, la population urbaine croit beaucoup mains

pee Source | www.observationsociete. fr
wite. L'immigration (le plus souvent accueiilie en ville) Article du 5 mars 2073

1. o Expliquer et commenter les quatre passages surlignés dans le texte a partir de |'inter-
prétation du graphique.

b Interpréter en termes de convexité de la fonction qui, @ I'année, assacie le taux de la
population urbaine en France,

2. Un tableur a permis d'estimer I'evolution du taux de la population urbaine en France,
en pourcentage, par :

1{x)=0,00028x* -0,0276x? + 0,968+ + 62,5
ol r est le nombre d'années écoulées depuis 1960,
Le rythme de croissance (instantané) du taux est assimilé aladérivée der.
a. Caleuler la valeur estimée du taux de la population urbaineg en 1963.
Calculer le pourcentage d'erreur par rapport @ la valeur effective de ce
taux en 1968, donnée dans le texte.
b Exprlmer i'(x]), puis 7 (x) en fonction de .
c. Justifier que lo fonction 1 est croissante sur [0 +e=| . Interpréter,
d. D'oprés le modéle, au cours de quelle année le rythme de croissance est-il le plus faible 7
Est-ce compatible avec les données du texte ?
e. Expliquer pourquoi, @ partir d'un moment, la fonction ¢ ne peut modéliser I'évolution du
taux de population urbaine,

Lorsqu'on modélise
une évolution par une

fonction, Il faut que ses

valeurs, son sens de

variation et san rythme
de croissance soient
compeotibles avec les
données observées,

3. Le tableur permet d'obtenir le deuxieme modéle suivant de |'évolution du taux de popu-

lation urbaine, en pourcentage
80,4

P =10, 2%exp(~0,04x)

ol v est le nombre d'années écoulées depuis 1960,
Ce modeéle est-il dovantage compatible avec les donnees du texte 7 A
Argumenter.
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Pour une entreprise fubriguant des objets, on définit les léments suivants.

{1}

Un campeur dispose

d’une bache carrée de

3 mdecoté qu'll utilise

camme toile de tente,

comme représenté
ci-contre. On consi-

dére que le triangle y
ABC est isocele et que .
lo hauteur [A/]] repré-
sente |'un des pigquets
qui assure le maintien
de lastructure,

e

« Le colit total de production €(g) est la somme des
coiits fixes CF, essentiellement dus a I'achat de
machines, de locaux, les salaires et charges..., et des
codts variables CV (¢),qui dépendent de la quantité
g d'objets produits Ainsi Clg)=CF+CV(qg).

En micoéconomie, toute augmentation de la production
entraine une augmentation des colts : lafonction coit

Quelle hauteur de piquet faut-il choisir pour que le
volume de la tente soit maximum ?

On choisit de poser BH = x . Alnsl 0=x=15,

1. Justifier que le volume de |a tente est :

Vi) =3x, ,%_ X%

2. Un logiciel de caleul Vi3 rar a2
formel permet d'ob- & .y -7,
tenir |'expression de '
T(x) enfonction de x.
En déduire la résolu-
tion du probleme,

TR

FaciafsenDemised Vi

v e
L =N Ea e

= 3(Bx -

Coiit total, colit moyen et colit marginal

Colt total

P
= -

F

Quantité produite P

b

total C est donc toujours une fonction croissante. On constate souvent gue le colt total croit vite au débul de
la production, lors de sa mise en route, puis plus lentement, et finalement rapidement anouveau, car la fabrication

de « beaucoup » de produits génére de plus en plus de frais et d'investissernents.
« Le cofit moyen ou codt unitaire est défini par CM(q)=

On constate que le colt moyen n'est jamais défini en zéro ; en général, il diminue rapi-
dement au début de la production : les colts fixes sont de mieux en mieux rentabiiisés.
Puis dans un second temps, il cugmente du fait de la loi des rendements décroissants.

Ainsi la courbe du coGt moyen CM a la forme d'un i« U ». 0
« Le coit marginal est défini par €, (g} =C(g)-Clg -

Coit moyen

"-
\

Cla)
2.

Quantité produite

1) :'est le colQt de production du g-iéme objet (le demier

ob|et produit) lorsqu'on en a produit g. On |'assimile au nombre dérivé de €, c'est-g-dire C,,(g)=C"(q).

Une entreprise est spécia-
lisée dans le recyclage de
bouteilles d'ecu en plastique
et peut produire chaque
jour entre 0 et 10 tonnes de
plastique.
Le colt total guotidien de production, en eurp, est
modélisé par la fonction C définie sur [0;10] par:
Clq)=15¢4> -1004% + 5004 +300
oll g est la masse, en tonne, de plostique recyclé dans
lo journeg,
Onnote €M le colit moyen et  le coilt marginal.
1. Montrer gue la fonction C est croissante sur [0;10].
2. Etudier les variations de la fonction €, sur [0;10].
Interpréeter.

3, Enutilisant|'égalitée CM (¢) = M démontrer gue

q
le colt moyen est minimal lorsgu’il est egal au colt
marginal,
4o Exprimer CM'(g) en fonction de .
b Justifier que I"équation CM'(g)=0 admet une
unigue solution g, sur |0;10]. Déterminer une valeur
approchée de ¢q.
c. En déduire les variations de OM sur ]0;10].
5. Représenter graphiquement les fonctions CM et C, |
sur un méme graphigue. Verifier que :
s e colit moyen est decraissant lorsque le colt mar-
ginal est inférieur cu colt moyen ;
« le cout moyen est craissant lorsque le colt marginal
gst supérieur au colt moyen.



S Le triskel

Une entreprise de décoration sou-
haite fabriquer en grand nombre
des « triskels », & I'aide d’une
muchine-outil programmable.
On modélise deux morceaux des
trois branches par les courbes
représentatives de :
» la fonction / définie sur [-4,5; 4] par:
Flx)=0.02x%+0,08x2 +1,6
e lo fonction ¢ définie sur [-45;4] par:
g(x)=-04x*-3x-4
On se demande en quel point A il faut prévoir de rac-
corder les deuy branches.
1. Justifier que le probléeme consiste & résoudre |'équa-
tion h{x)=0 sur [-45;4], aG:
h{x)=0,02x* +0,48x2 +3x+5,6
2. Etudier les varigtions de h sur l'intervalle [-4,5; 4].

I enageometrie
| U et R L L

Dans un disque en carton de rayon £, on découpe un
secteur angulaire comespondant @ un angle de mesure
o radians. On superpose ensuite les bords afin de créer
un cone de reévolution, On souhaite choisir 'angle ©
pour abtenir un cone de volume maximal.

Onappelle £ le rayon de |a base circulaire de ce cone
et i sa hauteur.

_R 20

1. On choisit £ =20 an.

PN economie
| =l b e wfr A8 e

Urne entreprise fabrique des boulons. En courte

péricde, sa production totale P, en nombre de bou-

lons, dépend du facteur travail L selan la relation :
P(L)=-15[*+175L? +150L

ol la quantité de travail L exprimée en heure, est

comprise entre 0 et 8.

Le rythme de production V(ou vitesse de production)
est égal & la dérivee P, en boulons produits par heure
V(L)=P/(L)

1, Quelle est la production au bout de 2 h de travail ?

Au bout de & h de travail 7

2.0 Caleuler V(L). En déduire le rythme de produc-
tion au bout de 2 h, puis 4 h de travail.

b. Etudier le sens de variation de Psur [0:8].
Interpréter.

3. Montrer que I'équation /(i )= 0 admet une unique
solution x, sur [-4,5;4].

Déterminer lo valeur exacte de iy,

4, Le raccordement en A est-il « bon », C'est-a-dire:
les deux courbes ont-elles la méme tangente en leur
point de raccordement ?

Obtenir un volume maximum

o Montrer que le volume du cone, en fonction de sa
- i

hauteur / est : 7V {_h}zi(ﬁm—hz}xh.

b Justifier gu'il existe une valeur de /i qui rend le

volume du cone maximum. Donner cette valeur.

c. Déterminer la valeur de o, au degré pres, qui rende

le volume du cane maximum.

2. U'angle todépend-l du rayon R du disque encarton ?

Injo |

Le volume d"un cane ayant pour base un disgue d'aire sf

gt pour houteur /i est E:-x sl » h et o longueur d’un orc de
cercle de myon r et d'angle 0 (en radion) est rx @

Rythme de production et rendements

3 a. Etudier le sens de variation de V sur [0:8].

b Pour guelle gquantité de travail le rythme de pro-
duction est-il maximum ? Arrondir a 10 minutes prés.
t. Phases de rendements

Sur un intervalle ol le rythme de production est
(d&]ecroissant, on parle de « phase de rendements
(dé)croissants ».

Identifier ces deux phases pour la production.
Interpréter graphiguement les résultats,

4. L'entreprise doit livrer une commande de 3 000
boulons,

A I'aide de la calculatrice, déterminer le nombre
d'heures de travail nécessaires pour honorer la com-
mande, en arrondissant & 10 minutes prés.

THEWME 1 Modéles définis par une fonction

N




mﬂfhs | ituath "

Lorsqu'on observe I'allure d'un nuage de points discrets (v, v, ), on peut essayer de madéliser le phénomeéne
par une fonction continue. On a alors accés aux outlls de |"analyse {calculs d'images, dérivée...) qui permettent
d'etudier mathématiquement le phénomene.

Partie A Taux de fécondité
Le graphique ci-dessous donne le taux de fecondité
selon I'age de la mére en France en 2018,

‘Source : INSEE

Partie B Taux de divorce

Le graphique ci-dessous représente le taux de divorce
pour 1 000 mariages selon la durée du mariage en
France en 2074, Souice : INSEE

ATaux (pour 1 000 fammes) Taux {pour 1 000 mariages)

20
Durée du mariage

30

16 20

30 40

Par exemnple, pour 1 000 mariages célébrés en 2009,
24,6 ont ete rompus parun divaerceen 2074, soit 5 ans
aprés.
On peut alors modeliser le taux de divorce pour 1 000
mariages par:

..H'*] =12v % e 00180195
ol xest ladurée dumarioge, en année, avec v €| 0;30.
1. Montrer que, pour tout réel » de [0;30] -

£'(x)=[0,043222 - 2,34x +12) x e0.0018:7-0185«
2. En déduirele tableau de variations de f sur [0,30].
3. Pour quelle duree du mariage le taux de divorce
est-il maximal ?
4. Commenter la phrase suivante :
« Heureux qui sait se falre aimer aprés sept années
de maricage. » Alfred de Musset, Larenzaceio (1834).

Par exemple, en 2018, 1 000 femmes de 25 ans ont
mis au monde 80,4 enfants.

On peut dors modéliser le taux de fécondité pour une
femme, en %, par

Sx)=1 Le—0018( 3057
ol v est son dge, entre 15 ans et 50 ans.
1. Etudier les variations de la fonction / sur [15; 50].
En déduire la valeur du taux de fécondité maximal et
I'age de la mére associe,
2. On admet que, pour tout réel xde [15:50]:

£7(x)=5,04(0,036(+ ~30,6)* - 1) xe-0018(:-208]"

En déduire les abscisses des points d'inflexion de la
courbe representative de (. Interpréter les résultats.

' ...endynamique des populations JEILLEEIEEENEIE

En 1838, le belge Verhuslt propose, dans I'article 4 | T =
« Notice sur la lol que la population poursuit dans 1{!): gl B

son accroissement », un modéle d'accroissement ] .

de lo population francaise, belge et russe du début ) Pl

du x1x* siécle, trés proche des données abservées a F.05 G =

I"époque. "Hao 1850 1900 1950 2000

iz

Un siécle plus tard, en 1920, les américains Raymond
Pearl et Lowell ). Reed redécouvrent ce modéle et
I'appliquent & la population américaine, 4 partir des
données suivantes, ol la population est en million :
1790 | 1800 1820 | 1880 ‘ 1919

531 | 964 | 5016 | 91,97

1. Justifier que la fonction f* est croissante sur I'inter-
valle [1790 ; 2000].

2. Déterminer |'abscisse du point d'inflexion de lo
courbe représentative de [ Interpréter en termes de
rythme de coissonce.

3. o. Calculer I'erreur entre la population réelle et la
population estimée par le modéle.

b. Depuis, on sait que la population ameéricoine était
de 179 300 milliers en 1960 et 226 500 milllers en
1580. Le modéle est-il toujours valable 7

Annees

Population | 393

On modélise alors la population américaine f{7), en
million, en fonction de |'année f par :

fltl= L
. _1+2,?!_|_x102f':-<e‘m32f
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Modeles de croissance

Selon |'ollure des courbes de croissance (vitesse de croissance, symétrie éventuelle, etc.), on choisit un modeéle

plutdt qu’un autre,
Modele logistique

fix)

Vitesse maximale a mi-croissance,
croissance symétrique

Modele gaussien madifie

? M Flx)=M(1—-aexp(-b12))
1+ aexp(—bx)

Vitesse maximale au 2/5% environ,
dissymétrie gauche

Modele de Gompertz
flel=M Expl:—ae_'ﬁ" }

Vitesse maximale au premier tiers
environ, dissymétrie gauche

(0 |

| I

Le modele de Gompertz, qui date de 1825, o &té intialement Introdult pour Studier le toux de mortalité en fonction de I"age.
Depuis, il permiel de modéliser de nombreuses évolulions au cours dutemps : taille ou masse des individus d'une pepulation
(comme le rat musqué, les pieds de mais, des bactéries), mais aussi la craissance de turneurs cancéreuses.

Cet exercice propose |'étude de deux exemples de modélisation.

Partie A Croissance d'un potiron
Une étude statistique a per- '
mis de modeliser |"évolution
de lamasse f(x),enkg,d’un
potiron en fonction du
nombre x de jours par :

5.4

fix)= 77 50exp( 04x)

ol x=0,

Pour tout réel x =0, la vitesse de croissance de la
masse du potiron |e jour x est assimiles au nombre
dérive f"(x).en kg par jour.

1. a. Etudier le sens de variation de f sur [0;+<=] .
Interpréter dans le contexte de 'exerdce.

b. Al'aide de la calculatrice, estimer la masse du poti-
ron au bout d'un temps « trés long .

2 a Soitunréel x = 0. Exprimer ["(x) et justifier que
f*(x) estdu signe de (90e % —1).

b.On pose g(x)=90e %4 -1 pour x =0.

Etudier le sens de variation de la fonctian g sur I'inter-
valle |0:+=| et justifier que ['équation g(x)=0
admet une unique solution ct sur [0; +w| .

On donnera une valeur approchée de @ 0,1 prés.

c. En déduire le tobleau de variations de [* sur [0 +=<] .
d. En utilisant I'égalité 90e *“* =1, expliquer pour-
quoi on peut dire que la vitesse de croissance du poti-
ron est maximale & mi-croissance.

3. On estime que le potiron est & maturité lorsque sa
masse dépasse 5 kg. Au bout de combien de jours le
potiron est-il @ maturite ¢

Partie B Croissance d'un pommier
On mesure régulierement latailled’un
pommier. On modélise alors celle-i,
en cm, en fonction du nombre 1 de -

jours écoulés par ol
J(x)=125exp(-70e"006r) o=

ol xe[0;+==]

Pour tout réel .« =0, lg vitesse
de croissance du pornmier le jour y est
assimilée d /(1 }, en centimétre par jour.

1. 0. Etudier le sens de variation de f sur [0 +s] .
Interpréter dans le contexte de 'exercice,

b Al'aide de la calculatrice, estimer la taille du pom-
mier au bout d'un temps « tres long »,

2. 0n admet que, pour tout reel x=0:

¥ x)=glx)x31, Le—0081 5 Exp(_?oe—o,ﬂﬁx )

aver g(x)=70e 0001 _1.

u. Etudier le sens de variation de la fonction g sur
[0;+s].

b Justifier que I'éguation g(.x) =0 admet une unigue
solution o sur [0;+esf .

c. A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur
approchée de o 40,1 prés.

. En déduire le tableau de variations de la dérivée [
sur [0 +0=].

3. o. Justifier que f(a}=%.

b Expliquer pourguol on peut dire que la vitesse de
croissance du pommier est maximale environ au tiers
de sa crolssance.
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Plusieurs méthodes de « résolution approchée »

}uvaux pratiques

34

[l est trés fréguent qu'on ne puisse pas déterminer la valeur exacte d'une solution
d’une equation. Dans ce cas-1a, on utilise une méthode numérique pour en deter-

miner une valeur approchée.

Ce TP o pour objet I'exposé de trois méthodes « classiques » sur I'équation:

(E):x®—2x—5=0

C“Elj\'i.:.f

Comprendra

W pr g rarrime donne,
tiaduie en Python

un slgorithme, modifier
Ui progeadmime,

que I'on souhaite résoudre de fagon approchée sur 'intervalle [1;3].

On définit la fonction f sur [1:3] por f(x)=x%-2x-5.

Préliminaires

1. Justifier gue I"eguation (E): /{x}=0 admet une
unique solution o sur I'intervalle [1;3].

2. Vérifier que, pour tout réel x e [1;3], /"(x)#0.

Partie A Résolution par balayage

1. La capture d'écran »
ci-contre a été obtenue en i
tabulant la fonction 7 sur ig -E;EE
[1:3] avec un pas de 0.1. c -1

En déduire un encadrement %% 1“ g‘-ilﬂ
de o d'amplitude 0,1. % T ERF
2. Procéder de méme, de &M 4.024
facon a obtenir un encadre- Wy B 3 —=2x-=5
ment de o d’amplitude 0.01.

3. On considére le pro- gef f(x):

gramme Python cl-contre. return x#43-24x-5
def resol balayagel{p):

o Programmer =1
et exécuter |a fonction while f{x)<e:

resol_balayage(p) pour s

=01, puis pour p=0,01.

Mettre en relation avec les résultats obtenus aux ques-
tions 1. et 2.

b Seit unréel pe]0;2] Expliquer pourquei la fone-
tion resol _balayage(p) permet de résoudre de fagon
approchée I'équation (E) avec la précision p.

Partie B Résolution par dichotomie

1. a, Calculer f(1), f(3), puis [(2),

Endeduire que 2= o= 3.

bBAton2=w=250u 25=u=3 ¢ Expliguer.

2. 50it p = 0.dgorithme

ci-contre, appelé algo- g:;

rithme de dichotamie,  yantque b« » Faire
généralise la démarche pré- e e
cedente. Le programmer et 5l f{:mjzb*u Alors
comparer avec les résultats B

it la partie A, Sinon ws—rm

3. Modifier |'algorithme 'Elnflr:nsthua
précedent pour qu'il affiche  Afficheraet &

également le nombre de
boucles « Tant que » effectuées avant d'afficher le

résultat final.

Partle C Méthode de Newton

La méthode de Newton consiste a utiliser, de proche
en proche, des tangentes é la courbe '€, et leurs points
d'intersection avec |'axe des abscisses.

Le graphigue suivant illustre lo demarche utilisée.
Les réels ay =3, aq et a; sont des valeurs approchées

de la solution o
¥i
161
124
a-.
"_
4]

1.0n pose 4, =3 et onnote A, le point de la courbe
représentative ‘€, d'absckse ag, 9 la tangente a la
courbe ‘€; en 4, et ¢, I'obscisse du point d'intersec-
tion de J, avec |'axe des abscisses,

. En utilisant |e fait que la droite &, admet comme
équation y= ["(ag){x—uag)+ [(ay), montrer que :
f(ag)

1'lay)

2. De mé&me, on note A, le point de la courbe €,
d'abscisse u;, J; la tangente @ ‘€, en A, et 4, I'obs-
cisse du point d'intersection de J; avec |'axe des
absclsses.

ﬂ1 — ﬂD ==

flay)
Iay)
3.Llon poursuit |e procédé et on définit la suite (a, )
par aq =3 et, pour tout nely :

fla,)

7(a,)

o Construire une fonction Python permettant de cal-
culer le terme a, en fonction du rang .

5. Solt p > 0.Modifier la fonction précédente de fagon
& afficher le premier rang a tel que |a, 4 —a,| < p.

Démontrer que g, =y —

By =, —

Partie O Comparaison

Compuarer les trois méthodes précédentes : esti-
mations de o obtenues, ropidite d'execution, etc.



Dosage acido-basique en chimie ~ Mener une recherche
En chimie, pour déterminer |a concentration €, inconnue d'un Burette graduée |
acide faible, on peut réaliser un suivi pH-métrique, en versant qu contenant lovsolution E
fur et @ mesure, un volume V;, (en mL) d'une base forte de concen- L :;ﬁg:fﬁﬁ::ﬁ?- |
tration €, connue. Sandrinearédlisé|'expérience avec V, =10,0 mL ¢ ' . v

s o ) ers
et Cﬂ_—0.1l90 molr‘L.EIIguob{_enu Ie_s.lrelev!és mlvjants.__ _ | i midtre
v|o| v |2|3]| 4|5 |6 |7| 8|85 sagercontenan N

pH | 323|360 | 387 | 008 | 4,27 | 447 | 4Bt |48 | 504 |5,18| unvoumeV,de o

solution acide

v, | 9 |92 |95/[97| 10 102/105|107] 11 | 115 atirer | “i-H— Agitateur
pH [ 534|543 | 557 | 565|585 603 641|690 (9031014 rRoghiue
v, | 12 |i25| 33 135 14 |15 | 16 | 17 | 8 |

pH 1068 10,98 11171128 11,37 11,50 11,61 | 1168 |11.74 1180

Partic A Détermination de I’éguivalence

1. Construire la courbe d’évolution du pH en fonction
du volume V;, versé.

2. Conjecturer la convexité de cette courbe. Interpréter
en termes de rythme de croissance du pH.

3. En chimie, le point d'inflexion E(V,w; pH,q) de la
courbe s'appelle point d'équivalence.
A I'equivalence, lorsque la réaction est totcle entre
|"acide et la bose, on peut montrer gue :

Ca %V, =G, %V

Calcul de I’impét sur le revenu

o. Effectuer des recherches sur Internet et propaser
deux méthodes différentes permettant d*obtenir gra-
phiquement les coordonnées du point E.

b, Endéduire la concentration C, Inconnue de |"acide.

Partie B Bilan

Faire un compte rendu des recherches et expo-
ser comment on détermine la concentration
inconnue d'un acide faible,

Le bareme de |'impot sur le revenu est progressif.
Cela signifie que le revenu imposable est répart! dans
les différentes tranches d'imposition. La somme des
montants obtenus par tranche correspond & I'impét
brut du foyer fiscal par part du quotient familial.

Le quotient familial d'un foyer fiscal est égal au quo-
tient des revenus imposables par le nombie de parts
du foyer (de facon simplifiée, chaque adulte compte
pour 1 part et chague enfant compte pour 0,5 part).

Partie A Etude pour!'année 2019
Void le baréme d'imposition appliqué en 2019,

Tranche du gquotient familial ~ Taux d'imposition |

De et 10064 € 0% |
De 10 064 & 27 794 € 16.% i
De 27 794 3 74 517 € 30 % i
De 74 5174 157 806 € 51 % |
Au-dela de 157 806 € 45 4% !

1. On considére un foyer comportant deux adultes et
deux enfants, avec 72 000 € de revenu imposable.

o Verifier que le guotient familicl est egal a 24 000 €
b, Justifier que. par part du quotient familial, le mon-
tant de I'impét estarrondi @ 1 951 £

c. En déduire le montant brut d'imposition de ce fayer
et vérifier que son taux d'imposition réel est 8,1 %.

2. On considére un foyer comportant deux adultes et
un enfant, avec 75 000 £ de revenu imposable.
Caleuler le montant brut d’imposition et le taux d'im-
position réel de ce foyer.

3 Créer une fanction Python qui déter-
mine le montant de |'impdt d'un foyer pour I'année
2019, Elle prendra en entrée les revenus impasables
R etle nombre NV de parts du foyer.

Partie B Impot en fonction du revenu

On considére un célibataire et on s'intéresse ala
fonction qui @ son revenu imposable £ associe
le montant de son impoL

Cette fonction est-elle continue ¢ Quel est son
sens de variation ? Est-elle convexe 7 concave ?
Interpréter et argumenter.

THEWME 1 Medéles définis par une fonction
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V2 THEME
.

Evolution :
modeles discrets

Les capacités du théme

%ﬁ¢ Modéliser
it un probléme
par une suite

- Conjecturer
le comporte ment
d'une suite

,
-3
I\\

Exploiter une suite
geométrique

o
é‘ ;

i, Modéliser
un problémes par
une sulbe orithmético-
geométrique

La coccanelle, charmant petit
insecte coloré, est un redoutable
prédateur du puceron. Elle est amsi
utilisée en agriculture biologique
pour éviter I'emploi d'insecticides
chimigues.

Lorsque I'on etudie les papulations
d'un prédateur et de ses projes,
quelques  élements  semblent
« d'evidence » ¢ par exemple, si les
praies se raréfient, le préedateur
tend & disparoitre. Mais la
disparition du prédateur contribue
a la prolifération des proles... Les
&tudes comparées des populotions
proies/predateurs  font  'objet
d'une modélisation étudiee dans
cethéme

Voir Matfis ensituation p. 63
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Partir d’'un bon pied P

ACTIVITES
MENTALES HAPIDES

/8 Diaporama pour tester les bases

¥ Formule de récurrence ou formule explicite 7

On considére les suites (u, ) et (v, ) définies pour tout entier
naturel » par: '

1. i, =(a 1 2 V= v, +10vec vp=3
Dans chacun des cas, repondre aux questions suivantes.

o Préciser si In suite est définie de maniére explicite ou par
récurrence.

b, Calculer les trois premiers termes de la suite.

<. Afficher un tableau de valeurs de la suite sur |a calculatrice.

Représentation graphique des suites

On considére les suites (u, ), (v, ) et (w, ) définies sur M par:

vp=2

On areprésenté ci-dessous chacune de ces suites.

W, = e —05n

| 1

graphique, pour - _I_ I"“""‘_'"_ TR T g 1
chacune des i il S T
suites ; ) O ‘ 4 L
a. identifier sa I | o 1 A
représentation e ==
graphique ; N |
b. donner les ) I [ 3 T
veleursdesestrols | . sl
premiers termes ; I - .
L. conjecturer son 1 . i -t —1— ‘
sensde variation. | : -+ TT71 - T
2 Démontrerles 1T LT |
résultatsdesques- _ | Y 4+ . .
st bette o | 21T 0T 71717 i
Sens de variation et algorithme
Soit la suite u-déﬂme_.pnur-mmsenﬁezr naturel n par :
w=i(n 2T

1. o Calculer ug, uy, ug et us.
b. Conjecturer le sens de variation de la suite «.
2. On considére|'algorithme  def variation():
cl-contre traduit en langage u=442
Pyvon. s
Aprés exécution, on obtient '";ua[ (urt) :
I"affichage sulvant. k=k+1

B CRPIE SO u=t)

;;} u.amaf:mn{J‘ U el A& 1

return (k)

Commenter ce résultat,

37



ED On décrit d-dessous quatre situations,

@ Tous les ans, le nombre de licen-

ciés d'une association augmente

de 200.En 2015, Il y avait 5 000 1i-
_ cencies.

@ Tous les ans, le nombre d'utili-

sateurs d’une application mobile

augmente de 20 %. En 20191l y
avait 5 000 utilisateurs.

| @ Tous les ans, le nombre d’habi-
torts d'un village diminue de 200.
En 2019, il y avait 5 000 habitants.

@ Tous les ans, le nombre d'abon-

nésa un journal diminue de 20 %.

En 2019, 1l y avait 5 000 abannes.

1. Justifier pourquoi chaque situation peut-étre modélisée par une suite,
2. Pour tout entier n, on note u, [e nombre, en millier, de « ... » pour'an-
née 2019 +n.

Aprés avoir complété les polintillés, relier chaque situation @ la définition
par récurrence de lasuite dssociée.

£3 Pour chague situation, répondre aux questions sulvantes,

1. . Quelle est la nature de la suite (i, ) ?

b. En déduire, pour tout entler n, I'expression de u, en fonction de .
2. Caleuler ug, Interpréter le résultat dans le contexte.

3. a. Pour tout entier naturel n, étudier le signe de w,.;—u,,.

b. En déduire les variations de la suite (i, ).

Situation 1

Evolution d’un capital .

 Guillaume dispese d’une somme de 1 000 euros qu’il souhaite placer sur

a8

un compte épargne. Il envisage pour cela deux formules de placement.
Formule A : un placement & intéréts composés au taux annuel de 1,5 %.
Formule B :un placement & intéréts composés au taux onnuel de 0,75 %,
avec un versement mensuel de 5 euros,

On suppose que, pendant la duree du placement, Guillaume ne fera ni
retrait nl ajout supplémentalre sur son compte épargne.

Pour n entier naturel, on note u, le capital disponible au bout de n années
avec la formule A et v, celui avec la formule B.

On a donc uy = 15 =1000.

ﬂ 1. Caleuler le capital au bout d'un an, puis au bout de deux ans de
placement avec chacune des formules. On arrondira au centime d'euro.
2. Pour n entier naturel, exprimer u, 4 en fonction de u, . Quelle est ia
nature de la suite (i, ) ?

3. Mantrer que, pour tout entier noturel n, v, ,=10075% v, +60.

B3 Afin de comparer |es deux formules, Guillaume utilise un tableur.

1. Quelles formules doit-il saisir dans les cellules B3 et C3 et recopier vers

le bas afin d'obtenir le capital disponible chague année avec chacune
des formules ?

2. En utilisant un tableur, déterminer les éléments suivants,

o Le capital au bout de dix ans de placement avec chacune des formules,
On arrondira au centime d’euro,

b Le nombre d’années nécessaires au doublement du capital initial avec
chacune des formules.

Objectif
Redecouvririzs notions de suite
arithméti_c_;m et génmétrique

{a U= 1 zun
I
[El_) {H" =y +0.2
L'§;| Wy =1, —0,2
g =3
@ Jtmi= [-l,Eu_“
B =5
-: ) ;hl
Le mathématicien Abraham de
Moivre dormiait 6 helres par nuit,

On raconte qu’ a 87 ans || ovait
remarqué qu'll dormait un quart
d’heure de plus par nuit. S aidant
de cette suite arithmétigue il
aurait devine ke jour de sa mort ;
celui ol il dormimit 24 hewres |

Objectif
Utiliserun tableur pour dtudier
fEvolution d'un capital.

Daris un placement @ intérdts:
compases chaqus année, les
intéréts acguls s ajoutent au
capital pour preduire & leur tour
des intéréts,

A A B (s
1  Années Formule & FormuleB
2 1000 1000/
3
4
5

LPO R T .




Le modéle de Malthus

Histoire B ]

Dans les années 1800, en se basant sur le rythme de croissance de la o-
pulation cmeéricaine au XVIIF® siécle, 'économiste anglais Thomas Malthus
écrit dans son Essai sur le principe de [a population :

Nous pouvons €tre certains gue lorsque la population nest arrétée
par aucun abstacle, elle double tous les vingt-cing ans, ct croit
ainsi de période en période selon une progression géoméirique.

Comparons maintenant Faceroissement de la population 4 ceha
de la nowrriture. | ... | Chague période de vingt-cing ans ajoute i
la production [.. | nne quantité égale i sa production actuelle,
Nous sommes done en état d'allirmer ... ], que les moyens de
subsistance, || ne peuvent jamais angmenter i un rythme plus
rapide que celul qul résulte d'une progression arithmétigue,

1. L"Angleterre comptait 10 millions d"habitants en 1800 et on suppose

que la praduction agricole pouvait alors nourrir toute la pepulation.

Montrer gu'alors en moyenne, selon Malthus :

. la populdtion augmente de 2.8 % paran;

b. I'agriculture permet de nourrir 0.4 million d’habitants en plus par an.

2. Pour tout entier n =0, pour ['annee 1800 + », on note p, le nombre

d'habitants en million en Angleterre et a, le nombre d'habitants en million

que peut nourrir I'agriculture anglaise selon e modéle de Malthus.

Ainsl py =a,=10.

a. Préciser la nature des suites p et a.

b, Conjecturer la limite des suites p et a. Argumenter.

. D'aprés ce modéle, la production agricole serait-elle suffisante en 1820

pour nourrir toute la population anglaise ? Et en 1830 7

d. On considére!'algorithme ci-contre. L' exécuter et interpréter le résultat
renvoyé dans |e contexte de |'exercice.

Loi de refroidissement de Newton

Lo loi de refroidissement de Newton peut s’énoncer ainsl :« L'accroissement
de la température d'un corps inerte est proportionnel a la différence entre
la temparature de ce corps et celle du milieu environnant. »

Une tasse de café est servie a une température initiale de 80 *C dans un
milieu dont la température est supposée constante, égale & 10°C

La loi de refroidissemnent de Newton conduit @ modéliser la température
du café par une suite (7, ) vérifiant, pour tout entier naturel », la relation
T,4-T,=-02(7,-10), 00 7, est la température du café, exprimée en
degré Celsius, d l'instant n, exprimé en minute. On a ainsi 75 =80.

n Montrer que, pour tout entier naturel », 7, 1= 0,8T, +2.

a 1. Dans un repére orthonormeé du plan, en prenant 1 em pour 10 unités,
construire la droite & représentant la fonction f définie sur & par
f{x)=0,8r+2, ninsi que la droite A d'équation v=x.

On remarquera dans la suite que, pour tout entler n, T,,4= (T, ).

2. o Placer le point de coordonnées (7, ;0). A I'aide de la droite 2, en
remarquant que 7, = f( Ty ), construire le point de coordonnées (0; 75 ).
b En utilisant la droite A, construire le point de coordonnées (7, ,0).

3. Reéitérer ce procédé pour construire 7'y, Ty, T, €t Ty sur['axe des absdisses.
4. Enutilisant cette représentation graphigue, conjecturerle sens de varia-
tion de la suite (7, ) alnsi que sa limite éventuelle. Interpréter.

THEME 2

| Objectiy

. Comprendre un medéle en

| dynamioue des populations.
| &pproc he intuitive de la notion
delimite infinie

Fopulation

Point
de crise

Ressources

Theore basique de Malthus

Piere-Frangols Verhulst,
contemporain de Malthus, énonce
un autre modéle en dynamisue
des populations, prenant en
compte plus de contraintes,

B voir Maths 2n situation p. 62

def algo():

p.,a=18,18

n=0

while p¢=a:
n=n+1
p=p*1.828
a=a+d .4

return n

Objectif
- Représenter araghlguement
| upe suite récurrente el exploiter
cette représentation pour conjecturer
500 coimp ortement.

nile

g injo"

[saac Newton (1642
1727) est un physicisn,
philosophe, astronome,
et mathematicien
onglais, considéara -
comme I'un des plus grands
scientifiques de tous |es temps.
Les contributions révolutionnaires
de Newton ont permis d'expliguer
une grande partie du monde

gui nous entoure entermes
mathématiques et ont permis de
se rendre compte gue la sclence
Etait Egalement en mesure
d'expliguer un grand nombre de
phénomenes.

Evolution : modeles discrets

a9
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Généralités sur les suites

) Modes de génération d’une suite

Une suite numeérigue est une fonction deéfinie sur [y a valeurs dans |,
Les termes d'une suite forment une liste ordonnée de nombres réels,
Lessuites permettent de modeliser les phénomenes « discrets », donton

peut numéroter les différentes &tapes.

j Vocabulaire

Le nombre s (n], image par i du
nombre entier naturel 1, est appel&
terme de rang ou d'indice n, il est

note «,,.

Suite définie explicitement

Pour tout entier natureln :
u, = f{u) onf est une fonction définie sur [0+
Exemple: on considere la suite (o, ) definle, pour tout
3n+ 2

entier naturel »n, par u, = 5=
"+

fn). On note f; la

Ju+2
courbe de [ xi-—» :+‘!I définie sur |4 +ee[;

"

Hgr=somemsrescan

S ———— 1

T ! ]

L : ! ‘:
o

T W L 1
PG

e i P

] ] L] L] I
o] 1 2 3 & 5 4

) Sens de variation

= Une suite (u, ) est croissante si, pour tout entier naturel n,

ona:u,, = u,,autrement dit si u,,; —u,, est positif.

* Une suite («, ) est décroissante si, pour tout entier naturel n, ona:

i, 1=t autrement dit s u, ,— u, est negatif.

Suite définie par récurrence

g est donné (ou v, pour p=0) et, pour tout entier
naturel n:
#,,1= f(n,) ol f est une fonction

Exemple : on considére la sulte (1, ) définle par u, = 0,24

3u, +2 .
et, pour tout entier naturel w, 1, = H":q = flu,). On
i

note t lacourbede f: 1= e deéfinie sur |~&4;+eal.
- x+4

¥

fiiy) -:.'1,‘
Flin )=+

{IJ‘I_'.

= {4

Exemple
Lo suite () définie, pour tout
entier naturel n, por u, =(-2)"

n'est ni crolssante nl décrolssante.
En effel; deux termes consecutifs
sont de signes contraires.

3 Suites arithmétiques et géométriques : rappels

Suite arithmétique (raison r, 1*' terme ;)

Pour tout entier naturel n

Suite géométrique (raison g, 1% terme ug )

Définition Pour tout entier naturel ».:
(par récurrence) W =0, +r W=, Xq
Expression Pour tout entier naturel» : Pour tout entier naturel » :

explicite by, = Mg +ar ) i, =ugxy"
(ol pell, p=n) u, =u, +(n—pjr i, =, g™l

Sens 5
A vartatian e 5i r<-0, (u,) eststrictement décroissante.
« 5i r=0, (u,) est constante.
Les variations abseolues entre deux termes
iodélisation consécutifs i, —u, sont constantes : une

un phénoméne o évelution linéaire.

S r=0, (u,) est stictement aroissante,

suite arithmétique permet donc de modéliser

sSi0<g<Tetsiu,=0 (resp, i, <0}, {u,)
est strictement décroissante (resp.
stricternent crolssante).

»5ig=0o0ug=1 (u,)est constante.

» Sig=20 (u, ) n'est pas monctone.

Les variations relatives entre deux termes

& 1, -
consécutifs == "% sont constantes ; une
HJ!
suite géomeétrigue permet de modéliser un

phénoméne d'évolution exponentielle.




@“:’éthode

s
’fd"‘ Modéliser un probléme par une suite

Fnonce  Dans un parc, on étudie une population de hérissons. Cette population était
de 100 en fin d’année 2018. On estime que le nombre de hérissons diminue de 10 %
chaque année. Des scientifiques estiment que I'espéce sera en danger de disparition
lorsque lo pepulation de hérissons dans le parc sera inferieure @ 40, !
1. On modélise par «, le nombre de hérissons dans |e parc @ la fin de | 'année 2018+ n.
a. Quelle est la nature de lasuite (1, ) 7 En déduire I"expression de w, en fonction de . .
b. Al'aide de lo calculatrice, déterminer au bout de combien d’années cette espéce sera en dunger de dlspuritruﬂ
2. Afin de préserver I'espéce, on decide de réintroduire 5 hérissons a la fin de chaque année a partir de 2019,
On modélise par v, le nombre de hérissons présents dans le parc @ la fin de 'année 2018+ 1. Alnsi 1,=100
a. Justifier que, pour tout entier naturel n, v, =09, +5.

b. Dans un repére, tracer les droites d’équation y=0,9x+5 et y=x sur I'intervalle |40;110). Construire les
huit premiers termes de la suite (v, ) sur I'axe des abscisses.

c. Par lecture graphique, conjecturer I"évolution de la population de hérissons.

Solution

1. o D'une année  la suivante, le nombre de hérissans diminue de 10 %,

Point méthode

10
donc, pour tout entier naturel #, ona u,,; = (1 = Tl-ﬁ] u, =09 . Lo suite

(i, ) est donc une suite géométrique de raisan 0,9 et de premier terme

1. a. Lorsgue gu'une suite est
arithm étique ou géométrique,
on peut exprimer son terme

iy =100. général sous forme explicite.
On obtlent donc, pour tout entier naturel », &, = 100x 0,97,
b. Avec la calculatrice, on abtient g > 40 et wy < 40, donc les hérissons x - w:....L“E
seront en danger de disparition en 2018+9=2027. H 43008
) 38, 42
2. 0. D'aprés I'énoncé, chaque année, le nombre de hérissons v, diminue 10 3. 881

de 10 %, il reste alors 0,9y, hérissons, mais puisqu’on réintroduit 5 herissons

en fin d'année, on obtient, pour tout ne® t v, =09y, +5.
B
¥ =1 __" i e
5 v=x 42
(,/ T 2.b. Pour construire les termes
Ll xS (N d'une suite définie par une
80- ;- S relation de récurrence
;,/ S | : w .= flu ), onplace le point
701 = e N oE R N oW 4 23 DAL v
= A ‘ ' d'abscisse iy sur 'axe des
60+ e R I A abscisses,
504 I U N Le puint de coordonnées (i iu,)
I ) e i appartient & lacourbede /. On
0 " s & 70 8 80 100 reporte alors & sur l'axe des
Uylkls He Uy Uy Hy Iy Uy abscisses grace ala droite
¢. Graphiquement, on conjecture que le nombre de hérissons va décroitre :E?:aﬁﬂ“ y=x etamnside
ite. )

pour se stabiliser autour de 50 sur le long terme. \

J'applique

EB rour évaluer la pression atmosphérique, les
alpinistes utilisent |a régle simplifiée suivante : « La
pression otmosphérique diminue de 0,11 hectopascal
quond |'altitude augmente de 1 métre. » On rappelle
QUE Py = 1013,25 hPa au niveou de lamer (0 métre).
1. A combien les alpinistes évaluent-ils la pression
atmosphérigue a 1 500 métres d'altitude 7

:
2. Pour tout entier naturel 1, on note «, la pression

otmospherigue en hPa & I'altitude de n métres, caloulée
avec la regle simplifiee. Ainsi uy =1013,25.

a. Pour tout entier naturel », exprimer i, en fonction de 1.
b. Quelle est la nature de lo suite {uﬂ ) F

c. Déterminer la pression atmosphérique au sommet
du mont Blanc (4 809 m).

THEME 2 Evclution : modeles discrets 41



(Fours

Limite d’une suite

) Notion de limite d’une suite

On considére une suite numérique (u, ) et £ un nombre réel.
i diverge vers +oo (resp. —ee jet onnote lim u, =+e= (resp. =« converge vers { el on note lim u, =¢£ s

e e I

lim u, = —==)si, pourtout seuil A (resp. }, l'intervalle |4 : +=<[  tout intervalle ouvert | contenant { (auss
e « petit » soit-il) contient tous les termes u, @

resg. contient tous les termes ., G partir d'un certain . ;
im: \]_ ahicant doe A pais i partir d’un certain rang V.
!lﬂ Hlj l‘ ‘rli
= ., lt m
'..*‘--. u-"-'--'-::-:"-_i- ‘‘‘‘‘‘ I s —
A ,,_-‘_,-,--,.:_*:!. :,4_,_ :.h' .- r""__.._-l_-._d.:'-'r'f'l"q"q"o
g N i 0 N £
) Limites des suites de référence :
;| - Lorsgu'une suite (1, ) converge, sa
Soit un entier A =1, ona: e est Unigucs n
o lim p=tes o lImad=tos o lim Jn=4c o lIm nt=+e
M T b H—ror
1 ; 1 1 Exemples
e lim —=0 o im—==0 o lim =0 = lim —=0 « Lasuite (n?) diverge vers +==.
p—si=eil e 1 n—b+m7: ,,_,pmr,;" 71
e Lo suite L -—] converge vers 0
i+, =
_— - . + Lasuite de terme general (-1)"
G Limites et opemtmns qui prend alternativernent les
sl E a5 2 - - = valeurs 1 el =1 n'admet posde
RCTICENCTEIN soient u et v deux suites. Soient ¢ et ¢’ deux réels, limite, on dit Egalement que cette
Somme de deux suites sulte est divergente.
imu | & | & | € |k | e 2 Remargue’

fp—trm
Ces régles opératoires sur les
o 4

im v, i TR | =R (e | o= B limites sonl « naturelles «. 11

—3+m

_ | | L J convient de ne retenlr gue les
Im (4, 4V,) ¢+ +ea —sa | 40 | —s | Onne peut pasconclure vt deDil'on e peut ps
mari s il el el st e et e . conclure directement, On parle
dlors de forme indéterminée.

Produit de deux suites
im u, £ |z = 0 Exemples
== ! = Solt la suite u définle sur Fy par
lim v £ e sa o __3 "
wom N . | Uy =% Cna ,.l-',T-n} 3 etpar
lim (1, %v. ) . _ limite d'un produit et d’ume
AL TNl EXET | en | o On ne peut pas conclure différence, lim (46— 5)= == donc
O ; .
Quotlent de deux suites plr_;l:ﬂ !mitegl ur quatient, on aobtient
= i e : w, =0.
vnes'annulant pas et de signe constant a partir d'un certain rang, itk
= Soit lasuite v définiesur M par
|[m HJT i ' U £ oo 0 oa v =2+ ”2_ Ona lim 2n=4+& pof
it e
| ! lim #* =4 donc par imite d'une
llm v, f“itu 0 ) E: 0 = s P
et | | somme, on obtient lim v, = +==,
Tr o W S 0 = On ne peut pas | Onne peut pas " S—
eV |0 conclure conclure _Remargue |
- - = = ' = Pour lever les formes
Dans les cas ot la limite du produit ou du quotient est infinie, on utilise indéterminées :
la régle des signes pour conclure entre +eo gl —o, B voir exercices 23
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méthode

P
: é"‘ Conjecturer le comportement d'une suite

Enoncé :
— o considere la sulte 1 définie, pour tout n =R, par 1, = 3::1 A

a. A |'gide d'un tableur, conjecturer le sens de variation de la suite 1 et sa
[imite éventuelle.

b. Justifier que, pour tout nefl, on a d 2 e
: : i iy, === P ]
R ‘"2 2nth o
Démontrer alois la conjecture précédente. / ' o :
2. On a représenté d-contre la courbe représentative de la fonctian 171

3+ . . = 1 -
2.}H_ﬁ.Sm‘L la suite v d&finie par vy =-3 et, pour tout n e fd,

V1= f(v,). Construire les premiers termes de la suite v. Conjecturer alors son sens de variation et sa limite.

Solution

fixi>

1. a_Al'aide du tableur, on calcule les premiers termes de |a suite 1 : ;géé“dtalhleu'i m; |':r;°“mi““
iy . e e la calculatrice
: : [ G _% Dun_s'.m C?HLIIE A.SP"EW' B3).on permettent de conjecturer le
@l o "o | 0 saisi puis recopié vers le bas la comportement global et lalimite
I ismie=  formule =A2+1 (resp, =(3'A241)/ éventuelle dune suite.
J 1 e (2°A244)) M voi i
o T [ taoatem | - s oir pages calculatrices )
S T =T u semble étre croissante et
.. L Lt : | Laavises | converger vers 15, Point méthode
3 5 3+ g In+1 1.b. PDLH'_'EVEI' une forme
b. Pour tout n &[4, A ) = I, . indéterminée, on exploite une

2 2n+h 2(n+2) 2n+4 2n+h

2 autre ecriture de u,.
Pour étudier les variations de u, on étudie le signe de u,.q —u,,.

Puisque lim (35 +17) =+

3 5 3 5 10
Soit ne®, -, =lz=—— —[—— ]= a gt lim (Zn1d)=soe, ut
HE 1= M (2 2{”+1)+L.) 2 2nth ) @arE)2nTh) T e & o5, TR £
Ainsi, i, 1 —4, =0 soit u,,, = u,. Donc (u,) est strictement croissante. pas.cand e EEEiarmeTntiant
; . 5 \_a la limite du guotlent «,. J
Puisque lim (2n+4}=+=, par limite d’un quotient, lim lr:U et
e e -+

dong, par limite d'une différence, lim u, =

R 2’
2. vestunesuite récurrente dutype v, = f (v, ). Apartir de la représentation
graphique de [ et de la droite d'éguation v = x, on construit les premiers
termes de la suite vsur |"axe des absdsses.
On conjecture alors que la suite v semble strictement croissante et
semble converger vers 0,5, abscisse d'un point d'intersection dela courbe
représentative de f et de la droite d'équation y=x,

J'applique

On considére la suite « définie, pour tout nel, 2. . Justifier que, pour tout ne &, v, = 2 W
par w, =n3—2n+5, ' T g T
n

b. Démontrer alors la conjecture émise en 1.

1. Al'gide d'un tobleuroudela calculatrice, conjecturer
la limite éventuelle de la suite .

2. Aprés avoir vérifié que, pour tout rel’, 3 on considére la suite w définie par wy =04 et,
paur tout n=MR, w, 4= flw,) ouf estla fonction
définie sur B par f(x)=2x2

1. Représenter graphiquement la fonction f puls

2
w,=n3 ( 1- = J +5, justifier cette conjecture,

4 0On considére la suite v définie, pour tout n e,

Zn construire sur I'axe des abscisses les cing premiers
Pl Ve =137 termes de la suite w.
1. Al'nide d'un tobleur oude la calculatrice, conjecturer | 2. Conjecturer alors la limite éventuelle de I suite w.
la limite éventuelle de la suite wu. 3. Reprendre les questions précédentes avec wy =0,6.
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Limites et inégalités

) Théorémes de comparaison

EETIEERNCEUTTDN  on considere trois suites i, Vot w Bt N un entier,

i g b

Théoréme de minoration Théaréme de majoration

Si, pour tout entier naturel n= N, | Si, pour tout entier naturel n =N,
u, =v, etsi lim v, =—== alors

u, =y, etsi lim i, =+, alors

Hi—rfa H—ttas
lim v, =+e= lim u, =—=
e n—rke=

R IUNCEEDN passage @ la limite dans les inégalités

Soient i et v deux suites convergentes de fimites respectives € et £ Soit

N un entier. Si, pour tout entier n =N ,onau, =< v, aors £ =< {’,

[ Limite d’une suite géométrique

RO UCACTEUIEON Soit 4 un reel strictement positif.
» Si 0<2 ¢ <1, dors la suite (g ) converge vers zéro.
» Si g =1, dlors la suite (¢") diverge vers +==.

Remarque

Pour déaterminer la limite d"une sulte géométrique («, ) de terme général

u, = tg * g", on applique la limite d'un produit et la régle des signes,

) Somme des termes d’une suite géométrique

Pour tout nombre réel g # 1 et tout entier naturel n,ona:

Somme des termes de la suite
de terme genéral i, =g X ¢"

Somme des termes de la suite
de terme général ¢"

'

T
= zq* =T+g+g2++y" 5= Z"x Sllg7r. Ty
i=0 f=0

1_qﬂ+] 1_qul'l
= 1_@ -rzux—,l_q

1 Sio=g=<1, lim _q”=£
S5i0=g<1, limys, =—0 o =
mae" o8 Sig>1,5iupg=0 lim §,=te
Si {gl‘-""l. lim 8. =7roo B
g 5l ug<0 lim §,=—oc

=t
Remarque
Plus géenéralement, pour tous entiers naturels i et p tels que p<n:
1= lJi|1I:1|?:d|a termies
fyt .ttty =i, x —————— ol nbre de termes=n— p+1
1-q

A e T T
(3 {8

i

Theoreme des gendarmes

Si, pour tout entier naturel n =N,
i, =, =w, etsilessuites v et w
convergent vers une méme limite
L alors lim v, = ¢

A=

Exemples

= Solt la sulte u géomeétrique
de roisan 2 et de premier
terme'ig =—3.

Pour tout entier naturel i,
w,=-3x2". Comme 21,

lim 2 =+e<, En multipliont

T
par —3 (negatif), on obtient

lim o, =
b

= Solt la suite v gEom élrigue

de misan 0,3 et de premier

terme vy =10,

Pour tout entier naturel a,

v, =10x0,3", Comme 0<03<1,

lim 03" =0. En multipliant

A —pday
par 10,ona lim v, =0.
Rt
Exemples
o Onnote s, =142+ 4..4+27,
T=21041
Donc L= ? = 2047,

Etcomme 21, lim 5, =+s=.

T

« Soit la suite w de roison 0,5 et de
premier terme —-20.
Onnote §, =wg -+ 1wy +du,,

: 1-0.%
Alors Ne =-20% 1-0.5 =-39
Ercomme 0=<<¢g=<1:
20
RO e B S
B Voir exercice Démo n® 43



méthode

o
fé"‘ Exploiter une suite géométrique

Enoneé  Au1® janvier 2018, un particulier fait installer 20 m? de panneaux photovoltaigues & son domicile,
Ils produlsent environ 95 kWh/m? au cours de la premiére année, puis | 'usure et la salissure engendrent une
perte de rendement de 3 % par an. Pour tout entier naturel #, on note u, la quantité d'énergie produite par
I'installation durant I'année 2078+ 1.

1. a. Déterminer la nature de la suite («, ) et préciser ses éléments caractéristiques.

b. En déduire, pour tout entier naturel n, I'expression de «, en fonction de .

2. Que devient la quantité d'énergie produite au bout d'ungrand nombre d'années ?
3. Pour tout entier naturel n, on note 8, =g+ + - u,,.

a. Calculer §,, et interpréter le résultat.

b. Ecrire une fonction en langage naturel ou en langage Python qui, pour une 5
valeur de » prise en argument, retourne lavaleur de la somme §, correspondante. -
c. En gardant son installation pendant trés longtemps, e particulier peut-il espérer
produire plus de 70 MWh & compter du 1¢ jonvier 2018 2

Sulution
1. o D'apres I'énoncé, pour tout entier naturel n, ona:

e [ 1 —% ];.-“ =097« Losuite (.u“ ) est donc géomeétrique de raison

0,97 et de premier terme i, = 2095=1900.

. On deduit de la réponse a la guestion précédente gue, pour tout entier 3. Pour exprimer la sornme des
naturel n. w. =1900% 0.97" termes d'une suite geometrigque,
e 2 il faut connaitre le premier lerme
2. Comme0=0.57<1ona lim 0.97"=0.doncen multipliont par 1900, et la raison de la suite, ainsi gue
n i ks ""&;’ q rsbas e , le nombre de termes sommes.
on obtient "_I’Tmilﬂ = 0. Aubout d’un grand nombre d années, la production De ug A, on dénombre a+1
annuelle d'énergie de I'installation se rapproche de zéro. AU, J
‘ 1-0,972¢1
3. a. ‘Sgﬁ;ﬁu+H1+"'+N2;.—19001ﬂ§?——‘33?58. Fﬂlﬂj:l];l'!lﬁlll [,:
Durant les 25 premigres années, |'installation de panneaux photovol taigues § 1900 )
devrait produire environ 33 758 kWh Pstkalant g d de
P : § ¢ $4190G>0.97"
b, Voir ci-contre. Retourner §

2 B+
c. Pour tout entier naturel n, §, = 1900 % =037

1900 1-097 def somme (n}:
Donc lim §, = ————=£3333En conservant son installation de trés 5=1909
Hitios 1-0,97 for k in range(l,n+1):
nombreuses années, ce particulier produlira, @ compter du 1% Janvier 2018, 5=5+190@%2 .97+
environ 63 333 kWh. Il ne pourra pas atteindre 70 MWh. return S

J'applique

B rour chacune des sultes (u, ) ci-dessous, déterminer b 1
Ry - 1. Pourtout nely, v, = ‘—] )
salimite lorsque n tend vers +oe. " o

1. (u,) est lasuite géométrique deraisan 5 et de premier | 2. Pour tout nefil, v, =-2%1,5".

terme uy =2. 3. (v,) est géométrique de roison 1,1 et de premier
2. (u,) estlasuite géométrique de raison 3 et de premier  terme 15 =4.
terme iy =—7.

n Soit n un entier naturel, exprimer chocune des
sommes suivantes sous forme d'un quotient, puls
calculer sa limite lorsgue r tend vers 452,
1. 8,=1+0,2+0,22+---40,2"

& Dans chacun des cas suivants, caleuler lo somme 2.8, =-5-5x3-5x3¢—...— 5% 3"
des 10 premiers termes des suites (v, ). 3.5 =2%0922+2x0,92% +-- -+ 2x0,92"

3. Pour tout entier naturel n nonnul, ona:
,,,=09%, eti,=3
4. Pour tout entier naturel n, y, =—1000x1,02".
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Suites arithmético-géométriques

B Définition et premier exemple

On dit qu'une suite («, ) est arithmético-géométrique s'il
existe deux réels ¢ et b tels que, pourtout ne i, i q=au, +b.

Remarques

Sl a=1,la sulte (&, ) est arithmétique de raison b. SI b =0, la suite (u, )
est géométrigue de raison a.

Dans les cas o a#1 et 4##0. la suite (1} n'est ni arithmétique ni
géometrique.

() Plan d’étude d'une suite arithmético-géométrique
Dans |a suite, on considére une suite arithmético-géométrigue (u, )
verifiant, pour tout n =R, w4 =au, +b (avec a £1).
Etapes
Etape 1 :onrecherche
une suite constante o
2

Mise en ceuvre sur |'exemple précédent

On cherche le réel o tel que =050+ 2.
Cette équation équivaut a
\f_ériﬁﬂnt'ﬂ relation de o—050=2=050=2c =—
récurrence de la suite 05

). Autrernent dit, on on=4
:[:i:re]:che le réel o tel que: La suite constante égale a 4 vérifie la méme

relation de récurrence que (i, ).
g=nXo+h q “”}

On considére la suite (v, ) definie, pour tout

meld, par v, =u, — =, —4,

(v, ) est géomeétrique, en effet, soit nefi :
Vi = ey — 4= 0,50, +2-4=0,50, -2

Etape 2 :onconsidére
la suite auxiliaire (v, )
définie, pour tout 7 ¥,

par v, =u, — . -0 — &)= 05
On Justifie que (v, ) . 3, ~4)=0,5v,
est géométrigue. (v, ) est bien géométrique de raison ¢ =0,5 et

Etape 3 ; on déduit
une expression explicite

Alnsi, pour toul n e’ ;
v, =vgxg" =-3x0,5"

de v;, puis de u,. | Dol th, =V, +h=h—3x% 0‘55-_

Plus généralement, on a le résultat sulvant.

BCRUCER Solent a et b deux réels tels que a# 1. Soit (u,) une suite
arithmético-géometrigue vérifiant, pour tout i e N, i1, = au, +b.

Si e est I'unique solution de I"équation x = ax+b, la suite (v, ) définie,
pour tout n €™, par v, =u, — o est géometrique de raison .

Démonstration

Puisque a 21, ['equation ax + b= x odmet pour unique solution —3

=
i, y=au,+ b
o=gu+bh @

et danc, en retranchant ces deux égalités, on obtient w,,;—0o =afu, — o)

Oninote ¢ cette solution dans a suite. Ona, pour tout n =54, {

SOIL Vg =dv,.

Par conséquent [ v, ) est une sulte géometrigue de raison a.
Remarque
Cn note f la fonction affine definie sur B par f(x) = we+ b, cest 'unigue
solution de |'équation f(x)=x. Cette solution est I'abscisse du point
d'intersection de la droite d*éguation v =« avec |a droite représentative
de /. On dit que « est un point fixe de la fonction f.

Exemple

On considere la suite arithmeético-
géométrique (w, | definie par:

“I:'r:1
iy =05u +2
Onag uy=1 wm=25etn,=325.
Or tt; — ity # 1tz — iy done (k, | n'est
pas orithmétique et M 452 done
My ity
(u, | n'est pus géometrigue.

Exemple (suite)

En considérant |a fonction offine 1

définie par f(x)=0,5x+2, onq,

pourtoul neh, u,..=r(4,).

On peut des lors représenter

graphiguernent celle sulte,
i

y=105x+2

i
i
1
i
]

A 1
gy iy

On conjecture que [, ) semble

strictement crolssante et semble

converger vers 4, absdisse du point

d'intersection des droites

d'équation y=x et y=008¢+2.

Exemple (suite)

L"Btude precédente permet
alors de justifier les conjectures
graphigues.
* [u, ) et(v,) ont e méme sens de
varation or v, <=0 el 0="g-1
ainsi (v, ) etdanc [u, ) sont
strictement croissantes.
s Puisgue Q=g =1,0na:
im 0.5"=0
et par limite d'un produit, on
déduit que :
lim -3%05"=0
P+
puis par limite d'une sommie, on
conclut que ;
lim 4—3=05"=4
L
Alnsl {1, ) converge bien vers 4,
poirt fixe de la fonctian



mzthode

s
’3?6"“ Modéliser un probléme par une suite arithmético-géométrique

Fnoncé  On administre @ un patient un médicament. Une machine effectue a
I'Instant 0 une premiére injection de 10 mLde médicament. On estime que 20 % du
médicament est liminé chaque minute. Enfin, chaque minute, la machine réinjecte
T ml de médicament. Pour tout entier naturel n, on note u, la quantité de médicament,
en mL, présente dans le sang du patient » minutes apres |'injection initiale.

1. lustifier que, pour tout entier naturel #, on a u,,., =0.8u, -+ 1.

Préciser |a valeur de g,

2. a. Déterminer une suite constante, notée o, vérifiant la méme relation de récurrence que (1, ).
b. On considére la suite auxiliaire (v, ) définie, pour tout ne ™, par v, = u, — .

Montrer que (v, ) est géomeétrique. On précisera la raison gt le premier terme v, de cette suite.

c. En dédulre I'expression de v, puis de «, en fonction de |'entier naturel n.

3. Déterminer la limite de la suite (i, ). Quelle interprétation peut-on donner de cette limite ?

Salution

1. Pour obtenir la quantité de médicament présente dans I'organisme a
la (n+1)-2me minute, on diminue la quantité i, présente ala #-iéme minute
de 20 % puis on réinjecte 1 mL. Ainsi, pour tout nefl, ona:

Paint méthode

1. Lorsgu'on augrments (resp.
diminue) une guantité de r %,

- 207 alors an multiplie cette valeur
W = [1— — ]u” + 1 = 08u,+1 b s
. 100, R par H+—— | resp. par 1-—— |.
R —— noUve 100 | 00
gusoniité restente de médicament  injection v
apres eiminotion de 20 ¥ de 1 mbL

2, 0. On cherche le réel i tel que = 0,8 + 1, Cette équation equivaut a:
~080=1e0200=T¢>m=5

Lo suite constante égale @ 5 vérifie lo méme relation de récurrence que (1, ).
b Pourtout nef,ona v, =u,,,—5=08u,+1-5= 0,3(_::” -5)=0,81,.
(v, ) est blen géométrique de raison ¢=08 et de premier terme
Vg=ly—5=10-5=5.

c. Puisque (v, ) est géomeétrique, an a, pour tout n e :

v,=vgxg"=5x0.8"d'od u,=v, +5=5+5x0,8"

3. Puisque 0<g¢<1,ona lim 0,8" =0 et, par limite d'un produit, on

Point méthode

2.b. Pour montrer que ( "..} esl
geéométrigue, on montre gu'il
existe un réel 4 tel gue, pour tout
nefd, onait v, =gxv,.

o Le faif que v soit geométrique
permet dobtenir une formule

L i 2 explicite du terme général v, On
déduit que Nl_lyl'll'_IMSx 08" =0 puis par limite d"une somme, an conclut exploite lé lien entre «, et v, pour
gue lim 5+5x0,87 =5, Ainsi {uﬂ] converge vers 5, sur le long terme, la ol fonction de . A

e e
quantité de médicament présent dans I"organisme de ce patient se
stobilisera autour de 5 mlL.

J'applique

D Une grande université accueillait 27 500 &tudiants

1. Justifier que =104, —156 pour tout entler}

enseptembre 2019. La capacité d'accuell de ce campus
ne peut excéder 33 000 étudiants.

D'aprés une étude statistique, chaque année, 156
étudiants démissionnent en cours d'année universitaire
(entrele 1¢' septernbre et le 30 juin) ; de plus, les effectifs
constatés a la rentrée de septembre connaissent une
augmentation de 4 3% par rapport d ceux du mois de
juin gui précede. Pour ne M, on note u, le nombre
d’etudiants estimé selon ce modéle a la rentrée de
septembre 2019+ n.

naturel n. Préciser la valeur de ug,
2. a. DEterminer une suite constante, notée tt, vérifiant
la méme relation de récurrence que (i, ). Déterminer
la nature de la suite (v, ) définie, pour tout n e [, par
Vo = — O,
b. Justifier alors que, pour tout ne®, ona:

u, =23600%1,04"+3900
3. a. Déterminer la limite de la suite (, ). Interpréter.
b. Déterminer 'année a partir de laguelle la capacite
de 33 000 etudiants sera déepassée,

THEME 2 Evclution : modeles discrets
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Suite arithmétique

« Relation de récurrence

2

+ Expressions explicites (n, pe i)
td, =g ar L, =u,+(n—plr

Il existe rel tel que,
pour tout n =i,
W= F

« Sens de variation

r>0 =0 = 0Q
1oest Hest 1 est
croissante constante décrolssante

= Modélisation : pour une quantité (population,
prix._.} qui augmente ou diminue d'une méme valeur
a pérlode réguliére.

——

Représentation graphique

d'une suite récurrente u,., = f(u,

On construit les termes sur 'axe des abscisses en
utllisant la courbe représentant / et ladrolte d’équa-
tiohp=x,

(g 114)

J Aip=x
“T- ----------------- g
L]
= L]
7 X
< 6 y==+1
1] f L Tj
4 ' ! :
o (] ] :
i i [ i
T (] 1 H
L. | L] L] L]
}- i L] 1] L]
' L] L] I
T itgus s by iy X

Limite et suite geomeétrique

« Limite de (¢") avec g >0

0<¢<1 | q=1 | ¢>1
lim =0 lim g*=1 lim g =+

n—htro I B o) JE—hrhes

= Somme des termes consecutifs d'une suite geo-
métrique (i, ) de raison ¢ #1:

P T |
.'m'“-—-;.rﬁ+u1+.---+;.-”——-u{,k1 q
-4
«SI0<g<1, lim S,,=1“—°q.
P e =

CS—

[ Je revois mon cours

Suite géométrique

» Relation de récurrence

SHES

« Expressions explicites (1, pehl n > p)
W, =ugXg” ety =u,xqg" "
» Sens de variation de (¢")

1l existe g =¥ tel que,
pour tout n ey,

®y by = Uy XY

[ g D<g<1 g<0 |
‘ (¢") est (g") est (¢"] n'est pas
croissante decroissante monaotene

Le sens de variation de i depend de sa raison g et
du signe de son premier terme.

» Modélisation : pour une quantité (population,
prix...} qui augmente ou diminue d'un méme taux

. 4 période réguliére,

P

Limite d'une suite

» Un tableur ou un graphique permettent de conjec-
turer le comportement d'une suite i lorsque n tend
vers I'infinl. On distingue quatre cas.

i, serapproche d'un réel | |la suite converge vers
ce réel et onnote lim u, =¢.

—e
i u, devient aussi grand que 'on veut : la suite di-
verge vers +e= eton note lim u, ==,

Mo
@ —u,, devient aussi grand que 'on veut : la suite
diverge vers —== et on note lim u, ===

= e
@ Sinen la suite & diverge et n'a pos de limite,
» Pour démontrer ces conjectures, on peut utiliser les
regles opérataires sur les limites ou des théorémes

. de comparajson,
I"'--u_._

Suite arithmético-géomeétrique

Pour &tudier une suite arithmético-géométrique u :
Uyq = au, +b (avec a#1)

@ on cherche une suite constante o vérifiant la
méme relation de récurrence que it

@ on montre que la suite auxiliaire v définie par
v, =i, — 0t est géomeétrique de raison « ;

@ on deduit alors une expression explicite de v, puis
de u, en fonction de n.

—
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Y'évalue mes connaissances LS

B Vair corrigés
m Paur chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) répanse(s).
Pour les questions 1., 2. et 3, on considére la
sduite gél?métrique (u,, };E raison ¢ =0,97 et d:?)eot;ﬂz,s:; . e BT " gu;:g thlS;::,dE
e premier terme uy = 3. | Sepgieing a période réguliére 40P
a periode réguliére reguliers
1. Lasuite (1, | peut modéliser :
2.0na lim u,= 0 3 o
=540
3. Pour tout entier naturel m, g+t +--+u, = 1-0,97" 3 1-097" 100 x(1-0,97%+1)
1-0,97 1-0.97
1. Lo suite vt
représentée
d-contre semble : Y
y AEpgFgdmeizie converger vers 0 diverger vers +
* de limite 9 9 ;
+
*
Yrasaa
0 n
5. On atracé dans le repére cl-dessous
la droite d’&quation v=.x et |acourbe €,
d'une fonction .
4 ..
2_ R R T A
i O<yy < ivy> 2, losui
€ 51 0 o 2, sivg > 2, la suite T e
; dlors lasuite (v, ) (v,) semble (s (v,
14 ) ; : "
; semble converger U'o%‘ssnnte serible constarde.
; vers 0. et diverger.
0 1 2
On définit la suite (v, ) pour tout entier naturel
npar v,.1= f(v,). On conjecture gue ;
Indiquer pour chaque affirmation si elle est vrale ou fausse. lustifier.
Partis A. Partie B.
1.0n considére, pour tout entier naturel #=1, la Soit lasuite (u, ) définie pour tout entier naturel npar
T 1 1
somme S e Sl iy =1
i 2 4 Z i, =07u,+18
Cna lim 5,=-2.
ki 1 (uﬂj est une suite arithmeétique de raison 1,8,
2. Solt (u, ) une suite telle que, pour tout entier natu- 2. La suite (v, ) définle, pour tout entier naturel u, par
rel#, 17" <u, Ona N'lEL Uy =+, v, =u, —6 est géométrigue de raison 0,7 et de pre-
3. Soit (v, ) une suite vérifiant, pour tout entier natu- HERRIER=S.
rel m, —2x0,35" =, =10%0,7"", 3. Pour tout entier naturel n, 4, =-5x0,7" -6,
Alors fim v, =0, 4. Lasuite (u, ) diverge vers —so,
s ]
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaux '

B Effectuer les calculs suivants.

fic TF 1 5 (1% 2
15 4 3
S b -7
£ Reduire les expressions suivantes.
1. 2“‘9{*5" 2.3 527
i, ﬁlxum
12

EE) simpiifier au maximum les nombres suivants.
1letxe o
2 (e+17~(e-1)*

EE2 Développer et réduire les expressions suivantes.
1 A(x)=(2:+3)°

2. B(x)=(4x +7}(2x-3)-1

3. C(x)=(x2-2)(x2+2)

Factoriser les expressions sulvantes.
1. A(x)=9x2 +65+1

2. B(x)=16-25¢

3. C(x)=4r?-2¢+0,25

Résoudre dans R les équations suivantes.
1 Ly —7=2c+3 2 5(x+3)=7x

3. 22-24=3 4, 2:?-32=0

55" +7=4(e'+2) 6. +3=0

Résoudre dans R les Inéquations sulvantes.
1 (x4+3) (a7 +x+1) <0
2. (4e +7)(e' -1)=0

Démontrer les résultats ci-dessous obtenus @
I'aide d'un logicie| de calcul formel.
)
= i) = " - 1:!4—#}-"

7 hisr=FactorisedDerdelfe)))
| = h{g) = (4 2) 0"

EED on considére la fonction | définie sur [¥ par:
flx)=e*—tx+7

On note '(: sa courbe représentative dans un repere.

Déterminer une équation de la tangente & la courbe

4 au point d'abscisse 0.

£ on considare la ﬁ:unctlonf définie sur l par:

}ﬁ er +5
Etudier les variations de f.

Automatismes du théme

Soit la suite (i, ) définie, pour tout entier i, par :
i, =4 —‘l)z"-l,-?-‘
Calculer les quatre prermiers termes de la suite.

2D soit la suite (u,) définie par ug =1et, pour tout
entier n,par: u,.q=u, +2n-3.
Caleuler les guatre premiers termes de la suite.

Dans chaque cas, ondonne la risor ret le terme
initial d’une suite arithmétique (u, ). Exprimer u, ., en
fonction de u,, puls u, en fonction den.
Tr=—3etuy=17 2. r=2etu=04

(22 Dans chaque cas, on donne la raison g et le terme
initial d'une suite géomeétrique (u, ). Exprimer i, en
fonction de «,, puls u, en fonction de n.
1.4=08etuy=100 2.4=12etw;=3

Calculer la limite de (x, ) en +=- dans chacun des.
cas suivants.,

1w, =3n2=dn+1

2. u,==5"—n+1

3. u, = (tn—5)6n+1)

s bn? —2n+1

T 3m-1

€2 ans chaque cas, on donne la raison ¢ et le terme
initial d'une suite géométrigue (u, ).

Calculer lim (i,).
% g:{},ﬁ et Mﬁ;j
3. g=13 etuy=1

4, q=1.?5£}! l!_ﬂ’= —ti

Calculer la limite de (u, ) en +eo dans chacun des
cas suivants.

14, =4x08"+3

2.4, =-7x075" -2

Dans chaque cas, on donne la raison g et e terme
initial d’une suite géométrique (i, ).

Calculer lim (ug+ 1t +...4u,).

14=06etug=7  2.4=03etug=1
3.4=03etug=10 4. g=025etu;=8

€22 soit la suite (i, ) définie par 1y =2 et, pour tout
entier , i, = 3u, +4.

1. Lasuite (u )ﬂ"i'-ell'e arithmétique ?

géométrique ?

2. Pour tout entier n, on pose v, =u, +2.
Mentrer gue (v, ) est une suite géométrigue dont on
donnera le premier terme et I raison.




Gxercices

S e -

e T s ey e .
i Consolid T le E[,"'._r,. ;
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E1) on considerela suite (u, ) définie, pour tout entier
n+3

2n+17
1. Calculer 1y, uy, 15 etug,

2. Mantrer que, pour tout entier naturel ri
_ _ -5
et ™M a1 (204 3)
En déduire le sens de variation de la suite (1, ).

naturel n, par ¢, =

L) on considere la suite (1, ) définie par 1y =2, et.
pour tout entier naturel kv, 1, =—2u, +3.
Calculer uy, 15 et .

£ on considere la suite (1, ) définie par uy =1, et,
pour tout entier naturel n, w4 =2u, +n+3.
Calculer uy, 11, et is.

ERD Etudier le sens de variation des suites (u,). (v,)
et (w, ) definies sur ' par: u, =n?+3n-2,

I.-'Oz “2 . Et “’I{} =2

Vi =V, +e " +1 Weat = Wy, (1=, )

EF) on corsidérela suite (1, ) définie, pour tout entler
naturel n, par u, =ne*.

Etudier le sens de variation de la suite (u, ) en exploi-
tant les variations d'une fonction.

EB Dans chacun des cas sulvants, exprimer u,.q en
fonction de u,, puis u, en fonction de n,

1. (u,) est la suite arithmétique de raison 3 et de
premier terme iy =2,

2. (u,) est la suite géométrique de raison 1,05 et de
premier terme uy = 2000,

ED) Pour chacune dessuites (i, ) suivantes, dire si elle
est arithmétique ou géométrigue en précisant la rai-
son et le premier terme.

1. Pour tout n €74, u, =(H+'H2—(H+2]2

2 Pourtout mell w, =—3x4"

Pour chocune des affimnations suivantes, dire si
elle est vraie ou fausse en justifiont la réponse.

1. La suite (u, ) définie sur ™ par u, =-3n +5 est une
suite arithmétique de raison - 3.

2. La suite (u, ) définie par u, =2 et, pour tout entier
naturel i, &, =2, +3 est unesuite géométrique de
ralson 2.

3.5i la suite {u,) est definie sur & par iz =2 et
i, =3u,, alors, pour tout entier n, u, =3x2",

4. Si la suite (u,,} est définie sur il par u, =120 &t
U, =u,+50,alors uygg=5120.

ACTIVIT
MENTALES
RAPIDES

m Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

m Ona trace ci-dessous dans un repére orthonorme
la courbe représentative d’une fonction J et lo droite A
d'équation y= x.0na représenté les quatre premiers
termes de la suite (u, |, définie par son premier terme
Uy et, pour tout entier naturel n, par i, = f(u, ).

1. Donner la valeur de uy y

et lire des valeurs appro- g
chées de uy, u; et i,

Z. Canjecturer le sens de
variation et la limite de la .
suite (u, ). 1o
3. Pour n entier naturel,
exprimer u, 4 en fonction
de u,, Calculer iy, uy et u;.

€, v-105c-3

-~

| - Anp=x

ke
-

m La suite (u, ) est définie par son premier terme

ig et, pour tout entier naturel n, par u, 4 =t 1.

Dans chacun des cas sulvants, représenter graphique-

ment sur I'axe des abscisses les cing premiers termes

de lasuite (u, ). puls conjecturer son sens de variation
ctinsi que la valeur de sa limite.

1. uy=10 2. g=-4

ED) Les suites (u,) et (v,) sont définies sur I par :
ity =200 vy =—150
Wi = 1,[]3]'1“ Vi =V — [_J,US]'"

Pour n entier naturel, exprimer v, et v, en fonction de
n et déterminer les limites des suites (u,) et (v, ).

Paur les exercicesZ) a (83, caleuler la limite des suites
(u,) et (v,] données.

m u,=n*+3n-"et :2—2
n
m u, =n(1-2n} et v, =n+ e

o i, =5-3n2—Jn et v, =1-2%0,7"

+bema

=1 Soit g un nombre réel appartenant a l'intervalle

[0:1. Pour n entler naturel, on pose :
S, =1+g+g +...+4"
1. Denner 'expression de S, en fonction de g et de n,

z 1
2. En deduire que lim 8, = == 2
fi—r=== — i
3. Soit (u,,) la suite géométrique de premier terme
et deraison ¢. On pose T, = sy + g+l +. 4+l

Déterminer lalimite de (7, ) en fonction de g et de ug.

THEME 2 Evclution : modeles discrets
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Bxercices

%: Modéliser un probléme par une suite

m Pour chaque situation ci-dessous, indiguer si elle
peut tre modelisée par une suite arithmétique ou
geometrique, en precisant la raison dans chaque cas.
1. Le loyer de Mathilde augmente de 50 euros @
chaque fin d’annee.

2. Thomas a placé 2 000 euros sur un compte épargne
remunéréa 1 % d'intéréts composés pendant 10 ans.
3. Lors d'une premiére démarque, le prix d'un short
a baisse de 20 % , puis de 30 % lors d’une deuxiéme
démarque.

4. Tous les ans, une ville perd 1% de so population.
m Pour chacune des suites (i, ) suivantes, définies
sur 4, exprimer «, en fonction de a.

1. (u, ) est |a suite des carrés des entiers impairs ran-
gés dans |'ordre croissant,

2. () est la suite des multiples de 3 rangés dans
I'ordre croissant.

3. (u,) est la suite des inverses des puissances de
2 rangées dans |'ordre crolssant.

48 On souhaite modéliser les deux situations
suivontes.

Situation 1 : un établissement scolnire voit partir
chaque année 30 % de ses éléves et enregistre I'ar-
rivée de 350 nouveaux eleves. En 2020, il y avait
1000 eleves.

Situation 2 : un capital de 1 000 euros est placé ainté-
réts composés au laux annuel de 3 %, Chague année,
on retire 50 euros apres avaoir touche les interéts.

On note (u,) et (v,) les suites modélisant ces
situations.

1. Associer chaque situation d la bonne sulte sachant
que ey =980 et 1, =1050.

2. Déterminer |"expression de u,,, en fonction de u,
puis celle v, ., en fonction de v,

3. a Caleuler le nombre d'éléves dans le [ycée en 2022,
b. Caleuler le capital placé au bout de 4 ans.

m Dans chacun des cas sulvants, rédiger I'énoncé
d'une situation concréte qui pourrait étre modélisée
par la suite (u, ).

1. Lasuite (#, ) est definie par 1y =1200, et, pour tout
entier naturel m, 1, 4=1034,.

2. La suite (u,,) est définie, pour tout entier nature| x,
par u, =1200+150n.

3. Lasuite (u, ) est définie par 1, =1200, et, pour tout
entier naturel n, par «, .4 =103u, +150.

m 2] on souhaite stériliser une boite de
conserve, Pour cela, on la prend & la température
ambiante f; =25°C et on la place dans un four @
temperature constante 7, =100°C.

La stérilisation débute dés que la température de la
baite est supérieure @ 85 "C. On modélise la tempéra-
ture de la boite, en degré
Celsius, par une suite (7;, ).
L'algorithme ci-contre

T+—75
Pourkallantde 1 & » Faire
Te—= A5 =r+15

permet d'afficher la tem-  Fin Pour

peérature T, au bout de n Retoumer T

minutes.

1. Pour » entier naturel, exprimer T, ,; en fonction
deT,.

Z. Programmer et executer |'algorithme en Python
pour diverses valeurs de n. Au bout de combien de
minutes |a stérilisation débute-t-elle 7

m Deux récipients A et B sont séparés par une
membrane perméable dans les deux sens, On place
dans les récipients A et B deux solutions contenant
respectivernent 150 molécules et 20 molécules.

On suppose que toutes les heures, 20 % des molecules
passent de A dans B et 10 % paossent de B dans A
Pour tout entier naturel 1, on note «_ et b, les effectifs
respectifs de molécules présentes dans A et B.au bout
de n heures. On odonc ag =150 et b, = 20.

1. Calculer I"effectif de molécules présentes dans A et
B au bout d'une heure.

2. Pour p entler naturel, exprimer a, .y et b, 4 en fonc-
tionde o, et b,

3. Calculer I"effectif de molécules présentes dans A et
B au bout de quatre heures.

4. A I'aide d'un tableur, conjecturer les effectifs des
molécules dans chaque compartiment a long terme,

m Le mathématiden toscan Fibonacci, dit Léonard
de Pise, pose en 1202 |e « probléme des lapins ».

Un couple de lapins, né le 1% janvier, donne nais-
sance a un autre couple de lapins chague mois.
des qu'il atteint Iige de denx mois. Les nouvenusx
couples de lapins swivent la méme loi de repro-
duction. Combien v aura-t-il de couples de lapins
le 1°F janvier de 'année suivante, en supposant
gu'aucun couple n'ait disparu entre femps ¥

Pour n entier naturel non nul, on note «,, le nombre de
rouplesdelapins au cours du n-éme mois. Ona wy =1,
1. Calculer uy; 1y, u, et .,
2. Justifier que pour tout entier n=1:

Mypa =Hyqtit,
3. Repondre olars au probléme posé par Fibonacd,



Conjecturer |e comportement
d'une suite

m On donne ci-dessous deux copies d'écran obte-
nues en programmant une suite (x, ) sur une calcula-
trice. Dans chagque cas, conjecturer le sens de variation
et lalimite de la suite (u, ).

|
K |

m Dans chaque cas, on o tracé d-dessous la courbe
représentative d'une fonction { et on areprésenté les
quatre premiers termes de la suite (u, ), définie par
san premier terme un et, pour tout entier naturel n,
u,..= flu,). Dans chague cas :

1. donner |la valeur de i, et des valeurs apprachées

deuq, a8ty
2. conjecturer le sens de variation et |a limite de (u, ).
Cas 1 Cas 2

. -“_ €1

i
M

2

53 On considére la suite (i, ) définie par uy =0 et,
pour tout entier naturel n, par u, =084, +1.

1. a. Determiner les coordonnées du point d'intersec-
tion des droites % et A d'éguations respectives
=08r+Tet v=1x,

b. Tracer les droites & et A dans un repére orthonormé
d'unite 2 cm.

2. 0. Représenter sur 'axe des abscisses les cing pre-
miers termes de la suite (u, ) en explicitant le procédé
de construction.

b. Conjecturer le sens de variation et la limite de lo
suite (u, ),

B On considére la suite (u,,) définie par i, =1 et
2

pour tout entier naturel #, par u,,.=1+—.

L

i,
1. Dans un repére orthonormé d'unité 2 cm, tracer la
courbe représentative de la fonction f definie sur

0 4o pm’ﬂx)=1+%.
2. u. Représenter sur |'axe des abscisses les cing pre-
miers termes de |a suite (i, ).

b. La sulte (u,) est-elle monotone ? Conjecturer la
valeur de sa limite.

@ 1. On considere la fonction f déefinie sur |'inter-
valle [0;1] par f(x)=2x(1-x),

o Etudier le sens de variation de la fonction £

L. Dans un repere orthonarmé d'unité 10 cm, Liacer
la courbe ¢ représentative de ln fonction f.

2. On étudie |"évolution d'une population de cocci-
nelles. En 2015, on compte 100 000 coccinelles, On
modélise I'effectif des coccinelles par la suite (u, )
définie par uy; = 0,1, et pour tout entier naturel i, par
=2, (1-u, ), ol u, est I'effectif des coccinelles,
exprime en million d'individus, en 2015 + &,

3. 0.5ur e graphigue de |la guestion 1., représenter
sur |"oxe des abscisses les cing premiers termes de la
sulte (1, ) en explicitant |e procédé de construction.
b, Conjecturer le sens de variation et la limite de la
sulte (u, ).

. En supposcont que ce modéle reste valide pour les
années a venir, que peut-on dire de I'évolution de o
population de coccinelles a long terme 7

Jﬁ?- Exploiter une suite géométrique

Pour les exercices £ et £, calculer Ia limite de la
suite {u, ) donnée.

1o -s0x07"  24,=3x15
3., =-2%0,4" +3 4. u,=—15%102"

51 Fi
(57 K0 ;;,,:5—2»:(5) 2 u”:.3|'r+2}<[§]
k) 3

3 ] 5 o
4, unz—.".‘[g] TZ(E]

m On considére la suite [, ) définie, pour tout entier

3“
riaturel 1, par u, = T T
1. En utilisant la calculatrice, conjecturer la limite de
la suite (u, ).
Z. Montrer que, pour tout entier naturel i :

1

HJI—T
”(i]

3. 1, =1,01"—10 000

3. Démontrer la conjecture formulée a la question 1.

€5 Une entreprise commercialise une nouvelle pein-
ture anti-bruit, composée de microbilles en verre, qui
capture |'air lors de |"application d'une couche. Chague
cotiche permet de réduire I'intensité des sons de 20 %,
Pour n entier naturel, on note I, l'intensité en décibels
{dB} d'un son traversant n couches de peinture iso-
lante. On considere un son de 80 dB, donc /1, =80,
1. Quelle est la nature de la svite (1, ) ?

2. Donner |'expression de [ en fonction de »,

3. Déterminer la limite de la suite (1, ) et interpréter.
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Bxercices

m Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer,
Inrsque cela est possible, la limite de la suite (u, ).

1. Pour tout entier naturel n, 0=y, =0,5.

2. Pour tout entier naturel m, w, =103".

3. Pour tout entier naturel n, u, =27,

4. Pour tout entier naturel n, 0,8" =u, =097,

Pour les exercices 61 a2 :
« exprimer S, et T, en fonctionde n ;
» calculer la limite des suites (5, ) et (T,).

61 1.5, =1+0,9+092+.,.+0,9"
2.7, :1+%+[%J”+.._+(%T

(52 RO =1+025+025%+...+0,25™
2. T, -——%+[%] +...+(%]ﬂ

1.5 =2+2x%07+2%072+...42%0,7"

ok 3 3 3
2. "H :—3'—5—?—,"'—5

m Un globe-trotter a parié de parcourir 5 000 km a
pied. Frais et dispo, il peut parcourir 50 km en une
journée. Mals chaque jour, la fatigue s'accumule et
sa performance diminue de 1 % tous les jours.
Pour tout entier n =1, 0n note 4, la distance parcourue
le n-ieme jour et 13, la distance totale parcourue au
bout de # jours, en kilométre.
1. a. Montrer que la suite (4, ) est une suite géome-
trique dont on précisera la raison.
b Endéduire |'expression de «, en fonction de .
2. 0. Montrer que, pour tout entler n =1, ona:

D, =5000(1-0,99")
b Déterminer la limite de la suite ( D, ). Le globe-trotter
peut-il gagner son pari ?
3. A |'aide de |a calculatrice, déterminer le nombre
minimal de jours qui lui seraient nécessaires pour par-
caurir 1 500 km.

B 5 on s'intéresse & une population de tortues
vivant sur unefle et dont le nombre d'individus dimi-
nue de fagon inquiétante. Au début de I'an 2010, on
comptait 300 tortues.
Une étude a permis de modéliser le nombre de tortues
par la suite (u, ) définie par:

{"0 =03

1= 09, (1—u,)

ol u, estle nombrede tortues, en millier, cu début de
I'année 2010 +n.
1. Caleuler, suivant ce modéle, le nombre de tortues au
debut de |'année 2011, puis de I'année 201 2.

. A l'cide de la caleulatrice :

estimer le nombre de tortues en 2020 ;
b. conjecturer le sens de variation et lalimite de (o, |,
. On admet que, pour tout entier naturel n, ona:

0=u,=03x09"

0. Déterminer la limite de la suite (u,, ).
b. Que peut-on en conclure sur 'avenir de cette popu-
lation de tortues 7

[

T B

w

a#- Modéliser un probléme par une suite
arithmético-géométrique

56 Un apiculteur étudie | 'évolution de sa population
d'abeilles. Au début de son Etude, il évalue & 10 000
le nombre de ses abeilles. Chague année, I"apiculteur
observe qu'il perd 20 % des abeilles de |'année pré-
cedente, et il rachéte 10 000 abeilles. On modélise
I"effectif des abeilles par une suite (w,, ), ol u, désigne
le nombre d’cbeilles, en dizaine de milliers, au bout
de la n-ieme année. On a donc ug =1,

1. Justifier que, pour tout entier naturel #, on a:

tyor=0.8u, +1
2. . Dans un repere orthonormé, tracer les droites &
et A d’équations respectives y=0.8x+1 et y=x.

5. Représenter sur 'axe des abscisses les ¢ing premiers
termes de |a suite (u, ).

. Conjecturer la limite de la suite (u, ).

. Soit |a suite (v, ) définie sur I par v, = u, —5.

a. Montrer que lu suite (v, ) est géométrigue.

b En déeduire que, pour tout entier naturel #, on a:
w, =5-4x0,8"

< Démontrer |a conjecture formulée a la question 2. <

Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice,

m

[F¥]

Un fabricant de calculatrices estime que, chaque

année, les ventes augmentent de 5 % par rapport &

I'année précédente et que la cancurrence lui fait

perdre 10 000 ventes. En 2019, il en a vendu 600 000.

Pour n entier naturel, on note u, le nombre de milliers

de calculatrices venduesal'année 2019 -+ n. On adone

1, =600.

1. Montrer que, pour tout entier naturel », on a:
t,,1="105u,-10

2. 0. Determiner une suite constante vérifiant |a

méme relation de récurrence que (u, ). On note v

cette constante.

b. Montrer que la suite (v, ), définie, pour tout entier

naturel s, par v, =u, —, est une suite géometrigue

dont on précisera le premier terme et la raison.

3. En deduire I"expression de u, en fonction de n.

4, Déterminer la limite de la suite (u, ). Interpréter le

résultat dans le contexte de 'exercice.



Gxercices

m Généralités sur les suites

3 La suite (21, ) verifie ug=—1, u; =0 et uz = 2.

1. Justifier que la suite (w, ) n’est ni arithmétique ni
géomeétrique.

2. Soit f(x)=a(x—ot)(x—P). Determiner les réels a,
w et fafin que la suite (x,, ) soit définie par i, = f(n).
3. Endéduire 1y et iqqp

69 Lasuite (i, ) verifie ug =2, u3=2 et u; =0,

1. Justifier que la suite (u, ) n'est ni arithmétique ni
géomeétrigue.

2. Soit [(x)=ax?+by+c. Déterminer les réels a, b et
cafin que la suite (w, ) soit définie par u, = j(n).

3. En déduire u, et uy,.

m Christelle joue avec
sacalculatrice ; elle o tapé
J10, puls & demandé la
racine carrée du resultat
en tapant vans, puis a
recommence un grand
nombre de fois.

1. Comme Christelle, répéter cette opération un grand
nombre de fois. Emettre une conjecture au sujet de la
suite de nombres obtenus (monotonie, convergence).
2. Soit (u, ) la suite représentant lo manipulation de
Christelle.

o Determiner ug, puis i, 4 en fonction i,

L. Représenter dans un repére lo fonction x >l puis
la suite (i, ). Conjecturer les variations et a limite de
la suite.

—

€20 soit lo suite (u, ) définie sur 1 par :
_65,2

u, ”Ek
1. Caleuler wy, iy, 1y Bt 1y
2. A |'aide d'un logiciel, représenter graphiquement
les premiers termes de la suite (u, ).
3. Les points M{n;u,) semblent appartenir a la
courbe d’une fonction dont |'expression pourrait étre
(justifier) :
a. une fonction affine : f(x)=mx+p ;
b. une fonctiondu seconddegré: g (1) =ur? +be+c
ax+D
ex+d’
4. Al'aide des valeurs de («, ) calculées en 1., identifier
les coefficients de la fonction choisie.
5. En udmettant gue I'expression de la fonction trou-
vée donne i, en fonction de i, pour tout n e R', donner
une formule permettant de colculer la somme des
carrés des i premiers entiers naturels non nuls.

c. une fonction homographique: A(x )=

a Dansle plan muni d'un repére orthonormé, repré-
senter les suites de points M(x, ; v, ) définies par:
{_I:,,.!.1 =ax, +by,
Fust =Xy ey,
A partir de Mq(0;7) :

Suite | b ¢ d
A | oas | o5 | o075 | A
B | o5 1 3 0,5
1. Suite A

0. Pour n =1, quelle conjecture peut-on faire sur le
nuage de points obtenu ?

b Infirmer ou confirmer la conjecture précédente.

2 Suite B

0. Quelles conjectures peut-on faire sur le nuage de
points obtenu ?

b. Exprimer x, . >en fonction de x,, puis demantrer une
des conjectures precedentes.

(73 F‘m Soit la suite (, ) définie par:

ug=0 et u, 4 =21, +(-1)"
1. Compléter le programme Python afin d’obtenir les
premiers termes de la sulte.

u=20
for k |s *&gal I:
u = .';1;‘ i..—ﬂ

print{"u",k+1,"=",u}

2. On définit la suite (v, ) sur i par:

I-"H_.-' = "ﬂ+1 -+ ”N

Modifier le programme précédent afin d'afficher chte
& cote les premiéres valeurs de () et (v,),

3. Conjecturer |'expression de v, en fonction de n
pour iz=1.

4, En admettant la conjecture précédente, donner

I'expression de u, en fonction de .

m Range ta chambre !

Samuel doit ranger so chambre. Ce lundi, I'indice
représentant |"état de sal eté-bazar est de 100. Chague
jour, quoigu'il fasse, cet indice augmente de 10 % |
Pour préserver I'ambiance familiale, Samuel a deux
options : nettoyer un peu chague jour, |'indice baisse
alors de 12 unités par jour ; ou bien faire un grand
menage le dimanche, I'indice baisse alors de 98 unités
chaque dimanche.

Modéliser ces situations 4 I'cide d'un logiciel. Une
de ces stratégies lul permet-elle d’atteindre unindice
de07?

La fonction [I808, sur tableur donne ke reste de la division
elclidienns ; en Pythaon, celte fonction est lopérateur .

THEME 2 Evclution : modeles discrets
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B xercices exmmm

g Limites d’une suite

Soient les suites (u, ) et (v, ) définies sur & par :

ty =10 [1-'{,=2D
Su, —u, €t u, +v,
~[Vm-'l = 2

1. A I'nide d'un logiciel, déterminer puis représenter
les premiers termes de (u, ) et (v, ).

2. Conjecturer les variations et les limites de chacune
de ces suites.

3. Soit (w, ) lasuite définie sur B par w,=v, —2u,.
. Calculer les premiers termes de (w, ). Emettre une
conjecture au sujet de la suite (w, ).

b. Exprimer w,,, en fonction de w,. En déduire
I'expression de w, en fonction de n.

. En déduire les expressionsde i et v, enfonction de

n, puis.démantrer les conjectures émises en 2.

My = &

J6 Attention : infini !
Les suites (u,) et (v,) sont définies sur fl. Calculer

fim u,, lim v, puis lim (u,+v,|. Commenter les
Nt =t nm—st=
résultats obtenus.

1. [fn :“2 et |r|_I :,_,,{m‘+£|
2 u, :—n(_rr—1} et v, = 10—n?
3. u,=n+cos?(n) et v, =sin?(n)—n

mAttentiun infini | (bis)
Les suites (u, ) et (v,) sont définies sur R, Calculer
fim w,, lim v, puis lim (u, % v,). Commenter les

M b [ Fi—s ko=
résultats obtenus,
f 1
Vo= n'12etp =
=) et =
2. Hy = 92”"'3 et ¥, = e3—2n
3. Wy= \j’; et v, = E

i

Remarguer gque A et B peuvent s'ecrire comme la
limite de sommesdes termes d'une suite géometrique,
en deduire leur valeur,

11 1
A—1+§TZ+§+._
1.7 9
H_-I_PE+E_E+-"

m Montrergueleréel A=7777777... (une infinité
de chiffres 7) est un nombre rationnel.

F T 7
J’l-—?-i-';i-ﬁ—-l-m‘bm-l-.._

A
Autre méthode ; calculer A — 00

m On considére les suites (a, | et (b, } définies par:
2a, +b,

]"ﬂn =50 ot 1= 7
1."}0 =30 lb o, +2h,
nbl L
1. a. A 'alde d’un tableur, obtenir les 12 premiers
termes de chaque suite et leur représentation
graphique.
b Conjecturer la monotonie et la convergence de
chacune.
2. Solent (u,) et (v, ) les suites définies sur I par :
,=h, ta, etv =h —a,
o Compléter lo feuille de tableur ofin d'obtenir les
12 premiers termes des suites (w, ) et (v,) ainsi que
leurs représentations graphigues.
b. Conjecturer la nature, la monotonie et la conver-
gence de chacune,
o Exprimeru, 4 en fanction de . Confirmer ou infir-
mer la conjecture précédente,
d Exprimer v, en fonction de v, . Confirmer ou infir-
mer lu conjecture précédente.
= Endeduire les expressions explicites de (a, ) et (5, ).
m Nombre de Copeland-Erdos
Le n-iéme terme de la suite de Copeland-Erdas est e
nombre décimal de partie entiére 0 et de partie déci-
mdale obtenue par concaténation des n premiers
nombres premiers. Donc #,=0,2 ; 1;,=0,23 et
1y =0,235.
1. Donner les termes uy, tx Bt g,
2. Déterminer le sens de variation de cette suite.
3. Justifierque M =0,3 est un majorant de (u, ). que
penser de la convergence de (i, ) ¢

5 soit la suite (u,,) définie sur P par :
2u 1

o il -
Myt =7 et =3

n
1. Remarquer que u 4 peut s'ecrire sous la forme

U= flu, ), avec  une fonction & déterminer. En
déduire les variations et la limite de (v, ) d|'aide d’une
représentation graphique.

2. Résoudre f(x)=x.

3. Soit |a suite (v, ) définie sur [ par v, =
o. Calculer vg.

4l

g L

2y s :
b Calculer —*—, en déduire une expressionde u,, en

T+,
fonction de .
1
. Montrerque u, = —
T
2"

En deduire la limite de «, quand n tend vers +e=.



EE) - La souris sort de

soh trou. A sa vue, le chat

se précipite fiuns. so direc- o
tion | Surprise, la souris

s'enfuit lelong du mur avec la méme vitesse gue le chat.
Modelisation

Dans un repére orthonormé, la souris est en (0;0) et
elle se déplace le long de | axe des ordonnées positives ;
le chat est initialement en (200;0) etil se déplace en
direction de la souris. Le chat et la souris se déplacent
de 20 unités a chaque étape.

1. Compléter le programme Python ci-dessous afin

de représenter le déplacement du chat et de la souris.
import turtle as t1

souris, chat = tL.Turtlel), t1.Turtled)
sourls.gotold, )
souris. setheading (57}
chat.upl)
chat.goto| ]
chat.down i)
= i =-F
ehal.satheading(chatl. towarosisourlis})
chat. forward (Z0)
souris, forward| )

tlomainloop()
LTS
Linstruction chat setheading(ehat toward s(sourisl)
taurne ko téte du chat dans la direction de |a souris,

2. Dans ce qui suit, les suitesde paints (C, ) et (&, ) repré-
sentent les positions du chat et de lo souris al'instant
Al'gide du schema,
en supposant S, -
x,..q > 0, déterminer

la distance 4, qul Yaur 1
separe ke chat de la

sourls aubout den 7 : :C"
sprondes. : ]
3. . Justifier que si O] xnll i X

X1 st positif, dors
les coordonnées du point €, sont données par:

20
Xt = 1_11'_ Ay

400n - 20y,
sl =:'____:;____"“—_Fjﬁ

i

b. Créer une feuille de tableur  coarsonnses au chat
afin de retrouver les résultats * ¥ ¥ .
200,00 000 20000
ci-contre. 18000 200 1e080
c. Tabuler les formules jusqu’a mjg -.;ﬂ lﬁg
n=19. Quelle semble étre la 2@ el
variation de la suite (4, ) 7 Quelle semble &tra salimite ?
. Que se passe-t-il pour les valeurs de » sulvantes ?
Pourquoi le modéle ne représente-t-il plus la realite ?
. 51 x, =0, alorsle chat longe le mur (I'axe des ordon-
nées). Madifier les formul es pour améliorer le modéle.
Quelle est alors la [imite de la suite (d, ) 7 Interpréter
dans le contexte de |'exercice.

B =0

K] Limites et inégalités

Pour les exercices B4 et B8 la suite (i, ) est définie
sur .

» Calculer les 4 premiers termes.

» Daonner une représentation graphlgue,

= Donner sa limite en la comparant a celle de la suite
(v,) (et éventuellement & celle d’une seconde suite &
déeterminer),

84 1. H”=FI+C05[2—;H] ety =n—1

2 u,=2n+(-1)" etv, =2n-1

LTI cos(%rﬁ J—n ety =1-n

4 i, =n*—(-1" x2n+let v, =(n-1)

L
‘I+sm(—n)
B, -—2!
i /41 L R |

2 ig ==
S e Ty

m Des spécialistes de I'éducation étudient le taux
d'ottention des éléves en cours de maths pendant
I'année. 1| dépend de plusieurs paramétres (jour de
I'annee scolaire, quantite de devoirs a rendre, charge
de la batterie du Smartphone__.). Une étude, menée
en 2020, a permis d’estimer le taux d'attention a 09
ie jour de la rentrée : 90 % de |'attention est alors
disponible pour le cours de maths.

On modeélise le taux d'attention par la suite { A, ) qui,
i tout entier naturel », assocle le taux d'attention n
mais apres la rentrée.

Onaalnsi 45 =0 9. Lemodéle choisi est tel que, pour
tout entier naturel mona: 4, ,= A, —0,0842.

1. On estime gu'en janvier le taux d'attention est
proche de 0/ 7. Est-ce conforme au modéle 7

2. On définit la fonction [ sur l'intervalle [0:1] par
J{a}=2-0,0822 Lasuite ( A, ) vérifie donc, pourtout
entier naturel n, A, = f(A,).

a. Etudier les variations de [ sur I'intervalle [0;1].

b Montrer que, pour entier naturel n, sl 0=4, =1,
glors 0=< 4, ,=1.

¢ Déterminer le sens de variation de (A, ).

d. Représenter graphiguement la suite (A4, ) dans un
repéere, Avec du bon sens, déterminer sa limite quand

ntend vers 420,
Compléter le 2> 0 = 8.9; &

3 t‘-_mﬂ';-_':& S g

programme Python afin de a=3a -8 % (g%*2]
déterminer le mois & partir i

duguel le taux d’attention

sera inferieur au seull critique estimeé a 47 %.

printin}
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Gxercices | Entrainement |

a Suites arithmético-géométrigues

87 Le graphique représente la droite d'éguation
y=ux et lacourbe de |a fonction f définie sur I4 par :
Six)=05x+2
Déterminer graphi-

guement le sens de
variation et la limite
en += de la suite (u, )
définie par u, 4= f(u,) =
quand: 14

Luy=8 Z ay=1 —_—
1 )

-

Le graphique représente la droite d'équation
v=ux et la courbe de la fonction f définie sur I{ par :
Jix)=6-025x
Déterminer graphique-
ment le sens de varia-
tion et la limite en +=
de lo suite (v, ) défi-
nie par vy=/f(v,) ]
guand: 1
Tw=2 2 y=

¥
Sy

—_
b

m Soit (i, ) la suite définie sur 4l par :

5 1
MR T Zu.‘Hl = EHPJ et Hy = Loet h= T3

It
1. Al'cide d'un logicie!, calculer les premiers termesdela

suite, Conjecturer ses variations et son éventuelle limite.
1
fi'1._ Z“J'I'

a. Calculer v, ., —v,.Endédulre |a nature de (v, ).
b. En déduire une expression de . en fonction de
u,, puis la nature de la suite (u, ).

2.Soit (v, ) la suite définle sur [ par v, =u

1
. Résoudre |'éguation u',:*atr+6. En déduire |'ex-

pression de u, en fonction de n.
d. En déduire la limite de (x, ).

EA Zorana s'est
découvert une pas-
sion pour |'agua-
riophilie. Novice,
elle demande
régullérement de
I'aide sur les
forums, « Jai versé
240 litres d’eau
dans mon aguarium (127x 41 55). 1'aurais besoin
de conseils ou de renseignements sur |'évaporation
de mon aguarium, car il perd exactement 2& 3 o de
hauteur d'eau par semaine. »

1. Combien de |itres d'ecu forana peut-elle rmjouter
avant gue son aguarium déborde ?

2. Supposons que la hauteur de ['aguarium est 55 cm,
la perte d'eau observée exactement 2 a 3 cm par
semaine peut-elle étre de 13,5 litres ? Déterminer
alors le pourcentage d'évapordtion (par rapport aux
240 litres initioux).

3. Par la suite, on suppose que chaque semdine le taux
d'évaporation est de 5 % et que Zorana rajoute tou-
jours 13,5 litres. Soit (V) la suite représentant (e
volume d'eau dans |'aguarium chaque semaine.
Justifier que Y, =240 et V, ., =095V, +13,5.

4, Soit (W, ) la suite définie sur ™ par W, =V, —270.
o Verifier que la suite (W, ) est géométrique, préciser
la raison et le premier terme.

b En déduire I'expression de V, en fonction de n.

. 5i Zorana poursuit ce procédeé chiague mois, son
agquarium risque-t-il de déborder ?

€D soit (w, ) la suite définie sur M par:
7

2
wg=5etu, = 3% +§

1. Représenter graphiquement la suite dans un repére,
Conjecturer les variations de la suite et la valeur de
son éventuelle limite.

2. En suivant le plan de travail présenté dans le cours,
déterminer |'expression de v, en fonctionde n.

[
3.0n pose §,= Y u, =itg+ +...+u,. Démontrer
=l

f "alé-'i
que §, :[h[—%] ]sc E+3[n+1}.
4. Avec du bon sens, Justifier le commentaire : « Pour 1

ossez grand, la somme des termes vout environ 1.4, »

m La reamanciére Literharry
gtudie un audit concernant la
vente de ses |ivres. Elle sort
un livre tous les deux ans,
gui, le mois de sa sortie, se
vend a 5 000 exemplaires.
Ensuite, chague mais, ses ventes

diminuent de 20 % par rapport au mois précédent,
Son éditeur lul propose différentes actions marketing
afin d'augmenter les ventes : chaque mois, a la suite
de ces actions, Literharry gagne ¢ nouveaux lecteurs.
Existe-t-il une valeur de ¢ gui lui permettmit d’avoir
30 000 ventes sur deux ans 7

Plan de travail possible :

1. Modéliser le prabléme a I"aide d'une suite définie
par une relation de récurrence,

2. Exprimer les termes de cette suite en fonction de n.
3. Calculer la somme des termes représentant une
durée de deux ans.




IS

pprendre a modeéliser

OEVELOPPER
) COMPETENCES
B Evolution de la population de Mayotte S

On considére 'extrait suivant, paru dans I'INSEE Analyse n* 15 — Décembre 2017.

En septembre 2017,

Population de Mayotte depuis 1958
256 518 personnes vivent @ 300 000+
Mayotte, soit 43 900 habi- 256 518
tants de plus qu'en 2012, 2300001 :
212 645

Ainsi, sur les cing dernieres SOk o0 S n52_+
annees, la population 160 765 T
mahoraise continue de pro- 150 00D+ .
gresser, et plus rapidement *
gu'avant. 100 0001 = wygqu

De 2002 a4 2017, la crois- 5T 346 ¥
sance démographique RO 22 364 32f0? N
atteint FRBVEHGNED o 150 P L L1 L
m sait & 800 habi- 1850 1960 1870 1980 1850 2000 200 2020
tants supplémentaires N
chaque année. De 2007 a 2012, la population années 1980, lo aoissance démographigue avait
avait augmenté mains vite (+2,7 % par an, soit progressivement ralenti entre 1997 et 2012. Au
5 200 habitants supplémentaires par an). tatal, la population mahoraise double en 'espace

Cette accélération rompt avec lo tendance de vingt ans. Mayotte est ainsi le département
des vingt années précédentes ; partant d'un francais ayant la croissance démographigue la

rythme record de +5,8 % par an a la fin des plus forte.

1. o. Dans l'extrait précédent, on a surligné certains passages en jaune,
En utilisant ces données, & quel type de progression peut-on penser
pour modéliser |'évolution annuelle de la papulation de Mayotte
entre 2012 et 2017 7 Pour choisir un modzle,
b. Un autre passage o été surligné en el Le modéle précedent on peut s'aider de la

est-il campatible avec ce passage ? représentation graphique :
. Quel type de progression pardit le plus adapté pour modéli- les points paraissent-ils
ser I'evolution annuelle de la population de Mayotte entre 2012 glignes ? Lo croissance
et 2017 ? Argumenter, parait-elle plutdt

exponentielle 7
2. Soit un entier naturel n. On souhaite estimer |a population de

Mayotte en (2000 + n) par le terme u, d'une suite.
Parmi les expressions suivantes, laquelle parait la plus adaptée ?
Argumenter,
@, = 143 369 K 004220
b.u, = 66,6n + 5607,8s + 141 982
€ ou, =147 747 21,0320

dony, = 5799 + 149 284
3. D'aprés I'INSEE, Mayotte comptait 260 372 habitants en 2018 et
270 372 habitants en 2019, 4=|

L'expression choisie d la question 2. est-elle toujours la plus adaptée ?

/4
o
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Evolution d'un capital ]

Rémi souhalte économiser tous les mols,

1l dispose d'un capital initial de 1 500 € qu'il place sur
son livret A gu taux d'intérét annuel de 0,75 %. On
suppose gue ce taux reste inchangé a I'avenir.

Puisil y verse 300 € tous les ans & la dote anniversaire,
sans effectuer d’autres versements ni retraits.

Un livret A est un compte d'épargne rémunéré sans
frais dont |es intéréts cumulés sur I'année s'djoutent
au capital en fin de chaque annee. Ils engendrent a
leur tour des intéréts les années suivantes.

Pour tout entier naturel n, on note u, le capital, en
euro, disponible ou bout de » années de placement.
Ainsi iy =1500.

1. Calculer le capital au bout d'une année, de deux
annges, puis de trois années (arrandir au centime).
2. Pour un entier n, exprimer u,, 4 en fonction de u,,.

Pour financer 'achat
d’une voiture, un
couple emprunte un
capital de 20 000 €,
avec des mensuali-
tes de rembourse-
ment constantes ;
egales & 500 € A -
Sa bangue lul propose un taux annuel d'emprunt de
3,84 %, sait un taux mensuel de 0,32 % _

Chague mois, la mensualité de 500 € se répartit entre
des intéréts (0,32 % du capital restant dii en debut de
mois) et un remboursement du capital.

Partie A Etude al’aide d’un tableur
On souhaite mettre en place la feullle de caloul sui-
vante pour construire le tableau d'omortissement de

la dette, qui donne chaque mols le capital restant di.

A R £ D E
Momibee de mois’ Caplial restant Capiral restane

depuis lecébut diendébur de | incheats | Mersualivé o0 enfin di
1 de I'emprunt pariods | | | pEnods
2 1 000M€ |_500.00€
3 7 | S0000E
4 3 L0000 €

1. Justifier que les intéréts du premier mois s'élévent
@ 64 €et que le capital restant di a ' issue du premier
mois est égal a 19 564 £

2. Calculer les intéréts du 2° mois et le capital restant
di dl'issue de deux mois de remboursemnent.

Amortissement d’une dette -

3. Aprés avoir résolu |'équation x=1,0075x+300,
déterminer |'expression de u, en fonction de .

4. Quelle est la limite de la sulte (u, ) ? Interpréter.

5. Rémi souhaite déterminer combien d’années sont
nécessaires pour que le capital atteigne 2 000 €,
3000€... et de focon générale une somme §
donnée.

a. Campléter pour cela la fonc-  def sewil(s):

tion seuil incampléte ci-contre. n=8
b. La programmer et déterminer u=1500

s . A while wu<5:
au bout de combien d années le “+h
capital aura atteint le plafond du de
livret &, égal 6 22 950 €. return n

6. L' affirmation suivante est-elle
vraie ' « Le capital place augmente de plus en plus
vite. » Argurnenter.

3. Proposer des formules G entrer dans les cellules C2,
EZ et B3, @ recapier vers le bas, de facon & construire
le tableau d'amortissemnent.

4. o Apres caombien de mois sera remboursé le prét ¢
Quel sera le montant de la demiére mensualité ?

b A l'aide du tahleur, ealculer le cont du préet, c'est-
a-dire le montant que le couple verse 4 sa bangue
en plus du montant emprunté. Quelle proportion du
montant emprunté celui-ci représente-il ?

Partle B Etude & I'aide d'une suite
Pour tout entier n =0, on note O, le capital restant
d a la fin du p-1&éme mols de remboursement du prét
et ! les intéréts du n-iéme mois de remboursement.
Ainsi Cy =20000 ; €, =19564 ; I; =0 et [, =64,
1. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a:
C,1=10032xC,-500
2. a. Montrer que la suite (i, ) définie sur Y par
u,=C, — 156250 est géomeétrique. Préciser sa ralson.
b En déduire |'expression de €, en fonction de n.
¢ Al'aide de la calculatrice, résoudre dans M I'inéqua-
tion C, = 0. Interpréter le résultat obtenu.
3. a. Justifier que, pour tout entier n =1,0na:
1,=0,0032=C,_,
b En déduire que, pour tout entler n =1
I, =500 -436x10032""
&, Calculer la somme fy + 1, +---+1,,. Interpréter le
résultat obtenu.




Loi de refroidissement de Newton

Stéphanie, amatrice de thé, découvre la loi de refroidissement de Newton: « la perte de . ———
chaleur d'un corps est proportionnelle a la différence de température entre le corps et le
milieu environnant. » Intriguée, elle décide de vérifier expérimentalement cette loi ; elle se

sert un mug de the, puls releve lo tempeérature (en degre Celsius) toutes les deux minutes.
8 | 16|12
Température (C) | 100 | 80 | 66 | 55 | 46 | 40 | 35

Temps {min) [ 0 2 I 4 2]

En notant ¢, la température du comps au bout de »
minutes, alors la loi de Newton peut s’ écrire, pour tout
entier naturel n, t,.,—1, =—¢(1, - 7'), ol & est une
constante positive et 7 est la température du milieu
ambiant. Ici T=20"C,

Partie A De I'expérience...
1. Mettre en place la feuille de calcul suivante a | aide
des données de l'expérience (certaines cellules restent
vides). Puis représenter la suite des temperatures rele-
vées al'aide d'un nuage de points.

T ] c D

t imin) Tt@ma['C) suita(r,] alpha
100

=

L

B hd e

&b

L'économiste anglals Thomas Malthus (1766-1834)
publie en 1798 son Essaf sur le principe des popula-
tions, dans leguel il ecrit :

4 Le pouyoir multiplicateur de la population est
infiniment phas grand que le pouvoir qu'a la terre
de produire la subsistance de Thomme. [...] Si
¢lle n'est pas freinée, Ia population s'aceroit en
progression géométrigue. Les subsistances ne
s'aceroissent qu'en progression arithmétique. »

1. Dans cette question, on reprend [o modélisation
abordée dans la Situation 2 p. 39.
Ainsi, pour toutentier n =0, pour I’année (1800+n),
la population anglaise, en million, est estimeée par
p,=10%71028" ; et la papulation que peut nourrir
I"agriculture anglaise, en million, est estimée par :

 a,=10+0.4n
a. On considére I'algorithme ci-dessous.
Quelest son role ¢

def Limite(a):

p=18

n=g

while pecA:
n=n+1
p=1.02E*p

return n

. Recopier et compléeter le tableau suivant.

14 176 | 18 | 20
31 28|26 |25 —
2 Exprimer 1, 4 en fonction de s Puis tabuler la suite

(7,) en colonne C, la valeur du paramétre o étant
madifiable dans la cellule D2.

3. Modifier la valeur de la cellule D2 (avec une préci-
sion de 2 décimales) afin d'obtenir une suite (7, ) dont
les valeurs sont proches des données expérimentales.
4, Conjecturer les variations de la suite (¢,) et son
comportement & I'infini. Cela semble-t-1l cohérent
avec la réalite ?

Partie B ... la théorie

Sait {u, ) la suite définie sur Y par u, =¢, —20 [pour
|'expression de 1, prendre la valeur de « trouvée a la
guestion précédente),

1. Démontrer que (i, ) est une suite géométrique.

2. En déduire une expression de ¢, en fonction dern,

Le modéle de Malthus

A | 15 | 20| 25 | 50 [ 100
Rang a partirduguel '
D, = A

Rang a partir duquel
a, ZA

c. Comparer les évolutions des suites (p, ) et (a, ).
2. Malthus prédse en 1803 ;

« La race humaine eroitrait comme les nombres
1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256 ; tandis que les
subsistances eroitralent comme ceix-ei: 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, Au bout de deux siécles, Ia popu-
lation seralt aux movens de subsistance comme
256 49 ; au hout de trois siecles, comme 4 096
et A 13 er, aprés deux mille ans, la différence
serait immense et comme incaleulahle. »

Expliguer son raisonnement.

>

d Info

Malthus conclut & la catastrophe démographique et
préconise de limiter les nalssonces par la chosteté el le
mariage tardif. Cette cotastrophe ne s'est depuls pas
réglisée, notamment grice a la transition démographique
et & la réduction des nalssances, ainsi gu'a I'améloration
considerable des rendements agricoles et ['utifisation
massive des énergies fossiles.
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Le modéle discrétisé de Verhulst -

Pour Thomas Malthus, sur une période prise pour unité

de ternps I'accroissement relatif de la population
N
’“1 A est constant, ce qui conduit @ modéliser
% ) i A 'N‘nt 1 All*:
son évelution parune suite geométrique =,

TR
ouencore N, =(1+1)x N, (avecr =0,
Pierre-Francois Verhulst (1804-1849), mathemati-
cien belge conternporain de Malthus, considére que,
si la population peut se développer sans contrainte
confarmément au madéle de Malthus pendant une
courte période, les ressources n'étant pas inépuisables,
la crolssance de la population sera ensuite ralentie
et limitée. L'accroissement relatif de la population
par unité de temps est donc « freiné » par g taille
de la population : lorsque la population est réduite,
san accroissement est important. alors que lorsque la
population est grande, son accroissement est réduit,
Le modéle discretisé de Verhulst, appelé egalement
modeéle logistique, repose sur |'hypothese que I'ac-
croissement relatif ﬁﬂﬂ-—wﬂ- est une fonction

e
affine décroissante de la population N, ¢’ est-a-dire,
pour tout entier n =0 :

%zr“_ﬁf”), avec r >0 et k>0
n

ou encore N, =N, +rN, (k-N,)
1. On suppose ici que la suite (N, ) admet une limite
£. Montrer qu'nlors soit € =0, soit { = k.
Ondit que [ est la copacité d'accueil du milieu.

5 |R'Fr
2. On definit la suite (p, | sur 4 par p, :T"-.
Justifier que, pour tout entier n =0 :

Poa = Py Faxp, [.1_ lUHJ]' oua=rxk

Population mandiale, en million. Source: ONU

Annee 1960 | 1970 | 1980 | 1990 EOUG 2070 | 2{}2{1
Pop. 3035—| 3 ?OD LLSS

_r32? 5143 EES?'??E""

Pour tout entier naturel », on note 7, la population
mondiale, en million, pour I'année (1960+10n).

! P.—F
1. Caleulerle taux d"accrolssementrelatif r, = —ntl_“n
n
de la population pour chagque o -
entiernde0a 5,a 01 pres, g =y
P g Tan -
2.0n a placé les points de £
coordonnées (P, ;1) dans le ¥ux
= J = FOpUIIYoN P
repére ci-contre. Commenter. & °

000 3 0000 O0CCEL0U § 00 F O

Dans |a suite de I'exercice, on définit la fonction f
sur [ par f({x)=x+4ax(1—1) et on choisit v, =0,5.
3.0nsuppose icique a=05,

. Tracer la courbe représentative def dans un repére
orthonormé d'unité graphique 10 cm, ainsi que |a
droite Ad’éguation y=x.

b. Représenter les dix premiers termes de lasuite (x, )

sur le graphique précédent.

c. Quel semble étre le compartement asymptaotique
de lasuite (x,) ? 4 & 5

d. Mettre en place la 1 a DS
feuille de calcul ci-contre 2
et représenter grophi- 3 n 9,
guementles 50 premiers 4 0 {0,5
5 =A4+1 =Ba+5R51'B4*(1-B4a)

termes de la suite (x, ),
Comparer avec les résultats obtenus @ la guestion «,
4 Reprendre la question 3. dans le cas ol a=1,5.

5. Reprendre lo question 3. dans le cas od o= 2,5,

6. Reprendre la question 3. dans |e cas ol a=3.

Le modéle logistiaue discret est tout & fait edopté pour
modéliser certaines évolulions de populations, méme dans
les ¢as oul Un comportement chactique appanait, Clest
nolomment e cos pour certains insectes, camme le criquet
pélerin en Afrigue En temps nermal, celuli vit en solitaire.
Mais larsque les conditions sont favombles, comme
aipris de fortes plules, il se reproduit et se multiplie trés
rapidement. Lorsqu’ une densité o oritique » est atteinte,
[ change de morphelogie gt demmportement :
passant de la vie salitaire a une vis = ¥
gregaire, [l vole clors en
gigantesgue essaim, pouvant -: A"

atteindre une densits de 260 |nd|\r‘u:|us par rmélre care, et
ravage les cultures. Cette transformation est réversible.

La population mondiale

3. Un tableur permet d'obtenir : r, environ égal a
0,3-0,000026 F,. Cn modélise alors |a population
mondiale aprés 2020, en million, par la suite [ p, ) par
pg=7795 et p,q=p,+p,%x(03-0,000026p,)
(n désigne le nombre de dizadines d'années écoulées
depuis 2020),

Estimer la population mondiale en 2030 et en 2040,
en arrondissant au million.

4, D' oprésun scénario « moyen » de I"ONU, la popula-
tionmondiale s'élévera d 10 223 millions d'habitants
en 2060 et @117 184 millions d”habitants en 2700,
Ces prévisions sont-elles compatibles avec le modéle
de la question 3.7



En 2000, I'Equipe Entomologie et Lutte biologique de |'INRIA d’Antibes
a été mandatée pour etudier et modéliser I'efficacité prédatrice de |g
coccinelie Harmonia axyridis en lutte biologigue contre le puceron Aphis

gossypii en serre de concombres,

« L'objectif [...] est d"'améliorer I'efficacité du traitement biologigue, en
utilisant les outils de |'automatique et des systémes dynamigues ; pour
cela, on écrira un modéle mathématique de I'interaction coccinelle/puce-

ron et on le validera sur les données de terrain. »

Soure : httpeffwww-sop inda fricomorefcoxfcox html consulté l2 26/09/19
Attention, le modele représente une réalité, il n'est pas lo réalité |
Cet exercice propose un apercu simplifié d’une recherche d’un modéle,

Partie A G JJ..'_L& Un modéle naif

Les suites ((", ) et (P, ) représentent respectivement
le nombre de coccinellies et de pucerons presents sur
un plan de concombres chagque jour,
Chague jour .
= chacune des populations est multipliee par 6 ;
= une coccinelle (larve cu adulte} mange 100 pucerons ;
« 10 % des coccinelles disparaissent (déces ou
migration),
1. lustifier que ce modéle donne les relations de récur-
rences suivantes:

J_ P.llr'lz LEF'r—1UOCnJ

1 Cn»i = LE'QCH j
ol | x| représente lu partie entiére de x,
2. Supposons qu’il y ait 2 000 pucerons et 2 coccl-
nelles par plan.
Compléter le programme Python afin de connaitre
le nombre de coccinelles et de pucerons au bout de
10 jours.

from math import floor
P, €=
for _ in range(10):
p = Tloor(s ¥ p i)
¢ = floor( Py}
print{p,c)

3. Que penser de la validité de ce modele 7

T B
IFLIC

Avec 100 000 pucerons, un plan de concombres meurt.

Partie B Un modeéle Lokta - Volterra
En réalité, il faut prendre
en compte d’autres para-
meétres : le nombre d’oeufs
pondus par les coccinelles
dépend de la densite de
pucerens ; le nombre de
pucerons prédates varie
en fonction du stade de
développement de lo coccinelle ; une trop forte densite
de pucerons tue le plan de cancombres. ..

Proies/prédateurs

De plus, daris ce cas, les modéles se basent sur la bio-
masse des insectes plutdt que surle nombre d'individus,
Avec les hypothéses suivantes:
o la suite (p,) (respectivement (-, )) représente In
biomuasse joumnualiere (en milligramme) des pucerons
(resp. coccinelles) ; o, b et r sont des reels positifs et
sel|0:1:
e le taux d'accroissement des pucerons est une
fonction affine décroissante de la biomasse des
coccinelles :
Lo~ P —ae, +h
II)-!I
= le taux d'accrolssement des coccinelles est une fonc-
tion affine croissante de la biomuasse des pucerons :
Ent =Ca p, — 5
C,
Un modele possible peut &tre défini par les relations
de récurrences suivantes ;
{_u" a=1+b)p, —ap,e,
Ot = [1 ~ "')‘:u +Hp, e,
1. Que devient la population de pucerons en | absence
de coccinelles ?
2. Que devient la population de coccinelles en
I"absence de pucerons ?
3. Supposons gue lamasse d'un puceron soit 1 mg et
que celle d’une coccinelle soit 100 mg,
o, A ['aide d'un logiciel, représenter puis comparer
I'evolution de (p, ) et (c, ) en fonction du temps sur
une durée de 60 jours sachaont que
= initialement le plan de concombres compte
2000 pucerons et on vy place 2 coccinelles ;
2 a=00016;hr=04;c=85x10% et s=0,15.
b. Construire un graphique qui donne une représen-
tation de ¢, en fonction p,, pour les 60 premiers jours.
L A VECRIT OU A FORAL J
. Ce type de modélisotion est assez complexe .
modifier« legerement » les parameétres a, b, rou s
Présenter vos conclusions {validité des modeles
obtenus, représentations graphiques en fonc-
tion de certains parametres... ).

THEME 2 Evolution : modeles discrets
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}avuux pratiques

Evolution d’une épidémie : le modéle SIR

[ Utiliser un TapLEUR SB2 |

64

Le but de ce TP est de propaser des modélisations d'une infection non mortelle au

sein d'une population donnée.
La population est divisée en trois groupes d'individus :
s Sains (susceptibles d'étre infectés),

e Infectés (infectes un certain temps, puis deviennent Résistants),

Dbjectif

Modeliser unz situation
reells,

Utiliser w1 tableur

pour wisualiserds
camportement de swtes
mterdépendantes.

« Résistants (ne sont plus infectés et ne contaminent personne).
A chaque catégorie on associe les suites (5, ), (1, ) et (R, ) représentant le nombre

d’individus chague semaine.

Partie A Un premier modéle

Leschéema représente |a situation : chague semuing, la

proportion «t de personnes saines est infectée ; la pro-

portion 1-A des personnes infectées reste infectée...
o A

T-uw 1-4 ~1
Initialement 5, =999, Iy=1et Ry=0.

1. Définir les intervalles de o et f.

2_Dans ce modéle, 1, =08, +(1-1L)!,. Exprimer §,
et R, en fonctionde ». Justifier que la population reste
canstante,

3. Donner la nature de lo suite (8, ), en déduire sa
limite. [nterpréter dans le contexte.

4. Supposons que n est trés grand, justifier que (7,)
peut étre assimilée d une suite géomeétrigue. Préciser
alors sa ralson puis sa limite. Interpréter cette limite
dans le contexte.

Partie B Un modéle plus réaliste

1.0n suppose que chaque Lnfecté rencontre
chague Sain : la semaine n, guelle sera e nomere de
rencontres ¢

2. Soit ¢ la probabilité qu'une personne Saine soit
infectée lasemnaine (1 +1). Exprimer §,,4 en fonction
de S, 1, et o

%. Chogue semaine, une proportion I des Infectés
devient Résistants. En déduire R4 en fonction de B,
I.etR,.

4 Enadmettant que 7, 4 =(1-B )1, +as, x I, vérifier
que la population totale reste constante,

5. 0. Representer ces suites a I'aide d'un logiriel en
prenant : x=0,001,=0,7, §; =999, [, =1et R, =0,
b Identifier chacune des suites sur la représentation
ci-dessous.

pec il T
ey e
- aent?
L ®
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w
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A I'dide d’une lecture graphique, donner

s |es variations,

¢ le maximum,

» |a limite de la suite (7,).

c. Modifier les paramétres o et f. Expliguer pourquoi
certaines valeurs invalident le modéle.

d. En pasant e =0,001; f=01: /5 =1 et une popu-
lation initiale de 1 000 individus, faire varier Ry,
Ensuite, reprendre I'étude en posant Ry =0 et faire
varier /5.

6. Faire le compte-rendu de vos observations :
= variations des suites :
= limites
= Maximum
= temps mis pour
atteindre le maximum

pour chacune des suites.

Comment ces observations,

dans ce modgle, plaident-elles

en faveur de la vaccination 7




Le flocon de von Koch

Mener une recherche

Le mathematicien suédois von Koch
(1870-1924) a proposé une construc-
tion simple d'un objet dit « fractal »
en 1904, sur un document intitulé
« Sur une courbe continue sans
tangente, obtenue par une construc-
tion géométrigue elémentaire »,

La construction de ce « flocon »
repose sur un principe simple :le point
de départ est un triangle équilatéral
de coté 1.

Pour chacun de ses cbtés, on effectue
la construction suivante :

I diviser le segment en trois parties
égales ;

@ construire un triangle équilatéral
« sur le segment central »,

On repete alors la construction précedente pour obte-
nir le flocon d'ordre 2, puis le flocon d'ordre 3, etc.
On note pour chaque entier naturel » :

— £, la longueur d'un coté du flocon d’ordre n ;

-, le nombre de cotés du flocon d'ordre n ;

—P, le périmétre du flocon d'ordre n ;

— =4, I'aire du flocon d'ordre n.

Flocon d'ordre O

Flacon d"ordre 1

Partie A Des formules de récurrence

1. Calculer les valeurs initiales £;, ¢p, Pg et 4,.

2. Déterminer les relations de récurrence qui per-
mettent de passer, pour toutentier n, de £, @ {, 4, et
dee, @ o g

3. Exprimer P, en fonction de ¢, et de £,.

4. On rappelle que I'aire d'un triangle équilatéral de
2

coté o est égale @ %—E

Trouver une relation de récurrence permettant de cal-
culer = 4 en fonctionde =, ¢, et (.

Lt 1]
Partie 8 Expérimenter

A |'aide du tableur, construire une feuille de calcul
donnant la suite des valeurs dessuites precedentes.

4 A B c D E
Ordien du | Longuour {, d'un | Nombre de  Périmbtre P

1 fecon e cotésc, Py '

2 o 1 3 3 04330127

3 1 0333333333 12 4 057735027

4 2l 1o 4% 533333333 0,56215003

Quelles conjectures peut-on faire sur les comporte-
ments @ l'infini des suites (£,), (¢, ). (B ) et («,) ?

Partie C

A partir des résultats obtenus dans les parties
A et B, exprimer les termes {,, ¢, P, et @i, en
fonction d’un entier naturel »,

Prouver les conjectures émises dans la partie 8.

Von Koch, avec son « flocon », a té le premier a exhiber
une courbe fermée, continue, dérivable en aucun point.
ef de périmétre infini paur Lne aire intérieure finie,
confirmant que |a concept de courbe, rermis en cause par
Cantor et Dedekind, était encore a (re)définira I'époque

Mener une recherche

Des espéces invasives : les lapins en Australie

En 1859, le colon britannigue Thomas
Austin a introduit, pour satisfaire ses
envies de chasse, 12 couples de lapins
en Australie. N ayant aucun prédateur
sur |'ile, cette espéce s'est vite odap-
tée et s'est multipliee: en 1866, on |
comptait 14 000 lapins rien que surla §
propriété d’ Austin. '
50 ans plus tard, malgré les 2 millions

de lapins abattus chague année par les chasseurs, il
y avait plus de 600 millions de lapins en Australie, En
1940, on atteignait les 800 millions.

Le gouvernement a essayé plusieurs solutions pour
limiter leur propagation, sans réel succes : pose de
grillages. introduction de renards, diffusion de virus.
Par exemple, en 1950, la diffusion du virus de la

myxomatose a décimé 80 % de la population. Les
lapins sont devenus peu @ peu résistants et, 5 ans
plus tard, les effets du virus etaient guasi inexistants,
Avec encore 200 millions de lapins en 2017, les autori-
tés australiennes ont dédde de disseminer un nouvenu
virus (RHDV 1), trés virulent : en deux maois, environ
42 % des|opins ont été éliminés.

En s'appuyant sur |es données du texte, modé-
liser |"évolution de la population des lapins en
Australie au cours des années. On pourra intro-
duire différents modéles de suites sulvant les
périodes envisagees.

THEME 2 Evclution : modeles discrets
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<V # THEME

(a

Les capacités du théme

i, Caolouler des limites,
'0 utiliser le colcul
d'une fimite

Evolution :
modeles continus

Ty

sgle. DEterminer
b les primitives
d'une fonction

St Résoudre
Jﬁ une equalion
différentielle " =uqy

\:b: Vérifier gu'une

o
fonction est solution *
d'une Equation 1
différentielle T

Sab. Resoudre une
_0 squation différentielle

¥ =day+h

Pierre-Francois  Verhulst est un
maothématicien belge de la pre-
miere moitié du x1x° siecle. Il est a
I"origine de |"utilisation, en démo-
graphie, des «fonctions logis-
tigues ». Il a en effet proposeé une
madélisation de |'accroissement
de la population de la Belgigue
utilisant o fonction exponentislle,

Voir Maths ensituation p.83
Les fonctions logistiques sont
égalernent utilisées dans d'autres
contextes, comme celul de |a
diffusion d'un produit nouveau
en economie ou la description de
réactions « autocatalytiques » en
chimie.
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Ressources en +
sur lesiecaliection

Iyces hochetle:
education.com/deslic/
e comipl

|
J

Partir d'un bon pied |Hiremartiy

I . ACTIVITES
B Diaporama pour tester les bases MENTALES RAPIDES

1

|
B Savoir manipuler l'exponentielle

Pour chaque question, préciser la bonne réponse.

1. Pour tous nombres réels « et fr :

o, eoth =gv ek b. e=h =ge R oh c.oprh =pe @b
2. Pour tout nombre réel x :

% Elrez
a efxeX =e?t bhoetxet=1 C =€t
3. Pour tout réel x, 'expression (e* +1)(e* -3) estégaled:
o e —2ev-3 b.e?r-2e: -3 .8 -3

Savoir exploiter un graphique

Sait f la fanction v

définie et dérivable /‘1*\ @I/

sur [-3:8] dont o

représentation I R / x
graphique ‘€, est ]

donnée ci-contre. 1 g
On arepresente les

tangentes @ ‘¢, aux points d'abscisses 2 et 6.

1. Lire graphiquement (2}, /"(2). 7(6) et 7'(6).

2. Déterminer ['équation réduite de la tangente @ €, au point
d'abscisse 2.

3. Avec la précision permise par le graphigue, résoudre I'équo-
tion f(x]=0.
4, Combien I'équation (' x) =0 admet-elle de solution ?

5. Citer un intervalle sur lequel 7 et f* sont simultanement
negatives.

Savoir calculer une dérivée

‘Caleuler dans chaque cas la dérivée de la fonction 1.

1 f(x)=x3-3x2+1+ 8 2. f(x)=2432 4o

3. f(x)=xet 4 f(x)= ﬁ

Savoir étudier les variations d'une fonetion

Etudier dans chaque cas le sens de variation de la fonction J
sur I'intervalle indiqué,
1L jx)=2(1-e>)swrR 2 F(x)=x-3x+1surR

3 J(x)=(2x+Ne sur R 4. flx)= E:—_f sur |0 4es|

Savoir vérifier une égalité

Pormi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui vérifient,
pour tout nombre réel x, I'égalité f'(x)=-27(x) ?

1. flx)=e"% 2 f(x)=-2e"

3. flx)=e"2"+1 4. f(x)=150"2
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La tempeérature de refroidissement d’un objet fabriqué Industriellement
est modélisée par la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo par
f(t)=20+200e"% o0 f(t) est la température de I'objet, exprimée en
degré Celsius, au bout de r heures. On note ‘€ la courbe de la fonction /.
&) o quelle est la température initiale de cet objet ?

b Montrer que, pour tout réel r=0, [(1) > 20. Interpréter.

c. Etudier le sens de variation de la fonction [ sur [0; ++<] . Interpréter.

o. Construire la courbe % dans un repére d'unités graphiques 2 cm pour
urie heure en ahscisse et 1 cm pour 20 “C en ordonnée.

= Avec la précision permise par le graphigue, determiner au bout de com-
bien de temps la tempeérature de I'objet passe en dessous de 100 °C,

£3 - Ecrire en Python une fonction f qui renvoie I'image d'un nombre ¢
par la fonction f.

On considére la fonction seudl cicontre  gef seuil():

ecrite en Python. t=0

L. Décrire le role de cette fonction. while f{t)>=100:
Expliquer ce que représentent les h-—in:EE\;“ 3600
variables h, mets. m=int { (£-h)*60)

. Programmer et exécuter o fonction s=int(((t-h)*6a-m)*6a)
geull, Interpréter le résultat retourné. return h,m,s

oo Elimination d’un médicament

A l'instant t = 0, on injecte dans le sang d'un patient, par pigure intravei-

neuse, une certaine dose d'un médicament.

Pour tout nombre réel =0, on note f({) la quantité de médicament,
exprimée en ml, présente dans le seng a |'instant 1, exprimé en heure.
Une étude du processus d'élimination de ce médicament a permis d'ob-
server que, & chague instant 1, la vitesse d'élimination du médicament,
assimilée a f(r), est proportionnelle a la quantité f(t), et que la fonc-
tion /' vérifie, pour tout nombrerée| 1 =0 larelation (E): (1) =-0,1f11).

ED o Pami les quatre fonctions suivantes, définies sur [0;+=s[, quelles
sont celles qui sont solutions de |'éguation (E) ?

(1) =%, f(1)==0¢, f(t)=—e"", f(r)=2e0%.

b, Proposer deux autres fonctions solutions de I'éguation (E).

. Montrer que, pour tout nombre rée| &, o fonction [ définie sur [0; +os]
par j(r)=ke O est solution de (E).

E On corsidére une fonction J solution de (£) et la fonction g définie
sur [0;+=<[ par g(1)=f(r)e".

o Montrer que, pour tout réel 1>=0, ¢(r)=(f"(¢)+0,1f(r})e%".

b. En déduire qu'il existe un réel k, tel que, pourtout réel r =0, g(7)=1#.
c. En déduire, pour 1 =0, |'expression de ({r] en fonction de ¢ st de k.

A l'instant r =0, on injecte une dose de 3 ml de médicament.

o Déterminer la valeur de £. En déduire que, pour 1=0, f(1)=3e 2V,
b. Déterminer, & 1072 prés; la quantité de médicament présente dans le
sang au bout de 6 heures.

Objectif

Réactiver lafonction
exponentielie dans un contexte
de thermodunamigue,

Objectif
Décauwrir et résoudre une équation
diffzrentislle de la forme ' =y dans

le contexte de la phal macoc nStigue.

wis

r

info ]

Lorsque qu'une fonction f verifie,
pourtout réel =0 |a relotion
(£): F7(e)=—0.1£1), on dit que f
st solution, sur [0+,
de I'equation différentielle :

(£} y' ==01y
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De Malthus a Verhulst

| Objectiy
Découvrir fanotionde limite

D o En utilisant la caleulatrice, décrire le comportement, lorsque r tend
vers +oo, des fonictions | ety définies sur [ par /(1) = e"™ et (1] =e~0P%
b. Compléter |im €¥%¥ =__ et lim e %% = .

F—tfio f— e

B3 Le tableau ci-dessous donne la population américaine, en million
d’'habitants, entre 1800 et 1980.

1800 | 1820 | 1840 | 1860 1920

53

| 964 | 171 | 34 | 106

1960 | 1980

1793 | 2266

Année
Population |

En 1798, Thormas Malthus développe I'idée d’un accroissement exponen-
tiel de la papulation. Suivant cette idee, on peut modeliser la populatien
américalne, en million, par la fonction P, définie par £ (r)=53e"%¥, ot
(1) est la population en 1800+1.

o, Comparer les valeurs données par la modélisation avec les valeurs réelles,
b. Determiner la limite de la fonction £ en +e=.

ED Dans son article intitulé « Notice sur la loi que la population poursuit
dons son accroissement », publié en 1838, Pierre-Francais Verhulst crit =

On sait gue le vélebre Maldiug a éeabli comme prineipe que la
population humaine tend a4 eroitre en progression geométrique,
de maniére a se doubler aprés une certaine période, par exemple,
tous les 25 ans. Cette proposition est incontestable, si on fait
abstraction de la difficulté erpissante de se procurer des subsis-

rances Dacerofssement virtuel de la popalation trouve done une

Le modéle propose par Verhulst conduit a modeéliser la population améri-

| d'une fonction dans un contexts
de dynamigue de papulation.
Comparer deux modéles

Thomas Malthus
estun économiste
anglais (1766-1834).
‘Dans son Essal sur

le principe de la
population,

il développs l'idés d'un
acoroissement exponentizl
de la papulation,

g Inifo |
Pierre-Froncois
Verhulst,
mathématiclen
belge (1804-1849),
s'est plus
porticuligrement
Intéressé nux évolutions.
de population. En 1838, il nuance
les propos de Malthus en proposant
un nouveau modéle : le modéle
logistique, qui reste encore trés
utilise de nos jours pour modeliser

caoine, avec des notatlurjj:s D%nulogues & la question B, par la fonction £, _:nﬁigﬁol;?:?ne&gemrflphi&
définie par Ps(f)= 175560 00% en microbiologie. ..

o Comparer les valeurs données par la modélisation avec les valeurs réelles,

b. Déterminer |a limite de la fonction £, en +=,

¢ Expliquer et interpréter la phrase surlignée dans le texte.

d. Comparer et critiquer les modéles proposés par Malthus et Verhulst.

%,

Chute d’une bille

j Situation 3

ED Résoudre I'equation différentielle v/ = —10 revient a déterminer toutes
les fonctions F. dérivables sur R, telles que, pour tout xR, F'(x)=-10.
0. Donner deux solutions de I'éguation différentielle v* =-10.

b. Combien cette équation admet-elle de solution ? Les décrire toutes,

<. Reprendre les questions précédentes avec v =—10x+3.

B3 Al'instant 7=0. en seconde, on lance une bille de 1 gramme vers le

haut & partir d’une hauteur de 1 métre, avec une vitesse initicle de 3 ms .

Onodmet que | 'accéleration, la vitesse et la hauteur de la bille & 1'instant r,

notées respectivernent a{r), v(r) et A1), sont données par :
alt)=-10,v'(i)=alr) et 0'(1)=v(i)

0. Que représente io fonction v pour la fonction « 7 et & pour v ?

b. Donner les valeurs de v(Q) et de &(0).

c. En déduire gue t-[r]=—1 0r+3 etque hlr)=-5%+3r+1.

d. Determiner le temps 7, au bout duquel la bille atteint le sol.

| Objectlf
- Decouwris la nntion de primitives
| d'une fonetion dans un conlexts
de cigmatigue.

g info
Urnie solution de I'équation
différentislle y' = [ sur 1 est une
fonction I7, dérivable sur 1, telle
quie, pour tout x=1, F'{x])= f(x).
On dit que F est une primitive
defsurl

THEME 2

Evolution : madéles eantinus
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Limite d’une fonction

Dans ce paragraphe, a et { sont des nombres réels.

B) Limite d'une fonction en I'infini

Définitions

Soit / une fonction définie sur |'intervalle [a ;49 ,

@ Ondit que « f admet ¢ pourfimite en += »lorsque les valeurs de 7(x]
sont aussi proches de € que 'on veut dés que 1 est suffismmment grand.
Onnote lim f(;} £,

A—=ion
@ On dit gue «/ admet += pour limite en ++ » lorsgue les valeurs de
f{x)sont aussi grandes que |'on veut dés que x est suffisamment grand.
Onnate lim flx)= 4.

=4t

Remarque
Ondéfinitde méme lim f(x)=—s=, lim flx)=—22, lim f(x)=¢, etc
e e = §—s—
Limites des fonctions de référence en I'infini
o lim x2=4wet lim 12=+oe e |im \ll.;-:.+w
XA—p-w Xhan I
1 1
o lim x*=—oet lim 1° =+ s [im —=0et lim —=0
§ = ] b r—sk =
e lime'=0et [Ime' =+
T—4—o¢ ¥t
Définition JES J!m flx)=€ (ou |.m f({x) =€), la draite d'équation

y=4» est qsymp’mte horizontale & Iu courbe ‘Gpen +oo (ouen—=).

) Limite d’une fonction en un nombre réel

Saitf une fonction définie sur un intervalie nuvert dont a est
une borne. On dit que « admet 4+« pour limite en o » lorsque les valeurs
de [(x) sont aussi grandes que | on veut dés que x est assez proche de .
On note lim f{x)=+eo,

s

Remarque
Si f est définie sur |-e=;af Lt ]a; +=<[, on &tudie les limites « @ gauche » et
« @ droite » en @, notées respectivement lim f(.x) et Ium flx).

T3 —al
| L

Propriété

Les limites de la fondion inverse en 0 sont :

=] 1
lim—=-—s=pt lim—=+4==
—D X g0 X

] e

Lorsque Ilrn_,'“( r=+ee (OU I;m [fx)=—ss), ondit que la

droite d'équation =« Est osymptote vertnculeulu courbe *€;.

I3 Opérations et théorémes de comparaison

Les propriétés relatives aux opérations sur les limites et les théorémes de com-
paraison pour les limites de suites restent valables pour celles des fonctions.
BYVoir Théme 2 p. 42

(7] L T
ItillI

AT | o PR s ~e g smsnmen e
/=101 u\../'

i

i

2] B X

lim f{x)=¢ :pourtout nehl,
e el

ilexiste unréel B >0 tel gue,
pourtout x = 8 ;
flx)eje-10";€+10]

@Y

107

—

\_/"i

y=10"

0

i [x]|=+4os
e

B

Ipour tout B efd,

ilexiste unréel B> 0 tel que,

pour lout x == B,

EXEMElE

On donne lo courbe ¥
d’'une fonction [ définie

sur J-e= ;1| w 1;

1-0,:{ v

}

Flx)=10".

. IIrn flxl=1et llm Fix)=1

r=trve

Ln ccurtle ¢ admet la droite

d'Equation y =" pour asymptote

horizontale en —so gt en 4o,
o limfix)=+e et lim f{xj=—w
31 ¥+1

Eet Ceg |
La courbe € admet la droite

d'équation 1 =1 pour asymptote

verticale

- On ohserve une rompatibilite

naturele des limites avec

les operations. sauf duns les

qualre cas de «

formes

INdeterminées s tu ov—oe »,

it 0 =2 13
i Qeom ¢ —pets = »ollon
e 2 ]

(7]

ne peut pos conelure;



mzthode

"
’3?6"‘ Calculer des limites, utiliser le calcul d’'une limite

Fnonce 1. Caleuler les limites suivantes. Interpréter graphiquement s'il y a lieu.

a. lim (3+g———-—!f] b. Iim(].._p.g._.lz.]
K—bt e X X x—D i o X
=0

2x—1

2. a. Al 'cide de la calculatrice, conjecturer lalimite en +<- de lafonction f définie sur [0;+<[ par f(x)=

gl

b. Montrer que, pour tout réel x =0, f(x)= —J1‘L Endédulre lalimite def en +==. Interpréter graphiquement,

T+—
X
3. On modélise la taille, exprimeée en mm, d'une espece de crevette en fonction de son age 1, exprimeé en semaine,

par la fonction I définie sur [0;+=5[ par L.(7)=87.5(1- e %%} Déterminer la limite de L en +=. Interpréter.

a+1

Solution

2
1. 0. 0na lim —=0et lim T:O.pursornrrle lim —

=

- (3+2-2)-s.

it X v X T X 1.2 el 3. Pour calculer une
La courbe ¢ de la fonction f défini )= R 2 coirmet it il
a courbe ' de la fonction f définie par #(x)= -~ @ admet ladroite «orutiica s lmites dis
d’équation y =3 pour asymptote horizontale en +w. fonctions de référence ainsi que
3 lesrégles opérataoires sur les

b.Ona lim = =+== gt lim — =+c=, 0N est en présence d'une forme limites.

'"I?{? ' :_::»J . « en cas de forme indéterminée,
- i ' g o i _ 3 on transforme l'expression
indéterminge du type « +e=—o », En réduisant au meéme dénominateur, de la fonction pour lever

: 352 +2x -1 e R

on obtient, pour tout reel x >0, f(x)=———. \ lindétermination, 23

X
Or, lim(3x? + 2x—1)=-"1et lim x=0%, par quotient lim f(x)=—e=.
=% = =

La courbe '€ admet la droite d'équation x=0 pour asymptote verticole.
2. 0. On obtient la courbe ci-cantre. Il semble que lim f{x)=2. ///f
Foon o + )

x[2—1_) 2—l -
b. = Pourtout x >0, _,r"(.'r]r—-—.:\. soit f{v)= TIT

t 1+—J T
X

oy

1 F & 1
e lim —=0,donc lim [2—;J=2 et lim t1+?]=1. 1.et2.+ Lorsque fim f(x)=¢,

=g X y—t b [tk
Par quotient, on en deduit lim ((1)=2. Lacourbe €, admet la droite la droite d'équation v =€ est
o B asymplote horizontale a ¢ e
d'équation y=2 pour asymptote horizontale en +=o. o,
3.e0na lim-012r=—= et lim e’ =0,donc lim e %7% =0, * Lorsque lim f(x)=—e
F—s420 T ] | (¥ *
A . . (ou +=),la droite d'équation
On en deduit alors, par somme et produit, que fI_t-rflm4'_(1}_1557",5. v =u est ssymptote verticale
= Lo tallle de ces crevettes tend vers une valeur limite de 87,5 mm. A caurted,, 2
J'applique
n Déterminer les limites suivantes. . B On modélise le taux d’équipement des ménages
1. iim [_2¥+1_lJ 2 Iim(i+i—1J francals & I"Internet mobile pour I'année 2007 + x par
: 2 - 2
Ay ¥ PRECIAND ; i, oy .~ 100
| <0 - la fonction f définie sur [0 +eof pm;(_lj_w_
o L -
% ,I_l,n:lm“ e & rl_',nfm x 1. Etudier le sens de variation de f sur [0} +o=| .

2. a. Déeterminer la limite de f en +e.
b. Que peut-on en déduire pour la courbe €, ?
3. Interpréter ces résultats dans le contexte.

2 Caleuler les limites en 2 et en +oo de la fonction

définie sur j2;+o=| par f(x)= g Interpréter,

THEME 2 Evolution : modéles continus 71
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Equation différentielle, primitives
B Notion d’équation différentielle

Une équation différentielle du premier ordre est une équation
liant une fonction inconnue v, dérivable sur un intervalle 1, et sa derivée v/,

[ L’équation différentielle y’ = f

Dans toute |o suite, [ désigne un intervalle de &

Soit f une fonction définie sur L On appelle primitive de f
sur 1, teute solution de |"équation différentielle = /.
Autrement dit, une primitive de f sur [ est une fonction F, dérivable sur [,
telle que, pourtout =1, F/{x)= f(x)

Toute fonction continue sur 1 admet des primitives sur L

Sait/ une fonction continue surl et F une primitive de f sur L
« f admet une infinité de primitives surl,
= Toutes les primitives def sur L sont les fonctions x — F(x)+ &, 00 k =,
On dit que deux primitives d 'une méme fonction different d'une constante.
E3Volr exo Démo n® 41

3 Calculs de primitives

e Par lecture inverse du tableau des dérivées, on obtient le tableau des
primitives des fonctions usuelles sur tout intervalle sur lequel elles sont
définies et continues. k est une constante réelle et n un entier naturel.

: admet _r rimitive la fonction F
La fonction { définie par f(x)=... d?f?mg par Blel=:.;
E kex:
S %IZ
- 1 e
. n +'|"r
A i
'E? iy
gt g
1

o4 My

» Dans le tableau suivant, f' et ¢ sont deux fonctions de prirmitives respectives
F et G osur I, & une constante réelle et 1 est une fonction dérivable sur [

Une fonction de la forme admet pour primitive
e |  F+G
K& kF
iw'e" @t
2uu’ | ug
i; A (u(x)#0 pourtout x=1)
i i

72

Exemples
« U'éguation (£): 7' =3y estune
eguation ditterentielle. Resoudre
cette équotion revient &
délerminer toutes |es fonctions 1,
dérivables sur [f, telles que, pour
tout xel., flx)=37f(x),
= Lo fonction g définie sur B par
alx]=e" est une solution de [£).
En effet, r est dérivable sur B et,
pour tout y el ;

g'lv)=3e =3g(x)

Exemples

« La fonction F definie sur & par

Fix)=e'+x? est une solution de

I"'equation differentielle

Vi=ev42x,

s [Fest une primitive sur R de la

fonction f définie par

fix)l=¢'+2x.

& Les primitives de [ sur B sont les

fonctions x+se’ +x?+k, o0 kest

une constante réelle.

= || existe une unique primitive G

de j qui vérifie (0} =2, En effet :

Glx)y=e"+x+k

GO)=2 14k =2 k=1

Donc Gix)=e' +al+1.

Exemples

s Les primitives de la fonction |
définie sur i par f(a)=17-3v+1
sont les fonctions # définies sur 0k
par:

o
Flx) =§r‘3 - %_r?- txtk, kel

s Lo fenction § définie sur @
par f{x}=2(2x+ (% +x)
est de la forme 2un’,
ol ulx)=x2+x.
Les primitives de f sur [ sont
les fanctions I definies par

Flo)=(x2+0) 4k, o0 kR
= La fonction f définie sur R
par f(x)=ed+1 admet
pour primitives les fonctions &

- |

définies par Flx)= 3 et g e
En effet :
fix)= l.-' P Sy

de la formie w'e", 00 nix)=2r+1.

L ;
Donc FI'.I:I;EE‘H"-I--{,GLI ek,



mzthode

S, 2
: é‘* Déterminer les primitives d'une fonction

Fnoncé

a f(x)=—x3+by? -2y +1 b. f(x)=(et—x)e"-1)

1. Dans chaque cas, déterminer les primitives de la fonction / sur [

2. Déterminer |c primitive F de la fonction /' définie sur K par f(x)=(4x+2)e""*" telle que F(0)=3.

3. On étudie le nombre de truites d'unlacqui a tendance a diminuer. On modélise la population de truites par
une fonction V, dérivable sur [0;+e[ , ol N(r} est le nombre de truites au bout de ¢ jours.

La vitesse d'évolution de la population de truites, assimilée & N'(r), est donnée par N'(1)= 125005
Déterminer I'expression de A (1) en fonction de 1,sachant qu'au début de I’étude 2 500 truites ont &té recenseées,

Solution

1. a. Les primitives def sur [2 sont les fonctions F définies par
Flx)= —%,1 ag g-.ﬁ — 2404k ol & est une constante réelle.
b. Enposant u(x)=e*—x,ona u'(x)=e*—1.0nécrit alors :

ff,J‘];%xZ(E‘—_r}lfe'-—ﬂ

La fonction x +»2(e* —x)(e* —1) estde la forme 2uu’ dont une primitive
est u?. Les primitives de f sur R sont les fonctions F définies par :

Flx)= %(e‘ - .1'}2 +4& , ou k est une constante réelle.

2 Enposant u(x)=x+x,0na (1) =25 +1.

Ona f(x)=2x(2¢+ e "** Lafonction x -3 (2x+ 1)e* ™ estdelaforme
u’e" dont une primitive est e". Les primitives de [ sur [ sont les fonctions
F définies par #(x)=2e"** +k, ol k est une constante réelle,

Or F(0)=2+k,donc F(0)=3¢s k=1

La primitive cherchée est définie sur B par F{x)=2e"* +1.

3. La fonction ¥ est la primitive de la fonction ¢ 5 —125e~095 quj vérifie
N(0)=2500. En posant u(r)=-0,05/, on a u’(1)=-0,05.

1
e[ — KT,
05:4( 0,05e-085) soit

On écritalors N'(¢t}=—-125x

N*(1)=2500x(-0,05¢-9% ) Une primitive de la fonction
{5 —0,05e79%% de |a forme u'e", est ¢ o e 005,

La fonction N est donc définie par N(1)=2500e %% + &, ou keR.
Or N(0)=2500+k d’oit N(0}=2500¢>k=0.

Donc N(r)=2500e-20%,

Japplique

1. et 2. Four déterminer les
primitives dune fonction;

= on utilise le tableau des
primitives des fonctions
usuelles, en utilisant le fait
guune primitive de £+ y est
P+ etde i, kF 2

= onreconnsit une forme
connue (2uu’ w'e" )

. Inrsqu'une farme connue
n'apparail pas explicitement,
on peut s faire apparaitre en
« gjustant la constante »,en

" ¥ 1
utilisant le fail gue u= E:1.

h o

Point méthode

2. Pour déterminer la primitive #
d'une fonction [ veénfiant la
condition F{x;]= v, on
détermine toutes les primitives
de f, puis oncalcule la
constante | en traduisant |a
relation £ v )=vy. J

-

Paint méthode

3. Determiner les fonctions dont
on connait |expression de la

dérivée revient 3 déterminer les
primitives de cette dérivée. ’

Déterminer une primitive de chacune des fonctions |~ 5 Une imprimerie a une capacité de production de 1

[ suivantes sur |'intervalle indiqué,
1 f(x)=2e %5 surR.
2. f(x)=—3e*+b4rt—x—1sur K.
3. (k)= 241 50r J0;454].

X

; colit total C.
4. _j'{_t}:[—Ar+6}e-i2*'3‘-1 sur .

5 f(x)={x2+1)(x3+3x-1).

THEME 3

5 000 ouvrages par jour,

Le cot marginal par ouvrage, en euro, est donné par
flg)==2g+15-10e9%% ol ¢ [0;5] est le nombre
' ouvrages exprimé enmillier. Les quantités étant tras
grandes, on assimile le colt marginal 4 la dérivée du

Déterminer |'expression de C'(y) en fonction de g,
sachant que (0} =3.

Evaolution : modéles cantinus
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Equation différentielle y’ =ay +b
B L'équation différentielle vy’ =ay

Sait a un nombre réel fixé. Les solutions de |'équation
différentielle v = ay sont les fonctions / définies sur B par /(x)= ke™,
ou k est une constante reelle.

Démonstmtion

Lo fonction f définle sur par fix)=ke™, ol kest une constante réelle,
est dérivable sur T et. pour tout ek, ' (x)=kae™ .50l f'(x)=aflx].
Daonc f est solution de |'equation differentielle v" = ay.

= Réciproquement, solent /" une solution de |'équotion différentielle v =y
et ¢ la fonction définie sur B.par g(x)= f{x)e ™. g est dérivable sur B

el, pour tout xeR, g'{x)=f'[x)e ™ + fx) = (-ae®),

soit g'(x) =1 (x)—af(x])e".

La fonction §° Etant solution de |'équaotion différentielle ' =ay, an o, pour
tout xel, [M(x)=aflx], et donc g'({x)=0. ll en résulte gue la fonction g
est constante sur B et, en notant & la valeur de cette constante, on a, pour
U tout xeR, flx)=4ketr,

Remarque
L'équation différentielle v* = av admet une infinité de solutions. A chaque
valeur de k correspond une solution particul iére,

) L’ équation différentielle y’ =ay+b

Solent a et b deux nombres réels fixés avec a= 0.
« L'équation différentielle v* = av -+ b admetune unique solution particuliére
constante u:x =, ol o est un nombre réel,

» Les solutions de |"équation différentielle y* = ay + b sont les fonctlons f
deéfinies sur B par f(x) = ke™ + o, 0u £ est une constante réelle.

Exemple de résolution d'une éguation différentielle y'=av+b
On considére |'équation différentielle (E£):2y"+3y=6.

3
L'equation (£) 5’ écrit .',-":-E.}f+3. Elle est de la forme ' =uv+ b, avec
3
a=-3 et h=3.

= Recherche d'une solution particuliére constante,
Soit 1 la fonction définie sur [ par u(x ) = o, 00 o est une constante réelle,
La fonction 1 est solution de ( £) si, et seulement si, pour tout ¥ €&,

u'(x)= ——;—u(.t}+ 3. Or, pour tout x =¥, #'(x)}=0, et donc —%u:+3 =0,
ce qui donne o= 2. La fonction constante u définie par u(.x)= 2 est donc
une solution porticuliére de (£,

= D'aprés le théoréme, les solutions de (£} sont les fonctions /' définies

sur B par:

3.
3

flx)=ke 2" + 2, ou k est une constante réelle

Remarque

Une seule solution de ( £) admet une courbe représentative passant par
le point A(D;3). Eneffet f(0)=3=k+2=3 k=1

5 -
1l s"agit de la courbe de la solution f définie sur & par f(x)=¢ 2 +2.

Exemples

= Les solutions de I'equation
diffarentielle v'=2y sont
les fanctions/ definles sur 1
par f(x)=ke? ol kest
une constante reelle.

= Lessalutions de I'équation
differentielle 2y'+ v=0,

.
tquivalente & v’ ' =——u, sont
les fonclions [ définies sur [

1

par f(x)=ke 2', olk
est une constante réelle

= | 'équation differentielle
2y"+y=0 admet une unique
solution [ verifiont f(0)=—2,

Eneffet f(x)= P o
ff) =2 ==2.

1
Dong _“_.'L}T—zE_zl.

Allure des courbes représentatives

de guelgues solulions de (£).

A

H-._‘__“._
~~
=
b ol

o



mzthode

o
: é““ Résoudre une équation différentielle y'=ay

Fnoncé 1. On considére I'équation différentielle (E);2y'+ 3y =0,
a. Résoudre I équation differentielle ().

b. A 'cide d’une calculatrice ou d'un logiciel, représenter |'allure des courbes représentatives des solutions.
¢. Montrer qu’il existe une unique solution de ( £) dont la courbe représentative passe par le point A4(2;1).
2. Onintroduit, al'instant r= 0, 10 bactéries dans un milieu de culture, L' &tude de I"évolution de la population
de bactéries canduit ad modéliser cette population par une fanction p, dérivable sur [0 +eo] | vérifiant, pourtout
nombreréel 1 =0, p'(1)=2,5p(r), ol p(1) est I'effectif des bactéries au bout de 7 heures,

a. Déterminer |'expression de p(t) en fonction de 1.

b. Donner un ordre de grandeur de |a population de bactéries au bout de dix heures,

Solution

1. o L'éguation [ £) est éguivalente & |'éguation ;r’:—g-_-,r.

3
Les solutions de ( £ ) sont doncles fonctions f définies surlpar f(x)=ke 2,
ol k est une constante réelle.
b. On a représenté ci-contre, i
|'zide d'une calculatrice, les courbes \
représentatives de quelques solutions
de (£) pour les valeurs sulvantes

Point méthode

1.a.et2, a On ecrit Féguation
souslaforme y' =ay,dont les
solutions sont les fonctions £
définies sur B par f(x)=ke®, ol
L estune constante réelle.

dek:0,1,2 3,-1,-2 et -3.

c. Le point A(2:1) appartient a la
courbe 'Gf si, et seulement si,
fi2)=1, ce qui se traduit par

1
kxe3 =1 soit ﬁ-:e—_f,etdanck:e?_

L'unique solution de ( £) dont la courbe représentative passe par le point

A(2:1) est donc la fonction j définie sur T par :

3 o

f(z)=e¥xe 2, soit f(x)=e 2 :

2. o La fonction p est solution de | 'éguation differentielle v'= 2,5v,
Donc, pour tout réel 1 = 0, p(t)=ke?, ou k est une constante réelle.
Or, p(0)=10, donc kxe®=10,d"od £=10.
On a dong, pour tout réel r =0, pl1)=10e2¥,
b. Au bout de 10 heures, la population de bactéries est p(10) =10e?:.
On obtlent p(10)=7x10",

Aubout de 10 heures, lo population de boctéries est de |'ordre 700 milliards.

Japplique

Polint méthode

1.c.et 2. Laconnaissance de
limage d'un nombre par la
fonction f [ou sa dérivée 1)
permel de déterminer la valeur
de la constarite k.

I résoudie les équations différentielles suivantes,
1.y =2y

L v==x

3. 4y +3y=0

4, —3y+5v'=0

7 Dans chaque cas, déterminer la solution f de
I'eguation différentielle (E) verifiant la condition
indiquée.

L(E):y'+y=0et j(0)=1.
2. (E):3y"-y=0et f(-1)=3.

THEME 3

D on injecte & un malade une dose de 2 em? d'un
médicament. On modélise la quantité de médicament
présente dans le sang por une fonction f |, dérivable sur
[0;+=<[, vérifiant, pour tout réel r=0 :
f(r)=-0,08/(r)
ou f (1) représente la quantité de médicament présente
dans le sang, exprimée en cm?, rheures aprés |'injection.
1. Déterminer |'expression de J(r) en fonction der.
2. Déterminer, & 102 pres, lo quontite de medicament
présente dans le sang au hout de 12 heures.

Evaolution : modéles cantinus
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mzthode

"a'l' Verifier qu'une fonction est solution d'une équation différentielle

76

SRoned  On considére les équations différentielles (E): v+ y=e ™ et (E"): y"+¥=0.

1. Montrer que la fonction ¢ définie sur ¥ par g{x)=xe™" est une solution de ( E).

2. Soit f une solution de (E). Montrer que la fonction & définle sur & par A{x)= f{x)-g(x) est solution de
I"equation diffarentielle (E°).

3. Soit f une solution de (E). Montrer que la fonction f définie sur IR par j(x)=h{x)+g(x) est solution de
|"&quation différentielle (£).

4. Résoudre (£°). En déduire que les solutions de (£ sont les fonctions f définies sur [f par f{x)=(x+k)e™,
ol k est une constante réelle.

Solution

1. La fonction g est déerivable sur [ et, pour tout réel x, ona: Point méthode
g'(x)="1xe*+xx(-e~), soit g’(2)=e" —xe~ 1.a 3. Four montrer guune
Pour tout réel x, g’(x)+ g(x)=e~" — ve~* +xe~, ainsi, fonctionf est solution d'une

Sl Nun, SEENT . s S éguation différentielle du
#(x)+glx}=e", ce qui montre gue la fonction g est solution de (E). premier ordre, on calcule sa

2. Pour tout réel x, A" (x)+hix)= /()= o)+ flx) = glx). derivee f* et on montre que la
Dot b’ () +hlx) = F(x)+ f{x) (g'lf.r]+g{x)‘). relation entraf et est vérifige.
Or, [ et g sont solutions de (E), dong, pour tout réel x, f'(x)+ f(x)=e~

et e’ (x)+elx)=e".

Alnsi, pour tout réelx, k'(x)+ h{x) =0 ; h est donc solution de (E").

3. Pour tout réel x, f*(x)+ f(x)=h"(x)+=g"(x)+h(x)+glx), donc:
)+ fx)=h(xp+hx)+ g (x )+ gl x).

Or, h est solution de (E’) et g est solution de (£), dong, pour tout
réel ¥ A'(x)}+h{x)=0 et ¢'[x)+z(x)=e"", ainsi, pour tout xR,
ix)+ flx)=e~,

Donc J est solution de (1).

4. (£) s'écrit v =—v, dont |es solutions sont les fonctions  définies sur
I par fi(x)= ke *, ol k est une constante réelle.

D’aprésles guestions 2. et 3., la fonction [ est solution de ( £ si, et seulement
si, la fonction / définie par h(x) = f(x)—g(x) estsolutionde (E’).
Donc, pour tout réel x, f(xj—gla)=lke™ d'od f{x)=ke " + glx).

Les solutions de ( £) sont donc les fonctions f définles sur B par
Slx)=ke +xe soit f(x)=(x+k)e", ol kest une constante.

Japplique

€D on considére I'équation différentielle : B Montrer que la fonctionf définie sur & par
(E)iy'+2y=hx+3 flx)=—)
1. Montrer que la fonction ¢ définie sur (R par : LI

est solution de | équation différentielle v' = »(1—y).
.&'{A'}=2={+%E5tsolutionde (E] " f ep

m On considére |"équation différentielle :

(E):y' —2y=8x2—8x
1. Montrer gue la fonction g définie sur B par:
10 On considére |' équation différentielle : g(x)=—4x? est solution de (E)

(E):y'+2y =g 2. Montrer gue la fonction | est solution de ( E) si, et

Déterminer le nombre réel a tel que la fonction  définie  seulement si, la fonction h définie sur [ par :
sur B par f({x)=ae® soit solution de I"équation  A{x) = fx)— gl x) est selution de (E"): " -2v=0
différentielle (£), 3. Resoudre (£7). En déduire |es solutions de ().

2. Montrer que la fonction § definie sur [ par :
flx)=glx)+e?" estsolution de (E)



’fé"“* Résoudre une equation difféerentielle y' =ay+ b

Fnonce  Lorsqu’un fil électrique est parcouru par un courant électrigue o’ intensité constante, celui-ci s’ échauffe
par « effet Joule ». Pour tout nombre rée| positif 7, on note /(1) lo température, exprimée en degré Celsius, du
fil electrique & |'instant ¢, exprimeé en seconde.

A l'instant 1 =0 de lo mise sous tension, la température du fil dlectrigue est de 18 'C. On a donc 7(0)=18.
On admet que la fonction  est solution de I'eguation différentielle ( £): " =—0,05y+2.

1. Déterminer le nombre réel o tel que la fonction u définie par w(r) =t soit solution de ().

2. Resoudre |'eéquation differentielle ( £}.

3. Montrer que, pour tout nembre réel t =0, f(1)=-22e 905 + 40.

&, Etudier le sens de variation de la fonction f sur [0;+| et déterminer sa limite en +=.

Interpréter ces résultats.

Salution
1. Lafonction u est solution de |'équation différentielle (£) si et seulement Polnt méthode
si, pour tout réel r =0, 1’(r) =—0,05u(z )+ 2. 1. et 2. Pour tesoudre une
Or, pour tout reel + =0, «’(r}=0, donc le reel o vérifie —0,0500+2=0, equation différentielle

v=gy+b,o00gethsont des

ce qul donne = 05 soit (L=40. Rl aE o0

La fonction constante u définie par u(t}=40 est solution de (£). +ancherche une solution
particullere constante i x - ;

2. L’equation (E) est de la forme y" =ay+#, avec a=-0,05 et h=2. = les solutions de I'équation sont

Les solutions de ( £) sont les fonctions f définies sur [0;+=| par . les fonctions / définies sur [

fi1)=ke=995 140 o k est une constante réelle. par flx)=#e +o,00 hestung
% \: constante réelle. )

3. La condition £(0)=18 donne k+40=18 et donc k=-22.

La fonction f est donc définie sur [0;+2] par /(1) =-22e "%+ 40,

4. » Pour tout réel 1= 0, f'(1)=-22x(-0,05¢"9%% ) soit (’(1)=11e"9%" 3.La connaissance de limage
005 Spp d'unnombre par la fonction
Pourtout ¢ =0, e %% =0 donc /'(1)>0.  (ou sa dérivée ") permet
La fonction [ est donc strictement croissante sur [0; +s<[. de déterminer Ia valeur de la
» Ong lim =005 =—= et lim e*=0,donc lim e-%%! =0, | constante k. y
=t X——a =

Par produit et somme lim 7(r)=40.

f—teprina

La température du fil électrique croit avec le temps et tend vers une
température limite de 40 °C au bout d'un long moment,

Résoudre les équations différentielles sulvantes A l'instant =0, on place 20 grammes d’une
en commencant par chercher une foniction constante | substance soluble dans de I'eau, Pour tout réel 1 =0,

solution. on note /(z) la quantité de substance dissoute,
; ; o 3 exprimee en gramme, au bout de r minutes.
1. v ==3v+2 2 vi==y—— i
A On admet que la fonction f est solution de |'égquation
3.2y -3y=1 4 —y'+y-2=0 dif ferentielle (£): v'=-0,14v+2,8.

1. Déterminer le nombre réel o tel que la fonction u
1% Résoudre les équations différentielles suivantes = Jafinie par () = o soit solution de [E).

en cherchant une fonction constante solution. 2. En déduire I'ensemble des solutions de (E).
Déterminer ensuite la solution f vérifiant la condition | 3. Déterminer, pour tout réel 1 =0, 'expression de
indiquée. _ f(t) en fonction de 1,

1. y'=2y-3 et f(0)=3 4. Déterminer, au gramime pres, la quantité de substance
2.5v'-3y=2et f(1}=-1 dissoute au bout de dix minutes.
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Limites des fonctions de référence Opérations et interprétation
higue des limites

o lim 2=+co et lim 2 = 4o ; 3
1= (e = Les (imites sont compatibles avec les opérations

o i 8=t B 33 m i usuelles, sauf dans quatre cas de formes indétermi-

L KRES nées « +ee—oo n, « 0 Koo n,n:t:reiut—}u.
1 1 =
o lim —=0et lim —=0
1—==X N—rboe X * 5 lim /{x) = +ee0u —o, la droite d'équation x =«
e
lim 1: —=a et lim 1 = fes est asymptote verticale & |a courbe '€,
r—0 X r— X
] x>0
+Si lim f(x)=¢ ou lim f(x)=4£€, la droite
e lim "J_-_—-I"'W - e
RHoe d'équation y={ est asymptote horizontale @ la
o [ime'=0et lim e =+ courbe'Gpen +e= auen —w=.
\ T——a A—aban \ !
A A

“—

Primitives
« Une primitive de / sur |'intervalle I est une fonction F, dérivable sur I, telle que, pour tout v = |, F'(x)= f(x).

= Sif admet une primitive F sur [ alors elle en odmet une infinité, et toutes les primitives de /' sur [ sont de la
forme x 1+ F(x) + k, ol k est une constante réelle.

» Primitives usuelles

Fonction f définie par f(x)=... k X X2 z % % e'
e . 1 2 - 1 E] 1 =1 | - 1
Une primitive de j est ¥ définie par F{1)=... hex 2% 3F T 2x S et
= Opérations sur les primitives
| Fonction - f+a | &t | 2’ ‘ i'e
| Primitive | F+G i kF i | o

-'1 ol k est un nombre réel, F et G des primitives de f et g respectivement, et « une fonction dérivable sur 1,

Equation différentielle y" = ay Equation différentielle y"=ay+b, a0
Les solutions de I'équation differentielle " =ay » L'éguation difféerentielle v' = ay+ 6 admet une
sont les fonctions f définies sur | par : unigue fonction constante solution, définie sur B
f(x)= ke par iw(x) =0, ol o est une constante réelle.
wd kask o constonte réelle: » Les solutions de |"égquation différentielle

v'=ay+b sont les fondtions | définies sur [ par :
Slx)=ke™ + 0t
ou & est une constante reelle.

= — —



différentielle " =—2y sont définies par :

9. La solution f de |'équation différentielle
=—2y qui vérifie f(1)=2 est:

10. La fonction constante u solution de
I"équation différentielle " =2y + &4 est:

11. Les solutions de |' équation différentielle
¥ =2y +4 sont définies par :

Flx)=2e? xe 2
ul(v)=2

Flx)=ke2 —4

f(.t}:—é%_—x'e'l'
u(xf=—

_,” ‘.}zkez.a. =3

ou fﬂl.m ? Indiguer pour chague affirmation si elle est vraie ou fausse. Justifier.

- ; VERSION J
Y'évalue mes connaissances ;wmg i
B Vair corrigés
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).
1 Y
1. lim (2———J estegaled: -1 2 —oa
2, La courbe de |la fonction ' définie par
f(l}— ; admet pour asymptote en —oc y=3 y=1 y=0
la drmte d equation :
3.5ila fonctisn_," est définie, pour tout x 2 1, lim f(x)=+eo LIT'I flx)= li_rfli.f{-"} s
par f(x )=——dlors: e x4 =1
o
4. 51 la courbe *€; admet la droite d'équation lim f(x)=+ee lim f{x)=1 fim (f(x)-1)=0
v="1 pour asymptote en +==, alors : =i ke il
5. Une primitive sur [K de [ définie par 2 SO 3
o T 1 = T 3 L

flx)=2x—e " estdéfinie par F(x)= i == g
6.Si, pour tout réel v, f(x)=0, alars toutes on ne peut pas
les primitives def sont : décroissantessur B croissantes sur R i
7. La primitive F de [ définie sur & par P R R N E e A e
F(x)=-3e2 quiverifie F(0)=0 est: Flr)=-3e#+3 Flx)=z(e™-1) Flx)=6e-6
B. Les fonctions solutions de I'équation ; .

4 flx)= ke Flx)=e2"+k flx)= ke

. f{‘ I) = EE—Q[.r.—!}

Partie B.
On considére la fonction [ définie sur K par
fl1)y=2e"0% _ 4, et % sa courbe représentative.
1.6 admet une asymptote en +oo,
1 _ 1 2. La fonction f* est croissante sur R,
zxf{r)m , alors 1'.‘,'? fz)=+ 3 lim f(f)=—
: f——==
3. la fonction g définie par g[_r:]=[e-‘ +‘ll}2 est une
primitive sur R dej’ définie par f(x)=2e® +2e".
4. Si f est solution de 'equation differentielle
1

Partie A.

1. La courbe de |g fonction exponentielle admet ['axe
des abscisses pour dsymptote en —ee.

2.5ila ﬁ::nctiunj’ est telle que, pour tout x =1,

4.6 admet une asymptote en —e=.

5.La fonction F définie par F(1)=4(e % -1} est
une primitive de { sur [

6. La fonction f est la solution de |'éguation différen-
tielle v' = —0,5y—2 qui verifie [(0j=-2

2y’ — y =1, alars, pour tout x e B, f(x)=ke? +1,00k
est une constante réelle.
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaix

”Simplffier-'les' écritures des nombres st'livugt'fs:
A=eSxe 7, B=(e?) x(e) et c:-=-""?_f
E5D Pour 1 nombre réel, simplifier au maximum les
expressions sulvantes.
1, A=e? xe it 2 B=(E"z"+1 -]g'.ﬁ:'e-“”i
-2

D= —_:-P-ﬁ
m Verifier pour tout réel x, les egalités suivantes.
1 (e e ) ~(er—e~ ) =4

T—e=* e

Tre e+l

5D Résoudre les équations suivantes,
1. x2 -5 +4=0 2 -2x%+3x-2=0
3 gl 1= ]

Résoudre les inéguations suivantes.
1. 3% +2v-1=0 2. -2%4+3x >0
3.2 +1=3 4 -3 1=Q

1. Factoriser 32+ x—2. En déduire une factorisa-
tion de f(x)=e? +e' - 2.

2. Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel . le
signe de f(x).

23 soit 1 a fonction définie sur R par //(x)= ke 2",
ol k est un nombre reel. La courbe ‘6 représentative
de la fonetion | passe par le point A(1;-2).

1. Determiner la valeur du réel k.

2. En déduire que, pour tout réel x, [ [,\:}——ZE—Z'[‘ L2
3. Pour tout réel x, calculer f*(x).

4, Déterminer une équation de la tangente & la courbe
& au point A.

On considére les sultes (u, ) et (v, ) définies, pour
‘tout entier naturel n, par i, = =3 et v, =e¥n

1. Préciser la nature des suites (u, ) e;_( ¥, )
2. Déterminer a limite des suites (u, ) et (v, ).

Pour les exercices F20 et F5), étudier le sens de varia-

tion de chacune des fonctions { sur l'intervalle
indiqué.

170 = 222 sur swe]
f(rfi—i._,‘l_,l sur[O ea]

(25 KN flx)=e*=3x+1surR
2 j(1)=6(1—e2" ) sur [0;+e]

Automatismes du théme

€13 on donne ci-dessous le tableau de variations
d'une fonction f.

3 o +ee

N
£(x) . ] / “\‘1
Donner I'ensemble de définition de [, les limites de
aux bornes de cet ensemble, ainsi que les équations
des asymptﬂtes ala courbe B

Danner, 5'il y a lieu, une interprétation graphigue
pour la courbe €, des limites suivantes.

4. lim f(x}= ==

1. lim flx)=-
3. x]_i'rfl_ff(\!} =

Calculer les limites sulvantes.
1. lim [3.;,1__12'] il
Reoes R s—=1x =1
1

3. lim (2x+e*) 4, lim (x—1)(e*-1)
Ty Feaee

Soit  la forction définie sur It par f(x)=e"*!

et F‘une primitive de /' sur {.

1. Pour x réel, donner |'expression de F'(x).

2. En déduire le sens de variation de F sur R.

3. Déterminer le coefficient directeur de la tangente

& la courbe de F au point d'abscisse 0.

Déterminer une primitive de chacune des fonc-
tions [ suivantes sur |'intervalle indigué.

1 flx) =4 ff3;g?-+.-_;2x—1 surl®

2. f(x)=2* (e 1) sur i}

3 1) =-é_+=-e" =3 sur [0;+eq]

4 flxy=2e¥"-1sur R

Résoudre les équations différentielles suivantes,
i y" =g = y::?‘_y
3.y=02y 4.3v'-2y=0

Montrer que lnfam:tfonj‘ définie sur & par
flx)=xe~* est solution de |'équation différentielle
y+y=e-,

1. Determiner une fanction constante solution de
I'équation différentielle (£):y" =2y —1.

2. Résoudre (£).

3. Déterminer la fonction f solution de (E) telle gue
f(o)=-2.




Gxercices

it Ny 1T PIOU ] PR
i Consolid ,ﬂ..t[r-.-.-
hetoatd A L b BN L AL

=T

m Chacun des graphiques ci-dessous représente lo
tourbe ‘€ d'une fonction [ dérivable en 4, ainsi que o
droite % tongente & la courhe @ au point A{a; f(a)).

(47} o
¥ /
1 /
o) 7
'\‘{- J
0N x
§

Dans chaque cas, determiner, por lecture graphique,
les valeurs de a, f(a) et f'(a), puls une équation de
la droite 4.,

EB Sait f une fonction dérivable sur . On note € sa
courbe représentative.

1. La tangente & la courbe € au point A(-1;2) passe
par le point B8(=2:3). Déterminer (=1} et f'(=1).
2. La tangente & la courbe °€ au point D d’abscisse 4
admet pour équation y=-51+3,

Déterminer f(4) et f'(4).

m On donne ci-dessous le tableau de variations
d'une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle
[=5;20].

x |5 10 13 20
15 10

-y E
) - .

~12 2

1. Determiner, en justifiant la réponse, le nombre de
solutivns de chacune des équations suivantes,

o fx)=0 b f(x)=2 e f(x)=16
2. Vrai ou faux ?

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle
est vrale ou fausse, en justifiant la réponse.

a J(0)<0

b. 13 est solution del'équation f*(x)=0.

c. Pourtout x £[10;13], f'(x)=<0.

EED soit f la fonction définie sur |'intervalle [1:2] par:
f(x)=e 2" —x+1

1. Mantrer que la fonction f est strictement décrols-

sante sur [1;2].

2. Montrer que I'équation f(x)=0 admet une unique

solution asur | 1;2].

Deéterminer une valeur approchée de o a 1072 pres,

P — = — —
D | e E SRS gy e LS S
Co nRatt g le cours ]
WUTLIVALETE e CUMES

ACTIVIT
MENTALES
RAPIDES

m Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

m Compléter les pointillés.
1.5i lim f(x)=2, dlors la droite d’équation ... est

... alacourbe'tyen ...
2.5 IIn'lrf‘[:r.}: —eo glors la droite d'équation ... est
X3

- alacourbe't,.
3.5i la droite d'equation y=-5 est asymptote a la
courbe €, en —==, dlors ....

(40 Soit f une fonction définie sur |—es; 1w J1;+es]
dont le tableau de varlations est le suivant.

x | —t1s 1 +t

foa | 3

W
FEx)
_2 —e
1. Donner les limites de 1 aux bornes de son ensemble
de définition ainsi que les équations des asymptotes
& la courbe ‘€.
2. Tracer une courbe pouvant représenter la fonction /.

g

: Démo

0 Solent f une fonction continue sur un intervalle
L et & une primitive de [ sur L

1. Soitkunréel. Montrer gue la fonction & définie sur
Lpar G(x)=#{x)+ k estune primitive de [ .

2. Soit H une autre primitive de f sur L.

Calculer la dérivée de |a fonction ¢, définia sur [, par
elx)=F(x)—H{x).

3. En déduire que deux primitives de [ sur [ different
d'une constante.

m Vrai ou faux 7
Pour chocune des affirmations sulvantes, dire sl elle

est vraie ou fausse, en justifiant la reponse.
2

e’ +1
admet |'axe des ordonnées pour asymptote en +e,
2.5if est la fonction définie sur i par _;"{_r}:e‘-"),
clors toutes les primitives de f sont crolssantes sur (.
3. Les solutions de |' éguation différentielle

¥ +2y=0 sont les fonctions /' définies sur B par
f(x)= ke ol kest une constante réelle.

4. La fonction constante 1 0,01 est solution de
I'equation différentielle 2y’ +0,5v= 0,05,

5. Les solutions de | équation différentielle
¥'=3y—6 sont les fonctions [ définies sur R par
F(x)=ke¥ -6, ol k est un nombre réel.

1. Lacourbe de la fonction f définie par f(x)=

THEME 2 Evolution : modéles continus
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Bxercices

'W‘ Calculer des limites,
utiliser le calcul d'une limite

La courbe 6 ci-dessous représente une fonction f
définiesur [\ {-2; 2}. Les droitesd'&quations x = -2,
x=2 et y=1sont asymptotes a la courbe 6.,

¥ I

et T T T
Q] ‘\ X

Lire graphiguement les limites de { aux bornes de son
ensemble de définition.

On donne ci-dessous le tableau de variations
d'une fonction / de courbe représentative 6,

| X | —e= 0 2 Hoo |
_‘1 I-}-o-a 3

o

f(x) Rzl 3 ;
tw ﬂ‘l o

1. Préciser les équations des asymptotesd ¢,
2. Tracer une allure possible de .

m Dans chacun des cas suivants, donner une allure

possible de la courbe “€ représentant une fonction f

définie et dérivable sur [\ {1}.
1. lim flx)=-2, Iin11f(,r:}=+m
et lim f(1)=0.

A—vbes

3. |Im1f(_£):—w. lim j(x)=—== etladroite d'équa-
tion y=2 est asymptote & € en +es.

Pour les exercices (T3 & E£3, déterminer les limites
proposées.

@1 im (x-1+e) 2. lim (3e¥—20+1)

== T

@1 im x(2x-3) 2. Im —x2(x+2)

e H—3—o0

T—om g—s—au . X

1. im (x—1)e* 2. lim (3+1J{e‘—3]

2 Ze* -1
W tas Rl

az

) 1. lim ez 2. lim e+l
H—Ft== L=
p 2
6 1. im =3 2 lﬂ[_?”)u_")
m 1. "mZ,t+3 2 Ilmh+3
x—3] =1 r—] 3'—1
<1 =1

m Vol ou faux ?

Le graphigque ci-dessous donne les courbes représen-

tatives de deux fonctions [ et g définies sur . L'axe

des absdsses est asymptote a la courbe 6, en +== et

a la courbe '€, en —eo et en +e=. On admet que
lim fix)=-4ee.

1. Donner les limites dej' et g en —== et en +e=,

2. Pour chacune des offirmations suivantes, dire sielle
est vraie ou fausse. Justifier.

o fim (f(x)-g(x])=+es

b, llimwl:_y"f_x]x elx))=0
e

d. Lo courbe représentative de la fonction f + ¢ admet
I'txe des ordonnées pour asymptote en 4o,

Demo
. Onconsidére la fonctiony définiesur [0 ;4| par:
flx)=e'—x
1. Etudler le sens de variation de / sur [0 +==] .
2. En déduire que, pour toutreel x =0, e* > x.

3. En déduire lim e,

N—bm

B Soitf une fonction définie sur |'intervalle [1;+es|

telle que; pour tout réel x =1, %%f(x}%%.
X d

1. Déterminer lalimite de la fonction f en +<=,
2, Que peut-on en déduire pour sa représentation gra-
phique '€, ?

B3 on considére la fonction f définie sur B\ {0} par

j'[x};w-il+3_ On note 'f sa courbe représentntive.
. £

1. Montrer gue ' admet |'axe des ordonnées pour

asymptote verticale.

2. Montrer gue ‘¢ odmet une asymptote horizontale
en —== et en +== dont on dannera une équation.



57 On considére la fonction [ définie sur I} par

Fla)=—t

A3 o
1. Tracer la courbe € sur la calculatrice, Conjecturer

les équations des asymptotes @ en —oo et en +oo.
2. Démontrer les conjectures précédentes,

et '€ sa courbe représentative.

Déterminer les primitives
d'une fonction

Pour les exercices B a [, résoudre les aquations
differentielles proposees.

1 y= 2.y =2x+3

B 1 v=-22+20-1 2. y'=-3er+2

m"l._r’:-—zi- 2 y =623
X

Pour les exercices (£l a (E), déterminer une primitive
de la fonction j sur I'intervalle indique.

B 1. r0)=-22+3-1surR
2 flx)=1-x+2e*surR

3. f(x)= 5_\-—?35 sur |0;+eo|

) = 3 2r_1 .
mT = -;T+2e 7 sur 0 422
2. fx)=-224T5ur R
3. f(x)=e"sur

53 K1 f.(i'}:ﬁ sur [1;-+0of
2. f(x)=(x+ 1) sur @
3. Jlx)=2(x—e*)(1+e*)sur R

84 Dans chaque cas, déterminer la primitive # de lo
fonction [ vérifiant la condition indiguée.

1 flx)=x+e* et F(0)=-1

2. f(x)=3xe"" et F(1)=0

m Vrai eu foux 7

Pour chocune des affirmatians suivantes, dire si elle

est vroie ou fausse, Justifier.

1. La fonction §' définie sur | par f(x)=e? est solu-

tion de |'&éguation différentielle v’ = ¢,

2. La fonction F définie par /[ x)=xe’" est une pri-

mitive sur [ de f, définie par f(x)=(3x+1)e*.

3. Toutes les primitives de la fonction j definie sur K
E.\:

par flx=—m

4. 5i F et v sont deux primitives d'une fonction f sur

I, alors F et G ont le mérne sens de variation sur L.

sont croissantes sur [,

@ Résoudre une équation différentielle
y=ay

Pour les exercices (13 a (T3, résoudre les équations
différentielles proposées.

B 1 J'*;S}' P é .\'r;—U.TSIv
3.3y'=2y &, y=—2y'
67 RIS 2. -5y +6y=0

m 1.2y —3p=y"+¥

m Onconsidérel’ equation differentielle (£): y' = 3y.
1. Résoudre I"équation différentielle (E).

2. A I'vide de la calculatrice ou d'un logiciel, tracer
I"allure des sclutions de (E).

3. Déterminer i solution / de ( £ qui vérifie {(0)=-2.
4, Déterminer la solution g de (E) dont la courbe
représentative passe par le point A(-1,3).

2. 2(y +2y)=3y"+5y

m Pour chacune des fonctions [, définies sur [,
déterminer le réel a tel que f solt solution de I'équa-
tion difféerentielle y' = av.

1. flx) =0 2. flr)=2e*

3. fx)=e3mt b f(x)=-2e*"

€20 Les courbes 6, 6, et Gy
représentées ci-contre sont
les courbes représentatives
de trois fonctions, solutions T T

de I'équation différentielle o e T
1 =

¥ _'__2'3'- 8. /

Déterminer une équation '

de chacune de ces courbes. /

72 Lors d'une hydrolyse du saccharose, on étudie
I'évolution de sa concentration, exprimee en mol.L",
en fonction du temps ¢, exprimé en minute. Cette
concentration est modélisée par une fonction C solu-
tion de |'equation différentielle y'=-0,008y. La
concentration initiale du saccharose est de 10 mol L.
1. Pourtoutréel = 0, exprimer ('(¢) en fonction de .
2. Déterminer lo concentration de sacchorose apres
2 h 30 d'hydrolyse.

m Soit f une fonction dérivable sur [t vérifiant les
proprietés suivantes

s J est solution d'une équation différentielle v =ay,
ol ¢ est un nombre réel ;

o la tangente a la courbe €, représentative de la fone-
tion/, au point A(0,2) passe par le point B(-3;1).
1. Déterminer f(0) et f'(0).

4. En déduire la valeur de a.

3. Exprimer {{x)en fonction de a.

THEME 2 Evolution : modéles continus



84

Bxercices

‘,&.' Vérifier gu'une fonction est solution
d'une équation différentielle

ED on considere I'équation différentielle :
(E):y' +2y=6x+1
1. Montrer que la fonction f définie sur B par :
F{x)=3x—1 est solution de (L)
2. Montrer que la fonction g définie sur [2 par :
2l v)=2e"" +3x—1 est solution de (1)

E5) on considére I'éguation différentielle :
(E):y —y=¢e"
1. Montrer que la fonction « définie sur R par :
ulx)=re" estsolution de (E)
2. Montrer que, pour tout réel &, la fonction f; définie
sur K par f.(x)=(x+k)e" estsolutionde (£).

m Dans chague cas, montrer que la fonction 1 est
solution de |’ équation différentielle ( £} sur l'intervalle
indiqué.

1T(E):y +2v=e et f(x)=(x+1)e? surd

i 3 e’ ‘ e’
2. (E)i-y+y=—et fl.x}:T sur |01 +eef
I »

3 (E)y =2y(1-v) et f(f)= sur [’

“Tree®
77 Soit!'équation différentielle (E): v'+ 3y =,
1. Déterminer le nombre réel ¢ tel gue la fonction u
définie sur [ par u(x) =ae?* soit solution de (E).

2. Montrer que, pour tout réel &, la fonction f' définie
sur B par f{x)=ke3* +ae?" est solutionde (E).

m Vral ou faux ?

Pour les deux affirmations suivantes, dire sl elles sont
vrodes ou fausses, en justifiant la réponse.

1. La fonctlon exponentielle est I'unique solution de
I'éguation différentielle "= y.

2. Silafonction u estsolutionde (£):y"~ 3y =3, alors
la fonction v définie par v(x)=u(x)e=* est solution
de (£7):y" - y=3e2,

m On considére |"équation différentielle :
() +2y=2x241
1. Montrer que la fonction p définie sur ¥ par :
plx)=x%—x+1estsolution de (£)
2. Soitf une solution de ( £ ). Montrer que lafonction
¢ définie sur [ par g(x}= f{x)- p(x) est solution de
I'@guation differentielle (E") . v'+2y =0,

3. Réciproquement, montrer que sf la fonction g est
solution de { £'), alors lo fonction f* définie sur B par :
Flx)=glx)+ plx) est solution de (£)

4. Résoudre (£').
5. En déduire |'ensemble des solutions de ( £).

ci-contre

«x. Résoudre une équation différentielle
¥y =ay+th

80 Soit |'&quation différentielle (E): ¥' =5y +1.
1. Montrer que la fonction « définie sur [ par

ulx)= % estsolution de (E)

2. Résoudre (E£).

m Résoudre les équations différentielles suivantes
en commencant par chercher une fonction constarnte
solutiaon.

1. ¥v=2v+8
2. 2y —=5y=-3
3.8y +2y=0,2

m Dans chague cas, determiner la fonction f solu-
tion de I équation différentielle ( E) vérifiant la condi-
tion indiquée.

1T(E):v'+2y=3 et f(0})=-3

2.(E):v =5y+10=0 et f(1)=0
3.(E): 2y +y=-3et f(0)=2

N

sont les %
courbes représentatives
de quatre fonctions,
solutions d'une équa- b ‘
tion différentielle de la -
forme 2y =—v+h, ol b / ; 1
est un nombre réel fixé. .
1. Determiner la valeur
du réel b.

2. Determiner une equation de chacune de ces
courbes.

m Les courbes ‘€, €5,
iy et ', représentées

N

-

EB La température de refroidissement d'un objet,
fobriqué industriellement, est modélisée par une fonc-
tlonf, o, pourtout réel r =0, f(r) représente la tem-
pérgture de |'objet, exprimée en degré Celsius, @
I"instantz, exprimé en heure. La fonction f estsolution

de I'équation différentielle (£): v+ %j' =10;

1. Résoudre I'équation différentielle (£).

2. La température initiale de |'objet est 220 °C.
Déterminer, pour tout réel r =0, |"expression de (1)
en fonction de «.

3. o Etudier le sens de variation de la fonction f sur
I'intervalle [0; +==] .

b, Déterminer la limite de la fonction f en +==.

c. Interpréter les résultats précédents dans le contexte
de I'exercice.



Bxercices e

m Limite d’'une fonction

EB Déterminer |es limites suivantes.

e’

1. lim (x—e%5%) 2. lim—

Tt —=1 1=K
x>

3. lim 2,8(1-e70) 4 lim (x2-1)(e*-1)
Fpn T
m Pour chacune des fonctions [ suivantes, montrer
que sa courbe représentative ‘6 admet pour asymp-
tote |o droite I} indiquée.
1. flx)=-2(3e -1) et D:y=2 en oo
1—

- Py A e
2. Jix) e et Dix=-1
G e?r_ X 1
3. .H.\:Il'—m et D._!’———E en —so

4. ﬂ_r,}zm% et D:y=3en +=

m Pour chacune des fonctions / vérifiont I'iné galité
indiquee, déterminer sa limite en +e=,

1. Pour tout reel x =0, 0< }'(,c.jﬁir;-.
&

2. Pour tout réel x, f(x)=2e' -3.
3. Pourtoutréel r =0, % = f(x)-1=eg".

m On considére la fonction f définie sur Il par:
Flx)=*=xT+x-1
1. Déterminer o limite de ' en —==.
2. Montrer que, pour tout réel x= 0, ona:
aon =z 0, Y 3]
16)=r(1-3+ -
3. En déduire la limite de f en +==.

m Soient la fonction [ définie sur B\ 2} par:

v —dx+1

f(x)= x—2

et ¥ sda représentation graphigue.
1. o. Déterminer les limites de [ en 2.
b Que peut-on en déduire pour la courbe 6 ?
2. v Expliguer pourguoi on ne peut pas déterminer
directement les limites de | en —e= et en +e=.
. Mantrer gue, pour tout réel v different de 0 et de 2,

--2+l_
ona flx)= 2’-‘ ;
=

c. En deduire la limite de /' en —== et en +e=,
o. Que peut-on en déduire pour la courbe € 7

LI
Pour calculer la imite d'ure fonction polyndme
ou rationrelle en 'infini, on peul, en cos de forme
Indéterminée, factonser par le terme de plus haut degré,

m En utilisant le point info précédent, déterminer
les limites suivantes.

1 lim (=33 -2¢2+5x-2) 2. lim “.1+1
| ——e ren ¥E- 2
ot ex—1 3321

91 On considére la fonction f définie sur 1 par
JF(x)=e"—e¥ et'€ sareprésentation graphigue,

1. Montrer que la courbe '€ admet |'axe des abscisses
paur n:tsyrnptote en —we.

2, Enfactarisant /(.x), déterminer la limite de la fonc-
tionf en +es.

m Sur sa colcula-
trice, Marine o trace
lo courbe de la fonc-

tian f définie sur [}
ZEG.S.-E

par f{x} = m i

1. Conjecturer les limites de /' en —e et en +os=.

2, Montrer la canjecture formulée surla limitede /' en

—o=, Que peut-on en déduire pour la courbe "¢, 7

3. o Montrer que, pour tout réel x, flx)= T

b, En déduire la limite de f en +o, Que peut-on en
déduire pour |a courbe '€, ?

m Un protocole de traitement d'une maladie com-
porte une perfusion longue durée d'un medicament
adapté. La concentration du médicament dans le
sang, exprimée en micromole par litre, au cours du
ternps, exprimé en heure, est modélisée par la fonction

7
C définie sur [0;+==| par C(.'}:12(1—E' 'B'o“']

En médecine, on oppelle « plateau » la limite de la
fonction C en +ee,

1. Etudier le sens de variation de la fonction .

2. Pour &tre efficace, le plateau doit étre &gal a 15.
Le traitement est-1l efficace ?

m Un parachutiste de BO kg soute d'une altitude de
1 000 m avec une vitesse verticale initiale de 1 m.s .
La distance d{¢), exprimée en métre, parcourue par
le parachutiste r secondes aprés son saut, est donnée
par d(r)=10i+ (e -1}, ot C est une constante,
Lavitesse v(r) du parachutiste &' instant r est donnée
par vir)=d’(r).

1. Déterminer vir),

2. Sachant que v(0)=1, déterminer la valeur de C.
3. Quelle est |a vitesse limite que peut approcher le
parachutiste ?
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B xercices exmmm

m L'évolution de la
hauteur d’un plant de mais
en fonction du temps est
modélisee par la fonction &
définie sur [0;+=[ par

o 3
h[f):w. ouaeth

sont des constantes réelles
positives, 1 est la variable temps, exprimée en jour,
et (1) la hauteur du plant, exprimée en méatre.
On sait qu'initialement, pour /=0, le plant mesure
0,1 m et gue sa hauteur tend vers une limite de 2 m,
Déterminer les valeurs de a et de b,

#] Equation différentielle, primitives

m Résoudre les equations différentielles suivantes,
1Ly =-2+xt+x-1 2. y'=-28""41

3. y'=2(1—e"*4) 4, =g
X

m Dans chaque cas, determiner la solution j de
I'éguation differentielle proposée vérifiant la condi-
tion indiquée.

1 v'=3x%" 416t f(0)=-2.

2 y'=—x et J(1)=1.

3. _\"2—2{_t+1}(x2—+-1t—3j et [(0)=2,

EB Dans chaque cas, déterminer les primitives de la
fonction [ sur l'intervalle indigué.

; 3x2+1
1 flx)= 1)

sur ]0; oo
' e'

2z =———0

f(x) (&‘+1}z

e S 30
3. j'(_t}:ﬂeg—fH sur K

sur &

99 On considére la fonction f définie sur [ par :
f(x)=(3x—t)e=

1. Montrer que la fonction F définie sur [ par

Flx)=(-3x+1)e" estune primitive de [ sur [},

2. Déterminer la primitive  de f qui vérifie G(0)=3.

3. Déterminer les primitives de la fonction f définie

sur i par h{x}=(3x—4)e * +2x -3,

Dans chaque cas, indiquer siles fonctions # et &
sant les primitives sur i d'une méme fonction sans
calculer |eur dérivée. Justifier.

1 F(a)=(x+3)(x=2) et G(x) =22 +2-1

2. Flx)=(e -1 et G(x)=-20 % 4o 2

2r+4 Zr—3
et Gla)=——
(x} xZ+1

Lt 224

@ On donne ci-dessous le tableau de variations
d'une fonction f dérivable sur 3.

= . = "'1 ﬂ 1 +en

0. w2,
fix) . 0

g 1

Soit ¥ une primitive de 1 sur T&.

1. Dresser |e tableau de variations de F sur &,

2. Si Fvérifie I'(1)= -3, déterminer une équation de
la tangente a lu courbe représentative de £ au point
d ebscisse 1.

@ Vroi ou foux ?
La courbe G ci-dessous est la courbe représentative

d'une fonction f derivable sur [,
g

T IU- ‘i L T T \1

Soit F une primitive de f sur 1%,

Pour chacune des affirmalions suivantes, dire si elle
est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

1. Fest décroissante sur [4; +o.

2. I est croissante sur [-2:6].

3. Fadmet un minimum en 0.

4. La courbe représentative de / admet des tangentes
horizontoles aux points d’abscisses 0 et 6,

5. Le coefficient directeur de |a tangente & ln courbe
de F au point d'abscisse 2 est 2.

@ La courbe “f ci-dessousest lao courbe représenta-

tive d'une fonction [ dérivable sur [,
-'.l

Wne des trois courbes suivantes représente une primi-
tive de la fonction /' sur [R.
Déterminer laguelle, en expliquant le choix effectué.




On areprésenté d-dessous les courbes représen-
tatives d'une fonction f définiesur l'intervalle [-6:6 |
et de l'une de ses primitives f-.

¢,

a

Identifier, en justifiant la réponse, la courbe de [ &t
celle de F,

m Une entreprise ¢ une production maximale de
5 000 litres de liquide alimentaire, Le cott marginal,
en millier d'euros, est defini, pour x[0,;5] par:

€, (x)=10e"+3x-6
On rappelle que la fonction €, modélisant le colt
total des x premiers milliers de litres produits, est une
primitive de €.
1. Déterminer toutes les primitives de €, sur [0;5].
2. Sachant que les colts fixes s'eélevent a 50 000 euros,
déterminer |'expression de (' (x) en fonction de x.
3. En déduire le colt total de la production maximole.

@3 Une boulangerie fabrique
chague jour des cupcakes
aver un maximum de produc-
tion quotidienne de 70 cup-
cakes. Le coilt marginal de
production, en eurg, de &
dizaines de cupcakes est donné par la fanction €,
définle sur [0:7] par:

C,(x)=6~(=x+15)e~*3*
1. Déterminer les primitives de C,, sur [0:7].
2. On considére gue le codt marginal est ladérivée du
colt total. Sachant gue les colts fixes de cette bou-
langerie s'elévent a 300 euros, determiner I'expres-
slon du colrt total, en eurn, de |la production de x
dizaines de cupcakes pour x=[0;7].

E Equation différentielle y' = ay+b

107 Seit [ la fonction solution de |'éguation différen-
tielle (£):y'=3y-5 telle que f(0)=-1.

1. a. Sans résoudre (E) déterminer ((0).

b. Endéduire une équation de la tangente d la courbe
‘€, au point d'absdsse 0.

2. a. Résoudre I'équation ( E).

L. Retrouver alors les résultats obtenus a la question 1.
3. a. Déterminer leslimites de f en —s= et en +==. Que
peut-on en déduire pour la courbe €, ?

b Etudier le sens de variation de [ sur i

@ Exercice guide

Soit I'éguation différentielle (E); y'=-2y+6,

1. Résoudre (£},

2, Thomas affirme que toutes les fonctions solutions
de () sont décroissantes sur T8

A-t-il raison 7 Justifier.

3. Montrer que les courbes représentatives de toutes
les solutions de (£) admettent la droite d’équation
y=3 pour asymptote en +=,

-

1. On reconnait ung éguation différentielle = wu+h,
dncemmence par chercher une fonction constante
golution, puis on donne lensemble des sdlutions...
2. On exprime la dérivee d'une fanction solution
guelcongue dont le signe depend de...

3. Origalcule la limitede f el] 4= ... o

109) Soit J' une fonction dérivable sur B, de courbe
représentative 6, verifiant les propriétés suivontes |
/" est solution d'une éguation différentielle de la
forme v =ay+b, 00 a et bsont des réels nonnuls ;

= la courbe ‘€ admet la drolte d'équation vy =3 pour
osymptote en 4= ;

» la courbe %6 posse par le point A(0:1) et admet en
ce point une tangente de coefficient directeur 2.
Déterminer |'expression de f(x) en fonction de x,

@ Aprés de violents erages, des eaux de ruisselle-

ment contenant 4 % de pesticides se déversent dans

un bassin aménagé pour la baignade. Le systéme

d'évacuation du bassin permet d'y maintenir un

volume constant de 30 000 litres.

Onadmet que le valume de pesticide, en litre, dans ce

bossin est modelise par une fonclion V définie sur

[0:+=<[ par V(r)=f(1)+1200, ol  est le temps,

exprime en minute, et f une fonction solution de

I'equation differentizlle () v +0,005y=0_

1. Résoudre I’équation differentielle (E),

2 Onsuppose qu'd 'instant =0, le volume de pes-

ticide dans I'eau est nul.

En déduire que, pour tout réel 1 =0
V(1)=1200(1-e 0005

3. o. Calculer le volume limite de pesticide, noté V,

défini par V, = lim V(7).

B il
b. Etudier le sens de variation de la fonction V sur
[0 +=<| et dresser son tableau de variations.

¢ Montrer que ["équation V(1)=600 admet une
unique solution o sur [0;+==| dont on donnera une
valeur approchée & l’unité prés.

4. Les services sanitaires considérent que des affec-
tions cutanées peuvent survenir dés gue le volume de
pesticlde dans le bassin atteint la moitié de la valeur
limite. Au bout de combien de temps ce taux est-il
gteint ?

THEME 2 Evolution : modéles continus
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B xercices exmmm

Analyse d’un énoncé

Exercice commenté

Aux bornes d'une bobine de résistance K, exprimée
en ohm, et d'inductance L, exprimée en henry, on
branche, a I'instant ¢ =0, un générateur de force
électromotrice E, exprimée en volt. L'intensité du
courant dans le circuit, exprimee en ampére, est une
fonction i, dérivable du terps 7, exprime en seconde
et solution de I'équation differentielle E"’;_
On suppose qu'a |'instant =0 I'inten
Onprend R=5, L=0,5et £=3.

1. Montrer que la fonction i est solution de |"équa-
tion différentielle v = -10y+6.

2. En déduire, pour tout réel 1 = 0, I'expression de
i(t) en fonction de .

3. Déterminer rmf{l}. Intarpréter cette valeur.

®© En remplagant L, K et E par leurs valeurs nume
riques, etenexgrimant yv* en fonction de v, on sg
mamene aune équation différentiglle +
I'on résout en commencant par chercher une fenc
tion copstante solution. On troduit ensuite que
{10} = 0,cequl permet d ' obtenir| expression de i 1)
en fonction de .

av+bque

w

Application immédiate

Dans une pigce d tempércture constante de 20 °C,
a 'instant ¢+ = 0, la température d'un liquide est
égale a 70 *C.

On admet que la température O de ce liquide est
une fonction dérivable du temps ¢, exprimé en
minute, et que 0°(7) est proportionnelle a la diffe-
rence entre la température B{1) et cellede la piece,
de coefficient de proportionnalité égal & -2,

1. Montrer gue |a fonction 6 est solution de |’ équa-
tion differentielle v = —2v+ 40.

2. En déduire, pour tout réel r = 0, 'expression de
8(#) en fonction de .

3. Déterminer lim 6{z). Interpréter cette valeur,
b S

@ Ons’intéresse ala chute d'un porachutiste avant
I'ouverture de son parachute. On admet gue lo vitesse
du parachutiste pendant la chute, exprimée en ms™,
peut &tre modélisée par une fonction v, fonction du
temps 1, exprimé en seconde, solution de | équation
différentielle (E):my'+kv=rmg, ol m est la masse
totale du parachutiste et de son parachute, g |'acce-
lération de la pesanteur et kun coefficient dépendant
de la résistance de |'air.

On prendia m=80 kg, g=10m.s 2 et k=25,

88

1. Montrer que la fonction v est solution de l"éguation
différentlelle (E): yv'=-0,3125y +10.

2. Résoudre I'équation différentielle (£).

3. Sachant gue v(0) =0, montrer gue, pour tout réel
r=0, v(1)=32(1-e03151),

4. le parachutiste peut-il atteindre une vitesse de
50 Km.h17?

0 Un chariot de masse 200 kg se déplace sur une
voie rectiligne et horizontale. La position du chariot
est repérée par la distance o, en métre, du point i/ &
I'origine () du repére en fonction du temps ¢, exprimé
en seconde.

If

i
G d

Leslois de Newton permettent de montrer que la fonc-
tion d vérifie, pour tout réel r = 0, la relation :

20047 (1) + 254" (1) = 50
1. Pourt =0, onnote v(z) lavitesse du chariot & |'ins-
tant r. On roppelle que, pour tout 1 =0, vir)=d"(r),
Montrer que o fonction v est solution de I’équation
différentielle (E): y'=—0,125y +0,25.
2. a. Résoudre |"équation différentielle ().
b On suppose gue v(0)=0. Déterminer, pour tout
réel 1= 0, v(r) en fonction de 1.
c. Calculer V = lim v{z). Interpréter cette voleur.

g b ad
3. 0. Que représente la fonction 4 pour la fonction v 7
b On suppose que o (0)= 0. Montrer que, pour tout
réel 1=0,d(1)=2r-16+16e 212
c. Déterminer, au décimétre prés, la distance parcou-
rue par le charlot au bout de 30 secondes,

(E5 Au début d'une épidémie, on constate que 0,01 %
de la population est contaminée. Pour r [0;30], on
note f(¢) le pourcentage de personnes touchées par
la maladie aprés | jours. On a donc f(0)=0,01.

On admet gue la fonction f est dérivable et stricte-
ment positive sur [0;30] et qu’elle est solution de
I'équation différentielle ( E): v =0,05y(1- y).

1. Soit la fonction ¢ définiesur [0;30] par ¢{i}=
a. Calculer g(0). ﬂ )
b. Montrer que la fonction g est solution de |'éguation
dif férentielle (F): x"=-0,05x+0,05.
c. Résoudre (I}, En déduire, |'expression de g(1) en
fonction de r.
2. 0. Montrer que, pour tout réel 12[0;30] :

: 1

110~ ggeoms 13

b Calculer, &!'entier prés, le pourcentage de la popu-
lation infectée aprés 30 ours.



) 'pprendre d modéliser

B Des vers dans la farine...

Les recherches expérimentales d I'alde d’espéces élevées en laboratoire ont
commenceé dons les années 1930, avec les travaux de Gause ( écol ogiste russe,
1910-1986), qui étudia, en 1935, I'évolution d'une population de coléoptéres,
le ténébrion meunier, plus communément appelé « vers de farine », en raison
de so capacité a se développer dans des denrées trés séches, notamment
dans |la farine.

En suivant I'évolution de dix vers placés dans 64 g de farine, il obtient les résultats suivants.

Nombre de jours 0 10 20 30 40 50 | 60

Nombredevers | 10 | 26 | 58 | 185 320 | 743 | 1100

Nombredejours | 70 80 90 100 110 120 130
| Nombre devers | 1340 | 1450 | 1650 | 1760 | 1630 | 1600 | 1750

Partia A Interprétation d'un graphique

1. Représenter graphiquement ces résultats par un nuage de paints. On prendra pour unités 1 cm pour
10 jours sur |'axe des abscisses et 1 cm pour 100 vers sur I'axe des ordonnées,

Z. Cette représentation grﬂphrque met en ewdence dif férentes phases dans la croissance de cette popu-
lation : une phase de HOESANCEEXPORENNEIE une phase de ralentissement et une phase | TEIINGEE

Identifier sur le graphigue chucune des phuse& surlignées,

Partie B Modélisation par croissance exponentielle
Dans cette partie, on étudie I'évolution de la population de vers sur les 50 premiers jours.

1. Sur cette période, on estime que le nombre de vers augmente en moyenne de 9 % par jour.

o Caleuler, @ 10~ prés, le coefficient multiplicateur global sur une période de 10 jours.
i Vérifier que les résultats expérimentaux sont conformes a cette estimation.

2. Pourtoutréel 1 €]0;50] onnote N,(1) le nombre de vers aubout de f jours. On cansidére que, sur cette
periode, la vitesse d'evolution de lo populatian est proportionnelle a san effectif, et que la fonction N,
est solution de I'equation différentielle v/ = 0,09y,

0. Déterminer I'expression de V,(r) en fonction de 1.
b En supposant ce modele encore valide au-dela du 50° Jour, quel serait le nombre de vers au bout de
80 jours ? au bout de 100 jours ?

¢. Ce modéle parait-il envisageable sur le long terme ? Pour modeliser une évolution,
an peut utiliser une représentation
Partie C Maodeélisation par une fonction logistique graphigue qui donne une idée
On souhaite modéliser |'eévolution de la population de de la fonction a utiliser.

vers par une fonction lagistique N, définie sur [0 +os| ,

par N(1)= T e 0 ol K et a sont des constantes strictement positives.
i !

1. o. Déterminer la limite de la fonction & en +==.
. Dans la suite, on choisit K =1750. Justifier ce choix.

2. En utilisant la valeur de N(0), déterminer la valeur de a et vérifier que, pour tout réel 1 =0 :
i 1750
I
3. Representer, sur le graphique de la partie A, lo courbe représentative de la fonction N.

4. Pour tout réel positif 4, on assimile la vitesse d’évolution de la population de vers a l'instant 7,
au nombre derivé N'(r). Cette vitesse est maximale pour une certaine valeur .
En expliquant la démarche, estimer graphiquement la valeur de ;. Que représente le point A
d’'abscisse 1, de la courbe de la fonction V ¢
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Décharge d'un condensateur

Un circuit « RC » est un circult ol sont montés en série une résistance R, exprimée en ohm, el un condensateur

de capacite , exprimée en farad.
| |
I
3
R
K
g

On étudie un drcuit RC composé d'un condensateur de capacité ¢ =103 F, et d'une résistance R telle que
R =10 £1. Le condensateur a été chargé et la tension entre ses bornes, exprimée en volt, est notée kL.
Al'instant 1 =0, on ferme I'interrupteur du circuit et on mesure la tension aux bormes du condensateur a inter-

valles de temps réeguliers,

On note u.(r) cette tension @ l'instant 4, exprimé en seconde.

Onobtient les résultats suivants.

t 0 10
10 37

Un condensateur est un composant fondamental des dircuits électriques.
Son role st de stocker les charges electiiques. [| emmagasine de
I'énergle au cours de sa charge, puls ki rastitue lors de la dacharge,

La guantite d'energie electrique emmagasinge dépend de la capacité

du condensateur.

On le trouve notarmment dans les appareils contenant un flash,
1l libére son énergie dans une lampe qui émet alors urie lumiére interse,

Darns ce cos, la décharge est tres rapide,

Partie A L'expérience —

1. En utllisant le tableur d'un logiciel de géométrie
dynamique, représenter les tensions relevées a l'cide
d'un nuage de points.

2. 0. Parmi les ajustements suivants proposés par le
logiciel, lequel semble le plus adapté a la forme du
nuage de points ?

= lineaire = exponentiel » polyname

b. Quelle est alors I'éguation de la courbe d'ajuste-
ment proposée par le logiciel 7

3. « En faisant un « clic droit » sur le graphique, sélec-
tionner copier vers graphique.

= Tracer la tangente ala courbe au point d'absclisse 0.
= Créer le point d'intersection de cette tongente avec
I'axe des abscisses.

Déterminer ’abscisse de ce point, notée 1.
4_Verifier qu'd l'instant 71, la tension aux bomes du
condensateur o diminué d'environ 63 %.

5. Comparer la valeur de T trouvee avecle produit RC,

=
)
i

| o5

Partie B La théorie

On admet que la fonction . est solution de I'équa-
tion difféerentielle (E):tv'+y=0, o0 1= RC est
appelé le temps caractéristique du circult.

al

1. Montrer que, pour tout reel 1 =0, i (1)=Fe
2 o Etudier e sens de variation de la fonction u,. sur
I'intervalle [0 00| .

b Déterminer [a limite de u, en e,

c. Interpréter les résultats précédents.

3. Justifier que u.(T)=0 37 % E_Verifier alors le résul-
tat obtenu d la question 4. de la partie A,

4. 0. Déterminer I'équation réduite de Io tangente a
la courbe de la fonction - ou point d’obscisse 0.

b Montrer que cette tangente coupe |'axe des abs:
cisses au point d'abscisse 7.

5 En utilisant les résultats précédents, proposer deux

méthodes permettant de déterminer graphiguemnent
le temps caractéristique d’un circuit RC,



Y
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Courbes d sous-tangentes constantes

Partie A Etude d’un exemple
Dans un repére orthonormeé du plan, on note €, la
courbe de la fonction exponentielie x e,

1. A I'ide d'un logidiel de geometrie dynamigue ;

= tracer la courbe “f4 et créer un curseur nomme r |

= créer le point M sur £, d'abscisse i el le point P,
projeté orthagonal de M sur I'axe des abscisses ;

« tracer la tangente @ ‘€, en M et aéer le point N inter-
section de cette tangente avec |'axe des ahscisses ;
= créer le segment [PY].

1
\
\
\
\
A\
\s
\\\\i
-
- | o LIRSS | e

7
il L3 i

En faisant varier le curseur, que peut-on conjecturer sur
la longueur PN lorsque le point M décrit la courbe €, 7
2. Démaontrer cette conjecture.

Dans sa cuisine, dont la température ambiante est constante et égale 4 22 °C, Justine
sult la recette d'une tarte gui doit culre dans un four & la température de 180 "C et
doit &tre servie idéalement é une tempémture de 25°C.

Vingt minutes aprés avair sorti la tarte du four, Justine constate que la température

de la tarte o diminue de 80 °C.

Elle souhaite connaftre le temps qu'elle devra encore attendre pour déguster sa tarte.
Justine connait la |oi de refroidissement de Mewton : « La vitesse de refroidissement
d’un corps inerte est proportionnelle a la différence de température entre ce corps et le

Partie B Etude du cas général
Soient / une fonction définie et dérivable sur F et '€
sa courbe représentative dans un repére orthonorme.
On supposeque, pour tout nombrereely, f(x)>=>0 et
fix)>0.
Pour tout nombre réel ¢, on note .
s M le paint de la courbe i d'abscisse 1}
= Fle projeté orthogonal de M sur |'axe des abscisses ;
« N le point d'intersection de la tangente en M a la
courbe “€ avec I'axe des abscisses.
On se propose de déterminer toutes les fonctions [
pour lesquelles PN = a, ol ¢ est une constante réelle
stricternent positive.
1. a. Ecrire I'équation rédulte de |a tangente & |a
courbe '€ en M.
b. En déduire gue |es coordonnées du point & sont ;
(f—-‘-f-},—l—t;ﬁ]
S ()
2. Calculer la distance PN en fonctionde (1) et /7(¢).
3. En déduire que 4‘ est solution de |'2quation diffé-

rentielle (E):y" = e 2

4. En déduire les fonctions [ cherchées,

milieu ambiant, » Elle traduit cette loi en notant 8(r) lutempémture (en degré Celsius)
de la tarte @ I'instant ¢ (en minute) par 6°(¢)=a(0(r) - 22), ol o est une constante.

1. Quel est le signe de la constante o ¢

2. o Déterminer une fonction constante solution de
I'equation différentielle (E): v' = o — 220t

b3, Résoudre |'éguation différentielle [ £),

c. En déduire que, pour tout nombre reel positif r !
Bl1)=158e® +22

39

ﬁ.

4, Soit f la fonction définie sur B par f{x)=e20,

a. Dresserle tableau de variations de la fonctionf en
precisant ses limites en —so et en +o2,

3. Montrer que le réel o vérifie 8?2 =

b. Montrer que |"équation f(x)= % admet le réel o

pour unigue solution sur R et que o e [-1;0[,

5. GLTEiL_] On considére la fonction suivante,
from math fmpart sxp
d=f alphai):
W=l
while exp(2e°g)yi5,/75:
=X~ BE0]
return X
o Quel est le réle de |a fonction alpha ?
b La programmer et I'exécuter.
¢ En déduire une valeur approchée de o a 107 prés.
6. a. Déterminer la limite de la fonction A en ==.
Interpréter cette valeur.
b Etudier le sens de variation de la fonction O.sur I'in-
tervalle [0 +o<]
c. Determiner, a la minute prés, le temps que devra
attendre Justine avant de deguster sa tarte.
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Un élément est dit radioactif lorsgue la structure de ses atomes est instable. Il se transforme
alors en un autre alement plus stable, en emettant des rayonnements qui peuvent étre
trés énergétigues. On mesure la vitesse de cette transformation en utilisant la notion de
« période » d'un élément radioactif : c'est la durée nécessdire pour gue la moitié des atomes
de I'élément instable se soit transformée en un élément plus stable.

Le polonium 210, noté ?Pg, est le premier élement radicactif découvert par Pierre et Marie
Curie en 1889. Il se désintégre pour devenlr du plomb.

Partie A Une modélisation discréte

Le tableau ci-dessous donne I"évolution de ld masse
M, en g, d'un échantillon contenant 1 g de 2'%Po en
fonction du nombre de jours n.

i 0
M 1

i

| 40 | 80 120 160 | 200 240 |
0,82 | 067 055|045 | 037 030 |

1. Représenter graphiguement les données du tableau
par un nuage de points. On prendra pour unités 2 em
pour 40 jours sur|'axe des abscisses et 2 cm pour 0,2
gramme sur I'axe des ordannées.

2. Vérifier, sur les données du tableau, que le '°Po
perd en moyenne 0,5 % de sa masse par jour.

On considérera ce pourcentage stable & long terme,
2. Montrer gue la suite (M) est une suite geome-
trique et donner |'expression de M, en fonction de n.
4. a A paortir des données du tableau, donner un enco-
drement de la périnde du 217Po.

L. A |'gide de la calculatrice, donner, au jour pres, la
période du "o,

Partie B Une modélisation continue

Le nombre de noyaux contenus dans 1g de #'%p est
de l'ordre de N, = 2,87 x 1021,

Soit M(t) le nombre de noyaux présents a l'instant .
L'expérience montre que |e taux d'uccroissement du
nombre de noyaux qui se dasintegrent entre les ins-
tants 1 et r+#4 est proportionnel @ N (1).

Autrement dit, il existe une constante strictement

N(t+h) —AN().

N(t)
1. Montrer que lafonction N est dérivable sur [0 ;+e<]
et gu’elle est solution de I'eguation différentielle :

positive A telle que

¥i=—Ry
2. En déduire que, pour tout réel r =0, N(z7)= Nge .,
3. Pour le 1%, on sait que 4 = 0,005,
. Montrer que la période 7du 2'9Po vérifie 9057 =2,
b Montrer que ['equation e” =2 admet une unique
solution sur [0; ++¢ . Cette solution est notée In2.
c Exprimer T en fonction du nombre In2 et retrou-
ver la période du 2'%o en utilisant la touche In de la
calculatrice.

Une équation fonctionnelle

Onnote £1'ensemble des fonctions f définies sur 1 et
verifiant, pour tous nombres réels t et v, lat relation :

flx+y)=flx)+fly)

Partie A

1. Existe-t-il des fonctions constantes appartenant &
I'ensemble E ?

2. Donner un exemple de fonction non constante
appartenant a E.

3. a Soit une fonction [ € E. Montrer que f(0)=0.
b. En remarguant que, pour tout nombre reel x,
x+(—x)=0, montrer que f est impalre.

4. Pour [ appartenant @ £, onnote a = [(1).

o. Exprimer f(2), f[3)et f(4) enfonction de .

b. Pour tout entier naturel », exprimer f(n} en fone
tion de q et de n. Cette relation est-elle encore valable
sinest un entier relatif ?

Partie B

Soit f* une fonction appartenant & |'ensemble £ que
I'an suppose dérivable en 0. On note f°(0)=m.

1. Roppeler lo définition de « f est dérivable en 0 »,
2.En utilisant cette définition, justifier que :

lim w:m

=0 1
2. Montrer que, pour tout nombre réel x et tout
nombre reel iz 0, _r(_x+h)—_ffx) = f{h).

h h
4, En déduire que la fonctionj” est dérivable sur I3 et
gue, pour tout nombre réel x, J"(x)=m.
5. En déduire |'expression de f(x) en fanction de x.
6. Réciproguement, vérifier que |les fonctions trouvées
a la gquestion précédente appartiennent & E,
7. Déterminerla fonction [ appartenant & E, dérivable
en0 et telle que f(-2)=3.




Modéle de Verhulst - pnpulution de bactéries
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Onétudie I'évolution d'une pnpumtlcn de bactéries dans un milieu

1004 *
de culture, Le tableau ci-dessous donne |'évolution de cette popula- 1 1
tion que |'anareprésentée c-contre par un nuage de paints. Le temps ] +
¢ est exprime en heure et le nombre de bactéries &V en million, 50
: ] 13
i 0 0,5 1 1.5 2 3 4 5 6 i
o 2 | 39| 79 [145| 379|704 9071 | 98 i 5~ - x| ; ; ! [
a 1 4 [

1. On modelise |" éwolution du nombre de bactéries sur
les deux premieres heures par la fonction Jf; définie
sur I'intervalle [0; 2] par fi(1)=e'4,
o. Déterminer le nombre réel o tel que f; soit solution
de I'équation différentielle v/ =ay,
b Justifier gu'au-dela de la deuxiéme heure cette
modélisation donne une evolution trop rapide de la
population de bactéries.
2. En 1938, Verhulst développe l'idée que, pour com-
penser une crolssance devenue trop rapide, a partir
d'un certain temps, le taux de creissance diminue au
fur et & mesure que la population augmente. [l consi-
dére que |e toux de croissance relatif sur I'intervalle
[¢:1+h] est une fonction affine décrolssante de la
population au temps 1, Ce qui se traduit ici, en notant
f(r) le nombre de bactéries au temps t, par
fr+h)—

”] fic= o
W (0 =a—bf(1),aveca=0et b=0

i vam L L
y ™ - , - | - a -
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En 1845, Verhulst a appliqué a la population belge
la modelisation qu'il avait décrite en 1838 dans san
article « Notice sur la lol que lo population poursuit
dans son accroissement », en se basant sur les donngées
suivantes.

Année

Population

1815 | 1830 1845
3327253 | 4247113 4800861

Ennotant P(1) lo population ¢ dizaines d'aonnées aprés

: : 6583700
1815, il obtient Plr)= 15 o D.262:+0 781

Verhulst conclut :

Cles résultats numeériques nms apprennent quc,
si les lols et les meurs de 1o Belgique n'éprou-
vaient aucun c,h.nu,{,nu.m notable, la popul'nmn
dc.ccro'.“mme hen (U LOUJOUTS CTHISSant

Enfin, si l'rm vmﬂﬂir .‘iﬂvl}il' quel est le chiffre assi-
gnd, pour la population de la Belglgue & la fin du
Xt sigele, Fon trouvera pour réponse IEEI0N

En faisant tendre  vers 0, on abtient que § est déri-
vable sur [0;+==] et solution de I'équation
différentielle :

v =ay—by?
Pour la population de bacteries etudiee, on admet que
a="14et b=0,014.
La fonction ) est donesolution de |'equation differen-
tiglle (E):y" =14y—0,014)<,
On considére la fonction g définie sur [0 +es] par e

¢0=75 f(r]

a. Caleuler g{0) et montrer que g est solution de
I"équation différentielle (£7):y"=-14v+0,014.
b Résoudre |’équation différentielle (£') et montrer
que, pour tout i =0, g(r)=0,01+0,99e"4,

100
1+99e "
d Déeterminer lalimite de f en +==. Interpréter.

¢ En déduire que, pour tout 1 =0, f(1)=

Modele de Verhulst - populutlon belge
= T o

1. Comparer les valeurs données par la modeélisation
avec les valeurs réelles.

2, Justifier, en présentant les colculs adoptés, les affir-
mations de Verhulst surlignées dans le texte.

3. En 1847, dans son deuxieme article, « Recherches
mathématiques sur la lol d'oceroissement de la popu-
lation «, Verhulst propose un autre modeéle. Avec des
notations analogues aux précedentes, il obtient :
P(r)=9439000- 5811747 00751933

o Comparer les valeurs données par cette nouvelle
modelisation avec les valeurs réelles,

b Adapter les elementssurlignes dans le texte a cette
nouvelle modelisation.

THEME 2 Evolution : modéles continus

93



Wﬁ"ﬂl?-—\

B '“‘_.__L_ ". [:

. Chute d'une bille dans un fluide visqueux

Al'instant r=
contenant un fluide visgueux. Un systéme vidéo adapté permet de repérer la position instantanée

de la bille sur un axe vertical ({') ;j}. orienté vers e bas.
Les résultats observés sont donnés dans le tableau suivant, o v, désigne la position de la bille,
exprimee en métre, a l'instant rr,exprlmé en seconde.

5 0 | 0005 0019|0038 0065 0092 0,123

0, exprimé en seconde, on lache, sans vitesse Initiale, une bille dans une éprouvette

| | 004 | 008 | 012 016 | 02 | 024 |

(1d---

-*

i

028 | 032 036 04 oc.z.l
0157 | 0190 0223 0259 0297 | y

Partie A m&@ De I'expérience...

La chute de la bille étant trés rapide, on assimile sa
vitesse v, a I'instant 1., & la vitesse mayenne entre les
instants {_; et 1,4
Onadonc v, = 20173t

P =iy
1. Saisir les données de |'expérlence dans une feullle
de caleul d'un tableur, comme ci-dessous,

i A | B | € |
1| tfs] y[m) | v(m/s)
2 o  0.000
3 0.04] 0,005
4 p08 o019

2. Quelle formule doit-on saisir dans la cellule C3 et
recopier vers le bas pour afficher les vitesses aux dif-
ferents instants ?

3. Representer graphiguement sur la feuille de calcul
le nuage de points (7, ; y,).

4. L'allure du nuage de points met en évidence une
vitesse [imite, Quelle est sa valeur 7

Partie B ...ala théorie

Lors desa chute, la bille est soumise & trois forces : son
poids, la poussée d'Archiméde et une force de frotte-
ment du fluide. En appliquant la deuxiéme loi de
MNewton, on montre gue la vitesse instantanée v de la

bille vérifie, pour tout réel r=0, |r‘{i}:—i1-{r3+u‘
ol m est |a masse de |la bille et £ et o des éjt;n'smntes
strictement positives dependant de la nature du fluide
et des caractéristiques de la bille.

1. o Résoudre | équation differentielle v* = --'—i_w 0.
b En utilisant la condition inltiale v(0)=0, montrer

que, pour toutréel s =0, v(1) = ai”[‘l —em ]

2. Déterminer la limite de la fonction ven +e=,

3. Pour la bille et le flulde étudiés, on donne :
m=69x10" kg, k=656%x10"7 et =851

o Calculer la vitesse limite de la bille,

b Comparer cette valeur nu résultat obtenu é la ques-

tion 4. de la partie A, Commenter,

o/ = Evolution du nombre de SMS envoyés en France

Le graphigue cl-contre représente |"évolution du

nombre de 5MS, exprimé en million, envoyés en 200 000+

France entre 2006 et 2017.

Source : frstatistacom |99 0004

1. Entre 2006 et 2011, un logiciel a permis de modé-

liser cette évolution par la fonction f définie par 190 000+

f(£)=13,67e%485 o f(7) est le nombre de SMS
envoyés, en million, en 2006+ 1.
flr+1)

Sl
b. En déduire le taux d'augmentation annuel du
nombre de SMS envoyés en France durant cette période,

a Pour 1=0 calculer

50 {00+

Nombre de 5MS
g 5

L)

5 o

: g o K
S S F ST S '19

2. Afin de prendre en compte le ralentissement de la croissance & partir de 2011, an souhaite proposer Lne autre
modélisation de cette évolution. Parmi les fonctions suivantes, laquelle parait |a plus adaptée pour modéliser le

nombre de SMS envoyes en 2006+ ? Argumenter.

| ﬁi!}:1g,?51+19.83 : ;‘IELHZ W

94

s fali)==1952+ 412/ -15,92 et f,(¢)=25,1e92,
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Le tablegu cl-contre 4 A | . & £

g | g 0 | BT |
reprend les donnees 1 : Aarees .';,.gm b
= 208 o sl
INSEE de 2076 etrecense | e
le nombre de centenaires 4| g i T0sb
E i = L 1T (] 11741

en France métropolitaine & 7o TN
entre 2000 et 2016. Byl 2008 : Z2e57

i g | 2008 & 13316 |
On souhaite modéliser o auw |7 | mem
I"&volution du nombre e T
1 (- Lz ¥ i
de centenaires en France AL ]
- o 13 ! 20113 11 7114
jusqu'en 2060. | 2nz 12 15155
151 FM3 |5 FAI

Il_,_| M & i4 2111 |
Partie A Une premiére | aos | 95 | 23gm
1E ' 2016 l_n 2508

modélisation
1. Repraduire le tableau dans une feuille de calcul
d'un tableur.

2. Selectionner les colonnes B et C et insérer le nuage
de points de celte série,

3. Parun clic droit sur un des points du nuage, insérer
une courbe de tendance polynornicle de degré 3 et
cacher la case affichant " équation de la courbe abte-
nue sur le graphique. Cn note J la fonction obtenue.
4. Etudier les variations de  sur I'intervalle [0;60].
5. Montrer gue I'équation f{x)=0 admetune unigue
solution o sur |'intervalle [50;60]. Déterminer la
valeur approchée a I'unité par défaut de o,

6. Cette modélisation est-elle pertinente ¥ Justifier.

Partie B. Une deuxiéme modélisation

1. De laméme maniére que dans la partie A, insérer
une courbe de tendance de type exponentielle.

On note g la fonction obtenue.

2. Ftudier les variations de la fonction g sur [0:60].

Evolution du nombre de centenaires en France

3. Etudier la convexité de la fonction g sur I'intervalle
[0:60]. Interpréter le résultat dans le contexte de
I"'exercice.
4, En quelle année, suivant ce modéle, le nombre de
centenaires devrait-il dépasser 50 000 7 Justifier par
un caleul,

Partie € (ZEIITIL Une troisiéme modélisation
On admet gue lo fonction i d&finie sur |'intervalle

400 000
[0:60] par h“}_mﬂﬁ 2058 donne une

modélisation du nombre de centenaires jusqu'en
2060, od x deésigne le nombre d'années écoulées
depuis 2000

1. Le tableau ci-dessous indigue les prévisions effec-
tuees par I"INSEE.

Annee

Nombre de
centenaires estimés

‘ 2030 | 2050 - 2060

‘ 54 225 ‘Iﬁﬂ??‘l 198 645

Verifier gue la fonction k permet des estimations plus
proches de celles de I'INSEE que la fonction g dela
partie B.

2. Montrer que la fonction h est strictement croissante
sur |'Intervalie [0:60].

I Moe—0
3. Completer I'al gc.nrlthme e
ci-contre afin de déterminer Tent que --- Falre
en quelle année le nombre de Mot
centenaires devrait dépasser oD
Fin Tant que

100 000.
& Programmer et exécuter cet algorithme en Python,
5. En guelle année le nombre de centenaires dewrait-l
dépasser 100 000 avec ce modéle 2

' Le PIBdela Chine

Le tableou ci-dessous donne le PIB de la Chine, en milliard de dollars, tous les dix ans de 1960 & 2010.

Année | 1960 | 1970

Rang | © 1
PIB | 592 | 915

1990 | 2000 | 2010 |
3 4 5 |
359 | 12053 | 6039.7 |

1. o Al'aide d'une calculatrice ou d'un tableur, repré-
senter graphiguement le nuage de points associé aux
données du tableau.

b. Comment qualifier la croissance du P1B dela Chine
entre 1960 et 2010 ?

2. o Danner une estimation du PIB de la Chine pour
I'année 2019.

Justifier la démarche.

b.En 2019, le PIB de la Chine s'Elevait & 14 217 mil-
liards de deollars, Evaluer la pertinence de |'estimation
précedente,

3.« Surune planéte dont les dimensions et les richesses
sont finies, tout processus exponentiel ne peut qu'étre
éphémére. » Albert Jacquard, Mon utople, 2006,
Commenter cette citation en la mettant en relation
avec les questions précédentes.
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}avaux pratiques

La méthode d’'Euler pour construire

une courbe intégrale

ar Un TABLEUR 2 ot pyrHON BB

96

Le but de ce TP est de présenter la méthode d’Euler, permettant de construire une
courbe approchée d'une fonction (', dérivable sur un intervalle [, solution de |'équa-
tion differentielle v* = g, ol g est une fonction cantinue sur L et telle que _ffxn) =Vg-

Partie A Description de la méthode d’Euler

On considére une fonction J° définie et dérivable sur

un intervalle L et x, € 1. '€, désigne la représentation

graphique de la fonction f

‘. Rappeler la définition de « j° est dérivable en xg ».

2. En déduire que, pour it prochede 0, on a:
Tg+h)=1{xp)+ W (%)

3. Vérifier que le point My(x +h; f(xg)+ hf"(xp))

appartient & la tangente & la courbe ‘6, au point d'abs-

cisse ag.

On dit que, pour & proche de 0, f(xg)+h (xy) est

une approximation affine de j'(xy +/4) au voisinage

de xg.

Le principe de la méthode d'Euler est de réaliser des

approximations affines succassives.

« On place le point Mg(xg; vo).

= Pour It proche de 0, on pose ;= xg + /. En notant,

w=fx)ona vy =[(x)+4"(x0).

Onplace le point M, ().

s On réitére ce procédé en posant x,=x,+h eton

place le point M;(x;;v,), et ainsi de suite.

« En reliant les points My, My, ... et M, pardes seg-

ments, on abtient la courbe représentative d'une fone-

tion, affine par intervalles, qui approche la courbe €.

Partie & Mise en place de la méthode d’Euler
avec un tableur

Dans toute lasuite, la fonction g est définie sur @ par :

On note f lasolution de I'equation differentielle v =g
telleque f(0)=0.
1. En utilisant des approximations affines, déterminer
des valeurs approchées, a 10°% prés, de f{0.1) et
1(0,2).
2. a. Afin d'automatiser les calculs précédents, on
utilise un tableur, Mettre en place la feuille de caleul
cl-dessous.

A A B g

1 |h 0.4l

2 P i) |
a | o l .
4 ] |

Qbjecty

Uiiliser un tableur

et un slgorithme pour
construeire une gourbe
Intégrale approchée.

b. Quelle formule doit-on saisir dans la cellule B3 et
recopier vers le bas pour obtenir les valeursde f*(x) 7
c. Dans les cellules A4 et C4, on saisit respectivernent
les formules =A3+3B%1 et =C3+$B$1'B3, que I'on
recopie vers le bas, Justifier ces formules.

d. Représenter graphiquement le nuage de points de
coordonnées (x; f(.x)) pour x€[0;2] et relier les
points entre eux par des segments.

o. Reprendre la question précédente avec k =0,01.

Partie © Mise en place de la méthode d’Euler
avec un algorithme

1. Ecrire en Python une fonction g quirenvoie I'image
d'un nombre x par la fonction g.
2. 0On considére la fonction Euler donnée ci-dessous.
def Euler(h,n):
ListeAbscisse=[0]
ListeOrdonnée=[0]
x=B
y=£
for 1 in range(n):
w=xth
y=y+g(x)th
ListeAbscisse,append{x)
ListeOrdonnée. append(y)
return Listefbscisse,listeOrdonnge

a. Expliquer le rBle de la fonction Euler.

b Que représentent les varables het n ?

c. Que va contenir la liste Liste Abscisse pour £= 01
etn=102

d. Programmer la fonction Euler, L'exécuter pour
h=0"et n=20. Comparer avecles résultats obtenus
& la partie B,

1. a. Compléter le programme précédent avec lesins-
tructions suivantes.

from pylab import®

grid()
X,Y=Euler(0.01,1008a)
plot(X,Y,"x-",color="red")
show()

b. Expliguer ce que permettentd’obtenir ces nouvelles
instructions.

. Modifier les valeurs des arguments de la fonction
Euler afin d’obtenir une appraximation de la courbe
def sur l'intervalle [0;10].



r‘]ravaux pratiques

Densité de population urbaine

~ Mener une recherche

Le développement d'une ville peut étre caractérisé
par plusieurs facteurs, en particulier la répartition de
la densité urbaine,

Partie A Le modéle de Clark

En 1951, Colin Clark propose un modéle permettant de
representer la concentration de la population autour
du centre-ville, Dans son article « Urban Population
Densities », il @nonce : « La loi fondamentale est que
I densité tend & décroitre comme une fonction expo-
nentielle négative de la distance au centre de |'espace
urbain. »

Il modeélise alors la densite, & une distance r du centre-
ville, exprimée en habitant par km?, par la fonction €
définie sur [0; +eo] par C(r ) =Dye"", ol D, et bsont
des constantes positives.

1. Que représente la constante D, ?

2. lustifier lo partie surlignée dans le texte ci-dessus.
3. Calculer la limite de € en +. Interpréter,

Partie B Le madéle de Newling

Pour tenir compte du developpement des agglomera-
tions urbaines, Newling propose, en 1969, en se
basant sur les travaux de Clark, de modéliser la densité
urbaine par la fonction N définie sur [0+ par
N(r)=Dye?<" ol N(r) est la densité a une dis-
tance r du centre-ville et b et ¢ des constantes
positives.

1. Etudier les variations de [a fonction N sur [0; 4| .
2. Déterminer la limite de la fonction N en +==.

3. Déerire larépartition de la population urbaine selon
le modéle de Newling.

Partle C A chaque ville son modéle

Les trois schémas ci-dessous représentent la réparti-
tion de la densité urbaine de trois villes A, Bet C
L'axe des ordonnees représente la densité urbaine
et |'axe des abscisses la distance par rapport Gu
centre-ville.

Pour quelle ville peut-on adopter le modéle de Clark 7
et celui de Newling ¢

s fafn AT DIANNA
Ville A
S
el e “‘-’Iﬂ J\JL\ "_'\_A.r?;
VileB

I
eeesannallae, .,

Partie D

.;\ partir des résultats obtenus dans les porties
A et B, présenter et comparer les modéles de
Clark et de Newling pour modéliser la densité
urbaine d'une ville,

Equation différentielle a coefficients

non constants

 Mener une recherche

_ Partie A Méthode de résolution

Soit ¢ une fonction continue sur un intervalle 1. On
tonsidére I'équation différentielle (E): v’ =a(x)y,

‘1. Justifier gue la fonction a admet des primitives sur
I'intervalle L. On note A I'une de ces primitives.

2. Soit & un réel. Montrer que lo fonction ¢ définie sur
I par g{x)=keM* est une solutionde (£).

2. Soit /' une solution de ( E) et k la fonction définie
sur Fpar hx)= fx)e-4ls),

o Montrer que / est dérivable sur 1 et que, pour tout
xel, #(x)=0.

b En déduire qu'il existe une constante réelle &, telle
que, pour tout xel, flx)= ket

En déduire I'ensemble des solutions de (£).

. Résoudre les équations différentielles suivantes.
¥'=2xy

AV reity=0

o a wm b

Partie B

A l'dide de la partie A, présenter la méthode
de résolution d’une équation différentielle de
laforme yv' =alx )y, ol aest une fonction conti-
nue sur un intervalle L.

Proposer et presenter une situation concréte
pouvant Etre modélisee par une telle équation.

THEME 2 Evolution : modéles continus
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V2 THEME

L4

Les capacités du théme

d
ﬁ}' Exploiter les courbes ' *r!
it de fonctions .
8

ﬁ. Etudier une fonction

%F- Résoudre .F,_

Approche historique
de la fonction logarithme

réciprogues

comportant
un logarithme

une equalion,
une inequation

La sismologie est la discpline
scientifigue qui tudie les séismes,
encore appelés « tremblements de
terre ». La magnitude d'un séisme
est une grandeur en rapport aver
|'énergie libérée par ce séisme. Elle
peut &tre exprimeée dans « |'échelle
de Richters qui est un exemple
d’échelle logarithmique.

En France, les territoires les plus
exposés aux séismes sont les Tles
des Antilles, dans les Caraibes.
Le trés violent séjisme de 1843,
dont |'épicentre &tait situé en
Guadeloupe, fut I'un des premiers
sélsmes bien documentés.

Volr Maths ‘en situation p. 122



Ressources en +
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Partir d’'un bon pied -l S5

ACTIVITES
MENTALES HAPIDES

Diaporama pour tester les bases
Relation fonctionnelle de I'exponentielle

Indiguer pour chaque affirmation si elle est vraie ou fousse.
Justifier.

a1 @3

16'=0 26'=2718 3.Sxel=e8 4 ;2% 9
e xel

5. Pour tout réel x, (e }'2 =¥,

6. Pour tout reel x, er xe ¥ =1,

7. Pour tout réel v, (e* +1]2 =eX 4 1.

Equation avec exponentielle

1. Résoudre dans [ les éguations suivantes,

a e¥+=0 b. et +7 =1 c.Be*-10=-2

d. eVBr1=1 e g 1l=g? [, e2r —g@H!

2. o Montrer gue, pour tout réel x, onao :
2e? et —3=(e'—1)(2e' +3)
b En déduire les salutions de I'équation 2e”* +e' =3,

Etude de fonction

Soit f la fonction définie sur |-e=:0,5] par:
flx)=e*"1-2x+1

On note f” sa fonction dérivee, f” sa dérivee seconde et '€, sa

courbe représentative dans un repére.

1. a. Calculer f[-%] et f(F%J. b. Caleuler Il_i'rr_xmf(x}.

2. o Construire le tableau de variations de [,

b, En déduire le signe de [ sur |-==;0,5].

3. Soit F une primitive de / sur |-=;0,5].

Peut-on affirmer que |a fonction F est croissante sur |'inter-
valle |-==:0,5] ? Pourguoi ?

4, 0. Déterminer I'éguation de la tangente T & la courbe € au
point d’abscisse 0.

b. Etudier la convexité de f,

. En déduire la position relative de T'et de .

5. Vérifier les résultats précédents d 'oide de la calculatrice.

Exploiter une courbe représentative
On considére la fonction |

définie sur R par ; !
J{x)=(ax+h)e || il | %

ol a et b sont des réels. \? [

On a représenté ci-contre sa

courbe représentative 6 et la
tangente 7 au point d’abs-
cisse 0 qui passe par les
points A(0;-2) et B(-2;0).
Déterminer les valeurs des
réels a et b.




Objectif
Reliar les courtes representatives

- . ) : . dunéfonction et de sa foncti
Soient les fonctions f et ¢ définies sur [0; 49| par f{x)=x?et g(x)=+x. m';?;:qr:fam" s

BB Tracer dans un repere orthonorme les courbes représentatives €, et -

‘€. Conjecturer une propriété géomeétrique relative a ces deux courbes. fé;_hmlm: Pt aorichiss

Soient x et y deux réels paositifs. Completer les pointilles : e e
M(x:Y)e% & y= ... &x=.. oM (y..]e%

En déduire la preuve de la conjecture émise a la question ),

Résoudre dans [0 +=<| les équations suivantes :

o x2=49 b. V=9 e Jx=16 d.x2=5

i Mettre en relation des produits et des sommes | bty

| Mettreen relation des

™

A la fin de la Renaissance, avec |es avancées scientifigues et technigues, I EEZ?TI'i‘T_;fS;ugEEbUméIHLFJE:i
le monde connait une explosion de découvertes ; navigation, astronomie, | | Dbiserves la relation
etc. Mais les caleuls, effectués é la main, sont longs et fastidieux. | fonctiannielle verifiee par

| les faoctions logarithmes.
B on suppose connue la table sulvante des valeurs de 1,17, pour les entiers
n allant de 0 @ 13 (les résultats sont arrondis @ 107%).
|

| & 1 0 1 1 _ 2 . 3 b I. 5 6 I m

11" 1 11 1.21 1,331 | 14641 E 1,61051 | 1.77156 [ En termes actuels, on
! = . ‘met en relation des suites
n 7 8 9 10 11 | 12 B géometiigues el arithmetigues.

11" | 794872 | 214359 235795 | 259374 285312 | 313843 | 345227 |

o. On souhaite calculer |e produit 1,331x1,4641 par simple lecture du

tableau, sans poser I'operation. Expliquer le raisonnement suivant
1331x1,4641=4B x ,1* =1, P =117 ~1,94872

b Donner de méme, a |'nide de |a table, o valeur arrondie de

177156194872 et de 1,331 2,14359. Vérifier d la calculatrice. sk

L’idée de remplacer les produits par des sommes commence donc & Lé_tm logarithrme provient
émerger. En 1614, I"écossais John Neper publie son traité Mirifici logarith- 55;:%%“ ':'-““?“St‘l’“- 'ﬂem
morum canonis descriptio (De la merveilleuse régle des logarithmes) et el de ¢ arithmoas o (le nombre).
réwlutfmjne. les tgchntques cndm!utplres. L.'an'glcﬂs He‘nry Briggs gmélmre o
Iz procedé et publie en 1624 dans Arithmetica logarithmetica de nouvelles 1 | 6,00000.00000 GOD00.00000)
tables de logarithmes. Celles-i furent trés vite adoptées et utilisées jusqu'au 2 | 0.30102.99957
milieu du Xx€ siécle, les ealculatrices devenant plus efficaces. :': gs‘”?lg ;ﬁ;
o Observer les vu]gurs de !09[1): log(10) log{100) et Iog{’1 000). Expliguer 5 6:6%9700[?43
pourguoi les logarithmes de Briggs sont qualifiés de « décimaux ». o 07781512509
b. Lire les valeurs de log(2) et log(3). puls calculer leur somme & o main, T qvmw‘mm
Le logarithme de que| entier retrouve-t-on ? B35 0,90308.9987¢
. Mémes guestions avec log(2) et log(4), puis log(2) et log(5). v (ﬁ% :&Sﬂw
d. Pour ¢ =0 et b= 0, conjecturer | expression de log(a)+log(h). :
e Al'aide desextraits s lis ERGH LG&T ' Plabony
114 | 2,05690.48513  K9601 | 4,95231.28567

d-contre, déterminer = l ‘ E— 549602 ::'gﬁz‘mﬁmﬁ 1 uun | J.IJ mm mmu .
la valeur du produit 86 | 2.80542.25460 80603 | 4,95232.35503 —_— E.:m‘d: I;;"’h'e

; &Mﬂ} 4 qszaa 1974 &5 logarithmes daong e,
11&3?_86 en calculant B .4 S ) il

~ une somme. B Voir exercice n® 113
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Les déterminations d aire sont des problémes mathématigues trés anciens:
On s'intéresse id @ la quadrature de I'hyperbole : |a détermination de
I'mire du domaine délimité par I'hyperbole et une de ses asymptotes.

Py

%,

Situation 2

Quadrature de I'hyperbole

| Objectif

On note [ lo fonction définie sur [0,+| par f(x)=—, de courbe repré-

sentative i et, pour tout réel =1, «(a) I'aire du dumulne compris entre
It 'axe des abscisses et les droites d’équations x=Tlet x=a.

historigue de [afoncticn logarithme.

Découvrir upe deurieme aporoche -

ED o Araide d'un logiciel de geomeétrie dynamique, tracer la courbe . m | Inspecteur
b. En utilisant I'outil Inspecteur de fonction, compléter le tableau de valeurs = defonction
suivant par pas de 1, en armondissant @ 107", d 1, # [ @ pesmtehocton X |
\ =ik B |
AL .-] ! 2 ! 20 A intervaiie Points
“Ala) 0 0,6931 2 8957 1 | Proprigt . Valeur
N B ——Aire L
B3 En 1647, Grégoire de Saint-Vincent affirme qu'da des abscisses en vor zxs2
progression géométrique correspondent des aires hyperboliques en pro-
gression arithmeétique, c'est-a-dire pour tous réels w =7et h=1,0na:
Alaxb)=sdla)+si(b) B voir exercican® 120
Vearifier son affirmation sur le tableau de la guestion E. BV vair Théme 5 exercice n® 86
"5l o Définir la fonction logarithme népérien 0! _ _
o — - Introduire aforction logarithme .
iefl inn feci
La notion de fonction est relativement récente : ce n'est qu'auXvire® siecle, ;;';;;E;:,i:;onl:;;gﬁ;
avec Euler, qu’on amorce une réelle définition. A I'époque, une fonction
est définie par son expression analytique, sous forme de formule.
Ainsi, en 1748, dans son ouvrage Introduction a I'analyse i‘nﬁmtésfm_a.'e, :m
d Injo
Euler définit la fonction expunentielle en pusunt pour tout réel g T s
el = 1+ e historguerment definis ovant la
1 1><2 1K2>¢3 fonction exponentielle,
Il fait alors le lien dvec une autre fonction et écrit |"extrait suivant, o le Depuis, k= logarithme defini par
réel ¢ est striccement positif. Euler pour ¢ =e, etqu'il appelle
logarithme hyperbolique {en lien
« Soit done y=a®, y sera und certaine fonetion de 5 [...]. On peut avec |'hyperbole), s'oppelle
conclure de chaque valeur de s celle de v réciproguement ayant m:&;ﬁﬁgﬂgnm& "
pris pour ¥ une valeur quelconque positive, on cnm;mu; quil msm- '
pt}urf unnumhte emueuable pnurque as __'5’ '
pel‘!e ordmalremem La L*DGARITHME dey A E | le lap,arithme. d'un
nombreat n'est autre chose que 'éxposant de Ta puissance o égale
i ce nombre v, On a coutume d'indiguer le logarithme du nombre
v decetre maniere [y . Conséquemment, 81 a8 = y, alors s=fy. »
On choisit a =exp(1) =e.
n On considére unréel vy = 0.
o Justifier 'affirmation d'Euler surlignée en jaune dans le texte précédent.
b. Le réel z obtenu a la question précédente est-il unique ? En déduire la
justification de I'extrait surligné en vert, o
c. Pour quelle raison Euler impose-t-il la condition y=0 ? g Info |
) Avet les notations actuelies, ln
B Euler écrit a la suite de I'extrait donne | « le logarithme do produit propiigté ci-contre s ecrit, pour
de deux nombres estégal a la somme des logarithmes des facteurs, » tous r?els =0 ft ¥ '-Dh:
Démontrer ce résultat, hexy)=inta+inln)
THEME 4 Approche historique de la fanction logarithme 101
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La fonction logarithme népérien

B Fonction réciproque d’une fonction

Le théoreme des valeurs intermediaires permet de définir une nouvelle
fonction & partir d’une fonction connue.

Propriété et définition

Soient | et | desintervalles de K.

Si f:1—1 est une fonction continue et strictement monotone sur [,
et d’intervalle-image 1, alors, pourtoutreel o = I, il existe un unigue réel
el telgue f(b)y=u.

Lafanction g: | — | quiau réel a associe le réel b est appelée lafonction
réciproguede f. Pourtous ve) et bel, onaa= (k)= b=gla)

interprétation graphique

Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives de ces deux
fonctions sont symétriques par rapport a la drojte A d’équation y = x.

() La fonction logarithme népérien

La fonction exponentielle est définie sur I} et a pour intervalle-image
10, +=f . Elle est continue et strictement croissante sur B : elle admet donc
une fonction réciprogue.

Pour tout nombre réel o = 0, il existe Un unigue nombre rael
b guivérifie e’ = a. Le réel b est appelé logarithme népérien de ¢ et noté
In{a). Onadonc: Inflaj=h=a=e"

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction qui, @ tout
nombre réel x >0, associe le nombre réel In{x).

Remarques

» Pour simplifier, on note parfais Iny aulieu de In(x).

= Par abus de langage, on parle souvent de « fonction logarithme » au
lieu de « fonction logarithme népérien .

Valeurs particuliéres

e’ =lete'=e,onendéduitqueIn(1)=0 et que In(e)=1.

La courbe représentative de la fonction In est obtenue par symétiie de la
courbe de la fonction exp. On en déduit les propriétés suivantes.

Propriétés

« La fanction logarithme ngpérien est continue sur [0;+=].

e liminx=—== o lim Inx=4=
r—f} I—3§w=

e Pour tout réel v >0, e = ¥ « Pour tout reel y, In(e? )=y

Interprétation graphique

La courbe représentative dela fonctionlogarithme admet une asymptote
verticale d'eéquation x=0.

Application

Lo fonction logarithme permet de résoudre des Equations comportant des

exponentielles, et inversement.

Pour tout réel x et tout réel y > 0, ona l'équivalence ie' = ves x=Iny.

Parexemple, ef ~4=0=e' =4 = r=In4
Inx—5=0¢Ine=5¢3 x=g°

102

Exemple

On considére les fonctions [ el g
definies sur |8; 4| par:

Flri=+2 et g(x)=vx

v |
i L /’—"!:.?'?Jf
."?2=., - .

* /!
lF ! - - 3

A=
Tol—

Les fonctions f et ¢ sont
réciproques I'une de l'outie,

& Voir Situation 3 p. 101

me d unréel négatif
n'est pas défini, mais Ie logarithme
d'un 1éel stricternent positif peut
&tre négatif.

int@)

sy sl B b ER R

Int=z1

........................................ Rrreur,

TR, g
e e B B934T 1806
1n{d. BEnZ)
*8,517193191

Exemples

Ol e

s In[ed)=5

s Infe™®]=-10

In(1)
;Jiu'i'? gt et s e

PO

o % i
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s
’fd"‘ Exploiter les courbes de fonctions réciproques

Enoncé  On s'intéresse aux fonctions logarithme et exponentielle et on note respectivement ¢, et 6,

leurs courbes représentatives dans un repére orthonormae.

1. a. A I'uide de la calculatrice, compléter le r 2 |-15| <9 |=05| o |05 1 15| 2
tableau de valeurs ci-contre. Arrondir a 1072 i -

b. Al'gide de la question a., compléter le tableau aidhdl

de valeurs de la fonction logarithme ci-contre. | & |

Arrondir & 102 | thx | =2 |-a5| = |-05] 0 (05| 1 [15] 2

c. A I'aide des tableaux de valeurs, construire
point par point les courbes €, et ‘€, dans un repére orthonormé.

2. a. Déterminer I"équation réduite de la tangente T & la courbe €, au point A d’abscisse 1.
b. En déduire que lo tangente 2 @ la courbe 6y au point & d’abscisse e passe par [origine du repére.

c. Tracer les droites 1) et T sur le graphique de la question 1.

Solution
1. 0. On obtient le tableau suivant. 1.a. Pour completer le tableau,
S - s = = = on utilise lemenu TABLE de la
x| -2 —1 5 -I 05 0 05 1 1.5 I P calculatrice :
exp{r} D‘M 02" 037 GG: 1 165 | 272 | 4,48 | 7,39
: ' ' 3 =2 0.13c3
b. La Fonttlcn Iagurithme est la fonction réciprogue de la fonction :1-5 :-;:g;
exponentielle. On utilise dnncl equivalence In(aj=h<a =g’ -9,k 0:5#55
[:] 1
v | 014 | 022 | 037|061 1 | 165272448 | 7.39 0.5 16487
) | 2 5] 1 |-05] o [o05] 1 [ 15| 2 do—| S0
i 9 2 7.3891 )

. On obtient le graphique ci-contre.

2. 0. La tangente T admet pour
équation: y=exp’(1)(x—1)+exp(1).
Autremnent dit, y=e(x - 1)+ e soit:
V=Er—ete=ex

On en déduit que T passe par 'origine
du repére.

b. On sait que exp(1)=e e In(e)=1.
Le point B(e;1) est lesymétrique du point A(1;e) par la symétrie axiale
par rapport a la premiere bissectrice d’équation v=x. Cette symétrie
transforme la tangente Ta %, en A, qui passe par | 'origine, en la tangente

N a 6, en B, qui passe aussi par I'origine du repere.

J'applique

““1y [

1. b et 2 Onutilise la symétrie
axiale par rapport 4 la premiére
bissectrice.

-"II

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si

elles sont vraies ou fausses. On fustifiera les réponses
en s 'aidant des courbes représentatives.

ED on rappelle le MEIEAEIE: 2 @leuufaux?
tableau des valeurs 54|32
remarguables. | i
1
1. Justifier que la |cwsr | 1 ‘%% 5| ®
fonction cosinus admet e

une fonction réciprogue sur [0 %]

2. A I'aide du tableau des valeurs et en utilisant la
droite d"équation y=x, construlre point par point la
courbe de la fonction réciproque de la fonction cosinus.

THEME 4

1. lne=0

2. L'equation Inx =—1 n'admet pas de solution dans
I'intervalle J0; +==].
3 Inx=-3x=—¢

4.er =5 x=InS

aApproche historigue de la fonction logarithme
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Etude de la fonction logarithme

) Dérivée et primitive
La fonction logarithme népérien, définie sur |0;++<| , est
dérivablesur cetintervalle &t, pour toutnombreréel x =0, ona:in’(x) = %

¥

"9
Démonsimbion

On considére la fonction f définie, pour tout x =0, par fg]=e,

[ estde la forme € oll u est |a foriction In, dérivable sur J0;+s< .

Danc f est dérivable sur [0:+=<]. Or (e” J' =ile,

Done, powr tout réel x > 0, f'(x)=In"(x)xem.

Comme €™ = r, on en dédult que, pourtout reel x>0, f(x)=In"[x)sx.
Par ailleurs, £{r)=¢€"" =, done, pour tout réel x>0, (x}=1.

. 1
On ohtientdonc 1=In"(x)%.x jetcomme x =0, ona: In'(v)= —.
x

e SR CEERN  <i, est une fonction définie, dérivable et strictement

positive surun intervalle I, alors la fonction définie sur [par x - In(u(.x))
u'(x)

u(x)”

est dérivable sur Tet, pour tout réel x de Lon a: (In(u)) (x)=

Conséguences

» La fonction logarithme est la primitive de la fonction inverse qui
s'annule en 1.
» Siu est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I,

alors la fonction In{u) est une primitive de la fonction % sur I

[ Sens de variations et signes

La fonction logarithme est strictement croissante sur |0 ; +o|.

On sait par gilleurs gue In1=0, on déduit lo propriété suivante.

La fonction logarithme népérien <’ annule pour x =1; elle
est négative sur ]0; 1[ et positive sur ]1; +c|.

B -1 -] 1 - VIS
La fonction logarithme népérien est concave sur |0 ; +ef .
ez
Démonstration

Pourtout réel v =0, In'(x)= -} .dancIn”{x)= —%{ 0.

La dérivée seconde est négative, donc la fonction In est concave sur [0+ .
Exemple
On note "6, la courbe représentative de la fonction In.
Onaln1=0 et |n’1:%:1.Lu tangente T au point A d'abscisse 1 G lg
courbe ‘€, apour équation: y=1x-1+0=x-1.

e o] : ; i
Onalne=1etln e=—. La tangente 7, au point # d'abscisse e @ lo
i ; 1 1 1
courbe ‘€, a pour équation : _1-=E{x—e}+1=g_r—‘1+1= ox

Comme la fonction In est concave, T; et T, sont au-dessus de 0.

104

Exemple

Soit { la funclion définie sur

|8; 4= par:
Sflx)=3Inx+x= -1
3+ 247

Cnao f’f.tfl:?m;:—‘:-rlf: ol

Ty,
e

‘On admet que la fonction In est
dérivablesur 10; +=2 .

Exemple
Soit & la fonction définie’sur @ par

2x
hix]=
tx 1

aver u{1)=x2+1, gui est

strictement positive, Une primitive

de h sur B est définie par;
Hix)=Inl2+1)

+ '
. hest dela forme —
[

Tableau de varialions

| X 5] +0

ln'fr;=l ¥
X

Infx) =i

Tableau de signes

+ oo

3,

-

e =
-

La fonction In est croissante

et concave, s représentation
graphique agil « de mains

en mains vite

On parle de croissance ralentie.

E i

I T (e c%‘Iu
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" -
fé‘* Etudier une fonction comportant un logarithme

Fnoncé  On considére la fonction f définie sur 0;+eo| par f(x)=x+1+Inx.
On note /" la fonction dérivee, f” la dérivée seconde et € la caurbe représentative de .
1. Calculer les limites de /' en 0 et en +==, Interpréter graphiguement si possible,

2. Etudier les variations de |a fonction / sur 0 ; +s<| .

3. a. Montrer que I'équation f(x)= 0 admet une unique solution « dans I'intervalle [0,2;0,5].

Donner une valeur apprachée de o arrondie au milliéme.
b. En déduire le signe de f(x) sur |Q;+eof ,

4. a. Determiner I'equation de la tangente 7a '€ au point d'abscisse 1.

b. Etudier la convexité de la fonction 7 sur [0;+| .
c. En déduire la position de la courbe ' par rapport a7,

Solution

1 Avec lim{x+1)=1Tet liminx =~ par somme, ona lim {1} =—ee.
x5l v+ o3

La courbe ‘€ admet une asymptote verticale d'équation x = 0.

Comme lim (y+1)=+e et lim Ino=+e, parsomme, ona:
P ) i § i

im f(x)=+oo

N —wbe
2. Pourtoutréel x >0, f"(x)="1+ —1— quiest strictement positif comme
X

somme de termes strictement positifs,
La fonction [ est doric croissante sur |0 ; 4],
3 0. Sur[0,2;0,5], la fonction f est continue, strictement croissante
et d'intervalle-image [ £(0.2); f(0,5)].
Or, [(0,2)=-0,4 et /(0,5) =08 donc 0=[/(0.2);/(0,5)].
Par la propriété des valeurs intermédiaires, |'équation f(x)=0
admet une unigue solution « dans [0,2:0,5].
Par balayage du tableau de valeurs, on obtient o = 0,278,
b. Lo fonction [ esl sticiement aoissante et s'annule pour x = a.
Elle est donc négative sur |0 : | et positive sur [+ .
4o lg tungeqte I"admet pour équation y=f"(1)(x—1+ £(1).
Or f'(1)= 1+T=2 et /(1)=1+1+In1=2.
Ainsi T admet pour équation : y=2(x—-1)+2=2x,
b. Pour tout réel x >0, f*(x}=~—,donc f“(x) - 0.
X
La fonction | o4t o i
¢/ est concave donc la tangente T est qu-dessus de la courbe .

Japplique

c concave sur |0 4=,

Point méthode

2.f est monotone, done il n'est

pas nécessaire de dresser le

tableau de variations. Celui-ci

permet néanmaoins de vérifier

la cohérence des limites et alde

pour lapplication de la propriéle
kr.les valeurs intermédiaires, o

0 02 & 05 4w

s +ou :
=08
0
=04

-

Point méthode

On peut vérifier la cohérence
des résultats (variations,
signes, concavite] alaidede la
calculatrice.

Ve LeTaty

-

/f

K= W=l

B Soit [ la fonction défi- ;| ftw=c"2Eini 4 Sait 1 la fonction définie sur K par :
flx)=In(e*+1)

1. Justifier que |a fonction f est définie sur 2.

2. Etudier le sens de variations de .

3. Montrer que la tangente a la courbe représentative

nie sur [0,5; 4] par: o - i) = B )
flx)=x2 =6lnx Factorier| Dérivselfinii)
. 4 2 2

b 8

On note 10 sa courbe. -

1. Retrouver les résultats ci- el AR

contre ohtenus al'aided'un = 243 de /' gu point d’abscisse 0 admet pour équation :
logiciel de caleul formel. P i S
2. Etudier les variations de f . p=gFwn

3. On note T'la tangente @ "€ au point d'abscisse 1,
Etudier la position relotive de 7' et de '€,

4, Verifier les résultats précédents a 'aide de la
talculatrice.

THEME 4 Approche historique de la fanction logarithme
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Propriétés algébriques
) Relation fonctionnelle

Pour tous hombres réels v > 0 et y >0 ona:
In(xx y)=Inx+Iny

SS9,

Demonstmtion

Solent x ety deux réels strictement positifs.

D'une part. par définition, ona: e =g xy

D'autre part | ey S gidgeln — yoey

On a donc ' egalité - ehlv] = gy

Par propriété de |'exponentielle, on en déduit doncgue In(x = y)=Inx +Iny.

Pour tous nombres réels x >0 et v>>0,0na.

; 1 T
mln[;} ==Inx et ] In(—lenx—lny
em, it
v Demonstration de la propriéte ©
Sait « un réel strictement positif.
D'ure part, par définition, on a: Fn[_l. * l ] =In1=0.
X
: { 1 10
D' autre part, enutilisant la relation fonctionnelle ; In _;xT =In = )+h[xl,

y f ;
On a donc|'égalité InLl‘JHHE_;] = 0. Autrement dit, In( l] =-=In{x).

(3 Relation In(g" ) = nlng

D'aprés larelation fonctionnelle, pour tout nombre réel x> 0 et pour tout
entier naturel n, ona:
In{x")=In(x xxx .. xx)=Inx+nx+..+lnx =nxIn(x)

Cette eqalité se genéralise a tout entier i relatif.

Pour tout nombreréel x =0 et pour tout entier relatif», ona :
In{x™)=nxIn(x)

Conséguence : recherche d'un seuil

Solent k et ¢ des réels stricternent positifs avec g # 1.

Les proprietes de lo fonction logarithme permettent de déterminer le
plus petit exposant entier n tel que ¢" >k ou g* < k.

On cherche le plus petit entier n tel que :
12" =10 0.8"<0,1
La fonction In étant striccernent | La fonction In étant strickement
croissante, ona - croissante, ono
12" =10 = In(1,2" ]Lx In10 0,8" <0,1¢=In(0,8")<In0.1
Soit: nxln12=>IN10 Soit : nx1n0.8 < In0,1
Orcomme 12>1,In1,2>0 Orcomme 0,8<1,In0,8<0

In10 In01
Donc n = ——. Bonc sk
M ) onC T TR0.8
Or ma—_‘|2,t3 et n est un entier | Or In0.1 =103 et n est un entier
In12 InD,8

naturel donc n=11.
Le plus petit entier cherchéest 11,

naturel donc m=13,
Le plus petit entier cherché est 13,
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« L'invention du logarthme, en
reduisant Iz temps passe au caleul
de gquelques mois & quelgues jours,
double pour ainsi dire la vie des
AsTONoMes, »

Pierre-5imon de Lapiace

&9 voir situation 1 p. 100

Exemples
In0,5+In2=In{0.5x 2}=N1=0
In[4e)=Ind +lne =Ink+1

f
|I1| iJ =—lne=-1

L&

In10=InS5= Jn[ % ]: In2
B Voir exercice Démo ® n° 36

1n [2%) _
1 2 2.879441542
Z.879441542

1n fezj
E

8 Remargue’

On peut vérifier les résultats en
labulant les valeurs 4 'aide de ln
calculatrice.

Pour 1.2 =10 Powr 0,87 <01

¥i ¥
E TS06 | & [0.26%1 |
7 15832 [ 7 0.2097
¥ 42938 8 0.1678
: E.:LS!& gu 3.13;5
0 1987 |
1 7u3a1 | 11 ﬁﬁl
132 B 5161 1z 0.asET
13 | 10,699 HEENE] 0. 08K
1Y 12039 14 0,044
15 is.ya7 | 15 .0352
16 lisyse | 18 08281




@“:’éthode

Acy
’féﬁ* Résoudre une équation, une inéquation

Fnoncé 1. Résoudre les équations suivantes.
a. 2e"-1=0 dons R b. 4nx+16=0 dans |0;+=]

2. Pour tout réel x>0, on pose A(x)=In(3x) +In['—;J+In e?,

a. Montrer que A(x)=2Inx+2.
b. En déduire les solutions de I'équation A(x)=0.
3. Résoudre les inéquations suivantes,

a. -3ei +6=<0 dans R b.3-Inx=0 dans |0;+=9
Solution
1 il
1. a. 2&‘—1:0-:::»&'=-¢=&.\*=In[-] Folas Aciode y
2 2, 1. Dans une équation
: i 1 comprenant une seule
La solution de I'éguation est In[i] =-In2. exponentielle ou un seul
16 : legarithme, on liscle. Puis on
b blny+16=0=Inx= ~% lnr=—beyr=e"" utilise I'Bquivalence, pour o réel
et v>=0:
La solution de |'éguation est e *, &7 = yea x=Iny

P
%,

2. a. En appliguant les propriétés algébrigues du logarithme, on obtient :

X
=4 X H = 2 —In3 s+ Fx " — = & =
Alx)=Inl 3. +i=|| 3 J+ln& =In3 +lnx+Ine—in3+ 2lne 2 Il est partais necessaire

de transformer I'éguation

Autrement dit A(x)=Inc+Ine+2%1=2Inr+2. oy =
en utilisant |es progriétés

b. Enutilisant I'expression trouvée ala question 2. o., on obtient algebriques du logarithme avant
Alr)=0=2nr+2=0hr=-1 r=e"! \ de la résoudre. J
¥ [P o . o |
L'équation A(x)=0 admetune solution: e,
3.0.-3e'+6<0= -3 <-boe > . Se'>leet >gt 3. Pour résoudre une inéquation
-3 comprenarnt une seule
Or la fonction exponentielle est strictement croissante sur K donc: exponentielle ou un seul
x> aln? es =i n2 logarithme, on lisale puis an

utilise le fait gue les fonctions

Onadonc: § = |n2;+x]. sontsiricterment croissantes.

b.3-lnyx=0¢& Inx=-3aohr<=3shi=lne’ gl < sa<h

Or la fonction logarithme est strictement croissante sur |0 ;<[ donc: Ino<lnbe0<a<h
Inr=lhe? =0 y=e? Altention :la fenction In est

Onadonc: 5 =]0:¢*]. \déﬁnie quesur |0; 4= . )

Jappligue

B 1. rRésoudre dans |0 +es| leséquationssuivantes. & 1, Soit  la suite définie, pour tout entier nuturelw

a. 3inx =1 b. Inx(lnx—4)=0 npar: u, =5+3x2".
2. Résoudre dans [} les équations sulvantes. Déterminer, par le caleul, le plus petit entier naturel i,
@ S5e'-1=0 b.(e*+3)(e*-7)=0 tel que u, =1000,
y - , 1 2. Soit v la suite définie, pour tout entier naturel i par :
B Résoudre les équations suivantes.
w; =5+3x05"

1. In(x2)+4lnx—1=0 dans J0:+=|

Déeterminer, par le calcul, le plus petit entier naturel »,
2 In(x—1)+In(x—3)=0 dans [3;+e=| P plusp "

tel que v, = 5,01,

D soit | la fonction définie sur 10;+oo] par: 3. Soit wla suite définie, pourtout entier naturel n par :
f(x)=(x+2)Inx w, =5—3%0,5"

1. Déterminer le (ou les) antécédent(s) de O par /. Déterminer, par le calcul, le plus petit entier naturel y,

2. Dresser le tableau de signes def. tel que w, =4,999,
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{ Je revois mon cours |

La fonction logarithme népérien

La fonction In est définie sur |0;+s=<[ comme fonction réciproque de la fonction
exponentielle.

Autrement dit, pour tout « >0 et tout réel b, ona:lnn=b e a =el.
Pour tout x =0, &™) =,

Pour taut réel y, In(e! J= .

—
Propriétés algébriques Variations, signe et convexité
Pour tous réels x =0 el y>0 et pour toul entier » La fonction logarithme népérien est définie, conti-
relatif i : nue et dérivable sur |0 ; +eef .
In{xxy)=In(x)+In(y)
& = In1=0 etlne=1
In[—J=—Inx
i 1
" x) « Pourtout réel x>0, onao In‘y=—
In(;]:ln(.r}—lnl‘_','j &
|n|:_tn) = nln(x) - Iig':ﬂln_; = —a ; la courbe €, admet une asymptote
- verticale d'équation x = 0.
o lim Iny=+4==
T
Equation et inéguation " ” ” " ™
Pour tous réels vet >0 : | |r1’l:.x}=l b
et=yvera=iny 21 !
} ]
hy=x & y=g! 1 -
In{x) 0
Pour tousréels g =0 et b =0 : o
lna=Inb=a=h
' Ina<Inh<0<a<h
A
. — 4 3
J(x)=In(u{x))
Soit u une fonction dérivable et strictement posi-
tive sur [.
s La fonction définfe par J/'(x)=Infu(x)) est déri-
o
vable sur Let f {i}—m- e Pour 0<<x <1, onalnx<0.
. ~
e La fonction définie par Flx)= 1{(_:; est une pri- EEpRRE ORI S:
l mitive de la fonction f(x)=In{u{x)). .« Lafonction In est concave sur |0;+=| .
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3 i £ veRsion 8 R
J'évalue mes connaissances iNTeRACTrve Y
‘:q' v

Veir corrigés
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).
. : e . crolssante sur positive sur convexe sur
1. La fonction logarithme népérien est : 18 el J0:+e] 10 +ef
une asymptote
tote
2. La courbe représentative de la fonction verficale 0 u_symp un point
: S 5 : horizontale mt ;
logarithme népérien admet : d'equation 453 : d’inflexion
g d'équation x=10
3. Pourtoutréel xtel que 0 < x<1: Inx =0 Inx=<0 Ihx=0
4. In1= 0 1 e
5. lne= 0 1 e
1 i
6. In(-é = —1 In(—-e) Ine!
7. Pour tout réel x>0, onaln(x?})= (Inx)? In(2x) 2Inx
B.In(15)= 2,71 In5+In3 In5xIn3
9. A=3In2+In5-2In10 A<0 A=In(0,4) A=In(0,3)
10. lim (x* +Inx)= o —oo 0
11.5i flx)=In[x?+1),dlors: flx)=In{2x) Ji(x)= : J&)= =
A L 4 ' . : _124-1 _".'2—|'1
12 Si flx)=rxlnx, alors: Filx)=1+Inx fix)=Inx f(x)= 1
: X

Indiquer pour chaque affirmation si elle est vraie ou fausse. Justifier.

Partie A. _ Partie B.
1. Pour tous réels ¥ >0 et y>0, |n[ {] ;:::_x. On considére la fonction f définie sur J0:+o| par:
v lny (x)=x2-2In3
2.51 0<a<b,alors Ina <Inb, N ;m ; "
n note ‘€ sa courbe représentative
3. Pour tout réel x>0, Inx>0. = o
1 1. Pour tout réel x>0, /7(x) A=)

11.5Ine+1nEZ+6InE=1 : St - 2
5. WG T 2. f edmet un minimum sur [0; +s2f .

i 3./ est négative sur |0;1] puls positive sur [1;+= ,
6. La tangente a la courbe de la fonction logarithme

PGSR . . 5 A 4.f est concave sur |01+
neperien ou point d'abscisse e passe par |'origine. !

7. La fonction g:x —In(3x+1) est une primitive de la 5. Lo courbe € passe par le point (1;2).
[ 6.lo courbe ‘€ admet une asymptote verticale
) d'équation x =0.

. 1 L,
fonction f"rH3.1-+1 sur ] 3=
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(¢} utomatismes et calculs

B@ Effectuer les calculs suivants.
1
2\ EX 32

1. %.313
T

=ghis

5. 0,630

4 0,8x%20
6. 0,340

LD caleuler dans chacun des cas suivants le taux
d’évolution global aprés les differentes évalutions
données.

1. Hausse de 10 % puis baisse de 10 %.

2. Baisse de 4 % puis haussede 10 %.

3. Trois hausses successives de 6 %.

Résoudre dans R les équations suivantes.
e‘ +3 o

1 = . "—2 6. 2 AN — =
S 2.(x-2)(6x2+2x-8)=0

EE Dresser le tableau de signes de la fonction f.

1. flx)=(5x—2)e* surR

2 flx)=(B=x)(x?+x+7) sur i

EE) Déterminer une primitive de la fonction f sur I'in-
tervalle ;:Iﬁnqé. i

1. flx)= Ei\' +6x2+20+7 sur R

2. f(x)=- ,_+e‘sur 10; 4o

3. flx)= e‘l‘—‘ 3 surl®

(14 Montrer que F est une primitive de f sur R,
1 f(x)=(2x=3)e~ et F(a)=(~ 2:4-1}3—:
2 f(x)=(2x-N(e"+1) et F{x)=x2-x+(2x-3)e"

Calculer la limite de (u, ) en +=» dans choque cas.
T =bn?+3n T 24, =3%12"+1
3.u,=(52+1)(3-n) 4 u,=3-08"

5D soit (u, ) lasuite définie par ug =3 et, pour tout
entler nuturel Aty =0, 95, +1.

Pour tout entier naturel 7, on pose v, = it, —20.
Montrer que (v, ) est une suite gébn;et:iq'ue. dont on
précisera le premier terme et la raison,

On dorine d-dessous le tableau de variations d’une
fonction §. On note ‘¢ sa courbe représentative.

v e -1 4 7 4w

o0 o 2
foll S | N,

Donner les limites de /' aux bomes de son domaine
de définition. Interpréter, si possible, graphiquement.

Automatismes du théme

€73 Exprimer les nombres suivants en fonction de I 2.
_ 1
1. In8-In16

2l
3. In2% +3In4

4, tinfe?)—e"® +In2

E5) 1ustifier les resultats { | Smpimar(in)mxe 1)
ci-contre obtenus & I'aide “ In(x? 4 x)

d'un logiciel de calcul 5 | Simpimeringxe3)-n()) ‘
formel. =2 Infx)

Déterminer le signe de chacune des fonctions,
suivantes définies sur J0;+e.
1 f(x)=(2x +1)nx 2. f(x)=—»2Inx

23 Déterminer I expression de lafonction dérivée de
S sur lintervalle 1.
1 fx)=(2x+Dinx sur [ =]0;+o0|

2. f(x)=In(2Zr—3) sur I =-:E;+ml:

[22] Déterminer une primitive de chacune des fonc-
tions suivantes sur I'intervalle donné.
1, fx) =2 +5;+--z-§ sur [0 400]

1. 1
-1 Sur:l—j,-l-rW[

t+1 sur (&

2. .gr:t'}::-. =

3 h(x)=——

Calculer les limites suivantes.
1. lim (.rh—lm:]

2. lrm[1 +Inx]
e —0h X

3. lim (2x+1)(4—Inx) 4 lim(-2Inx-1)
Tt =0

Soit f la fanction définie sur |0;+=[ par:
f(x)=2x+Inx

1. Etudier les variations de /.

2. Etudier la convexité de f.

Résoudre dans [ les équations suivantes,
1. e -4=0 2.2e"—6=8
3. (er+1)(e=5)=0 4. e¥(e*-3)=0

Résoudre dans |0;+=o| les équations suivantes.
1iny=4 2.6lnr+13=1
3, (x+2)lnx=0 &, (Inx—T)(Inx+1)=0

Dans chaque cas, determiner, par le caleul, le plus
petit entier naturel n vérifiant I'inégalité donnée.
1.1,25">100 2. 11" =500
3.08"=0,02 4.0,5"<0,001




Gxercices

—\."\.I
£y

m Ecrire les expressions suivantes sous la forme
d'une exponentielle,

!E" f weZut]
A —

= EZI-3

_exfe f
et kel

EL) on définit les fonctionsj et g sur 2 par:

Flx }TE + etg(x}:e:-;ﬂ

Montrer que, pour tout reel x:
1) - g(x)?=1

2. 2f(x—1= f(2x)

3. g(2x)=2f(x)xg(x}

Em On considére la fonction £ définie sur [2 par
e* -1
it e’ +1
1. Quelle est la limite de e en —e= 7 En déduire la
limite de ' en —es.

1=
T{x= 14’
b. Quelle est la limite de e~ en +== ? En dédulre la
limite de /' en +eo.
3. Construire le tableau de variations complet de f.

2, o Montrer que, pour tout réel x,

m On considere la fonction [ définie sur | par:
£(x)=(x-2)er

Démontrer que lafonction f admetun minimum en 1.

Préciser la valeur de ce minimum.

On considére la fonction / définie sur [-5;20]
par:

JEAES
1. Construire le tableau de signes de f sur [-5:20].
2. Construire le tableou de variations de [ sur [-5, 20].
3. Verifier les resultats précedents a |'oide de la
colculatrice.

EE) on considére la
fonction [ définiesur & 7
par:

flx)=(2x+1)e ; RIS e
On note ¢ la courbe “/b-{ ! X
représentative de " et
T la tangente d la courbe “f au point d'abscisse 3.
1. Etudier les variations de f sur B.
2. Etudier la convexité de f sur 1,
En déduire que la courbe ‘€ odmet un point d'inflexion,
dont on précisera les coordonnees.
3. «. Déterminer I'équation réduite de la droite T,

e — wﬁ—wmﬁ
‘H"| ri"- 1

ACTIVIT
MENTALES
RAPIDES

m Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

EQCM

Pour chacune des questions suivantes, indiquer la (ou
les] bonne(s) reponse(s).
1. In7 estegal @ :

a.0 B.In(1) c. el d.1
2. Ine estégal a ;

a 0 b.In(e) c el d.1
3, & estégald:

a.2 b Ine? £ In2 i e
4, Ine? est égal a:

a.2 b.e"? c. In2 d. e
Bero

1 Soient deux réels x et y strictement positifs.
1. Rappeler les proprietes algebriques du logarithme
d'un produit et du logarithme de |'inverse.

¥ i
Z. En remarquant que 5 =X —v ,demontrer que :

X
In( ] Inr—Iny
¥

m Vel ou faux ?

Pour cheque offirmation, préciser si elle est viaie ou
fausse,

1. In21=In7xIn3 2.1n0,5= | 12

3. In8 = 3In2 &, 'rf = n2

5. In(e=%)=-5 6. —2In3=—-In9

m 1. Resoudre dans [ les équations suivantes.
. e*—5=0 b, et —2=0

2. Résoudre dans |0;+c| les éguations suivantes.
. lhx—5=0 b. 4inx—2=0

m Vrai ou faux 7

Pour chague affirmation, préciser si elle est vraie ou
fausse,

1. Lo fonction inverse est une primitive de la fonction
logarithme népérien sur |0, +o0|

2. Lo dérivée de la fonction logarithme népérien est
la fonction inverse.

3. Lafonction logarithme est crolssante sur |-—=e; +e .
4, La fonction logarithme est positive sur [0; +o .

5. La fonetion logarithme est concave ]U ;+:~:{ I

m @ Duons chacun des cas, comparer les nombres
donnés,

b. En utilisant la convexite de f, préciser les pasitions 1. In2 et In&3 2.In0,6 et n0,8
relatives de la courbe € et de |a droite T, 3. In1,4 et Ine 4. In0.4 et In1 3
THEME 4 Approche historique de la fanction logarithme
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 Exercices

nz2

# Exploiter les courbes de fonctions
réciproques

m Reprendre les guestions de |'exercice ER pour la
fonction [ définie sur {U:%} par f{x)=sinx.

@ Enutilisent les positions relatives des courbes
représentatives de la fonction carré et de la fonction

racine carrée, comparer les nombres donnés dans les

cas suivants,
1.a=0124:b=0,1242 et e =+/0,124
2. 0=73:b=73%et¢=+J73

@ 1. En remarquant que 2°=4 et 3?=9,
justifier gue 2 < V7 <3.
2 Encadrer +/13 entre deux entiers consécutifs.

448 Ondonne e2=7,4 et e =201.
Donner une valeur approchée de In7 et In20.
Vérifier les résultats ¢ 'aide d'une calculatrice,

m F:.—'E:sf‘En s'appuyant sur les courbes représentatives
des fonctions exponentielle et logarithme, et sur la
droite d’equation y = », conjecturer une comparaison
des réels x, Inx et e*, pour tout réel x =0,

8 voir exercicen® 83

LF

{info)

L'inegalité obtenue permet de comparer les croissances
des fonctions : le logarithme croit moins vite qus o
fonction identite, qui croil moins vile que 'exponentielle,

‘W‘ Etudier une fonction comportant
un logarithme

QcMm

Pour chacune des questions suivantes, indiquer la
bonne réponse.

1. |FI'I"I(|I"I3.1'}= a. 0 b e C. —o=
x—
2. lim{-x+Ih2x)= @0 b.t= ¢ -
x—i
3. lim (.1-2+|n6_1'}= a. 0 b 4o € —oe
& lim (~x=Inx}= a0 b.tec € o0
+oz C. —o

5 lim (In(x2+1))= a0 b

m Daterminer |es limites suivantes.

T lim(x+Inx) 2. Im(3-Inx)
=0 w—0

f aux bornes de son

Déterminer les limites suivantes.
1. lim (x?43Inx) 2. lim ((1-x)xIn(x))
4 Tt

A—ban

3. lim (1-dlnx)

A—Fren

4, lim (x%(6—2lnt))
L —en

%) soit f la fonction définie sur |2;++<| par:
flx)=In(tx —8)

1. Justifier que f est définie sur |2;+-s].

2.0n o obtenu d-dessous la courbe représentative

‘€def.

o, Quelles conjectures

peut-on faire sur les

limites de lo fonction

tdomaine de définition ?
b. DEmontrer ces
conjectures.

Pour les exercices B} a £, déterminer I'expression
de lo fonction derivee des fonctions /" proposees, sans
s‘occuper de |'ensemble de définition.

ED 1. £(x)=3nx-1
3. f(x)=2Inx—x +%

2, flx)=5-2Inx
4 f(x)=x?=Inx

B 1. /(x)=In(3x)
3. f(x) =In(2Zx) -1

2, f(x)=4In(5x)
4 f(x)=In(2x-1)

@1.I(1'}=.rln_r—.r 2. f(x]:%i
il _e
3. flx)=e* xinx &, _r[.::}—ln_t

Pour les exercices 50 et 79, déterminer I'expression
d'une primitive des fonctions f proposées, sans 5'oc-
cuper de |'ensemble de définition.

B“.f(x}:%—‘lx 2._,!“[.1:}:3--%

e EPL

3 ﬂ:cj—x 22 +1 b flx)=21 =
! 3 2x
m1ff(-‘i}=§;+—.] 2. flr)=——
., = R
ERAC ) b flx)=—

B soit f la fonction définie sur 10 +=< par:
Sfle)=2x+3+4lnx

1. Calculer j'(x).

2. Montrer que la fonction F définie sur |0;+e| par

Flr)=x{x—=1+4lnx) est une primitive de /.



m Sait f la fonction définie sur |0; +==| par:

i Inx
flajy= vy
1. Calculer f(x).
Z. Enremarquant que, pour v > IZ],m :l #Inx, déter-
"1 %

miner une primitive de f.
3. Déterminer la primitive de J s’annulant en e,

m Demuontrer les résultats ci-dessous abtenus @
|'aide d'un logiciel de calcul formel.

'l-- I (A S ERE TR R TR

|—-‘{s):_— r‘-l--&h[w}—ir{l Alg
f r"i' ¥,
Factonser Darseifixi)} 'j* 0
T S T Lullg_nﬂ-‘-(permet
P de déterminer
Fattoncan Dbma Dorveal ik i) re”"pﬂ:—"‘s_i“_'n
ol O des primitives
¥Ry de la fonction £
| egatens) Bl voir Théme 5

' é :3—;:;’4-4(: {5} = <)+ 2 455

Ea On a obtenu sur une calculatrice la copie d'écran
ci-dessous.

1. Quelle conjecture peut-on  erasht  Grasnz  Groshs

faire sur la droite d'équation ::3;’2125”'3
yv=2x-5 par rapport a la

courbe représentative de la =
fonction f définie sur |0 +es| P
par f{x})=2lny-37 j,ft{-’""

2. Demontrer la conjecture.

(59 Jola¥

On considére la fonction f définie sur J0: +e< par:
flx)=In(2x)

Pour chacune des guestions sulvantes, indiquer la

bonne réponse.

1. f(0,5)= a0 b.In2 .1
2. f(e)= al boIn2+1 .2
3. Pour toutreel +=0,ona:
w1 o5 TR
a j (_t}—z b. fx)= = c.f {.r.)—_t_

. Sur |0 ;-+<[, lo fonction / est:

o goissante b décroissante < non monotone

5. Sur |0;-+s4f, o fonction f est:

£ hiconvexe ni concove

o, convexe L. concave

B8 1. soit la fonction £ définie sur |0; +==[ par:

flx)=In(x)-2
Un éléve écrit ;
-f it Eroicnitte f pen .
Flety=0.0n ¢ = = '
fe = P2 4 —— —c

Abdust le signe de .

L'éléve a-t-il raison 7 Justifier.

THEME 4

2. Dans chacun des cas suivants, construire le tableau
de signes de la fonction [ sur |0;+odf .

a flx)=Inx-1 b. f(r)=Inx-3

. flx)=2Inx-"10 d. flx)=4-3lnx

On verifiera les résultats a 'aide de la calculatrice.

m On considere la fonction f définie sur |0, -+es|
par:

Sle)=x+Ing
On note '€ la courhe représentdtive de [ et A ladroite
d'équation y=x.
1. Montrer que la fonction f est croissante sur |0 +os] .
2. Pour tout réel x =0, on pose hlx)= flx)—x.
a Etudier le signe de ji sur |0; e .
b. Que peut-on en déduire pour la courbe ‘€ par rap-
port & la droite A ¢

&3 vrai ou faux ?

On considére la fonction f définie sur [1; 4] par:
; 1
)=~

On note ‘¢, sa courbe représentative.

Pour chaque affirmation, preciser si elle est vraie ou

fausse,

1. lim f(x)=+s=.

)

2., admet une asymptote verticale d'équation 1 =1.

3. Pourtout réel x =1, f'(x)=— 5
(Inx)

4. La fonction / est positive sur ]1;+eo] .

63 Soit f la fonction définie sur |0 ;+e<[ par:
fle)=lne—x

1. a. Montrer que, pour tout réel x >0, f*(x)= 1_%

b. Etudier le signe de 7“(x) sur JO; +o].

. Dresser le tableau de variations de | sur |0+ .

2. a. Déterminer le maximum de f sur |0;+eaf .

En déduire le signe de f{x) sur |0;+e],

b. En deduire que, pour toutréel x >0, ona ny <.

. Interpréter grophiguement |e résultat.

m Soit f la fonction définie sur |-1; +e[ par:
Fle)=In(1+x)

1. o Justifier que /' est définie sur ]-1; += .

b Etudier les limites aux bornes du domaine de

déefinition.

2. Calculer 77(x).

En déduire |e sens de variations de la fonction f.

3. Etudier la convexita de | fonction £

4, o, Déterminer |'équation de la tangente T @ |a

courbe de f au paint d'abscisse 0.

b. Etudier o position relutive de la tangente 7 &t le

courbe representative de f.

5. Veérifier les résultats précédents @ |'aide de la

calculatrice.

aApproche historigue de la fonction logarithme

n3a
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GXe rcices

3 soit / la fonction définie sur 10; +eo] par:
Inx

i [ t)= —:
Justifier tous les éléments obtenus dans le tableau de

variations et dans [e tableau de signes suivants.

X _0 e +¢.¢_|
sl o+ 0 - |
1 ] el
flx) ._13 ‘ x J{} 1 +
J lz@l - 6 &

53“ Résoudre une équation, une inéguation

(66 Jola ]

Pour chacune des guestions suivantes, indiquer la {ou
les) bonne(s) réponse(s).
1. La solution de I'éguation &' =3 esL:

a3 b e c In3
2. Lasolution de |'éguation In{x}=5 est:
05 b. &5 c InS

3. L'éguation Inx =0 admet pour solution :

ab b. 1 ce

4. L'équation 2Inx+10=0 admet pour
ensemble-solution :

a @ b {e5} c {In5t

5. L'equation 2e'+10=0 admet pour
ensemble-solution :

ald b, {65} c. {In5}

Pour les exercices (53 a (). résoudre, dans chaque cas,
I'équation donnee.

1. hx=10

3 (x=2)Inx=0

Bi1.e=10

1. n(x+1)=2
3. 2In(x+3)=10

2. 5Inx—8=0
&. (Inx+N(Inx-3)=0
2.e'+5=0 3.2e*-3=0

2. Inl:x-—‘l'j_—. 0]
4. nlxixIn(x+2)=0

Paur les exercices £1 a £23, résoudre, dans chaque cas,
I'inéquation donnée.

70 e 2 e >y J.et4+7=0
2. Inx+3=<0 3.nx=4
Ine n'existe que si x>0,
(72 ENEERIE! 2. In(x~1)<2

EE) soit / la fonction définie sur K par:
flx)=(e*+1)(e*-3)
Dresser le tableau de signes de f sur [

/4 Soit [ la fonction définie sur |0;+s=[ par:
Flx)=Inxx{Inx+1)
Dresser le tableau de signes de / sur |0 ;+s<.

(75 ] Soit f la fonction définie sur |0; +o<[ par:
f{x)=—xlnx

1. Monter gue, pour tout réel x =0, f'(x)=—1-Inx,

2. o Résoudre dans |0 ; +=<| |'inéguation —1-Inx >0,

b. Endéduire le tableaude signesde f*(x) sur |0; +oo| .

3. o Dresser le tableau de variations de .

b. En déduire que, pour tout x>0, f(x)=e

m Un éléve doit déterminer le plus petit entier natu-
rel n tel que 0,8" <10 3.1l &crit

0,8" <1079 ¢ 0,8 Y=<l (167%)

&l 0,8) < li(107)
= L
=E=Te,9)

be (105 -
~——) =57,6 ef i et ot endier bt

"Hia,8)
Lone L plus petit ptier chevché est 51,

L' éléve a-t-il rafson 7 Justifier.

Vrai ou foux 7
Pour chaoque affirmation suivante, determiner si elle
est vraie ou fausse, en justifiant.
1. Le plus petit entier naturel # tel que 2" >10? est
sqal & In{10%)

In(2)
2. Le plus petit entier naturel # tel gue 0,5 <1073
estégal d 10.
3. Le plus petit entier naturel n tel que 3x5" =450
esteégal o 3.

m Déterminer le plus petit entier naturel » tel que ,

1.1.5* =100 Z 11 =108 3. 09 =10°

m Qn lache une balle de ten- ﬁ

nis d'une hauteur de 2 metres. b §3
a -

Aprés chaque rebond, la balle gk [
remonte aux trois guarts de la

hauteur du rebond précédent.

Pour tout entier n, on note f, la hauteur atteinte par
la balle au r-ieme rebond.

1. Calculer la hauteur, en métre, atteinte apres un,
deuwx, puis trois rebonds.

2. Combien de rebonds faut-il avant gue la hauteur
de rebond soit inférieure d 1 em ?



Bxercices e

m La fonction logarithme népérien

£ 0n o trace dans le repere orthonorme ci-dessous
la courbe représentative G, de la fonction exponen-
tielle, sa tangente 7 au point A d'abscisse 0, ainsi que
la draite A d'équation y=x.

B W/ -
mE B RER

1. Aquelle condition deux droites sont-elles paralléles 7
Démontrer que les droites T et A sont paralléles.
2. Quelles sont les coordonnées du point A 7 En déduire
celles du point B, Image de A parla symétrie d'axe A,
3. Determiner, par symétrie, I'equation de la droite D,
image de T par la symétrie par rapport a la droite A.
4. Quereprésente |adroite D pour la courbe représen-

tative de la fonction logarithme népérien ?
Vérifier a |'aide de la calaulatrice.

81 On considére les courbes représentatives €., et
"y, des fonctions exponentielle et logarithme dansun
repére orthonormeé, et la droite A d'equation v=x,
1. Quelle est I'ordonnée du point A d’abscisse 1surla
courbe G, 7 En déduire I'abscisse du point B d'or-
donnée 1 sur la courbe .

2. Démontrer que la tangente a la courbe 6, en A
passe par | origine du repére.

3. En déduire I'équation de la tangente a lo courbe
%, au point 5.

Vérifier a|'aide de la calculatrice.

EB Justifier les résultats suivants, obtenus avec la
calculatrice.

" T3 nte)+51n01)
inle’)-41nt1)
e g niey+21nle’) -

m Résoudre dons R |es équations suivantes.
1. &5H=3 2, =31 =10 3. 824 3=0

Résoudre les équations sulvantes.
1 In{x+1)=5 2. In(2x)=0 3 In(1-x}=3

m Dans chaque cos, dresser le tableau de signes de
la fonction / définie sur 7.

1. f(x)=3e* -6 2 flx)=4-3e"

3. ,f‘(_r}=(2r+1}[;e*' -5) 4 f(x)=(2x-5)(e*+1)

THEME 4

m Exercice guide
On considére la fonction [ définie sur [~4;2] par:
S(x)=e -3

1. Caleuler #°(x ). En déduire le tableau de variations
de la fonction / sur [-4,2].

2. o Determiner e nombre de solutions de |'équation
J(x)="10.

b Donner une valeur apprachée de chaque solution
@ 0,01 prés.

3. Etudier la convexite de f sur [-4;2].

Pistes de résolution ERENV R R LR Ll N
suivant les valeurs de i permet de concllre sur (es
variations de ;. Il faut pensera calouler [es images &
a les placer darsle tableau de vaiiatans

2. a. L= tahleau de variations et |a proprigté des
valeurs intermédiaires permettent de déterminer le
normbre de salufions d'Une égualion de la forme
f{a)=i

k. On utllise le menu TABLE de la calculatrice.

3. C'esl le signe de la derivée seconde 1 gu| permet

\ fe fdetermings s f est convexe DU concave.,

m Soit /' la fonction définie sur R par:

f(x)=e'(e* -4)
Un logiciel de caleul .| rxpsexpoxyapixia)
formel permet d'obtenir O | = 1(x) i= (& — A} ¢

les résultats ci-contre.
1. Justifier les résultats
obtenus par le logiciel,

? .Ficlurlurtr'{:n
~ 2" (¢ —2)

I Factorizer(™(x)}

2. a. Etudier le signe de 3 T——
£"(x) suivant les valeurs -+ 4ot (" ~ 1)
de x.

b En déduire les variations de [ sur [/
3. o Etudier lesigne de f”(x) suivant lesvaleurs de .
5 En deduire la convexité de  sur B

E Etude de la fonction logarithme

Pour les exercices #8 & B, répondre aux questions
suiveintes.

» Calculer 17(x).

o Etudierle signe de f(.x) et en déduire les variations
de la fonction f définie sur J0:+<=] .

88 1. f(x)=dr—Inx 2. f{x)=2c+Inx
B =22 2 f(.r)=fqlnx.—x.+%
1 /x)= —%—_;2+61—5Im-

2 flxy=x——6inx

aApproche historigue de la fonction logarithme

ns



B xercices exmmm
(91 Jela Y]

Pour chagque question suivante, déterminer |' Unique

réponse correcte.

1. Soit la fonction f définie sur |0;+=<| par:
fle)=3Inyr—2x+1

La tangente 4 la courbe €, au point d'abscisse 1 est

la droite d’équation ; ‘

ay=x—2 b.y=—x-3 ¢ y=xa

2. Soit la fonction g définie sur |0; +<=| par:

2{x)=-15:2 +2%Inx

Pourtout réel x =0 :

a g'(r)=—x+1 b. g"(x)=2xIny—2%

c g'(x)=-3x+2 d. g'(x)=—xInx—0.5x

3. La courbe de la fonction h définie sur |0;+==] par

hix }:in,w—l admet un pointd’inflexion en :

ol "h. 2 c In2 d et

&, La fonction u est définie sur I=0; +<=[ par;
u(x)=2x2Inx —5x2

o uestconcavesurl b westconcavesur [2‘1 ;+‘m[

c.uesteonvexesurl  d. uestconvexesur |e;+o=|

m Exercice commenté

On considére la fonction /' définie sur |0;+so| par:
F(x)=3+2Inx

1. Montrer que [*(x)=3x{2lnx+1).

© Pour aboutir a ce resultat facterise, il fout d'abord
dpnuer la fanctian f, qui est un predult o x .,

e signe de /(x) sur ]0;+ef

© Op résout I'inéquation 2ine 1> 0 pour déter
miner le signe du second facteur de la dérivée.

011 fEIII utlliser tous les rEuIL::tsqu précédent.

w

(93 Application immédiate
Soit /' la fonction définie sur |0;+eo] par:
I .
Flx)= 3 m:

3(1- 2Inx}
_1

1. Montrer que f”(x) =

2. Déterminer le signe de (’(x).
3. En déduire les variations de f sur |0 +24] .

m On considére la fonction f définie sur [0 . +=[ par
flx)=xxInx.0nnote @ ln courbe représentative de
| et Ala droite d'équation v= x.

1. a. Montrer que, pour tout réel x, f'(x)=Ihx+1.
b. Etudier le signe de f’{x) sur ]0; +eo.

En déduire le tableau de variations de f sur 0;+<|.

n6

2. Etudier le signe de lafonction f sur J0 4+ .

Que peut-on en déduire pour la courbe 6 7

3. Pour tout réel x>0, onpose: hi{x)= f(x)—x.

o. Factoriser /i x). En déduire le signe de isur 0; 4o ,
b. Que peut-on en déduire pour la courbe '€ par rap-
port a lo droite A ?

@ Gﬂﬁ}; Une entreprise produit chague année

entre 100 et 900 pneus pour fracteurs,

On considére la fonction 1’ définie sur [1;9] par:
flx)=05x2 =7x+14+6Inx

On admet que la fonction f modélise |e codt moyen

annuel de fabrication d'un pneu, exprimé en centaine

d'euros; pour x centaines de pneus produits.

1. o. Montrer que, pour tout réel x =[1;9] :
i x2—-7x+6
£ [_i‘}=f

I En déduire le tableau de variations de la fonction /.
2. 0. Justifier gue |'"eguation f{x)=5 admet une
unique solution  sur l'intervalle [1;9].

b Donner un encadrement au centieme prés de o

. On considére I'adlgarithme ci-dessous.

a—1; w75
Tamtque =5 Faire

rE—x+ 007

v 0,52 —Ze+ 12 =6lnx
Fin Tant que

A la fin de |'exécution de I'algorithme, quelle valeur
numerigue contient la variable x ?

3. Pourquelle quantité de pneus le coGt moyen annue|
de fabrication est-il minimal ? A combien s"éléve-t-il ?

m Sur Lne portion de 6 Kilo-
metres du boulevard périphe-
rique, le trafic peut étre
perturbéentre 7het 11 hdu
matin. Au début de cette por-
tion, un pannegu indigue, & chague instant, le temps
de parcours d’un véhicule sur ces 6 kilométres.

On modélise |'évolution du trafic & I'alde de la fonction

| définiesur [1; 5] par:

22|n:

fl=
Le nombre f(¢) estalorsle temps de parcours indigué
sur le panneau et exprimé en minute, a un instant ¢
exprime en heure, Il est 7 h dumatin @ l'instant r=1.
Le panneau indigue « trafic fluide » s'il faut moins de
& minutes pour parcourir les 6 kilométres, Il indigue
« trafic perturbé « 57l faut plus de 11 minutes.
1. Etudier les variations de f sur [1;5] et dresser son
tableau de variations.
2. Endéduire queletraficn’est pasfluidea 7 h 10 min
et qu'il en est ainsi jusgu'a 11 h,



m Une entreprise fabrique chaque jour entre 100 et
2 500 pléces électronigues pour des vidéoprojecteurs;
Toutes les pigces fabriquées sont identiques.

On admet que lorsaue x centaines de pigces sont fabri-
guées, aver 1= v =25 le colit moyen de fabrication

d'une piéce est, en euro :
x+2—Inx

fa)= =
1. a. Montrer que, pour tout réel x[1;25] :
; Inxy -3
flz)=—0

b. En déduire le tableau de variations de f sur [1;25].
c. Déterminer, @ I'unité prés, le nombre de pieces o
fabriguer pour que le colGit mayen de fabrication d'une
pigce soit minimal. Determiner alors ce colt moyen,
au centime d'euro pres,

2. lustifier qu'il est possible que le calit moyen de
fabrication d'une piéce soit inférieur ou égal a 1,50 €

3. Est-il possible que le cotit moyen d'une piéce soit
de 50 centimes ? Justifier.

m Lors d'une experience en
laboratoire, on lance un projectile
dans un milieu fluide. Dans ce cas,
le modéle parabolique usuel pour
la trajectoire n'est pas adapté.
On modélise le projectile par un
point quise déplace, dans un plan
vertical, sur la courbe représentative de la fonction f
définie sur [0 ;1] par:

Slx)=5x+2In(1-x)
ol v est "abscisse du projectile, [(x) son ordonnée,
toutes les deux exprimees en métre.
1. o. Montrer que, pour tout réel x=[0;1] :

Fn=22

b En déduire le tableau de variations def.
c. Quelle est la hauteur maximale atteinte par le
projectile ?
2. o. Déemontrer que |'équation /(x)=0 admet deux
solutions sur [0; 7 : 0 et un réel o >0,8.
Donner une valeur approchée de o 0,007 prés,
b. Interpréter la valeur de o dans le contexte.

m Pour un épicéa dont
I'dge est compris entre 20 et
120 ans. on modelise la rela-
tion entre son age (en anneée]
et le diamétre de son tronc |
(en métra] mesuré & 1,30 m
du sol parla fonction /* définie
sur |0;7 par:

f{r};amn[-f_ijj

ol x désigne le diametre
exprimé en métre et ((x) I'ége en année.

THEME 4

1. Etudier le sens de variation de f sur |0 1] . Interpréter
le résultat dans le contexte del'exercice.
2. Déterminer les valeurs du dinm#tre x du trone pour

gue I Gge calculé dans ce modéle reste conforme Gses

conditions de validité, ¢’ est-a-dire compris entre 20 et
120 ans,

@ La courbe ci-contre repré-
serte une fonction ) définie sur
'intervalle |0;+=| par
Flx)=ax+blnx,obaethsont
deux réels inconnus.

La courbe posse par le point

A et admet en ce point la 14
tangente 7.

1. o Lire graphiquement (1). 4
b. En déduire la valeur du
nombre 4.

E

—
-

2. o. Montrer que f(x)=2+ I—f ’

b, Lire graphiguement /*(1).

c. Endéduire la valeur du nombre f.

3. Etudier les variations de la fonction /',
:::EE!.T.‘.’

L1 Soit i une fonction définie, dérivable et stricte-
ment positive sur un intervalle 1. On note ( la fonction
définie sur I par f(x)=In(u(x)).

1. Exprimer [*(x).

2. Etudier le signe de f’(x) en fonction de celui de
u'x) etwlx).

3. Endeduire que lo fonctionf ales mémes variations
gue |o fonction u,

E Propriétes algebriques

@ Vral ou faux ?
Soient deux réels a =0 et b =0,

Pour chaque affirmation suivante, préciser si elle est
vraie ou fausse.

1. In(a+b)=Ina xink
3. In(2a) =In2+Ing

2. In(a? )=2Ina
4.In(ea)=1+Ina

@ @ Verifier les egalités sulvantes.
1. In3+ In9+3ln[ %} =0

2. ZInk+ 3In2+6|n[ % J =In?

3. 3Ine +In( e")+5ln( &] =D

104 Ecrire sous la forme d'un seul logarithme les
nombres suivants.

A =2In5+3In2-In16
C'=4In3+2In5+ 4in1

B=-3In3+In9+1
D =2In4-3In3

aApproche historigue de la fonction logarithme

nz



B xercices exmmm

@ Justifier les résultats suivants, abtenus & 'cide
d'un legiciel de caleul formel.
4 | Bimplifierin(4}+3"In{2 -8}
~ 2 In(2)
5 | Simplifler(3IniT-2"In(48))
| = —In{T)

EB Ecrire sous la forme d’une somme de logarithmes

les nombres suivants.
A :In[ E] : Hz!n[S" x27) et (':!n{

7

352
73 i

@ Legarithme népérien d’une racine carreée
1. Soit v > 0.

2 1
En utilisant ~/x~ = x, montrer gue In/x =Elnx.
2 a Montrer que:
In+/2 +In/8 = 2in2 21n Faln (=3

& Justifier |o capture
e P In Jn! +d=1n o
d'écran cl-contre. 1.5

@ Vrai ou faux 7

On considére |'équation suivante dans [0;-+es] :
F 38
In(x?)- In{ %]+In2=ln(2xj+5

L'affirmation suivante est-elle vrale ou fausse ?
1 " z .
f= est I'unigue solution de cette équation dans l'in-

tervalle |0; +eof . »

Démontrer gue, pour tout entier naturel n non nul
et tout nombre réel & =0, ['équation 1" =4 admet

;
- & =lnk
pour unique solution x=e%  dans [0; 4]

Cette solution s'appelle la racine o-igme de &
i
On la note 4k ou k=,

D'aprés I'INSEE, la population en France (hars
callectivités d'outre-mer) est passée de 65,027 mil-
lions d'habitants en 2017 a 67,064 millions d"habi-
tants en 2020, On suppose que chague annee,
entre 2011 et 2020, le nombre d'habitants a aug-
menté en moyenne de 1 %.

1. a. On note OM le coefficient multiplicateur associe
a l'augmentation annuelle de r %.

: 67,064
5 govn L I .
Justifier que CM" = 5027

b. Justifier gue le résultat suivant, obtenu a I'aide
de |a calculatrice, permet de déterminer une valeur
approchée de CM,
765
(i)

1.003433082

na

. Endéduire la valeur de ¢, arrondi a 0,01 pres.
d. Interpréter |e résultat obtenu.

"

g Lo

i s'appelle letaux d'evolution moyen annusl

3. On suppose que cette évolutionannuelle moyenne
se maintient dans les années a venir.
o Estimer le nombre d'habitants en 2025.
b Estimer la premiére année a partir de laguelle la
population frangaise devrait depasser les 70 millions
d'habitants.
c. Cette estimation est-elle cohérente avec la projec-
tion de I'TNSEE qui prévoit en 2030 ung population
de 70,281 millions d’habitants ?

EDvoir Theme 8 p. 173

Voici un extrait d'un article, publié en avril 2019,
de futura-sciences.com .

Selon des estimations, les glaciers alpins 8'éten-
datent sur un peu moins de 340 km® au milien
des années 1980, A la fin des annéas 2000, en
revanche, cette superficie avait fortement dimi-
nué, atteignant 275 km2. Soit une baisse de 20%
environ en vingt-cing ans.

1. Vérifier I'af firmation surlignée en jaune.

2. Solt tle taux de diminution moyen annuel, exprimé
en pourcentage, de la fonte des glaciers sur ces 25 ans.
a Justifier que (1-1)" =0,8.

b Montrer gue + = 0,889 %,

3. Dans le méme article, on peut lire : « Les glaciers
alpins risquent de fondre @ 90 % d'icl 2100, »

Que peut-on penser de cette affirmation ?

@ Le musée du guai Branly a
Paris a accueilli 7,26 million de
visiteurs en 201 8, soit une hausse
de 7 % par rapport @ 2017. On
suppose que cette évolution se
mgintient et on s'intéresse au
nombre d entrées en 2018 +n
ou o est un entier noturel.

1. Déterminer le nombre
d'entrees en 2019 et 2020.

2. 0. Déterminer la plus petite valeur de I'entier 1 telle
gue 1,26x 107" =2,

b. Que signifie le résultat pour le musée ?

3. Dans le méme temps,en 2018, le musée du Louvre
a battu son record de fréquentation en accuelllant
10,2 millions de visiteurs, Déterminer en quelle année
le musée du quai Branly devrait accueillir pour la pre-
rmiere fois plus de 10 millions de visiteurs ?

Que peut-on penser du résultat obtenu ?




- I——
] pprendre a modéliser

B Modéliser I’évolution de la population

L'extrait ci-dessous est Issu de I'Introduction @ l'analyse infinitésimale d'Euler,
publiée en 1647.

« La terre ayant été repeuplée aprés e déluge par six hommes ; supposons
qu'au bout de deux cents ans le nombre des hommes se spit éleve'a 1 000 000,
on demande de guelle partie il a d0 augmenter tous les ans. Supposons que pern-

dant ce temps |e nombre des hommes se soit accru tous les ans de —, |e nombre
X
des hommes pendant deux cents ans sera necessairement mante a

1
1000000 ]EEE

6

1407 i 1+

(%J %6=1000000, d'ol I'on tire x‘:(
Eulerncte s | »la 3
fonction logarithme

Donc ff=——

+ mﬁsﬁa

1._._, S bt Bt nepérien, ¢ esl -
conséguemment - ~ = 7000000 et 1000000=61963x. Donc x =16 environ. dife = Ex  Sigrifie

Ainsi, pour une cussi grande population, il aurait follu gue le genre humain se «Infx) ».
fiit accru tous les ansd’un seizieme | ce que la durée de vie des premiers hommes

rend vroisemblable. Sila méme augmentation edit continué d'avoir lieu pendant 400 ans, le nombre des

hommes fiit montéa 1 Wﬂﬂﬂﬁm1 WEOW =166 666666666, Ce nombre d’habitants est si eonsidérable,

que toute la terre n'eiit pas suffit pour |es nourrir. »

1. Dans 'extrait ci-dessus, a quel probléme s’intéresse Euler ?

Z. Euler suppose qu'ou commencement le nombre d’hommes est 6, que celui-cl s‘acaroit tous
1
les ans de la purl:ie — et qu'il atteint 1 000 000 qu bout de 200 ans.

Ainsile reel x est un entrer naturel non nul inconnu. /_5 ‘accroitre de 1 c ﬁgt\
o. Expliquer alors le passage surligné enqune 3

b. En déduire la justification du passage §U

1
heetbars
ajouterz

initiale ; c’est donc multiplier

de la quantité

3. a. Résoudre ['équation Ir‘.[‘]+ ] 0,0261092 dans |0; +=4] . ]
% lo quantité initiale par [ 1+-—J.

b, Mettre en relation la resoiutmn précédente avec |'extrait d 3
surligné en violet Et donc s’ acoroitre de —,

x

4. Expliquer |e passage surligné en bleu. cela revient & multiplier

5. Euler conclut ['extrait par : « Ce nombre d’habitants est si consi- \ it

dérable, gue toute la terre n'edt pas suffi pour les nourrir, »
Que peut-on en deduire sur le modeéle de croissance exponentielle étudié ?

6. 150 ans plus tard, en se basant sur I'ebservation du rythme de crolssance de la population
americaine au XVIIF® sigcle, I'anglais Malthus écrivait :

4 Nous pouvons &rré certaing que lorsque la population n'est arrérés par aucun
obstacle; elle double tous les vingt=cing ans [...]. »

B vairTheme 2 Shuation 2 p. 39
o En utilisant la demarche d'Euler, déterminer de quelle partie la population augmente
chogue année, A
b Malthus conclut & la catastrophe démaographique. Expliquer pourquoi.

THEME & Approche historigue de la fonction logarithme na



A la fin du xvi=siecle, du fait du developpement de
I'astronomie et de la navigation, pour simplifier des
calculs longs, fastidieux et soumis & des erreurs d'ar-
rondis, les mathématiciens cherchérent a trouver
une méthode permettant de remplacer des produits
par des sommes. Cela revenait, en temmes actuelks, a
trouver une fonction ° veritiant, pourtous réels a et b
stricternent positifs

Flaxb)=fla)+f(b)

En 1614, |'"écossais John
Neper publie dans Mirifici
Legarithmorum Canonis
Descriptio des tables de cor-
respondance entre deux séries
de nombres : a un produit dans
une colonne comespond une
somme dans une autre colonne.
Les logarithmes, qui signifient « nombres de ralson »
(du grec logos et arithmos), c’est-d-dire « nombres en
progression arithmétique », sont nés. Mais [es calculs
ne sont pas aises. En particulier, le logarithme de 1
n'est pas égola 0,

Apres de longs échanges avec lui, I'anglais Henry
Briggs améliore le procédé et publie dans Arithmetica
logarithmica en 1624 les premiéres tables de loga-
rithmes, que nous appelons aujourd’ hui « logarithmes
décimaux ». Il fixe ainsi le logarithme de 1 comme
egal a 0 et celuide 10 egala 1.

Cet exerdce présente le procede utilisé par Briggs pour

construire | tatble de valeurs de la fonction logarithme

décimal (notée de nos jours log) vérifiant :

W log(1)=0

@ log(10)=1

@ pourtousréelsa=0eth=0:
loglaxh)=log{a)+log(h)

Commie Briggs, on admet que la fonction log existe et

qu'elle est croissante sur |0; +ea| ,

1. Etablissement de propriétés
Soient deuxréelsa et b tels que 0 <<a< b.
a. En utilisant la relation ) montrer que

log(/ah ) = 2844) g@

i3. Deduire des relations @ et @ gue Iug(«f'lﬁ ]:%
Déterminer de méme ]ug(_u'wfﬁ )
c. Montrer que a < Jab < b.
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La table des logarithmes d’Henry Briggs <l

d. Justifier que, pour tout réel v e[a;b] :

«si x=+Jab dlors logla)<log(y)= ___m_‘_n__ulug{a};log(b) .

IDg!_a); log(h) o E B
2. Construction du tableau de valeurs sur [1;10]

o Soit un réel » £[1;10]. En s’appuyant sur la ques-
tion 1., justifier que I'algorithme suivant, qui traduit
la démarche de Briggs en termes actuels, permet d’es-
timer la valeur de log(a).

« sinon,

Fanetion Logarithmelx)
g—T; 510
lpgr—0:logh—1
Tantgque x —¢ =10 SFaire

Si v =Jub Alors
!?"1-@ ]
logh ¢ log u;logv
Sinon B
o dih
[ e
Iuga{——'og”;bgb
Fin 5l
Fin Tant que
Renvayer loga | lagh
Fin Fonction
b ngm.mmer en Iangflg_e o | Logarichan
Python |'algorithme préce- 1| 000000 0000
dent et tabuler la fonction 2| 03010299957
logsur [1:10] par pas de 1. d ':4;:59 j)gzﬁ
. 4 | 0,60205. <
% Curnpurehr avecles rE;:_iluls 5 | (169897, 00043
- r 5. Il
ch contre o ter.'lus par Briggs 6 | 077515 12504
d. La calculatrice 7 | 0,84509.80400
(touche lag) affiche-t-elle 5| 0S8 995 T
les mémes valeurs ? 1:"' f:ﬁ;;‘ﬁﬁﬁﬁﬂ&'
3. Généralisation : — ll

o Soit un réel x €[10;1000]. Modifier I'algorithme
de la question 2. o pour estimer la valeur de log( v ).
b. Méme question pour unréel rtel que 10 > =< x =1,

14T
La demarche de Briggs repase sur de nombreux calculs
de racines caméas successives, avec une prédsion de
30 dedmales a une époque ol les calculatrices n'existaient
pas | Calculateur hors-pair, il a utilisé que : JT+x =1+ %,
dés que x est trés proche de 0 (inférieur & 10779,
Les tatles de logarithmes dacimaux de Briggs furent trés
vite diffusées a l'ensemble de I Europe et napide ment
adoptes par tous. Elles sont 4 la base de la construction
de la regle a caleul,
utilisée par les iy,
bacheliers francais . I g 15
Jusgue dans les s il
annees 1970, s



Le tablecu sulvant donne la population africaine, en million, & 1 million prés, depuls 1950.  Seurce : Nations unies
1960 | 1965 | 1970 | 1975
283 | 320 | 363 | 415

| | 1950 | 1955
Pop. | 228 | 253

ograpnie La croissance de la population africaine

2000 | 2005 |

1980 | 1985 | 1990 1995 | .
811 | 916 |

476 | Su9 | 630 717

Annee | 2010 | 20N

2012 | 2013 | 2014 | 2015 2016 2017 | 2018 2019 2020 |

Pop, | 1039 | 1066 1094 1123 | 1152 1182 1213 1244 1276 1308 1341 |

1. o. Représenter ['évolution de la population africaine
en fonction du temps @ I'aide d’un tableur.
Comment peut-on qualifier sa croissance ?

b Choisir une echelle logarithmigue pour |'oxe des
ordonnées. Que constate-t-on ?

2. Dn choisit de modaliser la population africaine, en
million, pour I'année (1950 + x ) par f(x)=axe™, ol
a et b sont des réels a déterminer.

On choisit d'imposer (0} =228 et f(70)=1341.

a. Determiner les valeurs des résls g et [, en arrondis-
sant & 10 “si besoin.

b. D'aprés le modéle, @ combien peut-on estimer la
population africaine en 19607 En 19707

Une fonction de « satisfaction » f prend ses valeurs
entre 0 et 100. Lorsqu’elie atteint la valeur 100, on
dit gu'il y a « saturation ».

La fonction « envie » est la fonction dérivee /. On
dira qu’'il y a « souhait » lorsqu’elle est positive et
gu'ily a « rejet s lorsgu’elle est strictement négative,

La direction des ressources humaines d'une entreprise
modélise la satisfaction d’un salarié en fonction de son
salaire annuel x, en millier d"euros, par;

)=

' L=l § -""r':.—':.:e' 3
l i . - LLLE

Lorsgqu'une personne emprunte une somme de
50 000 € remboursable par n mensualités constantes
de A euros, avec unintérét mensuel de 0,4 %, le mon-
tant de cette mensualité A est donné par :

A= T T005

On ne demande pas d'établir cette relation.

1. Calculer lo mensualité A lorsgue cette personne
emprunte 50 000 € remboursables par 120 mensua-
lités pour un intérét mensuel de 0,4 % . On donnera
une valeur arrondie au centime d’elro.

Calculer alors le montant total des Intéréts pour ce

prét

c. D'oprées le modéle, G partir de guelle annéee la popu-
lation africaine depassera-t-elle 2 milliards ?

3. Dans un artide du Monde du 20/09/2017, on lisait ;
« La population de |'Afrique va-t-elle quadrupler d'ici
la fin du siécle ? La population du continent africain
s'accroit rapidement. Estimeée a 140 millians en 1900,
elle atteignait un milliard d’habitants en 2010, Elle
comptera 2.5 milliards en 2050 et plus de 4 milllards
en 2100, selon le scénario moyen des projections des
Nations unies. » Le scénario moyen des projections
de I'ONU est-Il cohérent avec le modéle dela ques-
tion Z. 7 Sinon, proposer des hypothéses gui expligue-
ralent les différences cbservées,

' ' Une fonction de satisfaction

1. Déterminer la limite de f en +e,

Interpréter le résultat.

2 o Exprimer /*(x) en fonction de x.

b. En déduire lesvariations de f sur [0; +e=] . Interpréter
dans le contexte de |'exercice.

c. Est-ll possible qu'il y ait saturation ? Interpréter
dans le contexte de |'exercice.

3. 0. Exprimer f"(x) en fonction de x,

b. Résoudre I'inéquation 400e %5+ -1 0,

c. En déduire la convexité de /' sur [0; o] .

d. A partir de quel salaire peut-on estimer que la fonc-
tion « envie » décroit ?

Remboursement d’un prét a mensualités constantes

2. Mémes questions avec un emprunt de 50 000 €sur
Sansa 04 ¥ mensuel.

3. Afin de payer le moins d'intéréts possible, | 'emprun-
teur doit augmenter le montant de la mensualité et
diminuerla période de remboursement. Mais Il ne peut
supporter au maximum que des remboursements de

950 euros par mois.
200

1-1,004"
b Endéduire le nombre entier  rminimum de mensua-
lités pour lequel la mensualité A est inférieure a 550 £
Que valent alors la mensualité A et le montant total
des interéts 7

o Resoudre dans I |'inéquation = 950.

THEME & Approche historique de la fonction logarithme



Offre, demande et prix d’équilibre

Une entreprise vend des sacs @ main dont le prix est
fixée entre 50 et 350 £

Lo demande est la quantité de sacs @ main, enmillier
d'unités, achetée par la clientéle lorsque le prix est de
x dizaines d'euros 'unité. Elle est modélisée par la
fonction [ définiesur [5;35] par f(x)=21,8-38Inx.
L' offre est la quantité de sacs & main, en millier d'unl-
tés, produite par I"entreprise pour étre vendue au prix
de v dizaines d’euros le sac @ main. Elle est modélisée
par la fonction ¢ definie sur [5;35] par:

e{x)=46+0 3~ e 002

Reprisentations graphigues des fonctions et g :
v

'& —tel

= 0
=

La fonction logarithme décimal, définie sur [0;+o=|
par log(x)= i!l%%% est souvent utilisée pour étudier
des pheénomenes physiques.

La magnitude d'un séisme ast une valeur intrinségue
de celui-ci, ne dépendant ni du lieu d'observation,
ni des témoignages de la population. Elle a &té intro-
duite en 1935 par |'ameéricain Charles Francis
Richter. La magnitude locale est donnée par:
M, =log(A)-log( Ay ) o0 A est| amplitude maximale
de I"onde sismique lue sur un sismographe, en mm, et
ol A, est une amplitude de référence, en mm.

Frmp s I

|achalie Ingarinmen)
Dheslaschion s .
Lowald Enargie dide chiigie
Elfeiaement 1 r consumie en Fronce
ohe b plapkiid i e or
the: bt mani s
E Toeriemmaeni | ale b Brviereris |
ceruns savents fi“ il i
Dimwraogers s - ok e
[ligiee gt e
Dotroges sl - i Ervirgie libdike
bes DT S Frogies LY poi e
Fecepti ke o lurle &
'l paeinhie
Feecapli e pag % Enargie libdide
e dhrglilS il ane K pan un ek
Fatamwi] pesiveplibia
SN L e e Energie siotien
Frur perciap ibie o ﬁ par Lirwe balberia

ol

Partie A Comprendre I'échelle de Richter

1. Dans ladéfinition origindle de Richter, I'amplitude
de reférence A, est cholsie pour que la rnagnitude soit
egale @ 3 pour une amplitude de 1 mm. Déterminer
la valeur de A, et justifier que M, =log(1034).
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Partie A Etude de la demande et de |'offre

1. Résoudre I'inéquation f(x)<13.

Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.
2. Etudier les variations de la fonction /', puis celles de
gsur [5;35]. Interpréter les résultats.

Partie B Etude du prix d’équilibre

Le prix d’équilibre est le prix pour lequel la demande

et l'affre sant égales,

1. On considére |a fonction i définie sur [5:35] par:
Ix)=flx)=glx)

a. Montrer que A est décroissante sur [5;35].

b. Montrer que I'équation 4(x)=0 odmet une solu-

tion unique o dans I'intervalle [21; 22].

. Determiner une valeur approchéede wa 0,01 pres.

2. Comparer |'offre et la demande lorsque :

o le prix de vente est inférieur a (L euros |

b le prix de vente est superieur a o euros.

Echelle de Richter

2. Onentend souvent que la magnitude maximale de
I'echelie de Richter est egale a 9. Est-ce vrai ?

Partie B Magnitude et énergie
On s'interesse a l’'energie £ liberée a | 'épicentre, en
joule,en fonctionde la magnitude locale M, duséisme,

Chi, 1560

Maskn, 1964
Sl 2005

Energie £
10000000+ {ergs =10™)

Exsol mucl #are

100G 0004
Mexico; 1985
San Finrsoiaco, 1906 g€
100000 Lalt: Turegle. 1999 Tangehimit Chl:ll‘ 1575

L]
¥ v
10000 TR 13 e i, 133$|
Los Angeles, 1994 1 \ i
1000 L Melbaie, 1925 Bambﬂmw,qéa :

Saguerny, T9EA .
100 Agmdi, Marec. " !
1360 \ i

104 wolee | :
|.ﬂ}_='2h’i‘:d_‘-'j‘37 ' '

3 9

Magnitude M,

1. Justifier pourquoi on peut conjecturer qu'il existe

deux réels ¢ et b tels que logl E)=aM, +1h,

2. En 1958, Richter a établi la loi empirique :
logE=15M, +48

Retrouver cette relation en utilisant gue le séisme de

magnitude la plus élevée observé jusqu'a présent a

eu lieu au Chili en 1960, avec une magnitude de 9.5

et une énergie de 1,1x10" joules.

3. Lorsque la magnitude augmente de 1, par combien

est multipliée I'énergie libérée par le séisme ?



On s'intéresse icl & une propriété remarquable des
tangentes aux courbes logarithmiques, oppelée
historiquement « probléme des sous-tangentes
constantes »,

Partie A Cas des courbes logarithmigues

Soit un réel £ # 0. On considére la courbe représenta-

tive & de |la fonction f définie sur J0;+=<[ par:
Jx)=klnx

Pour toutréel « =0, on o

note A le point de € 3 |H

d’abscisse a, H le pro-

jeté orthogonal de A 7 k=2

sur I'axe des ordon- 4] el e =

nées, Tlatangented€ LAR /

en A, et Ble point d'in- _ 0 P/’-. S

tersection de T avec

I"axe des ordonnees.

F . 1 1 e
] s
. 2l ~ 19

Les problémes de caleuls d'aire sont des problémes trés
anciens, Maisil a fallu attendre le miliew du xvii© siecle
pourque la quadrature de | 'hyperbole soit étudiée de
fagon rigoureuse par Grégoire de Saint-Vincent.

Cet exercice expose les résultats qu'il a établis, mais &
I'aide d'outlls inconnus a | époque ; les coordonnées,

) 1
On s'intéresse ici o I"hyperbole 7 d'équation y =—,
X
tracée dans un repére orthonorme d'arigine €.

Partie A Moyenne geométrique et trapézes

Solent deux points 4 et B de %, d’abscisses respec-
tives ¢ et b strictement positives. On note D le milieu
de [Af] et € le point d'intersection de F et de [(21}].
On note respectivernent M, N et P les projetés ortho-
gonaux des points A,

C et B sur I'axe des A

ahscisses. A -

1. Déterminer o

I"équation réduite A B 3
de la droite (0D} en ——
fonction de a et . ol M N F

2. En déduire que le point C a pour abscisse Jab
3. Demaontrer que les trapezes MNCA et NFEC ont la

méme aire. On rappelle que l'aire d’un trapéze de
h+B

bases Iy et B, et de hauteurh est w1 = T ®
Partie B Moyenne géométrique et triangles
Onnote Ele milieu de |[AC), F celui de | BC), et & (resp.
H) le point d'intersection de 3 et [QE] (resp. [(OF]).
1. En utilisant la partie A, justifier que |'obsdisse de
G est Vuab . Exprimer de méme |'abscisse de .

< Leprobléme des sous-tangentes constantes |

1. Réaliser la figure & |'aide d"un logiciel de géométrie,
2. Que peut-on conjecturer sur lavaleur de vy — v, 7
3. Demontrer la conjecture,

Partie B Le probléme réciproque

Soit un reel & #0. On considére une fonction j deéri-
vable sur |0;+=| , de courbe représentative ‘€.

Pour toutréel a > 0,0nnote A le point de 6 d'abscisse
¢, H le projeté orthogonal de A sur |'axe des ordon-
nées, | ld tangente d'¢ en A, et B le point d’intersec-
tion de T avec |'oxe des ordennées,

On suppose que, pour tout réel a >0, vy —1,=k.
1.« Soitunréel ¢ = 0. Exprimer vy, en fonctionde a.
b En utilisant I"équation réduite de I, montrer que !

yg=fla)—axfa)

¢ En deduire que ','"(a):i;.
£

2. En déduire la forme de |a fonction .

La quadrature de I'hyperbole

2. Démaontrer que les triangles ACG et BCH ont la
mémeaire, On utilisera gue l'aire d'un triangle RST dans

det{ﬁ.ﬁﬂ'.

: ’ — |
un repére orthonormé est s1( R8T ) = 5

s
N

Historiguement, Saint-Vincent reisonne por exhaustion,
'est-a-dire par un double raisonnement par ' ohsurde < si
I'mire o, eststrictemeant Inférieure & 'aire +; | il aboutit 4
wie contiadiction ; si sy = wly, il aboutit @ une autre
contradiction, [l en conclut que < = w5

Partie € Le résultat de Saint-Vincent
Saint-Vincent poursuit « indéfiniment » la construc-
tion de la partie B. sur |'arc d'hyperbole 9 compris
entre A et B, et conclut que I'aire du demaine com-
pris entre 3t et le segment [AC) est égale & |'aire du
domaine compris entre # et le segment [B(].

En utilisant ca résultat, démontrer le résultat de Saint-
Vincent ecrit ci-dessous en termes actuels:

« Om considere des poings 2, E, L, M ¢t F sur
i, de projetés orthogonanx respectils &, H, I
K et € sur I'axe des abseisses. On suppose que
les abscisses des points D, E, L, M et F sont
en progression géo- |
mérigue.

Alors les aires des

& rapezes Concaves »
GHED, HILE, IKML
pr KCFM construlls A
sous 7 sont égales. »

arr K [

B voir Theme 5 exercice n® 66
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}avaux pratiques

Algorithme de Brouncker

| Le plan étant muni d'un repére orthonormé, on considére
I"hyperbole 3t d'équation y= 1
x
En 1654, Lord William Brouncker a démaontre que | aire du
domaine % compris entre |'hyperbole %, I'axe des abs-
cisses et les droites verticales d'équation x =1 et x =2 est

Objectif
Compléter un akgorithme

1 ’ e caleul de terme d'une
N__ suite definie par Une
o] 1 2

SOmme.

égale & In2, résultat publié en 1669 dans I'article « The squaring of the hyperbola

by an Infinite series of rational numbers, together with its
On admet ce résultat pour obtenir une estimation de In2.

Partie A Découpage al’aide de rectangles

Brouncker choisit de partager le domaine 4 en une
suite de rectangles de plus en plus petits et dont on
sait calculer |"aire de chacun.

1. Etape 1 ¥
Al'aide de la figure ci-contre,
1
ifi —— =|n2, 05
justifier gue T3 in2
ol

2. Etape 2 : on procéde par dichotomie en considérant

3 s
les intervalles {1.5] et [5'2 i

a. Quelles sont les dimen-  »
sions du rectangle hachuré

construit ci-contre au-dessus
3 05
de |1;=|?
w2
b. En déduire que : 4
1 1
T TR

3. Etape 3: on poursuit la démarche en considérant

i 51 33 L]

a. Déterminer les dimen-
sions de chacun des deux
rectangles coloriés construits

ci-contre au-dessusde | 1; %

|22 IRERREE

3%
b. En déduire que :
1 1 1 1

T e sl

Partle £ Estimation de In2

Brouncker poursuit le procede de la Partie A et
approche I"aire du domaine i par la somme des dires
de rectangles.
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demonstration »,
B voir Théme 5

En posant, pour tout entier naturel i 2

= 1
Uy = ) e
E[ﬂ: +1}{2k+2}

c'est-g-dire ;
1 1 1

WET%2 3x4 T @nr @t 2)

i,

Brouncker démontre que InZ= lim «,.

s
1. Compléter la fonction Brouncker(n) suivante pour
gu'elle renvoie le terme u,,.

Fonction Brouncker(n)
k<0
Sommas D
Tant que 4 = Faire

e
Fin Tant que
Renvoyer Somme
Fin Fonction

2. o. Programmer cette fonction en Python et'exécu-
ter pour n égal & 10, 20, 50, 100 puis 1 000,
b Comparer les resultats obtenus avec In2.

Que peut-on conjecturer sur la vitesse de la conver-
gence de lasuite («, ) vers In2 ?

1 1
a. Soit un entier naturel k. Simplifier T TN T
b En déduire que, pour tout entier nature| n :
b | 8
i =']--l-|—-1-—1 ‘__-—_1_‘= (__11.
o 2 3 4 2n+2 s k=1

c. Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel u:

u, <InN2<u_-+
1 " 2n+3

d. A partir de quel rang N est-on certain d’avoir, pour
tout entier n=N , |u, ~In2| <107* 7 Confirmer &
I'aide du programme Python.

#

Euler o démantré gue, poqratoutr'é_el rel-1:1):
In(14x)=r—— +~'—-—-;"-~ +£ =
Celte &criture s'appelle développement en série entiére,



o

4

r‘]ravuux pratiques

Des points alignés ou non ? [

~ Mener une recherche

Pour tout réel £, on définit la fonction f, sur K par:

filw)=x+ke
Cn note ¢, lo courbe représentative de la fonction [,
dans un repére orthonormeé.
On o représente ci-dessous quelgues courbes '6,. pour
différentes valeurs de k.

Intensité et niveau sonore

La fonction logarithme décimal est définie sur |0 +e=|

par Img(x}=m
In(10)°

algébriques gue |a fonction logarithrme népérien.

En physique, le niveau sonore N (en décibel d8)

d'un son d'intensité acoustique I (en watt par m?)

Elle vérifie les mémes propriétés

est donné par la relation: N(!]:10|ng(“i , ol
0

1y =107"2W/m? est la plus faible intensité perceptible
par I"oreille humaine.

Partie A Quelques exemples

‘I. Quel est le niveau sonore Ny lorsque 1 =1, 7

2. a. L'intensité d'une moto est estimée a 105 W/mZ
Quel est le niveau sonare assacié ¢

b. Le niveau sonore d'une sdlle de classe est estimé
@ 55 dB. Quelle est |"intensité acoustique associée ?
3. Les scientifigues estiment gue le seuil de la douleur
est atteint a partir d'un niveau sonore de 120 dB.
Quelle est |'intensité acoustique associce 7

Partie B Rapport entre niveau sonore et intensité

1. Au 1% octobre 2018, lalégislation sur le niveau sonore
dans les discothéques et salles de concert a Evolué. La
limite de 105 dB est passée @ 102 dB pour une écoute
de 15 min, Comment a évolué le niveau sonore associé ?
2. L'intensité de la sonnerie d'un téléphone portable
est de 60 dB, celle d’un avion au décollage 6 200 ma
120 dB. Combien faudrait-l de téléphones pour égaler
le volume sonare d'un avion au décollage 2

2. Vrai ou faux ? Lorsque ['intensité acoustique est
multipliée per 10, le niveau sonore augmente de 10 dB.

THEME 4

Il semble que:

» pour tout réel k > 0, la fonction f; admet un mini-
murm sur [, atteint en I'abscisse du point noté A, de
la courbe f;

= les points A, solent tous alignés.

Partie A Comprendre les conjectures

1. Soitunréel k> 0. Etudier le signe de 7} sur R,

2 Confjecturer|'@équation réduite de la droite d laquelle
appartiendraient tous les points A,

On pourra s'aider d'un logiciel de géomeétrie dyni-
mique et des outils Curseur et Trace affichée d'un point.

Partie B
Démontrer les conjectures émises.

Partie C

Encomplétont les résultats des parties Aet 8 par
I'étude des deux docurnents ci-dessous, présenter
un résumé du lien entre intensité et niveau sonore.

Doc 1 Echelle des niveaux sonores

Miveausonoe en dB
' ) Sénes alanmes ----.

95123 4B 140 Explosion
¥ Discoths F 130 Avion oo decolloge
ismothéques ! .
Bars musicaux- - - 3 l-:‘I?ﬂ Coup de fusl, coma de brume
Concerts = 110 Muoiteouy pigueu)
B5-115 dil 100 Tmngonnetse
TRope J L gg Percese
A-100 dE | -~ Bl Cours de écréation
= ) /0 Aspirateur
Gircufation -- -~ - - N
50-60 di3 elgp
50
Salie declosse -1, 40 Bioliothéquas
£1-L0dB b- 30
= = P20
% o Lo volx chuchotee, - 16 St .
[ \ pailée, criee tudio d enragistrement
L ABO AR 0 Seull da perception
B Sons exceptionnels, B Donger, Limite ¥ Pos de risgue
domimages dversiinles snms nocfs de noclite

Doc. 2 Durée limite d"exposition (sans protection)
avant dommage

e De 120 a 140 dB | guelgues secondes suffisent @

provoquer des dégdts iréversibles.

= 100 dB : 5 min/jour # 95 dB : 15 min/jour

= 92dB : 30 min/jour » 89 dB : 1 hfjour

«86dB: 2 hijour » 80 dB : 8 hfjour

aApproche historigue de la fonction logarithme
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¢ THEME

Calculs d'aires

Les capacités du théme T

%ﬁ¢ Estimer une aire

a partir d'une
représentation
graphigqua

L. Calculer une intégrole,
unge valeur moyenne

:?65: Caleuler I'aire sous

126

e courbe, 2nle
deux courbes

Le calcul d'aires est directement
lie'a la notion de calcul intégral en
mathématiques, qui le modélise.

Ces calculs  connaissent  de
nombreuses applications dons des
champs divers, que |'on explorzra
dans ce théeme En ingénierie, par
exernple, le calcul integral trouve
des applicabions dans |'analyse
de fiahilité des systémes. 1l s'agit,
dans un systéme de contraintes
donng, d'évaluer la « zone de
defaillance », qui modélise les ras
ol un systéme est mis en defaut. ..

La gestion du risque ferroviaire
met en ceuvre ce type d'approche,
aver des causes de défaillances
nombreuses et multifactarislles,

Voir Maths en situation p. 148



B Partir d'un bon pied i

: ACTIVITES
B Diaporama pour tester les bases MENTALES RAPIDES

]

1:] Aire desfigures usuelles

1. Rappeler les formules usuelles permettant de calculer |'aire
d'unrectangle, d'untriangle; d'un tropéze et d'un disque.

2. Caleuler I'aire, en unité d'aire, de chacune des figures sui-
vantes, ol les arcs sont des demi-cercles (1 carredu corres-
pond a1 unite d'aire).

. /

Dérivees

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions sulvantes.
c.‘l

1+e*

cgix = In(x+5) sur |-5;4e9

hexana—x? sur |-2:2]

x+1 .
.L.x»—;;-l_—l_ surR™ {1}

sur (B

A

oL W N

Primitives
Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1 frxed surR

2opin— 2
P 41

sur &

3 h:.ﬂ—)—z-i sur |-3: 49|
{x+3)

b kx4 3+ 2sur

Symbole £

Ecrire les sommes suivantes & I'aide du symbale .
1T A=VPuh+2xh=+3xh+. .. +n’xh

2. B=1xﬁ+1x5+lx8...+lx6
2 3 n

Caractériser un domaine du plan

On donne la parabole 7F d'équation
Fea y=—0,5(x+3)(x—2) et la droite &
; S, v d'équation y=-0,5x+1, quise
& (W coupent aux points (-2;2) et (2;0),
surfesitecofection:  [RETRSAS 3 Caracteériser les points de la surface Tl 1w
e arawciier | [P % hochurée & |'cide d'inégalités portant
o X3 sur leurs coordonnées.
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Au début de son ouvrage Nova stereometria doliorum vinariorum (Nouvelle
mesure des tonneaux de vin), Johannes Kepler reprend les travaux
d'Archiméde : « L'aire du disque par rapport au carré du diamétre est
camme 11 @ 14. » Suit le schéma suivant:

Le raisonnement d'Archimede peut &tre résumeé par la figure ci-contre
(extrait de I'ouvrage japonais Tengen Shinan, 1698). Archiméde avait
calculé que le rapport de la circonférence du cercle au diométre était le
mémeque 22a7.

Ense basant surles documents proposés, expliquer son affirmation concer-
nant I'aire du disque.

. lie L Depuis Archiméde...

Objectif
Revoir e calcul de Falre dun disgue
et decouyrir une methode pour

la calouler,

2 2

8

“ o*

in
el

sni-n 2

ol

BEJrrg

tR1i%

M oA T

A r%gﬁ

Eﬁfvi

512

NnEE

mﬂ*&“i. W

“Lalg iV
(il ﬁ:ixz s
A al tesw
3 T+ _"."E:;E'"i'ii
B T R

‘Gb‘iecnj

- Dans les (Euvres d’Archiméde, traduites par F. Peyrard en 1807, on trouve

\

la proposition XXIV suivante ;

Un segment queleonque compris par une droite ¢t par une
parabole est égal a quatre fois le tiers d'un triangle quia la

méme base et la méme houteur gue ce segment, b2

Déterminer f'aire au-dessus dunar
de parabola @ Maide de laméthode
dArchimads.

-

Solt un repére orthonormé d'origine ©, la porabole d'éguation
v=x?, et les points A(1;0}, B(1:7), €(0;7) et £(-1,1). On veut
montrer que |'oire #i du domaine délimité por le segment [57] et
I'arc de parabole « est égale » aux quatre tiers de | 'nire de OBD,

Répondre aux questions sulvantes qui reprennent le raisonnement
d'Archimeéde,

ED calculerI'aire de OBD, en déduire la valeur de 5 prévue par la propo-
sition d'Archiméde.

ED 7 est le milieu de [04], A I'aide des informations données par le gra-
phique, mantrer que /M = %OC. En déduire que |'aire de MSE est égale
au huitiéme de celle de OBC.

En deduire le rapport entre I'aire de la partie verte et celle de ORBL).

3 Archimede réitére le procédé & partir des milieux de [OF] et [Z4] pour
obtenir quatre segments de méme languedr entre ) et A, puis considére
de nouveau |es milieux de ces segments pour en définir huit, etc.

En admetiant que la partie bleue est le quart de la partie verte, en déduire
1

gue &= 1+%+ +"'+F'

16
E3 calculer la valeur de i quand » tend vers oo

3

Prendre [SM] comme base
dutriangle M5 et [RA]
comme hauteur.
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Situation 2

... Jusqu’d Roberval

| Objectif
Determiner 'aire de fa parshole. -

Dans son Traité des indivisibles, Roberval propose de calculer le rapport
entre I'aire du domaine sous la parabole, défini par |'arc de parabole et
les droites ({R) et (AR), et celle du rectangle ABCD (cf. figure di-contre).

Au début de son ouvrage, il écrit gue |e rapport entre la somime des
carrés (12+224+324_+n?) et le cube (n3) est de %

De méme si les lignes suivoient entr’elles Nordre des quarrez, la
somme de toutes ces lignes ou des points qui les représentent,
seroit a la dernigre prise autant de fois, comme la somme des
guirrez au cube, ou comme la pyramide @ la colonne, seayvoir
comme La 3.

1. A I'aide d'un raleul {au d'un logiciel de calcul formel), déterminer

il
I'expressionde > k? en fonction de .

Utliser le symbole ¥.

Gilles Personne de Raberval
{(1602-1675) estI'un des sept
savants qui fondent I’ Académle

i n 1 Royale des Sdences en 1666,
2. Justifier que le rapport entre Ek? et n? peut étre approximé par 3
k=1

quand n est trés grand.
3 Par la suite, la méthode de Roberval définit une partition du segment
|[AD] enn parties, avec AE =1; AF =2 ... ; AD=netque EL = AF21 =1,
FM=AF2=22;  :DC=AD=n,
1. Préciser I'aire de ABCD en fonction de a. -m
2. lustifier que I'aire comprise entre Iei droites (A1), (2C) et I'are de para- Pour la question 3, penser
bole peut étre approximée par : = EH. gﬁ.ﬁ?;‘:#mmmgm i =
3. En déduire une justification de I'affirmation suivante de Roberval.

Ainsi la Parabole ABCPONMLA sera les denx tiers du parallelo-

gramme ou quarré DAL, ce qui a esté démontré par Archimede

d'une autre maniére.
el Aire sous la courbe |Objectlf )

k Détarminer 'aire Fun démaine 53

BN Scit la fonction £ > (1) sur [1 :++e0] qui donne |'aire du domdine délimi-
té par I'hyperbole, I'axe des abscisses et les droites d 'équations x=Tlet x=1.
1. Par simple bon sens, donner les variations de «f sur [1;+f.

2. Que vaut (1) ?
3 1. A 'aide de considérations géométriques, justifier que, pour />0 :
ok ol h
.ﬁl(r}+m£ .vi[r+h}a—.a£(r)+?

2. En déduire que ::h < Al +ﬁ’f—-ﬂlf} = ; :

3. En procédant de la méme fagon, écrire I'inégalité obtenue avec h < 0.
4. En déduire que la fonction s est dérivable, en utilisant le résultat de la
question &), donner | expression de = en fonction de &

ED 1. En reprenant la méme démarche, montrer que I'aire du domaine
délimité par lo parabole d'équation v=x2,|'axe des abscisses et la droite
d’équation v =1 est de un tiers d’unité d"aire.

2. En remarquant que la fonction carré est paire, en déduire ["aire du
domaine en vert sur la figure d-contre,

l defimité par lacourbe d'une lonction.

v
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Intégrale d'une fonction continue et positive

Dans tout le théme 5, le plan est muni d’un repére orthogonal [O T F] 1 K
L'aire du rectangle (1/KJ est done de T unite d'aire (Tu.a.). Y oy
Dans cette page de cours, les fonctions /° et g, de courbes représentatives :_‘1 -E‘;'-‘?:'ﬁ

'Gf et Ey ,sont continues et positives sur un intervalle [« ). O 1
B Définition

Le domaine délimité por les droites d'équation 1 —a, 1 = b,
la courbe €, et |I'axe des abscisses est I'ensemble des points M (x; )
vérifiaont a= x=b et pourtout xefa; b, 0=v= f(x).

LD

L'alre dece domaine (en unité d'aire) est Fintégrale de ¢ 4 b de |a fonction . iy N
-l L t
Cette aire se nntej Flx)dx. u | b
K] = Flx)dx

Remarques .

b . W
. J f(x)dx représente un réel positif.  Vocabulaire |

H @ On dit que la variable d'intégrati
wSiu="h alors j [{x)dr=0. En effet le domaine est dlors réduit a un egﬂlm?ém :?"0 i
segment, d'aire nulle. le nombre j'“ Flx)dy estie méme
= 4 gt b sont les bornes de |'intégrale, le symbole d précéde le nom de o que _[:.fl;”df-

« variable d'intégration ».

() Propriétés

Relation de Chasles JSTSO TIPS AR
b I '
[ reds=["rlx)ax+ [ flx)dx

S ETICHY i, pour tout réel v ¢ b] ona glx)= f(x),

alors I: glx)dr= J: Sl

MRS Lo valeur moyenne de f sur l'intervalle [a;b] est le
b
réel }l.déﬁnipﬂrp:ﬁj Fle)de, 7&“ g
. a ey
'\.\

Sur la figure ci-contre, I'aire du rectongle est Egale a celle de 'integrale ; :
c’est-i-dire:

2
")‘
E=d
,
‘I.i'
g
.
o

foe S PPy

(b—a)xpu= j“h_f (x)dx

Inégalité de la moyenne Si, pourtout x e [a; ], 1l existe m et M tels gue

m=f{x)=M,alors m(b—ar)h‘;f:f[x}dx'&' M{b-a).

Remargue
I N—— = 1 s =
m{b——aj:‘ELjl:.xjd.rﬂ.-'ld{h-——n)a::a mﬂEL_}‘(.&}dxﬂM

sSm=l=sM

Ainsi, la valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle [« 5] est
comprise entre les valeurs extrémes de cette fonction sur [a 1 b].
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s
’3?6"“ Estimer une aire a partir d'une représentation graphique

Enonce . est la courbe représentative de la fonction /* dans un repére orthonormé (014}
1. Soit k un réel strictement positif et/ la fonction définie sur [ par [(x)=k.

a. Donner une représentation graphique du domaine défini par|*axe des abscisses, €, et les droites d"équation
t=—letx=3.

b. Donner la valeur de Ef’(x}d,r.

2. Sait f la fonction définie sur [—4; 4] par f(x)=v16—22.

a. Justifier gue €, estun demi-cercle.

b. En déduire la valeur de _[lxh 67 dx.

3. Soit / la fonction définie sur B par f(x)=|x—2|+1.

a. Calculer j;j'(x)d_r.

b. En déduire lo valeur moyenne de [ sur [0;3].

1.« Un schéma permet de vair
le domaine dont on cherche
|'aire

b. j.g-,f{ x Jdx est 'aire d'un rectangle de céités 4 et £, donc J:j'(.r}ix: =4k,

4 p= 1
2. a.Soit M(x;v)e%, dors y=v16—12 = {'1

Wy = 42

Donc M appartient au demi-cercle de centre @2 et rayon 4 tel que v = 0.
& 1
b | V16-x2dx= Sné? =8n

3
3a Jn Jlx)dx estI'aire de la réunion des deux trapézes, donc, avec la

; ; 3.Penséra
relation de Chasles : Sudierle sl
jsf Nt = (3+Dx2 (1+2)x1 1M de laxpression
0 (= 2 2 = donton calcule
1 3 11 la valeur
b, Valeur moyenne ; ”:ﬁ u_fl:.t}dx':?. absolue.
J'applique
D soit /' la fonction définie sur & par : &3 soit la fonction [ définie sur [0;3] par: 1
fla)=—x+3 ; 1.3

s 3
1. Donner une représentation graphique du domaine Flx)= F Wi

défini par 'axe des abscisses, €, et les droites 1. Etudier les variations de |, en déduire ses extremurs
Al 3
d’équation x=~1 et x=3. sur |0;3]. Justifier que 3 = jﬂ flx)dx=9.

2. En déduire lavaleur de [ £(x)dx. 5
=3 2. Calculer Ju filx)dx al'cide d'unlogiciel et/oude la

2 1.Démontrer que y =+ 4x— 1’ estl'équationd'un | calculatrice.
demi-cerde dans un repére orthonormé. Préciser son | -

centre et son rayon. —

i Les calculatrices ont une fonction int et GeoGebro a un
2. En déduire J Aavr—xidx, oulil inspecteur de fonction.

o
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Cas général

) Théoréme fondamental du calcul intégral Huatiflaation graghujue

Sif est une fonction continue et pasitive sur un Intervalle

[er; B], alors la fonction F définie sur [a; 5] par F{a)= I ()dr est

dérivable sur |a; b| et a pour dérivéef.
e

Démonstmtion partielle
...dans le cas d'une fonction continue, coissante el positive sur |a b
Soit [ x, xjc|aib|onax,=r=x.
Cormme f est croissante sur [a ;6] @ Flag )= Fl)= f(x), @
D'apres 'inégalite de la moyenne :
Flxgdx—xp)= _l’;f{rldr = flx)x—x5),

1 ; T ,!
D'aprés larelation de Chasles ; I _F{:)&::j‘:“ _a"[lr)duj't firide '

& [ plnar= [ reaa- [ < rloya

»—;_[ 1 lydr=F{x)=Fix,)

L’inégalité peut donc s'écrire : ;
F(x0)x—x0) < F(x)- Flxo)= f(x)x—x0) ;
2GR J{Hn.j Flxg) e

< f(x)
[ estcontinue done lim J(x)= f(xg);al aide du« théoréme des gendarmes »

—9 F (x5 )+ f{xg ) (x=x4)
: <F{x)=
on en déduit que F est dérivable en x, et de nombre dérivée £(x,). Flag )+ fle)x=xg)

&8 8

() Intégrale d’une fonction continue de signe
quelcongque

Rappels

» Solent Fet [ desfonctions définies sur un intervalle 7. Si f est la fonction
dérivée de I alors F est une primitive de f.

= Silo fonction F est une primitive de j sur /, alors, quel que soit kR, la
fonction définie pour tout x €[ par G(.x )= F{x]+k estaussi une primitive
de la fonction f.

Soit f une fonction continue sur un Intervalle [a; b]. et F e Remarques |

une primitive (quelconque) de [ sur [a; b], alors: « F(b)~F(a) senote [F(x)].
B ) ¥ = Lo différence F(b)—Fa) ne
j..- flx)de=F(b) - Fla) dépenid pas de la primitive de f

chofsia.

Propriété (linéarité)

Quelgues soientles fonctions ' et g continues sur un intervalle Z, et pour
tousreelscret [§:

J ez Bl e p(e)ax+B[ e (x)ax

Relation de Chasles Conséquence

Quelques solent les réels a, het e de [ ;

AT 5 » _ j-:t.lr [x)dx= J-: il x)duy _L-I-.'I:"” i )dr=0
[ rteyax=[ rx)ds+ [ rle)ds

= J Fla)dy = —J: flx)dy
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@ethode
A
fé"‘ Calculer une intégrale, une valeur moyenne

Enoncd 1. paterminer une primitive de la fonction | définie sur | intervalle [a ; b], puis caleuler jb_f'['.z')d.r.
&

a. f(x)=3x% [a;b]=[1:4]

b. f(x)=e"+x, [a;5]=]D;1]

c _r‘[‘x}:%. la;b]=]-1;2]

2. au. Verifier que la fonction F définie sur [0;+=<[ par F(x)= %_rz[ln(,\-) - %J est une primitive de lo fonction
[ définie sur |0;+ee| par f(x)=xIn(x).
b. En déduire la valeur moyenne de | sur l'intervalle [1;2].

Solution
1. a. La fonction f:x — 3x% admet pour primitive F :x 1 x2, donc : Point méthode
J.c.?”_g dx=F(4)-F() =4 -1=63 Une bonne connaissance des
I " dérivées usuelles permet de

b Lafonction [ x 3 e*+x admel pour primitive F:x e+ —x?,donc : tl'lﬂl.IUE.‘F fﬁ"?'fjﬁmem fexpression

2 d'une primitive.
1 ; 1
jﬂ[&‘.‘ +x)dy=F(1)-F(0)= e-+§—(eﬂ+u}:e—%
; 1 uf Potnt méthod
(N = s est de la forme - avecuix -+ 24x, gul est stricternent oint metnoae
X i

1.« Quand la fonction & intégrer

positive sur [~1; 2| ; une primitive de /' sur [-1;2] est # :x = In[2+x).

_[2 zi_tdxzf-'(2}-—f-'{1):In(2+2}——ln[2—1).—_—|n(£|}

estde |a forme =, ne pas

i
oublier de vérifier le signe de «
sur lintervalle d'intégration.

2. o. Pour vérifier que F est une primitive de [, on peut dériver F et verifier

que, pour tout x e |0;+ef , F°(x)= f(x).

1 1
Festdela forme ux v avec :xl—}-z*xz et 'L':xl—>|n[.¥)—5.

Donc F'{x)= J.'[ In{x}—;—]+%.tz b %= £l x)- %+% = fla).

Ainsi, [ est lo dérivée de F, et I est une primitive de .
b. La valeur moyenne de f sur [1;e] est:

im0 )=

Japplique

Pour les exercices () & @ calculer 'intégrale Jh f(x)dx B Sachant que /= _L:.,M_x dx :% et

g ; : =
-E:prir], avolr vérifié que F est une primitive de [ sur E ZI{;W“"'ZZ
a bl

K =f¢.J‘1—x2 +6A-xdx.

0

. calculer la valeur de I'intégrale

< .
Jl_?xz ~4x+5dx .’"l"x}=%x3- 2x2 + 5y
D soit / la fonction définie sur [;+e0| par:

3 1
5 dx F(x)=2Jx 3 2
,,:T x) vx Jlx)= 2 —1
m2 ’ 1 1
(6 | Jun xevdx F(x)=(x-1)e* Verifier que /()= =1 a+1
e - a Wi . i 2
3 L In(x)dx F(x)=xIn(x)—x En deduire I'integrale : 1 _-Jz x2_1;1z.

THEME 5 Caleuls d'aires
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Calculs d’aires - Méthode des rectangles

Dans cette partie, on étend les notions d'aires aux fonctions continues
de slgne guekonqgue,

ntégrales et calculs d'aires
B Intégrales et calculs d'

Une intégrale peut étre interprétée en termes d'cire pour les fonctions de Si f est paire
signe quelcongue :

Si f est négative sur [¢; b] Si £ est de signe quelcongue sur [a; B

[ redar=2[ rixidx

Si [ est impaire

Aire entre deux courbes

On suppose que sur 'intervalle [a:#], on a:
glx)=f(x). L'aire #l du domaine délimité par les
courbes des fonctionsy et ¢ et les droites d'équation
x=u et x=Db estolors donnée par :

W= f glx)dx— f(x)dy = f ¢ [;,}d.:—j: J(x)dx

|li flx)de=0

) Méthode des rectangles

Pour certaines fonctions dont on ne connait pas de primitive, la « méthode r.?:__r__zhﬂ
g Hemargue:

des rectangles » permet d'obtenir une valeur approchée de I'intégrale. o
« On peut appliquer ce pracede

3
Pour calculer I Fx)dx, on découpe I'intervalle [a; b] en n intervalles de avec des fonctions croissantes.
[t
méme amplitude et on encadre |'intégrale entre la somme des aires des « On peut aussi utiliser la methode
rectangles situés sous la courbe et la somme des aires des rectangles situés s tuple:
au-dessus de la courbe, comme indiqué sur la figure d-dessous (ou n =4 ¥
et k vorie de 0 & 3) RN
{ J-I-k!ib—” \\31} =
Jr \ ‘ A ) ,.‘:\11::: \"::
3C NRAR
a h \.r

B vair exercices n° 85 et 89

[-
[

f{u+[i +1}x h-ﬂ)

n

Exemple
Soit /* une fonction positive et décrolssante sur [a: 8], ona:

=1 \ n .

A b-a b b—a f b—a |
N fla+ xk|=| flxydy=— | a+ wk
s ! [ f n ! jn Fix)dx n E;f' % n )

%

0 —a
n

=g

On trouve une valeur approchee de |'intégrale al'nide du « théoréme des
gendarmes ».
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mzthode

"
fé"‘ Calculer |' aire sous une courbe, entre deux courbes

2
Enoncd 1 g Calculer I'integrale / :j N4—-x?dv al'aide d'un caleul d'aire:

b. En déduire /= [ (42427 )dx.

2. Salent les fonctions f* et ¢ définies sur R par f(x)}=05x?~3x+5 et g(x)=8-0,5x.

On note r{éf et 't_@ leurs courbes représentatives.

a. A I'dide d'un logiciel ou d'une calculatrice, tracer "t et €, :conjecturer leurs positions relatives,

b. Démontrer la conjecture précédente.

c. Endéduire |' gire du domaine {en unité d'aire) délimité par les courbes ‘G ‘(}, et les droites d équation « =1

et r=6.
Solution
1o flx)=y=vah—x? 5
y» 0 y=0 ]
-2 7 Ix2s 2=

donc |'intégrale représente |'aire d'un
demi-disque, centré en (0;0) et rayon 2,

On en déduit que 1 = %n!"— =25,

b.j= lel_rz + 2b— 12 ){b. = J-?z.rzd_r +2J-22_\M —x2dx

M T SO S I
—[3.1 j‘_2+2x21r—3 3 +4m= 3 -4

2. o. Par lecture graphique : ‘€, est au-dessus de 4, sur [-0,8:6].
b. On cherche x tel que g(x}— /(x)=0,

glx)= f(x)=8-05x~(05x% -3 +5)=~0,5¢2+2,5x+3
On cherche les racines de —0,5x% 4 2,5.x + 3; une racine évidente est x==1,
on en déduit que I"autre racine est x, =6.
Comme le coefficient de r? est négatif, on sait que lo différence g (i) — /1)
est positive sur [-1;6] et est négative al'extérieur de cet intervalle.
Donc sur [-1;6],ona g(x)= f(x).
c. Sur [-1:86], ‘¢, est au-dessus de ‘6, donc I'aire du domaine est :

I (ge)- 1))

ji{g['_l}-—_ﬂ.t J]CL[:j_E,1{——D,5_t2+2,5_1'+3)LLr [—%x +-?;l +3t:|:

Y 343
3] =13 = 28.58 ua

05 25

=—36+45+18- [3 =

Jappligue

Point méthode

1. o Une intégrale permet de
calculer une aire. lcl, une sire
bien conriue permet de calculer
uneintégrale...

i 4 B
=2 gla)a0. &

Point méthode

2.b.Pour déterminer la pasition
de ¢, et'¢, on peut étudier le
signede (i )—fx]).

-"'1;.-.,\-'"&
¥ Rapnal |

| SRR DEL

Dars un polynome de la forme
wc2 + hx+ ¢, |2 produit des rocines

esl
:r

D soitia fonction f définiesur [t par f(x|=—= --sln &
1. Culculer_l- Slx)dx.

2. Quelle particularité de f aurait permis d'éviter une
recherche de primitive pour caleuler cette intégrale ?

11 Soity la fonction définie sur [0:3] par f(i) ="
1. Chercher une primitive F de /' sous la forme
F(t)=(at+bh)e', avec a et b entiers relatifs.

2. En déduire j:f(r)d:

W

m Soient les fonctions [ et g définies sur | par
j'[.r}:-ﬁ—{lx—.?)z et ylx) =1 decoubes respectives
‘e, et '6,. Determiner les coordonnees des points
d'intersection de‘€; eté .
(en unité d'aire) t:brnpris entre ‘(o:f-, I{é et les droites
d'eéquation x=0et x=3.

Endéduire |'aire du domaine
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[} rmax=[F(0l = (5) - F(a)

| avec F une primitive de [ sur [a;5].

[ rlx)ax=F(b)- Fla)
avec F une primitive de f sur [a; b].
jbfl_x}d«f =—sh+uy—ady

\
T
Relation de Chasles
M @,
Pour tout réel cela:b]: @\ N .
o [ -, P I?
i<

La valeur moyenne de / sur I'intervalle [a; b] estle

T 5 réel | defini par :
néarité de I'intégrals
inéarité de I'intégrale I_l:bjﬂ_[':'_['l:_:-}:ir

S bl h(x)=of(x ,alors

uria 1] )= :}+Bg(x) c:’rs Si.pourtout xe|a;b|.ona f(x)e|m; M], alorson
: [“n(xydv=af f(x)dr+p] g(x)dx | atoujours m< < M.
kﬁw- i“ﬁ

Methode des rectangles

b-a

“h

f(a+kx

1

f(a+[k+1]x b;a)

Exemple pour f décroissante sur I'intervalle [a; 5] :

b-u
i

=1 . il |
bi—a T . I, h—a b-a
Eéfl = xﬁ:.ﬂjﬂj(;)d,ra = Ef[u+ = x K
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JY'evalue mes connaissances
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1. @ peut étre défini comme:

2. ["est une fonction telle que pour

3
xe[=2:5], fixle[3;7] et ! :j_zj'(x}d:c,
alors:

2
3. Soit | =_[1 3x2— 2y +1dx, alors:

4, La valeur moyenne de x H% sur [1;¢]
est: :

n e
5.Sachant que .[n (r—cos(r))dr= 5 alors:

Pour les questions 6. a ., on considére la
fonction [, dérivable sur [ dont le tableau
de variations est ci-cantre.

6. Si .‘=J_22f(x)d_r dlors:

2
7. Le signe de jo f{x)dx est:

8. Soit F une primitive de f et & la fonction

définie par G{x )= F(x}— F(2}, alors:

1. Si, pour tout v =[a;h], f{2)=g(x), dlors:

h
a

J-_ (glx)—f(x))dx=0

2.5i th[x}dx = jbg(x}dx. alors, pour tout x < |a:b|

ona f(x)=g(x).

3. La fonction F définie sur B par Fx}= J-u1 1{r+2)dr

est croissante sur [0 +==| .

I"'ensemble
des points compris
entre -'ﬁf etl'axe
des abscisses

1 est croissante
sur[-2;7]

=5

—

m
|
oy

j'“nii
0
x* 0
= ?-ﬂ- I cos(r)di

j'_zzf (x)dx
J est positive
sur [—2;7]

P=x3=2x+x

jo cos(i)df=T

Voir corrigés

I'ensemble
des points Mix;y)
telsque —2=x=2
et 0=y= f(x)

—Ixl=]l=5xk
2
_L 3x2 - 2xde+1
LT
e
j;cus(r)drxo

+oo |

X | —eo 3 2
e ¥ ‘
X
| (' ® =3 “ 0,5
impossible
12sIs4 Bl der'-:cudr.mfluvec
les informations
du tableau
impossible
négatif positif a déterminer

(7 est décroissante

sur [O;+e]

1 F
4. Si u est une fonction telle gue Jﬁu’[ v ulx)dr=0,

glars «{0)= u(1) ou u(0)=—ul1), 1
5.Le graphique permet d'affirmer = |4

gue .

7 est crojssante
sur [0 +eo]

Indiquer pour chaque affirmation si elle est vraie ou fausse. lustifier.

13_11 1 9

¢

20 {11+_::2d',L 10

aver ce tableau

les informations
du tableau ne
permettent pas de
connaitre le sens
de variation de (}

SEwin
e

0 1
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaix

.Cﬁi’cu'l'er les sommes suivantes.

5
h=0

:
b V=Yk+3
=2

1.8 i1
=1
0

i=2

Ecrire les sommes @ |'aide du symbole X,
1. §=245+8+ .. .+(n+3)
2. T=2+6+12+...+(n?+n)

Dévelapper et réduire les expressions sivantes.
LA=(2re)3-e) 2 B=(i-e

3. C=(er ) 4 D=c(5-er)

T3 Résoudre dans R les équations suivantes.

1 x4 4r-6=0 2.37=12

: 2
3_6.3
3 a¥ =07 b 4. T

:Calculer les sommes suivantes.
1. S=ug+ug+...+ gy avec u, =4n—7,

— X

2\1
2. T=uy+vy+..+igg GUEC Y, :'(EJ 2

E13 Résoudre sur I'intervalle I les équations sulvantes,
1.in(3c+2)=7 sur 1=]0;+oq
2 e 02 =8 syr =R

EED calculer le pourcentage d'évolution global et pré-
ciser 5'il s"agit d’une hausse ou d'une baisse.

1. Hausse de 5 % suivie d'une hausse de 10 %.

2. Hausse de 7 % sulvie d'une balsse de 7 %.

3. Baisse de 3,5 % suivie d'une baisse de 6,5 %,

FT) panner le minimum et le maximum des fonctions
suivantes sur lintervalle [-10;15].

1. fla)=4x? +3x-5

2. ¢(x)=-14x7+9.7x-15

Déterminer une équation de la droite (AB).
1. A(-3;9) et B(-4,5)
2. A(10:342) et B(150;543)

m Déterminer si les équations suivantes sont des
équations de cerde.

1. 82+ 34 +8x-6y+16=0

2 ¥4 —by+8y+64=0

Déterminer le volume en litre :

1. d'un cylindre de rayon 4 cm et de hauteur 10.cm ;
2.d'un cone de diamétre 20 cm et de hauteur 43 cm;
3. d’'un cube d'aréte 10 cm.

Automatismes du théme

Déterminer une primitive de chaque fonction.
1. fixvr 2+ 5743 définie sur R,

S+x243
2. gixp» = définie sur |0;+s,

Ha—.r +3

3. hix —é—defhie sur J0;+es].

Detenmner une primitive de chaque fonction.
1.7 rHT définie sur ]0O; +o<] .
2+

2.8 .m—:amdeﬁnle sur [0 ;+oa] .

3 hixe = définie sur |-2:2[.
£13 Determiner les valeurs des intégrales a |'aide de
considéralions géométrigues.

L @ e 3 . ____,'3,
1= 4.:.,-1ﬁ—$2:ﬂx 2.7=4f 4.:\?_ /9 x2 dy
3. K =6, (t+Mar
12 Déterminer les valeurs des intégrales & | 'dide de
considérations géomeétrigues.
1.1= j‘g 16-(x-5P dx 2. = j' (8-1)ar

8. &= j. Vi Zar

€73 calcuter les intégrales suivantes.
1.7= j‘_z__,xhz_dx 2.7= L(m Jd:

1. 1),
3= [} G Jou

2 calculer les intégrales suivantes.

L T e et

. o) Sachant que jﬂ sintdr = 2 et que la fonction sinus
est Impaire et 2n — périodique, calculer les intégrales.

suivantes.

1r=[" siniar 2. J=_[:“sm-r'd: K= j;s'n.rdx

Vérifier que £ :x — x~/x est une primitive de
[ix— %«J? sur [0, +eo| , puis calculer 7 =j? Jxdy,

Calculer I'cire des domaines suivants,




m Déterminer une primitive de chacune des fonc-
tions suivantes.

1 frxxlswlR 2 g:xm sur [=1;4s]

1
(x+1)*
ED) Déterminer une primitive de chacune des fonc
tions suivantes.

1 fixrax+ersur® 2, g:xHLﬂ sur |—e;-1|
A

3
3 hix = ——sur |0 4=
e i
35 Soit lafonction Fdéfiniesur Rpar Flx)=(x—1)e".
1. Vérifier que F'(x)=xe',
2. En déduire ine‘d,x.
EB Soit la fonction/ définle sur 10; +==| par:

flx)=xIn(x)=x
1. Déterminer |o dérivee de f.
2. Caleuler 1 = fln{x}d_\'.
= - 1
(x+2)(x+3) x+2 x+3
Z. En déduire une primitive de la fonction définie sur

: I
[0: =] par filx)= (x+2)(x+3)"

EED 1 verifier que

m Définir chacun des dornaines suivants et écrire
son aire sous forme d'intégrale,

m A I'aide d'une lecture graphigue, donner une
équation de chaque demi-disque.

Dans un repére, représenter I'ensemble des points
compris entre la courbe de la fonction x> vx+1,
|"axe des abscisses et les droites d'equation v =0 et
x=4,

m Dans un repére, représenter I'ensemble des points
compris entre la courbe de la fonction x - x2 - x— 2,
|'axe desabscisses et |es droites d'équation v = —1 et
r=2.

ACTIVITES
MENTALES
RAPIDES

Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

Y Vral ou faux ?
S est une fonction continue et positive sur K, indiguer
si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

e o=
2.5 et ol 1305 -2(1 .

3. Lavaleur moyenne dejf sur[3:7] est %j:f[x]dx.

'3 j;‘f[.t}-!-lld.r:&-t—.[;f(.;')dx

Vral ou faux ?

Répondre aux ques-
tions sulvantes par vrai
ou par faux a l'aide du

graphigue.
1 J:j'(.\'}tlr= j;f[r)m

2 J:,l"(.r]d_x = Ls_f[.rid.l: 3 1= sz(\ Jdx <2
4, Lo valeur moyenne de f sur |-2:2] est 1,

el T 1 1%

Soient f et o deux fonctions telles que:
3 3
[ fxde=5et [ g(x)dx=2
1. Calculer: o { .——-l‘ifl:.r:)-}- glx)dx
3
o J= [ fx)-glx)dx

2. Existe-t-] deux réels e et j tels que :
3 _
o () +Baly)dr=1072

Déterminer la dérivée de la fonction f* définie
sur .

1. _r(.r}:j:c‘ﬁur avec [ =[0;+eo]

2.4 {x) =J_‘I;i-d1 avec I =[1;+s2[

Le graphique représente la fonction sinus. En
x

cdmettont que J.fsir:-xdx =1, calculer les intégrales

sulvantes.

17 :J‘Isin_td,; 14
g

2.y -——jisinrd_r ,_/
'r:'!rr /4 \_/

3. K= jTISin,rd_l;
&
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Bxercices

Estimer une aire & partir
d'une représentation graphique

m Vrai ou faux ?

On suppose que |'unité correspond a 2 em sur ["axe
des abscisses et @ 1 om sur I'axe des ordonnées. Dire
siles affirmations sont vraies ou fausses,

1. L'aire du domaine vaut & 10 cm?.

2. L'aire du domaine vaut @ 10 carreaux.

3. L'aide du domaine @ vaut plus de 28 em?,

4. L'aide du domaine @ est supérieure a celle du
domaine .

5. L'aide du domaine @ est comprise en 36 cm? et
48 em?.

48 Estimer |'gire des domaines au dermi carreau preés,
puis en unité d'aire, al'unité prés.

¥ v

0

s Le domaine 1 est compris entre I'axe des abscisses,
la courbe €, les droites d'équation x=-05 et x=1.
= Le domaine 2 est compris entre I'axe des abscisses,
la courbe ‘.{é;[ , les droites d'équation « =5 et x =20,

m Pour chacune des représentations, & |'dide d'une
lecture graphique, estimer la valeur moyenne de la
fonction sur I'intervalle sur lequel elie est représentée.

Calculer une intégrale,
* une valeur moyenne

Pour les exerdees B & B, calculer les intégrales.

7 = 1
B0 1. 0= (2 +2¢0-9)ax 2..!=J_#(x+}~Jd_x

o (% 11
Eu:j_z(mx}m 2"I=J’1(2_\,J;";_2]d"

2.7= ﬂm
_.J‘ ?+3 r_J' 1€2r_1df

B1.- f'ﬁd,

&
56 1.4 :.j 2[3_; _‘”E"lﬁ.l;!—..n-?,dx

2 .:=_[_5:l-€|:(2:2+_‘*‘,]2 dr

2= _LE(—B:'2 b )=+ 20 +1)ds

o 2x-5 4 3
.- " = Tt
7—6x [Inr}
1= dy 2.0=
'I- V475342 ! j

Pour les exercices@et@,axprimerl'uire hachurée
sous forme d'intégrale, puis en déduire la valeur
moyenne de la fonction sur 1.

g™ 1
1‘:‘::\ i\.\'\
| 15

2. 45,=25 v

m Soit la fonction définie sur & par f{x)= TL:
3
et/ =j_3f(x)dx.

1. Denner une valeur approchée de I @ |'aide de la
calculatrice.
E.r

T+e’’

2. Montrer que, pourtout x=&, f{x)=1-
3. Calculer la valeur exacte de [

4. En déduire la valeur moyenne de f sur [-3:3],



m Soit I'intégrale 7 = _[ —dt

1. Déterminer une valeur appmchée de / & l'aide de

la calculatrice, ,

i 4
2. Montrerque, pourtout < [0;1], e e
3. Calculer la valeur exacte de [,

4. En déduire la valeur moyenne de fsur [0;1].

CE) soit In fanction f définie sur [0:1] par:
(6= x—2

(2x+3)

1. Déterminer les réels ¢ et b tels que .

il b
! ['_;}Ff2.1'+3}2 : 2x+3

2. Déterminer le signe de 2v+3 sur [0;1], puls en

déduire /= ﬁﬁd:
i

m Soient les fonctions /' et ¢ définies sur R par;
J(x J'—

3
5 et glx)= Tz
1. Calculer I:J;f[x}d,r.

;
2. Soit J= Lg[x}dx. Caoleuler I+J, en dédulre la

valeur de f.

;. Calculer une aire sous une courbe,
entre deux courbes

EED Les courbes € , 6, et G, représentent les fonc-
tions f, g et /i sur |0 ;+eo[ dans unrepére orthonormeé
d’unité graphique 1 em,

Ona f(x} :% et h(x)= %{a‘ —1){x=5). On ne donne

pas 'expression de gl ) en fonction de .

A,

1. Calculer |'aire du domaine défini par “€,, |'axe des
abscisses et |es droites d’equation r="12t x=4_

2. Exprimer les aires s, et ={, al'alde d'intégrales.
3. Vérifier (en justifiant) que =0, = Gem?,

4. Sachant que, pour tout xe[1;3], 1= g(x)< 4, et
que, sur [3;4], 3=g(x) =4 montrer que

4 .
5s;j'1 g(x)dx <12

5. En déduire un encadrermnent de ;.

Pour les exercices 66 et (2, utiliser la propriéte
sulvante,

Propriété

Les courbes représentatives dans un
repére orthonarmé de deux fonctions réciproques
I"'une de |'autre sont symétriques par rapport a la
droite d’équation y= x.

66 1. Caleuler I'nire du domaine délimité par |a
courbe de la fonction .« —» 12, I'axe des abscisses et
les droites d’eéquation r=0et v=1.

o

2. Al'aide de considérations geéométrigues, donner lo
valeur de j1(‘1 - J;]d_t.
[} #

3. En deduire 'uire du domaine délimité par les
courbes des fonctions x 1> v2 et x 1= +/x etlesdraites
d'equation x =0 et x =1,

m 1. Ecrire | 'aire du domaine défini par la courbe de

Io fonction In, I'axe des absdsses, |es droites d'équo-
tion x =1et x =4 sous forme d'intégrale.

Résoudre ot = 4.

2. Pourquoi le calcul de I'intégrale est-l impossible
avec les connaissances actuelles 7

3. A I'aide du graphique, trouver une méthode pour
calculer I'aire du domaine.

m Soient ‘é el ‘&
fonctions [ et g deflnles sur i par ;

& les courbes représentatives des

fla)=xet ;;[,ri:%

La droite % o pour équation y=6—1.

Les informations sont données sur le graphique, I'unité
est le centimetre : montrer que |'aire du domaine
hachuré est 6 cm2

g Aide
On pourra travailler sur
|©:2], puis sur [2;4].
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B xercices exmmm

Intégrale d’une fonction continue
et positive

m En remarguent que, pour tout x e i,

. J5 33

S . -
x}=x3+2¢—2x, calculer 7 LE 12+2d_r.
m 1. Soit [ la fonction définie sur |'intervalle [0:1]
par f(t)=(1+1r)s1+7 Calculer f*(z).
]

2 Endéduire r=J’0~J1+rd:.

1 .

3. Enadmettant gue J = LN’ 1+rdi= %(H Ji).en
1

déduire jﬂ,m}dx.

E2D soit la fonction I définie sur [0:++| pour tout
A =0 par I(x}:j;ﬁ.e‘”dr.

1. Colculer 7{x),

2. Caleuler lim 7(x). Interpréter graphiquement,

X —rdem

Pour les exercices E78 et EEY. utiliser la propriété
suivante.

Propriété

La longueur de la courbe représentant
la fonction f sur|'intervalle [a: b| se calcule & I'aide

de la formule : L= J‘j.f1+(j"[.xj'}z dx (ouf’ estla

dérivée de |a fonction ).

E5) Une chafnette est la courbe représentative de la

fonction f définle sur E par fx)= E J;e_'

1. Donner 'expression de [“(x), la dérivee de la
fonction f.
2. Mantrer gue la fonction ¢ définie sur 2 par ;

#lx) =1+ ()P = gler e
3. Déterminer, pour tout y =/, lesignede e* +&7.
4. Justifier gue la longueur L de la chainette entre —4
et 4 est donnée par L= J:(e-‘ e )dx.

5. En déduire la voleur exacte de L, puis une valeur
approchée a 102,

La chainette est la forme prise par un fil pesant flexible
infiniment mince, homogene, inextensible, suspendu entre
deux polnts; dans un champ de pesarteur uniforme.

1. Montrer que la fonction F définie sur i par
G(x)= %(.h.ll'H B ln(-- x+\|"1+_r3)) est une primi-

tive de la fonction g définie sur B par g{x)=1+x2.
2. En déduire la longueur exacte de |'arc de parabole

défini par la fonction f: ¢ r—}.%,rz sur [0:1], puis une

valeur approchée & 1072 de cette longueur.

142

m Soit la fonction f* définie sur [0; 4] par :
flx)=x%e

1. Etudier lesvariations de f sur [0; 4], en déduire que

le maximum de / sur [0; 4] est 4e-2.

2. Justifier que 64 4 = J':f{'_r}d.r =16e2,

3. Déterminer une primitive F de f telle que
Flx)=(ax? +bx+c)e ™, avec a, b et ¢ trois réels a
déeterminer,

6. En déduire la valeur exacte de jﬂ“ Flx)dx.

Analyse d’un énoncé

m Exercice commente

1 o
,1 d1 et = 2
e' +1 0et +1

1. Caleuler 1+J. 2. Caoleuler J, en déduire .

il
Onpase [ = L .

© L'intégrale I ne peul pas etre calculée directe-
ment, I'exercice plopose une astuce reposant sur
lalinéarité de l'intégrale :

J—Il Fla)dy4 I ply)dy= J" Fla]+plx)da

-wr
mApplicutiﬂn immediate
: 12" 4+1 . 1 du
ientlesintégrales I = duetf=] —.
Soient lesintég _[G = | s

1. Caleuler 7+7 puis 1 -7, 2. Endéduire 7 et J,

Limite d'une suite
L'objectif de cet exercice est de determiner si la suite défi-
1

1
nie, pour tout nefl’, par ¢, =——+——=+...+ —
P P n+1 n+2 2n

a une limite finie, et si oui, de déterminer cette limite.
1. Ecrire u,, en utllisant la notation E.
2. Al'gide de considérations géométriques, en déter-
minant |es aires représentées sur chocun des gra-
phiques, justifier que, pour n =1et k=0 :

j:HL ldx‘-} 1 }men ldx

s k=1 X nAk T dmk

Dl U on+k DI, =k
n+k=1" n+k4+1 a+k=1 n+k4+1

20 1 2041 1
3. Montrer que L“;d.t =, = _L .“1 ;d.x.

4. En déduire lim u,:

e

| Rapg

h(ﬁ}—lﬁ[b}mlﬁ(%}



g Cas général

m 1. Soit [ une fonction paire définie sur [
o A partir d'une propriété géométrigue de la courbe
d'une fonction paire, déterminer, pour tout a =0, une

relation entre J_Uu_f'{ a)dr et J: Slx)dx,
b. Solt & =0, montrer que :
[* ftdax=2f" f(x)ax
2. Soit la fonction / définie sur | par:
fla)= X [::-" +er)
o. Dérmontrer que j est paire.
b, En odmettant que j;fl:.x}d,\' =¢—5¢", calculer

[! .

79 Sait { la fonction de période &4 définie sur [ telle
que, pour tout xappartenant & |0:4] :

X st xel0;2]
fxl= [.r—zn]z g ve[2:4
1. Calculer ;
a !'1_*""2 flx) et f(2)
32
b. Ih‘nr flx)et £(Q)
Nk

Interpréter graphiquement les résuftats,
2. Tracer la courbe représentative dej sur [-8:8].

3. Calculer j: Flayir ot j{; Fladax.
8 # :
& En déduire jﬂ F(x)dx et L,;'{xmx.

m Soit /' la fonction 2x -périodique définie sur Htelle
que, pour tout 7 €[0;2a]
T L sire[0;n]
/ f"}_{?.x—r sl re[n;2n]
1. Calculer
a lim fir) et f(x)

=
B L

b. lim f(r) et £(0)
f—2E
22X
Interpréter graphiquement les résultats.

2. Tracer la courbe représentative de f sur [ —4m; 4m).

3. Caleuler JEj‘(r}dr et J‘hf'r}dr
. 2 2 { q
& Ervdaduire [ plivdres [ F(1)a
. [ faret [ fir)ar.
m Sait f une fonction continue sur un intervalle [ ;

a et b sont deux réels de L
1. On suppose f positive sur L Donner le signe de

I
_|- f(x}dx dons le cas ol

ag=h ba=b

2. Reprendre o question précédente avec /' négative
sur L.

3. Donner le signe des intégrales suivantes sans les
calculer.

2 ti't’ : - =1 2 )
!1_j1x_ 5 b. fz_L (2x+1)%dx
~T-e r 1
¢ h=], = d 1= In(ride

E Calculs d’aires

m Samu-L, célébre artiste de Street Art, vient d'étre
engage par |'Union Européenne pour peindre une
ceuvre célébrant la chute du mur de Berlin. Il doit
peindre une fresque sur un mur dont la forme est don-
née par le schéma ci-dessous : la hauteur Initiale est
19,61 métres et la fonction symbolisant le profil du
mur dolt 8tre une des trols proposées.

1967
®Ftn= 1+1
@ alt)= 19.61(;1—;]
@ irfr}=—1?lf1

L'} i

1. Pourchague projet, déterminer la surface & peindre
en métre carré sila longueuwr au solestde 19,89 meétres.
2. Afin de pousser le symbolisme, Sumu-L imagine
peindre un mur dont la longueur au sol est infinie |
Déterminer la quantité de peinture nécessaire pour
chanue projet.

m Soit f la fonction définie sur [ par :
flx)=(x2+1)e
On note '€ la courbe représentative de [ dans un repére

orthogonal (d'unité 1 cm) et A la droite d’équation :
5

V=31

< 2
On note & 'aire (exprimée en unité d'aire) du

domaine limité par lo courbe '€, la droite A et I'uxe

des ardonnées. On note () et £ les points de coordon:

nées respectives (0;0) et (0;5).

1. o Représenter la courbe dansun repére et compléter

le graphigue au fur et & mesure des guestions.

b Calculer les coordannées du point £, intersection de

‘. el de I'axe des ordonnées.

. Verifier que le paint {J) de coordannées (2:5) est le

point d'intersection de ‘€ et A,

d. Caleuler les aires des triangles 2P0 et OQR, en

déduire un encadrement de 4.

2. Soit (s la fonction définie sur [ par :
Glx)=—(x2+2v+3)e?

o. Caleuler ¢, la dérivée de G,

b En déduire une primitive de la fonction f.

c. Ecrire # sous forme d'une intégrale, puis calculer

sa valeur exacte.
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B xercices exmmm

84 Le domaine de la figure est délimité par I'axe des
abscisses et les courbes G, et ‘¢, représentant les
fonctions :
fix35-x2
etg.x H—%
x
1. 0. Reprodulre la
figure a I'aide d'un
Ingiciel.
b. Identifier la fonc-
tion assaciée a cha-
cune des courbes '€ et .
c. Lire les abscisses des points d' intersection des deux
caurbes,
2. Retrouver ces abscisses par le calcul
On potrra poser X = ¥ et résoudre ainsi une équation
dusecond degré en,

2. Determiner les abscisses des points d'intersection
de la parabole avec |'oxe des absdsses,

& A |'cide de considérations géometriques, justifier
que I'aire cherchée est le nombre:

i y 2.4 N ’
31:2(Iﬂ(5—x2jdx+_'-1?dx+jz (5—xz)d,rJ

5. Caleuler la valeur exacte de =i,

mm Méthode des rectangles

Louna cherche @ calculer 'aire %, du domaine déli-
mité par 4, , lo courbe de la fonction g, |'oxe des
abscisses ot |es droites d’équation v =—n et y=u.

o

La fonction g, est définie sur B par g,(x)= %e_('_‘J

avec 4 =0,

Cormme elle n"arrive pas a trouver de primitive de la
fonction g, . elle décide d'approximer I'aire & |'gide
de la méthode des rectangles qu'elle code dans un
programme &crit en Python,

1. Démontrer que la fonction g, est paire.

2. Caleuler la dérivée de g, en déduire le tableau de
variations de la fonction g,

3. Justifier que :

o pour limiter les calculs, Louna peut restreindre son
programme au calcul du domaine délimité par 4,
I'axe des abscisses et les droites d’équation x =0 et
X=da,

-1 n f
. i i . i i
u.unu:z—gﬂ(—xk ;agﬁﬂ:atz—ga(—xk ;
J.‘:'D" n l::‘n i

4. image est la liste des images de la fonction pour
les valeurs de & de 'intervalle [[D 4.

Expliguer et compléter les lignes définissant rect_sup
etrect_inf,
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Expliquer dans la commande print la présence du
facteur 2, puis compléter la ligne,

from math import exp

def g al{x):
return 1/a * exp(-{x/a)**2)

a, n=1, 1006
image = [g_a(a/n * k) for k in range(n+1}]

rect_sup = a/n ¥ sum{image[ 11
pect inf = & » R -
print(2*rect_inf," <= alre <= ", -l

5. Al'aide du programme, donner un encadrement au
milligme de I'aire du domaine %, .

B. @ Louna teste ensuite son programme avec diffé-
rentes valeurs de «. Que constate-t-elle ¢

b.A I'aide d'un logiclel, représenter les courbes G,
pour les différentes valeurs de o testées précédemment
et donner une interprétation des résultats obtenus.

Grégoire de Saint-Vincent

En 1647 Grégoire de Saint-Vincent publie Opus geo-
metricurn : 1 230 puges, dix grands chapitres, dont le
chapitre &, De Hyperbola.

Sa proposition CIX peut s'énoncer :

« Si les abscisses des points A, de I'hyperbole
sont en progression géométrique, alors les aires
des domaines délimités par 'axe des abscisses,
les droites d'éguation x = a” et x =a"!
perbole sont ¢gales. »

et |-

Suit une démonstration géa- ¥ 1
rmétrique assez compliquée ; le
calcul imégral n'existant pas @
cette époque |
B voir Theme 4 :
situation 2p.101 0

- -
oy Le
},’.J

1. Soit ¢ un reel strictement supérieura 1 et (1, ) lo
gl

suite définie surf*par d, = |

) X .
o Exprimer /4 et 15 en fonction de a.
b Exprimer /_ en fonction de a.

o Interpréter cesrésultats dansle contexte de | énonce,

2. Soit (.ﬂﬁ,) la suite définie sur [+ par &4, = j; % i

o Déterminer la nature de cette suite.
b En deduire une autre formulation possible de |a
proposition CIX:

« 81 les abseisses des points A, sonten progres-
sion .. alors les aires des domaines délimités
par les droites d'équation x=1, x =a™, I'axe des
abscisses et 'hyperbole so11L en progression ... »



—

L pprendre d modeéliser

B Du spaghetti au triangle

Stéphanie coupe au hasard un spaghettl en deux morceaux, puis

recoupe le plus grand des deux morceaux en deux : quelle est la probabi-
lite qu'elle puisse construire un trinngle avec les trois morceaux obtenus ?

Pistes de travail

« On pourra représenter |e spaghetti comme un segment de longueur
1 unité. Un premier nombre au hasard x = [0 ;1] représente lo longueur
de la premiére coupe en pourcentage de la longueur totale ; un deu-
xigme nombre au hasard ye |0;1 représente lalongueur de |a deu-
xiéme coupe en pourcentage de la longueur du grand morceau,

» On pourra BESOEIBRUNAGINTGEKIN G chaque couple (x; y).

Le probléme n'étant pas classique, des pistes de travail sont proposées : il ne faut pas hésiter a les suivre !

pEVELOPPER

1. 5i possible, expérimenter avec quelgues spughettis de fagon @ mieux appréhender le probléme,

2. Construire un triangle :le spaghetti (de longueur L) a eté découpé en trois morceaux de longueurs a, b ete.

o, Déterminer lasomme: a+b+c.

b. A quelles conditions (il y en a trais) les réels positifs a, b et ¢ peuvent-ils représenter des |ongueurs

permettant de farmer un triangle ?

3. Représenter ' un schéma de la situation peut aider & mieux la comprendre.

o, Dans le cas ol v est supérieur
1 S

=, le grand morceau gui doit etre
2
redécoupé correspond a la pre-

migre coupe,
Comprendre le schéma et justi-

! 1
fier que quand x Eti, les couples
(x:;v] permettant de construire

un triangle vérifient le systéme

suivant ;

b. Représenter le schéma corres-
pondant a la situation ot est infé-

1
rieur a 3 et en déduire, que dans ce

cas, les couples [ v) permettant
de construlre

un triangle

ﬂs; découpe le spaghettl...

vérifient le sys- = i i
teme sulvant : o 1-x
1 puls je decoupe le grand morceau
XS5 i
1 W [ M2 .5
== 2T—=x) donc j obtiens :
1 e e

} =?1_ i |r y
ey \T

o. Dans un repére, représenter I'ensemble des points M dont les coordonnées (x; y)

verifient les conditions précedentes (on pourra s'aider d'un logiciel).
b Al'aide de considérations géometriques justifier que |'aire du domaine deéfini par

I'ensemble des points M est le nombre = =1 —&J-; 5[ 1~—~1—

5. En déduire lo probabllité, arrondie au milliéme, gue Stéphanie arrive @ construire un

triangle.

2y

Jax.

o
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Recherche d'une surface minimale

Au début du xx siede, le mathématicien japonals
Soichi Kakeya pose le probléme suivant.

Cuelle est Ta plus petite surface a lintérieur de
laguelle il est possible de déplacer une aiguille

de maniére a la retourner completement ¥

Larecherche de la solution est avjourd’ hui encore |'oc-
cosion de trouver de nouveaux outils mathématiques |
Cette aventure est racontée dans le livre {librement
téléchargeable) En cheminant avec Kakeya de Vincent
Bormrelli et Jean-Luc Rulliére.

Partie A Premiéres solutions
Deux premiéres solutions simples : le disque et le
« triangle de Reuleaux »,

_AAAS

Pour la suite, on suppose que ['aiguille a pour
longueur 1

1. Déterminer |'aire du disgua.

2. Déterminer |'gire du « triangle de Reuleaux ».

3. Vénfier que |'alre du « triangle de Reuleaux » est
inférieure a celle du disque.

Point d’équilibre

Partie B Pour continuer

Pour trouver cette surfaoce minimale, les chercheurs

ont été amenés a calculer I'aire d'une « boucle », qui

est I'ensemble des points M {(x(1); v(r]) avec:
[x(6)=r~
l¥()=1-12

1. Etudier la parité des fonctions r et v.

2. Recopier et cornpléter le tableau, puis placer les huit

points de cette « boucle » de coordonnées (x(1); v(1))

dans un repére.

| v | o [on |62
_'.'(r}_
v |

3. Compléter le graphique a 'aide de huit autres
points obtenus gréce & la parité des fonctions x et v,

(r etant un réel)

Q4|06 (0709 1

GeoGebra permet d'obtenir 'ensemble des points M en
gcrivant dans lo bomre de saisie - M={1"3 - t,1 - t72),

4. La formule de Stokes permet de calculer I'aire du
domaine délimité par la boucle :

= J:.:[r}y'(.‘ﬁlr
(o0 " est la dérivée de la fonction v)
a. Caleuler y'(1), en déduire I'expression de x(r )y’ (1)
en fonction de 1.
b Déterminer la valeur exacte de |'dire =i

On peut démontrer que les coordonnées du centre de
gravité G d’'une plague homogéne représentée parle
domaine % délimité par la courbe d'une fonction f.
I'axe des abscisses et les dioites d'equation x=a et
x =) sont données par

Jb_lf{_l'l:ld_l
Xp="t—28t y;=

‘ [ rlxa v2 [ #(e)as
Pourles questions stivantes, on prendra a =0 et b = 4.
1.Casol f(x)=x
a. Représenter le domaine % dans un repére
orthonorme.
b. Dans un trigngle, le centre de gravité estle point de
concours des médianes D construire le centre de gravité
et lire ses coordonnées.
c. Calculer lescoordonnées de (s al'alde des formules.

[
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2 Casou f(x)=x2

Représenter le domaine @ dans un repére orthonorme.
Calculer les coordonnées de G a |'aide des formules.
3. Cas oit f(x)=+x

Représenterle domaine % dans un repére orthonorme.
Caleuler les coordonnées de G a I'alde des formules.

(]

- e
i Alde |

1
Jx peutsécrie +2,

4. Verifier les résultats obtenus en découpant
ces domaines dans une feuille de carton : elle
doit tenir en équilibre sur le point G.




Une marque de fromage a décidé de dessiner sur le
fond de I'emballage 12 portions de 25 grammes  elle
demande @ sa graphiste, Zorana, de déterminer les
endraits ol placer |es traits de coupe,

Zorana modélise le fond del"emboallage par une ellipse
d'éguation 0,25¢2+y2-16 =0 d'oxes de longueur
a=16cmet b=4 cm.

L'aire d'une ellipse dont les uxes ont pour longueurs

ah
et best —m.
i T T

1. Caleuler I'alre (en cm?) de la boite, en déduire la
surface de chacune des douze parts.

2. Justifier que |arc d’ellipse tel que y=0 est la
courbe de la fonction / définie sur 'intervalle [-8; 8]

par:

J{x)=416-0,25x2
3. Determiner la parité de |la fonction f. En déduire
gue la recherche des largeurs peut se restreindre a
l'intervalle [0: 8]
Zorana doit ainsi partager cet intervalle en & parts
convenables, done déterminer 5 abscisses adaptées.

Jean-Louis Marie Poiseullle (1797-1869) est un méde-
cin physiologiste francais. En 1 840, il présente al'Aca-
démie des sciences un mémaoire Intitulé Recherches
expérimentales sur le mouvement des liguides, dans
les tubes de trés petits diamétres qui va apporter plu-
sieurs contributions significatives au domaine de la
mécanique des fluldes ainsi qu'a son application en
physiclogie.

On peut considérer un vaisseau sanguin comme un
tube de longueur L et de rayon R. A cause des frotte-
ments, la vitesse le long de la paral du vaisseau est
inférieure a celle au centre.

Cette vitesse (en cm/s) en un point situé a une dis-
tance r du centre du voisseau est donnée par la

Partager un fromage de 300 g L]

4. Pour chercher les abscisses x4, x3, ..., &5, Zorana
utilise lg methode des trapezes : elle approxime lao
surface par une somme d'aires de trapezes,

o. Denner la formule permettant de calculer 'alre d’un
trapeze dans le contexte de I'exercice.

b. Compléter la définition de la fonction fond qul
renvoie l'image d’un réel situé sur le bord supérieur
de la boite.

. Expliguer le test part<4.18879,

d. Expliguer le raisonnement de Zorana pour trouver
les abscisses des traits de coupe, et compléter la ligne
part = part +...

from math Import sgrt

def Fond(x):
return

n= ._Jﬂ‘-:
pas = B/n
X, part =@, @
for _ in range(5):
while part < 4_12373:
part = part +
" o= X + pas
print [ "couper 3 x=" x-pas)
part = @

5. Déterminer les abscisses des tralts de coupe, confir-
mer les résultats obtenus en calculant les intégrales a
I'aide de la calculatrice ou d'un logiciel.

Circulation sanquine et pression

formute v(r} RZ2 —r2), ol P désigne la diffé-

=m(
rence de pression gux extrémités du vaisseau, et n la
viscosité du sang.

Poiseuille montre que le débit volumique de liguide,
noté D, est égal & _[:errv(r}dr.

1. Calculer D en fonction de P, L et B,

2. Justifier la remarque suivante de Foiseullle, écrite
a la page 522 des Meémoires presentés par divers
savants dl'Académie royale des sciences de ['Institut
de France, et imprimeés par son ordre.

[---] il ésulie qu'en considérant les systémes
capillaires de deux organes, si les vaisseaux
capillaires de Fun sont, par exemple, d'un diza-
mére deux fois plus grand que cclui des eapil-
laires de autre, il en passera dans le premier,
toutes choses ¢gales d'ailleurs; seize fois plus de
liguide que duns le second,
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De nombreux domaines industriels nécessitent une analyse de fiabilité
des systémes. Une méthode est | approche « contrainte-résistonce ».
Exemnples :

= Pour étre homologueé, un cible d'une grue pour une charge de
deux tonnes (contrainte) doit permettre de |lever une masse mobile,
soumise auxvents ; pour prendre en compte I usure des cdables (résis-
tance), le cable sera prévu pour un levage de trols tonnes.

s La SNCF a étudié les risques des vents traversiers (contrainte) surla
ligne TGV Mediterranée afin d'améliorer o stabilité des trains et évi-
ter des démillements (résistance) : il o eté ainsi déddé de construire

-

des murs de protection anti-vent sur certains trongons,
Lo fiabilité d’'un ensemble d'éléments peut &tre modélisé

(5

x—0

-

£

A
0

flx)=

1. Rble des paramétres

a. A |'cide d'un logiciel, créer trois curseurs positifs:
k, 4 et 8, puis tracer lo courbe de f en fonction de ces
CUISeurs,

b. Faire varier |es curseurs et observer la forme de la
courbe. Traditionnellement, le paramétre A s'appelle
la forme et & I'échelle. [dentifier le rdle de &.

Pour lasuite, on suppose gue la contrainte Csuit la loi
de Weibull de paramétres A=1, k=2 et d=0; la
résistance & suit la | oi de Weibull de paramétres =3,
k=6et5=02

005 X

2. La zone de défaillance

La partie bleue sur le graphique ci-dessus est la zone
de défaillance du systéme dont la surface dépend de
la valeur de w1, (liée a des colts financiers) . elle
resulte d'un choix de defaillance en fonction d’un coiit
de production.

a. Donner I'expression des fonctions ¢ et R.

b. Lire sur le gruphique les valeurs moyennes m, et
m, associees a (et i,

. Interpréter graphiguement le nombre p défini par

3
p:L min(C(x),R(x))dx ot min(a;b) estla fonction

qul renvale a st g ==& el b sinon,

148

par une « lol de Weibull » :

{r—ﬁ‘Jt

=

pour =5

sinon

3. La méthode de Monte-Carlo

L'aire de la zone de défaillunce peut se calculer al'aide
de la méthode de Monte-Carlo,

0. Compléter le programme suivant qui donne une
approximation de |'aire de la zone de défaillance.

from vandom Inport unlform

def Cix):

return

def Rix):
return

pts; pts_dans_zone = LE0R, G
for _ in range{pts):
¥ = unifermi ]
y = uniform(d,.2)
if.y < .
pte_dans_zone += 1

print({"probia detatllspce =", 4 ¥ ptc dans Fome [ pls)

b Tester le programme et vérifier gue la probabilité
cherchee est d environ 0,058,

¢ Pour des raisons de sécurité, la probabilité de défail-
lance doit 8tre inférieure a 0,005,

Dans |e prograrnime, modifier la fonction R,

def Rix, d):

return 1 * {(x = d} f 3)*5 " =
Créer une fonction proba puis copier les lignes sui-
vantes a la fin du programme.

d=.
while praba{} » B.H65:

d += 0.8l
print{"s! d=",4-8.81," alors p <

[

H.885")

d. En déduire la valeur de mg.



De tout temps, le calcul du volume d’un tonneau
a pose probleme : les formes de tonneaux ne sont
pas standards, elles peuvent changer en fonction du
cercloge...

En 1615, lohannes Kepler (1571-1630) écrit Nova
stereometria doliorum vinariorum, un ouvage dans
lequel il propoese des mesures de la capacité d'un ton-
neau en fonction de sa forme.

On modélise le profil du tonneau par un arc de
parabole . Les données sont celles du graphique
ci-dessous.

!

.-"_'_‘_"-._“_L\

E 0| h

1. Bemantrer que I"arc de parabole -F est lareprésen-

R
24 R,

tation de la fonctionf définie par f(x }— 2

Un médicament est pré-
sente sous deux formes
pharmaceutigues : en
préparation injectable
(A) et encomprimé (B),
(A} est administré par
voie intraveineuse
directe ala dose D, de 350 mg. La pharmacocing-
tigue de la forme injectable répond @ un modéle
« monocompartimental » et ' équation qui traduit les
variations de la concentration en fonction du temps
est de la forme :

C:.“] =63'0'25f

(6enmglL' et0,25enh™)

Le volume du tonneau

2. Donner |'expression de la fonction 2 définie sur

[=h; k] par gfx) =1 [(x))* et démontrer gue g est une
fonction paire.

3. Le volurme engendré par la rotation
de la courbe de la parabole &7 sur I'in-
tervalle [—/i; i] autour de |'oxe des
dbscisses est donné par

V= nj:’{j'(_r}'}z dx

o Justifier gue le volume du tonneau
est donne par :

_ Rosrz w53

=2a (f(x)*dx
b Exprimer le volurme du tanneau en
fonction de R, ret h.

4. Une des formules attribuge a
Kepler est
V= ﬂ:—Sh—[r? +2H2]

On suppose qu’on g, en cm:

h=90 R=25etr=20
a. Caleuler le volume d'un tonneau
avec la formule trouvéeen 3. b, | puls
aver celle de Kepler.
b. Calculer 'erreur de contenance en
pourcentage de la méthode de Kepler
par rapport @ |a formule donnée par
l'integrale.

&

i- Ir:?vr?‘%_‘w_ﬁr’:
c. Chercher d'autres formules permettant de

caleuler le volume d'un tonneau. Les comparer
entre elles.

| Pharmacocinétique

(B) est administré par vole orale & |a dose Dy de
500 mg. La pharmacocinetique de la forme comprime
répond & un modele monecompartimental et I'égua-
tion qui traduit les variations de la concentration en
foniction du temps est de la forme ;

Ci(t)=—52¢713 B 00"

(5.2et5enmgLl'et1.5et0.26enh™")
La bindisponibilite du madicament (B) sur 24 heures
est F, avec:

3 Ca(0dr p,
j C(0)di "D,

Caleuler Fj.

THEME 5 Caleuls d'aires
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Calculs de volumes

}avaux pratiques

Caladler le volume d'un solide 'n’est pas toujours facile.
Certains ont recours & des calculs faisant intervenir des outils mathématigues tels que
I'integration, d’autres préféreront une méthode plus expérimentale. ..

Partie A Du beau vase ...

Sarah a offert un magni-
fique vase o sa maman
et se demande quelle
en est la contenance.
Elle trouve dans un livie
de mathématiques que
le volume d'un solide de
réevalution (ici, c'est |e sollde
formé par la rotation de la
courbe "6 autour de |'nxe des 1,' a 5
abscisses) se calaule & I'aide de
la formule suivante :

1 . 2
J ) de
Elle reporte la farme du vase sur une feuille et trouve
la fonction du contour sur |'intervalle [0, 26] :

oy 8 5 AT
fx)=qa39¥ ~ g ¥ t2x+6

(les dimensions sont en centimétre)

i

! X
1. Vérifier que :
__ 36, 282 . 325 ,
) 1771561° 161051 ' 58564~
%2 . 202 ,
Fm. 121 + 24+ 36
g Alde |

6 47

Ecrire f{1)= {1331)—‘- m_ﬂ}ﬂzuﬁ}_
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Dbjectif

Déterminer unvolume,
Mamipuler une bougle,
des conditions.

2 Déterminer une primitive de ( (1)),

3. En déduire |a valeur de la contenance du vase en
centimeétre cube (arrondi a l'unité), puis en litre.

4. Etonnée par son résultat, Sarah veut le vérifier,

o. Elle lit sur le graphique une valeur qui pourrait étre
la valeur moyenne w de /' sur [0:26].

b Déterminer le solide obtenu quand on remplace |e
profilé du vase par la fonction y=l.

. En déduire une estimation du volume du vase, en
litre. Le résultat est-| cohérent avec la valeur trouvée
précédemment ?

5. Fiere de son travail, Sarah demande @ sa meére s elle
connait le volume du vase gu'elle lui a offert. Etonnée,
celle-ci prend une boutellle d’eau de 1,5 litre, la remplit
el la verse guatre fois de suite dans le vase ; « Environ
6 litres », répond-elle.

Deépitée par cette approche pragmatique, Sarch se
lance un nouveau défi : graduer le vase en litre |

Parlie B ...au vase doseur

Sarah décide de graduerle vase en litre ; elle cherche
donc les abscisses des traits de graduation,

1. Son idée est de découper le vase en tranches com-
posées de cylindres de rayon () et d'épaisseur di.
Donner dans ce cas la formule permettant de calculer
le volume d'une tranche de vase,

2. Pour mettre en ceuvre san idee, elle ecrit un algo-
rithme qu'elle programme en Python.

from math impore pi

def T(x):
returmn . 0 ¥

X, o, 'yl =18, 2,8

while % « ¥ hauteyr du vase &
if wol e
VUl = - & L ke Y
else;
print{ "marque & ¥=",%-dx)
val =

X =8 ‘e

o. Repérer dans le programme la valeur choisie pour
la hauteur des tranches.

L. Comprendre le programme, puis le compléter,
«_Donner les abscisses (arrondies au millimeétre) des
troits de graduation.



f

Triangle et parabole =/

 Mener une recherche

Dans un repére orthogonal, % est |la parabole d’'équa-
tion y= 12,

Les points A et B sont les points de |a parabole d'abs-
cisses respectives a et b (avec a < h).

Le point ¢ d'chscisse ¢ appartient @ la porabaole et o
droite 7, tangente @ % en C, est paralléle a la droite
(AB).

Le but de larecherche est de trouver une relation entre
I'aire = du triangle AB( et I'aire 4, du domaine
délimité par le segment [AB] et |'urc de parabole
allant de A a 4.

Lunules d’Hippocrate

1. o Montrer que I'équation réduite de la droite (Af)

est v=(a+b)x—ab.

b Déterminer une équation de i en fonction de ¢,

c. En dédulre les coordonnées de € en fonction de «

et b.

2. a. Construire la figure & I'aide d'un |ogiclel de géo-

métrie {le point C et lo tangente doivent se déplacer

en fonction de la position des points A et B,

b, Calculer le rappart Q{ﬁ Emettre une conjedure.
iy

3. o. Determiner |"aire du triangle A BC en fonction de

fhv—a)}.

On peut voir | 'alre de ABC comme o différence de celle

d'un tropsze et de lo somime de deux aubres... etécriree
en fonction de a et b, !

b
b. Calculer 7 =_{ ¥2dx, en déduire |'aire du domaine
&l

s, en fonction de (b ~a).
dp
Sy

c. En déduire le rapport

En cherchant @ résoudre la gquadrature du cercle
(trouver un disque dont I'aire est celle d'un carré),
Hippocrate de Chios (~470—410) chercha la somime
de "aire des lunules :

» le triangle ABC est rectangle en C;

« les demi-cercles ont pour diamétres respectifs [AC],
[BC| et |AB],

Purtie & Aire des lunules

A |'ide de considérations géomaétriques, calculer la
somme des aires des lunules.

‘frm

Le triongle ABC est rectangle en €, donc AB =

Partie B Aire d"une lunule

L'objectif de cette partie est de déterminer |'aire de
la lunule associée au segment [AC).

On se place dans e cas particulier oll AQ = AC.

1. Justifier gue le triangle OAC est équilatéral.
Déterminer la valeur de la hauteur.

2. Onplace la figure dans un repére orthonorme, I"axe
des abscisses est la draite (AC), 'axe des ordonnées
est la mediatrice de ce segment. Dans ce repére, les
points A et ¢ ont pour conrdonnées respectives (-1: 0)
et (1;0).

En deduire les coordonnees du point ).

3. Justifier gue |'équation du demi-disque de diamétre
[AC] est y=v1—x2, puis en déduire la valeur de
Pintégrale j: 1-r?dx.

4 Trouver |'equation du cercle de centre () passant
parle point €. En déduire |"équation du cerde carres-
pondant a la partie inférieure de la lunule.

1
5. Enadmetiant que j_1'm'fi—.t2 dx= 2—; ++/3 , cleuler

I'ulre exacte de lag lunule, puis donner une valeur
approchée de cette dire au centiéme.

THEME 5 Caleuls d'aires
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Les capacités du théme

i, Comparer des séries
statistiques

—‘Wé‘ Interpréter une
intégrale, unevaleur
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2 THEME

Répartitions des
richesses, inegalités

moyenne

Les courbes de Lorenz et l'indice de
Gini sant des outils fondame ntaux
pourdécrire lafocn dont untoutest
répart plus ou moins équitablement
au sein d'une population.
La photographie ci-contre a fait le
tour du monde cormme illustration
desinegalitéssociales, unimmeuble
de gmand luxe surplombant une
favela trés pauvre, ou sud de Sao
Paulo.

&) Voir Maths en situation p, 168
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= ! @) Voir révisions de 2% et 1=
(I 8 . surlaplateforme Daclicp.5

: “ ACTIVITES
Diaporama pour tester les bases MENTALES RAPIDES

Indicateurs de position, de dispersion

On considére une série statistique. Pour chacune des affirma-
tions suivantes, indiquer si elle et vraie ou fausse, Justifier.

1. La médiane est toujours une valeur de la série,

2, L'écart interguartile est un indicateur gu mesure la disper-
sion des valeurs de |a série autour de la moyenne.

J. L'ecart type peut étre nul,

4, La variance peut étre une valeur negative,

5. Le premier guartile est tou jours inférieur au troisieme quaortile.
6. Plus I'écart type est grand, plus les valeurs de la série sont
resserrées autour de la moyenne.

Statistigues a une variable

On considére la sérfe définie par le diagramme ci-dessous,
1. Construire le tableau ¥
d'effectifs de la série.

2. Caleuler le couple

(moyenne ; écart type). | |

3. Caleuler e couple ] | 1
(médiane ; écart 2 LII] ' N_'
interquartile), 0 g X

1v] Primitives

1. Dans chacun des cos suivants, déterminer une primitive de J/
(sans se preoccuper du domaine de définition),
a flx)=x>+x2—x+3 b. f(x)="24e" +1

. 1 . 2
. fix)==+2¢ d. [f(x)=e¥+u-1 e _f'(.\'):—{—!—B.x

x ¥

2. Dans chacun des cas suivants, montrer gue F est une primi-
tive de f (sans se préoccuper du domaine de définition).
o flx)=[3x+2)e' et F{x])=(3x—1)e'
b, f(v)=blny+2x+1 et Flx)=d4xlny—3n+x?

Calcul intégral et calcul d'aire

On a tracé d-contre la courbe repré- £
sentative d'une fonction [ définie

sur . T
1. Encadrer I'aire &, exprimé en
unité d'oire, entre deux entiers
consécutifs,

2 L'alre @l est égaled:
3 3 2 7
a jﬂ fix)dx b J'1 fixds e [ f(ejay d L_I[:i'}d_\'
2. On admet quela fonctian f est définie pour tout réel x par :
flx)=—x*435x% -15x
Caleuler la valeur exacte, puis approchée & 107 de 4.
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ED voidi la réponse de plusieurs éléves a la question : « Déterminer une

Objectif

Revolriss nations defonction,

primitive £ de ln fonction f, sans se préoccuper du domaine de définition. »

Identifier leurs erreurs et corriger, si possible, le

urs réponses.

wr

salaires nets mensuels en France, en euro, en
équivalent temps plein, pour I'année 2016.

& o Ecireune phrase donnant la signification
des nombres du tableau écrits sur fond violet,

b Comment ont été calculés les nombres écrits
sur fond orange ? Et ceux ecrits sur fond bleu ¢
c. Quel est le salaire maximal gue gagne I'en-
semble des 10 % dessalariés les moins payés ?

Ce nombre s'appelle le 1% décile de la série
« Ensemble ». On le note D,

d. Préciser les valeurs des 4% et 87 déciles, notés
Dy, et Dy, pour la série « Ensemble ».

e Quel autre nom statistique peut-on donner
au 5° decile Dg 7

E3 La classe moyenne est constituée des 50 %
des salariés du milieu de la répartition, situés
au-dessusdes 30 % les moins bien payés et en
dessous des 20 % les misux payés.
Determiner la fourchette des salaires pergus par
lu dasse moyenne en 2016.

ﬂ Comparer les répartitions de salaires chez
les femmes et les hommes pour 2016. On utili-
sera des outils adaptés pour argumenter : gra-
phigues, écart interdécile Dy — D, , rapports
interdéciles g/ Dy, D11y et Dyl [, etc

dertven, derivée seconde, pnmitive:

m

ElaveA | f(xm=4x'—6xi+x-r  fléveB E nfo I
s 7 Tl est parfois Impossibie
Flx)=<xt—gx'+x?—x+3 fixl=xe*  E{x)==x%e" de détemminer directement
: < une primitive par lecture directs
ElsveC Eléve D du tableau de dérivees usuells.
: = = i —1 B c_,:-x = h:i"qr—!-‘.i
‘J'[.wcj—--:;x box  Elx)=% = fxl=g—3 Hx=
Saitf la fonction définie sur i par
B ! f[.r}= [21—1}2"' pa y | Ter=(2x-1)explox) 3  Factoriser(Dérivée(Dérivée|i{x)))) |
Unlngicie-l de calcul formel donne = f{x) :== (2x—1)e™ | - e "(2x—5)
les résultats ch-contre. » | Factoriser(Dérvée(fix)) o | Intégrale(foo)
lustifier les résultats obtenus (2% 3) (=2x—1) e 40
- — =t — X - -
aux lignes 2; 3 et 4, | et -
SGle e Repartition des salaires en 2016 “ Objectf
: — —— [Jécs_ln‘.rn-' et utiliser {a notion
' Le tableau ci-contre donne la répartition des de déciles.

Souwce: Inseeel

Observatoire des ingalites | Ensemble ‘ Hommes | Femmes |
10 % des salariés gagnent 1186 1245 - |
moins de ... euros . .
20%... 1346 1420 | 1270 |
30% ... 1479 1566 1383 |
LO% .. 1621 | 1721 1499
50% ... 1789 | 1899 1639
60% ... 1995 2121 1821
70% ... 2273 | 2431 | 2064
80% ... 2709 2931 2617
90% ... 3576 3926 | 3091 |
95% ... 4668 | 5189 | 3893 |
99% ... 8629 9925 6583 |
Rapport entre les 90 % .
etles 10 % A 32 27

: Ecart entre les 50% _ : —
etles 10% (eneuro) N NeR
Rapport entre les 99 % . .
etles10% 72 83 Sl
Ecartentre les 89.% 7 4i3 8680 5438

etles 10 % {en eurg)

aly

"l 0

L'TNSEE ne fuit pos d’étude statistigue tous les ans. On est donc
souvent amené a eludier des donnges datant de plusiers années,
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Répartition du patrimoine en 2015 | Objecti]
Construire et utifiser une courbe -
| deLorenz.

Dans|'édition 2018 de I"étude sur le patrimoine des ménages francals (hors
Mayotte) de |'INSEE, on trouve cette représentation pour I'année 2015,

10 % de la population : 'm
) les hauts Le patrimeineg brutd'un
0% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% patimoines ménage regroupe le patrimoing
s e o PR i S, i TS = % immobiier (residences principale
Dy, By Dy Py Dy Dy Dy Dy Dy Potrimoine &l seconduaire), les revenus fonciers,
4300€ o= 3u100€ ! 1S8000€ " 27800 ?-'T_ ) J_r.c-_-.’ o€ brut ainsi que le patrimoine résiduel:
12 9004 94,300 ¢ 215500 € 374 500 €

voiture, équiperment de la maison,

bijous, ceuvres d'art. etc,
KD Cette représentation propose des dédles « réguliérement espacés », i '
Est-ce réellement le cas ? Peut-on dire que le patrimoine est également

Patrimoine brut moyen (en
réparti sur I'ensemble des ménages ? _ L oyen:ien€)

« e patrimaoine détenu par 10 % des ménages ayant le patrimoine le plus T
P P e 3 P Entre [, et s 128 500

Entre D, et Dy 186 500
Entre [, et D, | 245100

faible est égal a 2000 x % euros.

A 2

F) Le tableau ci-contre est issu de la méme étude TNSEE. - L 2L i |

On note N le nembre total de ménages frangais en 2015. . Ente DyetD, | 7800 J

a Justifier que : | Entre Dyet D, | 21700

s |'ensemble du patrimoine francais est égal & 268 980 x NV euros ; | Ente DyetD, | 61300 |
|
|

b En déduire gue le patrimeine detenu par 10 % des ménages ayant le |
patrimoine le plus faible représente environ 0,07 % du patrimoine total.

¢. Justifier que le patrimoine détenu par 20 % des ménagesayant lepatri- | Entre £, et Dy 319100 |
moine le plus faible représente environ 0,36 % du patrimoine total. Entre Dget D, | 463800
FI. Recopier et completer_l_e mblauiﬂmn_t._ ) _ Sup. & Dy | 1254 000
Partumiiee . Ensemble | 268980
| de la population 0% 10% 20% 90 % ‘ 100 % = | |
Part cumulée | '
du patrimolne | 0% | 007%  036% 5338% ‘ 100 % ,m
Lo courbie € ='appelle courbe
de Lorénz, en hommage o
B . Placer dans un repére orthonorme les points (0;0), (10%;0,07 %), I'{'mn:ipm?s:;urnér'_lmin N:J.K Ot
(20%:0,36%), ... ,(100% ;100 %) issus du tableau précédent. Lorenz Flle permet de visualiser
b. Relier ces points par une courbe ¢ « adoptée ». des inégalités de répartition ©

. Que peut-on dire : revenus, patrimoine, niveau de vie.

» de la convexité de la fanction représentée par la courbe G ?
e de lo position de G par rapport & la drojte A d’éguation y=x ?
d. Peut-on dire que le patrimoine est reparti de fagon « égalitaire » 7

L Mesure du degré d'inégalité d’une répartition Objecttf

Découviir la notion Ec

dindice da Gini.
On reprend la situation 2 : dans le repére ci-contre, les points 0, A et B e

ont pour coordonnées (0;0], (1;1) et (1;0) et la courbe ‘% de Lorenz
représente la répartition du patrimeine chez les ménages francais en 2015.
Pour mesurer le degré d'inégalité de la répartition, on calcule 'indice de
Gini (ou coefficient de Gini), noté G, qui est égal au double de I'aire &
de la partie délimitée par la courbe de Lorenz ' et le segment [04].

Part cumulée du patrimoine A

n a. Expliquer pourquol on a toujours 0= G <1, 0,5
b Justifier que plus & est proche de 0, plus la répartition est egalitaire,
alors que plus & est proche de 7, plus la répartition est inégalitaire.

£) o Alaide du quadrilloge, estimer I'aire &, puis 'indice G.
b. On approche la courbe € par la courbe d'équation y =x2(0,8x% +0,2).
Calculer &, puls G a 'aide d'une Intégrale. Comparer avec la question o Part curnulée de la population

|
-
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Des outils statistiques

) Moyenne et écart type |Valeur | % | w5 | . |, |
On considére la série statistique ci-contre. | Effectif | iy ‘ i, | ‘ s

« La moyenne d’une série, notée ¥, est égale a:

A Xg T X3y +o i, XX,

=

Ty t...ta,
= Lavariance V de lo série est la moyenne des camés des écarts des valeurs

: 2
;. n,x{,tq+$}2+;;1x{;2ﬁI}E+...+n.px[,r.n—.?]
dlamoyenne: V = - '

iyttt
» L'écart type o de la série est la racine carrée de la variance : 6 =V .

() Médiane, écart interquartile, rapport interdécile
On considére une série statistique dont les valeurs sont rangées dans
I"ordre croissant.

« La médiane portage la séne en deux series de méme taille.

» Les quartiles partagent la série en guatre séries de méme taille.

» Les deciles partagent la série en dix séries de méme tallle.

= Le premier quartile Q4 (resp. le troisiéme () est la plus
petite valeur de la série telle quau moins 25 % (resp. 75 % ) des valeurs
de la série lui soient inférieures ou égales,
On appelle écart interquartile le nombre (4 — ;.
e Pour kallant de 1 @ 9, le k® décile, naté D, est la plus petite valeur de
la série telle qu'au moins (k %10} % des valeurs de la série lul soient
inférieures ou égales,

Le rapport interdécile D,/ D, est le rapport entre |e 9° et le 1% décile.

25 % posséde moins de 0y 25 % passéde plus de Q4
—_— Me —_—

min L t Uy Mo
;

75 % possede moins de O,
10 % posséde
mains de 1), ete.

B Mesures de I'inégalité

= L'écart type est un indicateur de dispersion ossocié @ la moyenne.
Plus il est grand, plus les valeurs de la série sont dispersées autour de la
moyenne. Le couple (moyenne ; écart type) a l"avantoge d'utiliser toutes
les valeurs de la série et de se préter aux calculs algébrigues.

= L'écart interquartile est un indicateur de dispersion associé a la
médiane. [l rend compte de la répartition de 50 % des valeurs autour de
lo médiane. Plus il est grand, plus les valeurs sont dispersées autour de la
médiane. Le couple (mediane ; ecart interquartile) est peu sensible aux
valeurs extrémes de la série,

» Le rapport g/, met en évidence le rappart entre le haut et le bas
de la distribution. C'est aussi un indlcateur d'inegalité de répartition.
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Exemple
Soit la série stalistigue sulvante.
[ Velews | 2[4 &]8 10

| Effectifs (10| 4 13[4 9|
| EcC (10|14 | 27 (41| 50|

Laomoyenne T de lasérie est égule a;
2x10+ 424+ 13x6414x8+9%10
104+ 4+13+ 1449

¥ =632

Lowvariance V estégale &:
10%(2-6,32) +...+9% (10 - 6,32)°

V=7.6176

On en deduit I'acart type :

a=y7.4176=272

Fréquence cumulée
croissante (FCCT)
100 %
g0
751
50
251 "
10+ ' Valeurs
5] ;; ¥ Dl .’f' X
L]
A’f!’

Dans |'exemple précédent:
L'effectil Ltotal est égala N =50,
N N

Cna 3 =25" --(T=‘12,5
an
et 7-3?.5.

A 'aide de la ligne des effectfs
cumulés craissants (ECC)

du tobleau, oria:

Me=60, =h et ;=8

< G

IRJO |
T fawt savair utiliser sa calculatrice
pour déterminer les paramétres
d'une sérig.

%=B.
Zx=3
Ty

S 3681 a5
Flos S e
n=38



mzthode

s
’3?6"‘ Comparer des séries statistiques

Fnonce  Ons'intéresse ala répartition par tranche d”ages de la population en France et en Allemagne en 2019,

1. On donne cl-dessous le tableau de la répartition de la population ollemande,  Source : population pyramid net

lﬁge \ [0;10] [10;20] [20;30] [30; 40 [40:50] [50;60]
i Effectif 6886516 7177 289 8825857 10416 224 9 866 297 13 574955
Age 160;70[ [70;80] (80;90] [90;100] [100 ;+44] TOTAL
| Effectif 10 445 254 /683 008 4688 273 897 647 13 755 80475075
a. Déterminer |'@ge moyen 1, de la population allemande.
b. A I'vide de |o calculatrice, déterminer |"écart type G, de cette série (arrondir @ 107},
2. La population francaise est estimée a Homme | Femme : Homme | Famme
65 466 334 habitants au 1¥ janvier 2019.L'age 9000 | 7o
moyen ¥ de la population francaise est estime 55.53 4 [T
& environ 42 ans avec un &cart type 6, = 24,5, 45-434 45-484

g 2 30-36+ 30-344
On donne de plus les pyramides des ages de 15194 1e194
chacune des deux populations en 2019. 0-4 12/ . ey
Comparer |es deux séries, 8 4 DMM‘:‘MW sk B 88 a8

Solution

1. a. Les données sont regroupees par tranches d'age. Pour déterminer la
moyenne, on attribue I'Gge de 35 ans & toute personne ayant entre 30
et 40 ans. Et on attribue |'age de 100 ans a toute personne de la classe
d'tge des plus de 100 ans. La moyenne de cette série est donc:

_ B886516K5+7177289%15+...+100x13 755

" Point méthode IR

1. Lorsgu'une série est
regroupée en classes, on utilise
le centre des classes pour
effectuer|es calouls.

Xy = = 45,46 La valeur de l'écart tupe
. 80475075 ) se trouve alors minimisés,
L'ége moyen de la population allemande en 1 uamggli pulsqu'on nie prend pas
; X =43, 45798
2019 est environ 45 ans. Z¥ =3 ESEIe+0S en cample |a dispersion a

b. A I'nide du module statistique de la 7= 253‘2%&5%&

\I'intélieUr de chague classe. )
calculatrice, on obtient | 6, =23.5. = :5:_5{31 ﬁigg &

2. L'ége moyen des Allemands est plus élevé de trois ans que|'age moyen
des Frangais. L'écart type des deux populations est sensiblement le méme,
Les deux populations sont relativement homogéenes, mais [a population
allemande est plus vieillissante.

On retrouve cette interprétation dans les pyramides des dges, qui sont
régulieres, mais avec une bose plus resserrée et une partie plus renflée
entre 50 et 65 ans pour ['Allemagne.

J'applique

Point méthode

2.Une représentation graphigue
estsouvent plus « parlante »

et permet de visualisar les
différences entre les deux
series.

n Onreprend les données précedentes. Ona !

Q | Me | 0 De
16 | 269 47 635 768
83 207 | 417 | 813 | 756

Indicateurs | Dy

45
63

Allemagne

France

39 {13"75 14
52 | 40|73 | 60

£ Une épreuve de cancours est notée sur 100. On 1
donne les notes de 20 candidats.

50 82|38
62 20| 26

32
Le

80
60

1. Pour la France, puis pour I"Allemagne, calculer :
a. |"écart interquartile;  b. le rapport interdécile.

1. Calculer les indicateurs statistiques de la série.
2. Les résultats nationaux du concours donnent les

2. Construire sur une méme figure les dingrammes en = résultatssuivants | ¥=45; 0 =25et Me=39 .0, =24;
boite des séries associées & 'Allemagne et élaFrance,  ¢3 =68 . Que peut-on penser des résultats des 20

3. Comparer les deux séries. candidats ?
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Des outils issus de I'analyse
B Convexité

[ désigne une fonction deux fois dérivable surun intervalle 1.

f est convexe sur | | est concave sur |

rf.;r est au-dessus de i‘c-I- est en dessous de

Propriété sur'f,

R ' toutes ses tangentes toutes ses tangentes
Propriéte sur la - , -
déqlﬁ'éef' j " est crolssante sur I 1 est dédroissante sur 1
Propriete sur la

7 est positive sur | 17 est negative sur |

derivee seconde [

() Intégration et valeur moyenne

‘Sait [ une fonction continue et positivesur [« | 2], de courbe
représentative ‘G dans un repere arthonorme.
» L'intégralede a @/ de lafonction f, notee _[:'j'(.r}dx, est égaled | aire
du domaine compris entre la courbe ', I'axe des abscisses et les droites
d'équation x=a et xr=56.
« La valeur moyenne de f sur [a; b] est le nombre 1 défini par :

L[ s

uziz—a

Soit  une fonction continue sur [a: 4] et # une
primitive de f sur [a ;5] Ona alors: Ibf(jr) dx= F(b)-F(a),
(]

Interprétation

La valeur moyenne w pour une forction /o une interprétation similaire &
o moyenne ¥ pour une série statistique,

3 Courbe de Lorenz et indice de Gini

= Une courbe de Lorenz est une représentation graphique
qui met en relation la proportion x % d'une population détentrice d'une
part d'une grandeur & la part y % de la grandeur détenue.
Elle passe toujours par les points ((0;0) et A(1;1).
« L'indice de Gini noté G est égal au double de |'aire & de la partie
délimitée par la courbe ‘€ de Lorenz et e segment [(OA] : G = 2x sl

Commentaires

= Une courbe de Lorenz permet de visualiser la répartition de |a grandeur
etudiée au seinde la population,

» L'indice de Ginivarie entre 0 (égulité parfoite) et 1 (inégalité maximalg),
Plus les inegalités sont impartantes, plus la courbe de Lorenz s'eloigne du
segment |OA | et plus |'Indice de Gini est éleve,

Remarque

Une courbe de Lorenz est souvent modélisee par la représentation
graphique d'une fonction L définie sur [0:1] telle que:

@ L(0)=0et L{1)=1 @ L est croissante et convexe sur [0;1]
@pour x € [0;1], L{x)<x
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Concave

T5E
e

5 Pointd’inflexion

Interprétation

Lo convexitd de / permmet de
qudlifier son rythme de croissance.
Por exemple, une fonction
croissante convexe croft « de plus
en plus » Une fonction croissante
concave croft de « moins en

moins »

B voir Theme 1

Interprétalion graphigue

jiest la hauteur du rectangle de
base |a! k] ayantla méme aire que
le domaine sous la courbe,

b ]
¥ TR
Wg===-- = s
5 N
- ¥
i i
l]I @ hx
Les deux domugines hachures
en bleu ont In mérme aire
B voir There 5
Part cumulés
de la grandeur (en %)
. A
100% Lgne
de parfalte
egallte &5 Ligne
. ‘ﬁ de porfate
W inéaallte
0 100 %

Part cumulée de ki population (en %)

Dans une population parfaitement
egalitoire, le partage de la
grandeur est tel que, pour
0=x=100, x % de la population
détient v % de la richesse.

B veir Situations 2 et 3



B vioeo
Capatité 2 '3

méthode

A
fé"‘lnterpréter une intégrale, une valeur moyenne

Fnoncé  Une chdine de télévision étudie son audience journaliere depuis
son lancement en 2000. On admet que le nambre journalier de téléspectateurs,
en millier, peut étre modeélisé par la fonction / définie sur [0; 4| par
fix)=(20+2 - 80x +460)e~* ou x est le nombre d’années depuis 2000,
1. Montrer que la fonction F définie sur [0;+==| par:
Flx)=(~200+"-3200x-36600)e " est une primitive de f
2. Déterminer, @ mille prés, |'audience journaliére moyenne entre le 1% janvier
2018 et le 1 janvier 2020.

Solution
1. Enutilisant la dérivee d’un produit, pour tout reel +=0 ona: Point méthode
F'(x)=(-400x—3200)e ®¥ +(-200x?-3200x—-36 600)(-0,1)e 4" 1. Pour montrer que Festune
= ¢ 01+ (-400x - 3200+ 2047 + 320x + 3660) by tejoneibuln )

et onvérdfieque #(x)= f{x).
F'(x)=(20x2—80x+460)e O = f(x) e F e

On adonc F'(x)= [{x), I est une primitive de /' sur [0;+].

2. L'audience moyenne de teleéspectateurs entre 2018 et 2020 est donnée Point méthode
par la valeur moyenne de f sur I'intervalle [18:20], 2 5 Pansis salond de i

1 20 1
o Telde==( F(20)- F(18 valelr moyenne, on peut
H 20—134{‘.3}( } 2( (20)~F( ]} vérifier le caloul interm edigire
F(20)=(-200% 202 - 3200 20 - 36 600)e 020 = 18060062 de lintégrale &l aide de la
calculatrice.

F(18)=(-200x182-3200x18-36600)e ™8 =-159000e '&

i ]
(lzox*-on+ase ) e )ax
Dol |1 = +(~1B0600-2 +159 00013} ~ 920,486 Ja i

2 1840. 971075
Arrondi a I'unité, on obtient =920 + Lavaleur mayenne est
L'oudience journaligre moyenne entre 2018 et 2020 est d'environ 920 000 exprimee dansla mérme unité

| que lafonction, icienmillier. |

teléspectateurs.

J'applique

D Pour &tre rentable, un artisan glacier doit vendre | A quelle hauteur faut-il situer le terrin nivelé PDUfW
entre 40 et 80 glaces par jour. Le colit unitaireen eure | gue les remblais équilibrent exacterrient les déblais ?

de production de x dizaines de glaces est modélise par | 1- Répondre a cette question en utilisant le graphique.
la fonction / définie sur [4;8] par: 2. Répondre @ cette question en calculant la valeur

F(x)=0,1x~0,5+0,6e02:+1 mayenne de ki sur [0 400].

Déterminer, au centime d'euro pres, le colt unitaire
maoyen pour des productions quotidiennes comprises
entre 40 et 80 glaces.

5 Une société fabrigue et vend du mobilier entre
200 et 600 meubles par mois. Le bénéfice algebrique
(enmillier d'euros) généré par la fabrication et la vente

On souhaite niveler un terrain, dont e prﬂﬂ[ est de x centaines de meubles est modélise par la fonction

modélisé par : [ définie sur I'intervalle [2:6] par:
2 ) 2
n(d)=—2—~2 175,00 0<d =400, Flx)=—-0.95"+3+20In(x)
1600 4 1. Montrer que la fonction ¥ définie sur [2;6] par
Les longueurs d et fiild) sont en métre. F(x)=-0,3x?—17x +20xIn( x) est une primitive de f.
i [d)

2. Calculer j:f{ x)dx.

3. En déduire la valeur moyenne du bénéfice mensuel
pour des ventes comprises entre 200 et 600 meubles.
0] 25 ¢ | On arrondira le résultat obtenu a |'euro prés,

25
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[ Je revois mon cours

Moyenne - écart type
Choisir ces indicateurs, ¢est prendre en compte Ltoutes
les valeurs de la série.
Plus I'écart type est grand, plus les valeurs de la série
sont dispersées autour de sa moyenne.
]

Sensible aux valeurs extrémes, ce couple est privilégié
lorsque la série a un diagramime en batons « régulier »,

Mediane, écart interquartile, rapport interdeécile
Choisir ces indicateurs, ¢’est partager la série en
sous-groupes de meme taille :

-de 25 % de |'effectif total pour les quartiles,

-de 10 % de |'effectif total pour les déciles.
25% 0% 25%

e

Mir o Me Oy Max

Plus I’écart interquartile Q; — @, est grand, plus les

valeurs de la série sont dispersées autour de la me-

diane.
Le rapport interdécile L4/} met en évidence le
rapport entre le haut et le bas de la distribution.

Intégrale, valeur moyenne

= L'intégrale d’une fonction f sur [a; b] est égale @ la variation d'une primitive F entre u et b

j:.f (x)dx=F(b)=F(a)

« La valeur moyenne de f sur [« ;] est le nombre p défini par:

o (L S S EE,

Courbe de Lorenz - Indice de Gini

Part cumulée
de ln grandeur (en %)
100% 4 Hane
deparfate
eqalite £ [ 5
: S Ligne
‘ﬂ di parfaite
- inégalits
0 100 %

Part cumulée de la population {en % )

La courbe de Lorenz permet de calculer I'indice de
Gini :
ti=2xs

Plus les inégalités sont importantes, plus la courbe de
Lorenz séloigne du segrment |04 ] et plus I'indice de
Gini est élevé et se rapproche de 1.



Yéval : Oummion o TR
évalue mes connaissances e S
"m;'.!‘ Iu
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1. Une série o un écart type égal i 1,4,
Une série de méme moyenne, mais plus o =14 o =14 a>=0
homogene, aura un écart type o tel que :

2. On donne la série suivante,

3
1

x 6|7 8|9 ¥=106 Me=T G~16

5]3\2_4_

i

J-

3. On daonne le diagramme en boite suivant.

R Me =20 G -=25 (h =40
0 10 20 30 40«

4, Une primitive de la fonction f définie sur T ; . e ; 2
10;+=| par f(x)=1-2Inx est: L Bl ey
5.5 f(x)=e* +1 alors une primitive £ de / R i X a E

est donnée par Fay=wtx Flx)= Tiaa Fle) =3

6. Soit f lo fonction définie sur [
par f(x)=32% lrf'(.x)dx 21 63
La valeur moyenne de [ sur [1;4] est ; 321

Indiquer pour chague affirmation si elle est vraie ou fausse. Justifier.

Partie A. 1.Les 20 % des salariés les moins bien payés de l'en-
1. L'écart intergunrtile est un indicateur qui mesure la treprise gagnent au plus 16 734 euros par an,
dispersion autour de la moyenne. 2. La mediane est égale @ 24 576 euros.
2_Le premier décile Dy est la plus petite valeur de la 3.32345< (), < 34578
série telle gu'au moins 10 % des valeurs de la série |ul 4. Le rapport Interdécile Dy/D, est environ égal @
soient supérieures ou egales, L2 264,
3. Le cinquiéme dedile est egale au deuxieme quartile.
4. Si, pour tout réel ye[a;b],ona m= flx|=M, Partie C.
alors la valeur moyenne i de la fonction sur [a: 5] est Soit / la fonction definie sur v A
comprise entre m et M, I'intervalle [0; 1] par: :
5. Plus I'indice de Gini est proche de 1, moins les ine- f(x)=0,7++0,3x | | :
galités sont importantes. de courbe représentative I 4

. dans un repére orthonormé 024
Partie B. Thvach O B

i o - S d'origine 2, et les points —
La repartition des salaires anruels nets, exprimés en 0|02 1 X

A(1:1) et B(1:0).

n i nnée ci r .
eurn, dans une entreprise est donnée ci-dessous pa 1.7 est concave sur [0;1].

gecli: : 2.La courbe €, peut Etre la modélisation d'une
D, D, D, D, D courbe de Lorenz,
12345 16734 | 18254 22536 | 24576 | | 3.L'agiredu tiangle OAB est égale a 1.
Ds o Dy By 4. L'aire du domaine defini par la courbe ‘G, I"axe des

obscisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équation

25786 | 3245 | 34578 | 54609 | VISR | | . qestegaleaD32Sunited tie.
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaux

B@ 1. Donner le coefficient multiplicateur associé
G chague évolution. .
+15% ;6% +33% ;-10% ;1% ;+7 %
2. Donner |'évolution en pourcentage associée &
chaque coefficient multiplicateur.
1,08:1,265;095:087:1,2;05;2,

Résoudre dans % |es aquations suivantes.

1. 2 -7x=0 2 (-5x+1)e* =0
B Dresser le tableau de signes de la fonction f
1. fix)=(5x—2)e* surR.

2. fx)=(3-%)(x2+ c+1)sur R,

[E0 Dans chacun des cas, déterminer 'expression de
la fonction dérivee, sans étudier I'ensemble de
dérivabilité.

1 fx)=(4x-1)e
3. flx)=4/r-3

2 ftx]=%+ 301
4 flx)=2ve"

6. f(x)= 222
e

1. Soit u la suite géométrique telle que u, =4 et
de raison ¢ = 0,8.Pour tout entier naturel i :
o. exprimer u, , en fonctionde u,
b. exprimer u,, en fonction de n:
2. Soit v la sulte géométrique telle que v, =6 et de
raison g =1,04. Pour tout entier naturel » non nul :
a. exprimer v, .y en fonction de v, ;
b. exprimer v, en fonction de n.

teur de chacune des droites
tracées dans le repére ortho- @ |

Lire le coefficient direc- \y _
d

@f On donne ci-dessous la loi de probabilité
d’une variable aléatoire X.

4| 4|06 2|3
01 | 005 03 | 015 04

1. Caleuler P(X >0}, 2. Caleuler P(X =2),
3. Calculer £(X).

On considere deux évenements A et Bd'une expé-
rience aleatoire. On sait que: :

P(A)=06; P(8)=0,5 et P(AB)=0,2
Calculer P(A):#4(A) : 75(8): P(ArB) : P(ANB).

Automatismes du théme

Déterminer une primitive des fonctions
suivantes :
1) =42 —x? +7x -1 sur k.

2. f{r}=r2xﬂ%sur 10540 3. f(x)=tes ~1surR,

5 soit [ la fenction
définie sur R par :

f(x)=e'+x~1
Expliquer et Justifier les
resultats obtenus sur
I'&cran de |a calculatrice
ci-contre.

13 Dans chacun des cas, calculer la valeur moyenne
de la fonction /" sur L.
1 flx)=3x*+1sur 1=[0:2]

2 flx)=e sur1=[0:3] 3. f(x)=2 sur1=[1;5]

Soit f la fonction définie sur R par :
S{x)=Be+1)e? e

Justifier les résultars 2 |Peemeibauslion

ci-contreobtenusa l'aide | * ~¢ “®*~ U

d'un logiciel de calcul 3 |Fectemeriense@enesticy)

formel. - aemEx-2)

1D Etudier la convexité des fonctions données,

1 f(a)=b-esur 2 f(x)=1-dlnxsur]0;+oe]
m@ On considére la série statistique sulvante.
Valeurs 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35
Effectis | 7 | 14 23 | 30 | 10 | 16
1. Compléter le tableau par la ligne des fréquences

cumulees croissantes, _
2. En déduire les valeurs de Me, ,, Qi:, D etDg.

E13 On considére I série statistique suivante.
Valews | 1 | 3 4 5 | 7 |10
Effectifs | 23 | 12 | 2 | 11 | 10 | 12
A I'aide de la calculatrice, déterminer :

1. la moyenne et |'écart-type ;
2. la médiane et |'écart interquartile.

m On donne ci-contre le [ —
diagramme en bofte d'une

Lire les valeurs du minimurm, L

du maximum, de la médiane

serie statistique.
Me.des quartiles Q; et @5, v owm©




Gxercices

(22 Salt ' une fonction polynéme définie sur [X. On
note j” sa derivee, [ su dérivee seconde el F une pri-
mitive. Dans chacun des cas, déterminer /7, f” et F.
1 f(x)=8x3-6x2+2x+7

2 f(x)=0,003:3+0,01x2+0,005x

3, f(-x}=—%ﬁ +-§x2+*11—2_x—%

FE sait 1 1a fonction dafinie sur [t par F(v)= e’
1. Etudier les variations de f.

2. Etudier la convexité dej

3. o. Montrer que |a fonction F définie [R par:
F(x)=(x?-2x+2)e* estune primitive de f sur [
b. En déduire la valeur exacte, puis une valeur appro-
chée @10~ de 1= /(x)ds.

E soit  la fonction définie sur J0; +=<| par:
fx)=x+2+Inx

1. Etudier les variations def.

2. Etudier la convexité de f.

3. o Montrer gue |a fonction F définie |0;+=<| par:

.
Fly)= E;’ +x+ 1+ 2lnx est une primitive de /.

b. En déduire la valeur de | = sz[.t)dx.

ACTIVITES
MEMTALES
RARIDES

m Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

m Recopier et completer les phrases suivantes.

1. L'écart type mesure la dispersion autour dela....
2. ... mesure la dispersion autour de la meédiane.

3. Plus I'ecart type est grand, plus ...

4. La mediane partage la serie en ..., les guartiles en
... etles ... en dix séries de méme tallle.

5. D, est la plus petite valeur de |a série telle que ...

m Vral ou Faux ?
Soit) une fonction continue sur [a; b ] et F une primi-
tive de f sur |a:b|.
1. Pour tout réel xela:b], (x)= F(x).
!
2. [ fla)de=7(b)-fla)
3. La valeur moyenne de f sur [a; h] est égale &
1
p=—(F(b)=F(a))
4. L'aire du domaine du plan compris entre la courbe
reprasentative de f, I'axe des c:bsclssabet les droites
d’équation r=n et v=0 esteégale a I Fla)dy.

Jﬁ‘- Comparer des séries statistiques

& ocm E:E%ﬂ%g -

On considere une série statis- Ext_q. ax
me=
tigue pour laguelle on a obten = i
e Pou jas e on G N HR IS
les résultats d-contre a 'vide de =35
la calculatrice. E}%uz

Dans chacun des cas, indiquerla 2=,
bonne réponse.
1. Lo moyenne de la série est environ égale a :

a.10 b.9 . 351
2. Le cinquieme decile est égal a:

a. 10 b.9 .23
2. L'écart type est environ egola:

o 538 b. 4503 c. 5,30
4. L'&cart interquartile est égal a:

a. 21 b.10 &5

28 On considére les séries 8- et 55 suivantes,

= 5,:90;100,100;110

»55:95;95;105;705

1. Calculer, @ la main, la moyenne de la série 1, puis
celle de ld serie 2.

Peut-on les différencier & I'aide de cet indicateur ?

2. a. Quelle semble étre la série la pl us dispersée ?

b. Calculer, & la main, I'écart type de la série 1, puis
celui de lasérie 2 Comparer finalement les deux séries.

m Dans un questionnaire, on demande aux per-
sonnes interrogées une valeur numeérique sur leur
degré de satisfaction, qui est un nombre entier entre
0 (pas du tout satisfait] et 10 {totalement satisfait),
On note o I'ecart type de la serie des réponses obte-
nues, Pour chaque valeur de o associer une situation.
DI=o=2 Do=6 @a=0

1. Les personnes sondées sont unanimement d’accord,
2. Les personnes sondées sont partagées.

3. Les personnes sondées sont globalement d'accord.

m Vrai ou Faux ?

Un échantillon est repré- 6

senté par ce diagramme, f‘l

1. Lo mediane de cette 3

série est 7,5. :

2. L'ecart interguartile g

@5 0, vaut 3. 56 7 8 910
3 f:5K5+5x2+7}C5+8){3+9+1UX3

6
4. Un autre échantillon a un écart type égal @ 3. Il est
plus homogéne que |"&chantillon ci-dessus.
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GXe rcices
m Vrai ou faux ¢

On danne d-dessous les diagrammes en baite de deusx
series A et B.

it Sl

— L=k 1

Sl A

T 3 T T T T T T ¥ ¥ F __F

10 20 30 40 50 60 70 80

Pour chagque affirmation, indiquer si elle est vrale ou
fausse.

1. L'etendue de |a serie A est plus petite que I"étendue
de la série B,

2 Laserie B et lo série A ont la méme mediane,

3. La série B est plus dispersée que la série A,

m On donne des informations statistiques pour trofs

séries de salaires horaires bruts (en eurn) en 2014.
Source : Eurastat

Pays | France | Allemogne = Royaume-Uni
D, | 99 80 85
Me | 148 | 153 | 147
By | =263 | @z | 37
MM_I‘L ' 'I.g 1_.'3' l 1.7.
Do, | 27 | 38 | 38
D, /Me 18 20 22

1. . Donner les voleurs de Dy, Dy et de la médiane
de la série des salaires horaires bruts pour |a France.
En donner la signification pour chacune.

b Vérifier les valeurs données des ratios Me/lD),,
DyIDy et Dy/Me . Interpréter les résultats dans le
contexte de |'exercice.

2. Entre lo France, ' Allemagne et le Royaume-Uni,
quel pays a la plus grande disparité :

o. parmila partie bosse de la répartition des salaires 7
b parmi la partie haute de la répartition des salaires ?
c.sur I'ensernble de la répartition des salaires ?

% Interpréter une intégrale,
une valeur moyenne

ED acm

Pour chague question, indiquer la (ou les) bonne(s)
réponse(s).

1. L'dire, en unité d'aire, =
du domaine coloré est 1 F=3us

a. LB:‘HT dx b. Jf?nﬁdf

\

9
c. _[ﬂ Ifxdr o 24

164

2. Soit i, la courbe ¥
representunt une
fonction f continue

sur [-5;5].
Q.J_1f{x}dx*:-:0 T B ) T i e
b 1".[ }d_r c 1£jl:f(.ﬂdx£5

45 Soit fla fanction définie sur [-1; 7] représentée
cl-dessous.

1. Exprimer, @ |'aide
d'une intégrale, " aire .
Z. Par lecture graphique,
donner une valeur
opprochée de cette gire
en unite d' gire.

3. En déduire une valeur approchée de la valeur
moyenne de la fonction f sur [1;5].

4. Vérifier graphiguermnent en utilisant la hauteurd'un
rectangle construit sur l'intervalle [1;5].

£ La croissance | [Grmermarime
d'une population, i .-{'i‘kﬁh‘fﬁ_?nl 9k
en million, est S CRCE S
- v Proprigdes  Valaur

modeélisée par la s intdzeale  (B.£212
fonction J* définie | L SR 21

[ i b {Motemile ZM03 ..
sur ‘EPGI' -I:l 1T % 3 ‘IJ Y ]

flx)=2e02

ol 1 est le nombre d'années ecoulées.
On a réalisé |a recherche précédente a |'alde d'un
logiciel de géometrie.
1. Que signifient les valeurs « Aire » et « Moyenne »
affichées par le logiciel dans le contexte de ' exercice 7
2. Démontrer les résultats obtenus par e logiciel

m Vrai ou faux ?

Indiguer si les affirmations suivantes sont vraies ou
fousses.

1. La voleur moyenne de la fonction / définle par
S(x)=xIsur[-2:2] est0.

2. La valeur moyenne de la fonction ¢ définie par
glx)=er"sur[0:4] est e-1.

3.la vuleur moyenne de la fonction & définie par

j[a}-— - sur [2:5] estlng.

Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur
mayenne de la fonction f sur I'intervalle 1 donné.

1 () =222+ Ix=1sur 1=[-2;2]

2. £(x)=0,01x3-0,992 sur | =[0:1]

3. f(x) =4 —‘!+3e‘ sur [=[0;1]

4. f(x)= 3——5url [1:e]



Bxercices e

m Des outils statistiques

39 Ep 2019, une .
entreprise employcit | Catégorie | Cadre
deux cadres et six | Salaire
ouvriers,

1. Calculer le salaire moyen d'un employé.
2. Lesresultats de I'entreprise étant bons, le chef d’en-
treprise décide d'augmenter tous lessalaires de 10 % et
d'engager cing ouvriers supplémentaires. Un employé
affirme : « Malgré nos augmentations, le salaire moyen
de I'entreprise o baissé. » 5'est-il trompe ?

| Duvrier

| 6000€  1400€

On donne ci-dessous les prix. en €/L, des carbu-

rants dans |'Union européenne en novembre 2018,
Source : Commission curgpeenne

SPES Itolie T, o
Gréce 1460
Pays-Bas 1406
Danemark 1467
Allemangna 1438
Poltugal 1,419
Firlande 1,480
| 1535 ST
E 498N Idonde 1,429

L S ol Suide

il CTEEE | Royaume-Uni IR
i TAEE | Union eump: 1433

g EASAN  Belgigue IRESENEEE
CHMEs Slovargie 1,330
[ SIEEI  Estonie 1381
[ 13730 Croatie 1388
RN Moalte 1230
IEE0N  Slovénie 1.363
BENFAS Espagne 1275
3290 Autriche 1323
322 Lettonie 1.274
3130 Chypre 1385
CI2E9 Rep. Tcheque | 1303
2420 Litvonie 1238
219 Luxembourg | 10189
=15 Hongrie 1:331
205 Roumonie 1281
COSTABTY Bulgarie 1196
. liEd | Polcane 1,227

France: 1,535 € France: 1,515 €

1. Caleuler les indicateurs statistiques (moyenne, écart
type, médiane et quartiles) des deux séries.

2. 0. Laligne « Union européenne » indique un prix de
1,486 €/L pour le SP95 et 1,433 €/Lpour le Diesel. Ces
valeurs correspondent-elles aux deux moyennges calou-
lées dans la question précédente ? Expliguer pourguol.
b. Expliguer et commenter pourguoi certaines cases
sont coloriées en vert foncé ou en orange fonceé.

3. Un journaliste, s’ appuyant sur ces données, sou-
haite intituler un article : « La France, un des pays de
I"UE oul le prix des carburants est le plus cher. » Sur
quel(s) indicateur(s) statistique(s) s’ appuie-t-j| ?

4.0 Daprés I'INSEE, le salaire médian net est de
1710 € par mois en France en 2017. Calculer le
nembre de pleins de 50 litres gue "on peut faire en
France avec un mois de salaire médian.

b Ense basant sur le salaire médian en 201 7 et les prix
des carburants en 2018, la Commission européenne
donne le nombre de pleins de 50 litres que 'on peut
faire avec |"éguivalent d 'un mois de revenu méedian,

Ces données peuvent-

SP95 -Diesell
elles remettre en cause |— |
P Luxembourg | 51,4 | 49,3
les analyses foites a la | : !
question 3. 2 Roumanie 36 | 38 |

m L'INSEE donne le poids des dépenses de loge-
ment selon les revenus, en %, pour 2001, 2006 et
2013.

2001 | 2006 | 2013
Les 10 % les plus madestes l 31,4 341 421
Les 10220% 229 | 242 | 285
Lles20% a3l % M3 | 229 | 253
Les 30 3 40 % 208 [ 217 | 235
Les 40 a 50 % l 196 | 200 22..3
Les 50 360 % 1183 | 188 | 210
Les 6D a70 % . 178 | 176 | 180
Les 70 180 % T1s7 [ 157 | 176
Les 80 a 90 % - 139 | 145 | 1581
Les 10 % les plus riches 1 98 | 100 | 108

Fin 2017, I' Observotoire des inegalités écrivait : « Les
10 % les plus modestes consacrent 42 % de leurs reve-
nus au logement, soit quatre fois plus que les 10 % les
plus aises. Le poids des dépenses de logement s'est
fortement accentué depuis 20017, essentiellement
pour les ménages les plus pauvres. » ustifier,

g Des outils issus de I’analyse
g info

= On appelle courhe de Lorenz la représentation
graphique d'une fonction L définie sur [0 1] verifiant :
SL{0)=0etL(N)=1;

- L est croissante et convexe sur [0:1]

- pour tout réetxde [0, 1], L{x)=x.

= En notant 0 0;0) et A(1;1), l'indice de Gini est le
double de |'aire du domalne compris entre la colrbe
représentative de L et le segment [CA ] en unité d alre,

Pour les exercices £23 a B, montrer que la courbe
représentative de la fonction [ définie sur [0;1] par
I'expression donnée est une courbe de Lorenz.

Puis calculer la valeur exacte de |'indice de Gini.

€ ()= BB ;()=02:2+08x

2 4 1
Ll ff»'i':l=‘2__r—1 mf[.l'}='§x[:x~_—2f—%
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B xercices exmmm
m.f{xh%—ﬁ &)= 2 -08

(3-x)°
Analyse d'un énoncé

@ Exercice commenté

Le graphigue suivant donne la répartition du revenu

imposahle et du montant de I'impat sur e revenu

en France en 20186, Souree ; Sénat
Y 4 Part cumulze du revenu imposable

Part curn ulge de 1T impot suf le revenu

G D'2 T T T L] 'i — -;.
Part cumules de la population

On modélise les fonctions de répartition durevenu
imposable et du montant de I'impot sur le revenu
respectivement par les fonctions f et g définies sur
[0:1] par: f(x)=0,75:+0,25x

si 0=x<04 g(x)=0

o . pBla-04l 4
si D4a=x=1, g(r]:w

ol xcorrespond @ la part cumulée dela population.
1. 0. Montrer que la courbe représentative de /' est

® [l faut vérifiergque;« F(Q}=0 et f(NH=1;
s [ esl croissonte et convexe sur [0;1]
= et pourtout x=[0;1] 7 (r)=x.

b. Coleuler IMintegrale Iz_{;f{x}dr.. En déduire

I'indice de Gini pour les revenus imposables en
2016.

® L'|ndice de Ginl est le nombre G =2 =34, avec 4l
I'alre du domaine délimité par (€4 ] et la-courbe de
Lorenz Il faut utiliser la valeurde [
Z. o Montrer gue la fonction g est continue, crois-
sante et convexe sur [0;1].
b On odmet que la courbe représentative de g est
une courbe de Lorenz. Calculer I'indice de Gini pour
l'impat sur le revenu pour 2016.

explication,

ns, En donner une

artitk

€ Plus l'indice de Gini est petit, plus la répartition
est égalitaire.
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m Application immédiate

Les repartitions des salaires dans deux entreprises
A et B sontrespectivernent modelisées par les fonc-
tions et g définies sur [0:1] per:

flx)=0,25x +0,25x240,5x et g(x)= E
a représente la part cumulée de salariés ayant les
salaires les plus falbles dans chaque entreprise et
fx) (resp. g(x)) représente lo part de la masse
salariale totale que touche cette proportion x de
salariés dans I'entreprise A (resp. |'entreprise B).
Onrappelle que lo masse salariale est la somme des
remunerations brutes des salariés de l'entreprise.
On naote f et I |es courbes représentatives respec-
tives de f et g, et les points 0(0:0) et A(1;1).

Part de la masse salarole A

e

1+

0,2

1 X
Part cumulée de |'effectif total

1. o. Montrer gue 6 est une courbe de Lorenz
1
4. Calculer l'intégrale I = L Flx)dx.

2. o Calauler g(0) et ¢(1).

5. Justifier que la fonction g est croissante et
convexesur [0;1].
c. Pour tout reel

x€[0:1], on pose 9 ]
Wmg-x. w6+ |
Justifier |es élé- - el
ments donnesdans | A'lx) | g

les tableaux de h(0)

signes et de varia- | A'(x) | =

tions ci-contre. '

o En déeduire que hix) 3

lacourbe T est une |
courbe de Lorenz. hix) _ 0 =
2. Montrer que : ;

j;.g(xji&x = % xH.
3. Calculer, pour chaque entreprise, la valeur exacte
de I'indice de Gini des salaires.
4. 0 Dans quelle entreprise la distribution des
salaires est-elle la plus irrégulierement répartie ?
5. Le graphigue permettait-il de prévoir ce résultat ¢



-~ pprendre d chercher

,-’_\\_
D{x,: ELOPPER

COMPETENCES
B Pourquoi prendre en compte I'inflation ? =

« Baguette de pain, essence, voiture neuve, sucre, ceufs. .. Une info-

= _

graphie réalisée par le site de la Dépéche du Midi qui tircule beaucoup <5 i GACOUTAIT COMBIEN
L= '

sur Facebook depuis quelques semaines (plus de 60 000 partages o

rien que surce compte) montre une inflatlon galopante sur de nom-

breux produits du quotidien depuis 1980. ki ne
Labaguette de pain est cinsi passée en présde 40 ansde 0,25 6UIG v vn  ew | e
@ 0,87 euro, le litre de |ait de 0,38 euro a 0,94 euro, la consultation  *™= — ~—— "% | W e
meédicale de 5,56 euros a 25 euros et celui-d'une voiture neuve de wrcovmmin o v | 3m i
4 300 & 10 000 euros. Ces prixbruts laissent donc entendre QUENE  www s | v e
pouvoir d'achat des Frangals a &té massacré depuis 1980 st (s TN
Sauf quiily a un probleme et 'article de la Dépéche quicccompagne  seiews e, | Alariatia
I'infographie est bien plus nuancé : ces prixne tiennentpas compte . i | W ;
de l'inflation globale (un franc de 1980 n'avait paslaméme valeur 7= = | g
que le franc au moment du passcge a l'euro et, convertl en euro, il e i

a encore moins de valeur aujourd'hui) et de | évolution des salaires

depuis 38 ans. [...] Et ¢ca change evidemment tout. »
Source | bfmiv.com/economia- 28/11/2018

1. a.Ens uppuyunt sur les passages surlignés en jaune, expliquer le probléme exposé,
b. Donner |[es el

5 qu'il faut CHERCHER pour analyser I'évolution des prix.

2. Analyse brute des données
o. Calculer le coefficient multiplicateur
CM des prix, @ 0,01 prés, pour chague
produit entre 1980 et 2018.
. Calculer lo moyenne des CM. Interpréter Ie résultat en termes d'évolution des prlx entre 1980 et 2018.

Prodult |Baguette Boeuf | Lait | .. | Voiture
M 348 w2 | w |

3. En prenant en compte I'inflation globale

Ci-contre un autre extralt de l'article. La baguette cotitait 1,67 franc en 1980
o. Veérifier les calculs surlignés en jaune. selon le site France-Inflation. Si on utilise
b. D'aprés le convertisseur Franc/Euro de la conversion légale de |'euro en franc
I"INSEE, campte tenu de I'érosion moné- (1 eure = 655957 francs), on arrive
taire due a l'inflation, le pouvoir d'achat effectivement au prix de 0,25 eliro la
de 1,67 F en 1980 est le méme que celui baguette, Ce qui fait effectivement
de 0,72 € en 2018. beaucoup moins cher que |e tarif actuel. Q
Expliguer et commenter cette information,
-
4. En prenant en compte Févolution des salaires / [l est rarement ] L
Au 1¥ juillet 1980, le SMIC horaire brut &tait 13,97 Francs (213 €) Judicieux d’utiliser des <
et au 1% janvier 2018 de 9,88 € (64,81 Francs), contbey Shtey, Soutent

mises en valeur par
des représentations
« Visuellement parlantes »

sans chercher de données
5. Mener une comparaison des prix des objets du quotidien \\cnmp!émentmres.

entre 1980 et 2018 =

Commenter et analyser les prix donnés en fonction de lavaleur
du SMIC horaire.
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A partir de quel revenu est-cn

« riche » ou « pauvre » ?
L'Observatolre des inégalités
considére gque:

= |¢ classe moyenne est constl-
tuée des personnes situées entre
les 30 % les plus pauvres et les 20 % les plus riches ;
s une personne est qualifiée de « pauvre « lorsgue son
revenu est inferieur au seuil de pauvrete, égal ala
moitié du revenu median ;

= une personne est qualifiée de « riche » lorsque son
revenu est supérieur au seuil de richesse, égal au
double du revenu médian.

Le tableau suivant donne la réepartition des revenus
disponibles par ménage selon la tranche de revenu
pour I'année 2075, Source ; INSEE

Tranche de Limite | Revenu Part

revenuannuel| supérieursde | annuel | détenue
disponible | tranche (dédle) | moyen | {en %)
Inf.ad, | 13630 | 10030 | 28
De D a b, 17470 | 15630 | 43

. DeD,aD, 21120 19280 | 53

Depjap, 25390 | 23210 6.4
De D, a D, 30040 | 27680 | 76
De D: & Dy 35060 | 32470 | 89
De Dga D; 41290 | 38080 | 105
De b, a Dy 49350 | 45070 | 124
De Dya D, 63 210 | 55300 | 152
Sup. & Dy " \ 96240 | 265

La colonne « Part détenue (en %) » contient, pour
chague tranche, lo part que représente la totalite des
revenus disponibles de la tranche par rapport & l'en-
semble de tous les revenus disponibles,

Partie A Analyse des données

1. Lire le revenu disponible annuel médian.

En déduire les valeurs annuelles, puis mensuelles du
seuil de pauvreté et du seuil de richesse, en euro,

2. Préciser la fourchette des revenus disponibles
annuels, puis mensuels pour la classe moyenne.

3. Caledler le rapport interdécile. Interpréter.

4. o Représenter les donnees en placant :

= an abscisses, |a part cumulée des ménages ;

= en ordonnées, le montant des déciles.

. Ensupposant gue la répartition des revenus est régu-
liere dans chaque tranche, estimer graphiguement .
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= la proportion de ménages situés en dessous du seuil
de pauvreté ;

« la proportion de ménages situés au-dessus du seuil
de richesse,

Partie B Courbe de Lorenz et indice de Gini
1. o Calculer le revenu disponible annuel moyen de
I'ensemble des ménages francais en 2015.
b Ennotant 7 |'effectif total des meénages en 2015,
justifier que
= la somme de tous |es revenus disponibles est égale
0136299 N ;
= la somme de tous les revenus disponibles inférieurs
@ Dy est égaled 10030x %
. En déduire que o masse des revenus détenus par la
tranche « Inf.a D, » est égale @ environ 2.8 % .
. Justifierde méme que la masse des revenus detenus
par la tranche « Sup. @ Dy » est égale denviron 265 %
2. La courbe "¢ donnée LD ;

art cumulée de revenus
ci-contre est la courbe de - A
Lorenz des revenus dispo- 11
nibles pourl'année 2015, i @
Expliquer comment cette |
courbe o été construite.
3. la courbe ¢ peut étre _ ™
approchée par la courtbe 91 02 1 x

5 . Part cumulée des ménages
représentant la fonction /
définie sur [0:1] par:
f(x)=0,7:>+0,3x

On considére les points 0(0;0) et A(1,1).
o Justifier que la fonction f est croissante et convexe
sur [0:1] puis que, pour tout réel x€|0:1], /(x)=x.

Y=

'
b Calculer I'intégrale f = Iﬂ,r'( vidy,

. En déduire la valeur de l'indice de Gini des revenus
disponibles, egal a |'aire du demaine compris entre le
segment [0A] et la courbe ‘€.

. Sur le site de I'INSEE, on peut lire que I'indice de
Gini pour les revenus disponibles était égal a 0,348
en 2015

Y a-t-il moinsde 0,1 % d'écart avecla valeur obtenue
é la question . 7

g
:Jl‘-'

Les ménages peuvent prendre des formes trés différentes :
cElibatoires, couples, nvec ou sans enfants, ete Tl est
souvent plus pertinent d' tudier les revenus disponibles
pour chogue sous-groupe, ou alars d'étudier le niveou de
vie des ménages, gul prend en compte leurs différences de
taille (voir exercice EEY).



Le tableau ci-contre donne, dans la

La place de la France dans la zone Euro en 2018

Pays DJp, | © Pays DD, | G

zone Euro pour I'annee 2018 ; ' '

| i Dy d Allemagne 5.07 ‘ 0317 Ttalie 6,09 0.334

e rapport interquintile — de
* oy q Ly Autriche 4 0,268 Lettonie 6,8 0.356
Reweny disponibic Squivelent, clest Belgique 378 | 0256 Lituanie 7.09 | 0.369
d-dire le rapport entre le revenu total Chyore 429 | 0291 R — 572 | 0332
percu par les 20 % dela population
ayoint le revenu le plus élevé (quintile Espagne 603 | 0332 Malte 428 | 0.287
supérieur) et le revenu total percu Estonie 507 | 0306 Pays-Bas 405 | 0.274
parles 20 % de lo population ayant Finlande 36 0,259 Fortugal 522 | 0321
'ﬁ'fre“er]"-' le plus bas (quintile France 423 | 0285 | Slovaquie | 303 | 0,234
inferieur) ; , j '
= le coefficient de Gini ; du revenu Giees 381 | 9383 Sloveme 34 | 0.234
disponible quivalent. Irlande 423 | 0,289 | Total (Zone Eurc) _ 5,07 0,306

Souree : Furnstot

Etudier la position de lo France en Europe quant & la dispersion des revenus. On calculera des caractéristiques
statistiques (pesition et dispersion] et on construira un graphique pour argumenter.

... en sociologie

Voicl ceque I'on trouve dans | "édition 2018 de I'INSEE
sur Jes revenus et le patiimoine des ménages.

« Le concept de niveau de vie est utiliseé pour com-
parer les ressources des personnes vivant dans des
ménages de taille ou de composition différente.
Conventionnellement, tous les membres du ménage
ont le méme niveau de vie, calculé en rapportant le
revenu disponible du ménage au nombre d'unitésde
consommation (UC) qui le composent,

Afin de tenir compte des économies d’échelle pro-
curées par la vie en commun, le premier adulte du
ménage compte pour 1 UC, toute personne supple-
mentaire de 14 ans ou plus pour 0.5 UC et chaque
enfunt de moins de 14 ans pour 0,3 UC. Un ménage
ayant 1 000 euros de revenu disponible o donc un
niveau de vie de 1 000 euros s'il se compose d'une
seule personne, mais de 667 euros sice ménage est un
couple ou encore de 476 euros s'il s'agit d'un couple
avec deux enfants de moins de 14 ans. »

La colonne « Part détenue (en %) » contient, pour
chaque tranche, lo part que représente la totalité des
niveaux de vie de la tranche par rapport @ l'ensemble
de tous les niveaux de vie,

Tranche de I:i1:l1i'te z .Pm—t
nfumay dasle superieure de devie | détenue
tranche (décile) | moyen | (en %)

| mfab, 10860 8280 | 35

DeD, & D; 13670 | 12350 | 53

| Dep,ap; | 15970 14840 | 63

| DeD,aD, | 18150 | 70070 | 73

| Dep,ab, | 20300 | 19220 | 82

| Deb.aD; | 22570 | 21420 | 91
| DeD,aD, | 25500 23970 | 102
De D, aD, 29790 | 27490 | 117

| Debyab, | 37510 33130 | 14
| supam, | | 56640 | 243

Le niveau de vie en 2015

Niveau

Sowce : INSEE

1. Le tableau ci-dessus donne la répdrtition des niveaux
de vie selon la tranche de niveau de vie en 2015,
o Construire, dans un repére orthonormé, la courbe

de Lorenz £ du niveau de vie, gqui mel en relation la

part cumulée de |a population avec o part détenue
cumulée du niveau de vie.

b. Tracer sur le graphique précédent la courbe d'équa-
tion yv=0,56.0° +0,44% . Que constate-t-on 7

¢ En déduire une estimation de I'indice de Gini du
niveau de vie en France pour |'année 2015.

2. Selon I"INSEE, la distribution des niveaux de vie est
plus resserrée que celle des revenus disponibles.
Justifier cette affirmation en comparant les données
de I'exercice avec celles de |'exercice a
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Le tableau suivant donne la répartition des surfaces agricoles utilisées (SAU)

en France métropolitaing pour les années 2010, 2013 et 2016.
Source : Agreste

Proportion du nombre total | Proportion de la SAU totale
d'exploitations (en %) | {en %) I

2010 | 2013 | 2016 | 2010 | 2013 2076

' Moinsde20ha | 430 | 404 @ 400 | 45 | 39 | 37
De 20 & 50 ha 179 | 174 | 169 | 108 | 96 9

3 De50a100ha | 199 | 206 202 | 254 | 244 | 232
De1004200ha | 148 | 164 | 172 | 361 | 3639 376
Plusde200ha | 43 | 52 @ 56 | 232 | 252 263
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Partie A Comparaison entre 2010, 2013 et 2016
1. Le tableau a permis de construire les diagrammes
en bande sulvants pour le nombre d'exploitations,

Commenter.
Exploitations agricoles

Partie @ Comparaison avec la Réunion
On modélise la répartition de la SAU ala Réunion pour
I'année 2016 par la fonction g définie sur [0; 1] par:

0,11
il e
elx) T o

s — ;‘:g‘; sggﬂhgﬂ ol x représente la part cumulée des exploitations les
P50 5100 ha pluspetites et g( v ) lo part cumulée de la SAU détenue

2013 Wl De1004200ha par ces exploitations.
voom B Plusde 200 ha 1. Démontrer que la courbe représentant g est une

2016
0 20 40 60 80 100

S

2. Analyser I'évolution de la surface agricole totale
(5AU) en fonction de lo taille des exploitations en
France métropolitaine entre 2010 et 2016.

Peut-on dire que les structures agricoles ont tendance
a s'agrandir entre 2010 et 2016 7

3.0n a construit di-contre ¢

courbe de Lorenz.
2. Comparer les répartitions de lo 5AU en France
métropolitaine et & la REunion, en argumentant

Partie C Transformation des exploitations

Dans le tableau de I'Economie francaise de 2019, on
peut lire : « L'agiandissement des exploitations s'ac-
compagne dudéveloppement des formes sociétaires. »

P RArt o Iéeﬁg] S Cette affirmation est-elle cohérente avec les données
SAU en France métropoli- gl —
taine pour |‘année 2010, Norbre o
B d'exploitations 16 7
o, Expliguer comment cette SAL 7 20 Wl
courbe o été construite. —
b. Reproduirelafiguredans 01 02 Fwtcjmmé—; Emploi (ETP) 26 15 -
un repére orthonormé en des exploitations 0 10 20 30 40 50 60 70 80 50100
prenant 1 cmpour 0,1 unité, N 2016
omne :
Puis construire les courbes de Lorenz de lg SAU des d'expleitations 18 1008
années 2013 et 2016. Que constatet-on ? SAL 78 u WE
4. On modélise |es courbes precedentes par celle de N - ;
la fonction / définie sur [0:1] par: EmPOLLETE) e 25 : Tr -._%
exp(4,5x)—1 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100
flx)= Ex_p(-ﬁ,_'ﬁ}-—_" M Exploitations individuelles EARL GAEC

o Calculer f({0) et [(7), puis justifier que [ est crois-
sante et convexe sur [0:1].

1 .
b. Caleuler I'intégrale I=J0,f'(.r}dx.

¢ En deduire I'indice de Gini pour la surface agricole
utile en France métropolitdine.

B Autres formes sociétoires (SA, SARL...) et autres
personnes mordles

ETP: Equivalent temps plein
EARL : Exploitation agricoke @ responsabilité limitée
GAEC : Groupement agricole d'exploitation en commiun




L'indice de développement humain (IDH) est uti-
lisé paor les Nations unies pour mesurer |e niveau de
développement des pays, en prenant en compte des
données economigues, mais aussi des données plus
qualitatives.
1l integre les données suivantes :
» |'espérance de vie @ la naissance (qui donne une idée
de |'état sanitaire de la population du pays) ;
» e niveau d'instruction mesuré par ladurée moyenne
de scolarisation et la durée attendue de scolarisation,
avec |'idée que |'acquisition des connaissances facilite
les choix de vie des individus et leur liberté ;
= le P.LB. par habitant, calcule en parité de pouvoir
d'achat (PPA) (c'est-a-dire un montant assurant le
meme pouvoir d'achat dans tous les pays] ; le P.1B.
par habitant donne une indication sur |e niveau de
vie moyen du pays.
L'[DH est un nombre sans unité, compris entre 0 et 1,
Plus |'IDH se rapproche de 1, plus le nivecu de déve-
loppement du pays est &levé,

L'TDH d'un pays est égal a :

)'Iﬁ

X g iomon X !D;’\'Enu

(J'I.r:ngé'.'iié
ol !
* gnqavice €5t 1'INdice de longévité ;
o Iy o €5t INindice d'éducation ;

* Iysveny €5t 1YINdice de revenu.

Ces trois Indices se calculent & partir des valeurs
mesurées dans chaque pays, selon des formules
choisies et actualisées chaque année par les Nations
unies.

Le tablecu suivant détaille |es données de quelques pays pour |'année 2017,

ST Uindice de développement humain (TDH)

Alnst, pour I'IDH d'un pays en 2017 :

= L'indice de longévité est :
Esperance de vie a la naissance — 20
85-20

s On définit I'indice de la durée moyenne de
scolarisation :

_ Durée moyenne de solarisation - 0
LA 15-0
et I'indice de la durée attendue de scolarisation :
Durée attendue de scolarisation —0

18-0

L'indice d'éducation est la moyenne de cas indices ;

j!.-ongéuué i

/

Tome

i — Troy 1o
Education 2
s 'indice de revenu est ;
In{Revenu National Brut /heb }—1n(100)
in{75 000} —In(100)

Loy =

Carte des pays du monde par IDH en 2017

¥

M 0900 2t plus 0.650-0659 M 0.400-0449

W 0.850-0.899 0.600-0649 W 0.350-0399

W 0800-0849 0 0.550-0599 &l rholins

B 0750-0799 W 05000549 H Donnees
0.700-0.749 B 0.450-0.499 Indisponibles

Source : Nations uries

Espérance de vie Durée moyenne Durée attendue Revenu National
Pays  |a naissance de scolarisation de scolarisation Brut par habitant
{enannég) {en année) (en annég) (PPA en §)
Norvege 82271 12,567 18,061 68 059
Allemagne 81,180 14,132 17,096 46 946
Canada 82315 13,315 16,091 43 602
France 82541 11.417 15.486 40511
Japon 84470 12,800 15,231 407399
Etats-Unis 78851 13,413 16,274 56 140
Qatar 501 9.7 12,2 110 489

Peut-on affirmer, en argumentant, que |

1. Plus 'esperance de vie & la naissance est grande, plus I'1DH est grand 7
2. Plus la scolarisation est importante, plus I'1DH est grand ¢
2. Plus le revenu national brut par habitant, en PPA (parité de pouveir d'achat), est grand, plus I'IDH est grand ?
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| Onavucomment calculer I'indice de Gini d'une répartition en madelisant la courbe
de Lorenz par la courbe représentative d'une fonction aduptée.
Ce TP a pour but de calculer cet indice sans avoir recours a cette modalisation,
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}avaux pratiques

Comparaison de la répartition

du patrimoine et des revenus en France

en utilisant la répartition par décile,

 Utiliser un TABLeuR T3

Oblectif

Autometiser des cakuls
271 Jue de daterminer
un coefficient de Ginlk

On étudie ici la répartition du patrimoine brut et des revenus disponibles dans

|'ensemble des ménages frangais en 2015,

Répartition du patrimoine en 2015
La population est triée par patrimoine croissant.

Répartition des revenus disponibles en 2015
La population est triée par revenu croissant.

Part de la population dg gu?{rrtlg"ié;;neu;tul Part de |a population dzu::vﬁtf?;;ﬂ
Inf.a 10 % 0.07 % Inf.a10 % | 28%
De 10 % 420 % 029 % De10%a20% | 43 %
De20% a30% 0,81 % | De0%asex | 53%
De30 % a40% 228% De30% ak0% | 6.4 %
De 40 % a 50 % 478 % De 40 % a 50 % i 76 %
De50 % a60% 6,93 % | De 50 % a el % l 89 %
De 60 % a 70 % 9.11 % De 60 % a 70 % | 105 %
De 70 % a 80 % 11,86 % | De70%a80% 124 %
De 80 % a 90 % 17.24% | De80%a%0% 152 %
 Sup.a90% 4662% Sup.a90% 265 %

Partic A Etude de la répartition du patrimoine

1. Suisir les données du patrimoine dans une feuille de
calcul en colonnes A et B, puis calculer. en colonne C,
les frequences cumulées croissantes de la part détenue
(FCC) & I'aide d'une formule entrée en C3.

A A B &
Parl de la Part du FCC

1 population | patrimoine | patrimoine

2 0% 0% 0%

3 10% 0,07% 007%

B 20% 0.29% 0;36%

2. Sélectionner de focon discontinue {touche Ctrl)
les colonnes A et C, puls représenter graphiguement
la fonction de répartition du patrimoine, affine par
morcecux {inserer la représentation nuage de points).

FCC patrimeine

N .

J
i
ey
L]
[
ok
o
=T
Bl
=i
=

e TG GO 38R ADE G EER TE EDE lEE 00

2. Le domaine compris entre la courbe de répartition

du patrimoine précédente et |'axe des abscisses est

une succession de trapézes,

o. On rappelle que | "aire d"un trapéze est :

grande base + petite base
2

Justifier que'onpeut saisir la formule ={C3+C2)/2"10%

en D3, a recopier vers le bas, pour calculer I'aire du

tropéeze construit entre chague deédle.

b. Déterminer, a I'aide d'une formule en D14, 'gire

du domaine compris entre la courbe de répartition

du patrimoine et |'cxe des abscisses.

c. En déduire |'indice de Gini & pour le patrimoine.

4. Dans la situation 3 p. 155, on avait estimé cet indice

par une intégrale et on avait obtenu G =0,6.

Comparer avec le résultat de la question 3. ¢

#H= = hauteur

Partie B Etude et comparaison de la répartition
des revenus disponibles

1.Reprendre la partie A pour la répartition des reve-
nus dispanibles.

2. Compuarer ovec | 'indice de Ginl des revenus dispo-
nibles mesure par|'INSEE en 2015 : 0,348,

2. Comparer les répartitions du patrimoine et des reve-
nus disponibles en 2015,



r‘]ravaux pratiques

2070 : projection de la population francaise

Le document suivant est basé sur une publication de
I"'INSEE &tudiant la répartition de la population fran-
caise par tranche d’Gges sur différentes nnnées.

" | HI. LI IR - L o L2 £ Gl

Pypeiat om nn |
| tillisis] au B | DIBaes | I0S0awm  BDETus  EhMare  Thencatphs

o3 | Jamilar |

2 Hoin) 4613 | 285 ] Gl 7l H

K| iy [Sril] | Far 10 fi% 24 a4

4| FEn] 1 | 737 a7 & i 11,0% 17 7% 1

1 mﬁ T FETY [ 5% 10 TLER:

Le nombre d'habitants al'herizen 2070 dépend des.
hypethéses, surtout celles retenues sur la fécondité et les:
rrigrations.

Partic A Etude de la répartition en 2013

Dans cette partie, on pourm travailler evee un tableur.
1. Construlre le diagramme circulaire représentant la
repartition de la population en 2013,

2. Compléter le tableau sulvant donnant les effectifs
et |es frequences cumulees croissantes (FCC).

Différences salariales entre homme et femme

I"J
Doc 1 Distribution du revenu salarial annuel
en France en 2015 Source : INSEE
Femmes | Hommes | Ensemble |
1 decile {07 2110 2930 2470
1= guortila (0711 B 040 1112 4250
| Méd|ans (D5) 16750 | 20030 18 370
3 quartife (O3} 23630 ZE5T0 16070
& décile (DY) IZIT 7980 37 160
| Rapport interdécile (D9/D1] | 153 i3 15.0
D9/Midiane 19 21 20
Médiane/D1 79 6.8 74

Champ : France hors Mayotte, hors salariés agricoles
et apprentis staglaires, hors salaires versés par des
particuliers employeurs,

Doc 7 Evolution du salaire net mensuel en France

] ———

2010
2005

Caodres
superieurs

Pr Sions -
intermediaires
Emiployés-

1545 E

N1731€

(TN I

Quvriers <

B Homme: B Femmes
Source - INSEE, Obsarvatoire des inggaliiés

Mener une recherche |
e
my. o) gl Jab | Bl JOBGaRe | BOELa (Mo | 7o et pan |
(B |areler |
LR
1 ettty (oest]
Lo

1. 0. En utilisant le centre des classes, calculer la
moyenne et |'écart type.

b Construire la courbe des FCC.En déduire Lne vdleur
de lo médiane et des quartiles 0, et Q4.

. Construire le diagramme en boite associé,

Partie 8 Etude de la répartition en 2070
Par analogie avec la partie A, étudier la répartition
de la population en 2010, 2030 et 2070.

Partie © Analyse et interprétation

En s'appuyant sur les calculs des parties précé-
dentes, expliquer comment |a projection de la
population en 2070 peut impacter la répartition
des richesses et les inégalités en France.

Doc 3 Ecart de remunération entre les femmes et
les hommes en Europe
Différence de salaire horaire brut moyen entre les
hommes et les femmes, en % du salaire horaire brut
moyen des hormmes.
Les fermmes gagnent . % de moins que fes hommes
Evolution
= palets
2010 2017 de ¥

Rep, Techeqgue 216 21,1 —05
Allernngne 223 210 13

Evelution

enpatnts

2010 2017 de ¥

Daremark 171 143 —24
Noryege 161 143 —1B

Royaume-Uni 233 208 —25 Haong iz 176 14,2 =34
Autriche 240 19,9 —&1 | Irande 139 138 0p
Sloveguio 196 98 05 Bulgaric 130 136 05
Sulsse 178 3170 -08 | Suede 154 125 —J8
Finlarde 203 16,7 =36 | Gréce 150 125 —25
Porugal 128 163 35 Cioatie 57 116 59

Union eurnp. 17,1 160 =11 Palagne &5 72 27

Fronce 156 154 =02 | Belgique 02 60 —42
PoysBas 175 152 —26 | Imiic 53 50 —03
Espagne 162 151 —11 | Roumonie BB 35 —53

Source : Edrostat Observatoire des inégalités

A VECRIT OU A VORAL |
Ens'appuyant sur I'étude des documents et en
completant avec des recherches personnelles,
etudier les différences salarial es entre hommes
et femmes en argumentant.
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Inférence
bayésienne

Les capacités du théme

%r,. Exploiter un arbre
pondéré

shto. Colouler des
miobabilites simples
ot conditionnelles

AuxIx® siécle, une etude statistique
sur la population de Londres
mettait en eévidence que les
gquartiers hauts de la ville étalent
mains touchés par le choléra
que les quartiers bas Ce résultat
semblait confirmer une théorie
répandue a I'époque: la qualite
de I'air influait sur la propagation IET 2% e il
du choléra qui, pensait-on, se T - A — iy e e e
contractait par inhalation, On o 2 p

a découvert, presque au méeme
mament, que |'origine du choléra
&tait microbienne, que le microbe
etait ingéré et que ¢'était laqualite
de |'equ qui était en cause... La
qualitd de |'air étalt un « facteur
concomitant », sans rapport de
causalité avec le choléra

Voir Apprendre draisonner p. 188
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Partir d’un bon pied ph=esl i

i : ACTIVITES
B Diaporama pour tester les bases MENTALES RAPIDES

]
B Vrai/Faux : un arbre pondéré

Soient A et B deux événements d'un univers £1,

On donne |'arbre pondéré ci-contre., no4- B
Pour chacune des affirmations suivantes, 0}6” A &_
dire si elle et vraie ou fausse en justifinnt - 2

;
la réponse, &-_—{I
il s -

Affirmation 1: P{A)=0,4. z
Affirmation 2: F;(B)= 0,96,
Affirmation 3: P(AnB)=0,25.

Affirmation 4 : P(B)=0,29,
Affirmation 5: £, [_A_]:%.

QCM : interprétation d'un énoncé

Dans un lycée, on sait que 55 % des eleves sont des filles. On
sait également gue 35 % des filles déjeunent a la cantine et
gue 31,5 % des éleves sont des gargons ne dejeunant pasala
cantine. On choisit, au hasard, un éléeve du lycee,

On considére les événements F « |"léve est une fillew et D
« I'eleve déjeune a la cantine »,

Préciser dans chague cas la ou les bonnes réponses,

. P(F) estégaoled: a.55 b. 0.55

2. 0,35 est lo valeur de la probabilité de
o, D suchant que F estréalisé  b. Fsochant gue D est réalisa

55
“ 700

—d

c. EmD

3.0,315 est lo valeur de la probabilité de .

a. D sachant que F estrédlise  b. F sachont que D est réalisé
. FnD

4, P(D) estégale a:

2 035+0,315 b, P.(D)+B(D) ¢ P(FAD)+P(FrD)

Des evénements indépendants

Un maroquinier achéte des sacoches en cuir @ un grossiste.
Ces sacochies peuvent présenter deux types de défauts indé-
pendants I'un de 'autre: 2 % des sacoches présentent un
défout de coloration du cuir et 10 % un défaut de couture,
On choisit au hasard une sacoche dans le stock du maroqui-
nier, On considere les événements A « la sacoche présente un
défaut de coloration » et B « la sacoche présente un défout
de couture »,

; - - Caleuler la probabilité qu'une sacoche prise au hasard !
'_: s 1. présente les deux defauts;
surleshiesobection: [ :. e o 2. ne présente aucun défaut ;
Greshocketler e [ '. 3. présente au moins |'un des deux défauts ;
R 4. présente un seul défaut.
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Dans un groupe d’'adultes agés de 18 a 65 ans ayant été scolarisés en
France, on constate que :

« 82 % d'entre eux ont effectué une scolarité compléte au college.

» Parmi les personnes ayant effectué une scolarité compléte au collége,
97 % ne sont pas en situation d'illettrisme.

» Une persenne sur guatre, parmi celles qui ont interrompu leur scolarité
avant la fin du callege, est en situation d'illettrisme.

On interroge au hasard une personne de la population étudiee. On consi-
dére les événements C « la personne a effectué une scolarite compléte au
college » et I « la personne est en situation d’illettrisme ».

(1 Interpréter les trois données numeriques de I'énoncé en terme de
probabilités simples ou de probabilités conditionnelles.
b Compléter I'arbre pandére ci-contre modeélisant la situation,

£3 o Calculer |a probabilité que la personne choisle ait effectué une sco-
larité compléte ou collége et soit en situation d'illettrisme.

b. Une enquéte de I'INSEE affirme que « 7 % de la population adulte
dgee de 18 a 65 ans oyant été scolarisée en France est en situation d'il-
lettrisme », Ce constat est-il valable pour le groupe &tudié ? Justifier.

Déterminer et interpréter les probabilites (1) et 2 (C).

Objectif
Remohiliser {es connaissances
sur les probatilités conditlonnelles,

g info |
On parle d'illettrisme chez I'odulte
Iorsqu ‘ureadulte instruit n'a pas:
acguis une maitrise suffisonte
de la lecture, de |'&criturs et du
“calcul pour Etre autonome dans
les situations simples de la vie
courante.

_~C <

~E<

De quelle urne provient cette boule ? il \Uh_!qrnj

On lance un dé cubigue equilibré, Si on obtient 1, on choisit une boule
dans l'urne n” 1 contenant 90 boules rouges (numérotées de 1 490) et 10
neires (numeérotées de 91 a 100) ; sinon, on choeisit une boule dans |'ume
n 2 contenant 30 boules rouges (numérotées de 1 a 30) et 70 noires
(numérotées de 31 a 100). Ces boules sont indiscernables au toucher,

On a préleve une boule rouge, peut-on prévoir I'urne dont elle provient ?

ED Intuitivement, de guelle urne cette boule a-t-elle plus de chance de

provenir ?

£3 simulation de |'expérience aléatoire avec Python

o En utilisant ln fonction randint du module randaom, écrire une fonction

de( ) quisimule le lancer du dé et retourne le numéro d'une face.

b Compléter la fonction prelev_umel (] ci-contre qui simule le tirage

d'une boule dans I'urnen’ 1 et retourne la couleur de la boule prélevée.

c. De méme, écrire une fonction prelev_urne2( ).

. Compléter la fonction simul (n) quisimule »n répétitions del'expérience

et gui compte le nombre d'apparitions d'une boule rouge, le nombre de

fols gu'on a prélevé une boule rouge provenantdel’urnen’ 1, puis de I'urne

n’ 2. Cette fonction retournera ces trois nombres entiers dans cet ordre.

e, Utiliser cette fonction pour déduire une conjecture au prabléme posé,

Etude théorique du probléme

a. On note U, I'événement « tirer une boule dans I'urnen” 1 », U, « tirer

urie boule dans |'urne n” 2 » et R « tirer une boule rouge »,

A |'aide d'un arbre pondéré, calculer P(R). En déduire /7, (1;).

b. En déduire une réponse au probléme posé et confronter ce resultat @
celul obtenu par simulation dans la question B,

.

def

Utiliser la notion de probabilite o

condit:ionnelle pour résoudre
ur probléme du type
« de quella ume venl cette

. biaule * w

4

Uman' 1

[probabilité invarss),

L
.t
:k-dii'l‘h"
i i
} -1

Urren™ 2

prelov_wrpni(}:

no boule preleves=randing(1,108)

if no_boule prelevesc=. ¢
reburm: ..

elae:

FEEUM ..

shmuil fnye

no bouls rge-t
nb_tirage rge. urnel=a
nb tirage_rge_urnsd=0
for k in rangaln):
I del y==1:
if prelev_ urell Jr="rauge™:

el s

e
FETLMMN ..

nh_boule rge=...
nb_tiroge rge_urngl-...

176



Dans son Mémoaire sur fa probabillité des causes par les événements pub-ilé
en 1774, Laplace écrit .

Si un événement peut étre produir par un nombre g de causes
différentes, les probabilités de lexistence de ces causes prises de
I'tvénement sont entre elles comme les probabilités de I'événement
prises de ced causes, et ln probabilicé de Pexistence de chacune
d'elles est ¢gale a la prohabilité de 'événement prise par cette
cause, divisde par la somme de toutes les probabilités de événe-
ment prises de chacune de ces causes.

Interprétation avec les notations mathématiques actuelles
On considére quatre événements C,, C;, C; et B de probabilités non
nulles tels que C,, C; et 5 forment une partition de |'univers (1. 51 B est
un événement gui peut résulter des causes C,, C, el C;, alors:
B (B)x P(Cy)

L (C)= P(C,)% P, (B)+P(C,) < P, (B)+ P(Cy)x P, [B) (%)
B)x P(C
ED o Justifier la formule dite de Bayes : Pﬂ(jﬂ:%”:)(*)

b En déduire |a relation (+) en exploitant la formule des probabilités
totales. Donner des relations similaires concernant By (C,) et £y(Cy).

2] Application, Une entreprise fabrigue des piéces automobiles gréce a
trois machines, La machine A fabrique 40 % des piéces, la machine B en
produit 35 % et lamachine Cproduit le reste. 2 % des piéces de la machineg A
sont défectueuses cantre 3 % pour la machine B. Enfin, 99 % des piécesde
la machine C sont conformes.

On préléve une pigce dans la production de cette usine, celle-ci est défec-
tueuse. Quelle est la probabilité qu’elle soit issue de la mochine A 7

Formules de Bayes -

Objectiy

Décodvrir et apoliguer les formules b

| de Bayes.

Thomas Bayes Pierre Simon
(1702-1761) de Laplace
(1749-1827)

Les formules de Bayes sont

oppares indépendamment
dans les travoux de Bayes et de
Laplece concernant le probléme
de « la probobilité inverse »
appelée egnlement formule des
« probabilités des causes v, Ces
formules permettent en effet de
« rEfmonter fetemps », c'est-a-
dire de calculer la probahbilite de
réalisation d'une cause sachont la
realisation de sa conséquence,

Efficacité d’un test de dépistage

Un laboratoire a mis au point un test de depistage d’'une maladie. Ce
laboratoire indique les caractéristiques sulvantes

= lat probabilité quun individu atteint par la maladie présente un test
positif est égale & 0,99 ;

 la probabilité qu'un individu non atteint par la maladie présente un
test négatif est également égale a 0,99.

On s'intéresse & une population « cible » dans laguelle on procéde @ un
test de dépistage systématigue. La proportion de personnes malades
dans cette population cible est notée p. Un individu est choisi au hasard
dans cette population, on considére |es événements M « cet individu est
malade » et T « le test de cet individu est positif ».

(1 8 Interpréter les données de |'énoncé en terme de probahilité et tra-

duire la situation a I'aide d'un arbre ponderé,
99p

1+98,
¢. Etudier les variations de la fonction / sur intervalle [0;1]. Interpréter.

b Montrer que pp(M) @ pour expression: f(p)=

B caleuler la valeur des probabilites pp(M) et py (ﬁ] lorsque p=0,7
puis larsque p=0,005. Cornmenter les résultats obienus.

Objecti]
Muobiliser iz formule de Bayes 3
dans ur contexte medical,

Un tast n'est jomais parfait,

Les o fausx-positifs » et « foux-
négatifs » sont une difficulté
Inhérents a tous les tests. Pour
Buiter les surdingnostics, on évalue
la probabilité qu une personne
soit saine alors gue ke test se évele
positif. Cette probabilite dépend
fortemant de la proportion de
malades dans In population cible
(prévalence),

v
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Probabilité conditionnelle et arbre

On considére une experience atentoire, d'univers £2 munid’une probabilite .

B Probabilités conditionnelles

Soient A et B deux evénements de Q2 tel que P(AJ#0.

Pour tout venement B, on appelle probabilité de I'événement B sachant
2 Ay

que |'évenement A est réalisé |le nombre 1, (B) = H—H

Remarque

P, (B) se lit « probabilité conditionnelle de B sachant A ».

Soient A et B deux événements de £ avec P(A 20,
» P[AnB)=P[A)x P, (B) (Formule des probabilités composées)

» I, (B)=1-£,(B) (Probabilité de I'événement contraire}

Remarque
Si P(H)#0,on cégalement PlANB)=F(B)x(A).

I3 Formule des probabilités totales et arbre pondéré
On appelle partition de

I'univers € (ou systéme complet
d'événements) toute collection
d’événements, de probabilités non
nulles, dewxd deux incompatibles dont
la réunion est égale & €.

At' Az. . .‘.\s
forment une partition de )

Formule des probabilités totales
Soient A, A, ... &, une partition de |'univers € et B un événement
quelconque dons L) Ona:
P(B)=P(A,nB}+P(A,nB)+...+ P(A, " B)
soit P(B)=P(A4)% P, (B)+P(A,)x P, (B)+...+P(A,)%P, (B)
952
&' Démanstration
13 est la reunion des evenements B Ay B A;, . BmA, qul sont deux
d deux disjoints. Ainsi:
P(B)=PlA;nB)+PlA;mB)+...+PlA, B}
La deuxieme formule découle de la formule des probabilités composées,

La formule des probabilités totales s’illustre par un arbre pondéré.

Régles de construction d’un arbre pondéré

o Ay, Ay, Ay forment une partition de ©, de méme pour B et B.

» Les poids des branches primaires sont des probabilités simples.

« Les poids des branches secondaires sont des probabilités conditionnelles
{sachant que | &vénement du nceud précédent est réalisé).

= La somme des poids des branches reliant un méme neeud vaut 7.

= La probabilité d’un « chemin » (d’une intersection d’événements) est
le produit des polds des branches qui le constitue.

« La probabilité de I"évenement B est |a somme des probabilités des
chemins qui ménent al'éénement B.
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Exemple

Liis a 80 plants de flews rouges
ou blanches; dont 60 ont éte
achetés a un harticulteur, les
aulres ont eté semés por ses
soins, 40 % des plonts achetés
font des flewrs rouges et 80 ¥ de
ceux de sg production fontdes
fleurs blanches. On choisit ou
hiasard un plant. On considére les
evenements H ¢ le plart choisi o
été acheté », | « le plant cholsi a
été semne par Iris » et R« le plant
choisi foit une fleur rouge ».
D'aprés | énonce. ona:

PiH] =%:a?5 ; By(R)=0,6 et
H(R)=08.

Cn en dédult que |a probabllité
ce choisir un plant provenant de
I'horticulteur et falsant une fleur
rouge est egale a:
PHAR)=P(H)x R (R)

=075x0,4=03
On o également P(T) :%: 0,25

et f(R]=1-#(R]=1-0,8=02

SiA estunevenement tel que
Pta)e o], alors Aet A
forment one partition de
I' inivers L

Exemple (suite)

Les événements H et | forment une

partition de'|'univers donc:
PIR)=PIRH}+FP[RNI)

=PHAR )+ P{1)x £ (R)

Donc:
P(R1=0,3+0,25x0,2=035

La prababilité de chaisir un plant @

fleurs rouges est égalea 0,35.

2, (B)

OEE S T
il e
F{A) 1 _®

s ]

Plig)— Ay < A D)
PB)_=
P{A:P £y =B
- =B

\ <P®)
Pﬁ][BlgF



méthode

s
’3?6"“ Exploiter un arbre pondéré

Fnonce 1l existe trais types d’eau qui peuvent étre conditionnés : les eaux minérales, |
les eaux de source et les eaux rendues potables par traitements, Les contréles sanitaires
aux points de conditionnement de |’eau, effectués par des agences régionales de
sante, revélent que

= 37 % des prélevements ont été effectués sur des eaux minérales. Parmi eux, 97 %
Etnient conformes.

= 61 % des prélévements ont été effectueés sur des eaux de source, Parmi eux, 99 % etaient conformes,

« Parmi |es prélévements d'eaux rendues potables par traitements, 96 % étaient conformes.

On cholsit un prélévement au hasard dans |'ensemble des prélévemnents. On considére les événements suivants :
M « le prélévement a £té effectué sur une eau minérmle », S « le prélévemnent a été effectué sur une eau de
source », B « le prélevement a été effectueé sur une eau rendue potable par traitements » et C « le prélévement
est conforme ».

1. Représenter la situation de |"énoncé par un arbre pondéré.

2. Décrire par une phrase |'évenement S, puis calculer sa probabilité.

3. Calculer la probabilité gue le prélévement chaisi solt conforme.

4. On choisit un préléverment au hasard parmi les prélevements non conformes, quelle est la probabilité gu'il
alt été effectué sur une eau minérale ? (Arrondir le résultat au milliéme prés.)

Solution
1. D'aprés|'énoncé, ona P(M)=0,37, - C
Py (C)=097, P(5)=0,61, /M ﬁﬂ-U-".,f:
L(C)=099 et £, (C)=0,96. 0,37 -
2, L'événement § 1 C désigne « le prélavernent 061— 5§ <022
a été effectue sur une eau de source - 0.01 ~7
et est conforme », e s
On applique la formule des probabilités composées R<gou —

L

P(SNC)=P(8)xF(C)=0,61x0,89=0,6039

3. Les événements M. § et R forment une partition

de I'univers. On applique la formule des probabilités totales :
P(C)=P(M) = Py [C)+P(S)x P(C)+P(R)x P (C)

Donc P(C}=037x0,97+0,61x0,99+0,02x0,96=10,982.

La probabilité que le prélévement choisi soit conforme est 0,982,

&, La probabilité recherchée se note (M).

Pl:f:(,g;ﬂ = [}:13_?;;];;3 =0,617. Environ 61,7 % des préléve-

ments non conformes ont été effectués sur des eaux minérales.

Jappligue

Fe(M) =

1. Pour modéliser une siluation

par un arbre pondéré de

probabilités :

[ Oninterpréte les donn ées

numérinues de Ménoncé en

terme de probahilités

@ Ontrace larhre et on

pondére les branches a lalde

des données précédentes.

Attention, sur les branches

secondaires, on place des

valeurs de probabilités

canditionnelies.

3 0ncompléte les poids des

branches en utilisant le fait

gue la somme des poids des

branches, reliant un méme
\_neeud, est égaleal, i

n A et B sant des évenements d'un univers £1,
1. Compléter les arbres pondérés cl-dessous sachant
gue dans le deuxiéme cas on donne F(B)=0,35.

B Dans une classe, les gargons repré-
sentent le quart de |'effectif. Une fille
sur trois o eu son permis de conduire

coup. Oninterrage un éléve au hasard. 3 s
1. Quelle est la probabilité que I éléve choisi dit eu son

a. o b. B du premier coup, alors fue seulement
B3 N un garcon sur dix I'a eu du premier
< P < s
3 0
0.6 2 - 0.
<13 s A L2 ; :
e T permis du premier coup ?

2. On Interroge un eléve ayant eu son permis du premier

2. Calculer Pl A ) dans le cos du premier arbre

coup, Quelle est la probabilité que ce soit un gargon ?
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Inversement du conditionnement

Propriété (formule de Bayes)

Spient A et B deux événements de € de
probabilités non nulles. Ona:
an o P(A)XP,(B)
BiA)= P(E)

!

Démonstmtion

Par définition, on a Py{ A)= PIASS), Fiadebyih)

PIB)  P(B)
decoulant de la formule des probobilités composees.

o seconde égalité

Remarque
Cette formule relie les deux prababilités conditionnelles £, (B) et £;(A)

Propriété (conséguence de la formule de Bayes)

Solent Ay, Ag Ay .,
A une partition de I'univers € et B un événement de probabilité non
nulle. Pour tout entier i, telque 1=i=n,ona:
i I:A_};P[A,}KPAI (E}; P(A,)x P, (B)
Bt P(B) P(A)xP, [B)+ -+ P(A,)xP, (B)
En particulier, si A est un événement tel que P(A}e |0;1[. Puisque A et
A forment une partition de I'univers, ona ;
PH(A}EP{A}XPAl:Biz P{A)x Py (B)
FP(B) P(A)x P (B)+ P(A)x Py (B)

Demonstmtion

Soit i un entler tel que 1= i=n, alors, d'gprés la formule de Bayes, ona

P(A,)%P, (B)
P(B)

del'univers £2, on a. par la formule des probabillités totales :

P(B)=P(AyAB) +...+ P(A, N B)=P(A)x Py (B)4++P(A,)x P, (B)

d'ol la formule énoncée dans la proprieté.

Hila)= .Puisque A, Az, As..... A, formentune partition

Remarque

En pratique, on retrouve immédiatement cette formule en exploitant la
formule de Bayes et la formule des probabilités totales,

B Rappels sur I'indépendance

Soient A et B deux evenements d’un méme univers (2,
On dit que A et B sont indépendants lorsque P(AB)=P(A)x P(B),

SCIUCEM Soient A et B deux événements de probabilités non nulles
d'un méme univers £2.0n a:

A et B indépendants & P, (B)= P(B)+ B (A)=P(A)

Remarque

= L'égalité £, (B)=P(B) traduit |e fait que la réalisation de I'événement
A ne madifie pas la probabilité de réalisation de B,

» Me pas confondre évenements independants et incompatibies.

Soient A et B deux évenements d'un méme univers €3
Les propositions suivantes sont equivalentes:
« A et B sont indépendants « A et B sont indépendants
« Aet B sontindépendants * A et B sont indépendants
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Exemple

20 % des assurés d'une compagnie
d’assurnnce sont jeunes
conductewrs (J), les autres etant
des condutteurs expérimentés,
Une etude statistique indigue
que lo probabilité qu'un assurd
jeune conducteur ait un sinistie
responsable (5) au cours de
l'année estde 10 % contre & %
pour les assuiés expérimentes.

01"

5 W om

¥ -\“'h

uls =
7 006

094,

Lo probabilité qu’un assuré ayant
eu un sinistre au cours de ['annge
soit jeune conducteur est

PInS) PP (S
A= 08) PNEIS)
25| P(5)
Or, par lo formule des probabilités
Lotales, on d:
PSI =P P S+ AT = 15 (5)
Dol
Bl =

P PLS)
P{I)<P,[S)+P[T)x F(5)
0,2x01 N
T 0,2x01+0,8x006 i

Exemple
On tire au hasard une carte dans un
jeu de 32 cartes. Les événements

A w lacarte tirge est un a3 = et

T « la carte tirée est un trefie » sont
indépendants. En effet, ono:

4 1 8 1

HEA > = =
53 et P{T) 33

elde plus .
1 ,
P(ANT) =55 =P(A)x P(T)

PlA)=

On aurait pu oussi remarguer gue :

EI[A]:—;-;P'I;H]

Exemple
Un photocopleur peut étre sujet @
seulerment deux Lypes de pannes
A et B, indépendontes. De plus,
P(A)=001et P(B)=002.La
probabilité que le photocepieur
soit en etot de marche est egole a:
P(ArB)=P(A)x P(B)
=0,99x0,98=0,97



B vioeo
Capoeite &

méthode

A
fé"‘ Calculer des probabilités simples et conditionnelles

Enonce  Une population peut étre atteinte par deux maladies A et B. Une étude
statistique a révéle que:

= |a probabilité pour une personne d’'étre atteinte par la maladie A est 0.2 ;

« la probabilité pour une personne d’étre atteinte par la maladie B est 0,3 ;

= la probabilité pour une personne non atteinte par B de|'étre par A est de 0,1.

On choisit une personne au hasard dans cette population.

On considére les évenements suivants ;

At « la personne choisie est atteinte de lamaladie A » ; B 1 « la personne choisie est atteinte de la maladie B »
1. a. Interpréter les données chiffrées de I'énoncé en termes de probabilités simples ou conditionnelles,

b. Représenter la situation de |"énancé par un arbre pondéré.

2.a.0nnote x= P, (A), Exprimer P(A) en fonction de x.

b. En deduire la valeur de » puis compléter les probabilités manquantes de |'arbre de probabilité précedent.
3. Calculer la probabilité qu'une personne non atteinte par la maladie A ne le solt pas non plus de la maladie B
4. Les maladies A et B frappent-elles independamment | es individus de cette population 7

Solution
1. a.D'aprés|'énoncé, ona P(A)=02; P(B)=0,3 A
et H;(A)=01. .3/ Bi< T 1.b. Connaissant |a valeur de la

o probabilité conditionnelle

0z & {D.T"" ;’EH ), il est plu_siudicieuu N
09, _ indiguer Bet B aux extrémités
R des branches princlpales de

larbre. La valeur de PA] sera
exploitée dans la sulte pour
campléter les protabilites
conditionnelles des deux

b. Voir arbre ci-contre.
2. a.Les événements B et B forment une partition
de I'univers. Par la formule des probabilités totales,
onda: .
P(A)=P(AnB)+=P(A~B)
=P(B)x Py (A)+P(B)x £5(A)=03x+0,07

b-_P':T:'; j'[oﬁagiﬂé - U:nﬂd?z:til?c’;+ﬂ;:?:[n;) f:’f‘P e 17 | branches restarites. )
e R MBS SRS

3. La probabilité recherchée est la probabilité conditionnelle P (B).
P(E. r‘"nE} _0.7x09

Point méthode

3. et 4, Pourréesoudre ces

Or P}.l.B} = Pf:} 0.8 =0,7875. guestions, on exploite les

7 A S - prahahilites prealablement
4. Puisque f;(A)# P(A), alors les événements A et B ne sont pas ealbulbes dans Fexercice.
indépendants,

J'appligue

B A et H sont des evénements d’'un méme univers
Qtels que P(A)=04; P,(B)=0.3 et Pz (B)=06.
Calculer les probabilités (B}, Py(A) et Py(A).

1. Construire un arbre pondéré modélisant la situation, ‘1
2. Al'aide de la formule de Bayes, calculer By(A).

3 oeux grossistes proposent des bulbes de tulipe. Le
premier produit des bulbes a fleurs rouges dont 90 %
donnent une fleur. Le secornd produit des bulbes d fleurs
Jaunesdant 80 % donnent une fleur. Un bulbe donne
au plus une fleur.

A et B sont des événements d'un méme univers
Qtelsque P(A)=0,6; P,(B)=0,Tet P(Ar B)=0,2
Caleuler les probabilites F(B), £;(B) et #5(A).

5 A, B et C sont des événements qui forment une
partition d'un méme univers £2.
De plus, P(A)=0.2 et P(B)=0,7. Soit D un événe-
menrit de | univers tel que :
P, (D)=0.2, Fy(D)=0,8 et P[CND)=0,05.

Un horticulteur achéte 70 % de ses bulbes au premier
grossiste et |e reste au second.

Un client a planté un bulbe de tulipe achete chez cet
horticulteur. Celle-cia fleuri.

Quelle est la probabilite que cette fleur soit jaune ?

THEME 7 [nférence bayésienne
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[ Je revois mon cours
Probabilité conditionnelle Evéniements indépendants

Soient A et B deux événements d’'un méme univers Saient A et B deux événements de probabilités non
Qavec p(A)z0, nulles d'un méme univers €2,
» La probabilite conditionnelle de B sachant A, » Aet 3 sont indépendants lorsque I'une des condi-
notee F, (B, estlenombre tions équivalentes suivantes est vérifiée ;
FL«;(B):M @ P(ANB)=P(A)x P(B)
P(A) (0 =
» Proprietés @ P (B)=P(B) @ PHEA}Z PA)

@) Evénement contraire : £, (B)=1- £, (B)
‘2 Formule des probabilités composees :
PIANB)=PlA)xP,(B) \

T ,—

+ Si A et Bsontindépendants, il en est de méme de
AetB deAetB et de A et B.

= Formule des probabilités totales

Soient A. B et C trois evénements formant une partition de | 'univers &

et E un événerment quelcongue. Alors
P(E}=P(AnE)+P(BAE)+P(CHE)

= Exploitation d"un arbre de probabilités

Probabilités | Probabilités | Farmule des probabiilités Formule des probabilités

simples rconditionnelles) composées ;' totales
i i . i
: L D PAAE) =PA) % PLE]
z ' {P-\{Ej : ( J]' Ar\ : \
P ) P(E i — P ah = ) i =
/ i Al )-| | B(ANE) =P i) i PEI=PANE s FBOE)PCHE)
FAY i By~ | P(BE) = P(B) x Py(E) s
<PiB}—B :' ‘:P"{E] i ;
PIC) v ST L B AE) = ABY K Pe(B) /Y . - L
' i £ L PIC AE) = HC) x P(E) L,?mar . PlAAE)+ PBRAE) +PMCA B
f ) ' e T 'S iryl ¥ :
N |
Cr=pam = =y
VST L PICAE) = A0 % PAE) L—

Formules de Bayes et probabilites des causes
» Formule de Bayes

Soient A et B deux evenements de probabilites non nulles.
P(B)x Py(A)
¥ feoy
=)
Cette formule fait le lien entre les probabilités conditionnelles £, (B} et £(A).

» Conséquence de la formule de Bayes
Solent A, B et C trais événements de probabilités non nulles formant une partition de |'univers £ et E un événe-
ment quelcongue de probabilité non nulle. Alors :
P(A)Jx P (E) P{AYx P (E)
P(E) ~ P(ARE)+P(BNAE)+P(CHE)

Pl A)=

—
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vension TR
INTERACTIVE ,J'_-;‘
ETCORRIGEE hphioR

J’évalue mes connaissances

B Vair corrigés
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).
Pour les questions 1. & 5. on considére | arbre pondéré ci-contre. 6 T
Pour les questions 6. 4 9., on considére le jeu suivant. a3 A {
On lance un dé cubique équilibré: < 'r
» si le dedonne 3 ou 5, clors on préléve une boule dans |'ume 1 contenant deux boules noires \\\ e </ ¥
et trois boules rouges toutes indiscerncbles ; » 02, -

= sinom, on préléve une boule dans |'urne 2 composee de trois boules noires et deux boules
rouges toutes indiscernables,
On note U, I'événement « tirer une boule dans I'ume 1 » et N ['&événement « tirer une boule noire »,

1.0,6 est Ia probabilité : P(B) P, (B) P(ANB)
2. P;(B) est égale a: 1-P,(B) 1- 5 (B) 0,1
3. La probabilité P(B) estégalea; 0,7 0.6 0,25
4. La probabilité conditionnelle Fy (A) PANHB)
est égaled: P(B) 0.2 Fx(B)
5. P(AnB) est égale a: 1-P[ArB) P{A)xP(B) P(A)-P(ANB)
B6. D'aprés 'énonce, ona: P(U1}:-1— P{UW.N):'}. PT(I{}:E
3 5 s 3

7. La probabilité P(N) d’obtenir Line 203 _y a8 o
boule noire a |'issue du jeu est égale & 55 15 kS
8. La probabilité d"obtenir une boule = — N)
rouge prélevée dans |'urne 2 est: F[Nﬁqu 'u‘_‘T(U?) Fl?t[ !
9. A I'issue du jeu, on tire une houle
rouge. La probabilité qu’elle it été 2 4 4

5 15 7

prélevée dans 'urne 2 est égale @

Indiquer pourchague affirmation si elle est vraie ou fausse. Justifier.

Partie A.

Dans une classe de 20 eleves, 15 sont des filles, et (I y
a 8 éleves gui partent des lunettes. Par ailleurs, un tiers
des filles portent des lunettes. On choisit un éléve au
hasard. Soient les événements F « I'éléve estunefille »
et L « |'éléve porte des lunettes ».

1. On peut modéliser la situation

11
de I'énoncé par I'arbre ci-contre, L =3
2.0 PLPF)—3 0a” SN

.Ona P(Ln )=2p" & 5 o1
3. Parmi les gargons de cette L <3
<\~|_

classe, trois portent des lunettes.

Partie B.

Zoé se rend o son trovail @ pied ou en voiture. Dans so
région, il pleut un jour sur quatre. Lorsgu’il pleut, Zoé
se rend en vaiture @ son travail dans 80 % des cas.
Lorsqu'il ne pleut pas, elle se rend & pied d son travail
avec une probabilite égale & 0,6,

1. La probabilité que Zoe prenne sa voiture est egale
a 0,65.

2. Un matin, Zoé se rend au travail & pied. La probabi-
lite qu'il pleuve est egale a 0,1.

3. Les événements « Zoé prend sa voltura s et «|l
pleut un jour donné » ne sont pas indépendants.
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaux

B & coicuier et donner fes résuiltets suivants:
sous fonn:zdefmctiﬂn irréductible. "
=15 & 27 !
T34 30 2‘12“‘(9 3]
: 1 4 9
4, 3X§—1—DX2

5 70

o (1-5)+(2{ )

@ﬁ'ﬁqkﬂmm la forme d’une unique puissance

les nombres sulvants, §
1. (5) 58 Q;U?D‘J

Z.TBGDK(

56 26
10%
6. 710 %72

&,

B @'R&sa udre les équations suivantes,
oy, 1l
1.p+0,003=1 2.5+30-

3.0,36+0,1p=0,365 a.ﬁ%= 03

3
)

5.0,02(1- p)+ 07 =0,718 6. ﬂ;hug—ﬁ'

@ Méme consigne que | ‘exercice €1,
L(2r-3)(x—-4)=0 2. 12 +6x+9=0
3.2¢%-16=0 4. 5x(x* ~4)=0

Etudier le sens de variation sur [? de chacune des
fonctions suivantes.

1 frx =12y 44 2. piv——

X
x4+

3hixtrxe 4, iix>in(x2+3)

5 Déterminer une primitive sur [ de chacune des
fonctions suivantes,
1 fix3x - +5sur =R
2.g:x l—.rx+1+;—3 sur [ =]0; 4=
3. h:x 6 —efsur =R
5 . i
4. j:xHeB—ﬂ--'sur 1= 10+

S kivkr——suri=N

i3
Caleuler les integrales ci-dessous,
1. f (2¢ 43 )dx 2. [Merde

20 1 y
‘L

.[_t +2

Automatismes du théme

Voici la répartition de 1 200 lycéens.

Fille  Gargon
Estinscritdansunclubdesport | 144 | 216
N'est pas inscrit dans un dub

On choisit au hasard un lycéen et on note (i I"événe-

ment « le lycéen est un garcon » et C |"événement « le

lycéen est inscrit dans un club de sport ».

1. Caleuler les probabllités des événements suivants

GCGnCetGuC
2. Onsait que le lycéen est un garcon. Quelle est la pro-
babilité qu'il ne soit pas inscrit dans un club de sport 7

3. Calculer la probabilité gu'une fille solt inscrite dans
un club de sport.

430 350

E53 Dans une classe de 30 éléves, 10 pratiquent ou
moins une activité sportive, 8 pratiquent au meins
une activité musicale et 3 pratiquent les deux. On note
§ 'événement « | 'éléve pratique une activité sportive »
et M « |'éléve pratique une activité musicale ».

1. Compléter le diagramme par des effectifs.

2. Calculer P(SM), P(SUM) et £y (S).

m On considére deux événements A et B d’un uni-

verstelsque P(A)=03,P(B)=02et P[AUB)=0,4.

Donner |esvaleurs exactes des probabilités suivantes :
P(ArB), P(A), P,(B) et Py(A)

On considére deux événements A et B d’un uni-
vers telsque P(A)=0,3 et P(B)=0,4.

Caleuler les probabilités P(ANB), P(AWB), P3(A)
et Py(A) dans chacun des cas sulvants: '

1. les évenements A el B sont incompatibles ;

2 les évenements A et B sont indépendants ;

3. P,(B)=01

1 on considére un dé tétragdrique truqué dont les
faces sont numérotées de 1 a 4 On sait que la proba-
bilité d'obtenir la face 1 est le double de celle d"obtenir
la face 2, qui est elle-méme le triple de celle d'obtenir
la face 3, Enfin la probabilité d’obtenir la fuce 4 est le
quert de celle d”obtenir la face 1.

Déterminer la probabilité d"obtenir chacune des faces
de ce dée.




Gxercices
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On cholsit au hasard une personne dans une popu-
lation. On note les événements H « lo personne est un
homme » et D « la personne est daltonienne ».
Associer chague proposition a sa probabilite,

8 % des hammes

sont daltoniens * r P[-“)
51 % des personnes
sont deps femmes & I L
4175 % des personnes
sont c_ﬁul'[taoniannes ) * fa(D)
Parmi les femmes, 0,5 % =
sont daltoniennes i 2 P(Hﬂn)
Prés de 94 % des daltoniens
sont des hommes * Hp(H)
45,08 % des personnes sont
» + FA(D)

des hommes non daltoniens

m Soient A et BB deux événements tels que :
P(A)=03, P, (B)=06et P (B)=0,25

1. a. Parmi les deux arbres suivants, lequel est le plus

pertinenta exploiter avecles données dont ondispose 7

B A
A < /B <
A
A
e
A
. Pondérer les branches de |'arbre choisi.
2. Déterminer les probabilités de AB et AnB,

3. En déduire la probabilité de I'evenement B.
4. Calculer la probabilité £, (A ).

m Soient A et B deux evénements indépendants
tels gue P{A)=03 et P(B)=0,6.
Caleuler les probahilités suivantes :

1. P(ANB) 2 P(AUB)
3. Bi(A) 4 P(AnB)
5. P(ArB) 6. P, (B)

£50 soit (i, ) la suite définie par :

{u{, =5000

tyiq = 1031, — 60, pour tout me iy

1. Quelle est la nature de la suite (u, ) 7
2. 0. Déterminer une suite constante « vérifiant la
méme relation de récurrence que (u, |.
b. Déterminer la nature de la suite (v, ) définle, pour
tout m e [, par v, = u, —a. Justifier.
c. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
3. Etudier la limite de la suite (u, ).

T ey TR S B
¥ A’ _'r""‘.. 3 |

b ‘_‘] l_;_n.u

B Deux diaporamas pour faire
le point sur le cours,

ACTIVIT

NMENTALES

RAPIDES
€D acm

Soient E et F deux évéenements de E <
probahbilités non nulles. On donne < T
I'arbre ci-contre.

Pour chaque question, donner |a <

borne réponse.
1. Laprobabilité conditionnelle de I sachant E se note :

a. P(EmF) b. F:(E) c. P:(F)
2. Cette probabhilité est égale a:
: Er P(ENF
o.PE)xp(F) b 2EQE) o BEQF)
P(EY=P(F) P(E] P(F)
3. La probabilité £ (F) est égale a:
a. 1- F(F) b. 1- I (F) ¢ 1-P(EnF)

L

. La probabilité de EF est égaled :
L P(E)xP(F)y b PIE)%Ps(F) c P(E)xB(E)
. La probabilité de F est égoled:
WE)+IE(F) b Ip(F) c P(EAF)+P(EAE)
&. La probabilité F.(E) est égale & :
s P(ENF) P(E) _ B(F)
P(EnF)+F(EnF) — P(F) — P(E)

o

i

=

m Soient deux événements A et B d'un méme uni-
vers et de probabilités non nulles. Rappeler la formule
de Bayes liant les probabilités conditionnelles 2, (B)
el Pyl A).

Quel est 'intérét de cette formule 7

m Donner deux méthodes permettant de justifier
gue deux événements A et B sont indépendants.

27 Soient A et B deux événements d'un mérme uni-
vers tels gue @

P(A)=07, P,(B)=025et F,(B)=05
1. Modéiiser la situation par un arbre pondéré.
2. En exploitant | 'arbre choisi, coleuler |es probabilités
suivantes :
a. P(B) b. P(B) P(AnB)  d F(A)
m Soient A et B deux evenements d'un méme uni-
vers tels que :

P(B)=04, P(ANB) =016 et A;(A)=03

1. Modéliser la situation par un arbre pondéré.
2. Enexploitant |'arbre choisi, calculer les probabilités
sulvantes :
a. P(A) b P(ANnB)

c. P (B)  dP(B)
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Bxercices

%: Exploiter un arbre pondéré

m Vral ou Faux ?

On considére 'arbre de probabi- .-
lité ci-contre ol A. B et C forment / A {
une peitition de 'univers, 02 :
Pniur chuclum:—: des t.:afﬂrmutlorl'us - /
suivantes, indiquer si elle est viaie 08 5
ou fausse. Justifier, B
1. P(C)=03 lPH (D)=0.2 P

3. B, (C)=0.5 P(D)=03 ~5
5 P(BnD}=04 ﬁP[ }=0,69

m Dans une entreprise spécialisée dans les techno-
logies high-tech, le personnel est réparti en trols caté-
gories: 28 % sont ingénieurs de recherche (1), 45 %
sont ouvriers spécialisés (O) et le restant sont techni-
cienssuperieurs(T). Parmi les techniciens, on dénombre
45 % de fermmes (F). Seulement 30 % des ingénieurs
sont des femmes, 70 % des ouvriers sont des hommes
(H}. Oninterroge au hasard un membre du personnel,
1. Traduire I'enonceé a I'aide d’un arbre pondéré.

2. 0. Quelle est la probabilité gue la personne interro-
gée soit une ingénieure * une ouvriere ?

b. Déterminer la probabilité que la personne interro-
gée soit une fernme.

3. Calculer la probabilité que la personne interrogée
soit ingenieur sachent que cette personne est une
fernme.

41 Une urne contient dix boules indiscernables au
toucher : 7 noires et 3 blanches: On tire au hasard suc-
cessivement et sans remise deux boules de |'urne,

1. Modéliser la situation & I'aide d"un arbre pondéré.
2. Determiner la probabilite ;

o de prélever deux boules blanches ;

b de prélever deux boules de couleurs dif férentes ;

. que la deuxiégme boule prélevée soit noire.

3. On vient de prelever deux boules de |'urne. La
seconde est noire. Quelle est la probabiiité que la pre-
miére soit blanche ?

EF) Emma habite une petite
ville ot il pleut en moyenne un
Jjour sur quatre. Lorsqu’il ne
pleut pas, elle sort son chien

avec une probabilité de g

Larsqu' |l pleut, elle sort son chien dans 10 % des cas.
Déterminer la probabilité gu'Emma sorte son chien
un jour quelconque de la semaine.
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%ﬂ Calculer des probabilités simples
ou conditionnelles

m On considére les deux arbres pondérés suivants
ou A et B sant deux évenements d’un méme univers.

B A
PE / B <
D4 03_ 5 -
r 1 ] 1"‘
& / B A
i <

“\

Compléter ces arbres pondérés par les probabilites
manquantes en justifiant les calculs nécessaires.

34 On considére |'arbre pondéré
ri-contre.

On salt de plus gue P[B:-——

1. Compléter cet arbre dE proba-
hilite en deétdillant tous les calculs

necessaires,

2. Calculer les probabilités P (A) et P5(A).

L
hS

m Une association envisage de proposer des liviai-
sons de paniers de praduits fermiers contenant ou non
des ceufs frais. Pour savoir si ses adhérents sont intéres-
sés, elle realise un sondage. Oninterrnge un adhérent
au hosard. L'adhérent peut choisir des paniers de petite
taille (A), detaille moyenne (B) ou de grande taille (C).
On considere I'événement O : 5

« |'adhérent est intéressé par gl
un panler contenant des ceufs o ! Q‘f
frais ». On dispose de certaines 3 3_-0
données, qui sont résumées 1—m Q, y
dans I'arbre ci-contre. .
1. Dans cette question, 1 <" ;
on ne cherchera pas & z
compléter ['arbre intégralement.

0. Calculer la probabilite que I'adhérent cheisisse un
panier de petite taille et soit intéressé par une livraison
d'eeufs.

b. Calculer P(Bri0) puis interpréter ce résultat &
I'gide d'une phrase,

. La liviaison d'ceufs frais ne sera mise en place que
sila probabilité de | événement O est supérieure @ 0,6,
Est-ce que ¢e sera le cas id ¢

2. On sait de plus que P(0)=0,675.

o Al'cide de la formule des probabilités totales, cal-
culer P(CHO).

b Démontrerque P-(0)=0,3. Compléteralors 'arbre
précédent.

o Un adhérent a choisi une livraison d'ceufs. Quelle est
la prababilite qu'ilait choisi un panier de grande taille 7



Bxercices e

m Probabilité conditionnelle et arbre

Analyse d'un énoncé

m Exercice commenté
Le responsable d'un club d’astronomie adresse
un guestionnalire d ses adhérents pour mieux les
connaitre, Il obtient les informations suivantes ;

» 64'% des personnes interrogées sont des nou-
veaux adhérents |

* 27 % desp persunnesinterrogéessont des al _

cope persunnel
On choisit au hasard un adhérent.

@ On pourmanommer des dvensrments puls interpre-
Ler |es données chiffrées en termes de probabilités.
lei, 27 % corresponid-il o une probabilité simple ou
canditinnnelle * Canstruire alas un arbire que |'an
ponderern au fur et @ mesure de |'exercice:
. Montrer que la probabilité que |'adhérent choisl

posséde un télescope personnel est 0,494,
© Exploiter I'arkre et la formule des probabllites
totales.
Z. On choisit au hﬁsn rd un adherent panmi ceux
ulpi Lun 1el. Quelle est la

pmbnhtlite c;ue ce soit un nouvel adhérent ?

®© Quelle est lanuture de la probabill & & calculer 7
Quelle(s) formule(s) peut-on explolter 14 7?

w

(37 ] Application imméadiate

Un logiciel antispam détecte les messages indési-
rables appelés spams et les déplace dans un dos-
sier « spam » Comme indigué par le concepteur
du logiciel, 95 % des spams sont déplaces. De plus,
60 % des messages recus sont des spams, Apres
installation du logiciel, on constate que 586 % des
messages recus sont déplaceés comme spams. On
choisit un message au hasard et on considére les
évenements 8 « lemessageestunspam wet D « le
message est déplaceé ».

‘. Caleuler la probabilité P8 D). Interpréter.

2. Quelle est lo probakilité que le message soit
déplacé sachant qu’il ne s'agit pas d'un sparm ?
3. On choisit au hasard un message non deplace.
Quelle est la probabilité qu'il s’agisse d’un spam 7

EID Exercice guidé

Ure enquéte commandee par un supermarché revéle
que, parmi les clients ayant cholside passer dune borne
automatique, 86 % attendent moins de 10 minutes.

De plus, parmi les clients passant en caisse « clas-
sique », 63 % attendent moins de 10 minutes.

Une attente supérieure d 10 minutes d une caisse
engendre chez le client une perception négative du
magasin. Ainsl, le gérant souhaite qu'ou moins 75 %
des clients attendent moins de 10 minutes.
Déterminer la proportion minimale de clients choisis-
sant une bome cutomatique de paiement pout gue
cet objectif soit atteint,

A

Pistes de résclution

En notant p la preportion de clients chaisissant une
borne automatigue; exprimer. en fanction de o, la
probatilité'qu'ury client attende moins de 10 minutes
& la vaisse. Ecrire alors une inéguation varilige par p.

%

m Suite récurrente et probabilités

Chaque semaine, un agriculteur propose un panier de
produits frais contenant une bouteille de jus de fruits
consignée. Une étude statistigue révele que :

e d11'issue de la premiére semaine, la probahilité qu'un
client rapporte la bouteille consignée la semaine sul-
vante est 0,9 ;

= sile client o rapporté la bouteille urie semalne, alors
illa rameéne la semadine suivante avec une probabilité
égale a0,95;

= sile dient n'a pos rapporté la bouteille une semaine,
il raméne la boutellle la semaine suivante avec une
probebilité égale a 0,2,

On choisit au hasard un client de cet agriculteur.
Pour tout entier n =1, on note R, I'événement « le
client rapporte la boutelille de |a n-igme semaine ».
1. o. Modeéliser la situation étudiée pour les deux pre-
miéres semaines a l'aide d'un arbre pondéré.

b, Montrer que P(R,|=0,875. Interpréter.

2. Pourtout entier 1 =1, on note p, la probabilité que
le client rapporte lo bouteille la #-iéme semaine. Ainsi,
ona p, = P(R,).

. Recopler et compléter R
I"arbre de probabilite L~ R,<
ci-contre. <’° . &,
b Justifier que, pour tout 5 ]

entier n =1; RS
P =0,75p,+0,2

Quelle est la nature de la suite (p, ], ., ?

c. Déterminer une suite constante, notée «, verifiant

la méme relation de récurrence que (, ).

d. Déterminer la nature de |a suite (u, ) définie, pour

tout entier n =1, par 1, = p, — . Justifier.

. Exprimer, pour tout entier n=1, 4, en fonction de

n. En déduire que p, =0,1%0,75-1+0,8.

f.Quelle est | limite dela suite (p,) ? Interpréter le

resultat dans le contexte de 'exercice.
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B xercices exmmm

m Pour recruter ses futurs étudiants, une grande
ecole procéde en trais étapes ! al'issue de I'étude de
leur dossier scolaire, 20 % des candidats sont recus.
Les autres candidats passent un test écrit dont le taux
de réussite est de 40 % . Les candidats oyant réussi ce
test sont convoqueés @ un entretien oral dont un guart
sont finalement admis. On considére un candidat au
hasard et |es événements suivants: S « le candidat est
admis sur dossier scolaire », E « le candidat a passé et
reussit le test ecrit » et O : « le condidat a passe I'en-
tretien et est admis @ son Issue »,

1. Compléter I'arbre pondéré suivant modélisant la
situction,

2. Montrer que la probahilité que le candidat soit
admis dans cette école est égale 0 0,28,
2. Parmi les candidats admis, quelle est la proportion
de candidats admis sur dossier scolaire ¢

g Inversement du conditionnement

m Lors d'une soirée, une chaine a retransmis un
cancours culinaire suivi d'une emission proposant des
recettes rapldes. On sait que :

= 50 % des téléspectateurs ont regardé le concours
culinaire ;

= un guort des téléspectateurs ayant regardé le
concours ont aussi regardé |"émission sulvante ;

= 16,2 % des téléspectateurs ont regarde |'émission
proposant des recettes rapides.

Quelle est ia probabilité qu'un téléspectateur ait
regardé |'emission de recettes sachant qu’il n'a pas
regardé le concours culinaire 7

m Un audioprothésiste compte parmi ses clients
75 % de personnes de plus de 50 ans. Parmi celles-d,
80 % souffrent de pro- 7y A
blémes daudition aux -y
deux oreilles. Ce taux
chute @ 40 % parmi les
clients de moins de
50 ans.

Un client ne souffre pas
de probléme auditif aux
deux oreilles, quelle est la
probobilité qu'il soit Ggé
de plus de 50 ans ?

188

m Le chikungunya est une maladie virale transmise
d'un étre humain éa I'autre par les pigires de mous-
tigues femelles infectés. Un test a été mis au point
pour |e dépistage de ce virus. Le labaratoire fabriquant
ce test fournit les coractéristigues suivantes ;

= la probabilité qu’une personne atteinte par le virus
it un test positif estde 0, 98 ;

= la probabilité qu'une personne non atteinte par le
virus ait un test positif est de 0,01,

On procede @ un test de depistage systematique dans
une population « cible ». Un individu est choisi au
hasard dans cette population. On considére les éva-
nements M « |'individu choisi est atteint du chikungu-
nya » et T « le test de l'individu choisi est positif » On
note p (avec pe[0;1]} la proportion de personnes
atteintes par la maladie dans |a population cible,

1. a. Représenter la situation par un arbre pondéré.
b Exprimer £{M ™ T), puls £(T) en fonction de p.
2. 0. Montrer que la probabllité de M sachant T est

. i 98
egale ¢ ﬂm:_éﬁ':‘i'

b. Etudier et interpréter les variations de / sur [0;1].
3. On dédde de cansidérer que |e test est fiable lorsque
la probabilite qu'une personne ayant un test positif
soit réellemnent atteinte du chikungunyo est supérieurs
@0,95, A partir de quelle proportion s de malades dans
la population cible le test est-il fiable ?

E Rappels sur I'indépendance

m Dans une classe de 30 eléves, 10 font partie du
tlub photo et 6 sont membres du club théatre. Enfin,
deux eléves sont membres des deux clubs,

On interroge un éléve de la classe pris au hasard.
Mantrer que les évéenements C « |'éléve fait partie du
club photo » et T « |"éléve fait pertie du club thédtre »
sont indépendants.

Une usine d'horlogerie fabrigue une série de
maontres. Au cours de la fobrication peuvent apparaitre
deux types de defauts, désigneés par a et b, indépen-
dants I'un de I'outre. 2 % des montres fobriguées
présentent le défaut a et 10 % le défaut b.

Une montre est tirée au hasard dans la production.
On définit les événements sulvants

A « la montre tirée présente le défauta »;

B « la montre tiree présente le défaut b ».

1. Montrer que la probabilité que la montre tiree ne
présente aucun des deux défauts est égale 4 0,882
2. Déterminer |o probabilité que lo montre présente
au moins un défaut.

3. Déterminer o probabilité que la montre présente
un et un seul des deux defauts.



I —
" Epprendre a raisonner
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B Paradoxe de Simpson

Quatre médecins britonniques ont mené en 1986 une étude comparative
quant a |'efficacité de différents traitements contre |es calculs rénawx. Ces
modes de traitement, que |'on nommera Traitement A et Traiternent B dans
la suite, ont respectivement été mis au point dans les années 1972-1980 et .
dans les années 1980-1985. —

Cette étude a mis en evidence le succes global et le nombre de traitements pour chacune de ces méthodes.
Tableau 1 - Résultats globaux

Traitement A Traitement B |
273 succes / 350 patients (78 % de succés) 289 succes / 350 palients (83 % de succes) |

En ajoutant des données concernant |a taille des calculs rénaux traités, cette étude révele les chiffres suivants,
Tableau 2 - Résultats en fonction de la taille des calculs rénaux

Petits calculs rénaux Gras calculs rénoux |

Traitement A Traitement B Troitement A Traltement B

81 succes [ 87 patients | 234 succes / 270 patients 192 succes / 263 patients | 55 succes /80 patients
(93 % de succes) (B7 % de succes) (73 % desucces) (69 % de succés)

Ces deux tableaux affichent des données chiffrées qui semblent, a prior, controdictaires L information au
sujet de la tallle des calculs a Inverseé les conclusions concernant | efficacité de chaque traitement.

1. Vérifier que les données chiffrées des deux tubleaux de cette etude sont
cohérentes.

2. En quol |es résultats obtenus dans chacun de ces tableaux mettent
en évidence un paradoxe ?

@ traitement de donné%

3. Explication du paradoxe statistiques dolt
On choisit au hasard un patient de cette étude. On consideére les se faire avec prudence.
événermnents sulvants: Les prababilités
A« le patient a subi le traitement A » B « le patient a subi le trai- conditionnelles permettent
tement B » et G « |e patient est atteint de gros calculs rénaux ». d’ évaluer avec finesse
Enfin, S désigne I'événement « |e patient a été traité avec succeés », s chinies da Hattemian
. Déterminer les probabllités A;(A), F;(B), B;(A) et £ (B). dans une sous-population
b, De méme, calculer les probabilités P, (S) et P— (S). \ dblée. /
<. Al'aide de ces caleuls, expliquer les pussugesm du texte .

suivant.

Le second tableau, gui introduit une variable supplémentaire (ici | taille des calculs rénaux),
montre gue cetfe derniere aun verltuble impact sur les probabilités de succés. Elle a une
influence a la fois sur le g u trai it (les cull:uls de toille élevée ont &te plus souvent
traités par le traitement A) et sur |E e85 i tratement (les calculs de taille Elevée sont
plus difficiles a saigner). Cette variable as.t uppelée fucmur de confusion.

4. Quel traitement un medecin doit-il conseiller a un patient souffrant de
calculs rénaux ? Expliguer. A

5. Mener des recherches sur la notion de facteur de confiision.
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D'oprés PACES

Une Etude o é1é menée pour estimer |es performances diognostiques du test sérologique Luminex® de détection
du virus Ebola. La sensibilité a été estimee @ 90 % et la specificité a 95 %.

Partie A Etude du cas de la Guinée

En Guinee, la prévalence de l'infection au virus Ebola
est estimée & 5 %.

1. En reprenant les définitions et notations des éve-
nements ci-dessous, représenter la situation par un
arbre pondere,

2. Caleuler la probabilité qu'un test soit positif,

3. Caleuler les valeurs prédictives positive et négative.
Interpréter dans le contexte de |'énonce.

4. Calculer |a probabilité p, qu'untest commette une
erreur.
g Définitions et notations

ik
sl b

Pour |'&tude des performances d' untest de dépistage, on
utilise fa ter minologie suivante :

en notant T |'événement « le test est positif » ot

M I'&vériement « le sujet souffre de la maladie étudiée »
= lo prévalence notée Pest PIM)

= la sensibilité notée SE est £, (T) ;

» la spécificité notée 5P est A= (T) ;

= ln valeur prédictive positive notée VPP est £ (M) ;

= la valeur prédictive négative riotée VPN est £ (M),
Lorsgu’un test est positif sur un sujet sain, on parke de
faux-positif et lorsqu‘un test est négatif sur un sujet
malade on parle de faux-négatif.

Partie B E’;‘EE:’H@ Influence de la prévalence
sur les résultats du test Luminex®

Dans cette partie, la proportion de malades dans la
population est p (o pe|0;1] ).

1. Exprimer P(T} en fonction de p.

2. En déduire P{T) en fonction de p.

3. Montrer gue la valeur prédictive positive du test
0.9n

0,85p+0,05

De méme, exprimer lo valeur prédictive négative du

test Luminex® en fonction de p,

4. 0. Quyrir une feuille de caleul d'un tableur et com-

pléter la premiere ligne comme ci-dessous.

Luminex® est égale a

Y ] L
propartion de malates |valeur predictive pesitive | valeur pradictive nigative
1 P VEp VEN
z 2c1] 0,152885 154 099853 7863
] 02| (L2 BUESET I8 0,9597RS6ATT

b. Danslacolonne A, entrer les valeurs de p comprises
entre 0,1 et 0,99 avec un pas de 0,01,

¢ Quelles formules peut-on saisir dans les cellules B2
et C2 pour compléter les colonnes B et C par recopie
vers le bos ?
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o Tracer les graphiques représentant les valeurs pré-
dictives en fonction de p.
(Dans ' onglet Insertion, cholsir Graphigue puis|icéne
Nuage de points /1)
e Quelle semble étre |'influence de la prévalence sur
les valeurs predictives ¢
&4, Onnote f la fonction quié pe |0:1] associe:
, 0.9p
P =gg5p 7005
o, Etudier les variations de la fonction f sur 10 :11[.
b Interpréter ce résultot dans le contexte de |'exerdce,

Dans lo construction d'une enguéte épidémiologigue,

Il st fondamental de connaitres 1o prévalence de I
maladie, souvent faible (inférieure 1 %), Un dépistage
systématique de toute ta population pour une maladie rore
o |'inconvénient de foum Ir beaucoup de faux-positifs. Cad
genére alors beaucoup d'inquigtude dans la population,
c'est I'un des problemes éthigues F&s a lo mise en place de
tests de depistage systématiques d’une maladie rare,

Partle € Comparaison de deux tests

Un second test, Elisa, aété egalement utilisé en Guinee,
Vold dans |e tableau cl-dessous les résultats du test
Elisa effectu sur un &chantillon de 100 sujets malades
et sur un autre échantillon de 100 sujets salns.

Echantillon de | Echantillon de |

sujets malades | sujetssains
Tests Elisa pesitifs | 85 10
Tests Elisa négatifs ‘ 5 90

On supposera dans la suite que ces données peuvent
Btre généralisées a I'ensemble de la population de
la Guinee.

Les données du test Luminex® sont celles citées
precédemment.

Dire siles affirmations suivantes sont vrales ou fousses,
et justifier vos réponses.

Affirmmation 7 : Unindividu malade est mieux détecté
par le test Elisa que par le test Luminex®™.
Affirmation 2 : La probabilité d'erreur avec le test
Elisc est plus falble gu'avec le test Luminex?®.
Affirmation 3 : Au Zaire ol la prévalence de I'infection
au virus Ebola était plus élevee qu'en Guinée, la valeur
prédictive positive avec le test Elisa est plus élevée
gu'en Guinée,



:'. en informatique

Le « filtrage bayésien » constitue une méthode de filtrage des spams. C'est un systéme fondé sur « |"apprentis-
sage »d'une grande quantité de spams et courriels 1égitimes par le logiciel, qui lui permet ensuite de « decider »
si un courriel est indésirable ou non. Le message d identifier est découpé en morceaux (mots, expressions...)
et, par comparaison avec le corpus de nombreux courriels, le logiciel determine la fréguence d apparition des
différents morceaux dans les deux catégories (spam ou ham).

Le filtrage bayésien anti-spam

Le spam, courriel indésirable ou pourriel est une
communication éectronigue non scllicitée (principalement un
courrier Electroniquel. Par opposition, les logiciels de filtiage de
courrier &lectronigue définissent comme « ham » tout message
glectronique Bgitime. Le spom représente entre 55 2t 95 %

du trafic total de l'e-mail. Lamajeure partie (prés de 90 %) est
filtrée en-armont par les outlls anti-spam des messageries et est
donc invisible gux yeux des internoutes.

Ci-contre une typographie de 1'artiste allernande Symien
Veenstr s'inspirant de'contenus de spams

Onregoit un message contenant un mot suspect. Pour

5. La « spamicité » du message est aussl Bgale d :

catégoriser ce message comme « spam » ou « harn », P(8)
le logiclel évalue sa « spamicité », c*est-a-dire la pro- B (M) + F (M)
babilité que ce message soit un spam sachant qu'il B (M)x P(S)

contient un mot suspect, Si cette « sparnicité » est
au-dessus d'un seuil donné (par exemple : 95 %), le
logiciel classe ce message comme spam. On considére
les événements :
» S« le courriel st un spom » ;
= M « le courriel contient le mot suspect ».
Pour évaluer la « spamicité » du message, le logiciel
dispose des probabilités suivantes issues de |'appren-
tissage et de donnges statistiques :

P M), P:(M)et P(8)
1. Interpréter concrétement les probabilités P (M},

Ps(M)% P(S)+ P (M) x P(S)

B (8)x P(M)
Ry (8)% P(M)+ P (S)x P(M)

6. La plupart des logiciels bayésiens de détection du
spam sant dits « non hiaises », ¢ est-a-dire qu'ils consi-
derentgu'iln'y o pas de raison a priori qu'un message
recu sait un spam plutét qu’un ham, Iis considerent
donc gue P(S)= P[g] =0,5,

Sous cette hypothése, on obtient :

: 3 e (M)
(M) et P(S). a P”{b}_Ps{MHPg{,M_}
Pour chacune des guestions 2. a 6., cholsir la bonne M)

: ' . P.AM
o BiRS)= P, M) +B 5x P (M)
2.Vu les données dont le logiciel dispose, quel arbre st d st
permettra d'évaluer lo « spamicité » du message ¢ ¢ Pu(S)= 1

' b : COMET0,5% A (M)

_\1<_-

S <_
A
B w<__
3. P(M])est égnllﬁ:
a. Py (M)+ P (M)
Po(M)x P(S)+ A (M) x P(S)
- P(SAM)x P(8)+P[S~M)x P(S)
4. La « spamicité » £, (S) du message est égale a:

=

7. Cas d'un logiciel « non biaisé »
Dans les trois cas sulvants, indiguer sl le message regu
sera considere comme un spam, autrement dit si sa

« spamlicité » dépasse le seull de 95 %.
a F(M)=0,003 et B(M)=0,01;

b. Py(M)=0,001 et P,(M)=0,0005 ;
c Py[M}=0,002 et Fx(M)=0,002.

&. Pour aller plus loin : cas d'un logiciel bialsé

_ P(M)xP(S) Des statistiques récentes montrent que la probcbilité

= P(M) qu'un message quelcongue soit un spam est égale

z P[IDH"'_‘IS} dBU%.

- W o. Exprimer, dans ce cas, la « spamicité » PM(S} du
£(S) message recu en fonction de F (M} et F(M).

€ P(M) I» Reprendre la question 7. dans ce nouveau contexte.

THEME 7 Inférence hayésienne
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Le modele « SIR »

On étudie un modeéle de propagation d’un virus dans une population, semaine apres semaine. Chague individu

de la population peut étre dans |'un des trois tats suivants : état S susceptible d'étre atteint par e virus ; état 1

infecté par le virus ; état R reétabli et ne pouvant plus étre infecté par le virus.

Un individu est dans I"état R lorsqu'il a &té vaccine ou lorsqu'il o guéri aprés avoir été infecté par le virus.

Pour tout entier naturel n, le modéie de propagation du virus est défini par les régles suivantes ;

() Parmiles individus @' état Sune semaine donnée, BS % restent d cet état o semaine suivante, 5 % deviennent

malades et 10 % sont rétablis.

0 Parmi les individus infectés (a |'état [) une semaine donnée, 65 % restent malades et 35 % sont rétablis.

@ Tout individu rétabli une semnine donnee |"est également la semaine suivante.

On choisit au hosard un individu dans la population. On considere les evénements suivants ;
S, «l'individu est a I'état S en semaine i », 1, @« 'individu est a I'état [ en semaine n » et R, @ « Nindividu est
¢ |'etat R en semaine a1 ». En semaine 0, tous les individus sont & |"état 5, ainsi P(S5)=1, P(l;)=F{Ry)=0.0n
note, pour tout entler naturel 1, u, = P(S, ), v, = P(1,) et w, = P(R, ).

Partie A Evolution au cours des deux premiéres 3. o A l'aide d'un tableur, calculer et représenter les
semaines termes de ces troissuites pour les 20 premigéres semaines,
1. Construire un arbre de probabilité modélisant la b On admet que les termes de la suite v cugmentent
situation pour les deux premiéres semaines. puis diminuent a partir d'un certain rang N appelé
2. Mentrer que P(R,)=0,2025, « pic épidémique ». En utilisant la feuille de tableur
3. Caleuler et interpréter f (1, ). Arrondir au millieme. précédente, déterminer le pic épidémique.

Partie B Evolution sur le long terme K I‘-‘?;"—.,.':f--

1. lustifier que, pour tout
entier naturel n, ona:

---/. y
My vy A =1 /,/‘1 { ]

L= pic epidémigue est 'indice de lo sernaine pendanl
laguelle la prababiliteé d"étre malade peur un individu
chaisl au hasard est o plus gronde

. e |

2. o. Comnpléter |'arbre de K, TSR, 4, a. Quelle est la nature de la suite u 7 En déduire
probobilite ci-contre. = e I'expression de «, en fonction de n.

b. Justifier que, pour tout o On admettra dans la suite que, pour tout entier naturel
entier naturel n, on a: TR n,ona: v, =0,25(0,85" -0,65").

0,1 = 085u, \ b. Calculer les limites des suites u, v ef w.
et v, =065y 0,051 | S (P QEJE peut'{:n Ell“l déduire quant @ | wnlt{tim de I'épl-
deémie prévue a long terme par ce modele ?

~ | Etude d’un jeu d'argent

Une ume contient 4 boules noires et trois boules blanches 1. Un joueur fait une partie. Montrer que la probabilité
(k étant un entier tel que & = 2). Ces boules sont indis- fue le joueur gagne 5 euros est egale & 0,42,

cemables au toucher. Une partie consiste a prélever au 2. Quelle est la probabilite gue la premiere boule prele-
hasard sucressiverment et ovec remise deux boules dans vée soit blanche sachant que le joueur o gagné 5 euros ?

cette urne. On établit la régle de jeu suivante:

= un joueur perd 9 euros si les deux boules tirées sont
de couleur blanche;

= un joueur perd 1 euro si les deux boules tirgées sont

Partle 8 Avec k +3 boules dans I'urne

Dans cette partie, k est un entier naturel quelcongue
tel que k=2. On note ¥, la variable aléatoire égale
au gain algébrique du joueur.

de couleur noire ; _ 6k
* un joueurgagne 5 euros siles deux boules tirees sont 1. 0. Justifier que P(¥, =5)= m
e couleurs différentes, ’
g > e b. Déterminer la loi de probabilité de ¥,.
Partie A Avec 10 boules dansl'ume et k =7 2. Le jeu est favorable au joueur lorsque E(Y, )0,
Adnsi I'urne contient trois boules blanches et sept Pour quelles valeurs de k ce jeu est-il défavornble au

boules noires indiscernables au toucher. joueur ?
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| Concurrence et modéle des urnes de Pélya 75

On considére un modéle économigue dans leguel deux margues sont en concur-
rence et ol les acheteurs ont tendance a choisir la marque dominante.
Initialement, on suppose que delx margues concurrentes se partagent équi-
tablement le marché. A chague achat par un consornmateur d'un produit
d’une marque dannée, celle-ci gagne alors en notoriété et augmente dihsi lo
probobilité d'étre choisie par un futur consommuaoteur, Ce modéle économigue
peut étre formalisé par un modéle d"umne appelé « urne de Palya ».

On modélise le marché par une urne contenant initialement une boule rouge et une boule noire (chagque cou-
leur de boule symhbalisant une de ces deux marques). On répéte alors le protocole suivant : on tire une boule de
I'ume, on lo remet dans 'urme et on ajoute une boule de la méme couleur dans cette urne. On s'intéresse a la
composition de cette urne apres k tirages en suivant ce protocole,

Partie A Etude du modéle d’urne de Polya pour
k=2puis k=3

On considére, pour tout entier naturel J, les événe-
ments: R, « tirer une boule rouge au i-eme tirage »
et N, « tirer une boule nolre au i-me tirge »,

On note, pour tout entier £ =7, X, le nombre de
boules rouges présentes dans 'urne a l'issue de k
tirages en suivant le protocole décrit précedemment.
1. 0. On répéte deux fols R
le protocole. Compléter /H1E<:
I"drbre de probabilités @< . TSN
ci-contre en indiguant, =R
aux extrémités de chaque ‘\P‘h@‘:-..
branche de |'orbre, la com- TN,
position finale de 'urne @ l'lssue de ces deux tirages.
L. Déterminer la loi de probabilité de la variable oléa-
toire X,

. Existe-t-il, a |'issue des deux tirages, une composi-
tion d’urne plus probable que les autres 7

3. Reprendre |'étude précédente lorsqu'on répéte trois
fois le protocole. En déduire la |oi de probabilité de la
variable aléatoire Xj;.

4. Interpréter |es résultats précédents dans le cadre
du marché concurrentiel.

Partie B Simulations de k tirages avec k >3

On propose, dans |a suite, de simuler & tirages succes-
sifs selon le protacole de Palya. Pour cela, on consi-
dére la fonction Python compoesiticn (nb_tirages )
ci-aprés qui prend en argument le nombre de tirages
successifs a effectuer el retourne la configuration
finale del’'urne, autrement dit le nombre de boules
noires et rouges finalement présentes dans |'urne.

Lfrios pabded import Kandom

Ideft compmaiticn [mb_ tirsges):
4 re] £ nty feftiad o bl s o
& B=1 ¥ obre {nitial de Bovles noimes
W for 4 in rangeinb_tirages
& iF randem{jer/{ren):
Fopal
elsg:

ne

14 Felurn n,r

1. . Supposons qu’auninstant donné | 'urne contienne
r boules rouges et p boules noires. Quelle est la pra-
babilité de prélever une boule rouge de cette urne ?
b Quel estle réle de la condition random { l<r/(r+4n ]
dans la fonction précédente ?

c. Compléter [ ligne 10 rde cette fonction.

2. Onréalise 10 000 simulations de 10 tirages succes-
sifs selon le protocole de Palya.

a. Combien de configurations d'urnes différentes
peut-on obtenir & |'issue des 10 tirages ?

b. Void les frequences obtenues pour chaque confi-
guration d'urnes possibles

Composition | 499y | 2i10) | 319y | (4:8)
(i) | |

Fréquence 10.0‘9085-0.0911? 0.09152 | 009171
Composttlon | vc.5 | e6:6) | @15y | (8:%)
(n.n | | |

lFréquence |U.U‘915? 0,09025 | 0,09085 | 0.08956
COmposition | 9.3y | o2y | (115

(nin) | _

Fréquence 0,09269 ! 0,08934 009049

Ces resultats sont-ils en accord avec ceux obtenus dans
la partie A ? Expliguer.

3. Pour daller plus loin

Ecrire un script Python permettant de réaliser
10 000 simulations de 10 tirages successifs selon le
pratocole de Pélya et qui stocke dans une liste les fré-
quences (ou les effectifs) de chaque occurrence d'ume
suivant sa composition,

Le modéle des umes de Polya
Inftialement imaginé par Gearge
Polya (1887-1985) pour modéliser
des phénomenes de contogion
d'une moladie, ouve pussi das
applications concrétes dons la
modelisation de propagation
d'opinions par mimetisme ou encare
£ BLONOMIE.

THEME 7 Inférence hayésienne
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}avaux pratiques

Calcul de probabilités en génetique

MNous allons étudier le génotype des générations successives du lupin, plante se
reproduisant par outogamie. On supposera que le lupin de la génération 0 est

C“ilj\'i.?'.j
Etiidier s descendance
par autngantie d'ine

hétérozygote, C'est-a-dire de génotype Aa.

slyg

ftant donne un géne possédant un couple d'alleles A et @, on dit qu'une plante est
hemozygote lorsqu'elle contient les deux mémes alléles sur une poire de chiomosomes
hormologues : elle est alors de génotype AM ouoa. Une plante est hétérozygote lorsgu’ elle

estde génotype Ao

Certaines plantes se reprodulsent par autofécondation (ou autogamie} : tout se passe
pour la descendunce comme & on fécondalt deux pla ntes de méme génotype, chague

chromosome d’une paire &tant sélectionné au hasard.

Partie A Premiére génération

1. Construire un arbre permettant de lister taus les
couplages d'clléles possibles pour un descendant de
premiére génération d'un lupin hétérozygote.

Z. En déduire les probabilités que la descendance de
premiére génération du lupin soit de génotype Aag,
AA ou aa.

Partie B Générations successives
On note les événements :
« AA «laplante de la n-iéme génération est de
génotype A4 » ;
« A« loplante dela n-iéme génération est de géno-
type Aa» ;
« aa,, « laplante de la n-igme génération est de géno-
type aa»,
On pose, pour tout entier naturel n :

x,=P(AA,), y,=P(Aa,) et z,=P(m,)
Dans notre cas, ona donc 1, =0, vy=1¢et ;=0
1. Donner les valeurs des probabilités v, v et z,,
2 Donner les valeurs des probabilites conditionnelles

suivantes ;
PAAJ l: AArH-‘I )= Fr!mﬂ (A'Au-q-‘l } et Fﬂ:t" ( Aﬂ‘n+1}
3. Compléter I'arbre pondéré d-dessous.

/ Al —a— AN

‘ .“/-'\1"‘..
< — A, é:.,. i

%

BRG is
4 En déduire que, pour tout entier naturel 7i:
X =XF 02.5."'}1 et y, = 0'5}'}1

5. Exprimer z, enfonction de x, et y,.
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plante hétéozygote.

Partie C Evolution dans le temps

1. o. Compléter le script Pythan cl-dessaus ofin de
calculer, sous forme de listes, les dix premiers termes
des suites (x, ), (v,) et(z,).

1# probebilités genération @
2x,y,z=0,1;0

A

4% création de trois Listes
S1liste_x=-[x]

6liste y=[y]

Tliste z=[7]

8
9for 4 1n range(l,19):
1.0 x=x+1/4%y

Il Yeas

L2 Z=.4s

L3 liste x.append(x)
14 liste y.append(y)
15 liste_z.append(z)

b. A I'aide du script précédent, conjecturer le sens de
variation et la limite des suites (v, ), (v,) et (z, ).
2. 0. Quelle est la nature de la suite (v, ) ? Exprimer
v, en fonction de |'entier naturel #.
b. En deduire |'expression de x,,;—x, en fonction
den.
¢. En remarquant que, pour tout nefi :

8= %=, — Xy (0 =32 )+ (= x0)
exprimer x, puis z, en fonction de n.
2. Déterminer les limites des suites (x, ). (v,) et (z, ).
Interpréter ces résultats.

“artie D Pour aller plus loin

1. Quelle est la probabilité p, pour qu'une pleante de
la p-igme génération ne soit pas homozygote ?

2 A partir de quelle génération a-t-on p, <0,017?
Justifier.



Tabac et infarctus

Mener une recherche

A I"cccasion de la journée mondiale sanstabac 2018,
dédiée au risque cardio-vasculaire lié au tabagisme,
la Fedération francaise de cardiologie alerte sur les
méfaits du tabac pour les artéres et le ceeur a travers
cette infogrophie,

Tabac

Plus de 60% des infarctus chez
les femmes de moins de B0 ans
sont attribuables au tabac

Les repas végeéetariens a la cantine

En avril 2018, I'institut de sondages BVA a interrogé
un échantillon de la population en posant lo question
suivante :

« Etes-vous favorables d la mise en place de repas
végétariens dans les cantines scolaires 7 »

A LECRIT OU A LORAL
Quelle estla proportion de personnes de pius de
35 ans interrogées 7 Expliquer,

Jeu de Monthy-Hall

1. D'aprés l'infographie, quel est |'effet du tabac sur
les infarctus chez les femmes ?

Z. Onestime, qu'en France, en 2018, 28 % des femmes
de moins de 60 ans sont fumeuses.

On préléve une personne parmi les femmes francaises.
On note II"événement « la femme prélevée a été vic-
time d’un infarctus » et F « la femme est furneuse »;

o Interpréter la phrase de I'infographie en termes de
probabilité.

b. Exprimer les probabilités £ (1) et A (1) enfonction
de P(1),

c. Montrer que B.(1)=4x B (1), Interpréter ce
résultat.

Les résultats sont donnés ci-dessous :

Favorable | Defavorable

Parmi les francais
de 18 ans ou plus

Parmi les 18/34 ans 74 %

Parmi les plus
de 35 ans

 Mener une recherche

Dans un jeu televise, le candidat se retrouve deviant
trois portes. Derriére I'une d'entre elles, se trouve un
gros lot ; alors que derriére les deux autres se trouve
une chévre,

Le candidat désigne une porte ; mais, pour
ménager le suspense, le présentateur du jeu
ouvre une des deux portes que le candidat n'c
pas choisies et derrlére laguelle se trouve une
chévre |

Le candidat peut alors modifier son choix. Que
iui conseillez-vous ¢

THEME 7 [nférence bayésienne 1895



V2 THEME

L4

Expériences répétées,
échantillonnage

ﬁ" Identifier
i des situations:

e
b

@

Sale. Determiner
é des coefficients
im’\

loi uniforme,
|l de Bemoulll

binomiaux, triangle
de Pascal

Calculer

des probabkiizes
dans le cadre
d'une lol binomiale

Déterminer
un intervalle
de fluctuation
=t prendre
une déeision

Statistiques et probabilités sont
Ltilisées dans de trés nombreux
domaines de I'activité humaine.
Elles sont apparues de facon tres
malheureuse dans le traitement
de « I'affaire f
Dreyfus » (1894 '
1806), al'occosion
d'une « expertise »
(menée par
Bertillon) qui fit
condamner a tort
|'accuse a la deportation surl'Tle
du Diable, Des mathématiciens
de renom établirent une contre-
expertise denongant des calculs
Brronés,

Volr Maths ‘en situation p. 221



= ipe By : e &) Voir révisions de 2" et 1™
B Partir d’un bon pied st IEAN
B Diaporama pour tester les bases

]

B Vrai ou Faux ?

On donne ci-dessous la loi de probabilite d'une variable
aléatoire X et on considére la variable aléatoire ¥ vérifiant
Y=3x+2.

X, 5 [ <2 | B 3 6 |
p=P(X=x) | 04 | 005 | 025 01 |

Indiguer si les offirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. P{X=3)=0.2 2 E{X)=-09

3 P(X=0)=0,45 4 o(X)=29

5 P(X>-2)=1-P(X=-5) 6. E(Y)=33

Variable aléatoire en contexte

Le foyer des éleves du lycée organise une tombela pour finan-
cer un nouveau billard. Il met en vente 400 tickets, au prix de
5 euros chacun. Parmi ces tickets, 20 font gagner un lot de
10 euros, 40 font gagner un lot de 20 euros et 15 font gagner
un lot de 40 euros. Tous les autres tickets sont perdants. Une
personne achete, au hasard, un ticket.

On note X la variable aléatoire égale ou gain algébrique du
ticket, en euro.

1. Quelles sont |es valeurs prises par la variable aléatoire X 7
2, Déterminer la lof de probabilité de X.

3. Calculer P(X =15) puis P(X <:30). Interpréter ces deux
probabilités.

. Determiner puis interpréter 'esperance mathématique de
le variable cléatoire X.

Répétition d'épreuves et variable aléataire

Lors d'un escape game, tous les joueurs de chague équipe
dolvent se soumettre @ un jeu d'adresse. Statistiguement,
un tiers des participants réussit cette épreuve, les autres
échouent.

Lorsgu'un joueur réussit |'eépreuve, son éguipe gagne cing
minutes supplémentaires pour lasuite de I'escape game, mais
elle perd trois minutes en cas d'échec.

On considére que le résultat d’un joueur n'da pas d'influence
sur celul des autres joueurs,

On note X la variable aléatoire donnont la durée (olgebrigue)
gagnée par I'équipe a I'issue de ce jeu.

1. On considére que I'éguipe compte deux joueurs.

a. Al'aide d’un arbre pondéré, déterminer laloi de probabilité
13 95 el de la variable aleataire X,

sur lesie coliection ] : : — b, Calculer I'espérance mathématique de X.

et ot e B ‘t“ ¢ Interpréter roncrétement cette espérance mathematique.

it o 2. Reprendre |a question 1. avec une équipe de trois joueurs.
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Un professeur de mathématiques propose & ses éléves, pour évaluer leurs
cannaissances, un QCM composé de trois questions. Chaque question
comporte quatre propositions dont une seule est exacte. Bastien, peu
enclin a reflechir ce matin-Ia, fait confiance @ so « bonne etoile » et décide
de répondre au hasard et de maniére indépendante a chacune des trois
guestions posées.

B En exploitant un arbre de probabilités, déterminer :

. la probabilité que Bastien réponde correctement aux trois questions ;
b la probabilité que Bastien donne trois réponses inexactes ;

. la probabilité gue Bastien donne uneréponse exacte et deux inexactes,

£3 on note X la variable aléatoire donnant le nombre de réponses exactes
de Bastien a l'issue du QCM. Déterminer la loi de probabilite de X, puis
calculer son espérance.

EJ Le professeur utilise le baréme suivant pour évaluer le travail de ses
eleves : toute bonne réponse est gratifiee de dewx points et taute mauvaise
réponse est sanctionnée d’un point. On riote Yla variable aléatoire donnant
le nambre (algébrique) de points obtenus a I'issue du QCM. Calculer
I'espérance de Y et en donner une interprétation.

Objectif

Remohiliser {a notion de variatle
aléatoire dans le cadre dune
répétition d éprebuve 5 indépendantes.

]

e

On répéte ici trois fois la méme
expérience aléatoire qul
aboutit 4 deux issuss qu'on peut
appeler Succes (Bastien répond
correctement d la question)

et Echec (Bustien rie ragond
poscorrectement). Lins telle
expérience st appelée épreLve
de Bernaulll.

La variable nléatoire X comple I
nombre de Succés a|'issue des
trais Epreuves de Bermoulll. Lalsi
de probabilté de X est oppelée loi
binomiale de pammetres |

= n=3 (trois épreuves) |

. = % (pmbﬂ.bliléde Sl.ltﬂés:].

~UEENT) Chemins & Manhattan... ban

Introduire les

Sonia participe @ un échange franco-américain @ Manhattan, quartier
de New York ol les aovenues sont arientées nard-sud et les rues est-nuest.
Chague matin, elle tudie dans un institut de langues / situé o 6 patés de
maison a I'est et 7 patés de maison ou nord de son lieu de résidence &
(cf. figure ci-contre). Pour se rendre @ |'institut, elle parcourt alors la lon-
gueurde 13 pdtés de maison (elle se dirige uniguement vers |2 nord et I'est).
L'objectif de cette activité est de déterminer le nombre de chemins pos-
sibles qui ménent du point & au point { (on a représenté ci-contre I'un de
ces chemins),

ED Etude de cos particuliers

A proximité de son lieu de résidence, Sonia fréquente régulidrement une
bibliothéque, un salon de thé et une salle de fitness matérialisée par B, T
et Fsurle plan ci-contre,

o Déterminer |e nombre de chemins qui ménent du point R au point B,
puis le nombre de chemins qui ménent du point i au point T.

1. En déduire le nombre de chemins gui ménent du point £ au point £,

£ Notion de coefficient binomial
o Tout chemin du point R au point B compte exactement 2 déplacements
vers |'est parmi les 4 déplacements. Le nombre total de tels chemins se

note (; ] D'aprés ce qui preceéde, quelle est la valeur de [; ] ?
b Dememe, préciser lo valeur de (;) et {;) Quielle relation peut-on écrire
entre ces trois coefficients binomiuux ?

En exploitant la relation précédente @ d'autres points du plan, répondre
au probléme posé.

-

costhicients binomisux
at laurs proprigtas.

e 8 & = & 8
I T L
L e e
. 2 s @ L -
Ngrdt- P i .
?.__.._.Jlf._-.it .
]
$ & & & 8 @
' i
e @& & & & @
—
Est

D b. Pour se rencre du point X au
point F, on doit nécessalrement

posser par B ou T.

o)

3 0. Le nombre (:] est appeld
coefficient binomial et se it
o 2 parmi 4 s,

§»

Bl . Cette relation, appelée
relation de Pascol, permiet de
calculer de proche en proche
n'impart e quet coefficient binorial
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Situation 2

Tirages successifs dans une urne

| Objectif
Exploiter des simulations etles

—
On considére une urne contenant cing boules indiscernables au toucher :
3 rouges et 2 noires. On répéte quatre fois |'épreuve consistant a prélever
une boule de I'ume, a noter sa couleur, puis d la remettre dans I'urne. Gn
s'intéresse au nombre de fois ot une boule rouge a été prélevée de 'ume.

ED Le tirage d’une boule dans I'umne constitue une épreuve de Bernoulli.
Préciser | @événement Succés S et sa probabilité de réalisation.

On répete cette épreuve de Bemoulli quatre fois dans les mémes conditions
et de maniere indépendante : on constitue ainsi unschéma de Bernoulli
a quatre épreuves.

On note X la varigble aléatoire, qui, @ |'issue d'un schémo de Bermoulli
quatre épreuves, compte le nombre de Succés obtenus.

3 simulations en Python de schémas de Bernoulli 271 00]

o Compléter les fonctions Python ci-contre. La fonction epreuve ( ) permet
de simuler une épreuve de Bernoulli et la fonction schema () permet de
simuler un schémao de Bernoulli @ 4 épreuves et retoumne le nombre de
Succes obtenus a l'issue du schéma.

b On souhaite simuler n schémas de Bernoulli (avec n e ™) et stacker
dans une liste les fréquences d"apparition du nombre de Succés. Compléter
la fonction repetition_schema (n) qui effectue ces simulations et
retourne la liste des fréquences d 'apparition.

c. Effectuer des simulations pour 5 =10, #=1000 puis 7 = 10000, Quelles
obsarvations peut-on faire ?

Loi de probabilité de X : exploitation d’un arbre pondere
Construire un arbre pondéré modélisant le schéma de Bernoulli, puis | ex-
ploiter pour répondre aux guestions suivantes,

a. Calculer les probabilités P(X =0) et P(X =4&).

b. Combien de chemins de |'arbre correspondent a la réalisation d’un
Succés et de trois Echecs ? En déduire le calcul de la probabilité P X =1).
Par une méthode analogue, déterminer P(X = 3).

c. Exprimer, a I'aide d'un coefficient binomial, le nombre de chemins cor-
respondant & la réalisation de deux Succes et deux Echecs, Quelle est la
probabilité de chacun de ces chemins ?

Calauler dors lo probabilité P X =2).

d. Confronter les probabilités calculées avec les frequences obtenues lors
| des simulations de la question &,

| coefficients binomiauy pour evaluer
des probahilits dans le cadre dun
| schémade Bermoul i

Line épreuve de Bernoulli est une
experience aléatoire admettant
deux issues appelées Succés () et
Echec (E) de probabilités notées:
respectivement p et 1—p.

n

—

1—p~E

e

From random import random

tef epreuve():
if rangom{) <= .,
return "succes’
else:
return ...

def schema():
nbr_succes=2
for 1 dn range{...):

if epreuve()=='syucces’:

nop_succes=...
return ...

def repetition_schema{n):
frequences=[8,8,8,0,0]
for i in range{n):
nbr_succes=schemaf )

frequences[nor_succesi=...

PETURT o

Situation 3

Vous avez dit truquée ? gy i Ohject]
y Sensitilisera Iz notlon de test

On dispose de deux piéces dont une seule est truquée :

ED Individuellement, réflechir @ un protocole permettant d'identifier la
piéce truquée,

F3 En groupe, en analysant les résultats obtenus dans le fichier
declictle_ch08 p199 situation3.csv, identifier, si possible, la piéce trugquee.

| statistigue:

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage
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Loi uniforme discréte
B Définition
Lavariable alécteire X suit la loi uniforme discréte sur [[a; 5]

(avec a et i entiers) si:
« X prend toutes les valeurs entiéres de [a; h]

1
=qy= Ml X= N =re= ==
s P(X=a)=P(X=a+1) P(X =b) =t
() Espérance
Si la variable aleatoire X suit |a lai unifarme discréte sur
= +
[a: k], alors son espérance vérifie £(X )= -“Tb
2587 '
Démonstmtion
La lol de X peut se représenter ainsi @
£ i i+ I i | b i
| - - avec = —

= h 1
PEA:k]_ » P | - | i b-a+1
E(X)=pxa+plat )+, .+ prb
a+b_b—a+1_xa.+b_a+b
2  h-a+1 2 2

=pla+(a+1)+...+bl=px(b—a+1

n Epreuve et loi de Bernoulli
B) Définitions

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve aléatolre n'ayant
que deux issues (souvent appelées « Succés » et « Echec») de probabilités
respectives pet (1- p), avec p=[0:1].

Définition

Soit p un réel de I'intervalle [0; 1], On dit que la variable
aleatoire X suit la loi de Bernoulli de poromeétre psi:

« X prend la valeur 0 si l'issue de |'épreuve est I'Echec ou la valeur 1 si
I'issue de l'épreuve est le Succés ;

e« P(X=Tj=petP(X=D)="1-p.

) Espérance, écart type

Soit X une variable déataire gui suit la loi de Bernoulli de
parametre p, alors
« 'espérancede X est £(X)=p
e |a variance et |'écart type de X sont respectivement égoux &:
i VIX)=p(1-p)  olx)={p(1-p)
"o
Démonstration
La lol de X peut se représenter ainsi : | D'aprés la formule de Koenig :
k 0 ] s V(X)=P(X=0)x(?
PIX=k)| 1=p r +P|XT1}HF_‘)£
; A S :p-p~:p[1-p}

E(X)=0xP(X =011 P(X=1) _ e
i e o(X)=JV(X)=+/pl1-p)
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o |
Si ¢ et & sont deux entiers tels gue
a<h,onnote [a;h] 'ensemble
desentiersntebque a=n=h il
cantient f—a+1 entiers

Exemple

Dans une urne, 20 boules
indiscernables ou toucher sanf
numerotées de 10 a 29, On tire une
boule au hasard. Si la variable
aleatoire X prend pour valeur e
numéro & de la boule, alors X suit lo
loi uniforme discréte sur [[10;29]]
et pour tout & & [10:29] :

. 1 1
J-‘:.‘-‘ - T A
PIX=k)= 97009~ 20
E(X)= 1“;29 =195

.
PSR
Egmargu

Siblls 0 n b b S

i

S=at+lat+...+bestla
somme des (h—a +1) premisrs
termes d'une sulte arithmétigue

de premier terme n et de raison 1.

Uanc:ﬁ;:[b—:n'l}:{i;—!:.

Exemples

= On lance une piéce équilibrie,
si le Succes est « obtenir Face »,
la variable nleotoire &, qui vaut 1
en cos de Succeés ef O sinon. sult la
loi de Bernoulli de paametre 0,5.
« Daons le choix d'une carte dons
un jeu de 32 cartes clossigue,

si e Succes est « abtenir lo dame
de coeur v, la varigble alEatoire £,
qui vaut 1 en cas de Succés et 0
sinon, sult la lol de Bernoulli de

parameétre z=.

Elxy= E Pety
e

ViX)= Y oy (0, —E(X))
P

- E ot |-ecor
L=l
(Formule de Keenig)



B vioeo
Capacite 1

méthode

e
’3?6"‘ Identifier des situations : loi uniforme, loi de Bernoulli

Fnoncé  On lance deux dés a six faces classigues equilibrés, |'un rouge, I'autre bleu. On définit les variables
oléatoires :

= R et B qui ont pour valeurs respectives les points des fuces supérieures du dé rouge et du dé blew.

« 5 quia pour valeur la somme des points obtenus.

= T'qui a pour valeur 6 fois les points obtenus par le d& rouge additionnés aux points obtenus par le dé bleu.
= /f quia pour valeur 1 si la somme des points obtenus est supérieure ou egale & huit et zéro sinon.

1. Déterminer |a loi des varicbles aléatoires R et B,

2. Daterminer les valeurs que peut prendre la variable aleatoire S, puis indiquer si 8 suit une loi unifarme discréte
et, dans I'affirmative, déterminer sur guel intervalle.

3. Méme question pour la variable aléataire 7.

4, Justifier gue lo variable aléatoire H suit une lol de Bernoulli et prédser son parométre p,

Solution
1. R prend toutes les valeurs entiéres entre 1 et 6, comme le dé est équilibré, ,{f‘-"wmr:}
1 | Remarque |
on a blen P(R=1J=P(R:l’)s...zP(R——-E.}:E. De méme pour 8. iineiblodiaciore difnia
dé bleu dé bleu comme combinasan de deux
. N T T j T . variables aléatoires qui suivent ung
s|a2|3[a|s5|6] rl1|2|s|64|5]6 i Lniforme ne suft pos forcément
1|2|3lals |6z 1l7|8|9[10]71]12 uhelol el
%2 3_!4_5 <] ?.8. g_2l13_1h_15!16_17518
2(3|u|s|e|7|8]|o 3| 3 |19|20|2|22|23|24 Polnt méthode
u =1 = =] | ] T ' I ‘ ] ‘ 1. Un tableau (ou un autre
=85S ! 5:? 8|9 .10. u. 4 .25:26.2?'.28.29130' visuel) gui permet de recenser
5 8|7 (8]9 1011 2 |31 |32]33[34]|35)|36 luusiesc_asestsuuwmune
6|7|8]916]11/12 6 37 38 39|40 41 42 SUg rateuse,

2. On remarque que S prend toutes les valeurs entiéres de [[2:12], mais
P(§=2)#P(5=7), donc § ne suit pas |a loi uniforme.

3. T prend toutes les valeurs de [7;42] et, pour tout ke[7;42],

7 — I — 1 = C i i A .
P(T=k)= 271" 36" done 7'suit |n loi uniforme discréte sur [|7 ,42]]_

4. H ne prend que deux valeurs 0 ou 1, et le tableau construit pour la
15

variable § permet de trouver la probabilité du Succés: = P(S =8)= 36

J'applique

n Pour chacune des situations suivantes, vérifier si
la variable aledtoire suit une loi uniforme discréte ou

Situation 2 1
Dans un jeu de 52 cartes, les Valets, les Dames et les

une loi de Bernoulli.
Dans l'affirmative, préciser la valeur du parametre
dela |l

Situation 1

Dans un sag il y a 50 jetons indiscernables au toucher
numérotés de 1 @ 50. Les jetons portant un nombre
pair sont rouges, les autres sont verts.

X est |ovariable aléatoire qui prend la valeur du jeton
choisl.

R est la variable aléatoire qui vaut 1 si le jeton est
rouge et 0 sinon.

Rois prennent respectivement les valeurs 11 ;12 et 13.
Les autres cartes ont pour voleur celle affichée sur la
carte. On choisit une carte au hasard.

N est la varioble aléatoire qui vaut 1 si la carte est
Pique ou Tréfle, 0 sinan.

Yestlavarioble aleatoire qui vaut la valeur de la carte
augmentée de 10 si la couleur est Tréfle, de 20 sila
couleur est Carreau, de 30 si la couleur est Coeur.

2 Proposer dew situations (autres que celles
développées id) gui peuvent étre modélisées por une
variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli.

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage
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Schéma de Bernoulli

Soit iz un entier naturel non nul, un schéma de Bernoulli est la répétition
de n épreuves de Bernoulli identigues et indépendantes.

) Représentation par un arbre

On peut representer un schéma de Bernoulli a ['aide d'un arbre pondere.
L'arbre permet de compter le nombre de chemins carrespondant @ un
nombre de succés donnés.

Ici, 3 chemins parmi les 8 sont composés de 2 Succés et 1 Echec.

[0} Coefficients binomiaux

On cansidére un schema de Bernoulli correspondant d la
répétition de n épreuves de Bernoulli (n = 0).Le nombre de fagonsd’obtenir

il

k Succés (0 = k =< i) parmi les n épreuves se note k etselit« & parmin ».

Les nombres [:

j s'appellent les coefficients binomiaux.

(i
Dans un arbre & n niveaux, | r) est le nombre de chermnins comportant k
Succés et (n—k ) Echecs,

a {g] =1, cariln’y a qu’un seul chermin ne contenant aucun Succés ;

I' : i ] i . =
- 1 :: ] =1, car il n’y a gu'un seul chemin cantenant i Succes

n ;
.| 1)= n, carll y o exactement i chemins contenant un seul Succés.
LY

B Triangle de Pascal
Soient net k deuxentiers natureals.
» Propriété 1: [U:[H EJ pour 0=k =n

L i [n=1 n=1
oProantezz{sz[ ¢ J+(k__-,]]pnur1f=k£n—1

Idées de demonstrations

Propriété 1

Parmi les it épreuves, s /il y a &k Succés, 1y d (n— k) Echecs, il v o donc autant
de fagons d'obtenir & Succes gque d'obtenir les (n—k) Echecs
correspondants.

Propriété 2

Un chemin de longueur i avec & lettres 5§ : peut commencer par £, suivid'un
chermin de longueur (n—1) qui contlent & lettres § (il y o [ "; 1] chemins de
ce lype) ou bien commencer par § suivi d'un chemin de longueur (1 —1) qui

ne contlent plus que (k-1) lettres S (ily o {:___1'] chemins de ce lype).

Calcul des coefficients binomiaux a I’aide du Triangle de Pascal :

Pour tout n =0 :["]={:: )=1 avec la convention [Eﬂ:"

0 7
o Ay fa=1 . fh=1)
Puis.pwr1-s=i-e=n—1.(*JﬁL p J+Lf~'-1J
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[ssues [ssues [ssuzs
de de de
I'épreuve  |'épreuve |'Epreuve
n'i ne n'3
5 Pop -8
i S ;
- ‘F\_—‘ﬁ‘ i
8 E :

i : é
2 Al -

=l
i 1=k

e e )
n'\

amaa ] s m=ag
T

=

S

Dans cet arbre, exactement
3 chemins comptent £
Succes parmi les 3 épreuves,

3]:3_

ainsion a [
2,

NH o |1 3 |4 | &
n N | N
0 i _'
1 |30 _i
2 10 2] 1.
. ERE 3| |
4 | e a
5 |45 e 5y
e
Unlil:l\i]:B

iy
L2
En dehors des valeurs 1, chaque
case contlent |a sormme de

la cose du dessus et de celle
immediatement a sa gauche.

On Luitulu[g]—lg]-

Lo présentation ci-dessous du
triangle de Pascal met en évidence
la symetrie des coefficients,



@“:’éthode

e
fé‘* Déterminer des coefficients binomiaux, triangle de Pascal

Fnonce  Les questions 1. @ 4. sont indépendantes.

1 @ Donner la valeur des coefficients binomiaux sulvants : ch?) y [2.:3] (fg] et [gg]

2. a. Reprendre le triangle de Pascal du cours et le compléter jusgu'aurang n=7,
b. En utilisant ce triangle de Pascal, déterminer la valeur des coefficients binomiaux suivants

BIHIHED
3):\a) (5)% (5
bl
3. Caleuler [2; | @ la calculatrice puis, sans calculntrice, danner un autre coefficient binamial qui |ui est égal.
/

4. On considére un schémao de Bernoulli composé de 5 épreuves de Bernoulli et | 'arbre de probabilités associé.
Sans construire cet arbre, déterminer le nombre de chemins de cel arbre compose .

a. uniguement d'Echecs ; b. de deux Succés et de trois Echecs.
Solution Polnt méthode
20 3 20] 20 20 20 [20 | 1. Onexploite ¢, pour n el les
1(0)=1:(7) =20 (397 )20+ (20)-(7)- et
Z. 0. Triangle de Pascal complété [ | Ui "
- jle G AP
H\f gl1|2|3|&|5|6]|7 n1\ ¢ ;;1)_”
| J '.a:
0 |3 | | | | | = 4
5 Y D N A [ Point méthode NN
2 |11 T | | | 2.b, Larelationde Pascal
3 T 13 3:] %1 | i permet de calculer les
g | 1|& 5| 4]1 | _ coefficients hinamiaux{sl
s |1/s5 (1ol 5| ! il
avec k £ [0;8] connaissant les
B |1 | 8&[15/20|15 . | coefficients su piveau n=7.
AEAEAED 35“ 7 1
iy oo 7 2 Alde caléulatrice |
b.Furie::theduirimgiedePusqu:{5|-—1D “—35;|q!'21 —
3) : Caleul de [k
Par la relation de Paseal, on a: rs] [?]+(?]=35+2‘|:56_ [ 11 BT 4PROBI3 combinaison)
Ls/7a) s
3 | e Yk
3. La calculatrice donne [ 2 )= 125970, Par la propriété de symétrie des bafle & outils, menu
; , T E Dénambrement
caefficients binomiaux, on a également [ 0 —( - —[ 2
= gae 8 J‘ 20-3]” 12]'

Boint
4, Le nombre de chemins composés : Sk nieiice

1
&, [L‘ | correspend au nombre

o uniquement d’Echecs est égal & {SJ'—1 ;
- de fagons d'obilenir  Succes

b. de deux Succés et de trois Echecs est égal & G] =( 3 ] =10. parivii |esa epreuves dun

schéema de Bermoulli,
J'applique

B@Détern‘d ner les coefficlents binomiaux suivants: &) A la caleulatrice, déterminer [

T
1 a] Sans calculatrice,

104 (107 (2020 (2020 M : R
11l 9 J "l o et; 2019 donner un coefficient hinomial qui lui est égal.

. . 10 17 [ K :
& Determiner ( 7 J et [ g ] al'aide du triangle de {3 A I'aide du triangle de Pascal, déterminer la valeur

Pascal. Quels autres coeffidents binomiaux peut-on | 4e |q somme [ 5-)_;_1‘ 5 ) _F[S ] _,_[5] +[ 5 ] _,_[ 5 ]
alors déduire ? Q) \1) 2] A3 A
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Loi binomiale

Soit # un entier riaturel non nul et p un nombre réel telque 0= p=1.

) La loi du nombre de Succés

Définition et théoreme

Seit X la variable aléatoire comptant le nombre

de Succés dans un schéma de Bernoulli & # épreuves ol p désigne la

probabilité du Succés, Cette variable aléatoire X suit la loi binomidle de

paramétres n ety (on &erit Hln: p)).

« X prend toutes les valeurs entieres de [0; 1]

= pour tout £ =[[0; 4], P(_X:k_}:[:Jp‘ (1=p)y ™

=0t e
" Idée de démonstration

On imagine un arbre & n niveaux: 1l y a [:J chemins composés de &

Succes et (n- k) Echecs. La probabllité de chacun de ces chemins se
calcule @ |'vide du principe multiplicatif et estégalea ¢ x(1-p " d'ou:

PX=k)=( ot (-

Exemple 1

Onlance 5 foisun dé tétroedrigue équilibré dontles facessont numéerot ées
de 1 (As) @ 4. X est la varioble aléatolre comptant le nombre d'As obtenus.
X suit donc la loi binomiale #5(5;0,25).

La probabilité d'ebtenir exacternent trois As al ‘issue des cing lancers est !

P{x=3_}=(§]xo,253 x(1-0,25)"2 =10x0,25 % 0,752 = 0,0879
Exemple 2

Samuel répond au hasard aux 20 guestions d'un QCM. Chaque guestion
propose 3 réponses dont une selle est exacte.

La variable aléatoire N qui compte le nombre de bonnes réponses

1
obtenues par Samuel sult la loi binomiale %(20 : —5].
La probabilité d'avolr au moins 10 bonnes réponses est:

P(N=10)=1-P(N =9)=0,092

) Espérance, écart type

Proprigtés admises

Soit X une variable aleatoire qui suit la loi $(n; p).
= L'esperance de X est £(X ) =np.
e La varionce et I'écart type de X sont données par ;

V(X)=np(1-p) et 6(X)=fnp(1-p).

Démonstration dans le cos ol n=2
Si X sult la lol binomiale [ il T

@(2:p) . gréce a un arbre | : g ! 2
ponderé, onobtient lo loi de | P(X =k)

39

(1-pi?* | 2p(1=p) 7

Calcul des probabilités

probahilite de X ci-contre.
E{.T]=ﬁxI:1—;:rﬁ2-|-1b<2p[1‘—;1}+2><;;2 =2p-2p*+2p*=1p

3 Représentation graphique

A |'uide d'une calculatrice ou d'un logiciel, on peut obtenir une représen-

tation de |a loi hinomiale sous forme d'un diagramme 6 bétons.

204

On peut exploiter un arbre pondéié
illustrant le schema de Bernowll|
associé o cette |oi binomiale
lorsgue n est relativernent pet/t.
Quand le nambre de chemins
contenant k Succés ne peut étre
représenté par un arbre, on calcule
les probabilites (ou les coefficients
binomioux) a | ‘gide d'une
calculatrice ou d'un logiciel.

E'A retenir |
POX = k)= :)x;a’ %(1—p)' -
nombré de K Succes
chemins menant

d k Succes parmi n—kEchec
les m épreuves

f3 | peut se colculer a |'aide du

LN

Lrinngle de Pascal,

Notation

L'évenement « M est au moins egal
@ 10 »8'écrlt aussi [N =10}.

Certaines calculatrices ne
penmettent que de calouler
PEX = k) d'el lanecessite de
calculer la probabilite de

I'Bvenerment contraire:
# s
s<
£ 1-p~E
1 [ 5
? E<
T—p—E
POE2 30 | )= 0. B9I89S79
& 1 B 12 3 an



méthode

A
fé"‘ Calculer des probabilités dans le cadre d"une loi binomiale

Enonce A 67 ans, le professeur Nofle enseigne encore au lycée, mais quand il fait cours, il o une chance sur
sept de se tromper de chapitre. Aujourd"hul, Il assure huit heures de cours a huit classes différentes. On suppose
gue |'erreur de chapitre pour une classe est indépendante de celle des autres classes.

La variable aleatoire X est le nombre de classes n'nyant pas eu cours avec le chapitre prévu,

1. Justifier que X suit une loi binomiale et préciser ses parametres,

2. Calculer lo probabilité que toutes les classes aient eu le cours prévu (arrondir au millieme).

3. Exprimer |o probabilité gue seules deux classes aient eu le cours prévu, puis calculer cette probabilité al'oide
des fonctions de la calculatrice.

4, Déterminer une valeur approchée @ 10 de la probabilité qu'au moins les trois quarts des classes aient eu
le cours prévi.

Solution Point méthode
1. Quand |e professeur Nofle fait cours, il n'y a que deux issues possibles : 4. Pourse figurer levénement
il a traité le bon chapitre ou il n'a pas traité le bon chapitre. 115" agit donc % :Dl -onimagine un arbre

" : : ) a B niveaux et onsuit le chemin
d'une épreuve de Bernoulll ; on répéte huit fols cette épreuve indépendamment quine comporte que des

d'une dasse a |'autre : on a donc un schéma de Bernoulli avec n=8. X
compte le nombre de Succés, I'événement Succés étant ne pas avolr le

chapitre prévu, qui a pour probabilité ; Donc X suit |la loi binomiale
ol e 1
%(.8'? ]

2. L'événement « toutes les classes ont le cours prévu » s'écrit [ X = 0}.

_PE‘tzk}_P[.'(-;:k_'!l:
pinomFpfinomeRep
e m =

La probabilité du Succés est % donc celle de |'Echec est g

6\¢
P(X= U);( ?] =0,291 TS menu probabilités
3. L'evénement « seules deux classes ont le cours prévu » s'éait {X =6},
. @ ?
.‘:(_x:ﬁ}:[g]x[;] x(g] Point méthode
i 11 - cilles & On peut calculer P(X =2)
A|'gide de la calculatrice, on obtient : P(X =6) = 0,0002. dlsctarnanta taidade by
4. Aumoins les trois quarts des clusses ont eu le cours prévu revient G« au ':ali‘:“""g']“ HLr-eee S
PlX =

maoins 6 dasses ont eu le cours prévu » ;donc 2 classes au maximum n'ont
pas eu le cours prévu. Il faut calculer ; P(X =2)=0,90642,

Japplique

& 1. Répondre aux m & Quand Il joue au

=P(X=0)+P[X =T)=P(x=2)

guestions @ l'aide de i i wkiae | baby-foot avec son fils,
la copie d'écran de PCA=20 0 )= 0.28L5678 Raphaél n'a qu’une
la calculatrice, chance surtrols d'arriver
a. Lire |es paramétres o gagnerla partie. Ce sair,
de la loi binomiale Ils décident de Faire
représentée. [ —— ——

1. Donner la valeur exacte, puis approchée de la
probabilité que Raphaél « souve |'honneur » en gagnant
au moins une partie,

2. Sur un trés grand nombre de soirées a cing parties,
combien de parties, en rmoyenne, Rophaél peut-il espérer
gagner !

b. Donnerune valeur approchée 10> présde P X = 2).
c. Avec la précision permise par le graphigue, donner
une estimation de P(X =2,

d. Lire la probabilite P(X =9).

2. A 'aide d'une calculatrice, calculer P(X = 2) et
P(X=9)a 103 prés.
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Echantillonnage et estimation

B Intervalle de fluctuation et prise de décision

Dans une population, on pense pouvoir affirmer que |a proportion d'ap-
parition d’'un caractere est p, Comment décider si cette affirmation est
acceptable ou non ?

Si X estune variable aléatoire qul suit le binomiale @i n ; p).
dlorsun intervalle de fluctuation au seuil 1-o (0 = &= 1) dela fréguence

X ky k&
= = est]= [;1- *f{l ou &, et k; sontles plus petits entiers vérifiant :

P(X <k)>5 et P(X < ky)=1-5

Avec les notations précedentes, on formule |'hypo-
these « Dans |a population, la propartion du caractére étudié est p ».
e si [ el alors on ne rejette pas I'hypotheése |
o sl fope € 1, alors on rejette 'hypothése (avec une probabilité o de la
rejeter & tort),

Exemple : Comment décider qu'une piéca de monnaie est équilibrée ?
() On fait I'hypothése que I"apparition de Pile est p=0,5.

On lance n =50 fois la piéce. La variable aléatoire X qui donne le nombre
de Pile suit la loi binomiae “3(50;0,5).

@ Aprés 50 lancers, on observe 19 apparitions de Pile donc f,. = %

@ A I'aide de la caleulatrice, on cherche I'intervalle de fluctuation & 95 %,

c'est-a-dire 1—o =0,95 soit & =0, 05. Ondétermine les plus petits entiers &,

et k, tels que P(X = k;) = 0,025 el P[X =k, )=0,975.0nobtient £, =18
18 32
o)

@ Comme |, =1, onnerejette pas |'hypothése que la proportion de Pile

est 0.5, ¢'est-a-dire que la piéce est équilibrée.

et ks =32.L'intervalle de fluctuation pour Ia fréquenceest [ = [

[ Intervalle de confiance et estimation

Dans une population, on cherche a estimer, @ partir d’'un échantillon, la
proportion inconnue p d'un caractére donné.

Propriété admise

Soit X une variable aléatoire qui suit la lol binomiale
(n; p) (p est la proportion inconnue d'apparition d'un camctere) et
F= = la frequence associce A X,

Alors, pour n suffisamment grand, p appartient a l'intervalle

[.‘-‘-— ! i+ : ] avec une probabilité supérieure ou égale a 85 %.
"

Exemple

Un sac opogue contient un trés grand nombre de boules rouges ou
bleues indiscernables au toucher. Lors d'un tirage de 100 boules, on
obtlent 41 boules rouges et 59 boules bleues. La fréquence observée
[iis de boules rouges dans I"échantillon est donc 0,41.

1 1 ] .
— 04T+ —— |=]0,40: 0 42| est un intervalle
~/100 ~100 [ ]
de confiance au niveau de confiance de 95% de la proportion p de

boules rouges dans le sac.

L'intervalle [ﬂ,!ﬂ—

206

0 5 10152025 30 3540 45 50
Lai hiromiale SA(50; 0,5)

Méthode

1) Or procéde au tirage oléatoire
et ovec remlse de 1 indlvidus, On
définit lo varinble aléatoire X
comptant le nombre d'individus
possedant le caroctére observe, X
suit danc la 1ol binomiale %(n | p).
2 0n caleule lo fréguence [, du
caractére observé dans
I"echaontillon preleve.

3 On calcule les bornes de
'intevalle de fluctuation assocléa

) X
la fréguence F = > associée dla

voriable oléotoire X,
& On applique la régle de décision.

Meéthaode

0n procéde au Lirage d'un
echantillon de » indhvidus.

2 On calcule lo fréguence f.. du
coractere etudie dans |'echantillon.
& (n calcule les bornes de
I'intervalie de conflance pour la
proportion Inconnue p

Y] —

=5 ln population est

w sufflsomment grande par ragport
an w |e tirage sans remise de
nindividus peut &tre considére
comme un tinige avec remise;

= On ne peul pus savoir sip
appartient ou non a cetintervalle
de confionee. ..



méthode

e
"‘??6"“ Déterminer un intervalle de fluctuation et prendre une décision

Fnonce  Dans un casino, une machine est programmeée pour que la fréquence du Succés soit de 0,06.
1. Un contréleur de la brigade des jeux veut vérifier e bon réglage de la machine,
pour cela, il procéde a une simulation de 100 parties et constate gue 4 d'entre
elles sont gagnantes,

a. Déterminer I'intervalle de fluctuation @ 95 % pour la fréquence dans cette situation.
b. Que va conclure le contréleur 7 -
2. Un joueur opprend gue la machine est programmée pour gue la fréquence du Succes soit 0,06.

a. 57l joue 77 parties, combien de parties peut-l espérer gagner ?

b. Combien de parties doit-l jouer pour gue la probabilité de gagner au mains une fols sur I'ensemble des
parties jouées soit supérieure 0 90 % ¢

Solution

1. o Chaque partie est indépendante de la précédente et n'a que deux
issues (gagne ou perdu). La variable aleéatoire X qui compte le nombre de
parties gognées suit donc la loj binomiale 35(100:0,06).

Point méthode

1. a. Penser averifier quil
s'agit dune |oi Binomiale puis
déterminer ses parametres,

ke ko
L'intervalle de fluctuation @ 95 % pour la fréquence est [1 00 ‘100] avec
ky le plus petit entier te] que P(X =k, = 0,025 et 4, le plus petit entier
tel que F{X =k, )=0975, Ontrouve [= [

Paint methode

2 1N
100100 |
b. On veuttester|'hypothése « La muchlne est correctement paramétrée s, 1. b. Ne pas oublier de formuler

Ifypothése qul est testée!

La frequence observée est f,,. = Comme [, €1, le controleur ne

100
rejette pas |'hypothése du bon reglage de la machine.

2. 0. 5o0it & la variable aleatoire donnant le nombre de parties gagnees
par le joueur. G suit la loi binomiale 93(77: 0,06 ). Le nombre de gain moyen
estdonné par £(G)=77x0,06=462.

Donc le joueur peul espérer gagner environ 4 ou 5 parties.

n;0.06). On cherche le nombre

2. Pour calculer PG =1),il
est souvent plus facile de
calculer la probahilite de

ntelque F{b?'l}“’-[]'g-:;“l—!‘[o 0]=09¢094" =01 dire #(G=0].Un seul chemin
In(0,1) ne contient aucun SUccés, done
n=———an=38 i
In(0,9%) P(G=0)=(1-p) (avecn
Si le joueur fuit 38 parties, il @ 90 % de chances d'en ovoir cu moeins une longueur du cherin et |a

\pmhahiiité du Succés). J

gagnante.

J'applique

B Une usine fabrigue des pigces dont le dernier

pése 9 grammes, elle modélise donc la situation en 1

contrdle qualité a montré que 92 % d'entre elles sont
conformes aux normes en vigueur, Au bout de guelques
semaines, an veut verifier sila proportion de piéces
conformes est restée la méme. Dans un prélévement
au hasard de 250 pigces, 225 sant confarmes.
Doit-on nccepter ou rejeterauseuil de 99 % |'hypothese
« 92 % des piéces de la production sont conformes aux
Normes en vigueur » 7

10 En préparant une paélla congelée conditionnee
en sachet de 900 grammes, Louna constate qu'il ne
cantient que 4 crevettes. Une crevette decartiquee

considérant gue |e sachet est composé de 100 portions
de 9 grammes. A chaque portion, elle associe lo variable
aléatoire € gui vaut 1 si c’est une aevette et O sinon.
1. a. Déterminer la lol de C et |'un de ses poramétres,
b. En déduire I'intervalle de confiance de p au seuil
de95 %.

c. Interpréter ce réesultat en donnant un encadrement
fu nombre de crevettes qu’'elle peut espérer trouver
dans un sachet de cette poélla

2. Elle lit la liste des ingrédients : « Contient 5 %
de orevettes décortiquées, » Que penser de cette
affirmation ?

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage
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{ Je revois mon cours |

Loi uniforme discréte Epreuve et loi de Bernoulli

« X prend toutes les valeurs entiéres sur [Ja: h], Une épreuve de Bernoulli est P __Succhs

) P urne expérience aléatoire qui <
P toutic; e b plx=k)= b-at1 admet deux issues. 1 e
& "
* E{X)= 5 s X prend les valeurs 0 (Echec) ou 1 (Succés).
= Situations classiques : lancer d'un dé équilibré, o P(X=0)=1-p e PX=1=p
'.\ ::imgede boules numeérotées et indiscernables. IK.'_' E(X)=p . o(X)= m

Schéma de Bernoulli et loi binomiale 7 (n; p) Loi binomiale et arbre

 La répétition a I'identique et de facon indépendante de n épreuves de
Bemnoulli de probabilité p donne un schéma de Bemoulii,

* X compte le nombre de Sucrés a |'issue du schéma et prend toutes les
valeurs entidres dans [0;n]. e T

' a7 .
« Pour tout & =[[0;n], P(X -——H-——(;L(U"F)ﬂ ,""/
Elx = ; JY =4 1_
Sl = U(_ ) _ ”J'jlpi: ?) . nombre de chemins

menant & k Succés
parmi les n épreuves

. .illl._;:..'l-' S

. Pexz 18 =@ 29189573

F(x=2}=(;)x.vz><(1— p)'

Il L] 4 a 1z 18 =0
Coefficients binomiaux et triangle de Pascal Intervalle de fluctuation

L'entier [3 | se |it 2 parmi 3 :\ k

Pk X1, =05

]
1P =k
etil vaut 3. |0 |8 i
5\ (41, (4 L7 [ PiX <k ) <0025 P =L }<0,055
Oncaleute (3 =(3 ]+ 5] 3|7 ' | ‘
Il
L'entier [g | se lit 3 parmi 5 | 4 |1 ] E
5 1 i 4"’1
etil vaut 10. 0 Iy ky
Pour tous entlersn. ktelsque n >0 et 0=k =n, [:] représente X suit la loi binomiale %(n ; p).
le nombre de chemins de longueur n ayant & Succés et par symétrie | L'intervalle de fluctuation au seull de
) njz[ n ] L 'n]: n]=1 I: n.]zf n ]=n 95 % de la fréquence F‘z-£ est
k)T n—k 0) \n, 1) n=1 2

Relation de Pascal n'n

) [ﬁ:ﬂ]_.on préleve un échantillon.

Pourtoutn=1let1=kt=n-1,0na: Si [ &1, 0nrejette I'hypothése que
ny (n=T =1 la proportion du caractére dans la

5 [_k ]_{ k ]+ [ k —1_] population est égale & p.
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VERSION
INTERACTIVE i
ET CORRIGEE  J0riihehd

J’évalue mes connaissances

B Vair corrigés
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1. Soit X une variable aléatolre sulvant g . 1
la loi uniforme sur [[5,20]. P{x_"}_ﬁ P{x_“}_ﬁ BX)=129

(10 5 - 10 6 10
z.lﬁ]estegulﬁ. [ﬁ] {10] e

(7 7 = = 7 8 ]
33 estegata: (5) (3) (5)

Dares les questions 4. a B., on considére un schéma de Bemoulli de 7 répétitions dont la probabilité de Succés

2
ast P& =z Sait X la variable aléatoire égale au nombre de Succés a |'issue du schema.

4. Le nombre de chemins dans | ‘arbre (?)

correspondant & X =3 est gal 4
3024 (2P (3% 7N (2N (3Y
75625 (35 G E)

el

5 P(X=4)estegolea:

6. P(X <7)estégalea:

7.8(X =2) est égale a: 1-P(X =2) T=P(X=0)-P(X =1) 1-P(X=2)
8. L'espémance et la variance de X sont - 14 oy B2 6
égalesa; f—’(ﬂég V(-”f]—g ‘.fl:)f)--E

9. 5i X sult 98(15;0,4), un intervalle de
9 12
1515

fluctuation 895 % de la variable |:T2_
Ph

| ko

. . X
oleatoire fréquence F = TE est:

ou fuux? Indiguer pour chague affirmation si elfe est vraie ou fausse. Justifier.

Partie A, Dans une ume, on dispose cng boules
rouges numérctées de 1 @ 5 et trois boules noires

numérotées de 6 a 8 (toutes ces boules sont indiscer- PartieC. On souhoite vérifier I'hypothése selon

nables). On préléve au hasard une boule. On note ¥la laquelle 67 % des francais seraient préts & changer
variable aléatolre égale au numéro de la boule tirée
; . e , leurs habitudes alimentaires pour des produits issus de
et 7 la varioble aléatoire qui prend la valeur 0 si la e ; ; ;
A N i I'agriculture biologique. Pour cela, on choisit au hasard
19':_ i loi ?fo di t [1:8] 100 francais. On constate que, parrmni ceux-cl, seuls 60
e L seraient préts @ changer leurs habitudes alimentaires.
1. Lintervalle de fluctuation @ 95 % permettant de
valider (ou non) 'hypothése est celui assodé a lo

3. Lo probabilité d'obtenir au plus 12 boules rouges
est environ 0,146.

= 5
2. Zsuit une loi de Bernoulli de paramétre p= 3

Partie B. On tire ou hasard et avec remise une boule ; L b X . _ )
variable algatoire fréquence F=—— ol X suit une loi

dans 'urne de la partie A. et on répéte 24 fois ce
tirage.
1.La probabilité d'obtenir exacterment 13 boules

24 3 13 5 11
rouges est egale a [.1 3] x(E] K(E) :
2. Le nombre moyen de boules rouges obtenues est 15,

60
binomiale R(60:0,67).
2.Un tel intervalle de fluctuation @ 95 % est
[=[0,58:0,76].
3. L'hypothese est rejetée avec un risque d'erreur
de5 %,

THEME 8 Expériences répétées, échantillonnage
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaix

€0 @ Ecrire sous la forme d'une unique puissance
les nombres suivants,
1. 27% (23

(12 Résoudre les équations suivantes sur I'intervalle |
indiqueé.

1. 3x+2(5x—4)=-2x+2 sur [=[R

2.2 —tx=6sur [=[}

3. (2x—1)(x2+6x+9)=0 sur [ =

4 g3 == sur =R

5. In(2v+7)=0 sur I= :|——g-,+m|:

Calculer o fonction dérivée des fonctions sul-
vantes sur l'intervalle | indique.

1 flx)=-33 -2 +1sur =R

2. glx)= aae‘”"’ surl=R

3 rnij-— sur I=]=1;+=[
4. i(x)= In(,e‘vl—zx +1) sur 1=[0; 4=

Etudier, suivant les valeurs du réel x appartenant
al'intervalle [, le signe des expressions suivantes.
1 A(x)=(2x-1)(+2+3) sur 1=
2. B(x)=(x+3)e ™ sur [=R
37 -27
3. O(a)= —IT“‘TI T 4ee]

4 D(x)=In(2x+4) sur [ = |=2;+es]

(15] @CaquIer Jes intégrales suivantes.

1.L w24 3)dx Z.L:;-E_z..‘d_t ]’

Pour chacune des sultes suivantes définies par
récurrence, donner Une expression explicite de leur
terme général.

1. Pour tout n e, on a u, ¢ =3u, Ovec uy=-2.

2. Pourtout n €', onm u, 4 =u, 5 avec u, =8,

@Déterminer les limites suivantes.
- lim [2;-:%3} 2. lim 5x02"

" b
5 *!LT"[B-+ 0,2" J

Résoudre dans Rl les inéquations suivantes.
1.095"=0.2 2.1-0,75" =099
3.105" =21 4. 0,4" <0,001

3. lim (5-2x3")

Automatismes du théme

m @ Dans chacun des cas suivants, calculer I'es-
pérance et |"écart type (sauf pour lo question 1.) de
la variable aléatoire X.

1. X suit une loi uniforme discréte sur [2;10].

2. X suit une loi de Bernoulli de paramétre p=0,3.
3. X sult une lol binomiale &(n;p) avec n=10 et
p=02.

@ On considére un schéma de Bernoulli &
7 épreuves et |'arbre de probabilités nssocié a ce
schéma de Bernoulli. Exprimer, & I'aide d'un coeffi-
cient binomial, |2 nombre de chemins de cet arbre
compose :

1. de 5 Succés et 2 Echecs ;

2. d'exactement 7 Echecs ;

3. d'exactement 4 Echecs,

(21 J¢ R Construire le triangle de Pascal jusqu'aurang
" -_-ﬁ =

m@ Déterminer la valeur des coefficients bino-

B ) )
5. [13{3]

a(3)

@ Pour chacun des coefficients binomiaux sui-
vants, proposer un gutre coefficient binomial qui lui
est égal.

) 2y (9

(%) =)

@ A I'dide du triangle de Pascal, déterminer la
valeur des coefficients binomiaux suivants.

) 2 2

(T &
“‘(3] s (3)
E @ X suit une lai binomiale % (n; p) avec n=6

et p=0.2. Calculer les probabilités sulvantes.
1. P(X=0) 2. P(X=1) 3. P(X =1) 4 P(X<6)

€13 x suit une loi binomiale @(n : p) avec n=20 et
p=0,3. A I'ide de la calculatrice, calculer les proba-
bilités suivantes.
1. P(X=8)

4. P(x<13)

2. P(X=5)
5.(x>10)

3. P(X=6)
6 P(E=Xx=<12)




Gxercices

g T e
AET Les bases
bt

|

m Vrai ou faux 7

On donne ci-dessous la loi de probabilité d'une
variable aléatnire X.

pest unréel de l'intervalle [0;1].

x, 2|2l | 2] 3
014 |

p=P(X=1x) po| 01| p | 02

Indiguer si les affirmations suivantes sont vraies ou
Fausses.

1. p?+p=056 2, P(X=0)=016
3 P(X>2)=034 & P(X =0)=0,66
5 E(X)=0 6. 6(X)=19

28 [\laY!

Selent 4 et B deux événements d'un méme univers €,
On donne |'arbre de probabilités ci-dessous,

% 07" B
Cl,,-ﬁ/ «:\E

&_\<f

B

On sait de plus que P(B)=0.4.

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer la
(ou les) réponse(s) correcte(s).

1. La probabilité P( B} est égalea:

o P, (B)+Py(B) b. P(AnB)+P(ANB)
e Py(A)+ Py B) d.0,28+ P(Ar B)

2. La probabilité P(AB) est égale d:

o 1-P(ANB) b P(A)x P(B)

c., 072 d. 0,12

3. La probabilité conditionnelle 2, (5) est égale a:
o 0,2 b.012 c.%

Pour jouer @ un jeu, on mise deux euros puis on
lance un dé cubique équilibré. St on abtient 2 ou 4.
alors la mise est remboursee ; si on ablient un nombre
impair, on perd |a mise et si on obtient 6, la rise est
remboursée et on gagne cing euros.

On note X la variable aléatoire donnant le gain
(algébrique) du joueur dl'issue d'un jeu.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-
toire X.

2. Caleuler son espérance £(X). Ce Jeu est-il favorable
au joueur 7

3. Le jeu est dit équitable lorsque E(X )= 0. Quel gain
doit-on attribuer a |'obtention d’un 6 afin de rendre
ce jeu équitable ?

ACTIVIT
MENTALES
RAPIDES

m Dans chacun des cas suivants, indiguer si X suit
une |oi uniforme discréte et; si c'est le cas, donner sa
loi de probabilité puis son espérance mathématique.
1. Dens une ume contenant des boules indiscemables
numérotees de 5 a 20, on en préléve une et on note X
la variable aléotoire donnant son numero,

Z On lance deux dés cubiques équilibrés. On note X
la variable aléatoire donnant la somme des points.
3. Dans un jeu de 32 cartes, on enléve |'ensemble des
figures (rois, dames et valets). On préléve au hasard
une carte et on note X la variable adleatoire donnant
la valeur de la carte prélevée.

m Deux diaporamas pour faire
ie point sur le cours,

m 1. Définir la notion d'epreuve de Bernoulli.

2. Pour chacun des contextes suivants, définir une
epreuve de Bernoulli (en précisant un evénement
Succes et sa probabilité).

o. On tire au hasord une carte d'un jeu de 32 cartes.
L On lance un dé tétraédrique équilibré.

. On lance deux deés cubiques equilibrés.

£. Ontire une boule dans une ume contenant 2 boules
naoires et 3 boules blanches indiscernables au toucher,

m On consideére |'arbre ci-dessous décrivant o répé-
tition d'épreuves de Bemoulll indépendantes.

1. Quelle est la pro- p3—>
babilité d'un chemin 03~ S'é\-\ﬁ
Com:azl:c;nt E.ES:»:;] cte- s — s
men ucces ! 0,3 E '

2. Combien de che- c:\-‘E
mins comptent exac- 03— $
tement 2 Succeés ¢ [13*"5-:'\“-‘[:
3. On note X la variahle " 45~8

cleatoire comptant le nombre
de Suceés al'issue du schéma.
Déterminer lo valeur de P(X =2 puis de P( X =1).

m Soient i, k e ™ etpunréel del'intervalle p e [0;1].
Compléter les phrases suivantes.
1_Pnurﬂ=z-k£n,ona[:]:[ ”]_
2. Pour1=/Lt=n-1,larelation de Pascal s écrit ;
'n—"l']+ =T\ (e
)
3. X suit la loi B(n; p), alors, pour tout ke[0:n]:
P[X:k}:["'}xp-"x....

Onaalors E(X)=...et6(X)=....
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Bxercices

.. ldentifier des situations :
loi uniforme, loi de Bernoulli

D acm

Dans chaque cas, relever les réponses correctes,

1. Une association organise un loto. Parmi 100 billes
indiscemables au toucher numérotées de 14 100, on
en tire une ou hasard et on note X la variable aléatoire
egale au numéro de cette hille,

o X suit une |oi de Bernoulli. b. E(X)=555

2. 0n lance trois piéces équilibrées, Si on obtient
le méme résultat pour |es trois piéces, on dit gu'on
obtient un Succes. La variable aléateire X prend la
valeur 1 en cas de Succes et 0 sinon.

o X suit une loi de Bernoulli,

uzﬂx}:% CJﬂXﬁ—%?
m Dans chaque cas, indiquer sl la variable aléatoire
X suit une loi uniforme, une lol de Bernoulli ou aucune
de ces deux lois. Le cas échéant, prédser les paramétres
de cette loi et I'epreuve de Bernoulli assoriée.

1. On lance un dé cubigue équilibré. La variable aléa-
toire X prend la valeur 0 si on obtient un multiple de
trois et prend la valeur 7 sinon.

Z.0n lence un dé tétruédrique équilibré. On note
X la variable aléatoire égale au double des points
qu'affiche le dé.

3. On lance deux dés quilibrés, La varinble aléatoire
X prend la valeur 0 si on obtient un double et 1 sinon.
4. Un jeu de tarot compte 78 cartes dont 21 atouts
numérotés de 1 a 21. On tire une carte au hasard
parmi les atouts d'un jeu de tarot. X est la variable
aléatoire égale au numéro de I'atout tire.

5. Dans un jeu de tarot, on tire une carte au hasard.
X est la variable aléatoire égale a 1 si on obtient un
dtout et egale a 0 sinon.

37 On considére une variable aléatoire X suivant la
loi uniforme sur I"intervalle [3;21]).

1. Décrire une expérience aléatoire mettant en jeu
une telle varioble cléatoire X.

2. Déterminer la loi de probebilité et I'espérance de X.

m Lors d'une épreuve de biathlon, épreuve olym-
pique mélant ski de fond et tir & la carabine, chagque
skieur doit parcourir un circuit @ I'issue duquel i tire
sur 5 dbles distantes de 50 metres, Un biathléte ate
sa cible dans 3 % des cas. Cette situation peut-elle
étre modélisée parune variable aléatoire de Bernoulli 7
Dans |'affirmative, préciser son paramétre.

212

%_ Déterminer des coefficients
hinomiaux, triangle de Pascal

m Vral ou faux ?

On considére |'arbre de probabilités suivant dans
lequel § désigne |'événement Succés el E |"événe-
ment Echec.

025

5
0z T~p—2=}
/ ..r—S—---_ﬂ'_@_':g
02 E

07 P .
; g2—"5
ﬂj"'—s-{-""_ﬁ

s i
[ O .

. p2-—"5
o2 — S —=22"p

Eﬂ;“mmﬁ 02—%

E

Indiguer si chacune des affirmations suivantes est
vraie ou fausse, Justifier.

1. Cet arbre maodélise un schema de Bernoulli a
2 épreuves.

2. Dans cet arbre, il existe un unique chemin ne conte-
nant que des Echecs.

3. Dans cet arbre, il existe exactement [f;] chemins

contenant un seul Echec et trois Succés.
4, Dans cet arbre, excactermnent 6 chemins contiennent
2 Echecs et 2 Succés.

B ® o

Dans chaque cas, déterminer la {ou les) bonne(s)
réponsels),

W@ as w1 em )

2[3]: a.3 u[gj ¢.10 a[j‘}»(éj

3.(§]+{2]; q_[gf] h.(i] c.15 d {g]

&1 On considére un jeu de 32 cartes. On préléve suc-
cessivernent et avec remise trois cartes de ce jeu. On
compte le nombre de figures oblenues o I'issue de ces
trois tirages.

1. Modéliser la situation par un arbre de probabilités,
2. Cette experience aléatairg canstitue-t-elle un
schéma de Bernoulli ? Dans |"affirmative, préciser ses
parametres.

3. Déterminer lg probabllité qu'exactement deux
cartes sur les trois cartes prélevées soient des Figures



m Reprendre les questions et la situation de |'exer-
cice B8 lorsque les tirages se font successivernent et
SaNs remise.

43 @ Déterminer la valeur des coefficients bino-
miaux suivants,

w3 2(9) () «(%) (%)

x

@Dn o obtenu les résultats suivants al'aide de
la caleulatrice,

ia 12€=z
l 7 ] 31824 43758

Sans calculatrice, déduire de ces résultats la valeur cies
coefficients binomiaux suivants.

(18 18} 19 19
(1) 2(i0, 3‘[ s) “(n)
m.ﬁ |"'mide de la calculatrice, déterminer la valeur
des coefficients binomiaux suvants.

1(2) 2(ie) *(%0) «(e)

Calculer des probabhilités
dans le cadre d'une loi binomiale

&) acm

Soit X une variable algatoire qui suit la loi binomiale
de parameétres n =10 et p=0,2,

Dans chaque cas, indiquer ies répanses correctes.

1. La {les) probabilité(s) correcte(s) est (sont) :

a P(X=10)=02"" b P(X=2)=022x08"

€ P(X=0)=0,2° d. P(X=3)=120x0,2>x087
2. L'esperance mathematique de X est égale & :

a 8 b.10 2 d. 1,6

3. L'eécart type de X estegolea :

a 16 b. 2 c. 16
B ® acm

On appelle X une variable aléatoire suivant la loi bino-
miale de parameétres n=5 et p=0,6.

Dans chague cas, Indiguer les reponses correctes,

. La probabilité #(X =0) est égale & :

d. 04

-

o 0,48 b. 5x0,4°> ¢ 0,6 d. 5x0,6°
2. La probabilité P(X =1) est Egale &:
al1-P(X=0)b.1-04° <c1-0.65 d. 065

3. Laprobabilité P{(X <5) estégale a:

a P(X=4) b.1-04 c1-06° d.04&

m X suit une loi binomiale de paramétres n = 20 et
p=0,3.Al'cide de la calculatrice, déterminer les pro-
babilités suivantes,

1. P(X=4) 2.P(X<7) 3. P(X>9) 4. P(X=5)

Dans les exercices 5 @ &3, indiquer si la variable
aléatoire X suit une loi binomiale. Dans 'affirmative,
preciser ses parameétres.

m Selon |'INIEP, en 2015, 47 % des jeunes Francais
de 16 ans ont une pratigue sportive hebdomadaire,
On interroge au hasard et de fagon independante 20
Jeunes Francals de 16 ans dans |a population. On note
X la variable oléatoire donnant le nombre de jeunes
de cet echantillon ayant une pratique sportive
hebdomadaire.

m Dans un stock de 20 vis dont 3 sent trop longues,
on préléve successivement 15 vis au hasard et sans
remise. On nate X lo vatiable cléatoire donnant le
nombre de vis gui ont la bonne longueur parmi les
15 vis choisies.

On lance un dé t&traédrique équilibré a six
reprises. X est la variable aléatoire qui compte le
nombre de fois ol on a abtenu 4.

52 Leconseil reglonal dote un lycée de 20 nouveaux
ordinateurs. Une etude montre qu'un ordinateur de
ce Lype tombera en panne durant la période de garan-
tie avec une probabilité de 5 % . On suppose que ces
ordinateurs sont tous du méme type et gu'ils peuvent
tomber en panne independamment les uns des autres,
On note X la variable aléat oire égale au nombre d' or-
dinateurs qui tomberont en panne durant la période
de garantie.

1. Quelle est la |oi suivie par X 7 Justifier.

2. Calculer la probabilité des événements suivants.

o Aurmoins un ordinateur tombe en panne durant la
période de garantie.

b Exactement cing ordinateurs tombent en panne
durant la période de garantie.

. Au plus sept ordinateurs tombent en panne durant
la periode de garantie,

3. Calculer et interpréter |'espérance mathématigue
de la variable aléatoire X.

m Un restaurateur a constaté qu’au déjeuner neuf
clients sur dix prennent un café. Huit clients se pré-
sentent pour déjeuner et commandent de facon indé-
pendante. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de cllents qul commandent un café surl'en-
sermble des huit clients ayant déjeuné.

1. X suit une lol binomiale. Préciser ses paramétres.
2. Calculer la probabilité des événements suivants,

a. Un seul client prend un café,

b Exoctement trois clients prennent un café.

. Au moeins un client prend un café.

. Au plus guatre clients prennent un café,

3. Calculer et interpréter 'espérance de X.
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Bxercices

m Achats éco-responsables

Une étude Ipsos menée en novembre 2019 indigue
gu'en reaction au phénoméne de surconsommation
54 % desFrancais priviléegient désormais les margues
ethigues et éco-responsables ou les articles recyclés
lors de leurs achats en ligne, On interroge douze
Francais au hasard et de fagon indépendante. On
note ¥ |a variable aléataire donnant le nambre de
personnes parmi les douze personnes Interrogées qui
adoptent un tel comportement lors de leurs achats
en ligne.

1. Quelle est la Ini suivie par ¥ ? Justifier.

2. On aréalisé le calcul suivant sur une calculatrice ;

3 iz ]
[f]-r. 470 46

2. p21946T

Quelle probabilité ce calcul permet-il dobtenir ?

3. o Calculer et interpréter la probabilité P(¥ =5).
b Déterminer la probabilité qu’au moins une per-
sanne interrogée odopte un comportement éco-res-
ponsable lors de ses achats en ligne.

c. Déterminer la probabilité gu'au moins la moltié
des personnes interrogées adopte un comportement
éco-responsable lors de ses achats en ligne,

.. Déterminer un intervalle de fluctuation
et prendre une décision

m Vrai ou foux ?

Soit X une variable cléatoire de loi binomiale 3 (n ; p)
avec n=13 et p=0,3.0n atabulé d-dessous les pro-
babilités P( X = k) pour k €] 0; 15]] (valeurs arrondies
a 0,001 par défaut).

k 0 1 2 3 | 4
P(X<k) 0009 | 0,063 | 0202 042 | 0654
k 5 | 6 7 8 9

P(X=k) | 0834 | 0937 | 0981 0995 | 0999

Enfin. pour £ £[[10:12]. on @ P(X = k)=0999 et
PIX=13)=1.

1. Le plus petit @ ™ tel que PIX =a)>0,025 est 1.
2. Le plus petit b tel que P(X = »)=0,975 est 6.
3. Le plus petit & =R tel que P{X = k)=0,995 est 8.
4.0na P(1=X=7)=095. Ainsi, |'intervalle [1;7]
est un intervalle de fluctuation @ 25 % de X.

£ piece équilibrée ?

On lance 200 fois une piéce de monnaie. On obtient
123 fois Pile. Peut-on remettre en question, au seuil de
95 %, le fait que cette pigce soit équilibrée ?

214

57 On o représenté ci-dessous |a distribution de la
lai binomiale de parameétres n =14 et p=0.6.

A
0,25+
0,207 D207
0.2
0,157 0,155

0,15
0.7 4 0pad 0,085

0,05~

0123 4567 8 51011121314

En utilisamt ces informations, déterminer un intervalle
de fluctuation @ 95 % pour une variable aléntoire X
de loi binomiale 93(#; p). En déduire un intervalle de

fluctuation de la variable aléatoire frequence 7= %
associée & X.

m Une machine d'un
laboratoire pharmaceu-
tigue fabrique, en trés
grande guantité, un
meédicament saus forme
de gélules. Lorsque cette
machine est bien reglee, au moins 97 % des gelules
sont conformes.

Afin d'évaluer le bon réglage de cette machine, on
effectue un contréle en prélevant un échantillon de
1 000 gélules dans la production. Celle-ci étant sup-
posée suffisamment Importante, on assimile ce pré-
léevement @ 1 000 tirages successifs avec remise. Le
controle effectué a permis de dénombrer 53 geélules
non conformes dans I'achantillon préleve.

1. Quelle est la fréequence de gélules conformes dans
I'echantillon 7

2. Gréce a un tableur, on a calculé les probabilités
P(X =k) ol X suit laloi %Bin;p) ovec n=1000 et
p=097.

A A £ A A a

. i PIX < k) 1 i POX 2 k)
‘555 as5g 00088 979 977 a,9226
559 957 00135 480 578 0,9481
9E0 az5a 00204 981 979 09667
451 459 00302 ggz! G980 0,975
962 950 00437 983 g5l 0,881
962! 561 00619,  S&d 952 0,8934

o. Donner les plus petits entiers « et I tels que
P(X =a)>0025 et P(X<5)=0,975,

b. En déduire un intervalle de fluctuation @ 95 % de
la frequence associee a X.

3. Le contréle remet-il en question les réglages faits
par le laboratoire ?



Gxercices

ﬂ Loi uniforme discréte

B il simulations d’un lancer de dé

La fonction random ( ) issue de la bibliothéque ran-
dom de Python renvole un nombre réel aléatoire de
I'intervalle [0; 7] et ceci de maniére équirépartie.

1. Compléter la fonc- . ¢rom randon import random
tion suivonte de telle -

sortequ'ellesimulele 2¢F de_tetrasdriauel);

. 1 x=random( }
lancer d'un dé tétrae- 1f wen. 25
drigue équilibré, c’est- Y e
a-dire qu'elle renvoie RS
un entier de 'inter- - elif x< ... :

10 raturn ...

valle [1;4] avec |, e
équiprobabilité. 12 return ...

2. Un autre point de vue. La fonction int (x ) renvoie
la partie entiére d'un réel x, c'est-a-dire le plus grand
entier inférieur ou égal @ x.

0. On saisit la commande 4*random () dans la
console Python. Dans guel intervalle peuvent varier
les valeurs retaurnees par ceftte commande ?

b. Reprendre lo question préceédente pour la commande
int (4*random() ), puis int{(4*random{ ) ) +1.

c. En déduire une autre facon de simuler le lancer d'un
dé tetraédrique équilibré.

3. De méme, construire une fonction de_cubigue( )
simulant le lancer d’un dé cubique équilibré (on pro-
posera deux méthodes).
JEE?E?

En général, on utilisera la fonction randrangefa.b | dela

biblothégue random qui permet directement de renvoyer
un entier au hasard dans [a:A].

m (G simulations de lancers successifs
Le programme suivant, écrit en Python, simule des lan-
cers d’un dé cubique classique, puls affiche le nombre
d'apparitions de chacune des faces.

from rindon inport randrange

dlce - [I.'] g

for _ ip cange(1006):

face = randrange(l. 7)

dice[face - 1] += 1
print{dice)

Adapter ce programme afin de simuler les evénements
sulvants.
. &£ 000 |encers d'un dé tétraédrique équilibre.
2.1 000 lancers d'une piéce demennaie équilibrée,
2. 2000 tirages d'une des cartes as, 2, 3, ... dame, roi
parmi les 14 cartes de coaur possibles.
AT

Uinstruction [0 [*G crée une liste de six zéros

m On considere "'equation x2+by+c=0 ou le
couple (b ;) est obtenu de la maniére suivante : b est
le resultat du premier jet d'un dé equilibré tétroé-
drique dont les faces portent les numeéras 2,3, 4,5 ;¢
est le résultat du second jet du méme dé. Chague
couple a la méme probabilité d'apparition.

1. Soit 8 la varicble aléatoire qui prend les valeurs
abtentes lors du premier lancer. Déterminer la loi de 1.
2. Soit D la variable aléatoire qui prend la valeur
b2 —bLe D suit-elie une loi uniforme ?

3. Soit §la variable aléatoire gui vaut 0 quand I'égua-
tion n'admet pas de solution et 1 sinon. Determiner
la loi de .

g Epreuve et loi de Bernoulli

g Schéma de Bernoulli

@ Code de la route et chemins dans un arbre
Pour obtenir le Code de la route, il faut repondre a
40 guestions el faire un nombre de fautes inférisur
ou égala s,
1. Un candidat répond au hasard @ chacune des 40
questions : montrer que cette situation est celle d'un
schéma de Bernoulli dont on précisera le nombre de
répétitions.
2. En imaginant I'arbre ossocié a cette situation,
calculer le nombre de chemins de cet arbre corres-
pondant a .
o exacternent 35 bonnes reponses ;
b au plus 5 fautes ;
o au moins 38 bonnes réponses.
3. Interpréter, en termes de chemins, les nombres
suivants. ;
- [iﬂ] b, ['310]

10, E_‘l h
53 Dé ou cartes ? Telle est la question...
On joue avec un dé cublque parfaitement &quilibré
dont les faces sont numérotées de 1 @ 6 et un jeu
classique de 32 cartes.
On choisit le dé ou bien le jeu de cartes.
« Si on a cholsl le dé : on le lance 5 fols, on gagne si
an obtient au moins une foisle 1
= Si on a cholsi le jeu de cartes: on tire avec remise
7 cartes dans le paguet, on gagne si on obtient au
maoins une fois un as.
A |'gide d'un arbre pondéré, repondre, en justifiant,
au probleme suivant :
Four avair le plus de chances de gagner, est-il préfé-
roble de choisir le dé ou le jeu de cartes ?
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m L_ planche de Galton

Lo planche de Galton, dispositif
inventé par Francis Gaiton (1822-
1911), est constitué d'une planche
dans laquelle sont plantés quatre
rangées de clous en guinconce,
Larsqu’on |ache une bille au som-
met de la planche, cette derniere rencontre une suc-
cession declous. Achﬁque clou rencontré, la hille posse
@ sa droite ou @ sa gauche avec équiprobabilité. En fin
de parcours, elle tombe dans une case.

1. Exploitation de simulations avec tableur

On souhaite construire une feuille tableur du type:

| #3 - S =LNALEA[ID.5;"D""E")
[ B c o B =
1 Simulstioa | Cloua®l Cloun'l Choun®s Clown™n | Cave arivie
| 1 o & 7] & 2
5 2 G 5 B o 7
& 3 D B & ] [

a. Expliquer la formule saisie dans la cellule B2, De la
méme facon, compléter les cellules C2 a E2.

b. En exploitant la fonction NB.SL, écrire une farmule
pour la cellule F2.

c. Recopler les cellules vers le bas pour effectuer 1 000
puis 10000 simulations de trajectoires.

d. Enutilisant la fonction NB.SI, calculer les fréquences
des billes présentes dans chague case. On pourra
rafrafchir les simulations en appuyant sur F3.

2. Modelisation par un schéma de Bernoulli

o Justifier que la chute d’une bille peut étre modélisée
par un schema de Bernoulli.

b Quelle est la probabilité qu'une bille tombe dans la
casen 07 locosen 47

c. Dénombrer les chemins qui meénent a la cose n” 2.
Quelle est la probabilité d'un tel chemin ? En déduire
la prababilité gu'une bille tombe dans la cose n” 2.
d. De la méme facon, déterminer la probabilité que la
bille tormbe en casen’ 1, puis en case n” 3.

EB G ouand elle tape « coefficient bino-

mial » dans un maoteur de recherche, Zoe découvre la
formule _
5
rl

' plin—pl

nl

1. Construire les cing premiéres lignes du triangle de
Pascal,

2. Pour n 2lt*, le nombre n! se lit « factorielle n » et
est défini par nl=px(n—"1)%(n—-2)x...x2x1. Par
convention Ol=1.

a Calouler 4= [g] gt B= [g} a |' nide des factorielles.

b Verifier ces résultats a I'nide du triangle de Pascal.
3. 0. Pour n=1, exprimer n! en fonction de (n—1)!

216

b. Compléter le pro- def factolni:
. if n==H:

gramme cl-contre, écrit R

en Python, conduisant  else:

au calcul de nl. PREQES 2ne

< Ecrire une fonction en Python qui permet de calculer

* factof...)

[;] a |'aide de la fonction facto.

ﬂ Lol binomiale

Analyse d’un énoncé

m Exercice commenté
L'entraineur d'une équipe de foot junior a
constaté que son meilleur buteur réussit 70 % de
ses penaltys. L' entraineur a prévu de lui faire tirer
une série de 10 penaltys (on suppose gue ses tirs
sont indépendants). Gn note X lavdriable aléatoire
égale au nombre de penaltys réussis.

1. Justifier que X suit une loi binomi

= 3 .-
T--:is'i'*-!:l-!.’ 8- aont

© Pour cela, identifier une epétition de n épreuves
Identiques et independantesde Bernoulll (G decrire),
en precisant le succes et sa probabilits: Indiquer que
X compte le nombre de succes.

ner la probabilité de

o réussir 3 penaltys; b.neréussiraucun penalty ;
. réussir au moins 1 penalty.

© L évEnement « réussir-au moins-un pénoity «+ est
|'évenement contralre de I'événement préecédent.

o réussir au plus 6 penaltys.

© Exploiter |es fanctionnalités de la caleulatiice
3.Surun echﬁr\tlllmde 10 tr5, combiende penaltys
ce buteur réussit-il en moyenne

€ Moyenne rime avec esperance mathématique.

w

m Application immediate

Une 8tude Indique qu’environ 23 % des Frangais
consultent leur Smartphone avant de s’ endormir. On
Interroge 15 personnes au hasard en France (on assi-
mile le choix des 15 personnes dun tirage avec remise).
Onnote X la variable aléatoire égale au nombre de
personnes qui consultent leur Smartphone avant
de s’endormir parmi les 15 personnes interrogees.
1. Déterminer la loi de probabilité de X. '

2. Calculer et interpréter P(X =4) et P(X <5).

3. Calculer la probabilité gu'au moins une personne
parmi celles interrogées consulte son Smartphone
avant de s endormir.

4_ Caleuler et interpréter £(X ).



68 Associer chogue schéma avec laloi binomiale ui
correspondant, puis vérifier a |'olde d'un logiciel ou

de la calculatrice.

1. ®(15;0,6) 2. 9{20:0,4)
3. 9(20;0,8) & H(10;0,4)
@ @
0.25- 0.25-
0,2 0,24
0,151 015
0,14 0,1
0,05 1 0,05
“ol2 6101418 02 6 10 14 18
@ @
0.2
0,15 015
0.1 0.1
0,05 0,05
" ol2 6 11418 0|2 6 10 14 18

m Lors d'une assemblée de coproprigtaires, il faut
que le nombre de présents (ou mandatés) représente
au moins la moitie de la propriété (on dit alors que
le quorum est atteint]. Une copropriété compte

22 wopropriétaires représentant chacun 37 de la pro-

priété. La probabilité qu'un copropriétaire assiste (ou
soit représenté] il'assemblée est de 80 % et est inde-
pendante de la venue des autres.

Quelle est la probabilité que, lors de la prochaine

assemblée, le qguorum soit atteint ?

m Exercice guidé

On suppose qu'une urne contient 1 boule blanche
et 99 houles noires. On effectue n tirages successifs
d’une boule avec remise.

Determiner le plus petit entier naturel n pour que lo
probabilité de tirer au moins une fois la boule blanche
soit supérieure ou eégale a 0,95.

Pistes de résolution

Cn pourea intradulre la var|able aléatolre X égale

au nombie de Goules blanches oblenues a lissue
des wtirages. Expnmer £(X =1) en fonction de » puis
remarguer gue g probléme se raméne a resoudre
une ineguation dinconnue i,

LS

m Lounaoaffirme : « Avec un dé classique bien équi-
libré, on a autant de chances d’obtenir cu moins un &
enquatre lancers que d'obtenir au moins deux 6 avec
huit lancers. » Sarah pense que Louna & tort, car il lul
semble plus focile d'obtenir deux 6 en huit lancers.

1. Soit ¢ la variable aléatoire qui compte le nombre
de 6 obtenus en langant quatre fois le dé.

Préciser la loi de 2 puis calculer la prababilite d’obtenir
au moins un 6 en quatre lancers.

2. De la méme facon, déterminer |a probabilité d'ob-
tenir au moins deux 6 en huit lancers.

1. Conclure.

m Une entreprise fabrique chague jour 100 000
briques de plastique pour des jeux de construction.
Choque brique présente un défaut, indépendamment
des autres, avec la probabilité 0,0007_Si la brique est
repérée comme étant défectueuse, elle est refondue.
Une vérification colite 0,1 € et une refonte colite 1 £
1. Soit D la variable aléatcire gui donne le nombre de
briques défectueuses.

o. Déterminer la loi de D puls, & I'alde de la caleulo-
trice, déterminer |e plus grand entier & tel que
P{D= k)= 0,05. Interpréter,

b Déterminer le colit de contréle (vérification et des-
truction) moyen |ournalier.

2. Ala suite d’un audit, on met en place une nouvelle
procédure ;

» on groupe les briques par lots de vingt ;

= on vérifie chaque 1ot pour un coit de 0,25 €/lot ;

= si au moins une des brigues d'un lot est défectueuse,
e lot est refondu pour un coOt de 10 €/lot.

On note X la variable aléatoire qui donne e nombre
de lots refondus.

a. Al'aide de la calculatrice, déterminer le plus grand
entier & tel que P(X = k)< 0,05. Interpréter.

L. Determiner le coit de contréle (vérification et des-
truction) moyen journalier de ce nouvenu dispositif.
Calculer I'économie moyenne espeérée par jour.

m Un OCM comporte 20 questions. Pour chaque
guestion, quatre réponses sont proposées dont une
selle est correcte. Chaque réponse juste rapparte
1 point, une réponse fausse retire 0,25 point et
I"'nhsence de répanse n'opporte et n'enléve aucun
point {la note finale peut donc 8tre négative). On
suppose qu’un candidat répond au hasard a chaque
guestion.

1. . Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de
bonnes réponses du candidat, Déterminer la loi de X.
b Celculer et interpréter I'esperance de X.

c. Calculer la probabilité gue le candidat obtienne au
meins la moyenne a ce QCM.

2. Soit N la varioble aléatoire qui donne la note du
candidat (sur 20}.

a. Exprirmer ¥ en fonction de X, En déduire la note
moyenne qu'il peut espérer obtenir,

h. Déterminer le nombre de peints & attribuer & une
réponse fausse afin qu’'un candidat qui réponde au
hasard puisse esperer abtenir une nate de S a ce QCM.

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage



B xercices exmmm

m Une entreprise dans | 'aéronautique utilise des
composants électronicues d'un certain type en grande
quantité, Elle les commande par lots @ une compugnie
spécialisée. La prabahilité qu'un composant soit
defectueux est 0,005.

Cette entreprise souhaite que la probabilité d' avoir au
moins un composont defectueux dans un lot acheté
ne dépasse pasles 10 % . Quelle est la taille maximale
des lots gu'elle peut acheter ?

g Echantillonnage et estimation

BB Des equilibrés ?
Un casino achéte en grande quantité des dés qui
doivent tre parfoiterment équilibrés. Le directeur du
casinadécide, pour tester I’un de ces dés, de le lancer
100 fois et de noter les résultats obtenus. Il observe
alors 28 apparitions du numére 6. L' objectif de cet
exercice est de déterminer si le directeur doit consi-
derer que le dé est équilibré ou non.
1. Intervalle de fluctuation au seuil de 95%
o En considérant |e dé testé équilibré et en notant X
la variable aléatoire égale au nombre de 6 obtenus
I'issue de 100 lancers, déeterminer la loi de X,
b. Al'aide de la calculatrice, déterminer les plus petits
entiers &, et k; tels gue .

P(X =k )>0,025 et P(X =k,)=0.975
. En déduire un intervalle de fluctuation pour la fré-
quence associée ala variable aléatoire X,
2. Prise de décision

o. Le directeur dolt-il accepter, au seull de 95 %,
I"hypothése selon laguelle la probabilité que son dé

tombe sur 6 est egale a 3 ?

B Que doit-il en déduire sur son dé ? Peut-il &tre sir
de sa décision ?

E1 Le maire d'une commune prétend que 40 % de
ses administrés sont fovorables a la construction d'une
rocade desservant |es communes aveisinantes, Une
association de lutte contre les nuisances sonores
doute de la réalité de cette affirmation et décide de
réaliser un sondage auprés de 150 habitants. La popu-
lation de |a ville étant importante, on considére que
le choix de ces 150 habitants est assimilable a un
tirage avec remise de 150 individus.

1. En supposant que le maire dise vrai, determiner la
Ini de la variable aléatoire X qui, a un échantillon de
150 habitants choisis au hasard, associe le nombre de
personnes favorables a la racade.
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2. Déeterminer unintervalle de fluctuation au seuil de
99 % de la variable aléatoire fréquence assadée a X,
3. Sur les 150 personnes interrogées par I'ossociation,
50 se declarent favorables @ la construction de cette
rocade, Sur la base de cet échantillon, |'assadation
peut-elle remettre en cause I'affirmation du maire 7

€2z Intervalle de fluctuation et Python
On souhaite ecrire une fonction Python permettant
de déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de
0,95 de |o variable cléatgire X de loi 8 (#; p) avec
nel’ et pel0:1].

1. On considére la fonction Python suivante permet-
tant de déterminer le plus petit entier &, vérifiant
P(X =k,)>0,025.

Lfrom scipy.special import binom
2
Idef coeff_ki{n,p):

H k=@

3 proba=...
proka_cumule=proba
while preba_cumule<=...:

3

i k=k+1

8 proba=. . .

0 proba_cumule-proba cumuler...
11 return ...

o En ligne 5 et en ligne 9, écrire une formule permet-
tart de caleuler respectivement PIX =0) et P(X =k ).
Pour cela, on utilisera la fonction binom{n,k) dela
bibliothéque scipy . special.

b La varigble proba_cumule permet de stocker o
valeur de P(X <k ). Compléter alors les lignes 7, 10
et 11 de cette fonction, puis la tester.

2. De méme, écrire une fonction Python permettant
de déterminer le plus petit entier k; vérifiant
P(X < k,)=0,975.

3. En déduire une fonction Python retournant les
barnes d'un intervalle de fluctuation de o variable

X
oléatoire fréquence F =—.
f

4. Pour aller plus loin

Madifier les fonctions précedentes afin de déterminer
unintervalle de fluctuation qu seull 1—« ol c.e[0;1]
est un rée| donngé en argument.

m Une étude amontrégue 2 % de la population de
Bossedurie est sujet a la procrastination. Le professeur
Obrufe pense que cela est d0 a |'dllele A™ du géne A.
Des tests cliniques ont montré que, sur un echantillon
de 900 personnes possédant cet dlléle, 21 personnes
sont sujettes & la procrastination.

A la suite de cette étude, le professeur Obrufe peut-l
affirmer, au seuil de 95 % que I'allele A" dugéne A a
une influence surla procrastination dans | population
te Bossedurie 7
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‘.._,_l pprendre d modeéliser
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D{x,: ELOPPER

COMPETENCES
B Décimales de xt: une loi uniforme ? S
Le logiciel de calcul formel Xcas parmet d'obtenir les 500 premliére décimalesde m: =3,
14159 26535 B9793 23846 26433 53279 50288 419771 69399 37510 5820974944 59230 78164 06286
20899 8628034825 34211 70679 82148 08651 32823 06647 09384 46009550582 23172 53594 08128
487111 74502 B4102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196 4428810975 66593 34461 28475
64823 37867 83165 27120 19091 45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273
72458 7006606315 58817 48815 20520 96282 9254091715 36436 789259036001133 05305 48820
46652 13841 46957 94151 16094 33057 27036 5759591953 09218 61173 81932 61179 31051 18548
07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 75381 83011 94912

On peut ensuite compter les occurrences de chacune d'elles :
Chiffre 0 1 2 | 3 4 5 | & | ¥ 8 | 9
| Apparition 45 | 59 | s4 | 50 | 53 | s0 | 48 | 36 | 53 | s2

Question ; les 500 premiéres dédmales de m peuvent-elles étre considérées comme le tirage aléatoire de

dix valeurs qui suivent une [GRIRIGHTEAISCEES !

Partie A Traitemeant des données

1. Lol uniforme discréte 2. Etre considérées cornme le tirage aléatoire : un
o Supposans que les dédmales de & suivent une critere possible estd’interpreter la moyenne des
loi équirépartie, déterminer alors lo probabilité p distances entre |a probabilité théorigue p (trou-
d'apparition de chaque chiffre. vee a la question 1.) et la frequence observee.
b. Recopier et compléter la ligne Fréquence du Pour chaque fréquence observée (notée f),
tableau (arrondir cu millieme). calculer d; =|f,— p|, puis la moyenne d,,, des
Chiffre ol1l2l3al4]slelz]8 ‘ 9 valeurs d; (i entierde 1 a 10).

Pour évaluer sila
valeur moyenne i,
trouvee est aberrante,
on peut écrire un
programime et observer
les Fluctuations
d’echantillonnage.

Apparition |45 59|54|50 53 50 48|36 53 /52|

Fréguence | _ | |

Partie B Modélisation
Afin de répondre au probléme posé, il est nécessaire d'évaluer si la
valeur moyenne . trouvee precedemment est aberrante (ce gui

remettrait en question |'hypothése d'équirépartition) ou non.
Le programme Python suivant simule 1 000 séries de 500 simulations de la loi uniforme sur

[0;9] afin d'évaluer les fluctuations d'échuntillonnage des distances 4,.

Pour chacune de ces 1 000 séries, on calcule la moyenne o des distances d, (tel que decrit
précédemment). Ainsi, on est en mesure de déterminer un intervalle de fluctuation au seuil
de 10 % de la variable aléeatoire 1) associée & la distance d.

: . \ " : from rancom Import randrange
1. Expliquer ce qu'affiche le programme & la fin de son s mumpy &5 np

exécution, B = fif-zeros( A4
Tor K Lo rangef 16487

2 OeC = np.2eros{ 1)
2. La moyenne d,,. calculée a la guestion 1. appar for £ Fackebany:
=" . z chiffre = randrange(2,18)
tient-elle @ intervalle [d25 i dazs | 7 Interpréter dans iRl il
le contexte de l'exercice. Blk] - Ap.mean(np.odsioce J 1 .1))
B = np.sort(l)
prirg("das B[ 24]." d0¥S ~%, DLT4])
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Dans un docurnent de recommandations sur le dépis-
tage des infections transmissibles par transfusion dans
les dons de sang publié en 2010 par I'Organisation mon-
dicle de la santé (OMS), on peut lire -« Le regroupement
(pooling) des échantillons avant les tests a été une ques-
tion controversée pendant un certain nombre d’anneées,
1l est considéré comme une mesure permettant de
réduire les coldts, mais toute Economie réalisée sur les
colts doit tre mise en balance avec le risque de laisser
passer un don de sang positif sans le détecter. »

A L RENTREE, PENSEZ fi
NOAMER VOTRE SANG [

Supposons qu'il existe un test quasi-infaillible {I'OMS recommande des tests fiobles G au moins 99,5 %) pour
dépister une infection dans un don du sang. Pour des raisons politiques et/ou économiques, on décide de ne pas
analyser chague échantillon sanguin, mais de grouper n échantillons puis d'effectuer I'analyse de ce groupe (ce

regroupement est aussi appelé un pool).

» Si le test est négatif - tous |es individus étaient sains. Gn économise n— 1 analyses ;
= Si le test est positif ; au moins un des individus est malade, On teste alors chague echantillon ; on duoit faire n

andalyses supplémentaires, donc n+ 1 analyses en tout.

L' objectif de cette étude est de répondre a laquestion : quelle est la valeur de n qui permet d'optimiser le nombre
d'analyses en fonction de p (la probabilité qu'un individu soit sain) 7

1. Soit § la variable gléatoire donnant le nombre d'in-
dividus sains dans une population de » individus. On
suppose que S suit la lol @(n; p).

a. Donner la probabilitée de I'événement « tous les
individus sont sains » en fonction de » et de p.
Préciser le nombre d’analyses nécessaires dans ce cas.
b. Donner la probabilité gu'au meins un individu soit
malade en fonction de n et de p,

Préciser le nombre d'analyses nécessaires dans ce cas.
2.50it A la variable aleatoire qui, @ un groupe de
echantillons sangquins, assocle le nombre total d' ana-
lyses G effectusr.

a. Recopler et compléterle tableaudonnant [aloide A.

a; i [ n+1
P(A::ﬂi} !

. En déduire que, pour chague individu, il faut effec-

1M
tuer en moyenne i =1- [ pr= ] analyses.

Ainsi, le nombre p" —1, s'il est positif, représente
n

« |'économie moyenne » réalisée en groupant les
echantillons a analyser.

3. Supposons gu’on ne puisse grouper que 10 préle-
vements au maximum (pour ne pas trop diluer les
composants), on cherche alors la valeur gui maoximise

}iF — ! en fanction de p paur des valeurs de n allant
I
de2ail.
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o, Compléter le programme Python : pour chaque
valeur de p (de 0,001 a1, par pas de 0,001), il donne
|"effectif n du pool qui permet de réallser I'économie
maximeale.

P: P35 = @.8€1, 2.801

while p ¢ 1:
eco_max, n_max = 0, 1
for n in range{l, 11):
BCO =
if eco » eco_max:
eCO_Max, n_mMax = eco, n
print("pour p=",p," n_max=",n_max)

b. Recopier et compléter le tableau indiquant le pour-
centage d'économie réalisé en fonction de n et de p.
Pourcentage d’économie maximale en fonction des
valeurs de n et de p.

p 0,694/0,877 |

i l1_3 -'-rISE?8|91D
| o | 3a [5] |8t

% d'économie

Lecture : pour 0,694= p=20,877, |'économie maxi-
male est realisée en groupant les echantillons par 3

et est égale au maximum & 0,877% -5 034,

Condlusion :plus la probabilité d'étre malade est faible
(c'est-a-dire celle d”étre sain est proche de 1), plus le
pool peut contenir d'individus... a condition d'étre
certain de | fiabilité du test !



Analyse graphologique

Article promaey : Tous Les btres huumains maissent libres ot dganx o d!:fﬂme%m dredes. Ils sont

doués de yagson. ef de conscience of doiirend ﬂﬁ.‘? lex peae envery Lo avcdves dass un n?.ﬂf:fefmmm.e

Article 2 : Chacin, peut se prevaletr de tous les dioits ot de toutes los lbertés proclanées dans (4

présente Déclaration, sais distinction ancune, sotanneit de vace, de cowleun, do sexe, de langue,

de -ref'@imi dbfumm faﬁ%& ot dle torte adtre opinter, a:m_gm watiznale ou soviale, de;ﬁrm,

de macsaitre e de toute avdyre ;:m@m._ﬂe P&y,- il e cova ﬁ&zumge M&:dejf J’%fmfer S

le MW,}LHW o mt:ema;éwﬂd:m;mﬁrm det tervicorve WQ@&{W et

moﬂiswete,{.tze ce pays u territsire “"f inddpendant, sews tutetle, now autonewe o souns &

wite timetation z{irtwn{\uf de W‘:ﬂzfé

Articte 3 - Tont individi a diott a (o vie, & la liberté ot d la sieté de sa personpe.

Partie A Analyse de monsieur B.

Monsieur B., expert, pense que le texte manuscrit
ci-dessus contient un message codé. En effet, le texte
est écrit sur un réseau de lignes verticales (presque
invisibles), et certains points des { sont exactement sur
des verticales | (Les lettres f concernees sont repérées
par des points rouges).

Le texte original date de 1894 et est écrit @ la plume
(donc les points des lettres { ont une certaine épais-
seur). D'apres cet expert, si le texte est ecrit sans mise
en forme particuliere, I'événement (dd au hasard) « le
point du / est presque sur une verticale » a une pro-
babilité de 0,2,

Monsieur B. explique : « Pour vérifier I'hypothése "le
texte est écrit sans mise en forme particuliére” : je
compte le nombre X de points des lettres 7 qui sont
sur une verticale parmi les n lettres i du texte (X suit
donc une loi binomiale %3 ; p) ), puis je calcule la
probablilité P(X =13) carily a 13 i dont le point est
sur une verticale. »

1. Déterminer les valeurs de n et p.

2. Caleuler P(X =13).

Partie 8 Analyse de monsieur P,

Un autre expert, monsieur P, offirme gue monsieurB.
n'a pas effectué le bon calcul : 1l faut calculer
P(X=13),

1. Déarire par une phrase, dans le contexte de | exer-
cice, P{X =13),

2_Calculer P(X =13).

Partie € Analyse de Zorana

Zorana, éléve de Terminale, se dit qu’il faudrait utiliser
I'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pourvalider
ou non I'hypothése « e texte est écrit sans mise en
forme particuliére s,

1. Calculer les bornes de 'intervalle de fluctuation
associé & la variable X

2. Que va conclure Zorana ?

A UECRIT OU A L'ORAI

b ot PR N s

Partie D

Proposer une interprétation des résultats de
messieurs B. et P, dans le contexte de |'exer-
cice Cornprrer avec |'interpréfotion de Zormnno

Ce débat autour du modéle Tl
et du coleul de probabilité a - T
propos d'un texte écrit surun
papier filigrané est une version

simplifiée des nombreuses
querelles d'experts autour d'un ==t < e —
contre Alfred Dreyfus lors de détenu Dreyfus.

50N procis pour trmhison en 1854,
Alphonse Bertillan, I'inventeur de
l'anthropomeétrie judidoire, présenta
une thése batie sur des calculs de
probabilitss.

Ces calculs furent réfutés

lors du procés de 1904 par

les mathématiciens Henr Poincard,
Gaston Darboux et Paul Appell,
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m o --..-}I.'.

Fraude au stationnement

Certaines municipalités constatent une recrudescence des fraudes au stationnement dans leur commune. Afin
de lutter contre cette froude, elles disposent de deux leviers :

s gugmenter le montant de I'amende forfaitaire pour défaut de stationnement ;
= aqugmenter les contrales de stationnement par la police municipale.

Partie A Contexte de |'étude

Une mairie procéde a une étude basee sur 30 jours
ouvricbles consécutifs. On admet que les contrdles
effectués par la police municipale sont indépendants
les uns des autres et on note p la probabilité pour tout
vehicule stationné d’étre controle.

Le colit du stationnement est forfaitaire et vaut 10€,
le montant de |'amende forfaitaire fixée par la mairie
en cas de stationnement impayé est noteé .

On considére un automobiliste, fraudant systemati-
quement chaque jour du mois, soumis @ cette Etude.
Onconsidére X la variable aléatoire donnant le nombre
de controles effectués par la police municipale pour
cet automobiliste sur la période de 30 jours (on exclut
la possibilité de plusieurs cantroles le méme jour pour
un vehicule donng).

1. lustifier que la variable aléatoire X suit une lol bing-
miale dont on précisera les parametres.

Z.0n note ¥ la variable aléatoire qui prend pour valeur
le guin algébrique réalisé par |'automobiliste fraudeur.
a. Justifier que ¥ =300 —mX .

. Exprimer alors |"espérance de ¥ en fonction de m
et p.

Partie B Impoct du montant m de 'amende

La mairie souhaite agir sur le montant m de I'amende
forfaitaire afin de dissuader lo fraude systéematigue,
Les données fournies par la mairie cancemant le
nombre d'agents dédiés aux controles de stationne-
ment permettent d’estimer que p=0,05,

1. Determiner la probabilité que |'outomcbiliste
fraudeur soit contralé exactement deux fois sur cette
période de 30 jours.

2. Déterminer F( X = 2).En déduire la probabilité que
cet automobiliste soit contrilé au moins trois fois,

3. La mairie considere que I'amende forfaitaire a un
caractére dissuasif sl £(¥ )= -200. Déterminer les
montants possibles de ['amende forfuitaire de sorte

qu'elle dissuade les automobilistes de frauder
systematigue ment.
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Partie € Impact du nombre de contréles

La mairie souhaite établir une autre stratégie pour lut-
ter contre les fraudes, Elle désire désormais agir sur le
nombre de contriles, autrement dit sur la probabilité p
gu’un vehicule quelconque soit contréle, de sorte que
I"'automobiliste systématiquernent fraudeur subisse
au moins trois contréles par mois ovec une probaobilité
supérieure 0 99 % .
1. Démontrer que :
P(X =2)=(1- p)* (406 p2 + 28p+1)
2. 0. 0On considére la fonction s définie sur 'intervalle
[0:1] par:
Flx)=(1-x)®(406x2+ 28x +1)

Cette fonction /' est dérlvable sur [0:1] et un logiciel
de caleul formel permet de calculer sa dérivée :

* Calcul forme| %
¢ | Fxh=(1-x}A(28)*(406x"2+28x+1)
® | F(x) := (—x+1)" (406 2 + 28 x + 1]
| Factoriser{Dérivée(f(x)))

|-+ 12180 x® (x — 1)¥

2

En déduire le sens de variation de la fonction [ sur
I'intervalle [0;1].
b. Justifier que |' éguation :

Flx)=001
admet une unique solution dans |'intervalle [0 ;1]. En
donner une valeur approchée arrondie a 10 2 prés.

3. Déduire des questions précédentes la valeur mini-
male qu'il fout attribuer a p de sorte que I'automo-
biliste froudeur subisse au moins trois contrdles par
maois avec une prababilité supérieure ou égale 499 %.



Pendentifs énergétiques

Enmars 2015, le CRIIRAD a procédé & descontrdles radiclogigues sur des pendentifs censés apporter bien-étre,

santé, traiter les douleurs... L'étude est rédlisée a I'aide d'un compteur Geiger. Il permet de mesurer le tuux de
radinactivité d’un ohjet en comptant le nombre de particules émises par seconde (« coups » par secande, CPS).
La radioactivité naturelle du laboratoire (« bruit de fond ») a té mesurée & 40 CPS. Dans le laborutoire, durant
chaque centiéme de seconde, le compteur peut compter un coup de bruit de fond avec une probabilité 0 4.

Dans ces mémes conditions, on mesure laradioactivité des pendentifs. Onsouhaite savoir si lo difféerence observée

est assez impaortante pour considérer ces pendentifs comme radioactifs.

1. Exploitation de simulations
a. Compléter le seript Python suivant afin de simuler
et compter le bruit de fond du laborotoire duront une

seconde.

| from statistics import mean
Z from random import random

]

ddef comptage_bruit_fond()

5 nbre_coups = @

[ for k in rengel...)!

7 coup = Irt{random{)+.4)

: nbre coups = nbre coups + ...
L raturn nbre coups

b. Modifier le script précédent afin d'effectuer
100 comptages successifs et indépendants d'une
seconde de bruit de fond. Dans une liste comptages,
on stockera le résultat de ces 100 comptages.

c. Saisir la commande comptages.sort( ) et
mean{comptages) dans |a console Python. Quels
résultats obtient-on 7

Un comptage supérieur ou agal & 45 CPS semble-t-il
exceptionnel ?

2. Traitement probabiliste du probléme

0. Onnote X la variable aléatoire modélisant un comp-
tage de bruit de fond pendant une seconde, Justifier que
Xsuitune lol binomiale de paramétres n et p G prédiser.
b Soit N le plus petit entiertel que: (X = N)=095.
On dira qu'll y o radioactivité significative si le nombre
de coups est supérieur ou egala ¥ +1.

Déterminer lo valeur de M.

c. Un pendentif a été mesure @ 450 CPS et un autre
@1 48 CPS, Trterpréter ces mesures,

Honnéteté des réponses a un sondage

Pour obtenir des statistiques sur certaines questions, les sondeurs ont misau point des techniguesbaséessur le hasard |
L' ohjectif : obtenir la probabilité de la répanse oul d la question, tout en préservant la vie privée des personnes
interrogées | Ici, la question posée est : « Etes-vous gaucher 7 »

Partie A Recueil des donnges

Chague éléve suit le protocole suivant,

1. Lancer, en cachette du sondeur, deux dés équilibrés
et faire la somme des points oblenus,

2. Silasomme vaut 4, répondre honnétement par Oui
ou par Non a |'affirmation A : « Je suis une personne
gaurchére. »

3. Silasomme est differente de 4, répondre honnéte-
ment par Oui ou par Non a I"affirmation B : « Je suis
une personne droltiére, »

4. Le sondeur cornpte uniguement le nombre de Oui
et de Non.

Partie B Arbre de probabilitées
Onnote p la proportion de gauchers dans la classe. On
considere A (resp. B) I'évEnement « la personne répond
ala ' ;
qufﬁnfn,A (resp.Bln et Y " {:_:_y
(resp: N) I'evénement « |la per- < N
sonne répond Oul (resp. Non) dla : ¥
; : Bises 4
guestion posée »,
1. Calculer p(A) puis p(B).

11 5

12 67

3. 0n note f lo fréguence de Oui obtenue dans la
classe. En déduire la praportion cherchée p.

2. Montrer que p(Y)=

Partie C Estimation par intervalle de confiance
On a posé une question dont la réponse est Oui ou Non
a un échantillon de n parsonnes, qu'on juge reprasen-
tatif d'une population, on obtient la fréguence f des
reponses Oui.

1. Calculer les bamies de l'intervalle de confiance au seuil
de 95 % de p(Y), puis de la proportion cherchée p.

2. Déduire de |'étude précédente un intervalle de
confiance de la proportion de gauchers dans le lycée.

U A LORAL _

| A LECRT

Partie D Protocole

Réaliser un protocole de sondage anonyme afin
d'estimer la proportion de la population présen-
tant un certain caractere.

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage
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}avaux pratiques

Triangle de Pascal

Certains objets mathématiques revétent des propriétés étannantes, c'est le cas du

triarigle de Pascal.
Les deux parties de ce TP sont indépendantes.

Partie A Programmation du triongle de Pascal

Le programme suivant, écrit en Python, doit afficher
un tableau carré de (n+1) lignes représentant le
triangle de Pascal {il doit afficher 0 pour les valeurs ne
correspondant pas a un coefficient binomial).

import numpy as np

def triangleP(n): _
tp = np.array([[2] = (n=1)] * (n+1))
tpielfe]l = 4
for lig in range(l, n+l):
tpfliglle] =
for col in rangefl, lig):
tp[lig][col] =
tpllig]flig] =
return tp

print{triangleP(5))

1. Répondre par viai ou faux aux questions sulvantes.
o Le triangle est complété ligne par ligne.

b Les n colonnes du carré sont testées dans |o boucle
for col in...

2. Compléter le programme a | 'aide des propriétés des
coefficients binomiaux et le tester.

3. Déterminer le premier coefficient binomial supé-
rieur ou égal a 2020.

Partie B Triangle de Pascal et art fractal

1. Sur un quadrillage 15x 15, construire les 15 pre-
mieres lignes du triangle de Pascal, puis noircir les
cases contenant un nombre impair.

2. Un motif semble apparaitre. Stéphanie veut le
vérifier pour un grand nombre de lignes du triangle
de Pascal,

o L'opérateur Python % renvoie le reste de la division
euclidienne. Evaluer les expressions Python suivantes :
10%2 et 2172
b. Déterminer la parité de lo somme a + b de deux
entiersa et bhen fonction la parité dea et b. On pourra

compléter le tableau suivant :

= —— 1]
it S ——

i pair |
a impair | ‘

h pair himpair

. Montrer gue les expressions Python suivantes ren-
vaient le méme resultat : a%2 + b%2 et (a + b1%2.

224

Objectif

Programmaren Pythtn le
triangle de Pascal.
Découvrin wie propnsLe
artistigue da ce wiangle,

. Recopier et compléter le programme de Stéephanie.

Lmpart nunpy 25 np
import matplotlib.pyplet as plt

dof triangleP2(n):

“*4n Llignes au 'trlangle de Pascal moduls 2
to = np.array([[B] = (n+1)] = (nt1))
tple]le] =
far 11g in range(l, n+l):

tp{lig][a] =

for col in range(l, lig):

to[lig]feol] - ©

tp[ligiflig] -

return tp

plt.matshow(1-triangler2(19))
pIt.gray()
plt.title(“triangle de Pascal,
plt.axis{ 'squal’}

plt.axis{ off")

plt.show()

modulo 27)

= 5i un coefficient binomial est pair, quelle sera sa
valeur dans |e triangle défini par cette fonction 7
f. Expliguer cequefait l'instruction 1 -triangleP2(15),
Verifier que pour n =15, le motif abtenu est celui trouvé
o ka question 1., puls tester avec d’autres valeurs,

2. Pour aller plus loin

S'inspirer du programme de Stéphanie pour
construlre des triangles de Pascal modulo m (m
est un entier).

Observer les différents motifs en fonction de la
primalité de m,

." gl al - JL gl oll‘ _-,,_—_“
R 4}1 |
el e o S e . |
0 8 P e
X LEDAVE X 57 o |
B B R |
Y B A Lraigile Ak
A LA . .
;rr' 'fi 1 %
'.-/'r /'l’ 1 E I
17 ¢ |

Traite du tiangle arithmétigue, avec quelques aulres petits
tiwtez sur la mesme matiére, B. Pascal, 1665

Les premiéres traces de ce triangle remontent au xiv® siécle
dars les éaits du mathematicien chingis Zha Shijie (1303).



r‘]ravaux pratiques

Surreservation

Mener une recherche

Pour eptimiser |es colits,
les compagnies
aériennes pratiquent
souvent la
surréservation (ou
surbooking) : pour un
val donné, ces
compagnies propasent un nombre de réservations
supérieur au nombre de places effectives dans
I'avion, Cette pratique vise notamment & compenser
les empéchements Imprévisibles de certains
vayageurs contraints d annuler leur réservation @ la
derniére minute (ce qui représenterait un manque a
gagner pour la compagnie).

Une compagnie pratiquant le surbooking affréte des
avions de 300 places pour ses vols moyen-courrier,
Pour un veol donne, elle prend n réservations avec
nn =300. Si plus de 300 passagers se présentent &
I'embarquement, seuls les 300 premiers arrivés
prennent leur val et les autres sont indemnisés
financiérement.

On estime qu’un passager ne se présente pas i l'em-
barquement avec une probabilité de 15 % et on consi-
dére que le compartement d'un passager est
indépendant de celui des outres passagers. On note
X, la variable aleatoire qui, @ un vol donné, associe

Sondages et interprétation

le nombre de passagers qui se présentent effective-
ment @ ['embarquement sur |'ensemble des n
réservations.

1. Calcul de probabilités

o Justifierque X, suit uneloi binomiale dont on pré-
cisera les paramétres.

b La compognie effectue n =320 réservations.

« Quelle est la probabilité gu’exactement 300 passa-
gers se présentent a I'embarquement ?

» Déterminer et Interpréterla probabilité (X, = 300).
2. Optimisation des frais de dedommuagement

La compagnie souhaite optimiser ses coits: vendre
un maximum de places sans risquer de payer des frais
de dédommagement importants du fait du sur-
booking. Ainsi, elle cherche adéterminer le plus grand
entier naturel n =300 tel que :

P(X, =300)=0,99

o Interpréter concrétement I'inégalité précédente
dans le cadre de cet exercice.

b Al'aide d'un script Python ou d’un tableur, déter-
miner ce plus grand entier »t. Interpréter ce résultat.
c. Pour aller plus loin. Ecrire une fonction Python per-
mettant de déterminer le plus grand entier naturel
n =300 telque P(X, <=300)=p out p=[0;1] estun
réel entré en argument. Etudier le comportement de
nen fonction de p,

Mener une recherche

Lors de la campagne présidentielle de 2017 en France, les cing demiers sondages avant le premier tour ont

donné les résuftots suivants :

Institut 1ol ;ﬂgzﬁum I Mélenchon E. Macron F_Fillon M. Le Pen
Odoxa ' 953 19 % 245 % 19% 23%
BYA . 14594 195 % 23% 19% 23 %
Ifop 2823 185 % 245 % 19,5% 225%
OpinionWay 1500 18 % 23 % 21 % 22 %
Ipsos 1401 19% 2% 19% 2%
1. Parmi cesson , certains permettaient-ils d' af-
ﬁrrl'::n_-r au seuil ::‘39255 !%Erc:ue Iepmndidnt E_t Msﬂchr'i ‘ Mé];:::hon Etiaran Frah Mteben
arriverait en premiere position au premier tour 7 | 1958% | 24,01% 20,01% 2130%

2. Parmi ces sondages, certains permettaient-ils d' af-
firmer au seuil de 95 % que le condidat JL. Mélenchon
arriverait en quatriéme position au premier tour ?

2. Finalement, les résultats du premier tour ont été
les sulvants :

Peut-on considérer a posteriori que certains échan-
tillons utilisés n’&taient pas représentatifs de la
population ?

THEME 8 Expériences répétées, dchantillonnage

225



<V # THEME

f9 Temps d'attente

Les capacités du théme

Utiliser une lol ' : v
géométrigue i . . ’

uniforme

Calouler

des probabiihtés
dans le cadre de ia loi
sxponentiells

La deésintégration des noyaux

eléments radioactifs suit une loi
etudiee dans ce theme. L'etude
du phenomene de radioactivité a
permis de tres nombreuses appli-
cations, par exemple, o méthode
de datation au carbore T4. Grace
d la connaissance de la vitesse
de desintegration de cet elément
radioactif, on peut, en évaluant sa
guantité dans un reste vegetal ou
animal, dater la periode a laquelle
il était vivant

&) voir Mathis en situation p. 251




| ) Vair révisions de 2 et 1"
0 surlaplateforme Daclicp.s

Loi binomiale dans une station de ski

Dans une station de ski, une étude statistique a &abll qu'un
client sur guatre pratigue le surf, Une télécabine peut accueil-
lir 80 clients de la station. On note X la variable aléatoire qui,
a un echantillon de 80 dients présents dans une télecobine,
associe le nombre de surfeurs.

Choisir la bonne réponse,

Les valeurs approchees sont arrondies au millieme.

1. X suit une loi hinamiale de parameétres

1L n=025 p=80 b.n=80; p=025 c. n=280, p=075

2 La probabilité que 10 des 80 clients solent surfeurs est envi-
ron égale a:

a. 0,003 . 0,005 c. 0,998

3. P(X=25)=

] "gg]x 0,255 %0,75" b.1-P(X =25) c. 1-P(X <24)
4. P(X <30)=

a. 0,991 2. 0,995 c. 0,009

5. E(X)=

1 80,25 b. 320 ¢, 20

5. L'écart type de X est environ égal @ ;

14,472 b. 3,873 c.10

@ Lien entre aire el intégrale

On o traceé dans le repére
ci-contre  les  courbes
représentatives de deux
fonctions " et g.

I.A I'nide du quadrik-
lage, donner un enca-
drement a ['unité des
aires des domaines =i,
et ¢, enunité d'aire.

2. Les expressions des fonctions /' et gsont :
flx)=x2—lbr+hetg(x)=

o. Exprimer |es aires des domaines i, et & ; en unité d'aire &

|"mide d'une integrale,

b. Calculer les valeurs exactes des dires de =, et @4,

| Une variable aléataire

La variable aléatoire
X a pour la loi de
probabilité

X slt[0]5 |7
P(X=x)015/05|01| p |02
1. Calculer la valeur manguante » dans le tableau.

2. Déterminer P(X =0).
2. Calculer E{X) I'espérance de X,
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Une épreuve de culture générale consiste en un questionnalre & choix

multiple (QCM) de vingt guestions. Pour chacune d'entre elles, le sujet
propose quatre réponses possibles dont une seule est correcte. 1] est attri-
bué un peint par réponse correcte, aucun point n’est enlevé en |'absence
de réponse ou en cas de réponse incorrecte. Boris répond complétement
au hasard a chacune des vingt questiors,

) quelle est la probabilité que Boris réponde correctement f une seule
guestion ?

£3 on note X la varlable aléatoire égale @ la note obtenue par Boris.

0. Quelle est la loi de probabilité suivie par X 7 Justifier.

b Quelle est la probabilité que Boris obtienne la note de 10 7

c. A|'aide de la calculatiice, donner | arrondi au mil lieme de la probabilité
P(X >10). Détailler votre raisonnement.

. Quelle note Boris peut-il espérer obtenir en répondant au hasard ?

= Baris est certain d'avoir répondu correctement d au mains cing des
questions, Quelle est la probabilité que sa note soit supérieure @ 10 ?

Situation 1

Objectif
Remobiliser fes connaissances
sur|a kol binormiale.

Premier Succes dans un schéma de Bernoulli ‘ Objectlf

| On corsidére une ume contenant 20 boules rouges et 80 boules noires, On
tire successivement avec remise une boule de I'urne jusqu'a I'obtention
d'une boule rouge. Les tirages sont indépendants les uns des autres.

&) Quelle est la probabilité p de tirer une boule rouge lors d'un tirage ?

B o Compléter lo fonction tirages_avant_rouge ( ] d-contre qui simule
I"'expérience aléatoire précédente et retourne le nombre de tirages néces-
saires jusqu’al'apparition d'une boule rouge.

L. On répéte |"expérience 10 000 fois et on s'intéresse & celles qul néces-
sitent au plus 30 tirages successifs avant d’obtenir une boule rouge.
Compléter le programme ci-dessous qui stocke dans la liste liste_nbti-

rages le nombre d'expériences nécessitant entre 1 et 30 tirages, puis

affiche I'histogramme correspondant.
# on regets 10G00 fiois ['énrcuve
ligte abtinagas=[a]%32
for 1 In rFangef. . ):
tetirages_avent_rougel)
if Hemdl:
lisre_nbtirages[t-17=..,

# construction o guagrdomme en Bitans 60 nowbre de Tirage
pyolot.xlaned("Mh de chragee effectuse avant beule reuge’)
pyplot.ylabal( EFfeciifa’)
pyplot.barirange(1,31),liste_nbtirages,width=0.5, color="blusz")
pyplotshowd )

Onnote 5, I'événerment « obtenir une boule rouge au i-éme tirage »,

A chaque épreuve, la varicble aléatoire R associe le nombre de tirages

nécessaires pour obtenir la premiére boule rouge.

a. Quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire & ? Donner F(R=1).
5. Al'aide de I'arbre pondéré d-contre, répondie aux guestions suivantes.
« Calculer les probabilités P(R=2) et P(R=3).

= Plus généralement, conjecturer, pour tout entier naturel » non nul, une
- expression de P(R=n).

Intreduire laloi géométrigus Comme
ternps dattente du premisr Succes
durschéms de Bemnulh

From randon import *

import matplotlib.pyploT as pyplot

def tirages avant_rouge() :
nb_tiragessil
slse=randomn( )
while aleay... =
alea=...
nb_tirages=...
return nb_tirages

&

La variable aléatoire & suit a lol
geometrique de pammetre
p=02. '
Cestlaloi de probabilits, lors
d’une succession d’épreuves de
Bernoulll indépendontes, de la
variable aléatoire donnarit le rang
‘du 1™ Succes.
Elle modélise aussi b durée de-
vie d"une entité quiaurait, & tout
instant, la probobilité p de mouwrir.
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Situation 2

Durée de vie d’'une ampoule

| Objectif
Découvrir lanotionde dansité

La durée de fonctionnement d’un type d'ampoule peut varier, selon le
constructeur, entre 1 000 et 3 000 heures. L'histogramme ci-dessous
donne |a répartition des fréquences en fonction de la durée de fanction-
nement (en heure).

00014
0,0m
0,0006

0.0002
0 .
LA S S PSSP

D Estimer graphiquement la proportion d'ampoules ayant une durée de
fonctionnement :

a. comprise entre 1 200 et 2 200 heures ;

b deplus de 2 000 heures ;

t. de moins de 1 500 heures.

B} La « limite haute » de I'histogramme peut &tre approchée par la courbe
représentative de |a fonction £, définie sur [1000;3000] par :
3000
M=
a. Justifier que la fonction f est positive sur [1000;3000].
3
0
. On choisit au hasard une ampoule de ce type dons I'ensemble de la

production et on note X lavariable aléatoire égale é sa duree de fonction-
nement. A |'gide de la fonction /', calculer les probabilités :

il
b. Calculer |'intégrale / 1j o [ {x)dx. Interpréter ce résultat.

| de probahbilité.

€3 Lafonction [ est appeles
densité de probabilits. Elle parmet
de d&finir une lai de probabilité sur
I'intervalle 1=[1000;3 000|.

Pour deix réelsa et b de cat
Intervalle tels que s = b, la.
probabilité d'un événement
la=X =b} comespond al'aire de
la partie du plan comipris entre In
courbe de /', I'oxe des abscisses et

@ P(1200= X <2200) @ P(X>2000) @ P(X=1500) "GS?M“"&WWB" x=act
x=1p,
Comparer avec les résultats obtenus dans la guestion &2,
Propriété d'absence de mémoire | Objectif

‘Situation 3

Découvnr fa nation dedni

D Steven, basketteur amateur, s'entraine aux tirs @ 3 points, La probabilité
qu'il réussisse un tel tir est égale a 0,15, Il réalise autant de tirs successifs
nécessaires jusqu’a réussir son tir (on suppose que ces tirs sont indépen-
dants), On note X la variable aléatoire qui, & cette série de tirs successifs,
associe le rang du premier tir reussi.

a. Quelle estlaloi de probabilité de la variable aléatoire X 7 Exprimer, pour
tout entier k =1, la valeur de £(X = k) en fonction de k.

b. Justifier gue, pour tout entier n=1,ona P(X =na)=1-0,85".

. En déduire 'expression de #( X > n), pour tout entier n =1.

d. Justifier alors que A ., (X =5)=P(X >=3). Interpréter concrétement
cette egalite. Ce resultat est-il etonnant 7 Expliquer.

F} Ladurée de vie, en heure, d'un composant électronique est modélisée
par une variahle aléataire ¥ de loi exponentielle de parameétre i = 5x 102
a. Quelle est la probabilité que ce composant fonctionne plus de
300 heures 7 plus de 400 heures 7 plus de 700 heures 7

b. Caleuler la probabilité conditionnelle £y (¥ = 700). Comparer avec

I probabilité #(¥ =300). Qu'observe-t-on ? Interpréter,

de probahilité « sans memaire »

Bl Pourg=1etnehiona:
) . 1_qiw‘+:t'
Thg g+ +q'=

1-g
Eid SiPlA)z0:
P{ANB)

Fi(B)= B

L

sle
)< et Bl b Leségalites observees
dans ces questions se génémlisant
‘et caractérisent les lois
géométrigues et exponentlelles,
Ces lois sont qualifiées de « loi de
probabilité sans mémoire ».

v
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Loi géométrique

B Définition et expression

Situation : On considére une eépreuve de Bernoulli de probabilité de Succeés
poou peld;l. Onrépete cette épreuve de fagon identique et indépen-
dante les unes des autres jusqu’a 'apparition du premier Succés. Le
nombre d'épreuves n'est donc pas fixe a 'avance,

On note X la variable aléatoire qui, & cette répétition d'épreuves, associe
le rang du premier Succas.

Définition

et propriete La variable aléatoire X telle que décrite cl-dessus
suit une loi geométrique de parameétre p. X prend ses valeurs dans 4",
51X suit une loi géométrique de parametre p, alors, pour tout entier naturel
knon nul : P(X =k)=px(1-p)*"

Y Démonstration
Solt & &', Pour remporter un premier Succés & I'épreuve &; Il faut précé-
demment avolreu & —1 Echecs (de probabilité 1- i), soit parindependance
des epreuves
PX=k)=T-p)x(1=pl=. {1-p)x p =[1—-;1]1_* % p

&1 Eches Iﬁlﬁc'r.e-,

nemarques
Le caractére dléatoire n'est donc pas le nombre de Succés, mais le
nombre d'épreuves. La loi geometrique n'a qu'un seul parametre.
Représentation graphigue d'une loi géométrigue
On considére une variable aléatoire X de lol géométrique p=0,4.
PlX=k)
U.ﬁri

03

0.2

01
;.

0
12345567 8910

I3} Propriétés de la loi géométrique
Soit punréel de 0:7].

Propriété (admise)

Si X suit une loi geométrigue de pararmétre p, dlors
son espérance mathématique vaut: E(X)= —:;

Propriété caractéristique

La loi géomeétrique de parametre p st une loi
de probabilité sans mémoire, autrement dit, pour tous entiers naturels
nonnulsmetn: Fie (X >m+n)=P(X>n)

B voir exercices Démo n° 40 et 6O

Interprétation

La probabilité pour que, dans une suite d'epreuves de Bernoulli
indépendantes de méme loi, le premier Succés arrive aprés la p-iéme
epreuve est la probabilité pour que, dans le méme cas, le premier Succes
arrive aprés la 1 + m-iéme épreuve, sachant que les m premiéres épreuves
ont donné lieu & un Echat.
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Exemple

On lange une piéce de monnale
triuquee dont la probobilite

d’« obtenir Pile» est 075, On

note X e nombre de loncers
necessalres pour w obtenir Pile »
sur lo face supéricure de la piéce.
Alos X suit une loi geometrigue de
parametre 0, 75.

La propriéte cicontre justitie

le qualificotif « géomeétrigue »
decette loi: onreconnait la
formule générale d'une suite
géométrique de premicr terme p
et de raison T-p,

Exemple (suite)
Lo probabifité que Plle npporaisse
pour lo premiere fois au premier
lancer est |
B(X=1=p=0,75
Lo probuabilité que Pile apparaisse
pour la premiére fois au quatrieme
lancerest égaled:
P(X =)= px(1- p)’
=0,75x(1-0,75)"
=0,0117

Exemple (suite)

Onn E(X )= =13

1
0,75
S| on répéte un grand nombre de
fois ['expérience aléotoire, Pile
appargitro en moyenne avont le
deuxiéme lancer.

Exemple (suite)

Pile n'esl pos apporu lors des deux

premiers lancers. Quelle est la

prebabilité qu'll n'apparaisse pos

lors du prochain lancer ?

By (X >247)=P(X >1)

=1-P(X =1)
=0,25



méthode

s
’3?6"‘ Utiliser une loi géométrique

Fnonce  Un client cherche @ joindre par téléphone I'assistance technique de son
fournisseur Internet On estime que la probabllité que son appel soit pris sans attente
est de 0,2, 5i son appel n'est pas pris sans attente, le client raccroche son téléphone
et effectue de nouveaux appels jusqu'a joindre un technicien. On suppose que les
appels sont indépendants les uns des autres.

On note 7 'la variable aléatoire égale au rang de son premier appel pris sans attente.
1. Quelle est la loi de probabilité de T 7 Justifier,

2. Caleuler #(T" =3).

3. Quelle est la probabilité que le client doive effectuer plus de 2 appels pour joindre le service technique ?

4. Determiner |'espérance de la variable aléatnire T et interpréter ce résultat.

5. Le client a déja effectué 2 appels Infructueux. Quelle est la probabilité qu'il doive en passer de nouveau 2 7

Solution

1. T peut prendre toutes les valeurs entiéres strictement positives.

Point méthode

« Joindre ["assistance technique » est une épreuve de Bernoulll de Succés
« |'appel est pris sans attente » de probabilité p=0.2 et d'Echec « I'appel
est mis en atfente ». On répéte cette épreuve de facon identique et
indépendamment les unes des autres jusqu'a 'apparition du premier
Succes. La varinble aléatoire 7" associe le rang du premier Succes donc T

1.Laloi géormétrigue estla lol
d'apparition du premier Succés
dans un schéma de Baraoulli, 11
faut donc verifier gue :

o 'an étudie une épreuve de
Bernoulli;

suit lu loi géométrique de parametre p=0,2.
2 OnaP(T=3)=(1-0,2)*%x0,2=0,128.

3. P(T>2)=1-P(T=2)=1-(P(T=1)+ F(T=2))
=1-(0,2+0,8x0,2)=0,64

1

4. E(T)=—=="10. En moyenne, un client doit appeler 10 fois pour joindre

0,2
|'assistance technique sans attente.

< ces Epreuves sontrépétées
de fagon identique et
indépendamment les unes des
autres;
& |gxpérience s'arréte lors de
l'apparition du premier Succés ,
@ la wariable aléatoire associée
a 'expérience correspond au
\_fang du premier Succes.

5. Oncherche By (T >2+2)=P(T >2) d'aprés la propriété de loi sans

mémoire donc Py oy (T >4)=064.

J'applique

n On considere une variable aleatoire X qui suit une
loi géométrique de paramétre 0,3.
1. Caleuler les probabilités :
P(X=4), P(X<2) et P(X >3).
On arrondira les résultats au milliéme.
2. Calculer I'espérance mathématique £(X ).

£ Onsuppose que le temps d'attente (en minute)
d'un métro @ une station est modélisé par une variable
aléatoire T qui suit une loi geomeétrique.
Le temps d'attente moyen d’un métro pour une ligne
est de 3 minutes,
1. Quel est le parametre de la loi géométrique pour
cette ligne 7
2. Quelle est la probabilite d'attendre entre 1 et
3 minutes une rame de cette ligne 7
3. Quelle est ln probabilité d'attendre plus de 5 minutes ¢

B Un veilleur de nuit doit ouvrir une porte dans le
noir (il a perdu sa lampe ). 1l est équipé d'un trousseau
de 10 clés dont une seule ouvre la porte.

Soit X la varicble aléatoire gui dénombre le nombre
de clés essayées jusqu'd ce que |a porte s'ouvre. Les
clés n'étant pas différenciges, il choisit a chague essai
une cle au hasard parmiles 10

1, Quelle est la lol suivie par la varlable aléatoire X ?
Préciser son parametre,

2. Quelle estla probabilité que le veilleur ouvre la porte
ou premier essai ¢

3. Déterminer la probabilité P(X = 2). Interpréter,

&, Calculer By -5) (X =8). Interpreter ce résultat.

5. On considére désormais gue le veilleur de nuit teste
une clé puis met la clé testée dans sa poche.

Nuelle est la probabilité d’ ouvrir la porte lors du
froisieme essai 7 On pourra s’aider d’un arbre.

THEME 9 Temps d'attente
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Lois continues a densité

On considére deux réels o et b tels que a < h.

B Densité de probabilité

Définition

On considére une fonction f° continue et positive sur un
intervalle [« ; #]. Ondit quef est une fonction de densité (ou une densité

de probabilité) sur ['intervalle [a; ] si jh_lr‘{g:}d_r =1

Soit f une fonction de densité sur [a; b].
On dit que X suit la loi de probabilité de fonction de densité /' si, pour
tous réels ¢ et d de [« ; b] tels que ¢ = d, la probabilité de |'événement
X ele;d] est:
P(Xe[e;d])=Ple<X < :i}:jj Flx)dx

Remarques

= L'aire du domaine compris entre la courbe représentative de f, 'axe
des abscisses et les droites verticales d’'équation x = o et t = b est égale
& une unité d'aire,

« Pourtout réel ¢ & [a; b], P(X =¢)=0,en effet: J flx)de=0.

= Pour tous réeks ¢ et d (avec ¢ = d) del'ntervalle [a | &), on a;
Plec=X=d)=Ple<X<d)=P(c< X=d)=Plc< X <d)

» X est une variable aléatoire continue & valeurs réelles dans [a; ).

Dans la suite, on considere que X est une variable aléatoire continue a
valeurs réelles dans I'intervalle |a; # | et de densité de probabilité f.

I3 Fonction de répartition d’une loi a densite

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est la
fonction i qui, & tout réel ¢ de [« ; #], assodie la probabilité d" obtenir une
valeur inférieure ou égale ai:

P(t)=P(X=1)=[ flx)dx

Remarque
F est ginsi la primitive de ( quis'annule en a.
On en deduit que, pour tous réels ¢ et d (c = d) del'intervalle [a ;5] :

Ple=X=d)=F(d)-Fle)=P(X=d)-P(X=¢)

¢} Espérance et variance d’une loi a densité
L'espérance mathématique de X est le reel:
E(X)= J-J*‘ [(x)dx
Lavariance de X est le réel wx}:_[:'xz,,r"(_t;d_f—{E{x}f :
Remarque
L'écart type de la variable aléntoire X est égal a o X )= m
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Exemple

Lo fonclion définie sur |0;1]

par flx)=2x est une densité

de probabilite sur [0, 1], En effet :
« glle est continue sur [0;1]

« alle est positive sur [0:1]

o [ da =[] = -0t

On peut aussi définir une densita
de probabilité sur un intervalle non
borné comme Ju ;+w| -Dons e
¢S, la condition sur |'intégrale
<'écrira

ty
lim [ fle)de=1

Exemple

La fonctian g définie sur [2; +
‘.
par glr)= T est une fonction de

densité sur |2, +=o| puisque:

= elle est positive et continue sur
[1:ee]

= pour Lout réel b tel gue =12,

v 4 2 ik Z
J-E..{llf]l§r=[—7] =1_L

2

et E'I_IE'!J'I %}—-1.

Exemple

On considére la varlable aléatoire X
suivant o |oi de prabahilité
de densite f(r)=2x sur [0:7]

P{0=X=05)= j':j"ﬁ_r'; xjdx
=[x?=0.25

837
E(X )= J’L'n fix)d :[%L = %

1
2

Pulsque Ll'_rf“_r'(_-. \dic= ‘_]

2 3
alors V(X)=- '21?—1
ars V. —5—{§f —ﬁ.



méthode

A
fé"‘ Calculer des probabilités en utilisant une densité de probabilité

Enoncé 4 Montrer que la fonction f' 11> 3;{30 est une densité de i €,

probabilité sur 1=[1000;3000]. 0,001
2. La durée de fonctionnement, exprimée en heure, d'un lot d'ampoules

&t led est une variable aléatoire 7 sur [1000;3000] de densité de G000

probabilité /. |

a. Sur le graphique ci-contre, on a tracé la courbe €', de la fonction f 0 1000 2000 3000 ¢
sur L.

Reproduire et hachurer la surface correspondant @ P(2000 =T =3000).

b. Calculer la probabilité qu'une ampoule prise au hasard dans |e lot ait une durée de vie comprise entre
2 000 et 3 000 heures.

c. Caleuler 'espérance de la variable algatoire 7. Arrondir |e résultat & I'unité, puls I'Interpréter.

Solution
1. La Fonction [ est continue et paositive sur [1000;3000]. De plus, une
primitive de f surlest 1 - ﬂ 1. Pour démontrer gu'une
= fonction f est une densité de
3000 3000 P*% 3000 ( 3000 \ 1 3 probabilité sur un intervalle
‘[ Sr)di= T mn__2x3000_(_2><10l)0]:_E+E:1 fu;J:j.ilsufﬁl_l:levériﬁergue:
) est positive sur [a:b]
On en deduit que la fonctionf est une densité de probabilité sur I. %1 est continue sur [a:h]
2. o Comme [ est la densité de 7, F{2000= r<=3000) correspond & @ [ flo)de=1
I'aire du domaine du plan délimité par |'axe des abscisses, |a courbe ‘€, — /
et les droites d'équation «=2000 et 1 =3000. (voir figure ci-contre) g
b. On cherche P{2000 = T =3000) or: | 7 s sl i
3&]{: - 0,001- PI2000=T=3000)
P(2000=T=3000)=[ f(i)dr= [___
P 2000 0,0005
3000 _[_ 3000 ] i T
2x3000 2x2000) 4 ol %idon 2000 3000 1

o L'espérance mathématioue de la variable aléatoire Test égale @ :
e 3000 30003000
E(T)=[ 00 )= [} 5=t =[150011 Toss

=1500(In3 000-In1 []I][]} =648

En moyenne, une ampoule du stock fonctionne pendant environ 1 648 h.

J'appligue

& Onareprésenté ci-contrela Y €. E Déterminer, dans chaque cas, si la fonction ' est
densité de probabilité ¢ définie une densité de probabilité sur I'intervalle donné.

sur [0;10]. . ot T
1. f{r)=3x2 0; 2.9ty == 1:2
On note X la variable aleatoire 4 forl=3e s [9i] ) 2 [:2]

qui suit la loi de probabilite de N 3. f(x)=05-xsur[-1;1] & F(x)=e*sur[0;In2]
densité 2. 0,14 o

1. Rappeler la valeur ‘ 1 ll\ 3 0n considére la fonction / définie sur 1=[2;4] par
de P(0< X =10). ol 2 v flr)=kr o0k est un reel strictement positif,

1, Déterminer la valeur du réel & pour que la fonction

2. Ecrire la probabilite qui correspond &l 'aire hachurée F soit une densité de probabilité sur I,

enoringe, puls acelle hachurse en vert. 2. On note X la variable aléatoire de loi de probabilité f.
3. En déduire les valeurs de : a. Calculer P(X = 3).
PlA< X <8), P(X =4) et P(X=8) b. Calculer E(X ), puis V(X).

THEME 9 Temps d'attente 233
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Loi uniforme continue sur [a; b]
B Loi uniforme sur [0 ;1]

On considére |'expérience aléatoire « choisir un nombre au hasard dans
l'intervalle [0;7] ». On note X la variable aléatoire qui prend une valeur
au hasard dans I'intervalle [0:1]. On s'intéresse @ la probabilité des évé-
nements de laforme X e|c;d] ol O0=ce=d=1.

On dit qu'une varioble aléatoire X, prenant ses valeurs dans
I'intervalle [0;1], suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ;1] si, quel que
sait I'intervalle [¢ ; d] contenu dans [0 1], la probabilité de I'événement
{X e|c;d]] est égale @ lalongueur de ['intervalle |c;d |, ¢'est-a-dire:

pour tous réels et dtelsque 0=c=d =1, Ple=X=d)=d—¢

Dans la suite, on considére deux réels g et hlels que a << b,

I Loi uniforme sur [a; b]

On appelie loi unifarme sur [a; #] I loi de probanhilita dont
la densité de probabilité est la fonction constante 1 définie sur [a; &| par ;

flx)=5

Remarque

La difféerence h—« correspond @ la longueur de 'intervalle [« ; b].
La loi uniforme sur [a ;5] est une loi & densité, elle vérifie donc toutes les

-
propriétés étudiées dans le paragraphe 2, en particulier j flx)de=1.

Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a; k],
alors la fonction de répartition F associée @ cette variable aléatoire est
definie, pour tout réel t de [a; b| par:

F(t)=P(X<f)=1

. b—a
‘Qf-"'a

=t

Démonstration
1 :

Une primitive surfde {1 c1— T est x i ﬁ Onven deduit que, pour tout
=tk —

F
réeltde|a:b) F(f)=P(X<t1)=Pla<X 1;.-}=_['b 1ﬂdx=[ﬁ'ral =;':
i 5 .

SRS Soit X une variable aléatoire suivant une lol uniforme sur
[a; L], sicetdsontdeuxréelstelsque a<c=d <0, alors:

P{cﬁXﬂd)=::;

sorm,
¥ Démanstmation
Pour tous réels cetd telsque u =c=d =,
- g=a d=¢

dl_F(”_ -2 b-a b-a

Ple=X=d)=F

B Espérance et variance de la loi uniforme sur [a; b]

Sait X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a ; b].
L'espérance mathématique de X est E(X) --a—t—"-’—.
(b-a)? b—a
12 et 6{X) ?—3-‘

La variance et I'écart type de X sont V(X )=
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Exemple

Dans |'expérience aléatoire

ci-contre, on note A I'evéenement

« obtenir un nombre inférieur a

0,5 + et B « obtenir un nombre

supérieura 0.7 «
PlA=PI0=X=05)=05
P{B)=P07=X=1=03

¥ Bemarqua)

La lof uniforme sur [ ;b permet
de modeliser |2 choix « au hasard »
d'un nombre réel dans |e; i),

Ce choix ne privilégie aucun
nombre dons l'intervalle [« k)
d'oi ke come tére unilforme

- T Ve
( Info Python

La foncton unllform (=, b ) dela
bibliotheque random permet de
simuler une ol uniforme sur [a; b,
autrement dit. le « tirage » au
hosard d'un réd de [a ; b).

Exemple
Cn considére la variable aléatoire X

de lol uniforme sur [1:5].
La densité de probabllité de X

est flx|= =1 sur [1:5].

=91
4 "2

L
51
Pl1=x=<3)=

Soit 1 ¢[1:5), P(2=X a:;}:’-;—z

S .-J!'\- R

. Un tet:endra e, pour bous riels
v=d defab]:
longueur de [ 1d]

e S ) = e [0 3]

s Lovaleur izb de 'espErance
est égale au centre de [a;h].

E!vmr exercice Démao n® 54



méthode

o
"‘??é“‘ Calculer des probabilités dans le cadre de la loi uniforme

Fnoncé Chague jour, Antoine s’entraine au billard américain entre
20 minutes et 1 heure. On modélise |a durée de son entrainement, en
minute, par une variable aléatoire X qui suit une loi uniforme sur

I"intervalle [20:60].
1. Donner la fonction densité définissant la loi de X,

2. Calculer lo probabilité que I'entrainement d'Antoine dure :

a. entre 30 et 45 minutes ;
b. plus de 30 minutes

€. moins de 30 minutes ;
d. exactement une heure.

3. Enmoyenne, combien de temps dure un entrainernent d'Antoine 7

Solution

1. X suit letloi uniforme surl'intervelle [ 20;60], donc sa fonction densité

est définie, pour tout réel x de [20:60] par:

)= 55T
/ {"}_60—20 =70 Point méthode _
45-30 3 2.a.Onpeut modéliserla
Z aOna #(I0=X=45)= 0-20 5 0,375 (voir figure ci-contre). situation par la figure suivante :
b}
b.Ona P(X =30)=P(30=< X <60)= 60_:"[3:(1.7-'5. 1 G,
60-20 e
0-20_1_o o “ Py
£ P(X<30)=P(20=X <30)=————==-=0,25. e ]
[- =il )~60 20 % ol 10~ 30 45
d. La loi uniforme est une loi continue, |’événement {X =60} est un 45—30=15

événement guasi-impessible et P(X =60)}=0.

3. Lo moyenne en probabilité est |’ espérance de la variable cléatoire donc:

2060

5 =40

E(X)=

En moyenne, I'entrainement d'Antoine dure 40 minutes.

J'applique

Determiner s probatilité
P(30= X =45) revient alors
a calculer 'aire du rectangle

hachuré en bleu soit 15%——=
\ 1

3
08

ED Un éléve salsit instruction random { ), du module
randomm, dans uns console Python. On note Vla variable
aléatoire gui assocle le nombre retourné par cette
commuande,

Déterminer la probabilité des événements sulvants:
1. « e nombre retourne est compris entre 0,3 et 0,7 » ;
2. « le nombre retourne est strictement inferieura 0.6 » ;
3. « le nombre retourné est aumoins égal A 0,3 »;

&, i |e nombre retourne est égal i 1/3 ».

Les fonctions suivantes générent un nombre rédl aléatoire
de l'intervalie [0:7 :

random ()
o L hiumons 3

4 Une entreprise se fait distribuer son courrier tous
les matins aléatoirement entre 9 h et 10 h 30. On
considére la variable aléatoire X donnant la durée, en
minute, ecoulée entre 9 h et la distribution.

On admet que X suit une loi uniforme.

1. Déterminer la probabilité que le courrier soit livré
aprés 9 h 30,

2. Déterminer la probabilité que le courrier soit livré
au plus tard & 10 h 10.

3. Calculer E(X). En donner une interprétation.

B On considére une variable aléatoire X suivant une
loi uniforme sur 'intervalle [5;20].
Comparer les probabilités suivantes ;
P(X=8) Plx=17)et P[11= X =14).
Que peut-on en déduire ?

THEME 9 Temps d'attente

235



wl g

ours

Loi exponentielle
B Définition et premiéres propriétés

Soit & un réel stricternent positif.

La loi exponentielle de paramétre A est la loi de probabilité sur [0+
dont |a fonction densité £ est définle sur [0;+==| par:

pour tout réel x =0, f(x)=Ae M
Remarque

Une variable aleatoire suivant une |oi exponentielle est a valeurs dans
[0; +e2|. On remarque que [(0)="%.

Sgit A un réel stricternent positif. Si une variable aléatoire

X suit une loi exponentielle de parameétre A, alorsla fonction de répartition
F est définie, pour tout réel =0 par:

F(1)=P(X=1)=1-e M
o () =P(X=1)
% Démonstration
Une primitive sur [0 +es[ de fx > Ae ™ est x s -,

Daone, pour tout réel s positif, Fi1)=P(X=r)=F0=X=1).
r—

Daonc F(r) =_[°.'ue"“ dr=[—e ] =—e M — (e 0) =—a=M 41,

Conséguence

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de
paramétre X >0, Pour tous réels ¢ et d positifs iels que o< d :
PlcsX<d)=e—-gM ot P(X2c)=e¥
T:{?F".fo
¥ Démonstration
Pour tous reels - et d positifstelsgue r=d :
PlesX=d)=P(X<sd)-P(X<i)=F(d)-F(c)
—1—p M _(‘]_E—?tr"‘ll gk g M
L'événement | X = ¢} étont le contraire de I"événement { X =c}, alors :
P{X =c)=1-PX¥<r)=1-P(X =¢)=e¥

) Espérance et loi exponentielle

L'espérunce d'une variable aléotoire X de loi exponentielle
de paramétre A > 0 est égaled:

B voir exercice Démon® 73

3 Propriété d’absence de mémoire

Propriété d’absence de mémoire

Si X sult une lol exponentielle de
paramétre A >0 alors, pour tous réels positifs ret fi:

Poo(X >t +h)= P(X > h)
. Démonstration
Pour tous réels ret & positifs :
PUX =1+ (X =1)
PlX=r)
Or I"événement (X =r+ i) (X =1) est |'événement (X =1+ h) donc:

Pr'xanix =tth)=

o= iliHh)  a=Nt e a—Wh

g - g

Pyap( X >1+h)= seM=P(X=h)
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L e
| Remarai
R A

rioy=iq PlXE[0i+=])=1

i X E [I .I.Ir..l

On peul verifier gue :

lim I_: {x)de=1

fidi

Exemple

Soit T une variable aléatoire de lol
exponentielle de paramétre 0,1.
La fonction densité ossociée est
définie, pour tout réel x=0 par:

[{x)=0 te5
P(r=10)=1-g 800
=1-e"1=063
P(S=T=20)=e 5 _gh20
=g 05-e2=0,47
P Remarague

La lgi exponentielle permet de
madealiser la dures de vie de
certains composants électronigues
ou d' éléments mdinactifs.

Dans ce codre, I'espérance % est

appelée « dures de vie moyenne »
de la vaniable aleotoire consideres.
Connaissant cette valeur, on peut
facilement en deduire lo valeur du
pammetre A,

Exemple (suiie)

T
Ona E(T)= D.rm.

a8

Cette propriéts d'absence de
mémoire (ou de durée de vie

« sans vielllissement ») montie que
In durée de vie X sur un laps de
Lemps /i ne dépend pos del'iage

1 & partir duguel on considére cet
évBnement.



méthode

e
’fd"‘ Calculer des probabilités dans le cadre de la loi exponentielle

Enoncé  Lors de I'appel d leur mutuelle, les clients sont systématiquement mis en attente avec un message
préenregistré sur fond musical. Le temps d’attente, exprimé en seconde, est modélisé par la variable aléatolre
X gul suit la loi exponentielle de paramétre 7. = 0,02,

1. Quelle est la durée moyenne d’attente lors d'un appel a ce standard téléphonique 7

2. Calculer la probabilité qu'un adhérent soit mis en attente plus de 1 minute.

3. Déterminer | valeur minimale de ¢, arrondie @ la seconde, telle que P(X <7)>0,9. Interpréter ce résultat.
4. Une cliente attend depuis plus d'une minute. Lassée d’attendre, elle raccroche el recompose le numéro, Elle
espére attendre moins de trente secondes cette fois-ci. Le fait de raccrocher puis de rappeler augmente-t-il ses
chances de limiter @ 30 secondes I'attente supplémentalire ou blen aurait-elle mieux fait de rester en ligne ?

Salution
1. Comme X suit la Ini exponentielle de parmmétre L =0,02, Point méthode
i ;
E(X)= i 50. Donc le temps moven d'attente est de 50 secondes. 1.La notion de moyenne est

2.0na P(X >60)=1-P(X =60)=1-(1-g?®)=e'2=03,

3. 0na P(X <1)=1-e %% Onest ainsi ramené a résoudre |'inéquation
1-e00% ~0,9
1—e 002 =09 =002 =0 1: 27002 0,1

) _n
=002 <<in01=1: ~0.02

On en déduit que plus de 30 % des clients attendent moins de 116 s.

& =1151

4. La prababilité que la cliente attende au maximum 30 secondes
supplémentaires sachant qu'elle o déja attendu plus d'une minute est
égaled:
Byogn (X <60+30)= 1—P{x;_.5ﬂl,(,‘i' =80+30)
=1-P(X=30)=P(X <30)

d'aprés la propriété de loi sans mémoire de la loi exponentielle. Cn obtient
ains! la probabillté que la cliente attende moins de 30 secondes lors d'un
nouvel appel.

Le fait de raccrocher n"augmente done pas les chances de la cliente de

arelier al'espérance de la
variable aléatolre ¥,

2. Pour calculer des
probabilités mettant en jeu
une variable aléatoire suivant
une loi exponentielle, on peut
utiliser sa fonction de répartition
et les propriétés qui en
résultent : pour tout régl r positif,
PIX=q=1-g"¥,

4. Pour calculer une probabilité
conditionnelle mettant en
jeuunevariable aléatoire
sujvant une lol exponentielle,
on exploite sa proprieté de loi
Sans MEmoire : pourtous réels
positifs ret i,

B (X=1th)=P(X=h)

limiter son attente,

J'applique

1 Ons'intéresse @ la durée d’attente des clients a
I'entrée d'un restaurant sans réservation.

Cette durée, en minute, est modélisée par une variable
aléatolre X quisuit une lol exponentielle de parametre
Az=0,

Une étude statistique a permis d'observer que le
ternps moyen d'attente pour ebtenir une table est
de 10 minutes.

On arrondira les résultats & 10" si besoin.

1. Déterminer la valeur de A.

2. Quelle est la probabilité gu'un client attende entre
10 et 20 minutes pour abtenir une table 7

3. Unclienta attendu depuis plus de 10 minutes. Quelle
est la probabhilité que so durée d'attente totale depasse
20 minutes ?

La duree de vie d'un robot, exprimee en année,

Jusqu'a ce que survienne la premiére panne est une

variable aléotoire D gui suit une loi exponentielle de

parameétre A avec A > 0. On sait que la probabilité

gu'un robot fonctionne sans panne plus de 6 ans est

égale ¢ 0,3,

1. Déterminer une valeur approchée é@ 102 prés de A.

Pour la suite de I'exercice, on prendra A =0,2,

2. Montrer que la probabilité qu'un robot n'ait pas

subi de panne au cours des deux premiéres annees est

ggale ¢ e %4,

3. Déterminer et interpréter la probabilité :
P(2=X=35)

&4, Déeterminer le réel ¢ tel que P(X =1)=0,5.

Interpréter conarétement ce résultat.

THEME 9 Temps d'attente

237



[ Je revois mon cours
Loi géométrique

« Une variable aléatoire X suit la loi géometrique de parameétre pe |0; 1 si, PX=#)
pour tout entier naturel £ non nul : []'.q:
F[K:k}:p:ﬁ('l—p)t_.l 0.3:
« X est & valeurs discrétes et prend ses valeurs dans i)', 021
= L'espérance de X est egale a E(X)= %. 014
7 k
« La loi géométrique de paramétre p est une lol de probabilité sans mémoire : 0- 133456788510
| pour tous entiers naturels non nulsm etn, Ky, (X>m+n)=P(X >n).
A
Loi continue a densité
« Une fonction densité sur un intervalle [a ; #] est une fonction f continue et positive
- R
sur |a; #| qui vérifie j fx)dx=1,
(¥}
= X sUit la |oi de probabilité de fonction de densité [ sur [o; 5] si, pour tous réels c et d
de|a:b|telsque c<d:
d H e !
Ple<X=d)=[ f(x)dx al e [a b x
s X est a valeurs réelles et prend ses valeurs dans [« b]. Ple=X =d) ~_f firida
b .
. e L'espérance de X est égale a E(X )= I xf(x)dx.
'\ i
Loi continue uniforme sur [a ;5] Loi exponentielle de paramétre &
» Une variahle aléatoire X suit la loi uniforme sur » Une variable aléatoire X suit la loi exponentielle
[a:b] sisa fonction de densité / est la fonction de parameétre A si sa fonction de densité [ est la
constante: 1 fonction :
flx)= b2 définie sur [a;b] Fx)=he ™™ définie sur [0+
¥ ¥
1 ' € 1
b s
b, T, i e S
\-'-.-:‘.‘:.__:
Lash i :
-0 a ¢ d b G G 3 d -
s Si ¢ et d sont deux réels de [a;b] tels que e =4, » Pourtous réels e et o positifstelsque e=d :
alors: # Ple=X=d)=e ™ —gM
e
P(rﬁX%d}zh_a » L'espérance de X est E(X):{-.
5 at+h
s L'espérance de X est E(X)=——. « Laloi exponentielle est une loi sans mémoire, pour
(- tous réels positifs ; et /i -
.« Lavariance de X est V(X) = ;zu : ‘ Fon(X =(+h1)= P(X =h)
A\ -

S ——
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Y'évalue mes connaissances
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

1. La varlable aléatoire X suit |a loi géométrique de
parametre 0,8, alors pour toul entier £ =0, P(X =4}=

2. L'espérance de X est égale &1

3. La fonction [ : x > 0,25+7 est une densité de
probabilité sur [0;2] d'une variable aléatoire X. Alors :

4, La fonction définie sur [0;1] par f(x)= k:? est une

densité sur [D;1] si:

2
5. Llafondion ¢:r— = est une densité sur [ si;

6. La fonction densité définissant une loi uniforme sur
[2;8] est la fonction [

7. U'espérance d'une variable aléatoire suivant la lol
uniformesur [-5;3] est égale &

VERSION

Soit T une varoble aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A == 0.

8. Pour tout réel r =0, P(T =1)=
9. l'espérance de T est égale &

10.Ona P(T=10)=0,4, alors;

11 By (T =6) est égale i :

Partie A.

1. Jules lance plusieurs fois un dé équilibré a 6 faces
jusqu'a obtenir un six. En moyenne, le premier six
apparditra au sixieme lancer,

2.la durée, en heure, du trajet domicile-travail du
personnel d'une entreprise est une variable aléatoire
unifarmément répartie sur [0;1]. La probahilité qu’'un
employé ait une durée de trajet comprise entre

: ; — T 1

15 min et 20 min est égale & 0-7%

3. La durée de vie, exprimée en heure, d'un transistor
jusgu'd ce que survienne la premiére panne suit la loi
exponentielle de parametre A =0,0005.

Enmoyenne, la durée de vie des transistors est 5000 h.

INTERACTIVE %%
ETCORRIGEE o1
B Vair corrigés
0,2%0,8* 0,8x0,2%" 0,8 x0,2*
1,25 8 5
p(_an:% P(X=05)=1 P(x=1=0
k=1 e k=3
o =5 .
1=[1;5] I=[1;2] 1=[-2;-1]
A 1
gt S Bl
¥ T = 5
1
= 1 2
8
1_e_2u ol g
X 2
A A il
2 r
0.4 04 04
h=lazg K==t A==
P(T =6) P(T=4) P(T=8)

ou "UUX? Indiquer pour chague affirmation s elfe est vrale ou fausse. Justifier.

Partie B.

1.Un joueur de flechettes touche la zone centrale
de la cible avec une probabiiité égale a 0,1. 1l rate le
centre de la dble lors de ses quatre premiers tirs, |o
probabilite qu'il rate son tir suivant est égalea 0.9.

2. Lo durée T, en minute, d"une conversation télépho-
nique suit une loi exponentielle de paramétre 0,25,
La conversation dure depuis 15 minutes, la probabi-
lité gue I'un des interlocuteurs raccrache dans les
5 minutes suivantes est égale & P{7 = 20).

3. On choisit un nombre réel au hasard entre —3 et 6.
La probabilité qu'il soit inférieur @ 3 sachant gu'il est

positif est égale @ -;—
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(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaux

Déterminer une primitive sur [2 de chacune des
fonctions suivantes,
1 f(x)=x?-6x+1
3. hlx)=3e"

2 g—-f_-f-'}:%

&4, j(x)=3e3*

- Caleuler les intégrales suivantes.

' 2.["0,3e % ds
4. Iﬂmez* dx

Donner | valeur exacte des intégrales suivantes.
3 B
1 erl? dx 2. |

"‘dx

¥ idx j—zx +3

EED Ecrire, en fonction de In2 et InS, les expressions :

1 Inlﬁ'ﬂl3 ) 2. In(2 %1 25)

s 3)

Résoudre dans R |es équations et inéquations :
1Lel =4 28t >%
3. 1-e%* =085

4 1-e =03
5. e 0% =1-g 9% 6. 208 (19 }<0

4. In(500) - 2n(10)

Résoudre dans Rl les équations et inéquations :
1. 0.5 =01 2.0.85"<0.2
3. 9%1,2* =20 4, 03%2~'=1000

B Donner le signe des fonctions suivantes sur I'in-
tervalle 1 precisé.

1. flx)=-3x2-12x+15,1=R

2 g(x)=(x +1]e‘" I=R

3. h(x)v <yl I55e]

4 j(x) _In(sr+5]g. 1=1-6;+es]

m On considere deux événements A et B de proba-

bilités ﬂbn'hullEf d’un ﬂme univers () tels gue :
P(A)=5 P, (B)= -— ot P(AnB]

Caleuler Ies:pmbﬁlaﬂit\és sulvan_tes.- _

1LP(ArB)  2.P(B) 3.r°(B) 4 r(B)

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de

parameétres n="10 et p=0,2.

1. Calculer les probabllités sulvantes,

a P(X=1) b. P(X<2) ¢ P(X=1) d. P(X=4)

2. Caleuler E(X) et 6(X).

Automatismes du théme

La variable aléataire X suit une loi géometrique
de parameétre 0,1. Calculer les probabilités suivantes.
1. P(X=1) 2.P(Xx=3}

(22 Dans chacun des cas suivants, dire si la fonction
est une densité de probabilité sur l'intervalle I,

1 Al)=2-x,1=[0:3] 2. fz'(r}=l 1=[2:4]

3. f3(x)=34,1=[0:1] 4, f;(x} = 1=1:3]
m On considére une variohle aléataire X suivant la
loi de probabilité de densité f sur I'intervalle [0:5]
dont on donne o courbe ci-dessaus. |
L'cire de la partie
hachurée en vert est
égale & 0,23 unité
d'aire et celle hachu-
rée en bleu est égale
&0,6 unité d'aire.
Déterminer les probabilités suivantes.

1. P(X>1) 2. P(1<X <25)
3. P(X <25 4. P(X =25

ol 1 25

La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur
[0:1]. Calculer les probabilités suivantes.

1. P(X=0,5) 2. P(X<075)

3. P(X<0) 4, P(X=0,333)

E5) La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur
[10:201]. Calculer les probabilités suivantes.
1. P(X=12) 2. P(X <15)

3. P(X =20) 4 P(X=13)

¥ Lavariable aléatolire X suit la lol exponentielle de
paramétre A = 0,2. Donner les valeurs exactes des
probabilités suivantes.
1. P(X=0)

3. P(2=Xx=4)

2. P(x<5)
4, P(x=3)

22 Par quelleloi de probabilité peut-on modéliser les
expériences aléatoires suivantes ? Préciser ses
cﬁ-hrté’rfsﬂql’.ies

en!re ? h10 et?h 20.

2. Mathilde piache aléatoirementun bonbon dans un
paquet en contenant 20, dont 4 au goiit citron, tous
identiques au toucher. Elle le remet dans le paguet
Jusqu’@en choisir un au goit citron,

3. On s'intéresse a la durée de vie d'un isotope
radioactif de durée de vie moyenne 15 jours.




Gxercices

m On considére une épreuve de Bernoulll de proba-
bilité de Succes p=0,1. On répete quatre fois cetie
épreuve en supposant ces épreuves indépendantes.
On note X |a varioble aléatoire complant le nombre
de Succas.

1. Quelle est la loi de X ? Préciser ses paromeétres.

2. Caleuler les probabilités suivantes,

a. P(X =0) b. P(X =1) c P(X=2)

d. P(X <b) e. PIX>3) i P(X=3)

m Eric s’amuse, & ses heures perdues, & lancer des
baulettes de papier dans sa corbeille distante de
quelques metres de son bureau. Il réalise unesérie de
plusieurs lancers successifs (supposés indépendants)
el 5’ arréte des qu'll échoue. La probabilité qu’il réus-
sisse unloncer est égale a 0,9.

1. Quelle est la probabilité qu’Eric échoue dés |e pre-
mier lancer ¢ au second ? et au troisiérne lancer 7 On
pourra s'aider d'un arbre pondéré.

2. Soit i un entier naturel non nul. Quelle est la pro-
bahilité qu'Eric échoue au n-iéme lancer ?

ET) 0n considére une variable aléatoire X dont la loi
est donnée dans le tableau ci-dessous.

E | o 1 [ 2 |l a [ 4

plx=ky | oos | o1 | 025 | o4 | 02

1. Calculer les probabilités suivantes.

a P(X=4) b P(X=2) o P(2= X =3)
2. Calculer les probabilités conditionnelles sulvantes.
o Beg(X=3) b By (X =4) ¢ By (X =2)

EED on considere la fonction y
[ affine par morceaux repré-
sentée ci-contre, Par des . x
L
) O T

considerations d’aire, déter-
miner la valeur des intégrales
suivantes,

1. jj Fix)dy

2. [ a3 [ flxax
g i :

EF) on considére la fonction i definie sur 1% par

f{x)=4x? et F la fonction définie sur [1;+e| par:

F{r}:_[;f{x)d_t
1. Quelle est la valeur de F(1) ?
2. Calculer o valeur de F(3).
3. Interpréter géomeétriquement |’ intégrale F(1) puis
la différence £ (3)— F(2).
4. Calculer, pour tout réel 1 =1, |"expression de F(r).
Quel lien existe-t-il entre les fonctions [ et ¢ 7

EE) peux diaporamas pour faire
le point sur le cours. REFIDES
m On considére les expériences aléatoires
suivantes.

Expérience A - On lance un dé cubique équilibré et
on gagne lorsgu’on obtient e 6.

Expérience B - On lance une piece équilibrée et on
recommence tant gu'on n'a pas obtenu Face,
Expérience C - On tire une main de 5 cartes avec
remise dans un jeu de 32 carles et on compte le
nombre de figures obtenues dans cette main,

Pour chacune de ces expériences aléatoires, définir
une variable aléatnire et preciser sa lai.

E5) soit X une variable aléatoire de loi géométrigue
de parameétre p=0,25.

1. Quelles sont les valeurs prises par X ?

2. Calculer les probabilites #(X =1), (X =2), puis
P(X=3).

3. Plus généralerment, exprimer P(X =k ) pour k e BI*,
Donner |'espérance de X,

4. Décrire une expérience aléatoire mettant en jeu lg
variable aléatoire X,

m 1. Rappeler les trois conditions pour gu’une fone-
tion/ soit une fonction densité de probabilité sur un
intervalle 1= o ; k] d'une variable aléatoire X.
2. On considére la fonctlon f définie sur [-2;4] par:
SO
.f{x}—ﬂff

o Vérifier que [ est une densité de probabilité sur
I'intervalle [-2:4].
b. Exprimer d |'aide d'une intégrale puis calculer :

Pl1=sx<=2): P(X=3etP(X=0)
c. Quelle est la valeur de P(X =-1) ?

m Solt ¥ une variable aléatolre de ol uniforme sur

I'intervalle [-2;6].

1. Preciser la densité de probabiiite de .

2. Calculer les probabilités suivantes :
P(-1=y=3); P(r<4)et P(y=-1)

3. Calculer I'esperance mathématique de Y.

m On modéiise la durée de vie, en heure, d'un tran-
sistor par une variable aléatoire T de loi exponentielle
de parametre h =2,5x 1075,

1. Preciser la densité [ de probubilité de 7. Preciser la
valeur de f(0) puis I'espérance de T. Interpréter.

2. Calculer P(7T=15000), P(T =50000)

et P(10000= 7 =30000), Interpréter.
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Bxercices

-‘3—‘" Utiliser une loi géométrique

m Vral ou faux 7

Pour chacune des affirmations suivantes, indiguer si
elle est vraie ou fausse.

1. On considére une varinble aleatoire X de loi géo-
métrique de paramétre p=009.

a. P(X=0)=09° b. P(X=1)=09

¢ P(X=2)=0,9%01 d.P(X=3)=09"%01

2. On répéte plusieurs &preuves de Bernoulli indépen-
dantes dont la probabilité du Succes est 0,3,

Le nombre 0,3* x0,7 est :

o la probabilité d'obtenir exactement 3 Succés en
repétant 4 fois cette épreuve de Bernoulli ;

b, la probabilité d obtenir 3 Succés puis 1 Echec:

c. la probabilité d'obtenir 3 Echecs puis 1 Succes ;

d. lo probabilité (X =3) ou X suit une ol géome-
trique de paramétre 0,3.
Ahew

" Absence de mémoire et loi géométrique

Cn considére une variable aléatoire X de lol géomé-
trique de parametre p= |0;1]. On note g =1- p.

1. Rappeler, pour tout 4 e, |'expression de
P(X =k).

2. 0. En exploitant la somme de termes d'une suite
geometrique, justifier que, pour tout entier e f* 2

P(X=n)=1-¢"

b. En déduire |'expression de £(X > a) pour tout
entier n =1.

¢ Justifier alors que, pour tous entiers noturels m et n
non nuls, ... (X =>m+n)=P(X >n).
m Marie joue aver des piéces d’un euro, provenant
de la collection de son grand-pére, réunies dans une
grande boite opaque. Parmi ses 100 piéces, le grand-
pére a réuni 16 piéces ne provenant pas de France,
mais de 16 pays différents de la zone euro. Les piéces
sont indiscernables au toucher.

Marie choisit une piéce dons la boTte au hasard et
avec remise.

1. Quelle est la probaobilité gue Marie tire une piéce
avec une face étrangére au premier tirage ?
2. On note X la variable aléatoire qui, & |'issue des
tirages successifs de Marie, associe le rang d'obtention
de la premiére piece ayant une face étrangére.
o Quelle loi suit la varinble aleatoire X 7
b Quelle est la probabilite qgue Marie obtienne sa pre-
miére pigce ayant une face étrangére au 3¢ tirage ?
c. Calculer P(X = 2), Interpréter ce résultat,
d. Déterminer puis interpréter £, (X >5).

242

m D'oprés la Foutaise des Jeux, 15 % des tickets de
jeu Gratte-Gratte sont gagnants. A chaque fois que
Corinne se rend chez son buraliste, elle achete un ticket
Gratte-Gratte. Elle continue de racheter un nouveou
ticket tant qu’elle n'obtient pas un ticket gagnant.
1. On note ¥ la variable al2ctoire donnant |e nombre
total de tickets achetés par Corinne. Quelle est la loi
de probahilité de ¥ ?

2, Déterminer la probaobilité P(¥ = 4). Interpréter,

3. Quel est le nombre moyen de tickets achetés par
Corinne chez son buraliste 7

43 On lance une piéce truquée jusgu’a obtenir Pile,

La probabilité d’ obtenir Pile est égale 4 0,3.

On note X la variable aléatoire donnant le rang d'ob-

tention du premier Pile,

Déterminer les entiers &k > 0 tels que:
P(X=k)=001

J&% Calculer des probabilités en utilisant
une densité de probabilite

m QCM

1. Parmi les fonctions suivantes, déterminer celle(s)
qui définit{ssent) une densité de probabilité sur 'in-
tervalle [1;4].

. 2 1 -
a. _,'(r)=ﬁr b g[.t}=i.ré
chlx)=2x-5 d, ifx) =&

2. Parmi les fonctions représentées d-dessous, déter-
miner celle(s) qui définit(ssent) une densité de proba-
bilité sur |'intervalle [0 2].

a b. c

10 ) R LT 5 =

i = (I P ==

0 AR I BERREE 1 | %
m On areprésente ci-contre deux v
fonctions f et g définies sur 'inter- 1
valle [-1;1]. i %
1. Par des considérations géome-
triques, justifier gue [ et p sont des 0 1 x
fonctions de densité. ¥
2. On note X la varioble aléatoire 1-
suivant la loi de probabilité de :EI‘\
densité /., Calculer les probabilités l,_,.
sulvantes. v 12
a P(-1=X=0) b P(0=X=0,5)
. P(X=0) d. P(-0,5=X=0,5)

3. Reprendre la question 2. lorsque X suit laloi de pro-
babilité de densité g.



Un boulanger

recoit tous les matins

des livraisons entre

Shet7h.Onadmet j

gue la variable alén- [N

toire X donnant

I'heure d'arrivée de

I'un des camions de

livraison a pour fonction de densité la fonction [ défi-
- -5 siy=6

nie sur [5;7] par f{x]:{?_x i

1. o Représenter graphiquement la fonction f sur

I'intervalle [5,7].

b Par des considérations graphiques, montrer que f

est une fonction de densité.

2. Calculer #{X =6}, Interpréter le résultat obtenu.

3. Calculer la probabilité des événements suivants |

e A« le camion de livraison arrive avant 5 h 30 4 ¢

e B« le camion de livraison arrive aprés 6 h 15 »,

&. Un matin, le boulanger n'est toujours pas livré a

6 h. Quelle estla probabillité gu'il le soitavant 6 h 30 7

m Dans chacun des cas suivants, déterminer le réel
f pour gque la fonction f soit une fonction de densité
sur |'intervalle | donne.

1. flx)=k sur 1=]0:10]

2. f(x)=ke sur1=|0:4]

3. flx)=hx? sur 1=[0;2]

4, j'[_r}:{% sur 1=[1;€?]

48 Dn considére une variable aléatoire X dont la
fonction de densité f est définie sur [1;5] par une

relation de la forme f(x)= -—2—
2

1. Determiner la valeur du réel &

2. Calculer la probabilité des événements suivants,

o (X=3) b (X=2) c(2<X=4)

3. On rappelle que I'espérance mathématique de X
est le réel £(X ) défini par E£( -’f]=j15(l><.ffrﬂdr-
Calculer I'espérance de X,

m Hakim se rend au guichet de sa bangue. On
modélise son temps d'attente, en minute, par une
variable aleatoire X dont la fonction de densite est
définie sur [0;+| par f(x)=ke %5 ol & est une
canstante positive. Pour tout réel a > 0, an note:

Flu)= jﬂ flr)dx
1. Justifier que, pour tout réel ¢>0, on a
Fla)=k(2-2e %5} Exprimer |lim F(a) enfonction

FIE s

de k puis en déduire la valeur de k.

2. Determiner la probabilité des evenements suivants.
0. A« Hakim attend moins de 2 minutes »,

b B« Hakim attend entre 3 et 4 minutes »,

£, C:w Hokim gttend plus de 10 minutes ».

f Calculer des probabilités dans le cadre
de |a loi uniforme

3 Vral ou faux 7

Les affirmations sulvantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier,

1. Si X est unevariable cléatoire suivant la loi uniforme
sur [0;1], alors P(X €[0,1;0,6])=0,6.

2.Si la variable aléatoire X suit lo loi uniforme sur
[0;100],alors P[X < 75}=P(X == 25).

3. Sl la variable aléatoire X suit la ol uniforme sur
[20;80],alors E{X)=50.

0 On choisit un nombre réel au hosard entre—1 et 5.
1. Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre stric-
tement inférieur a 2 7
2. Quelle est la probabilité d’abtenir un nombre supé-
rieurouegal a3 7
3 Quelle est la probabilité que le nombre chaisi soit
strictement inférieur a 2, sachant gqu'il est stricterment
positif 7

& acm
1. ¥ est une varicble aléatoire de loi uniforme sur
I'intervalle [10;20]. Sa densité f 5" écrit :

a1 o TR
a f(-tl—-—1n+20 b. flx)=55
‘ 1
« Jt=15 4 fwi=gg

2. Une variable aléatoeire T suit la loi uniforme sur un
intervalle [2; x|, ol x estun réel stricternent supérigur
a2.5i P(2=7T<=3)=0,25, alors xvaut :

a.2,25 b. 6 c.8 d4.10

3. Ladurée d'attente @ un gulchet, exprimée en heure,
suit la loi uniforme sur I'intervalle [0 ;1] La probabilité
gue la durée d'attente d'une personne prise au hasard
soit comprise entre 15 min et 20 min est:

1 . 1 2 1

a. — S L =i et
3 5 12 4

4. Dans une station de ski, le temps d'attente @ un

telésiege, exprime en minute, peut étre modélisé par

une variahle algéatoire X qui suit la loi uniforme sur

I'intervalle [0;5].0na:

a E{X)_g- b P(J{'}Z};—:-
c.HXs?.):% d. P(X =5)=0

5. Deux collégues communicguent régulierement par
videgconference. On suppose gue la durée d'une corm-
munication entre ces deux personnes, exprimés en
minute, suit la loi uniforme sur I'intervalle [0;120].
Sachant que la cormmunication dure depuis
30 minutes, la probabilité que la durée de la commu-
nication ne depasse pas 90 minutes est egale a:
1 1 2

a, — b, = — -Li.—3-

3 T2 e 4
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GXercices

B On casse au hasard un spaghetti de longueur
25 em en dewx morceaux. On note £ In variable oléa-
toire égale @ lu longueur du meoreceau de gauche.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire 13 ?

2. Donner la fonction densité définissant la loi de D.
3. Quelle est |a probabilité gue la longueur du morceau
de spaghetti obtenu mesure moins de 8 cm ?

4. On sait que la longueur du morceau de spaghetti
obtenu mesure plus de 12 cm, Quelle est la probabilité
gu'il mesure moins de 20 em ?

"D

54 Espérance et variance de la loi uniforme

On considére deux réels tels que « < b et unevariable
aléatoire X de lol uniforme sur un intervalle [a; b].
1. Roppeler la densite de probabillité [ associée @ X.
2. On rappelle gue I'espérance mathématique de X
est définie par I;'(X}=_[T(r><_f(x._}}dx. Caleuler la

valeur de F(X) en fonction de ¢ et b.
3. Lavariance de X est définie par:

V(X)=[[ (2% () dx— (E(X)P

(h—a)
12 -

Justifier alars que V(X ) =

% Calculer des probabilités dans le cadre
de la loi exponentielle

m On a représenté ci-dessous la courbe G d'une

densité de probabilité f d'une loi exponenﬁeile de

paramétre A =0,
v

%

G,05

CERERERRRBRERERE:
1. Déterminer graphiquement la valeur de A,
2. En déduire |"expression de /(1) pour tout réel x
positif.
Dans la suite de |'exercice, on note X une varioble
aléateire quisuit la lof de probabilité de densité f.
3. Préciser la valeur de | aire du domaine du plan com-
pris entre la courbe flﬁf. |"cxe des abscisses et I"axe
des ordonnées,
Interpréter cette valeur par une probabilité sur X
/1. . Reproduire le graphigue ci-dessus et hachurer le
domaine du plan correspondant a F{4= X <10).
b. Hachurer le domaine du plan correspondant @
PX=2).
5. Calculer la valeur exacte des probaobilites:

Pla=X=<1D)et P(X =2)
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58 Vraoi ou faux 7

Les affirmations suivantes sont-elles vraies au
fausses ? Justifier,

La durée d'attente, en seconde, @ la colsse d'un super-
marché est une variable aléatoire ¥ quisuit la loi expo-
nentielle de paramétre 0,01,

1. La densité de probabilité de ¥ est |a fonction ' d&fi-
niesur [0;+ee] par f(r)=e 00",

2. Pour tout réel  positif, P(Y =7)=1-e 001,

3. La probabilité d'ottendre moins de 3 minutes &
cette caisse est, & 0,01 prés, égale & 0.16.

4.1 y a plus d'une chance sur deux que |'ottente o
cette caisse solt supérieure d une minute.

QCM

Pour chacune des questions, choisir la réponse correcte,

On s’intéresse 4 lo durée de vie D, exprimée en année,

d'un appareil ménager avant la premiére panne.

On peut modéliser cette situation par une |oi expo-

nentlelle de paramétre A =0,

1. Pour tout réel y = 0 la valeur exacte de P(D =)

est !

al-g™ b.e™

2. Lavaleurde ¢ pour laquelle on a
P(D=1)=P(D=1)

o

estégaled:
ah(@) Az ek

3,D'aprés une étude statistique, la probabilité que
I"appareil tombe en panne avant la fin de la premiére
année est 0,18,
La valeur exacte de ) est alors :
a Ir‘JE b. Ir‘nﬂ c L4

41 50 In100
4, Sachant que cet appareil n'a connu aucune panne
au cours des deux premiéres années apris sa mise en
service, la prababilité qu'il ne connaisse aucune panne
I'année suivante est:
o P(D=1) b P(O=3) cP2=D=3)
5. Dans cette guestion, on admet gue A =0,2.
La probabilite que |'appareil n'cit pas eu de panne
au cours des trols premiéres années, arrondie @ 10
pres, est :
0. 0,5523

00,5488 £.0,4512



Gxercices

m Loi géométrique

& sortir de I'écurie...

Ddns le grenier de so grand-meére, Lise retrouve un jeu
de « petits chevaux ». Ce Jeu consiste & déplacer des
pions en forme de cheval sur un plateau. Pour sortir
un plon de |'écurie, le joueur doit obtenir un six en
lancant un dé cubigue équilibré.

Cn note X la variable oléatoire égale au nombre de
lancers nécessaires pour gu’'un joueur réussisse a faire
sortirun cheval de |'écurie,

1. Quelle est la lol de probabilité de X 7 Justifier.

2. Quelle est la probabilité de reussir a faire sortir
son cheval de I"écurie au premier lancer de dé ? au
second { au cinguieme lancer de de 7

3. Quel est le nombre de lancers moyens nécessaires
pour faire sortir un cheval de |'écurie 7

4, Déterminer la probabilité de réussir @ faire sortir son
cheval en moins de 5 lancers.
“Bere

- Probabilités cumulées et loi géométrique

Soit ure variable aléatoire X de loi géométrigue de
paramétre p avec pe [0:1], on note g=1- p.

1. w. Exprimer, en fonction de |'entier naturel n =1 st
du réel g. la somme !

THg+ g+t g™

b. En déduire que, pour tout entier naturel i non nul,
ona P(X=n)=1-g".

«. Montrer alors que :

"
HI_T)TMEP(A =k)=1

Ce résultat est-il etonnant ?

2. Application. Un entraineur d'une équipe de foctbdll
amateur demande d son gardien de but de s’entrainer
a une serie d'arréts de tirs au but. Ses statistiques
montrent qu’il arréte 10 % des tirs. L'entraineur lui
demande de s'entrainer tant qu'il n'a pas arrété un
tir. On note X le rang du premier tir arréte,

a. Quelle est la loi de la variable aléatoire X ?

b. Determiner |a probabilité que le goal ait a arréter
au plus 10 tirs ?

. Determiner le plus petit entier naturel n =1 tel que
P(X =n)=>09.Interpréter concrétement le résultat
obtenu.

. Loi discréte sans mémoire

L'abjectif de cet exerdce est de démaontrer que si une
variable aléatoire discréte X a valeurs dans B verifie
la propriéte () d'absence de mémaire :
(P):pourtous m, ne ™, Ay (X =>m+n)=P(X>n)
olors elle suit une lol géomeétrique.
1. On suppose que X suit la proprigté (). Montrer
alors que, pour tous m ne M, ona:
P(X>m+n)=P(X >n)xP(X >m)

2. On note, pour tout n M, u, = P(X > n). On note

egalement ;=g et p=1-y4.

o Enutilisant la question 1., montrer que (u, ) est une

suite géométrigue de raison 4.

b En déduire que, pour tout entier n =1, u, = g".

o Veérifier que, pour tout entier n=1,on a:
P(X=n)=u, 4—u,

En déduire que P(X =n)= pqg"". Conclure.

Le probléme du collectionneur (Acte 1)

Fabien collectionne les figurines présentes dans ses
paquets de céréales favorites, Chaque paguet contient
une figurine de la saga Star Mars.

Parmi ces figurines, il convoite celle du sinistre Darth
Terror, presente dans 5 % des boites de céreales. On
suppose que les vingt figurines différentes sont équi-
tablement réparties dans |'ensembie des paquets.

1. Déterminer la probabilité d' obtenir la figurine Darth
Terror a I'issue de quatre achats.

Z. Déterminer la probabilité que |es parents de Fabien
doivent acheter au moins 5 paguets pour obtenir la
figurine tant convoitee,

3. Sachant gu'aprés | 'achat de 10 paquets Fabien n'a
toujours pas eu sa figurine Darth Terror, déterminer
la probabilité qu'il faille acheter moins de 15 paguets
de céréales pour y parvenir,

4. En moyenne, combien de paguets est-il necessaire
d'acheter pour obtenir cette figurine ?

@ Deux jeux A el B consistent arépondre & une série
de questions Indépendantes. Dans le jeu A (resp.
Jjeu B), il y a trois {resp. quatre) réponses par guestion
dont une seule est exacte. Dés que le joueur a trouve
une bonne réponse, le jeu s'arréte, Un joueur répond
au hasard & toutes les questions

1. Calculer la probabilité que le jeu s'orréte ala pre-
miére question avec |e jeu A, puis avec le jeu B. Quelle
est o situation la plus probable ?

2. On appelle X (resp. ¥ lavariable aléatoire égale au
n' de la question ot le jeu A (resp, B) s'arréte.
Déterminer les valeurs de & = B° pour lesquelles
P(X=k)=P(¥Y=1k) Interpréter ce résultat.
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B xercices exmmm

g Lois continues a densité

m On a représenté ci-contre la y
fonction f définie sur I'intervalle
[-2;2] par f(x)=a(1-x?) avec
a>0, 0] 1 X
1. Déterminer lo valeur de o de sorte que J soit une
densité de probabilité sur [-2;2].

2. a. Montrer que f est une fonction paire. Que peut-on
en déduire quant @ sa courbe représentative ?

b Soit ¥ une variable aléatoire de densité 1, Justifier
par des arguments géometriques gue pour tout
12[0:;2],ona:

@ Pu's—r}:P{Y.::er;:%—P(us.y::.;}
@ P(-t=¥=t)=1-2P(F=1)

m 1. Soit X une variable dléatoire continue @ valeurs
dans ['intervalle [-1:1] et de densité f.

On note F sa fonction de répartition définie sur I par
Flt)=P(X <1) pourtout réel 1 1.

Exprimer F(r} a|'aide d'une intégrale et en donner
une interprétation graphique.

2. Assacier olors @ chacune des fonctions densités [
(représentées a gauche) définies sur I'intervalle
1=[-1;1] sa fonction de répartition F (représentée a
droite]. Justifier.

a 3 @ S B

1 1 B

W ry

_'—Lr_'. _1_.‘;—'_-_
i} 1 0 1 x

b. ¥ @ o, S,

b —— 1- F

/}, 'ﬁf _"r.'

I‘H_

- P . | 1 ey
1 0 1 x

@

L
ere
1\‘ i
e

22 soient m un nombre réel et f la fonction définie
sur [1;e] par: _f[r):ﬁ.

1. Déterminer leréel mdlr:le sorte que f soit une densite
de probabilite.

2. Representer [ dans un repére orthonorme,

3. Soit X la variable aléatoire de densité de probabilité
. Onnote I sa fonction de répartition sur [1;e].

o. Exprimer F(i) en fonction de .

b Determiner la valeur des probabilités @

D P(X=2) @FP15=x=2) @ P(X>15)
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E Loi uniforme continue sur [a; b]

Le petit chaperon rouge doit se rendre chez sa
mete-grand. Elle arrive au hasard entre 10 het 11 h 30,
Son heure d'arrivée est modélisée par la variable aléa-
toire X suivant laloi uniforme sur I'intervalle [10;11,5].
Déterminer la probabilité que la fillette ;

o arriveentre T0h 30 et 10 h 45

b.arriveavarit 11 h ;

- arrive aprés 10h 30 ;

d.n'arrive pas entre 10h 30 et 11 h;

e carrive aprés 11 h sachant qu'a 10 h 30 elle n’est
toujours pas arrivée.

Une puce électronique contréle la couleur diffu-
sée par un spot en cholsissant aléatoirement une lan-
gueur d'onde comprise entre 380 et 780 nm.

Le tableau suivant donne les couleurs associees a lo
longueur d'onde dela lumiére diffusée,

Longueur d'onde (nm) Couleur
478-483 Bleu
510-541 Wert
575-579 Jaune
605-622 Rouge

1. Modaéliser le cholx d’une longueur d’onde par une
loi de probabilité a préciser,

2. Déterminer la probebilité des événements |

A« la lampe diffuse une lumiére verte » ;

B | « la lampe diffuse une lumigre joune ou rouge » ;
C 1« la lampe ne diffuse pas une lumiére bleue ».

m Chague matin, Thomas donne rendez-vous a un
ami pour se rendre au lycée. Statistiquement, il se rend
tompte que son temps d attente dure, aleatolrement,
entre 0 et 15 minutes. On note X lavariahle cleatoire
donnant ce ternps d'attente.

1. Preciser la loi de probabilité de X.

2. Déterminer la probabilité des événements

A * « Thomes attend moins de 3 minutes » ¢

B : « Thomas attend au moins 10 minutes ».

3. Unmatin donné, Thomas o déjaattendu 5 minutes.
Quelle est la probabilité qu'il n"attende pas plus de
5 minutes supplémentaires ?

4. Déterminer le réel r tel que P(X =1)=0.95.
Interpréter le résultat obtenu,

m X est une variable aléatoire de loi uniforme sur
[100: k]. Dans chaque cas, déterminer b tel que :

1. BE(X)=210 2. P(X <240)=0,2
3. P(225<X=250)=0,125 4. P(X>150)=05



ﬂ Loi exponentielle

Analyse d’un énoncé

/0 Exercice commenté

Un magasin vend des moteurs électriques tous
identiques.

Une étude a permis d'établir que Ia probal
qu'un moteur tombe en panne pendant o premmre
année d' utilisation est egale a 0,12.
Onadmet gque la durée de vie sans panne, exprimee
en année, de EhCquE mateur I"-Et une variable alea-

—

Ty

toire ¥ qui suit une loi :
A, ou A est un reel strictement pasmf

Tous les resultats seront arrondis @ 10 - prés.
1. Exprimer P(¥ = 1) en fonction de L.

© V' suit la lol exponentielle de parametre A dong,

pour tout réal r positif, ena P(¥ =r)=1-e¥
En déduire la valeur exacte de 4.

© Celu revient arésoudre |'eguation e =0,88, 1|

reste g utiliser la fonction logarithme népérien
Pour la suite de |'exercice, on prendra A= 0,128,
2. Quelle est la probabilité qu’un moteur dure plus
de 3 ans sans panne 7

3, Quelle est la probabilité qu’un moteur fonctionne
plus de 4 ans sons panne sachant qu'il a duré plus
d'unan?

© Exploiter le fait gue |a lol exponentielle est une

lol sans mémmoire.

-w

Application Immédiate

Une usine fubrigue des batteries lithium-ion. La pro-
babilité gu'une telle batterie cesse de fonctionner
avant & annees aprés sa mise en sefvice est égale
@ 0.565.

Onadmet que la variable aléatoire T qui, a une bat-
terie lithium-ion prélevée au hasard dans le stock de
'usine, gssocie sa durée de vie, exprimée en année,
suit |a lol exponentielle de paramétre A.

Dans cet exercice, on arrondira les resultats @ 1032
prés,

1. Déterminer la valeur exacte de h.

2. Pour la suite, on prendra A =0,208,

o. Déterminer la probabilité qu'une batterie
lithium-ion soit encore en état de fonctionnement
au bout de 8 ans sachant qu'elle fonctionne encore
quatre anNees aprés sa mise en service.

L. Déterminer la durée de vie moyenne d'une
baotterie.

c. Déterminerle réel 7, tel que (T =1,)=0,75.0n
donnera la valeur exocte et la valeur arrondie a
I'unité. Interpréter le résultat dans le contexte de
|"exercice.

m Une grande entreprise dispose d'unvaste résenu
informatigue. On cbserve le ternps de fonctionnement
narmal séparant deux pannes informatiques. Ce
temps sera appelé « termps de fonctionnement ». Soit
X la variable aléatoire 2gale au temps de fonctionne-
ment, exprimé en heure,

On odmet que X suit une loi expanentielle de para-
métre 2, o0 A =0

1. On sait que le temps de fonctionnement moyen est
égal & 7 heures et 30 minutes.

Déterminer la valeur exacte de 2,

Dans les questions sulvantes, les résultats seront don-
nésa 10~ prés.

2. Montrer que la probabilité que le temps de fonc-
tionnement soit supérieur @ 5 heures est environ égale
00,513

3. Calculer la probabilité que le temps de fonctionne-
ment soit supérieur 9 heuressachant qu'll n'y o pas
eu de panne au cours des guatre premieres heures.
4. Calculer la probahilité que le temps de fonctionne-
ment soit compris entre 6 et 10 heures.

5. On reléve aléatoirement huit temps de fonctionne-
ment, gu'on suppose indépendants. Soit ¥ la variable
aleatoire égale au nombre de relevés correspondant
i1 des ternps de fonctionnement supérieurs ou &gaux
a 5 heures.

. Quelle estla loi suivie par ¥ ? Justifier.

b Caleuler la probahilité gue trois temps parmi ces
hult solent supérieurs ou égaux @ 5 heures.

. Calculer I'espérance mathematique de ¥ (on arron-
dira a | 'entier le plus proche).

*Dima

'°" Espérance de la loi exponentielle
Soit X une variable aléatoire suivant o loi exponen-
tielle de parameétre A > 0.
1. Rappeler I'expression de la fonction densité f de X
en fonction de .«
2. L'espérance mathématique de la variable aléatoire
X est e reel défini par:

f .
ELX)= [E,Tw-[u't"‘ (x)dx

o On note g la fonction définie sur [0;+s=| par:
g(x)=xf(x)
i 1
Mantrer que i :x I—}[—.r—I]E_b est une primitive

de gsur [0 4=2].

. Soit r un réel positif. Exprirnerj vf(x)dx en fone-
tion de /.

c. Endéduire lovaleurde E(X ).

3. Application

La durée, en minute, des conversations téléphoniques
de Monsieur Bavard suit une loi exponentielle de
parametre ,071.

Quelle est lu durée moyenne d' une conversation télé-
phonique de Monsieur Bavard en heure et minute 7

THEME 9 Temps d'attente 247



B xercices exmmm

m Prise d'initiative

La durée moyenne entre deux
appels dans une hotline télepho-
nifque est de 3 minutes. Simon,
standardiste, a raccroché son
combineé il y a deux minutes.
Quelle est la probabilité que son 4
téléphone ne sonne pas dansles A
guatre minutes a venir 7

8 un pont levant enjambant un canal peu fré-

quente est constitué d'un tablier qui, une fais releve,

permet le passage de bateaux de différentes tailles,
Position haute

Paosition basse

Tablier

du pont Route

Chenal maritime

Chenal maritime

Temps de montee du tabller | 2 minutes
Temps en position haute du tablier 8 minutes
Temnps de descente du tabller ) 2 minutes

Partie A, Sur la route

Un automaobiliste se présente devant le pont. Le tablier
du pont est en position haute. On s'intéresse ici au
temps d'attente D, de |'"automobiliste avant qu'il
puisse franchir le canal, pont baisse (hors incdent).
1. Combien de temps |'automobiliste attend-il au
minimurm ? au maxirmum ¢

On admet gue le temps d'attente, en minute, de I'au-
tomobiliste pour franchir le pont est une variable aléa-
toire D de loi uniforme sur [2;10].

2 Déterminer |'espérance £(1) de le varicble aléa-
toire D et interpréter |e résultat dans le contexte,

3. Caleuler la probabilité que le temps d'dttente de
I'automaobiliste ne dépasse pas 5 minutes.

Partie B. Sur I'eau

Lorsqu’'un bateau est passé, le tablier du pont revient

en position bosse, Le temps de latence, exprimeé en

heure, avant que le bateau suivant se présente devant

I2 pont est une varicble léatoire T qui suit laloi expo-

nentielle de paramétre i =0,05.

1. Calculer et interpréter | 'espérance E(T).

2.Solt la fonction f définie sur [0:+=[ par

f{x)=0,05e-995%, Donner une primitive F de /’ puis

Justifier que, pour tout réel ¢ positif, ona:
P(Ir=1)=1-g%%

3. Caleuler la probahilite gue |e temps de latence soit

inférieur 4 une demi-journée, soit 12 heures.

4. Une journée donnée, aucun bateau ne s'est pré-

sente devant le pont. Quelle est la probabilité qu’au-

cun bateau ne se présente le lendemain ?
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m Exercice quidé
Théo construit des circuits électroniques. Ilachete des
composants dont certains présentent un défaut.
On estime que la probabilité qu’un composant soit
defectueux est égale ¢ 0,02,
On suppose que la durée de vie 7, en heure, de chaque
composant défectueux suit une loi exponentielle de
parametre i,=5x10"" et que la durée de vie 15, en
heure, de chaque composant non défectueux suit une
loi expanentielle de parametre i, =107
1. Caleulerla probabilité que la durée de vie d'uncom-
posant soit superieure &7 000 heures
o lorsque ce composant est défectueux ;
b lorsque ce composant n'est pas défectueux.
Arrondir ces probabilités & 102 prés.
2. 5oit T'la durée de vie, en heure, d'un composant
acheté au hasard.
Mantrer que la probabilité que ce composant soit
encore en état de marche aprés 1 (i =0) heures de
fonctionnement est;

P(T =1)=0,02e %™ 10,9800
3. Sachant que le composant acheté fonctionne
1 000 heures aprés son installation, guelle est la pro-
bahilité que ce composant soit défectueux ?

Pistes de résclution

2. On constiuira un arbre pondéré mettant en jeules

EvEnements (: « le composant est détectueux s, T,
{X<t]et{X=r}.

L A

m Un circuit électronique est constitué de deux com-
posants identigues numerotes @ el @,

Les durées de vie, en année, de ces composants sont
indépendantes et suivent la méme loi exponentielle
de paramétre A =05

Deux montages sont envisagés :

montage (0

Circuit en puraliéle A

montage @

[ 112 ]

Circuit en série B

1. Lorsque les composantssont montés « enparalléle »,
le circuit A est défalllant uniquement si les deux com-
posants sont simultanément défaillants,

Caleuler la probabilité que le circuit A soit défaillant
avant un an,

2. Lorsgue les compaosants sont maontés « en sérieé » le
circuit B est défaillont dés que | un au moins des deux
composants est défalllant.

Calculer la probabilité gue le circuit B soit défaillant
avant un an.



B®» Paradoxe de I’'autobus

_._

pprendre a modéliser et a raisonner

,-’_\\_
D{vELuPPER

On considére un arrét de bus et on suppose que la durée meoyenne séparant l'arrivée de deux bus consé-
cutifs est égale & dix minutes. On supposera dans la suite que lorsqu'un usager se rend, @ un moment
aléatoire de la joumnée, a cet arrét de bus, il prend le premier bus qui arrive, On organise un micro-trattoir
auprés des usagers de cette ligne de bus et on leur pose la question suivante :

« A combien de minutes évalueriez-vous la durée d'attente moyenne d'un usager a cet arrét 7 »

Voici quelques-unes de leurs réeponses,

Usager 1: « Au minimum, on Usager 2 :« Danstouslescas,sfil | Usager 3 : « Tout dépend de la .
attend 0 minute et au maximum  y adumondeal'arrét, cestsigne | réqularite des passages, mais vu
10, donc je dirais que I'attente  qu'onattendratrés peudetemps | que tout s'équilibre, je dirais une
mayenne est de 5 minutes. » le prochain bus. » | dizaine de minutes. »

Pouranalyser|es réponses des usagers et apporter une répanse a la question posée, on doit s'interroger
sur le choix du modéle (déterministe ou probabiliste) qui régit le passage des bus.

Partie A Un premier modeéle déterministe : la durée entre deux bus consécutifs est de 10 minutes

1. Onsuppose gue dés 6 hdu matin, un bus s'arréte toutes les dix minutes a cet arrét. Un usager se présente
a cetarrét et on appelle X la variable aléatoire de loi uniforme égale d la durée d’attente de cet usager.

b Pour ce modeéle, quellels} affinmation(s) parmi celles données par |es usagers est (sont) vadide(s) 7

2. Ce modéle est-Il envisageable en pratique ?

Partie B Un second modéle probabiliste ; la durée entre deux bus consécutifs est de 12 ou 8 minutes
avec équiprobabilité

Ona représenté ci-contre une configuration de ce type ;. g, 6112 6Bh24 6032  Ghakh 6052 7h0d4

. Justifier que, lorsqu’un usager se présente a cet arrét @ un instant au hasard, la probabilite
qu'il arrive pendant un intervalle de temps entre deux bus de 12 minutes est egale a 0,6.

Z. Lorsque I'usager arrive surun intervalle de temps entre
deuxbus de 12 minutes, quelle serasaduréedattente  /UUn modéle mathématique consiste
moyenne 7 et pour un intervalle de 8 minutes ? amathématiser un phénomene

reel. Souvent, plusieurs modeéles sont

envisageables et parfois certains
sont remis en cause car lis viennent

4. Dans ce modéle, gue peut-on penser de |'affirmation contredire les faits observés.
des deux premiers usagers ? Expliquer.

Interprétation

3. Endeduire gue lodurée moyenne d’attente a cet arrét
est égale 5,2 minutes.

Partie C Un troisiéme modéle probabiliste : la durée séparant l'arrivée de
deux bus consécutifs suit une loi exponentielle de paramétre A

1. La durée moyenne entre deux passages est de 10 minutes. En déduire . ~ dupamadoxe de I'autobus
Plus 'amplitude d'un
2. Exécuterle seript Python deciictle_ch09_p249_autobus,py qui simule les intervalle entre deux
durées de passages des bus a |'arrét, 'instant d'arrivée d'un usager a ﬁ:?ﬁntﬁsé;tﬁ?:de'
I'arrét de bus et quiretourne la durée d'attente de I'usager. En exploitant usoger se présente dons
cette simulation, analyser, dans le cadre de e troisieme modéle les affir- cet intenvalle de temps est

mations des trois usagers. RN
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Hugo adore |es céréales Crakovor qu'il dévore d chagque petit déjeuner. Il les
apprécie d’autant plus que chaque poquet de céreales contient une figurine
de dinosaure. Différentes espéces sont réparties en proportions égales dans
les paguets de céréales: Chague semaine, ses parents [ui achétent un paguet
de céréales Crakovor. On s'interroge icl sur le nombre moyen de paquets &
acheter pour obtenir & terme |la série compléte de figurines.

Partie A Simulations @ I'aide de Python

On suppose gue | collection comporte ici & figurines
différentes numérctées de 0 a 3. On considére la fone-
tion Python tps_attente_cellection () suivante.

1 from random import randint

2from statistics import mean
'i

1def tps_attente_collection():
5 nb_achat=2

& collection=[@]%*4

(i while @ in collection:

8 figurine=randint(9,2)

9 collection[figurine]=...
10 nb_achat=...

11 return nb_achat

Cette fonction simule, tant que la collection de figu-
rines est incomplete, les achats successifs de paguets
de céréales. Une fols la collection compléte, elle
retourne le nombre de paguets achetés.

1. Expliquer e réle de la ligne 8.

2. Dans cette fonction, la liste collection est initiale-
ment [@,0,8,0]. Cette liste permet de stocker |"état
de la collection au fur et & mesure des achats.

Ainsi, pour indiguer gue la collection ne comprend gue
des figurines numéro 0 et 3, cette |iste sera égale a
[1,8,8,1](on ne compte pas le nombre de figurines
similaires obtenues).

o. Lorsqu’une figurine numéra # apparait, on modifie
le n-igme élément de la liste collection a la valeur 1.
Compléter alors la ligne 9.

5. Que teste la condition @ in collection de la boucle
while enligne 7 ?

3. On rappelle que la varigble nb_achat compte le
nombre total de paguets de céréales achetés jusqu'a
I'obtention de la collection compléte.

Completer |o ligne 10 puis tester cette fonction.

4. Effectuer une série de 100, 1 000 puis 10 000 simu-
lations, On stockera les résultats de ces simulations
dans une liste.

5. Al'aide de la fonction mean( ) du module statis-
tics, évaluer le nombre moyen de paquets a acheter
pour obtenir la série compléte de figurines.
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6. Pour aller plus loin

Madifier la fonction tps_attente_collection () afin
d'évaluer ce nombre moyen pourdes collections com-
prenant 5, 6 ou 7 figurines différentes.

Partie B Etude théorique du probléme

On considére gque la collection compte NV = 4 typesde
figurines & callectionner.

On considére, pourtout k = [[1; 4], la variable aléatoire
T; égole au nombre d’achats nécessaires pour que la
collection compte & figurines différentes suchant que
la collection compte déja & -1 figurines difféerentes,
Par exemple, 7, est la variable cleatoire donnant le
nambre d'achats necessaires pour obtenir une figurine
différente de celle toujours obtenue jusqu’dlors.

1. Justifier que 7;=1.

2. o. On considére que notre collection compte un seul
madele de figurine. Quelle est la probabilite, lors de
'achat d'un paguet de céréales, d’obtenir un nouveau
madeéle de figurine ?

b. Endéduire que T suit une loi géométrigue de para-

metre 7
3. Par un raisonnement similaire, determiner la loi de
probabilité des variables aléatoires T, et T,,.
4. On note 7' la variable aleatoire donnant le nombre
total d'achats nécessalres pour obtenir une collection
compléte.
o Exprimer Ten fonctionde 7,7, T; et 7,.
b En admettant que |'espérance d’une somime de
varlables aléatoires est égale a lo somme de leurs
espérances. Montrer alors gue :
Tl S }
E(T)=4% Het=+t=
() ( R

Confronter ce résultat @ ceux obtenus par simulation
précédemment dans la question A 5.

Partie € Pour aller encore plus loin
On considére quela collection compte N = 2 figurines
a collectionner. Démontrer que :

11 1 1
E(T}_NK{1+5+§+Z+“'+WJ

Ce résultat est-il en accord avec ceux obtenus prece-
demment par simulation dans la guestion AL 6.7



Partie A Etude macroscopique de la désintégration
de noyaux radiocactifs
En sciences physiques, |"expe-
rience montre gue, pour une
substance radioactive donnée,
on peut modéliser la dasinté-
gration des noyaux selon les
hypotheses suivantes.
(I La durée de vie d'un noyou radioactif est modelisée
par une meme loi de probabilité pour tous les noyaux
d'une méme substance radioactive,
) La désintégration d'un noyau n'affecte pas la désin-
tégration d’un autre noyau.
@ Un noyau se désintégre sans avolr « viellll », autre-
ment dit, la loi de probabilité regissant sa duree de vie
est une loi sans mémoire.
Ainsi, la durée de vie ' d'un noyau radieactif suit une
loi exponentielle de paramétre A Ce parameétre A,
appelé constante radioactive, est propre a chaque
élément radloactif,
On considére un noyau radiooctif de constante
radioactive & et T la variable aléatoire donnant sa
durée de vie (c'est-d-dire la durée écoulée avant so
désinté gration).
1. Etant donné unreel 1 =0, exprimer, en fonction de
ety la probabilité £(7 = 1), Interpréter cette proba-
bilité dans le contexte du probléme.
2. On considére qu'initialement, & I'instant =0, la
substonce radioactive compte My noyaux non désin-
tégres. On considére la variable aléatoire X (1) don-
nant le nombre de noyaux non désintégrés al'instant
=0,
a. En utilisant les points @ a @ et la question preé-
cédente, justifier que X{7) suit une loi binomiale de
paramétres & préciser,
b En déduire que le nombre moyen N (7} de noyaux
non désintégres & I'instant 7 est égal a:
N(I)z NG,E_'-"I

Partie B Un modéle discret de désintégration de
noyaux radioactifs
Dans cette partie, on discrétise le temps, Cest-G-dire
qu’on observe I'évolution de la durée de vie T'd’un
noyau radioactif @ chague unité de temps. On consi-
dére alors |a variable aléatoire ¥ @ valeurs dans "
définle, pour tout entier k >0 par:

{¥=kt={k-1<T=k}

Dﬁtation radiométrique par le carbone 14

/= Désintégration radioactive : modéles continu et discret

1. Interpréter concrétement |'évenement {¥ = k}.

2. 0. Justifier que, pour tout entier £ =0, ona:
Plk—1<T=k)=g M N(1-g*)

b Onpose p=1-e *. Vérifierque 0 <~ p<1.

Deéduire de la question precédente que Y suit une loi

géométrique de parameétre p.

3. En cours de sciences physiques, on simule le com-

portement d'un noyau rodioactif en lancant chague

seconde un dé cubigue equilibré : si on abtient un b,

on considére qu'il se désintégre et on arréte ; sinon,

on poursuit.

On note ¥ la varioble aléatoire donnant ['instant de

désintegration du noyau selon ce modele.

o Dans ce modéele, quelle est la probabilité gu'un

noyau se désintegre en une unité de temps ?

b Quelle est la loi de ¥7?

¢ Enutilisant la question 2. b, déterminer la constante

radioactive A associée au noyou radioactif simulé par

cette expeérience de lancer de dé.

Partle C Demi-vie et durée de vie moyenne de
noyaux radioactifs

On appelle demi-vie d'un élement radioactif la durée
notée 1y, telleque P(T = 14,)=05.

In2
1. Montrer que Ty = 5

2. 0n rappelle gue le nombre moyen N () de noyaux
non désintégrés dl'instant 1 est égal 4

N ()= Noe ™
ol Ny estlenombreinitial de noyaux radioactifs.
lustifier que la demi-vie correspond au temps néces-
sgire pour que la moitié des noyoux présents se soil
désintégree,
3. La durée de vie moyenne notée m d'un noyau
radioactif est|'espérance mathematique de 7.
Exprimer m en fonction de A puls justifier gue

T="T44T,

4. Application. En médecine nucléaire, on utilise le
technétium 99m (¥¥7Tc) comme margueur, car sa
courte demi-vie de 6 heures permet de limiter la dose
d'irradiation du patient.
. Déterminer la constante radioactive du #™Tc.
b Caleuler la prebabilité qu'un atome de *MTc se
désintégre avant 5 heures 7 aprés 9 heures ?
c En notant 7 la variable aléatoire donnant la durée
devie d'un tel atome, déterminer le réel 1 =0 tel gue
P(T=1¢]=0,95. Interpreter ce nombre.

Le corbone 14 est un Isotope radivactif du corbone dont lo demi-vie est éoale 4 5 7 34 ans (@ 40 ans prés). Tout organisme
contient ce mdiccarbone en infime proportion. Dés qu'il meurt, la quantité de radiccarbone qu’il contient et sa radioactivité
décrolssent avec le temps selon une lol exponentielle permettant ainsi ln datotion de sa mort

THEME 9 Temps d'attente



Bonnie et Clyde se sont donné rendez-vous entre 12 h et 13 h au saloon d’Arcadia

avant de braguer la banque située & proximite.

Afin de ne pas étre repéré par le shérlf, chacun d'eux a promis d'attendre un quart

d’heure, pas plus, et en aucun cas aprés 13 h,

Quelle est la probabilité que Bonnie et Clyde se retrouvent 7

On suppose que les heures d'arrivée de Bonnie ét Clyde sulvent des lais uniformes

sur I'intervalle [0:1] (ob D correspondé 12 het1a 13 h).
On note B 'instart d'arrivee de Bonnie et € celui de Clyde.

Partie A Questions préliminaires

1. o Bonnie arrive a 12 h 20. Dans quel intervalle de
temps Clyde doit-il arriver pour gu'’ils se rencontrent ?
b. Reprendre la question précadente si elle arrive @
12 h 50.

2. Exprimer la durée d’attente en fonction de Cet B
selon que Clyde ou Bonnie arrive en premier au saloan.
3. Justifier gue Bonnie et Clyde se rencontreront si et

1
seulement si |C - B|= 7

Partie B Simulations G

Dans cette partie, on simule des rencontres a |'oide
d'un prograrmme Python el on souhaite évaluer la
probabilité de rencontre de Bonnie et Clyde.

1. Compléter puis programmer la fonction ren-
contre () d-dessous qui affecte un nombre aléatoire
compris dans [0;1] aux variables C et B, et retourne
1 sila rencontre alieu et O sinon,

from random import *
def rencontre():
C=random( )
B=random( )
d=ahs{C-8)
if :
rv=l
else:

return ryv

2. Ecrire une fondtion simulations (N ) qui prend en
argument le nombre de simulations N souhaitées et
retourne la fréquence des rencontres ayant eu liew,
Cette nouvelle fonction fera appel @ rencontre( ).
3. Simuler 500, 1 000 puis 5 000 rendez-vols et noter
la fréguence des rencontres ayant eu lieu,

4. Al'issue de I'algorithme précédent, on a falt repré-
senter les rencontres ayanteu lieu par un point rouge
de coordonnées (x:y) ol x est |"instant d'arrivée de
Bonnie et y celui de Clyde.
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Les résultats obtenus pour 500 et 5 000 simulations
sont donnes ci-dessous.

Expliguer comment peuvent étre évaluées les fré-
fuences abtenues d 'issue du programme sur ces

graphiques.

Partie C Démonstration géometrique

On note x une valeur prise par B el y une valeur de C,
1. Justifier gu’une rencontre entre Bonnie et Clyde a
eu lieu si le couple (x;y) vérifie les conditions

suivantes :
J0=x=1 e 0=y=1
(5): {x ~0.25= y=x+0,25

2. a. Dans un repere orthonorme (251 .0) d'unité
4.cm, tracer le carré OIKJ de coté 1 unité.

b Colorier la partie % du carré dont les coordonnées
des points vErifient le systéme (§).

On pouna Uacer les dioites d'équation réduite |
y=r—025et y=x+025

c. Caleuler |"dire de la partie 2.
3. On admet que lo probabilité p de I'événement « o
rencontre entre Bonnie et Clyde a eu lieu » est donnée
par:

_aire(®)
P = dite(OIK 1)

Donner la valeur exacte de p.



Ondétaille icl le « jeu de Saint-Pétersbourg », formulé par Nicolas Bernoulli en
1713 puis opprofondi par son cousin Daniel Bernoulli dans son ouvrage Les
transactians de 'académie de Saint-Pétersbourg :

Ly jouenr joue contre la bangue an jen de « pile oo face » en misant
toujours face. 11 mise un ducat au premier-coup, et 8'il perd. double la
mise 41 coup sulvant tant gque face n'apparait pas. 5l gagne il réeupere
s mise augmentée dune somme éguivalente 4 cette misc.

On note X la variable aléatoire qui donne le rang d'apparition du premier
Face et ¥ la varioble aléatoire qui donne |e gain du joueur.

1. Est-il raisonnaoble de miser toutes ses économies
acejeu?

2. Compléter le tableau ci-dessous (ol n est un entier
naturel non nul).

Rang d'apparition du premier
wface s &

Mise du joueur (en ducat)

Gain du joueur : v,

M1_|—1-—l|—l

Pix=k)

3. a. Quelles valeurs prend la variable aléatoire X 7
Quelle est la loi de X ? Justifier.

S
nfo |

Le paradoxe de Saint-Pétersbourg

Le ducat est une gncienne monnae

d'orgent et d'or circulant @ lorigine
dans I'Europe du Moyen .ﬁ.ge & partr
duxn® sigcle notomm ent dans | Emnpire
austre-hongiods,

b Quelles sont les valeurs prises par la variable aléa-
toire ¥'?
4. 0. Justifier que, pour tout entier & >0 :

P(¥ =y, )=P(X =k}

b En déduire que | 'espérance de Y est egale a :
E(Y)=1 x%+2x%+22 :-{%+...+2""1 x%—

c. Combien valent chacun des termes de la somme
ci-dessus T Combien de termes comporte-t-glle 7
On aainsi montre que I'espérance de gain a ce jeu est

une somme infinie de termes tous égaux d 7

. Conclure en donnant la valeur de |'espérance de
gain a ce jeu Un joueur d-t-il interét a jouerd ce jeu ?

Le paradoxe de Saint-Pétersbourg n’est pas un problEme purement mathdmatique, mials de comportement de jeéu ; pourquol
les joueurs refusent-ils de jouer lout leur argent oloss gue 'esp@iarice de gain estinfinie 7 La théorie des probobilités démaontre
un résultot gu'aucun individu raisonnable ne suivrail. Aussi, ce paradoxe maontre que o notion d’espérance n'est pas toujours
suffisante en prababilités : si ke gain est ici infini en moyenne, 1 ne faut pas aublier que e joueur deit disposer de fonds sux aussi
infinis et gu' il doit jouer une Infinité de fois pour pouveir bénéficier des gains,

Partie A Simulation d'une loi exponentielle a partir
d’une lol uniforme sur [0; 1]
Soit A un réel strictement positif. On considére une
variable aléatolire (7 de lol uniforme sur [0:1] et Tla
In{L')

T
1. Montrer, pour tout + = 0, I'égalite

[T<f={U<s1-e¥}

2. En déduire que P(T=1)=1-eV¥,
3. Quelle est alors la ol suivie par T7?

variable aléatoire définie par T=-

Partie B Durée de vie et simulations

On considére un échantillon de v atomes radioactifs
de caractéristique 2. > 0. On rappelle que la demi-vie
Ty €5t la durée nécessaire pour que la moitié des
atomes de |'échantillon se soient désintegrés,

Demi-vie d’un échantillon d’atomes radioactifs

o, Enutilisant la fonction random( ) du module ran-
dom, écrire une fonction realisation_exp(lamb}
qui permet de simuler et renvoyer la duréede vied'un
atome radioactif de caractéristique lamb.

4. En utilisant une boucle, construire une fonction
echantilloen{N,lamb ) qui construit et renvoie
une liste de durées de vie de N atomes radioactifs
indépendants,

. En exploitant la methode sort, écrire une fonction
demi_vie(N,lamb) qui appelle la fonction echan-
tillon, calcule et retourne la demi-vie de |I'échantilion
simule.

o, Exploiter cette fonction pour N =10 000 et & =0,1.
Confronter les resultats obtenus au résultat
théarique :

In2
Tz =%
THEME 9 Temps d'attente
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favaux pratiques

La methode de Monte-Carlo

T
On souhaoite calculer 'intégrale = -[u e * dx sans connditre de primitive de la

fonction f définie sur [0;1] par f(x)=e"*".

C“ilj\'i.?'.j
Evaluer Une intégrale
jar une miethode

probabliste.

Pour cela, nous allons utiliser une méthode dite « de Monte-Carlo ».

1g

Les méthodes de Monte-Carlo désignent des méthodes algorithmigues permettant le coleul

approché de valeurs numériques par des techniques probabilistes

Onnate 6, lacourbedelafonc- 4 K
tion j dans un repére ortho- | :fi-?
!

normeé ((;1;J) etonconsidére -
le carré unite (/KL :

'

i
e f————

+

Partie A Lien entre aire et intégrale

1. Interpréter géométriquement l'intégrale /.

2 Deéterminer un encadrement de |'intégrale ! par
lecture graphigue.

Partie © Méthode de Monte-Carlo

« On tire au hasard un grond nombre NV de points dars e
carré unité oK,
= On comipte le nombre & de points situés sous la courbe
representativedef,
« La fréquence % est une valelr approchde de :
!
aire(COIKS)

1. On considére un point M de coordonnées (x: y)
situé dans le carré OIKJ, A quelle condition est-il situé
sous la courbe 6, 7

. I
2. Justifier gue TGN l.

3. a. Onconsidéere la fonction points_sous_courbe
cl-contre qui prend en argument Nle nombre de points
que I'on souhaite tester.

Compléter celte fonction pour gu'elie :

» place N peints dont les coordonnees sont choisies
aléatoirement (dans un carré unitaire) et les offiche
en rouge s’ils sont sous la courbe de ‘G, et en noir
sinon ;

= compte et retourne le nombre de points situés sous
la courbe G,
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b. Completerla fonction aire_sous quiprend en argu-
ment le nombre de points testés et retourne une valeur
approchée de /. Cette fonction appellera la fonction
polnts_sous_courbe,

©_ Exéruter ce programme avec 500, 1 000, 5 000 et
10 000 points choisis au hasard.

. En déduire une valeur approchée de /.

1 from random import *

2Ffrom math import *

ifrom matplotlib.pyplot import =
4

Sdef points_sous_caourbe(N):

B nbpaint=9

7 # paravelroge de Lo fenetre
g xlim(e,1)
3 yLim(e,1)
10 £ simulations
11 for . dm cuat
12 x=random(}
13 y=random( )
14 BE il
15 nbpoint=...
18 plot(x,y,' .r")
17 else:
14 plot(x,y, k')
19 # affichage
20 shou( )
21 return nbpoint
22
Zidef aire_sous(N):
24 K=...
25 return lk
#
Lafonction x+»e 2 estomniprésente

en théorie des stalistiques el des
probabilités: Sa courbe, en forme de
cloche, est souvent appelés courbe de
Gauss, Cette fonction est une densité
de prabahilité sur I, celle dela loi
normale centrée réduile. Cette fonction intervient,
entre autres, dans la théorie des sondages et des tests
statistiques. On n'en mnnoit pos de primitive.
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Une politique nataliste qui questionne

Des pratiques de discrimination sexuelle a la naissance
sont malheureusement observées dans de nombreux
pays. Dans un pays totalitaire fictif, les autorités
décident gue chaque famille arrétera de procréer
aprés la naissance d’un gargon.

Cette politigue aura-t-elle une conséquence
sur la répartition des sexes dans la population ?

Dans ce probléme, on fera I'hypothése qu'é chaque
naissance la détermination du sexe est indépendant
du sexe des enfants précédents, que les deux possibl-
lités « gargon » et « fille » sont équiprobables et qu'il
n'y a pas de naissances gémellalres.

Partie A Conjectures a I'aide de simulations Python

1. Justifier que int{random()+8.5) donne 0 ou 1
avec équiprobabilité.
2. Compléter la fanc:
tion fratrie( )
ci-contre qui simule

1 from random import random
Zfram statistics import mean
3

ddef fratrdel):

les naissances suc- nbre_enfants=o
cessives dans une AP garcon=g
while ...:

famille et retourne le
nombre d enfants de
la fratrie.

nbre_garconss. ..
nbre_anfants=...
FEELMrT ous

o W3 =l N

=

Paradoxe de Bertrand

En 1889, dans son ouvrage Calcul des probabilités,
Joseph Bertrand présente le probleme suivant

¥ ftant donné un cercle ‘€ de rayon |, quelle est
li probabilité gu'une corde choisie au hasard
s0it plus longue que le caté du triangle équila-
téral inserit dans ce cercle 7 »

Etude de trois maodélisations
On considére ABC un triangle équilatéral inscrit dans
le cercle '(; de centre () et de rayon 1.

1. Al'aide des codages de la figure C
d-contre, montrer que le cotéde ce
triangle est égal a V3

2. Chaix 1: on choisit un paint M
quelconque sur le cercle ‘€ et an
trace la corde [AM |. On note X o

longueur de la corde [ AM |,

a. 00 doit-on placer le point M pour que AM =437
b. Donner la longueur de l'arc AB,

t. En déduire la probabilité Plx= 3.

3. a. Compliéter |a
fonction simula-

12def simulations{N):
13 simul=[]

. L4 for k in range(...):
tions(N) ci-contre ;s simul.append(...)
qui effectue N simu- 196 rEtuPn ...

lations de fratries et

affiche uneliste des effectifs des V fratries,

b Mettre en ceuvre N =100 puis N=1000 simulg-
tions de fratries indépendantes. Estimer le nombre
mayen d'enfants, de filles et de gargons dans une
fratrie. Utiliser fa fonction mean module statistics.

Partie & Modélisation et demonstration

Pour une famille de ce pays, on considére les variables
aléeatoires :

N qui représente le nombre d’enfants

= (i qui représente le nombre de gargons

1. Pour tout entler strictement positif k, interpréter |' évé-
nement ¥ =% en termes de rang de naissance, En
déduire la loi puis |'espérance de la variable aléatoire N.
2. Donner |'espérance de la variable aléatoire G.

Emettre un avis sur la politique nataliste de ce
pays quant a la répartition des sexes.

~ Mener une recherche

3. Choix 2 : on choisit au hasard un point M sur le
rayon [(JC'] et on trace la corde 5
| DE| perpendiculaire & (0C”)
de milieu M. On note Y la lon-
gueur DE.

0. Ol doit se situer le point M pour
que OF solt supérieure G AB ?

b. En déduire P(Y =3 ).

4. Choix 3 :on choisit au hasard
un point M sur le disque ‘€ et on
trace la corde [ GH | perpendicu-
laire @ M passant par M. On
note L=0F.

a. Montrer que L = 2¥1-0M2.
b Montrerque L = V3 siet seulement si M appartient
au disque de centre () et de rayon 0,5.

c. Endéduire P{L=+/3).

recherches documentaires, justifier le nam
« paradoxe de Bertrand » de ce probléme.

THEME 9 Temps d'attente
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Représenter un nuage
de points

Calculer

les coordonnées

d'un point mayen
Determiner une droite
de régression

Utiliser un ajustement
pour interpoler,
extrapoler

1965, Gordon E.
ingenieur américain, postula que la
complexite des semi-conducteurs
doublerait tous les ans a codt
constant. Il medifia son postulat en
1975 pour affirmer que le nombre
detransisters des microprocesseurs
sur une puce en silicium doublerait
tous les deux ans. Cette « lai » 5'est
etonnamment
pendant de nombreuses années

B} vuir Maths en situation p, 278

Moore,

verifiee

Corrélation
et causalite

)



S @ Voir révisions de 2% et 1
c' surlaplateforme Daclicpis

Mayenne d'une série statistique simple

On donne ci-dessous |'extrait d'une feuille de calcul.

.} B C (B] E . F G H
1 Moyenne
¢ |Lstel 123 345 | 249 | &5 76 157 1325
3 |Liste2 0,7 043 u.&ﬁilU,Jﬁ ga 2 2.24
4 |Liste3 £178 1254| 899 | 765 |1453 124 945,5

| Quelle formule peut-on ovoir saisi dans la cellule H2 pour
obtenir par recopie vers le bas la mayenne de chaque série 7
0. =MOYENNE(AZ : H2) b.=MOYENNE(B2Z:G2)

c. =MOYENNE(B2,G2) <. =MOYENNE(B2; H2)

2. Retrouver les résultats de la colonne H « a la main », puis @
I"'aide de la calculatrice en utilisant le menu BNE.

{all Fonctions usuelles

Salent £, g et /i trols fonctions définies pour x appartenant &
l'intervalle 1: f(x)=1-Inr, 1=]0;+[ ; g(x)=15%, 1=
et hix)=2x+1. I=R.

1. Associer chagque fonction @ sa courbe représentative.

¥ | ¥ / ! l‘
- - / 1 :
| J/ 6
i /
| [/ |
T A [
i ln'
14 1 19‘
! /
| / /
0 | 1 X /0 T i 0 1 §

2. Associer a chague courbe un mot dans |a liste ci-dessous
permettant de qualifier ses variations.

Croissance linéaire - Croissance exponentielle
Croissance logarithmique - Décroissance linéaire
Decroissance exponentielle - Decroissance logarithmigue
3 I':iﬂ Dans chacun des cos, dresser le tableau de voleurs de |a
fonction sur |'intervalle 1D avec le pas .
a. La fonction f, D=]0:2] et p=0,25.
b, La fonction g, D=[-1:7] et p=0,5.
¢. La fonction i D=[-1:2] et p=0,5.

! Droites

Indiquer pour chaque affirmation si elle est \
vraie ou fausse, Justifier, dh\
I. Ladroite ¢, admet pour équation réduite &
p=—27+3.

2 La droite o, admet pour éguation o,
rédulte y=4x+1.

3. Le point A(3:4) appartient a la droite ;.
4. Le coefficlent directeur de lao droite d, est égal a 1.7 et
I"ordonnée al’origine est égala 1,5.
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Consolider les bases Objectif
. Raﬂ'i?'ccluul_‘irla notlor de droite
ED On considere les dominos « équation/droite » sulvants, Reconstituer o AL
le chemin des dominos, sachart qu’il commence par une droite dont |e
coefficient directeur est égal a 3.
@ TR L C TR L C \
1 1
»=3 y=x+1
A ) N\
(@ ® ®
y=2x—1 yv=—2x+1
|
N, \‘ -
(@ ® ®
y=3r-1 y=—x+2
\ RN
Soit d |a droite d'équation y=3x+1.  info
o Le point A(1;4) appartient-l & la droite d ? et le point £(-1:3) ? Vars 300 av, 1.-C, Eudlide pose
b Determiner les coordonnées de deux points C et 1) appartenant a la les fandements de la géométrie.
droite & Tracer la droite ¢ dans un repére. Auwt, I;esc?éj::; géa_meuiqges
c. Déterminer I'ordonnée du point £ de la droite o d obscisse —2. giﬂtﬁ;:prﬁté:,mq: E:fnt
o. Déterminer |'abscisse du point F de la droite d d'ordonnée —2. leur équation dan's un repére
La géométie cartésienne
(ou analytique) est née.
Situation T R Objectif

f
Romain branche une resistance aux bornes d'un ==
générateur de courant continu. Puis il fait varierla =
tension délivrée par celui-ci, en mesurant a chague o it
fois |'intensité du courant traversant cette résistance. *l
Tension U/(enV) | 0 |10 15| 20 |30 | 45 ‘ 60 |90 120
Intensitél(enmA) O | 49 7.8 [105]163 248(332| 51 67 |

o, Représenter graphiguement les données, en placant I'intensité  sur
I'axe des abscisses et la tension [/ sur I"axe des ordonnées.

Que constate-t-on 7

. En déduire une relation mathématique reliant I"intensité / et lo ten-
sion U de fa forme 7 = f(I). Cette relation s'appelle la lof d'Ohm.

0. Quelle est I'intensité du courant si le générateur delivre une tension
de 10V 7

b Quelle est la tension délivrée par le générateur si Romadin mesure une
intensité de 100 mA ?

L

-

1 ajustement.

Construire e nuage de points associé —
a urie série, conjecturer et utilissr 1

Le coefficient directeur d'une

droite (AB)est:
GeE —Ya
p—%a
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Une relation entre I'envergure et la taille ?

' Ohjectif
Histoire

Avant lafin du X1 siécle, on nedisposalt d"aucun moyen fiable pour |dentifier
une personne. Ce rn'est qu'en 1882, grice & Alphonse Bertillon, qu'ont été
mises en place des fiches « d anthropométrie », sur lesquelles on indiguait
différentes mesures du corps : taille, ervergure, longueur du buste, de la
téte, de I'oreille droite... Accompogneées des photos « profil/face » et des
empreintes digitales, ces fiches ont été utilisées en France jusqu'en 1970.

En 1900, Charles Perrier, medecin d la prison de Nimes, publie Les erimi-
nels — Etud&' sur 859 condamnés, d'ou sont extraits les relevés suivants de
mesures, en centimetre, effeftuees sUr dlx hnmmes

167 | 168 17
170 | 174

154 158
159 160

| Taille x,

'1?0 1?4
174 179

_ Envergure

ED on considere un repére orthonommé du plan ol les axes sont gradués
a partir de la graduation 100 et ot 1 cm représente 10 cm.

Aprés ovoir construit le nuage de points (x| v, ), justifier pourquoi la taille
et |'envergure sont deux grandeurs qu'on peut gualifier de « comélées ».

B On cherche a obtenir une relation affine entre taille et envergure, c'est-
a-dire de la forme : envergure ~ a x tallle+ b,

o En se basant sur 8 265 sujets, Bertillon écrit : « L'envergure I'emporte
généralement sur la hauteur de la tallle de 3 & 4 centimétres. »

Tracer sur le graphique la droite d d"éguation v=x+4.

Que peut-on penser de |'affirmation de Bertillon ?

b On considére maintenant la droite & d'équation y=1,06x-5,8.
Laguelle des droitesd ou % semble « le mieux » ajuster le nuage de points ?

B On souhaite maintenant comparer « numeriguernent » les ajustements
du nuage de points par les droites d ou .

o. Compléter le tableau suivant, donnant, pour chaque abscisse x,, les
carrés des écarts entre I'ordonnée y; et I'image (+, +4) d'une part, et
entre y, et I'image (1 06x, -5 8} d’ autre part, en urrondlsstmtu10 2

X 154 | 158 e |
Total
¥, 159 160 179
_(n=(ueay | T s |
I(y,-(1,06x,~5,8))| 243 0,13

b Quelle droite ajuste le mieux le nuage au sens « des moindres carrés » ¢

la & gualite »
d'un ajustement
| AU sens des
I rmpindres carrés

fif

e o 1T St & 3 P —pie s
| -
2

-

S

iTd

Corrélation et causalité

I Objectlf
_ Distinguer corrélation el causslité

Sur le site internet tylervigen.com/spurious-correlations, on trouve les trols graphigues suivants.

Commenter les termes spurious correlations.

(VLY PEf\dW 4 an sCence, gooce; and [I‘:tl'\ﬂlﬂ[}ﬂ_l,
O ke v h

h.ll.lddEI by hanging, strangulatian and suffocation

Pet mamiti chie s consm Lo
o cone I'}I;D with I
Murmber of people who died ]
e tergled in ther bedsheets

- ’;—‘é e el
| ST | 1

pema = s ——r swncue My ———— T — g —
R TR R TR T 20T R B I R eI

- — L ] —

THEME 10 Carrélation et cavusalité
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Statistiques a deux variables

On considére une population dans laquelle on étudie deux quantités X
et ¥, dans cet ordre. En recueillant les résultats pour # individus de la
population, on obtient une liste de ncouples (1, v ), (250 12 ) oo (2,53, ).
On parle de série statistique a deux variables.

B) Nuage de points, point moyen

On considére une seérie statistique a deux variables.

N individu 1 2 3 i Moyenne |
iy ‘5
Quﬂntité X j;.l "’2 .\T] e I‘_I: T = J-'| T -{'2 L _1.,” ‘
' i
: Ny
Quantité ¥ ¥ Vs ¥y Y, 7= MEMat. T ‘

i

« Dans un repére du plan, le nuage de points ossoclé d catte série statistique
est formé des points de coordonnées (x.: ¥y), (a2 v2), ... et (4, iy, ).
= Le point mayen de |a série est le point de coordonnées (T ;7).

) Ajustement d’un nuage de points :

quelques exemples

On se demande s'il existe une relation « simple » entre les quantités X et ¥
Celle-ci n'existant généralement pas de facon exacte, on cherche une
relation apprachée satisfnisante de la forme ¥ = f{X).

L'allure du nuage de points permet d'apprécier visuellement si une telle
relation existe, selan que les points sont « proches » ounon d’une courbe
gue I'on peut définir simplement a partir de fonctions usuelles.
Effectuer un ajustement de | série consiste d trouver une fonction [ telle
que la courbe d'équation y= f(x) passe « prés » des points du nuage.

Nuage de forme « allongée »,

Pas de forme particuligre arache d‘une draite

Quantité v Quantite v
L 4
Pas d'ajustement | , + L i Possibilite _
- un ajustement
possible .
> affine
-
Quantité v
—
Muage a crolssance « occélérée » MNuage a croissance « ralentie »
Quantits v Quantite w * A
Possibilite Possibilite
d'un ajustement d'un ajustement
de type de type racine
parabaligue carrée ou
ou expanentiel Quantité.c logarithrique ‘t Quantité x

Larsgu'un ajustement est possible, on dit que |es variables X et ' sont
corrélées * il y a un lien mathématique entre ces deux grandeurs. Mais

cela ne présage en rien un lien de cause a effet.
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Exemple

Le responsable d'un site Internet
diffusant des videas a effectue les
relevis sulvants,

Nombre Durée
d'utilisateurs | dechoargement
connectés x; te lavidéo v,

{en milljer) (en seconde)
05 | 03
25 | 06
3 | oo
-
6 T

Le nuage de points représentont
cette sérig gst ;
¥

+
. s
11% 1 1"." +
g [Fh
o] 1 | 32 X
Comme )
_l_=[].'1+2.5+.$+1||-6=3'2

r

a
et

. 0.34+0.6+09413+28

¥ =118,

le polnt moyen & a pour
coordonnées (1.2 :118)

Les points du nuage sont
guasiment alignés: un ajustement
affine semble adopte

§ .
s
1 7

* g
-1 T T T T L} ' B
I S I

-:", T
'Commentaire |

D'autres ajustements sant
possibles, cormme par exemple les
ajustements de type hyperbalique,
Ingistique ou puissance,



@“:’éthode

AL,
'fd{"" Représenter un nuage de points
Al

.
“&9" Calculer les coordonnées d’un point moyen

fnoncé  Unhotel cherche @ attirer une nouvelle clientéle durant les week-ends. B2
Pour cela, |e responsable commercial o décidé de mettre en place une offre « week-end Wﬂéz{;-ﬁ-&ff
détente », gui inclut une chambre pour une nuit, un acces au spa et d autres options. a"{':'f;?..fﬁz.
Depuis 2015, le responsable a testé plusieurs prix pour cette offre en fonction des s
options proposées. Void les résultats obtenus,

‘Prix X; proposé (en euro) ‘ 150 180 200 |_250 ‘_270
|ﬂorllble__y_r_d'uﬁe5_ggreek-mdu vendues |_1£ 111 _ 97 | 70 ‘ 57

1. Représenter graphiguement |e nuage de points associé @ la série statistique (x; ; v, ).

2. Caleuler les coordonnées du point moyen G de ce nuage. Le placer sur le graphique précédent.

3. a. Quel type d'gjustement parait adapté pour gjuster le nuage ?

b. Endéduire par estimation graphique le nombre d'offres « week-end » vendues si le prix est fixé a 230 €

' ¥ Mombre d'offres vend ues

Solution

7. On place ci-contre les prix en abscisse et les nombres d’offres +
vendues associés en ordonnée, en choisissant des écheiles adoptées 120

sur chaque axe pour visualiser « en entier » le nuage de points (ni T
trop petit ni trop grand). 190 &
2. La série comparte cing points, avec; 504
_ 1504180+ 200+ 250+ 270 1 +
¥= =210 604 |
5 +
ety= 130+111+59?+7D+5? =93 _Donc le point moyen (o pour -

coordonnées (210:93).

3. 0. Les points du nuage sont presque alignés.

On en déduit qu'un ajustement de type affine parail adapte. 0
b Al'aide d'unerégle, on trace une ¥ iNombre d 'offres veridues

droite qui passe « prés » des points |
du nuage.

On choisit une droite passant parle g |
point moyen .

On en déduil que pour un prix de 40+
230 €, environ 80 offres « week-
end » seralent vendues.

Prix proposé (eh eura)
160 | 200 | | 268 | | &

Point méthode

2. Pour obteniries
coordonnées du point moyen
d'une série statistigue,

on calcule la molyenne des
abscisses et la mouenne des
ordonnées des paints dunuage.

D T T L) L
100 | 180 230260 «x
Prix proposé (en eurg)

J'appligue

&D Dans chague cas, représenter graphiquement o | 3- | v T100 | 200 | 250 | 300 | 400 | 500 | 700 W
série (x; ; ;) considérée. Puis préciser, en argumentant, [y [ 12]23] 28 | 35 | 45 | 49 I 74
si un gjustement affine semble envisageable ou non. : =

Llglz]|s 6|89 b 1w |25 [32)36)37] 4 |43 ]4s
|y | 5| 3| 4| 3|8 |y, | 20 25 | 35| 40| 50 | 60 [100
Z |35 |10]|1s]20]25
— ' £ Pour chague série de |'exercice précédent, calculer
w17 | 46| 34|

les conrdonnées du point moyen.
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Ajustement affine

Quand le nuage de points (x;;y,),001=i=n, a une forme allongée,
proche d'une droite, on privilegie une relation de type affine pour ajuster
le nuage, @ l'cide d’une drolte @ d'équation y=ax+ b,

B Exemples d’gjustement affine

Plusieurs méthodes existent pour obtenir un djustement affine.

Droite des points extrémes Droite de Mayer

On choisit pour % la droite (AB) Le nuage est partagé en deux
passant par les points du nuage ayant = §roupes de méme effectif, de points

les abscisses minimale et maximale. | Moyens respectifs G, et (7.
On cholsit pour % la droite (G,(5).

L A
4 + - Y > '- ..,
T T ...u_ |- T T T T

I} Droite des moindres carrés

La méthode d'ajustement par les meindres ]
carrés repose sur le principe que |'écarte- ¥
ment entre le nuage de points (1,; ;) et e &
unedroite d &guation v =ax+ b peut étre ‘_—_____ fl
mesure parla somme des carrés des ecarts T rt
« verticaux » [ v: —(ax, + b)) . SRER R E

M

y=ur+h

Définition - Propriété

La droite % de régression par les moindres carrés
{de v en x)est la droite d'équation y=ax+h telle que la somme
Sy, —lay, +.‘J]}2 est |a plus petite possible.

Les coefficients a et b sont obtenus par les formules :
_Z(x-%)(n-7)
E(x - %)

a et b= j—uax

Remarques

= Comme ¥ = ax +h, le point moyen G du nuage appartient @ la droite 7,
Ty .

e En utilisant la covariance cov( X ; Y), égale & ,—E(_{-,. ~T)(y—7), etla
1

zcmr{.‘f;‘r’}

- ax? y
variance V{X}.égnleunlt_t, -X)",ona:a VXD

B Coefficient de corrélation

Définition - Propriété

Le coefficient de corrélation est le nombre :
. eov(X;¥Y) T, —x)yi—7)
VXYY g3, -2 xafZ (- 3F
Onatoujours: —T=r=1.

Interprétation

« Si|r =1, alors les points du nuage sont quasiment aligneés, |'ajustement
affine parles moindres carrés est adapte.

=S r=0, dors les points sont trés dispersés autour de la droite,
I'ajustement affine par les moindres carrés n'est pas adapté.
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Exemple

On consideére la série suivante,

[_ s 1[3]als
' Ly (& =] 5

+ Lo droite des paints extrémes
passe par |es points A(1;1) et
£(8:5). Elle admet pour dquation :
.'if'?';-.ﬂ"f'-i
= Le point moyen des deusx
premiers points du nuage est
l(2;25).
Le point moyen des deux dernlers
points du nuage est &.(6:3,5).
La droite de Mayer (G,(7, ) admet
pour éguation y=0,251+2.

Cians |'exernple precedent ona:
=54 et T=3.

e BEIEE
RN 1 |4 [ 2] s
l=r—al 32|04
bew-3 2| 1|2
N 6 |~1| 0 | 8
| x? 9 | 1|0 |16
| y2 1 | 4
Daonc:
_B-1a0+8 13 e

1=g+1+0+16 26
Et h=3-05x4=1.
Ladroite & de régression par les
maindres corrés admet pour
eguation yv=05x+1,

Le coefficient de carrélation est ;
13

=081

r=J36_<J.-',--1 1+ 4

—

3
=
0



mzthode

. 2
: é‘* Déterminer une droite de régression

Fnonce  Le tableau suivant donne la population francaise (métropole + DOM)

i chague recensement depuis 1999,

Source : INED
| Année du recenserment 1999 | 2006 | 2013 | 2019
| Rang «x, depuis 1999 0 7 14 | 20

Population francaise v, (en millier)  BO148 = 63 186 | 65 564 | 66993 |

On note 9 v=ax + b la droite de régression par les moindres carrés assaciée

ined '@JJ

' ETUGES DEMOTRAFTADUES

i la série statistique (¥, ;).

1. Déterminer par le calcyl les coefficients ¢ et b, en arrondissant o 6 10 et b @ 'entier.
Puis calculer le coefficient de corrglation r, @ 0,001 prés. L'ojustement affine est-il adapté 7

2. Vérifier les résultats précédents : a.al'aide de la calculatrice ; b.a

Solution

1. On commence par calculer : ¥ =(04+7+14+20)/4=10
et v =(60148+63186+65564+66993)/4=63973. Alors :
« S(x, %)y, ~7)=(0-10) % (60148 -63973)+...
+(20-10)% (66993 -63973)~ 77175
o 3(x,—¥) = (0-10)*+...+(20—10)> = 225
 X(y, -7)° =(60148—-63973)° +...+(66 993-63 973)° = 26 501675

|'aide d'un tableur.

2 a Pour deéterminer 'éguation
de la droite de régression par

Donc a~ 22022 < 343 et b~ 63973 1217210 ~60453. B ebiminiamonE fwiteds
225 225 Ia calculatrice, on entre les
Ainsi la droite % admet pour équation y =343x + 60453, valeurs . dans laliste 1etles
g on_ s o 77175 s valeurs y, dans la liste 2. Puis
Le coefficient de comélationest : r = Ji75 < J7 9016 = (0,99, qui est N TR R T
trés proche de 1. Ainsi, I'ajustement affine est adapté. \[poalcHisite J
2.a
Menu Stats: CALC REG X ox+h Stats CALC 4 : RegLinlax+b) Menu Régression
s : e {5 wsksil, FLATT RETh ETTL he HF = :
I
(D (P (50 I 0 5 =
R“;Légag%g +b) [ - I
B é e Eoea ik laieiae )
r =8, v, —
B R Ei T -
B ri=0,9850936347 @
i r=0,9925183297 -, - e w I
o :-"ﬂ'.'ﬂ' Pl RS
T e s
b. Les formules suivantes permettent de confirmer les résultats du 1. 4 @ B c 5 £
En B4 =PENTE(B2:E2:B1:E1) Lo o v AN ..
EnB5 =ORDONNEE.ORIGINE(BZ:E2B1E1) el TGRS s
EnB6 =COEFFICIENT CORRELATION(B2:E2;B1.E1) 4 o 34338268
5 b GO453.07R:
F 5 6 0gesel
J'applique
3 Dans chaque cas, détermln?r I'équation de la | 2 x; o 7 |12 | 15 | 25 \‘
droite des moindres cpurrfes r.‘#e ‘!alsene et le coefficient [ % 10 150 | 200 | 250 | 300
de corrélation, puis vérifier a |'aide de la calculatrice. I— : | | !
1. i | 1 ‘ 5 2 ‘ 10 ‘ 3. x; | 50 | 120|150 | 210 | 250 | 300
w |36 mw]15] w |57 40|37 |30 25| 2 |
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Ajustement et changement de variable

Principe -__‘E,ﬁ.ﬁf.—.lz—.,»ﬁv-“

. i i 'I_l_- £ ;,—_w__-_,.._u_',l;
:Dn cansufjere ling série stutfsthue (a5 \r} a deux mf;ubles pour lnguelle PSS
e nuage de points ne suggére pas un ajustement affine. pour estimer -
Dans certains cas, un « changement de variable » permet d’obtenir un « « au-deld » dunuage de points,
nouveau nuage de points pour lequel un ajustement affine est adapte. of”el‘:"l'“i? ll'”e c:zmpahtbon:

. = Qo L ANEETIBUT = OU N

En « remontant » le changement de variable, on obtient un gjustement de points. on remlmun?
du nuage initicl. C'est le cos notamment d'ajustements a |'aide des interpolation,

fonctions exponentielle ou logarithme, de trindmes du second degré...

Exemple
Le tableau suivant donne |'évelution du volume de données mobiles

consommeées en France entre 2008 et 2017, en téraoctet.
Source : Statislo

Année 2008 | 2009 l 2010 2011 2012

Rang «, ¢ | 1 | 2 3 4 ]
Volume y, 2930 | 13267 @ 30331 55805 | 94999
Année 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 ] +

Rang 5 | & | % 4 9 | 51 +

T

"Ivalume (2107 y,

Volume ¥, 155 278 304471 | 5575871 1056 887 | 2 308 557 01 =
: - - ! Rang de I'année

(0 Le nuage suggere qu'un gjustement affine n'est pas adopte, alors gqu'un

ajustement exponentiel de la forme y = ke*" pourrait convenir.

@ On effectue le changement de variable = =Inly) et on cbtient le z

tableau de valeurs suivant, ol les données sont amendies a 0,1 prés. 149

.r||[}'l.2I3f-|56:?|3 9 | =i
103]109 | 11,5120 [126 132|139 14,7 |

=In{y,) |

La calculatrice ou un tableur permet d’obtenir I"équation de la droite de @ 2067+ BED
régression de - en ¥ par la méthode des moindres carrés ; 47

Gn: - =0,67x + 8,627, avec comme coefficient de corrélation r=0991, ol £ T 1 BT 37
qui est trés proche de 1. Cet ajustenent affine est donc adapteé.

On estime alors que - =067+ +8,63.

@ On revient a la variable v en utilisant I'égalité : = =In( v},

Done In( ¥)=0.67 x + 8,63, c'est-g-dire : y=pel67:1+863 = gB53 5 a0671

En arrondissant, on obtient|'ajustement : y=5587 x&l&7,

@ Cet ajustement peut étre utilisé pour réaliser des prévisions

Ainsi, en 2018, on peut estimer gue le volume de données mobiles

cansommeées en France était de 5597 xe®F7410 téraactets, soit enviran

4 547 000 téraoctets.

Remarque
Lo calculatrice et le tableur permettent d'abtenir un tel ajusterment,

NumWorks

Menu =g Changer larégression Insérer une courbe de tendance

m@m choisie par 0K « exponentielle »
MWE” i N T et

TR |+

ng.:g ééﬁ%ﬂ L S

v=ae e b 1
(T +

= L
6| i 3 i [ ] ———

e I TR P AT | 4 3'f a7 e
PR TR LR TR R S Bawihde il e o Dl ey s SER
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mzthode

e
’3?6"“ Utiliser un ajustement pour interpoler, extrapoler

Fnonce  Anna o créé un site web. Le tableau ci-dessous présente I'évolution du nombre hebdomadaire de

visiteurs de ce site au cours des huit premiéres semaines sulvant sa création.
¥

‘Rnng A, de la semaing | 1 2 | 3 4 5 | 6 | 7 8 ‘ i
 Nombre y; de visiteurs | 152 | 253 | 327 | 361 :.12|t.25|1.51 465 | - e

“ 4 ¥ Y
Aprés avoir représenté le nuage de points associe a cette série, Anna constate »
que I'ougmentation du nombre de visiteurs ralentitles demiéres semaines ;. 100+
un ajustement affine n’est pas adapté. Elle envisage plutét un ajustement ol 1
de type « logarithmique » et pose z=In(x),

1. a. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant, en arrandissant a 0,001 pres.
tf.fﬁ.l'ulde de la calculatrice, déterminer I'équf:~ [ P 3| & | & ‘ 6 | 7 I 8
tion y =uz+ b de la droite des moindres corrés
ajustant le nuage de points (=, ; v ) et le coef- = Infx,) ‘
ficient de corrélation r associé. Arrondir les Y, | 152 253 32? | 361 MI
valeurs @ et b a |'unité, '

c. En déduire un ajustement du nuage de points (., ; 1, ).

2. Enutilisant le modele obtenu & la question 1. ¢., estimer le nombre de visiteurs lors de la 10% semaine.
3. Selon le modéle, a pertir de quelle semdine peut-on penser que le nombre de visiteurs dépessera 600 7

i

426 | | 451 | 465

Solution
1. 0. On obtlent :

X, 1 2 3 4 5 6 7 8

s =In(x,) | 0 069310991386 1609 1792 1946 2,079

¥ 152 | 253 | 327 | 361 | 412 | 426 | 451 | 465
b. Onobtient & =154 et b= 152. Donc, de fagon Eégr-]_l Jreéax‘rb) ¥
apprachée, la droite d'ajustement des moindres _15 7
carrés de v en © est: y=154r+152. s 93323374 1
r=0,998, trés proche de 1. Donc I'ajustement ?_“39548 - 2344221 :
précedent est cdapté, 100
c. Comme - =In{x), on obtient |'ajustement ; y=154In(x}+152. { “” = 1 'L' '”' 'l il 15? !

D @

2. On caleule 154In(10)+152=506,6. Donc, selon le modéle, on peut 1 ;
estimer gu'il y aurc environ 507 visiteurs lors de la 10° semaine. Paint méethode
3. On résout 154In(x ) +152 =600 & 154In(x ) > 448 < In( v ) >=32/11, 2. Pour réaliser une estimation
En passant & I'exponentielle, on obtient x =371, a l'aide d'un modéle, on

remplace les variables « au v par
les données de l'énoncé.

Comme 2% = 18 3 et v étant entier, on estime que, selon ce modéle, le
nombre de visites devrait déposser 600 a partir de la 19% semaine.

J’applique

& On donne |'évolution d'une production y en fonction 3 En supposant que |"évolution se poursuit mendcmtw
du nambre ¥ d'années écoulées dEpLHS 2015, plusieurs années selon le modéle de la question 1. :

- n. estimer lo production en 2022 ;
i i 9 l 1 z g 3 ‘ d | b. déterminer @ partir de quelle année la production
¥, {en tonne) 2 ‘ 2.3 2.9 3.5 ‘ 3.8 dépassera 7 tonnes,
[ 5 ] Reprendre |'exercice & avec le tobleau suivant.

1. Determiner I'eguation de la droite de regression des : e 5
moindres carrés gjustant le nuage (x; ;). X | 0 1 Zz | .2 | 4

i

2. L'ajustement précédent est-il adapté ¢ J e sonne) | 15 | 21 | 22 | 3 | % {
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{ Je revois mon cours |
Statistiques a deux variables

On considére une population dans laquelle on étudie deux guantités X et ¥, Quantite v

On resume la série statistigue dans un tableaw. | On visualise la série par le nuage de +
Individu 1 | 2 | o points assodé, ¢ esl-u-cﬁr‘el ensemble 7 __;___:1-__:4.6 .

' = i b i || des points de coordonnées (x; ; ;). + |

Quantité X | ow | o | o ; |
Quantite ¥ |y | w | . |, 4

Quantité ¢

Le point moyen G de lo série est |e point de coordonnées (7; 7). 5

T

Droite des moindres carrés

Ajustement affine

Lorsque le nuage de polnts aune forme « allongée »,

on peut envisager un ajustement affine :
Y=uX+b

& Quantite y

La droite de régression de Y en X parles moindres
carrés est la droite d' equation y = ax+ 0 telleque:
o E(-r_r _f][‘.ri _TJ
Y{xi~%)

On peut calculer les coeffidents a et b « & la main »
ou al'aide de la calculatrice ou du tableur,

Le coefficient de corrélation, s'll est « proche » de
1 ou de -1, permet de valider la quadlité de I'ajus-
tement affine,

i et b=y—uax

_ M&-T)x-T)
\Jl':';(.'i, "—.?]2 \’\‘Jz'i ! __-jjz

r

Changement de variables

Lorsque le nuage de points ne suggére pas un ajustement affine, on
effectue un changement de variable.
On utilise les fanctions usuelles.

Alustement de type...

...exponentiel .. logarithmique
Y = ked¥ ¥=aln(X)+b
Quantité y Quantité v

Quantité y

Cn pose:

\_

266

Z=In(Y) Z=In(X)

Lorsqu’un ajustement est pos-
sible, cela signifie gu'll existe
un lien mathématique entre
les deux grandeurs : elles sont
corrélées.

A ne pas confondre avecun lien
de cause a effet.

On utllise cet ajustement pour
prévoir, estimer.

On parle :

- d’interpolation pour calculer
une valeur « intermédiaire » de
lo série

- d"extrapolation pour calculer
une valeur « en dehors » de o
série.



Y'évalue mes connaissances
m Pour chacune des questions, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s).

On donne ci-dessous le tableau donnant la consommation annuelle de pizzas en France entre 2012 et 2017.
Les données concernant I'année 2016 ne sont pas connues.

B Vair corrigés

Source : Gira consell, | essentiel sur le marche de la pizrza

Annee 2012 | 2013 | 2014 2015 | 2017 |
Rang x; 0 ‘ 1 2 3 | 5
MNombre de pizzas consormmées v, (en million) B21 ‘ | B | A I 745 ‘

On ne peut

1. Le point A(2; Bﬂgj'uppument au - - _
nuage de points représentant la série. pas savoir
2. Le point Bj{ﬁ 71 3j_uppur[ient ay Vidi i On ne peut
nuage de points représentant la série. passavoir
3. Le point (2012;821) appartient au . On ne peut
2 Vrai Faux

nuage de polnts représentant la série. pas savoir
4. Le paint de la séri ;

o R A S (2.2:798,6) (2014,2:798,6) (11:3993)
coordonnees :
5.L'année 2016 est |'année de rang : 6 16 4
6. L'annge 2022 est |'année de mng : 10 22 2022
7.0nnote D: y=ur+b lodroite de
régression par les moindres carrés en v=—1254x + 826 y=-125x1826 v=—12,5+826,2

arrondissant o et b 107", Ona:
On admet que la droite d'équation v=-12 5x+826 réalise un ajustement affine adopté de la série.

8. 0n peut clors estimer le nombre de

pizzas consommees en 2016 (en million) o : 24374 778 ~TeAcadigen
9. On peut estimer gue le nombre de
pizzas sera inférieur pour la premiére fois en 2019 en 2031 19 ans aprés 2012

4 600 millions :

Indiquer pour chaque affirmation si elle est vraie ou fausse. Justifier.

Partie A, Partie B. ‘ . ‘ w1 ES | 4 | 7
1. Le point moyen d'une série appartient toujours @ On considére lasérie —
une courbe d’ajustement de celle-ci. ci-contre, ‘ Yi ‘ == | 1 | 2 | 3

2. Un gjustement affine est toujours possible.

3. Le coefficient de corrélation peut etre négatif.

4. 5i on peut réaliser un ajustement, alors il y a unlien
de cnuse a effet entre les deux quantités considérées.

1. Le point moyen a pour coprdonnées (3;1),
2.cov(X;¥)=21 3.V(X)=34 & V(Y)=35

5. La droite d’equation y=0,6x—1 réalise un ajuste-
ment affine ndapté du nuage de points(x; ; y; ).
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albe

(¢} utomatismes et calculs

Aufomatismes transversaux

D Retrouver les résultats 3-dat
di-cantre obtenus a I'aide s
d'une calculatrice. (%)

L

b umas s ot
el
Dans chacun des cas suivants, donner le coeffi-
cient multiplicateur associé au taux d 'évolution donné.
1. t=+20% 2.1=-3% 3.1=+2,5%
4.r=+100%  5.1=-50% 6.r=-22%

0 Dans chacun des cas suivants, donner le taux
d’evolution, en pourcentage, associé au coefficient
multiplicateur donne,
1.CM=106 2.CM=098
4.CM=076 5.CM=3

3.0M =112
6. CM =0,975

[ 9 ) Développer et réduire les expressions sulvantes.
1 A(x) =4(x-3)(x+2)

2. B(x)=(7x+1)(2x-1)+1

3. C(x)=r(x—t)~(xv+2)?

m Développer et réduire les expressions suivantes,
! A(x}:e"(eﬂ' -1)

2. B(x)=(e* +4)°

3.C(x)=(e'—4)(e"-1)

Factoriser les expressions suivantes.
1 A(Y)=(x+3)(2v - 1)~ 4(x+3)
2 B(x)=7e* —¢*

Factoriser les expressions suivarites.
1. A(x)=e?" -9
2. B{x)=e™-10e"+25

Résoudre dans R |es équations suivantes.
1. &4(e* -1)(e* +5)=0
2. (2x-3)e =0

On considére la fonction 7 définie sur ¥ par :
fe)=(4x -1

1. Etudier lesignede /.

2. Etudier les variations de .

3. Vérifier les résultats & la calculatrice.

E5 soit lasuite (m, ) définie par uy = -2 et, pour tout
entier naturel o, i, .4 =3, —1.
Calculer les quatre premiers termes de la suite.

B0 soit la suite (u, ) définie sur I par :
w, =n>=2n+1
Caleuler les quatre premiers termes de la suite.

Automatismes du théme

Le plan est muni d’un repére orthenormé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordon-
nées de deux points appartenant d la droite d.

1.4 :_y:f.‘r'.’l'&x +"|',;'-2

2.d:y=—73:4+22

3. 4:y=452x-132

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si le point
A appartient a la droite d. '
Td:iy=2c+3;4(-11) 2.d:y=-2x+5;4A(-1;1)

E5) On areprésenté sur , Y
le graphique cicontre %
et &, TN 7
Déterminer pour chacune )
d'elle son coefficient
directeur.

On considére la série statistique a deux variables:

donnée par le tableau suivant.

Etﬂmﬂd'ff ) % | -3[15|1] 2
coordonnées : ;

du point mayen, [ | 1 | -1[05]25

20 On considére la série statistique & deux variables
donnée par le tableau sulvant,

x| 1 | -05| 05 |-25|-15
_\I" 3.5 _2 0.5 -'1 15 _3|5-

Déterminer les coordonnées du point moyen.

¥ On considere la série stetistique & deux
variables donnée par le tableau suivant.

v | 1 124 o | 084 | 048
Déterminer, & I'aide de la calculatrice, une équation
de la droite d'ajustement de yen .« par la méthode des
moindres carrés (arrondir les coefficients au dixiéme).

E2) 7 0On considére la série statistique & deux
variables donnée par | tableau sulvant.

X | 1668 | 55,9 924 | 1151 | 67,2
sy | 37 | 1129 | 1133 | 9.7 | 6758
Déterminer, @ |'aide de la calculatrice, une équation

de la droite d'ajustement de y enx par la méthode des
moindres carrés (arrondir les coefficients au centiéme).




Gxercices

L B

Le plan est muni d'un repére orthonormé \ (7 ;i; ;)

m Dans chacun des cas, déterminer |"éguation
réduite de la droite (AB),

A(-3;-2) et B(2;-1) 2 A(-1;6) et B(2,3)
3. A(1:2) et B(4;3) 4. A(4:3) et B(-1:5)

m Dans chacun des cas, déterminer deux points
appartenant a la droite (d) et tracer (d).

1 (d)iy=2c-1 2 (d):y=—3x+4

3. (d)iy=x+4 4 (d):y=—2x+1

m Vrai ou faux 7

Solt (d) la droite d'équation y = —x + 4. Pour chaque
question, indiquer si I'affirmation est vraie ou fausse.
Justifier.

1. Le coefficient directeur de la droite (o) est egal @ 4.
2. Ladroite (d) passe par le paint A(4;0).

3. La droite () pusse par le point B(0;4).

4. Le point €(1,5;2,5) appartient & (d).

m On a représenté
cl-contre les fonctions
g, h définies sur K par :
£(x)=269%
gla)y=3e""
h(x)= ax?+2x+1 .
Et lafonction k définiesur — 4
of/
0 +ee] par k(x)=Iny+1.
Assoder & chague courbe son expression algébrique.

mﬁu I'aide de la calculatrice, recopier et completer
les tableaux de valeurs suivants (arrondir & 10°1).

x; | 12453 | 104567 | 256734 | 1327 654 _'
Ins, | |
x | 00034 | 0650 | 4 y |
el | |
m @ Calculer les reels suivants.
1. In(e*) 2.In(e?) 3. e
&4, s 5. 723 6.In(e7)

m 1. Dans chacun des cas, ecrire I'expression don-
néea |'aide du symbole X.

A=T 42+ 4net B=1x2+2%3+...+nx(n+1)
2. Dans chacun des cas, &crire |'expression donnée
sans |'dide du symbaole .

=i[,\:€—1je1 D=i2‘

=1

pe———

—-ﬁ;ﬁ%yuvaiiiﬁéiﬁﬁaﬁiiiiiiiiii=~
- LONNGITE L& COUIS o

Ll

ACTIVIT
m Deux diaporamas pout faire e s
le point sur le cours. RESDES
m Vral ou faux ?
On considére la série sta- , |
i = X RN
tistique ci-contre. Pour |
chague question, indiquer |4 | M1 | Y2 | 5 |

si l'affirmation est vraie ou fausse. Comiger les affir-
mations fausses.
Tox= Xyt vy Xag + g Xy

2.v(X)=5((n -2+ (P + (13- %F)
3.V (Y)=3(3 -7 + (=3 +(0-5)
4. cov(X,Y) =% Xy H(xa— ya) + (¥ —vy)

m On considére la série statistique suivante.

On note D:v=ax+b lo T |
. = 1] o & ¢ A

draite de régression par les S N

moindres cdrrés associéed | M | M1 | M | ¥ |

cette série.

Ecrire sans utiliser le symbole £ :

1. les valeurs des coefficients a et b ;

2, la valeur du coefficient de corrélation r.

€D on considere la série (v ¢ v,)
donnée ci-contre. On a obtenu a
I'aide d'une calculatrice les
résultots suivants,

=gk

a=0, 2545956079

b=2.570077901

ri=B,8218441093
r=0.926556181

1. Donner une équation de la droite de régression par
les moindres carrés ;
o en arrondissant les coefficients a 1071
b. en arrondissant les coefficients & 102,
2. Danner la valeur, arrondie au centiéme, du caeffi-
clent de corrélation. Interpréter.
€5 «iiEE soit | série statistique donnée dans
la feuille de calcul ci-dessous, On note Dy =ax+b
ladroite de régression parles moindres carrés associée
@ la série et r le coefficient de corrélation.

dl A ] c D E

Tl | u] a8 @] @] 1:4
e | m] es WA 2] =]

s [N
b | 5661
v |-ega

b A e

Quelles formules peut-on salsir dans les cellules B4, BS
et B6 afin d'obtenir les coefficients a, het r 2

THEME 10 Carrélation et cavusalité 269



GXe rcices

%—1 Représenter un nuage de points

38 On donne ci-dessous quatre séries statistiques
doubles et quatre nuages de points.

seieA [ | 1 | 2| 3| %] 5|85
w| 2[4 [A]as] 2|
SérieB | 1 | 10 20 | 40 | 60 70

% | QU_ZU' 10_3[1_50

SérieC | x | 01 02|04 05|07 08 |
% |09 06|07 )|05]|05 03|

Série D % |08 (A5 [ 25| 3 4 | RS

Nuage 1 Nunge 2
4 + ! +
1 -
+ -
D;ﬁ’l + e
+ 1+
+ =1 + b
0,24 g = +
ol lea! " fae! T @l TR TP TR
MNuage 3 Nuage 4
y_ - 4 + +
+ 1 + +
+ 0,54 +
104 . + ﬂ- i '''''' ¥ ‘l
. &r r & &r & 171 - 1 i i
a|10 X

1. Assocler chacune de ces séries etle nuage de points
qui la représente.

2. Peut-on envisager un ajustement affine pour cha-
cun de ces nuages de points 7 Argumenter.

EB On définit les séries statistigues suivantes.

seiel | x| 0 1] 23|45
w | 52 96 | 145|213 345 567
Série2 | x | 1970 1980 1990 2000 2010

w | 01 | 12| 23 | a5 | 6

1. En choisissant des unités adaptées dans chacun des
cas, représenter le nuage de points dans un repere.
2. Dans chacun des cas, guel type d'ajustement parait
adapté pour ajuster le nuage ?

270

«s, Calculer les coordonnées
d'un point moyen

I8 Calculer les coordonnées du point moyer pour
chacune des séries statistiques de I'exercice 36

EB On a noté, pour six valeurs diffé-
rentes du prix au kilbgramme, le nombre
de kilogrammes de cépes vendus parun
marchand.

On obtient la série statistigue suivante.

Prix x; (en €/kg) | 21,5 22 |235 24 | 26 | 27.5]
Quantité vendue
3 (enkg)

10|85 8 7 | 85|15

. Représenter dans un repére le nuage de points.
2. Calculer les coordonnées du point moyen.
Interpréter les resultats dons le contexte de |'exercice.

'Jﬁf" Déterminer une droite de régression

40 On considére la série statistigue suivante,
#| 122|458

|3 | 2 ?Ia\oﬂz

Y

On o trace ci-contre le nuage
de points associé ainsl que les
trois droites dajustement :
droite des points extrémes,
droite de Mayer et droite des
meindres carrés.

1. Identifier chacune

des droites 44 @, et d;. = I 3 O O O
2. a. Monter que |a droite des

points extrémes admet pour éguation y=-0,2r 43,2,
b Montrer que lllcxﬁdmite de Mayer admet pour équa-

2
tion ¥= —E.T-F?.

. Montrer que la drolte de régression par les moindres
carres admet pour equation vy =—0,47 + 4 4.

= z ;
it On s'intéresse au taux d'emplol, en %, des
seniors en France métropolitaine, Source : INSEE

P 3 [ =] E = G
1 Anrgs| Ramgx, Tauxciiglol s,

42008 0 %1 Tauw d'ermplel dee sénicrs
52009 | ) i =

4 300 1 518 o | WEDSTT6X + 5LA9L v

£ 2011 3 547 Y

& g}: i 568 i = !J,f?g_.,‘.‘

72018 8 @ 815 =0 —

L-i [ A5 0 g

S35 7 | WS L S

'-D'i_ﬁja_ $ £ & =] 4 [ e 1
11 2mM7 g itz = :

Retrouver al'aide de la calculatrice les résultats don-
nés par le graphigue de la feuille de calcul ci-dessus.



m Une brasserie vend des boissons rafraichissantes.
Son responsable reléve les ventes et |a tempeérature
maximale (en "C) six jours de suite.

Les résultats sont donnés dans |e tableau suivant,

Tempérture v, | 20 | 22 | 24 | 28 | 30 | 32

Wentes v, 44 | 64

1. Représenter le nuage de points (x;; ;) dans un
repére orthogonal. On prendrapour unités graphigues :
1 cm pour 1°C en abscisse, en graduant & partir de
16, et 1 cm pour 10 boissons vendues en ordonnée,
2. lustifier que I'on peut envisager un ajustement
affine de ce nuoge de points.

3. Verifier, par |e calcul, que la droite () d"equation
1=10,5x—-166 passe par le premier point et le
sixiéme paint du nuage. Tracer cette droite,

4. Onadmet que la droite () constitue un gjusternent
affine adapte du nuage de paoints.

a. Déterminer graphiguement le nombre de baoissons
vendues si la température maximale est de 29 "C.

b. Retrouver le résultat par le calcul,

m Un voyaqiste veut proposer  ses clients une nou-
velle croisiére d'une semaine dans la mer des Cardibes.
Avant de la mettre en vente, le voyagiste réalise une
étude pourdéterminer, selon le prixd’une semdine en
cabine de type Royal, le nombre de clients susceptiblas
de réserver cette proposition

Prix.x. cabipe Royal{en€) 2000 3000 4000 5000

Nb. v depers intéressees | 170 | 145 | 112 | 93

80 | 120 152|170 |

Prix x; cahine Rayal(en€) | 6000 | 7000 | 8000 | 9000

MNb. v de pers. intéressées 84 57 34 25

1. a. Représenter graphiquement le nuage de points,
b. Un gjustement affine est-il envisageable ?

2. Ondécide d’ajuster le nuage de points parla droite
de Mayer,

o. Montrer que le point moyen des quatre premiers
points du nuage est €4(3500;130) et que le point
moyen des guatre derniers points du nuage est
,(7500;50).

b. En déduire |’ éguation rédulte de la droite de Mayer,
puis estimer le nombre de personnes intéressées en
fixart un prix de cabine d 10 000 £

£ on considére la série & deux variables suivante,
| 5 |10 20 25 |30 | 40| 50 | 70 |
1223 28 [35|45 9 7.4

| Yi

On note [} : y=ax+ b |la droite de régression par les
moindres carrés associees 4 la série statistigue,

1. Déterminer par le calcul les coefficients a et b.

2. Calculer le coefficient de corrélation r, @ 0,01 prés.
3. Verifier les résultats précédents & lo calculatrice.

__% Utiliser un ajustement pour interpaler,
extrapoler

45 Ons'intéresse aux connexions al'Internet
mobile. Le tableau cl-dessous présente la part
des personnes de plus de 15 ans résidant en
France (en pourcentage, arrond! ou dixiéme)
qui se sont connectées sur une période fixe

Source : INSEE
Amnee | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
Rang x, 0 1 2 3
Part v, 177 | 264 | 284 | 395
Année 2004 2015 | 26 20107
Rongx, | 5 | &6 | 7 | &
Part 534 | 558 | 551 624

1. Représenter le nuage de points dans un repére,

2. a. Al'aide de la calculatrice, déterminer I"équation
reduite de la droite d'ajustement de y en x obtenue
par la méthode des moindres carrés.

b Tracer cette droite sur le graphique.

3. o Estimer graphiquement la part des personnes
de plus de 15 ans qui se connecteraient @ I'Internet
maobile en 2020.

b Retrouver le résultat par le caleul.

4. Cet ajustement reste-t-il valable sur le long terme ?

Dans un livre de révision

Vitesse Distqnce
du Code de laroute, on peut de freinage
trouver le tableau di-contre. | 20 km/h 2m |
1. Montrer que lo droite | 30km/h | &5m |
d'equation y=07x-19,5 | 40km/h 8&m !
réalise un bon ajustement | 50 km/h 12.5m
affine de vy en x, o0 x est la | 60 km/h 18 m
vitesse en km/h et v la dis- | 70km/h | 245m
tance de freinage en meétre, | 80 km/h 32m
2.0 Estimer la distance de | 90km/h | 405m
freinage pour une vitesse de | 100 km/h 50m
55 km/h Whan/n| G05m
5. Quelle vitesse correspond | 120kmfh | 72m

a une distance de freinage de 47 métres 7

3. a. Estimer la distance de freinage pour une vitesse

de 150 km/h.

b. Dons le livre du Code de la route, on donne la for-

mule suivante pour calculer la distance de freinage D,

en m, en fonction de la vitesse V, en km/h;

D=(V=10)/2

Maontrer que la distance de freinage pour unie vitesse

de 150 km/h est alors de 112, 5 métres.

c. Comparer fes deux valeurs cbtenues en 3. a et 3. b,
(n dit que la distance de freinnge st une fonction
quadratique de lovitesse.
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B xercices exmmm
m Statistiques a deux variables

&7 On &tudie le schéma ci-dessous.

L effet du prix des cigarettes sur la consommation en France
Ventes de cigarektes [en millkard d' unités)
et prix annuel du paguet le plus vendu fen eura)

PP _@@MWEJ

553 545 gy 650 SkE 54 e
i T m UES gsn 655 neg
- - am

2006 2008 2070 202 2014 2076
- ' Ventes @ Prix Source : Statista

1. Quelles sont les deux quantités Btudiées ? Quelle
quantité va-t-on choisir pour X ? pour ¥ 7

2. a. Résumer les données dans un tableau.

b Représenter le nuage de points associé.

3. Les quantités Atudiées sont-elles corrélées ?
Peut-on dire qu'il existe un lien de cause a effet entre
ces deux quantités ?

Total Buts

TRAIL

m Fabrice, fan de handball, Rienss:

2 Hichardzon
étudie les statistiques de son ¥ Mewyn
équipe favorite, le MHB S s
(Montpellier Handbell Club). Tl g festeik
s'intéresse aux nombres de tirs | g, fettemen
marquésitentés parles 10mell = s

I e TillE
S W e dl
leurs joueurs de |'équipe lors de i i

=t
s
-

i yﬂ'lll!mkﬁt e
o saison 20718-2019. Mnrl-
Source:LNH ‘ﬁ'ﬁmﬂ;

1. Quelles sont les deux quan- g, Mooy
tités étudiées 7 Quelle guantité | . Mamdais

a-t-on chaoisir pour X ? Et pour I :

2. a Résumer les donnees dans un tableau.

b, Représenter le nuage de points associé.

3. Les quantités étudiées sont-elles corrélées 7 Peut-on
dire qu'il existe un lien de cause a effet entre ces deux
quantites ?

Rémi, collectionneur de cartes, a répertorié ses
Pokemons en fonction de la taille (en m) et du poids
(en ka). Il a abtenu la feuille de calcul ci-dessous.

A & ] 4 () [ b B

1 oM TAULLE feh ) POOS oo b,

g :ﬂ“ﬂ 0z 3.—"2‘ Paigs on fonetion de la Taille
PR o ﬂli I'

o -

4 Bulberre o7 (&}

i chldife ET 10 Lo

£ canines i3 13 e 2 #* ’

T Corageca as [ L

E Coamog o2 &L [t

& Dy 13 A ™ . W

10 el o i = :!

1 Turwe e £ )

12 Mldeizey a4 &3 k 4 o ¥ L "

17 Genminee o3 7

14 Kotagam| e § ol
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1. Le Pokemon Pikachu mesure 40 cm
pour un poids de 6 kg. Ces données
sont-elles cohérentes avec l'ajustement
obtenu a |'alde de |a feuille de calcul 7
2. Peut-on dire que la taille et le poids
des Pokémons sont deux variables cor-
relées 7 Peut-on en déduire un lien de
cause a effet 7

E Ajustement affine

50 Le tableau suivant
donne |es chiffres d'affaires
trimestriels en millier d'eurns
d'une entreprise hoteliére
pour 2017 et 2078.

Rang du trimestre x, 1 2 3 4
Chiffre d'affaires y, | 245 | 225 | 230 | 200
Rang du trimestre v, 5 b 7 & |
Chiffre d'affaires y, | 220 | 180 | 180 | 160

1. Representer graphiquement le nuage de points
associé d la série (., | v, ).

2. Calculer les coordannées du point mayen (.

Le placer sur le graphigue précédent.

3. On chaisit de réaliser un ajustement du nuage pré-
cédent par la droite % passant par le point G et dont
I'équation est dela forme : y =—10x+5.

o Déterminer la valeur de b,

b Tracer sur le graphique la droite U

4. On suppose que cet ajusterment est valable de 2017
& 2020. A I'cide de cet ajustement, quel chiffre d’af-
faires peut-on prévoir au 2° trimestre 2019 7

m Fle tableau suivant donne le montant mensuel
brut, en euro, du SMIC pour 35 heures de travail heb-
domadaire, entre 2013 et 2017. Source : INSEE

Annee

2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017
1 2 L 3 | & | s
| SMIC 3, 143022 1 445,38/1 457 52|1 466,62/1 480,27,

Rang x;

On areprésenté cl-contre le
nucige de points associé.

1. Peut-an envisager un ajus-
tement affine ? Justifier.

2. o Déterminer une équa-
tion de la droite d'ajuste- 4 420
ment de v en x abtenue par 1 400
la méthode des moindres
tarres. Les coeffidents seront arrondis du centieme.

Montant mensusl
SMIC [en euro)

¢ 1 Rangonnee



b. Calculer le coefficient de corrélation » arrondi @
102, Interpréter,

3. a. Calculer le montant mensuel brut du SMIC (en
euro} estime a |'aide de ce modéle en 2019,

b. Sur le site smic-horaire.com, on peut lire
a Au 1 jonvier 2019, le SMIC a progresse de 1,52 %
pour atteindre un taux horaire de 10,03 € brut, ce qui
correspond aun meontant de 1 521,22 €mensuel (pour
35 h hebdomadaire) et 18 254,60 € annuel. »
Compaorer ces données avec |'estimalion faite a o
question 3. a. Commenter

m La vente des costumes pour homme en France
connait un réel déclin depuis quelques années.

Le graphigue ci-contre
donne |'évolution des
ventes annuelles de cos-
tumes en France en million

1
d'unités de2011a2019. 0
Source : Kantor

Ventes

T

N e S

12012 2014 2016 2018
On note x le rang de I'année (I’année 2011 étant de
rang 1) et v le nombre de ventes annuelles en million
d’unités.

1. Un gjustement affine de y envest-il envisageable ?
Z. On admet que ladroited égquation ¥y=—0.2x+3.3
est une droite d'ajustement de yen .

o Estirmer le nombre de ventes de costumes en 2020.
b. A partir de quelle année peut-on estimer que le
nombre de ventes annuelles de tostumes en France
passera en dessous du million d'unites ¢

L Ifll'-_-:ll-lllral
Juscjua il y a peu, ke patron de Facebook ne portoil que des
jeans et des T-shirts gris, mais on le voit de plus en pius en
costume notamment lorsqu'il se présente devant le congrés
américain. L New York Times a méme stirnomme son
complet le « costume je suis désolé » (1" msamy suit »).

mAﬂn de mesurer I'Impact de son budget publid-
taire sur son chiffre d'affaires, une entreprise a oeé lo
feuille de tableur d-dessous. Le chiffre d'affaires et le

budget publicitaire sont exprimes en millier d'euros.

L 1 L i
wstiagEl | pechiltre

=
&

Anpgas

1 | pubifensie | d'alfekes =

3 N | 3 1uf | e .
= Na 11 1a5f &

4 Na | gLl 17y |8 .

5 N | 1 5 s ’

6 Ma 18 i

PN n ay =

A iy .

4 o L‘-LI:‘ i i & (13 ] x

LET
agr

23

1. Un ajustement affine est-il envisageahle ? Justifier.

2. Onnoted : y=ax+ 5 la droite de régression parles
moindres carrés et rle coefficient de corrélation,

a. Donnerles formules a saisir dans les cellules B9, 810
et B11 afin d'obtenir les coefficients ¢, bet r.

& Donner une équction de la droite ().

3. Quel sera |e chiffre d'affaires prévisionnel si on
investit 230 000 € en publicité a I'annee N+1 ?

B Exercice commenté

Len vient de créer une application informatique.
Chaque mals, elle reléve le nombre de personnes
V'ayant téléchaorgée. Le rang 0 correspond au mais
de mars 20189,
i_ﬂ_ungd_umois.yf o | 1 | 2 | 3| A
| Nombre v de téléchar

; 150 | 180 | 210 | 260 | 296
| gements (en millier) [ |

1. Représenter graphiquernent le nuage de paints.
2. o Déterminer a |'aide de la calculatrice I'equo-
tion réduite de la droite d'ojustement de y en x
obtenue par la méthode des moindres carrés. On
arrandira les coefficients au dixigme.

& Tracer la droite dans le repére.

2. 0. Estimer graphiguement le nombre de téléchar-
gements attendus Gu mois de janvier 2020 ?

“. Retrouver |e résultat par le calcul.

B Pour représenter le nuage de points, || Ffout penser
a chalsir des échelles adaptées sur chanue axe

© L'équation de la digite s'obtient giice au menu
B de o colculatrice,

® Lemoisde janvier 2020 comespond auang 10,
-

a Application immediate
Le tableau suivant donne le nombre d’abonnem ents
@ Internet entrés haut débit, en million, en France du

premier trimestre 2018 au premier trimestre 2019,
Soufce: Arcep

| T | T2 [ 3| TA | T
Timestre | 018 | 2018 | 2018 | 2018 | 2019
'Rang 1, 0 1 2 - i
ABomne- | 5 481 | 7.847 | 8,350 | 8.965 | 9,532
| ments »

1. Représenter graphiquement le nuage de points.
2. 0. Déterminer a |'aide de la calculatrice |'équo-
tion réduite de la droite d'ajustement de v en x
obtenue par la méthode des moindres carrés. On
arrondira les coeffidents au dixigme.

o Tracer la droite dans le repére,

2. 0. Estimer graphiquement le nombre d'abonne-
ments ou premier trimestre 2020.

& Retrouver |e reésultat par le calcul.
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B xercices exmmm

Ajustement et changement
de variable

58 Un restaurateur effec-
tue une etude de marchée
dans I'intention d'installer
un etablissement proposant
un « grand buffet dvolonté »
avec des tarifs allont de 15
@35 euros. A l'issue de cette étude, il dispose du tableau
ci-dessous donnant le nombre de couverts potentiels
¥ en fonction du tarif x; (en euro).

X 15 17

, 20 225| 25 | 30 | 35 |
y, | 500 350 270 | 190 | 140 | 75 | 50 |

- |

1. Représenter graphiquement le nuage de paints
associe a la série statistigue (x; ; ).

Un ajustement affine parait-il adopté ?

2. a. Recopier et compléter le tableau suivant, en
arrondissant @ 1072 prés.

|3D_35

%, 15 | 17
;I,:|n"'\-r:| | |

b A |'aide de la calculatrice, déterminer |'équation
de la droite de régression de z enwx par les moindres
carrés, en arrondissant les coefficients a 103, ainsi
gue le coefficient de corrélation,

Cet ajustement affine est-il adapté 7

c. En déduire quelafonctionf définie sur [15:35] par
f(x)=2639e"918" permet de modéliser le nombre
de couverts en fonction du tarif x (en euro).

3. Lerestaurateur estime gue si moins de 100 couverts
sant servis, son projet ne sera pas viable,

Déterminer le prix maximum qu'il doit fixer pour assu-
rer ld rentabilite de son restaurant,

m On donne I'évolution de la cote Argus, en euro,
d'un monospace tous les 1¢7 janvier & partir de 2010.

Année | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014
Rangx | O 1 | 2 3 4
Cote v, | 24163 22180 (17284 15681 13 840
Année | 2015 2016 | 207 | 2018 | 2019
Rang x 5 6 g 8 9
Cote v .12215-10-1#3 9221 l 7383 .BUSG

1. 0. Déterminer I'équation réduite de la droite de
régression de y en r par les moindres carrés, en arron-
dissant les coefTicients @103, ainsi gue le coefficient
de corrélation.

b. En utilisant cet ajustement, estimer la cote Argus
du monospace entre 2020 et 2025,

274

2 0. Recopier et compléter le tableau suivant, en
arrendissant & 0,001 prés.
IENENEE

|_ *i |
| 8708

|z =n() | 10093 |

b Déterminer I'équation de lo droite de régression de
z&n.x par les moindres carrés, en arrondissont |es coef-
ficents a 1072, ainsi que le coefficient de corrélation.
. Endeduire un gjustement exponentiel de lacote v
en fonction du rang x de I'année.

. En utilisant cet ajustement, estimer la cote Argus
du monospace entre 2020 et 2025

3. Lequel des gjustermnents précédents (affine et expo-
nentiel} parait le plus adapté ¢ Argumenter.

B Lesite du parc notiondl des Ecrins titraiten 2019
« Glacier Blanc : perte record sur 20 ans de mesures.»

—10004

2000 2005 2010 2015
M Accurnulation W Ablation
Bilars de masse annuels — Bilans de mosse cumulés

Le tableausuivant donne le bilan m, demasse cumulée
(encm) apartirde I'année 2000 en fonction du nombre

x; d'onnées ecoulées depuis 2000 Source: PNE
x, |61 ]2]a]a]s]%
m | -8 | 99 | &9 |-137|-225|-361 450/
a | 7 g | 9 | w | 1 | 12
e | 502 "--r_.sg | _ss4 607 698 838
o | 13| g | s | 18 | 17 | 18
m, | 817 | =796 | 947 -1025 1155|1289

1. Réaliser un ajustement affine du nuage de points
(1 m; ). En déduire une estimation du bilan de masse
curmnulée pour I'année 2019,

2. En realite, le bilan de masse cumulée était de
1 479 cm en 2019. Est-ce cohérent avec I'estimation
précédente ?

3. On pose y=In(|m]).

o. Déterminer un ajustement affine de v en.x par les
maoindres carrés, pour la série entre 2013 et 2018,

b En déduire un ajustement exponentiel de »r en
fonction de x.

c. Cet gjustement prévoyait-il « mieux » la valeur
observee en 2019 que I'ajustement affine ?



- ———.
Elpprendre a représenter

_|

|
B®» Une modélisation historique

De nombreuses populations biclogiques évoluent dans un milieu dis-

et HelVpEExpanentiel, Mais au bout d'un certain temps, le rythme de
croissance ralentit et la population stagne.

Le biclogiste T. Carlson @ étudié en 1913 une population de levures
(saccharormyces) et o phtenu les résultats suivants.

Temps 1, (en heure) | D 1 _ 2 3 4 _ 5 6 _ o 8 g
Population m1, {(en mg) 96 18,3 290 47,2 7.1 [ 119 | 17246 . 2573 3507 | 4415
Temps r, (en heure) 10 11 12 13 14 15 16 17 18

| Population m, (enmg) | 5133 | 5507 | 5948 | 6294 | 6408 | 6511 | 6559 | 6598 | 6618

1. Représenter le nuage de points (¢, ;m; ) et verifier I'affirmation surlignée en jaune dans le texte.

2. On étudie ici la croissance de la population jusqu'd 8 h.
o Recopier et campléeter le tableau suivant en arrondissant 4 0,007 prés :

o T[] -Ts
| y=in(m) 2262 .. | .. |s860

L. Daterminer un ajustement par les moindres carrés de y en / et &tudier la qualite de cet ajustement en
calculant le coefficient de corrélation.
. En déduire un ajustemnent dem en fonctionde 1.

Que peut-on penser de I'affirmation SETIGRES SR VSTt

3. On cherche une relation entre le temps 1 et la population s sur [0; +| delaforme:
M

T xexp(—it)
ol les coefficients M, & et i sont strictement positifs.

La représentation
graphique d"une
sefie par un nuage
de points criente le
choix d’un modéle
muthématigue.

M
a. Quelle est la limite du quotient ————————— lorsque { tend vers +c= ?
T+ 4k Hexp{—air)

b Dans la suite, on chaisit M = 665, Expliquer ce choixen utilisant la repre-
sentation graphlque de la question 1.

< Recopier et compléter le tableau |

cl-contre. Arrondir & 0,007 prés. h 6 !
d. Déterminer un ajustement par | __In['ﬁﬁﬁ-m, ] 4393
lesmoindres carrés dez entet étu- | i, ’

dier la qualité de cet ajusterment en
calculant le coefficient de corrélation.
En déduire un gjustement de m en fonction de «.

4. Tracer surle graphique de la question 1.la courbe représentative de la fonction /* définie por :
fl)=

1+64,5exp(—0,531r) J
Commenter la qualité de I'ajusternent realisé avec la fonction f.
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Choisir un modele d’évolution

La connaissance des données démographigues permet de dégager des tendances d'évolution et d'effectuer des
prévisions, en supposant que cette tendance se maintient. On étudie ici deux exemples :|'Espagne et le Canada.

Partie A L'Espagne

Le tableau suivant danne I"évalution de la population espagnole depuis 1960,

Source: Eurostofs

Année . | 1960 | 1965 | 1970
Population v, {en mi!lion]l 30,3 | 318 | 336

1975 1980 1985 1990 | 1995 & 2000 | 2005
356 373 | 384 385 | 395 40,5 43,3

Année x, | 2010 | 20m | 2012
Population y, (en million) | 46,5 | 467 | 468

On représente ci-dessous le nuage de points (¥, 3},
B I

-+

40 4 A - * ek o +

1%

30 4 +
20 -
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

1. o On considére ici la série (x,; v, ) formée par le
tableau de 1960 ¢ 201 9. Déterminer I'équation reduite
de la droite de régression de v en x par les moindres
carrés. On arrondira les coefficients a 102 pres.

Partie 8 Le Canada

Le tableau suivant donne I"évalution de la population canadienne depuis 1990,

2013 | 204 2015 2006 | 2017 | 2018 | 2019
46,7 465  4bh 4bB4 | 465 4b,/ 469 |

b Caleuler le coefficient de correlation, o 0,01 pres
L'ajustement précédent est-il adapté 7

c. En supposant que I'évolution se poursuit selon le
modéle de la question 1. a., estimer la population
espagnole entre 2020 et 2025, a 0,1 million prés,

2. Le nuage de points loisse penser gu'll y a un ralen-
tissement du rythme de croissance depuis 2010.

On cholsit ici de considérer la série statistique formée
sellement par le deuxiéme tableau {depuis 2010),
Reprendre la question 1.

3. Comperer les ajustements des questions 1. et 2
On pourra effectuer des recherches sur la population
espagnole depuis 2020.

Source : Stotcan

Nombre x; d'années depuis 1990 0 1
Population y; (en million)

Z4.7 | 280 | 284 | 287 29.0!25‘.3

3 | 4| s | e |7 | 8] 9
296 299 302 304

Mombre x, d'années depuls 1990 10 11

Population v, (en million)

307 M0 M4 36 | 319 | 322

13 14 15 16 17 18 19

Nombre x, d'années depuis 1990 20 21

Population y; (en million)

340 | 343 347 | 351 | 354 | 357 | 367

326 | 329 | 332 | 336
23 | 26 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
65 371 376

On représente ci-dessous le nuage de paints (x;; v; ).

25+ T ) T T ¥ T
0 5 1w 15 | 20 | 25 3y

On pourra utifiser un tabfeur pour répondre aux ques-
tions suivantes.
1. o Déterminer I'éguation réduite de la droite des
moindres carrés de v en x, en arrondissantd 1073 prés.
b. Cet ajustement est-l adapté ?
. En utilisant ce modele, estimer o population cana-

dienne entre 2020 et 2025, @ 0,1 million prés.

2. Le nuage de points laisse penser qu'll y a une acce-
lération du rythme de croissance de la population.
o Recopier et compléter |e tableau suivant.

%x | o 1| e | 28

z=In(y,)

L. Déterminer |'éguation réduite de la droite des
moindres carrés de z en x, en arrondissant & 103 prés,
Cet gjustement est-il adapté ?

¢ En déduire un ajustement du nuage de points
(x,v) de la forme y=ye™, puis, en utilisant ce
madéle, estimerla population canadienne entre 2020
et 2025, & 0,1 million pres.

3. Comparer les deux modéles d'évolution,
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Le réchauffement climatique

Le graphigue et le tableau suivants donnent les anomalies de

Anomalie Tensur
temperatures moyennes 1, ,en’C relevees a lasurface du globe, 0,54 de température (*C) de CO,
ainsi que la teneur ¢; en CO, dans I'atmosphére (en ppm). 2 {pprv)

Année y, 2000 2001 | 2002 ‘ 2003 2004 | 2005 2006 L2430

Temp.r, | 042 | 054 | 059 | 065 056 | 068 065| -] 350
Teneurc, | 369 370 | 372 | 374 377 | 378 381 [ 350
F300

Année x; | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 2013

Termp. 1, 059 055 073 | 063 06 | D74 0DG8
| = — 3 i 18 387 | 38 i 3 i 3 1. ﬁ.l'uided'ujustements affines, estimer, pour
iy | 303 | 302 | 34 9 | 391 | 393 396 | joc onnees 2020 & 2025
_ﬂl‘lnée X; 2014 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 a. les dnomoalies de tan]pémtu re moyenne |

Temp.t, | 079 085 | 094 086 083 | 0,95 b, les teneurs en CO, dans ['atmosphére.
Teneur ¢, | 398 400 | 403 | 406 408 | 411 2. Les anomalies de températures et la teneur
! : en CO, sont-elles corrélées ?

1860 1900 1940 1980

= Corrélation masse cerveau/masse totale -/

1l semble« naturel » de penser que plus une espéce a un gros corps, plus son cerveau a tendance a étre gros.
On souhaite exprimer Icl cette relation en étudiant la série sulvante, ol on donne les masses m; des corpsen kg
et les masses ¢, des cerveaux en g pour 42 espéces de mammiféres adultes.

gt}
@ [ ' — = M| g —_ =W = @ = c :
= -1} g | = sl=]E€|=|E5 3 4| @ [} H=
vl la Z| 8 g(2E| 2 5|8 2\E|lg| 8|28l g ﬁ e =582
& Bl g 5|28 22 5|E|l2|lE|l5|AsE|lE|2|Ela|5|lE &
b [=] = E | = o | o (1G] o
w @ v el S = = J |8 & ol 2% e g e
B A e 85 Q8 2 N 5| & 5§ |~ 5N e
m J y| @ v | F |- = | © i o= k] [l
R 8l =" 3 |8 EE e & |87 |R N
L ™~ M =2
=2} - o e n | wn d % g 8 o I
foa] L o 1 L - =] L3
wy sl I T w
& 5‘2 m‘ﬂ o w| = |8 J|w|E (2 g S| F |7 |m 2
= @ ol 1S
| | B e 5 El gl w & o
e | 3l S| 2| «lel g B &= = 3 2| e B TR e v oW
Y38/ 8 €| (28 g 8|8 5|2 zg|8(s8 (e85 8|E|E S
g 82| 2\2|3|2/ 53|83 28 ¢ c|Bs\8|8E|8|°|8l& s
w | =2 3 o o 3 = = |
= = o
Qlam|lv|le|le e Bl g e B ua ol -z 2|(2e Z i
i, E m ~N | — | M 2l g Lrla — = | = o :.:;' T g‘ ':— o E & P | g
I~ 7o S B RV R~ R = i T sl o e
™~ 01 - o a : - = = |
6 |8 8|2 d 8 05|88 2|82~ 88 2|35 "
| |
= - 10000
Onpose x. =In(m, ) et v.=In(c,). ol 7 .t
. ; : =
1. A I'cide d'un tableur : £ s -
0. déterminer la série (x, v, ) § . '.'.: i
- - . " - A -1 -
. déterminer un ajustement affine par les moindres g e . 3
- T —f - 2 *
carrés de y en x. Cet ajustement est-il adapté 7 ‘g e
- - - "
2. En déduire un ajustement de la masse ¢ du cerveau = o Misase du cors fen kgl
en fonctien de la masse m du corps pour un mam- 060 ool o 0 10 ibhD 10600
mifére adulte. ; 2.1
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La loi de Moore

Gordon E. Moore est |'un des fondateurs de la société Intel®. [] o constaté que le
nombre de transistors utilisés dans les microprocesseurs augmentait trés rapidement
au cours du temps et énoncalt en 1975 la lol empirique suivante,

The complexiny for minimum component costs has increased at o vate of
raughly o factor of tweo per year Uertennly over the short term this rate can
be expectred to continue, {f not to increase. Over the lomger term, the rate of
increase is a b more tncertain, although there is no reason to helieve it
wwill not remain nearly constane for at least 10 yeors,

Autrement dit : « La complexité des composants, dcolt minimum, o augmenté a un rythme d'environ un facteur
deux par an. Certes, @ court terme, on peut s’attendre @ ce que ce taux continue, volre augmente, A plus long
terme, le taux d'augmentation est un peu plusincertain, méme s'il n'y a aucune raison de penser qu'il ne restera
pas presque constant avant au moins 10 ans, »

Processeur 4004 8086| 286 | 386 | &6 | Pentium pE”I“I“m per]';’lum PE"IE:,”m Core 2| GT400
_Année _19?‘1_1978|1982:1935“1939_ 1994 1987 1999 2000 | 2008 | 2011 iEOTS
Nb.d'années '
¥, depuis 1971 0 Fi 11 14 | 18 23 26 28 29 37 &) 44
= = %] o w -&;: =
Nombre de § § S § = % E \3 % % 2 %
transistors v, ~ | f E E K i 2 o o g o 2

Partie A Adoptation du nuage de points 2. Un gjustement affine de ; en « est-il adapté ?

1. A quel probléme est-on confronté si on souhaite
construlrele nuage depoints (x, ; v, ) dans un repére ?
2. Recopler et compléter le tableau suivant, en arron-
dissant a 1072 preés.

5 0 | 2 | 11| . |40 47

2=y | 776 | o | [ 2372

3. Construlre le nuage de points (x, ;z,) dans un
repére. Un ajustement affine de ; enx parait-il adepté ?

Partie B Un ajustement exponentiel

1. Déterminer, en arrondissanta 1072 pres.:

o. une équation de la droite de régression de z en x
obtenue par la méthode des moindres carrés ;

b. le coefficient de corrélation.

3. En déduire que le nombre y de transistors par micro-
processeurs en fonction du nombre x d'années écou-
l8es depuis 1971 peut étre estimé par :
Jlx)=exp(033x+7,8)
4. Soit un réel x=0. Calculer m
Jlx)

Mettre en relation le résultat obtenu avec la loi empi-
rigue énoncee par Moore en 1975.

La Ini de Moore est restée etonnamment vérifiés, méme

50 ans aprés avoir £té énonces. Les ardinateurs sont ains
devenus de molns en moins coltels et de plusen plus
perforrmants. Mais celn o des conséquences importantes:
ohsokescence raopide des ordinateurs, consomimation
mpertante d'énergie, probléme de gestion des déchets, etc

Vol en impesanteur

En décrivant des paraboles, |'airbus A 300 ZERO G permet de simuler |'absence de
pesanteur, appelée impesanteur, Lors d'un vol, cet avion effectue 12 trojectoires
paraboliques dont les durées sont indiquées dans le tableau ci-dessous en fonction
de sa vitesse au moment od il entome la parabole,

Vitesse v (enm/s) | 484 | 490 | 499 | 504 | 509 514 519 | 524 | 536

s45 | 568 \ 611 ‘
193 | 196 | 201 | 202 | 204 205 208 | 209 214

Durée 1, (en s) 219 | 224 | 245 |

Etablir une relation entre la vitesse de I'avion et la durée de la trajectoire paraboligue.
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.| Laloi de Hubble

En 1929, Edwin Hubble effectue les relevés sulvants sur 21 galaxies et serend compte
gue plus la distance d d'éloignement d’une galaxie est grande, plus sa vitesse d’élai-

| . o

gnemenh est importante. Les distances snmmwﬁ parsec et Ieswtesses en kmf/s. T 1 .ﬂ.{.),i-!f
Distance ¢, | 1,52 | 345 | 237 [ 062 | 116 | 142 | 067 | 124 [ 079 | 1 & |
Vitesse y, | 650 1800|1300 300 800 | 700 \ 400 | 600 | 290 600 | ————
Dlstunce d. | 174 | 149 | 11 127 153 - 1,79 | 1.2 | 235 | 223 | 206 | 173

VltESSE ¥ | 940 | 810 - 600 .: 730 | 'B[]C-- 800 “580 -1 100 11&0. 900 | 650

1. Representer grnph[quemant Ie nuage da points
(d,;v;) dans un repére d'origine (.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen &, puls
I'equation de la draite (7).

T

Py
La relation de proportionnalité entre ka distance et la vitesse
s'oppelle loi de Hubble. Elle est [ origine de la théorie
thi big bang et de I'expansion de I'Univers, aujourd hul

3. Tracer la droite (0G). Que constate-t-on ? S

. m
Pression de vapeur saturante =

La pression de vapeur saturante de |"eau est la pression a laquelle la vapeur d'eau est en equilibre entre les
états liguide et gazeux. Le tableau sulvant donne des données expérimentales de la pression mesurée de vapeur

saturante (en hPa) en fonction de la tempeérature ambiante {(en "C),

Température ¢, {en "C) -60 -40 -20 -15 | -10 -5 0 ‘ 4 8
Pression F (en hPa) 0,00 0,13 1,03 1.4 26 4.6 511 | 813 10,73
.-;empéruture 1, {en ‘C) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 ‘
 Pression £, {en hPa) 12,28 17.05 2338 31.67 4243 | 5623 _ 7375 | 95,83 | 123,34 |

1. o Al'aide d'un tableur, entrer les termpératures -

en ligne 1 et les pressions £ associees en ligne 2.

b. Représenter graphiguement le nuage de points
(£ ). Unajustement affine du nuage est-il adapté ?
2. On cherche une relation entre ia température T (en
Kelvin) et la pression saturante £ (en hPa).

Onsait que T(K}=1("C}+273,15.

On effectue alors les changements de variables:

* N L4235
* y=In(£)

L’evnlutlnn du PIB

0 Caleulerles v; enligne 3 et les y. enligne 4.

b Représenter graphiguement le nuage de points
(35,

c. Un ujustement affine de ce nuage parait-il adopté ?
d. Ajouter une courbe de tendance de type « linéaire »
et calculer fe coefficient de corrélation. Ces résultats
confirment-ils la conjecture de la guestion 2. ¢ 7

3. En déduire une formule exprimant la pression de
vapeur saturante # (en hPa) en fonction de la termpe-
rature 7 (en Kelvin).

Cette relation s'appelle la formule de Rankine.

Le tableau suivant donne |"évolution du Produit Intérieur
annees 2000 et 2018.

Brut (PIB) de la France, en milliard d’euros, entre les

Source ! INSEE
Année | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 |
PIB | 14853 | 15446 | 15943 16374 17108 | 17720 | 18533 | 19457 | 19958 | 1939,0
Amnce| 2010 | 201 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 16 | 2017 | 2018 |
PIE | 19985 | 20593 | 20911 | 21157 | 21411 | 21811 | 22289 | 22917 | 22828

Au cours du termps, le PIB o-t-il évolué de fagon plutdt affine, exponentielle ou logurithmique ?Argumenler

THEME 10 Corrélation et causalité
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}avaux pratiques

Troisieme loi de Kepler

Utiliser un _maééun.-_ii'_',f_ I

A la fin du Xvi® siecle, |'astronome danois Tycho Brahe a réalisé des mesures, trés
prédises pour I'épogue, sur la position des planétes du systéme solaire. Celles-ci ont
permis & Johannes Kepler de décrire le mauvement des planétes autour du Soleil et
d'établir, en 1618, une relation entre le derni-grand axe a de |'orbite d'une plangte

et sa période de révolution T,

Qbjectif

Etablirta refation
Anmimea‘« 3ol

de Kopler » & partir dune
methode daustermnent.

Ce TP o pour but d"établir cette relation, appelée 3¢ loi de Kepler, & partir des

données de Tycho Brahe.
Blante Da?;gtltg!;imu;e a | Pérrode(:_: Jri:zr:)lutlon T
Mercure 57910 87.97
Vénus 108 200 2247
Terre 149 600 365,26
Mars 227 940 686,98 i
Jupiter 778330 433271

Partie A Conjectures graphiques
Onnote («,) lasérie des demi-grands axes (en 10° m)
et (r,.] lo série des periodes de révalution (en jour),
1. Mettre en place la feuille de calcul sulvante.
A B B C B E F
o 5?91Di 108200 149800 227940 778330,
= |

|
B7.97| 2247 386526 68698 433271

i

2. Représenter graphiquement la série (g, i1, ) eninsé-
rant un Nuage de points.

Les points paraissent-ils alignés ?

3. Obtenir le graphique suivant en choisissant une
échelle logarithmique pour chacun des deux axes.

Rl

T

+

£
SR 5
]
3 4.#
+
% i+ 1 L
Ef 1 i FE ] Leg 100 100090 1000000
L | grang e 2
Que constate-t-on 7

Partie B Ajustement griace @ un changement de
variables

Onpose x; =In(a,) et y; =In(:.) et on souhaite déter-
miner, 4 |'gide du tableur, |'éguation y=ax+ b dela
droite & des moindres carrés ajustant le nuage de
points (x; ; v, ). On ruppelle que :

. El:xr--—?}(}'; "5:] et b=V—-axX
E[vrﬁ_"?]

1. a. Caleuler, & I'aide de formules, les valeurs x; en

ligne & et les valeurs v; en ligne 5.
b. Calculer, @ l’aide d'une formule, en G4 lu moyenne
¥ des v, et en G5 la moyenne ¥ des y.,

o

280

2 Onnote X; =3, —X et ¥. = y: =7 eton considére la
feullle de calcul suivante.

4| x 10,687| 11,282 11.818] 12337| 13,565 12 oAl e
3 ¥ 4477| 54148 5,9006| 6,5323( 8,3739| 61T |
5| X

= e e

a .Rr.'_‘ll

& %2

o. Parmi les formules suivantes, laquelle permet de

compléter la ligne & par recopie vers la droite 7
=B4-12,075 =B4-G4 =B4-$G54

b Compléter les lignes 6 4 9.

t. Quelle formule permet d’ obtenir le coefficient direc-

teur de la droite % ? Et son ordonnée & |'origine 7

d. En déeduire que la droite % admet pour équation

upprochée y= %A‘— 11,97,

3. Compléter la feuille de calcul de facon @ calculer le

coefficient de corrélation associé a |a droite 9.

L' ajustement affine est-il adopté ?

4, Enutilisant la relation In(7) = %In(a] ~11.97 , obte-

nir la 3¢ loi de Kepler :

TZ.
— = constante
£

5. On connait depuis Kepler les données suivantes.

s | D | mlemet |
Saturne 1430000 10759 |
Uranus 2871000 30685
MNeptune 4 498 000 60 266

Ces planétes vérifient-elles la relation établie @ In
guestion 4.7



Les lois empiriques d’Engel Mener une recherche

f

En 1857, le statisticien allemand Ernst Engel faisait le constat suivant : plus un individu, une famille, un peuple
sont pauvres, plus grande est la proportion de leurs revenus qu'ils doivent consacrer & leur alimentation.
On danne la compasition des dépenses des Francais, en 2011, selon le guintile du nivenu de vie.  Source - INSEE

En % de ln dépense de consommation totale | @ | Q2 | 63 | Q4 _I Q5
Praduits alimentaires et boissons non alcoalisées | 162% 143 % | 141% | 128% | 4%
Boissons olcoolisées et tobac | 43% | 43% | 37% |_31_5_£_ 30%
Articles d’habillement et chaussures | 42% | 38% | 36% [ 37% | 39%
_Logement, equ, gaz, &lectricité et autras combustibles jE:B ¥ | 281 % | 273 % I_ 262% | 253 %
Meubles, articles de meénage et entietien courant de I'habitation _ 38 % 43 % 44 5% 51% | BA%
Sante | a2% [ % | a3% | 42% | 38%
 Transport [ 18% [ 163% [ 1435 | 145 % | 137 %
Communication | sa% | 37% | 32% | 28% | 23% |
 Loisirs et culture | 72% | 78% | 81% | 89 % | 99%
Education | 13%  10% | 06% | OB% | 09%
Hétels, cafés et restausants 43 % l 49 % 55% [ 55% | 83 %
Autres biens et services l105% [ 108% 109% | 1MA%  110%

Lecture ! Pour les 20 % des personnes ayant le niveau de vie le plus faible [quintile Q 1), ia part que représente fes dépenses de santd
etait de 6.2 % de leur consommation totale en 2071,

Partie & La France de 2011 Ces constats peuvent-ils encore étre faits dans |a
1. Vierifier la loi d"Engel sur le tableau précedent. France de 2011 7 A LECRIT OU'A ORAL

2. Engel avait aussi constaté que : Partie B

« la proportion consacrée au logermnent ou d I"habille- Faire un compte-rendu de la partie A et modéli-
ment reste constante en fonction du revenu ; ser|"@volution des différents postes de dépenses

» les dépenses consacrées o lasanté, a |'éducation et selon le niveau de vie, en argumentant.

aux loisirs dugmentent en méme temps que le revent,

Pourquoi utiliser le terme de « régression » ? Mener une recherche

Ala fin duxix® siécle, Frands Galton, cousin de Danwin, essaya de trouver un lien entre la taille des enfants et celle de
leurs parents. Ayant constaté qu’en moyenne un homme était 8 % plus grand gu'une femme, [l introduit la notion
de « parent-moyen », dont la taille est égale & la moyenne des tailles des péres et des méres augmentées de 8 %.
En 1889, il publia Natural Inheritance, d ol est extrait le tableau suivant. Les tailles sont exprimées en pouce.

Taille des enfants (@ |'age adulte)

~ |<622]622 632 642|652 662 672[682 692]702[712 (7227325732 Moy | Total

=725 | 1] J S| S S — [ &
- | 75 | | 1 (@ [t ]2 | 7F|2] & |82 W
£ M5 ! T 13 | % 3 | 5 1) A 9 2 2 | 633 A3
25| 1 K AENEIEIEAENEREAE 3 |95 68
E 69,5 1 |46 | & [1w ]| 22|20 33 [ 25| 20|11 | & 5 | 539 183
Gle8s| 1 | |7 |1 |16]3a5]31 |3 a8 |n 18] s3] [es2|219
8| 675 | 3 |5 |14 )75 |36 | 38 28 3 [ [ 11| 4 76 211
o | 665 IERESEI R EAE SRR T EN] B 1672 78
>/ 655 | 1 y s |2 |nlw] #7582 1] 667 66
T 645 | 1 1 s (4115153 2 '. 658 23

485 v | X143 2 | 2] | |

Totnl | 5 7 |32 | 59 |48 [ 117 138 | 120 167 | 99 | 6t |

Galton affirmait que les enfants de parents de grande tallle ant tendance a étre plus petltsqu eux, et que
les enfants de parents de petite taille ont tendance & étre plus grands qu’eux. Il parlait de régression vers
la médiocrité, c’est-a-dire vers la moyenne. Expliquer son raisonnement
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Themes d'études

B Modéles définis par une fonction

d'une variable
Descriptif
Les fonctions d'une varioble réelle interviennent dons des
problemesvariés, internes aux mathematiques ou issus des
sciences experimentales, économigues et sociales.
Lafonction peut étre donnée ou déterminée par I éléve lars
d'une résolution de probléme. Un équilibre est a garder entre
les phoses de recherche el de modélisation, el les phoses de
calrul. C'est I'accosion de réinvestir les connaissances des
annees precedentes surles etudes de fonctions, notomment
|'étude des varintions et des extremums, et d'introduire de
nowelles notions du programme en les appliquant dans
des contextes mathématiques, notamment géométiigues,
ou issus des autres disciplines.
Ce théme trés lorge peut étre croisé avec d'autres thémes
(fanction logarithmie, réportition de richesse, calcul d'aire,
modéles d’évelution). 1l peut se répartir surl’année en fonc
tion des besoins ou de 'avancée des contenus.

Problémes possibles

= Modeles issus de contextes géométriques (expression de
distance, d'aires, de volumes en fonetiond'un parnmetre),
physiques. biologiques, economigues (fonctions de codt,
collt marginal, codt moyen).

» Etudes de variations, résdutions d'équation, optimisa-
tion dons des configurations géométriques, physigues,
économigues, ete.

Contenus associés

« Continuité, théoréme des valeurs Intermédialres.
« Fonction dérivee. Sens de varigtion, Extrernums,
« Fonclions de référence.

« Convexité.

= Statistique & deux variables

Exerple d’algorithme
« Résolution d'équations par balayage, par dichatomie.

B Modeles d’'évolution

Descriptif

Il s’agit ici de mndéliser des phénomenes qui dépendent
du temps, @ |'oide de suites ou de fonctions d'une variable
reelle,

Les suites ou fonctions considérées peuvent étre données
o prion ou étre obtenues lors d'une résolution de probléme
suites vérifiant une relation de récurrence, fonctions solu:
tions d'une equation differentielle, ajustement statistique
d’une serie chronologigue,

La mise en regard des modéles discrets et des modéles conti-
nus est un objectif important,

Ce théme trés lurge peut étre etudié au fil de 'année en
fonction des hesoins au de I'avancée des mntenus.

rogramme officiel (extrait)

Problémes possibles

+ Evolution d'un capital, amortissement d'une dette.

e Lol de décroissance radioactive | modéle discret, modale
continu.

= Déchame, charge d'un condensateur, d partirde I'équa-
tion differentlelle.

« Lol de refroidissement de Newton (modéle discret),

= Chute d'un corps dans un Tluide visqueux.

= Dynamigue des populations ; modéle de Malthus (géo-
mélrique:l. modele de Verhulst (logistique) discret
N =N N (k= N,), oucontinu = " =avlbh—y].

= Maodéle proie predateur discrétise | evolution couplée de
deux suites récumentes.

Contenus associés

= Suites recurrentes,

= Suites géomeétrigues. Fonction exponent|elie.

» Sultes arlthmético-géométrigues, Equation différentielle
vi=ay+h,

e Limites

Exemples d'algorithme

o Calcul des termes d' une suite.
= Recherche de seuils;

s Meéthode d'Euler.

B Approche historique de la fonction
logarithme

Descriptif

Il's'agit de montrer qu’un chjet mathematique, ici la fone
tion laogarithme nepérien, peut étre etudié selon divers
points de vue. Le volet des contenus l'introduit comme
fonction réciprogue de la fonction exponentlelle; étudice
en classe de premidre. Le théme décrit comment elle o éL&
introduite historiquement, avec ses deux aspects fordamen-
toux : equation fanctionnelle, quodrature de ["hyperhole.

Problémes possibles

= Ledéveloppernent des bescins pratiques de caleul, notam-
ment pour |'astranomie ou la navigation conduit a lo
recherche de méthaodes fadltant multiplication, division,
extraction deracine. Influence des tables tigonométrioues,

e Lien entre suites arthmétigues el géomeélriques (depuis
Archimede). Construction de tables d'interéts.

# Les travaux de Neper. Le possage du discret au continu

« Vision fonctinnnelle f{xy)= f{x)+ f(v) plustardive,

= Quadrature del'hyperbole, probléme des sous-tangentes
constantes,

Contenus associés

« Suites arithmétiques, suites geometrigues.
= Fonction logarithme,

= Calcul intégral,

Exemples d'algorithme

= Algorithme de Briggs.
= Approximation de In 2 par dichotomie selon I'algorithme
de Brouncker.



B Calculs d'aires
Descriptif

Des caleuls d nires menés selon différentes méthodes per-
mettent d 'aboutir 4 |'introduction de I'intégrole d'une fonc:
tion continue et positive sur un intervalle [a. #] de R en
moentrant alors la puissance de caledl gu'apporte dans ce
domaine la détermination des primitives. Différentes
approches sont possibles : méthodes historiques d’appraxi-
mation des oires. methode des rectangles et des tropezes
pour [*aire sous urie courbe, méthodes probabilistes et bien
str le caledl intégral.

Ce théme est |'occasion de reveir les aires des figures planes
usuelles : triangles, trapézes, rectangles, carrés et disgues,
ainsi que |'utilisation de proprietes classiques : additivite,
invariance par symetrie et translation

Les caleuls d'aires par approximaotions successives se prétent
tout particuligrement & la mise en c2uvre d'algorithmes
notamment dons le cos d'aires sous des courbes de fonctions
dont on ne sait pas déterminer de primitives. Leur histoire
etles differentes méthodes peuvent aussi étre sources d'ex-
posés réallsés parfes &léves.

Ce théme peut s'etendre a des calculs de volumes notam-
ment pourdes solides de révolution (cylindre, céne, sphére,
pamboloide de révolution ...).

Problémes possibles

« Quadrature de la parabole par la methode d"Archimede.

« Quaodrature de I'hyperbole par une ou deux methodes
{Brouncker, Grégoire de Saint-Vincent),

a Approximation de 'alre scus la courbe de la fonction
exponentielle sur [0,7] par la méthode des rectangles.

= [stimation de |'aire sous une courbe par la methode de
Monte-Carlo.

+ Approximation de i et alre d'un disgue.

Contenus associés

Lirmites de suites.

Intégrale d’une fonction continue et positive.
Primitives.

Continuité et dénvation,

« Probabilités.

Exemples d'algorithmes

= Calcul d'un terme de rang donné d'une suite.
+ Recherche d'une valeur approchee de precision donnee.,

B Répartition des richesses, inégalités
Descriptif

L'etude de la répartition de richesses dans la populatien
d'un pays, des salaires dons une entreprise, etc, et la com-
pargison des differentes répartitions sont des occasions
de réinvestir des connaissances anterieures de statistique
descriptive et de construire de nouveaux outils d'onalyse
faisant intervenir les fonctions d’une varioble (notamment
des fonctions de répartition) et le caleul intégral,

Problémes possibles

+ Courbe de Lorenz  sur des données réelles, presentation,
définition, lecture, construction d'une ligne polygonale a
partir des quantiles, interprétation. Modélisation par la
courbe représentative d'une fonction continue, croissante,

canvexe de [0,1] dans {0, 1] et ayant 0 et 1 comme points
fixes. Position por rapport a lo premiére bissectrice.

s Indice de Gini : définition, calcul, interprétation
comme mesure du degré d'inégalité d'une répartition,
Comparaison de plusieurs répartitions. Evolution de P'in-
dice sur une périnde.

Contenus associés

= Statistique descriptive : caracteristiques de dispersion
{médiane, quartiles, déclles, rapport interdécile).

= Fonctions d'une variable.

= Convexité.

= Calcul integrol

B Inférence bayésienne

Descriptif

Le rolsonnement bayésien est @ la base de nombreux
algorithrmes de dédsion el se retrouve dans de nombreux
domaines pratiques - sport, médecineg, justice ... ol "on
doit misonner a partir de prabahilités et d'informations
incompletes. Il s’agit icl de decrire et mettre en ceuvre les
principes du calcul utilisant des probabilités conditionnelles
el notamment la formule de Bayes pour |'inversion des
conditionnements.
La question d'intérét est représentée par un EvEnement A
de prababilité { A], dite probabilité a priori. L "observation
d'un événement B conduit @ remplacer la probabilité a prior
P(A) par la probabilité conditionnelle £ (A ), dite a pos-
teriod, Lo formule de Bayes
_A(B)P(A)

A=A
permet d'exprimer lo probabilité a posterior! lorsque |'ex-
pression du second membre est évaluable. Elle montre la
distinction essentielle entre Py (A et P, (B). Bien com-
prendre cette distinction est un objectit majeur.

Problémes possibles

= Tests binaires pour le diagnostic médical, Notlon de vrais/
faux positifs et negatifs, sensibilité, spécificté, valeurs
prédictives positive (diognostique) et négative, lien avec
les probahbilités conditionnelles. Tests de dépistage de
sensibilite et de specificite donnees ! etude des valeurs
prédictives en fonction de lo proportion de malades et
interprétation.

= Exemples de problémes du type : « De quelle urne vient
ler boule ? i,

Contenus associés

= Probabilités conditionnelles, inversion du conditionne-
ment, formule de Bayes.
= Ftude de fonction.

B Repeétition d'expériences
indépendantes, echantillonnage
Descriptif
Ce théme vise @ illustrer le modéle probabiliste de la répét-
tion d'expériences aléatoires indépendantes et de |'echan-
tillonnage ainsi que ses applications al'inférence statistigue,
ou il s'agit, & portir de |'observation d'un échantillon, d'in-
duire des proprietes de o population dont || estissu.
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Le schema de Bernoulli et la loi binomiale forment un cos
fondamental, ol il 5 ogit de considerer d'une part des pro-
babllités ou praportions théorigues, et d'autre part des fré-
quences observées.

La réalisotion de simulations est indispensable. Test I'oc-
casion de montrer I'intérét de laloi uniforme sur [0,1] pour
simuler d” autres lois parmi lesquelles les lois uniformes dis-
cretes ot les lois binomiales.

Probldmes possibles

= Tirages oléatoires ovec remise d'une boule dans une
urne contenant des boules de deux couleurs différentes.
Simulations. Calculs de probabilita.

« Test d'une piéce, par construction d'un intervalle I centré
enmi2 tel que P(X e [)=1- oit X est une variable alga:

3

toire suivant la loi binomiale ﬂi(n. %J

= Suméservation, Construction d'un Intervalle L de lo forme
[0, k] tel que P(X 1) =1—a ou X est une variable aléa-
toire suivant la loi hinomiale Wil p).

+ Sondages par echantillonnage oléateoire simple.
Fourchette de sondage. Réflexion sur la realisation effec-
tive d'un sondage el les biais possibles (représentotivité,
sincérité des réponses, etc.).

» Démarche des tests d'hypothése et de I'estimation. Les
absernvations etant vues comme un echontillon aleatoire
d'expériences régles par une loi inconnue (@ découvrir), il
s'aglt de confronter une modéllsation théorigue proposée
avec les résultats mesurés. Unebonne odéguation peut per-
mettre de valider a prioii le modéle {ovec un certain degré
de confiance), tandis quel’observation o’ événements don-
nes avec une probobilite trés faible dans le modéle peut
conduire @ rejeter le modéle et @ en chercher un cutre.

Contenus associés

« Epreuve et loi de Bernoulll.
= Schema de Bernoulll et loi binomidle,
« Lois unifarmes discretes et continues sur [0, 1]

Exemples d'algorithme

« Dans ke cadre de la lol binomiale | calcul de coefficients
binomioux (riangle de Pascal), de probabilités ; déterming:
tion d'un intervalle [ peurlequel lo probabilite P(X 1) est
inférieure & unevaleur donnée e, ou supéieured 1 — oo

e Simulation avee Python d'une variable aleatoire (de la loi
de Bemoulll. d'une loi uniforme discréte, etc) d'un échan-
tllon de Laille i d'une varioble aléatoire, Fonction Python
renvoyont une meyenne pour un échantillon. Série des
moyennes pour Y echantillons de taille # d'une voriable
aleotoire d'espérance p et d’écart type . Calcul de Fécart
type s de la série des moyennes des échantillons observes,
a comparer & o/ +/n. Calcul de la proportion des cos ol
I'6cart entre m et p est inférieur ou égal & ko /Jn oud
ky, pourk=2o0u k=3,

B Temps d'attente
Deseriptif

Certains phénomenes physiques (temps de desintegration
d'unatome rodioactif) ou biologiques (durée deviede certoins
organismes) possédent la propriété d'absence de mémoire.
Leur modélisation mathématigue repose sur |'utilisation des
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lois geometriques et expanentielles selon que le temps est
considere comme discret ou continu, La loi geometrigue est
vue soit comme la distribution du premier succés dans un
schéma de Bermoulll, soit cormme une loi discéte possédart
laproprieté d’absence de mémoire. La loi exponentielle peut
&tre introduite & partir de b proprieté d' absence de mémoire.

Problémes possibles

= Durée de vie d'un atome radioactif. Discrétisation d'une
variable aléatoire sulvant une lol exponentielie.

= Exemples de modélisation par une variable aléatoire sul-
vant une loi géometriqgue ou expenentielle : durée entre
deux appels telephoniques, duree de vie d'un composant
glectronigue, période de retourde crue, etc

« Utlisotion de la lol uniforme. Temps d attente  un amét
de bus, paradoxe del'inspection.

Contenus associés

s Loisd densité.

= Loi geometrique. loi exponentielle:

= Absence de memoire, discréte ou continue.

Exemples d'algorithme

s Simulation d’unevariable aleatoire de loi geométiigue a
partir du schéma de Bernoulli.

» Simulation d'une loi exponentielle & partir d'une loi
uniforme.

s Demi-vie d'un echantillon de gronde taille d’atomes
radioactifs,

B Cormrélation et causalite

Descriptif

Atravers I'8tude de séries statistiques i deux variables, ["ob-
jectif de ce théme est d'amener [’ éléve a évaluer une corré-
lation entre deux phénoménes, & développer une réflexion
critique sur le lien entre deux phénomenes corrélés, et fina-
lement a distinguer corrélation et causalité,

C'est aussi |'occasion de travalller sur la drolte de régres-
sion, et de faire percevoir e sensde | expression « moindres
carrés ». Des ajustements affines ou s’y ramenant & 'oids
d'un changement de variable permettent des interpolations
et des extrapolations, sur lesquelles I'éléve porte un regard
crtique,

Cethémed'étude od ' innombrables applications en sciences
experimentales ou en sciences seciales. Lo cerrélation entre
deux variables peut &fre une premiére opprache vers une loj
deterministe ou non. Quand une des variables est le temps,
le probieme de I'extrapolation prend souvent une impor-
tance particuliére, comme le montre I'exemple du change-
ment climatigue.

Problémes possibles

» Etablissement de la loi d’Ohm.

= Loide désintégration rmdioactive.

« Evolution de la température et des émissions de gaz @
effet de serre dons |e cadre du réchouffement climatique,

s Loide Moore,

Contenus associés

e Fonctions usuelles.

Représentations graphiques.

Minimum d'une fonction trindme.

Sérles statistigues & deux variables.



Contenus

B Analyse

Suites numériques, modéles discrets

Contenus

Déclic

Approche intuitlve de la noton de limite,
finie ou infinie, d'une suite, des cpérations
surles limites, du passoge a la limite dans les
ineégalites et du théoréme des gendarmes.

Limite d'une suite géométrique de maison

pClSItIUE Theme 2

Limite de la somme des termes d'une suite
géometrigue de ralson positive strictement
Inférieure d 1.

Suites arithmético-géomeétriques.

Capacités attendues

» Modéliser un probleme par une suite donnée par Lne for-
mule explicite ou une relation de récurrence.

s Colculer une limite de siite geometrique, de la sormme
des termes d'une suite géométrique de raison positive
etstrictement inférleure a 1.

= Représenter graphiguement une suite donnée par une
relation de récurrence u, ;= ({u, | 00 [ est une fonction
continue d’un intervale [ dans |ui-méme. Conjecturer le
comportement global ou nsymptotique d'une telle suite.

= Pourune recurence arithmetico-geometrique : recherche
d’une suite constante solution particuliere | utllisation de
celte suite pour déterminer Loutes les solutions.

Démanstration possible

= Limite des sommes des termes d'une suite géomeétrigue
de roison positive strictement inférieure a 1.

Exemples d’algorithme

s Recherche de seuils,

= Pour une suite récurrente u,,; = [ u, ), calcul des termes
surcessifs.

« Recherche de valeurs approchées de constantes matheé-
matigues, par exemple x, In 2, V2.

Fonctions : contlnuité, dérivabilité, limites,
représentation graphique

Contenus

[Dechic

MNotion de limite, Lien avec la continuité et
les uasymptotes horizontales ou verticales.
Lirnites des fonctions de référence (carré,
cube; racine carrée, inverse, exponentielle,
logarithme).

Théme 3

Fonction logarithme népérlen : rédproque
de la fondtion exponentielle. Limites, repré- :

d i 5 Theme 4
sentation graphique. Equation fonction-
nelle. Fonction dérivée.
Fonction dérivée de x > fax +5), Themes
x e e dn wly), T u(_r}z 1ety

Capacités attendues

s Calculer une fonction dérivee, calculer des limites, Dresser
un tableau de variation

= Dons e codre de la résolution de probleme, utiliser le calcul
des limites, |'allure des courbes representatives des fonc
tions inverse, comé, cube, racine carrée, exponentielle et
legurithrme.

» Exploiter Ie tableau de variation pour determiner le
nombre de solutions d'une equation du type f(x)=%,
pour résoudre une ineguation du type j(x)=#k,

= Déterminer des valeurs approchées, un encadrement
d'une solution d'une éguation du type f(x)=4.

= Utiliser’éguation fonctionnelle de I'exponentielle ou du
legarithme pour transformer une &criture, résoudre une
equation, une inéquotion.

s Utiliser lorelation In g" =n |n ¢, pour determinerun seuil.

Démonstrations possibles

= Relations In(abl=In a+In &, In( -;-J: ~Ina:

» Calcul delafonction dérivéedu Icégurithme, enodmettant
sa dérivahilité.

s Calcul de la fonction derivee de Inu, de exp .

Exemples d'algorithme

s Meéthodes de recherche de valeurs approchées d'ure solu-
tion d'équation du type f{1)=# : bolayage, dichotomie,
méthode de Newtan

+ Algorithme de Briggs pour le colcul de logarithmes.

Primitives et éguations différentielles

Contenus
Detlic
Sur des exemples, notion d'une solution
d'eguation differentielle.
Naotion de primitive, en haison avec | equa-
tion différentielle " = f. Deux primitives i
£ Théme 3

d'une méme fonction continue sur un inter-
volle different d'une constante. Exemples.

Equation différentielie ' = ay+ I, aliz et b
sant des réels | allures des courbes.

Theareme desvaleurs intermediaires (admis),

; ; Theme 1
Cos des fonctions strictement monofones. 2

Réciproque d'une fonction continue stricte-
ment monotone sur un intervalle, représen-
tation graphigue.

Théme &

Capacités attendues

= Veritier qu'une fonction donnée est solution d'une équa-
tion différentielle.

= Determiner les primitives d'une fonction, en reconnaissant
fa derivée d'une fonction deréférence ou une fonction de
ta forme 2uu’, e*u’, ou w'fu.

s Résoudre une équation différentielle v' = av. Pour ung
equation differentielle v = ay + b | déterminer une solu-
tion particuliere constante ; utiliser cette solution pour
determiner la solution générale.
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Démonstrations possibles

» Deux primitives d'une méme fonction continue sur un
intervalle différent d'une constante.

= Résolution de I'équation différentielle " = ay.

Exemple d'algorithme

= Sur des exemples, résolution approchée d’urie equation
differentielle par la méthode d'Euler.

Fonctions convexes

Contenus
Déclic
Dérivee seconde d'une fonction. Théeme 1
Fonction convexe sur un intervalle ; défi-
nitior par la position relative de la courbe Thames
- " - - 4 | = =3
représentative et des secantes, equivalence | et 6

admise, lorsgue f est denvable, avec la posi-
tion par rappart gux tangentes,

Caractérisotion admise par lo croissance de
1, la positivits de f*. Ihéme 1
Point d’Inflexion,

» Calculer |'aire sous une courbe ou entre deux courbes.
= [nterpreter une intégrale, une valeur moyenne dans un
contexte (ssu d'une outre discipline.

Démonstration possible
s DEfiveede 3 I ._Hijuh lorsque / est une fonction conti-
nue positive croissante,

Exemples d'algorithme

= Méthode des rectangles, des trapézes,
« Méthode de Monte-Carlo pour un calcul d'aire,

B Probabilités et statistique
Probabilités conditionnelles
Contenus

Declic

Probabilités conditionnelles, Inversion du
conditionnerment, Thame 7

Formules de Bayes.

Copacités attendues

¢ Reconnaitre sur une représentation graphigue une fonc-
tion convexe, concove, un peint d'inflexion.

« Etudier la convexité, la concovité, d’ une fonction deux fois
derivable sur un intervalle.

Intégration

Contenus

Déclie

Définition de I'intégrale d'une fonction
continue et positive sur [a, #] comme agire

sous la courbe. Notation r F(x)dx. Relotion
de Chasles,

Vaeur moyenne d'une fonction continue sur
[a, #). Approche grophigue et numeérigue,
Lo valeur moyenne est comprise entre les
bomnes de la forction.

Approximation d'une intégrale par lo

méthode des rectangles.
Théme 5

Présentation de I'intégrale des fonctions
continues de signe guelcongue.

Théaréme :si [ est continue sur [, b, lafone-

tion - definiesur |a, bl par F(x)= J'"j'{.",ld.'
i

est derivable surla. #] et o pour dérivee f.

Caolcul d'intégrales a I'aide de primitives !
siF est une primitive de /', alors

[ (xyax=F(6)- Fla)

Capacités attendues
= Manipuler les probabllités conditionnelles.
s Distinguer A (A) el £, (B).

Lois discrétes

Contenus

Déclic

Lol uniforme sur {1, 2, ... . n}. Espérance.

Epreuve de Berroulll, Loi de Bernoulll ; défi-
nition, espérance et ecart type,

Schéma de Bemoulll. Représentation par
un arbre.

Coefficients binomiaux : définition (nombre
defacons d'obtenir succds dansunschéma | Théme 8
de Bernoulli de tallie n), triangle de Pascal,
symétrie.

Variable oléatoire suivant une lo| binomiale
B(a, pr). Interprétation : nombre de succés
dans le schéma de Bernoulli. Expression,
esperance et ecart type (odmis).
Représentation graphigque.

Lol geométrigue ; définition, expression,
espérance (admise), représentation gra-
phique et propriété caroctéristique (lol sons
mémaire).

Théme 9

Capacités attendues

= Estimer graphigquement ou encadrer une intégrale, Lne
valeur moyenne
+ Caolculer une integrale, une valeur moyenne.
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Capacités attendues

s [dentifier des situations ol une variable uléatoire suit une
loi de Bernoulll, une loi binomicle ou une loi géomeétrigue.

» Déterminer des coefficients hinomiaux al' nide du triangle
de Pascal,

= Dans le cas o0 X sult une loi binomidle, calculer & I"aide
d'une calculatrice ou d'un logidel, les probabliités des
evenements detype PIX =4) ou P(X = k), etc. Calouler
explicitement ces probabllités pour une variable aléatoire
suivant une loi géometrique.



« Dans le cas au X suit une loi binomiale, déterminer un
intervalle | pour lequel lo probabilite P(X 1) est infe-
rieurs & une valeur donnée o, ousupérieure a 1 - o,

« Dans le codre de la résolution de probléme, utiliser 'es-
pérance des lois précédentes.

« Utiliser en situation la caractérisation d’une loi géome-
trigue par I"abseénce de memoire.

« Calculer des probabilites daris des situations faisant nter-
venir des probabilités conditionnelles, des répétitions d ex-
pérences aléatoires,

Démonstrations possibles

« Espérance et écart type d'une variable aléotaire suivant
une lol de Bernoulli,

+ Espéerance d'une varable oléatoire uniforme sur {1, 2,
1

= Esperonce d'unevariable aléatoire suivant une binomiale
(r=3).

« Coracterisation d'une loi geometrique par I'absence de
meémaire.

Lols @ densité

Capacités attendues

» Déterminer slune fonction est une densité de proboblliteé,
Calculer des probabilites.
e Calculer I'espérance d'une variable aléctoire a densité.

Exemples d'algorithme

« Simulation d’une variable de Bermaoulli oud'un lancer de
dé (ou d’une variable uniforme sur un ensemble fini) &
partir d'une varioble aléotoire de loi uniforme sur [0,1].

= Simulotion du compertementde lo somme de n variables
aléataires indépendantes et de méme loi.

Statistique a deux variables quantitatives

Contenus

Declic
Nuage de points. Point moyen,
Ajustement affine. Droite des moindres
carrés. Coefficlent de corréiation.
Theme 10

Ajusternent se ramenant par changement
de voriable & un ajustement affine.

Contenus Application des ajustements a des iInterpo-
Diclic lations ou extrapolotions,
MNaotion de foi a densite a partir d"exemples. —
Representation d'une probabilite comme une RoApmCRLEN
cire. Fonction de répartition x - P(X < x). = Représenter un nuage de points.
- . - — — » Calculer les coordonnées d'un point moyen.
Espérance et variance d'une loi a densite, = Déterminer une drolte de régression, & 'aide de |a calcu-
expressians sous formedt integeles: latrice, d'un logiciel ou par calcul.
Lol uniforme sur [0, 1] puls sur [a, &1, Theme 9 e Dans |2 codre d'une résolution de probleme, utiliser un

Foriction de densité, fonction de répartition.
Espérance et variance,

Loi exponentielle. Fonction densité, fonction
de répartition. Espérance, propriété d'ab-
sence de mémoire.

ajustement pour interpoler, extrapaler.

Démonstration possible
e Droite des maindres corrés.
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Calculatrice

Casio

WYi=Re2aC8=1 3,_(&'5*3} :

AT

rpour chiaisir le menu :

g paur cakculer

iy Pour utiliser l=s fonctions

T dastatistiques et de probahilités

Je retiens les principales touches de la GRAPH 35+ E

pour chaisir une commande écrite
en bas de |'écran

g4 paur tracer des courbes et utiliser le
T solveur grophique
igg paur tnbuler une fonction

B POur ecrire et exéouter un programme
\

g = = m
pour accéder 6 des commandes, dossées

| par grands themes : W&y, 5 ou 0

-
la variable « & » lorsqu'on définit
| ure Fanction dans les menus 2 el Frd

(pmr calculer avec des fractions

pour paraméetrer lacalculatrice : angle
en degré ou radian, guadrilloge affiche
aupon, ...

__—[paur Elever & une puissance, exemple 23 ]
\(pmu slockesr une valeur dans une varable )

ﬁl ne pas confondre ces deux touches |
i) pour ke signe négatif d'un nombre
- | pour I'opération soustraction

Je calcule des probabilites et j'etudie

1. Caleuler et utiliser un coefficient binomial dans le menu |

a On ut;llsemubtenu par OFTN BERE

des séries statistiques

(10 (10
fit: | =210
pour cnlruier[ b J ioc4 \ . ool onlit| }
b. On peut en déduire la probublllté 18C4xE,. 27 xE, 8
&, AESAEAES4 lit P(X =4)= 0,088
PE=4) [ ]"Dz'x(]aﬁ SRRRRE _—(ﬂ"' (K=o ]

2. Calculer une probabilité mettant en jeu une loi hinomiale dans le menu 55

Sélectionner puis BT (ei binomicle). On traite |'exemple d'une variable aléatoire X deloi binomide n = 10et p=0,2,

a. Calculer P(X =3) avec i
Bitomial P.D

b. Calculer P(X =2) avec S

. Caleuler le plus petit entier £ tel
que P(X =k)=0,975 avec [

D Binomial C.D
Data tUariable Data ll.zlar*mble Inverse Binomisl
Hwntmial:;laz Mx=3)=0,201 Hmtr:aIHIEZ FlLX o?nlmﬂﬁ-?ﬂ ﬁﬁga ,Uag%gbla

2| Mx=3)=0 8.2 | F(X<2)=0, 116

N Save ReciNb mLrialsle

Binomial C.D

Bi 1
mom:.g misl CeBoges

23152659

Saue Res None
CALC

Invers
xInv=

3. Etudier une série statistique & deux variables et déterminer |'équation d'une droite de régression dans le menu 28

a. Onsaisitlesdonnées dans chague b, On calcule les indicateurs

avec & L'éguation v=ar+4 de la droite

liste méi de régression s'obtient avec {35 5 et
List | ]uise @lust 3]st u Uamable — b =
Sk : ,
s Li naarR Caxth)
3 lu| FESEY =
¥o= 5 i —
% B Fy2 =1.6396e+18 _eagg?g%;
| IEIETRREG, SET, S——
LR on lit (%), coordonnées HE;:g bgg?g‘%gg
Dans @YIE puis {54 on indique : du point mayen I frird

BUa Gist irisv
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J'étudie une fonction

On traite |'exemple de la fonction f définie par
flx)==0252 —x+1sur [-6;3]

1. Saisir | 'expression de f: menu Béd ou it

(

b

X est obtenu par %8T )

i
—#t1

LIt

Y1EB-8.25% E—3

2. Dresser le tableau de valeurs de f: menu HoY

a. Définir les paramétres de tabulation : §3)
Table Setiing

/—(debut et fin de I'intervaolle d'étude \l
5)
pas de latabulation

b. Afficher le tableau de valeurs : [EER
¥1 =-%- ZEHE—H‘H
-

[ ] “—(on se déplace avec les fieches }
-3 |I-E

-2
[Fokr [P P [EDTT [Gcor [G-FLT

Start:
End =3

- =[. 85

4. Utiliser I2 solveur graphique dans le menu 225

a. Le sélectionner - sHIFT) TN

/’7<'°—‘ pour fes acines
o —
////..a:’\'\,\ { pour les extrema. |
our | nts d'intersection
[Ro0T A= [MIr! frie !IE;‘I'_I'(F ool 1 ; J

5. Caleuler un nombre dérivé ou uneirtégrale : menu =

3. Tracer ', et se deplacer sur &, : menu i
a. Définir la fenétre d’affichage : SHIFT
W % quw /.-(.t comptis entre -6 et 3]

echielle sur (i)

_—\-( veompris entre =3 et3j

b. Trur.er“f.-.l,- et se déplacer sur @, SHIFT
Wi=-8, 20K -R+1

on déplace le point
avec les fiéches

/Wm litses cnorrjonnees)
H=-1 =115

b. Chaisir I'instruction souhaitée et lire la solution
Wi=-8,20x8-1H+1

//—%\\k | le maoxirmum est 2,
A%

=2

6. Calculer et représenter une intégrale : menu i

d [ z Vi=-8.28K2-%+1 T T
o (-3x2-3%e1)| ——{lergela ) ( © on sélectionne
d =1 y :

; : -9 _ | sy, T § ouis [
I_ | SSHE-Z04 Lo iy CECEE) ; ar _ —

[ onlit ] A CHPER 7 on renseigne les J

2 m IJ,I‘J"(.I'}-&‘IJ —236 Fd%=E. 35 bornes iower et upoer
(-m et—m obtenu par TN MJ i I"expression fix ijl 3 on lit la valeur de !'Lntégrule-)

J'etudie une suite définie par réecurrence

=20, +1,

(e}

On traite I'exemple de la suite (u, ) définie par

1. Saisir 'expression de la suite (i, ) : menu =y

[_puur avoiraccésaa, et )

Recur=ion Table Sellins
amt+iBZan+1 [—1 Start:
End =18

[

TYPE] [rﬂ"m.

avec ug==2.

2. Dresser le tableau de valeurs de la suite («,,)
On appuie sur [EF:

il an+1=2Zar+1
Rikl dndi
0
I 5
- I
3 23

FrriEE®  [WEER

pour définir " indice et la valeur
du terme initial

[

initial et final de

[ )

pour définir lesindices das termes

on se dépiace dans le
tableau avec les fléches

[ )

lo tobulation

]
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Calculatrice Je retiens les principales touches de la TI 82-Advanced

Tl

[pour accéder aux cornmandes liées aux

pour accéder aux cormmancdes figes nux
grophigues ou aux tabulations

stotistiques

pour porameétrer la calculatrice : angle en
4 lo progrmmaotion

pour acceder aux commandes liges
degré ouradion, quadrilloge afficheé ounon, ...

o our Slever & une puissance, exemple 2° J
pouw accéder o d'autres commandes, . 5 P

classées par grands themes : [T, S¥TY
ou g1:

N ne pas confondre ces deux touches
) pour le signe négatif d'un nombre

- pour l'opgmtion soustraction

N

(pou‘ stocker une valeuwr duns une variable

Je calcule des probabilités et j'étudie des séries statistiques

1. Coleuler et utiliser un coefficient binomial

a. On coleule L“}J avec i) ST puls
s | . Combinaison| . . e

4 18 Combinaison 4 an lit 1“} =710
b. On peut en déduire la probabilité : 216 L4

10 er#d. 2"40, 8°
P(X = 4]_( Jx024x0.88 - 888066384 ——{ on it P(X =4)=0,085 |

2. Coleuler une probabilité mettant en jeu une loi binomiale

Sélectionner [ELgR (touches Zode. vur'). On traite 'exemple d’une variable aléatoire ¥ de loi binomialen =10etp=0.2.
a, Calculer P(X =3) avec [iiags b Calculer (X =<2) ovec[{tluaney ¢ Calculer le plus petit entier & tel

T ETEn ; que PIX =Lk)=0975 en comptant
t.r‘iaésl 18 ﬂ:ﬁgﬁé;s éaiﬂ 1@ le nombre de probabilites F(X = 4)
e uatuwi 3| setectonner paste g value:2 qui sont inférieures @ 0,975,

F'as.t,e- —_— aste «Somme » ¢ Fde st (listes)
- 281326592 . 677799526 € n 2 ) il 5ts)
; ?iEumFRéPi 18,8.2
Y =2)=0678 i an it
P(X =3)=0201 (1073741824 .5 | |oes
sommell 148, 975D

S

3. Etudier une série statistique a deux variables et déterminer |' équation d'une droite de régression : stats

a. On sajsit les données avec e b. On calcule les indicateurs avec ¢ L'équation y=uar+# de la droite
K] iz = 3 sats’ Menu CALCRIIS2 Stats 2-Va de régression s'obtient avec s
0 G0140 | PREEER On sélectionne L, et L, pour XList et menu [F31E puis TG
: H YList puis on valide avec Calculs
3 gEaaz | on lit les cce’l-ﬁcients}
s | e detk
L3if= =1 3_% anlit [¥:F), gﬁ
= ; 3.3826474
$Gals ieionAees Begeass gk ——
n= du paint moyen )
G=63972.75 Le coefficient de corrélation linéaire
29=255891 s'obtient par voe ESTIITS puis
T2 e357e10 Men S L
iIr . oszsie3zer
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_ J'étudie une fonction

On traite |'exemple de la fonction f définie par
flx)==0252 —x+1sur [-6;3]

2, Dresser le tableau de valeursde f

a. Définir les pararmetres de tabulation : nda) dgfnie

"TEIESF T

12 iet e dibut del'intervalle d'élude |
Indent: Esk
Derend: sk

pas de la tabulation )

b. Afficher le tableau de voleurs : inde table.

S [ |
\—(Oﬂ se déplace avec les fléches J

1. Saisir I'expression de fdans f( )

Flats
((xestobtenupor sugm) | MR R

3. Tracer ', et se déplacer sur ',

a. Définir la fenétre d'affichage : feontt:

%EEEE & /6- compHis entre -6 et ?U
SSiT —{ achelle sur (Or) )
scl= chelle sur (Cx
Ymin=s=3 )
‘r‘ggi:_ —\( v compris entre —3 et 3 )

b, Tracer .- graphe et se déplacer sur 'Gf nzce:

VIE TZER RN
on déplace le point
avec les flaches

it

Vi=-2

4, Utiliser le solveur graphigue dans le menu grphe’

a, Le sélectionner ; Znde; oweds
M/E—( pour les rcines
L4~ gl =]
Iimininun | —— { pour les extrema |
5 MEX LMLM

2= égBE;EE‘Ct ———(pnur les points d'intersection J

5. Calculer un nombre dérivée ou une intégrale (menu
calculs, Touche math ) '

le réel
« dfdx » et I'intégrale
5'obtiennent par A
[T

8 nbreDérival

A, 25K°-%+1 )y

1.9
on précise la voriable

s
I_ ( -8, 25%%-%+1 )
X par x Ve g o5

[k et (Tis)
| Lt Y=i /8

b. Choisir I'instruction souhaitée et lire la solution

le maximum est 2.
alteint eny=—2

'

iy ey

6. Déterminer une éguation de tangente ou une intégrale
(menu gpe)

Eqmtinn de tangente
Inda) prgm (dessin) puis

BRI et indiguer
|'abscisse du point de
tongence.

Calcul d’une intégrale
Inde tmee (calculs) puis

EEIETE et indiguer les

bornes inférigure et
supérieure de |'intégrale.

o
/

#=1
p=-1.EH+1.2E

FECRIIx=E.LE l \

Y’etudie une suite définie par réecurrence

On traite I'exemple de la suite (u, ) définie par #,,;=2u, + 1, avec uy=2.

n : m'l

3. Dresser le tableau de valeurs
de la suite (i, ) : mde guphe

1. Definir le mode « Suite » * x| 2. Saisir I'expression «

pour définir mgt’m i pour définir

une fonction, uggm:nn - ['indice et z .
FI'DU!'UHE 'u,ac_§|?11m= la valeur du £
suite récurrente it L. terme Initial %1

[u u v s'obtlent par nda’ ;‘] LCnl= (

«n » 5'obtient par gien

:
3
E \l
on se déplace dans le
{ tableau avec les flaches

CALEULATRIEE Ti
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Calculatrice Je retiens les principales touches de la NumWorks

NumWorks

HisecEes
[ . F, = s i i
pour chaisir le menu : w A & pour valider Line instruction )
4 - pour cakeuler e
s _ !
pour utiliser les fonctions E .

AT Pk

pour revenir ou menu ou a I'instruction
precédente

E pour faire des statistiques
s lavarigble « ¢ » lorsgu’on définit une I‘cmctim)

|y PoUr etudier numériquernent une suite

U

&, Paur programimer en Python

touche « Boite a outils » pour falre
opparditre des fonctionnolités de caleuls
[gérombrement, probabilités, statistiques. ..}

o

pour paramétrer les calouls

et

s Ml cakuler des probabilités

= ésoudre des équat pour Elever a une puissance, exemple 2° )
@) Pour résoudre des équations

paur obtenir des droites et courbes

L ~-+. g régression o

ou un logarichme

pour calculer une exporientelie J

Je calcule des probabilites et j'étudie des séries statistiques

1. Calculer et utiliser un coefficient binomial dans le menu =

a. Bofte & outlls puls Denombrement puis Binomial pour

10 10 10
il 'Y =210
calculer L 4 ] [41 you an | 4 }
b. On peut en déduire la probabilite - 4 6
# s [m]ve. 2'%a.8 /—(nn it PLX =4)= 0.033)
P(X = £:J=( A ]xo.z*xu.aﬁ 4 & 02a6RE3S

2. Calculer une probahilité mettant en jeu une loi binomiale dans le menu ..

Sélectionner Binomiaie et renseigner les paramétres n et p, Ici, on considére |a variable aléatoire X de loi hinomiale

n="10etp=02.
a. Calculer P(X =3) avec b. Caleuler P(X =2) avec | c Calculer le plus petit entier & tel
e e que P(X'=k}=0,975 avec
e l..I el f:"'I:.'f‘!l d P Je B ETTIRES %
onlit on it siebe. - AN
P(X =13)=0,201 PIX¥<2)=0578 . on timnre e
A v 7 v ¥ - F % Faisant warier &

e Ontrouve k=5

3. Etudier une série statistique @ deux variables et déterminer I'équation d'une droite de régression dans le menu —

B

a, Onsaisit lesdonneesdanschoque b, On lit lesindicateurs dans|'onglet On trace le nuage et la droite de

liste dans ['onglet Données. Stats regression dans ['onglet Graphigue
ArEt Pam rﬂlf"'!'“!‘l":-‘.“ o Irt IH‘
i o : T} [ coefficients et
. Ry Piaysiine =5 133 b, le coefficient
14 £ani Ko s de rorélation »
-} ERS9E bt LT L —r B |it []_; ?}) @
Eznrt type ' L

caordonnées 4 n 12 1 a0

MaT AN e Pt el w:LEhEE
il E=EEE A el R red BEERCAN

du point moyen

Tibrs do pa1rRs

A b e
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_ J'étudie une fonction

On traite |'exemple de la fonction f définie par
flx)==0252 —x+1sur [-6;3]

1. Salsir 'expression de fdans —

[J' est obtenu par xnt g

/ > 2 :
FLX _a.- % _x.*i-

2. Dresser le tableau de valeurs de /iR s 9K,
a. Définir les paramétres de tabulation :

début =t fin
e 4 de l'intervalle d'etude
it \—(pus de la tabulation |

b. Afficher le tableau de valeurs

Pt e

: & :’./l,—(on se déplace avec les fleches J

2

4, Utiliser le solveur graphique

a. Le sélectionner : oK)

Euilin e

Interasction
Wila~ #
FHrmum
' —a.
Ya' lder laros

5. Calculer un nombyre dérive f*(a) ou une intégrale

- -
wis
'

Menu .-. avec Boite a outils
it F(x) .00

d'.FFi.--n ! r-"'---l.,s |

£ |5—(crn!it )16 ()= —1.5:|

LR () x o h)

1
2
I o WL L -
4

3.Tracer ‘6, et'se déplacer sur %, : oK
a. Définir la fenétre d'affichage : (35

[t MEET=3
/-{.rmmpns entre —6 et 3)

S, 1}
st ' () régke de fagen
automotique

b. Tracer ¥ . et se déplacer sur

——— e - on deplace Ie point
g, avec les féches
J/"'
7 on litses cnofdonnées:]

b. Choisir I'instruction souhaitée et lire la solution

le maximum est 2,
attzint eny=—2

—— ‘r
EF A a O
6. Determiner une équation de tangente ou une

intégrale dans le menu —

Une fois la courbe €y tracée, appuyer sur 0K) puis sélec-

tionner I puis les outils Tangente ou Intégrale.

i AERlel TS FilpdeE e i e AL .
s i O]

Entrer la beme inférieure
et supérieure puis 0K,

Entrer |'abscisse du point
de tangence puis 0K,

On traite I'exemple de |a suite (x, ) définie par u, ;= 21, 171, avec u; =2,

1. Definir la suite en cholsissant son « type »
« u, (explicite) ===

.. Rel
* it,41 (recurrente d’ordre 1) e

(Jr,. s'obtient par dpha Y * xnt ® ] o

FRIA FRicher les valeursfadragler I'intervalle$

TN
I TT R
Enn se déploce avec les Méches re——t
. -
L3 =
L ar

CALCULATRICE NUMWORKS



Theme 1
mﬁhode

& fla)=2x (o -1)e3x? =637 =)
flr)=0mbxrt (P -1)=0 d=00u P~ 1=0%5x=0ou
=1
La courbe ' admel doncdeux tangentes horizo ntales au paint
d'abscisse x=0et x=1.

I f(a) =3 —3=3{e*-1). Ona donc :
i —2 0 1
f'lx] = B =
(-2 1
f) fi-2). ‘-2 « F(1}

fl=2)=e®+7~7,002

fli=e*-2=~181

2.En appliquont la proprigté des valeurs Intermédiaires, on
trouve deux selutions & |'équation f{.t)=3. Une solution x;
cur Fintervalle [-2:0] et une solution x, sur intervalle [0 1].
3. Par balayage a |la calculatrice, on trouve .o=-061 et
13 ~0,38,

10 1. Par lecture graphique, o courbe semble en dessous de

ses tangentes sur [-2:1] et sur [4:8], et au-dessus de ses
tangentes sur [1:4]. On en déduit que o fonction ¢ semble
concave sur [-2;1] etsur [4:6] et convexe sur [1:4],
2. La fonction semble changer de convexité en x=1et x=4.
La courbe semble traverser sa tangente en ces points et
admettré un point d'inflexion au point d'obscisse 1 et un autre
au point d 'abscisse 4.

1 ¢ |-1 62

_- 8|
9|+ 0 -

|~ R

+ |

18 1. Fle)=fd—97 2% et fP(o)=12x2—1Br—12.
Ona A=900&t v,=—0,5=t »,=2, Dol le tableau de signes
dej”:

X —% 5 foo

2
IIEEEEE
2.5ur == —0,5] etsur [2;+=|, /" est positive, donc f* est
croissonts et f est convexe.
Sur [-0,5:2], F" est négative, donc [~ est décroissante et f est
concave.
Lacourbe de f admet deuxpoints d'inflexion : aux pointsd’ obs

cisse —0,5et 2.

Y'évalue mes connaissances

T.hete 2.0 3.b
B.aete 7.0 8h

vral,
Ol fﬂlm ?

Portie A. 1. Foux 2 Vi

&, betc 5.0
9.a,betc

3 Foux 4 Foux 5 Faux

PartieB. 1. Faux 2.Vl 3 Faux 4. Yrai

294

Gxercir.es

B8 1. 1'te)=—
g

—x=1 Y —Bu+3

o A gy '
2. Flxl=2 3 flx)=
Jix) Fix) [2_‘]:_3]2

(x24 1']2

48 1. Flx)=3x2 -6x+4
A=-12=0 donc " est positive et f est croissante sur B

2. f(x)=—03e%" donc/’ estnégative et { est décroissante
sur .

3. fr(x)=

[ x +2}2
suf |2 +sa]

L f'x)=-8e?" donc " estnégative et f est décroissante sur i,

donc §° est négative et / est décrolssonte

55 1 fia)=3312=3(x=2)(x +2)

v |-3 -2 2 6
= | !
x| o+ 0 - 0 =
_16 144
f(x) " >
-16

2. 5ur [=3:2], le maxirmum de f est 16, I'équation [{.)=30
n"admel pas de solution,

Sur |2:6| .f est continue, strictement crolssante, a valeurs dans
[ 7(21; /(6)] et 50<]F(2), f(B)], donc par lo proprigté des
valeurs intermédiaires I'éguation f{x)=50 admet une
solution.

Sur |-3:6/, I'tquation f(.x )= 50 admet donc une unique solu-
tion notés

3. 4ap<5

4. Vi

w71 | 47987
472 |u8s1y
473 49 864

mq 49 616
H. 75 E0.172

476 | 5073
y7? | 51281

474 =575

58 1.vrai 2. Vi 3.Foux 4. \rai

BS 1. Foux 2. Vrai 3, Vrai 4.Faux 5. Vral

Bxercices emmm

n 4, Lo courbe 3 est positive, négative puls positive et s'an-
nuleen x=1et x=3, Ce qui correspond aux variations de f.
C'est donc la courbe de 7,

2.0 Ij-{‘l}—'j—"x‘l;*‘tlxll!-t-lllﬁ'lézl"i‘ll*lll

,,ff_i}:%mﬁ +a%3? +bu3=2—:+9u+3h

bb. La courbe € passe par les points A(1:1) et B{3:0) donc
f(=1et f(3)=0.

]1+u+b=1
On doit donc résoudre e systéme ;_*?
5 lT +%u+3b=10

On trouve ; a:—E elh=—,

2 4
O'an f:'xiatl'.ra—%.r2+%t



3. f"{.t):ga}—.}a +2

i l'1]'-~——3- E-D et f*(3)=0.Donck courba ¥ admeat deux
tnngentes hurizontales oux points A ot &,

I 1. 7(Q)=".44, La glycémie est de 1.44 g/lau moment de
I'injection,
2 f(1)=—048e "* donc/” est négativeet f estdécroissante
sur [@:7].
La glycemie diminue au fil des heures.
3.0 f(05)=124. La glycémie descend @ 1,24 gramme par
litre en environ 30 minutes,
b. 144-05=0.94

f(22)=09432 et f{2,3)=0,935 donc au bout d’environ
2.3 heures, la glycémie a balsss de 0,5 gramme par litre,

B4 1, La fonction §* est positive sur | == - 2] et négative sur
[-2:4=s] . Danc la fonction 1 est crotssante sur J-==:-2] et
déeroissante sur [ -2 +=] ce qui correspond @ la courbe 0,
Lafonction f est décroissante sur |—==; 1] et crolssonte sur
[-1:+es| . Donc la fonction " est négative sur J-s=;~1] et
positive sur [—1; +==[ ce qui correspond & la courbe .

2. Lafonction f* change une fois de variation en = -1 donc
la courbe de [ admet un point d'inflexion en x=-1.

Théme 2

ﬁéthode

a 1. v, semble tendre vais 0,
2 o En factosisant la forme inltiale par » au numérotewr et
dénominateur, on obtlent la forme proposée.

b lmon +;;+w par somme, donc Inm v, =0 par
L L S
guotient.
1-0,51°
5 = -
L Sp= 1205 1898
1—15" 1-11"
2. Sw= —2= *—;Ij:s— ==2267 3.8y ;-i('x—.l_—{T—'-'- 6375

Yeévalue mes connaissances

1.b Za 3.c 4.b S.d

vrai
ou falk ?

Partie A. 1. Faux: Lo limiteest 1.
2. Vral. Par comparaison,
3. Vral. Théorérme des gendarmes.

Partie B. 1.Faux. &, =25 donc (4, ) ne peut étre arithme-
tigue de raisan 1.8

2.Vral. On édit v, et o ohtient 0.7, .

3. Faux, C'est+6 et non —6.

4. Faux, (#, | converge vers 6.

Gxercices

48 1.En 2021, I'etablissement scolaire comptera
0.7 %1000 +350=1 050 éléves, ce qui correspand @ 1.

La situotion 1 est modelisés par o sulte [1.-,:'] et lo situation 2
par lasuite (u, ).
2.0, =103, —50
3.0.v;="1085

Ve =071, +350
bouy = 81633€

53 1. ¢ r=08c+1< x =5, donc les deux droites sont
sécantes an A(5;5).

1. boet 2. o Voir graphigue
cl-contre.

b {u, ) semble &tre crolssante et
lim &, =35

i

T e e
.

-

-09"
—;i-—-ﬁ-—-'lﬂﬂ —0,977

« 0<0.9<1, done lim 0.9 =0,
o

61 1.5 =1x

Par différence et produit lim 5, =10.
s
1

2o, -1x1_(§] 1 [3]1]

1
LS
-I -
e =<1 im|=| =0.
Q 3 ,cone lim (BJ 0

He=gtmal

Phrdlfféranceetpmdmt |Iﬂ“| T,

le

66 1.1l perd 20 % chague ¥
année, cela revient & multiplier
I"effectif précédent par 0,8. On
rajoute 1, gui correspond en
dizaine de milliers aux abeilles
rachstées.

2.0 et b Volrgraphigue ci-contre. §
Lo limite sernble étra 5,

oo vy =i, —5=08u_,—4=0,8{n;-5)=0,8v_donc(w,)
est geométlrigue de roison 0,8 el de premier lerme
Vg =tig—53=—4,

b. v, =4y=0,8"donc i, =, +5=5-4x0,8".

c. Q=08=1 donc lim 0,8"=0. Par produit et somme,

TR o

lim u, =5. Ao bout d'un long moment, la papulation d'abeilles

e

va s rapprocher de 50 000 et =2 stabiliser.

i 5 X
1y i‘f i

Gxerci ces

68 1, Hy = 1y * g donc lasuite n'est pas orithmétique.
g =0 et 2 4% ne peut étre égal & 0, donc la suite n'est pas
geométrigua.

2 fx)=—02r2+06x+2 3.u;=2hetn, =12

w1 lim by = e Ilm by =—oo ) lim a4+ 0, =400

e st M=t

2. llm ., =+oa; lim 1,,--—«:; Fm o, + ¥, =—eo

ik oo 0t B bt

3 lim =+ lim v, == im o+, =1

] Wohtog Mot

[Is'agit de formes indéterminées.

B4 Leng=11,=05 ;=15 u="4
s, =y, dont [y, ) End vers +o=

u
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Corrigés

2eig=Tim=112=5:1=5
a4, =, donc (u,) tend vers +=

2o V2
Fomug=1; u.,=-2-—1 tig=—3; u3=T~3
w i, =y, donc (u, ) tend vers —e=

V33 6 3
G oapy=T1;m= = ujzﬂLS—_E ' ;13——1—E
oy, = v, donc (i, ) tend vers —e=
Seug=Trm=4m=10=16

« 4, = (=1 done (i,) tend vers +2

B2 1. {u, ) est decroissante et tend vers 4 en +e=.
2 (u,) est croissante et tend vers & en +e=.

ﬁefhode

-m Ona ||I'l1[_r+1,'l 3et Ilm{Z— J=0 donc, par quo-
tient, Irr]if[x)=~qo =

=3

o(eg) 1l
T4— T+=
o Pourtout «>2, f1)=—mr &

X -%—1] £
A
fim (1+-:—_J.—.1 et fim [-——‘I] -1 done, par guotient,
A=l o ) F-fen
rIIm flx)=-

« La courbe '€, ndmet la droite d"équation =2 pour asymp-
tote verticale et la drolte d'égquation y=-1 pour asymptote
horizontale en +e=.

5 fonction C est la primitive de la fonction £ qui vérifie
la condition Ci0)=3.

Ona Clg)=—g° +155-10% %ze-u'? +k, soit

Clg)=—g* +15¢+ 50692 + & o k=K.

Or ({0)=50+k=3 donc k=—-47.

Alnsi C(g)=—g*+15; + 506021 — 47.

E 1. L'équation (£) s'8erit ¥'=—y donc flx]=ke ", ol
beR. O f{0)=k=T Donc f(i)=e".

n
2. L'éguation (E) s"écrit v =_%’_v donc f{x)= ked',

1 1
Or fl-T=ke3=3,d'ouk=3e3.
T '1(*‘ i
Donc flx)=3e3" .

!ﬁf'eﬂ solution de (E} si, et seulement s, pour tout réel x,
FU)+27 [ x)=e¥.01 [ (x) =30 donc Jue™ + Znedt =,

ce qui équivaut @ S¢=1, et denc o = %

& 1.0n cherche une fonction constante u:x (- o solution,
Pour tout xR, w'lx)=2u(x)-5, avec ¥’ (x)=0, Le réel ot

vérifie donc 20 —5=0, soit m-=%.

Ona donc fix)= ke +§-. oil keR.
5

fi0)= k+5=3 dumk:% Dol f(x]z_—e +-§.

2. L'eéquation s'écrit y'=;§—y+—2—. Lo fonction constante i

5
définle p‘u:lr u(:):—% est solution de I"2quation, donc
Fiid=ker -2,
72
fin= ?.-eS——=—1 donc k=— 3° 5,
3
Denc f{x)= —%af‘"" z

J'évalue mes connaissances

1.b 2a 3. betc 4. bete

S.oelc 6. b 7.b B.a

9.g,bete 10.c 11.b

Partie A. 1.V 2.Faux 3. Vrai 4. Foux

Partie B. 1.Wrai 2.Foux 3.Foux 4. Faux
5.Foux 6. Vrai

Bxercices

@ 1. On cbtient la courbe d-dessous.

Il semble que ¢ admette pour asymptotes horizontales les
droites d'eguations v =§-"eln —== gt y=0en +eo=,
2.#0na lme'=0.donc Iirn (3+e‘!=3 par guotient,

r.—-:-.

lim ;(:x):r_.-
Eemco 3
s0Ona lim e'=+=, donc lim (3+e'}=+=, par quotient.
f"'H—'.* LR
Im f(¢)=0,
R SR

Ce qui valide les conjectures fomulées G fa question 1.
B4 1.0na F[.r)-——.-%x"—e" +k, ou ke,
Or FO)=—T+k=—1,d'00 k=0,
Danc F{.r):%ﬂ—.e*-‘.
2.0na fix) =~%x.(_2m-=“], donc :
F{,-:]=—% 2 4k, ol kel
Or F[1]=——_ir-_a‘“'+k =0.;dun:k=%e-‘".

T e
D'od Fla)= 58 +§.E I
T2 1 pourtout 130, ona C()=ke=09%, o k=R,
Or C[0)=&=10.donc C[r)=10g 0008,
2.002 5‘}:9,& La concentration de socehaross au hout de
2 h 30 est d'erwiron 9.8 mall-.



27 1.y est solution de (£) i, et seulement si, pour tout
réel x, «'(x)+3u(x)=e2, avec «'(x)=22e™. Donc
Zue™ +3ae™ =e™, ce qui équivaut @ 5a=1, et donc & ='15‘.
2 Pourtout réely, *[5)=—3ke-3c+ %elf -

Fa ()=t 4 gt 43 ke g
Done f(c)+3/{x)=e". f est bien solution de (£).

ﬁ 1. Pour tout réel x, W (1)=0 et ~Su(x)+1=0, done
i’ [ ) ==5ulx)+1. 1 est solution de (£),

2. Les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur B par
f[.r]:ke-"s'-_l-%.nﬂ k=R,

Bxercices =

9 10na [Fmﬂ[zxju-wgt lim e =0,doric im e2*=0,

3 K- Ao
Par différence Im f{x)=0.
Loe b
L'axe des abscisses est donc asymplote d € en —e.
2 Ona f(x)=e"(1-e").0r lim &* = 4o et lim (1—2')=—ss,
I E

done par produit im f{x)=—e=.

ﬁ 1. F est dérivable sur B et. pour tout x e[
Fx)=—-3e*+(-3x+1)(-e™)
=(~343x e =(3x —4)e"* = f(x)
Danc F est une primitive de fsur B
2. Les primitives da { sur [ sont définles par:
Gle)=F(x)+k oukek.
Or (7(0)=F(0)+k =1+k=3, donc k=2,
Donc G(x)=(-3c+ e =+ 2.
3. Les primitives de / sont les fonctions définies sur [ par :
Hix)=(-3z+1)e= +x2—3x 4k, 0l keR

107 1.0 £7(0)=37(0)-5.donc f/(0)=-8.
b Toyv=f(0)(x-0)+ f(0), donc;
riy=—8x—1
2.a. On cherche une fonction constante v - o solutian,
Ona ' [x)=3ulx) -5, avec u'(x)=0. Le el g verifie donc

Jni-5=0,s0it x = %
On adone f(x)= ke +§,. ol keR,

Or 7(0)=k+5 =1, donc k=—3.
| __§_--_u E

Dane )= 3¢ t3

b.Oia ,r-'[x)=—§x3f=r =—Be™ Onietrouve f(0)=—8,ains

que I'équation de lo tangente. _

J.0.=0na lim (3r)=—=¢et im e'=0,donc lim e**=0.

b et Tpwii

Par somme fim f'[x):-g':

+Ona lim (3x)=+= et .xllm 8% = tes, donc lim e = o,
Kl eyt Lt

Par produit et somme lim f(x)=—e,

an:nurhe'}%, admet ladroite d'équation y=§ paur asymptote

harirmnlole en —o

b Pour tout réel v, [ v)=—8e%",

Or, pourtout v= I, &' =0, donc f“(+)<0.

La fonction / est strictement déoroissante sur [,

3. Foux L Nmi

ﬁ 1 Foux 2. Faux

& 1.Pourtout réel v, et +1>0, donc Infe* + 1) est defiri.

! |
2. ,f'[xl=ﬁ donc. pour tout réel v, f'(x)>0 donc/ est
croissante sur [l

% F(0)=In2 et '(0) =% . D'od I'éguation de Ja tongente !
1 1
¥= i':»’f —0)+ .hz'-i-“‘ in2

£, Groskl fraskd Sraskd
ayaminle®s1)
INY 09, SR+ LN 2)
INa=

m‘ 1. 543x22=1000 g.:ﬁ-;%
995 '"(%]
ﬂﬁuh[Z}’Sﬂn—-a_ tr = 2 -
(2
3 =84 done n=9
= Wi L,
2. 5+3x0.% =507« 0.5 EEDD
'y
. 1 300
@J‘?Iﬁ[urs:lﬂéhmﬁnz ||'|:D|5
13
In —J
300) In300 . .
WS = dag T oeencn =9
i - 1
35-3x0,5 = 4999 0,5 ﬁiﬁ'ﬂ'ﬁ
In(-—-:l——]
_ 1 3000
ﬁulﬂ{ﬂj)ﬂhzammna 0.5
(530
SR lniumv-'[‘l‘.ﬁdmn;ﬂ

In0.5 2

J'évalue mes connaissances

1.0 2.0 b 4.a

i G.aetc T.e B.b

9 neth 10.n 1.t 12.a

Portie A, 1.Faux 2. Veai 3. Foux & Veai
5 Foux 6 Vroi 7 Foux

Partie B. 1.Faux 2. Vi 3 Foux &4 Foux
5 Foux 6. Vmi

CORAIGES 297



Corrigés

axarcicas

U8 1n7 -2 et 1n20-3

A la caleulatrice ; '_""“' . A
Ini2a) )

. 2.995722274

b.r>0et1-x>0esx<1
e i
] 0 1 oo

EIEREE
flx) ,.f"_.l“-\

2.0 Lemaximum de f est £gal i -1, atteint en 4 =1 La fonc
lion " est donc négwue sur |04

b Pour toul igel v =0, flo)< 0 inr—r <0 iny <.

¢ La courbe représentative du lagarithme est en dessaus de la
hissectrice d'équation v=x.

® [ ¢ &
Iny = =N
Inx+1 z= Y

i
1) +¢—?+

a:?tﬂrcices

ﬂ 1. ¢V =e. L'ordonnecde A est e done l'abscisse de B este.
2. y=eo'(Nx-T)texp(lj=e(s—1te=er—ete=er. La
tangente posse par I'arigine du repére.

3. Parsymetrie, la tangente ou point A passe aussi par lorigine
du repére. Donc elle admet une équation de ki farme : v=nir.
Elle passe de plus par ke point #(e ;1) donc: 1=me c;@._m=%.
La tangente admet pour équation y= le-x'-.

Ala calculatrice, on obtient :
Grarkd  Graski o Grarkd
BN IR
h‘!!l‘ﬂ
B\ B0

B8 1. p=a-1a2

=0 et J.ax—bvﬂﬁ..r:?l

%
x || @ 025 o0

fl| - g+

ﬂ'l‘) W 1+ htl - =

2. f(£)=2+-- done pour tout réel >0, f*(x)>0 done I
X
fanction f est croissante sur |0 +ssf

IzsI IH( ] C=In2025 et D= In-g

298

[Déthode
e J__m{

C'estl'éq.lﬂtiuﬂd'undﬂlnl{erde decentre (2;0) etderayon 2.

zjq‘ m_-ﬂz n

{v.anci
Wby =07 | (r-27 4 i =4

I8 oncrerctie & calculer E,f[;\:)_dx T

On remarque gue 4 {x)=2x apour dérivée:!

R
F[JC:I EXZJE-{E fla)

On en dédult que:
s 1 P
[iqpee=[2f L =FO)- F)=20-2/0=2

B® 1.0n o Pl =(—mta—ble” ; doi a=b=-1 et
F(1) = (-t —1)e.

2. _L;_.I" .[43dr’=[(—r = 1)&"];' =

Yévalue mes connaissances

1.c 2b 3.a Lo
S.oelc 6.a T.c B.b

B

1. Vrai Pourtoul cefa ], ;
Fl=gla)es gla-j (=0 [ gl)- fnir=0
2. Faux. Par exemplz si gla)=p ovec p ln valeur moyenne

de s sur [a;p]. on o ["f(r)dx = [e()dx, avec £(x)# ()
sur [er; b].

3. Vrai. La fonction t: ¢(r+2) est positive sur [0 +e[, done
I"est croissante sur [0+

v [yt Juer |

=3 (u()” ~u(oy’)

= = )1+ (0)
Pour gue _[;::’{.xjxn (x)dr=0, il faut que w(0)=wul1} ou
ul0) =—u(1),
5. Vral. Méthode des rectangles | f(0)=1;
(=g

4 1 13

Aire hachurée : 0.5% = -HJ SxE-E_
Aire bleue: 0,5 1+0 5}4__.1.96

“he?()e0=1-4e?,

. 4
f{0,5i=§ i

Gxercices

185 soit lafonction F definie sur R par F{x)=(x-Te'.
T (x)=12er +[x— T e =ye'

2 [rerdr=[(e-Ner P =e?



49 .« Ladomaine 1: environ 125 carrequs, soit 25 w.o.
=l e domalne 2 ; environ 9.5 carreaux, soit 24 wa

56 1. )a fonction définie par flx)=(3x- 1)’ 2 est de
la forme u'e” avec w:x -+ 15x2 - ¢ 43,
On en déduit :

I= j (3x—T)el5r Sy <[ a157 -fﬂ =eB_gh
2. Lafonction définie par f11)=(-312+ fr (- 13‘4 212 +1) est de
lo formie a'w avec st -+ 2rf 4 1.
3

_ 1 A 1,
& = | =3 2 === ff=—=
Onenaedult.‘.‘-’iz[ 134 2r +1]l 2I\I 4) 3
- 1,1 1
“ 2= x3 =
1. -I-r'l'l de [3.11 Jn 3
2. Par symétne par ropport a lo dolte d*equation y=x :

1 E
jn-l—JTd_l_-E

3. J:J._—xzdu —————— favec 1 1'aire du carrél.

Gxercices | Entainemieat |
79 1.a !lﬂ:}fl i}= !1]':12( =2

e =2

b f@2)=22 - 2= o)

La fonction [ est donc contlnue en 2.
s
(-4 _,
2

i flx)= !ir_r:
Atk =iy
fl0)=0= Enlf[zb

Par translation, {{0)= f(4). donc la fonction f est continue
en &,

a.

=2 (aire du tiiangle)

3. L Flody=
Fledde=| § l_.r Wyt | flxpde=2+ 1_1'2 — 4y +Bdy
Ju Jo .[2 J: 2 :

= 2+[1 ¥l —211+81'T
b b

~243-32+32-(3-8+16

i 1;_10
=3

., 4 8 . o
4, [, Fle)dx= ju Fla)dx+ j Fla)de=2x L Fl)dx
E
({trandation) ; donc _[u Flride= 23_0
De méme I:_”_.t]d.t =—
B4 1.1 La courbe '€, conespond 4 la courbe [ et la courbe
'€, correspond a la courbe g

cOnlita==2,b==1,¢e="Teld=2.
2.0n cherche x Lel que:

4 1 ’ 2 X =y X=a
Tz——S—A e x =5t b =0 h,1_5X+&:Dcr> :-__-:{

{racines évidentes)

donc v* =T v=—Touxr=1

ou A =besr=—2oux=2

3. Oncherchevtel que 5— v =0=0= +5

4, Les fonctions sont paires. donc symétriques par rapport &
I'axe desordonnées. Dn découpe le domaine en tranches cor-
respondant 4 chacune des fonctions

1 z 5
5 _=::=2[_|' 5-.:2d_\+j id_r-_-[‘rsx—.!d_‘]
L]
1
=Z[[5r—l_r31 +{ ir—— rjf i
3 3 (5]

=z[ 5_%+{—2)+4+ SJ'—i 1n+-§-]
~4+20:5
s
Théme 6

@%ode

2 1.0na x=4925: o= 0B 4ET5 ~20,16 | =32 |
Me=571et (4=062,
2. la moyenne des 20 condidats est supérieure ala moyenne
nationale avecun ecart type plus faible. La mediane ussiest
supZneurs, aved un écarn interquartile plus faible. Les 20 can:
didats ont mieux réuss! et de maniére plus homogéne que lo
moyenne nationale, Cependont, ke troisiéme quaortile est plus
bas, les 25 % les meilleurs ont de moins bons résultats gue les
25 % les meilleurs au niveau national.

S 1 F'(x)=-0,3x3x2—17+20k(x) I-ED_r':-(-%

=—0.9:%+ 20In(x) =17 +20
=—0.9:7+20In(x)+3,

Pour toul réel re|2;6], on a F7{x)= f{x) donc F est une pri-
mitive de [

2. [ F(x)dr=F(6)- F(2). ovec

F(2)=—03%2 1752+ 20% 2% In2=—36,4 + 40In 2
F6=-03%6"—17x6+ 20x6%In6 =—166,8+ 1206
Donc [ /{+)d=80In2+120n3-1304.

L= 6—}3 J-:.r"l ¥)dr. Done p = 20InZ + 303 — 32,6 =~ 15,221
La valeur moyenne du bénéfice est d environ 14 221 suros

J'évalue mes connaissances

1. betc 2.betc 3.aetb

4.a 5.b 6.aelb

Partie A. 1.Foux 2. Foux 3.Vrol 4.Vl 5. Faux
Partie B. 1.V 2.Vrai 3.Vroi 4, Faux

Partie C. 1.Faux 2. Vi 3. Foux 4. Vi
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Corrigés

Gxarcicas

28 1.7, =% =100. Les deux séries ant la méme moyenne,
on ne peut pasdes comparer a |'aide de cet indicateur.

2 o Lo série §, semble |a plus dispersée.

b. ¢ =JEE et ﬁ;=~f§5-='5.ﬂna o, > dy ce qui confirme que
la serie &, est laplus dispersse.

85 1. 0= 7 foe
2. Encomptant |es carrenux gakesa une unité d nire, on trouve
wl=8.

i

3 u=§_—1:ﬂ~=%.ﬂ. Donc on peut estimer que jL= 2.

&, Le rectangle de hauteur 2 et de largeur 4 o bien pour aire 8.
Ce qui est coherent avec la valeur moyenne trouvee en 2.

Eerims Enfroi nement
8 4 ;- 2x6000+6x1400 _ 20400
[ = = 8

g =2550
2. Avec I'nugmentaﬂ'm de 10%, le salire des 2 cadres est de
6 600 £t e salaire des 11 owvriersde 1 540 € Le salaire mayen
avec 'ougmentation est donc :

- 2%6600+11x 1'511Q_'3ﬂ1i|ﬂ ~7318

i 13 13 o
L'employé d raison.
&4 ona f(0)=0et f(1)=1.

.f'fi)=ﬁr. donc sur |01, f* est positive, / est crolssante,

J'”;a-}=—l2—_¢?,dwsur[ﬁ:1].f“eﬁ_pnﬁﬁveetfat COnvexe,

flx)= x-Mmmm[D ), fla)=r=0donc f{s)=u.

La courbe repreaznh:ltlve de la fonclion [ est une courbe de
Lorenz

On calcule lindice de Gini: = 2x 4 avec £=%—J:f{x]dx.
Fli)==2I(2—x)-x est une primitive de .
Onia donc I = I;f[_t}tlt-=—=1 +2In2.

o =-§__z|nz ot G =3—4In2=0227

a !
mfhoda

- 1' Dl___,_...-l']
Ao O
i 1-02=08_ —
{IZ/ '&“-ri
g0
07—8 "i——'
Con—im ol
1-02-07=01 5
a5~
1-05=05___

D
2.0na P(D]= P(A)x P, (D)+ P(B)x Py (D]+ P(C)x P-(D)
=0,2%0,2+0,7%08+0,10,5=06.
P{A)xP (D) 02x02 1
P(D) 0B 15

On en déduit B,(A)=

300

J'évalue mes connaissances

1.5 2 hetc 3.c Loaeth 5.h
B.oetc b B.a 9.¢
Partie A.

D'aprés I'enoncé, on a Ff(L)=

A\
-3

'-H'—'
Ll

P(L)= —-n 4 et P(?)=E=9, 75.

1. Faux, ena &{L]--—Etmrs}’ (['-‘)__.

On peul dinsi tracer | nrbre cl-contre.
2. Vo, d'aprés la Formule des probabilités

L3

totales
i 3
P(Lr‘:l“) P{L)-PPmL)=075-075% %3=20
Fﬁ]“) nl15 - _3
3. Wrai, an cherche F—F(LI- W_ o3 L'I,E-~5-
Done 3 éléves sur 5 portent des lunettes,
Partie B.
En notont T I'@vénement « il pleut dans la o=V
région » et V « Zoé se rend au travail en »P cg’a
voiture » lasituation se modéliseparl'arbre 025 02, v
a-contre. <ﬂ75 gV
1. Faux, an applique ki formule des proba- P ':U',E'
bilites totales Ay
PIV)=PEAV)+PPAV)=0,25%08+075%0.4=05

2. Vi, £ (P)= FIPOV)_025x02 g,
ﬁ D5
3.Vral, ona £(P)=0,25 et P(V)=05
donc P(P)%P(V)=0,125
et P(V A P)=P(P)K 15(V)=0.25%08=0,2.
Alnsi, AIVAE) =PRI P(V).
Les événements P et V ne sont donc pas indépendants,

axertices
2 4 ~B
v : .25
A
- i
'u,s _as”
fIS

2.0 Doprésla frmule des probabilités totales -
P(B)= P(A)x P, (B)+P{A)x P (B)
=D,7)ﬁﬁ,‘?5+ﬂ,33}l€ ﬂ,5=ﬂ.32§
b B est 'évEnement conlrdite d= B, done :
P(B)=1-P(B)=0675
- D'aprés la formule des probabilités composées :
P(ArB)=P(A]x P (B)=03x0,5=0,15
d. ' apraés o définition de probabilite conditionnelle -
P(ArB) 07x025 7
Ria)= P(B) 0325 13




21 1. Notons N, 'événement « on - % -z
gbtient une boule noire qu premler {]?/. '<\1

tirage » et N, |'&énement « on obtient

une boule noire au deuxiéme trage s, 03 %""x
On peut représenter la situation par By {"“3.,. —
I'arbre ci-contre. 9%
2.0 !’ifﬂ.ﬁ]:!‘ﬂl‘?}x?—.(ﬁ}:ﬂj B
2 15
i 7
b. P(Ny NG )+ P(NyAN, )= nh_+03x§=ﬁ
c.P{N;}:F[N-,r‘\N,HP[NLnN,]:ﬁ
= N;N;) 1
3, g, ()= 0 N) 3
RN =5 -3
34 1, 0n caleule P{K}:l—P(ﬁ.):%
et;t’:'AmBji:i 2 B
A 5
donc P{ArB)=P(B)- PlAr‘aBl—,lss P iéh.
3 LK
Ainsi, fgus}:%. <§ﬁ\‘ b - b
On en déduit I'arbre pondére complet A Ql‘_
di-contre. o 5
P(AnB) 1 —. P(AnE) 2
2 RA)=—Fm =% et Po(A)= ] -5
Théme 8

ﬁéthode

£« Dnchaisit au hosard une carte dans un jeude 54 cartes.
La variable aléatoire 1, qui prend lavaleur 7 s ko carte choisie
est une téke et 0 sinon, suit [ lol de:Bemoulli.
= On choisit au hasard un éléve dans une classe de Terminale,
Lavoriable aleatolre £, qui prend lavoleur 1 s/ 1'éléve a fait son
trervail ef O sinan, suit la loi de Bernoulli,

& Encontinuant e triangle de Pascal, o trouve: 1€ ) =120
et(19)=e5.
Par symétrie des coeffidents :[ 170 j:i 1&
(91,35, (9]
Par propriété additive des coefficients :
[7)+(8)-(¥)=res

h[”j 165.

0, )=(19)-120;

Pauymetne"“; l1

& Soit £ la variable oleatoire donnant le nombre de parties
gagnées por Rophasl | 1 suit la loi “!ﬂl 5 3]

1. 0On cherche :
2]"_1 32 m

PIR=1T]=1-P(R=0)=1- [3 3503

= 0,867

2 On coleule E(X )= Sx% =167. Rapha#él gognema entre 1 et
2 parties.

10 1. o € suit o loi binomiale @(100; p)
b Dncaleule fp, =
de95% de pest:

donci intervalle de confiance au sevil

[ 5[_5'_L._‘L+,;_
©[100 1007100 Y00
o Onadone pe|0:014], 5 Csuitla lai S2(100;0), £(¢)=0
si Csuit lo loi (100, 0,14), £(C)=
Elle peut donc espérer tiouver de 0 4 14 crevettes |
2. On cherche a valider I'affitmation | « le sachel contisnt 5%
de crevetiss »,
En utilisant un intervalle de Fluctuation au sauil de 35 %,

]:[—D,OE;GJM

Csult lolol 65(100,0,05); 1, =
on-accepte |"affirmation.

J'évalue mes connaissances

L , COmme 4 el
700 '700 | 100

1.b 2.a 3.b G.oebc
S.oelc 6.b 72.b 8.b 9.0
vroi
oo faux ?
Portie A. 1. Vol 2. Foux
Portie B. 1.Faur 2.Vrai 3. Faux
Portie C 1. Foux 2 Vi 3. Faoux
Bxercices vemm

27 1. Une situation possible est : Pour qu’une partie de jeu
en ligne commence, || fout que le nombre de joueurs solt com-
pris entre 3 et 21. Le serveur Informatique choisl de focon aléa-
teire le nombre de jousurs,

Lavariab le aléatoire X donnant ke nombre de joueurs dans une
partlesuit donc la loi uniforme dans [3:21].

" o,
2.X sui; IZ-:Cd uniforme de paramétre F351-19 " et
E(X]= 7—12
41 1. Achague 3.1
tirage, le jeu g T =8 5 _
conbient 4= 3=12 T ] 8- T
téles i / : < ] 3 T
parmi les 3 = 2o
3 8~
32 corles. La 8 38 5. T
probabilité d'abtenir < 8 T
une téle esl done 3 3 —
12_3 B 3.~ T<J8's e
G T8 87
Soit T I'&événement é e 3.1
« la carte choisie est T< 85 o5
a

une téte .
2. Chague tirage ne comparte quedeusissues :lacarte est une
téte (Succds) ou lo carte n'est pos une téte (Echec). A chagus
tirage, les probabilités restent les mémes et les épreuves sont
indépendantes : || s'agit d'un schéma de Bermoulli de para-
métres =3 el P=%

3. 50/t X lo varioble olégatoie comptant le nombre de tétes
Vissue des trois tirages.

R HERH

CORRAIGES am



43 1.( ) !.ucur(fl') "

2.[1;)}-'10 car (_ni‘l]:”

a,[%"}ﬂ car £.3:=1

3.[115]=15 cm[ﬂ;]:n

5.(20)=1car (1 )=1

52 1. Chague ord inateur tombe en panne Indépendarnment
des outies | lu probabilité d' une panne est la méme pour chogue
ordinateur ; c'est donc une expérience de Barnoulli,

X suit donc la ki binomiole de paramétres n=20 &l p=0,05
{le Sucees est | ordinateur tombe en panne},

2. o Aumains un ordinateur... : PIX =) =1-P{X =0)=0,64.
b, Exactement 5 ordinateurs. . : P(X=5)=0,002.

© Au plus 7 ordinateurs... s P(X =7)=1.

3. E(X)=20x0,05=1, enmoyenng, l y o ourd un ordinateur
qui tornbera en panne dumnt lo pérlode de garantie.

57 1d, I'intervalle de fluctugtion de la varioble X est
Iy =[ke ks | telque P(X =< &) ;EELPEN{&?}}‘I—¥.
Alalde dugraphique: & =3 el &, =13, done 1, = [3:13].

I mtervnlle de fluctuation de la frequence F =— est denc

Th
Tt 1 13

Gxercices

63 Seit #'la variable aiéatoire donnant le nombre de fais od
la face 1 est sortie & I'issue des cing lancers de dés. On peut
imaginer la situation avec un arbre pondérs de 5 niveaux, la
probabilité du Succés (celle de Frest p= % !

La probabilité d'ebtenir au mains une fois le 1 est donc
%]

PF=0=1-R(F =D]:1—[§-] =0,598.

Soit A la variable sléatoite dennant le nombre defois od on Lire

un As d |'issue des sept limges, On peul imaginer la situation

avec un arbre pondere de 7 niveaus, la probabilité du Succés
1

{cellede A} est p= 3

La probabilité d obtenir ou moins Une fois un As est donc:

7 !

PlA=1)= 1—P|_A=D}=1—(E ~0,607

Ilvaut mieux cholsir le jeu de corles pour augmenter les chances
de gagner.

B8 Graphigue @: 9(10,04) Graphique @ : %(15:0,6)
Grophigue @ : #(20,0,4) Graphigque @ ; 9(20,0,8)

Théeme 8

Eﬁéthode

2 1.D'apres I'énonce, le temps d ottente moyen est
3 minutes, soit £{7)=3. Dane, en notant p> 0 le pammétre

de la lol ggomeétrigue suivie par T, %=3 d'ol j’-‘_—"%
2 P=T=3)=PT=1+P(T=2)+ !’{'.-"=3}

S e, MRLILIW Cl _(__
Soit P(1=T 3|33{1 J+ 1

19
Donc P1=T=3)=—=07.
nc P{ =3) 37

o2

3.P(T‘:—5);1 P{r=5)=1- P“"fff"‘:‘S}
Or PI=T < 5;_--1+3+( ])

En reconnaissant lo somme des dnq premlers termes d'une

2
suite gomelrigue de raison -, on obtient -

El
1 ]
21
P1=T=5) _1_):._.-[.-.5._. 2q;

3
i - 211 32
Ains, AT > 5)=1- TR T =013,
A1 Xestune voriable aléatoire a densité définie sur [0;10]
donc P[0=X =<10)=1
2_L'aire de In partie du plan hachurée en orange $interpréte
par MO=X=4)=003 et celle hachurée en verl par
P(B=X=10)=05
P4 X<B)=1-PD=X<=4)-P(B=¥ =10}
=1-0,03-0,5=047
PIX=L4)=1-PX <4}=1-Pl0=X=4)=097
P(X=8)=1-P(X =B]=1-PB=X=10]=05

8 ¥ suit une loi uniforme sur Pintervalle | 0;90]

1. H\(agm_m_gg_g 2. X <70)=

0+50
2

0_7
=13 B

3. E(X)=

En moyenne, lecounier est remis a 'entreprisea 9 h 45

=45

10 1. D'aprés 'énonce, £(X)=10 donc—-‘ID

On en dédult gue A =01,

2. P(10=X=20)=e W0 070 -0, 2325

3 Byoqgy( X =20) = Fyuqg (X =10410)=P(X =10) d"aprés
la proprigte de loi sans mémoire suivie de lo loi exponentielle.
AinE By o (X =20)=e""¥020,3679.

J’évalue mes connaissances

1.b 2.a J.aetc H.¢ S.bete
6.c 7.b 8.a 9.c 10.c 1.b
Partie A.

1. Vral. On considére la variable aléotoire X gui, aux lancers
successifs du dé assodie le rang d'apparition du premier six.
X suit u1ne lol gEomélrique de paromeétre ng. Donc
E{X)= F; G.

2. Faux. En notant 13 la durée, en heure, du trojet d'un salarie,
bna P(0.25=D = 0,3)=22 _1 23 _ 0,05,

3. Faux. On note T la durée de vie, en heure, d'un transistor
vant sa premigre panng.

Ona E(T)= =2000,

0,0005
Partie B.
1. Vral, On note X le rong du premier tir réussl. X suit une lol
geométrigue deparametre 0,1 D'aprés la propriété d absence
de mémoire de |a ol géométrigue, on a |
Pyay(X=5)=P(X =1)=1-P(X=1)=09



2. Faux. Tsuit une lol exponentielle ayont la proprigtéd’ absence
de mémaire. Donc:
.'}_,:45}[]" =154 5)=1 —f"-[‘n_=,5][7' = 20)
=1-P{T=5)=P{T'=5)
3. Faux. Soit X la voriable aleatoire suivant une lof unifarme sur
[-3:8].

PO0=K=3]_6-(-3)
Flx=0) _6-0

Fli=g[X=3)=

Gxercices

&3 P(X=FK)=001+03%(1-03) "= 0,01

w00 1
i ALY
=0T 0'3 —— = (k= 1)In0, ?%hao

e k=30 4
in0.7
Les sohutinns sont les entisrs de l'intervalle [1;10].

48 1. f est une fonction de densit&sur [ 1:5] s f flxjde=1.
& o [ R K &Y %
o ron{ -4
0nEndéduitj"',r[udl:1mﬁ,e;1c_>k=§
AN 5 4
Fﬂultmrtréel.rﬂe[1:5]._{[-;)=F

2. Une primitive de f sur [1;5] est Io fonction &+ —%.
5?__5+E_§
fel,” 12 & B
5F 3
b X= = =| | ===
P(X=2)= J‘r{ c)da= [ﬁ] 5

o P(X=3) =J-13_f{.1' = ’V—

: F{?-chA):J:f{J;d_w[_qu‘ %

| 5. . T 5
3.00a B(X)= [ (e)dx= [ de= |E ] =>is
50 1. Fawn. P(X 510.1:0.5'”:01 {?1

2 Vrai. PIX<T75)= 1250 DD =075 et

100-25
=075
100-0
80+ 20
2
S8 1. Faux. Pour tout réel 1 positif, 7(r)=0,01e70.0%,
2. Faux. Pour toutréel ¢ positif :
Pl¥=1=1-P¥ <i)
=1 —fﬂf[ T:]d.r:1—[—E'_D'ﬂ1J'l;
=1 (—e-001 4 1) = p-0DU
3 Faux P(Y=3x60)=1—e %00 .0 B3
a4 Nrai, PIY =60)= 2080 2055 0,5

=0.5

P{X=25)=

3.Vrai, E(X)=

=50

Gxercices

0 1.0ng PlY=1)=1-¢"
Et d’opsis I'enonceé ono P =1)=012.
Il faut donc résoudre I'équation 1—e * =0,12.
Soit e % =088 «=> A=—In0,88.
2. PY >3)= e =g 038 = 0 681

3. Lo probabilité cherchée est £,y [¥ =4), or d'opres la pro-

prigté d’absence de mémoire de lo lol exponenticlie, ona ;
'tfr:n.,“’ t'h— Ty 11”" "‘1+3} P“‘ "3]

En reprenant le résuftat obtenu a la question précédente,

Fryoq (Y > 4 =705,

Théme 10

(Dethode
2 1. Le point moyen a pour coordonnéss (6;4,2).
2. Le pointmoyen a pour coardonnges (15:4.5).
3. Le point moyen a pour coordonnges (350,3,8).
4. Le point moyen a pour coordonnées [%;;E
3 1.a4=128;b=08 et r=097.
2.4=10,9, b=511et r=0,95.
3. a=—014; b=5988 et r=—0,976.

A 1 y=048x+194
2. Comme r = 0,992, trés proche de 1, I'gjustement affine pré-
cédent sl adapté
3. 0. La production en 2022 est estimée a:
0,48%7+1,94=53 tonnes
b O4Br+ 1M =Ty ?% Comime %:13,5, ka produc-
tion dépossera 7 tonnes 4 partir de 2015+ 11= 2026,

Yevalue mes connaissances

1.a 2.b 3.b 4.0 5.C
6.0 7.¢c Bbetc S.betc
Partie A. 1. Faux 2Z.Vral 3. Vroi 4, Faux

Portie B. 1.Vl 2.Foux 3.Faux &G.Vroi 5 Vrial

Gxerci ces

36 1. Laséie A est représentée par le nuage 2 ; la serie B est
représentée par |2 nuage 3 ; la série C est représentés porle
nuage T et la séric D est représentee par le nuage 4.

2. On peut envisager un ajustement affine seulement pour les
séries Cet D, car les points des riuages sont presque olignés.

38 | seneA | SeieB | SéeC | SéreD |
Point e 11 ) 7 (8 ]
i ‘(35.ﬁ] (40;32) [045 12] (3:275 ‘

40 1. La droite des points extrémes est o, et |la droite de
Mayer est d,. Done lo droite des moind res carrés est ds.
2. 0. Le coefficient directeur de lu droite de Mayer [ AF) est:

Yp=yy 2=3 02
:,.——u__‘-ﬁ—1- B

L'ordonnéea l'origine est v, —(-0.2)xry =3+02x1=32.
Donc (AF): y=—02:+3.2.

CORRAIGES Jo3



Corrigés

b Le poink en (7, des 3 preniiers paints du nuage o pour
coordonnées 1+§+3 h#‘] (2:4).

De méme, le point moyen (G5 des 3 demiers points du nudge a
pour coordannées (5:2).

La droite (£i,(7;) admet =

= pour coefficient directeur g =—§ 1

= pourordonnee a l'origine 4 ( ]x?:%‘-.

Donc (GG )iy =—2n 45

. Comme ¥ =3,5 et 7= 3, on peut construire le tableau suivant.
& 1 2 3 4 5 | 6
S EIEIARIEIE

X,=x—%|-25|-15|-05|05 |15 25

Y=y—35| 0 || 4| 1|3 -1 somme
X, x¥, 0 |15 |=2 [05 =45=35| =7
(x,f 625|225 025|025 225 625 175

(v, 0 |1 [w|ale |1 28

Alors arﬁ‘—sn ~0,4 et b=3—(-0,4)%3,5=4,4.

Done oy 1y =—0.4r =44

ﬁ: 1. Voir graphique ci-dessous.

2. o Ladroite d'ajusternent par lesmoindres carrés admet pour
équation y= 556x +20,56.

b.

4
81 —
-~ d
i !
+ ¥+ '
£ - I
I
- !
[
10+ :
II T T T T T T T L T r
ol 1 1M

3.0 En 2020, on estime gue la proportion des plus de 15.ans
qui se connectent a I'Intemet moblle est environ 81 %.

b Pour x =11, y=556%11+20,56=8172 .0Onretrouvele résul-
tat précédent,

4. L'ajustement ne reste pas velable sur e long terme, car la

praportion ne peut pas dépasser 100 % .

Gkarcices | énrainement |

BT 1. Les quantités Etudides sont les ventes de digarettes et
le prix du pagquet le plus vendu.

On peot chaisir pour X e prix du poquet le plus vendu, el pour
¥les ventes de dgarelles nssocifes.

2 o On oablient :

Prix 1; {en €) 5

| 513 | 53 | 535 | 565 | 598

b. b Ventes {en milliard)
= + f
e
bt
+ .+ 1
e 3
- Prix du puguet ke plus vendu
. a I5 T T L]

3. Les points du nuage sont presque alignés ron peut dire que
les données sont corrélées, _
Ici, on peut dire qu'il existe un lien de cause a effet entrele prix.

d’un paguet de cigarettes et les ventes.

5012036 —7

2. G(4.5;205).

3.0 Onrésout 205 =—10x65+ b, Donc =250,

4. Pour =10, y=-10%10+250 =150 . On peut prévoir 150
milliers d'euros de chiffre d'affaires pour le 2¢ timestre 2019,

’ﬁ - Mombre da couvert vy,
B
T
]
I +
2&6" | | -
[ +
. e
0 1:'4] ' Tarif £ (_g;1 Bln)
Un ajustement affine ne semble pos adapté.
2.8
w | 15 |17 | 20 [225] 25 | 30 | 35
5 | 621 | 586 525 494 | 432 391

|
Vente y, 558 | 549 | 536 | 55 | 548 | 541

{en milliard)

Privy (en€) | 63 | 67 | 7 7 7
Ve_htf ¥ " | r -
(enmibiare) 51.5 ._ 47,5 _ 45 | 455 "44.9

o4

b. On obtient ;=—0,116+7,878, avec r=—0,997.

Cet ajustement affine est adapté.

<. Comme 2 =In(¥), on o infy)=—0,1161+7,878.

Donc y=e- 9611818 _ 7878y o016

Or e?87 = 2639, Donc la fonctlon [ définie sur [15;35] pa
Fla)=2639x e 018 parmat de modéliser la situation.

3. Onrésout

F{x)= 100 263F e L1y =100

100 100-]
—TEE = =
o=e 2&39“ —0,116x IH[ZE}B

sy 108
e 0,115'“[2539)

1 100
L W‘“[ 2&39] 20243
En arondissant au centime, le prix maximum duo buffet est
2821 euros,
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MeéclicT

Un manuel organisé autour des thémes du programme

Mon manuel toujours accessible en ligne sur mesmanuels fr/4606019

Le manuel numérique Premium

Fini les sacs trop lourds !

avec ® Des vidéos pour mieux comprendre mEn = e
@ Des QCM interactifs pour s’auto-évaluer
® Tous les fichiers logiciels

En vente sur www.kiosque-edu.com/familles

Ressources en +

Les ressources numériques de
mon manuel en accés direct

@ Avec les QR Codes dans le manuel [Elff;

@ Sur le site collection
www.lycee.hachette-education.com/declic/tle-compl

Un accés gratuit a la plateforme
d’exercices Déclic

De nombreux exercices interactifs,
pour réviser les notions de 2% et 1'

https://declic.reussirenmaths.fr/tle-compl

hachette

EDUCATION
www.hachette-education.com




