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SITUATION D’APPRENTISSAGE n° 1

CONFIGURATIONS DE LESPACE

Situation de départ :

Dans une société privée de gardiennage, il est organisé
une compétition pour accroitre la performance des agents
sur les champs de tir. Chaque agent est soumis a un test
avec un dispositif spécial : a partir d'un carré de 8dm de
coté, le dispositif permet de construire ultérieurement et de
facon successive, plusieurs carrés concentriques tels que
les sommets d'un carré a construire soient sur les cotés du
carré précédemment construit et a une distance x de ses
sommets. A I'agent tireur, on construit selon sa taille et son
poids un nombre N donné de carrés et on lui demande d’en
choisir un nombre N(N € N) qu’il doit atteindre au tir. Melon
n’est ni gros ni grand mais trapu, il veut se qualifier meilleur
agent tireur de la société; il se propose d’étudier les principes
mathématiques de ce test. Pour cela, il enquéte sur les poids
et les tailles de ses coéquipiers. Il dresse le tableau suivant :
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Téache 1.1

Tu vas te construire des connaissances nouvelles en mathé-
matique. Pour cela tu auras a :
Activité.0

1. Exprimer ta perception de chacun des problémes posés.
2. Analyser chacun des probléemes.

3. Opérer sur'objet mathématique que tu as identifié pour
chaque probleme

4. Améliorer au besoin ta production

(1.1

Droites orthogonales

Activité 1.1

Certains camarades de Coffi ont reconnu, en examinant le
dessin, deux droites (Z) et (2,) telles que (21) || (AB),(2,) ||
(EH) et (D) L (Z)

Consigne 1.1

Présente les droites (Z)) et (Z») qui conviennent.
Stratégie: T/:...min TG:.min TC:... min

Résolution 1.1

ABCDEFGH est un pavé droit- Prenons (Z) = (DC); (Z,) =
(AD)

En considérant la face ABCD, ona: (AB) | (DC)QD

En considérant laface AEHD, ona: (AD) || (EH)@2)

En considérant le rectangle ABCD,ona: (AB) L (AD)®

De @; @; (21 || (AB); (22) | (EH); (21) L (Z5)

Retenons 1.1

Comme (2)) || (AB); 2 | (EH), 2; et 2, sont perpendicu-
laire alors (AB) est dit orthogonal a (EH).

Note 1.1

Si (2) et (2') sont deux droites orthogonales de I'espace, ont

note (2) L (2
Définition 1.1

Deux droites de l'espace sont orthogonales lorsque les
paralleles a ces droites passant par un point donné sont
perpendiculaires dans le plan qu’elles définissent. On note
(AB) L (EH) et on lit (AB) orthogonal a (E H)

Consigne 1.2

1. Démontre que deux droites perpendiculaires sont or-
thogonales

2. Donne deux exemples de droites orthogonales et non
perpendiculaire, en utilisant le dessin

Stratégie: T/:... min TG:.min T7TC:...min

Résolution 1.2

1. Soit (2) et (2') deux droites perpendiculaire de I'espace
etC=(2)n(2):
La parallele a (2) passant par C est (2)
La parallele a (2') passant par C est (2")
Par hypothese La parallele a (2) perpendiculaire a (2)-
Donc (2) L (2')

2. (AB) et (EH); (EH) et (BF)
Note 1.2

Si (2) et (2') sont deux droites orthogonales de I’espace, ont

note (2) L (2)
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Remarque 1.1

1. Deux droites perpendiculaires sont orthogonales;

2. Deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement
perpendiculaire;

3. Deux droites orthogonales et sécantes sont perpendicu-
laires;

Consigne 1.3

(21) et (%,) sont deux droites orthogonales, (A) une droite
parallele a (2;)-
Démontre que (A) est orthogonale a (%)

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:.. min

Résolution 1.3

(%)
()
(A"
c
(A)
Par hypotheése (21) || (A);
(@2) 1 (.@1)

Soit C € (%) ; la parallele a (2,) passant par C est (%)

Soit (A') la parallele a (A) passant par C

Par hypothese on a (2;) L (Z5)

(21) || (A)- Donc (2,) perpendiculaire a (A')- Par suite (%) L
(A)

Propriété 1.1

Si deux droites de I'espace sont orthogonales alors toute
droite paralléle a 'une est orthogonale a I’autre.

Propriété 1.2

Si deux droites de I’espace sont paralleles alors toute droite
orthogonale a 'une est orthogonale a 'autre.

Application 1.1

Soit ABCDEFGH un cube, I et J milieux respectifs des seg-
ments [BC] et [CG].

1. Démontre que (AC) L (FH)

2. Démontre que (I]) L (DE)

Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:... min

FEléments de réponses 1.1

1 ||
( Droites et plans orthogonaux

Activité 1.2

Un camarade de classe de Coffi sait depuis la classe de 4¢
que :" une droite est perpendiculaire a un plan lorsqu’elle est
perpendiculaire a deux droites sécantes de ce plan". Ce résul-
tats lui a été enseigné sous forme de définition. Il se demande
si une droite est perpendiculaire a un plan lorsqu’elle est or-
thogonale a deux droites sécantes de ce plan.

Consigne 1.4

Soit & un plan, Z et 2’ deux droites sécantes du plan &, A
une droite orthogonale a ¥ eta 2’ .
Démontre que :

1. Aestsécante a & en un point M. (On pourra raisonner
par absurde)

2. Aest perpendiculaire a &7.

Stratégie: T/:.. min 7TG:.min 7TC:...min

Résolution 1.4

1. Supposons que (A) || (£).
Soit (A) une droite contenue dans le plan (£?) telle que
(A) [ A",

{(@)
(A)

(2"
{(A)
De D et @, (2) | (Z) ce qui est absurde car (2) || (2')

sont sécantes. On conclut donc que (A) est sécante a
(£2) en un point M.

2. Soit () et (%) deux droites de (&) sécantes en M
telles que (21) || (2) et (Z2) || (2'), 0n a:

)
(JGY)
1(4)

jan = LS

=>(@) LD

(21 1(2)
= (A) L (%)
{(A) 1L(@) 2
(D) (2
A) L (2.
{(A) J_(@,)=>() (22)
deDet@ona:
(A) 1L (%)
@) L (22) d’ol1 le résultat.
(D) c (Pet(D) < (P)
()N (D) ={M}
Définition 1.2

Une droite et un plan sont orthogonaux ou perpendiculaires
lorsque la droite est orthogonale a deux droites sécantes du
plan.

Soit (2) et (Z,) deux droites du plan (2).

Si (D) L(2); (D) L () et (Z1) N (Z) = {A}alors (2) L (2)

Propriété 1.3
1. Par un point A de 'espace, il passe une droite unique de

I'espace perpendiculaire a un plan donné de I'espace.

2. Par un point de I'espace il passe un plan unique ortho-
gonal a une droite donnée de 'espace.

3. Siune droite est orthogonale a un plan alors elle est or-
thogonale a toute droite de ce plan.

4. Sideuxdroites sont paralléles alors tout plan orthogonal
al'une est orthogonal a I'autre

Propriété 1.4
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Si deux plans sont paralléles alors toutes droite orthogonale
al'un est orthogonale a 'autre-

Consigne 1.5

(Z) et (') sont deux plans et (2) une droite telle que (2) L
(P) et (D) L ()
Démontre que (Z) || (£?")

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:...min

Résolution 1.5
Propriété 1.5

1. Si deux plans sont perpendiculaires a une méme droite
alors ces deux plans sont paralleles.

2. Sideuxdroites sont paralléles alors tout plan orthogonal
al'une est orthogonal a I'autre.

3. Si deux droites sont orthogonales 2 un méme plan alors
elles sont paralleles

Application 1.2

Soit ABCDEFGH un cube-I le centre du carré BCGF et J
milieu segment [GH]

1. (a) Démontre que (FC) L (ABG)
(b) En déduire que (BH) L (FC)
2. (a) Démontre que (AC) L (DBH)
(b) Déduis-en que (BH) L (AC)
3. (a) Démontre que (BH) L (ACF)
(b) Déduis-en que (BH) et (AI) sont perpendiculaires

4. Démontre que le triangle AI] est rectangle en I

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min
Fléments de réponses 1.2

1. (a) Considérons le carré BFGC
(FC) L (BG)®) (support des diagonales de BFGC)
(AB) perpendiculaire (FB) (*) (Car ABFE est un
carré)
(AB) perpendiculaire a (BC)(**)(Car ABCD est un
carré)
(FC)n (BC) = B(**%)
De (*); (**) et (***) (AB) L (BCF) or (FC) c (BCF)
donc (AB) L (FO)@@
(BC)Nn(BG)=B®
De D;@ et @), (FC) L (ABG)

d’apres la question 1 a), (FC) L (ABG) or H €
(ABG) donc (BH) < (ABG)- Par suite (FC) L (BH)

(b)

1.2.1 Distance d’'un point a un plan-distance
d’un point a une droite

Consigne 1.6

On considere le pavé droit ci-dessous tels que M, N, O, P sont
les milieux respectifs des segments [LI]; [K]]; [GC]; [HD].

1. Justifie que (ON) L (ABE) et (BF) L (ONP).

2. Construis le point d’intersection Q de la droite (ON)
avec le plan (ABE).

2
3. Calcule la distance NQ sachant que HL = gHE et HE =
1,6m.
4. Détermine (ONP) n (BF). Quelles valeurs peux-tu don-
ner a la distance du point N au plan (ABE) et a la dis-
tance (BF)?

Stratégie: T/:.. min TG:.min 7TC:...min

Résolution 1.6
Définition 1.3

1. (2) est une droite et A un point de I'espace. On appelle
distance du point A ala droite (2), noté d(A; (2)), la dis-
tance AH ol H est le point d’intersection de (2) avec le
plan passant par A et perpendiculaire a (2)

2. () est un plan et A un point de I'espace. On appelle
distance du point A au plan (£?), noté d(4; (), la dis-
tance AH ou H est le projeté orthogonal du point A sur
le plan (£2).

(1.3

Plans perpendiculaire

Activité 1.3

En examinant le dessin de ’armoire, Natacha une fille de la
lére D reconnait deux plans perpendiculaires. Sa camarade
Linda déclare en avoir oublié la définition.

Consigne 1.7

1. Démontre que (PM) L (ABE)
2. Les plans (ABE) et (HLM) sont-ils perpendiculaires?

Stratégie: T/:.. min TG:.min 7TC:...min
Résolution 1.7

1. Considérons les rectangles ADHE et ABCD. On a

(AD) L (AE)
(AD) L (AE) = (AD) L (ABE)D
(AE)n(AB) =A

De plus (MP) || (DI) car PMID est un rectangle. Or (Al)
et (DI) sont confondus alors (MP) || (AD)®D.De @ et 2
ona:(MP) L (ABE).

2. Ouiles plans (ABE) et (HLM) sont perpendiculaires.
Retenons 1.2

c (HLM)
On conclut donc que (ABE) L (HLM).

(MP)
1 (ABE)

(MP)
Définition 1.4

Deux plans sont perpendiculaires lorsque I'un contient une
droite orthogonale a 'autre.

Consigne 1.8
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(Z) et (22') sont deux plans et (2) une droite telle que (2) ||
(P) et (2) L ()
Démontre que (&) 1L (&)

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:..min

Résolution 1.8

(D) | (P) = AD) < (P)\ (D) || Det(D) L (') donc
(2" L (") dou () L (P

Propriété 1.6

1. Siune droite est paralléle a un plan et perpendiculaire a
un second plan, alors ces deux plans sont perpendicu-

laires.
@) 1)
{ ) L@
2. Siune droite (2) et un plan (&) sont perpendiculaires a
un plan (£?') alors (2) est parallele a (£2).
@) L&)
{ ()

=> DN ()
INEZS ”

3. Sideux plans sont perpendiculaire, tout plan paralléle a

I'un est perpendiculaire a 'autre.

=>(P) LD

4. Un plan est perpendiculaire a deux plans sécants si et
seulement si il est perpendiculaire a leur droite d’inter-
section.

Application 1.3

Soit (¥) un cercle de diametre [AB], S un point de I’espace tel
que (AS) soit perpendiculaire au plan du cercle. M un point
du cercle (%) différent de A et B-
Démontre que (SAM) L (SBM)

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min

Eléments de réponses 1.3

ABM est un triangle inscrit dans le cercle (¢) de diameéetre
[AB] donc ABM est un triangle rectangle en M. On déduit
donc que (BM) L (AM).

Par ailleurs (SA) orthogonale au plan du
cercle et (BM) est contenue dans ce plan.
Donc (BM) L (SA) or (SA) et (AM) sont
deux droites sécantes du plan (SAM). Par
suite (BM) 1L (SAM) or(BM) c (SBM) alors
(SAM) L (SBM).

1.3.1 Projection orthogonale sur
un plan

Définition 1.5

La projection orthogonale sur un plan (£?) est 'application
qui a tout point M de l'espace associe un point M’ de
I'espace ou M, intersection de (&) avec la droite passant
par M et orthogonale a (&)

iy

Propriété 1.7
1. Lensemble des points invariants par une projection or-
thogonale sur un plan est ce plan lui méme.

2. Soit p la projection orthogonale sur un plan ().
Limage d'une droite (2) par p est :
(a) Une droite si (2) n’est pas orthogonale a ().
(b) Un singleton si (2) est perpendiculaire a (&)

N 7

3. Si A et B sont deux points d’images respectives A’ et B’
par p, le segment [AB] a pour image par p :
(a) [A'B'] si(AB) n'est pas orthogonale a (£?);
(b) Asi (AB) est perpendiculaire a (&)

4. Limage, par une projection orthogonale p, du milieu
d’'un segment dont le support est non orthogonal a ()
est lemilieu du segment image.

5. Limage par une projection orthogonale p, du milieu
d’'un segment dont le support est non orthogonal a (&),
est le milieu du segment image.

1.3.2 Projection orthogonale sur une droite
Définition 1.6

On appelle projection orthogonale sur une droite (2), I'ap-
plication qui a tout point M’ € & associe le point d’intersec-
tion M de (2) et du plan orthogonal a (Z) passant par M.

Propriété 1.8

Soit p la projection orthogonale sur une droite (2)
1. Lensemble des points invariants par p est la droite (2)

2. L'image par p d’'une droite orthogonale a (2) est un sin-
gleton

3. Limage d’une droite non orthogonale a (2) est la droite
(2)
Application 1.4

On considere le dessin de ’armoire.

1. Soit p la projection orthogonale sur le plan (ELK). Dé-
termine les images par p de D; (AM);[BOI; [DCJ; (D])

2. Soit g le projeté orthogonale sur la droite (DC). Déter-
mine les images par g de D; (AM); [BD]; [LCI; (D]J).

Stratégie: T/:.. min TG:.min 7TC:... min

Fléments de réponses 1.4
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Vecteurs de I'espace

(1.4

Activité 1.4

Halim, un éleve de la classe se souvient de la notion de vec-
teur et afﬁrmg> "Le vecteur LN est une combinaison linéaire
des vecteurs ABet de AE tandis que AL n’est pas une combi-
naison linéaire de AB et de AE". Certains de ses camarades
s'interrogent sur la notion de combinaison linéaire et affirme
n’avoir compris sa déclaration.

Consigne 1.9

Un vecteur de I'espace se définit de la méme maniére qu'un
vecteur du plan. On note W I'’ensemble des vecteurs de I'es-
pace. Détermine :

1. les caractéristiques du vecteur AB.

2. les caractéristiques d'un vecteur quelconque de l'es-
pace.

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:... min
Résolution 1.9
Définition 1.7

Comme dans le plan; deux points A et B de 'espace défi-
nissent un vecteur noté AB

1. Si Aet B sontdistincts alors le vecteur AB est caractérisé
par:

(a) sadirection qui est celle de la droite (AB)
(b) son sens qui est celui de A vers B sur la droite (AB).
(c) sanorme noté || AB|| est égale alalongueur AB.
2. Si A= B alors le vecteur zﬁ est nul. Il n'ani @ecti_gn, ni
sens mais sa norme est nul. Dans ce cas on AB = O

Propriété 1.9

Pour tout point O et pour tout vecteur #Z del'espace, il existe
un point M unique tel que OM = U

Consigne 1.10

On définit la somme de deux vecteurs de % ainsi que le pro-
duit d'un vecteur par un nombre réel de la méme maniere
que dans le plan. Reprends le dessin de I’armoire et construis
le point Q tel que AQ= v2EH +20C.

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:...min

Résolution 1.10
Propriété 1.10

1. Pour tout points A; B et C de I'espace on a: AC = AB +

© lu=1u

d) (@+BuU=au+pu
Définition 1.8

e d —_ y

1. Soit u1; u2;--+; Uy, , n vecteurs de I'espace; ay;---; @y,
n réels. On appelle combinaison linéaire des vecteurs
U1 U5 Uy tout vecteur v définit par U = a1 +
0527/[)2+'”+05n7t)n

— — e s . ’

2. Deuxvecteurs u et v sont colinéaires lorsque I'un deux

estle vecteur nul ou bien les deux ont la méme direction.
. —_— - — . y —_

3. Soit u; v;w trois vecteurs de I'espace tels que u =
AB; T = AC;W = AD. Les vecteurs u; v;w sont coli-
néaires si et seulement si les points A; B; C; D sont co-
planaires. !.

Note 1.3

1. Deux vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement
s'ils existent deux réels a et  non tous nuls tels que

au+pv=0.
2. Si U estunvecteurnon nulalors % et v sont colinéaires
. . . 3 —_ —_—
si et seulement s'il existe un réel a telque v =a u

Propriété 1.11

—_ —

Soit U; V; w trois vecteurs de #

—_ —

1. u; v; w sont coplanaires si et seulement si I'un au
moins de ces vecteurs s’écrit comme combinaison li-
néaire des deux autres.

2. U;V;w sont coplanaires si et seulement si il existe au
moins un triplet (a; §;y) non nul de nombres réels tels
— — — _’*
queau+pv+yw=0

Application 1.5

En utilisant le dessin de I’armoire,

1. (a) Ecrisle vecteur zﬁ comme combinaison linéaire
des vecteurs AB; AD; AE.

(b) Conclus.

2. Justifie que les vecteurs AB; AD et AC ne sont pas copla-
naires.

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:... min
Fléments de réponses 1.5

Consigne 1.11

A et B sont deux points distincts de I'espace (&) ; M un point
quelconque de (&). Justifie que M € (AB) © da € R\ AM =
aAB

BC (Cest la relation de Chasles) Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:... min
2. Pour tous vecteurs u et v de 'espace et pour tout réels | Résolution 1.11
aetfona:
@ ali=0oa=0 ou u=0 Propriété 1.12
b a+V)=au+av 1. Premiére C
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A et B sont deux points distincts de I'espace (&) ; M un point
quelconque de (&).On a:

Me (AB) & Ja € R\ AM = a AB (1.1)

La relation AM = aA_é ;& € R est la caractérisation vectorielle
de la droite (AB).

Consigne 1.12

A; B; C sont trois points non alignés de 1'espace (&); M M un
pomt de (@@) Démontre que M € (ABC) < 3(a; B) € R? \AM =
aAB + ,BAC

Stratégie: T/:. min TG:.min 7TC:..min

Résolution 1.12

1.4.1 Base de’ensemble 7 des vecteurs de I’es-
pace

Définition 1.9

—_ — —

1. Une base de 'espace est tout triplet (u; v; w) de vec-
teurs non coplanaires de I'espace.

2. On appelle repére de I’espace tout quadruplet (O; I; J; K)
de points non coplanaires (repére affine) ou bien un
quadruplet (O;%;V;w) ou(u;V;w) est une base de
I'espace (repere cartésien).

1.4.2 Coordonnées d’un vecteur

Consigne 1.13

Soit 07 = 7; 6} = 7; ﬁ(’ = 75 trois vecteurs non coplanaires
de 'espace avec O;I; J; K des points de1'espace; o un vec-
teur quelconque de 'espace; M un point de I'espace tel que :
OM="Ti.

1. Soit P le plan définit parles points O;I; J, (A) la droite
passant par M et parallele a (OK) tel que (A) coupe
le plan (P) en un point S. Justifie que les vecteurs
OI O J; OS sont coplanaires.

2. Justifie qu'il existe z € R\ SM = zOK

3. Démontre qu'il il ex1ste un seul triplet (x; y; z) de réels tels
que OM =X A vy ] +2z k (Tu pourras remarquer que
OM = 0S+SM)

4. Justifie I'unicité de ce triplet.

Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:...min

Résolution 1.13
Propriété 1.13
1. (O;I; J;K) étant un repere, pour tout point M de I'es-

pace, il e)uste un trlplet (x;y;2) umque de nombres réels
tel que: OM = xOI + yO]+ ZzOK

2. x;y;zest appele trlplet de coordonnées du point M dans
le repere O;i;j; k) ou trlplet de coordonnées du vec-

teur u dans la base ( i;j; Ic). On note M(x; y; z).
x est appelé abscisse; y est appelé 'ordonnée; z est ap-

pelé cote du point M dans le repere (O; 7;7; 75).

De méme (0;7) est appelé axe des abscisses; (0;7)
est appelé axe des ordonnées; (O; 76)) est appelé axe des
cotes et O est appelé I'origine du repere.

Application 1.6
—_ 3 B
On considere le dessin de I'armoire tel que HL = gH E.

1. Justifie que le s vecteurs /ﬁ; HP et EH ne sont pas co-

planaires.
2. Détermine les triplets (x; y; z) de nombre réels tels que
HN = xAB+ yHP + zEH
Stratégie: T1 :...

min TG:..min TC:..min

Fléments de réponses 1.6
Propriété 1.14
Soit (0; ;] ; %) un repere de 'espace, U (x, ,2); U (x;';2')
deux vecteurs de I'espace et ¢ unréel. On a:

L. U+ vx+x5y+y;2+2)

2. al(ax;ay;az)

3. Si A(a; y;2);B(x';y'; ') alors AB(x' — xy-yiz-12').
1.4.3 Systéemes d’équation linéaires a trois in-
connues

Activité 1.5

N

Pour résoudre un des probleme liées a son service, Me-
lon amené a résoudre le systeme d’équation linéaires

X+y+z =7
(S){2x+y+2z =12

3x+y—-z =6
Consigne 1.14

1. Transforme (S) en un systeme de forme triangulaire
2. Résous le nouveau systeme obtenu

Stratégie: T/:...min TG:.min TC:...min

Résolution 1.14
Définition 1.10

ax+by+cz=d

Tout systéme du type (S){ a'x+b'y+c'z=d' ou x,y,y
a”x"f‘ bHy_ CNZ = d”

sont les inconnues est appelés systeme linéaire de trois équa-

tions a trois inconnues- Résoudre le systeme (S) revient a dé-

terminer tous les triplets (x, y, z) qui vérifient a la fois les trois

équations
Propriété 1.15
Lensemble des solutions d'un systéme d’équation linéaire
reste le méme lorsqu’on :
1. On permute deux équations du systeme
2. multiplie une équation par un réel non nul
3. ajoute a une équation un multiple d'une autre équation
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Systemes équivalents

Deux systémes (S1) et (S2) sont équivalente si et seulement
siils ont méme ensemble de validité et le méme ensemble de
solutions.

Notation des équations

Dans un systeme d’équation linéaires, chacune des équa-
tions est désigné par ligne et on note "L" Si le systétme com-
porte n équations (n < 2), on désigne par :

L, lapremiere ligne
L, ladeuxieme ligne

L, lan-ieme ligne

x+y+z=7(L;)
Exemple 1.1 (S)< 2x+ y+2z=12(Ly)
3x+y—2z=6(L3)

1.4.4 Codages de résolution (opération élémen-
taires)

Dans le cadre de la résolution d'un systéme d’équation li-
néaire, on utilise les codes ci-apres :
1. L; < L; + aL; pour exprimer que la nouvelle ligne L; a
été remplacer par L; + aLj(@ €R
2. L; — aL; pour exprimer que la nouvelle ligne L; a été
remplacer par 'ancienne aL;(a € R

3. L; < L; pour exprimer que les anciennes lignes L; et L;
sont permutées.

1.4.5 Méthode de Pivot de Gauss

Pour résoudre un systéeme linéaire par la méthode de Pivot

de Gauss, on proceéde comme suit :

1. On vérifie que dans la ligne L, le coefficient de la pre-
mieére inconnue est non nul Si non on change L; avec
une ligne dont le coefficient de la premiere inconnue est
non nul

2. Alaide des opérations élémentaires , (L; — BL; + aL;),
on annule tous les coefficient de la premiére inconnue
dans les autres lignes

3. On recommence le méme processus pour la deuxiéme
inconnue, pour la troisiéme inconnue --- jusqu'a I'ob-
tention d’'un systéme triangulaire

Exemple 1.2
ax+by+cz =d
(S Ky+h'z =d
q//Z = dl/
(S) est triangulaire

Application 1.7

Exercice 18 page 39 CIAM 1°7¢ SE.
Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:...min

Eléments de réponses 1.7
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SITUATION D’APPRENTISSAGE n° 2

ORGANISATIONS DES DONNEES

Situation de départ :

Dans une société privée de gardiennage, il est organisé
une compétition pour accroitre la performance des agents
sur les champs de tir. Chaque agent est soumis a un test
avec un dispositif spécial : a partir d'un carré de 8dm de
coté, le dispositif permet de construire ultérieurement et de
facon successive, plusieurs carrés concentriques tels que les
sommets d'un carré a construire soient sur les cotés du carré
précédemment construit et a une distance x de ses sommets.
A l'agent tireur, on construit selon sa taille et son poids un
nombre N donné de carrés et on lui demande d’en choisir
un nombre N(N < N) qu’il doit atteindre au tir. Melon n’est
ni gros ni grand mais trapu, il veut se qualifier meilleur agent
tireur de la société; il se propose d’étudier les principes
mathématiques de ce test. Pour cela, il enquéte sur les poids
et les tailles de ses coéquipiers. Il dresse le tableau suivant :

Poidsenkg (x) [65 68 62,5 62 68 68 59 71 74 68 68 74 71 65 65 62 65 68
Taille en cm (y) | 165 177 174 168 165 171 165 177174 171 165 174 174 174 174 174 174 168
Poids en kg (x) 71 65 74 74 71 65 77 74 62 77 68 71
Tailleencm (y) | 171 174 168 177 174 165 180 177 168 180171 174

Téche 2.1

Tu vas te construire des connaissances nouvelles en mathé-
matique. Pour cela tu auras a :

Activité.0
Exprimer ta perception de chacun des problémes posés;
Analyser chaque probléme posé;
Mathématiser chacun des problémes posés;
Opérer sur 'objet mathématique que tu as identifié pour
chacun des problemes;
Améliorer au besoin ta production.

2.1

Equations et Inéquations dans R,
systéemes linéaires

Activité 2.1

Les agents de cette société de surveillance voudraient choisir
x pour que l'aire du second carré (Voir figure) soit égale a
33dm?

Consigne 2.1

1. Exprime en fonction de x I'aire p(x)du carré IJKL.
2. On pose q(x) = p(x)—33
(a) Ecris g(x) sous forme canonique

(b) Détermine les valeurs de x pour que 'aire du carré
IJKL soit égale a 33dm?

Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:...min

Résolution 2.1
Consigne 2.2

On considere le polyndme du second degré P(x) = ax®+bx+
cetpose A = b? —4ac
by, A
(x+ 2a ) 4a?
2. Propose si possible une écriture de P sous la forme du
produit de facteurs du premier degré (On pourra envi-
sagerles cas A = 0;A > 0;A <0)

1. Démontre que P(x) =a

3. Résous dans RI'équation P(x) = 0(On pourra raisonner
suivantles cas A =0; A > 0;A <0)

4. Déduis enle signe de P suivant les valeurs du réels x.

Stratégie: T/:...min TG:.min TC:...min
Résolution 2.2
Définition 2.1

e On appelle équation du second degré dans R toute
équation pouvant se mettre sous la forme ax?+bx+c=0
olaceR*;beR;ceR

e Siax?+bx+c =0 estune équation du second degré dans
R alors le réel A = b? — 4ac est appelé le discriminant de
cette équation

Propriété 2.1
Soit P(x) = ax®+ bx+c, a € R*; b € R;c € R un polynéme du

second degré et A = b? — 4ac son discriminant.

1. Laforme canonique de P est donnée par :

A

2
PxX)=al|lx+—| ——
(x) Za) 4a?

(2.1)

Aat o]
[}
2. Si A >0, alors I'équation P(x) = 0 admet deux solutions
- distinctes x; et x, dans R;
-b-VA -b+VA
S8dm|.J I, x| = Za\/_etxz = 2a\/_ 2.2)
m
i’ Dans ce cas la forme factorisée de P est donnée par
—C
I3 K =z P(x) = alx—x)(x— x2) 2.3)
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3. Si A =0, alors 'équation P(x) = 0 admet une solution

double xy dans R

b
Xo=—"7"

22 (2.4)

Dans ce cas la forme factorisée de P est donnée par

P(x) = a(x — xp)? (2.5)

4. Si A <0, alors 'équation P(x) = 0 n"admet pas de solu-
tion
Dans R; Pn’est donc pas factorisable dans R

2.1.1 Signe d’'un polynéme du second degré et
d’un binéme

Activité 2.2

On se propose d’étudier le signe des polynomes f(x) = x> —

2x+1;g(x) = x> +x—6; h(x) = 4x* +4x+16 et k(x) = x* + x> —6.

1. Soit P(x) = ax?+ bx + ¢ un polynome du second degré
(a; b; ¢ des réels avec a # 0), A = b? — 4ac son discrimi-

T
x+—| —-—
2a 4a?

(a) SiA <0, pour toutréel x, P(x) est du signe de a

nantet P(x) =a sa forme canonique.

b
(b) SiA=0, xoz—Z—,P(x) est du signe de a.
a
-b—-vVA -b+ VA
() SiA>0,x = % \/_;x NEVER \/_, P(x) estdu
a

signe de (—a) a l'intérieur des racines et du signe
de (a) al’extérieur des racines.

2 =

b
2. Soitax+b (a #0) unbindéme ax+b=0=> x = ——.Ainsi

a
ax + b est du signe de (—a) a gauche de la racine et du
signe de (a) a droite de la racine.

Application 2.1

1. Résous dans R les équations f(x) = 0;g(x) = 0; h(x) =
0;k(x)=0

2. Factorise si possible les polynémes f; g; h
3. Ftudiele signede f;g; h

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min
Fléments de réponses 2.1
Consigne 2.3

On considére le polynéme du second degré
P(x) = ax? + bx + ¢, on suppose que I'équation
P(x) = 0 admet dans R deux solutions distinctes x; =
-b-VA -b+VA
———etxp=—
2a 2a
1. Exprime x; + X2 et x; x xp en fonctionde a,b et ¢

2. SoituetvdeuxréelsOnposeS=u+v;p=uxv
Démontre que u et v sont des solutions dans R de
'équation x> —Sx+p=0

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min

Résolution 2.3

Propriété 2.2

1. SiI'équation du second degré ax? + bx +c = 0 a pour
solution x; et x, alors

b c
X1+ Xp=——etx; xxp = — (2.6)
a a

2. Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit
psi et seulement si ils sont les solutions de 1'équation
x> -Sx+p=0

Application 2.2

1. Détermine deux nombres réels a et b sachant que
axb=1
a+b=3
2. Détermine les dimensions d’'un terrain rectangulaire de
périmeétre 32m et dont I'aire de la surface est 16m?

Stratégie: T/:.. min 7TG:.min 7TC:...min

Eléments de réponses 2.2
Application 2.3

1. Résous dans R I'équation du second degré (E,) : x> —
m-3)x+1=0meR.

2. Résousl’équation (Ej) : (n+ Dx’+2nx+n-3=0;neR.

TC:...min

Stratégie: T/:...min TG :..min

Eléments de réponses 2.3

2.1.2 Signe des racines d’'un polynéme du se-
cond degré

Consigne 2.4

On considére le polyndme du second degré K (x) = ax?+bx+

c et pose A = b*> —4ac > 0;P = ¢ le produit et S = —E la
somme. a a
Donne le signe des solutions éventuelles de I'équation K(x) =
0 dans chacun des cas suivants :

1. P<O
P>0
2.
{S>O

P>0
3.
{S<O

P=0
4.
§<0
P=0
5.
§>0
6. A=0
Stratégie: T/:...min TG:.min TC:... min

Résolution 2.4

Retenons 2.1
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Application 2.4

1. (a) Démontre que pour tout réel m, I'équation

(Ep): X2 +2(m+1D)x+2m=0 2.7

admet deux solutions distinctes

(b) Etudie suivant les valeurs du nombres réels m le
signe de ces solutions

2. Résous dans R les équations :

(=x*>+x)2+5(-x*+x)-36=0 (2.8)

3. On considére I'’équation suivantes :

(Ep): (m+2)x>=2mx+1=0;meR—{=2} (2.9

Pour quelles valeurs de m cette équation admet deux so-
lutions réelles distinctes négatives?

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min

Eléments de réponses 2.4

2.1.3 Résolution d’'une inéquation du second
degré

Consigne 2.5

1. Donne le tableau de signe des polyndémes f; g; h de'ap-

plication de la section 2.1.1.

. Résous dans R les inéquations f(x) < 0;g(x) < 0; h(x) <
0; f(x)=0; f(x) >0;h(x) <0

Détermine x pour que 'aire du carré IJKL soit inférieur
a33dm?

Stratégie: T/:. min TG:.min 7TC:..min
Résolution 2.5
Note 2.1

Pour résoudre une inéquation du second degré, il faut étudier
le signe du polyn6éme puis a partir du tableau de signe trouver
la solution de I'inéquation

2.1.4 Résolution des inéquations du type

vV P(x) Qx);vP(x) = Qx);vPx) =
V) VP(x) = /Q(x); VP(X) = Q(x)

<

P(x)=0
VPO = VoW« {P(x) = Q)
P(x)=0
5. VP(X)=Qx) ©{ Q(x) =0 ou ( exclusif)
P(x) = QW)
Q) =0
{P(X) = [Q)]?
Application 2.5

Résous dans R chacune des équations suivantes :

X+VvVx—-1=3 (2.10)
Vx2+x+1=3x-1 (2.1

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 2.5

Consigne 2.6 (Position d'un réel @ par rapport aux racines
d'un polynome du second degré)

Soit P(x) = ax?+ bx+ c(a# 0) un polynéme du second degré
Soit a un réel

Détermine la position de a par rapport aux racines de I'équa-
tion P(x) = 0 dans chacun des cas suivants :

1¢" Cas:A <0

P(x) = 0 nadmet pas de solution dans R donc pas de
comparaison

Cas:A=0

P(x) = 0 admet une solution double xy dans R La posi-
tion de a par rapport a cette racine s'étudie aisément
Cas:A>0

P(x) = 0 admet deux solutions distinctesx; et x, dans R
Supposons que x; < X, on calcul aP(a) et on étudie son
signe

2é

3é

(a) SiaP(a) <0 alors a est entre les deux racines x; <
a < X2

(b) SiaP(a) =0 alors a est]'une des racines et la com-
paraison se fait aisément

(c) Si aP(a) > 0 alors a est a I'extérieur des deux ra-
cines

S . :
On calcul dans ce cas 5@ et on étudie son signe
LW S -
i. Si 3" a < 0 alors a est supérieur aux deux ra-
cinesx; <xx<a

o S . .
ii. Si 5" a > 0 alors a est inférieur aux deux ra-

cines a < x1 < x»

Pl =0 Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:.. min
1. VP(X)=Qx)e<{Qx)=0
P(x) < [Q(x)]? Résolution 2.6
P(x)=0 Application 2.6
P(x)=0 . . - ,
2. VP(x) 2 Q(x) & 00 =0 ou(inclusif)] Q(x) =0 px) = (m+2)x2 —2mx+1(meR) (2.12)
< )
P(x) 2 [Q(x | Etudie 1a position de 1 par rapport aux racines de p suivant
P(x)=0 les valeurs de m
3. VPO = /O < { Qx)=0 Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:... min
P(x) = Q(x) Eléments de réponses 2.6
Ben TgX Production Page 12 sur 37 Prof DOSSOU Benjamin



Statistique

Page 13 sur 37

2.1.5 Programmation linéaire sur deux va-
riables

Un probléme de programmation linéaire consiste a déter-
miner les coordonnées (x; y) d'un ou plusieurs points du plan
défini par un systéme d’inéquation traduisant un ensemble
de contraintes étant réalisé; parmi les points ceux dont les
coordonnées rendent maximale une expression de la forme
ax+by.

Application 2.7

Deux artisans A et B décident de s’associer en travaillant cha-
cun aux maximum de 40 heures par semaine pour fabriquer
des couteaux et des pairs de ciseaux. Un couteau rapporte un
bénéfice de 300F, une paire de ciseau un bénéfice de 300F.
La fabrication d'une pair de ciseau nécessite 2 heures de I'ar-
tisan A et 3 heures de I'artisan B. La fabrication d'un couteau
nécessite 2 heures de travail de I’artisan A et 1 heure de travail
de l'artisan B.

1. Combien faut il fabriquer de couteau et de ciseau par

semaine pour réaliser un bénéfice maximal?

2. Quelle est la valeur de ce bénéfice hebdomadaire ?
Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 2.7

( 2.2

Statistique

2.2.1 Série statistique a une variable

Etudier une série statistique consiste a étudier un aspect
particulier des éléments d'un ensemble donné. Cet ensemble
est appelé population.

1. Une partie de la population s’appelle échantillon

2. Un élément de la population s’appelle individu ou unité
statistique
3. l'aspect étudier s’appelle la variable ou le caractere. On
distingue :
(a) les caractéres quantitatifs qui prennent des va-
leurs numériques.
Exemple 2.1 taille; dges; nombres d’enfants...
(b) les caracteres qualitatifs qui prennent des valeurs
non numériques
Exemple 2.2 sexe; profession; nationalité...
4. Les valeurs prises par un caractéere d’'une population
sont appelés modalités
5. Sile caracteére étudié (ou la variable) peut prendre toutes
les valeurs d'un intervalle fixé, il est dit continu ou (a
modalités regroupées en classe) . S’il ne peut prendre
qu’'un certains nombres de valeurs isolées, il est dit dis-
cret.
6. Le nombre d’individu pour lesquels la variable prend
une valeur donnée s’appelle l'effectif de cette valeur .
7. Lorsqu’on associe les modalités ou classes a leurs effec-
tifs, on obtient une série statistique
8. Dans un ensemble a p éléments, on convient de noter x;
la modalité et n;son effectif avec 1 < i < p. Lensemble
des couples (x;; n;)est une série statistique.

2.2.2 Quelques caractérisations
Soit une série statistique de modalité (x;);<;<, d'effectifs

p
(ni)1<i<p et d’effectif total N = Z n;.
i=1
1. On appelle mode d’une série statistique toute modalité
qui a le plus grand effectif.

2. On appelle moyenne d’'une série statistique le nombre

réel
1 P
X=—) nix; (2.13)
lezl | 24e ]
3. On appelle fréquence d’'une série statistique le nombre
réel
n; x 100
=——en% (2.14)
N

4. On appelle variance d'une série statistique le nombre
réel défini par:

_1¢ 2 |1 o 2| =2
V(x)—ﬁ;nl(xl—ﬂ —(ﬁi;n,x, )—x (2.15)

5. On appelle écart-type d'une série statistique le nombre

réel défini par :
ogx)=v V() (2.16)

2.2.3 Effectifs camulés- fréquences cumulés

On considére une série statistique ,a modalités regroupées
en classes.

1. (a) Effectifs cumulés croissants

i
NiT=n1+'--+ni=an 2.17
k=1
(b) Effectifs cumulés décroissants
i-1
Nijj=N-(m+--+ni-))=N-) ni (2.18)
k=1
2. Fréquence cumulées croissante
i
Fa=fi++fi=) fe (2.19)
k=1
3. Fréquence cumulée décroissante
i-1
Fy=1-(fi++fic)=1-) fx (2.20)
k=1

2.2.4 Méthode pour déterminer une médiane

1. Pour déterminer la médiane M, d’'une série statistique a
caractere quantitatif discret d’effectif total IV, on peut :

(a) construire le tableau des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants;

(b) déterminer la modalité x; correspondant au pre-

mier effectif cumulé croissant supérieur ou égal a
N

2
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(c) déterminer la modalité x, correspondant au pre-
mier effectif cumulé décroissant supérieur ou égal

N
a —_—
2
+
(d) calculer M, = il 2 2

2. Pour déterminer la médiane M, d'une série statistique
a caractere quantitatif continu on peut utiliser 'une des
méthodes suivantes :

(a) Construire le polygone des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants. La médiane est I'abscisse du
point d’intersection de ces deux polygones.

(b) Construire le polygone des fréquences cumulées
croissantes et décroissants. La médiane est I’abs-
cisse du point d’'intersection de ces deux poly-
gones.

(©
Application 2.8

Les résultats au dernier devoir de mathématiques des éleves
d’'une classe sont présentés dans le tableau ci-apres

Notes (x;) 34 (56791011 |12

Effectifs(n;) | 3 | 1|4 |2 |13 1 2 3

1. Précise la population et le caractere étudié

2. Quelle est la fréquence de la modalité 5?

3. Calcule la moyenne, la variance; et I'écart-type de cette
série.

4. Dresse le tableau des effectifs cumulés croissant et dé-
croissant

5. Construis le polygone des effectifs cumulés croissant et
décroissant.

6. Détermine le mode et la médiane de cette série statis-
tique.

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min

Fléments de réponses 2.8

2.2.5 Séries statistiques des centres
Soit une série statistique de modalité (x;)1<;<p d effectifs

p
(ni)1<i<p et deffectiftotal N = ) n;.
i=1
1. Par convention, une classe est un intervalle fermé a
gauche et ouvert a droite, du type [b;; bj+1 1.

2. Leffectif n; de la classe [b;; b;+1[ est le nombre d’indi-

6. On appelle classe modale d’'une série statistique a mo-
dalités regroupées en classes toutes classes dont I'effec-
tif est le plus grand.

7. Pour une série statistique groupées en classes
(bi; bis1[i € {1;..5 k3,
(a) On appelle moyenne arithmétique d’'une série sta-
tistique le réel

x= (2.21)

2|~

P
Y nic
i=1

Pour chaque i, ¢; représente le centre de la classe
[bi; bi+11 et n; I'effectif de cette classe.

(b) On appelle fréquence réel

_ n;x100

en % (2.22)

(c) On appelle variance d'une série statistique le
nombre réel défini par :

_1¢ 2 {1 & 2| —2
V(x)—ﬁ;n,(cl—ﬁ —(Ni_zln,c, )—x (2.23)

(d) On appelle écart-type d'une série statistique le
nombre réel défini par :

ox)=vV(x) (2.24)
Application 2.9

On considere le tableau ci-dessous représentant les

notes - d'une classe de premiére lors d'un devoir.
g8 10 9 10 9 9 9 11 8 9
12 11 8 10 12 11 9 10 9 11
129 10 11 8 10 8 8 10 12

1. Regroupe ces notes dans des classes d’amplitude égale
sachant que la premiere classe est [7;9].

2. Dresse le tableau des effectifs cumulés croissants et
décroissants puis celui des fréquences cumulés crois-
santes et décroissantes.

3. Représente

(a) I'histogramme et le polygones des effectifs de cette
série statistique.

(b) le polygone des effectifs cumulés croissant et dé-
croissants de cette série statistique.

4. Calcule la moyenne de cette série statistique.
5. Calcule la densité de chaque classe.

6. Calcule la variance et |'écart-type.

vidus dont le caractere prend une valeur supérieur ou |  Stratégie: TI:.min  TG:.min TC:..min
égale a b; et strictement inférieur a b; ;. Eléments de réponses 2.9
b; +b; '
3. Le centre d'une classe bornée [b;; b; [ estc; = ’T’H 2 3
4. U'amplitude d'une classe bornée [b;; b; 1l est a; = bj+1— . ,
b, Dénombrement
N
5. La densité d’une classe bornée [b;; b;.1] est d; = —.(On .
p , i 2.3.1 Notion d’ensemble
calcule la densité lorsque les classes sont d’amplitudes
inégales (mais finies)) Activité 2.3
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Consigne 2.7

1. Dresse les éléments de chacun des ensembles A; B et E
2. Donne le nombre d’éléments que comporte A; B et E

Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:... min
Résolution 2.7
Retenons 2.2
On note Card(B) = 7; Card(A) = 8 et Card(E) = 16
Définition 2.2

1. Soit E un ensemble non vide de R, le nombre d’éléments

41

de E est appelé "cardinal de E". Si n estle nombres d’élé-
ments de E on note Card(E) = n,neN*

2. Un ensemble est dit fini s’il est vide ou si on peut comp-
ter tous ces éléments.

2.3.2 Partition d'un ensemble

! Une famille (A;);c; de parties d'un ensemble E est une
partition de E lorsque :

1. VieLAi # 9@
2.V, e AinAj=0sii#j
3. UjefA; =E

Consigne 2.8

En considérant la représentation ci-dessus
1. Quels sont les éléments de E appartenant a la foisa A et
aB
2. Quels sont les éléments de E appartenant a 'un au
moins des ensemble A et B
3. Détermine Card(A); Card(B); Card(An B); Card(AuU B)

4. Trouve une relation entre Card(A) ; Card(B) ; Card(AnB);
Card(AuB)

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min
Résolution 2.8
Propriété 2.3 Uniquement pour la premiére C

Soit E un ensemble fini et E; des ensemble formant une par-

n P
UEi|=)_ Card(E)

i=1 i=1

titionde EOna: Card(E) = Card

Conséquence 2.1
1. Pour toute partie A d'un ensemble fini E, on a:
Card(A)+ Card(E\ A) = Card(E)

2. Pour toutes parties A et B d’'un ensemble finie E, on a:
Card(AUB) =Card(A)+Card(B)—Card(AnB)

1. uniquement pour la 1ére C

2.3.3 Produit cartésien

Définition 2.3

Soit A et B deux ensembles, on appel produit cartésien de A
par B, 'ensemble des couples (a, b) tels que a€ A; b € B- Cet
ensemble est noté A x B={(a;b);ac A, be B}; onlit " A croix
BH

Application 2.10

Une femme a dans sa garde-robe 4 jupes, 5 chemisiers et 3

vestes. Elle choisit au hasard une jupe, un chemisier et une

veste. De combien de fagons différentes peut-elle s’habiller?
Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:...min

Eléments de réponses 2.10
Cette femme peut s’habiller de 4 x 5 x 3 = 60 facons
Définition 2.4

Soit E un ensemble a n éléments et p un entier naturel non
nul On appelle p-uplet de E tout élément de 'ensemble EP

Propriété 2.4

1. Dans un ensemble fini ayant n éléments, le nombres N
de listes de p éléments est : N = n?
2. Le nombre d’applications d'un ensemble a p éléments
vers un ensemble a n éléments est n?
Propriété 2.5

Soit Ey; E; -+ +; E), des ensembles finis,

card(Ey x---x Ep) = (cardEy) x -+ x card(Ep) (2.25)

2.3.4 Factorielle d’'un entier naturel

Définition 2.5

Soit n un entier naturel tel que n = 2- Le nombre factorielle n
est le produit de tous les entiers naturels de 1 a n- On le note
n!

Ainsin!l=nxn-1)x(n—-2)x---x1

Exemple 2.3 5!=5x4x3x2x1=120
Conventionnellement0!'=1etl! =1

Remarque 2.1

VneN—-{0;1},nl=nx(n-D'et(n+1)!'=mn+1)n!

2.3.5 Permutations

Consigne 2.9

Soit x, y, z trois nombres réels donnés On pose A = {x, y, z}

1. Dénombre le nombre Nde triplets de réels que 'on peut
former a partir de A

2. Précise n = Card(A) puis compare n! et N

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:... min
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Résolution 2.9

Retenons 2.3

N estle nombre de permutations sur les éléments de A
Définition 2.6

Soit E un ensemble fini ayant n éléments. Il y a n! permuta-
tions possibles de ses n éléments

Application 2.11

Le groupe des éléves de Terminale doit s’inscrire au concours
par Minitel. Il faut établir une liste de passage. Combieny a-
t-il de manieres de constituer cette liste? (il ya 24 éléves dans
la classe)

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:..min

Eléments de réponses 2.11

Une liste de passage des 24 éleves est une permutation des
24 éléments de 'ensemble classe. I1 y a donc 24! x 6,2 x 102
listes possibles.

2.3.6 Arrangement
Consigne 2.10

Dans un collége 5 éleves Anne, Ben, Carl, Din et Elise ont 8
drapeaux différents; ils désirent en accrocher un a chacun de
leur sac a dos.

Détermine le nombre de possibilité différents d’accrocher
les drapeaux aux sacs a dos.

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:... min

Résolution 2.10
Retenons 2.4

On parle d’arrangement pour une telle suite composé de 5
éléments distincts prient parmi huit éléments.

Définition 2.7

1. Soit n un entier naturel non nul et p un entier tel que
1 < p < n. On appelle arrangement constitués par p €lé-

2. Lenombre d’applications bijectives de A vers B (lorsque
n=p)estnl

Application 2.12

Al occasion d'une compétition sportive groupant 18 athletes,
on attribue une médaille d’or, une d’argent, une de bronze.
Combien y-a-t-il de distributions possibles (avant la compé-
tition, bien sr...) ?

Fléments de réponses 2.12

Un tel podium est un arrangement de 3 athlétes choisis parmi
I'ensemble des 18 athletes ('ordre compte et il ne peut y
avoir de répétition, un athléte ne pouvant remporter deux
médailles simultanément). Il existe donc A}, = 4896 podiums
différents.

Théoréeme 2.1 (Arrangement)

Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel
telque0=p=n.

1. Le nombre d’arrangement de p éléments de E est A} =
n!

(n—-p)t
2. Le nombre de permutation de E est Al = n!.

2.3.7 - Combinaison

Définition 2.8

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier na-
turel tels que p < n. On appelle combinaison de p éléments
de E tout sous-ensemble de E ayant p éléments.

Propriété 2.7

1. Le nombre de combinaison de p éléments d'un en-
semble a 7, noté C’ est tel que :
p A, o n
" opt T pln-p)
2. Soit n; p deux nombres entiers naturels tels que p < n;
a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel
nonnulona:

n
ments d'un ensemble a n éléments le nombre entier na- (a+b)" = Z C,’; aPpP. (2.26)
turelnotéAzznx(n—l)x(n—Z)x---x[n—(p—l)] p=0
' ~~
AP = i C’est la formule de Bindme de Newton.
(n—p)!
2. Un arrangement constitués par n éléments d'un en- | Consigne 2.11
semble a n éléments est appelé permutation.
SoitneN*, peN* telsque0< p < n.
Remarque 2.2 1. Démontre que C;, ¥ =C".
Une permutation est un arrangement de n éléments dans un 2. Démontre que C}, +C}; o C,’Z: 11 .
ensemble fini contenant n éléments. 3. Démontre que Cer _n C,’Z:f
sl s p
Propriété 2.6 Stratégie: T/:.. min TG:.min 7TC:...min
Soit A et B deux ensembles non vides tels que Card(A) = p Résolution 2.11
etCard(B)=navecl<sp<smn;n,peN.
1. Le nombre d’application injective de A vers B est A Propriété 2.8
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; n-p _ ~p
1. Si0sp=snalorsC, "=C;,
. p p+1 _ ~p+l - Les p éléments sont Les p éléments . Nombre de
2. Si0=< p <n-1 alors Cn + Cn = Cn+1 Mode tirage ordonnés sont distincts Outil tirages
3 S O < 1 Cp = n Cp_l Tirages successifs
-o1U<p=nalorsC, = — n-1 868 SUCCEssy: Oui Non p-uplet n?
p avec remise
Tirages &"UU.(;X”‘KY Oui Oui Arrangement At
Application 2.13 sans remise "
Tirages simultanés Non Oui Combinaison ch

De combien de facons peut-on choisir 3 femmes et 2
hommes parmi 10 femmes et 5 hommes?
Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 2.13

Ci% x C3 = 1200

2.3.8 Complémentaire d’'un ensemble

Soit E un ensemble non vide, on désigne par A un sous
ensemble de E On appel complémentaire de A dans E, I'en-
semble noté A ou A° ou Cy; Il est défini par :

A=A°=Cy ={xeExgA}; C§ = E\ AsiE est fini alors
Card(A) = Card(E) - Card(A).

2.3.9 Notion d’anagramme

L'anagramme d’'un mot indique le nombre de mots, (exis-
tants ou non), qu'on peut former avec les lettres de ce mot;
ou encore c’est le nombre de permutations distinctes qu'on
peut faire avec les lettres de ce mot. Pour trouver 'ana-
gramme d'un mot, on compte le nombre de lettres que com-
porte ce mot puis le nombre de fois qu'une lettre se répete et
on fait le rapport du factoriel du nombre total de lettres et du
factoriel du nombre de répétition de chaquelettre.

7
Exemple 2.4 L'anagramme du BABARRA s’écrit : PR 210

2.3.10 Laddition et la multiplication en analyse
combinatoire

En dénombrement ou en analyse combinatoire, en termes
de calculs, 'appellation "et" se traduit par 'opération "x" et
les termes "ou; ou bien" se traduisent par I'opération "+"

2.3.11 Probleme de dénombrement

Dans les problemes de dénombrement on a utilisé trois
outils fondamentaux : p-uplet, arrangement, combinaison. Il
est donc nécessaire de connaitre les caractéristiques de ces
notions et de préciser leurs domaine d’utilisation. Comme
on le verra dans ce qui suit, chacune de ces notions peut étre
modélisée par une situation rencontrée fréquemment dans
les problémes de dénombrement : les tirages de p boules
dans une urne qui en contient n. On peut récapituler ces dif-
férents tirages de boules et leur dénombrement par le tableau
suivant

-2.4

Fonctions-Applications

Activité 2.4

Melon au cours de son entrainement s?est intéressé aux tra-
jectoires des balles apreés deux tirs successifs. Un dispositif
placé dans les environs lui signale que ces trajectoires sont
les représentations graphiques de certaines fonctions Melon
se propose d’étudier certaines propriétés de ces fonctions.

2.4.1 Domaine de définition

(Rappels)
Définition 2.9

1. Une fonction f d'un ensemble A vers un ensemble B est
toute correspondance qui a chaque élément de A asso-
cie 0. ou 1 élément de B.

2. Une application est une fonction de A vers B qui a
chaque élément de A associe un et un seul élément de
B
ou bien
Une application est une fonction dont son ensemble de
départ est égale a son ensemble de définition

3. Soient A et B deux sous-ensemble de R, f une fonction
de A vers B. Lensemble de définition de f est le sous
ensemble D de A défini par

D={xe A, f(x)€B} (2.27)

Consigne 2.12

3

f:]—oo;i

5
——;+00
4

R

x —x*-3x+1

g:R —R
X —VvVx—1+2x-1

h:R —R

X +—

2x24+3x-2

iR —R
6

X — —
Ex)+1
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k:R —R
. 2x+3
Vx2-5x+6
I'R —R
2x+3
X

Vx2-5x+6+2x+1

m:l—-o0;0] —R
X2 +3x+1
X _— —
x2-5x+6
n:[0;+o0[ —]—o00;1]
x —x*-x-1
2—-V4-x2 0
p=4" % si x# _
0 si x=0

Détermine le domaine de définition de chacune des fonc-
tions ci-dessous.
Stratégie: T/:. min TG:.min T7TC:..min

Résolution 2.12
2.4.2 Restriction d’'une fonction
Consigne 2.13

Soit f et g deux applications définie par :

R —R

x —V]x|-2
g:IR+ —R

X —vVx-2

1. Détermine Dy et Dg.

2. Sachant que D¢ < Dy, justifie que pour tout x € Dg, on a
gx)=f(x)

Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:...min
Résolution 2.13
Retenons 2.5

On dit que g estlarestriction de f aR,. On dit aussi que f est
un prolongement de g a R.

Définition 2.10

Soit f une fonction de E vers F et E' une partie de E.

e On appelle restriction de f a E’ la fonction

On considere la fonction f:R — R

x —|x%2-5x+6|
Détermine un polynéme du second degré P ayant méme res-
triction que f alintervalle [2;3].

Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:... min

Fléments de réponses 2.14

2.4.3 Comparaison de deux fonctions sur un en-
semble donné

Consigne 2.14

On consideére les fonctions f et g définie par :

_>R
x —3x%2-1

R —R
3x3+2
x—1

—

1. Détermine Dy et Dg

2. Onpose I'=DgMNDg;
(a) Etudie le signe de f(x) — g(x) sur I
(b) Compare f(x) et g(x) pour x € [

Stratégie: T/:.. min 7G:.min 7TC:...min

Résolution 2.14
Retenons 2.6

Soient f et g deux fonctions de la variable réelle définie sur I.
Pour comparer f et g sur I, on étudie le signe de f(x) — g(x)

1. Si f(x)—g(x) <OsurIalors f < gsur/
2. Sif(x)—g(x)>0surlalors f>gsurl
3. Sif(x)—g(x)=0suralors f=gsurl

2.4.4 Minorant, majorant d’'une fonction

1. Une fonction est minorée sur un ensemble A si et seule-
ment si

Vxe AdmeRm< f(x) (2.28)

2. Une fonction est majorée sur un ensemble A si et seule-
ment si

Vxe A AMeR; f(x) <M (2.29)

Dans ce cas le réel M est appelé un majorant de f sur A

3. Une fonction est dite bornée si et seulement si elle est a
la fois majoré et minoré

g:E —F
a — f(a) 4. On dit que M est un maximum de la fonction f sur un
 festalors appelé prolongement de g a E. intervalle I si et seulement si
Application 2.14 VxeLf(x)<sM et Axpel;f(xg)=M (2.30)
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5. Une fonction est majorée sur un ensemble A si et seule-
ment si

Vxe AAMeR; f(x) =M (2.31)

. Dans ce cas le réel M est appelé un majorant de f sur A

6. Une fonction est dite bornée si et seulement si elle est a
la fois majoré et minoré

7. On dit que M est un maximum de la fonction f sur un
intervalle I si et seulement si

VxelLfx)sM et Axpel;f(xo) =M (2.32)

8. On dit que M est un minorant de la fonction f sur un
intervalle I si et seulement si

Vxelf(x)zm et Ixpel; f(xg) =m (2.33)

Application 2.15
Démontre que 3 est un maximum sur R de la fonction
g:R —R

6

X2 +2
Stratégie: T'/:..min TG:.min TC:...min

X

Eléments de réponses 2.15
Propriété 2.9
Toute application est une fonction (a prouver)

2.4.5 Composée de deux applications

Consigne 2.15

_,[R
x —3x2-1

_,R
X —V2x-1

_,[R
— V6x2 -3

=

1. Détermine I'’ensemble de définition des fonctions f; g et
h

2. Compare h(x) et g[f(x)]

Stratégie: T/:. min 7G:.min TC:..min
Résolution 2.15
Définition 2.11
Soit E; F; G trois ensemble non vide; f: E— Fetg:F —
G. On appelle composée de f par g la fonction de E — G

notée go f et définie pour tout élément x € E tel que x € D¢
et f(x) € Dg par go f(x) = gl f(x)]

Remarque 2.3

gof:E —G
x —g(fx)
Dgof ={x€Dy; f(x) € Dg}; Dog = {x € Dg; g(x) € Dy}

Application 2.16

On donne les fonctions f et g définies par

R —R

x —x%-1

g:R —R
2x+1

X

X r—

1. Détermine I'’ensemble de définition de go f.
2. Définis go f.

Stratégie: T/:..min TG:.min TC:...min
Fléments de réponses 2.16
Propriété 2.10
La composée des applications est associative.
Définition 2.12

Soit f une application de E vers F

1.-On dit que f est une injection (ou f est injective) si tout
élément de F a au plus un antécédent par f

2. On dit que f est surjection (ou f es surjective) si tout
élément de F a au moins un antécédent par f

3. On dit que f est une bijection (ou f est bijective si et
seulement si elle est injective et surjective)

Propriété 2.11

Soit f une application définie de E — F

1. On dit que f est injective si et seulement si pour tout
x,x € Eona:
fX)=fxN=>x=x
Cette propriété peut s’énoncer de la facon suivante: " f
est injective si et seulement si pour tout x;x' € Eona:

x#x = f(0) #f(X)

2. f est une bijection si et seulement si pour tout y € F,
I'équation f(x) = y admet une solution unique dans E

3. La composée de deux applications
(a) injective est injective
(b) surjective est surjective
(c) bijective est bijective
4. Si f et g sont deux applications bijective alors go f est
bijective De plus (go f) ™! = flog™!
Application 2.17

Soit f; g; h et i des fonctions définie par :
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Y€l3;+oo[ ©y>3
TR —R Sy>2+1
o x+3 oy-2>1
X o (y-272%>1
S y-22%+1=x>
g:R —R DoncVy€]3;+ool,Alx €]2;+o0l;i(x) =y
2x+1 d’ou i est bijective
X —
x—1
3. h71:2;4+00] —]1;+00
hil;4+00[ —]2;+00[ x —Vx-2+1
x —x>-2x+3
i71:3;+00[ —12;+00

i:]2;400[ —13;+00[
X —vVx—1+4+2
Définie fogetgo f

Démontre que h et i sont bijectives

Définie la bijection réciproque de h et de i

- w b

Sans déterminer ko i, démontre que ko i(x) = 7 admet
dans ]2; +oo[ une solution unique xy que I'on détermi-
nera

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min

Eléments de réponses 2.17

1. D¢ =R*
Dg=R—{1};
Dfog ={x€Dgg(x)eDs}

{xeR-{1}; g(x) eR*}
={xeR~{1};g(x) # 0}

Posons g(x) =0

gx)=0ex= —%

1
Par suite Dfog = [R_{l;_i}

1
fog:[R—{l;—E} —R
5x—-2
2x+1

—

Par analogie gof:R—-{0} —R
X —x+2

2. Soit y €]2;+oc0 et xx €]1; +oo[; h(x) =y

hx)=yex=4y-2+1>0
Ainsi Vy €]2; +oo[; 3lx €]1; 4+00[; h(x) = y par conséquent
h est une bijection

Soit y €]3; +oo et x €]2;+o0l;i(x) =y

() - y-2=0

I1(X) =

Y x—-1=(y-2)2

s x—1=(y-22%cary-2)=0
c»x:(y—l)2+1

x — (x=2)%2+1

4. go f est la composée de deux applications bijective
donc go f est une bijection de ]1;+o0o[ vers 13;+oo[;
7 €]3;4+00[ donc I'équation go f(x) = 7 admet une
solution unique x( dans ]1; +oo[

(§oNx)=7 < x9=(go N
ex=[f"log (7
s xp=flig ' M =2v6+1

Remarque 2.4
1. Sif:E— F;g:F— G h:G— H des fonctionson a:
(hog)of: ho(gof)
2. Si f est une bijection de A vers B alors f(x) =y © x =
'
Consigne 2.16

Soit f une application bijective de A vers B et f~! sa bijection
réciproque

1. Démontre que Yx € A; fo f1(x) = x
2. Démontre que Vye B; fof () =y
TC:..min

Stratégie: T/:... min TG :..min

Résolution 2.16

1. Posons f(x)=a
flof=Ftfmi=f1Ya=x

2. Posons f(y)=b
Flofm=ftfy=f'=y

Définition 2.13

E étant un ensemble non vide, on appel applica-
tion identique de E, l'application notée Idp et définie

par Idg:E —E
X »—»IdE(x):x

Propriété 2.12
Soit f une application bijective définit de E vers F; f~! sa

bijection. Dans le plan muni d’'un repere orthonormé, ¢ et
%f-l sont symétrique par rapport a la droite d’équation y = x.
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2.4.6 Image directe-Image réciproque d’'un en-
semble par une fonction

Définition 2.14

Soit f une application de E vers F; A et B deux ensemble tels
que AcEetBcF

1. On appelle image directe de A par f le sous-ensemble
de F définie par

fA={fx)eF;xe A} (2.34)

2. On appelle image réciproque de B par f le sous-
ensemble de E définie par
fU(B)={x€eE;f(x)e B} (2.35)

Dans la définition d’'image réciproque, 'application f n’a pas
besoin d’étre nécessairement bijective

Application 2.18
R —R
Détermine f([-2;4]); £~1([0;2])

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 2.18

( 2.5

Limites et continuité

Activité 2.5

Luc un éléve de la classe de 1ére voulait tracer la courbe qui
permettra de voir I'évolution de la longueur des carrés suc-
cessifs construits Pour cela il se rend il se.rtend compte qu’il
a besoin des notions de limite, de continuité et de dérivation
afin de bien construire cette courbe

2.5.1 Limites
Consigne 2.17

R —R
x —bx+3

1. Complete le tableau suivant :
X 1,99 | 1,999 | 1,9999

fx)
2. Pour x prenant des valeurs voisines de 2, f(x) est proche
de quelle valeurs

2,001 | 2,00001

Stratégie: T/:...min TG:.min TC:...min

Définition 2.15

Soit f une fonction numérique définie ou non en un point x
de R et / un nombre réel. On dit que f(x) tend vers / lorsque
x tend vers xp ou que [ est la limite de f au point xp ou f(x)
s’approche de [ lorsque x prend des valeurs de plus en plus
proche de xp. On notelixronf =lou )}1_)1’1}() f)=1

Propriété 2.13

Lorsqu’une fonction f est définie en xp et admet une limite
en xp alors cette limite est égale a f(xp); c’est a dire lim f =
%)

[ (x0).

Consigne 2.18 (Limite fine (en l'infini))

Observe la représentation graphique de la fonction g définie

3x2+1
g§x) = 2

par:
1. Quelle estle comportement de g(x) lorsque x prend des
valeurs "de plus en plus grande"

2. Peut-onrendre g(x) "aussi proche de 3 quel’on veut" en
choisissant "x suffisamment grand"

Stratégie: T/:...min TG:.min TC:... min
Résolution 2.18

Consigne 2.19 (Limite finie a l'infini )

1
Soit la fonction f définie par f(x) = —
X

1. Détermine D I;

2. Compléte le tableau suivant :
x |10 ] 100 | 10° | 107
fx)

3. Quel est le comportement de f lorsque f prend des va-

Résolution 2.17 leurs de plus en plus grand
Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:.. min
Retenons 2.7
. Résolution 2.19
On dit que f(x) tend vers 13 quand x tend vers 2 et on note :
liénf =130u }CLH% fx)=13 Retenons 2.8
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On dit que f(x) tend vers Olorsque x tend vers +oco et on écrit : 2. Compleéte le tableau ci-apres :
limf=0ou lim f(x)=0. X -0,01 | -0,001 | 0,001 | 0,01
+00 X—+00
g(x)
Consigne 2.20 (Limite en l'infini des fonctions élémentaires) 3. Que peux-tu dis de la limite de g(x) lorsque x tend vers

Propriété 2.14

i 1
10, lim — =0
. 1
11. lim —=0
. 1
12. lim —=0
13. lim — =

0
. +00 si n est pair
14. lim x" = i ‘p .
x—+00 +o0si n est impair
+00 si n est pair
—oosi n est impair

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:..min
Résolution 2.20
Consigne 2.21 (Limite infini en xy)
On considére la fonction / définie par :

2
1

h(x):x +
x—1

1. Précise le domaine de définition de h

2. Complete le tableau ci-apres

X 09 (09 [1]---
f®)
3. Dis ce que tu constates du comportement de f(x)

lorsque x prend des valeurs " de plus en plus proche de
1 n

1,001 | 1,01

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min
Résolution 2.21
Consigne 2.22 (Limite finie (en xp))
On consideére la fonction g définie par:

1
s

1. gest-il définie en 0

0
4. Calcule f(0) puis dis ce que tu remarques
Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:... min

Résolution 2.22
Consigne 2.23 (Limite a gauche, limite a droite)

Observe la représentation graphique suivante de la fonction
-3x+1

g définie par g(x) =

1. Quelle est la limite de g(x) lorsque x tend vers 0 par va-
leurs inférieures

2. ‘Quelle est la limite de g(x) lorsque x tend vers 0 par va-
leur supérieures

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:.. min
Résolution 2.23

Consigne 2.24 (Limite des fonctions élémentaires)

1 ---si n est pair
lim— = . . .

0~ x" --8i n est impair

1 ---sin est pair
lim — =

o+ x" ---sin est impair

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min

Résolution 2.24
Définition 2.16

Soit xp; I deux nombres réels et f une fonction d’ensemble de
définition Dy
1. On dit que f admet une limite a gauche en x, égale a [
lorsque larestriction de g de f a Dyn] —oo; xo[ admet en
Xp une limite égale a [
Onnote lim f(x)= lim g(x)=17oulim f(x) = Ondit
X—X0< X— X0 Xo

que [ estla limite a gauche en xy de f ou bien f(x) tend
vers [ par valeurs inférieur a xo

2. On dit que f admet une limite a droite en x; égale a [
lorsque larestriction de hde fa D N xo; +oo[ admet en
Xp une limite égale a [
On note lim f(x) = lim g(x) =1 oulimf = On dit
X—X0> X=X xot

que [ est la limite a droite en xy de f ou bien f(x) tend
vers [ par valeurs supérieur a xg
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Exemple 2.5 Considérons la fonction numérique d'une va-
riable réels définie par :

x+3six>1
fx) =

2x+3six<1
Ona:lilrpf(x) =4 etlilrpf(x) =5

Propriété 2.15

Soit xp; I deux nombres réels et f une fonction définie sur un
intervalle ouvert centré en xy sauf éventuellement en x

1. Dans le cas ol f n’est pas défini en xy, f admet une li-
mite / en x si et seulement si f admet en xp une limite
a gauche et une limite a droite égale a [
lim f(x)=1<lim f(x) =lim f(x) =1
Xo xot Xo

2. Dans le cas ou f est défini en xg alors f admet une li-
mite en xp si et seulement si f admet en x( une limite a
gauche et une limite a droite égale a f(xo)

lim f = f(xp) © lim f =1lim f = f(x0)
Xo xo™ Xo

fta)

Théoreme 2.2 (Théoreme des Gendarmes)

Soit f une fonction S’il existe deux fonctions f et g telles

que g < f < h sur un intervalle ouvert ]a; +ool et lim gx) =
(e.¢]

limh(x) =1, alorsona:lim f(x) =

+00 +00

1
Exemple 2.6 Calcule lign x*cos—
x

Propriété 2.16

1. Lalimite en 'infini d’'une fonction polyndme est égale a
la limite en I'infini de son monéme du plus haut degré

Exemple 2.7 Calcule li(I)Il 353 +3x%+2

2. Lalimite en I'infini d'une fonction rationnelle est égale
a la limite en l'infini du quotient des monémes du plus
haut degré du numérateur et du dénominateur

-3x3+3x%2+2

Exemple 2.8 Calculelim
0 2x*+3x2-1

Propriété 2.17 (Limites et inégalités)
Soient f et h deux fonctions numériques de variable réelle
définies dans un voisinage V de a
1. On suppose que Vx € V; f(x) < h(x); sur l'intervalle
la; +ool si litlznf(x) =]et li}lnh(x) =["alorsl<!

2. On suppose que Vx € V;h(x) < f(x) < g(x) sur l'inter-
valle ]a; +ool; si li}ln h(x) = +oo alors lig1f(x) = +00

3. On suppose que Vx € V;h(x) < f(x); si liﬂrlnf(x) = —00
alors ligl h(x)=—-o0

Propriété 2.18 (Limite des fonctions trigonométriques)

sinx

lim =1
0 x
. 1-cosx
lim—— =0
0 X
. 1l—-cosx 1
lim———=—
0 x2 2
. tanx
lim =1
0 x
Application 2.19
. sin2x . tan2x
1. Calcule lim ;lim —
0 X 0 sin3x

2. Soit f la fonction numérique définie par

x>2

3x+1 si x<2

{sz —Xx+5 si
(a) Détermine D¢
(b) Calcule lalimite de f a, gauche et a droite de 2
(c) Lafonction admet-elle une limite en 2
3. Onrappelleque -1 <cosx<let-1<sinx<1
2 _
x“-1
<
x2+1

X2+ sinx
x2+1

(@ i. Démontre que Vx € R,

X% +sinx
x2+1
i. Démontre que VxeR,x—1<x+sinx

ii. Calcule lim
+00
(b)
ii. Calcule lim(x + sinx)
+00

Stratégie: T/:.. min TG:.min T7TC:...min

Eléments de réponses 2.19

2.5.2 Continuités
Définition 2.17 (de la continuité en un point)

Une fonction dite est continue en a lorsqu’elle est définie en
a et admet une limite en a.

Consigne 2.25 (Reconnaissance graphique de fonction conti-

nue en un point)

L a

f(a)

f est continue en a [fest définie en a mais f est non

continue en a

fest non continue en a parce que non
définie en a.
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Stratégie: T/:. min T7G:.min 7TC:..min 1. Etudier la continuité de f au point 4 et 8
Résolution 2.2 .
ésolution 2.25 2x+5 si x€]—o0;4]
Propriété 2.19 f)={x*-4 si x€l4;8]
x-5 si  x€]8+oof

Nous démontrons et nous admettons que :

1. Les fonctions élémentaires :

R); x — x%; x — x3; x— VX X — ;X — cOSX; X —
X

X — cx — ax(a €

sinx sont continues sur leur ensemble de définition

2. La somme, le produit ou le quotient de deux quel-
conques des fonctions élémentaires définies ci-dessus
est continue en tout point de son ensemble de défini-
tion

3. Soit a un nombre réel, K un intervalle ouvert contenant
a, f une fonction définie sur K — a et non définie en a.
Si g est une fonction continue en a qui coincide avec f
sur K —{a}, alors f admet une limite en a égale a g(a)

Propriété 2.20

Soit f, g des fonctions; a, I,1’ des nombres réels; si lilllnf(x) =

llimg(x) = I' alors lim(f +g) = 1+ l’;li(rln(f-g) =1-1';side

! = —
plus l #0 alors lim T

Propriété 2.21

Nous démontrons que

1. La somme de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a;

2. Le produit de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a;

3. Le quotient d'une fonction f continue en a par une
fonction g continue en a telle que g(a) soit différent de
zéro, est une fonction continue en a;

Définition 2.18 (continuité a droite et a gauche)

Soit f une fonction numérique de la variable réelle définie
sur un intervalle I contenant a

1. f est dite continue a gauche en a si et seulement si

lim £ (x) = f (@)

2. f est dite continue a droite en a si et seulement si

lim f (x) = f(a)
a
3. f est dite continue en a si et seulement si lam fx) =
lim f(x) = f(a)
a
Consigne 2.26 (Continuité de la fonction valeur absolue)

Etudier la continuité de la fonction x — |x| (TU distingueras
lescasx=0;x>0;x<0)
Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min

Résolution 2.26

Application 2.20

2. Détermine les réels a et b pour que la fonction g soit

b4
continue en — et ——
2 2

. . /2
—-2sinx six<——

. . T
gx) =1 asinx+b 51x€—§ <x<—=

2

. T
cosx six = 5

Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:.. min

Eléments de réponses 2.20

Propriété 2.22

La fonction valeur absolue est continue en tout point de R
Définition 2.19 (Continuité sur un intervalle)

1. On dit que f est continue sur un intervalle ouvert ] a; b[
si elle est continue en tout point de cet intervalle

2. Un-e fonction f est continue sur un intervalle [a; b] si
elle est continue sur I'intervalle ouvert | a; b[; continue a
droite en a et a gaucheen b

3. Une fonction f est continue sur intervalle [a; b[ si elle est
continue sur l'intervalle ouvert ] a; b[ et continue a droite
au point a

4. Une fonction f est continue sur l'intervalle ]a;b] elle
est continue sur l'intervalle ouvert ]a; b[ et continue a
gauche au point b

2.5.3 Extension de la notion de limite

Consigne 2.27 (Limite infini en un point)

Soit f(x) = une fonction de variable réelle

1
(x-3)2
1. Donne le domaine de définition de f

2. Quelle est le comportement de f(x) lorsque x prend des
valeurs de plus en plus proche de 3

Stratégie: T/:...min TG:.min TC:... min
Résolution 2.27

1. Dy =R-{3}

2. f prend des valeur de plus en plus grand
Retenons 2.9

On dit que f tend vers plus infini lorsque x tend vers 3 et on
note lién f(x) =+o0

Propriété 2.23

Soit xo un nombre réel et n un entier naturel non nul
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1. lim = +o00
x0* (X —xp)"
. 1 +00 sinest pair

2. lim = . . .
X0~ (x—xp)" —oo sinestimpair

Propriété 2.24

Soit x et [ des nombres réels; f et g des fonctions telles que
limg(x) = (1 #0)
0

1. Si lixmf(x) =+oo et [ >0 alors lixmf(x) x g(x) = +o0
0 0

2. Si lixmf(x) =+ooetl<0alors lixmf(x) x g(x) = —oo
0 0

3. Si lixmf(x) =—ooet!>0alors lixmf(x) x g(x) = —o0
0 0

4. Si lixmf(x) =—-ooetl<0alors lixmf(x) x g(x) = +o0
0 0

Application 2.21

Calcule la limite de f et g a droite et a gauche en xg

1. f(x) x—S'x 5
’ x+5 "0

) (x)_x2—5x+6 .
- 8 243x—4" 0"

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 2.21

2.5.4 Interprétation graphique des limites

1. Soit b un nombre réel et f une fonction numérique;
si llgl;)l f(x) = b (respectivement lgrol f(x) = b) alors la
droite d’équation y = b est une asymptote horizontale a
la courbe représentative de la fonction f au voisinage
de +oo (respectivement au voisinage de —oo)

3. Soit a;b € R; si lim [ f(x) - (ax+b)] = 0 alors la droite

d’équation y = ax + b est asymptote oblique a (¢7) au
voisinage de oo

lim f(x) =

4. Si{ ™
limmzo
© X

Alors (%) admet une branche parabolique de direction
celle de I'axe des abscisses au voisinage de co

hm f)=
5. S f( x)
oo X
Alors (%f) admet une branche parabolique de direction
celle de I'axe des ordonnées au voisinage de oo
xli_)m fx) =00
6. Si lim& =a
—eo x
Eg(f(x) —ax) =b

Alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote
oblique a (%f) au voisinage de co

( 2.6

Dérivation

Activité 2.6

Codjo un éleve de la classe apres le cour sur les limites se pro-

pose de calculer lim f( )~ f( ) ou f est la fonction définie
par f:R —R et a un réel
x —x*-3x+2
o Consigne 2.28
/ a
I Calcule hm f- f( )
’ Stratégle Tl-.min TG:i.min TC:..min
Résolution 2.28
2. Soit a un nombre réel et f une fonction numérique; si ) - fl@
li}ln f(x) = +oo (respectivement lizn f(x) =—oc0) alorsla | 1 m 4 - 2a-3
droite d’équation x = a est une asymptote verticale a la
courbe représentative de la fonction f Définition 2.20
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Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢. On appelle
fonction taux de variation de f en a , la fonction notée T, et

définie sur Dy —{a}par: T, = M
x—a
Définition 2.21

Soit f une fonction numérique de la variable réelle définie
sur un intervalle ouvert I contenant a
1. Ondit quelafonction f est dérivable en alorsque le taux
de variation de f en a admet une limite en a C’est a dire
li{ln T.(x) =1; [ € R. Cette limite est appelé le nombre dé-
rivé de f en a On le note f'(a)
2. Lafonction f est dite dérivable a gauche en a si et seule-
x)—f(a
ment silim M
70 -F@
x)—f(a
réel lgrp f— noté fé(a)est appelé le nombre dé-

-a
rivé de f a gauche en a

existe et est un réel Dans ce cas le

3. Lafonction f est dite dérivable a droite en a si et seule-
o JO-fl@ .
ment si lim -/t existe et est un réel Dans ce cas

a X—a

le réel lim noté ft;(a) est appelé le nombre
a+

dérivé de f a droiteen a
Application 2.22

On considére la fonction f définie par:

3x2—x+1 si x=1
fO=4_,

+1 si x<1

1. Etudie la dérivabilité de f en 1
2. Précise le nombre dérivée de f a gauche et a droite en 1.

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min
Eléments de réponses 2.22
Définition 2.22

1. Une fonction f est dérivablesur un intervalle ouvert [
si et seulement si elle est dérivable en tout point de
Dans ce cas la fonction'dérivée de f sur I notée f’ est

définie par f': 1 —R
x — f'(x)

la fonction fen x

ol f'(x) est la dérivée de

2. Dérivée de quelques fonctions usuelles

2.6.1 Opérations sur les fonctions dérivables

1. Soit f et g deux fonctions numériques de variable réelles
définies sur un intervalle ouvert contenant a

2. Si f et g sont dérivables en a alors f+g; fx g et
af(a € R) sont dérivable en a alorson a:

3. (f+@@=f(a+g @
4. (fx@@=faxga+g(af(a
5. (af)(a)=af'(a)
f

6. Si f et g sont dérivable en a et g’(a) # 0 alors = est déri-
g

Vablle enaetona:
f fllaga-g'(a)f(a)
=| (@)= 3
g (g(a)]

7. Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors

pour tout entier naturel n, (n =2); u" est dérivable sur [

et (™) = nu'u™1

8. Si u est une fonction dérivable et strictement positive

sur un intervalle I alors v/u est dérivable sur I et (v/u)' =

u/

2Vu

9. Soit a et B deux réels avec a # 0 Si u est une fonction
dérivable en aa + Balors la fonction f: x — u(ax + p)
est dérivable en a et f'(a) = au'(@a+ B)

Fonction Dérivée
f f!
u+v u'+v
ku, keR u+v

uv uv+v'u
1 v
v , vz/
u uv-v'u
v p? :
u, n>1 nu'u"
Vil v
u
2/ u
x—u(ax+b) | x— au'(ax+Db)

Application 2.23

On consideére les fonctions suivantes

1. R —R
x —3x2-2x-5

f f/ D!
x—k,(keR) x—0 R 2. g R —R
X=X x—1 R 5
*
X— — X—-= R
X X
x— x", neN* x— nx"T R , hiR —R
1 .
X— X X— — R* X+l
v 2y/x " T
X— sinx X— COSX R
X — COSX X— —Sinx R Détermine f’(x); g'(x) et h'(x)
X — tanx x— 1+ tan’x E Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:... min
/2
Avec D’ le domaine de dérivabilité et E =R — {5 +km, ke Z} Eléments de réponses 2.23
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2.6.2 Application de la dérivation

Sens de variation d’une fonction

Théoréme 2.3

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I

1. Si la fonction dérivée f' de f est nulle sur I (Vx €
I; f'(x) = 0) alors la fonction f est constant sur [

2. Silafonction dérivée f' de f est strictement positive sur
I sauf en un nombre fini de point ol elle s’annule (Vx €
I, f'(x) = 0) alors f est strictement croissante sur [

3. Silafonction dérivée f’ de f est strictement négative sur

I sauf en un nombre fini de point ou1 elle s’annule (Vx €
I, f'(x) < 0)alors f est strictement décroissante sur I

Remarque 2.5

1. Pour étudier le sens de variation d'une fonction, il suffit
d’étudier le signe de sa dérivée

2. Une fonction est dite monotone sur un intervalle I si elle

est soit strictement croissante ou strictement décrois-
sante

2.6.3 Interprétation géométrique du nombre
dérivée

Soit f une fonction numérique de la variable réelle x, dé-

finie sur un intervalle ouvert I contenant a On désigne par

(€) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére

O; D)

1. Si f est dérivable en a alors (4¢) admet au point d’abs-
cisse a une tangente (T) de coefficient directeur f'(a) on
a:

(D): fll@)(x—a)+ f(a)

2. Si f est dérivable a gauche en a sans étre dérivable en
a alors (¢f) admet a gauche au point M(a; f(a)) une
demi-tangente (Tg) définie par les relations

y =fil@x-a)+fla
X <a

3. Si f est dérivable a droite'en a (respectivement a gauche
en a) alors (%f) admet a droite au point M(a; f(a)) une
demi-tangente (T;) définie par les relations
{y = fi(@)(x-a)+ f(a)

X za
respectivement
{y = fi(@)(x-a) + f(a)

X <a
Remarque 2.6

1. Lorsque f n’est pas dérivable en a mais admet au point
A(a; f(a)) deux demi-tangente non paralléles, on dit
que A est un point anguleux de la courbe ¢

2. Illustrations des demi-tangente verticale
lim L@ -f@

Xx—a- X—a

lim LD _

x—a~  x-—a

=a

D (Td”
Uy =2 f@

DTl
Uy =f@

=da
.

lim W -f@

x—at XxX—a

(T X =a
’ d y Sf(a)

e lim fO-f@ _ +o0 ; (Td){x y
x—a* xX—a vy =fla

. lim f)-fa) _ . lim fx) - f(a) _
)igg XxX—a x—a* X—a

% admet en A une demi-tangente vertical d’équa-

tionx=a

o fim {9 S@
x—a x—a
lim —f(x) —f@ = +00
x—a* X—a

¢ admet en A une demi-tangente vertical définie

ar : ro=a
Py <rw

broussement de (%)

On dit que A est un point de re-

2.6.4 Extremum relatifs d'une fonction

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et
Xo un élément de I
[ (xp) est un extremum relatif (ou extremum local) de la fonc-
tion f si et seulement si f’'s’annule en xy en changent de
signe Dans un tel cas I'équation de la tangente a la courbe de
f au point My (xp; f (xg)) est paralléle a I'axe des abscisses :
c’est u,ne tangente horizontale Un extremum relatif est soit
un maximum ou un minimum

Tableau de variation d’'une fonction

C’est un tableau qui comporte les informations suivantes :
1. Domaine de définition

2. Signe de la dérivée

3. Les limites aux bornes du domaine de définition

4.

Les extremum relatifs
Application 2.24

Soit la fonction f(x) = x> -3x+1
1. (a) Etudiele sens de variation de f
(b) Dresse le tableau de variation de f
(c) Précise s’il y alieu les extremum relatifs de f

2. Méme question pour la fonction définie par g(x) =
2x+1

x-3
Stratégie: T/:...min TG:.min TC:...min

FEléments de réponses 2.24

2.6.5 Quelques notions essentielles pour I'étude
d’une fonction numérique

Soit f une fonction définie sur son ensemble de définition
Dy et (%f) sa courbe dans un repére orthonormé (O; i ; j)
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Fonctions paires

1. f estune fonction pair si et seulement si Vx € Dy, (-x) €
Dy et f(x)=—f(x)

2. Dans un repere orthonormé la courbe représentative
d’une fonction pair a un axe de symétrie qui est ’axe des
ordonnées

Fonctions impaires

1. f est une fonction impair si et seulement si Vx €
Dyg,(-x)€ Dy et f(—x) = —f(x)

2. Lorigine du repére est un centre de symétrie de la
courbe représentative de la fonction impair

Application 2.25

Etudie la parité des fonctions ci-dessous
1
f@)=x*-1g(x) = p
Stratégie: T/:. min TG:.min 7TC:..min

Fléments de réponses 2.25
Remarque 2.7

Si une fonction est paire ou impaire, on peut I'étudier sur
Df N [0; +oo[;Dfr1] —00;0]

2.6.6 Axe de symétrie, centre de symétrie d’'une
courbe (¢7)

Axe de symétrie

On dit que la droite d’équation x = a est un axe de symétrie
a (6y) sietseulement si Vx e Z¢;2a—x) € Yy et f(2a—x) =
[

Centre de symétrie

On dit que le point Q(a; b) est un centre de symétrie pour
(‘gf) si et seulement si Vx € Qf; Ra=x) € .@f et fRa—x)+
fx)=2b

Application 2.26

Démontre que :
1. la droite d’équation x = —3 est un axe de symétrie pour
()
2. le point A(1;2) est un centre de symétrie pour ()

R —R
x —x2+6x+1

g:R —R
2x+3

x—1

X

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:..min

Fléments de réponses 2.26

Périodicité

Soit T un nombre réel On dit que f est périodique de pé-
riode T si et seulementsi Vx € Zy; (x+T) € Dyet f(x+T) =
fx)

Remarque 2.8

1. Si T est une période de f, tout autre période est de la
forme kT, (k€ 2)

2. La période d’une fonction est le pus petit strictement
positif de toutes les périodes

3. Si une fonction est périodique de période T, on peut
TT

2 )
4. Lesfonctions x— cos(ax+b) et x— sin(ax+b)(a #0)

I’étudier sur an [0; T] ou @f N[-T;0] ou @fﬁ

L. - U
sont périodiques de périodes T = ﬁ
a

5. La fonction x — tan(ax + b)(a # 0) est périodique de
/5

ériode T = —

P jal

Application 2.27

Soit f(x) = cos(2x + 3):- Démontre que f est périodique de
période T =.

Stratégie: T/:..min T7G:.min 7TC:.. min
Eléments de réponses 2.27
E Suites numériques

2.7.1 Généralités sur les suites

Définition 2.23 (notation et représentation d'une suite)

On appelle suite numérique, toute fonction définie de N (ou
d’une partie de N) vers R.

2x+1
x+2

Exemple2.9 f:xeN—2x>-1;g:xeN—

au lieu de x, la variable est souvent notée . Ainsi, nous po-
serons u, au lieu de f(x). Plus simplement, une suite numé-
rique est souvent notée (uy)n; (Vy)n ou (Wy) . (Uy), est ap-
pelé terme d’indice 7 de la suite (u,),. Pour n quelconque,
u, est le terme générale de la suite (1) ;.

Exemple 2.10 Soit (wy), la suite définie par w,, = 2n®-1.

1. Calcule les 3 premiers termes de la suite de terme général
2. Représente sur un axe les premiers termes de la suite
(Wn)n

Une suite numérique peut étre définie, soit par une formule
explicite, soit par une formule de récurrence. Pour une suite
définie par une formule de récurrence, le calcul du terme
Up+1 dépend du terme uy,.
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. . s 2n+1 . . e 1
Exemple 2.11 Soit (1), la suite définie par u, = et | Soit les suites (Uy) nen+ €t (Vi) pen définie par: Uy, = ———
n+2 n(n+1)
la suite d w3 (o = fitudie le sens de variati
(Vi) 5 la suite définie par 1 . e . Etudie le sens de variation
e finiep Un+l =§vn+4 Vi+1 =Vn2+vn+1;Vn<-:N

1. Calcule les 4 premiers termes de la suite de terme général
(Vnn.

2. Représente dans un plan les premiers termes de la suite
(Vnn.

2.7.2 Suite majorées, suites minorées, suites
bornées

Soit () ner une suite numérique.

1. (uy) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que

VneN,u,<M (2.36)

2. (uy) est minorée s'il existe un nombre réel m tel que

VneN,u,=m (2.37)

3. (uy) estbornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Application 2.28
1. Démontre que la suite (u,) est majorée par 6.

Ug =-1
(un)

1
Upy1 = zun+3;Vn€N

2. En utilisant le raisonnement par récurrence, démontre
que pour tout entier naturel 7 non nul, on a
_ nn+1)
=—
, _nn+1)(2n+1)
—
nn-1)(n+1)

@ 1+2+---+n

(b) 12+22+---+n

n
© Y kin-k)= 5
k=1

Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:..min

Fléments de réponses 2.28

2.7.3 Sens de variation d’'une suite numérique

Pour étudier le sens de variation d'une suite définie par
une formule explicite, on peut utiliser 'une des méthodes
suivantes :

1. Méthode algébrique : étudier le signe de u,,+1 — uy,
(@) Siu;e1— uy =0alorslasuite (1) est croissante.
(b) Siup+1 — u, <0 alors la suite (1) est décroissante.

2. Méthode fonctionnelle
Lorsque la fonction u,, = f(n). Etudier le sens de varia-
tion de la fonction f.

(@) Si f est croissante sur [ng;+ool alors la suite (u;,)
est croissante a partir du rang ny.

(b) Si f estdécroissante sur [ny; +ool alors la suite (1)
est décroissante a partir du rang ny.

Application 2.29

de chacune des suites (Uy) et (V3,).
Stratégie: T/:. min T7G:.min TC:.. min

Eléments de réponses 2.29

2.7.4 Suites arithmétiques

Définition 2.24

Soit (#y) neg Une suite numérique
(uy) est une suite arithmétique s'il existe un nombre réel r tel
que, pour tout n élémentde E,ona: u,4+1 = Up+r- Le nombre
r est appelé raison de la suite (u,,)

Ugp =2
Exemple 2.12

Up+1 =Up—3
La suite (uy) nen ainsi définie est une suite arithmétique de rai-
son —3 et de premier terme 2

Propriété 2.25

1. Soit (u4y) nenune suite arithmétique de premier terme
et raison r- Pour tout entier naturel n, ona: u, = up+nr

2. Soit u; une suite arithmétique de premier terme 1y on a
pour tous nombres entier naturels n et k, u, = ui + (n—
k)yr

3. La somme S de n termes consécutifs d’'une suite arith-
métique (u,) est égale au produit par n de la demi-

somme des termes extrémes
S =ug+ugitUgio++uy
[(n—a)+1] x [uy + ugl

2

2.7.5 Suites géométriques

Définition 2.25

Soit (1) nep une suite numérique (1) e est une suite géo-
métrique s’il existe un nombre réels g tel que, pour tout n
élément de E,on a: u,4+1 = qu, Le nombre g est appelé rai-
son de la suite (i)

Vo = -
Exemple 2.13 4

VneN,v,41 =-2v,
La suite (vy,) nen ainsi définie est une suite gé¢ométrique de rai-

son —2 et de premier terme 1

Propriété 2.26

1. Soit (vy) une suite géométrique de premier terme v et
de raison g- Pour tout nombre entier naturel n, on a :
Un = Uoq"

2. Soit (v,) une suite géométrique de raison g on a : pour
tous nombres entier naturel n et k; v, = v x q”’k

3. Soit S la somme des termes consécutifs d'une suite géo-
métrique de premier terme a et de raisong
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1_ n
(a) SM];«HalorsS:a%

(b) Sig=1alorsS=nxa
Propriété 2.27 (caractéristique)

1. a; b et ¢ sont trois termes consécutifs d’'une suite arith-
L. . . a+c
métique si et seulement si b = 5

2. a; b et c sont trois termes consécutifs d’'une suite géo-
métrique si et seulement si b> = a x c.

Application 2.30

On considere les suites v, = 2n—1;n € N* et w,, = 3 x

1 n
(—) ;neN.
2

1. Démontre que v, est une suite numérique et que w, est
une suite géométrique (tu préciseras la raison et le pre-
mier terme).

2. Calcule la somme des 20 premiers termes de chacune
des suites.

Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min
Eléments de réponses 2.30
Propriété 2.28
1. Sens de variation d'une suite arithmétique
Soit (u#5) une suite arithmétique de raison r.
(a) Sir >0 alorsla suite (u;) est croissante.

(b) Sir <0 alorsla suite (1) est décroissante.

2. Sens de variation d'une suite géométrique.
Soit (v,) une suite géométrique de raison q.

(@) Sig>1alors lasuite (v,) est croissante.

(b) Si g <1 alors lasuite (v,) est décroissante.

2.7.6 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un procédé qui per-
met de démontrer qu'une proposition P(n) est vraie pour
tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier naturel 7y
donné. 1l se fait en deux étapes.:

1. On démontre que la proposition P(n) est vraie pour le
premier rang ng de n.

2. On suppose que pour tout entier naturel k = ngy, P(k)
est vraie et on démontre que P(k + 1) est vraie puis on
conclure.

2.7.7 Convergence et divergence d’une suite nu-
mérique
Définition 2.26

1. Une suite (u,) est convergente si elle a une limite finie.
(C’est a dire lim u,=1€R)
(e.¢]

2. Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

Propriété 2.29

Soit [ un nombre réel, f une fonction numérique , (u,) la
suite définie par (u,) = f(n).

1. Si limf = [ alors (u,) converge vers [.

2. Si limf = +oo alors (u,) converge vers.
o0

Théoréme 2.4 (Limite de la suite ggométrique (q™); g € R*)
Soit gun nombre réel strictement positif.

1. Sig>1alors nlirilmq” = +00

2. Si g =1alors g" est constante et nl_igl@c;" =1

3. Si—-1<g=<1alors nglpmq" =0

4. Si g <-1alors (g™ n'a pas de limite.
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SITUATION D’APPRENTISSAGE n° 3

LIEUX GEOMETRIQUES DANS LE PLAN

Situation de départ : Texte :La sirene du lycée

C’est larentrée. Les murs de facade du lycée ont été repeints.
Des objets d?embellissement qui suscitent la curiosité des
éleves ont été placés a divers endroits de 1?établissement.
L?un de ces objets a retenu | ?attention de Zoé, éléve en classe
de 1 ére . Cet objet est un disque sur lequel est fixée une
plaque transparente ayant la forme d?un triangle équilaté-
ral, inscrit dans sa bordure. Au centre du disque est fixé une
aiguille de longueur égale au rayon du disque. Cette aiguille
est accolée a une autre plaque triangulaire de méme nature
dont les sommets coincident avec les milieux des cotés de la
premiere plaque. Un bouton électrique fait tourner 1?aiguille
dans le plan du disque. Celle-ci entraine dans sa course la pe-
tite plaque triangulaire et déclenche aussitot la siréne du ly-
cée. Voici une représentation de la position de repos de 1?ai-
guille :

&

(3.1

Angles orientés et Trigonométrie

3.1.1 Congruence modulo 2pi dans R

&D
sino = -NI(Q)

IN\FiR— &
1 a — M(a)
o 1
COSCx

A tout nombre réel @ correspond sur le cercle trigonomé-
trie un point M(cosa; sina) bien déterminé. On définit ainsi
une application de R dans &. Mais a un point M(x; y) donné
sur le cercle trigonométrie (%), il existe une infinité de réel
a tel que x = cosa et y = sina. Lapplication f est donc une
surjection de R sur le cercle trigonométrique. Elle est appelé
surjection canonique. Si ag est I'un des réels a, on a une in-
finité d’arc déterminé en M qui différe de ay d'un nombre
exact de tour (1 tour = 2nrad. Ces arcs sont données par la

formule générale a = a +2kn, k € Z. On dit que «a et a, sont
congrus de module 27 et on écrit a = ay[27n].

Définition 3.1

Deux nombres réels x et y sont congrus de module 27 s'il dif-
fere d'un multiple entier de 27.

x=yR2rle x=y+2kn;keZ (3.1

3.1.2 Représentation d’'un angle orienté

U et v sont deux vecteurs non nuls. S; A; B trois points tels
que SA =T et SB=T7. Le couple de demi-droites [SA); [SB)
de méme origine S est un représentant de 1'angle orienté
(ﬁ;\?). S est le sommet, [SA) le coté origine et [SB)le coté
extrémité de ce représentant.

A

3.1.3 Mesure principale d'un angle orienté

Définition 3.2

On appelle mesure principale d'un angle orienté a, la mesure
ap €] —mm]telque @ = ap+2km; ke Z.

Application 3.1

Détermine la mesure principale de chacun des angles orien-
tés suivants :

31 23
l.a=—nm 2. Bp=——nm
3 6

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 3.1

3.1.4 Mesure d’'un angle orienté

Soit @ un angle orienté de mesure principale a. Tout
nombre réel de la forme a + 2kn(k € Z) est appelé mesure
de I'angle orienté @.
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3.1.5 Somme de deux angles orientés

Soit @ et 3 deux angles orientés, [OA);[OB) un repré-
sentant de @; [OB);[OC) un représentant de . On appelle
somme des angles orientés @ et B 1'angle orienté ¥ tel que

= (0A; 0C). On note a+p=7.

3.1.6 Différence de deux angles orientés

On appelle différence des angles orientés a et ﬁ I'angle @ +
(- ﬁ) ol (— ,B) est 'opposé de I'angle orienté ﬁ

Propriété 3.1

1. Pour tout nombre réel x;y;zona: x= y2n] © x+z =
y+z[27].

2. Pour tous vecteurs non nuls 7; V;w, on a

—
= =

(U; v +70;w) = (

—_—

U; V) Cestlarelation de Chasles

3.2)

3. Soit U et U deux vecteurs non nuls et k un nombre réel
nonnul.Ona:

@ (7:0)=-(7;1).
(b) Si k>0 alors (k W v)=(u;kv) = (ﬁ)
(© Sik<Oalors (kii; 0) = (kD) = (1; D) +7

(d) (lcu'kv):(u' )

4. Soit u; VU v' quatre vecteurs non nuls.

=(W)©(u,u')=(v,v')

3.1.7 Fonction cosinus, sinus, tangente
Définition 3.3

Soit (O; 7; 7) un repere du plan. Soit (%) le cercle trigonomé-
trique de centre O et  un nombre réel quelconque. Si M est

le point de (¥)tel que «a soit une mesure de I'angle (7 ; O—]\;I)
alors :

1. I'abscisse de M est cosa;

2. 'ordonnée de M est sina;

3. le réel St

na
(cosa # 0) est appelé tangente de a et est
a

1. L'axe des abscisses des appelé axe des cosinus.

2. L'axe des ordonnées est appelé axes des sinus.
Propriété 3.2

1. Pour tout nombre réel x et pour tout entier relatif kona:

(@ cos’x+sintx=1
(b) |cosx|<1let|sinx|<1
(c) cos(x+2kn) =cosxetsin(x+2kn)=sinx.

On dit que les fonctions sinus et cosinus sont périodique
de période 27.

2. VxeR,cosx#0etVkeZona:

sinx 2
=1+tan‘x

(@) tanx= e >
0SX cos“Xx

(b) tan(x+km) =tanx

On dit que la fonction tangente est périodique de pé-
riode 7.

3.1.8 Formule trigonométrique

Formule d’addition

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O;_i);7). On
considere le cercle trigonométrique (¢) de centre O. Soit
M et N deux points de (¢) tels que mes(i;ON) = b et

mes(_i);O_l\;[) =

= mes(O_N; _i)) + mes(_{; O_M)
—mes(i;ON)+mes(i;OM)
—-b+a

=a-b
= |ON|.|OM| cos(ON; OM)
=|ONI|.IOMl|lcos(a— b)or|OM|| = |[ON]| =1
=cos(a-b)QD
Les coordonnées du point M et N dans le repére (0;7;7)
sont respectivement M(cosa;sina) et N(cosb;sinb) alors
ON.OM = cosacosb+ sinasinb@)
De(et@ona:

mes(OT(f; O_M)

ON.OM

notée tana. cos(a—b) = cosacosb+ sinasinb 3.3
Remarque 3.1 Propriété 3.3
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1. Vx € R,cos(—x) = cosx : on dit que la fonction cosinus
est paire.

2. VxeR,sin(—x) = —sinx:ondit que la fonction sinus est
impaire.

sin(—x) B

3. Vxe [Rz—{—z+2kn; z+.2k7r}; keZ tan(-x)= ——— =
2 2 cos(—x)

—sinx

= —tanx ainsi tan(—x) = —tan(x) : on dit que la
cosx
fonction tangente est impaire.

VxeR,cos(m+x)=—-cosx et sin(m+x)=-sinx
(3.4)

b4 . (T
VxelR,cos(—+x):—smx et sm(—+x):cosx
2 2

(3.5)
En remplacant dans 3.3, x par —xona:

VxeR,cos(m—x)=—cosx et sin(m—x)=sinx (3.6)

b1
2. Enremplagant dans 3.5, a par 57 aona:

sin(a+ b) = sinacosb+ cosasinb (3.9
3. Enremplacant dans 3.6 b par —bona:
sin(a—b) = sinacosb—cosasinb (3.10)
3.1.9 Formule de duplication
1. Enremplacantdans 3.5bparaona:
cos2a=cos’a—-sin’a (3.11)

cos2a=2cos’a-1 et cos2a=1-2sin’a (3.12)

2. Enremplacantdans 3.6bparaona:

sin2a=2sinacosa (3.13)
3.1.10 Formule de linéarisation
De le relation cos2a = 2cos?a—1ona
2 1+ cos2a . 1-cos2a
cos“a=——— et sin2a= T (3.14)

3.1.11 Transformation du produit en somme

D’apres les formules précédente on a:

cos(a+b) =cosacosb-sinasinbQ)
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb@®
En remplacant dans 3.4, x par —xona: @+ @ donne
T . (T
VxeR,cos(——x)zsznx et sm(——x):cosx 1
2 2 sinasinb=—=[cos(a+ b) —cos(a— Db)] (3.15)
3.7) 2
Application 3.2 sin(a+b) =sinacosb+ cosasinbQ3)
sin(a—b) =sinacosb—cosasinb@
Calcule
n L 3+ @ donne
1. cos(——);szn(——)
4 4 1
AR cosaCcosb = > [cos(a+ D)+ cos(a—D)] (3.16)
2. cos|— ;sm(S—)
6 6
11m . 11m 1
3. cos 5 ) e sinacosb = 5[sin(a+b)+sin(a—b)] (3.17)
(30171) . (301n)
4. cos ;Sin| ——
3 3 . 1 ,
Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:.. min cosasinb = 2 [sin(a+b)-sin(a—Db)l (3.18)
Eléments de réponses 3.2 Application 3.3
Propriété 3.4 Transforme en une somme sin3xsin2x.
1. Enremplacant b par —b dans 3.50na: Stratégie: T/:..min TG:.min TC:...min
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb (3.8) | Eléments de réponses 3.3
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3.1.12 Transformation de somme en produit

Posons a = prq etbh= p%q En remplacant a et b res-
pectivement par % et p%q dans3.7ona:
cosp+cosqucos(p;q)cos(p;q) (3.19)
cosp—cosqz—2sin(p;q)sin(p;q) (3.20)
sinp+sinqusin(qu)cos(p;q) (3.21)
sinp—sinqusin(p;q)cos(qu) (3.22)

Propriété 3.5

1. Vte[-1;1],3a€]l—mn]\sina=t
2. Vte[-1;1],da€]l—m;a]\cosa =t
3. Vte[-1;1],3a€l-F;Z[\tana =t

3.1.13 Equation trigonométrique

Soit a; b; cdes réels et x I'inconnue réelle.

e Typecosx=a

1¢" Cas Si |a| > 1 alors 'équation cosx = a est impos-
sible donc I’ensemble des solutions dans R est

Sp=¢ (3.23)

2e¢CasSia=1alorscosx=1< x=2kn, k€ Z donc

Sg =1{2km; ke Z} (3.24)

3eCasSia=-1alorscosx=-1 x=n+2kn,keZ
donc

Sp={m+2km; ke 7} (3.25)

4eCasSi|a|l<1alorsJa €] —m7m]\cosa =adoncona:
cosx=a < cosx=cosa

x =a+2kn,keZ

e Typesinx=»>b
1°" Cas Si |b| > 1 alors I'équation sinx = b est impos-

sible donc I’ensemble des solutions dans R est

Sp=9 (3.28)

ZéCasSibzlalorssinleoxzg+2kn,kEZdonc

b4
Sp = {5 +2km ke z} (3.29)
3eCasSib=-lalorssinx=-1< x= —g+2kn,ke Z
donc

S[R:{—g+2kn;kez} 3.30)

4eCasSi|b|<1alorsda €] —m;w]\sina=bdoncona:
sinx=b < sinx=sina
X =a+2kn keZ
<< ou
x' =mn—a+2knkeZ

Sg=la+2kn,keZyuin—a+2kn, ke Z} (3.31)

En particuliersi b=0alorsona: sinx=0< x=km; k€

Z.Donc on
Sg ={km; ke 7} (3.32)
Application 3.5
3
Résous dans R1’équation sinx = —%.

Stratégie: T/:.. min T7G:.min 7TC:... min

Fléments de réponses 3.5

e Type tanx=c

<4 ou Soit Z le domaine de définition de la fonction x — tanx.
X =-a+2kmkez 2 ={x€7ﬂ$;cosx;é0}
=R- 5 +kmkez
Sp={a+2kn,keZ}u{—a+2kn, ke 7} (3.26) Ve € R3a € - %; %[; tanx = ¢ alors
7 - -
En particulier sia =0 alorson a: cosx =0 o x = = + | t4nx=c¢ < tlanx=tana
2 ox=a+knkez
2km; k€ Z. Donc on
T = .
Sr=1{7 +2km; ke z) (3.27) Se=la+kmkeZ} (3:33)
2
Application 3.6
Application 3.4 pptication
1 2, )2 . —
Résous dans RI'équation cosx = 3 Re;ous dans ﬂjﬂllequatlon t]c}gx 1. e
tratégie: 71 :... mi t...mi t...mi
Stratégie: T/:. min TG:.min TC:..min rategle i i i
Fléments de réponses 3.4 Fléments de réponses 3.6
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* Type acosx + bsinx=c
ler Cas:Siab=0et (a;b) # (0;0) alors on retrouves I'un
des types 1 et 2.

2¢ Cas Si ab # 0 alors il faut transformer acosx + bsinx
doncona

a b
acosx+bsinx =Va?+ b \/ﬁcosx+ \/ﬁsim
Puis que \/ﬁ e[-1;1] et - b+ = e[-1;111il inste

a
a €] —m; ] tel que cosa = \/ﬁ et sina = \/ﬁ
ou sina = ﬁ etcosa = ﬁ. Ainsiona:

=vVa?+b?(cosacosx + sinasinx)

=va?+b’cos(a—x)

=va?+b’cos[—(x—a)]
=Vva?+b*cos(x—a)

doncona:

acosx+bsinx=c o Va?+b%cos(x—a)=c
c

acosx+bsinx

S cos(x—a) =

va?+b?
e Si|c| > Va?+ b? alors I'équation n'admet pas de

solution.

e Si [c| = Va2 + b? alors 'équation est équivalent a
I'équation du type 1. (cosx = a)

Application 3.7

Résous dans R I'équation 3cosx — v/3sinx = —/6.
Stratégie: T/:. min TG:.min TC:.. min

Fléments de réponses 3.7

3.1.14 Inéquation trigonométrie

e Typecosx<a

ler cas : Si a = 1 alors I'ensemble des solutions de I'in-

équation cosx < a est

R (3.34)

2e Cas:Sia< -1 alors
(3.35)
3eCas:Si—-1<x=<1.

Exemple 3.1

Résous l'inéquation (E) : cosx < % sur les intervalles ci-
dessous :

@ 1-mmnl

(b) [0;27]

(c R

esinx<>b

ler cas : Si b =1 alors I'’ensemble des solutions de I'in-
équation cosx < a est

3eCas:Si—-1<sx<1.
Exemple 3.2
Résous I'inéquation (E') : sinx < 1 sur les intervalles ci-
dessous : 2
@ ]-mml
(b) [0;27]
© R

efanx <c

Soit Z le domaine de définition de I'inéquation tanx < c.
@:[R—{E+kn,kez}
2

Application 3.8

Résous I'inéquation (E”) : tanx < /3 sur les intervalles ci-
dessous :

1. |—m;n]
2. [0;27]
3. R

Stratégie: T/ :..min ~TG:.min TC:...min

Fléments de réponses 3.8
* Autres méthodes de résolution des inéquations trigono-

métriques

Les expressions de la forme acosx + b;asinx+ b(acR; b e
R) garde un signe constant sur tout intervalle sur lequel, elle
ne s’annule pas et change de signe chaque fois qu’elles s’an-
nulent.

Exemple 3.3 Résous dans [0; 27 l'inéquation 2cosx — V3.

¢ Quelques formules sur la tangente

VxE[R—{g+kﬂ;k€Z}.

T 1
tan (— + x) =-—

2 tanx

T 1
tan (— - x) =

2 tanx

tan(m+ x) = tanx

tan(m—x)=—-tanx

¢ Formules d’addition

tanx+tany
1-tanxtany
tanx—tany

tan(x+y) =

tan(x-y)= ————
=) 1+ tanxtany

R (3.36) | Conséquence
2¢ Cas : Si ba < —1 alors En posant x = y dans le point 1 de la formule d’addition on
ran? 2tanx
a:tan2x=————
? 3.37) 1-tanx
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Autres formules

1-tan?x
cos2X = ———
1+ tan2x

. 2tanx
sin2x=——-—
1+ tan2x

2tanx
tan2x = —————
1-tan2x

* Type acosx + bsinx<c

Application 3.9

Résous dans [0;27[;] — ;[ et dans R 1'inéquation .

1. cos2x—+/3sin2x < V2.
1

2. sinx>——.
2

Stratégie: T'/:...min TG:.min TC:...min

Eléments de réponses 3.9

Barycentre

( 3.2

3.2.1 Barycentre de deux
Définition 3.4

Soit A et B deux points du plan , a et § des nombres réels.
Si a + B # 0 alors il existe un points unique G du plan appelé

barycentre du systéme des points pondérés (A; a); (B; ) tel
que aGA+ BBG = O.Onnote G = {(A; a); (B; B)}.

Remarque 3.2

On appelle points pondérés, tous couples (M; a) ot M est un
point du plan et @ un nombre réel.

Exemple 3.4

Vérifie si les points (A;—2); (B; %); (C;8) sont des points pon-
dérés.

Application 3.10

Soit A; B; C trois points du plan tel que AB = -3AC. Exprime
le point C comme barycentre de deux points pondérés a pré-

ciser.

Stratégie: T/:.. min TG:.min TC:..min

Fléments de réponses 3.10
Propriété 3.6

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes a :
1. G={4a);(B;p)}.

2. Pour tout point M du plan on a aMA + ﬁ]\ﬁ =
BMG

(a +

iy

a+p

3. AG =

Propriété 3.7

Soit G le barycentre des points pondérés (4;a); (B; ) ona:
1. le point G appartient a la droite (AB).

2. si k estun nombre réel non nul alors G est aussi le bary-
centre des points pondérés (4; ka); (B; k)

Remarque 3.3

A et B étant deux points du plan I'’ensemble des barycentres
des points A et B est la droite (AB)

3.2.2 Construction du barycentre de deux
points pondérés

Soit A et B deux points distincts de 11cm.

1. Prouve qu’il existe un point G barycentre des points
pondérés (A;7) et (B;4) d'une part et H un point bary-
centre des points pondérés (A;7) et (B;4)

2. Construis les points G et H.

3. Justifie que G et H ont méme milieu I.

3.2.3 Isobarycentre de deux points pondérés

On appelle isobarycentre de deux points A et B, le ba-
rycentre des points pondérés (A; a); (B;a) avec a # 0. C’est
aussi le barycentre des points pondérés (4;1); (B;1) ou tout
simplement le milieu du segment [AB].

3.2.4 Coordonnées du barycentre de deux
points pondérés

Le plan étant muni du repere (0'7;7) et G désigne le
barycentre de deux points ponderes (A;a) et (B; ,6) et O un
p01nt du plan doncon a: aOA + ﬁOB (a+ ,B)OG <0G =

+ +
0A+—P_0F dou g XAt Pxs ayat Pys
a+p a+p a+p

a+ﬁ

3.2.5 Barycentre de trois ou quatre points pon-
dérés

1. On appelle barycentre de trois points pondérés
(A;0); (B;a); (C;y) avec a + B+ 7 # 0, 'unique point du
plan qui est tel que aGA + ,BG_é + y@ = 0. Lorsque
a = B =7y # 0 on dit dans ce cas que G est le I'isobary-
centre des points pondérés A; B; C.

2. On appelle barycentre de quatre points pondérés
(A;0); (B;a); (C;7); (D; A) avec o+ B +7y + A #0, 'unique
point du plan qui est tel que aGA+ ,Baé +y66 +AGD =
0. Lorsque a = B =7y = A # 0 on dit dans ce cas que G
est le I'isobarycentre des points pondérés A; B; C; D.

Remarque 3.4

Lisobarycentre de trois points non alignés A;B;C est le
centre de gravité du triangle ABC.

Propriété 3.8 (caractéristique)

Si G est barycentre des points pondérés (A; a); (B;a); (C;y)
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1. aGA+pGB+yGC=0
2. Pour tout point M du plan aMA + ,BM—)B + yl\Té =(a+
B+Y)MG.
3. AG= b AB + 14 AC
a+pf+y a+pf+y
3.2.6 Coordonnées du barycentre de deux
points pondérés
Le plan étant muni du repere (0;7;7) et G désigne
le barycentre de deux points pondérés (4;a);(B;B);(C;y);
axa+Pxp+yxc aya+pPyp+yxc
a+B+y = a+B+y '
3.2.7 Homogénéité du barycentre
Le barycentre d'un systeme de points pondérés ne
change pas lorsqu’on multiplie tous les coefficients par un
méme nombre réel non nul. G = bar {(4; a); (B; B); (C;y)}
et si k est un réel différent de zero alors on aG =
bar {(A; ka); (B; kP); (C; ky)}
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