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s salam aleyloum war wah matoul la wa barkatoufiou

Uu nom d&’Allak, Linfiniment Miséricordieurx, Lo Tnes Misénicordieux
Mes chers frenes et sceurs

Louange a Qllah et que la pricre et le salut seient sur le sexviteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnex. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuiconde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

Gloire et pureté a men Seigneur le Tnes Guand, béni seit & mes parents et les nemexciements & mes frenes et
sceurs. Cherg éleves et enseignants, je vous demande de me pardonner pour tous Ceg torts commis.

Confiez-vous a enscignants pour Les réponses et détailles de ces exercices que je vous ai proposés. Si

vous trouverez deg erveurs ; des méthodes concigses ou deg remargues afin d’améliorer notre ceuvre,

svp contacter moi par sms au 90 10 89 59 en précisant C’exercice concerne.

An-nour Mathimatique, 3° édition (Volume 1), est une annale unique cenforme au programme officiel

nigérien, axé sur les chapities suivants : nombines campleaes ; similitudes planes divectes ; probabilités ;
statistiques ; suites numériques ; caleul intégral et fonctions numétiques. J€ en a plus de 350 exercices
types bac caviigés. En effet ces exencices tivent leurs sounces dans les documents des éleves tels que les
collections : IRMU, Delagrave, Ieviacher, Di matheme, Cubie, Radial, Hachette, Durrande, CTAM,

Vuibient, Bordas, les examens, les planches d’exencices.... peur ne citer que ceua-lir. Ces exencices sant tres

pertinents.

Nauws sammes cuvent & tout ce qui désive se bancer dans ce type de prejet, d’éditer un cuvrage de

mathématique au callege ou au lycée. D’ aillewrs, une annale coniigée de Physigue-Chimie est en cours, nous

attendons votre participation a sen élaboration.

Nul w'est parfait, La perfection appartient a Allak et JC €'a donne a celui gu'TC veut, done nous

espérons nos suggestions afin d’aider nos freres et sceurs a réussir Lour examen.
Je vous souhaite 6on usage et sollicite vos invocations.

A ma femme, Maryam Abdou, je taime par AClLak.

Auteur : Mr Moussa Abdoulaye Dislo
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AVANT PROPOS

GCloire et pureté a mon Scigneur e Treg Grand, Géni 8oit a mes parents ot Ceg

remerciements a mesg fréreg et sceurs.

Tous leg remerciements sont a mes freres de La Mosguée de CUAM de Niamey aux deux premier
rang Ce frere Lawali Salifou gui w'a aidé a avoir €' outils informatigue et e tonton Moussa

Makiamadou en plus de € outil informatique il est aussi mon producteur.

Jen suis a Ca troigieme (3¢) édition d’ An-nour MathématiGue.

* ODr Otto Adamou a Cuniversité de Niamey

* Mr Mali Abdoulaye au Lycée municipal de Niamey
* Mr Alako Adji au Lycée de Doutchi
* Mr Sani Mainassara au Lycée Sarawnia de Dosso

* Mr Dingamyo N gonn Dingam au CES sony d Niamey (32 ans
d’expérience d’enseignement)

* Mr Abdoul Latif Waidi au College Mariama a Niamey (26 ans
d’expérience d enseignement),

AUTEUR Mr MOUSSU ABDOULUAYE DIALLO
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HATTRISER TOUS LES COURS AVANTT DE COMMERGER A TRAMER UES EXERCICES

ET CHERCHER AN-NOUR & ddition woewme » POUR
COMPLETER VOTRE FORMATION.

ORUSHGEE SOLLCTEYOSINOGATI
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sur le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sur lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuicorde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

(S
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Nombres complexes

d'une poursuite d’études.

En classe terminale, les nombres complexes sont vus essentiellement comme constituant un nouvel ensemble de
nombres avec ses opérations propres. Cette introduction s'inscrit dans la perspective d'un approfondissement lors

Contenus

Capacités attenducs

Commentaires

Forme algébrique, conjugue.
Somme, produit, quotient.

e Effectuer des calculs algébriques
avec des nombres complexes.

On introduit dans ce chapitre des éléments
lui donnant une dimension historique.

Equation du second degré a
coefficients réels.

Représentation géométrigue.
un point ou un vecteur.

Affixe d’un point, d'un
vecteur. d’un vecteur.
Forme trigonométrique :
- module et argument,
interprétation
géométrique dans un repére
orthonorme direct ;
- notation exponentielle.

o

"’7:|"

différentes formes.

* Résoudre dans C une équation du
second degré a coefficients réels.

e Représenter un nombre complexe par

e Déterminer | 'affixe d’un point ou

e Passer de la forme algébrique a la
forme trigonométrique et inversement.

e Connaitre et utiliser la relation

o Effectuer des opérations sur les
nombres complexes derits sous

Le plan est muni d’un repere orthonormé
([J LY.

La notation exponentielle est introduite
apres avoir montré que la fonction

G cos@+isin@

vérifie la méme relation foncetionnelle que
la fonction exponentielle.

Les nombres complexes permettent de
memoriser les formules trigonométriques
d’ addition et de duplication vues en
premicre.

5 [SI] Analyse fréquentielle d’un systéme.

Obijectifs :

. Connaitre les notions de base se rapportant
aux nombres complexes : partie réelle et partie
imaginaire, module et argument, forme algébrique
et forme trigopnométrique, opérations, affixe d'un
point M du plan complexe.

. Utiliser les notations algébrique,
trigonométrique et exponentielle d’'un nombre
complexe pour les calculs.

. Résoudre des équations darG.

Cours :

Représentation du chapitre :
Dans IR, I'équation x? + 1 = 0 n'a pas de solution.

deux :iet—i.

La notation i fut introduite par Euler, le grand
mathématicien suisse. Dans ce livre, on noteja la
place dei, notation utilisée pour l'intensité en
électricite.

Les nombres complexes sont aussi trés utilisés en
géomeétrie, en particulier pour caractériser les
transformations ponctuelles.

A. Rappel sur les ensembles :

< N est I'ensemble des entiers naturels. C'est
I'ensemble des entiers positifs ou nuls.

DansN l'équation x + 1 = 0 n'a pas de solution.
Cette équation a une solution notée-1, cette
solution est un élément de I'ensembl&.
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Dans(C, ensemble des nombres complexes, elle en a
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X< Z est I'ensemble des entiers relatifs. C'est
I'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls.

Z contientN , c'est-a-dire queN est contenu dan&. ,
ce que l'on noteN c Z.

DansZ I'équation 2x = 1 n'a pas de solution. Cette

, . . .1 .
eéquation a une solution noteg, cette solution est un

élément de I'ensembl&.
MM Q est I'ensemble des nombres rationnels. C'est
I'ensemble de tous les nombres de la fornf;eavec

PEZetqeZ.

Q contientZ.OnadoncNc Z c Q

DansQ I'équation x* = 3 n'a pas de solutions. Cette
équation a deux solutions notées+/3 etv/3, ces
solutions sont des éléments de I'ensemltite

> R est I'ensemble des nombres réels. C'est
I'ensemble des abscisses de tous les points d'une
droite. R contientQ. OnadoncNc Z c Q c R.
DansR I'équation x* + 1 = 0 n'a pas de solutions.
Cette équation a deux solutions notéesi et i, ces
solutions sont des éléments de I'ensemtile

< C est I'ensemble des nombres complexes. Clest™
I'ensemble des nombres de la forme + bi ou x +
yi, vérifiant I'égalité i = —1, eta, b, x et y étant
des réels quelconque< contientiR . On a donc
NcZcQcRcC.
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B. Définitions :

X arg(zz') = arg(z) + arg(z') + 2km [k € 7Z]

On appelle corps des nombres complexes, et on note arg (1) = arg(z) — arg(z') + 2k [k € 7]
Z’

C un ensemble contenanR tel que :

D4 Il existe dansC 1 élément noté tel quei? = -1
> Tout élément deC s'écrit sous la formea + bi
ou x + yi, vérifiant I'égalité i = —1, eta,b,x et y
étant des réels quelconques.

< C est muni d'une addition et d'une
multiplication qui prolongent |'addition et la
multiplication de R, et qui suivent les mémes regles
de calcul. Un nombre complexe sera souvent
représenté par la lettrez.

M i%=1;il=i;i?=-1,3=-i;i*=1.
K VvmeIN:;i*" =1

0K VvnmeIN; 4"t =i

B VmEIN; "2 =4 xi2=—-1

DA VmEIN; i3 =i x i2 xi=—i.

Dans tout ce qui suit le plan est muni d'un repére
orthonormé direct (0; u, v).

C. Module et argument d'un nombre complexe.
1. Module d’'un hombre complexe :

a)  Définition :

Le module de z est le nombre réel positif, noté

|z| = r et défini par |z| = r = Vz.Z = /a? + b?

Ou bien si le point M est I'image du complexe
z=a+ib (a€lIR, b€ IR)dans le plan complexeC,
on appelle module de z, not¢z|, la distance OM telle

que :|z| =OM =r = +z.Z =/ a? + b2
b)  Propriétés :
Soientz etz’ deux nombres complexes.

|zZ|=0=2z=0
|z| = |—z| = |z| = |-Z| = |z| quel que soitz.
|z.z'| = |z|.|z'l

Izl = |z'l|| < |z + 2| < |z| + |2'|

|z"| = |z|™ avecn € N*

Zl = % avecz’ # 0

Soient les pointM et M’ d’affixes respectives
z=a+bietz' =a +b'i.

X OM = ||OM|| = r = Va2 + b2

= MM = [MM|| = /(@' = )2 + (" b)?

2. Argument d’'un nombre complexe :
a)  Définition :

XX KKXKKX

!

z

Un argument du nombre complexe z non nul est une

mesure de I'angle polaire du point M dans le plan
complexe muni du repere(0; u, v), c'est a dire une
mesure® de 'angle orienté(, OM).

b)  Propriétés :

X arg(z) = —arg(z) [2r] et|z]| = |z|.

X arg(—z) =arg(z) + m[2n] et|—z| = |z|.

M arg(z™) =nxarg(z) + 2kn [k € Z]

M |zxz'|=|z| X |z'| etarg(z x z') = arg(z) +
arg(z') + 2mk.

X |z"| =|z]"n e Netarg(z") =nx
arg(z)[2m].

M zxz =|z| x|z'|[cos(0 + 8') + isin(0 + 0")]

= Z= % [cos(8 — 8) + isin(6 — 8")].
B l'angle (%, AB) a pour mesure

arg(zg — z,) [2n]

B4 langle (AB,CD) a pour mesure

arg(zp — zc) - arg(zp — 2,) = arg (2=%) [2n]
D. FEormes d'un nombre complexe :

1. Forme algébrigue ;

a)  Définition :

La forme algébrique d’'un nombre complexez est
son écriture de la formez = a + biouz = x + iy
aveda; b) ou (x; y)sont des réels.

R.(z2)=a
R.(z) =x
b ou y est |la partie imaginaire dez, on note
Im(z) = aou
{ Im(z) =x
La partie réelle dez est un nombre réel.
La partie imaginaire de z est un nombre réel.
Ecriture algébrique : z=a + ib = x + iy.
Propriétés :soitz=a+ibetz' = a' + ib’
z=z Sla=a et b=0b]
z=0=[a=0 et b = 0]
z+z =(a+a)+(b+Db)i
z+7Z=2Re(z) =2a
z—7Z = 2ilm(z) = 2ib
|z|?> = zZ = [Re(2)]? + [Im(2)]? = a? + b?
zxz = (aa — bb') + (ab' + a'b)i
1 1 a ., b
T atbi arib? taZip?
at+bi aa'+bb'_ ,a'b—ab’
a'+b'i  ar?+br? ar2+br?
Forme trigonomeétrigue :
a)  Définition :
La forme trigonométrique d’un nombre complexez
est son écriture de la formez = |z|(cos @ + i sin 0)
ouz = |z|(cosx + isinx), avec
. |z| = {/x% + y?% étant son module ;

arg(z) = 0 + 2km ou
* { arg(z) = x + 2km
argument.

a ou x est la partie réelle dez, on note{

z
z_
~=

PR KENIKIKIKKKE

0 ou x étant son
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Exemple 1 :Ensemble des points M d'affixe z tel que [cos 8 — isin 8]" = cos(n@) — i sin(nh)

Arg (2 = H.Cet ensemble est une demi droite
d'origine O ( O non compris dans la demi droite ) &

dont l'angle avec l'axe (O ;i@ ) mesure? radians.

=

//
M/,,/
A

/’
| ] A=m=e
U}ﬁ';

exemple 2 :Ensemble des points M d'affixe z tels

que Arg(z-2,)=8 2 est l'affixe d'un point

A et & est un réel . Cet ensemble est une demi dmit
d'origine A (A non compris dans cette demi-droite )
et dont I'angle avec la parallele a I'axe des réels

passant par A mesuref radians.
7=z, estlatfize du vecteur M

Arglz-z,) estune mesure de l'angle (i, W)
l'ensemble des points M du plan tels que Arglz-z,) =48

est l'ensemble des points M tels que mes(ﬁ;w) =4f

S

[

A5

B

ol

Arg(z -z, ) =8

b)  Propriétés :
X [cos(B) + isin(0)].[cos(8") — isin(0')] =
[cos(@ —0") +isin(6 —0")]
X [cos(B) + isin(0)].[cos(8") + isin(0')] =
[cos(@+ 60" +isin(6 + 6")]
1 _ (= cos(—0) + isin(—0)
cos(0)+isin(8) {ou = cos(0) — isin(0)
% =cos(@—0") +isin(6—0"

Formule de Moivre : Vn € INet 8 € IR

[cos O + isin 8]™ = cos(n@) + isin(nh)

M z"=|z|"(cosO + isinO)" = |z|" cos(nB) +
|z|"i sin(n@) = |z|"[cos(nB) + isin(nh)]

X z" + z" = 2|z|" cos(n0).

XK z" — 2z = 2i|z|" sin(n@).

3.  Forme exponentielle :

a) Définition :

La forme exponentielle d’'un nombre complexe est
son écriture de la formez = |z|e?".

On déduit la forme exponentielle a partir de celle
trigonométrique.

z = |z|(cos O + isin ) = |z|e% = re®’ = [r; 0].
b)  Propriétés :

z = |z|[cos x + isinx] = |z|e* = [|z|; x]
|e%| = 1 et arg(e) = 6 [27]

0i gbri _ o(6+60)i

X KX

X

e’ ".e

0i
z z| e z —9ni
|z| |z]| (CELD]

|2/|

X

z |zr| e8'E
zxz =|z| x|z'| x e(0+0)i,

7 = |z|e® = |z|e™®"

DY
X
X [e"i]n =e" qgvecneZ
X _eei — e(0+1t)i

Formule d’'Euler : vn € IN et x € IR

x —x 1x_e—1x

. e
ousinx =

Cosx =
2i

elnx+e—mx

cos(nx) =

. einx_e—inx
ousin(nx) = —

0i _ ,.1,01i r=r
M re’=r'e (:){ 9=0 [2n]

Relations :vn € INet x € IR

z+Z  e¥4e7ix . z-z eX—e ¥
COS.X':T: OUSIHXZTZ

<

etzz=1

2i

X z" +z" = |z|"(e™ + e7™™) = 2|z|" cos(nx).

X 2" —z" = |z|*(e™ — e~™™*) = 2i|z|" sin(nx).
. a

DK 1+ e'™ = 2e'"2 xeos(%) ;a €IR

_ pla _ _ -iE = Z .
MK 1-—e'*= ZleZXSln(Z),aEIR

Page 8 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

E. Représentation géométrigue ;

aveck € {0,1,..,n —1} et’/p € IR}.

P4 L'axe des abscisses est 'ensemble des points MNB : Tout nombre complexe non nul posséde

d’affixe un réel, on I'appellera aussi « axe des &s »

DK L’axe des ordonnées est I'ensemble des points

M d’affixe un imaginaire pur : on I'appellera aussi «
axe des imaginaires purs ».

< Un point M distinct de O est repéré de deux
facons, soit par ses coordonnées cartésienriasb)
Ou soit par ses coordonnées polair€s; 9).

D4 Soit M I'image du nombre complexez tel que

z = a+ bi. On poseOM = r avecr = 0. Le nombre
positif OM = r est appelé module de et noté|z|.

Le nombre réeld est une mesure de I'anglé, W)
Cette mesure est définie 2k prés aveck € Z et est

appelée argument de et on écrit : arg(z) = 0 [2m].
. M ]
y=rsinfe------- ; (z +y)
27 I
r I
P :
A :
/g o |
Ll O : é Ll T
-2 - Ofo i 2 3
xr = 1 cosf
cercle
trigonométyique

F. Racines n-ieme d’'un nhombre complexe :
a) Définition : Soitz € C etn € IN.

On appelle racine n-ieme du nombre complex#
tout nombre complexez vérifiant z™* = Z.
Rechercher les racines n-ieme d’'un nombre
complexe Z revient a résoudre, dan§
'équation (E) z"=Z, n > 2.

Exemple : Soit & rechercher les racines n-ieme de Z

En générale les racines-iémes d’'un nombre
complexe se déterminent par :
(p;T) € (IR})%; (8; @) € IRZ.

Z = p(cos @ +isin @) = [p; 0]
z=r(cosa +isina) = [r; a]
z" = r*[cos(na) + isin(na)] = [r"; na] (E)
Les solutions de (E) sont :

Z = ’%[cos(g+?)+isin(

9 an an_)]

Zx = \/_e__ _[\/_(

=)

exactement deux racines carrées. De plus, ces deux

racines carrées sont opposees I'une de l'autre.
X Exemple :racines carréesn = 2 ; k = {0; 1}

k=0,20 = [p:3] = p[cos (3) + isin (3)]

o= lo

< Exemple :racines cubiquesn = 3; k =
{0;1;2}

k=12, = [p;§+

k=0.Zo=:3(/—ig] \/Z[cos()+lsm(2)]
k=1,zl=:i/;;g+2?n
k=22, =|{p5+5| = |Vp5 -5

G. Racine n-ieme de l'unité :
On appelleracine n-ieme de I'unitéune racinen-

ieme de 1, c’est-a-dire un nombre complexetel que
z" = 1. On noteraU,, 'ensemble des racines-iemes
de l'unité U,, = {z € C/ z™ = 1}. Les racinesn-iemes

an
de l'unité sont de la formez, = e

aveck € {0,1, ...,
sommet d'un polygone régulier den cbtés.
H.  Résolution d'équation dansC :

= 12

Les méthodes de résolution sont souvent les mémes

que dans IR : il faut d’'abord essayer de factoriser
voir s'il y a une identité remarquable, chercher ur

racine évidente. On désire donc se ramener a des
produits de facteurs du premier degré ou du second

degré.
Remarque il faut penser que—1 = i%et donc que

z% + 1 est factorisable dangC alors qu'il ne I'est pas

dans IR.

1. Résolution d’'une équation du typez™ = a :
Sin>2avecn €1IN, (z;a) € C* x C*, on écritz et
a sous forme exponentielleL’équation admet alors
n solutions en donnant &, n valeurs

consécutives z = re’ eta = pe® ;

r="1p o, 2k
2km ke Z Zk—\/_e(

_9 + 2kem
+ —)] aveck € {0,1, ...,

[% ( 2km

n—1}et
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n — 1}. Ces racines sont situées au
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2. Résolution d’'une équation du ¢ degré :
Toute équation du premier degré d’'inconnuez se
rameéne aaz + b = 0 avec(a; b) € C* x C doit avoir
une solution. Cette équation a pour solutio@ = ——

3. Résolution d’'une équation du ¥ degré :

a) A coefficient réels :

Toute équation du second degré d’inconnug se

raméne aaz? + bz + ¢ = 0 avec(a; b; ¢) € R* x R?
A>0

peut avoir un discriminent A soit{A= 0. Il y aura

A< O
trois possibilités, d’avoir au moins une solution :

5 Si A> 0, alorszy = —= \/—et z, = b;l‘/—

DK Si A< 0, alorsz; = b_i‘/_ etz, = b;l;/_

< Si A= 0, alors I'équation admet une seule

. -b
solutionz = —
2a

b) A coefficient au moins complexes :

Toute équation du second degré d’'inconnue se
raméne aaz? + bz + ¢ = 0 avec(a; b; ¢) € C* x C?
peut avoir son discriminant une partie imaginaire.
on calcule la racine carrée dudiscriminent A et on

choisit I'une des racines trouvée A= §2.

: -b-6 —b+6
K Si A# 0, alorszq = —a etzy =—-

> Si A= 0, alors I'équation admet une seule

. -b
solutionz = —
2a

Les autres propriétés sur les Nombres complexes :

B} le milieu | de [MM'] a pour affixez; = %(z +z')

X le barycentre G de(M; a) et(M’; B) a pour
affixe zg = ﬁﬁ (az + Bz’) aveca + B # 0.

Im(z)=0

X SiZER(:)ZzO@{arg(z):O[n]

Re(z) =0

< siinR@z=0@{arg(z)=12_r[n]

, .= Im(z)=0
X siz#0,zeR @Z_Z@{arg(z)=0[1t]
, N - Im(z)=0
>4 szziO,ze]R{J,@z—z@{arg(z)zo[zn]
X siziO,ze]Ri*_<:2=z<:>{ Im(z) =0
arg(z) = m [2m]
e(z) =
X z#0,zeiRfreoz=-z<
{arg(z)—— [n]
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Y MA = MB < M appartient a la médiatrice
de segment [AB].

B4 (MA;MB) = 0 [2r] < M appartient & la
droite (AB) privée de tous les points de [AB]

K (MA;MB) = 0 [n] < M appartient & la
droite (AB) privée des points de A et B.

K (MA;MB) = wt[27] < M appartient au
segment [AB] privé des points A et B.

54 (MA;MB) =7 [2m] & M appartient & 'un

des demi-cercles de diameétre [AB], privé de A et de
B (on précisera lequel sur la figure) ; méme résudt

avec(MA; MB) = — 7 [21t]
5 (MA;MB) =7 [r] < M appartient au cercle

de diametre [AB], prlve de A et de B.
X A, B etC sontalignés= % eER
B—4A

> C, AetB sont alignés dans cet ordre
X R
Zp—Zy
< ABC est un triangle rectangle en A
& X7 ¢ IR
Zp—Zy
> ABC est un triangle direct rectangle en A

Z zZ
e A e iRk,
ZB—Z4y

> ABC est un triangle isocele en A
© |zp —zy| = |z¢ — 24|

> ABC est triangle rectangle isocéle en A
Zc—Zp _
Zp—Zy -

=14

> ABC est un triangle équilatéral direct
o ZTZA _ i
Zp—Zy

Formule du bindme de Newton n € IN*

u+v)"=CO%u™° + Clu™ vl + ... + C*ulV"
U+ V)" = ¥p_o Chunkpk

< Caractérisation de la médiatrice d’'un segment.
Soit z4 I'affixe du point A et zg I'affixe du point B.
Le point M (z,,) appartient a la médiatrice de [ AB ]
si et seulement si AM = BM soifzy — z4| =

|zy — zpl

< Caractérisation d’'un cercle.

Soit C le cercle de centre A4,) et de rayon R.

I Le point M (zy) appartient a C si et

seulement si AM = R soifzy — z4| =R
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KDL Le point M (zy) appartient & C si et
seulement sizy; — z, = Re®" avec réel quelconque.
X< Equation paramétrique d'un cercle :

z =Re% + z,.

X< Cercle dont on connait un diametre : de
diameétre [AB], A et B étant deux points distincts
d’affixes respectivesz, et zg. Le point M, différent
de A et B, d'affixe zappartient a C si, et seulement si

le complexe_—* est un imaginaire pur. Remarque :
—44

cette caractérisation traduit simplement le fait qe
'angle AMB est droit.

Formules de trigonométrique :

N 2
MM oua€R,a#m, 2] on atana=1_—';2

Méthodes de calcul sur les Nombres complexes.

Comment écrire un nombre complexe sous forme
trigonométriqgue ?En générale, sz = a + ib avec
(a,b) € IR X IR*, on procede a :

X Calculer le module de z |z| = v a? + b?
b
= N

Résoudrecos @ = ——etsin @ = afin

JaZ+b?
de déterminerarg(z) = 0 [2m].
MM Enfinona:z=|z|(cos@ + isin0)

z =+/a? + b%(cos 0 + isin @). On en déduit la

forme exponentiellez = |z|e?" = \/ a2 + b2e?:.

5 3 X X 3t 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 2 2 X 5 26 26 2

cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)
cos(m — x) = —cos(x) sin(m — x) = sin(x) Comment déterminer un ensemble de points (dans le
cos(m + x) = — cos(x) sin(m + x) = —sin(x) plan) tel que ...?

cos (g — x) = sin(x) sin (g — x) = cos(x)

cos (g + x) = —sin(x) sin (g + x) = cos(x)

>4 Soienta € C etr € R}. Soit A le point du
plan d’affixe a. L’'ensemble des points du plan

2,1
1+tan? x

X cos?x+sin?x =1 cos

— 2 (X
MM 14 cosx = cos (2)
_ —sin2 (%
MM 1 —cosx =sin (2)
> cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
> cos(a—b) =cosacosb —sinasinb
> sin(a+ b) = cosasinb + sinacos b
> sin(a— b) = cosasinb —sinacosb
tana+tanb
b tan(a + b) " 1-tanatanb
tana—tanb
™ tan(a N b) " 1+tanatanb
MM cosacosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
> sinasinb = %[cos(a —b) — cos(a + b)]
X sinacosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]
_ ptq pq
X cosp+cosq—2cos(2)cos(2)
— _2gin (P19 gin (P=4
X cosp+cosq = Zsm(z)sm(z)
: i = 2 cin (PH4 p—q
X smp+smq—251n(2)cos(2)
: i — Pta)\ o (P-4
X smp—smq—Zcos(z)sm(Z)
__ sin(p+q)
X tanp +tanq = cospeosg
_ _ sin(p—q)
X tanp —tangq = cospcosq
X posonst = tang
_42
MM oua # m, [2m] on acosa = —tz
1+t
MK ola € R,|[2m] on asina = 2_:2
1+t
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d’affixe z € C vérifiant :

XD |z — a| = r est le cercle de centre A et
de rayonr

DI |z — a| < r est le disque fermé de centre
A et de rayonr.

DDA |z — a| < r est le disque ouvert de

centre A et de rayorr.

MA _ kK = MA = kMB.
MB

DDA

MK Sik = 1, I'ensemble n'est rien d'autre que
la médiatrice (ou le plan médiateur si on travaille
dans I'espace) du segment [AB].

XIPKPK - Sik est donc un réel positif différent de 1,
alors E est le cercle (ou la sphére) de diametre [GG']
ou G et G' sont les barycentres des systemes A(1) ;
B(k) et A(2) ;B(-k).

M Sion voit des points M de partout, on fait
intervenir les barycentres pour se ramener a
quelque chose de la forme GM = k ou AM = BM et
on discute :

DA si on donne la formeaMA? + BMB? +
yMC? = k aveck € IReta+ B +y # 0, donc G
existe tel queaGA + BGB + yGC =0

aMA? + BMB? + yMC? =k < (a + B + Y)MG? +

2 2 2 _ 2__ 1 _
aGA® + BGB* + yGC* = k & MG* = —— (k
aGA? — BGB? — yGC?). Posonsh = aGA? +

2 2 2 _ _k-h
BGB* +yGC~, donc MG = gty

. Plusieurs cas
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se présentent suivant la valeur du second
membre k — h:

DAL Sik — h < 0 alors aucun point M ne peut
satisfaire cette égalité, donc I'ensemble E est éd
XKD Sik — h est nul alors I'égalité devient
MG?=0.

L'ensembleE se réduit donc au seul point G.
DAL Sik — h > 0 est positif alors Eest le cercle
(ou la sphere dans l'espace) de centre G et de rayo

k—h
a+f+y’
A (aMA + BMB + yMC)u = k aveck € IR et

a+ B +y # 0, donc G existe tel quetGA + BGB +
yGC = 0 etu un vecteur quelconque. D'aprés le
théoreme de réduction nous pouvons écrire que :
aMA + ﬁm + ym =(a+p+ y)m. Devant
faire appel aux propriétés du produit scalaire :

Ty — k N . N .
MG.u = ——. La, plusieurs cas sont a envisager
a+f+y

suivant la nullité du paramétrek.

XIKBK  Sik = 0 alorsMG.4 = 0, 'ensemble Eest
alors la droite ou le plan passant par G et dond est
un vecteur normal.

XA Sik # 0 alorsMG. 4 = ,
a+pB+y

point G et le vecteur directeuru définissent une
droite D. On appelle H le point de cette droit® tel

gue :GH = g & L'ensemble Eest la droite

(ou le plan) dontu est I'un des vecteurs normaux et
passant par le point H qui lui est défini par :

v k —
GH = e &

BA0K  ||eMA + BMB|| = ||yMA + 8MC||, avec
a+ B +0ety+ 3+ 0.0nappelle G le barycentre
des points Ag) et B(B). G' est celui des points A)
et C(6). D'emblée par une simple application du
théoréme de réductionil vient : ||aMA4 + BMB|| =
(a + B)MG et|yMA + 6MC| = (v + MG, on

, MG  a+ \
a:(a+p)MG = (y + 5MG ‘:’W=YT§- Et 13,
nous tombons sur un probléme que nous avoukeja
traité ! Avec ce qui a déja été fait, nous pouvons
conclure directement que :
L'ensembleE est le cercle (ou la sphere dans
I'espace) de diamétre [HH'] ou H et H' sont les
barycentres respectifs des systemes de points

, . AN, +B AN, a+p
pondérés G'(1); G%) et G'(1):G(— %)
DX Pour GM =k, avec k >0 : on a le cercle de

centre G et de rayon k.

alors le

MK on peut remplacer I'affixe du point M, le
plus souvent on prend z = x + iy.

XK Pour arg(z — z,4), on a les demi-droites
d’origine A (A exclu) et d’angle polairek[2m].

MK 0 est un réel dang0; r[. L'ensemble E des
points M tels que(m; F/[Ti) = 0 [rr] est un cercle
passant par A et B privé des points A et B.

P4 L'ensemble des points M d'affixe z tel que z
est réel est I'axe des réels.

P4 L'ensemble des points M d'affixe z tel que z
est un imaginaire pur est I'axe des imaginaires pu.

Comment faire la linéarisation de polyndmes
trigopnomeétrigue ?(cos x)™ ou (sin x)™

<X On peut également utiliser les formules de
trigonométrie sin = 2.

(cos x)? = cos?(x) = %[1 — cos(2x)]
(sinx)? = sin?(x) = %[1 + cos(2x)]

X sil'entier naturel n est teln > 2
(cosx)" = zl" (z+2)" = zl" (e™ + e‘i")n ou

(sinx)® = (2:)'1 (z-2)" = o (e™* — e‘i")n.

Prenez une des valeurs déos x)™ ou (sin x)™ et
développer a I'aide de la formule du binéme de
Newton tout en sachant que™ + z® = e™* +

e "* = 2 cos(nx) ou z" —z" = ™ — "I =
2isin(nx) etzz = 1.

NB La formule du bindme de Newton

u+v)* = CQu™° + clu™ vl + - + CPulvm il
suffit de considérer queu™ descend en puissance
alors v™ monte en puissance jusqu’a. Ici on
considére soitu = zouu = e”* etv =z ouv = e ¥,

Comment déterminer 'opération inverse de la
linéarisation ?1l s’agit a ce niveau de donner_une
expression decos(nx) ou sin(nx) en fonction de
cos x et/ousin x :

< appliquer la formule de Moivre : (cos x +
Sinan=cosny+sinnxy

DK al'aide de la formule du binbmede Newton
développer(cos x + i sinx)"
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D<K en procédant sur I'égalité des deux formules, on chercher une racine évidente. On désire donc se

identifie les parties réelles ou les parties imagaires
de cos(nx) ousin(nx) en fonction decos x et/ou

sinx. En résumé :
cos(nx) = R, [(cosx + isinx)"]

sin(nx) = Im[(cos x + i sinx)"].

Comment déterminer les racines carrées d’'un nombreIZIZ

complexe Z = a + ib ? On posez = x + iy tel que
z2=Zou (x+iy)? =a+iboux®+ 2ixy +
(—y)2 =a+iboux?®+2ixy—y*=a+ibet

|Z] = v/ a? + b2. On résout le systéme d’inconnus

x* +y* = a2 + b2
ety suivant : x2—y2=a I'ensemble des

2xy=Db
solutions de ce systéme est les deux couples de
racines carrées qui dépendent du signe de

ramener a des produits de facteurs du premier
degré ou du second degré.
Remarque il faut penser que—1 = i? et donc que

z% + 1 est factorisable dangC alors qu'il ne I'est pas

dans IR.

On calcule toujours le discriminentA

réels :a + 0
. _ —-b—A —b+VA
X Si A> 0, alorszq = o elzy = ——
59 Si A< 0, alorszy = 22V g4, = _b;';/__A

> Si A= 0, alors I'équation admet une seule
, -b
solutionz = —
2a

XKD les équations du second deqgré a
coefficients complexesa # 0, on calcule la racine

Comment déterminer les racines n-iemes d’'un nombresarrée dudiscriminent A et on choisit 'une des

complexeZ =a+ib?

MK SiZ = 0, alorsz admet une seule racin@-
iemes :0.

MK SiZ # 0, alorsZ admetn racinesn-iémes :
Zy, Z1, Z3, -.-Zn_1- Résoudre dan< I'équation (E)
z"™ = Z: cela revient a recherchen et a.

[r™; na] = [p; 0]. Les solutions de (E) sont :

Z = ’%[cos(%+%t)+isin( +@)]

Zk_\/_ee 21:1 _[\/_( zkn)]
aveck € {0,1, ...

,n—1}et/p €IR;.

Comment déterminer les racines carrées du
discriminant A dans la résolution ?

On posez = x + iy tel quez? = A.

On résout le systéme suivantz? = A

x? +y2 = IR (D)]% + [Im(1)]?
x% —y? = [R,(8)]? '
2xy = Im(A)

Comment résoudre les éguations du second deqgré ?
AR Les methodes de reésolution sont souventles o ; IZ| =

mémes que dans IR : il faut d’abord essayer de
factoriser, voir s'il y a une identité remarquable,

racines trouvée :A= §2.

-b+8
2a
X Si A= 0, alors I'équation admet une seule

M Si A# 0, alorszq = _:—;8 etz, =

. -b
solutionz = —
2a

Comment résoudre les équations du tyle= a ?

Sin>2avecn €1IN, (z;a) € C* x C*, on écritz et
a sous forme exponentiellel’équation admet alors
n solutions en donnant &, n valeurs

consécutives z = re?’ eta = pe® ;

ou
a=2+2% ke

= [ve:

,n—1}et/p € IR}.

92kn
Zk—\/_e__

{0,1,..

+ ﬂt)] aveck €

Comment calculer 'affixe d’'un vecteur ou distance

<4 Soit AB alors son affixe esk,z = zp — z4.

X Soit la distanceAB = |z;5| = |zg — z4l.
. , . ZA_ZC
Comment interpréter le quotierf = — ?
B~ 4C

ZpA— ZC
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les équations du second degré a coefficients

= 1 alors ACB est isocele efi.
C
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D}K  Siarg(Z) = arg (ZA zc) (CB,CA) = g

alors ACB est rectangle en C.

X Si 2A~% — +j alors ACB est rectangle isocéle

Zg—Zc
en C.
- ZpA—Zc _ E
> Si —— *3, alors ACB est équilatéral.
B~ 4C

Comment montrer que deux vecteurs / droites sont
orthogonaux / orthogonales ?

> On calcule leur produit scalaire
< WLWC}Re(ZmXZW)=O

0K AM | BM < 24778 ¢ {IR.

ZM—2Zyp

™

D4 AMJ_BM@arg( zj)=5.

Comment montrer que deux droites sont parallele ?

Deux droites sont paralleles si elles possédent des
vecteurs colinéaires. Il s’agit de montrer d’abord
que le rapport leurs affixes sont est un réel nonui.

Comment montrer gu’ABCD est parallélogramme ?

On montre queAB = DC < zp — 24 = z( — zp PUiS
E:—B_)C@ZD—ZA:ZC_ZB.

Comment montrer qu’ABC est triangle équilatéral ?

<X ABC est un triangle équilatéral,on montre
|zp — z4| = |z¢ — zp| = |z¢ — z4l.

< ABC est un triangle eéquilatéral direct,on

Zc—Zy ]
montre XXM =2 = e3",
ZB—Zy

I arg( P ZA) = etarg (ZC Z) =3

Comment montrer gu’ABC est un triangle rectangle et

isocele directen B ?

On montre que = ez = +i.
Zc—Zp

Comment montrer que le triangle AMB est rectangle

enM?

DK On vérifie queZ = . e ilR.
B™
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B On vérifie que : |zg — z4|? = |zm — Za|? +
|zy — zg|* ou AB? = AM? + BM? d'aprés la
réciproque de Pythagore AMB est rectangle en M.

X On démontrer queAM L BM.

Comment montrer gue trois points sont alignés ?

Soit A, B et C sont des points alignés.

> On montre que les vecteurglB et AC sont
colinéaires en procédant, soit & calculer leur

déterminant : dét(AB; AC) = 0 ou montrer que
AB=KAC = zp—z,=k(z;—2,) 22 ke

Zc—Zy
IR.

X1 On montre quelm(zzz X z5¢) = 0.

X ou encore, on montre quarg (B—z*‘) =0
—44

Comment chercher 'antécédent d’'un nombre a ?

< Chercher un antécédent de, c’est déterminer
z tel quea = f(2)
< Chercher 'image dea, c’est déterminerf(a).

Comment montrer gu’'un point A appartient au cercle
de centre | de rayonr ?

< On calcule le module ddA = .

Comment déterminer I'affixe du point C symétrigue
du point A par rapport au point | ?

X A partir du milieu | du segment [AC], on déduit
I'affixe du point C : z; = 222

@ZC—ZZ]—ZA

X 3 X X 3 b X 3 2 X X 36 3 X 54 36 2 X 5 3 2 X 0 3 2 56 06 5 24 56 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 2 2 5 5 06 26 26

Comment déterminer I'affixe du point G barycentre ?

T

< Si G est le barycentre de (A,a), (B,b) avec a et

réels (et a+b non nul), alorg; = %

< En particulier, I'affixe du milieu | de [AB] est
Zp+1Zg

z1=—

X 3 3 X X X 3 X X 3 3 2 5 36 2 2 56 26 5 24 56 26 2 4 5
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EXercices i s somescompln®

Dans les exercices, on considezeun nombre
complexe et un repére orthonormé direc{0; u, v).

Exercice 1 :
1.  Déterminer la forme algébrique de l'inverse

des complexes suivants :

A=2—2i,B=—2+4—i,C=\/E V2

1.
7+17etD—51.

2. Déterminer la forme algébrique des complexes

3 3i

suivants :A = 1—+' B=,—.

Correction :

1 Forme algébrique de I'inverse des complexes :

%=1+i;%=—1f02i ;% ‘/7—— 2 t———Zi.

2. Forme algébrique des complexes suivants :
3+i 1+i 3i -2i-1 6—3i

A=11 1+l 1+2i; _—11 —2:—1= 51'

Exercice 2 :

1. Déterminer le module des complexes suivants :

1+i

A=(1+3D%B=1-20)@+1),C=",

(2+3i)?2
(1-Ds’
2.  Onposez; =3+ iV/3 etz, = —1 + 2i. Ecrire
sous forme algébrique les nombres complexes :

B=2z1X2Z;;

D= E =cos0 +isin0.

A=Zl—22; C———ZZ

Z2
3. Soit z un nombre complexe de modulp,
d’argument 0, et soitz son conjugué. Calculer

(z + 2)(2% + 22) ... (2" + z™) en fonction dep et 6.
Correction :

1. Module des complexes suivants :
|A| = |(1 +30)?| = 12 + 32 = 10,
IB| = |1 —2i|.|3 +i| = V12 + 22.\/32 +12 = 5V2,

14| _ V12412 V2 _ V10 _
| | |2+ m T—_ 5 alDl 4\/—1 |E| 1.

2. z,=3+iV3=z;=3—-iV3etz,=-1+
2i 27, = —1+2i

A=z,-2,=3+13+1+2i=4+i(2+3);
B=z %7 =3+iV3)(-1-2i)=-3+2V3 -

i(6+v3);c=2~12 3+L‘/—+1+21
2v/3-3+5 | . —6+10— \/__2\/_+2 .4—/3
P +1i P = +1 ra
3. z=pe® =z =pe P ;z+2Z=2pcosh et

z" 4+ z" = 2np" cos 0.

Calculons(z +2)(2% + 22) .. (2" + Z") =
1(2 + zk) [T7-1[2p"(coskB)] =

2".p.p L | (cosk9)—

(z+2)(2% + 22) .. (2" + Z") =

n(n+1)
2" p h=1(coskB).

Exercice 3 :Soit A(-2 +i ), B(2+ 3) etC(4 + 4i).

1.  Calculer les affixes des vecteurAB et AC.
2. En déduire que les points A, B et C sont
alignés.

Correction :

1.  Affixes des vecteurAB et AC :
Zag =z —Zpa =4+2i=2(2+1) et
Zxe = Zc —Zp = 6+ 3i = 3(2 + ).

2. A,BetCsontalignésZ+i=ZA?=zAE<=>

3

3
ZaC = 3%aB

colinéaires, avec le point A en commun, les pointB

et C sont alignés.

Exercice 4:Dans chacun des cas suivants, montrer

que :
!

1. Z= % estunréel siz| = |z'| = 1 et

1+zz' #0.

2. (z—2)(zZ— 2) estréel.

3. Les droites(AP) et (BP') sont paralléles si

A(2) ,B(-2),P(1+i)etP'(—1—1i).

4.  Les droites(AP) et (PP') sont
perpendiculaires siA(2) , B(—2), P(1 + i) et
P'(-1-1).

Correction :
! ——
1 siz=] 42 IR alorsz = 22072
(1+2zz")(1+2z2")
ztzta'ta! ainsiz+z=2x;z'+z =2x"et
|1+2zz'|2

|1+ zz'|?> € IR doncZ est réel.

2. (z — 2)(z — 2) est rée] il faut remarquer qu’on
pourrait écrirdz —2) = z— 2 alors(z — 2)(z — 2) =

(z—=2)(z—-2) = |z — 2|? est bien s{r un réel.
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doncAC = %ﬁ: ces deux vecteurs étant
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3. (AP)//(BP') : Deux droites sont paralléles si
elles possedent des vecteurs colinéaires. Alopeah
calculer les affixes des vecteursz = —1 + i et
zgp; = 1 — 1, ce qui donne;z = —zzp; d'ou
AP = —BP’ ce qui prouve que les droite4P) et (BP")
sont paralleles.
4. (AP) L (PP") : 2 2E = i Calculons
Zp—Zp

’ —)_ Yy _ Zpi—Zp —_ E
I'argument de(AP, PP ) =arg (—ZP_ZA) + 2nk = >+
2mk, alors les droite6AP) et (PP') sont
perpendiculaires.

PR L
E H B =€ 2 L]

_;100n . 1y _ i4n+100 . | _ -1 .

C—l 1D_l ’E_l—i\/g,
F=(1-2i)(3+1i) etG =+/3e®.

Exercice 5 :n € IN SoitA =

Déterminer dans chacune des cas :

1 les formes algébriques et trigonométriques.
2 Les entiersn pour que A™ et B" soient réels.
3. Les entiersn pour que F™ soit un réel négatif.
4 I'entier n pour que A™ soit un imaginaire pur.
Calculer €204 et G2015,

Correction : n € IN:

1. A=i_=@=1+i=\/§[cos(g)+

1-i 1+1

fein (T S T .. (T .
1sm(—)];B=e 2 =COS(—)—151n(—)=—1;

4 2 2
C= i100n — i4n><25 — (i4n)25 — 125 =1= COS(ZT[) +
ISIH(ZT[) ‘D= i4n+100 — i4n X ilOO — i4-X25 =1=

cos(0) + isin(0) ; E = -t = GzDOHVE) _ 2123 |

1-iv3 1+3 4
3TC.
L1-v3 _ (-D(1+iV3) _ V2 er  y2 13
1 = =—X—FF=—€e1z =

4 143 2 7 3

\/’_11_“-_\/7 11w L. (1Im\] | o

Te i = eos (37) ~isin (5)] i F =

(1-20)(3+1i) =51 —1i) =5vV2 [cos (g) —isin (g)]

etG = v/3e'® = /3[cos(8) + isin(0)].

2.  Les entiersn pour que A" et B" soient réels

. Al = (\/E)n [cos (ng) +isin (ng)] €EIR&

sin(ng) =0=sin0 &
nS=0+2nk < n =8k o
o ou encorain (n—) =

nz=n+2nk<:)n=4+8k 4

n%=2ﬂ+2nk®n=8+8k

nS=-non=-4+8k

0=sin2n<:){
4

A" € IR & n € 4{—1 + 2k; 2k; 1 + 2k; 2 + 2k} avec

n € IN etk € Z.
TC - TC
. B“=cos(n;)—1sm(n;)EIR<:)
. ™ o~ .
sm(n;)—O—smO(:
n§=0+2nk®n=4k _ -
- ous1n(n—)=0=
n5=ﬂ+2ﬂk@n=2+4k 2

n§=21't+21'[k<:)n=4+4k

sin2ne 4§ ;
n;=—1‘t+21‘rk(:>n=—2+4k

B" € IR @ n € 2{—1 + 2k; 2k; 1 + 2k; 2 + 2k} avec

n € IN etk € Z.
3. I'entier n pour que F™ soit un réel négatif :

n T .. T
Fo = (5\/§) [cos (nz) —isin (HZ)] €lR_ &
sin(ng) =0=sin0<:)n§=0+2nk(:>n=
8kou & n%=1‘t+21‘tk(:>n=4+8k,donc
_ 8k _ 8k T
n = 4 + 8Kk, carF®k = (5v2) [cos (8k X 4) +
isin8kxm4=528kcos2mnk+isin2mk=528k >0 et
Kk
F4t8k — (5\/5)“8 [cos ((4 + 8k) X E) +
isin4d+8kxm4=—524+8k< 0.

4. A" = (\/f)n [cos (n %) + isin (n %)] €ilR &
cos (ng) =0= cosg S

s

nz=g+2ﬂk<=n=2+8k
- pl .A"€eilRene€
nZ=—E+2nk<=n=—2+8k

2{—1+ 2k; 1+ 2k } avecn € IN etk € Z.
CalculonsC?01% = (1)2014 = 1 et

G2015 — (\/geie)z"ls _ (\/§)20156201591 _

(\/§)2015e201461_e61 _ (@)201%91.
Exercice 6 :
1. Soitz =2+ 2i.

2
a) Déterminer la forme algébrique deZ;.

2
b)  Déterminer la forme exponentielle dezz—.

c)  Trouver le plus petit entier naturel n tel que
z™ soit un réel positif.

2. On considere le nombre complexez = x + iy

ou les réelx ety ne sont pas tous les deux nuls.
a) Déterminer la partie réelle et la partie

2
imaginaire dez; en fonction dex ety.
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b)  Déterminer les nombres complexes tels que
2

~ soit un imaginaire pur.
Correction :

1. Z—2+2i=2\/7(\/2—§

z? (2+zi)2 _ 8i 2+42i
z 2421 2-2i 2+2i 8
2

b) Z=-2+2i=2vZ(-2+i%)=2vZer.
c)  Trouvons le plus petit entier natureln tel que
z" soit un réel positif :z? = 8 ; z3 = 8i(2 + 2i) =
16i — 16 s doncz* = z2 x z2 = 8i x 8i = —64 donc
z8 = z x z* = 4096. L’entier 8 est le plus petit tel
que z® soit un réel positif.

+ 1\/2—5) = 2V/2e%.

8i(2+2i)

a)

2. z=x+iylx ety ne sont pas tous les deux nuls.

z2  (x+iy)? _ x2+2ixy-y?

+
a) =—=-—2 : AL
VA x+ly xX—=ly x+ly
x3-3xy?+i(2x%y+y3 Ly
yx2+(y2 ¥+7°) ous déduisons qua; y) = (0; 0)
z? x3-3xy? z? 2x%y+y3
Re(i) - x2+y2 etlm(i) - x24y2 °

Z2 . . . . .
b) — estunimaginaire pur si et seulement si

x3-3xy?

y? =0 x(x*-3y*)=0ox=00u

x = yv3 oux = —y+/3 avec(x; y) # (0;0). On doit
remplacer chaque valeur delansz = x + iy et en

déduirez :

. x=0z=iy.

« x=yV3ez=yB3+iy=y(3+i).

. x——y\/_<=>z——y\/_+ly y(—V3+1i).

Les nombres complexeg tels que— soit un

imaginaire pur sontiy ; y(v3 + i) ety( -3 +1i).

Exercice 7 :Soitz = x + iy etz* = a + ib oU

x,y,a, b sont des réels.

1. Montrer que, si |z| =
1-a

yi==

2. Onsuppose quaarg(z) = g. Déterminer la

forme algébrique dez?.

3. Déterminer alors les valeurs exactes de

cos(g) etsm( ) NB : cos( )>Oetsm( )>O

Correction : z = x + iy etz? = a + ib ou

x,y,a,b sont des réels.

1. z2=(x+iy)l=x?—y?+2ixy=a+ib

x2—y?2=aqaou2xy=>b,silzl=1ox?+y?>=1.

x2—y*=a (2x*=1+a

En résumé on résokiic? + y2 = 1 < 2y2=1-a
2xy=b 2xy=b

. 1+ 1
pour obtenipc? = Ta ety? Za.

1+
1, on a? =—aet

= = -2+ 2i.

2. zZ = [cos (8) + isin (8)] = ei%, la forme

algébrique de? est :z2
z? = [cos( )+lsm(4)] £+ £.

2=qa+ib
2_ £\ 2
3. 27 =(x +1iy) alorsa=b=‘/§. Or
22 =242
2 2
(x2:1+2 2+2 x=+ ,2+\/§
2 4 4 . .
{ i .Ainsix =
P’Z—l R o
2 4 4

cos (g) \/m_ ety = sm( ) 2_4\/7

Exercice 8 :Soit a un réel différent de + km pour

toutk € Z ett = tana.

1+it
eZwt

1. Montrerque z = —

2. Exprimer la forme algébrique de z en fonction

det. A partir de la forme trigonométrique en

et sin(2a) = 2t

déduire quecos(2a) = 1422

1+ t2
Correction : a # §+ km ,k € Z ett = tana.

ia

1 — 1+it — l+itana — cosatisina — % _ 2ia
’ 1-it 1-itana cosa—isina e~i& )
1+it 1+it) (1+it 1+42it—t2
2. = l.=( l.)( 0 _ 12 , doncforme
1-it  (1- lt)(1+lt) 1+t2
algébrique de z est = =5 4 {2
1+t2 1+t2
z = e?% = cos(2a) + i sin(2a) _
1-t2 . 2t , On en déduit que
- 1+t2 ll+t2
2t
cos(2a) = =T
Exercice 9 :Soitz, = Yo "/_ etz, =1—i.

1. Déterminer une forme trigonométrique dez,
et dez,.

2.  OnposeZ = z—; Déterminer :

a) Laforme algébrique deZ.

b)  La forme trigonométrique de Z.

c) Laforme exponentielle deZ.

3. En déduire la valeur exacte de:os% et de

4
sin—.
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iz i it
—(es) =e"'s =e+,donc
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\/31\/_

Correction : zq =

L = (1) = e (2) ()

oo =2 (2 1) = 2 [eos(3) - isin 3]
2. Déterminons:
Vo-ivZ

etz 2—1—l

a) Z=Z—1= 2 1+ \/_+\/_+l\/_\/_
Zy 1-i 1+i 8 8
4] = 1
—|alzlal 2 1
b) |Z|_ Z, |z, \/7 2"

arg(Z) = arg (2—1) =arg(z;) —arg(z,) = 1—”2, donc

Z = [cos( )+lsm (12)]
7 _ leos@)-isin(F)]

C) Z= Z h \/—[cos( ) lSll’l( )]
7 = \/’+\/'+ i‘/_ V2
3. 8 8 , on en déduit la
Z = [cos( )+Lsm(”)]
valeur exacte deosﬁ = Y62 et desin% = ‘/g:ﬁ.

Exercice 10 :Soitz=1-ietz' =1 +V3.

1.  Déterminer la forme trigonométrique de z ; z’

) Z4.

Donner la forme algébrique dez* et dei

2
3.  Déterminer la forme trigonométrique dei.
4

En déduire la valeur exacte deos (i—'zr)
Correction: z=1-ietz' =1 +V3.

1L z=1-i=v2(2-i2)=vZ[cos(%) -

2 2
sinz4 , 7 =1+4+i3=212+:i32=2cosz3+iinz3
z* = 4[cos(m) — i sin(m)].

2. z*=4[cos(m) —isin(m)] = —4 et

_1-i _1-i/3 _ 1- \/§+ i \/_
Z/ T 1+iV3 T 1-iV3 4 4
T,
z 2 _ed 2 (———E)l Nk
Z = —X 7 = 7@ = —e 12 =

Exercice 11 :Soitz; = —(V3 +i) etz; = 1 +1i.

1. Déterminer une forme trigopnométrique dez,
et dez,.

2. Déterminer dans chacune des cas, les entiats

pour que (z1)" et (z,)™ soient un réel positif.

3. OnposeZ = z—l Déterminer :
2

a) Laforme algébrique deZ.
b)  La forme trigonométrique de Z.

S 11
c) En déduire la valeur exacte da:osl—Z" et de

sin 11
12°

Correction : Soitz; = —(V3 +1i) etz, =1+ .

L = —(V3+ 1) = 2 [cos () — isin ()] et
2 =2 (Z 4 12) =2 [eos (5) i )]
2. () =20 [os (n2) —isin (n )] € IR,
o ' nT=0en=0
mn(n?):o:smo@ r15?ﬂzﬂ(:)n:g,donc

n=0,car(z)?=2° [cos (O X 5?”) —isin (O X
Sm6=1>0et

(zl)g = 22 [cos (g X 5?7[) —isin (g X 5?”)] =
265c0s77— sinr=—265< 0.

T 12
5 n—=2nSn==
. b3 . 5
sm(n—)=0=sm2n=} .

6 51 6
n?=—n<:>n=—§

Car(zl) 5 = 2152 [COS (_2 X 5_7[) —

doncn =
5 6

isin(ls—zx 5:)] = 25 >0 et(zl) 5=2"5 [cos(—gx
5?”) + isin (g X 5?)] =275 [cos(n) + isin(m)] < 0.
Dot (z)" €IR, & n € {o-—}.

(z)" = (\/f)n [cos (n:) + 1sm( 4)] IR, ©

nS=0on=0

sin(ng)=0=sin0=}{ , donc

TC
nz=1'[<:)n=4

n=0,car(z,)’ = (\/E)O [cos (O X E) + isin (0 X
m4d=1>0et z24=24cosdXm4d+isindxXmd=—4<0.

- nS=2nen=8
sin(nz) =0=sin2ne{ ,* 4donC
n-=-men=-—
4

n=38,car(z)® = (\/7)8 [cos (8 X %) + isin (8 X
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3| =16 >0et(z)™* = 27*[cos (—4 x ) -

. _ . -1
isin (4 X %)] = 27*[cos(m) + isin(m)] = = < 0.
Dol (z,)" € IR, & n € {0; 8}.
3. Z= 2_1 Déterminer :
2

a) Z= —(f:ri) _ —(\/5;:‘)1(1—1') _ —\/3—1 4 i\/§2—1.
b) z=2Cx% % — V2" = e =
2! =2 [cos (5) + isin (5]
c) z=#+ % , on en déduit
Z =2 [cos (33) + 1sin (5]

_\/_1

11
la valeur exacte d¢2 cos ( ") o

12
05(111_2n)_ \/_4\/— etde\/ism(lm)zﬁc)
. (1im) _ V62

Sm(lz)_ 4

2

Exercice 12 :

1. Déterminer les nombres complexeg non nuls,
tels quez,% et1 — z aient le méme module.

2. Montrer que si zZ0= 1 etz# 1, alors le
nombre complexeg est imaginaire pur.

Correction :

1L lzd=|]=-zel=]]ellz=1
Posong = x + iy © |z|.|z| = x? + y? = 1 zt d’autre
part|1 —z|? = |1 —x —iy|? = (1 — x)? + y?
1—2x+x? +y2=1<=>x—5. On en déduit

1
ity
complexegz non nuls, tels qui| = |§| = |1 - z| sont

1+l\/_

1ey?= % Sy= i‘/;. Ainsi les nombres

iv3
les nombres— et

2. Onalzl-letz;tl siz=x+iyox?+

d+z  1+x+i 1—x+i 1-x2—y2+2i
y?=1,0ona=— 24 2 = y ) =
11—z 1-x—iy ~ 1-x+iy (1-x)2+y?
1-(x2+y?)+2iy _ 1-1+2iy 2iy ciIR
(1-x)2+y%  (1-x)%+y2  (1-x)2+y? '

Exercice 13 :SoitZ = ':;Z
nombres réels positifs tels que — id + 0.
Trouver une relation entre a, b, c et d pour que :

1.  Z soit un nombre réel.
2. Z soit un nombre imaginaire pur.

3. Interpréter géométriquementarg (':;Z)

ac+bd
c?+d?

a-ib _ (a—ib)(c+id) _
c—id ~ (c—id)(c+id)
avecc —id # 0.

.ad—bc
c2+d?’

Correction :

Trouvons une relation entrea, b, c et d pour que :

1. ZelRem@)=45—"=0oad=bce
bc

a=—.
d

2. ZE€ilR & Re(Z) = “C‘Z’;f =0 ac = —bd.

On remarque que’%c =-bdec?-{di)?*=0e
¢ = —di eta = —bi avecc — id # 0.

2. Interprétons géomeétriguementarg (

a—ib) .
c—id/) '

soit les points A et B d’affixe respectives= c — id et

zg =c—id,ona arg( fZ)—arg(i—ﬁ)=
arg (ﬂ) (04, 0B) [2n].

Exercice 14 :Pour tout nombre complexez différent
de2i, on donneZ =

=x+iyet
Z=X+ 1Youx,y,XetYsont des réels.

Calculer X etY en fonction dex ety.
. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

b) Tels queZ ait pour argument g

z+1

Correction : z # 2i, on donneZ = 720"

1. Calculer X etY en fonction dex et y.
z+1 _ x+iy+1 _ x+iy+1 _ x+iy+1 x—i(y—-2)
z-2i x+iy—2i - x+i(y-2) - x+i(y-2) x-i(y-2)
7= X4iY = x%—ix(y—2)+xyi+y(y—2)+x—i(y— 2)
x2+(y—2)2

_ . x24+y(y—2)+x —x(y-2)+xy—(y—2)
Z=X+ir= x24(y—2)2 x2+(y-2)2

_ x%+yi+x-2y _2X42-y o )

T x2+(y-2)2 ety = x2+(y-2)2 ou(x; ) # (0;2)
2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

_ 2x+2-y _ _ _
——x2+(y_2)2—0<=>2x+2 y=0y=2x+2

Orsix=0alorsy=2x0+2 =2 dou cet
ensemble recherché est la droite d’équagien2x + 2
privé du point de coordonnée; 2).

b)  Tels queZ ait pour argument g

240020 0
1% méthode arg (22) =T x = 1210
Z+21 2 x2+(y—2)2

2
0<=>x2+y2+x—2y=0(=>(x+%) +
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y-12="

centrel (—%; 1) et de rayonr = \/; privé des points A
et B (z#2i et de -1).

M est sur le cercle C d({—%; 1)

2°" méthode arg (%) =Iln] o (m, WB)) =

2
B (z#2i et de -1).

Exercice 15 :Soit A et B les points d’affixes
respectives 1 et i dans le plan complexe. Pour tout
nombre complexez différent de 1, on donne

z =290 51 hosez = x + iy etZ = X + i¥ ol

z—1
x;y; X etY sont des réels.

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

2. Déterminer les ensembles des points M :

a) Tels queZ soit réel

b) Tels queR.(Z) = X soit négatif ou nul.

3.

a) Démontrer que le nombre complexe Z est un
réel non nul si, et seulement si, il existe un estik
tel que (MA; MB) = 7 + k.

b)  En déduire 'ensemble des points du plan M :
- Tels que(MA; MB) = 7 [

- Tels que(MA; MB) = 7 211']

(1-i)(z— l)

Correction : Soit A(1) etB(i)/ Z = —

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

_ (1-i)(z-i) _ (1—i)(x+%'y—i) x—1—%y _ aprés tout
z—1 x—1+iy x—1—iy
_ v (x-1D%4+(y-2)2-1 | . 1-x2-y?
calculZ =X +iY = D7y? D7ey?
(x-1)%4+(y-2)%-1 _ 1-x%-y?
X = (x—-1)2+y? ety = (x-1)2+y?’

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

w22
¥ = ey
recherché est le cercle trigopnométrique de cente O
de rayonr = 1 d’équationx? + y? = 1 privé du point
A de coordonné€o; 1).

b) Tels queR.(Z) = X soit négatif ou nul.
R(Z)=X<0e (x—1)>+(y—2)? <1cet
ensemble est le disque fermé de celitte2)et de
rayonr = 1.

3.

=0 < x?+y? =1 cetensemble
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Z[x], M est sur le cercle de diamétre [AB] privé detA e,
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a) arg(Z) =arg [%] 2] = arg(1 —1i) +
arg( ) [2m] = —% + arg (:Z) [2m] = —%+
(AM; BM) [27] = - + (MA- MB) [2x]

Z €IR* & arg(Z) = 0 [r] & (MA; MB) ——+kn
b)  En déduire 'ensemble des points du plan M:
Tels que(MA; MB) = 7 [n]

Z # 0 alors cet ensemble recherché est le cercle
trigonométrique de centre O et de rayos= 1
d’équationx? + y2 =1 privé des point A et B.

- Tels que(MA; MB) = 7 [2m].

arg(Z) =0[2m] etZ # 0 alors Z réel non nul et z
positif.

Im(Z)=Y=0=x>+y?>=1et
R(2)=X>0= (x—1)%?+(y—2)2>1cet
ensemble recherché est le cercle trigpnométrique de
centre O et de rayon = 1 d'équationx? + y? = 1
privé de l'arcAB.

Exercice 16 :Soit A le point d’affixe 3 — i dans le

plan complexe. Pour tout nombre complexe
2iz—4+2i

z—-3+
z=x+iyetZ=X+iYon;y;XetYsontdes
réels.

différent de 3 — i, on donneZ = . On pose

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

b) Tels queZ soit imaginaire pur

2iz—4+2i

Correction : A(3 — i

)/Z=

1. Calculer X etY en fonction dex ety.

_ 2iz—4+20 _ 2i(x+iy)—4+20 _ 2ix-2y—-4+20 _
T z-34+i  x+iy-3+i  x-3+i(y+1)
_ 2ix-2y—4+2i  x-3-i(y+1) _
- x—-3+i(y+1) x—-3-i(y+1) -
7= X4iY = 8y—2x+14 n 2ix2+y2—2x+4y—1
(x—3)2+(y+1)2 (x=3)2+(y+1)?
4y—x+7 x%+y2-2x+4y-1

(x—3)2+(y+1)? ety =2 (x—-3)2+(y+1)2

2. Déterminer les ensembles des points M :
a) Tels queZ soit réel

o x%+y?-2x+4y-1
y=2 (x—3)2+(y+1)2

(x — 1% + (y + 2)? = /6 cet ensemble recherché es
le cercle de centri€1; —2) et de rayonr = V6.
b)  Tels queZ soit imaginaire pur

=0 x?+y?-2x+4y=1
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X = —(x—gz_+x(+i1)2 =0 y= %x _Z d’'ou cet Exercice 19: Soient A, B et C les points d'affixe

g , _ i 1 , respectivea = —1,b = 2i,c = —i. On considere
ensemble recherche est la droite d'equagion; x — I'application f qui a tout point M d'affixe z€C\ {-1}
—iz-2
z+1 ’

privé du point A3 — ). associe le point M' d'affixez telle que :z' =

Exercice 17 :Soitf(z) = (1+ z)(i + z) une

fonction de la variable complexe. 1. Soit C'l'image du point C par f. Donner

I'affixe c' du point C' sous forme algébrique puis
1.  Déterminer I'ensemble géométrique des points Sous forme trigonométrique.

M d'affixe z tels que f(z) soit réel. 2.  Calculer I'affixe d du point D ayant pour
2.  Deéterminer 'ensemble géométrique des points image parf le point D' d'affixe d' = %
M d'affixe z tels que f(z) soit un imaginaire pur. 3. Pour tout nombre complexez différent de -1

Correction : Posong = x + iy il vient f(z) = on noteple module dez + 1 (c'esta dire|z+ 1| =

1+ x)—y(A— Y]+i[A+ x)A - y) + yx].
[ ¥ =y ( NI+ 2 )+ a) Démontrer que, pour tout nombre complexez

1. f@elReIm[f(2)]=0= 1+ x)(1 - différent de -1, on a :;pp’ = V' 5.
y)+ yx =0 < y =x+ 1. L'ensemble des points M b)  Sile point M appartient au cercle (G) de
d’affixe z est donc la droite D d’équation cartésie centre A de rayon 2, montrer alors que M' (M)
y=x+1. appartient au cercle (G') dont on précisera le cem¢
2. f(@E€EiIR=Re[f()]=0= x(1+ x) — et le rayon.
1 2
y(l—y)=0<=)x2+x+y2—y=(x+5) + Correction :
1\2 1 , : 1 ffi Lo T,
(y - 5) = donc I'ensemble des points M d’affixe z 1 o= —l(—'l)—Z _ 3,3 23 74
1 1 H\/_E '—L+21 . 2 2 2

est un cercle de cenma(z,—z)et de rayor -. 2 4 = _le:l =led=-1+2i
E ice 18 :Soit | ints A et B d’affi 3. lzHdl =petlz il =p.

xerC|c_e :Soi fas points A e _a |x?s . a) pp=lz+1|x|Z +i|=|-2+i|=VE
respectivesz, = 2i etzg = —1 et ?on M d’affixe b) AM=2&|z+1|=2, p=2,0naalors

. . BN _ zZ—

z€C\{1;-2i}. On considereZ = —-. lz+1| x|z +i|=2p' ©p' = \/73 ainsi M’ =f(M)
1. Interpréter géométriquementarg(Z).

appartient au cercle (G') de centre C et ra‘%gon

2. Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que . 7 o
Exercice 20: On considéere I'application f du plan

arg(2) = 5[],

3. Déterminer 'ensemble des points M(z) tel que Z+i

le point M’ d’affixe z' =

Z soit réel. z-2i
- ; — i i0
Correction : zeC\ {1;-2i}/ Z = z 1. 1. Pour z # 21, o.n po§a _\2’ + re”, avec
z+21 r > 0 et € IR. Ecrire z' — 1 & 'aide der et#.
1.  Interprétons géométriquement argarg(Z): 2. Soit A le point d'affixe (2i).
arg(Z) = arg(z + 1) — arg(z — 2i) = (m; W) _ a) Déterminer I'ensemblerl’; des points M

d'affixe z du plan tel que|z’' — 1| = 3.
b)  Déterminer I'ensemblerl’, des points M
d'affixe z du plan tel quearg(z’' — 1) == [2mx].

(MA; MB) [27]
2. 'ensemble des points M(z) tel quarg(Z) =

T . z-1\ =@ A T
2 [m] : arg (z+2i) =7 [7] & (MA, MB) =7 [7], M est 4
sur le cercle de diamétre [AB] privé de A et BA#2i et  Correction :
de 1). _
3. ZelRe Im2) =arg(Z) = 0[n] & 1. Pourz # 2i, on pose = 2i + re'®, avecr > 0
— — ' zZ+i 2i+reif+i 1+rei®
(MA; MB) = 0[n], etd€lR.z —1= z—2i  ©  2i+rei®—2i  rei®
M appartient a (AB) privée de A et B. 3t —ig _ 3 (Z-0)i

—e U =-e\2 .

T
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p) etp' le module dez’ + i (c'est a dire|z’ + i| = p’).

qui a tout point M d’affixe z distinctes de2i, associe
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2. AQ2D).
a) L'ensembler; des points M d'affixe z du plan
telque|z' —1|=3: |z — 1] = |22~ 1| =

z—21

|%e(§_9)i| =3 % =3eor=1, Car|e(§_6)i| =1.
z=2i+re® =z=z,+e% oz-2z,=¢% &

|z — 24| = |ei9| =1 AM =1etarg(z —z,) =

6 [2m], doncrl; est le cercle de centre( ) et de
rayon 1.

b) L'ensemblerl;, des points M d'affixe z du plan
tel quearg(z' — 1) = % [2m]:arg(z — 1) =

arg (%e(E_O)L) = g— 6 = %
doncrT;, est la demi-droite d’origine @i) et
d’équation polair@ = %.

[2n] @ 6 = % [27],

Exercice 21 :

1. Calculeri?; i3;i*; i5 eti®.
2. Endéduire la valeur dei?®1* et celle dei?015.
3.

Pour tout entier naturel k, en déduirei*k ;
jak+1 . jak+10,
4, Déterminer les entiers naturelsn tels quei™
soit imaginaire pur.
5. Déterminer les entiers naturelsn tels que
(1 + )™ soit un réel négatif.

Correction :

1. i?=—-1:=i?xil=—i;i* =i?xi*=1;
P=i?2xi?xil=ieti®=i®2%xi%2xi%=-1.

2. 2014 = X503 2 = _(j4)503 = 1 et celle

dei2015 — i4><503+3 — (i4)503 X l'2 X il = —i.

3. kEIN,i* =¥k = (= D)F =1;

i4k+1 — i4Xk+1 — (i4)k X il — (1)]( X il =i :
(A0 = (MK x 10 = (DF xi* x i* x 2 = —1.

4. m € IN;i" soitimaginaire pur : Notons quey

etr le quotient et le reste de la divisionidpar4. On a
n = 4q + r avec0 < r < 3. Entamons une discussion

de la valeur dé" = {49+ = (§4)9 x i" = (1)9 x

i" =i"enfonctionde :sir=0& i"=i"=1;si
—1et
r=3 e i"=i3 = —i; les entiers naturetstels que
i™ soit imaginaire pur sont donc de la forme- 4q +
loun =4q+3.

5. me€lIN; (1+i)" soit un réel négatif :

r=1lei"=il=i;sir=2si"=i%=
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m,qN nn,
a+dH"= [\/ie?] = 2e+'€IR_ & sin%n =
0=sinn®%n=n+2kn,(k€Z)@n=4+
8km, (k € 7).

Exercice 22 :Linéariser

Correction : Linéariser

1.
32X p=ix | 3pix o—2ix 4 eOix_e—3ix) —
(e3* +3e* +3e ™ + e ‘x)—g[(e X4 eT30)

3(e™* + e~¥)] ore™ + e~™™* = 2 cos(nx) donc

1

8

cos
etsin*x =

6— 4e— 2iv+e— 4ixv=18cos 4r— 4cos2x+3.

2.
10eix+10e- ix+5e— 3iv+e— 5ix

cos®x = %(cos 5x + 5cos3x + 10 cosx). Le méme

raisonnement dein® x = (

sin®x = (21i)5 (z—-2)°= % (sin5x — 5sin3x +

10sinx.

3 2 .3y _ feFte ™ 2 i _g-ixy 3
. (cos?x)(sin x)_( : ) x( . )

(cos? x)(sin® x) = —=sin 5x + —sin 3x + ~sinx
16 16 8

. .4
(cos* x)(sin’x) = (elx+€ lx)

= —(cos 6x + 2 cos4x + cos2x — 2).

4.

1574.22+2023.23+1522.2z4+621.2z5+620.2z6=16426
+26+622.24+24+15222.22+22++20z22 Or
VA n

% (cos6x + 6 cos4x + 15 cos 2x + 10)

1
2
3.
4

cos3 x etsin? x.
cos’ x etsin® x.
(cos? x)(sin3 x) et (cos* x)(sin? x).
6

cos®x ; sin®x et (sin* x)(cos? x).

3
3., — i ix —ix _ 1 3ix ,—0ix
cos’x =~ (e™ +e™™) = (3. e +

3x =i(cos3x+ 3 cosx).

(e — e—ix)4 _ %(ezu'x — 402i% 4

(2i)*

cos’ x = (

. .5
eLx+e—lx 1 . .
. ) 25(651x+5631x+

)5 donne

elX_p—ix

eix_e—ixz
x (=)
21

2
-1
16

1 _ 1 _ _
cos®x = <@+ 7) = a(Z6.ZO +62°.2' +

+ z™ = 2 cos(nx) etzz = 1 donccos® x =
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sin®x = 6( —_)6——( cos 6X + 6 Cos 4x —

(2i)
15cos2x+10.

(sin*x)(cos?x) =

1 _ _
% )4 2_2(2_2)4X(Z+Z)2 =

E(cos 6x — 2 cos 4x — cos 2x + 2).

Exercice 23 :

1. Exprimer sin 5x en fonction desin x.
2. Exprimer sin(3x) en fonction desin x.

Correction :
1. sin 5x en fonction desin x :

cos5x + isin5x = (cosx + i sinx)°. En développant
par la formule du binbme de Newton, on(ads x +
isinx)5 =

C2cos® x (isinx)® + C2 cos® 1 x (isinx)! +

CZ cos® 2 x (isinx)? 4+ C3 cos® 3 x (isinx)3 +

CZ cos>*x (isinx)* + C2 cos®> S x (isinx)5 =

cos® x + 5icos* x sinx — 10 cos® x (sinx)? —

10i cos? x (sinx)3 + 5 cos! x (sinx)* + i(sinx)® =
cos®x — 10 cos® x (sinx)? + 5cos! x (sinx)* +

i[5 cos* x sinx + (sinx)°], on en déduit qusin 5x =
5cos* x sinx — 10 cos? x sin® x + sin® x ou

sin 5x = 5sinx — 20 sin3 x + 16 sin® x.

2. Exprimer sin(3x) en fonction desinx : avec

le méme raisonnemein(3x) = 3 sinx — sin® x.

Exercice 24 :Dans chacun des cas déterminer
I'ensemble des points M(z) vérifiant les conditions
suivantes :

1. |A+idz-2i|l=2.
2. liz+3|=|z+4—1i.
3 Z = (z —1)(z — i) soit un imaginaire pur non

lz+i] =]z —1].
z+i . . ..
— SOit un imaginaire pur non nul.

lz—1| < |z + 1]
|z —1| = |z|
. z—z=0
10. |z+1+i|<V2
11. zz = az+ az avecA(a)
12. z+z+2zz=0
13. Im(z*) =2

4
5
6. arg(z—i)=—§+2nkonEZ.
7
8
9
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14. Re(z*)=0
15. z+z=|z|* -
16. |z|*?+z+Zz=8

17. eigz eER

18. eigi ER

19. arg(z) =7 +2mk, k€Z

20. arg (e_i%z) = §+ kmw, k€ Z.
21. arg(z) = arg(—z) [2m].

22. arg(iz) = %ﬂ [2m] et|z| =
23. arg (i) =—= [2m@] et|z| =

Z
20, arg (i) =

Correction : I'ensemble des points M(z)

1
2’
[2mr] et]z] =1

1. (1 +i)z—2i]| =2 Onpose =x+ iy et

Z = x — iy, aprés tout calcul, on trouye + i)z —
2i=x+y+i(x—y—2),donc|(1+i)z - 2i| =

2 (x—1)%+ (y—1)? = 2, d’oli 'ensemble des
points M(z) cherché est le cercle de cefifg; 1) et de
rayonR = /2.

2. liz+ 3| = |z + 4 — i|. Vous pourriez soit
utiliser la formulezz = |z|? ou soitz = x + iy. Ainsi
I'ensemble des points M(z) est la droite d’équation
y=—4x — 4.

3. Z = (z—1)(z— i) soit un imaginaire pur non
nul. Il suffit de remplacer z par = x + iy dans
I'expression Z, donZ = x> + y2 —x +y +
i(y—x+1). AinsiZ € iIR* alorsx? + y2 —x +y =

. 1\2 1\2 1
OSOIt(x—E) +(y+5) =Eavecy—x+1¢0.
D’ou I'ensemble des points recherché est le celele
centrel (1, —l) et de rayoR = \/E — 2 privé des
2 2 2 2

pointsA(1,0) etB(0,1).

4, L'ensemble cherché est donc la médiatrice du
segment [AD] ave® (—i) etA(1).

5. E soit un imaginaire pur non nul.

z+i

Soit les pointsl(—1) et B(— ) 5 € iR &
arg (Z“) =2 [n] & (M4, MB) =2 [r] d’'ou on

z+1
obtient le cercle de diamétre [AB], privé de A.
Vous pouvez aussi utiliser la méthode analytique po
résoudre le probléeme poseé.

6. arg(z—i) = —g + 2wk ou k € Z. Soit les
pointsA(i) etB(—i), arg(z — i) = —§+ 21k =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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arg(zzi) = —§+ 2mk. arg(z — i) nexiste que si n [2n] © arg(z) = —g [27]. L'ensembld des
z # i, doncM # A. On obtient la demi-droite JAB]. ~ points M d'affixe z du plan tel queg(2) = _
7. |z— 1| < |z + 1]. L'ensemble cherché est donc arg(—z) [2m] est le demi-axe de ordonnées constitu

le demi-plan ouvert > 0.

8. |z — 1| = |z|. L’ensemble cherché est donc la

droite d’équatiorx = %
9. z —z = 0 L’ensemble cherché est I'axe réel.

10. L'ensemble cherché est donc le disque fermé de @nsemble cherche est le diamétre [OB], privé delO

centre (—1; —1) et de rayon R= /2.
11. zz = az+ az avecA(a). L'ensemble cherché
est le cercle de centrg(d) passant par I'origine O

12. L’ensemble cherché est donc le cercle de centre
I'ensemble cherché est le diamétre [OB], privé delO

13. xy =1, 'ensemble cherché est donc I'hyperboleque0OB =

[(—1) et de rayon R= 1.

d’équationy = i
14. x?—y? =0, 'ensemble cherché est donc la
réunion des bissectrices d’équations respecjives
ety = —x.
15. z+z=|z|*?-1oux?+y?—-2x—1=0,
donc lI'ensemble des points M d'affixe z qui vérifi
Zz+Z = |z|? — 1 est un cercle de centfe d'affixe1 et
de rayony2.
16. |z|?+z+Z=8oux?+y?+2x—8=0,
donc lI'ensemble des points M d'affixe z qui vérifi
|z|? + z + Z = 8 est un cercle de centfed'affixe —1
et de rayorB.

x V3

17. eigz ERe Im (eigz) =Im [5—73; +

()] —0o2 e Er 0oy - n
'ensemble cherché est donc la droite d’équation

y = —x+/3.
18. eigi ERSIm (eigz) = Im[

i(%—?x)]=0@%—§x=0@y=x\/§,

'ensemble cherché est donc la droite d’équation
y = xV3.

19. arg(z) = % + 2wk, k € Z donc 'ensemble

x V3
2 207

cherché est la demi-droite d’origine(® et d’équation

polaired = =.

20. arg (e_i%z) = g + kn, k€ Zouarg(z) = g+

%+ km = g + km, k € Z donc 'ensemble cherché est

la demi-droite d’origine @) exclu, et d’équation
polaired = g

21. arg(z) = arg(-z) [2m]..arg(z) =
arg(—z) [2m] ouarg(—z) = —arg(z) = arg(z) +
n [2n] ouarg(2) = arg(—z) = —arg(z) =
arg(z) + m [2r], donc—arg(z) = arg(z) +

des points dont I'affixe est un imaginaire pur detie
imaginaire négative.
22. arg(iz) == [2m] etz| = 2.

arg(iz) = %ﬂ s arg(z) =% [27] et]z| = 2, donc

i

queOB = 2 et d’équation polairé =

N= P

23. arg (ﬁ) = —% [27] et|z]| =

1+i 4
1

= et d’équation polair@ = 0.

Z T
24. arg (1+i\/§) =3 [2m] et|z| = 1.
2
arg (ip) =5 @ arg(@ =5 l2netlz] =1,

donc I'ensemble cherché est le diametre [OB], pdieé

O tel queOB = 1 et d’équation polair@ = 2?"

Exercice 25 :soientP = {z € C / Im(z) > 0},

D = {z € C /|z| < 1} et on considére I'applicationf
du plan qui a tout point M d’affixe z distinctes de

—i, associe le point M’ d'affixez’ = E

1.  Montrer que tout élément deP a son image
par f dansD.

2. Montrer que tout élément deD possede un
unigue antécédent parf dansP.

Correction : soientP = {z € C/Im(z) > 0},D =

z—1
{zeC/|z| <1} etf(z) = —
12 2 2
2 _ |zzi]f _ x4+ (-1
1. [f @] = | T x2+(y+1)?’
y—-12<x?+(y+1)? o |Z|<1.Ainsivze
P,z' = f(z) € D.
2. Z’ED,Z’=Q@Z=Z’+1
z+i 1—z/

vzeD,AzeP,z =f(z)=17.

siy>0e x?2+

z+i

i € P. Ainsi

Exercice 26 :

Déterminer les racines carrées dé — 12i.
Trouver les racines cubiques de-4 + 4i+/3.
Déterminer les racines cubiques de.

. Déterminer les racines quatriemes de

bR

16vV2+16i\2

—i+V3
5. Trouver les racines cinquiemes de-1.
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arg (i) = s arg(z) = 0 [2x] et|z| = % donc

XX 3 2 2 2

X 3 3 X X 3 3 X X 36 50 2 34 3 X X 36 2 X 5 36 b X 5 36 2 X 56 3 2 5 06 5 24 3636 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 36 2 X 0 2 24 56 36 0 4 36 26 X 54 36 26 X 0% 26 2 0 2f 26 2
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Correction : Les racines n-iemes sont déduites de

Z, = [’{/Z (g Zk")] aveck € {0,1,...,n — 1}.
1. Posong =x+iy/z? =5—12i alors
x% +y? =+/52 + 122 x2+y?2=13
xZ_y2=5 = xz—y2=5(=>
2xy = —12 xy = —6
2x2 =18 x?2=9 x=7F3
2y2=8 ©1{ y?=4 = {y=72 doncles
xy =—6 xy =—6 xy =—6

racines carrées de— 12i sont3 — 2i et—3 + 2i.

2T,
2. On sait que-4 + 4iv/3 = 8e3 ", alors les racines

2T, 81,
cubiques de-4 + 4iv/3 sontz, = 2e5 "' ;z; = 2e " et

12m,
Z, =2e 9 .

1sontzy =1; Zl—es etzz—ez
16v2+16iV2
4.  Onsait Que— = = 16e12 alors les

. . 6vV2+16 Sm,
racines quatriemes ée‘/_;—\/_; sontz, = 2es" ;
29m,

Z, = 2e 48

5.  Onsait que-1 = ™, alors les racines

53m; 77y
1Z, = 2e 48 etzz = 2e 48,

TT. . 57T,
cinquiémes de-1 sontz, = es' ;z; =e2' ;z, =es ' ;
;

Zz =e6

st
etz, =ez".
Exercice 27 :
P V2 . -2
1. Résoudre dansC I'équation % = z. Donner

les solutions sous la forme algébrique et
trigonométrique.

. o . z-2 .
2. Résoudre dan<C I'équation 2_—1 = i. Donner

les solutions sous la forme algébrique.

3. On considére les pointd\, B et M d’affixes
respectivesz, = 1,z, =2 etz = z.

a) Interpréter géométriguement le module et un
argument deu

b) Montrer a l'aide d'une interprétation
géomeétrique que toute solution de I'équation

z-2\" . N ;. .
(;) = i, oun désigne un entier naturel non nul,

. . 3 -
a une partie réelle égale 3. Résoudre alors dang

=i.

I'éguation (ﬂ)z
q z-1 c
Correction: ze—-3z# 1

1. = i-z@z —2z+2=0,A= —4 < 0, donc

ilya deux solutions complexes :

zl=1+i=\/7[cos(§)+isin(§)].
Zy =1—i=\/§[cos(z)—isin(z)].

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

3. Onsaitqud = eO‘ alors Ies racines cubiques deBM = AM et(AM BM) —%
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2. =iez="=—
3. A(l) B(2) etM(z)

H|N
H|N

a) Interprétons géométriquement le module et un
argument de”==2 : | 22 —B—etar ( 2) =

9 z—ln' z—1| — 9 -

—=2 Tz z—2 .
(AM,BM).(;) =i — |m li| = 1,

SOitBM = AM etarg (E)n =narg (Z_i)
n(AM,BM) = arg(i) = Z, soit(AM,BM) = .
b) PuisqueBM = AM le point M est sur Ia

médiatrice du segment [AB] qui a pour équatios %
N2
Donc toute solution de I'équati@_—i) =iaune

. 7 P 3 P
partie réelle egalega Résoudre alors dan€C

2z . z-2 2 .
I'equation (—1) =i:
-2 1T
). Donc=—= = e's ou
z-1
.TT
2 LA 2-e's 3 1+v2
e, soitz="2n =2 \/_.S(C=
z—1 1—oiF 2 4
{_ _i 1+\/_}

Exercice 28 :Résoudre dan<C :

1. z2=-11
2. z>’=9+45]
3. z2-2z+3=0.

Correction : Résoudre dansC

1. z2 = —11; -11 est un nombre entier négatif. S
racines carrées sont donfl1 et—iv11.

2.  z? =9+ 5i, on pose = x + iy et on cherche
les racines carré®s+ 5i. En résumé on résout

x2—y2=09 xz_\/ﬁw
2 2 — 2 '
x“+y 106 = JTogo On enftire
2xy =5 y =

immédiatement = + <\/V1026+9 + i\]‘/1°26_9>_

3. z2-2z+3=0,A=2iV2, doncil y a deux
solutions complexesz; = 1 +iV2,z, = 1 —iv2.
Sc ={1+iV2;1-1iv2}.

Exercice 29 :Résoudre dan<C: @ € IR

Les nombresa, b et ¢ sont tous des réels.

1. 2z°-6V3z+9=0

2. 4z*+8|2%|-3=0

3. z+32=(2+i\/_)|z|

4. 22> —2(1+ cos0)z + cos @ = —1, avec
Oc€lRet0 <0 <m.

S X X 3 3 3 3 2 36 36 3 0 3 3 3 5 X 5 X X X 2 2 2 3 0 06 0 36 06 3 0 5 0 5 5 X X b 2 2 3 0 3 0 06 0 3 06 3 0 3 % X b X 2 2 2 2 2 3 0 2 0 06 0 X 2 2 2 0 0 2 2 0
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

5. z2—-2cos@z=-1, avecO €IR/0 <0 < .
6. z>—2sin*0z+sin%>60 =0, avech € IR et
—2<6<Z.

7. zZ24+1=0
8. z8+1=0

Correction : Résoudre dansC: @ € IR
Les nombresa, b et ¢ sont tous des réels.

1. 2z2-6V3z+9=0,A=-36 = (6i)?,
3 N 3 .

s=La-0sa+nk
2. 4z2+8|z%|-3=0
3. z+3z=(2+iV3)|z|, Remplacer la forme
trigonomeétrique de z par= p(cos 6 + isin0) dans
I'équation. Ainsi apres tout calcul la solution est
zZ= pe_gi avecp = 0.
4. 2z*—-2(1+cos0)z+cosO+1=0,

A= 4(1 + cos 8)? — 8(cos 6 + 1) = —4sin? @
. Pour@ =0:
z2—-2z+1=(z-1)?=0o2z=1.
. Pour@=m:2z2=0< z=0.

. Pour 6 € ]0; [: A= —45sin? 8 = (2i sin§)?

_ __ (1+cosf)-isind
=TT

5. z2—-2cos0z+1=0,

. Pour@ =0:
z2-2z+1=(z-1)?=02z=1.

. Pour@ =m:
z22+2z+1=(z+1)?=0oz=-1.

. Pour @ € ]0; [, A= —4sin? 0 = (2isin#)?
alors z=2z; =cosf —isinf ouz = z,.

6. z2—-2sin?0z+ sin?0 =0, A= (isin26)>?
. Pourf =0 ouf=m:z2=0sz=0.

T

. Pourf = ——
z2-2z+1=(z-1)?=02z=1.

ouz = Zl'

. PourH=%:zz—22+1=(z—1)2=0<=

z=1.
nom 2sin? 0—isin 26
272 2
Z=Zl.

7. 23+ 1 =0, on cherche les nombres complexes recherchées est:=
z = pe'? vérifiant I'équatiornz® = —1 = e, (On doit

en trouver trois distincts). On a donc le systeme

solutions recherchées est):= [1;%] = %+ i‘/z—§ ,

zy =[Ln] =-1etz, = [1;%”: —E] =%—i\/2—§.

8. z8+1 =0, On cherche les nombres complexe
z = pe'? vérifiant 'équationz® = —1 = e'™. (On doit

en trouver huit distincts). On a donc le systeme
foo = s 2
80 =m + 2km (k €Z)

soitp = 1 et = %ou

Zy =
ailleurs remarquer qué® = —1 = i? © z* =

i ouz* = —i. L’'ensemble des solutions recherchées

T km
1; (E + T)] aveck € {0,1,2,...,7}. On peut par

ro= 2] = 1] 2= 127 =]

Exercice 30 :Résoudre dan<C :

Les nombresa, b et ¢ ne sont pas tous des réels.

z2-3z+3+4+i=0

z2—-(3+3i)z+5i=0

iz2-2z+2—-i=0

z2 - (5-140)z—-24-10i=0

ZZ-2+mi)z+2+mi—-m=0meC.

6. z'—-i=0.

Correction : Résoudre dan<C :

Les nombresa, b et ¢ ne sont pas tous des réels.

1. z2-3z+3+i=0,A=—-3—4i, les deux

racines d&\ sont iz, = 1 — 2i etz; = —1 + 2i donc
S={2-i)A+0}

2. z>—(3+3i)z+5i=0,A= —2i, les deux

racines d&\ sont iz, = 1 —ietz; = —1 +idonc
S={2+);(1+20)}

ok wneE

3. iz2 — 2z + 2 — i = 0, Vous devrez remplacer

I'écriture de z paz = x + iy etz = x — iy afin de
retrouver les solutions de I'équation. Ainsi apiest
calcul les solutions de I'équation sapt=1; z, =
—14+V2+iV2etzy = -1 -2 —ivV2.

4. z>—(5-14i)z—24—-10i =0,

A= 25(—3 — 4i), posong = x + iy/z? = =3 — 4i

x%?—y%2=-3
ye = 21
Enrésumeé on résoltx? + y2 =5 < {xz _ 4 On en
2xy = —4 Y

obtientz = ¥5(1— 2i). L’ensemble des solutions
(5—14)F5(1—2i)
2 1
Sc = {5 — 12i; 2i}.
5. zZ2—-Q2+midz+2+mi-m=0,meCc,

{ P’ = soitp = 1 etf = "2 ou A= —(m —2)? = [i(m — 2)]?. L'ensemble des
30 =m + 2k (k €Z) - - P
Zp = [1; (g + ZkT”)] aveck € {0,1,2}. L’ensemble des solutions recherchées est = w ou
Sc={1+i1+i(m—-1)}.
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3t 5 2 2 2

Dot 3 X 24 34 X 2 2 2

—

X 3 3 X X 3 30 X X 2 5 2 34 36 X 50 36 3 X 5 36 5 X 56 36 2 X 06 3 2 56 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 X 06 26 2 56 06 2 24 5b 26 2 0%
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z = pe'® vérifiant I'équationz* = i = e'z. (On doit en
trouver quatre distincts). On a donc le systéme

n+4kn

soitp =1 etf = 5

pt=1
{49 =2+ 2kn (k € 7) ou

Zp = [1; (g + kz—")] aveck € {0,1,2,3}. L'ensemble

des solutions recherchées egf = [1;51 12y =
8

57| | _ _971__2 _ _13_n__5_7t
[1;?] 122 = [1'?_ 8] etzy = [1’ s 8l
Exercice 31 :Soit I'application de f dansC définie
par f(z) = z3 + (1 —5i)z%> + 2(5 + i)z + 8i.

1. Démontrer que I'équation f(z) = 0 admet une
solution qui est un nombre imaginaire pur que I'on
déterminera.

2. Endéduire quef(z) peut s’écrire sous la
forme f(z) = (z — 2i)(z> + az + b) ol a etb sont
deux complexes a déterminer.

3. Déterminer la racine carrée de8 — 6i.

4, Résoudre dangC I'équation f(z) = 0.

Correction :
f(2)=22+ (1 -50)z> +2(5+ i)z + 8i

1. f(ai)=—-a3i— ({1 -5)a?+2(5+i)ai+

2 - -0
8'=0<=>{ a*+2a=0 o (@
! —a®+5a>—-10a+8=0 {a=2

I'équationf(z) = 0 admet une solution qui est un
nombre imaginaire pur, = 2i.

2. f@=(z-20)E*+az+b)=2z3+

(a — 20)z? + 2(b — 2ai)z — 2ib, par identification on
aura:a=1-3ieth = —4.

3. racine carrée de8 — 6i :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

6. z*—i=0,oncherche les nombres complexes Exercice 32 :Pour tout point M (p, q) tels que

Or seula = 2 vérifie la 2° équation du systéme ; donc

12 =8—6i a un méme cercler dont on déterminera le centre et
posongu = x + yi / {pu? =x%—y?+ 2ixy le rayon. | |
lul = V8162 =10 b) Démontrer que le triangleABC est équilatéral.
x2—y?=8 922 = 18 X = T3 c) Déduire le centre de gravité du triangledABC
X24y?=106 2y2_= 2 =ly=F1 et retrouver ainsi que le nombre complexg est une
2xy = —6 xy = —3 xy = —3 solution dansC de I'équationz + z+ 1 = 0.
. . , u=-3+iet .
Les racines carrées 8e- 6i sont{ W=3—i Correction : j = e = _% n ?i.
4. z24+(1-3i)z—4=0,A=8—6ioules ,
, f . (u=-3+iet o 25\ _ T % 1 43,
racines carrées étaight , . 1. 12—(6 13) =e3' =e 3 =—-—"jet
w=3-i 5 2 2
leﬁzl_iet22zwz_2+2i_ j3= 32‘3) =e2m =1
Sc={251-1§ —2+2i}. 2. 1+j+j2=1+—%+‘/2—§i—%—‘/2—§i=0.
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(p, 9) € IR*2, on considére I'équation(E) définie par
z? — 2pz + q = 0. Déterminer les ensembles A, B, C
des points M tels qugE) posséde :

X 3 3 2 2

a) Des racines complexes

b) Des racines réelles et distinctes

c)  Une racine double.

Calculer les racines dans chacun des cas.

Correction : Déterminons les ensembles A, B, C des
points M tels que(E) posséde :

On calculeA’= p% — g

a) Desracines complexeM e A= A'< 0 &

q > p?, d’'oli 'ensemble A est la région de la parabol
d’équationy = x? et sa partie intérieure. Les racines
sont:z; =p —i/q —p?etz, =p+i/q—p?.

b) Des racines réelles et distinctesM € B
MEBs A'> 0 & g < p?, dol 'ensemble B est la
région de la parabole d’équatign= x? et sa partie

p? — q et

B s34 3 2 2 56 34 24 24 2 2 S 2 2 2

extérieure. Les racines som;:=p —
7, =p+p*—q.

¢) Uneracine double M e C

M e Bs A'=0 & g = p?, doli 'ensemble C est la
parabole d’équatiop = x2.

Les racines sontz; = z, = p.

Exercice 33 :0n posej = e*'s.

1.  Calculer j? etj3.

2. Montrer que 1+j +j% =0.

3. OnnoteA, B etC les points du plan complexe
d’affixes respectivey, j? et 3.

a) Démontrer que ces trois points appartiennent

X 3 3 X X 36 3 X X 3 3 X 3 26 X 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 X 5f 3 2 5 06 0 2 56 06 X 4 36 26 2 4 36 26 2 0% 2 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

3. A(), B(G?) etC(®).
a)  |zgz| =lza =20l = |ZA|—|—-+— |

|z55| = Iz — 2ol = lzpl = |_E_?i| =1et

V3i] =3 i zge] = lzc —zal = |1+ 2= 2] =

2

)

3 V3, 1 ,
|E_7l| :ﬁetlZﬁl = |ZC—ZB| = |1 +E+7l| =

|§+ﬁi| = /3. On remarque que5| = |z¢| =

V3, donc ABC est un triangle équilatéral.

|ZBC| =

c) Soit Gle centre de gravité du triandlBC, donc
1,V3, 1 V3.
—+—i———i+1 .
7q =M - 22 22— ( =z, Onsaitque

j?+j+1=0, donc le nombre complexeest une
solution dan< de I'équatiorz? + z + 1 = 0.
Exercice 35 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 6z3 + 242> — 18z + 63.

1. Calculer P(iv3) etP(-iv3).

2. Montrer qu'il existe un polynéme Q tel que
P(z) = (z2 + 3)Q(z).

3. Résoudre dansC P(z) = 0.

4, Montrer que les images A, B, C et D des
quatre solutions de I'équation précédente
appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon. Représenter ces
guatre points et le cercle.

Correction : P(z) = z* — 6z3 + 24z% — 18z + 63.

1. P(v3) = (ivV3)' —6(iv3) +24(iV3)" -
18(iv3) + 63 =9 + 18iV3 — 72 — 18iV3 + 63 = 0,
doncP(iv3) = 0 et comme-iv/3 est le conjugué de
iv3, alorsP(—iv3) = P (ﬁ) =P(W3) =0.

2. Montrons qu'il existe un polyndéme Q tel que
P(z) = (z% + 3)Q(2) : On sait qudz — iV3)(z +
iv3) = z2 + 3, ainsi, il existe un polynéme Q tel que
P(z) = (z% + 3)Q(2).

3. Résoudre dansC P(z) = 0 : Ce polynébme Q
est de degré 2, puisque P est de degré 4. Doristiee
des réels, b etc tels queQ(z) = az? + bz + ¢ = 0.

Ainsi aprés tout calcul, on retrouQgz) = z2 — 6z +
21 =0,A= —-48 < 0, donc il y a deux solutions
complexes z; = 3 + 2iV3, z, = 3 — 2iV3.
S¢ = {-1V3;1V3; 3 — 2iV3;3 + 2iV3}.

En placant les images A, B, C et D des quatre
solutions de I'équation précédente, on remarqudieg!’
appartiennent au cercle de centre E d'affixe et d

2%'2%'EQ%E%EQ%E%%;P%EQM%'29%%%EQ%P%E%%EQM%'EH%EH%EQM%'EQM%EQ%P%E%%EQM%'EH%EH%EQM%'EH%%%ﬂ%%E@%%%ﬂ%%ﬂ%%EM%%%%%%%%%%E%%%%%%%%%%%%%%%%

Exercice 36 :0n considére les points A, B et C

|z5¢| = |zc — zol = |1] = 1, donc ces trois points A, B
et C appartiennent a un méme celctie centre O et
de rayorr = |z5z| = 1.

1 V3., 1 43,
b) |Zﬁ|=|ZB—ZA|=|—E—?L+E—7L|=

Correction : A(—1 +iv3), B(—1 — ivV3) etC(2).
1. Placer les points sur un dessin.

zg—z¢ _ -1-iV3-2 _ —3-iV3 _ 1 .v3 _ i
2. Za—zc  —1+iV3-2 -3+iV3 2 +i 2 ¢*
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rayon & déterminerAE = |3 — (3 — 2iv3)| = 2v3.
On calcule BE = CE = DE 2+/3. Donc les points A,
B, C et D appartiennent au cercle de centre Eixkalf
et de rayor2+/3.

d'affixes respectivesz, = —1+iV3,zg = -1 — iV3
et Zc = 2.

Placer les points sur un dessin.

Zp—Zc

T
Montrer que 2—= = e'3.
Zp

1
2
¢
3. En déduire la nature du triangle ABC.
4. Déterminer le centre et le rayon du cercldy
circonscrit au triangle ABC. Tracer le cerclerl}.
5.

a) Etablir que I'ensembleT, des points M d'affixe
z qui vérifient 4(z + z) + zz = 0 est un cercle de
centre Q d'affixe — 2.

b)  Préciser son rayon. Construirel’,.

c) Montrer que A et B appartiennent ar,.

a) Déterminer I'ensemblerl; des points M
d'affixe z du plan tel que|z — 2| = |z + 1 + iV3].
b)  Montrer que le point A appartient a cet
ensemblel;.

3. Déduction de la nature du triangle ABC :

Zp—Zc c\ _
e —AC—1<:>BC ACetarg( ZC)_
(CA,CB) =, donc le triangle ABC a deux cotés de

méme longueur et un angle de 60°, donc ABC est
équilatéral.

4.  Onremarque sur le dessin que O semble étre
centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Or OA=|zy| = |-1+iV3| =2, OB =|zg| =

|-1 —1V3|, et OC = 2. Donc O est le centre du cercle
I; circonscrit au triangle ABC et son rayon est égal
5.

a) Posong =x+iy,ainsi4(z+z)+zz=0
devient(x + 2)? + y? = 4, donc I'ensemblE, des
points M d'affixe z qui vérifiend(z + z) + zz = 0 est
un cercle dél centre d'affixe — 2.

b) R=2

c) Montrons que A et B appartiennent ar; :
0A=|-1+iW3+2|=|1+iV3]| =2
OB=|-1-i/3+2|=|1-iV3|=2,donc AetB
appartiennent B,.

M3 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 0 3 5 ST 3 5 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 0 3 0 0 0 30 3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 36 36 3 0 0 0

a) lz-2/=|z+1+iV3|e|z—-2|=
|z— 1 - iV3) & MC = MB, I'ensembld’ des points
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M d'affixe z du plan tel quiz — 2| = |z + 1 + V3] est
la médiatrice du segment [BC].

b) Comme le triangle ABC est équilatéral, le point

A est équidistant de B et de C, donc appartierta c
ensembldy;.

Exercice 37 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 6z3 + 23z% — 34z + 26 et on désigne
par a un hombre complexe non nul.

1.  Montrer que P(&) = P(a). En déduire que si
P(a) = 0 alorsP(a) = 0.

2. Calculer P(1 + i) avec(1 + i)? = 2i. Indiquer
deux solutions complexes de I'équatioR(z) = 0.

3. Montrer qu'il existe un polynéme Q a
déterminer tel queP(z) = (z — a)(z — @)Q(z).

4. Résoudre dansC Q(z) = 0.

5. Résoudre dansC P(z) = 0.

Correction : P(z) = z* — 6z3 + 23z% — 34z + 26 et
on désigne parax un nombre complexe non nul.

1. Montrons queP(a) = P(a):

On remarque que dans ce polynéme, I'inconnu z n’est

pas affecté par un coefficient imaginaire dont son
conjugué change de signe, dB() = P(a)

P(a) =0 P(a) =0 < P(a) =P(@) = 0.

2. PA+D=Q0Q+D*—-6(1+i)3>+23(1+1i)?*-
34(1 +1i) + 26, apres tout calcul, on auPdl + i) =
0, ce qui prouve que 1+i est solutionBigz). On sait

que les nombres eta en sont solutions. Ce qui permets(C _ {1 biplopiolplyl }

de déduireque =1+ieta=1—1.

3. P2)=z-)z—-0)Qz)=0z-1-)(z—-
1+i)(z°+az+b)=(z2-2z+2)z%+az+b) =
z*+ (a—2)z3 + (b — 2a + 2)z? + (2a — 2b)z + 2b,
par identification on auraQ(z) = z% — 4z + 13.

4, Résoudre dansC Q(z) =0:

Q(z) =z —4z+13 =0,A= —36 = (6i)?, doncil y
a deux solutions complexes;:= 2 — 3i,z, = 2 + 3i.
5. Résoudre dansC P(z) = 0:
Sc={1+1;1—-1;2—3i;2 + 3i}.

Exercice 38 :Soit un polynéme défini par

P(z) = z* — 3z3 + z? — 3z + 1 et on désigne pan
un nombre complexe non nul.

1. Montrer que si a est solution de I'équation

P(z) = 0, alors on aP(@) = P(a) = P(i) =0.

2. Calculer P(1 + i) avec(1 +i)? = 2i. Déduisez

en la solution de I'équationP(z) = 0.
3. Montrer gu'il existe un polynéme Q tel que

P(z)=(z-)z-@)(z- i) Q).
4. Résoudre dansC P(z) = 0.
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Correction : P(z) = z* —3z3 +z%2 -3z + 1 eton

Exercice 39 :

Correction :

désigne para un nombre complexe non nul.

1. Montrons que P(a) = P(a) =P (i) =0:

1 1 3 1 3 a*-3ad+a?-3a+1
a at* a3 a? «a at
1 a*—3a3+a?-3a+1

P(E)=—a4 =0 at— 303 +0a?—

3a+ 1 = 0. D’autre part on remarque que dans ce
polynéme, I'inconnu z n'est pas affecté par un
coefficient imaginaire dont son conjugué change de
signe,P(a) = P(a) =P (i) =0.

2. PA+D)=@@Q+D*-301+D)+@+1)?-
3(1 +1i) + 1, apres tout calcul, on auPdl + i) = 0,
ce qui prouve qué + i est solution d®(z). On sait

N | . N
que les nombres ; a et; en sont solutions. D’ou
1

A B T
a=1+i;,a=1 1eta—2 St

3. P@)=@-0E-0(z-1)Q@) =
(z—1—i)(z—1+i)(z—§)(z—b)=(ZZ—22+
2)[22—(b+§)z+g]=z4—(b+§+2)z3+
[§+2(b+§)+2]zz— %+2(b+§)]z+% par

identification on aura% =1<b= % +%i
DoncQ(z) =z — % — %i.

4, Résoudre dansC P(z) =0 :

— o4
2 72 2

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres
complexes I'équation z? — 2v/3z + 4 = 0.
On notez, la solution dont la partie imaginaire est
positive, etz, l'autre.
2. Donner les formes exponentielles des solution
Zq etZZ.
3. Montrer que (z1)® est un nombre réel
strictement négatif.
4.  Déterminer un entier n tel que(z;)™ est un
nombre réel strictement positif.
5. Déterminer la solution réelle de I'équation :
z3 =8.
6. Résoudre alors dans I'ensemble des nombres
complexes I'équation z3 = 8. On notez; la solution
dont la partie imaginaire est strictement positiveet
z4 l'autre.

z1+12) _

7. Montrer que —= = —i.
Z3—7Z4y

XS Y X X 2 X 2 X X o X 2 X X 2 M 2 o X O X 2 2 X 2 M 2 2 X 2 2 2 X 2 X O X 2 2 2 2 2 2 2 2 e 2 2

1. z2-2V3z+4=0,A=-4<0,doncilya
deux solutions complexes; = V3 +1i,z, = V3 — .

Sc={V3+i;v3—i}.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 5 2 36 26 X 54 36 36 2 54 56 2 0 2 2
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#
2. z;=+3+i=2e"% etz, =V3—i=2e""e. 2 +2(V2-1)z* +4(1-V2)z-8=(z - *
3.  Montrons que (z;)® est un nombre réel 2)(az?+bz+c) = (z—2)(2? + 2v2z+ 4) = 0. i
strictement négatif :
) o ? . 72+ 22z +4=0,A= —8=(2i\/§)2,doncilya i
_ -\ _ it _
(z)” = (Ze 6) =2%el = —64. deux solutions complexeg; = —V2 + iv2, z, = i
4. (z,)"= (Ze_is) — 27¢~"%.. Le nombre —V2 —iv2,doncS¢ = {2; —V2 + iV2; —V2 — iv2}. &
N1 . . ﬁf
complexee s est un réel positif siin?’r estun multiple ©)  Z1+7z=—V2+iVZ-V2-iV2=-2V2. *
de2m; on peut donc prendre= 12 2. A(2),B(-V2+iv2) etC(—V2 - iv2). On note i
(ou 1X aveck € 7). le point | milieu du[AB]. e
5.  Lasolution réelle de I'équatiorz? = 8 est 2, a) Placer ces points sur un dessin.. i
puisque2® = 8. b)  |zgz| =124 — zol = 2 et|zzz| = |25 — 2ol = 2
3_q_ (2 _ 2 _ N 04 A 0 0B B 0 r Y
6. z°-8=(2"—-2)(az" +bz+c) =0. Aprés donc|zg;| = |z55| = 2, alors OAB est un triangle
tout calculz® —8 = (22— 2)(z2 +2z+4) =0; isocele en O. i
z2+2z+4=0,A=-12<0,ilyadeuxsolutions ¢) (0I) estla médiane issue de O et la bissectrice/de
complexes z; = —1 +iV3,z, = -1 — V3. langle AOB, donc la mesure de 'and(g; 01) = % X
7. Montrons que 222 — _j 3m_3m
2374 4 8 .
Zitzy _ _VEHIHVESE _ 2V3 _1_ 3.  Déterminons :
-z, —1+iV3+1+iV3 23 i o4
Z3—74 i i i i a) ZI:zA;szz \/§2+L\/§=1_§+§i'
Exercice 40 :
E— b) |zl = |1——+\/— | V2 =2 etarg(z) =
1.  Soit I'équation : (E) (ﬂ. 01) _3n _|_ 2kt

22+2(V2-1)22+4(1-V2)z—-8=0. — i
a) Veérifier que 2 est solution de(E). ( 2= \/—) [COS( ) +isin (38 )]

b)  Terminer la résolution de cette équation dans [5 _ _q_V2 3m _ V2-
_ c) ( 2 VZ)cos =1-=®coso ="—
C . On appelle z et 2 les autres solutions avec

=

Im(z,)< Im(z2). et de(\/m) sin%ﬂ g =3 sin%ﬂ = ‘/2;—\/5
c)  Montrer que z; +z, = —2V2.

2. On considére les points A, B et C d'affixes ~ EXxercice 41 :Soit dansC I'équation :
respectiveszy = 2,zg = —V2 + ivV2 etzc = —2 —

_ B z3 — (7 +9i)z% + (39i — 14)z + 50 = 0.
iv/2. On note le point | milieu du[AB]. 1.

a) Placer ces points sur un dessin.
b)  Démontrer que le triangle OAB est isocele en

Montrer que cette équation admet une unigue
solution imaginaire purez,. Terminer la résolution
de cette équation dan€ . On appelle z et z les
autres solutions avec Re< Re(z).

2.  On considere les points et leurs affixes Ady;
B(z,) et C(z). Déterminer I'ensemble(E) des points
M tels que :MA? — MB? + MC? = 4.

c)  En déduire la mesure de I'angld(u; OI).
3. Déterminer :

a) Laforme algébrique dez;.

b)  La forme trigonométrique de z;.

c) Endéduire la valeur exacte de:os%" et de Correction :

S“‘g?" z3 — (7 + 9i)z% + (39i — 14)z + 50 = 0.
Correction : 1.z €ilR, zy3 — (7 4 91)zg? + (391 — 14)z, +
1. 22+2(2-1)22+4(1-V2)z—-8=0 50=0¢ {207(2_;{ ;992200; 5104):)0, prenons

a) (@°+2(V2-1)2?+4(1-V2)(2)-8= 7,2 _39; 4+50=0,A=121=(11)? doncilya

0.

. 25
i , i _ deux solutions complexes; = 2, z, = —, seul
b)  résolution de cette équation dan€ : 7

x; = 2 est solution de-zy% + 9z, — 14 = 0 ; donc
zo = 2i. Terminons la résolution de cette équation
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dansC: z3 — (7 +9i)z? + (391 — 14)z + 50 =
(z=2i)(az?+bz+c)=(z—-20)(z*-7(1+ i)z +
25i)=0.z2—-7(1+)z+25i=0,A=-2i=

+(1 —i)?, donc il y a deux solutions complexes :
7z, =3+ 4i,z, =4 + 3,

doncS¢ = {2i; 3 + 4i; —4 + 3i}.

2. l'ensemble(E) des pointsM tels que MA? —
MB? + MC?> = 4: MA? - MB? + M(C? =4 &
MG? =4 —GA> +GB?> —GC?.25 =2y — 2, + Z, =
141, etGA = |zz5| = |-1+1i| = V2; GB = |z53| =
|2 + 3i| = V13; GC = |zz| = |3 + 2i| = V13. Donc

gue ces points soient sur le cercle de centrer@yeh

2.

b) Démontrons queOM;M,M; est losange :
ZZ_Z3 =\/§_i=zl etZZ_Zl =2i=Z3 =
MlMZ = 0M3, donCOM1M2M3 est un

parallélogramme et comme il a deux cotés consécut

€gaux(0OM; = OM3y), c’est un losange.
Exercice 43 :

1. Résoudre dansC I'équation (E) :

(22)% — (z + 1) = 0 et vérifier qu’elle admet une

MG? = 4 & MG = 2, 'ensemble des points M tels queracine réelle.

MA? — MB? + MC? = 4 estle cercle de centre G et
de rayor2.

Exercice 42 :

1.  Soit I'équation définie par

P(z) = z° —2(i+V3)z? + 4(1 +iV3)z — 8i
2. Vérifier que cette I'équation admet une
solution imaginaire pure siP(z) = 0.
Résoudre dansC P(z) = 0.
3. On considére les pointM4, M, et M3 d’affixes
respectivesz; = i++3,z, = V3 —ietz; = 2i.
a) Prouver que les trois points sont sur le cercle
de centre O et rayon 2.
b) Déterminer I'affixe du point A, symétrique du
point M, par rapport a M.
c) Démontrer que OM;M,M; est losange.

Correction :
P@=2%-2(i+V3)z2 +4(1+iV3)z—8i

1. P admet une solution imaginaire pur :
Soit bi cette solution, dor(bi) = 0 alors

P(bi) = (bi)® — 2(i + v3) (bi)? + 4(1 + iv3)(bi) —
8i = 0. Aprés tout calcul et par identification, on
obtient que b=2, d'o?(2i) = 0.

2. Résolution dansCde P(z) = 0 :

P(z) = (z—2i)(z2 —2V3z+4) =0 & 22 — 2V/3z +
4=0o0uz—2iPourz? — 232+ 4=0,A= —4 =
(2)?, douS¢ = {V3 —i;v3 —i; 2i}

3. M (z1), M3 (z2) etMz(z3).

2.  Vérifier que dans le plan complexe, les images

des racines de (E) appartiennent au cercle (C)
d’équation 3(x* + y*) —2x—1=0.

3. Montrer que, pour tout entier strictement
positif n, les images des racines de I'équation

(22)™ — (z+ 1)™ = 0 appartiennent au cercle (C)

d’équation 3(x% + y?) —2x—1 = 0.

Correction :

1. Résoudre dansC (E): (22)° —(z+1)°=0

2km

225 =@GzZ+1)5 (Z—Z

Z+1)5 = 1. Posonsv;, = e(

Il existek € {0,1,2,3,4} tel quez% =w, ©

e L2
z= = = Donc
Z—e(T)"
()
e\ 5
—— telque k €{0,1,2,3,4} ;.
Z—Q(T)L

S(C=

et vérifier gu’elle admet une racine réelle.

w, _ e g 1
—wo  2-e©@i T 217 7

Pourk = 0 alorsz = 5

2. Posonsa = ZkT” etz =x + iy
_cos(a)+isin(a) __ 2cos(a)-1+2isin(a)
- 2—cos(a)—isin(a) - 5—4cos(a) doncles
images des racines de (E) sont de la forme :

__2cos(a)-1
__2cos(a)-1 . 2sin(a) T 5-4 cos(a)
~ 5—4cos(a) 5—4 cos(a) _2sin(a)
T 5-4 cos(a)

2 _ 4cos?(a)-4cos(a)+1l | 5 4sin?(a)
- [5—4 cos(a)]? Y= [5—4 cos(a)]? en

additionnantc? + y? on aurac? + y? = .

" 5-4cos(a)’
a) Prouvons que les trois points sur le cercle de déduit3 (x? + y?) = 3 (1).
centre O et rayon 2 :ll s’agit de calculer pour chaque . Cos(a)é“* cos(@) s
point le module. Ainsi on obtienz,| = 2, |z,| =2et —2x—1= S-4cos@ - 5-acos@) (2).
|z3] = 2; doncOM; = OM, = OM3, ce qui confirme
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3-3
5—4cos(a) -

M+R)e3(x2+yH)—-2x—1=

d’'ou les images des racines de (E) appartiennent au

cercle (C) d'équatioB(x? + y?) —2x — 1 = 0.

_ 2z \™ _ .
3. o)"=z+1)"e (m) = 1. ll existe

2z
ke{1,..,n—1}tel que— = wy &

z =2k — o) Donc
z_wk Z—Q(Zan)i.
(Zkr[l
Sc = e(zk,,) telque k € {0,1,...,n — 1} ;.
2—e\' n

2k .
Posonsa = = etz = x + iy

cos(a)+isin(a) __ 2cos(a)—1+2isin(a)
2—cos(a)-isin(a) 5—4cos(a) doncles
images des racines de (E) sont de la forme :
__2cos(a)-1
__2cos(a)-1 , . 2sin(a) " 5—4cos(a)
T 5-4 cos(a) 5—4cos(a) __ 2sin(a)
5—4cos(a)
2 _ 4cos?®(a)-4cos(a)+l . ,  4sin®(a)
- [5—4 cos(a)]? ! T [5-4cos(a)]?

additionnantc? + y2 on aurac? + y? =

déduit3(x* + y*) = 4cos(a) (1).
—2cos(a)+2 4 ( )
5—4cos(a) T 5- 4cos(a)

3-3
(1)+(2)<=)3(x2+y2)—2x—1 :m:
d’ou les images des racines@z)" — (z+1)" =0
appartiennent au cercle (C) d’équatB@x? + y?) —
2x —1=0.

Exercice 44 :Résoudre dan<C :

1. 3=z

2. (1+iz)®=01-iz)®

3. (-1D°+(z-13+1=0
N\ 2 N3

1+ 25+ () + () =0

Correction : Résoudre dan<t :

1.  z3 = Zon peut directement remarquer duest
solution de cette équatioNB 0 n’est pas solution de

7 =

1
5-4 cos(a)

—2x—1=

»

I'équation § =1.

z3=Zzo z*=2Zzorz.z=1doncz* =1 dont les
racines sont, i, —1 et-i.S¢ = {0,1,i,—1,-i}.

2. (1+iz)®=01-iz)®

(1+i2)°=(1-i2)° & (f_’i)s =1 avecz # —i

2km
Posonsy;, = e( Sk . Il existek € {0, 1, 2,3, 4} tel que

1+iz wpr—1 km
- W © z=—l——=tan(—).
1-iz wi+1 5
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Orpourk =0 @ w,=e@i=1letk=4 = w, =
8T, 2T,

es' =e s'ne sont pas solution de cette équation,
douS; = {tan( ) telquek € {1,2, 3}}
3. (-1D°+@z-1)3+1=0
Posong; = (z—1)* = q¢?+q+1=0,A= (i\/§)2
dotg =1(-1F iV3) = o251
On sait que les racines cubiquesldnt de la forme
qr = e(MTn)iaveck €{0,1,2}.

2 2m

. (Z — 1)3 = q; X e(z?n)i = e(_ _k) =

(Zn 27

—+—k 2w 2T

) (:)Z—e(_ _k) + 1 avec

k € {0,1,2}, il y aura trois solutions suivaht
2T

. (z=13=¢q, x e_(?) = e(_k__) =

7—1= e(z?"k‘z?n)‘ oz = (3% 3 + 1 avec

k € {0,1,2}, il y aura trois solutions suivaht

S = { (59 4 1,53 1/ ke qo, 1,2}}.
z+i z+i 2
4. 1+2y (—)
Z+i +i

z+i\3
=) + () =oou
(20 # (22 () (2" = posonsy = 2%
z—i z—i z—i z—i =0p = z—i
C’est une suite geomeétrique de raigon

4_

q* = 1 dont les racines somt i, —1 et-i car de la

km
formew, = e( ) aveck €{0,1,2,3}.

Z+i
—,—wk(:>z—1
z—1l wr—1

aveca)k #1e wy,=1n'est
pas solution de I'équation, donc

kmy .
LW+l .e(Tn)l+1

wk_l e(%)i—]_

Sc = / k €{1,2,3};.
Exercice 45 :Résoudre dan<C :

1. (z+1D)"=(z—-1)",nelIN".

2. (z+D)"=(z—-D",nelIN".

Observer que celle-ci admet exactememt— 1
solutions, chacune réelle.

{x+y=1+i
3. _ .
xy=2-—1i
n cos(kx)
4.  Yi-o —i, —0.n€IN.

Correction : Résoudre dansC :
1. z+1D)"=(z-1)",nelN".

2km) .
Posonsy;, = e(T)‘, z+D)"=z-1D)"e
zZ+1

n
(—1) =1,n € IN*. ll existek € {0,1, ...,n — 1} tel

Z—

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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quet = o, @z =2 = _icos™ Pourw, =1, Zg=up(2+i)=2+1i
z—1 wg—1 n . V3. 1
n'a pas de solution dam: © a=wuE+)=-1 _7+l( E+\/§)
NE 1
Sc = {—icoskf telquek €{1,..,n— 1}}. 7 =2+ =-1+- +L( 2 \/§)
2. (@+)"=(z-D" nelN". Exercice 47 :
2km . N
— ) A — (, — ) ZH\ T . - o
Posonsu, = 5, Z+)'=@E-D"e (z—i) = 1. Donner les racines quatriémes de I'unité.
1,n€IN". ll existek € {0, 1, ...,n — 1} tel que 2. Calculer (1 — i)*. On donnera le résultat sous
% SWg S zZ= 2’:_’1 = cotk—". Pourw, =i, n'apas saforme algéebrique.

wk+1 3. En déduire les racines quatriemes du-4.

de solution dang = z

, doncS¢ = {cotg } deux

a deux distincts car cotg est strictement décrotessur Correction :

- N km . Ly .
{1,..,n—-1}. =1y, = [1; Ek] aveck € {0;1;2; 3} donc les
— T 2
x+y=1+i=S 2 n
3. xy=2—i=P 2" =Sz+P=2"— racinesquatriémesdesontu0=1;u1=[1; ;]=i;

(1+1i)z+2—i=0 ainsi on obtien¢ = .1 N P
(1 + 20 —0); (=31 + 20)). = [1; ] = ~letus = |[1;- f| = -
. 4_ _ . 2 . 2 — .
4 n_ Ocsosgx) 0.n € IN. x;ﬁ— [7] 2.' (1 —'l) = A-D*A-d*=A-2i—-1(1 -
ik 20i—1=—21—2I=—4.
n cos(kx) _ . . .
k=0 osky [E wskx] = 3. racines quatriemes du nombre2 + 11i sont :
L_Re [Cosnﬂ(x) eL(.nH)x] =0 cos™(x) = * Zo=u(l-i)=1-1
cos™x cosx—e*t . Z, = ul(l _ i) =14+i

° ZZ=U,2(1_I,)=_1+I,

cos[(n + 1)x]. Six # g 7] ©

ikx n+1 _pin+1)x L4 Za = U 1 - l) = —1 —1
n e _ 1 cos"(x)-e 3 3(
k=0 coskx ~ cosmx cos x—eXi , donc
n cos(kx) _ . _ _nl ™ Exercice 48 :
k=0 geky —O@sm[(n+1)x]—0@x—0[ ]
Six=0 [n] & ¥7_ C:;(’,:;‘) =n + 1. Finalement 1.  On considére le nombrez = 1 — iV/3.
ki a) Mettre z sous forme trigonométrique, puis
S¢ = {m/k €Z et(n+ 1)"}- exponentielle.
b)  Calculer z%et z3.
Exercice 46 : c)  Endéduire z2912 et 72013,
1. Donner les racines cubiques de 'unité. a) Résoudre dansC I'équation z3 + 8 = 0 (on
2. Calculer (2 +i)®. On donnera le résultat sous remarquera que cette équation a une racine évidente
sa forme algébrique. réelle) .
3. En déduire les racines cubiques complexes du b)  En déduire les solutions dan£ de I'équation
nombre 2 + 11i. (iz— 1) + 8 = 0. Donner les solutions sous forme
algébrique.
Correction : Correction :
1. lesracines cubiques de l'unité. 1. z=1-i/3.
w=1eouy = [1 k] aveck € {0;1;2}doncles @) z= 1—1\/_—2[———1 —2[cos§+
3 Bsinz3=2en3i.
racines cubiques desontuy =1 ;u; = _E +i-et
TT. 2 TT. 3
41 \/§ 2 = 3t = — —_ [ 3 = 3t =
u2=[1; 3] [1 __]____17_ b) =z (Zes) 2 — 2iV3 etz (263)
. . —8.
2. 2403 =0Q+D2+D)?*=Q+D)A+4i-
2+0)7=@2+0@2+1D"=(2+i) c) Déduction dez?°1% et z2%13 : Comme on tourne
1=2+13+4i=6—4+8+3/=2+11.. . o .
. ~achaque fois de 60°, tous les exposants multgees
3. lesracines cubiques du nombr@ +11isont:  ramaneront sur I'axe réel (un coup positif, un coup
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négatif) ; tous les multiples de 3 +1 (comme 17,4, .)
seront sur la droite issue @eet passant pa; enfin
tous les multiples de 3 + 2 seront sur la drogeésde
O passant par’

2012 est un multiple de 4 (2012=4x503), art¥'? =

.\ 2012
(Ze?l) — 22012,503T _ 92012,7 — _»2012 gt
w2013
72013 _ (Ze?l)

+22013.

2.  Résoudre dan<C I'équation z3 + 8 =

(z+2)(z2-2z+4)=0,2z>-22+4=0,A=
2 .

(2iv3)", les autres solutions sant= 1 — iv3 et

z, = 1+ i+/3. Déduction des solutions dan€ de
I'équation (iz — 1)3 + 8 = 0. Pour résoudréiz —

_ 92013 ,503m 7 _ 22012, _
=2 e e™=2 e™ =

changement d’inconnue= iz -1, ce qui donne les
solutions en Z ; on revient en arriere pour lesitsmhs
en z.

t=iz— 1o z=—it—i,dou les trois solutions :
zo=—i(-2)—i=i,zy=—i(1-iW3)—i=+3-
2ietz; = —i(1+iV3) —i=—V3-2i

Exercice 49 :

1. Calculer pour ¢ € 10;2m[ etn € IN, M =

Yk=o(coske) etN = ¥} _,(sin ke).

2. Calculer pour 8 e IRetn € IN, C =
i=0(3)(cos kB) ets = Y_o(})(sin ko).

Correction :

1.¢ €]0;2n[ etn € IN, M et N sont les parties
respectivement réelles et imaginaireSde, e?* =
. . +1
poki — eV T sin[*> o]
e?i-1 sin%
Par identification on aM = Y7_,(cos k) = cos% X

M +iN. Ainsi Y} -,

sl R e
sz etN =Yy _o(sinke) = sin—= X Sin% .
2.6 €IR etn € IN, C et S sont les parties
respectivement réelles et imaginaireSie, (7 )e?* =
C+iS. Ainsi X o(R)e* = (1 + e"")n =
no.
2"ez 'cos™ 2_ Par identification on aC =
(n)(cos k6) = 2™ cos —

k:(,(Z)(sm k@) = 2" sm?e X cOS g.

>< cos —etS =

Exercice 50 :On pose :

C—cos( )+cos( )+ +cos(3§)et

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 3 P 36 3 2 X 06 3 2 56 06 X0 36 36 X 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 0 24 36 36 2 34 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 26 5 5 06 26 2

1)3 4+ 8 = 0 on reprend I'équation précédente avec le
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5= sin(5) +sin (%) -+ sn ().

1. Exprimer le nombre complexeZ = C + iS
sous la forme d’'une somme d’exponentielles.

2. Déterminer une expression simplifier de Z.

3. En déduire une expression simplifiée de C et
de S.

Correction :

1. C et Ssontles parties respectivement réelles e

T, . i
imaginaires d& = C 4 iS = ¥)_, e10"" = e10 +
2ir sir
€10 + -+ e,

X 3 X X 2 575 3 3 X X 36 2 2 2 X 5 36 26 2 2

2.  expression simplifier de Z :on remarque que Z
est la somme d’une suite géométrique de 9 ternees,

im

raisong = et et de premier termero :

im\°

in (e10> -1

=10 X ~——
el0-1

10 _ Lum ; q-q*° _ 1+q

Orqg'®=e10 =e™=-1,doncZ = e — 14

im

0r1+q—1+e10—2cos—ezoet1—q—1—e10—

%

q-q*°

I ki
Z=3hy e Jouz =12

in 2cos£eZO cos=
—2isin—-ez0, doncZ = 20— = |—2 = cot—
20 . LT — Sll’l— 20
—2LSIH%€20 20
3. Zei1R<:>Re(Z)=C=Oet1m(Z)=S=

i cot—.
20

Exercice 51 :Soitx un réel,x # 0 [2m]. On pose :

A(x) =1+ cosx + cos(2x) + -+ + cos(6x)

B(x) = sinx + sin(2x) + -+ + sin(6x)

S(x) =1+ e* + e?* + ... + 6%

1.

a) Exprimer S(x) en fonction ded(x) et B(x).

b)  En déduire une expression dd(x) en fonction
de S(x).

2. Déterminer, uniqguement en fonction des lignes
trigonométriques de% et deg, une expression de

S(x), deA(x) et deB(x).
Correction : x un réelx # 0 [2r]. On pose :

A(x) =1+ cosx + cos(2x) + -+ + cos(b6x) =
Y7 o(cos kx)

B(x) = sinx + sin(2x) + --- + sin(6x) =
Z,Zzo(sin kx)

S(x) =1+ e™ +el2X 4 ... 4 o6X = 37 okix
1.
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a)  On sait que™* = cosnx + i sinnx, donc
S(x) = e!® + e 4 2% 4 ... 4 1% = (cosOx +
i sin0x) + (cosx + i sinx) + --- + (cos 6x +
isin6x) = A(x) + iB(x).

b) S&)=Ax)+iB(x) e A(x) =S(x) —iB(x).

2. S()=jgeri= @I
: k=0 eXi_q eXi_q
7% . x

% xsin(3) = xsin(3) . On déduit que :
elfxsin(g) sm(z)

7X

Im[S(x)] = B(x) = sin3x Sm( )
SlI‘l(2

7%

Re[S(x)] = A(x) = cos3x o 2)

sin(;) '

Exercice 52 :Soit la suite desa complexes,
Uy, U, o, Up, o, Uy définiepar:u; =1—1i et

VpE€|[2,n] u,=ju, , avecj = ez?ni.

1.  Montrer que j? =J. Calculer1 +j + j%2 = 0.
2. Veérifierque uy + uy; +uz3 = 0.

3. Montrer que, pour tout entier p tel que
4<p<nonau,=u,3.

Construire les images des nombres,,.

4. EndéduireS, =u; +u; + -+ u,.

271'
Correction : j = ——+‘/—§l =es'.

—2m;
=e 3 =

1. j?= (ezTni)z = e%ni J-
1+ +j2 —1+cos( )+lsm(2n)+cos( )

Lsm( )_1__+£ _%_\/2_§L=

2. U+ Uy +us =uy Hugj tuyjl=
w(l+j+j2orl+j+j2=0,

doncu; + u, +u3; =0.

3. Montrons que, pour tout entier p tel que

4<psnonau,=u,3:

Initialisation :n =4, u, =u; =1—1i= VZe #
Hérédité :supposons que k € [4,n] uy = uy_3 est
vraie ; démontrons que,,; = uy_, l'est:

U = Ug—1] S Upy1 = UJ = Up—3] OTU_3] = Uy
donCuy,q = Ug_y.

Conclusion ¥ p € [4,n] u, = up_3.

4. uy=j.uyiuz=j%u;u,=j3u; ...

— in—1
Un =J

Sp=ug+uy+tuy =uy +jouy +jRu +
jioug + ---+j"‘1 u; =u(1 +j +j%+- +j”‘1) =

N P

2T 21
Exercice 53 SOItZ—COS(7)+lSln(7)
S=z+27%2+z%etT = 23 + 25 + 2°.

_ u e;(n 1)1 sm

TL’ .
sin—
3

1.  Montrer que S =T et quelm(S) > 0.
2. Calculer S + T et ST. En déduire S et T.

2m 2m m;
Correction: z = cos( ) + 1sm(7) =e7

2T, ATT . —6TT .,

1. S=z+z%+4+z*=e7'4+e7' 47"

6TT. 107T. 127T. 6TT. —47T. —2TT.
T=e7l+eTl+eTl =e7'+e7 '+e7 '
_ =6, am, 2
T=e7'4+e7'4+e7'=S8.

Im(S) =Im(T) sin7 + sin477r — sin677r = sin27” +

. 4T . 6T
sm7—51n7<=)1=1>0.

2, —2m; AT, -4,
2. S+T=(e7 +e7)+(e7 +e7)+
6T . —6TT.
(e7l+e71)=2cosz—n+2cos4—n+2cose—net

471.' —6TT . 61'[ —2T,

ST=(e7 +e7'+e 7 )(e7 +e7 +e7‘)=

8T, —2TT . 1077.' —107,

—1

e7‘+e7‘+1+e7 +1+e7 ‘F1+e 7 T4
—817.' —817.' 2T, —2TT. 107T,
e7 —3+e7 +e7 ' +e7t+e 7 e+
—10TL’ —671' 2T, —2TT. 47T,

e 7 —3+e7 +e7 ' +e7t+e 7 e+
—4—17.'

e7 —3+2cos—+2cos—+2cos—.

Posonsh = 2 cosT + 2 cos7 + 2 cos7,

S+T=h 2 _ —
{ST=3+h<=>X hX +3+h =0,

A= h? —4h —12 = (h + 2)(h — 6) les solutions sont :
X' = 1‘/_etX"=—‘/K

.
. S peut étre ega%liZ aouaYe

. T peut étre égaﬁi aou a“—‘/_

+\/Z_

Exercice 54 :Soit pour tout n € N*, §,, la
somme définie par : S, = sin (n) + sin (2:) +

sm( ) + -+ sin (@)

1. Posonsz = cos( ) +i sm( )

a) Donner une expression simple de :
p=1+4+z+--+2z"1

b)  Calculer la partie réelle et la partie imaginaire

dep.
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_ 1
an(z;)

2. Quelle est la limite de Iasuite(%sn) N ?
neN*

c) Endéduire I'égalité : S,

Correction : n € N*, S, = sin (%) + sin (27") +
sm( ) + -+ sin ((n_nl)n).

iz,

1. Z—COS()+lSIH()—en.
n n

Tl.

a) p=1l+z+- +Z"1—11 orz = en' &

zZP=—-letl—z=1- e? = —21e2n X sm(%) ;
2 i 7
Doncp = T = ezn' ou
—2ieﬁl><sin(%) Sm(m)

= ot fon(2) - s (2]
b) p=@[lcos( )+sm(7;)]

ey () _ 1 et Im(p) = n(:) _

Sm(zn) ;
c) S, =sin (g) + sin (27”) + sin (3”) T+t
. ((n-Dm\ 1
sm( - ) = tan(%)_
2. Posong=_—o@ne toe te 0

. 1 . 2 cos(t) 2
lim (ZS") =lim <; X <in© ) =
t

ne +ow £t 0

Exercice 55 :0On considéere la somme = cos (2?") +

cos (1) +cos(£) +cos (£,

1. Ecrire la formule permettant de mettre

cos p + cos q sous forme de produit et transformer

cos (25 ) + cos (8:)

2. Ecrire la formule exprimant cos 2x en
2

. 3n
fonction decos x ; en remarquant que—=m——.

5
Calculer cos ( - ) en fonction decos (5)

3. Démontrer que :
1+S5= 4cosz(5) 2cos( )

1.
4, SoitS' = sm( ) + sin (M) + sm( )

5
sin (8")
5
a) Démontrer queS + iS' est la somme d’'une

progression géométrique.
b) Endéduire1+S =0.

c) Calculer cos (g)
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p+q 21
1. cosp+cosq=2cosTco etcos(5)+
81 3T 31'[
cos (?) =2 COSTT COS— = -2 cos—-.

2. cos2x =2cos?x — 1 etcos (3?”) =
cos(r[—z?”) = —2coszz+ 1.

3. 1+S—1+[cos( )+cos(8:)]+
[cos(5)+cos(5)] = 1+2cosrrcos?”+
2cosncos§= 4 cos? (g) —ZCOS(E) -1

4. S—sm(zs)+5m(45)+5m( )+S (Ssn)
S—cos(5)+COS(5)+C°S(5)+COS(85H)

4-71' 671'
a) S+lS—e5 +es'test +es =z4+2%+
74 z—25

73 + 74 aveCes , doncS + iS’ —z =

-z 1-z

2l 1, carzs5=1.
1-z
b) S'=25inncos3?”+25inncos§=0, doncS +
iS=-1o1+5=0.

2(TT 3
c) 1+S =4cos (E)—Zcos(g)—1=0, posons
_ 1445

4 ’

x—cos()4x —2x—1=0,A"=5x

1+\/_
4

donccos (75[)
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sux le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue i me donnex. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséricondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuiconde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

3
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Auteur

SUSEN RO T0
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e plaesdiret?

< Définition d'une similitude : Dire qu'une
transformation du plan f est une similitude de
rapport k signifie que pour tous points M et N du
plan: f(MN) = k x MN. Autrement écrit, est une
similitude toute application bijective qui multiplie
toutes les distances par un méme rékl

La similitude est composée d'une isométrie et d'une
homothétie.

Globalement, nous savons qu'il se divise en deux :

. D'un co6té, il y a les isométries qui conservent
les angles orientés. On les appelle déplacementg C
sont les translations et les rotations.

. De l'autre co6té, il y a celles qui les changent en

leurs opposés. Elles sont qualifiees
d'antidéplacements. Ce sont les symétries axialets e
les symétries glissées.

X< Une homothétie est une transformation du
plan qui conserve lesangles orientésPar
conséquent, pour une similitude deux situations
peuvent se présenter :

DXPKPK  La similitude est la composée d'un
déplacement et d'une homothétie.

MK La similitude est la composée d'un
antidéplacement et d'une homothétie.

DD 1l existe deux types de similitude : les
directes qui conservent les angles orientés et les
indirectes qui les inversent.

MK Les similitudes planesdirectessont les
transformations du plan d’expression complexe
z' = az+ b, aetb complexesg # 0.

DAL - Les similitudes planes indirectes sont les
transformations du plan d’expression complexe

z' = az + b, a et b complexesg # 0. Une similitude
indirecte peut avoir :

DKPKDK - Aucun point fixe : c'est une symétrie
glissée.

DDA Avoir un unique point fixe. Elle est alors
la composée d'une symétrie (axiale ou glissée) et
d'une homothétie de rapport différent de 1.

XPKPL - Avoir une infinité de points fixes. C'est
alors une réflexion.

(En fait deux points fixes suffisent a faire d'une
similitude indirecte une symétrie axiale).

XD Transformations usuelles
MDD Translation z'=z+b
Eléments caractéristigues Toute translation est
caractérisée par unvecteur ¥ d'affixe b et de
rapport a = 1.
Translation avecM’ = t(M) : MM’ = X.
Ecritures complexes tz:z' =z + b.
X< Homothétie
Une homothétie de rapportk est une similitude de
rapport |k|.z" =kz+zo(1 —k)ouz' =kz+ b.
Eléments caractéristigues Toute homothétie est
caractérisée par uncentre Q d’'affixe (zg) et de
k € IR* — {1}

ou .
a=k=1etb=0
Homothétie avecM’ = h(M) : OM’ = KQM.
Ecritures complexes d’homothétie h(Q; K) :

rapport a = k tel que

z' — 20 =K(z—125) ©z' =Kkz+zq(1 —K) avec
a=keth=2z5(1-k) & zq = —ou bien
z' =kz+b.
XIPAB<  Rotationz’ = ez + zo(1 — e™)
Eléments caractéristigues Toute rotation est
caractérisée par uncentre Q d’'affixe (zg) et

la| = [e*|=1eta#1

d'angle a [2m] avec

ou
a=1letb=0
Définitions de rotation avecM’ = r(M) :
QM = OM’
(W, QM’) -«

Ecritures complexes de rotation r(Q; a) :

7 —zg=e"(z—2q) © 7z =e"z+2zo(1 - e™)
b

1-e%

aveca = e*eth =zg(1—-e*) & zo =

ou bien z’ = e%z + b.

DDA Symétrie d’axe réel
Eléments caractéristiques 1'axe réel.

Définitions de rotation avecM’ = Sy (M) :
OM = OM’
(4, 0M) = — (u,0M')
Ecritures complexes d’homothétie : z' = z.

< Les propriétés des similitudes

X< Toute similitude est la composée d'une
isométrie et d'une homothétie de méme rapport.
Réciproquement, la composée d'une isométrie et
d'une homothétie est une similitude.
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'
MN f MINI h MIINII

simnifitods homothetis
Fe raooort k Je Faooort k T
f=&atf
frorneteie

D44 La similitude conserve l'alignement : I'image
d'une droite est une autre droite, I'image d'un
segment est un autre segment.

XK La similitude conserve les angles
géomeétriques, donc le parallélisme et I'orthogonat.

AP La similitude de rapport k multiplie les
distances park et les aires park?. Elle hérite cette
propriété de I'homothétie.

L'image d'un cercle est un autre cercle de rayon
multiplié par k.

KDL Une similitude de rapport k est la composée
d’'une isométrie et d'une homothétie de rapport k.

4D Toute similitude plane conserve les angles
géométriques. Une similitude plane qui conserve les
angles orientés est dite directe.

X< Une similitude plane qui change les angles
orientés en leur opposé est dite indirecte.

XD 1l est clair que la composée d'une isométrie
et d'une homothétieh de rapport k est une similitude
f de rapport |k|. Ceci car la situation est alors la
suivante :

M N f- M 1 N 1 h‘ M n N n
consere wlkl

f=iok T

distanoes moftinlidées par k

Réciproquement, il est I1égitime de se demander si
toute similitude ne serait pas la composée d'une
isométrie et d'une homothétie.

DXP<  La composeée d’une rotation r et d’'une
homothétie h de rapport k > 0 n'ayant pas

directe de rapport k. Quand r et h n'ont pas mémes
centres, on a en généralh=her.

4D Toute similitude plane directe f qui ni une
translation, ni une homothétie s’écrit de maniere
unique f = heor ou h est une homothétie et r est une
rotation ayant mémes centres. Dans ce cas, on a h
=roh.
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nécessairement les mémes centres est une similitude gytre similitude.
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44 Toute similitude plane directe S qui n’est pas
une translation admet un point fixe et un seul, son
centre.

X< La composée d’'une similitude de rapport k
et d’'une similitude de rapport k' est une similitude
de rapport kk'.

P4 Toute similitude de rapport k > 0 est une
bijection du plan sur lui-méme et sa réciproque est

une similitude de rapport%.

D<K la composée de deux similitudes de rapports
k etk' est une autre similitude de rapportkxk':

MN f MlN 1 g. E M"N n
Wl wlk
gof T

distances multipliées par k= k'

XK la réciproque g de la similitudef de rapport
1

k est une autre similitude de rapportk .
distances multipliées par k

'8
MM MM
g = f 4
distances divisées par k
MK la composée dé o f est la suivante :

MN xi MINI !;- MIINII

frof

distances multipfices par kfk =1

D<K L'identité Id (c'est-a-dire I'élément neutre
pour la composition) est une similitude.
Pour toute similitude f, nous avons ¢ Id =Id= f=*1.

DK La composée de deux similitudes est une

P4 Toute similitude f admet une similitude
inverse g (c'est-a-dire une réciproque).

Pour toute similitude f, il existe une similitudeg
telle que :fog = gof = 1d. Et réciproquement !

AP points invariants : z = az + b ssi (1 —
a)z=0>b
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MDD sia =1etb =0, I'équation est 0z=0 :
tout point est invariant ;en effetz’ = z est I'écriture
complexe de l'identité du plan .

MK sia=1etb # 0, I'équation est 0z=Db :
pas de point invariant; en effetz’ = z + b est
I'écriture complexe d' une translation (de vecteuni
d'affixe b).

DMXDADK  sia # 1, un unique point invariant
d'affixe zq = é: théorémesia # 1, Saun
unique point invariant Q et S est la composée
commutative d'une rotation et d'une homothétie de
méme centre). Remargue :sur le rapport et I'angle
on dit que S est une similitude de centr@, de
rapport k = |a| et d'anglea = arg(a).

> Une classification des similitudes

XK toute similitude directe S peut se ramener
soit & l'identité du plan — id , soit a une translation
— t, soit & une homothétie— h, soit a une rotation
— T, soit a la composée commutative d'une
homothétie et d'une rotation de méme centre> hor

XD toute similitude indirecte peut se ramener a
la composée Sos = la symétrie axiale d'axe (Ox)
suivie d'une similitude directe S voir ci-dessus

X< Une conséquence (parmi d'autres) est qu'une

réflexion (= symeétrie axiale) d'axe quelconque peut
se décomposer en : la symétrie axiale d'axe (Ox)
suivie d'une similitude directe S

par exemple, la réflexion d'axe (Oy) est la composé
de la symétrie axiale d'axe (Ox) suivie d'une
similitude directe S z' = (-1)z voir ci-dessus

<0< Scl:iﬂ':?ixe XK a= arg (%) = mes (QM, QM’) [2m].
o < déterminer son centreQ : zq =i.
Homothéti 1-a
%Oﬁosgggg’ Comment déterminer I'écriture complexe d’'une
Similitud d'une similitude plane directee’ = az + b ?
e directe . rotation et Applicatio ) ) L L
(conserve Translatio T npp > si on connait ces éléments caractéristiques, on
les angles homothétie identique  €n déduitz’ —zq = ke*'(z — zg)
orientés) (défini par ] ]
centre, S:z' = ke%z + zo(1 — ke™)
angle,
rapport) XX on déterminea etb : A’ = S(A),alors z4, =
Composée Symétie ~ 9Zat b et B =S(B), alors zg = azg + b.
Similitud : v Zy=azy+b \
e d'une axiale (un { A A d’ou
o " symétrie axe de zp=azg +b
indirecte ~ Symétrie " :
. A axiale ou points _ _
(inverse  glissée lissée ot fixes clest. @ = A% et b = ZAZB—ZaZp
les angles g' ’ Lo Za~7B Za—2B
orientés) sl ” g-c_jw_e,une
homothétie infinité) Sz =ZATB , | ZAZB'TZAZE
Zp—Zp Zp—Zp
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Ce tableau nous améne a deux conclusions :

D44 Toute similitude f n'ayant aucun point
fixe est une isométrie : c'est soit une translatiqrsoit
une symeétrie glissée.

C'est pour cela que la résolution de I'équatiof(z) =
z estintéressante : pas de solution signifie pde
point fixe...

MK Toute similitude f ayant au moins deux
points fixes est soit l'identité, soit une réflexio.

Méthodes de calcul sur les Similitudes Planes
Directes.

Comment identifier une similitude plane directe ?

< il existe deux nombres complexes etb avec
a # 0, tels que tout pointM d’affixe z ait pour
image le pointM' = S(M) d’affixe : z' = az + b. On
cherche cette formez’ = az + b.

Comment déterminer les éléments géométriques d'u

similitude plane directez’ = az + b ?

< déterminer son rapportk :

MMk =]al.
KK k=2 ouk=AB'/AB
= o ou k = /

< déterminer son anglex :

MM a=arg(a) [2n]

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e
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Comment identifier la translation a partir de
I'écriture z” = az + b ? On commence par identifier
le coefficient dez

MM Sia =1, alors il s’agit d’une translation du
plan complexe de vecteux d’affixe b.

Remarque : sia = 0, la transformation considérée est

simplement I'identité du plan.

Comment identifier 'homothétie a partir de |'édure

)

z' = az + b ? On commence par identifier le
coefficient dez

> On conclura positivement s'il est réel, non nul
et différent de 1 (sia=1, on a affaire a une
translation. Dans le cas de l'identitéa =1 etb =0, on
a affaire a une homothétie ...). Dans le cas (généyal
ou a est réel non nul et différent de 1, I'affixe du

b »
centre sera alorszg, = E)' une homothétie de

rapport différent de 1 ne possédant qu’un seul poin
invariant.

X arg(a) =rwk

Comment identifier la rotation a partir de I'écritie
Z=az+b?

X silal =1, alors il s’agit d’'une rotation du plan
complexe de centrdd (z,) et d'anglea.
Comment déterminer I'affixe du point A’, image du

point AparS?

D4 oncalculezy, =az,+ b

Comment déterminer I'éguation de la droitd'8’ )
image de celle de la droité&B) par S ?

> oncalculezy, = az, + betzg, =azg+b

> soit le point M(z) appartenant a la droite (A'B’)

de fagon que les vecteurA'M et A’B’ soient
colinéaires. On calcule leurs déterminants

dét(A'M; A'B’) = 0 avecz = x + iy

Comment déterminer I'image d’un cercle C de centre

AetrayonrparS?

C(4;r) image par S esC’(A’;r' = kr) aveck le
rapport de S etz,, = az4 + b.

Comment déterminer I'image d’'un polyndme par S ?

On calcule les images de ses points par S.

La similitude conserve les angles géométriques, don

le parallélisme et I'orthogonalité

Exemple ABCD image par S est AB’C'D’.

La similitude conserve l'alignement : I'image d'une
droite est une autre droite, I'image d'un segmentst
un autre segment.

Comment déterminer la composée d’'une similitude ?

> la composée de plusieurs similitudes
identiques : Si S est caractérisée par

S [la] = k;arg(a) = a; Q] alors on obtient les
caractéristiques deS™ :

S = 505050 ...0S [k™; na; Q] afin de déterminer
son écriture complexe.

> la composée de plusieurs similitudes non
identiques : exemplefogoh ou|al = k;arg(a) = a

Soientf, g et h sont caractérisées respectivement
par f[k;a; 1] ; g[k';a’; I' | eth[k";a”; 1"].

Doncfogoh [(k.kK'.k"); (a+a' + a'’); Q] avec
! ! 14

son centreQ est d'affixezg = o2 reab

1-a.a'.a

Comment déterminer I'écriture linéaire de S a part

de son écriturez’ =az+ b ?

xX'=ax+By+y

X +1y=a(x+ly)+b<:>{y,=a,x+ﬁ,y+y,

Comment déterminer I'écriture complexe de S :
z = az + b a partir de son écriture linéaire

{x’ =ax+pBy+vy ,

y=dx+By+y

M x'+iy=ax+By+y+i(ax+py+vy)
afin de trouver I'écriture complexe :z’ = az + b.

Comment montrer gue S est bijectives?
x' =ax+by+c
y =ax+b'y+c’

Si S est bijective, alorglét(® 2 = 0.

a’ br
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s s

Dans tous les exercices, on considéze= x + iy un
nombre complexe et un repere orthonormé direct
(0; ﬁ, V)

On considére I'applicationS de 'ensembleP des
points du plan dans lui-méme qui, a tout poinii
d'affixe z, associe le pointM’ d’affixe z' = x" + y".

Exercice 1 :Déterminer I'écriture complexe de la
similitude S qui transforme le bipoint (4, B) en
bipoint (4’,B’) dans les cas suivants :

1. A1,2) B(@3,-1) A'(0,-3) B'(1,1).
2. A(1,0) B(1,1) A4'(0,-1) B'(3,3)
3. A(-1,-2) B(2,0) A'(1,1) B'(2,1)
4. A(2,2) B(3,-3) A'(2,-3) B'(-1,-1)
5. A(1,0) B(0,1) A'(3,0) B'(0,3).

Correction : S: z' = az + b. |l ressort de celle-ci

qu’on peut écrire A" = S(A) alors z, = az, + b et
Zg=azy+b

dou
Zgr=azg+b

B = S(B) alors zz = azg + b. {

a=24"% ot p=
Zp—Zp Zp—ZB
C’est une routine, il suffit donc de remplacer dans

chacun des cas les affixes de A, B, A’ etBxemple :
. 3+4i T
guetion 5.: on aa = — eth = ula

3+4i —3+i
P )Z + 5
Vous pouvez continuer pour les autres questions !

ZpZp'—Zp'Zp

similitude est définie par’ = (

Exercice 2 :Donner dans chaque cas, I'écriture
complexe de la transformationf du plan complexe
donnée :

1.  f estlatranslation de vecteuw(1; —5).
2.  f estI'homothétie de centreD(0; 0) et de
rapport 3.

3.  f estI'homothétie de centred(1 —
rapport —2.

i) etde

4.  f estI’homothétie de rapport % qui
transforme B(8i) enB’'(—i).

5.  f estlarotation de centre A1;1) et d’anglez?"
6.  f estlarotation d’angleg qui transforme

B(1 —i) enB'(—i).
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Correction :

1

z =z+1-5i.

rapport 3:z2 —0=3(z—0) &z = 3z.
rapport —2:z = —2z+3 — 3i

transforme B(4i) enB'(—i) :
zg = kzg +zq(1 — k) & zg = = = 4i

' 1 .
Doncz = 22 + 3i.

. s 2T
4 =e3z+ZA(1—e 3)
z'=( 1 ﬁ.) +3+\/‘ 3-V3.

B(1—i)enB'(—-i):zg = eiEZB +zq (1 — eif) S

T
o zp—e'2zg  —i—i(1-) _ -1-2i _ 1+i 1 i
Q= T — = P
1-el2 1-i 1-i 14 2

/ i iZ /
z =ezz+zg(1—e2)ouz =1
z =iz—1-2i

Exercice 3 :Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques deS dans les cas suivants :

i W N R

Correction : La nature et les éléments
caractéristiques de Sz ' =az+b

2e o et = —
plane directecaractérisée par :
Sk=2;a=-7%;2=-1)

1+(lz+\/_)<:)z—( —+—= ) +1+
i=er z+1+i,etzQ— - \/— 1+ —Sestune
rotation caractérisée par :
3n 1+i
Sle=1;a=35 20 =V255]

f est la translation de vecteuw(1; —5)
f est I'hnomothétie de centrad(0; 0) et de

f est ’'homothétie de centreA(1 — i) et de

f est 'homothétie de rapport% qui

P
zp—kzg _ —i—3(80)

1-k _1
14-

f est la rotation de centre A1;1) et d’angle

—5+7l Z +—

f est la rotation d’ angIeE qui transforme

i) ou

z’=(\/_ i)z—1+\/§—i
1+l(1z+\/_)
Z+z=i—-1

Z —z=1+iV2
zZ =2iz+i—-1

z'=(\/——i)z—1+\/——i,a=\/§—i:
b _ —(1—V3+i) _

2= 1o/ = L Sestsimilitude
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3. zZ+4+z=i-1oz =-z+i—-1,Sestune
homothétie de rapport-1 et de centré)(%).

4, z —z=1+4+iV2ez =z+1+iV2, Sest
unetranslation de vecteui d’affixe 1 + iv/2.

z'=2iz+i—1,a=2i=2e?’etz)=1f;a= 1

Slk=2;a=%; 20 ==

Exercice 4 :

A. On considere les points A, B, C et D d’affixes

1—i:i++/3etV3—i.

respectives2i ;

Déterminer dans chaque cas, I'écriture complexe de | _

la similitude plane directe f du plan complexe
donnée :

f transformant OenD et Aen C;
f transformant AenBetCenD;

1
2
3. f admet un centre D et transformant Aen B ;
4

f laissant le pointC invariant et transformant
0 enB.

B. On consideére les points A, B et C d’affixes
respectives z, = %(1 +1i),zp = %(1 —1i)et

z¢ = —2iv/3. On noteS le symétrique du point C
par rapport a B. Vérifier que I'affixe zg du point S

est3 +i(2vV3 - 3).
Correction :

A. onsaitqueO(0);A(2i); B(1—i); C(i+
3etD3-Z

L’écriture complexe de la similitude plane directef:

1. ftransformantOenDetAenC;
f(O) =D zp =azg+bet
f(A)=C&e zc=azy+b

ZD"Zc

{ZD=azo+b =2
_ = 074A
Zc=azy+Db b =z — azg
_ Zp=zc _ V3-izi—V3 _ -2i -1

zo—zA 0-2i T 20

b=zp—azg=V3—-i—0=+3—i

f 1z’ =z ++/3 —icestune translation d&(v3 — i).

2. ftransformantAenBetCenD;
f(A)=Be zg=azy, +bet
f(CO)=Dezp=azc+b

ZD—ZB

ZCc—ZA

=Zp — azZp

_zp—zp _ V3—i—1+i _ 3-1 _ V3+i _ 3+i/3—V3-i

T zc—za | i+V3-2i  V3—i 3+ 4
3—V3 |, V3-1.

Donca = —+—
4

{ZB=aZA+b<:{ a=
Zp=azc+b b

b—ZB—aZA—l—l—(ﬂ+ul)(2i):1_

V3-1 3\/_._2\/_+1 32\/—._3—\/5 13,
Tyt st == Tt
f-Z’—(u_+D)Z+3‘/—+i—

3. f admet un centre D et transformant A en B ;

f(A) =B zg=azy,+bet
f(D)=D&ezp=azp+b
Zp—Zp

= a=—
{ZB azy+b - Z0—zn
zZp=azp+Db b =zy —azp
Zp—zp _ V3—i-1+i _ V3-1 _ V3+3i _ 3+3iV3-v3-3i
Zp—za  V3—i-2i  v3-3i  V3+3i 12
Y

b:zD—azD=(1—a)ZD=(\/§_i)(%§+

Donca =

3—14/=33-312+4+3—34i—3—-312/+3—14=33-3+33

—312+9-33-3+3312/=3-12+12/

IS

e 3-V3 \/— 1.
fro= (28451,
4.  f laissant Ie pointC invariant et transformant
OenB.f(C)=C& zc=azc+bet

f(O)=Bezg=azg+b

{zc=azc+b { a=ZC_;ZB
= Zc—Zo
Zg =azg+b b=z5—az
q = 27 _ i+V3-1+i _ V3-1+2i % V34
Zc—2o i+/3-0 V3+i V3-i

3+iV3—V3-i+2iV3-2 _ 1-V3+3iW/3-i _ 1-V3 | 3v3-1.

4 - 4 = Tt
b=zg—azg=zg=1-1i
f:z’=(%§ 3‘/_1) +1—i

B. zy=>(1+10),25 =>(1—10)etze = —2i\/3.
On noteS=sB(C)(:>S_B)=ﬁouz§—B»=zB—c>®zs=
ZZB—ZC=2X%(1—i)+2i\/§=3+i(2\/§—3).

Exercice 5 :

1. Résoudre dan<C: z%2 —2v3z+4 = 0.
On posea =i ++V3eth =+3 —i.

Ecrire a et b sous forme exponentielle et placer les
points A et B d’affixes respectivesa et b dans le plan

complexe. On prendra2 cm pour unité graphique.
2.
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a) Soitr la rotation de centreO et d’angleg.

Calculer I'affixe a’ du point A’ image du pointA par
r. Ecrire a’ sous forme algébrique et placeA’ sur la
figure précédente.

b)  Soit h I'homothétie de centre deD et de

rapport —% . Calculer I'affixe b’ du point B’ image

du point B par h. PlacerB’ sur la figure précédente.

Correction :

1. z2-2V3z+4=0,A=12—-16 = —4 = (2i)?
2€_2i=\/§—ieizz = 2842 _ 34 i alors
Sc={V3—i;V3+i}
)

a=i+\/§=2€%ietb=\/§—i=2€_6.
2.

I 1 3,
a. r(O; g) Z’=€3IZ=(E+\/7—1)Z,OI’1&Z

Al

a' =z, = eEizA = e3.2¢6" = 2¢2’ = 2i.
3\ . ./ _ _3 2. _

b. h(O; —E).Z = 2Z,Ona.b—zB,—

3 3 , 3V3 . 3.
_EZB = _E(\/§— l) = _T+El'
Exercice 6 :
1. Reésoudre dangC I'équation :
4z* — 12z + 153 = 0.
2. On consideére les pointd, B, C, P d’'affixes

respectives z, = % + 6i,zp = % — 6i,
zg=—3i-3,zp=3+2iet

le vecteurw d’affixe : zy = —1 +§i.

3. Faire la figure.

On prendra 1 cm pour unité graphique.

a)  Determiner 'affixe zy du point @, image du
point B par par la translation t de vecteur w.

b) Déterminer I'affixe zgz du point R, image du

point P par I'homothétie h de centreC et de rapport
1

-3
c) Déterminer I'affixe zg du point S, image du
point P par la rotation r de centreA et d’angle—g.

d) Placer les pointsP, Q, R etS.

4.

a) Démontrer que le quadrilatére PQRS est un
parallélogramme.

Zp—Z , . ;.
b) Calculerﬁ et en déduire la nature précise
)

du parallélogramme PQRS.

c) Démontrer que les pointsP, Q, R etS
appartiennent & un meme cercle, not€. On
calculera I'affixe du centreQ et le rayonp deC.
d) Ladroite (AP) est- elle tangente & ?
Correction :

1. 4z*—-12z+153 =0,A= 122 — 44153 =

—2304 = (48i)? doncz, = 228

=3 _siet
2

Z =12;‘*8‘=§+6id’ousc={§—6i; §+6i}
3 . 3 . 1.
2. ZA—E+6l,ZB—E_6l,ZC——Zl_3,

zp = 3 + 2i et le vecteurw d’affixe : z; = -1+ gi.
3. Faire la figure. On prendrd c¢m pour unité
graphique.

a. ty:z=z-1 +%i, on déduit que

Zg = Zp —1+%i =%—%i.

b. h(C;—%)ZZ/=—§Z+(1+§)ZCCIOHC

Zp = _§Zp +§ZC = %(—Zp +4z;) =-5—1.

C. r(A;—g) ZZ/=6_?Z+(1—8_?>ZA donc
zs=—izp +i(3+6i)+2+61=-2+20,

d. Placer les pointsP, Q, R etS.

4,
PO - _5_11, 43R
a) Qe zpg=29—2p=—; -5 leSR=
5 11 .
Zgg = Zgp — 25 = —5 — > L, ON remarques; = zg;
d’'oti PG = SR , PQRS est un parallélogramme.
- —5—i—>+2i .,
by ZEZe-_" 22 - _jo(QR1QPetQR=
Zp—ZqQ ~+—i

QP.DoncPQRSest un carré.
c) LessommetsH, Q, R etS) d'un carré sont
toujours sur un méme cercle... de certel que

7q = X2 — _1 etle rayorp = %PR =/17.
d)  A-t-on PA orthogonale au rayonP( ?
Zp; = —%+ 4i; 255 = —4—2i ?70n calcule le

3
produit scalaire <_45) ((3)=6-8=-2=0,doncla

droite (AP) est- elle tangente@
Exercice 7 :

1. SoitP@E) =23 —32z% +9z - 27.

a) Veérifier que P(3) = 0.

Résoudre dansC P(z) = 0.

b)  Quelle est la nature du triangle formé par les
points images des solutions de cette équation ?

2. On considére les pointd\, B, C etD d’affixes

respectivesa = 3, b = —3i etc = 3i etd = 2 —gi.
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a) Deéterminer I'affixe du point E, image de D par
la rotation de centre O et d’angle’—zt.

b) Déterminer I'affixe du point I, symétrique de
B par rapport & D puis celle du point J, symétrique
de C par rapport a E.

c) Déterminer I'affixe du point F, milieu du
segment{I]].

d) Préciser, en justifiant, la nature du
guadrilatére ODFE.

e) On désigne parzy, z; etz; les affixes des

points A, | et J. On poseZ = % Calculer Z.
1—4A

En interprétant géométriquement le module et un
argument de Z, déterminer la nature du triangle
AlJ.

Correction :

1. P@=2z3-322+9z-27.

a) P(B)=33-3x32+9x3-27=0,
P(z)=(z—-3)z?+az+b)=(z—-3)(=z*+9) =0,
les solutions sory = 3, z; = —3i etz, = 3i.

b)  Soit les pointd\, B, etC d’'affixes respectives

a=3b=-3ietc=3i: 24— etAB =
Zc—Za

|zg — z4| = 3V2, AC = |z, — z4] = 3V/2, donc ABC
est un triangle rectangle et isocéle en A.
2. A@3), B(=3i) etC(3i) etD (2 - gz)

a) 1(03):z=izizz=izp=i(2-3i)=3+
21.
b) I=SD(B)@I—D_)=D—B)@ZI=ZZD_ZB=

2(2—§i)+3i=4—2iet]=5,5((:)=>]75’=15_c’<=

5 . . .
Z]—ZZE—ZC—Z(E+21)—31—5+L

c) ZF ==E£§Ei ==2§i
d) 0D=|ZD_ZO|=€1DF=|ZF_ZD|=€et

va1
2 .
h  z=L2=22 =z =1etarg(2) =7,

Zj-z4  4-2i-3

FE = |zg — zz| = —, alors ODFE est un carré.

donc

(KI; —AT) = g d’otl AlJ est un triangle rectangle en A.

Exercice 8 :On considere les deux rectangles OABC
et DEFG ou les points A, B, C, D, E, F, G ont pour
affixes respectivez, = —2,zg = -2 +1i, z¢ =1,
zp=1,2g = 1+3i,z; =2 +3i,2g ==. On
considére la similitude directe Sransformant O en
DetAenE.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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1. Justifier que I'écriture complexe de la
—Jiz+1.
2. Déterminer I'angle et le rapport de la

similitude S.
3. Quelle est 'image du rectangle OABC par &

similitude Sest:z =

Correction : S est de laformez' = az+ b

1 {D=S(0)@{ 1=ax0+b o

E =S(4) 1+3i=ax(=2)+b
b=1 . ' 3
_ 3. douSestiz =—=iz+1.
a——El 2

_ 3._3 -5 3. 4=_Z
2 a——El—Ee 2,d0nCS[k——E,a— 2].
3 On peut remarquer que S les images des point
Zp=—Zizg+1=1z5=—Zizz +1=1+3i,
ZF=_%lZB+1=§+31etZG=_%I,ZC+1=§

alorsl'image du rectangle OABCpar la similitude S
est le rectangle DEFG.

Exercice 9 :Soit un polynéme défini par
P@ =23 —10iz? + 4(1 + i4)z — 40(4 + 3i).

1.  Veérifier que ce polyndbme admet une solution
imaginaire pur si P(z) = 0.

2. Résoudre dansC P(z) = 0.

3. On considére les pointM,, M; et M, d’affixes
respectiveszg = 10i,z, =4 — 2i etz, = —4 + 2i.

a) Déterminer I'affixe de l'isobarycentre du
triangle MyM; M,.

b)  Déterminer les éléments caractéristiques de la
similitude directe s qui laisseM,, invariant et telle
queM, = S(M,).

Correction :
P@ =z3 — 10iz% + 4(1 + i4)z — 40(4 + 3i)

1. Soit bi cette solution, dorit(bi) = 0 alors
P(bi) = (bi)3 — 10(bi)? + 4(1 + 4i)(bi) —

40(4 + 3i) = 0.

Apres tout calcul et par identification, on obtiete
b = 10, d’ou par vérificatiorP(10i) = 0.

2. Résolution dansCde P(z) =0 :

P(z) = (z—10)[z?+ (1 +2])?] =0 = z%2 +
(1+2i)®2 =00uz—10i. Pourz? + (1 + 2i)?2 = 0,
z, = 4—2ietz, = -4+ 2iouzy = 10i.

3. Mg(zg), M1(z1) etM3(zo) :

3% 3 3 34 36 24 3 3 X X X 04 36 06 36 06 3 2 X 3 3 06 36 06 36 36 3 2 X 0% 36 06 36 06 3 3 X 24 3 04 36 06 36 36 3 2 X % 36 06 36 06 36 36 0 55 50 0 36 06 36 06 3 2 X 0% 3 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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a)  Soit ce point A qui est défini paM, + AM,; +

AM, = 0. L'affixe u du point A est donc solution de

y 2 . 10.
'équationzy +z; +z, —3u=0ouu = 51

b)  PuisqueM, est point invariant et qud, =

s(M,) alorsMyM, = s(MyM, ). Il s’agit de rechercher

I'expression trigopnométrique ou exponentiellez—él_eiﬁ.
140

- 7 _m ) o
DoncZ=2e = ‘/2—_e +'. Par conséquent, la similitude

Z1-2Z9

directe s qui laissk|, invariant et qui transformé, en
M,, a pour rappor—\/zZ et pour détermination de son

T
angle— T
Exercice 10 :

1.

a)  Trouver les racines carrées du nombre
complexe5 — 12i.

b) Résoudre dans I'ensembl€ des nombres
complexes I'équation :

(z +2i)[z2 — (1 +i4)z— 5 + 5i] = 0.

2. On considére les pointM,, M; et M, d’affixes
respectives2i, 2 —iet—1 — 3i.

Soit S la similitude plane directe laissant le poinM4
invariant et transformant My enM,.

a)  Trouver la relation liant I'affixe z d’un point
M et I'affixe z' de son image M’ par S.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de la

similitude directe S.
c) Déterminer I'affixe de 'isobarycentre G du
triangle MgM; M,.

Correction :

1.
a) racines carrées dus — 12i.
Posong = x + iy tel quez? = 5 — 12i puis on résout

x? +y? =52+ 122 = 13 x?+y? =13
x2_y2=5 = xZ_y2=5
2xy = —12 xy =—6
x* +y? =13 2x2=18 (x=7%3
x2—y2=5 <:2y*=8 = {y=7+2 alors
xy = —6 xy = —6 Xy = —6

les racines carrées du nombre complexel2i sont
-3+ 2i et3 - 2i.
b) Résoudre dansC:

A= (1 + i4)? — 4(=5 + 5i) = 5 — 2i alors les racines

carrées dih= 5 — 12i sont—3 + 2i et3 — 2i.

1+4i—(3-2i) 1+4i—-3+2i —2+6i .
z' = = = =—-143i
2 2 2
1+4i+(3-2i 1+4i+3-2i 4+2i .
7' = 2( ) = > = > =241

Sc=1{-2i; —1+3i;2+ i}

2. Mp(2i), M{(2 — i) etM,(—1 — 3i).

S(M;) = M; etS(My) = M,.

a)  Trouver la relation liant I'affixe z d’un point
M et I'affixe z' de son image M’ par S.

S(My) =M; & zy, =azy, +bet

S(Mp) =M, © zy, =azy, +b

ZM1~ZM
Zm, =azy, +b a=———=%=
! _ ! +b = ZM1~2Mg
M, = aZm, b = zy, —azy,

ZM;—ZM, _ 2—i+1+430 _ 3+2i

2430 _ 6+9i+4i—6 _ i
2—i-2i  2-3i -

2430 13

a=
ZMl_ZMo

b=zy, —azy, =2—-i—-i2-0)=1-3i
S:z'=iz+1-3i
b)  éléments caractéristiques de S.
a=ie|al =1(=)arg(a)=g etzy, = 2 —idonc
S est la rotation de centzg , d’angleg et rapport 1.
c) Iaffixe de l'isobarycentre du triangle

1 1 .
MOM1M2 . Zg = E(ZMO +ZM1 +ZM2) = 5(21, +2 -
[—1-3/=13-237

Exercice 11 :Soit A, B, C etD les points du plan
complexe d’affixes respectivesz, = —1 — 5i,
Zp=4—3i,zc=3+3ietzy;=-2+1i.

1. Placer les point, B, C, et D.

2.  Deéterminer la nature du quadrilatere ABCD.
3. Déterminer I'affixe du point C’, symétrique du
point par rapport a D.

4, Déterminer I'affixe du point A’, vérifiant
DA'=DB + DC.

5. Quelle est la nature du quadrilatéere A'BC'D ?

Correction :
A(—1-5i),B(4-3i);C(3+3i);D(—2+1i).

1. Placer les point, B, C, et D.

2. Nature du quadrilatére ABCD :

Zz5 =2Zp —2Zy =5+ 2i etzpp =z —zp = 5 + 2i,
doncz = zpg, ABCD est un parallélogramme.

(z+2i)[z2—(1+i4)z—5+5i]=0. 3. E”:ﬁ)’ﬁzbﬁ:Zﬁ@zC,—zD:zD—
z+2i=0&z=-2io0u Zc © 7oy =7 — 1.
22— (1+i4)z—5+5i=0
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4, DA'=DB + DC © zpz = zpg + Zpg © Zar —
ZD =ZB_ZD +ZC_ZD C)ZA, =ZB +ZC_ZD =9 —
i

5. Nature du quadrilatere ABC'D :

— 2y =—-5—2ietzy; =2¢ —2p=—5—
A'BC’D est un parallélogramme.

Zm=ZB

2i, donczgz = zpg,

Exercice 12 :L'unité graphique est 2cm. On désigne
par i le nombre complexe de module 1 et
d’argument g On réalisera une figure que 'on

complétera au fur et a mesure des questions.

. -4, = . .
1. Résoudre dansC : ZT = i. Ecrire la solution

sous forme algébrique.

2.  Résoudre dan<C : z% — 2z + 4 = 0. Ecrire les
solutions sous forme exponentielle.

3. Soient A, B, A' et D les points du plan
complexe d’affixes respectivesa=2, b=4a" = 2i
etd =2 + 2i. Quelle est la nature du triangle ODB
Justifier.

4.  Soient E et F les points d’affixes respectives
e=1-iV3etf =1+ iV3. Quelle est la nature du
quadrilatére OEAF ? Justifier.

5.  Soit C le cercle de centre A et de rayon 2. Soit
C' le cercle de centre A' et de rayon 2.Soit r la
rotation de centre O et d’angleg.

a) On désigne par E' I'image par la rotation r du
point E. Calculer I'affixe e' du point E'.

b)  Démontrer que le point E' est un point du
cercle C'.

c)  \Veérifierque: e—d = (V3 +2)(e’ —d). En
déduire que les points E, E' et D sont alignés.

6.  Soit D' I'image du point D par la rotation r.
Démontrer que le triangle EE'D' est rectangle.

.
Correction : i = ez'.

1. Z2=ieoz=2+2i doncSc = {2 + 2i}.

V4

2. 22—22+4=(z—1)2=—3=(i\/§)2@

4. E(1-iV3)etF(1+iv3). On remarque que;
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Zy=1-iV3 =2e"3 ouz, = 1+ i3 = 2¢5". L OA=lzgs| =124 — 2] = |23 - 21] =4

3. Eninterprétant I'égalité de la question 1 obtenue®B= |265] = 125 — 20| = |-23 + 2i] = 4 et

avec I'affixe de D (modulesnet arguments égaux) : AB= |ZE| = |zg —z4| = |_2\/§ +2i+ 23 + 2i| =

Z _ZpTEB _ ZDTEB _ = o3l pt|R7EE| = |j] = 1. 4. OA= OB = AB = 4, OAB est un triangle équilatéral
z Zp Zp—2Zo Zp—Zo

Autrement dit le triangle OBD est isocele, rectengh 2. 7. — 7z, = egi(zA —2zp) ©zp = egizA =c=

D. —4i.

etz sont les solutions de I'éguation de la question 2.
“F g g —4/3 — 4i,
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OE = FA = e © OEAF est un parallélogramme. De
plus on sait quézz| = |z¢|, d'ou OE = OF. Donc
OEAF est un losange.

T ;
5. r(O;E):z’=ezz=lz.

a) e =ie=i(1-iV3)=+V3+i.
b)  Démontrons que le point E' est un point du
cercle C':A'E’ = |e' —a'| = [V3 +i—2i| = 2, donc

E’ appartient bien au cercle C'.

) e—-d=1-iV3-2-2i=-1-i(V3+2)et
(V3+2)(e'—d)=(V3+2)(V3+i—-2-2i) =
(V3+2)(V3-2-i)=1-i(V3+2). Donc

e —d = (V3 +2)(e’ — d). Cette égalité s’écrit
vectoriellement DE = (V3 + 2)DE’, doncDE etDE’
sont colinéaires ou encore E appartient a la d(DIEE)
ou encore E, E’ et D sont alignés.

6. Dans la rotation, la droite (ED) ou encore d’apr
la question précédente la droite (EE’) a pour image
droite perpendiculaire (E’D’) : donc le triangle 'BE
est rectangle en E’'.

Exercice 13 :On considere les points A et B
d’affixes respectivesa = —2+/3 — 2i et

b = —-23 + 2i.

1. Calculer les distances OA, OB et AB. En
déduire la nature du triangle OAB.
2. On désigne par C I'image de A par la rotation

de centre O et d'angleg. Déterminer I'affixe c du

point C.

3. Ondésigne par D I'image de A par
I’'hnomothétie de centre O et de rapport 2.
Déterminer I'affixe d du point D.

4, Placer les points A, B, C, D sur une figure
(unité graphique : 1 cm).

5. Préciser la nature du triangle BCD en la
justifiant.

6.  Soit E le symétrique de D par rapport a |,
milieu de [BC]. Montrer que le point E est I'image

de C dans la rotation de centre B et d’anglg.

Correction : A(—2+/3 — 2i) etB(—2v3 + 2i).

ZD_ZO=2(ZA_ZO)C>ZD=ZZA=d=

¥ 3 X X ¥ 3 3 2 X X 3 2 X X X 3 0 X X X 3 0 3 X X 3 2 0 X 3 3 0 X X 3 2 X X X 3 0 0 X X 3 0 0 2 X 3 2 0 SRS 3 0 0 2 3 2 2 0 X 3 0 0 3 3 0 0 2 0 0 2 2 0
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*
4. Placer les points A, B, C, D sur une figure Le triangle ABE est rectangle isocele en E. i
(unité graphique : 1 cm). b) Le triangle CDF est I'image du triangle ABE pari
5.  Le triangle BCD est équilatéral ; en effet : DC = 12 similitude S, donc CDF est semblable a ABE, donc%'
BD = BC= 4y/3. rectangle isocele en F.

Exercice 16 :D’unité graphique étant 4 cm. On
considere le point A d’affixea = 1 et le point B est
'image du point A par la rotation de centre de O &
d'angle Z.

6. Imiieude[BC]:z = %22 = —\3—i. Le
point E est 'image de D par 'homothétie de cemhiee
de rapport -1, d’ou son affixevérifiee + V3 +i =
—1(d + V3 +i) © e = 2v/3 + 2i. L'image de C dans

la rotation de centre B et d’ang;-[ea une affixee’ 1.  Calculer I'affixe b du point B sous forme

L ) m ) . exponentielle puis sous forme algébrique.

vérifiante’ —b = e3'(e —b) &' =23+ 2i =e. 2. Soit H le milieu du segmen{fAB]. Calculer

Donc E est bien I'image de C dans la rotation ddree |, .. . . .
I'affixe h du point H sous forme exponentielle puis

B et d’anglel. .
£ _ 143 o dére la similitude S d'éerit sous forme algébrique.
ercic :On considére la sim écriture - —
EXercice 22 ! Imilitude tu 3. Justifier que (04,0H) = = [2m].

complexez’ = (1 +iV3)z + 2V3. 12

4, En déduire les valeurs exactesos— et smﬁ.

1. Déterminer les éléments caractéristiques de S. L3
g Correction : A(1) etr (O;E); Z =e6z = (‘/2—§ + %l) Z.

2. Déterminer I'image A' du point A d'affixe 1 + i

par S. 1. b=e%ia=§+%i.
3.  Déterminer I'écriture complexe de la L
. , . +—+- N
similitude réciproque de S. 2. h= aTH’ = szl = 41 2+‘/_ et|h| = 2;"5,
V2+v3
Correction : z' = (1 +ivV3)z + 2V3 . donch = -— [c 0s T+ isinT|.
3. Comme la rotation conserve les distances, le
1. les éléments caractéristiques de S : triangle OAB est isocele, alors la droite (OH) est
a=1+iV3=2eietzg=-2 = 2‘/5\/_ -2 médiane et aussi bissectrice, d¢adl, OH) =
1-a  1-1-iV3 ’ 1 — —— -
doncs [k=2; a =2 ; 0(2i)]. 2(04,0B) = 5 [2n]. .
—_— —_ T
2. z4,=(1+i3)z +2V3=1+iV3 + 4. (0A0H)=arg (i) =7 l2nl,
3.  la similitude réciproque de S :z = Y. » On en deduit que
. ' ;_ (1-iV3 V3 3, = 4
(1+l\/§)z +2V3 ez —(T)Z—?+El. - \/—Jﬂ/— ™ \/—\/—
cos - =—,— et des n-=-—
Exercice 15 :On considére les points A, B, C et D Exercice 17 :Soit S Ia similitude dlrecte d”ecriture
d'affixes respectived; - 1; 5 + iet1 + i. complexe :z' = (\/—— l\/—)z+ [—
1.  Déterminer I'écriture complexe de la 1.  Déterminer les éléments caractéristiques de S.

similitude directe S telle que S(A)=CetS(B)=D 2.  Déterminer le point A I'antécédent de O par S.
2. Déterminer les éléments caractéristiques de S. 3.  Déterminer I'ensemble des points d’affixe z

3. tels que (V2 —ivV2)z +i—1| =2
a)  Soit E le point d'affixe — 1 + i et F = S(E). Correction: S:2z' = (V2 - iV2)z+i— 1.
Placer les points A, B, C, D, E et F. En déduire la 1. Les éléments caractéristiques de S :
nature du triangle ABE. ] ) _m; b
b)  En déduire la nature du triangle CDF. a=vV2-iV2=v2(1-1)=2e"+ etz= —a_
Correction : A(i), B(—1) ; C(5 +1i) etD(1 +i). -1 _ —1+2V2+i
Z az, +b 1-V2+iv2 5-2v2
1. S(A)=CetS(@B)=D {C A - T
(A= Cets®) zp=azg +b " Sk=2;a=-7 %= 15122@“).
; - le etb,|=, 3 _tl -z = (tz - tz'L)Z +d3 _Sll' 2. L'antécédent de O par SS(4) = 0, donc
: escleem(\e/n_s_cz?rac éris |<2ues (:_i : Z=00 (VI-iDuti-1=00z = \/;_—ll .
@a=2-20=2V2e v etzg =10 =155 = 71— 3 ensemble des points d'affixe z tels que
. w .
i, doneS[k=2vZ; a=-5;0(-1-1) |(V2-iV2)z+i-1|=2:|Z|=2 OM' =2, 0r
3. OM’ = 2AM (car S a pour rapport 2 ) on obtient donc
a) zg=2—-2)zg+3—i=3+3i AM =1 .M est sur le cercle de centre A de rayon 1
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Exercice 18 :Soit ABC un triangle isocele rectangle
en A de sens direct. On note D le symétrique de A
par rapport a C.

1. Déterminer le rapport de la similitude directe
qui transforme D en C et C en B.

2. Soit Qle centre de S .Que peut on dire du
triangle QCB ? En déduire une construction de.

Correction : ABC un triangle isocéle rectangle en A deR'0R : z’
c’est une translation de vectaue= —3 + 7i

RoR':z'=—i(iz—5+5i)—2+2i=z—-7 - 3i,
c’est une translation de vectaue —7 — 3i on
remarque qu&’oR # RoR'.

Z[2m], le triangleQCB a donc les propriétés suivantes : , _
4 Exercice 20 :A tout point M du plan complexe,

d’affixe z, etM'(z) et M''(z), on fait correspondre :

sens directD = S;(4).
1. Le rapport de la similitude directe qui

transforme DenCetCenB % % =/2.
2. Langle de Sest(DC;BC) = (CA;CB) =

0B =V20C et(QC; 0B) = 7[2m]. QCB est donc
isocele rectangle en C (de sens dire€PAB est un
rectangle)

Exercice 19 :D’unité graphique : 2 cm. Soit4, B, C
et D les points du plan complexe d’affixes
respectives z, =1+1i,zg =-3+3i;,z, =2+ 2i
etzp = —4 + 4i. E et F les milieux respectifs de
[AC] et [BD].

1. Placer les point#A, B, C, D, E et F.

2. Démontrer qu'il existe une rotation unique, R
qui transforme A en B et C en D. déterminer son
centre, |, et son angle.

3. Démontrer qu'il existe une rotation unique, R’
qui transforme A en D et C en B. déterminer son
centre, J, et son angle.

4, Que peut-on dire du quadrilatére IEJF ?

5. Etudier R'0R et RoR’.

Correction : A(1+ i), B(—=3+ 3i) ; C(2 + 2i) et

__ ZpatZc _ 1+i+2+2i _ 3+31

D(_4+41)ZE - 2 2 > etZF =
Zp+zp _ —3+3i—4+4i _ —7+7i
2 2 -2

1. Placer les point#A, B, C, D, E et F.

2. a = B eth = -2 + 2i,
Zp—Zc 1+i—-2-2i

donc unegotation unique, R qui transforme A en B et

—-2+42i

—%4B7%D _

CenDest'=iz—2+2ietson centre; = —

—2 et son angle = g [27].
3. a:ZD_ZB = 272 = —ieth = -5 + 5i,
Zpo—Zc Zpo—Zc

donc unegotation unique, R’ qui transforme A en D et

CenBest' = —iz—5+ 5i et son centre; =
~5+5i
1-i
4. Nature du quadrilatére IEJF :

3+3i

7,3 _ [29
2 +2|—|z+5‘|-ﬁ

= —5etson angle = —% [27].

|Zﬁ3’| = |zg —z| = |

28| = |26 — 2| = |5~

|Zﬁ| = |ZF_Z]| =| 2

IEJF est un rectangle.

5.

Quelles sont les images pdr de :

M =SM)/z =1 +i)z—2i=+2er'z—2i
M =Sz = (S)z+it1=LeHz 1+

PR

a) ladroite (D) d'équation:x—4y—2=07?
b)  du cercle (C) centrel(0, 1) et de rayonv2 ?
Correction :

1.

a=1+i=\/§e%ietzﬂ=
doncS[k=\/f; a=% ; Q(Z)].

2.  Les éléments caractéristiques de S’ :
11— V2 I _ b 140
a=—=-—e:* etzﬂ—l_a— = = 2,

doncs’ [k =V2; a= —% ; Q(Z)].

3.

P (1-i . 1-i . .
z = (TL)Zs(z)'H"'l: (TL)[(1+1)Z—21]+1+
i = z, doncS’'oS est symétrie centrale d’origine du
repéere.

4.

T[k=(\/f)4=4; a=4x% =m 9(2)],
b=zq(1-a)=2(1-4e™)=10,

DoncT: z = —4z + 10, poson{z =X T oy

T:{x
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3+31

2 2 \/ 2
+ 5| = |E+Zi| = ’2 donc
2 2 2

Etudions R'oR et RoR’ :
—i(iz—24+2))—5+4+5i=2z-3+7i,

—-7+7i

M' =S(M) telle quez = (1 + i)z — 2i

M’ =S'(M) telle quez” = (%)z +i+1

Déterminer les éléments caractéristiques de S.
Déterminer les éléments caractéristiques de S'.
Déterminer la nature deS’oS.
Soit T = SoSoSoS.

Les éléments caractéristiques de S :
b —2i

j— - = 2,

1-1-1i

o=

1——
2

Nature de S'0S : S’05(z) = S'[S(2)]

T = SoSoSoS. A partir de S on déduit

z=x+1iy
x=32-1y
=!—_4f:10@ 2 14,.
y Y y=-3y
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Les images parT de :

a) Limagede (D):x—2y—

©) (G-1x)-4(-1y)-2=0oy'=tr -1
ou donc (D) :—x+4y+2=0.

b)  Limage du cercle (C):[1(0,1); r =v2 |
le cercle (C’) {I'(10,—4); r = 4V2 ] car
=—4z,+10 = 10 — 4i.

2 = 0 est la droite

Zy

Exercice 21 :On désigne par S I'application qui &
tout point M de coordonnéeqx; y) du plan associe
le point M ' de coordonnéegx’; y) tel que :

X' =-x-y+2
{ y=x-y-1
1.  Calculer I'affixe z' de M' en fonction de
I'affixe z de M.
2.
a) Démontrer que S est une similitude plane
directe.
b)
3.  Soit g l'application qui a tout point M du plan
associe l'isobarycentre G des points M, M' et
M" = S(M").

a) Calculer en fonction de z les affixes des points
M" et G.
b)  Démontrer que g est une similitude plane

directe. Quel est son centre ?

4, Déterminer l'affixe du point M, tel que g(My)
(Mp) = O (origine du repére).

5.  Placer les pointsM, , My' = SMy),

M, =SM,’), I.

Correction : S: {x =TxX-y+2
y=x—-y— 1

1.5:z=x'+iy=—x-y+2+ix—y—-1)=

z =(-1+i)z+2—i.

2.

a) L'écriture précédente est celle d'une similitude
plane directe. Donc S est une similitude planectire
b) les éléments caractéristiques de S :

37, s
a=—1+i—\/7eTletz,—L— 271 =1,

1-a 1+1-i
doncs[k V2:ia=Z 1(1)]

3. Soit z" I'affixe de M" et z l'affixe de G.

a) z'=(C1+dz+2-i=(C1+)[(-1+
742 [+2-i=— 2iz+1+27 Et

z+z'+zir z+(—-1+40)z+2-i-2iz+14+2i —iz+3+i
26 =73 ~ 3 =T 3
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Préciser son angle, son rapport et son centre .
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vz e —iz+3+i . *
b)  L'écriture complexe; = est celle d'une

similitude plane directe, dorgrest une similitude planei

. . P b
directe. Son centre a une affixe vérifiagt= T

S

1+

f = 1. Donc le centre dg est le point | centre de S.

4 Pour déterminer l'affixe du pointdMel queg(M,) =
0, onrésout I equatlonﬂ 0o z=1-3i.

C) Mo(l 3[) MO (4+3[) MOH( 5) l.

Exercice 22:0n considére I'applicationS qui a tout
point M de coordonnéegx, y) fait correspondre M’
de coordonnéegx’, y’) telles que :
{x' =x+yV3—2V3

y' =-xV3+y++3

1. La transformation S est-elle bijective et a- t-
elle des points invariants ?

2.  Calculer x" ety'" en fonction dex ety, puis
x'""ety'"" en fonction dex ety.

3. Démontrer que S est une similitude plane
directe et déterminer ses éléments caractéristiques
Déterminer la nature deSoS et celle de SoSoS.
Quelle est I'image par S de la droite (Ou) ?
Quelle est I'image parS de la droite (0v) ?
Quelle est I'image parS de la droite (d)
'‘équation: x —y+2=07?

Quelle est I'image parS du cercle de centre
I1(—2,1) et de rayon2 ?

*

4.
5
6.
7
d
8

x' =x+yJV3-2V3

Correction : §:
- { =-xV3+y++3

1. det( f/—‘/l—)—1+3—4¢0 alors la
transformatiors est bijective et a pour point

L {x’=x {x=x+y\/§—2\/§ {x=1

invariant}”, _ ~ & e L.
y = y=-x3+y+v3 =2

{x”=x’+y’\/§—2\/§

2. . =
=—x'V3+y' +3

{x”=x’+y’\/§—2\/§@

y' = —=xV3+y ++/3

{x"=—2x+2y\/§+3—4\/§

y'=-2xVy3-2y+6+2V3

{x”=—2x+2y\/—+3 4\/_

y'=-2xV3 2y+6+2\/_

x" = =2x' +2y'\/_+3—4\/_@{x”'=_8x+9

y' = -2x\V3-2y'+6+2v3 ' '=-8y+18

3. S:z=x'+iy =x+yJy3-2V3+
i(—xV3+y++3)=(1-iV3)z+V3(i -
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Donc Sz’ = (1 —iv3)z +V3(i — 2)
Les éléments caractéristigues de S :
a=1-iV3=2e3 et
_ b V3(-2) _ V3(i-2) _ :
0T T B wE 1+2i,
Doncs[k =2;a=-%3;001+ 2i)].
2

4.  SoS [k =22=4a=-2;001+ 2i)], donc

SoSest unesimilitude plane directe et

So0SoS [k =23 =8; a=—m; Q(1 + 2i)], donc

SoSoSest unssimilitude plane directe.
5. L'image par S de la droite (0u) est(oa’)) :
ﬂ{x =1 x =1-2V3

y=0 y' =—/3++3
6. I'image par S de la droite (0v) est(og”) :
{x =\/§_2\/§=_\/§0ar*{x20

y =143 =1
7. I'image par S de la droite (d) d’équation :
x—y+2=0:

Soient les pointa(0; 2) etB(—1; 2) appartenant a (d)
leurs images par S e&t(0; 2 + v3) etB’ (2\/%1_1)

AM [y_xz"_o \/g] etA'B’ [ \/;3] Les vecteura'M etA'B’

soient colinéaires. On calcule leurs déterminants
4 M. AR — x -1 | _
det(AM; AB) =0 | _* - t|=0

d) (V3-3)x+y—-2-+v3=0.

8.  lmage par S du cercle[I(—2;1);r =2 | estle

cercle[I'(-2 —V3;1+3V3);r=4],, carz, =
(1-iV3)z, +V3(i—2) =—-2—V3+i+3iV3.

Exercice 23 :0On note S la transformation suivante :

So 1,
2 27 La méme transformations fait
. V31
y=5%-3y

correspondre aM'(x',y") le point M"(x",y'"), puis &
M'" le pointM"'(x"", y'").

1. Calculer x'"" ety'" en fonction dex ety, puis
x'""ety'" en fonction dex ety.

Identifier la transformation T = SoSoS.

2. La transformation § a- t- elle des points
invariants ?

3. Vérifier que ||oM| = ||oM).

4, Calculer sin (WAW) etcos (WAW)

5. En désignant parz et z’ les affixes respectives

de M et deM’, déterminer z’ en fonction dez. En
déduire la nature et les géométriques de S.
6. Identifier la transformation T = SoSoS.

’ X \/§

Correction: S . y

1 {Zx = —x'—~/3y ou {4x = —2x'— 23y o

2y =+/3x"—y' 4y" = 24/3x'— 2y’
V3
2" =—x+\3y _J¥ =73tV
2y”=—\/§x—y yyz—ﬁx—z
2 2

2x" = —x'+ 3y {4x’” = —2x'+ 2V3y'
ou =3
2y = —/3x'—y' 4y" = —2+/3x' = 2y’

{ix =dx {; ~ % Identifions la transformation

T = SoSoS = Idp(involutive).

x 3 V3

) X==7737 r=-7
. _\/§ y (=1 _\/§ , on remarque

y=5%73 y=73%

que S a un point invariant qui est I'origine duéepO.

3. [[oM]| =1zl = Jx2 +y2 et||om|| = |21 =

TG = (5 -) + (Fx-2) -
Jx2 +y2, donclz| = |z'| d’ou ||OM|| = ||oM].
4.  mes (O—ﬁ, W) =aryg (ZM'_ZO) = arg (Zﬂ) =

ZpM—Zo ZMm

—= = —x—\/§y+i(x\/§—y)>
mes (OM, OM) =arg ( 2t iy)

—= =\ —x—iy+iV3(x+iy)] _
mes (OM, OM) =arg [—2(x+iy) ] =

3.1 2
arg [—E-}-?l] = ?n [27]
sin (W, OM’) =-1 etcos (W, OM') = ﬁ
2 2
2T,
5. S:z'= (—% + ?i)z = e3'z. S est une rotation
2T,

caractérisée parz = es ' etz, = :—a =0,

doncs [k =1 a=2; 0(0)].

6. T =S0SoS [k=1;a =2m; 0(0)]
Exercice 24 :0On désigne parm un nombre
complexe non nul. Soit la transformation S
définie par : z' = mz + 2 — 3i.

1. Donner la nature de la transformation S.
2. On considére que le centre e€d(1 + i).

a) Déterminer le nombre complexen pour que S

ait le centreQ(1 + i).

b)  Quel est alors le rapport de cette similitude
directe ?

c)  On appelle@ I'angle de cette similitude.
Calculer tan @ et donner le signesin 8. Donner une
valeur approchée a10~2 prés de@ en radians.
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d) Quelle est 'image par cette similitude du
cercle de centreD et de rayon4 ?

3. Donner la nature de S pourm = 2i.

4.  On posem = ni. Déterminer le nombre
complexen :

a) pour que S ait le centreQ)’(2i) ;

b)  pour que S soit une translation dont on
précisera I'affixe de son vecteuix ;

C) pour que S soit une rotation. Préciser Préciser

dans chaque cas l'affixe de leur centre;

d) pour que S soit une homothétie. Préciser dans

chaque cas I'affixe de leur centre ;

e) pour que S soit une similitude plane directe de

rapport 2.
Correction: me C* /z' = mz + 2 — 3i.

1. Sest de laforme’ = az + b, donc S est une
similitude plane directe avec= m etb = 2 — 3i.

2. Q1+

a) Saitle centreQ(1+1i):
b=2-3i=z5(1—-m)ouzq(l—m) =
A+D(1-m)=2-3i ®m=%+§i.

3 5. V34
b) k=|a|=|m|=|—+—l|=—.
2 2 2
¢) tanf =32 =2etsing = -—. Une valeur
" cos® 3 T V3a

approchée 4072 prés d&d = 1,49.1072 en radians.

d) limage du cercle(0;r = 4) par S est le cercle

[A2 - 30);7 = 2v34] carzy = (3 +2i) zp + 2 -
3i=2-3i.
3. m=2i=2e?" ondéduitz’ = 2e2'z + 2 — 3i,
= i:zi = % S est une similitude plane directe
L 2 b4 ; (8+i
caracterisé pa§ [k =2;a= 2 Q (T)]
4.  Onposem = ni. Déterminern :
z' =niz+2-3i
a) Saitle centreQ’(2i);
b=2-3i=2zq(1—ni)ouzq,(1—ni)=
Ri)A—-ni)=2-3ieon=2-5i.

Zqy

b) S soit une translation dont on précisera I'affixe

desonvecteux:ni=1<n= % = —ietx(2 - 3i)
c) Ssoitunerotation:|nil=1<n=1o0u

n = —1 et son centre est d'affixe :

2-3i 5
. Pourn=1lalorszq =~"—=-—

i
2-3i 5.
. Pourn=—-lalorszqg ==— = —-—2|,

1+i 2
d) S soit une homothétie commeb = 2 —3i = 0

1
2
1
2

alorsni = 1 & n = —i n'existe. Donc pour que S soit b)

une homothétid faut que n = —ik aveck € R —
{0; 1} et 'ensemble du centre est d’affixBour

. 2-3i 2-3i 1-ik 2-3k
n=—ikalorszg = —="— — = -
1+ik 1+ik  1-ik 1+k?2
2k-3 .
ol aveck € R — {0; 1}.

e) S soit une similitude plane directe ni = 2 <

n= % = —2i et son centre est d’affixe :
Pourn = —2i alors z = % = —%—%i.
Exercice 25 :

1.

a) Trouver les racines carrées du nhombre
complexe-8 + 6i.

b) Résoudre dans I'ensembl€ des nombres
complexes I'équation :
(z-D[z22-A-Dz+21-D]=0.

c) Onposem = x + iy. Déterminer un nombre
complexem tel que les trois nombred — m ;
—2i—metl+i—m aient méme module.

2. On considere les pointM,, M; et M, d’affixes
respectivesl, —2i et1 + i.

a) Déterminer I'affixe du barycentre G des
points My, M; et M, affectés des coefficients
respectifs —2, 2 et 1.

b)  Discuter I'ensemble des points Nlz) du plan
tels que—2MM,? + 2MM,% + MM,? = k ou k est
un nombre réel.

c) Soit S la similitude plane directe laissant le
point My invariant et transformant My enM,.
Trouver la relation liant I'affixe z d’'un point M et
I'affixe z' de son image M’ par S.

d) Quelle est 'image parS du cercle (C) de
centre O et de rayor2 ?

Correction :

1.
a) racines carrées du- 8 + 6i.

Posong = x + iy tel quez? = —8 + 6i puis on résout

x?+y? =82+ 6% = 10 x* +y* =10
x2_y2=_8 = xZ_y2=_8
2xy =6 xy =3
x?+y*=10 2x% =2 x=7F1
x2—y2=-8 ©{2y?=18 < {y=7+3 alors
xy =3 xy =3 xy =3

les racines carrées du nombre comple®et 6i sont
—1-—3ietl+ 3i.
Résoudre danscC:
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(z-D[z2-(1-Dz+21 -] =0.
z—-1=0sz=10uz?-(1-i)z+2(1-i)=0

A= (1-1i)?—4(1 —1i)2 = —8 + 6i alors les racines

carrées dlh= —8 + 6i sont—1 — 3i et1 + 3i.

1-i—(1+3i 1-i—1-3i —4i .
Z’ = ( ) = =—=-2i
2 2 2
1—i+(1+3i) 1-i+1+3i 2+2i .
7' = 5 = > = > =141

Sc ={-2i; 1,1+ i}.

C) m=x+iy.
|1—m|=|—2i—m|=|1+i—m|
[1-m|=[1-x—iy|=JA—x)2+y?
|-2i—m|=|-x—-i2+y)|=yx?+ 2 +y)?
1+i-m|=1-x+il-y)]|=

JA =07+ (1 +y)?
JA-22+y2=J/0-0*+(1-y)? <
A-y?=y’e2y=ley=;

. 1 1\2 12
S'yZE(:)\/x2+(2+E) =\/(1—x)2+(5)
4x2+25=4(1—x)2+1<=>—8x=20<=>x=—§

Donc m = —§+%i.

2. Mp(1), My (—2i) etM,(1 + i).

a) [Iaffixe du barycentre G des pointsM,, M, et

M, affectés des coefficients respectifs2, 2 et 1.

—2zZvyt22zM, 20,
—2+2+1

zZg=-21)+2(-20)+AQ+i)=-1-3i

b) I'ensemble des points M z) du plan tels que

—2MM,? + 2MM; % + MM,? = k oul k est un

nombre réel. Posong = x + iy

—2MMy? = =2[(1 = x)? + y?] = —2(1 — x)? — 2y?

2MM, 2 = 2[x2 + (2 + y)?] = 2x% + 2(2 + y)?

MM,% = (1 -x)% + (1 + ¥)? en ajoutant membre

Zg = = —2zy, + 2zm, + Zu,

x?+y%+2x+ 10y +8 =k ou 2492 =+32442=5 x2+y?2=5
(x+1)?2+(y+5)?%2=18—k x2—y2=3 o{x2—y2=3

. si18 — k < 0 alors cet ensemble est vide ; 2xy =4 xy =2

. si18 — k = 0 alors cet ensemble estle pointG; ( x2+y2 =5 2x2 =8 x = F2

. si18 — k > 0 alors cet ensemble estle cercle dedx2 —y2 =3 & {2y?=2 {y = +1 alors les
centre G et de rayan= V18 — k. xy =2 xy =2 xy =2

C) S(Ml) = M1 etS(Mo) = MZ .

S(My) =M; & zy, = azy, +b et

S(Mp) =M, © zy, =azy, +b

{ZMl = azy, +b { a= xi:x
b

Zm, = azy, + b

= ZM1 — a.ZM1
_ —2i-1-i _ -1-3i _ —1+2i _ 1-2i+3i+6 _ 7 + 1
T o—2i-1  -1-2i 7 -142i 5 T 5 ' 5

. (7,1, N _ 4., 5
b =2zy, —azu, =—21—(§+§l)(—21)=§l—§
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o (71 45
S:z —( + l)z+51
cercle (C) :[0’ (gi ——); r'=2la| = % ] car
zor=(2+3i)zo+5i-2=2i-2

Exercice 26 :

complexe3 + 4i.

solution imaginaire purezg siP(z) = 0.

Re(zl) < Re(zz)-

d’affixes respectivesz,, z1, z, etm tel quem € C.
Soit S la similitude plane directe transformantM,
en Ml eth enMg.

M et I'affixe z’ de son image M’ par S.

ait le centreQ(i).

que S soit une rotation. Préciser dans chaque cas
I'affixe de leur centre.

soit une translation dont on précisera I'affixe deson
vecteurXx.

Correction :

Posong = x + iy tel quez? = 3 + 4i puis on résout

racines carrées du nombre compl8xe 4i sont—2 — i
etz +1i.

P(bi) = (bi)3 — 4i(bi)? — (6 +i)(bi) +3i—1=0.
P(bi)=b—1+i(=b% +4b%>—-6b+3)=0

—b3+4b%* —6b+3 =0

7 1 5

5 5 5
L'image du cercle (C) :[0(0,0); r =2 ] estle
5
5

5 5

Trouver les racines carrées du nombre
Soit I'équation définie par

P(z)= z2 —4iz? - (6 +i)z+3i—1
Vérifier que cette I'équation admet une

Résoudre dansC P(z) = 0 ou on considere

On considére les pointMy, M, M, etM;

Trouver la relation liant I'affixe z d’'un point
Déterminer le nombre complexan pour que S

Déterminer les nombres complexest pour

Déterminer le nombre complexan pour que S

racines carrées du nombre complexa + 4i.

P(z)= z3—4iz? - (6 +1)z+3i—1
Soitzy = bi cette solution, donB(bi) = 0 alors

b—1=0 {b=1
Z():i.
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b) Résoudre dansC P(z) = 0 ou on considere
Re(z1) <Re(zz).

P(z) = (z—i)(z? +az+b)

P(z) = z2+(a—i)z?+ (b—ai)z—1ib

P(z) = z3 —4iz2 — (6 +i)z+ 3i— 1 par
identification onaa = —3ietb = -3 —1i.

22 -3iz—-3-i=0,
A=-9+4+4(3+4+i)=-9+12+4i=3+4idontles

racines carrées sor2 — i et2 + i.

31 2—i 3i+2+i
! 2 —1+1—ZletZ2—

DoncS¢ = {i; —1+1i;1 + 2i}

3. Mo(i),My(—1+ i), My(1 + 2i) etM3z(m) tel
quem € C. S(My) = M; etS(M;) = M3

a) SMg)=M; ©zy, =azy,+b

S(My) =M; © zy, =azy, +b

=1+2i

ZM3_ZM1
= a=—--:
{ZMl _ Mo : Z & { ZM, ~ZMg
Mz = A2, b = zy, — azy,
_m+1—i_m+1—ix1_—i_m—mi—2i_m_m+2.
Ta42i-i 0 1+i 1-i 2 T2 2 ¢
. .(m  m+2,
b=ZM1—aZM0=—1+l—l(;—Tl)

2-m
b—?+Tl
s:z'=(3-"20)z+ 2+ 20

2 2
b) SaitlecentreQ(i): b = zq(1 —a)

2—-m . m m+2
b—;-}‘Tl—l[l—(;——l)](:)m— —1.
c) S soit une rotation :
k=lal = %—m—ﬁll—lc)m +(m+2)?%2=40u

2 m=20
+2m=0¢& +2)=0&
m m m(m + 2) {m=—2

Z b
Préciser son centreb = zg(1 - a) & zq = —

. Pourm=0:a=—-ieth=—i
- —i —i 1 .
donczg =7 =X =—; (14D
1
. Pourm = —1: a=—5—-letb———+—l
donczg = 2030 _ Z143i _ —uesi aoi 100y
Q _1+%(1+i)_2+1+i_ 3+i 3-i 10

d) S soit une translation :
m m+2

a=?—71—1<=>m(1—1)—2+21
2+42i 2420 1+i 242i42i-2 .

m = - = — X —=——"=12]
1-i 1-i 1+i 2

Affixe de son vecteurx esth = ZZL
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Exercice 27 :

1.  Trouver les racines carrées du nombre
complexe3 + 4i. Résoudre dan<C I'équation définie
par zZ — (4 + 3i)z + 1 + 5i = 0 ol on considére
Re(z1) < Re(z2).
2. SoitI'équation définie par

P(z) = 22— (5+3i)z2+ (5+8i)z—1—5i
a) Vérifier que cette I'équation admet une
solution réellezgy siP(z) = 0.
b)  Montrer que
P(z) = (z—29)[2z® — (4 + 3i)z + 1 + 5i].
Résoudre dansC P(z) = 0.
3. On considére les pointM,, M; etM, d'affixes
respectiveszy, z etz,.
Soit S la similitude plane directe laissant le poinM,
invariant et transformant M; enM,.
a) Donner 'écriture complexe d’une similitude

plane directe tel que”W” = ke®||QM]||. Montrer

“2) [2n].
b) Trouver le rapport k et I'angle 0 de S.

c)  En déduire I'écriture complexe de S.

4. Pour m un nombre complexe non nul, on
définit la transformation par : z' = —2iz + m.
Trouver le rapport k’ et I'angle 6’ de SoT.

quek = | | et 'angle estd = arg(

Correction :

1. De I'exercice précédent les racines carrées du
nombre complex8 + 4i sont—2 — i et2 + i.
Résoudre dansC z? — (4 + 3i)z+ 1+ 5i = 0.

A= (4+31)?—4(1+51)=16+24i—9—4—

20i = 3 + 4i ou les racines carrées seft —i et2 + i

44+3i—-2-i 443i+2+i .
"= > —1+1—ZletZ2— =3+ 2i

DoncS¢ = {1 +i;3 + 2i}.

2. P(@)=2z>-(5+30)z2+(5+8i)z—1-5i

a) Soitzy = a cette solution, donB(a) = 0 alors

P(@)=a® - (5+31)a?+(5+8i)a—1-5i=0

{a3—532+5a—1=O@{a3—532+5a—1=0
—3a2+8a—-5=0 32 —8a+5=0

Pour3a? —8a+5 =0, A= 64 — 60 = 4 alors

8—-2 8+2 5 , ege
a' = - = leta = — =7 On vérifie les valeurs de

a dans I'équation® — 5a® + 5a—1 =10

5 5\3 52 5
. Poura = 3 alors(g) -5 (5) + 5.5 -1=
125 - 1254 25 -5 = 20 # 0 ce qui prouve que
a= g n’est pas solution de(z).
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. Poura =1 alors(1)3 —=5(1)? +51—-1=1—
5+ 5—1 = 0 (vraie) ce qui prouve que =1 = z,
est solution d®(z).

b)  P(z) = (z—2z0)[z* — (4 + 3i)z + 1 + 5i]
P(z)=(z—1[z2— (4 +3D)z+1+5i]=23-
(4+3D)z2+(1+5)z—22+(4+3i)z—1-5i=
z3+(—4-3i—1)z2+ (1 +5i+4+3i)z—1—
5i=23—(5+3i)z?+ (5+8i)z—1—75i
Résoudre dansC P(z) = 0 0UR.(Z1) < Re(Z3).

7z, =1+ietz, =3 +2idoncSc ={1; 1 +i;3 + 2i}
3. My(1),M;(1+1i), My(3 + 2i).

S(My) = My etS(M;) = M,.

a) ”W” = ke%||OM|| & 2’ -z, =

ke®(z — zq) & z’ = ke®z + (1 — ke®)zq

7' —zq =kebl(z—zq) & |72/ — 29| = |ke9i(z - zg)|
|z" — zq| = |ke9i|. |z — zq| or |eei| =1let|k| =k

" _ _ _ |Z,—ZQ| _ Z’—ZQ
|z' — zq| = K|z —zo| & k= il P
”QM’” = ke%||OM|| & 2’ — zg = ke®i(z - zy) &

arg(z' —zq) = arg[keei(z — ZQ)] =arg(z —zq) +
arg(ke®) & arg(z' — zq) —arg(z — zg) = arg(eei)
arg(e®) =0 = arg (ZZ’__ZZ‘?) [27] .

b)  Trouver le rapport k et 'angle 6 de S.

zZg=2my=20=1,2 =2y, =2, =3 +2i et

_ L, ; _ |Z=za| _ |72=20| _
z=1zy, =21 =1+1 alorsk = 0| = |22
|2+.2‘| —2-2i|=2VZ or 22 =2 _2i=34

i Z1— 29
Donc® = arg CZ_E") = arg(2 - 2i) = -7 [27]

140

c)  Déterminer I'écriture complexe de S.
b=(1-ke®)zg = (1-2vZe™+) = 1 +2i
S:zZ=02-2)z+1+2i

4, Tz =-2iz+m.

Trouver le rapport k' et I'angle 8’ de SoT.

SoT(z) =S[T(2)] z' = (2 — 2{)zy(z) + 1 + 2i ou
z' =2 —-2i)[-2iz+m]+1+2iou
z'==2i(2-2)z+1+2i +m(2-2i)
k'=1-2i(2 - 20)| = |-2i].|2 — 2i| = 4V2

0’ = arg[—2i(2 — 2i)] = arg(2 — 2i) + arg(—2i)

0" = arg(2 — 2i) + arg(—1) + arg(i) = —E+ ¥ +§

0 =-T+n+l=T(-1+4+2)=T= -2 oq]
4 2 4 4 4

Exercice 28 :Soitm € C — {1}.

1.  Soit I'équation (E) définie par
21+ D)z> +2(m+ Dz+mi(1—i) = 0.
Résoudre (E) dan<C.

2. On considere les pointM, et M, d’affixes

-1-i
—
Soit le pointM, milieu du segmenf{MyM; |.

respectives’z2 (—1+1i) et

Soit S la similitude plane directe laissant le poinM,

invariant et transformant M; enM,.

a) Trouver la relation liant l'affixe z d’un point

M et I'affixe z’ de son image M’ par S.

b)  Déterminer le nombre complexan pour que S

soit une rotation d'angle de mesure'zf.

Exercice 27 :Soitm € C — {1}

1. (E)21+D22+2(m+Dz+mi(1—i) =0

A= (m+i)?-2im(1+i)(1—1i)
A'= (m+i)? — 4im = m? + 2im + i? — 4im

A'= (m+i)? —4im=m?-2im+i% = (m —i)?

_ —(m+i)—-(m-i) _ m. .
20=" 0 2 (-1+4+1i)et
_ —(m+D+(m-i) _ 1, .
1= 2(1+1) T2 (=1-10

DoncS¢ = {% (—1+10); %(—1 - i)}

2. Mo |3 (-1+D]; My [57] etM, milieu du
m N1 . '
[MOMl] Sz, = 2( 1+l);’2( 1-i) _ —(m+1);-1(m—1).

S(Mo) =M, etS(Ml) = M,.

—(m+1)+i(m—1)_m

Zo—2Z (=1+1)
a) a= Zj—ZZ = —14—i m : . =
> —7(—1+1)
Q= -m-1+2m+i(m-1-2m) _ m-1-i(m+1)

—2+2m+i(-2+2m)  2[m—1+i(m-1)]
_ m—1-i(m+1) E __ 14+mi
T 2m-1)@+) T 1-i 2(m-1)

b = zy, — azm, =%(—1+i)[1+

1+mi
2(m—1)]
m(1+mi)(2m—1+mi)

4(m-1)

b) S soit une rotation d’angle de mesuré—zt :

b =

1+mi 7 . . . .
a=——"_=¢ =i —1—mi=2im—2i
2(m-1)
. i 2i—1 —i 2 1.
3im=2i-lem="—x—=4-i
3i -1 3 3
Exercice 29 :

1. Trouver les racines carrées du nombre
complexe—6i.

2.  SoitI'équation définie par

Q(2) = z3 +3z%2+3z+3—2i.
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a) Veérifier que cette I'équation admet une
solution imaginaire purezg siQ(z) = 0.
b)  Montrer que
Q) = (z—zp)[2z> + B3+ i)z + 2 + 3i].
c) RésoudredansC z>+ (3 +i)z+2+3i=0
OURe(z1) < Re(z2).
3.  Soit I'équation définie par

P(z) = z*+4z3 + 62% + (6 — 2i)z + 3 — 2i
a)  Vérifier que cette I'équation admet une
solution réellezz siP(z) = 0.
b) Montrer que P(z) = (z — z3)Q(2).
Résoudre dansC P(z) = 0
4.  On considére les pointMgy, M4, M, et M3
d’affixes respectiveszg, z1, z, etzs.
a) Montrer que le triangle MyM; M, est un

triangle équilatéral dont le centre de gravité esM;.

b) Calculer mes (M3M1, M3M2).

c)  Montrer que la transformation S laissant le
point M3 invariant et transformant M; enM, est
une rotation dont on déterminera ces éléments

caractéristique. En déduire son écriture complexe.

On rappelle quel — ei* = —2ie'z x sin (g)
Correction :

1. racines carrées du nombre complexe 6i.
Posong = x + iy tel quez? = —6i puis on résout

x2+y2 =62 =6 x2+y2=6

X2 —y2 =0 o{x2_y2=0
2xy = —6 xy = -3
2x2=6 x=FV3

& {2y® =6 < {y = F3 alors les racines carrées

xy=—3 xy=_3

du nombre complexe6i sont—/3 + ivV3 etv3 — i3

2. Q(2)= z3+3z%+3z+3-2i.

a) Soitzy = bi cette solution, donQ(bi) = 0 alors

Q(bi) = (bi)3 + 3(bi)? + 3(bi) + 3 —2i = 0.
P(bi) = —3b%2+ 3 +i(-b*+3b—-2)=0
—3b2+3=0 b=1

{—b3+3b—2=0=’{20=i

b) Q@ =(@z-D[z2+B+Dz+2+3i|

Qz)=2z3+ B +)z?+ (2 +3i)z—iz% -

iB+i)z—2i+3=2z3+B+i—-i)z*+

(2+3i+1-3i)z+3—-2i=2z3+322+3z+3—

= Q(2).
c) zZ2+(B+i)z+2+3i=0.

2

DoncS, = {—3—\/_—21(1—\/—)’ —3+\/_ 21(1+\/_)}

3. P@)=z"+4z3+6z%+ (6 -2i)z+3-2i

a. Soitz; = a cette solution, donB(a) = 0 alors

P(a) = a*+4a3 +6a?+ (6 —2i)a+3—-2i=0

{a4+4a3+6a2+6a+3=0(:){a=—1

—2a-2=0=a=-1 z3 = -1

b. Montrer que P(z) = (z — z3)Q(2).

P(z) = z+1)(z3+322+3z+3-2i) =z*+

323+ 322+ (3—-2i)z+23+322+3z+3-2i=

22+ B+1)z23+B+3)z22+(3—-2i+3)z+3—

2i=z%+4z3 + 622 + (6 — 2i)z+ 3 — 21 = P(2)

Résoudre dansC P(z) = 0.

P(z) = (z—12¢)(z—121)(z—2zy)(z—2z3) = 0 donc
. —3—V3-i(1-v3) —3+V3-i(1+V3)

S¢ = {—1; i; > ; > }

4. My(i), M, [@]

_ T3+/3- i(1+\/§)

M, [M] etMs(~1).

a)  (MgMp)? = (xg —x1)% + (yo — y1)?

(MoM)? = (0 -+ 225) +(1+%§)2 =g
(MoM,)? = (0 + u_) (1 + “‘/_) =2=s
e

On remarque quéMyM,;)? = (MyM;)? = (M;M,)?

donc le triangleM,M; M, est un triangle équilatéral.

Le centre de gravité esM3 a pour affixe :

_ _ zg+zZy+z, _ 1[. | —3—V3-i(1-V3)
z, = 29 = T = 2 i 4 SIS

—34+3—/1+32=2i—3-3—7/1-3-3+3-/1+36=—1
Evidemment le centre de gravité BEi(—1) .
b) Calculer mes (M3M1, M3M2) =arg (Zz 23)

Z1—23
Z;-23 _ —3+V3—i(1+V3)+2 _ —1-iV3+V3-i _ 1+iV3—V3+i
7123 —3—\3-i(1-V3)+2  —1+iV3—V3-i  1-iV3+/3+i
1+iV3 V3-i Ei —Ei
Zy—Z3 __ 2 2 _e3—e6
- ; . T TT. TT.
Z1—2Z3 ﬂ_F@ e‘§l+egl

2 2
Z3 e3l—e %i s -5
arg(—)—arg —7 =arg(e3 —e 6)—
Z1—2Z3 e Tiied
.
o HreH) 242 (-242) -2

Doncmes (M3My, M;M; ) = 2 [2n],

—1+/3-i _ 1=V3+i(14v3))]
-1—V3-i(1—V3)| = [1+V3+i(1-V3)|

Z2—Z3| __

c) k=

Z1—2Z3

A= (3 +1i)? + 4(2 + 3i) = —6i dont les racines carrées

sont—/3 + iv3 etv3 — iV/3.
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(1- \/_) +(1+ﬂ

(V3 (15) \[ = 1 ce qui prouve que S
+ +

est une rotation de rapport 1, d’ang’-feet de centrdl,
d’affixe —1. Ecriture complexe de S.

) 2T 27
2m, 3
b=Z3(1—e3l)—2162Xsm< ) l\/_ez

2T, TT. .
Sz =es'z+iV3es' = (—%+ \/;i)z + iv/3e3".
Exercice 30 :0On désigne parm un nombre
complexe non nul. Soit la transformation S
définie par : z' = (1 — 2i)z + m.

1. Donner la nature de la transformation S.

2.

a) Déterminer le nombre complexem pour que S
ait le centre Q(1 + i).

b)  Quel est alors le rapport de cette similitude
directe ?

c)  On appelle@ I'angle de cette similitude.
Calculer tan 8 et donner le signesin 8. Donner une
valeur approchée a10~2 prés de@ en radians.

d) Quelle est 'image par cette similitude du
cercle de centreD et de rayon4 ?

3. La transformation S a- t- elle des points
invariants pour m = 2i ?

Correction : m e C*/S:z' = (1 -2i)z+m.

1. Sest de la forme' = az + b, donc S est une
similitude plane directe avec=1—2i eth =m

2.

a) Saitle centreQ(1 + i):
b=m=2zq(1—-1+2i)=2i(1+1i)=-2+2i.

b) k=]a|=]|1-2i] =+5.

_sin6 . _ 2
C) tanf = i 2 etsinf = N Une valeur
approchée 4072 prés d&d = —8,94.1071 en radians.
d) limage du cercle(0;r = 4) par S est le cercle

[A(=2 + 20); 7 = 4V5]

carzy = (1 —2i)zp — 2+ 2i =2 - 3i.
3. m= 21—29(1—1+21)<=)ZQ—
son point est invariant.

pri 1 donc

Exercice 31 :On désigne parm un nombre
complexe. Soient les transformations S et T

définies respectivement par z' = —i/3z + 2i et
zZ=(m-iz-i.

1. Déterminer le nombre complexan pour que T
soit une translation dont on précisera son vecteu.

2. Déterminer les nombres complexest pour
gue T soient une rotation. Préciser son centre.

3. Déterminer le nombre complexan pour que T

soit une rotation d’angle de mesure’%.

Donner son centre.

4. Déterminer les nombres complexes pour
que T soit une homothétie de rapport-2.

Donner son centre.

5. Déterminer le nombre complexan pour que
ToS soit une similitude plane directe de rappori/3
etdangle 7.

6. Déterminer le nombre complexan pour que
SoT admette un point A invariant d’affixe 2.

7.  Soit la transformation F définie par :
zZ=z+2+i2m-1).

Déterminer le nombre complexan pour que F soit
une translation de vecteury d’affixe 1 + i.

Correction: m € ¢/ S:z' = —iV3z + 2i et

T:zZ=(m-iz-i.

1. T soitune translation.:m—i=1em=1+
i et son vecteur est d'affixe—i.
2. T soit une rotation :

lIm—il=1© m?+1=1 m=0.0n peut aussi

remarque que si = 2i alors|2i —i| = |i| = 1.
DoncT soit une rotation sim = 0 oum = 2i.

-1 1 1.
Son centre) a pour affixezg = — = > —~1i.

3. T soit une rotation d’angle de mesuré; :

TT.
m—i=e2 =i m=2ietson centr@ a pour

. —i 1 1.
affIXQZQ = : = E_El'
4, T soit une homothétie dek = —2 :
. m—i=-2©m=-2+1ietsoncentr@ a
our affixezg = —= = —%;
p Zoa =715, 3t
. lm—i|=|-2|em=2+ietsoncentr@ a
! —i 1,
pour affixezqg = — = —=1i.

1+2 3
5.  ToS soit une similitude plane directe de

[k =/3; g] 12 = (m—i)zgy — i
ToS(z) = T[S(2)] :z' = (m — i)[—i\/gz + Zi] —1i
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z' =—iV3(m—=z+2+i(2m— 1), ainsi 2.  Deéterminer le nombre réelm pour que S soit
—iVBm—1) =v3er = iV3om=—1+i une trar.lslatlon. Donner le vecteur de cette
translation.

6. SoT admette un point invariant A(2) :

. 3. Déterminer les nombres complexes pour
SoT(z) =S[T(2)]:z = —i\/§ZT(z) + 2iou P P

lesquels S est une rotation.

z'=—iV3[(m— )z —i] + 2i ou 4.  Déterminer le nombre complexan pour que S
z = —iv3(m — i)z — V3 + 2i, SoT admette un point
b

’

soit une similitude plane directe de rappor%
invariant A(2) : z, =

1-a d’angle 2.

P A BN S A B 5.  Déterminer les nombres complexes pour
47 14iv3(m-i) 1+iv3(m—i) »

—3-242i  -iv3 . 3 . 3+2v3. lesquels S est une homothétie de rappoﬂt
oEm=———X——=+i=—+ L. 6

2iV3 -iv3 3 6

7. F soit une translation de vecteuiy (1 + i) : Correction: melIR:zy=4—1i,zg =1+ 2iet
2+i(2m—1)=1+i(:>m=1+%i. Z¢ = —2 + mi.

. , . = b - i(5—
Exercice 32 :0On désigne panm etn deux nombres 1. {ZZB _C;ZA:b Sa= EB_EC = “"”;(5 ™) et
complexe non nul. Soit la transformation S ¢ B _3_3m+i(5m_7A) g o
définie par : z' = miz — n? + i. b=zg—az, = — donc S est définie par

4 = 1+m+i(5—m)Z n —-3-3m+i(5m-7)
1.  Déterminer le nombre complexan pour que S 6 6 '
2. S soit une translation :

. . , 5
soit une rotation d’angle de mesure—. M) _ s o
2.  Déterminer les nombre complexea etm pour iia 6 (sm—7)

. . N ' . -3-3m+i(5m— . > .
que S soit une translation de vecteut d’affixe 1 +i. ———————— = —3 + 3i du vecteu(—3 + 3i).

6
3. Déterminer le nombre complexan pour que S 3 1+m+i(5—m)| PN
soit une similitude plane directe de rapport 2 et d

S est une rotation :

JA+mZ+(G-mZ=6om?>—4m-5=0e

, 21
mesure d’angle—.
3 A=36=m=—-1oum=>5.

4, Donner la nature de S pourm = —i.

4, S soit une similitude directe de[k = %; Zn] :
Correction : (m;n) € C*.C*/ S:z' = miz —n? +i. 1+m+é(5—m) _ % % 2 e m = 5—25i_
. . . ™ 1
1. S soit une rotation d’angles—: : 5. S soit une homothétie dé& = e
] sm; N 1 V3. 1+m+i(5-m) _ 1 _ 5-5i
mi=es =—-—+-iem=_+—L T T eom=—

2. S soit une translation de vecteux (1 + i) : Exercice 34 :Soit A, B, C trois points du plan

—n’+i=1+ien’+1=0Sn=ioun=—i. o .

. ) complexe d’affixes respectiveq, b, c.
mi=1m=—i.
3. S soit une similitude directe de[k =2; 2?" : 1.  Déterminer les nombres complexea et 8

pour que I'application f(z) = az + B soit associée a

2T, 2T, T .
mi=2e3 ©@©m=2e3 ' Xe 2 =2es =3 +1i. . ,
V3 la rotation de centre Aetd angle’—;.

4. m=—i,S:z =z—n?+1i, Sestune

translation de vectedr d'affixe —n2 + i. 2. Quelle relation doit-il exister entrea, b, ¢

pour que C soit le transformé de B dans cette

Exercice 33 :0n désigne parm un nombre réel. On  rotation ?
considére les points A, B et C d'affixes respectise 3. Quelle relation doit-il exister entrea, b, ¢
Zp=4—1i,zg=1+2ietz;=—-2+mi. pour que B soit le transformé de C dans cette

rotation ?
1. Démontrer qu'il existe une similitude plane

directe S qui transforme Aen B et B en C.
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Correction: f(z) = az+

1. a=e3 =—+£let,8—(1—a)a—
V3
71

-5
a=ae 3.

N =

. TT.
=i —=i
Zc=azg+ [ © c=bes +ae 3.

2

T I
3. Zg=azc+ L & b=ces +ae 3.
Exercice 35 :On désigne parm un nombre
complexe donné. On considére’ = m?z + m — 1.

1. Déterminer les nombres complexest pour
lesquels S est une translation. Donner le vecteued
cette translation pour chacune des valeurs trouvées
2. Déterminer les nombres complexest pour

lesquels S est une rotation d’angle de mesufe

Donner le centre de cette rotation pour chacune des
valeurs trouvées.

3. Déterminer les nombres complexest pour
lesquels S est une homothétie de rappo#t2. Donner
I'affixe du centre de cette homothétie pour chacune
des valeurs trouvees.

4.  On supposem = 1 — i. Donner dans ce cas la
nature et les éléments géométriques de S.
Correction: meC/z =m?z+m— 1.

1. S soit translationm? =1 & m =1 oum = —1.

Pourm = 1, z' = z, donc son est vecteir= 0. Pour
m = —1,z =z — 2, donc son vecteur egt= —21.

TT.
2.S soit une rotation d'angle? : m* = ez’ =i &
\/' vz,
m=+5t VZ V2
_\/_5_\/_5- Pourm——+—z son centre a
T2 2
V2 VZ,
. —ti-1 _ T1Hi(V2-1
pour affixe zq = 2—2 H(Z\/_ ) Pour
NoRE
=t
m= —‘/2———£l son centre egt, = 1—_Zl =
—-1-i(V2+1)

2

3. S soit une homothétie d& = =2 : m? = -2 =

2
(iV2)" & m = iv2 oum = —iv/2. Pour m = iv2,
son centre esty = i‘fr_zl = 1;“/— Pour m = —iv2,
son centre a pour affixg, = _ifz_l = _1?‘/5.

.\ 2
4. m—1—l—\/—e iz =(\/7e_?) z—i=
- —2—i
S, i _
2e” z ietzg = T s
plane directe caractérisée par :

=2 a=-50(57)]

. S est une similitude
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Exercice 36 :On désigne parm un nombre
complexe non nul. Soitz' = m3z + m(m + 1).

1. Donner la nature de la transformation S.
2. Déterminer les nombres complexest pour

lesquels S est une translation. Donner le vecteued
cette translation pour chacune des valeurs trouvées

3. Déterminer les nombres complexest pour
lesquels S est une rotation d’angle de mesure.

Donner le centre de cette rotation pour chacune des

valeurs trouvées.
4, Déterminer les nombres complexest pour

lesquels S est une homothétie de rappaBt Donner

le centre de cette homothétie pour chacune des
valeurs trouvées.

5. On supposeam = 2i. Donner dans ce cas la
nature et les éléments géométriques de S.

Correction: m € C*/ S :z' = m3z+m(m + 1).

1. Sest de la forme’ = az + b, donc S est une
similitude plane directe

2.  Ssoittranslatiom?® =1 & (m — 1)(m? +
m+l)=0em-1=0eom=1oum?+m+

1-iV3 —1+iV3
2

1=0(:>m=_Toum .Pourm =1,

7z =z + 2, donc son vecteur egét= 2%. Pour

m= _l;iﬁ, z =z — 1, donc son vecteur egt= —1.
Pourm = _lziﬁ, z =z — 1, donc son vecteur est
X = —1u.

.

3. S soit une rotation d'angler : m3 = e3'
my, = [1 ”+2kn] aveck € {0; 1; 2}, les valeurs dex
SRR P (N S P SUSE B
sont :m, = [1,;] —E+?l ;my =[1;m]=—-1et
my, = [1;—%] = %—‘/z—gi. Pourm = %+‘/7§i, son
centre a pour affixeqg = % Pourm = -1,

V3.
—1i,

, 1
son centre a pour affixg, = 0. . Pourm = 27

3—v/3-4i\3
—
4, S soit une homothétie d& =8 : m3 =8 =

2Poem-2)(mM*+2m+4)=0m—-2=
0Oem=2oum?+2m+4=0om=-1-iV3
oum = —1+ iv/3..Pourm = 2, son centre a pour

son centre a pour affixg, =

. 6
affixezg = — =

6 .
—=—-.Pourm =—1-iv3, son

—V3+iv3 _ —V3+iV3
1-8 7

. Pour

centre a pour affixeqg =
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m = —1 + i+/3, son centre a pour affixg, =
—\3-iV3 _ V3+iV3

1-8 7

TT.

5. m=2i, z=-8iz—4+2i=8e"2'z—4+
—4+420 _ 12+34i
1+8i 65
directe caractérisée par :

=8 o= -5 0 (557)]

20 etZQ =

Exercice 37 :m étant un nombre réel donné. On
note :z' = (z+ 1+ i)(mz — i).

1. On donnem = 0. Démontrer que M’ est
image de M dans la rotation dont on soit

a) Déterminer les pointsM tels quez’ = 0.

b) Calculer x' = Re(z") ety = Im(z") en
fonction dex, y etm.

2. On se borne désormais au caa = 1. M' est
image de M dans une transformationT.

a) Quelle est une équation de I'ensembld; des
points M tels quez’ soit imaginaire pur ?

b)  Quelle est une équation de I'ensembld, des
points M tels quez’ soit réel ?

Correction: m€IRS:z' = (z+ 1+ i)(mz — i).

.
1. m=0,z=—iz+1—-i=e2'z4+1—iet
1-i

Zg = ;= —i.Sestune similitude plane directe

caractérisée pa|{k= 1, a= —g; Q(—i)].
2. m =+ 0.
a @E+1+i)mz—-i)=0z=-1—-iou
z=%i.
b) z=(@+1+i)(mz—1i)=mz?>+mz+miz—
x =mx?-—my’4+mx-my+y+1
y =2mxy+my+mx—x—1
x =x?—y’+x+1
y =2xy+y—-1 "
a) Hy:z€ilRSRe(z)=x*-y>+x+1=
leoy=FVx2+x+1.
b) HZ:Z/€1R=>Im(z/)=2xy+y—1=0<:)
1
2x+1"

iz—i+1<:>{

3. m=1,{

y =
Exercice 38 :0On désigne parm un nombre réel non

nul. On considerez’ = g(m +i)z + \/Z—i (m? —1).

1. Donner la nature de la transformation S.
2. Onposezx+iyetz =x+iy (X, y, X ety
réels). Calculerx’ ety en fonction dex ety.

. S est une similitude plane

3.  Démonter que, quel que soit le réeh, 'image
O’ de O par S appartient a une droite dont on
donnera une équation cartésienne.

4, Est-il possible de déterminem pour que
I'application S soit :

a) une translation ?

b)  une rotation de centre O ?

Dans le cas d’'une réponse positive, préciser la tes

valeurs dem et donner les éléments géométriques d

la transformation S correspondante.
Correction : m € IR* /

V2 Ny V22
z—z(m+1)z+2(m 1).
1. Sest de la forme’ = az + b, donc S est une

similitude plane directe

2. z/=\/2—7(m+i)(x+iy)+‘/2—7(m2—1)<:>
r_ V2 V2 V2 o W2
X =—mx——y+—m°——
2 2 2 2
V2 V2 '

' 2 2
y =% + - my
3. I'image O’ de O (0 ;0) par S appartient & une

X =m2 V2
droite: 2 2,
y =0

V2 5 V2

équation cartésiennex = S m >

4. Est-il possible de déterminem pour que
I'application

a) S soit translation‘/;(m +)=1em=+2-
[ et son vecteur est= —27.

b) S soit une rotation de centre Q g(m2 -1 =

0@m2—1=00ubienlg(m+i)|=1<:>m2=
31,

lem=—-1loum=1.Pourm=—-1,z =e+'z,
doncr [k =1, a= %"; 0(0)].

Pourm =1,z = e+'z, doncr [k =1, a= %; 0(0)].
Exercice 39 :

1. Résoudre dansC I'équation : z3 + 8 = 0.
2.  Onconsideére les pointd, B, C, d'affixes
respectives z, = —2,zp = 1 —/3i,z¢ = 1 + /3,

le point D milieu de [OB] et la rotation R de centreO

2n
et d’angle?.
a) Montrer que R(A)=B, R(B)=C et R(C)=A. En
déduire que le triangleABC est équilatéral. Placer
A, B et C dans le plan.
b)  On considére le pointL défini par AL = OD.
Déterminer son affixez;. Déterminer un argument
de;—z. En déduire que le vecteuiOL est orthogonal

au vecteurOD et au vecteurAL.
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c) Montrer que L est sur le cercle de diametre
[AQ]. PlacerL sur la figure.
Correction :

1. Résoudre dansC I'équation: z3 +8=10:
22+48=23-(-22=(@z+2)(z*-2z+2%) =0,

22+ 2z +22 = 0,A= -2 = (iV3)’, doncs; =
{-2;1-+3i; 1++3i}.

2. z=-2=2em, 3_1—\/_i=2e‘§",
ZC—1+\/_l_283 zZp = O;B e7i et

R(a;

Zn)_ ' 2my

=)z =e3'z

3

a) R(A)—B(:>ZB—e3 ZA=e3 ><2e’”=
TL' TT.

ol 4

3

2e73" R(B)—C@ZC—e3 ZB—es ><2e_
271'

263 etR(C)—AﬁzA—ea zC—e3 ><2e3 =
2e™ . Placer A, B et C dans le plan.
b) E=Wj®ZL=ZA+ZD—ZO=Zem'+

3
- 1 V3, 3 3.,z T35t
e s =—24+-——i=—c——|;,—=2—2=
2 2 2 2 'zp 1_v3;

—3i etarg (j—;) = -2 (0L) 1 (0D) 1 (AL).

c) (OL) est orthogonale &D) et (OD) est parallele

a (AL) donc QL) est orthogonale &(), conclusiorL
est sur le cercle de diametA&d]. PlacerL sur la
figure.

Exercice 40 :

1. Déterminer I'image A’ du point A d’affixe
e_gi par la rotation r de centre()(-1) et d’angleg.

2. Soitt la transformation qui a tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixez’ = z — iv/3.
a) Caractériser la transformation t.

b)  Déterminer la forme complexe ddor. En
déduire ses éléments géométriques.

3. Que peut-on dire explicitement de la nature
detor ?

Correction :

1. r(centreQ(-1) etd'angle)) : z' — zq =
e?i(z — Z_Q) o7 = e;iz + Zg (1 — e;i) =

1,3, V3., 1, .
(E+?l)2+?l—z.leageZA,=T'(ZA).ZA,=
.
(l+£i)zA+£i—l=(l+£i)e_§‘+£i—l=
2 2 2 2~ 27" 2 2
V3. 1_ 1,43
1+7l—5—2+2.

2. t:z' =z—iV3.

L . ) AB _ AN _ ABXMC _ 6x2V5 _ 6V5
a) Caractériser Ia_}ransformatlon t:testla - am - MmN ; dOUNB = - - 10 — s
translation du vectewf d'affixe —iv3, puisquen =1 gy = ABXAM _ 6x4V5 _ 12V5 o triangle AMC
r_ AC 10 5 °
(z' =az+Db)
Page 61 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

b)  Déterminer la forme complexe tm ;

tor: tor(z) =t[r(z)] =t [(l+ Ei) —l - _] =
(%+‘/7§i)(z—i\/§)+§i—— (+£) z-3-
?i,donctor:z’=(%+§i)z—%—§i=eziz—

e3'. Ceséléments géométriquestor : [1;5; Q (e‘?i)]
3. tor : est |la rotation de centre A et d’angle

Exercice 41 :Trois points A, B et C sont alignés dans
cet ordre et AB = 6, BC = 4. (C) est le cercle de
diamétre [AC] et (d) est la médiatrice de [BC] qui

coupe (C) en M et M' tels que(m), W) =2 la

droite (M ' B) coupe (MA) en N. La droite(d) coupe
(AB) en H. On note S la similitude directe de cent&r
N telle que S(M) =

1. Faire la figure.

2. Déterminer le rapport et I'angle de la
similitude S.

3 Quelle est I'image de (d) par S ?

4 Quelle est I'image de (M'N) par s ?

5. En déduire que S(M'") = A.

6 Quelle est I'image de H par S ?

7 En déduire que la droite (NH) est tangente au
cercle de diametre [AB].

Correction :

1. Faire la figure.

2. Le triangle ACM est inscrit dans un cercle et le
coté [AC] et un diametre du cercle, donc ce triaregit
rectangle en M. Le point H est le milieu de [BCésL
triangles OHM et OHM' sont isométriques puisque
[OH] est commun aux deux triangles, OM = OM' =
rayon du cercle (C) @HM = OHM' = g Donc HM =
HM'", H est aussi le milieu de [MM1] et le quadtéee
BMCM' est un parallélogramme. De plus, BM = CM
puisque M st sur la médiatrice de [BC], donc BMCM'
est un losange. Comme (CM) et (BM') = (BN) sont
paralléles, alor8/NB = g L'angle de la similitude S

estg. Le rapport de la similitude S est ég%f;a: Ona

AC = AB + BC = 10. Soit O le centre du cercle de
diamétre [AC]. Alors AO=5et OH =0C - CH = 3.
Dans le triangle OHM rectangle en H, on applique le
théoreme de Pythagore : HM = 4. Dans le trianglé/B
rectangle en H, on applique le théoreme de Pytleaigors
BM? = BH* + HM? = 22 + 42 = 20, et

BM = BM'= CM = CM' =2+/5.

On applique le théoreme de Thalés dans le triangle
ACM, avec B sur [AC], N sur [AM] et (BN) // (CM) :

X 30 X X 3 3 X 5 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 3 b X 36 3 X 5 06 5 2 5406 X 5 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 2 2 X 5 36 26 2 2 5 2 2

X 3 3 X X X 3 2 X 26 2 24 5 2
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rectangle en M, on applique le théoreme de Pytleagor «

AM? = AC? — MC? = 100 — 20 = 80, soit AM #+/5.
Donc MN = AM — AN =445 — 12“_ %g
Le rapport de s est egaﬁeﬁ = T X % = z.

3. L'image de (d) par S est une droite passant par

image de M et perpendiculaire a (d), soit la droiB).
4, Le point N étant le centre de la similitude S,
I'image de (M'N) par S est une droite perpendicealai
(M'N) passant par N, soit la droite (AM).

Hérédité :Supposons qu'il existe € IN tel que
.(3nm (3n(n+1)
Zy = G)n el(3T). Alors z,,1 = (%)n+1 elGTH) La

formule est vraie au rang1.

Conclusion :on a démontré par récurrence que quel
. n\" (3T
§0|t n€lN,z, = (E) el( 4 )

b) les pointsMg, My, My, M3 etM,
c) M, a pour affixez,, qui a pour argumeﬁ’g;

5. L'image de M' est a l'intersection des images de#1,,, s a pour affixez, g qui a pour argumergLis)” =

droites (M'N) et (d), donc a l'intersection de (Ad)
(AM).Donc S(M") = A.

6. Le point H est le milieu de [MM']. Comme S(M)

= B et S(M') = A, alors I'image de H par s est iéeu
K de [AB].

7. Le milieu K de [AB] est le centre du cercle de
diameétre [AB]. Le triangle ANB est rectangle en N,
donc N est sur ce cercle. Comme (NH) est
perpendiculaire a [NK], rayon du cercle, alors faite
(NH) est tangente au cercle de diamétre [AB].
Exercice 42 :On considere la transformationf du

plan qui a tout point M d’affixe z fait correspondre
M’ d'affixe z telles que :z' = g(—l +i)z.

1. Montrer que la transformation f est une
rotation dont on déterminera I'angle et le centre.
2. On définit la suite de points(M,,) de la fagcon
suivante : (M,) est le point d’affixezy = 1 et, pour
tout nombre entier naturel n, M, = f(M,,).

On note z,, I'affixe du point M,,.

a) Justifier que, pour tout nombre entier naturel
vz = () ).

b)  Construire les pointsMy, M4, M,, M3 et M.
c)  Montrer que pour tout nombre entier naturel
n, les pointsM,, et M,,, g sont confondus.

3. Prouver que les trianglesM oMM, et
M-,MyM, ont la méme aire.

Préciser la valeur exacte de cette aire.

3TL’
Correction : a——( 1+ )—£+£ i=er

1. Onaz = ‘/2—7(—1 +i)z = efez alorsf est donc
la rotation de centre O et d’ang?’ﬁé

2. Myys = f(My)

a) Justifions que, pourn € IN, z,, = (%)n eiﬁT") ;
par récurrence

0 .
. Initialisation :z, = (%) e!©® = 1, |a formule est

vraie au rang 0

3nm

+ 6m = 3%”. Doncarg(z,) = arg(z,s) [2m].
Commez, etz,,g ont le méme module et un méme
argument, les point¥,, et M,,, g sont confondus

3. Par la rotatiorf , le triangleM,M,M; a pour
image le triangléddg M, M,, soit d'apres la question
précédente (puisquég =M,) le triangleM,M; M.
Comme la rotation est une isométrie, elle consiEwe
longueurs, donc les aires : les trianggdi; M, et
M,;MyM, ont la méme aire.

2 \/_) On a donc

Le pointM, a pour coordonnee{s—
M, M, = /2 et la hauteur du trianglé, M, M, issue de
M, a pour longueut + — \/—

\/—X(1+ )_1_'_\/5
2 2

. L’aire de ce triangle est

donc égale a-

Exercice 43 :(unité graphique : 2 cm), on considere

les pointsA, B et C d'affixes respectivesa=2,b=1 -
ietc=1+i.

1. CalculerE. En déduire que le triangleABC

est rectangle isocéle. Proposer les méthodes de
résolutions.

2. On appeller la rotation de centreA telle que
r(B) =C.

a) Déterminer I'angle der et calculer 'affixe d du
point D = r(C).

b)  SoitT le cercle de diametre BC].

Déterminer et construire lI'imageTI" du cercleT par
la rotation r.

3. Soit M un point deT d'affixe z, distinct de C et
M' d'affixe z' son image parr.

a) Montrer qu'il existe un réel @ appartenant a
[0 [ ] 211] tel quez = 1 + e'®.

b)  Exprimer z'en fonction de®.

c) Montrer que % est un réel. En déduire que

les pointsC, M et M' sont alignés.
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Correction : Et commeM #C,onaz#1+i,doncz-1#i, donc
L 0= (2n).
1. Calculons2 <2 - — _j Déduisons que 2 . 0
b-a -1-i Bilan : il existed O [0, 2], 6 # -, tel quez = 1 + €.
le triangle ABC est rectangle isocele : _ 2
1°® méthode On en déduitc - a= -i(b - a) b) Exprimons z' en fonction de® :
Il apparait alors qu€ = r(B) our est la rotation de CommeM’ =r(M), ona z'-a= "(Z_(; a) ;
— 1 .
centreA et d'angle . 2 =" - 1),
Z2 +i-ielf,

Le triangleABCest donc bien rectangle isocelefen ,
& . . zZ —C . . N .
2°™ méthode I'écriture complexe d'une rotation : ¢)  Montrons que_—— est un reel :D'aprés ce qui

(AB,AC) = (AB, 1) + (1, AC) = arg(b —a) — précéde, on dedunz— —- Or, un nombre
T A Cc—a .
arg(c — a). (AB,AC) = arg (E) =arg(=i) = complexez est réel si ot seulement si i est égal & son

—Z[27]. On en déduit que les vectew@ etAB sont  conjugué. D'apres les regles de calculs avec les
. . . , _ _ a0 i6 r_
orthogonaux. (On pouvait aussi utiliser le résuleat conjugués, on a( C) = (1 +e e) = -e-eJ:- =2"C_
. . . .. —C —1+e! elY+i ZI—C
cours suivant : s, B et C sont trois points distincts du 1l

plan, alors £ est imaginaire pukC etAB sont Tiret®r

b , S,
orthogonaux.) Par ailleursc{a| = p - | =vZ. En Dedwso-ns que les pomtiM ei/l) sont all-gnes. On
en déduit que les vecteutd!’ etCM sont colinéaires.

conséquenceAC = AB. Le triangleABCest donc bien =" == : .
rectangle isocéle eh D'ou l'alignement des poin& M etM'.

Ce qui prouve— est un réel.

3™ methode {=* = =" = ~idonclc-a|=|~iX| Exercice44:
b—-a| donc AC = AB, le triangle ABC est isocéle en A.

1. Soitl et A d’affixes respectived etz, = 2i +

arg( ) =arg(—i) = ——[271 donC(AB AC) = 3
-3 Z[2x], donc le triangle ABC est rectangle isocéle €Na)  Montrer que le point A appartient au cercle€
A. de centre le point | et de rayon 2. Sur une figure

(unité graphique 1 cm), qu’on completera au fur et
mesure de I'exercice, placer le point I, tracer le
cercleC, puis construire le point A.

2. rotationrest:z'-a=-i(z-a)= e '2(z — a).
a)  Déterminons 'angle der : On a vu(AB,AC) =

s T A~ s
— [2m], doncé = (AB,AC) = -5 [2m]. b)  Soit la rotation r de centre le point | et d’angle
Calculons l'affixe d du point D =r(C) : T
1*" méthode L 'affixe d du pointD =r(C) est donc d = 2

Démontrer que le point B image du point A par la

A(-l+i)+2=3+1. , ,
2I‘§m£mé?[ho§e r3a plour écriture complex@— a rotat'lt')n rapour a.fﬂxe 7B = _,1 + (i + \/5)

g _ _ Justifier que le point B appartient au cercleC.
=e z(z—a)doncd-a=~—i(c-a)doncd=~i(-1+ )  calculer laffixe du point C symétrique du
h+2=3+i point A par rapport au point .

b) Déterminons et construisons l'imagd” du d)  Quelle est la nature du triangle ABC?

cercleT par la rotation r : " est le cercle de diamétre  jstifier.

[BC]. Son imagd™, parr, est donc le cercle de diamétre, gyt |es points E et F tels queﬁ — IB et

[r(B)r(C)] = [CD]. AF = BI. Que peut-on conjecturer pour les droites

3. (BF) et (CE) ? Valider cette conjecture a l'aide

a)  Montrons gu'il existe un réel@ € [O;g[ U d’une démonstration.

E; 21:] /z =1+ e Le centre du cerclE est le point ~qrection :

Q d'affixe 1. (Milieu de BC]). Le rayon dd” est 1.

CommeM [T, on a :QM = 1C'est-a-dire z|- 1] 1. z=ietz;=2i+v3

=1. Notons8 un argument de— 1. (@ [ [0, 2r{). Ainsi a) Montrons que le point A appartient au cercle
i0 C de centre le point | etde rayon 20n a I(0 ; 1) et

z—1=e
A(V3;2) ; doncAl? = 4 & Al = 2. Le point A
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%\?%'ﬁ\%’%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%i

appartient au cerclé de centre le point | et de rayon 2 Correction : Ao et A, d'affixes respectives 4 et 2 + 2i. *

Pour construire le point A, il suffit de tracer 1. L'écriture complexe d'une similitude directe S dgr

g . ) : centre O est de la forme zaz. Comme A= S(A) *

I'horizontale contenant le point (0 ; 2) qui coupe 7 ' &
. 1 2 =

cercleC de centre |, de rayon 2. A est le point alors 2 + 2i = 4, soita = ;” = ?341_ Donc A est #

d’abscisse positive. I'i'mage de A dans une similitude directe S de centre @

b)  Par définition un poink d'affixe za pour image e rapport‘/—i et d'angleZ.

. 2 4
M’ d'affixe Z tel quez — z; = e'2(z — z) soit R e (g)z
z—i=i(z—i) e z=iz+1+i.Donczg = 1+Zl 2
. ) . , . 3. Zz—( )(2+21)—21
i(V3+2i)+1+i=-1+(i++3).Larotation est
une isométrie, donc IA = IB = 2. 4. Montrer que z, = (ﬂ) Zy -

2
Justifions que le point B appartient au cerclec :

)
) , o . Initiation :n =0 & z, = (ﬂ) zy = 4 (vraie).
La rotation est une isométrie, donc IA = IB = Zaglés 2

1+i\"

la question 1. a. Le point B appartient donc acleet.  Hérédité :supposons qu¥ n € IN, z, = (T) zy est

c) Calculons I'affixe du point C : Par définition du vraie, montrons alors quen € IN, z, 11 =

. 1+i n+1 . 1+i n+1 1+i n+1
milieu x; = aZ > =€ 50it0 = ‘/_ o x xc = —/3. De (T) Zy Zp4r = (7) Zy = 4(7) =

. n+1

mémey,; = “ ¢ soit1 = y (%) Zy = (1“) (1“) (T+) 2, (vraie).
zc = —/3. Remarque :on aurait pu dire que Cest  Conclusion ¥ n € IN, z, = (1“)

I'image de B par la rotation Exercice 46 °

d) Par définition de la rotation (BI) est

perpendiculaire a (IA).D’autre part [AC] est un 1. Résoudre dansC I'équation : z3 — 8 = 0.

diameétre de€. Dans le triangle ABC, inscrit dans le 2. On considére les pointdl, B, €, d’affixes
cercleC dont un de ses cotés est un diametre est dongespectives z, = 2,z = —1 + V3i, Zc=—-1-—
rectangle en B et (BI) étant a la fois hauteur édiane, - /3i. On appeller la rotation de centreA et d'angle
le triangle ABC est isocéle en B. Le triangle ABS e
rectangle isocéle en B.
2.  Démonstration : DeAE = IB etFA = IB, on
déduit queFA = AE , c’est-a-dire que A est le milieu de ; :

, _A=2=EA=AF: donc| a) Faire lafigure.
[EF]. D'autre pa.rt Bl - IA=2=EA=AF: _ onc e On prendra 1 cm pour unité graphique.
triangle EIF est inscrit dans le cercle de diampggfq : b) Montrer que b’ = 2 + 3 + 3i.
il est donc rectangle en I. De plus (BIYAC) et c)  Montrer que b’ etc’ ont des nombres
AE = IB entraine que (AE) et (IB) sont paralléles, donEonjugués.
(AC) est perpendiculaire a (AE). Dans le trianglE & 3.

a) On appelleM, N, P et Q les milieux respectifs
::t)I;[JI?)ﬁlﬁ)reecstgislezefgzcg?stssrl et mediane r@ngle des segments(B], [BB’], [B'C’] et [C'C]. On note

o _ , m, n, petqleurs affixes.
Par la rotatiom : - B a pour image C, - F a pourimage ) Montrer que Iaffixe n du point N est égale &

sopr g . , T .
E. Par définition de rotation d anglez-, la droite (BF) a 1+\/’ (1 n u/—) En déduire que les point©O, N et C

etr’ larotation de centreA et d’angle — g

On poseB' =1 '(B) etC' = r(C) et on noteb’ etc’ les
affixes respectives d®’ et C'.

pour image la droite perpendiculaire (CE). sont alignes.

_ . _ c) Montrer que n+1=i(q +1). Que peut-on en
Exercice 45 :0On considére les points fet A déduire pour le triangle MNQ ?
d'affixes respectives 4 et 2 + 2i. Montrer que le quadrilatére MNPQ est un carré.
1. Montrer que A; est l'image de A dans une Correction :
similitude directe S de centre O dont on préciseries
éléments caractéristiques. 1. Résoudre dansC I'équation :

2. Donner |'écriture complexe de S.
3. Soit A, = S(A)). Déterminer l'affixe de A; . )
4. Montrer que par récurrence, pour tout entier z2+2z+22=0,A=-2= (l\/§) ,
N
naturel n, quez,, = (%) 2. doncSe = {2; -1 +V3i; —1 —/3i}.
2.

23 -8=23-22=(2-2)(z*+22z+2%) =0,
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*
Faire lafi i x
a) aire fa figure. 3. z' =e3'z: latransformation du plan associée est
b) b —a=e2(b—a)eb =2+3+3i. la rotation de centre O et d'an@le
c) c’—a=e5i(c—a)@c’=2+\/§—3i,donc 4, a/:egia=2+i\/§;b’=egib=2\/§—2iet
b’ etc’ sont des nombres conjugués. o' = estc = —2 — 2i\3.
3. 5. p="=1+i(V3-2);q="C=v3-
b+br 2 2
a) n——=—( 1+\/_L+2+\/—+3l)— 2—ietr=C'+a=1—i\/§
1+V3 1+V3 1+V3 2 .
—(1+i3)n=—"r(1+iV3)==-ce 6. r-p=1-i03-1-i(y3-2)=
ON = 1+‘/_OC Les vecteurs sont collnealres les pointgi(1 — v3) etes ‘q—p) = (— ?l) [V3-2—-i-
O, NetCsont allgnesb 1 — l(\/‘ 2)] = 21(1 \/‘) doncr —p =
b) M apour affixe% = —1,gestle milieu de e3 (q p).
[CC] et a pour affixe le conjugue de(puisquecetc’ 7. D'apreés la question précédente, le point R est
30\7_" les conjugues respec\;u_fstdetb), soitq = \/_ limage de Q dans la rotation de centre P et defigl
1+v3 , _ 1+V3 . _ 3+V3 R
(1-i3).n+1= (1+i3)+1= ' donc PR = PQ e(tPQ; PR) = 2); donc le triangle PQR

3+‘/—l eti(g+1) =i [”‘/_(1 -i3)+ 1] 3+2\/—+ est équilatéral.
Exercice 48 :
3+‘/—l doncn +1=i(q + 1). Le triangleMNQ est un I
triangle rectangle isocele car le vectﬁ@ a pour 1 Montrer que e%”i _ egi -1

image le vecteut/N par la rotation. 2. On considére un triangle ABC quelconque de
c)  CommeQ est le symétrique de par rapporta  sens direct. Les points B' et C' sont les images &
(Ox) et queM etP sont sur O), les triangledNPet o ¢ gans [a rotation de centre A et d'anglé rad.
MQP sont isometriques dotdNPQest un carre. Les points P, Q et R sont les milieux des segments
Exercice 47 :On considere les points A, B, C . ’

- P respectifs [AB], [B'C] et [C'A].

d’affixes respectivesa=4 ,b=—4ietc=-4. a) Faire une figure.

i . b) En utilisant les nombres complexes et un
1. Vérifierque a—b =—i(c -h) . . oo

L repere orthonormé du plan d'origine A, montrer
2._ Que peut-on en déduire sur la nature du que le triangle PQR est équilatéral.
triangle ABC ? Correction :
3. Atout point M du plan d’affixe z, on associe le

. , T CLTI5 1,43, 1 3,
point M’ d’affixe 7 telle quez’ = e3'z; quelleestla 1. ez —e:' = —yto iy —Si=-1L

nature de cette transformatlon du plan associee ? . r (A-E) 7 =esizeta =esta=0:b =es'b
4.  Calculer les affixesa’, b’, ¢’ des points A’, B’ 3

et C' images de A, B, C par cette transformation. etc’ = es'c. Les points P, Q et R étant les milieux
5. Les points P, Q et R sont les milieux des respectifs des segments [AB] [B'C] et [C'A], onuipe

segments [A'B], [B'C], [C'A] et ont pour affixesp, g,  écrire p = g g = b’2+C 5 :*C etr = % = 5t %
r. Calculerp, g, . a)  Faire une figure.

— o3l T, I T
6. Mont,rer.quer—p—es (‘_I_p)' b) por=l e b, e¥hre
7. En déduire la nature du triangle PQR. - 2 2 2 2

egig = egi(p —T). Donc RQ :|q - rl RQ = Iq —Tl =
e3'(p—1)| = Ip — vl = RP et(RF; RQ) =

B3 X 3 2 e o X 3 2 2 0 X X 2 2 0 X X S 2 0 0 X X 2 2 O X X 3 2 0 M X S 2 2 0 X X 3 2 2 X 3 2 0 0 X X 2 2 0 0 e 2 X 2 2

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Correction : A(4), B(—41) ; C(—4). arg (Z%:) =arg (egi) = g [2r]; le triangle PQR a

1. a—-b=4+4i=4(1+10 et deux cotés de méme longueur et un angle de 60¢, d
—i(c—b) = 4 + 4i. PQR est équilatéral. i
2. c—b= e"Ei(a — b), ainsi, le point C est i
'image de A dans la rotation de centre B et d’angl &
—g. Donc, le triangle ABC est rectangle et isocélden *
*
Y
*
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*
. _ . , = *
Exerc!ce 49 .Qn prendr.a 2 cm'pogr unite . MM' = MA etarg (ﬂ) _ (MA; _>MM’) = arg(—i) = *
graphique. Soit A le point d'affixei et B le point L iz #
daffixe 2. —3 27 _ | *
e) Pour construire le point M', on trace le cercle d%
1. centre M et de rayon MA, puis on trace la
a) Déterminer l'affixe du point B, image de B perpendiculaire & (MA) passant par M; cette droite

coupe le cercle en M'.
par 'homothétie de centre A et de rapporty2. 3 P

b) Déterminer I'affixe du point B' image deB4

- a) L'ensemble E des points Mdu plan dont l'affixe
par la rotation de centre A et d‘angIeZ.

z vérifie|z — 2| = /2 est le cercle de centre B et de

C) Placer les points A, BB, et B'. rayonv/2.

2. On appellef la transformation du plan dans b) 2z —-3-2i=(1+4i)z+1-3-2i=
lui-méme qui, a tout point M d'affixe z associe le (1+(z-2).

point M' d'affixe z' tel que z' = (1 + i)z + 1. ) SIiMEE® |z —3-2il=|2'—z5| =

a) Montrer que B a pour image B' parf. (1+D)(z=2)=[1+i|x|z=2]|=v2xVZ = 2.

b) Montrer que A est le seul point invariant par
f.

c) Etablir que, pour tout z distinct dei,

Ainsi I'image M' de M par f appartient au cercldd-

centre B' et de rayon 2.

zZ —-Z

i~z Exercice 50 :On considére le triangle direct ABC

—i. . .
rectangle en A et H le pied de la hauteur issue de

d) Interpréter ce résultat en termes de distances,

puis en termes d'angles. 1.  Faire une figure et la compléter au fur et &

e) En déduire une méthode de construction de mesure.

M'a partir de M distinct de A. 2. Onnote | et J les centres des cercles insctits
3. des triangles AHB et AHC.

a)  Déterminer I'ensemble E des points Mdu plan 3 Démontrer quil existe une similitude directe S
dont l'affixe z vérifie |z — 2| = V2 qui transforme AHB en AHC.

b) Démontrer que z' — 3 —2i = (1 +i)(z — 2). b. Préciser les éléments caractéristiques de S.
c) En déduire que, si le point M appartienta E, c. Démontrer que S(I) = J.

alors son image M' par f appartient a un cercle F d.  Quelle est la nature du triangle HIJ ? Justifier.
dont on précisera le centre et le rayon. 3. Montrer que les droites (BI) et (AJ) sont
Tracer E et F. perpendiculaires.

4. Déterminer le centre et I'angle de la similitude
S' qui transforme HIJ en AHB.
1 5. Déterminer I'angle entre les droites (1J) et

Correction : A(i) etB(2).

7). — _ (AB).
8)  h(A;V2):zp, — 24 = V22— 24) @ 7, = 6.  Soit K le centre du cercle inscrit du triangle
2V2 + i(l - \/E) - ABC. Montrer que les points B, | et K sont alignés.
T\ | e —

b) .r (A' Z) V2p =20 = e (28, = 2a) © 25 = Correction : On considére le triangle direct ABC
3+12i. rectangle en A et H le pied de la hauteur issu&.de
c) Placer les points A, BB, et B.
2. f:z=@Q+i)z+1. 1.  Faire une figure et la compléter au fur et a
a) z =0A+izzg+1=3+2i=zzdoncBa mesure
pour image B' pat. 2. Onnote | et J les centres des cercles inscrits des
b) Pointinvariant z' =zez=01+)z+1¢& triangles AHB et AHC.
z =i, donc A est le seul point invariant gar a) Deémontrons qu'il existe une similitude directe

z'-z  (+D)z+l-z  iz+1  —i(—z+iQ) ] S qui transforme AHB en AHC : Les triangles AHB
© ==~ i, -k et AHC ont un c6té commun [AH], les angiesB et

d) Interpréter ce résultat en termes de distances, AHC de méme mesure ; les angiesB et ACH sont
! ’ . A —T s .
puis en termes d'angles zoz) _ MMr —i|l=1e complémentaires du méme an@leH, donc ils sont de
MA ~ N — —_—
méme mesure. Donc les troisiemes angea et CAH

i-z

Page 66 sur 229

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

¥ 3 2 X ¥ 3 3 2 X 2 X 2 3 2 T 3 0 X X 3 3 0 X 2 X 3 0 0 X X 3 0 X 2 X 3 2 0 X 2 3 0 X 2 3 2 2 X X 3 0 X 0 3 3 0 0 0 X 3 0 0 X 3 3 0 0 2 2 0

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

sont de méme mesure. Donc les triangles AHB et AH@onc ils sont alignés, ce qui est absurde. Dondds =

sont semblables. De plus, les angles orie(ri@sﬁ) glideng‘;\écil;rzlaArgb% direct de centre O

et (H_C' WX) sont égaux. Ainsi, il existe une similitude a)  ABCD est un carré direct de centre O,

directe S qui transforme AHB en AHC. dond AB; H)’) =" EtAO = 1AC = ‘/—EAB. Donc
b) Le centre de S est le point H; l'image de A est le o 2 z 5
point C et I'image de B est le point A. Comme langle de la similitude s estet le rapport e%.

_f.\_, _ T _ \/7
est égal % = :—g. (AC, AD) = . EtAD = —AC. .

¢)  Une similitude directe conserve les angles, donc®) _Les images des points B et C par S sont les pok
limage d'une bissectrice est une bissectrice, donc O €t D, donc limage de la droite (BC) par S esirtite

—*

S

limage du point dintersection de deux bissectriest ~ (OD)- . . N
le point d'intersection des bissectrices imagessiAi d)  Limage du milieu | de [BC] par S est le milieu
S(l) = J. du segment [OD].

X 3 X 2 3 3 X X0 T 3 X 3 36 2 2 2 X 5 0 26 2 2

o H HA (5= e) Dans le repére orthonormé dir¢ét AB, AD),
d I) =J, alors- = — et(HJ],HI) = -Donc le . .

? SiS()=J, TR, ( J ) 270 les affixes de A, B, C, D et O sont respectiventerit,
triangle HIJ est rectangle en H. 1+iiett+1 Lécrit | de s d | %
3. Onsait que S(B) = A et que S(I) = J, donc LIeG st ecrﬂegmp €xe de S dans e repe
l'image de la droite (BI) par s est la droite (AJpnc orthonormé direcfA; AB, AD) est de la forme i
les droites (BI) et (AJ) sont perpendiculaires. z' = az + b. Comme A est le centre de la similitude,.
4. . It_a dr0|teI (I—(;J) .i:s(tjle;é){\lsse%tn;e deAI angeC h=0etq = gezi _ % - doncz’ = (%)z
qui est un angle droit, dorid] = 3 € meme, Exercice 52 :Soit4, B, C etD les points du plan

— ‘r[ SNIT f .
BHI = T Donc le centre de la similitude S' qui complexe d'affixes respectivesz, = —v3 — i,

transforme HIJ en AHB est H et 'angle é%al zg=1—iV3 .z, =V3+ietzp = —1+i3.

5. L'image de la droite (1J) par S' est la droite (AB)

donc I'angle entre les droites (1J) et (AB) estl éga 1. Placer les points4, B, C, et D.

l'angle de la similitude S', sct 2. Donner le module et un argument pour,

6. SiKestle centre du cercle inscrit du triangle  chacun des quatre nombres complexes,, zg, z et
ABC, alors K est sur la bissectrice HBA, ainsi que le Zp.

point I, centre du cercle inscrit de AHB. Donc pesnts 3 Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

B, | et_ K sont alignés. 4., On consideére la rotationr de centreB et

Exercice 51 : T ) ] o
d'angle -3 Soient Eet Fles points du plan définis

1.  Montrer qu'une similitude plane qui laisse par: E=r (A) etF =r (C).

invariants trois points non alignés du plan est a)  Donner I'écriture complexe der.

l'identité du plan. b)  Déterminer I'affixe du point E.

2. Onconsidere un carré ABCD direct de centre ¢)  Placer les points E et F.

O.

a)  Préciser l'angle et le rapport de la similitude S correction : A(—v3 — i), B(1 — iV3) ; C(V3 + i) et
de centre A qui transforme B en O. - -

b)  Quelle est image de C par S ? D(-1+iv3).

c) Quelle est I'i'mage de la droite (BC) par S ? _

d)  Quelle est limage du milieu | de [BC] parS? 1.  Placerles points4, B, C, et D.

e)  Donner 'écriture complexe de S dans le repére ;= 3 —; = 2e7ol, 25 = 1—iV3 =2e73,
orthono_rme. direct (A; AB, AD). 2o =3 +i= 208 etzy = —1+iv3 = 2651,
Correction : 3. Le quadrilatéreABCDest un rectangle (c'est un *
parallélogramme car ses diagonales se coupentien EN

milieu et les deux diagonales sont de méme longueur
C’est méme un carré car les diagonales sont & angle+#r

X 3 X X 3 3 X 3 2 X X 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 26 26 24 5626 2 4 5

1. Soient A, B, C ces trois points non alignés
invariants par S. Soit M un point quelconque dunp&i
S(M) = M, alors S est l'identité du plan. Sinont 8 =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

. ) %

S(M) distinct de M. Comme S(A) = A et S(B) = B, droit (calcule:rl angl.e). _ &
alors le rapport k de s vérifie AB = kAB, donc k= 4 T (Bi —g)- SoientE etF les points du plan %
Ainsi AM' = AM, BM' = BM et CM' = CM. Donc les définis par E=r (A) etF =r (C). i
trois points A, B, C sont sur la médiatrice de [\IM' &
Page 67 sur 229 i

Y

18 2 0 2 8 2 8 8 8 2 ' s 8 s 8 e s o' e s S s S s S a S S 2 S @ s S 2 S S s S @ s S S S S 2 S @ S S S o'



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

TT.
a) r(B;—g):Z’—ZB=e_?(z—zB)(:>z =

b) zp=(2-i2) z+1=(:-iL) (-3~
4+1=2- 341

O z=(i-i) 1= (G-17) (0
1=2++V3-1.

Exercice 53 :Unité graphique : 0,5 cm. On notg le

nombre complexeez?"i. On considére les pointg\, B
et C d'affixes respectivesa =8, b =6j et c =8} Soit
A’ 'image de B par la rotation de centreC et

d'angle % B’ 'image deC par la rotation de centre

A et d’angleg, C’ Iimage de A par la rotation de

centre B et d’angle %

1. Placer les pointsA, B, C,A’, B’ et C'.

2. Onappellea’, b’ etc’ les affixes respectives
des pointsA’, B’ et C'.

b) Calculer a’. On vérifiera quea’ est un nombre
réel.

c)  Montrer que b’ = 16e3'. En déduire que O est
un point de la droite BB’).

d)  Onadmet quec’ = 7 + 7iv/3. Montrer que les
droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes en O.
3. On se propose désormais de montrer que la
distance MA+MB+MC est minimale lorsque M = O.
b)  Calculer la distance OA + OB + OC.

c) Montrer que j*=1 et que 14 +j*=0.

d)  On considére un pointM quelconque d’affixez
du plan complexe. On rappelle ques =8,b =6] etc

suivantes : |(a — 2z) + (b — 2)j% + (c — 2)j| =

|a + bj* + cj| = 22.

e) On admet que, quels que soient les nombres
complexesz, |[z+2z' + 2| < |z| + |Z'| + |2"].
Montrer que MA+MB+MC est minimale lorsque M
=0.

2T,
Correction : j=e3".
1. Placer les pointsA, B, C,A’, B’ et C'.
2.

a) a’—c=6e§i(b—c)<:>a’ = —14.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

= 8j°. Déduire des questions précédentes les égalités
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b) b’—a=6e§i(c—a)(:>b’=
2T,

8+8es' (e73' — 1)
point de la droite (BB’) : (ﬁ; OTS’) =aryg (%) =
—g - 2?” — —, OB etOB’ sont colinéaires et O est un
point de la droiteBB’).
c) AetA sontsurQx ; B, OetB sontalignes, il
suffit de montrer qu€, O etC’ sont alignes ¢’ =7 +
7iV3 = 14 (1+‘/—§i) = 145" d'od (0c;0c) =

2 2 !
arg (%) =<+ 2?” =1, les droitesAA’), (BB') et
(CC’) sont concourantes en O.

= 16e3'. Déduction de O est un

3.
8 0A+0B+0C=lal+bl+|c|=8+6+8=
22.
27\ 3 )
b) jP=(e3") =eM=tletl+j+j2=1-
LB 1B,
2 2 2

2

) lle-2)+®B-2)j*+(-2)jl=
la+bj2+cj—z—zj—zj*|=|a+bj?+cj—
z1+/+/2=a+0/2+c/=22.

d)  Montrons que MA+MB+MC est minimale
lorsque M=0:|z+z'+ 2| < |z| +|Z'| + |Z"| avec
(a—2), (b—2)j*et (c—2)j

l(@=2)+ (b -2)j*+(c—2)jl < |(a-2)| +

|(b — 2)j?| + |(c — 2)jl or |j| = 1 etla — z| +

|b —z| + |c —z| = AM + BM + CM, comme|(a —
z)+ (b —2)j? + (c — 2)jl = la + bj? + ¢j| = 22,
cette valeur est le minimum #&A+MB+MC et il est
obtenu lorsque = 0, soit lorsqué/ est erO.
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robabnilit@$

Louange a Qllak et gue la pricie et le salut scient sux le sewiteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sux lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloire a Diew, mon Maitre Qui m’a tout donné et continue & me donner. Je wai de saveir de ce gu’llah

(saubi hana wat tala ), Le Tout Miséicordiewx m’avait affert.

Seigneur pardonne nes péchés, fais-nous miséricarde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Allah, Qui de Sa Grace, §avais pu propaser cette cuwwe Qui sans Lui, je ne sexais pas a ce

niveau. « Gloive et pureté a Jai, & Allah, et & Joi la louange. Que ton Nem sait béni et Ta Majesté sait

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiers de Fai »

ALLAH MERCI

£
(_
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Auteur

SISTRNRROKY
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Dans la vie courante, il existe de nombreuses
expériences dont le résultat n'‘est pas connu avec
certitude. C'est I'objet de la théorie des probabités
que de fournir des modéles mathématiques
permettant I'étude d'expériences dont le résultat
n'est pas connu ou ne peut pas étre prévu avec une
totale certitude.

Selon le Petit Larousse, une probabilité est la

« mesure des chances de réalisation d'un événement. Combinaison :

aléatoire »

De facon générale, la théorie des probabilités

modélise des situations concrétes et permet de

calculer les probabilités d'événement.

En aval des probabilités, il y a les statistiquesls se

chargent de confronter les modéles probabilistesla

réalité observée pour les valider ou les invalider.

Dans ce cours, conforme au programme nigérien en

série D, nous verrons les outils probabilistes deabe

pour calculer des probabilités d'événements.

Nous définirons les lois classiques et nous étudigrs

leurs utilisations.

1. Vocabulaire ;

a) Rappel sur le dénombrement :

l. Factorielle d’'un entier naturel :

Soit n un entier naturel.

Si n est non nul, on appelle « factoriell& » ou «

factorielle den », I'entier, notén!, égal au produit de

tous les entiers non nuls inférieurs ou égauxr:
nn=nxm-1)xMn-2)x..x2x1

Remargue :c’est aussi le nombre de listes sans

répétition de n éléments d’un ensemble a n éléments

(Une telle liste est appelée « permutation »).

Il. Notion de p-liste ou de p-uplet :

Si Q est un ensembile fini de cardinah € IN* etp

un élément deIN* vérifiant 1 < p < n, on appelle p-
liste ou p-uplet d’éléments de2 une liste ordonnée
d’éléments deQ, distincts ou non.Le nombre de p-
listes d'un ensemble & éléments esh?.

Listes avec répétition

A partir d’'un ensemble a n éléments, on peut
construiren? listes avec répétition.

. Arrangement :

Un arrangement est une collection de p objets pris
successivement parmi n en tenant compte de I'ordre
d'apparition. Il est dit simple si on ne peut prende
chaque objet qu'une fois au plus.

Si Q est un ensemble fini de cardinah € IN* etp

un élément deIN* vérifiant 1 < p < n, on appelle
arrangement dep éléments deQ une p-liste
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d’éléments deQ, deux a deux distinctsLe nombre
d’arrangement dep d’éléments choisis parmin
AlA P _

e!ements esi\;, =nx m-1Xx..x(n—-p+1).
Listes sans répétition

A partir d’'un ensemble a n éléments, on peut

construire A listes sans répétition.

IV. Permutation :

Tout classement ordonné de n éléments distincts est
une permutation de ces n éléments.

On désigne parQ un ensemblen éléments. Une
permutation des éléments d€ est un arrangement
den éléments de2. Il y en a doncA}, = n!

Une combinaison est une collection de p objets pris
simultanément parmi n, donc sans tenir compte de
I'ordre d'apparition. Elle est dite simple si on ne
peut prendre chaque objet qu'une fois au plus.

Si Q est un ensemble fini de cardinah € IN* etp

un élément deIN* vérifiant 1 < p < n, on appelle «
combinaison dep éléments de E » toute partie de E
comportant p éléments.

Le nombre de combinaisons de éléments d'un

n!

ensembleQ an éléments vaut :c} = :
p!(n-p)!

b)  Vocabulaires probabilistes :

Lors d’'une expérience, on cherche a
mesurer par un réel la chance d’obtenir telle ou ke ¥
propriété caractérisant un événement. Lorsque ind
I'expérience est répétée un grand nombre de foisec 4
réel peut étre la frequence de I'événement qui et
probabilité recherché. *
Univers : c’est un ensemble de tous les résultats *

Y
*
Ny

X 3 X X 3 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 36 3 X X 26 3 2 56 26 X 2 X 5 26 2 2 2 2 5 2

possibles d'une expérience aléatoire, souvent ndde
Exemple :Pour le jet d’'un déQ ={1 ;2 ;3 ;4 ;5 ;6}
Epreuve : c’est une expérience. Exemple : lancer u
dé, tirage d'une carte,...

Hasard : c’est une situation dont I'issue est
imprévisible.

Expérience aléatoire :c’est une épreuve dont chaque‘%'
résultat est lié au hasard.

Issu / événement c’est le résultat possible d’une
expérience aléatoire. C’est aussi un sous ensemdb&
I'univers ou une partie deQ.

Exemple :Pour le jet d’'un dé, soit A I'événement “
obtenir un chiffre divisible par 3 " alors A{3; 6}.

Issu élémentaire / évenement élémentaireciest une
issue a un seul élémenExemple :Pour le jet d’'un dé,
{3} et{6} sont des événements élémentaires.

Evénement incompatible :Deux événements sont
incompatibles si ils n'ont aucun résultat en commun

ce qui correspond AANB =0 :

%3 X

X 3 3 X X 3 3 X X 2 3 2 5 26 5 24 5626 2 2 5
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card(A U B) = card(A) + card(B).
Exemple:Pour le jet d'un dé, A={2 ;4 ;6} et
B ={1,3,5} sont incompatibles

Evénement contraire :C’est I"evenement constitué

des résultats n’appartenant pas a A.

card(A) + card(A) = card(Q). Exemple :Pour le

jetd’un dé, si A%2 ;4 ;6} alors A={1,3,5}
Terme « au moins une..» : C'est I'événement

contraire de "au moins une ..." est "aucune ...".
Doncp("au moins une ...") =1 — p("aucune ...").
Comparaison des vocabulaires ensemblistes et

probabiliste :

La théorie moderne des probabilités utilise le
langage des ensembles pour modéliser une
expérience aléatoire.

Formules Langage Langage
ensembliste probabiliste
Q Ensemble Univers
aeQ Elément Eventualité
AcQ Sous-ensemble | Evénement
ou partie
{a} Singleton Evénement
élémentaire
Q Partie pleine Evénement
certain
[0) Partie vide Evénement
impossible
C=AUB | Unionde AetB | Evénement
«AouB»
D = ANnB | Intersection Evénement
de AetB «AetB»
AetA Ensembles Evénements
complémentaires| contraires
ANB=¢ | Ensembles Evénements
disjoints incompatibles

Il faut retenir que :

< une réunionu S’interpréte comme un « ou »,
DX une intersectionn s'interpréte comme un « et »,

5. Probabilité d’'un événement :

Soit un universQ.
. La probabilité p(A) d'un événement A de
l'univers est la somme des probabilités des

éventualités qui composent A;

. la probabilité de I'événementQ certain est

égalealp()=1;
. pour tout événement A0 < p(A) < 1.
a) Cas général :

. SoitA = {Ay; Ay; As;...; Ay}, on déduit que :

p(A) = p(Ay) + p(Az) + p(A3) + -+ p(Ap).

. p@®=0; p@)=1 et p(A)+pA) =1.

. p(AnB) + p(AUB) =p(A) + p(B)

. Si les événements A et B sont incompatibles

alorsp(AuUB) = p(A) + p(B)
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b)  Equiprobabilité :

On dit qu'il y a équiprobabilité lorsque tous les
événements élémentaires ont la méme probabilité.
On le mémorise souvent en disant que c’est le
nombre de cas favorables divisé par le nombre de

cas possibles.
nombre de cas favorables
p(A) =

__card(A)

nombre de cas possibles - card(Q)’
c) Tirage de boules ou jetonsp < n
Soit une urne contient n boules et on en tire p
boules. Les boules sont par exemples numérotés ou
bien de couleurs différentes.
X< Tirage successif sans remise :
Dans un tirage successif sans remise, on tire p des
de I'urne 'une, l'une aprés l'autre. Le nombre de
résultats possibles est donné pah .
X< Tirage successif avec remise :
Dans un tirage successif avec remise, on tire une
boule, on note son numéro (ou couleur), on la remet
dans l'urne et on répéte le méme tirage a p fois.eL
nombre de résultats possibles est donné pa¥.
< Tirage simultané :
Dans un tirage simultané, on tire en une fois p
boules de l'urne. Le nombre de résultats possibles
est donné parck.
d) Formule des probabilités totales :
Les événement8,, B,, ..., B, forment une partition
de Q. Alors, pour tout événement A :
p(A) =p(ANnBy) +p(ANBy)+...+p(AN By),

p(A) = pg,(A) X p(By) +

pg,(A) X p(Bz)+ ... +pg,(A) X p(B3).
e) Indépendance :
Dire que deux événements A et B sont indépendants
signifie que : p(ANB) = p(A)xp(B).
La notion d’'indépendance est une notion
probabiliste, alors que la notion d’incompatibilité est
une notion ensembliste.
A l'avenir, il ne faudra pas confondre (A et B

indépendants) et (A et B incompatibles).

Remargues
> |l faut faire attention a ne pas confondre « étre

indépendants » et « étre disjoints ».

En particulier deux événements A et B disjoints ne
peuvent pas étre indépendants quand ils sont de
probabilités non nulles.

C'est clair intuitivement : avoir une information sur
A, c'est en avoir une sur B (si A se réalise alopar
disjonction B ne peut pas se réaliser).

D4 Il faut faire attention encore : l'indépendance
de deux événements A et B n'est pas intrinseque
mais dépend de l'espace de probabilité (;F; P) utdle
(c'est a dire du choix du modeéle)

f) Conditionnement :

Le conditionnement a pour objet de répondre a la
guestion suivante : comment se modifie la
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une information supplémentaire ?

Une probabilité estconditionnelle si elle est calculée
« a condition » qu'un événement survienne.
Soient A et B sont deux événements avp€A) # 0.
La probabilité de I'événement B sachant A, notée
p(B/A) = pa(B), est définie par :

P(B/A) = pa(B) = 722,

On a alors les équivalences pour A et B de
probabilités non nulles :

*  p(ANB) =pa(B) X p(A) = pg(A) X p(B)

. pa(B) +pa(B) = 1.

L’arbre pondéré est un outil de calcul de probabilié
conditionnelle. Ainsi il utile de le dresser afin é
répondre a toutes les questions poseées :

Arbre pondéré :

P(A
B),f“ A
B e
P(B <Néj\
B i
PEB) - Pgugf A
B .
B -

Définition :

Le schéma ci-dessus est appeléore pondéré ou
arbre a probabilités. Il comporte 4 chemins: A N B,
ANB,AnBetAnB. Unnceudest un point d'ou
partent plusieurs branches.

Propriété :

Dans unarbre pondéréou arbre a probabilités
comme ci-dessus, on doit définir que :

. La somme des probabilités portées sur les
branches issues d'un méme nceud est égale a 1.
Exemplepg(A) + pg(A) = 1;

. la probabilité d'un chemin est le produit des
probabilités portées par ses branches.
Exemplep(A N B) = p(B) X pg(A) ;

. La probabilité d'un événement est la somme
des probabilités des chemins qui le compose.

Exemple p(A) = p(AnB) + p(ANnB).

3. Espace probabilisé fini :

Soit Q un univers fini d’éventualités etp une
probabilité définie sur Q).

On appelle”Probabilité *’ définie sur J(Q) toute
application de 7AQ) dans l'intervalle [0; 1]vérifiant
les deux propriétés suivantes :

- p@)=1;

. VAEN); VBeAQ);
AnB=0 < p(AUuB) =p(A) + p(B)
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le triplet (Q, 7(Q), p).

4. Variable aléatoire :

a)  Définition :

Une variable aléatoire X définie surQ) est une

probabilité d'un événement lorsque I'on connait d& On appelle “espace probabilisé”

fonction qui a chaque élément de€ fait
correspondre un nombre réel

. Soit X prend les valeursxq, x3, x3, ..., X, avec
les probabilitésp4, p2, P3.-.., pn définies par :

Pi = p(X = xp).

. L'ensemble des couplegx;; p1) est appelé loi

de probabilité de X. On la présente en général sous

forme d'un tableau :

X

X1

Xn

PX =x;)

P1

Pn

b)  Espérance mathémati

que de X:

c¢) Variance de X:

d) Ecart-type de X:

On appelle variance de Xe nombre réel noté a(X)

tel que :a(X) = /V(X).
5. Loi de probabilité :

On appelle espérance mathématique de & nombre
réel notéE(X) tel que :

E(X) = x1p1 + x2p2 + -+ X,Pp = TiL1 xip(X = xy).

On appelle variance de Xe nombre réel notéV(X) tel
que :V(X) = [x; — EX)]*py + [x; — EX)]?py + - +
[xn — EX)]*Pn = Xitq[x — EX)Pp(X = x;) =

E(X?) - [E(X)]%
V(X) = E(X?) — [E(X)]?

Définir une loi de probabilité signifie donner la

probabilité de chaque élément élémentaire, d’'une

expeérience aléatoire donnée.

Lorsqu’une probabilité est associée a chaque
événement possible, cette mesure est appeldiade

probabilité. On vérifie que : Y- pX = x;) = 1.

a) Loide Bernoulli:

Une épreuve de Bernoullest une expérience
aléatoire qui ne comporte que deux issues appelées

succes (not&) et échec (not& ), de probabilités

respectives pet 1 —

On appelle « loi de probabilité de Bernoulli » (ou
loi de Bernoulli ») la loi de probabilité associéa une

P.

expérience de Bernoulli. A l'issue « succes » on
associe la valeur 1 de probabilitg et a I'issue «

échec » on associe la valeur 0 de probabilitg1—p.
On dit alors que la loi de Bernoulli est une « loile
Bernoulli de paramétre p ».
pX=0)=1-p=q et

EX) =p

o(X) =p(1-p).
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b)  Loi binomiale :

XD Un schéma de Bernoulli est la répétition
d’épreuves de Bernoulli identiques dans des
conditions d’indépendance.

X< Un schéma de Bernoulli est constitué de n

épreuves indépendantes. X est la variable aléatoire

qui, a chaque liste de n résultats, associe le nomb
de succes.

X< La loi de probabilité de la variable aléatoire
X est appelée loi binomiale de parametre n et p.
Cette loi est notée B (n ; p).

p(X = k) = Ckp¥(1 — p)* ¥ avecn > k

E(X) = np et V(X) = np(1 — p).

o(X) = {np(1 - p).

6. Fonction de répartition :
La fonction de répartition F est la fonction de IR
vers [0; 1] qui a tout x associe la probabilité que X

soit inférieur ou égal ax : F(x) = p(X < x).

Méthodes de calcul :
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Comment reconnaitre un cas d’équiprobabilité ?

Dans I'énoncé, on reconnait les termes :

> éléments élémentaires ayant la méme
probabilité soit d’étre choisis ou soit d’apparition

> tirage au hasard

< dé parfait ou équilibré ou non truqué ou non
pipé

Comment calculer une probabilité p(A) ?

D4 soit on la retrouve dans I'énoncé.

< soit on applique la formule d’équiprobabilité
card(A)

qui correspond ap(A) = card(@)

les cas favorables &.

DK On applique la formule des probabilités totales

Comment montrer gue deux (2) A et B des événements

en dénombrant tous

sont indépendants ?:

< on vérifie la formule p(A N B) = p(B) X p(A4).

Comment dresser un arbre pondéré (en probabilité

conditionnelle) ?

> On lit 'énoncé et on fait un recueil des données
: en général on vous donne des certaines probabdi
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dans I'énoncé p(A), p(B) ..p4(B) ... puis on dresse
I'arbre pondéré = voir son cours, précédent

Comment calculer une probabilitpz(4) ?

> On regarde si elle n'est pas donnée dans
I'énoncé.

Ps(AnB)

> On applique la formule pg(4) = PGB

Comment calculer une probabilitp(4 N B) ?

D<K soit on la retrouve dans I'énoncé.

> Sion aun arbre, on applique la formule
p(ANB) =p(B) x pp(4)

> Si A et B sont indépendants, on applique la
formule p(A N B) = p(B) X p(A4).

Comment déterminer la loi d’'une variable aléatoife

> On tente de reconnaitre une loi classique : loi
de Bernoulli, loi binomiale...

> Sinon, on cherche les valeurs k que peuvent
prendre la variable aléatoire et on donne tous les
probabilités sous formes de P(X = k).

Comment reconnait-on une loi binomiale ?

On repére des mots clés dans I'énonceé, par exemple

>« X la variable aléatoire qui compte le nombre
de ... »

>« on répete de maniere identique et
indépendante I'expérience... »
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Exercices sur la probabilité

Exercice 1 :Une enquéte effectuée auprés de 10
personnes a Maiikégué portant sur les jeux de
parties indique que :

. 51 jouent pour la partie A
. 31 jouent pour la partie B
. 18 jouent pour les parties A et B.

Moussa choisit au hasard une personne.

Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « la personne joue pour la partie A » ;

B : « la personne joue pour la partie B » ;

C : «la personne joue pour la partie Aet B » ;

D : « la personne joue pour la partie AouB » ;

E : « la personne joue uniquement la partie A » ;

F : « la personne joue uniquement la partie B » ;
G : « la personne joue uniqguement la partie A et B
H : « la personne joue ni pour A ou B ».

Correction : Card(Q) = 100

A : « la personne joue pour la partie A » ;
Card(A) _ 51

Card(A) = 51, alorsp(A) = Card(@ — 100 = 0,51

B : « la personne joue pour la partie B »
Card(B) 31

Card(B) = 31, alorsp(B) = =—=0,31

Card(Q) ~ 100
C : « la personne joue pour la partie A et B »

Card(C) = 18, alorsp(C) = Card(C) _ 18

Card(Q) 100 =018

D : « la personne joue pour la partie A ou B ».
Card(D) = Card(Q2) — Card(C) = 100 — 18 = 82,
Card(D) _ 82 _
Card(Q) ~ 100 0,82.
E : « la personne joue uniquement la partie A »
card(E) = Card(A) — Card(C) = 33,
Card(E) _ 33 _
Card(Q) ~ 100 0,33
F : « la personne joue uniqguement la partie B »
card(F) = Card(B) — Card(C) = 13,
Card(F) _ 13 _
Card(Q) ~ 100 0,13
G : « la personne joue uniqguement la partie A et B
Card(G) = Card(C) = 18, alorsp(G) = 0,18
H : « la personne joue ni pour AouB »:

__ Card(H) _ 100-33-18-13
p(H) = Card(Q) 100 = 0,36.

alorsp(D) =

alorsp(E) =

alorsp(F) =

Exercice 2 :Au Niger, le Président M. Tanga
réorganise un référendum le 04 aout 2010 afin de
recueillir les avis de son peuple qui était jusquia
divisé par rapport un projet de « refondation »

communément appelé « Tazartché ». Se trouvant a
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I'extérieur du pays, I'opposant, Mr Mahamadou
Issoufou a retrouvé dix-huit (18) personnes vivara
I'étranger. Il leur a demandé de répondre soit pak«
oui » soit par « non » a chacune des questions
suivantes :

1°" guestion « Tanga a-t-il travaillé pendant les 10
ans passés de mandant officiel ? »

2° question«Tanga doit-il continué pour 3 ans ? ».
Sans aucune pression, les résultats ont montré que
. 10 personnes ont répondu « oui » a la
premiere question.

. 6 personnes ont répondu « non » a la
deuxiéme question.

. 5 personnes ont répondu « non » aux deux
guestions.

Moussa considere les événements suivants :

O; «ouiala £® question posée »

O, «ouiala?2 question posée »

N; «non ala f° question posée »

N, «nonala?2 question posée »

1. Représentez ces données

a) dansun tableau a double entrée que vous
compléterez.

b)  Parun arbre d’effectifs que vous compléterez.
2.  Deéfinissez et calculez la probabilité de ces
eévénements élémentaires deéfinis dans ce tableau.
Correction :

1.  Tradition de I'exercice en utilisant les outils de
dénombrement :

a) tableau a double entrée

0, N Total
qbestion
2éme
guestion
0, 9 3 12
N, 1 5 6
Total 10 8 18
b) arbre d'effectifs
1 ezre cpuasstion “Eme CuesTIon
L — 9
10 =

oo - PdeTap=d

—

— cal — =
[ o1 Lo N | i = "
-
-\_‘_\-\_"‘—\_\_
[ Py N [l =

2. Vocabulaires probabilistes :
Probabilité des événements suivants :
10

S re : - _ 10 _ E
Ol «ouiala i questlon poseep(ol ) =185

O, «ouiala2 question posée p{0, ) = % = %

N; «nonala%® question poséep(N; ) = % = %
N, «non ala 2 question posée p{N, ) = % = %
De ce fait, on déduit :
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. Probabilité que Tanga continue sachant qu'il a Exercice 4 :Lors de la préparation d’'un concours,

bien travaillé précédemment ggf, (0, ) = % =0,9.

un éléve de kéché n’a étudié que 50 des 100 legons.

. Probabilité que Tanga a travaillé sachant qu'il a ©n & mis 100 papiers contenant chacune une

fait sa refondation e, (0, ) = % =0,75.

0, N 0, : « Oui Tanga a travaillé pendant les 10
ans passeés et doit continuer sa refondation »
p(0:n0,) =p(0; ) xpo,(0;) =2x==05.

N; NN, : « Non Tanga a travaillé pendant les 10
ans passeés et doit continuer sa refondation »
p(N; NN, ) == =0277.

Exercice 3 :Au Niger a 'assemblée nationale, une

guestion dans une urne, ces questions portant sur
des lecons différentes.

A : « ne connaissant aucun de ces sujets » ;

B : « connaissant deux sujets » ;

C : « connaissant un et un seul de ces sujets » ;
D : « connaissant au moins un de ces sujets ».

1. Le candidat tire successif sans remise au
hasard 2 papiers. Déterminer la probabilité de ces

commission réunit 14 députés dont 10 hommes afin événements.

de présenter une feuille de route a la baisse de

2. Le candidat tire simultanément au hasard 2

niveau des éléves. Parmi les hommes, il ya 5 hommegpapiers. Déterminer la probabilité de ces

qui parlent la langue haoussa et 6 autres parlentl
langue haoussa et zarma.

1. Un journaliste de la place en interroge un (1).
a) Donner l'effectif par catégorie.

b)  Calculer la probabilité pour gu'il obtienne une
personne zarma ou un homme.

6. Un autre journaliste de la place en interroge
trois (3) par mouvance politique.

Calculer la probabilité pour qu'il obtienne 3 femmes
parlant zarma si les interrogations sont réalisées
a) avec répétition ;

b)  sans répétition.

Correction : considérons les événements :

H «avoir interrogé un homme » ;

F « avoir interrogé une femme » ;

Ha « avoir interrogé une personne parlant haoussa »

Z « avoir interrogé une personne parlant zarma ».
1. Un journaliste de la place en interroge un (1).

a) Donnons l'effectif par catégorie

événements.

Card(A)

Correction : p(A) = o

1.  Cas déquiprobabilité, le nombre de tirages
possibles es€ard(Q) = A%y = 9900.
A : « ne connaissant aucun de ces sujets »

Card(A) = A2, = 2450, alorsp(A) = 22;32‘3 = 0,247
B : « connaissant deux sujets »
Card(B) = A%, = 2450, alorsp(B) = 22;3231; = 0,247.

C : « connaissant un et un seul de ces sujets »
Card(C) = A%,, — AL AL, = 7400, p(C) = 0,747

D : « connaissant au moins un de ces sujets »
Card(D) = A%,, — A%, = 7450, p(D) = 0,752.

2.  Cas d'équiprobabilité, le nombre de tirages
possibles es€ard(Q) = C%,, = 4950.

A : « ne connaissant aucun de ces sujets »

Les quatre données de I'énoncé permettent de rdmpli Card(A) = CZ, = 1225, alorsp(A) = Card(a) _ 49

tableau des effectifscard(Q) = 14

H F Total
Ha 4 1 5
Z 6 3 9
Total 10 4 14

b) & partir decard(Z U H) + card(ZNn H) =
card(Z) + card(H), on en déduit

p(ZUH)+p(ZnH) = p(Z) + p(H) &

P(ZUH) = p(Z) + p(H) - pZnH) =222=12

2. Onsaitquep(ZnF) = %.

a) avec répétition :

3 33
p=[PZnPP =() =0,009839.
b)  sans répétition :

3

p=[pZnP)= (E)3 =98,4.107%.

Card(Q) = 198"
B : « connaissant deux sujets 8ard(B) = CZ, =

Card(B) _ 49
1225, alorsp(B) = CZ:dm) =

C : « connaissant un et un seul de ces sujets »
Card(C) = C3,, — Ci,CL, = 2450,

Card(C) _ 2450 _ 50

Card(Q) = 4950 99

D : « connaissant au moins un de ces sujets »
Card(D) - C%OO - Céo - 3725,

Card(D) _ 3725 _ 149

Card(Q) ~ 4950 198"

alorsp(C) =

alorsp(D) =

Exercice 5 :Une assemblée de quinze (15) hommes

et cinq (5) femmes élit un comité composé d’'un
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président, d'un vice-président, d'un secrétaire et
d’un trésorier.

Calculer la probabilité des événements suivants :
A : « de former un comité de méme sexe »

B : « de former un comité de sexe différent »

C : « un comité composé d’'une présidente et d'un
vice-président qui est un homme »

D : « avoir au moins une femme dans le comité ».
Correction : Card(Q) = A%, = 116280

Probabilité des événements suivants :

A : « de former un comité de méme sexe »
Card(A) = A%A): + AT-A2 = 32880,

Card(A) _
Card(@) — 0,2827.

B : « de former un comité de sexe différent »
Card(B) = 116280 — AtAJ: + AT:A2 = 83400,

Card(B)
card(@ =0,7172.

C : «un comité composé d’une présidente et d’'un
vice-président qui est un homme »

alorsp(A) =

alorsp(B) =

Card(C) = ALAL A%, = 22950,
__ Card(C) _
alorsp(C) = Card() = 0,1973.

D : « avoir au moins une femme dans le comité »
Card(A) = 116280 — A%A‘{5 = 83520,

Card(D) _
Card (@) — 0,7182.

Exercice 6 :Soit I'univers Q = {a, b, c}. On suppose
que I'on a défini une probabilité surQ telle que :
p({a,b}) =v; p(b,c}) =aetp({a,c}) =B.
Montrer que lona a+ B +y = 2.

alorsp(D) =

Correction : Q = {a, b, c}. On sait que(Q) =

p({a}) + p({b}) + p({c}) = 1, alors comme

p({a, b}) =p{a}) + p({b}) =v;p{b,c}) =

p{b}) + p({c}) = a etp({a,c}) = p{a}) + p({c}) =
B, on peut ajoutep({a, b}) + p({b,c}) + p({a,c}) =
[p({a}) + p({bD] + [p{DD) + p({cDH] +

[p({a}) + p{cH] =a+ B +y orp({a b}) +

p({b,c}) + p({a,c}) = 2[p({a}) + p({b}) +
pe=a+p+y etpa+ pb+pc=1, alors on en déduit que
a+f+y=2

Exercice 7 :Soit I'univers Q = {a, b, c,d}. On
suppose que I'on a défini une probabilité sufl telle
que :p({a,b,c}) = p({a,c}) =3 etp({b,c}) =1.
Determiner p({a}) ; p({b}) ; p({c}) etp({d}).

Correction : Q = {a, b, c,d}. On sait que(Q) =
p({a}) + p({b}) + p({c}) + p({d}) = 1, alors

p({a,b,c}) = p({a}) + p({b}) +p({c}) = 2. Sion

remplace ces valeurs dangl), on aura{‘f +p{d}) =

p({a,c}) =p{a}) + p({c}) =
p({b,c}) = p({b}) + p({c}) =

4

additionnant, on aura({c}) = = — P et onen

lep{dh) = {

1
2
1
3

10 5

deauit) P4 = §—p<{c}>_ lg__ 2o
p({bY) =3 —p({c) =3

126 14

Exercice 8 :Soit I'univers Q = {a, b, c,d}. On
suppose que I'on a défini une probabilité suf2 telle

que :p({a, b}) = % ;p({b,c}) = % etp({b}) = %
Déterminer p({a}) ; p({c}) etp({a}).

Correction : Q = {a, b, c,d}. On sait que(Q) =
pr{a}) + p({b}) + p({c}) + p({d}) = 1, alors

p({a, b)) = p({a}) + p(b) =5 & p{a}) =7 -
p{bY) =;—-5 =1, p({b ch) = p({b}) + p({c}) =
gﬁp({c}) =§— P({b}) ZE_E:Z' Sion
remplace ces valeurs dagnl), on auralS—2 +p{d}) =

1o p(dp =

Exercice 9 :Diallo dispose d’'un dé dont les faces
sont numérotées de 1 a 6. Il notp; la probabilité de
I'évenement « le résultat du lancer est ».

1. Sachantquep; = p1; p3 =3p1;Ps = 2pP1;
Ps = 2p1 etpe = 2p3.

a)  Calculer py, p2, P3, P4, Ps €t P6.

b)  Calculer la probabilité des événements :

A « obtenir un numéro pair » ;

B « obtenir un nombre premier » ;

C « obtenir les diviseurs de 6 ».

2. Diallo lance deux fois de suite ce dé en
supposant qu’il est non pipé. Calculer la probabilié
des événements suivants :

D « obtenir deux chiffres identiques » ;

E « obtenir le T chiffre est 6 » ;

F « obtenir une somme inférieure ou égale a 4 ».

Correction : d'un dé :Q = {1,2,3,4,5, 6} etp; la

probabilité de I'évenement « le résultat du laresi ».

1. lIcile dé est mal équilibré :

a) p@Q)=p +p+pstpst+pstpse=p1+
p1+3p; +2p1 +2py + 6p; =15p; =1 & p; =

Page 76 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

en

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

L dolonaurap, = — ps=—==:p, ==
15 P2 =15 P3=15 =5 Pa= 15
6 2

2 gp =t
Ps =15€Pe =15 = 5

b) A «abtenir un numéro pair »
1+2+6 9 3
PA) =Py +Pa+Pe=——=1:=3
B « obtenir un nombre premier »
1+3+2 6 2
p(B) =p1 +p3 +ps = TR
C « obtenir les diviseurs de 6 »

1414346 11
p(C) =p1 +p2+p3+pe = = 15

2. iCip1=p2=p3=p4=p5=p6=%,orle
lance 2 fois, on &ard(£)) = 36. Pour résoudre ce
genre d'exercice, il est bon de dresser un taldeau
double entré.

D « obtenir deux chiffres identiques »

p(D) = p({L,1}) +p({2,2}) + p({3,3}) + p({44}) +
p({6,6}) = ===

E « obtenir le ' chiffre est 6 »

p(E) = p({6,1}) + p({6,2}) + p({6,3}) + p({6,4}) +
p({65) = ===

F « obtenir une somme inférieure ou égale a 4 »
p(F) =p({1,1}) + p({1,2}) + p({1,3}) + p({2,1}) +
p(22) +p((31) ===

Exercice 10 :Moussa dispose d'un dé cubique dont
les faces sont numérotées respectivemeré ; 6 ; 6 ;

5;4; 3. Il suppose que, lors d’'un lancer, la
probabilité d’apparition de chaque face eskx, avec
x le numéro de la face ek étant un nombre réel.

a) Déterminer k.
b)  En déduire la probabilité de chaque du dé.

Correction :

a) Déterminonsk: p, = kx:

p(Q) =ps+DPs+Ps+PstpPstps =1
3x3k+5k+4k+3k=1k=5

b)  probabilité de chaque du dé :

-6 _2. =5 g, =321
Pe =51 =7 Ps =51 Pa=51C3=7=7

Exercice 11 :Au Niger, une conférence réunit 12
députés. Tous parlent haoussa, 5 parlent foulfouldé
6 parlent zarma et 3 foulfouldé et zarma.

On choisit au hasard et simultanément 3 députés.
1. Calculer la probabilité des événements :
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A : « obtenir 3 députés parlant au moins haoussa;»
B : avoir 3 députés parlant uniquement haoussa » ;
2.  Soit X la variable aléatoire qui a chaque
groupe de 3 députés associe le nombre de députés
parlant foulfouldé et zarma.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b)  Calculer la probabilité pour gu'il ait au moins
2 députés parlant foulfouldé et zarma.

c) Calculer 'espérance mathématique de X.
Correction : Choisir au hasard et simultanément 3
députés, ce qui donmard(Q) = C3, = 220.

1.

robabilité des événements :

A : « obtenir 3 députés parlant au moins haoussa »
6 + 5 — 3 = 8 députés parlant au moins haoussa.
card(A) = C3 = 56 < p(A) = % = 0,25454.

B : avoir 3 députés parlant uniquement haoussa » ;
12 — 8 = 4 députés parlant uniquement haoussa.
card(B) = C3 = 4 & p(B) = 24% =0,01818.

2. X = 3 députés associe le nombre de députés
parlant foulfouldé et zarma

a) loi de probabilité de X

X ={0;1;2;3}.
— ) = S5xC3 _ 84 _ :
pX=0)= <, "m0 0,381818;
_ 4y _ C3xC3 _ 108 _ .
pX=1)= G, "20° 0,49090 ;
— )= $8xC8 _ 27 _ :
PX=2) === =,;=012272;
oy G3xCd 1 _
pX=3)= < 0 0,004545 .
b)  Probabilité pour gu’il ait au moins 2 députés
parlant foulfouldé et zarmap(X = 2) = % = 0,127
c) Espérance mathématique de X :
E(X) = (108 X 1+ 27 X 2 + 3) =;76(5)=0,75.

VI. Lancer de piéce de monnaie :
Une piéce de monnaie possede deux faces : pile,
notée « P » et face, notée « F ».
Exercice 12 :Lancer d’'une (1) piéce de monnaie
Moussa joue a pile (P) ou face (F) avec urig) piéce
de monnaie mal équilibrée qui tombe sur face trois
fois sur sept.
1. Il lance une fois de suite cette piece. Calculer
la probabilité de tous les éléments élémentaires.
2. Il lance 10 fois de suite cette piece, calculer la
probabilité des événements suivants :
A « obtenir des résultats uniques » ;
B « obtenir au moins une fois face » ;
C « obtenir au moins deux fois faces » ;
D « obtenir au plus une fois pile » ;
E « obtenir au plus deux fois piles » ;
F « obtenir cing (5) fois piles » ;
G « obtenir au moins cinq (5) fois piles » ;
H « obtenir autant de fois pile que de fois face ».
3. Il part chez son cousin et ils définissent un jeu
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. Si elle retombe sur pile, il gagne 2 points ;

. Si elle retombe sur face, il perd 3 points.
Soit X la variable aléatoire égale au gain (éventue
lement négatif) a I'issue de ce jeu.

Quelles sont les valeurs prises par X ?

Etablir la loi de probabilité de X.

a) alissue d’'une partie.

b) alissue de 10 parties.

Correction : Piece de monnaie mal équilibrée qui
tombe sur face trois fois sur sept.

3 4
1. pF)= - et p(P)=1—-p(F) = >
2. Lancer de 10 fois cette piece de monnaie
Probabilité des événements suivants :

Nous somme dans un casldiebinomiale de paramétre

[n = 10; p(F) ou p(P)] dont la probabilité est en
généralep(X = k) = CXp¥(1 — p)* ¥ avecn > k.
A « obtenir des résultats uniques »

) ) 10 (3\10 (4\10-10 310
Sion a 10 foisc F »p(A) = Cig (7)10 (;)10 . = %

i - 1o (H)T (3T 248
Sion a 10 fois< P »p(A) = Cyy (7) (7) =i
B « obtenir au moins une fois face »
C’est I'événement & — "aucune face" ».

p(B)0= p(1>§ 21)=1-pX=0)=

_ 0 E i _ _£_710_410_
=1-c% () (5) =1-5%="=5—=099%2
C « obtenir au moins deux fois faces »
p(O)=pX=2)=1-pX=<1=1-[pX=0)+
pX=1=7-C1003704710—C101371479=1—-410710
—30x49710=0,9683.

D « obtenir au plus une fois pile »
o (4\0 (310
p(D) =p(X=0)+pX=1) =C (;) (;) +
1 9
clo(2) (2) =55 +22% = 0,00299.

7) T 710" 710
E « obtenir au plus deux fois piles »
p(E) =pX=0)+pX=1)+pX=2)=pD)+

p(X = 2) = 0,00299 + C2, (;)2 (%)8 = 0,0176.

F « obtenir cing (5) fois piles »

5 5
p(F) =p(X =5) =5 (3) (3) =0,11099.
G « obtenir au moins cinq (5) fois piles »
PG =pX25=1-pX<4H)=1-[pX=0)+
pX=1+4+pX=2 +pX=3 +pX=4 +pX=5=7—pE—
p(X=3)— p(X=4) —p(F) =0,78413.

H « obtenir autant de fois pile que de fois face »

5 5
p(H) = p(X =5) = C5, (%) (%) = 0,11099.
3. Xlavariable aléatoire égale au gain
a) alissue d'une partie :X = {—3;2}.
Loi de probabilité de X
p(X=-3)=Zetp(X=2)=".
b) alissue de 10 parties X = {—30; 20}.
Loi de probabilité de X
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10 10

p(X = —30) = (%) = 25 =0,0002090.

10
p(X = 20) = (;) — ‘% = 0,003712.
Exercice 13 :Lancer d’une (1) piéce de monnaie
Diallo lance une(1) piéce de monnaie discernable et
non truquée.
1. Il lance deux fois une piece et on considere les
événements.
A, : « Obtenir deux fois le méme résultat » ;
A, : « Avoir une face au premier lancer » ;
A; : « Avoir au moins une face ».
a) Etablir 'ensemble Q des éventualités pour ce
jeu. Donner un espace probabilisé fini associé atte
situation.
b)  Calculer les probabilités deAq, A,, A3,
c)  Montrer que les événementd; etA, sont
indépendants ?
2. Il lance n fois de suite cette piéce.
a) Il suppose quen = 4, calculer la probabilité
des événements suivants :
A « obtenir au moins une fois face » ;
B « obtenir au moins deux fois faces » ;
C « abtenir au plus une fois pile » ;
D « obtenir au plus deux fois piles » ;
E « obtenir autant de fois pile que de fois face ».
b)  Déterminer la plus petite valeur den pour que
la probabilité d’obtenir au moins une fois face sai
supérieure a 0,98 a lissue da lancers ?
Correction : Lancer d’'une (1) piece de monnaie
1. lance deux fois une piece
a) L'ensemble)) des éventualités et =
{P); (O} = {(ff); (fp); f); (pp)}. Et le nombre
de résultats obtenus esird(Q) = 22 = 4. Comme la
piéce de monnaie est discernable et non truglo¥e
nous somme dans un cas d’équiprobabilité ochaque

face a la méme probabilité d’apparitio;lfl ;
Donc I'espace probabilisé estQ, 7(Q), %)

b)  Probabilité des événements :

A; : « Obtenir deux fois le méme résultat »A; =

{f)(p)} = card(A;) = 2, etp(A) = %((‘;1)) = %

A; : « Avoir une face au premier lancer »A, =

_ __card(Ay) 1
{(ff)(fp)} = Card(AZ) - 21 etp(AZ) - card(Q) - 2
A3 : « Avoir au moins une face »

A; ={(fHfp)(pf)} = card(A3) = 3, donc

card(A;) _ 3

p(A3) = card(Q) T4
A NA; ={ff} = card(A; N A;) =1, donc
P(A10A2)=%; A nA3z ={ff}=

card(A; N A3) = 1, donc p(Ay N Ag) =5 ;

c)  Ondoit vérifier que p(A; N A;) = p(A;) X
p(A,y) = % x% = % (vraie) alors les événementa; et
A, sont indépendants.
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2. Lancern fois de suite cette piéce
a) Probabilité des événements suivantsn = 4

. S'il obtient 2 piles, il gagne 30 F ;
. S'il obtient une seule pile, il gagne 15 F ;
. Dans les autres cas, il perd 4 F.

Nous somme dans un casldebinomiale de parametre || appelle Y la variable aléatoire égale au gain

(n =4;p= %) dont la probabilité est en générale

p(X = k) = C¥pK(1 — p)» ¥ avecn > k.

A « obtenir au moins une fois face »

C'est I'événement & — "aucune face" ».
p(A%=p4(X2 D=1-pX=0)=

_ o1 1 _ 1 _ 15 _

=1-c8(3) (3) =1-5=1=09375

B « obtenir au moins deux fois faces »

p(B) =pX=2)=1-pX=<1)=1-[pX=0)+

pX=1=pA—C41121123=0,6875.

C « obtenir au plus une fois pile »
©=px=0+px=1D=c(2) ) +
p 1 p 3 p a(5) 3
11\ (1\° _ 1, 4 5 _
i(3) () =mti=5=0312
D « obtenir au plus deux fois piles »
p(D) =pX=0)+pX=1)+pX=2)=p(C)+
1\2 (1\?
p(X = 2) = 0,3125 + C2 (E) (E) = 0,6875.
E « obtenir autant de fois pile que de fois face »
2 (1\? (1\% _ 6
p(E) =p(X=2)=C}(3) (5) =+:=0375.
b) Valeurprise parnsip(X>1) > 0,98:
1

p(X=1)>098 = 1-CO (%)0 (5)n > 0,98 <

(1 n 1 n 1

-(3) >-0zes<0nze> o
nin2>In (=) & n > 56438, doin = 5.
Exercice 14 :Lancer de deux (2) piéces
Moussa lance deux (2) pieces de monnaies
discernables et non trugquées.

1.  Etablir 'ensemble Q des éventualités pour ce
jeu. Donner un espace probabilisé fini associé atte
situation.

2. Calculer la probabilité des événements :
A « obtenir un résultat » ;

B « obtenir des résultats uniques » ;

C « obtenir au moins une face » ;

D « obtenir au moins deux faces » ;

E « obtenir au plus une pile » ;

F « obtenir au plus deux piles » ;

3. Il appelle X la variable aléatoire qui
correspond au nombre de piles obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Expliquer la probabilité p(X > 1).

d) Montrer que E(X) = 1. Que peut-on en
conclure ?

e) Calculer la variance de X, notée V(X). En
déduire I'écart type de X, notées(X).

exprimeé en fonction dem.
a) Quelles sont les valeurs prises par Y ?
b)  Etablir la loi de probabilité de Y.

c)  Montrer que E(Y) = 56;4'".

d)  Combien doit-il miser pour que son jeu soit
équitable ?

Correction : Lancer de deux (2) piéces

1. L’ensembleQ) des éventualités eqt =

{(PP); (PF); (FF)(FP)}. Et le nombre de résultats

obtenus estard(Q) = 22 = 4. Comme les piéces de
monnaie sont discernables et non trugueders nous

somme dans un cas d’équiprobabilité oghaque

couple (pl ; p2) obtenu lors du lancer a la méme

P " 11
probabilité d apparltlonm =7

2. Probabilité des événements suivants :
A « obtenir un résultat »soit A = {(PP)} =

10 _ _card(A) _ 1
card(A) = 2° =1, doncp(A) = ard@ — 7
B « obtenir des résultats uniques »
soit B = {(PP); (FF)} = card(B) = 2,
_card®B) 2 _1
dOﬂCp(B) T card(@) 4 2
C « obtenir au moins une face s’est I'événement
1 — "aucune face". Soit C = {(FF); (FP); (PF)}
_ _card© ., 1 _3
= card(C) = 3, doncp(C) = card(@) — P
D « obtenir au moins deux faces >soit D = {(FF)}
_ __card(D) __ _3_1
= card(D) = 1, doncp(D) = card (@) il
E « obtenir au plus une pile » 1 ou 0 (aucune)
E = {(FF); (PF)} = card(E) = 2,
_card(E) 2 _ 1
dOﬂCp(E) " card(@) 4 2
F « obtenir au plus deux piles » 0 oul ou 2
Soit F = {(FF); (FP); (PP)} = card(F) = 3,
_ card(F) _ 3
doncp(F) = card(Q) 4
3. X = au nombre de piles obtenues.
a) X={0;1;2}
b)  Loi de probabilité de X
1
p(X = 0) = p{(FF)} = ;
p(X = 1) = p{(PF); (FP)} =2 = ;

p(X =2) = p{(PP)} = ;.

X; 0 1 2
p(X = x;) 1 1 1
4 2 4

c) Probabilité p(X > 1) est la probabilité d’obtenir

au moins une pilepX>1) =pX=1) +
PX=2)=1-pX=0)=%

f)  Donner la distribution de la fonction de d EX) =X xipX =x;).
répartition de X.
4. Moussa doit payerm francs pour un jeu :
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E(X) = Y2, xpX =x) = 0x§+1 x%+2 x%: 1
donc le jeu est favorable.

e) V(X)=E(X?)-[EX)]?:

V(X) = 02 x%+ 12 ><%+22 ><%—12 =%= 0,5
o(X) =/VX) = o(X) = /0,5 = 0,707.

f) Fonction de répartition de X

Vx€ |—o0;0[,F(x) =pX<x)=0;

Vxe€ [0;1[, F(x) = pX < x) =% :
Vx€ [1;2[,F(x) =pX < x) =%
Vx € [2;+0[, F(x) = 1.

4. Y lavariable aléatoire égale au gain exprimé en

fonction dem.

a) valeurs prises par Y :

X(Q) ={(-4-m); (15 -m); (30 —m)}.
b) loi de probabilité de X :

p(Y = —4—m) = p{(FD)} =7 ;

p(Y = 15 —m) = p{(PF); (FP)} =S =3 |

p(Y =30 —m) = p{(PP)} = ;.

Vi —4—m 15—m 30—m
p(Y =yi) 1 1 1
4 2 4
c) l'espérance mathématique de Y :
56—4m

E(Y) =5 (=4 —m+30 — 2m + 30 —m) = ==

d) Valeur dem pour que son jeu soit équitable ?
E(Y) =0 & m=2=14F.

Exercice 15 :Lancer de trois (3) piéces

Moussa lance trois (3) piéces de monnaies
discernables et non truquées.

1. Etablir 'ensemble Q des éventualités pour ce
jeu. En déduire le nombre de résultats obtenus.

2. Calculer la probabilité des événements :

A « obtenir un résultat » ;

B « obtenir des résultats uniques » ;

C « obtenir au moins une pile » ;

D « obtenir au moins deux piles » ;

E « obtenir au plus deux faces » ;

F « obtenir au plus trois faces » ;

3.  Soit X la variable aléatoire qui correspond au
nombre de faces obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Calculer I'espérance mathématique : E(X).
d) Montrer que o(X) =1,31.

e) Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

4.  Onjette 10 fois de suite ces piéces. Calculer la V x € [2;3[, F(x) = p(X < x) =

probabilité d’obtenir au moins trois piles.

Correction : Lancer de trois (3) pieces
1. L’ensemble) des éventualités eQt=

2. Probabilité des événements suivants :
A « obtenir un résultat »soit A = {(PPP)} =

card(A) = 1, doncp(A) = 2X4W _ 1

card(Q) 8
B « obtenir des résultats uniques »
soit B = {(PPP); (FFF)} = card(B) = 2,

dOI’]Cp(B) _ card(B) _ 2 1

card(Q) 8 4

C « obtenir au moins une pile » c’est I'évenement

1 —"aucune pile".
C = {(PPP); (PPF); (PFP)(FPP); (FFP); (FPF)(PFF)}
_ _cardQ ., 1_7

= card(C) = 7, doncp(C) = card(@) — 1 3= &

D « obtenir au moins deux piles »

D = {(PPP); (PPF); (PFP); (FPP)} = card(D) = 4,
(D) _crdD) . 4 _4_1

p T card(@) 8 8 2

E « obtenir au plus deux faces » 0 ou 1 ou 2

E = {(PPP); (PPF); (PFP)(FPP); (FFP); (FPF)(PFF)}

_ _ card(E) _ 7

= card(E) = 7, doncp(E) = ard@ — &

F « obtenir au plus trois faces » 0 oul ou 2 ou 3
_ ((PPP); (PPF); (PFP)(FPP);} B
- {(FFP); (FPF); (PFF); (FFF)§ — card(F) =8,

__ card(F) _ § _

dOI’]Cp(F) - card(Q) 8

3. X = au nombre de faces obtenues.

a) X=1{0;1;2;3}

b) laloi de probabilité de X.

p(X = 0) = p{(PPP)} = ¢ ;

p(X = 1) = p{(PPF); (PFP)(FPP)} = - ;
p(X = 2) = p{(FFP); (FPF)(PFF)} =7 ;
p(X = 3) = p{(FFF)} = - .
X; 0 1 2 3
pX=x) | 1 | 3 3 1
8 8 8 8
c)  EX) =ZXiixipX=xp).

E(X)=Z?:1Xip(X=xi)=Ox%+1x§+2x§+
3x§=§=1,125
d)  VX) = E(X?) - [EX)]? = 02 x§+ 12 x§+
2
22x3+32><1—(3) =173,
8 8 8
o(X) = JVX) = o(X) = vI,73 = 1,31.

e) Fonction de répartition de X
Vx€ |-00;0[,F(x) =pX<x)=0;
Vx € [0;1[,F(x) =pX<x)==;

Vx € [1;2[,F(x) =pX<x) ==+

o lw
|

QINR | R® |-

YV x € [3;+0o[, F(x) = 1.
4. Probabilité d’obtenir au moins trois piles :

p « Obtenir au moins trois piles »p = p{(PPP)} = %

{(PPP); (PPF); (PFP)(FPP); (FFF); (FFP); (FPF); (PFF)Loi binomiale de paramétrén =10; p = %)

Et le nombre de résultats obtenuscastd(Q) = 8.
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1\3 /1\7 _ 80-120
P=1-C%(5) (3) =252 =099%.
Exercice 16 :Lancer den pieces de suite
A.  Moussa lancen piéces de monnaies
discernables et non truquées.

1. Déterminer le nombre de résultats obtenus.
2. Calculer la probabilité des événements :

A « obtenir un résultat » ;

B « obtenir des résultats uniques » ;

C « obtenir au moins une pile » ;

D « obtenir au plus une face ».

3.  Soit X la variable aléatoire qui correspond au
nombre de piles obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b)  Calculer la probabilité p(X = 0).
B. Moussa lance 2@ fois une piéce de monnaie

équilibrée, oun est un entier naturel non nul.

1.  A-t-on plus de chance d’obtenir 4 piles en
lancant 8 fois la piece que d’obtenir 6 piles en
lancant 12 fois la piece ?

2. Onnote Pf) la probabilité d’obtenir n piles
en lancant 2 fois la piece.

a) Exprimer P(n) en fonction den.
« p(n+1) _ 2n+1
b)  Montrer que, pour n € IN”, o 2"
3. Il désigne par X le nombre de piles en lancant

2n fois la piece.

Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire X et préciser son espérance mathématique.
Correction : Lancer den piéces (plusieurs piéces)

A. lancen piéces de monnaies

1. Nombre de résultats obtencsrd(Q) = 2™.

2. Probabilité des événements suivants :

A « obtenir un résultat »soit A = {(n piéces)}
_ __card(A) _ 1

= card(A) = 1, doncp(A) = card@ — 27

B « obtenir des résultats uniques »
soit B = {(n piéces de pile); (n pieces de face)}

= card(B) = 2, doncp(B) = 2:::53; - zz_n _ol-n

C « obtenir au moins une pile »¢’est I'événement
contraire de I'évenemefit« obtenir exactement une
pile ». dongp(C) =1 - p(©) =1 - =221

D « obtenir au plus une face » O ou 1

D = {(n piéces de pile); (n piéces de face)} =
card(D) = 2, doncp(D) = 24@ _ 2

— 21-n
card(Q) 2m 2 ’

3. X = au nombre de piles obtenues.
a) X={0;1;2;3;..;n}

b)  Probabilité¢ p(X =0):

p(X = 0) = p(aucune pile) = 1 — zi" = 22;1.

B. lance 2n fois une piéce de monnaie équilibrée,
ou n est un entier naturel non nul.

1. Il s’agit d’'un schéma de Bernouilli aven 2
lancers et une probabilité de succés pour chaquera

de%. La probabilité d’obtenir 4 piles en lancant &fo
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la piece esp(k = 4) = C3 (%)4 (%)4 _ ;_g _ 13758
280

—— et la probabilité d’obtenir 6 piles en lancant aif

1024
. 1\6 (1\® 924 231

la piece esp(k = 6) = C$, (E) (E) =% = Tom

p(k = 6) < p(k = 4) donc on a plus de chance

d’obtenir 4 piles en langant 8 fois la piece quabtenir

6 piles en langant 12 fois la piece .

2. P(n) la probabilité d’obtenir n piles en lancant

2n fois la piéce.

a) Exprimons P(n) en fonction den :
_ R 1\ /\* _ (@2n)
P(m) =p(k=n) =Ch(3) (3) = D
« p(n+1)  2n+1 |
b)  Montrons que, pourn € IN*, p(m)  2(@m+1)

1 n+1 1 n+1
Pa+D==cii(3) ()

(2n+2)! _ (2n+2)(2n+1)x(2n)!

(n+1)!X(n+1)!1x22M+1) ~ 4(n+1)Zxn!xn!x22n"’

p(n+1) _ 2(n+1)(2n+1)x(2n)in!xn!x2?"  2n+1
p(m) ~  4(n+1)2xn!xn!x22°(2n)!  2(n+1)’
3.  Xle nombre de piles en lancant2fois la piéce

X=k=1{0;1;2;3;...;n}.
Loi de probabilité de la variable aléatoire X :

k 2n-k
X = =C() 5
Espérance mathématique E(X) = np
Exercice 17 :
1. Diallo jette quatre (4) fois de suite une piece. Il
définit X la variable aléatoire qui correspond au
nombre de faces obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c)  Calculer I'espérance mathématique : E(X).
d) Calculer la variance de X, notée V(X). En

déduire I'écart type de X, notées(X).

e) Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

2. Diallo jette quatre (4) fois de suite deux (2)
piéces. Soit Y la variable aléatoire qui correspondu
nombre d’obtenir au moins une face.

a) Quelles sont les valeurs prises par Y ?

b)  Etablir la loi de probabilité de Y.

c) Calculer I'espérance mathématique : E(Y).
d) Calculer la variance de Y, notée V(Y). En

déduire I'écart type de Y, notées(Yy).

e) Donner la distribution de la fonction de
répartition de Y.

Correction :

1. Nous somme dans un casldebinomiale de

paramétre(n =4 p= %) dont la probabilité est en
généralep(X = x;) = CkpX(1 — p)»* avecn > k.
a) X=k={0;1;2;3;4}

b) Loi de probabilité de X.

=0 =)' (1-) "
==l (1-5""-
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px=0 =i () (12 = f= g =2
px=9=ci(Q) (1) = k= ket

X 0 1 2 3 | 4
pOC=x) | 1| 1| 3 L[| 1
16 4 8 4 16

c) Espérance mathématique :

EX) = Y-, xip(X = x;) = np (Loi binomiale).

E(X) = 4 x % =2.

d) Variance de X :V(X) = E(X?) — [E(X)]? =
np(1 — p) ete(X) = \/np(1 — p) (loi binomiale).
V(X) =4><%x(1—%) =4xixi=1.0X) =1
e) Distribution de la fonction de répartition de X
Vx€ |—o0;0[,F(x) =pX<x)=0;

Vxe [0;1], F(x)—p(X<x)——6
Vxe [1;2], F(x)—p(X<x)——6
Vxe€ [2;3], F(x)—p(X<x)——:);
Vx € [3;4[ F(x) = pX <x) =1 ;

Vx € [4; 4], F(x) = 1.

2. A « obtenir au moins une face s’est
'événementl — "aucune face". Soit A =
{(FF); (FP); (PF)} = card(A) =3,

card(A) _E s _ _E
p( )_card(ﬂ)_1___4’d0up_p(A)_4'

Nous somme dans un casldiebinomiale de parametre

(n =4p= z) dont la probabilité est en générale
p(Y = y;) = C¥p*(1 — p)K avecn > k.

a) Y={0;1;2;3;4}

b)  Loi de probabilité de Y

=0 =t (1-2)" " = k=5t
r=n=ci2) (1-2) " -2
==t () (1-2)" 7 ==
per=3=ci(3) (1-3) =ip=12,
pr=9=ci(2)'(1-9"" =22
Yi 0 1 2 3 4
p(Y=y) | _1 12 54 | 108 | 81
256 | 2561 256 | 2561 256

c) Espérance mathématique :

E(Y) = Y-, yip(Y = y;) = np (Loi binomiale).

E(Y) = 4 x % =3.

d) Variance de X :V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? =
np(1 — p) eta(Y) = \/np(1 — p) (loi binomiale).
V() =4x3x (1 - Z) =2 a(Y) = 0,86.

e) Distribution de la fonction de répartition deY
Vy€ |-0;0[ F(y) =p(Y<y) =0;

256 '

vy € [0;1], F(y)—p(Y<y)—E

vVye [L2[F(y) =p(Y <y) —256

vy € [23[F») =p(Y<y) ==

vy € [3;4[F() =p(Y <y) ==
[

VyE€ [4;+[, F(y) = 1.

Exercice 18 :piece de monnaie discernable et truqué

S 3 X X X 3 36 2 2 X 5 2

S

Y
Un (1) piece de monnaie porte deux (2) cétés de éac #

numérotés par 1 et 2. Moussa lanc® fois de suite

cette piéce de monnaie truquée en formant le tripte

(1°" jet; 2T jet; 3" jet) = (x,y,2).

Il considére I'application p de Q) sur IR, qui est

définie sur les événements élémentaires par

p(x,y,z) = a(x+y+z) +bavec(a,b) € IR

1. Etablir 'ensemble Q des éventualités.

2. Calculer les probabilités des éléments
élémentaires deQd.

3. En déduire quep(Q) = 36a+ 8b = 1.

4, Il considere les ensembleA = {(x,y,z) €

Q tel que x=1 et B=x, y, z€Q tel que x=2 et z=2.

Trouver a et b pour quep(A) = p(B).
5. Dans cette question(a, b) € IR? satisfait les

conditions de la question 3, il appelle X la variale

aléatoire pour tout élément(x,y, z) de Q par :
. Six+y+z=3alorsX(x,y,z) = -2
. Six+y+z=4alorsX(x,y,z) = -1
. Six+y+z=>5alorsX(x,y,z) =0;
. Six+y+z==6alorsX(x,y,z) =4
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.
c) Calculer I'espérance mathématique : E(X).

d)  Trouver a et b pour que le jeu soit équitable.

Correction :
1. 'ensembleQ des éventualités :
Nombre de résultats obtencsrd(Q) = 23 = 8.
L'ensembleQ est défini par
Q= {(1; 1;1);(1;1;2); (1;2;1); (2; 1; 1);}.
(2;2;2);(2;2;1);(2;1;2); (15 2; 2).
2. Probabilités des éléments élémentaires dk:
pix,y,z) =a(x+y+1z) +b.
p(1,,1)=a(l+1+1)+b=3a+b;
p(1,1,2) =a(1+1+2)+b=4a+b;
p(1,2,1)=a(l1+2+1)+b=4a+b;
p(2,1,1) =a(2+1+1)+b=4a+b;
p(2,2,2) =a(2+2+2)+b=6a+b;
p(2,2,1) =a(2+2+1)+b=5a+b;
p(2,1,2) =a(2+1+2)+b=5a+b;
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p(1,2,2) =a(1+2+2)+b=5a+b.
3. Montrons quep(2) =36a+8b=1:

En ajoutant membre & membre ci-dessus, on aura :

p(Q) =3a+3x4a+6a+3x5a+8b=36a+b.
orp(Q) =1 doncp(Q) =36a+8b=1.

4. A={(xyz) €Qtelquex=1}=
{(11,1):;1;1,2); (1;2;1);(1;2;2)} = card(A) =

__card(A) _ 4 _
1= p(A) " card(Q) ~ 36a+b etB = {(X' Y Z) €

Q tel que x=2 et
2=2=2;2:2;2;1;2=pB=cardBcardQ =236a+Db.

D'une part p(A) = p(1,1,1) +p(1,1,2) +
p(1,2,2) +p(1,2,2) = 16a+ 4b et

p(B) =p(2,2,2) +p(2,1,2) = 11a + 2b.
Trouvons a et b pour quep(A) = p(B):
p(A) = p(B) & 16a+4b=11a+2b.

5a+2b=0
p(Q)=36a+8b=1<=>{36aa+8b=1;

1 5
a=_etb=—_

32’

5.
a) valeurs prises par X :X(Q) = {-2;—-1;0; 1}
b) loi de probabilité de X :
p(X=-2)=p(1,1,1) =3a+b;
p(X=-1)=p(1,1,2) +p(1,2,1) + p(2,1,1) =
12a+ 3b;
pX=0)=p(2,2,1)+p(2,1,2) +p(1,2,2) =
15a+ 3b;

(X=4)=p(2,2,2) = 6a+h.

Xj -2 -1 0 4
pX=x;) | 3a+b | 12a+3b | 15a+3b | 6a+Db
c) l'espérance mathématique :

EX) =[-2(Ba+Db) — (12a+3b) + 4(3a+b)]
E(X) = 6a—1.
d) Trouvons a et b pour que le jeu soit équitable
EX)=6a—1=0ea==;
5

Lip(X=x)=36a+8=1cb=-2

Exercice 19 :Le porte monnaie de Moussa contient :

. 1 piece de 100 F ;

. 1 piece de 200 F ;

. 1 piece de 250 F ;

. 1 piéce de 500 F.

Chaque piece a la méme probabilité d’étre choisie.
Abdour-rahman prend simultanément deux (2)
pieces du porte monnaie.

Il désigne par X la variable aléatoire qui correspad
au gain gu’a totalisé Abdour-rahman.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Montrer que E(X) = 525.

Correction :

X la variable aléatoire qui correspond au gain :
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Il'y a 4 piéces dans le porte monnaie. llgaed(Q2) =
C% = 6 possibilité de tirer simultanément 2 piéces.
a) valeurs prises par X :

X = {300;350; 450; 600;700;750}.

b)  loi de probabilité de X :

cixcixcIxc?

p(X = 300) = : =1=10,1666:
c2 6
1 1 0 0
p(X = 350) = % =2 =10,1666;
4
1 1 0 0
P(X = 450) = “ELEE = 2 = 0,1666
4
1 1 0 0
P(X = 600) = “EEEIE = 2 = 0,1666 ;
4
1 1 0 0
p(X = 700) = % =2 =10,1666;
4
1 1 0 0
p(X = 750) = % =2 =10,1666.
4

c)  Calculer 'espérance mathématique de X
E(X) = %(300 + 350 + 450 + 600 + 700 + 750)
E(X) = 525.

VII. Lancer de dé :
Exercice 20 :dé cubique
Moussa lance un dé parfait ou les faces du dé sont
numeérotées de 1 a 6.
1.  Calculer la probabilité des événements
suivants d’obtenir :
A « le chiffre marqué est 2 » ;
B « le chiffre marqué est au plus 2 » ;
C « le chiffre marqué est au plus 3 » ;
D « obtenir un nombre pair » ;
E « obtenir un nombre divisible par 3 » ;
F « obtenir un nombre premier » ;
G « obtenir 3ou 5 »;
H « obtenir un nombre pair et divisible par 3 » ;
| « un nombre divisible par 3 et obtenir 3ou 5 » ;
J « un nombre divisible par 3 ou obtenir 3 ou 5 » ;
2. Moussa définit X comme étant la variable
aléatoire correspondant a la somme des cinq chiffse
observables sur les faces du dé.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b)  Etablir la loi de probabilité de X.
c) Calculer 'espérance mathématique : E(X).
d) Calculer la variance de X, notée V(X). En
déduire I'écart type de X, notées(X).
e) Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.
3. Un jeu consiste a misey francs, puis a lancer
deux fois un dé cubique équilibré.
. Si le joueur obtient un 5, il gagne 15 F, et
. s'il obtient deux 6, il gagne 25 F.
Moussa définit Y la variable aléatoire égale au gai
algébrique. Etablir la loi de probabilité de Y.
Correction : L'universQ est I'ensemble des résultats
possibles aprés le lancer du t§,2; 3; 4; 5; 6} =
card(Q) = 6.
Dé parfait = cas d’équiprobabilité ou chaque éléme
élémentaire 4/6 d’étre observé.
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1. la probabilité des événements suivants :
A « le chiffre marqué est 2 »

_ _ __card(A) _
A={2}=card(A) =1 <= pA) = T

1

=

B « le chiffre marqué est au plus 2 B = {1; 2}
_ _cardB) 2 _ 1

card(B) = 2 & p(B) = ard@ — 5= 3

C « le chiffre marqué est au plus 3 £ = {1;2; 3}

card(C) = 3 & p(€) = 24D _ 2

D « obtenir un nombre pair »D = {2; 4; 6}

card(Q) 6 2

_ __card(D) _ 3_1

card(D) =3 < p(D) = card(@ 6 2

E « obtenir un nombre divisible par 3 »E = {3; 6}
_ __card(E) _ 2_1

card(E) =2 < p(E) = ard @ — 5= 3

F « obtenir un nombre premier » F = {2; 3; 5}

d(F 3 1
card(F) = 3 & p(F) = = dgﬂi =3-1

=2
G « obtenir 3 ou 5 »G = {3; 5}

_ __card(G) _ 2_1
card(G) = 2 & p(G) = ard@ "5 3
H « obtenir un nombre pair et divisible par 3 »
H=DNE=1{2;46}n{3;6} ={6}

_ _ card(H) 1
card(H) =1 & p(H) = ard@ — &
| « obtenir un nombre divisible par 3 et obtenir 3ou
5»I=EnG={3;6}n{3;5} ={3}

_ _ card _ 1
card() =1 < p(D) = card@) — &
J « obtenir un nombre divisible par 3 ou obtenir 3
oub5»]=EUG={3;6}U{3;5} ={3;5;6}

card(J) _ 3 1

card(J) =3 < p()) =@ sz

ol

2. X& somme des cing chiffres observables sur

les faces du dé= card(Q) = 6

Vx € [15;16[, F(x) = pX < x) =%;
Vx € [16;17[, F(x) = p(X <x) == ;
Vx € [17;18[, F(x) = p(X < x) =Z;
Vx € [18;19], F(x)=p(X<x)=%;
vVx € [19;20], F(x)=p(X<x)=%;

V x € [20; +oo[, F(x) = 1.
3. Y lavariable aléatoire égale au gain
algébrique. Etablir la loi de probabilité de Y

Y ={(0-y); (15 —y); (25 — y)}

Face Face Face Face Face Face
cachée | visible | cachée| visible | cachée| visible

2 3 4

3 4 5
1 4 2 5 3 6

5 6 1

6 1 2
Somme| 20 19 18
Face Face Face Face Face Face
cachée | visible | cachée| visible | cachée| visible

5 6 1

6 1 2
4 1 5 2 6 3

2 3 4

3 4 5
Somme| 17 16 15
a) X={15;16;17;18;19;20}

b) loi de probabilité de X.
pX=15)=p(X=16) =p(X=17) =p(X=18) =
P(X=19) =p(X=20) =< ;

c) espérance mathématique E(X) = 1.

d)
Vx € ]—00; 15[, F(x) = pX<x)=0;

Distribution de la fonction de répartition de X.

b 1 2 3 4 5 6
a

1 1;1 1;3 1;3 1;4 1;5 1;6
2 2;1 2;2 2:3 2:4 2:5 2:6
3 3;1 3;2 3:3 3:4 3;5 3:6
4 4;1 4;2 4;3 4;4 4;5 4;6
5 51 52 53 54 55 56
6 6;1 6;2 6;3 6;4 6;5 6;6

16 _ 4

p(Y=—y)=p(sauf50u6)=£=§;

p(Y=15—y)=p(un50uun6)=;—z;

p(Y =25—y) = p(deux6) = 3—16.

Exercice 21 :dé cubique

Lecture du chiffre inscrit sur la face supérieureed
dés ou les nombres étaient pris dans un ordre
quelconque Chaque dé posséde les faces qui sont
numeérotées de 1 a 6.

1. Moussa jette ensemble au hasard deux (2) dé
non pipés.

a) Quelle est la probabilitép, d’obtenir les
nombres (4,5) ?

b)  Quelle est la probabilitép, d’obtenir une
somme égale a 5 ?

c)  Moussa définit X comme étant la variable
aléatoire correspondant a la somme des points
obtenus sur les dés.

. Etablir la loi de probabilité de X.

. Calculer la probabilité p(X < 5).

2. Abdoulaye jette ensemble au hasard trois (3)
dés non pipés.

Calculer la probabilité des événements suivants :
A « obtenir les nombres (4, 5, 2) » ;

B « obtenir une somme égale a 5 ».

3. Diallo jette ensemble au hasard quatre (4) dés

non pipés.

Calculer la probabilité des événements suivants :
C « obtenir aucun des dés le chiffre 6 » ;

D « avoir au moins un des dés qui a le chiffre 6 ».
Correction :

1. Lancer au hasard deux (2) dés nhon pipés :
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L'universQ est I'ensemble des résultats possibles apres, card(D) = 6* — 54, doncp(D) = card(D) _
le lancer des dégi, Q correspond au produit cartésien

{{1;2;3;4;5;6} x {1;2;3;4;5;6}.

Son cardinatard(Q) = 6% = 36.

a) probabilité p; d'obtenir les nombres 4, 5 :

« pris dans un ordre quelconquec’est le nombre de
permutation des 2 nombres 4,5:

p1 = p{(4,5); (5,4)} = —=0,0555.

b)  probabilité p, d’ obtenlr une somme égale a 5:

« pris dans un ordre quelconquec’est le nombre de
permutation des 2 chiffres dont la somme est5:

p: =p{(14); (4,1);(2,3); 3, 2)}— =0,1111.
c) X = somme des points obtenus sur les dés.
. loi de probabilité de X : pour déterminer les

valeurs prises par X, il convient de dresser uletaba
double entré(dél ; dé2)et d’addition les chiffres
situant en intersection entre une colonne et wmeldu

tableau. Puis on dénombre le nombre de cas faworabl C « obtenir une somme supérieure ou égale & 10 ».

card(Q) = 6% = 36.
Ainsi X —{23456789101112}

P(X =2) === 0,0277; p(X =3) = = = 0,055
p(X = 4)_16_00833 p(X=5) == =0,111;
p(X = 6)_3_01388 p(x_7)_3i_0375
P(X=8) =—=0,1388; p(X=9) = =0,111;
p(x_10)_i_00833 p(x_11)_—_0055
p(x_12)_i6_0,0277.

. p(X<5)=2BH_ 027777

2. Lancer au hasard trois (3) dés non pipés :

L'universQ est I'ensemble des résultats possibles apr&m dé cubique
le lancer des dégi, Q correspond au produit cartésien!-

{{1;2;3;4;5;,6} x {1;2;3;4;5; 6} X {1;2;3;4; 5; 6}.
Son cardinatard(Q) = 63 = 216.

Probabilité des événements :

A « obtenir les nombres (4, 5, 2) »

« pris dans un ordre quelconquec’est le nombre de
permutation des 3 nombres 4,5, 2> A =

{(4,5,2); (4,2,5);(5,2,4); (5,4,2); (2,5,4);(2,4,5)}

= card(A) = 6, doncp(A) = E::gg:; 226

B « obtenir une somme égale a 5=» B =

0,027

{(1,1,3);(1,3,1); (3,1,1); (2,2,1); (2,1,2); (1,2,2)}

card(B) 6

= card(B) = 6, doncp(B) = =0,027 1 2
card(@) 216 p(LD) =pip1 =7 p(1;2) =pip2 = 7

3. Lancer au hasard quatre (4) dés non pipés : 3 it
L'universQ est I'ensemble des résultats possibles apré%(l' 3) =pip1= o7 p(L;4) =pip1 = o7
le lancer des defci, Q correspond au produit cartésieny(1; 5) = p,ps = S : p(1;6) = pypg = L :
{{1;2;3;4;5; 6}*. 21 4% , 2.2 5
Son cardinatard(Q) = 6* = 1296. (2D =pipr =7 p(2:2) =p2p2 = o7
Probabilité des événements suivants : p(2;3) = pap3 = 421 ; p(2;4) = papy = 431 ;
C « obtenir aucun des dés le chiffre 6 »= (2:5) = 10 (2:6) = 12
card(C) = 5 doncp(C) = card(C) _ 5* _ 0,4822 p =D2Ps = 3 p = P2Pe = 6

o card(@) ~ 6* P31 =psp1 =7 P(3;2) =pspa = 7 ;
D « avoir au moins un des dés qui a le chiffre 6 »
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- card(Q) -
6*-5%

T= 1—a= 0,5177

Exercice 22 :dé cubique

Lecture du chiffre successivement les deux chiffres
inscrits sur sa face supérieure Chaque dé possede |
faces qui sont numérotées de 1 a 6.

1. Moussa définit un dé tel que la probabilité
d’obtenir un nombre de points soit proportionnel a
ce nombre. On notep,, la probabilité de
I'événement « le résultat obtenu egt ».

1. Calculer P1: P2, P3: P4, Ps etpe.

2. Moussa jette deux (2) fois de suite ce dé.

a) Calculer les probabilités des événements
élémentaires.

b)  Calculer la probabilité des événements :

A « obtenir deux (2) chiffres pairs » ;

B « obtenir au moins un multiple de 3 » ;

c)  Moussa définit X comme étant la variable
aléatoire correspondant a la somme des points
obtenus.

Etablir la loi de probabilité de X.
. Calculer la probabilité p(X > 10).
2. Abdoulaye lance 2 fois un (1) dé non pipé.
Calculer la probabilité des événements :
D « obtenir deux chiffres identiques » ;
E « obtenir deux chiffres impairs » ;
F « obtenir une somme égale a 9 » ;
G « obtenir un chiffre pair et un multiple de 3 » ;
H « obtenir un chiffre pair et diviseur de 3 » ;
| « obtenir un chiffre 1 ou un chiffre 2 ».

dé pipée

1. Calcul depq, P2, P3, P4, Ps €t ps.
Dune parttk =22 =Pz _Ps _Ps _Ps _Ps ot grqutre
k 1 2 3 4 5 6
partp; + p, + p3 + Py + s +ps = 1.
D1+P2tP3+ P4+Ps5+De
14243444546

=1 doncp, = = =2
=0 P1 =50 P2 =5
3 4 5 6
P3 =57 Pa =57 P5 =5 6P =51
2. Nous aurons un couple de 2 jg&t1 ; jet2) ou
chaque jet prend les valedrs 2; 3; 4; 5; 6} =
card(Q) = (21)? = 441.
a) Probabilités des événements élémentaires :

p(jet1; jet2) = p(jetl ) x p(jet2).
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p(3;4) = p3ps = 4421 ;
P(3;6) = p3ps = 41481 ;
p(4;2) = pap, = 421 ;
p(4;4) = paps = 41461 ;
P(4;6) = paps = 42441 ;

P(3;3) =p3ps = % ;
P(3;5) = Psps = - ;
“p(41) = pap1 = 411 ;
p(4;3) = pap3 = a1’

P(45) = paps = 7
5 . 10

*p(51) =psp1 = o7 p(5:2) = psp2 = 7
p(5;3) = psp3 = 41451 ; p(5;4) = psps = 42401 ;
p(5;5) = psps = 42451 ' p(5;6) = Psps = = ;
*p(6;1) = pep1 = 421 ' p(6;2) = pep2 = 41421 :
p(6;3) = peps = - p(6;4) = peps = 42441 ;
p(6;5) = peps = 4401 ; p(6;6) = PePs = o= ;

b)  Probabilité des événements :

A « obtenir deux (2) chiffres pairs »

p(A) =p(2;2) + p(2;4) +p(2;6) + p(42) +
p(4;4) + p(4;6) + p(6; 2) + p(6;4) +p(6;6) =
4+8+12+8+16+24+12+24+36 _ 0 3265.

441 _ T 441
B « obtenir au moins un multiple de 3 »
p(B) =p(1;3) + p(1;6) +p(2;3) + p(2;6) +
p(3;3) + p(3;6) + p(43) + p(4;6) +p(5;3) +
g(g' 66)1-; ‘?(168’ 31)2 -l;f(165' 63%) =18 36 189
+6+6+12+9+ +44: +15+30+18+ =m=0'4’285'
C « obtenir une somme supérieure ou égale a 10 »
p(C) =p(5;5) + p(5;6) +p(6 4) + p(6;5) +
25+30+24+30+36

p(6;6) = —— ——— =~ =103287.
c) X :somme des points obtenus.
. loi de probabilité de X : pour déterminer les

valeurs prises par X, il est commode de dresser un
tableau a double ent(dél ; dé2)et d’addition les
chiffres situant en intersection entre une cologingne

lighe du tableau. Puis on dénombre le nombre de cas

favorable :card(Q) = (21)? = 441.
Ainsi X = {2; 3 4;5;6;7;8;9;10; 11; 12}

p(E) =p(1; 1)+ p(3;3) +p(5;5) =

p(4;5) +p(5;4) + p(6;3) =
G « obtenir un chiffre pair et un multiple de 3 »
P(G) = p(2;3) + p(Z6) +p(3;2) + p(3;6) = o
0,111.

H « obtenir un chiffre pair et diviseur de 3 »p(H) =

= 0,0833.
F « obtenir une somme egale a 9p>(F) =p(3;6) +
=0,111.

p(2;1) + P(Z' 3)+ p(4 1)+ p(43) + p(6;1) +

p(6; 3)———01666
| « obtenlr un chiffre 1 ou un chiffre 2 »

pM=p2)+ p(Z1) =
Exercice 23 :Moussa lance deux dés cubiques non

= 0,0555.

pipés D1 et D2 simultanément Les faces du D1

étaient marquées par 0; 0; -

3 3

du D2 étaient marquées par 0; 0;

2.

qui a chaque lancer associe le réel + B.

a)
b)
c)

répartition de X.

3.

Quelles sont les valeurs prises par X ?
Etablir la loi de probabilité de X.

Calculer 'espérance mathématique : E(X).
Donner la distribution de la fonction de

Moussa définit par ailleurs Y la variable

z —E et celles
71' Tl’ Tl’ Tl’
6’62’2
Il appelle a et B les nombres qui apparaissent sur les

faces supérieures.
Moussa définit X la variable aléatoire réelle

aléatoire réelle qui a chaque lancer associe le tée

sin(a + B).

Quelles sont les valeurs prises par Y ?
Etablir la loi de probabilité de Y.

Calculer I'espérance mathématique : E(Y).
Calculer la variance de Y, notée V(Y). En
déduire I'écart type de Y, notées(Y).

Donner la distribution de la fonction de

a)
b)
c)
d)

e)

répartition de Y.

Correction : Nous somme dans cas d’équiprobabilité
car les dés cubiques sont non pipés D1 et D2.pjrod

pX=2)= m pX=3) = m ; cartésien= card(Q) = 62 = 36, donc il y a 36
p(X =4) = m : p(X=5) = m ; fagons de coupler un nombrex avec un nombref.
1. X la variable aléatoire réelle qui a chaque

p(X=16) = m ' PX=7)= m i lancer associe le réak +

— 70 . — 76 . X 0 0 T Y3 Y3 Y3
pX=8)= 441 pX=9)= 441 ’ 3 3 3 3
p(X—lo)—441' pX =11) = 2> ; 0] o© 0 T T | B _E
=1 =2 R

73+60+36 169
* p(X 210) = +441+ T 441 = 0,3832. 3 3 3 3
I. Nous somme dans un cas d’équiprobabilité ou—7 T T T T T T
chaque couple de 2 jefietl ; jet2) a une probabilité de — = = > > —Z —Z
-haque couple de 2 jegetl ; jet2) P 6| 6| 6| 2| 2 6| 6
Ve probabilité des événements : T T T T T T T
D « obtenir deux chiffres identiques » 6l 6 6 2 2 6| 6
p(D) =p(L; 1) + P(g; 2)1+ p(3;3) + p(44) + T n T 5 5 T T
p(5;5) + p(6;6) = o= = - = 0,1666. 2| 2 2 6 | 6 6 6
E « obtenir deux chiffres impairs »
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13 13 13 51T 51T 13 T
2 2 2 B | 6 6 6
a) AinsiX {0—5 —%;%;g.g;%ﬂ
b) loide pr obabilité de X
1 1
PX=0) =5 =3, p(x=-3)=5=5;
T 4 T 8 2,
p(x=-%)=5=5:  p(x=F)=5=5:
b4 4 1 T 8 2,
p(x=5)=5%=5: p(x=3)=5=3

)

5w 1
p(x=%F)=5=5
c) Espérance mathématique

EM) =2(-3-S+Z+2+ 243 =2

d) Distrlbutlon de la fonctlon de répartition de X.

Vx € ]-oo; 0 F(x) =p(X < x) =
VxE€ _0 ——[ F(x)—p(X<x)—
Vx€ :—%,——[ F(x) =pX<x)
vxe | =; [F(x)—p(X<x)
Vx€ :n,n[ F(x) =pX<x)=

'1'[77:

Vx€ |=; [F(x)—p(X<x)—

Vx€ Z 5”[ F(x) =p(X<x) =35

VxE€E +00[ F(x) = 1.

2. Y Ia variable aléatoire réelle qui a chaque
lancer associe le rédin(a + B) = sin(X)

“ olw | OI
I oI~
W

olcmolm 1
I

T T w
Y 0 0 3 3 3 3 C « (E) admet deux raines complexes conjuguées ».
2. Moussa considére I'applicationf de
0 0 0
\/2_§ \/2_§ _\/75 _\/75 I'ensembleP des points du plan dans lui-méme qui,
a tout point M d’affixe z, associe le pointM’ d’affixe
of o o[ 3 V3| V3] V3| L2 st P
71 i 2 2 % % Calculer la probabilité des événements suivant :
— Z Z 1 1 _= _= D « f admet une translation » ;
6| 2 2 2 2 E « f admet une translation du vecteum(1 + i) » ;
T1 1 1 1 1| 1| F«fadmetune rotation » ;
6 2 2 2 2 G « f admet une homothétie de rapport 2 » ;
n 1 1 1 1 1 1 H « f est I'hnomothétie de centred(1 + 2i) et de
2 2 2 2 2 rapport 2 » ;
o1 1 1 1 1 1 | « f est une similitude de centra(3) et d'angle ».
2 5 2 2\/_ 2 2 4, Moussa définit X la variable aléatoire réelle
. 3 1 ., 143 - , .
a) AinsiY= {—7; =510 555 1}- qui & chaque lancer associe le régla? + b2.
b)  loi de probabilité de Y a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
_ 3\ _ 4 _ 1, y=__4_1. b)  Etablir la loi de probabilité de X.
p( - _7) T3 9’ p( - _E) 36 9’ Correction : (D1 ; D2)= (a;b) & card(Q) = 36,
p(Y=0)= A1 : p (Y = 1) =12_1 ; donc il y a 36 facons de coupler un nombr@vec un
NG 364 K 1 2 ‘:’;6 23’ nombreb.
p(Y=5)=%=3 py=1D=5=5 2] o 1 2 3 4 5
Cc) espérance mathématique :
E(Y):%(_?_%+%+\/Z_§+2):§_§_ 0 0;0 0;1 0;2 0;3 0;4 0;5
1 1;0 1;1 1;2 1;3 1;4 1;5
2 2:0 2;1 2;2 2;3 2;4 2:5
3 3;:0 3:1 3;2 3;3 3:4 3:5
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d)

variance de Y :V(Y) = E(Y?) -

o(¥) = V(¥). E(Y?)=1 [(— ?)

O +(2) +27] =2

Alors V(Y) = (g)z — (

e)
Vye

Vye-

Vye
Vye
VyeE

VyE€E
VyeE

[1;+oo

V3

2 )

1\/‘
22

)2=_

Distribution de la fonction de répartition de Y
_—w;—g[, F() =p(Y<y)=0;
| | Fory=pr <y =3;
_—1- o[, F&») = p(Y <) =
03[ FOy =p(r <y) =2
[ Feo =p(¥<y) =

[ Fe) =py <y =1;

[LFO») =1.
Exercice 24 :Moussa lance deux dés cubiques non

63
81’

|| olIN

6
9
7
9

[E(Y)]?et

R

a(Y) = 0,8819.

E L]

pipés D1 et D2 simultanément dont les faces de

chaque dé sont numérotées de 0; 1; a 5. Il appett
et b les nombres qui apparaissent respectivement

sur les faces supérieures du D1 et D2.
Soit I'équation de second degré définit par :
z2+az+b=0aveczeC.
Calculer la probabilité des événements suivant :
A « (E) admet deux raines réelles confondues » ;
B « (E) admet deux raines réelles distinctes » ;

1.

(E)

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e
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# #
i 4 4:0 4:1 4;2 4:3 4;4 4:;5 I ={(0;2); (0;4);(1;0)} i
| 5 50 51 5;2 53 54 5;5 1A card(D) 3 1 *
' ' ' ' ' ' d'oti card(l) = 3 & p(l) = =32_1
i 1. (E) z*+az+b=0 aveczeC. card(®) 36 12 i
* A= a? — 4b 3. Xlavariable aléatoire correspondy a? + b%2. 4
# Calculer la probabilité des événements suivant : 21 0 1 2 3 4 5 *
i A « (E) admet deux raines réelles confondues » i
4 A=0&a’>=4b= A={(0;0); (Z1); (44H)}dou| 0] 0 1 2 3 4 5 Il
¥ card(a) = 3 < p(a) = z::jggi =2-2 1] 1) v2 | V5| VI0| V17| V26| *
# B « (E) admet deux raines réelles distinctes » 2| 2| 5| 2v2| V13| 2v5| V29| *
I A>0 = a® > 4b & 3[ 3] vio| vi3| 3vz| 5 | v3a| X
5 b= L322 00 (6 D 12, (6 3% 550) e T
* B=4;(3;2); (4,0);(41); (42); (4;3); (5;0 5 5/ V26 | v29| V34| vai| 5vZ *
* (5;1); (5:2); (5:3); (5;4); (5;5) NG *
o vad@® 15 S 0;1;v2;2;V5; 2v2;3;V10;V13; 4; ¥
i d'oucard(B) =16 < p(B) = o =30 =3 a) X= V17; 3v2;5;V26;V29; 4V2; i
4 C « (E) admet deux raines complexes conjuguées » V34; V41;5V2; "
i AKO0=a*<4b = b) loi de probabilité de X i
(0;1); (0;2); (0;3); (0;4); (0;5); (1;1) p(X=0)=—=: pX=1)=2==;
EoC={02) (13) (4 (15); (2:2); (33) o) oL P 326_ B X
* (2;4); (2;5); (3;3); (3;4); (3;5); (4;5) B ET YT 18’ #
2 1 . 1
i d’odl card(C) = 18 < p(C) = z:::((g = g = % p(X=5) BECRETE p(X = 2\/_) = _3 1 i
¥ 2 fiZ=(a+ib)z+ib. pX=3)=—; p(X=v10 =§=§? I
& Calculer la probabilité des événements suivant : p(X =V13) = =1, pxX=4==2==1; &
# D «f admet une translation »a + ib = 1 les valeurs /7 326 18 e B %
i possiblem = 1 eth =0 ain?i)on D = {(1;0)} d’ou p(X = 17) = 3, p(x=3 2) = 3_62 = 1_% i
d(D 1 — I - | e
i card(D) =1 < p(D) = Z::d(ﬂ) = 36 pX=35)= 29 : p(X - 26) - 36 T 18’ i
& E «f admet une translation du vecteuw(1 + i) » p(X =2 ) =27 p(X =4v2) = v &
‘h — H — — 2 2
i Z+ llb —'1 Igs v;leur?(lp%s)a?lleti)—} (11’et‘b = 3(?;; p(X =34 ) === p(X=v41;) = T i
= 1:ainsion & = {(1;0); (1; ol car = 3

i 2o p(E)=2® _2 _ 1 p(X_S\/_)__G i
e Ccard(@ 36 18 Exercice 25 : *
4 F «f admet une rotation »|a + ib| = 1 les valeurs A. Moussa considere le systéme d’'inconnues *
Y - a a=0 Y
# pos&ble{b _ t{b _q, ainsion& = (x,y) dansIR? (S){;{X Zgry ol a, b, ¢ sont trois 4
i {(15(23; (02; D} ;ZI’OU card(F) = 2 < p(F) = parameétres pouvant prendre{l, 2;3;4;5;6}. Pour i
* z::d(m === déterminer a, b, ¢, il lance trois fois de suite udé 4
i G « f admet une homothétie de rapport 2 » cublque suppose parfalt dont les faces sont N i
il o . _ o numerotées de 1 a 6 et observe sa face supérieure.

a +ib = 2 les valeurs possiblegs=2etb =0 : or .- d le ot d b las r
#*  ainsi on &G = ((2;0)} Le 1° tirage donne a, le 2tirage donne b, la *
S ' cardG) 1 donne c. *
# doucard(G) =1 < p(6) = 55 =3 1. Donner un espace probabilisé fini associé a ¥
i H « f est 'homothétie de centred(1 + 2i) et de cette situation. N _ i
& 2 b =2 a=2 Iz, = 2. Calculer la probabilité des événements suivant .
4 rapport 2» a+ib=2< { _o %= A « (S) admet une infinité de solutions » ; *
4 b _ . a=1+2b =1 B « (S) n'admet aucune solution » ; *

—=1+2i = ainsi on ) X '
i 1-a-ib {a =1-2b {b 0 C « (S) admet une solution unique » ; i
y ai= {(2;0); (1;0)} D « (S) admet la solution unique (3,0) ». Ind
& dolcard(H) =2 < p(H) = carjgg; = 32—6 = 1—18_ B. Un jeu consiste a miser un franc, puis a lancery
i | « f est une similitude de cer:?rrd3(3) et d’angleZ » deux fois un dé cubique equilibre. i
2 . S’il obtient un 6, il gagne 5 F,
i a+ib= rez =2ir = { =0 ,restlerapportde  ° et s'il obtient deux 6, il gagne 10 F. i
y'e o b=2r Il appelle X la variable aléatoire égale au gain y'e
litude d 5
# cette similitude dont = {1;2; 3; 4; 5}. algébrique du joueur. #
i Etzp = —o— —3<:>{a_1 ainsi on a i
B ™ 1 a-ib b =
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1. Montrer que les valeurs prises par X sont — 1,
4et9.
2. Déterminer la loi de probabilité de X.
3.  Calculer I'espérance mathématique de X.
Correction :

x—2y=3

A.  (xy) dansIR? (S) {ax _by=c

4. Espace probabilisé fini associé
a cette situation
L'univers estQ = {1;2; 3; 4; 5; 6}3 et chaque
1 1
événement élémentaire a pour probabﬂl{%
5. Calculer la probabilité des
événements suivant
On a un triplet définit paXa; b; c¢) € IR3.
Pour résoudre (S), on doit appliqueniathode de
déterminanten calculank = % ety = %. On peut
aussi dresser les tableaux a double entré de D, et
D,.
D=|! Z|=2a-b;Dy=|> Z}|=2c—3bet

63’

Dy=|: 3 =c-3a card(Q) =216
A « (S) admet une infinité de solutions »
D=0 2a=b a=-b
Dx=0<=>{2c=3b<=> b2
=-C
D, =0 c=3a 3
c=3a

A={(1,2;3); (2;4;6)}
d'olicard(A) =2 < p(A) = z::ggg; -2 _1

216
B « (S) n"admet aucune solution »
D=0 2a=b
{Dy 0 {C #* 3a
(1;2;,1); (1;2;2); (1;2;4); (1;2;5);
(1;2;6); (2;4;1); (2;4;2); (2;4;3);
(2;4;4);(2;4;5); (3;6; 1); (3;6;2);
(3;6;3); (3;6;4); (3;6;1); (3;6;6);

. d(B 16 _ 2
d'oii card(B) = 16 < p(B) = S = % = 2.
C « (S) admet une solution unique P # 0 < 2a #
b. D'oul card(C) = card(Q) — [card(A) + card(B)]
d(c) _ 198 _ 11
card(C) = 198 & p(C) = o3 = T8 = 1
D « (S) admet la solution unique (3,0) »

108’

=D—3<=>D _31)ety—F 0= Dy=0
D=+0 2a#b 1
DX=3D@{C:33@{aiEb.
Dy:0 c = 3a c=3a
b= {(113) (1;3;3); (1;4;3); (1;5;3); (1;6;3)
(2;2;6);(2;2;6); (2;3;6); (2;5;6); (2;6;6)
) card(D) 10__
d'otcard(D) =10 < p(D) = card(@ — 216 — 108

B.
1. Le joueur peut gagner 0, 5 ou 10 F. Comme |l

obtenir 1,2,3,4 ou 5 aun 5 1
X=4)= 1805 =32x1
p( ) ( lancer et 6 al’autre ) 6 6+

1 5

10

6 6 36 -

obtenir 6 aux 1 1 1

pX=9) = ( deux lancers) %6 3

3.  espérance mathématique de X :

E(X) = %(—25 +40+49) = § = 0,6666.

Exercice 26 :Moussa lance deux dés dont les faces
sont numérotées de 2 & 7. On suppose que les dés
sont non truqués et donc que pour chaque dé, toutes
les faces ont la méme probabilité d'apparition.
Moussa définit les régles suivantes :

. Si les deux dés donnent le méme numéro alor
le joueur gagne 5 points.

. Si les deux dés donnent deux numéros de
parités différentes (I'un est pair et l'autre impar)
alors il gagne 3 points.

. Dans les autres cas il gagne 2 points.

a. Moussa joue une partie et note X la variable
aléatoire correspond au nombre de points obtenus.
a) Déterminez la loi de probabilité de X puis
calculez I'espérance de X.

b)  Donner la distribution la fonction de
répartition de X.

2. Moussa effectue 5 parties de suites. Les
résultats des parties sont indépendants les uns des
autres. Il appelle alors Y la variable aléatoire égle
au nombre de fois que le joueur perd 2 points.

a) Etablir la loi de probabilité de Y.

b)  Quelle est la probabilité que le joueur perde
au moins une fois 2 points ?

c¢) Combien de fois Moussa peut espérer perdre
points ? DéterminerV(Y) eto(Y).

3. Moussa jouen parties de suite.

a)  Quelle est la probabilité qu'il perde au moins
une fois 2 points ?

b) A partir de quelle valeur den sa probabilité de
perdre au moins une fois 2 points est strictement
supérieure a 0,9999 ?

Correction : card(Q) = 6% = 36.

. Gain de 5 points, les couples sont :
(7:7); (1;1); (2;2); (3;3);(4;4); (555)
. Gain de 3 points, les couples sont :

(1;2); (1;4); (1;6); (2;3); (2;5);(2;7);
(3;2); (3;4); (3;6); (4:3)(4;5);(47);
(5:2); (5:4); (5;6); (7;3); (7;5); (7;6).

. Perte de 2 points, les couples sont :
36 — 6 — 18 = 12 couples.

1. Pour une patrtie :X < nombre de points
obtenus X = {-2;3;5}

mise 1 F, les valeurs prises par X sont—1, 4 et 9 af) ,LO' de probabilite de X pU1IZS callculez
2. laloi de probabilité de X : l'espérance de X p(X = —2) = = =7 =0,3333;
1) obtenir 1,2,3,40ub5) _ 5x5 _ 25 (X=+3)=E=05' X= +5)_——01666
p(X=-1) = p( aux deux lancers ) T 6x6 36 P 36 P
Page 89 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

5 3 3 5 5 3 3 3 2 Y Y Y Y 2 2 2 2 2

S

%

5 3 34 34 3 34 3 34 3 34 54 5 56 5 0 504 04 0 04 00

X 3 3 X X 3 3 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 56 3 2 5 06 2 24 5626 2 24 5



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

E(X) = 3—16[(—2)2 X 12 +32x 18 + 52 x 6] = 10.
b)  Distribution la fonction de répartition de X
Vx€ |-oo;—2[,F(x) =p(X<-2)=0;
Vx€ [-2;3[F(x) =p(X<3) = % =0,3333;
¥x € [3;5[F(x) = p(X < 5) =2 =§= 0,8333;
YV x € [5;+[, F(x) = 1.
2. Pour 5 parties Y < nombre de fois que le
joueur perd 2 points

1

Y suit une loi binomiale de paramé(m =5p= 5)

a) loi de probabilité de Y

0= =) () 5 2
P =D =ct() (5) =% =37
o= =i () () - 2
o= - () ()7 -
wr-o-a () (-2

41
|
41

N A5 (1\% (2 11

v =9=C() () =5=u
b)  Probabilité que le joueur perd au moins une
fois 2 points :p(Y>1) =1 —-p(Y=10)

(Y>1)=1—(3)5=1—£=08683
p 3 243 ! )
c) Nombre de fois Moussa peut espérer perdre 2
points : Le nombre de fois que Moussa peut espérer
perdre points en 5 parties est I'espérance deibla
aléatoire Y.
E(Y) = XL, yip(Y = y;) = np (Loi binomiale).
E(Y) =5 x5 = 1,666.
Variance de X :V(Y) = E(Y?) — [E(V)]? =
np(1 —p) eto(Y) = {np(1 — p) (loi binomiale).
V(Y) =5x1x (1—§) =2 =1111.

o(Y) = JS x 1 x (1 —g) = 1,054.

3. Moussa jouen parties de suite.
a) Probabilité qu'il perde au moins une fois 2

points:p(Z=1)=1-p(Z=0)=1- (g)n

b) 1-— @n > 0,9999 < — @)n >0,9999 — 1 <

@n< —09999 + 1 & () < —0,0999 + 1 <

= nln (5) <1n(=0,9999 + 1) & n <
In(—0,9999+1)
In(3)
Exercice 27 :Diallo lance simultanément un dé dont
les faces sont numérotées de 0 a 5 et une piece de
monnaie comprenant une face (F) et une pile (P).
A chaque lancer, il associe le nombre de complexe

z=R [cos( ) +i sm( )] et considére la
situation suivante :

& n> 22,71 < n > 23.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

. n est I'entier naturel prenant les numérotées
de 0 a 5 du dé, inscrit sur sa face supérieure ;

. R = 1, s'il obtient une face (F) ;
. R = 2, g’il obtient une pile (P) ;
. les pointsA,, issus de la face (F) d8,, issus de

la pile (P), dont I'affixe z a pour ordonnéey.

a) Donner les différentes valeurs de.

b)  Déterminer 'ensemble des points obtenus. En
déduire la probabilité de chaque point.

c)  Quelle est la probabilité pour que I'ordonnée
y soit égaleaOoul?

d) Diallo lance dé cubique bien équilibrée. Quelle
est la probabilité d’obtenir 10 fois 0 en 15 lancex ?

Correction: z=R [cos (%n) + isin (%n)]

. Obtenir une face (F)

a(cos (z0) +tsin (£0)]) ou ()

. Obtenir une pile (P)

B, (2 [cos (%n) + isin (%n)]) ouB, (Zegni)

a)

Donner les différentes valeurs de :

0 1 2 3 4 5
T, T, ; 2m, 5w,
1 e6l eSl l eTnl eTnl
L3 T i 27, 5.
P z 2e6' | 2e3" 2i ZeTnl Ze?nl
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b)  Déterminer 'ensemble des points obtenus.
AL 0) i A (25 ) 1A (3 2) 1450 D)

A(=3%) ias(=553)

Bo(2;0); B1(V3; 1) By(1; V3) ; B3(0; 2);

B,(—1; V3);Bs(—V3; 1).

il y 12 points, ce qui fait : card(Q) = 12, donc chaque
point inscris a une probabiligl% d’étre obtenu.

¢) py=0oul)=p(y=0)+py=1)==
d)  Elle suit une loi binomiale, car I'expérience
consiste en la réalisation de 15 épreuves élémestai
n'ayant que deux issues possibles, chaque épréane &
indépendante. Le paraméftrele cette loi vaut 15,
tandis quep est égal & la probabilité d’obtenir une face

A i) i) A 1 H H
du dé lors d'un lancer, c’'est a d%rex suit donc la loi

X 3 2 X X 35 3 X 5 36 2 X 5 3 X X 56 3 X 5 06 2 2 34 36 X 5 36 26 X 5 36 2 X 5 26 2 X 0 3 2 5 06 2 2 X 2 36 26 2 2 2 5 2

%

binomiale B(lS% ), et la probabilité d’obtenir 10 fois
en 0 en 15 lancers est égale a :

p(x=10) = i () (§) =2

% =1,9958.107".
Exercice 28 :Dans un repére orthonorméO; 1; J),
Moussa place les pointd(0; 1) ; B(1;0) etC(—1;0)
affectés de leurs coefficients respectifi a; b. le
couple (a; b) est obtenu de la maniére suivante :

Ll dddddd
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. a est le résultat du ' jet d’'un dé dont les faces
portent les nombres-3; —2; —1;1; 2; 3;
. b est le résultat du 2' jet du méme dé.

Chaque couple a la méme probabilité d’apparition.
a) Discuter I'existence du barycentre G de ce
systéme de points suivant les valeurs de a et b.
quelles sont alors les coordonnées de G ?

b)  Quelle est la probabilité pour que le systéeme
de points pondérés admette un barycentre G dont
l'ordonnée est égale a 1 ?

c) Question analogue en imposant au barycentre
G d’avoir une abscisse nulle.

d) Question analogue en imposant au barycentre
G d’appartenir a I'une ou l'autre des bissectricesles
axes du repere.

Correction :

a) Discuter I'existence du barycentre G :

l1+a+b#0<=a+b=+—1d ouG existe.
__ a-b
~ 1+a+b

1
Yo = 1+a+b
b)  probabilité pour que le systéme de points
pondérés admette un barycentre G dont I'ordonnée
est égale a 11l y a 36 couplega; b) obtenus en jetant

successivement 2 fois de suite le méme dé. Chaque

Coordonnées de

couple a une probabilité glg
1

Y6 = 1+a+b
trouver dans un tableau a double entré.
-3 -2 -1 1 2 3
a
-3 —6 -5 —4 -2 -1 0
-2 -5 —4 -3 -1 0 1
-1 -4 -3 -2 0 1 2
1 -2 -1 0 2 3 4
2 -1 0 1 3 4 5
3 0 1 2 4 5 6
pa+b= 0)—3_01666

G d’avoir une abscisse nulle :
a-b

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X X 36 3 2 5 36 b X 54 3 2 X 3p 3 2 536 5 24 36 36 X 50 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 5 06 3 2 5 36 0 4 36 26 2 34 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 0 06 26 2

c)  Question analogue en imposant au barycentre

a-b 1
1+a+b  1+a+b

Xg =Yg =

sont:(=2;-3); (-1;-2):(2;1): (3;2);

. a la 2" bissectriceon a :

a-b 1
1+a+b + 1+a+b

x¢gtys =0

ces couples sont(-3;-2); (—-2;-1); (1;2);

(2;3).

p(bissectrices des axes du repeére) =

Exercice 29 :Diallo lance 2 fois de swte un dé dont
chaque face porte une des lettres T, A, L, A, T, A.
La lecture de la lettre inscrite est prise sur ladce

supérieure du dé cubique.

Il associe la situation suivante en obtenantm € IR

. 2 lettres identiques, il perd 70 F ;

. La lettre A au 1% jet suivi de la lettre T au Z
jet, il gagne(10m) F ;

. Les autres, il gagne 15 F.

Diallo appelle X la variable aléatoire le gain

algébrique dans ce jeu.

a) Calculer la probabilité des événements :

A « avoir au moins une lettre A » ;
B « avoir les lettres du mot ‘TA’ ».

b)  Quelles sont les valeurs prises par X ?
c) Déterminer la loi de probabilité de X et son

espérance mathématique.

d) Déterminer m pour que le jeu soit équitable.
Correction : il y a6% = 36 couples(a; b) obtenus en
jetant successivement 2 fois de suite le méme dé.

=1<a+b =0, cequon peut aisement Chaque couple a une probabilitéél%e

a) probabilité des événements :

A « avoir au moins une lettre A »
p(A) = 1 — p(aBckne lettre A) = 1 — E =
B « av0|r les lettres du mot ‘TA’" »
p(A) = == 0,1666.

b) Ies valeurs prises par X :

. Perte de 70 F, les couples sont :

(T;T); (A;A); (L;L); (A;A); (T;T); (A;A)

. Gain de (10m) F, les couples sont :

6 fois(A; T).
Gain de 15 F, les couples sont :
36 — 6 — 6 = 24 couples.

=i p-0ea —-b=0&a=b.(-3;-3); X = {=70; 10m; 15}.
(-2;-2); ( 1;,-1);(1;1);(2;2); (3;3). c) loide probabilité de X
p(a=b)=—=0,1666. pX=-70)=—=0,1666;
d) Questlon analogue en imposant au barycentre p(X = 10m) = i = 0,1666 ;
G d’appartenir a 'une ou l'autre des bissectricesles p(X = 15) = 22 = 0,6666.
axes du repére :
. a la £ bissectriceon a :
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=0 a—-b=-1et

%3

< a—Db =1 etces couplesi

X 3 3 X X 3 30 X X 26 5 2 5 26 X X 36 3 X 50 36 2 X 54 36 2 X 56 3 2 X 26 2 2 5 26 0 24 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 36 2 X 0 2 2 56 06 2 2 56 06 X 4 36 26 2 5 5 06 26 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X 5 36 3 X 5 35 b X 5 3 2 X 0 3 2 5 06 5 2 34 36 X 50 36 2 X 54 36 b X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 2 36 26 2 3 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 0 26 26 2

Espérance mathématique E(X) = %(—70 X 6+
10722X64+24%X15=60m—6036 =537—1.

d) Déterminer m pour que le jeu soit équitable.
E(X) =§(m—1) —0eom=1.

Exercice 30 :dé tétraédrique non truqué

Un (1) dé tétraédrique non pipé dont les faces de
chaque dé sont numérotées de 1 a 4. SQit'univers
{1,2,3,4} etp, la probabilité de I'événement{k}
aveck € Q.

A. Moussa lance ce dé tétraédrique non pipe,
calculer les probabilitéspq ; p2 ; p3 etp,.

B. Moussa lance deux (2) fois de suite ce dé en
formant le couple (1°" jet; 2¢T jet) = (a; b) et
appelle X la variable aléatoire définit par :

. Si a=b, alorsX(a;b)=a=D>b;

. Si a # b avec a divisible par b ou b divisible
par a, alorsX(a; b) = % (sia > b) ou

X(a;b) =2 (sib > a) ;

. Dans tous les autres caX(a;b) =a+ b.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X et son
espérance mathématique.

c) Donner la distribution de la fonction de
répartition.

Correction : il y a4? = 16 couples(a; b) obtenus en
jetant successivement 2 fois de suite le méme dé.

Chaque couple a une probabilitéf%e

1., 1., _1 =1
A P1= P25 P3= g epa =
B. lancer deux (2) fois de suite ce dé :
a) valeurs prises par X :

1 2 3 4
a
1 1 2 3 4
2 2 2 5 2
3 3 5 3 7
4 4 2 7 4

X(Q) =1{1; 2;3;4; 5;7}.
b) loide probabilité de X :

P(X =1) = — = 0,0625;
p(x_2)_—_03125
P(X =3) = —=0,1875;
p(X = 4)—1—01875
p(x_5)_i6—0,125,

p(X_7)_ ~ = 0,125.

Espérance mathemat|que ;
E(X)=%(1+10+9+12+10+14)=3,5.
c) Distribution de la fonction de répartition :
Vx€ |—o0;1], F(x)—p(X<x)—0'

Vxe€ [1; [F(x)—p(X<x)———00625
Vx€ [2 [F(x)—p(X<x)— - =0375;
Vx € [3;4], F(x)—p(X<x)———05625
Vxe[4,5[F(x)—p(X<x)—1——075
VxE[5,7[F(x)—p(X<x)——4—0875

Vx € [7;+[, F(x) = 1.
Exercice 31 :dé cubique truqué

Un (1) dé cubique pipé dont les faces sont
numérotées de 0 a 5. Sof? I'univers {0,1,2,3,4,5}
et p, la probabilité de I'événement{k} aveck € Q.
Ce dé est tel que :

2po = 3p1 = 4p2 = 5p3 = 6p, = 7ps.

A. Moussa lance ce dé, calculer les probabilités
Po: P1; P2 €tp3; py €LPs.

B. Moussa appelle X la variable aléatoire définit
par :

. X0)=X(1)=0

. X(2)=X4)=2;

. X(3) = X(5) =3.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Déterminer la loi de probabilité de X et son
espérance mathématique.

c) Donner la distribution de la fonction de
répartition.

Correction :

A. probabilités py ; p1; P2 €tps; ps etps:
2po = 3p; = 4p, = Sp3 = 6ps = 7ps.

Po tP1 +P2 +P3 +Ps +ps =1

Po +§P0 +%P0 +§P0 +%P0 +EP0 =1;

po (142 43 +2 42 42) =1ep =

223"’

En déduit au 70><2 _ 140 70x2 _ 35
QU1 = a3 ~ 669 ' P2 = 223xa 223 °
_70x2 _ 28 _70x2 _ 70
P3 = o5xs ~ 223 ' P4 T 223%6 669

70X2 20
Ps = 323x7 = 223"
B. Xlavariable aléatoire définit par :
. X0)=X(1)=0
. X(2)=X4)=2;
. X(3) = X(5) =3.
a) valeurs prises par X :X(Q) = {0; 2;3}.
b) loi de probabilité de X :
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

210+140 _ 350
pX=0)=py+p. = ceo = eoo =0,5231;

105+70 _ 175
pX=2)=p,+ps= oo 669 =0,2615 ;

28+20

p(X=3)=p3+p5=?_223 02152
Espérance mathématique :
E(X) ——(2><175+48><3><3) _782_ 1,1689.

c) Distribution de la fonction de repartmon :
Vx€ ]-oo;0[,F(x) =pX<x)=0;

Vx€ [0 [F(x)—p(X<x)—350—05231

Vx € [2;3],F(x) = p(X < x) —525—07847
Vx € [3;+[, F(x) = 1.
Exercice 32 :Un (1) dé cubique dont les faces sont

numérotées de 0 a 5. Moussa jette ce dé et conslér
X qui & chaque lancer associe la somme des chiffres

indiqués sur les 3 faces visibles. Il définit :

- pX=1D =g

. p(X=15)=2pX=13) =3pX =11);

. 3p(X=14) = p(X=10) = 4p(X = 12) ;

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Moussa appelle Y la variable aléatoire
correspondant au gain définit par :

. Si X est pair et multiple de 5 alors il gagne 15
points ;

. Si X est premier alors il perd 5 points ;

. Dans les autres cas alors il gagne 10 points ;
Etablir la loi de probabilité deY.

Correction :

. p(X=15) =2p(X =13) =3p(X = 11) ;

. 3p(X =14) = p(X = 10) = 4p(X = 12) ;

a) valeurs prises par X :

X(Q) ={10; 11;12;13; 14;15}.

b) loi de probabilité de X :

pX=10)+ pX=11)+ pX=12)+ pX =
13+pX= 14+pX 15 1.

P(X =10) + = +7 p(X = 10) + ——+ p(X =
10+311= 1<=>1912pX 10=1-1122<1912pX=10
=1122=pX=10=132418=66209.

1
pX=11) =~ p(X—12)—418,
PX=13)=—; p(X=14)=—;
pX=15) ==

c) VYla varlable aléatoire définit par :
loi de probabilité deY :

Y(Q) = {-5; 10;15}.
p(Y=-5)=p(X=11) + p(X =13) —i-

p(Y =10) = p(x = 12) +p(X =14) + p(X =15) =
22 3

418 ' 209 ' 11 418’

Page 93 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

p(Y = 15) = p(X = 10) = = = 0,31578 ;

Exercice 36 :Diallo lance deux déd etD,
parfaitement équilibrés dont les faces sont
numeérotées de 1 a 6. Il note :

. X, le numéro obtenu en lancant le d®,,
. X, le numéro obtenu en lancant le d®,,

. S la variable aléatoire égale a la somme des
deux numéros obtenus,

. P la variable aléatoire égale au numéro le plus
grand obtenu,

. M la variable aléatoire égale au numéro le
plus petit obtenu.

1.

a) Calculer I'espérance de&X, et I'espérance de
X,. Quelle relation y a-t-il entreX; , X, et S ? Quelle
est I'espérance de S ?

b)  Déterminer la loi de probabilité de S. On
présentera les résultats sous forme de tableau.
Retrouver alors directement I'espérance de S.

2.

a) Déterminer la loi de probabilité de P. Pour
cela, on peut s'aider du tableau suivant en le

complétant avec les valeurs que prend la variable.P

b) Vérifier que I'espérance de P estE(P) = 13661

3.

a) Quelle relation simple a-t-on entre M, P et S?
b)  Quelle est I'espérance de M?

c) Déterminer la loi de probabilité de M.
Retrouver alors le résultat précédent.

Correction : I'universQ est I'ensemble des résultats
possibles du lancer des deux dé®st donc le produit
cartésierD; x D,. Son cardinal est alors 36.

1. les lois des variables aléatoitésetX, sont

identiques. La variablg, prend les valeu@=1,2, 3

, 4,5 0u 6 avec pour chacune d'entre gli€s; = x;).

Le plus simple, pour déterminer la loi de prob#bitle

S, est de faire un tableau.

a) l'espérance deX; et I'espérance d&X, :

E(X,) =%(1+2+3+4+5+6) =3,5 = E(X,).

Relation entreX; , X, et S:E(X; +X,) = EXy) +

E(X,), commeS = X; + X,, doncE(S) = 7.

b)  Déterminons la loi de probabilité de S :

s@={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
p(S=2) ———00277 p(S=3) ———00555

p(s_4)_i_00833 p(s_5)_i_01111

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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p(S=6) = S = 0,1388; p(S=7) = — = 0,16666 ; Exercice_40 :Moussa tire trois (3) cartes au hasard
36 dans un jeu de 32 cartes.
p(§=8) = _6 =01383; p(S=9) == 0 11115 Il considere les événements suivants :
p(S=10) =—==0,0833; p(S = 11) == =0,0555 A«obtenirunas»;
B « obtenir deux (2) cceurs » ;

p(S =12) = == 0,0277. C « obtenir I'as de pique » ;
E(S) = Xix; x p(X1 =x;) =7. D « obtenir des cartes noires » ;
2. E « obtenir des tréfles » ;
a)  Déterminons la loi de probabilité de P : F « obtenir le roi et la dame de pique » ;
P = plus grand des deux numéros obtenus". G « obtenir deux (2) roi et la dame de pique ».
P =f123 456 Calculer la probabilité de ces événements le cas ou

@W=1{1,2,3,4,56} 1. le tirage s’effectue successif avec remise.

P 1 2 3 4 S| 6 | 2. Le tirage s'effectue successif sans remise.
pP=x) | 1 | 3| 5| 71 91 11| 3 |etirage seffectue simultanément.

36 36 36 36 36l 36 | Correction :

b)  Vérifions que E(P) = ﬁ : 1.  Tirage successif avec remise :
E(P 1+4+6+15+ 28+ 45 + 66) = -2 = card(@) =32° = 32768,

() = _( FAFO+15+28+45+66) = A « obtenir un as »p(las) = — = 0,125
3. Relation entre M. P et S on peut p(A) = [p(1as)]? = (0, 125)3 Z 0,00195.
2) elation entre © N peutremarquer = g obtenir deux (2) coeurs p(lcoeur) = — = 0,25

gue la somme des numeéros obtenus lors du lancer des o224l

deux dés est égale & P + M. Donc, la relation @it~ p(B) = (0,25)? x = 77es = 0,04687.

etMest: S =P+ M. On sait qi€S) = E(P) + E(M) C « obtenir I'as de pique »

, . . _ _ 13x24%  13x240 -5
b) L'espérance de M E(E? 9F;(P) +EM) & p(C) = 5 = ees = 3,05.107>.

EM)=E(S) —EP)=7—— =% D « obtenir des cartes noires »
o . __card(D) _ 163x24°  163x240
c) Déterminons la loi de probablllte de M : p(D) = ard@ = 325 = 32768 0,125.
M 1 2 3 4 5 6 | E « obtenir des tréfles »
p(M = Xi) 11 9 7 5 3 1 ( ) __card(E) _ 83x24% 00156 -
36 36 36 36 36 36 plb) = card(Q) __ 32768 ' '
E(M) = = (11 + 18+ 21 + 20 + 15+ 6) = =. F < obtent le rol et la dame szf;‘l‘;e ?
VIII. Jeu de cartes : (F) = card(@ ~ 32768 S
Exercice 39 :Dans un jeu de 32 cartes on tire au G « obtenir deux (2) roi et la dame de pique »
hasard simultanément huit (8) cartes. p(G) = 4@ _ 4517270 _ 4 g0 104
T A ; . card(Q) 32768 e '
Calculer la probabilité des événements suivants : 5 Ti i o
A « obtenir un as, un roi, la dame de pique et deux : Irage sucgesg avec remise -
(2) valets » ; = card(Q) = A3, = 29760.
B « obtenir au moins un as » Nous somme d’un cas d’équiprobabilité
C « obtenir deux (2) as et cingq caeurs ». A « obtenir un as >
Correction : Le nombre total de cas élémentaires est |gA) = carjgg = A;:;:)S = 239072640 =0,1016.
—_— . < s y car
nombre de part|,e§ a8 elgments d’'un ensemble B « obtenir deux (2) coeurs »
comportant 32 éléments : card(B)  AZxAl 1344
card(®) = C§, = 105183.107. p(B) = card(@) 28976;4 ~ 29760 0,0451.
probabilité des événements suivants : C « obtenir I'as de pique »
A « obtenir un as, un roi, la dame de pique et deux ©) = card(C) _ AlxA3; 930 003125
_ card() _ 1 1 T card(Q) ~ 29760 29760 ' '
(2) valets » p(A) card(Q) card(A) = C4 X C3 % D « obtenir des cartes noires »
C2 x C3, = 93024, doncp(A) = 0,00884. (D) = card(D) _ AfgxAfs _ 3360 _ 1159
B « obtenir au moins un as»p(B)=1- P = Gard@ ~ 20760 29760 '
c E « obtenir des trefles »
p(aucun as) = 1 — 5%28 qoncp(B) = 0,7045. (5 = S MpxAL, | 336 (0o
C « obtenir deux (2) as et cing coeurs p(C) = card(Q) 29760 29760 '
card(C) | F « obtenir le roi et la dame de pique »

— 1y 4 2
card(@) - card(C) = CI x C¥x C3, +C2 xC3 xCl, =
22050 + 1323 = 23373, doncp(C) = 0,002222.

__card(F) _ AfxAixA}, _ 108
(F) = card(Q) = 29760 29760 0,00362.
G « obtenir deux (2) roi et la dame de pique »
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

_card(G) _ AZxAixAY, 12 —4
p(G) = card(Q) ~ 29760 29760 4,032.107%.

3.  Tirage simultané = card(Q) = C3, = 4960.
Nous somme d’'un cas d’équiprobabilité

A « obtenir un as »
card(A) _ CixC3g

1512

p(a) = card(Q) 4960 4960 0,3048.
B « obtenir deux (2) cceurs »
__card(B) _ CixCig 168
p(B) = card(Q) =~ 4960 4960 0,03387.
C « obtenir I'as de pique »
1 2
p(C) _ card(C) _ CyxC3; _ 465 — 0,09375.

card(Q) = 4960 4960
D « obtenir des cartes noires »
card(D) _ C3;xCy 560

p(D) = card(Q) 4960 4960 0,1129.

E « obtenir des tréfles »
__card(E) _ C3xC3, 56 .

p(E) = card(Q) = 4960 4960 0,01129;

F « obtenir le roi et la dame de pique »
__card(F) _ CixCixC3, 108

(F) = card(Q) = 4960 4960 0,002177.

G « obtenir deux (2) roi et la dame de pique »
__card(G) _ CIxCixC3, 6 -3

p(G) = card (@) = = 7oc0 = 1,209.107°.

4960
Exercice 41 :On tire simultanément au hasard cing
(5) cartes dans un jeu de 32 cartes.

1.  Calculer la probabilité des événements
suivants :

A « obtenir deux (2) as » ;

B « obtenir trois (3) valets » ;

C « obtenir au moins un as » ;

D « obtenir au moins deux (2) as » ;

E « obtenir au plus deux (2) as ».

2.  Soit X la variable aléatoire qui correspond au
nombre d’obtenir au moins un as.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Calculer I'espérance mathématique : E(X).
d)  Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

Correction : Le nombre total de cas élémentaires e

nombre de parties a 5 éléments d’un ensemble
comportant 32 éléments card(Q) = C3, = 201376

1. Le nombre de cas favorables est le nombre de

parties a 5 éléments d’'un ensemble comportant k

éléments. Nous somme d’un cas d'équiprobabilité.
A « obtenir deux (2) as ;p(A) = ::jggi :

card(A) = C2 x C35 = 19656, doncp(A) = 0,0976.
B « obtenir trois (3) valets »p(B) = z::ggg :
card(B) = C3 x CZ; = 1512, doncp(B) = 0,0075.

C « obtenir au moins un as p(C) = z:::((;)) :

p(C) =1 — p(aucunas) = p(1as) + p(2as) +
p(3as) + p(4as) = 1—%=

5
C32

=0,512.

CixCag+CZxC3g+CExC2+CExClg
C5
32

card(D) |,
card(Q) °

D « obtenir au moins deux (2) as p(D) =
p(D) = p(2as)+ p(3as)+p(4as) =

C2XC3g+C3xC35+CExClg  19656+1512+28

= = 0,10525.

cs, 201376

E « obtenir au plus deux (2) as p(E) = card(E)

card(Q) °
p(E) = p(aucun as) + p(1as) + p(2as) =
CIXC5g+CEXCa+CIxC3g  98280+81900+19656

stie 6

c3, 201376
2. X = nombre d’obtenir au moins un as.
a) X=1{0;1;2;3;4}
b) laloi de probabilité de X.

p(x=o)=C2CX_§E%=%=o,488;
pX=1) = Cicxgizg = 28011930706 = 0,4067;
pX=12) = Ciggizg = 21091635766 =0,0976;
p(x = 3) = S = 22— 0,0075;
p(X = 4) = qcx—?s"fs =20 =0,000139.

c) E(X)=0.(0,488)+1(0,4067) + 2(0,976) +
3(0,0075) + 4(0,000139) = 2,3817.
d) fonction de répartition de X

Vx € ]-0;0[ F(x) =p(X<0)=0;
98280

¥x € [0;1[, F(x) = —=2* = 0,488

Vx € [1;2[, F(x) = % =0,8947 ;
Vxe [2’ 3[’ F(X) — 98280+81900+19656 — 0’9923 :
Vxe [3 4[’ F(X) — 98280+81900+19656+1512 —

201376
0,9924;V x € [4; +oo[, F(x) = 1.

Exercice 42 :On tire deux (2) cartes au hasard dans

un jeu de 32 cartes. On attribue a chaque :
. valet la valeur 1 ;
dame la valeur 2 ;
. roi la valeur 3 ;
. les autres cartes la valeur 0.
On appelle X la variable aléatoire qui, a

valeurs attribuées aux cartes tirées.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b)  Etablir la loi de probabilité de X.
c)  Calculer 'espérance mathématique.
d)  Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

On appelle Y la variable aléatoire qui, a

chaque événement fait correspondre la différence
des valeurs absolues attribuées aux cartes tirées.

a) Quelles sont les valeurs prises par Y ?
b)  Etablir la loi de probabilite de Y.
c¢) Donner la distribution de la fonction de
répartition de Y.

On appelle Z la variable aléatoire qui, &

chaque événement fait correspondre le produit des

valeurs attribuées aux cartes tirées.
a) Quelles sont les valeurs prises par Z ?
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b)  Etablir la loi de probabilité de Z.
c¢) Donner la distribution de la fonction de
répartition de Z.

%33

3. Z = produit des valeurs attribuées aux cartes #r
tirées.

Correction : P A D, R; Autresg
1. X = somme des valeurs attribuées aux cartes| Vv, 1 2 3 0
tirées. Par un tableau a double entré, on aura : D, 2 4 6 0
S \'A D, R; Autres, R, 3 6 9 0
\/) 2 3 4 1 Autres, 0 0 0 0
D, 3 4 5 2 a) X=1{0;1;2;3;4;6;9}
R, 4 5 6 3 b) loide probabilité de X:
Autres, 1 2 3 0 pX=0)=—=04375; pX=1)=—==10,625;
a) X={0;1,2;3;4;5;6} p(X=2)=2=0125: p(X =3) =2 = 0,125,
b) laloi de probabilité de X.
p(X = 0) = = = 0,0625; p(X = 1) = = = 0,125 p(X = 4)‘_‘0625 pX = 6)‘_‘0625
p(X=2) = >=0,1875; p(X = 3) = = = 0,25 p(X=9) =1 =0125. ,
16 6 C) Fonctlon de répartition de X :
p(X = 4)——6—01875 p(X=5)=—=10,125; Vx € ]—00: 0], F(x)—p(X<0)=0;
pX = 6)———00625 Vxe [0; [F(x)— == 0,4375;
c) EX) = 0(0 0625) + 1(0,125) + 2(0,1875) + V€ F) =2 =05
3(0,25) + 4(0,1875) + 5(0,125) + 6(0,0625) = 3. x€ 12 Feo =
d)  fonction de répartition de X Vx € [2;3[ F(x) = =0625;
Vx € ]—o0;0], F(x)— pX<0)=0; Vxe [3;4], F(x)_ _075
vxe [0 [F(x)‘:‘00625 Vxe [4,6[ F(x)_ —08125
Vxe [3; 4[ F(x) = _° =0,625: Exercice 43 :On dispose d’'un jeu de 32 cartes. On
16 en tire une carte. Si la carte est un figure (roidame
Vx€ [45]F(x) = 7 =08125; ou valet) on s'arréte sinon, on la remet, et 'on
v x € [5;6[, F(x) = _5 =0,9375 : recommence, ... et ainsi de suite.

YV x € [6;+00], F(x) = 1
2. Y = différence des valeurs absolues
attribuées aux cartes tirées.

D V; | D, | R3 | Autres,
Vi 0| 1| 2 1
D, 1/0 1 2
Rj 2110 3
Autresg | 1 | 2 | 3 0

a) X={0;1;2;3}

b) laloi de probabilité de X.

pX= 0)———025 p(X—l)———0375
p(X—Z)———OZS p(X—3)———0125

c) fonct|on de répartition de X
Vx€ ]—o0;0], F(x)—p(X<0)—0;

Vx € [0; [F(x)— —025
Vxe€ [1; [F(x)———0625
VxE€ [2 [F(x)— —0875
Vx € [3;+0o], F(x)—l
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1. On appelle X la variable aléatoire qui est égale
au nombre de tirages nécessaires pour obtenir une
figure a l'issue de 4 tirages.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Calculerp(X < 2).

2. On procéde cette fois —ci @ nombre de
tirages. On appelle Y la variable aléatoire qui est
égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir
une figure a l'issue den tirages.

a) Quelles sont les valeurs prises par Y ?

b)  Calculer la probabilité d’obtenir k tirages tels
quel <k <n.

Correction :

1. 4 nombre de tirages

a) valeurs prises par X :X(Q) = {0; 1; 2;3; 4}.

b) loi de probabilité de X : SoitA,, I'événement
obtenir une figure an®™ tirage aved < n < 4.

Doncp(A,) = 2d@w _ 12 % etp(A,) = g =2

card(Q) T 32 8
_ 5\4

p(X =0) = p(5.4;) = (3) =0,1525

pX=1) =p(A;) =5 =2 = 0,375;

p(X =2) = p(A) x p(Ay) = (2) x 2=,
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p(X = 3) = pA&) x p(A) x p(A3) = () x 2=

75 01464
512

p(X3= 4) = p(A;) X p(Az) X p(A3) X p(Ay) =
(g) X2 ==2=0,0915.
c) Calculerp(X < 3).
pX=<2)=pX=0)+ pX=1)+ pX=2)
p(X<2)=2=0,756.
2. mnombre de tirages
a) valeurs prises par Y :Y(Q) = {1;2; ...; n}.
b)  probabilité d'obtenir k tirages/1 <k <n:
5\k-1 3

PX=10=(5)  xg

IX. Urnes ; sacs ou boites :
Exercice 44 :Une urne contient 10 boules
indiscernables au toucher :
. 7 boules rouges toutes numérotées 1, et
. 3 boules jaunes toutes numérotées 0.
Diallo tire simultanément 2 boules de cette urnel |
considere les événements
A : « les deux boules sont de la méme couleur » et
B : « les deux boules sont de couleurs différentes
1. Déterminer les probabilités P(A) et P(B).
2. Il désigne par X la variable aléatoire égale a la
somme des chiffres des deux boules tirées.
Déterminer la loi de probabilité de X et préciser en
espérance mathématique.
Correction : 10 urnesU = 7R + 3]

1. A «les deux boules sont de la méme couleur »

cZcd+cic? 8

P(A) = === =7 = 0,5333.

B : « les deux boules sont de couleurs différentes
p(B) =1 — p(A) = % = 0,4666.

2.  Xlavariable aléatoire égale a la somme des

chiffres des deux boules X(Q) = {0; 1; 2}
Loi de probabilité de X :

[ « obtenir deux cicd 3
p(X:O):p i =%:_:_
| boules jaunes » 3, 45 15
[« obtenir 1 boule rouge
. cici 21
p(X = 1) = p|et aucune boule jaune» | = T
10

_c2cy 217

c%, 45 15

| « obtenir deux
pX=2)=p | boules rouges »]
Espérance mathématique :
EX) == (7+14) =2 =14
Exercice 45 :Une urne contient douze (12) boules
indiscernables au toucher : quatre (4) blanches ;
trois (3) rouges et (5) noires.

1. Moussa tire successivement au hasard deux
boules de 'urne avec remise de chaque boule tirée.
a) Décrire I'univers Q et calculer card(Q).

b)  Calculer la probabilité des événements :

A : « obtenir des boules de la méme couleur » ;

B : « obtenir des boules de couleurs différentes;»

C : « obtenir deux (2) boules noires » ;
D : « obtenir au moins des boules noires ».
Quel est I'événement le plus probable ?

2.  Abdoulaye tire successivement au hasard deu

(2) boules de I'urne sans remise de chaque boule
tiree.

a) Décrire I'univers Q et calculercard(Q).

b)  Calculer la probabilité des événements :

A : « obtenir des boules de la méme couleur » ;
B : « obtenir des boules de couleur différentes » ;
C : « obtenir deux (2) boules noires » ;

D : « obtenir au moins des boules noires ».

Quel est I'événement le plus probable ?

3. Diallo tire simultanément au hasard deux (2)
boules de l'urne.

a) Décrire I'univers Q et calculercard(Q).

b)  Calculer la probabilité des événements :

A : « obtenir des boules de la méme couleur » ;
B : « obtenir des boules de couleur différentes » ;
C : « obtenir deux (2) boules noires » ;

D : « obtenir au moins des boules noires ».

Quel est I'événement le plus probable ?
Correction : équiprobabilité

1.  Tirage successif avec remise?

Il'y a a la fois uneotion d’ordre (tirages successifg}t
derépétition (avec remise). Un résultat est dame 2-
liste avec remisgou doublet) d’élément de=
{1,2,3,..,12}.

a) L'universQ est I'ensemble des doublets
correspondant a chacun des 2 tirages successifs.
A chacun des tirages, il y a 12 résultats possiblgsa
doncCard(Q) = 122 = 144 de tirages possibles.

b)  Probabilité des événements suivants :

A : « obtenir des boules de la méme couleur »

p(A) = p(B; NB,) + p(R; NRy) + p(N; N NZZ)
4 4 4 1
p(Bl n BZ) = p(Bl) X p(BZ) = E X E = (E) 2: ;
3 3 3 1
p(R; NRy) = p(Ry) X p(Ry) = ' X o (ﬁ) =
5 _ 5 512
p(N; NNy) = p(Ny) X p(zNZ) =05 X o= (ﬁ)
ol 1,1 .(5 50
d'oup(a) = 9 + 16 + (12)

=— =0,3472. On peut
144

aussi retrouver le méme résultat en passant par les

cardinaux :Card(A) = 42 x 8° + 32 x 9% + 52 x

79 = 50, alorsp(A) = 24 _ 50 _ 3477

Card(Q) = 144
B : « obtenir des boules de couleurs différentes »
__ Card(B) _ . _
P(B) = Garamy = 1 — P(A) = 0,6527.

C : « obtenir deux (2) boules noires »
5

P(B) = p(Ny N N;) = p(Np) X p(N;) = = x = =

2
5 25 .
(5) = T2 = 0,1736. On peut aussi retrouver le
méme résultat en passant par les cardinaux :

Card(C) = 5% x 7° = 25,

alorsp(C) = gz:gg =2 =0,1736.

144
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D : « obtenir au moins des boules noires »

Card(D)
p(D) Card(Q)

p(0) =1-p(MN;NN;) =1- p(Ny) xp(N;) =1~
[1-p(ND]x [1—=p(N)] =1~-[1-p(N)]* =1~

(1—72)2 = 0,65972.

Evénement le plus probable :

p(D) > p(B) > p(A) > p(C)
L’événement le plus probable est I'événement D.
2. Tirage successif sans remisé®
Il reste toujours laotion d’ordre (tirages successifs)
mais les jetons tirés n’étant pas remis dans leilsaly
a plus de répétitions possibles. Un tirage est doec
2-liste sans remis®u un arrangement de trois
éléments pris parmi 12
a) Un élément deQ est un doublet dans lequel
tous les éléments sont différentdl y 12 possibilités
au premier tirage. On ne remet pas la boule dans
I'urne, doncau second tirage, il n'y a plus qud.1
possibilitts DoncCard(Q) = A%, = 12 x 11 = 132.
Dans ce cas, la probabilité de tirer une bouleend@ns
le premier tirage egt(N;) = — = 0,416. Mais la

probabilité de tirer une boule noire dans le demeié
tirage dépend de la boule tirée au premier tirégda

premiére boule tlree est noirey, (N;) = — = 0,3636

sinonpy, (N;) = — = 0,4545.

NB :cas de probablllte conditionnelle.
b)  Probabilité des événements suivants :
A : « obtenir des boules de la méme couleur »

p(A) =p(B;NB;) +p(Ry N Rz) + p(N1 NNy)

= 1 — p(aucune noire) =1 —

p(B; N By) = p(By).ps, (Bz) = 5 x 7= 0,09090
p(Ry NRy) = p(Ry).pr, (Ry) = 5 X = 0,4545.
p(N; NN3) = p(Ny). le(NZ) X7 =0,1515

12+6+20
132

d'oup(A) = =0, 2878 On peut aussi

132

retrouver le méme résultat en passant par lesnzarxli:

Card(A) = AZA) + A3AS + AZAY = 38,

alorsp(A) = gz;jg 13382 0,2878.

B : « obtenir des boules de couleur différentes »
p(B) = oo = 1— p(A) = 071212

C : « obtenir deux (2) boules noires »

p(B) = p(N; N N;) = p(Ny) X py,(Np) = i
20

4
)(—:

132
en passant par les cardinaward(C) = A2A9 = 20,

alorsp(C) = E::SES; 12302 =0,1515.

D : « obtenir au moins des boules noires »
Card(D)

p(D) = Card () = 1 — p(aucune noire) = 1 —

p(C) =1-p(N; N Ny) =1 - p(Ny) x py,(Np) =

— = 0,1515. On peut aussi retrouver le méme résultag « Deux jetons de couleurs différentes » ;

1—[1—p(ND] % [1 - py,(N)] = 1— (1 -
1—52)(1—5)—1——x——0681818

Evénement le plus probable :
p(D) > p(B) > p(A) > p(C)
L'événement le plus probable est I'événement D.
3.  Tirage simultané P
a) Dans le cas d'un tirage simultané, I'ordre n'a p

d'importancell n'y a plus de notion d’ordre, seul

X 34 3 2 X X X 5 36 26 2

ag

%3

compte I'ensemble des deux boules. Un tirage est doy.

une combinaison dedeux éléments pris parmi 12|
y a doncCard(Q) = C%, = 66 de tirages possibles.
b)  Probabilité des événements suivants :

A : « obtenir des boules de la méme couleur =»
Card(A) = C5C3 + C3C3 + C2C2 =19,

alorsp(A) = E:;—jg 2 =0,2878.

B : « obtenir des boules de couleur différentes »

X 3 X X 36 3 X 5 2 2

Comme on tire deux boules, I'événement contraire der
2 boules de méme couleur » est « 2 boules de msule%,

différentes »p(B) = E:z—;‘% p(A) = 0,7122.
C : « obtenir deux (2) boules noires »= Card(C) =
C2C2 = 10, alorsp(C) = E:;jg =22 =0,1515.

D : « obtenir au moins des boules noires »

Card(D) )
p(D) = Cz;d(ﬂ) =1 — p(aucune noire) =1 —
p@ =1-pR, NN, =1 27 = 0,6818181.

Evénement le plus probable :

p(B) > p(D) > p(A) > p(C)
L'événement le plus probable est I'événement B.
Exercice 46 :Une boite contient 20 jetons

indiscernables au toucher et repartis :

. 5 jetons blancs marqués 0 ;
. 7 jetons blancs marqués 5 ;
. 6 jetons noirs marqués 7 ;
. 2 jetons noirs marqués 7.

Moussa tire au hasard et simultanément 2 jetons de
la boite.

1.  Quel estle nombre de tirages possibles ?

2. Calculer la probabilité d’obtenir :

A « Deux jetons de la méme couleur» ;

C « Deux numéros identiques » ;

D « Un nombre ‘75" »

E « Un nombre ‘50'» ;

F « tous les jetons noirs » ;

G « au moins un jeton portant un numeéro différent
des autres ».
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Correction :

1. Nombre de tirages possiblesli y a 20 jetons au
total dans la boite. On en tire 2 simultanément. Le
nombre de tirages possibles est le nombre de parte
éléments dans un ensemble a 20 éléments. Ou le

doncCard(Q) = C3, = 190 tirages possibles.
2. Probabilité d’obtenir :

A « Deux jetons de la méme couleur»
Card(A) = C%,C3 + C3CY, = 94, alors

p(A) = E:;jgg; = 2 = 0,4947.

B « Deux jetons de couleurs différentes »

2 jetons de méme couleur » est « 2 jetons de cauleu
.y _ CardB) _ ., _

différentes »p(B) = Card() = 1—- p(A) =0,5052

C « Deux numéros identiques »

Card(C) = C2Cd + C2C?, + C3CY = 76, alors
__ Card(C) _ 76 _

p(0) = Card(Q) = 190 0,4

D « Un nombre ‘75 »

Card(D) = c;cic9 + cicic? = 56, alors
_ Card(D) _ 56 _

p(D) = Card(Q) ~— 190 0,2947.

E « Un nombre ‘50’ »

Card(E) = C3CiCQ = 35, alors
__ Card(E) _ 35 _

p(E) = Card(Q) ~ 190 0,1842.

F « tous les jetons noirs »

Card(F) = C3CY, = 28, alors

Card(F) _ 28

p(F) = Card(@) = 190 = 0,1473.

G « au moins un jeton portant un numeéro différent
__ Card(G) _ _ _

des autres »p(G) = Card() = 1 - p(C) =0,6.

Exercice 47 :Une boite contient 4 boules rouges, 5
boules vertes et 7 boules jaunes et on suppose que
tous les tirages sont équiprobables

A. Diallo tire simultanément 3 boules de la boite.
1.  Quel estle nombre de tirages possibles ?
2. Calculer la probabilité d'obtenir :

A « trois boules de la méme couleur» ;

B « trois boules de couleurs différentes » ;

C « aucune boule rouge » ;

D « autant de boules rouges que de boules vertes »
E « au moins une boule rouge » ;

F « exactement une boule rouge et exactement une
boule verte ».

B. Diallo tire successivement 3 boules de la boite

en remettant chaque boule tirée. Il appelle X la

tirées. Déterminer la loi de probabilité de X.

C. Diallo tire une boule. Si la boule est rouge on
s’arréte sinon, on la remet, et 'on recommence, .et
ainsi de suite. Il appelle Y la variable aléatoire&égale

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

nombre de combinaisons de 2 éléments parmi 2@ Il Ya

Comme on tire deux jetons, I'événement contraire de 2

variable aléatoire égale au nombre de bouges rouges , iy — g) =
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au nombre de bouges rouges tirées a l'issues de cesi
trois (3) tirages effectués. Déterminer la loi de
probabilité de Y.

Correction :

Tirages simultanés CP
1. Il'y a 16 boules au total dans la boite. On en3irel
simultanément. Le nombre de tirages possiblegest | i
nombre de parties a 3 éléments dans un ensemble a4
éléments. Ou le nombre de combinaisons de 3 élémégit
parmi 16. Il y a don€ard(Q) = C3, = 560 tirages
possibles.

Calculer la probabilité d’obtenir :

A « Deux boules de la méme couleur»

Card(A) = C3CY, + ¢3¢, + c3cd = 49, alors
p(A) _ Card(A) _ 49

Card() — 560 — 0,0875.

B « Deux boules de couleurs différentes »
Comme on tire trois boules, I'événement contragexd vr
3 boules de méme couleur » est « 3 boules de asulevir

X 3 3 2 X X 5 2

% X X X X X X 2 X 2

.y _ Card(B) _ , _
différentes »p(B) = Card(@) = 1 - p(A) =0,9125.
C « aucune boule rouge »

03
p(C) = &z = 220 _ ( 3979

190 560
D « autant de boules vertes que de boules jeunes »

Card(D) = c9c2c3 + cicict =35+ 140 = 175,

alorsp(D) = EZ;‘;EE; = 175 _ ,3125.

560
E « au moins une boule rouge »
L'événement contraire de "au moins une boule roug

est "aucune boule rouge”.
p("au moins une rouge") = 1 — p("aucune rouge").

1 _ 4 Cjci, . 220 _
p(E) =1-p(C) =1--2=1--—=06071,

F « exactement une boule rouge et exactement une
boule verte »elle correspond :
au choix d'une boule rouge parmi les 4 rouges ;

au choix d'une verte parmi les 5 vertes ;
au choix d’'une boule jaune parmi les 7 jaunes.
Le nombre de cas favorables a cet événement est do&

C} x €2 x €} = 140. La probabilité de cet événement’s

Card(F) _ 140 _
Card(Q) = 0,25.

5 3 34 3 b 2 3 5 5 2 2 S b 2 3 3 0 2 2 3 0

est donc p(F) =

560
B. Tirages successifs avec remise
X = au nombre de bouges rouges tirées :

R « Obtenir une boule rouge lors d'un tirage »

p(R) =2=2 etp(R) =1 —p(R) _3

16 4 4
X(Q) ={0;1;2;3}
27

p(aucune rouge) = C3[p(R)]® = o2
p(X =1) = p(1rouge) = Cip(R)[p(R)]? = gi
p(X = 2) = p(2 rouges) = C3p(R)[p(R)]? = %;

X 3 3 X X 3 3 X X 26 3 2 5 26 5 24 56 26 2 2 5
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p(X = 3) = p(3 rouges) = C3[p(R)J® = ——.

C. Y = aunombre de bouges rouges tirées.
Y(Q) = {0;1; 2; 3}. R « Obtenir une boule rouge lors
d'un tirage »p(R) = = = 7 etp(R) = 1 - p(R) =~.

3\ 3
p(Y = 0) = p(aucune rouge) = (Z)
p(Y=1)=p =0,25;

1.

_ 1
p(Y =2) =p® xp(®) = (3) x3
= = 3\2 1
p(Y =3) = p(R) x p(R) x p(R) = (7).
Exercice 48 :Dans un sac, on a disposé 9 jetons
indiscernables au toucher, numérotés de 1 a 9.

(1 rouge) = %

1.  Ontire successivement trois jetons du sac, en
remettant entre chaque tirage le jeton tiré dans le
sac. On obtient ainsi un nombre de trois chiffres

le 1*" jeton indique les centaines,

le Z les dizaines et

le 3 les unités.

a) Combien a-t-on de tirages possibles ?

b)  Calculer la probabilité donnant un nombre
pair. Calculer la probabilité de tirages avec un sa 2
2. On tire successivement trois jetons, sans
remettre le jeton tiré dans le sac. On obtient comm
au 1) un nombre de trois chiffres. Combien a-t-oné
tirages possibles ? Calculer la probabilité de tirges
avec un seul 2 ?

3.  Ontire simultanément trois jetons du sac.
Combien a-t-on de tirages possibles ? Calculer la
probabilité de tirages avec un seul 2 ?

Correction :

1.  Tirages successifs de trois jetons du sac avec
remise :

a) Nombre de tirages possibles :

Il'y a a la fois unenotion d’ordre (tirages successifs}t
derépétition (avec remise). Un résultat est dame 3-
liste avec remisgou triplet) d’élément d& =

{1,2,3,..
b) Nombre de tirages donnant pair :

Les chiffres des centaines et des dizaines pe@ent
choisis parmi 9 chiffres possibles. Pour les unit§sa
que quatre choix{2, 4, 6 ou 8}. On a don(‘;i)2 X4 =

= 0,4444.

Nombre de tirages avec un seul 25| I onveut un 2
pour les centaines, il reste 8 choix pour les dezsiet 8
choix pour les unités. Cependant le 2 peut ausssi ét
choisi pour les dizaines ou pour les unités. Ooracd
82 x 3 = 192 tirages avec un seul 2.

324 tirages donnant paip.(pair) =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

,9}. Iy a donc9® = 729 de tirages possibles.
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p(un seul 2) = 22 = 0,2633.

2. Tirages successﬁ de trois jetons, sans remise :
Nombre de tirages possibles :

Il reste toujours laotion d'ordre (tirages successifs)
mais les jetons tirés n’étant pas remis dans lgilsay

a plus de répétitions possibles. Un tirage est doec
3-liste sans remis@u un arrangement de trois
éléments pris parmi 9 Il y a doncA3 = 504 de tirages

AlxA
o1 = 0,1111.

3.  Tirages simultanés de trois jetons du sac :
Nombre de tirages possibled n'y a plus de notion
d’ordre, seul compte I'ensemble des trois jetons. Un
tirage est donane combinaison ddrois éléments

pris parmi 9. Il y a doncC3 = 84 de tirages possibles.

CixGi _ ,3333.
84

possiblesp(un seul 2) =

p(un seul 2) =

Exercice 49 :Une urne contient dix (10) boules : six
(6) blanches et quatre (4) noires. Diallo tire
simultanément au hasard deux (2) boules de 'urne.
Il considére les événements :

A : « obtenir au moins une boule blanche » ;

B : « obtenir au moins une boule noire ».

1.  Calculer la probabilité de ces événements.
2.  Les événements A et B sont-ils indépendants ?
3. Diallo répeten fois I'épreuve décrite
précédemment avec remise des boules tirées.
Calculer la probabilité p,, de n’obtenir que des
boules noires lors den tirages.

Correction : card(Q) = C3, = 45.

1. A : « obtenir au moins une boule blanche »

p(A) =1- Cﬁxc‘* = 0,8666
10
B : « obtenir au moins une boule noire ».
p(B) = 1- C‘*XCG =1-2=0,666.

2. Pour demontrer que les événements A et B
sont indépendants, on doit vérifier cette propriété

P(ANB) = p(A) x p(B). p(AnB) = X% = 2! _
0,5333 etp(A) x p(B) = 0,8666 x 0,666 = 0,577,
alors on remarque qu€A N B) # p(A) x p(B), donc
les événements A et B ne sont pas indépendants
3. Probabilité p,, de n'obtenir que des boules

noires lors den tirages. Nous avons un schéma de

CixCe _ & — 10,1333
45 ! )

Bernoulli : p(2 noires) = o
10

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 34 2 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 0b 3 2 5 06 0 24 36 36 X 50 36 3 X 54 36 2 X 06 36 2 X 06 3 24 56 36 0 2 36 26 2 54 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Doncp, = C& x (0,1333)" x (1 — 0,1333)""" =
2 n
(0,1333)" = (2) .

Exercice 50 :Une urne contient2n boules reparties
enn boules rouges et en boules blanches. Diallo
tire au hasardn boules de l'urne.

obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ? En
déduire que la probabilité de chaque valeur de X.
b)  Etablir la loi de probabilité de X pour n = 4.
c) Calculer I'espérance mathématique de X.

d)  Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

Correction : tirage au hasard den boules de 'urne,

sous entend une combinaisos»> card(Q) = C3, =

(2n)!  _ (2n)!
n!/(2n-n)! ~ n!xn!’
1. A : « obtenir des boules de méme couleur »

= Card(A) = CBCQ + Chcd = 2chcl =
( ) __Card(A) _ 2 _ 2xn!xn!
PW) = Card@ = GOt = T gnyr

B : « obtenir deux (2) boules rouges == Card(B) =

2, alors

C2ch-2 = %[n(n —1)]?, alors
(B) = Card(B) _ %[ﬂ(ﬂ—l)]z __ [n(n—1)]?xn!xn!
PB) =G =~ 2(2n)!

n!xn!

2. X = nombre de boules blanches obtenues
a) X=1{0;1;2;3;4;5;6;...;n— 1;n}, on peut
déduire que la probabilité de chaque valeur de X :

p(x = ko = 7 (@)

b) laloi de probab|llte deXn=4:
X ={0;1; 2 3; 4}=> card(Q) = C§ =70

avec) <k <n.

0
p(X = 0) = (C‘*) = 0,01428:
p(X=1) = (C‘*) = 0,2285
p(X—Z)—%— =0,5142 ;
p(X—3)—@ ——02285
CZn 70
p(X=4) = (C‘*) —0,01428..
8
X 0 1 2 3 | 4
pX=x) | 1| 16| 36 | 16| 1

70 70 70 70 | 70

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

6. (;a!culer la probabilité des Vxe [0;1] F(x) = — = 0,01428 ;
événements : 70 6
A : « obtenir des boules de méme couleur » ; Vx € [1;2[,F(x) = = 0,24288;
B : « obtenir deux (2) boules rouges ». Vx € [2;3], F(x) = 1H6+36 =0,7571 "
1+16+36+16
2. Diallo appelle X la variable aléatoire qui Vx € [3;4] F(x) = ————=09857;
associe & chaque tirage le nombre de boules blanshe v x € [4; +oo[, F(x) = M =1.

Page 101 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

c) EX) =YLixpX=xp).
E(X) = Y3, x;p(X = x;) =i(o>< 1+1x16+2x%
36+3x16+4x1)_14°_2

d) fonction de repartltlon de X
Vx € ]—o0; 0], F(x)—p(X<0)=0;

70
Exercice 51 :Une urne contient2 + n boules

reparties enn boules rouges et e boules blanches.
Diallo tire au hasard 2 boules de l'urne.

Calculer la probabilité des événements :
: « obtenir des boules de couleur différente » ;

: « obtenir des boules de méme couleur » ;

: « obtenir une boule rouge et une boule blanche
. « obtenir une boule rouge ou une boule blanche
. « obtenir au moins deux (2) boules rouges » ;

. « obtenir au plus deux (2) boules rouges ».

mTmMmoO®>»F

2. Diallo appelle X la variable aléatoire qui
associe a chaque tirage le nombre de boules blansh
obtenues.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b)  Etablir la loi de probabilité de X.

c) Donner la distribution de la fonction de
répartition de X.

Correction : tirage au hasard de2 boules de I'urne,
sous entend une combinaisorLe nombre total de cas
élémentaires est le nombre de partieszdéments d’'un

ensemble comportat+ n éléments =

2)! 1
card(Q) = C2,, = % = En(n +1)(n + 2).

P%C%%E%'EQ%P%E%%EQ%P%E%%EQ%E%E%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

1. A : « obtenir des boules de couleur

différente » = Card(A) = 2CiCL = 4n alors
( ) Card(A) _ 4n

Card(Q) an(n+1)(n+2)
B : « obtenir des boules de méme couleur =
Card(B) = C2CO +CoC2 =1 + %n(n —1), alors

(n+1)(n+2)

p(B) _ Card(B) _ 1+%n(n—1) _ n?-n+2
Card(@)  “xn(n+1)(n+2) nM+DO+2)’

C : « obtenir une boule rouge et une boule blanche
= Card(C) = CIC! = 2n, alorsp(C) = E:;jg =

2n _ 4
Ixn(n+1)(n+2) (D) (n+2)
D : « obtenir une boule rouge ou une boule blanche
= Card(D) = C1C} = 2n, alorsp(D) = Ezj% =

2n _ 4
Ixn(n+1)(n+2)  (+D)(n+2)

X 3 3 X X 36 3 X X 36 X 2 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 56 3 2 5 06 2 24 56 26 X 54 36 26 2 % 06 2
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E : « obtenir au moins deux (2) boules rouges =
Card(E) = C2,, — COC% = %n(n + 1) +2) -2,
Card(E) _ sn(+D(M42)-2  n(n+1)(n+2)-4
Card(@  Lanm+n)m+z)  (Dm+2)
F : « obtenir au plus deux (2) boules rouges==
Card(F) = CCZ +cicl+c2cd=1+2n+

%n(n — 1), alors

p(F)
2.

alorsp(E) =

__ Card(E) _ 1+2n+§n(n—1) __ 2+4n+n(n-1)
Card@  Zxn(n+D(n+2)  (+D®+2)
X = nombre de boules blanches obtenues

a) X={0;1;2}
b) laloi de probabilité de X :
card(Q) = C2,, = ! _ In(n+ 1) +2)
42 7 oin+2-2)! 2 '
1

oy Q¢ gn-1)  pnq .
pX=0)= Chtz  n(m+1)(n+2) (+D0+2)

4 CicE 2n _ 4
pX=1) = Chtz  n(m+1)(n+2) (+D0+2)

oy C3c) 1 _ 2
pX=2) = Chtz  sn(m+1)(n+2) nm+D{+2)’
c) fonction de répartition de X

Vx€ ]-o0;0[,F(x) =p(X<0)=0;

n-1 .
Vx € [0;1[, F(x) = miDmiD
n+3 .
Vx € [1;2[, F(x) = miD@iD

Vx € [3;4[, F(x) = 1.

Exercice 52 :Une association organise une loterie
pour laquelle le prix de participation estm francs.
Un joueur doit tirer simultanément et au hasard

deux boules dans une urne contenant 4 boules vertes
et 6 boules jaunes.

Si les deux boules sont de couleurs différentes,
le joueur perd sa mise;

si les deux boules sont jaunes, il est remboursé
de sa participation;

si les deux boules sont vertes, le joueur
continue le jeu qui consiste a faire tourner une roe

ou sont inscrits des gains répartis comme suit:

Sur 1/8 de la roue, le gain est de 100 F;

sur% de la roue, le gain est de 20 F;

sur le reste, le joueur est remboursé de
sa participation.

On appelle V I'évenement : « le joueur a obtenu

deux boules vertes »; J I'évenement : « le joueur a

obtenu deux boules jaunes»; R I'évenement : « le

joueur est remboursé de sa participation ».

1.  Calculer les probabilités V, J et R.

2. On appelle X la variable aléatoire égale au
gain algébrigue du joueur.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b)  Calculer E(X).

3. L'organisateur veut fixer la participation m a

une valeur entiere en FCFA. Quelle est la valeur

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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minimale dem pour que I'organisateur puisse
espérer ne pas perdre d'argent ?
Correction : Le nombre de tirages possibles de deux

boules de l'urne est égatard(Q) = C3, = 45.

X% 3¢ 36 2 2

1. Calculons les probabilités V, J et R :
__ Card(V) _C_ﬁ _6 _

p(V) = Card(Q) ~ 45 45 0,1333.
__ Card()) _ C_é_ 15 _

p() = Card(Q) ~ 45 45 0,3333.

p(V n« Il tourne la roue et est remboursé de sa
participation »¥ % X g = % = 0,0833.
p(R) = p(J) + 0,0833 = % = 0,4166.

2.  Xlavariable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur

a) loi de probabilité de X :

X ={-m;0;20 —m; 100 — m}.

p(X = —m) = p(« tirer deux boules

de couleurs dif férentes») =1 —p(V) —p()) =

8
15°

5
(X =0) = p(R) =
p(X =20—-m) =p(VN«il tourne la roue

1

=
p(X =100 —m) = p(V N «il tourne la roue

et gagne 20 F») = f—sx%

@ |-

et gagne 100 F ») = % X
b)  Calculons E(X)
E(X) = %(—SZm +40 — 2m + 100 — m) = 281‘27’".

3. La valeur minimale de m pour que l'organisate
puisse espérer ne pas perdre d'argent doit vérifier

St 3 3 3 2 3 3 24 2 3 3 0 3 3 S 0 3 3 b 2 3 3 2 S 3 2 2 S 0 2 0 5 2 2 6 2 2

EX) <0< 281_27m <0 < m > 4F. Donc la valeur

minimale de m pour que l'organisateur puisse espér
pas perdre d'argent est égale a 4.

Exercice 53 :

A.  Une urne contient six (6) boules dont une
boule rouge, 2 boules blanches et 3 autres noirégs
boules sont indiscernables au toucher et Diallo en
tire trois (3) boules de I'urne.

1. Il tire successivement avec remise 3 boules de
I'urne et considére X la variable aléatoire égalewa
nombre de tirages ou apparait une boule blanche.
Etablir la loi de probabilité de X.

2. Il tire simultanément 3 boules de 'urne et
considére Y la variable aléatoire égale au nombreed
boules blanches tirées.

Etablir la loi de probabilité de Y.

B.  Une urne contient six (6) boules numérotées d
1 a 6. Il considére la variable aléatoire Z qui a
chaque on associe le plus petit nombre porté parde
deux (2) boules qui seront tirées.

Etablir la loi de probabilité de Z.

e

X 3 X X 3 3 X X 36 3 24 5 2f 2

P2t 54 26 34 26 4 26 4 2

X 3 3 b X 5 2 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 26 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0f 3 2 506 b 2 3636 X 54 36 26 X 54 36 b X 06 36 2 X 06 3 2 56 36 0 2 36 26 2 54 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 0 06 26 2

Correction :

A. U = 1R + 2B + 3N, sont indiscernables au
toucher et Diallo en tire trois (3) boules de l'urre.

1. Tirage successif avec remise de 3 boules de

'urne et X = au nombre de tirages ou apparait une

boule blanche.
B « Obtenir une boule blanche lors d'un tirage »

p(B) = etp(B) = 1—p(B) = >
Loi de probabilité de X
X(Q) = {0;1;2; 3}
p(X = 0) = p(aucune blanche) = C[p(B)]3

p(X =1) = p(1 blanche) = C p(B)[p(B)]

p(X = 3) = p(3 blanches) = C3[p(B)]® = E'

2. Tirage simultané de 3 boules de I'urne et
Y = au nombre de boules blanches tirées.
Loi de probabilité de Y :

Y(@) ={0;1;2}
p(Y = 0) = p(aucune blanche) = C C4 = §
6
p(Y = 1) = p(1 blanche) = 25 = 5
6
p(Y = 2) = p(2 blanches) = 25 = 5
6

B. Z = le plus petit nombre porté par les deux
(2) boules qui seront tirées.

Soit les 2 tirages= (a;b) © card(Q2) = 36, donc il y
a 36 fagons de coupler un nomhravec un nombré.
Loi de probabilité de Z :

b 1 2 3 4 5 6
a
1 1;1 1;3 1;3 1;4 1;5 1;6
2 2;1 2;2 2;3 2;4 2;5 2;6
3 3;1 3;2 3;3 3;4 3;5 3;6
4 4:1 4:2 4:3 4;4 4:5 4:6
5 51 5;2 53 5,4 55 5,6
6 6;1 6;2 6;3 6;4 6;5 6;6
Z(Q) ={0;1;2; 3;4; 5}
o [ADR2)(B3)] 6 1 _ ,
p(Z=0)=p _(44)(55)(66) —36—6—0,1666,
(2= 1) = p[EDEDEDEE] 10 _ s .
P Pla2)(13)(14)(15)(16)] “36 18
@==p[BEIENE) s 4,
PLE=2)=Pl(32)(42)(52)(62)] “36 9
— 2y '(34)(35)(36)] 6 _1_ .
p(Z=3) = _(43)(53)(63) e 0,1666;
— 4 — '(45)(46)] 4 1 .
p(Z—4)—p_(54)(64) 36—9—0,1111,

P(Z = 5) = p{(56); (65)} = = = — = 0,0555.

*
3. Probabilité conditionnelle : i
De préférence, il faut dresser un arbre pondéré pou +
traiter un cas de probabilité conditionnelle. *
Exercice 54 : i
Une université propose aux étudiants trois "
orientations et trois seulement : une filiere A, ue _ ¥
filiere B et une filiére C. *
Chaque étudiant de l'université est inscrit dans ue i
des trois filieres et une seule. e
Les effectifs de la filiere A sont le double de cawle ¥
la filiere B. Les effectifs de la filiere B sont leriple *
de ceux de la filiere C. i
On sait de plus que : %
. 30% des étudiants de la filiere A sont des filles #
. 25% des étudiants de la filiére B sont des filles *

. 35% des étudiants de la filiere C sont des filles
On choisit au hasard un étudiant de cette universit
On note A I'événement « L'étudiant est inscrit dans

la filiere A ». De méme pour B et C.
On note F I'événement « L'étudiant est une fille »
G est I'événement : « L'étudiant est un gargon ».

1. Calculer les probabilités des événements A, B,

C;pa(F); pa(G); pg(F); pa(G) ; pc(F); pc(G).
2.  Calculer les probabilités des événements

FNA;FnB;FnC.

3. Calculer la probabilité que I'étudiant soit une

fille. En déduire celle d’étre un gargon.
4.  Calculer la probabilité que I'étudiant soit
inscrit dans la filiere A sachant que c'est une fié.

5. L'étudiant, choisi au hasard, n'est pas inscrit
dans la filiere A. Calculer alors la probabilité que ce

soit une fille.
COLC'UOH'
= 2w -

A BetC forment une partition de l'univers ase@i
cette expérience, alor$>(A) + p(B) + p(C) =1, en

remplacant on auna(A) = — ; p(B) = = ; p(C) =

pa(F) =0,3; pA(G) =1- pA(F) =0,7;
pe(F) = 0,25; pe(G) =1 —pg(F) =0,75;
pc(F) = 0,35, pc(G) =1 — pc(F) = 0,65.

3. p(FNA)=p(A) xpa(F) =0,18;

p(FNB) =p(B) x pg(F) = 0,075

p(F N C) = p(C) x pc(F) = 0,035.

4.  probabilité que I'étudiant soit une fille :
p(F)=p(FNA)+ p(FNB)+ p(FNC) =10,29

celle d'étre un gargon :p(G) =1 — p(F) = 0,71.

_p(FnA) 0,18
5. pr(A) = b(F) o7t = 0,2535.

6. p(FNA)=p(FnB)+ p(FNnC)=0,11.
p(A)=1-p(A)=04;

pA(F)—pI(JIZZA)) o1 _ 0,275,
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Exercice 55 :Trois maladies affectent une ferme
avicole. Les poules atteintes sont réparties par
maladies :

. 30 % des poules sont malades du type M
. 50 % des poules sont malades du type M
. Les autres sont malades du type M

Un test a été organisé et on obtient comme résulgat
. 15% malades du type M ont des tests positifs
. 80% malades du type M ont des tests négatifs
. 40% malades du type M ont des tests positifs.
On choisit au hasard une poule de cette ferme.

On note M; I'événement « avoir la maladie M». De
méme pour M, et M.

On note T I'événement « le test est positif » ;

T est I'événement : « le test est négatif ».

1. Calculer les probabilités des événements M

M2, M3 ; pu, (T) ; Pm, (T) ; Pm, (T) ; Pm, (T) ;

Pm,; (T) ; pm, (T).

2. Calculer les probabilités des événements
M;NT;M,NT;M3NT.

3.  Calculer la probabilité que le test soit positif.
En déduire celle d’avoir un test négatif.

4.  Calculer la probabilité que la poule soit
maladeM, sachant qu’elle a un test positif.

5. La poule, choisie au hasard, n'est pas malade
du type M,. Calculer alors la probabilité qu’elle ait
un test positif.

6.  On choisit 10 poules, calculer la probabilité
d’obtenir au moins 8 poules malades du type M
sachant qu’elles aient un test négatif.

Correction :

1. Dans I'énoncé, on en déduitp(M;) = 0,3 ;
p(M;) =0,5; M;, M, etM; forment une partition de
l'univers associe a cette expérience, alpi®4t;) +
p(My) + p(M3) =1 < p(M3) =0,2.

pm,(T) =0,15;  pym,(T) =1 —pp,(T) = 0,85;
pm,(T) =0,8; pm, (T) =1 —pp,(T) = 0,2;
pm, (T) = 04 pm, (T) = 1 = py, (T) = 0,6.

2. p(MyNT)=pM,;) xpp,(T) =0,045;

p(MZ NnT ) =p(M;) X pm,(T) =0,1;

p(M3 NT) = p(M3) X py, (T) = 0,08.

3. probabilité que I'étudiant soit une fille :
p(T)=pM;NT )+ p(MNT )+ p(M3NT)

= 0,225

En déduire celle d’étre un garcon :

p(T)=1- p(T)=0,775.

4, probabilité que la poule soit maladeM,

sachant qu’elle a un test positif pr(M,)

_ p(ManT) 01
pr(M;) = —p(T) = 0225 = 0,4444.

5. p(TnM;)=p(TnMy )+ p(FNM;) =
0,045 + 0,08 = 0,125.
p(Mz)=1-p(M;)=05;
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_ p(TnMz) _ 0,125

pm; (T) = o0G) — 05 = 0,025.

6. Cas de loi binomiale[n = 10; p = ps(M3)]
telle quep(X = k) = C¥p¥(1 — p)* ¥ avecn > k.
p(TNM;) = 0,6x02=0,12.
p(T)=1- p(T)=10,775.

p(TNM3 p(TNM3 0,12
p =p7(M3) = (p(T) ) _ 1(_ p(T)) == 0,1548.
pX=8)=pX=8)+pX=9)+p(X=10) =
C%,(0,1548)8(1 — 0,1548)? + €,(0,1548)°(1 —
0,1548)* + €19(0,1548)1°(1 — 0,1548)° = 1,1.107°
Exercice 56 :Un mélange de graines de fleurs
contient :

. 50 graines de type A,

. 90 graines de type B,

. 60 graines de type C.

Toutes les graines n'ont pas le méme pouvoir de
germination. On conviendra qu'une graine germe
correctement si celle-ci donne naissance a une ptan
qui fleurit.

On considére que la probabilité qu'une graine germe
correctement est égale a :

« 0,5 pour une graine de type A,

* 0,8 pour une graine de type B,

« 0,6 pour une graine de type C.

On note A I'événement « la graine est de type A».eD
méme pour B et C.

On note G I'événement « la graine germe
correctement » ;G est I'événement : « la graine ne
germe pas correctement ».

1. On seme une graine prise au hasard dans le
mélange. Déterminer :

a) les probabilités des événements A, B, C;
Pa(G) ; pa(G) ; pe(G) ; Pe(G) ; Pc(G) ; pc(G).

b) la probabilité que ce soit une graine de type A
et que celle-ci germe correctememi(GNA) ;
p(GnB)etp(GnC).

c) probabilité que la graine germe correctement ;
d) la probabilité que la graine soit une graine de
type C qui ne germe pas correctement.

2.  Onséme une graine du mélange et elle germe
correctement. Quelle est la probabilité qu'elle sbide
type A?

3. On séme quatre graines prises au hasard dans
le mélange. Quelle est la probabilité qu'au moinsne
de ces graines germe correctement ?

Correction : il y a au total 200 graines.

1. Dans I'énoncé, on en déduit A, B et C forment
une partition de l'univers associe a cette expéeien
alors :p(A) + p(B) + p(C) =1, on aura

a) probabilité que ce soit une graine de type A est
p(A) = % = 0,25 ; probabilité que ce soit une

graine de type B estp(B) = % = 0,45 ; probabilité
que ce soit une graine de type C est

60
p(C) = - =03,
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pa(G) =0,5; pa(@®) =1-pa(® =05;
pe(G) =0,8; pB((i) =1-pg(G)=02;
pc(G) =0,6; pc(G) =1 —pc(G) = 0,4.
b)  probabilité que ce soit une graine de type A et

gue celle-ci germe correctement est :

pP(GNA) =p(A) X pa(G) =0,125;

p(GNB) =p(B) x pg(G) = 0,36 ;

p(GNC) = p(C) xpc(G) =0,18.

c) probabilité que la graine germe correctement
p(G) =p(GNA)+ p(GNB)+ p(GNC) =0,665
d) probabilité que la graine soit une graine de
type C qui ne germe pas correctement estp:(C n E)
p(CNG) =p(C) x pc(G) = 0,12.

2. On séme une graine du mélange et elle germe
correctement. probabilité gu'elle soit de type A ds

pe(A) = pi‘zgg) = 2125 _ ,1879.
3.

0,665

La probabilité qu'au moins une de ces graines
germe correctement gst= 1-( 1 - 0,665)4 =
1-0,3354 =~ 0,9874.

Exercice 57 :dé cubique

1. Moussa lance deux fois un dé pipé tel que
P(1)=P(3)=P(4)=1/2 et P(2)=P(6)=1/4. Quelle est la
probabilité que la somme des points obtenus soit
supérieure a 10 (strictement) sachant que :

2. un des résultats est 6.

3. le premier résultat est 6.

Correction : Il manque P(5)=1/8.

La probabilité que la somme des points obtenus soit
supérieure a 10 (strictement) sachant que :

1. un des résultats est 6 :
Il faut avoir des résultats comme (x, 6) ou (6ax¢c x
=50u6;onadoncla probabilﬂe(% + %) —% = %

2.
La c’est simplement (6, x), se;it+%

le premier résultat est 6 :
3

8

Exercice 58 :Une étude statistique sur de longues
années a permis de faire, dans une zone
géographique bien définie, les prévisions
météorologiques suivantes :

« s'il fait beau un jour, il fera beau le lendemainavec
la probabilité de 5/6;

« s'il fait mauvais un jour, il fera mauvais le
lendemain avec la probabilité de 1/3.

(On admet qu'il fait soit beau, soit mauvais, pasels
deux a la fois).

On note B; I'événement « il fait beau jour ». De
mémeB;,, I'événement « il fait beau au jour suivant

». On noteﬁi I'événement « il fait mauvais jour ».
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De méme§i+1 I'événement « il fait mauvais au jour
suivant ».

On appellep, la probabilité qu'il fasse beau le jour
n, etq, la probabilité gu'il fasse mauvais le journ.
On est dimanche et il fait beau.

1.  Construire un arbre de probabilités

permettant de déterminer les probabilités du beau
temps et du mauvais temps pour lundi, mardi et
mercredi s'il fait beau le dimanche.

2. Déterminer la probabilité le temps est beau le
lundi au mercredi.

3.  Déterminer la probabilité le temps est mauvais
le lundi et gu'il fait beau temps au mardi.

4, Déterminer la probabilité le temps est mauvais
entre le mardi et le mercredi.

5.  Calculer p, etq, en fonction dep,_; etq,_1 ,
puis p,, en fonction dep,,_1.

Correction :

1. Dans I'énoncé, on en déduit La probabilité
qu'il fasse beau lundi est 5/6, la probabilitélda$se
beau mardi est 25/36 + 2/18 = 29/36 et la proliabili
qu'il fasse beau mercredi est 125/216 + 10/108 +
10/108 + 2/54 = 173/216.

lundi mardi
Bj > 0,833 Bj+1 083
6 Bj.1 0,17
R 2
B % = 0,17 B | $=066
Bj:1 =034
Mercredi
Bj.> 0,83
Bj:2 2= 0,66.
Bj.2 =034
Bj,2 2 =0,66.
Bj.2 =034

2.  probabilité le temps est beau le lundi au
3
mercredi est :p(B;, N By N Byer) = (g) = 0,5787.

3.  probabilité le temps est mauvais le lundi et
gu’il fait beau temps au mardi est :

= = 5\ 2
p(Br N By) = p(BL) X pg, (Bm) = (1 - g)g
4.  probabilité le temps est mauvais entre le
mardi et le mercredi est :p(B) = % X % + % X % = %
5. Calculonsp, etq, en fonction dep,,_; etq,_1
, puisp,, en fonction dep,,_1 :

5 2 1 1 .

Pn = gpn—l + Eqn—l etq, = gpn—l + EQn—l )

5 2 1 2
Pn = gpn—l + 5(1 - pn—l) = gpn—l + 3

1
=5
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Exercice 59 :Ada de Maradi participe a une
compétition. Deux de ses sauts l'inquietent. Il ne
réussit le premier saut que dans 95% des cas.
Comme il est émotif, s'il ne réussit pas ce premier
saut, il rate le deuxieme 3 fois sur 10 ; sinon, But
va bien au premier saut, il réussit le deuxieme dan
90% des cas. On notera I'événement contraire d'un
événement A. Soit :

R, I'événement : " Ada réussit le premier saut ".
R, I'événement : " Ada réussit le deuxieme saut".
1.  Calculer les probabilités des évenementsRy;
R;/Rq etR;/R;.

2.  Déterminer la probabilité de I'événement : "
Ada réussit les deux sauts".

3. Calculer la probabilité de I'événementR,.

4, Un spectateur, arrivé en retard, voit Ada
réussir le deuxiéme saut. Calculer la probabilité
gu'il ait aussi réussi le premier saut.

5. Manquer le premier saut fait perdre 0,1 point,
manquer le deuxiéme saut fait perdre 0,2 point. Le
reglement prévoit que les pénalités s'ajoutent.

Soit X la variable aléatoire donnant le total des
pénalités obtenues par Ada lors de la compétition.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b)  Calculer I'espérance mathématique de X.

c)  Quelle interprétation peut-on en faire ?

Correction :

1. probabilités des événementsR;; R,/R; et
R, /R, : D'aprés I'énoncéy(R,) = 0,95.

p(R,/R;) = 0,90. On déduit que(R,/R;) =1 —
p(Rz/R) =1-03=07.

2. " Adaréussit les deux sauts" :R{ N Ry :
p(Ry N Ry ) =p(Ry/Ry) X p(Ry) = 0,90 X 0,95
= 0,855

3.  probabilité de I'événementR, : D'apres la loi
des probabilités totales, on a :
P(R) =p(RiNR; ) +p(RiNR;)
P(Rz) = p(R2/R1) X p(Ry) + p(R2/R1) X p(Ry) ;
p(R;) = 0,855+ 0,7 x 0,05 = 0,89
4.  probabilité qu'il ait aussi réussi le premier

) __ p(RiNR;) _ 0,855
saut :p(R;/R;) = R 089
5.

a) loi de probabilité de X :
X peut prendre les valeurs : 0;0,1; 0,2 ou 0,3

= 0,96.
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p(X =0,1) =p[R; NR;) = p(Ry/Ry) x p(Ry)

= 0,035

p(X =02)=p[R;NR;) =p(R1/R;) X p(Ry)
= 0,095

p(X =0,3) = p(R; N Ry) = p(Ry/Ry) X p(Ry)
= 0,015

b)  Calculons I'espérance mathématique de X :
EX)=Y,x;xp(X =x;) =0,027

c) Interprétation : Ada peut donc "espérer” perdre
0,027 point durant la compétition.

Exercice 60 :Daouda kassali, gardien de but du
Niger doit faire face, lors d'une démonstration, ain
certain nombre de tirs directs. Les expériences
précédentes conduisent a penser que :

. s'il a arrété le ni®™e tir, la probabilité pour
qu'il arréte le suivant le ni*™€ est 0,8 ;
. s'il n'a pas arrété len®™e tir, la probabilité

pour qu'il arréte le suivant est 0,6.

La probabilité pour qu'il arréte le premier tir est
0,7. Dans tout I'exercice, sk est un événement, on
note p(E) la probabilité de E, E I'événement
contraire de E. On notep(E/F) la probabilité
conditionnelle de I'événemenk sachant queF est
réalisé A, est I'événement "le gardien arréte le
n'®™e tir". On a donc p(A;) = 0,7.

a) Donner pourn>1les valeurs dp(A,+1/AL)
etp(gn+1/An)-

b) Exprimer p(An+1/An) etp(An+1 n An) en
fonction dep(A,).

c) Deéduisez-en que, pour tout entier strictement
positifn >1ona: p(A,;1) =0,2p(A,) +0,6.

Correction :

a) Donnons pourn > 1 les valeurs de(A, 1/

A, etp(A,.1/A,) : D'aprés I'énoncé ; La probabilité
quale gardien d'arréter le tira ¢1) ; s'il a arrété le tir
nest0,8: Don@(A,,1/A,) = 0,8. De méme ; la
probabilité qu'il n‘arréte le tire(+1) s'il n'a pas arrété
le tir nest 0,6. Doncp(A,4+1/A,) = 0,6.

b)  Exprimons p(A,;+1/An) etp(Aps1 NAL) €N
fonction dep(A,) : D'aprés le principe des probabilit
conditionnelles ; on aP(A .1 NA,) = p(Apt1/

Ap) X p(Ap). Doncp(Ap1 NA,) = 0,8p(A,)De
méme ; on ap(A .1 NA,) = 0,6p(A,)

c) Déduisons que, pour tout entier strictement
positf n>1ona:p(Ay1) =0,2p(A,) +0,6:
D'apres la loi des Probabilités Totales ; oA, N
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Ap) + p(Ans1 NAL) = p(An41). Mais d'aprés la
question précédente ; on a augsiA, .1 N A,) +
P(Ans1 NAL) = 0,8p(A,) + 0,6p(A,). Comme

on peut écrire p(A,,1) = 0,8p(A,) + 0,6p(A,) =
0,8p(A,) + 0,6.

Exercice 61 :On étudie une culture de bactéries. Le
comportement de chaque bactérie est le suivant:

Si a l'instant t, une bactérie vit, a l'instant t +1, cette
bactérie peut :

. mourir avec une probabilité p4,
. continuer & vivre avec une probabilitép,,
. se diviser en deux bactéries identiques avec

une probabilité p;. De plus,p; + p2 + p3 = 1.

On suppose que les bactéries présentes dans le
milieu de culture se comportent indépendamment
les unes des autres.

1. Alinstantt, deux bactériesb; etb; sont
présentes dans le milieu de culture. On appelle X1
nombre total de bactéries a l'instant t + 1.
Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Onsuppose qu'a l'instant t = 0, une seule
bactérie est présente dans le milieu de culture.

a) A l'aide d'un arbre, donner le nombre de
bactéries possibles aux instantst=1ett = 2.

b)  On désigne par A I'événement « & l'instant t =
1, il y a une bactérie » ; BI'événement « a l'instant t
=2, il y a deux bactéries ».Calculer la probabilé de
A; N B, ; en déduire la probabilité de B.

c) On appelle Y le nombre de bactéries a
l'instant t = 2. Déterminer la loi de probabilité de Y.
Correction :

1. X le nombre total de bactéries a l'instant + 1

unes des autres, on obtient :
p(X = 0) = p(b; etb, meurent) = (p;)?;
N b, vit et b, meurt

pPX=1=p (ou b, vit et b; meurt

b, etb, vivent ou
1'une meurt et
l'autre divise

p(X=3)=p (l'une,des bactél_“i(?s Vit) — 2p,ps.

et l autrese divise
p(X = 0) = p(b, etb, se divisent) = (p3)?.

) = 2p1p2 ;

pX=2)= p( ) = (p2)? + 2p1ps.

dans le milieu de culture.
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p(A,) =1 —p(A,) ; on comparant ces deux égalités ;

X ={0; 1; 2; 3; 4} Comme les bactéries présentes dans
le milieu de culture se comportent indépendamment |

2. a l'instant t = 0, une seule bactérie est présente
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a) A l'aide d'un arbre, donner le nombre de
bactéries possibles aux instantst=1ett = 2.
Alinstantt=1, il y a 0, 1 ou 2 bactéries; dirsstant t
=2,ilyao,1, 2, 3 ou 4 bactéries.

b)  probabilité de A; N B, : p(A; N B,) = p,ps.
En déduire la probabilité de B,

p(B2) = p(A; N B3) + p(A; N By) = pzps +
p3[(p2)? + p1psl-

Y le nombre de bactéries a l'instantt =2 :

Y ={0;1;2;3;4}.
Loi de probabilité de Y :

p(Y = 0) = p; +p1pz +p3(P1)?;

p(Y =1) = (p2)* + 2p1p2Ds3 ;

p(Y = 2) = p3(p2)* + p2ps + 2p1(p3)*
p(Y=3) = sz(ps)g-

p(Y =0) = (p3)3.

Exercice 62 :Une urne contient 10 boules blanches
et n boules rougesn étant un entier naturel
supérieur ou égal a 2. Moussa tire des boules de
'urne. A chaque tirage, toutes les boules ont la
méme probabilité d’étre tirées.

Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 F et po
chaque boule rouge tirée, il perd 3 F.

Il désigne par X la variable aléatoire correspondan
au gain algébrique obtenu par le joueur.

Les trois questions de I'exercice sont indépendarge
1. Le joueur tire deux fois successivement et san
remise une boule de l'urne.

S5 S 2 S X 3 S 2 S S 2 S 2 3 S 2 3 o 2 S 2 S X 3 S 2 3 X 2 S 2 3 2 3 o 2 S 2 S b 3 S 2 2 X 2 S 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

20n

(n+9)(n+10)°
b)  Calculer, en fonction den, la probabilité
correspondant aux deux autres valeurs prises par la
variable X.
c) Vérifier que I'espérance mathématique de la
-6n%2-14n+360

(n+9)(n+10) °
d) Déterminer les valeurs den pour lesquelles
I'espérance mathématique est strictement positive.

a) Démontrer que:pX=-1) =

variable aléatoire X vaut :E(X) =

X 3 3 X X X 3 2 X 3 3 2 5 26 26 24 56 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 36 2 X 06 3 24 5 06 5 2 34 36 X 5 36 3 X 54 36 2 X 56 36 2 X 06 3 2 56 36 0 2 36 26 2 54 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 0 26 26 2

2. Le joueur tire 20 fois successivement et avec
remise une boule de 'urne. Les tirages sont
indépendants.

Déterminer la valeur minimale de I'entier n afin que
la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge a
cours de ces 20 tirages soit strictement supérieuge
0,999.

Correction :

1.  Le terme« successivement et sans remise »
renvois a la notion d’arrangemete 2-liste.

20n .
D= (n+9)(n+10) °

Lors d'un tirage de deux boules, soit le jouer dieeix
boules blanches, et gagne 4 F soit le jouer tieehaule
blanche et une boule rouge, et gagne 2 — 3 = sditF
le jouer tire deux boules rouges, et gagne — 6. S
joueur tire une boule rouge au premier tiragenéur

a) Deémontrons que:p(X =

contient 10 boules blanchesret 1 boules rouges. Si le

joueur tire une boule blanche au premier tiragenk
contient 9 boules blanchesreboules rouges.

11*me tirage 2i¢me tirage| Gain
Ry n n—1 —6F
10 —1F
n+9
By 10 n —1F
n+10 n+9
9 4F
n +190 10
n
lIressort quep(X = —1) = 7o X o5+ o X o5 =
20n
(n+9)(n+10)

b)  Calculons en fonction den, la probabilité
correspondant aux deux autres valeurs prises par la

(n-1)
variable X : p(X =—6) = (nfg;l(nno)'
pX=4) =

n-1_
n+9

n+10
9 90

n+10 ~ n+9  (n+9)(n+10)

c) Vérifions que I'espérance mathématique de la

-14n+360
(n+9)(n+10)
EX) =4p(X =4) —pX=-1) — 6p(X = —6).
- - - —6n2—
B0 = a0 = i
d) Déterminons les valeurs d& pour lesquelles
I'espérance mathématique est strictement positive :

E(X) >0 & —6n? —14n+ 360 > 0

variable aléatoire X vaut :E(X) =

—6(n+9) (n — ?) > 0 ; n étant un entier supérieur ou

égal a 2, 'espérance mathématique est strictement
positive sin> 7.
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2.
afin que la probabilité d’obtenir au moins une boué
rouge au cours de ces 20 tirages soit strictement
supérieure a 0,999 :

Les événements « obtenir au moins une boule rauge
cours de ces 20 tirages » et « obtenir 20 boutexchkes
au cours de ces 20 tirages » sont contraires donc :

p=1- (niio)zo'

p>0999 & n> ZW — 10, alorsn > 5.

Exercice 63 :Samari débute un jeu vidéo et effectue
plusieurs parties successives.

On admet que :

« la probabilité qu'’il gagne la premiére partie estde
0,1;

« s'il gagne une partie, la probabilité de gagnerd
suivante est égale a 0,8;

« s'il perd une partie, la probabilité de gagner la
suivante est égale a 0,6.

On note, pour tout entier natureln non nul :

* G, 'événement « Samari gagne la'®™¢ partie » ;
* pn la probabilité de I'évenementG,, -

On adoncp; =0,1.

1. Montrer que p, = 0,62. On pourra s’aider
d’'un arbre pondére.
2.  Samari a gagné la deuxiéme partie. Calculer la
probabilité qu'il ait perdu la premieére.
3. Calculer la probabilité que Samari gagne au
moins une partie sur les trois premiéres parties.
4.  Montrer que pour tout entier naturel n non

1 3
nul, pps1 = Epn +c
5.  Montrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n non nul, p, = 3_ E(l)

4 4 \5

6. Déterminer la limite de la suite(p,) quand n
tend vers+oo.
7. Pour quelles valeurs de I'entier natureln a-t-

on :%—pn <1077?

Déterminons la valeur minimale de I'entiern

Correction :
1. Montrons quep, = 0,62 :
1i¢me partie 21¢me nartie
G, 0,1 G, 0,8
G, 0,2
G, 0,9 G, 0,6
G, 0,4

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

p2 = p(G; N Gy) + p(G; N Gy)

X 3 3 X X 3 30 X X 36 0 2 36 2 X 5 36 3 X 5 36 b X 06 3 2 X 06 3 2 50 06 5 2 36 26 X0 5 36 2 X 54 36 2 X 0 3 2 X6 26 3 2 5636 0 24 36 36 2 34 36 2 X 5 36 2 X 2 Shrte 2 2 2 5 06 26 2
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p2 = p(Gy) X p(G2/Gy) + p(Gy) x p(G2/Gy)
Py =0,1%0,8+0,9x 0,6 = 0,62

2. Calculons la probabilité qu'il ait perdu la
Nen - (O _ p(GinGy) _ 0,54
premiére : p(G,/G,) = oGy o6z
3.  Calculons la probabilité que le joueur gagne

au moins une partie sur les trois premiéres parties
La probabilité que le joueur ne gagne aucune dés tr
parties est égale a 0,9x0,4x0,4 = 0,144. La prtitéabi
gu'’il gagne au moins une partie est donc égale a
1-0,144 = 0,856.

4. Montrons que pour tout entier naturel n non

1 3
nul, ppy1 = 5Pn +§ .

n'“m€ partie (n + 1)*™e partie
Gn Pn En+1 0,8
Gpt1 0,2
Gn 1- Pn En+1 0,6
Gpt1 0,4

Pn+1 = P(Gn N Gpyq) + p(an N Gpe1) = p(Gy) X
P(Gpt1/Gp) + p(an) X p(Gn+1/Gn) =0,8p, +
0,6(1 = pn) = 0,2p, + 0,6 = £py +=.

1
5 G =%
propriété est vraie au rarng
Hérédité :Supposons qu'il existee N, a> 1 tel que

3 13

4

=0,1;La
10

Initialisation :p,

3 13/1\? _, . . PN
Pa =7~ T(E) . D’aprés la formule demontrée a la
. 1 3 1/3 13(1\2 3
QUESHON 4 Payy = <Pa +< = E(Z_T(E) ) +3=
3 13 (1

a+1 L .
Z - T (E) .La proprlete est vrale au raagl— 1.

On a donc démontré par récurrence que pour
3 13

. 1\"
neN,p=3-2(3)
6. Comme—1<%<1,ona:
. 3 13 /1\" 3
lim[p,=3-7(3) |=3=075
ne- +owo
3 7 3 13/n\" -7
7. Z_pn<10 OU——Z—T(g) <10""&en>

~ 10,7 ; doncp,, approche la
limite % a moins dd 07",

Exercice 64 :Les trois questions peuvent étre
traitées de facon indépendante.

Un candidat de Koygorou patrticipe a un jeu télévisé
qui comporte deux épreuves. La premiéere consiste a
répondre a une question tirée au hasard parmi celte
gue l'assistante a prélevées dans une urne.
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Dans la seconde, il doit répondre a une série de 10
questions sur un théme qu'’il choisit.

1.  L'urne contient dix bulletins indiscernables au
toucher comportant chacun une question. Toutes les
questions sont différentes, quatre portent sur
I'histoire, quatre portent sur la littérature et deux

sur le sport. En début d’émission, I'assistante tig au
hasard et simultanément 4 bulletins de I'urne.

On note A I'événement « les quatre questions
portent sur I'histoire » et B I'événement « I'une a
moins des quatre questions porte sur le sport ».
Déterminer la probabilité des évenements A et B.

2. L'animateur annonce les thémes sur lesquels
portent les questions des quatre bulletins choisfgar
I'assistante. Il y a une question d’histoire, deuxe
littérature et une sur le sport.

Le candidat tire au hasard I'un de ces quatre
bulletins.

On admet que la probabilité que sa réponse soit
correcte est 0,7 s'il s’agit d’'une question d’histioe,
0,6 s'il s’agit d’'une question de littérature et &

pour une question sur le sport.

On considére les évenements suivants :

H : « la question posée au candidat porte sur
I'histoire »

L : « la question posée au candidat porte sur la
littérature »

S : « la question posée au candidat porte sur le @p

»

C : « le candidat répond correctement a la question
posée »

a) Calculer la probabilité de I'événement C.

b)  Sachant que le candidat a répondu
correctement, quelle est la probabilité que la
question posée ait porté sur le sport ?

3. Le candidat a réussi cette premiére épreuve et
choisit I'histoire comme théme pour la seconde
épreuve. Les dix questions qu’on lui pose sont
indépendantes et on suppose toujours que la
probabilité qu’il réponde correctement a chaque
question est égale a 0,7.

On désigne parX la variable aléatoire prenant pour
valeur le nombre de bonnes réponses données par |
candidat.

a)  Soitk un entier compris entre 0 et 10. Quelle
est I'expression de la probabilité de I'évenement{
=k} en fonction dek ? On justifiera la réponse.

b)  Déterminer la probabilité que le candidat
donne au moins neuf bonnes réponses. On arrondira
le résultat 21072 .

X 3 X 2 34 3 X 5 36 3 X 5 36 X X 5 3 X 5 36 2 2 5 26 X 4 36 36 X 54 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 36 2 2 X 5 36 26 26 2 2 2 2

X024 3 24 24 X 2 2 24

X 3 3 X X X 3 X X 26 2 24 56 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Correction : Exercice 65 :Un responsable de magasin achéte desi

) _ " R composants électroniques aupres de deux
1. Déterminons la probabilit¢ des évenements A ¢, misseurs dans les proportions suivantes : 25 %
et B : Les bulletins sont indiscernables au toucher, Iesau premier fournisseur et 75 % au second. La

tirages sont donc équiprobables et la probabilité d proportion de composants défectueux est de 3 %

evénement est le quotient du nombre de tirageBIgui e e premier fournisseur et de 2 % chez le seahn
sont favorables par le nombre de tirages possibles

* Le nombre de tirages de 4 bulletins choisis On note :

simultanément parmi 10 e€t{, = 210 — D I'évenement « le composant est défectueux »
« L'événementA est réalisé lorsque les 4 bulletins sont — F1 I'évenement « le composant provient du
choisis parmi les 4 portant sur 'histoire ; le rmende  premier fournisseur » ;

tirages favorables a I'événemeest :C; = 1 — F2 I'événement « le composant provient du secon
« L’événemenB est réalisé lorsque les 4 bulletins sont fournisseur ».

choisis parmi les 8 ne portant pas sur le spert ; | 1.  Dessiner un arbre pondeéré.

nombre de tirages favorables & I'événenteast : 2. Calculer p(DNFy), puis démontrer que la

210 3. Sachant qu’un composant est défectueux,

% = § quelle est la probabilité gu’il provienne du premie
2. fournisseur ?
1iéme tirage 21¢me tirage 4.  Le responsable commande 20 composants.
H 1 C 0,7 Quelle est la probabilité qu’au moins deux d’entre
4 C 0,3 eux soient défectueux ?
L 1 C 0,6
2 C 0,4 Correction :
S 1 C 0,5
4 c 0,5 R _
a) Calculons la probabilité de I'événement C : pieme 2'eme
p(C)=p(CNH)+p(CNL)+p(CNYS) Fq 0,25 D 0,03
p(C) = p(H) X p(C/H) + p(L) X p(C/L) + p(S) X D 097
F, 0,75 D 0,02
p(C/S) 5 0.98
1 1 1 ’
P(C) =2Xx0,7+-X0,6+7x0,5=06 2. Calculons p( DNF; ), puis démontrer que p(D)

S5t 34 3t 3 2 3 3 5 3 2 2 3 5 2 3 3 S 0 0 2 3 5 0 2 3 5 T 0 2 3 56 0 2 2 5 0 2 3 2

b)  probabilité que la question posee ait portée sur = 0,0225 :;p(DNF,) = 0,25 x 0,03 = 0,075, de méme
le sport : p(S/C) = RENS) _ POXPE/S) _ 05 _ 5 DNF,)=0,75x 0,02 = 0,015 donc p( D) = p(B;) +
' p(C) p(C) 06 24  p(DNF,)=0,075+ 0,015 = 0,0225 .

3. 3. La probabilité gu’il provienne du premier
a) L’expression de la probabilité de I'événement P(DNFy) _ 003 _ 1

{X =k} en fonction dek et justifions cette réponse : 3

fournisseur : Pp(F;) =

P(Fy) 0,09 3

Chaque question constitue une épreuve de Bermteulli 4. La probabilité qu'au moins deux d'entre eux
paramétre = 0,7 (épreuve a deux issues : le candidat Soient deéfectueux L.e nombre N de composants
répond correctement & la question — succés — avec défectueux suit une loi de Bernoulli de paramétres
probabilitép = 0,7 ou bien il ne répond pas 20 et p = 0,0225 ; on a donc

correctement & la question avec la probabilit £- p(N=2)=1-p(N=1)—-p(N=0)=1-

0,3). On répéte = 10 fois, de maniére indépendante, C2op?°(1 —p)*® — C3p*°(1 — p)*°

une telle épreuve de méme paramptre0,7, alors la
variable aléatoirX égale au nhombre de « succes » suit
la loi binomiale de paramétres 10 et 0,7 : pout tou

k € {0;1; ...; 10}; p(X = k) = C§,(0,7)%(0,3)*°7k,

b) pX=9)=pX=9)+pX=10)=
€2,(0,7)°(0,3)10-% + €19(0,7)10(0,3)10-1° ~ 0,15

Exercice 66 :Au lycée Sarawnia de Dosso, dans une
classe de 30 éleves sont formés un club photo
possédant 10 membres et un club de théatre
possédant 6 membres. Il y a deux éleves qui sont
membres des deux clubs a la fois.
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1.  Oninterroge un éléve de la classe pris au
hasard. On appelle P I'événement « I'éleve fait
partie du club photo » et T 'événement « |'élévedit
partie du club de théatre».

Montrer que P et T sont indépendants.

2. Dans une séance du club photo, les 10
membres sont présents. Un premier éleve est tiré au
sort. Il doit prendre la photo d’un autre membre du
club qui sera lui aussi tiré au sort.

a) On appelleT, 'événement « le premier éleve
appartient au club théatre». CalculerP(T,).

b)  On appelleT, I'évéenement « I'éléve pris en
photo appartient au club théatre». CalculerPr, (T,)
puis Pz, (T). En déduire P(T, N T1) etP(T, N T).
c) On appelleT, I'évenement « I'éléve pris en
photo appartient au club théatre». Démontrer

P(T,) = Py, (Ty) X P(Ty) + P7,(T) X P(Ty).
Calculer P(T,).

3.  Toutes les semaines on recommence de fagon
indépendante la séance photographique avec tirage
au sort du photographe et du photographié. Le
méme éléve peut étre photographié plusieurs
semaines de suite. Calculer la probabilité qu'au ha
de 4 semaines aucun membre du club théatre n’ait
été photographié.

Correction :

1. Montrons que P et T sont indépendants :
10 1 6 1

P(P) = 52 getP(T) = 5 :E.

2z2_1

30 15

P(PNT) =P(P) x P(T) = x ¢ = —, donc les

OnaalorP(PNT) =

de calcul, si vous changez par exemple le nombre
d’éléves dans la classe ¢a ne marche pas.
2.

a) CalculonsP(Tq): P(Ty) = % = §
b)  CalculonsPy, (T3) ; Py, (T,) et déduisons

P(T,NTy) etP(T, NTy) : P, (T;) =3 ; il reste &

tirer un membre du club théatre parmi les neufs

restantsPr, (T;) = %

P(T, nTy) = Pr,(T;) X P(Ty) =
= 8

P(T,NnTy) = .

Pour une bonne compréhension, il est préférable de
construire un arbre pondére.

1
Eet

O | =

1
X =
5

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

événements sont indépendants. Ceci est un purchasarM 1
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c)  DémontronsP(T;) = Py (T3) X P(T4) +

Pz, (T2) X P(T,): Avec les probabilités totales, on a :
P(Ty) = P(T, NT,) + P(T, N Ty) = Pr, (T) X

P(Ty) + Pr,(T,) x P(Ty)

Calculons : P(T,) = % + % = g Le calcul aurait pu se
faire avec un arbre

3. Calculons la probabilité qu’au bout de 4
semaines aucun membre du club théatre n’ait été
photographié : Il s’agit d’'une Loi Binomiale de

parameétrer = 4 etp = 1 — P(T}) = =

-
P(X =4)=Cip*(1—-p)° =22

Exercice 67 :Une urne contient trois dés équilibrés.
Deux d’entre eux sont normaux : ils possedent six
faces numérotées de 1 a 6. Le troisieme est truguié
posséde deux faces numérotées 1 et quatre faces
portant le numéro 6.0n prend un dé au hasard dans
I'urne et on effectue de maniéere indépendante des
lancers successifs de celui-ci.

On note :

* N'événement : « le dé tiré est normal » ;

* U’'événement : « on obtient 1 au premier lancer » ;
* pour n entier non nul, §,, 'événement : « on
obtient 6 & chacun des n premiers lancers ».

1.  Montrer que p(U) = %.

2. Pour tout entier n non nul, montrer que
2 M\ 1 /2\"

P =5() +3(5)

3. Pour n entier non nul, on notep,, la

probabilité d’avoir tiré le dé truqué, sachant qu'on a
obtenu le numéro 6 a chacun des n premiers lancers:

ontrer que p,

Correction :

1. PWN)= g P(U/N) = % etP(U/N) = %
Reprenons les probabilités totales :
2

p(U) = P(U/N) x P(N) + P(U/N) x P(N) =5

2. épreuves indépendantes répétées donc loi
binomiale : les parameétres sont n pour le nombre de
tiragesetp:
. si on choisit un dé normah = % on aalors P

. . 1\"
(tirer 6 n fois)€Mp™(1 —p)° = (E) :
. si on choisit le dé truque = % = %

X 3 3 X X 3 30 X X 3 0 2 34 3 X 5 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0 5 24 56 06 5 24 36 36 X0 50 36 2 X 5 36 b X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 0 4 36 06 2 54 36 2 X 5% 36 2 X 5 36 26 26 2 5 0 06 26 2
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n 1.1 2 2 5
on a alors p(tirer 6 n fois)%) . Enrefaisant le méme P(R) =3 X7 +2x 2 =—.p(V) = p(mult.de 3) x

raisonnement qu’au 1. on obtient :
. 2/ 12\

p(tirer 6f0|s)—§ (g) +§(§) .

3 Y (o S ) M
S e

1

2(§)n+1'

Exercice 68 :Une urne A contient une boule rouge et 372 _

trois boules vertes. Une urne B contient deux boue
rouges et deux boules noires. Les boules sont
indiscernables au toucher.

1. Ondispose d'un dé a 6 faces, parfaitement
équilibré, numéroté de 1 a 6.

On le lance une fois ; si 'on obtient un multiplede 3,
on tire au hasard une boule de I'urne A, sinon on
tire au hasard une boule de I'urne B.

a)  Calculer la probabilité d’obtenir une boule
noire.

b)  Quelle est la couleur qui a la plus grande
probabilité de sortir ?

c) Quelle est la probabilité que la boule tirée
provienne de I'urne B sachant qu’elle est rouge ?
2. On réunit toutes les boules dans une seule
urne et on tire successivement trois boules que fio
pose chaque fois devant I'urne.

a) Montrer que la probabilité de I'événement « la

3éme boule tirée est noire » vaLit

b)  Certains pensent que I'évenement « la
premiéere boule tirée est noire » a une probabilité
supérieure a I'événement « la troisieme boule tirée
est noire ». Est-ce vrai ? Justifier.

Correction :

1.  Avecun déilyadeux multiples de 3 : 3 et 6 ; orfiu plus un petit cube".

a donc la probabilité = % etla probabilite‘g de ne pas

avoir de multiple de 3.
a) La probabilité d’obtenir une boule noire est
alors : p(N) = p(mult.de 3) X pa(N) + Pg(N) x

p(pas mult.de 3)
1 2.2 _ 1
p(N) —§X0+§XZ—§.

b) la couleur qui a la plus grande probabilité de
sortir : p(R) = p(mult.de 3) X po(R) + Pg(R) %
p(pas mult. de 3)
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pa(V) + Pg(V) X p(pas mult.de 3). p(V) = é X % +

3

E.

Le rouge est donc la couleur qui a la plus grande

probabilité de sortir.

c) la probabilité que la boule tirée provienne de

P(BNR) _
P(R)

2
-xX0=
3

I'urne B sachant qu’elle est rouge Pr(B) =

W
L3
kS

12

2. On réunit toutes les boules dans une seule urn
on tire successivement trois boules que I'on pose
chaque fois devant I'urne.
a) Montrer que la probabilité de I'événement « la

et

3eme boule tirée est noire » valit :Onales

possibilités suivantesNNN , NNN, NNN ; on ne remet
pas la boule dans I'urne donB(NNN) = P(N) X

— 6 5 2 5 — =
P(N) x P(N) =2 x = x = = —— de méme pouP(NNN) ;
au total cela donne bién

b)  Non, ce sont des probabilités
identiques..P(N) = g = %.
Exercice 69 :Une boite contient 8 cubes : « 1 gros

rouge et 3 petits rouges,

« 2 gros verts et 1 petit vert, ¢ 1 petit jaune.

Un enfant choisit au hasard et simultanément 3
cubes de la boite. On admettra que la probabilité el
tirer un cube donné est indépendante de sa taille e
de sa couleur. Les résultats seront donnés sous
forme de fraction irréductible.

1. On note A I'événement : "Obtenir des cubes
de couleurs différentes" et B I'événement : "Obtemni

a) Calculer la probabilité de A.

b)  Vérifier que la probabilité de B est egale aé
2. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre
de petits cubes rouges tirés par I'enfant.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b)  Calculer I'espérance mathématique de X.

3. L'enfant répéte 5 fois I'épreuve "tirer
simultanément 3 cubes de la boite", en remettant
dans la boite les cubes tirés avant de procéder au
tirage suivant. Les tirages sont indépendants. On
note p la probabilité que I'événement B soit réalis.

¥ 3 X X ¥ 3 3 X X X 3 2 X X X 3 0 X X X 3 0 3 2 X 3 2 0 X 3 3 0 X 2 3 2 2 X X 3 0 0 X X 3 0 0 2 X 3 2 0 3 3 3 0 0 2 B 0 0 X 3 0 0 3 3 2 0 2 3 0 2 3 0
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

a) Déterminer la probabilité que B soit réalisé au
moins une fois a l'issue des 5 épreuves.

b)  Déterminer la probabilité que I'événement B
soit réalisé exactement 3 fois.

Correction : Préliminaire : il y &C3 = 56 éventualités,
c'est-a-dire 56 facons de tirer les 3 cubes.

1.

a) Calculons la probabilité de A :

Obtenir des cubes de couleur différente revieritaror
1rouge ET 1 vert ET 1 jaune, c'est-a-dire obtenir

rouge parmi les 4, et 1 vert parmi les 3 et le gaun
C4><C4x1 3

p(A) = =1

b) Verlflons que la probabilité de B est égale é :
Obtenir au plus un petit cube c'est n'en obterduau

3 1 2

OU en obtenir un seup(B) = C3XE§XC3 = ; En effet,
8

n'‘obtenir aucun cube, c'est prendre les 3 grakn'gta

gu'une possibilité (3 parmi les 3) OU n'en prergiren

(parmi les 5) ET prendre 2 gros cubes (parmi les 3)

2.

a) Deéterminons la loi de probabilité de X :

La variable aléatoire donne le nombre de petitesub

rouges tirés ; il y en en trois en tout, on peutaen

tirer 0, 1, 2 ou 3.

* Aucun petit cube rouge(X = 0) = C3XC5 = % :
« Un seul petit cube rougp(X = 1) = C3XC5 ==
» Deux petits cubes(X = 2) = C3XC5 = z—i :

C3><C5 _ 1

* Trois petits cubes rouge$X = 3) = =
b) I'espérance mathématique de X E(X) =0 X
5 15 15 1 9

S+ IXZH+2X 33X o=

3. Les événements sont indépendants. Il s'agit d'un

schéma de Bernoulli. avec :

* Succeés : "Obtenir au plus un petit cube.”
e p =p(S) = 2/7 (Voir question 1.)
*llyab épreuves.

» On obtient k succés lors des n épreuves.

= =cx (3

7

a)  On veut obtenir au moins un succes lors des 5

épreuves. On appelle Y la variable aléatoire qunneo
le nombre de succes lors des 5 épreuves. Il gagit
calculer p(Y>1) ouencore 1 —p(Y =0P(Y > k) =

L—NY=0)=1—cg@f(asza&ML

b)  Déterminons la probabilité que I'événement B
soit réalisé exactement 3 fois :

HY=3)=C§GY(%2=QIWQ

7

0,48 F
03 A < _
0,52

: F
0,23 _—F

0,7 .
A —
0,77 F

Exercice 70 :Dans une entreprise, les salariés ont
entre 18 et 60 ans. 30% d’entre eux ont entre 18 et
34 ans. 48% des salariés agés de 18 a 34 ans fumerxk
Parmi les plus de 34 ans, 23% sont fumeurs.
L’infirmiere de I'entreprise a créé pour chaque
salarié une fiche sur laquelle figure son age etilsést
fumeur ou non. On choisit au hasard une fiche dans
ce fichier. On définit les événements suivants :A «
La fiche est celle d'un salarié 4gé de 18 a 34 ansF
« La fiche est celle d'un fumeur ».

Br 2 3 X 2 S 2 3 X 2 3 o 2 S X S 2 3 2 2 2 2 2 2

1. Définir a I'aide d’'une phrase en francais
I’évenement A puis calculer la probabilité de cet
évenement.

2.  Calculer la probabilité de I'évenement « La
fiche choisie est celle d’'un salarié fumeur agé d&8 a
34 ans ».

3. Montrer que la probabilité de I'évenement F
est égale a 0,305.

4.  Sachant que la fiche choisie est celle d'un
fumeur, calculer la probabilité que ce soit celle 'dn
salarié de plus de 34 ans. En donner une valeur

approchée arrondie 4103 prés.
Correction :

1. 30% d’entre eux ont entre 18 et 34 ans, donc
P(A)= 13—0002 0,3; 48% des salariés agés de 18 a

ans fument, donc on aP, (F) = 14—0% =0,48 et

Pa(F)=1-0,48= 0,5

29%2%EH%E%E%'%%%ﬂ%’%%ﬂ%%%%ﬂﬁﬂ%EH%%%%%%%E%E%%E%%E%%E%%E%%E%%E%%E%%%

L'événementA est défini par : « La fiche est celle d’ ui
salarié ageé de plus de 34 ans » et sa probalstité e

P(_A) =1- P( A =1-0,3= 0,7.Parmiles plus de 3%
Y
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ans, 23% sont fumeurs , doﬁﬁ(F) - 28 _ 0,23 et
100
R, (F)=1-0,23= 0,7

2. La probabilité demandée est :
P(An F)=P( Ax R( H=0,3x0,48= 0,14

3.0n calcule d’abord :
P(An F)=P(Ax B(F=0,7x0,23 0,16

F=(AnF)O (,_Am F). Or les événementd n F
et An F sont incompatibles et forment
une partition disjointe de l'univers , doncan

P(A)=P(An A+ H A H=0144+ 0,16% 0,3

4. Calculer la probabilité, sachaft, de I'événement
A.Onla noterab- (_A) :

P(_An F) 0,161
P(F) 0,305

P (A)= ~0,5278688525 0,5

Les événements F & sont-ils indépendants ?
Justifier. P(Fn A)=0,144 et

P(F)x P(A) =0,305< 0,3= 0,091, par
conséquent P(Fn A)# P(F)x P( A eton

conclut que les événemengset F ne sont pas
indépendants.

Exercice 71 :Trois coffres notésC,, C,, C3 ont
chacun deux tiroirs, et dans chaque tiroir, il y aune
piéce. Le coffreC; contient 2 pieces d’or(, 2 piéces
d’argent et €3 une piéce d’'or et une d’argent.

1. On ouvre au hasard I'un des 6 tiroirs et on
trouve une piéce d’'argent. Quelle est la probabilé
pour que I'on ait ouvert un tiroir du coffre €, ?

2. On ouvre a nouveau et indépendamment de la
premiéere fois I'un des 6 tiroirs et on trouve encog
une piece d’'argent. Quelle est la probabilité pour
que I'on ait ouvert deux fois le méme coffre ?

Correction :

1. la probabilité pour que I'on ait ouvert un
tiroir du coffre C,: P(A) =P(ANCy) +

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Page 114 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

P(ANCy) +P(ANC3) =P, (A) X P(Cy) + P, (A) X
1

1 1 1
P(C2)+PC3(A)XP(C3)=O+1X§+EX§=E

P(ANC,) _ Pc,(A)xP(C3) _

Alors : P4 (C,) =

N Rjw R
|
w

P(4) P(4)
2. la probabilité pour que I'on ait ouvert deux
fois le méme coffre Puisqu’on a déja pris une piéce

d’argent, il faut retomber suk,, donc% X % = %

(attention a I'indépendance, sinon on aurait quelqu
chose plus compliqué).

Exercice 72 :Une grave maladie affecte le cheptel
bovin de Garsso. On estime que 7 % des bovins son
atteints.

Aari vient de mettre au point un test pour
diagnostiquer la maladie, on a établi que,

— guand un animal est malade, le test est positifids
87% des cas,

—quand un animal n'est pas malade, le test est
négatif dans 98% des cas.

On note F I'événement "étre malade" et T
I'événement "avoir un test positif".

1. Calculez la probabilité des trois événements
suivants :"FetT":" FetT";"Fet T".
Déduisez-en la probabilité de T.

2. Quelle est la probabilité pour qu'un animal
ayant un test négatif soit malade ?

X ¥ 3 3 X X X 3 2 X 2 X 3 2 2 3 X 3 0 3 X 3 55 0 X X 3 3 X X X 3 2 2 3 0 X 2 2 0 2 2

Correction : Commencons par traduire en probabilité*
les hypothéses de I'énoncé. On sait quand un aeshaly.
malade, le test est positif dans 87% des cas.geela ¥
traduit par :p(T/F) = 0,87.

%3¢

On sait aussi que 7% des bovins sont malades,ice qur
traduit par p(F) = 0,07 donc p(F) = 0,93. On peut
aussi dire que(T/F) = 0,98 ; doncp(T/F) =1 —
0,98 = 0,02.

p(T/F)=1-p(T/F)=1-0,87 =0,13.

1. D'apres le principe des Probabilités
Conditionnelles, on peut déduire que :
p(TNF)=p(T/F)xp(F)=087x0,07 =0,0609
p(TNF)=p(T/F)xp(F)=0,98x%093=09114
p(TNF)=p(T/F)xp(F)=0,13x 0,07 = 0,0091
Déduisez-en la probabilité de T :

D’aprés la Loi Des Probabilités TotalegT) =
p(TNF)+p(TNF);doncp(T) = 0,0609 +

0,0186 = 0,0795.

= _ p(TnF) _ 0,0091
2. p(F/T) = p(T) ~ 0,9205

= 0,0098859

X 3 3 X X 3 3 X X 26 3 2 54 26 X 54 36 36 X 54 56 26 2 0 2 2
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Exercice 73 :Un jeu consiste a lancer des fléchettes
sur une cible circulaire. La cible est partagée en
guatre secteurs inégaux, repartis successivemen :

point, 5 points, 0 points et 3 points.

On suppose que les lancers sont indépendants et gqu
le joueur touche la cible a tous les coups.

1. Le joueur lance une fléchette.

On notep, la probabilité d’obtenir O point.

On notep; la probabilité d’obtenir 3 points.

On note ps la probabilité d’obtenir 5 points.
On apy + p3 + p5 = 1. Sachant queps = %pg et

1 . .
queps = 3 Po déterminer les valeurs depg, p3 etps-
2. Une partie de ce jeu consiste a lancer trois

fléchettes au maximum.Le joueur gagne la partie
s'il obtient un total (pour les 3 lancers) supérietiou
égal a 8 points. Si au bout de 2 lancers, il a uotal
supérieur ou égal a 8 points, il ne lance pas la
troisieme fléchette.

On note G, I'évenement : « le joueur gagne la partie
en 2 lancers ».

On note G3 I'évenement : « le joueur gagne la partie
en 3 lancers ».

On noteP I'évenement : « le joueur perd la partie ».
On note p(A) la probabilité d’'un évenementA.

a) Montrer, en utilisant un arbre pondéré, que

p(Gy) = %. On admettra dans la suite qugp(G3) =
7

36’

b)  En déduire p(P).

3. Un joueur joue six parties avec les régles
données a la question 2. Quelle est la probabilité
gu'’il gagne au moins une partie ?

4, Pour une partie, la mise est fixée a 2 F.

Si le joueur gagne en deux lancers, il regoit 5 §'il

W
2. lancer trois fléchettes au maximum i
a) Montrons, en utilisant un arbre pondére, que i
5

p(Gy) =5 i
1*lancé | points 2" lancé points &
e 1 0 1 0 *
5 5 W
2 2 Il
1 3 ¥
3 H
1 5 Y
z H

6
1 3 1 0 I
3 2 ¥
1 3 H
3 Y
175 ¥
6 *
1 5 1 0 Y
Z 5 Il
B X
3 ¥
1 5 e
6 Y
On obtient un total d’au moins 8 points en deuxdas i
a la 6e, 8e et 9e branche. Dor{(€,) =§x%+%x§+ r
11_5 i
67 6 36 %

—1_ —1_5_2

b) p(P)=1-p(G)=1-—=2 *
3. la probabilité gqu’il gagne au moins une #
partie : Les lancers sont indépendants ; on a une i
schéma de Bernoulli de parametnes 6 et de e
probabilitép = % La probabilité de ne gagner aucunei

£

6
partie es(g) , donc la probabilité de gagner au moin

gagne en trois lancers, il recoit 3 F. S'il perd) ne
recoit rien.

On note X la variable aléatoire correspondant au
gain algébrique du joueur pour une partie. Les
valeurs possibles pouiX sont donc : -2, 1 et 3.
a) Donner la loi de probabilité deX.

b)  Déterminer 'espérance mathématique de.
Le jeu est-il favorable au joueur ?

Correction :

1. valeurs depy, p3 etps : py + p3 + s = 2ps +

1
3ps+ps=1=6ps =1 ps =

=< Il en résulte que

1 1
Po = Eetp3 =3

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b) Déterminons I'espérance mathématique d¥ :
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E(X) = —0,72F.

Le jeu est-il favorable au joueur ?Un joueur perd en
moyenne sur un grand nombre de parties 72 centim
par partie. Le jeu est défavorable au joueur.

[l Divers :

Exercice 74 :Lors d'un référendum, deux questions
étaient posées. 65 % des personnes ont répondu «
oui » & la premiere question, 51 % ont répondu « ou
» a la seconde question, et 46 % ont répondu « otli
aux deux questions.

1) Quelle est la probabilité gu'une personne ait
répondu « oui » a I'une ou l'autre des questions ?

H

. 2\® 665
une partie est — (g) = i
4, %
a) Donnons la loi de probabilité dex : i
X -2 1 3 e
POX=x) | 24 7 5| ox
36 36 36 i
H
Y
H
Y
efr

X 3 3 X X 3 3 X X 26 2 24 56 26 2 24
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

2) Quelle est la probabilité qu'une personne ait
répondu « non » aux deux questions ?

Correction : Si on note A I'événement « la personne a—P(B) S P(B) =5 PB)=

répondu oui a la premiere question » et B I'évémame
la personne a répondu oui a la deuxiéme question »,
I’énoncé nous fournip( A) = 0,65 ,p(B) = 0,51 et

p(An B) =0,46 .

1) p( AL B) =p( A) +p(B) - p( An B) =0,65
+0,51-0,46=0,7 .

2) p(An B) =p(AO B) =1- p( AO B) =1-0,7=0,3.
Exercice 75 :On constitue une file d’attente en
attribuant au hasard des numéros d’ordre a n
personnes (re 2). Deux amis A et B se trouvent dans
cette file d'attente.

1. Quelle est la probabilité que les deux amis soie
situés I'un derriére l'autre ?

2. Quelle est la probabilité que les deux amis soie
distants de r places (i.e. séparés par r — 1 persoss).
Correction : Le nombre total de possibilités de
rangement est n!

1.  La probabilité que les deux amis soient situés
l'un derriére l'autre : Supposons que A est en
premier, B est derriére, il reste (n — 2)! répiars

possibles. Comme A peut étre placé n'importe oisdanune probabilité deﬁ = 0,024.

la file avec B derriére lui, ilya (n - 1) place
possibles pour A et donc la probabiﬁ?«%_,l—)! d’avoir A

suivi de B ; c’est pareil pour B suivi de A, sait |
probabilité
finale 2.

n
2. La probabilité que les deux amis soient
distants de r places (i.e. séparés parr — 1
personnes) ‘Méme raisonnement ; au pire B est en

dernier et A r places devant ; on peut placer A der

maniéres, la probabilité finale est alors
(n-r)x(n-2)! 2(n-r)
2 = .
n! n(n-1)

Exercice 76 :Soient A et B deux événements tels
que : P(A) = % etP(AUB) = %

1. Supposons que A et B soient incompatibles.
Calculer P(B).

2. Supposons que A et B soient indépendants.
Calculer P(B) .

3. Calculer P(B) en supposant que I'événement A
ne peut étre réalisé que si I'événement B est résdi.
Correction :

1. Calculer P (B) :A et B incompatibles ou A B

=@ d'ouP(B) = P(AU B) — P(4) = %
2. CalculerP (B):
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P(ANB) =P(A)><P(B)<=>l=1+P(B)—

3 3 34 34 34 34

3. Anepeut etre reallse que si B est réalisé : tou
les événements de A sont dans’B4d N B) = P(A) &

1 1 1 1

E=E+P(B) —E@P(B) =5.

Exercice 77 :Sarki -noma a entreposé dans un local
humide 12 doses d’herbicides et 8 doses de fongkid
Apres plusieurs mois de séjour, les étiquettes nerd
pas différentiables (parce gu'illisibles). En vue tin
traitement, I'agriculteur prend 6 doses au hasard.

1.  Quelle est la probabilité qu’il prenne 6 doses
d’herbicide ?

2. Quelle est la probabilité qu'il prenne au
moins 2 doses d’herbicide ?

Correction :

1.  probabilité qu’il prenne 6 doses d’herbicide :
L’univers comportecs, tirages simultanés de 6 objets
parmi 20, il y ac%, maniéres de tires les 6 doses, soit

20
2.  Oncherche 1 - [Probabilité (O dose herbicide)
(1 dose herbicide)], sqgit(X = 0) = =2 —O 07 % ;

C12XC8

St o 26 04 3 26 30 04 X 2 20 2 5 0 26 20 X 0 2 20 0 4 0 06 0 0 0 0 00 0 0 0

p(X=1) = =0,17 % .
100 - (0,07+o,17) = 99,76 %.

Probabilité recherchée

Exercice 78 :Dans un stand de tir, Kamba-kanou
effectue des tirs successifs pour atteindre un bal
afin de le crever. A chacun de ces tirs, il a la
probabilité 0,2 de crever le ballon. Le tireur s'aréte
quand le ballon est crevé. Les tirs successifs sont
supposeés indépendants.

1.  Quelle est la probabilité qu'au bout de deux
tirs le ballon soit intact ?

2.  Quelle est la probabilité que deux tirs suffisent
pour crever le ballon ?

3. Quelle est la probabilitép,, que n tirs suffisent
pour crever le ballon ?

4. Pour quelles valeurs de n a-t-op,, > 0,99 ?
Correction :
1.  On note C quand le ballon est cre@é&uand il

ne I'est pas lors d'un tir. La probabilité qu’audbale
deux tirs le ballon soit intact est :
p(CnC)=p(C,C)=p(C)xp(C)=(08)*=0,64.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 2 2 54 26 X 5 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 0 36 24 5 0f 26 24 56 2
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2. La probabilité que deux tirs suffisent pour
crever le ballon :p(CNn C) =p(C,C) =1—

p(C,C) =1-0,64 = 0,36.

3. probabilité p,, que n tirs suffisent pour crever
le ballon :p, =1—p(C,C,..,C) =1—(0,8)".

4.  Valeurs de n pourp,, >0,99:1 - (0,8)" >

In(.01) _ 50,63 doncn > 21.
In(0,8)

09 = n>

Exercice 79 :Un sac contient 10 jetons
indiscernables au toucher :

4 jetons blancs marqués 0 ;

3 jetons rouges marqués 7 ;

2 jetons blancs marqués 2 ;

1 jeton rouge marqué 5.

1.  Ontire simultanément 4 jetons du sac.
Quel est le nombre de tirages possibles ?

2 et 3 blancs n°0 parmi 4, soit 8 possibilités. La
probabilité de I'événement B gs(B) = 0= %.
b)

D, E:A:4b|ancsOparmi4p(A)=i :C:4

8 —

Calculons la probabilité des évenements A, C,
210

c¢ 15 1

blancs parmi 6, sof(C) = 10" 710" 12

D4
blancs parmi 6 ou 4 rouges parmi 4, sofD) = % +

8 s . .
= — ; E: événement contraire : tous les jetons o
210 105

1

209

le méme numéro, soit Ap(E) =1—-p(4) = 10"

c) Calculons la probabilité de I'événement

B sachant que I'évenement C soit réaliséle fait que
C soit réalisé limite les tirages possibles a 48 a
alorsp¢(B) = 135

3. Etablissons la loi de probabilité de G et
calculons I'espérance mathématique de G :

2. On suppose que tous les tirages sont
équiprobables, et on considére les événements

suivants : A « Les quatre numéros sont identiques
B « Avec les jetons tirés, on peut former le nombre

2000 ».

C : « Tous les jetons sont blancs ».

D : « Tous les jetons sont de la méme couleur ».
E : « Au moins un jeton porte un numéro différent
des autres ».

a) Montrer que la probabilité de I'évenement B

est—,
105
b)  Calculer la probabilité des évenements A, C,
D, E.
c) On suppose que I'évenement C est réalisé,
calculer alors la probabilité de I'évenement B.
3. On établit la regle de jeu suivante :
— Si le joueur peut former 5 000, il gagne 75 F.
— Si le joueur peut former 7 000, il gagne 50 F.
— Si le joueur peut former 2 000, il gagne 20 F.
— Si le joueur peut former 0 000, il perd 25 F.
— Pour tous les autres tirages, il perd 5 F.
G est la variable aléatoire égale au gain algébrigu
du joueur. Etablir la loi de probabilité de G et
calculer I'espérance mathématique de G.

Correction :

1. ¢, =210.

2.

a) Montrons que la probabilité de I'événement B

est% : Pour faire 2000 il faut tirer 1 blanc n°2 parmi
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G| 25| 5 2] 50 75
0
pG 1 210—-1-8-12—-4 _ 8 3 X 4 1 X 4
210 185 210 210 | 210 210
210
E(G) — —_25 + —5%x185 + 20%x8 + 50%x12 + 75%X4 — g ~
210 210 210 210 210 210
0,52.

Exercice 80 :Une machine A fabrique des ampoules
dans la proportion de 30 %. Une machine B
fabrique des ampoules dans la proportion de 50 %.
Une machine C fabrique des ampoules dans la
proportion de 20 %. La fiabilité de A est 0,95 (9846
des ampoules venant de A sont bonnes). La fiabilité #
de B est 0,97 (97 % des ampoules venant de B sont i
bonnes). La fiabilité de C est 0,96 (96 % des
ampoules venant de C sont bonnes). On préléve unei
ampoule au hasard provenant de I'une des machinesy

X 3 X X 3 3 X 5 3 X 5 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 2 2 30T X 54 36 26 2 2 X 5 06 26 2 2

%

1.  Trouver la probabilité qu'une ampoule soit
bonne (21073 pres).

2.  Trouver la probabilité gu’'une ampoule bonne
provienne de A (21073 pres).

Correction :

1. pb)=pbnA)+p(bnB)+pbnNC) =

p(A).pa(b) +p(B). pg(b) + p(C).pc(b) = 0,962.

(bnA)  0,30%0,95
2. pb(A)=pp(b) = " oee = 0,296.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 5 2 36 26 X 54 36 36 2 54 56 2 0 2 2
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sux le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sur lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(saubi hana wat tala ), Le Tout Miséicordiewx m’avait affert.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous misériconde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »
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3.
Une populationest I'ensemble desdividus sur
lesquels on recueille une ou plusieurs informations
Le caractére(ou variable statistiqu étudié peut étre
qualitatif ou quantitatif. On se limite a I'étude de
caractéresdiscrets c’est-a-dire ne présentant qu’un
nombre fini de modalités(valeurs prises par le
caractére).

Série statistigue simple :

1. Définitions :

> Soit @ une population d’effectif N. Soitx (ouy)
le caractere étudié et soienfxy, x, ..., x,) les
modalités dex.

Soit n; I'effectif des individus deQ présentant la
modalité x; avecl < i < p etN =Y!_ n;.
L'ensemble des couplegx;; n;) est une série
statistique simple (série statistique décrivant le
caractéerex).

La fréguencede chague modalitéx; est le nombre

fi= L
t N Eleni

> Soit X un caractére quantitatif.
La valeur moyenne de la série statistique ou

moyenne est le nombrex défini par X = %Zli;l n;x;
ou encore parX = Yb_, fi x;.

> La variance de la série est le nombr¥(X),
défini par : V(X) = %[Zlen,- (x; —X)?] ou encore

par V(X) = 30, fi (x; — X)2.
L’écart-type de la série statistique est le nombre noté
o(X), défini par 6(X) = /V(X).
2. Théoremes:
> Pour tout nombre réela, on a
VX) =3F_, fi (i —a)? — X—a)? ou
VX) = X0, fix? — X2 =3 (50 maf) - X2,
DK Pourtous réelsa eth,aX+b =aX+b

V(aX + b) = a?V(X)
4.  Série statistigue double :
Soit Q une population d’effectifn. Sur Q on étudie
deux caractéeres quantitatifs X et Y. Chaque individ
de Q sera désigné par un nombre compris entre 1 et
n. A chaque individui, 1 < i < n, on associe le
couple (x;; y;) formé de la modalité de X et de la
modalité de Y présentées par l'individui.
L’ensemble des couple$x;; y;)1<i<n d€crit le couple
(X, Y) de caractéere surQ.
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1. Nuage de points :

> Dans un repere orthogonalpn place les points
M;(x;; i), 1 < i < ndontles coordonnées sont les
modalités présentées par l'individui pour les
caracteres X et Y. On obtient ainsi un nuage de
points qui constitue la représentation graphique du
couple (X, Y) dans le repére choisi.

> Dans un repére orthogonal, 'ensemble des
points M; de coordonnéegx;; y;) (avecl <i < n)
est appelé le nuage de points associé a cette série
statistiqgue a deux variables.

Remarque

Lorsqu'on étudie une série chronologique, on
préfére parfois considérer le rang de I'année, plut
que l'année elle-méme. Cela permet de simplifierde
calculs.

Lorsqu'on dessine un nuage de points, on
prend souvent comme origine un point
judicieusement choisi, différent du point de
coordonnées (0 ; 0). Cela permet de visualiser "au
mieux" le nuage.

En général, on choisit pour ce type de
représentation un repere orthogonal (plutdt
gu'orthonormal), toujours dans le but d'avoir un
dessin clair devant les yeux.

Lorsque I'échelle n'est pas imposée par I'énoncé, i
faudra donc étre capable de choisir cette derniere,
de maniére a ce que tous les points du nuage soient
présents sur le graphique.

Il est primordial d'étre capable d'obtenir un
nuage de points donné sur la calculatrice.

2.  Point moyen d’'un nuage de points :

On appelle point moyen d’un nuage de points
représentant une série statistique, le point G de
coordonnéesz(Xg; Yg) telles que

Xg=X= %Z?:lxi etYg =Y = % i=1Yi

3. Covariance :

Etant donnée la série statistique doubléx;; ¥;)1<i<n
décrivant I'’étude simultanée des caracteres X et Y
de moyennes respective% etY, on appelle
convariance de cette série double, notéev(X,Y) le
nombre réel défini par

cov(X,Y) = % =1 i(x; = X) (y; —Y) ou

cov(X,Y) = [%Z?zl ngx; yi] -X.Y.

5. Méthode des moindres carres :

> Etant donnén points représentant dans un
repére une série doubl€x;; y;)1<i<n- (ON cherche &
ajuster une droite au nuage de points.

Soit D, 5 la droite d’équationy = ax + b dans le
repére choisi. A chaque poinM;(x;; y;), on associe
le point N;(x;; ax; + b) deD, ;) ayant méme
abscisse quM;. On veut rendre minimale la somme
des distanceM;N;, c’est-a-dire la somme des

valeurs absoluedy; — ax; — b|. Par commodité de
calcul, on choisit plutdt de rendre minimale la

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

somme carréesy; — ax; — b)?, c’est-a-dire la
somme degM;N;)? :
S=Y%,(M;N)? = ¥, [y; — (ax; + b)]%.
> On appelle droite d'ajustement (ou droite de
régression dey enx) par la méthode des moindres
carrés la droite D ) la droite d’équation’y = ax +
b telle que la somme = ¥ ,[y; — (ax; + b)]? soit
minimale.
Remargue :les distanceM;N;, M;N,, etc. sont
appelés les résidusOn cherche & minimiser la
somme des carrés des résidus.
La méthode des moindres carrés permet non
seulement de réaliser un bon ajustement, mais
encore d’en mesurer la validité par le calcul du
coefficient de corrélation linéaire.
3. Equation de la droite de régression d¢ enx:
La droite (d) de régression dey en fonction dex
passe par le pointG(X; Y). Son équation est

Ty _ V&Y ot — ¥ — aX.

y—ax+boua—0£ RN
4. Equation de la droite de régression de envy:
La droite (d’) de régression dex en fonction dey
passe par le poinG(X; Y). Son équation est

x=ax+b ola =2 = VXY eth’ = X — a¥.

a2 V(Y
6.  Coefficient de corrélation linéaire :

Pour une série doubldx;; y;), un ajustement affine
sera d'autant plus justifié que le nuage de points
sera proche de l'alignement. Il sera alors possiblée
faire des prévisions acceptables. Nous allons donc
chercher un critére permettant de mesurer la qualié
d’un ajustement affine. La dispersion du nuage de
points auteur de la droite de régression se mesure
par la somme des carrés des résidus :

S = Xita(M;Np)? = X4 [y; — (ax; + b)]? ou

2
S = no? [1 - (ﬂ) ] Posong = — alors

y axay axay
S =no2(1-1r?)

1.  Définitions :
> Deux variables statistiqgues X et Y sont dites en
corrélation linéaire lorsque la courbe de régression
de Y en X et la courbe de régression de X en Y sont
des droites.
DX on appelle coefficient de corrélation linéaire du

couple (x;; y;), le nombre réel défini par :
_ 0xy _ cov(XY) _ cov(XY) 2

T o, | VRON® | OVw
2. Propriétés :
On a vu queS = noz(1 —r?). Or S est une somme
de carrés, c’est donc un nombre positif, donc
1—12 >0, et par conséquent? < 1 et|r| < 1.
> Alors le signe der dépend de celui deov(X,Y).
> Ainsi le coefficient de corrélation linéairer est
toujours compris entre—1 et 1. Il a le méme signe
gue le coefficient directeur de la droite de régreson

=axa.
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M Si0,87 < |r| <1 alors la corrélation linéaire
entre les deux (2) variables est forte. Ainsi legaites
d’ajustement sont peu distinctes et le nuage de
points est susceptible d’'un ajustement affine
satisfaisant.

M Si—1 < |r| < 0,75 alors la corrélation linéaire
entre les deux (2) variables est faible. Le nuaged
points n’est pas susceptible d’'un ajustement affine
satisfaisant, mais il se peut qu’une autre courbe
simple (parabole, hyperbole, ...) permette un bon
ajustement.

> Sir =1 alors la corrélation linéaire entre les
deux (2) variables est parfaite.

Méthode de calcul :
Comment calculer les variables d’'une série

statistique ?

Compléter le tableau ci-dessous #; = 1

2 2
Xi Yi XiYi Xj Yi
2 2
X1 Yi X1)1 X1 Y1
x X xZ
n yn len n

2
Yn
n n Zn n n
i=1XiYn 2 2
E X § yii = E X E Yii
i=1 i=1 i=1 i=1

> |— g o -

= ST Y =Ty s 6(X) = YV ;

Comment déterminer par la méthode des moindres
carrés I'éguation de la droite de régression denye?

On procéde a calculer :

B< Variance de X :V(X) = —(Z, 1nx?) — X2
> Covariance :

cov(X,Y) = [%Z}Ll n;x; y,-] -XY

< Coefficient de la droite :

=2y - et b=V -aX

< Equation de la droite :y = ax+b
Comment déterminer par la méthode des moindres

carrés I'équation de la droite de régression derxye?

On procéde a calculer :

B< Variance de Y :V(Y) = = (27 1 yE) —Y?
< Covariance :

cov(X,Y) = [%2?21 n;x; yi] -XY

< Coefficient de la droite :

a == XV et b’ = X — a'’X.

a2 V(Y
X Equation de la droite :x = a’y + b’
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#
i Exercice 1 :0On donne la série statistique suivante : 6.  Calculer le coefficient de corrélationr et
i x| -2 -2 3 3 interpréter ce résultat.
a2 |2 3 -3 7.  Quelle serait son age a la date du 09/02/2014
% 1. Calculer x ety les moyennes respectives d@  en déduire a cette date sa taille en cm.
i etdey;. _ 8.  Quelle serait son age s'il aura fait 1m ?
& En déduire les coordonnées du point moyen G
& 2. Représenter cette série par un nuage de Correction : 06/02/2014
¥ points. Sans calculatrice, calculer le coefficierte L’ age (en moisjx;) ;
i corrélat.ion !inéaire .et commenter le résultat. La taille (en cm) moyenngy;) ;N =7 :n; = 1.
& Correction: N=4;n; =1. _ _ x; Vi X;Y; x? 2
i Xi | Yi XiVi | X Yi 6 66 396 36 4356
Il 2 12 |4 |4 |4 9 71 639 | 81 5041
¥ 2 |2 |4 |4 |4 12 74 888 | 144 | 5476
i g 33 g g g 15 77 1155] 225| 5929
- 18 80 1440 324 6400
i Total|2 | O 0 26 | 26 21 83 1743|441 6889
i X=_Yi,n=-=05ety=_%t,y =0. 24 85 2040|576 | 7225
4 Les coordonnées du pomt moyeG(O 5; 0) Total| 105 536 8301] 182 41314
iii. Representer cette série par un nuage de points 1. X = % Tx = &:’ =15et
TS S TS I Loty : : :
i 3 ---------------------------- RN N I Y:ézj Vi =536—76 57.
# . 20 | 2 Coordonnees du point moyé&t15; 76,57)
i 3 Représentation du nuage de points.
% : g,, ............
# -
X

1 o4 — — 0
Commecov(x,y) = [ﬁZi:l nijX; yi] —Xy=;-
0,5 x 0 = 0 alors le coefficient de corrélation linéaire
r = 0 donc il n'y a aucune corrélation entre les 2 s2rie -

Exercice 2 :La taille (en cm) moyenne d’un jeune
enfant est donnée, en fonction de son age (en mpis)

est d’équationx = 0,948y — 57,58.
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3932

au 06/02/2014 dans le tableau suivant : 4. I équation la droite de regressmn dgz enx.

Age 6 9 12| 15 18| 21| 241 .  varance de X :37_, n; x% = 1827
(x;) x2) — X2 = 1827 2
Taile | 66| 7 | 74| 77| 80| 83| 85| V0 =y (Elinix?) X - (15)? =36
€) 1 «  Covariance :Zi7:1nisz y; = 8301
ai) etC;éc(L;’ISTX ety les moyennes respectives de cov(XY) = [%ZZ:lnijxi yl] 7= % 15 x
2. Endéduire les coordonnées du point moyen G. 76,57 = 37,307
3. Représenter le nuage de points associés a cettes Coefficient de la droite :a = % = %;()Y)
série statistique. (unité : 1 cm pour 3 mois en Oxy  cov(XY) _ 37,307 g
abscisse et 1 cm pour 10 taille en ordonnée). A=2 T Vv 36 1,036 et
4.  Déterminer par la méthode des moindres b=Y—-aX=176,57—-1,036x 15 = 61,03.
carrés I'équation la droite (d) de régression dg en . Equation de la droite :y = 1,036x + 61,03
x. Représenter graphique (d). 5. V(Y) = —(Zl V) -Y2 = 2318 _ (76,57)2 =
5. Montrer que la droite de régression dex eny 3932, donca’ = % cov(XY) _ 37, 307 _ 0,948 et
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Y o5 %
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b'=X—-a'Y=15-0,948 X 76,57 = —=57,58 dotila (a+B)’=a?+2af +pf? = a?+ =
droite de régression deeny estx = 0,948y — 57,58. (a+B)? —2aB donc{ a+p =190

6.  coefficient de corrélation r et I'interpréter : 5= 190 +p?% = 20500 &
_ Oxy _ _cov(XY) _ 37307 _ { a = Bosons
= ey = NRON® - o 0,9915 alors on (@ + B)? — 2af = 20500 0s0
remarque qué,87 < r < 1 alors la corrélation linéaire {0‘ +p=S=190etP=apf _ { S =190
S2 — 2P = 20500 P = 7800

entre les deux (2) variables est forte. Ainsi lestds
d’ajustement sont peu distinctes et le nuage de$oi A= 4900 = (70)? : X' = 60 ouX"’ = 130

est susceptible d'un ajustement affine satisfaisant ~ ~ lest; sont rangés dans l'ordre croissant donc
7. age aladate du 09/02/2014 : a = 60 etp = 130.

A cette date il aura faft jours = 5 = 0,107 mois et b) ConstrUIre le nuage de pomts
sa tailleesty = 1,036 x 0,107 + 61,03 = 61,14 cm. ' ERRREE '
8. son age s'il aura fait 1m :

1m=100cm & x = 0,948 X 100 — 57,58 = 37,22
donc il aura37 mois + 0,22 X 30 jours.

X2 — 190X + 7800 = 0, A= (190)% — 4 x 7800 =

Exercice 3 :Les dépenseg; et les chiffres d’affaires
y; bimensuels d’'une grande entreprise ont donné en
2014 la nomenclature suivante, apres une étude . Lo S I I
statistique ; les montants étant exprimés endizags 0. 0. i i 1 G G i 02 0 11X
de millions de francs CFA. On considére la série : e o o p 120
statistique suivante ot et 8 sont deux (2) nombres
entiers naturels.

on éupbosé quei =60 etﬁ‘ = 130.
a) I'éguation la droite de régression dey enx.
2

Xi Yi XiYi Xi -
X |40 50 a 80 | 90 40 165 | 6600 | 1600 y127225
yo 165 172 182 | 1801 190 50 | 172 | 8600 | 2500 | 29584
X 120 B 150 180 60 182 10920 | 3600 33124
y; 194 183 188 193 80 180 14400 | 6400 32400

a0 190 17100| 8100 36100
1. 120 194 23280| 14400 37636
a) Sachant que la moyenne de; est 100 et leur 130 183 23790 16900 33489
écart typea, = 22, calculer a etg. 150 | 188 | 28200| 22500 35344
b)  Construire Ie nuage de points (unité : 1 cm 180 193 34740| 32400 32400
pour 100 dépenses en abscisse et 1 cm pour 100 | Total | 900 1647 16763 ) 108400 302151
chiffres d’affaires en ordonnée). . X=100etY ==%7 ,y; =2 =183

2. On suppose quex = 60 et = 130.
a) Déternﬁ?ner pc;r la méthodfdes moindres : Variance de X : Z S 108400
carrés 'équation la droite (d) de régressiondgen  V(X) =< ~ (R, x?) — X% = 2044,44

x. Représenter graphique (d).

b)  Calculer le coefficient de corrélation linéairer o
de cette série statistique. Que peut-on déduire ? cov(X,Y) = [— i=1%i yl] X.Y = 325,55
c)  Quelle est en deux (2) mois le chiffre d’affaires

. Covariance :Y;_, x; y; = 167630

ny COV(X,Y)

si la dépense bimensuelle est de 300 millions F ? * Coefficient de la droite :a = o2 V(X)
Correction : Les dépenses; et les chiffres d’affaires _ Txy _ CoVXY) 32555 _ 1599
- a=—= = = et
¥ bimensuels o V) 204444
1. n=1 b=Y—aX=183-0,1592 x 100 = 167,08.
a) Y x=710+a+p Equation de la droite :y = 0,1592x + 167,08
X=220,x = =1 _ 100 = a + f = 900 — b) V() =< (2%, y?) - Y2 =8333
_ oy Oy 325,55 _ A
710 = 190 eto, = V(X) jx)g)fi;ﬁazx or TS e = Ve 0,7887 la corrélation
V(X) = —(Zl xF)—X%= —5 ———(100)> = linéaire entre les deux (2) variables est mointefor
Ainsi les droites d’'ajustement sont peu distinetele
77900+a?+p? 20446 . . . )
< ( ) © —2100 +a® + g% = nuage de points est susceptible d’'un ajustemeneaff
18400 S a’+ /32 = 18400 + 2100 = 20500 or satisfaisant.
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c)

y =0,1592 x 30 + 167,08 =

171,856 millions F
Exercice 4 :Le tableau suivant donne la
consommation nigérienne de mil en pourcentage
(%) pour la période de 2009 a 2013.

5.

linéaire par le calculer le coefficient de corrélabn r.

Si I'évolution se produit de la méme fagon,

mil en pourcentage (%) en 2014 ?

5.

3%*%\%"%'%%ﬁﬁ%%%ﬁ%%ﬁ%%%ﬁ%%ﬁ%ﬁ%ﬁ%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%i

L’estimation de la consommation nigérienne dei
mil en pourcentage (%) en 2014 esyde 0,64 X
2014 —1274,26 = 14,7 %.

Exercice 5 :Le tableau suivant donne la production

de I'uranium nigérien en pourcentage (%) pour la

période de 1960 a 1980.

Année(x;) | 1960 | 1965| 1970 1975 198

O

% (y;) 11,6 | 12 | 12,8] 134 | 141

Année(x;) | 2009 | 2010 2011 2012 2013

% (y;) 116 | 12 12,8| 134 14,1

1.  Calculer X etY les moyennes respectives de

(x;) et de(y;).

2. En déduire les coordonnées du point moyen G. 1.

3.  Déterminer par la méthode des moindres x;=
carrés I'équation la droite de régression dg enx. 2

4.  Justifier I'opportunité d’'un ajustement 3.

Ecrire une nouvelle série statistique en posant

—1970 ety’; = y; — 12, 8.

Calculer la covariance de la sériéx’;; y';).
Calculer le coefficient de corrélationr’ de la

série(x';; ¥')).

4.

donner estimation de la consommation nigérienne de 5.

Calculer X etY les moyennes.
Déterminer par la méthode des moindres

carrés I'équation la droite de régression de enx
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6.  Sil'évolution se produit de la méme fagon,
Correction : donner estimation de cette production en
Consommation nigérienne de mil en; (%) ; pourcentage (%) en 2014 ?
Année y;:N=5;n; = 1. Correction : 1970
X y; XV x? y? 1. posantx’; = ety =y; —12,8.
2009 | 11,6 | 233044 4036081 134,56
2010 | 12 24120 4040100 144 | | Annéex’; -2 -1 0 1 2
2011 | 12,8 | 25740,8 4044121 163,84%y'; -1,2 |08 | 0 0,6 1,3
2012 | 13,4 | 26960,8 4048144 179,562 cCalculer la covariance de la séri€x’;; y';).
2013 | 14,1 | 28383,3 4052169 198,8
T | 10055 | 63,9| 128509,3 2022061820,77 i |y [ X | x? y’f
1. X=138,x="""=2011et 2 |[-12] 24 | 4 | 1,44
7 = Zl = 639 _ ~ 1278, o1 00,8 8,8 0ZI. cC)),64
2. Coordonnees du point moy&(2011; 12,787) 1 06 | 0,6 1 0,36
3 I’équation la droite de régression dey enx. 2 13 ] 26 4 1,69
. Variance de X :Y7_, x? = 20220615 Total | O -0,1| 6,4 10 4,13

V(X) = (zl XF)—-X2=2

. Covariance .Zi=1nijxi y; = 128509,3
1 —_—

cov(X,Y) = [T X8, nyx ;| - X ¥ = 1,28

. i~ . 9xy _ cOV(XY)
Coefficient de la droite :a = 2 =V
a= O'xé'y — COV(X,Y) - ﬁ — 0 64 ot
Jx V(X)
b=Y—-aX=12,78—-0,64 x 2011 = —1274,26.

. Equation de la droite :y = 0,64x — 1274,26
4.  Variance deY :Y;_, y? = 820,77

V(Y) = —(zl 1v2)—Y? =08256;
Oxy cov(X)Y) 1,28

r= = = = 0,996 alors on

oxoy  JVX)/V(Y) +2X0,8256

X =S¥ i =c=0etV =%,y = 0,02
Covariance : Y7 _1nix'; Yy = 6,4

cov(X,Y) = [ﬁziﬂnijx’iy’i] -X.Y' =1,28.

3.  coefficient de corrélationr’ de (x';; ¥';).
V(X)) _—(zl XE)-X?2=2;

V(Y = (zl 1¥'?)-Y?=08256

cov(XrYr 1,28
et = 0,996
JVENLV(Y)  +2X0,8256
;_ x;—1970 _, _ %-1970 — o
4. Xj==—— X == & x, =5 +

1970 oux, = 1970 ety’; =y, — 128 =y, =y, —
128 =y, =y, +12,8=—-0,02 + 12,8 = 12,78.
1 cov(XnYr) 1_ 1,28

5. a=-X——==-x—=10,128
5 V(X1 5 2

remarque qué,87 < r < 1 alors la corrélation linéaire b =Y —aX = 12,78 — 0,128 x 1970 = —239,38

entre les deux (2) variables est forte. Ainsi lestds
d’ajustement sont peu distinctes et le nuage de&goi
est susceptible d'un ajustement affine satisfaisant

Equation de la droite :y = 0,128x — 239,38
6. y = 0,128 x 2014 — 239,38 = 18,412 %.
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Louange a Qllak et gue la pricie et le salut scient sux le sewiteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxr bui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloire i Diew, maen Maitre Cui m’a teut denné et continue i me denner. Je n’ai de saveir de ce qu’llak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséricondieux m’avait offent.

Seigneur pardonne nos péchés, fais-nows miséviconde, accepte nos bonnes cures et bénit nos actions. Ja
parcle est véridique.

Louange a Allah, Qui de Sa Grace, §avais pu propaser cette cuwie Qui sans Lui, je ne sexais pas a ce

niveau. « Gloite et pureté a Jai, & Allah, et & T oi la bouange. Que ton Nem sait béni et Ta Majesté sait

élevée, et il w'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Fei »

ALLAH MERCI

=]

i

Auteur

SUSEN RO T0
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l. suites arithmétiques

> Une suiteU,, est arithmétique si chaque terme

se déduit du précédent par addition d’une constante

réelle appelée raison et notée r.

vVrelRetn€lIN, U, =U,+Tr

< Expression explicite dg(U,)
U,=U,+(m—-p)r

r est la raison dg(U,,) et du premier termeU,,

< sens de variation

Une suite arithmétique est monotone : croissante

lorsque r est positif, décroissante sinon, évidemme

stationnaire lorsque sa raison est nulle.

. Sir < 0 alors (U,,) est décroissante
. Sir = 0 alors (U,) est constante ou
stationnaire
. Sir > 0 alors (U,)) est croissante.
X Limites
- Sir<oalorsiMmUn=—

n = +oo
. Sir = 0 alors IorsllmUn =Up

ne—- +oo

- Sir>o0alorsimMUn =+

n = +oo

> Convergence et divergente :

X< Si(U,) converge alorsr = 0

XK Toute suite arithmétique non constant est
une suite divergente.

< La somme des termes consécutifs d'une suite
arithmétique est égale la moyenne arithmétique du
premier et du dernier terme de la suite, multiplié
par le nombre de termes.

U,+U
Spn = Up + Up + o Uy =22

X(nm—p+1).

Il. suites géomeétriques

D<K Une suiteU, est géométrique si chaque terme
se déduit du précédent par multiplication d’'une
constante réelle appelée raison et notée g.
vqelRetn€lIN,U,,; = qU,.

Expression explicite deS,: S, , = Uy + Upyq + -+

1-qnP+t
1-q '
>4 Expression explicite del, : U, = q""PU,,.
< Somme des termes consécutifs;,
1_qn+1
1-q '’

U, = U, x q#1.

Sn,0=U0+U1+"'+Un=U0X

q=*1.

DK sens de variation

Une suite géométrique est monotone que lorsque sa
raison est positive : sa monotonie dépend ensuite d

la position de sa raison par rapport a let du signdu
premier terme : a étudier cas par cas.

MK Siq < 0 alors (U,,) n'est pas monotone
MK Siq = 1 alors (U,) est constante
M SiU, <0

. Si0 < g <1 alors (U,) est croissante

. Siq > 1 alors (U,) est décroissante
AP SiU, >0

. Si0 < g <1 alors (U,) est décroissante

. Siq > 1 alors (U,) est croissante

< Limites

MIPKPK  Siq < —1 alors (U,) n'a pas de limite

<54 Siq = 1 alors 1™ Un = Up

n- +o
SIS Si0 < g < 1alors 1MUn=0
n - +oo
XD Sig>1

. Siu, <0 alorsimUn = —
ne— +oo
. Siu, > 0 alorgiMUn =+
n- +o
: n __
Siq>1:1imq"=+c
n+— 4o
: n _
Sio<g<1:1mq =0
n - +oo

Siq < —1: q" n'a pas de limite.

< Théoreme de gendarmes Supposons qu'a
partir dunrang a, <u, < b, et que

lim a, =lim b, =
X+ 400 x> 400
et sa limite estl.

l. Alors la suite (u,,) converge

X Convergence
-1<g<1
Si (U,) converge alors{ ou dans le cas
sig=1

contraire, elle est divergente.
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M. Suites adjacentes : Méthodes de calcul sur les Suites Numérigues.
> On dit que deux suitegU,) et (V,) sont _
adjacentes lorsque(U,,) est croissante(V,) est Comment peut-on montrer gu'une suite est
décroissante elim(V,, — U,) = 0. geométrigue ?

< Sideux suiteqU,) et (V,) sont adjacentes alors
elles convergent et ont méme limité€. De plus, pour

> on montre que le quotient% est constant (c-

tout n,U, <€ <V,. a-d indépendant de n) ou encore qu'’il existe un rée
\VA Convergence g (raison) indépendant de n tel qud/,,,1 = qU,,.

> si une suite(U,) est croissante et majorée, alors
elle est convergente.

> si une suite(U,,) est décroissante et minorée, connaitre la raison, admettre le résultat et

alors elle est convergente. poursuivre le probléme avec la bonne raison g...
< si une suite(u,) est croissante et non majorée,
alorslimu,, = +oo.

> si une suite(u,) est décroissante et hon arithmétique ?
minorée, alorslimU,, = —oo.

> Soit une suite définie par une formule de
récurrence u,,1 = f(u,) ou f est une fonction
numérique continue sur un intervalle | de IR tel gwe
vneIN u, €letsi(u,)cn €St convergente, alors
sa limite lorsquen tend vers+o, est une solution de [< si on échoue, on calcule la différendé, — U,

. , .U
< sion échoue, on calcule le quotlel?;l1 pour
0

Comment peut-on montrer gu’une suite est

> on montre que la différencel,,,; — U,, est
constant (c-a-d indépendant de n) ou encore qu'il
existe un réeh (raison) indépendant de n tel que
Upi1—-U,=r1.

X 3 X X 3 3 X 5 26 X0 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 26 2 X 5 36 26 2 2 5 5 36 26 2

'équation : x € IR, f(x) = x. pour connaitre la raison, admettre le résultat et

V. Raisonnement par récurrence poursuivre le probleme avec la bonne raisonr...

> Vocabulaire Comment peut-on montrer gu’une suite est monotonﬁ
Soit P(n) une proposition (quelque chose qu’on (u) est soit croissante ou constante ou décroissante i
propose) qui dépend de I'entier nOn dit que P(n) _ _ _

est héréditairesi «P(n) vraie = P(n +1) vraie » : DA etudier le signe dauy 1 — uy afin de le
c’est-a-dire que P(n) est héréditaire, si lorsqu’on comparer a0.

suppose que P(n) est vraie, alors forcément P(n+1)
[le rang suivant] est vraie. Lorsque I'on suppose ug
P(n) est vraie, on parled’hypothése de récurrence.

> sila suite(u) est strictement positive, alors
com Unt1 5

parer— al.
DX Principe raisonnement par récurrence. D4 Si(u) est définie parvn € IN u,, = f(n) etf
est monotone dans un intervalle du typéng; +oof,

(1) Soit P(n) une proposition qui dépend de I'entie alors les variations de(w) sont celle def.

naturel n.

) . _ _ > on le démontre aussi par récurrence.
(2) Si la proposition P(n) est vraie pour I'entiem,.

Par exemple on calcule les premiers termes de la

(3) Sila proposition P(n) est héreditaire. suite pour conjecturer les variations de la suite.

Alors, pour tout entier n > ny, la proposition P(n)

i Imaginons qu'’ils soient rangés dans I'ordre
est vraie.

décroissant, la proposition pourra s'écrire P(n) :
“Up+1 2 Uy ».

Lorsque u,,1 = f(n) pour tout n = n,, f étant
croissante sur un intervalle | contenanty,, et tel

quef(l) estinclus dans | , on montre par récurrence
que la suite est croissante lorsqué,, < U

décroissante lorsqudJ,,, = U
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Comment calculer la somme des termes consécutifs

Comment démontrer gu’une suite est majoré ou

d’une suite arithmétique ?

> La somme des termes consécutifs d'une suite
arithmétique est le produit de nombre de termes
(n—p + 1) par la demi-somme des termes
extrémes :

_ (n—p+1)(Up+Uy) ou

Sp=U,+Upyy+-+U, >

(1er terme+dernier terme)
2

S, = nombre de termes X

Comment calculer la somme des termes consécutifs
d’'une suite géométrique ?

DM La somme des termes consécutifs d’'une suite
géomeétrique est

1_qn—p+l

g avecq # 1
est la raison de la suite géométrique et lombre de
termes(n—p + 1).

Sp=Up+Upy++U, =0,

1- (raison)nombre de termes

= X
S, = ler terme L (raison)

Comment peut-on montrer gu’'une suite converge ?

> siU, est explicitement en fonction de n, on
calcule directement la limite.

>} si on a déja prouvé qu'elle était minorée (par
exempleU,, = 0), on vérifie qu’elle est décroissante.

> idem avec une suite croissante et majorée.

D<K sion ades encadrements dans 'exercice, on
tente le théoréme des gendarmes.

Comment peut-on calculer la limite d’'une suite qui
converge ?

> siU, est explicite en fonction de n, on calcule
directement la limite.

D<K sion ades encadrements dans I'exercice, on
tente le théoreme des gendarmes.

XK Sila suite est de la formd/,,, 1 = f(U,,), avecf
continue et( U,,) convergente, on cherche la limite
def parmiles éventuels points fixe de f, c-a-d les
solutions de f(L) = L.
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minoré ou bornée ?

> on peut procéder a des manipulations
d’'inégalités concernant le terme général,, de la
suite, de facon a obtenir des majorations et des
minorations de ce terme.

> on peut aussi étudier le sens de variation de la
suite. En particulier, quand la suite est définie @us
forme U,, = f(n) ou f est une fonction définie sur
[0; +oo[, on peut étudier les variations suff0; +oo[ et
en déduire des renseignements sur la position des
termesU,,.

> on peut également démontrer une inégalité
vérifiée par le terme générall,, de la suite en
utilisant un raisonnement par récurrence.

Comment démontrer par récurrence ?

On procéde a trois (3) étapes :

< Initialisation : P(n,) la propriété est vraie pour
ny.

D4 Hérédité : on suppose que la propriét® (k) est
vraie (hypothese de récurrence), pour un entier
naturel k, tel quek = ny et montrer que la propriété
P(k + 1) est vraie.

D4 Conclusion :la propriété P(n) est vraie.
Comment peut-on montrer gue 2 suites sont

adjacentes ?

< deux suites(Up)nen €t (V) nen SONt
adjacentes lorsque: I'une est croissante, I'autrese
décroissante eU,, — V,, tend vers 0 lorsquen tend
vers +oo.

< deux suites(U,)nen €t (Vn)nen SONt adjacentes
telles que(U,)nen €St croissante efV,,), ey €St
décroissante, alors, pour tout entier naturel n, ora
U, <V,

SE 2 X X 2 X X 3 X X 3 X 0 X 0 0 0 0 2 X 0 3 X 0 0 X 0 0 X 0 X 0 0 X 0 3 0 0 X 0 0 0 0 0 0 0 X 2 0 X X 0 0 0 2 0 0

Y Toute suite croissante et majorée es
convergente; toute suite décroissante et minoréete
convergente.

%

X 3 3 X X 3 3 X X 26 2 24 56 26 2 24 5
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Betice sy it i

Exercice 1 :Soit (u,),en+ |2 suite numérique définie
par:vneN'u, =3n.

1. Montrer que (up)ney+ €St une suite
arithmétique dont on précisera la raison et son
premier terme.

2. Exprimer u, etS; , en fonction den.

3. Calculerlasomme :3+6+9+ -4+ 30003.

4. Exprimer le produit P4, en fonction den.

Correction : V n € N*

1. up=3n+1)=3n+3=u,+3.
VneN , u,,, —u, =3, dou la suite(u,)pen* €St
une suite arithmétique de raisen= 3 et de premier
termeu,; = 3.
2. Sia=Xhiui=ugtupteduy, =
Bx1D)+Bx%x2)+--+(Bxn)

n(1+n)

VneN S ,=31+2++n)=3 -

3. la somme: 3+6+9+---+30003: ainsi
3+46+9+:--4+30003=3(1+2+3+:-+

10001). On déduit quex = 10001.

DONC 1Sy 19001 = 32 n 1220 = 150045003,

4. V neN" | P,=[lu;=u; Xuy x..x
U, =Bx1)xBx2)x..x([3xn)
Pip=Ilkiu; =3"(1x2x..xn)=3"nl

Exercice 2 :Soit (V) nen+ 12 suite numérique définie
par: Vne€IN*V, =an+ b,0u (a,b) € IR

1. Montrer que (V,)nen €St une suite
arithmétique dont on précisera la raison.

2. Exprimer V,, etS,, en fonction den.

3. Calculer la somme S';,, des 20 premiers
nombres entiers naturels impairs.

4, En déduire la sommeS’;,, des n premiers
nombres entiers naturels impairs.

5. En déduire que la sommes'; ,, diverge.

Correction :

1. V neN | Vpyyy=an+1)+b=an+b+

a="V,+a, dou la suite (V,)pen+ €St une suite 5. limS'y, =e™'; dou Sy, est une suite
arithmétique de raisor =a et de premier terme convergente.

V1=a+b.
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2. vneN" V,=a+b+(n—1)a=an+b.
3.V neN  , S,=Vi+V 4+, =
(a+b)+(@2+b)+ -+ (an+b)
vneN* ,Slln _ n[(a+b);—(an+b)] _ n[a(n-|—21)+2b].
4. S0 =Vi+Vi+ -4V
S'120=(a+b)+ (a3 +b)+ (a5 +b) + (a7 +b) +
4+ (a39 + b)
S'120 = a(l+3 45+ -+ 39) + 20b
S120=a[l+2x1+D+2x2+1D)+-+
2x19+1+206
' 20 = a[20 + 2(1 + 2 + -+ 19)] + 20b =
a(20 + 20 x 19) + 20b = 20a(20) + 20b .

S'1 20 = 20(20a + b)
5. Syin=n(a+b)
6. limS'y, = +o;douS’y, diverge.

Exercice 3 :Soit (U,)nen 12 suite numérique définie
par:vneN'U, =e™

1. Montrer que  (Up)nen* €St Une  suite
géométrique dont on précisera la raison.

2. Exprimer S, en fonction de n.

3. Calculer la sommeS$’y;; des 3 premiers
nombres entiers naturels impairs.

4. En déduire la sommeS’;, desn premiers
nombres entiers naturels impairs.

5. Montrer que S';, estune suite convergente.

Correction: vne N U, =e™.

1. V neN* Uy =e D= ée‘n =§

U, . v

U, 1 LIV 1 I
n €N === dou la suite(Uy)nen: €St une suite

n

X 3 X X 3 b X 3 2 X X 36 3 X 54 36 2 X 5 3 2 X 0 3 2 56 06 5 24 56 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 2 2 5 5 06 26 26

2 Zps . 1 .
géométrique de raisom =~ et de premier termej

V neEN | Sia=Yt,Ui=U+U,++

1—(&)1)

3. 5'1,3 =U;+Us;+Us = (1)1 n (1)3 + (1)5 _

e e e
e l+e3+ed,
Siz=et1+e?+e73)
4. Siu=et(1+e @Vt

e
VneN" .S, = ?=1Ui=§<1 @

X 3 3 X X 3 3 X X 26 5 2 36 26 X 54 36 36 2 54 56 2 0 2 2
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Exercice 4 :Moussa dispose d’'un dé dont les faces

sont numérotées de 1 a 6. Il notpg,, la probabilité de

'événement « le résultat du lancer est ». Les nom-
bres p1, P2, P3, P4, Ps €t P dans cet ordre sont six
termes consécutifs d’une suite arithmétique.

1. Démontrer que :
Vke{1,23,4,5 6}, p; = %
2. CalculervneN" S, =p;+p;+-+p,

3.  Onlance ce dé une fois. Déterminer la proba-
bilité de I'événement suivant :

A : « le chiffre obtenu est pair » ;

B : « le chiffre obtenu est supérieur ou égal a 3;»
C : «le chiffre obtenu est 3 ou 4 ».

Correction :

1. Démontrons que :V k € {1,2,3,4,5, 6},

k
Pr =591+t P2+ P3+Ps+Ds+Ps =
14243+445+6 _ 2

1
” = =1letpp=p +71,p3 =p +2r;

ps =Py + 37 ps = py +4r etpg = p; + 5r. On
déduit en remplacant dap§Q) = 1, on aura

6p, + 15r =1 orp; = r alorsp; = % ce qui est juste
sik=1ep, =—Vke{1,23456)},p =

2. probabilité de I'événement suivant :

A : « le chiffre obtenu est pair »
2+4+6 4
p(A) =p; +ps+pe = 1 7
B : « le chiffre obtenu est supérieur ou égal a 3 »
3+4+5+6 6
P(B) =p3 +ps+ps+pe =—5— =7
C : «le chiffre obtenu est 3 ou 4 »

3+4 1
p(C) =ps+ps=5=73

Exercice 5: Soit (U,),en+ |2 suite géométrique de
raison strictement positive.

1. Calculer laraison de(U,,)nen* Si:

81Uy =Uqy.

2. On désigne par S§;, la sommeU; + U, +
Uz + -+ U, . On suppose que I'on a: lirfi;,, =2 .
Calculer U;.

Correction : (U,),en+ SUite géométrique dg > 0.
1. Un == Ulqn_l, a|OI’SU10 - U1q9 etU14 == U1q13,
donc81 U, = Uy © q137% = 3% ©q= %
3 1\"
2. Sip=Up+Up++Uy =30 [1-(3) ]
, 1\ .13 4
lim [(5) ] = 0, donc on en dedu-ZFtU1 =2 U, = T

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Exercice 6 : Soit (U,),en+ la suite arithmétique de
raisonr = 6 et de premier termelU, = 2.

1.  Calculer n pour que la sommeS;, =U; +
Upy+Uz+-+ U, =290.

2. Trouver l'ensemble des nombres entiers
naturels ntels que : §;, < 574.

Correction :

1. U, =6n—4 onaauss, =290 =" o
3n2—-n-290=0<n=10.

2. Sin <574 3n2 —n-574=0n=14,
cet ensemble est: = {1;2; ...; 14}.

Exercice 7 :

1. Calculer trois (3) termes consécutifsx,y,z
d'une suite géométrique sachant quex+y+z =
312 et z—x =192.

2.  Calculer trois (3) termes consécutifsx,y,z

d’une suite arithmétique sachant quex+y + z = U

2
et 5x—6y+z=—%.

3. Calculer trois (3) termes consécutifsx,y,z
d’'une suite arithmétique sachant quex+y+z =
171 et x? + y* + z% = 22869.

Correction :

1. Apartirdel,,,1 = qU,, on peut écrirg = qx et
z = qy = q*x,donc
x+y+z=x(1+4+q+q? =312

{ z—x=x(q*-1) =192

x(1+q+q?) =312
{ x(q> —1) =192
on obtient 5g> —8q—21=0, A'=16+5x%x21=
112, doncg' = —Zetq"=3.x(¢* ~1) =192 & x =
192

X3 X 2 3 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 2 50 06 2 2 54 26 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 2 2 X 5 06 26 2

, en divisant membre a membr

%

Pourq = -2, x = 200 ; y = —280 etz = 392.

q*-1
Pourq=3,x=24;y=72etz=216.
2. A partir deU,,1 —U, =1, on peut écrire
y=x+r et z=y+r=x+2r, donc
17
{3x+3r_7@r=z,x=2,y=%etz=%
6r=5

3. A partir deU,,,1 — U, = r, On peut écrirgy = x +r
et z=y+r=x+2r, donc
{ 3x+3r=171

3x?% + 512 + 6xr = 22869

x=57—r B o
{r2=6561(:>r=i81' Pour r =81, x=-24;

y=57 et z=138. Pour r=-81, x=138;
y =57 etz = -24.

X 3 3 X X 3 3 X X 36 5 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 26 2 5 0f 26 24 56 2
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Exercice 8 : Soit (Upn)nen la suite numérique définie ) Som = Uo+ Up + -+ Uy = (M+1)WUo+Un) _
par:vneNU, = ]n(zn_l)_ nZ nm(14n) 2 nm(1+n)
Son =?2(1+n) =——-VneN, 5, =—

1. Montrer que (Up)nen©St une  suite 2. VneNV,=eln

arithmétique dont on précisera la raison.

2. Exprimer Sy, en fonction de n. a)
3.  Calculer la somme des 30 premiers nombresVY n € N,V"“ = e_g, d'ou la suite(V,)neny €St une

. Vn
entiers naturels.

3 n
_ —(u, += _ _r
Vn+1=e Un+1=e ( n 2)=e Une 2,

suite géomeétrique de raisop=-e z et de premier

. . T
Correction: vn €N termeV, = e z.

X 3 X X 34 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 X 5 26 0 2 54 36 X 5 36 26 2 2 X 5 36 26 2 2

_m(n+1)
1. vVvneNU,; = ln(Z(n+1)_1) =In(2" 1 x 2) b) VneN,V,= e_gl_e—;
V n€N Uy =In@"YH+n2=U,+h2s 1—6;({1“)
Upy1 —Up =In2, d'oula suiteg(U,) ey €St UNe suite c) Comme lime 2 =0 alors
arithmétique de raisom =In2 et de premier terme ne= +oo
_n(n+1) T
U0=—11’12. llm‘/h:Ohm e—;l—e 72r — e 27r
2. Son=2XicoUi=Ug+ U +U; + -+ U, = ne 4o 1-e72 1-e72'
_ (n+1)(-In2+In(2" 1)) (n+1)[(n-1)In2-In2] _ ne— +o0
So'n— 2 - 2 - d) A TlEN, SO,TL=VO+V1+'“+VTL=
SO,n — w (n+1)(e_%+Vn) _m 1_9—@
2(30+1)1 (230-2) 2 avech, =e 2 ———
3. Spsz0= + = 4341n2. _ (1__‘)22
3. VneN'W,= R
Exercice 9:vn € N :_ DED
a) V ne N*, Wn+1 = nE = — nE = —Wn_
1. Soit (Uy)nenla suite définie par: v neN w 2 2
U, =nZ VneN =2 =—1, dol la suite(W,)nen €St Une s
n 2 n %
a) Montrer que (Upney €St une suite Suite géométrique de raisqn= —1 et de premier termey
arithmétique dont on précisera la raison. W, = _72
b)  Exprimer S, en fonction de n. b)  Exprimons Sy, en fonction de n v n € N*,
2. Soit (V)nenla suite définie par: vV neN _ =2 _1-(-D" _ (-D)"-1
V,=e"n Sin = Wi+ Wbt Wy =X —m=="——.

a) Montrer que (Vy)uey €St une suite

T T _ Exercice 10: Soit (Up)nenla suite définie par:
géométrique dont on précisera la raison.

. . U, = e?ntl
b) Exprimer (V,),en €n fonction de n.
c) Quelle est la limite de(V,) pen ? 1. Montrer que (Up)pey €St une suite
d)  Exprimer S, en fonction de n. géométrique dont on précisera la raison.
3. Soit (W,)nen:la suite définie par: W, = 2. Exprimer S, en fonction den.
(Gl 3. Trouver la valeur minimum de n pour que:
Un Son = 10°.

a) Montrer que (W, nen+ €St une suite
géométrique dont on précisera la raison.
b)  Exprimer S, en fonction den.

4.  Soit (V,)nen la suite numérique définie par :v
n e NV, =In(U,). Exprimer la somme Vy+V{ +
V, + -+ V, enfonction den.

Correction : .
E— Correction :

1. VnENUn=n§.

X 3 X X 3 3 X 3 3 X 2 36 36 X 5 36 2 X 5 26 2 X 0 26 2 5 0f 2

1. VvneN Un+1 — eZ(n+1)+1 — eZn+1eZ — eZUn
Vs

Vs Vs
&) U=+ D3=Unt ;90U -Un=7 ypen % = e2 , d'ou la suitgUy) ey €St Une suitedr

d'ou la suite(U,)nen €St une suite arithmétique degéométrique de raison = e? et de premier termen

raisonr = get de premier termé, = 0. U = e. e
*
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*
*
1_ez(n+1) n+1 n
2. So'n:U0+U1+U2+"'+Un:ej. b) Vn+1 :(%) = (%) %:VnVL d’ou |a i
3. Son=e 1_i(enzﬂ) > 100 = 2+ < 1 — suite (V)neny €St une suite géometrique de raisﬁiﬂ
105(1-e?) = 2m+1)<In [6—106(1—e2)] —n< q=V, = % et de premier termig, = 1.
e - e -

1, [e-105(1-¢?) _ c) La convergence de la suit€V,) ey : limV, =
=In [—] — 1 soitn = 14. A - , .
2 e +o0 , dou la suite(V,)pey N'est pas une suit
4, Exprimons la somme Vo + V4 +V, +--+V,, convergente.
en fonction den : Py=Vo=1

: ) 3. n
* Cherchons la nature de Ia SuitdVy)nen - VREN" P =V, P, 4= (‘1/_5) P, 4
Supposons quéj,),en €St une suite arithmétique :

Ve e\ Ve _ (e}
V nEN, Vyuy =In(e?*e?)=2+In(U,) ; dou & P = 1—2 etp, = (1—2) x1_§ = (1—2)

notre hypotheése est juste c@lf,),cy €St une suite 1(1+1) 1
. L . . Ve 2 Ve
arithmétique de raisorr =2 et de premier termeb) Po=1; P, = (5) = (E) et P, =
Vo =1. IS e
e 2 e e
. Exprimons la somme Vo +V, +Vy + -+ V, (5) = (R) : P = (5) Ppy &Py =

en fonction den: Sy, =YL U =Vo+V;+V, + P, (10)” 1)

n+1)(1+2n+1 Ve
= % Son =+ 1)2. (n-D(n+1-1) n(n-1)

=@ =@ @

En remplacan®,,_, de(2) dans(1), on obtient ainsi :

1,

Exercice 11 :Pour tout entier naturel n,

1. Résoudre dans [I'équation d’inconnue x :
ln(10“x)=g.

nn-1) nn-1)

W mh@ en=6) T <6

nn-1) n(n—-1)+2n n(n-1+2)

n

2. Soit la suite Vp)ney définie par: (
e 2
In(10"V,) =2. (%)
a) Calculerv,etV,.
b) Démontrer que la suite(V,),en €St géométrie (
et déterminer sa raison.
c)  (V,)nen est-elle une suite convergente ?
3. Soit (P,)nen la suite numérique définie par :

X ¥ 2 X 2 Yo X Y X 2 2 X 2 X 2 2 X 2 2 X 2 B 2 2 X 2 2 0 2 2 X 2 2

c
>
)
0
<.
=
@
3%

c) Comme la suite (B)ney €St
géométrique de raisape |—1;0[ et de premier termey

{ Py =V, Py, =1, donc la suitéP,),cy €St convergente.
VneN P,=V,P, 4 s (A1) | (e
-6
a) Calculer P, etP,. d) (E) 107 e ( 2 )ln (R) =
e n(n+1) In10-©
. _ (Ye\ 2 _
b)  Montrerque : vn €N P, = (10) "(nz“) < 613;10 & n?+n-1532<0, posons
c) Lasuite (P,)nen €St — elle convergente ? 1“(%)

d) Trouver l'ensemble des nombres entiers 2 4, _ 1532 =0, A= 62,28 ainsin = Y2228

naturels n tels que :P, < 107, N 2

" —3,44 et n= 146228 4,44, d'ou I'ensemble des
Correction : nombres entiers naturels n tels qué; < 107°

n n n E {0, 1,2, 3,4’}

1. In(10™x) = 2 = x = e2172M10) - (g) .

A" Exercice 12 :Daouda kassali, gardien de but du
2. VneN V,= (E) Niger doit faire face, lors d’'une démonstration, &n
a V=1 ot v, = % certain nombre de tirs directs. Les expériences

précédentes conduisent a penser que :

. s'il a arrété le n'*™e tir, la probabilité pour
qu'il arréte le suivant le ni*™¢ est 0,8 ;
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

. s'il n'a pas arrété len'*™e tir, la probabilité
pour qu'il arréte le suivant est 0,6.

La probabilité pour qu'il arréte le premier tir est
0,7. Dans tout I'exercice, sE est un événement, on
note p(E) la probabilité de E, E I'événement
contraire de E. On notep(E/F) la probabilité
conditionnelle de I'événemenE sachant queF est
réalisé A, est I'événement "le gardien arréte le
n'®™e tir'. On a donc p(A;) =0, 7.

1.
a) Donner pourn>1les valeurs dgp(A,+1/Ay)
etp(Kn+1/An)-

b) Exprimer p(An+1/An) etp(An+1 n An) en
fonction dep(A,).

c) Deéduisez-en que, pour tout entier strictement
positif n >1ona: p(A,:1) =0,2p(A,) + 0,6.

2. Onpose aprésent, poun>1p, = p(A,) et
u, =p,—0,75.

a) Démontrer que (u,) est une suite géométrique

de raison 0,2.
b) Déduisez-en de,, en fonction den.
c) Calculer la limite de (p,).

Correction :

1.
d) Donnons pourn > 1 les valeurs d@(A,;1/

A,) etp(A,.1/A,) : D'aprés I'énoncé ; La probabilité

guale gardien d'arréter le tira ¢1) ; s'il a arrété le tir
nest 0,8 : Donp(A,;1/AL) = 0,8. De méme ; la
probabilité qu'il n'arréte le tire 1) s'il n'a pas arrété
le tirnest 0,6. Doncp(A,4+1/A) = 0,6.

e) Exprimons p(A,.+1/A,) etp(A,p1 NAL) en

a) Deémontrons que(U,) est une suite
géomeétrique de raison 0,2U,,; = ppy1 — 0,75 =
0,6p, + 0,6 — 0,75 = 0,2(p, — 0,75) = 0,2U,

U,4+1 = 0,2U,, d’'ou (U,) est une suite géométrique d

raisong = 0,2 et de premier termé; = —005.

b)  Déduisez-en une expression dg, en fonction
den:U, = (-0,05) x (0,2)"%, dolip, = 0,75 +
(—0,05) x (0,2)"1,

c) Montrons que (p,) admet une limite que l'on
calculera : Comme(0,2)"~? tend vers 0 sitend vers

+o0 ; on en déduit que la suitg) tend vers 0,75.

Exercice 13 :On désigne pam un entier naturel
supérieur ou égal a 2.

On imaginen sacs de jetonsy, S, ..., S,. Au départ,
le sacS; contient 2 jetons noirs et 1 blanc, et chacun
des autres sacs contient 1 jeton noir et 1 jetondoic.

On se propose d'étudier I'évolution des tirages

successifs d'un jeton de ces sacs, effectués diaton

suivante :

- 1°" étape :on tire au hasard un jeton deS; ;
- 2°™ étape :on place ce jeton dans,, et on
tire, au hasard, un jeton deS, ;

eme

- 3™ étape :aprés avoir placer dansS; le jeton

sorti de S, on tire, au hasard, un jeton des;. et
ainsi de suite...

Pour tout entier naturel k tel que 1<k <n, On note
E; I'événement "le jeton tiré deS;, est blanc"

=

a) Déterminer la probabilité de E4, notéep(E,),
et les probabilités conditionnelles p(E,/E,) et

fonction dep(A,) : D'apres le principe des probabilitéﬁ,(EZ/E_l),

conditionnelles ; on aP(A ;1 NAy) = p(Ansq/

Ap) X p(Ap). Doncp(Ap4+1 NAL) = 0,8p(A,)De
méme ; on ap(A,+1 NA,) = 0,6p(A,)

f) Déduisons que, pour tout entier strictement
positif n > 1ona:p(A,41) =0,2p(A,) +0,6:
D'apres la loi des Probabilités Totales ; orpéA, ., N
Ap) + p(Ans1 NAL) = p(An41). Mais d'aprés la
guestion précédente ; on a augsiA,.q N A,L) +
p(An+1 NAL) = 0,8p(A,) + 0,6p(A,). Comme

p(A,) = 1—p(A,) ; on comparant ces deux égalités

on peut écrire p(A,,1) = 0,8p(A,) + 0,6p(A,) =
0,8p(A,) + 0,6.
2. n>1p,=pA,)etU, =p,—0,75.

b)  Déduisez-en la probabilité deE,, notéep(E,).

c) Pourtout entier ktel que 1 <k <n, la
probabilité de Ej, est notéep,,. Justifier la relation

) : 1 1
de récurrence suivante py,1 = ;px + 3.

2. On note (uy) la suite définie par :

1
u1—§

1 1 .
U1 = Uy + 5 pour entier k>1

~On considere la suitg(vy,) définie par, pour tout
"élémentk de IN *, v, = u; — 0, 5.
a) Démontrer que la suite(V;) est une suite
géomeétrique.
b)  Déduisez-en day, en fonction dek.
c) Montrer que la suite (uy) est convergente et
préciser sa limite.
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3. On suppose quen = 10. Déterminer pour
quelles valeur de&k on a : 0,4999 9, <0,5.
Correction : Le sacS; contient 2 jetons noires et 1
jeton blanc ; et tous les autres sacs contienmejgtan
noir et 1 jeton bland, est I'événement " le jeton tiré
du sadck est blanc"

1.

a) D'aprés le texte :p(E;) = % i p(E,/Ey) = % et

— 1
p(Ez/Ey) = 3
b)  probabilité de E,, notéep(E,) : d'aprés la loi
des probabilités totales, on a(E,) = p(E; NE, ) +

P(E_l N E; ) = p(E,/E;) x p(Ey) + p(E;/E1) X p(Ey)

2.1, 1_2 4
P(Ez)—§X§+§X§—3.

c) Justifions la relation de récurrence suivante :
1 1, . .
Pk+1 =3Pkt 3 d'apres le principe de tirage des
. 2 -
jetons ; on ap(Ex+1/Ex) = 5 p(Exs1/Ex) =
1 —_
3 P(Ex) = p etp(Ex) = 1 = pi: p(Eis1) =
P(Ex+1 N Ex) + p(Exsq N Ex) o
P(Ex+1) = P(Ex+1/Ex) X P(E) + D(Ep41/Ey) X
—_ . . 2 1 1 1
p(Ey) ainsip(Ey4,) = 3Pkt 5(1 —Px) = 3Pk t3
2 U =3 .
Upyq = %uk +§ pour entier k > 1
Vi = U — 0, 5.

a) Deémontrons que la suitgV,) est une suite

Aométri 1 1
gEOMEtrique Wyiq = Upy — 0,5 =Sy — - =

1 1 1 . . o
E(uk - 5) = 3 Uk (u) est une suite géomeétrique de

. 1 . 1
premier termey; = — = et de raisomy = 3
b) Déduisons l'expression da, en fonction dek :

Vg = 1><(1)k_1— L o —1(1 1)
k= 67 \3 T 2x3k k=> 3k

c)  Montrons que la suite(uy) est convergente et
précisons sa limite :On sait que s> 1,

: k — 2k — : —
lim(q* = 3¥) = T goglim % =
k — +oo k- +o
converge ver%.

1
2 donc (uy,)

3. Déterminonsk pourn = 10 : on a: 0,4999 <

0,4999 < p, < 0,5 ou
0,4999 < u;, < 0,5
In 5000

04999 <2(1-3) <05 & k = 222 =775,
2 3 In3

Donck = 8, a partir del<k <n et commen= 10 ; les
valeurs dek solutions sont 8 ; 9 ; 10.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

pr <0,5. On remarque, = p;.. De ce fait on procede :
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Exercice 14 :On considere la suite numeérique
(Up)nen définie paruy =1 etu, 4 = %un + 4.

1.  Calculer les quatre premiers termes de la suite
(un)neN-

2. On posev,, = u, — 8.

a) Montrer que la suite (v, )neny €St une suite
géomeétrique dont on précisera la raisort son
premier terme.

b)  En déduirewv,, puisu, en fonction den.

3. Etudier le sens de variations de la suite
(un)neN-

4.  Quelle est la limite de la suit€u,,),en?

5. Exprimer Sy, = vy + -+ v, en fonction de

n. Quelle est la limite deS ,,?
6. Calculer la somme des 30 premiers nombre
entiers naturels.

X 3 X X 3 3 X X 26 X X X 5 36 2 2 2 5 2 2

%

Correction : (Uy)neny /ug =1 etuyyq = %un + 4.

i 9 . 25 | 57
1. u0=1,u1=5,u2=7,u3=?.
1 1

2. vn=un—8<:>vn+1=5un—4=5vn.

a) (vy)nen €St géométrique de raisgn= % etde
premier termey, = —7.
1\" 1\" 1
b) v, =—7 (5) etunn— 8—-7 (5) =8-— o
3. Upp —up, =7 G) > 0, alors la suit€u,,) ey
est strictement croissante.
. _ . 1] _

4 lim u, = 8car lim [z_n] =0

ne= +4ow

n = —4o
]t
1-(= n+1
5. Som = 52_)1 = 14 [(%) - 1]et
lim Sy, = —14
ne 4o '

6. Sos =14 [(%)31 - 1].

Exercice 15 :Soit (u, ),y la suite numérique définie

ui

-1+2u,’

par son premier termeug = 2 etu, 4 =

-1+u,

On posev,, = etw,, =Inv,.

1. Montrer par récurrence que la suite (&) nen
est minorée parl.

2. Montrer que la suite (W,)nen €St une suite
géomeétrique dont on précisera la raisort son
premier terme.

3. Exprimer w,, v, puisu, en fonction den.
4.  Déterminer:

a) Lalimite de u,, quandn tend vers+oo

b) LasommeS,=wog+w;+-+w, 1

c) Leproduit P, =vyg X v X ..XVy 1

d) Lalimite de §,, quand n tend vers+oo

e) Lalimite de P,, quandn tend vers+co.

X 3 3 X X 3 3 X X 36 2 2 5 26 X 5 36 36 X 50 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 5 06 2 2 54 06 X 4 36 36 X 54 36 2 X 5 26 24 X 0 26 24 5 0 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Correction :
1. lasuite(uy)pey €St minorée parl:u, >1

Initialisation :u, = 2 > 1, la propriété est vraie pour
=0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour u

entier naturek : u, > 1, et montrons que,,; = 1:
ur >1

en divisant membre a
—1+4+2u, >1

URZ].@{

2
membre on aura% > 1 0uug,q = 1 (vraie).
- n

Conclusion ¥ n € Nu, > 1.
—1+un+1)__
Un+1

2
14— Yn
=1 Y, -1 uZ—2up+1\ _
Whp =In| —== | =In(=—"—) =
n

—1+2up

2. Wni1 =Inv, = ln(

Wyt = In [(u’;_%l)z] =2In (%Jrnu") =Inv, = 2w,

donc(wy)qeny €St géométrique de raisgr= 2 etde

. —1+
premier termev, = Inv, = In (u—u") =—1In2.
0
3. w,=-2"In2,w,=lnv, = v,=e""o0u
_ . -1+ -1
v, = e 2"IN2pyisy, = " oy, =——ou
Uy vp—1

_ -1
Un T e—2"In2_q"
4, Déterminer

a) lim(e=2"1"2) = 0 dopim un =1

ne 4o n = 4o
1-2"
b) S,=wy+w;+-+w,_;=—-In2 =
OuS,=(0-2")In2.
c) vy = e—2°In2 v, = e~2'Inz v, = e—2" 'In2

en multipliant on aura

—(20 14...4on—1
P, = XUy X . X Uy = e~ (27214427 In2 o

20 421 4.yl = 20% = —(1-2")donc
P, = e~ (2°+2M+ 42" ) In2 _ ,(1-2M)In2
lim S, =lim[(1 —2™)In2] = —oo,
ne= 4+oon—- +o0o '
lim P, =lim[e(1-2"1n2] = o
n- +on- 4o '

d)

e)

Exercice 16 :Soit (u,,),en+ |2 suite numérique

définie par son premier termeu; strictement positif
4 u,—3
up+1’ u,+2°

etu,, 1 =2+ On posev,, =
1. Démontrer qu'il existe deux valeurs deuy
pour lesquelles la suit€u,,),cn* €St constante.
2. On suppose quat; > —1.

a) Montrer par récurrence que u, > —1.
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b)  Montrer que la suite (v,)nen+ €St Une suite
géomeétrique dont on précisera la raisort son
premier terme.

c) Exprimer v, puisu, en fonction den.

d) Calculer la limite de v,.

e) Démontrer que la suite(u,) e+ €St

ﬁonvergente et calculer sa limite.

4 u,—3

Correction : u,,q4 =2 + —e etv, = iz

1. wy=2+—ow-dw+)-4=0s
u;+1

u? —u; — 6 = 0, A= 25 les différentes valeurs dg

1-5 1+5
Sontu1 = T =-2 etu1 = T = 3.

2. On suppose quat; > —1.

a) u, > -1.

Initialisation :u, > —1, la propriété est vraie pouar=

0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek non nul :u;, > —1, et montrons que

uk+1>0 4
uk+1>—1:uk>—1(=>{ 4 >_3<=>2+m>
Ur+1

—1 ouuy,, > —1 (vraie).
Conclusion ¥ n € N* u,, > —1.
4
_ Un41—3 +un+1_3 _ 3-un
b) Un+1 = - 4
Up4qt2 2+un+1

1
= = ——-X
+2 4un+8 4

-3 1 < Zaus
I = 2y, donc(vy) ey €St géométrique de
Up+2 4

. 1 .
raisong = — - etde premier terme;.

n\™* . 3+2v, 3+2v1(—§)n

c v, =vy|—=) puisu, = = .
) n 1( 4_) p n 1-v, 1_1}1(_%)

; —1: 1\ _
@ lm e =tim[v (=3) ] =0,

ne 490 00 1
e) Comme la suitv,),en* €St minorée par1 et
-1 < g <1alors lasuitév,),en+ €St convergente.

3420 3+2V1(—l)n
commeuy, = 1_vn" - 1—vl(‘;)n
4

(up)nen €St convergentdae

alors la suite

1 n
3+2v4(—~
lim u,, =lim [1—(1‘*),1] =3
n e +oo 1-v1(-3) '
ne= 4o

Exercice 17 :Soit (u,) ey la suite numérique définie
par son premier termeug = 1 etu, 1 = =

u,+3

On posev,, = ln( n )

Up+2
1. Calculer u; etu,.

S X X 3 3 3 3 2 3 3 3 0 3 3 3 3 X X X X X 2 2 2 3 0 06 0 3 06 3 0 3 0 3 b X 2 X b 2 2 3 0 3 0 06 06 35 0 0 3 % 3 b X 2 2 2 2 2 3 0 2 0 0 0 0 2 2 2 0 0 2 2 0
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2. Montrer que la suite (v,)ney €St une suite
arithmeétique dont on précisera la raisonet son
premier terme.

3. Exprimer v,, puisu,, en fonction den.

4.  Calculer la limite de u,,.

Correction : ug =1 ; u,,q = —2= etv, = ln( n )
~OUELtOn . Unt3

Uup+2
u 1 1
1. wy=ugy=—>—=—==<-¢t
1 0+1 ™ 3 +3 7 1+3 4
1
U Z
U = U = = == —
2 141 7 3 43 %+3 13

Uun
u Un+3
2. vV, =1In (—n“ ) =In|2>|=
n+l Upy1+2 u?ln +2

In () =l (3x 72) =n(3) +In (22;) =

V41 =—In3+v, o v,,; —v,=—In3doncla
suite(v,)neny €St Une suite arithmétique de raison
r = —In3 etdu premier terme, = —In 3.

Un
3. vy=—Mm+1)In3etv,=In (un+2) S
2evn Ze—(n+1)ln3

— . — —
=enS U = 1—eVn  1—e—(n+1)In3 or

Un
Up+2

-(n+1)In3 _ e(n+1)ln(§) = eln(3n+1) = nl+1
3

e donc

2
_ gn¥T 2
un_l 1
Tn+l

- 3n+l_q

3n+1 — +OO

4. Commelm

ne= 4o
lim u, —hm[ —— 1] =0
ne 4o ’

alors

n= 4o

Exercice 18 :Soit (u,) ey la suite numérique définie
par son premier termeugy = 2 etu,q = %un + 2.
On posev,, = ku,, + 3 aveck € R".

1. Calculeruy ; u, etus.

2.

a) Déterminer le réelk pour que la suite(v;,) nen
soit une suite géomeétrique dont on précisera la
raison et son premier terme.

b)  Exprimer v, puisu, en fonction den.

c) Calculer la limite de u,,.

d) Calculerla sommeS,, = vy +vq + -+ v,. En
déduire la limite de S,,.

e) Calculer Le produit P, = vy X 1 X ... X v,,.
Correction : ug =2 ; Upyq = %un +2
On posev,, = ku,, + 3 aveck € R*.

1. Uq ——u0+2—§ =§u1+2=§et
1

u3=§u2+2=5

2.

a) vn+1—kun+1+3—k( un+2) +3=

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Vps1 = %un +2= % lku, + 33 + 2a)]

Si la suite(v, ) ey SOIt UNe suite géometrique alors
3+2a=1<a=-1; deraisony =§etdu premier
termevy = —uy+3=-2+3=1.

n
b) Un=(§) =3inpuisvn=—un+3<=>un=

1
3—‘Un—3——n:3—n(3n+1—1).

lim — =0
c) Comme™ 3=~ Yalors

neH +oo
lim u, —l1m[3——]—3
ne 4905, 4o

1
l=omer 371

d) Sn=170+171+'“+1]n=13—_§=w.

jo_ 1 PR T B

lim S, =lim[ <Al 1] =lim [3 37"“] =

ne +o 173 '
ne— oo

€) PB,=vyXvX.Xv, =
1 1

IS 30+142+-4n  gnm+D)"

nwe +oo
1 1 1
3—0X§X...X3—n

Exercice 19 :Soit (u, ),y la suite numérique définie
par son premier termeu, strictement positif et

Un

Uy g = —2—.
n+l = 143y,

1.
a) Calculer les quatre premiers termes de la suite
(uy)nen €n fonction deuy, .
b)  Calculer les inverses de ces quatre premiers
termes.
c) Que remarque-t-on ?
2. Onposevy, = ui Déterminer la nature de la
n

suite (V) nen-

3. Exprimer v,, puisu,, en fonction den.
4.  Etudier les variations de la suite(u,) pey-
5. Etudier la convergence de la suitéu,) ,en-
6. Déterminer uy pour que u,, soit égal a 0,025.
Correction : (u,)pen It > 0 etu,,; = —2—.
- 1+3uy,
1.
_ _Uo . _ _Uo . _ _Uo

a  w = 1130, ' %2 T Theu, ' ™3 T Troug

1 1 1 1 1 1
b) —=—+3;, —=—+6;—=—+09.

Uuq Ug Uy Ug Uus Uo

¢) Onremarque que la suite des inverses semble
étre une suite arithmétique de raison 3 et de gremi

1
terme—.
Ug

1 1+3 1
2. Upp= =" - — 1 3=y, +3.Donc
. Un+1 Un . n . )
la suite(v,) ey €St Une suite arithmétique de raison 3

et de premier terme, = L

Up

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0f 3 2 56 06 5 24 36 36 X 54 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 2 36 26 X 3 36 2 X 5 26 2 X 5 36 26 26 2 5 0 06 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

_ 1 _ Up
3. n = - + 3n etu, = rrE—
—3(up)?
4. Upyq — Uy <0, alors la

= (At 3nug)[(143(n+ Dug)]

suite(u,)nen €St strictement décroissante.

5. lim[1 + 3nuy] = +oo' doncllm[un] =0
n - +ow n - +ow

la suite(u,),eny CONVerge vers.

6. Commeu,, = 0,025, ouu;y =

.D'ou

—2— onen
14+3nu,

déduit quex, = 0,1.
Exercice 20 :
1. Résoudrez3® = 1 et montrer que les racines

s”ecrivent 1, j, °. Calculer 1 + j + J* et en déduire les

racines del + z + z% = 0.
2.  Résoudrez™ = 1et montrer que les racines

s ecrivent 1, w, w?, ..., ™ 1. En déduire les racines

dex =1+2z+z%+ -+ z"L Calculer, pour tout
entier naturel p,y = 1+ w? + @ + - + @@ VP,
Correction :

2k1t)i

1. 23 =1, les solutionssont :z;, = e(T

[1;%] aveck €{0,1,2}:zo = [1;1] = 1; z, =

|1 =jetz, = [1,=5] = j2 Donc1 +j+j2 =0
et1l+ z + z% = 0. Ces racines sont les sommets d’'un

polygone régulier & 3 cb6tés inscrit dans le cenniés.

2. z" =1, les racinem®™ de l'unité : ces racines

2km

sont :z;, = e(T)i = [1; Zk"] aveck € {0,1,...,n —1}.

n

Ces racines sont les sommets d’'un polygone réguler

cOtés inscrit dans le cercle unité. Ona 1+ z +

1 _ 1-z" Znmy;
72 4 g g1 =272 =O,carzn=e(n)‘=1.

21

Ainsi w = e(T)L ety=1+w? + w?? + -+
1—-@P" 2nm)

9 _ 0, caron = eln )i = 1,

. 1_wp . Y . Y
Exercice 21 :On considere la suite numérique
e 1 9
(Up)neny définie parug = 4 etuy,q = E(un + u—).
n

1. Montrer par récurrence que la suite (u;,) ey
est minorée par3.
2. Montrer par récurrence que la suite (u,,) ey
est strictement décroissante.

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier

naturel n,u, —3 < zin
4.  En déduire la limite de la suite(u,) nen-
Correction : (up)pen /U = 4 ; Upy1 = %(un + ui)

n

@ Dr =

1.  Soit la fonctionf définie sufj0; +oo[ par

1 9 . , 1(x2?-9
(x) = E(x +;) . pour tout réeb 0 , f'(x) = E(xxz )
donc la fonctiorf est décroissante s|(; 3] et

croissante suUi3; +oo[ ; elle admet donc un minimum

enx = 3 qui vauff(3) = 3. Donc pour tout réal >
3,f(x) =3.
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Montrons que la suite(u,),eny €St minorée par3.
Initialisation :u, = 4 > 3, la propriété est vraie poar
=0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u, > 3, et montrons quey,,, = 3:
Onaug,q = f(ug), et u, = 3, donc f(u) = 3, et
uk+1 = 3.

Conclusion ia suite(u, ) ey €St minorée par 3.

2. Montrons par récurrence que la suite(u,,)en
est strictement décroissante :

Initialisation :u, = 4 etu,; = ZT;’ < ug, donc la
propriété est vraie pour= 0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u,,; < ug , et montrons que, ., <
Up41:Sur[3; +oo[, la fonctionf est strictement
croissante, et pour tout entigrun _ 3, donc

fuie1) < fQug), soit f(ugs2) < f(ugsr) -
Conclusion ia suite(u,),en €st strictement
décroissante.

3. Montrons par récurrence que, pour tout entier

1.
naturel n,u,, — 3 < o

Initialisation :ug —3=1<
est vraie poun = 0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u;, —3 < zik , et montrons que
1 1 9

uk+1—3SW :uk+1—3=5(uk+u_k)—3=

1 1/9 3
=3 +3 () -3

zio = 1, donc la propriété

1 1 3 3
— 3 <X —F < —
Uert =3 S o Xty =S w, =
1 ~ 9 ~ 1/9 3
= entraine— < 3 entraine- (—) <-.
3 Uk 2 \ug 2

Conclusion pour tout entier natured, u,, — 3 < zin
4, Pour tout entier natural, 0 < u,, —3 < zin eton

r171_
sait que!l™ [z_n] =0 donc par lehéoreme des
nwe +oo

gendarmes

hm[un]oo= 0 La suite converge vers 0.

ne
Exercice 22 :On considére la suite numérique

(U )nen définie paruy = —2 ety =, — 1.

1. On posev,, = u, + 3.

a) Montrer que la suite (v,,),en €St géométrique
dont on précisera la raisoret son premier terme.

b)  En déduirev,, puisu, en fonction den.

2. Etudier le sens de variations de la suite
(Uy)nen- Quelle est la limite de la suit€u,,),,en?

3. On poseSy, =up+u; +--+u,

a)  Exprimer S, en fonction den.

b)  Quelle est la limite deSy,,?

c) Etudier la convergence de la suit§,.

S X X 3 3 3 3 2 36 36 3 3 3 3 3 5 X 5 X X X 2 3 2 3 0 06 0 36 06 3 0 3 0 3 b X X b 2 2 S 06 0 0 06 0 0 06 3 0% 3 % 3 b 5 2R 0 2 0 2 3 0 3 0 06 2 2 X0 X 0 0 2 2 0
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Correction : (Up)nen /Uy = —2 €ty = gun - 1.
1. vn=un+3<:>vn+1=§un+2=§vn.
a) (vnen €St géométrique de raisgr= %etde

premier termey, = 1.
by v,= (g)n etu, = (g)n - 3.

2\ -1 .
2. Upp1 — Uy = (5) X< 0, alors la suite

(up)nen €St strictement décroissante. Cormneg <

. 2\" ; - _
1, alorslim (E) =0 gonclimlunl =-3,
nw 4o ne to
3. Soln=u0+u1+'“+un.

a)  Son=-3n-—2 @n

b) limS, , = —o
ne— oo
La suiteS, , diverge vers-co.

c)

Exercice 24 :Soit (u,) ey 12 Suite numérique définie
par:ug =1etu,,; = —=

Vup2+1

Montrer que, pour tout Vn € IN, u,, > 0.

1.

2. Etudier les variations de la suite(u,,) nen-

3.  Calculer les cing premiers termes de la suite
(un)nen, €t conjecturer une expression de,, en
fonction den.

4, Démontrer cette conjecture en utilisantu,,
raisonnement par récurrence.

5.  Etudier la convergence de la suitéu,,) ,en-

Un

Jun2+1

Correction : (up)pen/ug =1 etu, g =

1. Montrons que, pour toutvn € IN,u,, > 0 :

Initialisation :uy, = 1 > 0, donc la propriété est vraie
pourn = 0.

4. Démontrons cette conjecture en utilisantt,
raisonnement par récurrence :

Initialisation :u, = = 1, donc la propriété est
vraie poum = 0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour

. 1
entier naturek : u;, = 75 » et montrons quey.; =
1

—_Vkx1 1
1
=
propriété est vraie pour+ 1.
Conclusion pour tout entier naturel, u,,

1
VO0+1

1 Uk

—Uu =
Vk+2 k+1 Juk2+1

—m,doncla

1
) Vn+t
5. limlu,] =lim [ﬁ] =0, La suite(u,) nen

ne +oo 4, +o0

converge vers 0.
Exercice 25 :Soit (U,)qen la suite numérique définie
par_{u0=0u1=1
Upy2 = Tuyyq + 8uy’

1.

a) On poseS, =u,,1+u, Démontrer que la
suite (8,,),,en €St géométrique.

b)  En déduireS,, en fonction den.

2. On pose v, =(—1D"u,, et t, =v,,1— Uy
Exprimer t,, en fonction des,,.

3.

a) Exprimer w,, puis u, en fonction den( on
pourra calculer de deux maniéres
Ton=1tg+1t;+ - +1t, 1)

b)  Déterminer lim %.

Uug=0u; =1

M (Un)nEN / {un+2 = 7un+1 + 8un.

1.

a) Sn+1 = Unsz + Unyr = 8(Unyy + Uy) = 85y,

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour udONC 12 SUItES, ) ey €St géometrique de raisqn= 8

entier naturek : u; > 0, et montrons quey,; > 0:

u
Uy = \/ﬁ > 0 caruy > 0 etyu, 2+ 1> 0, donc

la propriété est vraie poér+ 1.
Conclusion pour tout entier natured, u,, > 0.
2. Comme pour tout entier naturelu,, > 0, on

Un+1

peut comparef == a1l afin d’étudier les variations de

. 1
la suite(u,)nen u;l:l == oryu,?+1>1,
n

d'0U L < 1 al0rSuy 1 < Up © Uy — Uy <0,

n

donc la suit€u,,),,ey €St strictement décroissante.
3. Ug = 1 ;ul ==

a. N

vz THE BT

1 . .

7 On conjecture que, pour tout entier naturel
1

U, = .
n n+1

etU.4 =

et de premier termg, = 1.

b) §,=8"

2. v, =(-1"u,, ett, =v,,, —v,. Exprimons
en fonction deS,, : t, = (=1)"S,,.

3.

1
a) Ton= 3 [1+ (=8)"*] et Ty, =—vp— Vy_s.

On pouvait en déduire,, = %1[1 + (-8)"] etu,
(_1)n+1

S 1+ -8y,

b)  lim =lim (S [+ (-17))

lim + 0,
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la somme

S X 2 2 2 X 2

X 3 3 X X 3 3 X X 3 3 X 3 26 X 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 5 06 5 24 3406 X0 5 36 2 2 5 36 2 X 0 36 2 X 0 3 24 5 06 26 24 5 26 X 24 5b 26 2
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Exercice 26 :0On considere la suite numérique
(Wn)nen définie paruy = —2 ety =5 u, +3.
1.

a) Montrer que cette suite est majorée par 6.

b) Montrer que cette suite est croissante.
¢) Que peut-on déduire des deux questions

précédentes ?

2. On posev,, = u, — 6.

a) Montrer que la suite (v,),,eny €St géométrique
dont on précisera la raisoret le premier terme.

b)  En déduirev,, puisu, en fonction den.

c)  Quelle est la limite de la suitdu,,)pen?

(un)nEN-

4. On poseSy, =ug +uy + -+ u,

a)  Exprimer S, en fonction den.

b)  Quelle est la limite deS,,?

c)  Etudier la convergence de la suit§,.

Correction : (Up)neny /Uy = =2 ;Upy1 = %un + 3.
1.
a) Montrons que cette suite est majorée par 6 :

pourn = 0.

entier naturek : u; < 6, et montrons quey,; <
1 1
6:Euk <3 @Euk+3 <6,

Upsr < 6
Conclusion ¥ n € IN, u,, < 6.
1 1
b) w4y —u,= —JUn + 320 carsuy < 3, alors

la suite(u,),ey €St croissante.

la suite converge puisqu'elle est majorée et @otss
Sa limitel veérifie—2 < [ < 6.

1
2. vn=un—6(:>vn+1=un+1—6=5vn.
a) Lasuite(v,),eny €St une suite géomeétrique de
raisong = % etdu I termev, = —8.

1\" 1\" .
b) v,=-8 (E) etu, = -8 (E) + 6 en fonction
den.
c) Comme laraison de la suife,,),cy €st
strictement comprise entre — 1 e{lf}[vn] =0 gt
n— 4o
lim[u,] =6
ne 4o
3.  Etudier le sens de variations de la sQitg) -
4. So_n=u0+u1+'“+un
GRS

a) S on =

2
b) lim[SO'n] = 16
nw= 4o

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

3. Etudier le sens de variations de la suite

Initialisation :u, = —2 < 6, donc la propriété est vraie C)

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour uf)

c¢) Des deux questions précédentes, on peut dédwdre qlg 1 ' 12
im[v,] = 3 Carhm [Z] =0
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c) LasuiteS,, converge vers 16.

Exercice 27 :
1. Soit (Up)nen- €t W) nen- lES suites
2

numériques respectivement définies pat,, = 'Zl—n
etvy, = L

. 1
a)  Montrer que limval =3

n- 4o
b)  Montrer que pour tout entier naturel n > 0,

v > 1

c)  Trouver le plus petit entier N tel que, sin > N,
3

v, < T

d) Endéduire que sin > N, alorsu, ;1 < %un.

2. On pose pour tout entiern > 5 : S5, = us +

Ug + -+ u,.
a)  Montrer par récurrence que, pour tout entier

3n—5
n25:uns(z) Us.

b)  Montrer que, pour tout entiern > 5 :

-5
3, (3)\% 3"

3 ) e Q) e

En déduire que, pour tout entiern > 5 :

SS,n < 4us.

Montrer que la suite (S,,),>5 €St croissante et

en déduire gu'elle converge.

SS,n <

Correction :
n? Un+1
1. (un)nEN* et (vn)nEN* /un = Z_n et‘Un = n—n
(n+1)2 ) L 5
— Unt1 — onF1 — _( _)
a) vy =t =51+ .donc

nw— 4w n = 4o

2
b) Onsaitque, = %(1 + %) ,Or pour tout entier
naturel n >01+%> 1o v, >%.

)  Vne1—Vn= %(n(;j—l)) (27;2(;12;1) <0,ou

V41 < vpdonc la suit€v,),en+ €St décroissante et
vs =0,72; v, = 0,78, donc N= 5.

d) Pourn >N, onav, < % doncu, 1 < %un.

2. m=5:85,=us+tug+ -+ u,

a)

5-5
T . 3 sz 2
Initialisation :us < (Z) usg, donc la propriété est
vraie poum = 5.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
k-5
. 3
entier naturek : u; < (Z) us , et montrons que

o (3 3
U1 = 5 Us Uppg < UK OU Upeyq <

S X X 2 3 3 3 2 Y 0 3 0 3 3 3 3 X X X X X 2 2 2 3 0 0 0 0 06 3 0 3 0 3 b X 2 X X 2 2 3 0 3 0 06 06 0 06 3 0 3 % X b X 2 X 2 2 2 3 0 2 0 06 2 X 2 2 2 0 0 2 2 0
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3 73\ k=5 . 3\k—4 s
Z(Z) ug, d'ol upyq < (Z) us donc la propriété

est vraie pouk + 1.

: 3\N—5
Conclusion ¥ 7> 5 u, < (2) " us.

n-5
b) onsatquern=5, u, < G) us alors en
remplagant les indices de > 5, on retrouvev n > 5,

() @) e

. L 3\
c) Lasuite de terme genera(lg:‘)

Ssn <

est une suite

z o . 3
géométrique de ralsqlndonc la somme est,, =

3 n—4 .
4 [1 - (Z) ] Pour tout entien > 5, le nombre

3\Nn—4
[1 - (Z) ] < 1doncSs, < 4us.

d) OnaSsnis —Ssp = Unsq = ('21::3 > 0, donc la

suite (S,),,=5 est croissante. Cette su(t®,),>s est
croissante et majorée péus , donc elle converge.
Exercice 28 :On considere la suitgU,,) ,eny définie

par Uy = 0 et, pour toutn € N,U,,,4 =./3U, +4.

1.

a) Montrer que (U,),en €St majorée par 4.
b)  Montrer que (U,)qen €St strictement
croissante.

c) Endéduire que(U,),en CONverge et
déterminer sa limite.

2. Montrer que pourn e Nyona:4—U,;1 <

2(4-Uy).

Correction :

1. Upp1=+3U,+4etlUy=0

a) Montrons que (U,,),cn €St majorée par 4 :

Uy = 0 donc0 < U, < 4; la propriété est vraie pouar
=0.

Montrons que poun € N, la propriété est héréditaire
c’est-a-dire : montrons que pour toutsio < U, < 4
alors0 < U,;1 £4;0<U, <4donc4 <3U,+4 <
3 X4 +4soit0 < 3U, +4 < 16. Donc0 <
J3U, +4<4;0< Uy < 4donc la propriété est
vraie poum + 1 donc est vraie pour tontde IN .

Il était indispensable de démontrer die= 0 pour

justifier I'existence dg/3U,, + 4.

b)  Montrons que (U,),en €St strictement
croissante :

Par récurrenceli, = 0 doncU; = 2doncU, < U; la
propriété est vraie pour= 0. Montrons que pour toat
de IN , la propriété est héréditaire c’est-a-di@itnons

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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que pour toun, siU,, < U, 44 alorsUy, ;1 < Up4z.
0 <3U,+4 <3Upyq +4donc,/3U, +4 <

/3Upy1 + 4 s0itU, 1 < U,4,. La propriété est vraie
pourn+ 1 donc est vraie pour tontde IN*. (Up,)nen
est strictement croissante.

c¢) Déduisons qugU,),en CONVerge et
déterminons sa limite :(U,,) ey €St strictement
croissante majorée par 4 ddiig,),,cy converge et sa
limite ¢ est comprise entre O et4,, = f(U,) avec
f(x) =+/3x + 4. f est définie continue sur [0 ; 4], po
toutnde IN ,U,, € [0 ; 4] et(U,))en CONverge donc sa ¥
limite est solution d¢f (x) = x siv3x + 4 = x alorsx
= —1 oux =4 or¢ est comprise entre 0 et 4 dafe 4.
2. Montrons que pourn € N,ona:4 —U,;1 <

1 ) 3(4- Un)
24U 4= Upyy = 4— 30, + 4

4+ J3Un+4

or0<U,<4donc2<,3U,+4<4=6<4+
1 1 1 3(4-Up)
1/3Un+4S8d0nC§<m<g(=>m<

3(4-Up)
. Un)-

Exercice 29 :

soitP(z) = 39z* — 9123 — 52z%2 — 91z + 39

1.  Veérifier que P(3) = 0.

2.  Calculer trois (3) termes consécutifsx,y,z

d’'une suite géométrique sachant que leur somme es

égale a 13 et celle de leurs carrés est 91.

Correction : P(z) = 39z* — 9123 — 5222 — 91z + 39

1. P(3)=39.3*-91.33-52.32-91.3+39 =

0.

2. A partir deU,,,1 = qU,, on peut écrirey = gx

etz = qy = ¢*x,

donc { 2x+2y+22=x(21 +4q +;12) =13 ,
x*+y“+z°=x°(q*+q°+1) =91

remplacantx = % dans x2(q*+q%+1) =91,

on obtient39q* — 9193 — 52q% — 91q + 39 = 0, donc

q=3.Pourg=3,x=1;y=3etz=09.

o Yo 2 Y 2 Y 2 2 X X X 2 2 2 2 2

; on déduit qué — Uy, < %(4 -

en

Exercice 30 :

1. Une personne recoit 200 000 F en héritage.
Le ler janvier 1995, elle a placé cette somme a
intéréts composés au taux annuel de 7,25%.De
guelle somme disposera-t-elle le 1er janvier 1996 ?
2. On poselUy = 200 000. On désigne par,, la
somme dont elle dispose le ler janvier de I'année
(1995 +n).

a) Etablir une relation entre U,,,1 etU,.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 3 2 5 26 X 2 36 36 X 54 36 2 X 54 36 2 X 56 3 2 X 06 3 2 5 06 0 24 35 X 5 36 26 2 54 36 2 X 0 26 24 X 0 2 24 5 0f 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b)  En déduire que la suite(U,,) ,en €St une suite
géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.

c) Exprimer U, en fonction den.

d) Calculer Sy, = XitoU;.

Correction :

1. Somme a disposer au ler janvier 1996 :

200000 (14 0,075) = 215000 F

2.

a) Etablissons une relation entrel,,, 1 etU, :
Upsqr = Uy (1 +0,075) = 1,075U,,.

b) Déduisons queU,)en €St géométrique La

nn-1)

- X 8 =16n+ 4n% —4n = 4n® +

S, =16n+
12n.
4.
Initialisation :U, = 402+ 12x0+5=5la
propriété est vraie pour= 0.
Transmission On considére un entier quelconquiel
quep € N. Supposons que la propridfg est vraie,
c'est-a-direU, = 4p* + 12p 4+ 5. Alors U, =
4p+1)?+12(p+1)+5=4p?+ 20p + 21. Or

- (12 o (12 2
Up+1 - (1 p+1) Up + p+1 - (1 p+1) (429 +

6 N

12p +5) + e Apres tout calcul on retrouvé, ,; =

4p? + 20p + 21 ; la propriété est vraie poar= p.

suite(U,),en €St donc une suite géométrique de raiso'@:onclusion VnEIN. U. = 4n2 +12n 45
AUNTIVIUODIVIL . ] n — .

g=1,075. Son premier terme é&t = 200 000.
c) Exprimons U, en fonctionden: U, =
(1,075)"U,

d) CalculonsSy, = XioU; :

1—(1,075)"*1
Som = 2izoUi =Ug+ Uy + -+ Uy =Up————

0,075
Exercice 31 :

1. soit la suite (U,)nen définie par Uy =5 et
YneEN Uy=(1-2)Up+2.

CalculerU, ; U, ; U3 ; Uz; Uy etUs.

2. Conjecturer la nature de la suite (P,)nen
définiepar: P, = U1 — U,

3.  On considere la suite arithmétique(V,,) ey de
raison 8 et de premier termeV, = 16. Justifier que

la sommes,, desn premiers termes de cette suite est 1

égale Mn? + 12n.
4.  Démontrer par récurrence que pour tout
entier naturelnon a:U, = 4n® + 12n + 5.

Correction :

1 Up=(1-2)Upq+ etlUy=5.

Uy =21; U, =45;U;=77;U, =117 etUs =
165.

2. Py=U —-Uy=21-5=16; P, =U, —
Uy =45-21=24
P,=Us—U,=77—-45=32; Py=U,—U; =
117 —77 =40

P, =Us—U, =165— 117 = 48. ll ressort de cette
progression quéPR,),en UNe suite arithmétique de
raison 8.

3. Sp=Vo+Vi+-+V,=nlp+[1+2+ -+
n—1x8

Exercice 32: On définit une suite de points(M,,) neIn
d’'affixe z,, par zy = 8 et pour tout entier naturel n,
1+iV3

Znt1 =~ Zn:

1.  Calculer z, en fonction den.
2. Pour tout entier n, calculer le rapport Z:1=n

Zn+1

3. Démontrer queM,M,,,; = kOM,, ou k est un
réel strictement positif & déterminer.

4, En déduire la nature du triangle OM,,M,, 1.
5. Déterminer la limite de r,,, module dez,,
lorsque n tend vers plus l'infini. Quelle
interprétation géométrique peut-on en donner ?

Correction :

(zn)nen €St une suite géométrique de raison

1+ivV3 1 %
= :/_ = Ees‘ et du £ termez, = 8 ; donc

1\" Ini
Z, =8 5) e

1+iV3 1+iV3_ )
2. nmelN, o a =( : Tl o
Zni1 1+‘; E 1+i 3
iv/3.
3. an+1_—zn = |l\/§| And |Zn+1 - an = \/§|Zn+1| And
n+1

M, M,,,; = vV/30M,, donck = /3.
4, La nature du triangle OM,,M,, 1 :

Zn+1"Zn| _

Zn+1
|l\/§| & |zZpyy — 2zl = \/§|Zn+1| ouM,Mp4q =
V30M,, et (OM,; M, M,,,;) = g + 2km, donc
OM,,M,,,; est un triangle rectangle &, ;.

1\" Eni 1\ .
5 z,= 8(5) e e = 8(5) , donc lim

r, = 0.
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Interprétation géométrique de la limitexje le point @) Etudier le sens de variations des suites
M,, a pour position limite le point O lorsqueend vers (Wn)nen €t (tn)nen- _
plus l'infini. ) Montrer que les suitegw,,)nen €t (£)nen

sont adjacentes. En déduire que la suit@,,) nen

Exercice 33 :Soit (u,,) pey 12 suite définie par converge vers une limitd.

. 2 _
k=2n 1,1 1 c Montrer quelim[@n)* —vn —1] =0
Un = Z () n+n+1+ +2n' ) g n- 4o
1. Montrer que pour tout ndeN*, u, .1 —u, = d) Montrer quel? —1—1 = 0.
32 e) En déduire quév,,),cy coOnverge vers le
n(2n+2)(2n+1) _ o ] nombre d'or
2. En déduire le sens de variation de la suite o
Correction :
(un)nEN* .

1 Soit(uy)pen/u; =1,u, =2, u3 =3.

X 3 X X 3 3 X X 3 36 2 2 X X 5 56 26 26

i;)nvelrzgtikr)#;alors que (u,)nen+ €St une suite a) Montrons qUE U, = Fryy €t QUEM iy = Fy
- eon (1 1 1 Comme l'abeille male n'a qu'une mére, pour chaque *
Correction : (up)nen: / Un = Xk=n (;) =—+—+  ancétre male de la générationil y a une femelle de la *
g génératiom + 1, et pour chaque ancétre femelle de la,.
k=2(n+1) (1 génération n, il y a une femelle de la génératian1,
L Unyr —Un = Zgoni (;) ( ) or doncu,, = F,,,. Chaque male de la génératior- 1
Upy = i:i(ﬁ“) (k) - ﬁ + LZ -+ ——apres Idi/lonne n?issance a une femelle de la généeratidonc
n+1 — I'n-
tout calCubtn g = ity = 7o+ oo = done b)  Déduction dew,,; = u, + Fp, =, + 11 °
—-3n-2
un+1_un:m- Uns1 = My + Fppy =My + By =uy + By =up +
2. Uppq— Uy = ——22 <0 lasuite ol ; o _
n(2n+2)(2n+1) 2. Suite de Fibonaccidy = u; = 1 etuyp = Upyq +
(up)nen* €St strictement décroissante. u,, pour tout entier naturel.
3. Etablir alors que (1, ),en+ €St Une suite a)
convergente w,, = yk=2n (%) > 0, puisque somme de Initialisation 1, = 1 > 0, la propriété est vraie pour
termes strictement positifs. Ainsi, la suite (Les) - O o o .
minorée par O et strictement décroissante, dorast Here&.on suppose que la propriéte est vraie pour
convergente. entier naturek telle quek > 2 : u;,, > k , et montrons

Exercice 34 :Les régles de reproduction chez les queupq 2 k+10U up—q =k —1:upq =u +
abeilles sont telles que I'abeille femelle a un peet Up1=2k+k—-1=2k—-1u1=2k—-1>2k+1
une mere tandis que I'abeille male n'a qu'une mére. cark = 2. Ainsiuy,; — ux = ux_q > 0. Donc la suite
1. Soit(u,),en+ € Nnombre d'ancétres d'une abeille (u;) est croissante, donc la propriété est vraie pour

male a la génération suite définie pan : ainsi k+1.
u, =1, u,; = 2, uz = 3. SoitF,, le nombre Conclusion ¥ n € IN : u,, = n. Déduction de la
d'ancétres femelles eM,, le nombre d'ancétres limite de la suite (u,,) ey : DONc pour tout entier

males a la génératiom de cette abeille male. Alors  natureln, u,, > n. Par urthéoréme de comparaison

Un = Fy + M de limites, im[un] = +o0

a) Montrer queu, = F,,,q etqueM,, .1 = F,,. ne 4o

b) En déduire queu,,; =u, + F, = u, + u,_;. c) Deémontrons par récurrence que, pour tout
Une telle suite est appelée suite de Fibonacci. entier naturel n, (u,))? = u,_qUpq + (D"

2. On considére la suite de Fibonacci telle que

Up = Uy = 1 ety = Upyyq + Uy, POUr tout entier  |nitialisation :(u;)? = 1 et (uy)? = ugu, + (-1 =
naturel n. 1, donc la propriété est vraie paur 1.

a)  Montrer que pour tout entier natureln,
u,, > n. En déduire la limite de la suite(u,,) en-
b)  Démontrer par récurrence que, pour tout

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : (uy)? = up_qUpsq + (=1DF , et

entier naturel n, (u,)? = Up_qUpq + (D™ MONtrons qu&u11)? = Ugltyz + (=D
3. Onpose, = =t (Uier1)? = Wperr) (U + Up—1) = Upeqq Uy +
Un _ 2 k

(- Upp1Ug—1 = Ulprr — (Wg)* — (1)
a) Montrer quev,,1 — v, = .

n%n+1
b)  En déduire la limite dev,,; — v, lorsquen (Uies1)? = (W) (U1 + wge) + (D = wpeuge, +
tend vers+co. (—=1D)**1 | donc la propriété est vraie pdus- 1.
4. Onposev, = vay_1 €Lty = Vay. ConclusionV n € IN, (u,)? = Up_qUpes + (D™
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

_ Un41
3. Un = u_
n

2
__ Un+2 Upt1 _ Uplnga—(Upgiq) =
8.) Un+1 = Un = - - -

(G
,doncv, 1 —v, = :
UnUn+1 UnUn+1

Un+1 Un UnUn+1

b) Déduction de la limite dev,,,; — v, lorsquen

} -1 (" 1

tend vers+o : on a < < et

. unun+1' UnUn+1 UnUn41
commeliMlunl = +oo o limfuy] = 4o,

ne= 4o ne= —4ow
lim{un (Un41)] = +% par e theoreme des gendarmes
ne= 4o
lim[vp —vp] =0
ne +o '
4. WTl = Uzn_]_ ettn = Uzn.

a)  Etudions le sens de variations des suites
(Wn)nEN et (tn)nEN :Onavwu que tous IE{ﬁn)nEN
sont strictement positifs et la su(te,) ey €st

croissante, donw,,,_1; — Wy,41 < 0, doncw,, .4 —

w,< 0, et la suitwy )ney €St décroissante. De méme gy y, = (e_s) =1lety, =%

the1 —tn = Vont2 —Von =
(_1)2n+1 _ (_1)2n

n+l + n Uzn+2Uzn+1 UznUzn+1 n+l n

-u u . .
—2n- 22 > () |a suite(t, ) ey €St croissante.
UznUzn+2U2n+1

b)  Montrons que les suiteSw,,)nen €t (tn)nen
sont adjacentesEn déduire que la suite(v,,) nen

converge vers une limitd. Pour montrer que les suites
(W)nen €t (tn)neny SONt adjacentes, il reste a montrer

lim[t, —w,] =0 ont,
ne= +4ow

On a vu que pour tout entier natunel
lim[v, —v,] =0

que —Wn = Van — Vp—1-

; donc
ne 4o
lim[t,, —wy] =lim[vy, —v2n_4] =0 . Si les suites
ne— 4o ne +oo

(W)nen €t (tn)neny SONt adjacentes, elles convergent

vers la méme limite, soltv,,)nen €t (Vont1)nen
convergent vers la méme limite, donc la s(ite) ey
converge vers une limite
2 n+1
2 — [Un+1 Un+1 _ (=1
O ()= vy — 1= ()t g O
) () =y . ™ L

lim[u,] = +o

comme alors
n

= 400 nwe +ow
d) Montronsquel? —1—1=0: (V,)nen

: 21 — 12 : —
converge vers, dondiml(wn)?] = 1* g lim[v, ] =1
ne= 4o nw» 4o

doul?—-1-1=0.
e) Déduction de(v,),ey CONvergente vers le
nombre d'or :On résout I'équationd? — [ — 1 = 0, ou

(l — ig) <(l — 1+‘/§)> = 0. Tous les termes de la
2 2

suite (v, )neny SONt positifs, doné = %g qui est le

nombre d'or.
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Exercice 35 :Soit un entier naturel n.

Correction : Soit un entier naturel n.

Exercice 36 :Soit la suite numérique(u,,) ey

lim[(v,)? —v, — 1] = 0

1. Résoudre dans ['équation d'inconnue Xx:
In(7"x) = 5n.

2.  Soit (Vy)nen définie par : In(7"V,,) = 5n.

a) CalculerV,etVy.

b) Démontrer que la suite(V,),en €St géométrie
et déterminer sa raison.

c) Lasuite (V,)neny @dmet-elle une limite ?

d) Déterminer un entierny tel que, pour tout
n>ngy, V, > 100.

5

1. In(7"x)=5n=x= (%)n

n es\"
2. Bnen /(7)) =5n e, = (7) _

0 5
7
n+1 5

es e .
by V,.= (7) =7Vn, donc la suite(V,)nen

, . . e’
est géométrie de raisgn= —.

o) lim[V},] = +o0
ne +owo )
2In10

eS\"
d) (7) >100 o n> TS’ doncn,

e 2
définie sur IN paruy = 0 etu,, 1 = —.
1+u,

1. Calculer les trois premiers termes de lsuite

(un)neN-
2. On considére la fonctioyf définie sur [O; 3]

par f(x) = .

a) Représenter graphiqguement la fonctioyfi
dans un repére orthonormé(0; t,j) (unité = 4 cm ou
4 carreaux), ainsi que la droite d'équationy = x.
Construire alors les six premiers termes de la st
sur l'axe des abscisses.

b) Quelles conjectures peut-on faire sur lsuite
(un)neN ?

3. a) Démontrer que pour tout entier naturekn,
0<u,<2

b) Déterminer les variations de la suitéu,,),cn-
c) La suite(u,,),,eny COnverge-t-elle ?

4. On considére la suitév,),cy définie pour tout

entier naturel n par v,, = 2=
w42

a) Montrer que la suite(v,),eny €St géométrique.
Préciser son premier terme et sa raison.

b)  Exprimer v,, en fonction den et déterminer la
limite de (v;)nen-

C) En déduire la limite de la suitéu,,)ey-

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Correction : (uy)peny o = 0 €tuy, 1 = ﬁ e) Exprimer Sy, = vy + -+ + v, en fonction den
2 " Quelle est la limite deSg ,?
1.u0=0;u1=2;U.2=_. ’ L, . L
3 2 3.  Onposew,, = u, + 2n. Etudier les variations
2. f définie sur [0; 3] paf (x) = — d i
] i ’ 1+x ) es suite Wy ) nen-
a) faire la figure, pour retrouver les premiers tesme  Correction : (u,)ney /Up = 1 €tu,y; = 2u, — 3.
b) Conjectures sur la suite,,),.cn: €lle n'est pas 1. wuy=1;u;=-1; u, =-5.

monotone, elle est bornée par O et 2, et elle cgeve 2. Vp = Uy — 3 S Vpyq = 2U, — 6 = 20,.
vers |'abscisse du point d'intersection de la aourb a) Lasuite(vy) ey €St une suite géométrique de

representative dg et de la droite d'équatign= x. raisong = 2 etdu premier terme, = —2.
3. a)Démontrons que pour tout entier natureln, b) v, =-2"1ety, =3 — 21,
0<u,=<2: c) Etudions les variations de la suit€u,) ey :
Initialisation :uy = 0 donc0 < u, < 2, donc la La suite(v,) ey €St géométrique de premier terme
propriete est vraie pour= 0. _ _ v, = —2 et de raison 2, elle est donc strictement
Herédité :on suppose que la proprieté est vraie pour Uggcroissante; soit pour tout entier nature,, , ; < v,.
entier naturek: 0 < u, < 2, et montrons que < DONCuy, 4y — 3 < Uy, — 3, SOitU,,; < Uy,. Ainsi la
U1 <205y, <2 % < 1+2uk < 2, donc suite(u,)nen €St strictement décroissante.

i — 1 n+1] —
0< 1+2uk < 20u0 < uy,q <2, donc la propriété est  d) ;lr:[ﬁﬂo_ l;mi_[)?’ -1_-05 =-oo
vraie pourk + 1. e)  Son= -2 122" on+l ot
Conclusion¥n €N :0 <u, <2. ' 1-2
b)Les variations de la suitey,)ney  Up <ty , Uy <u;  iM[Son] =lim[1—2"*1] = —oo
, U, <us , donc la suite n'est pas monotone. ne- 4o nH +o
¢) La suite(u,,) ey CONverge si la conjecture de la 3.  Etudions les variations des suiteéw,,) e :
question 2. b) est vraie. Sa limite est solution de Pour étudier les variations @®;,) ey, On etudie le
I'équationf (x) = x, soitx? + x —2 = (x — 1)(x + signe dew,; —w, = 2(1 —2""") < 0. Ainsi la suite

2) = 0. La limite de la suite doit &tre comprise entre 0 (Wn)nen €St décroissante sur IN.

et 2, donc la limite est 1. , ) ,
Exercice 38 :Soit deux suiteSu, ) peny €t (Vn)nen

u,+2v,

_ Un—1 définie paruy = 12 etu,,q1 = i Vo =
4. (Vp)nen vn —-u:+2. ep 3 o n+1 3 Yo
-1 1 . letv,, ="
a) Upyq = 2 = —~y, donc la Suit€v,) ey €St 4
u +2 2 i i i
n+1 1.  Calculer les trois premiers termes des suites

géométrique dont son premier termegst —%et sa (W) nen et (V) nen-
2. On posew,, = u,, — v,.

. 1
raison esy = —. a)  Montrer que la suite (W,)eny €St géométrique
n : — o . .
b) v, = _1(_ 1) otlimvnl =0 0 o q<1. dont on précisera la raisoret son premier terme.
2 ne +o b)  En déduirew, en fonction den.
c)  Etudier les variations des suitdu,,),,cy €t
1 n
_ Up—1 _ “2vp—1 (_E) -1 (vn)nEN-
C)vn = SUn =, T = T, comme d) En déduire que ces deux suites son
2 2 .
N . adjacentes.
i J— = 1 = 1
lim [( 2) ] 0 alOfSTllmiu’_‘}_]oo : 4. On poset, = 3u, + 8v,.
n 4o a) Montrer que la suite (t,),en €St cOnstante.

b)  En déduire une expression des suité®t,,),cy
et (vp)neny €n fonction den et déterminer leur
limite.

Correction : (Uy)nen €t(Wp)neny fug = 12 et
(un)nEN . Up+2Vy

Exercice 37 :0n considére la suite numérique
(U)ney définie paruy = 1 etu,.q = 2u, — 3.
1. Calculer les trois premiers termes de la suite

— . _ _ upt3vy
2. Onposev, =u, — 3. Uppr == 5 Vo =letvpy =— —.
a)  Montrer que la suite (v )nen €St géométrique 1.y =12 ;u, = Yo, =2ty =1;v, ==
dont on précisera la raisonet son premier terme. 191 3 18 4
b)  En déduirew,, puisu, en fonction den. V2 =5
z . . . - 1
c) Etudier les variations de la suite(u,,) en- 2. Wpp1 = Upyq — Vppp = = Wn-

d)  Quelle est la limite de la suiteu,)pen" a) Lasuite(w,),cy €St une suite géométrique de

raisonq = 1—12 etdu premier termevy = 11.
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

1 n
b) wy=11(5) .
c)  Etudions les variations des suit€u,),cy et
(vn)nEN :
Upq — Uy = M =" < 0, donc la suite
(Up)nen €St decrmssante egﬂ =
W = T > 0, donc la swtr{vn)nEN est
croissante.

d) Déduction de suites sont adjacentesDe plus

lim[w,] =0
neH 4o

strictement compris entre -1 et 1. Donc les deutesu

(Un)nen €t (v)nen SONt adjacentes.
3. the1 = 3Upyq + 8V =3u, + 8y, =1t,
a) Lasuite(t,)ney €St CONstante, cay, = t,4q.

1\" 1\"
b) un=4+8(a) etUn=4—3(E).
La limite commune déuw,,) ey €t (V) nen €St 4 .

Exercice 39 :0n considére la suitdu,,),,cy définie
par uy = 1 etln(u, 1) =1 + In(u,).

1 Démontrer par récurrence que, pour tout
entier naturel n, u,, > 1.

2 Démontrer que pour tout entier naturel n,

En+l — ¢ En déduire la nature de la suite(u,) ey

Un

3 Exprimer u,, en fonction den puis déterminer
la limite de (u,) nen-
4 On posev,, = In(u,,).

a)  Exprimer la sommeSy, = vy + -+ v, en
fonction den.

b)  En deéduire I'expression dePg, = ug X u; x
e X Uy,

c)  Etudier lalimite de (Pon)

Correction : uy =1 etln(u,41) = 1 + In(uy,).

1 Démontrons par récurrence que, pour tout
entier naturel n,u,, > 1:

Initialisation :u, = 1, doncu,, = 1 la propriété est

2
vraie poum = 0. S g, =a+b— a_b =2a-%
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour uh+3 , ug Uy

a k+3
entier naturek : u, > 1, et montrons quey,; = Uy = 20— g = 1
1:In(ug4q) =0, carug = 1, doncuy 1 = In(ugyq) = e o
1+ In(u,) =1 =Ine, doncuy,, = e. Conclusion¥n > 1, u, = 4
Conclusion¥n€liIN,u, =1. lim _a]_a
2.0naln(u,y1) =1+ In(uy) © In(upyq) — c)

Un+1 Un+1 n— +o
ln(un)—lﬁln(”n)—l—lne@ Zn =e. 2.  Onsupposea # b.uy=a+b
Uny1 = €Uy la suite(u,) ey €St une suite géométriquea)  u, = (a + b) 22 = al-b?
de raisory = e etdu ' termey, = 1. e adh_ O bt ab
3.u, =e" etlimlun] =+ o014 raison est 1= Uo a+b

ne +ow __(a-b)(a? +ab+b2) __a®-p?
strictement supérieure a 1. 1™ (a-b)a+b) ~ a?-b?

4. v, =In(u,) =n.
a.) Soln=vo+"'+vn=

nn+1)
>
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car la raison de la suitéw,),cy €st

b)  Son =In(up) + -+ In(uy) = In(uy X uy X

X up) =1n(Py,,) & Py, = eSon
n(n+1)

Ppp=e z
C) lim[PO,n] == +OO
ne— oo

Exercice 40 :Soienta et b deux réels tels que
a+b+0.

On poseuy = a + b et pour tout entier naturel

ab
n=z1u,, =a+b——.

Un
1. Onsupposea=h
a) Calculeruy ,u, ,u3 en fonction dea.
b)  Conjecturer la forme générale deu,, en
fonction dea . Démontrer par récurrence ce dernier
résultat.
c)  Quelle est la limite de la suit€u,,)en?

On supposea # b.
2 2 a3—b3

a)  Montrer que ug = aa:b etuy = 55

b)  Conjecturer, dans le cas général, 'expression

deu,, en fonction de puissances deet deb .
Démontrer par récurrence ce dernier résultat.

c) Silgl <p|, écrireu, en fonction de%. Etudier
la convergence de la suitéu,,) en-

d) Silal > p|, écrireu, en fonction deg. Etudier
la convergence de la suitéu,,) en-
Correction:n>1,up,y =a+b — a

n

1. Onsupposea=huy=2a

3 4 5
a) Uy =sa,u; =5a,u; =_a.

+2
b) VnZl,un=n—a.
n+1
. . n+2
Démontrons par recurrenceu,, = —a:

n+1
Initialisation :u, = 2a, donc la propriété est vraie pou
n=0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour

k+2
entier naturek : wy = ——a, et montrons quey.,; =

aTl+2_b1’l+2

b)  On peut conjecturer qug, = g
Démontrons par récurrence ce dernier résultat :

S X X 2 3 3 3 2 36 36 3 0 3 3 3 5 X X X X X 2 2 2 3 0 06 04 34 05 5 04 3 0 3 0 X 2 X 2 2 2 3 0 3 0 06 0 0 06 3 0 3 % 3 b X 2 2 2 2 3 0 0 0 0 2 0 2 2 2 0 0 2 2 0
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a0+2_p0+2

Initialisation :u, = prrepm el + b, donc la

propriété est vraie pour= 0.

k+2_bk+2

entier naturek : w, = ——— =, et montrons que

k+3 bk+3 ab

Ug+1 = aktz_pk+z" Ugyr = a+t b— u_k =
_ b ab _ k+3 bk+3
Ugt1 = A+ D — g rrs = ak+2_pk+2
ak+1_pk+1
Q2 _pn+2

Conclusion ¥ n € IN, u,, =

antl_pn+1’

( )n+2 1

)n+1 - Comme

c) 0<]|al<|b|,alorsu,=»b

b

-1 < a_ 1, hm[( ) ] = Odonchm[un] = b
ne +oo
1_(2)n+2
W. Comme
1_ —
_1<? 2 < 1, lim [( ) ] =0 donclim[un] =a
n e 4o ne to
Exercice 41 :0On considére deux suite$u,,),cny €t

d Ja|>|b|>0,alorsu, =a

g 3u,+1
(Vy)neny définie paruy =0 etu, 1 = % ;
3v,+1
vo=2etv, 1 = ’; .

1. On considere la suitet,,) ey définie par
t, = u, + v,. Montrer par récurrence que la suite
(tp)nen €St constante .
2. On consideére la suitdd,,),,cn définie par
d,, = v, — u,. Montrer que la suite (d,,),,en €St Une
suite géométrique dont on donnera la raison et le
premier terme.
3. En déduire la limite de (d,)) nen-
4, Ecrire u,, en fonction det,, et ded,, , puis en
fonction den . Ecrire v,, en fonction deS,, et ded,, ,
puis en fonction den . En déduire la limite de
(un)nEN et celle de(vn)nEN '
5. Lessuites(uy)neny €t(Vn)nen SONt-elles
adjacentes ?
Correction : uy = 0 etu,y 1 = % J Vo =
3v,+1

4
1. (tnen ! tn = u, + v,. Montrons par

récurrence que la suite(t, ),y €St constante :

2etvy 4 =

entier naturek : t,, = 2, et montrons qug,,; =
3tz _3x242 _8 _
4 4 T4 7

Conclusion ¥ n € IN, t,,; = t, = 2.

2ty =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Heredité :on suppose que la propriété est vraie pour utle raisorg =

3(up+v, )+2 3tp+2
tn+1 =Un4q + Unt1 = = 4 = ”
3t0+2
Initialisation :¢y = ug + vy = 2, ett; = =
4
3x2+2 L . . li [ ] —
e 2,t, = t; = 2, donc la propriété est vraie pourlim|vy,

n=0etn = 1. n e +oo

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour Ug|ors lim[”n ]

Page 145 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

%33

2. d'g' - un+1.
= Zd”' la suite(d,,) ey €St UNe suite géométriqu%’

=VUp = Up © dpt1 = Unys
dni1
Zet de premier termé, = 2.
n = —4o
. )"
comprise entre -l etl1éf =2 (Z) .

4. t,—d,

, car la raison est strictement

_ _tn_dn_ _ En
—Zuncbun——z —ln (4).
ty, +d, =2vn@un=@=1+(3).

lim[un | =1 gilim[vy | =1 | o suite§u, ey €t
ne= 4o nee 4o

(vn)nen CONvergent vers la méme limite.

5. LessuiteSu,)neny €t(vp)neny SONt adjacentes :

il reste & montrer qu@t, ),cn €St croissante et
. . ) —Up+1, .
(Vn)nen €St décroissante : Onug,q — u, = YRR il

suffit de montrer par récurrence que, pour toueent
1
n,u, < 1;0N au,,q v"+ il suffit de montrer

par récurrence que, pour tout en'nev > 1.
Exercice 42 :On considere la suitdu,),cy définie
sur IN dont aucun terme n'est nul. Soit la suite

g -2
(W) nen définie sur IN par v, = —
n

_un:

VEVRVRVEVEEVEVRR VRV EVEVRVRVRVEVEVRVRVE YRV

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vrai®u
fausse et proposer une démonstration pour la
réponse indiquée.

Dans le cas d'une proposition fausse, la
démonstration consistera a fournir un contre-
exemple. Une réponse non démontrée ne rapporte
aucun point.

1. Si(uy)neny €St convergente, alor§v,),ey €St
convergente.

2. Si(u,)nen €St minorée par 2, alorgv,)nen
est minorée par — 1

3. Si(uy)nen €St décroissante, alorév,,),eny €St
croissante.

4.  Si(u,)ney €stdivergente, alorgv,)nen

converge vers 0.

Correction : On considére la suitgL,),cy définie sur
IN dont aucun terme n'est nul. Soit la sitg),,cn

définie sur IN paw,, = =2

1. Si(uy)nen €stconvergente, alofs,),cy €st

convergentehm[un I=1 si1# 0, alors
2n - oo

I et(vy)qey €St convergente. Bi= 0,

= Foo
n= 4o

proposition fausse.

2.  Si(up)neny €St minorée par2 alors pourtout

entier natureh, u, > 2, donc0 < — < - et 0>2> #

Un Un

—1, alors(v,)neny €St minorée par1 Donc
proposition vraie.

, et(vy)nen €St divergente. Donc

X 3 X X 34 3 X 5 36 3 X 5 36 X X 56 3 X 5 36 2 2 5 36 X 5 36 26 2 54 36 2 X 06 26 2 5 0f 26 24 56 2

%

Y
*r
Y
*r
b
*r
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3. Si(up)neny €st décroissante, alors pour tout

. 1 1
entier naturel ny,,; < u,, donc,— < et
) Un Un+1

_2 —
— =
Un Un+1

décroissante. Donc proposition fausse.

, doncv,,; < v, alors(v,),en €St

lim[un ] = Foo
ne 4o
(up)neny N'a pas de limite, alof®,) ey N'a pas de
limite. Donc proposition fausse.

Exercice 43 :On considere deux suite§u,) ey €t

T 2 +
(Vn)nen définie parug = 0 etuy,y = =2

uy+3v
vo=7etv, 1 = %

1. Calculeruy; u, etvy; vs,.

2. On posew,, = v, —u,.

a) Montrer que la suite (W, )neny €St géométrique
dont on précisera la raisonet son premier terme.

b)  En déduirew, en fonction den. Quelle est la
limite de la suite(W;,) nen?

3. Etudier les variations des suitgu,,) ey €t

(vn)nEN-
4. En déduire que ces deux suites sont

adjacentes. Que peut-on en déduire ?

5. On poset,, = 3u, + 4v,,.

a) Montrer que la suite (t,) ey €St cOnstante. En
déduire la limite de la suite(t,,) pen-

b)  En déduire une expression des suitést, ) ey
et (v,,)nen € fonction det,, et dew,, et en fonction
den et déterminer leur limite.

Correction : (up)neny €t(Wp)dnen uo = 12 et

, alors(v,)neny converge vers 0. Si

_ 2uptvp | _ _ up+3v,
Uppr =—5 Vo = letvpy =——.
Ly =2 By =15, 191
1T 3 P27 g 17 4 Y27 48

5
2.Wny1 = Unyr — Untr = 2 Wn-

a) La suite(w,,) ey €St une suite géomeétrique de
raisonq = % etdu premier termevy = 7.
_ (5 atlim[w, [ =0
b) w,, - 7(3) et MlWn 1 =0,
3. Etudions les variations des suitéu,,) ey €t

(vn)nEN :
__ 2uptvp—3u,

Upq — Uy = : = % > 0, donc la suite

. +3v,—4
(Up)nen ©St Croissante ; t,,, — v, = W =

_‘:” < 0, donc la suitév,,) ey €St décroissante.
4, Déduction de suites sont adjacentede plus
lim[w,] =0
n= 4o
strictement compris entre -1 et 1. Donc les deitesu
(Un)nen et (v)nen SONt adjacentes. On en déduit
gu'elles convergent vers la méme limite.

5. the1 = 3Upyq + 4V = 3u, +4v, =t, =28

car la raison de la suitev,,),ey €St

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

4.  Si(up)neny €stdivergente, alors plusieurs cas:

nwe +o
_ _ th-3u, _ tp—3up—dw,
b) Up =Vp — Wy = 2 — Wy = 2
t,—4w.
Sfrun +3u, =t, — 4w, © u, = —=etu, =
5 n

28-4x7(=> 5\ ty—4w
%19:4_4(5) Up = Uy Wy =S+
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a) Lasuite(t,) ey €St cOnstante, cay, = t,., =
2g et liM[t, | =28

28+3><7(—5 )n n

__ tpt+3wy t _ 12) _4_3 5

= v, =———=— = = .
7 7 12

La limite commune déu,, ) en €t (Vy)nen €St 4 .

Exercice 44 :On considere la suitqu,),~, définie

2 1 1 1 1
par up1 = Xi2q [m] = mﬁ'm-l- + - +ﬁ'
a)  Calculeruy; u; etug.
b) Montrer que la suite (u,,),,>o €st strictement

croissante.
1 1

PR — y2n —
Correction : (Up)nso [ Uns1 = Dkes [n+k —+

I

e 5 on 2509

a)  up =7 up; =095 etus = - =0,9956349.
b)  suite (u,)n>o €St strictement croissante :

1 1
Upq — Uy = -——
n+1 n 7 341 93n+52 3n+3  n+1
n+
u —u, = >0, (u est
n+1 n 7 (3n+1)(3n+2)(3n+3) (Un)n>o

strictement croissante.

Exercice 45 :D’unité graphique : 2 cm. Soit A le
point d'affixe 2, A’y le point d’affixe 2i etA, le
milieu du segment[4y4'y]. Plus généralement, sd,,
est un point d’affixe z,,, on désigne pard’,, le point
d’affixe iz, etA,,, le milieu du segmen{A4,A4",].
On note p,, et@,, le module et 'argument dez,,.

1. Déterminer les affixes des pointsd4, A';, 45,

X 3 X X 3 3 X 5 2 X 3 36 36 X 3 36 2 X 5 3 2 X 0 3 X 5 06 2 2 36 26 X 4 36 26 2 2 5 5 36 26 2 2

*

A'5 et Az. Placer ces points. Calculep4, p2, p3 €t ¥
04,05, 0. I
*

2. &
a) Pour tout entier n, exprimer z,,1 en fonction i
de z,,. En déduire z,, en fonction de n. *
b)  Exprimer p, et@,, en fonction de n. *
c) Deéterminer la limite de la suite (p,)nern- i
interpréter géomeétriguement ce résultat. Y
d) Comparer les modules et les arguments dei
z,etz, g i

. 1

3. Etablir que 4,,4,,1 = \/_iAn—lAn- &
Apres avoir exprimer en fonction de n, déterminer i
en fonction de n, la longueurd,, de la ligne brisée ¥
ApAq A, .. A, I
. ) - . *
Déterminer la limite de la suite(d,,). e
*

Correction : Ay(2); A'p(2i) et A; le milieu du i
segmentAyA’y]. An(z,) ; A'(iz,) et Ay, le milieu &
du segmenf4,,A",]. z, = p,eon. i
*

*

*

Y
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AgTZay _ 2+210

1. Zy = = =1+, Zy, =12y, =

. _ZagtZay  1+i-1+0 . _

1412z, = S =5, =L Za, =iy =
ZA2+ZA'2

. —1+4+i .
—1=e™ etz, = = Tl Placer ces points

2

A — 21 — 0i —
dans le repere z, = 2e ou z, =2e"", zy, =

2e7, Zy, —\/—e4, \/_e_Z, ZAZ:eEi, 2y, =
‘/2—7e4 . On en déduit qup; =2, p, =1, ps =‘/2_7 et

I I 3w
6, =—-0,=-
1 472 2’

2. z, = ppefn

93 =T

ZantZay Zn+izy

1+i .
8)  Zpyq = ER =T :Zn(Tl)- La suite

des nombres complexe$z,),e;y €St une suite

Someétri de raisok et d ior t _
géometrique de raison- et de premier terme,, =

1
zo = 2; doncz, = 2( ;”) .
1+z| _ |1+i| _\2

b)  Pnrs = Zneal = Izl Zpn

donc la suite(p,)neiv €St géomeétrique de raisgz% et
n

de premier termep, =2 ; donc p, =2 (‘/—7) et
e

9n+1 - arg(zn+1) - arg [Zn( 2 )] - arg(zn) +

arg (%) =0, +Z , donc la suite (6,)nenv €St

arithmétique de raiso{f\ et de premier termé, =0 ;

doncé,, = n%.

. L VA" 1 _
c) lim[p,, | =lim [2 (7) ] =0 ce qui signifie
ne 4o ne +o

que la distanc®A, tend vers 0.

8 . L
d) Zn+g = pn+86i9n+8 = Pn (\/2_5) el(9n+87) =

1 1
1o Zn doncp4g = 1o Pn etbnig = On.

3. ApApi1 = |Znsr — 2| = |(Zn 1— Zn) (1+L)| =

1+i 1+i 1
|(Zn Zn— 1)( )| - | | |Zn Zn—ll - \/_EAn—lAn-
Soitu, = A,A,4+1; On a alors, pour tout entier=> 1;
donc la suite(u,) est géométrique de rais% et de

premier termet, = ApA; = V2. Ainsi Ay Ap.q = Uy =
n

v2(3)
La longueur d,, de la ligne briséedy44,4, ... A, est la

somme des longueu$,4,.,; doncd, =uy+u; +

e =Gl 2z - (2))

Limite de la suite (dy):
lim[d, | =lim |2(vZ + 1) (1 - () ) |=2(vz+1)
e AR g e
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Exercice 46 :On définit une suite de pointA,)nein

d’affixe z,, par zo = 2 et pour tout entier naturel n,

_1+i
Zny1 = Tzn-

n gp .
1. Montrerque Vne€lIN,z, =2 (g) es".

2. Placer les pointsAg, A1, Ay, Az etAy.

3. Montrer que pour tout entier naturel n,
n = |Z,| est une suite géométrique dont on

précisera la raison et son premier terme.

4. A partir de quel rang ng tous les pointsA,,
appartiennent-ils au disque de centr® et de rayon
0,17

5.

a) Etablir que, pour tout entier naturel n,

Zn+1—Zn __ i
Zn+1

En déduire la nature du triangle OA,,A 1+ 1.

b)  Pour tout entier naturel n, on noted,, la
longueur de la ligne briséAgA{A,... A,,_1A, Ona
ainsid, = AgA{ + A{A; + -+ A,_1A,. Exprimer
d,, en fonction den. Quelle est la limite de la suite
(dn) ?

Correction : (Apnein (Zn) 129 =2, 2p41 = 1

=
1.  (zp)nen €St une suite géomeétrique de raison
= % = geii et du £'termez, = 2 ; doncz, =
(ﬁ)" Tni
- e4 .
2
Placer les pointd, A;, Ay, Az etA,.

N

=l =[2(5) e =2(5) =
ans = lznas = 2(2) =2 (B)" = 2y,

donc,(u,)ren €St une suite géométrique de raison

q= Q et du £ termeu, = 2.

4, A appartient au disque de centre O et de rayor
n

0.1 Sitty = |z, < 0,12 5 2(2) <012 n=

8,6 © ny = 9. A partir du rang 9, tous les poimtg

appartiennent au disque de centret@e rayon 0,1.

Y ()
5 Zn+1"Zn 2 Zn"Zn 2 n

_ _ _ Zn+1"Zn| _
z 1+ - 1+i =iet P -
n+1 TZn TZn n+1
lil © [zn41 — znl = |Zp41] OUARAL L1 = OA, et

(0A; ApALq) = g + 2km, donc Q\,,A,,,, est un
triangle rectangle et isocéle ap, ;.

_ OAy
6. 2(An+1An)2 = (OAn)z S Apt1hn = N
V2 n-1 o

= () . AinsiAA; =VZ, AjA; = 1, AghAg =

S|GslE
X X X X X X X X X 50 X X0 X 50 X 50 X 5 X 5 X 5 X 5 X T X 5 X 5 X 5 X 5 X 5 X 5 X 5 X 5 X S X 5 X 5 X S X S X S X S X S X S X S X S X 5 X S S 5 5 5 5 0 0 5
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d tl d iers t d' it L *
(d,,) est la somme deaspremiers termes un;a suite 3) V.., =In(U,,) —In4= Vo, (F)nen- €St Une s
géométrique de premier termye et de ra|soﬁ2£. suite géomeétriqgue de raisof = % et de premier

Vz n
d _\/71‘(72) 2 [1_(g)"] termeV; = —21n 2.
n= Lz C12 2/ | -1 [1_(1)"‘1]
b)  h=-2mn2(3) ety =4l |

c) limU, =lim <4e[1_(%)n_1]> = 4e.

2
limd, = -2 +22.

Exercice 47 :On considéere la suite des nombres

complexes définie [1_(1)11-1]
Zo=0 d) U,>396e 4el 2 >396 = n<
par : { z1=1 In(2 —21n0,99) + 1. Vous pouvez continuer !
Zy—Zpy 1 =021 —2Zp_2) SIiN=2
Exercice 49 :Soit a un réel strictement positif. Soit
1.  Exprimer z, — z,_4 en fonction dei et den. une suite réelle(u,) définie par son premier terme
2. Etablir que z, = %(in -1). U, strictement positif et la relation de récurrence :
. L 1
3. Démontrer que cette suite est périodique de ~ Un41 =3 (Un + Ui)
période 4.
1. Démontrer que :V n€ N, U, > 0.
o Zo io Pour quelle valeur de U, la suite (U,) est- elle
Correction : _ z1 =1 _ constante ?
Zp — Zpn—q = 1(Zp_1 — Zpn—y) Sin=2 3 ) 2
2. On suppose désormais qubdg —a # 0.
1. z,—z =i(zy —zp) = i? a) Démontrer que :
, . 2
z3— 2, = i(z; —z) = 13 . Vne N,Un+1—\/—=%(Un—\/E)
z, — 23 = i(z3 — 2z,) = i* , pourn, on a iz, — z,_4 = . 2
in . Vne N,Un+1+\/_=m(Un+\/E).
2. oz -z, =l - o1) = b)  Démontrer que la suite (U,) est strictement
2 2

décroissante a partir du rang 1.
' _ En déduire que la suite(U,) admet une limite. On
3. Zpys = %(i"+4 -1) = %(i" —1) =2z, car nedemande pas de calculer cette limite.

17‘%'”(1 +1i) = i" doncz, = 17“'(1'" ~-1).

"t =" x i* = {", donc cette suite est périodique a 3.  Soit (V,,) la suite définie par :V,, = %
Exercice 48 : Soit (U,)ney-la suite numérique &  Exprimer V., en fonction deV, puis en
o U;=1 fonction deV, etn.

deéfinie par : v n € N, {(Un+1)2 —4uU, b)  Endéduire la limite de la suite(V,,).

4.  Déterminer la limite de la suite(U,,).
1. CalculerU,,Us,Us et U,.
2.  OnposeV, =In(U,) —In4. Correction :
a) Montrer que (V) nen:€St une  suite
géomeétrique dont on précisera la raison et son
premier terme. Initialisation :U, > 0, donc la propriété est vraie paur
b)  Exprimer V, en fonction de n. En déduirdl,,. =0.
c) Calculer limU,. Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : U, > 0, et montrons qu#y,; > 0:

1 a a
U1 = E(Uk +U_k) >0, carU—k > 0etlU, > 0.

1. Démontronsque v ne€ N,U,, >0:

d) Pour quelles valeurs de n a-t- ow,, > 3,96 ?

U1=1

Correction : (U «IVn€ N*,{ .
—( n)nEN (Un+1)2 — 4Un

Conclusion ¥ n € IN, Uy 41 = %(Un + Ui)
1 a
Unsr = Uy © Uy = (U, +U—n) o U, = Va.

2. Ui—a=0.

[ERN
N
=)
N
I
N
)
w
I
N
N
N
I
N
£
=
v
I
N
©
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a) Un+1—ﬁ=§(un+uin)_ﬁ=

(Un®-2valUp+a) _ 1 2

2U,

_1 a _ (Up2+2vaUp+a)

U"+1+\/E_Z(U"+Un)+\/a_ 20, -
1 2
o (Up +Va)".

b) Ul_U():ZLl]O(UO_\/a)Z_Uo:_i(Uo‘}‘

Va)? <0, donc la suite (U,) est strictement
décroissante a partir du rang 1 et la sqifg) admet
une limite, car elle diverge.

Up—a
3. W)IV,= unwg'
_ Unea—vVa _ (Un=Va\? _ 2
a) V=g o= (un+\/a) =W et

1

Vo =Th V= WA & v, = [£2]"

1
b) lim(\},) =lim ([V—Vﬂ%> =0.

4. lim(U,) = tim (Va Vn“) = Va.

1-V,
Exercice 50 :Un client d’une banque dispose au®l
janvier 1996, d'une somme de& F qu'il dépose sur
son compte. La banque rémunére a 5%’'intéréts
annuels toutes les sommes déposées et verse ces
intéréts sur le compte de son client tous les 31
décembre de chaque année. De plus, ce client décide
de rajouter y F tous les 31 décembre de chaque
année. On désigne pam,, (n entier naturel) la
somme disponible apres années écoulées depuis le
1* janvier 1996, ainsiu, = x.

2.  Calculer uq, u, etus.

3. Montrer que pour tout entier naturel non nul,
Upyq = (1,05)u, +y.

Correction : uy = x

1. u=x+xx5%+y=x(1+5%)+y,

u; =u (14+5%) +yetuz =1+ 5%)u, +y.

2. Montrer que u,,1 = (1,05)u, +y:

u, la somme placée au I€ fanvier 1996, un an plus
tard le client dispose dg, + 0,05u,, = 1,05u,,. Or au
31 décembre de chaque ann&g96 + n), il déposey

F soit donat,,1 = (1,05)u, +y.
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Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sux le sewiteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meillewr que Chumanité est penté (malheur & ceux qui Cant insultés et mentis sur lui. ), sa famille et ses
Compagnons.

Cloire & Diew, men Maitre Cui m’a teut denné et continue i me denner. Je w’ai de saveir de ce gu’llak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seigneur pardonne nos péchés, fais-nows miséviconde, accepte nos bonnes cures et bénit nos actions. Ja
parcle est véridique.

Louange a Allah, Qui de Sa Grace, {avais pu propaser cette cuwwe Qui sans Lui, je ne sexais pas a ce

niveau. « Gloive et pureté a Jai, & Allah, et & Joi la louange. Que ton Nem sait béni et Ta Majesté sait

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

3

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Auteur

SISEN RO T0

Page 150 sur 229

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

1.
a)
b)

c)
2.

3.
4.
a)

b)

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

f) =%

Correction : f(x) =

Vx<0 f(x)=
alorsf est strictement décroissante furo; 0.

Probléme 1 :On considere la fonctionf définie par :

I1 x|,

; d’unité graphique 2 cm.

Etudier les limites def sur Dy.
Etudier le sens de variation d¢f puis sa

dérivabilité en 1. Déterminer les équations des demi-
tangentesT;- et T;+ au point d’abscisse 1£(1) = 1)

Dresser le tableau d¢f sur Dy.
Montrer que les droites (d) et (d’) d’équations

respectivesy = —x — 1 ety = x — 1 sont asymptotes
obliques aCy respectivement en-co et +oo. Etudier
leurs positions relatives par rapport aCy.

Tracer €y ; Ty~ ; Tq+ ; (d) et (d).

Soit A un nombre réel tel qued < e.

Calculer l'aire A(4) encm? du domaine plan
limité par €y, la droite (d’) et des droites d’équations

respectivesx = 1 etx = 1.

Déterminer la limite éventuelle deA (1)

lorsque 4 tend vers2.

x2—|1-x|
x|

1.

a)  Etudier les limites def sur Dy = IR — {0}.
. VxE]—OO;O[,f(x)——x+x1——x—1+%
lim f(x) = lim [—x -1 +—] = +00 o

X > —00 X > —00 x

lim £ (x) —11m[—x—1+] 01_=—°0

x - 0" x>0 .

. vx€]0;1] f(x) = xix x+1—%
limf(x)=hm[x+1—;]=—oi+=—oo

x= 0"y, ot

. V x € [1; +oo[ f(x)=x2_xx+1=x—1+—
limf(x)=lim[x—1+ﬂ=+oo

XP+0 s oo '

b)  dérivabilité de f en1 (f(1) = 1).

_ xP4x— 1(=)f(x)——1——<0

X

vx€]0;1], f(x) =

2 doncT;- y = 2x — 1
Vx € [1;+oo] f(x) =

alorsf est strictement cr0|ssante $lir+oof et

f'd(1) = 0doncTi+ y = 1.

f'g(1) # f'd(1) alorsf n’est pas dérivable en
c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy.

x+x1

TPl e f') =1 + = >0
alorsf est strictement cr0|ssante gar1] etf g(l) =

e fM)=1-5>0

X —o0 0 +
/@) - + I+
f(x) 40\ —oo —o /1 7 4o

o lm[f@) = (—x = D] =lim 2

X — —00

droite (d) d’équatiory = —x — 1 est une asymptote

oblique aCr en en—co.

Sur]—w;0[ f(x) —(—x—1) = % < 0 alorsCr est au
dessous de la droite (d) efw.
lim[f () = (¢ = 1] = lim= =

X = 400
d’équationy = x — 1 est une asymptote obliqu&aen

en+oo. Sur]0; +oof f(x) —(x —1) = % > 0 alorsCy
est au dessus de la droite (d')em.
(d) et (d)

X — +oo

3. [T Tqy+;

=9 doncla
X > —00

0 , donc la droite (d")

4, /1 un nombre réel tel quezl <e.
a) U=f1 [f(x) — (x—1)] dx=f1 ;dx=[lnx]f
=InA. Donc laireA(1) = U4 cm? = 4Iln A cm?.

b) limA(A) =lim[41lnAcm?] = 4In2 cm?

A2 A2

Probléme 2 :

1.  On considere la fonctiong définie par

gx) =x+4/[x%2—-1].

a) Quel est 'ensemble de définition dg ?
Donner les expressions dg sans le symbole de la

valeur absolue sung.
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b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g en
-1 et en 1. Interpréter ces résultats.

c) Deéterminer les limites deg surDg.

Dresser le tableau de variation deg.

d) Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x
est une asymptote oblique &, en+oo.

e) Déterminer I'équation de la tangente T au
point d’abscisse0. Construire C,4 ; T et (D).

2. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution, notéex,, appartient a l'intervalle
[—1; 0]. Donner une valeur approchée da, 4102
pres. En déduire le signe de la fonctiog.

3.  Démontrer que la restrictiong de f a
l'intervalle [1;+oo[ admet une application
réciproque f~1 dont on précisera I'ensemble de
définition. Expliciter f~1. Construire Ci-1.

4. Dresser le tableau de variation de la fonctioh
définie par h(x) = |g(x)|. Construire Cy,.

Correction : g(x) = x ++/|x% — 1|

1.

a) Dy =]—00;+ool.

V x € ]—00; —1] U [1; 4+oo[, g(x) = x + Vx2 — 1.
vxe[-1;1],g(x) = x+vV1—2x2

b)  Continuité deg en—1:

lim g (x) =lim[x + Vx2 — 1] =—

xP =17 x> -—-1"

limg(x) = lim[x +vV1— xz] =-1 alorsg est
x- =17 x s -1t

continue en-1.
Continuité deg en1:

lim g(x) —hm[x +Vx2 — ] = 1

x> 17t x> 1t

lim g(x) =lim|x + V1 - x?| = 1 515154 est continue
x> 1" x+ 1-

enl.

dérivabilité de g en—1:

=lim [1+\/7] +oo g

lim £¥) =91 gx)-g(-1)

x+1
x -1 x> —1"
9x)-g(-1 _ 1-x
lim == — [1 e ] “ alorsg nest
X = 1+ x> — 1+

pas dérivable er1. DoncC, admet en-1 une
tangente verticale.
dérivabilité de g en1:

lim g(x) g(l) 11m[1+ /x+]

xr—>1+

x 17t
s0-0w ] _
lim _hm[ - x] * alorsg n'est pas
x e 1 x> 17

derivable erl. DoncC, admet erl une tangente
verticale.

1

c) g =x+Vx2-1= P e
: 1 1 _
limg(¥) = lim | —=] = 0 ¢
X2 =0 x -0
lim g () =lim[x + vx? — 1] = +oo
X +oo X — +oo

oo x_ _
Vx €]-o0; ~1[U]L +oo, g (¥) = 1 + ==
f/iz—” V x € ]—o0; —1[, g'(x) < 0, alorsg est

strictement décroissante Juroo; —1].
V x € ]1; +oo[, g'(x) > 0, alorsg est strictement
croissante sufl; +oof.

Vxel]-1;1[, g'(x) = 22222 > 0, alorsg est

Vi1-x2
strictement croissante s|#1; 1].

X —00 -1 1 +0oo
g'(x) - 0+ 1 +
gx) |0 N -1 7 1 7 +o

v = Vr?Z -] — 99 = — L
d gkx)—y=x+Vx 2x o On

calculehm[g(x) vl _hm[ +\/_] 0 donc Ia
+oo x — 4o
droite (D) d’équatiory = 2x est une asymptote obliqu

aCy en+oo. La droite (D) est au-dessus@g
e) Ty=gOx-0+ g0 =x+1
Tragons €, ; T et (D).

?<

W\
\
\

f”\;;\
\

ANEEA NN
N\

-1

o

NG s
\ 5
0

-—

Ty
Zoe

::\éﬁ(\;

SN

i e

.:}”A/ " s

8 et CARPA
e

///’

2. g estcontinue et strictement croissante sur
[—1; 0]. Elle réalise donc une bijection fle1; 0] sur
[9(=1); g(0)] = [-1;1]. Org(-1) x g(1) < 0. Donc
sur[—1; 0], il a un unique antécédent. Ainsi I'équatio
g(x) = 0 admet une unique solutiog € [—1; 0] et

xo = —0,72.
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3.  f est continue et strictement croissante sur
[1; +oo[. Donc la fonctiory réalise une bijection de
[1; +oo[ vers] = [f(1); f(+)[ = [1; +o].

2
Explicitons f1:y =x+Vx2 -1 = x = yz;l.

x2+1
2x

Vx € [1;+o],f7H(x) =
Voir la figure pourCs-1.

4. h(x)=|g)| = |x +Ix2 = 1|| - Dp = R.
Soitp € IR telle queh(B) = 0.

x | —oo -1 B 1 +00
h'(x) + 1T -0 +1 +
) |0 » 1 N 0 7 7 +oo

Pour tracer €, = C|4 en dehors de ce tableau, on
doit toujours considérer queh(x) > 0.

Probléme 3 :

1.  Soit la fonctionu définie par

u(x) = x3 +3x +8.

a) Etudier le sens de variation deu sur IR.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet sur
IR une solution uniquea dont on donnera un
encadrement d’amplitude 0,1 puis donner une
valeur approchée dea a 0,01 prés six € [—2; —1].

c)  Préciser le signe det(x) selon les valeurs de.

2. On considére la fonctionf définie par :

x3-4
f(x) - x2+1'
a) Montrerque Vx€IR f'(x) = x(x':fixl))z. En

déduire le sens de variation d¢ sur Dy.
b)  Dresser le tableau d¢f sur Dy.

c)  Vérifier que f(a) = %a.

d)  En déduire une valeur approchée d¢(a).

3.

a) Démontrer gu'il existe des nombres réela, b,
c etd tels que, pour toutx appartenant alR,

f(x)=ax+b+ :’2‘:';

b)  Montrer que la courbe € admet une
asymptote obliqueA a l'infinie.

c) Etudier la position relative deCy par rapport

a A alinfinie (c-a-d en —co et en+4o0).

4. Déterminer les abscisses des points B et B’ de

C; admettant une tangente parallele a.
5. Construire la courbe Cy etA.

Correction :

1. u(x)=x3+3x+8.

a) Vx€elR,u'(x) =3(x%+1)>0,alorsu est
strictement croissante sur IR.

b)  u est continue et strictement croissante sur IR.

Elle réalise une bijection de IR sur IR.1Ht-) X
u(+o0) < 0 alors I'équationu(x) = 0 admet sur IR
une solution unique telle queu(a) = 0.
Encadrement d’a a 'amplitude 0,1 pres
u(-1,6) = —0,896 etu(—-1,5) = 0,125
u(—1,6) xu(—-15) < 0alors—-1,6 <a < -—1,5
Encadrement d'a & 'amplitude 0,01 pres.
u(—1,52) = —0,072 etu(—1,51) = 0,027
u(—1,52) x u(-1,51) < 0 alors—1,52 < o < —1,51.
C) Vx€]-walulx)<0et
V x € [a; +oo[, u(x) = 0.

x3-4
2. f(X) = m
a) Etudier les variations def.
3x2(x2+1)-2x(x3-4)  3x*+3x2-2x*+8x

Vx€eIRf'(x) = D)7 e
, _ ox*43x248x  x343x+8 _  u(x) .
F'0) = —Gae =X Garz — X Garnye SON Signe

de celui dec. u(x) :

V x € |—o0; ] U [0; +oo[ f'(x) = 0 alorsf est
croissante suf—oo; a] et surf0; +oo.

Vx € [a; 0] f'(x) < 0 alorsf est décroissante sur
[@; 0].

b)  Dresser le tableau dgf sur Dy :

limf(x) =limx = —o0 ot limf(x) = limx = +o0

XHPH —00 X P —00 X+ 400 x> 400
X —o0 a 0 +0o0

f'@) L +

f(x) -0 7 fla) N —4 7 4o

c) Onsaitqugy(a) = a®+ 3a+ 8 =0.D'une

partf(a) = Zz: = %a’ o @ =0 a’+

3a+8=0.Ainsif(a) = %a.

d) valeur approchée def(a).

D’apres ce qui précéde, ond,52 <a < —-1,51
~228<2a<-2260rf(a) =>a

donc—2,28 < f(a) < —2,26.

3.

a f(x)=ax+b+ ::i = ax3+bxz;(ic)x+b+d =
iz: Par identification on obtientz = 1, b = 0,
c=-letd=—4.Dolf(x) =x— ;2141_

b) fG)-x=-3"ona:

lim[f(x) — x] =lim [— %] =0 4oncla courbe,
X - too

x - too
admet une asymptote obligaed’équationy = x.
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+4
X*2 >0 alors

) Vxe€]-oo—4] f(x)—x=—-5—=2

Cr est au-dessus deen—oo et
Vx €[—4;+oof f(x) —x = —
au-dessous dk en+oo.

4. fllx)) =1 x2+8xg—1=(x+4+
17xv0+4+17=0alorsB—4—17:/—4—17 et
B'[—4 + V17; f(—4 +V17)].

5.  CyetA.

+4
<0 alorsCy est
x“+1

Y

Probléme 4 :unité graphique 2 cm

1. Soit la fonctionu définie par

u(x) =2x3+6x*+6x—4.

a) Etudier le sens de variation deu sur IR.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une

b)  u(0,5) = 0,75 etu(0,4) = —0,512

u est continue et strictement croissante[0u0, 4]. De
plusu(0,4) x u(0,5) < 0 donc d’'aprés le théoreme de
valeurs intermédiaires I'équatiarfx) = 0 admet une
solution uniquex telle quex € [0,4;0,5] etu(a) = 0.

C) Vxe]-o;a]ulx)<0et

V x € [a; +oo[, u(x) = 0.

X054 3 2 X

2x3+3x%+2 | _ L .
2. f(x)_Wan—]_oo: 1[U]-1; +oo]
. 3.
a) Deémontrerquef(x) =2x—1+ Gt
o 3 @x-D)(x?+2x+1)+3
f)=2x-1+cr% = (x+1)2 =
(x) = 2x3+4x?+2x-x%-2x—-143 _ 2x3+3x2+2
flx) = D)2 x+1)?
b)  Etudier les variations def.
/ _ 56 2x3+6x*+6x+2-6
Vx# -1 (0 =2- 0 =T Gy
' _2x3+6x2+6x—4 _ u(x) . .
f'tx) = D)7 = )2 son signe da(x) :

Vx €]-oo;—1[U]-1;a] f'(x) < 0 alorsf est
strictement décroissante Juroo; —1[ et sur]—1; a].
V x € Ja; +oof f'(x) > 0 alorsf est strictement
croissante suja; +oo|.

c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy :

lim f(x) =lim2x = —oo | lim f(x) =lim 2x = +o0

c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy.

3. Montrer que €y admet une asymptote oblique
(d) d’équation y = 2x — 1 a l'infinie. Etudier la
position relative deCy par rapport a (d) a l'infinie.

4.  Construire la courbe C et (d).

5.  Soit A un nombre réel tel qued > 0.

a)  Calculer I'aire A(2) encm? du domaine plan
limité par Cy, la droite (d) et des droites d’equations

respectivesx = 4 etx = 0.
b) Déterminer A (%)

Correction :

1. u(x)=2x3+6x2+6x—4.
a) VxelR,u'(x)=6(x+1)?>0,alorsu est
strictement croissante sur IR.
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solution unique a telle quea € [0,4;0, 5]. x_ e ’; oo x o oo x3'_> to
c)  Préciser le signe dew(x) selon les valeurs da. M f () = &5 = +oo etimf(x) =gz = +oo.
2. On considere la fonctionf définie par : xo —17 x> —1"
(x) = 2:3+3x%+2 X —® —1 a Foo
Fx) == 0 ) + - | +
a) Démontrer quef(x) = 2x — 1 + ——. fG) | —o 240 fltoN fl@) 7 +o
(x+1) 3 .
w(x) 3. f)—-y= D)2 on aura:
b) Montrerque Vx € IR—{-1} f'(x) = :
- o CHOT lim[f () — 2x - D] = lim [ 2] =0
En déduire le sens de variation d¢ sur Dy. (x+1)? doncCy
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X too x — too

admet une asymptote oblique (d) d’équation
y = 2x — 1 a l'infinie.

3
Vx#-1f(x)—y= G2 > 0 alorsCy est au-
dessus de (d) a linfinie.

4.  Construire la courbe C et (d).

\ ...... 5 ,//
N U S
of /
. yd
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3 7 I ; ety g B Bl A
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5. Aunnombre réel tel que > 0.
2 A3 3 14
a U=[ [f(x)—y]dx=f0mdx= ——]

x+1lg
3 1
U=3-75=3(1-75;)
Donc lairecA(1) = U4 cm? = 12 (1 - ﬁ) cm?.

3\ = _1 2 _ 2
b) Jl(z)—12<1 %H)cm =72cm

Probleme 5 :0On considére la fonctionh définie par :
h(x)=x+1+ ﬁ D’unité graphique 2 cm.

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Soit A le point de coordonnée$—1;0).

Montrer que le point A est centre de symétrie d€;,.

4.

a) Etudier les limites deh sur Dy,.

x%+2x

(x+1)%"

déduire le sens de variation dé& sur Dy,.

c) Dresser le tableau de variation dét.

d)  Montrer que la droite (D) d’équation y =

x + 1 est une asymptote oblique &},. Etudier la

position relative deCy, par rapport a (D).

5.

a)  Monter que h admet une bijective dg0; +oo[

sur I'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a

fonction h~1 réciproque deh.

b)  Tracer les courbesCy, etC,-1.

¢) Indiquer graphiqguement, suivant les valeurs

de m, le nombre de solutions de [I'équation

h(x) =m.

6.  Soit (u,),en la suite numérique définie par :
Uy =2

{Vn €N u,,; = h 1(u,)

Montrerque : Vn €N u, > 0.

7. OnnoteC — {—1} 'ensemble des nombres

complexes différent de -1 et on considére

b)  Montrer que Vx # —1, h'(x) =

'application h(z) =z + 1+ —, on posez = x + iy.

1
z+1
. Quel est 'ensemble des points M d’affixe z
vérifiant chacune des conditions suivantes :

a) h(z)€lIR

b) h(z)€ilR

. résoudre dansC, h(z) = 0.

6.  SoitA un nombre réel tel qued > 0.

a) Montrer que la fonction h admet une
primitive H qu’on calculera sur |—oo; —1[, telle que
H(0) = 0.
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b)  Calculer l'aire A(A) encm? du domaine plan

limité par Cy, la droite (D) et des droites d’équations

respectivesx = A etx = 0.
c) Déterminer A (g)

Correction: h(x) =x+1+ L
x+1

1.
a) Dp=]-00;—1[U]-1;+ool.
b) h(—2—x)+h(x)=(—2—x+1+ ! )+

—-2—-x+1

1 .
(x +1+ m) =0, alors le point A—1; 0) est un
centre de symétrie dg,.

2.
lim— =0
a) Comme x+1 alors
X oo
limh(x) =lim(x + 1) = —oo ot
X > —00 X > —00
limh(x) =lim(x + 1) = 400, limh(x) = oi— = -0
X - 4+ x > +oo ’x|—>—1‘

: 1
limh(x) = ==t
x P~ —17

x = —1. CommeiMmh() = 455l va une
X B 0O

possibilité d’avoir une branche infinie qu’on
déterminera plus tard.

, 41 x242x
b) Vvx=+#-1, h(x)=1 D = e

est strictement croissante $too; —2[ et sur]0; +oo.
h est aussi strictement décroissante]si; —1[ et sur
1-1;0].

alorsh

: c) tableau de variation de la fonctionf.

X | —oo -2 -1 0 00

Kool + [ - - |+

h(x)| —0 » —2N—00 Q|40 N 2 7 40

d hx)—-y=hx)—x-1= ﬁ on calcule
lim[h(x) —y] =0
x — too
y = x + 1 est une asymptote oblique a la couthex
I'infinie.
Position relative deC;, par rapport a (D).
X —0 -1 +oo
1 — +
x+1
Sur ]—oo0; —1], €}, est au-dessous de (D).

Sur |—1; 4], G}, est au-dessus de (D).

3.

a)  hestcontinue et strictement croissante sur
[0; +oo[. Elle réalise donc une bijection fi& +oo[ sur

, alors la droite (D) d’équation
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(0] .
. C,, admet I'asymptote verticale
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] = [2; 4+oo. Explicitonsh™! 1y = x + 1 +ﬁ PN
x2+(2—y)x+2—y=0=)x=—y_2+;/m_
Vix € [2+00[ h7L(x) = (x — 2+ Va2 — 4).

b)  Cp entrait continue etC,-1 en trait
discontinue

c) nombre de solutions déh(x) = m.
On trouve la droite d’équation= m et on détermine
graphiguement en combien de points elle catjpe
- Sim € ]—o0; —2[, deux solutions
- Sim = —2, une seule solution
- Sim = 2, une seule solution
- Sim € ]—2; 2[, aucune solution
-Sim € ]2; +o[, deux (2) solutions.
Uy = 2

_ up—2+Jun?-4

4, u /
( n)nEN VneN u,,, = !

Montronsque: vneN u, >0
Initialisation :u, = 2 > 0, la propriété est vrai@,= 0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour uh)

entier naturek : v, > 0, et montrons quey,; > 0:
Onaw?’—-4>-4e Juyl-4>2< -2+
Ju?l—4>02 u, — 2+ Ju? —4,doncug,; >0
(vraie). Conclusion¥n € N u, > 0.

5. C—{-1}/h(2) =z+1+ﬁ.

. I'ensemble des points M d’affixe z vérifiant
chacune des conditions suivantes :

242742 x343x%+2x+2xy2+4+i(yx2+y?
h(z) = z+2z42 _ y (yx%+y?)

z+1 (x+1)%2+y?
a) h(z)eElReImh(@)]=yx>+y’=0cy=
0 ouy = —x?, c’est une parabole.
b)  h(z) €ilR © Re[h(2)] = x3 + 3x%2 + 2x +

nyz t4=0oy= i\/—(353+3xz+22Xx+2xyz+4), c'est
une hyperbole.

2
. résoudre dansC, h(z) = 2222 - ) =

z+1
z? +2z+2=0,A= —4 = (2i)?, laracine est
z=—142i,doncS¢ = {—1 — 2i; -1 + 2i}
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6.  Soit4 un nombre réel tel qued > 0.
a hx)=x+1+ ﬁ a pour primitive

X 3 3 X X

H(x) = %xz +x +In|x + 1] + C, avec C est constante%

H(0) = 0 & C = 0, on obtient

V x € |—oo; —1[, H(x) = %xz +x+In(—x —1).
yl y!

b) szo[f(x)_y]dxzfo

[In(x + 1)]} = In(A + 1).
Donc laireA(1) = U4 cm? = 4In(A + 1) cm?.

) A (g) =4In(1+ 1) cm? = 3,66 cm?

1
x+1

dx =

Probleme 6 :On considére la fonctionh définie par :

2
h(x) = 2;‘_1.

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Soit Ale point de coordonnéeé%;%).
Montrer que le point A est centre de symétrie d€y,.
c) Déterminer les réelsa, b, c tels que pour tout
réel x de 'ensemble de définition dék, on ait

c
h(x) = ax+b+m.
d)  Montrer que la fonction h admet une

I 1 .,
primitive H sur ]_OO;E[ gu’on calculera, telle que

H(0) = %

2.

a) Etudier les limites deh sur Dy,.
2x%-2x
(2x-1)%’
déduire le sens de variation dé sur Dy,.

c) Dresser le tableau de variation déx.
d)  Montrer que la droite (D) d’équation

Montrer que V x qt% h'(x) = En

y= %x + i est une asymptote oblique &j,.
Etudier la position relative de €y, par rapport a (D).
3. Monter que h admet une bijective dg—oo; 0]
sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h=1 réciproque deh.
Tracer les courbesCy, etCp,-1.
4.  Soit (u,)nen la suite numérique définie par :

Ug =2
{Vn €N uy 1 = h(uy,)

définies par v, = uz_l

9o 2 3 2 2 2 2 2 2 0 2 0 2 2 2 2 0 2 2 2 3 2 3 2 5 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 5 3 5 3 5 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 0 0 0

et on considere les suite

D
—_

X 3 3 X X X 3 2 X 26 2 24 5 2

(vn)neN et (Wn)neN
w, = In(v,).

a) Montrerque: vneN u, > 1.

b) Montrerque: YvneN v, >0.

c) Montrer que la suite (w,),en €St une suite
géomeétrique. Donner les éléments caractéristiques.

n
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d)  Exprimer Sy, = wo +wy +---w, en fonction

den. Calculer lim S )
n+— 4o

e) Exprimer v, puisu, en fonction den.
Jdimu,
En déduire que e -

Correction : h(x) = 2;_1.

1.
a) Dh={x/x€IR,x¢%}=]—00;%[U]%;+OO[.

x?2  —1+2x—xZ+x?
2x-1 2x—1

b) Vx;tlh(l—x)+ =1,

donc A( ) est centre de symétrie dg.

c) h(x)— —ax+b+—1=

ax*+(2b-a)x— b+c
2x 1

c=-:0n obnemh(x) = —x +3 Ly

. Par identificatiorm = % = % et

8x—4"
d) h(x) = —x +3 + 3 X 5r—g @ Pour primitive

H(x) = —x2 +1 yEd ln|8x - 4| + C avec C est cte.
ln2 1 In2

H(0) ——@41n2+c——(:>c_0 on obtient
vV x <EH(x) =Zx +Zx+§ln(4—8x).
2.
lim—— =0
a) Comme " 8x—4 alors
X oo
. e (1 1\ _
lim h(x) =lim (Ex +Z) = —00 o
XHP =0 x5 —0

1
limh(x) =lim Gx +%) = too, limh(x) = 2= = —oo

xl—)+00 x|—>+00 X - =

ot . G, admet 'asymptote

lim h(x)

verticalex = Comme * alors il ya une

possibilité d avoir une branche infinie qu’on

déterminera plus tard.
1 4, _1 1 (x-1)%-1 _
b) Vax=# 2 h () = 2 (x-1)2  20@x-1)%
(2x-1-1)(2x-1+1) _ 2x(2x-2) _ 2x(x—-1)
2(2x—1)2 T 202x-1)2 7 (2x-1)?'
strictement croissante sl o; 0] et sur[1; +oo[ eth

alorsh est

est aussi strictement décroissante[euﬂ et sur]% ; 1].

c) tableau de variation de la fonctionf.
1

X —00 0 = 1 +oo
h' (x) + | - - [+
h(x) | —c0o » 0 N—oo J|+o0 v 1 /400

1 1 1
d h(x)—-y=nh(x)- X = T o ON calcule
lim[h(x) —y] =0
x — too
y= %x + % est une asymptote oblique a la couthex

, alors la droite (D) d’équation

linfinie.
Position relative deC;, par rapport a (D).

1
X —00 > +0oo

1 — I +
8x—4
Sur ]—oo; %[ C,, est au-dessous de (D).

Sur E +o0 Cp, est au-dessus de (D).

3. h est continue et strictement croissante sur
]—o0; 0]. Elle réalise donc une bijection feco; 0] sur
J = ]—c0;0].

2
Explicitons h™1 : y = 2:—_1 ex’-2yx+y=0

x=y—+y*—y.
Vx €]—00;0] A7 (x) = x —Vx2 —x.

Cp en trait plein et €1

4

Uy = 2
up?
2up—1
a) Montronsque:VvneNu,>1
Initialisation :u, = 2 > 1, la propriété est vraie poar
=0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u, > 1, et démontrons que,,; > 1:

VneN u, 1 =

4. (Un)nen ! {

2
Onauy,—1>1< <l<uyloe——*_>1,
2up—1 2up—1
donc uy,q, > 1 (vraie)
Conclusion ¥ n € N u,, > 1.

b) Montronsque: vneN v, >0

Initialisation v, = % > 0, la propriété est vraie poar
=0.

Hérédité :montrons que pour un entier natukel
vk>O'Onasaitquak>1<=>i<1<=>

——>1(:>1——>0 orvk—l——zuk_ldonc

Uk Uk

Vg > 0 (vraie)
Conclusion ¥ n € N v, > 0.
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C)  suite (W,)nen €St une suite géométrique.

Un

2
-1

— — 2up—1 —

Wni1 = In(p4q) = ln[ .y ] =

2up—1

— > ] = 2In(v,) = 2w, alors

n

In [unz—Zun+1] —In [(uzgl)2

(Wp)nen €St Une suite géométrique de raigon 2 et
de premier termeyy =-1n 2.

on+1_q
d  Son=wo+w;+--w,=-In2x e
limS = — 00
(1-2""1)1n2 et on
nw- +oo
1
e) vp=e"morw, =—2”1n2<=>vn=22—n.
-1 1 1 i =
vn=u” S u, = =_1'11mun 1.
Up 1-vp 1—22—n n - 4o

Probleme 7 :On considére la fonctionf définie par :

oo =52

1.
a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Montrer que pour tout réel x,

f(x) = % En déduire que pour tout réelx, f

admet un prolongement par continuité en 1.

c) Déterminer les limites de f sur IR.

d) Calculer f'(x).

En déduire le sens de variation d¢.

2.

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution, notéex,, appartient a l'intervalle
]—o0; —1].

b)  Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.
c) En déduire le signe d¢f(x) sur IR.

d) Montrerque Vx € IR, f'(x) = 6x(x2+1)

(aZ+x+1)3

e)  Montrer que la courbe €y admet un point
d’inflexion A dont on déterminera son coordonnée.
f) Déterminer I'équation de la tangente T au
point d’abscisse A.

3.

a) Deéterminer les réelsa, b et c tels que pour tout

bx+c

xdef,onaitf(x) = ax + -
b)  Montrer qu'une dr0|te (D) d’équationy = x
est asymptote &y. Etudier la position relative deCy
par rapport & (D).

c)  Construire la courbe T ; (D) etCy.

4.  Soit (u,)ns2 avecn entier naturel la suite
numérique définie par :u,, = f(n).

Etudier les variations de la suite(u,, ) ;>2-
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5.

non nuls et on considere I'application :

4
f(z) ==5— et ouz est le conjugué de z.

%’%"%’%’%’%’%ﬁ%%ﬁ%ﬁ%ﬁ%%ﬁ%ﬁ%%’%’%’%ﬁ%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%i

On note C* 'ensemble des nombres complexesi

%3 3 2

Quel est I ensemble des nombres complexes verlflan%

chacune des équations suivantes :

a)
b)
c)

Correction : f(x) ==

1.
a)

b)

im f(x) =
Calculonsllm *) =3 alors pour tout réet, f admet

x—1
un prolongement par continuité en 1.
. 4 .
0) lim f(x) = limx—3 =limx = —o0 ot
X =00 4 ppX P —®
lim f(x) =limx—: =limx = +o
X - 400 x|—>+oox'_>+°° )
/ _ x?(x%+2x+3)
d VxelR f'(x)= Gt 0 alorsf est
strictement croissante sIR.
2.
x4—1 4
a) f(x)=m=0(=)x =1l x=-1,

puisquef (1) = g etf est croissante sliR. Donc sur

]

—oo; —1], il @ un unique antécédent. Ainsi I'équation
admet une unique solutiog = —

f@=0
f(2)=z
f(z) = Zet|z3| =1.

41
3_1'

D ={x/x€IRx*-1#0}=IR—{1}.

_ (- (x3+x2+x+1)
fe) = -1 (2 +x+1)

x*-1 _ x3+x2+x+1

x3-1

x24+x+1

b) tableau de variation def sur IR.
X —00 + oo

fx) +

f(x) —00 7 +00
c) commef(—1) = 0 alors sufj—oo; —1] f(x) <0
et sur[—1; +oo[ f(x) = 0.

2 2 2

d vxelR f(x) = 12();212:)6: = (i;;(;:))y
e) PointdinflexionA: f'"(x) =0 &
6x(x>+1) =0 x =0, dou A0; 1).
f) TaupointAy=1.
3.
8)  f(x) =5k = qx 20 - e by

identificationa=1,c=—-1leth—-1=0< b =1,

b)

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

x3-1

x—1
x3-1

fx)—y=

X 3 3 X X 3 3 X X 36 b 2 34 36 X 5 36 3 X 5 36 b X 56 36 2 X 0b 3 2 50 06 0 24 36 36 X 50 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 0 2 2 56 06 5 24 3626 2 54 36 26 2 0% 26 2 2 2 2
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lim[f(x) —y] = lim% = lim% =0

x> Ao , alors la droite

X+ toox > too

(D) d’équationy = x est une asymptote obliqu&aa
Iinfini. ¥ x € IR, Gy est au -dessus de (D).

c) T;(D)etcy

8% f’
| /¢¢¢
e e ::::::::::;//:::::
"
-
/// e
s
P
. _ n*-1
4. (un)nzzlun —f(n) =BT

Variations de la suite(u,)n»2

Pour tout entier natura den > 2, u, = f(n).

Commef est strictement croissante $Br on a

fm) < f(n+1) © u, <uysq, donc(u,) ey €St

strictement croissante et elle divergelélgru" =+
n = +oo

5. C'If(2) =5

des équations suivantes :

a) f(2)=0e z*=1=¢" onalesracines
quatriémes de 1 sop§ = [1;0] = 1; 2, = [1;%] =i
7, =[1;m] = —1etz; = [1; —%] = —i. On considére
les points A, B, C et D, d'affixes respectivgs z;, z,
etz;. L’ensemble des nombres complexes vérifiant
f(z) = 0 est un carré ABCD de centre d’origine du
repere O privé du point A.

b) f(2) =z z=1.Lensemble des nombres
complexes vérifianf (z) = z est la droite d’équation
x=1.

c) f@=zez23iz-2)=1-z
|z3(z=2)|=|1-2| or|z3| =1, donc|z — Z| =
|[1—-2Zz|or|z—2Z| =2,douenposant = x + iy <
Z=x—1iy,ona(x —1)%? + y? = 2. L'ensemble des
nombres complexes vérifiafi{z) = Z est le cercle de
centre (1; 0) et de rayon R /2.

Probléme 8 :On considere la fonctionh définie par :
x*—x—1,six €]—o00;—1[U]1; 400
o) = : I=o0 ~1[ U 1; +eo]
—x“—x+1,sixe]-1;1]
h(-1) =1eth(1) = —-1.

et

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé : Dy, ?

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

L oepe : . 1 1
L’ensemble des nombres complexes vérifiant chacunestrictement croissante S]—H‘li - 5[ et SUF]-;: 1[-

b)  Etudier les limites deh sur Dy,.

c) Etudier le sens de variation deh sur Dy,.

d)  Etudier la dérivabilité de h en—1 et enl.
Interpréter ces résultats.

2. Dresser le tableau de variation dé.

3. Etudier les branches infinies decy,.

4.  Monter que h admet une bijective dd1; +oo[
sur I'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter la
fonction h~1 réciproque deh.

5. Tracer les courbesCy, etCp,-1.

Correction :

1.
a) Dy ={x/x€lIR}=]—o0;+oo[.
limh(x) =1 limh(x) =-1 .

b) x> -1t Txe 1t ’
lim[x?2 —x—1] = +oolim [x2 —x — 1] = o0
X = 400 X — —00 ’

C) Vx€]-ow;—1[U]1;+oo[, h'(x) =2x — 1 alors
h est strictement décroissante furo; —1[ eth est
strictement croissante slir; +oo| ;

Vxe€]-1;1[, ' (x) = —2x — 1, alorsh est

d) Dérivabilité de h en—1 et ent:

. hy(—1) = =3 ethy(—1) = 1, comme

h'y(=1) # h'4(—1) donch n’est pas dérivable enl.
Cp, admet en-1 deux demi-tangentes verticales. Ce
point est anguleux.

. hy(1) = 1 ethy(1) = —3, commeh'y(1) #
h';(1) donch n'est pas dérivable enh ¢, admet ent
deux demi-tangentes verticales. Ce point est aogule
e) Dressons le tableau de variation da.
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x | —oo -1 -1/2 1 4o
ol - QI + [ - J[ +
h(x) |40 N 1 2~ 5/4 N -1 7 4o
f) branches infinies deCy,.

Vx € |—o0; —1[ U |1; +o0], @=x— 1 —%et

vx € 1-1;1], % =—x—1+ % Branche parabolique
. h(x) _

de direction (Oy) cat™ —x
x - oo

g) hestcontinue et strictement croissante sur
[2; +ool. Elle réalise donc une bijection f& +oo[ sur
J = [1; +ool.

explicitonsh™ ;y = x2 — x — 1 & x = —2*° V:y+5.
doncV x € [1; +oo[ A1 (x) = %(1 + Vdx + 5).

h) Ch et Ch—l.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 34 30 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 06 3 2 56 06 5 24 36 36 X 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 36 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 26 26 2
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-
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-
-
=

Probleme 9 :Soit la fonction h définie par

x2-3x+6
x-1

h(x) = D’unité graphique 2 cm.

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé& : Dy, ?
b) Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout
réelx deDy, deh, on ait h(x) = ax + b +—.

c) Soit Ale point de coordonnéegl; —1).
Montrer que le point A est centre de symétrie d€j,.
d)  Montrer que h admet sur]—co; 1[ une
primitive H qu’on calculera, telle que H(0) = 0.

e) Montrer que la droite (D) d’équation

y = x — 2 est une asymptote oblique &, a l'infinie.
Etudier la position relative de€y, par rapport a (D).
2.

a) Etudier les limites deh sur Dy,. Interpréter

graphiguement ces résultats.

b) Montrerque Vx # 1, h'(x) = % En

déduire le sens de variation de la fonctioh.

c) Dresser le tableau de variation déa.

3. Monter que h admet une bijective dg3; +oo[
sur I'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h~1 réciproque deh.

4.  Tracer (D); Cp etCy-1.

5. n est un entier naturel. Soit(u,),s2 la suite
numérique définie par : u, = h(n)

a) Montrer que la suite (u,),=2 €st croissante.

b) La suite (u,),»2 €st- elle convergente ? Si oui,

quelle est sa limite ?

2_

Correction : h(x) =~ :;%

1.

a) Dp={x/x€IR,x #1} =]-0;1[U]1; +oo].
x%2-3x+6 c

b) h(x) = — —ax+b+;—

ax?*+(b—a)x—b+c

— . Par identificatiom = 1 eth — 1 =

-3 b=-2et—-b+c=6¢ c=4.0nobtient
Yy t

h(x) =x 2+x_1.

0 h@-x)+h@=(2-x-2+——)+

(x -2+ ﬁ) = —2, alors le point A1; —1) est un
centre de symétrie dg,.

d h(x)=x-2+ ﬁ a pour primitive

H(x) = %xz —2x + 4In|x — 1| + C, avec C est cte.
H(0) =0 & C = 0, on obtien x € |—oo; 1],

H(x) = %xz —2x + In(1 — x).

e) h(x)—y=h(x)—x+2= ﬁ, on calcule

. —lim |-2-] =
lim[A(x) - y] =lim [x—l] - O, alors la droite (D)
x — too X > too

d’équation y = x — 2 est une asymptote oblique a la

courbeCy, a l'infinie.
Position relative de€C,, par rapport a (D).
+o00

X —00 1

4 - +
x—1
Sur ]—o0; 1], G}, est au-dessous de (D).
Sur ]1; +oo[, €, est au-dessus de (D).

2.
.4
a) comme ™31 = Qalors
X — oo
limh(x) =lim(x — 2) = —0 ot
X — —00 X — —00
limh(x) =lim(x — 2) = +oo,
x - 400 x - 400 ’
. _ 4 _
limh(x) = -1+ o=
x— 1"

. 4
imhQe) = =143 =+ & o4met Fasymptote
x+- 17

limh(x) = o

verticalex = —1. Comme , alors il ya
X — 00

une possibilité d’avoir une branche infinie qu’on
déterminera plus tard.

b) Vvx#1, A'(x)=1-
(x—=1+2)(x—1-2) _ (x+1)(x—3)

(x-1)2 T (x-)?

croissante suf—oo; —1[ et sur]3; +oo[ eth est aussi
strictement décroissante dufl; 1] et sur]1; 3][.

c) tableau de variation de la fonctionh.

4 (x-1)2%-4
(x-1)2  (x-1)2

, alorsh est strictement

X | —oo -1 1 3 400
| + | - - |+
h(x) | —o0 » =5 N —o0 +o0oN 3 2 4o

3. h est continue et strictement croissante sur
[3; +ool. Elle réalise donc une bijection [ +oo[ sur
J = [3; +ool.
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Explicitonsh™! :y=x -2+ ﬁ o

x?2— (3 +y)x+6+y=0,cestune équation
d’'inconnux doncA= y? + 2y — 15
y+3+./y2+2y-15

—

=X =

x+3+Vx2+2x—-15
> .

V x € [3;+oo[ A7 (x) =

%\
_ n%?-3n+6

5. (un)nEsz /un - n—1

a) Montrons que (u,),s2 €st croissante :

Pour tout entier naturen de mn>2, u, = f(n).

Comme f est strictement croissante Si&; +oo[, or

[2;+0[c[3;4] on a f(n)<f(n+1) o u,<

U, .1, donc(u,) ey €St strictement croissante.

b) limu, =+
n - oo

(o] .
alors(u,),s» €st divergente.

Probléme 10 :On considere la fonctionh définie
4—2x|
2+x |’

par: h(x) = |

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?

b)  Donner les expressions de la fonctioh sans le
symbole de la valeur absolue.

c) Deéterminer dans chaque les réels, b tels que
onait Vx € |—o;—-2[U]-2;2],h(x) =a +ﬁ et
Vx€|[2;4o[,h(x)=a +x:;2.

d)  Montrer que la fonction h admet surD, une
primitive H qu’on calculera.

e) Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
2. En déduire que€Cj, admet deux demi-tangentes au
point d’abscisse 2 dont on déterminera les équatign
réduites.

2.

a) Etudier les limites deh sur Dy,.

b)  Etudier le sens de variation déh sur Dy,.

c) Dresser le tableau de variation déw sur Dy,.

3. Monter que h admet une bijective dg2; +oo[
sur l'intervalle J qu’on déterminera.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

4.  Tracer les demi-tangentes verticalesT,- et
T,+ et la courbesCy,.

Correction : h(x) = |4_2x|

2+x

1.

a) Dp=]-0;-2[U]-2;+oo[.

b)  hsansle symbole de la valeur absolue
Vx € ]—o0; —2[ U ]-2;2], h(x) = Z%et

2—x
x+2°

©) Vxel-ow;—2[U]-2;2], h(x) =2 — et

Vx € [2;+oo[, h(x) =2

8
Vx € [2; 4o, h(x) = -2 +—

d Vxe€]-oo;-2[U]-2;2],

H(x) = 2x — 8In|x + 2| et

V x € [2; +oo[ H(x) = —2x + 8In(x + 2).
limh(x) =0 .

e) Continuité de h en2: "/
X2
limh(x) =0

o+ eth(2) = 0 alorsh est continue eB.
X

he)-h@ _ , [od
- x-2"

Dérivabilité de h en2: Ainsi on
. h()-h(@) _y.o (2 _1

caleulelim = =i (x+2) =3

X 27 X 27

. h(-h@) _y. (-2\_ 1

lim == =lim (x+2) ~ 7 2; on remarque que

x - 2% x 2t

h'4(2) # h'4(2) donch n'est pas dérivable eh par

conséquent, admet en ce poir deux demi-

tangentes T,-: y = %x —letT,+:y= —%x +1.Ce

point est anguleux.

2.
i —=5_ - -5 __
a) limh(x) = =t ;llm h(x) - o :
x> =27 x - =27
. 2—-x . -X . _
lim [2 E] =lim [2 7] =lim[-2] = Zet
x> 400 x40 X+
. x=2] _ . x| _y; _
lim [2 m] =lim [2 ;] =lim[2] = 2_
X > —00 X —00 XP —®©
N
b) Vxe€]—-oo;-2[U]-2;2[,h (x)= G2 >0

alorsh est strictement croissante $uoo; —2[ et sur
1-2; 2].

’ -8
V x € ]2;+oo[, h'(x) = G2
strictement décroissante q@t +oo].

c) Dressons le tableau de variation da.

< 0, alorsh est

X —c0 -2 2 400
h' (x) + N+ -
h(x) |2 » 4 I -0 /72 0 N =2
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3. h est continue et strictement décroissante sur
[

2; +oo|. Elle réalise donc une bijection fi& +oo[ sur
] =1-2;0].
4. C,, et tangentes T,- etT,+.

F's

Probléme 11 'On considere la fonctionh définie
-1
2+xZ

par: h(x) =

1.

a. Quel est I'ensemble de définition dé& ?

b. Etudier les limites deh sur D,. Interpréter
graphiqguement ces résultats.

2.

a) Etudier le sens de variation deh sur Dy,.

b)  Dresser le tableau de variation déx sur Dy,.
c)  Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une
unique solution, notéex,, appartient a]0; 1, 5[.

3. Monter que h admet une bijective dg1; +oo[
sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h=1 réciproque deh.

Tracer les courbesCy, etCj,-1.

4.  Soit (u,)en+ 1a suite définie par : u,, = h(n)
a) Montrer que la suite (u,) e+ €St Croissante.

b) La suite (u,),ent €St- elle convergente ? Si

oui, quelle est sa limite ?
5. Résoudre dansC, h(z) = 2

x%-1

Correction : h(x) = .

1.
a) Dp={x/x €IR x?+2 # 0} = |—o0; +ool.

py limh() = “m(i_i)= lim(1) =1

XP =0 4 X > —00 ] T i
b)  Etudier les limites def sur Dy. Interpréter

lim h(x) _hm( ) =im(D =1 5orse, admet une graphiquement ces résultats.
X = +o00 X = 400

x - +00 ) , _—2(x%+2)
asymptote horizontalg = 1. )  Montrerque Vx # {-1;1} f'(x) = 557~
2. En déduire le sens de variation d¢. Dresser le
a) VxE€IR h'(x) = —— alorsh est décroissante tableau de variation def.

(x 2+ 2)?
sur]—oo; 0] eth est croissante si0; +oo|.
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b) tableau de variation deh.

X —oo0 0 400
h'(x) - | +
h(x) |1 \ —-1/2 7 1

C) h(x0)=0(=)x02—1=0(=)x0=1.
3. h est continue et strictement croissante sur
[1; +oo[. Elle réalise donc une bijection fie +oo[ sur

J = [0;1[. Explicitons ™1 1 y = X & x2(y — 1) =
_ 2y+1

—2y-1ex=4% /_1—31'

Ve [ [ 1(x)_ ’2x+1

Cy, en trait continu et C,,-1 en trait discontinu

]

1

[
4
4

I
[4
[4

o~ .

=
n®-1
4. (Wp)nen /Uy = 22
a) Montrons que (u,)qen+ €St Ccroissante :
_ (n+1)?-1  n?-1 n+3

Un+1 = Un = 7N, " nZ42 . (m2+zne3)(m2+2) >0,
alors(u,),en+ €St croissante.
limu
b) n
n = +oo

5. résoudre dang h(z) =
0, la racine est = ++/3, doncSC = {—V3;V3}.

1
alors(un)neN* est converge vers 1.

—2<=>z —3=

Probleme 12 :D’unité graphique 2 cm.

3x2+ax+ﬁ
x2-1

Déterminer les réelsa et g pour que la droite (d)

d’équation y = —4x + 3 soit une tangente &, au

point | de coordonnéeg0; 3).

1.  Soit la fonctiont définie part(x) =

3x%+4x-3
x2-1
a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

2.  Soit la fonction f définie par f(x) =

3.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 0 2 36 30 X X 36 3 X 54 36 b X 56 36 2 X 0 3 2 5 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 b X 0 3 2 X 06 3 2 56 36 0 4 36 26 2 3 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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a) Deéterminer les réelsa, b, c tels que pour tout
réel x de I’ensemble de définition d¢f, on ait

fO)=a+_—+ m

b) Montrer gue la fonction f admet une
primitive F qu’on calculera, telle que F(0) = —

4.

a)  Soit A le pointCf abscisse 0. Montrer que le
point A est centre de symétrie dé€;.

b)  Déterminer I'équation réduite de (T) tangente
acCrenA.

c)  Etudier pour x élément de ]-1 ;1] la position
relative de (T) et deCy.

5.  SoitA un nombre réel tel qued > 5.

a) Calculer l'aire A(A) encm? du domaine plan
limité par Cy, la droite (d’) d’équation y = 3 et des
droites d’équations respectivex = A etx = 2.

b) Déterminer M A =
A 400
6. Indigquer graphiqguement, suivant les valeurs

de m, le nombre de solutions de I'équation :
(3-m) x2 + 4x + (M-3) =

2 —_
7. Soit g la fonction définie par g(x) = %
a) Etudier la parité de g.
b) Montrer comment, sans nouveaux calculs, on

peut représenterC,. ReprésenterC, dans le méme
repere queCy, en utilisant une couleur différente.

Correction :

2
1. lect@t(0)=3°0j°1+ﬁ= =p=-3
t(x) = 3x2 +ax+/3’ o t'(x) = —ax ;22(3:')6)75 a

-a0%-2(3+B)0-a _

(d) tangente 2 G, < t'(0) = 02-1)2
-4+ a=4

3x2+4x-3

2. f(x) = 21

a) Dy={VeIR/x*—1#0}=IR—{-1;1}ou
Df=]—oo;—1[U]—1'1[ 11; +ool.

b) lim f(x) —hmx_ =lim(3) = 3

X =00 X P —0

lim £(x) =1lim 3 = lim(3) = 3.
X )

X — 400 x|—>+oox'_)+oo
limf(x)zg—fz—oo ] limf(x)=;—f=+00_
x+- =1 x> —17

. 4 . _ 4
limf(x) = == —oo etllmf(x)_o+_+oo.6f
x> 1" xw- 1t
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admet les asymptotes verticales- —1 etx = 1 et une
asymptote horizontate = 3.
c) VxelR—{-1;1},

(6x+4)(x?+1)-2x(3x2+4x-3) _

o0 = e
—4x%2-2(3-3)x—4 _ —4(x%+1)

@2-1)2 (x2-1)2
décroissante syroo, —1[ ; sur]—1,1[ et sur |1, +oo].

< 0, f est strictement

X | —oo -1 1 400
f') - - 1 -
f(x) |3 N—oo ||+ N —0 I+oo\—3

3x2+4x-3 b c
a) f= =at ot

2
= Hb:?_xl arb C. Par identificatio = 3 et
b+c=4__b=2 _ 2z 2z
{b L e=0 e _ 2 doncf(x) =3 tSt oy

_ 2 4% imiti
b) f(x)=3+ ~—; T 77 @ pour primitive
F(x) =3x+2In|x — 1|+ 2In|jx+ 1|+ C=3x +
2In | | + C avec C est constanfig(0) = -1 e C =

—1, on obtienF(x) =3x—1+ 2In |m
4.
a) A;f0))doncAO;3)f(x)+f(a+x)=
f(=x) + f(x) = 2f(a). Doncf(x) + f(0 +x) =
f(=x) + f(x) = 2f(0) = 6 ; d’ou le point A est centre
de symetrie d€;.

S (y=3+(—4)x
b) T'{y=—4x+3'
c)  Soit h(x) = f(x) — (-
. Sur ]-1;0[ h(x) > 0 f(x) > -4x + 3 dong; est au
dessus de (T).
. Sur ]0 ;1] f(x) < -4x + 3 don€; est au dessous
de (T).
. Cr et (T) se coupent au point A.
5.

a) U=ﬁf@%wwx=g@%+igw=

e e

Donc lairecA(1) = U4 cm? = 81n (/1+1) cm?.
b) lim A(A4) —11m81n( 1) =lim8In(1) = 0
AP 4o 41 A +oo

6. (B3m)x2+4x+(M-3)=06>3x2+4x—-3=mx?-
m & 3x2 + 4x — 3 = m(x*-1 e =g(x) =

On trouve la droite d’ equatloyl— m et on détermine
graphiquement en combien de points elle catjpe

- Si mQ]—oo ;3[, deux (2) solutions

X 3 3 X X 3 30 X X 36 50 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0b 3 2 5 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 0 24 36 36 2 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 5 26 26 2
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- Sim = 3, une (1) solution (x = 0)
- Sim]3 ;4o [, deux (2) solutions.

3x2+4|x|-3
[AEOEES— =%

3(—x)2+4|-x|-3 _ 3x%+4|x|- 3 _

a) g =" = g(w),
doncg est paire.
b)  Sixe0,g(0) =320 f(x)

Sur[0;1[U]Ll 4o [, Cy = C’f
Sur oo ;-1[ U ]-1 ;0], on construit la symétrie d&
par rapport a I'axe des ordonnées, puisg@st paire.

\i
/

@ e ic

I

y=rax \
/.

/0

Probléme 13 :

1.  On considere la fonctiong définie par :

gx)=x3-3x—-4

a) Etudier le sens de variation deg sur IR.

b)  Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet

une unique solution sur[2, 1; 2, 2], notéea. Donner

une valeur approchée dex au centiéme pres.

c) Endéduire le signe dgg(x) sur IR.

2. On considéere la fonctionf définie par :
x342x2

f) =2
a)  Déterminer les limites de f sur Dy.

b)  Dresser le tableau de variation d¢f.

c) Montrer qu’'une droite (D) d’éguation

y = x + 2 est asymptote &;. Etudier la position
relative de Cy par rapport a (D).

d) Déterminer une équation de la tangente T a la

courbe €y au point d'abscisse 2.

2a+1

a-1"

f) Construire T ; (D) et la courbeCy.

e) Montrer que f(a) =

Correction :

1. gx)=x>—-3x-4

a) Vx€IR g'(x) =3(x%—-1),alorsg est
croissante suf—oo; —1] et sur[1; +oo[ etg est
décroissante sUyr1;1].
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b) g(2,1) = —1,039 etg(2,2) = 0,048.
g est continue et strictement croissante[2ut; 2, 2].
De plusg(2,1) x g(2,2) < 0 donc d’aprés le théoreme
des valeurs intermédiaires I'équatigfx) = 0 admet
une solution unique telle que
a€(21;2,2]etg(a) =0.
Valeur approchée de au centieme prés : 2,19.
c) Doncg(x) <0 sur]—o;a] et
g(x) = 0 sur[a; +ool.
x3+2x2

2. fx)= i
a) lim f(x) =11m—2 =lim(x) = —» ot

X P =0 0 X P —©
lim f(x) =limx—z =lim(x) = +o
x40 L Sy oxdo

lim f(x) =lim0iJr =+ llmf(x) —llm— = —00
e L e x"’ —1* x-—>—1+ .
lim f(x) =limoi_ = -0 llmf(x) —llm— = +4o0
x» 17 51 x|—>1 x,_>1+ '

b) Vvx=z{-11}f(x)=
(3x%+4x)(x?-1)—2x(x3+2x%) _ x*—3x%-4x _ x(x3-3x-4)
(x2-1)2 G e

xg(x) . , .
2= 1)z SON signe dépend de celuixig(x)

X | == -1 0 1 a +o
fe| o+ T - - +
f(x) | —o0 7400 —ooO—ool +oo \ f(a) 7

3 2
0 f)-y= ";2’1‘ —x-2=22
lim[f(x) —y] = = =lim~ =0

, alors la droite
x = foo x - ioo x - ioo

(D) d’équationy = x + 2 est asymptote @ a l'infini.
«  Sur]—oo; —2[, Cr est au dessous de (D) ;

e Sur]-2; o[, C; est au dessus de (D)

. Six = -2, Cs et (D) se coupent

d @)= % etf'(2) = —%, ainsi

T,y = —%x + 5976.

e) gl@=a®-3a—-4=0oa®=3a+4et

_a*+2a?  2a2%+3a+4 _ (a+D)Qa+1) _ 2a+1
f(a) T oa2-1  (a-D(a+1)  (a-D(a+1)  a-1"
f) T;(D)etCy.

s /;
T __—
/ B BRI N PR o0 T
Cr /
}/
5. o ’3/ 2. :1.../.1(1.. L2 3, LA
B ol

3 34 3 b 2 2 3 5 5 2 3 3 S 0 0 2 3 56 0 2 3 5 0 2 3 5 0 2 3 S 0 2 3 56 5 0 2 3 5 0 2 34 5 5 0 2 34 S 0 2 3 5 5 0 2 3 3 0 2 3 3 0 2 2 5 2 3 2 2
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Probléme 14 :

1. Résoudre dans IR—x2 —14x + 15 = 0.

En déduire la résolution de I'équation

—x*-14x2+15=0.

2. On considére la fonctionf définie par :
-x345x

f) =——>~

a) Montrer que la fonction f définie sur IR est
une fonction impaire. Interpréter graphiquement.
b)  Déterminer les limites de f sur IR.

c) Etudier le sens de variation def sur IR.

d)  Montrer que I'équation f(x) = 0 admet deux
solutionsa, eta,, dontay € [—2,3;—2,2]. Donner
une valeur approchée dex; et dea, 2102 prés.
e) Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.

f) En déduire le signe d¢f(x) sur IR.

g) Déterminer les réelsa b tels que pour tout x
de IR, onaitf(x) = ax + 2+3

3. Montrer que la fonction f admet une

primitive F qu’on calculera, telle que F(0) = 0.

4, Montrer qu’une droite (D) d’équationy = —x
est asymptote &y.

Etudier la position relative deCy par rapport a (D).
5. Déterminer une équation de latangente T a la
courbe €y au point d'abscisse 0.

6.  Construire T, (D) et la courbeCy.

Correction :
1. —x? —14x +15 = 0, A= 256 = 162,
Sir = {—15; 1}. Déduire la résolution de I'équation
—x*-14x*+15=0,x> =1 x = ¥1,
SIR = {_1, 1}

—x345x
2. f)=—5

_x*-5x _ —x3+5x

a) Vx€IR, f(—x) = s = 213 f(x),

f est une fonction impaire. Dol est symetrique par
rapport a I'origine du repere O.

b) lim £ (x) =lim_x—xz3 =lim(—x) = 4+ ot

XHP =0 4 o X P —00

lim £ (x) =lim_—xz3 =lim(—x) = —

X0 4 o X P T )

c) Vx€eIR f'(x) = —x*-14x%+15 _ (x2+15)(1-x2)
x x (x2+3)? (x2+3)2

alorsf est décroissante sl oo; —1] et sur{1; +
f est aussi croissante gu1; 1].
d)  f(-23)=8,04.10"2etf(-2,2) =

[ et

sur[—2,3; —2,2]. Elle réalise donc une bijection de

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

[—2,3; —2,2] sur[f(=2); f(=2,4)]. Or f(=2,2) x
f(—2,3) < 0. Donc suf—2,3; —2,2], il a un unique
antécedent. Ainsi I'équatiofx) = 0 admet une
unigue solutiory € [—2,3; —2,2] etay = —2,27.
Commef est une fonction impaire alogs € [2,2; 2,3]
eta, = 2,27.

e) tableau de variation def sur IR.

—co -1 1 400

X
f'(x) - + | —

flx) [ 40 v —1 7 1 N —o

—4,48.1072 . f est continue et strictement decrmssant%
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f)  Sur]—oo;ay]U[0; a;], f(x) = 0.
Sur[aq;0] U [az, +oof, f(x) <0.

3
g) f(x) _ X 34+5x - ax + fi3 _ax -;(23f3+b)x
identlflcatlona = —1 et 3+b=5<b=8,0n

obtientf(x) = —x +

3. f=
F(x) = _EX + 4ln(x + 3) + C avec C est constante
F(0) =0 © C = —41n3, on obtient

F(x) = —lx2 +4In(x?+3) —4In3 =

. Par

x2+3

F(x)———x +4ln( x +1)
8 8
4. f(x)_yz_x+x24x—3+x=x2:c—3
) .8 .8
hm[f(x)—y]:hmx—f: im>=0"Jlors la droite

X - too x - +oox > +oo

(D) d’équationy = —x est une asymptote obliquea
a l'infini.

Sur]—o0; 0], Cf est au dessous de (D) et fyr+oof,
Cr est au dessus de (D).

5. f(0)=0etf'(0) =2 ainsik:y =2x.
6. Cf, Tet(D).

\\\\\\\ 5 0 £ e
S \\\ // .....
..... LO,. \ .. _\‘ e ~
. 3 \ X
5 A 71 \\ g

Probléme 15 :On considere la fonctionf définie

x3+6x
par : f(x) =35.

1.

a) Montrer que la fonction f définie sur IR est

ne fonction impaire. Interpréter graphiqguement.
Déterminer les limites de f sur IR.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 2 3 2 50 06 5 24 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 5 36 0 24 36 26 2 54 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 0 06 26 2
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c) Etudier le sens de variation def définie sur
IR. En déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.
2.

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution, notéex,, telle que x, € [—1;1].
b)  En déduire le signe d¢f(x) sur IR.

3.

a) Montrer que V x € IR, f"(x) = 26x(x*2)

(3x2+2)3 °

b)  Montrer que la courbe C; admet trois points
d’inflexion a, B,y tels quea < 8 < y dont on
déterminera leurs abscisses.

4.

a) Déterminer les réelsa b tels que pour toutx

de IR, onaitf(x) = ax + 3x2+2

b)  Montrer que la fonction f admet une
primitive F qu’on calculera, telle que F(0) = 0.

c) Montrer qu’'une droite (D) d’équationy = %x
est asymptote &Cy.

Etudier la position relative deCy par rapport a (D).
5.

a) Déterminer une équation de la tangente T a la
courbe €y au point d'abscisse 0.

b)  Construire T ; (D) et la courbeCy.

x3+6x
3x2+2°

Correction : f(x) =

1.
-x3-6x _ x3+6x

a) Vx€IR, f(—x) = Tz = 3niis —f(x),
f est une fonction impaire. Dol est symétrique par
rapport a I'origine du repere O.

- 3 .
b) lim f(x) =1im3x7 :llmg = -0
X P =0 X e —0X P —©
lim f(x) —hm— —11m— = +oo
X — 400

X~ +oo X P +00
2 2 3
o) Vx€IR f(x) = (3x +6)(3(a;x;i)2)26x(x +6x) _
3xt-12x2+412 _ 3(x*-ax?+4) _ 3(x?-2)°
(3x2+2)2 (3x2+2)? (3x2+2)2
strictement croissante sIR.
d) tableau de variation def sur IR

> 0, alorsf est

X —00 + 00
f'(x) +
f(x) —co 7 +00

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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a) f(x)= z;z =0 < x = 0, donc suf—1; 1], il

a un unigue antécédent. Ainsi I'équation admet une
unique solutionx, = 0.

b)  Sur]—o0;0], f(x) < 0 et sur[0; +oo[, f(x) = 0.
3.

a) VxelIR f"(x) =
96x(x?-2)

(3x2+2)3 °

b)  Trois points d'inflexion dont on déterminera
leurs abscissesf’'(x) =0 © 96x(x? —2) =0 &
x(x?2-2)=0= a=—2,8=0ety =+2.

4.

12x(2x%—6x%—4+12x2-12)
(3x2+2)3 -

_ x3+46x bx _ 3ax3+(2a+b)x
Q) fO)=an Tt =T e, P
. e . 1 2 16 .
identificationa = 3 etg +b=6<b= < on obtient
1 16x
f) =3 T oxzre

b) f(x)——x+ ><322
F(x) = —x +- ln(3x + 2) + C, avec C est constante;

a pour primitive

F0O)=0oC= ——1n2, on obtient
F(x) ——x +- ln(zx +1)

1 16x 1 16x
© O -y=3%+555 3% Toure

i =lim = im1 =
lim[f (x) — y] =lim oz = lm—=0

X > 400 , alors la droite

x +— toox —» too
(D) d’equationy = %x est une asymptote oblique€a
a linfini.

Sur]—oo; 0], Cf est au dessous de (D) et fyr+oof,
Cr est au dessus de (D).

5.

a) f(0)=0etf'(0)=3,ainsiTy:y = 3x.

b) G, Tet(D).

X 3 3 X X 3 30 X X 36 50 2 36 3 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 0 3 2 50 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 X X 26 3 2 56 36 0 4 36 06 2 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 0 26 26 2
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Probleme 16 :Soit la fonction f définie par

x3—-4x2+8x—4

f) =—" 77—

1.

a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Etudier les limites def sur son ensemble de
définition. Interpréter graphiqguement ces résultats
c) Deéterminer les réels a, b, c tels que pour tout
réel x de 'ensemble de définition deé, on ait

f(x)—x+a+—+

(x— 1)2

d)  Montrer que la fonction f admet une
primitive F qu’on calculera, telle que F(0) = 0.
e) Montrer que la droite (D) d’équation y =
x — 2 est une asymptote oblique &. Etudier la
position relative deCy par rapport a (D).

2.

2(x—
a)  Montrer que V x € IR— {1}, f'(x) = "(x(fl;).
En déduire le sens de variation d¢.

b)  Dresser le tableau de variation dé¢f.

3.

a)  Montrer que V x € IR— {1}, f"(x) = W

b)  Montrer que la courbe €y admet un point
d’inflexion a dont on déterminera son coordonnée.
c) Deéterminer une équation de la tangente Ja la
courbe €y au point d'abscisse 0.

d)  Construire la courbe Cy, T, et (D).

x3—-4x2+8x—4

Correction : f(x) = — =%

1.
a) Df={VEIR/x+#1}=]-00;1[U]1; +ool.

py lmf() = lim% =lim(x) = —o0

X =00 4y oo X P —0

lim f(x) =1imx—z =lim(x) = +oo.
X

X = 400 x|—>+oox'_’+°°

lim f(x) = = = +o0 Jimf(x) = 57 = +o0

x - 1 x— 17 d

admet I'asymptote verticale= 1. Comme

lim f(x) = ® 41015 il ya une possibilité d'avoir une

X — 00

branche infinie gu’on déterminera plus tard.
x3—4x2+8x—4

C) f(x)——(x e +a+—+(x =

x3+(a-2)x?+(1-2a+b)x+a—-b+c
(x-1)?

. Par identificatiorn = —2

Page 167 sur 229

1—2a+b=8 b=3
et{a—b+c——4

2+—+

d)

=
Cc

(- 1)2

f(x)—x—2+—+

=1

(x— 1)2
F(x) =21x2 —2x +3In|x — 1] — L 4+ Cavec Cest
2 x—1

, on obtientf (x) = x —

a pour primitive

constanteF(0) = 0 & C = 1, on obtient
F(x) =%x2 —2x+ 3In|x — 1| —i+ 1.

e)

d’équation y = x — 2 est une asymptote oblique a la
1

courbeCy a linfinie. —+(x >

1

fX)—y=fx)—x+2 =%+(x_1)2, on

lim[f(x) —y] =

calcule
X — oo

0 , alors la droite (D)

2
—0(=>x=§.

Sur]—oo;;] Cr est au dessous de (D) et

surE; +oo[, Cr est au dessus de (D).

2.
a)

fx) =

x3-3x2

Vx+#1,

(3x2-8x+8)(x-1)2-2(x—1)(x3—-4x%+8x-4)

(x— 1)4

x%(x-3) _ x-3

(x-1)3

(x-1)3 ~ x-1" (x

1)2’

le signe d¢gf'(x)

dépend de celui d;e}i ; alorsf est strictement

croissante suf—oo; 1[ et sur]3; + o[ etf est
strictement décroissante Jur 3].

b) tableau de variation de la fonctionf.

X | —oo 0 1 3 +00
f'(x) + |+ - +
fx) | —0 2—4 72400 fl+0o N m 7 4oo
m = f(3) =2,75.

3.
a) VxelR—{1},

Z_6x2+6x-3x349x2 _ 6x

” _ 3x3-3x2-
f (x) - (x_1)4.

b)

Un point d'inflexion dont : f"'(x) = 0 & 6x =

0= x=0< a(0;4).

et

c) f(0)=—-4etf'(0)=0ainsiTo:y =—4.
d) Cf, To et (D)
...... JEEA 000 0 X [N O OO0 OURE UUOE SN OO0 IO s
ol s
e f\ T //59/
T N
3t ~—
..... 2T //)=2
B - // (D)
B S I | +
. JUUS DUV OO SOUOR ORI . }/; '
&9 |
et

s

A\
\
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Probléme 17 :Soit le réelm non nul. On considérela Sim > 0

fonction h,,, définie par h,,(x) = 1 — mx?. x —o0 0 +00
hy (x) + | -
1 hpy(x) | —0 2 1 N

a)  Montrer que la fonction h,, définie sur IRest o
une fonction paire. Interpréter graphiquement.
b)  Etudier le sens de variation de la fonction de

h,,, suivant les valeurs den.

c) Déterminer suivant les valeurs den les limites
de h,, .

d) Dresser suivant les valeurs den, le tableau de
variation de h,,.

2.

a)  Pour tout réel positif m tel quem > 1,
montrer que I'équation h,,(x) = 0 admet deux
solutions a déterminer, dont I'une est notée,,,,
appartient a l'intervalle ]0; 1].

b)  Montrer que I'équation h,(x) = 0 admet deux
solutions, dont I'une est notéer,, appartient a
l'intervalle ]0,4;1[. Donner une valeur approchée
dex, 41072 preés.

c) En déduire pour tout réel x, le signe deh,, (x).
3. Etudier les branches infinies deC, .

4, Monter que h_; admet une bijective de

[0; +oo[ sur l'intervalle J qu’on déterminera.
Expliciter la fonction hZ1 réciproque deh_;.

a) Sim > 1o0n 3h,, estcontinue et strictement
décroissante syf; 1]. Elle réalise donc une bijection
de]0; 1] sur[h,,(1); h,,(0)[ = [1 —m; 1[. Or

h;, (0) X h,, (1) < 0. Donc suf0; 1], il a un unique
antécédent m > 1, I'équationh,, (x) = 0 admet une
unigue solutiorx,,, € ]0; 1]. Commeh,,, est paire alors
la deuxiéme solution estx,, tel que —x,,, € [—1;0].
b)  h, estcontinue et strictement décroissante sur
10,4; 1[. Elle réalise donc une bijection {4; 1[ sur
1h,(1); Ry (0,4)[ = 1-1; 0,68[.

Or h,(1) X h,(0,4) < 0. Donc sur0,4; 1[, ila un
unique antécédent. Ainsi I'équatian(x) = 0 admet
une unique solutior, € ]0,4; 1[. Commeh, est paire
alors la deuxieme solution esk, tel que —x, €
1—1;0,4[ avecx, = 0,74.

c) Signe deh,,(x)

V x € IR et sim < 0, alorsh,,,(x) > 0.

Sim>0

V x € |—o0; —x,,,[ U ]x;,; +00[, alorsh,, (x) < 0.

V x € |—xp; xm [, alorsh,, (x) > 0.

=c0 _. .
5. Tracer les courbesCy, ; Cp_, €tCy-1. 3. an(x) = %_ mx, on ahrzi:ng:co)o , ainsiCy,
admet une branche parabolique de direction I@Xé).
Correction : m € IR* eth,,(x) = 1 — mx?. 4.  h_, est continue et strictement croissante sur
Dy, =1IR [0; +oo[. Elle réalise donc une bijection g +oo[ sur

] =[1; +oo[. Explicitons h=1 : y =x* + 1 & x =

1.
donev x € [1; +oo[ ,hZi(x) = Vx — 1.

a) Vx€EIRh,(—x)=1-m(-x)?=1-mx?= y—1
hy, (x), alorsh,, est une fonction paire. Doy, = est S
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

b)  sens de variation de la fonction dé,, :

V x € IR ,h,,'(x) = —2mx,

Sim < 0 la fonctionh,,, est strictement décroissante
sur]—oo; 0] et est strictement croissante Eyr+oo].

sim > 0 la fonctionh,,, est strictement croissante sur
]—o0; 0] et est strictement décroissante [§1F-oo[.

) lim hy, (x) =lim(—mx?2) = {+oo sim <0

X > —00 X > —00 —ocosim> 0
. 1 2 _ .
tim fu () =lim(=mx?) = {+oo stm < 0 Probleme 18 :Soit la fonction f,,, définie par
X = +o0 X = +o00 —ocosim>0 2
d) Tableau de variation deh,, fmx) = —,, avecm € IR*.
Sim<0
X —00 0 400 1.
h,, (x) - \ + a) Quel est 'ensemble de définition de¢,,, ?
hy (x) +oo N\ 1 7 +00
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b)  Etudier les limites def,, sur son ensemble de
définition. Interpréter graphiguement ces résultats
c) Déterminer les réelsa, b, c tels que pour tout
réel x de I'ensemble de définition de¢f,,, on ait
fm(x) =ax+b+ xfm.

d)  Montrer que la fonction f,, admet une
primitive F qu’on calculera.

e) Montrer que la droite (D,,) d’équation

y = x —m est une asymptote oblique &, .

2. Soit Ay, le point de coordonnée$—m; —2m).
Montrer que le point A, est centre de symétrie de

Cs, .
3.
a) Résoudre dans IRx? + 2mx + m = 0.
’ __ x%42mx+m
b) Montrerque Vx # —-m, f,,, (x) = G

En déduire le sens de variation d¢,,.

c) Dresser le tableau de variation def,,.

d)  Monter que f,, admet une bijective de
[m; +oo[ sur l'intervalle J qu’on déterminera.
e)  Tracer les courbesCy_,, (D) etCy,, (D)

2_
Correction : fm(x) = ﬁ avecm € IR*

1.
a) Dy =]-00;—m[U]-m;+oo].

b) lim f, (x) :limi—z = —0 gt

X =0 x5 -0

2
lim f;, (x) =]imx7 = +oo.
XP+0 5y oo ’
Sim € |—0; 0[ U ]1; +oo[, alorsm? —m > 0.

m2-m _

lim fo, () = ——— = —0 g
X —m"

. _ m?-m _

lim fir, (x) = == = +o0 ¢y admet I'asymptote
x - —mt

verticalex = —m.
Sim €]0; 1[, alorsm? —m < 0.

. m?-m

hmfm(x) = 0~ = +OO et
X —-m"

. _ m?-m _ _

lim f, () = or - % Cr, admet 'asymptote
x> —m?t "

verticalex = —m.
x2-1

=x—1.
x+1

Sim =1, alorsfi(x) =
limfi(x) =—1-1=-2
x -1

par continuité en-1.

Cr, admet un prolongement e

x%—

m C
c) frn(x) = P —ax+b+x+m—
2
ax”tlamib)xtbmic oo identification = 1
x+m
am+b=0 b=-m .
t n obtien =
e{mb+c=—m c=m?—-m" obtienty, (')
2_
xX—m+ n m.
xX+m

2

me—m

d fnx)=x—-m+
F(x) = %xz —mx + (m? —m)In|x + m| + C, avec C
est constante.

e) fm@-y=fr)-—x+m=—r0H-

lim[f, (x) —y] =0 -
calculex s goo , alors la droite (R)

——— a pour primitive

m2-m

on

d’équation y = x — m est une asymptote oblique a la

courbeCr  a l'infinie.
2.  fm(=2m—=—x)+ fr(x) = (—2m—x—m+
m?-m

+ (x —m + ™) = —4m, alors le point
)+ ( ) p

-2m—-x+m x+m
Am(—m; —2m) est centre de symétrie dg .

3.

a) x*+2mx+m=0,A=m(m-1)
1¥cas:m=1,Sg={-1}carA’=0
2®cas:me]0;1[,Sr =0 carA’< 0
3°cas:m € |—o0; 0[ U |1; +oo[, A’> 0 alors

xX'=-m—-—ymim-1etx" =-m+m(m-1)
Sir = {—m —ym(m—-1); - m+/m(m — 1)}.

xZ2+2mx+m
(x+m)?
1% cas :m = 1, f; est strictement croissante sur
]—oo; —1[ et sur]—1; +o[. NB : f; admet un
prolongement par continuité en -1.
2°cas :m € 10;1[, f,,,/ (x) = %
est strictement croissante §uoo; —m/[ et sur
J=m; +ool.
3Fcas :m € |—0; 0[ U ]1; +oo[, posons’ = —m —
Jym(m—1) etx” = —m + /m(m — 1) alorsf,, est
strictement croissante s|#oo; x'[ et sur]x’’; +oo[ et
fm €st strictement décroissante by —m|[ et sur
1—-m; x"[.
c) tableau de variation def,.

by Vx#-m, f,(x)=

> 0, alorsf;,

x2-1

er . — — —_ —_
T"casim=1, f1(x) = — =x— 1L
X —00 Ece)
fll(x) +
f1(x) — % +0
cas :m € ]0; 1],
X —00 -m +00
fn' () + Il +
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| fu@)] - 7 4o | - 7 4

3°cas :m € ]—0; 0[ U |1; + o],

! 144

X —00 X -m X +0o
fon () + [ -0 -1 +
fn() | =0 2 aN—o || toNB 4o

b) lim fp, (x) = lim_—x2 = {_00 sim <0 et
X > —00 lengo 400 sim>0

X

lim f,,(x) = ]im_—2 = {+oo sim<0,
mx

X 3 3 X X 3 3 X X 36 5 2 36 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0f 3 2 5 06 5 24 36 36 X0 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 5 06 3 2 5 36 0 24 36 26 2 34 36 2 X 0 26 2 X 2 22 5 06 26 2

w

d) f, estcontinue et strictement croissante sur
[m; +oo[. Elle réalise donc une bijection fie; +oo[

surj = [mT_l +oo[.
e) Cr, (Do)etCy,, (Dz)

,'/;

Probleme 19 :Soit la fonction f,,, définie par

—x2+mx+2 %
fm(X) Da——— avecm € IR".

=

a) Quel est 'ensemble de définition d¢,, ?

b)  Etudier les limites def,, sur son ensemble de
définition. Interpréter graphiqguement ces résultats
c) Déterminer les réelsa, b, c tels que pour tout
réel x de I'ensemble de définition de¢f,,, on ait
fm(x) =ax+b+ m:_l.

d)  Montrer que la fonction f,, admet une
primitive F qu’on calculera.

e)  Montrer que la droite (D) d’équation

y = —%x +1- % est une asymptote &y, .

. : L (1 1
f) Soit A, le point de coordonneeé;,;).
Montrer que le point A, est centre de symétrie de
Cs, .

m

N

a) Résoudre dans IR-mx? + 2x —3m = 0.
b) Montrer que Vx € IR— {—} fm (x) =

1

m

-mx?4+2x-3m
(mx—1)2

c) Dresser le tableau de variation def,,.

Tracer les courbesCy_,, (D.;) etCy,, (D2)

. En déduire le sens de variation dé§,,.

—x2+mx+2

Correction : f,,(x) = ——avecme IR

& =

o = ot 4]

x40 oo oosim>0
m —00 —\? 0 \? +o0
3m? —1 + o-JI - o+

1* cas:Sim € ]—oo; —g U ]g +oo[ alors le

) - 1
numérateur est positif pourx = —.

limfm(_x) ={+oo sim<0 ot
X H% —oo sim>0
lim f,,(x) = o i
—o0 sim<0

+ .G+ admet I'asymptot

xr—)l {+oosim>0 fm ymptote
m

verticalex = —.

1
m
2.

2°cas:Sim ]— 3 alors le numérateur est

négatif pour =1
gatif pour x = —.

lim fin (x) ={—oo sim<0

1~ .
X - — 400 sim>0
m

et

lim f,,(x) = .
1+ {+°° sim <0 ¢, admet I'asymptote

x> = —oo sim>0
m
. 1
verticalex = —.
m
. 3 3 ;
3°cas:Sim = —‘/?_ oum = \g—— alors le numérateur
lim f,(x) =0
est nul pourx = —: 1 ¥
m X —
m

—xZ+mx+2
C) fm(x)=W=ax+b+ =

amx?+(bm—a)x—b+c

mx—1

. Par identificatiom = —%

x+m
1
b=1-—
bm—a=m m? .
t n obtien =
e{_b+c=2 C=3_i2,o obtientf;;, (x)
m
1 1 33
——x+1-=+-—=
m m xX—m

3_ L

d) fu@=——x+1-—+

1 1 1
F(x) = —;xz +x—ﬁx+(3—ﬁ)ln|x—m| +C,
avec C est constante.

1

1 1 3z
e) fm(x)_yzfm(x)'{';x_l'{'ﬁ: _T:,On

X

calculeMUm () —¥1 =0

X > +oo , alors la droite (R)

d’équation y = —%x +1- # est une asymptote
oblique a la courbé; a linfinie.
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fm,(x) - -

D i) = () e R T

fin(x) | +0 N —c0 400\ —o0

L4 T + —ix+1—i+3_% =2 alors

m2 %—x m m m2 xX—m - m’ 3 Cf—Z’ (D_z) ethZ, (Dz)
le point An(%%) est centre de symétrie dg .
2.

a) -—mx?+4+2x—-3m=0,A"=2(-3m?
,Vm € IR*, A" < 0 alorsS;z = 0.

— 2 —
b) v x ii, fm’(x) — mx“+2x—3m

b

(mx-1)z "’ Q\(
Posons-mx? + 2x — 3m = 0, A= 4(1 — 3m?). P 7
/
1% cas :Sim € ]—oo ——[ ]\/_ +oo[, A< 0, Pisae "\
227 I
. Sime ]—oo; —g[ fm €st strictement croissante ;5 ’ :
1 1
Sur]—OO; ;[ et sur];; +00[. l
. Sime ]ﬁ. +oo[ alorsf,, est strictement Probleme 20 'Soit la fonction f,,, définie par
décroissante sqr—oo [ et sur]— +oo[ fm(x) = x2+mx+1 avecm € IR".
Zecas:Slme]—?;?[,A>0:x =-1- 1.
Vi—3mZetx' = -1 +vVi—3m2 a) Quel est 'ensemble de définition d¢,, ?
3 _ _ b)  Etudier les limites def,, sur son ensemble de
*  Si=5<m<Q0, fi, st strictement croissante  gfinition. Interpréter graphiquement ces résultats
sur]—oo; =1 — V1 — 3m?[ et sur 2.

2 2 _
]-1 + VI—=3mZ; +oo[. f,, est strictement décroissante®) ~ Résoudre dans [Rnx” —2x — 2m = 0.

b) Calculer f,, (x).
En déduire le sens de variation d¢,,.

sur]— 1-vV1- 3m2;;[ et sur];; -1 +m[.

. Sio<m< V3 alorsf,, est strictement c) Dresser le tableau de variation d¢f, et celui
3 )
de f_,. Tracer les courbesCs _ etCy. .
décroissante syr-co; —1 — V1 — 3m?|; sur]—l + /-2 Ja =00
. Z
V1 - 3m2;%[ et sur]%; +oo[. fm est strictement Probléeme 31 :f,.(x) = m avecm € IR”
croissante suf—1 — V1 — 3m?; —1 + V1 — 3m?|. 1
. V3 V3 ' ot '
3 cas: Sim = —goum=—-—A=0x =x" = a) Dy ={x/x€IRx*+mx+1=0}
-1. Posonsc? + mx +1=0,A=m? —4
er . . .
. Sim=-2alorsf 5 est strictement 1" cas :m € |—o0; —2[ U ]2; +0o[, A> 0 alors
3 -3 R m+\/_
: X' =———etx" = , doncD; =
croissante suf—oo; —3[ ; |-V3; —1] et sur 2
—mVTT=E —meVmI=d
[—1; +oo]. IR—{ > ; > }
. Sim = \? alorsf ;5 est strictement décroissante 2° cas :m € |-2;2[, alorsA< 0 doncDy, = IR.

sur|—oo; V3] et sur]v3; 100[

c) tableau de variation def,,. m = 2, alorsA= 0 doncDy, = IR—{-1}.

. 2
1*" cas :m < 0, b) lim £, (x) = lim% =1 g
x —o0 1 +00 X = X =0
m
fin () + | + hm'_{m(x) = llm— =1.
fn(x) | 072400 J|-07 40 X240y +00

2°cas :m > 0,
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CommeY x € IR, x2 + 2 > 0 alors étudions le signe de

x? + mx + 1 afin déterminer la limite.

! 2

X —0 X X +
x*+mx+1 + | =] +
1% cas :m € |—o0; —2[ U ]2; +oo[, A> 0
lim f,,(x) =+ __limf,(x) = —
x - (x)” x - (x)t
lim f,,(x) = —o __lim f,(x) = 4+
x - (x")” x e (xN*t

2° cas :m € |-2; 2], alorsA< 0 doncD, = IR.

2
lim fin () = limZ5 = 1 gflimfn®) = lim% =1
X — —00 xr—>x—oo XH +0 4 1w
3°cas :m = -2, alorsA= 0 doncDy , = IR—{1} ou
m = 2, alorsA= 0 doncDy, = [R—{—1}.

limf_,(x) = +oo e,[limf_z(x) = +oo

x— 1" x— 17
limf_,(x) = +o etlimf_z(x) =+
x - —1" x - —17%

Cy,, admet les asymptotes verticales x'; x = x"'.
Cr , admet I'asymptote verticale= 1.
Cr, admet I'asymptote verticale= —1.

2.
a) mx?—-2x—-2m=0,A=4(1+2m?) >0,
a= Lr:zmz etp = # doncY m € IR,

— 2 2
A> 0 alorsS,, = {1 Vit2am? 1+V1+2m }

m ! m
mx?-2x-2m

b) VxeD, fn'(x)=

(Z+mat1)?”
Sim>0alorsa < f
x — a B+
fon' () + [ -] 4
fm est croissante sii-oo; af et sur[f; +oo et
fm €st décroissante slit; B].
Sim<0alorsa > f
X —o0 B a  +o
fon GO) + [ -] +
fm est croissante siioo; B[ et sur{a; +oo| et
fm €st décroissante s|ff; a].
c) Tableau de variation def _,.

X —00 -2 1 +o0
f-2' () - | + -
foo(x) |1 N 0,66 7+ 4o N1
Tableau de variation def,.

X —00 -1 2 +o0
f2' ) + J - | +
L) ] 1727400 Y| +oN 066 2 1
Cf—Z et sz

Probleme 21 :Soitn un réel et la fonctionh,, définie

par: h,(x) = vVx% +2nx—1.

1.
a.  Quel est 'ensemble de définition dé&,, D), ?

b.  Etudier dérivabilité de h,, en—n —{n? + 1 et

en-n++/n? + 1. Interpréter ces résultats.

C. Etudier le sens de variation deh,, suivant les
valeurs den.

2.

a)  Etudier les limites deh,, sur Dy, .

b)  Dresser le tableau de variation dé,, sur Dy, .
3.

a) Démontrer que la droite (A) d’équation

y = x + n est une asymptote d€;,, en+co.

b)  Démontrer que la droite (D) d’équation

y = —x — n est une asymptote d€;, en—co.

c)  Etudier la position de la courbeC;, par
rapport a (A) et a(D).

4. Faire les figures dans le cas oa = 1et

dans le cas oin = —1.

Correction : n € IR /h,(x) = yx2 + 2nx — 1.

1.

a) Dy, ={x/x€IRx*+2nx—1=>0}.
Posonsc? + 2nx —1 = 0, A= 4(n® + 1) > 0, alors
x'=-n—-Vn2+1letx" =—-n+Vn2+1;

Dy, = |—00;—n—VnZ + 1| U [-n + VnZ + 1; +oo].
b)  dérivabilité de h,, en—n —/n2 + 1 et en

Jn()—hp(-n—vn2+1)  VxZ+2nx-1 _

-n+n?+1: =
x+n+vn?2+1 x+n+vn2+1
x+n—VnZ+1 _ hp(X)-hy(-n+Vn2+1)  VxZ+2nx-1
x+n+vn2+1 x+n—vVn?+1 x+n—vn?+1
. hp(x)—hu(x”
[t "1 On calculd ™ M = oo et
—_— x—x/
x+n—vVnZ+1 /
X=X
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hn(X)—hn(x")
x=x!1
x> xl’

—n—vn?+1eten-n++vn?+1.C, admeta

chaqgue point une demi-tangente verticale.
C) R, (x) = —2

n VxZ2nx—1'
décroissante syr-co; —n —vn? + 1] et strictement

croissante suf-n + vn? + 1; +oo|.

2.
=lim[—x /1 +2—n—iz] = -
X X

X — —00

=lim[x /1+2—n—i2]=+oo_
X X l

X = +o00

hn(-n—VnZ +1) =0eth,(-n+Vn?+1) = 0.

lim = 1% 1 nest pas dérivable en

donch,, est strictement

lim A, (x)

3) X P —00

lim h, (x)
X — 400

Probléme 22 :On considére la fonctionh définie

 h(x) = 55

1. Quel est I'ensemble de définition dé ?

2. Montrer que la fonction h définie surD,, est
une fonction paire. Interpréter graphiquement.

3. Donner les expressions de la fonctioh sans le
symbole de la valeur absolue.

4. Etudier les limites deh sur Dy,.

5.  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en

0. En déduire queC;, admet deux demi-tangentes au

point d’abscisse 0 dont on déterminera les équatisn
réduites.

6. Etudier le sens de variation de la fonctiorh.

7. Dresser le tableau de variation dé.

Tracer la courbe Cy, et Ty- et Ty+.

b) tableau de variation deh,, sur
—o x X 40 Correction : h(x) = 21
; [x]-1
W (%) = | I |
; hp(x) [+ N O 0 ~7 4o 1. Dy ={x/x €IR |x| — 1 # 0}. On résout
. X # — 1
*1ls doncD, =IR—-{-1;1
a hy(x)—x—n=vVx?4+2nx—-1—-x—-—n= %] { h =Ll
-2 [-x|+1 _ |x|+1 _
ezt 0N caleule 2 Vx€EDn h< %) =15 = e — M0, done

lim[h,(x) — x —n] =lim [

X 4o 0, donc

-2
\/x2+2nx—1+x+n] -
X - +oo
la droite(A) d’équationy = x + n est une asymptote

oblique ac;, en+oo.

b) h,(x)+x+n =vx?+2nx—-1+x+n=
-2

Tt O calcule

lim[h =Ii 2 =

imfn () + x + 1] =lim [t = 0 o

X = = X > —00

la droite(D) d’équationy = —x — n est une asymptote

oblique ac, en—oo.

c) hy(x)—x—n = WHM < 0, donc(A)
est dessus dg, en-+oo.

-2
h,(x)+x+n = riaon < 0, donc(D) est

dessus d€;, en—co.
4. n=1letn=-1.

h est une fonction paire. Doid%, est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées.
3.  hsans le symbole de la valeur absolue

Vx € ]—00;—1[U]-1;0], h(x) = = et
x+1

vx € [0;1[ U ]1; +oo[, h(x) = .

limh(x) = +oo0 limh(x) = —

x— —1" x> —17F

lim h(x) = —oo hm h(x) = +00 lim [x+1 1t
x+~ 1" "x 1t

lim [ x+1] 1.

X = —00

5. Continuité de h en0:

llm h(x) =
"x - 0F
est continue eAf.

4.

x|—>+oo

limh(x) = -1
x 07

ethg(O) = —1ethd(0) = —1 alorsh

Dérivabilité de h eno: M =2x

=lim(-2) = -2

x - 07

|x|+1
lx|-1"

Ainsi on
i 0 =h©
x— 0"
limM = lim(2) =2
X - 0+ X = 0+
h';(0) # h'4(0) donch n’est pas dérivable eh par
conséquent;, admet en ce poirt deux demi-

calcule

; on remarque que
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tangentesTy- 1y = —2x — 1 etTy+ 1y = 2x — 1. Ce

point est anguleux.
2

6. Vx€]-o;—1[U]-1;0[ M'(x) = 5 et

Vx € 10;1[U]1;4+oo[, h'(x) = i alorsh est

=2

x—1)2’
strictement croissante slioo; —1[ et sur]—1; 0[eth
est strictement décroissante $yrl|[ et sur]1; +oo.

7. Dressons le tableau de variation da.

x | —oo -1 1 4o

0
K (x) + I+ I - —

h(x) |12 +oo| —00 /-1 \ —00 400\l

Ch}eth— et1b+.

Probléme 23 :On considere la fonctionh définie
x-3
[x+1]-2"

par: h(x) =

1. Quel est I'ensemble de définition dé& ?

2. Donner les expressions de la fonctioh sans le

symbole de la valeur absolue.
3. Etudier les limites deh sur Dy,.
4, Etudier la continuité et la dérivabilité de h en

—1. En déduire quecC;, admet deux demi-tangentes

au point d’abscisse -1 dont on déterminera les
équations réduites.

5. Etudier le sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

Tracer la courbe G, et T_4- et T_;+.

x-3
|x+1]|-2

Correction : h(x) =

1. D, ={x/x € IR, |x + 1| — 2 # 0}. On résout

x+1]#2 < {xx++11¢¢_22 = {x 1_13 donc

D, = IR—{-3;1}
2. hsansle symbole de la valeur absolue
Vi € ]—o0; =3[ U ]-3; —1], h(x) = ==

-x-3

et

vx € [0;1[ U ]1; +oo[, h(x) = i—j

3 limh(x) = —oo limh(x) = 4+ |

x> =37 'x > —37% ’
limh(x) = +o limh(x) = —o, lim [;f_j =1
x> 1" "x 1t " x > oo
. x-3 1 _ _
lim [_x_3] =-1
X — —00
4. Continuité de h en—1: imh(x) = -1
x— -1
Climh(x) =2

x> —17
h est continue er-1.

Dérivabilité de h en—1: % On en déduit les
Jim 2M®=-hCD =1im( 3 ) =-3

limites : x+1 —x-3

x =17 x> =17

lim 207D iy (_—1) =2
x+1 x—1

x - -1t x> —17

h'y(=1) # h'4(—1) donch n’est pas dérivable enl,

ethg(—1) = 2 ethd(—1) = 2 alors

2 ; Onremarque que

par conséquend;, admet en ce poirt deux demi-

tangentesT_- 1y = —%x + % etT_+:y = %x + %

Ce point est anguleux.

5.  Vx€]-oo;-3[U]-3;—-1[ A (x) =

2

Vx € |—-1;1[ U |1; +oo[, h'(x) = Goo? alorsh est

x—1)2’

strictement décroissante Juroo; —3[ et sur]—3; —1[et
h est strictement croissante $url; 1[ et sur]1; +oo[.

Dressons le tableau de variation da.

_=6
(x+3)2

X | —o -3 -1 1 +o0
R (x) - -n + | +
h(x) | =1N—o0 Jl+0 v 2 2400 fl- 71
CpetT_q- et T_q+.
——

Probléme 24 :On considére la fonctionh définie

-3

par: h(x)

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

2. Montrer que la fonction h définie surD,, est

une fonction paire. Interpréter graphiquement.

3. Donner les expressions de la fonctioh sans le

symbole de la valeur absolue.
4, Etudier les limites deh sur Dy,.
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5 Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. Interpréter ces résultats.

6. Etudier le sens de variation de la fonctiorh.
7 Dresser le tableau de variation dé.

8 Tracer la courbe Cy,.

Correction : h(x) = m
1. D, ={x/x €1IR,|x? —3 # 0}. On résout

|x%] # 3 & x # /3, car la valeur d’'un nombre est
toujours positive donb,, = IR — {3}.

2. Vx€Dph(—x)=—"2_ =X _ ()

' h' I=x)2|-3  |x2|-3 ’
donch est une fonction paire. Dol est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées.

3. hsansle symbole de la valeur absolue

Vx € ]-0; 0], h(x) = —o—
vx € [0;V3[ U V3 +oof, h(x) =
limh(x) = —oo limh(x) = +o
x =3 v V3T ’
lim [xf—;] =1 gtlim [%2_3] =-1

X — +oo X > —00

et

4.

5. Continuité de h en0: lim h(x_) =0
x+—0

Jim h(f) =0 ethg(0) = 0 ethd(0) = 0 alorsh est
x+— 0
continue erv.

Dérivabilité de h enO: w On en déduit les
limites :

lim h(x);h(O) =1im (—x§i3x) =lim (—x§—3) = Oet

x =07 x> 0" x 0"

. h(x)-h(0) _ .. x2 Y x _
11m—x = lim (x3_3x) = lim (x2_3) = 0;
x> 07 x> 07 x> 07"

on remarque qui', (0) = h'4(0) donch est dérivable

enO.

6. Vx€]—-o0;0],h'(x) = —2_6x3)2 etvx €

[0;V3[ U |V3; +oo[, H'(x) = = Gaay 3)2, alorsh est

strictement décroissante 0t V3] et sur]v3; +oo[eth
est strictement croissante gufoo; 0].
7. Dressons le tableau de variation da.

X | —oo 0 V3 +00
h'(x) + | - 1 —
h(x)|[-1 7 0 N —oo [+
8. Cp
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Probleme 25 :On consideére la fonctionh définie

th(x) = |x2— 1|+2

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

2. Montrer que la fonction h définie surD,, est
une fonction paire. Interpréter graphiquement.

3. Donner les expressions de la fonctioh sans le
symbole de la valeur absolue.

4, Etudier les limites deh sur Dy,.

5. Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
-1 et enl. En déduire queC;, admet deux demi-
tangentes a ces points dont on déterminera les
équations réduites.

6. Etudier le sens de variation de la fonctiorh.
7. Dresser le tableau de variation dé.

8. Tracer la courbe Gy, ; T_1- ; T_q+; Tq- etTy+

x2

Correction : h(x) = P

1. D, ={x/x €IR,|x?—1|+ 2 # 0}. Or la valeur
d’'un nombre est toujours positive, dobg, =

N ) S
2. Vxe€ Dh1 h(_x) - [(=x)2-1]+2 - [x2-1]+2 -

h(x), donch est une fonction paire. Do, est
symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
3. hsansle symbole de la valeur absolue

vx € [-1;1], h(x) = 2+3 et
Vx € |—o0; —1] U [1; +oo[, h(x) = x2+1
. x2
4 lim [ 2+1] et hm[ ] =1
X — 400 X - 00
limh(x) = =
5. Continuité deh en—1 etent; M) =73
X - — 1‘
Climh(x) == l11m h(x) —% limh(x) = -
x> —1* x e 17 x> 1*

h(-1) = % eth(l) = % alorsh est continue er1 et en
1.
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Dérivabilité de hen—1etenl:vVxe€]-1;1],
h'(x) = etv x € |—oo; —1[ U ]1; 40|,

h'(x) =

= xz 3)?

(2+1)2!hd( 1)—_eth’g( 1)—_

points,2 deux demi-tangentesI_{- : y =

—%(x+1)+%=—%x

T_1+:y=—%(x+1)+%=—§x—1

T1—:y=%(x—1)+%=%x
1

anguleux.

6X
6. Vx € |- [h(x)_2—+3)2 etvx €
]—o0; —1[ U ]1; 4o, A’ (x) = alorsh est

(x2 1)2'

h est strictement croissante $0r1[ et sur]1; +ool.
7. Dressons le tableau de variation da.

h'd(1) = E eth'g(1) = > L donch n'est pas dérivable en
—1 et en 1. Par conséqueht admet a chacun de ces

T+ iy = %(x -1) +5= %x — 1. Ces points sont

strictement décroissante Juroo; —1[ et sur]—1; 0[et

x | —oco -1 0 1 4+
' (x) II -+ 1 +
h(x) 1 0 2 1

Ch T_ 1~ T 1+ Tl_ etT1+

AN

Y/

Probléme 27 :On considere la fonctionh définie

par : h(x) = =2,

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

symbole de la valeur absolue.
2. Etudier les limites deh sur Dy,.

0 et en -1. En déduire quee;, admet deux demi-
tangentes a ces points dont on déterminera les

équations réduites.

5. Dresser le tableau de signe d'.
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b)  Donner les expressions de la fonctioh sans le

3. Etudier la continuité et la dérivabilité de h en

|x+1]
[x|-2

Correction : h(x) =

1.
a) Dp={x/x€IR |x]|-2=#0}=IR-{-2;2}

b)  hsansle symbole de la valeur absolue
x+1

Vx € |—o0; —2[U]-2; —1], h(x) ==—

x+1

;0], h(x) = —=—et
x+1

Vx € [0; 2] U ]2; oo, h( ) =—.
o lim h(x) = +oo lim h(x) = —

Vx € [—1

x> =27 x> —27F ’
limh(x) = —oo0 limh(x) = +oo
X 2" "x P27t
x+1] _ x+1] _
lm[ ] 1 ethm[ ] 1
X = +oo X > —00

3. Continuité de h en—1 et eno : IM h(x)_: 0
x> —1

olimh(x) = 3 limh(x) = —3
x+~ 0"

Climh(x) =0
x> —17 x - 0F

h(—1) =0 eth(0) = _71 alorsh est continue er1 et
en 0.

Dérivabilité de h en—1 et en0 :
Vx € |—o0; —2[ U |-2; —1], h'(x) = o +2)2 ; Vx €

[—1;0], h'(x) = — et

1
(x+2)2

Vx € [0; 2[ U ]2; +oo[, h'(x) ——2)21

Wg(—-1) =1eth'd(-1) = —1; h'g(0) = = et
h'd(0) = _73 donch n’est pas dérivable enl et en 0.
Par conséquertdt, admet a chacun de ces poirts,
deux demi-tangentes :

T 1-:y=(+1)+0=x+1

T +:y=—(x+1)+0=-—x-1

1 1 1 1
To-:y = ——(x)——= _Ex_E
To+ 1y = (x) —=-= —x —-= Ces points sont
anguleux.

4. Vx € |—o0; —Z[U]—Z'
1;0], h'(x) = & +2)2
Vx € [0;2[ U ]2; +oo[, h'(x) =

strictement croissante S| oo; 2[ et sur]—2; —1[ et
h est strictement décroissante gui; 0 et sur

12; +ool.

5. Dressons le tableau de signe d&g.

]h(x)_m>0

Vx € [— <0et

—— < 0, alorsh est

4, Etudier le sens de variation de la fonctiorh.

—o0 -2 -1 0 2 +oo

x
h'(x)

+ 0+ -0 -0 -

6.  Tracer la courbeCp; T_q- ; T_q+; To- etTy+.
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Probléeme 28 :On considere la fonctionh définie

par: h(x) = |x + 1| +—I

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Donner les expressions de la fonctioh sans le
symbole de la valeur absolue.

2.

a)  Etudier les limites deh sur Dy,.

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en

—1. En déduire quecC;, admet deux demi-tangentes
au point d’abscisse -1 dont on déterminera les
équations réduites.

c) Etudier le sens de variation de la fonctiorh.
d) Dresser le tableau de variation dé.

(d’) obliques d’équationy =
leur équation.
Etudier leur position relative par rapport & Cy,.

4.  TracerlacourbeCy ; T_4- ; T_;+; (d) et (d').

|x + 1| a déterminer

Correction : h(x) = [x + 1| + _l

1.
a) Dp={x/x€IR|x—1]#0}=IR—-{1}
b) h sansle symbole de la valeur absolue

V x € |—o;—1], h(x) = —x—1+ﬁ;

vxe[-1;1[,h(x) =x + 1+ﬁ et
Vxe]1;+00[,h(x)=x+1+ﬁ.

2.

a) limh(x) = +oo limh(x) = 4o

x e —1" x> -1

. 1
commellm [lx—ll] a 0; on déduit les limites de

X - too
limh(x) = lim[x + 1] = ot
X — 400 X — 400
limh(x) = lim[—x — 1] = +o
X > —00 X P —00

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

W
1 W
b)  Continuité deh en—1: limh(x) =3 o i
x - —1" e
i =1
lim h(x) = 20rh(-1) = % alorsh est continue er1. i
x =17 e
Dérivabilité de h en-1 : i
Vxe]—oo;—l[h()—x(z x)ethe] 11, i
, _ _x2 —2x+2 4y _ "3 %
h'(x) = 7 on calculeh’'g(—1) = L et il
h'd(—-1) = 5 donch n’est pas dérivable enl. Par i
consequent’,1 admet en ce point deux deml-tangentei
_ -3 1_=3,_1
T 1-:y=- 2 (x+1)+2— X3
T_1+:y=§(x+1)+l=5x+Z
) Vxe]—OO'—l[ W (x) = "(2 "), vx e]-1;1[,
W) =222 ety x €)1 ;+oo[, B (x) = 202

(x-1)?’
alorsh est strlctement décroissante kdro; —1[ et sur
11; 2[ eth est strictement croissante $ul; 1 et sur
12; +ool.

d) Dressons le tableau de variation da.

—00 -1 1

2 4o
] n

X
' (x) - I+

+oo N 1/27 +© 400 N 47 4+

h(x)

3. Montrer que €, admet deux asymptotes (d) et 3
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h(x) —|x+1| =

1
,ona
[x—1]

i —lim [ =

lim[A(x) — |x + 1|] =lim _|x—1|] = 0 donce, admet

X foo x - too

deux asymptotes (d) et (d’) obliques d’'équatiodh):: (
y=x+1let(d):y=—-x—1. C, est au dessus de

droite (d) ent+-co et de droite (d’) er-oo; carﬁ > 0.

4, Cp; T_1-; T_q1+; (d) et (d).

gd

RN

% ™~
Probléme 29 'On considére la fonctionh définie
“h(x) = m

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé ?
b)  Etudier les limites deh sur Dy,.
c) Montrer que V x € Dy, h'(x) = En

x2+1
déduire le sens de variation dé.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 3 2 5 26 X 2 36 36 X 50 36 2 X 5 36 2 X 56 3 2 X 06 2 2 5 06 0 24 36 36 X 54 36 26 2 54 36 2 X 0 26 24 X 0 2 24 5 0 2
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d) Dresser le tableau de variation déa.

2. Monter que h admet une bijective dg—oo; 0]
sur I'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h=1 réciproque deh.

3. Tracer les courbesCy, etCj,-1.

4. Montrer que la fonction h admet une
primitive H sur ]—o0; 0] qu’on calculera.

5.  Soit (u,;),ey la suite numérique définie

par:ug =1 etu,,.q n

a2+t

a) Montrer que, pour tout Vn € IN, u,, > 0.
Etudier les variations de la suite(u;,) en-

b)  Calculer les cing premiers termes de la suite
(u,)nen, €t conjecturer une expression de,, en
fonction den.

c) Deémontrer cette conjecture en utilisantu,,
raisonnement par récurrence.

d) Etudier la convergence de la suitéu,) pen-

Correction : h(x) = —

VxZ+1 - x|

14>
x2

1.
a) Dp={x/xeRVx2+1#0}=IR

—* | =lim|-=2=| =1

b) limh(x) = lim

X = +o00

X = +o00 X = 400

: . x . -1
limh(x) = lim —| =lim —[=-1
X = —00 -X 1+x_2 1+x_2

X — —00 X — —0

,/x2+1_L

Y2y 1

C) Vx € ]—oo;+oo[, h'(x) =

alorsh est strictement croissante $tioo; +oo].
d) Dressons le tableau de variation d& :

X —00 + o0
h'(x) +
h(x) -1 7 1

2. h est continue et strictement croissante sur

]—o0; 0]. Elle réalise donc une bijection fewo; 0] sur

J=1-10].

.. -1 . _ X 2 _ xz 2 _
Explicitons h™" : y = e oY T agext=
y? G
1-y2 =X 1- y2

—1:0] h-1(x) = — |2

Vx€]-1;0] A7 (x) = vt
3. Cj, en trait continu et C,,-1 en trait discontinu
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4.
H(x)
5.
a)

Initialisation :u, = 1 > 0, donc la propriété est vraie
pourn=0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u;, > 0, et montrons quey,, > 0:
Ug+1 =

la propriété est vraie pour+ 1.

Conclusion pour tout entier natured, u,, > 0.

b)

peut comparei; a1l afin d'étudier les variations de

. un _ 1

la suite(uy,)nen : :l =y orJu,?+1>1,

d'ou—=
Un

donc la suit€u,,) ey €St strictement décroissante.

c)

\/ig. On conjecture que, pour tout entier naturel

d)
raisonnement par récurrence :

RT . 1 f .z
Initialisation :uy, = —= = 1, donc la propriété est
vraie poum = 0.

Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour

. . 1
entier naturek : u; = T+ Bt montrons quey.; =
1
. _ Uk Vkx1 1

Tz Wt = Ten —m,donc la
Vk+1

propriété est vraie pour+ 1.

. . 1
Conclusion pour tout entier naturel, u,, = =

e)

converge vers 0.
Probléme 30 :On considére la fonctionh définie

ar: h(x) =vVx + 2.

1.
a)

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

T Vn+l

Vx € |—o0; 0[, h(x) = \/_ a pour primitive
= ln(VaZ ¥ 1)
(Undnen/up = 1 €tupyq = /—1:;4_1'

Montrons quevn € IN,u, > 0:

\/% > 0 caruy, > 0 ety/u,2 + 1> 0, donc
k

Comme pour tout entier naturelu,, > 0, on

Un+1

Un+1

<lalorsuy,q <u, © Uy — Uy, <0,

1
- etu4 =

u,o=1,u,1— —ﬁ,‘”@—ﬁ

1.
SRR
1

Démontrons cette conjecture en utilisantt,

VO0+1

lim[u,] =lim [

0 .
N too , La suite(u,)nen

o] =
neH 4o

Quel est 'ensemble de définition dé& ?

S X X b 3 3 3 2 36 36 3 3 3 3 3 5 X 5 X X X 2 2 2 5 0 06 0 0 06 3 0 3 0 3 b X 2 X 2 2 2 3 0 3 0 06 0 0 06 5 0 5 % 5 b X 2 2 2 2 2 3 0 0 0 0 2 2 2 2 2 0 0 2 2 0
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b)  Etudier les limites deh sur Dy,.

c) Etudier la continuité et la dérivabilité deh en
—2. Interpréter graphiquement ce résultat.

d) Etudier le sens de variation deh.

e) Dresser le tableau de variation dét.

2. Etudier la branche infinie de €, en+co.

3. Monter que h admet une bijective de

[—2; +oo[ sur l'intervalle J qu’on déterminera.
Expliciter la fonction h~! réciproque deh.

4.  Tracer les courbesCy etC-1.

5. Montrer que la fonction h admet une
primitive H sur [—2; +oo[ qu’on calculera.

6. Soit & un nombre réel tel qued <0 <~. La

suite (U,,) ey €St définie par :Uy = 2 cos 0 et

Un+1 = \/2 + Un.

a) Calculer les trois premier termes de la suite

(U,)nen €n fonction ded.
b) Démontrer:vn €N U, = 2cos (;1)

c)  Soit (V,)nen la suite définie par: V,, = %.

Déterminer la limite de la suite(V,,) nen-

d) En déduire que (U,)nen €St convergente.

Quelle est sa limite ?

Correction : h(x) =vx +2

1.
a) Dp={x/x€lRx+2=0}=[-2;+].
b) lim h(x) —llm[Vx + ] = O

x - =2 X —2
limh(x) =lim[vVx + 2] = +oo
X 4+0 x40 '
limh(x) =0
x> —=2%
h(—2) = 0 alorsh est continue er 2.
Dérivabilité de h en-2 :
h(x)-h(-2) x+2 1

c) Continuité dehen—2: et

pes = on calcule
. h(x)-h(-2) ;. 1] _
lim == — =lim [\/x+2] = 7% donch n'est pas

x e =27 x e =27
dérivable en-2. Par conséqued}, admet en ce point

une demi-tangente verticale.
d Vxe€]-2;+0[,h'(x) = \/_ > 0 alorsh est
strictement croissante sl 2; +oo[.

e) Dressons le tableau de variation dé :

X -2 00
e | +
h(x) 0 7 +o0

2. branche infinie deC;, en+oo.
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el [+
M = _V“Z =< 2 _ /l+i donc
h(x) -0
Cp, admet une branche

X = +°° X = +o00

parabolique de direction (OXx) efvo.

3. h est continue et strictement croissante sur
[—2; +o[. Elle réalise donc une bijection ple2; +oo[
sur] = [0; +oo].

Explicitonsh™l:y=Vx+2 oy’ =x+2 < x =
y? —2. V x € [0; +oo[ A7 (x) = x? — 2.
4. €y entrait continu et Cy,-1 en trait discontinu

'y 1

I
I
!/

4

5. Vx€[-2;+», h(x)=+vx+2 a pour
3

primitive H(x) = 2 (x + 2)2 + C.

6. 0<9< .(Up)nen Uy = 2cos 6 et

UTL+1 =4/ 2 + Un.

a) Up=2+Uy=+v2+2cosf =
(24 1-2sm29) = [a(1-sin22) = 2cos (2)
=\/TUl= /2+2cos(g)=

Jz (1 +1— 2sin? (2%)) = J (1-sin25) =
2o (2)

b) DémontronsVn €N U, = 2cos (Zgn)

Initialisation :uy = U,, = 2 cos (2%) = 2 cos 8, donc la
propriété est vraie pour= 0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour

. 0
entier naturek : u, = 2 cos (z_k) , et montrons que

U1 = 2COS (2k9+1) Ug+1 = \/Tl]k =
JZ + 2 cos (:;k) = \/ (1 — sin? Zkeﬂ) = 2 cos (%)

donc la propriété est vraie pdur- 1.
Conclusion ¥ n € N U,, = 2 cos (;in)

[’}
C) (Vn)nEN /Vn =on

S X X b 3 3 3 2 36 3 3 3 3 3 3 b S X X X 2 3 2 3 0 06 0 3 06 3 0 3 3 3 5 X 2 X X 2 2 3 0 3 0 06 0 3 06 3 0 3 % X b X 2 X 2 2 2 3 0 0 0 06 2 0 2 2 2 0 0 2 2 0
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limV, = limzin =0

n'_’+°°n|—>+oo

lim2™ = 4o

, car
n = 4oo

d Comme(V,),en converge vers 0, alod/,,)en
est la composée de 2cos(0) et converge vers unreomfy’+4x-2x°—x _

t = ;in, on
lim U,, =lim 2 cos(t) = 2 donc limU, =2

t—-0 tH0 nw- 4o ’

fini. Posons

peut lire sur la figure cette limite &),y qui est 2.

Probléme 31 :On consideére la fonctionh définie
par: h(x) =1+ xyx2 + 1.

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé ?
b)  Etudier les limites deh sur Dy,.
c) Etudier le sens de variation deh.
d) Dresser le tableau de variation dét.
e) Etudier les branches infinies dezy,.
2.
x(2x%+3)
(x2+1)m.

b)  Montrer que la courbe €, admet un point

a) Montrer que V x € Dy, h"(x) =

d’inflexion A dont on déterminera son coordonnée.
c) Deéterminer une équation de la tangente T au

point A.

3. Tracer T et la courbe(;,.
4. Montrer que
primitive H sur IR qu’on calculera.

Correction : h(x) =1+ xJx2 + 1

1.
a) Dp={x/x€IRx*+1>0}=IR.
b) limh(x) =lim[1 + xVx2 + 1] = —

X = —Q0 X > —00

lim h(x) =lim[1 + xvVx2 + 1] =+

X +0 x40

, = X2 2xP+
) VXEIRNG)=vVx*+1+7m=m=7mn>0

alorsh est strictement croissante $tHoo; +oo].
d) Dressons le tableau de variation d& :

X —00 Ece)
h'(x) +
h(x) | —o 7 +o0

e) branche infinie deCp en+oo.

/x2
% SuEAL i +Vx2+ donc
h(x) VZiil=+
lim == _lm[ HVat A ]_ oo(Bhadmetune

X — oo x — too
branche parabolique de direction (Oy)4ew et en

—00,

calcule

aussi on

la fonction h admet une

2.
VxZH1-———(2x2+1)
" _ Vx2+1 _
a) Vx€eIR, h'(x) = 4 =
2x3+3x_ x(2x%+3)
(2+1VaZ+1 24+ 1VaZ+1 (R2+1)VaZ+1

b) Pointdinflexion A: f"(x) =0 &
x(2x*+3) =0 x =0, A(0; 1).

c) T:y=hO0)(x—-0)+h(0)=x+1.
3. Cp etT.

4. Vxe€IR, h(x) =1+ xVx?+ 1 a pour primitive

3
H(x) =x+§(x2 +2)2 +C.

Probléme 32:Soit la fonction g définie par :

(x) _ 2+\/4 x2

1. Déterminer le domaine de définition de la
fonction g. Etudier la continuité de g.
2. Etudier la dérivabilité de g en -2 et en 2.
Interpréter graphiquement ces résultats.
3. Pour tout x réel, étudier le signe de
u(x) =2 +vV4 — x2.
4, Montrer que V x € |-2;0[ U |0; 2],
—2u(x)
xzm.

limg(x) = —

5. Montrer que
d x- 0"

g'(x)=

En déduire le sens de variation dg.

“ et
limg(x) = +oo
x -0
6. Dresser le tableau de variation dgy.
7.  Monter que g admet une bijective d€l0; 2]
sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction g~ réciproque deg.
8.  Tracer les courbesC, etCy-1.
2+ 4—x2

Correction : g(x) = —
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2. Donc g est dérivable sur2; 0[ et sur]0: 2[. Donc
C

2.
3. Vxe[-2;0[u]0;2],u(x) =2+V4—x2>
0
4

vx€]-2;0[U]0:2[, g'(x) = S <0, g
est strictement décroissante $u2; 0[ et sur]O. 2].
5 lim g(x) :(;i_: —00 llmg(x) =g =1%o
x - 0" x - 07
6. Dressons le tableau de variation dg:
X -2 0 2
g |l - | = |
gx) [ -1 N —o 40 v 1

7. g estcontinue et strictement décroissante sur
10; 2]. Elle réalise donc une bijection H& 2] sur

J = [1; +ool.

Explicitons g7 :y = 2V x[x(1+y?) -
— 2y — _ Y
4yl=0x(1+y )—4y<=>x—1+y2.

Vx € [1;+o0[ ,g
8. Cg etcg—1.

1(x) —

1+x2

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

1. Dy={x/x€IR4—x*=0etx +#0}= 1
[—2;0[ U ]0;2]. Commelmg(xz) =-1=9(-2)
Snr'l_)gz(x) =1= g(Z), alorsg est continue sUr2; 0[
et sur]0; 2]. ~—eo
o 9@=g(2) _ [1+ 2= x] tg(x) g(z) kst
xX+2
gx)—-g(=2) _
— [1 + /2+ ] on calculé x+2 °°, car
x> =27
lim =+ tl —g(x)_g(z) +o0 car
X 2+ X 27
. 2+
lim Z_x +00 Ma|sg n'est pas dérivable en -2 et en Probléme 33 :Soit la fonction f définie par
x - 27 fFO=@x-1%+y-x2+2x+3.

, admet deux demi-tangentes en -2 et deux autres el
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Quel est 'ensemble de définition d¢f ?

2. Etudier la continuité de f.

3. Etudier la dérivabilité de f en -1 et en 3.
Interpréter graphiquement.

4.  Etudier le signe,(z —x2+2x+3— 1),
Vxe[-1;3].

5.  Montrer que Vx € |—
(-1)(2v - 22+2x+3-1)
de la fonctionf.

6. Dresser le tableau de variation d¢f.

7. Montrer que la droite d’équation x = 1 est
axe de symétrie.

8.  Monter que f admet une bijective dg0; +oo]
sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction =1 réciproque def.

9.  Tracer les courbesCy etCy-1.

3L, f(0) =

. En déduire le sens de variation

D’unité graphique 3 cm.
Correction: f(x) = (x—1)2++/ —x2+2x+3
1. Df={x/x€IR—x*+2x+3=20}=[-1;3].

lim f(x) =lim[(x — 1)?] = 4 T

xe =17 x - -17 etf(-1) =4
alorsf est continue au poinrt1.
lim f(x) =lim[(x — 1)?] = 4

et f(3) = 4 alorsf est

‘3 ‘3 f@3) = f
continue au poind. Doncf est continue sur1; 3].
3. dérivabilité d’'une fonction f enx, s’obtient en

f(xo+h)—f(xo)
étudiantim n
he-0
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. f(=1+h)-f(-1)
. Si k> 0, alors im h =
h-0

limh — 4 + /—1+%=+oo

h-0
. Si h > 0, alors

lim LSS i gy /—1+%=+oo

h-0

h-0
. f(=1+h)-f(-1)
. Si h <0, alors IM n =
h-0
limh—4— —1—i= —00
\I h

he0
. Si h <0, alors

R L A B

h=0 he0
f n'est pas dérivable en -1 et en 3.

Interprétons graphiquement : La courbe
représentative de la fonction f admet en ces points
d’abscisse -1 et 3 une demi-tangente verticale.

4. Vxe[-1;3],posonLV —x%2+2x+3—-1=

0 & —4x%>+8x+11=0. Lesracines sont' =1 —

15— 093etx =1+ =293,
x -1 -0,93 2,93 3
2 —x2+2x+3-1 S
. , _ (-1 (2V —x2+2x+3-1)
5. vxe]-1;3[, f'(x) = = xZ12x:3 J

alorsf est strictement croissante $theo; 1[ et sur
13; +oo[ etf est strictement décroissante ur3][.

limf(x) = 4. limf(x) =4
x——-1 " xe3 ’

6. Dressons le tableau de variation dg:

x | -1 —0,93 1 2,93 3
fedl + [ -1 + 7 -1
f(x)| 4 2 % N 22 % N

7. Deux méthodes possibles : changer de repere eféfinie par uy = 4 etu,,1 = l(un + i)_
prenant par exempl(1,0) pour nouvelle origine, ou

comparer f(1-h) et f(1+h).
f-x) =
A1-x-1)2%+{/-10-x2+21-x)+3=

f(1 + x), alors le poinf2(1,0) est centre de symétrie

deCf
8.

N

Probléme 34 :On considere la fonctionf définie

f(x)=x++1+x2.

par :

1.
a) Determiner les limites def sur IR.
b)  Pour tout x réel, étudier le signe de

u(x) =1+ x2 +x.

c)  Montrer que ¥ x € IR, f(x) =

NEE

En déduire le sens de variation d¢.
d) Dresser le tableau de variation d¢.
e)  Etudier les branches infinies.

f) Tracer la courbe Cy, d’unité graphique 2 cm.

g) Calculer I'expressionf(x) en fonction dex
dans le nouveau repére orthonormér; ,j) ou
1(0;1) dans(0; 7, j).

2.

a) Montrer que f admet une application
réciproque f~1 dont on étudiera les variations.
b)  Démontrer queCy-1 admet une asymptote
oblique (d) d’équation a déterminer.

c) Expliciter f~surIR.

d) Construire Cs-1 et (d).

3. Calculer x — /1 + x2% en fonction def (x).
4.  Soit g l'application définie sur R* par
1 1
gu) = E(u + ;).
a)  Donner les expressions dfg + f~1)(x) et

1

Tr=seet en fonction dex € R*.

b)  En déduire I'expression de(g + f‘l)_l(x) en

fonction dex.
5.  On considére la suite numériqueu,,) ey

a) Montrer par récurrence que la suite (uy) ey
est minorée par3.

b)  Montrer par récurrence que la suite (u,,)nen
est strictement décroissante.

c)  Montrer par récurrence que, pour tout entier

1
naturel n,u, — 3 < —

=on

d)  En déduire la limite de la suite(u,,)en-

Correction : f(x) =x ++/1+x2 = x + |x] xi2+ 1
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1

1. f)=— =

1+x2

1 .
x—|x| x—2+1

1

a) Dy =IR lm;f(xo?)—hm ﬁ =0 g

X B> —00
lim f(x) =lim [x <1 + /iz + 1)] = +o0
X 5 400 x .

X — +oo
b) Posons/l1+x?2+x>0=V1+x2>-—x&s

x?+1>x? & 1> 0(vraie), dona:(x) > 0.

c) VxelR, f'(x )_Vb”_”

f est strictement croissante sur IR.
d) Dressons le tableau de variation dg:

X —00 + oo
f'x) +
fx) | o 7 +o0

)
@ _ g4 iz+1,hm =2
X X

e)
X F+-+CO

lim[f (x) — 2x] = 0, doncCr admet une asymptote
X — +oo

oblique d’équatiory = 2x.
f)

==
= -
zZ
=7
-7
Al X
7
- V4
- I
- - I
-7 I
9)
. Cherchons une équation dedans le nouveau

repére orthonorm@; Z,7) avec (0;1). SiOM = x7 +

yj etIM = X7 + Y7, la relation de ChasleM = OI +

IM fournit les formules e changement de repere :
x=X

y=1+Y

. AlorsMECr o y=x+Vlt+tx? o 1+Y =

X+V1i+X2eY=X—-1++V1+ X2 estlanouvelle

équation de; dans le nouveau repere orthonorme
(I;7,7) avec (0; 1).
2.

a) f estcontinue et strictement croissante sur IR.

Elle réalise donc une bijection de IR vges 0; +ool.
f~1 est continue et strictement croissante]8gH-oo|.

X 0 400
¢l +
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> 0 alors la fonction

N
+
8

L e I -
b)

y = 2x, alors I'équation de (d) se déduit pae 2x <

y Z

O
=
0
D
~+
o)
c
f&
®
o
3
)
~—+
c
>
5]
)
)
<
3
S
g
S
—
)
a
®
o)
c
2
o
5

X = %y; donc (d) iy = %x.
c) Explicitonsfl:y=x+Vi+x2eox=

x%-1

Y1 Vv x € ]0; +oo[ ,f71(x) =
2y ! ! 2

d)  Cs-iet(d) voir figure a gauche.

3. f(x)=x+m=>f(x)—x=m,
onlaremplacex — V14 x2 = x — f(x) + x = 2x —
f(x)

4. g =%(u+%).

a) (g+f @ =g+ i@ =3 (x+3)+

x%-1
2x

et

=X.

1 _ 1 _ 1
G- g—-f1x) 1(x+1)_x2—1
X 2x
1y-1 -1
b) (g +f ) (x) - g(x)+f 1(x) x'
1 9
3. (Undnen [ Uo =4 Unyr = E(un + Z)
a) Soit la fonctionh définie sur0; +oo[ par
h(x) = %(x + 3) . pour tout réer 0 , h'(x) =
2_
%(xng) donc la fonctiorh est décroissante s|r; 3] et
croissante su3; +oo| ; elle admet donc un minimum
enx = 3 qui vauth(3) = 3. Donc pour tout réel >
3,h(x) = 3.
Montrons par récurrence que la suite(u,,),en €St
minorée par 3.
Initialisation :u, = 4 > 3, la propriété est vraie poar
=0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u;, > 3, et montrons que;,; = 3:
Onaug,sq = f(ug), et u, = 3, donc f(u,) = 3, et
uk+1 = 3.
Conclusion ia suite(u,),eny €St minorée par 3.
b)  Montrons par récurrence que la suite(u,,)en
est strictement décroissante :
Initialisation :u, = 4 etu,; = 275 < uy, donc la
propriété est vraie pour= 0.
Hérédité :on suppose que la propriété est vraie pour
entier naturek : u,,; < ug , et montrons que,,, <
Up41:Sur[3; +oo[, la fonctionf est strictement
croissante, et pour tout entigrun _ 3, donc
f(ugs1) < fQug), soit f(ugs2) < f(ug+1)
Conclusion 1a suite(u, ),eyn €st strictement
décroissante.
¢)  Montrons par récurrence que, pour tout entier
naturel n,u,, — 3 < 2—n :
Initialisation :ug —3=1< io = 1, donc la propriété
est vraie poun = 0.
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Hérédité :on suppose que la propriéte est vraie pour ut.. D, = [—1; +oo[. Continuité de g en—1:

entier naturek: u;, —3 < — k , et montrons que

1 9
Ug+1 — 3<2k+1 uk+1_3_5(uk+u_k)_3=
1

3
z(uk—3>+‘(—k)—5
3 3

2 > <=>—<
2k+2 5= 2k+1 car uy =3 ”
1 3
= entralne— < 3 entraine- (—) <-.
3 Uk 2 \ug

uk+1_3< X

2
. . 1
Conclusion pour tout entier natured, u,, — 3 < o

d) Pour tout entier natural, 0 < u, —3 < zin et on

. 1
sait quellm [z_n] h 0, donc par lehéoreme des
n= 4o

gendarmeshn'l_[u"] - 0. La suite converge vers 0.

Probleme 35 :On considére la fonctiong définie

par: gx) =xx+1DVx+1-

(Unités graphiqgues :3 cm en abscisse € cm en
ordonnée).

1.  Etudier la continuité de g au point —1.

2. Etudier la dérivabilité de g au point —1.
Interpréter graphiquement.

3. Etudier les variations de la fonctiong, puis
dresser le tableau de variations de la fonctiog sur
'ensemble de définition de la fonctiorg.

Etudier la branche infinie de €, en+oo.

4, Tracer Cy.

5. Montrer que g est une bijection de l'intervalle
[—1; +oo[ sur un intervalle J que I'on précisera.

6. Soit g~1 'application réciproque de g.

a) Représenter graphiquement les variations de
g~ surle meme graphique que précédemment.
b)  Expliciter g~1.

c) g !est-elle dérivable au point-1 ?

d)  Expliciter (g~1)'.

. En utilisant 'expression de g~1(x) calculer
au b).
. En utilisant le théoréme sur la dérivée d’'une

bijection réciproque.
7.  Soit B un nombre réel compris entre% et1.On

note A(B) I'aire de la partie du plan définie par :
0<x<§

{0 Ssysg)

a)  Déterminer la valeur encm? de A(B).

b)  Calculer la limite de A(B) quand B vers +.

Correction: g(x) = (x+1Vx+1—
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limg(x) = -1
x> —1t

—-1.

2 gx)-g(-1)

x+1

et g(—1) = —1 alorsg est continue en

= +/x + 1. La fonctiong est dérivable

lim 2®=9CD _
sur[—1; 4oo[ car x+1 . doncc, admet
x~ —1%
une tangente a droite efl.
limg(x) = -1 etlimg(x) =+

.Vx €
x— -1 X B 400

. , 3 x+1 (x+1)xvx+1
[=1; +ool, g'C0) = (\/ 1) 2( x+1 )
%\/x + 1, alorsg'(x) >0

-1 +o
g'(x) +
gx) -1 7 +00

Branche infinie : L9 _ (1 + 1) vx+1-— 1
X X X

9 = 400,

On calculdiMm = ; ¢, admet une branche

X P +oo
parabolique de directiof0y) en+oo.
4. Tragons Cy :

re

v

Y

5. Montrons que g est une bijection de
I'intervalle [—1; +oo[ sur un intervalle J que I'on
précisera :La fonctiong est continue et strictement
croissante sur—1; +oo[. Donc la fonctiory réalise une
bijection de[—1; +oof vers ] = [g(—1); g(+x0)[ =
[—1; +ool.
6.

a) Représentation graphiquement les variations
deg~! surle méme graphique que précédemment :
Voir la figure.

b)  Explicitons g~?!
y=(+IWx+tl-1=x=@+1)7-1
Vx € [-1;40[,g7 (x) = (x + 1)2/3 -1
c) g~ !est-elle dérivable au point-1 ?
y=9g""x) o x=g0).

\
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9 @-g7 =D _ Jim 2L =
x+1 - g(J/)+1

x+— —1% y —1%

g~ n'est pas dérivable enl.

d)  Expliciter (g~1)".

. En utilisant I'expression de g~1(x) calculer

aub):vVx € [-1;+40], g7 (x) = (x+ 171

3 o0
lim . La fonction

Vx € ]-1; 4], (g‘l)'(x) = g(x + 1)%‘1 =

g(x +1) 5,

. En utilisant le théoréme sur la dérivée d'une
bijection réciproque :

1 1
g0 gt @)
Vx € [-1;+x[, g'(x) = %\/x + 1.
Vx € [-1;40[,g7 (x) = (x + 1)2/3 -1
Vx € ]-1;4%[, (g7 (%) = ——.
3 rn/
2 \ (x+1)2/3

-1

Vx € |-1;4[, (") (x) = g(x +1)s.

0<x<§p
0<y<gk)
a) AP = foﬁg(x) dx X 6cm? = E (x +
12x+1—-x0Fx6cm2.

On sait que :(g™1)'(x) =

7. Be E 1] A(B) l'aire de{

AB) = [T B+ 1)2B+1+6p+=|cm?.

b limA(P) = +oo
) B +oo )
Probleme 36 :

1.  On considére la fonctiong définie par
—x?—x+1
1+x% si0<x<2
V2x+3 six>2
a) Quel est 'ensemble de définition dg ?
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g en
Oeten 2.
c) Déterminer les limites deg sur D .
d) Dresser le tableau de variation deg.
e) Etudier les branches infinies.
f) Construire la courbeC,,.

six<0
gx) =

On notera f~1 l'application réciproque de g.
a) Deémontrer que f est une bijection de
l'intervalle [2;+oo[ sur un intervalle J que I'on
précisera.

f~1 sur le méme graphique que précédemment.
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c) Expliciter g~1.

—x2—-x+1six<0

Correction: g(x) =< 1+x? si0<x<?2
Vv2x+3 six=>2

1.

a) Dy =]—00;+oo.

b)  Continuité de g en0:
limg(x) =lim[-x? —x+1]=1
x— 0" x— 0"
limg(x) =limx?+1]=1
x~ 0t xe»0f

et

alorsg est continue ef.

lim g(x) =lim[vV2x +3] =5

xP 2t x e 2t

ot IMmg(x) =lim[x* +1] =5
x> 27 xwe 27

2.

dérivabilité de g enO :

. g)-g(0) _,. [-xZ-x+1-1

llmT =lim [—]

Continuité deg en2 :

alorsg est continue en

=—1g
x> 07 x> 07

— 2 _

]imw =lim [x +1-1
X X

] =0 alorsg n'est pas

x+- 0t x - 07
derivable erd. DoncC, admet deux-demi tangente en
0.

dérivabilité de g en2 :

o g)-g() _ . [V2x+3-5] _ 1

lim== _hm[ x—2 ] T 2et
x - 2* x 2t

. g)-g(2) _,.  [x%+1-47 _

im=== _hm[ x—2 ] =4 alorsg n'est pas
x - 27 x— 2"

derivable er2. DoncC, admet deux-demi tangente en
2.
0) lim g(x) =lim[-x? —x + 1] = —

et
X —00 X+ —00
lim g(x) =lim[v2x + 3] = +oo
X +00 x40 '

d) vx<0g()=-2x—1,g (‘71) = 1,25
vx €]10;2[, g (x) = 2x
Vx 22,9 (x) = L

2. Soit f la restriction de g a l'intervalle [2; +ool.

b) Représenter graphiguement les variations de
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V2x
X | —oo -t 0 2 4w
2
!
g'(x) + I - [+ +
gx) |- 125 N 1 2 7 oo
e) Branches infinies :%x) =—x—-1+ %

g _
On calculdim =~ = +o. C, admet une branche
X —o0

parabolique de directiof0y) en—o.
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(x)
9 _ T+ .On calculellm w =0 ; ¢, admet
x 2 X 4o

une branche parabolique de direct{6x) en+oo.
f) Tragons C :

=

2./

a) Lafonctionf est continue et strictement
croissante sur2; +o[. Donc la fonctiory réalise une
bijection de[2; +oof vers ] = [f(2); f (+)[ =

[5; +ool.

b)  Voir la figure pourCs-1.

c)  Explicitons f~1:
y =+2x+3 =>x=@.

Vx € [5;+oof, f1(x) = X2

Probléme 37 :

1.  On considére la fonctiong définie par
—Vx2 =1 si x€e]-0;—1]U]1;+oo|

€]-1;,0[U]0;1]

a) Quel est 'ensemble de définition dg ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g en

—1etenl.

c) Déterminer les limites deg sur D .

d) Dresser le tableau de variation deg.

e) Etudier les branches infinies.
f) Construire la courbeC,,.

2. Etudier et construire la courbe de la fonction
f définie par f(x) = x + Va2 — 1. Que peut-on dire
des courbe,, etCy ? avecg, la restriction de g
sur x € |—oo; —1] U ]1; +oo.

gx) = 1,
= si
X

Correction :

1. gx)=

—Vx2 -1 sixe]-o;—1]U]1; +oo[
€]-1;0[u]o0;1] '
a) Dy =]-00;0[U]0; +ool.

1 .
- St
X

b) Continuité deg en—1:
limg(x) = lim[x —Vx2 - 1] =-1

) et
x- =1 xH —1"
lim g(x) =lim [l] =-1
g\ = x| 7 alorsg est continue er1.
e A L

Continuité de g en1:

lim g(x) =lim[x —Vx?% — 1] =1

et
x— 1ty 1t
hmg(f) _hm[ ] alorsg est continue ef.
x> 1 1

dérivabilité de g en—1:

lim2®=9CD i [x—\/x2—1+1] —
x+1 x+1 et
x -1 xe =17
1

. g(x)-g(-1) =

lim==s— — lim +1] L alorsg nest pas
+
X -l x - —17F

derivable en-1. DoncC, admet deux-demi tangente

—-1.

dérivabilité de h en1 :

lim 2X=9D _ iy [x_ x- 1]
x—1

x-1 et
x 1t x -1t
1
g0-g _y. |zt _
lim === =lim [x—l] = ~L alorsg nest pas
xm1 x—1
dérivable erl.
DoncC, admet deux-demi tangente &n
_ 2 _1 =y — 1 1
c) x—Vx?—-1=x—|x| |1 xZ =
lim g(x) =lim [x <1 + /1 —%)] =—0.
X > —00 X 3
X —» —00

lim g(x) = lim [
X — +oo

]:o;

x|—>+oo

lim g(x) —llm[ ] = —0 llmg(x) —llm[ ] +0o0

x0T o0 Cxm 0t o
, _ x2—1—
d) V x € |—00; —1[ U |1; +oo[, g (x) = Nreell

est strictement décroissante Jur +oo[ etg est
strictement croissante sl oo; —1].

Vxe€]-1;0[u]o0; 1],
décroissante syr1;0[ et sur]0; 1]

e

gx) = ;—21 g est strictement

b —oo -1 0 1 +0o0
gl + I - -1 -
gx) | =0 2 1 Nv-0o J[+oN 1 Vv 0
(x) x| 1—xi2
e)  Branches infinies : £2 =1 - XX
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directeur 1.
f) Tragons C, :

X B —00

ﬂ._._“‘

11; 4o [I;n;f_(:g =lim

lim f(x) =lim

X = 400

-1

X B —0

=0

; commey,

2. f(x)=x+Vx2-1,etDy =]-o0;-1]U

1+ L) =+ limg(f) =lim [i_:ﬂ =0 alorsg est continue eA.
x 2| T %%t x 2 x e 2

f est continue en -1 et en 1 et elle n’est pas dBliéven
—letenl.

#
on calculehm =14 hm[g(x) —x] = —oo. donc 2. Soit h la restriction de g a l'intervalle |—oo; 1[. i
X Y o X —oo ’ On note C — {1} 'ensemble des nombres complexes *

C, admet une branche parabolique de coefficient  différent de 1 et on considere I'application :

h(z) = =.

. Quel est I'ensemble des points M d'affixe z
vérifiant chacune des conditions suivantes :

a) h(z)€IR

b) h(z) €ilR

. Résoudre dan<C h(z) = 2i.

Correction :

x-2

1 _ pry six<2 .
9 {(x—zl)(x—él) six>2

a) Dy =]-00;1[U]1;+ool.
b) Continuité deg en2:
limg(x) =lim[(x —2)(x —4) ] =

0
x - 2% x 2% et

lim £9279@) _jjm [L] =1
x—2 x—1
x - 27 x - 27
lim $&)-92) =lim[x —4]=-2
x—2 _
x - 2

dérivabilité de g en2 :

et alorsg n’est pas
x e 27

derivable er2. DoncC, admet deux-demi tangente en

C). limg(x) = hm[ ] L.

X — —Q0 X > —00

2.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Probléme 38 :

x—2

— six<?2
x—1

x—2)(x—4) six> 2
a) Quel est 'ensemble de définition dg ?
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g en

c)  Déterminer les limites deg sur D .

d) Dresser le tableau de variation deg.
e)  Construire la courbeC,,.

VxZ-1 limg(x) =lim[(x — 2)(x — 4)] =
V x € ]—00; —1[ U ]1; +oo, f'(x) = \/_+xfest X o % oo
strictement croissante syt ; +oo[ etf est strictement  Jim g(x) —11m[ ] oo .
décroissante syroo; —1]. x> 1” Y1 0 €
- X —® —1 1 T lim g(x) —llm[ 1] ;—i = —0o0

g'(x) S | | + X 1t et

gx) |0 N -1 1 7 oo x
C; etC, sont symétriques par rapport au milieu O du @) ¥V x €]-0;1[U 112, g ) = 1)2 >0,g

segment [AB] tels que A—1; —1) et B(1; 1).

1.  On considere la fonctiong définie par

g(x) ={

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

est strictement croissante s|#co; 1[et sur]l, 2].
V x € ]2; +oo[, g'(x) = 2(x — 3), g est strictement
décroissante sye; 3[ et sur]3; +oo[

X | —oo 1 2 3 400
g'(x) + + I -1 +
gx) |17 400 -0/ 0 N —1 7 4o

e) Tracons C,:
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3. C-{1}/ h@==
. ensemble des points M d’affixe z vérifiant

chacune des conditions suivantes :

h(z) = z-2 _ x%-3x+y%+2+yi
Tz-1T (x=1)2+y2

a) h(z) €eIR < Im[h(z)] =y =0, c’est la droite
d’équationy = 0.
b) h(z)€ilR = Re[h(z)] =x2+y2—3x+2=

0ou (x - %)2 +y% = %, c’est cercle de centré%l; O)

etrayonR=%.

. résoudrer(z) = g =2ie=z(1-20)=2-
i 6,2 (6,2
21<=)z—5+51,d0ncS<C—{5+51}.

Probléme 39 :d’'unité graphique : 2 cm et3 cm

1.  On considere la fonctiong définie par

x24+1 six<0
gx)={1-2%2 si0<x<1 .
V-1 six>1

a) Quel est 'ensemble de définition dg ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g en
Oetenl.

c)  Déterminer les limites deg sur D .

d) Etudier la dérivabilité de g’ en 0. En déduire
que la courbeC, admet un point d'inflexion 4 a
déterminer son coordonnée.

e) Dresser le tableau de variation deg.

f) Etudier les branches infinies.

g) Déterminer les équations de la tangente a
gaucheT;- et a droite T;+du point B d’abscisse 1.
h)  Construire €, et les tangentesT;- et T,+.

2. Soit f la restriction de g a l'intervalle [1; +oo].
On notera f~1 I'application réciproque de g.

a) Deémontrer que f est une bijection de
l'intervalle [1;+oo[ sur un intervalle J que I'on
précisera.

b)  Représenter graphiquement les variations de

f~1 sur le méme graphique que précédemment.

3. Soit la droite (D) d’équation y = x. Calculer
I'aire A de I'ensemble des points du plan dont les

0<x<2

coordonnéegx, y) vérifient : {0 < (D) < flx)

x2+1 six<0
Correction: g(x) ={1—-x%2 si0<x<1
Vx—1 six>1

1.

a) Dy =]—o0;+oo.

b)  Continuité de g en0:

limg(x) =lim[x*+1] =1 4

x> 0" x> 0"

lim g(x) =lim[1 — x?]

x—» 0t xw- 0t

lim g(x) = lim[vx —1] =0

x~ 1t x 1t

ot limg(x) =lim[1 - x?] =
x» 17 x+» 17

1.

dérivabilité de g en0 :

. g)—-g(0) .. x2+1-17

lim 228 =lim [ | = 0 ¢

x>0 x+ 07

. g)—-g(0) .. [1-x%-1

llmT —11m[

Continuité deg en1:

xw- 07 x>0t
en0.
dérivabilité de g en1 L¥-9M) _ Y120 _ 1
x—1 x—1 Vx+1
gx)-g(1) _ 1-x*-0 _ 1.
x—1 x—1
L g@)-g) _ 1 ]_1
hmT = lim [\/E+1] T2 et
x> 1t x -1t
99 v 47—
lim === =liml=x = 1] = =2 515154 nest pas
x - 17 xo 1
derivable erl. DoncC, admet deux-demi tangente en
1.
0) limg(x) =lim[x? + 1] = + ot
X —00 X —00
lim g(x) = lim[Vx — 1] = +o
X+ +00 x> 400 )

d)  dérivabilité de g’ en0 :

. g/(x)—gr(0) _ . 2x-07 _
im O[] <

x> 07 x> 07

. gx)—-g(0) ;. —2x=01 _

lim === _hm[ x ] = =2 alorsg’ n'est pas
x 0t x e 0t

derivable erd. Par conséquedl, admet un point
d’'inflexion A(0; 1).

Page 188 sur 229

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

=1 alorsg est continue en.

0 alorsg est continue en

] =0 alorsg est dérivable
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e) Vx<0,9(x)=2x,90)=1
vx €]0;1[, g (x) = —2x.
vy >21,9'(x) = L

\/_;.
X —00 0 1 400
g'(x) - [ -1 +
gx) | +oo N 1 N0 7 4o
f) Branches infinies : On calcule
gl . 1] _
lim == =lim [x + }] = ~%; ¢, admet une branche
Xk —0 X —©

parabolique de directiof0y) en—oo.

1 1 1
909 _¥x _1_1 _1 0ncalcule
x x x Jx x

lim%x) =lim [% — %] =0
X~ +0o x> 4o
parabolique de directiof0x) en+oo.

g) Les2 deux demi-tangentes au point B :
Ti-:y=-2x+2etT;+:y =x—1. Ce point est
anguleux

h)  Tragons C, ; Ty~ etTy+.

; Cg admet une branche

v

2.
a) Lafonctionf est continue et strictement
croissante surl; +o«[. Donc la fonctiorf réalise une
bijection de[1; +oof vers ] = [f(1); f(+x)[ =
[0; +ool.
b)  Voir la figure pourCs-1.
c) Explicitonsfl:y =yx—1 =>x=y%2+1.
Vx € [0;+oof,f1(x) = x2 + 1.
3. (D)y=ux.laired= [ [f(x) - yldx

2 — (2[.2 _ 2 _[1,3_1,2
6cm? = ['[x*+1—x]dx x6cm —[3x Sx? +

X02X6 crn2=2x3-3x2+6x02 crn2=16 cm’2 .

Probléme 40 :

1.  Soith(x) = x* — 4x + 3. Etudier et
graphiquement la fonction h.

Etudier le signe de la fonctionh.

2. On considére la fonctionf définie par

f(x) =+x%—4x+ 3.

a) Quel est 'ensemble de la fonctiolf.

b)  Déterminer les limites def sur Dy.

c) Etudier la dérivabilité de f en 1 et en 3.
Interpréter ces résultats.

d) Dresser le tableau de variation d¢.

e) Montrer que la droite (D) d’équation x = 2
est un axe de symétrie pou€y.

f) Montrer que la droite (A) d’équationy =

—x + 2 est une asymptote & en —oo.

g) Montrer que la droite (A") d’équation

y = x — 2 est une asymptote &, en+oo.

3. Etudier le signe de la fonctiorf.

4.  Soit g4 la restriction de f a l'intervalle

]—o0; 1]. On noterag, ! I'application réciproque de
f.

a) Deémontrer que g, est une bijection de
I'intervalle ]—oo; 1] sur un intervalle I que I'on
précisera.

b)  Représenter graphiquement les variations de
g1~! sur le méme graphique que précédemment.
5. Soit g, larestriction de f a l'intervalle

[3; +oo[. On notera g, ! I'application réciproque de
f.

a) Deémontrer que g, est une bijection de
I'intervalle [3;+oo[ sur un intervalle J que I'on
précisera.

b)  Représenter graphiquement les variations de
g2~ surle méme graphique que précédemment.
6. Expliciter g, letg, 1.

Correction :

1. h(x)=x2—-4x+3 ;D =]—o0;+0o].
limh(x) = limx? = 4+

et
X —00 X B —00
limh(x) = limx? = 4o
X B 4o X P 400 )

Vx € |—o0; 4o, h'(x) = 2x — 4 = 2(x — 2) ; alorsh
est strictement décroissante $uro; 2[ eth est
strictement croissante $@r+oo|.

Dressons le tableau de variation dh.

X —00 2 400
h'(x) - | +
h(x) +o0o N -1 7 +o0
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%33

lim[f (x) — y] =lim[

X B —0

-1
m_HZ] =0 donc la droite Il

X > —00
(A") d’équationy = —x + 2 est une asymptoteGa en
—00,

9) f)-y=Vx?—4x+3-(x-2)=
-7 i

Vx2-4x+3-x+2' ona:

. s -7 _

> limlfCx) =] _hm[ x2—4x+3+x—2] = 0 gonc la droite
X P+ X - 400

(4) d’equationy = x — 2 est une asymptotez en
400,

2. f(x)=+/x%—4x+3. 3. Vx€]-;1]U[3; 40, f(x) > 0.
4,

a) Df={x/x€ IR, x2 —4x +3 >0} =. a) Lafonctiong; est continue et strictement

Dy = ]—o00; 1] U [3; +0o]. décroissante syroo; 1]. Donc la fonctiory, réalise
une bijection dé—o; 1] vers

py limfC) =lim [—x,/ 1 —§+%] = +oo I=[g1(=1); g1 (=)[ = [0; +o0[.

SV b)  Voir la figure pourC,, 1.
. . 4 3 5.
chlriffg = lim [x\] =yt ﬁ] ~F® etf(1)=0et a) Lafonctiong, est continue et strictement
X+ croissante sui3; +oo[. Donc la fonctiory, réalise une
f@3)=o0. bijection de[3; +oo[ vers | = [g,(3); g, (+)[ =
c) Dérivabilité de fen1: [0; +oo].

. fO-f) . ’x—3 b)  Vaoir la figure pourC, -1.
lim————= = llm[ —] = 4o ) 92

- -1 alorsf n'est pas . _ _
o 1n ! x f PaS 6. Explicitons g, tetg, 1.

y =Vx2—4x+3 ©x?—4x+3—-y% A=4+
4y?  x =24+ y? + 1.

x> 17

deérivable erl. DoncC; admet une demi-tangente
verticale a gauche de 1.

Dérivabilitée de f en3 :

! Vx € [0;+0,g;7 (x) =2 —/y2 + 1.
. fC)-f(3) _ 4. x—1| _

lim === =lim| 75| = **alorsf nest pas

X 3+ 3 Vx € [0;40o[,g9; 7 (x) =2 +y? + 1.
dérivable er8. DoncC; admet a droite d& une demi-  prgopleme 41 :

tangente verticale.

, -2 . 1.  Soit g définie par :
d Vx€]—o0;1[U]3;+oof, f'(x) = X2 .
x5 -dks gx) =2x+1++/4x2 +1.

alorsf est strictement décroissante upo; —1[ et f
est strictement croissante gyr+oo|.
Tableau de variation def

a) Etudier le sens de variation deg et ses limites
en+ow et — co.

x o 1 3 Too b) Montrer que pour tout réel x,
') - 1 I + [g(x) —1]lg(-x) -1] = 1.
fO) | +o N 0 0 /7 +oo c)  Montrer que la droite (D) d’équation

y = 4x + 1 est asymptote a la courb&€, en+oo.

On remarque queg(x) — 4x = g(—x).

d) Démontrer que pour tout réelx, g(x) —1 > 0.
e) Etudier les variations deg.

e) fR+x)={Q+x)2-4Q2+x)+3=
VxZ—1,etfQ—x)=(2-x)2-42-x)+3 =
Vx2 — 1 alors la droitg D) d’équationx = 2 est un axe

de symetrie pouty. 2. On considere la fonctionf définie par :
f) fO)—y=vx?—4x+3—-(—x+2) = _ _ 2
Lo fo =i 1 [ i1 .
s ona: a) Etudier les variations def et ses limites en
+o et — o,
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b)  Montrer que la droite (D) d’équation
y = 4x + 1 est asymptote a la courb€ en—oo.
c)  Construire Cy etCy.

3. Que peut-on dire des courbe€, etCy ?
Correction :

1. VvVxelR g(x)=2x+1++V4x2+1ou

g) = —2

1
2x+1-|x| 4tz

lim g(x) =lim[2x + 1 + V4xZ + 1] = 400
X+ +0 x5 oo

e

X — —00
, _ _ 2Vax2+1+4x
Vx€IR, g'(x) =2+ s——==—7—— Posons

2V4x2 +14+4x >0 V4ax2 +1 > —2x & 4x% +

1> 4x? & 1 > 0 (vraie), d'ou2v4x2 + 1 + 4x > 0.
Vx €IR, g'(x) > 0, g est strictement croissante sur
IR.

b) glx)—1=v4x?+1+2xetg(—x)—1=
Vax? +1 - 2x,

Vx€IR,[g(x) —1][g(—x) — 1] = [\/4x2 +1+
2x4x2+1- 2x=4x2+1- 4x2=1.
g(x)—y=\/m—2x=;,;

1
2x+|x| 4tz

a)

lim g(x) =lim
X > —00

8x

c)

lim[g(x) — y] =lim — = |=o0 ,

X 400 L<2+\/:xlz>] , alors la droite
X = +o00

(D) d’equationy = 4x + 1 est asymptote @, en+oo.

d) VxEIR,g(x)—1=\/m+2x>O,Car

posonsV4x2 + 1 +2x >0 = Vax2 + 1> —2x =

4x% +1 > 4x? & 1 > 0 (vraie).

e) Dressons le tableau de variation dg:

+ o0

X — Q0
g'(x) +
Probleme 42 :Soit la fonction f définie par

f)=x—1+Vv2x*2-1.

1.
a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
. L VZ VZ
b)  Etudier la continuité de f en -~ eten—.
V2 V2

c)
Interpréter graphiquement.
2.

Etudier la dérivabilité de f en —72 eten—-.

L9 | 1 7 o |
2. Vx€eIR, f(x)=2x+1—-+V4x?+1.
a) lim f(x) = — et

X - —00

lim f(x) =lim [;] = 1.

<2+1+ /4+i2>
X X

X — +oo

X = 400

, 5 8x _ 2V4x2+1-4x
Vx€EIR, f'(x) =2 N AN e i Posons

2V4x2+1—4x>0=2Vax2 + 1> —2x © 4x% +
1> 4x2 & 1> 0 (vraie), d'oli 2V4x2 + 1 — 4x > 0.
Vx € IR, f'(x) > 0, f est strictement croissante sur |
Dressons le tableau de variation dg:

X —00 Eee)
f'(x) +
o) | —oo 7 1
b) f(x)—y=—V4x?+1-2x= L on

1
2x—|x| 4+x—2

. iy -1 _
calculel;cm'_)[f(g —y] =lim L(“J‘*?)‘ - 0, alors la
- xZ
X > —00
droite (D) d’équationy = 4x + 1 est asymptote a la
courbeCy en—oo.
C)  Cy en trait discontinue etC, en trait continue

Spf S 3 3 X 2 S b 3 S 2 3 S 2 S 2 3 X 2 S 2 5 X 2 5 2 3 S5 3 3 2 2 S b 3 4 2 2 2 5 2 2 2

3. CretC, sont symetriques par rapport a la droit

d’équationy = x + 1.
a)  Etudier le signe,v 2x% — 1 + 2x sur
] .2
_w’ ——.
2
, _ v 2x2-1+2x
b)  Montrer que ¥V x € Dy, f'(x) = By En

déduire le sens de variation d¢f.

c) Dresser le tableau de variation d¢.

3. Montrer que la droite (d) d’équation

y = (1 —v2)x — 1 est une asymptote &; en—oo.
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points chacun une demi-tangente verticale.

strictement décroissante S]J-FOO; —‘/2—_[ etf e

strictement croissante SL]}/Z—E ; +oo[.

7. tableau de variation def.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

4, Montrer que la droite (d’) d’équation 5. Tracer la courbe €y ; (d) et (d).
y = (1+v2)x — 1 est une asymptote &; en +oo.
Correction: f(x) =x—1+vV2xZ-1. 1. D= ]_oo _z [\/_7;+oo[
2 2
2. limf(x) =lim[x —1+V2x% - 1] = +o
S, vz N X+ —00 x> —00
3. continuité def en——eten—:
! 2 2\/_ limf(x) =lim[x —1+V2x2 - 1] =+
1imf(x)=lim[x—1+V2x2—1]=—2— X 400 x> 400
Nl + alorsf x B -2 vz
e (7) x - (\/;) : @ 2 2 o
. /() = | +
est continue a droite ég et f() +oo N —1,7 —0,29 7 4o
l. - =li vV 2 =
limf(x) = hm[x —14+V2x2-1]=->-1 8. xlr'i[f_(fo) vl hm._[j/_ifo-}- 2x% = 1] = 0gon
NG . 2 alors _ Lo X
x o (— 7) X (_ _2) ¢ la droite (d) d’équatiop = (1 — v2)x — 1 est une
_ X d£ asymptote &; en—co.
t t 3 . .
f est continue a gauche &€ o lim[f(x)-y] =lim[—V2x +V2x2 — 1] = 0g
4.  dérivabilité de f en—g et en\/z—i. Interpréter x> too X > +0o0
o f(ﬁ) onc la droite (d') d’équatiog = (1 +v2)x — 1 est
-2
lim ———22% = +oo une asymptote & en+co.
graphiquement. ey alorsf n'estpas 1g ¢ ; (d) et (d).
vz\* ’
= ()
-z
f(x)—f(—)
lim———2+ = 4o
dérivable a droite dkzg et x+g alors
-
o (-3)

f n’'est pas dérivable a gauche»dg. Cr admet en ces
2

5. VxE]—OO——]V 1+2x<0.
6. Vx€Df f'(x)= ‘f/’;_zﬂx doncf est

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

st
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[} >”
dicule intégra
—

Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sur le sewviteur et Messager d’Allak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sur lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’Ullak

(seub hana wat tala ), Le Tout Miséricondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous misériconde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllak, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

ALLAH MERCI

—
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Auteur

SISTRNRRO KO
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Intégration et les primitives.

Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle 1. On dit que F est une primitive de f sir |
si F est dérivable et si pour tout x de I, F'(x) £(x).

Théoreme :Soit f une fonction continue, croissante
et positive sur [a ;b]. Alors F admet une primitive
sur cet intervalle.

Formules
Fonctions f Primitives
wu® —s ut
n+1

Yoyn#1 — -t
u® (n—-1un-1
ul
— — In|u|
u
ul
ﬁ — ZW
u'sinu — —cosu
u' cosu — sinu
u'tanu — —In|cos u|

' 2 1
u'[1 + tan®(w)] > tan(w) = —— W
—L _—1+tan’(x) —  tan(x) = —
cosZ(x) cotan(x)
—L_—1+cotan?(x) — —cotan(x) = —
sinZ(x) tan(x)

1 — 1 |ﬂ
1—x2 2° 1-x

1

YInu u>0 — E(lnu)2
u'e* — et

Comment peut-on déterminer une primitive ?

> On nous donne une fonction F possible donc il

suffit de la dériver et de comparer af.

DX On reconnait une formule de référence usuelle.

> On applique une intégration par parties.

o b
Comment peut-on calculer une intégrale f ?

> On détermine une primitive F de f : dans ce cas,

[2 f = F(b) - F(a).

> On se rappelle que lintégrale correspond a une

aire algébrique, ca peut servir...

> On appligue une intégration par parties.
Intégrations par parties
On applique f:f(x)dx = f:(u. v)dx = [u.v]h -

[P v)dx = [F®)] = F(b) — F(a)

Comment peut-on montrer des inégalités avec des

intégrales ?

> Pour montrer que f:f < f:g , On peut
montrer que sur [a,b],f<g .

< Pour montrer que f:f > 0, on peut montrer
que sur [a,b],f20.

o b
Comment calculer lintégralef_ n(x)e's'dx ou

ffv(x) sin x dx ou ffv(x) cosxdx?

> on doit toujours dérivée le polyndmep(x)

B4 puis on doit chercher la primitive dee!! ou
sin x ou cos x.

L b .
Comment calculer lintégrald = [ sinx e!s'dx ou

b
[=] cosxelsldx ?

< on doit toujours dérivéesin x ou cos x
B4 puis on doit chercher la primitive dee!!

< puisonretrouve I =[ [b—al 1=

—[ Bou=[ b-aJoj=—

a € IR".

[ 12 avec
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lixercices sur le calcul integf d

Exercice 1 :Application de u'u™
Déterminer les primitives de chacune des fonctions

1. fi(x) =3x° - 2x4 +6x3 — 11.
2. fa(x) =3xVx% —3 —2Vx +x*V11 — 6x3.
3. f3(x) = 7sin®(x) cos(x) — 6 cos®(x) sin(x)

Correction : Application de u'u™

1. Vx€elIRF,(x)= ilx5+1 —ﬁx‘”l +
6

mx —11x+K——x ——x +3 x —11x + K.
2. fz(x) = 3x\/x2 2\/_+ x2 11 — 6x3
3x(x? — 3)2 — Z(x)z + x2(11 - 6x3)5 = E X

2 l_ 1 1 2 _ 342
2x(x* —3)2 2(x)2+_6>< 6x%(11 — 6x°)2| &

1 1 1
3 (x2-3)2"" 0zt 1 (11-6x3)2"
Fo(n) =38 @, Ui

+k=
S+ 1 =6 241
3
3 > 3

(-3 — 4% 211 - 6x)i + k =
(x? —3)Vx2 -3 — %x\/E -
3(11 — 6x3)V11 — 613 + k.

_ o sin®t1(x) cosSt1(x) . 5
3. Fs(x) =7 1 T 6 o = sin (x) +
cos®(x) + k.

ce 2 Aoplication de ™ . et .

Exercice 2 :Application de Rl et —

Déterminer les primitives de chacune des fonctions

1 x+1 2x3-3x%+1
1 fl(x) - 1_ + x2+2x—4 x*—2x3+2x-8'
x+1 2x3-3x%2+1
2 f2(0) = vi- x+\/x2+2x 4 \/x4 2x3+2x-8
x+1 2x3-3x2+1

3. f3(0) = 1- x)3 (x2+2x—4)7 T (x*-2x3+2x-8)8
4.  f4(x) =tanx —tan(3 — 2x)

__ cos(2x) _cos(x)—sin(x)
>. fS(x) " sin(-2x)  sin(x)+cos(x)

__ cos(x) _ cos(x)—sin(x)
6. f6( ) - \/sin(x) Jsin(x)+cos(x)

__ cos(x) _ cos(x)—sin(x)
7. f7( ) = sin®(x)  [sin(x)+cos(x)]?
8. fs (x) _ 2-Inx 2Inx+2x

xlnx—3x+5 x(Inx)2+2x2-x

2-Inx 2Inx+2x
9. fg(X) T Vxlnx—3x+5 x/(Inx)2+2x-1
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2-Inx 21Inx+2x

10. xX) = —
f10( ) (xInx—3x+5)3  x[(Inx)2+2x-1]5
3x_px 3, ,x
e e’*—e —-5x°+e
11. fll(x) = ex - e3x_3eX_2 4eX—5x4
3x_,x 3, ,x
e’*—e —-5x°+e
12. x) = +
fia \/1 e* \/e3x—3ex—2 V4eX+-5x*
e3x_e* —5x3+e¥

13. flS(x) 1- ex)4- (e3¥—3ex-2)6 ' (4e*—5x%)7

I

u’ u
Correction : Application de > Rl et —
-1 2x+2 1 4x°-6x?+2

L A =-5+s

1— x2+2x—4 2 x*-2x3+2x-8
F;(x) = —In|1 — x| +Eln|x2 +2x — 4| —

%lnlx4 —2x3+2x—8| +k.
2. f(x)=

-1 1 2x+2 1 4xP-ex®+2 o Fy(x) =
Vi—x = 2 Vx2+2x-4 2 Vx*—2x3+2x-8 2 -
—2V1 —x 4+ Vx2 +2x — 4 —/x* —2x3 + 2x — 8.

3. fzlx) =
-1 1 2x+2 1 4x3-6x%+2
(1-x)3 2" (x2+2x-4)7 2" (x*-2x3+2x-8)8
1 1 1
Fa(x) = GoDU—x 1 2 D71 T
1 1
27 (8-1)(x*—2x3+2x—8)8~1 thk=
1 1 1
207 vzt T ez T K
- _ —2x) = — 205
4.  fu(x) =tanx —tan(3 — 2x) = o)
1 2cos(3-2x) _ 1 _
2 SinG_20) & Fu(x) = —In|cos(x)| 2ln|cos(3
2x+k
__ cos(2x) _ cos(x)-sin(x) _
5. f5(x) ~ sin(-2x)  sin(x)+cos(x)
1 -2cos(—-2x) cos(x)-sin(x) _
2" sin(-2x) - sin(x)+cos(x) < FS(x) -
—%.lnlsin(—Zx)l — In|sin(x) + cos(x)| + k
cos(x) cos(x)—sin(x) _
6. fo(x) = Jsm(x) \/sin(x)+cos(x) & Fe(x) =
—2\/sin(x) — 2\/sm(x) + cos(x) + k
_ —cos(x) _ cos(x)—sin(x) _
7. f7(x) - sin®(x) [sin(x)+cos(x)]? < F7(x) -
-1 _ +k=
(6—1)sin®~1(x) (7-1)[sin(x)+cos(x)]7~1 -
. . +k
5sin6~1(x) = 6[sin(x)+cos(x)]® ’
2-Inx 2lnx+2x
8. fS(x) T XInx—3x+5 x(Inx)2+2x2-x
Inx+1-3 Zln—x+2

- - = = — —
xInx-3x+5 (lnx)2+2x 1 Fg(x) In|x Inx

Sx+5—Inlny2+2v—1+4

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

2-Inx 21nx+2x
9. x) = - =
fo () VxInx—3x+5 x/(Inx)2+2x-1
1
Inx+1-3 Z_nx"'z

~ Vxlnx-3x+5 \/(lnx)2+2x 1 < Folx) =
—2VxInx —3x +5—2/(Inx)? + 2x — 1 + k.

2-Inx 2Inx+2x
10. flO(x) T (xInx-3x+5)3 - x[(nx)2+2x-1]5
Inx+1-3

21"—" 2 .
- - = x) =
(xInx—3x+5)3 10( )
-1 -1

[(n x)2+2x 1]5
T B-D(xInx—3x+5)31  (5-1)[(Inx)2+2x—1]5"1

1 1
2(x1lnx—3x+5)2 4[(ln x)2+2x—1]* tk

3X_,X
11, fuu() = -

1—e*

+k=

—5x3+e¥
4eX—5x*

e3x—3eX-2
—-e* 1 3e3%-3e¥ 1 4e¥-20x3
1—e*¥ 3" e3x— 3ex 2 4" 4eX¥—5x%

—In|1 —e*| —= ln|e3x —3e* - 2| +
Sxd+x

12, fio(x) = \/1 ox

VaeX—5x*
—e* 1 3e3%-3e* 1 4e*—20x3 o Fpy(x) =
Vi-eX 3'\e3*¥—3eX—2 = 4 \4e¥—5x% 12
2 1
—2V1 —e* ——.\/e3x — 3e* — +—\/4ex — 5x*.

= F11(x) =

n|4e* —

e3X—e¥ —5x3+e¥

 Vedx_3ex—2

e* e3%—eX —5x3+e*
13. X) = =
fra(x) = (1-eX)*  (e3¥—3e¢X-2)6 ' (4eX—5x%)7
—e* 1 3e3%-3e¥ 1 4e*-20x3
— - = < Fi3(x) =
(1—eX)* 3" (e3%—3e*¥-2)6 ' 4 (4eX—5x%)7 13(x)
-1 1 -1 n
(4-1)(1-eX)*"1 37 (6-1)(e3¥-3eX-2)6"1
-1 1 1

tk=

1
4" (7-1)[4eX—5x4]7"1 15(e3*¥—3e%-2)5

1
24[4eX—5x*]6 +k.

3(1—e%)3

Exercice 3 :Application de u’ cos u etu’ sinu

Déterminer les primitives de chacune des fonctions

1. f1(x) = cos(—3x) — x cos(x? — 3).

2. f2(x) = (2% + x) sin(2x3 + 3x% — 11).
3. f3(x) =sin(x)cos(1 —2cosx)

4. filx)= —Zln—xsm[l + (Inx)?]

5. fs(x) = —2xe* Ssin [1 + exz‘s]

Correction : Application de u' cosu etu’ sinu

1.  fi(x) = cos(—3x) —xcos(x? —3) = _% X
(—=3) cos(—3x) — % x 2x cos(x? —3) & F,(x) =
%sin(—3x) + lsin(x2 -3) + k.

2. fo(x) = (x? + x)sin(2x3 + 3x%2 — 11) —%
(6x% + 6x) sin(2x3 + 3x — 11) © F,(x) = %
cos(2x3 +3x —11) + k.

3. f3(x) =sin(x) cos(1 —2cosx) = %

2sin(x) cos(1 — 2cosx) & F3(x) = —%.sm(l —
2cosx)

4. f,(0=-2"Zsin[1 + (Inx)?] & F,(x) =
cos[1+ (Inx)?] + k

5. fs(x) = —2xe* Ssin[1 +e*’ 5] & Fy(x) =
cos[1 + ex2‘5] + k.

Exercice 4 :Application de u:' Inu etu'e”

Déterminer les primitives de chacune des fonctions

3 ln(x) (x1+1)

f ( ) T ¥3+3x-2 ln(x3 +3x — 2)-
f2(x) = xex 1y (8x3 — 9x2)3—2x4+3x3—5_
f3(x) = [1 — sin(2 — 3x)]ec0sZ-30)-3x+1
fa(x) = x(3x + 2) sin(x3 + x* —
2ecosx3+x2—-2.

o NP

Correction : Application de%’.lnu etu'e"

1L AG =) -3 ﬁl (x3 + 3x —

3SF Iy=3Anx2—16Inx3+1x—32+4k.
2, f2(x) = xeX 1 — (x3 + x2)3x4+3x3—5 _
xi-1 [—(8x3 — 9x2)e—2x4+3x3-5] PN

— 2% 3_
e 2x*+3x 5+k

1 2xe
2

Fz(x) = %exz_l —
3. f(x) = [1—sin(x)]ecos@-30-3x+1 = L &

[3 sin(x) — 3]e0sZ=30)=3x+1  F_(x) =

1 _ _
gecos(z 3x)—-3x+1 + k.

4. fa(x) =

x(3x + 2) sin(x3 + x2
— [-(3x? + 2x) sin(x® + x?
Fy(x) = ecos(e+2-2) 4 ).
Exercice 5 :Intégrations par primitives

On applique [ f(x)dx = [F(x)]5 = F(b) — F(a)

-2) ecos(x*+x?-2) —

-2) ecos(x3+x2—2)] =

A=} (" 227 dx G = [ysin (=3t +2)dt

H= fn; tan(x) dx

B = (A=)

C = fl ( —4 ) I —f [sm(3x) cos(x)]dx
X+3

D= f (x2+6x+ )dx J= f _Zt

E = fo (3x?2—-2x+6)dx | K = f_g e4dx

F=["]t?—1]dt

Correction :
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2 (x%+2x+3
A=f0( x+1 )dx:
2
[xz—z+x+21n(x+1)] =4+4+2In3.

foz(x+1+xz:)dx=

B=]’ (x4+) f— (zm) -
[; x (x* + 1)5] = [— X Vxt + 1]i1 = mz_ﬁ

()= 1 ()=

In|x — 2| + In|x + 2[]%; = 2In3.

b= f (x2+6x+) x
VxT+6x¥7] = V34
E = f01(3x2

F=["t?—1ldt = [ (t* - Ddt + [ (1 -
2dt+12¢2—1dr=4.

c
[-

_f ( 2x+6 ) x =
0 \2vx2+6x+7

G = [ysin (=3¢t +2)dt == [ —3sin (-3¢t +
772dt=13cos —3t+mw20x=13cos —3x+72.

T

H= fftan(x) dx = [— lnlcosxl]; = %ln 2.
4 4

T . [ 1
I= fo [sin(3x) cos(x)]dx = 2 [—Zcos(4x) +
12cos 2x0r=0<= Linéarisation

0
x—3

K = f_33 erdx = [46‘1]3 =4 (e% - e_%).

Exercice 6 :Intégrations par parties.

[P v)dx = [F(0)]2 = F(b) — F(a)

3 2 1
— 2x + 6)dx = [3."?— 2.2+ 6x] = 6.
0

1 L x4
J= f:e_ztdt — f:etht — [EeZt] _ E(er _ ),

Application def: f(x)dx = f:(u. v)dx = [u.v]h -

A= [{In(t)dt B=[In(1+7)dt

Application def:p(x)e“'dx, on dérive toujours
p(x).

fln(z)(x +2)e*dx |D= fol(x2 +1)e¥dx

T
F- [fxsindx | F=Jy % cos() dx

G= fo‘/;xtan(xz)dx

Correction :

A= f In(t) dt = [tIn(t)]
tlr=Anxr—x+1.

f dt = [tIn(t) —
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B=[ l(1+3)de=[c+Dm(1 +%)]:—
[Flac={e+Dm(1+3) —ln(t)]: = (x+
1)1n(1 +%)—ln(x)—21n2

B=(x+1)In (1 +§) —In(x) — 21In(2)
C= f;n(z)(x +2)e Fdx = [-(x + 3)e—x]hn(2) -3_
~In(2).

D= f(x + De*dx = [(x? + 1)e*]
Z2e — 3.

f 2e*dx =

E = [2xsin(x) dx =

[x[— cos(x)]]% _ [z

Je[=cos(x)]dx = 1.

F= f:xz cos(x)dx =

[x2 sin(x)]F — f(;T 2x sin(x) dx = —2m.

G = fo\/;xtan(xz) dx = % [x tan(x?) — xz](\)/; 4T

8

Exercice 7 :Soit la fonction f définie surIR — {—1}
2x-1

par : f(x) = 2

1. Déterminer les réelsa et b tels que

flx )_m+(x+1)2

2. Endéduire del = [ f(t)dt.
. . _ 2x-1
Correction: Vx € IR—{-1}, f(x) = GiDE
b 2x-1
L [ =5+ ~wmr e =2b="
— . =
2. 1=[fdt=] [t+1 (t+1)2] dt =

[=2In|t + 1] + —.
t+1

Exercice 8 :Soit la fonction f définie surlR —

{-1,1}par: f(x) =

x3+3x
xz 1)3°

1. Déterminer les réelsa et b tels que
a b
F@) = ETEVER

(x-1)%
1
2. Endéduire del = [Z f(t)dt.
Correction: Vx € IR—{-1,1} f(x) = 43x
Lorrection: v.x 1 f(x) = PN
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b
L =gy ter =

(a+b)x3+3(—a+b)x?+3(a+b)x+b—a _ x343x
(x2-1) ICEEE
a + b = 1 a =
quelb—a=0<
a+b=1 b=

= 103101 1
2. I=f02f(t)dtl=5f02 [(t+1)3+m]dt=

NIRN|R

1

1[ -1 1 ]2_ 11
22412 20e-12l, 18

Exercice 9 :Soit la fonction f définie surIR —
x2+x+1

{-1,1}par: f(x) = -2

1. Déterminer les réelsa, b, c etd tels que
b c d
fx) = (x+1)2 e

2.  En deduwe deI = fzxf(t)dt, x> 2.

X% +x+1
(x2-1)2"

Correction : IR — {—1,1} par :f(x) =

d
1. f( ) (x+1)2 x+1 profes (x— 1)2 + -1

(b+d)x3+(a—b+c+d)x?*+(-2a-b+2c—d)x+a+b+c—d _
(x2-1)2 B

b+d=0
x2+x+1 . . a—-b+c+d=1
T On identifie qu a—b+2—d=1

a+b+c—-d=1

1
d=-b (a=1
a—2b+c=1 b=0
—2a+20—d=1(:){czi
_ 4
a+2b+c=1 td=0
_ 3
2. f(x) 4(x+1)2+4(x 1)2

L= [ Ot =3 | + o] 4

1[ 1 31 5 1/1 3
=il 2] o i(Ly2)
4lt+1  t-1lp, 6 4\x+1 ' x-1

Exercice 10 :Soient les fonctionf et g définies sur

IR respectivement parf(x) =

1+xZ

1. CalculerI; = folf(x)dx.

2. Soitl, = folg(x)dx .CalculerI{ + I, et en
déduire la valeur del,.

Correction :

— (! N 2 1_1
1. L —fo f(x)dx = [21n|1+x |]0 =-In2.
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On identifie

2. L+1, =f1f(x)dx+f1g(x)dx=

1x+x3 1x(1+x) 1 _ ¥ 1
Jo dx = [ dx fxdx—[Z]O—Z

1+x2 0 1+x2

1 1 1 1
L+ _E<=> I —E—Elnz —5(1 —11’12).
Exercice 11 :Soit la fonction f définie surIR —

{~1,0} par: f(x) = =%

x(x+1)3°

1. Déterminer les réelsa, b etc tels que

b c
fx) = (x+1)3 o

2. En deduwe del = fle(t)dt, x> 1.

Lo . o x241

Correction : IR — {—1,0} par :f(x) = oL
Cc
L f) __+(x+1)3 t
(a+c)x3+Ba+2c)x?*+(Ba+b+c)x+a x%4+1 . i
EEIE = i On identifie
a+c=0
3a+2c=1 _ _ _
qu 3a+b+c=1=)a_1'b_ 2etc=-1.
a=1
1

2. I—f fode = [ [——m—tﬂldt—
[ln t + ln(t + 1)] =lnx+—= = +1)2
In(x + 1) +In2 —-
Vx>1 I—lnx+ ln(x+1)+ln2——

(x+

Exercice 12 :Soit la fonction f définie surlR —

x3-2x%—x-2

{_17 1} par: f(x) = x4-1

1. Déterminer les réelsa, b, c etd tels que
ax+b c d

f( )_x2+1 1 x-1
2. En déduire del = fzxf(t)dt, x> 2.

3_ 2_ 4
Correction : IR — {—1,1} par :f(x) = %

1L f) ==+ 4=

X241 x+1  x-1
(a+c+d)x3+(b—c+d)x?+(—a+c+d)x—b—c+d _ x3—2x2-x-2

x%-1 - x*-1
at+c+d=1 at+c+d=1
b—c+d=-2 b—c+d=-
—a+c+d=—1=) —a+c+d=—1=)
—b—c+d=-2 d=b+c—-2

a=1,b=0,c=1etd = —
1 1
2. f@=gg+tmim
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2t 1 1

f f(t)dt_f [2 t2+1+_1_ —l]dt:
[—ln(t2 + 1) +In|t + 1] —In|t — 1] =
= e 0 em ()]
x+1

Vx>2 I——ln(x +1)+1In (—)——lnS In 3.

Exercice 13 :Soit la fonction f définie surIR* par :

1
[ = ey

1. Déterminer les réelsa, b etc tels que

f( ) _ bx+c

x2+1

2. En déduire del =

[ f®de, x> 1.

Correction : f(x) = !

x(x2+1)
a, bx+c _ (a+b)x’+cx+a _ 1
1, f(x) - ; X241 - x(x2+1) - x(x2+1)' On

identifie quea = 1,b = —1 etc = 0.

2. 1=['f©dt=[" [t . tz+1]d -

[Infe] = 1nje2 + 1|]x -
2 1

Exercice 14 :Soit la fonction f définie surIR par :

f(x) _ x34+3x

x*+3x2+2°

1. Déterminer les réelsa et b tels que

fO) =+

x2+1  x2+42°

2. En déduire del

= [; f(©dt, x> 0.

o _ X3

Correction : f(x) = F——.
_ bx (a+b)x +(2a+b)x
1. f(x) x2+1 x2+2 x4+3x2+2
x3+3x a+ b = 1 —
———— On identifie que{za LpogSa=2et
b =-1.
x 2x 1 2x

Doncf(x) = 2+1 T xZvz  x%tl _E x242
X
2. 1=ff(odt= [} |Fm-3 o5]dt =
[1n|t2 +1| —3In|e? + 2|] =In(x?2+1) -
0

%ln(xz +2) + %ln(Z).

Exercice 15 :Soit la fonction f définie sur]—1; 1]

par: f(x) =

1. Déterminer les réelsa, b et c tels que

f(x)—a+—+m
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Correction : |-1; 1[ par :f (x) = :;

1+x 1—x2
=1,
b—c=0 _1 _1
a+b+c=0=)b_2etc_
X X 1
[= fo ft)dt = fo [—1 +—2(1_t)+2(1+t)] dt =

1 1 x 1 P
[—t +im@a-o+im@a+ t)] = —x +In(1 — x?)
2 2 0 2

Exercice 16 :

(ax? + bx + c)y/x% + 2, aveca, b etc étant des
constances.

2 (6x3+2x%+9x+2
A= 2 (E2a0) gy

In(x) — Eln(x +1)+ %ln 2. Correction :

3 2
(2ax + b)Vx% + 2 b ex

En déduire del = [; f()dt, x € ]-1;1[.

—ax? —
f(x) —a +_+_ _ —ax*+(b-c)x+a+b+c _

Calculer la dérivé de la fonction :h(x) =

En déduire par le calcul de I'intégrale :

Vx2+2

h(x) = (ax? + bx + c)Vx2 + 2 & h'(x) =

Vx2+2
3“’“3”"%”)“21’, aveca, b etc étant des
constances.
3ax3+2bx%+(4a+c)x+2b
h(x) = e
M”;TV%)M@ =2;b=1etc=1alors

A= f (6x +2x2 +9x+2) Y =
Ix2+212.

2
= [(2x% + x + DVx? + 2] = 11V6 — 4V3.
Exercice 17 :Soit la fonction f définie surIR par :

fx) =

fo=1-2=

Correction : f(x) =

[(2x% +x +

VxZ+2

e*-2
e +1’

Montrer que pour tout réel x,

En déduire del = fllnnzs f(dt.

e*-2
e*+1’
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e_x _1-2e7% 1+e7¥*-3e7* _

L fw=5

ex+1 e~* 1+e™* 1+e~%
1+e ™ —3e7% _ 3e™%
1+e=*  1+e=* e=X41’
In3 In3
2. 1=[Uf@®dt=f1 7|1+ dt =

[x +3In(e™ + 1)]}33

=1In (E) +3In (g).
Exercice 18 :SoientA = [;"(xcos?x)dx et

B = [;'(xsin’x)dx.

a) Calculer A + B et calculer a I'aide d’'une
intégration par partie A — B.

b) EndéduireA etB

Reprendre les mémes guestions si :

SoientA = [;[(2x + 1)cos?x|dx et
B= f:[(Zx + Dsin’x|dx.
Correction : SoientA = ["(xcosx)dx etB =
f:(xsinzx)dx.

a) A+B= f:(x[coszx + sin?x))dx = [

0
1 T 3

e -4

2 0 2

xdx =

etA—B= fon(x[coszx -

sin2xdy=0mxcos 2ydy=x2sin 2x0— 1207wsin 2xvdx=

L cos 2x i = 0.
[feos2x]

A=3ig
4

_1 2
B= 2

A—B=0
Reprendre les questions si :
SoientA = fon[(Zx + 1)cos?x]dx etB = fon[(Zx +
1sinZxdx.
a) A+B= f:((Zx + D[cos?x + sin?x])dx =
f:(Zx + 1dx = [x*+x]T =n% +met
A—B= f:((Zx + D[cos?x — sin?x])dx =

T _ [2x+1 . T
Jo @x+ 1) cos2xdx = [Tsm Zx]o -

i
f:siandx = [2 L sin2x + = cost] = 0.
T[+T[
b) A+B=7T2+7T@ A= 2
A-B=0 B = _mTHAn

Exercice 20 :Soientl = [Z(x?cos?x)dx et

J = [2(x*sin’x)dx.

a) Calculer I + ] et calculer & I'aide d’'une
intégration par partie I —J.

b) Endéduirel et].

Correction :

a) I+]=[2(x*[cos®x + sin®x])dx = [?x?dx =

T

1 31z 1
;=
37 1p 24

—n®etl -] = [2(x*[cos?x —

T
) s 1 5 .
sin?x])dx = foz x?cos2xdx = [Exz sin 2x +
T
1 1 . 2 -1
~X cos 2x —sin Zx]2 =,
2 0 4

1
[=—=m3-
48

1 3 s
I+]= 22l 8
1 "

8

[-]=

b)

]_ET[ +

Exercice 21 :SoientA, B etC les intégrales
suivantes :A = f(?(sin"x)dx, B= f;z_t(cos“x)dx et
C= fog(sinzxcoszx)dx.

1.  Linéariser cos*x etsin*x.

2. Calculer A, B etC.
3. Vérifier les égalités ‘A =BetA+C =7

Correction :

1.  Linéariser cos*x etsin*x :
1, ind 1o -

cos*x = (e™ +e7 ) = —(e** + 4e2* + 6e° +
2 16

4e—2iv+e—4ix=18cos4x+4cos2xr+3
1 ( 4ix

.4 1 ix _ —ix\* _ 2ix
SLnx—(Zi)4(e e )—1 —4e“™ +

6e0—4e—2ix+e—4ixr=18cos4x— 4cos 2x+3.

2. A= [2(sin*x)dx = fg%(cos 4x — 4 cos2x +
3dx=1814sin4x— Zsin 2x+3x0m2=3r16,

_ (3 4 _ (51 _
B = [2(cos*x)dx = [ - (cos4x + 4 cos 2x + 3)dx =

T

11 . . 2 _3_7-[
3 [Zsm4x + 2sin 2x + Bx]o =T et
z s
C = [2(sin®xcos®x)dx = [?(cos®x — cos*x)dx =

Je(cos?x)dx — A = %fof(cos 2x+1)dx— A

C= %fg(COSZx +1Ddx— A= 1[lsian +x](2) -

212
3m _ m 3m _ T
16 4 16 16
T 4T s

3. A=B=2etA4+C=Z4Z=-2_T
16 16 16 16 4

Exercice 22 :On considere les intégrales suivantes :

1= f(?(cos‘*x)dx,] = f(?(sin“x)dx et

K =2 [2(sin®xcos®x)dx.
1. Justifier I'existence des intégraled, J et K.
2. CalculerI +J + K.
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Calculer I —J.

CalculerI +J — 3K.
En déduire la valeur exacte dd, J et deK.

Correction : I = f(?(cos“x)dx,] = f;z_t(sin‘*x)dx et

S

K =2 [2(sin®xcos*x)dx.
1.  Justifier 'existence des intégraled, J etK.
Les fonctionsx - cos*x, x - sin*x et

X - sin?xcos?x sont dérivable et continue S[Lﬂ’; g]
D’ou lesintégralesl, J et K existent.

2. I+]+K= fog(cos‘*x + 2sin®xcos?x +
sindxdy=0r2cos2x+sin2x2dx=0m2dxy=x0r2

I+]+K=[x]z="2.

3. I—] = [Z(cos*x —sin*x)dx = [2[(cos*x)* —

Sn2x2adxy=0mw2cos2xy—sin2xcos2xy+sin2xydy=0w2c
052x—sin2xady=0mr2cos 2xdy=

_ [tsin2x]? =
= [z cos2xdx = [2 sin Zx]o = 0.

4. (cosx +isinx)* = cos*x +4isinx.cos3x —

6sin? x.cos?x — 4 icosx.sin3x + sin*x par

identification on a :

4 4

cos4x = cos*x — 6 sin® x.cos?x + sin*x.
5. I+]-3K=

T

Ji(cos*x + sin*x — 6sin*xcos?x)dx =

T T

= _ [t 2 _

Jgcosdxdx = [4 sin 4x]0 = 0.

6. Onsaitqud —J =01 =], donc
=T I

{1+]+1<_2 (:){21+1<_2 -

I+]-3K=0

2 -3K=0
W
1=)=3Kk=2
Exercice 23 :SoientA = f(;z_t (&) dx et

cos x+sinx
sinx
B=[? ( ) dx
cos x+sinx

1. Calculer A + B et calculer a I'aide d’'une
intégration par parties A — B.
2. En déduire A etB.
Correction :
E COoSXx sinx
1' A + B - foz (cosx+sinx) + f (cosx+smx) dx

T

A+B=f05(m)dx=f05dx=[x]2 =§et

cosx+sinx 0
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Exprimer cos 4x en fonction decos x etsin x.

T
= CosXx sinx
A-B= [z (—) - ( )dx -
fo cos x+sinx f Ccos x+51nx

2 (w) dx = [In(cosx + sin x)]2 =

cos x+sinx

Exercice 24 :Soit (I,),en* la suite numérique définie

par: I, = [Z(cosx)"dx.

1. Calculer I, etl,.

2.
a) En utilisant I'intégration par parties, montrer
que :Vn €N, Lz = I,

b) Démontrer a l'aide d'une intégration par
parties que, pour toutn € N*, nl,, = (n — 1)I,,_,.
c) Endéduirels, I, 15 etl.

Correction :

1. CalculerI4 etl, :

bud T
= [2(cosx)'dx = [sinx]} = sin%— sin0 = 1;

n T

I, = [2(cosx)?dx = [cosx.sinx]g + J2(sinx)?dx =

fof(sin x)?%dx = fOE[l — (cos x)?]dx = % [x]g = %.
2.

a)  Inyp = [2(cosx)™?dx =

T =
J& cosx (cos x)™*'dx = [(cos x)™* . sinx];

ot

(n+1) [2(sinx)?*(cosx)"dx = (n + 1) [2[1 -
cos2xcosandry=n+10x2cosxndr— n+10wz2cosxn+2
axr=n+1ln-n+1/n+2

Liyo=+DI,—(n+ D, o 0+ 1D, —
n+D,eom+1+DL,=+DI, &
(M + Dlps = 0+ DIy & Iyyp =21,

T

by I,= fOE(cos x)dx = fOE[cosx (cosx)* dx =

n+2

[sinx. (cos x)"‘l]g +
n—1) fog[sin2 x (cosx)"?]dx =
(n—1) ﬁ sin? x (cosx)" ?]dx = (n — 1) ﬁ

cosxZcosxn—2dxy=rn— 10w2cosxn—2dr— n— 10z 2cos
andxy en transposant on aura»

n—1+1) fog[(cos O)"dx=nl, =(n—1DI,_, .
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2 2
C) 313 = (3 - 1)13_2 (=4 13 = 511 = 5,
3 3
Ay=@A-Dh, ol =L=1,

5Ic=(5— 1, & Is = f13 =%et

616 = (6 - 1)16—2 (=1 I6 == 14 32.

Exercice 25 :Soit (I,,) nen I'intégrale définie par :

T
I, = [Zt"costdt.

1. CalculerI,etl,.
2.
a) En utilisant l'intégration par parties, montrer

n
que:VneNL, =(5) —nm— Dl
b)  En déduireI, puisI;.

Correction : (I)pen/ In = [Zt" costdt.

T T T
1. Iy=[zt°costdt = [zcostdt = [sint]j =1
s T 4
et Iy = [zt' costdt = [2tcostdt = [tsint]j +
T T

Jg—sintdt = [tsint +cost]g =
2.

T 1.
2

bud T
I, = [Zt"costdt = [t"sint]) —
T[ T[

nfzt” Lsintdt = [t"sint]? + n[t"" 1cost]

a) VneN
n(n—1) foz t"2sintdt = [t"sint + nt"" ! cos t]g -
nn— 1D, , = (g)n —nn—1DI,_,.

) 1= (5) - 2t0= () -2 puis 1= (3) -
z 3—6(5—1) = (2)3—3n+6.

Exercice 26 :On posel,, =
entier naturel non nul.

J¢(tanx)"dx oun est un

1. CalculerI, + I,,,2 en fonction den.

2. CalculerI; etls.

3.  Démontrer a I'aide d’une intégration par
partiesquevn e N*, nl,, =1—-(n—-1)I,_,.

1. I+, = [F(tanx)dx + [+(tanx)™*?dx =

f(,%[(tan x)"(1 + tan? x)]dx =
i

2. Iy = [ptanx)'dx = [1 +tan®*x]§ = 1;

Il+l3=%@13 Z%—I]-:%—l:_%et
1 1 1 3
(=>15 =Z_13:Z+E=Z'

Vs
n - [ n+1]Z -
(tanx) ]dx = [n+1 (tanx) o = et

(cos x)2

1
Iy +15 =7
3. I = [r(tanx)"dx = [#[tanx (tanx)"']dx =
[(1 + tan? x). (tanx)™~ 1] —(n—- 1)f [(1+

tan2.tanaz—2dy=1- 77— 10r41+tan2 vtanyn—2dxr=

1-(n—1) fo%[(tan x)"?]dx —

(n — 1) [#[(tanx)"]dx en transposant on aurén: —
1+10rttanxndry=n/n=1- n—1/n—2.

Exercice 27 'Soit (I))ney la suite numérique définie

10 _ g (sinx)™

par : 3—dxetVneNI =

0 cosx

1. Justifier 'existence de la suite(1,,) en-

2. Calculer A = [3[(sinx)" cos x] dx en fonction

den.
3. En déduire I,,,., — I, en fonction de n.
4.  Calculer I, et en déduirel; etIs.

Correction :

1.  Justifions I'existence de la suit€l,,) ey :

La fonction cos est définie sur 42wk} ; or [O-E] c
IR—{2mk}, donc (I,),ey €St continue et strictemen
croissante Sl{ro; 5] d’ou (I,,) ey EXiste.

2. A= [3[(sinx)" cosx]dx =

3_

[(sinx)™ cos x] dx

0 n+1’
_ [(sinx)™*? g _ 1 (V3 n+l
A== =5(2)
3 Livy—1, = f3 (smx)"Jr2 f3 T (sinx)™ dx =

Ccos x Ccosx

fog(sinx) (sin?x- 1)d

Cosx

f3 (smx) cos? xdx _

Ccosx

n =— n =
Correction : I, = [#(tan x)"dx I+ = f ((sinx)™ cos x)dx =
1 V3 n+1
Iz =t = =755(3)
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T

4. L=[2 (Scl:sx; dx = —[In|cos xl]g =1n(2).
1 (V32 3
13_11=_m(7) @I3=ln(2)__
_ 1 3\t _ 33
15—13——m(7) @Is—ln(Z)—a

Exercice 28 :Soit (Ip)peN* la suite numérique

définie par : v p € N* I, = [22x cos(2px) dx .

1. Justifier I'existence de la suite(Ip)peN*.
2. Calculer I, en fonction dep. (discuter)
3. Endéduire I, etl,y,,4 en fonction dep.
4.  Calculer I, etIs.

Correction :

1.  Justifions I'existence de la suite{lp)

est définie sur IR{2mk} ; or[O ] c IR—{2mk}, donc
(Ip)peN* est continue SL[IO; E]'

2. I, = [?2xcos(2px) dx = [g sin(pr)F -
0

T
2

1 . _[x 1 g
fo [; sm(pr)] dx = [p sin(2px) + 27 cos(pr)]O

I, = $ [cos(pm) — 1] :
. Sip est pair alor$, =0 ;

. . . 1,
. Si p est impair alorsl, = 7 c'est cela la
réponse a la question posée.
1 1
3. IZp = —m et12p+1 = _(ZpT)Z'
1 1
4, 11:—1—2:—1 et[sz—z.

Exercice 29 :Soit la fonction f définie sur [0; %]
par : f(x) = tan(x?).

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

La composée de la fonction cos et celle du polyn@m 0;

3. Calculer f'(x) pour tout nombre réel de[O; %] 0 cosx
-1 5m 1 .
\/% ) L=l = (n+1)2n+1 ©L=In (tan 12) (n+1)2n+1’
4. CalculerI = xtan(x“)dx. oy o1 _ _ 1,
fo ( ) 13 11 = (n+1)2n+1 = I3 - ln(Z) (n+1)2n+1’

- i 2 - =——— oI, =2n(tanZ) - —2_
Correction : f définie sur[O; Z] lf(x) = tan(x ) 47 12 T im 4 = 2In{tan7 ) — o
1. VxEe€ [ ] f'(x) = 2x[1 + tan?(x?)]
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Vx€ [O; %] f'(x) = 2x + 2x tan?(x?).
2. Onsait quef (x) = 2x + 2x tan?(x?) &

2x tan®(x?) = f'(x) — 2x & xtan®(x?) = %") —

= fo‘/%xtan(xz)dx = fO\E [@—x] dx =
= Etan(xz) - %xz](\)/g =T

8

Exercice 30 :Soit (In)neN la suite numérique définie

g (sinx)™

par VnENlo—fo

0 cosx

1. Caleuler [3(sinx)" cos x dx.
2.  Endéduirel, ., — I, en fonction den.
3. Montrer que la fonction f définie sur [O-E]

par f(x) =In [tan( )] est une primitive sur

] de la fonction parg(x) = P

4.  Calculer Iy. En déduirely ; I, ; I3 etly.

Correction : Soit (In)nEN la suite numérique défini

f3 (sm x)" dx

Cosx

D

X 3 3 X X 3 30 X X 36 0 2 36 2 X 5 36 3 X 3 36 2 X 56 36 2 X 06 3 24 5 06 5 24 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 0 36 2 X 0 2 2 56 36 0 2 36 26 2 54 36 2 X 5 26 2 X 2 36 26 26 2 5 5 06 26 2

par‘v’neNl(,—f3 —dx etl,

1. vneN

1

n L n+1 - -
f(smx) cosxdx—[ (sinx) ]0 (nt1)2n+

f3 T (sin x)"’r2
cosx

(smx)
2. | P f3 osx d
f3 (smx)"[(smx) —1]d

Ccosx

- f03 (sinx)™® cosx dx =

T

[_ (sin x)n+1]0 —
3. Vx€ [0;%]

-1
(n+1)2n+1”

flx) =

1 1 1

- X T — - — - —
Sm(?g) 2 sm(§+%)xcos(§+%) 51n(22—x+%")

1

2c0s2 (£+E) xtan(x+")
24 4

Zcosz(§+% Xcos(§+%)
11
sin(x+%)  cosx
T
4. lo=J¢ dx = [ln [tan( E)]r =
cosx 4/11g

In (tan i;r) I, = 5 sinx dx = [—1In(cos x)]g =In2;
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Exercice 31 :On considere les intégrales définies par 2.

I=[ e*cos’xdx;]= [ e sin’xdx et

K = f:ex cos2xdx.

1. A laide de deux intégrations par parties

. . 1
successives, démontrer quE = < —

2. On souhaite calculerl et].

a) Démonterquel +] =e™ —1.

b) Démonter quel — ] = K.

c) En déduire la valeur del et celle d¢.
Correction :

1. K= f(;TexCOSZde = [e* cos 2x|T +

Zf:exsiHZxdx =e™ — 1+ 2[e*sin2x]T —

4f0”exc052xdx=e”—1—4K<=>5K=e”—1

e™1
K= .
5

2. On souhaite calculerI et].
a) I+]= f;ex(coszx + sin? x)dx = f;exdx =

[e*]f =e™ —1.

by I—]= fonex(coszx —sin? x)dx =
f:exCOSZxdx =K = e"5—1.

I+]=e"—1 (21="° o
C) { I_]=e5—1 = 2]=4e,; , On deduit que
I_3e7; 3etl=2e7; 2

Exercice 32 :Pour n entier naturel, on considére les

intégrales : I, = [2(e™™ sin x)dx et

Jn = J2(e™™ cosx)dx.

1. Calculer Iy et],.
2. Soitn un entier naturel non nul.

a) Enintégrant par parties I,, puisJ,, prouver I,,
o R IL,+nJ,=1
etJ, vérifient le systéme : T
-nl,+J,=e 2

b) En déduire, pourn entier naturel non nul, les
expressions dd,, etJ,, en fonction den
3. Déterminer la limite de I,, et deJ,,, en +oo.

Correction :

1. I,= fOE(sinx)dx = [— cos(x) g =1let
g T

Jo = J¢(cosx)dx = [sin(x)]g =

Soitn un entier naturel non nul.

T

a) L, = fOE(e —NX gin x)dx = [_ COS X e—nx]g _

T
n fOZ(e‘"x cosx)dx = 1 — nJ, alors on retrouve
L, +nJ,=1.

T

T =
Jn = J2(eT™ cosx)dx = [sinx e ™]} +

T _n=
n [2(e”™sinx)dx = e” "z + nl, < on retrouve

T
aisément-nl, + J, = e 2.
T
nl, +n?J, =n _n+e ™2
b) { " " _ = donc/n = Tz diou
—nly+J,=e 2 I,=1-—nJ,
T
n+e "z
Jn = n2+1
[ = 1-ne™"z
T onZ41
T i .
3. lime™ =0 alorsiM/n = 0 G lim [, = 0
n+— +oo n e +oo n - +oo

Exercice 33 :Soit (I,,) nen la suite numérique définie

par: I, = f$+1)n e *sinxdx.

1. En utilisant la technique d'intégration par
parties, exprimer I,, en fonction den. (discuter)
2. Pour n est pair.

a) Montrer que est une suite

(In)nEN

X 3 X X 3 3 X 3 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 0 3 2 5 36 2 2 5 5 36 26 2 2 2 5 2

*

géométrique dont on précisera la raison et sonir

premier terme.
b)  Exprimer
fonction den.

So'n210+11+12+"'+1n en

c)  Calculer la limite de Sy ,.
Correction :
1. I,= LEZJfl)”e—x sinx dx =
[—e~* sinx] (2 O™ 4 f$+1)n cosx e *dx,
I, = [—e~* cos x]TuF D™ _ fézﬂ)ne‘x sinx dx &
21, = [—e* cos x] T o
. Sin est pair alorg + 1 est impair, donc
I, = %[—e‘x cosx]n7;t+1)” =5 (e +1).
. Sin est impair alorg + 1 est pair, donc
I, = %[—e‘x cosx]g,l;'l)” =—% (e +1).
. Sin=0(=)10=%[—e‘xcosx]’0’=e‘”+1
2. Pour n est pair
e—(n+1)n e~ o—Nm
a) Lyi=——(E™+1)= - (e™™+

I1=e—n2/nalors /nn€N est une suite géométrique

raisong = % et de premier termg = %(e‘" +1).
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b) SO'n=IO+Il+IZ+"’+In=%(e_77:+1)x

e—m\ 11 M\

1‘(7) _ 1‘(7)

e = e™™+1)x —
2

. e-m\+1 . _eTT41
c) lim (T) =0 glorslim In = 5=
n e 4o n - +oo

Exercice 34 :On posel,, = fol[x"v1 — x|dx oun est

un entier naturel.

1. Calculer Iy etly.

Zn

= Zn+3 L
3. Déduisez-erl, , puisl;.

Correction : I, = [ [x"VI = x]dx.

1. Ip= fol[xomcix = [—3(1 —xﬁr =2
Il—f [X V1 —deX—[——(]_—x)] +

REa-oar=[-ra-o =%
2 I = 2+3Il 1= ;IO=§(§)=14—5.

32
3. 12 = ;Il pu|513 12 = E

2. \Veérifier que 1,

105

Exercice 35 :On posel,, , = fol xP(1 —x)"dxoun
est un entier naturel.

1. Calculerl, etl,

2.  Calculerly, eten deduwell,l
3. Etablir pour n = 0, la relation :
I

o p’; Ipitn1. NBx'=(1-x°=1.

Correction :

xp“]l 1

—et
p+1

1
1 Ipo= [, xP(1—x)%dx = [ e

Ip,l = fol xp(l - X)ldx = fol[xp _ xp+1]dx —

xP+1 gp+2ql 1 1 1
[p+1 - p+2]0 T p+1 p+2 (p+D(p+2)
= 1001 — )y = [ @
2. IO,n = fO X (1 xX)dx = [ T]O =1let

i = f;xl(l —xX)"dx = [} x(1 - x)"dx =

[—x—(l_x)nH] f(l x)"ldx =

n+1 n+1
[_ (1=x)"*1 B (1-x)"+2 1 _ 1
x n+1 (n+1)(n+2)1, T (n+D(n+2)
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3. ppipor = [P (A - ldx =

T

P+1lq_,\N
[_x (1-x) ] p+1f4xv(1 — x)™dx en multipliant
0

n

n _n
parm, on auralp,n = m1p+1’n_1.

Exercice 36 :On posel,, , = ff(t —a)™(t— p)"dx
ou (m;n) € IN? et (a; B) € IR?

Etablir une relation entre L, ,, etl;,_4 ,41.

Correction : Etablir une relation entrig, , etl,,_; 1.

_[_Gome=pmP  m By meig,
Im,n_[ ]a n+1fa[(t a) (t

n+1

pn+ldy=—mn+1m—1,n+1.

fl dx .
UNFTR
dx etK = fo x% + 2dx.

Exercice 37 :On posel =

_ 1 x?
/= fo VxZ+2
1.  Soitla fonction f définie sur[0; 1] par :

f(x)=In (x +/x2 +2). Calculer la dérivéef” de
f. En déduire la valeur del.

2.
a) Sans calculer explicitement et K, vérifier que
J+2I =K.

b)  ATlaide d'une intégration par parties portant
sur l'intégrale K, démontrer queK = /3 —
c¢) En déduire les valeurs dg et deK.

Correction :

X

1+
! X 1
1. VvVxel[0;1] f'(x) = = rzf ==

1= 5 = [l = [in(x + VAT F 2)], =
In(1++3) —In(v2) = In (v‘+v‘)
2.

a) ]+21—f0\/_ Om

1(x2+2)dx 1 x%242 VxZ+2 55, _
fo Vx2+42 fO Vx2+2 Vx2+2 f x* +2dx =K

b K=['VxT¥2 dx=[xm]o_
fom =V3-J.

_¥3_
o (K=F-1ol=5-
J+2I=K K=+v3—]
_ 3 V2+/6 _ 3 V2+/6
Donc]-;—ln( > )etK—7+ln( > )

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Exercice 38 :L'objectif est d'étudier la suite (u,)nen
définie pour tout entier n par :

———=dx pour tout entiern>1,

u = J—
u, = fO \/ﬁ dx

1.  Soit la fonction f définie sur[0; 1] par :
f(x) =1In (x +xZ + 1).

a) Calculer la dérivéef’ de f. En déduire la

valeur deu,.
b)  Calculer u,.
2.

a) Prouver que la suite(u,) ey €St décroissante.
En déduire que la suite(u,),cy €St convergente.

b)  Montrer que pour tout nombre x appartenant
alintervalle [0; 1Jona:1lsyVx2+1<2.
Déterminer la limite de (u,,) pen-

3. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on
pose :I,, = fol 2«2 + 1dx.

a)  Vérifier que pour tout entier n supérieur ou
égala 3, onau, +u,_, = I,. Par une intégration
par parties portant sur I,,, montrer que pour tout
entiern=3, ona:nu, + (n— Du,_, = V2.

a) En déduire que pour tout entiern supérieur
ou égal & 3, on a (2n — Du,, < V2.

b)  Montrer que la suite (nu,,) est convergente et
calculer sa limite.

Correction :

1. f(x)=1In (x +VxZ+ 1).

1+——=—
. ' _ V241 1
) Vxel01f() =75 =
1 H
Vx2+1
uy = f(1) = £(0) = In(1 + v2).
1
by u, = fOsz_[vx2+]
2.
n+l < yn xmt < x" d'ol
8 x X ‘:’xzﬂ—m ou

1 x1’1+1 d 1
<
fO Vx2+1 0 Vx

est donc decrmssante et minorée par 0. Elle adoret
une limite L positive.
b)  pourtoutxdans[0; 1], &x?<1ldonci<1+

dx S Upyq < uy,. Cette suite

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

1 . :
tout entier n> 3, <I,< . Déterminer
x?<2donc IVx2 +1 <\/_50|t\/_ \/__10r ST T +1) n=2m-1)
alors la limite denl,,.
pour toutx dans [0 ; 1k™ > 0 donc—f x"dx < 6.  Calculer I, puis en utilisant la question 4,
déterminer I3 etIs.
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1 x" n n 1
Jo de<f x dxorf x dx_(n+1)
1
—1 1_x" 1 lim——=0
V2(n+1) = Jo de =, n—(>n:-10)o donc

d’'aprés le t. des gendarrﬁélg1 f \/—xz+ =0
n = +oo
3. I,= fol " 2\x2 + 1dx :
a) u,+u,_, = I, et montrons que pour tout entie

n=3,onau,+mn—u, =v2:

1 x" 1
un+un2=fo—\/;2_+d +f0\/x_dx—
1x™2(1+x2)
fO—F dx. D’ou

Up + Upy_y = fo x"2v/x2 + 1dx = I,,. Avec une
integration par parties siy, on obtient 7, =

n- 1 n
[V T - e e = (V2 - w),
En utilisant que,, = u,, + u,_, = E(\/_ —u,) ce
qui conduit & nu, + (n — Duy,_, = V2.
b)  (2n— Du, < V2 :La suite(uy,) ey €St
décroissante et dong, < u,,, ornu, + (n —

Du,_, = V2 donc(2n — Du, < V2.
c) Dapresles résultats obtenus précédemment :

pour toutn, on a : \/_( = <u, < <& +1) ——et(2n —
1
Du, <V2 & (—mSnunS( ey Or
n_o_ . 2
imes = 1 eglim(un) = 0 gonclim(nu,) ==
n - +owo n e +o n - +owo

d’apres le théoréme des gendarmes.

Exercice 39 :On définit la suite (I,)nen* Par

I, = fo n
calculer cette intégrale.

dx On ne cherchera pas tout de suite a

1. Démontrer que, pour toutx O [0 ; 1], on a
%x" < 1;2 < x™.

2. En déduire un encadrement dd,,, pour tout
entier n > 1, puis la limite de la suite(I,,) pen® -

3.  En étudiant le signe dd,,,1 — I,,, démontrer
que la suite(I,) nen* €St décroissante.

4. Etablir que, pour tout entier n > 1,

1

5. Deduwe des questions précédentes que, pour

%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%'%%%ﬁé%ﬂ%'%%%ﬂ%’%ﬂ%%ﬁé%ﬂ%’%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%'%%%%E%l%%ﬂ%%ﬂ%’%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%%ﬂ%%%%%%%%%%ﬂ%%%%%—%%%%%%%%%%%%%
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Correction :

1. Démontrons que, pour toutx 0 [0 ; 1], on a
1. 2

5 "< — T2 S X" Pour touix [ [O 1], 0<x“ < 1

donc I< 1 +x“< < 2 <
1+x

O[0; 1],x™> 0 donc en multipliant l'inégalité
précédente pas™ :

1+x2 <x"
n

pour toutx (1[0 ; 1], on a %x

. 1 1
2. Les fonctionx — Ex” X - etX - Ex”

1+x2

sont définies continues sur [0 ; 1] et pour tolt [0 ;

1],ona :lx ™ donc
1 x" 1 1
Ef x™dx < fo ——dx < [ x"dxor [ x"dx =

1 11
[—x"“] = D’ol pour tout entien > 1,
n+1 0 n+1

. 1 1
! 1 limoemes =lim e =0 4one

<L <——
2(n+1) -1 s 4o n- +oo
d’aprés le théoreme des gendarrH& I"oj 0.

1 xn+1
3. ILyi—Iy= ——dx— [ de =
flx (x 1) x (x 1)

0 1+

dx; pour toutx [0 ; 1],

fonction* == > Y
1+x

est continue syp ; 1], doncln+1 -

1x™(x-1)
In = fO 1+x2

4, Pour tout entien> 1,

1x™(x“+1 1
In+ln+1=fo 1(+x2 )d —f x"dxzj

5. Pour tout entien > 1,

(+1)S1"_(

en remplagcant parn— 2 : pour tout entien > 3, ona:

1

1 1
2-1) <L Smorl +In+1 = —dOhC

< <
In+( 1)_I + 1, I+( )50|tl+
1 1
s 1)sn+1 L, + ( donc en ne considérant que 2.

1

2( -1) — n+1

la premiere partle de I megalltd +
1

~ n+1 - 2(n
1

< -

In = 2(n-1)’

Déterminons alors la Iimite denl,, :

Pour tout entien > 3 ——<nl, < —or
n+1) 2(n-1)

doncpour tout entien > 3,

n

1.1 1

lim
nw= +oo nwe= +oo

gendarmes appliqués aux suitds ™
n - 4o
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<O0etla

dx < 0, donc(l,),en* €St décroissante.

donc

<
'2(n +1) -

2D~ MGy T 2 donc d'aprés le théoréme des)  En déduire la limite del,,.

1 1 b1
6. L=]; 1:‘7dx = [Eln(l +x2)]0 = 5In2, pour

toutentiem2> 1,1, + 4, = ﬁ donc en appliquant
cette relation a=1:
L+1;= i s = % - 1ln 2 ; en appliquant cette

relationan=3 I3+ I3, = e Is = —%+%ln2.

Exercice 40 :Pour n € IN, on posd,, = [ (Int)"dt.

1. Démontrer a I'aide d’une intégration par
parties que, pour toutn € IN,

L, =x(Inx)" —nl,_4.

2. En déduirely, I,, I3 etly,.

Correction: n € IN, /1, = [ (In)"dt

1. = [[(nondt =

[t(ln t)" - nf (Int)"dt = x(Inx)™ — nl,,_;.

2. Io_f (lnt)odt—f dt =[t]f =x — 1.

I; = x(Inx)! = 1,_; =x(Inx)! —x + 1,

I, = x(Inx)? — 2I; = x(Inx)? — 2[x(Inx)* — x + 1]
I; = x(Inx)® — 31, = x(Inx)® — 3[ x(Inx)? —
Zdnx1-x+1et

I, =x(nx)* —4l; = x(Inx)* — 4 [x(ln x)3 —
I dnxZ2- Zidnxi-x+1.

Exercice 41 :Pourn € N*on posel,, = ff(ln x)"dx.

1.

a) Deémontrer que, pour toutx dans l'intervalle
11; e[ et pour toutn entier naturel, on a:

(Inx)" — (Inx)™*1 > 0.

b)  En déduire que la suite(l,,) est décroissante.

a) Calculer I; a I'aide d'une intégration par
parties.

b)  Démontrer a I'aide d'une intégration par
parties que, pour toutn € N*, I,,,; = e — (n+ 1)I,,.
c) Endéduirel,, I3 etly.

3.

a) Démontrer que,vn e N*, I, = 0.

b) Démontrer que,vn € N, (n+ 1I,, <e.

d) Déterminer la valeur denl, + (I,, + I,,,1) et
en déduire la limite denl,,.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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1.

a) 1<x<ee0<hx<leo<(n)'™<1
et dautre pard < (Inx)""' <1 —-1<
—(Inx)™** < 0. En ajoutant membre & membre :
—1<(nx)"—(nx)""'<1<0< (nx)"—
(Inx)™*1 < 2. Pour toutx € ]1; e[ et pour tout € IN,
ona:(Inx)" — (Inx)"*1 > 0.

b)  Déduisons que la suité€l,,) est décroissante :
on sait que la fonction In est croissante|§yir-oo[, or
[1;e] < ]0; +oo[, donc In est croissante dur e].
Pourn € N*, I,, = fle(lnx)"dx, o0 < (lnx)"<1 e
fle 0dx < fle(ln )" < fle ldx 0 < fle(ln x)dx <
e — 1; de ce fait on pourra avaim x)" — (Inx)™** >
0= fle(ln x)dx — fle(ln x)"dx > 0.

La suite(I,,) est décroissante.

2.

a I, = fle(lnx)ldx =[xlnx—x]¢=1

b) vneN L,,,=e—n+1DI,:

Ins1 = J; (Inx)"dx = [x(nx)"*1]¢ —

n+1) fle(ln x)™dx, on déduit que : pour toute N*,
Iny1=e— M+ 1),

c) Deéduisonsl,, I3 etl, :
Lyy=e—(A+DL==e—2,
Iz3=e—(1+2),=—-2e+6.

I3;1=e—(1+3)I3 =1, =9 — 24.

3.

a) Deémontrons que, pour toutn € N*, I,, > 0:
Initialisation :I; = 1 > 0, vraie

Hérédité :supposons quek € N*, I, = 0 est vraie
montrer quer k € N, 1 > 0 [‘(Inx)¥dx > 0 <
(k+1) [[(nx)kdx >0 =

e—(k+1) fle(lnx)"dx <ese—(k+

1 [ (nx)*dx = Ly = 0.

Conclusion ¥ n € N*, I, = 0.

b) DémontronsquevneN", (n+1)I,,<e:
Onsaitqud, >0et(n+1)>2,donc(n+1)I,, =0
oud<(n+1DL,0rl<x<ee=el<e-1e
o<+ <(n+De-1Denm+Dl,<e
La meilleure méthode est de passer par celle de
récurrenceYous pouvez continuer !

c) (+D<es I, <——alors

. ()
lim (I) =lim (n+1) =0 &oul, converge vers 0
ne+0 4, 1o

d) nl, + (In + In+1) =+ 1)In + 1l =

_ _ lim (nl,) =e
n+DL+ e—m+1)I, =cet ne too

Exercice 42 :On posel,, = ff x(Inx)"dx oun est un
entier naturel.

1. Calculer Iy etly.

2. Montrer que pour tout entier naturel non nul
2L, + (n+ DI, = €2

3. Déduisez-er, , puisl;.

2
4, En déduire 'encadrement de0 < I,, < ﬁ

5.  On considére la suitg1I,)en, N entier 2 0.
a) Montrer que cette suite est décroissante.

b) Calculer M (In) = g¢lim (nl,) =
n—- +4oo n+—- +4oo

Correction : I, = [ x(In x)"dx.

e 2_
1. Ip= flex(lnx)odx = fle xdx = ExZ] =2 - !
1
_re 1 1.5 %21 _e?+1
etl; = [ x(Inx)'dx = [Ex lnx—T]1 =—
e 1 €
2. g = [ x(Inx)™tdx = [Exz In+1 x]l —

2
nT+1f1e x(Inx)"dx = e7 — nTHIn & 2l +
(n + DI, = e?, donc2l,; + (n + I, = e?.

_ .2 _é? 1,
3. 242 =etel =22 =—3;

2 2
2343 =2 ol =23, =2 +2,
4, 1<x<eeo0<hx<10<(nx)"<
leoo<x(h)"<xe0< flex(lnx)"de

e e?-1 e? e?-1
[[xdx & 0<], <—or—<

1 2 n+2 2
donco <1, <<

onco = 1, =7

5.  On consideére la suit@d,,),en, N entier= 0.

a) Montrer que cette suite est décroissante.
In+1 — I = [ x(nx)™dx — [ x(Inx)"dx =
flex(lnx)"(lnx —1dxorvxe[l;e], x(Inx)" =0
etvx € [1;e],(Inx—1) <0;doncl,4; -1, <0 =
[heq <1, alors(l,)en €St décroissante.

b)  D’apres le théoreme de gendarme on déduit

2 ; e?\ _
0 <1, << On sait queim (m) =0 gonc
n+2 ne 4o
lim (I,,)) =0 otlim (nl,) =lim (% X ez) = ezl

n - +oo ne+o0 ., 1

Exercice 43 :On posel, = fle x%(Inx)P d ol p est
un entier naturel non nul.
1.

a) Calculer Iy ( On pourra faire une intégration
par parties)
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b)  Montrer que pour tout entier naturel non nul :
e3 p+1

c) Déduisez-en, , puisi;.
2. Onconsidere la suite(lp)peN, p entier 2 0.

a) Montrer que cette suite est décroissante.

b)  Etablir la convergence de cette suite vers une

limite L 20.

3.

a) Montrer qu'il y a contradiction entre le fait
gueL soit strictement positive et la relation obtenue
dans 1 :b).

b)  Déduisez-en alors la limite de la sunélp)pEN

Correction :
1.

x3 € e x? 1 2e3
a) 11—[?lnx]1— 1?dx—§—7.

e - p+1 23 » e
b) Iy = [ X*(Inx)P*t = [? (Inx) ]1 -
ex? 1 %3 e
- - Pdx = |— pl —
[5G+ D (nx)Pdx = [T |
pTﬂflexz(ln x)Pdx
e p+1
=35l
¢ _2; _5,3_2 _ 4 3,2
c) L= . 311—276 27e'[13—27e +-.
2. (Ip)peN’ p entier 2 0.
a) il suffit de remarquer que pour taxutompris

entre 1 ek, Inx est compris entre 0 et 1. Donc, pour
toutx compris entre 1 &t on a x?(Inx)P*! <
x2(Inx)?. Comme l'intégrale sur [1€] est une forme
lineaire positive, on a biely,; < I, si p est un entier
positif. Cette suite est décroissante .

b)  Le fait quel, soit= 0 est clair. C'est donc une
suite(n + 1)I,, décroissante et minorée par 0.

Elle converge donc vers une limitexl0.

3.

a) SiLest>0, alors en particulier, la suite

(n + 1)1, tend vers +o. Mais d'apres la relation

3 +1
obtenue en1b,onai,,,; == - 2=
p+ 3 3

pas possible si on considere le passage a la [fmite
tend vers o). Donc on ne peut pas avoir L > 0.

b) Comme L est un réel >0, on n’en déduit que L =[—

0. La suite converge donc vers 0.
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I,. Ce qui n'est

ex+Inx
X2

Exercice 44 :On pose, pourx > 0, f(x) =

Soit[. = e"+llntd A — entl d

oitl, = [, = dtet n=[n f®)dtpour
n € IN.

a) Montrer que que : I,, = %1 - :;21

b) Montrer que 4, =1, + e.
c) CalculerI, etA,.
d) Montrer que la suite (4,,) converge verse.

Correction :
i n+1 n+2
1. Montrons que que I, = —=— =0
e™1int mepe” e™tl q
In:fen t_zdt:[_Ten +fen t—zdt:
1 entt n+l  n+2
[—? 1+1In t)]en , doncl,, = on T nir

2. Montrons que 4,, = I,, + e:
n+1 n+1
A, = feen f(t)dt _ feen (et+lnt) dt =

t2

en+1 Int en+1 e en+1 e
Jon Fdt+ [ TdtAn=Ii+ [, Tdt=I+
en+1
[elnt]egn =1, +ne+e—ne=1I,+e.
1 2 2. e?+e-2
3. 10=e—0_e—1=1_;,A0=Io+e= e .
n+1 n+2 1 1
4. Inze_n_€n+1zz_enT
n+1 n+2

lim 4, =lim (I, +¢e) =

e .
N> 100 T o> 100 alors la suit€A4,,)

1 1
i =lim [ -7 =0
converge vers car i:m I et entt .

- 400 n+1 n+2
nw- +oo
Exercice 45 :Soit f la fonction de R vers R définie
xIn(x)

par: f(x)= {(x2+1)2
Osix=0

etl(a) = f, f(x)dx.
Montrer que Va>0, I(a)=

stx > 0. Soit un réela > 0

Ina _
2(a2+1)

1
Zan -
llna+lln(a2 +1)
2 4 :

Correction : Soit un réela > 0 etl(a) = falf(x)dx.

1 _ 1] xIn() _ In(x) 1%
1@ = [} FG dx = [} [ dx = [- 2]+

1 01 1 _ In(x) 11 1,11 x _
Efa [x(x2+1)] dx = [_ 2(x2+1)]a +5fa [Z - x2+1] dx =
In(x)
2(x2+1)

Ynx -tz 4] = e
+ 2lnx 4ln(x + 1)]a = 2@+

1 _1 1 2
4ln2 2lna+41n(a +1).

Exercice 46 :Soit n un entier naturel non nul.
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On définit la suite (u,) ey par u, = fllnn(%“) e2*dx

1. Calculer u, en fonction den.

2. Montrer que (u,)en* €St une suite
arithmétique dont on précisera la raison et le
premier terme.

3. CalculerS, =uy +uy + -+ uy,.

4.  Onposev, = e pourn > 1.

a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.

b)  La suite (v,) est-elle convergente ?

c) Calculer p, = [12%, vy etS}, = Y22 v,.

Correction : (u,)pen Par u, = fl:gﬂ) e**dx.
]ln(n+1)

In(n+1) 1
1 up = e?*dx = [_er )

n(n) 2
1 2 2 1
un=5[(n+1) —n]=n+5.

2. un+1—un=%[2(n+1)+1—2n—1]=1

donc (u,)nen+ €St une suite arithmétique de raison et

. 3
du premier terme,; = >

_2n(ug+uy) _

3. Sn=u1+u2+"'+u2n— 5
n(u1+un)=§(3+2n+1)=n2+2n.

4.  Onposev, = e pourn = 1.

1 1
n+-+1 n+-
a) Vpya=elnti=¢ 2 =eXe 2=eXxe'n

donc(v,,) est une suite géométrique de raigoa e et
3
du premier terme; = e"1 = ez,

1

n—-1 — en+2.

3

v, =ezXe

1

i =1: n+- __ i

by 1M Va =lime™2 =+ gors la suitdv,)
ne 40y, oo

diverge verstoco.

C)  pp =TIk v =€t xe' xels x..Xeln

1 1 1 1
ph=ezxe*axe e x . xe™z =

nxt _ mmd ol

el+2+3+---+n X e 2=¢ 2 X e 2.

2
Doncp,, = [[3%, vy = ™D x gh = gn"+21,
1-q"
1-q

!

ets, =Xpo Vg =Vvi+ vy + v, =vy X

!

n 3 1-em
Sp=Dp=1Vp =e€zX T donc
1—e2n

1-e '

3
— 2 - 5
Sp=XiZ v =ezX
Exercice 47 :

1.  Soitla suite(uy,),c\- définie par : vn € N*,
u, = f:xe‘xdx.

a) Calculer u,.
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b)

tend vers+oo.

2.

VneN, v, = [ x%edx.

a) Démontrer que :n € N*, v,, = 2u,, — ne™.
b)  Déterminer la limite de (v,),cy+ lOrsquen
tend vers+oo.

Correction :

1. VnEN*,un=f0nxe‘xdx :

a)

[-(x+De ™ =1—e(1 +n).

b)

lim u, =lim[1—-e™™(1+n)]=1
neH+0 ne 4o )

2.

a)

[—x2e™*]0 + 2 fonxe_xdx = 2u, —n?e™,

Déterminer la limite de (u,),cy- lorsquen

On considere la suite(v,,),, .-+ définie par :

Uy = fonxe_xdx = [—xe ]} + fone_xdx =

: -n __
etllm ne = Odonc
nw- +oo

éim e =0

on sait qu
nwe= +oo

vneN*, v, = fonxze_xdx.

n —
v, = [, xPe ¥ dx =

lim 2u, = 2

X 3 X X 3 3 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 26 3 2 X 06 3 2 50 06 5 24 56 36 X 5 36 26 X 54 36 2 2 2 5 5 06 26 2 2

b) Comme et
n - 4o
lim n2e™" =lim % = 0 limv, =2
en — ~alors n .
nwe= +oo ne +oo nwe +oo
Exercice 48 :
1.  Soit (u,)nqey 12 suite numérique définie par :
n = f:“ 2e 2 dx.
a) Justifier les termes de la suitdu,,),cin-
b)  Calculer uy.
c) Montrer que, Vn € IN, u, = e"2*(1 —e2).
2.  Montrer que (U)npen €St une suite

géometrique dont on calculera la raison et ley

premier terme.

3.

So’n :u0+u1+u2 ++un

a)  Calculer Sy, en fonction den.

b)  Calculer la limite de Sy ,,.

Correction :

1. (Unen/un = f:“ 2e2* dx = [—e2¥]HL,
a) posonsf(x)=(x+1)e™*

On sait quev x € IR, f(x) = 2e™2* > 0. Par ailleurs
f(n) = 2e7%"
nombres finis; dong est continue sur IR. D'oles
termes de la suit@t,,) ey €Xistent.

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

3%

On designe par Sy, la somme définie par &

et f(n+1)=2e2"2 sont des

X 3 3 X X 3 3 X X 26 X 24 36 26 X 54 56 26 X 0 26 2
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b)  up=[""2e0 = [2x]3*" = 2.

c) u,= f:+12 T2 dx = [—em XNt =

_e—z(n+1) + e~2n

2. Uy =e M1 -e ) =exe M(1-

e ?) =e?u,. Donc (up)peny €St une suite

géométrique de raisan= e2et deu, = 2.
3.

1—p—2n-2

a) So_n=uo+u1+u2+-~+un=2. 1—e-2
: —2n-2\ —_

b) Comme lmf(e )=0"" alors et
n = +oo

. 2

lim Sy, = T

n - oo

Exercice 49 :

1.  Soit (u,)ney la suite numérique définie par :

u, = fn+1( + 1)e *dx.
a) Justifier les termes de la suit€u,,) ,ein-
b) Calculer u, en fonction den.

2. On désigne par P,, le produit définie par

Pl,n =Uqg XUy XUz X ... XUy
Calculer P4 ,, en fonction den.

Correction :

1. (un)nEIN/un = fn+1( + e ™ dx.

a) On sait quevx>0,f(x)=x+1e™>0.
Par ailleurs f(n)=n+1)e™ et f(n+1)=
(n+2)e ™ 1sont des nombres finis; donf est
continue sur IR. D’odes termes de la suit@:,),ein

existent.
b)  up =" (x+DeFdx=[-(x+
2e—xnn+1=—n+3e—n—1+n+2e—n=e—nnx1- e—
1+2- 3¢ 1.
2. Pin =uy Xuy; Xuz X .. X up.

uy=e ix (1 —-e 1) +2-3e71]

U, =e 2x(1—-eH+2-3e71]
uz =e33x(1—-eH+2-3e71]....

u, =e *nx(1—e1)+2-3e 1. En multipliant

membre a membre on aura :
Pyp = e (F2H354M[(1 4 2 + 3+..+n) X
1-e—1+n2-3e- 1

n(n+1)

or 1+2+3+..4+n donc pour tout n € N*. CommeV x € [0,3] x"e™* >0
PLn=e_@[w(l—e_1)+n(2—3e_1)]. alorsv x € [0,3], I, f x" ‘dx20.3
2. L= fo xte™dx = [~xe™*]g + [, e ¥dx =
Exercice 50 :Soit n un entier naturel non nul. [(—x — e *3=1— :_3_
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= @M — o722 = p=21(] — ¢72)

On définit la suite (I,)) pen+ par I,, = fol x"e *dx.
1. Démontrer quel, est bien défini et positif
pour tout n € N*.

2. Calculerl;.

3. Démontrer que, pour toutn € N*,

1
I = e (n+ DI,

4.  Calculer I, etI5.

5. EndéduireK = fol(—x3 +2x% — x)e *dx.

Correction :

1. La fonctionx — x™e™* est continue (produit de
fonctions continues) et positive sur [0 ; 1] ddpest
bien défini et positif pour tout € N*.
— (t.,1,- _rt - I -x11 _
2. L= [ xte¥dx = [, xe¥dx = [-xe™*];
1 _ _ —x11 _ 2
Jo e Fdx=[-(x+De*[5=1 -

3. Démontrons quevn € N*, I,,,1 = %—

m+0I,: 1,44 = fol xHlo=Xdy = [_xn+1e—x]é —
fol —(n+ Dx"e*dx ; Ipq = l — (n+ DI,.
2 5

4. 5_-—(r+nh_——2@—:)_2—;,

16
Iy =6-=.
5.  DéduisonsK = fol(—x3 +2x% —x)e *dx :
K= —folxge_xdx + Zfolxze_xdx - folxe_xdx =
—L+2L,—1, K=2-3.

Exercice 51 :Soit n un entier naturel non nul.

On définit la suite (I,),en+ par I, = f03 x"e *dx.
1. Démontrer quel,, est bien défini et positif
pour tout n € N*.
2.  Calculerl;.

3. Démontrer que, pour toutn € N*,
311

L =nl, 1=
4.  Calculerl, etl;.

5. Endéduirel = fol(x?’ +2x% — 2x)e *dx.
Correction : (I,)pen parl, = f03 x"e *dx.

1. Démontrer quel, est bien défini et positif
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3. I,= f03 x"e*dx =

[—x"e™*]3 + nflxn‘1 Xdx =nl,_, — 3n

4 12=211———2———;—2——etl3—
33 51 33 78

=5 =6-5G-570-5

5 1= f03(x3 + 2x% = 2x)e ¥dx = f03x3e_xdx +

2f3xze‘xdx—
1=8-2%

2 [} xe *dx =13+ 21, - 21; =

Exercice 52 :Soitn un entier naturel non nul.

On définit la suite (I,),en+ Par I, = fol x"e*dx.
1. Démontrer quel,, est bien défini et positif
pour tout n € N*.

2. Calculer 1.

3. Démontrer que, pour toutn € N*,
L,i=e—(n+ 1,

4.  Calculerl, etl;.

5.  Endéduirel = fol(x3 +2x% — 2x)e*dx.

Correction : (I,))pen+ parl, = fol x"e*dx.

1. CommeVx € [0,1] x™e*
= folx"exdx > 0.

2. L= flxlexdx = [xe*]§ — fol e*dx =
[(x — De*]5 = 1.
3. Iy = fo xWle¥dx = [x"tle*]} —

n+1) folx"exdx =e—(n+ I,

4. Lb=e—-2l;=e—2et
[3=e—3l,=e—3e+6=06—2e.

5 I= fol(x3 + 2x? — 2x)e*dx = f01x3exdx +

Zfol xZe¥dx — 2 fol xe*dx =15 + 21, — 2I; = 0.

Exercice 53 :On considerel = fo (1 dx et
11
] = 0 mdx.

1. Déterminer une primitive de la fonctiong

définie par g(x) =

(1+e")2

2. Montrer a l'aide d’une intégration par parties

1
quel = _E+]'

fg. 1 e*
3. Montrer que pour tout x réeel Toer = 1o

In2-In(1+e?).

4, En déduire queJ =
Déterminer .

> 0 alorsv x € [0,1],

Correction :

1
1+e*

< G6(x) =—

ex
1. g(x) T (1+e%)?
-1 .
2. Montrons quel = Tre +]:

1
1 xe —-X 1_1
I= fo (1+eX)? dx = [1+ex]0 + fO 1+e xdx m +]
e * |
3. Montrer que pour tout x réel : — = —:
1 1xe™* e
1+eX  (1+eX)e * 1+e*

4. Déduisons qud =1In2-In(1+e1):

X — % admet pour primitive In(1 + e™*), alors

] = fo 1+e xdx =[-In(@+e™)]5 =
J=In2-In(1+e 1) =In (1+2e—1)

_ -1 ~-1 -1y _
[ 1+e+]— +ln2 In(1+e )=

I= E +In (1+2e—1)'

Exercice 54 :0On se propose de calculer I'intégrale :

1 xe*
J=Jy Grepdx

1. CalculerA = f01 01(1+ex)2

2. Déterminer trois nombres réelsa, b et c tels
gue, pour tout nombre réelt positif ou nul, on ait :

aroz @t % t Qo2 ().

3.  Enposantt = e* dans 'égalité(1), calculer
lintégrale : I = fol (1+tx)2
4.

a) Alaide d’'une intégration par parties,
exprimer J en fonction del.

b)  En déduire la valeur deJ. Donner une valeur
approchée dgf 21072,

dx

Correction : J = folﬁdx

_ x\11 1+e
1. fo 1+xdx [In(1+e )]o—ln(z)
1
et B= fO (1+ex)2 [1+ex] 1+e E
L bt _
1+)2 1+t (1+t)2 -
(a+b)t?+(2a+b+c)t+a

(1+t)2
On identifiea =1, b = —1 etc = —1.

1
3. 1—f0 (1+7)2dx

f [ - ﬁ — (1+ex)2] dx = [x —In(1+e*) +

=alom(2)
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4,
1 —-X 1,1 1
8) =y e = ), * 3o Gred
1
J —m+z’
1 1 1 2
b) J=rt i tim (o)

Exercice 55 :Pour n entier naturel non nul, soitg,,
la fonction définie sur I = [0; +oo[ par :

n
gn(x) ==e*. Soita un élémnt non nul fixé dand.
n!

Pour tout entier naturel n, on pose :

I,(a) = foagn(x)dx-

a) Calculer Iy(a).

b)  Montrer que, pour tout x del et pour toutn

deN":g,(0) =0et g’ (%) = gn-1(x) — gn(x).
c) En déduire que, pour toutn > 1:

In(a) - In—l(a) = %e—a.
Correction : g, (x) = ’%e‘x etly(a) = [ gn(x)dx

8)  Io(@) = [y goCodx = [ (e ) dx =

0
foa (’;—'e‘x) dx=[-e*]§=1—e""
n 1
_ . _ -X _
b) Vxel=[0;+x[, g, (x) = n(n ke
ﬂ —x _ _x" e X — x e~ X _
€ T moi® —e~r,on déduitqu& x € [ =

[0; +oof, g () = gn—1(x) — gn(x) et

gn(0) = ;e 0 =0.

¢)  Onsaitqueg,(x) = g1 (1) — gu(x) &
Iy g, Cdx = [ gy ()dx — [} gn()dx &
[~ 55e

se déduit aisément(a) — I,,_,(a) = %e a,

Exercice 56 :
1.  Soit (uy)nen 1a suite numérique définie par :
u, = f:_l 2% dx.

a) Montrer que (U )nent €St une

premier terme.
b) Interpréter graphiquement ce résultat.

2. Ondésigne par S, , la sommeu; + u; +uz +

-+ +u,. Calculer §; ,, en fonction de n :

3. Calculer la limite de S;, et interpréter 4.
graphiguement le résultats obtenu.
Correction :
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a
—x]o = [} gn-1(x)dx — [, gn(x)dx, alors cela

suite
géométrigue dont on calculera la raison et le

1. (un)nEN*/un = fn 2% dx = fn 1exlnxdx_

3) tn = [lnz N1 2” i et
R
% o Zun donc (up)nen+ €St une suite

géométrique de raisog =

1 ¢ 23\1 1
u; = ——. Doncu,, = (—) =
17 In2 n = n2 \inz 21-n(In2)n
1 ¢ 23\1 1
b) up= E(E) T 21-n(lp2)n >0 et
" — 1 = 1 _ 1 _
ntl T p-n(nz)ntt  2i-n(ln2)n
_ 2-In2 0 | t
Un+1 = Un = Jiop gynet = alors  (up)pent €S
croissante.
2 n
2 sa=t il o1 (2Y)
' Ln = ht 2% In2-2 In2 '
In2
2 \" limS,, = +
= 1m = o0
3. hm(l 2) T® alors Ln donc

(Sl'n)nEN* est divergente.

Exercice 57 :0On posel,, =
entier naturel.

1.
2.
3.

est croissante.

4.
a)

enx

e+l —

b)

c)

Correction : I, = [

1. 1= fo — xdx =[In(1+e®)]}=1In (1+e) ;
Io+11=f01% =fdx=x]0=1et
lo+1 = [ iex dx=1e1=1-In(=%),

_ 1enx+x+enx enJC(1+ex)
2. Intly = [ —dx= [ ——dx

1
1 1

[ e™dx = [—e""]
0 n 0

3.

(I)nen €St croissante.

— et du premier terme

ne= +4oo

1
fo m dx oun est un
Calculer I etIy + Iy en déduirely.

Calculer I, + I,,,4 en fonction den, n € N*.
Montrer que sans calcul que la suit€l,,) ey

Prouver pour tout élémentx de[0; 1],

enx
< nx

eX+1 = 2 2¢

En déduire I'encadrement del,,.
. R L\ _
Calculer 1M (In) = o lim (e_") =,
n - +o0 ne 4o
dx,.

1 enx
1+e*

= %(e" — 1) avecn € N*.

Commel, > 0 etl, +I; = 1 > 0 alorsla suite
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a) 0<x<lel<e*<es= 2<e*+1<

1 1
e+le —<
+ e+1 eX+1
enx enx

1 ..
< en multipliant pae™ on aura

— < < lenx,
e+1 e*+1 2
enx enx 1 nx 1 enx
—< < e [ —dx <
) e+1 eX+1 2 J.0 e
1 e™ 11
dx < | =e™dx or
fO e*+1 - fO 2
1e™™ 1
_dx =
0 e+1 e+1

1 n
1 1 |1 e"—1
J‘ e™ dx = enx] — et
0 e+l ln 0 ne+n

11 nx =l[l nx]1=i n_
Zfoe dx =3|-e . —(e" - 1).

e <L < em-1

s n<

ne+n — 2n -’
c) Selonle Théoreme de gendarme

. e . e
lim (ne+n) = +00 gtlim ( o ) =+ alors

n - 4o n = 4o
1n
i = im (1) = jim (=) =2
lgni_gli)oo— +oo 4 lim (en)_hm<en>_z.
n - +oo ne 4o
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Louange a Qllah et que la pricre et le salut seient sur le sexviteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnex. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(saubi hana wat tala ), Le Tout Miséicordiewx m’avait affert.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous misériconde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllak, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Fai »

ALLAH MERCI

3
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Auteur

SUSTRNRROKY
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E ! oy ' . Les solutions de I'équationsont :y = Ce* —
Xercwes SUI les équations dl Crentlelles %(sinx + cos x), ouC est une constante quelconque.
Exercice 1 :Résoudre chacune des équations Exercice 2 :Résoudre chacune des equations

différentielles suivantes, en cherchant une solutio différentielles :
particuliére de I"equation du méme type que le

second membre : 1 y'=5y'+6y=0

2. y'=3y'=0

1. y -3y=2 3. y'=2y'4+2y=0
2. "4+ 2y=e** _

3 z, B 5§ _ 25" Correction 2 :

4. y'—y=sinx 1. y' -5y +6y=0

L’équation caractéristique r2 — 5 + 6 = 0 a pour
racines 2 et 3. Les solutions de I'équation sontdo
y = Ae?* + Be3*, ou A et B sont des constantes réell
guelconques.

yll _ 3yl — 0

Correction 1 : Pour les équations de cet exercice, on
cherche tout d’abord les solutionsl@guation
homogéneen utilisant la suite des opérations usuelles
conduisant au résultat, puis on cherahe solution
particuliere de I"equation complete qui est du méme

_ ) x : e 2 o
type que le second membre. Les solutions sont obgen L €quation caracteristique r* — 3r = 0 a pour
dans IR. racines O et 3. Les solutions de I'équation sontcdo

1. y —-3y=2 y = A+ Be3*, ol A et B sont des constantes réelles
quelconques.

o ) £ . hY 1A it v — 3x
L’éguation homogéne s’écrit :y = Ce**. 3 y' -2y +2y=0

’ L'équation possedane solution g:onstante L’équation caractéristique r2 — 2r + 2 = 0 a pour

¥yo = k, qui vérifie -3 = 2 soity, = —3 racines complexek+ i et1 — i. Les solutions de

. Les solutions de P'équatiorsont 5y = Ce3* — g’ I'équation sont dong = Aex,cosx + Be3*sinx, ol A
3" et B sont des constantes réelles quelconques.

ou C est une constante quelconque. Exercice 3 :Résoudre chacune des équations

2. y +2y=e?* différentielles :

. L’équation homogeéne s'écrit ;y = Ce™2*.

. L’'équation possédene solution de la forme 1L y'+2y -8y=e*

yo = ke?*, qui vérifie2ke?* + 2ke? = e2* soit 2. y'=3y' —18y= xel

y:leZX 3. y'-10y'+41y =sinx

4 _ . _ L 4. y'"+2y' -3y=(x+1)e*
1 2 L(?s solutions de I'équationsont :y = Ce™** + 5. y"+4y = cos2x
€, ouC est une constante quelconque. 6. y' -2y +y=(x+1e*

r_ — 5x
3. y -—-5y=e Correction 3 :

. L'équation homogéne s’écrit :y = Ce>*.

. L’équation possédene solution de la forme 1. E:y’'+2y —8y=e3*

Yo = kxe>*, qui vérifieke® + Skxe®* —5kxe®* =« |'équation caractéristique r2 + 2r —8 =0 a

e>* soity = xe>* pour racines -4 et 2. Les solutions de I'équation

«  Les solutions de I'équationsont :y = Ce> + hom%géne sont donc= /Ille_l}x +|B€2x, ouAetB

xe5*, ouC est une constante quelconque. sont des constantes ree €s gueiconques.

4 , . . On cherche une solution particuliere de
Sy Ty=ssmx o I” equation compléte. Comme 3 n’est pas racine du

* L’équation homogene s’écrit 1y = Ce™. polyndme caractéristique, il en existe une de fméo

. L’équation possedene solution de la forme yo = ke3*.

Yo = Acos x + Bsinx, qui vérifie—Asinx + En remplacant dans I'équati@ on obtienty, = %e3x

B fosx —Acosx — Bsinx = sinx soity = «  Les solutions de I'équation Esont :y =

-3 (sinx + cosx) Ae~** 4+ Be?* + %e3", oU A et B sont des constantes

réelles quelconques.
2. E:y”"—-3y —18y = xe?*
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. L’équation caractéristique r? —3r — 18 =0 a
pour racines -3 et 6. Les solutions de I'équation
homogéne sont donc= Ae™3* + Be®*, ou A et B
sont des constantes réelles quelconques.

. On cherche une solution particuliere de
I"equation compléte. Comme 4 n’est pas racine du
polyndme caractéristique, il en existe une de lmé
yo = (kx + H)e**. En remplacant dans I'équatié

on obtienty, = —ﬁ (14x + 5)e**
. Les solutions de I'équation Esont : y =

Ae—3% 4 Beb* — ﬁ(u}x +5)e*®, ol A et B sont des

constantes réelles quelconques.

3. E:y"—10y +41y =sinx

. L'équation caractéristique r> — 10r + 41 = 0
a pour racines complexést 4i et5 — 4i. Les
solutions de I'équation homogéne sont dgne

Ae>* cos 4x + Be>* sin 4x, ol A et B sont des
constantes réelles quelconques.

. On cherche une solution particuliere de
I'équation compléte. Le second membiex est la
partie imaginaire de*:. Commei n’est pas racine du
polyndéme caractéristique, il existe une solution
particuliere de la formeyy, = kcos x + H sin x. En
remplacant dans I'équatidfy on obtienty, =

1 2 .
—COSX + —sSinx
170 85

. Les solutions de I'équation Esont :y =

. 1 2 . .
Ae®* cos 4x + Be®* sin4x + T55 €08 X + 32 Sinx, ou A

et B sont des constantes réelles quelconques.

4. E:y"+2y -3y=(x+1)e*

. L'équation caractéristiquer? +2r—3=0a
pour racined et—3. Les solutions de I'équation

homogéne sont donc= Ae* + Be™3%, oU A et B sont

des constantes réelles quelconques.

. On cherche une solution particuliere de
I'équation compléte. Comnien’est pas racine du
polynédme caractéristique, il existe une solution
particuliére de la formeyy = (kx? + Hx)e*. En
remplacant dans I'équatidf on obtienty, =

% (2x?% + 3x)e*

. Les solutions de I'équation Esont : y = Ae* +
Be™3* + % (2x% + 3x)e*, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.

5. E:y"+4y=cos2x

. L'équation caractéristique r% + 4 = 0 a pour
racines complexeai et—2i. Les solutions de
I'équation homogene sont dopic= A cos 2x +

B sin 2x, ou A et B sont des constantes réelles
guelconques.

. On cherche une solution particuliere de
I'équation compléte. Le second membos x et que2i
est racine du polynéme caractéristique, il existe u
solution particuliére de la formg, = kx cos 2x +

Hx sin 2x. En remplagant dans I'’équati@) on obtient

Vo = %x sinx.
. Les solutions de I'équation Esont :y =
Acos2x + Bsin2x + %x sinx, oU A et B sont des
constantes réelles quelconques.
6. E:y"-2y+y=(x+1)e*
. L’équation caractéristiquer? —2r+1=0a
pour racine doublé. Les solutions de I'équation
homogene sont donc= (Ax + B)e*, ou A et B sont
des constantes réelles quelconques.
. On cherche une solution particuliere de
I’équation compléte. Comnieest racine double du
polyndéme caractéristique, il existe une solution
particuliére de la formeyy = (kx® + Hx?)e*. En
remplagant dans I'équatidfy on obtienty, =
(lx3 + lxz) e~.

6 2
. Les solutions de I'équation Esont :y =
(Ax +B+ %x3 + %xz) e*, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.
Exercice 4 :Résoudre chacune des équations
différentielles :

1. y'=-2y'+2y=1
2. y" -2y +2y=cos2x
3. y'-2y +2y=sin’x

Correction 4 : L’équation caractéristique r? — 2r +
2 = 0 a pour racines complexést i et1 —i. Les
solutions de I'équation homogene sont dgne

Ae* cosx + Be* sinx, ou A et B sont des constantes

réelles quelconques.

X 3 X X 3 3 X 5 3 50 2 36 3 X X6 36 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 2 5 2 2 2 5 06 X 2 5 2 36 2 26 2 2 5 2

1. E:y” -2y +2y=1.L'équation posséde une*

. 1 .
solution constantg, = > DoncLes solutions de

c

X 3 X X 3 3 X X 26 2 X 5 36 X 24 54 36 2 4 36 26 2 04

I'équation E sont : y = Ae* cosx + Be*sinx + %, o]
A et B sont des constantes réelles quelconques.
2. E:y"—-2y"+2y=-cos2x.Lesecond
membrecos 2x est la partie réelle d&#* et que2i
n’est pas racine du polynéme caractéristique,igtex
une solution particuliére de la formg, = k cos 2x +
H sin 2x. L'équation posséde une solutipgn =

1 1, , . .

— 5 Cos 2x — zsin 2x. Les solutions de I'équation E
: 1

sont:y = Ae* cosx + Be* sinx — 5 C0s 2x —

1 . < 7
Zsin 2x, ou A et B sont des constantes réelles

quelconques.
3. E:y" -2y +2y=sin?x,onaurasin?x =

% — %cos 2x. D’apres le principe de superposition desy-

solutions, une solution particuliere est donnée par
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Vo = % _1 (_ L cos2x — gsin Zx). Les solutions de D)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

2\ 10
I'équation E sont :y = Ae* cosx + Be* sinx + % -

1

= (—icos 2x — Lsin Zx), ou A et B sont des
2\ 10 5

constantes réelles quelconques.

Exercice 5 :Soit (E) I'’équation différentielle :
y’=2y’+y=—xe".

Déterminer la solution générale d€E).
Correction 5 :

(E): y’—-2y’+y=—xe".
Déterminer la solution générale d€E).
L'équation caractéristique estr? — 2r + 1 =

(r — 1)(r — 1), les solutions de I'équation homogéne

sonty(x) = (Ax + B)e*. On cherche une solution

particuliere sous la forme d’'un polynédme de degré 1

y(x) = (ax + b)e*. On remplace dans I'équation
différentielle et on trouve = 1 etb = 0 ; d'ou

y(x) = xe*. En résumé les solutions sur R sont de la

formey(x) = (Ax + B)e* + xe*.
Exercice 6 :Soit (E) I'équation différentielle :
y’+y —2y=9e* -2

Déterminer la solution générale d€E).
Correction 6 :

(E): y’+y’ — 2y =9e* - 2.
Déterminer la solution générale d€E).

L'équation caractéristique estr? +r — 2 =

(r +2)(r — 1), les solutions de I'équation homogéne

sonty(x) = Ae* + Be~2*, On cherche une solution
particuliere. On applique le principe de superpasitll
est clair quey; (x) = 1 est solutiondg”” +y’ — 2y =
—2. Et on sait qu’'une solution particuliére pl& +
y’— 2y = 9e*est sous la forme d’'un polynébme de
degré 2 y(x) = axe®. On remplace dans I'équation
différentielle et on trouve = 3 d’ol y,(x) = 3xe*.
En résumé les solutions sur R sont de la fopfng =
Ae* + Be™?* 4+ 3xe* + 1.

Exercice 7 :On considéere(E) I'équation
différentielle: y”’ -2y’ +y = —x + 3.

1.  Veérifier que la fonction g définie sur IR par
g(x) = —x+ 1 est une solution d€E).

2.

a) Démontrer qu’'une fonction h deux fois

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement si

la fonction h — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y”’—2y’+y = 0.
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Correction: (E) :y”—2y’+y=—x+3.

Exercice 8 :0On considere(E) I'équation

c) En déduire I'ensemble des solutions d¢E).
d) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant les conditionsh(0) = 0 eth’'(0) = —1.

1. VxeIRgx)=—x+leogdx=-1=

g"(x)=0.

JESEH e g’ (x)—29'(x)+glx) =—x+3

0+2—-x+1=—-x4+3<=0=0,douvxe

IR g(x) = —x + 1 est une solution dE).

2.

a) heSg e h’(x)—2h'(x)+h(x)=—x+3

Or cette hypothese sera vérifier a partir de :
(h—g) €Sy & (h—g)"(x) = 2(h — g)"(x) +
(h — g)(x) = 0 ce qui donne

h"(x) — 2R (x) + h(x) = g"(x) — 29'(x) + g(x)

OrgeSp e g'(x)—29'(x)+gx)=—x+3

donch’’(x) — 2h’(x) + h(x) = —x + 3 ce qui prouve

queh est une solution de I'équati@R).

by r2-2r+1=(r—1)%?=0,apourracine

double 1. Les solutions de I'’équatidiF) sont de la

forme doncy = (A + xB)e*, ou A et B sont des

constantes réelles quelconques.

c) Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme

h(x) = (A+ xB)e* —x + 1, ou A et B sont des

constantes réelles quelconques.

d VxelR h(x)=(A+xBe*—x+1

Vx€IR h'(x)=(A+xB+B)e*—1

la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions

{h(0)=0 { A+1=0 {A=—1
h'(0) = —1 A+B-1=-1 B=1

VxelRh(x)=(—-1+x)e*—x+1

Vx€eIRh(x)=—(1—-x)e*+(1—x)

Vx€IRh(x)=(1—-x)(1—e%)

différentielle: y*’+ y’— 2y = —3e*.

1. Déterminer le réela pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = axe* soit solution de(E),
I'équation différentielle.

2. Démontrer qu’'une fonction h deux fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement si
la fonction h — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y”’+y’—2y =0.

3. Résoudre I'équation(F) dans IR.

4, En déduire 'ensemble des solutions d€E).
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5. Déterminer la solution particuliére de (E)
vérifiant les conditionsh(0) = 1 eth'(0) = 0.

Correction: (E) :y”+y’—2y = —3e*.

F):y’+y’—2y=0.

3. Vx €IR gx) = axe* © g'(x) =

alx + De* & g"(x) = alx + 2)e*.

9gESEH © 9 () +9'(x) —2g(x) =alx +1)e* +
a(x + 2)e* — 2axe* = —3e* @ a(2x+3 — 2x) =
—3 & a=-1, douvx €eIR g(x) = —xe”*.

4. he€SE © h’(x)+h'(x)—2h(x) = —3e*
Or cette hypothése sera vérifier a partir de :
(h—g)€SE = (h—9)"() + (h—g)(x) -
2(h — g)(x) = 0 ce qui donne

h”’(x) + h'(x) = 2h(x) = g"'(x) + g '(x) — 29(x)
OrgesSg e g'(x)+g'(x)—2g(x) = —3e*
donch’’(x) + h’(x) — 2h(x) = —3e* ce qui prouve
gueh est une solution de I'équati@RB).

5. Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristiquer? +r —2=0,A=9, a
pour racines-2 et1. Les solutions de I'équatiaif)
sont dongy = Ae* + Be™2%, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.

4. 'ensemble des solutions dé€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme
h(x) = (A —x)e* + Be™2*, ol A et B sont des
constantes réelles quelconques.

Vx €IR, h(x) = (A —x)e* + Be™%*

Vx€IR A'(x) = (A—x—1)e* —2Be™?*

5. la solution particuliére d€E) vérifiant les
. h(0) =1 A+B=1 A=1 .
condition H(0) = 0 = {A—ZB _1 = {B —0 est:

Vx €IR h(x) =(1—x)e”*.
Exercice 9 :

2. Résoudre(E) I'équation différentielle du
second ordre ;y”’— 6y’ + 5y = 0.

3. Onlance trois (3) fois un dé dont les faces sont

numérotées de 1 a 6. On appelle, b etc les
résultats des premier, deuxieme et troisieme jetsud
dé. Quelle est la probabilité pour que les solutiade
I'équation différentielle: (F) ay”’ + by’+cy =0
soient les fonctions de la forme :

x - (A+Bx)e™,;

x — Ae"* + Be™?*

x » [Acos(Bx) + Bsin(Bx)]e™*.

Correction :

1. (E)y”’—6y’+5y=0
Ec:r?2—6r+5=0

=1 .
A=36—-20=16 = VA=4; {:1 _ ¢ les solutions de
L =

général€E) sont de la formey. = Ae* + Be>*.
2. la probabilité pour que les solutions

de:(F) ay’’ + by’ + cy = 0 soient les fonctions de la

forme : triplet (a, b, c)
E.:ar?+br+c=0,A= b? — 4ac, card(Q) =
Les différentes valeurs detac :

63

1 2 3 4 5

6

4 4 8 12 16 20

24

8 8 16 24 32 40

48

12 12 24 36 48 60

72

16 16 32 48 64 80

96

20 20 40 60 80 100

120

24 24 48 72 96 120

144

Les différentes valeurs deb?:

p> |1 |4 |9 |16 | 25 |

36

Nous auronsard(Q) = 63 = 216 triplets.
x — (A+ Bx)e™ : soit A cet événement :
A= b? —4ac = 0 & b? = 4ac,

Pourb? = 1 il ya 0 triplet

Pourb? = 4 il ya 1 triplet

Pourb? = 9 il ya 0 triplet

Pourb? = 16 il ya 3 triplets

Pourb? = 25 il ya 0 triplet

Pourb? = 36 il ya1 triplet

card(A) = 5 < p(A) = z:zggg =5 —0,0231.

216

x - Ae"* + Be"2* soit B cet événement :
A= b? — 4ac > 0 & b? > 4ac,

Pourb? = 1 il ya 0 triplet

Pourb? = 4 il ya 0 triplet

Pourb? = 9 il ya 3 triplets

Pourb? = 16 il ya 5 triplets

Pourb? = 25 il ya 14 triplets

Pourb? = 36 il ya 16 triplets

d(B
card(B) = 38 < p(B) = zz;dgﬂi =2

x — [Acos(Bx) + Bsin(Bx)]e* soit C cet
événement A= b? — 4ac < 0 © b? < 4ac,
Pourb? = 1 il ya 36 triplets

Pourb? = 4 il ya 35 triplets

Pourb? = 9 il ya 33 triplets

Pourb? = 16 il ya 28 triplets

Pourb? = 25 il ya 22 triplets

Pourb? = 36 il ya 19 triplets

38
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card(C) _ 173 _
card(Q) = 216 0,80.

card(C) = 173 & p(C) =
f(x) =1+ x|e™ 3%,

Exercice 10 :

1. Résoudre(E) I'équation différentielle du
second ordre )y’ + 2y’ +y = 0.

2. Déterminer la solution particuliére de (E)
vérifiant h(0) = 1 eth(1) = 2e71.

Correction :

1. (E)y”+2y’+y=0
E.:r?+2r+1=0,A=4-4=4=+A=0;

r, = —1 les solutions de générél) sont de la
forme :y = (Ax + B)e™

2. heSgE o h(x)=(Ax+B)e™
h(0)=B=1eth(1)=(A+Ble'=2e1=A+
B=2 A=1.Douh(x) = (x+ 1)e ™.

Exercice 11 :Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre: ay”’ + by’ + cy = 3e"** olia, b et
c sont des nombres réelles tels que :

a, 4b, —3c — 1 sont des termes consécutifs d’'une
suite géométrique ;

—c, a, b sont des termes conseécutifs d'une suite
arithmétique a termes positifs ;

1.  Déterminer les réelsa, b etc pour que la
fonction g définie sur IR par g(x) = e™2* soit
solution de (E).

2. Soit(Eg):2y”+y’—3y=0.

Montrer que si f est une solution d&€E,) alors

h = |f| est aussi solution d€E).

3. Résoudre I'équation différentielle (Ey).

4.  Determiner la solution f de cette équation,
2

définie sur IR et qui vérifie les conditionsf(0) = —=

3
etf'(0) =1.

5.  Montrer que h(x) = %e‘“/z.

Correction : (E): ay” + by’+cy = 3e **olia, b
et ¢ sont des nombres réelles tels que :

JESE © ag’(x) +bg’(x) +cg(x) =3¢ &
4a — 2b + c = 3.
16b% = —3ac — a 16b% = —3ac —a
2a=b—c =43 4a—2b=—-2¢c &
4a—2b+c=3 4a—2b+c=3
16b% = —3ac — a 16b*> =9a —a a=2
4a—-2b=-2c ©4 4a-2b=6 =3b=1
—2c+c=3 c=-3 c=-3
2. Soit(Eg):2y”+y’—3y=0.
fESEy S 2f7"(0)+f'(x)—3f(x) =0
=2f"()—f ) +3f(x) =0 2(—f)"(x) +
(=f)'(x) =3(=f)(x) =0dou (—f) € Sgy)-

Comme

h=|f] = { f sur tout intervalle ou f(x) = 0
—f sur tout intervalle oun f(x) < 0’

On en déduit queh = |f| est aussi solution d€E).

3. Résoudre I'équation différentielle (E,) :

Ec:2r2+r—-3=0

rn=1

3 les solutions

A=1+24=25<=>\/Z=5;{r _
2773

de généralg) sont de la formey = Ae* + Be3%/2
4, y=A~Ae*4+Be B/D* o y' = pe* —
%Be‘“/z)x, la solution particuliére d€E,) vérifiant

—_2 _ 2
les condition f0) = 3(:){A+B_ 3 &
fl(0)=1 2A—3B=2
_ A=0
3A+ 3B = -2
{oa_ 2822 ‘:’{B=—§’

doncf (x) = _ge—(3/2)x_
5. Commeh = |f| © h(x) = |f(x)| =
|_§e—(3/2)x| _ |E| e~3%/2 = 2 5=3x/2

3 3 3

Exercice 12 :

Résoudre dans IR I'équation différentielle

(Bo) y'—2y'+y=0.

Soit I'équation différentielle (E) :

y" — 2y +y=x%—4x + 2. Vérifier que le
polynémeh défini sur IR par h(x) = x? est une
solution particuliére de (E), c'est-a-dire que, pou
tout x de R,h"'(x) — 2h'(x) + h(x) = x* — 4x + 2.
Montrer que si f est solution de (E), c’est-a-dire, si
pour tout x réel, f"'(x) — 2f'(x) + f(x) = x* —

4x + 2, alors la fonctiong, telle queg = f — h, est

1. a,4b,—c— 1 sont des termes consécutifs d'une solution de (k).

—-c—-1
4b
—c, a, b sont des termes consécutifs d’'une suite

arithmétique a termes posité® b —a =a+c <
2a=b—-c;Vx€EIRglx) =e ¥ &
g'(x) = -2 = g'"(x) = 4e7 %%

& 16b% = —3ac—a

T 4b
suite géométrique= — =

Réciproquement, montrer que sig est solution de
(Eo) alors la fonction f, telle quef = g + h, est
solution de (E).

En déduire la forme générale des solutions de (E)
sur IR.

En déduire une solutiong de (E) satisfaisant a

d(1) =1et¢’'(1) = 0.
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Correction :

(E)y"—2y'+y=0.
Ec:r?—=2r+1=0,A=4-4=4=+A=0;
r; = 1 les solutions de générély) sont de la
forme :y = (Ax + B)e*.

(E):y" -2y +y=x*—4x+2.
Vx€IR h(x)=x? o h'(x) =2x = h''(x) =2
heSg & h'"(x) —2h'(x) +h(x) =2 —4x +x* =
x2 — 4x + 2 alorsh définie sur IR pah(x) = x? est
une solution particuliere de (E).
SifeSmef ') =2f' () +f(x) =x*—4x+2
orh € Sy © h"(x) — 2h'(x) + h(x) = x* —4x + 2
en soustrayant on aura if " (x) — 2f'(x) + f(x) —
[R"(x) — 2R (x) + h(x)] = x® —4x + 2 —
(x2 —4x+2)
[f" () = h" ()] = 2[f' () = h' ()] + [f (%) —
h()]=0= (f —h)"(x) —2(f —h)'(x) +
(f—hMx)=0 org € Sgy) = g"(x)—2g'(x) +
g(x) =0 cest-a-dire(g = f —h) €S &
(f—R)"(x)—2(f —h)'(x) + (f —h)(x) = 0dou
g = f — h, est solution de &
fESHm ") —-2f' () +f(x) =x*—4x +2
c'est-a-dire(g + h) € Sy = (g + h)"(x) —
2(g+h)'(x)+ (g +h)(x) =x>—4x+2 en
développant on aurag!’ (x) — 2g'(x) + g(x) +
h"(x) — 2h'(x) + h(x) = x? —4x + 2 orh"" (x) —
2h'(x) + h(x) = x? — 4x + 2 doncg”' (x) — 29’ (x) +
g(x) + x% — 4x + 2 = x? — 4x + 2 C’est-a-dire
g"(x)—2g'(x) + g(x) = 0 d’ou g est solution de
(Eo).
Commef = g + h est solution de (E) alofdx) =
g(x) + h(x) les solutions de générdlE) sont de la
forme :f(x) = (Ax + B)e* + x2.
p(x)=(Ax+Be*+x? = ¢'(x) = (A+Ax +
Bex+Zx.
la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions

o) =1 (A+Be+1=1 A= —2e1
{4)’(1) = O@{(2A+B)e+2 =0(:){ B=2e7!
Vx €IRp(x) = (2e7! — 2e tx)e* + x?
Vx€EIRP(x) =2(1 —x)e*e ! +x2
Vx€IRP(x) =2(1 —x)e* 1 + x2

Vx€IRp(x) =x%—2(x —1)e* !

Exercice 13 :0n considére(E) I'équation
différentielle : y>’ — 2y’ +y = x* — 11.

Vérifier que la fonction g définie sur IR par

x% + 4x — 5 est une solution d€E).

Démontrer qu’'une fonction h deux fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction

h — g est solution de I'équation différentielle(F) :
y’—-2y’+y=0.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions déE).

Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant
les conditionsh(0) = —5 eth'(0) = 5.

Correction: (E) 1y’ —2y’+y =x* — 11,

Vx€IRg(x)=x*+4x-5
g)=2x+4=g"(x)=2.
JgESE & g ' (x)—2g9'(x)+gx) = ¥-11e
2+42—-4x—-8+x2+4x-5=2x*-110=0,
douV x € IR g(x) = x% + 4x — 5 est solution d€E)
h€SE < h’’(x) —2h’'(x) + h(x) = x*+4x -5
Or cette hypothése sera vérifier & partir de :
(h—g)€Se = (h—g)"(x) - 2(h— g) () +
(h—g)(x) = 0 ce qui donne
R (x) = 2R'(x) + h(x) = g"(x) = 2g'(x) + g(x)
OrgeSm e g '(x)—2g9"(x)+gx) = x% +
4x — 5 donch”’(x) —2h’(x) + h(x) = x> + 4x -5
ce qui prouve qué est une solution de I'équati@R).
r?—2r+1=(r —1)? =0, a pour racine doublé.

Les solutions de I'équatiofF) sont de la forme donc
y = (A+ xB)e*, ou A et B sont des constantes réelle

quelconques.
Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

h(x) = (A+ xB)e* + x% + 4x — 5, ou A et B sont des

constantes réelles quelconques.

Vx €IR, h(x) = (A+xB)e* +x% +4x—5

Vx €IR h'(x) =(A+xB+ B)e* +2x + 4

la solution particuliere d€E) vérifiant les conditions
h(0) = -5 A+1=-5 A=0
{h(’(z))=5 (:){A+B+4=5(:){B=1

Vx €IR h(x) =xe* +x*+4x—5

Exercice 14 :0On considere(E) I'équation
différentielle: y”’ —y’—2y=x—-2

Déterminer les réelsa et b pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = ax + b soit solution de
(E), I'équation différentielle.

Démontrer qu'une fonction h deux fois dérivable sur

IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h — g est solution de I'équation différentielle(F) :
y’—y’—2y=0.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions d€E).
Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant
les conditionsh(0) = 1 eth'(0) = 6.

Correction: (E) :y”’—y’—2y =x— 2.

F):y’+y’—2y=0.
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Déterminons le réela pour que g définie sur IR par
g(x) = ax + b soit solution de(E) : Vx € IR, g(x) =
ax+be= g x)=ae g"(x)=0.

JESH e 9" (x)+g'(x) —29(x)=0+a—ax—
b=x—-1® -ax+a—-b=x—2<a=-10u
b=1,douvx e g(x)=—x+1.

h€SE & h’'(x) —h’(x) —2h(x) = x — 2 Or cette
hypothése sera vérifier a partir de :
(h-geSme=th-—9)"(x)+(h—-g)(x)—

2(h — g)(x) = 0 ce qui donne

h(x) —h'(x) = 2h(x) = g"'(x) — g'(x) — 2g(x)
OrgeSp e g'(x)—g'(x)—2g(x) =x—2
donch’’(x) — h’(x) — 2h(x) = x — 2 ce qui prouve
gueh est une solution de I'équati@RB).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristiquer? —r —2=0,A=9, a
pour racines-1 et2. Les solutions de I'’équatid(i)
sont dongy = Ae?* + Be™, ol A et B sont des
constantes réelles quelconques.

'ensemble des solutions d€E) : Les solutions de
I'’équation(E) sont de la formeh(x) = Ae?* +

Be ™ + x — 2, ou A et B sont des constantes réelles

guelconques.

Vx €IR, h(x) = Ae?* +Be ™ + x — 2

Vx €IR,h'(x) = 2Ae?* —Be™* + 1

la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions
h(0) =1 A+B=3 A=3

{h’((o))=6‘:’{2A—B=6‘:’{B=0

IR, h(x) = 3e?* + x — 2.

est'Vxe€

Exercice 15 :0On considere(E) I'équation
différentielle du second ordre ;y’+y = x — 1.

A l'aide d’une intégration par parties, calculer

J{ et —1dt.

Soit u une fonction dérivable sur IR, on pose
g(x) = u(x)e ™. Montrer que la fonction g est
solution de(E) si et seulement si, pour touk de IR,
u'(x) = (x — 1)e*.

A l'aide de la question 2 a), déterminer toutes les
fonctionsu vérifiant, pour tout x de IR, u'(x) =
(x—1)e*.

En déduire I'ensemble des solutions déE).
Déterminer la solution particuliere de (E) pour

laguelle I'image delestO0.
Correction ::

E):y+y=x—-1.
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Jlett—Dadt =[et(t— DIF — [ etdt =

[ef(t—2)]f =e*(x—2) +e.
X
Ux)=(x—-1De* s ulx) = J et(t —1dt
1

u(x) =e*(x —2) +edoncg(x) =ux)e™ =
gx)=x—-2+el™* & g'(x) =1 —el™* vérifions
cette hypothéseg est solution d€E) ssi
g +gx)=1+el™+x—-2—-el™*=x-1
ainsi la fonctiory est solution d€E) si et seulement si,
pour toutx de IR, u'(x) = (x — 1)e*.
On saitg'(x) + g(x) =x—1
gx)=ux)e* = g'(x) =u'(x)e™ —u(x)e™
g@X)+gx)=u e —ux)e™ +ulx)e™ =
uUe*=x—-1<u'(x)=(x—1)e*.
'ensemble des solutions d€E).
Commeg est solution d€E) avecg(x) = u(x)e™ =
e *le*(x —2) + ky] = (x —2) + ke ™ ouk, estune
constante réelle quelconqUe, = k + e). Donc les
solutions d€E) dont les fonctions — (x — 2) +
kie™*.
la solution particuliére de (E) pour laquelle I'image
delest0: g(1) =0
g =10-2)+ke =0k, =e.Doncla
solution particuliére d€E) pour laquelle I'image d#
est0 estx » (x —2) + e **t1,

Exercice 16 :0n considere(E) I'équation
différentielle: 2y’ +y = x? + 2x — 2.

Déterminer les réelsa, b et c pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = ax? + bx + c soit solution
de (E), I'équation différentielle.

Démontrer qu'une fonction h une fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h — g est solution de I'équation différentielle(F) :
2y’+y=0.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire 'ensemble des solutions d€E).
Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant
z(0) = 0.

Correction :

(E):2y’+y=x*+2x—2.

F):2y’+y=0.

Déterminons les réels, b et c pour que g définie
sur IR par g(x) = ax? + bx + ¢ soit solution de
(BE):Vx€IR g(x) =ax’+bx+ce g'(x) =
2ax + b.
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JESE © 29’ +g=4ax+2b+ax*+bx+c=
X’+2x—-2=a=1,b=-2etc=2doUVxE
IR, g(x) = x% — 2x + 2.

Démontrons queh 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h — g est solution de&(F) :
heSg S 2h'+h=x*+2x—-2,g€SE
29’ + g = x? + 2x — 2. En soustrayant membre a
membre,on&h—g) '+ (h—g)=0,0or(h—g) €
Se & 2(h—g)' + (h—g) =0, alorsh € S().
Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiafF) sont dongy = Ae_; ou
A est constante réelle quelconque.

I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

z(x) = Ae"z + x? — 2x + 2, ou A est constante réelle

guelconque.

Vv x € IR, z(x) — Ae"z4x2—2x +2

200) =Ae 3+ 02 —2x0+2=0< A=—2.
Vx€IR z(x) = eI 4 x% —2x +2.

Exercice 17 :Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre 4f”’+4f’+ f = 0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

Déterminer la solution particuliere dont la courbe
représentative, tracée dans un repere orthonormal
(0;1, j), passe par le point A(O ;4) et admet en ce
point une tangente de coefficient directeur -1.

Correction :

(E):4f”+4f’+f=0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

L'équation caractéristique 4r2 +4r +1=0,A=0a
pour racine— % Les solutions de I'équatiqii) sont

1
doncy = (Ax + B)e 2", ol A et B sont des constantesAd)e™® = —1 & A = 1. On a la solution particuliére :

réelles quelconques.
solution particuliére g : Au point A(0 ;4) on a:

1
g(0)=(Ax0+Be =4 B=4.
1
g(x) = (Ax +B)e ¥ & g'(x) = (_%Ax ~1B+
1
A) e”2*. Tangente au point A :on a :g’'(0) =
( 1 1 _10
‘5AX0—53+A)e 2’=-1<A=10nala

1
solution particuliére g(x) = (x + 4)e 2",

Exercice 18 :On donne I'équation différentielle (E) :

f'+2f + f =0.o0n pose : pour tout nombrex
réel : g(x) = e*k(x).

Démontrer que k est solution de (E) si et seulement

si, pour tout nombre réelx, g''(x) = 0.

Résoudre I'équation différentielle :g"" = 0.

En déduire les solutions (E).

Déterminer la solution particuliere dont la courbe
représentative, tracée dans un repére orthonormal
(0;1, J), passe par le point A(0 ;2) et admet en ce
point une tangente de coefficient directeur -1.

Correction :

E):f"+2f +f=01/g(x) = e’k(x).

Démontrons que k est solution de (E) ssi, pour tout

nombre réelx, g"”"(x) = 0:V x € IR,

g(x) = e*k(x) & g'(x) = e*[K'(x) + k(x)]

9'(x) = e*[K'(x) + k(x)] & g" (x) = e*[k" (x) +
2k" r+kror g”r=0alorsk’ ++2k’ r+kr=0et k est
solution de (E), alork"+ 2k’ + k=0 © k"(x) +
2k'(x) +k(x) =0

alors k est solution de (E).

Résoudreg” = 0.

L’équation caractéristique r?2 = 0 & r = 0. Les
solutions de I'équatiog” = 0 sont dong(x) =
(Ax + B), ou A et B sont des constantes réelles
guelconques.

g(x) = e*k(x) & k(x) = g(x)e™ . Commek € Sg

etg(x) = (Ax + B) alors les solutions de (E) sont de

formek(x) = (Ax + B)e™ ouf(x) = (Ax + B)e ™

ou A et B sont des constantes réelles quelconques.

solution particuliéref : Au point A(0 ;2) on a:
fO)=Ax0+Be =2 B=2.
f(x)=(Ax+Ble* = g'(x) =(—Ax — B + A)e™*.
Tangente au point A:on &:(0) =(-Ax0—-B+

f(x) = (x+2)e*.

Exercice 19:Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre :f '+ 2f’+ f = 0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

Déterminer la solution particuliere dont la courbe
représentative, tracée dans un repére orthonormal
(0;1, J), passe par le point A(0 ;2) et admet en ce
point une tangente de coefficient directeur -1.

Correction :
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(E):f’+2f°+f=0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

L'équation caractéristiquer? + 2r + 1 =0,A=0a
pour racine-1. Les solutions de I'équatigii) sont

doncy = (Ax + B)e ™, ou A et B sont des constantes

réelles quelconques.

solution particuliere g : Au point A(0 ;2) on a:
g(0)=(Ax0+B)e =2 B=2.
gx)=Ax+Be™ = g'(x) =(—Ax — B + A)e ™.
Tangente au point A:ong:(0) =(—Ax0—-B+
A)e = -1 < A =1.0n alasolution particuliére :
gx) = (x+2)e*.

Exercice 20 :Déterminer la solution def de
I'équation différentielle f" — f' + %f = 0 sachant
que sa représentation graphique passe par le poiAt
de

l;nlf éx) =4 6tla tangente a cette courbe au point

d’abscisse 2 est paralléle a I'axe des abscisses.

Correction :

(E):f"—f'+3f=0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

L'équation caractéristique r? — r + % =0,A=0a
pour racin(%. Les solutions de I'équatidit) sont donc

1
f(x) = (Ax + B)ez", ou A et B sont des constantes
réelles quelconques.

solution particuliere g : Au point A(0 ;4) on a:
g(0)=(Axo+B)e§°=4<=>B=4.

gx) = (Ax + B)e%x o g'(x) = (%Ax +%B +

A) eix. Tangente d’abscisse 2 paralléle a (Ox)an a:
g'(2) = (%Ax2+%B +A)e§= 0e=A=-1.0na
la solution particuliereg(x) = (—x + 4)e§x.

Exercice 21 :0n considére(E) I'équation
différentielle : y" + 2y’ — 3y = —4e73%.

Démontrer que la fonctiong définie sur IR par

g(x) = xe~3* soit solution de(E).

Démontrer qu’une fonction f deux fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'équation

différentielle (F) : y" + 2y’ — 3y = 0.
Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire 'ensemble des solutions d€E).

Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant
_1 Jimf(x) =0

)‘(0)—3etx|_)_i_Oo :

Correction : (E) : y" + 2y’ — 3y = —4e~3%.

(F):y"+2y’—3y=0.

VxeEIRglx) =xe* = g'(x) =(1-3x)e™*
9'x)=0Ox—6)e . geSy = 9" (x)+

29 (x)—3g(x)=(Ox—6+2—6x —3x)e3* =
—4e73% = 0.

Doncg € S).

fe€SE & f"(x)+2f (x) = 3f(x) = —4e™>*;
gESE © 9" (x)+2g9'(x) —3g(x) = —4e3*. En
soustrayant membre & membre, dif a g)"' (x) +
2 -9’ ) =3(f —g)x) =0,orh=(f —g) €
S © h'"(x) + 2h’(x) — 3h(x) = 0, alorsf € Sg).
h€SE < h'"(x)+2h'(x) —3h(x) =0etg €

Se e g (x)+2g°(x) —3g(x) = —4e 3*. En
ajoutant membre a membre, ofiga+ h)"' (x) +
2(g+h)’(x) —3(g+h)(x) = —4e™3* orf =
(g+h eSS e f"(x)+2f(x) —3f(x) =

—4e 3%, alorsh € Sp).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristique estr? + 2r — 3 =
(r+3)(r — 1) =0, les solutions de I'équation
homogeéne sorit(x) = Ae* + Be 3%,

I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme
f(x) = g(x) + h(x) = xe™3* + Ae* + Be™3¥, ol A
est constante réelle quelconque.

Vx €IR, f(x) = xe™3* + Ae* + Be™3¥,

£(0) =0 x e° + Ae® + Be® =§<=>A+B=§.

Vx €IR, f'(x) = e3* — 3xe™3* 4+ Ae* — 3Be3*.
lim f(x) = lim[xe™3* + Ae* + Be™3¥] = 0, on
X B 4o X - 400

A=0eB=1 Vx€IRf(x) = (x+§)e-3X.

a:

Exercice 22 :On considere(E) et (E’) les équations
différentielles du 1* ordre respectivement définies
2y’+y=0,(E)

par:{ -x )
2y’+y=ez2(x+1) (E)

Résoudre I'équation différentielle(E) dont
I'inconnue est une fonction définie et dérivable su
IR. Déterminer les réelsa et b pour que la fonction
f définie sur IR par :
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f(x) = ez (ax? + bx) soit solution de(E").

Soit g une fonction définie et dérivable sur IR.
Montrer que g est solution de I'équation (E’) si et
seulement sig — f est solution de I'équation (E).
Résoudre I'équation (E).

Correction :

{ 2y’+y=0,(E)

2y’+y=ez(x+1) (E)

Résoudre I'équation différentielle (E) :

Cette équation peut se mettre sous la forple= _71 v,
gui admet comme ensemble solution dans IR,

lensemble des fonctionsc:— Ce2 ol C est une
constante réelle quelconque.

Déterminer les réelsa et b pour que la fonction f
définie sur IR par : f(x) =

ez (ax* + bx) soit solution de(E").

Vx €IR, f(x) =ez (ax?+ bx) © 2f'(x) =

[—ax? + (4a — b)x + 2b]e_7.

fE€SEn e 2f '+ f=[-ax*+ (4a—b)x +

2be— x2+e- x2ax2+-bxr=e— x24ax+2é =e—x2x+1

L L do0 - 12,1
a—Zﬁb—E,doquEf(x)—ez (4x +2x).

gESEH S 29 +g—e2(x+1) fESEH S

2’ (x)+ f(x) = ez (x + 1). En soustrayant membre a

membre,on&(g—f)'(x)+ (g —f)(x) =0, or
@-NeSme=20-H+@-HX =0,
alorsg € S(g.

Résoudre I equat|on (E)

g(x)—f(x)+Cez =ez ( x2+%x+C).
Exercice 23 :0n considére I'équation
différentielle E : y’(x) — y(x) = x + 2.

Déterminer une fonction affinep solution de E.
Montrer que si y est solution de E, alorsy — P est
solution d’une équation différentielle homogene du
premier ordre. La résoudre.

Déterminer toutes les solutions de E.

Correction :

E:y'(x)—yx)=x+2.

fonction affinep solution de E. sojpp(x) = ax + b &
p’'(x) = a. En remplagant dans E, ona’{x) —

p(x) = —ax — b + a = x + 2, on en déduit que
a=—-1etb =-3.

Vx€IR, p(x)=—x—3.

VES; o 2y(x)—yx)=x+2;peES &
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p’(x) + p(x) = x + 2. En soustrayant membre a
membre, on & —p) '(x) — (y —p)(x) = 0, or
O-PeESm=-p'®+-pk) =0,
alorsy € Sg).

Résoudre I'équationy — p : y(x) — p(x) = Ce*.
toutes les solutions de E.

y(x) = p(x) + Ce* = Ce* —x — 3.

f(x) =e*—x—-3.

Exercice 24 :Soit (E) I'équation différentielle :
y’+y' —2y=2x+1.

Déterminer la solution générale d€E).

Déterminer I'unique solution f telle quef(0) = 0 et
la courbe représentative def admet une asymptote
oblique en+-oco.

Correction: (E) : y”’+y’—2y =2x+1.

Déterminer la solution générale d€E).
L’équation caractéristique estr? +r — 2 =
(r + 2)(r — 1), les solutions de I'équation homogeén
sonty(x) = Ae* + Be~2*. On cherche une solution
particuliere sous la forme d’un polynéme de degré 1 #
y(x) = ax + b. On remplace dans I'équation
différentielle et on trouve — 2ax — 2b = 2x + 1 d’ou
y(x) = —x — 1. En résumé les solutions sur R sont dei
la formey(x) = Ae* + Be™?* —x — 1.
Déterminer I'unique solution f telle quef(0) = 0 et
la courbe représentative dgf admet une asymptote
oblique en+-oco.
f(0O)=A+B-1=0=A=-B+1et
limM =
X

X A X 3 3 X 3 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 2 2 5 5 26 26 2

% 32

_;] or
X +00 x+ +oo

. e™2x 1 . e*

lim [BT_ 1 _Z] =—lglimA—= = 4oncg =1
X B 400 X B 400

etA=0. Vx€IR f(x)=e ¥ —x—1.

Exercice 25 :Soit (E) I'équation différentielle :

y”’—3y’+ 2y = x* — 3x.
Déterminer la solution générale d€E).
Déterminer I'unique solution f telle quef(0) = —%

etf'(0) =1.
Correction : (E): y”’—3y’+ 2y = x* — 3x.

Déterminer la solution générale d€E).

L’équation caractéristique estr? —3r + 2 =
(r—2)(r — 1) = 0, les solutions de I'équation
homogéne sont(x) = Ae* + Be?*. On cherche une
solution particuliére sous la forme d’un polyndnee d
degré 2 y(x) = ax? + bx + c. On remplace dans
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I'équation différentielle et on trouwe = % i b=0et
c= —% d'ouy(x) = %(x2 —1). En résumé les

solutions sur R sont de la forméx) = Ae* + Be?* +
1

E(x2 -1).
Déterminer I'unique solution f telle quef(0) = A+
B—s=—><A+B=0

f'(x) = Ae* + 2Be** + x,ona f'(0) = A+ 2B =1;

A+B=0 _ _
{A_l_ZB:l,doncB—letA— 1.

Vx€IR, f(x) = —e* +e%* +%(x2 -1).
Exercice 26:Soit (E) I'équation différentielle :

y’+4y’— 5y = 2e*.
Déterminer la solution générale d€E).
Déterminer I'unique solution f telle quef(0) = % et

, 19
f0) ==
Correction : (E) : y”’+4y’— 5y = 2e*.

Déterminer la solution générale d€E).
L'équation caractéristique estr? + 4r — 5 =

(r— 2)(r — 1), les solutions de I'équation homogén

sonty(x) = Ae* + Be~>*. On cherche une solution

particuliére sous la formei(x) = axe*. On remplace

) 2 . ieps . 1 s
dans I'équation différentielle et on troure= 3 d’ou

1 £ P .
y(x) = gxex. En résumé les solutions sur R sont de la

formey(x) = Ae* + Be>* +§xex.

Déterminer I'unique solution f telle que:

f(0)=A+B+§=§<=>A+B=0

f'(x) = Ae* — 5Be~5% +§ex +§xex, ona:f'(0) =
1_19. (A+B=0

A-5B+3= 3,{A_5B=6,

—1.

Vx €IR, f(x) = —e* + 5% +§xex.

doncB =1 etA =

Exercice 27 :On considere(E) I'équation
différentielle du second ordre 4y’ +y =x + 6.

Déterminer les réelsa et b pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = ax + b soit solution de
(E), I'équation différentielle.

Démontrer qu’'une fonction f une fois dérivable sur

IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : 4y’ +y = 0.
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ef ES(E).

Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire 'ensemble des solutions d€E).
Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant

f(0) = 4.
Correction :

(E):4y’+y=x+6.

(F):4y’+y=0.

Déterminons les réels et b pour que g définie sur
IR par g(x) = ax + b soit solution de(E) :
VxelRglx)=ax+b o g'(x) =a.

JgESE © 49’ (x)+gx) =4a+ax+b=x+
6c=a=1b=2douvVxeIR,g(x)=x+2.
Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) & h = f — g est solution de(F) :
fESHS4 ' (X)+f(x)=x+6,g€SE <
4g9°(x) + g(x) = x + 6. En soustrayant membre a
membre, on d(f —g)'(x) + (f —g)(x) =0, or
h=(f—-g9) €SE < 4h’(x) + h(x) = 0, alors

Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).h € S(p) & 4h'(x) + h(x) = 0 et

g €SE & 49’ (x) + g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, oMég + h) '(x) + (g + h)(x) =
x+6,0rf=(g+th)ESE S4f'()+f(x)=x+
6, alorsh € 5.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiafF) sont dondi(x) = Ae_f,
ou A est constante réelle quelconque.

I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

f(x) = Ae ++ x + 2, ou A est constante réelle
quelconque.

Vx€EIR, f(x)=Ae ++x+2
0
FO)=Ae++0+2=4<A=2.

Vx€IR f(x) = 2e_§+x+ 2.

Exercice 28 :0On considére(E) I'équation
différentielle du second ordre ;y’ — 2y = xe*.
Déterminer les réelsa et b pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = (ax + b)e* soit solution
de (E), I'équation différentielle.
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Démontrer qu’une fonction f une fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'’équation

différentielle (F) : y’— 2y = 0.

Réciproqguement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions d€E).
Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant

f(0)=0.
Correction :

(E): y’— 2y = xe*.

(F):y’—2y=0.

Déterminons les réels et b pour que g définie sur
IR par g(x) = (ax + b)e* soit solution de(E) :

Vx €lIR gx) = (ax + b)e* & g'(x) =

(ax + b + a)e*.

JESE © g’ —2g =[—-ax —2a—ble* = xe* &
a=-1,b=2 douvx € IR, g(x) = (—x + 2)e”*.
Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :
fESE © f(x) —2f(x) =xe*, g € SE) &
g’'(x) —2g(x) = xe*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g)'(x) —2(f —g)(x) =0, or
h=(—-g9) €SE < h'(x) —2h(x) =0, alors

f e S(E)-

Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).h € Siry & h'(x) — 2h(x) = 0 et

g €Sk & g'(x) —2g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) —2(g + h)(x) =
xe*,orf =(g+h)€ESE & f'(x) —2f(x) = xe”,
alorsh € 5.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF) sont dondi(x) = Ae?*,
ou A est constante réelle quelconque.

'ensemble des solutions dé€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

f(x) = Ae?* + (—x + 2)e*, ol A est constante réelle
guelconque.

Vx €IR, f(x) = Ae?* + (—x + 2)e*
f(0)=Ae’+(—0+2)e’ =0 A=-2.

Vx €IR, f(x) = —2e?* + (—x + 2)e*.

Exercice 29 :0On considere(E) I'équation
différentielle du premier ordre : y’ — 2y = e?*.
Démontrer que la fonctiong définie sur IR par
g(x) = xe** soit solution de(E).

Démontrer qu’une fonction f une fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'’équation

différentielle (F) : y’— 2y = 0.

Réciproguement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions d€E).
Déterminer la solution particuliere de (E) vérifiant

£(0) = 1.

Correction :

(E): y’— 2y = e?*.

(F:y’—2y=0.

Vx €IR g(x) = xe?* & g'(x) = 2x + 1)e?~.
gESE © g'(x) —2g(x) = 2x + 1)e** —

2xe?* = e?* = 0.

Doncg € S).

Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :
fESE & f(x)—2f(x) =e** ;g€ Sk &
g’(x) — 2g(x) = e?*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g) '(x) — 2(f —g)(x) =0, or
h=(f—-9) €SE < h'(x) —2h(x) = 0, alors

f € S(E)-

Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).h € Sr) & h'(x) — 2h(x) = 0 et
gESE © g'(x) —2g(x) =x+ 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) — 2(g + h)(x) =
e, orf =(g+h)eSE & f'(x)—2f(x) =e*,
alorsh € S(p).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF) sont dondi(x) = Ae?*,
ou A est constante réelle quelconque.

I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = Ae?* + xe?*, ol A est constante réelle
quelconque.

Vx € IR, f(x) = Ae?* + xe?*
f(0)=Ae’+0xe’=1=A=1.

Vx €IR, f(x) = (x + 1)e?*.
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Exercice 30 :On considere(E) I'équation

différentielle du premier ordre : y’—y = ;—2

Démontrer que la fonctiong définie sur]0; +oo[
par g(x) = e—: soit solution de(E).

Démontrer qu’'une fonction f une fois dérivable sur
10; +oo[ est solution d&(E) si et seulement si la
fonction h = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y’—y = 0.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions d€E).

Correction : (E) : y’— 2y = e?*,

(F):y’—2y=0.

vVx €IR g(x) = xe?* & g'(x) = (2x + 1)e?*.
gESE & g'(x) —2g(x) = 2x + 1)e** —

2xe** =e* =0. Doncyg € S).

Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :
fe€ESm & f () —2f(x) =e** ;g E€SE &
g’(x) — 2g(x) = e?*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g) '(x) — 2(f —g)(x) =0, or
h=(—-g9) €SE < h'(x) —2h(x) =0, alors

f e S(E)-

Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).h € Siry & h'(x) — 2h(x) = 0 et

g €Sk & g'(x) —2g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) —2(g + h)(x) =
e? orf =(g+h)€SE = f'(x) —2f(x) =e**
alorsh € S(p.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF) sont dondi(x) = Ae?*,
ou A est constante réelle quelconque.

'ensemble des solutions dé€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = Ae?* + xe?*, oU A est constante réelle
guelconque.

Vx € IR, f(x) = Ae?* + xe?*
f(0O)=Ae’+0xe’=1=A=1.

Vx €IR, f(x) = (x + 1)e?*.

Exercice 31 :0On considere(E) I'équation

" g A+B=2
différentielle: y” — 3y’ + 2y = 2¢3%, 2 A+2B=—1;enfinonauraf, % =<
A=5
Démontrer que la fonctiong définie sur IR par {B - _3 Vx € IR, f(x) = e3¥ + 5e¥ — 3e?*,
g(x) = e3* soit solution de(E).
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Démontrer qu’une fonction f deux fois dérivable sur
IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'équation

différentielle (F) : y”" —3y’+ 2y = 0.
Réciproquement, montrer que si une fonctiorh est
solution de (F) alors la fonctionf = g + h est
solution de (E).

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire 'ensemble des solutions d€E).
Determiner la solution particuliere de (E) dont C
passe par le point A0; 3) et admet une tangente en
cet point de coefficient directeur 2.

Correction :

(E):y" =3y’ + 2y = 2e%*.
(F):y"—3y’+2y=0.

Vx€IRg(x)=e¥* & g'(x) =3e%* & g"'(x) =
9¢3*. geSp =9"' -39 +29=(09-3x
Je3x+2e3r=2e3xr=0. Doncg€&sE.

fE€S® & f"(x) = 3f(x) +2f (x) = 2% ;
gESE © 9" (x) —39'(x) +2g(x) = 2¢3*. En
soustrayant membre & membre, dif a g)"' (x) —
3f-9) ) +2(f—g)x)=0,orh=(f—g) €
Sy © h'"(x) —3h’(x) + 2h(x) = 0, alorsf € Sg).
he€SE < h'"(x)—3h'(x) +2h(x) =0 etg €

S © g (x) —3g°(x) +2g(x) = 2e3*. En ajoutant
membre a membre, on(g + h)" (x) — 3(g +
h)’'(x)+2(g + h)(x) =2e3*,orf =(g+h) €
Sy < f"(x) =3f(x) + 2f (x) = 2e3*, alors

h e S(F)-

Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristique estr? — 3r + 2 =
(r—2)(r — 1) =0, les solutions de I'équation
homogeéne sorit(x) = Ae* + Be?*.

I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = g(x) + h(x) = e3* + Ae* + Be?*, ol A est
constante réelle quelconque.

Vx €IR, f(x) = e3¥ + Ae* + Be?*,

Au point A(0;3) on a:f(0) = e® + Ae® + Be® =
3A+B=2.

Vx € IR, f'(x) = 3e3¥ + Ae* + 2Be?*.

Tangente au point A :f'(0) = 3e° + Ae® + 2Be® =
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Exercice 32 :On considere(E) I'équation
différentielle : y" + 2y’ +y = x* + 2x — 2.

Déterminer les réelsa, b et c pour que la fonctiong

définie sur IR par g(x) = ax? + bx + ¢ soit solution

de (E).

Démontrer qu’'une fonction f deux fois dérivable sur

IR est solution de(E) si et seulement si la fonction
h = f — g est solution de I'’équation

différentielle (F) :y" +2y’+y = 0.

Résoudre I'équation(F) dans IR.

En déduire I'ensemble des solutions d¢E).
Determiner la solution particuliere de (E) dont C

passe par le point O et admet comme tangente en O {

la droite (Ox).
Correction :

(E):y" +2y’+y=x*+2x—2.
(F):y"+2y’+y=0.

Vx€IR g(x) =ax®?+bx+c e g'(x) = 2ax +
b= g"(x) = 2a.

gESE © 9" (x)+ 2g9'(x) + g(x) = 2a + 4ax +
2b+ax?+bx+c=x*>+2x—-2a=1,b=-2
etc=0douVvx € IR, g(x) = x? — 2x.

heSg & h'"(x)+2h'(x) + h(x) = x* +2x — 2;
JESE & g () +29'(x) +g(x) =x*+2x — 2.
En soustrayant membre & membre, ¢h & g)" (x) +
2(h—g)’ )+ (h—g)x) =0,0r(h—g) €S <
(h—9)"(x)+2(h—g)'(x)+ (h—g)(x) =0, alors
h e S(E)-

Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF¥) sont dongy =

(Ax + B)e*.

'ensemble des solutions dé€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

h(x) = (Ax + B)e* + x? — 2x.

V x € IR, h(x) = (Ax + B)e* + x? — 2x
h(0)=(Ax0+B)e®+02-2x0=0 B=0.
Vx €IR M (x)=(Ax + B+ A)e* + 2x — 2.
H(0)=(Ax0+B+Ae’+2x0-2=0<B+
A =2;doncA =2

Exercice 33 :Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre: y”’—3y’+ 2y = 0.

1. Quelles sont les solutions déE) ?

2. Quelle est la solution d€E) dont la courbe

représentativeCy admet au point d’abscisser = 0 la

méme tangente que la courb€’ représentative de
y = e3%* 2 on dit queCy etC’ sont tangentes.

Correction: (E): y”’—3y’+2y=0.

1. L’équation caractéristique r2 — 3r + 2 = 0,
A= 1. Les solutions de I'équatidiE) sont donc
f(x) = Ae* + Be?* ou A et B sont des constantes
réelles quelconques.

2.y(x) =e3* o y'(x)=3e3* = y(0)=1et
y'(0) = 3, donc la tangente est d’équatipr= 3x + 1
on en déduit qug(0) =A+B=1etf'(0) =A+
2B = 3, ce qui fait un systeme :

A+B=1 A=—1
A+2B=3 {B=2’f(x)=_ex+2€2x
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