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s salam aleyloum war wah matoul la wa barkatoufiou

Uu nom d&’Allak, Linfiniment Miséricordieurx, Lo Tnes Misénicordieux
Mes chers frenes et sceurs

Louange a Qllah et que la pricre et le salut seient sur le sexviteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’Ullak

(scub hana wat tala ), Le Tout Miséticondieux m’avait offent.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous misériconde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Qllahk, Qui de Sa Guace, §avais pu prepaeser cette euwre Qui sans Lui, je ne sexais pas i ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Toi »

Gloire et pureté a men Seigneur le Tnes Guand, béni seit & mes parents et les nemexciements & mes frenes et
sceurs. Cherg éleves et ensecignants, je vous demande de me pardonner de vous avoir vendus des
documents portant desg erreurs ou en parties corrigés. €ncore tous leg éleves ou enseignants gue je

les ai commis du tort, gvp je vous pardonne.

Confiez-vous a enscignants pour Ces réponses et détailles de ces exercices que je vous ai proposés. Si

vous en trouverez, svp contacter moi par sms au 90 10 89 59 en précisant € exercice concerne.

An-nour Mathimatigue, 3° édition (Volume 2), est une annale unigue confovme aw programme officiel
nigéiien, axé sur les chapities suivants : les Fonctions logarithumes et expaonentielles. JC en a 200 exercices
types bac caiigés. En effet ces exencices tivent leurns sounces dans les documents des éleves tels que les
collections : IRMA, Delagrave, Tevwacher, Di matheme, Cubie, Radial, Hachette, Durande, CTAM,
Vuibiert, Bordas, les examens, les planches d’exencices.... pour ne citer gue ceua-liv. Ces exencices sont tres
pextinents.

Naus sommes ouvert a tout ce qui désire se bancer dans ce type de projet, d’éditex un cunrage de

mathématique au college ou au lycée. D’ailleurs, une annale coviigée de Physique-Chimie est en cours, nous
attendons votre participation a sen élaboration.

Nul w'est parfait, La perfection appartient a Allak et JC 0'a donne a celui Gu'TC veut, done nous

espérons nos suggestions afin d’aider nos freres ot seurs a réugsir Lour examen.
Je vous souhaite Gon usage et sollicite vos invocations.

A ma femme, Maryam Abdou, je taime par AClLak.

Auteur : Mr Moussa Abdoulaye Diallo
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AVANT PROPOS

Gloire et pureté a mon Scigneur e Tres Grand, Géni soit a mes parents ot Ceg

remerciements a mes freres et sceurs.

Tousg CLes remerciements a mes freres de ba Mogguée de CUAM de Niamey aux deux premier rang Ce
frere Lawali Salifou qui m'a aidé a avoir €' outils informatigue et Le tonton Moussa Makamadou

en plus de € outil informatigue il est aussi mon producteur, gu' Allak Cui fagse miséricorde.

Jen suis a Ca troigieme (3¢) édition d’ An-nour MathimatiGue.

Clcerg éleves, nog enscignants sont Ces meilleurs

au monde, faiteg Ceurg confiances.

o Dr Otto Adamou a € univergite de Niamey (FS)

o Mr Mali Abdoulaye au Lycée municipal de Niamey
o Mr Alako Adji au Lycée de Doutchi

o Mr Sani Mainagsara au Lycée Sarawnia de Doggo

o Mr Dingamyo N’gonn Dingam au CE€S sony a Niamey (32
ang d’expérience d’engcignement)
o Mr Abdoul Latif Waidi au College Mariama a Niamey

(26 ang d’expaérience d’engecignement).

AUTEUR mr MOUSSA ABDOULAYE DIALLO
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Geénéralités sur les fonctions

< Définition

X< Soit D un intervalle ou une réunion
d’intervalles de IR.

Definir une fonction f de Dy sur IR, c’est associer a
chaque réeelx de Dy un réel unique notéf (x).
L’ensemble D s’appelle domaine de définition.
X< On appelle image de par f le nombref (x).
Poury € IR s'il existe x € Dy tel quef (x)=y, le
nombre x est appelé antécédent dgpar f. (un
nombre y peut avoir plusieurs antécédents).

KDL La représentation graphique ou la courbe
représentative de la fonctiorf est I'ensemble des
points de coordonnéesx f (x)) oux est un élément
de Df

< Sens de variation d'une fonction

Soitf une fonction définie surDy et un intervalle

deDf

4D On dit que la fonctionf est croissante sur |
si : Pour tout x4, X, dansl, tels quex; < x,

on af(xy) < f (x2).

XD On dit que la fonctionf est décroissante sur
| si:Pour tout X4, X, dans I, tels quex; < x, on a

f(x1) = f (x2).

X< On dit que la fonctionf est constante sutt si
. Il existe un nombre réelk tel que pour tout réelx
del, f (x)=k.

> Maximum, minimum, fonction majorée,
minorée, bornée

Soitf une fonction définie surD, | un intervalle de
D etaun réel de I.

AP On dit que f (a) est le minimum def sur | si
: Pour tout x dans I, f (x) >f (a) (f (a)est la plus
petite valeur de la fonction).

4P On dit que f (a) est le maximum de sur | si
: Pour tout x dans I, f (x) <f (a) (f (a)est la plus
grande valeur de la fonction).

X< On dit que f est majorée par le réeM sur D
si pour tout réelx deD, f (x) <M .

KDL  On dit que f est minorée par le réem sur D
si pour tout réelxdeD, f (x) =m.

KDL Une fonctionf majorée et minorée est
bornée surD.

< Variation et extremum

Soitf une fonction dérivable sur un intervalle |

alors :

XX Sif'(x) = 0 pour tout x appartenant a |
alors f est constante sur I.

X< Sif'(x) = 0 pour tout x appartenant a |
alors f est croissante sur |I.

X< Sif'(x) > 0 pour tout x appartenant a alors
f est strictement croissante sur |.

X< Sif'(x) < 0 pour tout x appartenant a |
alors f est décroissante sur |.

X< Sif'(x) < 0 pour tout x appartenant a alors
f est strictement décroissante sur |.

Définition.

On appelle polyndme une fonction définie comme
somme de mondmes.

On appelle fonction rationnelle, le quotient de dexi
polynémes.

> Soitf une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert I. Si f admet un extremum local erxg
alorsf'(xg) = 0.

> Soitf une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert | et xo un réel de I. Si la fonction dérivée
s’annule enx, en changeant de signe alofsadmet
un extremum local enx,.

D} Théoreme des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction continue sur un intervalle l,a et
b deux réels de |.

Pour tout réel k compris entref(a) etf(b), il existe
au moins un réelc compris entrea et b tel quef(c) =
K.

> Théoreme des valeurs intermédiaires (bis) :
Soit f une fonction continue, strictement monotone
sur un intervalle |, aet b deux réels de I. Pour tout
réel k compris entref(a) etf(b), il existe un unique
réel c compris entrea et b tel quef(c) =k.

Fonction In, exp

Asymptote verticalessillm fx) = : la droite
xX-a

verticale d’équationx = a est alors asymptote a Cf.

< Asymptote horizontalessillm fx) = b: la
X — 00

droite horizontale d'équation y = b est alors

asymptote a Cf ernm .

< Asymptote obliquessi

lim [f(x) - (ax+ B)] = 0. |5 yroite d’équation
X — 00

y = ax + b est alors asymptote a Cf em ....

Les deux courbes exponentielles (la rouge et
I'orange) passent par le point (0, 1). Il en est asi
guelle que soit la base de la puissance.
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Les deux courbedogarithmiques (la verte e la
bleue) passent par Igoint (1, 0). Il en est ains
guelle que soit la base diogarithme.

B 3

Remarguesll existe une symeétrie axiale pal
rapport a la bissectrice du premier quadrant

Les fonctions Inf) et € sontréciproquesl'une de
I'autre. Idem pour log(x) et 10'.

e a“ > 0 pour tout x, sia> 0.

e Sia> 1,a" croit extrémement vite. On parle alors
de croissance exponentielle

e A l'inverse, les fonctions logarithmiques croisser
tres lentement. Elles sonhégatives quand 0 <x < 1

Croissances comparées

Pour lever l'indétermination de limites, on doit
penser que lex «I'emporte » sur Inx

. Inx
lim —=10
=+t X

lim xInx=0
=0+

...et a fortiori lorsque x est élevé a une puissant
entiére. Ainsi, pour toutn entier naturel non nul :

. Inx
l:m—ﬂ=(.'l lim 2" nx=10
y=to X =0+
 In(1+x)
lim— =1
x—0 X

Dérivation de fonctions composét

Siu est une fonction positive et dérivable, | dérivée

(In u)’ est égale au’ / u (nommée dérivée
logarithmique) et bien sOr une primitive deu’ / u
est In]ul.

Leslimites de la fonction se devinent sur la courb

représentée plus bas :

lim e* =0 et

F—*—0o

lim e* =+

r—tm

Croissances comparéepour n entier non nul

lim e* =0 et

X——n<

La limite
. /sinx
lim| =
x—=0\ X
Ina"=nina In \,-'E=£lna !nf=!‘na—lnb h;l: ~-Ina
2 b a
lim x"=+0 | lm1/x"=0 Iin}lf_t = lim {x=+w
Inx Inx
lim =0 limxInx=0 lim —=0
x—+too X =0+ x—+too g
- In(1+x)
lim x*mx=0lm——m=1
=04 x—0 X
Iimlnx=—»w et lim Inx= +w
x—0 X==+ oL

lim e* = +oo

X—=cc
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('exponentielle I'emporte sur la puissance :

lim — =+ ef limx"e* =0
koo x™ x——

Trés important : la dérivée de exp() : (€)' = u'e".
Siu est égal &, U’ est donc égal a 1. Si bien qu
comme je I'ai indiqué plus haut, €)' = €.

Méthodes decalcul sur les fonctions

Comment déterminer I'ensemble de définition d'u

fonction ?on procede a respecter ces conditiol
suivantes:

< les dénominateurs doivent étre non nuls
< les expressions sous un radical doivent ét
positives

4 les expressions dont on prend le logarithm
doivent étre strictement positive
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Comment étudier la parité d’'une fonction ?

D4 Fonction paire :V x € D¢, f(—x) = f(x), donc
la courbe de la fonction f est symétrique par
rapport a 'axe des ordonnées.

K Fonction impaire : V x € D¢, f(—x) = —f(x),
donc la courbe de la fonction f est symétrique par
rapport a I'origine du repeére : O.

Comment étudier la périodicité d’'une fonction ?

> Considéronsa + x € 1. On dit que f est
périodique si et seulement elle admet une période
non nulle atelle quev x € D¢ =1, f(x + a) = f(x).

Comment démontrer que la droite d’équatian= a
est un axe de symétrie ?

> on vérifie quef(a+ h) = f(a—h)

Comment démontrer gu’un point I(a,b) est un centre

de symétrie ?
< on vérifie quef(2a — h) + f(h) =2b
> on vérifie quef(a+ h) + f(a—h) = 2b

Comment peut-on montrer gu'une fonction est
continue ?

> sif est définie en un pointxg, on applique

limf(x) =limf(x) =1 _ 1lim f(xo) = f(xo)

xP xot x+P xo” X P X

< sic’est sur unintervalle, on applique les
théorémes généraux, a I'aide des fonctions de
référence, du genre « f est continue sur | comme
quotient de fonctions continues sur |, avec
dénominateur non nul ».

> on montre qu’elle est dérivable.
> si graphiquement sa courbe « ne saute pas ».

Comment peut-on montrer gu’une fonction est
dérivable ?

> sic’est en un pointxy, on applique la
définition : f est dérivable enxg si son taux
d’accroissement erx, admet une limite.

< sic’est sur unintervalle, on applique les
théorémes généraux, a l'aide des fonctions de
référence.
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< si graphiquement sa courbe admet en tout
point une tangente non verticale.

Comment étudier la dérivabilité en un poing, ?

< Appliquer les formules sur les fonctions
dérivables en tenant compte de leur condition de
validité.

< Sienxg les théorémes ne s’appliquent pas,
étudier I'existence du nombre dérivé. Soit une
fonction f définie sur un intervalle contenantxy.

AP Le nombre dérivé a droite def enx, est la
limite, notée f,'(x), si elle existe :

lim f(x)_f(x()) — fd y(xo)

X=X
x— xoF
DXP<  Le nombre dérivé a gauche d¢f enx, est la
limite, notee f,'(xy), si elle existe :

X—Xo
X = xo_

NB : la fonction f est dérivable enxg Sifq'(xg) =

fg'(x0).

4 Interprétation graphique du résultat :

D<A une fonction est derivable emx, siCy admet
une tangente non verticale ed (x,, f(xg)).

X< une fonction n'est pas dérivable ex, si :

4D elle admet une tangente verticale en

A(xg, f(x0)) ;

DDA elle admet deux demi-tangentes
différentes end™ (xg, f(xg)) et enA™ (x§, f(x5)) .

Comment peut-on étudier les variations d’'une
fonction ?

D Pour déterminer les variations d’une fonction,
on étudie le signe de sa dérivée.

D<K Ceux-la revient a rechercher :

XD Ensemble de définition de la fonctiorf :

AP Sens de variation de la fonctiorf :
AP Limite :
P4 Tableau de variation de la fonctionf :

Comment déterminer les points d’inflexion ?

On résoutf"'(xg) = 0.
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Comment peut-on étudier le signe d’une fonction ?

> On la factorise et on utilise les regles de signe
des fonctions affines (ax + b) ou des fonctions
trinbmes.

> On fait une résolution directe d’inéquation,
lorsque par exemple on travaille avec les fonctions
exp ou In : on appliquera alors les régles suivarge
« exp(X) > 0 pour tout réel X » et « In(X) < 0 suf0
3

> Dans certains cas, on pourra se servir des
variations de f pour étudier son signe. Si par
exemple f est croissante sur IR avec f(1) = 0 alofs
est négative avant 1 et positive apres.

Comment montrer gu’une fonction f est bijective de
l'intervalle | sur I'intervalle J a déterminer ?Soit |

un intervalle et soit une applicationf : [—IR. On
note J =f (I). On suppose que la fonctiori est :

< continue sur |

< strictement monotone sur |.

< alors, on conclut que la fonctiorf réalise une
bijection de l'intervalle | sur l'intervalle J et sa
bijection réciproque f~1 est une fonctioncontinue
et strictement monotone sur J de méme sens qtie

Comment déterminer la tangente T(;} au point

M, d’'abscissex, ?

on applique : y = f'(xo)(x — xo) + f(xo)

Comment déterminer une limite ?

> Pour calculer une limite on commence
toujours par regarder si c'est une forme
indéterminée ou non. Les formes indéterminéés
sont : oo — oo; g; g;O X oo et 1%).

< Sice n'est PAS une forme indéterminée, il n'y
arien a faire de plus. On évoque si nécessaire, un
théoréme « par somme », « par produit », « par
composition » et on donne la valeur de la limite.
< Si par contre c'est une forme indéterminée,
DA< on peut transformer I'expression pourlever
l'indétermination en factorisant, en simplifiant, en
utilisant I'expression conjuguée s'il y a des racies
carrées...etc jusqu'a obtenir une forme qui n'est
pas indéterminée.

X< On peut aussi, comme pour les suites,
utiliser le théoreme des gendarmes ou un
théoréme de comparaison.

X< Dans le cas d'une forme indéterminée du

type %, on peut essayer de reconnaitre la limite d'un
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taux de variations et interpréter la limite comme
une dérivée en un point. En effet, sf est dérivable

. fhta)—f(@) .. f)-fl@) _ .
eng lIm———— =lim———= f'(a) (On
x-a

h~20
passe d'une formule a l'autre en faisant le
changement de variablex = a+ houh = x — a).
MDPKPKIPK  Quand on a a chercher une limite et
qu'il y a une difficulté, il faut distinguer 2 cas:
MDD x tend versco (—oo ou + ) : on met alorsx
avec le plus grand exposant possible en facteur et
on SIMPLIFIE
X< x tend vers une valeur finiea : on met alors

x — a en facteur avec le plus grand exposant
possible et on SIMPLIFIE.

Comment déterminer la limite d’une fonction
comprenant des logarithmes ?

> On utilise dans de nombreux cas le théoreme
relatif aux limites des fonctions composeées.

D4 Dans les cas d'indéterminations, on est amené
a utiliser les limites du cours, soit directementsoit
aprés avoir transformeé I'écriture de f(x) (en

mettant, par exemple x ou x™ en facteur).

< 1l est également possible d'utiliser un
changement de variable, mais, dans ce cas, I'énonc
apporte toutes les indications nécessaires.
Comment calculer des limites a l'infini ?

z

> f étant un polyndme, en l'infini il se comporte
comme son mondme de plus haut degréin

polyndme de degrén : mettre x™ en facteur

< Pour une fonction rationnelle, vous pouvez
factoriser le numérateur et le dénominateur par des
puissances convenables de puis simplifier

D Une fonction rationnelle : si le numérateur et
le dénominateur se limitent a I'infini g alors vous

X 3 3 X X X X X 5 3 2 3 0 36 0 34 04 5P 3 0 3 5 X 3 X X 2 3 0 3 0 06 0 3 06 3 0 3 0 3 2 2 2 06 2 o 2 2 2 0

pouvez appliquer le_théoréme de I'H6pitalgui
consiste a chercher la dérivée du numérateur et
celle du dénominateur.

En I'infini, la limite d’'une fonction rationnelle e st
égale a la limite du quotient de ses monémes de plu
haut degré.

> Une fonction irrationnelle : multiplier et

diviser par I'expression conjuguée.

< Siles théoremes des opérations sur les limites
ne s'appliquent pas, lorsque la fonctiorf est :

< Siaucune des méthodes précédents ne
s’applique, utiliser un théoréme de comparaison.

X 3 3 X X X 3 X X 3 3 2 X 36 2 2 5 20 5 24 56 26 2 24 5
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> Changement de variables — Composition

Le genre de méthode dont on se sert sans plus s’en
rendre compte... De maniere générale, ne vous
attardez pas dans la rédaction des cas simples, et
détaillez de préférence les étapes plus délicates.

< Siaucune des méthodes précédents ne
s'applique, utiliser un théoréme de comparaison.

Comment lever une forme indéterminée en l'infini ?

> On applique la régle des fonctions rationnelles
: « en l'infini, la limite d’'une fonction rationnel le est
égale a la limite du quotient de ses termes de plus

degré ».

> Sion est en présence de fonctions In ou exp, on
appligue les croissances comparées : en gros, « en
I'infini 'exponentielle 'emporte sur toute puissance
de x », « en l'infini, le logarithme s’incline devat
toute puissance de x ».

Comment lever une forme indéterminée en a (fini) ?

D<A On reconnait un taux de variation

> On factorise par x-a numérateur et
dénominateur

> On multiplie par la quantité conjuguée

Comment calculer des limites aux points qui
annulent le dénominateur ?

> En linfini, la limite d’une fonction rationnelle

est égale a celle du quotient de ses mondmes desplu
haut degré.

DX Calculer la valeur prise par le numérateur.

1. Si elle est différente déd, la limite est infinie ;
étudier le signe du dénominateur.
2.  Sielle est égale @, factoriser le numérateur
et le dénominateur puis simplifier.

Comment déterminer les asymptotes a une courbe ?

lmf(x) =co . im===aau6cq20 et

X > © X 0
Une asymptote est en générale une droite, verticale  Jimf(x) — ax =
ou oblique (qui comprend le cas horizontal). X o :

@ X< Asymptote d’équationy = ax + b
Slim f(x) =b o . _ L)
X si X 1 00 (b étant un nombre fini) on l;lif(;c) = , hmT =a yeca =0 et
dit alors que ladroite d'équation y = b est une I _b X ©
asymptote horizontalgour la courbe Cy lorsque x ;lif(;g) ax = avech est une limite finie.
tend versco.
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52 si Hm f() = srant un nombre fini) on
x-a

dit alors que ladroite d'égquation x = a est une
asymptote verticalpour la courbe €y lorsque x tend
versa.

5K si l;m [f(x) — (ax+ b)] =

nombre fini) on dit alors que ladroite d’équation
y = ax + b est uneasymptote obliqu@our la
courbe € lorsque x tend versco.

0 (b étant un

Comment démontrer gu’une droite obligue est
asymptote a la courbe ?

>4 Lafonction f est représenter par la courbeCy
et la fonction affine g par la droite D.

X< Démontrer que la différencef (x) — g(x)
tend vers0 lorsque x vers l'infini.

I L'étude de signe de cette différence donne |
position de la courbe par rapport a son asymptote.

Q

X 3 3 X X 3 30 X X 36 0 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 36 2 X 0 3 24 5 06 5 24 36 36 X0 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 5 0 2 2 56 36 0 24 36 26 2 3 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 5 06 26 2

Quelles sont les conditions de branches
paraboligues ?

D4 Lorsque f(x) tend vers+o (ou —x) a
Iinfini, il et possible que €; n'admette pas de droite
asymptote.

> Nous allons présenter ici un autre
comportement asymptotique assez fréquent : la
présence d’'une « branche parabolique ».

<P Branche parabolique de directionOy

limf(x) = lim 2 =
et x
X = 0 xXH o
<P Branche parabolique de directionOx
limf (x) = o imZ22 = o
et x
X = o© X P o©

P4 Branche parabolique de coefficient

directeur a
fx)
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Comment étudier la position de deux courbes ?

On étudie le signe de la différence f(x) — g(x) :

XK Sif(x) —g(x) > 0 surl, alors Cf est au dessus
de Cg sur I

M Sif(x) —g(x) <0surl, alors Cf est au
dessous de Cg sur |.

M sif(x) — g(x) =0 enx,, alors Cf et Cg
s’interceptent au point d’abscissexy ...

Comment montrer gu’une éguation admet au moins
une solution ?

> sion peut la résoudre, a l'attaque !

> on applique le théoreme des valeurs
intermédiaires.

> On I'aborde graphiquement en cherchant les
abscisses des points d’intersection des deux cousbhe

Comment calculer la dérivabilité d’une fonction
réciproguef—lau point d’abscisseg ?

- p— ! 1 1
> on applique (f 1) (%0) = 7= = 750 OY

frO-fx0) _
X—X0 -
X = Xg

{ y=f1x) (:){ x=f)
-1 — )
Yo =f"(xp) xo = f(¥o)
GO M C AT y=yo _ _1
e M e T oW
yYy=DYo

> on applique lim or

en remplacant on

aura lim
X P Xy
Comment déterminer graphiguement le nombre de

solutions de I'équationf(x) = k ?

on trace la droite D d’équationy = k, puis on
compte le nombre de points d’'intersections de D et
Cy.

Comment déterminer I'équation d’'une droite
connaissant les coordonnées de deux poihts

Soient les pointA(xq; y1) etB(xy; y,) et
I'équation de la droite (AB) est de la forme
y = ax + b ou a et b sont des réels a chercher.

Y2—Y1

D} on calcule son coefficient directeun = —
2741

D<K on calculeb en choisissant une des formules :
SiIAe(AB) oy, =ax;+be= b=y, —ax;
SiBE (AB) ©® y, =ax, +b < b=y, —ax,.

Comment chercher une nouvelle fonction ¢fe dans
un nouveau repérél; t,j) avecl(a; b) ?

B4 Cherchons une équation d€; dans le nouveau
repére orthonormé (I; 1, j) avec a; b). SiOM =
xi + yj etIM = X7 + Yj, la relation de Chasles :

OM = OI + IM fournit les formules e changement
x=a+X

y=b+Y

DM AlorsMeCreoy=fx)=b+Y =
fla+X) =Y =f(a+X)—aestlanouvelle
équation deCy dans le nouveau repere orthonorme

(;1,)) avec Ka; b).

de repére :{

Plan d'étude d’'une fonction.Pour étudier la
fonction f, on adopte généralement le plan suivant :

1.  Simplifier 'expression du réel f(x) et
déeterminer 'ensemble de definitionD de f :

2. Déterminer I'ensemble d’étudeEf, en
étudiant la périodicité éventuelle def et les
symeéties éventuelles dé; ;

3. Etudier la continuité de f ;

4.  Etudier la dérivabilité de f et déterminer sa
fonction dérivéef ';

5.  Chercher les limites éventuelles df aux
bornes des intervalles qui figurent dan€ ;

6. Faire le tableau de variation ;

7.  Etudier les branches infinies ;

8. Etudier les points remarques (points
d’inflexion, points d'intersection avec les axes,).;
9.  Dessiner la courbe représentative dg .
tracer d’abord les asymptotes, puis les tangentes
paralleles a (X' x), et enfinCy.
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\ll PErCioas comigés surles onciions malill\mes

Louange a Qllak et gue la pricre et le salut scient sux le sewiteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis suxn lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’(Ullak

(saubi hana wat tala ), Le Tout Miséicordiewx m’avait affert.

Seigneur pardonne nes péchés, fais-nous miséricarde, accepte nos bonnes cewwies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Allah, Qui de Sa Grace, §avais pu propaser cette cuwe Qui sans Lui, je ne sexais pas a ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Wllah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Fei »

ALLAH MERCI

(_-

T —
[ -

Auteur

SIS N0K0 Y
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Dans les exercices, on considere que le plan
rapporté a un repére orthonormal (0;1, ).

Probléme 1 :0On considére la fonctionf définie

par f(x)——l (1+x)

1. Quel est 'ensemble de définition d¢ : Dy ?

2. Montrer que la fonction f deéfinie surDy est
une fonction impaire. Interpréter graphiquement.
3. Etudier les variations def définie surDy.

4.  Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution, notéex,, appartient a |—1; 1[.

5.  Soit g la fonction réciproque def.

a)  Quelles propriétés (ensemble de définition,
sens de variation, continuité) de la fonctiorg peut-
on déduire de I'étude-de la fonctioryf ?

b)  Montrer que g est dérivable sur IR et que
g =1-g>

6.  Tracer les courbesCy etC,.

Correction : f(x) ——1 (Tz)
1, Df—{x/xEIR >0}_] ;1]

2. une fonction impaireVv x € |-1;1[, f(x) =
1+x

%m(;;)=%hﬂl+x)—%h(1—x)aMQ

. VxE]—l;l[,f(x)=%ln(1—x)—

%ln(l +x)=-— Eln(l + x) —%ln(l — x)] =

— f(x), alors f est une fonction impaire. Do est
symeétrique par rapport a I'origine du repére O.
3. Onfaitun changement de variales ﬂ en

1+x 1+x
calculant : hm[ ] [ ] +oo on déduit
X = -1t x> 1”
lim f(x) =lim~ [ln t] = —0
et
x - —1% ¢ o O
lim f(x) =lim= [ln t] = (1+_x) __2
xH 1 t > 400 1-x (1-x)?’
1+ 1- 1
Vxe] L1Lf'(x) == ( x) xﬁ—(l i ¥
= > > 0, alorsf est strictement croissante sur
]1+xl 1[1 X

—O—lnl@“—i-l@x—o

1+
fe) =3I (32)
donc surf—1; 1[, il a un unique antécédent. Ainsi elle
admet une unique solutiog = 0.

tableau de variation def sur |—1; 1[.

X -1 1
f'() +
f(x) —00 7 +00

4.  onremarque qug(0) = 0. Sur]—1;0],
f(x) <0etsuro;1[, f(x) = 0.
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%33

5.  On sait qug est continue et strictement
croissante sur—1; 1[. Elle réalise donc une bijection
de]—1;1[ sur] = IR. Alors g est continue et
strictement croissante sIR.

a) propriétés (ensemble de définition, sens de
variation, continuité) de la fonctiong : D, = IR
commef on ag est continue et strictement croissant
surlR.

*

B 3 ¥ e 2 2

2y _
Explicitons g : y = —ln (1+x) Sx = Zzi i

-1
2x+1 ’

VxeIR,g(x) =

VxelR,g'(x) = > 0, alorsg est continue et

( 2x+1)2
strictement croissante sIR.

—Zx -1 er er

e72X-1 1-e?* _
e"2X41 e2X41

Vx€IR,g(—x) =
_er

e?¥+1
DoncC, est symétrique par rapport a l'origine du
repére O.

b) g est dérivable sur IR et queg’ =1-g2%:
g0 =1-[gP =1- o] =1-

%41
et —2e2*+1 _ e* 42 +1-e* 4202 -1 _
(e2*+1)?

(e2¥+1)?
2x

e—2xX41 e2x

= —g(x), alors g est une fonction impaire.

ey (vraie)

6. Cf en trait continu et Cg en trait discontinu.

Y

X 3 3 X X 3 3 X X 26 b 2 3 26 X 2 36 36 X 54 36 2 X 5 36 2 X 06 3 X X 36 3 2 56 26 50 24 36 36 X 54 36 26 X 54 36 2 X 0 3 2 X 0 2 24 56 06 2 24 5606 2 24 5

Probléme 2 :On considére la fonctionf définie
1
par: f(x) = x? — = — 4In(x).

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢f : Dy ?
b)  Etudier la limite de f en0 et en+oo.

C) Dresser le tableau de variations d¢.

2. Montrer que admet un point d’'inflexion A
dont on déterminera ces coordonnées.

3. Soitg lafonctiondef al = [1; +ool.

a) Montrer que g est une bijection de | sur un
intervalle J que I'on déterminera.
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b)  On noteg~1 la bijection réciproque deg.

Quelles propriétés (ensemble de définition, sens de

variation, continuité) de la fonction g~ peut-on
déduire de I'étude de la fonctionf ?
4.  Tracer les courbesCy etC,.

. 1
Correction : f(x) = x? — = — 4In(x).

1.
a) Df={x/x €IRx >0} =]0;+oo[
b) limite de f en0 et en+oo:

lim £ (x) =lim [ (x* = 1 - 4x% In(x))| = = = —co

+
x—0 x -0t

lim f(x) =lim [xz (1
XH+0 5y 4o
c) tableau de variationsdef:vVx > 0,f'(x) =
_1\2
2 —2=2 2 &b
X X X

3
strictement croissante s|; +oo].

_l_4ln(x))] - +oo

et s 22

x2-2x+1 _
X3

> 0, alorsf est

X 0 +00
f'(x) +
f(x) —o00 2 +00

2. point d’'inflexion A dont on déterminera ces
coordonnées :

Vx>0, f”(x) -9 2(x—1)x3;:x2(x—1)2 _ 2(x—11(1—x)'
f'"(xg) =0 x5y —1 < xo =1, doncA(1;0).

3.

a) g estcontinue et strictement croissantelRur
Elle réalise donc une bijection fi +oo[ sur

J = [0; +ool.

c) propriétés (ensemble de définition, sens de
variation, continuité) de la fonctiong : D, = IR

commef on ag~! est continue et strictement
croissante sui0; +oo|.

Probléme 3 :On considére la fonctionf définie
par: f(x) =In(x —1) +In(x + 1) — 1.

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ : D ?

b)  Etudier les limites def sur Dy.
c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy.
d) Reésoudre dans IRf(x) = 0.

Déterminer le point A, point d’'intersection def par

rapport a I'axe des abscisse.
2

a) Montrer que la fonction f admet une fonction

réciproque g.

b)  Préciser le domaine définition deg : D,.
c)  Etudier les variations deg définie surD,.
3. Tracer les courbes de&€f etC,,.

Correction: f(x) =In(x—1) +In(x+1) — 1.

1.

a Df={x/x€IRx—1>0etx+1>0}=
11; +oo.

b)  Etudier les limites def sur Dy :

limf(x) =—1+4+1n2+1In0* = —oo_lim f(x) = 4+

x+— 17t "x P 4o

c) Dresser le tableau d¢f sur Dy :

L W T
Vx>1,f'(x) == +-==-5=>0,alorsf est
strictement croissante slir; +oo[.
X 1 400
f'(x) +
f() — 7 o

d) Résoudre dansIRf(x) =0:
Inx—1)+In(x+1)—-1=0In[(x —1)(x +

— 00

+ oo

X
(7))

+

g7t

0

7

+ oo

I=1Iny2—1=1=lhe=sy2—1=c.

x=—\/e+1$Dfoux=\/e+1EDf

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

4, Csen trait continu et Cyen trait discontinu.

v

donc S;p = {\/e + 1}.

Cr n (ox) = A(Ve + 1;0).

2.

a) fonction réciproque g de f :

f est continue est strictement croissante B o] .

Doncf réalise une bijection dd; +oo[ vers IR

b)  Préciser le domaine définition degg : D, = IR
c) variations de g définie surDy : g est continue

est strictement croissante $Rr
In(x?-1)=1+yeSx=+/e¥*1 +1

Vx €IR, g(x) =Ve*t1 + 1.

X
g'(x) +
g(x) 1 7 +0o0
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3. Csen trait continu et Cyen trait discontinu

Exercice 4 :On considere la fonctionf définie sur

. __ In(x+3)
[0; +oo par f(x) = 2212

1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; +of.
Etudier le signe de sa fonction dérivég¢’, sa limite
éventuelle en 4o, et dresser le tableau de ses
variations.

2. On définit la suite (u,) =0 par son terme
généralu,, = f:“f(x)dx.

a) Justifier que, sin < x <n+ 1, alors
fn+1) < f(x) < f(n).

b)  Montrer, sans chercher a calculem,,, que,
pour tout entier naturel n, f(n + 1) < u, < f(n).
c) Endéduire que la suite ¢,,) est convergente
et déterminer sa limite.

3.  Soit Fla fonction définie sur [0 ; +oo[ par
F(x) = [In(x +3)]~

a) Justifier la dérivabilité sur [0 ; +oo[ de la
fonction F et déterminer, pour tout réel positifx, le
nombre F'(X).

b)  On pose, pour tout entier natureln,

I, = [) f(x)dx. Calculer I,,.

4.  On pose, pour tout entier natureln,
Sp=uUgtu;+--+u,

a) Calculer Sn.

b) La suite (§,,) est-elle convergente ?

Correction : f(x) = %
1.  Etude def sur [0 : +oo[ : f(0) = '“TS

f(x) = 1_(;(;“;3) ;posonsl —In(x +3) =0 = x =

e —3;doncY x € [0; +oof, f'(x) < 0 alorsf est
strictement décroissante 40t +oo[. De plusf'(0) =
%ﬂm, doncf est dérivable sur [0 ;oo.
lim f(x) =lim [ln(x)] =0.

X 1]
X — 400

X - 400
X 0 400
f'() +
fx) '“TS \ 0
2. u,= f:ﬂf(x)dx.
a) Justifier que, sin < x <n+ 1, alors
fr+D < f)<f):
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__In(n+3) __In(n+4)
f(n) T n+3 etf(n + 1) T n+4

n<x<n+len+3<x+3<n+4

{ 1 < 1 < 1
= n+4 — x+3 T n+3 carf est
In(n + 4) < In(x) < In(n + 3)

décroissant ; en additionnant membre a membre on
aura:;f(n+1)<f(x)<f(n).

b) Montrer, sans chercher a calculent,, que,

pour tout entier naturel n, f(n + 1) < u, < f(n).
n+1

fm+1D)<fx)<f(n) & fn f(n+1dx <
[T dxe < [ fydx or [ f(n + Ddx et
ff“f(n)dx sont des réels indépendantxddonc
fm+1) <u, < fn).

c¢) En déduire que la suite 4,,) est convergente
et déterminer sa limite.

Commef est décroissante et de limite O lorsque x te
vers+oo alorsu,, est convergente et sa limite est 0.
3. Fsur[0; +o[ par F(x) = [In(x +3)]~

a) CommeF(0) = (In3)?

F(x) = [In(x +3))* & F'(x) = 22522,

b)  In=fj f()dx=2[F()]§ =
I, = 2[In(n + 3)]? — 2(In 3)2.
4. Sn=u0+u1+---+un_12
up = [ fGOdx = 2[FCOIE = 2[In(n + H)]? —
2[In(n + 3)]?
a) Calculer Sn
uy = 2[In(4)]? — 2[In(3)]?
uy = 2[In(5)]? — 2[In(4)]?
u, = 2[In(6)]?> — 2[In(5)]? ...
u, = 2[In(n + 4)]?> — 2[In(n + 3)]*> en additionnant
membre a membre on aura :
S, = —2[In(3)]? = 2[In(n + 3)]?
b) Lasuite (§,) est-elle convergente ?
lim$, = lim[2[In(3)]? — 2[In(n + 3)]?] = —x
nwe= +oo ne= +4oo
alorss,, diverge.

Probléme 5 :On considére la fonctionf définie
, 1
par: f(x) =

x(1+Inx)’

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢f : Dy ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy.

2. Soitg larestriction de f &I = |e™%; +oo|.

a) Deémontrer que la fonctiong est une bijection
de I sur g(I) = ]0; +ool.

b)  On désigne parg~! la bijection réciproque de
g. Calculer g(e) et la dérivé deg~! au point%e‘l.
c) Dresser le variation deg~! définie surD -1

3% 3 3 34 36 24 3 3 X X X 0 36 06 36 06 3 2 X 5 3 06 36 06 36 36 3 2 X 0% 36 06 36 06 3 3 X 24 3 04 36 06 36 36 3 2 X % 36 06 36 06 3 S X 3 06 36 06 36 06 3 2 X % 3 0 X 2 2 2 2 2 2 2 2
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1
x(1+Inx)’

Correction : f(x) =

1.

a) Df={x/x€IRx(1+Inx)+#0etx>0}=
10; e7*[U]e™h; +ool.

b)  Etudier les limites def sur Dy :

lim f(x) =Oi_= —oo lim f(x) =Oi+= +00

X B (e—l)— ’ X - (6_1)+
limf(x) =0, limf(x) =lim——=—= -
x4 T ox 0 x - 0t

c)  Dresser le tableau d¢f sur Dy :

vx €10; e U e +ool, f1(x) = ZomD
posons2+Ilnx =0 x =e 2,

x |0 e ? e! 400
f'@) + | - -
f(x) —0 7 —e?\ —o +0 N0

2. grestrictionde f al = Je™; +oo|
a) g estcontinue et strictement décroissante sur
Je™1; +oo[ . Doncf réalise une bijection de™1; +oo[
versg(l) = ]0; -lloo[. )
— _1 .- AV -1

b) g(e) = s~ 2€ et dérivé deg™" au
point%e‘l: D,-1 =]0; +oo[

—1y (L ,-1) = 1 _1 _ _ 4
Ch) (ze ) oG] F@ 3"
c)  Tableau variation de g définie surD -1

g~ ! est continue est strictement décroissante sur
10; +oof

X 0 400
()™ -
g 1) +00 N e!
Probleme 6 :On considére la fonctionf définie
par: f(x) = In(Inx).

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ : Dy ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

c)  Dresser le tableau d¢ sur Dy.

2. Soit g la fonction réciproque def. Quelles
propriétés (ensemble de définition, sens de
variation, continuité) de la fonction g peut-on
déduire de I'étude de la fonctionf ?

3. Tracer les courbesCy etC,.

Correction : f(x) = In(Inx)

1.
a) Df={x/x€IRInx>0etx>0}=]1;+oo]
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b) lim f(x) = In(0) = —o0

x e 1t '
lim f(x) = In(4+00) = 400
X = 400

R

’ _ 1
c) Vx>1,f'(x)= = =a—>0, alorsf est
strictement croissante s|ir; +oo].

tableau de variation def sur ]1; +oo.

X 1 +00
f'(x) +
f(x) —00 2 +00

2. On sait qug est continue et strictement
croissante sufl; +ool[. Elle réalise donc une bijection
de]1; +oo[ sur] = IR. Alors g est continue et
strictement croissante sIR.

a) Dy =IR. commef on ag est continue et
strictement croissante sIR.

Explicitons g : y = In(Inx) & x = e¢”, donc
Vx€eIR,g(x) = e :

Vx€IR,g'(x) = e*e® = e *1 >0, alorsg est
continue et strictement croissante Rur

3. Cren trait continu et Cyen trait discontinu.

Fs

Probléme 7 :On considére la fonctionf définie
par : f(x) = x(Inx)?2. D'unité graphique 2 cm

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ : D ?
b)  Etudier les limites def sur D¢ (on
démontrera que fadmet un prolongement par
continuité en 0).

c) Deémontrer que f n'est pas dérivable a droite
de 0. Dresser le tableau d¢f sur Dy.

2. Tracer la courbe Cy.

3.  Alaide d’'une intégration par parties,
calculer [ x(In x)?dx. En déduire encm? I'aire

de la surface A délimitée par la courbe€;, et les
droites d’équationsx =1, x = e.

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 34 30 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 3 2 X 06 3 24 5 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 b X 2 3 2 X 06 3 2 5 36 0 24 36 26 2 3 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Correction : f(x) = x(In x)?

1.
a) Df={x/x€IR, x> 0}=]0;+oo[
b)  Etudier les limites def sur Dy.

. Invu imPY =y 2V
llm\/_ () llmﬁ—llm\/a =0 o

um oo uPHo U oo

. (nw? _ . [2lnva]?

llmT—llm[ ﬁ] =0, donc

u - +oo um +oo

. _ 2 .. Zlnx/a2

lim f (%) =lim x(In x) —hm[ ﬁ] =Odoan

x>0t xw-0t

u - +oo
admet un prolongement continuité en 0.
lim f(x) = In(4+00) = 400

X = +o00
. fO)-f0) ;. 2 _
¢ [lm= 5 =lim(n f) = *% doncf mest
x -0t x~0

pas dérivable a droite de

Dresser le tableau d¢f sur Dy.
Vx>0,f(x)=Inx(nx + 2),

vx €]0;e 2[U]1; +oof, f'(x) > 0 alorsf est

strictement croissante s]f; e ~2[ et sur]1; +ol.
Vx € [e"% 1], f'(x) < 0 alorsf est décroissante sur

[e™%; 1].
tableau de variation def :  f(e™2) = 4e~?
x |0 e ? 1 + 0
fol [+ -] +
fX) |0 ~» 4e2N 0 /7 +oo

2. Tracer la courbe Cs:

lim% =lim(Inx)? = +o
X+ +oo X P F©

branche parabolique de direction (Oy) entco.

3. fle x(Inx)?dx = Exz(lnx)z]i

e

= Exz [(lnx)2 —Inx +%” = %(e2 -1).
1

A= %(e2 —1) X 4cm? = (e? — 1)cm?.

, donccf admet une

Probléme 8 :On considére la fonctionh définie
ar: h(x) =x*-8lnx—1.

Quel est 'ensemble de définition dé& ?
Etudier les limites deh sur Dy,.

whn e

4, Dresser le tableau de variation déa.

5. Montrer que I'équation h(x) = 0 admet deux

(2) racines ; 'une est entiére ; 'autre, notée,
appartient a l'intervalle [3,2;3, 3].

6. Montrer que la courbe €, admet deux (2)

branches infinies a déterminer.
7.  Tracer la courbe Cy,.
8. Soit A est un réel appartenant 3; 3, 2.

a) Calculer, l'aire A(4) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = 4,

x=1 etCh.

b)  Calculer la limite de A(A) siA tend vers0.
ion - h(x) = LEE

Correction : h(x) = x (1 8 xz)

1. Dp={x/x€lIRx>0}=]0;+0o].

5 limh(x) =lim[x* —8Inx — 1| =
" oxe0 x -0

limh(x) =lim [x (1 Bm—x——)] =400,

XP+0 4 4o ’

© et

2x%-8 x2-4

3. Vx>0,h’(x)=2x—§= =2

X X
Vv x € ]0; 2[, h'(x) < 0 alorsh est strictement
décroissante syb; 2[.
V x € |2; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante su2; +oof.

4. Dressons le tableau de variation da.

Montrer que pour tout réel x > 0, h'(x) =

X 0 2 400

' (x) — | +

h(x) 4o N —254 7 4o

—flexlnxdx

5.  h(x) = 0 admet exactement deux solutions :
. h est dérivable et strictement décroissante sur
10; 2[. Elle réalise donc une bijection t& 2[ sur

1—2,54; +[. De plus sut0; 2[, il a un unique

antécédent. On remarque dqu@) = 0, donc 1 est

solution.

. h est dérivable et strictement croissante sur

[3,2;3,3]. Elle réalise donc une bijection de

[3,2;3,3] sur[—6,52.1072;0,338]. De plus
h(3, 2) x h(3,3) <0

{ou 0 € [-6,52.1072;0,338]

des valeurs intermédiaires I'équatibfx) = 0 admet
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, d'aprés le théoreme
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une unique solution, notég, telleh(x,) = 0 et
x, € [3,2;3,3].
Ainsi I'’équationh(x) = 0 admet deux (2) racines ;
'une estx = 1 carh(1) = 0; etx, = 3,21.
h(x) _ Inx 1

6. branches infinies deCp,. — = x —8— —-.
X X X

Asymptote verticale d’équationc:= 0.

Branche parabolique de direction (Oy) car

limw =lim [x — 8ln—x—l] = 4o
X X X .
X 400 x - 400

7. la courbeCy,.

1 \
8. /176]3; 3,2[.

a) AW =— [ h@)dx = [/[-x* +8Inx +
1dv=x33+8dnr— 8xr+x14on aura :

AQ) = —§+811n1— A+ 2
1ich(,1)=§
A0

b)

Probléme 9 :On considére la fonctionh définie
par: h(x) = In(x? + x — 2).

1. Quel est I'ensemble de définition d& ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.
3.

Montrer que pour tout réel x € |—o0; —2[ U

’ _ 2x+1 PP
11; +oo[, A’ (x) = 2., EN déduire le sens de

variation de h.
4. Dresser le tableau de variation dé.
5. Etudier les branches infinies dec},.
6.  Monter que h admet une bijective deg/1; +oo[
sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h=1 réciproque deh.
7. Tracer les courbesCy, etC-1 .
8. On note C* 'ensemble des nombres
complexes non nuls et on considére I'application :
F: C"—C

z— Z =F(z) =In(z*> +z - 2).
Quel est 'ensemble des nombres complexes
vérifiant chacune des équations suivantes :
a) F(z2)=0
b) F(z) =In(z)
c) F(2) =In(z - 2i).

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Correction : h(x) = In(x? + x — 2)

1. D, ={x/x €IR x?+x— 2> 0}, posons
?+x-2=0=(x+2)(x—1)=0.
x —00 -2 1 4o
x?+x—2 + | -] +
DoncDy, = ]—o0; —2[ U ]1; + o[
limh(x) =In0 = —oo limh(x) =In0 = —o0 ,

2. x P =27 ‘x> 1t '
lim In(x? + x — 2) =lim In(x?) = +005¢

X = —00 X = —00

lim In(x? + x — 2) =lim In(x?) = +o

X = +o00 X = +o00

3. Vxel-oo;—2[U]L;+oof, h'(x) = 2t

V x € |—o0; —2[, h'(x) < 0 alorsh est strictement
décroissante syroo; —2].
V x € ]1; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante sul; +oof.
4, Dressons le tableau de variation dh.
x —o0 -2 1 +o0

h'(x) — +

h(x) +00 \v —0 -0 /7 +4ow
5.  Dbranches infinies deCy, :
Asymptotes verticales d’équatiow = —2 etx = 1.
h _ (D) anx | (1)

X X X X
parabolique de direction (Ox) car

In(1+2-2
9 i 2 2]
X X .

X

. Branche

lim
X B 00 X > 00
6. h est continue et strictement croissante sur
]1; +ool. Elle réalise donc une bijection g +oo[
surj = ]—oo; +oo[. Explicitons h~1
x=1/2(-1—-+4eV +9)
x=1/2(-1+V4e¥ +9)
donc{h—l(x) =1/2(-1- \/m)'

h(x) = 1/2(—1 +V4e* +9)
V x € ]—oo; +oo[, h™1(x) = 1/2(—1 + V4e* +9).

7. Cy en trait continu et C,-1 en trait discontinu

y=ln(x2+x—2)<:>{

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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8. C'/Z=F(z)=In(z>+2z-2).

L’ensemble des nombres complexes vérifiant

chacune des équations suivantes :

a) F@=0=In(z?+z-2)=hloz*+

z—2=1o224+2-3=0,A=13, alorsz; =

-1-13 —-1+V13 doncSe- _{ 1—\/ﬁ;—1+\/ﬁ}.
2 2 2

b) F(@)=Iniz) e In(z>+z-2)=

Inzez2+47—-2=r22+2=02=7+72, donc

Ser = {-iv2;iv2}.

c) F@=Inz-20=oh(E*+z-2)=

Inz—2i=z2+2-2=7 2i=ez2=2-21/ les racines

carrées d@ — 2i sontvv2 + 2 — iv/vV2 — 2 ou

V2 +2+ i\/\/_— 2, alorsz, = _1_”@'22””/7_2
1+\/ +2— L\/

etz, =

etz, =
i;c* =—1 \/—2+L\/— _ —1-/VZ+2- l\/—;

robléme 10 20n con3|dere la fonctibnh défi
1+2]nx
2x

par: h(x) =

1 Quel est I'ensemble de définition dé& ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.
3

Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) =
1-2Inx
2x2

4. Dresser le tableau de variation dé.
5.  Déterminer les équations des tangentes et
T aux points A et B d’abscisse~1/2 ete.

0. Tracer la courbe C;,, des tangentes f et Tg.

. En déduire le sens de variation dé.

1+2Ilnx _ 1 Inx

Correction : .
_— 2x X

h(x) =

1. D, = {x/x € IR, x > 0} = ]0; +o].

1+2Inx — 0
2 limh(x) = hm[ ] =7 T T gt
x~0 x+— 0
limh(x) = lim [— + ln—x] =0
X+ s 4o .
3. Vx€]0;+oo[, h'(x) _2x2+1 1hx_
_1+§;22 nx_ 1 22 % alorsh est strictement croissante
sur]0; e'/2[ eth est strictement décroissante sur
|et/2; +oo].
4.  Dressons le tableau de variation da.
x |0 el/? +00
R (x) + | =
h(x) —c0 2 e7l/2 N0

5. Equations des tangentes J et Tg:

Taiy= hr(e—l/z)(x _ e—1/2) + h(e—l/Z) = ex —

el/2 et

Te:y=h(e)x—e)+h(e) ="—x+2e".

6. courbe G, des tangentes f et Tg.

4

Probléme 11 :0On considére la fonctionh définie

par h(x) =x—2+1In (“;)
1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?

b)  Etudier les limites deh sur Dy,.
C) Montrer que pour tout réel x € Dh,

h(x) =%

d) Dresser le tableau de variation déa.

2.

a) Montrer que la droite (d) d’équation

y = x — 2 est asymptote &, a l'infinie. Préciser la
position relative deCy, par rapport a (d). (1cm)

b)  Montrer que le point A(0; —2) est un centre

de symétrie deCy,.

c) Placer le point A et tracer€y, et (d).

3. Alaide d’'une intégration par parties,
calculer encm? l'aire de la surface A délimitée par
la courbe €y, la droite (d) et les droites d’équations

x=4,x=6.

On rappelle quei =1+ i eti =1
Correction : h(x) = x — 2 +l (x+§).
1.

a) Dh_{x/erRﬁ>o}

D;, = ]—00; —2[ U ]2; +ool.
b)  Etudier les limites deh sur Dy,.

11m h(x) =lim [x 2+1In (x+2)] =Iln0" =

2

N
limh(x) =lim [x 2+1In (x+;)] = ln(;i+ = 4o
xe 2 x 2t

limh(x) =lim[x — 2 + In(1)] = —

X+ —00 X —00
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limh(x) =lim[x — 2 + In(1)] =
X — 400 X P 400

x+2\ x-2-x-2 -4
C) (E) T ox=2)2 T (x-2)?°

Vx €]—o0; —2[U]2; 4o, A (x) =1+
—1_ _ x2-4-4 _ x2-8

x+2 x2—4 x2—4 x2—4'

VxE€ ]—00; —2\/5[ U ]2\/5; +00[, h'(x) > 0 alorsh

est strictement croissante guoo; —2v2| et sur

12v2; +oo]

Vx € |-2v2;-2[ U ]2; 2v/2[, h'(x) < 0 alorsh est

strictement décroissante Ju2v/2; —2[ et sur

12; 2v2.

d) Dresser le tableau de variation déx :

h(—2v2) = —6,591 = —6,6 eth(2v2) = 2,6

(x— 2)2
x—2 4

x |- =22 -2 2 2v2 4w
el o+ [ - - [ +
h(x) | —0 7 —6,6 N\ —© +oo N 2,7 400
2.

x+2
a) lim[A(x) — y] =lim [ln( ) In(1)=0

X too x - too

donc la droite (d) d’équatiop = x — 2 est asymptote
ac, al'infinie.

X —00 -2 2 +c0
x+ 2 — +
In (x - 2) Cp est au- Cp est au-
dessous de dessus de la
la droite (d) droite (d)

b) h(2a—x)+ h(x)=2b=-4

{h( x)——x—2+ln(+2) ln(x—+2 x—_z)—O

h(x)=x—2+1n (x+§) x=2 " x+2)

En additionnant, on aute(—x) + h(x) = —4, d'ou le
pointA(0; —2) est un centre de symétrie Gg
c) Placer le point A et tracerCy, et (d).

rF .

P

3. Vx€]2;4+o,h(x)—y=1In (x+2) > 0.

Vx € ]2; 4], ln( ) In(x +2) — In(x — 2)
f46ln(x+2)dx=[xln(x+2)] —f:%dx:
ffln(x +2)dx = [xIn(x + 2)]§ f [1 - 2] dx

f:ln(x +2)dx =[(x+2)In(x +2) —x]§ =
24In2—-6In6—2

6 6 x
J, In(x — 2)dx = [xIn(x = 2)] - |, —dx =

i InGx = 2) dx = [xInCx = 21 = [ [1+ 55| dx

ff In(x —2)dx = [(x —2)In(x — 2) —x]§ =
6In2—2
OrA= f6 [h(x) — y]dx.cm? =f6[ln(x +
2—Inxy—2dx.cm2=18n2—6ln6cm2
218 212

ln<66>cm ln<36> cm?
Probléme 12 :On considere la fonctionh définie
par h(x) = (x? — 4x)In(x) + %xz.
1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé ?
b)  Etudier les limites deh sur D;,. (On
démontrera queh admet un prolongement par
continuité en 0)

h(x)-h(0)

c) Démontrerquellm =0 T

x- 07

d)  Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) =
2(x —2)(1 + Inx). En déduire le sens de variation

de h. Dresser le tableau de variation dét.

e)  Montrer que pour tout réel x € Dy, h(x) = 0
admet exactement deux solutions. Trouver une
valeur approchée a0~2 prés de chacune d'elles
2. Soit (P) la parabole définie suq0; +w[ par

1
p(x) = Exz.

a) Trouver les coordonnées des points
d’intersection de ¢, et (P).

b)  Préciser la position de (P) par rapport &Cj,.

c) Tracer €, et (P). Unité graphique 3 cm.
3. Alaide d’'une intégration par parties,

calculer ['(x? — 4x) In(x) dx. En déduire encm?
I'aire de la surface A délimitée par la courbeCy, (P)

et les droites d’équationsx = 1, x = 4.
Correction : h(x) = (x? — 4x) In(x) + %xz.
1.

a) Dp,={x/x€lIR x> 0}=1]0; +oof.

b)  Etudier les limites deh sur Dy,.
lim h(x) =lim[x? In(x) — 4xIn(x)] = 0
x>0t xoo0f

admet un prolongement continuité en 0.

lim h(x) =lim [(x —4x)In(x) += x ] 400
X = 400

donch

X - 400
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. h()-h(0) . _ 1.]_
o) hmT =lim [(x 1) In(x) + Zx] =+
x e 0 x 0

, donch n’est pas dérivable a droite fe

d VxeD,h(x)=0Qx—4)In(x)+2x—4=
2(x —2)In(x) + 2(x —2) = 2(x — 2)(1 + Inx).

Vv x €0;e [ U]2; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est
strictement croissante s]f; e[ et sur]2; +oo].

Vv x € [e7}; 2], h'(x) < 0 alorsh est décroissante sur

[e™%; 2].
h(e 1) = 1,33 eth(2) = —0,772.
x 0 e 1 2 +o0
M| [+ | - | +
h(x) |0 ~ 1,33 N-0,77 7 +oo

e) h(x) = 0 admet exactement deux solutions :

. h est dérivable et strictement décroissante sur

h(2) x h(e™1) <0
ou0 €]-0,77; 1,33[
théoréme des valeurs intermédiaires I'équation
h(x) = 0 admet une unique solution, notég telle
h(x;)=0etx; € le71;2][.
valeur approchée dex; 41072

h(1,2) = 0,107 _12+13
{h(1,3) = -758.102 17
. h est dérivable et strictement croissante sur
h(2) X h(+9) <0
ou0 €]-0,77; +oo[
théoréme des valeurs intermédiaires I'équation
h(x) = 0 admet une unique solution, notég telle
h(x,) =0 et x, € ]2; 400
valeur approchée dex, 31072 :

h(2,7) = 0,158
{h(2,6) — 98102 27
2. (P) définie sur]0; +oo[ par p(x) = 722,

a) hx)=pk)ex(x—4)Inx)=0
x=0 x=1 x=4
{0(0; 0) {B (1)) & {C(4; 8)"

b)  Préciser la position deC, par rapport a (P)

vV x €10;1[ U ]4; +oo[, h(x) — p(x) > 0 alorsC;, est
au-dessus de la droite (P).

le™%;2[. De plu , d’aprés le

= 1,25

12; +oo[. De plu , d’apres le

V x € ]1; 4], h(x) — p(x) < 0 alorsC;, est au-dessous

de la droite (P).
Six =00ux =1oux =4 C, et (P) se coupent.
c) Tracer Cy:

3. ff(xz —4x) In(x) dx =

2x3 —2x2)In(x) 4—f4 1x2 —2x)dx =
G LIC]EINE

2x3 = 2x2)In(x) — =x3 + x2 f o x2|(3x -
G Y — 52+ 27 = |25
Inxy—19x+114=—643n2+8

A=— ff(x2 —4x)In(x)dx.9 cm? =
A= (192In2 — 72)cm?

Probleme 13 :

1.  Soit la fonction f définie par :
1
) = e
a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier les limites def sur Dy. Interpréter les
résultats obtenus.
f)-f0) _
x—0
x— 07
d) Dresser le tableau de variation d¢.
e) Tracer la courbeCy.

2. Trouver les nombres réelsx et b tels que

1 a b
Vx,x €ER, [Inx| # 1, (Inx)2-1 "~ Inx-1

c) Démontrer quellm to

Inx+1’

Correction :

1
1. f(x) ~ (Inx)2-1
a) Dy={x/x€IR (Inx)?—-1#0etx>0}=
Dr =10;e"[ule ;e[ U Je; +ol.

. 1
b) lim f(x) = = 0alors(ff admet une

X — 400
asymptote horizontale d’équatign= 0 en+ow ;

. _ 1 _
lim f (x) = —0 0, Cr admet un prolongement par

x+—=0

continuité er.

i -1 _ i -1 __

limf(x) = o= T ethmf(x) === oo’ alorsc;
x - (1/e)” x - (1/e)t

admet une asymptote verticale d’équation e~ ! ;

. 1 . _1_

hmf(x)_o—__—ooetllmf(x)—o+ +

x> e x et

admet une asymptote verticale d’'équation e.
lim L@ _;

(0)0)
, anrsC’f

1 1
C) x—0 m [x(lnx)z—x] = = " car
x - 0F x - 0
; 2 _.._ [2Inva]®
,lcu.ixoqrn x) _hm[ N ] = 0 doncf n'est pas

u - +oo
dérivable a droite de.
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zlnx —2Inx 8.  On considére la suitqu,, )y définie par
d)  Vx €Dy, f0) =100 = Mo uy = 1 et pour tout tout nombre entier natureln
0 :
x |0 et 1 e +00 par u,,.1 = f(u,).
f'&x) + + [ - - a)  Placer les pointsug ; uy ; uy etus.
fGx) |0 7 4o —o 7 —1% +oo N 0 b)  Montrer que, pour tout nombre entier
- naturel n, on al < u, < a.
c) Démontrer que la suite(u,,),,ciy CONverge.
€) 'I:ra(;ons la courbe deC, : d)  Determiner sa limite.

Correction :

1. f(x) =In(x*+4),onaD; =IR.

a)  f(=x)=In((—x)?>+4) =In(x? + 4) = f(x),
alorsf est paire.

g b) VvxelR f'(x) = %, alorsf est strictement

croissante suj0; +oo[ etf est strictement décroissant

? < sur]—oo; 0.
2. g =f@x)-x=In(x*+4)-x

2. Trouver les nombres réelst eth :

2x -x%+2x—4
a) Vx€elR g'(x)= -1=—2——x<0,

Vx,x€R, |Inx| #1, 12 =2 b _ , x2+4 x2+4

(nx)?-1  Inx-1 = Inx+1 car en posantx? + 2x — 4 = 0, A= —12 < 0 doncg
(a+b) Inx+(a—-b) . , .
ool est strictement décroissante sur IR.
On déduit quer = loth= 1 b), . Pourx e. [2;3]:9 ?st (?ontlnue (puisque

2 2 dérivable), strictement décroissante et prend des
Probléme 14 - valeurs négativeg(2) = In8 — 2) et positivegj(3) =
In13 — 3). D’aprés le théoreme des valeurs

1.  Soit la fonction f définie par intermédiaires, I'équatiog(x) = 0 a une unique
f(x) = In(x? + 4). solution a dans [2 ; 3].
a)  Etudier la parité de f. Donnons la valeur arrondie dex 21071 : on
b)  Etudier le sens de variation def sur Dy. trouve,g(2,1) x g(2,1) = 0,03 x (—=0,020) < 0 donc
2. Soit la fonction g définie par : 21sa=<22.
gx) = f(x) — x. ) Justifions le nombre réela est I'unique
a)  Montrer que la fonction g est strictement solution de f(x) = x : Remarquons déja qugx) =
décroissante sur IR. lef)—x=0e f(x) =x.
b)  Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une Reste & démontrer que I'équatigfx) = 0 admet une
unique solution dans l'intervalle[2; 3] qu’on unique solution suj0; +oo.
note a. Donner la valeur arrondie dea Vu queg est strictement décroissante Hr+oo|,
d’amplitude 1071, vu gqu’elle s’annule sur [2 ;3], on peut affirmeregee O
c) Justifier le nombre réela est 'unique de g est unique sui0; +oo[ (inutile de réappliquer le
solution de I'équation f(x) = x. théoréme des valeurs intermédiaire®st donc la

seule solution de I'équatigf(x) = x sur[0; +oo.

Z _ x? 4
3. Démontrer queg(x) = In [e_x(l + e—x)] En 3. Limites de f et deg -

déduire les limites def et deg.

x? 4

4.  Dresser le tableau de variation d¢f et deg. g(x) =In(x? +4) —In(e*) =In [e_x(l + e_x)]
5. Etudier les branches infinies deC; et deC,,. lim f(x) =lim[In(x? + 4)] = + .
6.  Construire la courbe €, etCy. X+ x> fo

, . . . . x? 4
7. Démontrer que la restriction f deh & lim g(x) =limIn [e_x(l + ?)] =In0=—c0 g
lintervalle [0; +oo[ admet une application X2 F0 x4
réciproque h~1 dont on précisera I'ensemble de limg(x) = lim[In(x? + 4) — x] = +o0

définition. Expliciter h~1. Construire C-1. X =0 xem =
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4.  Dressons le tableau de variation dg.

X —00 +o00
g'x) -
gx) | 4o \ —00

Dressons le tableau de variation dg.

x —00 0 +o
') - 0 +
f(x) +o0  \ 1,38 7 +o00

fx) _ In(x%+4)

5. branches infinies deCy : T ==
posong = x? +4 & x = +Vt2 —

ln(t) ln(t) 1

lim 2% =lim
X

X - too tr—>+oo

t - t+oo
doncC; admet une branche parabolique de direction
(Ox) a l'infinie.

ln(t) 1

[1__ , on calcule
tZ

lim 9 =lim
X

X — too

t -t
lim [g(x) —x] =lim f(x) =+ 40 o admet une
X - too x = too !

branche parabolique de coefficient directetra
linfinie.
6. C, en trait discontinu etCy en trait continu

A /
~ K
~ /

~ N 7
AN
Y
-
7/
~

N~
~

N~
- ~
~
~
-~
-~
-~

-~

7.  f estcontinue et strictement croissante sur
[0; +oo[. Elle réalise donc une bijection fii +oo[
sur] = [1,38; +ool. Explicitons h~1

ey —4
y = In(x? +4)<:>{x_+\/ey7_donc
V x € [1,38; +oo[, ™1 (x) = Ve* — 4.
8. (un)ne/ Un+1 = f(uy) = In(up +4)
a) Placons les pointaty = 1; u; =1In(5) =

1,60 ; u; = In[(In5)% + 4] = 1,88 etuz =
In[(1,88)? + 4] = 2,02.

b) Montronsque,vnelIN,onal<u,<a:
21<a<222etl<u,<a

Initialisation :commeu, = 1 eta = 2,2 on a bien
1 < ug < a (vraie)

hérédité montrons qusl 1 < u, < a ALORS
1<up <a

Supposons que<u, <ael1<sui<a’?eS 1+
4<ul+4<a’?+4SIn5<In(@i+4)<
In(@?+4) © 1,60 <up < f(@) ©1<uyq <
a car on a alors f(13 f(u,,) < f(a) puisf est une
fonction croissantesur [O ; 4eo[. Mais f(1) = In5 > 1 et
f(a) =a doncl < u,,q < a (vraie)

Conclusion TInJIN, 1 <u, < a.

c) Démontrons que la suitg(u, ),y CONverge :
La suite(u, ) ey €St majorée par. Montrons alors
gu’elle est croissante, c'est a ditg,:< u,44

g est décroissante sur [Ofret nulle ero. Par
conséquenf) < x <a=gx)=>0e f(x) > x.
Mais commel < u,, < a, on appliquant I'inégalité
précédente, 1(,) > u,, c'est a diret,, ;> u,, donc
(up)nein €St croissante.

(up)nen €St croissante et majorée donc elle conver
vers un réein : comme Xu, <a,onal <m<a.
d) Déterminons sa limite :u, ;= f(u,) avecf est
continue sur [0 ; e[ donc enn. u,, est une suite
convergente vers un réal. D’aprés le théoreme du
point fixe, m est veérifien = f(m), I'’équation a pour

unique solutiora donc/ ™ n = &
ne= +4oo

Probléme 15 :On considere la fonctionf définie
par f(x) =1 —%+ In x.

1.  Déterminer les limites def sur Dy.

2. Etudier les variations et construireCy.

En déduire le signe d¢gf(x) lorsque x décrit
I'intervalle ]0; +oo].

3. Montrer que la fonction F définie sur
I'intervalle 10; +o[ par F(x) = xInx — Inx est
une primitive de la fonction f sur cet intervalle.

4. Démontrer que la fonction Fest strictement
croissante sur l'intervalle]1; +oo].

5. Montrer que I'équation F(x) =1 — % admet
une unique solution dans l'intervalle]1; +oo[ qu'on
notea.

6. Donner un encadrement dex 21071,

7. On considere la suitdu,) ey définie par
uy = 0 et pour tout tout nombre entier natureln

non nul, paru, = f(%) :

a) Placer les pointsu, et u,.
b)  Exprimer §1, =u; +u; +--+u, en
fonction den.
c) Déterminer lim $y, =
=1
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Correction : f(x) =1 —%+ Inx, Dy = ]0; +oof.

limf(x) = 4+ etlimf(x) = -

X 4o x— 0
2. Vxelo; +oo[f(x)——+ "x—? 0.
0 400
f'(x) +
f(x) —00 7 +00
Branches infinies : f(x) =1 1, I hmf(x) 0
X x Ty, +oo ’

doncCy admet une branche parabolique de direction
(Ox) en+o.

seESEEEEEES

Commef(1) =0, Six € ]0;1[, f(x) < 0. Si

€11; +[, f(x) > 0. Six =1, f(1) = 0.
3. Montrons que F(x) = xInx —Inx :
Vx €10+, F(x) =1 -~ +Inx = f(x), dot la
fonction Fdéfinie sur I'intervallg0; +oo[ parF(x) =
x Inx —Inx est une primitive de la fonctighsur cet
intervalle.
4. Vx€]0;+ox[, f'(x) > 0, alors Fest strictement
croissante sur I'intervallfl; +oo[.

5.  Montrons que I'équation F(x) = 1 — % admet
une unique solution dans l'intervalle]1; +o[ qu’on
notea: OnaF(1l) =0etF(e)=e—1=1,7.
D’autre partl —é ~ 0,63, donc0 <1 — i <e-—1.

F est dérivable donc continue $liye] : il existe donc
un unique réek € [1; e]tel queF(a) = 1 — é

6. F(1,9) -1 +§ ~ —0,05 et F(2,0) — 1 + i ~
0,06, doncl,9 < a < 2,0.

7.  (Up)ne définie paruy =0/u, = f(%) .
a) Placer les pointsu; et u,.

U, =f(%) =1—-n-Inn
w=f(;)=1-1-In1=0
u,=f(5)=1-2-m2=-1-In2

b) Sin=u; +u;+--+u, enfonction de
u;=1-1-In1l

U, =1—2-1In2
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u;=1-3-In3 ....
u, =1—n—Inn, en additionnant membre a

membre, on as, ,, = n(n D _In(n).

lim S; , =lim [n(nTl) — ln(n!)] =0
ne1 '

c)

ne1
Probléme 16 :

1.  On considere la fonctionf définie sur
I'intervalle ]—1; +oo[ par f(x) = x —In(x + 1).
a) Determiner les limites de la fonctionf aux
bornes de son ensemble de définition.

b)  Etudier les variations et construire la
représentation graphique de la fonctiory sur
I'intervalle |—1; +oo|.

c) Endéduire le signe d¢f (x).

2. Pour tout entier naturel n non nul, on
considere la suite(S,,) -1 définie par

S =%+%+---+ﬁ—lnn.

a) Etudier le sens de variation de la suit§,,.
b)  On considére la suite définie

S =%+%+---+%—lnn.

Etudier le sens de variation de la suit§”,.

Correction :

1. f(x)=x—In(x+1),Df =]-1;+oo[

a) Posong =x + 1, 0n déduigimf (J’:)O:

lim[t—1— lnt]—hm[t(l—l—ln—t)] +oogy

t— 4o

t - 4o
limf(x) = +oo
x> —1%
X
b) VXE]—1;+OO[,f(X)—1—m:m.
X -1 0 + 00
f'(x) - | +
f(x) +oo N 0 7+
Branches infinies :% =1 -2 5n déduit que
f(x)
Im== = +oo , doncC, admet une branche
X - +oo

parabolique de direction (Oy) efwo.

N

d
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c¢) f admet un minimum en 0 qui vafif0) = 0,
Vx € ]—1;+[, f(x) > 0.
1,1 1
2. Sn—I+§+---+E—lnn
Sn+1 =%+%+---+%—ln(n+1).

a) Sn+1_5n=%—ln(n+1)+]n(n)=%_

n+1 1 1

In(55) =5 - (1+3).
Sps1—Sp=f () or=>0et 1;

el — n—f(;)or;> etv x € |-1; +oof,
f(x) > 0 donc on en déduit qu,,; — S, > 0 donc
la suite(S,),>1 €st strictement croissante.
b)  sens de variation de la suit§’,, :

' , 1 1
S'he1— S =m—ln(n+1)+ln(n) =—+

—[S'h41 =Sl = (_F) In [1 +( 11)] -

f (— n-1+1) nous pouvons ainsi écrisé, — S’ 1 =
f(—i).Onsaitquen>1<=>n+1>2(=>—£

n+1 n+1
Ce e -———>-1V ——¢

N

n+l 2 n+1
1—1; 4o, f( — ) > 0 alorsS',;1 —S’, < 0. Donc

la suite(S",),=1 €st strictement décroissante.
Probléme 18 :On considére la fonctionf définie par
fx)=2x—2+In(x*+1).

a) Montrer que, pour tout x réel,
f(x)=2x—2+1n(x?)+1In (1 + %)

b)  Déterminer la limite de f en+ et en—co.
c)  Montrer que, pour tout x réel, f est
strictement croissante sur IR.

d)  Montrer que f un point d’'inflexion A
d’abscisse négatif a déterminer les coordonnées.
e) Dresser le tableau de variations d¢.

f) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet
une unique solutiona sur [0; +oo].

g) Justifierque 0 <a < 1.

h)  Etudier les branches infinies deCy.

)] Construire la courbe Cy.
Correction : f(x) = 2x — 2 + In(x* + 1).

a) Dy ={x/x €IRx*+1>0}=]—00;400]

Vx €IR, f(x) = 2x—2+ln[x2(1 +xiz)] =2x —
1

2+In(x?) +1n (1 +F)'
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b) lim f(x) =lim [2x — 2 + In(x? + 1)] = 4+
X P 400 X B 400

1
lim|x|2— 2 + m + ln(1+x2) - —o
et L |

X — —00

, . 2x  2x%42x+2
) VxEIR f'(x) =2+ =—5;
2(x%+x+1)

—.; » alorsf est strictement croissante $Br

d VxelR f'(x)=2+
2(1-x2)
(x2+1)?
Ce point est de coordonnées(-1; —4 +In 2)

e) Dressons le tableau de variation dg :

= f(x) =

, un point d’inflexion,1 —x%2 = 0 & x = ¥1.

2+1

X —00 40
f(x) +
fx) —0o0 7 +00

) ) f(+o)[ = [-2;+oo]

f est continue et strictement croissante[Bs+oo[. Or
0 € [—2; +[, donc d'apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, I'équationf (x) = 0 admet une unique
solutiona sur[0; +oo|.

g) Onsaitqug(0) =-2etf(1) =In2>0,
doncf change de signe sur [0; 1], ona@ < 1.

h)  branches infinies deC; : f(x) 2_;2?+
In(x?) | In(1+52)
X

X

. On calcule

2} In(1+=
lim £2 = im |2 —£+—ln(x )+—n( xz) =
x x x x et

x o too X — too

lim([f (x) — 2x] = +°°, on a une branche parabolique
X — oo

de coefficient directelz.

i) Cs

Probleme 19 :On consideére la fonctionh définie
h( ) — 1+Inx —1.

1. Quel est I'ensemble de définition dé ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.
3.

Montrer que pour tout réel x > 0, h'(x) =

lnx . En déduire le sens de variation dé.

4, Dresser le tableau de variation déa.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 3 X X0 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0 3 2 5 06 5 24 55 36 X0 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 0 24 36 26 2 54 36 2 X 5 26 2 X 2 06 26 26 2 5 5 26 26 2
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Déterminer les deux (2) asymptotes dé,.
Tracer la courbe Cp,.

Soit a est un réel appartenant 43; 4[.

a) Calculer, I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (0%), les droites d’équationst = a,
x=1etCy.

b)  Calculer la limite de A(«) lorsque a tend
vers 0.

No o

1+Inx

Correction : h(x) = 1= % +—-1
1. D, = {x/x € IR, x > 0} = ]0; +oo|.
2 limh(x) = —oo limh(x) = -1 .
" oxe0 'x >+ '
3. Vx €]0;+oo[, h'(x) =;—21+1_1nx=

x2

—1+1-lnx _ —Inx,
x? Toxz

10; 1[ eth est strictement décroissante lr+oo|.
4, Dressons le tableau de variation da.

X 0 1 400
h' (x) + | —
h(x) -0 2 0 N -1

5.  Asymptotes deCy,.

Asymptote verticale d’équationc:= 0.
Asymptote horizontale d’équatiory:= —1.
6. la courbeCy,.

-

7. a€]3;4].
A A = [} = {75+

1dyr=—Inr- 12Anx2+xila=Ina- 12Ana2+a—1.

b) lim A(a) =lim [—lna —%(lna)z +a— 1] =
a0 a~0
lim[—lnoz—%(lnoz)2 +a-— 1] =+

a0

alorsh est strictement croissante sur

Probléme 20 :On considere la fonctionf définie
1

par: f(x)=1In (ﬁ)

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢f : Dy ?

b)  Montrer que la fonction f définie surD; est

une fonction impaire. Interpréter graphiqguement.
c)  Déterminer les limites de f sur Dy.

d) Etudier le sens de variation def définie sur
Ds. En déduire le sens de variation dg.

2. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unigue solution, notéex,, appartienta |—1; 1].

3.

a) Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.

b)  En déduire le signe def (x) sur Dy.

c) Montrerque Vx € Dy, f'(x) = (:%)2-

d)  Montrer que la courbe €y admet un point

d’inflexion a dont on déterminera son coordonnée.

4.

a) Déterminer les réelsa, b, tels que pour toutx
b

m.

b)  Déterminer les réelsc, d, tels que pour toutx
d

E.

réel différent de -1, on ait— = a +
x+1

réel différent de 1, on aitl—fx =c+

1 x 0 x
c) Calculerm = [/ —dxetn=— [, —dx.
En déduire par intégration par partiesA =
J; In(1 + x) dx et celle deB = [°, In(1 — x) dx.
5. On considére la fonction F définie subD; par
F(x) = (x=21)In(1 —x) — (x + 1)In(x + 1).
a) Montrer que F est une primitive def.
b)  Déterminer alors la valeur exacte de

I= fls//:f(x)dx.

c) Montrerquel= %ln(

6.

a) Déterminer une équation de la tangente Ja
la courbe € au point d’abscisse 0.

b)  Monter que f admet une bijective dg0; 1|

sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a

fonction =1 réciproque def.

c)  Montrer que la fonction f~1 définie sur] est

une fonction impaire. Interpréter graphiguement.
d) Construire la courbe Gy, T, et Cf—l.

7. On considere la suite (1) définie pour tout

entier naturel n > 2, paru,, = f(%)

a) Montrer que (u,) peut s'écrire
In(n—1) —In(n + 1).

b)  Etudier les variations de la suite(u,,).
c) Déterminer la limite de la suite(u,,).

84375 )
823543/°
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Correction : f(x) = In (Ti)

1.

a) Df—{x/xEIR >0}_]11[

b) Vxe]- [f(x)—l(1+x)—l(1+x)—
In(1 — x),

Vxe]-L1[,f(x)=In(1—x) —In(1+x) =
—[In(1 + x) —In(1 —x)] = — f(x), alors f est une

fonction impaire. Don€; est symétrique par rapport a

I'origine du repére O.
c)  On fait un changement de variables ﬂ en
[1+x] _ 0 hm [1+x] +o0

calculant on déduit
x> —17F xe 1
lim f(x) =lim[Int] = —
© et
»—-1T t—0

llm f(x) =lim[Int] =
x> 17 t - too

1+x\ 2
d) (E) T (1-x)7

1+x 1-x 2 1-x

VxE] 11[f()_(_) E_(l—x)2 1+x

> 0, alorsf est strictement croissante $u1; 1[.

1-x2
1+x

2, f(x)—ln(1+x)—0—ln1<=>—x—1

x = 0, donc su—1; 1], il a un unique antécédent.
Ainsi elle admet une unique solutiap = 0.

3.

a) tableau de variation def sur|—1; 1[.

X -1 1
f'(x) +
f(x) —00 7 +00

b)  onremarque qug(0) = 0.

Sur]—-1;0], f(x) < 0 etsur[0;1], f(x) > 0.

¢ vxel-L1 f0) = [ xz] e

d)  Un point d’'inflexion dont on déterminera son
coordonnée f""(x) =0 © 4x = 0 & x = 0, ainsi
le pointa(0; 0) coincide avec celui de l'origine O.

4.
x b ax+a+b
a) VxEIR—{—l},m—a+m—T,par

identification,onaa =1 eth = —1 d’'ou
Vx€eIR—{-1}, X =1-—.
x+1

x+1

—cx+c+d

b) vxelR-{1}==c+==""Cpar  pp-1)- In(n + 1)
identification,onact = —1 etd =1 d'ou b)vn=>2,0 < <1,etf est decrmssante sur [0; 1]
Vx€elR-{1}, L =-1+4 ﬁ Ainsi, pour tout entler natural > 2,0 < — <1 ,
n+1 n

c) fo —dx = fol [1 —ﬁ dx = doncf( ) f( ) doncu,1 > u, .
[x—In(x+ 1]} =1—-1In2. Donc la sune(un) est croissante. ‘

c) en appliquant le théoreme de gendar}l Huioo
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0 1
Btn == [0, g dx = [0, [+1 - 7 dx =
[x—In(1-x)]°, =1+In2.
Déduire par intégration par parties :
I _ 1 1 x
A= [iIn(1+x)dx = [xIn(x+ D5 - f; —;d

2ln2—-1.EtB = f_olln(l —x)dx = [xIn(1 —
xr-10+-10x1-xdr=1

5. Vxe€]-L;1]par FE) = (x—1)In(1 x) — (x +
1)in(x + 1).

a) F@=m@-x)+1-In(x+1)—-1=

In (m) f@.

b) 1= [ flx)dx = [F(0I})s = (-1/4)in(1/4) -
(7/4)In(7/4) +3/4)In(3/4) + (5/4)In(5/4) .

33x55\ 1 84375
€) I__l ( ) it (823543)'
6.
a) f(0)=0etf'(0)=2,ansiTy:y = 2x.

b)  f est continue et strictement croissante sur
[0; 1[. Elle réalise donc une bijection fi& 1[ sur

] = [0' +oo[. Explicitons f~1 : y ln( +x) =x=
eV

“—p donev x € [0; +oo[ f(x) = T

c) Vxe|[0;4oof f71(—x) = —x+1_z_Zx

X 3 X X 34 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 X 5 26 0 2 54 36 X 5 36 26 2 2 X 5 36 26 2 2

e -1 _1-e*  e*-1 _ -1 1
] 1= g = S (%), alors f7" estune

fonction impaire. Don€,-1 est symétrique par rapporﬁr
a l'origine du repere O.
d) Cf, To eth—1.

o, = () =n(52) = () - i) -

S X X 5 3 3 3 2 36 36 3 5 3 3 3 5 X b X X X 2 2 2 3 0 36 0 06 06 0 0 3 0% 3 0% 2 0



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Probléme 21 :On consideére la fonctionh définie
2
par : h(x) = In (zzti)

1 Quel est I'ensemble de définition dé& ?

2. Etudier les limites deh sur Dy,.

3 Montrer que pour tout réel x € |—o0; —1[ U
11; +oof, A'(x) =
variation de h.
4. Dresser le tableau de variation dé.

5. Etudier les branches infinies dezy,.

6. Montrer que h admet une bijection de
]—o0; —1][ vers un intervalle J a déterminer.
Expliciter la fonctions h™1 réciproque deh.
7. Tracer les courbesCy, etCj,-1.

. . _ x2+1
Correction : h(x) =In (x2—1)
1. Dpy={eRT=>0}
Dp =]—o0;—1[ U ]1,+00[-

+1 . x%+1
2 lim In (x _1) 400 ;llm In (x2—1) = 400 :
x - —1" x -1t

x%+1 x2+1
lim 1“( Z ) = Ogtlim ln( 2 1) 0 guand vous
X > —00 X B 400

2

posezt = =—, on prendc » +1,t » —co ou

xn—)ioo,tl—) —oo eth =Int.

Lo = (22

3. Vx€]-ow;—1[U]1;4+x )

x2-1 _  —4x x2-1 _ —4x
x2+1 (x%2-1)2  x%2+1  x%*-1
croissante sur—oo; —1[ eth est strictement
décroissante syf; +oof.

4, Dressons le tableau de variation da.

; alorsh est strictement

X —00 -1 1 +o00
h'(x) + —
h(x) 0 » 4+ +0 N0

5. branches infinies deCy,.

Asymptotes verticales d’équatior = —1 etx = 1.
Asymptote horizontale d’équatiory:= 0.

6. h est continue et strictement croissante sur
]—o0; —1[. Elle réalise une bijection de-oo; —1[ vers
] = Jh(—); h(=1)[ = ]0; +o[. Explicitonsh™? :

eV+1
x2+1 S P
y=In (—) s donc
x2-1 ,
kx eY+1
eX+1

V x €]0;+oo[, h1(x) = —

1

7.  Cpentrait continu et C,-1en trait discontinu

rF

Y
F 3

Probléme 22 :On considére la fonctiong définie
ar: g(x) = (Inx)?

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dg ?
b)  Etudier les limites deg sur D.

¢)  Montrer que pour tout x > 0, g'(x) = 22X,

En déduire le sens de variation dg.

d) Dresser le tableau de variation dgy.

e)  Etudier les branches infinies deC,,

f) Montrer que h admet deux bijections deD,
vers deux intervalles | et J a déterminer. Explicier
les fonctions réciproques dgy.

g) Tracerla courbec,.

2.  Soit A est un réel appartenant 32; 3.

a) Calculer, l'aire A(4) de la partie du plan
limitée par I'axe (0%), les droites d’équationsx = 4,
x=1etCy,.

b) Calculer M AA) = +oo
A Foo

3. On considére la suitqu, )y définie par
u, = 0 et pour tout tout nombre entier natureln

non nul, par u,, = \/g(n).

a) Placer les pointsu, etu,.

b)  Montrer que la suite (u,,),>o €st croissante.
c) Exprimer $;,=u; +u; +--+u,en
fonction den.

d) Montrer que en fonction den, v n > 0,
Sint1—S1n=In(n+1)>0.

4.  On pose, pour toutn > 0,v,, = e Stn,

a) Exprimer v, en fonction den.

b)  Préciser le sens de variation d€v,,),~¢-

. . limv, =
c) Déterminer no
ne— +oo
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Correction : g(x) = (Inx)?

1.
a) Dy ={x/x €IR x> 0}=]0;+oo].
b) lim g(x) = (—©)% = + ot lim g(x) = +oo

x+ 0 X - +00
c) Vx>0,g9(x)=(nx)>=InxxInx
Vx>0, g'(x) =22% - alorsg est strictement

décroissante syo; 1[ etg est strictement croissante
sur]1; +oof.
d) Dressons le tableau de variation dg.

X 0 1 +o0
g'() - | +
gx) | [+ N 0 7 4o

g(x) _ (nx)? _ (nx)? _ (Inx)?
® T T W %)

Asymptote verticale d’équatiornx:= 0.

Branche parabolique de direction (Ox) car

lim £ (x) =lim [(1%)2] =0

X P +°° x = +co

f) h est continue et strictement décroissante sur
10; 1] et strictement croissante qug +oo|.. Elle
réalise deux bijections, I'une d@; 1] versl =
[A(1); h(0)[ = [0; +oo[ et l'autre dg0; 1] vers

] = [h(1); h(+o0)[ = [0; +oo[. Explicitions :
(nx)?’=yeo [lnx—\/ﬂ[lnx+\/ﬂ =0ox=
eV’ oux = e~VY donc.

h1(x) = eV*

hl(x) = e VX

g) Cy4 en trait continu etC,-1 en trait discontinu

vV x € [0; +oo[,{

—

2. 1€]2;3[.
) AWX) = [} g)dx = [x(nx)?)} -
2f1/11nxdx = [x(Inx)? — 2xInx + 2x]} =

A(nA)? = 2AInA + 21— 2.
b) lim A(4) = +oo Dérivabilite de h en2: posong = x — 1 et
A 4oo . lim(x —2) = , on peut écrire” (x) h(o)
3. u, =Innavec 'entier naturet > 0. X2
a) u =Inl=0etu, =In2=0,67. x/lf;(fz—l) \/ln(f ’1?(? L donc
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Unt+1 —
n+1 1
—= 1+ ~> 0 alorsu, 1

(up)n>o €St croissante.

Inn=1In(1X2xX..xn)=Inn!.

ln(n') =1In (%) =1In ((Tl+i?xn!) _ ln(n + 1) >0,
vn> 0 Un = e_sln — e—ln(n!)_
v, = e~ = = ") = %
—Vp = s == < 0 donc la
Un41 = Vn = el (n+1) '

suite(v,)n>o €St décroissante.

Probleme 23:0n considéere la fonctionh définie

ar: h(x) = In(x — 1).

. Interprétation graphique du résultat obtenu.

rrn 1
h'(x) = 2(x-1)y/In(x-1)’

variation de h.

sur l'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h=1 réciproque deh.

une unique solution, notéax, appartient a
l'intervalle ]0; 1].
10. Tracer les courbesCy, etCy-1.

Correction : h(x) = /In(x — 1)
Dy = [2; +ool.

h(2) = 0, alorsh est continue eB.

la suite (u,)>0 €St croissante
U, =In(n+1) —In(n) =1In (1 + %) or

—u, > 0, donc la suite

Sl,n=u1+u2+“'+un=ln1+]n2_|_..._|_

vn> 0, Sl,n+1 - Sl,n = ln[(n + 1)'] -

limvy, = 11m——0
n - +oo n|—>+oo

Quel est I'ensemble de définition dé ?
Etudier la continuité et la dérivabilité deh en

Etudier les limites deh sur Dy,.
Montrer que pour tout réel x € ]2; 4o,

En déduire le sens de

Dresser le tableau de variation dé.
Etudier les branches infinies decy,.
Monter que h admet une bijective dg[2; +oo]

Résoudre dans IRh(x) =0
Montrer que I'équation h~1(x) = 3 admet

D, ={x/x€IRIn(x—1)=>0etx —1> 0}

limh(x) =0

Continuité de h en2: et
X 2
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- . [ me 1]

lim x—2 _hm[ 1 " t—1] - +oo; d'ou

X2 t 1

. h(x)=h(0)

lim === = +%. Jlorsh nest pars dérivable e
x> 2

par conséquend; admet en cet point, une demi-

tangente verticale.

3 limh(x) =0
Cox» 2

4. Vx€]2;+0,h (x)=

othim h(x) = +oo.
X — +oo

1
2(x—1)y/In(x—1) >0;
alorsh est strictement croissante $8y+oo].

5. Dressons le tableau de variation da.

X 2 + 00
W) | | +
h(x) 0 7 +co
h(x) _ /InGe-1) _

6. branches infinies deC;,. — "

/1 - /1 !
nx-1) _ [In@®) _ [In() X il en posonsg = x —
X t+1 t 1+?

lim(x —1) =+
X - +oo
Branche parabolique de direction (Ox) car

lex=t+1et * on peut écrire

In(t
n()x_
14

lim —= () = lim =0

X P +oo
t —» 4o

7. h est continue et strictement croissante sur
[2; +oo[. Elle réalise une bijection d&; +oo[ vers
] = [0; +oo[. Explicitons A~ : y = /In(x — 1) &
x=eV +1:VxE€ [0; +oo[, A1 (x) = e*’ +1.
8. Jinx—1D=0eh(x-1)=0ex-1=
1 © x =2 doncSjg = {2}.
9. hlx)=3o=ht(x)-3=0.
h~1(0) -3 =-1eth™}(1)-3=0,71
h~1 est continue et strictement croissante]8ut[. Or
[A~1(0) —3] x [A"1(1) —3] < 0 et0 €]-1;0,71[
d’'apres le théoréme des valeurs intermédiaires
I'équationh™1(a) = 3 admet une unique solution

€ ]0; 1].

Probléme 24 :On considére la fonctionh définie

ar: h(x) = In(vV2x — 1 + 7x).

1.

a) Etudier suivant les valeurs dex le signe de
p(x) =vV2x -1+ 7x.

b)  En déduire 'ensemble de définition déeh.

c)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en

%. Interprétation graphique du résultat obtenu.

d) Etudier les limites deh en+co.

2.

a) Pourtoutréelv x > 1/2, étudier le signe de
1+7V2x—1.

b)  Pourtoutréelv x > 1/2, étudier le signe de
2x— 1+ 7xV2x — 1.

c) Montrer que pour tout réel x € 11/2; +oo],

1+7v2x—-
h( ) T 2x— 1+7x\/2x

variation de h.

d) Dresser le tableau de variation dé.

3. Montrer que I'équation h(x) = 2,5 admet
une unique solution, notéex, appartient a
l'intervalle ]1;2]

4. Etudier les branches infinies decy,.

Tracer la courbe G, etCj,-1.

. En déduire le sens de

Correction : h(x) = In(vV2x — 1 + 7x)

1.

a) pkx)=+v2x—1+7x

D, ={x/x €1IR,2x — 1 = 0} = [1/2; +o[. Posons
p(X)=V2x—14+7x >0 2x —1>49x%? &
49x? —2x + 1> 0; posonst9x? — 2x + 1 = 0,
A=4—-4x49 =-192 <0 < S;zp =IR. Donc
Vx € D, = [1/2; +oo[, p(x) > 0.

b) D,={x/x€IR 2x—1=0}=[1/2;+0o].
c) Continuité deh en% ; h(;) ln( ) et

lim ln(\/Zx -1+ 7x) =In

7
Z . 1
2 alorsh est continue 612°1

C;, en trait continu et €, -1en trait discontinu x~1/2
° -1
' ' Dérivabilité de h enl : poson t=vax—1
H ] 2P x=%(t2+1)'
|
‘ h(x)-h(1/2) _ ln(\/Zx—1+7x)—ln% _ ln(—\/i 2x—1+2x)
H x-1/2 x—1/2 - x—1/2
r
S ln(—wi/Zx—1+2x) 5 1n(t2+§t+1) x - 1/2
— 172 = 2 et{ fo 0
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lim Re=R(/2) _
x—1/2
x> 1/2
%, par conséqueid, admet en ce point une demi-
tangente verticale.
d) lim ln(\/Zx -1+ 7x) = 4o
X = +o00 ’

2.
a) Vxe€[1/2;4o[,1+7v2x—1=0.
b) Vvx>1/2,2x—-1+7xv2x—12>0.

c) Vx€]1/2;+00[,h’(x)=(\/2x—1+7x)’><

1 = ( L+ 7) X ! =
V2x—1+7x  \VZx—1 VZx—1+7x
1+7v2x—1 1+7v2x—1

V2x=1x(vV2x—1+7x) T 2x—1+7xv2x-1' alorsh est

strictement croissante slir/2; +oo].
d) Dressons le tableau de variation da.

x 1/2 +0o0
h'(x) +
h(x) ln% 7 400

3. hlx)=25<h1(x)-25=0.

h~1 est continue et strictement croissante]$p2|.
Elle réalise donc une bijection {ig 2[ sur

1[h~1(1) — 2,5]; [n"1(2) — 2,5][ = ]-0,42; 0,25]. Or
[h~1(1) — 2,5] x [h"1(2) —2,5] < 0 et0 €

1-0,42; 0,25][. Ainsi I'équationh™1(x) = 2,5 admet
une solutiorw € ]1;2[

4. branches infinies dec),. °*2 = In(V2x—1+7x)

X X
lim2 = ¢
on en déduit"™ . =V ¢, admet une branche
X — 400

parabolique de direction (Ox).
Cp, en trait continu et C,-1 en trait discontinu

x
%
-]
>
%<
2
%
<
>0
=
x
£.3
%

Probléme 25 :On consideére la fonctionh définie

par: h(x) =/(Inx)2 +4 —3Inx.

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?
b)  Etudier la limite de h sur Dy,.

; alorsh n’est pars dérivable en

c)  Etudier le signe deln x — 3\/(Inx)? + 4 sur
x € ]0; +oo[. Montrer que pour tout réel x €

’ Inx—-3+/(Inx)2+4
10; +oo[, ' (x) = T fnoiii
de variation deh.
d) Dresser le tableau de variation déa.
2. Etudier les branches infinies decy,.
3. Résoudre dans IRh(x) = 0.
4.  Tracer la courbe Cy,.

Correction : h(x) =/(Inx)2 +4 —3Inx

1.
a) Dp={x/x€elRx>0}=]0;+oo].

b) lim h(x) =lim[ (Inx)? +4— 3lnx] = 400

x2 0 xs0

Posong = Inx < x = ef, on peut écrireh(et) =

4
24+4-9t2 4—-8t? -8t
V24 -3t =22 = =% L

= = = et
VtZ+a+3t  Vt2+4+3t /1

4
+t_2+3

limlnx = 4o

limet = +oo
X = +oo

t = 4o

onc

limh(x) =lim o
MG e

t = 4o
c) Posondnx—3{/(Inx)?+4<0<
-3J(Inx)?+4<—-Inx © 3\/(nx)?>+ 4>
Inx © 9(Inx)? + 36 > (Inx)? & 8(Inx)? + 36 >
0 < 2(Inx)? + 9 > 0 (vraie).

Vv x € ]0; +oo[,Inx —3,/(Inx)? + 4 < 0.

d) VxE]O;+00[,h’(x)=2mex;—

2,/ (nx)2+4
3 _ Inx=3y(nx)*+4 i
x =  xlanoree < 0 alorsh est strictement

décroissante syf; +oo.
Dressons le tableau de variation da.

= —00

x 0 +oo
h'(x) -
h(x) +00 N —0o0

2.  branches infinies deCy,.
Asymptote verticale d’équationc:= 0.
Branche parabolique de direction (Ox) car

lim 22 = Jim [—V (nx)f+t _ 31"—"] =0
X X X .
XP 40 x i 4o

2
3. (1nx)2+4=3lnx=@{(lnx) ‘}‘4'20<=>

3lInx=0
V2 A
2(lnx)2—1=0@lnx=§®x=e70r676

V2
[1; +oo[dONcSg = {e 2 }
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4.  €h:h(1)=2.

Probléme 26 :On consideére la fonctionh définie

. In(x)+2
par : h(x) = 1"_fn(x).

1.

a) Montrer que I'on peut prolonger h par
continuité a droite en0 en attribuant & h(0) la
valeur —1.

b)  Quel est I'ensemble de définition d& ?
c)  Etudier les limites deh sur Dy,.

d)  Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) =
3

[1-In(0)]?
e) Dresser le tableau de variation dét.

2. Résoudre dans IRh(x) = 0.

3.

a)  Monter que h admet une bijective dg4; +oo[
sur I'intervalle J qu’on déterminera. Expliciter | a
fonction h~1 réciproque deh.

b)  Montrer que I'équation h=1(x) = 1,1 admet
une unique solution, notéax, appartient a]2; 2, 5[.
4.  Tracer les courbesCy, et celle des réciproques
de la fonctionh.

En déduire le sens de variation dé.

2
In(x)+2 1+1n(x)

1-In(x) lnzx)_l.

Correction : h(x) =

1.

a) Prolonger h par continuité a droite en0 :
ln(x) lim h(x) _hm[ +2]
= 0%t t - —oo
une limite finie qui |nd|que le prolongement d@ar
continuité a droite ef. On peut aussi remarquer que
n'est pas dérivable dh par conséqueid;, admet en
cet point une demi-tangente verticale.

b) Dp={x/x€lR1—-In(x)#0etx>0}=
10; e[ U ]e; +oo].
c) Posong =

lim h(x) =lim [HZ] -1.
X - oo ’

Posong = c’est

In(x), h(et) = ﬂ on calcule

t > 4+

t+2

limh(x) =lim |—| = -1. Jimh(x) = o5 =+ o
x= 0" o ‘x> e
limh(x) = oi— =—o
x—et
d Vxel]0;e[U]e;+oo],
-+ In) +2
h'(x) = A [(1—)l]n(xx[)]2( i x[l—li(x)]z > 0 alorsh

est strictement croissante 3Qre[ et sur]e; +oo|.
e) tableau de variation deh :

X 0 e +o00
W) | | + +
h(x) | —1 7 oo —o0 2 -1

2. hx)= lln_(fn)gg =0eoh)+2=0=x=
6_2, dOI’lCSIR = {6_2}.
3.

a) hestcontinue et strictement croissante sur
[4; +ool. Elle réalise une bijection dé; +oo[ vers

] _ [—8 76: —1 In(x)+2

- - _1 . _
[. Explicitons h™" : y = G

y-2
In(x) = —y S x =et+y,doncV x € [—8,76; —1],

x—=2
h=1(x) = et+x.

by hlx)=11<h1(x)-11=0.

h~1 est continue et strictement croissante]3y2,5/.
Elle réalise donc une bijection §i& 2,5[ sur
1h~1(2) = 1,1]; [A~
[h-1(2) = 1,1] x [n"1(2,5) = 1,1] < 0 et0 €
1-0,1; 0,06]. Ainsi I'’équationh ™1 (x) = 1,1 admet
une solutiorw € ]2;2,5].

4.  Cp en trait continu et C,-1en trait discontinu

N
M= m—

5

Probleme 27 :

A.  On considere la fonctionf définie par :
In(x)+1

f(x) = In(x)-1"

1. Montrer que I'on peut prolonger f par
continuité a droite en0 en attribuant a £(0) la
valeur 1.

2. Quel est I'ensemble de définition dé ?
3. Etudier la limite de f en+co.
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4, Montrer que pour tout réel x € Dy, f'(x) =
-2
xlIn(x)-1]%"

5. Dresser le tableau de variation d¢f.
6. Résoudre dans IRf(x) = 0.
B.  On considére la fonctionh définie par :
2
® = ey
1. Quel est I'ensemble de définition d& ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.
3. Etudier les variations deh sur [2; e[ U
le; +ool.
4. Tracer €y sur[2;e[ U ]e; +oo[ etCy.

En déduire le sens de variation d¢.

Correction :

__In(x)+1
A. f(x) T In(»)-1

1. Prolonger h par continuité a droite en0 :
hmf(x) = lim [Hl] 1
= 0* t— —o0

limite finie qui ind|que le prolongement gfepar
continuité a droite efl. On peut aussi remarquer gfie
n'est pas dérivable éh par consequeid; admet en
cet point une demi-tangente verticale.

2. Dy =]0;e[ U Je; +ool.

Posong = In(x), , c’est une

3. Posong = In(x), f(et) = on calcule
lim f(x) = lim [Hl] =1 llmf(x) =lim [Hi 1
XP+0 ¢t 4o "x P 0F t|—> —o0
.limf(x)=oi_=—oo hmf(x)_ =+

X e x et
4. Vx €]0;e[U]e;+oof,

1 1

Vo _ In@-1-ne+1]

frx) = TEENTE = ZincooE < 0 alorsf

est strictement décroissante $lire| et sur]e; +oo|.
5.  tableau de variation def :

x |0 e +o0
o] | - -
fx)|1 N —oo +o0 N1

1 1
6. f(x)=12E3J_r1=0<=>ln(x)+1=0(=>x=

e, doncS;g = {e71}.
[In(x)]%+1

B ) = hwrr

1. D,=1]0;e ule Le[ule; +oof

2

Posong = In(x), h(e?) = t2+1

2 21 2(1-Inx) .
lim h(x) =lim [t +ﬂ = 1 lim h(x) e+ _ g V x €]0; +oof, g'(x) = e ;x = xnx ; alorsg
X+ 4 g -0t t - —00 est strictement croissante §Qye| etg est strictement
limh(x) = Oi = 00 , limh(x) = oz = +oo décroissante sye; +oc;[_
X e ¥ et gx)=2Inx —(Inx)* =Inx (2 —Inx).
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3. Vx€|[2e[U]e; +oo],
2lnx 2Ilnx

, = [[ln(x)]z—1]—7[[1n(x)]2+1] _
() = [nGo2-112 =
__—20¥ __ g alorsh est strictement décroissante
x[[In(x)]2-1]?
sur[2; e[ et sur]e; +ool.
tableau de variation deh : h(2) = —2,85

2 e 400

x
h'(x) - —

h(x) | =285 N —oo +o0 N 1

4. Cyentrait continue etCy, en trait discontinue

—

e e e —

Probléme 28 :On considére la fonctiong définie
ar: g(x) =2Inx — (Inx)?

1.  Etudier les variations deg.

2.

a) Résoudre I'équationg(x) = 0.

b)  Donner une équation de la tangentéT) a la
courbe €4 au point d’abscissee?.

c)  Etudier les branches infinies.

3. Tracer la courbe C 4 et (T).

4.  On désigne parh la restriction de g a
l'intervalle ]0;e].

a) Deémontrer que g admet une application
réciproque h~1 dont on explicitera I'ensemble de
définition.

b)  Calculer h=1(x).

c) Démontrer queh~1! est dérivable erD.

5.  Soit4 est un réel appartenant 36; 7[.

a) Calculer, l'aire A(4) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = 4,
x=1etCy,.

lim A(4) = 4+
b Calcul .
) acuer/ll_>0

Correction : g(x) = 2Inx — (Inx)?

1. Dy={x/x€IR, x> 0}=1]0;+oo[
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lim g(x) = lim[lnx (2 —Inx)] = —

et
x—0 x>0
lim g(x) = lim[lnx (2 —1Inx)] = —o0
x |0 e oo
g'(x) + _
2.

a) gx)=lhx2-lhx)=0=hx=0=x=
1ou2—Inx =0 e x = e?, doncSjg = {1;e2}.

b) (T):y=g'(e?)(x—e?) +g(e?)=

—2e72%x + 2.

c) branches infinies decy,.

Asymptote verticale d’équatiorn:= 0.

Branche parabolique de direction (Ox) car
2
lim 8®) _ lim [Zm—x——(lnx) ] =0
X X X .
X B 400 X — 400
3.  Cpentrait plein et C,-1 en trait pointé

\

4.  hlarestriction de g a]0;e].

a)  h estcontinue et strictement croissante sur
10; e]. Elle réalise une bijection d6; e] vers] =
]—o0; 1]. h~1 est définie suf—oo; 1].

b)  Explicitons h™:y =2Inx — (Inx)?> &
(Inx)?—2Inx+y =0 < x = e(1x/1-Y)  donc
Vx € ]—00;1], h™1(x) = e(1-V1=3),

PN
c) h~1estdérivable end e e C)

x—0
_ . hTH()-hTH(0) _
21 on calcule™ x—0 = - _=
g)—g(e) X 0 g'Th=1(0)]
.t _ 1 _1
g’[e(l_m)] T g 2
5. 21€]6;7].

a) AQ)= fllg(x)dx = ff[Z In x]dx —
ff[(ln x)?]dx = 2 ff[ln x]dx — [x(Inx)?]* +

folnxdx = [-x(Inx)? + 4xInx — 4x]* =

—A(InA)? +42InA — 42+ 4.

Probléme 29 :On considére la fonctionh définie
2275 4 In(x — 1).

x—-1

par: h(x) =

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?
b)  Montrer que pour tout réel x € Dy,

3 x 1
h(X) —2—E+ln(x—1) et —1 1+E
c)  Etudier les limites deh sur Dy,.
d)  Montrer que pour tout réel x € Dy,

h'(x) = (;_Jrlz)z. En déduire le sens de variation dé.
Dresser le tableau de variation déa.
2.

a) Déterminer les équations tangentes Jet Tg
aux points A et B d'abscissd et6.

b)  Existe-t-il une tangente T a G, parallele a la
droite (d) d’équation y = 4x ? Si oui, en donner
une équation.

3. Tracer Cy, Ta, Tg, Tc et (d).

4.  Soita est un réel appartenant d4; 5[.

a) Calculer, I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (0%), les droites d’équationsx = a,
x =2etCy.

b)  Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers1.

Correction : h(x) =

2x—15 +In(x — 1).

.
1.

a) Dp={x/x€IRx—1>0}=]1;+o[.
b) h(x)=2- % +In(x —1) = 2x-2-3

x—1
In(x — 1) = 2;__15

+In(x — 1) = h(x) et

x-1+1 _ x

X 1
X =14 —= .
x—1 x—1 x—1 x—1

¢c) Posong=x—-1<x=t+1,0ona:h(t+
1=2-3t+Hnsetlimyr—I1=coxrrco

limh(x) =lim [2;__15 + In(x — 1)] = -0 o

x 1 x— 1

lim h(x) =1lim [2 =2+ In(6)| = +oo

XP+00 s 4o .

d)  Onsait quéi(x) = 2 ———+In(x — 1) ainsi
Vx €]1;+oo[, h'(x) = S BT L A LIS 0;

(x—1)2 -1 (x—1)2
alorsh est strictement croissante gy +oo].
Dressons le tableau de variation da.

lim A(A) = +oo x {1 e
h(x) —00 7 +00
2.
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a) Equations des tangentes Jet Tg
Ta:y=h'(4)(x —4) + h(4) = 0,66x — 0,54 et
Teg:y =h'(6)(x —6) + h(6) = 0,32x + 1,08.

b) une tangente &, parallele a la droite
x°+2
(xo—1)?

9x, + 2 = 0, A= 49, les racines sonty, = % ou
Xo = 2,0rxy =2 € ]1; +oo[.

tangente Tc: y = h'(2)(x — 2) + h(2) = 4x — 9.
3. Cp, Ta, Tg, Tcet(d)

d’équationy = 4x: h'(xy) =4 = & 4xt —

4.  a €]4;5].

a)  Aa) = [, h(x)dx =

A(a) = fza h(x)dx = fza [2 - % + In(x — 1)] dx

Ala) =[2x—3In(x—1)+ (x—DIn(x — 1) — x]§

Ala) =[x+ (x —4) In(x — 1)]%
A@)=(a—4)In(a—1)+a—-2

b) limA(a) =lim[(a —4)In(a—1)+a—2] =

a1 a1
lim[(a —4)In(a— 1)+ a—2] =+
a1 '
Probléme 30 :
1.  On considere la fonctiong définie par :
2
g(x) = o Etudier les variations deg sur D.

Déterminer I'’équation de la droite (d) tangente au
point A d’abscisse 0. Etudier la position de (d) pa
rapporta C,.

2.  Soit g4 larestriction de g a[0; 1].

a)  Montrer que g4 est une bijection dg0; 1] sur
un intervalle I que I'on déterminera.

b)  En déduire queg,; admet une fonction
réciproque g7. Calculer g71(x) et déterminer les
variations de g7 .

c) Construire C P la courbe représentative de

g7! surle méme dessin.

3. On considére la fonctionf définie par :
(Inx)?2 .
f(x) = {(lnx)2+lnx+1 six>0
0 six=0
a)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Etudier les variations et tracer la courbeCy

de la fonctionf.

4.  Soit fq larestriction de f a[1;e].

a) Montrer que f est une bijection dd1; e] sur
un intervalle J que I'on déterminera.

b)  En déduire quef; admet une réciproquefy®.
Sans calculerf1!(x), déterminer les variations de

fit.

c) Construire Cﬁl la courbe représentative de

f1! sur le meme dessin.
5.  On consideére la fonctionh définie par :

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b) OnposeZ = h(—1 + i). Calculer Z, % etz8.
c) On posez = e!®. Démontrer que dans ce cas
h(z) = h(Z) = h(z) ou Z est le conjugué de.

z

Correction :
L g =5—=Dy=IR
Vx€IR, g'(x) = X(x+2)

décroissante sur2;0].
limg(x) =1 etlimg(x) =1

@rxr)? alorsg est strictement

croissante suf—oo; —2[ et sur]0; +oo[ etg est

X > —00 X = 400
X —00 -2 0 +00
g + | - | +
g(x) 17 1,33 '\ 0o » 1

d):y=g'(0)(x—0)+g(0)=0.
La position de (d) par rapportaC, : g(x) —y =

gx) =

[0;1/3].

b) Commeg, est une bijection sur |, alors elle
admet une fonction réciproqug® définie sur I.

x2

xZ4+x+1
2. g, larestrictiondeg af0;1]:

a) g, estcontinue et strictement croissante sur
[0; 1]. Elle réalise une bijection dé; 1] surl =

> 0, alorsC, est au-dessus de (d).

N 1 1\a2
Calculonsg; *(x) 1y = o & (y—1x“+
yx+y=0,A=2y(2—y),on ax=_yi2— ‘(;3_/(12)_3/)
ainsi :

v e [0;1/3], g7t (x) = ZEEE
2(x-1)
X 0 1/3
(gr)'x) +
gi'x) | 0 7 1

C) CQII voir figure, le tracé en pointé.
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(Inx)? ,
3. fx) = {(lnx)2+lnx+1 stx>0
1 six=0
(Inx)?

a)  Continuite de f en0: o2 +inatl

1

1+M (In x)2

, Ce qui permet

. : 1
lim f(x) =lim [ﬁ] =1 etf(0) = 1, alorsf

x>0 Inx  (lnx)2
x+—0
est continue en.
Arivahilité L F)-f0) _ —Ilnx-1 _
Dérivabilite de f en0: ——~— = A et —
1
" TInx
xIn x+x+——
Inx
1
: f(x)_f(o) . B lnx —
lim==—=— = lim xinxexr | O ; alorsf mest

x =0 x 0

pas dérivable ef, par conséquerd; admet en ce
point une demi-tangente verticale.

b)  variations et tracer la courbeCy def :
Inx(Inx+2)
x[(Inx)2+Inx+1]2’
strictement croissante s]i; e 2] et sur[1; + o[ etg

est décroissante s[g—?; 1].
limf(x)=1 etlimf(x) =1

vV x €]0; +oof, f'(x) = ; alorsf est

x+—0 X - 400

x e~? 1 +00
feol | + | - | +
fO) |1 7 133 N 0 » 1

4.  fqlarestriction de f a[1;e].
a) f; estcontinue et strictement croissante sur
[1; e]. Elle réalise une bijection d&; e] sur] =
[0;1/3].
b) Commef; est une bijection sur J, alors elle
admet une fonction réciproqyig! définie sur J
x 0 1/3
fiH'® +
fit() 0 7 1
C) Cf—l voir figure, le tracé en point et tiré.

5. h(Z) = m

a) Dp,={z/z€Cz>+z+1+0}.

D, = IR — {‘1izi‘/§}.

b) Onpose&Z = h(—1+i). Calculon&Z =

—37., 31,
h(—-1+1i) = ifl——l—i=\/7eTl,%=geT‘et

78 = (x/EeT‘)S = 16e %" = —16.

0 x |0 e ? + 00
c) Onpose = e'”. Démontrons que dans ce cas ' (x) — n
h(z) = h(Z) = h(z) ouZz est le conjugué de
h(x) |0 \ —2e ! 2 4o
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-i0

h(z) = ¢

€2i9 €i9

on

2+z+1 e 20 o011 < g2  T4ol01c200"
remarque aisément qu€z) = h(z) = h(2).

»
»

Probléme 31 :On considére la fonctionh définie

ar: h(x) = {‘El(‘;:i'xsi’if 0,

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. Interprétation graphique du résultat obtenu.

c) Etudier les limites deh sur Dy,.

d)  Montrer que pour tout réel x > 0,

h'(x) = 1"2’\712 En déduire le sens de variation d&.

Dresser le tableau de variation dé.
2. Etudier les branches infinies decy,.
Tracer la courbe Cp,.

Correction : h(x) = VxInx = 2v/xInVx

1.

b)  Continuité de h en0: 1M 2VxInVx =0 455
X =

h est continue ef.

Dérivabilité de h eno; X2-2® _ Inx
x—0 Vx

li h(x)-h(0) _ - .

M="0 =~ o+ ~ ®; alorsh n’est pas dérivable en

x~0

0, par conséqueidt, admet en cet point une demi-

tangente verticale.
0) lim[2VxInvx] =0 ot lim [2vxInvx] =

x 0 X — 400

d)  Vxe]o;+ool, h(x)_“‘—"+£_1“2f/;2 :

alorsh est strictement décroissante Hlre ~2[ eth est
strictement croissante sl#—?; +ool.
Dressons le tableau de variation dh.
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h(x) Inx

=7
h(x)

2. branches infinies deC;,. — .Branche

parabolique de direction (Ox) c]:;’in =0

X P +oo
Ch.

{1

Probléme 32 :On considere la fonctionh définie
X

par : h(x) = {m

x2Ilnx six>0

six<0

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité deh en
0. Interprétation graphique du résultat obtenu.

c)  Etudier les limites deh sur Dy,.

Etudier le sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

2. Etudier les branches infinies decy,.

Tracer la courbe €;,. (d’unité graphique 1 cm)

3.  SoitA est un réel appartenant d—3; —2[.

a)  Calculer, 'aire A(1) encm? de la partie du
plan limitée par I'axe (07), les droites d’équations
x=A,x=0etC.

lim A(A) =

b) Calculer/1 L o

six<0

X
Correction : h(x) = {x/x2+1'

x*Inx six>0
1.
a) Dp =]-oo;+oo[.
b)  Continuité de h en0:
lim[

X
/_x2+1] =0 alorsh est continue efi™ ;

x - 07
. 2 —

. lim[x? Inx] = 0 alorsh est continue et
x 07

On remarque qukg(0) = hd(0) = h(0) = 0, donc
h est continue ef.
Dérivabilité de h en0:
. h(x)-h(0) -1 _
llm—x m]

x = 0° X 0"
n'est pas dérivable a gauche@dar conséqueidt,
admet une demi-tangente verticale a gauche.

— Q00
alorsh
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lim
x+~ 0F
dérivable a droite de. Par conséquei, admet une
demi-tangente a droite.
h n'est pas dérivable eén

=lim[xInx] =0
x e 0

h(x)—h(0)
- alorsh est

0) lim[h(x)] =0 : lim[

1 —
1
- 1+x—2

x+—0
X > —00
lim[x? Inx| = +oo
X — +oo '
1
. V x € |—o0; 0[, h' =—— > 0; alors
X ] @ [ () (xZ241)Vx2+1

h est strictement croissante $tioo; 0.

. Vx €]0;+oo[, h'(x) =x(2Inx + 1) ; alorsh
est strictement décroissante plyre /[ eth est
strictement croissante sla/%; +oo].

Dressons le tableau de variation dh.

x | —oo 0 e~ 1/2 +00
h' (x) + [ - ] +
hix) |-1 » 0 N -—1/(Qe) 7 4o

2.  branches infinies decy,

asymptote horizontale d’équationy = —
Branche parabolique de direction (Oy) car
lim 22 =lim[xInx] = 4+

X+ 4o X +® .

v

3. 21€]-3;-2].
a AQ)= —ff h(x)dx cm? =

A 12vx241

AR = [-VaZF 1) ,em? =V + 1~ 1.
b) lim AA) =lim [V22+1-1] =

A —oo A —0

Probléme 33 :On considére la fonctionh définie
In(x*+1), six<0

ar: h(x) = .
) xz(lnx—%) six>0

1.
a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?
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b)  Etudier la continuité et la dérivabilité deh en
0. Interprétation graphique du résultat obtenu.

c)  Etudier les limites deh sur Dy,.

Etudier le sens de variation déeh.

Dresser le tableau de variation dé.

2. Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une
unique solution, notéen, appartient a]1; 2[. En
déduire le signe dei(x) sur IR.

3. Etudier les branches infinies decy,.

Tracer la courbe €;,. (d’unité graphique 2 cm)

4.  SoitA est un réel appartenant 30; a[.

a)  Calculer, I'aire A(4) encm? de la partie du
plan limitée par I'axe (0%), les droites d’équations
x=Ax=1etCy.

lim A(4) =
b) Calculer 150 .

In(x% + 1),
x? (lnx—%) six>0

six<0
Correction : h(x) =

a) Dp=]-oo;+oo[.
b)  Continuité de h enO0:
lim[ln(x* +1)] =0
x> 07
. 1
lim [xz Inx — Exz] =0
x - 0F
On remarque qukg(0) = hd(0) = h(0) = 0, donc
h est continue eq.
Dérivabilité de h en0:
. h(x)-h(0 . In(x2+1
. lim (;2—0( ) =11m[ (xZ )
x— 0" x> 0"
est dérivable & gauche @ePar conséquend, admet

une demi-tangente a gauche.
h(x)-h(0)
x-0

h est continue efi™ ;

h est continue efl*.

X x] =0 alorsh

. . 1

lim =lim [x Inx — Ex] =0 alorsh est
x 0t x 0t

dérivable a droite de. Par conséqueidt;, admet une

demi-tangente a droite.

h est dérivable ef.

o) lim[h(x)] = 0 ; lim[In(x? + 1)] = +o0.

x—0 X > —00
lim [xz (lnx —%)] =+
X — 400

¢ Vxel-w 0L () = g

strictement décroissante guroo; 0.

. V x € ]0; +oo[, h'(x) = 2xInx ; alorsh est
strictement décroissante 0t 1[ eth est strictement
croissante sul; +oo|.

Dressons le tableau de variation da.

< 0; alorsh est

X —oo 0 1 00
h'(x) - | - ] +
h(x) | +o0 N 0 v -—=1/2 7 4oo

2. h(1)=-1/2eth(2)=0,772.
h est dérivable et strictement croissante]$y2[. De
h(1) xh(2) <0

plus{ou 0€[-1/2,;0,772]
valeurs intermédiaires I'équatidfx) = 0 admet une
unique solution, notée, telleh(a) = 0 et a € |1; 2[.
signe deh(x) sur IR :
Vx€|o; al, h(x) <0
Vx € ]—00;0[ U ]1; +oo[, h(x) >0
Six =0 oux = a alorsh(x) = 0.
3.  branches infinies deCj
Branche parabolique de direction (Ox) car
lim 22 =i |2 1)] =

x x .

X P —00 x> —00

Branche parabolique de direction (Oy) car

lim @ =lim [x (lnx - %)] = 4o
X — 400 X P 400 .

S >
4. A€]0; af.

a) AWM =4[] h@)dxcm? =
—4 f;1 [xz (lnx - %)] dx cm? =

AR = =4[22 (inx - )] em?

AQ) = [E - (1n,1 - g)] cm?.

9
i —1lim |22 _2%3 2043 2 10
b) llmafl(/l)—hm[9 3/1 1nA+18/1]—9'

A0 A1-0

Probléme 34 :On considére la fonctionh définie
(Vxe]-oo; —1[ h(x) = 1 — 2

—1- — )
par JVxe[ 1; 1] h(x) = In(2 — x?)

x—1

x+1

l Vx €]1; +oo| h(x) =

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
—1. Interprétation graphique du résultat obtenu.
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c) Etudier la continuité et la dérivabilité deh en
1. Interprétation graphique du résultat obtenu.

d) Etudier les limites deh sur Dy,.

Etudier le sens de variation déeh.

Dresser le tableau de variation dé.

2. Etudier les branches infinies dec},.

Tracer la courbe C;,. (d’unité graphique 2 cm)

( Vx€E]—oo; —1[ h(x) =1 — x?
vxe[-1; 1] h(x) = ln(Z — x?%)

-1
x+1

Correction : {
k Vx€]|1; +oo] h(x) =

a) Dy =]—oo;+ool.
b) Continuit¢ dehen—1: h(—-1) =0

. lim[1 - x*] =0 h est continue er1~;
x - —1"

. lim[In(2 - x?)] = 0 h est continue ep1*.
x - —17%

On remarque queg(—1) = hd(—1) = h(-1) =0,
donch est continue er1.
Dérivabilité de h en—1:

lim 2®)-hCD =lim[1—x]=0
° x+1 _

x - =17 x e -1
dérivable a gauche del. Par conséqued, admet
une demi-tangente a gauche.

lim h(x)-h(-1) —lim [ln(Z—xZ)

alorsh est

|=n

° x+1 x+1

P
. h()—-h(-1) . In[1+(1+x)(1-x)] _ _
lim x+1 _hm[ (x+1)(1-%) x(1 x)] =2
x - —17 x> =17

alorsh est dérivable a droite del. Par conséqueidt,
admet une demi-tangente a droite de-1.
h n'est pas dérivable enl.
c) Continuité dehen1: h(1) =0
lim[ln(2 —x%)] =0
x - 1"

. x—1
lim [\/m] =0 4 est continue en*.

x— 1%
On remarque qukg(1) = hd(1) = h(1) = 0, donc
h est continue ef.
Dérivabilité de h en1 :
limRezh@) _ [ln(Z—xz)

h est continue et ;

|=n

° x-1 x—1

x 1" x - 1"
. h(x)-h(1) _,. In[1+(1+x)(1-x)] _ _
lim 22220 ) [—(x+ T (1 x)] =0
x> 1" x— 1”

h est dérivable a gauche tlePar conséqueny,
admet une demi-tangente a gauche.
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lim h(x) h(l) llm[ f ]—FI
. x—14/ x+1

x|—>1+

x> 17t
. h(x) h(l) x-1 _
lim———= [ ’(x+1)(x 1)2 llm[ / ] +o00
x - 1+ X 1+ X1t

alorsh n’est pas dérivable a droite tiePar
conséquent;, admet une demi-tangente verticale.
h n'est pas dérivable en

d) lim[A(x)] =0 . lim[h(x)] =0

x P —1 x 1
. _ 2__ . ﬂ_
hm[l x]— oo; hm[ e} —1.
X > —00
X = +o00

. YV x € |—o; —1[, h’'(x) = —2x > 0; alorsh est
strictement croissante sjioo; —1].

. VxE]—l;l[h(x)—sz,

V x € |—1;0[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suf—1; 0[.

Vv x € ]0; 1[, A’ (x) < 0 alorsh est strictement
décroissante suyo; 1.

. V x € |1; +o0], h(x)—(x 7 / > 0; alors

h est strictement croissante $liy +oo|.
Dressons le tableau de variation da.

X —00 -1 0 1 400

h'(x) + [+ 1 - 1] +

h(x) | —0o 2 0 » In2 \ 0 21

Probléme 34 :On considére la fonctionh définie

2. branches infinies deCj,
asymptote horizontale d’équatign= 1.
Branche parabolique de direction (Oy) car

lim h&x) =lim[1 — x] = +
X .

X > —00 X — —00

F 3

7T~

h

3 -
ar: h(x) ={ x (}nlxlﬂ_ xsz=x0¢ 0

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Montrer que h est une fonction impaire.

c) Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. Interprétation graphigue du résultat obtenu.
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d)  Etudier les limites deh sur Dy,.

Etudier le sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

2. Etudier les branches infinies decy,.

Tracer la courbe €;,. (d’unité graphique 2 cm)

3. SoitA est un réel appartenant §—1; 0[.

a)  Calculer, I'aire A(4) encm? de la partie du
plan limitée par I'axe (0%), les droites d’équations
x=Ax=—-1etC.

lim A(4) =
b) Calculer 150 .

Correction : h(x) = { x° In|x| six#0

- 0 six=0

1.

a) Dy, =]—oo; +oo[_

b) h(—x)= (—x)3In|—x| = —x3In|x| = —h(x),
d’'ou h est une fonction impaire.

c) Continuité de h en0:

1.3 _
lim[x* In|x|] = 0 donch est continue ef ;

x+—0
Dérivabilité de h en0:
. h(x)-h(0) _. 2 _
lim==——= =lim[x? In|x|] = 0 alorsh est
x-0 x+=0
dérivable.
d) lim[h(x)] =0 . lim[J\c3 lnlxl] = —
x>0 " x> —o0 '
: 3 _
lim[a® In|x|] = +o0 Sens de variation déh :
X - +oo

Vx#0 h'(x)=3x%In|x| + x* = x> 3In|x| + 1)
Poson8Injx|+1=0< |x| =e 1} =

{x=e‘1/3 .

x=—e 13’
x |- —e 13 0 e 3  +oo
Kool + | - | - [+

VxE€ ]—00; —e‘1/3[ U ]e‘1/3; +00[, h'(x) > 0 alors
h est strictement croissante guoo; —e~1/3[ et sur
|e™1/3; +oo].

vx €|—-e"1/3;0[u]0;e /3, h'(x) < 0 alorsh est
strictement croissante s|+e~1/3;0[ et sur

10;e=173].
Dressons le tableau de variation da
x | -0 —e 13 0 e’ 13 too
h'(x) + [ - [ - [ +
h(x) | —o0 » —=0,12 N 0 N 0,12 » 4+

2. branches infinies deCy,
Branche parabolique de direction (Oy) car

lim 2 =lim[x? In|x|| = +oo
X .

x> Foo X+ Fo0
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F Y

v

5. A€]-1,0[

8 AW =4[" h(x)dxcm?® =

4f_11[x3 In(—x)]dx cm? =

AQ) =4 Ex" ln(—;\c)]/_l1 cm? — 4f_/11%x3 cm?
A) = [x4 [In(-x) - %]]: cm?

A) = [/14 [1n(—,1) - ﬂ + ﬂ cm?.

py lim AQ) =lim [/14 In(—2) —32* + ﬂ =2

Probléme 35 :On considére la fonctionf définie sur

. xInx| six#0
[0; +oof par : fx) = { 10| six
1.
a) Donner I'expression de la fonctiorf sans
valeur absolue sur[0; +oo].
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0 et en1. Interpréter graphiqguement ces résultats.
c) Déterminer la limite de f en+oco. Etudier le
sens de variation de¢f définie sur[0; +oo[. En
déduire le sens de variation d¢.
d) Dresser le tableau de variation d¢.
Tracer la courbe Cy.
2.
a) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une
unique solution, notéea, appartient a 11, 5; 2.
b)  En déduire le signe d¢f(x) sur [0; +oo.
3. Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = a,
x = 1 etCy. Calculer la limite de A (a) lorsque a
tend versO0.
4.  On considere la suitqu,) ey définie par
uy > 1 et pour tout tout nombre entier natureln,
par up.q1 = f(un).
a) Pour quelles valeurs dau,, de la suite
(u,)nein €st-elle constante ?
b)  On choisitu,y € |0;e~1[. Démontrer que :
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. vnelN,0<u, <e L

. La suite (u,) ey €St Strictement croissante.
c)  On choisit maintenantu, € Je~1; 1].

. Prouver que 0 < u; < e~ L.

. En déduire que la suite(u,,)cin €St

strictement croissante a partir du rang 1.
d) Pouruy>e,

. montrer que la suite (u,,) ey €St croissante.
. Prouver quex = e, f'(x) = 2.
. En déduire que

vnelIN, u,,, —e=>2(u, —e), puis que
VneIN, u,,1 —e = 2"(uy —e).

. En déduire la limite de (u,,) peIn-
c tion - _(IxInx| six+0
orrection : f(x) { 0 six—0

1.

a)  f sans valeur absolue suDy : Dy = [0; +oo[
Vx€]0;1], f(x) = —xInx

Vx € [1;+0o[, f(x) = xlnx

b)  Continuité de f en0: lim f(x) =0
x—0

f(0) = 0, alorsf est continue efi. Continuité de f
limf(x) =0
x e 1%
continue erl.
Dérivabilité de f en0: L2=LO — |1 x|
lim~ (x)—f(0)
x—0

et

enl: etf(1) = 0, alorsf est

- +°°; alorsf n’est pas dérivable eh
x—0

par consequert; admet en ce point une demi-
tangente verticale.

Dérivabilité de f en1; Z0=/@ _ Inx]
x—1 x—1
. f)-f0) _
im===7= =1 alorsf nest pas dérivable en

x - 17
par conséquert; admet en ce point deux demi-
tangentes.
o) lim f(x) = lim [xInx] = +oo

X — +oo X — 400
Vx €]0;1[, f'(x) = —(1 +Inx), doncf est
strictement croissante s]ir; e 1] et f est strictement
décroissante sye~1; 1][.
Vx € ]1;+oo], f'(x) = 1 + Inx, doncf est
strictement croissante slir; +oo].
d) Dressons le tableau de variation d¢

Fy

4

2.

a f(=1efx-1=0.

f est continue et strictement croissante] $; 2[.
Elle réalise donc une bijection §ig5; 2[ sur
1F(,5) = 1]; [f(2) — 1][ = 1-0,392;0,38[. Or
[£(1,5) — 1] x [f(2) — 1] < 0 et]—0,392; 0,38].

Ainsi I'équationf (x) = 1 admet une unique solution

a €]1,5; 2]
b) Vxel[0;+o[, f(x)=0.
3. Ala)= flaf(x)dx = fla[x Inx]dx =

Exz Inx — %xz]j = %az Ina — %az +%.
lim A(a) = lim Eaz Ina —%az +ﬂ = i
a0 a0
4, (Uup)nern définie parg > 1 fuyyq = f(uy).
a) Unt1 = f(Up) = uplnu, =u, © Inu, =

1 & u, = uy = e donc la suitéu, ),y CONstante.
b)  ug €]0;e~1[. Démontrons que :

. VvnelN,0<u,<el:

- 0<uy<el, (vraie)

- Supposons quék € IN, 0 < uy, < e~ ! est
vraie, montrons que k € IN, 0 < w4, < e ! est
viaie0<uy, <elSlhel<hy<hles
—1 < Inu, < 1 en multipliant membre a membre
0 < u, < e™1, on obtient

0<uglnu, <e ! 0<u <e !(vaie).

- VvneIN,0<u, <e

. (u,)nein €St strictement croissante :

Y u, € 10;e71[ or f est strictement croissante sur
10; e 1] alors(u,)nen €St Strictement croissante.
c) wupelel1

. Prouvons que,0 < u; < e 1:u; = f(ug)
el<uyy<leof()<fu)<flehHeo<
flug) <e !l oud<u, <e’l

. suite (uy)nen €St strictement croissante a
partir du rang 1 : on sait que™! < u, < 1 et

0 < u; < e~ ! en faisant la différence membre a

X 0 e ! 1 +00 _
f'(x) | + | = 1] n membre on au,; — u, > 0, ou bien, comm¢ est
f(x) 0 P PEEEEN 0 /7 +oo strictement croissante slir; +oo[ alors(u,) ey €St
strictement croissante a partir du rang 1.
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d) Pouruy>e,

. suite (u,,),cin €St croissante :

- Uy>e<Inuy; >Ine @ uyylnyy >

Uplne & uy > uy, (vraie)

- Supposons que k € IN, u;, > e est vraie,
montrons qu&’ k € IN, u,.., > u; est vraie inu, >
Ine © uplnu, > uilne = u,; > u, (vraie).

- Vn€IN, u,y1 > Uy, (W )nern €St croissante.
. xz2eel+lnx=lhe+le=1+nx>2
orf'(x) =1+Inx,doncv x > e, f'(x) = 2.

. VnelN, u,y1 —e =2, —e),
ffu)=1+huy, =22 u,>e S u,,, =eor
Upp1—€> U, —ealorsvn €IN, uy,,; —e =

2(u, — e) puis que,

VneIN, u,y 1 —e =>2"(uy —e).

. limite de (#,)nen-

lim[u,] = lim[ 2™ (uy — e)]
n - oo n - oo

= 400

Probléme 36 :On considere la fonctionh définie
par: h(x) = -2 + In|x? — 4.

1 Quel est I'ensemble de définition dé : D,?
2 Montrer que h est une fonction paire.
3 Etudier les limites deh sur Dy,.
4, Etudier le sens de variation deh sur Dy,.
5. Dresser le tableau de variation dér sur Dy,.
6. Montrer que la courbe €, admet une branche
parabolique de direction (Ox) a l'infinie.

7 Tracer la courbe Cy,.

8 Soitl = |—oo; —2[ et h; la restriction deh a I.
a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.
b)  Expliciter et représenter graphiqguement la
bijection réciproque hy 1.

Correction : h(x) = —2 + In|x? — 4|

1. D,={x/x€IRx?>—4+#0}=]-o00;-2[U
1—-2;2[ U ]2; +oo].

2. Montrer que h est une fonction paire :
h(=x) = =2+ 1n|(—x)? — 4| = =2+ In|x? — 4| =
h(x) alorsh est une fonction pair®onc la courbe,,

est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. O

pouvait étudieh surD,, = [0; 2[ U
3. Limites de h sur Dy, :
limh(x) = -2+1In0* = —c0

x - —2F

limh(x) =—-2+1In0" = —
x 2%

12; +ool.

limh(x) = —2 + In|—oo| = 400 ot
X — —00

limh(x) = —2 + In|+oo| =

X — 400

4.  Sens de variation déh sur Dy, :
/ _ 2x
Vx#{-2;2},h'(x) = e

X -0 =2 0 2 +o00
2x - - + +
x2—4| + - - +
e | - |+ ] =] +

YV x € |—o0; —2[ U [0; 2[, h'(x) < 0, alorsh est
strictement décroissante Juroo; —2[ et sur{0; 2.
Vx €]-2;0]U]2;4+[, h'(x) > 0, alorsh est
strictement croissante sl 2; 0] et sur]2; +ool.
5. tableau de variation deh sur Dy, : h(0) =
—0,61.

X —o0 =2 0 2 +oo
W) | - + | - +
h(x) | +o —oo 2 —0,61 —o0 7 400

\y —oo \y —oo

6. Etudions les branches infinies d€,. Posons

t=x2ox=Tt alorshmx__ +oo

— 400
2 2
. lim h(x) [ " ln|x 4|] [ln|;c |] _
X P —00 xmPH» —00 X > —00
]nlle _ 11’1|t| Int
lm[x]_l [\/’ = lim [\F Oalorsch
X = —00 t - 400 t —» 4o
admet branche parabolique de direction (Ox}-en
2 2
. lim h(x) i [ " In|x 4|] [ln|x |] _
X X
X +00 x> 400 X - 400
. In|x2|]1 1. In|t| Int
lim [ x ]_h [ ] = lim [ alorsC’h
x — +oo t = 40 t— +oo

admet branche parabolique de direction (Ox}en

DoncC;,, admet une branche parabolique de directio

(Ox) a l'infinie.
7. Gy entrait plein.

T

N

\

B 2 34 34 2 3 3 5 2 o 2 3 06 3 0 0 5 2 2 0 2 06 06 0 0 5 0 0 0 2 0 3 0 0 0 X 0 S X X X X 2 2 2 2 2

8.  Soitl = ]—oo; —2[ ethy la restriction de h a l.

a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.
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h; est continue est strictement décroissante sur
]—o0; =2[ .

Donch; réalise une bijection de-co; —2[ vers IR.
by hx)=yeo |x?—-4|=e"" o

— Joy+2
{ X=Ver"+4 gonevx e ]—o0; +oo[,h; 1 (x) =
x=—VeYtZ +4
—VeXt2 + 4.

Voir figure précédentes, 1 en trait discontinue.

Probléme 37 :On considére la fonctionh définie
par : h(x) = ﬁ+ In|x — 1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé : D, ?
b)  Etudier les variations deh sur Dy,.

c)  Montrer que I'équation h(x) = % admet une

unique solutionx,, appartient a l'intervalle [2; 3].
d) Tracer la courbeGy,.
e) SoitA unréel tel qued > 2.

2<x<4
0<y<h(x)
Calculer la limite de A(4) lorsque a tend vers1.
Correction : h(x) = ﬁ +In|x — 1|
a) Dp={x/x€lRx—1#0}=
Dp, =]—00; 1[ U ]1; +ool.
by VvVx#1,h'(x)= (x:)l + ﬁ = %

Vx €]—o;1[U]1;2] h'(x) < 0 alorsh est
strictement décroissante Juroo; 1[ et sur]1; 2.
V x € ]2; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suf2; +ool.

limh(x) = 40 | limh(x) = 400,

Calculer, I'aire A(A4) vérifiant {

X > —00 X B 400
lim h(x) = lim [ﬁ+ln(1 —x)] =—+In0" = —o
xo 17y 1

X 1 car0—+

x - 17
est emporte sun0*.
x —0 1 2 +00
h'(x) - - +
h(x) | 400 N\ —o0 oo N 2 2 4o

¢)  h(2)=2;h(3)=219;h(x) = % =21

h est continue et strictement croissante[8uB]. Or
h(2)—2,1=-0,1;h(3)—2,19=0,09et

[h(2) —2,1] X [A(3) — 2,19] < 0, donc d’'apres le
théoreme des valeurs intermédiaiféguation

h(x) = % admet une unique solutionx, € [2; 3].

d) Tracerla courbeCy :
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limM = lim [ln—lxl] =0
X X

x> F+oo x> Foo
branche parabolique de direction (Ox) a l'infinie.

, donce, admet une

k4
A

y) A
e) AW = [ h(x)dx= |, [xle+ln(x—
1dv=2Axr- 1dv+Anxy—12/4- 2ilxr- 1dv=HAnx—121
=AnA—1.

limA(A) =In0t = —0
A1 '

Probléme 38 :On consideére la fonctionh définie
par : h(x) = In|x? + x — 2|.

1.  Quel est 'ensemble de définition d& : D,?
2. Montrer que la droite (d) d’équation x = —%

est un axe de symétrie d€y,.

3.  Etudier la continuité et la dérivabilité de h

sur Dy,.

4, Etudier les limites deh sur Dy,.

5. Etudier le sens de variation deh sur Dy,.

6. Dresser le tableau de variation dér sur Dy,.

7. Montrer que la courbe €, admet une branche

parabolique de direction (Ox) a l'infinie.

8.  Tracer la courbeCy,.

9. Soitl = |1; +oo[ ethy la restriction deh a .

a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.

b)  Expliciter et représenter graphiqguement la

bijection réciproque hj 1.

Correction : h(x) = In|x? + x — 2|

1. D,={x/x€IRx*+x—-2+#0}=

|—00; —=2[ U ]-2;1[ U ]1; 4oo].

2. Droite (d) : x = —% est axe de symétrie d€,,
1

on vérifie queh(a + h) = h(a — h), a = -7

(=)=l =3) + (x-5) 2 =l

eth(x+%)=ln|(x+%)2+(x+%)_2| =
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In |x2 - %| alorsh (x - %) =h (x + %) donc la droite
(d) d’équationx = —% est un axe de symétrie ag.

3.  Continuité et la dérivabilité de h sur Dy, :
h est continue et dérivable Juroo; —2[, sur]—2; 1]
et sur]2; +oof.

4, Limites de h sur Dy, :
limh(x) =In0" = —o  limh(x) =In0t = -0,
x - =27 x> 17T ’
limh(x) = lim[In|x?|] = In|+00| = 400
X — —00 X —» —00
limh(x) = lim[In|x?|] = In|+o0| = +o0
X — 400 X > 400
5.  Sens de variation deh sur Dy, :
Vx#{-2;1},h' (x) = xfi:iz
X |- -2 ‘71 1 +oo
2x +1 — — + +
x?+x + - - +
-2
W) | — [ | + — | +

Vx€|]-o;—2[U [_71 1[, h'(x) < 0, alorsh est
strictement décroissante Jufoo; —2[ et sur]_?l; 1[.
Vxe ]—2;_71[ U |1; +oo[, h'(x) > 0, alorsh est
strictement croissante S}J-FZ; _71[ et sur]1; +oo[.

6. Tableau de variation deh sur Dy, :

_1 _

h (7) = 0,81.

X —o0 -2 _71 1 400
W) | - + | - +
h(x) | +o —00 A\ —0 —00 7+

N\ —oo

7. Etudions les branches infinies d&,;,. Posons
lim(—x) = +o0

t = —x alors
X —
2 _ 2

Ctim 2 gy [P l] iy [

X —00 x B —00 X — —00

2 - . 2Int

tim [ tim [2252] <tim [- 2] =0

x x t yLh
X B —00 X — —0o t - +oo

admet branche parabolique de direction (Ox}-en
2 2
lim 2% =fim [—lnlx it 2|] =lim [—lnlx |] =
X X X
X+ x40
. In|x2|] _ . In(x)] _
lim [ x ] =lim [2 x ]_ 0 alorsC;, admet
x — Foo X oo
branche parabolique de direction (Ox)4ew.
Donceé, admet une branche parabolique de direction
(Ox) a l'infinie.
8. G entrait plein.

X = +oo0
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9. Soitl =]1; 4o eth; la restriction deh a .
a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.
h; est continue est strictement croissante sutoo| .
Donch; réalise une bijection dd; +oo[ vers IR.
by hx)=ye |x2+x-2|=¢e"©

x> +x—2=¢eY x>’ +x—-2-eY=0
{x2+x—2=—ey(:){x2+x—2+ey=0’
considére qug est paramétre réel.
. X’+x—2—-e?=0=A=1—-4(-2-
e¥) =9 + 4e” donc x’ %(—1 -9 +4e¥) et

x" =%(—1+\/9+4ey)
. X’ +x—-2+e¥=0=A=1—-4(-2+

e?) = 9 — 4e” donc x’ %(—1 — V9 —4e¥) et
x" = %(—1 +m) .

¥ x € ]—00; oo, Ay 1 (x) = (=1 + VI + 4e¥).
Voir figure précédente’:hl—l en trait discontinue.

on

—00

+ o0

X
(hi') () *
hil(x) 1 7 4o
Probléme 39 :On considére la fonctionh définie

par: h(x) =%x+ln|1 +§|

1.  Quel est 'ensemble de définition dé : D, ?
2. Montrer que C; admet pour centre de

symeétrie le point | de coordonnéeé—%; —%). Apres

avoir vérifier que | appartient a Gy, écrire une
équation de la tangente &;, en ce point.

3. Etudier les limites deh sur Dy,.

4. Etudier le sens de variation deh sur Dy,.

5. Dresser le tableau de variation dév sur Dy,.

6.  Montrer que la droite (d) d’équation y = %x
est asymptote &, a l'infinie. Etudier la position
relative de G, par rapport a (d).

7.  Tracer la courbe Cp, Ty et (d).
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Correction : h(x) = %x +1In |1 + %|

1. Dh=§qxemj+§¢o}=}mm_ﬂu
1=1;0[ U ]0; +oof.

2. on vérifie queh(a + h) + h(a — h) = 2b ou
h(2a — h) + h(h) = 2b,

h(=1—x) + h(x) = —=X*%

f) 2]

In [ x+1

+1Hh+——ﬂ|1+

x+1

| -1- x+1|
-1-x

1
=3

__1 __1 —_2_
]_ ~+In[1] = —Zet2b=-2=

x
1+x||”

X

—% doncC,, admet pour centre de symeétrie le point |

, 1 1
de coordonnee(s— rth Z)'

Montrons qud € Gy, : h(— %) = —(— E) +

In = —1 alorsl € Cj,.

1+

2

= —>4+n|1-2|
4

Tangente au point IT; : y = h’ (— -) (x + ) +

h(—%) =5X+2.

3. Limites de h sur Dy, :
lim h(x) =%+anJr =—00

x —17
limh(x) =1n (O%) =—In0" = 400

x - 0F |
limA(x) = lim [ + In|1]] = —oo0

X — —C0

et
X — —00

limh(x) = llm[ x+ln|1|] +oo
X+ X - 400

4, Sens de variation déh sur Dy, : V x # {—1; 0},

-1

6. h(x)—y=ln|1+%|.
lim[h_(x) —y] =lim [ln |1 + %” =0

- , alors la droite
X = (o]

x - Foo
(d) d’équationy = %x est asymptote &, a l'infinie.
Position relative deC,, par rapport a (d).

Posonsh(x)—y=ln|1+%| =0(=)ln|1+%| =

. 1+-=1 x #0
1n1<=>|1+—|=1<=> 1" {1
x 1+-=-1 ¥ 773
X
x —o -1 ‘71 0 4o
1| — _
ln|1+—| + +
X

’ _1 22 x34+x—2 _ (x+2)(x—1)
h (x) T2 + 1+% T 2x(x+1) | 2x(x+1)

X —o00 =2 -1 0 1 4o
2x(x+1) + + - + +
x2+x-2] + - - - +

K (x) + -1 [+11 -1 +

Vx €|—o0;—2[U]—1;0[ U]1; +oo[, h'(x) > 0, alors
h est strictement croissante $uioo; —2[; sufj—1; 0]
et sur|1; +oof.

Vx€|-2;,—-1[u]0;1], h'(x) < 0, alorsh est
strictement décroissante gu2; —1[ et sur]0; 1].

5.  Tableau de variation deh sur Dy, : h(—2) =
—1,69 eth(1) = 1,19.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

X | —o0o =2 -1 0 +0o0
R(x) | + | — + _ | 1. D, ={x/x € IR, x # 0} = |]—00; 0[ U ]0; + 0.
h(x) | —o0 2\ —0 +o0 40N/ 400 | 2. Limites de h sur Dy, :
/' —oo
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Vx€ ]—00;—1[U]
au dessous de la droite (d).

Vxe€ [_71 0[ U ]0; +oo[, h(x) —y > 0 alorsC;, est au
dessus de la droite (d).

7. Gy entrait plein.

—1,_71], h(x) —y < 0 alorsCy, est

Y

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 56 06 5 24 3636 X 5 36 2 X 54 36 b X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 X0 4 36 26 X 54 36 2 X 0 26 2 X 5 06 26 26 2 5 0 06 26 2

///////////

Probléme 40 :On considére la fonctionh définie
w:h@)=—1+§+1me

1 Quel est I'ensemble de définition dé : D,?
2 Etudier les limites deh sur Dy,.
3. Etudier le sens de variation deh sur Dy,.
4, Dresser le tableau de variation déw sur Dy,.
5. Montrer que la courbe €, admet une branche
parabolique de direction (Ox) a l'infinie.

6 Tracer la courbe Gy,.

7 Soitl = [1; +oo[ et h; la restriction de h a .

a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.
b)  Représenter graphiquement la bijection
réciproque hy 1.

Correction : h(x) = -1+ % + In|x|
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limh(x) =lim [_—1 (—xIn(—x)—1+ x)] = —o00
x+ 0" i '

x 07
lim h(x) =lim E (xIn(x)+1- x)] = +oo0,
x= 0" ot ’
limh(x) = lim[ln|x|] = In|—o0| = 400 ot
X > —00 X — —00

limh(x) = lim[In|x|] = In|+o0| = 00
X - 400 X - +00 ’

3.  Sens de variation deh sur Dy, :
1 1 x-1

Vx+#0,h'(x) =T 2 Rz
X —oo 0 1 400
RN | - L - [ +

Vx € |—;0[U]0;1[, h'(x) < 0, alorsh est

strictement décroissante Juroo; 0 et sur]0; 1[.

V x € |1; +oo[, h'(x) > 0, alorsh est strictement

croissante sujl; +oof.

4, tableau de variation deh sur Dy, : h(1) = 0.

X | —oo 0 1 +0o0

) | - - ] +

400\ —00 +ooN 0 7 4o

5. Etudions les branches infinies d€,.
1imm= 0 lim hx) _ lim [_—1+%+M] =0

, x x x x

x - Foo x P oo x> too

DoncC;,, admet une branche parabolique de direction

(Ox) a l'infinie.

6. Cp entrait continue &f, -1 en trait discontinue

7. Soitl = [1; +oo[ ethy la restriction deh a .
a) Montrer que h; est une bijection de | vers IR.
h; est continue est strictement croissanteg Bu#oo| .
Donch; réalise une bijection dd; +oo[ vers[0; +oo.
b)  Voir figure précédenteﬁ'hl—l en trait
discontinue.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Probléme 41 :On considére la fonctionh définie
par: h(x) = In|x|.

1. Quel est I'ensemble de définition dé ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.

Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) = % En

déduire le sens de variation dé.

Dresser le tableau de variation dé.

3. Etudier les branches infinies decy,.

4, Montrer que h admet deux bijections &
déterminer leurs intervalles. Expliciter les fonctons
h~1 réciproques deh deD,, versh(Dj) a
déterminer. Tracer les courbe<C}, et celle des
réciproques de la fonctionh.

5. Soita est un réel appartenant 40; 1].

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (0%), les droites d’équationsx = a,

x=1 et(;’h.
b) Calculer M Ala) =
a0

6.  On considéere une suite définie par :

u, = In(n) avec 'entier natureln > 0.

a) Calculer u, etu,.

b)  Montrer que la suite (u,),>¢ €st croissante.
c) Exprimer S;,=u; +u; +--+u,en
fonction den.

7. On pose, pour toutn > 0,v,, = e Sin,

a) Exprimer v, en fonction den.

b)  Préciser le sens de variation de la suite

(vn)n>0-
Correction : h(x) = In|x|

1. Dp={x/x€IR,x+# 0} =]—0;0[U]0;+oo].

2 limIln(—x) = —c0 limIn(x) = —oo |
' xH 0 "x- 07" '
lim In(—x) = +°°etlim In(x) = +o
X > —00 X > 400

Vx €]-o0; 0 h'(x) == == et
¥ x € ]0; +oo[, h'(x) = = doncV x # 0, h'(x) ==
alorsh est strictement décroissante kuro; 0[ eth est

strictement croissante s|{r; +oo].
Dressons le tableau de variation da.

X —00 0 400
h'(x) — +
h(x) | +0 N —o0 —00 / 4o
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3. Etudions les branches infinies d&;,.
. Asymptote verticale d’équatiornx:= 0.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

o h(x) . Infx|
. lim == = lim == =0 €y, admet une
x - Foo x — Foo

branche parabolique de direction (Ox) a l'infinie

4. h est continue est strictement décroissante sur
]—o0; 0[ d’'une part et d’autre part elle est strictement
croissante suj0; +oo[. Donch réalise deux bijections,

une de]—oo; 0[ vers IR et une autre de; +oo[ vers

IR. Alorsy = In|x| & {x - oy donc

{ h™'(x) =e*six € IR
h™1(x) = —e* six € IR
Cy, en trait continue &f,-1 en trait discontinue

5. a€]o;1].
a) Ala)=-— fal In(x) dx = [-xIn(x) + x]} =
l1+aln(a) —«a.
limA(a) =1
by ImA@ =1,
6. u, = In(n) avec I'entier naturet > 0.
a) u; =In(1) =0etu, =In(2) =0,69.
b) la suite(u,),>o €st croissante

Upy1 — Uy, =In(n+ 1) —In(n) =In (n+1) =

ln(1+%) or1+%>1<=>ln(1+;)>0alors

Upe1 — Uy > 0, donc la suit€u, ), €st croissante.
C) Sip=u;tuy+--+u,=In()+-+

In(n) =In[1 X 2 X ...x n] = In(n!).

7. n>0,v,=e Sin = In(),

a) v, = e_sl,n = e_ln(n!) = eln(%) = i
n n!’

__ 1 _1_n-(m+Dxnl_
b) Vn+1 — Un = (n+1)! n! - X (n+1)!
nix(1-n-1) _
nix(n+1)! (n+1)| <0cam>0= n+1!>0

donc la suit€v,, ), est décroissante.

Probléme 42 :On considére la fonctionf définie
par: f(x)=x+2+1n (|x+1 )

1.  Donner I'expression de la fonctiorf sans
valeur absolue surDy.

2. Montrerque: V x € |—o0; —1[ U |1; +oo],

—(ﬁ_ﬁgfﬁ). En déduire le sens de variation d¢

3. Dresser le tableau de signe dg.
4. Etudier la limite de h sur Dy.

5. Montrer que la droite (d) d’équation

y = x + 2 est une asymptote oblique & a
I'infinie. Etudier la position relative de (d) par
rapport a Cy.

6.  Tracer la courbe Cy et (d).

7. Montrer que €y admet un centre de symétrie

Q : trouver les coordonnées de€).
Correction : f(x) =x+2+1n (|x+1 )

1.  expression def sans valeur absolue suby :
Df =IR—{-1;1}
Vx €]-oo;—1[U]1;40o[, f(x) = x+ 2+ ln(x+i)

[,f(x)= x+2+1n(_x+1)

x+1

2. (i_Jri) = (x_i)z et( xx+:1)l e xi1)2'

vx€e]-1;-1

Vx €]—oo;—1[U]1;40o[, f'(x) = 1+(x 1)2><
x-1_x ;1—2 _ x2—3 (x- \/—2)(x+\/—) alorsf est
x+1 xc—1 xc—1 X

strictement croissante sl oo;

—V3] et surV3; +oo|

etf est strictement décroissante pu/3; 1[et sur

|1;V3]. etvx e ]-1; —1[, f'(x) = 1+ x+1)2x
x=1 _ 1-x*+2 _ 1-x* _ (V3-x)(x+V3)
x+1 1-x2  1-x2 1-x2 » doncf est
strictement croissante s|#1; 1].
3.  Le tableau de signe d¢':

X |—o 3 -1 1 V3 4w

fecol +0- [ | +[] -0 +
4 limf(x) = llm[x+2+ln(x+1)]=—oo;
XHP =0 x5 00

x+1
plclr.iffo?_ hm[x+2+ln( )] +o0

X - +oo
limf(x) = —o0 hmf(x) = —o0 lim f(x) = +oo
x- —1" x|—> -1t x> 1o
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etlimf(x) =+

(0]
1+ car en posart= x + 1 donc
X =

lim(x +1) = |O|
|x| » —1

5. f(x)—x-2 —ln(?i)
lim[f(x) —x —2] =

lim [ In (x+i)] =0 doncla
x = too x > oo

droite (d) d’équatiory = x + 2 est une asymptote
oblique acr a l'infinie.

Vx€]—oo;,—1[, f(x) —x—2 = ln(x+1) <0, Cy est
au-dessous de (d).

Vx €]l +oof, f(x) —x—2 = ln(x+1) >0, Cr est

au-dessus de (d).
6. Cret(d):

x=t—1,

r

7. Montrons que €y admet un centre de

symétrie Q ; trouver les coordonnées de€l :
f(0) = 2, on vérifie quef(—h) + f(h) = 4:

f(=h)= —h+2+In(Z5)+ h+2+
In(£5) =4 +1In (S x 220) = 4, d'ouQ(0; 2)

est un centre de symétrie.

Probléme 43 :On consideére la fonctionh définie
par: h(x) = In|x + 1|

1. Quel est I'ensemble de définition d& ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.

Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) = ﬁ En

déduire le sens de variation dé.

Dresser le tableau de variation dé.

3. Etudier les branches infinies decy,.

4, Montrer que h admet deux bijections a
déterminer leurs intervalles. Expliciter les fonctons
h~1 réciproques deh. Tracer les courbes;, et celle
des réciproques de la fonctiorh.

5. Soita est un réel appartenant 4—1; 0[.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsr =a,

x=0etC;,. (on rappelle— =1- m)

b)  Calculer la limite de A () lorsque a tend
vers —1.

6.  On considére une suite numérique définie
par : u, = e"™ avec I'entier natureln > 0.
a) Calculer u, etu,.

b)  Montrer que la suite (u,,),>¢ €St croissante.
c) Exprimer §;,=u; tu; +--+u,en
fonction den. En déduire S ,.

d)  Montrer que limSon =1
n-0

Correction : h(x) = In|x + 1|

1. Dp={x/x€lRx# —1}=]-00;—-1[U
1-1; +ool.

limln(—x — 1) = —oo limIn(x + 1) = —o0

x> —1" x> —17% ’
lim In(—x — 1) = +ooetlim In(x+1) = +oo
X — —00 X — +oo

, -1 1

Vx€|—oo;—1[, h'(x) = — =5 et

Vx €]-1;4[, h'(x) = i doncv x # —1,
h'(x) = ﬁ alorsh est strictement décroissante sur

|—o0; —1[ eth est strictement croissante $ul; +oo|.
Dressons le tableau de variation da.

x —® -1 +o

h'(x) — +

h(x) | +0 v —o0 —0 2 +o0
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3.  branches infinies deCy,.
Asymptote verticale d’équatiorn:= —1.
Branche parabolique de direction (Ox) car

) _ = lim
X

X oo

In|x+1 . In|t 1
lim — —Ix |=11m [—l I

<=0

t - too

posong =x+1ex=t—1.

4, h est continue est strictement décroissante su
]—o0; —1[ d’une part et d’autre part elle est
strictement croissante s|i1; +oo[. Donch réalise
deux bijections, une de-o; —1[ vers IR et une autre
de]—1; +oo[ vers IR. Alorsy = In|x + 1| &

{ x=eY—1

x=-e¥ -1

x — too

X34 X0 X X X X 0 X 0 X 0 X0 0 X 0 X 0 X0 0 X0 0 X0 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 X 0 3 X 0 2 2 0 2 0 0

h™l(x)=e*—1six€IR
h™1(x) = —e¥*—1 six €IR
Cjp, en trait plein et lesC,-1 en trait pointé

donc{

X 3 3 X X 3 3 X X 26 2 2 5 26 X 4 5626 2 %
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

5. a €]-1;0I.

a) Ala) =—f:ln(x+1)dx= [x —

xr+1Inx+1al=— a+a+Ina+1.

b) limA(a) =lim[—t + 1+ tin(t)] = 1
a-—1 t—0

posant =a+1ea=t—1 alorshm(a '*1' D=0

6. u, =eh® =n(+D) — 4 4 1, avec l'entier

natureln > 0.

a) w=1+1=2etu,=2+1=3.

b) la suite (u,),»o €St croissante
—u,=n+1—-n=1>0alors

Upe1 — Uy > 0, donc la suit€u,) o €st croissante.
C) Sip=ujtuy+-+u,=10+1)+
Q+D+@B+D++m+1D)=1+2++

m+@+1++1) =200y

Up+1

de raison 1 et du®lterme 2.
SOTL =SO+SITL =u0+(u1+u2 +"'+un) or

n(n+3) 2+n)(n+3) on peut
2 .

ug =1, doncSy,,, =1+

aussi remarquer qL(caLn)n20 est une suite arithmétique

de raison 1 et du®lterme 1.
lim Sy, = 1 =lim [@] — % -1
ne 0 )

d)

neH_0

Probléme 44 :Soit la fonction f définie par

f&x) =

xln|x|

1.

a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Etudier I'imparité de f.

c) Etudier le signe de la fonction deér définie
par h(x) = xIn|x|. En déduire les limites de
fonction de f sur Dy.

2.

a)  Etudier le sens de variation def sur Dy.
b)  Dresser le tableau de signe df sur Dy.
c)  Construire la courbe Cy.

3. SoitA est un réel strictement supérieur &2.

a) Montrer que V x > 1, F(x) = In(In x).

b)  En déduire encm? l'aire A(A) de la partie
du plan limitée par la courbeCy, la droite (d) et les

droites d’équationsx = e?, x = A.

c) Calculer lim:/l(/l)_
A Foo

Caorrection : D’unité graphique 2 cmf(x) =

= @ On peut

aussi remarquer qu&,, )0 €st une suite arithmétique

xlnlxl'
1.
a) Df=IR—{-1;0;1}
Expressions deg sans valeur absolue :
Vx€]-oo;—1[U]-1;0[, f(x) = xln( >
vxe€|o;1[uU]1; +00[ flx) = xlnx
b)  f(=x)= xlnl p _xlnlxl = f(x), doncf
est une fonction impaire.
c) signe deh(x) = xIn|x|.
X —o0 -1 0 1 +o00

x In|x]| - 0+ || - o +
Limites de fonction def sur Dy :

. s _ 1
lim f(x) —llm[xln(_x)] =—=0.
X =0 x5 —00

. . 1 1
limf(x) = llm[xln(x)] === 0.
X to X = +o00 ’

. . 1 _ 1

hmf(x) - hm[xln(—x)] T ot *® ;
e e

1 1 S
lmf(x) - 1m[xln( x)] -0- ;
X 1+ X - 1+
l =lim| ] = = = —oo

lmf(ic) =m xIn(x)l — o= :
x—1 X —1"

. . [ 1 1
lim £ (x) =lim | | = 57 = +oo.
X = 1+ X - 1+ '

. . [ 1
lim f(x) =lim _xln(_x)] =55 =+,
x 07 x - =1
lim f (x) =lim | — (x)] - —
X - 0+ X - 0+ ,
2.
a) sens de variation def.

. 4. ’ _ —In(-x)-1

Vx€]-oo;—1[U]-1;0[, f'(x) = TSI doncf

est strictement décroissante $dpo; —1[ et sur
]—1; —e1[ et f est strictement croissante sur

]—e740[.Vx €]0;1[U]1; +oo[, f'(x) =

strictement décroissante dar?; 1[ et sur]1; +oo|.
b) Le tableau de signe d¢’:
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—In(x)-1
[x In(x)]?’
doncf est strictement croissante $0re [ etf est

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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x | —o —1 —e1 0 el 1 4w
| - “0+ [+ 0- -
c) Cg.

3. A>e?

R IR

1
xln(x)'

a Vx>1F()=[n(nx)]' = In(x)

b)  A@) = [ f@)dx = [Fx)] 2_[xln(x)] -
1

)lln()t) T 2e2”
1 ] - _1

hmdq(l) =lim [lln(/l) 2e2 2e?,
A+ oo A 40

Ad) =

c)

Probléme 45 :On considére la fonction f définie
par: f(x) = §x+2+ln|g

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Montrer que la fonction f(x) — 2 est une
fonction impaire.

c) Etudier les limites def.

d) Calculer f'(x). Etudier son signe. En déduire
le sens de variation d¢f.

2.

a) Montrer que la droite (d) d’équation

y= gx + 2 est asymptote &y.

b)  Demontrer que le pointA(0; 2) deCy est un
centre de symetrie pourCy.

c) Déterminer la tangente T au pointA.

d)  Construire C; et (d).

3.  SoitA est un réel tel quer > 3.

a) Calculer, l'aire A(4) de la partie du plan
limitée par la droite (d), les droites d’équations

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 2 3 24 56 06 5 2 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 36 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 54 36 2 X 5 26 2 X 2 36 26 26 2 2 5 0f 26 2

a) Deémontrer que g est une bijection de
I'intervalle [3;+oo[ sur un intervalle J que I'on
précisera.

b)  Donner une équation de la tangente a la
courbe représentative deg=! au pointx = 3.

Correction : f(x) = —x +2+1In|*

x+2l°
1.
a) Df=IR—{-2;2}
b) f(-x)-2=-Ix+mn|o|=-Ix+

1
xX—2

In

=——x—1 |x+2 (§x+2+ln|g)+

2 =2 — f(x), doncf(x) — 2 est une fonction impaire.
a) Etudier les limites def
b)

lim f(x) =lim [ In |

] In1=0,
x - Foo ’

x - Foo

lim £ (x) =lim[§x] =—

X P =0 x5 —00

lim f(x) = lim [ x| = +o0.

X Pt X - +oo ,

lim f(x) =limIn () = =4In 0* = +oo,

X =27y 2-

- — . 4 +

lim f(x) =limIn (0—+) =—4In0" = 400,

x e =2% o+ '

limf(x) =In0* = —co, lim f(x) =In0* = —c0

x - 27 x> 2t '
4

) VxelR—{-22},f(x) = §+ =

4x’-16+12 _ 4(x%-1)

Etudier son signe :

3(x2-4) ~ 3(x2-4)
x | —o =2 -1 1 2 +oo
f'(x) + - 0 4+ O0- +

x=3,x=2AetCy. (on rappelle( +2)2 —(x+—2)2). X > +00 X > 400
b)  Calculer lim A(2) = . droite (d) d’équatiory = 2x+2est asymptote
A H +m . ~ ~ - . . 3
4.  Soit g la restriction de f a lintervalle oblique acy a l'infinie.
[3; 4oo[.
On notera g~1 I'application réciproque de f.
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En déduire le sens de variation d¢

Vx €]—o0; =2[U[-1;1] U ]1; 4o, f'(x) > 0, donc
f est strictement croissante $uioo; —2[, sur[—1; 1]
et sur|1; +ool.

vxe]-2;-1[U]1;2[, f'(x) <0, doncf est
strictement croissante s]#2; —1[ et sur]1; 2][.

2.

a) lim{f(x) -] —hm[ln| +z” =0 goncla

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 20 X X 36 3 X 54 36 2 X 56 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 2 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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fQRa—x)+ f(x)=2b
fex)=2=2—-f(x)"
f(=x) + f(x) = 4 = 2b, donc le poinA(0; 2) deCs
est un centre de symétrie pai

) T:y=f(0)(x-0)+ f(0)=3x+2.

d)  Construire Cy et (d) :

b) A partir{ on retrouve

Y

L

/-

4.  Aestunréel tel q_uel >3
fx)—y= ln(g) <0.
i _ A
a) AW =-J] ln(%)dx=—[xx%]3+
A ax —x242x* A 4
I oz 0x = [ X2 ]3 +J; [1 - (x+2)2] dx =
2

[—x2+2x 4t ] _ [4(x+1) A4+ 16
x+2 x+2l3 T L x+2 137 242 5°

limA(2) =lim [ XD 28 =4 102

A too A 40

5. g larestriction de f a l'intervalle [3; +o[. On
notera g~1 I'application réciproque de f

a) g estcontinue et strictement croissante sur
[3; +oo[. Doncg est une bijection de l'intervalle

[3; +oo[ sur un intervallg = [4; +oo.

b)  équation de la tangente a la courbe
représentative deg=! au pointx =3: g7 1(3) = 4

—1V/ _ 1 1 _E i
3= frlg7 131~ '@ 5’

b)

y=(g7) @G-+ gl @) =;x+%.
Probleme 46 :

1.  On considere la fonction f définie par :

f(x) = In|x —1].

a) Calculer f'(x). Etudier son signe. En déduire
le sens de variation d¢f.

b)  Dresser le tableau de variation def.
Construire Cy.

c) PouraeR,0<a<1,calculerl =
, * 4L
Jo f(x) dx. (on rappelle— =1+ —).

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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2. Discuter graphiquement en fonction du
parametre réelm, le nombre et le signe des
solutions enx réel de I'équation :In|x — 1| = m.
3.  Démontrer que la restriction f deh a
I'intervalle ]—co; 1[ admet une application
réciproque h~1 dont on précisera I'ensemble de
définition.

a)  Expliciter h71,

b)  Expliciter (h™1)".

. En utilisant I'expression de h=1(x) calculer
au a).
. En utilisant le théoréme sur la dérivée d'une

bijection réciproque.
c)  Montrer que €;,-1 admet une asymptote
horizontale en—co, d’équation a déterminer.
Construire Cp-1.
4.  On noteC* 'ensemble des nombres
complexes non nuls et on considére I'application :
F: C—C

z+— Z =F(z) =In|z— 1| ou|z — 1] désigne le
module dez — 1.
Quel est 'ensemble des nombres complexes
vérifiant chacune des équations suivantes :
a) F(z)=0.

b) F(z)=1.
c) F(z) <4
d F(2)<09.
Correction :

1. f(x)= In|x—1]|.

f sans le symbole de la valeur absolue

Vx €] 1, f(x) =In(—x + 1) et

Vx € ]1; +oo[, f(x) =In(x — 1)

a) Vxel]-o1], f'(x) = ﬁ < 0 alorsf est
strictement décroissante Juroo; 1] et

Vx €]l;+oof, f'(x) = ﬁ > 0 alorsf est strictement

croissante sul; +oof.

b) le tableau de variation geé ConstruireC.
limln(—x + 1) = —o limIn(x = 1) = —o0
x> 1” ‘x> 1t ’
lim In(—x + 1) = +ooetlim In(x —1) = 4

X B —00 X 400
x —00 1 +co
f'(x) - +
f(x) | +o0 N —o —0 2 400

branches infinies deCy.
Asymptote verticale d’équationx:= 1.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Branche parabolique de direction (OX) car
lim 22 = jim [—lnlx_“] =0
X —-X
x — Foo x - Foo
de direction (OX) a l'infini.
Cy, en trait plein et lesC,-1 en trait pointé

-

. Branche parabolique

A}
A Y
‘

¢) a€R,0<a<1,calculed =— [ f(x)dx=
— foa[ln(—x + D]dx =[x—(x+ 1D In(-x+ D]§ =
a—(a+1)In(—a+1).

2. onpeut remarquer qeem > 0 etf(x) < m, il
n'y a aucune solution et §(x) < m, il y a deux
solutions, une négative et I'autre positive.

Sim < 0,, il y a deux solutions, une négative et
I'autre positive.

3.  f estcontinue est strictement décroissante sur

]—o0; —1[.
Doncf réalise une bijection de-o0; —1[ vers IR.
a) Expliciterh™1.

= _gY
ln|x—1|=y<=>|x—1|=ey<=){x e’+1

x=e’+1

Vx € |—o0; +oo[, A" (x) = 1 — e*.
b)  Expliciter (h™1)".
. En utilisant I'expression de h~1(x) calculer
au a). Vx € IR, [ 1(x)] = —e*.
. En utilisant le théoreme sur la dérivée d'une
bijection réciproque.
[ ()] = —=— = —e*.

—(1—-eX)+1
o) lim h™1(x) = lim [1 — e¥] = 1alorsCh—1

X — —00 X —» —00

admet une asymptote horizontale d’équagica 1 en
—oo, d’équation. Voir fiche pout,-1.
4. C'/ F(z) =In|z—-1]|.

Ensemble des nombres complexes vérifiant chacune

des équations suivantes :

a) F@=Ihlz—-1=0&s|z—-1|=1,cCestle
cercle de centre | d’'affixel et de rayon 1.

b) F@)=Ihlz-1|=1<|z—-1| =e,Cestle
cercle de centre | d’affixel et de rayos= 2,71.

c) F(@=Ihlz—-1|<4e|z—1]<2In2,Cest
le disque ouvert de centre | d’affixel et de rayon
2In2 =1,38.

d F@=Ihlz-1/<9<|z—-1]<2In3,cest
le disque fermé de centre | d’affixel et de rayon
2In3 = 2,19.

Probléme 47 :On considére la fonctionh définie
par: h(x) = x — In|x|.

1. Quel est I'ensemble de définition dé ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.

Etudier le sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

3. Etudier les branches infinies decy,.

4.  Tracer la courbe Cy,.

5.  Soita est un réel appartenant aj0; 1].

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan

limitée par I'axe (0%), les droites d’équationsx = a,

x=1etCy.
b)  Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers0.
6. On noteC* 'ensemble des nombres
complexes non nuls et on considére I'application :
F: C"—C

z+— Z = F(z) = z—In|z| ou|z| désigne le
module dez.
Quel est 'ensemble des nombres complexes
vérifiant chacune des équations suivantes :
a) F(2)=0
b) F(z)=z2
c) F(z)=12z

Correction : h(x) = x — In|x|

1. Dp={x/x€lIRx +#0}=]—00;0[U]O; +oo].
lim[x — In|x|] =lim[0 — In|0]] = 4+ .
x e 0F x - 0F '

Vx €]-;0[, h(x) = x[l +¥] et

V x € ]0; +oo[, h(x) = x [1 +@]
In(—x)

lim h(x) =limx [1 + ] = —o0

. —x et
X P =0 ¥y —00
lim h(x) =limx [1 - lnfcx)] = +o0
XHP+0 5 4o .
Vx+#0,h(x)= xT_l
X —00 0 1 4o
R (x) + [ [ -1 +

V x € |—0;0[ U [1; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est
strictement croissante sl oo; 0[ et sur [1; +oo].
Vv x € ]0;1[, A'(x) < 0, alorsh est strictement
décroissante syo; 1[.

Dressons le tableau de variation d&.

x — 0 1 +o
K (x) + - | +
h(x) | =00 7 400 -0 V17 4o

3. Etudions les branches infinies d€,.
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Asymptote verticale d’équatiornx:= 0.
Branche parabolique de coefficient directeur 1 car
h(x) _ In(—x)
lim 22 = Jim [1+722] =1
X > —00 X — —00
lim [h(x) — x] =lim[— In(—x)] = —
X — —00 X > —00

parabolique de coefficient directeur 1 car
h(x) In(x)] _
lim 22 = lim [1 -5 =1 ¢,

o0
. Branche

X P +oo X - 400
lim [A(x) — x] =lim[—In(x)] = —
X = 400 X = 400

4. €y entrait plein.

A"

5.  a€]0;1].
a) Ala) = fal[x —In(x)]dx = [x —xIn(x) +
122x2a1=32- a+dna+12a2 .

b) limA(a) = %
a0

9. C*/Z = F(z) =z —1n|z|.

a) F(z) =0« z=In|z|, c'est la droite réelle

d’équationz = In|z|.

b) F(@)=zen|z|=0&|z| =1, Cestle

cercle de centre O et rayon 1.

C) F(z) =z In|z| =2z—-Z=2ilm(z), posons
. x? +y? = cos(2

z=x+1iy alors{ sir):(Zy) _ (() 2

{xz + y? = cos(2y)

T , c’est la réunion du cercle de
y = Oouy=5[2n]

Vs
centre O de rayoy cos(2y) avecy > L et les

équations polaireg = 0 ou y = % [27].
Probleme 48 :
A.  Soit la fonction définie par :
1 1
f(.X') =2In |x+ T
1.

a)  Deéterminer le domaine de définitionD de f.
b)  Calculer les limites def aux bornes deDy.

c) Etudier les variations et dresser le tableau de
variation de f.
2.

a) Montrer que la courbe (T,) coupe I'axe des
abscisses en deux points A et B d’abscisses respec-

tivesa eth avec-2 <a< -let-1<b <0.
b)  Tracer (Ty).
3.
a) Etudier le signe def (x).
b)  Montrer que a etb sont solutions de
1
= 2(x+1)"
x+1|

e +1
I'équation In |x—

B. Soitg(x) =x*In
1.
a) Determiner le domaine de deéfinitionD .

b)  Montrer que I'on peut prolonger g par
continuité a droite en0 en attribuant a g(0) la
valeur 0.

c) Montrer que lim g(x) = +°°;
X = +oo

limg(x) = —o0
X — —00
d) Etudier les branches infinies deg (on

montrera que (D) 1y = x — % est asymptote a la
courbe deg. On admet que

lim[g(x) — x] =lim[g(x) + x] =
X — +oo

X > —o0
2.
a)  Montrer que pour tout x deDg, g'(x) =
xf(x).

b)  En déduire le sens de variation dg et

dresser le tableau de variation degy.

2
c) Montrer que g(a) = b

d) Justifier que g(a) < 0 etg(b) > 0.
e) Tracer (T,) la courbeg.

NB : on représentera (T) et (T,) dans le méme
repére d'unité 1 cm.

Correction :

1
A f(x)=2In |"+ —
1.

a) Df=]-oo; —1[U]—1'0[
b) f(x)—21n|1+ | ey

lim f(x) = 2In(1) —+—oo =0.
X — 400 ’
lim f(x) = 2In|-1| - = = 0.

10; 4ol

X > —00
limf(x) = too
x> =17

hm flx) =

©caren posant
x - —17
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t=x+1doncx=t—1,hm(x+1) - IOI,
|x| > —1

. [-1

lim [T (=tIn(—t) + 1) —In|t — 1|] =+® o
t—>0"

e
lim [?(t In(t) — 1) — In|t — 1|] =—®

t- 0t
lim f(x) = +oo  Jim f(x) = +oo

x— 0" x -0t

2 1 _ (x+2)

c) Vx€Df(x)= Iellx+1] © 40?2 x(x+1)?’

carv x € |—oo; —1[ U ]0; + o[, f(x) = 2In (x+1)
——etf'(x) = —

(x+2)
x(x+1)2’

Vx €]-1;0][, f(x)—ZIn(—x—H)——etf(x)—

x+1
(x+2)
x(x+1)2’

f(2)=1-2In2 =—0,34

Tableau de variation def

x | —o =2 -1 0 +o0
f1(x) - [ + + -
f(x) |0YN -0,34 7 40 —o0 /7 +o0

+00 N0

2.

a) f estcontinue et strictement croissante sur
[—2; —1[ et puisf(a) € [—0,34; +oo[, f est continue
et strictement croissante qut1; 0[ et puisf(a) €
]—o0; +00[, donc la courbe () coupe I'axe des

aetbavec—2<a<-let—-1<b<0.

b) (T, voir figure au trait plein ci-dessous.

3.

a) Etudions le signe def(x) : D’apres le
graphique vV x € |—oo;a[ U |-1;b[, f(x) < 0 et
Vx € la;—1[U ]b; 0[ U ]O; +oof, f(x) >0

b) onsaitqug(a) =0etf(b) =0.En
remplagant dans la fonctigi(x) les valeurs de oub

ou en laissant celle de on obtientf (x) =

21x+1_L= LSRN SRR SN S
x+1 2(x+1)  x+1 x+1 x+1

donc pour toutr eth avec—2 <a < —-let—1<b <

1

0 sont solutions de I'équatidn |+71 =

T 2(x+1)
C. gx)=x%*In erl|
1.
a) Dg=]-00;-1[U]-1;0[U]0; +oo[

x+1

b) gk) = x21n|
lim £ (x) =lim[x?In|x + 1| — x?In|x|] =
x—» 0t xw- 0t

| =x%In|x + 1| — x%In|x|.

, c’est une

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 2 3 24 56 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 b X 36 3 2 X 06 3 2 5 36 0 2 36 36 2 54 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 5 06 26 2

limite finie qui indique le prolongement gepar
continuité a droite eA.
) g(t) =In|1+¢|avect = —etg(u) =

1
o ln|u| avecu =t +1, on dedmﬂ‘m( ) 0 et
X — 00

llm(t +1) =
te0
lim g(x) =lim(-

X — —00

1 , donc

In(—u) 1 ) - —o

—(—u+1) * (u-1) et

um-1

ln(u) 1
(u 1)

lim g(x) —hm(
X = +o00

) = +oo
uw 1 .
d) 9@ -yl =2
lim[g(x) — y] =lim [g(x)—x+ ] 0

x+1 1
gl

X > oo ‘o oo alors ()
admet une asymptote oblique a l'infinie.

2.

a) VxE€D, g(x)—lenx—H———xf(x)

b) g'(x) =xf(x) > 0alors g est strictement
croissante suf—oo; a[, sur |—1; b[ et sur ]0; +oo|.

V x € Ja; —1[ U ]b; 0[, doncg’ (x) = xf(x) < 0 alors
g est strictement décroissante kur—1[et sur |b; 0[.

abscisses en deux points A et B d’abscisses régpect c) In
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X —00 a -1 b 0 +o0
g+ | - + | - X+
gx) | —o0 2 N —o0 —00 7'\ 0 » 4oo

2
x+1 — 1 g(a) — g2 1n [¢2 a+1 a
x 2(+1) 2(a+1)
b+1 b?
etg(b) = a? ln| i = 301D
2
d ael-2;-1[, ga) = 2(Z+1) <0et

b2

vbel|-1;0[ gla) =

2(b+1)

e) Tragons (T,) la courbe g : voir fiche au trait
non plein.

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0b 3 2 5 06 2 24 36 26 5P SR SF S 5 54 36 b X 06 3 2 X 06 2 2 56 06 0 2 36 26 2 54 36 26 X 5 26 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Probléme 49 :

1.  Soit f la fonction définie par :
1
f(x) =1In |x+ |_x2 1
a)  Determiner le domaine de deéfinitionD; de f.
b)  Calculer les limites def aux bornes deDy.

c) Dresser le tableau de variation def.
d) Calculer f£(0). En déduire le signe d¢ (x)
suivant les valeurs dex.

2. Soitg(x) = xln|

a) Déterminer Ie domame de définitioan deg.
2

x+1

b)  Vérifier que — =1+ vy
(x-1) 2 _
c)  Montrer que l'm[ 2 In (1 +E)] =1
X - 400
d) En déduire quehmg(x) =1 et interpréter
X — +oo

graphiquement ce résultat.

e) Dresser le tableau de variation degy.

f) Montrer gu’il existe un réel e unique
appartenant a[0; 1[ tel queg(a) = 0. Donner un
encadrement d'ordre 1 dea.

g) Tracer C,.

3.  Soit f la fonction définie par :

h(x) = (x* —1)In \/:

a) Montrer que h est dérivable sur[0; 1] et que
pour tout x € [0; 1[, h'(x) = g(x).
b)  Déterminer I'aire du domaine plan limité par

la courbecg, I'axe des abscisse, I'axe des ordonnées

et la droite d’équationx = a

Correction :

1 2
1L f@=m[H|-25

a) D =]-o; —1[u]—1-1[u]1;+oo[.
b) G0 =m[H| -5
1imf(x)=ln1—+—oo=0_ hmf(x)=;—_2=+oo

X+ +oo x - —1"

lim £ (x) = In]1| —%: 0. limf() =57 =~
X+ —00 X — 1+
limf(x) === = +oo, lim £ (x) ——= —o0
x> 17 x+— 17 .

2(x%+1) _ 2(x2+1)
(x2-1)2  (x2-1)?
0, f est strictement croissante $uoo; —11, sur
]—1;1[ et sur]1; +oof.

Tableau de variation def

) VxeDf(x) ==+
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—00 -1 1 +o0
f'(x) + + +
f(x) |0 2400 —00 /' 400 —o 2 0

c) f(0) =0, signe def(x) :
Vx €]-oo; —1[U [0;1[, f(x) >0
Vx €]-1;0]U]1;+oof, f(x) <O0.

2. gx)=xIn |E -1
a) Dy=]-00;—-1[U]-1;1[ U ]1; +ool.
x+1 i_x—1+2_x_+1
b) E_l-{_x—l_ x—1 _x 1
o (x=1) 2\ _ lim—In(1+-%
) lim > ln(1+x_) z ( x—1)
X = oo X o 4o
_ 2 X = +oo
Posonst—;@{ Fs 0
ln(1+t)
tl—>0 t|—>0
. . 1 2 2\
d) llmg(x)—hm[x.ixaln(l +E) 1]
X 400 x—1
X — 400
Posonst=i<=>x=3+1(=>{x'_)+°°
t t—0

In(1+t)

llm[(2+t)
t—0

—1=2-1=1 4

limg(x) =1 doncc, admet une asymptote
X = +oo

horizontale en+oo.
e) tableau de variation deg :
. s 1 2 2
hmg(x) = lim |:xz X Eln (1 + E) — 1]
X P —00 x—1
X = —00

Poson$=xi<=>x=%+1<=>{x'_>+°°

t—0
In(1+t) o4 _
lim[2+ =2 —1] =2 1=1 4o
te0
limg(x) =1. limf(x) =—In0" = +o0
X = —00 x> —1"
llmf(x)——ln0+—+oo
x> —17
11mf(x)=ln(02—+)=—1no+=+oo;
x— 1"
1imf(x)=ln(02—+)=—1no+:+oo.
x e 1t
1
Vx €Dy g(x)—ln|x+ xzflzf(x),

Vx€]-oo;—=1[U[0;1[, f(x) >0
Vx€]-1;0]U]1;4+oof, f(x) <0

x | —oo -1 0 1 +o0
g'(%) + - |+ +
gx) |17 4oo +o0 N —1 /7 400 +oo N 1

f) g est continue et strictement croissante sur
[0; 1[. Elle réalise une bijection dé; 1[ sur

X 3 3 X X 3 30 50 X 36 b 2 36 26 X 5 36 3 X 3 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 5 24 36 36 X 54 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 4 36 26 2 54 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 5 06 26 2
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[—1; +oo[. Etg(0) X g(1) < 0 donc il existe un réet
unique appartenant[@; 1| tel queg(a) = 0.
encadrement d’'ordre 1 dex

g(0,6) = —0,1682 etg(0,7) = 0,2142

g(0,6) x g(0,7) <0,d0ou0,6 <a<0,7.

g) TracerCy:

~_

»

\/.
4. h(x)=(x*-1)In \/:

!
x+1 1 x+1 1 2 1
(i [72) = (2) 2 1x 2
1-x 2 1-x 2 x%2-1  x2-1

x%-1
Vx€|[0;1[, h'(x) = 2x1In /1x ==

x1n (x+1) —-1=g(x)

b) Il'aire du domaine
%@=—ﬁ%@ﬂx=%ﬂww=—kﬂ—
Iny+11—x0a=1—alna+11—a.

Probléme 50 :

1. Onconsidéref deR versR définie
2x-1

par: f(*) =

a) Etudier la fonction f.

b)  Construire Cy.

2. g estlafonction deR versR définie

par: g(x) = |f(x)|. Déduire de la question
précedente la construction de€ . Utiliser la courbe
C, pour établir le tableau de variation deg.

3. Ondonne la fonctionh deR versR définie
1-2x
1+2x|’
a) Démontrer que h est une fonction impaire.
b)  Etudier la fonction h.

c) Construire Cp.

4.  On considére la suitq(u,,), définie pour tout

par: h(x) =1n |

entier naturel non nuln par: u,, = In (2"_1)
par: u, = 2n+1/"

a) Calculeruq;u, .
b) Calculer la limite de u,,.

c)  (S,) estla suite définie par : pour tout entier

naturel non nul. §,, = uy + u; + --- + u,,. Calculer
S, en fonction den : en déduire la limite des,,.

5.  Atout nombre complexe z différent de— % on

associe le nombre complexe Z tel que :
_2z—
T 2z41°

a) Exprimer X et Y en fonction dex et dey.

b)  Déterminer I'ensemble E des nombres
complexes z tels que Z soit réel.

c) Déterminer I'ensemble F des nombres
complexes z tels que Z soit imaginaire pure.

.onposez = x+1iy; Z= X + iY.

Correction :

L™ =5

a) Etudier la fonction f.
1) . 4
Vx€IR—- {— 5}, flx) = G 0, doncf est

. . 1
strictement croissante S]J-FOO' - —[ et sur

|-1 +[hmf(x)]—lhmf(x)—+°o

x - too ’xl—>—5 o

limf(x) = —o0

1+
X —=

2

x| —w -2 +o0
f'G) + +
fx) |1 7 4w -0 2 1

b) €y en trait plein, €, en trait point et tiré.

2. gx) =
vxe]- b g0 =1
Vxe]—oo L
X
g'(x)
gt )1 2 4o +0oN 0 2 1
= ho ~ 2
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1+2x 1-2x
a) h(-x)=In |1—2x| et—h(x) =—In |1+2x| -
In|+=%| =1n 1ex) = h(—x), donch est une fonction
1+2x 1-2x
impaire.

b)  Etudier la fonction h.
11 1-2x
VxE]—E;E[,h(x)=ln( )

1+2x

L 1 —1+2x
Vx€ ]—OO; _E[ U ]E' +OO[, h(x) =1n (m)
lim[h(x)] =In1=0, lim h(x)_: +oo
X - oo J X -2 ;
limh(x) = +% limh(x) = —oo limh(x) = —oo

1t ; 1~ 1+

xr= =3 X 2 X P =

1.1 4, 4
VxE€ IR_{_E;E}'h( ) = yre—

il e -3 E +o0
2 2

h'(x) + _ m
h(x) |0 7 4o +00\ —00 0/ 0

c)  Cp voir figure.
4. (uy)/u,=n(22).

2n+1

a) u1=ln(g)=—ln3;u2=ln%.
lim[u,]=In1=0

b) :
n - oo

c) (Sn) ISn=ug +uy + -+ up.
Sn=u1+u2+...+un:]n§+]n§+]n§+...+

In (2::) =In E X % X ; XX (EZ:)] =1In (2n1+1)

tlim[Sn] = —oo
n - 4o

5. z¢—§/z:
X + iY.

a) Exprimer X et Y en fonction dex et dey.
_2z-1 _ 2x—1+2iy _ 4Ax%+4y?-1+4iy
T 2z+1  2x+142iy  (2x+1)2+4y2 '

_ 4x?+4ay?-1 . 4y
quex = (2x+1)2+4y2 ety = (2x+1)2+4y2

b) I'ensemble E des nombres complexes z tels

. _ 4y _

que Z soitréel.Z € IR & Im(Z) = oDt s

0 & y = 0, c’est une droite d'équation= 0.

c) I'ensemble F des nombres complexes z tels

e

2z-1
2z+1

.onposez = x+iy; Z=

on en déduit

gue Z soit imaginaire pure. z # —%, Z€eilR

4x%44y2%-1
(2x+1)2+4y2

1
un cercle de centre O et de rayos >

Re(Z) = =0<:>x2+y2=%doncFest

Probléme 51 :

1. Etudier la fonction f définie par
f(x) =n(Inx+ 1) avecn € IN".
2. On consideére la fonctionh définie par :

(Inx)24+21Inx+1
h X =
( ) [Inx+1|-2

a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?

b)  Donner les expressions dk(x) sans le
symbole de la valeur absolue.

c)  Etudier le sens de variation deh.

d) Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
e~1. Interprétation graphique du résultat obtenu.
e) Etudier les limites deh sur Dy,.

Donner le tableau de variation deh.

f) Trouver dans chaque cas, les réels non nuis
b et c dans chacun des cas tels que : Vxe€
|o;e3[u]e~3;e7], h(x) =alnx+b + <
vxe€[ele[ule;+of, h(x) =alnx+b +
Déterminer que la courbe deh admet une

« asymptote parabolique » suDy,.

Etudier sa position relative par rapport aC,.
3. Construire la courbe Gy,.

—Inx-3 '’
c

Inx-1"

Correction :

1. f(x)=n(nx+1)avecn € IN".
vV x € ]0; +oof, f'(x) = g > 0, alorsf est strictement

croissante suj0; +o.
limf(x) =lim[n(lnx + 1)] = —o

x>0 x—0
limf (x) = lim[n(Inx + 1)] = +oo
X » 4o X - 400
X 0 ~+00
f'(x) +
fx) —o0 2 Too
_ (nx)?>+2Inx+1 _ (Inx+1)2
> h(x) = Inx+1]-2 ~ [lnx+1|-2’

a) Dp={x/x€lIR,/|Inx+1]—-2=+0 }, posons
Inx+1]|-2=0&|lnhx+1|=2<
Inx+1=2 x=e — 1R _
{lnx 1= 2 = {x = o3 doncD, = IR
{e73;e}n]0;+o[ =]0;e73[U]e 3 e[ U ]e; +o.
b) les expressions d&(x) sans le symbole de la
valeur absolue¥ x € ]0;e3[u]e3;e7 1], h(x) =
(Inx)?+2Inx+1 _ (Inx+1)?
—3-Inx -
-1, : _
Vx€le He[Ul]e +xof, h(x) = —
c) Vxeloe3[ule3e™], M(x) =
(-Inx-5)(Inx+1)
x(—1Inx—3)2

—3-Inx
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]10; e=%] eth est strictement croissante $ar>; e =3[
etsurle~3;e71].

Vx€le Le[Ule;+x[, h(x)= (Inx+1)(Inx-3)

x(Inx-1)2 '’
alorsh est strictement décroissante feirt; e[ et sur
]e3; +oo[ eth est strictement croissante $eye3].

d)  Continuité deh ene™!:

. . (Inx+1)?
limh(x) = lim |—— = 1y
x> (e~ [ 3 lnx] ethg(e ™) =0et

x - (e™H)”
) s [Anx+1)?2]
lim h(x) = lim [T =0 ethd(e™) = 0 alors
xe (e™h) X (e—l)+

h est continue ea™ 1.

Dérivabilité de h ene™: h'd(e™) = 0 et
h'g(e™1) = 0 alorsh est dérivable ea™1.
e) leslimites deh sur Dy,.

_3n— —-3-Inx o+ ;

xP(e77)7 4 (e 3)"
2
limh(x) = lim [(l_n;jii] = (;i_ = —00,
X2 (@) g ey |
2

lim h(x) =lim (1112192:_11) ] = (;i_ = —,
x= (@7 x (o) ’
) i [Anx+1)?] 4
lim h(x)+—11m Inx—1 ] o+t T +°°; posong = Inx,
x v (e) x o ()

. o (Inx+1)2] _ .. t+1?] _
ona :hm h(xi_ lim [ —3—1nx] = lim [ —3—t] =+,

X = O x> O+ t —» —o0

lim h(x) = lim [ = i [ = oo

Inx-1 t—1
XH+0 4 oo t - 4o

Donner le tableau de variation deh

[ x |0 e e3 el e e3 +w
R (x) -] + +] - -+
h(x) 8 0 8

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X 5 36 3 X 3 36 2 X 2 22 e 2 3 2 50 26 0 24 34 36 2 50 36 26 X0 54 36 2 X 26 3 2 X 26 2 2 56 36 50 24 36 36 2 54 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 0 06 26 2

f) Trouver dans chaque casles réels non nuls a,

b et c dans chacun des cas tels que :
vx€]0;e3[ule3;e7t], h(x) =alnx+b +

— 2— -
¢ _zelny -Gi3a)nx-3hic. or jdentification

—lnx-3 —Inx-3
onaa=-1;b=1etc=4.
Vx€leLe[ule;+xf, h(x) =alnx+b +

¢ a(nx)?’+(b-a)lnx—b+c,

Inx—1 Inx-1
a=1;b=3etc=4.
« asymptote parabolique » &,.
vxe]o;e3[ule 3e ], h(x) =—Inx+1+

, soitn(x) = —Inx + 1, on calcule
—3-Inx
lim{h(x) = n(x)] = lim [ﬁ] =0 donce, est
x - 400 ! n

X = 400

; par identification on a :

une « asymptote parabolique gatelle queC, est au-

dessus d€,, sur]0; e~3[ etC, est au-dessous dg
surle™3;e71].

Vx€le e[ule;+of, h(x) =lnx +3 +
soitm(x) = Inx + 3, on calcule

lim[h(x) —m(x)] = lim[

X = +o00

Inx-1’

; m
X — +OO

une « asymptote parabolique ¢atelle quec, est au-

dessous d&,, sur[e™}; e[ etC, est au-dessus @,
sur]e; +oo].
3. Construire la courbé,.

A )

Probléme 52 :0On considére la fonctionh définie
par: h(x) = xIn|x — 1].

1.  Quel est 'ensemble de définition dé : D, ?
2.  Soitu la fonction définie par :
u(x) = xle+ In|x —1].
a) Etudier les variations deu sur D,,.
b)  Calculer u(0). En déduire le signe det(x)
suivant les valeurs dex.
3. Etudier les limites deh sur D,,. Dresser le
tableau de variation deh sur Dy,.
4.  Tracer la courbe Cy,.
5.  Soit (d,,) la droite passant par O et dont une
équation esty = mx (m € IR").
a) Déterminer les coordonnées des poinM; et
M, qui sont les points d’intersection de&;, et (d,,;,)
différent de O.
b)  Déterminer le réelm tel queA(y = 4) est le
milieu du segment[My; M,].
6.  SoitA unréel tel quei € 11; 2].
a) Calculer, I'aire A(A) vérifiant

2
{h?x)ssxfsz o (Rappelle— = x + 1+ ﬁ)

lim A(1) =

b)  Calculer 1o 1( ) .
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1.

2.

Vx€E

Correction : h(x) = xIn|x — 1]

D, ={x/x€lRx—1+0}=

D;, = ]—0o0; 1[ U ]1; +oo].

u(x) = i+ In|x — 1|

a) Vx=+1, u(x)—

-1 1
1)2 + x-1

x—2

G

]—o0; 1[ U ]1; 2] u'(x) < 0 alorsu est

strictement décroissante Juroo; 1[ et sur]1; 2].
V x € [2; +oo[, u'(x) > 0 alorsu est strictement
croissante sur2; +ool.

-

limu(x) = +oo limu(x) = +oo .
X — —0o ’ X +— 400 ’
1
limu(x) =lim [— +In(1—-x)[=—+1In0" =—
X 1- - 1 0
xm—1
limu(x) =lim [—+ In(x — 1)] == o %
X = 1 X - 1+ 0
est emporte sun0*.

x | —o 1 2 +o0
u'(x) - - +
u(x) | +o v —oo oo N 2 2 4o

b) u(0) =o0.

Vx€]-o;0]U]l;4o] u(x)>0
vxe[0;1] u'(x)<O.

3 limh(x) = —co | lim f(x) = 400,

) X B —00 "' x > 400 !
limh(x) =lim[xIn(1—x)] =In0~ = —
x—17 x+»1° '
limh(x) =lim[xIn(x —1)] = In0" = -
x> 1t xe 17t '
vx+1,h'(x) = ﬁ+ In|x — 1| = u(x),

V x € ]—00; 0] U |1; +oo[ h'(x) > 0 alorsh est
strictement croissante sl oo; 0] et sur]1; +oo.
Vv x € [0; 1[, u'(x) < 0 alorsh est strictement
décroissante suo; 1[.

X | —o 0 +0o0
h'(x) + 0 - +
h(x) | —o0 2 0 N -—o0 —0 /4o
4.  Tracer la courbeCy, :

h( ) _
lim=> = lim[In|x —1[] = “ , doncey, admet

X - +oo x — Foo

une branche parabolique de direction (OY) a l'iigfin

/
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5. (dp):y=mx(mEelIR")
a) Cpn(dyp)={M; M}enlx—1|=
x=em™+1 M, [e™+1; me™+m]

And {x =—eMm4+1 A Mz[l—em+1; -me™+m]’

b) réelm/A(y = 4) estle milieu du segment

YmMgtym, _ 2m
2 T2

6.  SoitA unréel tel quei € 11; 2].

_ 2 _ 1 5 2
©) AW =~ [} h@)dx =~ [7x*InGx = 1| +

[Ml;MZ](:)YAz =4S m=4.

2 x? 1 5 2 1.2

/’lx1d [735 ln(x—l)]l+5fl(x+1+
Iv-1dv=1-12xAnxy—1+14x2+12x12=2—-1- 1
2AAnA—1-1442- 124.

A1 '

Probléme 53 :On consideére la fonctionh définie
h(x) _ {x+1 Six € ]0 1[ U ]1 +OO[
0six=0

1 Quel est I'ensemble de définition dé ?
2 Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.
3. Soit u la fonction définie par : u(x) =
{ X — 1+xlnxszx>0

—1six=0
a) Etudier la continuité et la dérivabilité deu en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.
b)  Etudier les variations de la fonctionu sur son
ensemble de définition.
c)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
unique solutionx,, appartient a I'intervalle
[3,4;3,7]. Donner une valeur approchée da, a

1072 prés.
d) En déduire le signe dau(x) sur D,,.
4.

a) Etudier les limites deh sur sonDy,.
b)  Montrer que pour tout réel x € ]0; 1[ U

11; +oo[, A’ (x) = "(x) . En déduire le sens de

variation de h.

c) Montrer que h(xg) = xg.

d) Dresser le tableau de variation déa.

5. Etudier les branches infinies dec;, et celles de
C,. Tracer la courbe€y, et celle deC,,.

x+1
Correction : h(x) —{ ,S$ix €]0;1[ U J1; +oo
Osix=0

1. Dp={x/x€lRInx #0etx>0}=.
Dy, = [0;1[ U ]1; +ool.
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limh(x) = O_—J: =
x+ 0

h(0) = 0, alorsh est continue eA.

h(x)-h(0) _ x+1

x—0 ~ xlnx

0

2. Continuité de h en0: et

Dérivabilité de h enO:

lim 2000 _ 01 _
x—0 ot

x~0

en0, par conséquent, admet en ce point une demi-

tangente verticale.

3. u(x)z{—x—1+xlnxsix>0_

°°; alorsh n’est pas dérivable

—1six=0
a)  Continuité deu eno: Imu0) = -1 4
x 0
u(0) = —1, alorsu est continue eA.
Dérivabilité de u en0: X249 _ 1 4 Inx

lim u(x)-u(0) _
x-0

x~0

par conséquernt, admet en ce point une demi-

tangente verticale.
limu(x) = -1

b

) x—0
lim u(x) = lim [x (—1 -4 lnx)] =400
X
X — 400

; alorsu n'est pars dérivable dh

et

X = +o00
V x € ]0; +oo[, u'(x) = Inx ; alorsu est strictement
décroissante syb; 1[ etu est strictement croissante
sur]1; +oof.
Dressons le tableau de variation da.
X 0 1 400
u'(x) — +

u(x) | —1 N =2 7 4o
C) wu estcontinue et strictement croissante sur
[3,4;3,7]. Elle réalise donc une bijection f%4; 3,7]
sur[u(3,4); u(3,7)]. Oru(3,4).u(3,7) < 0. Donc sur
[3,4;3,7], il a un unique antécédent. Ainsi I'’équation
u(x) = 0 admet une unique solutiag € [3,4;3,7] et
xo = 3,57.
d Vxe]0;x[,ulx) <0etVx e Jxy;+ol,
u(x) >0
4,

4 limh(@) =0 lim h(x) = +oo

a b
) I’ v -0 X+ +0oo

h(x) =
, 1nx—%(x+1)
b) VXE]O;l[U]1;+OO[,h(X)—W—
u(x) .
x(Inx)2’
et sur]1; x,[ eth est strictement croissante sur
Jxg; +0ol.

c) Onsaitquei(xy) =—-xy—1+x5lnxy =0
Xo + 1 = x¢ In x4 alorsh(x,) = Tg;l = x,.
0

alorsh est strictement décroissante Hurl [

d) tableau de variation deh :

X 0 1 Xo +oo
h'(x) - - +
h(x) |0 N —o +oo N xg /A 400

5.  branches infinies deC,. % =-1- % +Inx.

Branche parabolique de direction (Oy) car

lim %x) =+
X = +o00
142
branches infinies dec. X2 = XL — Q
x xIlnx Inx
Branche parabolique de direction (Ox) car
lim hx) _ 0
X - .
X — 400

C;, trait plein et €, trait pointé.

T e
Vg
7’
r i e ——

Probléme 54 :On considére la fonctionf définie
par f(x) = —x*—-2+2Inx.

1. Etudier les variations def.

2. Endéduire le signe def(x).

3. Soith définie par: h(x) = —x+5—2"—.

a) Etudier le sens de variation deh et ses limites
en+oo et 0. Dresser le tableau de variation dé.

b)
unique a dans[4,2;4, 6.

c) Endéduire le signe dei(x).

4, Montrer que la droite (d) d’équation

y = —x + 5 est asymptote oblique &,. Etudier la
position relative deCy, par rapport a (d).

5.  Construire Cy, et (d).

6.  Calculer, I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par la droite (d), les droites d’équations

x =a,x =1 etCy. Calculer la limite de A(a)

lorsque a tend versO0.
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Correction : f(x) = —x* — 2+ 2Inx

1. Etudions les variations def: Dy =]0; +oo[

a2
Vx €]0; 4+ f'(x) = % f est strictement
croissantesur]0; 1] et f est strictement décroissante

sur[1; +oo[.

. . 2 21

lim f(x) = lim [—xz (1 +5- xzx)] =—o0

X P +0oo X 400

lim f(x) =lim[—x? — 2+ 2lnx] = —0

x 0 xP 0 ]

X 0 1 400

() + | =
f) X —w 7 -3 N —w

2. Vxe€]0;4f, f(x) <0,carf(1) =-3.

Inx

3. h(x)=—x+5—27.

x%2-2+42Inx _

V x € ]0; oo, A'(x) = - "
donch est strictement décroissargar]0; +oof.

lim h(x) = lim [—x+ 5_ 2“‘—’“] -
X - 400 x

a) <0,

e
x2
—oo

X = 400

lim f(x) = lim[—x+5—2
x~0

] = e
x—0
tableau de variation deh :

X 0 400
h'(x) -
h(x) 400 \
b)  h(4,46) = —0,13 eth(4,2) = 0,11
h est continue et strictemeaiécroissante sy#,2; 4,6].
De plush(4,46); h(4,2) < 0. D'aprés le théoreme des
valeurs intermédiaires I'équatidr{x) = 0 possede
une solution unique dans l'intervalld4,2; 4,6|.
c) Signe deh(x) :
Vx €]0;al], h(x) > 0 etV x € [a; +x, h(x) < 0.

4. h(x)—(—x+5)=-2 me on calcule

lim [A(x) — (—x + 5)] = lim [—2 lnTx]
X = +o0

=90 donc la
X — 400
droite (d) d’équatiory = —x + 5 est asymptote
oblique acy,.
Position relative deC, par rapport a (d) :

Inx

h(x) = (=x+5) = —2—
vV x €10; 1], [A(x) — (—x + 5)] > 0, C;, est au-dessus
de (d) et

V x € [1; +oof, [A(x) — (—x + 5)] < 0, G}, est au-
dessous de (d).

5. Cpet(d):

6. Vx€]l;4o[,[h(x)—(—x+5)] <O.
A(a) = — [[[h(x) = (—x + 5)]dx =

N [+21n7x] dx = [(Inx)?]{ = (Ina)? .
lim A(a) =lim [(In a)?] = +
a-0 a-0 '

Probléme 55 :

1. Etudier les variations et en déduire le signe de
g(x) définie sur]0; +oo[ par: g(x) = x> — Inx.
2. On considere la fonctionf définie par :

fx)=x+ 1+lnx.
a)  Montrer que lim f(x) = —co .,
x 0%
lim f(x) = +o0
X 400 )
b)  Dresser le tableau de variation d¢f.
c)  Montrer qu'une droite (D) d’équationy = x

est asymptote &. Etudier la position relative de

Cy par rapport a (D).

d)  Determiner le point A deC; ol la tangente est
parallele a(D).

e) Déterminer une équation de la tangente T a la
courbe C au point d’abscisse 1.

3.

a) Calculer les valeurs approchées 4072 prés

de f(x) pour les valeurs suivantes de :
0,3;el; 1.

b)  En déduire I'existence d’une valeur uniquex
comprise entre0,3 ete! telle quef(a) = 0.

4. Construire la courbe Cg, T et (D).

5.  Calculer I'aire de I'ensemble des point$4 du
plan compris entre la courbeCy, la droite (D) et les

droites d'équationsx = e letx = 1.

6. On considére les quatre réela,, ay, ag, a4
définis par : a; est I'abscisse du point d’intersection
de Cy et de (D) ;a; est I'abscisse du point d€; en
lequel la tangente passe par I'origine du repéereas
est I'abscisse du point d’intersection dé’f etde T;
a, est solution de I'équationf’’(x) = 0, ou f"
désigne la dérivée seconde de la fonctién
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a) Déterminer les réelsay, ay, ag, au.
b)  Montrer que ces réels sont des termes

consécutifs d’'une suite géomeétrique dont on
précisera la raison.

Correction :

2x2-1

1. Vx>0,g’(x)=2x—§= — =
(xvZ-1)(xvZ+1)
X

]0; ‘/2—7[ et strictement croissante s{u‘/zz +oo[ et

g (\/77) - %(1 +1n2) > 0 donc,g(x) > 0 sur]0; +col.

2. fx)=x+

a) fx)=x+

lim f(x) =lim [x+%(1 +lnx)] =Oi+(1 — ) =—0
x - 0F

1+Inx

X

1+Inx 1 Inx
=x+-+—
x x

x -0
lim f(x) =lim [x +%+ln7x] = 40
XP 40 44w '
g(x)
b) Vvx>0f'(x)= —3~ > 0, alorsf est

strictement croissante sjf¥; +ool.

et

x 0 +oo
f'(x) +
f(x) —00 s +00
_14lnx 1  Inx
0 f)-—x=——=—-+—,
. _ 1. 1+lnx
limf (x) — x =lim—— = 0 donc (D) est asymptote

X +o X - 400
aCr en+oo. Position relative :il dépend du signe de

fx)—x= 1+chnx. Posond +lnx =0 x =e™ L.

. Sixe]O;e‘l[anrsf(x)—xz1+inx<0,6f
est au dessous de (D).

. Six >e lalors f(x) —x = 1+lnx > 0, Cf est
au dessus de (D)

e Six=e lalorsf(x) —x = 22X = 0 |e point

B(e~';e™1) est commun & et (D).

d) le pointA deCs ou la tangente est parallele a
(D): f'(x0) =1 & x, = 1, doncA(1; 2) car La
tangented (xo; f (o)) @ pour coefficient directeur
f'(xp). Elle est paralléle a la droifessif'(x,) = 1
(coefficient directeur d®).

e) T:iy=fDx-D+f1)=x+1.

3. f estcontinue et strictement croissante sur
10; +ool. Elle est bijective d¢0; +oo[ sur IR.

X 0,3 e 1 1
’ _ > < pl/2 2 s <
f [ -038 0,37 2 1-2lnx20ex<e/four’20©x<0
ore'/2 et0 appartiennent §0; 1].
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, alorsg est strictement décroissante sur

%’%"%’%’%’%’%ﬁ%%ﬁ%ﬁ%ﬁ%%ﬁ%ﬁ%%’%’%’%ﬁ%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%i

Sur[0,3; e71], f est dérivable et strictement croissantﬁ
donc elle réalise une bijection f&3;e1] a
[£(0,3); f(e™1)]. Comme0 € [£(0,3); f(e )] =
[—0,38;0,37] et quef (e™1) x £(0,3) < 0 alors elle
admet un antécédent unigues [0,3;e™1].

4.

| )

5. [lf () —addx = [, (V) dx =

X
1
e

[lnx +%(ln x)z]
6.

a) Deéterminons les réelsy, ay, as, a4: Cr N

(D) ® ay = e™'; & est I'abscisse du point d€; en
lequel la tangente passe par I'origine du repére :
fla)(x —az) + f(ay) © ap = e7V/?;
GnTeaz=1;f"(a) =0 a, =e'/?

b) a,=e Y?2xe2=¢71q,=e"1/?

a; = e Y2 x el/? =1 eta, = e'/?, on remarque la

raison estj = e'/2 ; donc la forme récurrente est :
1/2

=1_0s5.
1 2

An+1 = Ané
Probléme 56 :

1.  Soit la fonction g définie par

gx) =1+x*(1-2Inx).

a) Montrerque, si0 <x<1,onag(x) = 1.
b)  Etudier le sens de variation dgg sur [1, +ol.
Calculer (1) etg(2).

c)  Montrer que g(x) = 0 possede une solution
unigue a dans l'intervalle [1; +oo].

d)  Donner de la valeur approchée der 21071,
2. On consideére la fonctionf définie par

_ Inx

f(x) - 14x2°

a) Etudier la fonction f. (on montrera que
=L

f((l) - Zaz)'

b)  Déterminer I'équation de la tangente T aCy
au point d’abscisse 1.
c)  Tracer la courbeCy.

Correction :

1. g =1+x*(1-2Inx).D; =]0; +oof
a) g =1+x*1-2hx)=>1e
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DouVvx€]0;1], g(x) = 1.

b) Vx€]0;+x[, g'(x) =—4xInx.

vV x € ]0;1[, g'(x) > 0, g est strictement croissante

sur]0; 1[.

V x € ]1; +o[, g'(x) <0, g est strictement

décroissante syf; +oof.

g) =2 et g2)=(-8In2)=-0,54.

c) Larestrictiong; deg a[1; +oo[ est continue et

strictement décroissante sur cet intervalle ; ds,@n

alimg(x) =—
X > +oo

[1; 4+oo[ sur]—oo; 3]. Comme0 € |—oo; 3], et aussi

g(2) x g(1) <0, alors d’aprés le théoreme des

valeurs intermédiaires I'équatigr(x) = 0 a une

solution uniquex dans l'intervalld 1; +ol.

d) Recherche de la valeur approchée de a

1071: g(1,7) = 0,82 g(1,8) = 0,43 etg(1,9) =

—0,024,0rg(1,8) x g(1,9) <0 alors1,8 < a < 1,9.

2. flx)=2%

1+x2
a)  Etudier lafonction f: Dy = ]0; +oof.

e8] JORT . .
, doncg réalise une bijection de

1+x2-2x?Inx _ 1+x%(1-2Inx) _

Vx> O, f'(x) = x(1+x2)2 x(1+x2)2
gx) ] , _
sare VX El0al f(x) > 0 f eststrictement

croissante sul0; «|.
V x € ]a; +oof, f'(x) < 0 f est strictement
décroissante syu; +oo[

g(a) —O<=>1na— alorsf(oc)—
0 a +o0
@ + | -
f(x) —oo 2 % N 0

b) Tiy=x-1.
c)  Tracons la courbeCy :

e

Probleme 57 :On considere les fonctiong eth

2
définies respectivement par f(x) = Z =X +x+2In(x+1)

d) Démontrer qu'il existe un point unique A de
Cy ou Gy admet une tangentel parallele a(D) la
droite d’équation y = x.

Déterminer les coordonnées d4.

e)  Construire la courbeC,.

2. Discuter graphiquement, suivant les valeurs
du parameétre m, du nombre de solutions de
I'équation : f(x) =x+m

Placer ces solutions par rapport & ete — 1.

3.

a) Justifier que f est une bijection deg—1; +o[
sur un intervalle que I'on précisera.

b)  Construire la courbe def~1.

Correction :
1.
a) hx)=@x+1D?+2-2In(x+1)
2
Vx € ]-1; oo, hi(x) = A 2t
lim h(x) = 4o ot lim h(x) = +oo.
X - 4o x— —1
Tableau de variation desur]—1; +oo[ :
X -1 0 +o0
R (x) — | +
h(x) +oo N\ 3 7 +o0

Le minimum deh est3 > 0, donc suj—1; +[ on a

h(x) > 0.
b) f(x) _x +x+2+1;1(x+1) x+2 ln:-;l)

. _ x%+2x+1+2-2In(x+1)
Vx€]-1;4+0, f'(x) = D) =
h(x)

(x+1)2

1—1; 4oo].

> 0, doncf est strictement croissante sur

lim f(x) = 4o ot limf(x) = —o
X = 4o x - —1

-1 +o0

x
JE3) +

f(x) —® 7 +o0

c) branches infinies def :

@ x +x+§1n(x+1) 1+ 21n(x+1)
x x2+x

lim 22 = 1im [14+2%
X — 400 X B 4o

. _ . In(x+1)] _
lim [f(x) — x] =lim [2 x+1 ] - 0, doncCy admet
X = +o0

X 1 , on déduit

ln(x+1)

+1 x]_l

que

X — 400
une asymptote oblique d’équatign= x.

x+1
et h(x) = (x + 1) +2 — 2In(x + 1) d  fl)=1lex=e-1=17L
N A[(e—l); (e—1+§)].
_ e) Cyentrait plein et Cs-1en trait pointé.
a) Quelestle signe d& ?
b)  Etudier les variations def.
c) Etudier les branches infinies def.
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rF s o

A 4

2. f(x)=x+m.

. Sim € ]1; +o[, aucune solution.

. Sim € ]0; 1], deux solutions.

. Sim € ]—o0; 0[, une seule solution.
3.

a) f estcontinue et strictement croissante sur
]—1; +oo[. elle réalise une bijection de-1; +oo[ sur
]—00; +oo[.

b)  €¢-1 en trait pointe.

Probleme 58 :unité graphique 2 cm

1.  Soit g définie par: g(x) = x* + 1 —Inx.

a) Etudier le sens de variation deg et ses limites
en+oet0.

b)  Dresser le tableau de variation dgy. En
déduire le signe deg(x).

2. On considére la fonctionf définie par :
lnx

fx)=x + +—

a) Determmer la limite de f enO. Interpréter
graphiguement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co.

c)  Montrer qu’une droite (D) d’équation
y=x +% est asymptote &;. Etudier la position
relative de Cy par rapport a (D)

d) Dresser le tableau de variation d¢f et
construire la courbeCy et (D).

3. Montrer que I'équation f(x) = 3 admet une
solution et une seulex et que 'on a :2 < a < 3.

Donner un encadrement d’amplitude10~2 dea.
4.  SoitA est un réel supérieur a3.

a) Calculerl= f:@ dx.

b)  En déduire encm? l'aire A(A) de la partie
du plan limitée par la courbe€y, la droite (D) et les
droites d’équationsx = e, x = A.

limA(A4)

c) Calculer 1 +o0
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Correction :

1. gx)=x*+1-Inx.
lim g(x) = lim [x? (1 + % = =)| = +o0

a) x2

X = too X = 4o
lim g(x) =lim[x> +1—Inx] = —In0% = +
x~ 0" xw-0f '

(x\/— 1)(xx/_+1)

X

b) vx>0,9'(x)=2x—
Sens de variation deg sur ]0, +oo[:

v x e]O-ﬁ[ g'(x) < 0 doncg est strictement
décroissante SL]t) —[

vV x e];; +oo[, g'(x) > 0 doncg est strictement
croissante sug; +oo[.

Tableau de variation deg sur ]0; +oo| :

X 0 \/E +oo
2
g'(x) - 0 +
g(x) +o0 \ 1,83 7 Foo

Signe deg sur ]0; +oo[ : Le minimum deg est
0,83 > 0, donc suﬂO +oo[ on ag(x) > 0.

Inx

2. f(x)—x+ +—

Inx -0
a) limf (x) =lim [x tot—| == —®. 13
x - 07 x -0t

droite d’équationx = 0 est asymptote verticaleCa.

b) limf (x) =lim [x +=4 lnx] +oo
X to X = +oo

) [lim [f(x) - (x + %)] =lim [me] =0 donc la
X > +00 X - 400

droite (D) d’équationy = x + % est asymptote oblique
acCr en+too.

Position relative : poson&(x) — y = % = 0.

- Six €]0;1[, Cr estau dessous dp).

- Six > 1, Cr est au dessus ¢B).

- Six =1 alors le poinB (1;3) est commun Ef
et(D).

d Vxe ]0o;+oof,f'(x)=1+

x?>+1-Inx g(x)

1-lnx _
x2

>0, f est strictement croissante sur

xZ
10; +ool.
Tableau de variation désur]0; +oo| :
X 0 400
f'(x) +
f(x) —© 7 +4»
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3. Lafonctionf est dérivable et strictement
croissante sur [2 ; 3], donc elle réalise une bgaae
[2; 3] sur[f(2); f(3)] =[2,84;3,86]. Le nombre
trois (3) est compris entrg(2) etf(3), et que

[f(2) —3] x[f(3) —3] < 0 donc I'‘équatiorf (x) =
3 admet une solution uniguedans [2 ; 3].
Encadrement d’amplitude 10~2 dea :

Avec une calculatrice f(2,14) — 3 = —0,00034 et
£(2,15) — 3 ~ 0,0006. 2,14 < a < 2,15.
Calculons! = [; f(x)dx :

= flef(x)dx = fle [x +%+ lnx] dx =

X

[x2+x+(lnx)2]e _e’te-1
2 1 2
4.  Soit A est un réel supérieur a3.

Al Al
a) I=/[ %x)dx=%fe Z%x)dx=%[(lnx)2]é‘
I=2[(nx)?A =2 (nA)% —=.
A
b)  AM) =4[ [f(x) —yldxcm? =
4fe/’l [lnTx] dxcm? = 41cm?
A = 2(In1)? — 2

0) lim A(A) =1lim[2(In1)? — 2] = +o

A 400 A 400 )
Probléeme 59 :On considere la fonctionh définie
2Inx
x2+x"

par: h(x) =

1. Quel est I'ensemble de définition dé& ?
2. Etudier les limites deh sur Dy,.

3.  Soitu la fonction définie par

x+1

2x+1

a) Etudier le sens de variation deu sur D,,.

b)  Calculer u(1) etu(2).

c)  Montrer que I'équation u(x) = 0 a une
solution unique a dans l'intervalle ]0; +oo|.

d)  Trouver un encadrement dea 21071,
e) En déduire le signe dat(x) sur ]0; +oof.

u(x) = —Inx.

2
a2a+1)’

6. Dresser le tableau de variation déa.
7.  Construire la courbe C},.

5. Montrer que h(a) =

2Inx
x2+x’

Correction : h(x) =

1. Dp={x/x€lIRx>0}=]0;+0o][.
2. Etudions les limites deh sur Dy, :

. . 2Inx -0

limh(x) =lim [x2+x] =05 = T gt

x+—0 x -0

lim A(x) = lim [2';‘—2" =0

XP+0o 41w '

3. u@® =21 _Inx:D, =]0;+oo]
. ux) = 2x+1 nx . u — )

a) sensde variation dat surD,, : V x € ]0; +oo],
, _ -1 1 —(x+1)(4x+1)

u'(x) = G 2 xS 0, alorsu est

strictement décroissante J0¢ +oo].

by u(l)= § = 0,66 et
u(2)=2-In2=-931.10"2.

c) Pourx € ]0; +oo[ : u est continue (puisque
dérivable), strictement décroissante et prend des
valeurs négativeéifrfgicgoz ~%) et positives

(lim u(x) =+
x>0

intermédiaires, I'équation(x) = 0 a une unique

solutiona dans|0; +oo|.

d)  Trouver un encadrement dea 21071 :

u(1,8) = 2,09.1072 etu(1,9) = —3,76.1072.

on trouveu(1,8) x u(1,9) < 0doncl,8 < a <19.

e) En déduire le signe dau(x) sur]0; +oof :

Vx€|0;af,ulx)>0;

Vx € la; +oof, u(x) <0;

six=a,u(a) =0.

). D’'apres le théoréme des valeurs

2(x2+x)-2(2x+1)1
4 Vx>0,h'(x)=x(x+x) @x+Dlnx _

(x2+x)2
2(x+1)-22x+D)Inx _ 2@x+D[7-Inx|
(x2+x)2 - (x2+x)2 =
_ 2(2x+1)
T (x2+x)2 X u(x).

Vv x € ]0; a[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suj0; «|.
V x € Ja; +oo[, h'(x) < 0 alorsh est strictement

décroissante syu; +oof.

5. Montrer que h(a) = 2

4. Montrer que : aZa+1)’
_2(2x+1) . — at+l — a+1 _
¥ x € Dy, h'(x) = 77,57 X u(x). En déduire le u(@) =-—~~—1In 6+¥1 0= ——=ha
. . a
sens de variation deh sur Dy,. h(a) = 2ina _ %505y _ a+l 2 __ 2
a’+a a’+a 2a+1 a(a+1) a(2a+1)
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0. tableau de variation deh :

X 0 a +o00
h'(x) + 0 —
h(x) —o0 7 2 N 0
a(2a+1)
7.  Construire la courbe Cy,.

Probléme 60 :

1. Soit g lafonction définie sur]0; + o[ par
gx)=xInx—x+1.

a) Etudier les limites deg sur ]0; 4 oo[.

b)  Etudier les variations deg.

En déduire le signe dgg(x) en fontion dex.

c) OnnoteC’lareprésentation graphique de la
fonction x — Inx dans le repére(0; T, j). Montrer
queC et C'ont deux points communs d'abscisses
respectivesl ete et que, pour toutx élément de
[1;e], 0on a:g(x) < Inx. On ne demande pas de
construire C et €.

d) Calculer] = fle(x —1)Inxdx.

e) Soit le domaine plan défini par :

A= M(x;y)1<x<eetg(x)<y<lInx}.
Déterminer, I'aire de A. Donner une valeur
décimale approchée a10~2,

2. Soit f la fonction définie par

f(x) = —Inx.

a)  Etudier les limites def sur Dy.

b)  Etudier les variations def.

c)  Tracer Cy de la fonctionf.

d)  Montrer que I'équation f(x) =% admet une

unique solution, notéenr, et que3,5 < a < 3,6.
3. On considéere la fonctionh définie sur

J1;+oof par: h(x) =Inx+x+-.
a) Montrer que a est une solution dei(x) = x.
b)  Etudier le sens de variation deh.

Correction :

1. gx)=xnx—-x+1

Ensemble de définitiond, = ]0; +oo].

lim g(x) =1 lim g(x) = 4w
x>0 x > 4o

b) Vx €]0;4+o[ g'(x) =Inx

a) et

X 0 1 +o0
g'x) | | - | +
gx) |1 \ 0 A e

On remarque qug(1) = 0 qui est aussi I'ordonnée d

point minimum, alors de ce fait on en déduit que :
V x €]0; 4+ g(x) > 0.

c) On sait quex — Inx et g(x) sont strictement

croissante surl; e]. Pourg(1) =In1—-1+1=0et
g'(1)=In1=0. Pourg(e) =elne—e+1=1¢et
g'(e) = Ine = 1. Vérifions cette hypothése,

Vx €[Le]l,glx) <lnxe= gkx)—Inx <0
gx)<lhxe=xnx—x+1-Inx<0
g)<lhxehx(x-1)-(x-1)<0

g <hxe (x-D(Inx—-1)<0
Vx€[le],x—1(nx—1) <0..

posons (x —1)(Inx—1) =0 {J; i i (vraie).
d) Calculons J = [[(x — DInxdx:
] = fle(x —Dlnxdx = flexlnxdx —flelnxdx

e _
]=[lx21nx—lx2—xlnx+x] — s

2 4 1 4
e) A= fle(lnx —g(x)dx =

A= fle[—(x— Dinx+x—1]dx=—-]+

e?—4e+5
4

e _ 1.2 ¢ _
J;x=1Ddx=-]+ [Ex —x]l =
2. f(x)= ﬁln x. Ensemble de définition; de
f:DF=10;1[U]1; +oo[ .

a) f(x)=ﬁlnx=ln7xx%

X

. 1 1 _ ﬁ _
limf(x) = lim [;lnx] =55 = +oo;
x—0 x -0
limf (x) = lim ln—xxil] =0 _, limf(x) =1
x 1-= et .
X B +oo x x> 1
X 400
b)  Etudions les variations def : Vx€
1
, _ Fx-D-Inx 0 ylnx—x+1
]01 +OO[,f (X) - (1-x)2 - = x(1-x)2 -
—9(x)
Tn)? <0.
X 0 1 +o0
f'x) - -
f(x) +o0 N\ 1 1 N 0

c) TraconsCy:
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d)  f(3,5)=0,501etf(3,6) = 0,492

f est dérivable et strictement décroissante sur

10; +oo[ donc sur3,5; 3,6[. On remarque qu;e
appartient 31 (3,5); f(3,6)[ = 10,492; 0,501[. Il a un
unique antécédent pout sur]f(3,5); f(3,6)[ =
10,492; 0,501[. L’équationf (x) = % a donc une seule
solutiona € ]3,5; 3,6].

3. h(x)=Inx+;x+;
a) f(a)= % Slha = %a — % On déduith(a) =
lna+%a+%=%a—%= +%a+%=%a+%a =«
(vraie).

b)  Vx €0+, h'(x) = +5=22>0,donc
h est strictement croissante $0y+oo[.

Probleme 61 :On appellef la fonction définie sur
l'intervalle | = ]—2; +oo[ par

f(x) =1+ xIn(x + 2). (unité graphique 4 cm).
1.  Etudier les variations de la fonctionf".
2. Montrer que sur l'intervalle |—2; +oo]
I'équation f'(x) = 0 admet une solution uniquex

. appartenant a [-0,6; —0,5].

3. En déduire le signe d¢f’(x) selon les valeurs
dex.
4. Etudier la limite de f sur Dy.

5. Montrer que pour a appartenant &

. _ 2-a)(a+1)
[_0, 6; 0, 5]1 f(a) - a+2 .

6. Dresser le tableau de variation d¢f et étudier
les branches infinies.
7. Construire la courbe Cy.

Correction : (unité graphique 4 cm).

fx)=1+xIn(x+ 2).
1. les variations de la fonctionf"':

"(x) = X
Vx>-=2f(x)=In(x+2) +t

" _L 2 _ x+43
Vx>=2,f'(x)=—+ G e 0, doncf
est strictement croissante $u2; +oo.
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Posong =x+2x=t-2,

lim f'(x) =lim [ln(t) +1 —%] = —0o0

et
X =2 50

. ' s x| _
lim f'(x) = lim [ln(x +2)+ m] = 400
X — 400 x > 400

X -2 +oo
f'(x) +
oo [ | —w 7

2. f'est continue et strictement croissante sur
[—0,6; —0,5]. Elle réalise donc une bijection de
[—0,6; —0,5] sur[f'(—0,6); f'(—0,5)] =
[—0,92;072]. Orf'(—0,6).f'(=0,5) <0 et 0 €
[—0,92;072]. Donc suf—0,6; —0,5], il a un unique
antécédent. Ainsi I'équatiofi(x) = 0 admet une
unique solutiorr € [—0,6; —0,5].

3. signe def’(x) selon les valeurs d&
Vxe]-2al], f'(x) <0

Vx € [a;+oof, f'(x) >0

4 lim f(x) =lim[1 + xIn(x + 2)] = 4o

x - —2 x - =2 et
lim f(x) = lim[1+ xIn(x + 2)] = 4+
X = 400 X = 400
5. Vae[-06;-0,5], f'(a) =In(a +2) +
Z —0oh(@+2)=—-—.
a+2 a+2
Vae[-06;—-05], f(a)=1+aln(a+2)=1-
a_z _ a’-a-2 _ (2-a)(a+1)
a+2 a+2 | a+2
6. tableau de variation def :
X —2 a 400
f') ~ | +
fx) too N f(a) 7t

Etudions les branches infinies :

% = % + In(x + 2), on peut déterminer :

L ) 2 =
lim — = lim [x + In(x + 2)] = +oo’ donce;

X — 400 X — 400
admet une branche parabolique de direction (Oy).

Y
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Probleme 62 :On considere la fonctionf définie

x+2
par : f(x) ={ xIn="-

0 six=0

six>0

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier la continuité au point 0.

c)  Etudier la dérivabilité au point 0 et
interpréter ce résultat.

2. Montrer que, pour tout, x > 0, f"'(x) =

—x(x+2)2 En déduire quef’ est strictement

décroissante sur0; +oo|.
3. Montrer que f est strictement croissante sur
]0; +oo[. Dresser le tableau de variation def.

4.  Déterminer une équation de la tangente Fa
Cy au point A d’abscisse 2.

5. Construire la courbe Cy.

6. Soith la fonction définie sur[0

h(.X') = m

a) Dresser le tableau de variation dé sur

[0; +oo.

b)  Vérifier que pour tout x € ]0; +«[, on a
f(x) — h(x) = xf'(x). En déduire la position
relative deCy et deCy,.

c) Déterminer une équation de la tangente §a
C; au point B d’abscisse 2.

d) Construire la courbe de la fonctionh et la
tangente Tg.

; +oo[ par

x+2 .
Correction : f(x) = { R e

0 six=0
1.
b) llmf(x) —hm[x In(x +2)—xlnx]| = 0
x>0t xw- 07
f£(0) = 0 alorsf est continue au poilt
-0 . 2\| =
c) 11mT =lim [ln (1 + x)] = 400
x- 07 x+-07F
pas dérivable au poiltalorsC; admet une demi-
tangente verticale.

2. Vx>0,f’(x)=ln(1+§)—

, f n'est

2
x+2°

; ___2 x 2 —2x—442x
Vx>0f"(x) = xt2 | (422 x(x+2)?

x(x+2)2 < 0, alorsf’ est strictement strictement

décroissante syf; +oof.

3 llmf (x) =lim [ln (1 + )

P+ 4 4o

doncf’ (x) > 0 sur]0; +oo[, doncf est strictement

croissante suj0; +oof.
lim f'(x) =In (02—+) =—In0t =+

+2] In(1) = 0

; posons
x - 0t
2 -
t=1 +3 o {x = +0o lim f(x) —llm[Zln—t =2
x=1:_1 te1l xB 4o 1 "
x 0 +o0
f(x) -
f'(x) +00 N 0
f'(x) +
f(x) +o0 7 2
4. Taiy=(n2-3)x+1.
Cy en trait plein ; €y en trait pointé et Tg
- - - I
- -
- s m Wm Em =
6.  sur[0; +oof par h(x) = —7
a) tableaude varlatlon deh sur [0; +oo[.
V x € [0; +oo[, h'(x) = 2)2 > 0, alorsh est
croissante su0; +oo].
lim h(x) = llm[ ] eth(0) = 0.
D vl I
X 0 +0o0
h'(x) +
h(x) 0 7 2
b) Vvx>0,onaf(x)—h(x)=xf"(x):
xf'(x) =x 1n(1 +3) —L] etf(x) —h(x) =
xln(l + )—% = x[ln(l +§) —%] = xf'(x).

position relative deCy et deCy,.

V x € ]0; +oof, xf'(x) =xln(1 +%)—%>O,C’f

est au-dessus d@x,.
c) Tg:y= %x + %
d) Voirfigure.
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Probleme 44 :On considére la fonction f définie
par : d’'unité graphique 5 cm

1

f&x) = {2

x*(3—-2Inx)+1, six>0
1, six=0

1.  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en

0. Interprétation graphique du résultat obtenu.

2. Etudier les variations de la fonctionf.

3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique a sur [4, 4; 4, 8].

Encadrer a d’amplitude 10~2 prés.

4, Déterminer une équation de la tangente Ta
C au point d’abscisse 1.

5. Soit h la fonction définie par

h(x) = f(x) —2x — 7.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?

b)  Calculer h'(x) eth"(x).

c)  Etudier le sens de variation deh’ et en
déduire le signe deh'(x).

Etudier le sens de variation déh.

d)  Montrer que h admet un prolongement par
continuité a droite de0. Etudier la limite de h en
+o0. Dresser le tableau de variation dé.

e)  Montrer que C; admet un point d'inflexion A
a déterminer son coordonnée.

6.  Construire Cs; Cp et T,.

1

Correction : f(x) = {2 x*(3-2Inx)+1, six>0

1, six=0

1. Continuité de f en0:
lim f (x) =lim Exz —x%lnx + 1] =1

etf(0) =1,
x= 0 xis0
alorsf est continue efl.
Dérivabilité de f en0: L2LO =2y iy
F@-f©) 3 _
lim =g —lim [zx xlnx] = 0. alorsf est

x+~0 x~0

dérivable er0, par conséquerd; admet en ce point
une demi-tangente a droite de 0.

2. variations de la fonctionf :

lim f(x) = lim [%x2(3 —2Inx) + 1] = —o0

X Pt x - oo

vV x € [0; +oof, f'(x) = 2x(1 — Inx);

V x € [0; e], alorsf est croissante sii0; e]

V x € [e; +o[, f est décroissante slu; +of.

X 0 +o0
Je)) + | —

fO) | 1 2 %ez \

3. f(48) = —508 et f(44) = 1,35.

—00

f est continue et strictement décroissantd 44t 4,8].

De plusf(4,8).f(4,4) < 0 et0 € [-5,08; 1,35].
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
I'équationf (x) = 0 admet une unique solution

a € [4,4;4,8]. Encadronsa d’amplitude 10~2 prés :

par l'utilisation de la calculatrice, on remarqueq
[f(4,71) = —0,102] X [f(4,69) = 6,6.107*] < 0
alors 4,69 < a < 4,71.

4. Tiiy= fOG-D+f1) =2x+.
5. h()=f(x)-2x—3.

a) Dp,={x/x€IR, x>0}=]0;+0o][.

b) Vx>0,h(x)=%x2—x21nx—2x+%

Vx>0h'(x)=2x(1—-Inx)—2=2(x—xInx —
letvVx>0 A"r=—2nx.
c)  sens de variation deh’:

X 0 1 400

W) | | + | =

Vv x € ]0; 1[, h’ est strictement croissante §0y1[ et
V x € ]1; +oo[, h' est strictement décroissante sur
]1; +oo[. Déduction du signe deh'(x) : h'(1) = 0,
limh'(x) =lim[2x(1 — Inx) — 2] = —oo,

x> 400 x> 400 ’

limh'(x) =lim[2(x —xInx — 1)] = =2

x>0t xe0f
X 0 1 400
R (x) + | -
h'(x) —00 2 0 N —o

doncv x > 0,h'(x) < 0.

sens de variation déh : Vx > 0, h'(x) < 0, alorsh
strictement décroissante 0t +oo].

d) h admet un prolongement par continuité a
droite de 0 :

limh(x) = lim Exz —x%lnx — 2x +%] = % .

x2 0 x50

limh(x) = =% apieau de variation deh
X > 400
X 0 +o
h(x) | | -
h(x) | 1/2 N %

e) €y admet un point d'inflexion A a déterminer

son coordonnée h''(x) = —2Inx =0 x =1,
c’est le point4d(1; 0).
6.  Cyentrait plein ; €, en trait pointé et T,.
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Probléme 64 :Soit f la fonction définie sur

l'intervalle ]0; + oof par: f(x) = x — Inx

x2’
1.  Soitu la fonction définie par :
u(x)=x>-1+2Inx.
a)  Etudier le sens de variation de la fonctiont
sur l'intervalle ]0; + oof.
b) Calculer u(1) et en déduire le signe da(x)
pour x appartenant a l'intervalle ]0; + o|.
2.
a) Determiner les limites def en O et emt-co.
b)  Dresser le tableau de variation d¢f.
c) Démontrer que la droite @A) d’équationy = x
est asymptote oblique a la courb€; .
Determiner la position deCy par rapport a ().

d)  Tracer la courbeCy et la droite ().

3. Onnoted un nombre réel tel qued > 1 et on

désigne parA(4) l'aire, de la partie du plan
délimitée par la courbeCy, la droite () et les
droites d’équationx =1 et x = 4.

a) Alaide d’'une intégration par parties,
démontrer que : A(A) =1 — I"TA — % .
b)  Déterminer la limite & deA(4) lorsquea
tend vers+co.

c) Démontrer que® =c/l(%).
Correction :

1. u(x)=x*-1+2Inx.
3x3+42

a) Vx>0 u’(x)=3x2+)2—c= > 0,
doncu est strictement croissante §0§ + oo|.

b) u(1l) =2In1 =0 euest strictement croissante

sur]0; +oo[, donc

. Si 0 <x <1, alorsu(x) <u(1) doncu(x) < 0.
. Six=1,u(l)=0et
. Six> 1 alorsu(x) > u(1) doncu(x) > 0.

Inx

2. f(x)=x—x—2

Page 69 sur 215
b 2 e’ @ @ e s i e D @ e e S e S e S SR eea e e RS S e S S S S S S S S S e

. . 1
limf (x) =lim |x — %] = 400

a) et
X Pt X — +oo
. . Inx —00
limf(x) =lim |x ——xz] =—oF= +o00

+
x+ 0 x|_)0+

b)  Dressons le tableau de variation dé:
x3-1+42Inx _ u(x)

V x € ]0; +oo[, f'(x) :T_?>O
X 0 1 400
&) - | +
f) X 40 N 1 7 4o
lim[f(x) — y] =lim [ln—x] =0 :
C) x2 donc la droite
X to x - 400

(8) d'équationy = x est asymptote obliqueG.
Deéterminons la position deCy par rapport a (4) :

Inx

Elle dépend du signe ggx) —y = —

- Six €]0; 1[, Cr est au dessus d@a).

- Six > 1, Cr est au dessous @&).

- Six = 1 alors le poinB(1; 1) est commun &
etA.

d)  Tracons la courbeCy et la droite @) :

3.
a) Démontrons que \A(4) =1 — l“TA —% :

Sur[1; +oo[, la droite Q) est au dessus @&, donc

21 Inx]*  A-1
A@) = [} Zdx = [—%]1 - [} Sdx =
_ln_x_l]l_ _Ina_1

1 RN

X X

Inx|*  a- In A
A(A)—[—%]l—fl x_;dx_l_nT_%'
i =i _la_1]_
limA(A) =lim [1 7 ] =

A

c) dq(l)=1—ﬁ—

e

b)

=1- =1.

o IR =
ml»—lll

-
QIR =

1
Probléme 65 :

A.  On considére la fonctionf définie par
Inx

f(X) =1+ T
1. Etudier les branches infinies de la fonction
f aux bornes de son ensemble de définition.
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2. Etudier les variations de la fonctionf aux
bornes de son ensemble de définition.

3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique dans l'intervalle [e~1; 1] qu'on
note a. Encadrer a d’amplitude 1072,

4.  En déduire le signe dgf (x).

5. Montrer que la fonction F définie sur
lintervalle ]0; +oo[ parF(x) = %(ln x)? + x est
une primitive de la fonction f sur cet intervalle.

6.  Construire la courbe Cy.

B.

2.  Deéterminer une équation de la tangente T &
Cy au point d’abscisse 1.

3.  Soit h la fonction définie par

h(x) = —x* + x + Inx.

a) Etudier les variations et le signe dé.

b)  Montrer que, ¥V x > 0, f(x) — x = 22,

c)  Endéduire la position relative deCy par
rapporta T.

C. Soitxgy un réel appartenant a l'intervalle
|e™%; a[. On note M, le point de€; d'abscissex,.
1. Donner une équation de la tangent&, a Cy
en fonction dexy, f(xg) et f'(xg).

2.  Soitx, I'abscisse du point d'intersection de
T, avec I'axe des abscisses.

Ecrire x4 en fonction dexg, f(xo) et f'(x).

3. On considére la fonctiong définie sur

f&x
le™%; a par g(x) = x — o

a) Montrer que g(xg) = x1. Calculer g'(x).

b)  Etudier le signe def"(x) sur |e™; a].

c) Endéduire queg est strictement croissante
sur |e™1; a] puis montrer quex; < a.
d)  Etudier le signe deg(x) — x sur |
déduire que el < xg < x; < .

4.  Démontrer que, pour toutx appartenant a

letal, g(x) € Je™L; a.

Correction :

e L af. En

Inx

A. f(x)—1+— Dy = 10; +o]

1. limf(x) = —

* la droite o équation = 0 est
x~0

asymptote verticalel.lmf () = 1, la droite
X = +oo
d’équationy = 1 est asymptote horizontale.
2. VxE]0;+oo[,f'(x)_1lnx f()_1+_~

1,36.

X 0 e + 00
Jde)) + | —
f(x) -0 2 1,36 \ 1

3. f est continue, strictement croissante sur
[e71;1], fe™) = —1,72 etf(1) =1,0rf(e™ 1) x
f(1) < 0 donc d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires | I'équatiofi(x) = 0 admet une
solution uniquex dans[e~1;1].

Encadrement dea d’amplitude 1072 :

Avec la calculatrice, on trouM&56 < ¢ < 0,57.

4, Commef(a) =0, et0,56 < a <0,57:

Six €]0;af, f(x) < 0. Six € |a; 4+, f(x) > 0. Si
x=a, f(a) =0.

5.  Montrons que F(x) = 1(ln x)?%+x:

¥ x €10; +oof, F(x) = 225 + 1 = f(x), d'oll la
fonction Fdéfinie sur I’ mtervallélo, +oo[ parF(x) =

%(ln x)? + x est une primitive de la fonctighsur cet

intervalle.
—
B.

1. f()=1etf'1)=1,doncT:y=x
2.  h(x)=—-x*+x+Inx, Dy =]0; +oof

a) VxE€]J0;+eo, h'(x) =#=
(e-D(-2x-1) limh(x) = —oo ot limh(x) = —eo
x X = oo x— 0
X 0 1 +oo
R (x) + | —
h(x) —0 7 0 N —o

Commeh admet un maximum 0, alovsx € ]0; +e<[,
h(x) < 0.

b) f(x)—x—1+1n—x—x——( —x%+x+
Inr=/xx.

C) Vx€e]0;+mf, h(x) <0, alorsf(x) —x =

h(x) < 0, doncCy est toujours en dessous de T.

C. xo € |e™%; af, on noteMy (x; f(x0)) :
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1. Toiy=flxo)x—x0) + f(x0).
2. x4, S'obtient en remplacant y par O ddiyset

commef(x,) # 0, alorsx; = x, — ]f((z‘;))

3. g)= x_;,((,;))’ D,=]etal

a) On se réfere ala question 2(xy) = x¢ —
]{((7;0)) =x.Vx€le Lal, g (x) = % avec
f ( ) — 3+21n2

b) Vxe] Lal, f) =2 <0,

c) VxeleLal f(x)<0 etf '(x) < 0 alorsg
est strictement croissante gar?; a].

Montrons quex; < o :

Commex, < a etg est strictement croissante sur
le71; a] alorsg(x,) < g(a) doncx; < a.

d vxeleha[,glx)—x=— }}:((x))>0

Endéduirequee l<xg<x; <a:gkx)>x o
e l<xyg<glxp)<aeoel<x,<x <a.

4. g est strictement croissante $ar?; a] donc
el<x<aogle™) <gx) < gla)or
gle™) > e talorsg(x) € le7%; al.

Probleme 66 :

1.  Soitu définie par : u(x) = x> — 1+ 21nx.
a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation det. Calculer
u(1). En déduire le signe det(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :
lnx

fxX)=Inx——

a) Determmer la limite de f en 0. Interpréter
graphiguement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+oco. Interpréter

graphiquement ce résultat.
u(x)

c) MontrerquevVx>0,f'(x)= —5 - En
déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation def.

3. Déterminer l'aire 1, de la partie du plan
delimitee par la courbeCy, la courbeC, de la
fonction g définie par g(x) = In x et les droites
d'équationx=1etx=e.

4.  Construire la courbe Cy et celleC,,.

Correction :

1. u(x)=x*-1+2Inx.
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Inx

lim u(x) = lim [xz (1 —-=+ 2—)] =+

a)

X P oo x P +o0
lim u(x) =lim[x? — 1+ 2lnx] = —o
x+-0 x+-0 '

b) Vx>0u(x)—2x+—
est strictement croissante 5}0r+oo[.
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo] :

0 400

u'(x) +

u(x) —0o0 7 +o0

u(1) = 0. Signe deu sur ]0; +oo[ : V x € ]0; 1],
u(x) < 0etvx e ]l;4+oof, u(x) > 0.

2. f(x)=lnx—TTx=lnx(1—xiz).

. s _i _

a) limf (x) = lim [lnx (1 xZ)] - +oo; la droite
x =0 x -0

d’équationx = 0 est asymptote verticaleCq en 0.

b) limf (x) =lim [lnx — ] =400
XP+0 4y 4o

g(x) = Inx, on remarque qulém f-t(-g — (Inx)]

doncC, d’équationg(x) = Inx est une parabolique a
Cf en-+oo,

, posons

—0

Position relative : posond(x) — g(x) = _hx_

xZ
0= x=1.
- Six €]0; 1[, Cr est au dessus dg.
- Six > 1, Cr est au dessous dg.
- Six = 1 alors le pointA(1; 0) est commun &
etc,.
x—2xlnx _ x?-1+42lnx _

C) Vx>0,f’(x)=l— =

x4 x3

um , doncf est strictement décroissante url[ etf
est strictement croissante iy +oo[.
d) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

0 1 400

X
Jie)) — | +

f(x) +oo 0 7 4o

3. fM-gl)= —ln—x. Calculonsl =
f [lnx f(x) dx_f [lnx] _ _ht_x B

e—1 Inx 1 —
[f=dx = ————] =1-2eL.
1 x2 x xlq

g(x) Inx

4. Branche infinie : = —, on calcule

lim g(x) [lnx
commeC’f etC sont
X - +oo X = 4o

parabolique et évoluent simultanéement altysu Cy
admet une branche parabolique de direction (Ox).
en trait plein et C,4 en trait pointé :

2%'2%'EH%EH%EH%EQM%'E%%%%Pw@iﬁ'EQM%'EH%EH%EQM%'EH%%Pwtﬂ%'EQM%'EH%EH%E@%'EH%%%ﬂt%EM%%%%5@%%EM%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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(0) est compris entree(1) etu(2), et queu(1) x
_ u(2) < 0 donc I'équatiom(x) = 0 admet une
_—= == solution uniquex dans|1; 2[.
,,” e) Signe deu sur]0;+oo[: Vx € ]0; af, u(x) <
P 0 etV x € Ja; +oo[, u(x) > 0.

- > 2 2Inx

,,’ 2. f(x)—x—1+;— —
. 2 2Inx
’ 1 =1li —-1+4+=- +
Probléme 67 : a) imf () = lim [x x ] ®;la

x+—0 X0

1. Soitu définie par : u(x) = x2 — 4 + 2 In x. droite d’équationc = 0 est asymptote verticaleCa en

a) Etudier les limites deu en+oo et 0. 0.
b) Etudier le sens de variation deu. b) limf (x) =lim [x -1+ % - 2];”‘] = 400,
c) Dresser le tableau de variation dex. XP+0 s 4o ’
d Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une = 2_2nxp

) ; ¥ q , (x) lim[£(x) =] hm[ ] 0 , donc la droite (d)
solution et une seulax et que 'ona 1 < a < 2. X m +00 x > 400
e) Endéduire le signe deu(x). d’équationy = x — 1 est une asymptote obliquea
2. On considere la fonctionf définie par : en+oo. Position relative :

2 2Inx

f(x)=x—1+;— . f(x)—y=§—2];x—211nx-0(=)x=e.
a)  Determiner la limite de f en0. Interpréter . Six €10; e[, ¢ est au dessus de (d).

graphiqguement ce résultat.
b)  Déterminer la limite de f en+co. Montrer
gue la droite (d) d’équationy = x — 1 est une

- Six > e, Cf est au dessous de (d).
- Six = e alors le poinfA(e; 1,71) est commun a

SO L . Cr et (d).
asymptote oblique aC;. En déduire la position - lnx
. c) Vx>0f(x)—1———2
relative entre (d) etCy.
u(x) x%2-2-24+2Inx _ x*—4+2Inx u(x) d
c) Montrerque Vx>0, f'(x) = =22 En e =—0 Oan est
x2
déduire le sens de variation d¢f. strictement décroissante Q()l: a[ etf est strictement
d) Dresser le tableau de variation def. croissante sufa; +oo[.
e)  Montrer que f(a) = Qa+1)(a-2) d) Tableau de variation def sur ]0; +oo[ :
3 Construire la courbe € e?(d) 2 0 = o0
' . SN _ f'(0) -] I
4.  Calculer I'aire | du plan délimité par la droite £(x) +o N\ f(a) 72 4o
(d), Cy et les droites d’équationst = 1 etx = a. e) ul@=a’—4+2lna=02lna=4-—
2 21 2
Correction : atetfla) =a—1+7- naza_1+5_
4—a? —2a—14 2_4_ 202-a-1 _ (2a+1)(a—2).
1. u(x)=x*-4+2Inx. 3“ . «a «a @ @
a) lim u(x) = lim[ (1 -=+2 lnx)] +00 ' A
X = oo x = +o 1
lim u(x) =lim[x? — 4 + 2Inx] = —
xe 0 xm 0 '
b) vx>0, u(x)—2x+——2x+1>0,donc,u
est strictement croissante 30y +oo. | \
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo| : R
0 +0oo
u'(x) + .
u(x) — 7 o 4. fx)—y= % 2nx calculonsl =

d) La fonctionu est continue et strictement

. L . . a _raf2 2Inx
croissante sufl; 2[, donc elle réalise une bijection de  J; [f(x) —yldx = [ [‘ - ]d [2Inx —
11;2[ sur]u(1) ; u(2)[ = 1-3;1,38[. Le nombre zéro  (Inx)?]¢ = 2Ina — (In a)Z,
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Probléme 68 :

1.  Soitu définie par :
x+1—xlnx, Slx>0
u(x) = { 1six=0
a) Aprés avoir déterminé I'ensemble des

définitions deu, étudier la continuité et la
dérivabilité de u en0. Interpréter graphiquement
ce résultat.
b)  Etudier la limite de u en+oco . Montrer que la
droite (d) d’équation y = x + 1 est une asymptote
oblique ac,,.
c)  Etudier le sens de variation deu.
d) Dresser le tableau de variation dex.
e)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution et une seulex et que 'on a :a € [3,5; 3, 6].
f) En déduire le signe dau(x).
2. On considére la fonctionf définie par :

Inx
f(x) = x+1-Inx etf(O) =-1
a)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co. Interpréter
graphiquement ce résultat.

c) Montrerquevx>0,f'(x)=

u(x)
x(x+1-Inx)?2’
déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation def.

e) Montrerque Va € [3,5;3,6], f(a) = ﬁ

3. Montrer que I'équation f(x) = i admet une

solution et une seulgg etque 'ona :1,5 < f < 2.
Donner encadrement d’amplitude10~2 dep.
4.  Construire la courbe Cf

Correction :

x+1—xInx,six> 0
L u(x)—{ 1six=0
a) D, =[0;+oo[. Continuité deu enO0:

limu(x) = limx+1—-xlnx] =1 etu(0) = 1,
x+—0 x+—0

alorsu est continue ef.

Dérivabilité de u en0: “2=0 — 1 _nx

. u(@)-u(0) _ . _ _

lim === =lim[1 —Inx] = 4. , ;0. et pas
x+— 0 x>0

dérivable erd, par conséquerdt, admet en ce point
une demi-tangente verticale.

b) lim u(x) = lim [x (1 + i —In x)] = —

X2 F0 x40

lim[f(x) —y] =lim[-xInx] =0
X — 400 X P 400
d’équationy = x + 1 est une asymptote obliqu&a

en-+oo.

, donc la droite (d)

c) Vx>0,u(x) =—Inx, donc,u est strictement

croissante suj0; 1] etu est strictement décroissante
sur[1; +ool.
d) Tableau de variation deu sur ]0; + o[ :
0 1 400
u'(x) + | -
u(x) 1 7 2 N
e) La fonctionu est continue et strictement
décroissante syB,5; 3,6], donc elle réalise une
bijection de[3,5; 3,6] sur[u(3,6) ; u(3,5)] =
1-0,0113;0,115[. Le nombre zéro (0) est compris
entre u(3,6) etu(3,5), et queu(3,6) x u(3,5) <0
donc I'équatiom(x) = 0 admet une solution unique
dans[3,5; 3,6].
f) Signe deu sur ]0; +oo[ : V x € ]0; af, u(x) >
0 etV x € Ja; +oof, u(x) < 0.

Inx 1

2 [0 =mhns s e (0= -1

a) Dy = [0; +oo[. Continuité de f en0:

lim f(x) =lim [

x+ 0

—00

Tz’ m—l] 1 etf(0) = —1, alors

x>0
f est continue en.

Dérivabilité de f en0: L
x—0

x+1

x)—-f) _

x—0 T x24x-xInx

x—“] =1t
x2+x-xInx] — ot ; alorsf
x>0 x>0

n'est pas dérivable el par conséqueid; admet en

ce point une demi-tangente verticale.

1 ] 1
x 1 - T
1 +00

Inx Inx
X — 400

d’équationy = 0 est asymptote horizontaleZa en
+00,

b) limf(x) = lim

> 400 0; la droite

l(x+1—lnx)—(1—l) Inx
) Vx>0,f'(x)== 2 =

(x+1-Inx)2
11 1
1+;—¥—lnx+¥ _ x+i-xlnx _ u(x) doncf
(x+1-1Inx)2 x(x+1-Inx)2  x(x+1-lnx)?’

est strictement croissante 0y a[ etf est strictement
décroissante syu; +oof.
d) Tableau de variation def sur ]0; +oo| :

X 0 a 400
f(x) + | —
fix) | -1 2 f@) N~ 0

e) Vae[3536l,u(@)=a+1—alna=0c
a+l=alna
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Ina Ina

Va € [3,53,6], f(a) =

Ina 1

Ina(a-1) a-1'
3. La fonctionf est dérivable et strictement

a+l-lne alna-lna

croissante sul,5; 2[, donc elle réalise une bijection

de]1,5;2[ sur]f(1,5); f(2)[ =10,193;0,30[. Le
nombre un quart (1/4) est compris enfi€l,5) et

f(2), etquef(1,5) x f(2) <% donc I'équation
fx) = % admet une solution uniqykedans|1,5; 2].
Encadrement d’amplitude 1072 dep :

Avec une calculatrice f(1,72) = 0,249 etf(1,72) =
0,251 0r £(1,72) X f(1,72) < 5, donc1,72 < f <
1,73.

4. Cr:

el

/

Probléme 69 :On considére la fonctiong définie

par : g(x) = &2

1.  Quel est 'ensemble de définition dg ?

2. Etudier les limites deg sur D,.

3. Etudier la fonction h, définie par h(x) = 2 —
In x. En déduire le signe dé(x).

4.  Montrer que pour tout réel x > 0, g'(x) =
h(x)lnx

. En déduire le sens de variation dg.

5. Dresser le tableau de variation degy.

6.  Montrer que I'équation g(x) = i admet une
unique solution, notéen, appartient a]2; 3[.

7. Tracer la courbeC,.

8.  Alaide d'une intégration par parties ou par
primitive, déterminer flxg(t)dt, avecx > 1.

9.  On considére la suitegu,,) ey définie par
u, = 0 et pour tout tout nombre entier natureln
non nul, paru, = g (%)

a)  Placer les pointsu, etu,.

b)  Montrer que la suite (u,),>o €St croissante.

c)  Montrer que la suite (v,),>o €St une suite
géomeétrique dont on déterminera la raison et son
1°" terme.

d) Exprimer S, =v; +v; +--+ v, €en
fonction den.

lim$,, =

e) Determmer :
= —C0

(Inx)?2 [ln(\/_)

Correction : g(x) = . (\/_)
X

- o2

1. Dy ={x/x €IR,x >0} =]0; +ool.
lim 20%) _
2. Comme'! N
X — 400
lim In(¥) _ o
comme Vx
x—0

3. hx)=2-1
limh(x) = —

X = +o00
strictement décroissante J0¢ +oo[.

limg(x) = 0
— 400

alors

alorslim 9(x) = +oo
x—0

X limh(x) = +o
"x -0

Vx>0, h(x)—

et

: alorsh est

0 400

x
h'(x) -

h(x) +o00 N

—00

On résout :h(x) = 0 < x = e?.
v x €]0;e?], h(x) > 0.
V x € ]e?; +o], h(x) < 0.

Inx

, 2= x— (Inx)? Zlnx—(lnx)2
4. Vx>0,g(x)= = = =
(2-Inx)Inx _ h(x)Inx,
x2 T x2
X 0 1 e? +00
h(x) + + -
In x — + +
g'(x) - + -

alorsg est strictement décroissante Hyrl[ et
[e?; +oo etg est croissante s(it; e?].
5.  Dressons le tableau de variation dg.

x 0 1 e? +o0
g'(x) - [+ ] —
g(x) 40N 0O 2 027 N O

6. g est strictement croissante $8y3[. Elle
réalise donc une bijection d2; 3[ sur] [g(Z) —

3;[9G3) - 3|[ =1-001;0,15[ Or[g(2) - |
[9(3) —ﬂ < 0. Donc sun2; 3[, il a un unique

antécédent. Ainsi I'équation(x) = % admet une

unigue solutiorw € ]2; 3.

7. ¢
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il

-52-‘10 l 2 3 4 5 6 78 9 ].O].1].2].31415161718].9202122232425262728293031x

(Int)?

8. f g®)dt _f [ ]dt = [(nt)3]F —

2 [ [(“”) |t = 2[an6)*)F =2 (nx)?.

9. u, = n(ln n)2 avec l'entier naturet > 0.

a) u; =1(In1)%? =0 etu, = 2(In2)? = 0,96.
b) la suite(u,),>o €st croissante

Unty — U = (n+ DIn(n + 1)]* —n[ln(m)]* =
nln (1 + %) JIn[n(n+ D] +[In(n + 1)]? or1 +% >

1(=)nln(1+%)>0;n(n+1)>n(=)

In[n(n + 1)] > 0 et le carré d’'un nombre réel est
toujours positif, alors,,,.; — u,, > 0, donc la suite
(un)n>o €st croissante.

Probleme 70 :

1.  Soitu définie par :

u(x) = —x*+1-3Inx.

a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation det. Calculer
u(1). En déduire le signe det(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :
lnx

fx)=3—-x t3

a) Determmer la limite de f en 0. Interpréter
graphiquement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co.

c) Montrer que la droite (d) d’équation

y = —x + 3 est une asymptote oblique &;. En
déduire la position relative entre (d) etCy.

d) MontrerquevVx>0,f'(x)= % En
déduire le sens de variation d¢.

e) Dresser le tableau de variation def.

3. Déterminer l'aire 1, de la partie du plan
délimitée par la courbeCy, la droite (d) et les
droites d’équationx=1 et x=e.

4.  Construire la courbe €y et (d).
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Correction :

1. u(x)=—x4+1—31nx=x4(—1+l—

X4'

355).

i Inx
a) 11m[x ( 1+__3_)]:_OO

X = +o0
lim u(x) = lim[—x* + 1 — 3Inx] = +oo
Xl—)O x|_>0 .

4

b) Vx>0,u’(x)=_4x3_%=_4x +3<0’

donc,u est strictement décroissante Hijr+oo].
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :

x 0 +o
u'(x) -
u(x) +o0 N —o0

u(1) = 0. Signe deu sur ]0; +oo[ : V x € ]0; 1],
u(x) >0etvx € ]l;4+oof, u(x) <O0.

2. f@)=3-x+-2=3-x(1-23)

limf(x) = lim [3 —x+ln_x] - _

® - |a droite
x 0

a)
x~0
d’équationx = 0 est asymptote verticaleCq en 0.

b) llmf(x) =lim [3 —x (1 — ln—x)] = —oo
= +00 X — +oo
Inx
C) lim[f(x) - y] = hm[ ] 0 , donc la droite
X+ X - 400
(d) d’équationy = —x + 3 est une asymptote oblique
aCy en+oo. Position relative : posonsf(x) —y =

Inx
x——O(:)x—l

- Six €]0; 1[, Cr est au dessous de (d).

- Six > 1, Cr est au dessus de (d).

- Six = 1 alors le pointA(1; 2) est commun &

et (d).

d) Vx>0f(x)——1+ﬂ 1+

1-3lnx _ —x*+1-3Inx
xt x*

croissante suj0; 1[ et f est strictement décroissante

sur]1; 4oo[.

e) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

= u(x) , doncf est strictement

X 0 1 +00
f'(x) + | —
f(x) —0 /7 2 \ —0

3. fx)-y= ln—x Calculonsl = [[f(x) —

vax=1dnxx3dx= ] 2-Inxx21e—121e—1x3dx=12—
Invv2—12x21e=—3e—24+12.

4.  Cyentraitplein:

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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Probleme 71 :

1.  Soitu définie par :
u(x) = {1 —x(In ?r)z,si x>0

1six=0
a) Aprés avoir déterminé I'ensemble des
définitions deu, étudier la continuité et la
dérivabilité de u en0. Interpréter graphiquement
ce résultat.
b)  Etudier la limite de u en+4oo .
c) Etudier le sens de variation deu.
d) Dresser le tableau de variation de.
e)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution et une seulex et que I'on a :a € [2;2,3].
f) En déduire le signe dau(x).
2. On considére la fonctionf définie par :

f(x) — Inx

1+xInx’
a) Deéterminer les limites def en+co et en 0.

Interpréter graphiquement ce résultat.

b) Montrerquevx>0,f'(x) = % En
déduire le sens de variation d¢.

c)  Dresser le tableau de variation def.
2
d)  Montrer que V a € [2;2,3], f(a) = 22

Ina+1’
3. Construire la courbe Cyr

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

c) Vx>0,u'(x)=—-—Inx(nx+ 2), donc,u est
strictement décroissante 40t e 2] et sur[1; +oo[ et
u est strictement croissante $ar?; 1].

d) Tableau de variation deu sur ]0; + o[ :

x |0 e 2 1 +00
u'(x) - |+ ] -
ulx) |1 N 0,46 7 1 Vv —o

e) Lafonctionu est continue et strictement
décroissante suyg; 2,3], donc elle réalise une bijectio
de[2;2,3] sur[u(2,3) ; u(2)] = [-0,595; 0,039]. Le
nombre zéro (0) est compris entn€2,3) etu(2), et
que u(2) x u(2,3) < 0 donc I'équatiom(x) =0
admet une solution uniquedans[2; 2,3].

f) Signe deu sur |0; +oo[ : V x € ]0; af, u(x) >

0 etV x € Ja; +oo[, u(x) < 0.

1 1
2. f@)=r—= T D= [0; +oo[

ST 3 2 34 24 2 2 2 2 X 2 2 0 2

1+xlnx
Inx

. _ 111 _ .
a) limf(x) = lim [;er] =72 = 0 - 1adroite
X — 400 Inx
X = +oo

d’équationy = 0 est asymptote verticaleCa en+oo.

limf(x) =lim
x>0

1 1
[;J,x] = o= = 7% la droite d’équation

Inx
x>0
x = 0 est asymptote verticaleCa en0.
%(1+xlnx)—(lnx+1)lnx _

b) vx>0,f'(x)=

(1+x1nx)?

I nx-Inx—(nx)? 1—x(In x)? u(x)
(1+x1Inx)2 = x(x+1-Inx)?2 = x(1+x1nx)?’ dOﬂCf
est strictement croissante 30y a|[ etf est strictement

décroissante syu; +oof.

c) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

X 0 a 400
Jde)) + | —
£(x) —o0 7 f(a) N0

Correction : 1 In 2
, &= o etVa € [2;2,3],f(a)=1+alna=
1. u(x) = {1 _x(ln'_x) SLx > 0. Ina _ Ina _ (Ina)?
1six=0 Ina 7 Inatl = |pg41°
a) D, = [0;+oo[. Continuité deu en0: n@)?  Ina
2 3. Cr:
. _1; _ _ f
limu(x) =lim [1 (2\/§ln \/E) ] 1 etu(0) = 1,
X = O X - 0 'y
alorsu est continue eq.
L. A cu()-u(0) _ 2
Dérivabilit¢ de u en0: ——=— = (Inx) / ——
. u(x)-u(0) _ . 21 _ N
lim === = lim[(Inx)*] = +0 . 515, yest pas
x -0 x 0
dérivable erd, par conséquerdt, admet en ce point
une demi-tangente verticale.
b) lim u(x) = lim[1 — x(Inx)?] = —
X - +oo X = oo
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d Vvae[2;23l,u(@)=1-—a(na)’=0<
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Probléme 72 :

1.  Soitu définie par :

u(x) = —x>+1—1Inx.

a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation det. Calculer
u(1). En déduire le signe det(x).

2. On considére la fonctionf définie par :

fx) = —%x+ 1 +l;—;.

a) Déterminer la limite de f en0. Interpréter
graphiquement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co.
c) Montrer que la droite (d) d’équation

y = —%x + 1 est une asymptote oblique &. En
déduire la position relative entre (d) etCy.

d) Montrerquevx>0,f'(x)= % En

déduire le sens de variation d¢.

e) Dresser le tableau de variation def.

3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet deux
solutionsa etf quelona:a < f.

4. Déterminer l'aire I, de la partie du plan
délimitée par la courbeCy, la droite (d) et les
droites d’équationx =1 et x = e.

5. Construire la courbe €y et (d).

Correction :

1 Inx

1. u(x)=—x2+1—lnx=x2(—1+x—2——).

xZ
lim [xz (—1 +=— ln—x)] = —w

a') x2 xz
X - +oo
lim u(x) = lim[-x2 + 1 — Inx] = +oo
XI—>O x|_>0 .
2
b) Vx>(),ul(x):_2x_%:_2x +1<0,

donc,u est strictement décroissante Hir+oo|.
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo| :

x 0 +00
u'(x) -
u(x) +00 N —0

u(1) = 0. Signe deu sur ]0; +o[ : V x € ]0; 1],
u(x) >0etvx € ]1;4+oof, u(x) <0.

2. f(x)= —%x+1+1;’—xx= 1+x(——+—).
limf () =lim [—Zx + 1+ 25| = oo,

a) X0 2x

x>0
droite d’équationx = 0 est asymptote verticaleCa en

0.
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. . 11
b) limf (x) =11m[1 +x(—5+%)] = -
XP+0 44w
. _ . [Inx] _
c) lim[f(x) = y] =lim [Z] =0 donc la droite
X+ X - 400
(d) d’equationy = —%x + 1 est une asymptote

oblique aCr en+oo. Position relative : posons
Inx

f(x)—y=;=0(=)x=1.
- Six €]0; 1[, Cr est au dessous de (d).

- Six > 1, C; est au dessus de (d).

- Six =1 alors le poinA(1; 1/2) est commun a
Cr et (d).

d)  Vx>0,f'(x)=—5+;X

—x*+1-Inx _ u(x)
2x2 T o2x2?
10; 1] et f est strictement décroissante Elr+ool.

e) Tableau de variation def sur ]0; +oo| :

1-lnx _

x2

X3 X X 3 3 X X 26 5 2 3 26 X X 5 5 36 2 2 2 5 5 2

doncf est strictement croissante su

0 1 400

X
f(x) + | —

f(x) -0 /7 05 \ —0

3. Lafonctionf est continue et strictement
croissante suj0; 1] et est strictement décroissante s
[1; +oo[, donc elle réalise une bijection He 1] sur
1f(0); f(1)] = ]—;0,5] et une autre del; +oo[ sur
1f(+); f(1)] = ]—;0,5]. Or0 € ]—oo;0,5]. donc
I'équationf (x) = 0 admet deux solutions etS que
lona:a <p.

4. fx)—-y= 1;—; CalculonsI = [[f(x) —
vax=I1dnx2xdr=14nx21e=14.

- RVEVRVEVREVRVRVE

5. Cyentrait plein :
\“\(

Probléme 73 :

1. Etudier les variations et construire la
représentation graphique de la fonction polyndmep
définie par : p(x) = 3x3 — x — 2.

Calculer p(1). En déduire le signe dep(x).

2.  Soitu définie par :

u(x) =x>-x+1-2Inx.

a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b) Montrerque Vx>0 ,u'(x) = %"). En
déduire le sens de variation dex.

X 3 3 X X 3 3 X X 26 3 2 5 26 X 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 06 36 2 X 0 2 24 5 26 2 24 56 26 2 24 5



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

c) Dresser le tableau de variation dex.
d)  En déduire le signe dau(x).
3. On considére la fonctionf définie par :

fx)=x+1 +x+lnx

a) Déterminer Ia limite de f en0. Interpréter
graphiquement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co.

c)  Montrer que la droite (d) d’équation

y = x + 1 est une asymptote oblique &;. En

déduire la position relative entre (d) etCy.

d) MontrerquevVx>0,f'(x)= % En

déduire le sens de variation d¢.

e) Dresser le tableau de variation def.

4, Déterminer l'aire 1, de la partie du plan
delimitee par la courbeCy, la droite (d) et les
droites d’équationx=1 et x=e.

5. Construire la courbe €y et (d).

Correction :

1. p(x)=3x3-—x-2

lim p(x) =lim[3x3 —x — 2] = —
X+ —00 X B —00

lim p(x) =lim[3x3 — x — 2] = +o0
X+ x> 400

Vx €IR,p'(x) = 9x2 —1—(x——)(x+ )

x _ _1 1
[e'e) 2 2 Ece)
p'(x) + - | +
p(x) | —»o » —155 N —244 » 4o

C, en trait plem etCy en trait pointé :

-
-
. L
i

p(1) = 0.Signe dep surlR: V x € |—o0; 1],
p(x) <0etVxe]|[l;+oof,p(x) > 0.

2. u(x)=x3—x+1—21nx=x3(1—xiz+
13— Anxx3.

imlx3(1 =L+ L _ohx\]=
a) hm[x (1 =t 2x3)]—+oo
X — 4o
lim u(x) =lim[x3—x+1—2Inx] = 400

x+ 0 x+ 0
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3—_
b) VX>O,u’(x)=3x2_1_§=3x x-2 _

X

%x), donc,u est strictement décroissante Hyrl] etu
est strictement croissante $diy +oo.
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :

0 1 +00
' (x) - | +
u(x) +o0 \ 1 7 4o

d) signe deu(x) : comme le minimum 1 est
positif, alorsv x > 0, u(x) > 0.

3. f@=x+1+ 5 =1+x(1+5+5).

limf(x) =lim [x +1+

x+In x]
x>0

a) ~%: la droite

x+—=0
d’équationx = 0 est asymptote verticale@ en 0.

b) limf (x) =lim [1 +x (1 +=5+ ln—x)] +o0
X — 400 x B 400
1
o) lim[f(x) — y] —hm[ + nx] =0 _donc la
Xt X - 400
droite (d) d’équatiory = x + 1 est une asymptote

oblique é\C’f en+oco. Position relative : posons

fx) -
theoreme des valeurs intermédiaire en considérant an
Vx>0, h(x)=x+Inxeth'(x) = xTH > 0, alors la
fonctionh est continue et strictement croissante sur
10; +oo[, donc elle réalise une bijection He +oo[ sur
1h(0) ; h(+0)[ = ]—o0; +o[. Le nombre zéro (0) est
compris entreh(0) eth(+), et queh(+o0) X

h(0) < 0 donc I'équatioth(x) = 0 admet une
solution uniquex, dans|0; +oo[. Ainsi x, + Inx, =

0.

- Six € ]0; x0[, Cr est au dessous de (d).

- Six > x,, Cr est au dessus de (d).

- Six = x, alors le poinfA(xy; h(x,)) est
commun & et (d) .

x+1nx

=0 x +Inx = 0, appliquons le

X 3 X X 34 3 X 5 36 3 X 5 36 b X X 3 2 X 2 3 X 5 06 2 2 X 5 36 26 2 2 2 5 2

x2(1+%)—2x(x+lnx)

d Vvx>0,f'(x)=1+ por =1+
_x+1—321nx _x —x+13 2Inx u(x) >0, dOﬂCf est
x x

strictement croissante s|i; +oo[.
e) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

X 0 400
') +
fx) —0o0 7 +00

Inx

4. f(x)—y——+—-
Calculonsl = f[f(x) }’]dx—f [ +lnx]

X 3 3 X X 36 3 X X 36 X 2 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 56 3 2 5 06 2 24 56 26 X 54 36 26 2 % 06 2
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5. Voir fiche.
Probleme 74 :

1.  Soitu la fonction définie par
u(x) = 2x% — (¥ + 1) In(x? + 1).
a) Montrer que u est une fonction paire.
Interpréter graphiquement ce résultat.
b)  Calculer u'(x), étudier son signe et en
déduire le tableau de variations de la fonctiom sur
[0; +oo].
c)  Montrer gu'il existe un unique réel, que I'on
noteraa, dans lntervalle [Ve — 1; Ve? — 1], tel
queu(a) = 0 ; donner I'approximation décimale
1072 prés par défaut dea.
d) En déduire le signe dau(x) sur IR.
2. On considére la fonctionh définie par
In(x%+1)

X

Vx#0 h(x)=

h(0)=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de h
sur IR. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Calculer les limites deh.
2a

a?+1

c) Montrer que h(a) = et en déduire le

signe deh(a). En déduire un encadrement déi(a).

d)  Montrer que ¥ x € IR, h'(x) = xzz;:(:il)' En

déduire le sens de variations da et dresser son
tableau de variations.

3.  Tracer la courbe Gy,.

Correction : unité graphique 2 cm.

1. u(x)=2x*—(x*+1)In(x*+1).

a)  u(=x)=2(-x)% - ((=0)* + DIn((-x)* +
1) = 2x? — (x2 + 1) In(x? + 1) = u(x) alorsu est
une fonction impaire. Par conséquéptest

symeétrique par rapport a I'axe des ordonnées. @h pe

I'étudier sur[0; +ool.
b) Vxe€][0; +oof u'(x) = 2x[1 — In(x? + 1)].
Posons/(x) =0 & x=00ux =F/e—1

u(0) = 0 etlimu =—-w /3 _ 434
X - 400
X 0 Vve—1 400
' (x) + | -
u(x) 0 7 0,718 N —o

c) u(Ve—1)=0718etu(Ve?—1)=-1,96

u est continue et strictement décroissante sur

[Ve—1; Ve —1].

De plu{u(\/e -1)xu(vVe2-1)<0
ou 0 €]-1,96;0,718[

théoréme des valeurs intermédiaires I'équation

u(x) = 0 admet une unique solution, notéetelle

queu(a) = 0.

I'approximation 1072 prés par défaut dea :

, d'aprés le

u(1,99) = —2,30.1072 etu(1,98) = 6,84.107*
u(1,99) x u(1,98) < 0 donca par défaut 40~2 est
a = 1,98.

d) En déduire le signe dat(x) sur IR

—00 —-Qa a +oo

X
u(x) -+ ] —

Vx€|-a; af,u(x) > 0.
Vx € ]—; —al U ]a; +oo[, u(x) < 0.

_In(x%+1)
5 Vx+#0 h(x) = —
h(0) =0
. _ 1. [In(x2+1) _
a) lim A(x) = lim [x—zx x] =0 gouh est
x+— 0 x 0

continue sur IR.
. h(x)-h(0) _ .. [In(x?*+1)
lim 0 - lim [x—Z]

x—0 x>0
sur IR
b) lim h(x) =1im [— m] =0

X =0 45— -
lim h(x) =lim [2 @] =0
X 40 X — 400 '
c) u(@)=2a>-(a?+1)In(a?+1)=0&

20{2 _ 2
@D - In(a® + 1).
__In(a?+1) _  2a? 1_ 2a

Or h(a) = T (a2+1) X a  a?+1
1,98 < a2 <199 < 3,96 < 2a < 3,98
492 < a’+1<496 < 0,202 < a21+1 < 0,203

2a

0,79 < < 0,80 < 0,79 < h(a) < 0,80.

a2+1
szz —In(x2+1)
d) VXEIR,h’(X):x“x—ZZ
2x2—(x2+1)In(x?+1) _ u(x)
x2(x2+1) T x2(x2+1)

Vx € ]—a; al, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante sufF—a; «f.
V x € ]—o0; —a[ U ]a; +oo[, h'(x) < 0 alorsh est

strictement décroissante Jurco; —a[ et sur]a; +oo].

=0 gouh est dérivable

X —00 - a +0o
h (%) - | + | -
h(x) |0~ — r 22 N0

a?+1 a?+1

3. Tracer la courbe Cy,.
A
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Probléme 75 :unité graphique 2 cm.

1. Soitu la fonction définie par
u(x) = ﬁ —2In(x+1).

a) Calculer u'(x), étudier son signe et en
déduire le tableau de variations de la fonction.

b)  Calculer u(0). Montrer que I'équation

u(x) = 0 admet exactement deux solutions dont
'une, que I'on désigne para € [-0,72; —0,71].
c) Donner le signe dau(x), pour x € |—1; +ool.
2. On considére la fonctionh définie par

h( ) _ ln(x+1)
a) Calculer les limites deh aux bornes de son

ensemble de définition et préciser les éventuelles
asymptote aCy,.

b)  Montrer que Vx> —1,h'(x) = % En

déduire le sens de variations df et dresser son
tableau de variations.

c) Montrer que h(a) = et en déduire le

2a ( +1)

signe deh(a). En déduire une valeur approchée de
h(a) en prenanta = -0,715.

d) Tracer la courbeGy,.

4.  Soit A est un réel strictement supérieur a0.

On posel(4) = ff h(x)dx
a) Donner, suivant les valeurs dél, une
interprétation géométrique du réell(A).
b) Enremarquant que, pourx appartenant a
1 _1_ 1 3 I'ai
10; +ool: e iy calculerI(A) a l'aide
d’'une intégration par parties.
liml(l) 11m I(4)
c Calculer .
) A Foo A -0

Correction : unité graphique 2 cm.

1. ulx) =ﬁ—21n(x+1).

M) — L 2 _ ~2x-1
a) Vx>-Luw®) =5 1T Grne
x -1
lim u(x) =lim [j ot " Pet
x> —1% x- —17F
lim u(x) =lim [1 - 2In(x)] = —
X 400 x40
X -1 —% too
u'(x) + | —
u(x) | | 7 0,386 N —o

b) u(0)=0; u(-0,72) = —2,55.107% et
u(—0,71) = 2,74.1072 . or

u(—0,72) x u(—0,71) < 0.

On remarque a partir du tableau de variation etede
données ci-dessus. Donc I'équatigix) = 0 admet
exactement deux solutiofseta tel quea €

[-0,72; —0,71].

c) Donner le signe dau(x), pour x € |—1; +ool.

-1 a 0 400
ue | | - |+ [ -
Vx€la; 0], u(x) =0
Vx€]-1; a] U[0;+oo[,u'(x) <0.
2. Vxe]-1; 0[U]0; +oof, h(x) = 2D
. s In(x+1)] _ -
a) lim h(xz _hm[ x2 ] =7~ "%alors (648
x - —1 - —1t

admet une asymptote verticale d’équatios —1.

lim h(x) =lim [ln(x“) X ﬂ = oi— = —00
x=> 07y s0-
1 1 1
lim h(x) =lim [ o x x] =~ t*aorse,
x 0t X o 0+

admet une asymptote verticale d’équatios 0

lim h(x) =lim [ln(x)] =0

alors €, admet une
X = 400

X = +o00
asymptote horizontale d’équatigvn= 0.

——2xln(x+1)
b) Vx>-Lh()==———=
x%—zln(aﬁl) _ E—Zln(x+1) _u()
x4 x3 x3
X -1 a 0 +0o0
x3 — — +
u(x) - + -
h'(x) + - | -

vV x € |—1; a[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suf—1; «f.

V x € |a; +oo[, h'(x) < 0 alorsh est strictement
décroissante syu; +oof.

dresser son tableau de variations.

x | —1 a 0 +00
I (x) + [ - —
h(x) —o 7 h(a) N\ —x +o0 N 0
c) On sait quet(a) = 0 a— =In(a+1) et
ln(a+1) a 1 1
queh(a) = T Za+z @ 2a(a+1)

—-0,72< « S -0,71e —-144 < 2a < —1,42
—072<a<-071=028<a+1<0,29
—04<2a(a+1)<-041= -25< 2alarD =
—2,4 donch(a) < 0.
En prenant = -0,715 alordi(a) = —2,453.
d) Tracer la courbech.

?’P?’P‘%‘Q’T‘@‘P

=
o]
T

X EXLE:
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5. SoitA > 0 on pose(4) = ff h(x)dx

a) (1) est continue suUr; 4] avecd > 0.
_ (A _ [ InCx+1) A

b)  1(A) = [ h(x)dx = [- == ]1 +

A1 . In(x+1) A
J] e dx = [lnx —In(x+1)-—— ]1
A
(0 = [in () - e
1) =In (=) - 1“(“1) + 21 2
ln(/’l)

limI(4) =lim [ln(l) —
c)
Ao too A +o00
ot limI(4) =lim [ln (A+1)
An0 250
Probléme 76 :unité graphique1 cm X 4 cm

+21n2]_21n2

1n(l+1)

+2In 2]

1. Soitu la fonction définie par
u(x) =Inx+x—3.
a) Etudier les variations deu.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 possede une

solution uniquea dans l'intervalle [2; 3]. Montrer

quez,go <a<?2?21.

c) Etudier le signe deu(x) sur ]0; +oo|.

2. On considére la fonctionh définie par :

h(x) = (1-3) (nx-2)

a) Calculer les limites deh aux bornes de son
ensemble de définition et préciser les éventuelles

asymptote acy,.

_1\2
u. En déduire un

b) Montrer que h(a) = —
encadrement deh(a) d’amplitude 1072,

c) Montrerque Vx> 0h'(x) = % En déduire
le sens de variation dét sur ]0; +oo[. Dresser le
tableau de variation deh.

3. Soit P la courbe de la fonction

d'équationy = Inx — 2.

a) Calculer la limite de h(x) — (Inx — 2) quand
x tend vers l'infini. Que peut- on en déduire pour
les courbes® et C;,.

b)  Etudier les positions relatives deP et Cy,.

c) Tracer P etCy. Etudier le signe deh(x).

4.  SoitA estun réel tel queA € ]1; 6] et on note
d(x) = h(x) — (Inx — 2).

a)  Montrer que la fonction D définie sur|0; e?|
par D(x) =2Inx —%(ln x)%est une primitive ded
sur |0; €?[.

b)  Calculer encm? l'aire A(A) de la partie du
plan limitée par les courbesC, ; P et les droites
d’équationsx =1, x = 4.

c) Calculer limc/l()»).
A

Correction :

1. ulx)=Inx+x-3.

a) Etudier les variations deu.
1+x

Vx>0u(x) ——+ 1 =—> 0 alorsu est
strictement cr0|ssante sl(r +ool.
lim u(x) =lim[lnx+x—3] = —»
et
x>0t xeo0F
lim u(x) =lim[lnx + x — 3] = 4+
X +00 xB 400
0 400
u'(x) +
u(x) —00 7 +0o0

b) u(2) = —0,306 etu(3) = 1,098.

u est continue et strictement croissant¢A@]. De
plusu(2) x u(2) < 0ouu(x) =0 €
[—0,306;1,098], d’aprées le théoréme des valeurs
intermédiaires I'équation(x) = 0 possede une
solution uniquex dans l'intervallg[2; 3].

Montrer que 2,20 < a < 2,21.

u(2,20) = —1,15.1072 etu(2,21) = 3.1073
u(2,20) x u(2,21) < 0 alors2,20 < a < 2,21

c) Vx€]0; al,u(x)<0et

V x € [a; +oo[, u(x) = 0.

2. h(x)=(1-3)nx-2)
lim h(x) =lim [(— —) (In x)]

x -0t

a) _1 (—oo) = 400
x - 0*
alors €, admet une asymptote verticale d’équation
x=0.
lim h(x) =lim[(1)(Inx)] = +
X+ 400 x> 400

Inx
( = [(1) (T)] =0 alors €, admet une
X +oo X — +oo
branche parabolique de direction (Ox)Hew.
b) Onsaitque(a) =0 < Ina =3 —adonc

h@)=(1-2)na-2)= () @-a-2)=

(“a-o=-()@-1=-“2
encadrement deh(a) d’amplitude 10~ 2.

220 <221l -221<—a <220
—2,21 < —a < —2,20 & —0,4545 < — < —0,4524

220<a <221 © 1,44 < (a—1)? < 1,46
(a-1)*

(o]
on calcule

lim —

—-0,660 < — < -0,654 ou
—0,660 < h(oc) < —0,654.

0,660+0,654 >4
— = —0,65a1072.

c) Vx>0h(x) =i(1nx—z>+l(1_§) -
u()

a=—

Inx+x-3

x2

vV x €]0; a[ h (x) < 0 alorsh est strictement
décroissante syb; af.

V x € |a; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suja; +oo|.
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Dresser le tableau de variation dda.

X 0 a 400
h'(x) - | +
hG) | | 4o N 2@ 5 Lo
a
3. Ply=Inx-2.
2-Inx
a) h(x)_yz(l———l)(lnx—Z)—
Inx
lim [A(x) — y] =lim [‘ - _] = 0 alors les courbes
X > +0oo X - +oo

Probléme 77 :

1.  Soitu définie par : u(x) = (Inx + 1)2.
a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b)  Dresser le tableau de variation dex.

c) Endéduire le signe dau(x).

2.  On considére la fonctlonf définie par :
f(x) = x[1+ (Inx)?] et f(0) =

a) Etudier la continuité et la derlvabilité def en

et Cp, sont plus proche de fagon les unes sur les autres). Interpréter graphiquement ce résultat.

a former une asymptote evo.

b)  h(x) —y = 22X son signe dépend de celui de

Inx — 2. Posons}.nx—2—0(=)x—e
vx€]0; e?[,h(x)—y= 27In
dessus d@ sur]0; e?|.

V x € |e?; +oo[, h(x) —y =
au dessous dB surle?; +oo[.

c) Tracer .‘P et Cp,. Etudier le signe deh(x).

1+x

2-Inx

< 0 alorsCy, est

Vx>0y =- + 1 =—> 0 alorsy est strictement
croissante Su]IO +oo[
lim y = lim[lnx — 2] = —»
et
x~ 0t xo 0t
limy = lim[lnx — 2] = 4

X +0 x> 400

X 0 400

y' +

y —00 Va + oo

1-2=0
X

h(x) =(1-2)(nx -2 =0<=){
0 ( x)( ) Inx —2=0
{x= (:){ Vx€[l;e?] h(x) <0

x = e? Vx€]0; 1]U [e?;+o[h(x) >0
3. Aestunréel tel quel € |1; 6] et on note

¥x €]0; e?[ d(x) = h(x) — (Inx —2) = =%
a) Vxelo e[ D(x)=2-E=E=d()

x X
alors la fonction D définie sul0; e?[ parD(x) =

2Inx —%(ln x)%est une primitive dd sur]0; e?[.
b) 1h=ﬁd@mx=nxmﬁ=2m1—§mmy

AQ) =4Ucm? =4In1—2(In1)?
limA) = —
C) A 40

b)  Déterminer la limite de f en+co.

c) Montrerque Vx>0, f'(x) =u(x). En
déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation d¢.

3. Donner une equation de la tangentd&; aCy
au point A, d’abscisse 1.

4, Déterminer I'aire I, de la partie du plan
delimitée par la courbeCy, la tangenteT, et les
droites d’équationx =1 et x =e.

5.  Etudier les branches infinies def en+co.
6.  Construire la courbe Gy et T;.

Correction :

1.  u(x)=(Onx+1)%

lim[(Inx + 1)?] = 4o

X — +o0

lim u(x) =lim[(Inx + 1)?] = (—»)? = +oo.
x—0 x—0

b) vx>0,u'(x)=2
strictement décroissante Q()l: e~ 1] etu est
strictement croissante spg—1; +oo].

Tableau de variation deu sur ]0; +oo| :

a)

Inx+1

, donc,u est

0 e ! +00
u'(x) - | +
u(x) +o0 \ 0 7 4o

c) signe deu(x): commeu(e™1) = 0, alors
Vx>0,u(x)>0.

2. f)=x[1+nx)?]=x+(2Vx ln\/f)2 et
f(0)=0

a) Continuité de f en0:

lim £ (x) =lim [x + (2VxInvx) ]

etf(0) =0,
x—0 x>0
alorsf est continue ef.
Dérivabilité de f en0: Z9L2 = 1 4 (Inx)?
. f(x)-f(0)
lim === =lim[1 + (In x)?] = +oo. : alorsf n'est

x+~ 0 x—0

pas dérivable ef, par conséquerd; admet en ce
point une demi-tangente verticale.
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b) limf(x) =lim[x[1 + (Inx)?]] = +o

X +0 x - 400
c) Vx>0,f'(x)=1+Unx)?+2Inx =
(Inx)2+2Inx+1=(Inx + 1)? = u(x) > 0, donc
f est strictement croissante 30y +oo].
d) Tableau de variation def sur ]0; +oo| :

X 0 +00
f'(x) +
f(x) 0 7 +o0

3. Tyy=fMD&-D+ fA)=x
4.  f(x) —y = x(Inx)2. Calculonsl =

71£G0 = yldx = [ 1x(n 2)?)dx = [ (2] -

e _ [x? 2 x? 2 e_
fl[xlnx]dx—[7(lnx) ——lnx+—1—

[F -] =545

5.  Branches infinies entoo : %x) =1+ (Inx)?,

elim% =lim[1 + (Inx)?] = +

@, alors¢y
X = +o00

on calcul
X = +o00

admet une branche parabolique de direction (Oy).

6. CyentraitpleinetT;

F 9

v

Probleme 78 :

1. Soitu définie par :u(x) =x+1 —xInx.

a) Etudier les limites deu en+ et .

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation dex.

d) Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution et une seulex et que 'ona:3 < a < 4.

e) En déduire le signe dau(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :

flx) =%

x+1°
a) Etudier les limites def en+oo et 0.

Interpréter graphiquement ce résultat.

b) Montrerque Vx>0, f'(x) = x(igrxi)r

En

déduire le sens de variation d¢.

c) Dresser le tableau de variation d¢.
d) Montrer que f(a) = i En déduire un

encadrement def (a) d’amplitude 1072,
3. Construire la courbe Cy.

Correction :

1. ux)=x+1-xInx.
lim u(x) = lim[1 +x(1 —Ilnx)] = —

a) X = 400 X = 400
lim u(x) =limfx+1—xlnx] =1
x>0 x- 0 '

b) Vx>0,u(x) =—Inx, donc,u est strictement

croissante suj0; +oof.
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo] :

X 0 1 400
u'(x) + | -
u(x) 1 7 2 N 4o

d) La fonctionu est continue et strictement

croissante sup3; 4[, donc elle réalise une bijection de
13; 4] sur]u(4) ; u(3)[ = ]-0,545; 0,70[. Le nombre

zéro (0) est compris entre(4) etu(3), et que

u(4) x u(3) < 0 donc I'équatiom(x) = 0 admet une

solution uniquex dans|3; 4].
e) Signe deu sur]0;+oo[: Vx € ]0; af, u(x) >
0 etV x € Ja; +oo[, u(x) < 0.

1 1 1
2. f)= xI: - % TS
. T Inx] _
a) hmf(x) =lim [x+1] - OO’ la droite

x>0 x+H 0

d’équationx = 0 est asymptote verticaleCa en 0.
. T In x 1| _
Erifggo_llm > = 1_%] = 0. |a droite d’équation
X = +o00
y = 0 est asymptote horizontaleZa en+oo.
0 est tote h talecs

i(x+1)—lnx _ x+l-xlnx _
(x+1)2 x(x+1)2

b) vx>0,f'(x)=

u(x)
x(x+1)2’
f est strictement décroissante fur+oo].

c) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

doncf est strictement croissante $0r«| et

b 0 a +0o0
f' + | —
f(x) —© 72  fla) Y 0
d u@=a+l—-aha=0=a+1=alna
_ e _ na _1
etf(a,)_oz+1_ozlnoz_oz'

Encadrement def(a) d’amplitude 1072 :
3 <a<4<=>i<§<%ou0,25<f(a)<O,33
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Probleme 79 :

1.  Soitu définie par: u(x) = % —Inx.

a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation dex.

d) Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une

e) En déduire le signe dau(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :
fxX)=(x-1)1-Inx).

a) Etudier les limites def en+oo et 0.
Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Montrerque Vx>0, f'(x) = u(x). En
déduire le sens de variation d¢.

c) Dresser le tableau de variation def.

d)  Montrer que f(a) = (“;1)2.

encadrement def (@) d’amplitude 1072,
3. Donner les équations de la tangente, points
d’intersections deCy avec I'axe des abscisses.

4.  Construire la courbe €y et les tangentes.

En déduire un

Correction :

1. u(x)=%—lnx=§(1—xlnx).

. _ N _
a) lim u(x) = lim [; —In x] = —w®
X =+ X - 4o
lim u(x) =lim E 1- xlnx)] = 400
x>0 x -0 '
b) Vx>0,u(x)= —x—+21 < 0, donc,u est
X

strictement décroissante 0t +oo.
c) Tableau de variation deu sur ]0; +oo| :

X 0 00
u'(x) +
u(x) +00 \ —o0

d) La fonctionu est continue et strictement
décroissante suyd,7; 1,8[, donc elle réalise une
bijection de]1,7; 1,8[ sur]u(1,8) ; u(1,7)[ =

u(1,8) etu(1,7), et queu(1,8) x u(1,7) < 0 donc

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

solution et une seulex et que 'ona 1,7 < a < 1,8.

I'équationu(x) = 0 admet une solution uniquedans
11,7; 1,8][.

e) Signe deu sur]0;+oo[: Vx € ]0; af, u(x) >
0 etV x € Ja; +oo[, u(x) < 0.

2. fx)=x-1)A—-1Inx).

. 1 Inx] _
limf (x) =lim [ﬁ] = ~%: la droite
x>0 x+H 0
d’équationx = 0 est asymptote verticaleCa en 0.
limf(x) =lim[(x — 1)(1 = Inx)] = —c0. f(x) _
x> 400 x+ 400 x

(1 - %) (1 —Inx), on déduit que

i)Y 1 —
llmT =lim [(1 —;) (1- lnx)] =—
X+ x> 400
admet une branche parabolique de direction (Oy).

b) Vx>0 f()=1-lx—_(x-1)=1-

Inx—1-===

X X
croissante suj0; af etf est strictement décroissante
sur]a; +oof.

c) Tableau de variation def sur ]0; +oo[ :

a)

(0/0]
, alors Cr

—Inx = u(x), doncf est strictement

0 a 400

X
Jie)) + | —

f(x) —© 2 fl@) ~ =

1—0,032;0,057[. Le nombre zéro (0) est compris entre
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d) u(a)=§—lna=0(=)lna=§etf(oc)=
(@-DA-na)=(a-1(1-3)=(a-

_ —1)2
1) (“Tl) = al) . Encadrement def ()
d’amplitude 1072: 1,7 < a < 1,8 & (0,7)% <
(@ —1)% < (0,8)2 0u0,49 < (a — 1)? < 0,64 et

0,55 < é < 0,58, en multipliant membre a membre o

) (a—1)2
aura :0,49 x 0,55 < — < 0,64 x 0,58 ou

0,27 < f(a) < 0,37.

3. CGrnOx) = x-1DA-Inx)=0=x=1
oux =e.

T, : Tangente au point d'abscisse =1 :
y=fME-D+fD=x-1

T.: Tangente au point d’'abscissa = e :
y=f'ledx—e)+fle)=(e'—Dx—1+e

4. Cf;TletTe:

jpRt-—G——

S 3 X X 2 X 0 3 X 0 X 5 2 X 2 3 X 0 2 X 0 X 0 0 X 0 X 0 0 2 0 0 0 0 X 2 0 X X 2 0 0 2 2 0

X X 3 X X 3 3 X X 2 3 2 5 26 X 24 36 36 2 5 36 2 X 0% 36 2 06 2 2
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Probléme 80 :

1.  Soitu définie par :

() = {ﬁ — o six €]0;1[ U1 +oo[
0six=0

a) Aprés avoir déterminé I'ensemble des

définitions dewu, étudier la continuité et la

dérivabilité de u en0. Interpréter graphiquement

ces résultats.

b)  Etudier la limite de u sur D,,.

c) Etudier le sens de variation deu.

d) Dresser le tableau de variation dex.

e) Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une

solution et une seulex et que 'on a :a € [2,7; 3].

En déduire la valeur exacte dex.

f) En déduire le signe dau(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :

f(x) =" etf(0)=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en

0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Determiner la limite de f sur Dy. Interpréter

graphiquement ces résultats.

c) Montrer que x € ]10; 1[ U ]1; 4+ o[, f'(x) =

u(x). En déduire le sens de variation dg.

d) Dresser le tableau de variation def.

e)  Construire la courbe C¢

Correction :

1

N u(x)={W—$,sixe]0;1[u]1;+oo[
0six=0

a) D, =1[0;1[ U ]1; +oo[. Continuité deu eno:

1 _L]_ 1

limu(x) =lim [m mxl =30 =0 etu(0) =0,

x>0 x -0

alorsu est continue ef.

Dérivabilité de u eno; 22#@ _ _t 1
x=0 x(Inx)?2 xlnx

. u(x)-u(0) . 1 1 _

lim==—= =lim [x(lnx)z xlnx] <. alorsu

x 0 x+ 0

n'est pas dérivable dh par conséqueid, admet en
ce point une demi-tangente verticale.
1

b) lim u(x) = lim [—(lnx)z - m] = O, posons

X — 400

X — 4o

t =Inx,x ~ 1alorst » 0.
1 1

lim u(ic) —hm[ =0 o - +oo
x 1 t-0"
: —lim [t = L -1 _
lim u(jc) _llm[tz] = G = or =+
x—1 t|—>0+

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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’ _ Inx-2
c) VxE]O 1[ U ]1; 4+oo], u(x)_x(lnx)3_
1 lnx
2nx)E % 2 le signe de dépend de ce|u|-$e—

donc,u est strlctement croissante 3Qr1[et sur
[e?; +oo[ etu est strictement décroissante §lre?].
d) Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :
0 1 e? 400
u'(x) + — | +
ul(x) |0 7 4o +00 \ 7 0
e)  On pouvait appliquer aussi le théoréeme des
valeurs intermédiaires, mais la résolutiorude) = 0
semble simple et cohérente :
ux) =0 m=ﬁ@lnx=1@a=e

f) Signe deu sur |0; +oo[ : Vx € ]0; 1[ U |1; e],
u(x) > 0etvx € [e;+oof, u(x) <O0.

2. f¥)===gretf(0)=0
a) Dy =[0;1[ U ]1; +oo[. Continuité de f enO0 :

lim f (x) =lim [1 x] = % =0 etr(0) = 0, alorsf
x—0 x>0

est continue ef.

Dérivabilité de f eno; L2/© _ -1
x—0 xInx

. fO-fO) . -l

lim x—0 = lim [xlnx] ot T

x~0 x+—0

n'est pas dérivable el par conséqueid; admet en

ce point une demi-tangente verticale.

b) limf(x) = lim [mx] ;—i = -

X = 400 x
X = 400

; alorsf

*: possibilité

d’avoir une branche infini eﬁ alors

f( ) _ _ -1 _
lim== = lim [lnx] T 0, doncCy admet une

X +oo X P 400

branche parabolique de direction (Ox).

lim f () =lim [_] =5 = 1% la droite d’équation
T

x = 1 est asymptote verticaleCa a gauche dé.

-1
lim f(x) =lim [1nx] or ~ % la droite d’équation
R T
x = 1 est asymptote verticaleCa a droite del.
c) Vx€e]o;1[u]L;+oof, f(x) = _(111;2;1 =
1 1

o nx s = u(x), doncf est strictement croissante i

X 3 X X 34 3 X 3 36 3 X 5 36 X X 56 3 X X 06 0 2 5 26 X 5 36 36 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0 3 24 56 06 2 24 56 36 X0 5 36 26 X 5 36 2 X 5 26 26 26 2 5 5 06 26 2

sur]0; 1[ et sur]1; e] etf est strictement decrmssantei
sur]e; +oof. *
d) Tableau de variation def sur ]0; +oof : i
¥
#
¥
#
¥
¥
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X 0 1 e 40
f'(x) + + | -
f(x) |0 7+ +oo 2 N —o0

e) Cf:

A 4

Probleme 81 :

1.  Soitu définie par :
x—(x+1In(x+1),six>-1

ue) = {* ¢ —1) si(x = —)1 '

a) Aprés avoir déterminé I'ensemble des

définitions deu, étudier la continuité et la

dérivabilité de u en—1. Interpréter graphiquement

ce résultat.

b)  Etudier la limite de u en+4oo .

c)  Etudier le sens de variation deu.

d) Dresser le tableau de variation dex.

e) En déduire le signe dau(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :

o) = {@,six €1-1;0[ U]0; +oo[

1 six=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.
b)  Déterminer les limites def en+oo et en -1.
Interpréter graphiquement ce résultat.
c) Montrer que V x € |-1;+oo[, f'(x) =

u(x)
x2(x+1)"
d) Dresser le tableau de variation def.
e)  Construire la courbe €y

En déduire le sens de variation d¢.

Correction :

_fx—(@x+DIn(x+1),six>-1
Loout) _{ —1six=-1 '

a) D, =[—1;+oo[. Continuité deu en—1: X -1 +00
posong =x+1ex=t—1 f'() -

. — i 1 - _ + N 0
'llmu(x) lim[t —1—tInt] 1 etu(~1) = f(x) : ©
x> —1 t—0 f) Cr:
—1, alorsu est continue efl.
Dérivabilité de u en—1: X4 = (1 )2
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lim u(x)—u(-1)
x+1

xH—1
n'est pas dérivable enl, par conséquerdt, admet en
ce point une demi-tangente verticale.

. 1
b) lim [x (1 — (1 + ;) In(x + 1))] = —w

X - +oo
c) Vx>0,u(x)=—-In(x+ 1), doncu est
strictement croissante s|i#1; 0] etu est strictement
décroissante suf; +oo.
d) Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :

=lim[1 —In(x + 1)] =+

o0
; alorsu
x - —1

X -1 0 400
' (x) + | -
u(x) -1 7 0 Vv —o

e)  Signe deu sur |—1; +oo[ : comme le maximum

est 0, ainsv x € |—1; +oo[, u(x) < 0.

2 FG) = {‘“(’;“),six € ]-1;0[ U]0; +oo

1 six=0

a) Continuité de f en0:
lim f(x) =lim [—ln(?l)] =1

etu(1) = 1, alorsu est
x—0

x>0
continue en.

Dérivabilité de u en0 ; L= _ e Do
. fQ)-f(0) .. In(x+1)-x] _ 1

L — _hm[ x? ] = 7 2; alorsf nest
x>0 x>0

dérivable er?.

b) Posong=x+1ox=t—-1.

o) —tim 2] = g [ 5 2| =
gml_{ggo_hm [t—l] =lim | ==X 1_%] =0 |a droite
t » 4o t - +oo

d’équationy = 0 est asymptote horizontaleZa en
+ 00,

c)
x> —1
d’équationx = —1 est asymptote verticaleCa en—1.
L—ln(x+1)
d Vxeu]-L+oof, f'(x) =*F——=

x2

doncf est strictement

lim f(x) =lim [

1n(x+1)]
x - —1

= 1. |3 droite

x—(x+1D)In(x+1) _  u(x)
x2(x+1) T x2(x+1)’
décroissante syr1; +oo.

e) Tableau de variation def sur ]—1; +oo| :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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A

/

Probléme 82 :

1.  Soitu définie par :

x—xInx,six>0
u = {* TSy
a) Aprés avoir déterminé I'ensemble des
définitions deu, étudier la continuité et la
dérivabilité de u en0. Interpréter graphiquement
ce résultat.
b)  Etudier la limite de u en+oco . Montrer que la
droite (d) d’équation y = x est une asymptote
oblique a¢,,.
c)  Etudier le sens de variation deu.
d) Dresser le tableau de variation dex.
e) Résoudre dans IRu(x) = 0.
f) En déduire le signe dau(x).
2 On considére la fonctionf définie par :

Inx
f(0) = F-etf(0) = -1.
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.
b)  Déterminer la limite de f en+oco. Interpréter

graphiguement ce résultat.

u(x)

c) Montrerquevx>0,f'(x)=

x(x—Inx)?’
déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation def.

3. Construire la courbe C¢

Correction :

_(x—xInx,six>0
Lo ou@={ 0six=0
a) D, =[0;+oo[. Continuité deu enO0:

b) lim u(x) = lim[x(1 —Inx)] = —oo
X + +oo X P +o0
lim[f(x) —y] =lim[-xInx] =0

X = 400 X = +o00
d’équationy = x est une asymptote obliqu&€ga en
400,

, donc la droite (d)

c) Vx>0,u'(x) =—Inx, donc,u est strictement
croissante suj0; 1] etu est strictement décroissante
sur[1; +ool.
d) Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :
b 0 1 400
u'(x) + | -
u(x) | 0 7 1 \ —0

e) ux)=x(1-lnx)=0&x=00ux=ce,
doncS;g = {e}.

f) Signe deu sur |0; +oo[ : V x € ]0; e[, u(x) >0

etv x € Je; +oof, u(x) < 0.

Inx 1

2 f)=hm=as

e ﬁ etf(0) =-1

a) Dy = [0; +oo[. Continuité de f en0:
lim £ (x) =lim [f_l] =-1

XHO Inx
x>0

continue ero.

Dérivabilité de f en0:; 2@ _ _x*1
x—0 x?—xInx

. fCoO-f(0) _ . x+1 _ 1 _
lim x—0 = lim [xz—xlnx] ot T +oo ) alorsf
x—0 x>0

n'est pas dérivable e par consequeidt; admet en

ce point une demi-tangente verticale.
: —liml-—| =X =
b) limf (x) = lim Li—l] o = - |a droite
X = +oo el
X = 400
d’équationy = 0 est asymptote horizontaleZa en

+o00,

%(x—ln x)—(l—%) Inx _

(x1-1nx)?2

c) Vx>0,f'(x)=

Inx Inx
T—In x+7 _ _ u(x)
(x-Inx)2 x(x=Inx)2  x(x—Inx)?’
strictement croissante s|f; e[ etf est strictement
décroissante sye; +o|.

d) Tableau de variation def sur ]0; +oo| :

1- x—xInx

doncf est

. T _ x 0 e +o00
limu(x) =lim[x —xInx] =0 etu(0) = 0, alorsu 0 n | —
x=0 x=0 x| -1~ 058 ~ 0
est continue en. 3 f xc ’
Dérivabilité de u en0: X049 — 1 _jnx -
. u(x)-u(0) _ . . _
lim==—==lim[1 —Inx] = +00. ;;,.0) vest pas
x 0 x~0
dérivable erd, par conséquerdt, admet en ce point
une demi-tangente verticale.
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etf(0) = —1, alorsf est
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Probléme 83 :

1.  Soitu définie par :

u(x) =In(x+1) - lnx+ﬁ— 1.

a) Etudier les limites deu en+oo et 0.

b) Dresser le tableau de variation deu.

c) Endéduire le signe dau(x).

2. On considéere la fonctionf définie par :
f(x) =x[In(x+1) —Inx] six > 0etf(0) =0.
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Déterminer la limite de f en+co.

c) Montrerque Vx>0, f'(x)=u(x). En
déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation def.

3. Donner une équation de la tangent®&; aCy
au point A, d’'abscisse 1.

4.  Etudier les branches infinies def en +oo.
5. Construire la courbe Cs et T;.

Correction :

_ _ x
1. u(x) =In(x+1) 1nx+erl 1.
u(x)=ln(1 +%)+ﬁ—1
. 1 x
llm[ln(l +;)+m—1 =0

a)
X — +o0
lim u(x) =lim [ln(1+ )+——1] +oo
— 0 x 0
b) vx>0, u(x)—:—§+(x+11)z=

xZ4x—x%-2x-1+x _
x(x+1)2 x(x+1)2
décroissante syf; +oo].

Tableau de variation deu sur ]0; +oo[ :

x 0 +oo
u'(x) -
u(x) +00 \ 0

c) signe deu(x):Vx>0,u(x)>0.
2. f(x)=x[In(x+1)—Inx]six>0et
f(0)=0
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a) Continuité de f en0:
lim f(x) =lim[xIn(x + 1) —xInx] =0 _
X0 X0 etf(0) =0,
alorsf est continue ef.
Dérivabilité de f en0: L2LO — n(x 4 1) -

1 .
Inx = ln(l +;), ona:

lim%_g(m =lim [ln (1 + i)] =+ alorsf nest

x>0 x>0
pas dérivable ef, par conséquerd; admet en ce

point une demi-tangente verticale.
b) llmf(x) = lim [xln (1 + )] +o0
= +00 X — +oo
X

c) Vx>0,f(x)=ln(x+1) lnx+?—;=

In(x+1) —Inx + ﬁ — 1 =u(x) > 0, doncf est
strictement croissante s|; +o|.
d) Tableau de variation def sur ]0; +oof :

X 0 400
') +
f(x) 0 7 +0o0

< 0, donc,u est strictement

3. Tyiy=fMG-D+ f1)=(n2-)x+
1

2

4 Branches infinies ertoo : f(x) =In (1 + %)

( _
on calcule lim 22 = 1im [ln (1 + })] =0. alorsCy
X P +oo X — 400

admet une branche parabolique de direction (Ox).
5. Cyentraitplein etT;

/

Probleme 84 :

1.  Etudier les variations et construire la
représentation graphique de la fonction polynéme
définie par : p(x) = x* — 6x + 5.
2. On considére la fonctiong définie par :
g(x) =(Inx)?-6lnx+5
a) En déduire le tableau de variation deg.
b)  Construire la courbeC,,.
3.
a) Calculer les dérivées dg’, g’ deg.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b)  Quelle est la valeurxy, dex pour laquelle
g ' (x9) =07?
c) Soit le pointM d’'abscisse dex,, tracer la

tangente a cet point.
Inx

4. Soit h la fonction définie par : h(x) = 7.
et f définie par f(x) =x+1—-(2x+1)Inx.

a) Calculer la dérivéef' etf".

b)  Etudier le sens de variation def’.

c) Endéduire le sens de variation d¢.

d) Déterminer les limites def en O et emt-co.

e) Démontrer qu'il existe un et un seul nombre
réela tel quef(a) = 0 tel quea € ]1,8; 1,9 et
justifier que 1,83 est une valeur décimale approcleé
de a & 10° par défaut.

f) Donner le signe def(x) suivant les valeurs de

x.
1

aa+1)’

h)  Etudier les variation deh.

i) Donner la tangente T au point d’abscisse 1.

) Tracer la courbe C et la droite T.

g) \Vérifier que h(a) =

Correction :

1. p(x)=x>—6x+5;D,=R=]—o0;+o[,
Vx €ER,p(x) =2x—6=2(x—3).

Vv x € ]—; 3], p(x) < 0 ; p est strictement
décroissante syro; 3].

V x € [3; +oo[, p(x) > 0 ; p est strictement croissante

sur|[3; +oo[.
lim(x? — 6x +5) = +oo. lim(x? — 6x + 5) = +w
x> 4o x> —© '
X —00 3 +o0
p(x) = | +
p(x) | +0 N —4 A

Construction deC’p : PO _ xX—6+ 5 ;
X X

lim 2% =lim [x — 6 + 2| = +oo

X X

X+ +oo x> too

branche parabolique a I'infinie de direction axe de

ordonnéesC,, en trait plein

s ‘

, doncC,, admet une

A 4

2.
a) Deduisons le tableau de variation dg.
Dy =]0; +ool.
0 e3 +o0
g’ - | +
gx) +o0 N —4 .

b) ¢, : voirfigure ci-dessus en trait pointé
3.

a) Calculons les dérivées dg’, g'' deg :
vV x €]0; +oo[, g'(x) = Zme—g
Vx € ]0’ +OO[, g//(x) — 2(4;];136).

_ 2(4-Inx)

b) Vxe]0;+f, g(x)" =
ot
c) Ty:iy=2xe*-—6.

4.  h(x) =2 —lnxxﬁetf(x)=x+1—

= =0 x =

xX2+x  xZ
2x+1)Inx.

a) Calculer la dérivéef’ et f".
V x € ]0; +oof, f'(x) = Zx-Zxlnx-l

X
1-2x

x2 7

V x € ]0; +oo, f(x) =
b)  f' est strictement croissante %()r%] etf est
strictement décroissante %n: +oo[.

o) f'(5)=-1613<0,¥x€]0;+e] f'(x) <0

2
doncf est strictement décroissante Hyr+oo.

limf(x) =lim[x+1—- 2x+ 1)Inx] = +

d) x>0 x-0

limf(x) = limx+1—-2x+ 1) Inx] = —oo
x> 400 x- 4oo '
e) Lafonctionf est continue et strictement

décroissante syi,8; 1,9[, donc elle réalise une
bijection de]1,8; 1,9[ sur]f(1,9); f(1,8)[ =

1—-0,18; 0,096[. Le nombre zéro (0) est compris entr
f(1,9) etf(1,8), etquef(1,9) x f(1,8) < 0 donc
I'équationf (x) = 0 admet une solution uniquedans
11,8; 1,9[. £(1,83) x f(1,8) < 0 donc 1,83 est une
valeur décimale approchée deé 10° par défaut.

f) Signe def sur ]0; +oo[: V x € ]0; a], f(x) >

0 etV x € [a; +oof, f(x) <O.

g Onsatf(a)=a+1-Qa+1)hae
Ina =L alorsh(a) = =% = 2L L

2a+1 a“+a 2a+1 a“+a
a+1l 1 1

a(a+1) = aa+1)"
h) Vx€]0;+wf, h'(x) =
fx)

(x2+x)2’

est strictement décroissante fuy+oo.

2a+1
x+1-(2x+1)Inx _
(x2+x)2 -

doncf est strictement croissante $0ra] etf
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lim h(x) =lim ln—x X 11] = —o0

x—0
x>0
lim h(x) =lim ‘“—"x ! ] =0
+_ .
X +— +00 x
X — +oo
X 0 a 4o
h'(x) + | -
h(x) —n 7 L v 0
a(a+1)

. 1 1
I) Tlly:EX—E.

)] Tracer la courbe Cy et la droite T.

-

Probléme 85 :

1.  On considere la fonctionf définie sur
I'intervalle ]0; +oo[ par: f(x)

a) Etudier le sens de variation def.

b)  Calculer la limite de f en+w et en 0.

c) Donner le tableau de variation def et en
déduire le signe def (x) pour tout x € ]0; +oo].
d)  Tracer la courbeCy.

2. On consideére la fonction g définie sur
lintervalle ]0;+oo[ par : g(x) = xIn (x“)

a) Déterminer la fonction dérivée deg. Déduire

de la question 1., le sens de variation ggsur
10; +oo[.

b)  Vérifier que g = hOk avec h et k les fonctions

In(1+x)
x

définies sur]O +oo| par: h(x) = et

k(x) = L En déduire la limite deg en+wx eten 0.
X

c) Donner le tableau de variation deg sur
10; +oo[.

3. Soit un nombre réel strictement supérieur a
1. On noteA(a)l'aire du domaine « ensemble des

points M du plan dont les coordonnées
vérifient: 1 <x<a et0 <y < f(x) ».
a) Calculer A(a) en fonction dea.

b) Déterminer la limite A(a) lorsque a tend

vers +co.
4, Tracer la courbe C,.

x+1 1
=In(*2) -
x x+1

Correction :

x+1 1 1 1
1. f(X)—l ( )—m—ln(l-}‘;)—m.
a) Vx>0f(x)——><i+ - _—C

x+1 | (x+1)2  (x+1)2

doncf est strictement décroissante Hyr+oo.

by mfCO) =lim[in(1+3) - ] = 4o
x>0 x>0
limf (x) = lim [ln (1 + ) ﬁ] =0
X =+ X = 400
c)
x 0 +o©
f') -
f) | | 4o N 0

vV x € ]0; +oo[, f(x) > 0.
d) Cfentrait plein etC, en trait pointé :

2. gx)=xIn (xTH) = xIn(x + 1) — xIn(x).

a) Vxe]l0;4+of,g'(x)=1In (x7+1) - z X ﬁ

f(x) > 0, doncg est strictement croissante sur

10; +ool.

In(1+3)

b) g =h0k & g(x) = h[k(x)] =

Rk

xln(l +1) =

lim g(x) —hm[ In(1 + t)] =0

x+0 t e 4o
In(1+t)

xIn (x—“) posong = 1
X X

lim g(x) —hm[
X = 4o t-0

C)

0 +00
g'(x) +
g(x) 0 7 1

3. est une primitive d¢ sur]0; +oof.

a)  A) = [ f@dx = [g@)]§ = aln () -

In(2).
b) lim A(a) =1- ln(2).
a - +oo
4.  Cg4 en trait pointé : voir figure.
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Probléme 86 :

1. Soit le polyndme tel que
p(x)=3x3-2x*-1

Vérifier que p(x) = (x — 1)(3x% + x + 1) puis
étudier le signe dep(x) sur ]0; +o|.

2. Soitg(x) = x3 — x> + 1 — Inx. Etudier le
sens de variation deg sur ]0; +oo[. En déduire le
signe deg(x) sur]0; +oo].

3. La fonction fest définie sur]0; +oo| par

Inx Z_x+3.

fx)=— +
a) Etudler Ies limites de fen zéro et en l'infini.
b)  Calculer f'(x). En déduire le sens de
variation de f.

c) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet
sur |1, 5; 1, 6] une solution uniquea ; déterminer la
valeur décimale approchée de 21072 prés par
défaut.

4. Soit P la courbe de la fonction

d’équationy = %xz —x+3.

a)  Calculer la limite de f(x) — (%x2 —x+3)
guand x tend vers l'infini. Que peut- on en déduire
pour les courbes® et Cy .

b)  Etudier les positions relatives deP et Cy.

c) Déterminer une équation de la tangent& a
Cy au point A d’abscisse 1

d) Tracer , T et Cy.

5.

a) Déterminer une primitive de la fonction
Inx

X — 2—sur]0 + oof.
b)  Calculer I'aire de la partie du plan comprise
entre les courbes Cy etP et les droites d’équations

respectivesx = 1 et x = 3.
Correction :

1. p(x)=3x3-2x2-1;
p(x)=(x—-1DBx*+x+1)=3x3+x?>+x—
3x2—x—1=3x3-2x?—-1. Commep(1) =0 et

lim p(x) =lim[3x3 —2x? — 1] = +0 v €10;1],
X = 400 X — 400
p(x) < 0 etV x € [1; 4w, p(x) > 0.

1

2. g(x)=x3—x2+1—lnx=x3(1—;—
Inxr3+1.

3_9a2_
V x € 0; +oof, g'(x) = T2

strictement décroissante 40 1] etg est strictement
croissante surl; +oo[. Org(1) =1

= %x), doncg est

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

lim g(x) =lim [x3 (1 -2 = 25) + 1] = 40
X 4o X 5 400

limg(x) =lim[x® —x* + 1 ~Inx] =+~
x+ 0 x—0 )

g(1) =1 doncV x € ]0; +o[, g(x) > 0.
3. f)="2+43x%—x+3.
a) Etudierles I|m|tes de fen zéro et en l'infini,

. . 1 1, Inx _
)lclr'i];(;c))—hm[x( + )+3] +00 ot

X — +oo
limf (x) =lim [lnx +ix2—x+ 3]
x>0 x>0

32,4
b) v € 0; e, f(x) = BT _ 9

doncfest strictement croissante §Qr+ool.

c) Lafonctionf est continue et strictement
croissante suj0,3; 0,4[, donc elle réalise une bijectio
de]0,3;0,4[ sur]f(0,3); f(0,4)[ =1-1,27;0,39[. Le
nombre zéro (0) est compris entf€0,3) etf(0,4), et
que £(0,3) x f(0,4) < 0 donc I'équatiorf(x) = 0
admet une solution uniquedans|0,3; 0,4[ et

a = 0,39.

4, VxE]0;+oo[,y=%x2—x+3

Vx €]0;+0, y =x—1.

> 0,

T3 3 X 2 3 3 3 3 2 2 2 2 0 3 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X 0 4o
y' +
y 3 7 +o0
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a) f(x)—(x —x+3) Inx.

X

Inx
lim [f (%) = y] = hm[ ] 0 donc est une courbe
X - +oo X = 400

« asymptote oblique »G.

b) me & x = 1, doncCy est au-dessous desur
10; 1] etCr est au-dessus desur[1; +ool.

c) Tpy=x+ %

d) P entrait pointé etCy en trait plein et T

rF.

b

ko

\

[ p g prcs=n p ny)

a) La primitive de la fonctior — Zme sur
10; + oo[ est(In x)? sur]0; + oof.

X 3 3 X X 36 3 X X 2 3 X 5 26 X 2 36 36 X 5 36 2 X 5 36 b X 26 3 2 X 06 2 2 56 06 2 24 5636 X 54 56 26 2 04 36 2 0 2 2
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W
b) f [f (x) — y ldx = f [lnx] 3. Dresser le tableau de variation d¢f,. i
1 3 [2Inx Vx>0,fx) = Inx(2-2Inx) *
1[5 dx = S 1anx)?)3 = (n3)2, e P *
2 2 _ (Inx)? +00 #
lim f5(x) =lim [ = ]_o_+=+°°et e
Probleme 87 :Pour tout entier n strictement positif, x~0 x5 0 i
on consideére I(ellnfgnctlorfn définie sur]0; + oo lim £,(x) =lim [(lnx) ] -0 &
par: fn(x) = Xt i
0 1 e +© r
1 Dresser le tableau de variation d¢f. £ (%) — ] + ] — *
2 Déterminer une équation de la tangentd’; en fo(x) +o N 0 2 XN 0 i
— A eZ
x =1, ala courbeCy,. 4.  Cy, estune asymptote paraboliquéa i
3. Dresser le tableau de variation def,. . (lnx) _]nx _Inx(inx-1) &
4. Que peut- on en déduire poucy, . - (00 - i) = =T %
5.  Etudier le signe def,(x) — f1(x) ; endéduire x=1letx=¢e;Vx €[l e]. f2(0) — fi(x) <0 et i
la position relative deCy, et€y,. Vx €]0;1] U [e; +oo[, f(x) — f1(x) = 0. i
6 Tracer Cy, ; Cy,etTy. La position relative deCy, etCy, : Il
7. m étant un entier naturel non nul, on pose Vx € [Le], f2(x) — fi(x) < 0, Cf, est au-dessous dei
I, = [} fa(0)dx. C, sur[L;e]. %
: : _ - W
a)  OnposeF(x) =% calculerF'(x), en v x €]0;1] U [e; +oof, fo(x) - f1(x) 2 0, Cp, estau *
X dessus d€y, sur]0; 1] et surle; +ool. #
déduire 1. 5 o lei o e
b)  En utilisant une intégration par parties, - €y entraitplein etCy, en trait pointe : i
montrer que : 1,41 = —%+ (n+ 1)L, &
c) Calculer I, puis I'aire du domaine compris \\ i
entre les courbeLy, etCy, et les droites d’équations \ —_ __. Y
— — SLe=m T T T S—" *
x=1letx =e. e
d)  Prouver par récurrence quev n € IN™: *
1 1 1,1 1 *
I, =1—=(1+ = +=++-). %
n! e 1! 2! n! #
e) En utilisant un encadrement deln x sur &
[1; e], démontrer que, pour toutn entier naturel 7. VnelIN'I, = ff fn(x)dx. i
non nul - 0<I, <1. L1 . a)  F(x) =% calculer’ (x) = —_:;x, en *
f En déduirelim, o, (14 =4 —+ - +—=). L - #
) uirelim.c, (141,45, w) déduirel; = [{ f,(x)dx = — [ 22 dx = x
(lnx) _ [1+Inx e 1 9
Correction:vn>0/f,(x) = [ . ]1 =— I
(l )n+1 %’
Vx>0, f(x) = W02y 0)  Tnss = f} fraa CO)dx = J [P 5] dx = *
" x3 [ (Inx)"+17¢ (Inx)™ 1 *
—T] ++ D) [T ]dr=—c+(n+ %
1. Dresser le tableau de variation def. 1)1 i
(1- 21nx) n:
Vx>0, f1(0) = ' c) Calculerlz=11+1=—§+(1+1)11=—§+ i
- (Inx)* - -
hml_{lo(x) hm[ ] Tor T et 2l = 73 puis I'aire du domaine compris entre les i
X
xe ((1) X courbe<;, etCy et les droites d’équations= 1 et i
lim f; (x) =lim [ ad ]—0 _ . _2 *
X7 xH+Oo x_e'1ll_12_;.1 1,1 1 I
x |0 el/|2 +00 d —hh =1--(1+4 5+5++-). i
f1() + — . Pourn=1lalors=; =1—-+lel, == ¥
A0 [ [—e » Z N o0 " wt T tTe &
2e *
2. T,:y=x-—1. i
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. SupposonsquenelN*il =1—1(1+

+ et )est vraie montrons qL-(}e— nt1 =

1
(n+1)!)

:1_1(1_}_ l+l+...+i + e
e 1 2! n!

1—;(1+ E+Z+'“+E + ot
1 g
(n+1)! 1t
1
(n+1)!)
1 1 1 1 1
® ;In=1—g(1+ E+z+"'+—)

e) 1<hx<eel1<(nx)"<e" o<

2e—

s e () 1 [0 <

T xZz -

[{le"2]dx < [67]1 <I,<[re"2¢ > 0<1, <
1.

1 1
f) OSInS1@OSEInSE=}OS1—
1(1+1+1+...+1)<1@0<1_
e
1

e
1

(14 4ot ) St ee-2<14 14

llm[e——]—e lim[e] = e

, donc
n - 4oo e b
lim |14 =4+t =
1! 2! n!
n - 4o
Probléme 88 :

1. Soitn € N*, on considére la fonctiorf,, de R
versR définie par : fp(x) = l"x.

a) Etudier la fonction def,,.

b)  Montrer que, quelque soit le nombre entier
naturel non nuln, ¢, passe par un méme point A,
dont on précisera les coordonnées. Donner une
équation de la tangenteT,, aCy, au point A,

c)  Montrer qu'il existe un point E, deCy, tel
que la tangente erE,, aCy, soit paralléle a(07).

d)  Trouver les coordonnées d&,,. SoitT
'ensemble des pointE,, lorque n décrit N*.
Caractériser analytiquementr.

2. Etudier et représenter graphiquement la

fonction f3(x) ==X

3.  Soitp un nombre entier naturel non nul.

On considére la fonctiong,, de R versR définie
1

par: g,(x) = x?Inx.

a)  Etudier la fonction de g,,. Représenter
graphiquement la fonction g4(x) = xInx.

b)  Montrer que, quelque soit le nombre entier
naturel non nul p, €, passe par un méme point B,
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= + + —<e, selon le théoréme de gendarme, on a :

dont on précisera les coordonnées. Donner une
équation de la tangentel,, aC, au point B.

c)  Montrer qu'il existe un point E, deC,_tel
que la tangente erE, aC,4 _ soit paralléle a(0r).
4. Ondesigne par {, ; v,) le couple de
coordonnées deE,.

a) Montrer que la suite (u) de terme général

est une suite géométrique dont on précisera la
raison.

b)  Que peut- on dire de la suitdv) de terme
genéralv, ?

p

Correction :

1L neN,/f,(x) ==

a) Etudierla fonctlon defn.
Vx>0,f" (x)=
strictement croissante s|; e'/"] etf;, est strictement
décroissante sje’/"; +oo|.

x"1(1-nlnx) _ 1-nlnx
x2n T yn+1

alorsf,, est

lim £, (x) =lim [lnx] = :)—io ==
T
lim £, (x) =lim [lnx]
X+ 5 1o
x 0 el/m +o0
f'n(x) + | ~
fn () A = N 0
lnxne Inx
) LE=AE=E=" =

Inx

= 0 & x =1, donc A(1;0), la tangentd;, :
y=x—1.
0 fl)== nInX _ 0 < x = e/, il existe un

xnt1

pointE, deCy, qui est son maximum tel que la

tangente eifi,, ( i/n, )acf soit paralléle 07).
1 1
d E, (el/";z) Ty=~L

xe
2. Cy, en trait plein et C,, en trait pointé :

0 el/3 400

x
f'3(x) + | -

f3(x)

bty
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1
3. meN/g,(x)=xrInx.
a)  Etudier la fonction de g,.
nx
P
p), alorsg, est strictement décroissante Hiyre 7] et
gp est strictement croissante $ar?; +of.

/ o1 1
Vx>0,gp(x)—xp ( +1)—;x1’ (Inx +

1
lim g, (%) =1im [x5 In x] =0 &

x>0 X0

1
lim g, (x) =lim [x5 In x] = 40
X = +o00

X = 400
x 0 e’ P +o0
gp(x) - | +
Ip(x) 0 N ‘7” 7 4o

1
b) xrlnx =0« x =1, donc K1;0), latangente

Tpry=x-1

C) g’p(x)=%x%_1(lnx+p) =0 x=e7P il
existe un poink, deC’gp qui est son maximum tel que
la tangente ef,, (e‘p;_?p) acgp soit paralléle Ov).

4, (up ;s vp) = (e‘p;jp).
a) u=ePou=ePl=elxe?=
e‘lup, donc la suit€u) de terme général, est une
suite géométrique de raisqn= e™1.
-p-1 _ -1
e e
donc la suit€v) de terme genéraj, est une suite

—_ =1, — -
+ e p

__b —
b) Up—7(=>17p+1—

arithmétique de raison= —

Probleme 89 :On considéref,, deR versR définie
par: f,(x) =In(|x? — 2mx + 3|) avecm décrit R

1. Soit f1(x) =In(|x* —2x+3|)

a) Etudier la fonction f.

b)  Montrer que la droite d’équation x = 1 est
un axe de symetrie dey, .

c)  Construire deCy,.

2. Soitf,(x) =In(|x* —4x+ 3|)

a)  Construire deCy,.

b)  Soit @ un nombre réel strictement supérieur a

—4. CalculerI = ff In(x + @) dx. En déduire la

valeur del, = f: f2(x)dx.

3.  Etude des fonctionsf,,, m décrivant R.

a) Deéterminer 'ensemble des nombres réelm
tels quef,, soit définie en tout point deR.
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b)  Montrer que la représentativeCy, de f,,
admet la droite d’équationx = m comme axe de
symeétrie.

c)  Montrer que toutes les courbe€ ontun
point commun A. Trouver les coordonnées de A.

Correction :

1. f1(x) =In(|x* —2x+3|) = In(x? —2x +
3, car en posantr2-2x+3=0, 4= 8<0.
a)  Etudions lafonctionfy: g =]—o0; +oo]

' 2x—2 2(x-1)
Vx € ]J—oo;toof, f(x) = X2—2x+3  x2-2x+3"

Vx € ]—o;1], fi(x) <0, etfy(1) = 0, doncf; est
strictement décroissante Jufoo; 1].

Vx € [1;40[,fi(x) >0, etf,(1) = 0, doncf; est
strictement croissante S|ir; +oof.

X —00 1 400
f() - | +
fi(x) | 40 N In2 7 4o

b) fAQ2-x)=In[2—-x)?-2(2-x)+3]
f1(2 —x) =In(x? — 2x + 3) = f,(x). D'ou la droite
d’équationx = 1 est un axe de symetrie dg .

c)  Construction decCy, :
l-mfl(x) — 0

Branches infinies : ; alors(,’f1 admet
X — 400
une branche parabolique de direct{oix) en+oo.
. fi1(x) _
lim===0. alorsCy, admet une branche
X P —0

parabolique de directiof0x’) en—oo.
Cy, entrait plein etCy, en trait pointé :

h

2. f2(x) =In(|x* —4x+3|)

, 2(x-2)
v # {13} H00 =50

a)  Construction deCy, :

Vx € |—o0;1[U]3; 4o, f,(x) = In(x? — 4x + 3)
vx € 11;3[, ,(x) = In(—x2 + 4x — 3).
Etudions les variations def :

. Vx € ]—OO; 1[ U ]3’ +OO[, fz'(x) — 2(x-2)

x2-2x+3"
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Vx € ]—oo; 1], f,(x) < 0, f, est strictement
décroissante syroo; 1].

Vx € ]3;+w[, f,(x) > 0, f, est strictement
croissante sul3; +oof.

. Vx € ]1;3[,f2'(x)=%.
Vx € ]1;2
sur]1;2[.
v x € 12;3[, f,(x) <0, f> est strictement

décroissante syg; 3.

[, f2(x) > 0, f, est strictement croissante

X | —oo 1 2 3 +o0
L] - + | - +
fo(x)]| 0N —oo 70\ —oo —00 / 400

— Q00
Branches infinies :
Asymptotes verticalesx = 1 etx = 3.
. folx) _
. lim== = 0. ; alorsC, admet une branche
X - 400
parabolique de directiof0x) en+oo.
I (x)
. lim== = 0. ; alorsCy, admet une branche
X = —OO

parabolique de directiof0x") en—oo.
Construction de Cy, en trait pointe: Voir figure.

f:ln(x+a)dx'
I=f451n(x+0()dx= [xIn(x + a)]3 — f —dx—

- f: (1 —ﬁ)dx = [xIn(x + @)]3 —
[x —aln(x + )]} = [(x + @) In(x + @) — x]5 =
G+a)mhG+a)—-@G+a)in(4+a) —1.
Déduction de la valeur :

I, = f:[ln(x2 —4x +3)]dx = f45 In[(x — 1) (x —
dxr=

I, = f45 In(x — 1)dx + f45 In(x — 3)dx =
G-DInG-1)-¢@G-1Dh@-1)-1+
G5-3)In(5-3)—(4-3)In(4—-3)—1,dou
I, =10In(2) — 3In(3) — 2 = ln( ) 2,

3. fm() =In(|x* —2mx + 3|) = In(x? —
2mx + 3), car en posantx?> — 2mx + 3 = 0,

A= 4(m? - 3).

a) Déterminons I'ensemble des nombres réein
tels quef,, soit définie en tout point deR :
A=4(m? -3) < 0,m € [-V3;V3].

b)  fin(x) =In(|x? —2mx +3|) =
fmn@2—=x)=In[(2-x)?-2m(2 — x) + 3]

fn(2 —x) =In(x? — 2mx + 3) = f,,,(x). D’'ou la
droite d’équationx = 1 est un axe de symétrie dg, .

b) a> —4, calculonsl =

[xIn(x + )]

¢ fip(®) = filx) =In(|x* - 2x +3|) =
In(|x? —x + 3|) © x = 0 ; doncA(0;n 3).

Probléme 90 :Pour tout m réel, on considere la
fonction h,,, définie par :

him(x) = ln(x) - szxe]O 1[ U ]1; +oo[
m(o) =

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé&,,, ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h,,
sur Dy,
2.

d)  Etudier les limites deh,, sur D, suivant les

valeurs dem (m = ; m = 0).

e) Montrerque Vx € ]0;1[U
—In(x)+2m
x(Inx)3

suivant les valeursden (m < 0; m=0; m > 0).

. En déduire le sens de variation dé,,

f) Dresser le tableau de variation dét,,, sur Dy,.

g) Donner I'équation de la tangente T aCj, au
point d’abscissex = e.

3. Etudier la position relative de€Cy, ., par
rapport a €, suivant les valeurs den # 0.

4.  On considéref définie sur]0; 1[ U |1; +oo[
par f(x) = 5.
hy sur]0;1[ U ]1; +ool.

5.  SoitW¥ l'application ]0; 1[ U ]1; +oo[ dans
R — {a} et définie par¥(x) = hy(x). Comment
faut-il choisir pour que ¥ soit une bijection ?
6. Tracer Cy,_, ; Cp, €tCp,.

7. Expliciter la fonction réciproque h;;! si
m < 0 sur|1; +oof.

Correction :
m( ) ln(x) m

sixe€ ]0 1[ U ]1; +oo[
hn(0) =
1.

a) Dy =[0;1[U]1;+ool.
b)  Continuité de h,, surD, =

lim h,,, (x) hm[
x>0

[0;1[ U

lll(x) (lllx) N e h"l( )

alorsh,, est continue efl.

lim h,, (x) =lim [
xe1

In(x) (lnx)Z] =
x—1
Donch,, est continue suUi0; 1[ et sur]1; +ool.

Derivabilité de hy, sur D,
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. Interpréter graphiquement ces résultats..

11; +oof, hyp (%) =

Montrer que f est une primitive de

11; +ool.
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. hm(X)=hm(0) _q.  [In(x)-m] _ -
lim x—0 = [x(lnx)z T T % alorsh,,
x>0 x>0

n'est pas dérivable eh DoncC;, admet en ce point

une demi-tangente verticale.

Donch,, est dérivable suo; 1[ et sur]0; +oo.
2.

a)  Limitesdeh surDy, = [0;1[U]1;+oo[ :
lim h,, (x) =lim [hzl(:% =lim [lnzx)] =0
x =+ X — +oo X = 400

. Sim=0

lim h,, (x) =lim [
x+—1

In(1)-m] _ -m _ {+oo sim<0
1n2l ~ ot~ l—cosim >0
x> 1
In(x)-0 _ 1
(Inx)2 ~ In(x)
. T 1] _ (—oosix<1
lim ho (%) =lim [ln(x)] - {+oo six > 1.

=1

x—1

b)  Sens de variation deh sur Dy, :

Vx€]0;1[U]1; 4o,

B () = 2nx0* -2 0nG)-m]  InGo-2In(G)+zm _
m\X) = (Inx)* - x(lnx)3

. Sim = 0, alorshy(x) =

—In(x)+2m
x(lnx)3
0= x=e’0u(lnx)®=0< x =1avecx > 0.

1* casm < 0 alorse®™ < 1

. Posongi,,(x) =0 & —In(x) + 2m =

X 0 e?m 1 +o
(Inx)?3 - — +
2m — In(x) + - _
Iy () - + | -

v x € ]0;e2™] U ]1; +o], hj,(x) < 0, alorsh,, est
strictement décroissante 40t e?™] et sur]1; +oo].

v x € [e?™; 1], h},,(x) > 0, alorsh,, est strictement

croissante sue?™; 1[.
-In(x) _ -1
x(nx)3 ~ x(Inx)?2

2 casm = 0 alors hy(x) =

1*" casm < 0 alorse?™ < 1

X 0 1 400

hy(x) | - 11 —

V x € ]0; 1[ U ]1; +oo[, hy(x) < 0, alorsh, est
strictement décroissante 0t 1[ et sur]1; +oo|.
3* casm > 0 alorse?™ > 1

X 0 1 e?™  +oo
(Inx)3 - + +
2m — In(x) + + -
iy () - |+ -

Vv x € ]0; 1[ U [e?™; + o], h},(x) < 0, alorsh,, est
strictement décroissante 40x 1[ et sur{e?™; +oo.

v x € ]1; e®™], h),(x) > 0, alorsh,, est strictement

croissante sujl; e?™].

c) Dresser le tableau de variation dét,, sur Dy,

1
hy(e?™) = —.
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x |0 e?m 1 + 00
T () - | o+ =
Ao (%) +oo N — 2 4o +oo N 0
4m
2° casm = 0 alors hy(x) = 9;(112;’;)3 = - (1;1)2
X 0 1 400
ho(x) - -
ho(x) 0 v —o0 +o0 N O
3* casm > 0 alorse?™ > 1
x 0 1 e’™  +oo
ho (%) - + | -
hyp () 0 Vv —o — 2 ND
4m

d)  équation de la tangente T aCp, au point
d’'abscissex =e: Ty = hj(x)(x —e) + hy(e)
y=elx-1

In(x)-m-1

3. hy,1(x) = TnnZ ym+0

1
hm+1(x) - hm(x) = - (lnx)z

dessous dé;, sur[0; 1[ et sur]0; +ool.
4. Vx€]0;1[U]1;+oof, f(x) = ﬁ

Vx €]0;1[U]1L; +oof, f'(x) = 13;";)‘21 = hy (x), alors

f est une primitive dé, sur]0; 1[ U ]1; +oo.
5. W est continue et strictement décroissante sur 4
10; 1[ et sur]1; +ool. Elle réalise deux bijections, une *
de]0; 1] sur]—oo; 0] et l'autre dg1; +oo[ sur

]0; +oo[. Mais on remarque quea € ]1; + .

< 0 alorsCy,,,, estau-

X 3 X X 34 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 X 5 26 0 2 54 36 X 5 36 26 2 2 X 5 36 26 2 2

6. Tracer Cp , ; Cp, €LCh,.
2 5

-'-'-'-'“'h.

X
%
n

7. Fonction réciproque h;,! : hy;! est continue et
strictement décroissante ddr, +oo[. Elle réalise une
bijection de|1; +oo[ sur ]0; +oo|.

h,,(x) =y © y(Inx)? —In(x) + m = 0, on pose
In(x) = t avecy est parametre.

yt? —t+m=0,A=1-4ym

= 1-y/1-4ym 1-/T-4ym
2y PN xX=e %

n o L+y1-4ym L+/idym’

t - T x” =e 2y

Vx €]0;+0of, hypia(x) = € 2«

X 3 3 X X 3 3 X X 36 X 2 56 3 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 5 26 2 2 5 26 2 24 5b 26 2 24
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Probléme 91 :

1. On considére la fonction définie
par : —_—
a) Etudier la fonction

b)  Montrer que, quel soit le nombre entier
naturel non nul passe par un méme poin ,

dont on précisera les coordonnées.
c) Donner une équation de la tangent a

au point
2.  Soit

variations de la fonction
3. On considere la fonction définie sur

——. En déduire le tableau de

par : —_—.
a) Calculerles limitesde enOeter
b)  Vérifier que : pour tout de ,

c) Etudier le sens de variation de .
d) Dresser le tableau de variation di .
4.  On considere la fonction définie sur

X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 30 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0f 3 2 5 06 5 24 36 36 X0 5 36 2 X 54 36 b X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 4 36 26 X 54 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 26 2 5 5 06 26 2

3. —_—

a) T et

b) ,

c) est croissante sur et est strictement

décroissante sur et sur
d) le tableau de variation de .

4.

a) Etudier le signe de  suivant les valeurs de

par : ] b) Sur , est au-dessus de  su
a) Etudier le signe de suivant les valeurs de . Et , ; est au-
. dessousde sur etsu
b)  En déduire les positions relatives des courb 5. en trait plein et en trait pointé :
5. Construire les courbes et
Correction :
1. —_—
a) Etudier la fonction
, alors
est strictement croissante sur et est
strictement décroissante sur
T T et

Probleme 92 :A et B sont indépendants

A. Soit , on considérela fonction

définie par : —_—

_ 1. Quel est I'ensemble de définition di ?
b g 2. Etudier les limites de
) » donc 3. Montrer que
) . . En déduire le
c) latangente aupointA:
. . sens de variation de suivant la parité de
2. ——. Déduction du tableau de p .
o _ 4.  Dresser les tableaux de variations d
variations de la fonction suivant la parité de
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B.  Soit h,, définie par :

h,,(x) = 2m(x — |x|In|x|) avecm € IN*

1.

a. Quel est 'ensemble de définition dé,,,?

b. Exprimer sansh,, le symbole de la valeur
absolue suivantm.

2. Montrer que h,, admet un prolongement par
continuité en0.

Interpréter la dérivabilité de h,, en 0.

3.

a. Etudier les limites deh,, sur Dy, .

b. Etudier le sens de variation deh,,,.

C. Dresser le tableau de variation dér,,.

d. Déterminer les points d'intersection deCy,

avec I'axe des abscisses.
8.  Construire les courbesCy, etCy,.

Correction :

_ (Inx)"
=

A. mnelN,/f,(x)

o Imfeo) =lim[(25)"] = 0 4

x >+ X = +o00

n
lim £, (x) = lim [(ln—x) ] = {—OO,Si n est impaire
+ x ; ;
x—0 x> 0+ 400, si n est paire
g(lnx)"_lx"—nx"_l(lnx)"

3. Vx>0 f' (x)= =

xZTl

(Inx)" 1x"-nx"(Inx)" _ n(nx)"(1-lnx)
x2n+1 - -

x"*1Inx
n(Inx)" 1(1-Inx)
PR

. Sin — 1est paire, alors def’, (x) dépendent
de celuidel — Inx.

X 0 e 4o
1—Inx + —
f'n(x) + -

Vx €]0;e] f'rh(x) >0 f, estcroissante si@;e] et
V x € [e; +oo[ f',(x) < 0 f,, est décroissante sur
[e; ool

. Sin — 1 est impaire, alors def”’, (x)
dépendent de celui dn x)*"1(1 — Inx).

X 0 1 e +o0
(Inx)" ! — + +
1—Inx + + -

f'n () - + -
Vx €]0;1] U [e; +oo[ f'h(x) <0 f, eststrictement

décroissante syf; 1] et surfe; +oo|.

Vxe[le] fla(x) >0 f,estcroissante siit;e].
4.  tableaux de variations def,,.

. Sin — 1 est paire

x 0 e +o
f'n(x) + | —
fa () -0/ ei" N 0
. Sin — 1 est impaire
X 0 1 e +00
f'n(x) - | + | -
L@ | 4N 0 2 = N0
B. h,x) =2m(x— |x|In|x|)/m € IN*
1.
a. Dy, =]-;0[U]0;+ool.
b. Vx€]-m;0[, hy,(x)=2ml[x + xIn(—x)] et

V x € ]0; +oo[, h, (x) = 2m[x — x In(x)].
5 lim h,, (x) =lim[2m[x + xln(—x)]] =0.

x> 0" x— 0"
lim hp, (x) =lim[2m[x — x In(x)]] = 0. donch
x -0t x 0t ’ "

admet un prolongement par continuitélen
Interpréter la dérivabilité de h,, en O.
limw =]im[2m[1 + ]n(—x)]] = —00

x—0 -
x> 07 x+0

; hm

n'est pas dérivable a gauche de 0, doyc admet une

tangente verticale.
lim hm(x)—hpy (0) — llm[Zm[l _ ln(x)]] = 400

x—0 ) hm

% 0F x - 0F

n'est pas dérivable a droite de 0, déj¢ admet une

tangente verticale.

3.

lim hpp, (x) =lim[2mx[1 + In(—x)]] = —o0
X — —00 X —» —00

lim h,,(x) = lim[me[l — ln(x)]] = —0o0

X = +0o X — 4o

b. Etudier le sens de variation deh,,,.

V x € |—;0[, h'},,(x) = 2m[2 + In(—x)] alorsh,,
est strictement croissante $uioo; —e 2] eth,, est
strictement décroissante Jure~2; 0[.

V x € ]0; +oo[, h'},,(x) = —2mIn(x) alorsh,, est

a.

strictement croissante s|; 1] eth,,, est strictement

décroissante sui; +oo.
C. Dresser le tableau de variation ddt,,.

x | —o —e~? 0 1 +o0

B (%) + | -1 1 + [ -

hp(x)| —07 2me™2 N 0 72 2m N —

d. Ch,, N (0x) & hp(x) = 2m(x — |x|In|x|) =

six<0ex=—e?
six>0x=e

4. Cyp, entrait plein et Cy, en trait pointé :

0(=>|x|ln|x|=x<=){
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Probleme 93 :Soitn € IR, on considere la fonction

 définie par : f,(x) = 22 —nlnx.
X

1.  Quel est 'ensemble de définition d¢,, ?

2. Montrer que toutes les courbe€;, passe par
un méme pointA, dont on précisera les
coordonnées.

3. Etudier les limites def,,.

4, Etudier le sens de variation def,, suivantn a
savoirn € |—oo; —2] U [—2; 2] etn € ]2; +oo.

5. Donner une équation de la tangent&,, aCy,
au point A.

6.  Dresser les tableaux de variations dg,
suivant n.

7. Construire Cr,:Cr,;Cy, etCy,.

2_
Correction : n € IR, /f,(x) = x—xl —nlnx.

2. Toutes les courbe€; passe par un méme
point A, dont on précisera les coordonnées.

x%-1

x?-1 X =
—nlnx=y<=){x @{y_ c'est

le pointA(1;0).
3. leslimites def,,.

x2-1 1
fan(x) =T—nlnx = x—;(l +nxlnx)

lim £, (x) =lim [x —i(l + nxlnx)] = ;—: == o
x~0 x> 0

i Z_ Inx

lim £,(x) =lim |x2 (222 = n25)| = + oo

x r—>n+oo [ ( x x? )]

X — 400
4.  sens de variation def,, suivant .

n—vn2=2\(  n+/n?—4
Zonx+1 <x 2 )(x 2 )
x2 - x2

Vx>0f,0x) =%

. Sin € |—o0; —2] U [—2; 2] alorsf;, est
strictement croissante S|fI; +oo].
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. Sin € ]2; +oo[ alorsf,, est strictement

—/n2— Vn2—
L 4] et sur[n+ . 4;+oo[etfn

. . n—-vn2-4 n+vn2-4
est décroissante sl > ; > .

5. équation de la tangenteT,, aCy_ auA.

croissante su}o;

T,:y=-nx+n.
6. tableaux de variations def,, suivantn.
. Sin € ]—w; —2] U [-2;2]

X 0 4o
f'n(®) +
fn (%) —w 7 400
. Sin € ]2; 40|
X 0 n— ;12—4 n+\/;12—4 too
f'a(x) + [ - ] +
fu(%) —0 7 \ 7 4o

7. courbesCys ,;Cs , ;Cy, etCy,.
'

Probléme 94 :Soitm € IR — {0; 1}

1. Soitu,, définie par :

U, (x) = mx — 1 — mxInx avecm décrit IR*,

a) Etudier suivant les valeurs dem les limites en
+o0 et 0 deu,,. Interpréter ces résultats.

b)  Dresser le tableau de variation det,, suivant
les valeurs dam. En déduire le signe det,,(x)
suivant les valeurs den a savoirm < 0 etm > 0
(C'est-a-dire0 <m < 1 etl <m).

2. On considére la fonctionf,, définie par :

Fn(x) = % avecm € IR — {0; 1}.
a) Quel est 'ensemble de définition def,,
suivant les valeurs dan ?

b)  Déterminer la limite de f,, suivant les valeurs
dem sur Dy, .

c)  Montrer que siu,,(x) = 0 alors f,,(x) = i

d) Dresser les tableau de variations dg,,
suivant les valeurs dan a savoirm < 0; 1 < m et
O<m<1.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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e) construire Cf_, ; Cr, €tCry,.
z

Correction :

1. u,x) =x (m — % —mlin x) avecm décrit
IR*. Ensemble de définition :D,, = ]0; +oo].

lim u,,(x) = —
x~0
prolongement par continuité en 0.
lim u,,(x) = {+oo sim<0

a) 1 alorsu,, admet un

on peut calculer

. —lnm
limfn (%) = 0~
x = (1/m)” —_:)n_mz—oosi0<m<1.

=4oosim>1

—Inm
limf, (x) = o+
x - (1/m)* _L#=+oosi0<m<1'

=—ocosim>1

c)  Montrer que siu,,(x) = 0 alors f,,(x) = i

Up)=mx—1-mxlnhx=0mx—-1=
Inx _ Inx 1

mx Inx. On en déduif;, (x) = T == —

(a < p) tels quay,, (@) = 0 et u,,(B) = 0; de ce fait
on en déduit queY x € ]0; a] U [B; +o[ u,, (x) < 0.
EtV x € [a; B] u,(x) = 0.
2. fmx)= % avecm décrit IR*.
a) Ensemble de définition def,, :

D ={x€IR/x>0etmx—1+0}
. Sim<0 alorstm =]0; +oo].

. Sim>0 alorstm = ]0;%[ U ]% +oo[.
1

1 1
R
i) im 2] =2 = 1
x+ 0 x- 0 '
limfy, (x) =lim |22 x =5 = 0
X+ 4o rom
X P +oo

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

X > +0o0 —o sim>0 d)  Etudions les variations def,, :
U (X) ; Sim < 0 alorsDg = ]0; oo
lim === {+OO Stm <0 4orsu,, admet une _ Im 0o
x = +oo —oo sim >0 S|m>0alorstm =]0;;[U];;+oo[.
branche parabolique de direction (Oy)+en. ¥x €Dy fr'(x) = mx=1-mxInx _  um(x)
b) Vx €]0;4w[u,(x)=-mlnx. Jm: Jm (mx—1)? (mx—1)?
sim<0em-1<-1 m<0
X 0 y +00
X 0 1 400 fm'(x) — | +

w0 | | _ | n fn (%) too N miy 20

Uup(x) | -1 N m—1 7 4w 1<m
il existe un réel tel quey > 1 etu,,(y) = 0; de ce
fait on en déduit que : x |0 a 1 B +w
Vx €]0;y] uy,(x) <0et fr (%) — + + | —
Vx € [y; ool um (x) 2 0 fn@) | | 400N 1 2 o0 w0
sim>0em-1>-1 me mp

o<m<1
X 0 1 400 T

U () | | + ~ * |0 m oo

Upn(x) | -1 7 m—1 N - fm (%) — -
. Si0 <m < 1alorsv x € ]0; +oo[, u,,(x) <0 fm (%) +oo NV —oo +0 N0
. Si1 < m alors il existe deux reets et e) Cy,;Cp etCy,:
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Probléme 95 :Soitm un nombre réel. On considére
la fonction f,,, définie par :

x(Inx)? + mx,six >0
() = { ,six=0"

1. Etude dem =0:
a)  Calculer la dérivé def, sur ]0; 1] et montrer
que fo(x) peut s’écrire sous la forme d¢fy(x) =
Inx (Inx + 2).
b)  Déterminer les solutions def(x) = 0 sur
]0; 1]. En déduire le signe dgy(x) = 0 sur]0; 1].
2.  Etude alorigine :

E
N

enfin u) lorsque u tend vers+co.

, puis dex¥, et

a) Déterminer la limite de v e

b)  En déduire que la limite dex(In x)? tend vers
0 quandx tend vers0 puis quef, est continue en O.

c) Déterminer la limite def"T(x) lorsquex tend

vers 0. En déduire la tangente en O &, .

3. Etude defy :

a) Dresser le tableau des variations dg.

b)  Tracer la courbe deCy, .

4. Etude def,,:

a) Calculer f;,(x) sur]0; 1].

b)  SoitA,, le point deCy, d'abscisse 1. Montrer
que la tangente de |, aCy, au point 4,, est la
droite (OA4,,).

c) Etablir que f,, est continue en O et elle n'est
pas dérivable en ce point. Déterminer la tangenteed
Cs,.enoO.

5. Etude def1 etdef; :
2

a)  Prouver que pour toutx € ]0; 1],
f1(x) = (Inx + 1)2.

b)  Prouver que pour toutx € [0; 1],
f (.X') f()(x)"'fl(x)

c) Déterminer les positions relatives dé€y, et
Cy,-
d) Etablir le tableau de variation def, et tracer
Cy, surle méme graphique ques, en préecisant le
coefficient directeur de la tangente Tau point A;.
e)  Endéduire une construction deCy, a partir

2

deCy, etCy, et tracer C¢, sur le méme graphique
que Cy, etCy, en précisant la tangente 7, aCy, au
2

point A .
6.  Soita un nombre réel tel qued < a < 1.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

a) Onposel(a) = fal x(Inx)?%dx.
Prouver en effectuant une intégration par partie,

a? 2 1
quel(a) = - (Ina)* - J, xInxdx.

b) En effectuant & nouveau une intégration par

partie, prouver que
__« 2_ao 1_a
I(a) = 2(lna) 2lnoc+4 .
c) Déterminer lim I(a) =
a0
d)  Calculer Sy (@) = [, fm(*)dx.

limS,,(a) =

e) Déterminer o0

Correction: m € IR/

x(In x)% + mx, s1x>0
S () _{ 0 ,six=0"

1. Etude dem =0

a) Vxe€]0;1], fo(x) = x(Inx)?

v x €]10;1], fg(x) = (Inx)? +x.21;:x = (Inx)%? +

2Inx =Inx (Inx + 2).

b) les solutions d¢;(x) =Inx(Inx +2) =0
Inx=0=1In1 x=1 .

{lnx +2=0=In1"" { =e? sur]0; 1].

signe defy(x) = 0 sur]0; 1]

Vx€]0;e7?], fo(x) =0

vx€ele %1], fo(x) <0.

2.  Etude alorigine :

InvVu . Inu . 2lnvu

a) limﬁ =0; hmﬁ= lim 7 =0 g
U +oo um +oo U +oo

. (Inw)? zlnﬁz_

llm—u —llm[ ﬁ] =0

u - +oo U+ +oo

2
lim x(In x)? =]im 2InVu
) fimxC =

uw- +oo
o) lim@ =lim[(Inx)?] = (—)? = +o
x—»0 xn0 '

Deduire la tangente en O &y, : c'est une tangente

verticale au point O car le nombre dérivé est un
nombre infini.

3. Tracer la courbe deCy, :
a) tableau des variations defy.

X 0 e 2 1 +o0
floC0 | | + | - | +
fo(x) |0 7 4e” N 0 7 4o

b) ¢

0"

Page 101 sur 215
b 2 e’ @ @ e s i e D @ e e S e S e S SR eea e e RS S e S S S S S S S S S e

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81
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4. Etude def,, :
a) Vxel0;1], fin(x) =x(nx)? + mx
Vx €]0;1], fn(x) =Inx (Inx + 2) + m.

d) Twm:y, = mx alors cette droite passe par O et

parA,,. La tangente de.JaC;, au point4,, estla
droite (4,,,).

limf,,(x) = lim[x(Inx)? + mx] =0
e) ‘0 X0 doncf,,
est continue en 0.

lim 22807 mO®) _ i [(In x)2 + m] = (—00)? = +oo

x H)E)_O x=0
alorsf,, n'est pas dérivable en O.
Déduire la tangente en O &, : c’est une tangente
verticale au point O car le nombre dérivé est un
nombre infini.

5. Etude defi et def; :
2

a) Vx€]0;1], fi(x) = x(Inx)? + x.

vx €10;1], f/(x) = (nx)?>+2Inx + 1 =
(Inx + 1)

b)  vx € [0:1], f100) = 2D 5 21, () =

fo) + fi(x) =x(nx)? + x(Inx)? + x =
2x(Inx)? + x. Or2f1(x) = 2x(Inx)? + x donc

2
Vx € [0’ 1]’ fl(x) — fo(x);'ﬁ(x).

2

c) Vx€]0;1], fo(x) — fi(x) = —x < 0 alorsCy,
est au-dessous @& .
d) T;aupointA;:y; =x.

x 0 el +o0
0 | ] + | +
fix) |0 2 2e ! 7 +o

e) Voir figure.
6.  Soita un nombre réel tel qued < a < 1.
1
a) I(a)= falx(lnx)zdx = [xz—z (In x)z] -
a
1 a? 2 1
JoxInxdx = —=—(na)* - [ xInxdx.

__z 2_ 1_&
b) I(a) = > (Ina) > 1noc+4 e

. 1
o) 11ml(a)—zl
a~0
d)
2
Cha+:-%4m
2 4
2
i, m_ o
4 4 2 2
m 1
e) llmSm(a)—; 2

Probléme 96 :Soitn € IN, on considére la fonction
h,, définie par : h,,(x) = {

1.

S(@) = [ frn@dx = =< (lna)?

Pour tout n non nul, montrer gu'il existe trois
(3) points O, A et B commun a toutes les courbes

291 2 2
[x?]a = —%(lna)2 —%1na+

six+0
six=0

Cy, dont on déterminera leurs coordonnées

2.

3.
4.

Pour tout n non nul, étudier le signe de
h,.1(x) — h,(x) suivant la parité den et pour
chaque cas en déduire la position relative des
courbesCy, etc, ..

Etudier la parité de h,, sur Dy, .

Discuter suivant les valeurs dat [n = 0; n €

IN*(n <1 (n — 1 est pair ou impair);n =
1 oun > 1)] la dérivabilité de h,, sur Dy, .

Interpréter graphiquement ces résultats.
Etudier la fonction h,, sur D, suivant la

5.

parité (n est pair etn est impair) etn = 0.
Calculer l'intégrale I, = [ x" Inx dx.

6.

7.

Correction : n € IN,/
_( x™In|x|

ha(0) ={ %

1.

Tracer Cy, ; Cp, €tCp,.

six+0

six=0

hy1(x) =h,(x) @ x"=x"ox=1o0r
h,(1) =0;h,(—1) = 0 eth,(0) = 0. Ces points

sont0(0;0) ; A(—1;0) etB(1;0).

2. hp(x) = hy(x) = x"In|x| (x — 1)
. Sin est pair
x | —o -1 +o
x™ + + +
In|x| - - +
x—1 - - +
p + + +

V x € ]—00; 00| hyyq(x) — hy(x) > 0alorsCy, |,
est au dessus @& SUr]—oo; +oof
Six=—-1oux=0oux=1 Ch,, €tCy,,, Se coupent
en pointdD(0; 0) ; A(—1;0) etB(1;0).

Sin est impair
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x | —o -1 0 1 +o
x™ — - + +
In|x| - - ] - +
x—1 - - — +
p — - |+ +
V x € ]—00; —1[ hpiq1(x) — hy(x) <0 alorsCy, .,

est au dessous dg_ sur]—oo; —1]

V x €]0; +oo[ hpyi(x) — hy(x) > 0alorscy, ,, est
au dessus de, sur]0; +ool.

Six =—-1oux =0o0ux=1C,, etc,  secoupent
en pointdD(0; 0) ; A(—1;0) etB(1;0).

3. Etudier la parité de h, surD, :

. Sin = 0 alorshy(x) = In|x|

Dp, = ]—00;0[ U ]0; +oof

ho(x) = In|—x| = In|x| = hy(x) alorsh, est paire

«  SieIN*; D, =IR

hn(x) = (=x)" In|—x| = (=x)" In|x|

- n est pairalorsh,, est paire

- n est impair alorsh,, est impaire.

4, Discuter suivant les valeurs dear, la
dérivabilité de h,, sur D, :

. Sin =0 alorshy(x) = In|x|

Dp, = ]—00;0[ U ]0; +oof

Alors h, est dérivable su—oo; 0[ et sur]0; +oo[

« Sin€lIN%; D, =IR

lim hn(x)—hp(0)
x—0
x+— 0

=lim[x™ ! In|x|] =
x>0
- Sin-1<0en<l1

Jim M)~ n(0) =lim[x" !In|x|] = (—o0) x%

x—0
x>0 x—0
n — 1 est pair
. hp(x)—hy(0) — (_ i _- —
lim===—"—== (—00) X -7 = —o0
x>0
n — 1 est impair

1 .

i ) _ () x 5 = et > 0
X0 (—oo)xoi_=+oosix<0

Donch,, n’est pas dérivable &nh ¢, admet une

tangente verticale en 0. Par conséqugrest
dérivable sut—oo; 0[ et sur]0; +oof.
- Sin—-1=0<n=1alors

lim P&~ =lim[ln|x|] = —
x—0

* alorsh, n'est pas
x>0 !

x>0

dérivable er0. C,, admet une tangente verticale en 0. ¢

Par conséquertt, est dérivable su—oo; 0[ et sur
10; +ool.

- Sin—-1>0=n>1

lim% =lim[x™ 1n|x|] = 0
x~0 x+~0

Donch,, est dérivable efi. Par conséquent, est
dérivable suf—oo; +oof.

5. Etudier la fonction h,, sur Dy, .

. Sin € IN*; D, =IR

limh,,(x) = (—o0)™. (+x) {—oo sin est impair

X - —00 +o00 si n est pair
limh, (x) = (+0)". (+®) = +o
X — +oo

Sin est pair alorsn — 1 est impair

- Vx€]-;0[ h,(x) =x"In(—x)
Vx €]-;0[ A ,(x) =nx™1In(—x) + x" 1 =
x" 1[nlIn(—x) + 1] alorsh,, est strictement
décroissante syroo; —e~1/"[ eth,, est strictement
croissante suf—e~*/"; 0].

- Vx€]0;+0o[, hy(x) =x"Inx
Vv x €]0;+oo[, h',(x) = nx™ 1Inx + x"*1 =
x" [nlnx + 1], alorsh,, est décroissante sur
]0;e=%/"] eth,, est croissante sfie~/"; +oo|.

X | —oo —e7l/mn 0 e /n 4o
h'y (%) - [+ 17 -1 +
()| 400N 22 2 0 N 224w

en en

Sin est impair alorsn — 1 est pair
- VxE€]—00;0[, h,(x) = x"In(—x)
Vx €]—0;0[ h',(x) = nx™1In(—x) + x" 1 =

x" 1[nlIn(—x) + 1] alorsh,, est strictement croissant:
sur]|—oo; —e~1/"| eth,, est strictement décroissante

sur[—e~'/";0].

- Vx€]0;+oo[, h,(x) =x"Inx
vV x €10; 400, A’ ,(x) = nx™ 1Inx + x"1 =
x" nlnx + 1],

vV x € ]0; +oo[, h',,(x) = x™ [nlnx + 1]alorsh,, est

décroissante syo; e~*/"] eth,, est strictement
croissante sufe™/"; +oo.

x |—o —e7Un e " 4o
h,(x) + | - 1] - | +
hn(¥) | =0 2 1/ne ~ 0 N ;—i 7 +oo
«  Sin=0;D,, =IR- {0}
limhy(x) = —oo
x+- 0 '

X —0 0 400

h'o(x) - +

ho(x) | 40 N — —0 /2 4o

xn+

I, = flex” Inxdx = [n+1

[xn+1 Inx 1 y xn+1]e _
n+1 n+l n+1llq -
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ne™t14+1

n (n+1)2 [x"* [(n+ 1) Inx — 1]] = e
7. Tracer Cp en trait plein; €y, en trait pointe
et Cp,en trait point et tiré.

Probléme 96 :Soit (a; b) € IR?, on considére la
fonction h définie par :

Vx€|-; e?[, h(x)=ax*+b

{Vx € [e3 4|, h(x)=(nx)?"

1. Quel est I'ensemble de définition dé& ?

2. Déterminer a et b pour que h soit continue et
dérivable sur IR.

3. Etudier la fonction h sur Dy,.

4. Tracer Cy,.

5. CalculerI, = [, h(t)dt avecn € IN".
_ Vx€|-o; e?[, h(x)=ax*+b
Correction : .
v x € [€% +oo|, h(x) = (Inx)?
1. D;, = ]—o0; +ool.
2. Si h est continue sur IR alors
lim[ax + b] = hd(e?) = 4

" saet*+b=4

X —e
Si h est dérivable sur IR alots, (ez) = hy (ez) =

_z _2_,,
2a=iz(=){ a=% (:){a e2
¢ ae*+b =4 b =4—2e?
3. Etudier la fonction h sur Dy, :
{Vx € |—0; e?[, h(x) =2e%x%2+ 4 —2e?
Vv x € [e?; +oof, h(x) = (Inx)?
lim h(x) =lim[2e ?x?%] = +o.
X — —00 X > —00 ’
lim hA(x) =lim[(Inx)?] = +
X+ 400 x> oo )
'x)<0,six <
Vx<e? h'(x) =e %x (:){ ,h(x) = (,)'Slx <0 5
h(x)>0si0<x<e

21nx>0

Vx=e? h'(x)=
h(0) = 4 — 2e? =m,h(ez)=4

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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¥

x | —o 0 e? +o0 &
h'(x) - [+ |1 + *
hx) [+~ m 7 4 7 4w i
4.  Tracer Cyp: *
lim P — tow *
m=-= , C, admet une branche parabolique dﬁ

x — too
direction (Oy) a l'infini.

\

X 3 3 X X 3 3 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 54 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 50 06 5 2 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 0 36 2 X 0 3 24 56 06 0 4 36 26 2 4 3f 26 2 0% 06 2

\

= [}, h(t)dt avecn € IN".
L, f h(t)dt = [t(Int)?]}, — zf Intdt
I, =[t(nt)* — 2Int + 2t])

I, =n(nn)? —2Inn + 2n — 2e2.

5. Calculer I,

Probléme 97 :Soitw € IR, on considére la fonction
Vx(—:IR*h(x)—xlnlxl—l

h définie par : { h(0) =

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

2. Démontrer que I'on peut choisirw de fagon

gue h soit continue sur IR.

3. Etudier la dérivabilité de h en0.

4 Etudier la fonction h sur Dy,.

5.  Tracer Cy,.

6

Calculer I, = [;" h(t)dt avecn € IN*.

Correction : w € IR, on considere la fonctionh
e (Vx €IR*, h(x) = x*In|x| —

définie par : { h(0) = o

1. Dj=]—o0;+00[.

2. Si h est continue sur IR alors

: 2 _ — —

lim[x*Infx| = 1] = h(0) = @ ' ar identification

x+—0

limx?In|x| =0

X - '

3. Etudier la dérivabilité de h en0 :

lim h(x)—h(0)

x>0
donch est dérivable ef.

4. Etudier la fonction h sur Dy,

= —1 car

=limxIn|x| =0
x+—=0
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lim h(x) =lim[x? In|x| — 1] = +o0.,
XHPH —00 xpBb —00

lim h(x) =lim[x? In|x| — 1] = 400
X +00 x> 400

Vx€IR, '(x) =x2In[x|+ 1)

Posonsx(2In|x|+ 1) =0 & {x _ i% :Oi0’60
h(+0,6) = —1,18 = m.
X —o0 -0,6 0 0,6 +x
I (x) - [+ - [ +
h(x) |40 N m 2 -1 \ m 7 4o
li ) _ +0oo

5. TracerCu: ™ x
X — too

branche parabolique de

...... : y

, C, admet une

direction (Oy).

6. I,=/[h(®dt=["[t?Int—1]dt =

3 2 r+3 3qn
[t—lnt—t] —MCar = t—lnt—t—t—] =
3 13 3 914

Blne=3)- ) =2 (- -n 2

n
1

Probléme 98 :unité graphique 2 cm.

1. Soitu, lafonction définie par

u,(x) = x% + nln(x + 1) avecn € IN".

a) Calculer u,'(x), étudier son signe et en

déduire le tableau de variations de la fonction,,.

b)  Calculer u,(0). Donner le signe dat,(x),

pour x appartenant a]—1; +ool.

2. On considére la fonctionh,, définie par
Vx €]-1; +o[, h,(x) = x"In(x + 1).
a)  Calculer les limites deh sur |—1; +oo.

b)  Montrer que V x > —1, h),(x) = x™ L.u,(x).
c) En supposant quen est impair En déduire le
sens de variations ddu,, et dresser son tableau de

variations.

d) En supposant quen est pair En déduire le

sens de variations ddh, et dresser son tableau de

variations.
e) Tracer les courbesCy, etCy,.
3. Onposeu, = fol h(x)dx.

In2

a) Démontrer que0 < u, < —

b)  En déduire que(u,,) est convergente et

calculer sa limite.

Correction : unité graphique 2 cmn € IN*
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1. u,(x)= ﬁ +nln(x + 1) avecn € N*.

’ _Xx+1-x n _ nx+1l+n .
a) u,x= GrD? Tl = Gz SOnsigne

dépenddeix +1+n:Posonsix+1+n=0<
x=—1—%or—1—%<—1,donc

VxE€ ]—1 — %; +oo[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante su}—l — %; +oo[.

limu, (x) =lim [ﬁ [x+n(x+ 1) In(x + 1)]] = -0
x> -—-171

xeH—17
t=x+1 x> —17 S
car en ant = C ul revient
en pos r{x=t—1 {t|—>0 €d ©

a chercheu,(t—1)=1— % + ntin(t);

limu,(x) =lim [% +nln(x + 1)] = 400
X — 400 o .

X - 400
X -1 +o0
wy () | | +
Uy(x) | —oo 7 400

b) u,(0) =0donc

Vx€]-1;0[u,(x) <0

V x € ]0; +oo[, u,,(x) > 0.

2. Vxe€]-1; +oo[, h,(x) = x"In(x + 1).

lim h,(x) =lim[x"In(x + 1)] = +

X = +o00 X = 400

limhy, (x) =lim[x" In(x + 1)] = { —oo sin est pair
x> —17 +oo si n est impair

b) Vx>-1h;(x) =nx""In(x +1) +xx_J:l1 -

a)

xeH—17%

n-1
nx" In(x + 1) + x’;T =x"1 [n In(x +1) +
xx+1=xn- Lunx.

c) Sinestimpair alors n — 1 est pair
doncvx>-1x"1>0

vV x € ]-1;0[, hy,(x) < 0 alorsh,, est strictement
décroissante syr1; 0.

V x € ]0; +oo], hy,(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante suj0; +oof.

x -1 0 +00
X" + +
Un (x) — +
h' (%) - +
hp(x) |+ N 0 7 +o

d) Sinest pair alors n — 1 est impair
V x € |-1;4+[, h;,(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante suj0; +oof.

X -1 0 400
xn1 - +
Un (x) - +
h',(x) + +
hpy(x) | =0 2 0 7 +oo

e)  Cp,entrait continue etCy, en trait
discontinue

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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3. Onposeu, = fol h(x)dx.

] In2
a) Démontrer que0 < u, < —

n+1’
0<x<le0<x"<1
1<x+1<2<0<In(x+1)<In2en
multipliant on aurd < x"In(x +1) <In2 0 <

1 1
Jo x*In(x + Ddx < [/ In2dx ou -
n

OSunSInZOrn>O<=>n+1>1<=>m<1n2
In2

DoncOSunsan@OSun_m

b) 0<wu, <Ldonc(u,) est convergente et

. In2
lim == =0 gaprés le théoréme de gendarme

nw— +oo

limu, =0

ne- +oo

Probléme 99 :unité graphique 2 cm.

1.  On considere la fonctionh,, définie par
h,(x) =In(x™ + 1) avecn € IN".

a) Quel est 'ensemble de définition dé,, ?
(selon la parité).

b)  Calculer les limites deh,, sur Dy, .

c) Etudier le sens de variation deh,, suivant la
parité sur Dy, .

d) En supposant quen est pair. Dresser le
tableau de variations deh,,.

e) En supposant quen est impair. Dresser le
tableau de variations deh,,.

f) Tracer les courbesCy, etCy,.

2. Onposeu, = fol h,(x)dx.

a. L'aide d’'une intégration par parties, calculer
u, et interpréter graphiquement le résultat. (Pour
le calcul deu, on pourra utiliser le résultat suivant

: : X 1L

: pour tout x € [0; +°°]’x+1 =1 x+1).
Démontrer que0 < u,, < In2.
Etudier les variations de la suite ¢,,).

En déduire que la suite ¢,,) est convergente

x)=Inx+1) —x.
Etudier le sens de variation deg sur [0; +oo].

C. Montrer alors que pour tout entier naturel n
non nul, et pour tout x réel positif,

onaln(x™ +1) < x™.

10. En déduire la limite de la suite {t,,).

Correction unité graphique 2 cm.

1. h,(x) =In(x™ + 1) avecn € IN*

a) I'ensemble de définition deh,, :

. Sinestpair,six=—-1< (-1)">0

Alors Dy, = ]—o0; +oof

. Sinestimpairsix=-1< (-1)"<0
AlorsDy = ]-1; +ool.

b) Calculer les limites deh,, sur Dy, .

lim h, (x) =lim[In(x™ + 1)] = { +oo sin est pair
x+H +o0 x P 00 +o0 sin est impair
lim h,, (x) =lim[In(x™ 4+ 1)] = + si n est pair

X — —00 X — —00

lim h, (x) =lim[In(x™ + 1)] = —c0 si n est impair
xH—-17%
c)  sens de variation deh, surDy, :

xH-—-17

n-1
V x € Dy, hy,(x) = Z—, son signe dépend a8

. Sin est pair alors —1 est impair

V x € |—; 0], hy,(x) < 0 alorsh,, est strictement
décroissante syroo; 0.

V x € ]0; +oo[, hy,(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante suj0; +oof.

. Sin est impair alors n — 1 est pair :

V x € |—o0; +oo[, hy,(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante suf—oo; +oo|.

d n est pair alors n — 1 est impair :

X —00 0 ~+o0
x" 1 — +
h' (%) — +
hp(x) |40 N 0 7 +o
e n est impair alors n — 1 est pair :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b.
c.
d.
9.  Soit g la fonction définie sur[0; +oo[ par :
g
a.
b.

En déduire le signe degg sur [0; +oo[.
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3. Onposeu, = fol h(x)dx.
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a. u = fol h{(x)dx = fol In(x + 1) dx =

(x + D[In(x + D]} — foljz—:idx =[(x+
1Inx+7—-201=2In2—-1.

b.  Démontrer que0 < u, <In2 : pour tout
entier naturel non nui, h,, est continue suUi0; +ool.
pour toutxde [0;1],0 <x<1doncl <x"+1<
or la fonction logarithme népérien est strictement
croissante suj0; +oo[ donclnl < In(x™ + 1) <
In(2). La fonctionh,, est continue sur [ 0, 1] et pour
toutxde [0, 1]0 < h, 1 (x) <In(2) & 0 <

fol h,.1(x)dx < fol In(2) donc pour tout entier naturel

non nuln, soit0 < u,, <Iln2.
C. Etudier les variations de la suite ¢,,).
Pour toutxde [0, 1]0 < x < 1 donc0 < x™*! < x™
doncl < x™1! +1 < x™ + 1 or la fonction
logarithme népérien est strictement croissante sur
10; +oo[ doncln1 < In(x™*! + 1) < In(x™ + 1) soit
0 < h,1 < h,. Les fonctiond,,, 1 eth,, sont
continues sur [ 0, 1] et pour tautde [ O, 1] :
0<h,,y<h,donc0<u,,;1 <u,.
La suite {1,,) est décroissante minorée par 0.
d. En déduire que la suite 4,,) est convergente
La suite ( ,,) est décroissante minorée par 0 donc est
convergente.
4.  sur[0; +oof par: g(x) =In(x +1) — x.
a. Etudier le sens de variation deg sur [0; +oo].

, 1 x
Vx € [0; +oof, g'(x) =g~ 1= ——5< 0 alorsg
est strictement croissante $0y +oof.
b. En déduire le signe deg sur [0; +oo.
lim g(x) =lim[ (lnix) 1)]
X +00 X = 400
DoncV x € [0; +oof, g(x) < 0.
C. gx)<0eogx) <0 In(x"+1) —
x™ < 0 < pour tout entier naturel non nul, et pour
toutx réel positif, on dn(x™ + 1) < x™.
5. En déduire la limite de la suite ,,).

OSln(x"+1+1)Sx"@OSunSflx"dx

2

—00

etg(0) = 0.

n 1
Or [, x"dx—[x =—<=>0<uns—or
n+1lg n+1

Correction : h,(x) =x —n + gln(x) avecn € IR*

a) En déduire I'existence d’'un réel uniquex,,
solution de I'équationh,,(x) = 0.

b) Démontrer quel < a,, < e? et que

In(a,) =2 — %an.

c) Exprimer h,,1(a,) en fonction dea,, et den,
puis en déduire le sens de variation de la suite de
terme générala,,.

d) En utilisant les résultats de la question 2. b),
calculer la limite quand n tend vers+oo deln(a,,).
En déduire £.

3. On considére les fonctiong et f définies par
900 =22 et f(x) = V.

a) Calculer les limites deg sur D,.

b)  Vérifier que g'(x) = M@ £n déduire le

2xx

tableau de variation deg.

c) Préciser les positions relatives des deux (2)
courbesC, etCy et calculer la limite lorsquex tend
vers+oo de[g(x) — f(x)].

d)  Tracer les courbesC, etCy.
e) flzg(x)dx L'aide d'une
2 In(x)

On posel =

intégration par parties, calculer] —f d .En

déduire la valeur de I.

1.

a) Dy, ={x€IR/x>0}=]0; +ool.

b)  Calculer les limites deh,, sur Dy, .

lim h,, (x) =lim [x -n+ gln(x)] = {+oo sin<O0
x=>0" o+ —oosin >0
lim h,, (x) —llm[ [1 —= ;@ ] =+

X - 400 X > +00

c)  sens de variation deh, surDy, :

Vx>0h;l(x)=1+%

e

2x+n:poson32x+n=0(=)x=—§

Sin<0alor30<—§:

. 1] _
lim [ﬁ] =0 gonc d’aprés le théoréme des gendarmes

nwe= +oo

o . lim[u,] =0
appliquée aux swte:lr.l, D doo

Probléme 100 :On considére la fonctionh,, définie
par h,(x) =x—n+ gln(x) avecn € IR*

x 0 —= +o0
2x+n — +
h', (%) — +
VxE€ ] [ h;,(x) < 0 alorsh,, est strictement

décroissante sqo, - E['

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

1. VxE€E ]—g; +oo[, hy,(x) > 0 alorsh,, est strictement
a) Quel est 'ensemble de définition d&,, ? croissante su}—f- +oo[
L 2’ )
b) Calcyler les limites de'hn.sur Dp,,. Sin>0alorso > " -
c)  Etudier le sens de variation déh,, sur Dy, . 5 2
d) Dresser le tableau de variations dé,,. X Zcx) | T o
2. On suppose quet > 0. =
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V x € ]0; + o[, hy,(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante suj0; +oo|.

d) Dresser le tableau de variations dé&,, :
Sin<0alors0 < —g :

h’n(x) — +
hy(x) 400 N h, (— g) 7 4o
Sin > 0 alors0 > —g :

X 0 +o0
R (%) +
hn(x) | | —oo 7 4w

2. On suppose quer > 0.

a) h,<0>=-weth, <40 >= 4+

h,, est continue et strictement croissante]|8uHoo|.
Elle réalise donc une bijection ¢gi& +oo[ surlR.
D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires

I'équationh,, (x) = 0 admet une unique solution, notée

a,, telleh,(a,) = 0.
h(1) = 1—
b) { n(1) N ezn & hy(1) % hy(€?) < 0 donc

ho(e?) =
1<a,<eé?
h,(ay) =a, —n +Eln(a'n) =0 nln(an) =n-
a, < In(a,) = 27"—2& & In(ay) =2 -~
c) hpii(ap) =a,—(n+1) + Tln(an) or
In(a,) =2 - %an donch,qi(ay) =a,—(n+ 1)+
(n+1)(1—%an) = (n+1)(—1+1—%an)+

1

n = —ap — Ay +a, = —an -

1
hnsi(an) = 5 %n-
sens de variation de la suite de terme généray, :

1 1
hn+1(an) = _;an ethn+1(an+1) = _man
1 1
hn+1(an+1) - hn+1(an) =——apt-a, =

T
hpt1(@ns1) — hppi(an) = nrén+1)n an = n(n+1) an
or ay > 0, donChn+1(an+1) - hn+1(an) >0,
Rpy1(Apsq) > hypypq1(ay) O b, 4 €st continue et
strictement croissante s|{; +oo|.
hps1(@niq) > hpyi(ay) © ane1 > a, donc la suite
a, est croissante
d) Anpartirdd < a, < e? la suitea,, est majorée
pare? et croissante d’ol cette suite converge vers
0<a,<e’?< 1<In(a,) <2etln(a,) =2-

. 2
2a, Commehm In(a,) =lim [2 - ;an] =
n P +00 s 4o

2 donc

f =
3 g( ) _ 2x— ln(x) \/—_ln(x) etf(x) _ \/—

a) Calculer Ies limites deg sur D,
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lim g(x) =lim [\/E - l;(;_c)] ;T +00
x+—0 + x =0 +
. . In(x)
lim g(x) = lim [\/} ] +00
XP 40 o '
b) hx)=x-1+ %ln(x)
L 2Vx_21n(x) L 2x—x1n(x) L
I _ 1 _ x 2vx 1 xVx __1 _
g'(x) = 2x T 2vx 4 2vx
2-In(x) _ 2x-2+In(x) _ 2 % x—1+§1n(x) _ h)
axvx | 4xyx 2 2V 2xVx
h(1)=0
X 0 1 4o
hy(x) - +
g'(x) - +
gx) too N | +o0
1 1
) gl —fx)=+vx- ;’f/’;)—x/i= - ;’\(/’;) , son

signe dépend deln(x) :In(x) =0 = x =1

. Six €]0;1[, g(x) — f(x) > 0 alorsC, est au
dessus dé€;.

. Six >1, g(x) — f(x) <0 alorsC, est au
dessous dé;.

. Six =1 alors le poinfA(1; 1) est commun &
etcy.

lim[g(x) — f(x)] =lim [—1;(/?] =0

X - 400 X - 400

d)  Tracer les courbesC, etCy :

o = flzl;(/’i)d [\/_ln(x)] - d

[\/Eln(x)]1 -2 fl —dx = [\/Eln(x) - 2ﬂ1 =

[Vx(n(x) - 2)]1 = \/_ 2(In(2) = 2) + 2.

I=fzg(x)dx=f12[\/§—ln(x)]d flzx/}dx—
nx 2

flzlzx(/_)d [xﬁ]l—]=§\/‘—§—]=

= g(x)dx = VZ-2—-V2(n(2) - 2) - 2.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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lll 48 i oo emnenlielles

Louange a Qllah et que la pricre et le salut seient sur le sexviteur et Messager d’Ullak, Mubiammad, le
meilleur que Chumanité est ponté (malheur a ceux qui Cont insultés et mentis sur lui.), sa famille et ses
Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Cui m’a teut donné et continue & me donnexr. Je n’ai de savoir de ce gu’Ullak

(saubi hana wat tala ), Le Tout Miséicordiewx m’avait affert.

Seignewr pardonne nes péchés, fais-nous miséuicorde, accepte nos bonnes cewies et bénit nes actions. Ja
parcle est vénidique.

Louange a Allah, Qui de Sa Grace, §avais pu propaser cette cuwie Qui sans Lui, je ne sexais pas a ce

niveaw. « Gloie et pureté a Joi, & Allah, et a Joi la bouange. Que ton Nom sait béni et Ta Majesté soit

élevée, et il W'y a pas d’autre divinité [digne d’aderation | en defiors de Fei »

ALLAH MERCI

3
=

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Auteur

&
3
=
3
=
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X 3 X X 3 3 X 5 3 X X 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 56 3 X 5 26 3 2 54 06 X 24 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 3 06 X 4 36 26 X 54 36 2 X 5 36 2 X 5 36 26 2 2 4 5 06 26 2

Probleme 101 :On considere la fonctionf définie
par: f(x) = (2xe*)2.

1.  Quel estI'ensemble de définition d¢f ?

2. Déterminer les limites def sur Dy.

3. Montrer que pour tout réel x € Dy,

f'(x) = 8xe?*(1 + x). En déduire le sens de
variation de f.

4.  Dresser le tableau de variation d¢f.

5.  Déterminer I'équation de la tangente T au
point A d’abscisse%.

6.  Tracer la courbeCy et Ta. (2 cm)

7.  SoitA est un réel appartenant §—2; —1[.

a) Calculer, encm? l'aire A(A) de la partie du
plan limitée par I'axe (0%), les droites d’équations
x=A,x=0eth.

lim A(4) =
Calcul :
b) alculer 101

Correction : f(x) = (2xe¥)? = 4x2%e?*

1. Dy =]—o0; +ool.
2 limf(x)=0 llmf(x) = +oo
' X — —00 x> 40

3. Vx€elR, f'(x) =22xe* + 2e*)(2xe*) =

4e*(x + 1)(2xe*) = 8xe?*(1 + x) son signe dépend

dex(1 + x)

. V x € |—00; —1[ U ]0; + o[, f'(x) > 0 alorsf
est strictement croissante guioo; —1[ et sur]0; +oo[
. Vx €]-1;0[, f'(x) < 0 alorsf est
décroissante strictement guf1; 0].

4. Dressons le tableau de variation dg.

—o0 -1 0 +0o

X
f'(x) | - +

f) | 0 +/ 4e™2 N\ 0 /7 +o
5. Ty =r()(x=3)+sG)

f' (E) = 6e etf (;) = e doncy = 6ex — 2e.

6. CretTa

7.

a) AW = [f(0)]dx x 4em? =
16f0/1[x2e2x]dx cm? = 4[e**(2x% — 2x +
D]¢em? = [4e?2(222 — 22 + 1) — 4]|em?.

b) limA(A) = 4(e? — 1) cm?
x+—1 '

Probléme 102 :On considere la fonctionf définie
par: f(x) = e"+:—x+x.

Quel est 'ensemble de définition d¢f ?
Determiner les limites def sur Dy.

Résoudre dans IRg?* +e* -2 =0

Montrer que pour tout réel x € IR, f'(x) =

w. En déduire le sens de variation d¢.

Pw PR

pe
5. Dresser le tableau de variation d¢f.

6.  Tracer la courbeCy.

1. Soita est un réel appartenant d1; 1, 5[.

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par la droite d’équation y = x, les droites
d’équationsx = a, x = 0 etCy.

b)  Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers +oo.

Correction : f(x) = e* + % +x=e*—2e*+x

o hmf(x) = +o0 llmf(x) = too

X > —00 x|—>+oo

3. er+ex_2_(2+ex)(e —1)=0,Caren

posante* =t >0 donc S,z ={0}.
4. Vx€IR f'(x)=e*—2e*+1=
e¥(e + ex — 2) = 2T
de e* — 1 alorsf est strlctement décroissante sur

]—o0; 0[ etf est strictement croissante §0y+oo].
5. Dressons le tableau de variation dg.

son signe dépend

X —00 0 +o0
Je)) — | +
f(x) 40\ 3 7 40
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7. A = [If(x) —yldx = [ [e* + 2e~*]dx
a) Ala)=[e*—2e7*]f =e*—2e"*+1.
b) limA(a) = +oo

X = +o00

Probléme 103 :On considére la fonctionf définie

par: f(x) = xe%

Quel est I'ensemble de définition d¢f ?
Montrer que f est continue a gauche de.
Montrer que f est dérivable a gauche de.
Déterminer les limites def sur Dy.
Montrer que pour tout réel x # 0, f'(x) =

LA DN E

ex (x;l). En déduire le sens de variation d¢.

6.  Dresser le tableau de variation def.

7. Montrer que les droites (D) d’équation

y = x + 1 est asymptote a l'infinie aCy. Etudier la
position relative de (D) par rapport aCy.

8.  Tracer la courbeCy et (D).

1
Correction : f(x) = xex

1. Df = {x €IR/ x # 0} = ]—00; 0[ U ]0; +ool.

2. Par changement de variable, pOSDﬁS%, donc
o1 et 1

lim> = =% JlorslimT =0 gingilim xex = 0, £ est

x> 07 t > —oo x - 0"

continue a gauche de

1 L1 T
3. @ _ o3 doncliMyz = =% giorslime’ =0

x x- 07 -
ainsi f est dérivable a gauche de

. 1 1
4 lim f(x) = |im xex = (—o0)e=w = —oo -

X = = X - —00 ’
t

lim f(x) = 400, lim xe% =limeT = +00.
X = +0o x> 07 t > 400

1 1 1
) —er—lex=ex(1-2) =

5. Vx#0,f"Y=e e e(l x)

1 x—1 . , -1
ex (T) son signe dépend ég—
V x € ]-00; 0[ U ]1; +oof, f'(x) > 0 alorsf est
strictement croissante sl oo; 0[ et sur]1; +oo[
vV x €]0;1[, f'(x) < 0 alorsf est décroissante

strictement sufo; 1[.
6. Dressons le tableau de variation dg.

X —00 0 1 +o0
f'(x) + - | +
f(x) | —0 270 +0o N e 2 4o
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7. f(x)—(x+1)=x(e%—1)—1=(ett_1)

o1
on sait que en posant i donc hm} =0 t—0

X — t+oo
t_
fim [£() = G + DI =lim [(e ¢ 1) - 1] =0 doncla
X do t-0
droite (D) d’équatiory = x + 1 est une asymptote
oblique aCr a l'infinie (en—o ou en o).
Cr est au dessous de la droite (D)-en et
Cr est au dessus de la droite (D)-ew.
8. Cyet(D)

Probléme 104 :On considere la fonctionf définie
par: f(x) = xe*™* — 3.

1.  Quel est 'ensemble de définition d¢f ?

2. Déterminer les limites def sur Dy.

3. Montrer que pour tout réel x € IR, f'(x) =
e*~*(1 — x). En déduire le sens de variation d§.
4.  Dresser le tableau de variation d¢f.

5. Tracer la courbeCy.

6. Soit a est un réel appartenant 44; 4, 1[.

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = a,
x=0etCy.

b)  Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers4.

Correction : f(x) = xe** -3 = eix xe*—3

1. Dy =]—o0;+ool.

2 lim f(x) = (—0)e*® = —c0 . lim f(x) = -3
) X > —00 "x > 40 ’

3. Vx€IR f'(x) =et*—xet*=

e*™*(1 — x) son signe dépend d& — x) alorsf est

strictement croissante s|ioo; 1[ et f est strictement
décroissante syf; +oo.
4. tableau de variation def : m = e3 — 3

X —o0 1 400
h'(x) + | -
h(x) | —0 /7 m N -3
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a) Ala)=-[e**(x+1)+3x]§ =
—e* %(a+1) —3a +e*.
b) limA(a) = —17 + e4.

x4

Probléme 105 :

1.  On considére la fonctionf définie par :
f(x) = (2x3 — 4x%)e™™.

3 n,,—x
a) Calculer lim x"e
X > +oo

b)  Déterminer les limites def sur Dy.

c) Etudier les variations def et construire sa
courbe Cy.

2. Soit f une fonction définie et dérivable sur
IR. On définit la fonction h sur] 0; + o [ par

avecn € IN.

h(x)=f G) (On suppose qu¢ est croissante sur

l'intervalle [a; b] (ou 0 <a<b).
a) Déterminer le sens de variation déw sur

11
&
b) Déterminer les limites deh en 0 et en +eo.

c) Deéduire de ces questions le tableau de
variations de la fonctionh sur ]O ; +oo[. Tracer Cp.

Correction :

1. f(x)=(2x3—4x?)e ™.

limx"e™ =1imix =—=0
a o A
X — 400
b) lim f(x) =lim[2x3e™* — 4x%e™*] = 0 ot
X — 400 X P 400
lim f(x) =lim[(2x3)e™*] = (—0)3e*® = —o0
X — —00 X — —00

c) Vx€IRf'(x)=2x(—x?+5x—4)e™* =
—2x(x —4)(x — 1)e™ son signe dépend de
—2x(x—4)(x —1).

doncV x € |—o0; 0[ U ]1; 4] f est strictement
croissante sur—oo; 0[ et sur]1; 4].

EtV x € ]0; 1[ U ]4; +oo[ f est strictement
décroissante syb; 1] et sur]4; +oo|.

X | —oo 0 1 4 +oo
fol + [ - [ + [ -
fxX) | =0 2 0 N —2e 12 64e™* N O
Cy en trait continu et €, en trait discontinu.

SRRV} Lo
e ,\‘ ___________________________________
: v — SIS Y
1 [ \ 1 == TT5 6 T X

2 4

1

2:. | h(x:) = f (—) =:(— - —) ex.

x x3  x2

a) sens de variation deh sur E; ﬂ
0<a<be f(0)<f(a) <f(b)

n(Z)=f (—) =f@eth(;)=f (—) = f(b)
Orf(a) < f(b) & h(%) < h(%) or% < % ce qui
permet de constater gheest décroissante s[%r; %]
lim h(x) =lim[f(t)] =0
x—»0t te 4o

lim hA(x) =lim [(1 - i) e_%] =0x e%-o =0

x3  x2
X = 400

b) en posant = %

X — 400
c) tableau de variations deh sur O ; +oof.
Commef(0) < f(a) < f(b) alorsh est strictement
éim h(x)=0
X — 400
permet de constater gheest aussi strictement

. 1 .
croissante SU}O; E[ et comm ce qui

. 1 . sz
croissante su};; +oo[. Puis le reste est compléte :

1 1

X 0 ; +o00
K (x) + | - ] +
h(x) 0 2 f(b N f(a) 2 0

Probléme 106 :On considere la fonctionh définie
par : h(x) = (2x* + 3x — 3)e™™ .

1. Quel est I'ensemble de définition dé ?

2.  Etudier le signe du polynbme

p(x) = —2x% + x + 6 suivant les valeurs dex.

3. Déterminer les limites deh sur Dy,.

4.  Montrer que V x € Dy, h'(x) = p(x)e . En
déduire le sens de variation dé.

5. Dresser le tableau de variation dé.
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6. Montrer que la courbe admet une branche
parabolique de direction (Oy) en—co.
7.  Tracer la courbe Cy.

Correction : h(x) = (2x% + 3x — 3)e™.

1. D;, = |—o0; +ool.
2. Posony(x) =0 —2x2+x+6=0

A=49 & x' =20ux" = -2,
p(x) = -2(x+3) (x—2) = (-2x - 3)(x - 2)
X —00 —% 2 +oo
—2x—3 + — —
x—4 — — +
p(x) - + -

V x € ]—00;_73[ U 2; +oo[,p(x) <0
V x € ]_73;2[, p(x) >0

Six = —goux =2,p(x) =0.

3. les limites deh sur Dy, :

limh(x) = lim[2x%e™] = +oo .

X > —00 X > —00 '
limh(x) = lim[2x%e™*] =lim [2 f] =0.
XP 40 x40 X +eoo ’

4., Vx€IR K(x)=(4x+3)e ™ — (2x?> +3x —
Je—x=2x2+x+6e—r=pre—x.

sens de variation deh ;
3

X —00 — = 2
2

W (x) = p(x)e™ -+ | —

V x € ]—oo;_;[ U [2; +oo[, h'(x) < 0, h est
i Anri -3 -3
strictement décroissante s]:roo, 7[ et sur[7, +oo[.
V x € ]_73 2[, h'(x) > 0, h est strictement croissante
-3
sur ]7, 2[.

5. tableau de variation deh :

_ 3
h(2) = 11e72 = 1,48 ; h(73) = —3e73 = —0,6609.

X —00 —% 2 +o0
' (x) - | + —
h(x) | 40 ~ —0,669 7 148 ~ 0
. h(x) _ 1; X1 — _
6. lim——=lim[Zxe™ ] = -0 4,010 courbe
X+ —00 XP =0

C; admet une branche parabolique de direction (Oy)
en—oo.
7.  Tracer la courbeCy, :

Probléme 107 :On considére la fonctionf définie

x2
par : f(x) =xe 2.

1.  Montrer que la fonction f définie sur IR est
une fonction impaire. Interpréter graphiguement.
2.

a) Deéterminer les limites de f sur IR.

b)  Etudier le sens de variation def définie sur

IR. En déduire le sens de variation d¢.

c) Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.
3.

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unigue solution, notéex,, appartient a[—1; 1].

b)  En déduire le signe d¢f(x) sur IR.

c) Montrer que V x € IR, f"'(x) = x(x% —
Je-x22.

d)  Montrer que la courbe C; admet trois points

d’inflexion a, B,y tels quea < 8 <y dont on
déterminera leurs abscisses.

4, Déterminer une équation de la tangente T a la

courbe € au point d’abscisse 0.
Construire la courbe Cy, et T.

x2
Correction : f(x) =xe 2 =

X
ﬁ'
e2

2 2

X

_=0 _x°
= —xe 2 =

1. Vx€IR, f(—x) = —xe
—f (x), f est une fonction impaire. dogg est

symétrique par rapport a I'origine du repére O. On

peut aussi I'étudier syroo; —1] ou sur{0; +oo.
2.
a) limf(x) =0 etlimf(x) = O.

X > —00 X = 400
b) Vx€IR f'(x) =(1—x?%)e z son signe
dépend de(1 — x?) alorsf est strictement
décroissante syroo; —1[ et sur]1; +oo.
f est strictement croissante $ul; 1[.
c) tableau de variation def sur IR.

X —0o0 -1 1 400
f'(x) -+ ] —
vy =061 2 061 N O

f) | 0
3.
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x2
a) fx)=xe 2z =0 x=0,doncsuf—1;1],
il a un unique antécédent. Ainsi I'’équation adnret u
unique solutionx, = 0.
b)  Sur]—o0;0], f(x) <0 et
sur[0; +oof, f(x) = 0.

xZ
c) Vx€eIR, f'"(x) =—-2xe 2 —x(1 -
x2e—x22=—2—14+x2xe—x22=xx2—3c-x22.
d) Trois points d’inflexion dont on déterminera
leurs abscissesf’'(x) =0 ® x(x*-3) =0
x(x?-3)=0 a=—V3,5=0ety =3.
4. f(0)=0etf'(0)=1,ansiTh:y = x.
Cf etT.

Probleme 108 :Soit g définie par :
gx)=e*+x-5.

1.
a)  Etudier le sens de variation dgg et ses limites
en+ow et — .

b)  Dresser le tableau de variation d¢f sur IR.
2.

a) Calculer g(0) et g(2).

b)  Montrer que I'équation g(x) = 0 admet sur

R une solutiona et une seule. Justifier
I'encadrement : 1,30 < a < 1,31. Donner une
valeur approchée dex 41073 prés.

3. Montrer que la droite (d) d’équation

y = x — 5 est asymptote &, en—oo.

4. Construire la courbe €, et (d).

Correction : g(x) = e* + x—5.

1.

a) Vx€eIR,g'(x) =e*+1>0,g est strictement
croissante sur IR.

lim g(x) =lim[e* + x — 5]
X+ —00 X B —00
limg(x) =lim[e* + x — 5] = 4+
X+ +oo x+- 4o '

=% et

b) Tableau de variation :
X —00 +o00
g'(x) +
gx) | —oo 7 400

2.
a) Calculer g(0) = -5 etg(2) = 4,38.
b) g estcontinue et strictement croissante sur IR

g(0) x g(2) < 0o0r0 € [—5;4,38] alors d'apres le
théoréme des valeurs intermédiaires I'équation
g(x) = 0 admet suR une solutiorw et une seule.
Justifier 'encadrement1,30 < a« < 1,31. Comme
[g(1,30) = —3,07.1072] x
[g(1,31) =1,62.1072] < 0 alors1,30 < a < 1,31.
Une valeur approchée de= L3+L3 1,305.
3 lim[g(x) — (x —5)] = lim[e*] =0
’ X = —00 X = —00
droite (d) d’équatiory = x — 5 est asymptote oblique
ac, en—oo,
g . [eF 51 _
4, Cg et(d):llmT_llm[x+1 x]_+oo,
X 400 x> 400
doncC, admet une branche parabolique de direction

(Oy) en+co.

alors la

Probléme 109 :On considere la fonctionh définie
par: h(x) = In(e™ + e*) — 3.

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

2. Déterminer les limites deh sur Dy,.

3. Etudedeln(e™+e")+p:

a)  Montrer que h(x) = —x — 3 + In(1 + e%*).
b)  Montrer que h(x) = x — 3 + In(1 + e™%*).
c)  Montrer que la droite (d) d’équation

y = —x — 3 est asymptote &, en—co.

d)  Montrer que la droite (d’) d’équation
y = x — 3 est asymptote &}, en+oo.
4.

—x(_ 2x
a) Montrer que V x € Dy, h'(x) = %
b)  En déduire le sens de variation dé.

c) Dresser le tableau de variation déx.
5.  Tracer les droites (d) et (d") et la courbeCy,.

Correction : h(x) = In(e™ + e*) — 3.
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1. Dp =]—o00;+4o00[.

2. les limites deh sur Dy, :
limh(x) = lim[In(e™) — 3] = 4o .
X —00 X —00

limh(x) = lim[In(e*) — 3] = +oo .
x> 400 x> 400 !

3. Etude deln(e™™ + e*) + p : on applique

In(a.b) = In(a) + In(b) etln(e™*) = mx.

a)  Montrer que h(x) = —x — 3 +In(1 + **) :

V x € |—o0; +oo[, h(x) = In[e™*(1 + e?*)] - 3

V x € |—o0; +oo[, h(x) = In(e ™) + In(1 + e?*) —

3=—x—3+In(1+e?).

b)  Montrer que h(x) = x — 3 + In(1 + e™%¥)

V x € |—o0; +oo[, h(x) = In[e*(1 + e™2¥)] — 3

V x € |—o0; +oo[, h(x) = In(e®) +In(1 + e™%¥) —

3=x—-3+In(1+e"?).

c) h(x)—y=hx)—(—x-3)=In(1+e?)

lim[h(x) — y] =lim[In(1 + e?*)] = 0
X - —00 X - —00

(d) d’équationy = —x — 3 est asymptote obliqueGg

en—oco.

d)  h(x)—y=hx)—(x—3)=In(1+e?¥)

lim[h(x) —y] = lim[In(1 + e~2¥)] =0
X — +oo X = 400

droite (d’) d’équatiory = x — 3 est asymptote &, en

00,

alors la droite

alors la

4.
a) Vx€IRK(x)= :i:;ix =2 J;(__xiizx)
b) le sens de variation dé :
posons—1+e* =0 x=0
X —00 0 +o0
W (%) - | +

V x € |—o0; 0[, h'(x) < 0, h est strictement
décroissante suf—oo; 0].

V x € [0; +oo[, h'(x) > 0, h est strictement croissante

sur [0; +oo.
c) tableau de variation deh :
h(0) =In2 -3 = —2,306.

X —00 0 400

h'(x) - | +

h(x) |+ N —23 7 4o

5.  Tracer les droites (d) et (d') et la courbeCy, :

Probléme 110 :On considére la fonctionf définie
par: f(x) =

ex
x2+1

1.

a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

c)  Montrer que pour tout réel x, f'(x) =
(x-1)%e*
(x2+1)2°
d) Dresser le tableau de variation d¢.

2. Montrer que la courbe €y admet un point
anguleux a déterminer.

3. Etudier les branches infinies deCy

En déduire le sens de variation dg.

4, Déterminer les équations des tangentes,Tet

Tpg aux points respectifs A et B d’abscisses
respectives% et3.
5. Tracer la courbe Gy ; Ta et Tg

ex e* x2

Correction : f(x) = Pl R b e

1.
a) Dy={x/x€IR x*+1%# 0} =]—00;+oo|.

by NImf@ =lim[]="=e"x1=0.

x2+1 +00
XP =0 ¥y _—0
lim £(x) = lim ["—2] =+
X .
XH 10 5 1o

2 X X
Q) Vxe€lR f'(x) = % -
(x%-2x+1)e* _ (x-1)%e*

x2+1)2 T (x2+1)2
croissante suiR.

d) Dressons le tableau de variation dg.

> 0; alorsf est strictement

X —00 + o0
£ +
f(x) 0 7 +oo
X 2
2. les branches infinies/% = £ x X
X X x“+1

Asymptote horizontale d’équatiory:= 0.
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Branche parabolique de direction (Oy) car

lim — f(x) =lim [z—z X xf—il] =lim [i—;c] = 4o

x|—>+oo X - 400 X B +0oo

f(%)=¥(:) _ale | 18Ve

3. Ta '(l)_iz y=ox+—
f 2] 7 25
f()—e—
etTB to<=)y=gx—§—z
=5

4, courbecf TaetTy:
SRS A S
: ........ 3_4 [N

Probléme 111 'On considére la fonctionf définie

par: f(x) =

xe*+1

1.

a)  Quel est I'ensemble de définition d¢ ?
1
x+e™x’

b)  Montrer que pour tout réel x, f(x) =

c)  Etudier les limites def sur Dy.

d)  Montrer que pour tout réel x, f'(x) =
(1-e¥)e*
(xe*+1)2°
e) Dresser le tableau de variation def.
2. Etudier les branches infinies deCy

3. Tracer la courbe Cf.

En déduire le sens de variation d¢.

X

Correction : f(x) =

xe*+1

1.
a) Dy =]—oo;+oo].

e* 1

b) Vx€EIR f(x)="x—2—=

e~ " xeX+1 x+e X’
) x . 1
c) llmxe"+1 =0 ;hm x+e=X 0.
X = —00 X — +oo
, _ (1+xe*)e*—e*(xe*+e*)
d VxelR f(x)= o1 =
(1+xe*—xe*—eX)e*  (1-e¥)e*

(xeX+1)? T (xex+1)?
de(1 — e*) alorsf est strictement croissante sur
]—o0; 0[ et
f est strictement décroissante Hyr+oo.

e) Dressons le tableau de variation dg.
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X —00 0 00
/() + | -
f(x) 0 7 1 \ 0

son signe dépend de celui

2.

Asymptote horizontale d’équatiory:= 0.

les branches infinies

Probléme 112 :On considere la fonctionf définie

En déduire le sens de variation d¢.

f)
2.
a)

3 N L
y = x — estasymptote &y en—co. Preciser leurs
positions relatives.

b)

y = x — 2 est asymptote & en+oo. Preciser leurs
positions relatives.

c)  Tracer les droites (d) et (d) et la courbeCy.
3.  Calculer, I'aire A de la partie du plan limitée
par I'axe (0%), les droites d’équationst = In 3 et
x=1In4 etCy.
1.
a) Df={x€IR /e* =2+ 0}=]-o0;In2[U
1In2; +ool.
b) Vx#In2 1 x—gxl_ex=e:x_1.
eX-2 e ™ eX-2 e x-2
c) Par changement de variable, posbese* alors
lime* =0 etlimex =+
X = —00 X — 400
imit= —1  jplizt— _qdonc
mi= 2 et M7
x>0 X = +o0o

Quel est I'ensemble de définition d¢ ?

1-e* _ e*-1
Montrer que V x € Dy, —— —¢ — Z—x—z'

Etudier les limites def sur Df.
Résoudre dans IRg?* —3e* + 4 = 0.
Montrer que V x € Dy, f'(x) =1+

(ex— 2)2
Dresser le tableau de variation d¢f.

Montrer que la droite (d) d’équation

Montrer que la droite (d’) d’équation

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

lim f(x) = —o0 . lim f(x) = +oo

X > —00 "x > oo
-1
llmf(x)— L=t 11mf(x)=0—+=—
x - (In 2) x- (In2)*
d) e?** —3e*+4=0,A=—-7enposant =X
alorsS;gp = 0.
, _ —e*(e*-2)—e*(1-e¥) _
e) Vx#h2f'x)=1+ 27 =
e* e?X_3eX+4 . .
1 +( rars il s 0; alorsf est strictement
croissante suf—oo; In 2[ et sur]ln 2 ; +oo.
f) Dressons le tableau de variation da.
X —00 In 2 +o00
f'(x) + +
f(x) | —0 2400 e AN
2.
3 1 1-e* —e*
a) f(x)—x+z—5+ex_2—2€x_4
. 3] _ 1_1_1_
lim [f(x)—x+E] > 2—0
X — —00 X —» —00

donc la droite (d) d’équation = x — % est asymptote

oblique acy en—co.

V x € |—oo; 1n2[f(x)—x+—= >0a|0rSC’f
est au dessus de la droite (d).

b f(0) =

lim [f(x) — x + 2] —llm[ — 2] —;—010= 0 donc la
X = +o0

X — 400

droite (d’) d’équatiory = x — 2 est asymptote
oblique aCr en+oo.
Vx€]n2;+of f(x) —x+2= e:
est au dessous de la droite (d).

c) Tracer les droites (d) et (d') et la courbeCy

3. f1:134[f(x)]d

1—ex]
exX-2

1n4 .
fln3 [ x+1-

In 4
x =[5 pr x-z] dx or

2e™%
1-2e~%

1 ><e"‘_ e ™ * _1><
eXx—2 " e=X T 1-2e=X% 2

-1 1 In4
[—xz +x—=-In(1—2e7*) + In(e* — 2)] =
2 2 In3

A =1,73-1,09 = 0,642

doncA =

Probléme 113 'On considére la fonctionf définie
par : f(x) = =

1.
a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

c) Montrer que pour tout réel x = —1, f'(x) =

7 +1)2 En deduire le sens de variation d§.

d) Dresser le tableau de variation d¢.
e)  Etudier les branches infinies deCy
Tracer la courbe Cy.

2. Soitxun réel positif

On poseh(x) = fl ﬁdt

a)  Montrer que pour tout réel x positif, — > 1.

x+1
b)  Montrer que la fonction h est continue sur

[0; +oo.
c¢) Prouver queh(2)>1.
d) En déduire qu'il existe un réelc appartenant
a[1; 2] tel queh(c) =1
e* e* e* x

x
Correction : f(x) = v it bys Saloule ey
X

1.
a Df={x€IR/ x+1+#0}=]-00;—1[U
1-1; +oo].

b) limf(x)=%=e‘°°x%=0;

X —» —00
lim f(x) =lim [— —] = +o00,
X — 400 x > 400 '
. el . e1
lim f(x) = == etllmf(x) =or =t
x+H —1" x - —1F

1oy (xt)e*—e*  (x+1-1De*

© Vx#-1f0) =" +1)2

e x+1)2, alorsf est strictement décroissante sur

]—o0; —1[et sur]—1;0[ et
f est strictement croissante 30y +oo|.
d) Dressons le tableau de variation dg.

X —o0 -1 0 H4ow
') - - | +
f(x) | 0 N —oo 0 N1 2 +oo

e) les branches infinies

Asymptote verticale d’équationc:= —1 et Asymptote

horizontale d’équationy = 0.
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o) _ e x e 1

x  x2 7 x+1 x2 7 14X
X

Branche parabolique de direction (Oy) car

2. x>0.0n poseh(x) = f1

Montrons que Vx > 0, —2=>1.
x+1

—dt

t+1

—>1(=>ex2x+1<=>f1"efdt2f1x(t+

1)dt & fl et — (t + 1)] dt = 0 (vraie). Considérons
la fonctiong définie suff0; +oo[ parg(x) = e* —

(x + 1). Cette fonction est dérivable Jx +oo[
comme somme de fonctions dérivablg$x) = e* —
1qui s'annule em = 0 et est positif sui0; +oo[; donc
la fonctiong est croissante siif; +oo[et son
mimimum esfg(0) = 0, donc elle est positive sur
[0; +oo[; ainsie* < x+ 1, et commex+ 1 >0, en
divisant paxx + 1, on obtient)% > 1.

b)  Montrons que la fonction h est continue sur
[0; +oo[ : Pourx positif, la fonctionh est la primitive

t
de la fonction qui ehassociet%, qui s'annule er= 1;

donc la fonctiorh est dérivable et'(x) = xe—:l La
fonction étant dérivable, elle est continue [€yF-oo].
c) Prouvons queh(2)>1:

h(2) = [ —tdt fzdt = [t]? = 1.

d) Deductlon qu'iI existe un réelc appartenant
a[l; 2] tel queh(c) =

Onah(1) = f —dt = 0; la fonctionh est continue
de [1; 2] dans}[(l) h(2)] = [0; h(2)] avech(2) > 1.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, potikto
dans [0;h(2)] il existe un réet de [1; 2] tel quer(c) =
k; or 1€ [0; h(2)] donc il existe un réelde [1; 2] tel
queh(c) =1

Probléme 114 :On considere la fonctionf définie

par : f(x) = ——

1.

a) Quel est'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

c)  Montrer que pour tout reéel x € Dy, f'(x) =
~2e*
(5e¥-2)%’
d) Dresser le tableau de variation d¢.
2. Etudier les branches infinies deCy

En déduire le sens de variation d¢.

3. Montrer que f est bijective de]ln%; +oo[ sur
un intervalle & déterminer. Expliciter la fonction
1 réciproque def.

4. Tracer les courbesCy etCy-1.

5.  Soita est un réel appartenant é]—l;_?l[.

a) Calculer, I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = a,
x=0et Cf

b)  Calculer la limite de A () lorsque a tend
vers +oo.

Correction : f(x) =

5ex—2
1.
a) Dy={x€IR/ 5e¥—2#0}= ]—w;lné[u
2
]lng; +00[.
b)  Par changement de variable, posbase”* alors
lime* =0 etlimex = 400
X — —00 X — 400
{l' t _p lim—t_ = 1 donc
| Mo =Y e "Mg5 =5
x =0 X - +oo
limf(x) =0 .lim f(x) = lim f (x) = —co ot
X P —o x|—>+oo xH(]nE)
lim f(x) = +o

- (i)’
C) Vx;tlné,f’(x)=

5e2¥_5e2X_2e%
(5e¥-2)2

décroissante SI.]FOO; In g[ et sur]ln %; +oo[.
d)

(5e¥-2)e*—5e2*
(5e¥-2)2
—2e*
T (5ex-2)2

< 0; alorsf est strictement

Dressons le tableau de variation dg.

x —00 ln% +0oo
f'(x) - -
f(x) |0 N —oo 400\ %
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2. les branches infiniesAsymptote verticale
d’équation x = In % Asymptotes horizontales

d’équation iy =0 ety = %

3.  f estcontinue et strictement décroissante sur

10; +oo[. Elle réalise une bijective ng; +oo[ sur

L oo
e* _ 2y
;=Y ex=In |—_1 donc
1 “1(y) — 2x
Vxe]5,+oo[,f () _ln(Sx—l)'

4, Tracer les courbescf et Cf—l.

x=In(2/4

| dx

0 1 0 5e*
5. A = [, f@dx =1 [ [55
a) Ala) = [11n|5ex - 2|]0 =1[In3 -
5 « 5
Ins5ea—2
b) limA(a) = —o0
X — 400

Probléme 115 :

A.  On considére la fonctionh définie par :
2x
h(x) _ 2e

e?x-1’
1. Déterminer les limites deh sur Dy,.

2. Etudier le sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

3. Montrer que 1(0,1) est un centre de symétrie
pour la courbe €y,.

4. Tracer Cy,.

B.

a) Deémontrer que la restriction f deh a
I'intervalle ]0; +oco[ admet une application
réciproque £~ dont on précisera I'ensemble de
définition.

b)  Expliciter f~1.

c)  Expliciter (f71)".

d’unité graphique 2 cm.

. En utilisant 'expression de f~1(x) calculer
au b).
. En utilisant le théoréme sur la dérivée d’'une

bijection réciproque.

a) Calculer la dérivée def~! en3.

b)  Construire la représentation graphique de
I'application f1.

d)  Calculer le coefficient directeur de la
tangente aC-1 au point B d’abscisse 4.

C. On considere la fonctiong définie par :
g(x) = In|e?* — 1|. d'unité graphique 2 cm.

1.

a) Montrer que pour tout réel x non nul g est
une primitive de h.

b)  Calculer encm? l'aire A de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = 1
etx =2 etCy.

2.

a)  Déterminer les limites deg surD,.

b)  Etudier les variation de g.

c)  Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x
est une asymptote &,.

d)  Construire €, et la droite (D) dans un autre
repére orthonormé.

Correction :

Zer

A h(x) ==
1. Déterminer les limites deh sur Dy,.

Dy = {x € IR/ e** — 1 # 0} = ]—00; 0[ U ]0; +oo[
Par changement de variable, posbese* alors

[ lime* =0 etlimex = +o0

d’'unité graphique 2 cm.

J X > —00 X — +oo

2 2 donc

11mm =0 ¢ 11mm =

lx -0 X = +0oo

limh(x) =0 .lim h(x) =2 limh(x) = —o0 ot
X > —00 "x > 4o T xe- 07
limh(x) = +o

x e 0F '

2. Etudier le sens de variation déeh.
4(e?*-1)e?*—4e**  ge**—ge**—4e2%
(e2%¥—1)2 - (e2%¥—1)2 -

Vx#0,h'(x) =
—4e?

(er_l)z

]—o0; 0[ et sur]0; +oof.

Dressons le tableau de variation da.

X —oo0 0

h'(x) - -

h(x) 0 N —o
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3. Montrer que 1(0,1) est un centre de symétrie
pour la courbe Cy,.
h(2a —x) + h(x)=2b=2

202%  g=2X 20-2%
h( x) + h(x) = e—2X_1 e2x_—_1 e—2x = e—2X_1

2 2e™ -2 2e7%%-2 2(e”**-1) -9
1-e=2% ~ e=2X—1 | e=2X—1  e=2x—1 e=2%—1

d’'ou 1(0,1) est un centre de symétrie pour la ce@p
4. Tracer Cp:

B.
a) f estcontinue et strictement décroissante sur
10; +oo[. Elle réalise une bijection dé; +oo[ sur

12; +oo[. Elle admet une application réciprogfiet
définit sur]2; +oo|.

b)  Expliciter f71:

e?*—1

c)  Expliciter (f71)’

1
=yex= —1n|L| donc
2 y—2

-2
—1N\/ 1 x__z —_1
. vx#2,(f ) (x)=E(L2) = x(x-2)’
x—2

© flof T =T ®I=RI ] =

i zln( 4)
—4e2f7 () —4e x-2

flof_l(x) = z = =

e (AL

a2 2

frof 7 = '<_x(—’i13)2 =5 (5) =2
—1N/ - _ 1 =

Vx#2(f)'(x)= frof~1(x) ~ x(x-2)

c) Calculer Ia dérivée def~1 en3.

(F1Y'(3) = :

d) Cs-1 voir le tracé discontinu ci-dessus.

3(3— 2) 3

d) Calculer le coefficient directeur de la
tangente é.cf—l au point B d’abscisse 4.
1

YD =105="5

C. g(x)=In|e** -
1.

a) Vx#0g'(x)=
tout réelx non nulg est une primitive de.

2x1

b) A =4[In|e?* —1]|]?cm? = 4[In(e* — 1) —

IneZ2—1cm2=Ane4—1e2—1cm’2

2.

a) Determiner les limites deg surD.

D, = {x € IR/ e** — 1 # 0} = ]—o0; 0[ U ]0; +oo[
lim g(x) =lim[In(1 — e**)] =In1=0.

X —00 x> —00
lim g(x) =lim[In(e** — 1)] = +oo
X +0 x> 400

lim g(x) =limIn(1 — e**) =In0~ = —

— et
x+ 0 x> 0"
lim g(x) =limIn(e?* —1) = In0* = -0
x> 0" xe0F '
b)  Etudier les variation deg.
Vx=+0, g(x)— —h(x)

2x 1
V x € |—; 0[, g'(x) < 0 alorsg est strictement
décroissante syroo; 0.

V x € ]0; +oo[, g'(x) > 0 alorsg est strictement
croissante suj0; +oof.

Dressons le tableau de variation d&.

1|. d'unité graphique 2 cm.

= h(x) alors que pour

X —o0 0 +oo
g'(x) - +
g(x) 0 N —o —0 /7 4o
c) gx)—y=In(e?** —1)—2x =In[e?*(1 —

e—2v—2xv=2xHnl—e—2r—2x=In1—e—2x

lim[g(x) — y] =lim[In(1 — e™*)] = 0 451c |a droite

X — 4o X — 400

(D) d’équationy = 2x est une asymptote obliqu&a

en +oo.
d)  Construire €, et la droite (D).
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Probléme 116 :d'unité graphique 2 cm

A.  On considére la fonctionf définie par :
fx) =
1.  Montrer que f(x) =

de définition de f ?
2. Determiner les limites def sur Dy.

3. Etudier le sens de variation d¢f. Dresser le
tableau de variation def.

4.  Déterminer une équation de la tangente T a
Cy au point d’abscisse.

5. Tracer la courbe Cy et la droite T.

B. Calculer en cnf, I'aire de I'ensemble des

points M du plan dont les coordonnéegx; y)
0<x<In2
0< y < flx)
approchée a 1G prés par défaut de cette aire.

C. Soit la suite(u,) ey définie paru,, = f(n)
pour tout n entier naturel.

a) Interpréter géométriguement.

b)  Quel est le sens de variation de cette suite ?
c) Déterminer le plus petit entiern tel pour que
u, > 5,999.

1+5e~*"

vérifient { Donner une valeur

Correction :

A. f(.X') = #.

e*  6e*

1 f(x) T 145ex T eX x5

Df = |—o0; 400
2. Determiner les limites def sur Dy.
. Y 6 _ 6 6 _
lim £ (x) =lim [1+5e—x] T 1+45e*t° T 4o 0 ;
X P =0 55 —00
limf(x) = =lim [— =6
X+ X P +oo X — 400

30e™*

3. VXEIRf’(X):m

strictement croissante SIR.
Dressons le tableau de variation dg.

> 0 alorsf est

X —00 Ece)
') +
f(x) 0 7 6
f(O) =-= 5
(:) y=-x+1.
f' (0) =3 6

5. Tracer la courbe Cy et la droite T.

B. A= 4f]n2f(x)dxcm

4 fan 6e*

e*+5
24[In(7) — In(6)]cm? = 241n (g) cm?.

A = 3,69 cm?
C. (up)nen/uy, = f(n) pour tout n entier
naturel.
a) Interpréter géométriguement
Commef (x) possede les mémes caractéristiques q

dx cm? = 24[In(e* + 5)|*2cm? =

X 3 X X 3 3 X 5 26 X 2 3 30 X 5 36 3 X 5 36 2 2 2 X 5 06 26 2 2

Ug

(U nen- Ainsi (u,) ey €St Strictement croissante sur#

=6

6e™ 6e
[0; +oo]. Et limu,, = hm[ +5] =l m[—
= 400 n = +oo n = 4o
b) (un)nEN est strictement croissante $Qr +ool.

Vous pouvez démontrer qug, . — u, > 0.
¢)  u,>5999 < 1+56€_n > 5,999 < 6 —

29,995
6—5,999

5999 > 29.995¢ " < n > 1n(

donc ce nombre e30.

)<:>n>10,3

Probléme 117 :Soit P est rapporté a un repere
(0;1, j). On note E le point de coordonnées
(In2;In2).

1. On considére Ia fonctionf définie par :

f&x) =
a) Quelestl ensemble de définition d¢" ?
Calculer la dérivée def.

b)  Trouver les réels non nulsa et b pour queCy
passe par le point E et admette en ce point une
tangente paralléle a I'axe des abscisses.

2.  On se propose d’étudierf(x) = x+ 2 — ex+2.

a) Montrer que pour tout nombre réel x, on a :
fx)=x—-2+ ey

b)  Déterminer les limites def sur Dy.

c)  Montrer que les droites (d) et (d') d’équations
respectivesy = x + 2 ety = x — 2 sont des
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asymptotes a la courbey. Préciser la position de
Cy par rapport a chacune de ces droites.

d) Etudier le sens de variation def sur son
domaine de définition. Dresser le tableau dg.

e) Construire Cy et les droites (d) et (d') et la
tangente Te au point E.

3. Déterminer la primitive de f qui sS’annule
pour x =1n2.

Correction : E le point de coordonnée¢ln 2;1n 2).

4e*

1. f(x)=ax+b-_—telque(ab)E IR
a) Dy = ]|—oo; +oo[. Calculer la dérivée def.

4(e*+2)e*—4e%*
(e*+2)?

Vx€eEIRf'(x)=a

4e2*—4e2%+8e*  ge?*+4(a—2)e*+4a
(eX+2)? (eX+2)?

f(In2) =In2+b—-2=1In2
{ F(in2) = 16a-16 _ o

16
2. fx)=x+2-

a=1
‘:’{b=2'
4e*
eX+2

a) VxEIRf(x)=x—2+(4—4ex)=x—

eX+2
2+4e +8—4e —x—2+ 8 .
eX+2 eX+2
b)  Déterminer les limites def sur Dy.
. s 8 1_ _
i ) im s~ 2+ 2] = oo
XHP =0 x5 —00
. . 4e*
lim f(x) =lim [x +2- €x+2] =400
X — +0o x > 400
; —1 4e* 1
c) lim[f (%) = y] =lim [_ ex+2] = 0 donc la droite
X = —00 X > —00
(d) d’équationy = x + 2 est une asymptote oblique a
C; en—co. Commef(x) —y = — eiiz < 0 alors la

droite (d) est au-dessus deen—co.

. o 8 1_

lim[f (x) —y] =lim [ﬁ] =0 donc la droite (d")

X — +00 x > 400

d’équationy = x — 2 est une asymptote obliqu&a
8

eX+2

(d) est au-dessous dg en+oo.

en+oc. Commef(x) —y = > 0 alors la droite

e?X—4e¥+4  (e¥-2)?

d VxelRf'(x)= i = i)
f est strictement croissante $Br
Dressons le tableau de variation dg.

> ( alors

X —00 Ece)
f'(x) +
f@) | —oo 7 4o

e)  Construire Cy et les droites (d) et (d)

T {f(ln 2)=1In2

F(n2) =0 S y=In2

DY I

3.  primitive de f qui S'annule pourx = In 2.

F(x) = %xz + 2x — 41In(e* + 2) + k avec k est
constante ; la primitive d€ qui s’annule pour
x=1In2 :F(n2) = %(1n2)2 +2In2—4In(e™2 +

2)+k=0ek=1In2(3In2-6) donc
_1.2 x 1
F(x) =X +2x —41In(e +2)+1n2(51n2—6).

Probléme 118 :Soit la fonction f définie par :
e2x_1

fa) = 5

x+2—xInx

si x<0

six=0
si x>0

1.

a) Quel est 'ensemble de définition de la
fonction f ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f
sur son ensemble de définition. Interpréter
graphiquement le résultat obtenu.

c) Dresser le tableau de variation def sur Dy.
d)  Etudier les branches infinies.

2. Endéduire le signe def (x) sur Dy.

3. Construction de la courbeCy.

4.  Soit la droite (A{) d’équationy = x + 2.

Calculer 'aire A de I'ensemble des points du plan

dont les coordonnéesgx, y) vérifient :
{ 1<x<2
0<(a) =flxy

e?*—1

six<0
Correction : f(x) = 5 six=0

x+2—-xInx
1.
a) Dy =]—00;4oof
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

Page 122 sur 215

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

si x>0

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

Posons{t =2x S x= %t
x—0et-0

. Continuité de f: f(0) =2
lim £(x) =lim = = lim [2 x <
xR 0" yh0m te0
continue a gauche de

lim f(x) =lim[x +2 —xInx] =2
xH 0t xe 0%

continue a droite d@. Doncf est continue efl par
conséquenf est continue sur IR.

. dérivabilité de f: f(0) =2

] =2 alorsf est

alorsf est

_ e2%_1 t_
llm% =hm X -2 =11m [—4 X g . 1] = —4
x- 07 X Ox— te0

alorsf est dérivable a gauche @ePar conséquent elle
admet en ce point une demi-tangente.

lim f(xi_f;(o) =lim [1 + % ~In x] = alorsf nest

x e 0 x 0

pas dérivable a droite de Par conséquent elle admet
en ce point une demi-tangente verticale.

Doncf n’est pas dérivable dnpar conséquerft est
dérivable sut—oo; 0] et sur]0; +oo|.

c) Dresser le tableau de variation def sur Dy.

. 2x _ —
limf(x) =lim&——"="1=
X > —00 xHim -
lim f(x) =1lim [x (1 +§— lnx)] = —o0
XP+% 4 4o '

. Vx <0 f’(x) _ 2xe?¥—e2¥41 _ e?*(2x-1)+1

x2 x2

>0

alorsf est strictement croissante $teo; 0[. Car en
posant pat(x) = e?*Q2x -1 +1 < u'(x) =
4xe?* ol est strictement décroissante Jstio; 0[ et
son minimum est(0) = 0.

. Vx>0f'(x)=1—-Inx—1=—-Inx

vV x € ]0;1[, f'(x) > 0 alorsf est strictement

croissante sujo; 1][.
V x € ]1; +oof, f'(x) < 0 alorsf est décroissante sur

11; +oof

X —00 0 1
') + [ [ +
f(x)|o ~ 2 2 3 N\
d) Etudier les branches infinies.

lim@ = lim [1 +E—lnx] =
X X

X+ x> 400

une branche parabolique de direction (Oy).
2. Vx€elRf(x)>0.

3. Construction de la courbeCy.

~% alorse; admet
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'

4, A= flz[f(x) —x—2]dx = flz(xln x)dx

A = flz(xlnx)dx = Exz (lnx —%)]i =2In2 —Z

Probléme 119 :On considere la fonctionf définie
er

par : f(x) = =—

1.  Quel est 'ensemble de définition d¢f ?
2. Etudier les limites def sur Dy.

3. Montrer que pour tout réel x € Dy, f'(x) =
e2x(e*-2)
(e¥-1)2

4. Dresser le tableau de variation d¢f.

5. Etudier les branches infinies deCy

6.  Montrer que f est bijective de[ln 2 ; +oo[ sur
un intervalle & déterminer. Expliciter la fonction
f~1 réciproque def définie sur[4; +oo].

7. Tracer les courbesCy et Cp1.

. En déduire le sens de variation d¢.

2x

e
x-1

Correction : f(x) = "

1. Df={x€lR/e*—1#0}=]-o0;0[U

10; +ool.
2. Par changement de variable, posbese* alors

lime* =0 _lime* =+
{ X V> —00 X = +o00 q
i t2 i t2 onc
k 11m:=0 ot llm§=+oo
x -0 X = +00
limf(x) =0 .lim f(x) = +oo limf(x) = —c0 ot
X P —00 "x P oo "x> 0”7
lim f(x) = +o0
x - 0 '

2e2(e*-1)-e3*  e2X(e*-2),

3. Vx#0, fl(x) = (ex-1)2 T (ex-1)2
alorsf est strictement décroissante suro; In 2[ et
sur]0;In 2[ etf est strictement croissante sur
1In2; +oof.

4. Dressons le tableau de variation dg.

X | —oo 0 In2 ~+o00
f'(x — - | +
f(x)] 0N —o0 to N 4 7 4o
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5. les branches infinies
Asymptote horizontale d’équatiory:= 0.
Asymptote verticale d’équationc:= 0.
Branche parabolique de direction (Oy) car
lim 1) =lim [ e:x ] =lim [il = 4o
X xe*—Xx. X .
X+ +00 x> 4o X 400
6.  f estcontinue et strictement croissante sur
[In 2; +ool. Elle réalise une bijective din 2 ; +oo[ sur

2x
[4; +0o[. —— =y & e?* —ye™ +y = 0 nous allons

a résoudre une équation paramétrique (y) du second
degré en posamt= e*: t? —yt +y = 0, A= y? — 4y

—/y*-2 +/y%-2
t' =22 etr” =22 > 0.
+y%-4
& x=1n % donc

Vx=4,f1x)= ln(
7. Cf eth—l.

x+\/x2—4x)
> .

—-—
—___-
—

Probléme 120 :On considére la fonctionf définie
par: f(x) = e 2* — 73,

1.  Quel est I'ensemble de définition d¢f ?
2. Determiner les limites def sur Dy.

3. Montrer que pour tout réel x € Dy, f'(x) =

3-2¢*
e3x '

En déduire le sens de variation d¢.

4.  Dresser le tableau de variation d¢f.

5. Tracer la courbe Cy.

6. Soit & est un réel appartenant 41, 8;1,9[.

a) Calculer, I'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationst = a,
x=0et Cf

b) Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers +oo,

Correction : f(x) = e 2*—e 3% = — _ L
1. Df = ]—o0; +00].

5 limf(x) =lim[e"?*(1 - e™™)] = ;

X > —00 X > —00
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lim £ (x) =lim [e%—e%] =0
X+ s 4o

3. Vx€IR f'®=—2e72% 4373 =

_9X
e 3%(—2e*+3) = 3;:

alorsf est strictement
croissante su}—oo; ln%[ et

f est strictement décroissante ]slmr% ; +oo[.
4. Dressons le tableau de variation dg.

X | —oo ln% +o0
f'(x) + | ~
fx) | —o» ~» 01481 N 0

3
m=f(ln5).
5 Cs

6. Ala)= foa[f(x)]dx = foa[e_zx — e 3¥]dx
a) Ala) = :_—e_zx +§e‘3x]: = _716_2(1 +

i =1; 1, -2a,1, -3a 1] — 1
b) limA(a) =lim [ e tie o =2
a - +oo a - +oo

Probléme 121 :Soit f la fonction définie par :

f(x) = Ver —e?x.

1.  Soitu la fonction définie par :

u(x) = e* — e?~,

a) Déterminer les limites deu D,,.

b)  Etudier le sens de variation de la fonction.
c) Calculer u(0) et en déduire le signe da(x)

pour x appartenant a son ensemble de définition.

2.

a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier la dérivabilité de f en0.

c)  Determiner les limites def sur Dy.

d)  Etudier les variations def sur Dy.
e) Construire Cy.
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Correction : f(x) = Ve* — e?.

1.  u(x) =e* —e?* =e*(1—e).

lim u(x) =lim[e*(1 —e*)] =0 ot

X > —00 X — —00

lim u(x) =lim[e*(1 — e*)] = —

X — +oo X — 400

b) Vx€elR, u'(x) =e*(1—2e*) doncu est
strictement croissante s|i#oo; —In 2[ etu est
strictement décroissante ufln 2 ; +oo].

c) u(0)=0et Vx€]-o;0]ulx)>0
V x € [0; +oo u(x) < 0.

2.

a)

b) lim f(x) =lim [\/ *(1—e* ] =0 etf(0) = 0,

x= 07 x50

doncf est continue en 0.

lim f(x) f(O) [ / ]

x+— 0"

, doncf

x|—>0‘

n’est pas dérivable en 0@t admet une demi-tangente

verticale.
c) Déterminer les limites def sur D¢

lim f(x) =lim [\/ *(1—e¥) ] = 0

x> 07

x—0"
lim f(x) = lim [w/ex(l - ex)] =0
X =0 x5 —0 '
d Vxe]-owo;0[f'(x)= Noeers) doncf est

strictement croissante sl oo; —In 2[ et f est
strictement décroissante gutln 2; 0.

—00 —In2 0

X
Je)) + | — |

f) | o 2 % N0

e)  ConstruireCy.

__,.-—--"'_‘_ ———-‘J
e B >

\
\
\
\

Probléme 122 :On considére la fonctionf définie

par: f(x) =

e*+1

1.
a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier les limites def sur Dy.

Page 125 sur 215
b 2 e’ @ @ e s i e D @ e e S e S e S SR eea e e RS S e S S S S S S S S S e

c)  Montrer que pour tout réel x, f'(x) = G
En déduire le sens de variation d¢.

d) Dresser le tableau de variation d¢.

2. Montrer que f est bijective deR sur un

intervalle & déterminer. Expliciter la fonction f~1
réciproque def.

ex

3. Tracer les courbesCy et Cp1.
4.  Soita est un réel appartenant 43; 4[.
a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = a,
x=0et Cf
b)  Calculer lim ‘A(“).
o — —0oo
Correction : f(x) = ——
1.
a Df = {x €IR/ e* + 1 # 0} = |—00; +0o].
e~ ®
b) lim £ () —llm[ x+1] e~®4+1 0 ;
X P =0 X - —00

lim £ (x) —hm[ x+1] =lim [—] =lim[1] =1
X400 1 x> doo X PO )

' _e¥(e¥+1)-e?*  e2X—e2¥te¥
C) Vx € IR f (x) - (€x+1)2 - (€x+1)2 -
——— > (; alorsf est strictement croissante $Br
(e"+1)2
d) Dressons le tableau de variation d¢

—00 + o0
h'(x) +
h(x) 0 7 1

2.
Elle réalise une bijective d& sur]0; 1[. .

eX—yeX=y=e*(1-y) =y<=)x=ln|%|
doncVx €10;1[, f71(x) =In (L)
3.

Cf en trait pleln et C,-1 en trait pointé.

f est continue et strictement croissante sur IR

ex
=y &
*+1 Y

a)
b)

”ma)—'f f<x>dx—f [ ax

A(@) = [In(e* + 1]
limA(a) = —ln2.

X P —00

= [In(e* + 1) —In 2].
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Probleme 123 :On considére la fonctionf définie
par: f(x) =x+1-2

e*+1

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b) Montrerque Vx € Dy f(x) =x—1+
c)  Etudier les limites def sur Dy.

e*+1’

e?*e*+1
(e*+1)2

déduire le sens de variation d¢ sur Dy.

Dresser le tableau de variation d¢f.

2. Montrer que les droites (D) et (d) d’équation

respectivesy = x+ 1 ety = x— 1 sontles

asymptotes écf. Etudier leur position relative par

rapport a Cy.

3. Tracer la courbeCy ; (D) et (d).

4.  Soita est un réel appartenant §—2; -1, 5].
a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par la droite (D), les droites d’équations
x=a,x=0et Cf

lim Jl(a)

—00

d)  Montrer que V x € Df f'(x) = .En

b) Calculer

Correction : f(x) =x+1—

eX+1

1.
a) f={xEIR/ex+1¢0}=]—00;+00[.
b) VvVxelRf(x)=x+1- x1—x—1+2—
2e* o 2e*+2-2e*\ _
ex+1_x_1+(2_x+1) x 1+( e*+1 )_
x—1+x21=f(x)
o mI® =imfx—1+ 2] =

X =00 x5 —0

lim f(x) =lim
X = 400

X — +oo
e2X42eX+1- X _
(e*+1)2

d VxelRf'x)=1-
e?Xe*+1
(e*+1)2
e?*+e*+1=0aunA=1-4=13<0.Donc

Vv x € IR f'(x) > 0 alorsf est strictement croissante
surlR.

e) Dressons le tableau de variation dg.

(ex+1)2 -

son signe dépend @& + e* + 1, or

X —00 + oo
h'(x +
h(x)| —oo 2 +o0
. 2 _
2. fO0-@-1) =237 doncla
+1 s oo

droite (d) d’équatiory = x — 1 est une asymptote

oblique aCy en+oo. Commeef? > 0 alorsCy est au
dessus de la droite (d) efwo.

-2e*
e*+1

f)—Gx+1)=-
X > —00

droite (D) d’équatiory = x + 1 est une asymptote

2e* lim

—, =0 donc la
e*+1

oblique acr e

au dessous de la droite (D) emo.

- Iy [f(x) - (x+ 1)]

4.> afl(oc) =

[ex+1] dx
a) A(@)=[2In(e*+1)]%=-2In(e*+1) +
2In2.
b) limA(a) = 21n2_
a— —o

Probléme 124 :Soit la fonction f définie par

xe* .
f(x) ={m Six # O.
1six=0

1.
a) Etudier la continuité de f enO0.

b) Montrerque Vx # 0 f(x) = x(
c) Etudier la dérivabilité de f en0.
2.

a) Deéterminer les limites def en—co et en+oo.

b)  Démontrer que, pour tout réelx, e* > x + 1.
c)  Calculer la dérivée de la fonctiorf et

déterminer la fonction g telle quef’(x) = (‘Zi’?f;.

1
x_1)"

Dresser le tableau de variations d¢.

3. Montrer que la droites (d) d’équationy = x
estune asymptote aCy. Construire la courbeCy.

4, Soita un réel non nul et les points M et M',
d'abscisses respectiveset —a, situés sur la courbe
C représentative de la fonctiorf.

a)  Etablir que, pour tout réel x non nul,

X
fl20) ===
b)  Déterminer le coefficient directeur de la
droite (MM").
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X

xe .
Correction : f(x) = {E six#0

1six=0
1.
e*—-1 -1
a) f(x)= ex -, on sait que™ %=1 alors
p X P 0
lim f(x) =1 doncf est continue eA.
x~0
1 e¥—1+1
b) Vx#0f()=x(1+=) =20
xe*
pravial ACI2
_ 1+——)-1
o) ) f(O):x( gg) 1 _ ! _l_1+
x—0 x eX-1 x
x4q x-x 8t 1
et 14+ =1+ —=%—donc
e¥—1 e ¢
ex—l
. fx)=f(0) .
lim === =lim [1 = ] L alorsf est
x =0 *
x>0
dérivable erd.
2 lim f(x) = eje_x] =lim [— =0¢
X > —00 x > —o0 X > —o0
lim f(x) = ] =lim [%] = +oo
X - 400 N .

X - +oo X = +o00

3. Pour démontrer que, pour tout réeéX,> x +
1, on étudie la fonction h définie sur IR par h(x=
(x + 1). Cette fonction est dérivable sur IR comme
somme de fonctions dérivables sur IR, et h'(x) = &.
La fonction exponentielle s'annule en 0O et est
strictement croissante sur IR, donc h'&) sur [O;
+oo0 [ et h'(x)<O0 sur ]—oo ; 0]. Donc la fonction h est
décroissante surjoo ; 0] et croissante sur [@;oo |[.
Elle admet donc un minimum e 0 qui vaut h(0) =
0; ainsi la fonction h est positive sur IR et ptourt
reel x,e* > x + 1.

4, Vx€IR, f'(x) =
(e*-x-1)e* _ g(x)e*

(e*-1)?  (e*-1)¥
Commee*>x+1oe*—x-120=gx)=0
vV x € IR, f(x) > 0, doncf est strictement croissante
sur IR.

(e*+xe*)(e*—1)—e*xe*
(e*-1)2

doncg(x) = e* —x — 1.

X | —o +oo
f'(x) +
fGx) | 0 4 00
5. f(x)—y:eﬁel—xzxe;rxel-l—x:exx_l
lim [f(x) — y] =lim [ = 1] = lim [ ] 0 donc la
X = +o00 X - 400 X P 400

droites (d) d’équatioly = x estune asymptote &;.
Vx=20f(x)—y= exx—1
de la droite (d).
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6. 'M(a) et M’ (- a)

£ * _e¥(—xe ™) _ «x
a) Vx€IRY f(—x) = o1 = ere D = oot
b) le coefficient directeur de la droite (MM’)

ot YuYm _ fCOF@ _ gy —ale®-n) _ 1
XpM—XMm —-a-a —2a —2a(e?-1) 2
Probléme 125 :On considére la fonctionh définie

ar: h(x) =Inle* — 1|.

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé ?
b) Montrer Vx+0 h(x) =x+In|1—e7¥|.
c)  Etudier les limites deh sur Dy,.

d) Montrer Vx =0 h'(x) = e:—jl En déduire le

sens de variation deh.

Dresser le tableau de variation dé.

2. Montrer que la droite (D) d’équation y = x
est une asymptote a la courb€,. Etudier la
position relative deCy, par rapport a la droite (D).
Déterminer les autres asymptotes.

3. Montrer que h est bijective de]0; +oo[ sur un
intervalle & déterminer. Expliciter la fonction h=1
réciproque deh sur ]0; +oo|.

4.  Tracer les courbesCy etC,-1.

Correction : h(x) = In|e* — 1|

a) Dyp={x€elR/e*—1%#0}=]-0;0[U

10; +ool.

b) Vx#0,h(x)=Inle*(1—e™)|=x+

In[1 —e7*|.

c¢) hsansle symbole de la valeur absolue

Vx €]-w;0[h(x)=In(1—e*)=x+Ine™-1)
Vx €]0;+oo[,h(x) =In(e*—1)=x+In(1—-e7%)
lim[In(1 — e*)] = —oo , lim[In(e* — 1)] = —c0 |

x~ 07 "x - 0F '
lim [In(1 — e*)] = Oetlim [In(e* — 1] =
X —00 X — 400
’ _ —e e*
d Vxe]-o0[,h(x)= o = g ©f

Vx € ]0; +oof, h'(x) = e’f—l'
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doncv x # 0, h'(x) = ﬁ alorsh est strictement

décroissante syroo; 0| et
h est strictement croissante $0y+oo].
Dressons le tableau de variation dh.

x | —o 0 4o
h'(x) — +
h(x) 0 N —oo —0 7 400

2. h(x) —x=In(1—e™)

lim[ h(x) —x] =lim[ In(1 —e )] =0

X — +oo X - +oo

Vx € ]0; +oo[ h(x) —x =In(1 — e™™) < 0 alorsCy,
est au dessous de la droite (D).

Asymptote verticale d’équationc:= 0.

Asymptote horizontale d’équatiory:= 0.

3. h est continue et strictement croissante sur
10; +ool. Elle réalise une bijective d6; +oo[ sur IR.
x=In(e¥ +1

x = ln((—ey + i) donc.

Vx € IR, h™1(x) = In(e* + 1).

4. €y entrait plein et C;,-1 en trait pointé.

y=ln|ex—1|<:){

Y

Probleme 126 :On considere la fonctionf définie
par: f(x) = e*|le* —2|.

1.
a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
In 2. Déterminer une équation de la tangente T au
point d’abscisseln 2.
c)  Déterminer les limites def sur Dy.
d)  Etudier le sens de variation de la fonctiorf.
Dresser le tableau de variation d¢f.
2. Construire la courbe €y la tangente T.
3.  Soita un nombre réel compris entre—1 et 0.
On note A (a) I'aire de la partie du plan définie
par:{—1SxSa.

0<y<f(a)
a) Déterminer la valeur encm? de A(a).
b)  Calculer la limite de A(a) quand a vers+co.

Correction : f(x) = e*|e* — 2|.

1.

a) Df=IR

b) Vxe€]-oo;In2], f(x) =e*(2—e*)et

Vx € [In2;+oof, f(x) = e*(e* — 2).

lim f(x) =lim[e*|e* —2|] =0

N r—>{n(2) N '[_) lr|12 I etf(In2) = 0 alors
f est continue e 2.

Vx € ]-;In2], f'(x) = 2e*(1 — e¥) et
Vx € [In2;+oof, f'(x) = 2e*(e* — 1)

. f)-f(n2) _ ., _
lim————=f;(In2) = —4 ot

x—In2

x - (In2)”

. fx)-f(n2) /
llm% = f;(In2) =4
x- (In2)*
dérivable erin 2.
Tg:y=—4x+4In2etTy:y=4x—4In2.
c)  Determiner les limites def sur Dy.

doncf n’est pas

lim f(x) = lim[e*(2—-€e*)] =0 ot
X+ —00 X B —00

lim f(x) =lim[e*(e* — 2)] = +

X = 400 X = +o00

d) Vxe€]-oo;In2[, f'(x) = 2e*(1 —e*) doncf
est strictement croissante guioo; 0[ et f est
décroissante syb;1n 2].
Vx €]In2;+oof, f'(x) = 2e*(e* — 1) doncf est
strictement croissante s|in 2 ; +oo.

X —00 0 In 2
f'() + | - [ ] +
fo) o 2 1 N 0 / +ow
2. Construire la courbe €y la tangente T

+ oo

—_—

3.
a) A(w)= ffl fx)dx = ffl[Zex —e*dx =

Y

[Zex - lez"]a =2e% —le2a _ =14 lo-2
2 . 2 2
b) lim A (o) =lim [e“ (2 —%e“)] = —o

@40 o o
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Probleme 127 :Soit f la fonction définie par :
f(x) = e* +In|x|. (unité graphique 2 cm).

1. Soitu lafonction définie par :
u(x) = xe* + 1.
a) Déterminer les limites deu sur D,,.

b)  Etudier le sens de variation de la fonction.

c) Calculer u(0)En déduire le signe dé‘(—x) pour

X appartenant a son ensemble de définltlon.

2.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Déterminer les limites def sur Dy.

c)  Etudier les variations def sur Dy.

d)  Construire Cy.

3. Discuter graphiquement, suivant les valeurs
dem, le nombre de solutions de I'équation :
fx)=m

4.  Soita un nombre réel compris entre0, 5 et
0,6.

a) Calculer A(a) I'aire en cm?, du domaine
plan délimité par la courbeCy et les droites
d’équation x = a etx = 2.

b)  Déterminer la valeur encm? de A ().

c) Calculer la limite de A(a) quand a vers0.
Donner une valeur approchée a I0prés par défaut
de cette aire.

Correction : f(x) = e* + In|x|. (unité graphique 2
cm).

1. ukx)=xe*+1.D,=IR

lim u(x) = lim[xe* +1] =1 ot

X > —00 X > —00

lim u(x) = lim[xe* + 1] = 4+

x - +00 x - 400 ’

b) Vx€elR, u'(x) = (x+ 1)e* doncu est
strictement décroissante Juroo; —1[ etu est
strictement croissante sl 1; +oo[.

c) u(0) = 1.signe de== (x) 'V x € IR, u(x) > 0,

u(X)

doncVY x € |—0; 0[, — < 0 et

a)

Vv x €10; +oo[”(x) 0.

2.

b) lim f(x) =lim[e* + In|x|] = —
x - 0t x - 0f

lim f(x) =lim[e* + In(—x)] =
X — —00 X - —00

lim f(x) =lim[e* + In(x)] =
X — 400 X B+

© et
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C) Vx€]—0;0[U]0;+oof, f'(x) = e* +§=

*4+1 . . .
== @ doncf est strictement décroissante sur

]—o0; 0[ etf est strictement croissante §Qy+oo.

X —00 0 +00
f'(x) - +
f(x) |+ N —o0 —0 2 oo

d)  Construire Cy.

3. Sim € IR, I'équationf (x) = m admet deux
solutions.
4, o €[0,5;0,6].
a) Aw) = fz[f(x) dx X 4cm? = fz[ex +
Inxdxx4cmlZ2=ex+dnxy—rvaZXx4cm2=e2+An2—2—
ea—ana+ax4dcm?2 .
b) limA(a) = (e2 + 2In(2) — 3) x 4cm2.
a0
A(a) = 23,10 cm?

Probléme 128 :On considere la fonctionf définie

par: f(x) = |x+ 2|e%.

1.

a) Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Exprimer la fonction f sans le symbole de la
valeur absolue surDy.

c)  Montrer que f admet un prolongement par
continuité a droite de2.

d) Etudier la continuité et la dérivabilité de f

sur D¢. Interpreter graphiquement ces résultats. En

déduire les équations des demi-tangentes au point

d’abscisse-2 : T_,+ etT_,-.

2.

x2+12 %
(x-2)? '
En déduire le sens de variation d¢ sur ] —oo; —2].

b) Montrer que Vx€|[-2;2[U]2; 4o,
flx) =
def surxe[ 2;2[ U ]2;40o].

c) Dresser le tableau de variation d¢f.
3.

a) Montrerquevx<-2 f'(x)=—

4
ex x-2, En déduire le sens de variation
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a) Montrer que la droite (d) d’équation
y = —x + 2 est asymptote &, en—co. Préciser sa
position relative.
b)  Montrer que la droite (d’) d’équation
¥y = x — 2 est asymptote &y en+oo. Preciser sa
position relative.
4.  Tracer les droites (d) et (d') ; les tangentes
T_,+ etT_,- etla courbeCy.
-4
Correction : f(x) = [x + 2|ex-z.
1.
a) Df={x/x€x—-2+#0}=IR-{2}
b)  f sansle symbole de la valeur absolue sDx

X —00 -2 2 400

[x + 2| —x—-2 | x+2 | x+2

—4

Vx € ]—o0;=2], f(x) = —(x + 2)ex—2
¥ x € [<2;2[ U2 +ool, f(x) = (x + 2)ers
) lim f(x) =lim [46(:_:] =e =0

x 2t

x - 2t
un prolongement par continuitéa.

d) continuité et la dérivabilité de f sur Df
—4

lim f(x) =lim [—(x + 2)eﬁ] =0 g

x> =27

doncf admet

X =27

lim f(x) =lim [(x + 2)ex—2 2] =0

alorsf est continue
x - =2%

x v =27
en—2. Doncf est continue suroo; 2[ et sur]2; +oo[
Dérivabilite de f sur Dy :

— — -4
limM =lim [—eﬁ] = —e

x+2 et
x> =27 = Y
FGO-FCD . [t
lim=="7— =lim [eH] = € alorsf n'est pas
x> =27 x> —=27F

dérivable en-2. Doncf est dérivable suFoo; —2],
sur |—-2; 2[ et sur]2; +oof.

Au point d'abscisse-2 est un point anguleux &f
admet & ce point deux demi-tangentes dont leurs
éqguations sont :

T ,-:y=—e(x+2)=—ex—2e

T ,+:y=e(x+2) =ex+2e.

2.

—4
a) Vx<-2 f(x)= —erz——o

w22 %
= = 4x+8
(x +2)ex2 = ex—2 (—1 - (x—z)Z) =
=t o x244x—4-4x-8 x2+12 %
ex=2 ( (x—2)2 ) - (x—2)2 ex-2 <0, alorsf

est strictement décroissante $tro; —2].
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b) vx € [-2:2[U12; +ool, f () = ex +

4x+8
= 2)2 X (x + Z)ex 2 = ex-2 (1 + (x):)Z) =

=% x2—4x+4+4x+8 x2+12 %
ex-z ( 2 ) = Gz 2>0 alorsf est
strictement croissante s 2; 2| et sur]2; +oo|.

c) tableau de variation def :
limites de f sur Dy.

X —00 2 40
| +
. llm[—] {+°°Slx<2,posonst—;“2<=>
x 2 ToSsLX -
X =2 ——donchme = e,[hme = +oo
t —» —oo t —» 4o
i )= im[(4 )] = 4 ¢
-2 t —» 4o

im )= im[(4-)er] =0

x - 27 tr—) —00

- : t _
hm[ =0 S lime* =1 yone cette limite
x - ioo t=0
a l'infinie dépend de celle de + 2] :
lim £ (x) —hm[ (x + 2)ex—z 2] +00 ot

X — —QC0

X — —00

lim f(x) =1lim [(x + 2)ex—2 2] =+

X P+ X = 400
x | —oo -2 2 400
Kool - [+ +
h(x) | +0 \ 0 7 4o 0 7/ +w
—4 —4
3 lim [ex—Z] =eto=e0=1
X — too
. —*
lim [Zex—z + 2] = 4. posong = % o x=2— %_

X — too
-4

a)  h@-@2-x)=x(1-er2) (2077 +2).
lim [x (1 — e%)] =lim [—(Zt —

X P —00 t->0
Donc M) =¥1=0 5,55 14 droite (d) d’équation
X > —00

y = —x + 2 est asymptote & en—oo.
h(x)—x + 2 < 0, C; est au-dessous de (d).

b)  h(x)— (x—2) = x(evz—1) + (207 + 2).
lim [x (ex__jz - 1)] =lim [(Zt —4) ett_ll =—4

x > +00 te>0
Doncimlh() =¥1'=0 545 12 droite (d') d'équation
X = 400

y = x — 2 est asymptote @& en+o.
h(x) — (x — 2) <0, Cf est au-dessous de (d).
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4.  Tracer la droite (d) ; les tangentesI_,+ et
T_,- etla courbeCy :

|

Probleme 129 :On considere la fonctionf définie
par: f(x) = (1 —x)e 1,

1.

a)  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
0. Interpréter graphiquement ces résultats. En
déduire les demi-tangentes au point 0.

c)  Déterminer les limites def sur Dy.

d)  Etudier le sens de variation def sur Dy.
Dresser le tableau d¢f sur Dy.

2. Construire Cy.

3. Calculerl =~ [/ f(x)dx.
Correction : f(x) = (1 —x)e ¥,

1.

a) Df==]—{n;+{nL
Vx€]-o;0[ f(x) = (1 —x)e*
Vx€|0;+oof, f(x) = (1—x)e™*
b)  continuité def en0:
limf(x) = lim[(1 —x)e*] =1
x>0 xe» 07

lim f(x) =lim[(1 — x)e™™] =
x~ 0t xe0F

en0.

Dérivabilité de f enO :
fx)—£(0) _ (1-x)e~*-1 _ e ¥l-1 _ el

et

1 .
alorsf est continue

x—0 X X
. fe)-f0) . Je*-1 4]
11m—x_0 =lim [—x e ] =0 ot
x - 0" x - 0"

limZ97@ i [— et e‘x] =-2
x—0 -X .

x -0t x - 0%

Doncf n’est pas dérivable éh par conséquent elle
admet deux demi-tangentes dont leurs équations sont

To-:y=1etTy+ iy =—-2x+ 1.
c)  Determiner les limites def sur Dy :

lim f(x) = lim[(1 —x)e*] =0 ot

X - —00

X — —00

lim f(x) =lim[(1 —x)e™] =0

X = 400 x> 400

d Vxe]-o;0[ f'(x) = —xe* > 0 alorsf est
strictement croissante sjioo; 0].

vV x €]0;+oof, f'(x) = (—2+ x)e™™ alorsf est
strictement décroissante 40 2[ et f est strictement
croissante su2; +oof.

X —o00 0 2 +oo
f(x) + [ [ - ] +
f(x) |0 ~ 1 N =035 2 0

2. Construire Cs

3. I=[2e*+xe¥]?=4e2-3e"L.

Probléme 130 :On considére la fonctionh définie
par : { V x € |—00; O], h(x) = x? In|x|
"(Vx €[0; +of, h(x) = In(e* — x)

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de h

sur IR.
2.

a) Déterminer les limites deh sur Dy,.

b)  Etudier le sens de variation déh.

c) Dresser le tableau de variation déx.

d)  Vérifier que h n'admet pas de dérivée
seconde au point O.

3.

a) Montrer que la droite (d) d’équation y = x
est asymptote &j, en+oo.

b)  Tracer la droite (d) et la courbec;,.

4, Montrer que la restriction de h a[0; +oo| est
une bijection de[0; +oo[ sur un intervalle J que
I'on précisera. Tracer sa fonction réciproque notée

Cr.

5. Calculer l'aire de la partie du plan limitée
par la courbe Gy, I'axe des abscisses et les droites
d’équationsx = -2 etx = —1.

Correction : {

1. continuité et la dérivabilité deh sur IR :
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V x € |—0; 0[, h(x) = x? In|x|
vV x € [0; +[, h(x) =In(e* —x)
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Continuité deh en0 :
limh(x) =lim[ln(e* —x)] =0 ot

x = 0F x -0t

. 1 2 _

lim £ (x) _hm[x lnIxI] =0 alorsh est continue en
x - 0 x 0"

0. Par conséquentest continue sur IR.
Dérivabilité de h en0 :

. h(O)-h(0) _,. B
lim==—"= =lim[xIn|x| ] = 0 ;3 .cp est dérivable
x>0 x— 0
. h(x)-h(0) ., _e%-1
a gauche de et M= =5 = d(0) =5==0
x 0%

alorsh est dérivable a droite de
Par conséquerkt est dérivable ef.
2.

a) limites deh sur Dy, :

lim h(x) =lim[x? In(=x)] = +c0 4

X —0  x+- —00
lim h(x) =lim[In(e*)] = +oo
X — +oo X — 400

b) sens de variation déu :
. V x € |—00;0[, h'(x) = 2xIn(—x) + x =
[x(2In(—x) + 1)],

1
V x € ]—oo; —e"E[, h'(x) < 0 alorsh est strictement

1
décroissante su}—oo; —e"E[.

1
V x € ]—e"E; O[, h'(x) > 0 alorsh est strictement

1
croissante suﬂ—e_i; 0[.

e*—1

* vx € ]Ol +OO[, h’(X) = eX—x
strictement croissante s|; +oo].
c) Dresser le tableau de variation dét.

> 0, alorsh est

1
X —o00 —e 2 0 +00
h'(x) - | + | +
h(x) | 40 ~ =018 2 0 7 4o

d)  Vérifier que h n"admet pas de dérivée
seconde au point O :

. V x € |—00; 0[, k"' (x) = [x(2In(—x) — 1)] =
2In(—x) —1—-2 = 2In(—x) — 3 et

limh"(x) =lim[2In(-x) — 3 ] = —o0 eth'(x) =
x+~07F x~0F

i N {x —0 alorsh n"admet pas de dérivée
e*—x h— o

seconde au point O.

3.

a) Vxe[0; +oo[,h(x) =In(e*—x)=x+
In(1 — xe™)

lim[h(x) —y] =lim[In(1 —xe™™)] =0 donc la
X — 400 X — 400

droite (d) d’équatiory = x est asymptote &, en+co.

b)  Tracer la droite (d) et la courbeCy, en trait
continue etCr en trait discontinue :

r

A J

4. h est continue et strictement croissante sur
[0; +oo[. Sa restriction §0; +oo[ est une bijection de
[0; +oo[ sur un intervallg = [0; +oo.

5. Soit | cette aire, nous aurons

- -1 -
1= f_zl h(x)dx = Ex3 ln(—x)]_2 + %f_zl x?dx =

L3 i) o 143] P 228

3[x In(—x) +3x ]_2 =3 + 8In2.

Probléme 131 :On consideére la fonctionh définie
e2x41

eX4+1’

par: h(x) =

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?
2. Etudier le signe du polynédme

p(x) = x* + 2x — 1 suivant les valeurs dex
3. Déterminer les limites deh sur Dy,.

4.  Montrer que V x € Dy, h'(x) = p(e*).

e
(e*+1)%"
En déduire le sens de variation dé.

5. Dresser le tableau de variation dé.

6. Montrer que la courbe admet une branche
parabolique de direction (Oy) en+co.

7.  Tracer la courbe Cy,.

e?*11

Correction : h(x) = e

1. Dy =]—o0;+00[.

2. Posony(x)=0=x*+2x—-1=0
A=8ex'=-1-+v2<0o0ux" =-1++2>0.
p(x) = (x+1+V2)(x+1-+2)

X —0 —1-v2 -1++2 +ow
x+1++2 - - +
x+1-V2 - - +

p(x) + +

V x € ]—oo;—l —\/E[U]—l +\/§;+00[, p(x) >0
Vx€|-1-v2-14+V2[,p(x) <0
Six=-1—-+v2o0ux=-1++2,p() =0.

3. les limites deh sur Dy, :
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X =00

X = +o00 X

limh(x) = lim[

lim h(x) = lim [eg]

2e3%42e2Xx 3% _gx _

—00

+oo

4, Vx€elIR h'(x)=

e3*+2e2%—e* e*(e?*+2e*-1) _

e2* 41
e*+1

[=1.

=11m[ex] = 00,
X = +o00

2e2*(e*+1)—e*(e?*+1)
(e*+1)2

(e*+1)2

p(e*). —=

(e*+1)%’

(ex+1)2  ~  (e*+1)2

sens de variation deh : le signe déi'(x) dépend de
celui de p(e*) = (e* +1+V2)(e*+1—+2) or

v ef+1-v2=0
x" = 1+ﬁ>0:}{x=ln(—1+\/§)'
x —o0 In(-1++2) +00
K (x) — | +

V x € ]—00;ln(—1 + \/E)[ h'(x) <0, h est
strictement décroissante guroo; In(—1 + v2).

V x € [ln(—l + \/E);+00[, h'(x) > 0, h est
strictement croissante sfin(—1 + v2); +oo].

5. tableau de variation deh :
In(—1++2)=-0,88; h[In(-1++2)] =0,828.

400,

X | —o0 ln(—l + \/E) too
W (x) _ | +
h(x) | to0 N 0828 7 +oo
. h(x) e [€F]
6. lim——= lim [x] = T alors la courbe,
X +00 x> 4o

admet une branche parabolique de direction (Oy) en

7.  Tracerla courbeCy :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Probléme 132 :

A.  Soitu définie par :

u(x) =1+ (1 - 2x)e?~.

a) Etudier les limites deu sur D,,.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation de.
d) Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution unique a dans l'intervalle [0; 1].
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e) En déduire le signe dat(x).
f) Construire la courbe C,,.
B.  On considere la fonctionf définie par :

f(x) = %[x + (1 —x)e?].
1. Etudier les limites def sur Dy.

2.  Etudier le sens de variation def.
3. Dresser le tableau de variation d¢f.

4, Montrer que la droite (A) d’équationy = %x
est asymptote &y. En déduire la position deCy par
rapport (A).

5. Construire la courbe Cy et ().

Correction :

A u®) =1+ (1-2x)e** D, =]—oo; 4|
a) les limites deu surD,,.

limu(x) =lim[1 + (1 — 2x)e?*] = 1.

X — —00 X — —00

limu(x) =lim[1 + (1 — 2x)e?*] = -

X - 4o X — 400

b)  sens de variation deu :

Vv x € IR, u'(x) = —4xe?*, doncu est strictement
croissante suf—oo; 0| et

u est strictement décroissante fyr+oo|.

c) tableau de variation deu.

X —00 0 00
' (x) + | -
u(x) 1 7 2 N —»

d u(0)=2etu(l) =-6,38

u est continue et strictement décroissantd Gur]. On
remarque qua(0) x u(1) < 0 et0 € [—6,38; 2] alors
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
I'équationu(x) = 0 admet une solution uniquedans
l'intervalle[0; 1] tel queu(a) = 0.

€) Vxe]-o;a],ulx)=0et

V x € [a; +oo[, u(x) < 0.

f) C, en trait continu et €y en trait discontinu.

\

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

B. f(x) =%[x+(1—x)e2x] Dj = ]—o0; +oo]
1. limites de f sur Dy.
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limf(x) =lim E [x+ (1 - x)ezx]] = —oo.

’
X — —QC0 X > —00

limf(x) =lim [%x [1 +(1- x)ﬁl] = —
X 5 400 x .
X — +oo

2. sens de variation def.

vx€IR, f'(x) =%[1 + (1 = 2x)e?*] =%
f est strictement croissante guio; a] etf est
strictement décroissante qur +oof.

3.  tableau de variation def.

u(x), donc

x —0o0 a oo
i) + | -
f) | — 7 fl@ N -
4. ImlfG) =yl =lim[(1 - )e*] =0 4,0 1o
X P —00 X — —00

droite (A) d’équationy = %x est asymptote oblique a
Cr. déduire la position dé; par rappor(A).

. Sur]—oo; 1], f(x) —y = (1 — x)e? > 0 alors
Cr est au-dessus da).

. Sur[1; 4+oo[, f(x) —y = (1 — x)e?* < 0 alors
Cr est au-dessous @a).

5. voir figure C; en trait discontinu.

Probléme 133 :On considére la fonctionh définie
par: h(x) = (x — 2)e* + x.

1. Quel est I'ensemble de définition d& ?

2. Etudier les limites deh sur Dy,.

3.  Soitu la fonction définie par :
ux)=e*(x—1)+1

a)  Etudier les variations deu sur D,,.

b)  En déduire le signe dei(x) sur D,,.

4, Montrer que pour tout réel x € Dy, h'(x) =
u(x). En déduire le sens de variation d& sur Dy,.
Dresser le tableau de variation dé sur Dy,.

5. Montrer que la droite (d) d’équation y = x
est une asymptote a la courb€,,. Etudier la
position relative de (d) par rapport aCy,.

6. Déterminer les coordonnées du point
d’inflexion de Cj,. Déterminer I'équation de la
tangente T &C; au point d’'abscissel.

7.  Tracer la courbe Gy, et celle deC,, ; (d) et T.
8.  Soita est un réel appartenant d1; 2[.

a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par la droite (d), les droites d’équations
x=a,x=0etCy.

b) Calculer la limite de A(a) lorsque a tend
vers —oo,

X 3 3 X X 3 30 X X 34 5 2 5 20 X 5 36 3 X 5 36 b X 56 36 2 X 06 3 24 5 06 5 2 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 2 36 2 5 06 3 2 56 36 0 2 3636 X 3 56 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 0 26 26 2

Correction : h(x) = (x —2)e* + x = xe* — 2e* +
x

1. D, ={x/x € IR, } = ]—o0; +0o].
2 limh(x) = — etlim h(x) = +oo
X = —00 X — 400
3. ux)=e*(x-1)+1=xe*—-¢€e*+1
o =1 glm i) =
V x € |—o0; +oo[, u'(x) = xe* ; alorsu est strictement
décroissante syroo; 0] et
u est strictement croissante $0y+oo|.
Dressons le tableau de variation da.

X —00 0 400
u'(x) - +
u(x) 1 \ 0 7 +00

b) Vx€]—o;+oo[, u(x)> 0 caru(0) = 0.
4. Vx€IR, h'(x) =u(x)>0; alorsh est
strictement croissante s|#co; +oo].
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X —00 + oo
h'(x) +
h(x) —00 7 +o0
: _ X _
5. h(x) —y = (x — 2)e”*, ainsihm(x 2)e* = 0,
X - —00

X 3 X X 34 3 X 5 36 2 X 5 36 X X 56 3 X 5 26 0 2 54 36 X 5 36 26 2 2 X 5 36 26 2 2

alors la droite (d) d’équatiop = x est une asymptote
oblique aC, en—oo. Sur]—oo; 2[ Cf est au dessous desr
la droite (d) en-oo et Sur]2; +oo[ Cr est au dessus de
la droite (d) ent-oo.
6. h'(x)=u(x)=xe* =0 x =0, alors ce
point d’inflexion est de coordonnéés; —2).
(KD =1 =K (1) (x—-1)+h(1
T'{h(1)=1—e=){y (y)ix—e)z W
7.  branches infinies deC,,. Branche parabolique
. ux
de direction (Oy) caf™ % =t
X = 400
Asymptote horizontale d’équatiory:= 1.
branches infinies deCy,.
Asymptote horizontale d’équatiory:= 1.

Cj, en trait continu et C,, en trait discontinu.

%

X 3 3 X X X 3 X X 2 3 2 3 36 X 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 26 24 X 0 26 24 5 2f 2
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8. Ala)= foa[h(x) —yldx = ff[(x —2)e*]dx
a) A(a)=[(x—-3)e*]§ =e*(a—3)+3.
b) limA(a) = 3.

a - —oo

Probléme 134 :On considére la fonctionh définie

par :

h(x) = {—Z(x —1In (x - 1) +e*1si x> 1
1six=1

1.

a) Quel est 'ensemble de définition dé& ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
1. Interpréter graphiguement ce résultat.

2.  Soit g la fonction définie par :

gx) =(x—1)e*1-2

a)  Etudier les variations de la fonctiong sur D,,.
b)  Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une
unigque solutionxg, appartient a l'intervalle
[1,6;2]. Donner une valeur approchée de, a
102 prés.

c) En déduire le signe dgg(x) sur ]1; +ool.

3. Soit f la fonction définie par :
f(x)=e*1—-2[1+In(x-1)].

a)  Montrer que pour tout réel x > 1, f'(x) =
‘Z(Txl). Etudier les variations def sur Dy.

b)  En déduire le signe def(x) sur ]1; +ool.

4. En déduire le sens de variation dé.

Etudier les limites deh sur Dy,.

Dresser le tableau de variation dé.

5.  Déterminer I'équation de la tangente &, aCy,
au point A d’'abscissex = 2.

6. Etudier les branches infinies dey, C, et celle

de Cy. Tracer les courbesCy, ; C,4 etCy et Ta.

Correction :

h(x) = {—Z(x -1 In (x - 1+e*tsi x>1
1six=1

1.

a) Dy = [1; +ool.
b)  Continuité de h en1: limh(x) =1
x> 1

h(1) = 1, alorsh est continue en.
Dérivabilité de h en1:

et

h(x)-h(1) _ _ eX 11

T = —2In (x 1) + 1

. h()-h(1) _

m === = 4% Jlorsh nest pars dérivable eh
x—1

par conséquend; admet en cet poirt une demi-
tangente verticale.

2. gx)=(x—-1De*1-2
a) Vx€IR, g'(x)=xe L
limg(x) = -2 etlim g(x) =400

X V> —00 X = +o00
X —00 0 +o00
g'(x) - | +
g(x) —2 N =236 2~ 4o

b) g(1,6) = —0,906 etg(2) = 0,718

g est continue et strictement croissante[$; 2]. Or
9(1,6) x g(2) < 0. Donc suf1,6; 2], il a un unique
antécédent. Ainsi d'apres le théoreme des valeurs

intermédiaires I'équatiog(x) = 0 admet une unique

solutionx, € [1,6;2] etx, = 1,84.

C) Vxe€]lxy[,gx)<0et

V x € ]xg; +o[, g(x) >0

3. f@=e*1-2[1+In(x-1)].

_ x—1_
a) Vx>l f(x)=el-2 e 2

x-1 x—1
gx) limf(x) = 4+ etlim f(x) =+
-1 x -1 x> 4o

X 1 X + o0
') - | +
f(x) oo N p 7 4w

p=eX 1 —2[1+1In(x, —1)] = 0,665

b) p=eX1-2[1+In(xy—1)]=0,665>0
alorsV x € ]1; +oo[, f(x) > 0.

4. Vx>1,hH(x) =e*1-2[1+In(x-1)] =
f(x) alorsh est strictement croissante $liy+oo|.
limh(x) =1 etlim h(x) = +oo

xH 1 X - 400
tableau de variation deh
X 1 400
W) | | +
h(x) |1 7 +00

5, Ta:y=(e—-2)x+4—e.

6.  branches infinies deC,. Branche parabolique
g

de direction (Oy) caim —~ =+,
X — 400

branches infinies deCy. Branche parabolique de

LS

direction (Oy) cal™ — = %
X = +o00

branches infinies deCj,. Branche parabolique de
direction (Oy) cafiM =~ =

X - +oo
Asymptote verticale d’équationx:= 1.
Asymptote horizontale d’équatiory:= —2.

7. (;’h,(;’f et(;’g et Ta
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Probléme 135 :

A.  Soitu définie par : u(x) = (x — 2)e* + 4.
a) Etudier les limites deu sur D,,.

b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation dex.

d) Construire la courbeC,,.

e) Endéduire le signe dau(x).

B On considére la fonctionf définie par :

fo =32

1. Etudier les limites def sur Dy.

2. Etudier le sens de variation def.

Dresser le tableau de variation d¢f.

3. Etudier la branche infinie en +co.

4, Determiner I'equation de la tangente EaCy
au point d’abscisse 3.

5. Construire la courbe €5 sachant queCy
admet un point d’inflexion d’abscissex tel que
1,1<a<1,3

Correction :

A ulx)=xe*—-2e*+4,D, =]—o00; 40|
a) les limites deu sur D,,.

lim u(x) =lim[xe* — 2e* + 4] = 4,

X+ —00 X —00

lim u(x) =lim[e*(x — 2) + 4] = 4

X = +o00 X = +o00

b) sens de variation dau:

Vx €IR,u'(x) =e*(x — 1), donc,u est strictement
décroissante syroo; 1| et

u est strictement croissante $liy +oo|.

c) tableau de variation deu.

X —00 1 +o00
u'(x) - | +
ulx) | 4 \ 129 7 4o
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d) €y entrait continu et C, en trait discontinu.

e) signe deu(x): Vv x € IR, u(x) > 0.
e*-2 ¥ 2.

B [ = =5 (1-5)

Df =]—00;0[ U ]O; +oo[

1. limites de f sur Dy.

lim f(x) =lim 'ex;2] = J:_ozo =0.

X =00 4 foo '

lim £(x) =lim [ x (1-2)] =+,
XP+0 4t

. . [e*-2] _1-2 -1

lim f(x) =lim exz ] ===
x~0 xe0

2.  sens de variation def.

Vx €IR—-{0}, f'(x) = xex_x& = uf;), doncf est
strictement décroissante Jurco; 0 et
f est strictement croissante 0y +oo.
tableau de variation def.
X —00 0 +o0
f'(x) - +
fx)| 0 N — —o0 /40

3. branche infinie en+co.
L f() . é _2Y] _
lim == = lim [x3 X (1 ex)] =1 ¢, admet une
X = 400 X — 400
branche parabolique de directi@y).
3
4. T3 y = e’+4 2

X — -
5. €y, voirfigure.

27 3

Probléme 136 :unité graphique 2 cm.

1.  Soitu la fonction définie par
u(x) = xe* —2e*+ 2
a) Dresser le tableau de variations da.
b)  Déterminer le signe deu (2) En déduire qu'il
existe un unique réelxr appartenant a
I'intervalle a € [1,5; 1, 6] tel queu(a) = 0.
c) Calculer u(0). Déduire le signe dat sur IR.
2. On consideére la fonctionh définie par :

h(x) — ex;1

X
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a) Calculer les limites deh sur Dy,.

b) Montrer que h(a) = — et en déduire le

signe deh(a).

c) Montrerque Vx # 0,h'(x) = % En

déduire le sens de variations da et dresser son
tableau de variations.

d) Tracer la courbeCy,.

Correction : unité graphique 2 cm.

1
a(a-2)

1. ulx)=xe*—2e*+2=€e*(x—-2)+2

a) Dresser le tableau de variations de.

Vx €IR,u'(x) = e*(x — 1), doncu est strictement
décroissante syroo; 1] et

u est strictement croissante $ly +oo|.

lim u(x) =lim[xe* — 2e* + 2] = 2.

X+ —00 X —00

lim u(x) =lim[e*(x — 2) + 2] = 4o

X = +o00 X = +o00

tableau de variation deu.

X —00 1 +o0
' (%) ~ | +
u(x) 2 N —-072 7  +o
b) u(1,5) = —0,240 < 0 etu(1,6) = 1,87.1072
u est continue et strictement croissante [Ji5; 1, 6].
Oru(1,5) x u(1,6) < 0. Donc sur[1,5;1,6], il aun
unique antécédent. Ainsi d’apres le théoréeme des
valeurs intermédiaires I'équatiar{x) = 0 admet une
unique solutiona € [1,5;1,6].
c) u(0)=0 Vx€e]0;af,ulx) <O0et
Vx € |—;0[ U Ja; +oo[, u(x) > 0.
2. h(x) = "le
a) Dp=]-0;0[U]0;+0o0
'ex—l]

| x2
X > —00

EHL hf;? =lim [5 x (1= 2)] =+

[
==

_+00 )

lim h(x) =lim
X B —0

X F;-+OO
x
¢ 1><l]={—oosix<0
X

+oosix >0

lim h(x) =lim
x~0

| X
x>0
b) u(x)=e“(a—2)+2=0(=)e“=—ﬁ.
2
_efl_Tgpt_ e 1 _ 1
h(a) T ez T a2z T g-2 X az a(a-2)"
signedeh(a):15<a<16< -05<a—-2<
—-04=06<—-aa—2)<08<=125<
<166 = 1,25 < h(a) < 1,66.
a(a-2)
Donc h(a) est positif.

c) Vx#0h'(x)=

xe*—2e*+2 _ u(x)

Vx €]—;0[U]0; af, h'(x) < 0 alorsh est
strictement décroissante Juroo; 0 et sur]0; af.
V x € Ja; +o[, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante suj; +oo|.

X —c0 0 a 00
h'(x) — - ] +
h(x) [0 N —oo +0 N h(a) 7 4o

x3 — X3
x —00 0 a +00
x3 — + +
u(x) + - +
h'(x) - | - +
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d) . Tracer la courbeCy,.

Probleme 137 :unité graphique ( 2 cnx10 cm).

1.  Soitu la fonction définie par

2x+1
x2

a) Dresser le tableau de variations da.
b)  Montrer qu'il existe un unique réel a tel que
a a€2,55;2,56] etu(a) = 0.
c) Déduire le signe dax sur |0; +oo.
2. On consideére la fonctionh définie par :
1\ _
h(x) = (lnx —;)e X,

a) Calculer les limites deh sur Dy,.

u(x) =Inx —

b)  Montrer que h(a) = %le‘“. Donner un

encadrement deh(a) 2103 prés.

c) Montrer que Vx> 0 h'(x) = —u(x).e ™. En
déduire le sens de variations da et dresser son
tableau de variations.

d) Deémontrer qu'une équation de la tangente T
a ¢y, au point d’abscisse 1 esp = 3e " 1x — 4e7 1.

e) Tracer la courbeCp et T.

3.  SoitA est un réel supérieur &. Soit H la

fonction définie sur]0; +oo[ par

H(x) = —In(x) e7*.

a) Démontrer que H est une primitive def.

b)  Calculer encm? l'aire A(A) de la partie du
plan limitée par la courbeCy, I'axe (0x) et les
droites d’équationsx = e etx = A.

c) Calculer lim ‘A(’U.
A 400
Correction :
2x+1
1. u@®)=lnx-——;

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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a) Dresser le tableau de variations de.

rey 1 2xP-ax?-2x 1 -2x-2
Vx>0u(x)—x — == = =
x2+2x+2

—— son signe dépend g +2x+2:

x2+2x+2=0A=4—-8=—4 < 0doncu est

strictement croissante sjfy; +ool.

lim u(x) =lim [lnx — 2’;1]

x -0t

=In(0%) - = —

x 0
lim u(x) = lim [lnx —E] = 400

X .
X = +o00

X — +oo
tableau de variation deu.
X 0 400
u'(x) +
u(x) —00 7 +00
b) u(2,55) =-0,002 etu(2,56) = 0,006

u est continue et strictement croissante sur
[2,55;2,56]. Oru(2,55) x u(2,56) < 0. Donc sur
[1,5;1,6], il aun unique antécédent. Ainsi d'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires I'équation
u(x) = 0 admet une unique solutiam € [2,55; 2,56].
C) Vx€|0;al,ulx) <0et
V x € |a; +oo[, u(x) > 0.

1\ _
2. h(x)=(lnx—;)e *=
a) Dh = ]0, +00[
lim h(x) =lim [ln—x — i] =

+ e* xe*
x>0

Inx 1
Tex

1
_cx)——
ot

x - 0t
lim h(x) =lim [‘2—"—%] =0
XP 40 410
b) ulx)=Ina- 2‘;1 =0=Ina= 2‘;1

1 _ 2a+1 1 _ a+l _

10 = o - 2) = (52 ) e
signe deh(a) :
155<a<156 =255<a+1<256
24 < a? <243 & 0411 < — < 0,416

a+1

On déduit que 1,048 < —- < 1,064 d'une part
a

1,55<a <156 = 4711 <e* <4758
4,711 < e* <4758 < 0,210 < e % < 0,212

a+1
0,220 < e e % <0,225
< 0,220 < h(a) < 0,225

Vx>0 h'(x) = G+xi)e‘x—(lnx—

2

a?

C)
Ive—x=2x+1x2-Inyve—xr=2x+1xr2—Inyve—r=—Inxr
—2x+1x2e—xr=—uxr.e-x.

X 0 a
—u(x) + —
h'(x) + —
Vv x € ]0; af, h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante sui0; «f.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

V x € |a; +oo[, h'(x) < 0 alorsh est strictement
décroissante syu; +ool.

X 0 a + 00
h'(x) + | -
h(x) —o 7 “a—?e-“ N0
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d k(1) =-eleth'(1) =3e L
Ty=hDx—-1)+ h(1) =3e 1x —4e7?

e) Tracer la courbe Cy,.
T2 ORI TV O N S

___________________ ESREsgEREEEEE

|

S 2 X 5 2 X 2 3 X 2 2 X 08 X X 0 X 0 X 0 3 X 0 0 5 0 X 0 2 0 2 0 X X 2 0 0 2

o
X

3. Soit 4 est un réel supérieur &. H la fonction
définie sur]0; +oo[ par H(x) = —In(x) e *.

a) Vx>0H’(x)=—ex;x+ln(x)e‘x=

(lnx — i) e * = h(x) alors H est une primitive d¢.

by AQ)=20 fj h(x)dx cm? = 20[H(x)]2cm?
A1) = 20(e® —In(A) e~ *)cm?.

¢ limA®) =1im|[20(e® — In(2) e™*)] = 20e°cm
A+ 1 400

Probleme 138 :unité graphique 2 cm.

1.  Soitu la fonction définie par

u(x) = (x+2)e*1-1.

a) Calculer u'(x), étudier son signe et en
déduire le tableau de variations de la fonction.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 posseéde une
uniqgue solution dans IR . On notex cette solution.
Montrer que 0,20 <a < 0,21.

c)  Donner le signe dau(x), pour x € IR.

2. On considére la fonctionh définie par

1
h(x) = x%e* 1 - Exz.

a) Calculer les limites deh sur Dy,.
—a3 z .
b)  Montrer que h(a) = a2 En déduire une

valeur approchée deh(a) en prenante = 0,2.

c) Montrer que Vx € IR h'(x) = x.u(x). En
déduire le sens de variations da et dresser son
tableau de variations.

d) Tracer la courbeCy.

3.  Calculer encm? l'aire A de la partie du plan
limitée par la courbe Gy, I'axe (ox) et les droites
d’équationsx = —1 etx = 1.

X 3 3 X X X 3 X X 2 3 X 56 36 X0 2 34 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 26 24 X 0 26 24 5 0f 2
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Correction : unité graphique 2 cm.

1. u(x)=@x+2)e*1-1

a) Dresser le tableau de variations da.

Vx € IR, u'(x) = (x + 3)e*~1, doncu est strictement
décroissante syroo; —3] et

u est strictement croissante $e3; +oo.

lim u(x) =lim|[(x + 2)e* 1 - 1] = -1.

X — —00 X > —00

lim u(x) =lim[(x + 2)e* ! — 1] = +

X = +0oo X o 4o

tableau de variation deu.

x —00 -3 +o0

' (x) - | +
u(x) | —1 N\ —1,081 7 4o

b)  u est continue et strictement croissante sur

]—3; 4+ c IR. Oru(—3) X u(+) < 0. Donc sur

]—3; 4o, il @ un unique antécédent. Ainsi d’apres le

théoréme des valeurs intermédiaires I'équation

u(x) = 0 admet une unique solutiam € |—3; +oo[

u(0,20) = —0,014 etu(0,21) = 0,00299 alors

a €]0,20;0,21].

C) Vxe]-oo;al,ulx)<0et

V x €U |a; +oo[, u(x) > 0.

2.  h(x) =x%e*1- %xz

2) Dy = ]-co;+ool.

lim h(x) =lim [xze"_1 — %xZ] = —0 .
X =0 x5 —00 ’

lim h(x) =lim [(e"‘1 - %) xZ] = 400
X = 400 x - 400 ’
b) u@ =e*(a+2)—-1=0c e*! zﬁ
— -1_\ 2 _ (1 _1\ 2 _
h(e) = (ea z)a - (a+2 2)0: -
(Z—a—z) 2_ a8
2a) b T T 2@
__ 02 _ -3
h(0,2) = — ;77 = 1,8181.107%.
C) Vx €IR h’(x) = 2xe* 1 4 x2%~1 _ 5 =
x[(x +2)e* 1 —1] = x.u(x).

x —0 0 a +o
X - + +
u(x) - - +
h'(x) + - +

Vv x € 0; af, h'(x) < 0 alorsh est strictement

décroissante sub; «f.

V x € |—;0[ U Ja; +o[, h'(x) > 0 alorsh est

strictement croissante sl oo; 0] et sur]a; +oo].

X | —oo 0 a +co
h'(x) + | — | +
h(x) | —o0o ~» 0 \ h(a) 7» +o

d)  Tracer la courbeCy.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

3. A=4cm? f_ll h(x)dx = —4cm? f_ol h(x)dx +

4cm? fol h(x)dx.Or I = 4 cm? f_ol h(x)dx =
0
4 cm? [Jucze"‘1 —2xe* 1 4251 - 1x3] =
6 14

[(xz —2x+2)er 1 - %xS]O_l 4cm? =2 (4e‘1 -
10e-2-13 cm2

] = 4cm? fol h(x)dx = 4 cm? [(xz —2x+2)e¥1 -

16x301=22-13-4e-1cm?2

A =4cm? [ h(x)dx =~ +] = -2 (4e—1 -
10e-2-13 cm2+22-13-4e- 1 cm?2

A=2(—4e +10e2 +1+2-1—4e1) cm?
A =4(—4e 1 +5e72 +1) cm?.

Probléme 139 :unité graphique 2 cm

1. Soit g lafonction définie par :
gx)=x3-3x*-1

a) Etudier le sens de variation de la fonctiory.

b)  Dresser le tableau de variation dgy.
c) Démontrer que I'équation g(x) = 0 a une
solution unique a.

Vérifier que la double inégalité :3,10 < a < 3,11.

d) Deéterminer le signe deg(x) suivant les
valeurs dex.
2. On considere la fonctionf définie par :

fx) =e™(1—x3)

a) Etudier le sens de variation def et ses limites

en+o et — o,

b)  Dresser le tableau de variation d¢f.

c)  Montrer que f(a) = —3a?e~*. En déduire
un encadrement def (a).

d)  Determiner I'equation de la tangente T &€y

. , . 1
au point d’abscisse- >
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e)  Construire la courbeCy et T.

3. OnnoteA(a) I'aire de la partie du plan
a<x<4

0<y<f(x)

a) Montrer qu'il existe des nombres réelsa, b et

¢, que I'on déterminera, tels que la fonction F

définie sur IR par F(x) = e *(x3 + ax? + bx + c)

est une primitive def.

b)  Déterminer la valeur encm? de A ().

c) Calculer la limite de A(a) quand a vers .

définie par : {

Correction :

1. gx)=x3-3x2-1
a) VxelRg'(x)=3x(x—2),doncV x €

]—00; 0] U [2; +0o[ g est croissante sy#oo; 0] et sur
[2; +oo].

EtV x € [0; 2] g est décroissante s[(; 2].

b)  Dresser le tableau de variation degy.

lim g(x) =lim[x3 —3x2 — 1] = 4+

X — 400 X — 400 et
lim g(x) =lim[x3 —3x%2 - 1] = -
X — —00 X > —00
X —0o0 0 2 40
g'(x) L +
gx) |= 2 -1 N -5 7 4o

C) g estcontinue et strictement croissante sur
[2; +oo[ c IR. Etg(2) X g(4+) < 0 donc d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires I'équation
g(x) = 0 a une solution unique. Vérifier que la
double inégalité :g(3,10) = —0,039 etg(3,11) =
0,064. Commeg(3,10) x g(3,11) < 0 alors

3,10 < a < 3,11. Eta = 3,08.

d Vxe]-o;afg(x)<O0et

V x € Jo; +oo[ g(x) > 0.

2. f)=e*(1-x3)

a) Vx€eIRf/(x)=e*(—1+x3-3x2)=

e *g(x), doncY x € |—oo; [ f est strictement
décroissante sUroo; .

EtV x € ]a; +oo[ f est strictement croissante sur
lim f(x) = lim[fe™*(1—-x3)]=0

Ja; +ool. et
X — 400 X = 400

lim £(x) =lim[e (1 — x3)] = 400

X > —00 X P —00

b)  Dresser le tableau de variation de

X —00 a +00
f') - | +
f(x) | +oo N f(a) 7 0
c) gx)=a®-3a?—-1=0=a3>=3a%+1et
fx)=e*(1-a®)=e%1-3a%-1)=
—3a?e~%. En déduire un encadrement def (a).

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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310< ¢ <311 & —29,01 < —3a? < —28,83 et
310 <311 =2219< e <2242
4,46.1072 < e™% < 4,50.1072 en multipliant les
deux inégalités, on aura-1,297 < —3a?e™% <
—1,293 0u—1,297 < f(a) < —1,293.
1y 9 1! o 1y _ 15 1

A f(-3)=gezets(-3)=-Fez 1 1

(1 1 1y_ 151 31
Ty=f (_5)(x+5)+ f(_f) =g ert el
e)

3. Alw)=-— f:f(x)dx = l'aire de la partie du
a<x<4

O<y<f()

a) Vx€IRF(x)=e*(x%+ax?+bx+c)

Vx €IRF(x) =e*(3x%+2ax+b) —

e *(x3+ax?+bx+c)=e*[-x3+ B —-a)x?+

2a— bx+46- c=/x par identification on aura

3—a=0=a=3;2a—-b=0=b==6et

b—c=1c=6—-1=5

DoncY x € IRF(x) = e *(x3 + 3x%2 + 6x + 5)

by A(w)=-4 f;f(x)dx cm? =

—4[F(x)]tcm? = 4[e™* (=5 — x3 — 3x2 —

bxadcm2=4—141e- 4+e- a5+a3+3a2+6acm’

plan définie par{

o) limA(a) = 4(—141e™* + 5)cm?
aw~0 ’

Probléme 140 :On considere la fonctionh définie
par : h(x) = e**Inx.

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

2.  Soitu la fonction définie par :
2xInx+1 six>0

u(x) = { 1six=0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité deu en

0. Interpréter graphiquement ce résultat.

b)  Etudier les variations deu sur D,,.

c) En déduire le signe dai(x) surD,,.

3. Etudier les limites deh sur Dy,.

5 30 5 b 5 3 3 5 5 2 3 3 B b O 3 3 5 5 0 3 3 B b O 3 36 56 5 0 3 3 5 b O 2 34 56 5 0 3 3 S 5 0 2 54 56 5 04 3 54 56 5 0 2 34 56 5 2 24 36 56 5 2 3 S 2 3 5 2 2 3 2
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4. Montrer que pour tout réel x > 0, h'(x) =

2x
e En déduire le sens de variation dé.

Dresser le tableau de variation dé.
5. Etudier les branches infinies dec,, et celles de
C,. Tracer la courbecCy, et celle deC,,.

Correction : h(x) = e**Inx

1. D, = {x/x € IR, x > 0} = ]0; +oo|.
2 u(x)z{lenx+1 six>0

1six=0
a)  Continuité deu eno: 1Mu() =1 o
x—0
u(0) = 1, alorsu est continue eA.
Dérivabilité de u en0: 24 — 71y x
u)-u(0) Probléme 141 :On considére la fonctionh définie
lim === = =%, Jlorsu n'est pars dérivable en par : h(x) = <+

x—0 e*+2x’
par conséquerd, admet en cet poirtt une demi-
tangente verticale.

b) limu(x) =1

1. Quel est 'ensemble de définition dé& ?

tlim () = +oo 2.  Soitu la fonction définie par :

X 0 e 1o u(x) =e*(x—2)—2.
V x € ]0; +oo[, u'(x) = 2(Inx + 1) alorsu est a) Etudier les variations deu sur D,,.
strictement décroissante J0r e [ et b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
u est strictement croissante 3ar?; +ool. unigue solutionx,, appartient a l'intervalle
Dressons le tableau de variation da. [2;2,5]. Donner une valeur approchée dery a
x 0 e~ 1 +oo 102 prés. En déduire le signe de(x) sur D,,.
u'(x) — + 3. Etudier les limites deh sur Dy,.
. ' 2u(x)
Montrer que pour tout réel x € IR, h'(x) = ————.
u(x) 1 N m 2 +OO q p o ( ) (ex+2x)2
m=—-2e1+1=026>0. En déduire le sens de variation dé sur [0; +oo].
c) Vxe€]0;4+omf, u(x)>0carm> 0. 4.  Montrer que h(xy) = " L T
. _ . _ 0~
3. limh(x) =—oo lim h(x) = +oo Dresser le tableau de variation déx sur [0; +oo].
x—0 X - 400
, 2 o2 5.  Tracer la courbe €}, sur [0; +oo].
4. Vx€]0;+oof, M(x) = 2™ Inx +— = 6.  Soita est un réel appartenant 33; 4.
e Hlorsh est strictement croissante $0y+oo|. a) Calculer, l'aire A(a) de la partie du plan
limitée par I'axe (07), les droites d’équationsx = a,
x 10 o0 —0etC
hr(x) + x=0e f- -
h(x) — 7 +o b)  Calculer M Al@) =
5.  branches infinies deC,,. Branche parabolique ar —x
im Y _ : *12
de direction (Oy) cai™ —~ = . Correction : h(x) = ;:Zx
X = +o00
branches infinies deCj,. Branche parabolique de 1. Dp={x/x €IR, e*+2x# 0} =]—o00; +oo[.
im0 _ = e*(x—2) -
direction (Oy) cal™m—~ = T 2. u(@=ef(x—-2)-2
x - 4o a) limu(x) = -2 etlim u(x) = +oo
Asymptote verticale d’équationc:= 0. X P —0 X - 400 ’
6. CjetC,. V x € |—o0; +oo[, u'(x) = e*(x — 1) ; alorsu est

strictement décroissante Jurco; 1] etu est
strictement croissante spir; +oo|.
Dressons le tableau de variation da.
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

X —00 1 400
' (x) - | +
u(x) -2 N m 7 +o0

m=—e—2=-471.

b) u(2) =-2etu(2,5) = 4,09

u est continue et strictement croissante[3y2,5]. Or
u(2) x u(2,5) < 0. Donc suf2; 2,5], il a un unique
antécédent. Ainsi I'équatian(x) = 0 admet une
unique solutiorx, € [2; 2,5] etx, = 2,19.

V x € ]—;x], u(x) < 0et

V x € [xg; +oo[, u(x) = 0.

limh(x) =3 ot lim h(x) =1 '

3.
x—0 X - 400
Vx>0 h'(x) =22 alorsh est décroissante sur
(e*+2x)2

[0; x,[ eth est croissante s{i,; +ool.

4. Onsaitqueiw(xy) =e*(xy—2)—-2=0s
2

2 X042 =2 1
e¥o = —— alorsh(x,) = — =22 - _—
Xg—2 X04+2x¢ +2x, xXo—1
xXp0—2
x 0 X +00
' (x) ~ | +
1
h(x) 3 \ 7 1
xg—1

Y Py & 10 x
e*+2

6. Ala)= foaf(x)dx = foa [ex+2x] dx
a) A(a) =[In(e* + 2x)]§ = In(e* + 2a).
b) limA(a) =1n 20(_

X P —00

Probléme 142 :

1.  Soitu définie par: u(x) = e* + x + 1.

a) Etudier le sens de variation deu et ses limites
en+ow et — o,

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 a une
solution et une seulex et que 'on a :

a€l-1,28; —1,27|.

c) Endéduire le signe dau(x) sur R.

2. On considére la fonctionf définie par :

fx) = 2

1+e*
a) Etudier le sens de variation def et ses limites

en+ow et — oo,

b)  Montrer que f(a) = a + 1 et en déduire un
encadrement def (a).

c) Dresser le tableau de variation d¢.

d)  Montrer que la droite (A) d’équationy = x

est asymptote &y. En déduire la position deCy par

rapport (4).

Construire la courbe Cy et (4).

3.  Soit h définie sur[0; 1] par :

h(x) = In(1 + &%).

On note les pointsﬁi =1, A le point d’abscisseD et
B son point d'abscissd.

a) Etudier brievement les variations deh et
construire la courbeCy,.

b)  Donner une équation de la tangente eA a
Ch.

c) On noteP l'intersection de cette tangente
avec le segmenf/B].

Calculer les aires des trapéze@IPA et OIBA.

Correction :

1. ulx)=e*+x+1.
a) VxelRu'(x)=1+¢e*>0,donc,u est
strictement croissante SIR.

limu(x) =lim[e* + x + 1] = —oo,
X —00 X+ —00 ’
limu(x) =lim[e* + x + 1] = +
x> 400 x40 ’

b) u(-1,28)=-1,96.10"3 etu(—1,27) =
1,08.1072

u est continue et strictement croissante sur
1—1,28; —1,27[. D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires on a(—1,28) x u(—1,27) < 0 et
1-1,96.1073;1,08.1072[ alors I'équatiom(x) = 0
admet une solution uniguedans l'intervalle-1,28 <
a < —1,27 tel queu(a) = 0.

C) Vxe]-o;a],ulx) <0et

V x € [a; +oof, u(x) = 0.

2. fw=75=2

X
1+e 1+e_x

e*(e*+x+1) 5, ux)

a) VxelR f'(x)= (Lre)? Tren)?
doncf est strictement décroissante kuro; af etf
est strictement croissante $ut +oo|.

lim f(x) =lim [ xexx] =0.

1+e
X B —00

X = —00

lim f(x) =lim[ xl] = 400

x = 0o e '
X — +oo
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b) Onsaitqueu(oc)=e“+a+1 =0 e =
—oc—letf(oc)— = 2

1+e@  1-a-1
déduire un encadrement fliéx).
-128<a<-127< -0,28<a+1<-0,27 ou
-0,28 < f(a) < —0,27.

c) tableau de variation def.

¢ =q+ 1.

= —e

X —00 a +0oo
f(x) — | +
f) [0~ fl@ 7 +w
) fO-y=imr=m=re

lim[f(x) — y] =lim [1 ex] donc la droit€A)
X = oo
X = 400

d’équationy = x est asymptote & en-+oo.
Position deCf par rapport (4).
Sur]-; 0[, f(x) —y =
dessus déA).

-X
Sur]0; +oof, f(x) —y = —
dessous dé).
Six = 0 alorsCr et(A) se coupent

h(x) =In(1+ €%
a) variations deh et construire la courbeCy,.

3.  h définie sur[O 1] par :

Vx€[0;1],h' (x) = ef—il > 0 alorsh est croissante
sur[0; 1].
Eth(0) =In2=0,69; h(1) =In(1 +e) = 1,31.

X 0 1
h'(x) +
h(x) | 0,69 7 1,31
Cy, voir figure.
b) TA:y=%x+ln2.
c) P=Tyn[IBl]P (1;%+ In 2).Calculer les
aires des trapézes(0IPA) = (0A+IP)OL et

A(0IBA) = [, h(x)dx = [ In(1 + e*) dx.

0A = /(x4 — %0)% + (4 — Y0)? = 0,69.
IP = /(xp — )% + (vp — ¥1)? = 1,19.
01 = 1 doncA(0IPA) = AP0l _ 94,

A(0IBA) = [/ In(1 +e*)dx =In(1 + €) —
folf(x)dx.

Probléme 143 :

A.  On considere la fonctionf définie par :

fa) =20

1.

a) Determiner les limites def en+ o puis en
—oo et interpréter graphiquement les résultats
obtenus.

b)  Dresser le tableau de variations d¢.

c) Donner une équation de la tangent& au
point d’abscisse nulle.

2.  Soit la fonction h définie par :

h(x) = f(x) + 2x.

a) Démontrer queh’(x) =

8e*(e*-1)
(14eX)3 °

b)  En déduire le sens de variation et signe d¢,

puis le sens de variation et signe de

c)  Quelle est la position de courbe dé; par
rapport a sa tangente T ?

3. Démonter quef est une fonction impaire.
Tracer Cs et T (unité graphique 2 cm).

B.

1.

a) Calculer l'intégrale del =

ex
dx.

—31+e*
b)  Vérifier que, pour tout réel x,

f@) =4-3

1+ex’

c) Déduire des questions précédentes l'aid en
cm?, de la partie du plan comprise entre I'axe des
abscisses de la courb€; et les droites d’équations

x = —3 etx = 0. Donner une valeur décimale
approchée a10~2 prés de cette aire.

2. On considere ici la région du plan comprise

entre la courbeCy, la droite T et les droites
d’équationsx = -3 etx = 0.
a) Calculer encm?, l'aire A de cette région.

b)  Donner une valeur décimale approchée a

1072 prés de cette aire.

3.  Résolution de I'équationf(x) = m oum est

un nombre réel donné.
a) Déterminer graphiqguement le nombre de
solutions def (x) = m suivant les valeurs den.
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b)  Résoudre I'équationf(x) = 2. Résoudre
'équation f(x) = m pour m quelconque dans IR.
4. A partir de la représentation def, le nombre
de solutions de I'équatiorf(x) + x = 0.

5.  Soite(x) = f(x) + x.

a) Etudier les limites de la fonction en—oo et
00,

b)  Vérifier que, pour tout réel x,

2x X

’ e“*—6e*+1

P X)=—FT77"
() (1+e¥)2

En déduire les variations dep.
c) Démontrer que I'équation ¢ (x) = 0 admet
une solution unique dangdIn(3 + 2v2); +oo|.

Correction :
4(1-e*
A fo)= Lei 2
1.
. . 4(1-eM)] _
a) lim f(x) —llm[ Tror ] =4 alorsC; admet

XP =0 x5 —00

une asymptote horizontale d’équatips- 4 en— .

. e [40=eD] _
lim f(x) —hm[ e | =4 alorsCy admet une
X+ 4 1o

asymptote horizontale d’équatign= —4 en+ oo.
b)  Dresser le tableau de variations d¢.

Vx€IRf'(x) = (1—:;%’;2 < 0, doncf est strictement
décroissante syroo; +oo].
X —00 + oo
f'(x) -
f(x) | 4 \ —4

c) Ty=f'(0)(x-0)+f(0)=-2x.
2.  h(x)=f(x)+2x.

—8e*

a) VxEIRh(x)=f(x)+2=(1+ex)2+2<=>
1 _ —-8e*(1+e*)2+16e*.e¥X(1+e¥)
h™(x) = (1+er)* =
8e*(1+e*)(~1-e*+2e%)  8e*(e*-1)
(1+e%)% T (1+eX)3
b) Le signe déi"'(x) de celui dee* — 1
X —00 0 40
h''(x) - | +

Commeh'(x) = 0 qui est un minimum alors’ est
positive sur IR et donc queest croissants sur IR.
c) f(x)+2x=h(x)
x | —oo 0 +o0
h(x) ~ | +

Sur]—e; 0, f(x) —y < 0 alorsCy est au-dessous de

T sur]—oo; 0[.
Sur]0; +oof, f(x) —y =
dessus de T sif; +oo.

-x
1+e*

>0 anrsCf est au-

Six = 0 alorsCr et T se coupent

_ 40— _ al—e™¥) e* _
3. f(_x) T 1t+e™* T 1+e~* ex
_40-e®)

o= — —f (%) alorsf est une fonction impaire
Tracer Cy et T.

1+e*

4(e*-1)

ELNGEENE

B.
1.

a) I= f_o " dx = [In(1+e*)]% =1In (L)

31+e¥

b) Vx€IRf(x)=4--o =0
4—4e* _ 4(1-e¥) _
1+eX ~ 1+e* f(x)
0 0 ge*
) U=/[, fl)dx=[ [4 - lfex] dx =

ex

0 0
Jo4dx -8, —
2
U=12-8In(—5)

dx = [4x]%; — 81

2
1+e~3

A=4Ucm2=16[3—21n( )]cmz;une

valeur décimale approchéd &2 pres de cette aire es

A = 27,37 cm?.
2.
r __ 0 —_— 0 —
a U =-[_h(x)dx= [ [-2x—f(x)]dx=
0

— [ 2xdx-U=[-x*]23-U=9-U

r_ I 2 _ 2 2
A =4V cm? = [36 — 48 + 32In (= )| em

r_ 2 _ 2
A =[32In(25) - 12| em
b)  une valeur décimale approché&(x? prés de
cette aire es#l’ = 8,625 cm?.
3. l'équation f(x) =m oum € IR.
a) Sim < —4alorsil n'y aaucune solution.
Si4 < m alors il n’y a aucune solution
Si—4 <m < 4 alors il y a une unique solution

b)  f(x) =S
4-m

1+e*
f(x)=m<=>(4+m)ex=4—m(=>x=ln(m).

4. A partir de la représentation def, le nombre
de solutions de I'équatiorf(x) + x = 0.

=2 3¢*=1<x=-1In3
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Orf(x)=malorsf(x)+x =0 x=-milya
une seule solution.

5 Soite(x) =fx)+x= 4(11_‘?) tx
_ 4(1- e")
a) lim ¢(x) llm[ + x] —0 ot
X > —0o X oo
_ 4(1- ex)

lim ¢(x) llm[ ” + x] oo
X = 400 X - +oo
b) VxelRe')=f(x)+1=1- (1+ex)2 -
etactiiget _ e-6e™+ o4 signe dépend de celui

(1+e¥)2  — (1+eX)2 g P

dee?* — 6e* + 1. Posone?* —6e*+1 =0

A= 36 —4 =32 0n aurae* =3 + 2v2

reo~ _ (e¥=342v2)(e¥-3-2+2)
Vx €IRg'(x) = Lrer)?

V x € |—0;1In(3 — 2v2)[ U |In(3 + 2v2); +oo|
¢@'(x) > 0 donce est strictement croissante sur
]—00; 1n(3 — 2\/?)[ et sur]ln(3 + 2\/7); +00[.

Vx€ ]ln(3 — 2\/7) ;In(3 + 2\/5)[ @'(x) < 0donc
@ est strictement décroissante Hu(3 —

24/2); ln(3 + 2\/7)[

c)  ¢(In(3+2v2)) =-1,065

@ est continue et strictement croissante| k(3 +
2v2); +oo|. De plusp(In(3 + 2v2)) X @(+) < 0
d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires
I'équationg(x) = 0 admet une solution unique dans

[In(3 + 2v2); +oo].

Probléme 144 :

A.  On considére la fonctionf définie par :

™ =%

1.  Quel est 'ensemble de définition d¢ ?
Déterminer les limites def sur Dy.

2. Etudier le sens de variation def sur Dy.
3.  Dresser le tableau d¢ sur Dy.

4. Construire Cy.

B. Soit Ia fonction g définie par :

g( )_ x(2+x)

1.  Quel est 'ensemble de définition dg ?
Déterminer les limites deg sur son domaine.

2. Etudier les variations deg sur D,.

3. Montrer que I'équation g(x) = 1 admet trois
solutions notéesr, B et y aveca < < y. Etablir
les égalitéx < —2; B €]0,7;0,8[ ety > V2.

4.  Construire C,

Correction :

A f@) = o

Determiner les limites def sur Dy.
lim £() =1lim [.=-] =

X — —00
. . e* . [e*

lim £(0) = tim 5] = lim ] = +oo

X - +oo

x> =27 x P 2‘
lim f(X) = lim [; =
x - =2% x> —2F

2. Etudier le sens de variation def sur Dy.
Vx# -2 f'(x)=
Vx €]—oo;-2[U]-2; —1[ f'(x) < 0 doncf est
strictement décroissante Juroo; —2[ et sur]—2; —1]
Vx € ]-1;+[ f'(x) > 0 doncf est strictement
croissante suf—1; +oof.

3.  Dresser le tableau d¢f sur Dy.

X — —C0

X = +o00

lim £G) = lim [

=f - _w»

e*(2+x)—e* e

—OX—OOZO

(2+x)2

—00

=2

x
f'x)

f&)

0 \y —

4. Construire Cf.

1.

lim g(x) =lim[ ‘
X = —o0
lim g(x) =lim[ -
X - +oo

lim g(x) —llm[
x> =27

lim g(x) —llm[
x - =27
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= x(2+x)"
Dy =]—00;-2[U]-2;0[U
Déterminer les limites deg sur son domaine.

X =

x(2+x)

X = 400

x(Z:—x)]

x> —2"

x(Z:—x)]

x> =2%
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x 0 1
x(2+x) _E_OXE_O
—0o0

=lim [z—;] = +o00
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ex -2
x(2+x)] T T T %et
x> 0"
ex
x(2+x)
x - 0F
2. Etudier les variations deg sur D,.
. / _e*(2x+x?)—e*(2+2x) _ (x2-2)e¥
Vx# { Z; 0} g (o) = (2x+x2)2 T (2x+x2)2
Vx€]-o;—2[U ]—2; —\/i[ U]\/f;+00[ gx)>0
doncg est strictement croissante $uioo; —2[, sur
|-2; —v2[ et sur]v2; +oo|.
Vx € |—V2; 0[ U ]0; V2[ g'(x) < 0 doncg est
strictement décroissante Jurv2; 0] et sur]0; v2[.

g(—v2) =-0,293 g(v2) =0,851.

3. On sait qugy est continue et strictement
croissante suf—oo; —2[ et sur]v'2; +eo[. Pour chacun
de ces intervalleg admet une bijection. De plus

1 €]0; +of etl € ]10,851; +oo[ : ce qui fait les deux
solutions d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires a savairet y.

lim g(x) =lim[
x - 0"

-2
e
| =55 =+

lim g(x) =lim[
x - 0t

Aussig est continue et strictement décroissante sur

|0; V2[. Elle réalise donc une bijection fi& v2[ sur
10,851; +oo[. De plusl € ]0,851; +oo[, d'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires I'équation
g(x) = 1 admet une solution notge

Ainsi I'équationg (x) = 1 admet trois solutions notées

a, B ety aveca < 8 <y. De ce qui précéde < —2;
B €10,7;0,8[ ety > /2.
4. €4 voir graphique

Probleme 145 :(d’'unité graphique 2 cm)

Soit a un nombre réel. On consideref, la fonction
définie sur IR par f,(x) = (x* + ax — a)e™.

A.

1. Soit le polynébmep défini par

p(x) = —x% — (a — 2)x + 2a.

Résoudre dans IRp(x) = 0.

2. Etudier les limites def, en—oo et en+oo.

3. Montrer pour tout réel a qu'il existe un point
A commun a toutes les courbe€y_ dont on
déterminera son coordonnée.

4.  Montrer que V x € IR f,(x) = p(x).e *. En
déduire suivant les valeurs de, on prendra
(a<—-2; a=-2oua> —2), le sens de variation
de f, sur IR. Pour chaque valeur dea, dresser le
tableau de variations def, sur IR.

5. On suppose quar = —2. Démontrer que
I'ensemble des points du plan en lesquels la

Page 146 sur 215
b 2 e’ @ @ e s i e D @ e e S e S e S SR eea e e RS S e S S S S S S S S S e

tangente aCy, est paralleles a I'axe des abscisses,
est la réunion d’'une partie de la droite (d) et d'me
parie de courbeC, dont on donnera une équation
cartésienne de la formey = g(x).

6.  Soit g la fonction définie par g(x) = xe™™*.
Tracer la courbe C,.

B. Onposea=1.

1. Donner le tableau de variation def; sur IR .
2. Etudier la position deCy, par rapport a Cg.
3. Préciser les points d’intersection de€y, avec
I'axe des ordonneées. TraceCy, .

4, Déterminer les réelsx et B tels que pour tout
xréelsf,(x) = af{(x) + Bf1(x) + 2e*. En
déduire les primitives de la fonction def4 sur IR.

5.  SoitA unréel tel qued > 1.

a) Calculer encm? l'aire A(4) de la région du
plan delimitée par la courbeCy , 'axe des abscisses
et les droites d’équationsx = 1 etx = A.

b)  Calculer lim‘ﬂ(l).

A 400
B. Onposea = -2.
1. Etudier la fonction h définie sur IR par
h(x) = f_,(x) —x.
2. Démontrer que I'équation f_,(x) = x admet
une solution unique que I'on noteran. Donner une
valeur approchée dex 41072 prés par défaut.
3. Montrer que f_, est une bijection de
I'ensemble des réels sur un intervalle J que I'on
précisera. Donner le tableau de variation d¢-3.
4.  Construire les courbesCy , etcf:%.

Correction : a un nombre réel
fa(®) = (x* + ax —a)e™.

A.
1. px)=-x?-(a-2)x+2a.
Résoudre dans IRp(x) = 0.

A= (a—2)?+8a = (a+2)>

, _ a-2-a-2 a-2+a+2 _

=2etx' =————=—aqa
-2 -2
Sig=1{-a;2}
2.  limites def, en—oo et en+oo

lim f, (x) =lim[(x%)e™*] = 4o
X — —00 X — —00

2
lim f, () = lim [+ a - 5] =0
X > +m e e e

et

X = +o00

3. fa@)=far1(x) ®x—-1=0< x=1alors
il existe un point A commun a toutes les courigs
dont de coordonnéd; e~1).
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4, Vx€IRf,(x)=(2x+a—x*—ax+
ae—x=—x2—a—2x+2ae—x=pr.e—x.

Son signe dépend gx).

. Poura < -2

fa¥) =p().e ™ = —(x = 2)(x + a)e™*

X —o0 2 —a +00
f/ | - + [ -
Vx € ]—;2[U]—a; +oof f,(x) < 0 alorsf, est
strictement décroissante Jufoo; 2[ et sur]—a; +oo|.
V x € 12; —a[ f,(x) > 0 alorsf, est strictement
croissante suf2; —al.

L@ =@ tae?  f(-a) = —ae
d —® 2 —a +0o0
fa' () — | + | _
fa(x) +oo N (44 a)e_2 2 —ae ® N 0

. Poura = -2 etf_,(x) = (x> —2x+2)e™™
fl(x) = —(x — 2)%e™* < 0 alorsf_, est strictement
décroissante sur IR.

X —00
f-2'(0) -
f-2(x) +o0 v 0

. Poura > —2

fa) =p().e ™ = —(x = 2)(x + a)e™*

X —00  —qQ 2 )
@ - -
V x € ]—00; —a[ U ]2; 4oo[ f;(x) < 0 alorsf, est
strictement décroissante dutoo; —a| et sur]2; +ool.
vV x € |—a; 2[ f;(x) > 0 alorsf, est strictement
croissante suf—a; 2.

+ oo

f@)=(+@e?  fi(-a)= —ae

x —0  —a 5 Too
fal(x) - | + | _

fa(x) +oo N —ae @ 2 (4+ a)e—z NI

5. On suppose quear + —2.
i) =—-(x-2(x+ae* =0

(d) x=2
{y =g(x)=Kx+a)e™"
6. gx) =xe™*
Vx€eEIRg'(x)=(1—-x)e ™
V x € |]—o0; 1[ g'(x) > 0 alorsg est strictement
croissante suf—oo; 1.
V x € ]1; +oo[ g'(x) < 0 alorsg est strictement
décroissante syi; +oof.
lim g(x) =lim[xe™] = —0

et
X+ —00 X B —00
. . X
limg(x) =1lim [e—x] =0
X — +0o x > 400
x —00 1 +o0
g'(0 + | =
gx) | —oo 2 el 0

Tracer la courbe C,.

a

-
p—
-

d

-

B. Onposea=1 f;(x)=(x*+-1)e™*
1. Donner le tableau de variation def, sur IR .

—00 -1 2 400

X
f1'() - | + | -

f1(x) | +0o N —e71 2 5e 2 N0

2. i) —gx)=(x?-1De* = x=+1

. Vx €]-oo;—1[U]1; +o] fi(x) —g(x)>0

alorsCy, est au dessus @ sur]—oo; —1[ et sur

115 +oo.

. Vx €]-1;1[ fi(x) —g(x) <0 alors Cy, est

au dessous dg, sur]—1; 1[.

. Six =—-1oux =1 Cf, etC, se coupent

3. C,nOy)ey=f0=-e"=x=0

donc ce point a point coordonn@® —1).

Tracer Cf, voir graphique

4, Vx€IRfi(x)=(—x*>+x+2)e* =

fi () = (x* =3x —1)e™

afi (x) + Bfi(x) +2e ™ = [(a — B)x* +

F=3ax+2f—a+2e—x=x2+x—1e—x

f1(x) = af] (x) + Bfi(x) + 2e~*. Par identification

a—p=1 a=-1

onaura:{ﬁ_3a=1=>{ﬁ=_2

les primitives de la fonction def; sur IR.

F;(x) = —(x? + 3x + 2)e™™ + k aveck € Cte.

5.  SoitA un réel tel qued > 1.

a) AWM =4[] fi(x)dx cm? = 4[F; (0} em?
A) = 4[6e7 — (A2 4+ 31 + 2)e | cm?

b) lim A(2) =lim[24e~! — 42%¢~*] = 24e~'cm?

A 400 1o 40

C. On posea = —2.

1. hx)=f,(x)—x=(x*-2x+2)e*—x.

o lim h(x) =lim[e™] = 4+

X —00 X+ —00

et

2
lim h(x) =1im[:—x—2:—x+e2—x—x] = —oo

Xt X — +oo
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f-2 est continue et strictement décroissante sur IR. Ce correction : f(x) = In(1 + e™*) + = x

qui induit queh est continue et strictement
décroissante sur IR. De plhgx) = 0 € |—o0; +oo.

Donc I'équationh(x) = 0 admet une solution unique

asurlR.Orh(x) = f,(x) —x=0= f,(x) =x

d’'ou I'équationf_, (x) = x admet une solution unique

a. valeur approchée dex 41072 prés par défaut.
h(0,61) = f_,(0,61) — 0,61 = 1,59.1072
h(0,62) = f_,(0,62) — 0,62 = —4,37.1072

h(0,61) x h(0,62) < 0 donca = 061 21072 prés.

3.  f_, estcontinue et strictement décroissante sur
IR. Doncf_, est une bijection de 'ensemble des réels

sur un intervallg = ]0; +oo|.
le tableau de variation def-3
X 0 400
(f22)® -
f3(0) |+ N
4.  Cy_, et Cf:% voir graphique.

Probleme 146 :On considere la fonctionf définie
par f(x) =In(1+e7*) + %x.

1.

b)  Determiner les limitesf sur Dy.

c) Montrer que la droite (D) I'équation y = §x
est asymptote & en+oo.

d)  Montrer que V x € Dy

f(x)=In(1+e*) - gx.
e)  Montrer que la droite (D’) I'équation
2 R
y=-—3x est asymptote &y en —co.
2. Etudier les variationsf et construire Cy.

3.  Soitn un entier naturel non nul. On appelle
d,, I'aire, en unités d’aire, du domaine du plan
délimité par la courbe Cy, la droite (D) d’équation
y = %x et les droites d’équation = 0 etx = n.

a) Justifier que pour tout entier naturel n non
nul, d, = f(;ln(l + e ¥)dx.

b) OnadmetquevxelRIn(l+e*)<e™™.
Montrerque Vn > 1onad, <1.

c) Lasuite (d,),s1 €st-elle convergente ?

4. On note (T) la tangente &€ au point
d’abscisse O.

a) Calculer le coefficient directeur de (T) puis

construire (T) sur le graphique.
b)  Soient M et N deux points de la courb€y

d’abscisses non nulles et opposées. Montrer que la

droite (MN) est paralléle a la droite (T).

1.
lim f(x) =lim [ln(l +e™)+ %x] = +00 o
X =0 s oo

lim f(x) =lim [ln(l +e ™) +- x] +0o0

X = +oo X > 400

b) limf(x) —y =lim[In(1 + e™)] = 0’ donc la
X — 4o X - 4o

droite (D) I'équationy = éx est asymptote @ en
~+o0.

c) fx) =In(1+e*) +In(e ™)+ %x =
In(1+e*)—x+ %x =In(1+e*) — %x.

d) limf(x) —y = lim[In(1 + e*)] =0
X = 400 X = +o00
droite (D"):y = —Ex est asymptote@f en—oo,

, donc la

2 eX—

A3 X 2 3 3 3 3 3 2 2 2 0 3 2 2 3 3 3 3 2 2 2 2 0 3 0 2 3 5 3 3 2 2 0 0 0 0 0 2 X 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2. VxeR fl(X)=Z=-3= 3(€x+1) doncf est
strictement décroissante Juroo; In 2] et
f est strictement croissante $lir2 ; +ool.
X —o0 In 2 40
f'() - | +
flx) | 40 N p 7 4o
=1In3-2In2.
3
2
\\- N
Y
T
N\
1\
AW ] : //>*</k |
N\ — -
\ e
- —
3 2 1 s N 1 2 3

3.

a) Lacourbec, est au dessus de la droite (D) po

toutx réel,n> 0 doncd, = ['In(1 + e ™) dx.

b) Lesfonctionsc — In(1 +e™) etx+—e™*
sont continues sur IR gtx € IRIn(1 +e ™) <e™
de plusn>1 donc :

fon In(1+e*)dx < fone_xdx =
dy <[-e*lg=1—-e*< 1
dpsr —dp = [ In(1 + e ™) dx.

La fonctionx +— In(1 + e ™) est continue et positive
In(1+e™™*)dx = 0, donc

+1
surlR,n<n+1 doncf:
la suited, est croissante.
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c) Lasuited, est croissante majorée par 1 donc estg)

convergente.

4. Soient M et N deux points de la couite
d’'abscisses non nulles et opposées.

a) le coefficient directeur de (T) eft(0) = —%.
b)  Montrer que la droite (MN) // (T) : Les
coordonnées sonM( x ) etN (f(‘_xx)).

fx)
YM=YN _ ln(1+ex)—§x—(ln(1+e_x)+§x) _ —% 1
= =—-=2=—-donc
XpM—XN x—(—x) 2 6

la droite (MN) ale méme coefficient directeur que la
droite (T)
d’'ou la droite (MN) est parallele a la droite (T).

Probléeme 147 :

1. Soit la fonction f définie surR par :

f(x) _x 1 -I;xlnx

a) Calculer f'(x). Etudier son signe.

b)  Determiner I'équation de la tangente &y au

point d’abscisse 1.

c) Dresser le tableau de variation def.

Tracer la courbe Cy.

d) Calculer f(1). En déduire le signe d¢ (x)

en fonction des valeurs der .

2. On considére la fonctiong définie par :
pour x € |—oo;1[,g(x) = e* 1 -1

{pourx €[1;4+o,gx)=(x—1)Inx

a) Quel est 'ensemble de définition dg ?

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de g.

c) Etudier le sens de variation deg.

d) Tracer €4 (unité : 2cm ).

3.

a) Deéterminer sur [1; +[ , 'ensemble des

primitives de la fonction définie par :

h(x)=(x—1)Inx.

b)  Déterminer l'aire A en cm? de la partie de

. (unité : 2cm).

plan limitée par C,4, I'axe des abscisses et les droites

d’équations x = 1 et x = 3 . On donnera la valeur
exacte et une valeur approchée 02 pres.

c)  Calculer la limite de cette aire.

4.

a) Démontrer queg détermine une bijection de
R sur un ensemble que I'on précisera.

b)  On désigne par¢~! la courbe représentative
de g~1. Construire g~1.

Correction : (unité : 2cm).

1. f(x)=%xlnx=1—i+lnx

_x+1
X2

() =~ + 1
Vx>0f(x)—x2+x
strictement croissante s|(r; +oo|.

b) Ty=Ff(1D)-1)+f(1)=2x-2.
c) tableau de variation def. Tracer Cy.
lim £(x) =lim [1 - +Inx| = —co

et
x - 0t

x - 0t
lim f(x) =lim [1 -1 +Inx| = +oo
X = 400 x

X - +oo
X 0 +o0
f'() +
fO -0 7 +o0
d fO=0

Vxelo;1] f(x) <0
Vx € [1;+oo[ f(x) = 0.
pour x € |—oo;1[,g(x) = e¥1 -1
{pourx €[1;4o[,g(x) = (x—1)Inx
a) Dy;=IR
b)  continuité et la dérivabilité deg :
limg(x) = 1im[e"‘1 — 1] =0 et

x» 17 xe-1”
limg(x) =lim[(x —1)Inx] =0
x—- 1t xe 1t
Alors g est continue sur IR
. g)-g©0) _ .. e 1-11
llmT—h [ - ]— 1 at
x> 17 x> 1"
lim% =lim[Inx] = —c0

x -1t '

x 17t
Alors g est dérivable su—oo; 1[ et sur1; +oof.
c) Etudier le sens de variation deg.

Vx €]-o;1[ g'(x) = e¥ 1 > 0 alorsg est
strictement croissante s|ioo; 1].

Vx €]l +o[g'(x) =1 —%+lnx = f(x)

V x € ]1;+oo[ g(x) > 0 alorsg est strictement
croissante supl; +oo[

d) Tracer €4 (unité : 2cm).

lim g(x) =lim[ e*1 - 1] = -1

XP —00  xH —00
lim g(x) =lim[(x — 1) Inx] = +
X+ 400 x> 400

X —00 1 40
g'() + [ | +
glx) | -1 7 0 7 4o

im 2% = lim [lnx - '“—"] = too
X X

X+ 4o x> 400

branche parabolique de direction (Oy)dew.
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022
cy o
i’(ﬁx‘(
1
xw
$ o -
| gf*xﬁx - -
| g’; [~ - of
7,

00
# /Z
[
LA
o
I: I
Ix ]
[

3.
a) Sur[1;4+[,h(x)=(x—1)Inx.
H(x) = [ h(x) = %xz (lnx —%) —xlnx+x

H(x) =%x2 (lnx—%)—xlnx+x

by A= 4f13g(x)dx cm? = 4[H(x)])3cm? =
3
A=4 Exz (lnx —%) —xlnx + x]l cm? =
A= (6In3+ 3)cm?
valeur approchée &0~2 prés :A = 9,59 cm?
c) limite de cette aire(61n3 + 3)cm?
4,

a) g estcontinue et strictement croissantelsur

Elle réalise une bijection dR sur|-1; +co|.
b)  Construire g~ voir graphique

Probleme 148 :On considere la fonctionf définie

par: f(x) = x—%+%e‘2".

1. Déterminer les limites def sur Dy.
2.

a)  Etudier le sens de variation de la fonctiorf.

b)  Dresser le tableau de variation d¢f.
c) Montrer que la droite (D) d’équation

y=x —% est une asymptote oblique efroo.

Etudier la position relative de (D) etCy.
d)  Tracer la courbe Cy et la droite (D).

D’apreés le graphique, indiquer le nombre et le siga

de solution de I'équationf(x) = m.
3.

a) Soit f(x) = g(x) + x. Calculer sa dérivée et

vérifier que g est strictement décroissante sur

.- 1.1
I'intervalle [ 2,2].
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b) Montrer que g (%) etg (— %) sont des
nombres réels non nuls de signes contraires.
En déduire que I'équationf(x) = —x a une solution

asur[-33]
4, Pour tout n entier naturel, on considére la
suite (u,,) ey définie par

u, = [ [f(t) —t+ %] dt.

a) Interpréter géométriquement la suite(u;,) ey
b)  Monter que la suite (u,),ey €St une suite
géomeétrique dont on précisera la raison.

c) SoitlasommeSy, =ug+u; +--+u,
Exprimer Sy, en fonction den.

d)  Etudier la convergence de la suiteSg ,,.

Correction : f(x) = x — % + %e‘z".

1. Determiner les limites def sur Dy.
D = ]—00; 400

. —-2x

lim f(x) =lim [x(l -2 ) —1] =+ ot

X > —00 —-2x 2

X — —00

lim f(x) =lim [x - % + %e‘z"] = 4o
XP+0 44w

2.

b)  Etudier le sens de variation def.
Vx€EIR f'(x)=1—e ¥

V x € ]—00; 0[ f'(x) < 0 alorsf est strictement
décroissante syroo; 0.

V x € ]0; +oo[ f'(x) > 0 alorsf est strictement
croissante suj0; +oo].

c) Dresser le tableau de variation d¢.

—00 0 +o00

X
£(x) — | +

f(x) | o0 N0 7 4o

1 __
d) fE-y=;e

. o 1] _

lim [f(x) —y] =lim [eE] =0 donc Ia droite (D)
Xt X - +oo

d’équationy = x — % est une asymptote oblique en
+o0. Etudier la position relative de (D) etCy.

B 33 3 3 3 3 3 2 3 0 30 04 00 06 06 04 26 06 20 2 2 2 X 2 S 2 S 0 S S S S S 3 3 3 0 3 0 3 0 06 06 06 06 06 06 06 2 2 X 3 0 00 00 0 2 o

fx) — (x — %) = %e‘zx >0 anrsCf est au dessus d

la droite (D) entco.
e) Tracer la courbeCy et la droite (D).

X 3 3 X X 3 3 2 X 5 3 24 5 2f 2
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S ( D)"y"')'("1/2

le nombre et le signe de solution df(x) = m

a) Sim < 0ilyaaucune solution

b) Sim = 0ilya une seule solution : le point O
c) Sim > 0ilya deux (2) solutions positives

3.

a) f=gx)+xo gk = %(e‘zx -1).
Vx€IRg (x) =f'(x) —1=—e"2* <0 alorsg est
strictement décroissante sur I’interve{llre%; %]

) 5(2)=7()-1--se

g (— 1) =f (— %) +% = 0,86 sont des nombres reels

2
non nuls de signes contraires

f)=—x=gx)+x=—x=gkx)=—-2x
g est continue et strictement décroissante sur

l'intervalle [—l-l]. De plusg (—1) =1;g (%) =-1

etg(——)Xg()<0<:>f(——)><f()<0
d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires
5
4. (nen /Uy = [} [£(&) — t + 3] dt pour
tout n entier naturel.

a) Interpréter géométriquement

fO —t+s=t—s+ e —tto=-¢
continue sufn; n + 1]. Donc la swte{un)nEN est
continue sufn;n + 1] d’ou son existence.

'équationf(x) = —x a une solutiom sur[

et qui est

u, = n+1[f(t)—t+ ]dt— "“Ee‘“]dt
N B GRS L G -2
un—[—ze ]n =e (1-e79)

b) Uy = %e‘zn‘z(l —e %) =e %y, donc la
suite (u,)nen €St Uune suite géométrique de raison et
q = e~ 2 du " termeu, = %(1 —e™?).
C) SO,n

n+1

1—-q 1 —on—
Son = Ug 1-q =z(1—e =)

:u0+u1+"'+un
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d)  Etudier la convergence de la suite§ ,,.

1

lim S()n =lim [ (1 —e 2)] 2 dOnCS()n

e

1
converge ver;.

Probléme 149 :Soit la fonction f définie par

f)=x-2

e +1’

1.
a) Montrer que pour tout x de IR,

f(x)=x— 1+ex+1
b)  Montrer que pour tout x de IR,

f(x) —x+1—ex+1

c) Deéterminer les limites def en—co et en+oo.
d)  Montrer que les droites (d) et (d") d'équation
y =x—1ety =x+ 1 sontasymptotes obliques a
Cy. Preciser les positions relatives des droites (&)
(d') par rapport a Cy.

2. Etudier la parité de la fonction f. En déduire
que €y admet un centre de symétrie dont on
précisera les coordonnées.

3.  Deéterminer les variations def sur IR.
Dresser son tableau de variations sur IR.

a) Déterminer une équation de la tangente T a la
courbe € au point d’abscisse 0.

b)  Justifier que, pour étudier la position de la
tangente T par rapport a la courbeCy, il suffit

d'étudier le signe deg(x) =3
position de T par rapport a Cy.

c)  Montrer que, pour tout réel a, le coefficient
directeur de la tangente erx = aest supérieur a%
5. Tracer Cy, (d), (d), T.

Correction : f(x) = x — i:
Df = {x/x €IR,e* +1 > 0} = |—o00; +oo].
1.
a) VxeRf(x)=x—-1+ praviakis
—e*-1+2 e*-1

o X e &)
b) VxelR f(x)=x+1- x+1—x+
eX+1-2e* e*—-1

1 N eve1 f@0).
o) lim f(x) = 400 e,[limf(x) =—

X — +oo X = —00
lim —2— =0
d f-x-1)= ~pona ex+1
+1 x P +OO
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lim 222 = 0
FOO) - (x+1) == —pona'™ 7= V. Donc les
X — —00

droites (d) et (d") d'équation respectiyes x — 1 et
y = x + 1 sont asymptotes oblique€a
respectivement efico et en—oo

Vx €IR f(x) = (x+1) =

dessous de la droite (d") efso.

Vx€IR, f(x) = (x—1) =

dessus de la droite (d) eo.

e *-1 e* e™¥*-1
2. f(—xX) = —X _xe_x+1 —X — _x P
1-e e*—1 e*—1
T 1ver ex+1 _[ ex+1] - _f(x)

doncf est impaire alore; admet I'origine comme
centre de symétrie.
e?*+1

3. VxelRf'(x)=1- 2 x+1)2 = erri?
alorsf est strictement croissante sur IR.

> 0,

X —00 + o0
f'(x) +
f(x) | —o 7 +00

4.
a) T:y=f(0)(x—0)+f(0)=5x

e*-1

eX+1

x e*-1 x

b) fl)-F=x-i-CioZo

2 e*+1 2 =90,
’ _1 2 _ e*+1 .
9'() =3 = o7 = 2emey > 0 donce la fonctiory

est strictement croissante sur IR. De py(®) = 0
donc la fonctiory est négative surdoo ; 0] et
positive sur [0 i+ [. Donc T est au-dessus dg sur
]—oo ; O] etCr est au-dessus de T sur [Bo].

c) Pour montrer que, pour tout réelle coefficient

i Z - 1 .
directeur de la tangente gr+ a est superieur g il

suffit de montrer que pour tout réelf '(a) > 1 S

e?a+1 2
>1 >
e 23S (e*+1)* =0, ce qui est verlfle pour
tout réel a Donc, pour tout réel a, le coefficient
directeur de la tangente @n= a est supérieurgi:x

5. Tracer C, (d), (d), T.

Probléme 150 :

A. On note la fonctionP définie sur IR par :
P(x) = e?* — 5e* + 4.

1. Résoudre dans IR I'équationP(x) = 0
2. Démontrer que

Vx€ |-o0;0[U]In4;+oo[,P(x) >0;

Vxe€ ]0;ln4[,P(x) < 0.

B.  On considére la fonctionf définie par

f

1 Quel est I'ensemble de définition d¢ ?
2. Déterminer les limites def sur Dy.
3
a

Montrer que la droite (D) d’équation
y = x — 1 est une asymptote a la courb€y en+co.

b. Préciser la position relative de (D) et d€y.

4.
a)  Montrer que pour tout x € Dy

f) _x__+2(ex 2)
b)  Montrer que la droite (A) d’équation

y=x-— ; est une asymptote oblique &; en —co.

c)  Préciser la position relative de(A) et deCy.
(::(_xz))z. En
deduire la sens de variation d€y. Dresser le
tableau de variation de la fonction f sur Dy.

6.  Tracer (D) ; (4) etCy (unité graphique 2 cm)
C. SoitA un nombre réel strictement négatif.

1. Calculer, encm? l'aire A(A) de la partie du
plan limitée par I'axe (0%), les droites d’équations

5. Montrer que x € Dy, f'(x) =

3
x=/1,x=0,y=x—5 eth.
2. Calculer ImAM@),

A —o00

Correction :

A.  P(x) =e? —5e¥+4 =e*(e*—5)+4.
1. Résoudre dans IR I'équationP(x) = 0.

Posong* =t >0,t?—5t+4=0,A=9,0naura:

t?2=5t+4=(t-1D(t—-4)=0
e*=t=1=x=0ete*=t =4 x =1In4.
doncS;g = {0;1n 4}.

2. Vx€IR,P(x)=(e*—1)(e*—4)

P(0) = 0 etP(In4) = 0

X —00 0 In4 40
¥—1 — + +
e*—4 - - +
P(x) + - +
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DoncV x € |—;0[U JIn4; +oo[, P(x) > 0;
Vx € ]0;In4[, P(x) < 0.

B.

1. Df = ]—o0;In2[ U JIn2; +oof.

5 lim f(x) = _2] = Oi_ = —0o0
- xe(In2)7 % (In 2)_

lim f(x) —llm[x— 1+ 2] —0%= to,

x+~ (In2)* x - (n2)* '

lim f(x) =lim[ —00 ot

X = —00 X - —00

lim f(x) =1im[

X+ x - +0oo

3.

a f@-y=

lim £ (x) = y—hm[ ] 0donc la droite (D)

X P+ x - +0o

d’équationy = x — 1 est une asymptote obliqu&a
en-+oo.

b) Sur]ln2;4+o[ona:f(x)—y= exl_z
alorsCy est au dessus de la droite (D)Hew.

4.

3 e”
a) Vx;&anf(x)—x—1+1—E 2er—2)

2(e*- 2)] =x—1+ [_5+
exZex-2=x-1+-ex+2+ex2ex-2=x-1+1ex-2=/x

>0

x—1+[1——+

0y =x i) -

. am&hmf(x) y =lim [2( x 2)] Odonc la
2(eX— 2) —00 x|_) — oo

droite (A) d’équationy = x — 5 est une asymptote
oblique acf en—co.

c) Sur]-oo;In2[ona:f(x)—y= z(eex—z)
alorsCy est au dessous de la drc(lka en—oo,

5. Vx#Ih2f'(x)=1- _ter

<0

(ex~ 2)2 T (ex-2)2
e?X—4e¥44—e* _ e?X—5eX4+4 _ P(x) son signe dépend
(e*-2)2 (e*-2)2 (e*-2)2
deP(x).

Vx € |—00;0[U]In4;+oo[ f'(x) > 0 alorsf est
strictement croissante s|io; 0[ et sur]ln 4 ; +oo|.
Vx €]0;In2[U]In2;In4[ f'(x) < 0 alorsf est
strictement décroissante 40t In 2[ et sur]ln 2; In 4[.
X | —o 0 In 2 In 4 +o00
f@l + [ - - |+
f(x) | —0 7 —=2 N\ —o0 +oo N 0,88 2 +0
6.  Tracer (D) ; (4) etCy (unité graphique 2 cm)

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 34 50 2 36 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0b 3 2 5 06 5 24 56 36 X0 5 36 2 X 54 36 b X 5 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 5 26 26 2

il

C. Soit4 un nombre réel strictement négatif.

Sur]—o;In2[ona:f(x) —y = <0

e
2(eX-2)

O 0 x
L U=ff()-yldx =], [Z(eex o1k

—1[ln|e —2|]l———ln|e — 2|

ex
2(eX-2)

<0

Comme sul—o;In2[ona:f(x) —y =
1
AlorsU = +-1n(2 — e?)
A() = 4Ucm? = 21In(2 — e?) cm?
lim A () =lim[21n(2 — e*)cm?] = 2In2 cm?

AP —0 i —w
Exercice 151 :BAC 2013 unité graphique 2cm.

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre ;y”’ -2y’ +y=—x+3.

1.  Veérifier que la fonction g définie sur IR par
g(x) = —x + 1 est une solution d€E).

2.

a) Démontrer gu'une fonction h deux fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonction h — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y”’—2y’+y = 0.

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

c) En déduire I'ensemble des solutions d€E).
d) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant les conditionsh(0) = 0 eth'(0) = —1.

B.  On consideére la fonction numériqueu définie
sur IR par u(x) = xe* — 1.

1. Etudier les variations deu et dresser son
tableau de variation.

2.

a) Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
unique solutiona.

b)  Vérifier que 0,5 < a < 0,6.

c) Endéduire le signe dau(x) suivant les
valeurs du réelx.

C. Soit f la fonction définie sur IR par

fx) =(x—-1)(e" - 1).

1. Montrer que V x € |—oo; +oo[, f'(x) = u(x).
Dresser le tableau de variation d¢f.
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2. Montrer que la droite (D) d’équation

y = —x + 1 est asymptote &, en—co. Préciser les
positions relatives deCy et (D).

3.  Tracer (D) etCy (prendre a = 0, 55).

4.  Soit A un réel strictement négatif.

a) Calculer I'aire A(4) de la partie du plan
comprise entrer la courbeCy, la droite (D) et les
droitesx = A etx = 0.

b)  Calculer la limite de A(4) en—oo.

5.

a)  Montrer que la restriction de f a]—oo; 0] est
une bijection de]—oo; 0] sur un intervalle J que I'on
précisera.

b)  Tracer la courbe représentationrl de la
réciproque Cr de cette bijection sur le méme
graphique Cy.

Correction :

A (E):y’-2y+y=—x+3.

1. VxeIRgx)=—x+legdx)=-1

g"(x) =0.

JESEH e g’ (x)—29'(x)+glx) =—x+3 <

0+2—x+1=-x+3<0=0,douvVxEe€

IR g(x) = —x + 1 est une solution déE).

2.

a heSg e h’(x)—2h"(x)+h(x)=—x+3

Or cette hypothese sera vérifier a partir de :

(h-g)eSp o (h—g)"(x) —2(h—g)'(x) +

(h — g)(x) = 0 ce qui donne

h'(x) = 2h'(x) + h(x) = g"(x) = 2g'(x) + g (x)

OrgeSp e g'(x)—29x)+gx)=—x+3

donch’’(x) — 2h’(x) + h(x) = —x + 3 ce qui prouve

gueh est une solution de I'équati@RB).

b) r?2-2r+1=(—-1)?=0, apourracine

double 1. Les solutions de I'équatidiF) sont de la

forme doncy = (A + xB)e”*, ou A et B sont des

constantes réelles quelconques.

c) Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

h(x) = (A+xB)e* —x+ 1, 0u A et Bsontdes

constantes réelles quelconques.

d VxelR h(x)=A+xB)e*—x+1

Vx€IR h'(x) =(A+xB+B)e*—1

la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions
h(0)=0 A+1=0 A=-1

{h’((o))= —1‘:’{A+B—1=—1‘:’{ B=1

VxeIRh(x)=(-1+x)e*—x+1

Vx€eIRA(x)=—(1—-x)e*+ (1 —x)

Vx€IRh(x)=(1—-x)(1—e%)

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Vx€IRh(x)=(x—-1)(e*-1)
B. u(x)=xe*-1.
1. variations deu:
limu(x) =lim[xe* — 1] = —1
XH —00 X B —00
limu(x) =lim[xe* — 1] = +
X400 x40
Vx € IR, u'(x) = (x + 1)e*, alorsu strictement
décroissante syroo; —1[ etu est strictement
croissante sur—1; +oo[. u(—1) = —1,367

et

X —00 —1 +o0
' (%) ~ | +
ulx) | —1 \ —-1,367 7 4w

2.

a) u estcontinue et strictement croissante sur
[—1; +o[. Elle réalise une bijection de-1; +oo[sur
[—1,367; +o[. Oru(—1).u(+w) < 0 et0d €
[—1,367; +o[, donc d'aprés le théoreme des valeurs
intermédiaires I'équation(x) = 0 admet une unique
solutiona telle queu(a) = 0.

b)  Vérifierque 0,5 < a < 0,6.

{u(O,S) =—-0,1756 N { 1(0,5).u(0,6) <0
u(0,6) = 9,32.1072 doncona0,5<a<0,6
c) signe deu(x) suivant les valeurs du réek

X 3 X X 3 3 X X 3 X 2 36 36 X 5 36 2 2 2 X 5 36 26 2 2

—00 a + oo

X
u(x) | +

C. f)=x-1)(e*—-1).

1. Vx€]—oo;+oof, fi(x) =(e*—1)+

(x—1De*=e*—1+xe*—e* =xe*—1=ux).

tableau de variation def :

V x € |—o0; +oo[, f'(x) = u(x) alorsf strictement

décroissante syroo; a] etf est strictement croissanté

surfa; +ool.

lim f(x) =lim[x X (—1)] = +

X H— —00 X —00

lim f(x) =lim[xe*] = 4+

X +00o x o 400

{u(a)=ae“—1=0<=)ae“=1

fla) =(a—1(e*—-1)

fl@)=2-(e"+a)

S5 3 3 X 2 X 2 X 2 X 0 X 0 X 0 X 0 2 0

et

X —00 a 40
f'(x) ~ | +
f(x) | 40 N 2—(e“+a) » 4o
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5 lim[f(x) —y] =lim[-(1 — x)e*] = 0, alors la

X — —00 X — —00
droite (D) d’équationy = —x + 1 est asymptote
oblique aCf en—oo.
positions relatives deCy et (D).
Vx€]-moal, f(x) —y=—(1—-x)e* <0 alorsCy
est au-dessous de (D).
3. Tracer (D) etCy (prendre a = 0,55)

X X 3 X X 3 3 X X 2 3 2 5 26 X 24 36 36 2 5 36 2 X 0% 36 2 06 2 2
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v

Y
%
_ x.{}\x

®

_ N
4.  Soit A un réel strictement négatif.
f)—y=—0-x)e*<0= (1—-x)e*>0.
a) AQ)= 4f10(1 —x)e*dx cm? = ([(1 -
XeXAO+AOcxdrdcmn2=42—xexAOcm 2=

A() = [8 — 4(2 — De?]|cm?

b) limA(4) = lim[8 — 4(2 — De?] =8 cmz'
A —o0 A —o0

5.

a) f estcontinue et strictement décroissante sur

[ = ]—o0; 0]. Elle réalise une bijection de | vers

J = [0; +ool.

b)  Voir le graphique de €y en trait discontinue.

Probléme 152 :BAC 2012 unité graphique 2cm.

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre iy’ +y’— 2y = —3e*.

1. Déterminer le réela pour que la fonctiong
définie sur IR par g(x) = axe* soit solution de(E),
I'équation différentielle.

2.

a) Deémontrer qu'une fonction h deux fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonction h — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y”’+y’—2y = 0.

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

c) En déduire I'ensemble des solutions d€E).
d) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant les conditionsh(0) = 1 eth’(0) = 0.

B.  Soit f la fonction définie par :

f(x) =1 —x)e”.

1.

a)  Déterminer les limites defsur Dy.

b)  Etudier le sens de variations de¢f.

c) Dresser le tableau de variation d¢.

2. Determiner I'equation de la tangente T &€y
au point d’abscissex = —1.

3. TracerCyetT.

4.  Soita est un nombre supérieur al.

a) Calculer l'aire A(a) de la région du plan
limitée par la courbe €y, I'axe des abscisses et les
droitesx =1 etx = a.

b)  Calculer la limite de A(a) en+oo.

5.  Soit la restriction f4 de f surl = ]—o0; 0].

a) Montrer que f, est une bijection de | vers J
que I'on précisera.

b)  Tracer Cy,.

6. Déterminer graphiqguement, suivant les
valeurs de réelm, le nombre de points
d'intersections deCy avec la droite(D,,) d’équation

y=m.
Correction :

A, (E):y”+y —2y=-3e"
F):y’+y’—2y=0.

1. VxelRg(x) =axe* & g'(x) =
a(x+1e* = g"(x) = alx + 2)e*.

9ESH = 9 () +9'(x) —29(x) =alx+
lex+ax+2ex- 2avex= Jexaly+3—2r=—3<a
= —1,

douVvx € IR g(x) = —xe”.

2.

a) heSg © h’(x)+h'(x)—2h(x) = —3e*
Or cette hypothése sera vérifier a partir de :
h-geSpm=th-9)"( )+(h-9)x) -
2(h — g)(x) = 0 ce qui donne

h(x) + h'(x) — 2h(x) = g '(x) + g'(x) — 29(x)
OrgeSg e g '(x)+g'(x)—2g(x) = —3e*
donch’’(x) + h’(x) — 2h(x) = —3e* ce qui prouve
queh est une solution de I'équati@R).

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.
L’équation caractéristiquer? +r—2=0,A=9, a
pour racines-2 et1. Les solutions de I'équatiaF)
sont dongy = Ae* + Be™%*, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.

c) I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme
h(x) = (A—x)e* + Be™2*, oll A et B sont des
constantes réelles quelconques.

d Vx€IR h(x) =(A—x)e* +Be™?*
Vx€IR h'(x) =(A—x—1)e¥ —2Be™?*
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la solution particuliere d€E) vérifiant les conditions Probléme 153 :unité graphique 3 cm.
h(0)=1 A+B=1 A=1
{h'((o))=0 fa_2p=1=lgogestivxe A.
IR, h(x) = (1 — x)e*. 1. Résoudre(E) I'équation différentielle du
B. f(x)=(1-x)e* =e*— xe". second ordre iy’ — 6y’ + 5y = 0.
1. 2. On lance trois (3) fois un dé dont les faces
lim f(x) =lim[e* — xe*] =0 sont numérotées de 1 a 6. On appelie b etc les
3) X+P —00 X —00 et résultats des premier, deuxiéme et troisiéme jetsud
lim f (x) =lim[(1 — x)e*] = —co dé. Quelle est la probabilité pour que les solutian
X P 00 X 40 de I'équation différentielle:(F) ay’’ + by’ +cy = 0

b) VxE€IR, f'(x) = —xe* alorsf strictement
croissante suf—oo; 0[ et f est strictement décroissante

soient les fonctions de la forme :
a) x+~ (A+Bx)e™.

SUr]O; +00[ o b) x > Ae"* 4 Be"2¥
C) Dressons le tableau de variation dg. o) ¥ > [A cos(Bx) + Bsin(Br)]e.
f’J(C ) — + : | e B. Soit f la fonction définie par :
x - -_—
f(x) |0 % 1 N - f(x) =1+ x|e 3~
2. equation de la tangentel au point —1 : 1. _ o o
Ty=f(-Dx+1D+f(-1)=e1x +3e7? a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en

—1. Interpréter graphiqguement ce résultat.
b) Determiner les limites defsur Dy.

c) Etudier le sens de variations d¢.

3. CrentraitpleinetT

d) Dresser le tableau de variation d¢.
N 2.
- I a) Montrer que la restriction de f a ]—;; +00[
] T .
! admet une bijection réciproquef.
I b)  Tracer Cy etCy,.
" 3. Soit A est réel positif tel qued > —1.
I a) Calculer encm? l'aire A(A) délimitée par la
! courbe Cy et les droites d’equationse = —1 et
4. a>1. x=A

a) Aa)= —flaf(x)dx X 4cm? =

4cm? fla[xex —e*]dx = [(x — 2)e*]¥4cm? =

[(a —2)e® + e]4cm?.

b) limA(a) =lim[(a — 2)e* +e] = +oo
a4+ x - 4o

5.  fy def surl = ]—oo0;0]. numérique définie par :vn € Nv,

a) f; estcontinue et strictement croissante sur

I = ]—o0; 0]. Elle réalise une bijection de | vers

lim A(4)

A 400’

C. Onsuppose qugf(x) = (1 + x)e 3%

1. Soit (u,)neny la suite arithmeétique de raisorr
telle que pour toutn, u,, # —1 et (v, )ney la suite

_ fuw)
T up+1’

a) Démontrer que (v,)nen €St UNE suite
géométrique de raisorg, qu’'on exprimera en

b)  Calculer

J=10;1]. S _ fonction der-.
b) € -1 entrait pointe, voir graphique. b)  Discuter suivant les valeurs de- la limite de
6. {(Dm) // (OX). la suite (V,,)nen-

(D) NG c) Calculer en fonction deu, et den la somme
. m € |—o0; 0], il y @ un seul point d’intersection ; Son = f(t:oi f(':l; . f(u:; et discuter suivant
. m € ]0; 1], il y a deux points d'intersection ; to e
. m =1, il y a un seul point d'intersection les valeurs der la limite de la suite (So'")nEN'
. m € |1; +oo[, il y a aucun point d’intersection ; 2. On donneugy = % etr = %

a)  Exprimer v, puis Sy, en fonction den.

b)  Calculer limv, o limSos
ne- +oo ne- +oo
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Correction : unité graphique 3 cm.

A.
1. (E)y’—6y’+5y=0
Ec:r?2—6r+5=0

T]_ =

A=36-20=16 = VA= 4; {r é les solutions

de général) sont de la formey. = Ae* + Be5*,

2.  la probabilité pour que les solutions

de:(F) ay’’ + by’ + cy = 0 soient les fonctions de
la forme : triplet (a, b,c)

E.:ar?+ br+c=0,A= b? — 4ac, card(Q) = 63
Les différentes valeurs detac :

1 2 3 4 5 6

4 4 8 12 16 20 24
8 8 16 24 32 40 48
12 12 24 36 48 60 72
16 16 32 48 64 80 96
20 20 40 60 80 100 120
24 24 48 72 96 120 144

Les différentes valeurs deb?:

p> |1 |4 |9 |16 | 25 | 36

Nous auronsard(Q) = 63 = 216 triplets.
a) x+~ (A+Bx)e™: soit A cet événement :
A= b? —4ac = 0 & b? = 4ac,
. Pourb? = 1l ya0 triplet
. Pourb? = 4 il ya 1 triplet
. Pourb? = 9 il ya 0 triplet
. Pourb? = 16 il ya 3 triplets
. Pourb? = 25 il ya 0 triplet
. Pourb? = 36 il ya 1 triplet
card(A) 5
card(A) = 5 & p(A) = o = 2= 0,0231.
b) x+~ Ae"* + Be"?* soit B cet événement :
A= b? — 4ac > 0 & b? > 4ac,
. Pourb? = 1 il ya0 triplet
. Pourb? = 4 il ya 0 triplet
. Pourb? = 9 il ya 3 triplets
. Pourb? = 16 il ya 5 triplets
. Pourb? = 25 il ya 14 triplets
. Pourb? = 36 il ya 16 triplets
card(B) 38
card(B) = 38 < p(B) = card(@) — 216 = 0,1759.
c) x+ [Acos(Bx) + Bsin(Bx)]e™ soit C cet
événement A= b? — 4ac < 0 © b? < 4ac,
. Pourb? = 1 il ya 36 triplets
. Pourb? = 4 il ya 35 triplets
. Pourb? = 9 il ya 33 triplets
. Pourb? = 16 il ya 28 triplets
. Pourb? = 25 il ya 22 triplets

. Pourb? = 36 il ya 19 triplets
card(C) = 173 & p(C) = card(C) _ 173

card(Q) 216 = 0,80.
B. f(x)=|1+x|e 3x
1.
a) Dy =]—00;+ool.
V x € ]—o0; 1], f(x) = —(1 + x)e~3*,
Vx € [-1;+oo[, f(x) = (1 + x)e3*
Continuité de f en—1:
lim f (x) =lim[—(1 + x)e™3*] = 0
x-—-17 x+o —1"
lim f(x) = lim[(1 + x)e™3*] = 0

x - —1%

et

1+ alorsf est
X —

continue en-1.
dérivabilité de f en—1:

lim L0/ =lim[—e™3* | = —e
x+1

x - —=1" x —1"

dérivable a gauche enl.

TWACOLICED -3x] =
x+1

x e —17

a droite en-1.

3
alorsf est

=lim[e e3

x - —1%

Par conséquerft n’est pas dérivable enl et admet
en ce point deux demi-tangentes gauche et droite d

point anguleux.

b) Determiner les limites defsur Dy.
lim £ (x) =lim[—(1 + x)e™3*] = +oo

X P —00 x B> —00

. T 1 x]_ 1 _

lim f(x) = llm[e7+e7] === 0 '

X +0 45 oo
c) Etudier le sens de variations d¢f.

. V x € ]—o0; —1[, f'(x) = (2 + 3x)e~3* alors

f est strictement décroissante fupo; —1].
. Vx €]-1;+oo, f'(x) = —(2 + 3x)e™3*

VxE€E ]—1; —%] f'(x) = 0 alorsf est croissante sur

-3

VxE€ [—%; +oo[f’(x) < 0 alors f est décroissante

sur[-Z; o]

d) Dresser le tableau de variation d¢ :

()-(-9e -3

alorsf est dérivable

X | —oo -1 —§ 400
(0 - Il + —
fGX) |40 v 0 2 §e2 N0

2.
a) Commef est continue et strictement

décroissante SL]ILé; +oo[. Alors la restriction d¢
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est continue et strictement décroissante} sl%r; +oo[.
Elle réalise une bijection o]e—%; +oo[ vers]o;éez[
et admet une bijection réciprogfiedéfinie sur
Joige?]

b)  Tracer Cs etCy, :

.‘;;\ﬁ_\wi
3.  Soit A est réel positif tel qued > —1.
a) A= 9f_/11(1 +x)e 3¥dx cm? =
A

-3 [G + x) e‘3x] ) cm? =
—[(4 + 3x)e™3*]% em? = (e3 — (4 + 3 e 3H)em?.
b) limA(2) _ lim[e3 — (4 + 32)e™ 3] = €3
A 4o A 400 '
C. Onsuppose qug(x) = (1 + x)e 3%

U,.1 = u, +r telle que pour toutn,
u, #-1let (W )nen/

_ f(un) _ (1+un)e_3un
VnEan_u,ﬁl_ u,+1

=

— e—Sun.

a) Vpiy = e 3Un+1 = p=3UntT) = =37 ,—3Un —
e~ 3", v, donc(v,),ey €St une suite géométrique de
raisong = e~3" et de I termev, = e 3%,

b)  Discuter suivant les valeurs de- la limite de
la suite (V)ney. Vo = e 3.
. Sir =0 & v, = e 3% = y,, donc
lim v, = lim[e3%0] = v,

n-+00 neH 4o

e~ 3Uo = e—3(uo+nr)

vy = e~3nr p—3up

. Sir>0< { , donc
g=e3 <1

limv, = lim[e™3"". e 3%] =0

n-+00 ne- 4o
— p—3nr ,-3ug

. Sir<0(:>{v" ¢ _3r'e , donc
q=e " >1

limv, = lim[e 3. e73%] = 400

n-+00 ne- 4o

c)  Calculer en fonction deuy et den la somme

Son = Qo) | Fat) 4 4 T o discuter suivant
’ up+1l  uq+1 u,+1

les valeurs der la limite de la suite (Son), -

Sop = L0 +£<u+1) o )

U +1 Up+1
Son = e 3%+ o3 4. 4 o3t

=v0+171+"'+17n

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 26 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 2 3 2 56 06 5 2 36 36 X 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 0 3 2 50 36 0 4 36 26 2 54 36 2 X 5 26 2 X 5 36 26 26 2 5 0 06 26 2

gy, 1—e=3nr=3T
o r+0, donCS(),n =e ol—e—_”

«  r=0,doncSy, =e 3% (n+1).
limite de la suite (So)_

. r=0, donciMSon = +%

n - oo
r>0 i _ e
R { bt doncthO.n =T
q nw- +oo
<0 =
. {T , donchm Son =+
qg>1 = 400

1
3
a)  Exprimer v, puisS,, en fonction den :

1
On donneu, = zetr=

v, =e e l=e (D

1-— e—(n+1)

SOTL = 6_1 —_1
’ 1—e

p limv, =limle-0+0] = e —0

n-+0 neo 400

lim Sy ,, =lim [ —=

-1 1—e_(”+1)] e 1
n- +o

1-e~1
n - +oo

Probléme 154 :unité graphique 4 cm.

A.

1. Résoudre(E) I'équation différentielle du

second ordre )y’ + 2y’ +y = 0.

2. Déterminer la solution particuliere de (E)

vérifiant h(0) = 1 eth(1) = 2e~ L.

B.  Soit f la fonction définie par :

{f(x) = \/%(1 +x)e™® sixe]-1; +00[.
f(-1)=0

1.

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en

—1. Interpréter graphiqguement ce résultat.

b)  Etudier le sens de variations d¢f.

c) Dresser le tableau de variation d¢.

2.  Soit fq la restriction de f a [—1; —%]

a) Montrer que f4 est une bijection de[—l; —%]

sur un intervalle J que I'on précisera. On notef; !
la bijection réciproque def;. Calculer f1*(\/e/2).
b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de 1
en0. Tracer Cy etcﬂl.
3.

1
a) Montrerque V x € [—1; _E] ona:

0<f() <Ze.

b)  En déduire que :0 < [ f()dx < Ze.
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c)  Calculer encm? l'aire S délimitée par la
courbe Cﬂl et les droites d’équationsc = 0 ;

x=.,e/2ety= —%.

Donner un encadrement de S 4072 prés.

4.  Soit(u,) la suite numérique définie par :
n+1

vneNu,=["" f(x)dx

a) Démontrerquevxe[n+1;njona:
f(n+1) < f(x) < f(n). En déduire que :vn € N
fn+1) <u, < f(n).

b)  Démontrer que la suite(u,,) est décroissante
et convergente.

Correction : unité graphique 4 cm.

A.

1. E)y’+2y’+y=0
Ec:r?2+2r+1=0,A=4-4=4=+A=0;

r; = —1 les solutions de générél) sont de la
forme .y = (Ax + B)e™

2. he S(E) < h(x) = (Ax +B)e™
h(0)=B=1eth(1)=(A+Ble '=2e 1= A+
B=2sA=1.

B {f(x)=%(1+x)e‘x six>—1.

f1)=0
1.
a) Continuité de f en—1:
_ _ @+x)e™  Vx+1
Vx>-—-1,f(x) = i X aa e vx+1
P —1i -X —
F—1) = 0 et 11mf(x)+—11m[e Vx+1]=0 alors
x-—-1" x b —1t

f est continue er 1.
dérivabilité de f en—1:

L fOO-f(=D . [e* ] _ et

lim == — =lim [\/m] =7 = T alorsf nest
x> —1% x> —1%

pas dérivable a droite efil. Par consequeidty admet
en ce point une demi-tangente verticale.
b)  Etudier le sens de variations d¢.

_ ' . -x _ex
Vx>-1,f'(x)=e Vx+1—2m—
x 1-2x-2 _y _ —2x-1 _4
eVxt+1l="rmme " ==e

Vx€E ]—1;_71], f'(x) = 0 alorsf est croissante sur

]—1;_?1 .

Vxe€ [‘?1 +oo[, f'(x) < 0 alorsf est décroissante
-1
SUI’[7, +00[.

c) Dresser le tableau de variation d¢f

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

lim f(x) =lim[e"‘\/x + 1| =lim [ﬁ] = J%m =0

X +0 x> 400 Vx+1

X — 400
f(=1/2) = €Y% [1/2 = |[e/2
x | -1 —-1/2 +00
f'(x) + | -
f) |o 7 Je/2 N0
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2.  Soit fq la restriction de f a [—1; —%]
a) Commef est continue et strictement croissant

3B 3 3 2 2 2 2 2 2 2 3 0 2%

sur[—l; - %] Alors f,est continue et strictement
croissante Sl{l’—l; —%] Elle réalise une bijection de
[—1; —%] vers] = [0;/e/2] et admet une bijection
réciproquef;* définie sufo;/e/2].

_ — -1 - _1
Commef(-1/2) = e/2 = fi'(Je/2) = >

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de 1
en . TracerCy et Cﬁl.

dérivabilité de f;t en0 : f71(0) = -1
1

OO lim —2F _lim oy =
im2 === - 2
x>0 y= -1 ye -1
@) _ e
y+1 Jy+1
lim 7oy =lim—==—r=—"-=0
» € e~ -1
donc P e oF alorsf] ™ est
yer -1 y- -1

dérivable en0 par conséquentf;! est continue ef.

[ 3

~

o

3.

1 11
a) Vxe[—l;—zlona:—1Sx£—E<=)Es
—x<loeJe<e*<e.

Vxe[—l;—%]ona:OSx+1S%<=>0S
vx+1<,/1/20orf(x) =e*Vx+1
< <.
{0_ X+1s< 1/2<=>en multipliant on aura
Ve<e ™ <e

VxE€ [—1;—%] ona:0 < f(x) Sge

X 3 3 X X 36 3 X X 36 5 2 54 2 X 5 36 36 X 54 36 2 X 5 3 2 X 06 3 2 5 06 0 2 54 26 X0 5 36 2 2 54 36 2 X 5 36 2 X 0 2 24 5 06 26 24 56 06 2 24 5
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b) 0<f@<Feo0< [ F@dx<

V2 -1/2 -1/2 N
?ef_l/ dxc)OSf_l/ f(x)dxﬁ[?ex]_1

25 (—1) VZ 2
2

2
Or [ﬁex =—=eX +—e =—edonc
2 1 2 2 4

o< [

) S= f_‘ll/ 2 F(x)dx X 16 cm?

f(x)dx < ge.

0< f_—11/2 f(x)dx x 16cm? < \/;e X 16 cm?

0<5<ex16em? & 0<S < 4evZ cm?.
encadrementde S 4072 prés:0 < S < 15,37 cm?
4. (uy) /IVneNu, = f:“ f(x)dx.

a) Démontrerquevxe[n+1;njona:
fn+1) < f(x) < f(n).

Commef est décroissante s{0; + [, alorsvV x € N
n<x<n+lef(n+1)<fx)<fn)

En déduireque :'VvneNf(n+1) <u, < f(n)
vxeN [ rm+ Ddx < [M fo)dx <

n n

[ fmydx < f(n+1) < uy < f(n)

b) Démontrer que la suite(u,,) est décroissante
f(n+1) <u, <f(n)

et convergente{f(n +2) gy < fn+1) =

f(m+2)—f(n+1) <uyyq —u, <0donc la suite

(u,,) est décroissante.

Deplusvx€[n+1;njona:f(x) >0

f:“f(n + 1)dx > 0, d’'oliu,, = 0. Comme la suite

(u,,) est décroissante et minorée (par) 0 alors elle
converge.

Probleme 155 :Soit (E) I'équation différentielle du
second ordre: ay’’+ by’+cy = 3e ** olia, b et
c sont des nombres réelles tels que :

. a, 4b, —3c — 1 sont des termes consécutifs
d’une suite géométrique ;
. —c, a, b sont des termes consécutifs d'une

suite arithmétique a termes positifs ;

1.  Déterminer les réelsa, b et c pour que la
fonction g définie sur IR par g(x) = e~2* soit

solution de (E).

2. Soit(Eg):2y”+y’—3y=0.

a) Montrer que si f est une solution d&€E,)
alors h = |f| est aussi solution d€E).

b)  Résoudre I'équation différentielle (Eg).

c) Deéterminer la solution f de cette équation,
définie sur IR et qui vérifie les conditionsf(0) =

~Zetf'(0) =1.

d)  Montrer que h(x) = %e‘:"‘/z.

3.  Soit¥ la fonction définie par :
Px)=x—-2 +§e‘3x/2.

a) Etudier les variations deW et dresser son
tableau de variation.

b)  Montrer que la droite (d) d’équation

y = x — 2 est une asymptote oblique &y en+co.

En déduire la position relative entre (d) eCy.
c) Tracer Cy et (d).

d)  Soit(uy)nen la suite numérique définie par :

vV n € N u, = ¥(n). Calculer en fonction den la

sommeSy, = ¥(0) + ¥(1) + --- + ¥(n) et calculer

lim[S,,| =
n - +oo '

Correction :

A. (E): ay”+by’+cy=3e*ola,betc
sont des nombres réelles tels que :

. a, 4b, —c — 1 sont des termes consécutifs d’un
. , L. 4b —-c—1

suite géométriques — = :b & 16b% = —3ac—a

. —c, a, b sont des termes consécutifs d’'une sui

arithmétique a termes posité® b —a=a+c <
2a=b—c;
1. VxelRglx)=e ¥ =
g (x) =-2e"%* = g'"(x) = 4e%*,
JESE © ag’(x) +bg’'(x) +cg(x) =3¢ &
4a —2b+c=3.
16b?> = —=3ac—a 16b?> = —3ac—a
{ 2a=b—c 4=>{4a—2b=—2c =
4a—2b+c=3 4a—-2b+c=3
16b%? = —3ac—a 16b? =9a —a a=2
{ 4a —2b = —2c @{ 4a—2b =6 @{b=1
—2c+c=3 c=-3 c=-3
2. Soit(Eg):2y”+y’—3y=0.
a) [fESgHyS2f()+f'(x)-3f(x) =0
—2f"() = f' () +3f(x) =0 = 2(=f)"(x) +
(=f)'(x) =3(=f)(x) =0 dou (—f) € S,
Comme
h=|f| = { f sur tout intervalle ou f(x) = 0
—f sur tout intervalle ou f(x) <0

On en déduit queh = |f| est aussi solution d€E).

b)  Résoudre I'équation différentielle (E,) :
Ec:2r2+r—-3=0
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Tl = 1
A=1+24=25<=>\/Z=5;{r _

2773
de généralE) sont de la formey = Ae* + Be3*/2

C) y=Ae*+Be G/D% o y' = pe* —

%Be‘(f“/z)x, la solution particuliére dégg) vérifiant

—_2 __2

les condition fO) = -3 = {A+B E

10 =1 2A—3B =2
{3A+SB=—2 A=0
2A-3B=2  |B=-7

doncf(x) = —%e‘(3/2)x.
d) Commeh = |f| = h(x) = |f(x)| =
|_Ee—(3/2)x| _ |E| e—3%/2 — Ee—3x/2_

3 3 3
3.  Soit ¥ la fonction définie par :
Yx)=x—-2+ %e‘:"‘/z.
a) Vx€eIRWY(x)=1-—e 32
V x € |—o0; 0], ¥'(x) < 0, ¥ est décroissante sur
]—o0; 0].
V x € [0; +oo[, ¥'(x) = 0, ¥ est croissante sur
[0; +oo[
: 1 2 2 _
lim W00 =lim [x (1 - £ + 55)] = +0
X =0 x5 —00
lim W(x) =lim [x — 2 + 2 e73%/2| = +oo
X - +oo )

X - 400
X —00 0 +o0
W' (x) — | +
Y(x) | +oo N —-1,33 7 400
b) lim[¥(x) — y] =lim Ee‘3x/2] =e*=0
X — +0o x > 400

alors la droite (d) d’équatiopn= x — 2 est une

asymptote oblique &y en+co. CommeW¥(x) —y =

%e‘3x/2 > 0 donc la droite (d) est au-dessougCde

c) Tracer Cy et (d).

/

d) W0)=0-2+2e°
2 _ 1
Y =1-2+3(e7??)

3 les solutions

W(@2)=2-2+2(e32) ..
Yn)=n-2 +§(e‘3/2)n.
Son =¥(00)+¥(1)+--+¥(1n)

_ n(n+1) 2 1-e~3+1)/2
SO,n = —2n+ E X —1_6_3/2
lim[e3D/2] = 0
nw- +oo

lim[Soln] =lim [n(nTH)] = 4o

no 40 s 4o

Probléme 157 :

Partie A

1. Résoudre dans IR I'équation différentielle
(Eo) y'—2y'+y=0.

2.  SoitI'équation différentielle (E) :

y"' =2y +y=x*—4x+ 2. Vérifier que le
polyndmeh défini sur IR par h(x) = x? est une
solution particuliére de (E), c'est-a-dire que, pou
tout x de R,h"'(x) — 2h'(x) + h(x) = x> — 4x + 2.
3.

a) Montrer que si f est solution de (E), c’est-a-
dire, si pour tout x réel, f"'(x) — 2f'(x) + f(x) =
x? — 4x + 2, alors la fonctiong, telle queg = f —
h, est solution de (k).

b)  Réciproquement, montrer que sig est
solution de (k) alors la fonction f, telle que

f = g + h, est solution de (E).

c) En déduire la forme générale des solutions de

(E) sur IR.

8. En déduire une solutiong de (E) satisfaisant
ap(1)=1etdp'(1) =0.

Partie B Etude de la fonctionf et tracé de sa
courbe représentative.

1.  On considere la fonction définie sur IR, par
f(x) =x*—2(x—1)e* 1.

a) Deéterminer la limite de f en —oco et en+co.
b)  Calculer f'(x) pour tout x réel et en déduire
le sens de variation d¢ sur IR.

c) Dresser le tableau de variation d¢.

2

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur
IR une solution unique. On notex cette solution.
b)  Montrer que « appartienta |1,7;1, 8].

3. On appelle ) la parabole d’équationy = x2.
a)  Etudier la position relative de Cretde ).
b)  Calculer la limite de f(x) — x? quand x tend
vers —o.

c)  Tracer Cy et (') d'unité graphique 1 X 2.
Partie C Calculs d’aires

Soit 4 un nombre réel strictement inférieur a 1.
On appelleD, le domaine du plan limité par les

courbes €y et (I') et les droites d’equationsc = A et

x=1.
On note A(4) I'aire du domaine D,, exprimée en
unités d’aire.
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1. Montrer que

AQ) =2(A—1)er 1 —2e*1 4+ 2. (On pourra
utiliser une intégration par parties).

2. Calculer I'aire A(0) du domaineD,.

3. Déterminer la limite de A(4) quand A tend
vers —oo,

Correction :

Partie A

1. (Eg)y'—-2y'+y=0.
E.:r?2—2r+1=0,A=4-4=4=+A=0;
r; = 1 les solutions de générély) sont de la
forme :y = (Ax + B)e”.

2. (E):y" =2y +y=x?—4x+2.
Vx€IR h(x)=x? o h'(x)=2x = h''(x) =2
h€Sg & h"(x)—2h" (x) + h(x) =2 —4x +

x% = x? — 4x + 2 alorsh définie sur IR pah(x) =
x? est une solution particuliére de (E).

3.

a) SifeSpef'(x)-2f'()+fx)=x*-
4x + 2 or

heSgE & h"(x) —2h'(x) + h(x) = x* — 4x + 2
en soustrayant on aura if " (x) — 2f'(x) + f(x) —
[R"(x) — 2R (x) + h(x)] = x? —4x + 2 —

(x?2 —4x+2)

[f" () = h" GOl = 2[f"(x) — K" ()] + [f (x) —
h)]=0e (f—h)"(x) —-2(f —h)’(x) +
f—-hE)=0o0rg€Sg)=g'(x)—29"(x) +
g(x) =0 cest-a-dire(g = f —h) €S &
fF—n"0)-2(f —h)' @)+ (f —h)x)=0dou
g = f — h, est solution de &

b)  fE€Sm e X)) - 2f () + fx) = x% -
4x + 2 C'est-a-dire(g + h) € Sy = (g + h)"(x) —
2(g+h)'(x)+ (g +h)(x) =x>—4x+2 en
développant on aurag’’ (x) — 2g'(x) + g(x) +
h"(x) — 2h'(x) + h(x) = x? —4x + 2 orh""(x) —
2h'(x) + h(x) = x? — 4x + 2 doncg” (x) —

29" (x) + g(x) + x? —4x + 2 = x? — 4x + 2 C'est-a-

direg” (x) —2g'(x) + g(x) = 0 d'ou g est solution
de (k).
c) Commef = g+ h est solution de (E) alors

f(x) = g(x) + h(x) les solutions de générdlE) sont

de la forme f(x) = (Ax + B)e* + x2.
4. ¢p(x)=(Ax+Be*+x? = ¢p'(x) =

(A+ Ax + B)e* + 2x.

la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions
{¢(1)=1 {(A+B)e+1=1 {A=—Ze_1

¢'(1)=0 (2A+B)e+2=0 B=2e7!
Vx €IRP(x) = (2e7! — 2e tx)e* + x?
Vx€EIRP(x) =2(1 —x)e*e ™! + x2
Vx€IRP(x) =2(1 —x)e* 1 + x2

Vx€EIRp(x) =x%—2(x —1)e* !

Partie B

1. f(x)=x*-2(x-1)e* L
a) Determiner la limite de f en —oco et en+co.

X — 00
Posonst=x—1<=>x=t+1<:>{
t > oo

lim £ (x) =lim[(t + 1)? — 2tet] =lim[t?] = + o
X+ —0 tPH» —00 tl—)—OOt
lim f(x) =lim[t? — 2tet] =lim [tz (1 - 2%)] = —o
x>+ 400 t - 400

b) f'(x)=2x— 2xe* ! =2x(1-e*1)

Vx €]—00;0[U]1; +oo[ f'(x) < 0, alorsf
strictement décroissante Juroo; 0[ et sur]1; +oo.

et

Vv x €]0;1[ f'(x) > 0, alorsf strictement croissante

sur]0; 1[.
c) Dresser le tableau de variation d¢f

x | —oo 0 1 +o0
f'(0) - [+ ] —
f(x) | 400 N 27 2 1 N —oo
2

a) Onremargue qug strictement décroissante sur

X 3 X X 3 3 X X 36 3 X 5 36 2 2 X X 5 0 26 2 2

]11; 4oo[. De plus0 € ]—oo; 1[ d’aprés le théoréme des

valeurs intermédiaires I'équatigifx) = 0 admet sur
IR une solution unique telle quef (a) = 0.
b)  Montrer que « appartient a]1,7; 1, 8].
f(1,7) =7,07.10"% etf(1,8) = —0,32
£(1,7).f(1,8) < 00u0 € ]1—0,32;7,07.1072|
donconal7<a<1,8
3. On appelle ) la parabole d’équationy = x2.
a)  Etudier la position relative de Cretde ).
fxX)—y=f(x)—x%=-2(x—1)e* ! son signe
dépend de celui de2(x — 1)
x —00 1 +o0
f(x) = x° + | -

Vx €J]—oo;1[ f(x)—x%2>0 alorsCy est au dessus
de la parabolel{) sur]—oo; 1.

Vx € ]1; 400 f(x) —x* < 0 alorsC est au dessus
de la parabolel) sur]1; +ool.

b) lim[f (x) — x?] =lim[-2te‘] = 0

t » —oo

X > —o0
c) Tracer Cs et ()
THEEAY VRN 7

Partie C Calculs d'aires
Vx €J]-oo;1[ f(x)—x?% = f(x)—x%>0.
1. AQ)= f;[f(x) — x%]dx = f;(Z —2x)e* ldx

AQQ) =2 f; e tdx —2 f; xe* ldx
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Or [} xe*~tdx = [xe* 1]} — [} e*1dx
A(d) = Zf;ex_ldx —2[xe* 1) + Zfal %=1y =
A(A) = 4fllex—1dx _ Z[xex—l]i — 2[(2 _ x)ex_l]i
AN =2-22-Der1=2421-2)et1 =
24+2(1—-1- 1)e)"_1 =21 — l)ell—l —2er14 9
AN =2(1— 1)6/1—1 —2et 142
2. A(0)=2(0-1)e"1—2e014+2=2 _g.
lim A =lim [2 — 2(2 — D)e* 1] =2

3. A —0 A —o0

Probléme 158 :

1. On considére(E) I'équation différentielle du

second ordre ;y”’ — 2y’ +y = x* — 11.

a) Vérifier que la fonction g définie sur IR par

x% + 4x — 5 est une solution d€E).

b)  Démontrer qu'une fonction h deux fois

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement

si la fonction h — g est solution de I'équation

différentielle (F) : y”’—2y’+y =0.

c¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d) En déduire 'ensemble des solutions d¢E).

e) Déterminer la solution particuliere de (E)

vérifiant les conditionsh(0) = —5 eth’'(0) = 5.

2. On considére les fonctions numériquea et v
vix) =(x+2)e*+2

ux)=((x+1e*+2x+4

a) Etudier les variations dev et dresser son

tableau de variation. En déduire le signe de(x).

b)  Etudier les variations deu et dresser son

tableau de variation.

c)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une

unique solutiona. Vérifier que -2 < a < —1,9.

En déduire le signe dau(x) sur IR.

3.  Soit f la fonction définie sur IR par

f(x) = xe* + x* + 4x — 5.

a) Montrer que V x € |—oo; +oo[, f'(x) = u(x).

Dresser le tableau de variation d¢f.

b)  Montrer que la courbe H d’équation

y = x* + 4x — 5 est asymptote &, en—oo.

définie sur IR par{

c) Tracer Cy.
Correction :

b) (E):y”—2y’+y=x*—-11.

a) VxelRgx)=x*+4x-5

g =2x+4o g"(x) =2.

JESHm e 9 () -2’ () +gx)=x*-11
24+42-4x-8+x2+4x-5=2x*-110=0,
d'ouV x € IR g(x) = x% + 4x — 5 est solution d¢E)
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b) heSE & h’(x)—2h'(x)+h(x)=x%*+
4x — 5 Or cette hypothése sera vérifier a partir de :
(h-—g) eSSk = (h—g9)"(x)-2(h—-g)'(x) +
(h — g)(x) = 0 ce qui donne

R (x) = 2R'(x) + h(x) = g"(x) = 2g'(x) + g(x)
OrgeSm e g'(x)—2g9'(x)+gx) = x% +
4x — 5 donch”’(x) —2h’(x) + h(x) = x> + 4x — 5
ce qui prouve qué est une solution de I'équatigB).
c) r?’-2r+1=(—1)2=0,apourracine
double 1. Les solutions de I'équatidfir) sont de la
forme doncy = (A + xB)e*, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.
d) Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
h(x) = (A+ xB)e* + x% + 4x — 5, oU A et B sont
des constantes réelles quelconques.
e) Vx€IRh(x)=(A+xBe*+x%+4x—5
Vx €IR h'(x) =(A+xB+ B)e* +2x + 4
la solution particuliére d€E) vérifiant les conditions
h(0) = -5 A+1=-5 A=0
{h(’(z))=5 (:){A+B+4=5(:){B=1
Vx €IR h(x) =xe* +x*+4x—5
5 { v(ix)=(x+2)e*+2

' ux)=(x+1e*+2x+4
a) variations dev :
limv(x) =lim[(x + 2)e* + 2] = 2
X —00 X > —00
limv(x) =lim[(x + 2)e* + 2] = +»
X 400 x - 400
vV x € IR, v'(x) = (x + 3)e*, alorsv strictement
décroissante syroo; —3[ etu est strictement
croissante sur3; +oo[. u(—3) = 1,95

et

X —00 -3 400
v'(x) - | +
v(x) | 2 \ 195 /7 4w

comme le minimum est positifu(—3) = 1,95 alors
Vx €IR, v(x) > 0.

b) variations deu:

limu(x) =lim[(x + 1)e* + 2x + 4] = —
X — —00 X — —00

limu(x) =lim[(x + 1)e* + 2x + 4] = 4
X — 400 X P 400

Vx €IR u'(x) = (x+2)e*+2=v(x) >0, alorsu
strictement croissante SIR.

et

X —00 + 00
u'(x) +
u(x) | —oo 7 +00

Cc) u estcontinue et strictement croissante sur IR.
Elle réalise une bijection de IR sur IR. Or

u(—o0). u(+0) < 0 et0 € |—oo; +oo[, donc d'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires I'équation

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 56 36 2 X 56 36 2 X 06 3 24 50 06 5 24 36 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 3 36 2 X 5 26 2 X 5 36 26 26 2 5 5 26 26 2
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u(x) = 0 admet une unigue solutientelle que si la fonction h — g est solution de I'équation
u(a) = 0. différentielle (F) : y”’—y’—2y = 0.
Vérifier que -2 < a < —1,9. b) Résoudre I'équation(F) dans IR.
{ u(—2) =-0,135 - c) En déduire I'ensemble des solutions déE).
u(—=1,9) = 6,53.1072 d) Déterminer la solution particuliere de (E)
{ u(=2).u(-19) <0 vérifiant les conditionsh(0) = 1 eth’(0) = 6.
doncona —2<a<-19 B.  Soit f la fonction définie par :
signe deu(x) suivant les valeurs du réek 3e2*+x—2 six<0
X | =% a +oo f(x)={1+ln(x+1) six>0
Lu®) — | + 1. Déterminer les limites defsur Dy.
N f(x) = xe* +x +’4x -5 2.  Etudier le sens de variations d¢f.
Z) :';C € ]-oo; +oof, f(x) = (x + e + 2x + 3. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
=u(x).

0. En déduire queC; admet deux demi-tangentes

tableau de varlatlo'n def ) To- et Ty+au point d’abscissed dont on
V x € |—o0; +ool, f'(x) = u(x) alorsf strictement déterminera les équations réduites.

décroissante syr-o; a] etf est strictement croissante Dresser le tableau de variation d¢f.

sur[a; +oof. 5.  Déduire I'existence d’'une asymptote (d)
lim f (x) =lim[xe* + x% + 4x — 5] = +

et oblique aCy ; donner son équation et préciser les
XH —00 xBb —00 . .
lim £ (x) =lim[xe* + x + 4x — 5] = 4+ positions relatives deCy et (d). Montrer que C¢
X +0 x> 400 admet une branche infinie ert-co. Laquelle ?
,x —0 a +00 6.  Tracer Gy ; (d) ; To- etTy+.
€9 — | + 7. On considére la restriction def sur ]—oo; 0[.
f(x) | +oo ™ flg » 4o Soit A est un nombre inférieur a0.

i —_ =i X] =
b) lim[f(x) = y] =lim[xe*] = 0 a) Calculer encm? I'aire A(4) de la région du

X — —00 X — —00 . ] )
alors la courb@( d’équationx? + 4x — 5 est plan limitée par la courbeCy, la droite (d) et les
asymptote & en—co. droitesx = 0 etx = A.

c) Tracer €y b)  Calculer la limite de A(4) en+oo.

8. Déterminer graphiqguement, suivant les
valeurs de réelm, le nombre de points
d'intersections deCy avec la droite(D,,) d’équation

y=m.
Correction :

A (E):y’—-y —-2y=x—-2.
F):y’+y’—-2y=0.

1. Déterminons le réela pour que g définie sur
IR par g(x) = ax + b soit solution de(E) :
VxeIRgx)=ax+bheo gx) =ae= g'(x) =

Probléme 159 :unité graphique 2 cm

0.
A.  On considére(E) I'équation différentielle du JgESH e g x)+g'(x)—29(x)=0+a-
second ordre y”’ —y’— 2y =x — 2 ax—-b=x—-1—-ax+a-b=x—-2<a=-1
1. Déterminer les réelsa et b pour que la oub=1,douvxegkx)=—x+1.
fonction g définie sur IR par g(x) = ax + b soit 2.
solution de (E), I'équation différentielle. a) heSg S h’(x)—h'(x)—2h(x) =x—2
2. Or cette hypothése sera vérifier & partir de :
a) Démontrer gu’'une fonction h deux fois (h—g)€Sm & (h—g)"(x)+ (h—g)'(x) -

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement 2(h — g)(x) = 0 ce qui donne
h”(x) —h'(x) = 2h(x) = g"'(x) — g'(x) — 29 (x)
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OrgeSepy e g"(x)—g'( )—-29(x) =x-2
donch’’(x) —h’(x) — 2h(x) = x — 2 ce qui prouve
queh est une solution de I'équati@B).

b) Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristiquer? —r —2=0,A=9, a
pour racines-1 et2. Les solutions de I'équatidfir)
sont dongy = Ae?* + Be™¥, ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.

c) I'ensemble des solutions d€E) : Les solutions

de I'équation(E) sont de la formeh(x) = Ae?* +

Be™™ + x — 2, ou A et B sont des constantes réelles

guelconques.
d) Vx€elIR h(x)=Ae?*+Be™*+ x —2
Vx €IR,h'(x) = 2Ae?* —Be™* + 1
la solution particuliere d€E) vérifiant les conditions
h(0)=1 A+B=3 A=3
{h’(0)=6 {ZA—B=6‘:’{B_0
IR, h(x) = 3e?* + x — 2.
_ T+x—-2 six<O0
B f= {1 +In(x+1) six=>0
1. D =IR lim f (x) =lim[3e?* + x — 2] = —
X —» —00 X — —00
lim f(x) =lim[1 + In(x + 1)] =
X = +o00 X = +o00
2. Vx<0,f(x)=6e**+1>0etvVx =0,
f'lx) = ﬁ > 0 alorsf strictement croissante sur

]—o0; 0 et sur]0; +oo].

3. continuité en 0 :

lim f(x) =lim[3e?* + x — 2] = 1,
x— 0" xe»0”

limf(x) =lim[1+In(x+1)] =1
x+» 0t xe-0F

f est continue ef.

est.Vxe€

et

etf(0) =1, alors

2x _

Dérivabilité de f en0 ; L& g(o) 3 ;x 2=

2x _
62 — L + 1, on en déduit que

f(x) f(O)

lim———= ] 7 et

X O x - O‘
. fE)=f0) _ _
im===5—=fa(® =1 4oncr nest pas dérivable
x - 0t

en 0. Par conséquefit admet deux demi-tangentes au

point d’abscisse 0 dont les équations réduites:sont
To-ty=7x+1etTy+ :y=x+1
4.  Dressons le tableau de variation dg.

X —00 0 400
f'(x) + || +
f(x) | m0 2~ 1 7 oo

5.  Onremarqu¢(x) — (x — 2) = 3e%* et son
llm[f(x) — (x—2)] =lim[3e?*] =0

—00 X — —00

limite est alors
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la droite (d) d’équatioly = x — 2 est une asymptote
oblique aCr en—oo.

CommeY x € IR f(x) — (x — 2) = 3e?* > 0 alorsCy
est au dessus de la droite (d) sur IR.

f( ) _ [ n ln(x+1)
X P +oo X — 400
branche parabolique de direction (Ox)dew.
6. Cyentraitplein; (d); To- etTy+:

lim == ] 0 alorsC; admet une

T —
Y

e

7. A<O0etf(x)—(x—2)=3e**>0
a) U= f;[f(x) —(x—=2)]dx = f;[Sezx]dx =
Eer]Z — % [e2¥]0 = %(1 —e?h),

AA) = 4Ucm? = 6(1 — e?*)cm?
lim A (1) =lim[6 — 6e2*| = 6 cm?

b) cari <0
A—- 40 1 400
3 {(Dm) // (0x)
' D) NCr -

m € IR, il y a un seul point d’'intersection.
Probleme 160 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du

second ordre )y’ +y=x—1.

1. Alaide d'une intégration par parties,

calculer [;" ef(t — 1dt.

2.

a)  Soitu une fonction dérivable sur IR, on pose

g(x) = u(x)e™*. Montrer que la fonction g est

solution de(E) si et seulement si, pour touk de IR,

u'(x) = (x—1)e*.

b)  Alaide de la question 12 a), déterminer

toutes les fonctionau vérifiant, pour tout x de IR,

u'(x) = (x—1)e*.

3. En déduire I'ensemble des solutions d€E).

4, Déterminer la solution particuliere de (E)

pour laquelle I'image delestO.

B.  Soit f la fonction définie par :
_((x=2)+e™*! six< 1

f@) _{ 1—-e 1 six>1

1. Determiner les limites def'sur Dy.

2.  Etudier le sens de variations d¢f.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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3. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en
1. En déduire queCy admet deux demi-tangentes
au point d’abscissel dont on déterminera les
équations réduites.

4. Dresser le tableau de variation d¢f.

5. Montrer que €y admet une branche
parabolique de direction (Oy) en—o

6.  Tracer Cy et les demi-tangente¥;- et Ty +.

7.  On consideére la restriction def sur ]1; +oof.
Soit a est un nombre supérieur 8.

a) Calculer l'aire A(a) de la région du plan
limitée par la courbe Cy, I'axe des abscisses et les
droitesx = 2 etx = a.

b)  Calculer la limite de A(a) en+oo.

8. Déterminer graphiquement, suivant les
valeurs de réelm, le nombre de points
d’intersections deCy avec la droite(D,,) d’équation
y=m.

Correction ::

A (E):y+y=x-1.
1L flett—Ddt=[et(t—DIF — [ etdt =
[et(t—2)]f =e*(x—2) +e.
2.
a) w()=@x-1De* o ulk) =[] ef(t—1dt
u(x) =e*(x —2) + edoncg(x) = u(x)e™ =
gx)=x—-2+el™ o g'(x) =1 —el™* vérifions
cette hypothéseg est solution d€E) ssi
g +gx)=1+el™ 4+x—-2—-el*=x-1
ainsi la fonctiory est solution d€E) si et seulement
si, pour toutx de IR,u'(x) = (x — 1)e™.
b) Onsaitg'(x) + gx) =x-1
gx)=ux)e™ & g'(x) =u'(x)e™ —u(x)e™
g +gx)=ue™ —ulx)e™* +ulx)e™ =
Ux)e*=x—-1=u'(x) = (x —1)e” .
3. I'ensemble des solutions d€E).
Commeg est solution d€E) avecg(x) = u(x)e™ =
e *le*(x—2)+ ki) =(x—2)+ ke ¥ ouk, est
une constante réelle quelconqig = k + e). Donc
les solutions d€E) dont les fonctiong — (x — 2) +
kie™*.
4.  la solution particuliere de (E) pour laquelle
limage delest0: g(1) =0
g1)=1-2)+kie! =0k, =e.Doncla
solution particuliére déE) pour laquelle I'image dé
est0 estx » (x — 2) + e™**1,

_((x=2)+e ™! six<1
5 f(x)—{ 1-e*lsix>1
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1. D, =R mfG) =lime™™] = +oo o

X — —00 X — —00
limf(x) = lim[1 —e™**1] =1
X 400 x> 400
2. Vx<1,f'(x)=1—e*1 < 0doncf
strictement décroissante Jufco; 1]
Vx>0, f'(x) =+e ¥ >0 doncf strictement
croissante sujl; +oof.
3. continuité en 1 :
lim f(x) =lim[(x — 2) + e **1] = O
x— 1" x— 1"
limf(x) = lim[1—e**1] =0
x— 1t xe 1t
f est continue ef.

etf(1) =0, alors

1— e—x+1

Dérivabilité de f en1: fa- :(1) —1

—x+1_

— 11, on en déduit que
L SCO-F) o Te*oay
lim x—-1 =l [ —x+1 ] =1 et
x - 17* x - 17
o FOO-f)
lim = fa

e

M= O, doncf n’est pas dérivable
x> 17
en 1. Par conseque@it admet deux demi-tangentes a

3 X X 3 3 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 3 2 X 5 36 2 2 2 5 5 56 26 2

X = OO X = OO
admet une branche parabolique de direction (Oy) e

—00,

point d’abscisse 0 dont les équations réduites:sont i
T-:y=0etT+:y=x—-1. <+
4. Dressons le tableau de variation dg. i
X | = 1 +o0 Hr
') - | ] + *
f(x) Yoo N 0 , 1 *
f( ) e —-x+1 i

5. [1 ] + alorscy Ind
*

My

6. Cyentraitplein etTy- etTy+:

F

|

7. a > 3.

a) A= [, f)dx = [[1—e*]dx =
[x+e Y =a+e 1 -2—c.

b) limA(a) = lim[a+e %1 —2—e] =+
a +oo x - 400

{(Dm) // (0x)

8. :
(Dm) n Cf

X 3 3 X X 3 3 X X 2 3 X 5 36 5 2 56 36 X 5 36 2 2 5 56 26 2 0 2 2
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m = 0, il y a un seul point d’intersection.
m € ]0; +oo], il y a deux points d’intersection.

Probléme 161 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre 2y’ +y = x? + 2x — 2.

1. Déterminer les réelsa, b et c pour que la
fonction g définie sur IR par g(x) = ax? + bx + ¢
soit solution de(E), I'équation différentielle.

2.

a) Démontrer qu'une fonction h une fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonction h — g est solution de I'équation
différentielle (F) : 2y’ +y = 0.

b) Résoudre I'équation(F) dans IR.

c) En déduire I'ensemble des solutions déE).
d) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant z(0) = 0.

B.  Soit f etules fonctions définies par :

f(x) = —2ez4+x%—2x+2et

u(x) = e_; +2x — 2.

1.

a) Etudier les variations deu sur IR.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution a sur l'intervalle [—5; —4, 8] et une autre
B sur lintervalle [0, 5;0,7].

c) Endéduire le signe dau(x) sur IR.

2. Déterminer les limites defsur Dy.

3.  Etudier le sens de variations d¢f.

4. Montrer que f(a) = (a+1—V3)(a+1+
3et ff=F+1-3F+1+3.

Dresser le tableau de variation de¢f.

5. Tracer Cg( étudier les branches infinies).

Correction :

A, (BE):2y’+y=x*+2x-2.
(F):2y’+y=0.

1. Déterminons les réels, b etc pour que g
définie sur IR par g(x) = ax? + bx + ¢ soit
solutionde(E) : Vx € IR, g(x) = ax?+ bx+c &
g'(x) = 2ax + b.

gESE & 29’ +g=4ax+2b+ax*+bx+c=
x’+2x—2ea=1,b=-2etc=2douvxe
IR, g(x) = x% — 2x + 2.

2.

a) Démontrons queh 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h — g est solution de&(F) :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

heSg & 2h'+h=x*+2x—2;g€SE <
29’ + g = x* + 2x — 2. En soustrayant membre a
membre,on&h—-g)'+(h—g) =0,0or(h—g) €
S < 2(h—g)' + (h—g) =0, alorsh € S).

b) Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiafF) sont dongy = Ae‘g,
ou A est constante réelle quelconque.

c) I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme

X
z(x) = Ae 2 + x% — 2x + 2, ol A est constante réelle
quelconque.

d Vx€lIR z(x)=Ae z+x%—2x+2
0

z(0)=Ae 24+ 0?-2X0+2=0=A=-2.
Vx €IR z(x) = —2e 2+ x%—2x + 2.
B. f(x)=-2ez+x*—-2x+2et
u(x) = e_g +2x — 2.
1.

a) les variations deu sur IR :

Vxe€IR u'(x) = —%e"E + 2 ; alorsu est strictement
décroissante syroo; —4In 2] etu est strictement
croissante sur—41n 2 ; +ool.

limu(x) =lim [e_E + 2x — 2] =40 o

X — —00 X - —00

limu(x) =lim [e_g +2x — 2] = 400

X+ 41w
X —o00 —41In?2 400
w'(x) ~ | +
u(x) | +oo N -354 » 4o
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b)  u(=5) =0,1824; u(—4,8) = —0,576

1(0,5) = —0,2214 ; u(0,7) = 0,1046.

u est continue et strictement décroissante sur

[—5; —4,8] etu est continue et strictement croissante
sur[0,5;0,7].

Sur[-5; —4,8], u est bijective et

u(—=5) x u(—4,8) < 0.

Sur[0,5;0,7], u est bijective et

u(0,5) X u(0,7) < 0. Selon le théoreme des valeurs
intermédiaires, on a :

I'équationu(x) = 0 admet une solutioa sur
I'intervalle [—5; —4,8] et une autr@ sur lintervalle
[0,5;0,7].

c) lesigne deu(x) sur IR.

V x € |—o0; a] U [B; +oof, u(x) = 0.

Vv x € [o; B], u(x) < 0.

d) limites de fsur Dy :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 3 X X 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 06 3 2 5 06 5 24 36 36 X 5 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 5 36 0 2 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 2 06 26 26 2 5 0 26 26 2
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X 3 3 X X 3 30 X X 34 5 2 34 26 X X 36 3 X 5 36 b X 5 36 2 X 0 3 24 56 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 b X 3 36 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 34 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 26 26 2

lim £ (x) =lim [—Ze-§ Fx? -2+ 2) =0 o

X =0 x5 _—0

lim f(x) =lim [—Ze_g +x%—2x+ 2] =400
XPF0 4 4o

e) sens de variations d¢ :
Vx€IR, f'(x) = —%e_i + 2 = (x); alorsf est

décroissante suu; ] etf est strictement croissante

sur]—oo; a] et surB; +oof.

f) Onsaitquei(a) =e z2+2a—2=0¢<

B
ez=2-2ao0uu(f)=e 2+2-2=0<

2

B
e 2z =2 —2p enremplagant, on aurg(a) =
—2ez+a?—-2a+2=—-4+4a+a’*-2a+2=

a2+2a—2=(a+1—\/§)(a’+1+\/§)et
f(/i)=—2e‘§+/32—2/3+2=—4+4/3+/32—

2+2=p%+28-2=(B+1-V3)(B+1+
3.

tableau de variation def :

X | —oo a B +00
f'(x) + | - +
f@ =0 7 fl@ N fB 7 +w

g) Cyentraitplein

o f) . e 2 2|
llmT—llm —27+x—2+; _OO,C’f admet

X P+ X - 0

une branche parabolique de direction (Oy) a l'iiefin

Probléme 162 :

A.  Soit (E) I'équation différentielle du second
ordre: 4f”+4f’+ f = 0.

1. Résoudre I'équation(E) dans IR.

2.  Deéterminer la solution particuliere dont la
courbe représentative, tracée dans un repére

orthonormal ( 0; 7, j), passe par le point A(0 ;4) et

admet en ce point une tangente de coefficient
directeur -1.

B.  Soit f la fonction définie par :
1

f(x) = (x +4)e 2",

1.

a) Déterminer les limites def.

b)  Etudier le sens de variations d¢.

c) Dresser le tableau de variation d¢.
Deéduire I'existence d’une asymptote &; ;
donner son équation. Montrer queC; admet une

branche infinie en—co. Laquelle ?

3. Donner une équation de la tangent®& au
point d’abscisse nulle.

4.  TracerCretT.

5. n € IR, on appelleD,, la droite passant par le

point A et de coefficient directeurn.

a) Déterminer une équation de la droiteD,,.
b)  Préciser, lorsquen = 1, les points
d'intersection deD,, etCy.

6. On désigne par F la fonction définie par :

F(x) = (ax + b)e_%x.

a) Déterminer les constancea et b pour que F
Soit une primitive.

b)  a estun nombre supérieur &-4. En déduire
l'aire A(a) de la région du plan limitée par la
courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites= —4,
X =a.

c) Calculer la limite de A(a) en+oo.

C.

1. Utiliser la courbe Cf pour représenter
graphiguement, dans le méme repere, la fonction

1
=X

définie par h(x) = |x + 4|le 2",
2. Résoudre graphiquement I'équation|x +
4e—12x=m ou melR.

Correction :

A, (E):4f’+4f’+f=0.
1. Résoudre I'équation(E) dans IR.
L’équation caractéristique 4r2 + 4r +1=0,A=0

a pour racine- % Les solutions de I'équatidik) sont

1
doncy = (Ax + B)e 2¥, ol A et B sont des constant

réelles quelconques.

2.  solution particuliere g : Au point A(0 ;4) on a:

1
g(0)=(Ax0+Be =4 B=4.
1
g(x) =(Ax+B)e 2" & g'(x) = (—%Ax—%B +

1
A) e 2*. Tangente au point A :on a :g'(0) =
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

1
(-34x0-2B+A)e"=-1=A4=1.0Onala
1
solution particuliére g(x) = (x + 4)e 2",

1 1 1
B. f(x)=(x+4)e 2" =xe 2" +4e 7",
1.

a) lim £ (x) =lim [(x + 4)e_%x] = % gt

X B —00

X — —00
lim £ (x) =lim [% + %] =0
x — +oo eix eix .
X B 400

’ 1 Ly
b)  vxel-otol () = (~5x—1) ¥
alorsf est strictement croissante $tHoo; —2] et f est

strictement décroissante qu2; +ool.
C) Dressons le tableau de variation dé

x —00 -2 +o
f'(x) + | -
f(x) - 7 5,43 N0
2. Asymptote horizontale d’équatign= 0.
1
= _ (1 + %) e ¥ =+ + -2 on calcule

X >X X
ez xez2

im0 = tim [+

X ez*  xe?*
X > —00
branche parabolique de direction (Oy)-ew.
3. T:y=f'0)(x—-0)+f(0)=—x+4.
4. Tracer Cy et T.

] = 7% doncc; admet une
X — —00

1 :

5.  n €IR, on appell®,, la droite passant par le

point A et de coefficient directeur.
a) Dy:y,=nx—-0)+f(0)=nx+4

b) f(x)=y1<=>e_%x=1(=)x=0.
1

6. F(x) = (ax + b)e 2",
a) F’(x)=(—%ax+a—%b)e_5x=f(x)=

1
(x + 4)e”2*, par identification on a—:%a =l
a=-2eta—1b=4b=-12.
b) a>—-4.F(x)=(-2x— 12)e‘§". EnA(a) =
[% F)dx = [F(01%, = (—2a — 12)e 72 + 4e?.
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lim A (a) =lim | 5= — =+ 4ez] — t4e?
©) a - +oo ez® 2% .
a - +oo
C.

1
1. h(x) =|x+4|e? =
1
{]—oo; —4], h(x) = —(x+4)e
1
[—4;+oo, h(x) = (x+4)e 2
Ch. = Ch— U Ch+ OrCf = Ch.+ donCCh = Ch— U Cf
avece,, définie su IR C,_ définie surl—oo; —4] et
Cr définie suf—4; +ool.
C,_ s’'obtient par la symétrie des abscisses par rapp
a la restriction d¢f sur]—oco; —41].
1
2. Résoudre graphiquementx + 4|e™2* = m ou
m € IR.

. Sim < 0, aucune solution.

. Sim € ]0; h(—2)[, trois solutions.
. Sim > h(—2), unique solution.

. Sim = 0, unique solution : -4.

. Sim = h(—2), deux solutions.

Probléme 163 :

A.  Ondonne I'équation différentielle (E) :
f'+2f + f =0.0n pose : pour tout nombrex
réel : g(x) = e*k(x).
1. Démontrer que k est solution de (E) si et
seulement si, pour tout nombre réek, g''(x) = 0.
2.  Résoudre I'équation différentielle :g'" = 0.
3.  En déduire les solutions (E).
4, Déterminer la solution particuliere dont la
courbe représentative, tracée dans un repére
orthonormal (0; 7, j), passe par le point A(0 ;2) et
admet en ce point une tangente de coefficient
directeur -1.
B. Soit h la fonction définie par :

(x+2)e™ six<0
h(x) = {x%— In(x+1) six=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. En déduire quecC;, admet deux demi-tangentes
au point d’abscisse 0 dont on déterminera les
équations réduites.
2. Déterminer les limites deh.
3. Etudier le sens de variations déx.
4. Dresser le tableau de variation dé.
Déduire I'existence des branches infinies &,
en—oo et en+oo.
6.  Tracer C;, et les deux demi-tangentes.
C.

o
X 3 3 X X 3 30 X X 3 5 2 36 2 X 5 36 3 X 5 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 06 5 24 36 36 X0 50 36 26 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 2 2 56 36 2 4 36 26 XS 36 2 X 54 36 2 X 5 36 26 26 2 5 5 26 26 2
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1.  Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une
solution unique a sur l'intervalle [1;1,5]. Donner
une valeur approchée dex 21072 prés.

2. Calculer l'aire A(a) de la partie comprise
entre la courbeCy, et les droites d’équationst = —2

lim c/l(a)

etx = a avec a € [1; 1, 5]. Calculer
a~-0

Correction :

A E):f'+2f +f=0/g(kx) = e*k(x).

1. Démontrons que k est solution de (E) ssi, pour
tout nombre réelx, g"’'(x) = 0:V x € IR,

g(x) = e"k(x) & g'(x) = e*[k'(x) + k(x)]

g'(x) = e*[k'(x) + k(x)] & g"(x) = e*[k"(x) +
2K r+kror g”r=0alorsk” x+2k' r+kr=0et k est
solution de (E), alor" + 2k’ + k=0  k"(x) +
2k'(x) +k(x) =0

alors k est solution de (E).

2. Résoudreg” = 0.

L’équation caractéristiqgue r? = 0 & r = 0. Les
solutions de I'équatiog’ = 0 sont dong(x) =

(Ax + B), ou A et B sont des constantes réelles
guelconques.

3. g(x) = e*k(x) & k(x) = g(x)e™™ . Comme
k € Sg etg(x) = (Ax + B) alors les solutions de (E)
sont de la formé&(x) = (Ax + B)e™ ouf(x) =

(Ax + B)e™ ou A et B sont des constantes réelles
guelconques.

4.  solution particulieref : Au point A(O;2)ona:
fO)=(A%X0+Be "=2B=2.
fx)=Ax+Ble*=g'(x) =(-Ax—B +
A)e™*. Tangente au point A : on &"(0) =
(FAX0—B+Ae "=-1<=A4=1.0nala
solution particuliere f(x) = (x + 2)e”*.

(x+2)e ™ six<O0
B. h(x)= {i— In(x+1) six=>0
x+1
1. la continuité et la dérivabilité deh en0 :
limh(x) =lim[(x + 2)e™™] = 2
x—»0T x+o0”
lim h(x+) =lim [m —In(x + 1)] =2 alorsh est
x>0 x - 0t
continue en 0.
h(x)—h(0) _ [(x+2)e™*-2]e* _ 1 2 % e*-1 % i
x—0 xex ex x ex
1 -x—3
Vx 20, h'(x) = (x+1)2 T 2

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

. h(x)-h(0) _,. 1 e*—-1 11_

lim—=——— =lim [ex 2 X . X ex] =-1 ot

x e 07 x> 07

. h(x)-h(0) _ o

lim === =ha'(0) = ﬁ = —3, comme
x -0t *

hg'(0) # hd'(0) alorsh n’est pas dérivable en 0. par

conséquent, admet en ce poir deux demi-

tangentesTy-:y = —x + 2 etTy+:y = —3x + 2. Ce

point est anguleux.

0 limh(x) =lim[(x + 2)e™*] = —
X —00 X B> —00

lim h(x) =lim [— —In(x + 1)]

X+ ¥ 4o

3. Vx<O0,h(x)=(x+2)e ™ <0, alorsh est

strictement croissante s|ioo; —1]eth est strictement

décroissante SL[r—l 0.

Vx =0, h' (x) = (x-l——l)z
décroissante suf; +oo.
4., Dressons le tableau de variation dé :

et

1 —x-3
x+1  (x+1)2

< 0, alorsh est
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X —00 -1 0 400
h' (x) + - [ ] -
h(x) | =0 » 271 N 2 N —oo
S) b ix + ix ona
X e xe
li mh(x) lim = + —

= % donce, admet une
X = OO X I—) — Q00

branche parabolique de direction (OY)-ew
h(x) _ 2 In(x+1)

= ,ona
x +x x
. h(x) 2 In(x+1)] _
lim == =lim [x2+x N , doncC,, admet
X P +oo X — 400

une branche parabolique de direction (OX}ten.
6.  Tracer C;, et les deux demi-tangentes.

C.

1.  hestcontinue et décroissante Eurl,5]. Elle
réalise donc une bijection {i& 1,5] vers

[h(1,5); h(1)] = [-0,11;0,3]. Orh(1) x h(1,5) < 0.
Donc sur{1; 1,5], il a un unique antécédent. Ainsi

I'équationh(x) = 0 admet une unique solution
€ [1;1,5] eta = 1,34.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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2. A() = [ h()dx = [°, h(x)dx +

« — (0 -x a2 _

Jo hGdx = [_[(x + 2)e™]dx + [, [x+1
Invr+1dyr=—x+3e—r-20+2Inx+1—r—IInr+1++0a
=-3+e2+—a+3na+1+a.

CalculondimA(@) = =3 +¢?
a0

Probléme 164 :

A.  Soit (E) I'équation différentielle du second
ordre: f”+2f’+f=0.

1. Résoudre I'équation(E) dans IR.

2. Déterminer la solution particuliere dont la
courbe représentative, tracée dans un repére
orthonormal (0; 1, J), passe par le point A(0 ;2) et
admet en ce point une tangente de coefficient
directeur -1.

B. Soit f la fonction définie par :
fxX)=((x+2)e™™

1.

a) Déterminer les limites def.

b)  Etudier le sens de variations d¢.

c) Dresser le tableau de variation def.

2. Déduire I'existence d’une asymptote &y ;
donner son équation. Montrer queCy admet une

branche infinie en—co. Laquelle ?

3. Donner une équation de la tangent& au
point d’abscisse nulle.

4. Tracer Cy et T.

5. n € IR, on appelleD,, la droite passant par le
point A et de coefficient directeurn.

a) Deéterminer une équation de la droiteD,,.

b)  Préciser, lorsquen = 1, les points
d’intersection deD,, etCy.

6. On désigne par F la fonction définie par :
F(x) = (ax + b)e™.

a) Deéterminer les constancea et b pour que F
soit une primitive.

b)  a estun nombre supérieur &2. En déduire
l'aire A(a) de la région du plan limitée par la
courbe Cy, 'axe des abscisses et les droites= —2,
x=a.

c) Calculer la limite de A(a) en+oo.

C.

1. Utiliser la courbe € pour représenter

graphiquement, dans le méme repére, la fonction
définie par h(x) = |x + 2|e™™.

2. Résoudre graphiquement I'équation/x +
2le ™ =moum € IR.

Correction :

A (BE):f’+2f°+f=0.

1. Résoudre I'équation(E) dans IR.

L’équation caractéristiquer? +2r + 1 =0,A=0a
pour racine-1. Les solutions de I'équatidit) sont

doncy = (Ax + B)e ™, ou A et B sont des constante

réelles quelconques.

2.  solution particuliere g : Au point A(0 ;2) on a:

g0 =(Ax0+Be =2 B=2.
gx)=AUx+Be* = g'(x) =(-Ax—B +
A)e™. Tangente au point A : on g*“(0) =
(FAX0—B+Ae’=-1<=A4=1.0Onala
solution particuliére g(x) = (x + 2)e*.
B. f(x)=x+2)e*=xe*+2e™".
1.

lim f(x) =lim[(x + 2)e™] = —

X —0 X —00

a) et

lim f(x) =lim [e—xx + eix] = 0.
XP+0 4 1o
b) Vxe€]-oo;+oo, f'(x)=(—x—1)e ™ ; alors
f est strictement croissante guoo; —1[ et f est
strictement décroissante Jufl; +o|.

c) Dressons le tableau de variation dg.

X —o00 -1 400
f(x) + | —
f(x) - 7 2,71 N0

2.  Asymptote horizontale d’équatign= 0.
f& _ (1 + 3) e~ = — 4+ 2 on calcule

X X e xe
Fe) _

X - —xoo X — —00

branche infinie er-co.

3. T:y=f'(0)(x—-0)+/f(0)=—x+2.
4. Tracer Cy et T.

~
~
~

lim lim [e—lx + i] =

xeX

~
L.
o~
~
1 ~
(] ~
¥ ~
L]
1
1

[}
.
1 ~
[ ~
~

5 3 X X 3 X X X 2 X 2 2 2

~% donc¢, admet une

/ N
5. n € IR, on appelld,, la droite passant par le
point A et de coefficient directeur.
a) D,:y,=nkx—-0)+f(0)=nx+2.
b) f)=y,oe*=1<=x=0.
6. F(x) = (ax + b)e™™*.

Page 171 sur 215

Th A A A A A A A A A A A A A A A A A A e e b ke e

X 3 3 X X 3 3 X X 3 3 X 5 26 X 2 34 36 X 5 36 3 X 5 36 b X 5 36 2 X 06 3 2 5 06 2 2 536 X 4 36 36 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 26 2 5 06 26 24 56 0



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

a) F=(-ax+a—-b)e™=f(x)=
(x + 2)e™*, par identificationona+a =1 < a =
—leta—b=2<b=-3.
b) a>-2.F(x)=(—x—-3)e™. EnA(a) =
f_az f)dx = [F(x)]%*, = (—a — 3)e™* + 2e2%.
) limA(a) = lim [;—Z - eia + 262] = 2e? .
a = +0o a P +oo

C.
1. h(x) =|x+2|e”™ =
J—o0;—2], h(x) = —(x + 2)e 7"

[~2+00f, h(x) = (x + 2)e &
Cp = Cp— U Cpq OrCf = Cpy doncCy, = Cp— U Cr
avecCy, définie su IR C;,_ définie sur—oo; —2] et
Cr définie suf—2; +ool.

Cy,— s'obtient par la symétrie des abscisses par rappor

a la restriction d¢ sur]—oo; —2].
2.  Résoudre graphiquemenix + 2|e™ = m ou
m € IR.

. Sim < 0, aucune solution.

. Sim € ]0; h(—1)], trois solutions.
. Sim > h(—1), unique solution.

. Sim = 0, unique solution +2.

. Sim = h(—1), deux solutions.

Probléme 165 :
A.  Déterminer la solution def de I'équation

différentielle f* — f' + %f = 0 sachant que sa
représentation graphique passe par le point A de

IJ:me()(x) =44t 1a tangente & cette courbe au point

d’'abscisse 2 est parallele a I'axe des abscisses.
B.  Soit f la fonction définie par :

FX) = (—x + 4)et”,

1.  Déterminer les limites def.

2. Etudier le sens de variations d¢f.

3.  Dresser le tableau de variation def.

4, Deéduire I'existence d’une asymptote &; ;
donner son équation. Montrer queCy admet une
branche infinie en+co.

5. Donner une équation de la tangent& au
point d’abscisse -2.

6. Tracer Cy et T.

7. n € IR, on appelleD,, la droite passant par le
point A et de coefficient directeurn.

a) Déterminer une équation de la droiteD,,.
b)  Préciser, lorsquen = —1, les points
d’intersection deD,, etCy.

8.  On désigne par F la fonction définie par :

F(x) = (ax + b)e%x.

a) Déterminer les constancea et b pour que F
Soit une primitive.

b)  a estun nombre supérieur &-4. En déduire
l'aire A(a) de la région du plan limitée par la
courbe Cy, I'axe des abscisses et les droites= —4,
X =a.

c) Calculer la limite de A(a) en+oo.

Correction :

A (B):f—f+3f=0.

Résoudre I'équation(E) dans IR.

L’équation caractéristique r2 — r +% =0,A=0a
pour racine%. Les solutions de I'équatigii) sont

1
doncf(x) = (Ax + B)ez", ou A et B sont des
constantes réelles quelconques.
solution particuliére g : Au point A(0 ;4) on a:
1
g(0)=(Ax0+B)e" =4 <= B=4.
1
g(x) = (Ax + B)e?* & g'(x) = (%Ax +%B +
1
A) e2”. Tangente d’abscisse 2 paralléle & (Ox)an
2
a:g'(2)= (%Ax2+%B +A)e5=0<=>A = 1.
1
On a la solution particuliéreg(x) = (—x + 4)ez”.
1 1 1
B. f(x)=(—x+4)ez" = —xez* + 4ez".
. 1 1
1. lim f(x) =lim [—xezx + 4ezx] =0 gt
X —» —00 X > —00
1
lim f(x) =lim [(—x + 4)e§x] = —o
xS '
’ 1 1y
2. Vxe]—00;+00[,f(x)=(—5x+1)e2 ;
alorsf est strictement croissante $uio; 2] et f est

strictement décroissante 4@t +oo].
3.  Dressons le tableau de variation dg.

X —oo 2 + o0
£/ + | —
fx)| o ~ 543 N —oo

4.  Asymptote horizontale d’équatign= 0.
£ _

4\ 1
(—1 + —) ez, on calcule
X X

1
% =lim [(_1 + %) egx] = ~%doncC; admet
X —0 x P —00
une branche parabolique de direction (Oyj+en.
5. T:y=f(-2)(x+2)+f(-2)=2e"1x+
10e~1.
6. Tracer Cy et T.

lim
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/

7. n € IR, on appelleD,, la droite passant par le
point A et de coefficient directeurn.

a) Dy, =n(x—-0)+f(0)=nx+4

D) fO) =y, er=1cx=0.

8. F(x) = (ax + b)e%x.

a) F’(x)=Gax+a+%b)e§x=f(x)=

(—x + 4)e%", par identification on a%:a =l
a=-2eta+ib=4ob=12

b) a>—-4.F(x)=(-2x+ 12)e§". EnA(a) =
f_‘:f(x)dx = [F()]%, = (-2a + 12)e%a + 20e72,

1
) lim [(—20: + 12)e2" + 203_2] = —o0
a - +oo

c

Probléme 166 :

A.  On considére(E) I'équation différentielle du

second ordre ;y" + 2y’ — 3y = —4e 3%,

1. Démontrer que la fonctiong définie sur IR

par g(x) = xe~3* soit solution de(E).

2.

a) Démontrer qu'une fonction f deux fois

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement

si la fonctionh = f — g est solution de I'équation

différentielle (F) :y" + 2y’ — 3y = 0.

b)  Réciproguement, montrer que si une fonction

h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est

solution de (E).

c¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d) En déduire 'ensemble des solutions d€E).

e) Déterminer la solution particuliere de (E)
o 1 i =

vérifiant £(0) = 3 et l)in;fig 0.

B.  Soit f la fonction définies par :

_ l -3x
fx) = (x + 3) e X,
1. Déterminer les limites defsur Dy.

2 Etudier le sens de variations d¢f.
3.  Dresser le tableau de variation def.
4 Tracer Cg(étudier les branches infinies).

A

Correction :

A. (E): y'+2y’—3y=—4e 3%
(F):y"+2y’—3y=0.

1. Vx€eIRgkx) =xe* o g'(x) =
1-3x)e = g"'"(x)=0Ox—6)e3*. g€

Speg’'()+2g9'(x)—3g(x)=0Ox—-6+2—
b6x—3xe— 3x=—4e— 3xr=0.

Doncg € S).

2.

) fESE e f()+2f () - 3f(x) =
—4e™  g€SE & g' () +29'(x) —3g(x) =
—4e73% En soustrayant membre & membre, on a
F-9)")+2(f —9)’ () —3(f —g)(x) =0, 0r
h=(f—-g)€SE e h"(x)+2h’(x) —3h(x) =0,
alorsf € S(g).

b) heSE < h'"(x)+2h'(x) —3h(x) =0 et

JESE & g (x)+2g°(x) —3g(x) = —4e 3. En
ajoutant membre a membre, ofiga+ h)" (x) +
2(g+h)’(x) —3(g+h)(x) = —4e™3* orf =
(g+heSe e f"(x)+2f(x) —3f(x) =

—4e 3, alorsh € Sp).

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

L’équation caractéristique estr? + 2r — 3 =
(r+3)(r — 1) =0, les solutions de I'équation
homogeéne sorit(x) = Ae* + Be 3%,

d) I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme

f(x) = g(x) + h(x) = xe™3* + Ae* + Be™3¥, ol A
est constante réelle quelconque.

e) VxE€IR, f(x)=xe 3 + Ae* + Be™3*,

£(0) =0 x e° + Ae® + Be® =§<=>A+B=§.

Vx €IR, f'(x) = e3* — 3xe™3* 4+ Ae* — 3Be~3*.
lim f(x) = lim[xe3* + Ae* + Be™3*] = 0, on

X — +oo X = 400

A=0<=>B=§.

Vx€IR f(x) = (x +§)e‘3x.

B. f(x)= (x+§)e‘3x.

1. limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim [(x + %) e‘3x] = -0 o

X P —00

a:

X > —00

lim f (x) =lim [(x + %) e‘3x] =0
X — +00 x B 400

2. sensdevariationsdg : Vx € IR, f'(x) =

—3xe™3%; alorsf est strictement croissante $Br
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3.  tableau de variation def.

x —0o0 0 +o
JHe3) + | =
fO] —  ~ : N0
o f) . ( +_x) _
4. llmT =lim [e—;] = Cr admet une
X - —00
X — —00

branche parabolique de direction (Oy)-ew.

Tk

%7‘

 §

Probléme 167 :

1. Onconsidere(E) et (E’) les équations
différentielles du 1I*" ordre respectivement définies
{ 2y’+y=0,(E)
par : -x :
2y’+y=ez2(x+1) (E)
a) Résoudre I'équation différentielle(E) dont
'inconnue est une fonction définie et dérivable su
IR.
b) Déterminer les réelsa et b pour que la
fonction f définie sur IR par :
f(x) = eTX(ax2 + bx) soit solution de(E").
c)  Soit g une fonction définie et dérivable sur
IR. Montrer que g est solution de I'équation (E’) si
et seulement sg — f est solution de I'équation (E).
Résoudre I'équation (E).
2. Soit h la fonction définie par :
1 =X
h(x) = ;e (x% + 2x).
a) Déterminer les limites deh sur Dy,.
b)  Etudier le sens de variations dé.
c) Dresser le tableau de variation dét.
d)  Etudier les positions relatives decr etCy la

courbe de la fonctionk définie par k(x) = e_Tx.
e) Tracer G etCy.

Correction :

1 { 2y’+y=0,(E)
' 2y’+y=ez(x+1) (E)
a) Reésoudre I'équation différentielle(E) :
Cette équation peut se mettre sous la forgie= _71 v,
gui admet comme ensemble solution dans IR,
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X

I'ensemble des fonctionsc:+— Ce 2 ou C est une
constante réelle quelconque.

b)  Déterminer les réelsa et b pour que la
fonction f définie sur IR par :

f(x) = e_Tx(ax2 + bx) soit solution de(E").
Vx€IR f(x) = eTX(ax2 + bx) © 2f'(x) =
[—ax? + (4a — b)x + Zb]e_Tx.

fE€SEn e 2f +f=[-ax*+ (4a—Db)x +

206—x2+e-x2ax2+oxv=e— x24ax+20=e— x2x+1
a=14=0=12, dolU VxEfr=e—x214x2+12x.

C) gES(E,)@Zg’+g=e_7(x+1);fe

SEn e 2f'(x0)+ f(x) = e_Tx(x + 1). En soustrayant
membre a membre, or2ég — f) '(x) + (g —
Jx=0, of g—fESE =2g—/ x+g—/x=0, alorsg€eSE'.

Résoudre I'équation (E’) :
gx)=f(x)+Cez =e2 ze + %x + C).
2. hx) = %e_Tx(xz +2x).D, = IR

a) limites deh sur Dy,.

lim h(x) =lim Ee_?x(xz + Zx)] =400 o

XHP =0  x —o0
lim h(x) =lim Ee_?x(xz + 2x)] =0
X +0 1o .

b)  sens de variations dét.

Vv x € IR, h'(x) =§e_7x(—x2 +2x+4);x=1++5;
donch est strictement décroissante bupo; 1 — V5 |
et sur[1 + /5 ; +o[eth est croissante s{it —

V5;1+ \/E]
c) 1-—+/5=-123etl ++5=3,23

X —0o0 —1,23 3,23 400
W (x) - [+ ] ~
h(x) | +o0o N —0,44 2 08 N O

—-X

d)  positions relatives dé; etCy /k(x) = ez.
RGO — k(o) = e (x? + 22— 4)

vV x E]—OO;—l—\/g] U [—1+\/§;+00[, h(x) —
k(x) > 0, doncC, est au-dessus dg.

Vx €[-1-+v5;-1+5[, h(x) — k(x) <0, donc
Cp, est au-dessous dg.

e) Cj entrait plein et €y, en trait pointé
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Probléme 168 :

1.  On considere I'équation différentielle E :
y(x) —yx) =x+2.

a) Déterminer une fonction affinep solution de
E.

b)  Montrer que siy est solution de E, alors
y — P est solution d’'une équation différentielle
homogéne du premier ordre. La résoudre.

c) Déterminer toutes les solutions de E.

2. On consideére la fonction définie par

f(x) =e*—x—-3.

a) Etudier les variations def.

b)  Montrer que C; admet une asymptote (D)
d’équation y = —x — 3. Préciser les positions
relatives deCy par rapport a cette asymptote.

c) Calculer l'aire A(a) de la partie comprise
entre la courbeCy I'axe des abscisses et les
équations respectivex = 0 etx = a avec—2 <
a < 0. Calculer sa limite en-co .

3. On considéere la fonction deR versR définie
par: g(x) =In(x+ 3).

Etudier les variations de g.

4.  Soit h la restriction de g a l'intervalle

I =[0;+ol.

a) Montrer que h est une bijection de | sur
l'intervalle J que I'on précisera.

b)  Expliciter et étudier la fonction réciproque
deh notéeh™1.

5. Construire les courbesCy ; C et c 1.

6. Soit (P,)aen la suite numérique définie par :

Py=1
{ Ppi1 =In(Py +3)

a) Etudier le sens de variation déP;,) ,cn-

b)  Montrer que la suite (P;,),eny €St majorée par
2.

Correction :
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1. E:y'(x)—ykx)=x+2.
a) fonction affinep solution de E. sojp(x) =

ax +b & p'(x) = a. Enremplagant dans E, on a :

p’'(x) —p(x) = —ax— b+ a=x+ 2, on en déduit
quea = —1 eth = 3.

Vx€IR, p(x)=—x—3.

b) yeSseo2y()—yx)=x+2;peESg &
p’(x) + p(x) = x + 2. En soustrayant membre a
membre, on &y —p)’'(x) — (y —p)(x) = 0, or
O-peESyH=@-p)®+-pk =0,
alorsy € S(g).

Résoudre I'équationy — p : y(x) — p(x) = Ce*.

c) toutes les solutions de E.

y(x) =p(x) + Ce* =Ce* —x — 3.

2. f(x) =e*—x—-3.

a) les variations def.

Vx € 1R, f'(x) = e* — 1; doncf est strictement
décroissante syr-oo; 0 | et f est strictement
croissante sy0 ; +oof.

lim f(x) =lim[e* —x — 3] = +o0

X — —00 X — —00 et
lim f(x) =lim[e* —x — 3] = +o0
X+ 400 x> 400
tableau de variation def.
x —00 0 +o0

f'(x) ~ | +

f(x) +o0 N\ -2 7 oo
b) lim[f (x) — y] =lim[e¥] =0, doncC; admet

X — —00 X = —00
une asymptote (D) d’équatign= —x — 3 et Cr est
au-dessus de (D) caf > 0.

0
c) Ala)= —f;f(x)dx = [—ex +%x2 + 3x] =

a

—e“+%a2 +3a+1.

limA(a) =lim [—e“ + %az +3a+ 1] = 400
a— -0 g - '

3. g =In(x+3).

Vx>-3,9(x)= ﬁ; doncg est strictement

croissante suf-3; +oo|.

lim g(x) =lim[In(x +3)] =0 ot
x—»-3 x+» =3

lim g(x) =lim[In(x + 3)] = +o0
X +00 x B 400

tableau de variation deg.

X 0 400
g'(x) +
900 X —w 7 T

4.  hlarestriction dgy a I = [0; +|.

a)  hestcontinue et strictement croissante sur
[ = [0; +o[. Elle réalise une bijection de | Jue

[In 3; +oo.
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W
b) y=In(x+3) e x=e’-3 Correction ; X
Vx € [In3;+oo[, A" 1(x) = e* — 3. o i
5. Crentraitplein ; C,4 en trait pointé et len L (E,) : y. ty - 2y'— 2x,+,1. "
L a) Déterminer la solution générale d€E). &
tiré point. > . e )
A L’équation caractéristique estr= +r — 2 = W
(r + 2)(r — 1), les solutions de I'équation i
homogéne sont(x) = Ae* + Be~2*. On cherche une 4
T I solution particuliére sous la forme d’'un polyn6nee d ¥
I » degré 1 y(x) = ax + b. On remplace dans I'équatior
] i differentielle et on trouve — 2ax — 2b = 2x + 1
< A R douy(x) = —x — 1. En résumé les solutions sur R
- sont de la forme(x) = Ae* + Be™2* —x — 1.
- 4’ , TN ;
Vi 1 > b)  Déterminer I'unique solution f telle que
! : f(0) = 0 et la courbe représentative d¢ admet
i une asymptote oblique entco.
f(0O)=A+B—-1=0A=-B+1et
- oy . e* e X 1
/ i llmT—hm[A7+B . —1—;] or
4 X 4+00 x> 400
P — 1 ) —2Xx 1 i X
6. (Pnen ! { 0 lim [Be -1- _] =-1 ethmAe_ = % donc
Ppy1 =In(P, +3) X x x '
L X — 400 X - 400
a) sens de variation déP,,) en- B=1etA = 0.
Commeyg est strictement croissante &3 ; +oo| VxEIR f(x) = e 2 —x—1.
alors(P,) ey Strictement croissante sjir; +oo. 5 h(x) = {e—2x —x—1six=>0
b)  suite (P,),en €St majorée par 2 : ' x*—2x% six<0

a) lacontinuité et la dérivabilité deh eno0:

Commehm g(x) =lim[In(x + 3)] =In3 etg est lim h(x) = lim[x* — 2x2] = 0 of
x—0 x—0 | x>0 x+»0”
strictement croissante s|(r; +oo| alors(P, est i =i —2X _ 4, _1] = )
o i [ (FuJnen lim h(x) =lim[e x =11 =0 7lorsh est continue

majoree par 2. x>0t xeo 07

en 0.

h(x)-h(0) _ x*-2x2 3 _

0 =, =X 2x.

Probléme 169 : Vx=>0,h'(x)=—-2e"2*-1

. h()-h(0) . 3 _
1. Soit (E) l'équation différentielle : lim === = hm[’(;_— 2x] =0 o
y’+y —2y=2x+1. x'—;l(O)‘ "o X

s . . ;. . X)— _
a) Déterminer la solution générale d€E). llmT =hd'(0) = —3, commehg'(0) #
b)  Déterminer I'unique solution f telle que x - 0t
f(0) = 0 et la courbe représentative d¢ admet hd'(0) alorsh n’est pas dérivable en 0. par conséquefit
une asymptote oblique entco. C, admet en ce poirt deux demi-tangentes-:
2. Onconsidéreh deR versR définie par : y = 0 etTy+: y = —3x. Ce point est anguleux.
h(x) = {e‘zx —x—1six=0 b)  limites deh sur Dy,
x*—2x% six<0 limh(x) = lim[x* — 2x%] = 40

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de h en X —00 x> —00
0. Interpréter graphiquement ce résultat. lim h(x) =lim[e™** —x —1 ] = —oo
b)  Etudier les limites deh sur Dy, X400 x ot
c) Etudier le sens de variation deh. ¢)  sens de variation deh.

X 3 X X 34 3 X 54 36 2 X 3 T X 06 3 X 5 26 5 2 54 36 X 54 36 3 X 5 36 2 X 06 3 2 5 06 2 2 56 06 X 4 36 26 2 04 56 26 0 2 2

! — 3 _ — 2 _ —
d)  Dresser le tableau de variation dé. V<0 h(x)=4x” —4x = 4x(x" —1) =

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

e)  Montrer que la droite (d) d'équation 4x(x + 1)(x — 1); dOﬂC}-l est strictement décroissant%ﬁ
y = —x — 1 est asymptote oblique &, en+oo sur]—oo; —1] eth est strictement croissante sur e
f) Construire la courbe Cy,. [-1;0][. i
H

Y
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Vx>0,h'(x) = —2e"%* —1< 0, donch est
strictement décroissante 40r; +oo[
d) tableau de variation deh.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 26 X 5 36 3 X 5 36 b X 56 3 2 X 06 3 2 5 06 0 24 36 36 X0 50 36 2 X 54 36 2 X 2 36 2 X 06 2 2 5 06 X 4 36 36 2 54 36 2 X 5 36 24 Mttt 2 5 5 0f 26 2

X —c0 -1 0 400
h'(x) - | + || -
h(x) [+0 N -1 7 0 NV —o
e) lim[h(x) = y] =lim[e™**] = 0 donc la droite

X — 400 X B 4o

(d) d’équationy = —x — 1 est asymptote obliqueGg
en-+oo.

f) Construire la courbe Gy,.

e

Probléme 170 :

1. Soit (E) I'équation différentielle :
y”’—3y’+2y=x*—3x.

a) Deéterminer la solution générale d€E).

b)  Déterminer I'unique solution f telle que
£(0) =—3etf'(0) =1.

2. Soit f etules fonctions définies par :
f(x) = —e* +e%* +%(J\c2 —1)et

u(x) = —e* + 2e** + x.

a) Etudier les variations deu sur IR.

b)  Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution ¢ sur lintervalle [-0,5;—0,4].

c¢) En déduire le signe dau(x) sur IR.

d)  Déterminer les limites defsur Dy.

e) Etudier le sens de variations d¢f.

f) Dresser le tableau de variation d¢f.

g) Montrer que la courbe (c) d’équation

y= %(x2 — 1) est « asymptote oblique » & en
—o.

h)  Construire les courbesCy et (c).
Correction :

1. (E): y”-3y’+2y=x?-3x.
a) Deéterminer la solution générale d€E).

L'équation caractéristique estr? —3r + 2 =
(r—2)(r — 1) =0, les solutions de I'équation

homogéne sont(x) = Ae* + Be?*. On cherche une

solution particuliére sous la forme d’un polynénee d

degré 2 y(x) = ax? + bx + c. On remplace dans
I'équation différentielle et on trouwe=% :b=0et

¢ =—>douy(x) =3 (x? — 1). En résumé les
solutions sur R sont de la forméx) = Ae* + Be?* +
1.2

E(X - 1)

b)  Déterminer I'unique solution f telle que
£(0) =A+B—§=—§=>A+B=o
f'(x) = Ae* + 2Be?* + x,ona :f'(0) =A+ 2B =

. (A+B=0 _ _
1,{A+2B=1,doncB—1etA— 1.

Vx €IR, f(x) = —e* +e%* +%(x2 -1.

2. f(x)=—ex+e2x+%(x2—1) et

u(x) = —e* + 2e?* + x.

a) lesvariations deu sur IR :

Vx €eIR, u'(x) = —e*+4e** +1> 0 ; alorsu est

strictement croissante S| o; +oo].
limu(x) =lim[—e* + 2e?* + x] = —o0

et
XHP —00 x> —
limu(x) =lim[—e* + 2e?* + x] = +o
X - 400 X - 400
X —o00 400
u'(x) +
u(x) | —oo 7 +00

b)  u est continue et strictement croissante sur
[-0,5; —0,4]. Sur[-0,5; —0,4], u est bijective et
u(—0,5) x u(—0,4) < 0. Selon le théoréme des
valeurs intermédiaires, on a : I'équatiofx) = 0
admet une solutioa sur [—0,5; —0,4].

c) lesigne deu(x) sur IR.

Vx € ]—oo;al], u(x) <0.

V x € [a; +oof, u(x) = 0.

d) limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim [—ex +e%* + %(xz - 1)] = 400

X P =0 x5 —0

lim f(x) =lim [—ex +e?* + %(x2 - 1)] = +o0
XP+0 4, 4w

e) sens de variations d¢ :

Vx €IR, f'(x) = —e* + 2e?* + x = u(x) ; alorsf
est décroissante slioo; a] et f est strictement
croissante su; +oo|.

f) tableau de variation def :

X —00 a oo
) _ | +
[+ N fl@ 7 +w

g ImlfG) =yl =lim[—e¥ +e*]=0 4,00
X B —0o X > —00

courbe (c) d’équatiop = %(x2 — 1) est « asymptote
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oblique » &€ en—oo etCr est au-dessous de (c) sur
]—o0; 0].
h) €y entrait plein

L fO) . [—ef+e® 1 1] _

lim = —hm[ 2% 72 T %, ¢ admet une
X — 0O X — 00

branche infinie de direction (Oy) a l'infinie.

ik "
')

L J

Probléeme 171 :

1. Soit (E) I'équation différentielle :
y’+4y’—5y = 2e*.

a) Déterminer la solution générale d€E).

b)  Déterminer I'unique solution f telle que

£(0) =Zetf'(0) =3

2. Onconsidéreh deR versR définie par :
h(x) = —e* +e 5% + gxe"

a) Etudier les limites deh sur Dy,.

b)  Etudier le sens de variation déh.

c) Dresser le tableau de variation déa.
d) Construire la courbe Cy,.

Correction :

1. (E): y”’+4y’— 5y =2e*.
a) Déterminer la solution générale d€E).

L'équation caractéristique estr? + 4r — 5 =

(r— 2)(r — 1), les solutions de I'équation
homogeéne sont(x) = Ae* + Be~5*. On cherche une
solution particuliere sous la formgx) = axe*. On
remplace dans I'équation différentielle et on treuv

a =§ ;douy(x) = %xex. En résumé les solutions
sur R sont de la formg(x) = Ae* + Be™>* + %xex.
b)  Déterminer I'unique solution f telle que:
f(0)=A+B+§=§<=>A+B=0

f'(x) = Ae* — 5Be~5% +§ex +§xex, ona:
A+B=0
A—5B=6"

f’(0)=A—5B+§=E.{

37
etA = —1.
Vx €IR, f(x) = —e* +e75* +§xex.

doncB =1

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

2. h(x)=-e*+e >+ %xex

a) limites deh sur Dy,.

limh(x) = lim [—ex +e % + %xex] = +o0
XHP =0 x5 _00

limh(x) = lim [—ex +e % + %xex] = 4o
X+ s 4o

b)  sens de variation déeh.

Vx €IR, h'(x) = —e* — 5e~5% +§ex +§xex =
e* (—Se““‘ - % + %x) Posongj(x) = —5e~** —

§+§x & g'(x) = 20e™** +§ > 0 et

lim g(x) =lim [—Se_‘“‘ - g + %x] = —00

X P =0 yx —00

; i |24 2 1 ]

2“;9_&2 —hm[ Se S+ 3x] = +%. 4onc une
X = 400

racinea sur [1,8;2,4] telle queg(a) = 0.

Vx €]-o;a], g(x) <O0.

V x € [o; +oo[, g(x) > 0.

Vx €IR, h'(x) = e* (—Se_‘“‘ —§+§x) =e*g(x);
alorsh est décroissante sl oo; a] eth est strictement
croissante sux; +ool.

c) tableau de variation deh.

X —00 (o4 +oo
R'(x) — | +
h(x) | +oo N f(a) 7 +oo
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d) €y entraitplein ; €4 en trait pointé.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

\

Y

Probléme 172 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre 4y’ +y =x+ 6.

1. Déterminer les réelsa et b pour que la
fonction g définie sur IR par g(x) = ax + b soit
solution de(E), I'équation différentielle.

2.

a) Démontrer qu'une fonction f une fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonctionh = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : 4y’ +y = 0.
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X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b)  Réciproquement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d) En déduire 'ensemble des solutions d¢E).
e) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant £(0) = 4.

B.  Soit f la fonction définies par :

fx) = Ze_i +x+2.

1. Déterminer les limites defsur Dy.

2. Etudier le sens de variations d¢f.

3.  Dresser le tableau de variation def.

4, Montrer que €y admet une asymptote (D)
d’équation y = x + 2. Préciser les positions
relatives deCy par rapport a cette asymptote.

5. Tracer C¢(etudier les branches infinies).

Correction :

A. (E):4y’+y=x+6.

(F):4y’+y=0.

1. Déterminons les réels et b pour que g
définie sur IR par g(x) = ax + b soit solution de
(BE):VxeIRglx)=ax+b = g'(x) = a.
JESE © 4g(x)+gx) =4a+ax+b=x+
6e=a=1b=2douvx€elIR, glx)=x+2.

2.

a) Deémontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) & h = f — g est solution de(F) :
fESH eSS4 X +f(x)=x+6,9€E€SE) <
4g9°(x) + g(x) = x + 6. En soustrayant membre a
membre, on &(f — g)'(x) + (f —g)(x) =0, or
h=(f-g9) €SE < 4h’(x) + h(x) = 0, alors

f € S(E)-

b)  Réciproguement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).h € S(p) & 4h'(x) + h(x) = 0 et

g E€ESE & 49°(x) + g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, oMd@g + h) '(x) + (g +

M) =x+6,0rf =(g+h) €ESE < 4f ' (x) +
f(x) =x + 6, alorsh € S(.

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF) sont dondi(x) =

Ae ™+, ou A est constante réelle quelconque.
d) I'ensemble des solutions d€E) :
Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme

f(x) = Ae ++ x4+ 2, ou A est constante réelle
guelconque.
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e) VxEIR,f(x)=Ae_§+x+2
f(O)=Ae_%+O+2=4<=>A=2. Vx€
IR f(x) = Ze_g +x+ 2.

B. f(x) =2e_§+x+2.

1. limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim [Ze_f +x+ 2] =400 o

X P —00

X > —00
lim f(x) =lim [Ze_Z +x+ 2] =+
X — +00 x > +00

2. sensdevariationsdg : Vx € IR, f'(x) =
—%e‘Z + 1; alorsf est strictement décroissante sur

]—o0; —41n 2] etf est strictement croissante sur
[—41In2; +oo[.
3.  tableau de variation def.

X —00 —41In?2 +o00
f' - | +
f(xX)| 40 N 322 7 4o

4. NIm{f() -yl =lim [Ze_g] = 0. doncC; admet
Xt x - 4oo
une asymptote (D) d'équatign= —x — 3 et Cy est

au-dessus de (D) cae + > 0.

e . [2e7E 2| _
5. 111’1’17 —hm[ " +1+ ;:l = +00’ Cf admet
X o X — 00

une branche parabolique de direction (Oyj+en.

v

AT
Probleme 173 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre 1y’ — 2y = xe”*.

1. Déterminer les réelsa et b pour que la
fonction g définie sur IR par g(x) = (ax + b)e*
soit solution de(E), I'équation différentielle.

2.

a) Deémontrer qu'une fonction f une fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonctionh = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y’— 2y = 0.

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2
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b)  Réciproquement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d) En déduire 'ensemble des solutions d¢E).
e) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant £(0) = 0.

B.  Soit f etules fonctions définies par :

f(x) = —2e** + (—x + 2)e* et

u(x) = —4e* —x+1.

1. Etudier les variations deu sur IR.

2. Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une
solution ¢ sur lintervalle [-0,9; -0, 7].

En déduire le signe dau(x) sur IR.
Déterminer les limites defsur Dy.

Etudier le sens de variations d¢f.

Dresser le tableau de variation d¢f.
Construire la courbe Cy.

No oA~

Correction :

A. (E): y’—2y=xe*.

(F:y’—2y=0.

1. Déterminons les réels et b pour que g
définie sur IR par g(x) = (ax + b)e* soit solution
de(E):Vx€IR gx) =(ax+ b)e* & g'(x) =
(ax + b + a)e*.

gESE © g’ —2g =[—-ax —2a—ble* =xe* &
a=-1,b=2 dalx €
IR, g(x) = (—x + 2)e*.

2.

a) Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :
fESE © f'(x) —2f(x) =xe*, g €ESE) &
g’'(x) —2g(x) = xe*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g) '(x) — 2(f —g)(x) =0, or
h=(—-g9) €SE < h'(x)—2h(x) =0, alors

f e S(E)-

b)  Réciproquement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).h € Siry & h'(x) — 2h(x) = 0 et

g €SE < g'(x) —2g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) — 2(g +

h)(x) =xe*,orf =(g+h) €ESE) < f'(x) —
2f(x) = xe*, alorsh € S(p).

c¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiafF) sont dondi(x) =
Ae?*, oll A est constante réelle quelconque.

d) I'ensemble des solutions d€E) :

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

%33

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = Ae?* + (—x + 2)e*, ou A est constante réelle’
guelconque.

e) VxE€IR, f(x)=Ae* + (—x + 2)e*
f(0)=Ae’+(—0+2)e’=0=A=-2.
Vx €IR, f(x) = —2e** + (—x + 2)e*.

B. f(x) = —2e?* + (—x + 2)e* et

u(x) = —4e* —x + 1.

1. les variations deu sur IR :

Vx€IR, u'(x) = —4e*—1<0; alorsu est
strictement décroissante Jufco; +oo].
limu(x) =lim[—4e* —x + 1] = 4o ot

X > —00 X P —00

limu(x) =lim[—4e* —x+ 1] = —»
X+ x o 400
X —00 + o0
u'(x) -
u(x) | 4o N —00

2. u est continue et strictement décroissante sur
[—0,9; —0,7]. Sur[—0,9; —0,7], u est bijective et
u(—0,9) x u(—0,7) < 0. Selon le théoréme des
valeurs intermédiaires, on a : I'équatiofx) = 0
admet une solutioa sur [—0,9; —0,7].

3. le signe deu(x) sur IR.

Vx € ]—o0;a], u(x) = 0.

V x € [a; +oof, u(x) < 0.

4. limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim[—2e%* + (—x + 2)e*] =0

X — —00 X > —00

lim f(x) =lim[—2e%* + (—x + 2)e*] = —

X 400 x> 400

5. sens de variations d¢ :

Vx € IR, f'(x) = e*u(x) ; alorsf est croissante sur
]—o0; a] etf est strictement décroissante fur+oo|.

6. tableau de variation def :

X —00 (04 +o0
f'(x) + | —
fx) | 0 7 f(@) N~
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7.  Cyentrait plein

L f) . e2x e _
lim=—= = lim [—27 + (—x+2) 7] == ¢
X +4+00 x> 400
admet une branche parabolique de direction (Oy) e
+co,

M3 X X 3 2 3 X X 3 2 e S X S 0 e X X 2 2 0 X X 3 2 0 X 3 2 2 0 X X 2 2 0 M X 3 2 0 0 X X 3 0 e X 3 2 0 0 X X 2 2 0 X X 3 2 2 0 0 e 2 2
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Probléme 174 :

A.  On considére(E) I'équation différentielle du
premier ordre : y’ — 2y = e?*.
1. Démontrer que la fonctiong définie sur IR
par g(x) = xe?* soit solution de(E).
2.
a) Démontrer qu’'une fonction f une fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonctionh = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y’— 2y = 0.
b)  Réciproquement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).
c) Résoudre I'équation(F) dans IR.
d) En déduire 'ensemble des solutions d¢E).
e) Déterminer la solution particuliere de (E)
vérifiant £(0) = 1.
B.  Soit h la fonction définies par :
h(x) = {(x +1)e?* six < 0

Vx+1 six>0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de h en
0. Interpréter graphiquement ce résultat.
2. Déterminer les limites dehsur Dy,.
3. Etudier le sens de variations dé.
4. Dresser le tableau de variation dé.
5.  Tracer Cy(étudier les branches infinies).

Correction :

A, (E): y’—2y=e*~

(F:y’—2y=0.

1. Vx€eIRgkx)=xe* & g'(x) =
Qx+De**. geSg & g'(x) —29x) =

(2x + 1)e?* — 2xe?* = e?* = 0.

Doncg € S(x).

2.

a) Deémontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :

fESE S f()-2f(x)=e** ;g€ SE <

g’(x) — 2g(x) = e?*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g) '(x) = 2(f —g)(x) =0, or
h=(f—-9) €SE < h'(x) —2h(x) = 0, alors
f (S S(E)-
b)  Réciproguement, montrer que si une fonction
h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).h € S(py & h'(x) — 2h(x) = 0 et
gESE © g'(x) —2g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) — 2(g +
() =e**, orf =(g+h)€SE) & f'(x) -
2f(x) = e®*, alorsh € Sp).
c¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.
Les solutions de I'équatiofF) sont dondi(x) =
Ae?*, ol A est constante réelle quelconque.
d) I'ensemble des solutions d€E) :
Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme
f(x) = Ae?* + xe?*, ou A est constante réelle
guelconque.
e) VxE€IR, f(x)=Ae** + xe?*
f0O)=Ae’+0xe’=1=A=1.
Vx €IR, f(x) = (x + 1)e?*.

_((x+1e** six<0
5 h(x)_{ Vi1 six>0
1. la continuité et la dérivabilité deh enO :
lim A(x) =lim[(x + 1)e?*]
x>0 xe»0”
lim h(x) :lim[“x + 1] =1 alorsh est continue en 0.

=1

x= 0" x s 0F
h(x)-h(0) _ Vx+1-1 _ 1
x=0  x  Nx+i+1
Vx<0,h'(x)=(x+2)e?
. h(x)-h(0) . 1 1
lim———— = lim [MH] =3 et
x~0F x 0t
lim REO=h©@ _
x—0 hd'(0) = 2, comme hg'(0) # hd'(0)
x 0"

alorsh n’est pas dérivable en 0. par conséq@gnt
admet en ce poir deux demi-tangentes. Ce point e
anguleux.

2. limites de h sur Dy,.
limh(x) =lim[(x + 1)e?*] =0
X —00 X P —00

limh(x) = lim[ x+ 1=+
X +0 x> 400

3.  sens de variation déh.

Vx>0,h'(x)= 2—1+1; donch est strictement

Vx+1

croissante suj0; +oof.

Vx <0,h'(x) = (x + 2)e?*, donch est strictement
décroissante syroo; —2] eth est croissante sur
[—2;0].

et
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4, tableau de variation deh.

X —00 -2 0 400
K (x) - | + || +
h(x) |0 N —e™* 2 1 7 4o

X 3 3 X X 3 30 X X 36 2 2 36 26 X 50 36 3 X 5 36 2 X 56 3 2 X 0f 3 2 50 06 5 24 36 26 X0 50 36 2 X 5 36 2 X 2 3 2 X 06 2 2 5 06 0 2 36 36 2 34 36 2 X 5 36 24 X 5 06 et 26 2

5.  Construire la courbe Cy,.

rS

/

Probléme 175 :

A. On considere(E) I'équation différentielle du
premier ordre : y’—y = z—;c

1. Démontrer que la fonctiong définie sur

10; +oo[ par g(x) = % soit solution de(E).

2.

a) Démontrer qu’'une fonction f une fois
dérivable sur]0; +oo[ est solution de(E) si et
seulement si la fonctionh = f — g est solution de
I'équation différentielle (F) : y’—y = 0.

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

c) En déduire I'ensemble des solutions d¢E).
B.  Pour tout réel m négatif ou nul, on considere

fm la fonction définie sur]0; +oo[ par :

fm(@) =" e

1.  Déterminer les limites def,,sur ]0; +ool.
2 Etudier le sens de variations d¢,,,.

3.  Dresser le tableau de variation def,,.

4 Tracer Cy, (étudier les branches infinies).

Correction :

C. (BE):y —2y=e?*,

(F):y’—2y=0.

3. Vx€eIRgkx) =xe** o g'(x) =
2x+1e**. geSp & g'(x) —29(x) =

(2x + 1)e?* — 2xe?* = e?* = (.

Doncg € S).

4,

a) Démontrons quef 1 fois dérivable sur IR est
solution de(E) < h = f — g est solution de(F) :
fESH S f ) -2f(x)=e**;g€SEH <
g’(x) — 2g(x) = e?*. En soustrayant membre a
membre, on &f — g) '(x) — 2(f —g)(x) =0, or

h=(f—-9) €SE < h'(x) —2h(x) = 0, alors
fe S(E)-

b)  Réciproquement, montrer que si une fonction

h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).h € S(gy & h'(x) — 2h(x) = 0 et
gESE © g'(x) —2g(x) = x + 6. En ajoutant
membre a membre, on(g + h) '(x) — 2(g +
W(x) =e**, orf =(g+h) ESE & f'(x) -
2f(x) = e** alorsh € S(p).

¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiafF) sont dondi(x) =
Ae?* ou A est constante réelle quelcongue.

d) I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = Ae?* + xe?*, ol A est constante réelle
quelconque.

e) VxE€IR, f(x)=Ae* + xe?*
f(0)=Ae’+0xe’=1=A=1.

Vx €IR, f(x) = (x + 1)e?*.

Probléme 176 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre ;y" — 3y’ + 2y = 2e53*,

1. Démontrer que la fonctiong définie sur IR
par g(x) = e3* soit solution de(E).

2.

a) Deémontrer qu'une fonction f deux fois

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement

si la fonctionh = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) : y”" —3y’+ 2y = 0.

b)  Réciproquement, montrer que si une fonction

h est solution de (F) alors la fonctiorf = g + h est
solution de (E).

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d)  En déduire 'ensemble des solutions d€E).
e) Déterminer la solution particuliere de (E)
dont Cf passe par le point A0; 3) et admet une
tangente en cet point de coefficient directeur 2.
B.  Soit f la fonction définies par :

f(x) = e3* + 5e* — 3e?*.

1. Déterminer les limites defsur Dy.

2. Etudier le sens de variations d¢f.

3.  Dresser le tableau de variation d¢.

4. Tracer Cs(etudier les branches infinies).
Correction :

A.  (E):y -3y’ +2y=2e%,
(F):y"—3y’+2y=0.
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1. VxeEIRgx)=e¥* o g'(x) =3
9'(x)=9e*. geSg =g -3g'+2g =

(9 — 3 x3)e3* + 2e3¥ = 2e3¥ = 0.

Doncg € S)-

2.

) fESm S f(x)=3f () +2f(x) = 2¢%;
gESE @ 9" (x) —3g'(x) +2g(x) = 2e3*. En
soustrayant membre & membre, dif a g)"' (x) —
3(f—9)'(x)+2(f —g)(x) =0,0rh=(f —g) €
S © h'"(x) —3h’(x) + 2h(x) = 0, alorsf € Sg).
b) heSE e h'"(x)—3h"(x)+2h(x) =0 et
JESE & g (x) —3g'(x) +2g(x) = 2e3*. En
ajoutant membre a membre, ofigg+ h)"' (x) —
3(g+h)'(x) +2(g + h)(x) =2e3*, orf =
(g+h) ESEy = f"(x) —3f(x) + 2f (x) = 2%,
alorsh € S.

c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

L'équation caractéristique estr? —3r + 2 =
(r—2)(r — 1) =0, les solutions de I'équation
homogeéne sorit(x) = Ae* + Be?*.

d) I'ensemble des solutions d€E) :

Les solutions de I'équatiofE) sont de la forme
f(x) = g(x) + h(x) = e3* + Ae* + Be?*, ou A est
constante réelle quelconque.

e) VxE€eIR,f(x)=e3*+ Ae* + Be?*,

Au point A(0; 3) on a:f(0) = e® + Ae® + Be® =
3 A+B=2.

Vx €IR, f'(x) = 3e3* + Ae* + 2Be?*.

Tangente au point A :f'(0) = 3e° + Ae® + 2Be® =
A+B=2

2(:>A+2B=—1;enfinonaura{A+2B__1

{ A=5

B=-3

Vx €IR, f(x) = e3¥ + 5e* — 3e?*,
B. f(x)=e3*+ 5e* —3e?*.

1. limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim[e3* + 5e* —3e?*] =0
X —» —00 X — —00

lim f (x) =lim[e3* + 5e* — 3e?*] = 400
X+ x> 400

2. sensdevariationsd¢ : Vx € IR, f'(x) =
e*(3e?* — 6e* +5) ; alorsf est strictement
croissante suR.

3.  tableau de variation def.

et

X —00 + oo
f'(x) +
f(x) 0 7 +o0

e3X45eX-3e2%

. fQ0) .
4. llmT =lim [
X+ 40 xB 400
une branche parabolique de direction (Oyj-en.

|- oo

X

Probleme 177 :

A.  On considere(E) I'équation différentielle du
second ordre iy + 2y’ +y = x% + 2x — 2.
1. Déterminer les réelsa, b et c pour que la

fonction g définie sur IR par g(x) = ax? + bx + ¢

soit solution de(E).
2.
a) Deémontrer qu'une fonction f deux fois

dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement

si la fonctionh = f — g est solution de I'équation
différentielle (F) :y" +2y’+y = 0.

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

c) En déduire I'ensemble des solutions d¢E).
d) Déterminer la solution particuliere de (E)
dont €y passe par le point O et admet comme
tangente en O la droite (Ox).

C. Soit f etules fonctions définies par :
f(x) = 2xe* + x* — 2x et
ulx)=(x+1e*+x—1.

1. Etudier les variations deu sur IR.

2. Calculer u(0). En déduire le signe det(x)
sur IR.

3. Determiner les limites def'sur Dy.

4 Etudier le sens de variations d¢.

5. Dresser le tableau de variation d¢f.

6 Construire la courbe Cy.

Correction :

A (B):y ' +2y’+y=x*+2x-2.
(F):y"+2y’+y=0.

1. VxelRgx)=ax’+bx+ce g'(x) =
2ax + b & g"(x) = 2a.

gESE © 9" (x)+ 2g9°(x) + g(x) = 2a + 4ax +

2b+ax®?+bx+c=x*+2x—-2=a=1,b=-2

etc=0douVxE€EIR, g(x) =x? — 2x.
2.
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a) heSg & h"(x)+2h'(x)+h(x)=x*+
2x—2;9€Sm e g () +2g°(x) +g(x) =x2+
2x — 2. En soustrayant membre a membre, on a
(h—9)"(x)+2(h—9)(x)+ (h—g)(x)=0,or
(h—-g)eSp e (h—g)"(x)+2(h—g)'(x)+
(h—g)(x) =0, alorsh € Sg).

b)  Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF¥) sont dongy =

(Ax + B)e*.

c) I'ensemble des solutions dé€E) :

Les solutions de I'équatiafE) sont de la forme
h(x) = (Ax + B)e* + x? — 2x.

d) VxE€IR, h(x)=(Ax +B)e* +x2 — 2x
h(0)=(Ax0+B)e®+02-2x0=0 B=0.
Vx €IR R (x) = (Ax + B+ A)e* + 2x — 2.
H(0)=(AxX0+B+A)e’+2x0-2=0<B+
A=2;doncA=2

B. f(x) = 2xe* + x* — 2x et
ulx)=(x+1e*+x—-1.

1. les variations deu sur IR :

VxelRu'(x) =(x+2)e*+1 = u'"(x) =

(x + 3)e*; alorsu’ est strictement décroissante sur
]—o0; —3] etu’ est strictement croissante sur
[—3;4+o[; oru’(—=3) = 0,95 > 0 ; doncV x € IR,
u'(x) > 0 alorsu est strictement croissante sur IR.
limu(x) =lim[(x + 1)e* +x — 1] = -

et
X —00 X —00

limu(x) =lim[(x + 1)e* + x — 1] = +o0
x+— +oo x40 '

X —00 + oo
u'(x) +
u(x) —00 2 400
2. u(0)=(0+1)e°+0-1=0.lesigne de
u(x) sur IR.

YV x € |—; 0], u(x) < 0.

V x € [0; +oo[, u(x) = 0.

3. limites de fsur Dy :

lim f(x) =lim[2xe* + x% — 2x] = +

XH —00 X B —00

lim f (x) =lim[2xe* + x% — 2x] = +o

X+ +00 x> 400

4.  sens de variations d¢ :

V x € IR, f'(x) = 2u(x) ; alorsf est décroissante sur
]—o0; 0] etf est strictement croissante $Qy+oo].

5. tableau de variation def :

X —00 0 40
f(0) - | +
f(x) +00 N 0 s + o0
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6. Cyentraitplein

(O x 2 =T
lim — = lim[2e* + x — 2] = +oo’ ¢; admet une
X - too X too

branche parabolique de direction (Oy)dew.

Probléme 178 :Soit a un nombre réel. On
consideref, la fonction définie sur IR par

fa(x) = [x* — (a+3)x + 2a + 3]e*.

A.  (d'unité graphique 2 cm)

1.  Soit le polynémep défini par

p(x) =x*—-(a+1)x +a.

Résoudre dans IRp(x) = 0.

2.  Etudier les limites def, en—oo et en+co.

3. Montrer pour tout réel a qu’il existe un point
A commun a toutes les courbe€y_ dont on
déterminera son coordonnée.

4.  Montrer que V x € IR f,(x) = p(x).e*. En
déduire suivant les valeurs de, on prendra
(a<0; a=0o0ua > 0), le sens de variation d¢,
sur IR. Pour chaque valeur dea, dresser le tableau
de variations def, sur IR.

5.  Construire les courbesch_l/2 , Cf, ethl/Z.

B. Soit4 un réel tel qued < 0.

a) Calculer encm? l'aire A(A) de la région du
plan delimitée par la courbeCy , 'axe des abscisses
et les droites d’équationst = 0 etx = A.

b) lim cﬂ(l).

Calculer
A

Correction : a un nombre réel
fa(x) = [x* — (a + 3)x + 2a + 3]e”.

A.
1. px)=x*-(a+1x+a.
Résoudre dans IRp(x) = 0.

A= (a+1)? —4a = (a—1)?
' at+l-a+1 " at+l+a-1
= =letx =——=
2 2
Sig=1{a;1}
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2. limites def, en—oo et en+oo
lim f, (x) = lim[(x?)e*] =0
X P —00 X > —00
lim £ (x) = lim[(x?)e*] = +
X+ x> 400
3. fa)=far1(x) ®x—-2=0 x=2alors
il existe un point A commun a toutes les courBgs
dont de coordonné@; e?).
4, Vx€IRf,(x)=(2x—a—3)e* +
[x2 —(a+3)x+2a+3le*=[x*-(a+3—-2)x+
2a—a—3+3ex=x2—a+1x+aex=pr.ex. SOn signe
dépend de(x).
. Poura< 0
fa(x) = p(x).e* = (x = D)(x — a)e*
x —00 a 1 +co

fa,(x) + | _, | +
V x € |—o0;a[ U ]1; +oo[ f,(x) > 0 alorsf, est
strictement croissante sl oo; af et sur]1; +ool.
vV x € la; 1[ £, (x) < 0 alorsf, est strictement
décroissante syu; 1[.

fa() = (1 +a)e fa(a) = B —a)e®

et

—c0 a 1 400

X
fal(x) + | - | +

faX) |0 » B—a)e* v (I+a)e 7 4+

. Poura = 0 etfo(x) = (x* —3x + 3)e*
fo(x) = x(x — 1)e*

V x € ]—00;0[ U ]1; +oo[ f(x) > 0 alorsf, est
strictement croissante slioo; 0[ et sur]1; +ool.
v x € ]0; 1[ £ (x) < 0 alorsf, est strictement
décroissante suyb; 1|

—co 0 1 400

X
fo'(x) + [ - ] +

fox) [0 ~» 3 N e /7 4o

. Poura > 0
fa(x) = p(x).e* = (x = 1)(x — a)e”
X —o0 1 a +0o0

fal(x) + | - | +
V x € |—o0; 1[ U Ja; +oo[ f,(x) > 0 alorsf, est
strictement croissante s|#oo; 1] et sur]a; +oof.
Vv x €11;a[ f,(x) < 0 alorsf, est strictement
décroissante sud; af.

fala) = B —a)e?

fa() =1 +a)e

X —00 1 a 400
fa,(x) + | — | +
fa®) |0 7 (A4+a)e v (3—a)e? 2 +x

5.  Construire les courbesef_l/2 ; Cy, €t Cfl/z

32 -io. iz

B; Soit/llun réelltei queZ < Ol.

a) Fu(x)=[x?>-(a+1)x +3a+8]e*
AA) = 4 [} fo(x)dx cm? = 4[F,(x)]3cm?
AQ) =4[3a+8—- (A% —(a+1)A+3a+
Bedcm?2

b) lim A (1) = 4(3a + 8)cm?
A 4o

Probléme 179 :

1. Soit (E) I'équation différentielle du second
ordre : y”—3y’+2y=0.

a) Quelles sont les solutions d€E) ?

b)  Quelle est la solution d€E) dont la courbe
représentativeCy admet au point d’abscissec = 0
la méme tangente que la courb€’ représentative
dey = e3* ? on dit queCy etC’ sont tangentes.

c)  Construire Cf etC’ dont on précisera leurs
positions relatives.

2. On consideref,, deR versR définie

par : f,.(x) = —m?e* + 2me?*, avecm € R*,.
a) Montrer que f,, est solution de(E).

b)  Montrer que Cy,_ esttangente &’ et
calculer les coordonnées du point de contact en
fonction dem.

c)  Préciser les positions relatives dé;, etC'.
d)  Quel est 'ensemble des points des courbes
Cs.. Ou latangente est paralleléx’x) ?

3. aetbétant deux réels tels qu® < a < b, on
appelle A et B les points de contact dés, etCy,
avecC' et E le point d'intersection deCy_ etCy,.
a) Calculer I'abscissey de E en fonction dez et
b et comparery aux abscisses de A et B.

b) €y, Cf, et C'forme un triangle curviligne
ABE.

Calculer 'aire S de ce triangle en fonction de etb.
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1.  Soit (E') I'équation différentielle

y’ -3y’ +2y=—-x*+x+2.

1.  Déterminer les réelsa, b etc pour que la
fonction p définie sur IR par p(x) = ax* + bx + ¢
soit solution de(E’").

2. Onposeh(x) = g(x) —%xz —x.

a) Montrer que h est une solution de I'équation
(E") si, et seulement sig est une solution d€E). En
déduire les fonctionsh solutions de(E’).

b)  Déterminer la solution de(E") dont la courbe
représentative passe par le poinf0; 2) et admet en
ce point une tangente de coefficient directeut.

3.  SoitH(x) = —%xz — x + 2e*. Montrer que

I'équation H(x) = 0 admet une solution uniquex
aveca € |—3; —2[. Calculera 21072 prés.

4.  Préciser la position deCy par rapport a la
courbe représentative dd” définie par

y = —%xz — x ainsi que l'intersection derl’ avec la
droite A d’équationy = x.

5. Etudier H sur IR. Déterminer I'équation de la
tangente To a au point d’abscisse nulle et construire
Cq; Toetrl.

6. Montrer que H admet une fonction
réciproque H™1. Tracer Cy-1.

Correction :

1. (E): y’—-3y’+2y=0.

a) L’équation caractéristique r?2 —3r + 2 = 0,
A= 1. Les solutions de I'équatigik) sont donc
f(x) = Ae* + Be?* ou A et B sont des constantes
réelles quelconques.

b) ykx)=e3* ©y'(x)=3e>* = y0)=1et
y'(0) = 3, donc la tangente est d’équatips= 3x + 1
on en déduit qug(0) =A+B=1etf'(0)=A+
2B = 3, ce qui fait un systeme :
(aranos=lhog [0 =—er+2e™

c) VxEIR, f'(x) =—e* +4e?* =e*(4e* — 1),
doncf est strictement croissante sur IR.

lim f(x) =lim[—e* + 2e2*]
X > —00 X —» —00

lim f(x) =lim[—e* + 2e?¥] =lim[2e?*] = +

=0 o

limy = lim[e3*] =0
X H —00 x > —00

e

tableau de variation dey.

¢ limy = lim[e3*] = 4o
X+ +00 x> 400

X

—00

Eee)

!

y

_|_

y

0

7

+ o0

X 400 x> 400 X — 400
tableau de variation def.
X —00 —In4 +o00
f'(x) ~ | +
f(x) 0 N —-1/8 7 4o

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

Vv x € IR, y’ = 3e3* > 0, doncy est strictement
croissante sur IR.
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f(x) —y =—e*+2e? — 3% = e¥(—e?* + 2¢* —

1) = —e*(e* — 1)? < 0 alorsC; est au-dessous @
sur IR.
C; en trait continu et €’ en trait discontinu

A\ 4

-
X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

2. fm(x) = —m?e* +2me**, avecm € R*,.
a) VxE€IR, flh(x) =-m?e* +4me®* <
f"'m(x) = —m?2e* + 8me?*, en remplacgant dans (E),
ona:f"n(x) = 3f m(x) + 2fin(x) = (—m?e* +
8me?*) — 3(—m?e* + 4me?*) + 2(—m?e* +
2me?*) = (—m?e* + 3m2e* — 2m?e®) +
(8me?* — 12me?* + 4me?*) = 0 alorsf;, est
solution de(E).
b)  Montrer que Cy,_ esttangente &’
y(0) = 1 etf,(0) = —m?e® + 2me® = 2m — m?
f'm(0) = —m?e® + 4me® = 4m — m?
Tangentey = ', (0)(x — 0) + £,,(0)
{y = (4m —m?)x + 2m — m? (:){4m—m2 =3

y = 3x+1 2m —m? =
donc m = 1 alorsCy, esttangente L.
G, NC & fx)=e¥* e’ (e*-mP? =0
x = Inm. Donc son coordonnée €&t m; m3)
¢) fm(x)—y=—e*(e*—m)* < 0alorsC, est
au-dessous d&’ sur IR.
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d) I'ensemble des points des courba ou la
tangente est parallelgx’x) : f',,,(x) = —m?e* +
dme** =0 = 4me*-m?* =0 x = ln(%).
3. A=¢ nC e fi(x)=e*=x=Ina
Le point Alna; a®) et on déduit Bnb; b3).
E=Cr,NCr, & fa(x) = fp(x) & —a*e* +
2ae?* = —p%e* + 2be?* < b? —a® + 2(a —
bex=0x=Inb2- a220- a=In12a+"b.

Donc E(ln E (a+ b)] ; %m(a +b)(a+b— m))
a etb étant deux réels tels gle< a < b.
a) l'abscisse de E egt=In E (a+ b)]

comparer y aux abscisses de A et B.
2a<a+b

a<%(a+b)
Ina <In E(a+b)]

apartir <a<b e donc

I'abscisse de E egt=In E (a+ b)] est strictement

h(x) —3h’(x) + 2h(x) = —x2+x + 2
donc h est solution d€E").
Les solutions de I'équatiofE) sont dongy(x) =
Ae* + Be?* ol A et B sont des constantes réelles
guelconques dories fonctionsh solutions de(E")

sont de la formeh(x) = Ae* + Be?* — %xz - X.
b) h(x)= Ae*+2Be?* —x—1
h(0)=A+B=2eth(0)=A+2B—1=1

A+B=2 A=2 ok 1a
{A+2B=2 {B=0’h(x)_2e X X

3. H®) =—%x2—x+2e".
H(—3) = —1,40 etH(—2) = 0,27 on remarque

—3 < —2 & H(—3) < H(—2) d’ouH est continue et

strictement croissante s|#3; —2[. De plusH(—3) x
H(—2) < 0 ouH(x) =0 € |-1,40; 0,27[ d’'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires I'équation
H(x) = 0 admet une solution unigueaveca €

]—3; —2[. Calculer a 21072 prés.

H(-2,2) = 1,60.1073 etH(-2,3) = —0,144

supérieure de celle du point A. Au méme raisonnémenOr H(=2,2) X H(=2,3) <0

a+b<2b
%(a+b)<b

lnE(a+b)]<lnb

apartir <a<b e donc

I'abscisse de E egt=In E (a+ b)] est strictement
inférieure de celle du point B.
b) S= %(AB. AE)
AB = /(xg — xa)?* + (yg —ya)? =
AB =./(Inb —Ina)? + (b3 — a3)?
AE = /(xg —xp)? + (7g — ya)? =
1

S =5 (AB.AE)
B. (ENy”-3y’+2y=—-x?+x+2.
1. px)=ax?’+bx+ceop'(x)=2ax+b
p'(x) = 2a
PESEH =D (x)—3p’'(x) +2p(x) = 2a—
32ax +b) +2(ax? + bx +c¢) = —x*> + x + 2
2ax?+ (2b—6a)x +2a—3b+2c = —x*+x+2
par identification on auraa = _71 cb=—-1letc=0

2. Onposeh(x) = g(x) —%xz —x.Vx€IR
a) gESE & g’ (x) —3g’(x)+2g(x) =0 or
gx) = h(x) + %xz + x ce qui donne
h(x) = 3h°(x) + 2h(x) + (27 + x) "
1.2 , 1,2 _
B(EX +x) +2(Ex +x)—00u
h”’(x) — 3h’(x) + 2h(x) + x> —x — 2 = 0 ou bien

Z22723 _ 22541072 prés.

4. H(x) —y = 2e* > 0 alors la courb€y est au
dessus d€& sur IR

FﬂA@—%xz—x=x<=>%(x2+4x)=0

donca =

x>’ +4x =0 x=00ux = —4.

Ces points sord(0; 0) etC(—4; —4).

5. Etudier H et construire Gy etT

Vx€IRH (x) = —x—1+4 2e*

Vx €IRH"(x) =—-1+2e*orH (-In2) = 0,69
limH'(x) =lim[—x — 1 + 2e*] = +o
X — —00 X — —00

lim H'(x) =lim [x (—1 + 2?) - 1] = 400
X — 400

et

X — +oo

Comme le minimun’(—1n 2) = 0,69 > 0 alors
Vx €IRH (x) = —-x—1+4 2e* >0 doncH est
strictement croissante sur IR.

limH(x) =lim [—%xz —x+ Ze"] =lim [—%xz] = —o0

X P =0 ¥y — X > —00

limH(x) =lim [—%xz —-x+ Zex] =lim[2e%*] = +

X2+ x40 X - +oo
tableau de variation deH.
X —00 + oo
H'(x) +
H(x) | — 7 +00

Toy=H'(0)(x—-0)+H)=x+2
Cy ; To et T voir graphique
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6. H estcontinue et strictement croissante sur IR. b)

Elle réalise une bijection de IR sur IR. Donc H atim
une fonction réciproqud ! définie sur IR.
TracerCy-1 voir graphique

Probléme 180 :

A.  On considére la fonctionf définie par :

f(x) =1-x%*.

1. Déterminer les limites def sur Dy.

2. Etudier le sens de variation def.

Dresser le tableau de variation d¢f.

3. Tracer la courbeCy.

4.  Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solutiona. Donner une valeur approchée de
a au centieme pres.

B.

1. On désignef” et f' les fonctions dérivées
respectives seconde et premiére ge Montrer que,
pour tout x € IR, on a

ff)+2f'(x)+f(x) =1—-2e™*.

2. On se propose de déterminer toutes les
fonctions ¢ vérifiant la relation : pour tout x € IR,
@"(x)+2¢'(x)+ @(x) =1—2e* (1). (Ainsi f est
une solution particuliere de cette équation
différentielle). La fonction ¢ étant une fonction
inconnue, on posg = ¢ — f.

a) Montrer que ¢ est une solution de I'équation
(1) si, et seulement sig est une solution de
'équation: g" +2g'+ g = 0 (2).

b) Résoudre I'équation différentielle (2). (on
trouvera la forme g(x) = (ax + b)e™).

c¢) En déduire les solutionsp de I'équation
différentielle (1).

3. Quelle relation doivent vérifier a et b pour
que’'(0)=07?

C. Soitg, lafonction définie par :

@a(x) = (—x* + ax + a)e™ + 1 aveca € IR.

1. Montrer que les courbesC,, représentative
de ¢, passent par un point fixe | dont on
déterminera les coordonnées.

2. Montrer que pour tout réel a tela = -2, la
fonction ¢, admet deux extremums, dont I'un est
obtenu pourx = 0.

3.  SoitM, le point d’abscissgla + 2) sur la
courbeC,, .

a) Calculer 'ordonnée deM, lorsque a varie,
le point M, décrit une courbel'. donner une
équation cartésienne dd.

Correction :

A fx)=1—-x?e*=1-

1 limf(x) =lim[1 — xze_x] = —et® = —0
' X —00 x i —00

2

lim £ (x) =lim [1 - 5] =1

X — +oo € )

2.  Etudier le sens de variation def.

Vx €IR, f'(x) = xe ™ (x — 2),

V x € ]—00; 0] U [2; +oo[, f'(x) = 0 donc,f est

croissante suf—oo; 0] et sur[2; +oof.

Vv x € [0; 2], f'(x) < 0 donc,f est décroissante sur

X — 400

Vérifier que T passe par .

xZ
= Df = ]—00; +o]

ex’

[0;2].
Dresser le tableau de variation d¢f :
X | —oo 0 2 +o
fl + [ - +
fx) | mo ~» 1 N 0458 /7 4o

3. Tracer la courbe Cf.

,

A

~ —

4. f(-1) =-172etf(0) = 1.

f est continue et strictement croissante|sur, 0[. De

plu f(=1)xf(0)<0
ou0€]-1,72;1]

valeurs intermédiaires I'équatigifx) = 0 admet une

unigue solution, notée, telle f (a) = 0.

valeur approchée dex au centieme pres :

, d’apres le théoreme des

£(=0,70) = 1,32.1072
£(—0,71) = —2,53.1072

{f(—0,70) x f(—=0,71) < 0
—0,71<a < -0,70

B.
1.

e % (=2 + 4x — x?)

fre)+2f'() + f(x) =e (=2 +4x —x* +

2x2—4x—x2+1=—2e—x+1=1—-2e—x (vraie) Donc,

pour toutx € IR,

e +2f'(x) + f(x) =1—2e7*.
2. pourtoutx € IR, @"'(x) +2¢'(x) + p(x) =

1—2e7* (1).
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_0,740,71 _
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a) SipeSHS ") +20' () +ex)=1-

2e7*. Or cette hypothése sera vérifier a partir de :

g=(@—-NESy o (@—'E+20p-

S xto—fx=0

@" () +2¢'(x) + () — [f" () + 2f'(x) +
Jx=0

Orf"(x)+2f'(x)+ f(x) =1—2e™* donc

9" (x) +2¢'(x) + p(x) = 1 — 2e™* ce qui prouve
gueg est une solution de I'équation (1).

b) E.:r?42r+1=0, A=4—4=4c+/A=
0;r, = —1 les solutions de généré® sont de la
forme :g(x) = (ax + b)e™™

c) g=(@—-fleSy e gx) =(ax+
be—xv=pr- [xrSpr=gr+ [¥

Dot g(x) = (ax +b —x%)e ™ +1

3. Vx€IR ¢'(x)=[x*—(a+2)x+a—bl|e™™

p'(0)=0=a—-b=0a=>
C. Soitg, lafonction définie par :¢,(x) =
(—x* + ax+a)e™ + 1 aveca € IR.

1. ¢, estune fonction famille de plusieurs courbe
suivant les valeurs de De plusp, est continue sur IR
alors les courbes dérivant dg peuvent se rencontrer

en un point fixe p,(x) = @41 (x) © —x* + ax +
a=—-x*+(@a+x+(@a+1)=ox+1=0=
x=—1,doucepointl(—1; —e + 1).

2. Vx€IR ¢'(x) = (x? —ax —2x)e ™ =
x=0
x=a+2

3. M, le point d'absciss€(a + 2) sur C,,, .
a) Calculer 'ordonnée deM,,.
pla+2)=[-(a+2)+ala+2)+ale *?+1
pa+2)=(—a—4)e % 2+1
une équation cartésienne d€: or ¢,'(a+2) =0
y=¢4 (a+2)(x—a—2)+¢@.(a+t2)
x=a+2
{y =1-(a+4)e %2
b) I’ passe par I.

(x —a—2)xe * posonsy’'(x) =0 {

Probleme 181 :unité graphique 2 cm

1.  Soit ulafonction définie par :
e~ _ x
Ty In(1 + 2¢e%)

a) Etudier le sens de variation deu sur IR.

b) Dresser le tableau de variation det sur IR.
c) Déterminer le signe deu(x) suivant les
valeurs dex.

2. On considéere la fonctionf définie par :
f(x) = e >*In(1 + 2¢%)

a) Etudier les limites def en+w et — .

u(x) =

b)  Montrer que V x € IR f'(x) = 2e”2*. u(x).
En déduire le sens de variation d¢ sur IR.

c) Dresser le tableau de variation d¢.

d)  Determiner I'equation de la tangente T &Cf
au point d’abscisse nulle.

e)  Construire la courbeCy et T.

3. SoitA un réel strictement positif.

a)  Vérifier que pour tout x

p(x) = 1i2ex =e e xX+4+2’

b)  En déduire la valeur del(4) = f:p(x)dx.

c) Alaide d’'une intégration par partie, donner
la valeur deJ(a) = f:f(x)dx.

d)  Déterminer la valeur encm? de A(R).
e) Calculer la limite de A(A) quand A vers +co.
4, On considére(E) I'équation différentielle du

e—x
1+2¢*
a) Deémontrer que f est une solution d€E).

b)  Démontrer qu'une fonction ¢ une fois
dérivable sur IR est solution de(E) si et seulement
si la fonction ¢ — f est solution de I'équation
différentielle (F) : y’— 2y = 0.

c¢) Résoudre I'équation(F) dans IR.

d)  En déduire 'ensemble des solutions d€E).

premier ordre : y’ + 2y = 2

Correction :

e
1+2e*

1. u(x) = —In(1 + 2¢€%)

, e*(1+2e*)—2e*.e* 2e*
8) VxERWW =" TTza"
2e* 2e* e*(-1-4e¥) _ e*(1+4e%)
(1+2e%)2  1+2eX  (1+2eX)2  (1+2e%)2
u est décroissante sur IR.

b)  Dresser le tableau de variation dgy.

lim u(x) =lim [1+e:ex —In(1+ 2€x)] =0 o
X +o 4y 1o
lim u() = lim [-2— ~ In(1 + 2¢¥)| = 0
X > —00 X - —00 ¢
X —00 400
ul(x) J—
ulx) |0 h —®

c) VxelRu(x)<O.
2. f(x)=e**In(1+ 2¢e%)
a) Posong=1+2e*<x=1In (ﬂ)

/() - 2

t In(t)

12" ¢t

e_zm(t;_l) In(t) =4
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lim f(x) = lim [4 : m] =

(t-1)2" t et
X400 44
lim f(x) = lim[e™?*In(1 + 2e¥)] = +oo
X > —00 X > —00
I _ _—2x _2e _ —2x
b) Vx€IRf'(x)=e . ————2e">In(1+

x) — —2x|_¢© _ x\| —
2e%) = 2e [1+2ex In(1 + 2e )] =
2e~2* u(x) < 0 donc f est strictement décroissante
sur IR.

c) Dresser le tableau de variation def.

X —00 + o0
f'(x) -
f(x) | +o \ 0

d) Ty=f 0 +f(0)=2(;-In3)x+In3
e)  Construire la courbeCy et T

3. Smtl un reeI strlctement posmf
a) Vx€elRpkx)=e™*-2 ¢ _—

e *+2
e"2X42e™%¥—2¢7% 72X X

e *4+2

e *(e™*+2)-2e7%

e 42
e—Zx e—x

e ¥+2 1+2ex'x et

b) I = [, p(x)dx = [e‘x + Zmlo

IQ) = [—e™* +2In(e*+2)]} =

IQ) =—e*+2In(e™*+2)+1-2In3.

0 JW = [ f()dx = [}e™? In(1 + 2¢¥)]dx

JO) = [—%e‘zx In(1 + Zex)]:; + fo}l " dx

1+2e*

1 A
) = [—Ee—zx In(1 + 2ex)] STN
JA) = —-e ?*In(1 + 2e*) += ln(3) + 1D
d) CA(;\) = 4J(\)cm2.
e) lim I(A) = [2 ln( ) + 1]

A 4o
lim J@&) = [5In(3) + 21n( )+1]
A 4o
lim AA) =2 [ln(3) + 4ln( )+ 2] cm?
A 4o

4. (E) y’+2y=2-°2

1+2e*
a) fx)= e‘zx In(1 + 2e*)
f'(x) =e 2% STy 2e 2% In(1 + 2e%)
fre0)+2f(x) =272 ——— 2" In(1 + 2¢*)
o2 — 9,2
+2e ¥ In(1 + Zex) =2e % [1+2 x] donc
F)+2fe) =2 =2 doi

1+2e*
f est une solution dg).

by (-fleSme (p—f+2(p-f)=0

¢ +20-(f"+2f)=0
or on sait qu¢ € Sy < [’ +2f—2

1+2e*
e~ X

o' +2¢— 21+2x—0(=)go +2<p—21+Zex

SipESEH & ¢ +2¢ :21+2ex
dérivable sur IR est solution ¢E).
c) Résoudre I'équation(F) dans IR.

Les solutions de I'équatiofF) sont dong/(x) =
Ae™%* ol A est constante réelle quelconque

d)  En déduire 'ensemble des solutions d€E).

Les solutions de I'équatiofE) sont donap(x) =
Ae ¥ 4+ 2

1+2e%’
Probleme 182 :unité graphique 2 cm.

1.  Soitu la fonction définie par

u(x) =1In (1 + %) — x_41—1

a) Etudier le sens de variation deu.

b)  En déduire le signe dau(x).

2. On consideére la fonctionh définie par :
V x € |-;0], h(x) = Ve* — e2*

{Vx € ]0; +oo[,h(x) = xIn (1 + l)

v(x) v exX—e2x

a) Montrerquevx <0, —_—=

X
\/ex— v(x)
x x H>0_

b)  Etudier la continuité et la dérivabilité de h
sur IR.
c) Montrer que la droite (d) d’équationy =1
est asymptote &j, en+oo.
d)  Etudier les variations deh et dresser son
tableau de variation.
e) Tracer la droite (d) et la courbecCy,.
3. Soitf larestrictiondeh al = [-1In2; 0]
a) Montrer que f admet une bijection
réciproque f~1 de I sur J dont on donnera son
tableau de variation.

lim—=
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b)  Montrer que la bijection réciproque f~! est
1+m)

—

c) Tracer sa fonction réciproque notéeCry.

4.  SoitA estun réel tel que0 < A < 1. Montrer

que l'aire A(1) encm? de la partie du plan limitée

par la courbe €}, et les droites d’équationsx = 4 et

x=1est¢/l(/1)=2[1—/1+ln(1+l)—

définiev x €], f~1(x) = ln(

A21n (1 + %)] cm?. (on rappelle— =1-—1).

x+1
lim A(4)
Calculer .

ule 150

Correction : unité graphique 2 cm.

1 1
1. u(x)—ln(l +;)—m
a) Etudier le sens de variation deh :

1
1

vV x>0, U(X)— (x+1)2:m<0a|0rsu
est strictement decrmssante $r+ ool
b) le signe deu(x) : comme hmu(x) 0 alors

vV x> 0,u(x) > 0.
V x € ]-0; 0], h(x) = Ve* — e
V x €]0; +oof, h(x) = xln(l +§)

\/ex_er _ ex % eX—1
x x x

X X
Commex < 0, on peut écriré’% =— —% =

’ ezx—ex __m m
—llm[ ’—f ] —V/+o0 =

x> 0"
b)  continuité et la dérivabilité deh sur IR :
Continuité de h en0 :

limh(x) =lim[xIn(x+ 1) —xlnx] =0

v(x)

a) Vx<o0,

x|—>0‘

et
x>0t xe0F
: o —
lim h(x) =lim[Ve* — e*] = 0 4315 est continue en
x+0 x> 07

0. Par conséquentest continue sur IR.
Dérivabilité de h en0 :
Jim PEA=R@) _ [,/—ex;er] B

x 07 x 07

o P53

x> 0"
lim&gm) =lim [ln (1 + %) ] =

- 0t

x -0t

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

lim[In(3) | = —Ino* =+
x 0t
dérivable erh. Par conséquentest dérivable sur
]—o0; 0[ et]0; +oof.
o limhG) =lim [xn (1+ %)] —lim [@] -1
X - +oo te0

X — 400
t—0
(d) d’équationy = 1 est asymptote &, en+oo.
d) variations deh et dresser son tableau de
variation :
limh(x) =lim[Ve* — e2*] = 0 alorsC;, admet une
X — —0 X > —00
asymptote horizontale d’équatign= 0.

, eX—2e2% e*(1-2e%)
Vx €]-;0[,h (x) = I PRl e
signe dépend de celui de- 2e*, posonsl — 2e* =

(0]
alorsh n’est pas

X = +o00

1 1 LN .
enposant = - & x = :»{ d’ou la droite

son

_ Vx€]—oo;—In2],h'(x) >0
0= x= '“2‘:’{Vxe]—1nz;0[,h'(x)<o'
h(—1In2) = 0,707.

Vx €]0;+oof, h'(x) =In(1+3) - = =u(x) >
0.

X —oco —1In2 0 +o0
h'(x) + [ - ] +
h(x) —oo /2 0,707 N 0 /7 +o

e) Tracer la droite (d) et la courbe€y, en trait
continue etCr en trait discontinue :

A

3. Soitf larestrictiondeh al = [-1In2; 0]

a) f estcontinue et strictement décroissante sur
I =[-1In2; 0]. Sa bijection réciproquef~! a

I =[—1In2; 0] est une bijection réciproqye ! de

=[—1In2; 0] sur un intervallg = [ ]

x 0 V2
2
FH'® —
F1(x) | 0 N —In2

Page 191 sur 215
b 2 e’ @ @ e s i e D @ e e S e S e S SR eea e e RS S e S S S S S S S S S e

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 36 X 5 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 0 3 2 5 06 0 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 54 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 26 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2



LR R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 2 8 0 2 0 0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 2 8 0 8 0.0 8 0 81

X 3 3 X X 3 30 X X 36 5 2 36 20 X X 36 3 X 5 36 2 X 5 36 2 X 36 3 2 50 06 5 2 56 36 X 50 36 2 X 54 36 2 X 06 3 2 X 06 3 2 56 36 0 24 36 26 2 5 36 2 X 5 36 2 X 2 06 26 26 2 5 5 06 26 2

b) y=vVe*r—e?* o e¥ —eX+y?2=0,yestun
ex 1-v1-— 4x2 (1)
N _ _ 2
paramétreA= 1 — 4y? & eX=1+\/1 4x? (2)

2
celle la 2é équation nous intéresse, déu=

1+V1—4x2 1++/1-4y2
S x=1In (—y>

2 2
VxE [0 —] fx) = (1+ 12_4x2).

c) Voir le graphique o est en trait discontinue
4.  SoitA estunréeltel qued < 1< 1.

A) = 4f11 [xln (1 + %)] dx.cm? = ([sz In (1 +
1A +2 0 v+ 1dv.cm2=2xAn1+1x41+241 1- 1+

1dv.cm2=2x2An1+1x+r-In1+x11.crm2=21-1+n
14+4-A2n1+14cm2.

limA) =

A0

1im2[1—/1+1n(1 +/1)—,121n(1+%)] =2-22
A0

Probleme 183 :unité graphique 2 cm.

1.  Soitu la fonction définie par
ulx) =1-—xe™™ .
a) Etudier le sens de variation deu sur IR.
b)  En déduire le signe dau(x).
2. On considére la fonctionh définie par :
{ V x € ]—o0; —1[, h(x) = —41"(;x)

Vx€[-1; +oo[h(x) =(x+1)(e™*+ 1)
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de h
sur IR.
b)  Calculer les limites deh aux bornes de son
ensemble de définition et préciser les éventuelles
asymptote aCy,.
c)  Montrer que la droite (d) d’équation
y = x + 1 est asymptote &, en+co. Etudier la
position relative deCy, et (d) sur[—1; +oo[.
d) Dresser le tableau de variation déx.
3.
a)  Montrer qu’il existe un unique point
d’'abscisse supérieure &1 ou la tangente T &, est
parallele a la droite (d).
b)  Montrer que la courbe €}, est au dessus de
I'axe des abscisses.
c)  Tracer la droite (d), la tangente T etCy,.
4.  Soitf larestriction deh a[—1; +oo
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réciproque f~1 dont on donnera son tableau de
variation.

[ ax etj(@) = [*[(x + 1)e*]dx

du plan limitée par la courbe€y, la droite (d) et les
droites d’équationsx = —e, x = A.

Correction : unité graphique 2 cm.

V x € |—oo; +oo[, u'(x) = (x —1)e™™

V x € |—o0; 1[, u'(x) < 0 alorsu est strictement
décroissante suf—oo; 1].

V x € [1; +oo[, u'(x) > 0 alorsu est strictement
croissante suf1; +oof.

minimumu(1) =1—e~1 = 0,632 > 0 alors
V x € |—o0; +oo[, u(x) > 0.

2.
{Vx €[-1; +oo[,h(x) = (x+1)(e™*+ 1)

Continuité dehen—1:

limh(x) =lim[(x+1)(e™*+1)]=0
xH -1 x» —1%

lim h(x) —llm[ _4nCx x)] 0
x> —=1"
—1. Par conséquentest continue sur IR.
Dérivabilitt de hen—1:posonst =x+1 & x =

t—1<=>{

x - -1
hm [4 ll'l(—_tt+1) % 1

te0
gauche de—1 et

x> —17
dérivable a droite de—1. Commehg(—1) # hy(=1)
donch n’est pas dérivable enl. Par conséquent est
dérivable suf—oo; —1] et]

Montrer que f admet une bijection

Tracer sa fonction réciproque notéeCr.
Soit A est un réel supérieur a—1.
Calculer les intégrales suivante$ =

e
En déduire encm? l'aire A(A) de la partie

lim A(1)

Calculer .
AP Foo

u(x)=1—xe™*
Etudier le sens de variation ddh :

En déduire le signe dau(x) : Comme le

Vx €]—o0;—1[,h(x) = —4@

continuité et la dérivabilité deh sur IR :

et

alorsh est continue en
x> —1"

x+— —1
t— 0
MAED i [-2C3]

x+1
x——1"

E] =% donch est dérivable a

R(x)~h(~1)
x+1

=lim[(e™*+1)]=e+1

1+ donch est
X —

—1;4oo[.
Dy, = ]—00; +oo[
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lim h(x) =1im [4™2] = 0
X —» —00 X P —00 *
asymptote horizontale d’équatign= 0 et

limh(x) =lim[ x] = +

alorsC;, admet une

X +00 x> +00
_ TR B SN )

¢ limlh(x) -yl —llm[e—x+e_x]—0donc la
X - +00

X = +o00
droite (d) d’équatiory = x + 1 est asymptote &, en
+00.Vx €[-1; +o[,h(x) —y = xJ;l > 0, alorsCy,
est au-dessus de (d)
d) Dresser le tableau de variation déx.

, 1-In(-x) In(—x)-1
Vx€l]—oo;—1[, h'(x) = —4 e 4 R
son signe dépend de celuildé—x) — 1, posons
In(—x)—1=0=x=-e&

e

0 +o0

X
D' +

(%) -1 7 +o00

b)  Voir le graphique o& est en discontinue
5.  SoitA est un réel supérieur al.

a I= f_lln(_x) dx = E [ln(—x)]z]

—e x

= —Zet
2

JA) = [ 1+ Deldx = [~(x + De |4 +
f_ll[e‘x]dx =[-(x+2)e ¥t =-A+2)e* +e.
b)  Taire A = [* h(x)dx x 4cm? =

f__el h(x)dx X 4cm? + f_)Ll[h(x) — yldx X 4cm? =

[—41 + J(D)] x 4cm? = (8 + 4e — 4(A + 2)e™*)cm?.

0 limA(A) _ lim[8 + 4e —4(A+2)e™] _
A 40 A - 4o
(8 + 4e)cm?.

Probleme 184 :unité graphique 3 cm.

V x € |—o0; —e],h' (x) >0
{Vx E]]—e; —1%, h’((x))< 0 h(=e) = 147.
Vx€]-1;4+o[,h'(x) =1 —xe™* =u(x) > 0.
X —© —e -1 +o0
Moy |+ - || +
h(x) -/ 1,47 N 0 7 4o

3.

a) Montrer gu'il existe un unique point
d’'abscisse supérieure &1 ou la tangente T &, est
parallele a la droite (d) :h'(x) =1—-xe™ =1

x = 0, ce point a pour coordonnée; 2).

b)  Montrer que la courbe €, est au dessus de
I'axe des abscisses.

On la remarque dans le tableau de variatidnx: €
]—o0; +oo[, h(x) = 0, d’ou la courbeZ;, est au dessus
de I'axe des abscisses.

c) Tracer la droite (d), la tangente T et la courbe
Cj, en trait continue etCr en trait discontinue :

4.  Soitf larestriction de h a[—1; +oo[

a) f estcontinue et strictement croissante sur
[—1; +oo[. Sa bijection réciproquef~1 a[—1; +oo[
est une bijection réciproqye! de[—1; +oo[ sur un
intervalle] = [0; +oo].

1.  Soitu la fonction définie par

u(x) = 2x — e_%x.
a) Etudier les variations deu sur IR.
b)  Déduire de ce qui précéde I'existence et
unicité d’'un nombre réela > 0 tel quelu(a) = 0.
Montrer que a dans l'intervalle 10,4 ;0, 5[.
c) En déduire le signe dau(x) sur [0; +oo.
2. On considere la fonctionh définie par :
V x € ]-0; 0, h(x) = In(x? + 1)

1
Vx € [0; +oo[,h(x) = x2 — 3 + 3e73"
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de h

sur IR. Interpréter graphiqguement ces résultats. En
déduire les équations des demi-tangentes au point

d’abscisse0: Ty+ etTy-.
b)  Calculer les limites deh aux bornes de son

ensemble de définition et préciser les éventuelles

asymptote aCy,.

c) Etudier le sens de variation déh.

d)  Montrer que h(a) = a? + 6a — 3. En
déduire une valeur approchée déi(a) 21073.

e) Dresser le tableau de variation déx.

f) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une
solution unique B dans l'intervalle [a; +oo[. En
déduire le signe der(x).

3.

a) Deéterminer la tangente T aC;, au point

d’abscisse—3. Préciser la position relative de T par

rapport a €y, sur |—oo; 0[.
b)  On note la parabole (P) d’équationy = x? —
3. Déterminer le signe deh(x) — y. Préciser la
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position relative de (P) par rapport aCj, sur

[0; +oo].

c) Tracer la parabole (P), la tangente T eCy,.
4.  Soit f larestriction de h a]—oo; 0[.

a) Montrer que f est une bijection dg—oo; 0[
dans]0; +oof.

b) Déterminer, pout tout x de]0; +oof,
I'expression def 1.

c) Tracer sa fonction réciproque notéeCry.

6.  SoitA est un réel supérieur al.

a)  Calculer cm? l'aire A(A) de la partie du plan
limitée par la courbe €y, la parabole (P) et les
droites d’équationsx = 0, x = A.

b) Interpréter graphiquement ce résultat et
limA(A)

donner/1 > 400 "

Correction : unité graphique 3 cm.

1
1. u(x)=2x-e3 = x< L )
xe3*
a) Etudier les variations deu sur IR
1
V x € |—o0; +oof, u'(x) = 2 + 73 > 0 alorsu est
strictement croissante su#-co; +oof.

limu(x) = —%0 o limu(x) = +o
X > —00 X B 400
—00 Ece)
u'(x) +
u(x) —00 7 +00

sur |—oo; +oo alors il existe un nombre réel> 0
unique tel queli(a) = 0.
Montrer que a dans l'intervalle 10,4 ; 0, 5].
u(0,4) = —7,51.1072 etu(0,5) = 0,1535.
u(0,4) x u(0,5) < 0,d'oua €]0,4;0,5].
c) En déduire le signe dat(x) sur [0; +oo] :
Vx€e[0al,u(x) <0
V x € [a; +oof, u(x) = 0.

{ V x € ]-0;0[, h(x) = In(x? + 1)

1
V x € [0; +oo[,h(x) = x* —3 + 3e 3"
a) continuité et la dérivabilité deh sur IR
Continuité de h en0 :
1
lim h(x) =lim [xz -3+ 3e_§x] =0

N h est continue
x+—0

x+-07F
lim h(x) =lim[In(x? +1)] =0
x - 0"
donch est contlnue a dr0|te de OD’ou h est continue
en0. Par conséquemntest continue sur IR.

a gauche de @3t
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b) Commeu est continue et strictement croissante
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*

Dérivabilté de h eno : I
— 2
lim h(x)=h(0) _ lim [ln(x +1) 9 £] _ i
x—0 X X
x 0" x - 0 *
li In(x%+1) -0 i
1m[ 2z % x] = *, donch est dérivable a gauche
x> 0"
de O et
1

. h(x)-n(0) _.. e 3% -1 0N _
hm—x_o =lim [x +3 _%x X (— 5)] =-1 donc
x 07 x - 0t

h est dérivable a droite ded. Commehyg (0) # hy(0)
donch n’est pas dérivable éh Par conséquent est
dérivable sut—oo; 0 et sur]0; +ool.

Au point d’absciss@ est un point anguleux &f,
admet a ce point deux demi-tangentes dont leurs
équations sontTy- :y = 0 etTy+ : y = —x.

b) Dp = ]—o0;+oo]

lim h(x) =1im[ln(x2 +1)] =+

X — —00 X > —0o0

lim*® = 1im[-222] = ¢

X = —OO X — —00

alorsC, admet une branche parabolique de directio

T 34 3 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 2 24 2 2

(Ox) etllmh(x) —hm[x —3+3e3 ] +o0

= F00 X = +o00

() 1

= 400

lim—

coxt , alorsC,, admet
X = +°° X = +o00

une branche parabolique de direction (Oy)4ew®.
c) sens de variation déeh :
' . 2x
Vxe€ ]_ooi 0[1 h (x) - x24+1
strictement décroissante guroo; 0].

V x €]0;+oo[, h'(x) = 2x — e_%" = u(x), son signe
dépend de celui de(x).

V x € [0;a], u(x) = h'(x) < 0 alorsh est
décroissante suf; «]

V x € [a; +oo[, u(x) = h'(x) = 0, alorsh est
croissante sui; +oo.

d)  Montrer que h(a) = a? + 6a — 3. En
déduire une valeur approchée dé(a) 21073,

1 1
ul@)=2a—-e3*=0=e73"

1
h(a) = a? -3+ 3e73%
6a —3

= 2a et d'autre part

=a?-3+3Qa)=a*+

2,84 < a?—-3< =275
0,4<a<0,5(=>{ 24<6a<3 en

additionnant membre a membre on aur®,44 <
a’? -3+ 6a<0,25< —0,44 < h(a) < 0,25.

h(a) 21073 : %“’25 = _0,095.
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e) Dresser le tableau de variation déa.

X —oo 0 a 400
h'(x) - [ - | +
h(x) | +o0 0 N —0,095 /7 4o

f) h est continue et strictement croissante sur
[a; +ool. Elle réalise une bijection de; +oo[ sur
[—0,095; +o[. Or0 € [—0,095; +oo[. D'apres le
théoreme de gendarme I'équatidy) = 0 admet une
solution uniqueB dans l'intervallda; +oo.
En déduire le signe déh(x) :
V x € ]—0;0] U [B; +oof, h(x) = 0
Vv x €[0; B],h(x) <0
3.

h(=3) =In10 3 5
d) {h'(—3)=—§ T:y=—§x+ln10—§;de
ce qui précéde (branche parabolique -(0x)) T est au

dessus d€;, sur]—oo; 0].

e) h(x)—y= 37 > 0, la parabole (P) est au-
dessous d€;, sur[0; +ool.

f) Tracer la parabole (P), latangente T ety :
Vx€[0;+o,y=x*-3 =y =2x>0

X 0
yl
y 0

4.  f larestriction de h a]—oo; 0.

a)  hestcontinue et strictement décroissante sur
]—o0; O[. Elle réalise une bijection de-o; 0[ dans

]0; +oo].

b) In(x*+1)=ye=x=F/e¥ -1

pout tout x dg0; +oo, f~1(x) = —VeX — 1.

c) Vaoir le graphique Cr.

7. SoitA est un réel supérieur al.

a) A= fo/l[h(x) — yldx x 9cm? =

A

X 9cm? =

fO/l [Se%x] dx x 9cm? = [—9e_§x]O

A1) = 81 (1 - e_é’l) cm?.

py HmA@) =lim [81 (1 _ e—%/l)]

= 81 cm?.
A+ Foo A +oo

Probleme 185 :unité graphique 2 cm.

1.  Soitu la fonction définie par

u(x) =1+ (1 - x)e?™*.

a) Etudier le sens de variation deu sur IR.
b)  En déduire le signe dau(x) sur IR.

2. On considere la fonctionh définie par :
h(x) = x(e*™* + 1)

a) Calculer les limites deh sur IR et préciser la

branche infinie a€; a —oo.

b)  Montrer que la droite (d) d’équation y = x
est asymptote &, en+oco. Etudier la position
relative de €y, et (d) sur[0; +oof.

c)  Etudier les variations et dresser le tableau de

variation de h sur IR.

d)  Etudier la position C;, par rapport a sa
tangente T au point d’abscisse 2.

3. Tracer la droite (d), la tangente T etCy,.

4.  Soit f la restriction de h 4 IR.

a) Montrer que f admet une bijection
réciproque f~1 définie sur IR.

b)  f! est-elle dérivable emt?

c)  Tracer la fonction réciproque notéeCy et T
5.  Soit A est un réel strictement positif.

a) Calculer encm? l'aire A(4) de la région du
plan délimitée par la courbeCy, la droite (d) et les
droites d’équationsx = 0 etx = A.

b)  Calculer lim ‘A(’U.
A 400

Correction : unité graphique 2 cm.

1. u(x)=1+1—-x)e**,
a) Etudier le sens de variation deu sur IR.
V x €IR, u'(x) = (-2 + x)e?™*

V x € |—o0; 2], u'(x) < 0 alorsu est décroissante su

]—o0;2]. EtV x € [2; 4o, u'(x) < 0 alorsu est
croissante suf2; +oo[

b) Comme le minimumu(2) =0

alorsV x € |—oo; +oo[, u(x) > 0.

2.  h(x)=x(e**+1)

. s 2oxl _
a) HmAC) =lim|xe®™] = oo oy ggqyi
X P —0 xH —00
. h(x) T 2-x1 _
lim == = lim[e*™*] = +c0 alorsC, admet une
X —0co X —®©
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branche parabolique de direction (Oy) et
lim h(x) =lim [eix + x] = 400

X+ 45 10
oy mlAG) =yl =lim[ 2] =0 4001 droite (d)
X = 400

X — +oo
d’équationy = x est asymptote &, en+oo.

V x € [0; +0o[,, h(x) — y = = > 0, doncCy, est au-
dessus de la droite (d) g +oo].

C) Vx€]-oo;+o[,h'(x)=1+(1—-x)e*™*=
u(x) > 0 alorsh est strictement croissante sur IR.

X —00 Ece)
h'(x) +
h(x) —00 7 +00
h(2)=4 . _
d) {h'(z) o Ty=4

3.  Tracer la droite (d), la tangente T etCy,.

4.  Soit f la restriction deh a IR.
a)
Elle réalise une bijection de IR sur.IR

b)  f~!est-elle dérivable ert? f(2) = 4

. f_l(x)_f_1(4') T y—2 — 1 —
lim™— 2 —==lm e = 7@ = T donc
x— 4 y—2

f~1 n'est pas dérivable ent.

c) Voir graphique Cr.

6. A>0.

a) AQ)= fo/l[h(x) —yldx X 4cm? =
f(;l[xez‘x]dx X 4cm? = [(-1— x)ez‘x]i X 4cm? =
= 4[e? — (1 + D)e?*|cm?.

lim A(A) =lim [4[e2 —(+ A)ez-l]]

= 4e>.
A 4o A 40

b)

f est continue et strictement croissante sur IR.

Probléme 186 :unité graphique 2 cm.

A.  Soith,) la fonction définie par :

e2 +ae*+b

hyp(x) = avec(a, b) € IR".

1. Quel est I ensemble de définition dé, j ?

2. Trouver les nombres réelsa et b pour que la
représentation graphique deh, ;, passe par le point
A(In 2; 2) et admette en ce point, une tangente
paralléle a I'axe des abscisses.

B.  On considere la fonctionh définie par :

e2X_2e*4+2
h(®) =—7—
1.
a) Déterminer les limites deh sur Dy,.

b)  Montrer que V x € Dy,

c) Montrer que V x € Dy, h(x) =

d) Dresser le tableau de variatiorh sur Dy,.

2. Donner une équation de latangente T &;, au
point d’abscisseln 4.

3.  Tracer la courbe €, et la tangente T.

4.  Soit f la restriction de h 4 IR.

a) Montrer que f a[In3; In 6] est une bijection
de[In3; In 6] sur un ensemble a préciser.

b)  Soit f~! la bijection réciproque def. Calculer

(ry (?) Tracer la fonction réciproque notéeCy.

5. Calculer encm? l'aire A de I'ensemble des
In2<x<Iné6

points M(x; y) tels que :{ 0<y<h®"

Correction :

e?*1ae*+b

A hgp(x) = avec(a, b) € IR".
1. Dp,, = {x/x E,e —1+# 0} =IR—{0}.

2. Vx=#0
, 2e?*+ae*)(e*-1)—e*(e?*+ae*+b
hap'(x) = ( ) ( )

(e*-1)2
X(p2X_2pX _q_
hap'(x) = e*(e?*-2e*—a-b)
{ha,b(an) =2 {4+2a+b =2 {a =2
B.
1.

(e*-1)2
hep'(In2) =0 a+b=0 b=2"
e2X_2e*+2
e*-1

h(x) =

a) Déterminer les limites deh sur Dy,.
e?*—2e*+2 2

lim h(x) =lim [—] —=-

X 07y 0-

limh(x) =lim [ﬂ] = 02_+ = 4o

X = O X - 0+
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lim h(x) =lim [M} =2

eX—-1
XP =0 ¥y 0
2x

lim h(x) =lim [Z_x = ex] = 400

X +o X — +oo
b) Vx;&Oh(x)=ex—1+ex1_1=
e?¥—eX—eX+1+1 _ e?¥—2e%42
e*—1 T ex-1 h(x).
X
c) Vx;&Oh(x)=ex—2+exe_1=
2X_ 5 pX_ pX x 2X_o,X
e 2e"—e"+2+e” e 2e"+2 — h(x).

e¥—1 - e*—1
d) Dresser le tableau de variatiorh sur Dy,.

’ _ x _ ex . ezx(ex_z)
Vx#0 h'(x)=e @ - (@12

Vx<In2 h'(x) <0 alorsh est strictement
décroissante syroo;In 2|

Vx>1In2 h'(x) > 0 alorsh est strictement
croissante sujin 2 ; +oo[

Vx+#0 Hx)=e*—-2x+1Inle*—-1|+k

5
U= [, hG)dx = [H(x)])RS =4 —1In (5)
A =4Ucm? = 4 [4 —In (E)] cm?.

Probléme 187 :unité graphique 2 cm.

u(x) = x% —In(x + 1).

déduire le sens de variations de la fonction.

h(x) = e *In(1 + e*).

Vx€eIR h(x) = % +e*In(1+e™).

X | —© 0 In 2 +o0

ensemble de définition et préciser les éventuelles

h' (x) — | - |+

asymptote acy,.

h(x) | =2 N —© | 400 N 2 A 400

3. Tac,y=h(n4)(x —In4) + h(In4).
h(n4) =2 et h'(n4) ==
Té.C’hy=37’2x—§ln4+13—O

4.  Tracer la courbe €, et la tangente T.

Ch

déduire le sens de variations d& et dresser son
tableau de variations.

Correction : unité graphique 2 cm.

Vv x € ]—-1;0], u'(x) = 0 alorsu est croissante sur
]1—1;0]. EtV x € [0; +oo[ u(x) < 0 alorsu est
décroissante suf0; +oo|.

e *In(e*)+e*In(1+e*) =
h(x) = eix +e*In(1+e7¥).

7

5.  Soit f larestriction deh a IR.
a) f estcontinue et strictement croissante sur
[In3; In6]. Elle admet une bijection din 3; In 6]

surE; 4].
b)  Soit £~ la bijection réciproque def.
f(n4) = h(in4) = 2

On sait qu
f'(In4) = h'(In4) = 37’2

—1v/ E — 1 — 1 zi
¢(3) RECIRCCRE
Cr voir graphique
6. Vx#0hx)=e*—-2+

X

e
eX—1
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X > —00
t> 0"’

admet une asymptote horizontale d’équagion 1.
; —1; x -x -\ | —
limh(x) =lim [ ~te In(1+e )] =0 yoi ¢,
XP+0 s 4o
admet une asymptote horizontale d’équagion 0.

son signe dépend dge*). Or la fonction
exponentielle est strictement positive sur IR atrpo
toutx > 0, u(x) < 0 doncu(e*) < 0 donch'(x) <0

o alors h est strictement décroissante sur IR.
a pour primitive

Iné6

9

Soit u la fonction définie par

Calculer u'(x), étudier son signe et en

Calculer u(0). En déduire le signe det(x).
On considére la fonctionh définie par

Montrer que

Calculer les limites deh aux bornes de son

Montrer que V x € IR h'(x) = u(e*).e . En
Tracer la courbe Cy,.

u(x) = ﬁ —In(x + 1).
1 1 x

Va>-1uwt) =ooe = e

u'(0)=0.V x € |-1; +oo[, u(x) < 0.
h(x) = e *In(1 + e*).
Vx€IR h(x) =e™*In[(1+ e ¥)e*] =

. —qi [In(@+eM)] _
lim h(x) =lim [e—x] ~posong = e* alors

XHP =0 ¥y -

limh(x) =lim [

X2 =™ 0

In(1+t)

donc ] =lgoue,

Vx€IR h'(x) = —e*In(1+e*) +
L= (1e —In(1+ ex)) =u(e*).e™

1+e* +e*

Tracer la courbe Gy,.
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Probléme 188 :On considére la fonctionf,, définie

x+1
par: fn(x) = |x —n|ex—n avecn € IN.

1.  Quel estI'ensemble de définition d¢f,, ? en
déduire les écritures def,, sans le symbole de la
valeur absolue.

2. Montrer que f,, admet un prolongement par
continuité a gauche den. Déterminer les autres
limites de f,, sur Dy, .

3.  sens de variation def,, :

—x+2n+1 **1
a) Montrer que ¥V x < n, f,/(x) = 2 gxn,

x—n
En déduire son sens de variation.

x—2n-1 **1
ex-n,

b) Montrerque Vx>n, f,'(x) =

X—n
En déduire son sens de variation.

c) Dresser le tableau de variation d¢f,,.
d)  Tracer la courbe Cy,.

x+1
Correction : f,,(x) = |x — n|ex—= avecn € IN.

1. Dp={x/x€IR,x—n+0-}=]—oco;n[U
In; +ool.
écritures def,, sans le symbole sans valeur absolue
x+1
V x € |-oo;n[, f(x) = (—x + n)ex—n
x+1

V x € In;+oo[, fr,(x) = (x —n)ex—n
2. limites de f, sur Dy _:

n+1
lim f,,(x) =lim [Oe%—] =lim{0e™] = 0 4o ¢
n

xXe—-n - xXeno
xXen

admet un prolongement par continuité a gauche de
lim f,(x) =lim[—xe!] = + .

X —00 x> —00
lim £, (x) =lim[xel] = +oo.
X > +oo X — 400 ’
n+1
ot1im fn () =lim [0e0_+] =lim[0e*®] = FI.
xnt + xHnt '
xXeHn
Posong = 2 o x =2 o {x —nt
" x-n T ot-1 t— 4+
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V x € In;4+[, fn (nt“) =gt

=y
lim f,(x) =lim [%e‘] =lim [eTt] = 4o
x> nt '

T t-n

t - +oo t— +oo
3. Etudier le sens de variation def,,.
’ x+1 -n—-1
a) VvVx<nf,(x) = —exn— Gy
x+1 x+1 -n—-1 —x+2n+1 X1

(x - n)ex—n = e (_1 - xX—n ) - x-n ex-n,
posons —x+2n+1=0sx=2n+1

X -0 n 2n+1 +oo

xX—n - + +
—x+2n+1 + + -

fn' () - | =

Vx<n, f, (x)<0,alorsf, est strictement

décroissante syroo; n|.
x+1

b) Vx>n, f,(x)= e+

-n-1
(x-n)?

—n—1) _x—2n-1 x+1

x+1 x+1

(x —n)ex-n = eﬁ(1 +

= ex—n,

x—n xX—n

posons x—2n—-1=0x=2n+1

x -0 n 2n+1 +00

XxX—n — + +
x—2n-1 — — +

fu' @) | - | +

vx€ln;2n+1], f, (x) <0, alorsf, est

strictement décroissante Jur; 2n + 1].

Vx€]2n+1; +oof, f,,'(x) > 0, alorsf,, est

strictement croissante s|2n + 1; +oo[

c) tableau de variation def,, :
fa2n+1)=(m+1e?=p

—0o0 n 2n+1 +oo

X
fn' () - | - 1 +

fo(x) | +0 N 0 |40 N p » 400

d)  Tracerla courbeCy, .

Probléme 189 :Pour tout réeln strictement positif.
On considéref,, la fonction définie sur l'intervalle

[0; +o[par f,(x) = In(e* + nx) — x.
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D’unités graphiques : 5 cm sur I'axe des abscisses
10 cm sur I'axe des ordonnées.
1. Montrer que, pour tout réel x,

’ _ n(1-x)
fn(x? T et+nx’
2. Etudier le sens de variation de la fonctiorf,

sur l'intervalle [0; +oo].

3. Montrer que f1(x) = In (1 + %)

4, Déterminer les limites de la fonctionf, puis
dresser le tableau de variations de la fonctiofi;
sur l'intervalle [0; +oo].

5. Montrer que pour tout réel x sur l'intervalle
[0; +0o[, on af,(x) < g

6. Déterminer une équation de la tangentd,, a
Cy,, au point O. Etudier la position relative deCy_
par rapport & T,,.

7.  Soitm un nombre réel. Discuter suivant les
valeurs dem, le nombre de solutions de I'équation

fn(x) =m.

8.  Tracer les courbesCy, etCy,ainsi que leurs
tangentes respective¥; etT,.

Correction : n > 0, f,(x) = In(e* + nx) — x.

e*+n __n(1-x)

eX+nx’

1. VvxelR f'(x)=

eX+nx

2. vx=20,f1(x) = elx_—:; alorsf; est croissante
sur[0; 1] et décroissante s{; +oo|.
X X
3. fix)=In [ex (1 +e—x)]—x=ln (1 +e—x).
4. lim f(x) =0 etlimfl(x) = O.

X — +oo x+—0

X 0 1 400
f1(x) + | -
i) |0 ~» In(l+e™d) \ 0

5. fn(x)=1n[ex(1+neix)]—x=ln(1+neix).
lim f,(x) =0 etlimfn(x) = 0.

X +— 400 x+—0
X 0 1 + o0
f’n(x) + | _
fn(x) |0 7 In(l+ne™) N 0

6. Montrer que pour tout réel x sur l'intervalle
[0; +co[, on af(x) < =

Sur [1; +oo], f',,(x) < 0, doncf, est décroissante sur

de [0; 0, f(x) < fu(1) . SOitf, (x) < In(1+n3).
Pour tout réeh positif ou nul, In(1 +a) < a donc en
particulier poura = n§ onan (1 + g) < % donc
pour toutx de [0 ; +of, f,,(x) < g
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[1; +oo[doncf;,, admet un maximum en 1 et pour taut
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7. T,:y=nxaupointOf,(x)—y, =

In(e* + nx) —x —nx =In(e* + nx) — (1 + n)x
doncCy, est au-dessous dg.

8.  Nombre de solution pourf,(x) = m.

. Sim < 0, 'équationf, (x) = m a une unique
solution.

. Si0<m<In (1 + E) I'équationf,(x) =m a
deux solutions, I'une dans [0; 1] et I'autre dans

[1; +ool.

e« Sim=In (1 + g) I'équationf,,(x) = m a une
unique solution qui est 1.

e« Sim>In (1 + g) I'équationf,, (x) = m n'a pas
de solutions.

9.  Cy, entrait continue etCy,en trait

discontinue ;T; et T,.

Probléme 190 :Soit f,,, la fonction définie par :
fm(x) = =— avec le réeim non nul.

e*+m

1. Soitu,, lafonction définie par

u,(x) =e*(1—x) +m.

2.  Calculer u;,(x), étudier son signe et en
déduire le sens de variations de la fonction,,.

3. Calculer u,,(0). En déduire le signe det,,(x)

pour m < —1.
2.

1. Déterminer le domaine de définition def,,.
2. Etudier les limites def, sur Dy, .

3. Montrer que la droite D,,, d’équationy = ix

est une asymptote oblique &; en—co. Etudier

leur position relative.
4. On suppose quan < —1.

U (%)

- En

a. Montrerque Vx €Dy f'p(x) =

déduire le sens de variations dg,,.

b.  Tableau de variations def, sur Dy _.

C. Tracer les courbesCy , etCy _, etles droites
D_, etD_3.

X

Correction : f,n(x) = le réelm < —1.

e*+m

A.  Soitu,, la fonction définie par
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uU,(x)=e*(1—x) +m.

1. u,x)=e*(1—-x)+me uy(x) =—xe*
V x € |—o0; 0[ u,'(x) > 0 alorsu,, est strictement
croissante suf—oo; 0.

V x € ]0; +oo[ u,'(x) < 0 alorsu,, est strictement
décroissante syf; +oof.

2. U,r(0)=1+m<0alorsv x € IRu,,(x) <0.

B.
1. Domaine de définition def,, :
. Sim<0

Dy, = ]—o0;In(—=m)[ U JIn(—m) ; +ool.
« Sim>0Df, =]—oo-+oo[
X 1
2. Limites de fo, : fn(x) = 77— == X L
ln(m) +oosi—1<m<0
lim f, (x) = —{ —cosim < —1
x & [In(— m)] 1sim=-1
ln(m) —osi—-1<m<0
lim f, (x) = =i +toosim< -1 .
x ~ [In(— m)]+ 1sim=-1
lim fr () =lim | == ] ={—°° stm >0 o
X =0 gy +oosim <0
lim f,,, (x) =lim [— m] =0
X P 400 X - +oo
3. lm[fp(x) = y] =lim |- m] donc la
X > —00 X = —00

droiteD,,, d’équationy = %x est une asymptote
oblique aC; en—co.

Sur]—o; 0 fin(x)—y=-— m(ex+m) > 0 alorsCy,,
est au dessus de la drdiig, .
4. On suppose quen < —1
a) Sens de variations d¢,, :
, _e¥+m—xe* _ e*(1-x)+m _
VXx+ 111(—771) f m(x) - (e*+m)?2 - (eX+m)2
U (%) . .
e m)? < 0 car son signe dépend dg (x).

Vv x # In(—m) f',,(x) < 0 alorsf,, est strictement

décroissantesur]—oo; In(—m)|[ et sur]ln(—m) ; +oo[.

b)  Tableau de variations def, sur Dy, .

x —0 In(—m) +o0
f'm(x) - -
fm(@x) | +0 N —o0 +o0 N 0

c)  courbesCy_, etCy_, etles droitesD_, etD_;.

Probléme 191 :

A.  Pour tout réeln tel quen € ]0;1[ on

considére la fonctionf,, définie par : f,(x) =

1+e X

1.
, e(l—n)x
a. Montrer que pour tout réel x, f,(x) = T

En déduire la limite de f,, en—co.
b. Déterminer la limites def,, en+oo.

3. MontrequeVx€IlRf',(x) = 12

En déduire le sens de variation d¢,, sur IR.
4. Dresser le tableau de variation d¢f,, sur IR.
5. Tracer les courbesCy, etCy,.

2 3

B. Pour tout n entier naturel non nul, on
considere la suitg1,,) ey définie par

I, = fl " dx.

0 1+e*
1 Calculer I etly + Iy en déduirely.
2. Calculer I, + I,,,1 en fonction den.
3. Montrer que la suitev n € IN, I,, = 0.
4

1-e™

Montrer quevn € IN* I, <

= et lim (In) = )

li (l—e_")
5. Calculer "™ \—,
ne—- +oo

ne= 4o
Correction :

A. Pour tout réeln tel quen € 10; 1]

fn(x) =

1.
a. Vx€IR f(x) = ¢ - -

1+e=X e X(1+e%)
En déduire la limite de f,, en—co.

( n)x
lim £, (x) —llm[ = ] —llm[e(1 ")x] =0

1+e~*’

e(l—n)x

1+ex *

X =0 X - —0
b limf() —hm[ ] =0
X — +00 X - -|-OO
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2. Vx € 1R

(1-n)e@—Mx(g¥41)_e(1-Mxpx

, _ _

flalx) = (e*+1)? -

MY [(1-n)(e*+1)-e¥] _ eO"™*[1-n-ne*]
(e*+1)2 - (e*+1)?

dépend d€1 — n — ne*)
Posonsl —n—ne*=0< x =ln(%—1)

son signe

Vx€ ]—00;1n (% - 1)[ fn'(x) > 0 alorsf,, est
. . 1
strictement croissante s}:-roo, In (; - 1)[
VxE€ ]ln (% - 1) ; +oo[ f'(x) < 0 alorsf,, est
strictement décroissante %ﬂm (1 — 1) ; +oo[.
n
3.  Dresser le tableau de variation d¢f,, sur IR.

A1) =n(-1) "=

X | —oo In (% - 1) +o0
fo' () + | ~
fnx) |0 7 p N0
4, Tracer les courbeCy, etCy,.

2 3

B. Pour tout n entier naturel non nul, on
considere la suite(l,,),,en définie par

1 e—nx
I, = 0 i dx.

1. Calculer I etly + Iy en déduirely.
L =f < dx=[-Inj1+e*]j=In2 -
In(1+e*)doncl; =In2—In(1+e™ 1)

114+e™*
I0 + I1 - fo 1+e—X

b+ =1el,=1-1;=1-In2+In(1+e71)
2. Calculer I, + I,,,1 en fonction den.

Iy +1he1 = f()l%dx = fol e dx =
1

[ e‘nx] _1-e™
n 0 - n

3. Montrer que la suitev n € IN, I,, = 0.

Sans passer a la démonstration par récurrencesutn p
remarquer qug, (x) est continue et positive sur IR et

dx =

0<1,doncvn €N, 1, = f) =

l_e—nx

0

4. Montrerquevn €IN"I, <

dx = fol dx = [x]} = 1 en déduire

1-e™™

n

l,20=1,,,=20etl, <I,+1,;, = , donc

1-e™™

VneIN* I, < .
n

5, lm (1_Z_n) =lim (% - ﬁ) =0 selon le
nweH 4o nw- 4o

théoréme des gendarmid® (1) =0,
nw- +oo

Probléme 192 :unité graphique 3 cmx 2 cm

1.  On considere la fonction définie par :

f(x) = ae®* + be** + 6ae* — 5 ol (a,b) € IR%

Determiner a etb de telle sorte queCy admet en

son point A d'abscisse In2, une tangente dont une

équation esty = —1.

2.  Soitla fonction g définie par :

g(x) = 2e3* — 9e%* + 12¢* — 5.

a) Etudier les variations de la fonctiong

(tableau). Préciser les asymptotes eventuelle€g

b)  Préciser les points d'intersection de€, de la

fonction g et de la droite des abscisses.

c) Tracer C,.

3.  Soit la fonction h définie par :

h(x) = |2e3* — 9e** + 12¢* — 5|.

Deéduire de I'étude de la fonctionC, le tableau de

variation de h et le tracer deC;, a faire dans le

méme repere queC,,.

4, Discuter graphiquement, suivant les valeurs

dem, le nombre de solutions de I'équation :

h(x) = m.

5.  Calculer en cnf, l'aire A de I'ensemble des

points M du plan dont les coordonnéesx; y)
0<x<In2

g(x) <y < h(x)

approchée a10~2 prés par défaut de cette aire.

vérifient { Donner une valeur

Correction :

1.  f(x) = ae3* + be** + 6ae* — 50U (a, b) €

IR2. C; admet en son point A d’abscisse In2, une

tangente dont une équation esp = —1.

vV x € IR f'(x) = 3ae3* + 2be?* + 6ae*

f'(In2) =24a+8b+12a=36a+8b =0

f(In2) =8a+4b+12a—-5=20a+4b—-5=-1
36a+8b =0 9a+2b=0 a=2

{20a+4-|1_9—5=—1(:){5a-:-b=1 {5

2. g(x) =2e3* —9e?* + 12e* — 5.

a) Etudier les variations de la fonctiong.

Vx €IR g'(x) = 6e3* — 18e?* + 12¢* =

6e*(e?* —3e?* +2) = 6e*(e* — 1)(e* — 2)
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Vx €]-0;0[U]In2; +oo[ g'(x) > 0 alorsg est
strictement croissante sl oo; 0[ et sur]lln2; +oo|.
lim g(x) =lim[2e3* — 9e?* + 12¢* — 5] = -5

X — —00 X > —00

alorsy = —5 on a une asymptote horizontale-ew.
lim g(x) =lim[2e3*] = +o

. VxE ]ln (g), +oo[ h(x) = (e* — 1)?(2e* —
5) = g(x) on suit le méme tracé dg pour la 2™
partie de la courbé,.

X | —o0 0 In2 In G) +o0
h'(x) - |+ [ - 1] +
hRx) |5 v 0 » 1 N 0 /7 +ow

X +0 x> 400

X —00 0 In2 400
g @) + [ - ] +
gx) |-5 » 0 N -1 7 4o

b) C;N(0x) & g(x) =0 2e3 —9e® +
12e* —5=00rg(0) = 0 donc
gx)=(*—1)_2e* +ade*+b)=0

gx) =2e3*+(a' —2)e* +(b'—a)e*—b=0

. . a —2=-9 a =-7
par identification on aur{ab, Ca =12 s { b —
aprés nous allons résoude** — 7¢* + 5 = 0 d'ou
(2e* —5)(e* — 1) = 0 en définitifon a :

g(x) = (e* = 1)(2e* = 5)(e* = 1) = (e* —
1)?(Qe* -5 =0=e*—-1=0=x=00u
5

X _§ — = =

2e 5—0<=)x—ln(2).
5

Ces ponts sor2(0; 0) etA(ln (E) ; 0)
c)  Tracer C.

L og@ . e3*]
lim == = lim [2 T] =+ alorsc, admet une
X +00 x> 400

branche parabolique de direction (Ox)4ew.

3. h(x) =|2e3* — 9e** + 12¢* — 5| = |g(%)I.

La valeur absolue a deux intervalles symétriques a

points qui les annulent : les valeurs du répbsitif et
celle du réek négatif. Org s’annule en O dh (g)
appartenant B, = IR dont on pouvait étudier leurs
dérivabilités.

h(x) = |(e* — 1)2(2e* — 5)| = (e* — 1)?|2e* — 5|
. Vx€ ]—00; In (g)[ h(x) = —(e* — 1)?(2e* —

5) = h(x) = (e* — 1)?(2e* — 5) = —g(x) on déduit

Cn, par rapport a I'axe réel négatif des abscisses

4, nombre de solutions deh(x) = m

. h(x) > 1 on a deux (2) solutions

. 0 < h(x) <1 on a quatre (4) solutions
. h(x) = 0 on a deux (2) solutions

. h(x) < 0 on a aucune solution

. m = h(x) = 1 on a trois (3) solutions.

5. Vx€ ]—w;ln (g)[ h(x) = —g(x)
h(x) - g(x) = —g(x) — g(x) = ~2g(x)
1= " [h(x) — g()ldx = [ [-2g(0)]dx

In2
[=-2 Ee“ - gezx +12e* — Sx]
0

I=|-3e% + 92 — 24e% + 10x]:12
[=10In2 - ? donc l'aire en chest :
A =6lcm? = (601n2 — 38)cm?.
A 1072 prés on aA = 3,58 cm?.

Probléme 193 :On consideref,, définie

e*-m

par: fin(x) =—% oum désigne un réel

strictement positif.

x 1

ex-1
i — 2
A.  Soit f%(x) =
Quel est 'ensemble de définition d¢f1 ?
2
Determiner les limites def1 sur Dy, .
2 z
Etudier le sens de variation def1 sur Dy, .
2 z

Dresser le tableau def1 sur Dy, .
2 z

a & w0 bdPE

Déterminer une équation de la tangente T a
Cy, au point d'intersection deCy, avec I'axe des
z z

abscisses.
6.  Construire Cf, et T.
z

7. Soitunréelatel quea € [-In2; +ool.
x 1
R _ra e
a)  Calculer lintégrale I(a) = [ _, <eT> dx.
b)  Donner une interprétation géometrique de
cette intégrale puis calculer la limite dd (a)
lorsque a tend vers+co.

B. m désigne un réel strictement positif.
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Quel est 'ensemble de définition d¢,,, ?
Determiner les limites def,, sur Dy, .

Etudier le sens de variation def,,, sur Dy, .

p wDdPRE

Dresser le tableau d¢f,,, sur Dy, .
Construire Cy, ; Cy, etCy,.
3 i

5. En déduire lorsquem varie dansIR’,
I'ensemble (E) décrit par les points d&;, en
lesquels la tangente &, est parallele a I'axe des
abscisses. Construire (E).

6.  SoitN,, le point de la courbeCy, d'abscisse
nulle. On considére I'ensemble des droiteB,,
tangentes aux courbe€; aux pointsN,,.

a)  Ecrire une équation deD,, en fonction dem.
b)  Montrer que toutes les droitesD,,, passent
par un point A, indépendant dem, dont on
calculera les ordonnées.

e;:" = e 2*(e¥ —m) oum
désigne un réel strictement positif.

v 1
; _& 2 —2axx_1
A.  Soit f%(x) = =e (e 2).

1. Df=IR

1
2

Correction : f,,(x) =

2. Deéterminer les limites def1 sur Dy,
2 z

1 1
lim fl(.X') l]m[ 2] = O—E = —00
X = OO
X > —00

lim fl(x) =lim [%] =1lim [l] = —1 =0
2 esx ex +0o0
X — 400 X+ 400 x = 400
3. Etudier le sens de variation def1 sur Dy, .
2 H

Vx €IR f1'(x) = e ?*(e¥) — 2e™%* (ex —l)
2

2
Vx€IRf1'(x) = e ?*(e¥ —2e¥+1) =

2
e ?¥(1—e%)

V x € |—0; 0[ f1'(x) > 0 alorsf1 est strictement
2 2

croissante suf—co; 0[.
V x € ]0; +oo[ f1'(x) < 0 alorsf1 est strictement
2 2

décroissante sy0; +oo|.
4.  Dresser le tableau de¢f1 sur Dy,.
2 1

X
f1'(x) + -
2
fix) [0 7 12 N 0
2
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5.  Déterminer une équation de la tangente T a
C’fln(Ox)c)f%(x)=0<=>ex—%=0<=>x=
2

1n(%)(=)x=—ln2<=} z

Ty=2x+2In2
6.  Construire Cf, et T.
z

7.  Soitun reelatel quea € [—In2; +ool.

a) I(a) = f_a]nz < 62x2> dx = f—alnz (e_x -

12— 2xdx.

1

N —2X — —p2a _ ,—«
I(a)—[ x4l 2€ ]lnz 2 e “+1

b) On sait quq‘l(x) est continue et dérivable sur
2

[-In2; +oo[. De plusV a € [-In2; +oo[ f1(x) >0
2

D'ou I(a) existe et qud (a) = %e‘za —e “+1.

llml(a)—hm[ —e‘“—1]=1.

am+0 5 4o
B. m désigne un réel strictement positif.

1. Dy =IR fn(x) =e?(e*—m)
2. Déterminer les limites def,, surDy, .
lim £, (%) =lim [e ‘"’] =F=-o

X P = X > —0o0

lim fo,(x) =lim [ Zx] = hm[ ]
XP+0 s t0 x40
3. Etudier le sens de variation d¢f,,, sur Dy, .
V x € IR fi,(x) = e72*(e*) — 2e?*(e* — m)

Vx EIR fi,(x) = e 2 (e* — 2e* + 2m) =

e 2X(2m — e%)

V x € |—oo; In(2m)| f,,(x) > 0 alorsf,, est
strictement croissante s|#oo; In(2m)|.

V x € ]In(2m) ; +oo[ f1,(x) < 0 alorsf,, est
strictement décroissante Jim(2m) ; +oo|.

4.  Dresser le tableau d¢f,, surDy, .

— =0

M3 2 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 5 3 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 0 0 5 0 30 3 0 3 0 5 0 3 04 3 04 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 36 36 34 0 0 0
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In(2m) +o0

X
fm(x) + | —

fn(X)| =0 2~ 1/(4m) N 0

Cs, : Cs, etCy, voir graphique

3 3

5. fm@) =e#*2m—e*) =0 x =In(2m).
-1

Donc (E)y = oo

Voir graphique.

6. N,,, le point de la courbeCy d'abscisse nulle.

des droitesD,, tangentes auCy, aux pointsNy,.

a) Dpy=/ n0)x—-0)+ f,(0)

Dpy=2mx+1-m

b) Dp,=Dpiieo2m+x+1-m—-1=

2mx+1l1-me2x=1x =% alors toutes les
1

droitesD,,, passent par un pomt(é_1 (\/Zz_m) )

indépendant der.
Probléme 194 :unité graphique 2 cm

A.  On considére la fonctionf définie par :

f(x) =x—¢€*.

1. Déterminer les limites def sur Dy.

2.  Dresser le tableau de variation def.

3. Montrer que la droite (d) d’équationy = x
est une asymptote oblique & en—co. Préciser la
position relative C; de par rapport a (d).

4, Montrer que la courbe €y admet une branche
parabolique de direction (Oy) en+oo.

Tracer la courbe Cy.

B.  Pour tout n entier naturel non nul,

on considere la fonctionf,, définie par :

falx) =x—e™.

1. Etudier le signe def,,,1(x) — fn(x) eten
déduire la position relative des courbe€y et

Csr ...
fn+1
2. Montrer qu’il existe un seul point A commun

a toutes les courbes’fn. Tracer sz.

3. Soita un nombre réel compris entre4 et 5.
On noteA(a) l'aire de la partie du plan définie
par : { 0<x<a '

0<y<falx)
a)  Déterminer la valeur encm? de A ().
b)  Calculer la limite de A(a) quand a vers +co.
4.  Soit la suite (u,) ey définie paru,, =

n+1 .
J, "[f(® — tldt pour tout n entier naturel.

a) Interpréter géométriguement.
b)  Monter que la suite(u,,),cy €St une
géomeétrique dont on précisera la raison.

¢c) On pose
Exprimer Sy, en fonction de n.
d)  Etudier la convergence de la suite§’; ,,.

Correction :

A f(x)=x-¢€"

1. limites de f sur Dy = IR.
lim f(x) =lim[x — e*] = —o0

X —00 X B —00

lim £(x) =lim [ (1 - e;)] = —oo
X+ s 4o
2.  Dresser le tableau de variation d¢f.
VxelIRf'(x)=1—¢€*

V x € |—o0; O] f'(x) > 0 alorsf est strictement
croissante suf—oo; 0[.

V x € ]0;+o[ f'(x) < 0 alorsf est strictement
décroissante syf; +oo|.

X | —oo 0 +0
' + ] -
f) |0 7 -1 ~ -
3 lim[f(x) —x] =lim[—e*] =0 4|3 droite
X > —0o0 X P —00

(d) d’équationy = x est une asymptote oblique€aen

—oo. position relative C¢ de par rapport a (d) :

commef(x) —x = —e* < 0 alorsC est au dessous

de la droite (d)

R (€ _e_

4 lim B2 =lim|1-2] =
X = +oo X = 400

une branche parabolique de direction (Oyj+en.

Tracer la courbe Cy.

SO,n = Uy +u1 +u2 + +un

~% donc lac; admet

B.  Pour tout n entier naturel non nul,

on consideére la fonctionf,, définie par :

falx) =x—e™.

1 far1(0) — fu@) = x — ™ — (x —e™)
far1(x) — fu(x) = e™ —e™ xe* = (1 —e¥)e™
. Sur]—oo; 0[ alors f,41(x) — f,(x) > 0 donc
Cr,,, €stau dessus @3, .
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. Sur]0; +oo[ alors f,41(x) — f,(x) < 0 donc
Cr,,, estau dessous dg .
2. frr1(X) = fu(x0) © fry1(0) - fulx) =0 =
1-e¥H)e™=0=1—-e*=0=x=0alorsll
existe un seul point @; —1) commun a toutesy, .
Tracer Cy, voir graphique

0<x<a
0<y<falx)
a)  Déterminer la valeur encm? de A ().
Orvx€lIR f,(x) < 0 alors

A(a) = —4 foafn(x)dx cm? = 4 Ee”x —%xz]
Aa) = (en
b) lim A(a) =lim [az (a;e:“ - 2) - i] = 4o

2 n
a - +oo

3. «€[45]/ A laire {

o

cm
0

2

4
—2a% — —) cm?
n

a — 4+

4. (U)ney définie paru, = f:“[f(t) —t]dt
pour tout n entier naturel.

a) Interpréter géométriguement.

U —'fn+1[f(t)-t]dt-— [ et1dt

On sait que (t) — t = et est continue et dérivable sur

IR pour toutn entier naturelDe pluset > 0. Par
conséquentu,),cy EXiste et quat,, = fn+1[ tde
+1
b) u,=["" [ef]dt = [et]n+
u, =e*xel—e?=e"(e—1)
Uy =™l (e—1)=exe™(e—1) =eu, doncla
suite(u,),eny €St Une géométrique raisgr= e.
c) Sonenfonctiondenmuy=e—-1

en+1_1
50’n=u0+u1+u2+'“+un=u0>< o1
SO,n — en+1 -1
d)  Etudier la convergence de§’; ,,
. !
= (o]
Sy, = ent? _ 1 e imSTin = 4054, S'in
’ n H +w ’

diverge.

Probléme 195:A tout entier naturel n non nul, on
associe la fonctiorf,, définie sur IR par

4enx
fax) = oo
A.
1.  Vérifier que pour tout réel x, f1(x) =
2.
a. Déemontrer que la courbeCy, admet deux
asymptotes dont on précisera des équations.
b. Démontrer que la fonctionf, est strictement
croissante sur IR.

C. Démontrer que pour tout réelx, 0 <f4(x) < 4.
3.

4
1+7e~*"

a) Deémontrer que le pointl; de coordonnées
(In7; 2) est un centre de symétrie de la courb@y, .
b)  Déterminer une équation de la tangenteTl;)
a la courbeCy, au point 1.

c) Dresser le tableau de variation def,,.

4, Déterminer une primitive de la fonction f4
sur IR. En déduire pour celle def,,.

5.  Soit g la restriction de f; sur ]—oo; +oo].

a) Montrer que g est une bijection dg—oo; +oo[
sur un intervalle J que I'on déterminera.

b)  Onnoteg™! la bijection réciproque deg et
on note sa courbe représentativé’g_l. Expliciter et
donner son tableau de variation.

B.

a. Démontrer que pour tout entier natureln non
nul, le point A(O; %) appartient a la courbeCy, .

b.

a) Démontrer que pour tout entier natureln non
nul la courbe €, et la droite d’eéquationy = 2 ont
un unigue point d’intersection dont on précisera
I'abscisse. On notd,, ce point d'intersection.

b)  Déterminer une équation de la tangentely,)
a la courbeCy, au point1,,.

c.  Tracer (T2); (T3);Cy, ; (T1); Cf, €tCy1.

d

Soit la suite (u,) e+ définie pour tout entier
In7

= o fa(0)dx.

Montrer que la suite (u,,),en+ €St constante.

naturel n non nul par u,, =

Correction : A tout entier naturel n non nul, on a
4e™*

fn( ) = enx+7
A.
4e* - 4
1. vVx€eIR f]_(x) ex+7 er.7 X Z—x = 1+7e~*"
2.
a) lim f1(x) =lim [1+7 —x] =0 Cr admet une
X = —00 X - —00

asymptote horizontale d’équatign= 0 en—oco.

lim f1(x) =lim |

=4 C; admet une
X — +oo

4

1+7e_x]

X = 400

asymptote horizontale d’équatign= 4 en+o
’ _ 28e™*

b) VvxelRf'1(x)= t Q72

strictement croissante sur.IR

o) Commehm f1(x)=0.lim f1(x) =

—00 X B 400

> 0 alorsf; est

et fi

est stnctement cr0|ssante surdRrsf; est bornée de

telle sorte que pour tout réel0 <f;(x) < 4.
3.
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4 4
a) f(21n7—x)= —Gn7-x
1 1+7e 2In7-2) 1+7el“(%)><ex
4 28 .
fl(ZIHZ—X)—1+_ex—1+lx—7+ex etb—zl
4-ex 4(ex+7)
f1(2 In2 _x) +f1(x) 7+ex e*+7  eX+7 =4=

2b d’ou le pointl; de coordonnées (In7 ; 2) est un
centre de symetrie de la coure.
ln(l)
filn7) =2 etfy(In7) = — =1
<1+7eln(7)>

b)

donc ;) y=x—In7+2.
c) tableau de variation def,.

VxelR f,(x) = e e *

enxi7 | emi7  e—n  147¢-mx
28ne™*

vVx€lIR f’n(X) = Ar7em)2 > 0 alorsf,, est

strictement croissante sur IR

lim f,(x) = lim [ —0

X — —C0

]
1+7e™1x
X > —00

lim f,(x) =lim [

X = +o00

1+7e —"X] - 4.
X — +oo

X —00

f'a() +
fan(x) 0 7 4
4. VxelRfi(x) = :%:; a pour primitive
Fi(x) = 4In(e* + 7)

Vx€eIRf,(x) =

F,(x) = ;ln(enx + 7).

5.  Soit g la restriction de f; sur ]—oo; +oo].
a) Commef, g est strictement croissante sur IR
Elle est une bijection de-0; +o0[ sur]0; 4].

+ o0

b) fl( )= ye -y =Ty o
eX = — <=> x =1In |
VxE€E ]O;4[g I(x) =1n (:_—xx)
X 0 4
(97 '@ +
g (%) — 2 +00
B.
4e0

1. Vx€elRf,(0)= = % = % alors pour tout

e0+7
entier natureh non nul, le point ;{0;%) appartient a la

courbec, . on considére la fonctionf,, définie surIR par :
2. ) )

x fa(x) =x"e 2z etonpose fo(x) =€ 2.
a vVx€elR = =2 S 4e™ — 2e™ =

) x fa() = enx+7 1e ¢ Soit 0 un réel strictement positif. On note a,,(0) =
nx _— nx — — 2 , .
4 2e™=14=e¢ —7<=>x—nln7.Cest foefn(x)dxpuisAn=hma"(e) .
évident pou = 1 on avait/;(In 7; 2) d’ou pour tout 8 +oo
entier natureh non nul la courb€ et la droite 1.
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d’équationy = 2 ont un unique point d’intersection

I (3In7;2).

b)  fu(5In7)=2et
, (1 , n 28n e~ n(V7)
fa(37) = f(in(¥7)) = 22— =
(170 "0)
1 n
28n eln<"\/7) _ % _28n
— = = > = donc
<1+7e]n("_ﬁ>> <1+n_ﬁ) 7ﬁ<1+Ll)
n
(Tn) ¥ =~ 2 x— - 2% In7+ 2.
7ﬁ<1+ll) 7z<1+L1>
mn 7n
3. Tracer (Ty); (T3); Cy, ; (T1); Cy, etCy-1.
56 56
(Ty) y= X~ ——=In7+2
(1+5) 2v7(1+5)
(T3) y = - 84 X — 84 =In7 + 2

RS

X 3 3 X X 3 30 X X 36 0 2 36 20 X X0 36 3 X 5 36 2 X 0 36 2 X 0b 3 2 50 06 5 24 36 36 X 5 36 2 X 54 36 2 X 26 3 2 X 06 3 2 5 36 0 4 36 06 X 5 36 2 X 5 36 2 X 5 06 26 26 2 5 5 06 26 2

X

/......:..ﬁffﬁiﬁﬁﬁﬁﬁ:ﬁ:. S5 RIS OO O ﬁiﬁﬁﬁﬁﬁff]ﬁﬁﬁﬁifﬁﬁﬁﬁ

In7
=m7do" fn(¥)dx.

4. (un)neIN* /un
7

U, = ln7f r17fn(x)dx = 7[ In(e™ + 7)]

ln7
m><;1n<e n +7)——><—1n(e +7)——ln()
un =750 (5) = 57 ()

4 7 .
Unp1 = Uy = —1In (Z) alors la suit€u,, ) ,c;n+ €st

constante

Probléme 196 :Pour tout entier naturel n non nul,
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a) Etudier, suivant n, la parité ou I'imparité de
fa-

b)  Etudier, suivant n etx, le signe def,(x).

2.

a) Etudier f, et construire son tableau de
variations et sa courbeCy.

b) OndonneA, = %\/Zn. Que représented, sur

le graphique du2.a.?

3. On consideére la fonctionf définie surR
2

par: f1(x) =xe 2
a) Etudier f, et construire son tableau de
variations. Construire € la courbe def;.

b)  Calculer a;(8) = foefl(x)dx en fonction de

0.

Ly lima,(0) =1
c¢) Endéduire que :A; = 0 o :_(OO) .
4.
a) Etudier f, et construire son tableau de
variations. Construire C, la courbe def,.

b)  En utilisant une intégration par parties et
x2
apres avoir remarqué quef,(x) = x <xe‘7>,

calculera,(0) = foe f2(x)dx en fonction de® et
ao(e).

P A _ lima,(0)

c) Endéduire que :A,; = 0> +oo
5. On note

a,(0) = foe fn(X)dx = f: a1 <xe_§> dx

a)  En utilisant une intégration par parties,
trouver une relation entre A, et A,_»,n > 2.

b)  En déduire alors les termed\; etA, de la
suite de(A,,).

2

Correction : Vn e N* f,(x) = x"ez
—x2

eton pose fo(x) =e 2 .

VOER a,(0) = f) fn(x)dx puisA, =

lima,(0)
0 40

1.
a) VxeR fu(—x)= (—;\c)"‘e_(_z—x)2 =(—x)"e 2z
. Sin est pair alorg, (—x) = xne% = fn(x).

. Sin est impair alorg,,(—x) = —x"e 2z =

—fn ().
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b) Sinestpairalor¥ x e R f,(x) >0
: . : Vx<0 f,(x)<0
Sin est impair alor%Vx >0 £,(0)> 0

2.

_x2 _x2
a) VXxER fi(x)=ez © fo(x) = —xe 2z
Vx <0 fy(x) > 0 alorsf, est strictement croissante
sur]—oo; 0[
Vx>0 fy(x) <0 alorsf, est strictement
décroissante syf; +oo|

—x2

lim fo() =lim | | == =0

X P —00
X - —0o0

_x2
lim fo(x) =lim [eT] —e® =0
X = 400

X = +o00
X —o00 400
flo(x) + -
N 0

b) Ap= %\/271 représente la limite de la surface d
ay(0) def, lorsqued tend verstco.
2

3. fix) = xe_xT

—x2
a) Vx€ER filx)=xe:z & fi(x) =

—x2
(1 —x%)e"z son signe dépend d& — x?)
Vx € ]—o0; —1[ U ]1; +oo[ f;(x) < 0 alorsf; est
strictement décroissante Juroo; —1[ et sur]1; +oo[
v x € ]-1;1[ f{(x) > 0 alorsf; est strictement
croissante suf—1; 1[

lim f1(x) =lim [xe_ziz] =0

X - —00
X = —00
—x2
lim £3(x) =lim [xeT] -0
X - +oo
X — +oo
b —oo  —1 1 400
f1(x) - | . + |1 -
0 ) =x?
) @®) =’ fix)dx = [—xe : ]dx -
2 0 _92

—X

a;(0) = — [eT]O =1l—-ez2.

S SRR VRV R VR VRV VR VR VRV TR VRV VRV YR VR VRV VYR VEVEVEVVRVRY. VB 71 § 75 §7u- 4 7is° § 75 4R Is TR VR VEVE VRV VR VR VEVE VR VR VRV VIR VR VR VEVEVEVEVRVIR
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_92
c) A; =lima;(0) = lim [1 - eT] =1
0 - 4o .
0 4w

4.

2

a) VxeR fL(x)= x(xe_xT> S fH(x) =

—x2

x(2 —x?)e"2 son signe dépend d€2 — x?)

Vx € |0; V2[ U |V2; +oof f,(x) < 0 alorsf, est
strictement décroissante 40¢ v2[ et sur]v2; +oo|
Vx € |—o0; —V2[U]0; V2[ f2(x) > 0 alorsf, est
strictement croissante s|#o0; —v2[ et sur]0; V2.

lim f,(x) =1lim [x <xe“§>] =0

X > —00
X — —00
x2
lim f,(x) =lim |x <xe_7>] =0
X = +o00
X - 400
X |- —V2 0 V2 4o
f2(x) + | - [ + [ -
fLx) |0 » 227N 0 2 21 N O

b) @y (0) = [ fr(x)dx = [}

x <x—>] dx =

[—xe_sz]z + foe [e_sz] dx = [—xe_sz]z + ay(0)
ay(6) = ao(8) — 96_792

c) A,=
lima,(6)= lim [ao(G’) - 9e$] =limay(8) _
0 +oo 0 > +oo 0 +o
lim <96_762> _limay(8) = Ag = %\/ﬁ
0 > +oo 6 - 4o
5 a,(0) = foe fan(x)dx = f: a1 <xe_§> dx
) =gl

xz
Gn(0) = [0 27 <xe_7> ix
0 x2 _xz 0
an(6) = [, x™* <xe_7> dx = [—x”‘leT] +
0

32
(=D ) |xm2e ™ | dx = ana(0) - (n -
16n—1e-622

A, =

—92
lima, (@) = lim|a,_;(0) — (n— 18" ez | =

60— 4 0 40

—92
A = lima,_1(0) — lim [(n — 1)9"_1eT] = or
"B 4o B> +oo
—92
. -1, _
lim [‘9” e? ]— O doncA, = A,_, pourn > 2
0 4o

b) A=A =1;A,= A;=A;=V2m

Probléme 197 :

A.  Soit la fonction f,, définie par :
mx2—(m+2)x+2

fm(x) = 2%-5
1.  Déterminer les limites def, sur Ds_ suivant

avecm € IR.

les valeurs dean (pourm =0; m = g etm=2).
2. Pour quelles valeurs du paramétran, f,,

a) N’admet-elle ni maximum, ni minimum ?

b)  Admet-elle un maximum et un minimum ?
3.  Qua-t-il de particulier pour m = 0;

m= % etm=27?

4. Montrer pour tout réel m non nul qu'il existe

deux points A et B communs a toutes les courbes
Cr. dont on déterminera leurs coordonnées.

B.  On considere la fonctionh définie par :
2_
{ Vx€]-o;1] h(x) = 2x%—4x+2

2x-5 .
Vx €]1; +oo[ h(x) = (x — 1)e*
1.
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de h
sur IR. Déterminer les équations des demi-
tangentes au point d’abscisse 1.
b)  Déterminer les limites deh sur Dy,.
c) Dresser le tableau de variation dét.
2. Montrer que la droite (d) d’équation

y=x+ % est une asymptote &, en—oo. En

déduire la position relative entre (d) etC,,.

3.  Tracer €, et (d) (unité graphique 2 cm).

4.  SoitA un nombre réel compris entre3 et 4.

On noteA(A) l'aire de la partie du plan définie
2<x<A

par: {0 <y<h@®)

a) Déterminer la valeur encm? de A(R).

b)  Calculer la limite de A(A) quand A vers +co.

Correction :

mx%—(m+2)x+2

A fm(x) ="
1. Determiner les limites defy, sur Dy, .

Dfm={xelR/2x—5¢o}=1R—{§}.

avecm € IR.
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4oosim<O0

lim f,(x) =lim [n;x 0sim=0
X = —®o X2 =0 \—osim>0
—oosim<O0
lim fn () _hm[_] O0sim=0 .
X2+ x s too +oosim>0

. pourm =0: fo(x) = _Zx :

2 :
lim fo(x) _ |oo =~ six <5/2
x ~ (5/2) 02—+=+oo six>5/2

limfy(x) =0 etlim fox) =0
X B —00 x - 400 )

4, _ 4x%-14x+10
. pourm = : fg(x) = 55 =

2x2-7x+5 _ 22x-5)(x-1) _ ( 1)

5(2x-5)  5(2x-5)
llmf4(X) —11m[ (x— 1)] —%
x B (5/2) x e (5/2)
lim fa(x) = —o0_lim f3(x) = +oo

3 et 5 .
X — —0o X = +00
9. _2x?-4x+2 _ 2(x—1)?

. pourm =2: fr(x) = — —— =, —

1/2 .
limfp(x) |5 =~ six <5/2

x = (5/2) %—+oo six>5/2

lim f5(x) =lim [? = x] =

X B —00

—00 etlimfz(x) = 400
X — —00 X = +o00

2. Pour quelles valeurs du parameétren, f,, :

5 2mx?—-10mx+5m+6
Vx#= fi(x)=
2 fn () (2x-5)?

de2mx? — 10mx + 5m + 6.
Poson2mx? — 10mx +5m+6 =0

A= 12(5m — 4)
a) N'admet-elle ni maximum, ni minimum ?
SiA=12(5m—4) <0 e 5Sm—4<0em<:
Pourf admet ni maximum, ni minimum st €
]—o0; 0[ U ]O; %[
b)  Admet-elle un maximum et un minimum ?
SiA=12(5m—4)>0 & 5m—4>0em>:

son signe dépend

3. pourm=0:\7'x¢§ folx) = nous

6
(2x-5)2’
aurons ni maximum, ni minimum mais une courbe
croissante

4 2 .
pourm = - A=0et fi (x) = 5 Nous aurons ni
2

maximum, ni minimum mais une droite affine
croissante.

) 5 4 _ 4x2-20x+16
pourm—Z.Vx;tE fz(X)—W
x2-5x+4 _ 4(x-1)(x-4) . t
(22-5)2 = (2x—5)2 Nnous aurons un maximum e
un minimum.

4 VXE () = frer () & (m+ Dx? -
Mm+3)x+2=mx?—(m+2)x+2 <

m+1-1Dx>-(mMm+3-2)x=0

mxz—mx=mx(x—1)=0(=){§=0

=1
2
A(0; 2) etB(1; 0).
. _ 2x?—4x+2 _ 2(x-1)2
B Vx €]—o0;1] h(x) = 2x-5  2x-5 .
Vx €]l +oo[ h(x) = (x —1)e*
1.

a) h(1) = 0 continuité et la dérivabilité deh.
Continuité deh :

_ 132
lim h(x) =lim [2(" L ]=0

— 2x-5
x> 1 X1
limh(x) =lim[(x — 1)e*] =0
x> 1t x> 17

Alors h est continue sur IR
Dérivabilité de h :

2(x—1)2

R h()-h(1) _ —5y—s 0  2x-1
x—1 - x—1 T 2x-5
. h(x)-h() . 2x-1 1
lim x—1 =li 2x—-5 3
x> 1 x> 17
Tee ve —ly4l
1= Yy=—3X7T3
h(x)-h(1) _ (x-1)e*-0 _
x—1 - x—1 =€
limM =lime* = e
x—1 +
X1t x—1

T+ y=ex—e.
Alors h est dérivable suroo; 1] etsur]1; +ool.
b)  Déterminer les limites deh sur Dy,.
lim h(x) =lim [2= = x| = —o
2x

X =0y —0

lim h(x) =lim [— = x] +oo
X = +00 x - 400

c) Dresser le tableau de variation déx.

Ax-D=D)
Vas<1 R =f0) =500 2
croissante suf—oo; 1].

Vx> 1 h'(x) = xe* > 0 alorsh est strictement
croissante sul; +oof.

> 0 alorsh est

X —00 1 +o0
K (x) + [ [+
h(x) | =0 72 0 7 +o
_ 2x%—4x+2 1__ 9
2. h)-y=—Ff X = e
lim[h(x) — y] =lim [Z(Zx 5)] 0 alors Ia droite (d)
X — —00 X > —00

d’équationy = x +% est une asymptoteCg en—co.

position relative entre (d) etCy, :
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Surl—e; 1] h(x) =y = 557

dessous de la droite (d)
3.  Tracer Gy, et (d).

< 0 alorsCy, est au

'y

/

4. Ae[3:4]/ AQ) I’aire{ 2sx=2

0<y<hQ@y
a)  Déterminer la valeur encm? de A(R).
AQ) = 4f2}‘ h(x)dx cm? = 4f2}‘[(x —1)e*] cm?
AW = 4 f; h()dxem?® = 4 ([(x - De*]} -

2 excm2=4x—2exr2Acm?2

AQ) = 4(4 — 2)e*cm?
b) lim A1) =1lim[4(1 — 2)e?] = +oo
A +oo A 40 '

Probléme 198 :On désignen € N*

A.  Soitu, définie paru,(x) = (1 + x)e* —n.
a) Etudier les limites deu, en—o et + oo.

b)  Etudier le sens de variation deau,,.

c) Dresser le tableau de variation det,,. En
déduire le signe dat,,(x) sur |—oo; 0].

B.  On considére la fonctionf,, définie par :

f (x)—{ xe*—nx si x<0
T X" (1 —Inx) si x>0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f,,en

. Interpréter graphiquement ce résultat.

Etudier le sens de variation def,, sur Dy, .

1
0
2
a.  Determiner la limite de f,, sur Dy, .
b
c Dresser le tableau de variation d¢f,.
3. Casn=1oun=2

a) Etudier suivant les valeurs dex le signe de
I'expression def,(x) — f1(x).

b)  En déduire la position relative des courbes
Cy, etCy, et montrer que se coupent en trois (3)
points dont on précisera leurs coordonnées.

4.

a) Montrer que la droite (d) d'équation y = —x

est une asymptote oblique &, en—co. En deduire

la position relative entre (d) etCy, .

b)  Montrer que la droite (d’) d’équation

y = —2x est une asymptote oblique &, en—co.
En déduire la position relative entre (d’) etCy,

. f1(x) . fa(x)
c) Calculer lim et M= nterpréter
X = 4 X = 4

graphiguement ces résultats.

5.  Construire €5, ; Cy, ; (d) et (d). (4 cm)
6. Déterminer I'aire A en cm?, du domaine
compris entre les courbe:z’,’f1 ; Cy, €t les droites

d'équationx=1letx=e.
Correction : On désignen € N*

A u,(x)=1+x)e*—n.

a) Etudier les limites deu, en— et + o
lim u,(x) =lim[(1 + x)e* —n] = —n

X > —00 X > —00

lim u,(x) =lim[(1+ x)e* —n] = +

X = 400 X = +o00

b)  Etudier le sens de variation deu,,
Vx€IR u,(x) =(2+x)e*

Vx < -2 u,(x) < 0 doncu, est décroissante sur
=005 —2].

vV x > -2 u,(x) = 0 doncu, est croissante sur
[—2; +ool.

c) Dresser le tableau de variation de,,.

X —00 —2 +o0
up (%) — | +
u,(x) -n N —e?-n 7 4o

U, (x) <0 sur]—o; 0] caru,(0) =1—-n<0.
xe*—nx si x<0

B.  falx) = {x"(l —Inx) si x>0

1.  continuité et la dérivabilité de f,,en 0

Continuité de f,,en0:

lim f,(x) =lim[xe* —nx] =0

x> 07 x - 07
lim f,(x) =lim[x™ — x"Inx] =0
x -0t xw~ 0t '

Alors f, est continue sur IR
Dérivabilité de f,en0:
fa()— fa(1) _ xe*-nx—0 _

. =ef—n

x—0 X
N A CO R 1) RN
hm—x_0 =lim(e } n)=1-n alorsf,, est
x+H 0" x 0

derivable a gauche deC; admet une demi-tangente

agauche de. Ty- y = (1 —n)x.
fa()—fa(1) _ x"—x"Inx _
x—0 - x -

a1 —xm 1nx
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lim fn(x):(l;n(l) =lim[x"1 — x"1Inx] = 0 alorsf en—oco. Et commevV x <0 f;(x) —y =xe* <0

X O‘f X 0F n alors la droite (d) est au dessus de la coGfpe

est dérivable a droite de €, admet une demi- py im0 =yl =limlxe™T =0 5506 1 droite
X — —00 X — —00

tangente a droite d& Ty+ y = 0.
Commef,g(x) # f,d(x) alors f,, est dérivable sur
]—c0; O[ etsur]0; +oof.

(d) d’équationy = —2x est une asymptote oblique a
Cr, en—oo. Et commeVv x < 0 f(x) —y = xe* <0
alors la droite (d’) est au dessus de la codbe

2.

. o L fil) s -
a)  Déterminer la limite de f, sur Dy, . <) 11m% = llr:[i_— Inx] = —oo . ¢;, admet
lim f, (x) =lim[xe* — nx] = +oo X oo X TE o
X —00 X —00 une branche parabolique de direction (Oy}-en
lim f;, (%) =lim[x"(1 = Inx)] = —co 1im 2% —lim[x(1 — Inx)] = —

. ¢;, admet
X — 400 X — 400 x X > +o0 .fza met une

. _— X = o0
b)  Etudier le sens de variation defy, sur Dy, branche parabolique de direction (Oy}-en.
. Vx<0 f(x)=1+x)e*—n=u,(x) <0

: o 5.  Construire €, ; Cy, ; (d) et (d). (4 cm)
alorsf,, est strictement décroissante suro; 0. N
. Vx>0 fi(x) =x""1(n—1-nlnx) son
signe dépend dg1 — 1 — nlnx)
1
Posonsi—1—nlnx =0 x=e" =
1
VxE€ ]0; el_i] fn(x) = 0 doncf,, est croissante sur
1L
Jor e

1
VxE€ [el_i; +oo[ fn(x) < 0 doncf,, est décroissante

1-1
Sur[e n; +00[

\
c) Dresser le tableau de variation d¢f,,. “
\

X —00 0 el_% 400 \
T - | ] + | — 6. VxellLel fL(x)-fi(x)=x*-x)(1—
fn(x) +o0o N 0 2 ent \ — Inx>0
3 Casn=ioun=2z U= 166~ fGldx = [(5x° —327) (1 -
a) signe de I'expression d¢,(x) — f1(x). Invie+1e13x2—12xvdx=13x3—12x21—-Inx+191+3—
. Vx<0 fLb(x)—filx)=—x>0 14x21e=19e3—14e2+16
. Vx>0 fob(x)—fi(x) =x(x—1)(1 —Inx)
X 0 1 e +o0 4 2

£,00) — f1(x) - + ] _ A=16Ucm2=4<§e3—e2+§)cm2
b)  En déduire la position relative des courbes
Cy, etCy, et montrer que se coupent en trois (3) Probléme 199 :On désignen € ]0; e[

points dont on précisera leurs coordonnées.
. Vx <0 f(x) — fi(x) = —x > 0 alorsCy, est
au dessus dey, sur]—oo;0[.

A.  Soit f, définie par f,(x) = (2 —x)e* —n.
1.

a) Etudier les limites def,, en—o et + .

©  Vx€]01[u]e; +oof fr(x) - fi(x) <Oalors 1) Equdier le sens de variation def,,.

Cy, est au dessous dg sur]0; 1[ et surje; +oo[. c) Dresser le tableau de variation d¢,,.
Vx€]lel fo(x) — fi(x) > 0 alorsCy, est au dessus 2.
deCy, sur]1;el. a) Montrer que I'équation f,(x) = 0 deux
4. solutions, une notéex,, appartenant a]—oo; 1[et
: _ —1; X1 — A 2 .
a) lim[f; (x) — y] =lim[xe*] =0 alors la droite une autre notéeB,, appartenant aj1; +oo[.
X —® X -0 b)  Montrer que e*» — na, = (e*» —n)(a, — 1)

(d) d’equationy = —x est une asymptote oblique€a De méme queef» — na,, = (epn _ n)(ﬂn —1).
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V.

V.

c) En déduire le signe d¢f,,(x) suivantx.
B.  Soitu définie paru(x) = e* — nx.

a) Etudier les limites deu en—o et + co.
b)  Etudier le sens de variation deu.

c) Dresser le tableau de variation det. En
déduire le signe deu(x) surIR.

C. On considére la fonctionh,, définie par :

hy(x) = =2

e*—nx’

a)  Quel est 'ensemble de définition dé,,?
b)  Determiner les limites deh,, sur Dy, .

Prouvez queh/,(x) = (ex_+x)2.fn(x). En
déduire le sens de variation dé,, sur Dy, .

Montrer que h,(a,,) = ﬁ eth,(Bn) =

Bn-1

On note les pointaM,, etN,, d’'abscisses
respectivesa,, et B,. Montrer que lorsquen varie
les pointsM,, etN,, sont sur une courbe fixd" dont
on déterminera une équation.

Démontrer que la fonctionH,, définie par
H,,(x) = In(e* — nx) est une primitive deh,,.
D. Casmn=1oun=2
1. Etudier suivant les valeurs dex le signe de
I'expression deh,(x) — hq(x).
2. En déduire la position relative des courbes
Cy, etCy, et montrer que se coupent en un point
dont on précisera son coordonnées.
3. Prouver quea, = 0.
4.  Construire Cy, ; Cy, etI'. Prendre unité

2cmX5cm;a=-1,1;4,=1,8 etf, =1,6.

5.  Soit A est un réel strictement supérieur d.
a) Calculer encm? l'aire A(4) du domaine du
plan définipar 1 < x < deth;(x) <y < hy(x).

b) Calculer limc/l()»).
A +oo

Correction : On désignen € 10; e[

A. fax)=(2 —x)e* —n.

1.

a) Etudier les limites def, en—o et + co.
lim f,,(x) =lim[(2 — x)e* —n] = —n

. Vx>1 f,(x) <0 alorsf, est strictement
décroissante syf; +oo.

. Vx <1 f,(x) > 0 alorsf, est strictement
croissante suf—oo; 1]

c) Dresser le tableau de variation def,,.

—00 1

X
fn() + | —

N
Q
I
3
v
|
8

1 i
. Dresser le tableau de variation dé,, sur Dy, .

fan(x) | —n
2.

a)

. fn €st continue et strictement croissante sur

]—o0; 1[. Or f,,(=) X f,,(1) = —en +n% < 0
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires
I'équationf,, (x) = 0 admet une unique solutios,
appartenant f—oo; 1[.

fn est continue et strictement décroissante su
]1; +oo[. Or f,,(+) X f,,(1) < 0 d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires I'équatifyyfx) = 0 admet

une unique solutiofi,, appartenant §l; +ool.

b) fn(x)=2-x)ef—n=0=2—-x)e*=n

S2ef—xe*=noseft+e*=n+xe* =
e*=n+xe*—-e* s e*—nx=n+zxe*—-e* -
neser—nx=—-De*—nkx-1)

e* —nx = (x — 1)(e* —n). On déduit que
falay) =0 = e —na, = (e —n)(a, — 1)
fn(ﬁn) =0 efrn— nay, = (eﬁn - n)(ﬁn - 1)-
c) En déduire le signe d¢f,,(x) suivant x.
Vx €]-00; an[U]Bn; +oof fr(x) <0

Vx €]an Bul fn(x)>0

Sia, = 0oup, = 0 alorsf,,(x) = 0.

B.  Soitu définie paru(x) = e* — nx.

a) Etudier les limites deu en—oo et + oo.
limu(x) =lim[e* —nx] = 4+

X —00 X —00

. . e*

limu(x) =lim [(;— n) x] = +o0
X — 400 x > 400 '

b)  Etudier le sens de variation deu.
VxeIR u'(x)=e*—n

. Vx <Inn u'(x) < 0 alorsu est strictement
décroissante syroo; Inn|.
. Vv x >1Inn u'(x) > 0 alorsu est strictement

croissante sufinn ; +oo[
c) Dresser le tableau de variation dex.

X+H —00 X —00 ’x —® Inn +00
lim £, (x) =lim[(2 — x)e* —n] = —o0 u'(x) - | +
x+H +o x> 400 ' u(x) to N 0 7+
b)  Etudier le sens de variation def,,. u(x) > 0 surlR.
Vx €IR f(x) = (1 —x)e* C. hy(x)=——
1.
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a) D, =IR
b)  Déterminer les limites deh,, sur Dy, .

lim hy, (x) —llm[ 7;] =0

X — —C0

X — —C0

lim A, (x) =lim [—] —llm[ = 1] =1
X = +o0o0

x40 x40
’ _ e¥(eF—nx)-(e*-n)(e*-n) _
2. Vx €IR hn(x) = (e*—nx)? B

(2-x)e*—n? . .
= (exf:x)zn = (ex—nnx)z . fa(x) signe dépend dg (x)

V x € |—o0; ap[U]By; +[ hy,(x) < 0 alorsh,, est
strictement décroissante Juroo; a,[ et sur]B,; +oo|
V x €] a,; Bnl hy(x) > 0 alorsh,, est strictement
croissante su]ran, ﬁn[

3. h,(x) = —nx =

(x — 1)(e —~ n) donchn(x) === (x_j)(;’;_n)
hn(x) =

Dol hn(an) =——eth,(B,) =

tableau de varlatlon deh,, sur Dh,,-

X — An :Bn +o0
hy (%) — L+ l -
h,(x

n(X) | 4o N ==

4, M, (a;,,) etN,,(B;,). lorsquen varie les points

1

M,, etN,, sont sur une courbe fixe y = —1

5. H,(x) =In(e* —nx) ® H,(x) = —= =

eX—nx

h, (x) d’ou H,, est une primitive de,,.
D. Casn=1oun=2

1. signede I’expression dé,(x) —hy(x):

_e*-2 e*-1 _ e*(x-1)
ha () =y () = eX—2x eX-x  (eX—2x)(e*—x)
X —® 1 +oo
ha (%) = hy (x) - | +

2. Vx <1hy(x) —hy(x) <0 alorsCy, estau
dessous dé,, sur]—oo; 1.

Vx>1 hy(x) — hy(x) > 0 alorsCy, est au dessus de

Cp, SUr]1; +ool.

h,(x) —hi(x)=0=x—-1=0< x=1cepointa
pour coordonnéedl; 1).

3. Prouver quea, = 0.
f20)=02—-0e*-2=0< f,(0) =0 comme
fn(x) = 0 par identification on aura, = 0.

4.  Construire Cy, ; Cp, etT'. Prendre unité

2cmX5cm;a;=-1,1;8,=18 etff; =1,6.
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£
[
N
s
N
o
x

5
Leeceia

R
Sur]1; +oo[ hy(x) —hy(x) >0
) U= [[[h() = hy(0)]dx = [Hp(x) = Hy GO
U=1In (e:x__zj) +1In (g) laire

A(A) =10 Ucm? = 10 [ln (eexx—_z;) +1In (E)] cm?.

L/
>
0.0
.
.
.

e—-2
- = 1) om?
b) limA(A) =101n (e—z) cm® oy
A 400
e*-21 _ 2
llmln(e _l) =1cm '
A 4o

Probléme 200 :

A.  On considere la fonctionf définie par :

f(x) = (x + 1)e™*. d'unité graphique 4 cm.

1.

a) Determiner les limites def sur son domaine
de définition et donner une interprétation
graphique du résultat.

b)  Dresser le tableau de variatiory.

2. Montrer que I'équation f(x) = % admet deux

solutions réelles. On notex et f ces solutions telles
que a < . Donner une valeur approchée de et
une valeur approchée dgg 210~ prés par défaut.
3. Construire sa courbeCy.

4.  Soit @ un réel positif.

a) Alaide d’'une intégration par partie, calculer
'aire A(8) = [ f(t)dt encm?.

b)  Déterminer la limite de A(0) en +wx et
interpréter géométriguement ce résultat.

B.  Pour tout entier relatif n, on considére la
fonction f,, définie par: f,(x) = (x + 1)e ™™

On désignera parC,, sa courbe représentative.

1. Déterminer par le calcul le point
d’intersection de Gy et €. Vérifier que pour tout
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entier relatif n, la courbe C,, passe par ces points.
Donner leurs équations de la tangentg,,.

2.

a) Montrer que

VX EIR fri1(x) = frn(x) = (x+ D(e™ - 1).

b)  Etudier suivant les valeurs dex, le signe de
fni1(x) — fn(x). En déduire les positions relatives
de G, etde C, 1.

3. On suppose quen est non nul.

a)  Calculer f,(x) pour tout x réel.

b)  En déduire le sens de variation d¢,,
(distinguer les casn < 0 etn > 0).

c) Dresser le tableau de variation d¢f,, sur IR.
4.

a) Deémontrer qu'il existe une et une seule valeur
den que I'on déterminera pour la laquelle :

Frn(X) + 2f (%) + f(x) = 0 pour tout réel.

b)  Tracer la courbe représentative dgg définie
par g(x) = f1(x) + 2f1(x).

Correction :

A.  f(x) = (x+ 1)e™*. d'unité graphique 4 cm.
1.
lim f(x) =0

a)
X = +o00

, Cr admet une asymptote

horizontale d'équatiog = 0 et imf(¥) == o,
X > —00

calcule“m% =t Cr admet une branche
X > —00
parabolique de direction (Oy) efvo.
b)  Dresser le tableau de variatiory.
Vx €IR, f'(x) = —xe™™.
. Vx>0 f'(x) <0 alorsf est strictement
décroissante syf; +oof.
. Vx <0 f'(x) > 0 alorsf est strictement
croissante suf—oo; 0[.
X —00 0 +o00

f'x) + | -

f(x) -0 7 1 N0
2.  f estcontinue et strictement croissante sur
]—o0; 0[ et strictement décroissante $0y+oo[. Sur
chacun de ces intervalles, elle est bijective
respectivement de-co; 0] sur]—oo; 1[ d’une part et
d’autre part dg0; +oo[sur]0; 1[. De plusf(x) = % €

{]]_(;01%[ D’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires I'équatiofi(x) = % admet deux
solutions réelles. On noteet B ces solutions telles
quea < B:-09<a<—08et2,6<p<27.

Page 214 sur 215
Fr e o o A A o e e e e e e e e e o e o e e e e e e e e e A e e e e e e e e e A e e o A e e e e e e e e o

3. Cren trait continue etC, en trait discontinue

|

|
|
\
\

\

4., U= foef(t)dt = foe[(t +1)e t]dt =

[—(t+ e )8 + foe e tdt =[-(t+2)e "]§ =2 -
(6 +2)e b,

a)  A(B) =16Ucm? =16(2 — (6 + 2)e~?)cm?

lim A(0) =1lim[16(2 — (6 + 2)e~?)] = 32cm?

b
) 640 P 4+

Graphiquement ceci signifie que 'aire de la sugfac
infinie limitée par I'axe des abscisses et la ceurbt
finie et tend ver82cm?.

B. nezf,(x) =x+1)e™

Vx €IR, fo(x) = (1 —n—nx)e ™,

1. fo=fik)ex+De’=x+1De™* <
e -1Dkx+1)=0=e*=1=x=00u

x = —1, ce sont les points A et B de coordonnées
A(0; 1) etB(—1;0). Vérifier que pour tout entier
relatif n, la courbe C,, passe par ces points

f»(0) = (0 + 1)e~°% = 1 alors A passe SuUf,, et
fn(=1) = (=1 + 1)e® = 0 alors B passe SUt,.
Donner leurs équations de la tangent&,,.
AupointA: T,:y=(10—-n)x+ 1.
AupointB:T,:y=e"x+e™

2.

&) frr1(0) = fu(x) = (x + e~ DX —
x+De™=(x+1De ™ e*-(x+1)e ™ =
x+De™*-1)

Vx €EIR fri1(x) = fu(x) =(x+1)(e™ - 1)

b)  far1(¥) — ) =(x+1D(e™ - 1)

—0o0 -1 0 +H4o

X
frs1(0) — f,(0) - [+ [ -

* Sur]—o0; —=1[ U J0; +0o[ f511(x) — fr(x) < 0.
C, est au-dessus dg 4

. Surlo; 1[, (x + 1)(e™* —1) > 0.

C,, est au-dessous dg_ ;.
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. Six =0oux = —1 alors

frne1(x) — fn(x) = 0 doncC,, etC,,, Se coupent en
pointsA(0; 1) etB(—1;0).

3. On suppose quen est non nul.

a) Vx€EIRfh(x)=(1—n—nx)e ™,

b)  Signe def, (x) dépend de celui de—n — nx

1¥ casn < 0

. Vx< %— 1 f,(x) < 0 alorsf,, est strictement

décroissante Sl]l‘—OO; 1 1[.
n
. Vx> %— 1 f,(x) > 0 alorsf,, est strictement
croissante su}l —-1; +oo[
n

2*"casn >0
. Vx> %— 1 f,(x) < 0 alorsf,, est strictement

décroissante squ —-1; +oo[.
n
. Vx< %— 1 f,(x) > 0 alorsf,, est strictement
croissante su}—oo; 1_ 1[
n

c) Dresser le tableau de variation d¢f,, sur IR.
1¥ casn < 0
lim fp(x) = lim[xe™] =0

X B —00 X P —00
lim f,(x) =lim[xe™] = 4+
X - +oo X - +oo '
X —00 1 1 +oo
n
fu () - | +
A o N £ 2 4t
ne
2°"casn >0
lim f,(x) =lim[xe™] = -
X B —00 X P —00
lim f,(x) =lim[(x + 1)e™™] =0
x - 400 x - 400 )
X | —oo 1_ 1 +o00
n
fu () + | —
[fn(x) —00 Ve L \ 0
ne
4,

a) Démontrer qu'il existe une et une seule valeur
den que I'on déterminera pour la laquelle :

(@) + 2fn(x) + fa(x) = 0 pour tout réel.

Vx€E€IR f(x) = (x +1)e™

Vx€IRf,(x) = (1 —n—nx)e ™

Vx €IR £, (x) = (n? — 2n + n%x)e™™

fo () + 2f(x) + fu(x) = [n* —4n + 3 +
n2-2n+1xe—nyr=0&
n?—4n+3+ (M’ -2n+Dx=0&
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n?—4n+3=0 (E)
{n2—2n+1 =(n-1?%=0 (E,)
n = 1 pour I'équation(E,). Or sin = 1 alors(E;)
devient nulle.

Ainsi il existe une et une seule valeur de = 1.

b)  Tracer la courbe représentative dgg définie
par g(x) = f1(x) +2f1(x).

On sait que, (x) + 2f,(x) + f,(x) = 0 &

L) +2f{() + fi(x) = g(0) + f1(x) =0 &
g(x) = f1(x) + 2f1(x0) = —f1(x) = —f ()

Donc la courbe représentative glest obtenue par

symétrie orthogonale des axes des abscisses adeart
la courbe de la fonctiofi. Voir graphique.

on remarque que

Louange a Allah et gue la pricre et le salut scient
sun le sewiteur et Messager d’llah, Mubiammad,
le meilleur que Chumanité est panté (malheur a
ceux qui Cant insultés et mentis sur lui. ), sa famille
et ses Compagnons.

Gloine & Diew, men Maitre Qui m’a teut donné et
continue & me donnex. Je w’ai de savoir de ce
gu’llak (soub hana wat tala ), Le Tout
Miséricendiewx m’avait offext.

Seigneur pardonne nos péchés, fais-news
misériconde, accepte nos bonnes ewvies et bénit nos
actions. Ja parole est vénidigue.

Louange a Wllak, Qui de Sa Grace, §avais pu
prapaser cette ceuwe Qui sans Lui, je ne sexais pas
& ce niveau. « Glaire et pureté a Jei, é Ullak, et a
Jai la bouange. Que toan Nom scit béni et Ta
Majesté sait élevée, et il n’y a pas d’autre divinité
[digne d’aderation | en defiors de Toi »
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