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Présentation du manuel

Ce livre a pour objectif la preparation des épreuves écrites aux baccalauréats scientifiques de spécialite
mathématiques ainsi que la préparation & une entrée dans I'enseignement supérieur.

Il a deux volumes :

v Le premier volume porte sur I'analyse et les probabilités
_ v Etle second porte sur la géométrie, l'arithmétique et les nombres complexes.
Ce dernier volume contient un complément sur la géométrie vectorielle et les applications affines.

Le second volume que voici, contient une synthése du cours par chapitre et 479 exercices de niveaux
variés entiérement corrigés, regroupés par objectifs et couvrant tous les programmes de mathématiques des
dlasses de Terminales SM. Les exercices sans triangle, applications directes du cours, demandent & I‘éléve
d'exercer des capacités exigibles ; ceux indiqués par un triangle nécessitent une technique plus élaborée et enfin,

ceux indiquées par deux triangles sont particuliérement difficiles et demandent & I'éléve un effort de recherche
important.

L'esprit de ce manuel est d'apporter aux éleves des Terminales SM, les techniques usuelles de calculs,
l'acquisition de méthodes de raisonnement en répondant & deux exigences :
- apporter une préparation efficace a l'examen du baccalauréat SM
- donner des exercices d'un niveau supérieur (mais accessible) pour se preparer a une entrée dans
I'enseignement supérieur.

Chagque chapitre est découpe en savoir-faire fondamentaux pour permettre a I'éléve de s'entrainer sur
des situations précises et pour faciliter sa période de revision.

Je compte sur les professeurs et sur les éléves pour me faire part de leurs commentaires, de leurs
critiques et de leurs suggestions ; je les en remercie d'avance.

Remerciements & tous les inspecteurs pédagogiques, collégues et éléves qui par leurs remarques m'ont
accompagné durant |'élaboration de cefte collection.
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lNTRODUCTION
VAIL EFFICACE
AVANT L'EXAMEN, UNE METHODE DE TRA ‘ !
1.nnée scolaire n’est pas encore trop ayq |
Si, par chance (.. !!) vous lisez ¢¢ jexte alors que l'ann neée, vy,
q.l;rfqucs conseils pour étre plus performant. hé
i ites une fiche de synthese.
5 Alafin de chaque chapitre traité en cours, faites
i i excellents soient-ils, ils ne remplacery .. N
il exi les manuels mais aussi excel : remplacen g
Certes il existe des résumés tout préts dans DI a £ it votre cours: o on fas . )
votre propre travail : la réalisation de cette fiche sera l'occasion d'appren reSSortt g ;
points importants et de le réactiver. L
E
> Faites des fiches de méthodes. :
atudi iation d' i . Vous y dresserez la liste de toutes s
Par exemple : « comment étudier le sens de variation d'une site ? » \ |
mémodespdont vous disposez pour résoudre ce type de question. Ainsi face & une question de ce type, vous
saurez ce qu ‘il convient de metire en ceuvre pour'y répondre. = o
De plus, notez toutes les “astuces” que votre professeur ne manquera pas de vous indiquer au cours de ['année. :
r

> Faites une correction active.

A chaque remise d'un devoir corrigé, repérez vos erreurs ef analysez-les.
Commencez par en déterminer la nalure :

erreur de calcul,

manque de connaissances,
affirmation non démontrée,
erreur de raisonnement,
rédaction incorrecte,

erreur d'étourderie...

Analysez?ies sans complaisance. Trop d'éléves considérent comme des étourderies des erreurs qui ne sont g |
la traduction d'une incompréhension plus profonde. '
L |

Ensuite, cherchez  les comprendre, seul d'abord, puis, si cela ne suffi ‘ vail e
. sl » PUIS, as avo ez le travdl ¢
bindme, souvent fructueux. N'hésitez pas 4 demander, avec dip!amah%, un mﬂ:p?;,:—?gﬁ{’d?isnsfsfmatioﬂ 3 yole

prefesseur si vous avez I'impression d'avoir “tout comme dans le corrigé"
correspondants. Il y a certainement quelque chose qui vous a échappé | i

. sans pour autant avoir les P

Enfin, corrigez-les.

reproduise.

PENDANT L'EXAMEN, UNE STRATEGIE GAGNANTE

Procédez a deux
I'énoncé.

Lire le probléme en entler,

2 : : parmi les &la A -
un investissement profitable. Ves, ce n'est pas du tem ) —
o S onlrﬁj
Ainsi, vous pourrez : Ps perdu | Bien au €

% P'Bﬂﬂ
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percevoir la structure du probléme, les liens |
* Vous faire une idée relative de

s voIrsi

comprendre I'esprit du sujet pour voir quelles méthodes vi

ont étre mises en jeu ;

ogiques, les questions indépendantes etc :

_ _ la difficulté des questions : application directe du cours, question de
réflexion, question déja rencontrée au cours de I'année 7 a

les questions placées plus bas dans un exercice ne fournissent pas la réponse & une question ou

une indication sur une méthode a utiliser pour une question placée en début de I'exercice.

» Utilisez deux sortes de brouillons.

Non, un brouillon n'est pas un instrument prehistorique et son emploi peut se révéler fort utile.

La premiére feuille vous servira 3 stocker les hypothéses et réponses successives. Ainsi vous n‘aurez plus

besoin de rechercher dans vos multiples copies la réponse de la question 2)b) lorsque vous en aurez besoin |
Une seconde feuille servira pour les calculs intermédiaires, les essais. .

En revanche, il est indispensable de rediger directement au propre. Si votre travail au brouillon est assez

approfondi, il n'y aura pas de probléme.

¥ Soigner la rédaction.

Ne négligez pas les qualités matérielles du devoir.

Certes une copie bien présentée mais remplie dinepties ne vous permettra pas d'atteindre la moyenne.
Néanmoins, certaines copies & peine lisibles risquent d'étre sous-évaluées par un examinateur exaspéré et
migraineux. Alors veillez a : :

s |écriture:
* ausoin (on peut barrer, mais proprement...) ;

faire des figures claires et assez grandes.

Trois critéres d’'une rédaction correcte ;

tout ce qui est affirmé est justifié.

aerer votre devoir en sautant des lignes entre les questions ;

Les réponses aux questions sont clairement formulées et mises en évidence (soulignées, encadrées) ;
le fil conducteur de la démonstration et les étapes intermédiaires apparaissent clairement :

Néanmoins, gardez toujours a I'esprit que pour une question donnée, il existe plusieurs rédactions correctes. Vous
l'aviez certainement déja constaté au lycée ou au collége si au cours de ces années, vous avez eu différents

enseignants de mathématiques.

Vous le retrouverez dans cet cuvrage : pour certains exercices, plusieurs corrections seront proposées.

Cela peut différer de vos propres habitudes. Cependant, c'est un repére intéressant pour vous indiquer quels
niveaux d'exigence vous pourrez rencontrer le jour de 'examen.

» Mettez a profit les derniéres minutes avant de rendre votre capie pour :

» relire globalement et faire la chasse aux étourderies ;
-

possible dans cet ouvrage.

REPONSES A UN CERTAIN NOMBRE DE QUESTIONS

vérifier la cohérence des résultats et corriger ou signaler toute anomalie ;
dans la mesure du possible s'auto-vérifier. Cette démarche sera mise en évidence le plus souvent

Voici, péle-méle, les réponses & quelques guestions que vous n'avez jamais 0sé poser en classe.

Tous les résultats du cours sont-ils dans le formulaire ?
Non! C'est pour cela qu'il est important de se familiariser avec le formulaire au cours de I'année afin d'en

connaitre le contenu et les limites.

e Page 13
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AInsi, on pourra apprendre par ceeur les formules qui n'y figurent pas et
formulation est différente de celle 3 laquelle on est habitué.

se familiariser avec les €noncgs dony
N'oublier pas cependant quil ne s'agit que d'un aide-mémoire et que cela ne vous dispense pas d'apprenre Volre

cours,

Peut-on admettre un résultat seulement conjecturé? '
Cette situation est différente de celle Que nous avons deja évoquée : admettre un résultat do

nNé par e texte,
Prenons un exemple. Dans la situation précédente, le texte dirait : _
« Montrer que pour tout rae| X, '(x) est positif » alors que dans le cas actuel, la question reste ouverte - , Quel eg
le signe de f (%) 7 n,
Or, gréce 4 votre calcu

ltrice, vous pensez que f '(x) est positif mais vous tes incapable de le démonre. ™
résultat bloque votre poursuite du probléme, alors, sans hésiter, admettez-le (en le disant clairement) et Continge
volre résolution,

Comme

Point délicat sl

Ony ren
L]

nt rédiger la démonstration d'une équivalence 7

énest, la démonstration d'équivalences fait souvent des ravages dans les copies d'éléves.
contre principalement deyy types d'écueils,

L'8leve considere comme équivalentes des propositions qui ne le sont pas. Ainsi, pour a et b régls
quelconques, a2 = b2 st Pas equivalent 4 a = b puisque a2 = b2 impliquea=boua=-p,
* Le fond mathématique semble correct mais I'emploi malencontreux d'un “donc” séme e doute dans

Iesprit du correcteyr - implication ? équivalence ?

Une solution Sage consiste alors 3 rédiger en deux temps.
Pour montrer que les propo

sitions P et Q sont équivalentes, on montrera successivement que P implique Q, puis
que Q implique P.
Un seul inconvénient 3 signaler : une telle rédaction est Souvent assez longue ce qui conduit certains élevesay
renoncer, 4 fort, - '

Attention aussi a I'emploi des symboles logiques = et .

lls ont connu leur heure de gloire dans les programmes antérieurs lorsqu'une initiation 3 I3 logique figurait au
programme de seconde.

Comme ce n'est plus le cas, le programme actuel précise :

« Les éléves peuvent utiliser les symboles = et < mais | convient d'éviter toyt recours systématique a ces
symboles ».

En conséquence, dans cet ouvrage, il leur sera Souvent préféré une rédaction plus littéraire,

Le correcteur peut-il me retirer des points si jene respecte pas la méthode demandée ?
Dans un certain nombre d'exercices, on trouve des Questions débutant par en déduire que ». Ainsi dans
I'exercice suivant :

a) Montrer que le point K est le milieu des segments [BD] et [AC].
; Lo —Zy
trer que ———=i.
b) Montrer g 7 —2
sdui ilatére ABCD.
En déduire la nature du quadrilatére N . . . -
E']exarnlnatBUf attend alors clairement que vous exploitiez les réponses des questiong a) etb). Si vous ne le fal¢
us serez pénalisé méme si votre démonstration est par ailleurs correcte, o
pas, ;Ot I'évaluation porte ici sur deux points : la déter_rnlnanon de} la nature de ABCD et votre aptitudg a Exﬁq[acn
4 i | ? des questions antérieures dans ce but. Si vous Procédez autrement, méme avec une démonst
IE;S re;;;?esa vos yeux, vous ne remplissez pas le contrat ; d'o une pénalisation
plus s -

5g A
v A # ' ' t z e o i apJ'E‘SI_
: : I'énoncé n'emploie pas l'expression “déduire* mais m
i moins en apparence : I'en P Te : i
Un cas un peu d'ﬂer?.g; ggurra utiliser...” ou “en remarquant que” 1a aussi, il yous est trés fortement C
jon mentionne
questio

En

; ; . : LIVTE.

d'exploiter |2 SUQ‘QIES"M;?“:T];?[BS indications données par I'énoncé sur les méthodes 3 mettre en
loiter au m

En bref, exp

] o i i i t éVita I ]
renez IE riSQUE d une pel alisation facilemen b e
en é Uigna“L vou I
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Dols-je rédlgarl plusleurs fols uno démonstration Identique ?
il arrive que dans certains problémes, on soil confronté plusieurs fois & des démonstrations identiques.

Commencez par vous assurez qu'on es! réellement dans la méme siluation.
N'y a-t-l pas un détall subtil qui vous a échappé ?

Si vraiment c'est le cas, rédigez de maniére précise la premiére démonstration puis abrégez les démonstrations
suivantes en ulilisant une formule comme “on démontrerait de méme que.. !

Faut-il recopler le texte ?
NON | Certains €léves confondent a tort recopiage du texte et rédaction.

Vous pouvez, si vous le souhaitez présenter les hypothéses d'un probléme avant de commencer la rédaction mais
un recopiage mot a mot du texte n'apporte rien.
En revanche, I'examinateur appréciera que la réponse & chaque question débute par un titre. Il pourra ainsi se

repérer facilement dans la progression du probléme. Cette démarche sera utilisée dans certaines solutions de cet
ouvrage.

ET ENFIN, LES ERREURS A NE PAS COMMETTRE

Voici, enfin, le récapitulatif de quelques erreurs qui peuvent vous coditez cher.

* Mal comprendre le préambule d'un probléme.

Un certain nombre de problémes commencent par une phrase destinée & planter le décor. Ainsi “on se propose
de placer les points A, B et C dans un repére a l'aide d'un compas” ne doit pas vous inciter & vous jeter sur votre
propre compas pour conslruire immédiatement la figure. La construction effective des points A, B et C
n'interviendra que plusieurs questions plus loin aprés une étude sur une rotation ...

Il ne s'agissait que d'annoncer le but recherché. Il fallait ensuite se laisser quider par I'énoncé.

* Anticiper la réponse a une question ;
On ne le répetera jamais assez ! Si on vous demande de prouver a la question 5) qu'une fonction f est croissante,
ce n'est pas normal de I'avoir prouvé a la question 2). Il y avait alors certainement une autre maniére de procéder
qui vous éviterait de donner trop ot la réponse & une question postérieure. Vous risquez alors une double

pénalisation : & la question 2) pour ne pas avoir respecté la méthode attendue puis a la question 5) pour ne pas y
donner la réponse prévue !

Normalement, il y a un conducteur logique dans un probléme et si votre résolution ne le respecte pas, cela vaut la
peine d'y réfléchir.

¢ Laissez subsister des incohérences.
Contradiction entre le tableau de variation d'une fonction et sa courbe représentative, probabilité supérieur a 1,
cosinus d'un angle égal & 2++/3 ...

Les examinateurs au baccalauréat en rencontre chaque année, Or, dans la majorité des cas, les éléves sont
conscients qu'il y a un probléme mais ne retrouvent pas leur erreur et continuent...
Traquez les incohérences sans pitié. Relisez-vous, recherchez lereur et si vous ne la retrouvez pas dans le

lemps imparti, signaler que vous avez conscience du probléme. Il y aura certes encore une erreur mais pas une
absurdité. -

= Ne maltraiter pas (trop) I'orthographe, en particulier les noms des mathématiciens.

Entendre parler de la relation de Shall est encore amusant chez un collégien de troisiéme mais plutdt ridicule
chez un presque bachelier.

Renoncez définitivement & employer des abréviations. Ni nbre, ni fct, ni Mq, ni Dq ... n'ont leur place dans une
copie d'examen.

+ Eviter le gaspillage de points. -

Une copie a trous ol l'éleve a papillonné a la recherche des points faciles devient vite lassante pour
I'examinateur qui a bien du mal & évaluer le niveau réel du candidat.

e R s R L ——
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{ suivent
Mais soyez sans crainte, aprés avoir travaillé d’armche-pied; les exercices proposés qui € les
méthodes qui s’y rattachent, avenir ne peut étre que radieux |

BON COURAGE |

Des éditions ellipses,

e I

E pour la préparation ay BAC » de Bénédicte BOURGEQOIS,
T, Bernard MEYSSIREL et Claire TCHOBROUTSKY. -

-

Maths types Terminale SM - Volume 1. Analyse & Probabjilités
Maths types Terminale SE

Maths types Prémicre M — Volume 1- Anal
Maths types Prémigre SM - Volume 2-
Maths types Prémigre SE

Maths types Seconde §

Maths types Troisizme

yse, Dénombrements & Statistiques
Géométrie & Algébre linéaijre
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o) . ARITHMETIQUE

. — R = e —

RAPPEL DU GOURS
A. Divisibilite - Divisior euclidienne

A1 - Multiples et diviseurs dans Z

a) Définition et notation : o
On appelle multiple d'un entier relatif a, tout entier relatif b, tel quil existe un entier relatif q, vérifiant I'égalité b = qa.
On dit aussi, lorsque a est non nul, que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou que b est divisible para.
L'ensemble des multiples de a est noté a7

Dol aZ = {aq,q € Z}

b) Propriéteés :

Sait a un entier relatif, -

P1) L'ensemble aZ , muni dé I'addition des entiers relatifs est un groupe abélien.

Donc, soit x et y deux multiples de I'entier .

& x+yestun multiple de a * 0 estun multiple de a & -X est un multiple de a.
F2) Toute combinaison linéaire & coefficients entiers de multiples de a est un multiple de a.

Cest-a-dire, si x1, xz, . . ., X+ sontn multiples de a, alors pour n entiers relatifs ki ka, . ..., ka quelconques,
ki1 + kaxa + .. . + kaXa 5t aussi un multiple de a.

¢) Propriétés de la division dans Z, -
P1) Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et ¢ un entier relatif.
® adivise a
e Siadivise betbdivise a, alorsa=boua=-b,
» Siadivise b et b divise c, alors a divise c.
P2) Soit a un entier naturel non nul et b un entier naturel.
® Siadiviseb, alorsb=0ouas<b.
e Siadivise b etb divise a, alors a = b, (b est non nul)
Ps) x1, xz, . . ., X» sont n entiers relatifs, ks, ka, . . ., ks sont aussi n entiers relatifs.
Si un entier relatif non nul a divise X1, X2, . . . el Xa, alors a divise kix: + K+, ..+ KX

A; - Division euclidienne dans 7

a) Division euclidienne dans 1 -
Soita un entier naturel et b un entier naturel non nul.
Il existe un unique couple (q, r) d'entiers naturels tels quea=bg+r,avec0<r<p.

Cette écriture est Ia division euclidienne de a parb, ot a b elrs i ivi
_ Y . b, ont respectivem
Quotient et le reste. ; » i iencs:

Remarque :

Dans I'éeriture a = bg+r,avec0 <r<p.

. b.q est le plus grand multiple de b inférienr o égalaa.
8 Sir=0,alorsa=pg - a est alors un multiple de p,

le diviseur, le

b) Division euclidienne dans Z :
Soit a un entier relatif €L b un enfier relatif non nul.

%ﬁﬁa Page 17 _——— @
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o <r<|bf.
Il existe exactement un entier relatif q et un entier naturel r lels que 2 bq + r,‘avec: 0<r <:| [ -
Cette écriture est la division euclidienne de a par b, o a, b, q etr sont respectivement le dividende, le diviseur, |
quotient et le reste.
A; - Numération

Soit b un entier nature! strictement plus grand que 1.

» Tout entier naturel non nul N peut s'écrire de fagon unique sous la forme N
| .1 et ro sont des entiers naturels strictement inférieurs a b, avec fp #0.

e La connaissance des p + 1 entiers fp, fp1, . . ., It et ro détermine N.

= rph? + fp1b® 1+ ...+ 11D + 10, 0l 1y, g,

—bh ; : :
Onnote alors N=rr,_y..4%  qui estI'écriture de N en base b.

e Tout entier naturel strictement inférieur & b est appelé un chiffre dans le systl;eme de numération de base b.
o Nous utilisons habituellement la numération de base b = 10 ou systéme décimal.
Dans ce systéeme, les chiffres sont: 0,1,2,3,4,5,6,7,8et9.
La numération binaire utilisée notamment en informatique est la numération en base deux.
Dans ce systéme, on a deux chiffres : 0 et 1. r
. Lorsque la base est strictement supérieure & dix, on peut utiliser des letires pour représenter les chiffres plus grands
que 9.

A, - Congruences dans Z

a) Définition et notation :

Soit n un entier nature! strictement supérieur & 1.
: L'entier refatif a est congru a I'entier relatif b modulo n, lorsque b - a est un multiple de n.
On note alors a = b[n] ou encore a = b mod(n).
Remarqgue :
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs et n un entier naturel strictement supérieur a 1. On a :
e a=afn) ® Sia=b[n],alors b=afn]. ® Sia=bn]etb=cln],alors a=c[n].

® a=b[u] avec 0 £ b < n, si et seulement si, b est le reste de la division euclidienne de a parn,
o a = 0/n] si et seulement si n divise a.

b) Propriété fondamentale :

Soil n un entier naturel strictement supérieur & 1.

L'entier relatif a est congru & I'entier relatif b modulo n, si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

c) Congruences et opérations :

n est un entier naturel strictement supérieur a 1.

P1) Soit a, b, a' et b’ quatre entiers relatifs, p un entier naturel et x un entier relatif,
Siazan]etb=b'[n], alorsona:

e a+b=a'+bfn] e ab =a'b'[n] ® xa=xa[n)

P2) De fagon générale.

a1, az, ..., a étant k entiers relatifs, by, by, . . ., by étant k entiers relatifs, xi, xa
p1, Pz, . . ., Px étant k entiers naturels. R
Sipour toutiappartenanta {1,2,.. .. kjonaa = bi(n],

alors on @ aussi X;a" +%,3,”2 +.. +x.a.P =x b Py
! 292 Kk =X, D" +x;b, +ootx b,

® aP = 3'%[n].

.+« Xx k &tant entiers relatifs et

d) Critéres de divisibilité :
Soit N=1ryl,_1..lifp un entier naturel écrit en base 10.
e N estdivisible par 2 si et seulement si, ro est pair.
e N est divisible par 3 si et seulement si, rp + g + . 41
o N estdivisible par 4 (reps. par 25) si et seulement s,
e N est divisible par 5 si et seulement si, ro est divisible par 5 (c'est-3-di

Sy ) 7 est-a-d = -
e N est divisible par 9 si et seulement si, o+ rpy + . 41y 4 rg o divisli:::em : Bgou fo = 5).
o Nestdivisible par 11 si et seulement si, ro~ry +rp =y . 4 (-1)° 1, est diEisrible o

e —— e Page 1B o ;
Scanned by CamScanner

1+ 1o est divisible par 3,
101 + 1 est divisible par 25,



¥y

Chapitre 8 : Arithmétique =

B. Divisewry et multiples communs
Bi - Diviseurs communs

a) Définition :
Soit a et b deux entiers relatifs,
Tout entier d qui divise a la fois a et b est un diviseur commun de a et b.

b) Propriétés :
Soit a et b deux entiers naturels non nuls, avec a < b.

* S| a dwis_e‘b. alors I'ensemble des diviseurs communs 4 a et a b est 'ensemble des diviseurs de a.
e Sianedivise pasb.

Notons r le reste de la division euclidienne de b par a.

Alors I'ensemble des diviseurs communs & a et a b est I'ensemble des diviseurs communs @ a et r.

c) Rechercha des d!viseurs communs d'entiers naturels : I'algorithme d’Euclide.

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, aveca<b.

. S! a dms'a‘b, alors 'ensemble des diviseurs communs 4 a et b est l'ensemble des diviseurs de a.

. S:n a ne divise pa_s.b. alors on réalise la division euclidienne de b par a. Soit r1 le resle.
L'ensemble des diviseurs communs a a et b est 'ensemble des diviseurs communs & a et .

On applique la méme méthode & a et 1.
- Si 1 divise a, alors 'ensemble des diviseurs communs & a et ry, donc & a et b, est I'ensemble des diviseurs de r1.

Si r1 ne divise par a, alors on effectue la division euclidienne de a par r1. Soit rz le reste.
L'ensemble des diviseurs communs & a et r1, donc & a et b, est 'ensemble des diviseurs communs a 1 et r2.
On réitére ce raisonnement jusqu'au dernier reste non nul ra.
L'ensemble des diviseurs communs & a et b est alors I'ensemble des diviseurs de .
Cette méthode a le nom d'algorithme d'Euclide.

Remarque :

Soit a et b denx entiers relatifs.
L'ensemble des divisenrs communs & a et b est 'ensemble des diviseurs communs a | .-:r[ el |bf -

d) Définition : Plus grand diviseur commun

Soit a et b deux entiers relatifs non tous nuls.
On appelle plus grand diviseur commun de a et b, que I'on note PGCD(a, b), le plus grand entier naturel de I'ensemble

des diviseurs communs & a et b.

¢) Recherche du plus grand diviseur commun de deux entiers relatifs :
e Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

- Si a divise b, alors PGCD(a , b) = a.
- Si a ne divise pas b; alors le PGCD(a , b) est le dernier reste non nul ra dans l'algorithme d'Euclide.

e Soita et b deux entiers relatifs non nuls.  PGCD(a ,b)= PGCD(|d|.|b)

Remarques :
o Tout diviseur commuit & a et b divise le PGCD(a . b) el est inférieur ou égal au PGCD(a , b) .

o Soit a, b et k trois entiers relatifs non nuls, PGCD(ka ,kb)= [k[PGCD['a ).
PGCD(a . b
e Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun da a et b, PGCD [:(} : % = —'C'd%“]- -
(

B; - Nombres premiers entre eux ou étrangers

a) Définition :
Deux entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux ou étrangers lorsque le PGCD(a , b) = 1.

Remarque :
Soit a et b dewx entiers relatifs non nuls et d le plus grand diviseur commun de a et'b.
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5iPGCD[a.b)=d. alors il existe |
- anm giel seylement si, il

: existe deux entiers relatifs u et v tels qug
Enoncé du the

Deux entiers rel
autbv=1
Remarque:
L"algorithme d ‘Euclide

aifs a et b sont premiers entre eUX

Pidentité de Bézoul.

Conséquences : ‘ ‘
Py) Soita,betc trois entiers relalifs, m etn

e Siaetbdunepar,a el ¢ d'autre part so
 Si a et b sont premiers enire eux, a!ms_, aet
P1) Si a est premier avec chacun des entiers a1, 3z, . .

eux entiers naturels. ;
ﬁtpfemiers entre eux, alors a et be sont premiers enire eux.

b dune part, an et br dautre part, sont premiers entre eus,
a, alors @ et @y Xd X.. X sont premiers entre eux.

c) Théoréme de Gauss :

Enoncé du théoréme de Gauss .

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs.

Si 4 divise be el a et b sont premiers entre eux, alors a divise C.

Conséquence :
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs,
Si a et b divisent c el a et b sont premiers entre eux, alors ab divise .

B: - Multiples communs

a) Définition :
Soil a et b deux entiers relatifs.
e Tout entier m multiple @ la fois de a et de b est un multiple commun de a et b

e On appelle plus petit multiple commun de a et b ' i
ety +que fon nole PPCM(a , b), fe plus petit entier naturel non nul,

b) Recherche du plus petit multiple commun d
° sloit a et b deux entiers naturels non nuls.

Si a divise b, alors PPCM(a , b) = b,

En général, PPCM(a , b)xPGCD(a b)=ab
e Soitaelb deux entiers relalifs -

PPCM (a ,b)= PPCM (|d| 18

e deux entiers relatifs :

Remarque :

® Soil a el b denx entiers relatifs
: : 5.
L'ensemble r{u ualtiples communy & aethey
® Tout multiple commm g q o b ot penblo d

T esf inla ; 8 multiples T
c Soita.b etk ot 851 st il dy gy gy " les du PPCAL(y

ifs. PPCAL(L 4

i k) = |‘1| PECAL L, by
® Soil aet b deux entiers relatif .
enliers relatifs of d un diviseyr com
” W G g g
o Soita ¢ b deux entiers nafurely, yy = PP "

Sionpesea=da' et b= dh’, alory m
E =

o Soita et b deux entiers relatifs, ppe

Prey[@ b J _ PPCM(a ,b)

['.'l"!f h) ¢ = ’
‘ ol = P ff) ] | '

Y b-”: : [ ¥ (a s 1), |dl

.h‘l'_lr AR Pf.l'l'_-f.-rll a  hy

- !n|-.,!;,! .
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Chapitre § : Arithmétique

C. Ley nombrey premiery

Ci - Les nombres premiers
a) Définition :
Un entier relatif p est dit premier lorsqu'il a exactement quatre diviseurs : 1, -1, p et -p.

b) Théoréme :
Il existe une infinité de nombres premiers.

¢) Critére de primalité :

Un entier naturel n supérieur ou égal & 2 est premier si et seulement si aucun nombre premier positif inférieur ou égal 3
Jn ne divise n.

C2- Nombres premiers et divisibilité

P1) Soit p un nombre premier et a un nombre relatif.
Deux situations peuvent se présenter :

e pdivisea ou alors

P2) Sait p et q deux nombres premiers.
Deux situations peuvent se présenter :

& lpl =|q[ ou alors o petq sont premiers entre eux.
P3) Soit p un entier naturel premier et a un entier naturel non nul.

Si a < p, alors a et p sont premiers entre eux.
P4) Soit p un nombre premier, a et b deux entiers relatifs.

Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

e p et a sont premiers entre eux.

C; — Décomposition d'un nombre en produit de facteurs premiers d'un entier naturel

P1) Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 possede au mains un diviseur premier.

P2) Tout entier naturel a supérieur ou égal a 2 est premier ou est décomposable en un produit de facteurs premiers
positifs et cette décomposition de a est unique a I'ordre prés des facteurs.

Ps) Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Notons p,*'p,%2p;™. .. p™ la décomposition de a en produit de facteurs premiers positifs.

aposséde (o +1)(a, +)(az +1). . . (& +1) diviseurs.
P4) Soit a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Pour que b divise a, il faut et il suffit que tous les facteurs premiers de la décomposition de b figurent dans la
décomposition de a avec les exposants au plus égaux.

Ps) Soit a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Notons p;™p,"2p3™ . .. p*™* la décompasition de a en produit de facteurs premiers et py/#p,2p,A . p A 1a
décomposition de b en produit de facteurs premiers.

Si 8 désigne le plus petit nombre entre e et B, et p, désigne le plus grand nombre entre e, et f3;, alors :
pged(a, b) =piip,2py ... p et ppemia,b)=pypyaps .. p .

e Page 2t
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Chapitre § : A rithmeétique

EXERGICES POUR COMPRENDRE LE GOURS

A. Calculer dany dauntrey systemes de numération,

1 - Changer de systéme de numération

Exercice 1

Ecrire 'entier x donné dans le systéme décimal en base b dans chacun des cas suivants :
a) x = 144127 et b=12 b) x = 177 et b=2.

Méthode 1:

a) Ona: 144127 = 6x12¢ + 11x123 + 4x122 + 10x12 + 7. (Développement de x suivant les puissances de 12).
- = dowze
D'ol, x=144127 =6B4A7 ,ol B=11et A=10.

b) Le développement de x = 177 suivant les puissances de b =2 est:

177 = 1x27 4 0x26 + 1x25 + 1x2¢+ 0x23 + 0x22 + 0x2 + 1. D'oll, x=177 =10110001 i
Méthode 2 :

Pour écrire un nombre x donné en base 10, dans une base b autre, on peut aussi procéder par des divisions :

a)144127_ | 12

@ 12010 |12

da» 100 |12
@ 8 |12
a 6 |2
@ 0
En lisant les restes de bas en haut, on a Icriture de x = 144127 en base 12, et fon note ; 144127 = GBAAT .
b) 177 |2 .
D 8 |2
@ 4 |2
D@ 2 |2
@ T |2
D5 |2
i I T
D 12
D 0 D'o 177 =10110001 " .
Exercice 2

Ecrire en base dix les entiers naturels suivants : 21201 : ABC ™2

o 21201 = 2x3* +1x3° +2x3% +0x3' +1x3° — 208
o ABCT —10x16% +8x16' +12x16° = 2700,

Exercice 3 .
En utilisant la numération décimale comme intermédiaire, écrire

a) 120212™* en base huit.

b) 1200°™ en base deux.

a) 120212 " =1x3% +2x3* +0x 3 +2x 3 +1x342=428.
e Page=22 e
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%

D'oll 12{]212"“"1 =428 (systéme décimal).
Or 428=6x82+5x8' +4x8° =554™", alors 120212 — G5™" |

b) 1200 =1x5° +2x5% +0x5+0=175. Dot 1200°" =175 (systéme décimal),

0r, 175=1%2" +0%2° +1x2° +-0x2* +-1x23 4.1x 22 +1x 2" +1= 10101111 . alors

200°™ = 10101111,

Exercice 4

_...h H
Ecrire le nombre 4207 dans le systéme binaire :

1) En passant par le systéme décimal.
2) Directement.

Définition : le systéme de base 8 est appelé le systéme ocial.

0 S
1) 4207 = 4xB3 +2xB82+0x8 + 7 =2183. D'oll 42(]7”t = 2183 (systéme décimal) ;
ey
Or 2183 = 1x211 + 0x210 + (x29 +(x28 + {x27 + ()x26 4 (x5 + Ox24 + 0x23 + 1x22+ 1x2 + 1 = 100010000111 .
14 T ——deu
Do 4207 = 00010000111
2) Directement:

i —— e
G207 = B2 + 2682 + 0xB + T = 22x(21)1 + 2x(22 + 1x(224 2+ 1) = 21 + 20+ 2242+ 1 = TO00TO000TTT™™.

Dol 4207 =700010000171 1 .

Exercice 5
Soil n un entier naturel supérieur ou égal a un.
a) Quelle est I'écriture de 27 - 1 dans le systéme de numération binaire ?

FE— I n rae
b) Prouver que I'entier qui s'écrit avec n chiffres 111...11b dans le sysleme de numération de base b esl égal a et

a)Notons que 20 —1=(2-1)(2n -1+ 20-24 42+ 1)=20-1420-24 _ +24+1=111..11  (avecnfois le chiffre
1). -

n
B) THAT =to-t4 br-24br-34 . 4b#q= L1

b—1
Exercice 5

Classer les entiers suivants du plus petit au plus grand

a) 100101 ; 1010001 1000100°"
b) BIC49™® ADSBID : F10548° .
a) 00101~ 1000100 1010001
b) BIC4S™™ ADSED" F1054B™%
\L* ,f 777 Pointméthode: —“'"_'h"_"_'""ﬂ

Les nombres se classent comme en base décimale : i

& 5iles deux nombres n'ont pas le méme nombre de chiffres, le plus grand est celui qui a le plus de chiffres. ||
® Siles nombres ont le méme nombre de chiffres, on compare les chiffres de méme rang a partirde la |

gauche. Dés qu’on rencontre deux chiffres différents, le plus grand nombre est celui qui a le plus grand de ||

{ ces chiffres. I

| S S—— " T . g Sty

e W k]
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2 - Effectuer I'addition et la multiplication dans une base donnée

Exercice 7

Effectuer les opdrations suivantes :

a) 101 (hasel) b) 1 (base2)
+ 11 (base 2) x 101 (base2)

e Commencons par donner les tables d'addition et de multiplication en base deux.
Les chiffres en base deux sont: Qet1

L'addition : la multiplication :
+ 101 x| 0|1
010{1 0(0]0
1 1110 11011
a) 10 (base 2) b) m (base 2)
+ 1 (base 2) x 101 (base 2)
1000 (base 2) 11
+ 1110

100011 (base 2)

Notons que, ces opérations s'effectuent comme dans le systéme décimal.

» Pour effectuer ces opérations, on peut d'abord ramener les nombres en base dix, y effectuer los opérations, puis
écrire les résultats obtenus en base deux.

Onauraalors: 101 =1x22 +0x24+1=5: T =241=3 ot 5+3=8,
Or B=1x2 +0x22 +0x2+0=1000""". Doy 101 + 17 = 1000,

Onaaussi, 111 = 1x 2 41x241=7; 101 =1x22 $0x241=5 ol 7x5=35.

Or 35=1x25 +0x2* +0x23 +0x22 +1x2+1=100011"",  D'od 111 %701 = 700011 .
Exercice 8

1) Vérifier que : x(x + 1)(x + 2)(x + 3) + 1 = (x2+3x +1)2 pour toul réel x.
2) En déduire que dans toute base supérieure & 3, on a: 10x11x12x13 +1=(1312,

Solution 8
1) Le lecteur vérfiera cette égalite.
2) Soit n un entier naturel strictement supérieur a 3.

10" 11 %12 x13" +1=n(n+1)(n+2)(n+3)+1
=(nf+3n+1)?  d'aprés la question 1)
= (131"

Dol 10" %11 x12" %13 +1=(131")?, pour tout entier naturel strictement supérieur 3,

3 - Retrouver le systéme de numération

Exercice 9
Soit a. b, n lrois entiers supérieurs a 3.

=g =3
Déterminer le plus petit entier naturel n tel que: n= 300" =33 .

Soita et b entiers strictement supéneurs a 3.



300" =T e 3a=30+3 & al=b+1  b+1estdoncuncamd parfail supérieur 2 9 (cara > 3).
La plus petite valeur possible de b + 1 est 16, donc a?=16el b+ 1=16.
Cesl-a-dire a=4 et b=15, D'ou la plus petite valeur denest: n=3x16 = 48,

Exercice 10

Existe-l-il une base dans laquelle on a: 18+14=317
Si oui, calculer dans cette base :  81+41 ; B81x41; 18x14.

o Soit a une telle base, a est un entier strictement supérieur a 8.
B8+ =3 < (a+8)+(a+d)=da+1 <« a=1l.

D'Ul:l ﬁm‘:ﬂ +ﬁunze = -é-iunze . | |
e Effectuons les opérations : [ cestpm—e—
81 81 18 il Pointméthode: |
+ 41 X 41 x 14 .| On peut aussi ramener les opérations |
112 81 ‘-E'JE\" i en base décimale, les y effeclf:er, puis
| faire une conversion du résultat ||
12A4 + 18 obtenu en base onze. '%
3011 23A 3 e ST [ ot o & AT S AR S At

Noter gue : A remplace 10 qui en base 11 est un chiffre.

Exercice 11 BAC C - Maroc
1) Trouver fous les entiers naturels dont le cube divise 18360.
2) Endéduire dans N , la résolution de I'équation : b3(b2 + (b + 1)?) = 18360 d'inconnue b.

——t
3) Existe-t-il un naturel b tel que 36723 s'écrive 442003 7

1) Ona: 18360 = 23x 33x 5 x17. Les entiers dont le cube divise 18360 sontdonc : 1,2, 3 et 6.
2) L'égalité b3(b2 + (b + 1)?) = 18360 entraine que b? divise 18360.

Donc d'aprés la question 1), b appartient a {1, 2, 3, 6}.

Or 13(12+(1+1) =5 Pour b=1

23(22+ (2 +1)2) =104. Pour b=2

33 (32+(3+1))=675. Pourb=3

63 (62 + (6 + 1)2) = 18360. Pourb=6

Dol b=6
3) 442003 =36723 = 4bS + 4b* + 2b3 + 3 = 36723
= 2b5 + 2b* + b3 = 18360
o b3(b2 + (b + 1)) = 18360
= =6 daprés laquestion 2).
D'olib = 6.
Exercice 12

Soit x, y el z trois entiers naturels tels que : y=731" et z=101". avecx>3,

1) Calculer le produit xyz en base x. |
2) Déterminer x, sachant que : x +y +z = 50. Calculer alors xyz en base dix.

1) Ona xyz = X0 + 3+ 0 +1) =16 +3x* +2¢ + 3 +x-+0=T32310". Do xyz=132310 .
2) » On note que x est un entier naturel strictement supérieur a 3.
x+y+z=50 & 22+4x-48=0 & x=4 ou x=-6. Dot x=4.

o xyz=132310""" =1972.

e Page ] S
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8. Effectue’ la/d,wmofveud,,dte” —

* cuclidienne dans I'ensemble des entiers refas,

{ - Effectuer la divisio

Exercice 13 — T dision eucidienne de 2 par b, 3. b, g et sont des ‘-‘”ﬁm.

. 7 orioent :
Dans [ecriture a = b + T represe 557 1= 89, ;

i i) sachantque:a*= !
a) Caculerbelq L3z 1517, q=75‘

b) Calculerbetrsachant que
Sohda Onadonc b > 89. \

=bg+ 0<r<b o il 8 :
?J]r BSchq= I;qa-ie;g & bq=468.b estdoncun diviseur de 468, supérieur a 89. i

Dot b appartient a {117, 156, 234, 468). |
cmmq=$,ausiesm(b.q)mmmmmsumms:f4sa,1),(234.2}.(155,3;,3”;”__, |

b) 1517 = 75b+1, Cest-d-dre r=1517-75b. !
Or 0sr<b & 0<1517-7T5b<h & ﬂ<b<1ﬂ-{

R

19<b<21.
Dot b=20 et r=17.

Exercice 14
Résoudre dans N, 'équation 4231 = T3x +y dinconnues x et Y.

Solution 14
La division euclidienne de 4231 par713donne : 4231 = 713x5+ 666

E;uhm?;mﬁes;?mmimedemsmmmm}emn,1,z_a,4ou5 |
couples (x sontdonc: (0, 4231), (1, 3518), (2, 2803) (3, 2092, (¢ 1379) et (5, 656).

Soit a = bq + 1 représentant Ia division
Calcuier qsachant que euclidienne de a par b

On a supposé X~y >0, donc X>y
Sotqietr respectivement e quoﬁe-

0z et Fzresp&{:j-;empn“e _mEHGr de
=ML quotieny
Ona:|*=hlx=y)+y elle reste gg |, Eudldienne;juparx
Orona:0s <xoy 12n Qzllx-y),h rx—y
. J =Y E 5!’3(1_
Y. Dongy
Par conséquent onatesnmmumsou ’-'('x I<}{'f250, Et g .
s: " TYNI- =X<
» I q}+q = !'1-.(2.‘::(_
DOUf‘--l"z&SidﬂiSib!eparI_y EI|r1_“r ?-quiﬁrzﬂ) |'|‘=I'z y.
Alors i—rz=0, c'est-a-dire ?'ﬁx"’?‘ $SX-y

M=r;

= Page
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M&W
Comme 11 =z, lors on a (X=y)(1-qi+q)=0 avec x>y.
Etdonc par suite, 95 - g2 = 1. Finalement ona 1 = r2 el gi-qa= 1.
2~ Déterminer le reste dans la division euclidienne d'un entier relatif
Exercice 17

Déterminer le reste de la division euclidienne :
a) par5de 8!,

b) par 5 de 35(487)20 + 42(523)10 — 224

a) Ona: 8= 3 ; 82z 4[5]; 82 2[5); 8= 1[5]. Ir Puln‘tméthfade: J

1974 = 493%4 + 2 gt guon = (8¢)axg2, e a=b[n] E'f}'ur'va:.!:f apam:.if;’i - 11

Or 8 = 1[5, donc (84)%3 = 1[5), donc (84)4e3 x82 = 8%(5), dong 8" = 4[5).4| Cette remarque - L s

Donc le reste dans la division e[ullid[enn(e gar Sde B‘W"lse]st:L B permet de passer d uﬂbb n:ﬁr;f; une

b) Ona35= 0[5], donc 35x(487)0 = [j[5l- i autre mﬁ:: ,:e:: : :rﬂ

OnaS23 =3[5]; 5232= 4[5]; 5233 = 25]; 523¢= 1[5) On peut par exemple écrire :

100 = 4x25, donc 52310 = (5235 = 1[5], 20=-1[7] ouencore 20 = 6[7].

Deplusona:42 = 25) Doy 42x(523)m = 2[5). 35(4877% + 42 (523)'% - 224 = -2[5]

Et comme 224 = 4[5), on peut donc conclure que : ou encore

35(4B7)0 + 42 (523)10 - 224 = 3yg) 35487y +42 (523)'™ - 224 = 3[5).

Ce qui permet de conclure que le reste de Ia division eudidienne " e restlereste de la division

par 5 de 35 (487) + 42 (523)100 _ 294 est 3. euclidienne par n de a, lorsque
a=r{n],avec 0 Sr<n.

Exercice 18 T R T P e

1) En remarquant que : 899 =

27x37, montrer que pour fout entier naturel n, on a : 10% = 1[37].
2) En déduire le

reste de la division euclidienne par 37 de - 1010 + 102 + 10%,
Solution 18

1) 1000=27x37 +1. Dol 1000 = 1[37], c'est-a-dire 102 = 1[37].
Et comme, pour tout entier naturel n, on a: 10% = (103 alors 10% = 1[37].
2) Ona:10% =10%, donc 10®= 1137

10 = 103310, donc 10'0= 10[37).

1020 = 10%6x102, alors puisque 102= 26(37]. On peut écrire 1020 = 26[37].
Et par suite 1010 + 1020 + 10% = Q[37].

Le reste de la division euclidienne de 1010+ 102 + 0% par 37 est 0.
C'est-a-dire 1010+ 1020 + 10% est divisible par 37.

Exercice 19
1) Déterminer pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 20 par 3.

2) Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste de Ia division euclidienne de (275423)
3) Déterminer, 'ensemble des entiers naturels n tels que (275423)" + (372121)

13) par 3.
" soit divisible par 3.

1) Ona:2= 23]et 22 = 1[3]. : .

D'ou si n est pair, ona: n=2k, k entier naturel, et 2* = (2% donc 2n= 113).
Si n est impair, ona:n=2k + 1, k entier naturel, gt 2n= (22)x2 donc 20 = 2(3].
D'olt 2" =1[3] si npair et 20 = 2[3] si n impair.
2) Ona 275423 =2(3], d'ols (275423 = 27(3] pour lout entier naturel n,
Donc (275423) et 2 ont le méme reste dans la division euclidienne par 3.
Par conséquent, si n est impair, alors (275423)" = 2[3).
Si n est pair, alors (275423) = 1[3).
*3)Ona 372121 = 1[3], d'ob (372121)" = 1[3] pour tout enfier nature| n,
Ainsi, si n est impair, alors (275423)" + (372121) = 0[3).
Si n est pair, alors (275423) + (372121) = 2[3].
D'ols (275423)" + (372121)" est divisible par 3 si et seulement si, n est impair,

e A2l ———————————

o T ose———— . W,
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5. % H (]
E:ur*rfc!:lafifcr naturel n, on fail correspondre le reste Us de la division e”fll[djen: [l!Jden d:;i p{? ::?k <a
H M U L) b i 4 " ne .
Mantrer quil existe un entier naturel non nul a tel que f'on ait : Us = Urea et Us

| 2 w—
Ieraiurel et U-le reste de I13 dmis.noqleuglnnlij::m:tgfe ;1”4;:ir=?, ;r: ::. :IO;SU;[EL.E i
3 41 4z el soitn : _ ) ’ !

gﬂzn :..,49; :n[?ﬁi :e mgﬂ fe!ste danEi]a division euclidienne par 7, c'est-a-dire Une = U, pour tout ”91Urat_ :
Les valeurs possibles de U, sont 1, 2 et 4.
Or 42 = 4742 dong 42 = 2x4n (7). Donc 472 = 2U,[7].
Ainsi, si Un = 1, alors on a Uney = 2

5iUn = 2 alorsona Unz =4,

SiUn=4,3alorson alsg =1,
Ona alors Ung 2 U,
On a aussi, 4n*1 = 4rx4, donc 4™ = 4x47[7), Donc 4" = 4Un[7].
Ainsi, si Un = 1, alors on a Upe = 4

si Us =2| ahm@ﬂaUnﬂ =1

siUn=4, alorson aUpy=2.
On a alors Uye 2 Us.

Donc pour tout entier naturel Nona:Us= Uy

i Uniz * Un et Umi # Un i
D'ol lentier naturel a = 3 st fe| Que pour tout entier naturel n, on a : U, = Unea et U,

3 - Prouver que deux entiers ont [o méme reste dans Ja division
donné

FUniksi 0<keq

euclidienne parur
i
1) Démontrer que, pour tout entier naturel p, 3¢ gt 30+

2) Montrer que, pour tout enfier naturel n, les entiers
Determiner n pour que ce reste soit égal § 5.

Solution 21

1) Ona 323, R=2M), P= A

Et pour tout entier naturel P.ona:3e+6=3e36 dong e = (7). -

D0l 3 et 3» ont le méme reste dans a division euciidienne par 7. ' Point méthog

2) Ona2103=3(7), d'ou 2103 = 37, (|Pour montrer que deygy

D00 (2103)" et 3* ont le méme reste dans 13 division euclidienne par 7. | ef:jiz?ef:em'f?,"
Valeur de n pour Que (2103)0 = 5[7] « '- faut et Hmf?: d g

Ona 3= 1[7), donc pour tout entier nature| P, W St de mon

IP=1[7), 31z 37, 382 = 2[7), FMIZQ[7), oo = A7) et 35z 5.

Onen Iriéduit Que le reste de la division euclidienne de (2103)" par 7 est 5 si et seulement si n = 6ptH

naturel,

6[7), 3= 4[7), 302 5[7), 3=

4 - Vérifier qu'un entier relatif est divisipJe Par un entier donné

Exercice2s

Démontrer que pour tout entier
a) 52 - 3n divisible par 11

natureln,on 3 -

B) 3x521 + 241 divisible par 17
Solution 22
a) Ona:5z5[11)et 52z

gh 3(11). Donc (52 = 3n
C'est-a-dire que 520 _ 3

[11]. Par conséquent, on a : 52 — 30 = 0[11].
est divisible par 11. e
b)Ona:5=5017), 52 5 gygy Cest-a-dire 52 = 29(17) i
Donc (59 = (2%P[17), donc 552 = 5

X20(17], donc 3x52+1 = 4 5x2[17), |
Orona 15= -2[17], donc 15x0 = 2X217]. Clest-a-dire 15x2% = 27 |l
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gl = 15)(2:»[1'7] gt 15x2% = -231[17], alors on a 3x521 = . 23117,

Comme e + 201 = 0[17]. Finalement, 3x5%*! + 231 gl divisible par 17

Cest-a-dire 39

ice 23
Eﬁﬁ;_— 2)Pour tout entier naturel n, 3%*1 + 2 431 est divisible par 11,
on " b) Pourtout entier naturel n, n(n!- 1) est divisible par 60,

W¢z = 5[11) ; 49 = 9[11], donc 49 = 3[11). —

-4 = 4[11]
E:log: ;our tout lmi!:r naturel n, on a : 43 = 327[11].
Donc 4%x4 = 4x32[11]. C'est-a-dire, 43+ 1 = 4x3[11].
On a dong 2x4%* 1 = 8x3211].
Oron a8 =-3(11], alors on peut écrire 8x3% = -32+1[11], On en déduit 2x43+1= -3+ 1[{1],
D'o pour tout entier naturel n, on a 3ent1 + 2431 = O[11). C'est-a-dire 321 + 2x43+1 est divisible par 11.
b) Ona: 60=4x3x5 et n¥(nd=1) = n¥ n—1)(n+ 1)(n2 + 1).
o Or, sin est pair, alors n? est divisible par 4, par conséquent, n%(n*- 1) est donc divisible par 4.
Si n est impair, alors n - 1 et n + 1 sont pairs et alors (n - 1)(n + 1) est divisible par 4.
Par conséquent, n2(n— 1) est divisible par 4. D'ol pour tout entier naturel n, ona n?(n*~ 1) est divisible par 4.
e Deplusn-1,netn +1 sont trois entiers consécutifs. D'oli I'un d'entre eux est mulfiple de 3.
Par conséquent, n2(n — 1)(n + 1)(n2 + 1) = n%(n*— 1) est divisible par 3.
n¥{n*- 1) étant divisible par 4 et par 3 est divisible par 12. Il suffit de vérifier que n¥(n‘- 1) est divisible par 5.
Or les restes possibles dans la division euclidienne de n par 5 sont 0, 1, 2, 3 et 4.
Si n £0[5], alors n¥n*-1) = 0[5].
Si n =1[5], alors n* = 1[5], donc né- 1 = 0[5] ; et par conséquent, on a n*(n*-1) = 0[5).
Si n=2[5), onan = 1[5], donc n* — 1 = 0[5] ; par conséquent, on a n?(n*- 1) = 0[3].
Sin=3[5),onant = 1[5], donc n?(n- 1) = 0[3).
Sin=4[5),on a n*=1[5], doncn?(n‘-1) = 0[5]. .
D'ol pour tout entier naturel n, on a n?(n*~ 1) est divisible par 5.

On peut donc conclure que pour tout entier naturel n, ona : n¥(n?- 1) est divisible par ED
Notons que nous pouvens conclure que n’(n’-1) élant divisible par3,4 et 5 est divisible par 3x4x5, car 3,4 et 5

sont deux a deux premiers entre eux. (Conséquence du théoréme de Gauss).

Exercice 24

Trouver I'ensemble des entiers naturels n te

Is que I'entier n* - 3n2 - 2 soif multiple de 7.

Les restes possibles de n dans Ia division par 7 sont : 0, 12,3,
Si n = 0[7], alors n = 0[7], n? = O[7] et donc n?-3n?- 2H= 5[7].
Si n 2 1[7], alors n* = 1[7], n? = 1[7] et donc n3 - 3n? -2 = 3{7]. |
Si n & 2[7], alors n? = 4[7], n? = 1[7] et donc n?—3n?-2=1[7], -
Si n 23[7], alors n? = 2[7], n* = 6[7] et donc n? - 3n2- 2 = 5[7].
Si n 2 4[7], alors n2 = 2[7], n3 = 1[7] et donc n®~ 3n2 - 2 = 0[7].
Si n = 5[7], alors n2 = 4[7], n? = 6[7] et donc n3~ 3n? - 2 = 6[7].
Si n 2 6[7], alors n2 = 1[7], n? = 6[7) et donc n*- 3n2 - 2 = 1[7].
En conclusion, n® — 3n2 - 2 est divisible par 7 si et seulement si n = 7k + 4 avec k appartenant a N,

5 - Etudier et utiliser les critéres de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 9 et 11

Exercice 25
Soif a=a,a, ;..aa, un entier naturel écrit en base décimale. Démontrer que :
1) az a2 2) a=10ar+add] 9 azatani+. ra+ap)
4) aza[5) 5) azantan-1+...+ar+ap 19]. BJ aEi(__-l)Ia [11]
i .

En déduire les critéres de divisibilité de apar 2, 3, 4, 5, 9 et 11.

e —— Page 29 \
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-Ona:a=iaix10i* ~

=0
n
1) Pour tout entier naturel non null, ona: 10'=0[2), d'ol ai10' = 0[2] et donc Zang‘ = 0{2] .

|=1

n n
Comme a=2o+_ax10' et 3+ 3 x10'=2,[2], alors ona : a = adf2)
=1 j=1

n
2) Pour tout entier naturel i différent de 0 et 1, ona : 10' = 0[4], d'ot a10' = 0[4] et donc E ailo'= 0j4)
i=2 '

n n
Comme a=ap+ 10a, + Eat x10' et ap +10a, + Eai X 1ﬂi = 1031[4] ,alorsona:azag+ 10&'[4]
=2 i=2 !

n oo
3) Pour fout entier naturel i, on @ 10'= 1[3], d'ols af0' =a3]etdonc > 3 x10'=> a[3].
=0 i=0
Par conséquent, ona:a=an +an ... + 81+ 80[3).

n
4) Pour tout entier naturel non nul i, on a 10'= 0[], alors ai10' = 0[5] et donc, Zaiml =0[5].

i=1

n n
Comme a=ag+ Y _a;x10' et ag+ 3 x10'=2y[5], alors on a: a = a[5).

i=1 i=1

n n
5) Pour fout entier naturel i, ona 107= 1[9], alors ai10' = a[9] etdonc > a;x10'=) g[9].
i=0 i=0
Donc a = ant @n-1 + ... + a1 + ao[9).
6) Pour fout entier naturel i, on a : 10 =-1[11], donc 10 = (-1)! [11], alors &0’ =(-1)a{11].

Doncona iai 10'= Zn:{—1}i a[11]. C'est-2-dire a= an{—ﬂiai [11].
i=0 i=0 i=0

Par 2: a est divisible par 2 si et seulement si ao est divisible par 2.

Par 4 : a = 0[4] si et seulement si, a + 10as est divisible par 4.

Par3: a=0[3]si et seulement si, 3, + an-1+ ... + a1 + @ estdivisible par 3.
Par 5 : a = 0[5] si et seulement si, aq est divisible par 5.

Par 9 : a =0[9] si et seulement §i, aa + an-1 + ... +ar + ao est divisible par 9.

n -
Par 11 : a = 0[11] si et seulement si, Z(-‘I]*ai est divisible par 11.

i=0

Exercice 26 > —
Soit un nombre entier naturel N qui s'écrit N = r,f,_q...AT " dans le systéme décimal.

1)a) Démontrer par récurrence sur I'entier naturel k qul existe un entier naturel g tel que : 102 = 11g+1.
En déduire que pour tout entier naturel k, il existe un entier nature! q' tel que : 10%+1=11g'=1.
b) En déduire que les entiers naturels N et ro— ry + ra— s + . .. + (-1)prp ont le méme reste dans la e
¢} Enoncer un critére de divisibilité par 11.
2) applications :
a) Indiquer, sans utiliser |a calculatrice, i les entiers suivants sont divisibles par 11
764 888 921787 2563 350 008 et 152 669 325 145 222 258,
b) Trouver, sans poser I'opération, le reste de la division euclidienne de 273 541 par 11.

;) Déterminer x pour aue 3XIX19"" soit divisible par 11,
) Comment faut-il choisir I'entier naturel n, pour que 10" + 1 soit divisible par 11 ?

—————___ Page0
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1)a) ® Considerons la propriété Pi: « il existe un enlier naturel g, tel 2 =
Pourk=0,1029=1= 11x0 + 1, donc Po est vraie. Ll
Supposons Pn vraié pour un enlier naturel n (c'est-a-dire qu'il existe un enti
montrons alors que Pnst @st aussi vrae (c'est-a-dire qu'il existe un ent?arrr]'ngetzrg?lqrﬁlq . qu? i g,
D'aprés 'hypothese de récurrence, ona 10 =11q + 1, donc : G 1eh que 1ttty 1),
102+2:= 100(11q + 1) = 1100q + 100 = 1100q + 99 + 1 = 11(100 =
_ g+9)+1=11q' E
Notons que, g étant un entier naturel, q' = 100q + 9 est aussi un entie}r naturel %;nl'; - qt i
Finalement, pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel g, tel que 102t'= 11q+ ‘;” eslaussiviale.
e Soit k un entier naturel, d'aprés ce qui précéde, il existe un entier naturel 6 107 =

Donc 102+ =10(11q + 1) = 110g+10=110g+ 11-1=11(10g+ 1)-1=11q ﬂ'fegﬁgﬁ 19:1-011:': b
Notons que g étant un entier naturel, il en est de méme pour 10q + 1, donc de q' | i i
Finalement, pour tout entier naturel k, il existe un entier naturel q' tel que : 102! = 19'-1
b) D'aprés la question a), pour tout entier naturel k, 10% = 1[11), c'est-a-dire 10% = {.1)&{1&]

Et 1021 =-1[11), c'est-3-dire 1021 = (-1)21[11]. |
En d'autres termes, pour tout entier naturel n, on a: 100 = (-1)[11].
Donc Pour tout entier naturel n, ona 107 = (-1)rra11].

p p p
Donc ) R10"= S (=1)"r[11]. Cest-a-dire N= S (=1 [1).
n=0 n=0 n=0
Donc les entiers naturels N et ro—ri + ra—ra+ ...+ (-1)°rp ont le méme reste dans la division par 11.

1 . —{i
c) D'aprés la question 1b), N=1ylp_y--flp " etro-n+r=—nt... (1m0

Alors un entier naturel N =1, Ay i‘estd“' i i I'enti

ofp—1---fil iisible par 11 si et seulement si, lentier fo—r1 +f2 =% +(-1)pry est
divisible par 11.
Zla)B—0+0—0+5—3+3—6+5-2+7-ﬁ+?-1+2-9+a-a+a-4+a-r=11quiestunmu|up|ede11,
donc le nombre 76488692172563350008 est divisible par 11
B-5+2—2+2—2+5-4+1-5+2-3+9—E+E-2+5-1=10qufn’estpasdivi5ibiepar11,donclenombre

52669325145222258 n'est pas divisible par 11.
b) D'aprés la question 1)b), les nombres 273541 et1-4+5-3+ 7 -2 ont le méme reste dans la division euclidienne

par 11.
Or1-4+5-3+7-2= 4 qui a pour reste 4 dans la division euclidienne par 11, donc le nombre 273 541 a pour reste

4 dans la division euclidienne par 11;
) XS est divisible par 11 si et seulement s 3~ 1 4 x—1+x—3=2x+d4estdvisible par 11.

Or x est un chiffre en base dix, donc x estun entier naturel inférieur ou gégala 9.
Or le seul entier naturel X tel que 2x + 4 soit divisible par 11 est 9. Donc X = 9.

d) Nous savons que 100 = (-1)7[11], donc 107 + 1= (-1)7+ 1[1 1), Donc:
si n est pair, alors 10" + 1=2[11]

si n est impair, alors 10 #1=0[11]. _ o
Finalement, 107 + 1 est divisible par 11 si el seulement si n estimpair.

6 — Déterminer le chiffre des unités d'un entier naturel

Exercice 27
a) Dans le systeme Jecimal, déterminer le chiffre des unités de 20 et 70, suivant les valeurs de I'entier naturel n.

b) application : Trouver le chifire des unités de 354825377,

a) Pour 2":

Ona: 2= 1[10), 2 = 2{10}, 22 =4{10], 23= 8[10), 24 = 6[10] et 25= 2[10].

Remarquons que, le reste 2 revient, donc les restes formeront une suite périodique i

Donc Si n=0,0na, 2"=1[10]. Le chiffre des unités est donc 1. P que de période 4.

Si n = 4k (k entier naturel non nul), on a, 2" = 6{10], donc le chiffre des unités de 2" est 6

ﬁ
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' tsest 2
9n=&01.m1?-2ilﬂldatbcdi\;g§$$ﬁt“
Sin=u*;wa.?:i[lﬂlmhmdﬁmﬁw&
Sin=lk+3.ma.2‘-s[101.dmcie :

Pour 7. ot 74= 110}

0“:F“'"m’hmomﬂmp-gs?mm:edﬁedamder-esz1.

Dunﬁn=u{kmfﬁm“dﬂ].ﬂ;ﬂ;c‘£giedﬁw5ﬁl G
sin=dk+1,0ona 7 =710} - Y T
n= + ma.?‘Egin-m‘Edﬂwew?’%ﬁg' Le chij Pmmfe?c'-*s
gn « l 5 u‘E‘_gSEStS F’rdefﬂ';:—-,rﬂ,_
Sin=4k+3.ma.?*s3{1ﬂlm‘emdam,=F-[‘101 | somreste dans [g oo

b)Ona: 3548 = 810] conc 3548 22410} donc (S =ZAR e 7 s

Or27=4x5+3, mzr;wuldu;ﬁg;&r‘sﬁliﬂl

On a: 2537 = 7[10]. donc (2537)" = )

Or 31 = 4x7 + 3, donc 7' = 310}, (3548 = B{10] et (2537} = (10}

D'l (3548 (2537F" = 8x3{10], cest-adre (3548x(2537" = 4{10}

Dol le chifre des unités de (3548)%(2537)"" est4.

Exercice 28 :
Trouver le difire des unités de 7%

Ona:9= 1[4] doil pourtoutnappartenanta N, onaura & = 1[4] D'od en parbcufer, onz: ;EEE-_‘_,
Orona:7 =7[10], T2=9[10}, TP=3{10] et 7= 1[10]. D'od sin = 1] alors 7= = 7[10]
Puisque 95" =1[4], dors 7 =T[10]. Le chifre desurités de 7% estdonc?.

C. Déterminer le PGCD et lePPCM drentiery relaii

1 - Déterminer le pgcd et le ppcm
Exercice 29
Déterminer :
a) pged(588 , -165672) b) pged(n— 1, n + 1), ot n est un entier supériewr cuégal 22

a) On rappelie que pged(588 , -165672) = pged(588 , 165672).

Méthode 1:
En utilisant I'algorithme d'Eudlide. —
165672 = 588x281 + 444 | Point méthode :
588 = 444x1+144 i Sdl‘?l'd,b,q el r quatre nombres relarifs nos | R
444 = 144x3+12 __ Sia=bg+r,alors pgedfa , b) =pged .7
144 = 12x12+0. - ——— .

Dol pged(165672 , 588) = 12 (car 12 est le demier rest e ~falannas SUCCESSNES
Et pocd(588 165677 = 12 & non nul dans les divisions eucicennss
Méthode 2 :

Décomposition en produit de facteurs premiers - 165672 = 22xPx

Les facteurs communs & 165672 et 588 sont 2 et 3 =

D'ols pacd (588 , -165672) = 22x3 = 12. avec pour plus petits exposants respectis 2 et 1-

b)Ona: n+1=(n-1)x1+2 d'olipged(n +1,n—1)= oM :

Si n estimpair, slors n~1 estpa, donc 2dgar . 12"~ 1+2) ™ poit msthode: _
D'od pged(n +1.n-1) =pged(n-1,2) =2, :  Tout nombre impeir 125

Si n est pair, alors n - 1 estimpair et doncn - 1 g1 - ! iers entre €55
Dloupged(n +1,n-1)=pged(n—1,2) =1 " Premiers entre ey | it

i Page 1 =
y
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Exercice 30
Déterminer:  a) ppem(588 , -165672).

b) ppem(n -1, n + 1), oli n est un entier supérieur oy égala 2,

On rappelle qu'on a determiné a I'exercice précédent, le pgcd(588 , -165672

a) Méthode 1: Jetlepged(n—1,n+1).

pgcd(588 , -165672) = 12. Dol
ppem(588 , — 165672) = ppom(588 , 165672)

_ 588165672 o -
pgcd(588 , 165672) pged(a , b)x ppem(a , b) = ab)

_ 58Bx 165672
12
=8117928
D'oli ppem (568 , -165672) =8 117 928
Méthode 2 ;
165672 = 22x33x13x59 et 588 = 22 x3x72,
Les facteurs premiers qui apparaissent dans les décompositions de 165672 et 588 sont ; 2, 3, 7, 13, 59 avec pour plus
grands exposants respectifs 3, 3, 2, 1, 1. D'od ppem (588, -165672) = 29x33x13x59x72 = 8 117 928
___(n=1){n+1)
b n-in+fj=———2o "+ _
) ppem ) pged(n—1,n+1)"

2
Simestimpalr, pgod(n~1,n+1)=2,dob ppemin—1,n-+1) ="

Sin est pair, pged(n-1,n+1)=1, d'ob ppem(n -1 1) =(n=1)(n+1).

Exercice 31 >
Soit a et b deux entiers relatifs. On pose A=4a+3b et B =5a + 4b. Montrer que pged(a, b) = pged(A , B).

Onpose : 6 =pged(a, b) et A= pged(A, B);
e 9 =pged (a, b), donc & divise a et 5 divise b. Ainsi, & divise 4a + 3b et 5 divise 5a + 4b.

I H PooE ? =
C'est-a-dire 6 divise A et B, On en déduit que § s A. "7 Polntméthode: .

o Coing | ning | BTAE -Si un enfier naturel non nul d divise deux entiers

B=5a+4b’ b=—5A+48B _relatifs a et b, alors d < pgcd(a , b). .

Ona:A=pged (A, B), donc Adivise A et A divise B. Ainsi, A divise 4A - 3B et A divise -5A + 4B,
C'est-a-dire, A divise a et A divise b. On en déduitque A< 5.
Onamontré que 5 S A et A < §, on peut alors conclure que A = 5, C'est-a-dire pgcd(A , B) = pged(a , b).

[

Soit n entier naturel, onpose : A=n+1 et B=n2+3n+6.
1)a) Montrer que pged(A , B) = pgcd(A , 4).
b) Déterminer suivant les valeurs de n, pged(A , B).

2) Pour quelles valeurs de n, % est un entier relatif ?

1)a)Onanz+3n+6 = (n+1)(n+2)+4. Cest-2-dire B =(n+2)A+4.Doncpged(A, B) = pgcd(A , 4).
b) Comme pged(A , B) = pged(A , 4), alors d = pged (A , B) sl et seulement si, d = pged (A, 4). Ains,
sl n est pair, alors A =n + 1 estimpair et donc pged (A, 4) =1.
sl n est impair, alors n = 1[4] ou n =3[4].
= Sin=1[4], alors A = 2[4) et pged(A , 4) = 2.
sin = 3|4], alors A= 0[4] et pgcd(A , 4) = 4.
En conclusion :
Sin=0[4] ou n= 2[4), alors pged(A, B)=1.

L = L L R e —

4
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Sin = 1[4, alors pged(A, B) = 2.

Sin = 3}4), alors pged(A , B) = 4.
B n’+3n+6 2
‘—=-—--——a-n+2+ .
E]Dna. A |'[-|-1 +1

s appartientd Z signifie -j—appartsenté 7. . C'est-a-dire n + 1 divise 4. Or,
A n+1

n +1 divise 4 si et seulement s:,n+1appamenlé{ 4,-2,-1.1,2,4). Clest-a-dire n appartient 4 (.5, .5 20,

B
Finalement, comme n est un entier naturel, alors - appartienta Z si et seulement i, n appartient 3 (g 15

2 _ Déterminer deux nombres connaissant leur pged ou leur ppem

Exercice 33

a-+b=360 i

Déterminer les couples (a , b) de Nx N tels que:: lpgod(a.h) —18"

Solution 33

b
Onpose a' et et b'=
ps 18 1B

Notons que, a’ et b’ sont des entiers naturels, car 18 étant le pged(a , b),18 divise a et b.
a+b=2360 a+b'=20
Donc: =]
pgcd(a,b) =18 pged(a',b’) =1
& a'etb' sont entier naturel premiers entre eux, dont la somme est 20.
& (a',b’)appartienta {(1, 19), (3, 17), (7, 13), (9, 11), (11, 9), (13, 7), (17, 3), (19, 1)
¢> (a,b)appartienta {(18 , 342), (54 , 306), (126 , 234), (162, 198), (198, 162),
(234, 126) , (306 , 54) , (342, 18)}.
D'ol les couples (a , b) cherches sont : (18 , 342), (54 , 306), (126 , 234), (162, 198), (198 , 162), (234 , 126),
(306 , 54), (342, 18).
Exercice 34 .
Soit a et b entiers naturels non nuls, on pose d = pged(a, b) et m = ppem(a , b).
m=d°
Déterminer aetb pourque : {m+d=156.
b<a

Solitindasecsonn

' a v b H ¥
On pose a'= - et b'= 5 e alors pged (a', b') = 1 et md = ab (C'est-3-dire m = ab'd).

m=d’ Ll a'b'=d
On obtient alors : {m+d=156 <> (ah+'1:'ﬂ=155 o |@+Nd=156
pgcd(a',b) =1 pgcd(a’ b') = 1
En résolvant dans [ 'équation : (d + 1)d = 156 aui pet : A
d=12 J9= 156, qui est équivalente & o2+ d - 156 = 0, on obtent d = 12
. a'b' =12 by _ ! .
D'oit (E1) < bea & (@.D) appartienta (12 1), 4,3)  (a,b) appartient3 {(144.121.“5'

pgcd(a’b’) =1

iﬁﬁﬁa Page 34 i‘#
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Donc les couples (a , b) cherchés sont : (144 , 12) et (48, 36).

Exercice 35 | =
1) Donner tous les diviseurs positifs de 30,

2) Trouver les couples (x, y)de N’ xN' tels que 3M - 24 = 30, ol M = ppem(x , y) et A = pgcd (x , y).

1) Les diviseurs positifs de 30 sont : 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. |_

; X Yy
o gt e
2) Soit a e

Ona MA=xy, dou M=abA. On obtient donc que :
Y [ Pgedab)=1 ‘ pged(a,b) =1

3abA —2A =30 (3ab—2)A=30"

Puisque (3ab - 2)A = 30 alors A divise 30. On en déduit que : A appartient &{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.
SiA=1,ona3ab=32 impossible, car 3 ne divise pas 32.

SiA =2, ona 3ab =17 impossible, car 3 ne divise pas 17

SiA=3,onab=4. '

SiA=86, ona3ab=7 impossible, car 3 ne divise pas 7.

Si A =10, on a 3ab = 5 impossible, car 3 ne divise pas 5.

Si 4 =15, on a 3ab = 4 impossible, car 3 ne divise pas 4. .

SiA=30,0na ab=1.

D'otA=3oud=30.

SiA=3,alorsona:ab=4 et pged(a,b)=1.

Or les couples (a, b) vérifiant ces conditions sont : (1, 4) et (4, 1).

Etles couples (x , y) correspondants-a ces couples (a , b) sont: (3, 12) et (12, 3).
SiA=30, alorsona:ab=1;dol a=b=1 etalors x=y=30.

Finalement, les couples (x , y) vérifiant 3M — 2A = 30 sont : (3 ,12) et (12, 3) et (30, 30).

D. Recovwailve et utiliser les nombres premiery entre eur
1- Utiliser I'identité de Bézout

Exercice 36
1) En appliquant le théoreme de Bézout, démontrer que :
a) pour tout n entier naturel, n et n + 1 sont premiers entre eux.
b) Si a et b sont entiers naturels premiers entre eux, alors a et a + b sont premiers entre eux.

2) Que peut-on en déduire pour les fractions : L et i ?
n+1  2n+1

Solution 36
1)a) 1x(n +1) = 1xn = 1, alors d'aprés la réciproque de l'identité de Bézout, n et n + 1 sont premiers entre eux.
b) Supposons que a et b sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Bézout, il existe deux entiers relatifs u
etv, telsqueau+bv=1.Doncona:au—-av+av+bv=1doncalu-v)+(a+bjv=1.
u-vetvsont des entiers relatifs, donc d'apres la réciproque de Bézout, a et a + b sont premiers entre eux.
Z) netn + 1 sont premiers entre eux, d'aprés la question 1)a), et donc d'aprés la question 1)b),

netn+(n+1)=2n+ 1 sont premiers entre eux. Donc les fractions : " et " sontiméductibles.
n+1  2n41
Exercice 37 > >

Soit x un nombre réel.
1) Montrer que x appartient & Q@ si et seulement si X7 et x'2 appartiennent & @ . (Utiliser l'identité de Bézout)

2) Est-il nécessairement vrai'que x appartienta @ si x* et xé le sont ?
L [ K
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1) Soit x un nombre réel.

Si x appartient & @, alors X" et x'2 appartiennenta Q .

Réciproguement, soit x appartenanta R , supposons que X' et x*? appartiennenta Q .

Puisque pgcd (7, 12) = 1, alors d'aprés l'identité de E-ézoul il existe deux entiers relatifs u et v tels que 7u + 12y = 4

(On peut prendre u = -5etv = 3),
Onaalors x=xlutizvs (X?)“(lu:l" appament ] Q Car (:}[?:l" et -(xﬂ]"' appanlennent aQ }

D'oll x appartientd Q si et seulementsi x? gt x'2 appartiennenta Q .
2)Ona (V2)' =4 et (v2)° =8 apparhennenta Q , mais y/2 n'appartientpas @ Q.

2. Utiliser le théoréme de Gauss

Exercice 38 —_—
En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer deux entiers naturels a et b tels que :

a et b sont premiers entre eux et 33a-45b=0.

Solution 38
33a - 45b = 0 équivaut a 11a = 15b. Donc a divise 15b et b divise 11a.
Or a et b sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, @ divise 15 et b divise 11.

De méme, 11 divise 15b, 15 divise 11a et 11 et 15 sont premiers entre eux. Donc d'aprés le théoréme de Gauss, 11

divise b et 15 divise a. Finalement, a=15etb =11,

Exercice 39

’ a .
En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer deux entiers naturels a et b tels que la fraction T soit

a+21

iméductible et que
b+15

w8
=

Soit a et b deux entiers naturels, E est irréductible, donc a et b sont premiers entre eux.

::?51 =-;- équivaut & ab + 21b = ab +15a, c'est-a-dire 7b = 5a. Alors, 7 divise 5a et 5 divise 7b.
Comme 7 et 5 sont premiers entre eux, d'aprés le théoréme de Gauss, 5 divise bet 7 diviseadonc 5 <bet7 <a.
Mais aussi, a divise 7b, b divise 5a et a et b sont premiers entre eux, donc d'aprés le théoréme de Gauss, a divise 7 eth
divise 5, donc b < 5 eta < 7. Etdonc finalement, a=7 etb = &.

Exercice 40
En utilisant le théoréme de Gauss, démontrer que sib et cdivisent a, et b et ¢ sont premiers entre eux, alors bc divise 8
(a, b, c étant des entiers).

Solution 40

On suppose que b et ¢ premiers entre eux, divisent a:

b divise a, alors il existe un entier naturel k tel que a = kb.

De plus, c divise a, donc c divise kb. Or b et ¢ sont premiers entre eux, alors d'aprés Gauss, c divise k
C'est-a-dire qu'll existe un entier h tel que k = hc. On a alors a = h(bc). Donc be divise a. :

3 - Résoudre et utiliser I'équation ax + by = ¢, d’inconnues les entiers relatifs x et y, a
coefficients entiers

Exercice 41
Résoudre dans ZxZ : a)7x-14y=3 b) 23x + 56y = 3.

e —————————a F‘BQE [ —— =

B a | ———
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a) 7 divise 14, d'oli pged (7, 14) = 7.
Or 7 ne divise pas 3, alors I'équation 7x - 14y = 3 n'a pas de solution,
b) pged (23 , 56) = 1, alors I'équalion 23x + 56y = 3 admel des solutions, |
Cherchons une solution particuliére, en utilisant I'algorithme d'Euclide : |
Ona: 56=23x2+10
23=2x10+3
10=3x3 +1
Dod 1=10-3x3
= 10-(23 - 2x10)x3
= 7x10-23x3
= 7x(56 - 2x23) - 23x3
= 7x56 - 17x23,
On a donc 23x(-17) + 567 = 1 Par suite ona : 23x(-51) + 56x21 = 3. Une solution particuliére est alors (-51 , 21).
Ainsi, (x , y) est solution de I'équation 23 + 56y = 3 équivaut 4 23x + 56y = 3.
Clest-a-dire 23x + 56y = 23x(-51) + 56x21. En d'autres termes, 23(x + 51) + 56(y - 21) = 0.
Finalement, on a : 23(x + 51) = 56(21 - y)
De cette demiére égalité, on peut dire que 23 divise 56(21 - y) et 56 divise 23(x + 51).
Or 23 et 56 sont premiers entre eux, d'ol d'aprés le théoréme de Gauss, on peut dire que :
23 divise 21 —y et 56 divise x + 51. D'ou

23(x+51)=56(21 -y) &< %651 = 2—12;—!" =k, oll k est un entier relatif. _
|

< x=56k-51et y =21-23k kétant un entier relatif.

Vérification : Soit k, entier relatif, 23(56k - 51) + 56£21 - 23k) = 3. |
D'oli I'ensemble solution est : S = {(56k - 51, 21 - 23k) ; k appartenanta Z ). ' |

Exercice 42

n=15]
n=57] (®)

4n+1=0[5] . :
4n+1=0[7) [
2) En déduire que si n est solution de (S) alors on a 35k —4n =1, oll k appartenanta Z (1). l
3) Résoudre (1), puis (S).

On se propose de déterminer les relatifs n tels que : {

1) Montrer que n est solution de (S), si et seulement si : {

1) Soit n une solution de (S). Ona:n=1[5] <> 4n=4[5] « 4n+1=0[5]. {
n=5[7] & 4nz6[7] < 4n+1=0[7). ,

] .(nz‘[ﬁ} {4n+150]5]
D'ol = A
n=5[7] 4n+1=0[7]
2) Sin est solution de (S), alors 4n +1 est divisible par 5 et par 7.
Orpged(5,7) =1, donc 4n + 1 est divisible par 35.
D'ols pour tout entier relatif n, il existe un entier relatif k tel que 4n+1 = 35k.
D'ol enfin on a : 35k—4n = 1, k appartenanta Z .
3) Résolution de (1) : :
Le lecteur résoudra cette équation et devra trouver k =4a-1 et n=35a-0, ol aappartienta Z .
Résolution de (S) :
Si n est solution de (S), alors n = 35a-9, avec a appartienta Z .
Vérification :
On a 35a - 9 = 1[5] et 35a - 9 = 5[7). D'ou I'ensemble des solutions du systéme (S) :

$={35a-9, aappartenanta Z }.
Exercice 43

1) Montrer que pour tout entier relatif n, 14n + 3 et 5n +1 sont premiers enire eux.

-
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N jon (E) : 87x + =20&xetysmtdesenﬁgrsre!ntifs,
2] \Efgﬁ%%g%ﬁ;igﬁﬁ ui?czhillﬁtﬁ]rﬁgﬁnggﬁ;&h que 87u + 31v =1, puis délerminer Ung
e et et ty apparienantd Z . :
Sﬁmmﬂegfﬁg;[imy;iﬁmnedg ?li.ﬁsz gt seulement Si & (X—Xa, y—Ye) est solution de (E') ».
b) Résoudre équation (E).
€) En déduire l'ensemble des solutions de (E).

1) Soit n enter relatif quelconque, on a: 5(14n + 3)- 14{5n + 1) = 1.

Donc daprés Ia réciproque de fdentité de Bézout, ona: 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
2) » Pourn=6,ona 14n+3=87 et5n#1 =31

D'oll daprés la question 1), 87 et 31 sont premiers entre eux.

* Puisque 87 et 31 sont premiers entre eux, alors d'apres lidentté de Bézout, il existe au moins un couple (y V)
denfiers tels 87y + 3y =1,

Détermination d'un couple (u, v):
On peut prendre (u , ¥)=(5,-14) (d'aprds la question )
® Une solution particulibre (%, Yo} de () :
(10,-28).
3)2) Onadabord : §7x10 + Jx(-28) =2

Ensuite, (x 1) solution de (E) 8Tx+3My=2

=3

= 8Tx+31y=87x10 + 31x(-28)

) 87(x~10) +31(y + 28) =0

= (x-10,y+28) est solution de (E).
D'oli ke coupl (x , y) est solution de (E), si et seulement si (x- 10, Y *28) est solution de.(E)).

D)87x+31y=0 & 87x=-31y. D'od 7 divise =31y et 31 divise 87x.

Or 87 et 31 étant premiers entre eux, alors d'aprés le théordme de Gauss, 87 divise y et 31 divise x. Dol
Bx=3ly o X__Y

——— —

3 a?_k.mﬁckappartenanta Z & x=31k et ¥ =-87k, avec k appartenanta 7,

(-87K) =0 pour tout entier relatf k.

D'ol fensemble des couples (x, y) solutions de ( E) est : §'=((31k, 87K) K appartenant & Z).
¢) D'apres les questions J)a) et 3)b), l'ensem|

ble solution de (E ) est S={(31k-10 =87k + 28) , k dans Z).
Exercice 44

| 2
Soit a et b deux entiers naturels,

x=al9
On se propos de résoudre dans .?..Iesystéme:[ a{ ] , d'inconnue x,

x=blt1]

1) Démontrer que toutes les solutions de ca systéme sont congrues & un méme nombre modulo 99,
{On pourra utitiser lidentits de Bézout).

2) Déterminer toutes les solutions de ce systéme.

Solution 44

x=a[9] x=9+a . _
1) On etk étantd ifs.
b Dy lxab[ﬂ] [x:lﬁt'+ b o

On peut méme prendre u=5 et v=4, Ainsi 9x5-11x4 =

%K—1%k'=b-a : i o
; . Ce qui nous conduit & l'équation -
Onadonc: {Qx —a)—11x4(b—a)=b—a

9k~ 5(b-a)) - 11 (K - 4(b-a)) =0 ¢ Yk-5(d-a)= MK~ 4b-a). (&)
D'otr 9 divise 11(k' - 4(b - a)) et 11 divise 3(k - 5(b - a))
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Or 9 et 11 sonl premiers entre eux. Alors d'aprés le théoréme de Gauss, 9 divise k'- 4(b - a) et 11 divise k - 5(b - a).
k—5(b—a) k'-4(b—a)
"9
{k =1th+5(b-a)

k'=9h+4(b-a)
Vérifions que les valeurs de k et k' trouvées satisfont I'équation (En).
Eneffet, 9(11h+5(b-a))-11(Sh +4(b-a))=b-a.
Alors x =98h +45(b-a) +a= 9%h +45b - 44a. D'otr x = 45b - 44a[99],
Par conséquent toutes les solutions du systéme sont congrues a 45b - 44a modulo 99.
2) Il suffit de vérifier si tous les entiers de la forme 99k + 45b — 44a, k appartenant & Z , sont solutions du systéme.
On a 99 =0[9), 45=0[9] et 44 = -1[9]; donc 99k + 45b - 44a = a[9).
De méme, on a 99 = 0[11], 45 = 1[11] et 44 = 0[11] ; donc 99k + 45b — 44a = b[11].
D'ou x est solution du systéme ci-dessus si et seulement si x = 99k + 45b - 44a.
L'ensemble solution de ce systéme est donc : S = {39k + 45b - 44a, k appartenanta Z }.

Dot (B) <« =h, hétantun entier relail.

, h éltant un enlier relatif.

E. Reconaitre et utiliser ley nombrey premiery
1- Reconnaitre un nombre premier

Exercice 45
Reconnaitre si 937 et 1933 sont des nombres premiers.

e Les nombres premiers inférieurs & /937 sont2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
Mais aucun de ces nombres ne divise 937, donc 937 est un nombre premier.

e Les nombres premiers inférieurs & +/1933 sont2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 et 43.
Mais aucun de ces nombres premiers ne divise 1933, alors 1933 est premier.

Exercice 46 .
1) Soit n entier naturel, n = 3. Démontrer que si n est premier, alors n + 1 n'est pas premier.

2) Déterminer deux entiers naturels conséculifs, tous les deux premiers.
Combien y'a-tl de réponses possibles ?

Solution 46 _ .
1) Soit n un nombre premier supérieur ou gal a 3, n estimpar. Doncn+1estpairetn+1=4.

Donc n + 1 n'est pas premier. _ |
2) Soit n entier naturel premier, si n + 1 est premier, alors d'aprés la question 1)._ onan< 3.

Doncn =2 etn +1=3.2 et 3 sont premiers. Donc les seuls entiers consécutifs premiers sont 2 et 3.

Exercice 47

Soit n entier naturel premier, n = 3. Démontrer que nZ+ 1 et n2 - 1 ne sont pas premiers.

n étant premier et supérieur ol égal a 3, alors n est impair. .s' e Pl ashodes. ]

impai 21 etn? irs. . S If
Donc n? est impair et par conséquent, n?— 1 etn? + 1 sont pairs | |L£ seul entler naturel pair el premier ¢st ]
Oronan=3,alorsn2=9doncn2-128etn?+1210. | e AT R

Finalement n? - 1 et n2 + 1 sont deux entiers naturels pairs autres que 2, donc ils ne sont pas premiers.

Exercice 48 .
Prouver que pour tout k appartenant & {2, 3, 4, 5}, 5! + k n'est pas un nombre premier.
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Solution 48

51 = 2x3xdx5 et k appartient a {2, 3, 4, 5}, donc %' appartlent &4 N,

Or Sl4+-k= k[% + 1] etk 22, alors 5l + k n'est pas premier.

2 - Décomposer un nombre en facteurs premiers

Déterminer les diviseurs : a) de 45 sans utiliser la décomposition de 45 en facteurs premiers, B
b) de 420 en utilisant la décomposition de 420 en facteurs premiers.

Solution 49

a) 1 et 45 sont des diviseurs de 45,
45 n'est pas divisible par 2 ; 3 divise 45 et le quotient est 15 qui divise 45.

5 divise 45 et le quotient est 9,

Les diviseurs de 45 sont donc 1,3,5,9, 156t 45,

b) La décomposition de 420 en facteurs premiers est : 420 = 22x3x5x7.

1 est un diviseur de 420, Les diviseurs premiers de 420 sont 2, 3, 5 et 7.

Les produits de deux facteurs premiers diviseurs de 420 sont 22, 2x3, 2x5, 2x7, 3x5, 37, 5x7.

Les produits de trois facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 22x3, 225, 22T, 233, 23T, 2x5x7, 3x5x7.
Les produits de quatre facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 22x3x5, 22x3x7, 22x5x7, 2x3x5x7

Et enfin le produit de cinq facteurs premiers diviseur de 420 est : 22x3x5x7.

On obtient alors les diviseurs de 420 qui sont: 1, 2, 3,5, 7, 4, 6, 10, 14, 15, 21, 35, 12, 20, 28, 30, 42, 70, 105, 60, &
140, 210 et 420.

0 <
Déterminer le plus petit entier naturel ayant 15 diviseurs

Puisque 15 est produitde (14 + 1) =15et(0+1)=1oude (4 +1)=5et (2+1) = 3.

L'entier naturel cherché a 15 diviseurs s'il s'écrit sous la forme p ol k = 14 et p le plus petit entier naturel premier
possible soit 2 ou sous la forme p*q" ol k =4 eth = 2, p et q distincts et les plus petits entiers premiers possibles donc
p =2 etq = 3. Le plus petit entier ayant 15 diviseurs est donc le petit nombre entre 2' et 24x32 soit 144.

3 - Nombres premiers et divisibilité

Exercice 51

Démontrer que si n est un entier naturel premier, alors (n = 1)! n'est pas divisible par n.

. - -1).
(n-1)l=1x2x...x(n-2)x(n - ins un des facteurs du
- emier, si n divise le produit 1x2x . . . x(n - 2)x(n - 1), alors n divise au mains un - .
Eruodlsﬁﬁegriﬂ l':s facteurs de ce produit sont non nuls et inférieurs & n qui est premier, alors ils sont premiers avecn

Donc n ne divise aucun facteur du produit et par conséquent ne divise pas ce produit.

n - 1)! n'est pas divisible par n. .
Ezrr?n(rque ] si n est premier, alors (n — 1)! et n sont premiers enire eux.
;
"/ Pointméthode: P
- er enti ridtés suivantes :
't p un nombre premier entier namr:e_i, onales propriété fes
> pfﬂ;‘: et b deux entiers relatifs, si p divise ab; alors p divise a ou p divise b.

s i g est un entier naturel non nul inférieur & p, alors p et g sont premiers il bl
G -8ig

TR

Exercice 52
Soit p un nombre premier supérieur ou €gal ab.
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3) Démortrer qu sip - 1 st multiplie de 2 et non mulfipla de 4, alors
alors p + 1 est muiple d2 2 &t non mutfiple de 4.

) Démonterque 3dvise p-1oubienp + 1.

) En diduirs que 24 dvise pi- 1.

P+ 1 est multiple de 4, et si p - 1 est multiple de

tr =

i ]

2) » Supposons gue p- 1 est mutiple de 2 et non multiple de 4.
Aors 1 =xisi= un enfer naturel impar k tel que p— 1= 2k
Onadoncp+ 1=2¢+2=2(k + 1). Puisque k est impar, alors k + 1 est pair.
mimmmmwﬁqu&kﬂ=2£1.E1&nal&menl.p+1=4h.l}oncp+1estmultipa‘edM.
. &._:pas:nsp-—‘.:T!.ifr_ieﬁe&.aﬁm‘sieﬁs‘emmﬁanamrelktelquep—1=4k.
Onzdoxp+1 =£t+_2=2{2:'+_1).2k+ 1 étant impair, p + 1 est multiple de 2 et non multiple de 4,
£) Pusque p o=t premier &t supSniewr ou égal 4 5, alors 3 ne divise pas p.
Donc s resi=s possDies dans 12 division euciidienne de p par 3 sont 1 ef 2.
O.sp=13 dosp-1=03]etp+1=2[3] Alorsp-1 est multiple de 3 mais pas p + 1.
ag;;b{;ﬂ,aﬁp—iﬁﬁ}ﬁpﬂ:ﬁ[&lﬂmpﬁ&stmuﬂ:‘p!ede&maispasp-t
Donc p— 1 est muiipie d2 3 ou bien p + 1 est muifiple de 3.
¢} o st premier St supriewr 3 4, alors G'apris o2 qui précide, Tun des nombres p - 1 et p + 1 est multiple de 2 et
lzufr= est mufiipie de £, donc (p - 1)(p + 1) est muitiple de 8.
D= pius, d2pres 2 quesion B), p -~ 1 ou p + 1 est muitiple de 3, donc (p - 1)(p + 1) est multiple de 3.
magaﬁMﬁ—1,a3aﬂmmmma]or524=Bx3divisep2—1.
2xerdce 53
Sot nun erdler supSniewrou égal 3 3,
z) Mork=r que 4 — 1 est dvisble par 3.
5) Démonirer que s 27 + 1 est un nombre premier, alors 22— 1 n'est pas un nombre premier.

2) Pusge £ = 113], 2lors £ = 1[3]. Et finzlement 47— 1 =0[3]. Donc 4" — 1 est divisible par 3.
b)Noor=sque, pusquen23,glos 72+ 120,

Ainsi, puisque 2¢ + 1 est premiier 2lors 3 et 2¢ + 1 sont premiers enfre eux.

Or &1 =(Z + 1)z - 1) &t 3 divise & -1, glors d'zprés le théoréme de Gauss, 3 divise 27 - 1.
Scommen >3, gors - 1 > 7. Donc 2° — 1 n'est pas premier.

Exergice 54 >

Soit p un nomibrs pramien, p2 5.

2) Demonier gue p# — 1 est divisble par 3.

Z) En diduirs que B4p% — 1 est divisbie par 3.

<) Démonirer quz i 8p - 1 est un nombre premier, alors 8p + 1 ne l'est pas, et que si 8p + 1 est un nombre premier,
dorsp—1relesipes

2) Yoir l'exercice 52 question b). Puisgue 3 divise p~ 1 oup + 1, alors 3divise p2—1 = (p + 1)(p - 1).
b) Puisque 64 = 1[3], alors 642 = p43). Donc 64p2 1= p? - 1[3].

Or g2 1 = 03], giors 8497 - 1 = 03], Finalement 64p? - 1 est divisible par 3.

¢) Notors que por p 25,03 8p— 1> 3et8p+ 1> 3.

Hiors s 8p — 1 est premier alors 8p — 1 et 3 sont premiers entre eux.

De méme 5 8p + 1 est premier alors 8p + 1 et 3 sont premiers entre eux.

Or 8472 - 1 = (8p - 1)(8p + 1) est divisible par 3. Alors d'aprés le théoréme de Gauss :

Si 8~ 1 est premier alors 3 divise 8p + 1> 3, donc 8p + 1 n'est pas premier.

Si8p + 1 est premier 2lors 3 divise 8p— 1> 3, donc 8p — 1 n'est pas premier.
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EXERCICES POUR ' AUTO-EVALUER

2 mj
Exercice 55 . : J\%
Soit b est un entier supérieur & 1. On considére dans toute Ia suile le systéme de numération de base b,

ik |
1) Montrer que 10101 est divisible par 111. (On pourra calculer (b2 + b + 1)éEOU1b ))
2) Montrer que 100010001 est divisible par 10101 et divise 100000001000 :

25 minute
xercice 56 . * : UNutes
Eémonlrer Qe si aucun des rois entiers naturels a, b, ¢ est multiple de 3, alors a? + b? + c? est meTm

Exercice 57 _ 23 minutes
1) Montrer que, soit x entier relatif, si x = 1[2], alors x2 = 1[4]

2) Montrer que, soit x et y entiers relatifs, si x = 1(2], alors x2 - 3y? n'est pas divisible par 4.

Exercice 58 20 minutes

Montrer que si p est un entier naturel premier, alors JE est irrafionnel.

Exercice 59 ' 40 minutes _
Démontrer que si la fraction E estirréductible, il en est de méme pour les fractions :
a+b a’b? a-+b ab
a] —_— b Y] c = 2 d-) 2 3
ab a‘ +b a“+ab+b a“+b

Exercice 60 ' 30 minutes
Soit n entier naturel non nul.

1) Montrer que tout diviseur commun & 5n - 3 et n + 1 divise 8.

2) En déduire que 5n— 3 et n + 1 sont premiers entre eux si n est pair.

3) Déterminer I'entier naturel n tel que : pged(5n- 3, n+ 1) = 8.

Exercice 61 35 minutes
Soit k entier relatif, on pose : x = 7k2 + 3k + 1 ety = 8k + 3.

1) Verifier que 64x ~ (56k + 3)y = 55.

2) Quelles sont les valeurs possibles de d = pged(x, y). :

3) Montrer que d = 55 si et seulement si 55 divise y. En déduire les valeurs de k pour que d = 55.

Exercice 62 35 minutes

1) Déterminer selon n appartenant a N | le reste de la division euclidienne de 4" par 7.

2) Méme question pour A = 851% + 8512 4 8510 + 2.

. pyrrrrp. | O ! -

3) soit B=2103211" " . Déterminer dans le systeme décimal, le reste de la division euclidienne de B par 7
Ex_grgigg 63 : 30 minutes
Soit p entier naturel non nul et x entier relatif différent de 0 et 1.

1) Démontrer que, si x? - x est multiple de p, alors, pour tout nde ' + l'entier relatif x" ~ x est multiple de p.

2) Déterminer I'ensemble des valeurs de x telles que, pour tout n appartienta N, l'entier relatif x* - x soit un mulip’
de 6.
Exercice 64 -

1) Montrer que, pour tout entier relatif a,ona: a4 = 0[16] ou a* = 1[16]. 30 minutes —
2) En déduire que pour tout entier naturel non nul k, k < 15, il existe une infinité d'entiers naturels qui ne sont pas
somme de k puissances guatrieme d'entiers.
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Exercice 65

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Démontrer que si a? divise b?, alors a divise b,

, : —Jominutes
On considére la fonction { définie sur R par: I(x) =dx? ¢ x2 + x - 3,

1) Montrer que I'équation f(x) = 0 admel dans R une unique solution @, el a appartient 4 Jo.1].

2) Montrer que si f(x) = 0 admel une racine ralionnelle E . p el q élant premiers entre eux, alors p divise 3 et q divise 4.

Quels sont les rationnels vérifianl cette demiére condition ?

3) Trouver une solution rationnelle de I'équation f(x) = 0.
Achever la résolution de cette équation dans I'ensemble C des nombres complexes.

Exercice 67 40 minutes
On considére la suite (Un)wo telle que : Uy = 1, Uz = 1 et pour tout entier naturel non nul n, Unsz = Unst + 2Un.

1) Calculer Us, U, Us et Us.

2) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, U, est un entier impair.

3) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, pgcd(Us , Un) =1 et pged(Un , Un2) = 1.

Exercice 68 : BAC C - Cameroun — 2001 45 minutes
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et E = {ze Z ;z=ax + by, x ety appartenanta Z }.

1) Montrer que E contient au moins un entier naturel non nul.

2) On note d le plus petit entier naturel non nul élément de E.

a) Démontrer que tout multiple de d appartient 4 E.
b) Démontrer que tout élément z de E est multiple de d (on pourra envisager la division euclidienne de z par d).

c) En déduire que E est I'ensemble des multiples de d.
3) Démontrer que d est le plus grand diviseur commun de a et b.

4) Application numérigue :
Démontrer que ['ensemble des entiers relatifs z ol z = 9801x + 11664y est égal 4 I'ensemble des multiples de 81.

35 minutes

Exercice 69

Soit a et b deux entiers relalifs.

1) Développer (a + b)’. En déduire que (a + b)” est congru & a’ + b” module 7.

2) En déduire que (a + b) est multiple de 7 si et seulement si a7 + b7 est divisible par 7.
-10<x<10

tiers relatifs x tels que : . ;
3) Trouver tous les entiers r q 7128 est multple de 7

Exercice 70 25 minutes
Soit E un ensemble fini & n éléments, F I'ensemble des parties de E, et G I'ensemble des parties de F.

On rappelle que cardF = 2. On pose m = cardG.
Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne par 5 de I'entier m.

25 minutes

Exercice 71

Montrer qu'il n'existe pas quatre entiers relatifs x, y, z etk tels que l'on ait : x2 +y? + 22 =8k + 7, .
Exercice 72 Jominutes

Soit N = abed en base décimal, et beda un entier naturel divisible par 7.

1)a) Montrer que, sia =0 ou a =7, alors N est divisible par 7.
b) Montrer que 10N - 3a est divisible par 7. En déduire que, si N est divisible par 7, alors a = 0 ou a =7

2) On suppose que 'ona:a=7,b=d etc=0. Déterminer N pour qu'il soit divisible par 3.

Exercice 73 .
Soit n entier naturel, on considére I'entier A, = 27 + 22 + 230,
1) Démontrer que I'on a : pour tout entier naturel n, An+a = Aa[7].

2) En déduire I'ensemble des entiers nalurels n tels que Aa soit divisible par 7.

e e

35 minutes
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7775, b= 1070700 ot ¢ =1001001000 en base dey -

3) Soit a, b, ¢ entiers naturels tels qué

Ces nombres sont-ils divisibles par 77
Exercice 74 —30mjy,
1) Quels sont les diviseurs positifs deé 72 7 - de d i <
2) Soit p entier naturel, mettre p? - 6p - 63 sous |a forme d'une di rence de deux entiers naturels 1 Nus
camé parfait et I'autre ne dépende pas dep. ‘ - o
En déduire tous les couples (p , q) d'entiers naturels, solutions de I'équation p? - 6p - 63 = g2,

n{.lt:.

Exercice 75 =
Soit n entier naturel non nul, on pose : a» = 4x10° =1, b= 2x10-1 et o =2¥10° 1.

1)a) Calculer s, by, 1, a2, bz, €2, 83, b et 3.
b) Montrer que 3 divise an et Cn.
c) Montrer, en utilisant la liste des nombres p
d) Montrer que, pour tout entier naturel non n
En déduire la décomposition en produit d& ,
&) Montrer que le pged de b et ¢ est égal au pged de br et 2. En déduire que bn et co sont premiers enyre, -
2) On considére I'équation (E) : bsx + cay = 1, dinconnues X etydans Z . o
a) Justifier le fait que I'équation (E) posséde au moins une solution. -
b) En appliquant 'algorithme d'Euclide aux nombres ¢ et by, déterminer une solution particuliére de (E).
¢) Résoudre I'équation (E).
Liste des nombres premiers inférieurs & 100:2,3,5,7, 11,13, 17, 19,23, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,67, 7: ~

83, 89, 97.

remiers inférieurs & 100 donnés ci-dessous, que bs est pre., .,

ul n, baXca = a2n.
facteurs premiers de as.

= 45 minutes
ropriété suivante : pour tous réels a et b et pour fout entier naturel n différent -

1)a) Démontrer par récurrence [a p
et1,ona a"-br=(a-b)(a~'+a"-+..+ ba-),
b) Démontrer que si p et g appartiennent 4 N, alors 27— 1 est divisible par 20~ 1et2a-1.
2)a) On note P I'ensemble des nombres premiers.
Démontrer que, pour tout entler naturel n, sl (2n- 1) appartient & P, alors n appartient a P.

b) Démontrer que 2'! = 1[23]. :

¢) La réciproque de la proposition de la question 2)a) est-elle vraie ? Justifier votre réponse.
30 minutes

ice 77
1) On considere I'équation (E) : 6x + 7y = 57, ol x ety sont des entiers relafifs.
a) Déterminer un couple dans 7% Z,, solution de I'équation : 6x + 7y = 1.

b) En déduire les couples d'entiers relafifs, solutions de '4quation (E).
2) Soient (an) et (bn) les suites arithmétiques définies par : ao = -25 et by = -32 et pour tout entier naturel n,
Anet = 3n + 6, bt = bn+ 7. Déterminer tous les couples (p , q) d'entiers naturels inférieurs a 15 tels que & =

3) Soit (O T ]' ; E) un repére orthogonal de 'aspace. On considzre le plan (P) d'équation : 6x + 7y + Bz =57,
Montrer qu'il existe un seul point de (P) de 'espace, don les coordonnées sont des entiers naturels, qui apParte"

0:7,]). Déterminer les coordonnées de ce point.

plan (
78 __25 minufes—

Soit n un entier naturel,
1) Démontrer gue n? + 5n + 4 et n? + 3n + 2 sonl divisibles parn + 1.

2) Déterminer I'ensemble des valeurs de n telles que n + 1 divise 3n? + 15n + 9.
tier naturel n, 3n? + 15n + 9 n'est pas divisible par n2 + 3n + 2.

3) En déduire que, pour tout en

n entier naturel supérieur ou égal a 2.
que n et 2n + 1 sont premlers enlre eux.

1) Montrer
2) Onposea=n+3,p=2n+1 et b=pged(a,p).
B et en déduire les valeurs posslibles de 8,

a) Calculer 2a- :
b) pémontrer que : « @ et B sont multiples de 5 » si et seulement si « n - 2 est multiple de 5 ».
f Page 44 J
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3)Onconsideére :a=n?+2n2-3n et b=2n?-n-1.
Montrer, aprés factorisation que n - 1 divise a et b,

4)a) On note d = pged (n(n +3) , 2n + 1). Montrer que & divise d, puis que & = d.
b) En déduire le pged, 4, de a et b en fonction de n.

c) Application : déterminer 4 pour n = 2001,
déterminer A pour n = 2002.

Exercice 80 2o minutes

Soit a, b et k trois entiers nalurels non nuls,
Démontrer que : pged(a, b) = pged(a + b, b).
pgcd(ka , kb) = kxpged(a , b).

Exercice §1 35 minutes
1) On considére |'équation (E) : 8x + 5y = 1, oli x et y sont des entiers relatifs.

a) Donner une solution particuliére de (E).
b) Résoudre (E).

N=B8a+1

2) Soit N entier tel qu'il existe deux entiers a et b vérifiant ; k
N=5b+2

a) Montrer que le couple (a, -b) est solution de (E).
b) Quel est le reste dans la division euclidienne de N par 40 ?
3)a) Résoudre I'équation (E') : 8x + 5y = 100 ol x et y sont des entiers relatifs.
b) Au VIlle sigcle, un groupe composé d'hommes et de femmes a dépensé 100 piéces de monnaie dans une

auberge. Les hommes ont dépensé 8 piéces chacun et les femmes 5 piéces chacune. Combien pouvait-il y avoir
d’hommes et de femmes dans le groupe ? :

Exercice 82

Soit p et q deux entiers naturels tels que p2-2q2=1.
1) Démontrer que p est impair.
2) Démontrer que q est pair.

Exercice 83 40 minutes

1) On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de I équahun (1) : ax + by = 60 (avec a, b étant deux entiers naturels

non nuls). On note d = pgcd(a, b). .
a) On suppose que I'équation (1) a au mains une solution (xo, Yo). Montrer que d divise 60.

b) On suppose que d divise 60.
Prouver qu'il existe alors au moins une solution (o, yo) & I équatron (1).

2) On considére I'équation (2) : 24x + 36y = 60, ol x et y sont des entiers relatifs.
a) Donner le pged de 24 et 36, en justifiant brivement. Simplifier 'équation (2).
b) Trouver une solution particuliére pour I'équation (2) et résoudre cette équation.

On appelle S I'ensemble des couples (x , y) solutions de (2).

c) Trouver tous les couples solutions de (2) tels que -10 = x s 10,

Donner parmi eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.
d) Dans le plan rapporté & un repére orthonormal, on considére les points A(1, 1) et B(4 , 1),

Représenter 'ensemble (E) des points M(x , y) tels que AM =KkAB, k étant un nombre réel.
@) Montrer que les points ayant pour coordonnées les couples solutions (x , y) de I'équation (2) appartiennent a (E):

Comment peut-on caractériser S 7

Exercice 84 BAC ~ Liban — 2000 40 minutes
Soit x et y deux entiers naturels telsque : 1S xs8 et 1sys8.

Onposex'=3y+2, y'=3x~1et m=x2-y2
On se propose de déterminer tous les couples (x', y') pour lesquels m est multiple non nul de 60.

1) Montrer que la somme et la différence de deux nombres entiers a et B quelconques ont la méme parité.

2) On appelle G I'ensemble des valeurs prises par x' et H 'ensemble des valeurs prises par y'.
Ecrire |a liste des éléments de G et la liste des éléments de H.
3) Montrer que x' - y' est multiple de 3.

R PATR ] e ————————————
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— un multiple non nul de 60-

4) On suppose dans cette question que dm .
a) Montrer que x' - y' estun multiple C6 de60?

b) Le nombre x' - y' peut-il élre mullypllﬂ de 10 Is m est multiple

c) En déduire que X * y estun mullipie ' ) de GxH pour lesquée pie non ny| de i)

5) Déterminer lensemble I de tous €S couples (X «

Far

Exercice 85 R idi
1) Ecrire la division euclidienne de 1000 par 13|;=,urs de n, le reste de [a division euclidienne de 10% par 15
Soit n entier naturel, déterminer o ??e dela divilsinn euclidienne de 1031 + 10% par 13,

2) Déterminer, suivant les valeurs den, le rés 000,000 par 13.
33 En déduire le reste de la division eqc_llchenne dl:;;fggﬂ”;?f 1 P
4) Quel est le reste de la division euclidienne par

_ 35 minute
Exercice £6 rs naturels non nuls. ‘LK

Dans cet exercice, x et y sont des entie Is. ]
1133?1 cs?rp?a?sr: gﬁ'il exis];e un couple (o , yo) solution de 'équation .;égcd (x,y) +ppem (X, y) =x +8.
On pose p = pacd(xo, yo) et m = ppcm(Xa , Yo)- Montrer que p divise D.

" [pcd(xy) +ppemixy) =X+6
2) Déterminer foutes les solutions du systeme : pged(x.y) = 5
3 Me ’ — pged(x,y) +ppcm(x,y) =X +B
I ig SYs N .
) Méme question pour le syste pgod{x,y) =2
Exercice 87 ' 25 minutes

Soit p(n) = né— 1, ol n est un entier naturel.

1) Calculer p(n) pour n appartenanta {1, 2, ..., 10}.

Pour quelles valeurs de n comprises entre 1 et 10, le nombre p(n) est-i divisible par 9 7

2) Factoriser p(n) en produit de facteurs du premier ou du second degré a coefficient entiers.

3) Déterminer tous les entiers n pour que p{n) soit divisible par 9.

Exercice 88 30 minutes

1) n et p sont des entiers naturels non nuls avec n > p2 Démontrer que si d divise n et p, alors d divise n-p2
2) Démontrer, en utilisant la définition du pged, que pged(n , p) = pged(n - p2, p).

3) Déterminer alors le pged(10829 , 104 ).

4) Soit k entier naturel non nul. Démontrer que : pged (4k? + 4k + 6, 2k + 1) = 5 si et seulement si, k = 2[5).

Exercice 89 ._ 25 minutes __

1) Donner tous les diviseurs naturels de 15.
2) Démontrer que si x et y sont deux entiers relatifs tels que X%y — y = 15, alors v divi
» 3 Ll L] s
3) Déterminer tous les couples d'entiers relatifs (x , y) tels que xzy{ y = 15, yrmeda.

Exercice 90 5 minutes

1) Soit a entier relatif. Quels sont les restes possibles de I3 divisj idi
i
2) Soit a et b deux entiers relatifs, on euciidienne de a2 par 7 ?

Déduire de la question 1) que si 7 divise a? + b2, alors 7 divis 5
Justifier alors que : « 7 divise a2+ b2 » si et seulement si « 49?1:@;23;1’122 )
[] n‘

3) On considére dans le plan rapporté a un repére orthonor - =
mal (O: 7, ] A
Déterminer ous les: points & coordonnées enfires de ca cer (O34, 1), le cercle de centre O et de rayon 7

Exercice 91 BAC C - Cameroup - 19
e L 30 minutes—

1) Soit N un entier naturel s'écrivant xyyx dans |e Systéme décimal

Déterminer x et y tels que N soit un multiple de 105, l

2) Soit M un entier naturel s'écrivant Xyzzyx dans le s
a) Montrer que M est un multiple de 11.

e pﬂge 46 ﬂ
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b) Déterminer x el 2 tels que M solt mulliple do 35,
¢) Déterminer y tol que M soil dgalement multiple de 3.

_20minutes
Déterminer tous les entiers naturels n et p pour lesquels 15° - 219 gst divisibla par 12,
Exercice 93 60 minutes
A n!
On rappelle que C“ = m »avec n el k enliers naturels lels que k S n. Soit p entier naturel premier

1)a) Enoncer le théoréme de Gauss.

b) Si1sksp=1, montrer que p divise C: (on pourra utiliser la question 1)a)).

2) En déduire, par un raisonnement par récurrence sur n appartenanta N, que p divise l'entier n® - n.
3) Montrer que si n el p sont premiers entre eux, alors p divise =" - 1.

4) En utlisant la question précédente, montrer que, si les entiers p el q ainsi que pq et n sont premiers entre eux, alors

pq divise nip=1Ke=1—-19,

Exercice 94 60 minutes

Xg =13 el Yo =1

Soit (x») el (yn) les suites définies par: {¥neN, x, 4= -g-xn + %yn +1.

2 9
vneN, y,q =gk teh +2

1) Demontrer par récurrence que les points Ma(xa; yn) Sont sur la droite (D) d'équation : 2x -y —5=0.
2) En deduire Xs en fonclion de Xn.

3) Démontrer que (x-) et (yn} sont des suites d'entiers relatifs.
4) Soil n un entier naturel,

a) Démantrer que xn est divisible par 5 si et seulement si y, est divisible par 5.

v Demantrer que si xq el y» ne sont pas divisibles par 5, alors ils sont premiers entre eux.
5,a) Denmontrer par récurrence que : pour tout entier natureln, ona: x, = 2™ 41,

b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x» si et seulement si 5 divise Xnes.

€) En deduire les valeurs de n pour lesquelles xa et y sonl divisibles par 5.

Exercice 95 BAC C - Cameroun — 2008 35 minutes
1) Résoudre dans %2, 'équation : 12x -5y =3, -

z =i

—£+;—i Z, pourn>0’

2) On considére la suite de nombres complexes (zs) définie par : _[
n+1—
2

On désigne par Ma le point image de z. dans le plan complexe d'origine O.
T 5“::]

e

a) Demontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, z, = e{:’ .
b) Déterminer I'ensemble des entiers naturels n pour lesquels M. appartient & la demi droite [Ox).

Exercice 96 _BAC C - Cameroun - 2009 30 minutes
L'entier naturel S désigne la somme des diviseurs posiltifs de p*, oll p est un nombre premier plus grand que 2.
1) Exprimer S en fonction de p.

2) Démontrer que (2p2 + p)r<4S < (2p2 +p + 22,

3) On suppose que S est un carré parfait et on pase S = n2 ot n est un entier naturel.

a) Etablir I'existence et I'unicité de n lorsque p est fixé. (On pourra utiliser la question 2)
b) Exprimer n en fonction de p.

e S Page ]
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€) Etablr qua p vérifie la relation 3 + 2p-p* = 0. (On utiisera le fait que 4S = 4n?)
0) Déduire da ). p et puis n

Exercice 97 __BACC-BAC étranger = 2000 %\

A) Soit N un entier naturel, impar el non premier.
On suppose que N = a2 —bll_rz.l" a albsonlmenbm naturels.
3 me :: ;e;t.nsm‘mh m&m;:;! de deunx entiers naturels p et g,
3) Quede etdeq? N
8) g}" iﬂme:sf;ul: %ﬁsg;ﬁest pa:I peernier. On se propose de chercher des couples d'entiers paf,,
la relaton (E) ; a2 - 250 507 = b2,
1) Sot X un enter naturel, _
3) Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9 | puis ceux de Xizmudu:o g,
b) Sachant que a? - 250 507 = b2, déterminer les restes possibles modulo 9 de a2 - 250 507,
En déduire les restes possibles modulo 9 de a2,
¢) Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.
2) Justifier que, si le couple (a , b) vérife la relation (E), alors on a 2 501.
Montrer qu'il n'existe pas de solution du type (501 , b).
3) On suppose que le couple (a , b) vérifie la relation (E).
a) Démontrer que a est congru 4 503 ou 505 modulo 9. i
b) Déterminer le plus petit entier naturel k lel que le couple (505 + 9k , b) soit solution de {_E), Puis donney . ..
solution correspondant. ,

Is (a i

i 60 mm.g_s\

Un astronome a observé au jour Jo le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 Jours. Six joyrs
(J2 + 6), il observe le corps B, dont Ia période d'apparition est de 81 jours. On appelle J1 le jour de |a prochaine
apparition simultanée des deux objets aux yeux de I'astronome.
Le but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour Ji.
1) Soit u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre Joet Jy,
Montrer que le couple (u, v) est solution de I'équation (E+) : 35x - 2y=2,
2)a) Déterminer un couple d'entiers relatifs (X0, yo) solution particuliére de I'équation (E2) : 35x - 27y =1.

b) En déduire une solution particulire (Uo , vo) de (E4).

c) Déterminer les solutions de I'€quation (E:).

d) Déterminer le couple solution (i , v) permeltant de déterminer Ji.
3)a) Combien de jours s'écouleront entre Jo et J; 7 '

b) Le jour Jo était mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour J; ? (Rappelons que I'an 2000 était ur:
année bissextile)

¢) Si Tastronome manque ce futur rendez-vous, combien de jours devra:t encore attendre jusqu'a la prochaine
conjonction des deux astres ? :

e ———— Paga 48 JJ
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EXERCICES POUR 5" AUTO-EVALUER — SoLuTIoNS
_

1]1{}101h=b‘+b2+1 el mb=b’-|-h-i-1.
Or |;.4+b2+1=(h3+b+1){b?—b+1)=[b?+b+1}[b[h—1)+1].
Posons w=b- 1. Nolons que dans la base b, w est un chiffre car0 < w <b.

Alors 10101 =mbxn_r1b. Donc 1_11{’ divise 10101 .

2) 100010001”=bﬂ+b*+1=(h*+br+1](b'-bz+1;.={u'+un11|b=¢b-1)+b2(b-11+1J= 10101 »wwo1 .
Diod 10101 divise 100010001 .

Le lecteur montrera de fagon analogue que : 10000000100000001 est divisible par 100010001 .

Les restes possibles dans la division euclidienne par 3 d'un entier naturel

x,sont:0,1et2
Six = 0[3], alors x2 = 0[3].
Six=1[3], alors x2= 1[3).
Six=2[3], alors x2= 1[3].
On remarque que si x n'est pas divisible par 3, alors x2 a pour reste 1 dans la division par 3.
Puisque a, b et ¢ ne sont pas divisibles par 3, alors on a -
al=1[3], b= 1[3] et c2=1[3)et par suite on aura a2 + b2 + ¢2 = ([3).
Ainsi si a, b, et ¢ ne sont pas multiples de 3, alors a2 + b2 + ¢2 est multiple de 3.

1) Six=z1[2] S—

,alors ona:x=2k+1, avec k appartenanta Z . Et parsuite,ona:x2=4(k2+ k) + 1. D'oli x2 = 1[4].
2) Soit x et y deux entiers relatifs.
Si x ety sont impairs, alors on a: x2 = 1[4] et y2 = 1[4] (d'aprés 1)). Donc x2 - 3y2 = 2[4].
Six estimpair ety pair alors ona : x2 = 1[4] et y2 = 0]4]. Donc x2—-3y2 = 1(4].
Dol si x = 1[2] (c'est-a-dire x est impair), alors x2 - 3y? n'est pas multiple de 4 pour tout entier y.

Solution 58

Soit p un entier naturel premier. Supposons que JE est rationnel.

: ; : a
Alors il existe deux entiers naturels a et b premiers entre eux tels que Jﬁ s

Alors pb? = a2, Donc p divise a2 Donc comme p est premier, alors p divise a. Donc il existe un entier naturel h tel que
a =ph. On a alors pb? = p2hZ, c'est-a-dire ph? = b?; ce qui implique que p divise b2. Donc p étant premier, p divise q.
Donc p divise a et b. Or d'aprés I'hypothése, a et b sont premiers entre eux. Ce qui est contradictoire.

Donc 4/p estirrationnel.

a

On suppose que la fraction z est irréductible, alors les nombres a et b sont premiers entre eux.

a) Il suffit de montrer que pged(a + b, ab) = 1.

Soitd = pged(a + b , ab), notons que d 2 1.

Puisque pgcd(a + b, ab) = d, alors d divise a + b et d divise ab. Donc d divise aa +b)-ab et d divise b(a + b) - ab.
Cesl-a-dire, d divise b? et d divise a2 Donc d divise pged(a? , b2). ;

Puisque a et b sont premiers entre eux, alors a2 et b? sont premiers entre eux. Donc d divise 1, doncd S 1.
Comme d <1etd 21, alors d = 1. Finalement, ab et a + b sont premiers entre eux, et aa—J;h estiréductible.

b) Il suffit de montrer que a%b? et a2 + b2 sont premiers entre sux.

e — == Panely
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Puisque a et b sont premiers entre eux, alors a? et b2 sont premiers entre eux.

Et d'aprés la question a), a%? et a2 + b? sont premiers entre eux.

2,2
est une fraction irréductible.

Par conséquent, f
a® +b?

¢) Il suffit de montrer que a + b et a2 + 3b + b2 sont premiers entre eux.

Remarquons que a2 + ab + b2 = (a + b)(a + b) - ab. "

._ii—z- est irréductible,

tion a)). D'oll
vstion 8) a’ 4ab+b

Dloii pged(a? + ab +b? , a + b) = pged(a + b , ab) = 1 (d'apres lag
ue a2+ b2 et ab sont premiers entre eUX.

-2ab +(a + b)?, alors pged(a? + b? , ab)
b sont premiers entre eux, donc a

ab T
Alors pged(a? + b2 , ab) = paed(ab , (a + b)?) = 1. Finalement, — 7 est irréductible.
a

d) Il suffit de montrer q
Remarquons que a% + b? =
Or d'aprés la question a), ab eta +

= pged(ab , (@ +b)*)-
b et (a + b)? sont aussi premiers entre eux.

Solution 60
1) On remarque que : 5(n + 1)-(5n-3)=8.

Or si d divise n + 1 et 5n — 3, alors d divise toute com
5(n + 1) - (5n - 3), donc d divise 8. D'oU tout diviseur commun
2) Soit 5= pged(n + 1, 5n - 3).
Puisque tout diviseur commun a n +

Par conséquent, & appartienta {1, 2, 4, 8}. . g
Or si n est pair, alors n + 1 et 5n -3 sont impairs, donc ne peuvent étre divisibles par un nombre pair.

D'ols 5 m'appartient pas & {2, 4, 8}. D'oti 8 = 1.
En conclusion, n + 1 et 5n — 3 sont premiers entre eux sin est pair.

3) Méthode 1: )
pged(n +1,5n=3)=8siet seulement si 8 divise n + 1 et 8 divise 5n - 3. (Car 8 est le plus grand diviseur commun

possible de n + 1 et 5n —3). Or,
n+1=0[8] = { A=k ket k' étant des entiers naturels non nuls.

5n—3=0[8] 5n—3 =8k’

binaison linéaire de n + 1et5n - 3, alors en particulier d divise
asn-3 et n + 1 divise 8.

1 et 5n - 3 divise 8, alors & divise 8.

n= Bk—1 . .
= k et k' étant des entiers naturels non nuls.
40k —8=8k'

La résolution de I'équation 40k - 8 = 8K', c'est-a-dire 5k - k'
un entier naturel. On obtient alors n = 8h + 7, h appartenanta N.

= 1 aboutit aux solutions k =h + 1 et k'=5h+4, ol hes!

1=0[8
Vérifions si les n = 8h + 7 ol h est un entier, sont solutions du systéme [5::- i= (:E[-;] ‘

Eneffet,onan+1=8h+7+1 =8(h + 1) et 5n -3 = 40h - 32 = B(5h - 4.
Donc ona bel etbien:n +1 =0[8] et 5n-3 =0[8].
D'oir pged(n + 1, 5n-3) = 8 si et seulementsin=8h +7, h étant un entier naturel quelconque.

Méthode 2 :

D'aprés la question 2), si n est pair, alors pged(n+1,5n-3)=1.

Donc si pged(n + 1, 5n —3) = 8, alors n est impair.

Les restes possibles dans la division euclidienne de npar 8 sontalors 1,3, S et 7.

po n+ 52[3] o nt1= 4[8
Sin=1[8], alors lEn—S = 28] Sin = 3[8], alors R LE[&]”
— "+1EBIBJ L n+1= 0[8
s [5""_3 = 6[¢] SRR s {571—3 = ':E[Ila]

Orpged(n+1,5n—3) =8 sietseulementsi 8 divise n +1et5n-3.
D'aprés ce qui précéde, on peut conclure que pged(n €1, 5n-3) =8 sietseulementsi n=7[8)
C'est-a-dire n = 8h + 7 avec h entier naturel quelcongue. )
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Chapitre 8 : Arithmétigue
e M A L
1) Le lecteur le vérifiera.

2)d = pged(x, ). Donc d divise x el d divise y. Par conséquent, d divise 64x - (56K + J)y.
Or 64x - (56k + 3)y = 55. On conclut alors que d divise 55.
D'otd=1oud=5 oud=110oud=55.
3) Mentrons que d = 55 sl et seulement s| 55 divise y :
e Supposons que d = 55.
Puisque d = pgcd(x , y), alors 55 divise x et 55 divise y. D'oli 55 divise y.
* Réciproquement, supposons que 55 divise y.
Nous avons 64x = 55 + (56k + 3)y.
Puisque 55 divise y, alors 55 divise 55 + (56 + 3k)y ; c'est-a-dire , 55 divise 64x.
Or 55 et 64 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 55 divise x et y, donc 55 < d.
Or d'aprés la question 2), onad < 55. D'ol d = 55.
On conclut donc que d = 55 si et seulement si, 55 divise y.
Les valeurs de k ;

S5divisey <> y=55h happartenanta Z < 8k+3=55h h appartenantd Z
& Bk-55h=-3 happartenanta Z. (1)

LE'I (ésmutiun de I'équa}ion (1) nous améne & conclure que : k = 55a—-21 eth=8a-3, avecadans Z .
D'ou pged(x , y) = 55 si et seulement si k = 55a - 21, avec a entier relatif.

1) Puisque 4 = 4[7], 42=2[7] et 43=1[7], alors:
Sin=3k,alorsonad" = 1[7]. . &
Sin = 3k +1, alors on a 4 = 4[7].
Sin=3k+2 alorsonadn =2[7).

2)Ona: 851 =4[7] donc A=4%+42 440+ (7).
Sin £ 3k, alors 4" =1[7], 4= 1[7] et 4= 1[7), donc A = 5[7].
Sin = 3k#1, alors 4% = 1[7], 420 =2[7] et 4= 4[7), donc A = 2[7)].
Sin =3k+2, alors 4% = 1[7], 4= 4[7] et 47 =2[7], donc A = 2[7]

3) Ona: B=2103211""" = 2x4% +1x4% 4+ 3x4% + 2542 413441,
DoncB=2+2+3+4+4+1[7]. Dot B=2[7).
Le reste de la division euclidienne de B par 7 est donc 2.

1) Supposons que p divise x? = x, et montrons que p divise x" - x,

Pourn =1, ona x' - x = 0 qui est divisible par x - x.

Pour n entier naturel différentde 0 et 1, X2 = x =x(x - 1) et X" =x=x(x=1)(x"-2+x0-3+ +x+1),
D'ols pour tout entier naturel non nul n, x2 - x divise x" - x et puisque p divise x? - x, alors p divise x" - x.
2) x2-x=x(x—1) est pair car x et x - 1 sont de parités contraires.

D'oll x2 ~ x est divisible par 6 si et seulement si x2- x est divisible par 3.
Or les restes possibles de la division euclidienne de x par 3sont: 0, 1et 2.
Six=0[3], alorsx2-x=0[3];
Six=1[3), alors x2-x=0[3],
Six=2[3], alors x2-x=2[3).
D'oli 6 divise x2 - x si et seulement si, x £ 0[3] ou x = 1[3].
Or si p divise x2 - x, alors p divise x"— x, pour tout entier naturel non nul n. Car x? - x divise x" - x.
Par contre, si x = 2(3), alors x2 - x n'est pas divisible par 6.
D'oli'il existe un entier naturel non nul n, tel que si x = 2[3], alors x" - x n'est pas divisible par 3.
D'ols x" - x = 0[3] pour tout entier naturel non nul si et seulement si, x = 0[3] ou x = 1[3].
Par conséquent, x"—x = 0[6] si et seulement si x =3k ou x =3k + 1; ol k est un entier relatif.

Solution 64
1) Soit a un entier relatif.
Si a est pair, alors a = 2k et a* = 16k*, Alors a‘= 0[16).
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Siaestimpair, alorsa=4k +1 ou a=4k + 3.

Poura=4k+1,ona:a'=16(16k! + 16k’ + 16k2 + k) + 1, donc a* = 1[16).

Poura=4k+3, ona:a‘= 16(16k! + 48Kk + 54k2 +27k + 5) + 1, donc a‘ = 1[16).
D'oll pour tout entier relatif a, on a : a! = 0[16] ou a* = 1[16). L
2) d'aprés la question 1), toute puissance quatriéme a pour reste 1 ou 0 dans la division euclidienne par 18,
Notons ay, az, .., ax (avec k < 15), k entiers relatifs.
Notons ry, r2, ..., x les restes respectifs de la division euclidienne de a1, a2*, ..., a* par 16.
Le reste de la division euclidienne de ar* + az* + ... + ax* par 16 estry +r2 + ... + fy.
On a pour tout i appartenanta {1, 2,....k}, i=0our=1.
Cest-a-direns1etdoncr+rz+...... *+resk<10. Donc le reste de la division euclidienne de ar +ax* + .. 4 ,. W
16 est strictement inférieur 3 15. ‘
Or tous les nombres de la forme 16h + 15, avec h appartenanta N, ont pour reste 15 dans la division euclidienne B
16. lIs ne peuvent donc pas s'écrire comme somme de k puissances quatriémes d'entiers.
On sait qu'il existe une infinité de nombres qui s'écrivent sous la forme 16h + 15, avec h appartenanta N,
Finalement, il existe une infinité d’entiers naturels qui ne sont pas somme de k puissances quatriéme d'entiers,

Solution 65
Si a2 divise b?, alors il existe un entier naturel k tel que b? = ka2 et k est un carré e

: ; o o ) { Point méthode :
parfait car sinon b=avk , avec vk irationnel. Ce qui est impossible, l Notons que, si un entier
Posons k = q2, b2 = ka? équivaut alors successivement 4 b2 = (qa)?, ]'i' naturel k n’est pas un carr¢
puis a (b-qa)(b + qa) = 0. a et b étant des entiers naturels non nuls, on a

|| parfait, alors sa racine carri;
b + ga non nul et donc b - ga = 0 soit b = qa. Ce qui prouve que a divise b, '!_.ﬂﬂ_@ﬂfﬂf_ﬁ:ﬂ@"ﬂd-
Solution 66

1) fest continue et dérivable sur B car fonction palynéme et
D'ols f est strictement croissante sur R .

f(R)=| lim , lim

X——00 X——0g

pour tout réel x, f'(x) = 12x2+ 2x + 1 >0,

=R et Oappartienta R .

D'ols 'équation f(x) = 0 admet une unique solution adans R .
De plus, f{0) =-3 et f(1) =3 ; alors, puisque f(0)xf(1) < 0, on peut dire que a appartienta J0 , 1].

3 2
2)e P st solution de I'équation f(x) = 0 si et seulement si, 4[£J +[EJ 4B - Gup
q q q q
4’ =q(—p" —pa-+3¢%) (1
C'est-a-dire 4p* + p2q + pq? - 3q? = 0. On en déduit que et

3" =pi4p’+pa+d’) (2
D'apres l'égalité (2), p divise 3q? et d'aprés I'égalité (1), q divise 4p>.
Or p et g sont premiers entre eux, alors p et g* d'une part, q et p? d'autre part, sont premiers entre eux.
D'ols d'apres le théoréme Gauss, p divise 3 et q divise 4.
e Les rationnels qui vérifient la derniére condition.
p divise 3 et g divise 4, d'oit p appartienta {-3, -1, 1, 3} et q appartient 3 {-4,-2,-1,1,2,4).
- s 3 3 1 1498 .3
Dol qappamenta{ 3, =1, e 4,4.2,4.1.2,3}
3) ® D'aprés la question 1), la seule solution réelle de I'équation f(x) = 0 est dans l'intervalle 0.1

Ainsi, si cette solution est rationnelle, d'aprés la question précédente, alors elle appartient & Ll g E]
Or la seule valeur de cet ensemble vérifiant 'équation f(x) = 0 est x =% !

D'ols la seule solution rationnelle de I'équation f(x) = 0 est x =

B|w
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NUs=3 ; Ue=5 , Us=11 | Us=21.
2) Soit Pn la propriété : « Uy esl enlier impair ».
Us =1 et Uz = 1 sont deux entiers impairs, d'ol Py et P2 sont vrales.
Supposons que Pa vrai, jusqu'a un certain rang n 2 2. Montrons qu'alors Pass est vraie, c'est-a-dire que Uns est un
entier impair.
On @ Unet = Un + 2Un-1.0r 2Us- 1 est un entier pair et Us est un entier impair d'aprés I'hypothése de récurrence.
Alors Uns1 = Un + 2Un -1 est un entier impair (somme d'un entier pair et d'un entier impair). D'ol1 Prs1 est aussi vraie.
On peut alors dire d'apres le principe de récurrence que U est un entier impair pour tout enfier naturel non nul n.
JJeUi=1etUz=1,dol pged (Ui, Uz)=1.
Supposons pged(Un ,Uns1) = 1 pour un entier naturel non nul n, montrons qu'alors on a : pged(Une1 , Unsz) = 1.
Il suffit de montrer que pged(Uss1, Unsz) < 1. :
Soit 6 = pged(Unst , Une2), O divise Unes et & divise Upsz.
D'ol & divise toute combinaison linéaire de U+t et Unsz
Or Umz = Unst + 2Up, alors 2Un = Unsz = Unes et donc & divise 2Un.
Puisque Un+1 estimpair (d'aprés la question 2)), et & divise Uns1, alors & est impair.
Par conséquent, b et 2 sont premiers entre eux. Et donc d'aprés le théoréme de Gauss, & divise Un.
On vient de montrer & = pged(Unst , Unsz) divise Un et Uns1.
Dot & divise pged(Un , Une1) = 1. D'oll 5 <1.
Or & étant le pged (U1, Une2), 8 est un entier naturel non nul, c'est-a-dire 8 2 1.
Alors 1<8<1, donc &= 1. Et par suite, pged(Uns1 , Unsz) = 1.
On peuit conclure d'aprés le principe du raisonnement par récurrence que, paed(Us , Une1) = 1 pour tout entier naturel
non nul. - g
e Notons d = pged(Un , Un+2). D'aprés ce qui précéde, on a : pged{Un , Unst) = 1
Orona: Une2=Unet + 2Un, ce quiimplique que Unss = Unez = 2Un.
Puisque d = pgcd (Un , Uns2) , alors d divise Uy et Unsa.
D'ou d divise toute combinaison linéaire de Un et Uns2. Donc d divise Unsz — 2Un = Upa1.
On vient de montrer que d divise U et Ur1. donc d = pged(Ua , Uns1) = 1 (d'aprés ce qui précéde).
Or d est un entier naturel non nul, d'oll d= 1. Direque 1<d <1 signifie d = 1. D'ol pged(Un , Une2) = 1.

Solution 68

1) a = 1xa + 0xb. D'ol a appartient & E. Or a est non nul, alors il existe un entier naturel non nul dans E.
(Note : on pouvait plutdt écrire b = Oxa + 1xb, donc b appartient a E).
2)a) Soit m =kd, k appartenanta Z .
Puisque d appartient a E, alors il existe deux entiers relalifs u et v tels que d = ua + vb. Ainsi kd = (ku)a + (kv)b.
Or ku et kv sont des entiers relatifs, alors m appartient 4 E.
Par conséquent, tout multiple de d est élément de E.

b) soit z un élément de E.

e Le lecteur résoudra cette équation quia pour solution : % : - + iﬁ et 1 i V3

Il existe deux entiers relatifs g et r tels que : v ,Cest-adie { P :
0<r<d 0<r<d
Vérifions que si zj et z; appartiennent & E, alors z1 -2z appartientaE:
Zy =au +bvy
Zy =au,y +bv,
D'oli z1 ~ z2 appartient & E (car us— uz et vi- v2 sont dans Z ).

F‘uisqucta| z)et dq sont dans E (dq appartient & E car multiple de d), alors z - dq appartient & E, don r appartient a E (car
r=2z-dq),

Ainsi ona0<r<detd estle plus petit entier naturel non nul élément de E, alors r = 0.

Par conséquent, z = dq, donc z est multiple de d.

¢) D'aprés les questions a) et b), z appartient a E signifie z = dg, ot1 d est un entier relatif.

C'est-a-dire z appartient a E si et seulement si z appartient  dZ . D'oll E = dZ.

3) Siddivise a et b, alors & divise toute combinaison linéaire de a et b,

u1, Uz, v1 et v2 étant des entiers relatifs, alors 21 - 22 = a(u1 - ua) + b(vy - v4).
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Chapitre 8 : Arithmétique

D'ot & divise d (car d etant élément de E, d est une combinaison iinéaife de aetb).

D'oli 5 = d. C'est-a-dire, 5i & divise a et b, alors & est plus petit ou ég:al. ad. 1

Réciproquement, d'aprés la question 1), a et b appartiennent 4 E. D'oli a et b sont des multiples de d.

Donc d est un diviseur commun de a et b et d est plus grand que tous les diviseurs communs de a eth,
=pagcd(a, b).

E]nf'zgserﬁﬁle E:les rl,latifs z=39801x + 11664y est l'ensemble des multiples du pged(9801 , 11 664),

Or pged(9801, 11664) = 81, alors E = {z élément de Z ; z =9801x + 11664y, x ety apparlenant 4 Z)= g1y .

Solution 69
1) (a+b)7=a" + b7+ 7(a’b + 3ah?+ Sadb? + 5a’b¢ + 3a%s5 + ab), i
Puisque 7{a®% + 3a%? + 5a*b? + 5a%h + 3a2hs + ab) est multiple de 7, alors (a+b) =a” +b7[7].
2) Supposons a + b multiple de 7. Alors (a + b7 est multiple de 7.
Orona:(a +b)" =a’ +b7[7], alors comme (a + b)” = 0[7], on a aussi a7 + b7 = O[7].
En conclusion, sia + b = 0[7], alors a7 + b7 = 0[], !
Réciproquement, supposons a7 + b7 = 0[7], alers puisque (a + b)” = a7 + b7[7], on peut écrire que (a +b) = 0],
On en déduitque a + b =0[7] (car 7 est un nombre premier)
Dol & +b = 0[7] si et seulement si a7 + b7 = 0[7].
3) XHIBEO[] e x7+27= 0[]
< Xx+2=20[7] (d'aprés la question 2)
¢ Xx=T7k-2,avec kappartenanta Z .

Pointméthode: |
| ® Siunnombre premier P
| divise un produit ab d’entiers
T estadre — <k <12 [| ators p divise a ou p divise ;.
Orona; -10 < x £10. Cest-3-dire -10 < Tk-2=10. Cest-a-dire —<ks— }| alorsp S e b,
7 7 || . ® En particulier, 51 p est
premier et p divise ", alors p
divise q.

Donc les valeurs de k sont : -1, 0 et 1. )
Par conséquent, les valeurs possibles de x cherchées sont : -9, -2, 5.

Solution 70
Ona m=9?",
Reste de la division euclidienne parSdem:

Ona:2=2[5 ; 22z 45] ; 28=3[5); M= 1[5). Et de fagon générale :
Sin=0[4], alors 20 =1[5).

Sin =14, alors 20 = 2[5],

Sin=2[4] alors 2= 4J5)

Sin = 3[4], alors 2= 3[5],

Orona:27=0[4] sin> 1. Alors,

sin>1,alors 22" =1[5]. Donc le reste de la division euclidienne de m par 5 est 1.
Sin=1, alors 22'=22 =4 et par suite, 22"

=4[5]. Donc le reste de la division euclidienne de m par 5 est4.
Si n=0,alors 22°=2' -2 et par suite, 22° = 2[5]

. Done e reste de a division euclidienne de m par 5 es! 2.

Soit a un entier relatif, les restes possibles dans la division euclidi
Sia=4k,alorsona:at= 16k2, d'ol a2= 0[8].

Si a=4k +1, alorsona:g?= B(2k2+k)+1, dotr a2z 1[8].
sia=dk+2 alorsonaa?= B2k + 2k) + 4, d'oy a2 = 418).

Si a=4k+3 alorsona:a? = B(2k2 + 3k + 1) + 1, d'oy a2= 1(8].

D'oli les restes possibles d'un carré dans la division par8sont: 0, 1et4,

Donc, les restes possibles dans la division euclidi :

Dol I reste de Ia division euclidienne de la somme de trois carré g = TR

C'est-a-dire, pour trois entiers relatifs Xy et_ Z,X2+y24 722 na Peut avoir pour reste 7 dans Ja division par 6.
D'ou i n'existe pas un quatriéme entier relafif k fe] que X+y2+72=gy+7

1)a) Si a =0, alors bed0 =10%b+102c+10d = 10(10%b + 10+

d) =100bed = 10N
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IMutsque 7 divise bedo, alors 7 divise 10N,
Or 1 el 10 gont premlers ontra oux, alors d'aprds lo thdordma do Gauss, 7 diviso N,
SlamT,
bod? = 10(107 + 10c + d) + 7
m (0(7% 108+ bx 102 4 ox10 + d - TR107) + 7
s (TX108 4 bx 108+ gx 10 + d) - Tx10° + 7
# 0N = 7(101= 1),
Dol 10N = bed? 4. 7(10" = 1) ssbed7 - 7% 0909,

Or 7 divise Ded? (dapras I'dnoncd) ot 7 diviso 7x0999, alors 7 diviso 10N = bed7 + 79999,
or 7 6l 10 sont promlors entro oux, d'ol 7 divige N,

b) e fON = 3a = 10% + (10% + 10% + 100) = 3a = (101=d)a + (10% + 10 + 10d + o) = 0996a + boda.
Or 0906 2 0[7) ol beda =0| 7] (d'aprds 'énoncd), alors 10N -3a = 9996a +bcda  est divisible par 7.

On conclut done quo 10N = Ja est divisiblo par 7.
e Posons M = 10N = Jn, ¢'ost-d-diro, 30 = 10N - M,
onaN20[7) ol M20[7),dol 3a=10N-ME0[7). D'ou 7 divise Ja.
Or pyed(7 , 3) = 1, alors d'aprds la ihéorémo do Gauss, 7 diviso a qul appartient 8 {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}.
Dlotia® 0 ou &= 7. Donc sl N ostdivisible par 7, alorsa =0 oua =T,
2) PouraeT,b=dc=0,
Déterminons N pour qu'll solt divisiblo par 3 :
Nosldivisiblopard ¢ atb+c+d=20[3)]
e 2h+ 78003
¢ 2b+120[3)
e b=1oub=4 oub=7 (carbapparlienta(0,1,2,3,4, 5,6,7,89)

Pour b =1, 0na beda=1017=27].
Pour b= 4, on o beda=4047 =1[7].
Pour b# 7, on a beda =7077 =0[7].
Dol N = 7077 pulsque par hypothése, on a beda=0[7].

1) Solt n entlor naturel, A= 2 + 2% + 29 gt Apiy = 29520 4 20x22 4 20x230,
Otona: 2021(7), donc 2029 & 2°(7].

202 1[7), donc 220,20 = 2¢[7],

20 & 1[7], donc 23,29 = 2%(7].
ol 21,20 4 270,20 4 200,20 £ 20 + 200 4 2 (7], On on déduit que Ansa = AdlT).
2)OnaA=3zd[7] A=14 = 0[7) ot Az = 84 = 0[7].
D'oli g0t k entler naturel, d'apros la question 1), ona; A 2 3[7), Aswt 20[7] et Aswz =0[7),
Dlol An # 0[7) ol ot soulement sl n = 3k + 1 oun =3k + 2 pour tout k entier naturel.

3) =110 = 2427 4.2° = Ay, donc As 2 0[7).
b= T0T0T00™™ =22 42" 4. 2% = A, , donc Az 2 0[7),

0= T001001000°™ = 2% 4.2° 4.2° = Ay, donc As = 3(7)
# 6t b sont divisibles par 7 ol ¢ ne l'est pas,

1) Les divisours positife de 72 sont 2 1,2, 3, 4,6,8,9,12,18, 24,36, 72.
2) e pl=bp=-03=(p-3) T2
o Los couplos (p, ) d’entlors naturols solutions de I'dquation : p? = 6p - 83 = g2:
Palp=tizql e (p-3)-T2=q8 > (p-a-3pta-3)=T2
On pout remarquer que : p-q-35p+q-3dune part, p-q=3 el p+q-3sont deux diviseurs de 72, dont le
produit est 72 d'aulre part. Ainsi,
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(P-0-3.p+q-3e ((1.72), (2,36). (3.24). (4, 18), (6,12}, (8, g)
(P-q.p+q) e {(4,75),(5,39).(6.,27).(7.21),(3.15). (11, 12))
(2p.2q) € ((44,34), (28, 14) (24, 6)), carpelge N.

- = (p.q)e ((22,17),(14,7) (12, 3))

D'oli les couples (p , ) cherchés sont: (22, 17), (14, 7), (12, 3).

(P~q-3)(p+q-3)=72

—
=
—

1a) a=39 |  a,=399 ,  a; =399, P polnt methode .
b f 19, b2=199 , by = 1399 D’aprés le théoréme ci-contre, I'ey;,
=21 , =201 |, ¢ = 2001. est premier si tout nombre premier p“’ b
b) Ona: 10 = 1[3], d'ol soit n un entier naturel, ona 10" = 1[3]. dont le carré est inférieur ou égal ; ;!
Doncona: 4x10°= 1[3] et 2x10° = 2[3)] peut étre un diviseur de b, ™

Et par suite, 4x10n—1=0[3] et 2x107+1 = 0[3].
Dol an et s sont multiples de 3.

c) Enoncé d'un théoréme qui nous sera utile :
Théoreme :
Soit a un entier relatif quelconque non premier et distinct de 1 et de -1.
L’entier a admet au moins un diviseur positif p premier tel que I'on ait : Pz < [al ’
En effet les nombres premiers dont le carré est inférieur ou égal & bs sont : 2, 3, 5,7, 11,13, 17, 19,23,29,31, 37 4
et 43. Or aucun de ces nombres ne divise 1999, alors b3 est premier.
d) baxca = (2x100— 1)(2x100+ 1) = (2x107)2 — 1 = 4x1020 — 1 = az.. D'0li ba*Ca = 820

Décomposition de as en produit de facteurs premiers :

a5 = baxca = 1999x2001. Or 2001 = 3x23x29 et bs est premier. D'oll as = 3x23x29x1999.

e) ® Posons ds = pged(bn , ca) et 8n = pged(bn , 2).
dn = pgcd(bn , Ca) = da divise bn et da divise Ca
= dn divise bn et dn divise Cn=Dbn
= dndivise ba et dndivise 2
=5 dn divise pged(ba , 2)
= dn = Gn.

De méme &n = pged(bn , 2) = &n divise ba et &, divise 2
= On divise bn et a divise ba + 2

= 8 divise by et 5, divise ¢q
= &n divise pged(bn , cn)
= ﬁn < dn.

Puisque & = dn el dn < s, alors 8a = dn. D'0l pged(ba , ¢a) = pged(ba , 2).
e b étant impair, ba et 2 sont premiers entre eux, donc pged(ba , 2) = 1.
Puisque pged(bn , ¢n) = pged pged(ba , 2), alors pged(ba , €a) = 1. D'ol ba et ¢ sont premiers entre eux.
2)a) Soit (E) : bax + cay = 1.
D'aprés la question 1)e), ba et c; sont premiers entre eux.
D'aprés I'identité de Bézout, il existe au moins un couple (u , v) d'entiers relatifs tels que ; bau + cav = 1.
D'ol I'tquation (E) admet au moins une solution.
b) 2001 =1999x1 + 2
1999 = 999x2 + 1

Donc 1=1999 - 999x2

= 1999 - 999x(2001 - 1999)

=-999x2001 + 1000x1999, D'ot 1000bs + (-999)cs = 1.
Une solution particuliére de (E) est donc le couple : (1000 , -999),
¢) La résolution de (E), donne pour ensemble solution :

S ={(c3k + 1000, -bsk - 999), k appartenant 4 Z ).

1)a) SoﬂPnraproposilion:aan_bn=(a_b}{an-1+ an-th +... + bo-1)y,

Pourn=2:
Le membre de gauche : a2-b? et le membre de droite : (a-b)(a +b) = a2 - b2, D'oll P; est vraie.
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Supposons Pn vraie pour un certain.entier nature! n strictement supérieur a1, montrons alors que Pny est vraie
(c'est-a-dire a™' -~ b™! = (a~b)(a" +a"-th+.., +b"):
(a _b)[an +an-ph+... + b") {aﬁb)[an tbh{a-'+an-2b+ .., +abr-2+ bo-1)]
aa-b)+bla-bjan-1+ar-2h+ . + abr-24 pn-1)
a(a-b)+b(a"-b7) (d'apras Ihypothése de récurrence),
"t —arh + ban - ! ,
at! —pm, D'oll Pre1 &5t vraie.
D'ol, pour tous réels a et b, et pour tout entier natureln > 1, an - b = (a=b)a-'+ a-2b+ . 4 pn- 1),
b) 2r—1 = ()01 = (20— 1)[(20)0-" + (2pje-2 4 .., +1).
De méme, ona:2mM—1=(29-1)[(20)p-1 4 (20)a-2+ .. +1]. D'oli 2,3~ 1 esl divisible par 22— 1 et 291,
2)a) Supposons que n n'appartient pas & P.
On aalors n = pq avec p el q entiers naturels différents de 0 ef de 1.
Ainsi 2"-1 = 2%-1 est divisible par 27 - 1 gt 20~ 1.
Puisque p>1etq>1, alors 2¢ - 1 el 29— 1 sont strictement supérieur 4 1. D'ols 20— 1 n'est pas premier.
Conclusion, si2"-1 appartient & P, alors n appartient a P.
b)ona:2=2[23], 22= 4[23], 2 = §{23], 24= 16[23], 25 = 9[23), 26 = 18[23], 27= 13[23), 28 = 3[23), 29 = 6[23),
210=12[23] et 2= 1[23]. D'ol 21 = 1[23).
c) La réciproque est fausse, car 11 est premier : or 211 — 1 = 0[23] d'aprés la question 2)b).
Dol n appartient a P n'implique pas que 2 - 1 appartient 3 P.

mwow omowon

1)a) Par exemple (-1, 1) est un couple solution de I'équation 6x + 7y = 1.

b) Ona:6x(-1) + 7x1 = 1. D'oll 6x(-57) + 7x57 = 57,
Nlors: Bx +7y =57 & 6x+7y=6x(57)+ 757 < B(x+57)= 757 -y)
D'oll 6 divise 57 -y et 7 divise x + 57 (car pged(8, 7) = 1). D'ol

6(x+57)=T(5T-y) <> E;E: 5?6‘5'

=k, kappartenanta Z .

< x=7k-5T et y=-8k+57, avec k appartenanta Z .
D'o les couples solutions de I'équation (E) sont les couples . (Tk - 57 , -6k + 57), avec k entier relatif.
2) (an) est une suite arithmétique de raison 6 et de premier terme -25.
Dol an = 6n — 25, pour tout entier naturel n.
De méme b = 7n - 32, pour tout entier nature! n.
Orap=-by < 6p-25=-7q+32 < 6p+Tq=57.
D'aprés la question 1)b), ona: p = 7k - 57 et q = -6k + 57, k appartenanta Z .
Orona:0 sp<15 et 0=q<15. Cest-a-dire 0 < 7k- 57 <15 et 0 <-6k + 57 < 15,

Ce qui équivaut 3 -?ske:-? et ?<k5%?.0ndéduitaiur3que -5—?—5k<5?

On obtient alors k = 9. Par suite, p=6 et q = 3. D'oli le couple (p, q) cherché est (6,3).
_—— 6x+Ty+82=57 X+ Ty=457
3) M(x,y,z) appartienta (P)N(0;i,j) < Y = y .
z=0 z=10
Ce quiaméne a résoudre dans N , 'équation 6x + Ty = 57. .
D'aprés 1)b), on aura : x = 7k - 57 et y.= -6k + 57, k appartenant & Z .

Orona:x20 et y2 0.Ce quiéquivauta: 7k-57 20 et -6k + 5720, D'ois %}:gkq%?-.

Onen deduit que k=9. Etdoncx=6ety =3,

En conclusion, il existe un unique point, donc les coordonnées sont des entiers naturels, commun aux plans (P) et
(037, 7) : clestle point A8, 3, 0).

Solution 78

n2+5n+4=(n+1)n+4)et nt+3n+2=(n+1)(n+2). Doun+1divisen?+5n+2elni+3n+2
| 5 tim4g 3

=n+12———.
n+1 + n+1

B EEEE————— R T Y Y
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n ‘+ ‘1 divise 302+ 150 +9 <« n+1divised <> n+1appartienta{-3,-1.1, 3) < nappartienta(-4,-21 ;
D'ol les entiers naturels n pour lesquels n + 1 divise 3nZ + 15n + 9 sont 0 et2.

3) Soit n un entier naturel.

Comme n + 1 divise n2+ 3n + 2, alors (si n2+ 3n + 2 divise 3n2 + 15n + 9, alors n * 1 divise 3n?+ 15n + 8).

Orn + 1 divise n? + 3n + 2, si et seulement si n appartient a{0,2} (d'aprésa question 2)).
Pourn=0:n2+3n+2=2,3n?+15n+9=9 mais 2 ne divise pas 9.

Pourn=2:n2+3n+2=12 3n2+ 15n+9=>51, mais 12 ne divise pas 51.

D'oll il n'existe pas d'entier naturel n pour lequel n? + 3n + 2 divise 3n2+15n+9.

Solution 79
1) (2n + 1) - 2n = 1, d'ols d'apres la réciproque de lidentité de Bézout, on a pged (2
D'ol 2n + 1 et 2n sont premiers entre eux.
2)a)e 2a-f=5.
e Valeurs possibles de &:
5 = pgcd(a, B), donc & divise a et b divise B. Done & divise 2a — p. Donc 0 divise 5. Par conséquent,6=1ou &=+
D'oi1 les valeurs possibles de & sont 1 et 5.
b) Démontrons que a et § sont multiples de 5 si et seulement si, n - 2 est multiple de 5.
e Supposons que a et B sont multiples de 5.
Alors B —a est multiple de 5. C'est-a-dire n—2 estun multiple de 5.
e Réciproquement, Supposons gue n — 2 estun multiple de 5.
Aors (n-2) +5 et2(n—2) + 5 sont aussi des multiples de 5. C'est-a-dire n + 3 et 2n + 1 sont des multiples de 5. -
a et B sont aussi des multiples de 5.
On peut alors conclure que a et B sont multiples de 5, si et seulement si n — 2 est multiple de 5.
3) a=n(n-1)(n+3)etb=(2n+1)(n- 1). D'oli a et b sont divisibles par n— 1.
4)a) On note pged(n( n+3) , 2n + 1) =d.
e Montrons que & divise d :
& = pgcd(a, B) —  Bdivisen+3etddivise2n + 1
— & divise n(n +3) et & divise 2n + 1
= Bdivise pged(n(n +3), 2n +1)
= ddivise d.

n+1,2n)=1.

D'ou & divise d.
e Montronsqued =0
Puisque & divise d, alorsona:d < d.
e |l suffit de montrer que d £ 5.
d = pged(n(n + 3), 2n + 1), donc d divise n(n + 3) et d divise 2n + 1.
Or pgcd(2n +1,n) = 1, ainsi, puisque d divise 2n + 1 et n(n +3), alorsd divisen + 3 (detn seront aussi premier
eux). D'ol d divise 2n + 1etn + d.
Par conséquent d divise pged(2n +1,n+ 3) = &. Et par conséquent, d < 8.
Comme d < & et d < d, alors on peut conclure que d=0.
b) A=pged(a, b) = pgcd(n(n -1)(n+3),(2n+ )(n-1))=(n- 1)pged(n(n + 3) , 2n + )=(n-1)d= (n-1)dca
d=5=pgcd(a, p)
Or les valeurs possibles de & sont 1 et 5.
Et5=5 <« aetpsontmultiplesdeS5 (cardest la plus grande valeur possible de ©)
& 5divise n—2 (d'aprés la question 2)b))
< n-2=0[5)
& n=2[9)
& n=5k+2, ol kestun entier naturel.
D'oli : sin=5k+ 2, alors &= 5donc pged(a, b) = 5(n - 1).
sin# 5k+ 2, alors =1 donc pged(a, b)=n-1.
c) Pourn= 2001, on a 2001 = 5x500 + 1, alors d'aprés la question précédente, A = 2000.
Pour n = 2002, on a 2002 = 5x500 + 2, alors d'aprés la question précédente, A = 5x2000 = 10.000.

g eni’s

|ution 80
= osons ¢ =a + b, 5=pged(a, b) et A =pged(a + b, b).
5 divise a et d divise b. Donc & divise a + b et & divise b. Donc & divise pgcd(a +b, b) = A. :
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Onendéduitalorsquedsa (1)

Réciproquement, Adivise a + b = c el A divise b, donc A divise ¢ - b et A divise b, Donc A divise a ef A divise b.
D'ols A divise pged(a , b). Finalementona, A< & (2)

Des inégalités (1) et (2) on déduil que A = b. D'ol pged(a , b) = pged(a + b, b),

e Posons &=pgcd(a,b) et d = pged(ka , kb). Démontrons que d = kb, c'est-a-dire dZ = (K6)Z.

Des définilions de d et de 6, il résulte les égalilés : §Z = aZ + bZ et dZ = (ka)Z + (kb)Z .

Soit x un élément quelconque de dZ .

x appartient a dZ , donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que , x = (ka)u + (kb)v. Donc il existe deux entiers
relalifs u et v tels que x = k(au + bv).

L'entier au + bv appartienta aZ +bZ , donc appartient 3 6Z .

Il existe donc un entier relatif w tel que au + bv = &w.

On vient donc de montrer que : si x appartienta dZ , alors il existe un entier relatif w tel que x = kiw = (k)w.
Donc x appartient a (kb)Z .

On vient de montrer que tout élément x de dZ est aussi élément de (kb)Z . C'est-a-dire dZ C (k8)Z .
Réciproquement :

Soit x appartenant a (k8)Z , il existe un entier relatif w tel que x = (k&)w.

Or 6 appartienta 6Z = aZ + bZ , alors il existe u et v entiers relatifs tels que & = au + bv. Alors

x appartienta (k8)Z , donc il existe u, v et w entiers refafifs tels que x = kw(au + bv). Donc il existe u, v et w entiers

refatifs tels que x = (ka)(uw) + (kb)(vw). Donc il existe u' et v’ entiers relatifs tels que x = (ka)u’ + (kb)v, (U’ = uw et
V' =vw appartiennentad Z ). Donc x appartient 4 dZ .
On en deduit que (k8)Z C dZ .

Puisque dZ C (k8)Z et (k§)Z C dZ , alors (k6)Z = dZ . D'olid = kb, c'est-a-dire pged(ka , kb) = kxpged(a , b).

Solution 81
1)a)8=5x1+3 d'ol 1=3-2x1
5=3x1 +2 =3-(5-3x1)
3=2x1+1 =.5+2x3
=-5+2(8-5x1)
= 2%8 - 3x5,

Puisque 8x2 + 5x(-3) = 1, alors un couple solution de (E) est (2, -3).
b) On a aprés résolution : x=5k +2 et y=-8k-3, aveck appartenantd Z . (Le lecteur fera les calculs).

N=8a+1
23} Onas 1y _sp+2
Dol (a, -b) est solution de (E).
b) (a , -b) est solution de (E), d'oli a et— b sont sous la forme : a =5k + 2 et -b =-Bk -3, aveck appartienta Z .
D'oli N = 8(5k + 2) + 1 =40k + 17.
D'olr N = 17[40]. Par conséquent, le reste de la division euclidienne de N par 40 est 17.
3)a) On a d'aprés la question 1)a) : 2x8 - 3x5 =1, d'ol 200%8 + (-300)x5 = 100.
D'olt un couple solution particulier de (E') est (200 , -300).
La solution générale de (E’) estdonc :
(5k +200 , -8k - 300), k &tant-un entier relatif quelconque. (Le lecteur prendra la peine de résoudre I'éguation)
b) Soit x e nombre d'hommes et y le nombre de femmes. x et y sont des entiers naturels non nuls.
En traduisant I'énoncé, on aura ; 8x + 5y = 100.
D'oli x =5k + 200 et y=-8k— 300, avec k appartenanta Z . (D'aprés la question 3)a)).
Or on doit avoir x > 0 ety > 0.
i [x>ﬂ -[5k+200>0 k>—40
e

. Ce qui implique que 8a + 1= 5b + 2. Donc 8a - 5b = 1. C'est-a-dire 8a + 5(-b) = 1,

o 40 <k <-37.5.
y>0 —8k—300>0 k<-375

k peut donc prendre les valeurs : -39, -38.

Pourk=-39, x=5ety = 12.

Pourk=-38,x=10 et y=4.

On pouvait y avoir 5 hommes et 12 femmes, ou alors 10 hommes et 4 femmes.
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Solution 82

1) p2-2q2=1 sietseulementsi, p?=1+2q%

Or2q? est pair, c'est-a-dire 1 + 2q? est impalr, D'ols p? est impair.

Supposons p pair, alors p = 2k o k est un entier naturel. Par stile, on aurait p? = 4k?, qui est un nombre pair
Donc le carré d'un entier nest impair que si cet entier est impair. D'ol p st impair

2] p2_2q2:1 = 2q1:|:pm1)(p+1),

p étant impair, p— 1 et p + 1 sont pairs. D'ot 2q2 est multiple de 4.

Par conséquent, 2 divise q2. Or 2 est premier, donc 2 divise 9. D'oli g est pair.

Solution 83
1)a) (%o, yo) est solution de (E), d'oli axo + byo = 60.
Or d divise a et d divise b, alors d divise axo + bys. D'0U d divise 60.
b) d = pged(a , b), dou il existe un couple (u, v) d'entiers relatifs tels que : au + bv =d.
Or d divise 60, alors il existe k entier non nul tel que 60 = kd. Donc : ;
au+tbv=d ¢ kau+bv)=kd <> a(ku)+bkv)=60 < (ku , kv) est solution de (1).
D'ou 'équation (1) admet au moins un couple solution, qui est le couple (ku,, kv).
2)a) » 24=3x2% et 36 =22x3" Dol pged(24 , 36) = 2%%3 = 12.
e Ona 24x+36y=60 & 2x+3y=5.
b)  Un couple solution de (2) est: (1, 1).
« Résolution de (2) :
La résolution de (2) donne comme ensemble solution S = {(3k + 1, 1- 2k), k appartienta Z ). (Le lecteur fera la
résolution de I'équation).
c) e Les couples solutions tels que 10sx<10

Or-10sx=<10 & —L;gkga.ﬁ'oﬂkprend les valeurs :-3,-2,-1,0,1,2, 3.

Et les couples solutions de (E) cherchés sont: (-8,7), (-5, 5),(-2,3),(1,1).(4,-1).(7.-3), (10, -5).
e Ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5sont: (-5,5) et (10,-5).
d) (E) est la droite (AB).

e) o (E) estla droite d'équation 2x + 3y = 5.
(a , b) est solution de (2) si et seulement si 23 + 3b =5 ; c'est-a-dire le point M(a , b) appartient a (E).
D'ois les points du plan, de coordonnées les couples solutions (x, y) de (2) appartiennent a (E).

e S est l'ensemble des couples de coordonnées des points de (E) ayant des coordonnées entiéres.

Solution 84

1) Soit a et B deux nombres entiers.

Sia=2ketp=2K":ketk appartiennentd Z . Alorsa-f=2(k-k)) et a+p=2(k+k) sont pairs.

Si a=2ketB=2k"+1:ketk appartiennenta Z .
ANorsa-p=2(k-k'-1)+1 et a+p=2(k+Kk)+1sontimpairs.

Si a=2k+1etp=2k":ketk appartiennenta Z .
Alorsa-f=2(k=k')+1 et a+p=2(k+k’) + 1 sontimpairs,

Si a=2k+1etp=2k'+ 1: ketk' appartiennenta Z .
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Alorsa-p=2(k=K) et a+p=2(k+k'+1)sont pairs,
En conclusion a + B et a - ont la m&me parité pour tous nombres entiers a et B.
2) ® yappartienta (1,2,3,4,5,6,7,8} « 3y+2appartienta (5,8, 11, 14, 17, 20, 23, 26}.
D'oll G={5,8, 11, 14, 17, 20, 23, 26}.
e xappartienta{1,2,3,4,5,6,7,8} < 3x—1appartient 4 {2, 5,8, 11, 14, 17, 20, 23)}.

D'ouH=1{2, 5,8, 11, 14,17, 20, 23}.
3) X'~y =(3y+2)-(3x=1)=3(y-x+1). D'oli x' — y’ est un multiple de 3,
4)a) (x' - y')(x' + y) estun multiple de 60. D'oll (x' - y')(x’ + y) est pair.
Ainsi 'un au moins des nombres X' —y' ou X' + y' est pair.
Orx'—y etx' +y ontla méme parité, d'oli X'~y et x' +y" sont pairs. D'oli 2 divise X’ - ¥.
Puisque de plus, 3 divise X' - y' d'aprés |a question 3), et 2 et 3 sont premiers entre eux, alors 6 divise X' — .
Dol x' -y est un multiple de 6.

b) Si x' -y est multiple de 60, alors [x'— y‘| est supérieur ou égal a 60, ou X’ -y’ est nul.

e x' -y estdifférent de 0, carm # 0.
e Six'—y =60alorsx' = 60 (x' ety étant positifs). Ce qui est impossible car x' < 26.
e Six' -y =-60, alors x' <-60 +y'. Et comme on ay < 23, alors X' <-37. Ce qui est impossible car x’' = 5.
Or la plus grande valeur possible de x' est 26. D'oll x' -y’ ne peut étre un multiple de 60.
c) » x'—y étant pair, x' +y' 'est aussi.
e (x'—Y)(x'+Yy) étant divisible par 60, est divisible par 5.
Or 5 est premier, donc 5 divise x' —y' ou 5 divise x' + .
Si § divise X' ~ ', alors x' - y' est un multiple de 30 (puisque 6 divise x' —y, et 5 et 6 sont premiers enfre eux).
Ce qui est impossible, car sinon, on auraitx' - y' 230 ou x' -y <- 30. Donc x' 2 30 ou X' <-7.
(Ce qui est impossible car 5 < x’ < 26). D'ol 5 ne divise pas x' - y'. Par conséquent, 5 divise X' +y'.
X' +y est multiple de 2 et 5, et pged(2, 5) = 1. D'oli X' + y' est multiple de 10.
5) Dressons le tableau ressortant les valeurs de X' — '

xX-y' |2 | 5 e i e e )20 )23

haswn] 3 0 |3 | 619 )-12]-15]-18
et I 3 0 |3 ) 6] 9 |-12]-15
Bt 8 6 3 0 ]3] 6 g9 | -12
14 12] 09 6 3 0 -3 £ =D
e 15 )12 ] 8 6 3 0 3 £
cn2000) 18|15 1121 9 6 3 0 -3
2l 1 81512109 ] 3 0
260 ] 24 | 21 ] 18 ] 15 | 12 9 6 3

Les couples (x', y') tels que x—y' soit un multiple non nul de 6 sont : (5, 11), (5, 17),(5,23), (8, 2),(8, 14),
(8,20),(11,5), (11,17),(11,23), (14, 2), (14, 8), (14, 20), (17, §), (17, 11), (17, 23), (20, 2), (20, 8),
(20, 14),(23,5), (23, 11),(23,17),(26, 2), (26, 8), (26, 14 ), (26, 20).

Parmi ces couples, ceux pour lesquels x'+y' est multiple de 10 sont: (8, 2), (17, 23), (23, 17), (26, 14).
D'oul={(8,2),(17,23),(23,17), (26 , 14)}.

Solution 85

1) 1000 = 13x76 + 12.
Reste de la division euclidienne de 103 par 13 :
Ona 103z 12[13), c'est-a-dire aussi 10% =-1[13]. D'ot 10° = (-1)7[13].
Ainsi : Si n est pair, alors 10% = 1[13).
Si n est impair, alors 10%= 12[13).
2) Si n est pair, alors, 103 = 1[13] et 10%*1 = 10[13]. D'ou 1031 + 10%= 11[13).
Si n est impair, alors, 103 = 12(13] et 10%1=3[13]. D'ol 1031 + 10% = 2[13].
3) 11.000.000.000.000 = 1013 + 102 = 1034+1 + 1034,
Puisque 4 est pair, alors, d'aprés la question 2), on a 1031 + 1034 = 11[13).
D'oll le reste de la division euclidienne de 11.000.000.000.000 par 13 est 11,
4) 10 = 105, et puisque 5 estimpair, alors 1015 = 12[13).
Orona 25 = 12[13], alors 25%10'S +1 = 2[13].
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Solution 86
1) Posons ap = =2 et by el . Notons que ao et bo sont des entiers puisque p divise xa et ys.
p

On aura mp = Xayo, donc mp = acpbap. Et par conséquent m = aobop. o
Orp +m=xp +6, donc p + achop = aop + 6, c'est-a-dire p(1+ acbo— ap) =6.D'ou p lel?% 6.
2) Si ce systéme admet une solution (a , b), alors d'aprés la question 1), pged (a. b) divise 6.
_ Orpged(a, b) =5 et 5 ne divise pas 6, alors le systéme n'a pas de solution.
3) Posons x = ap et y = bp, avec p = pged (x, y) et m = ppem(x , ¥).
p+abp=ap+6 ' 2+42ab=2a+6 ab-1)=2
Le systéme devient : p=2 , qui équivautd { p=2 . C'est-a-dire {p=2 .
pged(a,b) =1 pged(a,b) =1 pgcd(a,b) =1
Or:ab-1)=2 e (a,b-1)appartienta{(1,2),(2, 1)} « (a,b)appartienta{(1,3),(2,2)
Orpged(a, b)=1,alors (a, b) = (1, 3).
pged(x,y) +ppem(x.y) =x+6 . 2. 6)
pged(x,y) =2

D'ols le couple solution du systéme ‘

Solution 87
1) p(1)=0, p(2) = 63, p(3) = 728, p(d)=4095,  p(5)= 15624,

p(6) = 46 655, p(7)=117648,  p(8) = 262 143, p(9) = 531440, p(10) =939 999,
p(n) est divisible par 9 pour les valeurs de n )suivantes 1,2,4,57,8et10.
2)pin)=(n=1)({n+1)(nZ-n+1)nZ+n+1)

3; g%:lsfﬂ[:’n]tsjlgorsn)h =2[3]; n+1=1[3]; n2-n+1=1[3] et n2+n+1=1[3]
Dot (n=1)(n+1)(n2—n+1){nZ+n + 1) =2[3]. :
Donc né- 1 n'est pas divisible par 3, donc par 9.
Sin=1[3],alors n-1=20[3] et 2 +n+1=0[3].
Dot (n—1)(n+1)(n2=n+ 1)(n2+n +1) = 0[9].
C'est-a-dire, p(n) = nf - 1 est divisible par 9.
* SinE2[3] alorsn+1=0[3] et n?-n+1=0[3].
Dot (n—1)(n+ 1)(nZ-n +1)(nZ + n + 1) = 0[9]. C'est-a-dire p(n) est ({i\fsglble par 9.
En conclusion, P(n) est divisible par 9 si et seulement si n n'est pas divisible par 3.

Solution 88 _ -
1) Si d divise n et d divise p, alors d divise n et d divise p%. D'ol d divise n - p2,

2) Posons d = pged(n , p) et & = pged(n - p2, p).
d = pged(n , p), donc d divise n et d divise p. Donc d divise n—p? (d'apres la question 1)) et d divise p.
Donc d divise pged (n - p2, p). On peut alors écrired < 9.
De méme, & = pged(n - p?, p), donc & divise n—p? et & divise p. Donc & divise n - p?, & divise p et & divise p.
Donc & divise (n - p?) + p? et & divise p. Ce qui implique 6 divise n et 5 divise p.
On peut alors écrire que 6 divise pged(n , p). C'est-a-dire & divise d. Par conséquent, ona 8 < d.
Puisqued<&et 8< d, alorsd = 5. D'ou pged(n, p) = pged(n—p2, p).
3) pged(10829 , 104) = pged (10829 - 1042, 104) (d'aprés la question 2)).
= pged (13, 104)
=13 (car 13 divise 104).
4) On sait d'aprés la question 2) que
pgcd(4k? + 4k + 6, 2k + 1) = pged(dk? + 4k + 6 (2k + 1)2, 2k + 1) = pged(5, 2k + 1)
Etpged(5 , 2k + 1) = 5si et seulement si 2k + 1= 0[5). Or
si k = 0[5], alors 2k + 1= 1[5). Si k =2[5], alors 2k + 1 = 0[5).
si k =1[5], alors 2k +1 = 3[5]. Si k=3[5], alors 2k +1 = 2[5).
si k=4[5], alors 2k +1=4[5).
Dol pged(5 , 2k + 1) = 5 si et seulement si k = 2[5].
On peut donc conclure que pged(4k? + 4k + 8, 2k + 1) = 5 s el seulement si, k = 2[5),

—_—
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Solution 89
1) Les diviseurs naturels de 15sont: 1, 3, 5 et 15,

2) X3y -y =15sietseulementsi, y(x?-1)=15. Doncy divise 15.

En conclusion si Xy -y = 15, alors y divise 15.

3) D'aprés la question 2), y divise 15, donc y appartient a {-15, -5, -3, -1, 1, 2, 3, 15).
Si y=-15,alors x2-1=-1.Doncx =0.

Siy=-5,alorsx2-1=-3. Donc x2=-2, (Impossible)

Si y=-3,alors x2=1=-5. Donc x? =-4. (Impossible)

Siy=-1,alors x2-1=-15. Donc x2 =-14, (Impossible)

Siy=1alorsx2-1=15. Doncx=4oux=-4,

Si y=3, alorsx2-1=5. Donc x2=6. (Impossible dans N).

Si y=5alorsx?-1=3. Donc x=2 ou x=-2.

Si y=15,alorsx2-1=1.Donc x2=2 (impossible dans N ).

D'ol les couples d'entiers relatifs tels que x%y -~y = 15 sont : (0 -15), (4, 1), (4, 1), (2, 5) et (-2, 5).

Solution 90

1) Les restes possibles de la division euclidienne de a par 7 sont: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Sia=0[7], alorsa? = 0Q[7]. Sia=4[7], alors a?=2[7].
Sia=1[7], alors 2= 1[7). Si a = 5[7), alors a? = 4[7).
Sia=2[7], alors a? = 4[7]. Si a =6[7], alors a2 = 1[7].

D'oli les restes possibles de la division euclidienne de a2 par 7 sont : 0, 1, 2 et 4.
2) Le tableau ci-dessous ressort les restes possibles de la division euclidienne de a? + b2 par 7, mnnaissant les restes
des divisions euclidiennes de a? et b2 par 7.

vt gl T PR,
b2 05 g I
10 0 2 4
i 1 3 5
B2 2 4 6
4 4 6 1
De ce tableau, on déduit que les restes possibles de la division euclidienne de a? + b2 par 7 sont: 0, 1,2, 3,4, 5, 6.

Etsi a2+ b2 = ([7] alors a2 = 0[7] et b2 = 0[7).
Or d'aprés la question 1), le carré d'un entier relatif n'est divisible par 7 que si et seulement si cet entier est divisible par
7. Donc a2 = 0[7] et b2 = 0[7], si et seulement si, a = 0[7] et b = 0[7].
Par conséquent, si a2+ b2 = 0[7], alors a = 0[7] et b =0[7].
Justifions que « a2 + b2 = 0[7] » si et seulement si «a?+b2=0[49]»:
Si a2+ b2 = 0[49), alors a2+ b2 = 0[7] (car 7 divise 49)
Or d'aprés ce qui précéde,
aZ+b?=0[7] = a=0[7] et b=0[7]

=> a=Tketb=T7K ketk appartenanta Z

= a?=49k2 et b2=49k2 ketk appartenanta Z

e~ a? = 0[49] et b2=0[49]

= a? + b2 = (0[49].
D'ol a2 + b2 = O[7], si et seulement si a? + b2 = 0[48].
3) Le cercle de centre O et de rayon 7 a pour équation : x? + y2 = 49.
X2 +y2= 49 = 49 divise x2 +y2 = Tdivisex2+y? = Tdivisex et 7 divise y.
Orsi M(x , y) appartient au cercle de centre O etderayon 7, alorsona:-7sxs7et -7Tsy<T.
D'ol x et y sont des multiples de 7 compris entre -7 et 7 inclus.
C'est-a-dire x et y appartiennent & {-7, 0, 7}.
Six=-7,x2+y2=49, doncy=0.
Six=0, x2+y2=49, donc y=7ouy=-T1.
Six=17, x2+y2=49, alors y=0.
Dol les points du cercle de centre O et de rayon 7 a coordonnées entieres sont :

A(-7,0), B(0,-7), C(0,T7) et D(7,0).
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1) N=xyyx I =xx10° +yx10° +yx104x 1001 +110y .

Nous remarquons que 105 = 3x5x7 el 3, S el 7 son! deux & deux premiers entre eux.

Donc N est multiple de 105 si et seulement si 3, 5 el 7 divisent N.

N est divisible par 5 si et seulement si x appartient a {0, 5}

Six=0, onaN=110y.

3 divise N, donc 3 divise 110y. Or 3 et 110 sont premiers enlre eux. D'oli 3 divise y.

7 divise N, donc 7 divise 110y. Or 7 et 110 sont premiers enlre eux. D'ou 7 divise y.

On sait que y appartienta {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9) ety est divisible par 3 et 7.

Dans cet ensemble y = 0 est la seule valeur convenable. Alors x =0 ety =0.
Six=5,onaN=5005+110y.

Or 7 divise 5005, donc 7 divise N si et seulement si 7 divise y (car 7 et 110 sont premiers entre eux).
D'oliy=0 ouy=7.Donc N = 5005 ou N = 5775,

3 ne divise pas 5005, or 3 divise 5775. D'oll la seule valeur convenable de y est 7. Dans ce cas, N = 5775,
Finalement, les valeurs de x ety cherchées sont: (x=0 et y=0) ou (x=5ety=7).

2)a) M=xyzyx . =xx10° +yx10* +2x10° +zx102 +yx10+x.
Puisque 10 = -1[11], alors 107 =(-1)7[11).
Dol M=-x+y—-z+z-y+x[11]. Cest-d-dire M = 0[11]. D'oti M est un multiple de 11.

b) 35=5x7 et 5 et 7 sont premiers entre eux.
D'ols M est divisible par 35 si et seulement si M est divisible par 5 et par 7.
M est divisible par S5doncx=0 oux=5.

Six=0:M=10010y + 1100z
7 divise 10.010, donc 7 divise M si et seulement si 7 divise 1100z. Or 7 et 1100 sont premiers entre eux,
Done 7 divise M si et seulement si 7 divise z. D'oliz=0 ouz="7.
Le lecteur vérifiera que si (x,z)=(0,0) ou (x,2z)=(0,7), alors M est multiple de 35.

Six=5:M=500005+ 10010y + 1100z. :
Or 10010 est divisible par 7, alors M est divisible par 7, si et seulement si 7 divise 500005 + 1100z.
Dans l'ensemble {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}, seule la valeur z = 5 est telle que 7 divise 500005 + 1100z.
On vérifie que pour le couple (x , z) = (5, 5), 35 divise M.
D'ol M est multiple de 35 si et seulement si (x , z) appartienta {(0, 0), (0.7), (5, 5)}.

c)Six=0 et 2=0:alors M=y00y0.
M est divisible par 3 si et seulement si0 +y + 0 +0 +y + 0 est divisible par 3. C'est-a-dire 3 divise 2y.
Or 2 et 3 sont premiers entre eux, alors y = 0[3]. D'oli y appartient 4 {0, 3, 6, 9}.

Six=0 et z=7,alors M=y77y0.
M=0[3] e 14+2y=0[3] & 2y=-2[3] & y=2[3] < yappartienta{2,5,8}.
Six=5 et z=5, alors M=5y55y5.

M=0[3] < 20+2y=0[3] < yappartienta{2, 5,8}.

Ona:15=3[12), 152=9[12), 15°=3[12).
D'oll Sin=0,alors 157 = 1[12].
Si n est pair et non nul, alors 15" = 9[12).
Si n est impair, 15" = 3[12].
Or pour tout entier naturel non nul p, on a: 210 = 9[12] et 210 = 1[12],
D'ols sin=0, alors
pour p=0,0naura 15"~ 21p = 0. D'oll 15" - 21# divisible par 12,
pourp#0,0naura 15"~ 21p = 4[12).
si n est pair et non nul,
pour p =0, on aura 15" - 21° = 8[12).

pourp #0, on aura 15"~ 21¢ = 0[12] (car 150 = 9[12] et 217 = 9[12)).
si n est impair,

pourp=0, onaura 15"-21» = 2[12).

———e PO O
|

Scanned by CamScanner



4

Chapitre § : Arithmétique

%

pourp #0,0naura 15"-21¢ = 6[12)].
D'ol 157 - 21r est divisible par 12, si et seulement si, (n , p) = (0., 0) ou (n est pair et non nul et p non nul).

1)a) Enoncé du théoréme de Gauss : _

Soient a, b et ¢ trois enfiers relatifs.
Si adivise bc et a et b premiers entre eux, alors a divise ¢,

; , ’ !
b) Soitk et p appartenanta N, avec1<sk<p-1 et p premier, ona: k:—-p——.
) s CF kl(p—k)!
p est premier avec 1,2, 3, ..., kd'une part et avec 1, 2, - P~k d'autre part (car les nombres 1, 2, ... kd'une partet1,
2, ..., p=kd'autre part sont inférieurs 4 p et p est premier). D'oi P est premier avec 1x2x3x ,, . xk = k! et avec
1x2x3x ... x(p~K) = (p— K)!. Par conséquent pged(p , ki(p - k) =1.
k_p{p—1)! k . it
Or Cp = oK) et Cp estun entier naturel, lors ki(p - k)! divise p(p - 1)1
Comme en plus pged(p , ki(p - K)!) = 1, alors d'aprés le théoréme de Gauss, k!(p—k)! divise (p - 1)L.

(p—1
Done Kip—K)!

est un entier naturel d.

y k . oo e k
En conclusion, Cp =pd, avec d entier naturel. D'o p divise Cp .

2) Notons Py la propriété : « p divise nf—n ».
Pourn=0,0na 0°-0=0. Comme p divise 0, alors Py est vraie,

Supposons Py vraie (c'est-a-dire p divise ne— n) pour un certain entier naturel n, montrons qu'alors Pr+1 I'est aussi (c'est-
a-dire p divise (n + 1) - (n + 1)).

p-1 p=1
p_ _ K k4P k K sl L4
Ona (n+1) (n+1]_gcpn n—1=n +§Cp;~. +1=n—1=p° ”+§Cp" _
D'apres I'hypothese de récumrence, p divise ne—n (1),

D'aprés la question 1)b), p divise CI; pour tout k entier naturel compris entre 1 et p - 1, inclus.
p-1

Dol p divise ZC:H" 2).
k=1

p—1
De (1) et (2), on déduit que p divise n° —n+ EC:n" . Cest-a-dire p divise (n +1)p - (n + 1).
k=1
D'oll po1 est vraie. Et finalement, pour tout entier naturel n, p divise n°—n.
3) D'aprés la question 2), p divise n°—n.
Or P —n = n(ne-1- 1) et p et n sont premiers entre eux, alors p divise nP-1-1.
4) Soit n entier naturel, p et q deux entiers premiers entre eux tels que pq et n solent premiers entre eux.
Supposons p et n non premiers entre eux, alors il existe d, entier strictement supérieur a 1 tel que d divise p et d divise
n. Alors d divise pq et d divise n. Alors pq et n ne seraient pas premiers entre eux.
Ce qui est contraire & 'hypothése pqg et n sont premiers entre eux ; donc p et n sont premiers entre eux,
On montre de méme que q et n sont premiers entre eux.
Finalement, p et n d'une part, q et n d'autre part sont premiers entre eux.
Ona nle-1g-1_-1= (ne-1)a-1—1 = (na-1)p-1_1,
Comme p et n sont premiers entre eux, alors p et n3-? sont premiers enre eux.
Et daprés la question précédente, on peut conclure que p divise (na-1) #-1~ 1,
De méme, q et n sont premiers entre eux, donc q et n?-1 sont premiers entre eux.
Alors q divise (ne-1)a-1-1,
P etq divisent n(e-1i(a-1— 1 et p et q sont premiers entre eux, d'oi pq divise nfp=1a-1_1,

Solution 94
1) On considére la propriété Pn: « M de coordonnées (Xa; yn) est sur la droite (D) : 2x—y-5=0 ».
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Supposons Py vraie g;:r lfg;rfa?x“" Yo~5=0. D'oli Py est vraie.
(D). In entier naturel k, montrons alors que Pr+1 est vraie, c'est-a-dire que p, ap
; Dar‘]jr:,_

| -+ +1 xk + yk +1] [ .'(k -+ yk +2] 5 2 k Yk (d ﬂpfés f'hymlhésadn
rECUHEHCEJ. DFG[} Fk+1 est vraje. |

Z]OSU F;our topt entier naturel n, Ie§ points Ma de coordonnées (x»; yn) sont sur la droite (D) d'équation : 2y - Y~5s
Oltn entier naturel, Mn appartient a la droite (D), alors 2% — yo— 5 = 0. DoNC yn = 2% — 5. &

= 6 9
Or par définition, x,,; = St ot +1, alors en remplagant yn par sa valeur 2~ 5, 0n @ Xas1= 2 1,

3) ® Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, x, est un entier relati.
Considérons la propriété Qn: « xa est un entier relatif ».
Par définition, xo = 3, alors xo est entier relatif, donc Qo est vraie.
Supposons Q vraie pour un entier naturel k, alors x« est un entier relatif, donc 2xx est un entier relatif, donc 2x - 1 &
un entier relatif. C'est-a-dire x«+1 est un entier relatif.
D'ol Qx+1 est vraie. Finalement, pour tout entier naturel n, x» est un entier relatif.
e D'aprés la question 1), on a yn = 2 - 5.
Alinsi puisque X, est un entier relatif, alors y» est aussi un entier relatif.
4)a) Supposons que X, est divisible par 5, alors 5 divise 2x. - 5, donc 5 divise yn.
Donc si X est divisible par 5 alors yn est divisible par 5.
" Réciproguement, supposons que yn est divisible par 5.
Alors 5 divise y + 5, c'est-a-dire 5 divise 2xa. Or 5 et 2 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss |
divise x». Donc si y» est divisible par 5 alors x» est divisible par 5.
Finalement, x, est divisible par 5 si et seulement si y, est divisible par 5.
b) Supposons que X et yn ne sont pas divisibles par 5.
Soit d = pged(xn , yn). d divise x» et d divise yn, alors d divise 2% - ya, donc d divise 5 (car d'aprés la question 1),
2%~y =5). Doncd = 10ud=5. Or x: et y» ne sont pas divisibles par 5, alors d = 1.
Donc si X» et ya ne sont pas divisibles par 5, alors ils sont premiers entre eux.
5)a) xo = 3 (par définition) et 2! +1=3. Doncxo =201 +1.
Supposons que Xk = 2k*1 + 1, pour un certain entier naturel k,
Or d'aprés la question 2), Xk = 2Xk— 1, alors Xk = 2(26* 1+ 1)—1=2k+2+1,

Finalement, pour tout enfier natureln, ona: x, =2"*"+1.

b) Soit n entier naturel, on a Xas = 20*1x2¢ + 1.
Or 24 = 1[5), alors 20+ 1x24 = 2"+ 1[5], donc 2 * 124 + 1 =2 it 1‘[5]. Soit Xn+4 = Xn[5].
On en déduit que Xn+ et X ont le méme reste dans la division euclidienne par 5.
Par conséquent, 5 divise xa si et seulement si 5 divise Xn+4. - ‘ -
¢) D'aprés la question précédente, les restes de la division euclidienne de X par 5 forment une suite périodd
période 4. _
Orxa=3, x1=5, x2=9 et xa=17. Alors xa est divisible par 5 si et seulement sin = 4k + 1.
Or d'aprés la question 4)a), x» est divisible par 5 si et seulement si yn est divisible par 5, alors Xa et yn
5 si et seulement si n = 4k + 1, avec k entier naturel.

sont divisibles o

1) pacd(12, 5) = 1, alors I'équation 12x - 5y = 3 admet des solutions.
Remarquons que 12x4 — 5x9 = 3. Alors,
12x-5y =3 ¢« 12x-5y=12x4-5¢9 <« 12(x-4)-5(y-9)=0.
Finalement, ona : 12(x - 5) = 5(y - 9) . y . 5
De cette demniére égalité, on peut dire que 12 divise 5(y - 9) et 5 divise 12(x - ). iy =T diise X5
Or 12 et 5 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, on dit que :
D'ol1 12(x-4) =5(y-9) < =0 ___y1~—29 —k, ol k est un entier relatif.
5 .
e x=5k+dety=12%k+9 kK étant un entier relatf.

Vérification : Sait k un entier relatif, 12(5k +4) - 5(12k +9) = 3.

‘_ PHQEBE /II
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D'oli 'ensemble solution est: S ={(5k +4, 12k + 9) ; kappartenant & Z ),
e
2)a) On considére la propriété Pn: «z, =€ 2 6},
7 SxDxw
—ge——
&) _.

T=

2

'[
D'aprés I'énoncé, ona zo =i, or e 2 =j=2,. Donc Py est vraie.

I® 5'(k+1]'.'|.']
o 3 i . . L e e
Supposons Py vraie pour un certain entier naturel k, montrons qu'alors Py« est vraie, c'est-a-dire Ziyy =8 2 8
.[I'[ Sk
. . N =—t—
En effet, D'aprés I'hypothése de récurrence, ona: z, =e'2 ©/ donc:

(v ) Sz (m Skn)  [n5(kif
RS il B L
f % zn=[—§+%ie[z Ei]=.=.~'5:.<e[2 5] e{"’ d ].D‘oﬁPmeslwaie.

. _ 2
Finalement, pour tout entier naturel n, z, =e .
«  Snw

b) En effet, Mn est sur la demi droite [Ox) < z,= 3[2 5 appartient & [0, +ed[.

= E_,.i"ﬁl =2mm ol m est un entier relatif

2
< 12m-5n=3.
< m=5k+4etn=12k+9 kdans Z (d'aprés la question précédente).
Notons, que, 12k + 9 = 0 si et seulement si k = 0 (car k est un entier).
Or n est un entier naturel, donc n = 12k + 9, ol k est un entier naturel.
L'ensemble des entiers naturels n pour lesquels My est sur la demi droite [Ox) est I'ensemble des entiers n qui s'écrivent
sous la forme : n = 12k + 9 ol k est un entier naturel. i

Solution 96

1) p étant premier, les diviseurs positifs de p* sont: 1, p, p% p?etp'. DoncS=1+p+p2+p®+pt.

2)Ona:4S—(2p2 +p)2=3p? +4p + 4 >0, carp>2. Donc (2p? + p)? < 4S.
4S—(2p2+p+2)2=-5p2<0,carp>2.Donc4S <(2p? +p + 22

De ce qui précéde, on a : (2p? + p)2<4S<(2p? +p+2)2 |

3)a) Si S =n?, alors : (2p? + p)2 <45 < (2p? + p + 2. Clest-a-dire (2p2 + p)2 < 4n2 < (2p2 + p + 22,

2 2 2
Donc M(n{,zp_-FE_L_

2 2
2p? +p

Or p étant un nombre premier plus grand que 2, alors p et 2p? + p sont impairs. n'est donc pas un entier.

2 2 2
Comme- gt M s 1et -E-pzj non entier alors il existe un entier naturel n et un seul tel que

2 2
2 2 2
2p2+p en<® +zp+ .
Donc il existe un entier naturel n et un seul tel que (2p? + p)? < 43 <_t2p2.+ p+2)3, avec S=n2
b) Puisque p est impair, alors 2p? + p et 2p? + p + 2 sont nombres impairs consécutifs,
Et2p2 +p + 1 est un entier naturel pair compris entre 2p? + pet2p2 +p +2,

" 9p? : 2p° +p+2
Donc M est un entier compris entre 2 2+p et P zp .
. o 2p% +p+1
Comme d'aprés la question précédente il existe un seul tel entier qui estn, alors n= —
.  2p4p+1
c) D'aprés la question 2), on a 4S = 4n2. Or d'aprés la question 3)b),ona: n= e
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On peut alors écrire : 4 + 4p + dp? + 4p + 4p* = (2p? + p + 1)2,

Ce qui équivaut aprés avoir développé et simplifié a3 + 2p-p? =0,
d) Ceci revient a résoudre I'équation : 3 + 2p —p? = 0. Qui a pour solutions : -1 et 3,
Or p est positif, alors p = 3.

2
1 2 3
Comme n=m etp =3, alors n=M=11_

Solution 97

A)1) Notons que tout nombre a la méme parité que son carré.

Supposons a et b de méme parite, alors a? et b2 ont la méme parité. Comme la différence de deux nombre de ma,

parité est paire, alors a? - b2 est pair, C'est-a-dire N est pair. Ce qui est contraire 4 I'énoncé qui dit que N est imp-

D'ou a et b n'ont pas la méme parité. rel
2)N=a?-b?=(a-b)(a+b).Posonsp=a-betg=a+b,

Puisque a etb sont des entiers naturels, alors q = a + b est un entier naturel et a —b est un entier relatif.

Notons que N est un entier naturel, donc N est positif. Or a + b est positif, donc le signe de N est celui de a
Donc a - b est positif. Donc p est aussi un entier naturel. |

Par conséquent, N est un produit de deux entiers naturels p et q.
3) Comme a et b sont de parités contraires, alors p et q sont impairs.
B)1)a) Dressons un tableau donnant les restes de X et X2 modulo 9 ;

RestesdeX |0 |1 ]2]|3]4]5[6[7]8
RestesdeX2 | 0 |1 |4 o |7 ]7]0]4]1
b) Les restes possibles de a2 - 250 507 modulo 9 :

Co;nme a?-250 507 = b2, alors d'aprés la question B)1)a), les restes possibles de a2 — 250 507 modulo 9 sont : 0, 1
etfi.

Restes possibles de a? modulo 9 ;

Comme a? = b2 + 205 507, alors les restes possibles de a2 sont 1, 2, 5 et 8. Or d'aprés la question B)1)a), les restes
possibles modulo 9 d'un carré sont 0, 1, 4 et 7. Alors le reste de a2 modulo 9 est 1.

c) D'aprés la question B)1)a), les nombres dont les carrés ont pour reste 1 modulo 9 ont pour restes 1 ou 8 modulo 8
Alars comme a? a pour reste 1 modulo 9, alors les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.

2) Justifions que si le couple (a, b) vérifie (E), alors a2 501 :

Supposons que (a , b) est solution de (E), alors on a a — 250 507 = 0. Donc a? 2 250 507. Donc a 2 501.
Montrons qu'il n'existe pas de couple solution de (E) de la forme (501, b) : ,
Supposons qu'il existe un tel couple. Alors on a 5012 - 250507 = b2. C'est-a-dire b2 = 494. Ce qui est impossible car ¢
n'est pas un carré parfait. Donc b n'existe pas. Donc il n'existe pas de couple (501 , b) solution de (E).

3)a) Notons qu'on a : a = 1[8] ou bien a = B[9]. _

Or on a 503 = 8[9] et 505 = 1[9), alors a est congru a 505 ou a 503 modulo 9.

b) Le couple (505 + 9k , b) est solution de (E) signifie (505 + 9k)? — 250 507 = b2, )
Pour k =0, on a : 5052 — 250 507 = b2 C'est-3-dire 4518 = b2, Ce qui gst rn‘n_post-.lble car 4518 n'est pas un carré parfs!
Pourk =1, on a - 5142 - 250 507 = b2. C'est-a-dire 13 689 = b?. Ce qui équivauta b = 117,

Le couple solution correspondant est (514, 117).

Solution 98 . ;
1) Soit u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre Joet Ji.

= = "est-a-dire J1 - Jo=105u et Ji— Jo=81v +6.
2 Jy—Jo= 105u et J1 = (Jo + B) 81v. C'est-a-dire J1 : _

8?1 en :iédjit que 105u = 81v + 6. C'est-a-dire 105u - 81v = 6. Soit 35u-27v=2.
Finalement, le couple (u , v) est solution de I'équation (E1).

2)a) En utilisant I'algorithme d'Euclide,ona:

-10(35 - 27x1) + 3x27
-10%35 - 27x(-13)

d'ol 1=3-2x1

= +8

R iy
=.R + jX

e = .8 + 3(27 - 8x3)

3=2 =.10x8 + 3x27.

I— - Y .ﬁ-ﬁ-ﬁﬁﬁi’
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Chapitre 8 ; Arithinérique

D'oli le couple (-10 , -13) est une solulion particuliére de I'équalion (Ea).
b) Puisque -10x35 - 27x(-13) = 1, alors -20x35 - 27x(-26) = 2,
Ainsi, le couple (-20 , -26) est une solution de I'équation (E+).
¢) On a d'abord : 35%(-20) - 27x(-26) = 2
Ensuite, (x,y) solution de (E1) =) I5x-27y=2
= 35 = 27y = 35x(-20) — 27(-26)
= 35(x + 20) = 27(y + 26).
Alors 35 divise 27(y + 26) et 27 divise 35(x + 20).
Or 35 et 27 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 35 divise (y + 26) et 27 divise (x + 20).

D'ol 35(x + 20) = 27(y +26) <> |l existe un entier relatif k tel que -K—:_"—ZD‘: % =K.
< x=27k-20 et y =35k - 26.
Vérification : Soit k un entier relatif, 35(27k - 20) - 27(35k - 26) = 2.
Dol les couples solutions de 'equation (E:) sont les couples (27k - 20, 35k - 26) ; k appartenant a Z .
d) Le couple (u, v) permetiant de déterminer J1 est le couple (u, v) de plus petits entiers naturels solution de (E+).

Or27k-2020 < kz% et 3k—-26>0 & k 2% . La plus petite valeur possible de k est donc k = 1.
Qui donne le couple cherché (u, v) = (7, 9). Etdonc Jy = Jo + 105%7 = Jy + 735
3)a) Le nombre de jours qui se sont écoulés est Ji - Jo = 735 jours.

b) Remarguans que 735 = 7x105. Donc le jour J; arrive exactement 105 semaines plus tard. Soit un mardi aussi.
Puisque nous sommes le 7 décembre, il reste 24 jours pour finir I'année 1999.
L'année 2000 etant bissextile, elle a 366 jours. Ainsi, au 31 décembre 2000, on aura passé 24 + 366 = 390 jours aprés

le jour Jo. Il nous reste donc 735 ~ 390 = 345 jours pour atteindre le jour Jy. Soit 20 jours avant le 31 décembre 2001.
On sera alors le 11 décembre 2001,

Finalement, La date du jour Ji sera le mardi 11 décembre 2001.

c) Si l'astronome manque ce futur rendez-vous, il devra attendre le rendez-vous qui suil et qui correspond & la valeur
k=2, doncau =234 etaujour J2 = Jo + 105%34 = Jo + 3570. Scit 3570 jours apreés le jour Jo.
C'est-a-dire 3570 — 735 = 2835 jours aprés le jour J1.

e PATR 0] o ———————
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) GEOMETRIE DANS L'ESPACE

RAPPEL DU COURS

A. Rappely swr lesy angles ovientéy duw plowy
A - Angles orientés et cercle

a) Théoréme fondamental :
Etant donne un cercle (C) de centre O et deux points A et B de (C).

—

Pour fout point M de (C), on a : mes(OA, 0B) = 2mes(MA, MB) 2] .

b) Condition de cocyclicité de quatre points :
Scit A, B, C et D quatre points non alignés.

—

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si, mes(CA,CB) = mes(DA,DB)[x] .
Remarque :

— —

Si um'.'(.(T\.E‘E'r = me.'.'lm.ﬂj {11] ot J'rws{'a.@} =0 [17] valors les points A, B, C et D sont alignés,

Ainsi, de fugon générale, mes(CA ,CB) = mes(DA ,DB )['n] si et senlement si les points A, B, C et D sont.
cocyelignes ou alipnés.

Az - Angles orientés et lignes de niveau

a) Ensemble des points M du plan tels que mes(m,hﬁ] 5&[211] oll orappartienta J-x, n):
Soit A el B deux points dislincts du plan.

|

e —

* L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA MB) = 0[21:] est la droite (AB) privée du segment [AB].
* Lensemble des points M du plan tels que mes(MA MB) = n[27] estle segment [AB] privé des points A et B.

® L'ensemble des points M du plan lels que mes(MA ,MB) = o[2x] (ol cc est différent de 0 et xt) est un arc de cercle
(C) de corde [AB], privé des points A el B,
Le centre de ce cercle est le point de rencontre de la médiatrice du segment [AB] et la perpendiculaire en A de la dem*

draite [AT) ; oli T est un point tel que Mes(AT,AB)=q .

Remarque + Soit C un point du plan tei que Mes( CA .CTH'] =, cel are de cercle

est l'are du cercle circonscritau
[riangle ABC, d'extrémités A et B, contenant C, privé des wints A et B,

b) Ensemble des points M du plan tels que mes(MA , MB) = o

n], 0l o appartienta -, 7 :
Soit A et B deux points distincls du plan.

* L'ensemble des points M du plan tels fque mes{m.hﬁ) = U[-nr] est la droite (AB) privée des points A et B.

* L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA MB) = of

7] (ol c est différent de 0 et 1) est un cercle (C)
passant par A el B, privé des points A et B.

p—

Remarque : Soit € un point du plun tel gue Mes(CA CB) =

»cel ensemble est le cercle circonserit au triangle ABG
rivd des poinis A el B,

. Page 70 ————
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Chapiire 9 : Géométrie dany | "espace

Dans toute la suite, E désigne Pespace (affine) et W son espace vectoriel associé,

B. L@prMW&MU%}am

By - Expressions du produit scalaire

Soit Ui et V deux vecteurs de W. Le produit scalaire de T et ¥ est le réel noté G-V
e Sid etV sontnonnuls, alors G-V :||ﬁ||x||?”xms(ﬁ_.:§} :
e SilouV estnul alors G-v=0

Soit A, B et C trois points distincts de 'espace E.
« AB.AC=ABxACxcosBAC

AB-AC = ABx AH , 0l H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

' 2 2 _an?
5 AB-.&C:AB +M§ BC.

Supposons I'espace E muni d'un repére orthonormé.
» Soitl(x,y,z)et¥V(x,y, z)deuxvecleurs de lespace vectoriel W.
U-V=xx'+yy'+zz' et ﬂﬁh:W :
* SoitA(xa,ya,za)etB(xs, ys, zs) deux points de l'espace E.

AB=(xg —Xp)? +(¥p YA ) +(2g — 25 )
Remarques ;

Soit A et B deux points de E,ona : AB* = [l:i_ﬂ.ﬂ' = EE =AB-AB .

Soit i et Vv deux vecteurs mon nuls.

. -V =0 si et seulement si i et V sont orthogonaux.

i
o |i]|=0 siet seulementsi it = 0 .

et défini comme suit :

B - Equations et représentations paramétriques de plans et de droites

a) Le plan:
e Soit Aun pointde E et U un vecteur non nul de W.

L'ensemble des points M de I'espace tels que AM-TG=0 estle plan passant par A et dont un vecteur normal est G .

e L'espace E étant muni d'un repére.

L'ensemble des points M(x, y , z) de l'espace tels que ax + by +cz+d =0 (avec(a,b,c)#(0,0,0)) estun plan P
L'égalité ax + by + cz + d = 0 est appelée une équation cartésienne de P dans le repére donné.

Si le repére est orthonormé, alors un vecteur normal de P est dfa,b, c).
e Soit Aunpointde E, u et Vv deux vecteurs non colinéaires de W.

L'ensemble des points M de I'espace E tels qu'il existe deux réels a et b vérifiant AM = aii~bV , estle plan passant

par A, de vecteurs directeurs U et v.
o L'espace étant muni d'un repére.

x=ka+k'a+ xp
L'ensemble des points M(x , y , z) de I'espace tels qu'il existe deux réels k et k' vérifiant {y = kb + k'b'+ y, ; (ol

z=ke+ k'c'+ zp
(@a,b,cj=(0,0,0)et(a",b',c)=(0,0,0))estle plan P passant par A(xo, yo , Zo) et de vecteurs directeurs

Ufa,b,c)etv(a',b',c)
Le systéme ci-dessus est une représentation paramétrique du plan P dans le repére donné.

b) La droite :

— e FADR T
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apitre 9 ¢ Giéométrie dalls 'espace

Ch

ur non nul dé W.

’ T eclel —
i+ Aunpointde Eet U unv o ; ifiant AM = aii .
e Soit po tels qu'il gxiste un réel a verifi au, est|z droite Pas

. vagpace E
L'ensemble des points M defespa Sang Jary

vecteur directeur u.

e L'espace gtant munid-unrepére. M= ki, %

; iexiste unréel kvérifiant Jy = kp 4
. 7) de l'espace lels qu' Yo (ot
L'ensemble des points M(x. ¥+ ) Z=Ke 4 ¢, ! |
t un vecteur directeur est
i sant par Ao, Yo, Z0) et don resti(g + .
(a,b.9)#(0.0.0) Eslt ligg::ﬁéz:r?;ﬁen garamétrique de la droite D dans le repére donps. ¢ |
Le systeme ci-dessus estU

i cz+d=0.
N.B : Une droite ne peut pas avoir une équation de Ia forme ax + by +

B, - Distance d'un point a un plan

L'espace étant muni d'un repére orthonorme.

o o dont e équalon e i +by 2+ =0l Al Yo, 2 un point de B

- laxo + byg + 2o + d|
La distance de A a P est donnee par la formule : d(A,P)= afaz T R .

By~ La sphére

a) Définition : ‘ -
Sait A un point de E et R un réel strictement posiif.

« Lensemble des poinis M de I'espace E tels que AM = R est la sphére de centre A et de rayon R,
« L'ensemble des points M de I'espace E tels que AM < R est la boule de centre A et de rayon R.

Remarque :

L'ensemble des paints M de I'espace E tels que AM - BM =0 est la sphére de diamétre [AB].

b) Intersection d'une sphére et d'un plan : ‘
Soit S la sphére de centre A etrayon de R et P un pian. Notons dladistancede Aa P.
» Sid>R, alors S et P ne se rencontrent pas.

e Sid =R, alors S et P se rencontrent en un seul point B. P est alors tangent & S en B.

e Sid <R, alors P coupe S suivant un cercle de centre H, projeté orthogonal de A sur P et de rayon r= VR? ¢

c) Equation d'une sphére :

L'espace &tant muni d'un repére orthonormé, R .
L'ensemble des points M(x ,y , 2) de E tels que (x-a)? + (y ~b)2 + (z— ¢)2 = R?, oli R est un réel strictemen positf, e
la sphére S de centre A(a, b, c) et de rayon R. W n

L'égalité (x—a)2 + {y~ b)2 + (z—c)?= R est une équation cartésienne de la sphére S.

d) L'ensemble des points M(x , y , z) de I'espace tels que x2 + y2 + 22+ ax +by +cz +d =0
L'espace étant muni d'un repére orthonormé.

L'ensembie des points Mix.,y , 2) de lespace tels que X2 + 2+ 22 + ax + by + cz + d = 0 est : soit une SPRE"® solt !
singleton, soit I'ensemble vide.

Bs-Le cone et le cylindre de révolution
a) Le cylindre :
Soit (D) une droite de I'espace et R un réel strictement positi

; i tif

Le cylindre d'axe (D) et de rayon R est I'ense Pt , -R:oud
désigne a distance de M aladrote (0) - - POs M de lespace tes que :d(M, (D)) =R+ ¢ (
b) Le céne :
Soit (D) et (D') deux droiles de I'espace, sécantes en yn point A

Soit B un point de (D') autre que A et C |e proj

M, O)

: o pte &
Ete orthogonal de B syr (D), l'angle BAC a une mesuré const?

——— s Page 72
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Chapitre 9 : Génméirie dans 1 ‘espace

Le cdne de sommet A, d'axe (D) et de génératrice (D') est l'ensemble des points M de I'espace tels que : MH = AHtan,
ol H est le projeté orthogonal de M sur (D). 8 est le demi angle au sommet A du céne.

C. Le barycentre

C1 - Théoréme et définition
Soit (A1, a1), (Az, a2), . . ., (An, an), n points pondérés etm=aj +a; + . . . + g,

Le point G est e barycentre des points pondérés (A1 , a1), (Az, az), ..., (Aa, an).

En particulier, sia1 =a2=...=an+#0, alors G est appelé lisoba points As, Az, . . ., Aa.
Remarque : Si G est le barycentre de trois points non (A ,a),(B,b) et (C,c),alors les points A, B, C et G sont

coplanaires.

C2 - Propriétés

e On peut permuter I‘nrdlrel des points pondérés d'un systéme, son barycentre ne change pas.
e On peut multiplier ou diviser les coefficients des points pondérés d'un systéme par un méme réel non nul, son

barycentre ne change pas.
e On peut subdiviser un systéme en de sous-systémes de masses totales non nulles. Le barycentre du systéme initial

est le barycentre des barycentres des sous-systémes, affectés de leurs masses totales.

C3 - Coordonnées du barycentre

L'espace etant muni d'un repére (07,7 .K).
Soit G le barycentre des points pondérés (As, ai), (A2, @2), ..., (An, ).
Notons (s , Y6 , Zs) les cocrdonnées de G, (x, ¥ , z)) les coordonnées de A, avec 1 <i<n.
Ofds X W taze 4 Ak, _ 34Yy+83¥p +...A-anys | 42y +82 +..+3a,Z,
a. Xg= ; g = i g =
ay+ap; +..+3;, & +a; +.43, a1+32+...+3n

C4 - Caractérisation du plan et de la droite

a) La droite :

Soit A et B deux points distincts de 'espace.

e La droite (AB) est I'ensemble des barycentres des points A et B.

» Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients de méme signe.

b) Le plan ;

Soit A, B et C trois points non alignés de I'espace.

e Le plan (ABC) est I'ensemble des barycentres des points A, B et C.

* L'intérieur du triangle ABC est I'ensemble des barycentres des points A, B et C affectés de coefficients de méme

signe.
D. Leproduit vectoriel
Dy - orientation de I'espace

Les bases de I'espace peuvent étre reparties en deux groupes :
a) Le groupe formé des bases dont les vecteurs respectent la régle du bonhomme d’Ampére.

b) Et le groupe formé des bases dont les vecteurs ne la respectent pas.

o ——————————————————————— [P ﬁ-ﬁ
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¢ dans l'espace

(hapitre ¥ ¢ Géometri

Onenter Fespace, Clest distnguer ces deux groupes de
formébs des bas

positf ou drect Les autres seront donc g
Par conventon les bases du groupe a) serontdites decies :
Le repére (O 1, ].K) estdtdrect (resp. indireci)lorsque 1a base (I
Remarques : A o
® Les bases (i . :r' k), lf.f.}] et (J.K.0) ont le méne SEIIS. b

i om perm ifi base, alors son sens change.
® M on : A
s whedeowrne atif non nul, ulors son sens change. ,

es indirectes ou de sens négalil.
| celles du groupe b) seront diles ingire ..

.] k) estdirecte (resp. ingirer

de denx vectenrs d'une
ie un vecieur d’une base par un réel neg

bases el choisir 'un comme étant formé r[:-I---.._\ \
ate Al P8 Y

D;-Le produitveclorie!

Soit U et V deux vecteurs de [espace.
Le produit vectoriel de T et V estle vecteur noté U A V défini co

e SilelV sontcolindaires, alorsiAV=0.
. SiTet¥ sontnoncolinéaires, alors i A V= [d

mme suit :

[ ]} sine.7 ot ocestla mesure e range g3

lorsque G = AB el ¥ = AC )et i esl le vecteur unitaire orthogonal & U et ¥ tel que (1,7 7 o

une base directe.
Remargues :
e Soil (F . I . k ) une base orthonormée directe de Vespace :

Unﬂ:;:!"-.:i.:.i: E.’\T=}: el _,_i/'\E=}-.
FAT=—F; TAk==] aknj=-i.

e ii AT estun vecteurorthogonal d i etd V.
e Siii et v sont non colinéaires, alors (i .V, ATV) est une base directe.

e Si i et v sonl unitaires el orthogonaux, alors (i , v , i1 AV) est une base orthonormée directe.

e Si (ii .7 .iv) est une base orthonormée de l'espace, alorsona : W = AT ouw=—uAV.

— i@ AV lorsque (i ,V .W) ot

—

w =i AV lorsque (if ,V .W) est une base orthonormée directe et W =

une base orthonormée indirecte.

D; - Propriétés algébriques du produit vectoriel

W el GA(VHW)=UAVHUAW.
D. - Coordonnées du produit vectoriel

L'espace vectoriel étant muni d'une base orthonormée directe.
Soit T et v de coordonnées respectives (x,y, z) el (x', y', Z).
y ¥ y i P2 & X x ]

= . T apour coordonnées
unv apo [Z z x x| y oy
Ds - Utilisations du produit vectoriel

a) Colinéarité et alignement ;
e Deux vecteurs U el Vv sontcolinéaires si el seulementsi G A V = 0

w Pﬂga 74
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i Chapitre 9 : Géométrie dans | ‘expree S————
AC =0,

o Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si, AB A AC = 0

b) Caractérisation du plan :
Soit P le plan passant par un point A et de vecleurs directeurs if et 7 .

e UnvecteurnormalduplanPest: GA V.,
e Le plan P est donc I'ensemble des points M de 'espace tels que : AM - (G A V)=0.

* Quatre points A, B, C et D de I'espace sont coplanaires si et seulement si AD - (AB A AC) = 0.

c) Position relative de plans et droites dans I'espace :
Position relative de deux droites :
Soit (D) et (D') deux droites de vecteurs directeurs respectifs i ef ¥ .
 (D)estparalléle 3 (D') si et seulementsi T A ¥ = 0
» (D) estorthogonale & (D) si et seulement si G-V =0.
Position relative de deux plans :
Soit (P) et (P') deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et n'.
* (P)et(P') sont paralléles si et seulement si § A n'= 0 .

» (P)et(P') sont perpendiculaires si et seulementsi fi-n*= 0 .
» (P)et(P)sont sécants si et seulement si R A n'= 0 .
Dans ce cas, (P) et (P') sont sécants suivant une droite dont un vecteur directeur est # A n° .
Position relative d'une droite et d'un plan :
Soit (D) une droite de vecteur directeur G et (P) un plan dont un vecteur normal est 7 .
o (D) estparalléle a (P) si et seulementsi G-n = 0.
(D) et (P) sont perpendiculaires si et seulementsi i A G = 0.

d) Distance d’un point a une droite - distance d'un point 4 un plan :
e Soit (D) la droite passant par un point A et de vecteur directeur U .
‘ , i A s~ Amg]|
La distance d(Mo , (D)) de (D) & un point Ma de I'espace est donnée par: d(M, ,(D)) = " "

»  Soit (P) le plan passant par un point A et de directeurs U et ¥ (de vecteur normal 7 ).
La distance d(Mo , (P)) d'un point Mo au plan (P) est donnée par :

IM A- uAvJ' S _‘E&'ﬁ-ﬁl
d{Mo ‘:PH"——W ou d{Mg.( J]—W.

e) Calcul d'aires et de volumes :
e Laire dun triangle ABC est : Aire(ABC) = %x ”E A E_C'" :
» Laire d'un parallélogramme ABCD est: Aire(ABCD) = ”ﬁ A E” :
*  Levolume d'un tétraédre ABCD est: volume(ABCD) = %-x I'ﬁ (AB A AC )'

* Levolume d'un pavé (parallélépipéde) ABCDFGHI est : volume(ABCDFGHI) = ,E? .(AB A AC)|.

E ——————LL AT
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EXERCICES PoUR COMPRENDRE LE COURS

A. Do Lesplarv

1 - Calculer le produit scalaire

Exercice 1
ABC est un triangle équilatéral direct de coté 2, d'un plan P.

1) Calculer de 3 fagons le produit scalaire AB-AC.
2) Construire le point D tel que AD= 9AB —3AC . Calculer la distance AD.
3) On considére le point O milieu de [AB]. Soit 7=0B et |= a0C , ol a estun réel strictement positi.

a) Déterminer a pour que le repére (O; 7,7) scitorthonormé.
b) Déterminer les coordonnées des points O, A, B et C dans ce repére.

¢) Calculer alors le produit scalaire AB-AC .

Solution 1
1) 1¢= méthode :_ AB-AC = ||E§||x||§ﬁ"ms(ﬁ ,AC).

Or ABC est un triangle équilatéral direct, alors mes(AE , AC) s%[.?n] .Donc AB-AC = 2><2c0$§ =2

2¢ méthode :
Soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). On a: AB-AC = AHxAC.

H est le milieu de [AC] donc AH—%AC Par conséquent, AB- E=%AC2 =2,
3¢ méthode :

ﬁ-E:%{AB2+AC3—ECE)=%{22+22—22)=2.

2) AD? =AD" = (2RB — 3AC)? = 4ABY + OAC? — 128 AC =4x 2 +.9x 2 ~12x2=28.

Finalement, AD = 2J7.
3)a) (OC} étant la medlatnca de [AB], (OC) est perpendiculaire a (OB).

D'otl i estorthogonal & Ts

(O, i,]) estalors un repére orthonormé si et seulement si "T" =||T“ =1.
orona [[7|=08=1et [7]=leloc=o0C. :
oy 2 _ ; g 1 Bl -
On en déduit que, ”1"—1 si et seulement si &_E,
3 ;
Mais, oc? =BC? ___1.B(:2 :-—B(‘,‘? .D'ot OC =JT§B{: =3 ela =%=£ _
3 3 !
b) O est l'origine du repére d ol1 O a pour coordonnées (0, 0). 3
BA=-0B=-i, d'oll Aa pour coordonnées (-1, 0). OB=T,d'ouBa PDurcnordonnéa (1

OC-*-I"F_ d'oli C a pour coordonnées (0, /3).

c)Ona: AB a pour coordonnées (2, 0) et AC a pour coordonnées (1, v/3) .
Ainsi, AB-AC= —2x1+0x/3=2.

f Page’ o
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On considére un rectangle ABCD de cblés AD=aetAB=33,a>0

, ; - ;
Soit | le point défini par DI=-jDC et J le milieu de [BC). Déterminer une mesure do langle IAJ

_

Or Al.AJ= Alx AJx cosiAJ.
Pour calculer les distances Al et AJ, on utilisera le théoréme de Pythagore.
2 2
Onaura A =a% +4a’ =5a° et M2=gaz+%_=3?a .
4
13a*
Finalement, cosiAl = ALAJ _ 2 - 13./185
AIxAl 53T, 185

Une valeur approchée de la mesure de I'angle TAJ est 0,3 radians ou L5y

2 - Calculer la distance d’un point a une droite

Exercice 3

- On considére dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O : T .]) les points A(-1, 1), B(1,3) et C(4 , 0).
Déterminer |'aire du triangle ABC.

e On peut chercher une équation de la droite (AC).
Soit M(x , y) un point du plan.

S 15
M appartient a (AC) si et seulement si del(AM , AC) =0. Cest-a-dire :+1 1‘ =
Ce qui équivauta x + S5y —4 = 0. Une équation de la droite (AC) estdonc: x + 5y—4=0.
| %g +5yg —4| 626

e On calcule la distance de B & (AC) en utilisant la formule : d(B, (AC)) =

VP +52 J2—ﬁ_ 13
d(B.(AC) X AC _ 626
2 T 2x13 %26 =6.

Nous pouvons alors calculer I'aire du friangle ABC : Aire(ABC) =
Dol I'aire du triangle ABC est égale a: 6 u.a.

Exercice 4
On considére dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O ;i , j), le cercle (C) de centre (2 , 3) et de rayon 2 et
la droite (D) d'équation 2x — y + 1 = 0. La droite et le cercle sont-ils sécants ?

Calculons la distance du centre du cercle 2 la droite :
[2xq =ya +1] _

d(2, (D) = J_—_ J_

Cette distance est striclement inférieure au rayon du cercle, donc (C) et (D) se coupent en deux points distincts.

STy ——————————

d
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Chapitre 9 : Géoméiric dans "espace

3 - Déterminer des lieux géométriques

Exercice 5
Dans un plan, ABCD est un rectangle dont les diagonales se coupenten O. Onpose AB =4 et BC = 2.

Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que AO-AM=1.

—

Solution 5
Commencons par chercher une solution particuliére.

Existe-t-il un point H de la droite (OA) tel que AO-AH=17?
Si un tel point existe, alors les points A, O et H seraient alignés. Donc il existe un réel a tel que AH=aAO.

S ooy o gy . 1
Et puisque AO-AH=1, alors ona AQ-(«AQ) =1. C'est-a-dire, oOA% =1. On en déduit que o= A_Oi .

OrAC2=AB?+BC?2=16+4 =20, alors AQ? = 5. Alors u:%, Et par suite, E-'I:%E.

Dol le point H tel que AH =%P_ﬁ est solution de AO-AM=1. Ainsi :

e e e Sl 8 oot

o AO.(AH+HAM)=1 || Pointméthode:
T | Soit A et B deux points du plan et R un réel strictement positif,

R AO-AH+AO-HM=1 | L’ensemble des points M du plan tels que :

= 1+ E >m =

=

AO-HM=0

AO-AM =1

o AM -n =0 est la droite passant par A dont un vecteur normal @

* AM = BM est la médiatrice du segment [AB].

i o AM-BM=0 est le cercle de diamétre [AB].
. * AM=Restle e_:f_rc{e de centre A et de rayon R.

e — —_— TS It By e ——rr

Alors I'ensemble des points M est la droite paésar;l_ bér H e't perhéndiculaire a (A0).

Exercice 6
Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer I'ensemble des points M tels que :
1) (MA +MB)-MA=0. 2) (MA —MB)-MA=0.

Solution 6
1) Soit | le milieu de [AB].

(MA+ME)-MA=0 o 2MI-MA=0 < Mi-MA=0.

D'oli 'ensemble des points M est le cercle de diamétre [IA].

2) (MA—MB)MA=0 e BA-MA=0.

D'oil l'ensemble des points M est la droite passant par A et perpendiculaire a {AE}.

Exercice 7
Soit A et B deux points distincts du plan.

Déterminer, selon les valeurs du réel k, I'ensemble des points M tels que : il =%,

Solution 7
Si k<0 :alors I'ensemble des points M est 'ensemble vide.

Sik=ﬂ:alorsm:{} & MA=0 M=A L : - _‘
MB = = A. L'ensemble des points M est e singleton {A},

Sik=1:alors M—J'E"—‘! < MA=MB.D'our i
: T =MB. D'oli I'ensemble des points M'est la médiatrioa du segmen|

Sik est un réel positif différent de 0 et de 1 : alors

e Page 78 ==
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

—2 — — .t
%zk & MA=KMB o MA —KMB =0 e (VA —KMB)(MA -+ kVB) = 0.

Soit Gy =bar{(A,1),(B,—k]} et Gy=bar{(A,1),(8,k)}.
Ona MA—KMB=(1-KMG; et MA+KVB = (1+ kWG, .
Ainsi, %-_-k & (1-K)NG-MG, =0 & MG;-MG, =0.(Caronak: # 1)

D'oti I'ensemble des points M est le cercle de diamétre [G1G2).

4 - Angles orientés dans le plan

Exercice 8

ABC est un triangle rectangle en A et mes(CA , CB) = a+k2x, ol k est un entier relatif, dans le plan orienté.
O étant le milieu de [BC) et E le point tel que OE=CA .

Evaluer la mesure de I'angle (OA ,OB) en fonction de a.

Solution 8
Soit E le point tel que OE=CA ,ona:

OB=CO, OE=CA et mes(CA,CB)=mes(CA,CO)=mes(OE , 0B) = o +k2x.

/)
La droite (OE) est perpendiculaire a (AB), O est le milieu de [BC), d'oli la droite (OE) est ‘
médiatrice de [AB]. V 0
E

A
[OA] et [OB] sont donc syméfriques par rapport & (OE).
On obtient alors : mes(OA , OE) =mes(OE , OB) +k2n .

Or (OA,0B)=(0A,OE)+(OE,0B)=2(0A ,OE), alors mes(OA ,0B)=2c+k2r .

Exercice 9

Soit H l'orthocentre d'un triangle ABC non rectangle.

Démontrer que les points symétriques de H par rapport aux cétés du triangle sont des paints du cercle circonscrit a
ABC.

Soit K le symétrique orthogonal de H par rapport a (AB).
On veut montrer que A, B, C et K sont cocycliques.

Ona (KA ,KB) =—(HA , HB) +krt, k est un entier relatif. (Car les deux
angles sont symétriques par rapport a (AB)).

— — .
Or (HA) est perpendiculaire a (BC), alors mes(HA ,BC) = 7 +kn, ol kestun
entier relatif.

—

Et (HB) est perpendiculaire a (AC), alors mes(AC , HB) = -123+ km.

Finalement,ona: (HA , HB) =(HA , BC) + (BC , AC)+(AC ,HB).
Alors, mes{HA , HB) =mes(BC , AC)+ rt+kn =—mes(CA , CB) +kn . Donc mes(KA , KB) =mes(CA , CB)+kr .

Orona mes(ﬁ' ,CB) # kn puisque A, B et C ne sont pas alignés, alors les points A, B, C et K sont cocycliques.

De fagon analogue, on montre que A, B, C et L (L est le symétrique de H par rapport & (BC)), d'une part, A, B, Cet M
(M est le symétrique de H par rapport & (AC)) d'autre part, sont cocycliques.
D'ol K, L et M sont sur le cercle circonscrit au triangle ABC.

e ETE}R}YFYFY}Y}Y  Page Y e
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Chapitre 9 : Géométrie dans l'espace

Exercice 10

Un triangle ABC est inscrt dans un cercle de centre O. -t miliou de Farc de corde [AC]—-‘\
On appelle A' le milieu de I'arc de corde [BC] ne contenant pas A, B le milieu e
et C' le milieu de I'arc de corde [AB] ne contenant pas C.

Montrer que les droites (AA'), (B8') et (CC') sont concourantes.

Enan . »

A" est le milieu de I'arc de corde [BC], B' est le milieu de I'arc de corde [AC] et C' est
le milieu de I'arc de corde [AB], d'ois -

(AB,AR")=(AA" AC): (BC.BB")=(B8',BA) et (CA,CC)=(CC',CB).
Les droites (AA'), (BB et (CC') sont donc les bissectrices du triangle ABC.

Elles sont par conséquent concourantes au point O centre du cercle inscrit au triangle
ABC,

Exercice 11

—

AI‘
—_

Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer ensemble des points M du plan tels que mes(MA , MB) =a[2],
dans chacun des cas suivants :

a)a=0 bja=n €) o =§ n'est pas un multiple de r.

. gy 4 2n
Construire avec précision cet ensemble, lorsque o = 3 e a=—.

a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(MA , MB) = 0[2x] estla droite (AB) privée du segment [AB]

b) L'ensemble des points M du plan tels que mes(MA .l*._‘lﬁjl = w{ 2‘ﬁ] est le segment [AB], privé des points A et B.
c) L'ensemble des points M tels que mes(MA ,MB)= g[zn} est le demi-cercle de diamétre [AB] contenant le point C,
prive des points A et B tel que ABC soit un friangle rectangle et isocéle de sens direct.

1)Si o :% , Soit O le point du pian tel que OAB sait un triangle €quilatéral direct, on a -

mes(VA . MB) Eg[zﬁ] équivaut  mes(MA .ﬁﬁ)EmBSIﬁ.ﬁﬁ}[2ﬁ]- A (C)
(C2)
L'ensemble des points M tels que mes(MA ,MB) = -;—[21;] estfarc (C1) de cercle
circonscrit au tiangle OAB, d'extrémités A et B, contenant le point O, prive de A et B.
2) Si o =2?ﬂ , soit O le point du plan, OAB soit un tnangle équilatéral direct, on a :
B

mes(VMA ,mﬁ;z%“‘lhj bquivaul mes(MA ,VB) = x - mes(OR,, 0B){ 2.

: .
L'ensemble des points M tels que mes(MA ,MB) = _:;E[E'ﬂ'] estlarc (Cz) de cercle circonscrit au triangle OAB,

d'extrémités A et B, ne contenant pas le paint O, privé de A et B,

Exercice12 :
Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer lensemble des points M du plan tels que

mes{ﬁ] = o=, dans chacun des cas suivants -

a)a= 0. b) an'est pas un mulliple de 1,

——e  Page g0




Chapitre 9 : Géométrie dans I’espace

Construire avec précision cet ensemble, pour chacune des valeurs de a suivantes : — . et =,
6 2

il
3

—

a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(MA , MB) = 0[] estIa droite (AB) privée des points A et B.
b) L'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) = o[x] estun cercle passant par A et B privé des points A et B.

Pour avoir son centre, considérons un point T tel que Mes(AT , AB) = o .
Son centre est le point d'interséction de la médiatrice [AB] et de la droite passant par A et perpendiculaire a fa droite
(AT).

Pauru=£:
6

A B
]
T 5 .
Pour o= 3 - soit O le point du plan tel que OAB soit un triangle équilatéral direct, on a :

mes(MA , MB) Eg[w] équivaut & mes(MA ,MB) = mes(OA , OB)[x].

L'ensemble des points M tels que mes(MA , MB) = %f‘n] estle cercle circonscrit au triangle

OAB, privé de A et B, &

—
— —

Pour o =127- : 'ensemble des points M tels que mes(MA ,MB)= g['n'] estle cercle de diamétre [AB], privé des points

AelB.
B. Calculer leproduit scalaive davy Uespace
Exercice 13

Dans I'espace, muni d'un repére orthonormé.
On considére les points A(1, 1, 3), B(v2+1,0,2) et C(v2+1,2,2).

Calculer AB, AC et l'angle CAB. Que peut-on dire du triangle ABC ?

e AB a pour coordonnées (-ﬁ.—T,—U et AC a pour coordonnées (JE.1,—1). Donc ;
AB=\(V22 + 2+ =2 et AC=1/(v2)2+1+(~1 =2. Dot AB=AC=2,

e Dunepartona AB-AC=v2x+/2+(-N)x1+(-1)x(-1)=2.

et dautre partona AB-AC =ABxACcosCAB =4cosCAB.

D'oll 4cosCAB=2 . Dong cosCAB=%. Par conséquent, mesCAB=g.

* AB=AC=2 et mesCAB = g ol le triangle ABC est équilatéral

Exercice 14
ABCDEFGH est un cube d'aréle a, | est le milieu de [FG].

ey, Page ] e
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Chapitre 9 : Géométrie dans lespace

1) Calculer les différents produits scalaires : AB-AC , AB-AH, AB-AG et Al-AF.

A;iﬁ,iﬁﬁ.iﬁﬁ].

2) Reprendre les calculs ci-dessus en considérantle repére orthonormé AB 'AD ' AE

1) e AB. ﬁf: =AB-AB = AB? = 2 (B est le projeté orthogonal de C sur (AB)).
* La droite (AB) est orthogonale aux droites (AD) et (AE), donc (AB) est orthogonale au plan (AED) qui contient |
droite (AH). D'oll (AB) est orthogonale & (AH). D'ots AB- AH=0.
Autre méthode :
On peut écrire : AH=AD+AE .
Nc—rs_on a: AB-AH=AB.AD+AB-AE=0+0=0.
* AB-AG=AB-(AB+AD+AE)=AB? + AB.AD+ AB-AE=a2+0+0=22.

e s N o R e o s
% ”"”‘F-[AB+§AD+RE){AB+AE;=ABE+AB-AE+%AD-AB+%AD-AE+ E.AB+AE? =242,

2) Dans le repére orthonormé [A'iﬁ —1-Eﬁ A
28 A0 AR

Oﬂaiﬂiﬂ.ﬂ.ﬂ}iﬁ{a.ﬂ.U}.C(a.a,0)1F(a.o,a).G(aJa.a),H(o.a,a)et|[a,3.a].

On obtientalors: e AB(a,0,0) et AC(a,a,0).Donc AB-AC=axa+0xa+0x0=a?,
e AB(a,0,0)et AH(0,a,a). Donc AB-AH=ax0+0xa+0xa=0.
e AB(a,0,0) et AG(a,a,a).Donc AB-AH=axa+0xa+0xa=al,

— a —_— — —
. Al[a.z.al et AF(a,0,a).Donc AI-AF=axa+%xU+axa=Zaz. |

|
Exercice 15

L'espace est muni d'un repére orthonormé. Déterminer une équation cartésienne :
a) du plan (P) passant par A(1, 0, 1) et de vecteur normal [i{1, —1,0) .
b) du plan (Q) médiateur du segment [DB], avec D(-4 ,1,7) et B(2, 3, -5).

a) Soit M(x, y, z) un point de I'espace. —

Mappatienta (P) < AM-i=0 < x-y-1=0.
Une équation cartésienne de (P) estdonc: x-y-1=0,

b) Soit | milieu de [DB]. Ona: 1 (-1,2,1) et DB(6,2,-12).
Soit M(x, y, z) un point de I'espace.

M appartienta (Q) < IM-DB=0 ¢ 6x+2y-12z+14=0,
Une équation cartésienne de (Q) est: 3x +y-6z+7=0.

C. Utiliser le- bavycentre dany Vespace bour démontrer

Soit ABCD un tétraedre. —

1) Montrer que les droites passant par un sommet et le centre de gravité de la face opposée sont concourantes.
2) Montrer que les segments joignant les milieux des arétes opposées se caupent en un méme point.

1) Notons A', B', C' et D' les centres de gravilé respectifs des faces BCD, ACD, ABD et ABC.
——————— Page 8  —
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Chapitre 9 : Géomdéirie dans | ‘espace

Soit G =bar{(A, 1).(B, 1), (C,1),(D, 1)}.
Ona:G=bar{(A,1).(A', 3)}, G=bar((8, 1), (8", 3}, G =bar{(C,1),(C",3)} et G =bar{(D, 1), (D', 3)}.

D'ols G appartient aux droites (AA'), (BB'), (CC') et (DD'). (AA'), (BB"), (CC') et (DD') sont donc concourantes en G.
2) Notons 1, J, K, L, M et N les milieux respectifs des segments [AB], [CD], [BC], [AD], [AC], et [8D].

G=bar{(A, 1),(B, 1), (C,1),(D, 1)}.

Ona:G=bar((l,2),(4,2)}, G=bar((K,2),(L,2)} et G=bar{(M,2),(N,2).

D'ol G est milieu des segments [1J], [KL] et [MN].

Les segments joignant les milieux des arétes opposés se coupent donc en leur milieu G.

Exercice 17
Soit ABCD un tétraédre. On considére les points E, F, G, H, | et J définis par:

— 1= = 3= — 1= — 1= — 3 . e
BE=-BC, AF=2AD, AG=-AC, BH=- 2 8
: = 5AC. BA=_BD, A 378 et Cl=_CD.

Démontrer que les droites (EF), (GH) et (1J) sont concourantes en un méme point.

BE =~l—ﬁ , donc E=bar{(B, 3),(C, 1)}; AF =§E, donc F=bar{(A,5). (D, 3)}

sy s 4

ﬁG=E C . donc G=bar{(A, 5), (C, 1)}; BH=%ED , donc H=bar{(B, 1), (D, 1)} =bar{(B.3). (D, 3));
ﬂ=%ﬁ. donc I=bar{(A,5), (B, 3)}; ﬁ:%{?ﬁ. donc J=bar{(C, 1), (D, 3)).

Soit K=bar{(A,5),(B,3),(C, 1), (D, 3)}
Ona:K=bar{(l,8),(J,4)}, K=bar{(E,4),(F,8)} et K=bar{(G,6), (H, 6)}.

D'ol K appartient aux droites (1J), (EF) et (GH). Les droites (IJ), (EF) et (GH) sont donc concourantes en K.
Exercice 18
Soit ABCD un tétraédre. On note G le centre de gravité de la face BCD et on considére les points |, E et F définis par :

A=l -1 o A=A
4 6 5

Démontrer que les points I, E, F et D sont coplanaires.

Solution 18
G est le centre de gravité de la face BCD, c'est-a-dire G=bar{(B,1),(C, 1),(D, 1)).
E!'=ETE donc, I=bar{(A,3),(G, 1)} =bar{(A,9), (G, 3)}=bar{(A,9),(B,1),(C,1),(D, 1)

1—

E%ﬁ donc, E=bar{(A,5), (B, 1)) F=§AB don, F = bar{(A, 4), (C, 1)}.

Onaalors: = bar{(A,9),(B,1),(C,1),(D,1)}= bar{(A,5), (B, 1),(A.4).(C,1),(D, 1)}
Il en résulte que | = bar ({E, 6), (F, 5), (D, 1)}. Par conséquent les points |, E, F et D sont coplanaires.

Soit ABCD un parallélogramme et M un point quelconque de 'espace.
Démontrer que M, A, C d'une part et M, B, D d'autre part ont méme isobarycentre.

Soit G=bar {(M, 1), (A, 1),(C, 1)}.
ABCD est un parallélogramme, donc C =bar {(A,-1), (B, 1), (D, 1)}. (le lecteur le vérifiera)
Do G =bar{(M,1),(A,1),(A,-1).(B,1),(D, 1)} =bar{(M,1),(B,1),(D, 1)).
Les points M, A, C d'une part et M, B, D d'autre part ont le méme isobarycentre.

I
Soit ABCD un parallélogramme. On appelle E le barycentre de {(A , 2), (B , 1)}, F le barycentre de
{(B.2),(C, 1)}, Gle barycentre de {(C, 2), (D, 1)} et H e barycentre de {(D , 2), (A, 1)}.
Montrer que le quadrilatére EFGH est un parallélogramme.

s, P 1]
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Sait Q = bar {(F , 1), (G, -1), (H, 1)}. : ‘

OnaQ=bar{(F,3),(G.-3), (H,3))=bar{B,2.(C, 1 (C.-2, (0,102 A1)}
= bar {{A.1),{B.2).{C.-1)‘._(D._‘I_}1. o

Or ABCD est un parallélogramme, alors DB = DA +DC . Donc —DB +DA+DC=0.

Par conséquent D est le barycentre de {(A , 1), (B, -1). (C, 1)}. On en déduit que :
Q=bar{(A, 1), B, 2).(C,-1), (A, 1), (B,-1),(C, N} =bar{(A,2),(B. 1)} =E.

Donc E est le barycentre de {(F, 1), (G, -1), (H, 1)}, cest-a-dire EF—EG+EH=0.
Ce qui est équivalentd GF +EH=0.D'ol GF =HE. On en conclut que EFGH est un parallélogramme.
Exercice 21

Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

>
Soit ABCD un parallélogramme et M le milieu [DC]. Les droites (AM) et (BD) se coupent en N, La paralléle & (AD) ~

passant par N coupe (AB) en P. Soit | le milieu de [NP). Démontrer que les points A, I et C sont alignes.

Notons Q le barycentre de {(A , 1), (M, 2)}, Q2 appartient & (AM).

ABCD est un parallélogramme donc AC = AB +AD donc —AC +AB-+AD=0.

Par conséquent, A est le barycentre du systeme {(B , 1), (C . -1), (D, 1)}

On en déduit que Q =bar{(C,-1), (B, 1), (D, 1), (M, 2)} et M est le milieu de [DC] donc,

Q = bar{(C,-1),(B,1),(D,1),(D,1),(C, 1)} = bar{(B,1),(D,2)}. D'ol Q appartient a (BD).
( est donc le point de rencontre des droites (AM) et (BD) qui est N.

D'ou N =bar{(B, 1), (D, 2)} etN = bar{(A, 1), (M, 2)}.
Les projections conservent les barycentres donc, en projetant sur la droite (AB) parallélement & la droite (AD), on
obtient: P estle barycentre de {(B, 1), (A, 2)}.
| est le barycentre de {(N , 1), (P, 1)}.
| est le barycentre de {(N, 3), (P, 3).
| est le barycentre de {(B, 1), (D, 2), (B, 1), (A, 2)}.
| est le barycentre de {(B, 2), (D, 2), (A, 2)}.
| est le barycentre de {(B, 1), (D, 1), (A, 1)}.
ABCD étant un parallélogramme, D = bar {(B , -1), (C, 1), (A, 1)}.

On endéduitque : 1 =bar{(B, 1), (B,-1), (A1), (C, 1), (A, 1)} =bar{(A, 2), (C. 1)}
Les points A, | et C sont donc alignés.

D. Déterminer une équatior d/une sphére, d’urv céne;
cylindre
Exercice 22
Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (O ; i T k) . On considére les points A (6, 0, 0)etB(0, 6, 0).

1) Déterminer le barycentre G du systéme (O, 1), (A, 2) et (B, 3).
2) Soit C(0, 0, 4).

Déterminer I'ensemble (S) des points M de l'espace tels que : (W +2MA + m}.ﬁ =0,

Donner une équation cartésienne de (S). Préciser ses éléments caractéristiques.
3) Soit (P), le plan d'équation x = 0. Déterminer l'intersection de (S) et (P)

o + 2%, 43X 0+12+0 + 2y, + 3y 0+0+18 2o +22, +32
1}){6-; 0 SA B= E =2._')’G=YD yﬁh B= ﬁ =31zG=0—.A_——E-=D.

6
D'ol G est le point de coordonnées (2, 3, 0).
2) @ Soit M un point de 'espace. :

Ona: M_-D+2!\ﬁ+3lTB=6M_G.. D'ol;

Mappartientd (S) «» 6MG-MC=0 ¢ MG-MC=0.D'0l(S)estlasphére de diamétre [GC].

. Pl B4 fﬁiﬂj
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Chapitre 9 : Géométrie dans | ‘espace

o Soit M(x, ¥, ) un point de I'espace.

Mappartienta (§) < MG-MC=0 & (2=x)(x) + B-y)y)-z(4-2) =0
S Xy +R-_N-3y-4z=

3\
e (=174 [‘3‘ = E] +(z-20= E‘f (Le lecteur fera les calculs).

2
D'oll une équation de (S) est : (x — 1)2 -+ [y -.g] +(z2-2?%= ? )
V29

(S) est la sphére de centre ﬂ[1 % ,2] etderayon R= T :

3) Méthode 1:

: ; 14040 N
Ladistancede QaPest: d(Q,P =__‘ —1.C v " _
(€2.P) l+0+0 omme d(2,P) < 5 , alors (S) et (P) se rencontrent suivant

un cercle de rayon T=\’%-1 =g et de centre ﬂ'[t} % 2

Méthode 2 :
Soit M(x, ¥ , z) un paint de I'espace.

le projeté orthogonal de Q sur (P).

3) 25
Mix.y ,2) appartienta (S)N(P) < ""“z*[ ]”‘" F=7 o [?-5] He-2P =2

x=0 x=0

D'oll (S) et (P) se rencontrent suivant le cercle de centre Q'[ﬂ ,g ,2} et de rayon r =§ .dans leplan (0;] ,K).

Exercice 23

Dans |'espace muni d'un repére orthonormé, on donne A(6 , -6 , 6), B(-6, 0, 6) et C( 2,-2,11).
1)a)Déterminer une équation de la sphére (S) de centre B et passant par A.

b) Déterminer une équation du plan (') tangent & (S) en A.
2)a)Deéterminer les coordonnées du pied D de la perpendiculaire (D) & () passant par C.

b) Déterminer les coordonnées du point d'intersection des droites {AD) et (BC).

1)a) Le rayon de (S) est: AB=+/(~6—6)2 +(0+6)* +(6—6)2 =65 .

Soit M(x , y, z ) un point de 'espace.

M(x,y.z)appartienta (S) < BM=AB & BMZ=AB? & (x+B)2+y2+(z—6)=180.
D'ol une équation de (S) est : (x +6)2 + y2 + (z - 6)2 = 180

b) Le vecteur AB a pour coordonnées (-12 , 6 , 0). Soit M(x, y , 2) un point de 'espace.
Mappartientd (I < AM-AB=0 < -12(x-6)+6(y+6)+0=0 ¢« 2x-y- 18=0.

D'oli le plan (T') a pour équation 2x—y—18 = 0
2)a) Déterminons une représentation paramétrique de (D) :
Soit M(x , ¥, z) un point de I'espace.

=-=12k-2
M(x,y,z)appartientd (D) <« ilexisteunréelktelque CM=kAB y=6k—2 , ke
=11
x=-12k-2
Une représentation paramétrique de (D) estdonc: { y=6k—2 , ke
z=11

Déterminons les coordonnées de D :

b T T —
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_o4k—4—Bk+2-18=0 wccl
2"??‘13:0 24k -4 k -i
x=—12k-2
M(x .y z) appartient & ()N el k-2 R Rt
Vilappatenld QNN £ T ges 3’=5; Y=t
2=11 Z=1 z=11
D'ol D(6, -6, 11).
x=6 Xx=4k'-g
b) Les représentations paramétriques de (AD) et (BC) sont : (AD): y=-6 ke et (BC): \y=-2
z=5k+5 z=5k1+5
Soit M(x , y , z) un point de I'espace,
(x=6
yut 4K'-6=6 K'=3
Mapparienta (ADIN(BC) e ("2 Onadlrs: | —a'=—6 .Cestddie {k 3"
x=4k'- - =
e 5k'+ 6= 5k +6
[z=5k'+6
D'oll x=6, y=-6 et z=21. D'oi (AD) et (BC) se rencontrenten E(5, -6 , 21).
Exercice 24
On considére I'espace rapporté & un repére orthonormé (07, ,K).

Ecrire une équation cartésienne de la sphére (S) de centre 0[1 2, 3) ettangente au plan d'équation 2x —y +z+2=0.

e Lerayondela sphere est la distance de son centre {2 au plan d'équation 2x—y +z + 2 =0, qui est ;
|2x1-2+3+2 5
&

N2+ (-1 + 1
e Soit M(x,y, z) un point de I'espace.

-JE D'ol le rayon de la sphére est R=

M(x,y,2) apparfienta(S) & OM= T = QM3=%§ o (,,;,_1)2”),_2)2_’_{1_3)25%5_.

Une équation de la sphére de centre 0 et de rayon :/5—6- est: (x—12 +(y—2)2 + (23 _5

Exercice 25

Dans l'espace muni d'un repére orthonormé (07, 7, k) , on a les points A(-3, 0, 1.8(2.51) et C(1,1.2)
Montrer que OABC est un tétraédre.
Déterminer une équation cartésienne de la sphére circonscrite au tétraddre OABG,

Soit x, y et z trois nombres réels.

—

xOA +yOB +z0C = 0 < (-3x,0,%)+(- =2y,5¢. V) +(z,-2 22)=(0,0.0)
< (-3x-2y+z,5y-z X+Y+22)=(0,0,0)
-3x-2y+2=0
= Sy—2=0
X+y+22=0
La résolution de systémeaboulita x=y=z=0,

Alors les vecteurs OA, OB et OC sont non coplanaires, Final .
Alors OABC est un tétraedre. ement, les points O, A, B et C sont non coplanaires

———— e —————— .Pngeaﬁ =

Scanned by CamScanner



Chapitre 9 : Géométrie dans 'espace

o Soit (S) la sphére circonscrile & OABC, une équation de (S) est sous la forme, x2 + y2 + 22 + ax + by + cz +d = 0.
0 appartienta (S)donc 0+0+0+0+0+0+d=0,soitd=0.

Aappartienta (S)donc 9+0+1-3a+0+c=0,so0it3a-c=10

B appartienta (S)donc 4 +25+1-2a+5b +c=0, soit2a-5b-c=30

C appartient & (S) équivauta 1+1+4+a-b+2c=0,soita-b+2c=-6.

Ja-— cC= 10
D'ol le systéme d'équations : 12a—5b—c =30,
a-b+2c=-6
La résolution de ce systéme permet de trouver: a= % , b= _% el o= 3 ]
6
Donc une équation cartésienne de (S) est : X2 + Yz +72 +_2§x_7_7}, _ﬁz —0.
1 18" 6

ice 26
SoitA(1,2,3),B(-2,1,4),C(2,0,3)etD(-1,2,3).
Déterminer lntersection de la droite (CD) et de la sphére de diamétre [AB].

Déterminons une équation de la sphére (S) de diamétre [AB] :

Soit M(x , y , z) un point de l'espace.

Wy epratentds) < AMBN=0 e (x=1)x+2)+[y-2y-1)+@-3z-4=0
& Ryl +z4x-3y-Tz+12=0.

Une équation de (S) estdonc : x2 +y2 + 22+ x-3y -7z + 12 =0.

Déterminons une représentation paramétrique de la droite (CD) :

Le vecteur CD a pour coordonnées (-3, 2, 0).

X = —3k+2
M(x,y,z) apparienta (DC) <> ilexisteunréelktelque CM=kCD & {y=2k ke
= 3

(DC) est donc I'ensemble des points M(-3k + 2, 2k, 3) avec k variant dans R .
M(-3k + 2, 2k , 3) appartient & (S) si et seulement si (2 - 3Kk)2 + (2K)2 + 9 + 2~ 3k - 3(2k) - 7%3 + 12=0.

, 1++/ 1-
Clest-a-dire 13k2 - 21k + 6 = 0, Cette équation a pour solutions : k'= 4 +26129 et k" =2_26@'
D'oli la droite (CD) et la sphére (S) se rencontrent en deux points :
11-3129 214129 -1+3128 21128 ,
M1 ' ' 3 et Mz ' f -
26 13 26 13
Exercice 27 >

L'espace est muni d'un repére orthonormé (01, ] K.
A-1) Déterminer une équation cartésienne du cylindre d'axe (O 7) etde rayon 2.
2) Déterminer une équation cartésienne du cylindre d'axe (0;7), passant par le point A(1, 2, 3).
B - 1) Déterminer une équation cartésienne du cone obtenu par la rotation de la droite (OB) autour de l'axe (O k). Ou

B est le point de coordonnées (0, 5, 5)- ;
2)a) Montrer que les plans (P) et (P') d'équations respectives x +y -2z =0et2x-z= 0 ne sont pas paralléles.

b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D), intersection de (P) et (P).
¢) Déterminer une équation du céne (C) de génératrice (D) etd'axe (0 1).

A -1) Soit M(x,, y , z) un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur (O ; Th
e —— 20 B7 e —
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Chapitre 9 : Géométrie dans espace
Ha pour coordonnées (x,0,0). %,

£l - 2 = 2 2
La distance de M a (0 1) est: HM = (x—x)? +(y—0)* +(z—0) _Jﬁz_é VAUt A V2 1=4
M appartient a notre cylindre si ef seulement si, HM = 2. C'est-a-dire HM? = 4. Ce qui équivauta y? + 22 = 4,
Dol notre cylindre a pour equation y2 + 72 = 4,

2) Soit A" le projeté orthogonal de A sur (0; ]).
" ! 2 2t ] - 2=
A'a pour coordonnées (0, 2, 0) et le rayon du cylindre est AA '—‘Jﬁ}‘” +2-2 +(0-9" =0,

SoitM(x , y, z) un point de I'espace el H son projeté orthogonal sur (O j).
H a pour coordonnées (0,y,0)

La distance de M a (0;7) est: HM= V=07 +(y—y)? +(z—0 =x2 +22.

M appartient & notre cylindre si et seulement si, HM= /10 . Cest-a-dire HM2 = 10. Ce qui équivaut & x2 + 72 = 10,
Dol notre cylindre a pour equation x2 + 72 = 10.

B - 1) Soit B' le projeté orthogonal de B sur (0 ; k).

Ona:B0,0,5), BB'= (007 + (0_5p +(5-57 =5 et 0B'=4J(0—0) +(0—0)? + (5-0) =5.
Notons 8 I'angle ETﬁE‘H tanB:iB-l-z-‘riﬁ
OB' 5

Soit M(x,, y , 2) un point de l'espace et H son projeté orthogonal sur (0:K).
H a pour coordonnées (0, 0, 2).

La distance de M (0;K) est: HM=+ix—07 +(y—07 + (z—22 =2 +y? et OH=2? =|4].
M appartient & notre céne si et seulement si, HM = OHtang . C'est-a-dire HM? = OH? x1.

Ce quiéquivauta x2 +y? = 22 Dot notre cne 3 pour équation x2 + y2 - 2=,

2)a) Les vecteurs 7i(1,1, —2) et
Soit a un nombre réel.

n'=an < (0,2, -1)=(a,a,~2a) & a=0eta—2et —2a=

=—1. Ce qui est absurde,
Donc a n'existe pas. Et par conséquent, 1i et 7i* sont non colinéaires. Finalement, (P) et (P") e sont pas paralléles.
b) Soit M(x, y , z) un point de I'espace.

n'(2,0,—1) sontles vecteurs normaux respectifs des plans (P) et (P).

x=k
~2z2=0
M(x,y, z) appartienta (P)N(P) {XZ:_IED & Jy=3k, ke
- z=2%

X=k
y=3k, ke
z=72k

T) quiest0(0, 0, 0).

!

Donc une représentation paramétrique de la droite (D), intersection de (P) et (P") est :

¢) Le sommet du cone (C) est le point de rencontre de (D) et l'axe (O;
Un point de (D) est E(1, 3, 2) (en posantk = 1).
(C) est donc le cone d'axe (O ;7), de sommet O et passant parE.
Soit E' le projeté orthogonal de E sur (0 ;7). '

Ona:E(1,0,0), EE'=y{1—17 +(0-37 + 02 = i3 of OE'=\[1—0)2

Notons 8 'angle EOE', tan0 = .EE—E‘:_J:__S =J13.
Soit M(x, y , 2) un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur (0 ;7).
H a pour coordonnées (x , 0, 0).

+(0— 02 +(0~0)2 =1.

e ——e . PagC 88
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espace

Ladistance deMa (0;7) est: HM = y/{x— 2 V=07 +(z-02 = )T+ 2 o OH=i? = |
M appartienta (C) si et seulement si, HM = OHtan0. C'est.4-dire Hi2 =OH? x13
Ce qui équivaut a y* +2% =13x2 . D'ol) notre clne a pour €quation 13x2 —

y?_z::[:l_

E. Determiner dey Lieww géométriques
Exercice 28

Dans I'espace euclidien, on considére deux points A et B de l'espace fels que AB=6
Déterminer I'ensemble des points M de l'espace tels que MA-MB=3

Solution 28
Sait | le milieu de [AB] et M un point quelconque de I'espace.

m.nﬁ=3_ & (Mi+iA). (M+iB)=3 MI+IA)-(MI-i8) =3 o MP-1A2=3 ME-9=3 o M=23
D'ol I'ensemble cherché est Ia sphére de centre | et de rayon 24/3 ,

Exercice 29

Dans I'espace euclidien, on considere les points A et B tels que AB = 6.

Déterminer l'ensemble des points M de I'espace tels que E-ﬁ-“ =3,
B

Soit M un point de I'espace.

MA —y o i oo | e
VB3 © MA=3MB o MAZ=0MB? o WA’-WE’=0 (A — 3VIB)(MA + 3MB) = 0 .

Soit Gy =bar{(A, 1), (B, -3)} et Gz2=bar{(A, 1), (8, 3))
Ona MA-3VB = -2MG, ef m+am§=4me';.mnsa,%g=a & 86, MG, =0 e WG, MG, =0,
D'oli I'ensemble cherché est la sphére de diamétre [G1Gg). £

Exercice 30
ABCDEFGH est un cube de coté a. Soit O le centre de la face ABCD,

Déterminer I'ensemble des points M de 'espace tels que (WA + 2MB+C). OF = ~2a2
Indication : On pourra vérifier que A appartient i cet ensemble.

Soit G' barycentre des points pondérés (A, 1),(B,2)et(C,1).0na:

G'=bar{(A, 1), (C. 1), (B,2))=bar{(0, 2), (B, 2)}. D'ois G' est milieu de [OB].
Et MA + 2MB + MC =MA + MC + 2MB = 2M0 + 2VE = 4G"

Ainsi (MA + 2MB + MC) - OF

E=-2a® & 4NMG.OE=-2a° <« GM-OE=
Montrons que A est une solution particuliére de : G'M-OE=

Ona: ﬂ:-&{:{,{g‘...ﬁ} ot @:%(_E—ﬁ+2ﬁ[§).

.
—

Donc: G'A. E=_%(3A‘§+rn}.%(_ra'_ﬁﬁ+zﬁ}=-%(-aﬁ.sz-Anz)=%AB?-‘=%af.

D'ol A vérifie bel et bien I'égalité G'A-OF =-—a2. D'oi

PR —

S P00 e
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——— e

D'oli 'onsemble cherchd est le plan passant par A et dont un vecteur normal est OE.

Exercice 31 —
On considére dans I'espace E, le carré ABCD de coté a.

1) Déterminer lo barycentre G du systéme S = {(A, 2), (8., -1). (C . 1)}.

2) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que :

a) T:[|20A VB +WC| =] AD) . b) P:(3MA—MB+MC).AD=0.
¢) Q: (2WA — W8 -+ MC)(MA -+ VB) = 0. d) R:“2M-hﬁ+ﬁ"=‘[ﬁ+m"_

3) Soit fest l'application de E vers E qui & tout point M, associe le point M' tel que : GM' = 2MA — MB +MC
g est l'application de E vers E qui & tout point M, associe le point M' tel que : MM*=2MA —MB — MC.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f et g.

1)G=bar{(A,2),(B,-1),(C.1)) & 26A-GB+GC=0 & 2GA+BC=0. Dod E@:%’BT;.
2) Ona 2MA-MB+MC=2MG et MA +MB=2Mi, ol | est le milieu de [AB]. Ainsi :
a) Mappartiental o MG=DA & GM=%AD = GM=%3.

D'ol I est la sphére de centre G et de rayon %a .

b) Mappartientda P < GMAD=0, D'oii Pestle plan passant par G perpendiculaire a la droite (AD).

c) MappartientdQ < GMIM=0. D' Qestla sphére de diamétre [GI).
d) MappartientdR < GM=IM. D'ob Restle plan médiateur du segment [IG].
e f(M=M ¢« GM'=-26GM. Dol festIhomothétie de centre G et de rapport -2.

® 2MA-MB-MC=BA+CA.
gM =M & MM =—(AB+AC). D'oligestla translation de vecteur —(AB+AC).

On considére un cube ABCDEFGH de cété a.

Montrer que, pour tout point M de l'espace MA? - MD? + MG2 = MF2,

Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que

1) MAZ-MD? + MG2 = a2,

2) MA?-MD?+MG?=-a?, ]
3) MAZ-MD?+MG2=0.

MA? —MD? +MG? = (MF +FA)? — (MF +FD)’ -+ (MF + FG)?
=MF? + 2MF(FA—FD +FG) + FA? —FD? + FG?

Oronadunepart FA—~FD+FG=DA+FG=0

et d'autre part, FA? - FD? + FG? = FA? - (FA2 + AD?) + FG2 = FG2 - AD2 =,

D'ol MAZ - MD? + MG? = MF2,

1) MAZ-MD2+MG?=a2 &  MRza? & FM=a,
L'ensemble cherché est donc la sphére de centre F et de rayon a. Elle passe par B, E et G. |
2) MAZ-MDZ+MG?=-a2 <&  MFZ=-a2 (ona -a?<0).L'ensemble cherché est vide. |
3) MA2-MD2+MG?=0 & MF2=0 ¢ M=F, D'ol L'ensemble cherché estle singleton {F}.

e ——————  Page 90
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Chapitre 9 : Géométrie dans 'espace
F. Leproduit vectoriel
1= Calculer le produit vectoriel

Exercice 33
. - = = - i " . ——
Dans une base orthonormée directe (i , j , k), ondonne u[2 .—5.1] et V(—1,0,3). Déterminer GAV .

LN L e |
sitp=| 2 =5 A=[, _[=-Tetr=| 1  |=-7.
1.3 2

AV estle vecteur de coordonnées [_% = _%] dans labase (7,7 ,k).
ice 34

On donne les points A(-1,1,2), B(1,2,0) et C(l] 4, 6) dans un repére orthonormé direct.

1) Calculer ABAC, AB et AC. En déduire cosBAC .

Peut-on déduire de la valeur de cosBAC , la mesure en degré de l'angle BAC 7 Si oui quelle est cette mesure ?

2) Calculer la norme du produit vectoriel AB AAC . En déduire sinBAC .

Peut-on déduire de la valeur de sinBAC la mesure en degré de I'angle BAC ?

1)Ona:AB apour coordonnées (2, 1, -2) et AC a pour coordonnées (1,3, 4).
e Donc ABAC=2x1+1x3+(-2)x4=-3

o« AB=\2+2+(-22=3 et AC=+12+3*+42=26.

—— . . MR %
Or ABAC =ABxAC xcosBAC , d'ol COSBAC_ABXAC— -

o mesBAC appartient [0, 7], alors connaissant cosBAC , on peut déduire mesBAC .

A l'aide de la calculatrice, on a mes®BAC = 101,30°.

2)e ABAAC a pour coordonnées (10, -10 , 5), donc “A—BAIE||=J109+100+25=15.
[BRe| sy

ABXAC 26

e Or ||EAE||=ABxAstInE—E§ , D'oll sinBAC =

f 26
e |y a deux réels dans [0, ] dont le sinus est —25—

D'oli connaissant seulement sinBAC _on ne peut pas déduire mesBAC .

2 - Prouver qu'une base est orthonormée

Exercice 35
Dans une base orthonormé directe (7, ] , k) de I'espace, on donne :
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2 TER o w3 ig] e,
Moty que (4 v

0

+ W) estuno base orthonorms do l'espaco. Préciser son sens.

ein&n_";_i.xl_;!?_]*_ﬂxﬁﬁri e
J

—-E—x—3-=0. Dol U et V sont orthogonaux.

Détemﬂnuns les coo

rdonnéesde Ay :
Méthodoe 1 :

3 —é’—(--i'n-i'+7AT+TAE-EAT+EAT+EAE]
paMlm o o

Dol unv=—ﬁ—(0+k—1-|-i+m=-‘f;§(-?-zi+i}=ﬁ

Méthode 2 ;
o & o & &

Soit p= 3 :-—-J—E-; Q= 2 3 =_£ el r= 2 3 =i§.
ORI A e
2 3 2 3 3

ona En?:{i(-‘—21+il=;

Pusque {  TLV | alors @,7, W) est une base orthonormée directe de l'espace.

3~ Montrer que trois points sont alignés ou que deux vecteurs sont colinéaires

Exercice 36
; 111
Soit A[E.E.—z-]'B(2.D.1)elC(3.-2‘-2).

Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignes.

Le vecteur AB a pour coordonnées [3 5 2] et BC @ pour coordonnées (1, -2, -3),

D'oll ABABC a pour coordonnées [-Z- ,5,-%}. (Le lecteur fera les calculs).

Puisque ABABC =0 , alors A, B et C sont non alignés.

4 — Déterminer un vecteur normal et une équation cartésienne d’

un plan
Exercice 37 ‘ -
Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC), ol A(-1,1,0),B(1, 1 .-2)etC(3, 1, -1) dans un repére
orthonormé direct,

: Page R —————— ™
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'espace

vérifions d'abord si (ABC) est un plan, c'est-a-dire si A, B et C sont non alignés.
AB a pour coordonnées (2, 0, -2), AC a pour coordonnées (4, 0, -1).

Dol ABAAC a pour coordonnees (0, -6 , 0). (Le lecteur fera les calculs).
Puisque ABAAC =0, alors A, BetC sont non alignés.

Et par conséquent, (ABC) est un plan et ABAAC est un vecteur normal au plan (ABC).

Ainsi, soit M(x , y , Z) un point de 'espace,

M(x,y,z)appartienta (ABC) < AM-(ABAAC)=0 & Ox(x+1)-6x{y-1)+0xz=0 & y=1.
D'oli (ABC) est le plan d'équation y = 1.

5 - Prouver que quatre points ou trois vecteurs sont coplanaires

Exercice 38
L'espace est muni d'un repére orthonormé direct.

1) Les vecteurs G (2,-3,1), V(-1,2,4)et wi(3,-2, 1) sont-ils coplanaires ?
2) Les vecteurs U(2,-3,1), V(-1,2,4) et w(3,- 4, 6) sontls coplanaires ?

-3 211 4 —
1) UAV apour coordonnées 1 d*b 1H23 ;].Donc iAV apour coordonnées (-14,-9, 1).

([IAV)-w==14x3-9x(-2)+1x1=-23.
Puisque (G A¥)-w#0, alors les vecteurs T, V et w ne sont pas coplanaires.

v

2) GV a pour coordonnées i i e ; £ .Donc AV apour coordonnées (-14 ,-9, 1).
: 1 412 —1|-3 2
({AV)-w=—14x3—-9x(—4)+1x6=0.
Puisque (i V)-w=0,alors les vecteurs T, v et w sont coplanaires. ;

Exercice 39 .
Les points A(1, 0, -1), B(2, 1,0), C(0,1,-1)etD(-1, 0, 4) sont-ls coplanaires dans un repére orthonormé direct 7

Les points A, B, C et D sont coplanaires si et seulement si les vecteurs A_'B . E et AD sont coplanaires.

11 o1 —1

1.0'n =111 1|
Clest-a-dire le vecteur ABAAG a pour coordonnées (-1, -1 , 2).
(ABAAC)-AD = —1x(—2)—1x0+2x5=12 . Puisque (ABAAC)-AD =0, alors les vecteurs AB, AC et AD
sont non coplanaires. Par conséquent, les points A, B, C et D sont non coplanaires.

Ona AB(1,1,1), AC(1.,1,0)et AD(-2,0,5). D'oli ABAAC

6 - Etudier la position relative de plans et de droites

Exercice 40

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O, |, J , K ). Dire si les plans (P1) et (P2) sont paralléles.
1)(P1):2x=3y+4z+2=0 et (P2):3x+2y+2z=1=0.

2)(Pr):x+3y+82-1=0¢et (P): %x«-%y—%z+3=u.

L — S R LR
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Chapitre 9 : Géométrie dans Uespace
Solution 40 ==

1) ny(2,-3,4) etn, (3,2, 2) sont respectivement des vecteurs normaux 4 (Ps) et (Pz).

Orona ni Anz {-14 , 8, 13) (le lecteur fera les calculs). Comme nw'm2 =0, alors n1 et n2 sont non r:c:hn.gal,e

D'ol (P1) et (P2) ne sont pas paralléles.

2) n, (-1.3,8)etn, [% ; —% i rg] sont respectivement des vecteurs normaux a (P1) et (P2).

Orona ny Af, (0,0, 0) (le lecteur fera les calculs). Comme g Any =0, alors ny et ny sont non colingaires,
Dol (Py) et (P2) sont paralléles.

Exercice 41
L'espace est muni d'un repere orthonormé (O , 1, J , K) . Dire si les plans (P+) et (Pz2) sont perpendiculaires,

1)(P1):2x-y+3z-1=0 et (P2):-x+4y+2z-4=0.
2)(P1):-x+3y+4z+2=0et (Ps):2x+y-2-6=0,

1) 0y (2,-1,3) et ny (-1,4,2)sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (P2).

Ona n,-n, =0 (e lecteur fera les calculs). D'oli ny est orthogonal & nj . Par conséquent (P1) est orthogonal a (p;)
2) ny(-1,3,4) et n, (2,1, -1) sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (P).

Ona ny-n, =—3=0 (le lecteur fera les calculs).

Donc J'_l; et E ne sont pas orthogonaux et les plans (P1) et (P2) ne sont pas perpendiculaires.

7 — Calculer I'aire d’un triangle ou d’un parallélogramme, le volume d’un tétraedre et fa
distance d’un point & une droite ou & un plan

Exercice 42
ABCDEFGH est un cube de coté 1. L'espace est muni d'un repére orthonorme direct (A ; AB,AD, AE). P

On désigne par |, le milieu de [EF] et par K le centre du carré ADHE.

1)a) Vérifier que BK =IGAIA.

b) En déduire l'aire du triangle IGA.
2) Calculer le volume du tétraédre ABIG et en déduire la distance du point B au plan (AIG).

— =

== Aice
1)a) Ona: iG — 3B _RE et lA:—EAB.Nors:

2

ﬁnﬁ=_-}ABAAB—%ﬁnA_E-%ﬁAA_B'~ADA E-

I+ - = 1A A = AR+ BA =K.
2 2 2

Par conséquent, BK=IGAIA.

Autre méthode:

On peut aussi uliliser les coordonnées des sommets du cube dans le repére donné.

b) L'aire du triangle IGA est : Aire(lemzliﬁnﬁﬂ=1BK:1JA52+AK2 ,
Or M-’ (AE2 EH2}=— alors Alre(IGA) = ,’1+§=.‘[_ua

2) o Le volume du tétraédre ABIG est: Volume(ABIG) = El(@ A m]_@] _

Scanned by CamScanner



f,u LG t"mm;‘rriﬂ duny Vespace

Dans le repére donné, ona: B(1,0, 0), [U % -;-] |[2,U.1]

i 11 .=
Donc BK a pour coordonnées [—1 'E'E] et IB a pour coordonnées [%ﬂ ,—1],

oy ] O 0__:-1'
D'oll BK-IB= 2-+- 2

1
Et finalement, Volume(ABIG) = = uv

Autre méthode :
Pour le calcul de BK 1B , on peut aussl écrire : ﬁ:—ﬁ+%ﬁ+lﬁ et E:%E_A_E'
— = i —_ —_— e e — -
Nors : BK-B = ~~AB? +-AB - AE +-AD-AB — \AD. AB+ A€ AB—tae2 =1 _1_ 4
2 4 2 4 2 2 2

e SoitOle pro]eté orthogonal de B sur le plan (AIG).
lume(ABIG —OB Aire(AlG) ,d'ol OB=——F = —=—
Volume(ABIG) = x Aire(AIG) , d'ol are(h0) -~ Je = 3

La distance de B au plan (AIG) est: OB = —“;E ;

Exercice 43
Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé dlreci (0,1, J,K), on considére les points A(1,2, 3),

B(2,-3,4)etlevecteur U (1,2,-3).
On note H le projeté orthogonal de B sur la droite D(A ; T ), passant par A et de vecteur directeur U .

1) Calculer IEE.Eil , puis montrer que AHJ‘E:IE.EI.

2) En déduire la distance du point B & Ia droite D(A ; T ).

u

1)e Ona AB(1,-5,1), T(1,2,-3).0onc AB-U=1x1+(-5)x2+1x(-3)=—12. D'ol |AB.E|:12.

3) Calculer d(B, (D)), la distance de B 4 la droite D(A ; T ) en utilisant Ia formule : d(B, (D)) = "_ﬂ

o Or AB-T= (AH-+FB) = AH-G+FB-T; Hétantle projeté orthogonal de B sur la droite D(A; T).
Ona, HB-G=0,dol E-ﬁ:ﬂl-ﬁ:thHﬁ"xms{ﬂ).

Puisque H appartient & D(A ; G ), alors on a mes(AH ,3) =0[x].

= AHx[i]|. Comme|[d] = V14, alors AHV14 = |AB ul

AB.u 6/
2) D'aprés la question 1), ona: AH= I J_I jz— ®.,

D'odi |AE uI AHx ] x cos{AH 0)

Le triangle ABH est rectangle en H, d'otl BH3=ABE-AH2—1—;?- D'ois BH= J‘f

La distance de B 4 la droite D(A; U)est BH= %}: '

Page 95
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Chapitre 9 : Géomelrie dans 'espace |
5 2 -1 - =1 1
S 9 -t 1)V |8
Cest-a-dire BAAT a pour coordonnées (13,4, -7). Par suite HBA f\ﬁ“: 169416+ 491@_
2 17

D'od la distance de B 3 (D) est : d{B'{D”:?iT: =

3) BAAT apourcoordmméesl

Exercice 44

L'espace est muni & un repére orthonormé (0., 1., K). Soit A(1, 2, 3), B(-1, 4, 3), C(2,0, 1) et D(0, 4 757~
1) Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).

2) Déterminer une équation du plan (ABC).

3) Montrer que le point D n'appartient pas au plan (ABC).

4) Calculer la distance de D au plan (ABC).

5) Caleuler le volume du tétraédre ABCD. En déduire I'aire du triangle ABC.

1) Un vecteur normal au plan (ABC) est ABAAC.

Ona AB a pour coordonnées (-2, 2, 0) et AC a pour coordonnées (1,-2, -2),

2 -2 |0 -2 |-2 1

0 —E" 2 12|' 2 -2]'
D'ol ABAAC de coordonnées (4, 4 , 2) est un vecteur normal au plan (ABC).
2) M(x,y.2)appartienta (ABC) < AM(ABAAC)=0

donc ABAAC a pour coordonnées

= Ax-1)-4(y-2)+2(z-3)=0.

&  -X-2y+z+3=0.
D'ol une équation cartésienne du plan (ABC) est : 2x + 2y -z -3 = ().

3) 2x0+2x4-1x15-3=-10 # 0. D'oll D n'appartient pas au plan (ABC).
' DA.(ABAAC
4) La distance de D au plan (ABC) est donnée par la formule - d(D, (ABC)) :ITLT")I .
ABAAC
Orona:DA(1,-2,-12), DA-(ABAAC)=—4+8-24=—20 ef “EAE||=1F16-+_16+_4 =6.

. 10 .
D'ot d(D, (ABC))= i La distance de D au plan (ABC) est donc E
Autre méthode ;

On peut aussi utiliser I'équation cartésienne du plan (ABC). Onaura: d(D, (ABC)) = s ¥ g~ -_ﬂ - T
V24241 ;

e T
le: Volume(ABCD) = %](AB J"“‘e"c':“ﬂ‘["'l =7c:x20 I

5) @ Le volume du tétraédre ABCD est donné par la formy

Le volume du télraédre ABCD est donc : 1—:— uy,,

. X : 1
e Notons V le volume du tétraédre ABCD : Aire(ABC) I'aire du triangle ABC et h la hauteur du tétraédre jssue 0

10
L 3
Onaalors: V =Eh x Aire(ABC) , d'ols Aire(ABC) = Lo = E-x—-a_ =
0=
Dol I'aire du triangle ABC est AifE{AB{:) =dua. :
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Chapitre 9 : Géomdtrie dans 'espace

8 ~ Déterminer les lieux géométriques

Exercice 45
Soit A, B et C trois points de I'espace orienté,

Déterminer 'ensemble des points M tels que : (MA +MB)AAC =0 .

Soit | milieu de [AB]. MA +MB = 2Mi , dong :

(MA+MB)AAC=0 & MIAAC=0 <& Lesvecteurs Ml et AC sont colinéaires.

D'ou lensemble cherché est la droite passant par | et paraliéle 4 (AC).

Exercice 46

Soit A et B deux points distincts de 'espace orienté, | le milieu de (AB].
1) Démontrer que pour tout point M de espace, MA AMB = MiA AB.
2) En déduire 'ensemble (E) des points M de I'espace tels ‘que "W;Mﬁ“ =MIxAB.

Solution 46

—

1) MAAMB =MA A (MA + AB) = MA A MA +MA A AB = WA A AB (car MAAMA =1).

—_— o

De méme MiA AB = (MA + Al) AAB = MA A AB + Al A AB =
D'oli MAAMB=MiAAB.
2) D'aprés la question 1), on a "Hﬁnhﬁ":ﬂﬁlnﬁ“.

L'ensemble (E) est donc 'ensemble des points M de l'espace tels que "Eﬁnﬁ": M

Orsi M1, alors "ﬁi.ﬂ.ﬁﬁ":wx AB x sinMIA .

Donc M appartient & (E) si et seulement si sinMIA =1 , c'est-3-dire mesMIA =§.

:a!

L'ensemble des points M de I'espace tels que mesMIA = =5 est le plan médiateur de [AB],

MAAAB (car AIAAB=0),

% AB.

privé du point I,

Mais si M = I alors "llnﬁ.ﬁl 0 et lIxAB = 0, d'oll I'égalité uMIAABﬂ MixAB estencore vraie,

Exercice 47

Finalement, I'ensemble (E) des points M tels que “MAAMBN =MIxAB est le plan médiateur de [AB).
| -

L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (01, j ,K).

Soit A, B, C les points tels que OA=1, OB=] et OC=k.

1) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que ”_' " || ME A MC “

2) Déterminer 'ensemble des points M de 'espace tels que " MA AM “ = “ MBAMC “ ” MC AMA |,

1) Soit M point de I'espace de coordonnées (x,y,2)

OnaA(1,0,0), B(0,1.0)etC(0,0, 1).
Le vecteur MA AMB a pour cordonnées (z,z, 1~ x - y) (fe lecteur fera les calculs).
Le vecteur MB A MC a pour coordonnées (1 -y -z, x, x) (le lecteur fera les caleuls),”

-—= Page 97—
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28— x2 -2 + 2z + 2xy - 2yz = 0, ensuite & (z - x)(z + x) = 2(x - 2) + 2y(x —2) = 0, ensuite &
(z-x)(z +x-2y+2)=0etenfindx—2=00ux-2y+z+2=0.

MA AMB ” = ﬂ MBAMC || est la reunion des plang

Chapitre 9 : Géometrie dans Uespace
I f

Par conséquent, I'ensemble des points M(x , y , z) tels que

d'équations respectives x—z=0etx-2y+z+2=0.

2) D'apreés ce qui précéde, nmnﬁﬁ"=‘|ﬁnﬁ‘| si et seulementsi, x—z=0oux—-2y+z+2=0,
Comme a la question 1), on montre que :

"Wﬂ/\lﬁf"z W:’nm]] si et seulement si, x—y =0 ou x +y -2z + 2 = 0 (le lecteur fera les calculs).
X=zoux—2y+z+2=0
X=youx+y—2z+2=0'
[ x=z o [x—25r+z+2=00LJ [x—2y+2+2=ﬂ

puis 4 lxzz ou

Alors, “ﬁnﬁl:“ﬁzx%“:"ﬁx-\m—hiestéquiva!enté[ "

X+y—2z+2=0 X=y X4+y—2242=0"
x=k x=k x=K x=k=—2
Enfina {y=k ke R ou {y=k—2 keR ou { y=k keR ou y=k keR.
z=k z=k z=k-2 =k

Finalement, I'ensemble des points M(x , y , z) de I'espace tels que :
|| MA AMB I = || MBAMC || = || MC AMA I est la réunion des quatre droites passant respectivement par O,

Exercice 48 >
Soit A, B, C frois points non alignés de I'espace orienté.

1) Déterminer I'ensemble des points M de l'espace tels que : ABAAM =ABAAC.

2) Soit | le milieu de [AC], démontrer que 'ensemble des points M de l'espace tels que : MA AMB =MB AMC estla
droite (IB).

Solution 48 |
1) Soit M un point de I'espace, ona: |
AEAMM=ABAAC « ABA(AM-AC)=0 < ABACM=0. |
Donc l'ensemble des points M de l'espace tels que ABAAM = ABAAC estla droite passant C et paralléle & la drofe |
(AB).

A(0,-2,0),B(0,0,-2) et C(-2, 0., 0) et ayant foutes pour vecteur directeur T=1+ ] +K.

— —_— — — -

(MA +MC) AMB = 0, ensuite 2MIAMB =0 etenfin MIAMB=0.
Ce qui signifie que les points M, | et B sont alignés. En d'autres termes, M appartient a la droite (1B).
Finalement, l'ensemble des points M de I'espace tels que : MAAME =MBAMC estla droite (IB).

Exercice 49 > _—

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé direct, soit A et B deux points tels que AB = 5.

1) Si M est un point de I'espace, interpréter géométriquement " MA AMB ” i {

2) Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que I MA AMB " =20, i

Solution 49 ' '

1) " MA A hﬁ" représente le double de I'aire du triangle ABM. J

e Pagets
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'es pace

ABx d(M,(AB))
s,

2) L'aire du triangle ABM est aussi égale a :

D'od d'ﬂpfés la questiun 1)- " m I\F:"E Il =20 éQUI"U'BLI'l a AB"d[M. (AB” =20, C'est-a-dire d'M ) (.'"LB]:I =4,

D'od I'ensemble des points M de lespace fels que ” MA m»,Té“ =20 est le cylindre d'axe (AB) et de rayon 4.

e PAge 1) mm——
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Chapitre 9 : Géométrie dans Uespace

EXERCIGES POUR s’ AuTo-EVALUER

Exercice 50 25 minutes

e - LY v
1) On donne dans l'espace E, trois points non alignés A, B, C et le point | défini par Al = AB +-2~AC ;

De quels coefficients a, b, ¢ faut-il affecter respectivement A, B et C pour que | sait leur barycentre ?
2) On suppose maintenant que ABC est un triangle rectangle en Aetque AB=2et AC=1.
Déterminer I'ensemble des points M de |'espace tels que :

a) (S):MA2-2MB2 - MC2=-3. b) (P):MAZ-2MB2 +MC?=-3,
Exercice 51 BAC Etranger 25 minutes

L'espace est muni d'un repére orthonormé (01,7, k).
On considére les points A(1,0,-1),B(2,1,0),C(0,1,-1)et D[-1,0,4).
1)a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB A AC .

b) Montrer que les paints A, B, C et D sont non coplanaires.
c) Galculer le volume du tétraédre ABCD.

2) Soit (S) l'ensemble des points M de l'espace tels que MA? + MD? = 28,
a)Verifier que les points B et C appartiennent & (S).
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (S).

Exercice 52 BAC C et E — Cameroun — 2000

O, A, B et C désignent quatre points non coplanaires de I'espace affine euclidien, P et Q les milieux respectifs des
segments [AC] et [OB].

On note D le barycentre des pdints 0, A, B et C affectés des coefficients respectifs 3, 2, 3 et -2.

1) Montrer que les vecteurs DQ et AP sont colinéaires. Placer les points A, B, C, O et D sur une figure.
Dans la suite de I'exercice, on note M un point de l'espace,

V=MO—-MA+MB—MC et w=3MO+2MA +3ME —2MC.
2)a) Vérifier que Vv =2PQ etque w=6MD.
b) En déduire la nature de A ainsi que celle de S, oli A est 'ensemble des points M tels que V et w soient
colinéaires. S estl'ensemble des points M tels que 7 et w ontla méme norme.
3) On suppose (pour cette question) que I'espace est muni d'un repére orthonormé (O ; 1 .7, K) etque les points A, B
et C ont pour coordonnées (2,0, 0), (0,2, 0) et (0,0, 1) respectivement.
Ecrire une équation cariésienne de S et un systéme d'équations paramétriques de A.

Exercice 53
ABC est un triangle. On pose BC =a, AC=betAB=c,
A’ est le milieu du segment [BC), B' celui de [AC], C' celui de [AB], G l'isobarycentre du triangle ABC.

2 2 2
1) Montrer que, pour tout point M du plan, MA? -+ MB? +MC? = 3uG? + th3 =

35 minutes

2) En calculant de deux fagons différentes : (MA +MB +MC)? , établir que :
R S SR
2MA WA+ MBNIC = Mg — & +0° +¢”
! 6

3) On considére les points communs aux cercles de diameétres res

el ol : pectifs [AA] et [BC].

Montrer que, lorsquiils existent, ils appartiennent & un cercle de centre G dont on précisera le rayon en fonction de 2. b
etc.

EKE[QLCQ 54 BAC i i -F ce-199

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O 7, 7, k) , on donne les points A(3 , 2, -1) et H(1 , -1, 3)

ey, Page 100
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2) Déierminer une f!quatinn du plan (P) passant par H et orlhogonal 4 1a droite (AH).
3) On donne les points B(-6, 1, 1), C(4, -3, 3) et D(-1, -5 1),
Démontrer que B, C et D appartiennent au plan (P).

Démontrer que l'aire du triangle BCD est égale & 5+/29
Démontrer que le volume du tétraédre ABCD est égal a -1—:§

Exercice 55 45 minutes

A, B, C et D sont quatre points non coplanaires de I'espace ; | et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et
[CD] ; m est un réel non nul et G = bar {(A , 1), (B, 1.(C,m-2),(D, m)).

1) Construire Gm dans les cas particuliers.
a) m=2 b) m =1,

2) Montrer que IG,, =[m2:n2]ﬁ +~;—I_Ifl.

c) En déduire que G; est le milieu du segment [G1J].

En déduire que I'ensemble (S) des points Gn lorsque m décrit R” estinclus dans un plan que l'on précisera.
3) Montrer que mJG,, estun vecteur constant. En déduire I'ensemble (S).

Exercice 56 20 minutes
Soit P un plan affine, A et B deux points distincts de P.

A'tout réel a et pour tout point M du plan, on assogie le systeme : Sa = {(A, a), (B, a + 1), (M, -a)}.
1) Déterminer l'ensemble E des réels a pour lesquels le systéme S, admet un barycentre.

2) Soita appartenant & E, on note ®a I'application de P vers P, qui a tout point M, associe le point M', barycentre de
So. Quelle est la nature de @, ? ;

Exercice 57 rait d'un BAC étranger 45 minutes
L'espace est rapporté & un repére orthonormé direct (0: 7, 7 , k).
Les points A, B, C et D ont pour coordonnées respectives (-1, 0, 2,(3,2,-4),(1,-4,2)et(5,-2,4).

On considére les points |, J et K définis comme st : | miieu de [AB], K miieu de [CD] et B] = %a_c:' ,

1) Déterminer les coordonnées des points I, J et K.

2) Montrer que les points |, J et K ne sont pas alignés. ;

Justifier qu'une équation cartésienne du plan (IJK) est 8x + 9y + 52 - 12 = (. ;

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AD) et montrer que le plan (I1JK) et la droite (AD) sont sécants

—_
en un point L dont on déterminera les coordonnées, Montrer que AL =—4-AD .
3) Plus généralement, dans I'espace E, on considére un tétraédre ABCD ainsi que les points |, J, K et
4fir Y o B o
L définis par | milieu du segment [AB], K milieu du segment [CD)], AL = EAD et BJ =78C.

Soit G le barycentre de ((A, 3), (B, 3), (C, 1), (D, 1)}.

Déterminer e barycentre de {(A, 3), (D , 1)} et le barycentre de {(B , 3), (C , 1)}.

En associant les points A, B, C et D de deux fagons différentes, montrer que G appartient aux droites (IK) et (JL).
En déduire que les points |, J, K et L sont coplanaires.

Exercice 58 xtrait d'un BAC étr 45 minutes
Soit A, B et C troig points non alignés de I'espace et k un réel de l'intervalle -1, 1].

On note Gy le barycentre du systéme {(A , k2 + 1), (B, K}, (C , -K)}.

1) Représenter les points A, B, C, le milieu | de [BC] et construie les points G et G-1.

| I =N ..____k BC
2) Montrer que, pour tout réel k de lintervalle [-1 , 1], on a Iégalité : AG, = k2 +1BC'

—_—————————— Pageli
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Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1] par: = x2 +1

En déduire l'ensemble des points Gk quand k décrit lintervale -1, 1]

3) Déterminer 'ensemble (E) des poinis M de I'espace tels que : " 2MA +MB —MC H ] ” 2MA—NB-+MC ﬂ :
—ﬁ_ﬁ'ﬁﬂ

4) Déterminer I'ensemble (F) des points M de I'espace fels que:: |’ 2MA +MB —MC " i Il i

5) L'espace est maintenant rapporté & un repére orthonormé (O ; 7.7.K).
Les points A, B, C ont pour coordonnées respectives (0, 0, _2). (-1,2,1) et(-1,2,5).
Le point Gy et les ensembles (E) et (F) sont définis comme ci-dessus.

Calculer les coordonnées de G1 et G.1. _ _
Montrer que les ensembles (E) et (F) sont sécants. Calculer le rayon du cercle (C), intersection de (E) et (F).

Exercice 59 __25 minutes

Soit P un plan. ABC est un triangle rectangle en A etisocéle tel que AB = AC = a, ol a est un réel positif.
Soit m un paramétre réel. ' .
1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que le systéme de points pondérés
{(A.2),(B,-1),(C, m)}admette un barycentre Gn.

2a\2

2) Construire Go, puis Gz. Vérifier que GG, =T .

3) Déterminer l'ensemble (I'1) des points M tels que : "2:@ —ME+2MC |[ = " MA +MB + MC ||

Exercice 60 35 minutes
Dans |'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O ; i y I .K) , on considére les points A(1,2,2), B(3,2,1)et
c1,3,3).

1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan. Donner une équation de ce plan. -

2) On considére les plans (P) et (P2) d'équations respectives (P1) : x—2y+2z—1=0 et (Pz):x-3y+2z+2=0.
Montrer que les plans (P1) et (P2) sont sécants.

On notera (A) leur droite d'intersection. Montrer que le point C appartient 4 la droite (A).

Démontrer que le vecteur G (2, 0, -1) est un vecteur directeur de la droite (A).

Déduire une représentation paramétrique de la droite (A).

x=2k+1

3) Pour déterminer la distance du point A a la droite (A) d'équation paramétrique : { y=3 keR.
z=-k+3

On considére le point M de parameétre k de la droite (A).

Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AM et T soient orthogonaux.

En déduire la distance du point A a la droite (A).

Exercice 61 30 minutes_

On considére dans le plan orienté un triangle non aplati ABC.
On note G le barycentre des points pondérés (A, 3) , (B, 1) et (C , 1).
Q le barycentre des points pondérés (A, 3) et (C, 1),
Et enfin R le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 1).
1) Démontrer que les droites (BQ) et (CR) passent par G
2) Soit P le milieu du segment [BC].

Démontrer que les points A, P et G sont alignés. Exprimer le vecteur PG en fonction du vecteur PA .
3) Soit A 'ensemble des points M du plan tels que : mes(MB , MC) E%[E] -

On suppose que B et C sont fixes et que A décrit I'ensemble A. Déterminer I'ensemble I décrit par le point G

T ————y. PA0e 1012 e ————
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Exercice 62 , 25 miputes
Soit A, B et C troit points non alignés da Fespace orienté
1) Démontrer qua AB 1 AC =CA nCB =BCABA.
BC CA  AB
ginBAC  sinCBA  sinACB

2) En déduire que .

Exercice 63 45 minutes
L'espaca est muni dun repére orthogonal direct (07, 7, k).

On donne Jes points A(1,0,0),B(1,-1,1),C(-2,0,1),0(:2, 1, 0) etM(x,y, 2).

1) On considere e vecteur V tel que V= 2MA — 2MB +MC .

Déterminer le triplet (x , ¥ , z) de coordonnées de M pour que ['on ait simultanément ABAV=0A et

2) Déterminer le lieu géométrique des points G,, barycentres des points pondérés
(A,%);(B,%-1);(C,1-2));(D,1)lorsque 2 décrit R

(Indication : ABCD ¢st un parallélogramme non aplati).

3) Soit H un point de 'espace tel que ABCH scit un tétraédre, | le milieu de [AB], J le milieu de [AC] et K le milieu de

[CH)

Soit o.un réel différent de -1, 0 et 1 et H,, le barycentre lorsqul existe des points pondérés (A , 2 +1), (B, @),

(C,x-2),(H,-3).

a) Montrer que H,, est un point du plan (IJK).

b) Soit E le milieu de [1J] et F le barycentre des points pondérés (J , 1) ; (K, -3).

Montrer que H,,est un point de la droite (EF).

Exercice 64 Extrait d'un BAC francais — 1987 ' 50 minutes
L'espace est muni d'un repére orthogonal direct (07,7 ,k)

B.V=0.

0On donne les points A[-%,O.U]. B[%,ﬂ.ﬂ] etF(0,1,0).

1) Soit M(x , y , ) un point de I'espace.
Calculer les coordonnées du vecteur MA AMB . Déterminer le point Mo tel que MoA AMgB = MgF .

2) Déderminer 'ensemble des points M du plan (0; 7 , k) tel que: ||m A ﬂ“ = HIWIf“

En interprétant ﬂl‘ﬁ'ﬂ Aﬁﬂ comme une aire, montrer que ces points M sont a égale distance du point F et de 12 droite

(AB). En déduire une solution géométrique.
3) Résoudre les mémes questions qua la question 2) en remplagant le plan (O; T, k) parle plan (07, 7).

Exercice 65 __Extrajt d'un BAC francais - 1981 25 minutes
1) ABC est un friangle du plan P tel que AB=AC=5etBC =6
Caleuler le produit scalaire AB-AC.
2) On désigne par G le barycentre de (A, 2), (B, 3) et (C, 3).
Construire le point G et calculer la distance GA.
3) On considére I'application f de P dans R qui, & lout point M de P, associe le réel :

f(M) = 2MB -MC + MC-MA + MA-MB.
Démontrer que I'on a, pour fout point M de P, f(M) = f(G) + 4MG?2, Calculer numériquement f(A) et f(G).
4) Déterminer ef construire 'ensemble E des points M fels que : f(M) = f(A).

- 1
r

A 2 OD S Niree g k 4B AN IUE alllE _ £
ABCDE est une pyramide de base ABCD, carré de centre O et EA=EB=EC=ED=2aet OA=a
1) Montrer que la droite (EO) est orthogonale au plan (ABCD).
2) Déterminer suivant les valeurs du réel k, 'ensemble des points M de I'espace tels que :
MAZ + MB2 + MCZ + MD? = ka2,

. P0E 10]  E———
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Chapitre ¥ : st

EXERCICES PBUR 5" AUTO-EVALUER - SoLUTIONS

T,

i = -1)}.
0 A=RB+AC « N oGl =3, Dol I=bar (A, 1), (B2 (C.-1)

™ iR TR
2)a) MA2-2MB?-MC? = (Mi-+iA)2 —2(Mi-+TB)? — (MI+IC)". .
_2MI? — 2Wi(iA + 28 - IC) +1A* — 2B° = C”.

= MR+ A2 - 2182~ G2, -
SEN —_— —_— el 1.2, 78 57— AR? —ACt =—,
AI=A8+%AC done 1A‘*‘=(AB+%AG)"’=AB"+IHC +A0:AEm 8y 4

e Fa e He q 1
Al:AB+%AC,donc EI=%AC ol BI?=EACE=I-

— e 1 17
o e i TR — 11— 1,02 AC=ABZ 4—Ac2 1V
Al=R8+27C., donc =B~ 2C et CF =(RB-7AC): = AB? +7AC" ~AB-AC=AB"+7AC* =7

1

D'os MAZ —2MB? —MC?2 -_-._2M|2+£_E_E=_2M|? ——. Ainsi,
4 4 4 2
5
MA?-2MB2-MC?=-3 > ~2MI2—%=—3 o MI=%.
5

D'ou (S) est la sphére de centre |, de rayon -
b) @ MA?—-2MB2 + MC2 = MA? —2(MA + AB)? + (MA -+ AC)? = 2MA(—2AB + AC) — 2AB? 4 AC?,
= 2MA(~2AB +AC)-7
Considérons le point D tel que AD =—2AB+AC , onaura alors MAZ —2MB? +MC? = 2MA.AD —7.
Donc MA2-2MB2 + MC2=-3 ¢ MA.AD=2. '
e Soit H le point de (AD) tel que HAAD=2.

Ona HA =aAD . Donc HA.AD = oAD?. |
Puisque AD=—2AB+AC, alors AD? =(—2AB + AC)? = 4AB2 + AC? =17,

On en déduit ﬁ.ﬁ:mfm? =17a . Comme ﬁ.ﬁ=2.alorsona 1To=2. Alors a=% et HA=-=AD.

17

e Onobfientalors MAZ-2MB2+ MC?=-3 < MAAD=FAAD & HMAD =0.
(P) est le plan passant par H et orthogonal & (AD).

1)a) Les coordonnées de AB sont(1,1, 1) et celles de AG sont(-1, 1 ,0).
T 001 -
1T =11 1

b) A, B, C et D sont non coplanaires lorsque AB, AC et AD sont non coplanaires, C'est-a-dire (AB A AC)- AD 0.

Or AD a pour coordonnées (-2, 0, 5), alors (ABAAC)-AD=2+0+10=1220
A, B, C el D sont donc non coplanaires.

[]

D'ols AB A AC a pour coordonnées U: ;H

1 R
U - Cest-a-dire AB A AC a pour coordonnées (-1,-1, 2).

¢) Le volume du tétraédre ABCD est donné par la formule : T;-I{E A Eﬁ}.iﬁ' =2 uy

2)a) » BA apour coordonnées (-1, -1, -1), BD a pour coordonndes (3, -1, 4)

ﬁﬁa Page 104 A
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Chapitre 9 : Géumdétrie dany l'espace

BA =43 BD=+9+1+16= /26 . Donc BA? + BD? = 3+26=29. D'oiiB appariient a (S).
o CA apour coordonnées (1,-1,0), CD a pour coordonnées (-1, -1 , 5),

—J/2, CD=+/27 et CA?+CD?=2+27=29. D'ol C appartient 4 (S)
b] Soit | le milieu de [AD], et M un point de I'espace. On a:

MAZ 1 MD? = (Mi +A)? + (M1 +1D)? = 2MI2 -+ 2WI(/A +- D) + 21A2 = 2MP + Ag =2MP + 229
_ 29
s, Mappartent 3 (S) < MF+2=29 IMZ=? o 'M=-J-§—E-
V29

D'ols (S) est la sphére de centre |, de rayon e

1)D=bar {(0, 3), (A, 2). (B, 3), (C, -2)} =bar {(0, 3), (B, 3), (A, 4), (A,-2), (C,-2)} = bar {(Q, 6), (A, 4), (P, - 4)}.
Dot 6DQ+4DA—4DP =0, cest-4-dire 6DQ+4PA=0.

Donc DQ:%AP. D'oli les vecteurs DQ et AP sont colinéaires.
2)a) ¥ = MO —MA +MB — MC =MO + M8 — (MA + MC)
=2MQ—2MP (car Q est milleu de [OB] et P celui de [AC])
. =2PQ , '
W = 3M0 + 2MA + 3VIB — 2MC = 3(MD -+ DO) + 2(MD -+ DA) + 3(D + DE) — 2(D + DC)
= 6MD -+ 3D0 + 2DA + 3DB —2DC
=6MD (car D=bar{(0,3),(A,2),(B.3),(C,-2)))
Dol ¥=2PQ et w=6MD. _ il
b) e A estla droite passant par D et de vecteur directeur PQ.
o [f|=]# <« DM=%PQ . Donc (S) est la sphére de centre D et de rayon %PQ_ :

1 x 3V ifin L2
3 . — e =il ] e E{PQ_ 1 1 i
)Ona E[LU.ZJ. Q(, 1,0), PQ[ 1.1 2] D[S 3] a 4 2

Soit M(x, y , z) un point de I'espace.

? 2
2
® Mx,y,z) apparienta(S) < DM2=%PQ2 & [xms] +(y—l)2+[z+%] =%_
2)? 17 1
Donc une équation de (S) est : [x—i] +{y—1}2+[z+5] =
| 2
x=—k -_—
* Mix,y,z) appartientaA <« DM=kPQ aveckréel <« y=k+1 aveckréel
e 1
2=——k——
2 3
2
=—K+=
X -|-3
Donc une représentation paraméfrique de la droite Aest { y=k-+1 aveck réel quelconque.
|
=——K—=
2 3

R s P00 10 e —
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1) Soit M un point du plan,
® MAZ + MB2 + MC? = (VG + GA)2 + (VG + GB)? + (MG + GC)’
: 3MGz+2m-(§E+ﬁ_B'+§E}+GA2+GBz+Gcz
= 3MG? + GA?+ GB2+ GC? (1) (car GA+GB+GC=0).
e B g
* AG=(AB+AC). donc AG? :-;-(ABZ +AC? +2AB-AC).
Or AB.AC - AB® +AC? -BC? _c+b? -
2
(—2AB+AC), donc :

1 1
,alors AG? =§(c2+b2+cz+b2-az}=§{_ai 2% 49
« BG=1
3 .
1 —
BG? = (4AB? + AC? -m.m):%mz +b2 - 2c7 - 267 +232)=-;~(232 —b?+2c?),

— e
® CG=—(AB—2AC),donc:

l:.d

G? =§(ABZ+4A02—4A_B-EE]=%(GZ+4b2—202—2h2+2a2}=%{232+2b2—c2].

D'oll AG? +BG? +CG? = %{az +b%+¢?).
En remplagant cette valeur de AG2 + BG2 + CG? dans (1), on obtient bien :
MA? +MB? +MC? = 3MG? +%|:a|2 +b% +¢?).

2) (MA +MB+MC)? =MA? +MB? +MC? + 2MA -MB + 2MA -MC +2MB - MC .
Donc, d'aprés la question 1,ona:
(MA + MB +MC)? = 3MG? +%{a*+b*+c2}+m-(m+-ﬁﬁj+2ﬁ-ﬁé

=3MG? +-;—|{a2 +b? +¢%)+ 4MA-MA"+2MB-MC (A' est milieu de [BC],donc MEB+MC =2MA"
De plus, MA+MB+MC =3MG , alors (MA +MB+MC)? =9MG? .
En égalant les deux expressions de (MA +MB+WC)?, on obtient :

3MG? +%(az +b? +c?)+4MA -MA"+ 2MB - MC = 9MG? .

T ey i v 1
Et finalement, MA-MA'+MB-MC=3MGLE{32 +b?+¢?).

3) Supposons qu'il existe un point M commun aux cercles de diameétres [AA'] et [BC].
On a alors MA-MA'=MB-MC=0.

En remplagant dans I'égalité 2MA-MA"+MB-MC = 3MG? - (az+b2+c2}.nna:

2 12, .2
IMG? —%(32 +b%+ I:‘.2) =0. C'est-a-dire, GM =% a +l:r2 +c .
2
M appartient donc au cercle de centre G et de rayon ’3__4%*_"_ '

1) AH = (s —xa)’ + 00— Y2 +(2 =20 =25

SF Page 106 ﬁﬁ—sﬁj
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Chapitre 9 : Géoméirie dans I'espace
2) Le vecteur AH de mord.onnées (-2,-3,4), estun vecteur normal de (P)
Ainsi, soit M(x , y . ) un point de I'espace. |

Mix,y,2) appartienta (P) & AM-AH=0 & -2x-1)-3(y+1)+4(z-3)= )
Une équation du plan (P) estdonc:2x+3y-4z+13=0. )=3(y+1)+4z-3)=0 ¢ 2x+Iy-4z+13=0.
3) o Le lecteur vérifiera que les coordonnées des points B, C et D satisfont b Ty — 5

Donc B, C et D appartiennent 3 (P) isfont bel et bien 'égalité 2x + 3y -4z + 13=0.

o L'aire du triangle BCD est donnée par la formule : Aire(BCD) = 1"8_(5 A ﬁ“
2 ,

Orona BC apour coordonnées (10, -4, 2) et BD, (5, - 6, -2). Alors BC ABD a pour coordonnées (20, 30, -40).
Donc "ﬁEABD":W@ et Aire(BCD) =529 ua..

o Le volume du tétragdre ABCD est donné par la formule : Volume(ABCD) =.1.]E1',|:§.§ Aﬁﬁ)l _
6

Et comme BA a pour coordonnées (9, 1, -2), alors on a : BA- (BC ABD) =180+-30+80=290.
145

D'ou Volume(ABCD) = uv..

Autre méthode:
On peut aussi calculer |a distance h de A au plan (BCD) = (P) et alors on aurait : Volume(ABCD) = —;-hx Aire(BCD).

2
Orh=

Xy +3yp —42a +13
AT A4 |= 2 29, alors Volume(aBCD)=% 29 % 54/29 =1-g-§(unité de volume).

i+ 9
.2), (D, 2)}. Donc Gzestle milieu de [ID]. D

1)a) Gz = bar {(A, 1), (B,1), (D, 2)=bar{(l
b) G1=bar {(A, 1). (B, 1), (C,-1), (D, 1)} = bar {(1,2), (C,-1). (0, )}

o s e 8 i e P
Donc 2iG; —CG, +DG, =0 donc 2iG, +DC =0 donc IG =—EDC.
¢) G = bar{(l,2).(C. -1),(D, 1)}
Ge=bar{(l, 2), (D, 2)} = bar((1,2), (C.
D'olt Gz est le milieu de [G1J].

2) o Sait réel ul.
GL = bgllr[[n; u[:] (B n::)n FC m-2),(D, m)} Gm= bar{(l, 2}_,_{5. m -E}_,:(D ,_m}}
2[Gyy + (M —2)CGm+mDCm =0.

—
—
o 2|T;‘,;+(m-2)(6'i+|73§)+m(ﬁi+|73;)=0.
(=

omiG,, =(m—2)C+miD.

-),(D, 1).(C. 1.0, 1)} =bar{(G1,2).(J, 2}

Dou IG,, =-mz—-r;‘gl_ﬁ+%ﬁ . )
o D'oll G appartient au plan passant par | et de vecteurs directeurs IC et D (BC et D sont non alignés).

D'ols Gm appartient au plan (ICD): Par consgqqirﬁﬁt.:(bsf}lf{s(; coq;e?; d‘?;s(flie.pr:?}r,'{(ll}c, n)1_)' i

3) @ Gm=bar{(A, 1), (B, 1), (€., m-2), (D, e ..2}*.“ ,'Zml:}, o

Do, 26+ 2mGpy)—26nC 0 : cestadie (Gnl+ Ji) 4 mGpyd ~ G —IC=0.

Donc mG,Jd=IC. D'ollle vecteur MGy est constant. -

— —_—

P i
o Gi=C cestadie Top=—"-IC-
* m m

R | e . "
Soit m réel non nul, on a d'aprés cé qui précéde, JGp =—EIC =kIC, k variantdans R .

=§=ﬁﬁ==== [z Rl a————"""""""— """ """
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L —————————
Alors G= décrit la droite passant par J et paralléle 4 la droite (Cl), privée du point J. \

D'od (S) est la droite passant par J paralléle 4 la droite (IC), privée de J.

1) S admet un barycentre si et seulementsia+a+1-a#0; c'est-d-direa #-1. Donc E=R — {_1} ,
2) M =bar{(A, a), (B,a+1), (M, -a)} signifie que aM'A + (e +)MB—aMM=0.
Clest-3-dire oMA + (o +)M'B=0.

Ora+(a+1)=0 équivauta a:—%.mors:

! 1 B R —
* Sia=-,dosona —-%MA+%M'B:D.C'est-é-dire AM+M'A+AB=0.Donc MM = AB .

@ 4 estalors la translation de vecteur AB.
2

. 1 » .
e Sia= —g alors considérons le point G = bar {(A, a), (B,a+1)).Ona:
oMA+(a+MB=0 <« o(MG+GA)+(a+1)(MG+GB)=0 « oMG+(ax+)MG=0

o GM=—2_GM.
a+1

@, est 'homothétie de centre G et de rapport

‘L (si ce# 0) et ®g est I'application identique.

1) Les coordonnées de | sont (1,1, -1) et celles de K sont (3,-3, 3).

1 [ 5
1 2
1 =3 g f 51 5
BJ=—BC y,=2|=|-= == . Do J|=,=.-=|. *
3 Yy 2| € %73 °”"[2'2‘ 2]
z,+4 3 5
[ 2 | R

2)e Ona: u[% ";‘ —5] IK(2,—4,4) donc IAIK(-8,-9,—5)=0.

D'ois 1J et IK sont non colinéaires et les points I, J et K sont donc non alignés.
e Les coordonnées des points I, J et K vérifient 'équation 8x + 9y + 52-12 =0,
D'oi1 1, J et K appartiennent au plan d'équation 8x + 9y + 52 - 12=0.
De plus, les points |, J et K sont non alignés, alors le plan (IJK) existe et a pour équation : 8x + 9y + 52— 12 =0.

Xx=6k—1
e M(x,y,z) appartienta (AD) < il existe un réel k tel que, AM=kAD < y=-2 ,keR.
2=2k+2
x=—1+6k x =—1+6k
, y=-2k =—2k
rtient a (IJK)N{AD
e M(x,y,z) appartienta (VK)N(AD) < 72k = il
Erx+5"!nf+52—12—ﬂ —B+ 48k —18k +10+ 10k —12=0
. 1 1 1 {1 1.5
=—, x:—' = —— t =— s
On en déduit que K 2 3 y 2 etz 2" Dol (IJK) et (AD) sont sécants en L[2 2.2]
e AL a pour coordonnées [%.—l ] de méme que lAD Dot AL = %A_'D

e ————y  Page 108 M
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Chapitre 9 : Gévmétrie dans l'espace

ey Y i T Tl
Yo A=7A0 & 4AL=AD <« [D+3A=0. Dois L=bar{(A,3) (D, 1)),

. m:::.a—c & 3B+IC=0. Dou J=bar(B,3),(C, 1),

0
e D'une part, G=bar{(A,3),(B, 3
e D'autre part, G = bar{(A, 3), (B, 3

D'oli G appartient  (LJ).

Les droites (IK) et (JL) sont alors sécanles en G, donc coplanaires, D'oil les points I, J, L et K sont coplanaires.

1 (C.1).(D. 1)) =bar{(l 6), (K,2)}. Dois G appartient & (IK)
)+ (C. 1), (0, 1)) = bar((A , 3), (D, 1), (B, 3), (C, 1)} = bar((L, 4), (J, 4)).

Solution 58
1) Gr =bar{(A, 2), (B, 1), (C,-1)). D'ois AG, = ﬁ%a—c_

. Gy
G+ =bar{(A, 2), (B.-1), (C,1)}. D'oi AG_{:%BC.
2) e Gi=bar(A, k2 +1),(B,K),(C,-K} & (K*+1)AG, +kBG, —kCG, =0. ’
= (K +1)AG, +kBC=0 ¥
= Eﬁ':-{k—ﬁﬁ Doli AG, = = BC.
k* +1 K2 +1

- ¥ . . 2
e festune fonction définie, continue et dérivable sur [-1, 1) et pour tout x élément de [-1, 1], '(x) =%
(x*+1)
Pour tout x appartenanta }-1, 1[,on a f'(x) <0 avec (1) = f'-1)=0.
fest donc strictement décroissante sur -1, 1] et on a le tableau de variation de f qui suit :

RO R
e o . 0

2

* De l'étude de f, on déduit que, quand k décrit [-1 , 1), f(k) décrit [~% % ;

L)

L'ensemble des points Gk quand k décrit [-1 , 1] est donc le segment [G1G_4].
3) Mappartienta (E) <« ||2ﬁ+ﬁ§—mu=ﬁ2m—lﬁ+m—cl =) |2M_&“=HZEG:H < MGi=MG
D'ol (E) est le plan médiateur du segment [G1G -1].
4) M appartient (F) < ||M+m—ﬁ||=u2m—ﬁ—m" = "ZM_GT":ﬂ-ﬁE-EI
o |||
& GiM=AlL
Donc (F) est la sphére de centre Gy et de rayon Al

5) @ D'aprés la question 1), on a: A—&=-%ﬁ. BC(0,0.4) donc  AGi(0.0,~2) et Gi(0,0,0)

EE_T:%BT:' donc AG(0,02) e G_y(0.0.4).
* On constate que AG_, = —AG; , donc A est le milieu de [G1G-1]

Dé?ﬂminuns une équation cartésienne du plan (E) :
SotM(x, y, z) un point de 'espace.

Mappal:tienté(E) & AM-GG_{=0 & Ox(x-0)+0x(y-0)+4x(z-2)=0 ¢ z-2=0.

ey Page 109 e e e
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Chapitre 9 : Gdomdirie dans I'espace

Donc le plan (E) a pour équation z = 2,

Le rayon de la sphére (F) est: Al=+/B (le lecteur fera los calculs).
|0x0+0x0+ Ix[]—ﬂ=2<m.

La distance du centre de la sphére au plan (E) est © 7

D'ois (F) et (E) se rencontrent suivant un cercle de rayon JAZ -4 = V2.

1) Le systéme {(A, 2), (B, -1).(C, m)} admet un barycentre si el seulement si: 2-1+m#0. Cest-a-direm # .1,

2) e Go=bar{(A.2),(B,-1)) donc 2@;3-45,;@:5 donc @ﬂ”‘ﬂ'

Go est donc le symétrique de B par rapport 3 A. G

e G2 =bar{(A 2),(B,-1). (C. 2)} = bar{(Gs, 1), (C. 2)}- 6!
Donc GzGu-l-Z@é:ﬁ,doncC_(Ez:%C'—Go'. G,,—/ . "

o« Or 2GA-CE+260=0 o I60=MB+AC & GL=(AB+AC)/(M

5] w|—
mlﬁ] El

Done G,C2 =%maf+acz+zﬁ.i'é}=%(a2 +a? +u)=%a?. Dol G,C=

Puisque G,Go +2G,C =0, alors G,Gp = —2G,C..

Ea;@ . Finalement GyG; = % y

3) G2 est barycentre de {(A, 2), (B, -1), (C, 2)). Donc 2MA —MB + 2MC = 3MG, .

Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Ona MA-+MB +MC = 3MG.

D'ol Mappartienta (I) <> MG2=MG. (M) estdonc la médiatrice du segment [G2G).

Par conséquent G,G, =2G,C=

Solution 60
1)e OnaAB(2,0,~1), AC(0,1,1) donc ABAAC(1,—2,2)=0. (Le lecteur ferales calculs).
D'oli les vecteurs AB et AC sont non colinéaires.

Les points A, B et C sont par conséquent non alignés, et déterminent un plan.
e Soit M{x, Yy, z) un point de I'espace,

M appartient 3 (ABC) < AM-(ABAAC)=0 & 1x(x-1)-2x(y-2)+2x(z~2)=0 & x-2y+2z-1=0.
Une équation cartésienne du plan (ABC) estdonc:x-2y+2z=1.
2) e r_l,' (1,-2,2)et 55 (1, -3, 2) sont des vecteurs normaux respectifs de (P1) et (P2).
Orona mAN(2,0,—1)= 0. (Le lecteur fera les calculs)
D'oli les plans (P1) et (Pz) sont sécants suivant une droite (A) dont un vecteur directeur est n_{ mTz(z ,0,=1).
e 1-2x3+2x3-1=0, d'ol C appartienta (Py).

1-3x3+2x3+2=0, d'ot Cappartienta (P2).
Puisque C appartient & (P1) et & (P2), alors C appartient & (A).

e On constate que T=n, AN, quiestun vecteur directeur de (8). Donc U est vecteur directeur de (A).
* (4)estla droite passant par C(1, 3, 3) et de vecteur directeur T (2,0 -1).

x=2k +1
Une représentation paramétrique de (A) est: { y=3 , keR.
Z=—-k+3

3)  Mestun point de (A) de paramétre k, d'ols M a pour coordonnées (2k+1,3,-k+3) kétant un réel

———— s Page 110 — —
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Chapitre 9 : Géoméirie dany Vespace

Mi=0 o k+k-120 o k:%_

D'ou AM estorthogonal d U (2,0 -1) si et seulement si k — % )
 Soit H le projeté orthogonal de A sur (A).
. 1.5 g Lo
H est le point de (4) de parametre  (daprés ce qui précéde). Donc la distance du point A  la droite (4) est AH,

(2 .4 _[4 25 168 35 _
Orona AH(E‘l-S-) donc AH= E+E+E=_§—' Finalement, la distance deAa(A)est %

1) » Gest le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et (C , 1) et Q le barycentre des points pondérés (A , 3) et
(C,1). Donc Gestle bachentrP: de (Q,4)et(B, 1). On en déduit que G apparﬁgnt ala dmﬂf?ﬁﬂ].pﬂ S

e Gestle barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et (C, 1) etR le barycentre des points pondérés (A , 3) et
(B 1). Donc G est le barycentre de (R, 4) et (C, 1). On en déduit que G appartient a (CR).
Finalement, les droites (BQ) et (CR) passent par G.
2)  Gestle barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et (C, 1) et P est le milieu de [BC].
Donc G est barycentre des points pondérés (A , 3) et (P, 2). On en déduit que A, P et G sont alignés.

o G=bar{(A,3),(P,2)} < 3CA+26P=0 < 56P+3A=0. Doi p‘e:%p—a.

3) @ L'ensemble A est le cercle de diamétre [BC], privé des points B et C.
e P estle milieu de [BC], P est donc le centre de ce cercle.

— 3= .
De plus, PG= -5—PA , donc G est 'image de A par 'homothélie de centre P et de rapport % .
Si A décrit le cercle de centre P et de rayon PB, alors G décrit le cercle de centre P (car P est invariant par celte

o 3 . _
homothétie) et de rayon gPB . privé des points images de B et C par 'homothétie définie ci-dessus.

1) Soit A, B et C trois points de I'espace.

AB A AC —CA ACB =AB A AC+BC AAC=(AB +BC)A AC=ACA AC=0.

D'oil AB A AC =CA ACB.

De méme, CA ACB—BCABA =CA ACB+ABACB=(CA+AB)ACB=CBEACB=0.

S ——

— — e— — —

On a d'aprés ce qui précéde, AB A AC=CA ACB=BCABA . Donc HEA En =||§._ﬁ' ACB " = ||B—Chﬁ " :

C'est-a-dire ABx AC x SinBAC =CA x CBx sinACB =BC xBA x sinABG .
1 1 1

ABXACxSnBAC CAxCBxSINACB BCxBAxsinABC
ABxACxBC _ ABxACxBC ~ ABxACxBC

ABxACxsiNBAC CAxCBxsinACB BCxBAxSinABG
BC _ AB _ AC
sinﬁﬂﬁ sin.@ sinﬁa.

Donc

En multipliant par ABXACBC, on a :

Ce qui permet d'écrire aprés simplification,

1) Soit G le barycentre des points (A , 2), (B, -2) et (C , 1).

e . PA0E 1 e e —
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9 ; Géométric dans V'espact

_ox(~1)+1x0 M],soit{-z,z,w
2__2+1 ! 2-‘2'{"1

Chapitre
2x1-2x1+1x(—2) 2x0
9=2+1 '
Soit M(x, y , z) un point de I'espace, on V=MG.
Donc V a pour coordonnées (-2 -x, 2=y -1 -2 [

AB a pour coordonnées (0, -1, 1) et ABAV a pour coordonnees

G a pour coordonnées

1 -1-2
0 -2-X

0 -2y
-1 2-y

=1 2~¥
1 -1-2Z

|

soit(y+z—-1,-x-2,-2-x).
y+z—-1=1
Ainsi, ABAV =0A équivauta { —x—2=0 (1).
—x—2=0

Et AB-V =0 équivauta 0x(2—x) - 1x(2-y) + 1x(- 1~2) =0, sait y-z-3=0(2)
y+z=2

Des relations (1) et (2), on obtient le systéme {x+2=0.
y—2z=3

La résolution de ce systéme permet de conclure que x = -2, ¥ =-§ etz= =g

. S S L — 5 1
Donc le point M tel que ABAV =0A et AB-V=0 estle point de coordonnées [—2.-5.--2-]-

2) Notons qu'ona A, + (L - 1) + (1-2A) + 1= 1 et 1z 0, donc pour tout réel A, G; existe.
ABCD est un parallélogramme, donc AC =AB +AD .
G, est barycentre des points pondérés (A, A) ; (B, A-1);(C,1-2A); (D, 1) équivauta

NGy A + (A —1)Gy B + (1- 2\5;C + GxD = 0. Donc AGy = (A~ 1)AB + (1— 2\)AC +-AD.
Donc ﬁ:(x-1)E+(1—2)\)(A_B'+E)+EE=->.KE+{2-2>\}E.
Donc lorsque A décrit R , Gy, décritle plan (ABC). :
3)a) | est milieu [AB] donc | = bar{(A , o), (B, a)};
J est milieu de [AC] donc J = bar{(A, &+ 1), (C, e + 1)}
K est milieu de [CH] donc K = bar{(C , -3) , (H, -3)}. Alors,
H, = bar{(A, 20+ 1), (B, @), (C, &~ 2), (H,-3)}
=bar{(A, o), (B, a), (A, e+ 1), (C,a? 1),(C,-3),(H,-3)}
=bar{(l, 2), (J , 2¢ + 2), (K, -6) }.
Puisque Hg = bar{(l, 2a), (J, 200+ 2), (K, - 6)}, alors H, estun point du plan (lJK) .
b) E est le milieu de [IJ] donc E =bar{(l, 20, (J, 201)} ;
F est le barycentre (J, 1), (K, -3), donc F = bar{(J, 2), (K ; - 6)}. Alors
H, = bar{(l, 20), (J , 2c +2), (K , - 6) }
= bar{(l , 2c), (J, 2, (J, 2). (K, -6)}

= bar{(E , 4c), (F.-4)}.
Puisque Hq = bar{(E , 4a), (F , - 4)}, alors Hyest un point de [a droite (EF).

Solution 64

1) Soit M(x,y,z)un point de I'espace,

e Ona M’i[-%—x.—y.—z] et hTB.[%— xlhy'ﬁz}'
1027 27| ot 0,2
2 -y —y

donc MA AMB a pour coordonnées

e Soit Mo(x ,y . Z)un point de l'espace,

e ——————e PO D g
4

Scanned by CamScanner



Il existe donc un seul point Mo de l'espace tel qua m“@=m,35'a@dupo&:t!du[{l,l,_1],
2) » Soit M(x , y , Z) un point de l'espace. B
Mestdansleplan (O; j,k), doncx =0,

Nous avons donc, F—Anlﬂ—ﬂl:df +22 mW=J1—y)2+zz.

s PRARB] =[] & yrez=(1oypez o P1-4+¢ o y=1.
2

L'ensemble des points M du plan (0; 7, k) tels que FAEE|=F:| est donc la droite d'équation y — dans le
plan (0;7.K). 2
Mutmsqueceﬁedrnileaﬁhméd:aﬁmdusegmﬁwﬂdansleplan(0;]".5}.

o Notons A Faire du triangle MAB, on a an—alzza-

1

Or, A=-ABxMH,, ois H est e projeté orthiogonal de M sur (AB) et AB = 1, alors Fam.?sl:mn avec MH
repr&mmrrtiadlsiamedeu?aladmile{.ﬂ\s). -
A et B étant symétriques par rapport 2 0, ona H = 0. D'od WMTBI:OM.
Ainsi, soit M un point du plzn (0 , ). ﬁmﬁlﬂﬁ] si et seulement si, MF = OM.
Aors les points M du plan (0; T, ¥), tels que Wnﬁl:ﬁl sont 4 égale distance de F et de la droite (AB).

tFnaiement,remanb{ed&spoinlstuptan {O;T,I'-:'] tels que Fﬁnﬁl=m est la médiatrice du segment

[OF] dans le plan (07, k).
3) » SoitM(x, y, z) un point de fespace.
Mestdansle plan (07, ), doncz =0,

Nous avons donc, i\TAAﬁI:JF etFF'l=sz+{1—y}2.
ATsi.Fﬁﬁﬂ___Fr:I = yYEx+(1-yfP o xX-qy+1=0 = y=f—+—1.

Lensemble des points M du plan (0 7, 7) tels que W“’EI:F'T:I estdonc la parabole d'équation y =
Gansleplan (0;7, 7).

* Comme 4 la queston 2), on montre que : [MA AMB] = [MF| si et seuiement si, MF = HM, o H est e projté
orthogonal de M sur la droite (AB).
F‘""W Tensembe des points M du plan (O; 7, 7) tels que [V AMB] = [FF] est a parabole de foye F i e
directrice (AB),

x2 +1
2
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dans Pespace

Chapitre 9 : idometrie

>

AB? + AC? —BC? 2542536 nonc AB.AC=T.

2 2
2) » Soit H le milieu du segment [BC), on a G = bar{(A., 2). (8.3),(C. 3} = barl f!' P
AG=7AH.

Ceest.a-dire 2GA + 6GH =0, donc 2GA+6GA +6AH= 0. Finalement, A

o ABC est un triangle isocéle de sommet A, etH estle milieu de [BC], donc le triangle ABH est rectangle en 4
On peut alors écrire AB? = AH? + BH2. C'est-a-dire 25 = g + AHZ. Donc AH = 4.

19)Ona AB-AC=

A
Par suite, AG= %AH =3. DoncAG=3.

3) @ Soit M un pointdu plan,ona:
f(M) = 2MB -MC + MC-MA + MA-M8 B
— (WG -+ GB). (MG + GT) + (MG + GC) (MG + GA) + (MG + GA)- (MG + GB)
— 4MG? + MG- (26C + 268+ GA + GC +GB + GA) + 2GB-GC + GC-GA+GA-GB
— 4MG? + MG (2GA + 3GB+3GC) +f(G).
Comme 2GA +3GB + 3GC = 0, alors on a : f(M) = 4MG? + f(G).
e Enutilisant la définition de f,ona:
f(A) = 2AB- AC + AC- AA + AA-AB = 2AB- AC , donc f(A) = 14.
e Enremplagant M par A dans ['égalité f(M) = 4MG? + f(G), ona :
f(A) = f(G) + 4AG?. Donc 14 = f(G) + 36. Finalement, (G)=-22.
4) Soit M un point du plan. i
MappartientaE < fM)=fA) < ((A)=fC)+4MG? & 14=-22+4MG" <GCM=3.
Donc E est le cercle de centre G et de rayon 3.

Solution 66
1) EAC et EBD sont des triangles équilatéraux et O est milieu des segments [AC] et [BD].

Donc la droite (OE) est médiatrice de [AC] et [BD].
Donc la droite (OE) est orthogonale aux droites (AC) et (BD) qui sont sécantes en O.
Donc (OC) est orthogonale au plan (ABCD).
2) Soit M un point de I'espace, on a : MAZ + MB2 + MC2 + MD? = 4MO? + 40A2, (Le lecteur fera les calculs).
a’(k—4)

4
avk—4

Ainsi, MA2 + MB2 + MC2 + MD2 = ka?  équivauta dMO? + 40A?=ka?. Clest-a-dire OM” =

Ainsi - si k > 4, alors, 'ensemble des points M cherché estla sphére de centre O et de rayon

si k < 4, alors, I'ensemble des points M cherché est 'ensemble vide.
si k = 4, alors, I'ensemble des points M cherché est le singleton {O}.
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' “|(0) NOMBRES COMPLEXES

RAPPEL DU GOURS

A. Fmalgébréquadfmmmfammpm

i
e ——

- #

" A; - Historique

e L'ensemble des nombres complexes a été introduit pour repondre au probléme suivant :

« Existe-til un ensemble contenant 'ensemble R des nombres réels, dans lequel les régles d'addition et de
m”“'P;';atm" sont les mémes que dans R et I'équation x2 = m a des solutions méme lorsque m est un réel
négatif 7 ».

e Pour resoudrel ce probléme, les algébristes ont construit un nombre « imaginaire » i, vérifiant I'égalité
fondamentale : i2 = -1,
o Les nombres qui s'écrivent sous Ia forme a + ib, ol a et b sont des nombres réels, permettent de résoudre le

probleme posé. Ces nombres sont appelés les nombres complexes. s sont regroupés dans un ensemble noté C :
c'est l'ensemble des nombres complexes.

Az - Forme algébrique d'un nombre complexe

e Tout nombre complexe z s'écnt de fagon unique sous la forme z=a + ib, ol a et b sont des nombres réels : c'est la
forme algébrique du nombre complexe z.
e Dans I'écriturez=a +ib, avec aetbréels :

Le réel a est |a partie réelle de z : on |a note Re(z).

Le réel b est la partie imaginaire de z : on la note Im(z).

Sia =0, on dit que z est un imaginaire pur.

Sib=0, zestunréel.

A; - Opérations dans C

« L’addition, la multiplication, la soustraction, la division, le calcul des puissances se font dans C comme dans IR .

I faut juste se rappeler que : £ =-1. ;
e Soitz=a+ibetz =a +ib', a, b, a etb' étantdes nombres réels.

z=7 sietseulementsia=a'etb=b"
z=0sietseulementsia=0etb=0.

A, - Conjugué d'un nombre complexe

a) Définition et notation : - N
Le conjugué d'un complexe z = a +ib, ol a et b sont des réels, est le complexe noté z, définipar: z=a—ib.

b) Propriétés du conjugué d’'un complexe :
Soitz et z' deux nombres mmpiexe_s.

e zestunréel sietseulementsi, z=2.
z est un imaginaire pur si et seulement si z=—2.

o Re(r) =22 e Im{z)=3-2:i£.
o Bap I T =247 ; 2.7'=27"; (z")=(z)" (n estun entier naturel) ;
————————— P3GE 11} —————————————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

—

z E (]
i (2" est un complexe non nul) [__] == (Z'estun complexe non nul).
" A | 2 2

As — Module d'un nombre co[nplexe
a) Définition et notation : _
Le module d'un complexe z est le réel positif noté [2] , défini par : |lz|=Vz-z.

. ST
On remarque si, comme z = a + b, a et b étant des nombres réels, alors 2= ya“ +b° .

b) Propriétés du module d'un nombre complexe :
Soit z et 7' deux nombres complexes.
Le module d'un nombre réel est sa valeur absolue.

=l-2=I4
|l4d=0 sietseulement si z=0. _
l2-21=l2 1 : I H:ﬁ

Inégalité triangulaire : |z+z]<|z]+[z]. -

d

2=1L 7 estun complexe nn nul.
2| 21"

Zl'l;

B. Représentulion géomelrique d’uw nombre complexe
Dans ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormé (0;1,]).

B — Affixe et point image

A tout nombre complexe z = a + ib, a et b étant des nombres réels, on peut faire correspondre un point M(a , b) du
plan et un seul, et réciproquement.
' Le point M est appelé le point image du nombre complexe z et le complexe z est appelé I'affixe du point M.
On écrit parfois M: pour désigner le point M ef zw pour désigner le complexe z.

De fagon analogue, le vecteur U(a,b) a pour affixe le complexe z = a + ib.
On peul remarquer qie :

M est sur Uaxe des abscisses si et seulement xi = est un réel.

M est sur I'axe des ordonnées si et seulement si z est un imaginaire pur.
L’axe des abscisses est alors appelé I'axe des réels et 'axe des ordonnées est 'axe
On parle alors du plan complexe ou plan de Caucliy pour désigner le plan.

Deux points sont confondus lorsqu’ils ont la méme affixe.
De méme, deux vecteurs sont épaux lorsgu’ils ont la m éme affixe.

des imaginaires purs.

B2 - Interprétation géométrique d'un complexe et du module d'un complexe

a) Complexe et vecteur:

Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives zx et zs.
« Levecteur OA apouraffixe zs,
e Levecteur AB 3 pour affixe zs - za,

Soit U et v deux vecteurs d'affixes respectives zg et z; etaun nombre réel

L'affixe du vecteur T + v est Z; + z;.

L'affixe du vecteur aii est a.z; |

——————————————————— P 2ge 116
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b) L'affixe du milleu, I'affixe du barycentre :
Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives za el zp.
| d'affixe z, le milieu de [AB].
Ipa+2
Soit (Ai, @)1 sisn, N points ponderes duplantels que ar +az +. .. +an#0.
G le barycentre des points pondérés (Ai, a)1sisn.
z,, laffixe du point A el zg celle de G.

0-12*1 + ﬂ-zzﬁ? + ...+ &I'IZAH

na: ig =
0 G 0.1+0t2 ++..+{1n

c) Interprétation géométrique du module :.
Soit A et B deux points du plan d'affixes respectives zaetzs. .

Ona:00A=le| ) ﬁ.B:lzB_z”

C. Formes trigonométriques d’un nombre complere nov niul

- %

Dans ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;1, ) . .M
& ¥

;

Cy - Argument d'un nombre complexe ]

. P s

a) Vocabulaire et notation : _ ] T -
Soit z un complexe non nul, et M son point image. 11 o g ¥

e i
On appelle argument de z, que I'on note arg(z), toute mesure de I'angle orienté (i,0M). o

Remarque :

Si a est un argument de z, alors tout réel de la forme a + K2, k étant un entier relatif, est aussi un argument de z.
Et tout argument de z sera aussi de la forme a + k2x, k entier relatif.

Donc tout nombre complexe a une infinité d’arguments.

Lorsque a est un argument de z, on écrira alors : argz = & + k2m (k élant un entier relatif) ou argz = a [27].

b) Propriétés sur I'argument
Soit z un nombre complexe non nul.
e zestun réel non nul si et seulement si argz = 0[]
7 est un réel strictement positif si et seulement si, argz = 0[2n]
z est un réel strictement négatif si et seulement si, argz = 2]

™
z est un imaginaire pur non nul, si et seulement si, argz = EM '

-+ Siargz=a[2m], alorsona:

EFQE = —of27] et arg(-z) = m+ a [2m].
*» Soitz etz deux nombres complexes non nuls,ona:
2=l  k entier relatif,

Z=2 sietseulement si, ,
argz' =argz + I_Ch

*  Soitzetz' deux nombres complexes non nuls.

-—

argz= ~argz(2x] arg(zz') = argz + argz' 2m]. arg(z") = nargz [2n]
arg%E—-argz[ZTrl argiz argz—argz'[2x].
— PA00 117 ——
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Cz - Formes trigonométriques d'un nombre complexe non nul

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires : |
Tout point M du plan est déterminé par la donnée de ses coordonnées cartésiennes (x, y) ou lors

qu'il est différemd
. ! 2 2 ]
F'origine O, par la donnée de ses coordonnées polaires (r, 8).; 00 r=0M=+x"+y° ,etBestune Mesure g,

Fangle orienté (i,0M).

De méme tout nombre complexe est parfaitement déterminé par sa forme algébri

que X + iy ou lorsquiil est ngy nul
la donnée de son module r et I'un de ses arguments 8. On notera alors z = [r: 8] =

b) Formes trigonométriques d'un nombre complexe non nul :
Soit zun complexe non nul, de forme algébrique x + iy, x et y étant des réels, de module r et dont

un argument estpy
r= sz + },z '

Ona:{ x=rcosh
y =rsinf

Donc z=r(cos + ising) : cette écriture est une forme trigonométrique de z.
(Notons que dans cette écriture, on ar> ()

c¢) Propositions ;
Soit z = r(cosB + isinB) et ' = r(cos8' +isin®’), ol r et ' sont deux réels strictement positifs, 8 et 8' deux réels.
Ona: e 77 =rr'(cos(0 +8) + isin(6 + 8") ® 2"=r"(cos(n@) +isin(nB)) ol n est un entier relatif

. * z=r1(cos(—8) +isin(8))

%:%{ms[—&'}ﬂsin{—ﬂ'}) -

o 2=r{cos(8 + 1) +isin(8 + ), . -f;:—r"-.(oos[B —6') +isin(6—0)

Cs - Notation exponentielle d'un complexe non nul

/f : "
a) Notation :
® Soit 8 un nombre réel.

Le complexe de module 1 et dont un argument est 8 est noté e® et se lit « exponenﬁeile i8»,
Donc: e® =cosB+-ising .

e Siun complexe non nul z a pour module r et pour argument 8. Alors z=re® : c'est une forme exponentielle de z

b) Propriétés :
© Soit 6 un nombre réel et r un réel strictement positif,
le‘“l =1 et arge® =0[2q].

0 . Z|=r,
o z=re® sietseulementsi, [ .
argz = |2
o g =p® —ai® _ gilB+) gllO+k2m) _ io
. . iz wl
el =1 8™ =—1 el =j e 2=-j
* Soit B et 0 deux réels et n un entier relatif.
. , i0
e’ _ 48469 () = g® A b £ _glo-0,
o ol

¢) Formule de Moivre :
Soit n un entier relatif et x un nombre réel,
® (cosx +isinx)" = cosnx + isinnx.

® (cosx - isinx)" = cosnx - isinnx.

——————— P00 11} p————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

M

d) Formules d'Euler :
Soit x un nombre réel et n un entier relatif.

T :
g +e i —ix
. DDSX_=-—E'_‘ et sinx=e 3
it —inx . ;
€ e nx —inx
o COSX=—""7—" et sinnx = e =
2i

C. - Interprétation géométrique d'un argument

Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan d'affixes respectives a, b, cetd.Ona:
o mes(i AB)=agb—a2s] e mes(AB,AC)=arg—{2r]
b—a

D. Equationy dansC

Les équations et syst-émes d'équations se résolvent dans C comme dans R .

Dans C , les équations de la forme P(z) = 0, d’inconnue complexe z, oit P est un po

solutions distinctes ou con ifondues.

D, — Racines carrées complexes

a) Théoreme et définition :
Spit A un nombre complexe.

L'équation 22 = A admet deux solutions opposées & et -5 dans C.

5 et -5 sont appelés les racines carées complexes de A.

b) Détermination des racines carrées complexes :

Soit A un nombre complexe.

e Si A estun réel positif, alors les racines carrées complexes de Asont:

|es racines carrées comple
et y étant des nom

e Si A estun réel strictement négatif, alors
e Si A n'est pas un nombre réel. On pose 2= X +iy, X

Alors résoudre 'équation

Les couples solutions (x , y) de ce SY
Attention : Il est strictement interdit d’écrire

c¢) Résolution de I'équation a
Cette équation se résoud dans C comme dans R:

o On calcule le discriminant A. &
stant la racine carrée de A, et on applique les formules

o On cherche les racines carrées complexes de A : 8 et
» On choisit une des racines carrées complexes comme

—b— —b+8
usuelles dans R : z:,=—%a-—6' et p=""% "

D, - Racines n-iemes d'un complexe non nul

a) Théorsme et définition >
Soit A un complexe non nul etnun entier naturel non nul.

L'équation z' = A admet n solutions distinctes.

\JE et -JE.
Wois et =N=4 .

bres réels ety estnon nul.
x*—y* =Re(d)

2 +yr=|al .

2xy =Im(A)

xes de A sont:

2= A, revient & résoudre e systeme :

stéme sont les couples (partie réelle, parf
J-ﬁ': lorsque 4 n’estun réel posifif.

s2+bz+c=0, dans C.

. mes(A_'B .CD)= arg-:—:z—lz-n]

lynéme de degré n, admettent n

e imaginaire) des racines carrées b et -0.

s’gﬂ# Page 119 5#
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Si A=re®, oiir est un réel strictement positif et 6 un nombre réel, alors les solutions de cette équation sont Jeg n

.0 k2=
=+—)
complexes u, =!b'|7e1" " kvarantdans{0,1,...,n-1}.

Les n complexes ux sont les racines n-iémes de A.

b) Détermination des racines n-iémes :

Soit A =re®, ol r est un réel strictement positif et 8 un nombre réel.
On pose z = xe', ol x est un réel strictement positif et y un nombre réel.

. . X" =r _
Alors résoudre I'équation 20 = A, c'est-a-dire x"e™ — re”, revient  résoudre le systéme » K appartien|

ny =0+k2x
azZ.
x=1r
La résolution de ce systeme permet d'écrire - 8 k2x.OlUkvariedans{0,1,...,n-1).
: y=o g K
n n

.0 k2w

Par conséquent, les n solutions de 'équation z0= A sont les U ~Gren' n ,olkvariedans{0,1,...,n~1); q
sont les racines n-idmes de A.

¢) Remarque importante :
Soit My, ol k est dans {0, 1, . . ., n}, les n points images des n racines n-iémes ux de A.
On remarque que : » OM, = Y . Doncles points Mx sont sur un méme cercle de centre O et de rayon .

o mes(OM, :0M, ;)= 1—“12“1. |
Donc les points M« forment un polygdne régulier 4 n ctés.

d) Les racines n-iémes de I'unité : )
¢ Les racines n-idmes de l'unité sont les racines n-iémes de 1,
: K2
—
Ce sont les n complexes u, =e " | ol kvariedans {0,1,...,n-1),
e Sion connait une racine n-eme zo d'un complexe A, alors pour avoir toutes les racines n-iémes de A, Il suffit de
multiplier zo par les n racines.n-iémes de ['unité. \

k2=

sty =
C'est-a-dire les n racines n-iémes de A sont les complexes zge " | k varie dans |} 5 [P e 1}.

e ————— P 300 1.20
e —
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C o'mpr.'rc 10 : Nombres complexes

gxeacices s PoUR R COMPRENDRE LE CoURS

A. Fofwwalgébﬁque/dfmnmnbm'comlew

1 - Calculer dans I'ensemble des nombres complexes

Exercice 1 — _ .
rme algébrique les nombres complexes suivants :

Ecrire sous 0 1
a)z1= (1413 +2i)(3-1) b) z2=(1-1) c) 3 =3
. \2
2-5J' _ [+t =~2+| o _2_

dz=57 e) Zs [3+2:_] . f) zg ——+{1 2i)? +3
Ea] zt1=(1+;'](3+2i}{3-i)=[1+5i}{3—i)=a+14i. 1 . 3

. . s o . 1 —i _1. 1
h)a={1Hr]3=[1ﬁl)2{1—|)=-2|(1—|)=-2-2L c) 235'1? m S 2!

25 (2-5)2+i) 9-8 _9 8
D2=27" -me+) 5 &S

1+ g+ __ 2 A5-12) _ 24 10,
E) 25=[3+2i] _.-.[3_‘_202 5+1ﬁ (5+12|)(5—12I) 169

23+i) L3t i
f zg=(-2+i)(-)+(-3-4)+—5 =1+2-3-di+Z-z="3 .
o jnst | jnt2 jdn+3 ou n est un entier naturel.

1) Calculer i g, iy,
+[19ﬁ5

2) Calculer alors 1+|+|2-+r3 +, ;
| =1

) = PEd e

X (i =1 ; inrr=ini=iog vz = jin 2= | fed=ie. B
1—i"% 11 2

W AP 4 e ==l (car 1996 = 4x499).
- 1- -

Exercice 3 -
f 8 =

On pose j=-%+l‘;§i. Calculer j2 En déduire les relations:1+j+j2=0; p=1¢l ]=j =].

2
1 3 1 3

Calcul de j2: 2 | 1,3 = f—.

neer [ | T 2
Vérification des relations :

s 1 3 1 3 3_ 2 f 3] 1.3
¢ 1+j+) =1—= X ——j—=0. y L ="X|=|—==—I— =———t—=

=t tiT— =i j ;,1[ - 2+12 o

——— PA0E 12] e ——————————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

B 1=L:L=——ui—. =——=—j—. Dou-=] =1}
I 1 22 j
Exercice 4
Calculer (1 +1)2; en déduire (1 +1)'. ™
o (1+ip=2

® (14)100=[(1+ )20 = (2i)50 = 250, js0 = 250 = .1 125 899 906 842 624 (d'aprés I'exercice 2) i = ),

2 - Déterminer les parties réelle et imaginiaire d’un nombre complexe

Exercice 5
On posve Z=Xx+iyavec x et y réels. Déterminer en fonction de x et y les parties réelle et imaginaire de - =
N21=22-3z+ 2+ 2)Z2=(1+272+(1+2)i

1) 2 =(x+iy)2-3(x+iy)+ 2 +i=(x2-y2- - +2) +i(2xy-3y+1)
D'oll Re(Zi)=x2-y?-3x+2 et  Im(Zi)=2xy- dy +1.
2) Ze=(1+x+iy)2+(1+x+iy)i=(1+x2-y2—y+i2y(14x) + 1+ x| = x2—y2 + 2x - y+1+i( 1+x){2y+

D'oll Re(Zo)=x2-y?+2x-y+1 et Im(Zz)=(1+x)(2y+1).

Exercice 6

Déterminer le réel x tel que: x2—3x + 2 +i(2x2 + x - 10)=0.

_

uisque x est réel, x2 - 3x + 2 et 2x2 + x — 10 sont réels.
Done x? - 3x + 2 et 2x? + x - 10 sont respectivement les parties réelle et imaginaire de x2 — 3x + 2 + i(2x2 + x - 10).

Xx=1 ou x=2
—3 =0
Ainsi: (x2-3x+2) +i(2x2+x-10)=0 < X ~on+a -« 5 & x=2.
2x2 +x—-10=0 ke O =
Finalement, Xx2—3x+2+i(2x2+ x-10) =0 si et seulement si x = 2.
Exercice 7 -

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z = 1—&.{2— ,lorsque z = x + iy, x ety étant des réels.
+i—2z

Z existe si et seulement si, z est différent de 0,5 + 0,5i

A4x)+y [0+ +iy][(1-2x)—i(1-2y)] =2 oy x ey (-1 N
(1=20+i(1-2y)  [(1~2)+(1-2)[{1—2%) —(1— 2y)] (1—2x)2 + (1 2y)?
Finalement, Z = =22y —xty41 =143y ~x

I %
(=20 +(1-29) * (1—2x2 4 (1-29)°
—2% 2% —x+y +1

D'oir Re(Z) = et In(z)= =X
(1—2x)* 4 (1—2y)? L (1-2x)2 +(1-2y)?
3 - Déterminer Je conjugué d'un nombre complexe
Exercice 8 Sl
| 3-i _ 34
Soit o = ST 5T

L OO B ™ _
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Chapitre 10 : Nombres complexes

1) Montrer que & =B
2) Montrer que o * B estunréel et~ estunimaginaire pur.

Solution

3-i|_3—i _ 3+i
5+71) 5+7 5-Ti
2) Puisqueﬂ=;.3|0"53 a+f=a+d=2Re(a) et a-Pf=a—-a=2Im).

Doi o +p estréelet a—p estimaginaire pur.

I

1) a=

Exercice 9

Soit z un complexe non nul. Ecrire plus simplement [z +1y i
-

Bolond i S R e 1

[Z,;__‘I_]__( —E__z):z-}-—_--H?z:Z-I-l—l—'I:Z—'I. B
2 z I z

Exercice 10
Soit P un polynéme complexe & coefficients réels.

a) Montrer que P(z) =P(z).
b} En déduire que, si z est racine de P, alors z est aussi racine de P.

o S R S

a) Soit P, polyndme de degré n, a coefficients reels.
On peut trouver n + 1 réels ao, a1, ..., @n, tels que an # 0 et pour tout nombre complexe z,

P(z) =ac+aiz+az?+ ...+ an2"
On a alors
P = +az+ 87 +...+ 8T =g +3z+aZ +..+ a2 =% +32
= -2 -
=au+a1z+322 +...F apZ

=P(2)

s =

D'ol pour tout nombre complexe z, ﬁ: P(2).
b) Siz est une racine de P, alors P(z) = 0 et donc P(z)=0.Et par suite, P(z)=0 (car P(2)=P(2)).
racine de P alors z est aussi racine de P.

C'est-3-dire z est une racine de P. Finalement, siZ est

Remarque :
Cet exercice démontre une propriélé importante qui stipule que

Soit P un polynéme  coefficients réels.
Si z est racine de P, alors le conjugué de

4 - Calculer le module d’un nombre complexe

est aqussi racine de P

Exercice 11
Déterminer le module du complexe :

) ;
1)a) =i . - 4i.
) i b) -3 o)
2a) 1-i/3 b) V3 +iW2 c) cosc +isino.

. " i, s PR3
a) (3+ 20 b) (1 +)3+65+) ) ot 0 L+
el123 ﬁg

e — P30

- ———
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Chapitre 10 : Nombies nurrp."uu _

e [of=2 o) |-3]=3 : ) [~4{=y.
2a) [I-3|=Vi+3=2; b) |J§+iJ§|=-\f3+2=J§.

€) [cosa+isina)=veos?a+sin‘a =1
) [3+2)]=[3+2] = Jo+4"= 13" =169/13 ;
b) [(—1+)=3+)(~5+0)| =|=1+i|x|-3+{x|-5+] =2 x+10x/26 = 2130 ;

il N 11 A—i41+i .
e —_—t—=———=1; doi
@3 - 5 Y A i

Attention : On a en général pour deux nombres complexes z et z', |z+2|=|z| +|z].

Exercice 12
Déterminer les complexes 2 tels que: |z|= 1|=fz—‘1 ;
z
Soitz=x+iy avec x ety réels non tous nuls, on a : -

dune part |z|=

1
A W

S 1+i 1=j

et d'autre part

|
1 z 2, .2 i
e l7°=1 & $+y*=1
lz|=]z—1] & |x+iy|=|x—1+iy| & E+y?=(x-12+}® & —2%+1=0 « x=%.

|

Or,x2+y2=1et x=%,alors %+y2=1.0e qui équivaut a y:% ou y=—%.
Les nombres obmplexes tels que |z =|-{=]z—1 sont: %i—ig et %— if-
Exercice 13 - —

Résoudre dans C, I'équation : z+3z=(2+/3)|¢| .

Soit z = x +iy, x et y étant réels. iz
2+3Z=02+i3)] « (X+iy)+3x—iy) = 2+ +y? o 4x—2iy =2,/ 4?2 +i\/3m
- J S
& [ 24x" 4y =4x

VI +y?) =2y

s S (0t | R0y =
x>0 el y<0 x>0 et y<0 x>0 et Yy<

Clest-a-dire, z=x—ix+/3 avecx 20,
On peut alors conclure que 'ensemble solution de cette gquationest: S= {xﬁ_i,fﬁ)' avec xe[0, +[)-

T —————————— 200 121
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Exercice 14
Soit o un nombre réel, déterminer le module de z = 1+ai _
ona: ai=t-i, dob ol =fi—of. & =fi o] Lol
1-adl fi-ad
B. Représenter géométriquement uww nombre complere
>

1 — Déterminer I'affixe d’un point, I'affixe d'un vecteur

Exercice 13

Dans la figure ci-dessous, (O ;U , V) estun repére orthonormé direct.

1) Déterminer les affixes :

a) des points O, A, B,C,DetE.

b) des vecteurs OB, AD, EC, CB et EB
2) Vérifier que ADEC est un parallélogramme.

1)3) 20=0 ; =1t m=-1+2i ; ze=-1 ]
ZE'—B'EZB—ZEﬂ—1+4i 4 ZE=ZC—ZE=_1+2i_

2) On remarque que : Zz5 =Zgg =14 D'oti AD=CE.

On peut donc conclure que ADEC est un parallélogramme.

Exercice 16

A, B et C sont les points d'affixes respectives 1+,
Déterminer les affixes de G, barycentre du systéme

-2-i et-3i.
(A 2),(8,-1)et (C, 1) et du milieu | de [AB].

2z, —Zg+7c _ 2(1+1) —(=2—i) =3I _2

e L'affixe du barycentre G: zg = _—T—— 2
- z2s 425 1+i—2-i_ 1
e |'affix i = A B L
affixe du milieu | : Z, 7 > 2
Exercice 17
- Soit M d'affixe z = x + Iy ol x et y sont des aels. O considére le nombre complexe =2,

a) Exprimer en fonction de x et y, les parties réelle et imaginaire de Z'
b) Déterminer et dessiner les ensembles des points M tels gue 2’ soit un réel, puis un imaginaire pur.

a)Onaz'=z2=(x+iy)? = X2 — y2 + 2ixy.
D'olRe(z' )=x2-y* et Im(2) = 2xy
b) o Zestréel « 2My=0 x=0 ou y=0

———————————S—— Pags 15— e
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(Y 1) 5 i ' | —
D'ol I'ensemble Iy des points d'affixe z pour lesquels 2' soit un réel est la réunion des axes da coordonna
e Z'estimaginaire pur ¢ x*-y?=0 & yIXO0U y=-X ks,

D'ou I'ensemble Iz des points M d'affixe z tels que z' soit un imagin

aire pur est la réunion des premié
| | re
: et SeCony,

Exercice 18

0:_1 considére ies points A, B et C d'affixes respectives 2+ 23,46t —14+if3.
Démontrer que les points A, B et C sont alignés.

Solution 18
Ona z;5=23—2p =623 el 2 =2, —2, =—3-if3.

On constate que Z;5 =225z . Ce qui signifie que AB=2AC. D'ou les points A, B et C sont alignés,

Exercice 19

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels que

1+2 oot 1
soit imaginaire pur,
1+i—22 Jrase

Onpose z = x +1iy, avec x et y réels.

T ; ; ; 2 1 1
n‘existe que si et seulementsi 1 +i-2z # 0, c'est-a-dire ——i.
1+i-2z 9 G Ty

. : . 11
Par conséquent, on doit avoir : (x,y):[E,E]. Et pour tout couple de réels (x , y) # [% .l]

2
142 (+x)+ly -2 -2y —x+y+1 —1-x+y
14+i-22  (1-29+i(1-2y)  (1-2x)% +(1-2y)° (=207 +(1-2yP
_ 2 o2
142 estun imaginaire pur, si et seulement si =B =2 Xy 1

T (1_2”2 +(f—2y]2 =0. Ce qui signifie que
2 2
~2¢ -2y —x+y+1=10 x2+%x+yz—%y=% [K-I-—] +[}‘—1] =§
11 , soit - et enfin 4 4 8 A
(il (y)=(x .1 1.1
29 ':x-ﬂ;t El E
On reconngit une équation du cercle de centre Q d'affixe z = —%-i%i et de rayon JE

On peut aussi voir que le point d'affixe %+-214i est un point de ce cercle,

e ———— P30 126 Eﬂ#
J
R
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Chapitre 10 : Nombres complexes

D'oli l'ensemble cherché est le cercle de centre () et de rayon%\E , privé du point d'affixe 1 + 1i ;
2 2

2 - Interpréter géométriquement le module d’un nombre complexe

Exercice 20

Soit A, B et C trois points d'affixes respectives 2, 2i et (1++/3)(1+1).

a) Déterminer les affixes des vecteurs AB, AC et BC .
b) Calculer les distances AB, AC et BC.
c) Quelle est alors la nature du triangle ABC ?

a) o 7 =2p—2p=—2+2 ® 7 =2¢ — 2y = (14+-V3) +(14+V3)i 2= (—1+/3) + (1-+3)i.

o 25 =2¢ — 2 =(1+3) + (1+VB3)i— 2= (1+v3) + (—1+3)i.

b) Calcul des distances

o AB=|z5—2,|=V4+4=22 o AC=|zg —z4|=1(- 1+J_ +(1+~f_ =207 .

o BC=|zc —z5|=y(1-+ VB2 +(=1+32 =242

¢) Onremarque que AB=AC=BC. D'oll ABC est un triangle équilatéral.
Exercice 21

Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respectives a =-1+i,b=-1-i,c=2ield=2-2i
a) Calculer les distances BC, BD et CD. Quelle est la nature du triangle BCD,
b) Déterminer I'affixe w du milieu Q du segment [CD]. Calculer la distance QA.

c)Justifier que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle, dont on précisera le cenfre et le rayun

d) Déterminer I'affixe e du point E symétrique de B par rapport 4 Q.
Quelle est la nature du quadrilatére CBDE.

a) o BC=|c—b|=[1+3]|=10 » BD=|d-b=[3-]=+10 e CD=|d—c|=[2-4|=25

On remarque que : BC2 + BD2 =10 + 10 =20 = CD2 et BC = BD.
D'ol BCD est un friangle rectangle et isocéle en B.

b) L'affixe du milieu de [CD] est: w —%EI- =1. 0 apour affixe w=1.

Et QA=a—w|=|-2+i|=+5.

¢) BCD est un friangle rectangle en B, d'oll le cercle circonscrit a BCD a pour diametre [CD].

cD
Donc pour centre (2 milieu de [CD] et pour rayon o N

Puisque 24 =+/5, alors A appartient aussi au cercle de centre Q et de

rayon /5 .

D'ol les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre £ et de

rayon /5 .

d) E est symétrique de B par rapport a Q signifie, Q est milieu de [BE].

D'oll w:-ezﬁ el donce =2w-b=3+i. g
(1 étant milieu de [EB] et [CD), CBDE est un parallélogramme.

Puisque de plus, BCD est rectangle et isocéle en B, alors CBDE est un
caré, 1
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Chapitre 10 : Nombres complexes

Déterminer et représenter 'ensemble qes points M c:og:a::fﬁxe Z verifie la condition imposée, de%
* algébriquement, en utisant z = x + iy, x et y élant réels. i
* geéométriquement, en interprétant le module en terme de distance.

Ae2sies o) fe+ =21,

Méthode algébrique:
Soitz=x+iy. x,y appartenanta R B d

a) |2-2+i|=2 & |x-2+iy+1)|=2 & Yx-22+(y+12 =2

& (-9 +(y+12=4
D'ols 'ensemble (E:) cherché est le cerdle de centre A daffixe 2 -ietde rayon 2.
b) |z+1+i[=|z-2-i| |(x+1)+ity + 0] = (x—2) +iy —1)|

& Jx+17 +(y+17 =J(x=2 + (y—12

& D +(y+12 = (x—2)7 +(y 12
< bx+4y-3=0

D'oli I'ensemble (Ez2) cherché est [a droite d'équation Bx + dy-3=0,
Méthode géométrique :

a) Soit point A d'affixe 2 — i,

|z-2+i|]=2 « |z-2,|=2 & AM=2. L'ensemble ch
b) Soit C d'affixe -1~ et B d'affixe 2 + .
|z+14i]=|z-2-i] « [z2-2c|=|2-z| < cM=BM.
L'ensemble cherché (E2) est la médiatrice du segment [BC).

erché (E1) estle cercle de centre A et de rayon 2,

rci ! >
Déterminer, en utilisant la méthode géométrique, I'ensemble des peints M d'affixe z telle que:
a) |z—2+i[=|z+3i| c) |{1+i}z+2|=|z_2|

b) |-z.+—'{=1 d) |2iz-+1—4{=8.
1+i-2z

) |e-2+{=z+3] o -2+ =[z+3] (car || =[2))
& |z-2+i=|z—3q

Soit A et B d'affixes respectives 2 + et 3;

0na:|z—2+1=l2-2+i] S IZ-ZA|=|?-—23| & AM=BM.

L'ensemble cherché est donc la médiatrice dy segment [AB]

© |z- Ze|=|z—zp| avec C et D d'affixes respectives —iet 1+i
L'ensemble cherché est donc la médiatrice dy segment [CD).

Olt++d-f-d o

i 2 — ] i i — i — —-— '
{1+I)[z+1 i]|-— z N |‘I+||x|z+1—|1._|z...2| o Jf|1+1_;l_|z 21
Soit E le point d'affixe -1+ i et F le point d'affixe 2.

Ona: VEM=FM & 2EM’=FM? & EM M2 =0 o (FM — V2EM)(FM + 2EM) = 0.

Page 128 d |
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7
Nonthrey coniplexes

st G ={F.1.(E.~V2)} et G, ={F.1).(€.2)}.

On obtient alors : VEM=FM < (1-J§)é1‘_'m_{1+ﬁ}@=0 o é?ﬁ.@?ﬁj:{}

L'ensemble cherché est donc le cercle de diamatre [G1G2), 001 G et G, ont pour affixes resrpect'wes
ol Bl Ay elin 3B

"= 1—2 1-v2  1-42 4 1442 ‘T:J—E*TWI.

E[z—%i-z]‘za s 2

d)[2iz+1-4]=8

1
2—2——j=
2!’ 8 «

pd

T 1,
Posons H, le point d'affixe 2+Er, ona:[z— Zy|=4, cest-a-dire HM=4.

L'ensemble cherché est donc le cercle de centre H et de rayon 4,

Exercice 24
A tout réel x, on associe le nombre complexe z — 2+ 15ix _

1 5ix
On note M, A, B les points d'affxes respectives z, 2,3, On désigne par 1 e millu de [AB]
a) Démontrer que "IM” ne dépend pas de x. '

b) En déduire la courbe a laquelle appartiennent tous les points M lorsque x décrit B .

2-3 1 —

L'affixe de | est —— = ——,
a) L'affixe > >

L'affixe du vecteur IM est: z,, — =

1-5ix 2 2(1-5x)’

_|5(1+5i*l|=§x|1+5f*|_§x 1+25¢ 5 S e i i
_I2(1_5ix)' 2 |1__5le_2 m '—-E Ou la gistance E$t|ndﬁp9nd3mﬂd91.

2415
IK+1_5{1+5K}

Alors Nﬁl'

b) On a pour tout réel x, IM = 5" D'our lorsque x décrit R , M appartient au cercle de centre | et de rayon g 4

xercice 25

Pour tout complexe z 1, on pose z'= E—_-:-, et on appelle A, B, M et M' les points d'affixes respectives 1,-1,zetz’
z— :

dans un repére orthonormé (0 ; 1, V).

a) Comparer |z—1| et |E -—1] et en déduire |z|. Traduire géométrique ce résultat pour le point M,

i - zZ'+1 I )
b) Calculer en fonction de z et 7 le complexe r= —+1- et déduire que r est un réel.
z —

¢) Montrer que les vecteurs AM et BM* sont colinéaires.
d) Utiliser ce qui précéde pour donner une construction géométrique de M’ connaissant M. Faire une figure.

3) ¢ Soitz un nombre complexe, on a IE—1|=|H=|2—1|. -
_l=
_IE—1| lz—1

* Or |z]=1 signifie que OM = 1, alors le point M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1.

* Ainsi, pourz #1, |z'|=|3"1 1.

z—1
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Chapitre 10 : Nombres complexes

z-1 _ =
_z'+1_'z‘___1+1_z—1+2—1= 24+2-2 _
7.1 z-1  (z-W@z-1 (z-Nz-1
2472

Z-1Nz-1)

bje Soit z#1, r
Dol r

242-2 _2Re(2)-2
Z-Nz-)  |z-1°

Comme 2Re(z) - 2 et [z —'12 sont des réels, alors r est un réel.

e Ainsi,pourz#1, 1=

o) r=z—+:.doncz'+1=rl{z—1]. Il en découle que BM' =rAM .
z_.

r &tant un réel, les vecteurs AM et BM' sont colinéaires.
d) Remarquons d'abord que A et B sont des points du cercle de centre O et de rayon 1.
Pour Re(z) # 1, d'aprés la question a), M' appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
D'aprés la question c) M' appartient & |a droite passant par B et paralléle a la droite (AM). Alors M' est le point de

rencontre du cercle de centre O et de rayon 1 et la droite passant par B et paralléle a la droite (AM) autre que B,
Pour Re(z) = 1, M" et B sont confondus.

C. Ecrive ww nombre complere novw nul sous forme
trigonometlrique
1- Passer de Ia forme algébrique a une forme trigonométrique d’un réel non nul ou d’un
imaginaire pur non nul

Exercice 26

En remarquant que les complexes suivants sont réels ou imaginaires purs, préciser pour chacun, une forme
trigonométrique : '

1)a) 12i b) -3 c)m d) - mi.
2)a) cosx (xe ]—-’23 ]2[ ) b) sin-;i (xe }—g %[ x#0) c)ix (x réel non nul)
d) —isin2x  (xe }n .E[). |
2 |
1)a) %1 =%[cosg+ isin%). b) -3 = 3(cosn + isinm) |:
c) m=m{cos + isin0). d) —xni= w[msgg- + isinﬁi] ; ’

e

2)a) Pour tout xe ]_g‘ ,%[ ,ana:cosx > 0. ! —— -__.rpbin_t—_“:;a_ T
or 5 Soit a un nombre réel non nul :
D'oil cosx = cosx(cos0 +isin0).

|| & Sia<0,alors |a|=—a et arga =2 k

. T X b3 . N I
b)e Si —— 0|, alors —€ |——, A .
). xEl 5 l alors 26] 7 0{ et sm2.<0.

|ai|=—a et arg(ai)= -125[21:1 ;

=

i | 11
D'ot sin% - -[sin-;-](msatﬂsinn] _ e Sia>0,alors |a|=a ef arga= ¢

M - i r“ L]
". [ai|=a ef arg(al}=§[2f!__
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b X T

i ,alors —€(0,—
oSle]ﬂ.E[arszel 3
In

In
c)  Si x<0, k= *!(GDS—Z—HsIn?

X
el sin=>0, Dou sin® =|sin* isi
> ou smz lsnnz (cos0-+isin0).,

ix>0, i ~x[oos£+isin3-
L ] SI)( I‘x_ 2 2

d)  Sixe ][] 2[ alors 2x e}O ﬁ[dOLI sin2x > 0. On a alors, -|5|n2x*~{s|n2x)[ms-—+ snh
2

2 - Passer de la forme algébrque a une forme trigonométrique d'un nombre complexe non

nul
1
Ecrire sous forme trigonométrique, chacun des complexes suivants :
1)a) 2243 ; b) =3-3i B,
B4 b) (2~ 23)-3-3); =
B+

Solution 27

1)a) Posons z,=2—2i3.0na: |zy|=4+12=4.
m591=1

Soit 81 un argument de zs,on a : 2 " On peut prendre 6 = ——

singy=——
& 2

3

b)Posonszz =-3-3i.0na: |z;|=v0+9=32.

D'ol 2—2iJ§= 4[005[—-1:;-] +isin

cosf; =—% I
Soit B2 un argument de zz, on a: . On peut prendre 6, = =i
sinfy = ———
Dol —3-3i= SJ_[ -HSiI"I —~—]]
c) Posons zy =+/3+i. Ona: |23[=J3+ 1=2.
K cosly = Jj T Y b
Soit 83 un argument de z3, on a : Z . On peut prendre 6, =E. Donc ﬁ+i=2[oosg+isin-€],
sinB, =E

|
%) (V3 +ﬂ'3=[2[cos%+isin%] =23[ms[3x1]+isin[3x3]]=B[ms%+isin1£-].

3o 3]

) (2-2i3)(-3-3) = 4[@5[—§}+|sm{—€ ;

=122 [cos —%—T“]Hsin[—i—%“]]
T —— Page ] — e
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Chapitre 10 : Nombres complexes

13
Dot (2—2iV3)(—3— 3#}—12f[cns[———]+:sm 1T]]

3\!,—[1305[*— +|5|n[—_]J In W . I T
) CUS[ T—E]ﬁ-lsm[-——‘{-g”
'\J(i+| . I[_]
6
12( (—11= —11n
=T cos 12 ]+I5Iﬂ ‘——'12 ]]

Exercice 28 A

m 3n| . . ; Kk : .
Soit @ un réel clans}E ?' . écrire sous forme trigonométrique, chacun des complexes suivants :

a) -cosB —isin® ; b) sin% + icos% : c) -cosB + isin@ ; d) -sin@ — icosH ; e) c0s8 + icosg,

Solution 28
a) -cosl —isinG =-(cos@ + isin@) = (cosm + isinmr)(cos6 + isinB)  (car -1=cosT +isinm).
= cos(B + ) + isin(6 + )

v T T
car I=COSE+ISIH—

b) sin™icos™ =il cos T —isinT|=|cos T +isinZ || cos| — | +isin| -
7 707 2" 2 7 7 2

7
= 00S E—£]+|5|n 1—1]
2 7 2 7

—coss—ﬁ-i-lsm——
14 14

c) - cosB + isinB = — (cosB - isinB) = (cosT + isin)(cos(- 8) + isin(— 8)) = cos (1 - 8) + isin( — B)

d) -sin@ - icosB = -i(cosd — isinG) = [ms?“sin%](ms[—ﬂ] +isin(—0)) = ms{%ﬂ— B] +isin[3—; - 0].

13_1:{ ,alorson a cosB <0.
22

cosa =
Posonsz=1+i,0na |z|=+/2 et'soita un argument de z, ona:
sino =

e) cosB + icosd = (cosB)(1 + ). Puisque 0 €

, donc on peut prendre o= ; ;

SIS ESEY

Etdonc z= (Jicosﬁ}[cus-g +isin-}] i

Par conséquent, cos® + icos® = (—cos@)(cosw +isinw}x«f5[ms-}+ isin%] = {_me)ﬁlms

Ew +isin[£11]]
4 4
3 - Passer d’une forme trigonometrique a la forme algébrique
Exercice 29 e
1) Ecrire sous forme trigonométrique: a) (1 + )8 b) (2+/3 —2i)*
2) En deduire les formes algébriques de ces complexes.

_
0a) (140)f = lJ‘[ws_ |sm—] = (+/2)° [cos[ﬁx4]+|sin[ﬁx—]] [nns—-+|sm%ﬁ-]

e P32 132 ¥£
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Chapitre 1)

b} {2‘,— Eil‘ (cgs[—— +isnn[-—]] _256[::05[—“ +ism[ ]

3n
2a) (1+i)° =5{W5—2'+'5'"—-] (d'aprés question 1)a)). D'oi, (1 +i)=.8i

b) (2v3-2)* =44[005(:§-]+isin[-—311]] (d'aprés question 1)b))
=256[~1—i£}
2 2

=—128 12613
Exercice 30
2003
Calculer —1+-"Ei
2 2
2003 : —
1 3. [ ox . 2@ 4006n . . 4006 4 4 { .23
—+—i| =|cos—+isin—| =cos isin =005 4 jain s 1 _Nd
2 2 3 3 3 =+ 15In 3 cos 3 <+ 15In 3 2 I 2 s
4 - Utiliser une forme trigonométrique
Exercice 31
. |
On considére les nombres complexes! 2, = JE.;.J;E cZ2=T+i et e b
f Zzl

a) Déterminer le module et un argument de z1, 22 et z.

b) Ecrire z sous forme algébrique. En déduire ms«% et sun%
W s K I | L |-
a) o z =J5[cosg+151ﬂ§] ® 7 =J§[msz+lsmz]

[cosg—ﬂsin%] e B
_4 _ oy B S| T B O g
* z‘_“ﬁ]"ms[s 4]*’5’"[5 4] G ms[ 12]+'5'"[ 12]

CoS— - 15In— |

s +isn
nadne: [ =E, [z =2 ot f=1

™

argz, EE[ZTF]'; argzzz-i-[z-rrl et argz:—ﬁ[h] :

b) e Forme algébrique de z :

ot _VB+iv2 _ (B +iW2)1-) _JB+2  V2-VB,

Z,  201+i) 4 4 *
=,
+ .J_ ™ ‘J_ '\"_
parties réelles et i imaginaires de z,ona: cus[ 12] J‘ 1 et sm[ —-2-]=

P2 133 Essg
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( hapizre |0 - Nembrry compleies

v 5_.: = 2\5 -2 ! me o . .
e Ona LJTI — 4'12 vl =1 | Sott p et r deur réels strictement pogstifs G o1 Tdrws piy,
| i Perr§= isinl = Festa+ u}gﬁadpu“’uz
orIL.-: = dors [’ =4 Par conséquent [ =2 ) | *=" aiez

I l%:f;-'xl*r
b

*r' a:e:;fr:z i

-

agy = —%-e-iz-. avec keZ Cest-adre 2argu=—

——
-
-

-

On en dédunt gue ar;u:—‘—-:i--k: arec ke l.

Or,ona: Re(u)>0 et Imfu) <0, gors, st Gun arpument ce u, enpetpredre S s —  —
Z Z
x x ) 5 il owpiira
Omme——'_:———kﬂi Jentsineddreqe —<k<—. Dol =0
2- 12 12 12
D'ol on peut prendre H——% Dol argu:—f—z-?r'dﬂ: s kL.
I
Exercice 33 ;
1) Déterminer survant les valeurs du réed x, dférentce 2, le module el un rpurent de :
z=(x-2) UIIZHW'EJ'
Z) Montrer que ' est un régl, préciser son Sere.
. = =2=(2- - 4 ). 5 E——
1) Six<2: onax QFﬂ‘Dmcr 2_ (2 rjlc;s an—}E:f: : I.
=[2— T 4iing X vigne | =(2-x) as—= sisn— ¢ Sicrgz=a22, clors z ext suriel
z=(2 x}(co's,.-ngn-,}lccszﬂzsz (2 )‘_ 2 TJ g
Er e Siargz=lf2x] aorzz e-"urm'
Del IZ!=2—I et argz="—[27]. strictement potitif.
4 o Siargz =0{z, clors  e1 5= réel sos
Six>2: ona x-2>0. mal
Donc zz(x—ﬁlrcrﬁ% +i:&n§) esture fome Ygrometrne ce L e Si z’gzz;::z ,alory z ext 52
| imagincire pur _

Do !21=I-2&‘.argz:-§[2z], —_—
2) Six<2:0n3 argz:%{h]. Dore 2 297 = 453257427, Cest-a-dre 205 7V = dex]

Six>2:0na argz:%{?:] .Donc arg 297 m 4532 2{2z] Cest-ddre arg "= xf2x]

Putsque pour tout réel x cflbrent de 2, on a 209 7'V = 2=, alexs 7'V est un réel négasd.
Autre méthode :

P 4 p 4 Jan
27 = (x-2)' (w,4+i:;nﬂ

={r—2’f"7"(m{(1mz ]ﬂ..rf 19?2:—2)]
R A e L HJ

el
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1672
1972 = (x - 2)9"(cus4+|5m:J = (x—2)""%(co3 493 +isin493r) = —(x — 2)"*"2

Ainsi,
Comme X estun réel et 1972 est pair, alors 2%72 est un réel negatif.

5 — Donner I'écriture exponentielle d’un nombre complexe non nul
Exercice 34 -

- = i £
Donne;lafonnealgébriquede: a) e" b) e? c) e ? d) e3.

= T .. T .
i o2 kA i iy
a] ej‘:cos:r_-l-lsmﬂ:--'l. b:l e —0052+15|ﬂ2—|.

B

«T
- : . b LI
c) e 'E=GD$[—-F2—]+35FH[—g]='l- d el =ms—3-+:sm§_5+|—2 .

rcice 35
Ecrire sous forme exponentielle :

L el.
a)1+i b) -3 c) _EI dn e)

‘ol 1+i ~3=3e".
o [1+]=+2 e arg(1+ﬂ5-}121-:]. dou 1+i=+2e* .
ul
L -% o x=T6". . gi=exe?.
° ——|-2 2
rcice 36 : :
EE«%& sous forme exponentielle les complexes suivants : % &
diz _e 3xe!
2+2i b) z :-—5[ ISIi"I--] 3--——*——‘.“ S
Ay " v L'J

a) 24+2i=2J2e 4 et 1- if _2e 3 (lelecteur verifier ces resultats), alors

f—
21_2_~.."_—_B__ 1.,r'e[a 3 %6 12 .
o e ‘
2 ¢ ; __l_n_ ,{1_%] i?_:
B LR (. ——|+isin -I—] &-‘I'E. Dol 25 —5e™xe 12="5¢ =5e ¢ .
b) -5=5e" et cosi—z;—mmﬁ_ms 12 7
|-Z42 LA L
e_%xe% e'T‘] {__ 1t]._ 2 e 12
%) 4= 2 in :: et'rl
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Chapitre 102 Nombres complexes

Egr?_r[?c;gﬁsafzrmc axponentielle: 1 -1 puis (1= 1% En déduire la forme algébrique de (1 - ). T ey

M

o [1-]= J2 etarg(l-i)= ——[211] (le lecteur vérifiera ces résultats).

v ) _
D'ob {—i=+2e *.Donc (1—|}a =160~

o Parsuile,ona: (1—i® =16e™2" =16(cos(—2) +isin(~2m)) =16.
6 - Utiliser les formules de Moivre et d’Euler

Exercice 38
Ecnra cos3x et sindx en fonction de cosx et sinx.

Solution 38 '

Soit x un nombre reel,
Cos3x + isindx = (cosx + isinx)? = cos™x + Jicosx.sinx — 3cosx.sinZx — isin®
= (cos?x — 3cosx.sin?x) + i(3cos?x.sinx — sinx)
D'ol en identifiant les parties réelles et imaginaires,on a :
Cos3x = cosx - 3cosx.sin?x et  sin3x = 3sinx.cosx - sinx.

Exercice 39 B

iZn 4': EI bﬁ_-r'r
1) Montrer que 148 3 +e 5 4e5 465 =0.

En déduire que 1+neszg-+oos4?+ ms%:iJrcas%“ =0.

2) Montrer que msz—“+cns§?-=4coszl—2. puis que cos4—ﬂ+ coss—“= —2c0s=.
5 5 5 5 5 5
En déduire la valeur de ms% :

3
+

Zn

12_‘.1
s 1-le?d
ES

= — — = U
27 2x 2=

g [
ed| +|e
[
1-e5 -~ 1-e% 1-e?

e Un complexe est nul si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont nulles. Or
ih 41r '511 lB'n [

i+e +e S 4o 5 4ed =14+ msz_'“+lsin2_“] [ 4;+lsm--n] [ct:r::—é-+lsw1r%1T +[ 53?““5,"_’.‘.

h dn fm (Or 2
1)e 1465 405 4e5 465 =145 +

5 5 5

2m 4T G Bn

5 5 5 5 5
21: 411 '51! B'I
D'oll Rel1+a 5 +a iy +e 5 te 5]~1+ms%—+ws%+ms%“+ws%
Lh h Gn E-n .
Etcomme 148 5 +e 5 +e ® +e 5 =0, E|0f51+005—5*+m‘4§“‘+w55?ﬂ+m58_w_u
5

2) = Onsait que :

e S o =1 Page' 136
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ﬁﬁﬁg‘ ms[?n—-%ﬂ]“ cns%“— % m.fﬁ]ﬂ 2‘3““25 1 (car cos2x = 2082 - 1), alors
wsfi + mss—;-.- 2cos4?“ -stg. ,

e Ona:

1+ms%+ws?+ms%+ ms%’-‘-m{l donc 1+[ms%"+m%“]+[ms%ﬂ+m%ﬁ_]=n

donc 1+4-4cos? = —2— 205 =0
5 5
donc 4cos? T — 2005 — 1=
z mss 0.

On en déduit que, oos% est donc solution de I'équation 4X2 - 2X -1 =0 qui a deux solutions :

1+4/5 1-+5

Xy =—— =
1 4 IX2 4 .

Or %E D% , alorsona oos%::»{} - On peut alors conclure que m%:ﬂg-
4
+ Exercice 40 -
n
Soit (Us) la suite définie par : u, = Ze"‘“ , avec 0 réel différent de 2pm (o p est un entier relatif).
k=D
n+1
g+ 10 _ 5!"[__0] 0
1) Monlrer que :u, = i , puis que U, = — e 2
sin—
2
; an[nTHH]ms{nﬂ] 5%19] sm[ a]
2)Montrer que : >~ cos(k0) = ; et Zsm (k0) = 2)
k=0 sir:E k=0 sin-z-

3) Résoudre dans [0, 2nf, 'équation : 1 + cosx + cos2x + cos3x + cosdx = 0.

Solution 40

. n+d_
1) » On sait que 1+ 9+ +... 40" = q—11 , pour tous nombre complexe q différent de 1 et entier naturel n.

gln+10_4

; n n
Or soit 0eR ~ {k2m, keZ}, alors e® est différent de 1. Ainsi, u, = Z = Z(e'“}" =
e —

k=0 k=0
[[IH-'I ]

n+1 n+l
_ ey om0 _ o0 { ] I[ ]J B{nﬂ ]xzsin["+1 ]
——— —

.

R = -

e —1 e~ g LA (L 2
82—g

0
2 2 % 2isin—
" 2
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r d .
b l) wl a

LT

p—

==

"'"l",lll" " nln[ ”n]nm

u
il nlnﬂ

/

Mila itiatl 1 =

D el (1), on el (e | LH{INES r\{innlwll ol (i) ?1

Da (‘4 alllé (2), on dadull gue | (i, ) =

hill .
l'J

1 dgalant las partisa tdolls ol el ey, o dadull gue |

i

mnu Foondn | goadx @ oondx = (),

" uln["j h mlul n] :

poakl) =
> i
or 1 hlllp’

? alihi) =
i

3) On petl ramaiguer (que O n'onl prs solulion de aguation 11

On paiil alora dorlra |

nin; asl 0 dana [0, 2n(, on osl s0r que nln; « (1), Mo

14 08 X ) ooa2k | potdx 1 poadr = () 4+ nln[T]umHu—-n

nl I
nlll ) ll]mul yu]

|} GouN | COBZK | ORI | poadx —

(It

;1|n|".,-'!“1"]”"'[3"] ()

|

Wittt o oy B g

I o h
1“ | |¥g hl [
I.Ill | H”! i | N8 | " | ! h””h

) o ¢

nlnﬂ

nliht)
i

r.lu‘”} 'Jnnmw

ol Infil) e

ulll,

/

1k uln[“;‘]-n ol noadx =10,

b !LH =l

ﬂ: =k K= H[‘II“ ;

)
pulsque x appattlant A [0, |, nlors x —

" n ke
reer kn 4+ X= 1
o N 9 | Kn A | )
puisaua X appartiont & [0 A, nlore u-=:. | .k;:'

Finalemant, lensaimblo don salitiona osl | L

———————————————————————— Page 190

R T
/
ﬂ;" aven e & dgulveol & X e

avan e & dquivanl & X e

h'a'4A

[ ki Hven ke &

)u :1n fin llul
“h'h

T T AL
aatatal
20 Aw On Bnow S B o

" 4 rd I'

LR i \
i-h l W ! I | ; I II"'“”'

i
T LA T
g

! "In[" ]lrll

l ]Hllﬂ.r'l
- (pulsegue la sevlo vtlett (il Al
i

Scanned by CamScanner



Chapitre 10 : Nombres complexes

prorcice 4l — E
i

—

= vseSewrwiew el T=wisewd+us
sw=e | -ONpose

5 QES:T‘ - .
1!‘{;:.;1 swtweEwitw +wS+Ws, S+ T el SxT.
&

3 Envidure S T-

S E & A2z il 10= Az =
f’ :[-:-_ws-E-ws‘l"\\'E:e Tig 7 +e T =p 7 +e T +e 7 (car e® :e-—ﬂ)
Bz Az 2z
= B = = 8w 6= 4= 0= 2% 12%
i T=e? +tel tel (@ —=2r——,—=25——,—=2a——
Cest-8-dre sy 777 77 7]
=w' W +w
=8
Dol S:T*

2= Y
1—{9:7
s 1—-w _1-e® 11

' LW 4_;- 5+ — — = = =u.
2]'1Tw+wz'w3 Sl il 1—w -w  1-w 0
Dol 1+w+wW+wiswi+wi+ws =0
o 1rwHwWl+wd+wt WSS = T+ (WHwliwitwi i Wi+ we)= 145+ T
Etpusque i +w+w2+witwi+wo+wé = 0, alors 1+5+T=0.

o ST=(W+ W2+ W)( W3+ W5+ W5) = WA + W54 w6 & 3w7 + w8 4wl + W0,
Or w7 =1, dlors WA= W, WP = W2, W10 = w3,
Dol ST=w+w2+w +w+wi +wh +3=-1+3 =2 Findlement, ST=2.

3)Ona S+T=—1 s et T sontles solitions de Féquation X2+ X +2=0.

Résolvons léqualion X2 + X +2=0.
Son discriminant est A =—7=(i/7)’ et ses solutions sont :

—1-if7 —1+ifT
X= t Xo= ;
=g - M g
.2 . 4x . Bn . 2xn 4 .=
R - ImS = sin— — — =sin— — —sin—.
emarquons que : ImS=sin 7 +sin 7 +sin = sin -~ +sin 7 i 7
La fonction sinus étant croissante et positive sur l{].%[,et E:—et; appatﬁennantélﬁ%{av&c 2T“>1.aiors on

. 2%
a an—_}_} sin-;i. Cest-a-dire sinzT“_ sin;:r- 0. De plus 47“ appartient 3 E i 11‘ , donc on a aussi sin%ﬁ >0

On peut alors conclure que ImS = sinz—“ - sini_;i —sin=>0.

Finalement, T < =1=H7 et s=_1+iﬁ-
2 2

Xercice 4

Linéariser cogty et cosx sinx, i

. ix g
* Pourtoutréel x, ona- cosx— &€

/ M Page 139  c——
‘—__

Scanned by CamScanner

e o —



Chapitre 10 : Nombres complexes

wo )\ _
ms‘x:[euze ] =ga-[a“+daz"+ﬁ+4a'?‘“+e“m}
s 1 dix —dby . AfL 20 = 2ix; y
_E[(B +e ) +4(e"* +e }+B] (en regroupant les termes conjugyas entre gy
=%(2msdx+ﬁws2x+ﬁ]
4 et 4o ¢ 1 1 3
Finalement, cos” X = |=———| =—c054X +—C052X+~—.
2 8 2 8
Xy —ix X —ix
® PuurtouiréeIx.ona:oosx:% et sinx=¢.
i _ =i\ ok k)2
cosxsin'x=[8—& || T
2 2
. S . . . .
=mtez“ +e 2 1 2)(e™ —4e?X 46— 4o oK)
- 4

- E{eﬁi’ — 22" e 44 g7 _pg—tx 4 gfiry
1 o : . _
=a[(e5"+e' 5 —2(e ™ + e~ #) —(e2*+ ¢~ ) + 4]

1
=a(2msﬁx —4cosdx —2c052x + 4)

y 1 1 1 1

Finalement, cos® xsin* x = —cos6x — —cosdx — — —

32 16 320052“16'
Exercice 43 . >
Ecrire sous forme exponentielle :

: a i
1) z1=1+¢e'“ avec aappartenant a0, | 2} Fa= ei +11 , avec o appartenant 3]0, nf.
e'*—

3) z3=(e"+1, avec c.appartenanta J0, 4) Zs=en+ e avec o et appartenant a0, n.

L1} o
i

== = e s
1) zi=14+e"=e e =e2le 24 elz]=2ms[—%}e'2 =2ms{3]epf.

2

Puisque a appartient 4 J0 , n[, alors % appartient a ]0 g[ . Et par suite, on a ms% >0.

Dol sous forme exponentielle, z, = [zn:cnls[E]]eia :
2

]

i% = = o

22 _eo41_ghyg CT|e2te EJ G
27 a1 Gge_go o =

e e e e i PO « |

ez[ez-—e 2] 2|5|n5

T=

= —Emtan% qui est un imaginaire pur.

o w o :
Comme Ee]ﬂ,;[,alﬁrs mtan-z—:»ﬂ. Donc —mntan[%]:[mtan[% e‘%-

D'oll sous forme exponentielle, z, =[c0tan[%]] E-}E ‘
e ———— e ———————, 1AT]0 130
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Chapitre 10 ; Nombres complexes

N
- gl =[ 41:::-521?]}8 '* . D'ols sous forme exponentielle, z, 2[4003‘2 o ]e—lu
> .
a+d( .a=p a—f
Yy | = = e O )
4 z,=e+eP=e 2 |&e 2 te 2 =2ms{55—q]eli .
Or e et B appartiennent a 10, =, alors EL-E*I[?f-l et -_—ﬂel~3.0 Donc 2B |_x =
P 2 2 2 2 2'2]"
= ; ye a+p
D'olt ona ms[n—zﬁlb-ﬁ. Par conséquent, 'écriture exponentielle de Zest: [st[_“—B]]e‘—z—
2

7~ Retrouver des formules connues de trigonométrie grace aux nombres complexes
Exercice 44

b
. : . —a) P9
Démontrer que pour tousreelspetq,ona: e® el — Ems[u] e 2

En déduire que : W5P+m5q:2m5[p—-;—i]ms[———-p;q] et sinp+sing =25in[—-p42'q]ms _p;q]_

Solution 44

P+
o W #Hf P2 p-q —q) &2
o e’ +Eq=ET[eT+e“T]=2m$[p q]e 2

P44
L. |
2 .

. D'oll €P 4 ¢ =2ms[—-p;q]e

o Oronadune part, e? 4 = (cosp +cosq) +i(sinp + sing), (1)
et d'autre part,

g
P—a| 7 P—Q P+q , .. P+g P—Aq| . ..P+9 .. [P—q). p+q
2cos|——|e 2 =2cos Cos isin = 2005| — |cos—— + 2icos| — [sin*——  (2)..
[2] [2][ 2*'2] [2]“°sz+ [2}'"2 %
En identifiant les parties réelles et imaginaires dans les €galités (1) et (2), on aura:

Cosp+cosq= Eoos[p—-;l-]ms[p—;ﬂ] et sinp+sing =25in[p: Q]ms[p;q] ;

Exercice 45

Soit a, b et x trois nombres réels. _

1) Démontrer que la partie réelle de (a — ib)(cosx * isinx) est acosx + bsinx.

2) Mettre sous la forme pcos(x — 8) (p > 0 et © est un réel) les nombres complexes :
cosx+sinx, 3cosx—3/3sinx et ~/Beoosx-+2sinx.

1) (a - ib){cosx + isinx) = (acosx + bsinx) + i(asinx - beosx). Donc Re[(a - ib)(cosx + isinx)] = acosx + bsinx.
2) On utiise la question précédente :
* Onposea=1etb=1,alors:
. _.1 ’ =i x_l
cosx+¥5inx =Re{(1—i}e*) =Re(v/2e  4¢*)=Re(/2e l ‘]} =2 cos[x -E] .
* Onposea=3et b=—33  alors:

n

. iz X
3cosx — 33 sinx = Re((3+ 3iv/3)e™) = Re(ﬁe'ieb‘ )= Re{Se{ 3]} = Ecos[x +3-] :
* Onpose a=+/§ et b=+/2, alors :

e — Page 1l ce—
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. Nombres complexes l

e ——
_'_—“*.——-__\“‘

o | P
Jﬁmsx_}-ﬁsinx:Rel(-Jrﬁ--iﬁ}e“l:Re ZVE-'E 6| =Re ZJEE[ E] = 242 ¢os X
5l
rcice 46
Exercice S e

s formules suivants :
sin(0 + 8') = sinB.cos6’ + cos0.sinf".

En utilisant la notation exponentielle, retrouver le
cos(@ +8) = cosB.cos8' - sinB.sind’ et

Solution 46 _
cos(B + @) +isin(8 + 8) = pi9+9) = efe® = (cosB + isinB)(cos’ + ising’)

= (cosfeost - sinBsing’) + i(sinBcosd’ + cosBsind’)
les et imaginaires de cos(0 + g) +isin(B + @), ona:
gsing et sin(0+0)= sinfcosh' + cosBsing’.

En identifiant les parties réel
cos(@+8)= cosBeosB’ - sin

8 - Interprétation géomeétrique de I'argument d'un nombre complexe non nul

Exercice 47 s
Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respectives a = {+ib=3+i,c=3+3iet d=04~2 4 5.

Calculer mes(CA ,CB) et mes(DA .DB).
Montrer que A, B, CetD sont cocycliques.

b—c 1 b—c|_m . = == T 11
=—(1+1i) don arg| —|=—|2 .C‘et—-d]remsCA,CBE—-?_ =—
v — 2{+:} onc ona @{a—c] 4[1:] st-a es( ) 4[1:] <
et %Eg: 24:‘1’5{1 +i) doncona arg 2—:—%]5%[21:}. C'est-a-dire mes(ﬁ,ﬁé}s—}[h} :
e Puisque mes(CA CB)=mes(DA , DB)[2n], avec mes(DA , DB) = kr, k appartenant a Z , alors les points A B,C
et D sont cocycliques.
Exercice 48 o
Montrer que les points A, Bet C, daffixes respectives 1, -i et-1-2i, sont alignés.
Solution 48
eI _ "2—?' =2.D'ol arg Zc —Zh | = [2n).
-2, —1-1 Zg —Zp
=F — - Zc —Zp P i— y
Or mes(AB,AC)=arg — [2n], alors mes(AB, AC) = 0[2x]. On conclut alors que A, B et C sont alignés.
8 —ZA 3
Soit A, B, C et D quatre points d'affixes respectives a =-1 +i,b=-1- ic=2 et d=2-2i
c—a , c—b .
Calculer les nombres complexes = et =5 En déduire la nature des triangles ACD et BCD.
Solution 49
o Ongy Sl A=l 1) o B=b . i
d—a 2-2i+1-i 3 d— '

o Puisque S=2 = 1; c—a

sq = 3|.alor«.s|cma arg =
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Chapitre 19 .

Nombreg conmplexes

C'est-a-dire, mes{A_D i ECH) = %[211} etAD =3AC.
On conclut alors que ACD est un triangle rectangle en A,
&me, puisque E-‘i:i alors arg| =P|_ 7
De méme, p d_h g E =E[2w] et ’d-—bl:lc-hl_
Clest-a-dire mes(BD , BC) E-E[Ew] et BD=BC.
D'olt BCD est un triangle rectangle isocéle en B,

Exercice 50

On considére les points A, B et C d'affixes respectives 2+ 2iy3 . 2.5 :
Démontrer que les droites (AC) et (BC) sont perpendiculaires, V3 et —1 +i3 .

.ﬂ.: 'Ji' donec arg[ia.__z.ﬁ_]

= L)
T [21‘:].

C'est-a-dire mes(CA,CB) = -32‘-[211]. Dou les droites (CA) et (CB)

Iy—1p

sont perpendiculaires. -
Exercice 51
Déterminer et représenter le lieu géométrique des points M d'affixe Z du plan vérifiant -
a) arglz +1) = E[zﬂj b) arg(3i - 2) = 0[2n]

>

) arg([1+i]z+1}z§[w]

s M Z+4i I v i
- d) arg(z + 5i) 55[1:] : e) E37 est un réel strictement positif : f) —zi?' est un imaginaire pur non nul.
— z —

a) Soit Ale point du plan d'affixe -1. :

— Y | A 11
arg{z+1]z%[21tf < mes(i ,ﬁM)E%{Zﬂ] ] N I i H_'_
<> M appartient a la demi-droite d'origine A, dirigée paf;;' ;_.3

le vecteur unitaire ﬁ[ms% . sin%] privée du point A.

D'oll le liew géométrique des points M du plan dont I'affixe z vérifie - prog
an9(z+1)= Z[2x] estla demi-droite dlorigine A, dirigée parle vecteur 21 o[ 1 2 % 15
° ' D) B = s T i
.JE e I | i | | | L'ensemble :
unitaire 'ﬁ[-i_ ’ %] privée de A. 2 - | il.r:T."Et.'?.hEH._.J
b)arg(3i-2) = 02n] < arg[-(z - 3i)] = 0[2n] l 7|
& m+arg(z-3i)=0[2n] E | |
. r L
< arg(z - 3i) = n[2n] 7 _f :
« mes(i , BM) = =[2x], ot B est | | 2t
le point d'affixe 3i. 1 I S
<> M appartient 4 la demi-droite d'origine B, dirigée i ||
Par G(cos , sinw) , privée de B, Y TS =
D'l Ie liew ggometrique des point M daffixe z telle que Ui Donsambte § 1T
grg(&— 2) = 0[2n] est la demi-draite d'origine B, dirigée par le vecteur == i T |
® Coordonnées (-1, 0) et privée de B. ey

M Page 193 n———
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Chapitre 10 : Nombres complexes

. Alnsi,

2+2{1-1)

c) Pour tout complexe z,on a (1+i)z+1=(1+1)

L'ensmbla i 3
! cherché - ¥

{1+i}[z+-§{1—i>]}z§[w} ----------- .

arg[{1+i)z+1]5-g-[1r] & arg

= arg(1+i)+arg[z +-1—(1—i)] 51[1:]

-4—+ang[z+ —I}]——['“]

1 _m ;
& arg[z+5(1—i)]= 12{1:] |
& mes(i ,CM) E%[T{]. ol C est le point d'affixe —%{1-4).

& M appartient a la droite passant par C dirigée par le vecteur E[ws% sin~

12| Clprivée
du point C. : ‘ | p
D'oll le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que arg(1+-i)z -l-HEE['rr] =T j’D— e
M A 1 a1 )
L] /
e i i |
est la droite passant par C, dirigée par le vecteur '-'[ms12 sin ] etprivee de O Uensemble i3
' cherché ST AL
d) Pour tout complexe z, on a: z+5i=z—5i. o monmesomeed T ‘
angz+5)=[r] <« arglz—5)=7ln] 25 ‘ 4N 1
5 -s-la:-;a'-z S0 (12 3 43
o 1r+arg{z—5i)_=_5[1r] ‘ |i A
& mesﬁ.m)z—g[ﬂ] ot D est le point d'affixe 5i. '
« Mestsurladroite passant par D, de vecteur nomal il 1
T (dirigée par ] ), privée de D. : L'ensemble | ~—-—->
. cherché L

D'ol le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que arg(z +5) = g[‘ﬂ] est™

I'axe des ordonnées privé du points D(0, 5).
e) Soit E d'affixe —i et E' d'affixe 1.

z_“'1 est un réel strictement positif <+ arg[z'HJ 0[2n]

< mes(E'M,EM) = 0[2x] B
< M appartient a la droite (EE') privée du segment [EE']

P . P . " o 0 T dll
D'oi le lieu géométrique des point M d'affixe z telle que .,.11. est un réel strictement positf est la droite (EE) PYE?

++ — — —

segment [EET.

| L'ensemble

| cherché =1
In'_'l' est unimaginaire pur non nul ¢ arg 'z—-:]*%['lt] avecz T T

différent de 1 et -i.

e — |
< mes(E'M .EM:}E%"N] avec M |
|

different de E el E', | .
« Mappartient au cercle de diamétre ||

e e, P02 V1
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Chapitre 11) ;|

Numbres complexes .
[EE'], privé des points E et E'

Exercice 52 :
Déterminer la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants

1) festla translation de vecteur u(—5,2)

. 1
2) fest [homothétie de rapport _E et de centre Q d'affixe — 4 +.
C In
3) fest larotation d'angle 3 etde centre O.

4) festla rotation d'angle % et de centre Q d'affixe — 4 + 1,

1) La traduction complexe de la translation f de vecteur U(—5,2) est: f:M, — M', tel que z'=z—5+2.

2) La traduction complexe de I'homothétie f de rapport —-% et de centre Q d'affixe -4 +iest:

f:M,—M, tel que z'—(—4+1)=——(z—(—4+1i)). Cest-a-dire z'=——2—6+—i.
o=+ My 6] Qe 2= (—4-+) = {z—(~4-+])  Costadre 2'=—12—6+3

An
i

3) Latraduction complexe de la rotation f de centre O d'angle 3% est f:M, — M, tel que z'=¢e 7.

: 4
4) La traduction complexe de la rotation f de centre Q d'affixe -4 +1, d'angle ?“ est:
Ax
f:M, — M, tel que z'—(—4+i)=e 3 (z—(—4+i).

C'est-a-dire z'= [ml . ﬁ,] zZ— 12+3 + i[ 4= ;‘ﬁ] . (le lecteur vérifiera les calculs)
2 2

2

Exercice 53
A tout complexe z, on associe le nombre : z'=(1+ iV3)z++/3.
On considére la transformation t du plan qui a tout point M d'affixe z associe M d'affixe ',
On note | le point d'affixe i et A le point d'affixe 1 +i.
1) Calculer z' pour, successivement, z =0,z =ietz=1+i. .
Construire, sur un méme graphique, les points I, A puis 0" =1 (0), 1
9)Onposez=x+iyetz =x +iy ol x, y, X' ety’ sont des réels.
a) Exprimer x" et y' en fonction de x et ¥.
b) Soit (D) la droite d'équation y = x+/3 +1. - |
Déterminer I'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que le point M' d'affixe z' appartienne a la droite (D).
Consiruire (D) et (E) sur le graphique du 1).

Sohtionss oo denliaeliii

1)@ Pour z=0,0na: z'=+3.
® Pourz=i,ona: z'=(1+3)i+V3 =i
® Pour z=1+jona: z'=(1~|—i\"§}(1+i)+\,§=1+{1+J§}i-

=t(l) et A =t (A):

e ————————————— P30 14—

S
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Chapitre 10 : Nombres complexes

2)a) z'=x‘+iy'={1+iJ§}[x+iy)+J3- ‘ §
= (x—ya/3 +3) +ily + x/3) | ‘
Doi x'=x—yS3+¥3 et y'=y+x/3. !
b) Me (D) & y=xV3+ ;
o y+xB=(x-yV3+y3N3+1 1=t/ a
& y+x3=xy3-3y+3+1 fr F _‘;"""&
Finalement, y = 1. D'oll (E) est la droite d'équation y = 1. 3 2 4 4 ﬁ;--’.__r
- 1
-2
Exercice 54 ' g

On considére dans le plan complexe les points A et B d'affixes respectives 1 +iet—1+2i,
1) Déterminer I'affixe du point C tel que AOBC soit un parallélogramme.

2) Déterminer I'affixe de D, image de C par la rotation de centre B et d'angle % .

3) Déterminer I'affixe de E antécédent de C par rapport 4 la rotation de centre A et d'angle % ;

4) Démontrer que D est image de E par la rotation de centre O et d'angle %

En déduire |a nature du triangle ODE.

1) AOBC est un parallélogramme < t=:(B)=C
O tzB)=C & Zz=zp & K- <& K=nBtn= 3i.  D'od I'affixe de C est 3i.

2) La traduction complexe de la rotation f de centre B et d'angle 361 est:

T
f:M, — M, avec z2'—(—142)= g6 (z—(=1+12i).

. 8
C'est-a-dire z'= §+%i z+(—1+2|}[1—§—5|].
- NP A B 1) (B, 4. {31
Orf(C) = D. C'est-a-dire zp = T+§l 2o +(—1+2i) 1_?“? = —2—-+§| % 3i4(—1+2i) 1—-—2—-? :
3-3 345
Aprés calculs, on trouve que : Zp ="','-2 +J-2+ i

3) La traduction complexe de la rotation r de centre A et d'angle % est:

]

-
r:M, — M, avec z'—(1+i)=e 8 (z—(1+i)) . C'est-a-dire z'=e

ESE

(z=(1+))+(1+i).

: LT
Or r(E) = C. C'est-a-dire zg —eb (ze —(141)+(1+i) . Donc

J3_1
2 2

N

. 3 .a.(3, 4
— (—1+z)+2+|=——2—+2»ﬂ[2+f]

T

i
7 =8 B(zg —1—i)+14i= i](ﬂi-1—i)+1+|’= i

4) e La traduction complexe de la rotation R de centre O d'angle {l;- est, R:M, — M',, avec z'=¢€ EI: :

————————————————————— P 20 € 146
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Chapitre 10 : Nombres complexes

soit € =R(E) 0N

o (B0 _,{i+2+i[.\,1§+§]=_i 3.33) V3, (V3 3
w=e*e=7 17| 2 e e S Rl e
_\5-3 [J3+5
= +1
2 2
=ZD

. H 1 17
Dol D estimage de E par la rotation de centre O, d'angle s

o D estimage de E par rotation de centre O, d'oll OD = OE,
par conséquent, [ triangle ODE est isocéle de sommet Q.

t. tquations dang C

1- Déterminer les racines carrées complexes d’un nombre complexe

Exercice 55
Délerminer les racines carrées complexes de z = - 7 = 24i.

Déterminer les racines carrées complexes de z = - 7 - 24i, c'est déterminer les complexes u tels que u? = -7 - 24i,
Posons u =X +iy oll X, y sont des nombres réels. On a u? = x2 - y2 + 2ixy. Par conséquent,

-yt =-7 L, 2 =18 Ly+L,
(@ =-7-24i signifie { X* +y? =25 L,  (|-7—24i|=25). Ce qui équivauta { 242 =32 L,—L, . i
y=-24 L, Xy=—12 0,5xL,
|
x=3 ou x=-3 ]l
Cest-a-dire {y=4 ou y=-4. 'i..'.
xy=-12 #
Puisque xy =-12 < 0, alors x et y sont de signes contraires. D'oli (x=3 et y = -4) ou (x=-3 ety =4). |
Les racines carrées complexes de -7 - 24i sontalors §=3-4i et -5=-3 +4i. :
Exercice 56
Résoudre dans i, 'équation : z2 = -3 + 4i.
Solution 56 D i {
Posons 7= x +iy avec x et y réels. On @ z2 = x2— y2 + 2ixy, ainsi ;
¥ —yt=_3 2x% =2 x=1 ou x=-1
2= o
#=3+di signifie 1 x2 +y2 =5 . Ce qui équivauta {2y* =8 . Clest-a-dire {y =2 ou y=-2, |
2y =4 Xy =2 xy=2 t
Pui 4 .
g’:g”:fﬁ; 'j; 0, x ety sont du méme signe. D'oil (x =1 et y=2) ou (x=-1et y =-2). l
JCZE14% 00 z=-1-9, b
L ; 3 i {
"Semble solution de cette équation est donc S = {1 +2i, -1-2i). gl

2 - Résoudre une équation du second degré

e, e,
_— =

Re
®s0udre dans ¢ , les équations :
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Chapitre 10 : Nombres complexes

a) 2+iz+6=0

discriminant est A =-25 = (i)2.
—i+5
e

a) Considérons I'équation : 22+iz+6=0. Son

o 2.

=-3i et L9 =

D'ol les racines de cette équation sont: Zy =

D'oll I'ensemble solution de cette equation est : S = {-3i, 2i}.

b) Considérons 'équation : 22 +(iWT)z—6i=0.

Son discriminant est A =-7 + 24i. On cherche les racines carrées complexes de A :

Soit u complexe tel que u? = A. Posons U =x+ iy, ol x et y sont des nombres réels. Ainsi,

-yt =—T x=3 ou x=-3
u? = A signifie X2 -4-1_.'2 —=25.Cequiéquivauta {y=4 ou y=-4.
2xy=24 xy=12

Puisque xy = 12 > 0, alors x et y sont de méme signe.
D'ols les racines carrées complexes de Asont: §=3+4i et -6=-3-4i.
On choisit 8 = 3 + 4i une racine carrée de A et on applique les formules habituelles connues dans R :
Onaura: z= 7 +3+4 =§+ 4#‘!?5 ou z =M=-E4 4+ﬁi )
2 2 2 2 2 2

L'ensemble solution de cette équation est : § = §—+———1,
2 2 2 2

Exercice 58
Résoudre dans C, les équations :
1) (22+2)(z2+1)=0 2) z2-2zcos@ + 1= 0, ol 6 appartient & ]0, .
Solution 58
1) (Z2+2)(z22+1)=0 & 22+2=0 ou 22+1=0
& 22=(i"2)* ou z2=1
& z=i2 ou z=—i2 ouz=iouz=-.
Les solutions de cette équation sontdonc : i, -i, iW2 et W7,

2) Le discriminant de I'équation est: A = 4cos?8 -4 = 4(cos?0 - 1) = -4sin?8 = (2isin@)2.
Alors les racines de cette équation sont ;

& ZzﬂsigﬂiE:msBHsinﬂ et z, =M= cosf—isind.

Exercice 59
a) Résoudre dans C , 'equation : (z2-4z +5) +i(z+1)=0.
En déduire la résolution dans C de 'equation (22 -4z + 5)2 + (z+ 1)2=0.
b) Montrer qu'il existe des réels A, B, C et D qu'on peut déterminer tels que :
pour tout réel x, (x2 —4x + 52 + (x + 1)2 = (x? + Ax + B)(x? + Cx + D).

a) e (22—4z+5)+i(z+1)=0 & 4 (4+iz+5+i=0.
Cette équation a pour discriminant : A= (-4 +i)2-4(5+i)=-5-12i,
Ié?? ramr}e? carrgeT f:omptm_lexes de Asont: §=2-3i et -§= -2+ 3i (Le lecteur fera les calculs)
es solutions de I'equation sontalors: z1=3-2i et z=1+i, (Le lecteur fera les calculs
e Ona: (22-4z+5P+(2+1)2=0 & (z?—dz+5]?—j?(z+112=(ﬂ ) }
& [(Z2-4z+5)+i(z+1)[(22-4z+5)-iz+1)])=0
& (Z-4z+5)+iz+1)=0 () ou (z2-4z+5)-iz+1)=0 (I

—————— P 20E 14} s— ﬁ’ s

Scanned by CamScanner




=, ORI R ARSI I
— ;

Chapitre 10 : Nombres complexes

#ﬁ%

Or z solution de (1) (22424 5) +i(z + 1) =

(22—42+5]+i(z+1}=n
22 —4z4+5-iz11)=0

(2 —47+5)—iz £ =0

t ¢ ¢ ¢ ¢

—.-2 -_ -
(z —d4z+5)—iiz+1)=0
=3 2 est solution de I'équation (11).

D'oli z est solution de (I) si et seulement si z est solution de I'équation (I1).

Ainsi, les solutions de (Il) sont les conjugués des solutions de I'équation (1).

Donc les solutions de (1) sont: 3+ 2i et 1 —i conjugués des solutions de I'équation (1).

Finalement, les solutions de I'équation (z2 -4z + 5)2 + (z + 1)2= 0 sont alors - 3 + 2i, 1-i,3-2i et1+i
b) Pour tout nombre réelx, ona:

(X — x4 B + (x+1)7 = (x— 2 (x— 2y )(x— 2)(x — 23) = (2 — (23 + Z)X+ 242000 — (25 + Zp)x +2,75)
= (x? —2Re(z)x+ |z1|2j|-:>c2 —2Re(z,)x + |z,f}
= (x* —6x+13)(x% —2x+2)

Finalement, (x? — 4x + 5)2 + (x + 1)2 = (x2 — 6x + 13)(x2 - 2x + 2). DoncA=-6, B=13, C=-2 et D=2.

3 - Résoudre une équation bicarrée

Exercice 60
Résoudredans C: z4+z22+1=0.
Solution 60
Posons Z = 22, I'équation devient : Z2+ Z +1 =0 dont le discriminant est * A=-3=(f3).
Les racines de cette équation sont ; Z'=—%+ii2_3- et Z"=—%—i§.ﬂe lecteur fera les calculs) i
1.3 2 1.4
¢ I=——gtj— & Z=——gij= (I
272 3t 0
Posons z=x+iy, xety étant des réels :
i s 1
xz_yg=_% x—E ou x_—-i
Onaalors () < Cryl=1 & y=% ou y=—§.
2;;}':2/—_% ‘Jg
2 L g
Oronaxy>0, g'oi z=l ﬁ z:—l—iﬁ.
2+l > ou 273
] Z=-1-—if3- o 22=—1—i£.
2 2 2 2
Eﬂpro:édantcumme.'pour (1), on cbtient : z=—%+i§ ou Z=%“'§-
Finalement, fensemble solution de Iéquation initale est
sl B 1 B 1 81 Bl
T2 22" 202 2
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hapitre 10 ¢ Nombres complexes

C
4 - Autres types d'équations a résoudre —

b
. | )z -4e= E) , sachant qu'ell \
LT | équation - D-(11+ 2ijz2 + 2(1 7+T)z-42=0 (E) quelle admet yna Solutigy ey

Résoudre dans C

| A

mentsi, a3-(11+ 2i)a2 +2(17 + Tiju - 42 =0,
. Q) — 1102 + 340 - 42) +i(-2a? + 14a) = 0.
et -2a2 + 14a sont des réels. D'od

S—11o? +34a—42=0 (1)
—2a% +14a=0 (2)

; ution de (E) si et Set
BRI C'est-a-dire (

réel, alors a* - 1 1q? + 34a - 42

e le

Puisque o estun

(@~ 1102+ Ha - 42) +i(-20%* 140)=0

Oona: (2 & 20{a-T7)=0 e a=0oua=T.

. , l'équation (1). ‘ ‘ N N
g?;iteﬁﬁai zﬂggﬁﬁégsat%qn (1), alérs 7 est solution du systéme. Par conséquent 7 est ['unique solution réglig ge )

« Posons flz) =2 - (11 +2)2 + 217 + Tijz - 42. Onaalors f{7) = 0.
(7 !

R Fzza}_ (1{1 l 2i)z2 + 2017 + Tilz—42] - [72 + (11 4 2)x72+ 2017 + Ti)x7 - 42]

(2= T) - (114 20)(z2 - 72) + 217+ Tz = T) _

(z-T)(z2 + Tz +49) - (11+ 2i)(z - T)z +7)+2(17+ Ti)fz=T7)
(z-T2+Tz+49-(11+ 2)(z+7) +2(17 + 7i))
= (z-T)(Z-2(2+i)z+6)
Dloii f(z) = (z-7)(z2- 2(2 + 1)z + 6) .
On a alors (E) & z-7=00u 22-2(2+i)z+6=0
L'équation 22— 2(2 +i)z + 6 =0 a pour discriminant : A =-12 + 16i. o '
Les racines carrées complexes de A sont: 6=2+4iet -5=-2-4i (/e lecteur le vérifiera). Elle a pour solution
72343 ou z=1-I Finalement, les solutions de (E) sontalors:z =7, z=3+3i et z= 1-i.

L 1 A 1 I I 1}

Exercice 62 -
Soit P(z) = 2% + (1 - 2i)z2 + (1 - 2i)z - 2.
1) Montrer que P(z) posséde une racine imaginaire pur.
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
1) Soit z = i, o1 y est un nombre réel,
P)=0 &  (yP+(1-2)(y)2+(1-2)y-21=0 <& (-y2+2y)+il-y3+22+y-2)=0
—y2+2y=0
@ y© ey
—y* 4+ 2y? +y—2=0
y=0 ou y=2
- ; T | rayey-2=0
On essl pas solution de I'équation — Pra2+y-_2=0
!El ~2_ ~ .2’(2? *2-2=0. Le systéme admet dong une éeule uti ; sde alors Une raciné
imaginaire pur qui est 2. solution qui est 2 et P(z) possede
2) P(2i) = 0, d'ol P(z) est factorisabl -
ELP(z) = P(z)-P(2) et

zi+(1—2i}zz+(1..2'] ~%i— (703 _ o s

T
oty SR~ 20) (r— 2002 4 90 4 1 < B\

(z=2022 + 2iz — i N+(1-2)z~2

é-zﬁﬁi?i 1; M- a-gyer g I)

P@)=0 & 2= o Z4z41=q

L'équation 22+ 2+ 1 =

wowomwowmopgon

0 pour discriminant A = _3 (iv/3)?
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i ¥ 1 - PR | '_1 —j
Dol les racines de I'équation z2+z+1=0sont: 2 :..#% el z":ﬂ_“‘_'f?;
g
: o e i
Finalement, €S solutions de P(z) = 0 sont : 2i, -_?'ii_ et __1il_~.ﬁ

ice 63
SoitP(z) =2+ 2432+ 22+ 2

ontrer que P(2) peut s'écrire comme produit de deux polyndme :
:1!; 'I:Iéscludre dans C I'équation P(z) = 0. ynomes de degré 2 dont I'un est 22 + 2,

mﬂ P(z]=f+z3+312+2Z+2={2"+Z3+Z?)+2{22+2+1)=22{22+Z+1)+2{22+z+1} I I -l

2) Pz)=0 < 22+z+1=0o0u 22+2 = =(@2+z+1)(z2+2).

e (NS FUN
> R, (Le lecteur fera les calculs)

g 2=2 & =02 o z=i\2 ouz=_i37.

Or z!+z+1=0 = I=

D'oll les solutions de I'équation P(z) = 0 sont : iv/2 —iv2, —-_._—14‘{5 - —1+if3
2

2
Exercice 64 "
Résoudre dans C , les équations
o) 2+2+(3-22=0 b) 422 +8f2f ~3=0 & PFuteb,

Solution 64

a) Posons z = x + iy, ol x ety sont des nombres réels. On a alors :

2+z+(3-2iﬁ=0 o 2+(x+iy)+(3=-2i)(x-iy)=0 & (Ax-2y+2) +i(-2y-2x)=0
dx—2y+2=0
—2y—2x=0

1 1
— X=—— gly=—.
3 973

" N 1.
Dol z= —%+%i . EtI'ensemble solution de I'équation est: S= l—% +§|] g

b) Posonsz=x +1iy, ol x ety sont des nombres réels.
2418 —3=0 ' S Yx+iyeaB(e+yY-3=0 S 122+4y2-3+8iy=0

- ‘12x3+4y2-3=u

Bxy=0 .
o [12¢+af-3=0
x=0 ou y=0
Fi s =
nalement, on a : J3
wr 3 J3 ou 1 1
=— = =g M X=73
y 5 ou y 2 . 2 .
Dol les solutions de I'tquations sont : % ' —% ' %li ' "gi '

¢) P ¥+ ol
) Posons 7= x + Iy ou x ety sont des nombres reels.
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Chapitre 10 : Nombres complexes

x —yi—x+1=0

2 ol 'l
2P —z24+1=0 & [X-yl-x+1)+i(2xy+
(= y2=x +1) +i(2xy +y) = i g

-y —x+1=0

= 0 i
ou X=——
X 2

2 2
- x —y —X+1=0 X' =Y —x+1=p
ou
y=0 =]

X=—=

L'équation x2 - x + 1= 0 n'a pas de solution dans R , alors z2 —z+1=0 équivaut &

Finalement, 'équation 22 —z+-1=0 admet deux solutions : —-;- +—2—i Bl —==—.

5- Résoudre des systéemes d’équations a deux inconnues

Exercice 65

Reésoudre dans Cx T , le systéme :

22'=8

z42'=5

5+hﬁ ot 5—
2 2

z et ' sont les solutions de I'équation : 22— 5z + 8 = 0 qui a pour solutions dans C :

547 . 5—-iT 5—iT . 5+WT
) ,ona 2 = 2 "

.Etpour z= ,ona z'=
P 2 2

[5+iﬁ s—iﬁ] i [5—iﬁ 5+RT|
g ° g

Pour z =

Les couples (z , 2') solutions dans CxC du systéme sont alors ;

Exercice 66 -
22+ 21+)2' = 4 — 6i

2+3iz'=-3-2/

Par substitution

2421+ =4-6i [2{—3—2i—3iz'}+2{f+i]z'=4—-Ei - (2—di)z' =102
Z43z2'=-3-2i z2=-3-2i-3i2' Iz=—3 2i—-3iz’

Résoudre dans CxC , le systéme : l
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12 31. 7 9
i emeest: [———j —4 2|
Dot lunique couple solution de ce systém [ 53 i - ¥ : ,]

rque : On peut utiliser le déterminant pour résoudre ce systéme.
Rema :

6 - Déterminer les racines n-iémes d'un nompre complexe non nuJ

Exercice 67

| o

=
;

16 2
En déduire que — A, iA et - iA sont les autres solutions de cette équation,

1 H 3 I 5 4 ?3 1 1J§ .
Démontrer que A= E + hﬁ est racine de I'équation z* =12

1" ]
s A‘:[-— Iwﬁ] ={—4 +I\E] :i—-—é— . D'oli A est solution de I'équation z* —%—%@i.
4
. Z‘=E-ﬂi = zh= At = [5] =1,
16 2 A

3 13, :
D'ol1  est solution de z* = %-—;—F-i Sl et seulement si % est racine 4¢m de ['unité.

L 3x
Orles racines 4#n de l'unité sont: e°=1, &2 —j, gn=.q g2 __j
w1 AT, z Z_ z z
P2 Y =1 ol == W S=—_% ¢y o
Dol 2= A A A y

Ce quiéquivauta:z=A ou z=iA ou z=-A ou z=-A
D'olt -A, iAet -iA sontles autres solutions de I'équation initiale.

Exercice 68

1) Déterminer, sous forme exponentielle, les solutions de I'équation : 2° — 4N/2(—1+i) dans C.
2) Al'aide des racines cubiques de lunité, écrire les solutions de cette €quation sous forme algebrique.

s ! 117 11
3) Déduire des questions précédentes les valeurs de ws% et sin— |

3

1) Sous forme exponentielle 42(—1+i) s'écrit: 42(-1+i)=8e 4 .

Posons z = ek, oy P estun réel strictement positif et 8 un nombre réel.
3 3, i
. =4J2-{"1+i) - 23=BE4 = paem=3€4

< p*=8 et 39ﬂ3§-+k2w.kapparﬁenté Z.

& p=2et B=%+-§kw.kappaﬂienté[n.tz}

D'oi | " ﬂ JJI* EII
68 oltons de Féquation 29 = 4/3(—1-+i) dans C sont: Zp=2*, 7=2% el z3=2"

2) Noys "eMarquons 3

'-' Ll
2 We 2 =2e 4 =42 4iy2 estsolution de I'équation 2° =4v2(—1+1)  (1).
est solution de ( i

) o 23 = (zg)?
3
& [_z_] —1
Zp
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b
¢ — ostune racine cubique do l'unitd

I[
Z
o —ut®=foyLug? =--1-+i
Iy 2y 2

& 231 0u 2= [—---z-i‘/_] ou z-.:[...l_ “\E]Zu
2 2

in

& z=V2+iW2 ouz= J_ ‘F “r V2 z:ﬂ V643
2

Les solutions de I'équation, sous forme algdbrique sont a1c:rs ¢
JE‘I-iJE —J_ J—_HJ— J— = 2+J-_1JE+J§
' 2 2 2 - T

11n

. e _|=n 11r
3) Puisque — € |—, x|, alorson a cos— —_
) Puisq 2 <2 T na m <0 et sm12 >0,

La solution 21 comespond donc au complexe _‘E; V6 + i‘-’lg -2 .

2
D'ol stm:___—ﬁ—\fﬁ ot 2sn = JE_JE-
12 2 12 2

=26 gnltm _ VB2
s el B e
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YERCICES POUR 5" AUTO-EVALUER

ice 69 — 15 minutes
% les points d'affixes respectives i, z etiz dans le plan complexe. .

péterminer rensemble des nombres complexes z tels que ABC soit un triangle équilatéral.

Exercice 70 15 minutes
1B
On pose f=-5+—2' -

1) Déterminer le module et un argument de j. Calculer j%, puis j3, Démontrer que 1+ + 2= 0.
2) Sait A, B, C d'affixes respectives 1, j et j2. Démontrer que ABC est un triangle équilatéral.

Exercice 71 inute
Le plan P est muni d'un repére orthonormal direct (O ;1 , V) . Pour x réel, on pose z = Lxi 8
: I+ X

a) Placer dans le plan P les points A et B d'affixes respectives i et - i puis le point M d'affixe réelle x.
b) Montrer que le module de z est égale a 1, pour tout x réel. .

Montrer que : z 1= L
¢) Montr L Z= :
) 1+%° . 1+x2
d) Trouver le réel x tel que les partie réelle et imaginaire de z soient égales.

2 2
En déduire x tel que : Z=—+i—.

2 2
Exercice 72 35 minutes
Soit A, B, C points du plan d'affixes respectives 1 +1,-1+3i et2 +4i. _
On construit a l'extérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux directs ABD, BCE et CAF,
On note M, N et P les centres de gravité des triangles ABD, BCE et CAF. .
_ 1) Déterminerles'affixes des points D, EetF. -7 o e

2) Déterminer les affixes des points M, N et P. —
3) Montrer que le triangle MNP est équilatéral. ‘
Exercice 73 . 25 min
—— _ . r Al —1+if3

n considére dans le plan complexe, la suite de points Mn d'affixes za définies par: z, = TE
1) Placer les points Mo, M1, Mz, M3 et Ma.
2) Montrer que  lim OM, =0.

. i—+0o0
3) Démontrer que les points M» appartiennent & une méme demi-droite.
Exercice 74 30 minutes
s 14i

On donne dans le plan complexe la suite de points A, d'affixes z» définie par : z, .4 = i3 zZ, etz =4.

‘1&} Déterminer les formes algébriques de z1, 2, za et ze. Placer les points Ag, A1, A2, As, et Aa.
) On se propose de calculer Ia longueur I, de la ligne brisée AcAiAz . . Aa.

On pose d, =z, -z,
Montrer que (ds) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et e premier terme.

Montrer que |, = 4,7 [1 _[2]"]
3l |

3) Déterminer fa limite de I, quand n tend vers +es.
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Chaplte 10 0 Nowb ox comgpley gy ‘
Exorclco 73

On conalddre Idauntion 29+ 1+ 0, 2 dlnnl un nombre comploxs, Ulaz\

1) Montor quo 8l 2 ost solutlon do 201 1'w 0 alor 2 6660 sout I Torme o e £ 1t
2) Dodulro los sl solutlons dana € da Ioquation 27 + 1 #0),

3) Eerlra 2011 commo produll da slx polynbmon du promior dogra 4 confficlonts dang ¢
A) Montror quo, pour toul réol o, on i (2 < o)z < o ™) o 27 - Daeoe 41,

En dodulro quo s 2% 410 (27 1 e 23 112 23 4 9)
Exorclco 76

ABCD ot AEFG sont dos carrds diracts do conlros rospoctly P ef B, S0itH ot K lng POINtS tels que Apne £ |
solont doux parallélogrammos do cantros respectils O of S, W8 ADHE W
Démontror que PQRS ast un carrd. (On pourra consldéror un reptre orthonorm doriging A),

Exergleo 77

On so place dans le plan comploxe. On considéroe un paralltlogramme ABCD. ‘zimm“lﬂ\
La rotatlon do contre D ot d'anglo 0 fransformo C en F ot la rotation da cantre B of d'angla -0 frane

Montrer quo AEF ost un Irianglo Isoclo, 96 -0 lransforme, ¢ E
Exorcice 76 BACS - = Juin 1995 Wi

1) Résoudra dans I'ensemble des nombres complexes I'équation z2 - 22 + 2 = ), MHEL—.

SoltK, L et Mles points d'affixes respectives k =1+ | =1 ~jef m= W3,
On se place dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0], 7).

2) On appelle N lo symélrique do M par rapport & L. Vérifier que Iaffixe n du point N est 24i(v3-2).

3) La rotation da centre O et d'anglo % fransforme le point M en le point A et le point N en le point C.

Déterminer les affixes a et ¢ des peints A et C,

4) La Iranslation de vecteur T d'affixe 2i, transforme I point M en le point D et le point N en le poinl B,
Déterminer les affixes d et b des points D et B.

5) Montrer que le point K d'affixe k, est milleu des segments [DB] et [AC].

Montrer que E—_—t = 1. En déduire la nature du quadrilatére ABCD,

DGO [l € £a d p 1€ ameroun - 199
xe P muni d'un repére orthonormé direct (O ;4 , V) (unité graphique : 2 cm).
On note A, B, C et D les points d'affixes respectives —2i, 4 - 2i, 4 + 2j et 1. ‘ '
1) Placer les points A, B, C el D sur la figure qui sera peu & peu complélée, Préciser la nature du triangle AEF. .
2) On désigne par F, 'application de P - {A} vers P, qui & tout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe Z, lelle 98-
o B4 42
242
a) Déterminer les images de B et C par F.

b) Déterminer I'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que | 2| = 1. Construire (E), -
3)a) Montrer que pour tout nombre complexe z distinct de ~2i, ona: (z'- 1)(z + 2i) =- 4 - 4i,

b) Montrer que pour tout point M distinct de A, et dont I''mage par F est notée M', on a :
e M'2D,

o DMxAM=442,
o @5V (@A) = jor].

Dans le plan comple

Exercice 80

35 minutes —
1) Exprimer les racines z dans C de I‘équation 26 = 1 en fonction des nombres 6 = 2=~ , k appartient 3

e e ———, P A0 156

Scanned by CamScanner



r’f !
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5
3,4} ne dont les sommets Ay ont pour affixes z ?
0. 1,22 ature du polygone ¢
ufllim?:;rl?'i:abaww“"e dos points A -
pete o g
i L de -1, on @ssocie z= :
7) A tout coMPIEXE ifferen u+1
tion de Z. -
culer u €n fonc sdents, résoudre dans C ['équation (u - 1)5 = (u + 1)5.
g}aﬁ« Laide des résultats préceden (U-1p=(u+1)
i d'un repére orthonormé direct (O ;T , V), unité graphique : ;
Lephnmmplexeestmumdunlr p . . ( A ) graphique : 4 cm
s | ints A et B d'affixes respectivesa=1etb=2. .
considére 1es PO P N o
on 10 n.Onnote Mle point d'affixe z = 1 + 2,

‘ f;:qgnfrer q'ug le point M appartient au cercle (C) de centre A et de rayon 1. ?
2) Exprimer (2 mesure de l'angle (AB, AM) en fonction de 6. .
£n déduire rensemble (E) des points M quand © décrit l'intervalle ]0, nf. :
3an appelle M’ limage de M par la rotation de centre O et d'angle -2, et on note z' I'affixe de M. 1

Montrer que 2'=2Z , puis que M' appartient a (C).

4) Dans la suite, on choisit 6= % . On appelle r la rotation de centre O et d'angle —2?'“ el A' limage de A parr. |

a) Définir limage (C') du cercle (C) parr. . ,

Placer sur une figure A, B, A', (C), M: (C_) puis le point M' image de M parr.

b) Montrer que le triangle AMO est equilateral. i
' ¢) Montrer que (C) et (C') se coupent en O et M. " |

d) Soit P le symétrique de M par rapport a A. Montrer que M’ est le milieu de [A'P]. E
Exercice 82 30 minutes
ABCD est un quadrilatére convexe.
Alextarieur, on construit quatre triangles rectangles isocéles A'BA, B'CB,C'DCetD'ADen A", B, C'etD".
Démontrer que les segments [A'C'] et [B'D] sont orthogonaux et de méme longueur.
Indication : on pourra supposer travailler dens un repére orthonormé direct.
Exercice 83 Concours d'entrée a | ENSP de Yaoundé — Cameroun — 1998 40 minutes
Pour z, complexe différentde - i, on pose Z = % . Si M est le point d'affixe z et M' d'affixe Z.
Déterminer et représenter dans le plan complexe I'ensemble des points M vérifiant les propriétés suivantes :
1) Z est un réel.  2)un argument de Z est -% :

. . 1
3) Le point M appartient au cercle de centre B d'affixe i et de rayon 7°
4) Les points B, M et M' sont alignés. S5)M=M 6) Z + 1 estun réel non nul.
Exercice 84 BAC — 1995 - Japon 35 minutes
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O ;T , V).
; ; . 6 —iv2 ; z
On considére les points A, B et C d'affixes respectives : Z, =—J‘ s zl-letz '—";1'-
2

1)a) E{:ﬂre Z3 sous forme algébrique.

b) Déterminer le modul

module et un argument de z; ef zz.

©) Ecrire 23 s0us forme trigonométrique. En déduire les valeurs exactes de cos% et sin% .
2) SGII I !E pmnl d.ﬂfﬁxe z= 1
a) Quelle est [a nature dy triangle OIB ?

' M Page 157 eo——————————
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e

b) Déterminer les images de | el B dans la rotation de centre O el d'angle —~11; . En déduire Iy Nature g N
u flan,a
U

Exercice 83

1] H ¥ i 5 H
Le but de I'exercice est de monlrer, & laide des nombres complexes, qu'un triangle ABC, dans lequel fo ik
cercle circonscrit est aussi isobarycentre, est un lriangle équilatéral. € Centy

TPy
On désigne par T1 le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (0 ;4 , 7).
On note w le nombre complexe —%+-J—§—i ;
Si z est un nombre complexe, Z désigne le nombre complexe conjugué de z.
1)a) Metire w? sous forme algébrique.
b)Montrer que 1 +w+w2=0et w=w?.
2) On cherche les nombres complexes z, tels que : [z|=[1+z|=1 (1),
a) Montrer que w satisfait (1).
b) Montrer que pour un complexe z = x + iy avec x et y réels, vérifiant (1), ona x= oL
En déduire que w et w sont les seuls nombres complexes satisfaisant (1).
3) Soient A, B et C trois points du cercle T" du plan IT de centre O et de rayon R > 0.
On suppose que O est Iisobarycentre des points A, B et C, c'est-d-dire : OA+0B+0C=10.
On note a 'affixe de A, b l'affixe de B, c I'affixe de C ; etonpose p=—, q= £
a
a) Montrer que |p|=|q/=1 et 1+p=-q.
b) Montrer & 'aide du 2)b), que I'on a soitp = w soit p=w .
Dans la suite, on supposera que p = w.
¢) Montrer, 4 laide de 1), que g=w? =w.
d)Montrerqueb-a=(w-1)a,c-b=(w-1)betc—a= [E—1)a.
En déduire que le triangle ABC est équilatéral,
Exercice 86 BAC D — 1990 - Cameroun 30 minutes —

Soittunréelle-ique:ﬂgt-‘:%.

1)a) Résoudre dans 'ensemble C des nombres complexes, 'équation : 222 - 2(1 + cos2t)z + 1 + cos2t = 0
b Déterminer en fonction du réel t, le module et un argument de chacune des racines de cette équation.

2) On suppose que les racines de z et z; de I'équation (E) sont les affixes des points respectifs My et Mz. Montrer &%
M1 et Mz appartiennent & un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 87 45 minufes —
On considére le plan complexe rapporté & un repére orthonormé (0 : 1, V).

Soil U le point d'affixe 1 et V le point d'affixe i. a:

1) Démontrer que A, B et C étant trois points du plan, deux 4 deux distincts, d'affixes respectives a, b et €0

mes(AB , AC) = arg[;—:-:—][h] ;

2) Determiner 'ensemble des points M du plan d'affixe z, tels que -—z;% soit un imaginaire pur.
z —

3) On considére dans le plan les points M d'affixe z, M’ d'affixe z' el P daffixe zz' o1 z et 2' sont deux nomPres
complexes distincts et différents de 0 et 1.

a) Démontrer que les points M, M' et P sont distincts deux & deux.
b) Démontrer que pour tout complexe z et pour tout complexe ', on a :

———— e e 3G 2 (30
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22| e ‘
3’9{;_‘.:]'—‘“@[2._1} hﬂ'ﬂi:ihh] :

" ]I ﬁ i t | &l lon 1
- secuire 08 M, M' et P sont alignes si et seulement st los points O, 1, M ot M sont cocycliquos ou alignés

g;gt&!&ﬂﬁ’_' 35 minute
ombre réel donné. b

0 esté :gudre dans l'ensemble des nombres complexes, I'équation en Z, (E) : 72— 22¢0s0 + .

1 Lduire 2 résolution, dans |-ens.emb|a des nombres complexes, de 'équation en 7 :
Eﬂ. d 42210080+ 1= 0. (Les racines seront présentées sous forme exponenticlle.)

( lexe, on considére les images Mi, Mz, My et My d L ,

e plan COMPIEXE, : : » My, 1 des qualre racines de I'6quation (E"). )
2 1[;3:: 5 ep(i] <9 < ) ces quatre points sont-il les sommets d'un carré 7 | (E'). Pour quells
va

Eercice 89 45 minutes
T

5oil @ un nombre réel appartenant ]—% -2—‘ . On considére I'équation d'inconnue complexe z ;
(E): (1 +iz)*(1 - itan a) = (1 =21 +itan q),
1) Soit z une solution de (E). |
a) Montrer que [{-+iz| =[1~iz| .
b) En déduire que z est un.reel.
+itana

en fonction de e

o
2)2) BXPeT e

b) Soit z un nombre réel, on pose z = ang, ol ¢ appartient

g M
22

Ecrire 'équation portant sur @ traduisant (E) et la résoudre.
) Déterminer les sclutions z3, z2, 2 de (E).

Exercice 90 _

Dans tout l'exercice, le plan complexe P est rapporté a un repere orthogonal (O ;u, v).

On considére le polyndme complexe p(z) suivant : p(z) = 2*-4z + A, u_ﬂ M est un nombre réel.
1)a) Soit zo un nombre complexe. Démontrer que si p(zo) = 0 alors plzg) =0.

b) On sait que 'équation p(z) = 0 admet trois solutions distinctes ou confondues.

Démontrer qu'elle posséde au moins une solution réelle.

2)a) Déterminer A pour que équation p(z) = 0 admette une racine complexe non réelle de module 2.
b) Résoudre '4quation p(z) = 0 pour chacune des valeurs de A ainsi trouvees.

35 minutes

Exercice 91 — . 50 minutes
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O U, V) (unité graphique 4 cm).

On désigne par & un nombre réel tel que -m <8 < . ‘-

On appelle A, M et N les points d'affixes respectives 1, e et 1'+ & , ;

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1, et par (C') le cercle de centre A et de rayon 1.

1) Tracer (C) et (C'), et placer A, M et N dans le cas 0 = % ;

Al

2) Montrer que N appartient  (C') et donner la nature du quadilatére OANM. Déterminer un argumer de1+e".
3)Onposeu=1+ef avec- <6 <.
@) Montrer que u est solution dans C de 'équation : 22- (2 + 2c0s6)z + 2 + 2¢058 =0.

En déduire la seconde solution de I'équation.
b) Quelles sont les solutions dans C de I'équation 22 =3z +3=07 .
4) On considere I'équation (E) : 22 - az +a = 0 ol a désigne un nombre reel appartenanta 10, 4].
01 nomme R fe point d'affixe a, et T le milieu de [OR) |

3 perpendiculaire 4 I'axe réel passant par T coupe (C') en deux points U t U.

Onlrer que les affixes de U et U' sont solutions de (E).
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Exercice 92

On considére le plan complexe muni d'un repére orthogonal ;O )

On fera une figure, & compléter au fur et & mesure des questions. On prendra 3 cm comme ynitg de longy
Lr

H ' ] T e 2

A lout point M du plan, distinct de J, d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe z' définie par : z' — 3___
i i -z
1) Déterminer les points M confondus avec leur image M. ' N
2) Etant donné un complexe z, distinct de i, on pose : 2 = x +iy etz' = x'+ Iy’ avec x, y, X' et y' réels
—x(x% +y2—2y)

X2 +(1-y)*
En déduire I'ensemble E des points M dont Iimage M’ est siluée sur I'axe des imaginaires purs,
Dessiner |'ensemble E.

3) Trouver une relation simple liant les longueurs CM, JM et OM".

En déduire I'ensemble F des points M du plan tels que M et M' soient situés sur un méme cercle de centre 0.
Dessiner I'ensemble F.

Montrer que : x'=

4) Dans toute cette question, on considére un point M d'affixe z, situé sur le cercle de centre J et de rayon 1_ M ests
2

point d'afiize z' correspondant et G l'isobarycentre des points J , M et M'.
Calculer I'affixe zc de G en fonction de z.

Montrer que G est situé sur un cercle de centre O dont on précisera le rayon.

Aprés avoir comparé les angles (O .@TB'} et (5] ,JM) . Effectuer la construction de G. En déduire celle de M,
Exercice 93
On considére dans C, I'équation (E) : 2 +U=i8z- 1413 =0.
1) Résoudre ['équation (E) et exprimer les solutions z' et z" en fonction des nombres complexes :
a= E et b= 1413 .
2 2
2)a) Mettre a et b sous forme trigonométrique, puis représenter leurs points images respectifs A et B dans le plan
complexe rapporté a un repére orthonormé (0 ;4 , V).
. b) En déduire une construction simple des points M’ et M" images des nombres 2’ et z" respectivement.

40 minutes

3) Mettre z' et z" sous forme trigonométrique et en déduire les valeurs exactes de aosm et sin1—1121—T :

Exercice 94 BAC C - Tunisie - 2001 50 minutes
Dans le plan complexe P rapporté a un repére orfohonormé direct (O ; U, ), on considére les points A et B d'affixes
respectives a et 1, ou a est un nombre complexe donné différent de 1.

I-4a
Soit f l'application de P —{a} dans P qui, 4 tout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' telle que z':'z—j'
1) Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions de |'équation (E); z22-2z +a=0.

2)a) On suppose que a=1+e'?® , oli B appartient 2 ]—E ,3—213 .

Résoudre I'équation (E).

b) Mettre sous forme trigonomeétrique chacune des solutions de (E).
3) Dans cette question, on suppose a = -1,

Soit M un point de P —{a)} daffixe z et M’ d'affixe z', image de M par f,
a) Montrer que mes(u, BM) +mes(u, BM') = 0[2+] .

En déduire que la droite (AB) est une bissectrice de langle MBM',
b) Montrer que ' est imaginaire pur si et seulement si, 2] =1.

c) En déduire la construction du point M' image du point M du cercle trigométrique privé du point B.
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ERCIGES POUR ' AUTO-EVALUER — soLuTions

Solution 69
ABC estun triangle équilatéral si et seulement si, C est I'image de B par la rotation R de centre A, d'angle % ou par sa
[écjprquER"-
La traduction complexe deRest: M, —M', tel que z'—izei{z_i)‘
' M ] 'l " y 1 '\fi Jg 1
Cest-a-dire Z'=e3(z—i)+i=|—-+ix|z4+X2 . 1;
( ) [2 2 I+ ) +2|
s i
Celle deR-" est: My — M tel que z'—i=e 3(z—i).Clest-a-dire 2'=¢ ii;iz_i)_;.i= .;._i?]z_g.kéi
Finalement ABC est un triangle équilatéral si et seulement si,
1,43 V31 1 3 3 1
=|=4+1—|Z —_—t— =|—=i— —
5+ iTg [Ty Bk [2 Y
Clest-a-dire iz= %+i§ z+§+%i ou |z=[-1~—|—] —%§-+%|
. 1. JB)[_3 1 o1 (B V31
‘gst-a-d —_—til—— | | =— =i i ol 1 M, S S
Cest-a-dire z[ 7 ( 2 ]] oy ou z[ 2+|[1+ > i +2|..
\ﬁ 1 —JE 1
— 4+ — i
enfina z= 2 2 -1+""§(-| i) ouz= 2 2 1+-\5(1 )
gl o2 Lyl 2 3
2 2 2 2 M
i i
Finalement, ABC est un triangle équilatéral si et seulement si z=—1+:'_(1+|) ouz= 1_,_”!‘(1 +i) B
: 2 * -
1:"' |J.|=1 et arng?“IZ'n'J, ® i=33 , d'ol Ja;.'-ez"rzi
2
A3 -
. 2003= 3667 + 2. Doy P — (M7 x 2 = |1 i3] = 1B 7
u j (i") >t 5
3 -
o 4otz =1;?=0 |
=l A=)
2
2) Ona -__j_ 1 43 =il I Ji |l _Jl BC
=)=5—i—, donc =[=—i—{=1. Clest-a-dire =1, donc—=1. Donc BC = BA.
=] Z 2 1—j| 2 2 1= BA
2

De plus on g arg

| 3% 80)=_T
=] ]_ 3 2], donc mes(BA ,BC) = —E{Eﬂ].

Puisque Be = ==
WeBC=BA et mes(BA ,BC) = -—g—[h] , alors ABC est un triangle équilatéral (direct).

M Page 161  ————
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Chapitre 10 : Nombres complexes

a) le lecteur fera une figure \

2, 42
J(=x)" +1
b) Soit xun nombre réel, |z| = .L—}—— =1,

X2 +12
s i-x_—{x—i)(x—i}_—(xz—Zix—n-1—x2+2ix=1—x2+ i
l Tidx (x+i)x=0) X% +1 PR T P o

1=
14 %2

2
d)e Re(z)= et Im(z)= .
+ X 1+

2
2
Donc Re(z)=Im(z) < 1_x_2= 2 3
1+x° 14X
Cette équation a pour discriminant A =8, et pour racines X, =—1 +4/2 et xy=—1— V2.
D'ols Re(z) = Im(z) si et seulement si x=—1++2 ou x=—1—J§ .
V2

e Valeur de x pour que Z =—2 +i—.

e
V2 2

Si z=—2——+i-2—-, alors Re(z) = Im(z). C'est-a-dire , x=-1+v@ ou x=—1—ﬁ .

o 1-x=2x & R+x-1=0.

1= (—1=v2 . 2A=1—v2) _-2-22 —2-22 2 2
Pour x=—1—+2 : 2= - St LA
our X N2z 1+(_1_J§)" +|1+(—1—v@}2 R +‘4+2J§ 5 12
I_(A442P . A14vD) 2422 2422 V2 2
Pour x=—1++2 : 2= i = i LB .
Gif X142 2 1+(;1+g’§12+1+(—1+~f5]2 a2z a2z 2 s

N7

Finalement, z=—v§+iT si et seulement si K-———'H-'\E.

_

1) ABD est équilatéral direct < D estimage de B par la rotation de centre A d'angle l;-

~

T,
|
& zp-z5=0’(23—2)

& p= -;~+‘r"—f- (—2+2)+1+i= —J§+{2—J§)i
BCE est équilatéral direct <> E estimage de C par la rotation de centre B d'angle J;-

it

@ zg-zg=e’ (2 —2)

1=3 7+33
s i~

CAF est équilatéral direct <> F estimage de A par la rotation de centre C d'angle % ;

(le lecteur fera les calculs)

Zg

%
& Zp—zo=e3(zp —2;)
3+3J3 | .5-43 :
& = > +I 5 (le lecteur fe\st calculs)

#E FaI;e 162 ;J
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Chapitre 10 : Nombres complexes

zh-J—ZaﬂnzH}ﬁ_l_iﬁ-ﬁ I +Zc+z

) W="_3 3 3 N

2 tzotz _3+43  15-43

1
3) MN =2y — 2u =EJ168+95\:E =J§+§Jg
(car {B-JE +46)? = 153+gﬁ\{§) (
MP =|za —zM|=J§+%JE et

i L

{EHHJ_

!
2

2
PN:IEN —Zp!= '\‘ri"l' '3'"\[5_
D'ot MN = MP = PN. Donc MNP est un friangle équilatéral.

bt _ 1.3 1,43 1.3 1
1) Ia——1+|\/§- z1———2-+|—2-, Zz=“E+IT. 23=—E+iia_—, z,,:—;g-l-iﬂ (voir la figure ci-
dessous) Tk

ens] e 2 B S

— e —_ ul WIS, L. —_—r

| & ] e = T UIN T

2) OMy =|zo|=

Dol lim OMy= lim -,,17,-=G. A0 il
=400 I'I-"I-Ddz i N i LY B
I 2
~1+W3 223 o3
2" = 2n =2n—1'

M B = "0 1

-
— —_— 9 B ___.—_:- Ml:h __...:1_ (.
Or mes(i ,OM,) = argz, [2r], alors on a mes(i,DMn}s?“[?ﬂ]. ‘ / E T T _,oo‘ e 74

3)

D'l les points Mn appartiennent 4 la demi-droite d'origine O et de vecteur directeur T tel que mes(ﬁ) = 2-311[2-“] '

D'oll les points My appartiennent 4 la méme demi-droite.

4 4
3 3 9 9 27 81 81

2) » Soit n entier naturel, on a :

' 1413 1+h3_| [1+h3
d.-,+|=[zn+2—zn+d= I T, znl=|’ 3 (Zn+1

2 2
_sz|=§|zn+1 _zn|=§dn-

3
Dol (dy) est une suite géométrique de raison -§- , et de premier terme dy =|z; —zy|= 4}_2?‘@{ = 4;/}7 ;
. 2 n
. 1_[-] .
.lﬂ::AUA'l+A1h2+*..+An_1An=dﬂ+d1+..7+dn_$= 32 X%:al1—-[§] J)(%*

P
3
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Chapitre 10 : Nombres complexes

-
e |

Dot |, =47 l1 - [%]ﬂ :

. 2 (2
3) Puisque [}<§<1.alurs lim |=| =0.

p—tool 3

Finalement, im |, =47.

fr—<4-00

1) Siz est solution de 28 + 1= 0 alors 28 = -1, donc | 251 =1. C'est-a-dire ‘z}ﬁ =9,
Do |2= 1. Par conséquent, z s'écrit e avec 0 réel,
2)5=-1 & e®=¢™ o 60=n+k2x kappartenanta Z.

Clest-a-dire 0= %+ k% k appartenant 4 {0, 1, 2, 3, 4, 5).
X : T Sm Iw 3 Ain
= = = = = =

Les six solutions de I'équation 28 + 1 =0 sontdonc: e®, e2, e %, 6 e 6 6 e2, 6 ¢ 6

A1, B ﬁJJ@}_

g ble soluti squationest: S={ —4—i,i, —4+—i ,———=i , =i ,——=i
L'ensemble solution de cette équation es [ +2 7 -:-2 2 7 2 2|

ul '.’1r 11n
e'ﬁ] —|}-[z eﬁ][z e b {z+|)[z eﬁ]

4)e Ona: (z—€°)z—e7) =2 — (e +¢ -ie)z 4+ gidg @ = 72 — 27c05 0 +1.
e Onaalors:

z_e%][zrea"g][z_e.?]
-1

=(2 — 22005~ s +1)(22 - 2cos=— 55 z+1)(z2 +1) (d'aprés la question 3))

3) On peut alors écrire : 28 +1=

?-r

2 +1= z—g 6 |(z+i)z—i). Donc !

CE]

(z+i)z-i)

=2 =23 + )2 +23 +1)(2% +1)

Considérons un repére orthonormé direct d'origine A, du plan complexe.
On notera par des lettres minuscules, les affixes des points en majuscule.
e ABCD est un carré direct donc :

|d—a i

AD=AB b-a =

= = T d—2a p. d—a i%-*l

mES{AB.AD)E-Z'Izﬂ].C'ESI-é-dirE arg[E_a.]EE[Z“] . Et par suite, ona: __E=B =
AB=DC b—a=c—d b—a=c—d

Or a=0,alors d=ib et b=c-d.
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Chapitre 10 : Nombres complexes

<achant que AEFG estun carré, on montre que g = e et e =g (le fecteur vérifiera fes calculs).

o Dememe,

o AEHDEl AGKB sont des parallélogrammes, donc fE N T, C'est-a-dire Ie =i _
AG =BK g=k-b
o Exprimons alors P, 4. retsen fonctionde a, b, c,d, e, fet g.
i d+b ”
p est milieu de [BD], d'ou p= T Q est milieu de [ED], dob q= 9? )
e + € 4
R est milieu de [EG], d'ol = 9—2— S est milieu de [BG], d'oll s= % g
. o Veérifions que PQRS est un parallélogramme :
qrp:d'“",ﬂi.b.__.ﬂ et r_s—_-g+erg+b=e_b_
2 2 2 2 2 2
puisque G- p =, alors PQ=SR.
par conséquent, PQRS est donc un parallélogramme.
« Vérifions que RSP estun triangle rectangle et isocéle de sommet S
e—b
i ; 5 r—s 9 e—b
aprés ce qui précéde, = = A
D'aprés ce qui P s d-g d—g
2
Deplus,ona d=ib et g=ie, alors Ll _e_.b =.-1~¢=-,|
p—s ib—ie -l

or =5 =i signifie que | —

p—5

—

S r—s T
=1 et L Tl==
£ arg[p_J_ 2[211]

Donc i—ls —1 et mes(SP, SR) = :%[211]. C'est-a-dire SR = SP et mes(SP ,SR)= %[21:].

D'oil RSP est un triangle rectangle et isocéle, de sommet S. ;
PQRS étant un parallélogramme et RSP un triangle rectangle isocéle de sommet S, alors PQRS est un carre. ; T

Notons a, b, ¢, d, e et f les affixes respectives de A, B, C, D,EetF.
F estimage de C par la rotation de centre D et d'angle @ d'oli f= e'B(c —d)+d. (1)

E estimage de C par la rotation d'angle - 0 et de centre Bdolu: e= o (c—b)+b. (2

ABCD est un parallélogramme, donc AB=DC et BC=AD.
Dot b-a=c-d et c-b=d-a (3)

De I'égalité (1), on déduit que f—a=e"(c—d)+d—a. : o
De I'égalité (2), on déduit que e —a=e"" (c—b)+b—a.
Enremplagant b-a par c-d et d-a par c-b danslese

xpressions dee—a et f—a, on obfient :
(c—b)+e”(c—d)
iy '

f-a=e®(c—d)+c—b et e—a=e " (c—b)+c—d=

le(c—d)+¢ -—bl B

D'oll |f~a|=le“(c—d)+c—b| et le—a|= " ,ﬂl |eiﬂ{c—d}+0—bl-

g

le

Dol |f = a| = 19 = a| et donc AF = AE. Finalement, AEF est isocéle de sommet A. L

Solution 78

1) Résolution de 'équation 22 -2z+2=0:
N I 2-2 _q_
Son discrimmant est : A =- 4 = (2i)2. Les solutions de cette équation sont : Zy = 2—;—1 =1+i et p=——=1""
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lombres complexes ‘

Chapitre 10: N

2) AffixedeN: . -

N]= st(M) signifie n=1 = - (m~1). C'est-a-dire n=—m+2|=I\E+2(1—I)=2+|(J§._2)_
Dol n=2+{v3-2)

3) AffixesdeAetC: .

Aimage de M par la rotation de centre O et d'angle g signific a=e 2m. C'est-a-dire a =i(—i\/3 I

Finalement a=+/3 .

m

m n=i2+i43 :
Cesiimgedeﬂparlamlaﬁondacentreoetd‘angleE & c=en=i2+i(v3-2)=2-y3 412

Dol c=2-+/3+2i.
4) AffixesdeDetB:
D image de M par la translation de vecteur U signifie d=m+2i=—iﬁ+2i=i{2--f§). D'oli d=i2—f3).

B image de N parla translation de vecteur U signifie b=n+2i=2+i(v"§—2)+2i=2+i\/§.

Do b=2+i3.

5) Montrons que [DB] et [AC] ont pour milieu K :

Notons | le milieu [DB] et J celui de [AC] :

L'affixe du point | est : d;b = '(2_‘@;-2'!-"”5 =1+i=k.

L'affixe du point J est : ai+c = J§+2;J§+21
Les points I, J et K ayant la méme affixe, onal=J =K.
D'oli [DB] et [AC] ont le méme milieu K.

c=k .
Montrons que —— =
e wral

=1+i=k,.

c—k 2-34+2- -1 13 +i

En effet, =1. (On peut remarquer que 1—/3 +i=i(1+(v3 —1))
b=k 24W3—1—i  14+(3— —1)i ( L W
Nature du quadrilatére ABCD :
[DB] et [AC] ont méme milieu K D'ol ABCD est un parallélogramme.
CK _
De
plus B [b kf ol CK = BK.

Et arg b——k]—-—[Zn] (car argl——{21t]}

D'ol mes(KEl ,KC)EEIZ‘H} - Donc (KB) est perpendiculaire 4 (KC).

Les diagonales du paraliélogramme ABCD ont méme longueur et sont perpendiculaires, donc ABCD est un carré.

r " Point méthode :
I .Pa.urmomur qu’un guadnlarére est un losange, un rectangle ou un carré, en général, on montrera d’abord |
- " que le quadrilatére est un paraﬂé!ogramme
n parallélogramme est un losange 5"l a deux cétés consécutifs de méme longueur ou bien ses diagonales I
_— o perpendiculaires,
paraiietogramme est un rectangle s'il 4 deux cités conséeutifs orthogonaux ou bien ses diagonales de
méme longueur, '
® Un parallélogramme est un carré s'il a deux cités consécutifs orthogonaux et de méme longueur ou bien |

ses diagonales perpendiculaires et de me,
On dispose donc de deus s tratégies, I'une te par les diago m;:, T,i longueur.

—1—.-_...—._-._._._,_

utre par des colés conséeutifs.

R e ot L e e ey
— prem———

T e e e

Scanned by CamScanner



Chapitre 10 : Nombres complexes

) AB=lza—2al=4l=4. AC=lzc—2|=|4+4i|=4V2 et BO=[zc —25|=|i|=4.

. AB?+B(32=15+16=32={4ﬁ)2="cz et AB=BC. N
O'oll ABC estun triangle rectangle et isocéle de sommet principal B. C
2)a) ot B'etC'les images deB e_t CparF.

zg—(4+2) _4-2-4-2_ . .

=", 12  4-2+2 : c D 3 —
g = 7o+ 44 2i4+2i S
D'ol les images de B et C par F sont respectivement les points B'(0 , -1) 1A .'{E]
et C=0 A '
b) Mappartient a (E) si et seulement si, |2} =1: ; o
Cesta-dire 1_2—__(%_%2;1 =1. Ce qui signifie ||zz—i.z I‘ =1 qui équivaut a %: 1.

Et finalement a CM = AM. D'oli (E) est la médiatrice de [AC].
3)a) Soitzun nombre complexe différent de -2i, ona:

: c(z=(4+2) . [E-@+2)—+2)]
(z-—1](?.-Jr2|}—[——z_|_2i 1](2+;.}— (z+2)=-4

4i.
(z+2i)

Dol (z' = 1)(z + 2i) =- 4 - 4i.
b) e Supposons M’ =D, C'est-a-dire 2'=1.
L'égalité (z - 1)(z + 2i) =- 4 - didevient (1-1)(z + 2) =-4 - 4i.
Clest-a-dire 0 =-4 - 4i, Ce qui est absurde. D'ols z' est différent de 1. Et par conséquent, M’ est différent de D.
o (Z-1)z+2)=-4-4i donc |(z'—1)(z+2)|=|—4—4i|

donc |z'—1|x|z+2i| =442
donc DM'x AM =442 Finalement, DM'x AM = 4+/2 .
e (Z-1)(z+2i)=-4-4i donc arg[ (z'—1)z+ 2i}] = arg(—4 — 4i) + k2w , ol k appartienta Z .

.5
donc arg(z'-1) +arg(z+2i) = Tﬂ +k27

_— = 5 T
C'est-a-dire {E.DM'J+(U.AM)'=‘T“[2«], D'ols (u,DM'}+(u.AM]§T“[2ﬁ].

Solution 80

1)  Posons z=pei3.'avec p>0etfeR.

- " 5 — p=1
=1 & psesﬂ -0 = p’=1 k appartienta Z < kan ke {0,1,2,3,4).
50 = k2x B
Jox
Les racines cherchées sont, donc les complexes z, =e 5 ol k € {0, 1,2, 3,4).
. K2
* Soitk appartenant 4 {0, 1, 2, 3, 4), ona: OAy =|e"s |=1, ol 2 est laffixe de A

D'ol Acappartient au cercle de centre O et de rayon 1.

K
Dwﬂk sont situés sur le cercle de centre O et de rayon 1 et I'angle entre deux vecteurs consécutifs

(O, , OAy.41) est constante, D'oii le polygone AcA1AzA3A4 est pentagone régulier.

z e — et
De plus, on 3 arg[-?l]s%[zn]. D'oll mes(OA, , OAHﬂE%[Eﬂ] !
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Chapitre 10 : Nombres complexes

» Lisobarycenire des points Ax a pour affixe : ‘“\
5
i 2,

2in
Z+H+2+23+2 _ ko B _1 1-4 _1 1=
5 5 5 & 5 Bo§g m=0
{—e5 {—ed 1—g
Dot lsobarycentre des points Ax est I'origine O du repére.
u—1 1+2
2) z=—— +Z2=u-1 & -1)=-1-2 =—
) z s & uZ+z ulz-1) oo s (Nc-tonsqueznapeulprendrmamm”
5
3 (U-15 = U+ [5‘—1] =1. (1)
u+1
Kax

: e :
Si on pose z:i‘;.lequahon (1) devient:z5=1, clest-a-dire z=e 5 .avec ke 0,1,2,3,4).

Remarquons que si k =0, alors z = 1. Mais u n'existe pas pourz =1,

Or d'aprés la question 2), z:u—ﬂ = u=1—+5.
u+1 1-z
kx| .—k= ke
. 1+e'151' e%+e s es[ejT+e*E] 260553 ™
D'oll u= iz o e = =icotan— ol ke {1,2,3,4).
1-e"5 "5 e"s‘[e"s——e'?] Zisin

Les solutions de I'équation (u - 1)5= (u + 1) sont les nombres complexes icot an% ol kestdans({1,2,3, 4).

Solution 81
1) z=1+e,donc z—1=¢?, donc [z—1=1.D'ou AM =1,

llen résulte que M appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

i Z8 . —_— . :::
2)e ;_:=1+28_1 1=92ﬁ_Donc mes(AB.AM]Earg[E-_—:][Zw]. alors mes(AB ,AM) = 26[2n] .

® Lorsque B décrit 10, if, 26 décrit 0, 2n[. D'oli E est le cercle (C) privé du point B.
3) e Soitrla rotation de centre O, d'angle -26.
M'image de M par la rotation r équivauta z'=e~2%z.
Donc z'=e (1+e2)=e 2 1 1=7. Dot 2'=2
® AM'=[z'~1|=|e=2¢|=1. Dot M appartienta (C).
4)a) (C') est le cercle de centre A" = r(A) et de méme rayon 1 que (C).

2%

=4 1 ﬁ
1408 [=[24iX2
273

b) OA=(z5|=1, OM=|z|=

=1

et AM=1 (car M appartient a (C)).
Puisque OA = OM = AM, alors le triangle AMO est équilatéral.
c)e OA=1,dol O appartienta (C).
Or r(0)= 0, alors O appartient 4 (C') = r(C).
* Me(C) et M' =r(M), dol M'e (C).
Or M’ appartient aussi & (C) d'aprés la question 3), alors O et M’ appartiennent & (C) eta(C).

d) Aestlemilieu de [PM], d'ot z, = te ';z"’ .. El par suite, zp = 224 — 2,

2n, 2n 2n
3_¥3 3 1 .43 5 -1 B
0 aa]nrs'z =2—1—-e3 =‘-——|—} Zypn=@ 3 —_—— e f—— '— — 3 e s e |
n P L > i2 et z'=z=1+e 5 |2
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otz A=V 3 3
'affixe du milieu de [AP)est: SA_ 4P _ -~2—_2__2___2_ 4

¥ Solution 82
On considére dans le plan complexe, un repére orthonormg direct d'

origine 0,
Les rotations d'angle % et de centres respectifs A', B', ¢' gt D' tran

sforment respectivement B,
c,DetAenA B, CetD. |
2 b,c d,a,b', ¢, d' sont les affixes fESpectives de A, B, ¢ DA, B

i CletD
Onaalors: d=i(a-d)+d donc d'—-1+'

c=i{d-c)+c' done c':j_zﬂ(c ~id).

S , '
De méme,ona: a-—-—z—(a—:b) et b:l;—'l(h—ic).oonc:

c=_a~=1§ﬂ(c-id—a+ib)=-i~1—;“—'(ic+d-

, T+ :
ia~b>=%ndhua)-{b-:c}1:~n=--ffu'-hw.
LR c'-a c'-a'l. c'-a' 'rr
D - --|d —b et —— = —_— =

U ¢-3'=-(d'-b) El 1 et arg[dl_b'J_ 2[211].

e —i. | n?n découle que :

s [BEg
Cest-a-dire | |

t'-a ™
=1et ag|——2 =——(24].
: tpap NG BD AGh—_T
Ce qui se traduit par —B'_DT=1 et mes(B'D',A'C’) = ——|[2x].

On peut conclure Que ! A'C’=B'D' et (B'D’) est perpendiculaire 4 (A'C).

Solution 83

) Zestunréel o Z=0 ou argZ=0n]

2
& z=2 oy arg{———?:z! = 0[]
N (z+2i
e =
> Z=-2i ou arg[l[z+i]] [“‘]

. R i z42 A
& z=2iou -:-2-+argl[z_M ]_ [7]
S z=-2iou mes(A_M.Eﬁ}E—;;-[n]. avec A d'affixe —i et C d'affixe -2i.

M=C(0, -2) ou M appartient au cercle de diamétre [AC] privé de A et C.
M est le cercle (C1) de diamétre [AC], privé de A0 ,-1)

. 2 E z_—i:ﬂ _——_--11 27|.
© et o g

LR m
Dot 'ensemble des points
2 g =_T

) agz = —*‘2-[2“']

' Cf QUi équivayt 4 mes(AM,CM) =

n[2n], c'est-a-dire M appartient au segment [AC] privé des points A et C.
Malement l'ensemble des points

cherché est le segment (A+) = JAC[.

. . ==}
Ylz—ja 242 | 4 J O TN lz+i]=2 & AM
I~z = & | 2% —i(z+10)| 2 lz+] 2 .

Doy ensemblg

: des points M cherché est le cercle (Cz) de centre A et de rayon 2.
it BI M et Ml <

trois points deux a deux distincts.
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e g_-'__' ~0 ] Z-i|
B. M et M’ sont alignés & mes{BM,BM);-D[n] & ang—— = [n] e = estun rée|

242 | 1
or 2olo1=R_= e+l _ _ﬁ1 _ = ——alors:
z-i z-i s (z-Nz+) z°+1
. -1 -1 : ;
B,MetM sont alignés e |5 =-2——.avecz:;t-| elz#l
2" +1) z°41
-1 : .
& ST avecz=-elz#1
7°4+1 7" +1

724 1=22+1, aveczz-ietz#i
z=z0UZ=-Z, avecz#-ietz#i

7 est réel ou z est imaginaire pur; Z# qetz#l
M appartient a la réunion des axes de coordonnées, avec M= A0, -1) etM+#5

Notons que siz=i,M=B, donc les trois points sont alignés. D'ou
I'ensemble (Az)des points M cherché est |a réunion des axes de coordonnées, privée du point A(0, -1).

< %iil_z' & 22=-2 avec z#-i & Z=i2 ou z=—i2
—i
L'ensemble des points M cherché est la paire {N(0, J2).N'(0, —\2)}.
§) Z + 1estun réel non nul si et seulement si, arg(Z + 1) = 0[],

g 9¢g

5 M=M o Z=2

or  arg(Z+1=0[r] arg[%i ]_U[]# a [t%fgi‘] 0[]
1+2 3. 1
. (1_|) [ N, z+3i-3]_
Clest-a-dire, ag(Z+1)=0[x] <+ ag—— = =0[x] ¢ arg(i+i)+arg e =([n]

;
-|

Donc ag(Z+1)=0[n] <« %-{-mes[ﬂ.ﬁﬁ)zﬂ[w] ou D est le point d'affixe %—2

& mes(BM DM) = --—[1T]

D'oil I'ensemble des points cherché est un cercle (Ca) passant par B et D et privé des points BetD.

Solution 84

1)a) z3=—" u _f6-i2 _(E-iv2)1+i) J‘+J_ J‘ vz,
z; 21-0) 2a0—i+) 4

b) z éiﬁ;—w’-— = J_[?-—iil -—-v"f[ms[——%]ﬂsin[—%]].
Dol |zy| =42 et argz E—E-lzﬂ] :

J“:’:_.ﬁ] _ 3 [m[__]+.s.n[-—]] Dol | 25| =2 et argz, =~7{27]-

LS
St
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Chapitre 10 : Nombres complexes

o+ "E+ "'E—Jii=co51+isin1
ST g 4 12 127
parties réelles et imaginaires des deux écritures de z3, on obtient -

saalant 18§
o 3 .——-——JE+J§ ot sin—= V62
WS 4 12 g
piona O1=[=, O8=l2=" et B=|-j=t,—=1.
Deplus, OF + |B2= 1+1=2=0B D'oli OIB est un triangle rectangle et isocéle en|.
ysoil et les images respectives de | et B par la rotation de centre O et dangle -~ Ona:
) 12° '
L )
o =0z =0 12 =2, D'ou limage de | par la rotation de centre O et d'angle - est ¢
12
Ll

7 VoA e
=—1x2z, =2;. D'l limage de B par la rotation de centre O et d'angle — est A
12 '

» Lesimages respectives de O, | et B par la rotation de centre O et d'angle % sontO, CetA.

Dot limage du triangle OIB par cette rotation est le triangle OCA.
Puisque le triangle OIB est rectangle etisocele en |, alors le Iriangle OAC est rectangle et isocéle en C.

b) e Soitz=x+iy avec x ety réels, si z vérifie (1), alors |7|=[1+z].

Solution 85
2
) W = A B8 V81 8
2 2 4 4 2 2
bl1+W+vF=1-%+%i—%—§i=u. Dol 1+w +w2=0,
- 1 4B |
Et W‘:—-—-———I:WZ_ |
2 2 . i
1,3 1.3 1.3 [1.3 N .
2]3}|w|—1'2-+T = -E+I=1 et|1+'|‘|"l= E+—§—|= E+E=1DDU 'wl=|1+w'=-r I
ln
i
!

Ce qui équivaut successivement a : sz - },2 = J{1 +)':}2 +y% , puisx2 +y2=1+2x+x2+y2 enfin x =—% ;

T

1
Donc pour un complexe z = x + iy avec x et y réels, vérifiant (1), ona x= S

. S‘J“FHiyavecxetyréeIs, si z vérifie (1), alors x:—-% el |zi=1.

Rinsi 1 3
S"U"a'qh'ﬂ: =1.d0nc‘.~’z=%.ﬂonc }.’=£ ou 5‘=—£~ |

2 2 |
Do 7 i - |
€Stz vérifient (1), alors 7z < -%4.%5 ouz= _%_—“fii . Clest-a-direz=wou z=Ww. |
Or w v : -
ﬁna,&m:““'* "arelation (1) et fe fecteur vérifiera que w vérifie aussi (1).

n
%) 4 tBl:leé W sont les seuls nombres complexes satisfaisant (1).
'~~~ @Ppartiennent au cercle de centre O et rayon R. D'oll OA=0B=0C =R.

Cest.aq
-dlr.e lal‘:Ehl:‘cl:R.Norsipl:3:%:1 et |q|=[§l=%=1.[)nncip|=|ql=1.
[ ] E}‘-" —— S -
A+08+0C = se traduitpara+b +¢ = 0. |
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Chapitre 10 ¢ Nambres complexes

—f== ivisan m mbres de l'ﬂgﬂlllﬁ pr f}ﬁﬁdﬂmﬂ par l]].
n +—=+—-= 0 {en divisa {les me
Donc 1

1 +q=0.Donc1+p=-q.
+p us 1 +p =-q,donc +0|=|-q=]d=1.

b) D'aprés la question 3ja),ona |p|="1. DeP -
D'ou p vérifie la relation (1), donc d'aprés la question 2)b), soit p =w soit p="W.
c) Comme p =W alors-q=1+p=1+W=- w (car d'aprés la question 1)b), 1_+ w+w2=0),

D'oil q = w2, Or toujours d'aprés la question 1)b), w2 =W, alors =W\ =W.

w , donc b = wa. Etalnrsb—a=wa-a=(w-1)a.

On conclut alors qué

b
d) e p=w,donC o

. q:wzldgm§=w2,duncc=aw?zbw (car b =wa). Etalors c-b=bw-b=(w-1)b.

e q=w,donc c=Wwa. Etalors c—a=wa—a=(w-1)a.

e De ce qui précéde,ona.:
AB=|b—a|=|(w—1]a|=|w—1|x|a|=}w—1|xR.

BC=|c—b[=|(w—1]b|=[w-1|x|b|=|wn—1|xR.

AC=|c—a|=[(ﬁ-1)a|=|ﬁ-1|><|a|=|*._vT1|xR=| w—1|xR.
Donc AB=BC =AC =|w—1|xR . Finalement, le friangle ABC est équilateral.
Solution 86
1)a) L'équation 227 - 2(1 + cos2t)z + 1 + cos2t = 0 a pour discriminant : ‘
A=4(1+cos2t)?-B(1+ 2cos2t) = 4(1 + cos2t)(-1+ cos2t) = - 4(1 - cos?2t) =- 4sin?2t = (2isin2t)?.
D'oll les racines de I'équation sont : |
2(1+cos2t)+ 2isin2t _ 1+ cos2t-+isin2t 2(1+ cos2t) —2isin2t _ 14-cos2t —isin2t
= = et ;= ——
4 2 4 2
- it L0t L g2 gitye-it 4 i) :
b) z1___1+m52;+|sm21=1+; _¢ -;e _® (e 2+e st

Orona 0<t <% , donc cost > 0. Ainsi, |z1] —=cost etargzi=t[2x].
e Remarquons que 2z est le conjugué de Z, donc:
|22 =|z| =cost et argzz= -argzi[2n), c'est-a-dire argze = - {2,

2) Les points M1 et Mz ont pour coordonnées respectives :
cos2t  sin2t

. (1, cos2t sin2t —

Ly =l 2| et (XY =|5 :

(3r}[2+2 Z]E(XY)[2+2 ;
] [msZi sin2t [ 1 RJ cos2t sinZII
yl=l=—.=] et I e b

xll-__‘ : y

On remarque que [x'—l ‘ ;
2 2 2 2 2 2
2 2 inpsd
. 1 cos2t sin2t 1
On a donc d'une part [x'—a] +y% = [-—-] +[.— =—
p 7 y 2 2 2"
2 2 )2
el d'autre part [x e l] + y"z = [mszt _ﬂzt =1 .
2 2 2 4

D'oll M et M2 appartiennent au cercle de centre ﬁ.[% ; U] el de rayon % ;

Solution 87
1) Soit M et N deux points du plan tels que : AB=0M et AC=D0N.

——————————————— P2 172 J
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———— —_— 3 ]

2 dune part (AB, AC) = (OM,ON) = (i ,ON) - (i, OM).
0'autre part mes(d, ON)= argzy[2n] et mes(d, OM) = argzy [2x] .

pone mes(AB, AC) = argzy — g2y [27], C'est-a-dire mes(AB, AC)= argﬂ[hl .
Zy

_y_=c—a o Zy=Z==2z—==b-2a.
or Zn =g = IAC M= “oN ~ “A8

—

dlure que mes(AB , AC) =

am[;—a [2].

Il

2= o¢t ynimaginaire pur si et seulement si, arg[-z;' EE[T;] ou z-i -0
e z—1) 2 :

—

ordaprésla question 1), on a mes[m WM)=a

Il

e e T
ceulement si mes(UM, VM) = E[*n] ouM=V,
Clest-a-dire, M appartient au cercle de diamétre [UV), privé du point U.

; , Z—i -
Finalement, l'ensemble des points M du plan d'affixe z tels que — est un imaginaire pur, est le cercle de diamétre

[UV], privé du point U. o
3)a) » Puisque z et z' sont distincts, alors M et M' sont distincts.

« Supposons M =P, ona alors z = zz'. C'est-a-dire z(1 - ) = 0. Ce qui signifie z=00u z' = 1.
Or z et Z sont différents de 0 et 1 respectivement, d'apres I'énoncé. Donc M et P sont distincts.

 Supposons M' =P, on a alors z' = zz'. C'est-adire 2'(1-z) = 0. Ce qui signifie 2 =Dou z = 1.
Orz etz sont différents de 0 et 1 respectivement, d'aprés I'énoncé. Donc M’ et P sont distincts.
Finalement, les points M, M' et P sont distincts deux & deux.

zI

. ' . .z=1__ 2
b) Soit z etz deux complexes differentsde Oet1,ona: - T o~

z—1

Or arg % Earg[-z—l -arg[i][zﬁ], alors arg[ﬂ‘_zl]sarg[—:"—r—‘l] —arg[ﬁ][h].

z'—1 z—1 z'-2z

z—1

e z'

zz'-z'][h] , mes(UM', OM') = arg[-T—-][Zﬁ] et
z2'-27 21

¢) Notons que mes(MP ,M'P) = 3"9[

mes(UM , OM) = arg[ﬁ][zn] . Ainsi, dire que :

arg[?ii] = arg[i] —arg[—z—]{h] signifie mes(MP ,M'P) = mes(UM', OM') — mes(UM ,0_'M)[21:] . (1)
Z-z z'—1 z—1

OrM, M et P sont alignés si et seulement si mes(MP ,M'P) = 0[].
Cest-a-dire d'aprés (1) que : mes(UM' , OM') —mes(UM , OM) =0[].

Ce qui équivaut aussi a mes(UM' ,OM') = mes(UM , OM)[x].

i:l’-’] dautres termes cela signifie que O, U, M et M’ sont cocycliques ou alignés. _
Nsl, M, M et P sont alignés si et seulement si les points O, U, M et M' sont cocycliques ou alignes.

Solution 88
1) » L'équation (E) a pour discriminant A = 4cos?8 — 4 = -4sin?8 = (2isinB)2.
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Chapitre 10 : Nombres complexey

Donc les racines de I'équation (E) sont : Z' = cos0) +isin0 el Z" = cos0 - isino),
¢ Dans I'équation (E'), posons Z = 22, alors Z esl solution de I'équalion (E),

Cest-a-dire Z=e" ou Z=e""", cest-a-dire 22 =" ou 2 = g

. 9 |_q i['n-l --] \
Or 22 =e" équivauta z=e? ou z=—-e2=g' 2/, Y
L _|E i-rt-E
22=e P équivata z=e ? ou z=-e 2=¢
P. _;E t[‘n—g I{r:l ﬂ]
Donc les solutions de I'équation (E')sont: e2, e 2, @' 2/ gt g\ ¢
. 4 0 |[ .[,”,g .
2) My, Mz, Ms et Mq étant les points images de zy=e 2, z,=e2,z, =0! 2/ g 2, gt 2 "—'[!lI-MiJ
ey #E ﬁiiu. 'ﬂ .
e D'une partle vecteur MM, a pour affixe z, —z,=e2 —¢ 2 = 2isin§

0
== . b
et le vecteur M¢M3 a pour affixe z; —z, =e{ 2]—3 { ¢ =215in[w—%]:2isln[-0],
2

Les vecteurs MM, et MgM; ayantla méme affixe, sont égaux, Et donc MiMaMaMs est un parallélogramme.

0 0

- I
o Dautre part MiM; =|z; —z|=(2e 2[=2 et MMy =|z4 — 25| =|—2e2|=2,

D'ou les diagonales du parallélogramme précédent ont la méme longueur. Donc MiMzMsMq est un rectangle,
Ainsi pour que M1M2MsMa soit un carré, il faut et il suffit que ses diagonales soient orthogonales,

C'est-a-dire mes(MMz ,M,M,)= :'21{1:] :

P

Or mes(MM, .M3M4)Earg[? ';f][zn] ot Z “i?- — 5 =e'", alors mes(MM; , M;M;) = 0[2x] .
3 o ==
—2a 2

Finalement, mes(MM, ,M;M,) = %M si et seulement si 6= %['ﬂ]

Etcomme,ona:0<0 <, alors 6= —125 Finalement, M:sM2M3M4 est un carré si et seulement si 0 =

ra| 3

Solution 89
1)a) z est solution de (E), donc (1 +iz)3(1 -itana)= (1 - iz)¥(1 +itan ). Ce qui implique successivement que :

l(1+iz]3(1—itanu)l=|(1—iz)3(1+itana},. puis |(1 +iz}3“1-itanu|=|(1—iz)3||1+itann| , el ensuite,

|1+iz|3~.,‘1+tan2a=[1—iz]31J1+tan2a , enfin j1+iz|3=|1—izi3.

Il en résulte alors que |1+iz|=|1-iz|.

b) Soitz=x +iy, ol x ety sont des nombres réels, | 1+ iz| =[ 1—iz| équivaut successivement a :
|1—y+ix|=|1+'f—ix| +PUis (1-y)2+x2=(1+y)2+x2, puis encore y =0, enfin z est un réel.
Donc |1+4iz|=|1-iz| si et seulement siz appartienta R .
Or si z est soluion de I'équation (E) alors [1+iz |=|1-iz |+
Donc si z est solution de I'équation (E), alors, alors z est un réel.
1+itanc  cosa+isina g
2)3] - = — = =g
1—itana  cosa—isine  g-l
b) e Pourz=tang,ona:

———————————————————— Page 174 myﬁ;
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1+iz].s(1,-itanu}={1—iz]3(1+itanu] P M_Hitanq 3
{ (1-iz)} A s 1+iz _ plia
—itang 1—iz
[1+itan o
= bl =e2lu
1—itaan] 2

& (ef9)! =gl
: . = : . o gbip _ g2ic

tog? © 6920+ keZ & p=2+kIke()1,2)
3 3 LR -

e B
D'od s solutions de Iéquation gbie —gZix gont: & OFT o oa+2m
3 3 3-.7
Notons que la fonction tangente est une bijection de —% g sur B.

Don tout réel z s'écrit de fagon unique sous la forme tang, ol @ appartient a ‘_1 1{
2 2

comme les solutions de (E) sont des réels, il est légitime d'écrire z = tang.
" wl |
~5'3 , d’inconnue ¢. . i

D'oll résoudre I'equation (E) revient & résoudre Iéquation ebiv — e gang ]

o+T + 27
3 J et z3=fan[a3 i .

¢) Les solutions de (E) sont alors 2y = tan% , Zp= tar:{

Solution 90
1)a) Soit zo un nombre complexe. P(zg) = 2,3 —42y +N=2)’ — 4Zg+N= Zy. 47y +X=p(Zo).
Orsip(zo) = 0, alors p(zg)=0- Donc p(rzz) =0 ' i
En conclusion, si p(zo) = 0 alors p(g} =0. | ‘]’
b) Soit f Ia fonction définie sur R par f(x) = x3—4x + A. 4[
f est définie, continue et dérivable sur IR, car fonction polynome et f(R) =R . i
Comme 0 appartienta R , alors ['équation f(x) = 0 admet au moins une solution réelle. i
ins une solution reefle. !

Par conséquent, I'équation p(z) = 0 admet au mol

= () admet une solution non réelle Z1 de module 2.

2)a) Supposons que 'équation p(z)
Soit e un argument de zs, ona:Z1 = 2a”,

D'aprés la question 1)a), le conjugué 2e -/ @ de 71 est aussi solul

D'aprés I question 1)b), [équation p(x) = 0 a une solution réelle

Donc plz) = (z22-2 (€* + e~ %z +4)(z-a) = (z2 - 4zcoso 4)(z

tion de I'équation p(z) = 0.
a. Donc plz) = (z-2¢°)(z - 2e-1%)(z-a).
_a) =23 +(-4cosa- a)z? + (4acoso 4)z-4a.

Or p(z} = 22~ 4z + A, alors par identification, on 8 - |
—4cosa—a=0 4coso=—42 Acosa=-14 ::i
facose+4=—4 qui équivaut a _g? 4 4=—4 puisd 3= 22 oua= ~92 . i
A=) : ~da=X —da=\ |

Pour a=2y2 ,0na A=—8v2. |
Pour a=—-242, 0na ,
,ona A=8V2. | .

0 admet une racine complexe non réelle de module 2 sont :!

D'oi les deuy valeurs de A pour lesquelles €quation plz) =
)\!="B\|{E et )\2 =B\l’§
= —l‘{—i—. Donc o=

b) Pour \=—82, ona: a=2y2 et cosa 2

Page 175 ﬂ rH
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wisny B0 N gonpde vy

a Ay
WA e ool e *i
‘\\‘ LR Y \\n\\;\. UARRY \ll'ht\)\:'\'\\',}\\'\- L\\f\ - “ N\‘Ht e\Nwy =l L .

fa
[N \Nw - I\ f Iy,
vt N = B2 Ll ds T s = Aone -"|-u‘ Ol 1 4[.‘u|,

v
i ]

LU RS SRR VNN ) = Dt R, et el e Y

0

2 e Qnremange e AN |2y -2y | = [u’“ l =1, Pulque AN = 1, alora N appartlent au corcla (C'),

e Qua zezu= oY= oy Coquise teadult par OA + OM=0ON,
Done CAMN et un paratidlogramme, Or OA = OM = 1, alora OAMN sl un losango.
. \l [T LS : 0
o tee = ie¥meile T 4ol mu*l%os-i

Qrona <R <x alons -‘{-% —.Doncona ms[ ]\0

@ ]
= y il -
Far consdquent e l:msf-] estune dctiture exponontiollo do 1+ o, Etfinalomont, un argument do 1+ " el 3.

M) eOna: wi-(2+2cost)u+ 2+ 20080 = (140" =(2+0" +o-")(1 +of)+ 2+ o +o- "
= |+ 23*" + 0t (34 30 + 020 4 0-") + 2+ 0" + 0"
= 0,
D0 u st tven sotution de l'équation 23 (2 + 2cos0)z + 2 + 20080 = 0,
o Soitv fautre solution, onau +v =2 + 20050 =2+ o' + 0=, donc v = 1+ 0",
Autre méthode
On sat que Néquation 23- (2 + 2c0s0)z + 2 + 2c0s0 = 0 os! du socond dégré & coafficlants réels, alors, O m
comme u est une de sos solutions, 'autre solution est lo conjugué da u, solt 1 + o~ ",

onire (¥

b) On peut remarquer que pour 0 = -g- lquation 22 (2 + 2c0s0)z + 2 + 2c0s0 = 0 doviont 22 - 32 +3 =0

2 -1 3+W3 ivr- 3“"{'

Par constquent les solutions de 'dquation 22 + 32+ 3=0sont: 1409 ol 140 3, Soll ——

4) U'absaisse de T st le ndel -2- qui ost auss! I'abscisse des points U ot U',

' gont
Pusque U et U' sont symétriques par rapport & 'axe dos absclssos, olors lours affixos ruspat:t!ves u ot u'son
conjugudes fune de l'autre,

Ainsi, u+u' = 2Re(u) = a ot u:-cu'=|u[2 =) 4y sl on poso u = x + ly avoc x ol y réols.
Or U appartient au cercle (C') qui a pour dquation (x = 1)? + y2 = 1, alors yi=1-(x=1)2

Par consdquent, ]u{2 =X oyt =K2+'I—(x-1)2==2!==n.cnr xm-g-—.
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Chapitre 10 : Nombres complexey

et u' ayant pour somme S = a et pour produit P = a, sont solutions de 'équation g2 . az +
u

a=10,

m. inons les points M confondus a leur image M'. —
1]D¢tem'||n0n p ) g

Z i
M=M @252 S 25770 S R-Z-220 o fn_jrpe

1
2=0ou z=—i.
2

D'ois les points M confondus a leur image sont les points affixes respectives z=0 oy z =—j

—x(xz s yz —2y)

2) Montrons que : X'=

X? +(1-y)?
S PRI cd ) X iyt X =Y+ 2iny
i i—(x+iy)

—X+i(1—y)

& xiy = =Y +y)-x—i1—y)
(=X +i1=y)(—x—i(1—y))

3 2 . A . o &
& xpiy'=X N —2x2|y-—x2:+yxzi+y21—-|y3+2x3.r~2xy2

X2 +(1—y)?
XY - 2y) 1024y -y xdy)
K+ (1-y)? X+ (1-y)?
doi x= X Y2 =2y)
=== : :
X +(1—}'] |
2) Déduisons-en I'ensemble (E),
Me©@) & x=0 o "(’; st el | )
X“+(1-y)
& —xx®+y*-2))=0 avec X +{1-y? =0

< Xx=0 ou x2+y2—2y=l] avec Xx=0ou 1-y=0

@ x=0 ou (x—0+(y—1?=1=0 avec (x;y)=(0:1)
Dol (E) estfa réunion de I'axe des ordonnées et du cercle de centre J(0,, 1) et de rayon R = 1, privée du point J.,
Trouvons une relation simple liant les longueurs OM, JM et OM' :

g e

On sait que - OM=|2|;OM'=iz'| M =|z—i. '
2 s ol 2] e 1 2 - — |
' D;;z nc |z|—|i~z| donc |z|.h|z_iI donc OM'=—F-. Dol ; |
_Yeduisons.en ' : i
S0itM un poing g, pI:rr:.s i v

M 2 'F

) e oM e o= Ol o him R a i |
JM

. ue M ient & iatri JjouM=0.

Doy (F)estla réunic-nq appartient a la médiatrice de [OJ]

§c de la médiatrice de [0J] et le singleton (O} |
" Laleulgng Z; I'affixe de g en fonction de z.

C& Qi équiyayy adire

3DParti
. ent au cergle de centre J et de rayon % donc JM= 1
8

Stle
barycentre gy Systéme {(J, 1), (M, 1), (", 1)}. Donc

2
<4+ . i 4
=Ttz 4 v itz — 1

¥ Page 177 s— e —
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Montrons que G est sur un cercle de centre O dont on précisera le rayon.

1 I g
Ona: 0G=|z|=r—m= =33
2

|36-2)| " 3]i-z|

h-‘ll'l‘\.l

Puisque 0G= 5 alors G est sur le cercle de centre O et de rayon R =

Comparons (O1,0G) et (O1,JM) :
Ona mes(Ol,0G) =argzg +k2r et mes(Ol, JM) = arg(z—i) + k2.

+k2rn=—amg(}z—i)) + k2n=—arg3—arg(z—i) + k2x = —ang(z—i)+k2x

L

1
Or angzg =arg[3(z_i)

D'otl mes(Ol, 0G) = —mes{Ol, JM) + k2 , donc (OI,0G)=—(0l, JM) .
Construction de M’ connaissant M :

——

Notons que G est situé sur le cercle de centre O et de rayon % , etque [a ; ﬁ}') =~ o, Jﬁ) .

Comme G est le centre de gravité de JMM', alors soit H milieu de [JM], ona : AM' = 3HG .

“1

Bolitlan 3 CTRESAENT G0 ook snrnspNas el
1) L'équation (E) a pour discrminant : A = ({—/3)2 +4(1+/3) = 2+ 23 =(1—iW3)2 = (V3 +i2.
= 1+iJ')+(J'+i) —1+w" J'+|

Donc les racines de I'équation (E) sont: z'= 5 =a+b
" z"_{ 1+wr_) (/3 +i) —1-iz-wr J_Z+| Bl
Si+i 31 = 143 1 3 2
2ja) a= == 4—i=cos—+isin= et b= ad =— —3— 2—“ i
2 g g Reg tihg 2 g T IS osy ISy
b) On remarque que : z'=a+b, donc OM'=0A+ 0B et , 2
z'=b-a,donc OM"=0B—-0A=AB. ! |

|
|

Dol la construction de M' et M. | ; 3
|

-2 B
"

| | |
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Chapitre 10 ;: Nombres complexes M

i = 11_!_.21: © 2% T 2w
573 6.3 3 3 5m 5m
a2 i3 3 83 proo_mo x o
W 2 T At 2o i N =
. 3=e 2 (e +e J=e2(e 4+ei)=e¢ 2905—- J_oos——+|sm )
S=eb+e ( ( )= 2 m
2r w &m ® In w ;
gy W) 3 6 11z
2% (T 36 36 36 LI i1 P 5_-:; ‘:n_ LS
t 2" ;3_—3?=e 2 (e 2 —e %2 )=el(elt-e ¥)= e12215|n—-4fe 122 —+f2e 12,
et 2"=

1111' 11x . 5_17 " E
o _J.J_(Dos——-l—ism—é—) et z _ﬁ(ms12+im—n12].

—1+|J§-J§+I—_1_J§+i_1:v’_ Mais aussi, z -J_cus111ﬂ+|~ﬁs:n

On remarque que, 2" =" > - 3
e —1-43 1443
pone 205 - g & Vsin 5
it msn« —1-J_=-J'—J_ ” sin11E=—1+J§=—J5+J§_
Eaem 12 22 4 2 22 4
Solution 94

1) Soit M un point de P — {a} , daffixe z.
fiM)=M @—Z-—E:—z o _z=z-a & z'-2z+a=0.
z

Ainsi, les points invariants par f sont les solut:ons de I'tquation (E): z22-2z +a =0.

2)a) L'équation (E) est alors : 22 27 4+1+e% =0.

Son discriminant est A =4 —4(1+e2) = —4e" = -:2=e'° 2,
2—2ie" 2+ 2ie®

Ainsi, les solutions de (E) sont: z; = 5 =1-ie® el z,=

i0

bje z,=1—ie" =e _e%e*'“=e"°_ei[§+ﬂ] [4 g(e [: g] {:+g]}_ e[:*%]lesm[‘ﬁ‘g]‘

7 3n 0 |m 3w n @
—_ —E|— donc —+— €
Comme Be]z ,-2—‘,3I0r5 ZE 1 'T{ o 172

[{m 8} .x n 8
=4 =j— — )
Don, zi=e[“ 2)e ™7 % 2sin %+g]=e{ 4 2]x25|n{ + ]

=14w"

-TF

., —2sin ok
2 4

4 2

8
Ainsi, une forme trigonométrique de z1 est: 2y = Zsm 4 2 [005 --+ 2] o '3'“[—‘5 sy 2]]

) _[ ]{9[1‘2%{3 4

4 2]:~<2ms
“LI alors — El———[d{:nc—+ 62

g xzms[ +—]r e{“ 2]x2oos[4+g]

w 0
4+2]

2ms[}+-§-] est un réel strictement négatif.

o {
F i — . i
02, =1+ie® =e¥ e 2e® =e% +e

Comme B¢

n B
——
Donc, 2, = {4 2

br ©
Ainsi, une forme trigonométrique de zz2 est : z, = -2005[—' “l"'] ['3“5[ ] + sin[-—4—+ 2]]

3)a) & Soit M daffixe z différente de 1, et M' son image par f. Ona:

e —————————— P 8] & 17— ———
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Z+1
P e v - —_——1]= - 2
mes(d, BM) -+ mes(u, BM') = arg(z 1) +arg(z'= 1= arglz—1)+ afg[ z-1 ] ang(z-1+ 31’9;—:-1-
— argg(:z—_._‘lt
zZ-1
=arg2

Comme on a arg2 = 0 [2], alors on en déduit qu'on a aussi mes(u, BM) 4 mes(u, BM") = 0[2x].
e Comme mes(u, BM)+mes(u ,BM')=0{2x] , alors mes(u,BM) = —mes(u, BM')[2x].
Ainsi, la droite passant par B et de vecteur directeur i, c'est-a-dire la doite (AB) est une bissectrice de langle WR);
b) Soit M d'affixe z différent de 1 et M' El'arﬁxe Z, son image par f.

z'imaginaire pur <« Py & e & —EZ—Z+E+1=ZZ-Z+Z«-1 = 2Ez=2
& [ =1
e
Ainsi, Z' est imaginaire pur si et seulement si, |z|=1.
c) Soit M un point d'affixe z différent de 1 et M’ son image par f.

D'aprés la question 3)b), comme M appartient au cercle trigonométrique (c'est-a-dire |z] =1), alors M' est sur l'axe ces
ordonnées (z' est un imaginaire pur).

Mais aussi, les droites (BM) et (BM') sont symétriques par rapport a la droite (AB).

Y

T . L Rk g
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RAPPEL DU COURS

Dans ce cours, le plan est noté P,

~“|| |ISOMETRIES DUPLAN

A. Travslatiow - symélrie centrale - votution - réflexiow

A - Translatlon

a) Définition :

La translation t du plan P, do vectour T, est I'application do P vors P qui & toul point M du plan, assacle lo point M’ tel
que MM'=1.Onlanote 1;.

b) Expression analytique d'une translation :
Une application de P vers P est une lranslation sl et soulement sl son expression analytique ost sous la forme :

L] — +
:».. : i : . Le vecleur de cette translation est U de coordonnées (a , b),

¢) Expression complexe d'uno translation :
Une application du plan complexe P vers P est une translation si et seulement si son expression complexe est sous la
forme : z' = z + b. Le vecleur de cette translation est U d'affixe b,

d) Propriétés :

« La translation qul transforme un point A en un polnt B, a pour vecteur AB .
« Siune translation transforme un point A en un point B et un point C en un point D alors ABDC est un
parallélogramme. :
* Latranslalion de vecteur nul est I'application identique du plan P. t; =Idp.
» La franslation de vecteur non nul ne lalsse aucun point du plan Invariant,
Par contre, la translation de vecteur nul laisse chaque point du plan invariant.
e Latranslation de vecteur T estune bijection du plan et sa réciproque est la iranslation de vecteur i ,
* Soit U et V deux vecteurs,ona: tyoly =tgoly =1g,q.
e La translation transforme une droite en une droite qui lul est paraligle.

A; - Symétrle centrale

a) Définition ; '
La symétrie centrale ou demi-tour du plan P, de centre le point Q, est I'application de P vers P qui 4 tout point M du
plan, associe le point M' du plan tel que, Q est le milieu du segment [MM’]. On la note sa.

b) Expression analytique d'une symétrie centralo :
Une application de P vers P est une symétrie centrale sl et seulement sl son expression analytique esl sous la

X'=—x4a
y'=~y+b

b
forme : . Le centre de cette symétrie centrale est Q0 de coordonnées [% ; -2—] :

¢) Expression complexe d'une symétrlo :
Une application du plan complexe P vers P est une symélrle centrale sl ot seulement sl son axpression complexe est
Sous la forme : 7' = 2+bh,

ey P00 1
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Chapitre 11 : Isométries du plan

d) Propriétés :
e La symétrie centrale qui tran
e Siune symétrie centrale transforme un A
: la symétrie centraie
parallélogramme. Le centre de e centrale est
e La symétrie centrale Jaisse un seul pomtllnvanant : clest son pentre. t
o Toute symétrie centrale so est une bijection du plan et sa réciproque est sa.

o Soit 0 et Q' deux points, on a: Sp 0S5 =Idp et Sp 08 = b -

sforme un point A en un point B, a pour c_enlre le milieq Q du segment [ag
point A en un point B et un point G en un point D, alors ACBD Es;tu
est alors le centre du parallélogramme ACBD n

A; — Rotation

a) Définition : '
Soit Q un point du plan et a un nombre réel.
La rotation du plan P de centre Q, d'angle est I'ap

OM'=OM
mes(m ,ﬁT«T‘ = a[2fr]

plication de P vers P, qui transforme tout point M différent 0 gy,

point M', tels que : et 0 en (. On la notera g ) -

b) Expression complexe d'une rotation :
Une application du plan complexe P vers P est une rotation si et seulement si son expression complexe est sous|a

forme : 2’ = az + b, avec [a|=1. L'angle de cete rotation a alors pour mesure arg(a).

¢) Propriétés :
e Sila rotation r du plan de centre Q et d'angle a transforme un point A en un point B, alors :
- OAB est un triangle isocéle de sommet principal (0.
-0 est situé sur la médiatrice du segment [AB].
- B est situé sur le cercle de centre 0 et de rayon QA.
- Q) est le seul point invariant par r lorsque son angle est non nul.
e Siune rotation d'angle a transforme un point A en un point B et un point C en un point D, alors : AC = BD et

mes(AC BD) = 2]
« La rotation de centre Q d'angle T est la symétrie centrale de centre Q.
e ABC est un friangle isocéle rectangle direct (resp. indirect) de sommel A si et seulement si C est limage de B parke

quart de tour direct (resp. indirect) de centre A.
Rappelons qu’un quart de tour direct (resp. indirect) est une rotation d’angle % (resp. —-g-' )

e Limage d'une droite par un quart de tour (direct ou indirect) est une droite qui lui est perpendiculaire. |
e ABC est un friangle équilatéral direct (resp. indirect) i et seulement si C est [image de B par la rotation de centre A

etdangle = (resp. ——= ).
g 3{ p 3)

. Lalmtatiun de centre Q et d'angle a est une bijection et sa réciproque est la rotation de centre Q) d'angle 0.
e Soitretr les rotations de centre () et d'angles respectifs a et a'.
v' Sia+a'=0[2m), alors ror'=Idp.
. ~‘]: Sia+ :::' # k2m (k étant un entier relatif), alors ror' estla rotation de centre Q et d'angle a + @'
e{a:;cn.gener'ale, soit r et r'les rotations de centres respectifs Q et Q' et d'angles respectifs a et d’.
) S! a+ u' = 0[2m], alors ror' est une translation.
Sia+a'# k2w (k étant un entier relatif), alors ror' est une rotation d'angle a + a’.

As - Réflexion

a) Définition :

La réflexion ou symétrie orthogonale s du plan P, d'axe la droi icati i
; it ' roite A, est I'application de P vers P quia tou
plan, associe le point M’ du plan tel que, A est la médiatrice du segment [E«‘IDM']. (I}n la nEte SA. :

t point M

e PageB2
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Chapitre 11 : Isométries du plan

Propriétés

bt ' forme un point A en un point B (avec A .
fiexion qui trans : : ec A # B), a pour sdiatri
* Si urﬁe réflexion transforme un point A en un point B et un point ¢ enpgﬂ Pi?r?t il %u i
L

ints invariants par une réflexion est une droj D, alors AC = BD.
ensemble des poin bt | sl une droite 4, et ce i .
T;:te r&flexion sa est une bijection du plan et sa réciproque est s, lle droite A est l'axe de cette réflexion.
L ]

Soit A et A' deux droites, ona:
[ ]
-5598A =P

: » sont paralléles, alors s, 05, =t — - ol :
-Sidetl sontp &+ @84 =y + 0U Qestun point de A et ' son projeté orthogonale sur &'

_si A et sont sécantes en A, alors s, 05, estld rotation de centre A et d'angle 2

s directeurs respectifs de A et A" u,v);ol T etV sontdes

vecte
As - Décomposition d'une translation ou d'une rotation en réflexions
a) pécomposition d'une translation en réflexions :

Toul franialo tg PUASe décomposer, d'une infinité de fagons, en deux réflexions de droites paralléles A et A'
Pour décomposer cette translation t; :

« On choisit une droite A admettant le vecteur T comme vecteur normal.

o Pour avoir t; =sa: 05, , On prend la droite A" obtenue par translation de la droite A suivant le vecteur lﬁ :
2
Pour avoif t; =5a ©5a+, 0N prend la droite A' obtenue par translation de la droite A suivant le vecteur —-%U .

b) Décomposition d'une rotation en réflexions :
Toute rotation fig, oy Peut se décomposer, d'une infinité de fagons, en deux réflexions de droites sécantes A et A’ en (0.

Pour décomposer cefte rotation g ) :

e On choisit une droite A passant par le point (. ‘
» Pour avoir fin o) =51 ©Sa, 0N prend la droite A’ obtenue par rotation de la droite A autour de Q suivant un angle

1
de mesure —Ea. ‘

Pour avoir g, ,) =S5 254+, ON prend la droite A" obtenue par rotation de la droite A autour du point Q2 suivant un

angle de mesure — %a )

As — Autres composées

) Composée d’une rotation et d'une translation :

La composée d'une rotation de centre Q et dangle a et d'une transiation quelcongue est une rotation d angle a.

T b) Composée d'une réflexion et d'une translation :
héoréme et définition :

Soit (8) une droite et § un vecteur directeur de (A).Ona:

s S{ﬂ] Otﬁ =tﬁ05{ﬁ}.

* Cette composée ne laisse aucun point invariant. L
Cette composée est appelée une symétie glissée d'axe (4) et de vecteur U

: Dans ce qui précede, U est un vecteur directeur de (4).
emarque :

Soit T =
June symérrie glissée d’axe (A) et de vecleur u .

® fof—(r -
oS =(z0 S8)) 0 (8a) ©17) = Inai -
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Chapitre 11 : Isométrics du plan

) ie plissée.
¢st la réflexion d'axe, Paxe de la syméfrie g S
IR fléments caractéristiques d’une symélrie glissée,

rmel de déterminer les

Théoréme : )
Soit (A) une droite et u un vecteur.nun nul. —
e Si i estun vecteur normal & (4), alors Sya) Ol

Si G nest pas un vecteur normal & (4), alors Sa) ot et I 0S(x) sontdes symétries glissgeg
e Ol UNE

et t; 054 sont des réflexions.

[ Fi AP F . E g - I — P

i f‘:}:‘)ﬂ peut trouver une droite (D) telle gue t;, = 5(p) © 5, - Rappelons que (D) et (4) sont parallles.

1. non normale et non directeur de (4).
¥

= ; VOS5 ay =1 08 -
Ainsi, Iz 0.5(A) =)‘EI OIITZ O5(A) —Tl—l-l O5p) O5A) 2 5(A) iy (D)
. imétrie glissée d’axe (D) et de vecteur 7
Comme_ u; un vecteur directeur de (D), alors 1 OS(n) est la symétrie glissée d’axe (D) et de vecteur iy .
x ! »
8 On peut trouver une droite (I¥) telle gue 1, = 5(a) 0 S(py - Rappelons que (D’) et (4) sont paralléles.
st s — nOf=
Ainsi, 5y 017 =55 Ol Of; —5(7)O5A) OS5 py oIz = Spy Ot
P L ] * r =
Comme i, est un vecteur directeur de (D’), alors S5(a) O1; estla symétrie glissée d’axe (D’) et de vecteur ).

Cette remarque permet de déterminer les éléments caractéristiques d’une symélrie glissée,
- - -
B. Let isométries du plaw

B - Définition, exemples, propriétés

a) Définition :
Une isométrie du plan est une application de P vers P, qui conserve les distances.

En d'autres termes : s est une isométrie de P lorsque, pour tous points M et N du plan P, d'images respectives M etN
pars,ona:MN =MN. >

b) Propriétés -
* Toute isométrie est une bijection et sa réciproque est aussi une isométrie.
* La composée de deux isométries est une isométrie.

c) Les différentes isométries dy plan :

La translation, a rotation, Ia réflexion et la symétrie g
Remarque
® Une isométrie qui ne laisse aucun point in)
glissée,

® Une isoméirie qui laisse un seul point A inya

® Une isométrie dopg I’

®_L'isométrie qui laiss

Issée du plan sont les seules isométries du plan,
: ' , firie
Aariant est soit une translation de vecteur non nul, soif une syme

riant est yne rotation de centre A.
ensemble des poinis inya 4

e Tou e s riants est une droife (D) est une réflexion d’axe (D).
m— i plan invarians es¢ application identique.

d) Effets d'une
Toute isométrie dy plan
dimensions des fig

isométrie sur une confi
conserve : le barycentre
ures, le parallélisme, l'orthog

guration géométrique plane :

+ les milieux deg segments, l'alignement des points, les formes &

(A

: ' : ; " . f, I8
produil scalaire .. Onalit, les écarts angulaires, les distances, les aires, le contac
Toute isométrie s transforme - une droj ,

: roite en un res
de rayon R, & droite, le cercle g centre A et de rayon R en le cercle de ce!

B; -
a) Définition :
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Chapitre 11 : Isoméiries dy plan

e déplacements. on a : la translation, la rotation et I'application identique.

m il
o CorE o antdéplacements, on @ : a réflexion et la symétrie glissée.

» Comm
p) Composée de déplacements et d'antidéplacements
composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements d
t: composée dun déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.
B — Détermination d'une isométrie

a) Théoréme 1: _
soitA, B, A'etB' quatre peints du plan tels que AB'= AB et A # B,
| existe un déplacement f et un seul tel que f(A) = A’ et f(B) = B,
+ Si A'B'=AB , alors f est la translation de vecteur AA" .

—

+ 5 B =B, alors f est une rotation d'angle (AB , A'BY).

b) Théoréme2:

SoitA, B, A’ et B' quatre points du plan tels que AB' = ABet A% B.
Il existe un antidéplacement f et un seul tel que f(A) = A’ et f(B) =B

Onne un déplacement.

%%ﬁ%ﬁs Page 185 f
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Chapitre 11 : Isométries du plan

EXERGIGES POUR COMPRENDRE LE CouRs

A. Décomposer une isomeélrie
1 - Décomposer une translation en deux réflexions

Exercice 1
ABCD est un rectangle. S —
Déterminer la droite A telle que a) tz5 =5a °5(p) b) ;5 = Sac) 05,4 .

T P T ey

a) Pour tzz =5, 05(ap) . A estlimage de (AD) par la translation de vecteur EE , Qui est la médiatrice du segneq
[AB]. Donc A est la médiatrice de [AB].

1=

b) Pour tzs = Sac) ©Sa . A estlimage de (BC) par Ia translation de vecteur —%ﬁ =~—BA, qui est la médiatrice g

2
[AB]. Donc A est la médiatrice de [AB].

2 - Décomposer une rotation en deux réflexions

; )
Exercice 2
ABC est un triangle équilatéral direct, de centre O.
Determiner la droite A, telleque:  a) r ,ﬂ} =S 0 Sap) b) r 2“] = S(0a) 054 -
Az 02
3 ‘“ 3

a) Pour r[k " ] =85, 0S(ap), A estlimage de (AB) par la rotation de centre A, d'angle % .
¥

Or cette image est la droite (AO). Donc A est la droite (OA).

b) Pour T, 2“] = 5(0a) © S5 . A estlimage de (OA) par la rotation de centre O, d'angle w% i
"3,

Or cette image est la droite (BO). Donc A est la droite (BO).

B. Composer ley isométries

1- Composer deux réflexions

Exercice 3

A?C est un triangle équilatéral direct, de centre O, A1, Az et Ag les médiatrices respectives de [BCJ, [CAl € inel
Déterminer les transformations suivantes : 2

) S(ac) © S(a) b) sa, ©54, '

a) (AC) et (AB) sont sécantes en A et 2mes(AB , AC)

_2n

=318 sy o5 =, 2
"3

Az

b) Az et Assont sécantes en O, et 2mes(0B , OC

4n
)E?[ZE],G{JHC Sﬁs 05&3 :r[

4n) *
Dn"i"]

m '
&
e Page 166 gﬁ!
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\ Chaghire 11 Bomdinie du plan

2= Composer une translation et une rotation

icpd
AmC mangle oqus 1l diredt.
sanshymabons suivantes 1 |
Dot S T S a) r[ﬁ:] oty " " rlh P]
) ]

1) La composee dune rotation d'angle « et d'una translation est une rotation d'anglo a.

|

o = B)=C.al \
m*il tis(A) rl*‘%]” alors

—_ 4
D ¢ ‘]M‘E estune rotation d'angle Ok X

st X ke cantre de 0x)° ty5 + e triangle XAC est un triangle équilatéral de sens direct,

Alors X est le symétrique de B par rapport a la droite (AC).

b) s ell ‘] est une rotation d'angle % car composée d'une translation et d'une rotation d'angle % ;
A=
Ort on. (A)=t(A)=B,alors soit Y le centra de t on .\, YABestun tnangfa équilateral de sens
[+3] w3
direct D'od Y C.
3 - Composer deux rotations
Exercice 5
ABC est un triangle équilatéral direct, de centre Q.

A, Az et As sont les médiatrices respectives de [BC], [CA] et [AB].
Déterminer les transformations suivantes :

] Q =%y b) ki o T '

a TB 3] f[l:‘?J d} r[{:,;a] r[O;zT

C;‘ o . ¥ - of ™ of =
o)) NSRS

. 2
a) E+ E = 335 Puisque 2? n'est pas sous la forme k2, avec k entier, r[ ] o r[ ] est une rotation d'angle ?::
3

Or en décomposant r‘a i ] et _,enréflexions,ona:
il c. Pt
] 3 [ " 3]

I
[5-1
'3

DDur[ ]OT ]-tsﬂzf’stacﬂ (Sc) 84, ) =34, ©5a, -

4, ©S(gc) € f[ ] = $(8c) © S, *

Le centre de r{Big] or[C%] est le point O, intersection de Az et Aa. r[si 11] . 5

est donc la rotation de centre O, d'angle % .
Autre méthode :
our déterminer le centre de r( = ] o r[ 1‘] , on peut déterminer les images de deux points disfincts.
B, = Ci—
3 3

“ﬁiﬁ% Page 187
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Chapitre 11 : Isométries du plan

(A)= r[

Tl

](C)S [B;g]{c}= A el TB;%] or[c;g :

tre des médialrices des segments [AC] et [AB]

](BJ=B.

le:n 4yof
On a par exemp [“?ﬂ c%

' rencon .
est donc e point de Qe

Le centre de r
3

off
C=
)

est une rotation d'angle . C'est-a-dire une symétrie centrale

T 2n i

b) —+—=mn,dol r 21O 2«

) 3 3 [Ci'g DFT]

Orp o 2 (B)='c-1]{c)=c . donc le centre de r[c;I]Or[o; EJ est le milieu de [BC].
&3] o3) & e

Autre méthode : :

On pouvait écrire : rc_ 1T] of 2«] =(s(ec) ©S(oc)) © (S(oc) ©5a, ) = S(8c) ©Sa, -
3 3

Le centre de Spgc) ©Sa, serait alors le point d'intersection de (BC) et As, qui est le milieu de [BC].

-ﬂ or

< est donc une translation.
: A:~]
3 3

oZ-Z_0.00ir,
3 3 [

«1(B)=B, alors le vecteur de la translation est le vecteur CB.

Orp yor €)=
H r[“"i] rf"s

Autre méthode :
On pouvait aussi procéder comme suit : soit A la droite passant par B perpendiculaire a (BC), on a

r[B-E]or[ﬁ-_E =(5{ﬂ]DSIAB];‘G(S{AB}95:3.,):5{.4\)'354‘_\.1 =tE;E'
i ‘3

" £+E+§= o r[‘“%] Dr{“: %J ﬂ r[c: %] est une rotation d'angle 17 ; c'est-a-dire une symétrie centrale.
°'c.z]‘3}='[,.‘.,z=. °r5;§](C]=TA;EJ(A)=A.

3 3
rﬂ%] "3 3 3

Dol r[A_ 1] o r[a- “] o r[c_ E ] estla symétrie centrale de centre le milieu du segment [AC].
'3) 13 M3

Or rA'E]D
'3

Exercice 6 >
ABC est un triangle.

On pose : (AC , AB) =, (BA ,BC)=f, (CB,CA)=7 et
1) Montrer que f est une symétrie centrale.

2) Soit P le point de contact du cercle inscrit dans le fri
oit P | onta riangle ABC avec [AC].
Déterminer f(P) et déduire la nature exacte de f ’ b

=i ofeip) °fae) -

1)' (AC , AB)+(BA ,BC)+(CB, CA) = (AC AB) +(AB, CB) + (

f eiz‘uni la composée de trois rotations, f est une rotation

D'ols f est une symétrie centrale,

2::?50"5 Pr="Fa;0)(P} ; P, =fe:p(P) ; Py =fc.y(Ps). A
et R les points de contact du cercle inserit d ianat

(BC) respectivement. Ona: Pr=1a :a)(P). e Bangle ABG el olog (Bt

D'ol Py appartient & (AB) et (AO) est médiatri
Rh () o ce de FP ! : -2 i i
(AB) et OP' = OP. D'ois P1 appartient 4 (AS) et p; a;[lpalit]iei?m dife Ps appartient &
triangle ABC. D'ol) Py = Q, A Gercle inscrit au
On mant{e de méme que P2=RetPs=P, Doy fiP)=p
* D'olrf estla symétrie centrale de centre do p. ;

C8,CA)=(AC,CA)=1.
d'angle 7,

e — SRS Page 188
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Chapitre 11 : Isométries du plan

o rectangle etisocele, tel que mes(AB , AC) = g[ 2.

ABC estun triang!
i C), s la rotation de centre B d'angle T T ) |
Lo Ry pa L 2 ¢ la rofation de centre C g angle % . a translation de
=7 et f = rcotors.

eur BC etf=1
va{[:)étenninerla nature de f. ’

quelle est limage de B par f ?
3) caractériser f

tions d'angle L
1) tors ot rc sont des rotations g 5
i %X g, alors f = rcotors est une rotation d'angle , donc une symétrie centrale
2 2 e .

2)f(B) = reotors(B) = reot(B) =re(C) = C. D'oli f(B) = C.

3 festla symétrie centrale de centre le milieu | de [BC].

Exercice 8
Dans le plan orienté, on considére les quatre points A, B, C, D tels que AE+CD=0.

R, est la rotation de centre A, d'angle (AD, AB) ; r2 est la rofation de centre B, d'angle (BA,BC).

Rs est la rotation de centre C, d'angle (CB,CD) et r estla rotation de centre D, d'an gle (BC ,DA).

On pose f = r40r30rz0n.
1)a) Construire l'mage de A par rzon.
b) Caractériser r2or1.
2) Caractériser reors, puis f.
3) Pour quel quadrilatére ABCD, f est-elle I'application identique du plan ?

Solution 8
1)a) On a rz0r5(A) = r2(A) = A". Donc BA = BA' et (BA ,BA")=(BA ,BC).
Dol A’ est Ie point de la demi-droite [BC) tel que BA = BA'.
b) Puisque : (AD , AB) +(BA , BC) = (BA , BC) + (BC , AB) = (BA , AB) =1,

alors r20r est une symétrie centrale.
Orr:0on(A) = A, alors rzors est la symétrie centrale de centre Q, le milieu du segment [AA]

2)e (OC, ﬁ:,_,,(gg '{—:ﬁ}={5§ ' D_.ﬁ.')+(ﬁ Iﬁﬁ)=(ﬁ'ﬁ ,CD) =1t . D'oli r40r3 est une symétrie centrale. B
Orror(C) =r(C) = €', o, C' est le point de la demi-droite [DA) tel que DC = DC"

e riofs est la symétrie centrale de centre (', le milieu de [CC]
® 1= (tors)o{rz0r1). O rsors et rzor1 sont des symétries centrales de centres respec

banslation de vecteur 2000 .

3 — —

[1 Nﬂlﬂnls AB=DC, alors ABCD est un parallélogramme.
=15 sietseulement si, 20002 =0, c'est-a-dire 262'=10. Comme Q et Q' sont milieux

AC=ACT=00'=7. pou A = C' el C = A", Donc, AB = BC = CD = DA, donc ABCD est un losange.

tifs Q et (', alors f est une

-

respectifs [AA] et [CCY), alors

4 - Composer une translation et une réflexion
Bxercico g _ R

Le ¢ 5 T |
Plan est muni g'yn repére orthonormé (01, ).

%h%ﬁs Pageiﬂs j
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Chapitre 11 : Isométries du plan

On considére le vecteur U(—2,3).
1) Préciser la nature de { = Si0:7) i elg=5,7°l |

2) Caractériser g. _
3) Préciser les expressions analytiques de t; . s o ;) iRt

4) Déterminer de deux facons les éléments caractéristiques de f.

1) e G- T=—2x1+3x0=—2=0.Dol U n'est pas normal a (0 7). Par conséquent, festunasymem

© Qlisséa

e Puisque i et j sont orthogonausx, alors g est une réflexion.

2) Puisque | et j sont orthogonaux, alors il existe une droite (D) telle que tﬂ = 5(0:7) °S(0)-

En effet, (D) est le translaté de (O;7) de vecteur _E j.Donc (D) est la droite d'équation y = ——

T L 1
Par conséquent, g = S10:1) @ $(0:7) © So) = S(p) - 9 estdonc la réflexion d'axe (D) d'équation Y=~

X'=x-2

y'=y+3"
stn-h est l'application du plan qui a tout point M(x , y), associe le point M'(x', y), ol { =
+. » Soit M(

3) ® t; estlapplication du plan qui a tout point M(x , y) associe le point M'(x", y'), ol , {

X, y) un point du plan, Ms(xs , ¥1) son image par tz etM{x', y') limage de M/ par S0

i)

" X1=>(—2 x'=x1=x-2 X'=x-2
Ona et -L'image de M(x, y) par f est M' X ¥); ol .
l¥1=¥+3 [ 5 - Limage de M(x, y) p . y) ‘y s

® Soit M(x,, y) un point du plan, Mi(x1 , y1) son image par f et M'(x’ +¥') limage de M par f,
Oonal 1=%=2 [x_”‘ s fof est M
. . D'oli 'image de M(x , 0 (X', y), o,
m=-y-3% |y'=oy,—3=y ge de Mix., y) par fof est M(x , y’), ol
4) Eléments caractéristiques de f :

SoitAl'axe de fet ¥ son vecteur, ¥ est vecteur directeurde A etona: f= Spoly=t;os,.
Méthode 1

Ona:f=3s

=y =—y—

X'=x—4

o % =S0:1) *31-21 =S °ty jotl,
d'équation y=-§.D'0|‘J. f=5m: ot_

~2i étant un vecteur directeur de A, f est [a symétrie glissée de vecteyr 27 .d'axe A, d'équation y = _3
Méthode 2 ¢

fOf—t,oS& Osﬂ Dt? ztE;

Etd'aprés I'expression analylique de f trouyée 3 |
a Question 3), fof est Ia tranglati 47
D'oll 2V=—47 et done 7 V==2j. AL ~41

Comme f-sm:,ot alors sm}-fotﬂ fet b

Déterminons I'expresslnn analytique de fot .. .
Soit M(x, y) un point du plan, Mi(x: , y;

étant des isométries, fo[ 7 est une isométrie.

) son image par L1 etM(x', y) limage de My par f,

% Page 190 #
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Chapitre 1] ; ftri
I 11 Isométriog gy plan

11'1+2 et [ K=ily~2ax L'image d
ona:| y, =y y'=—y—3=—y-3" 0 EM{“-Y}Darfntﬁ estM(x', y), o, 'x =X .
g ' le des points invari y==y-
ﬂétenmnunslensemba P nvariants par fot, .,

un point du plan. F(M) = M équivaut a X=X

it Mx . Y) y=-y—3

 Cesta-dire y= _3

plol fensemble des points invanants par fot, esta droite d'équation y = 3

—
"

ot~ estdonca réflexion d'axe A d'équation y = H% :
2i

f

—_————

e1don festla symétrie glissée de vecteur ¥=—27 et daxe la drofte 4 : y — _ 3
3

- C. Définiv une sométrie

1 - Définir une isométrie par deux points distincts et leurs images

Exercice 10

ABCD est un trapéze isocéle tel que (AB) est paraliéle a (CD) et (AD) non paraliéle 4 (BC)
Montrer qu'il existe une rotation r et une seule telle que : r(A) = B et (D)= C. :
Préciser e centre et I'angle de cette rotation.

Solion 0 e A Ot DGR ) 20|

Le rapéze étant isocéle de base [AB] et [CD], alors AD = BC.
Donc il existe un unique déplacement qui transforme AenBetDen C.

Comme ona: AD=BC , alors ce déplacement n'est pas une translation. Par conséquent, c'est une rotation.
D'olril existe une rotation r et une seule telle que : rf{A) =B et r(D) = C.

L'angle de cette rotation est (AD , BC). Son centre est le point de rencontre des droites (AD) et (BC). I

Exercice 11 il

On donne deux points distincts A et B et une rotation r d'angle a (a # k=, k étant un entier relatif),
Onpose r(A) =C et r(B) =D,
Montrer qu'il existe un seul déplacement d tel que : d(A) = D et d(B) = C. Définir d.

® Puisque r(A) = C et r(B) = D, alors AB =DC.
Ilexiste donc un unique déplacement d qui transforme AenDetBenC.

. ¢ Langle derest (AB , CD).
Comme on a q # km, k étant un entier, alors les vecteurs AB et CD sont non colinéaires -doncona AB=CD .

Donc d fest pas une transtation, mais la rotation d'angle (AB , DC)=(AB D)+, dont une mesure esta + x, et de
centre le point de rencontre des médiatrices des segments [AD] et [BC).

Exercice 12
Dans un plan origntg idé i i AB,AC)=Z
nte, on considére un triangle équilatéral ABC tel que mes(AB , AC) = "5[2“] :

On dés; il
] M{:ﬁ:g?: Par | le milieu de [AC] et par K le milieu de [AB].

Montr Ul existe un unique antidéplacement ¢ tel que p(B) = A et g(A) = C.
¢) Soit Delr Aue @ est une symétrie glissée dont on déterminera 'axe et le vecteur.
© Symétrique de B par rapport a |. Montrer que ¢(C) = A.

hﬁ%ﬁﬁ% PAgE 1)]  ——————— f

h-__
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Chapitre 11 : Isomdtrivs du plan

a)OnaBA=ACetA# B, dou il existe un unique antidéplacement @ lel que g(B) = Aol g(A) = ¢

A . i P(B)=AolgA) =C, A ast | .
b) « Supposons que @ est une réflexion d'axe une droito A ; alors pulsquoe St g,
[E?ﬂ'] et dgp[AC}. etqdonc les droites (AB) et (AC) sont paralldles, car perpendiculalros & une mbmao droilg, dm"ﬁ} fy
Ce qui est faux car d'aprés I'énoncé, ABC est un triangle, donc (AB) et (AC) ne peuvant dlro parallglos, '
D'oli @ n'est pas une réflexion, mais une symétrie glissée.

. 1 .
* o@(B) = 9(A) = C, donc pog est la translation de vecteur BC . D'oli o vecleur de ¢ est EBC =K.

tw o estune réflexion, dont I'axe est celui de . Or iz ©p(A) =1 (C) = J , milieu de [BC),
D'oli faxe de t o estla médiatrice de [AJ] qui est la droite (IK).

9 estdonc la symétrie glissée de vecteur Ki et d'axe la droite (IK). B
¢) Soit L, le milieu de [AD), la droite (IK) est la médiatrice de [LC]et KI=LD.
Et comme ¢ = tg oSy . alorsona: (C) = 1% o8 (C) =t L) = L)=A.

Remarque : Notons que (IK) est paralldle & (BC), donc a (AD).

De plus, I est le milieu de [AC], donc dans le triangle CJA, (IK) est une droite des milieux.
D’otl (IK) coupe [JA] en son milicu.

Et comme (JA) est médiatrice de | BC], qui est paralldle & (IK), alors (JA) est perpendiculaire & (1K),
On peut donc conclure que (1K) est médiatrice de [JA] et que Ki = -%-E = %E =JC.

2 - Définir une isométrie par son expression analytique ou son écriture complexe

Exercice 13 X
Le plan P est rapporté au repére orthonormé (0,1, J). On considére I'application f de P vers P, qui 3 tout point Mx,
associe le point M'(x, y'), avec { SX'=-3x—4y+3

T Sy = x4 3y 14
1) Déterminer Iensemble des points invariants par f,

Montrer que f est une isométrie. Reconnaitre la nature de f,
2) Déterminer fof. En déduire les &léments caractéristiques de f,

1) ® Soit M(x,, y) un point de plan.

f(M)=M équivaut 4 (5":_3"_4?""3 Bx+4y=3 0
Sy =—4x+3y+14 dx+2y =14

Or ce systéme n'admet pas de solution car son déterminant est nul et le point A

. Ce qui signifie ’

. .
—,—| appartient a la droite
[4 4] ppartien

d'équation 8x + 4y = 3 mais pas a la droite d'équation 4x + 2y =14.D'ol f ne laisse aucun point invariant.
® Retrouvons I'expression complexe associée 4 f :

. Soit M(x , y) d'affixe z et M'(x', y') d'affixe ', deux points du plan,

-
X =-5-{—3x —4y +3)
f(M) =M équivaut 3 . Donc;

; 1
Y =gl-4x+3y+14)

v
Z'=x'"+iy -g[(-:ix—4)'+ 3]+l{-4x+31.'+14]]=%[{—3—4i}x+i(3+4i)y+3+14i]

=

1
= gl—(B +4)(x iy} +3 + 14))

1 =
o =gtz 13414
; 5
=fN) et ' = f(M) daffixes respectives zy' etz . Ona: i
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Chapitre 11 : Isométries du plan

1 Wi 1 ¥ 1 e 1

L3+ dijzy + (3 + 14D + —(3 + 4i)zy — = af |1 T T

M'N.":J‘ZH.—.ZMI]—.I 5{ N 5 5 ) M 5(3""‘“) T _--5_(3'|' dl”zﬂ ._z“:l
=| 1§ S
H|—E[3+4|)>f|zu_z”|
=\ZH_2M|
=|zy - 2y

jors f conserve les distances. Par conseéquent, f est une isométrie.

N =MN, 3 ! : e _
trie qui ne laisse pas de point invariant, f est soit une translation de vecteur non nul. soit une

isqué |
Pwiq { éfant Uné jsome
ia glisSEe- . |
SYTEEE:EQ;:;" complexe dune translation est sous la forme z' = z + b, alors f n'est pas une translation. mais une
m - r |
55m|ém'e gllss_,ee.
» Déterminon '
Soit M un point du plan d

134 4j2+~(3+14]) et
Una:z,:--g(3+4f)z+5{3+ )

s d'abord ['expression complexe de fof :
affixe z, M1 d'affixe z1 son image par f et M' d'affixe z' limage de My par f.

z=—§(3+4l:}21+5(3+ i) 5{ + 4i) 5(3+4I)Z+5(3+14L} +E{3+14I}'

| . R ,
Do, z = —%{3+ 4i) -—-;*(3 —4i)z+ -5-{3 - 14!)] + 3{3 +14i) = z — 2 + 4i (le lecteur fera les calculs).
fof a donc pour expression complexe z' =z —2 + 4i. D'ou fof est la translation de vecteur G(—2,4).
¢ Soit G:T}E. v a pour affixe -1 + 2i.
Supposons f=got; =tz oQ, alors on aura g= tT-2_j of.

Expression complexe de g : -
Soit M d'affixe z un point du plan, M+ d'affixe z1 son image par fet M' d'affixe limage de M1 par t?—zi ]

Onaa:zZ=z+1-2 et z, =_%.:3+ 42 +£(3+ 140
" " o
Dloi z'=—%{3+4ﬂz+%{3+14i}+1—2is —%(3+41;.z+-5-(s+4|;-.

L'expression complexe de g estdonc : z'= _.;.{3 + 4i}E + %(3 + 4i) .

 Deéterminons 'ensemble des points invariants par g :
Soit M(x , y), d'affixe z.

: : ; 1
OnagM)=M signifie z = _%(3 +4i)z+ .;_(s + 4j) . Cest-a-dire x'+iy'= _%(3 + di)(x —iy) + §(B+ 4i).
i 5y =—3x—4y+8 Bx+4y=8
C ' : . - _
€ qui équivaut 4 5x + 5iy = (-3x -4y + 8) +i(-4x + 3y + 4),puis a {5}{ A ,etenfina ix+2y—4

Iﬁ?sﬂdl?: X équations de ce systéme étant équivalentes, il se réduita 2x +y = 2.
g ES? :Bmyle dES_PDints invariants par g est la clmitg d'équation 2x +y = 2.
ors I’en:: isé;mét"e* car composée de deux isomélries.
Remg . e dfs points invariants étant la droite A d'equation
Doty f"zs;!rs sl v_ est o~ vecteur directeur de 4.
a symétrie glissée d'axe A et de vecteur V. - .

MDI"ltrEr : ;
A€ chacune des applications du plan suivantes est une isometrie que I'on caractérisera :

x+y=2,gestla réflexion d'axe A.

%ﬁﬁéﬁ Page 193 M
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Chapitre 11 : Isométries du plan

1
1 X':-—-(_3x+4)
Lo _3x+41,‘+4) y
X 5'[ . 5

a)f: . '
f:%p4x—3ﬂ y'=zltx+3)

i
X'=5=3x4dy4q)
2) SotMix. ), dafive 2 ot Mc ), dafixe 2. (M) = M équivaut & Do

y’=§1(-4x—3y)

'=x'+iy'= %[(—3:{ + 4y +4) +i(—4x - 3y)]= %[—(3 +4i)x —i(3+ i)y + 4] =

1
5‘["{3 +4i)(x + )+ 4

i 4
‘ol ':——3 4il+—-
Dol z 5[ + 4i) -

L'expression complexe de f est sous la forme z' = az + b, avec 3 = _%(3 +4i) et b=

wn | £

2 2
[a]= [_ %] + [—-:—] =1 eta#1, donc festla rotation d'angle arg(—%(h— 4i]] ~ ~126,87" et de cenppl
4

point d'affixe y=— 5 _2_ 1i (Iaffixe de ['unique point invariant par f).

14 %[3 + 4i)
b) Le lecteur vérifiera que I'expression complexe degest: z'= -;-( -3+ 4i)z.
Soit N et M d'affixes respectives zw et zy, N' = g(N) et M' = g(M) d'affixes respectives zx' et zy’. Ona:
MN' =2y~ 2| = | 1(-3 +ailzy - 1(-3+ 4i}§]= -3+ 4i){a—z_,;]‘= '%1-3 14

HIZH-Iul

= IZN—ZM,
=[ZM-Z“i
= MN

Puisque M'N' = MN, alors g conserve les distances. Par conséquent, g est une isométrie.
Déterminons I'ensemble des points invariants parg :
Soit M(x , y) un point du plan.

M=M equvauta |0F=X+4y
5‘,1 =4x4 3:1'

D'ol Fensemble des points invariants par

g est une isométrie dont I'ensemble des p

Exercice 15
P désigne le plan complexe.

Sot f 'application de P vers P, qui a tout point M d'affxe 2. associe le point M d'affixe 2., ot z'=iz—1+"
1) Déterminer I'ensemble (€) des points invariants parf,

2)a) Démontrer que pour tout point M de P, e miliey de [MM'] appartient 4 (E) et (MM') est orthogonale 3 (E)
b) Reconnaitre f.

Bx—dy=
équivaut & [x Y= C'est-a-dire 2x -y = 0.

dx—2y=0"
g est la droite A d'équation y = 2x, ..
oints invariants est la droite A, donc g est la réflexion d'axe 4:Y *

1) Soit M d'affixe z = x + iy, x et y étant des réels.
f(M) = M signifie z=iz—i+1. C'est-d-dire x + iy = i(x — iy)  + 1,

s Page 194
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Chapitre 11 : Isométries du plan

A=y41

=X-1

. +iy= +1)+i(x—1).puisél censuites |X~Y—1=0
o quibquivaut X+ (y X—y—1=p enfina x-y_q12¢
nsemble des points invariants par f est la droite (E) d'équation x — y—1=0.

ol ‘eSoit e milleu de [MM, z = x + iy, l'affixe de M, x et y étant deg nombres

reels et 7' l'affixe g p
2 ¢ 742 iz_{+1+z=x+y+1+x+yh1i eM,
ma:4="9 2 2 2 '
X+y+1_ x+y-1 e ‘
Dﬁncona:xl-'y,-%—* 5 > 1_D.D{:~ulappamenla(Ej_

o Levecteur MM’ apour affixe 2'—z=iz—j 41—z =(=X+y+1)+(
pon le vecteur MM a pour coordonnées (X +y +1,x—y 1),
or (1, 1) estun vecteur directeur de (E) et T-MM = (~x -4y 4 1

MM).
: b]r)f est la réflexion d'axe (E).

Xx=y—1.

)+ (X—y—1=0, alors (E) est perpendiculaire 3

D. Utiliser une Bsométrie pour

1- démontrer des propriétés

Exercice 16 .

ABC est un triangle de sens direct.
Les points P et Q sont tels que PAC et QAB soient extérieurs

a ABC, isoceles rectangles en P et Q respectivement. |

estle milieu de [BC]. Soit re et rq les quarts de tour directs de centres respectifs P et Q.
1) Montrer que ; recra = si.
2) En deduire que IPQ est un triangle isocéle rectangle en |,

fOna: =r[P 1T]. ) =r[n 1T] et -121-}—%:11,{10"0 /POfa est une symétrie centrale. Q
‘2 ‘2,

Deplus, on a rrora(B) = re(A) = C,

Dol reorg est la symétrie centrale de centre le milieu | de [BC].
2) Posons re(Q) = Q, alors

-le triangle QPQ’ est rectangle isocele de sommet P.

-5i{Q) = reoro(Q) = r5{Q) = Q', donc | est le milieu de [QQ1. : B

On en déduit alors que (IP) est la médiatrice de [QQ']. Et par suite, le triangle QPI est rectangle en |,
Mais ayssi, puisque | est milieu de [QQ et P est sur le cercle de diamétre [QQ] (car QPQ' est un triangle rectangle en
P).alors 1P = 10 =1Q, Finalement, IPQ est un triangle rectangle et isocéle en I,

Exercice 17

ABC estun triangle de sens direct, BCD, AEB et CFA sont des triangles équilatéraux directs.
1) Préciser (2 nature de {—

b33

9 Utliser f, poyr montrer que AEDF est un parallélogramme.

Wi n
) 33 =0, d'oi f est une translation.
2 X
Ona f’IA)=r[B 1]°r,g (A =r _(A)=E
3 ["ﬂ [Ei
f(F)=

|
|
r!
g B~ = |
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Chapltre 1. Fyometries it plan ‘

sformo Aon Eothen D, on o AL« FD . D'oit AEDE ostun paralitlog g,

{ dant une rranslation qul tran

EJ.L[HCIE“ 16 . A intl do la drolto (D).
ABCD estun carrd do sens direct ol M un po oaclls 1o M sur (AB), (BC), (CD) of (AD),

& 1o hogonaux ros
On dsigno par P, Q, Rotl 5 los projotds orthog (€)= Sol (M) = P,

1) Démontref quiil oxisto un quart do tour direct rtel que T

2) En déduiro quo (MC) osl porpendiculalro A (PS).

Solutlon 18

1) Soit R la rotation do contra B, ot d'anglo 7
1 la translation de voctour BG ot M' lo symélriquo do M par rapport & P.

On a loR(C) = I(A) = § ot 1oR(M) = M) = P,

Or 10R es! una rotation r d'anglo 1;- qul transformo C on SolMonP.

1o un quart do tour direct r qul transformo C on SatMenP.
= § ol r(M) = P, alors mos(CM , SP) =-’23|2u|. Dol (MC) ost perpendiculalro a (PS),

D'ol Il oxis
2) Puisquo r(C)

Exercico 19
P, Q o1 R sont les centros do rols carr6s, ol | lo milieu do [AB).

Comma I'Indique la figure cl-conlro.
1) Montrer quo IPA et IOR sont roclanglos el socdlo en |.
2) En dédulre que AR = PQ el (AR) est orthogonale & (PQ).

/,P\
/7 ]

1) » ABP osl reclanglo et isoctle en P, ot | estlo milieu do [AB], donc IPA est un triangle rectangle Isocéle en .
e Notons J el K les projetés orthogonaux respectifs do Q ot R sur (AB).
vérifions que los triangles 1JQ ot RKI, rectanglos en J ot K rospoctivement, sont superposables :
Enoffet, ona:
- Ki=lA=Bl=KR+QJ
W=1A=A=KJ-QJ=KJ-(KJ-KR) = KR
| - Ki=Bl-BK= KR +QJ-KR=0QJ.
Donc lJ = KR el Ki=QJ.

Comma da plus les irfangles 1JQ et RKI sont reclangle
Sy st ngles en J et K respectivement, alors lls sont suporposables.

Orona: (IG,IR)=(iJ,K)~(J,18)=(R ,K) .

De plus (IR ,IK) =(Ql,QJ), una mosure do (iJ,iK) ost 1 ot uno mesura de (iJ, iG)+(Ql, QJ) ost

ralA

Dot une mesure do (IG,1R) o5t n-= =X (2)
_ 22 '
Les Ggalités (1) et (2) permotten
{ do
ﬂgg'tl [fl-llg gtt;ﬂﬂ ) et mﬁ?rr::c:fjm que IQR est un trangla reclangle ot isocdlo en |,
: nt des Iranglos roctanglos o Isocdlos do sommet |, of dirocts, on a :r(P) = Aotr(Q)=R
ol QP = RA o1 mos(QP .M)-;[h], D'oli QP a1 .

Exorclco 20
ABC ol ACD sont doux irlanglos bauil

= AR ol les drolles (AR) e! (PQ) sont perpendiculalros.

aldroux do sons dirocty, el

T —— P 10 —
B )
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Chapitre 11 : Isométries du plan

Les points O et! sont les milieux respectifs de [AC] et [AB). Les points L et E sonttels que - OC =CL =LE

Soit t la translation de vecteur OA , r est la rotation de centre A et dangla E etf=roL
3

1) a) Quelle est limage de O par f?

—

b) Donner une mesure de 'angle (10 ,1A).
c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) M étant un point quelcongue du plan, on note N = r(M), J le mifieu de [EM] et K le mif
) Quel est le milieu de [LP] ? Ol P est lantécédent de M par ¢ (EM) et K Iz mifieu de [NDJ

b) Lorsque I, J et K sont distincts, démontrer que le triangle 1K est équilatéral. (On pourra utiliser f{L) et f{F)).

1)a) f{0) = rot(0) =r(A) = A.
b) O estle milieu de [AC] et | celui de [AB]. D'oli OA = Al et mes(ﬁfl ,E) E%{Zﬁ] ) B N

D'ol1 OAI est un triangle équilatéral direct. Et finalement, mes(I0,1A) E%[zﬁ] :

m

c) f = rot, composee d'une translation et d'une rotation d'angle —;- s

D'oll f est une rotation d'angle %

Soit 0 le centre de f, puisque f(O) = A, alors QOA est un triangle équilatéral de sens direct

Dot O = I. D'oli f est la rotation d'angle % et de centre |

2)a) t(P) = M, d'ois PM=0A .
Or EL=0A , alors PM=EL : c'est-a-dire PMLE estun parallélogramme.
On en déduit que [LP] et [ME] diagonales du parallélogramme PMLE, ont méme milieu J.
Finalement, le milieu de [LP] est J.
b) (L) = rot(L) =r(C) =D et f(P) = rot(P) = r(M) = N.
[ND] est limage de [PL] par f, d'ol, le milieu K de [ND] est l'image de J milieu de [PL] par f, rotation de centre | et

d'angle 3;— . Finalement, IJK est un triangle équilatéral direct.

Exercice 21 2
Les cordes du cercle I de centre O, [AB] et [ED) d'une part, [BC] et [EF] d'autre part sont paraliéles.
On se propose de montrer que les droites (CD) et (AF) sont paralléles. On désigne par I, J et K les miieux respectfs de
[AB], [BC) et [CD] et ry, r2 et r: les transformations suivantes : 11 = Soy0 S ; 2= $000 509 el 1= sen050q .
1) Etude de composées :
Préciser |a nature des transformations r1, rz et rs.
Alaide de la relation de Chasles (sur les angles orientés), monlrer que [10r2 = 2011 = 3.
2) Action sur une partie de la figure :
Quelle est Iimage de A par rzor1 ? En déduire que s(oy(Sioi) (AN = -

3) Conclusion : Prouver alors que A et F sont symétriques par rapport 4 (OK). puis conclure.

—
=

1) » (OJ) et (OI) sont sécantes en O, d'ol f = S(oz © S(on €St 13 otation de centre O, dangle 2(01. 0J)-
© 5(0K) est une rotation de centre O, d'angle 2(0K, ol).

* (OI) et (OK) sont sécantes en O, d'ols 1, = S(o))
dangle 20K .0J)-

* (QJ) et (OK) sont sécantes en O, d'oli 13 = S(oy) © S(0K) est une rotation de centre 0,et

—— e P20RT #—_ﬁ—ﬁﬁﬁsﬁﬁ

e ——

Scanned by CamScanner



Chapitre 11 : Isoméeries du plan

e —

e e = _— = pm——— —
"o.567.01 *'10: 207 0 ~ (0.2(67,0)+2(0% .0 (0 216K . 0+ 231 0y

Montrons que nor: =ron =n:
r.. <] I’: =

=T = o ==
(0;2(0F .00 (0:2(00, 05y K
=rzl:l|'|

Or (0K, 01) +(01,0J) = (0K, 0) , alors r, o, =1, o1y =1 0.0 T =

2] [ rdA}: 5[0-'] DS[D[}(ﬁ} = S(UJ]{B} =G. )
R2(C) = (0 ©S(0x) (C) = 501y (D) =E (car (AB) est paralléle a (ED) et (Ol) perpendiculaire 4 (AB), donc (
perpendiculaire a (ED). (OI) étant perpendiculaire & (ED) passant par O, est médiatrice de [ED)). D' FON(A) =
® LHolj=Mh= S(0J) © (oK) et TZDH(A] =E.D'ol S{UJ] o S[OK}{A:‘ =E. C'est-a-dire SIM(S{OK](A)} =F.
3) » On sait que sg)(s(oxy(A)) =E , donc S04) (S(ou) (S(oky (A))) = S(0y)(E) - C'est-a-dire S(ok)(A)
Or (BC) est paralléle a (FE) et (0J) est perpendiculaire 2 (BC). Dot (OJ) est perpendiculaire A (EF),
(OJ) est une perpendiculaire 4 la corde [EF] qui passe par O, centre du cercle (T') ; donc (0J) est la médiatrice da 5!
Et par conséquent, S(oy)(E) =F . On en déduit que Soky(A)=F. °
» Comme so)(A)=F , alors (OK) est la médiatrice de [AF]. Donc (OK) est perpendiculaire & (AF).
Or (OK) est la médiatrice de [CD), alors (OK) est perpendiculaire & (CD).
Puisque (OK) perpendiculaire 3 (AF) et 4 (CD), alors (AF) est paralléle & (CD).
ice 22
Dans le plan P, on considére le triangle AiAsAs.
Atout point M du plan, distinct des sommets As, Az, As, on associe -
- les points My, Mz, M3 images de M par les réflexions Stazag)+ Stagay) o Sia

1hg) TESPECtivement.
- les droites A1, A, As issues des sommets Ay, Ag, As et respectivement perpendiculaires aux droites (MzMz), (M:My) et
(MiMz).

1) Faire un dessin.

2) a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S(az) ©Siagay -
b) Déterminer I'mage de M par Siahg) @ S(agag - N
¢) En déduire que A1 est la médiatrice de segment [MaMa).

3) S0t § = Sipp,) 084, 0Sagny) -

a) S est-elle un déplacement ou un antidéplacement ?
b) Déterminer S(As) et S(M). Reconnaitre alors S.
4) On suppose les points M, Mz, Ms non alignés.

Montrer que les droites Ay, Az et As sont concourantes en un point P que I'on caractérisera pour le triangle MiMAL

C'lj et

= S0n(E). |

>

1)

"-_-——-.. H! AI

2)a) (AsAz) el (A1As) sont sécantes en A, "
D'ol, S(an,) ©S(asa,) €stla rolation de centre A, gt dangle 2(A,A,

VAGAZ)
B) S(asaz) © Staga;)(Mz) = Sia ) (M) =My . Do Siasaz) ©S(aza,)(Mp) =My -

e e Page 193
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Chapitre 1] - Isométries dy plan

¢) Siana) © Stash) (Mz2) =M € S(ain;) ©Sazn,) estune rotation de centre A,

: ient a la médiatrice du segment [M2Ms], qui est iculaire 2
‘ot Ar appament alke ; .q _S Perpendiculaire & [M;M,).
gr 1 est la seule droite passant par A et perpendiculaire & (M2 My], alors A es[t la médiatri-:.e de [MaMy)
31a) S estla composée d'un nombre impair de réflexions (qui sont des antidéplacements), d'oy S est un
anﬁdéptacement,

b)e S(A)=S(anz) ©Sa, ©Siazay (A1) = S(aag) ©Sa, (A)) = Siam,)(Ag) = Ay (car As est sur (Ash2) et (ArAg).
o SM)=Sianz) © 580 ©SiaganM) =S(any) 0S4, (Mz) = S0 (M3) =M. Dot s(M) = M.
NaiuredeS:E BN ;
est un antidéplacement qui laisse A1 et M invariants. D'ots $ est la réflexion b
54} D'aprés 2)c) A1 est la médiatrice de [MzMa. e (A1M).

On montre aussi que Az et As sont les médiatrices respectives de [MiM:] et [M1Mg].

ponc A, A2 et As sont concourantes au point P, centre du cercle circonscrit au triangle MiMaMs.

2 — déterminer des lieux géométriques
Exercice 23
ABC estun triangle isocéle en A et r la rotation de centre A et d'angle (AB , AC) = .
Atout point M, distinct de B et C, on assacie le point M’ tel que M' = r(M).

1) Démontrer que : mes(MC , M'C) = mes(MC , MB) + o[2n].
2) En déduire le lieu des points M tels que les points C, M et M’ sont alignés.

1) Soit M un point du plan, on a : (MC,M'C) = (MC , M) + (MB, M'C) .

Or la rotation r fransforme M en M’ et B en C, alors mes(MB,M'C) = a[zw].

B |
D'ols mes(MC , M'C) =mes(MC , ME) + o[2x]. |
2)C, M et M' sont alignés si et seulement si mes(MC ,M'C)=0[x]. (1) |

r— = i
Or, d'aprés la question 1), ona : mes(MC ,M'C)=Tes(MC ,MB)+«2n] (2) 4!|

Alors de (1) et (2), on déduit que C, M et M' s;Jnt alignés si et seulement si mes(MC , MB) + o = O[x].

Cest-a-die mes(MB,MC)=a[n]. i
Comme (AB , AC) =&, alors C, M et M’ sont alignés si et seulement si mes(MB , MC) = mes(AB , AC)[]. |
Cest-a-dire M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC, privé des points B et C.

Finalement, le liey géométrique des points M pour lesquels C, M et M’ sont alignés est le cercle circonscrit au triangle |
ABC privé des points B et G,

> i
Soit (D) une droite, A, B deux points extérieurs a (D), M un point de (D) etM'le second point d'intersection des cercles ;
de centres A et B ef de rayons respectifs AM et BM. |

Déterminer le liey géométrique des points M’ lorsque M décrit (D).

g:. remarque que, pour tout point M de (D), _
'SQue AM = AM' et BM = BM', alors (AB) est la médiatrice de [MM?.

Dol M'= S(ag) (M) .
IaPPam&n! 4(D) sietseulement si, M' appartient @ s(ag, (D) -
D'l le gy géométrique de M' est la droite de (D') symétrique de (D) par rapport a.(AB]'
— s Page 199
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Chapitre H 2 Ixoméiries du plan

Exercice 23 A, Mun point quel
: srcle de centre O passant par A, point quelconque dg (©
i ts du plan, (C) le cercle de cenire| : : ) Pl
§§et ﬁtgl} ::ﬁ: :ff:;rl:};m df (C) et N le paint diintersection de la droite (AP) et la paralléle 4 (OA) p 5530, parpf,' W
Déterminer le lieu de N lorsque M déenit (C).

il B I N)
0 est le milisu de [MP] et (OA) est paralléle a th \
Dol (OA) est une droite des milieux dans le triangle MNP. _

En utlisant le théoréme des milieux, on obtient : MN=20A.,

Cest-a-dire que N=1,5:(M). _
M appartient & (C) si el seulement si N appartient & (C') =t,5z(C) . L
(C') est le cercle de centre O', symétrique de O par rapport a A et passant par A. (©)
Le lieu géométrique de N est le cercle (C).

beornoe s > >

Eoit (C) un ogmle. A et B deux points extérieurs a (C), M un point quelconque de (C), P le point tel que W

parallglogramme et Q un point tel que APQ est un triangle équilatéral.
sterminer le lisu géométrique de Q lorsque M décrit (C).

Solution 26
ABMP est un parallélogramme donc P = tz (M).

APQ est un triangle équilatéral si et seulement si Q=r. 1r]ijP}- ouQ= r[A ﬂ](P) :
A= —
3

Dol Q=r[A,§] otz (M) ou Q=F[A._§] otgz(M).

Donc M appartient & (C) si et seulement si QerA-E] otg(C) ou QE'[A.-%J otsz(C).

D'ou le lieu géométrique des points Q est Ia réunion des cercles (C') et(C") images de (C)
par les rotations r[A,E] qn.tE et r{n x)° tﬁ respeclivement.
3 ! )

Remarque :

[ yole efr t— sont des rotations d’angl LN

[;. i] & lﬁ _EJD i es rotations d'angles respectifs E- e —3.
I3 L]

Or 1 =

'3

equilatéral direct et le centre de r[

} otz (B)= I'[‘w| -%J ot==(B)=A , alors le centre de r[.& EJ olggz estle point E tel que EBA soit un triangie
'3
] ol ga ©st le point D tel que DBA soit un éguilatéral indirect.

N o
]

3 - réaliser des constructions

Exercice 27 > > =

ABC es@ un h'iapgle et estun point du segment [AB].
Construire un triangle équilatéral 1K tel que J appartient & (BC) el K appartient & (AC).

IJK est un triangle équilatéral si et seulement si, K =r
1.

3

3%

Puisque J appartient 4 (BC), alors R{J) = K appartient R(BC).

e e Page 200 Eﬁ==-==iiﬁ’
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D'ou K est le point commun a (AC) et & l'image de (

; BC)parR.J= R-1(K).
J est le point de rencontre entre la drorlte (BC) et la médiatrice gy segment [IK]
On note que cé probleme a deux solutions. L'un des triangles 1JK sera ;

. direct et I'autre indirect.
Conclusion : K :
pou . Onplace | sur[AB] .
On construit la droite (B'C') image de (BC) par R, Elle rencontre g
On construit la médiatrice de [IK]. Elle rencontre (BC) en J. ks
Construction de LK :
o Pour R= [, 1] : J
h: SN
- Madiatico do ] !

e PourR=r - (le lecteur fera une figure),
| _I'.] gure)
g

Remarque :

Pour construire R(BC), il suffit de construire les points B’ et C*

: ¢ tels que IBB’ et ICC? soient des trigangles
équilatéraux directs pour R =

r[l -:l el indirect pour R = r[r _Il -Etona R(BC) = (B'C’).
3 e .

Exercice 28

Dans le plan, on considre un carré ABCD de centre O et tel que mes(AB , AD) = g[Zrc] .

|

AB'C'D'le carré transformé de ABCD par la rotation de centre O et d'angle %. Quel est son centre ?

Soit f une isométrie transformant {A, B, C, D} en {A', B', C', D'}. Montrer que (0) = 0.
En déduire les déplacements et les réflexions transformant {A,B,C,D}en{A', B, C', D}.

Solution 28

® Le centre de A'B'C'D' :

ABCD' est limage de ABCD par la rotation r[O 1:] .
‘T

Etle centre de ABCD est 0, d'ol le centre de AB'CD' est r[c_ ,,] (0)=0.
]

_

* Montrons que (0) = 0 ;
Oestle barycenire du systame ((A, 1), (B, 1), (G, 1), (D, 1)} e
g,fm? :%g; el barycenire de {((A), 1), (8. 1), (C). 1. (D). )= (A% 1) (B, 1. (C. 1), (0, N quiesto.

e e
e =

T

* Les déplacements qui transforment {A,B,C,D}en{A', B, C', D}:

Soitf un tel déplacement, on a f(0) = 0.
laisse le point O invariant, don f ne peut étre une translation de vecteur non nul. _

par s {A\B, C, D} st difient de A, B, C, D}, donc f nest pas 'appiication identique.
a conséquent, f est une rolation,

= —=—=
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Chapitre 1 | : Isomélries du plan _
na f(A)=A ou f(A)=B" ou f(A)=c ﬂu\.;"\
R SIf(A) = B alors [, " MED,

0.3
.‘.I

Or f transforme (A, B, C, D} en (A", B, C, D} a

Si f(A) = A", alors f= I'lo 1] :
e SIf(A) =D', alors | —1

Sif(A)=C',alors 1= ral_aT“].

l0.-2)
. ‘
35| fransforment bel et bien (A, B, C. D} en

Le lecteur vérifiera que r[“'%]' TD'E! ro.-;] ° 101

e cements qui transforment {A, B, C, D} en ', 8, C D sond TO.E]' (0.5’5]' TD _z) B

Les seuls dépla ; : ‘

[U.~h|
L

o Les réflexions qui transforment {A, B, C, D}lep {A, B, C, D{:J} :
Soit 54) une telle réflexion, on a 54)(0)=0, d'ol A passe par 0.

Ona sy5)(A)=A" 0U 5a)(A)=B' , 0U §{5)(A)=C" 0U (a)(A)=D"-

Si s(y)(A)=A", alors A est la droite (O1), ol | est milieu de [AA].

Si s(4)(A)=B', alors A est la droite (OJ), ot J est le milieu de [BA'.

Si s(4)(A)=C", alors Aest la droite (OK), ol K est le milieu de [BB'].

Si s(4)(A)=D', alors A est la droite (OL), ol L est le milieu de [AD] .

Le lecteur vérifiera que s;o). S(oy). Sox) € S(oL) ainsi définies, transforment bel et bien {A, B, C, D} en

{A", B, C', D'}. Donc les seuls réflexions qui transforment {A, B, C, D} en {A', B', C', D'} sont sia, s(oy, Siox) et 5

Remarque :
Il n’existe pas de symétrie glissée, transformant {A, B, C, D} en {A’, B*, C’, D'}, car la symétrie glissée ne laisse

aucun point invarianf.
D’ois les huit isométries trouvées ci-dessus sont les s;:u!s isométries transformant {A, B, C, D} en {A’, B",C", 1Y),

Exercice 29 b K

Soit : - ABC un triangle équilatéral de centre O, de sens direct.
-A', B, C'les symétriques de A, B et C par rapport 4 O.
1) Quel est le centre du triangle AB'C' ?
2) Soit f une isométrie transformant ABC en A'B'C’ (exemple : So).
a) Quelle est I''mage par fde O ?
b) Quelles sont les rotations transformant ABC en A'B'C’ 7
c) Quelles sont les réflexions transformant ABC en ABC'?
|

1) Le centre de A'B'C’ :

A'B'C' est I'image de ABC par so, O éta :
2’3} I'imagﬂ de O parf: P o ntle centre de gravité de ABC. le cenlre de A'B'C' est 50[0) =0.
fest une isométrie, AB'C’ est limage de ABC par f
Dot f(O) est le centre de AB'C’ qui est 0. D’ng f{DfL%ESI /e centre do ABC.
b) Les rotations qui transforment ABC en A'B'C'
- Soit r une telle rotation, d'aprés 2)a), r(0) = 0 iy
- r transforme ABC en A'B'C’ donc r(A)rL L ou'r?A?ileBlcenlre der ?st 0.
Sir(A) = A’, alors r=ro:m = so. our(A) =C',

e Page 202
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_p' alors r=" w
girfA) =874 T (0.3

3

vériﬁcaiiﬂf';;m ABC en AB'C', par définition de AB'C,
5

’ sntrﬁl (n)=B" r[a.%][m =C'et r[o ._%

=

1 r=Ir
sirt) =227 o

e [

0.4 , : -
[ "‘wﬁc.l r[o.%]{a}zA et r[o%](C}sB . Donc r[O'%] transforme ABC en AB'C'.

e i =
0.— Uellall -
ns qui transforment ABC en A'B'C' sont donc : so, r[DI%] et r[o.—%]'

Les rotati0

ui transforment ABC en A'B'C" :

¢) Les réflexions q d'aprés 2)a), ona s(4)(0) =0 . D'oll O appartient a A.

Soit S(a) U telle réflexion, | I )
fransforme ABC en A'B'C', donc S{AI(A) =A'ou 5{&:(“] =B' 0 5y)(A)=

S.un (A)=A", alors A est la droite (Ol) ol | est le milieu de [B'C].

: SMI(A) ~B', alors A est la droite (OJ), ou J est le milieu de [AB).

} ]

A)=B' alors A est la droite (OK), ol K est la milieu de [AC'].
S(0y) et S(ok) transforment bel et bien ABC en AB'C.

Si SM

Si S[M(
On vérifie aisément que Sy

Donc les réflexions qui transforment ABC en AB'C' sont (o . S(ou) et SioK)

_—— ﬂ

(C)=A". Donc r[0 “] transforme ABC en AB'C'.
Ty
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Chapitre 11 : Isomémries du plen 3

EXERCICES POUR ' AUTO-EVALUER N

EIBCI::! magiarx;!e équiatéral gz sens Crect [ estle cerde droonsarit2 ASC et O soncenns.
Laméd:a‘ricede[ﬁC]cou;el’enAetD: »

A’ désigne le point diniers -on das droites (BD) et (AC).

1) Démontrer que A'= sc{A)- o - ‘

2; Déterminer |3 nature et les éémen's caractérisiques de Sgp) °Spe) » Sica) °Sag) &

3) Onnote f=Sgn) =S¢ °S(a3)- N '
a) D&terminer f{A), puis la nature et les éléments careciérisiques da .
b) En déduire la nature ¢é Sgo) °Sc -

Exercice 31 35 mintrt=<
ABC est un triangle 2! que : rrm[.ﬁ,fﬁ}s‘—é[k] et AB <AC.

I st le cercle circonserit a ABC et O est son centre.

Soit E le miliey de [BC] et P ke point de [AC] tel que AB =CP.

La droite (OE) coupe I en | et J, tels que J et A soient sur le méme arc de corde [BC.
1) a) Faire une figure.

b) Que! est lensemble des points M du plan tels que: mes{rﬁ,r?rc')sg[zz]_

2)a) Justifier qul existe une unique rotzfion r tefie que : fA) = P et r{B) = C. Déterminer son angls.
b) Démontrer que son centre est un point de I, que l'on prédisera.
¢) Quel est la nature du triangle JAP 7

3)a) Déterminer fimage de B par ross, ol sz est la symélrie centrale de centre B.
b) Déterminer la nature et les éléments caractérisiques de ross.

Exercice 3 45 minutes
Soit P, le plan orienté muni d'un repére orthonormé direct (O ; U, ¥) , deux points A et B ont pour coordonnsss
respectives (-a, 0) et (a , 0), ol a est un réel strictement posiif.
On note rA=r[ _].ra=r[ 2_] et pour fout point M du plan, Ma= ra(M) et Ms = r=(M).

f b, ==

3

3
1) M étant un point de P, construire les points Ma et Ma.

2) Démontrer que le milieu du segment [MaMz] est un point fixe indépendant du choix de M.
a) En composant les applications ra-" puis re.
b) En utilisant les nombres complexes.

3) Démontrer, par un procédé de votre choix, que lorsque M # MaetM # Mz, ona:

mes(MM,, ,MMg)=mes(MA , MB) + -;E[Zrz] :
Quel est 'ensemble des points M de P tels que M, Ms, Mz soient alignés ?
Exercice 33

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que AB = AC et mes(AB, A_ﬁ) = 125[2731 =
Soit I, J, K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

On appelle R la rotation de centre | et d'angle % et T la translation de vecteur %ﬁ _Soitf=RoTetg= ToR- -
A)1) Déterminer limage de K par f et limage de J par g.
2) Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications fet g

e Page24
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Chapitre 11 : Isométries du plan

* rla nature de gof

B};l) %ﬁt:;mer limage de A par gsf-1 ig{ carzqactgriser alors cette application.
: oint quelconque u plan, M1 limage de M par f et M2 I'm
3 SoitM e du quadrilatére ACMaM: ? z1image cie Mparg,

quelle est la natu

grercice #4———"" . — 30 minutes
pporté & un repere orthonormal direct (O ; i, ). Ondonne A(1, 1), B(-3, 3), C(2, 2), D(-4 , 4)

on appel EetFles milieux respectifs de [AC] et [BD].

§ Démonter quiil existe une rotation unique r qui transforme Aen B et C en D.

Dterminer son angle ét son cenke].

pémontrer qu'il existe une unique rotation r' qui transforme Aen D et C en B.
péterminer SON angle et son centre J.

3) Que peut-on diré du quadrilatére IEJF 7

ice 39 . _30minutes
U:ns le plan P, on considére un triqng]e équilatéral ABC inscrit dans le cercle (I).
goit M un point distinct de A et C, situé sur celui des arcs de corde [AC] dont B n'est pas élément.
| st le point du segment [MB] tel que MI = MA.
1) Montrer que le triangle IMA est équilatéral.

.

2) On oriente le plan P de fagon que mes(AB AC)= %[2:;] _Soit r la rotation de centre A etd'angle % 1
Déterminer les images par r des points B et |. En déduire que MA + MC = MB.

ice 3 — Amérigue du Sud — 1992 40 minutes_
ABC et DEF sont deux triangles équilatéraux de sens direct, les points G et H sont tels que EDBG et CDFH sontdes

parallélogrammes.
Nous allons démontrer de deux fagens que le friangle AGH est équilatéral.

1) Utiisation des complexes :
Dans le plan complexe, 8, b,

¢, d, e, f, g et h désignent respectivement les affixes deA,B,C D,EF GetH.

%
a)Démontrerque : c—a = eI 3 (b—a) . Exprimer f-d en fonction de e —d.

b) Exprimer g en fonction de b, d et e ; puis h en fonction de ¢, detf.
!

¢) Démontrer que : h—a= elE
2) Utilisation d'isométries .
On désigne par t la translation de vecteur

(g— a) . En déduire que le triangle AGH est équilatéral.

BD , 1z la translation de vecteur DC et r estla rotation de centre D etd'angle

T
g On pose f = torohy.

3) dustier que f est une rotation, dont on precisera I'angle.
" Délenn{ner limage de B par f ; en déduire le centre de la rotation f. .
) Déterminer limage de G par f. En déduire que le triangle AGH est équilatéral.

%ﬁclcg_&‘.v - 45 minutes :
CD estun carré de sens direct et de centre |, (T) le cercle passant par A, B, G et D. Faire une figure.
tion de centre D et d'angle 1; 1 la rotation d

On désigne par t 1a translation de vecteur DA, ro la rota e centre A et

dangle - ,
gle 7l etrz la rotation de centre A et d'angle EE- .

%“E’l":ntil m“j‘]\?terminer les éléments caractéristiques de f = toro ; g1 = riof etg2= rzof.
2)a) Détenri'r que f, g1, gz sont des rotations dont on précisera les angles. .
1‘ Déierm‘mer f(D) et f(A). Quel est le centre de f?
Sot o 0D) et (D).

" =01(A) et A" = ga(A).
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Chapitre 11 : Isométries du plan w

a) Démontrer, en utisant g2001-', que A est milieu du segment [Av'A7].

b) Démontrer, en utili

1 J le centre de 1 et K celui de ga. _
4[)}:;§ﬁirer queJetK appartiennent 4 (1) et sont diamétralement opposés. Placer | g

b) Démontrer qué Avest sur la droite (JB). Placer les points Ar’ et Az' sur la figure,

Exercice 38 . — |
Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O 1, j). \l‘lﬂmuﬂ\
On considére I'ensemble E des points M(x , y) tels que : J|?| + \/m =1.

Quelle sont les isométries qui laissent E globalement invariant ?

sanl une mesure de I'angle (AD, AA,") , que At est sur la langente g 5
am,

K sur |3 figure

Exercice 39 '

Soit un triangle isocéle OAB, avec OA = OB, etun point P variable du segment [AB], P # A et P%ﬁmm,\

La paralléle menée de P 4 la droite (OB) coupe (OA) en A’ et la paralléle menée de P & la droite [D?’;}coupn i
s

1) Montrer que OA’= BB'.
2) En déduire qu'il existe une rotation r telle que r(0) = B et r{A) = B' dont on déterminera I'angle en iing
de vecteurs (OA ,OB) . Démontrer que r(A) = O. Déterminer alors le centre ( de cette rotation. )
3) Démontrer que les quatre points 0, A', B' et Q sont cocycliques.

lagy

Exercice 40 30 minut
Dans le plan orienté, on considére deux points distincts A et B. s

On note Ra et Re les rotations de centres respectifs A et B et d'angles de mesure g .

Pour tout point M du plan, on note M et Mz, les images respectives de M par Ra et Ra.
1) On considére la transformation T = ReoRa™.

a) Construire le point C image du point A par T

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T.

¢) En déduire la nature du quadrilatére MiM2CA.
2) On suppose que le point M décrit le cercle I e diamétre [AB].

a) Déterminer et construire I'ensemble "2 décrit par e point Mz quand M décrit I".

b) Soit et w2 les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]. Comparer les vecteurs ww, € AC.
¢) Quel est le lieu géométrique du point I, milieu de [MiMz], lorsque M décrit .

Exercice 41 BAC C - Cameroun — 1999 - 50 minutes —
Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé (O ;i , V), on considére I'application f qui au point

M(x , y) associe le point M'(x’, y") tel que x' =Y On note z I'affixe de M et ' I'affixe de M-
y =X

1)a) Exprimer z' en fonction de z.
b) Démontrer que f= ros ol s est la réflexion d'axe (O ; ) et une rotation affine & préciser

2) En décomposant r en deux réflexions, démontrer que f est une réflexion et préciser son X% 1
x"=y+

) Soit g Iappiication du plan qui & tout point M(x, y) associe e point M'(x". Y") avec L,« it

On note z I'affixe de M et 2" I'affixe de M,
a) Exprimer 2" en fonction de z.

b) Déterminer la nature de Iisométrie t telle que g = tof, M décrit P
ue

c) K étant le milieu du segment [MM"], démontrer que K appartient a une droite fixe lorsd y
Exercice 42 //W

On donne dans le plan P orienté, un triangle isocéle 00'A avec mes(AD, AO)= %lzn] .
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Chapitre 11 : Isométries du plan

orcles (C) €t (C') passant par A de centres respectifs O et O’ se recoupent en B,

Les

A tout point M de
fontrer quil existe une rotation r, que l'on caractérisera, transformant O en Q' et M en M.

1) MONT=! 2 inct de B, les droites (BM) et (BM') recoupent respectivement (C') en N' et
M étant d'ﬁ!nest [image de N par la rotation r. € eL{C)enN.

(C), on associe le point M'de (C) tel qu'une mesure de (OM ,0'M") soit —-~ |
2

Montrer queé
Exercice 43 — BAC C — Cameroun — 2009 90 minutes
Partie A :

X

: : i e
On considére 1a fonction f de la variable réelle x définie par : f(x) = =

: et (Cr) sa courbe représentative dans un

repére orthonomeé (O -7, 7) duplan.
1)a) Calculer 12 dérivée f' de f et dresser le tableau de variation de f. |
b) Etudier le signe de la dérivée seconde de f et en déduire la position relative de (Ci) par rapport 4 sa tangente To en

¢ iai - 3 i ¥

¢) Démontrer que forigine O du repére est point d'inflexion pour (C).
2)a) Montrer que f réalise une bijection de IR vers unintervalle | de R que I'on précisera.

b) Soit g la bijection réciproque de f et (Cq) sa courbe représentative. _

14X
Montrer que pour tout x de I, g(x) =In 1_+_x] _

3) Construire dans le méme repére les courbes (Ci) et (Cq). (On prendra 2 cm comme unité sur les axes de
coordonnées).

n—1

4) Pour tout entier naturel non nul n, on définit la suite numérique (Ur) par : U, = fﬂ T-{In|(1 +x)—In(1—x))dx .

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel non nul n,

Un=[2n-1Jm[2n—1]_l_nﬂ.
n n n

b} Calculer Ia limite de la suite (Un) et interpréter graphiquement le résultat.
Partie B :

5) Soit S la symétrie orthogonale d'axe (A) : y = x et T la translation de vecteur OA=3i + j . On pose ¢ = ToS,
a) Donner la nature de I'application @.
b) Construire Iimage par ¢ de (Cy). .
6) On considére les vecteurs & =17+ | et &, = 7 —7,ladroite (A) : x—y—1=0et S’ la symétrie orthogonale d'axe
().
) Verifier que le triplet (O ; &, , &,) forme un repére orthogonal du plan.
b) Montrer que dans la base (8, ,&,), le vecteur OA se décompose de fagon unique sous la forme OA =V; +V;

OU'Vy et V; sontdes vecteurs calinéaires & g, eta &, respectivement, que l'on précisera.

©) On désigne par H et H' es projetés orthogonaux respectifs de A sur (A) et sur (A'). Montrer que V=2

En déduire que T = T405'0 o T+ est une translation dont on précisera le vecteur.
) Montrer que ¢ = TyoS"

Exercice 44 _GOminutes
Ezns Ig Plan complexe rapporté 4 un repére orthonormé (O ; 1, V), on considére les points A, A", B et B d'affixes
na)"‘;’;:;f,;n =1-2i, 2y =-2+4i,28=3-i etze =5i. -
its| Spoints A, A', B et B' dans le plan complexe. Montrer que ABB'A" est un rectangle.
f:n:ra "eflexion telle que s(A) = A' et s(B) = B'. On note (A) son axe.
tne €quation de (A) et la tracer dans le plan complexe.
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Chapitre 11 ¢ Isométries du plan ‘

. [3, 4 I
ot M i : .Montrerque : z'=|=4-—=i|7 ¢ »
¢) On note 2 [affixe du point M' image par s du point M daffixe z. Monlrer g [5,4 5']Z+2|-_1_

2) Soit g 'application du plan dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z associe le point P d'affixe 7' 1oy Que -

6 B.= .
| ——— 5—i.
r[-S-3e+
a)Onnote CetDles images respec
plan complexe.
b) Soit Q le point d'affixe
Montrer que C et D sont
c) Soit My point d'affixe z1,
Donner les éléments caracté
3) On pose f = hr'og.

a) Déterminer I'expression complexe def. - _
b) Reconnaitre f. En déduire une construction du point P, image par g du point M quelconque du plan.

Exercice 45 BAC C — Nouvelle Calédonie — 2005 50 minute
Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O ; u,v).

A)1) Placer les points 1, J, H, A, B, C, D d'affixes respectives :

iives de A et B par g. Déterminer les affixes de C et D et placer geg points ¢
nsh

1 +i et soit h 'homothétie de centre £ et de rapport -2.
les images respectives de A" et B’ par h.

limage par h de M, d'affixe z.

ristiques de h-' et exprimer zen fonction de z1.

z=1, =i, w=1+i, =2, 13=%+i, zc=2i et zp=-1,
2) Soit E le symétrique de B par rapport & H. La perpendiculaire a la droite (AE) passant par C et la paralléle 3 la
droite (OC) passant par D se coupent en F. Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe zp = —1 +%i .

3) Montrer que les triangles OAB et OCF sont isométriques.

B) On considére la transformation f du plan, d'écriture complexe z'= —iZ +2i.
1) Déterminer les images des points O, A et B parf.
2)a) Montrer que f est une isométrie.

b) Déterminer I'ensemble des points invariants par f.

¢) f est-elle une symétrie axiale ? Sinon préciser la nature de f.

3) Soit t la translation de vecteur iJ. Donner I'écriture complexe de t et celle de sa réciproque t!,
4) On pose s = fot 1.
a) Montrer que I'écriture complexe de s est z2'= —iz +14i.

b) Monter que | et J sont invariants par s. En déduire la nature de s.
c) En déduire que f est la composée d'une translation et d'une symétrie axiale 4 préciser. Caractériser alors .
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70E5 POUR ' AUTO-EVALUER — Solaas

ey ERC

sdiatrice du segment [AB].
0) stp endiculaire 4 (0C).

i (AB) € dgiameétre de (r)etB appartient a (I).

un trianglé rectangle en B'.

. uent, 0N 3 (AB) perpendiculaire a (BD), c'est-a-dire

culaire  (BA)-
) “{’E’I;d;l (AB) et (BA) L (AB), alors (OC) est paralléle & (BA').
puisque gA] en son milieu, alors d'aprés le théoréme des milieux,

U 1
gr:ﬁg:}lﬁ qﬁz C est e milieu de [AAT:

Et donc SC(A) =A.
e (BD) € (DC) sont sécantes en D, d'ol s(gp) °S(pc) st la rotation de centre D et d'angle 2(DC , DB) dont une

n

—

mesure est — 3
o (CA)E (AB) sont sécantes en A, d'oll scay @S(ap) estune rotation de centre A et d'angle 2(AB, AC) dont une

n
mesure est —-3— :

« (DC) et (CA) sont sécantes en C, d'oli sipc) = S(ca) ©st la rotation de centre C etd'angle 2(CA ,CD) dontune

nesure est . DONC Sipc) ©Sca) €5t 18 symétrie centrale de centre C.

3l f(A)=S@p) °Sc °Sias) (A) =Sep) °Sc (A)=5(@p)(A)=A"
« Nature et éléments caractéristiques de f:
f=580) °Sc © S(a8) = S(eo) °(S(oc) © Sica)) o S(ae) (d'apres

Danc f=(Sippy © oS oS = of, "
(580 °S(ocy) *(S(ca) °S(a)) (Dl__%z) [A__za_x]

la question 2)).

2 T
%, AN A’ alors f est |a translation de vecteur AA'.

Or -?+? =0, alors f est une translation. Puisqﬁe f(A) =

(d'aprés la question précédente) alors sggp) °S¢ = bz © S(aB) -

b) Puisque sgg) =S¢ ©S(as) =t
est une symétrie glissée.

AA' n'étant pas normal & (AB), alors tzz: © S(ag) » c'est-a-dire Sgp) °Sc

Remarque : On peut déterminer les éléments caractéristiques de tiz o S(aB) ¢

En ‘i AR _AB . OAY . % N
effet, AN'= AB+BA' , donec tzr o Sas) = tag ° tgz © S(ag) - OF tgz = Sa °5(aB) s O A est la perpendiculaire a

(A’B) pass
ﬂﬂ!pﬂf‘c,a.fars tn" ns{AB} — tﬁ DSA OS[HB] OSI:AB} =1E 055 .

1B o . AE
nt vecteur directeur de 4, Sggp) °S¢ €t la sym étrie glissée d’axe 4 el de vecleur AB.

1 .
}:; Voirle schéma a [a fin de cette solution. .
Ong _— e e
mes(MB , MC) = %[21;] Cest-a-dire mes(WB ,MC) =(AB , AC)[2r].

Lensen 5
ble des points M du plan tels que mes(MB , MIC) = %[215] st Farc du cercle (1) de corde [EC] contenantle

POt A, pri
) i s points Bt C.
B=PCetA#B: dou il existe un unique déplacement qui transforme Ae

\Eﬁ_ﬁs Page 209 M

Scanned by CamScanner

nPetBenC.



Chapitre 11 : Isométries du plan

Orona ABwPC , alors ce déplacement n'est pas une Iranslation. Par conséquent, ¢'ag i

ne rof
On conclul donc qu'll existe une unique rotation qui transforme Aen P et B en C. © rotatigy,

» Onsaitque r(A) = P et r(B) = C. D'l langle do r est (AB , PC) = (AB , AC) don N6 mesyrg -, »
Sure g

— 3
b) r(8) = C. Alors solt (2 le centre de r, on a : 2B = (1C et mes(Q28 , OC) = ?’;.[2,;] .

e Puisque mes(QB, 2C) --E[Zn] +alors  appartient 4 farc de corde [BC] de (T) confengyy A
 Privé o,
el C. D'ou le centre () de r est un point de (I). E‘F‘xg!
Plus précisément, L2appartient & Varc du cercle (I) de corde [BC), contenant A s Privé de It o ¢
e (28 =(C, donc Q2 est un point de la médiatrice de [BC], qui est (OE). ’
Mieux encore, ) est le point de rencontre de I'arc de corde [BC] de (I) contenant A et |a droile (OF), qui
D'odi le centre de r est J. Quiest,
. i i .
c) r est la rotation d'angle 3 et de centre J, et r transforme A en P, alors JAP est un friangle €quilatéral gireey
3)a) ross(B) =r(B) = C,
27

b) ® r.:».=.=r[J 1I]orm.,,} et %4—1\':4—;-,{1'0!3 ross est une rotation d'angle ——
{1

® Soit(Y', le centre de rosp. On a ross(B) = C, donc B = 1'C et mes(Q'B , 2°C) = -~ 2n).

Donc ' est le point de rencontre de (OE), médiatrice de [BC) et I'arc de corde [BC] de (r) ne contenant pas A quieg

D'odi ross est la rotation de centre | et d'angle —ET“ :

1) Voir la figure ci-dessous.
2)a) Méthode 1 : utilisation de ra! puis re.

ra’! estla rotation de centre A, d'angle —13'- .

s est |a rotation de centre B, d'angle —i—“ ]

2 . .
Or —% - Tﬁ =—m , d'oll re0 ra~! est une symétrie centrale,

Puisque rso ra'(Ma) = ra(M) = Ms, alors rso rx' est la symétrie centrale de centre
le milieu de [MaMs]. On conclut donc que : pour tout point M du plan, le milieu de
[MaMs] est le centre de la symétrie rgo ra- ', qui est indépendant de M.
D'oll le milieu du segment [MaMs) est un point fixe.

b) Méthode 2 : utilisation des complexes.

"8, @, 2, 24 el za désignent les affixes respectives des paints A, B, M, Ma et M.

n
® 1A(M)=Ms équivauta Iy +a= 313- (z+a),

11,-+I—\?-Jz—a[-%
e e s 1208 21) J

d s
Ce qui signifie z, =e Iz-a(l-el)=

—_——

V3
)
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— a @ ——

e I'B[M:}=MB équivauta Zp—d=¢g T{z_a).

&m
Lt L L
B i W Y :
w7 =@ O 2-a(l—e )—[h-_.__ 3 .3
cgqusngmﬂels > Z+2a 2.1,,_2__
e MaMa] a pour affixe :
(o milieu € [
1 B) (1 VB (1 VB (3 5
p— '_-z"‘a —_——— -4--——..__ ' 3
%{zﬁza}“z 2+|2 [2 2 +[ 5 |2 Z+a E-H—z- :;:.[14,,-‘!5)_

te que l'affixe du milieu de [MaMe] est indépendante de celle de M.

ta €
o [MaMe] est donc un point fixe.

e milleu de

3) o Notons qué AMMa est un triangle équilatéral de sens direct, donc mes(MM,, , MA) E.’E[gn]
312n]

(e riangle BMMs est isocéle en B et mes(BM ,BMg) = --2;—“[21:] , donc mes(MB , MMg) sl(::—gﬁ)[h] |
2 3
ot 0y 005) = 0. ) + (0., B) + 6, )= . (R, )+ 3{ -2 < W, )+ &

Dou mes(MM,, , MMg) = mes(MA ,ﬁﬁ)+g[2n] ;
o M. Ma et Mg sont alignés si et seulement si mes(MM, , MMg)=0[r].

e qui signifie que mes(MA , MB) +% =0[n]. Clest-3-dire mes(MA ,MB)= ..%[,;] _

Ce qui se traduit par M appartient au cercle de diamétre [AB], privé des points A et B.
D'ol, l'ensemble des points M du plan lorsque M, Ma et Mg sont alignés est le cercle de diamétre [AB}, privé des points

AetB.

g(J) = ToR[) = T(K) = J. _ | |

A)f) ¢ f(K) =RoT(K) = R(J) =K. =
2)fet g sont des composées d'une rotation d'angle % et d'une translation. ) i

(Y Tr
D'oi f et g sont des rotations dangle dont une mesure est 7"

; : i . cfifs K et J.
Or daprés la question 1), f(K) = K et g(J) = J, alors f et g sont des rotations d'angle - et de centres respecifs K e

: %
B)f) g est une rotation de centre J et d'angle % ot f-1 est une rotation de centre K et d'angle ==

o2 X o
B 0, alors gof -1 est une translation.

e T

2 gof-1(A) = g(1) = C. D'ot gof-' est la translation de vecteur AC.

3)Onag(M) = M, et (M) = Ms. D'ols gof-1(M1) = g(M) = Mz, clest-a-dire tzz
F

Q nalement, ACM;M; est un parallélogramme.

Je OnaAC= 7 et BD= 2. |
nstate que AC = BD, alors il existe un unique déplacement qu!

Er AC=BD, alors ce déplacement n'est pas une translation, cestdonc un rotation.

EXiste donc une UniqUE rotation r qul transforme AenB etCen D.
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P =

« Comme r(A) = B et (C) = D, alors Iangle de r est (AC,BD).

et angis ~[2x], alors mes(AC ,BD) E%[?I’E].
ZKE | 2
s
: 2
» Déterminons I'expression complexe de r puis son centlre | :
Soit M et M’ d'affixes respectives z et z'.
(r(M) = M et r{A) = B) équivaut a dire que (2’ - zs) = i(z — za).
Cest-a-dire ' =iz-2 + 2I.
Orr(M) = M équivaut d z =iz- 2 + 2i ; c'est-a-dire z = -2. O gy SR
D' ol le centre de r est le point d'affixe — 2. Soit I(-2 , 0).
2) » AC=DB, d'ou il existe un unique déplacement qui fransforme Aen D et C en B,

Or AC = DB , alors ce déplacement n'est pas une translation, c'est donc une rotation r'’,
L'angleder :

L'angle de r’ est (AC ,DB).

Par conséquent, 'angle de r est

L —i ey i
or BB 121 ;i et arg(—i) =—Z{2x], alors une mesure de (AT, DB) est — .
ZE +1 2 2

r' est donc une rotation d'angle —% ;
o Soit M d'affixe z.
r(M) =M et r{A) = D donc z - zo = -i(z — za). On en déduit que z = ZDT—E_Z&- =5i. D'ol J(0, 5) est le centre de .
i

3) r et r transforment [AC] en [BD].
Or E et F sont les milieux respectifs de [AC] et [BD]. Donc r(E) = F et F(E) = F.
1(E) = F équivaut a IEF est un triangle rectangle et isocéle direct de sommet |.

r(E) = F équivaut a JEF est un triangle rectangle et isocéle indirect de sommet J.
Dol IEJF est un carré.

1) M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
Les angles ACB et AMB interceptent le méme arc et AMB = AMI , alors mesAMi = mesACB = % :

Comme MI = MA, alors AMI est un triangle isocéle dont un angle mesure 60°.
Ce qui signifie que le triangle AMI est équilatéral M

2) e AB=ACet mes(AB, ;:Tc‘)gg[zn] . d'oli r(B) = C,

* AM est équilatéral indirect, d'oli r(l) = M.

* | appartient a [MB], d'oti MB = M| + IB (1)
Par hypothése, M= MA  (2) A
De plus, r(B) = C et r{l) =M, doi Bl = MC. (3). 8
Des égalités (1), (2) et (3), on déduit que MB = MA + MC.

1)a)  ABC estun triangle équilatéral direct donc,

iE
r[.u. 'n:}(B}= C . Ce qui signifie que ¢ — a=ed(b-a)
'3

o DEF est un friangle équilatéral direct donc, r

b3

](E]=F.Donc, Fdi= i b (i),
k]
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Chapitre 11 : Isomdtries du plan

jélogramme donc EI?:@ -Ce qui selraduitpard-e=b-g.Doncg=b-d + e.

U"Geslmpampélogmmme donc CD=HF . Ce quise fraduitpard~c=f-h.Donch=f-d + ¢.
X in ul i

—ed(e—d)+e3(b—a)=e 3(b—d+e—a]=e?(g~a),

_z-xﬁlf"‘:'H'({:'-El}l g

c*
S(0-2)
.n_g=683(0—2
i i lors AGH
_e3(g—a) signifie p _,(G)=H,alors AGH estun triangle équilatéral direct.
: _a=e>(g a) sig I =
e Ptﬂure h lﬁ-.gl
sond' T (car composée d'une rotation d'angle = et d'une translation).
m'mesgmemmhoﬂdangle 3 ( po g 3 )

- T i i oy w : .
ponc £ = toroti est une rotation d'angle 3 (car composee d unt:1 rotation d'angle 5 et d'une translation)
i f{B) = toroti(B) = tEUT{D} - tZ{D} =C. Dol f(_B)l =C.
+ festune rotation d'angle % etf(B) =C.
570 e centre de f, 0BC est un triangle équilatéral direct.
HﬂQ=A-DﬂﬂC f=F{n -:]'
o

b e §G) = torot(G) = or(E) = (F) =H. Dol f(G) =H. A
. etfiG)=H.D'ou AGH est un triangle équilatéral direct.

: fﬁ[ﬁ.;]

& ¥ 1: ' L) * ¥ E
1) » f=tor est la composée d'une translation et d'une rotation d'angle 5 D'oti f est une rotation d'angle 5
Al i

. T
* gi=r:0f est une composée de deux rotations d'angles respectifs —2~ et i

T T = . T
Or -—+—-=I. d'oli g est une rotation d'angle i

4 2
3 -
* 82=rz0of est une composée de deux rotations d'angles Tﬁ et % . I -
In T 5 . Ay
Or T""-2~=—4F- , d'oll g2 est une rotation d'angle —-342 v T
23) » f(D) = torp(D) = (D) = f(A) = tom(A) = t(C) = B
%ﬂiredaf:m(}“p‘. e
E[%] =Aetf(A) =B, donc le centre de f estle point commun aux médiatrices des segments [AD] et [AB], qui est
)* 91(D) = rof{p) = n(A) =A. e g2(D) = r20f(D) = r2fA) = A.
) gt Estune rotation d'angle o or — dn_m_ —7t, alors gzog1~! est une symélrie centrale.
&92091-1 4

(A)= g:(D) = A, alors A étant invariant par gz0g+-", A est le centre de g2091™".

I : i i
U, 920G (Ar) = gof) = Ag, alors A7 = sa(Ar), Clest-a-dire A est le milieu de [Ar'Az],

b)e e R
¥ €stune rotation d'angle -E _Etgi(A) = Ar* et g1(D) = A, alors une mesure de [angle (AD ,Ay"A) est -

Of(ﬁ Tih o — . b 5n
A =("D, &, 'A)+(A{"A , AA,’) , alors une mesure de I'angle (AD . AAy’) est -+ ="
* Ongi@i T - e S n__T
(LA = A, AD)+ (AD , AA,") , alors une mesure de I'angle ( (Al AA) est 5 =57= 775" [
xﬁﬁ= Page 213 e —— - {;
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Chapitre 11 : Isoméiries du plan

On conclut alors que (Al) est perpendiculzire & (AA). Finziement, Ar' estsur 2 tangents en 4 5 () care

4)a) e Notons que () est lensembie des points M du pian tels que mes{ﬁﬁ.!-_ﬁ}s%{n] cult=, ’,,\
)
3 N _
e Orgi(D)=Aet g estla rotaion d'angie T de centre J, une mesure de l'angle (ID,73) ey =
: 4
D'l J appartient a (I). .
i
e gz(D) = A et gz est la rotation de centre K, d'ang'e -T.alomunememrederang'g n{glﬁ} « k
2

Comme —% EE[‘K] , alors K appartient a (T).
e g:(D) = A, d'ol J est sur la médiatrice de [AD].
g(D) = A, doil K est sur la médiatrice de [AD].
Or cette médiatrice de [AD] passe par | et rencontre (I) en deux points distincts, qui sont diamétralement ..
Etcomme J et K apparennent (1) et & a méiatice d D). efquls son ditnc,aorsJ e K s 25

c-dessus. D'old J et K sont donc diamétralement opposés.
b) Les angles ADB et AJB interceptent le méme arc du cerdie () de corde [AB].

Doi s ont la méme mesure. Une mesure de Iangle (JA , J8) est donc %

Or gi(A) = Av', alors une mesure de Fangle (JA , JA;") est %.D'oﬂ (JA,J8)= (1A, IA,).

On peut donc conclure que A’ appartient (JB).
Construction des points Ay’ et A’ :
A’ est le point de rencontre de la droite (BJ) et la tangente a () en A. Et A" est le symétrique de A’ par rapporta A

Soit M(x , y) un point du plan.

* Mappartient 4 E si et seulement s, \[x] + ] = 1. Ce qui signite que 1- [ = ([}]..
Cequiéqmvam-i[[ﬂ={1—\ﬂx_|']z.a\rec \ﬂsn;puisé[ y=(1—\d?|]2 ou y=-{1-ﬂ)z avec [x] <1)

Donc E estla réunion des courbes E1déquation y = (1~ )" et Ezdéquation y = ~(1 )", avec - <xst.
* On remarquera que Es et E; sont symétriques par rapport 4 I'axe des abscisses.

II' suffit alors de construire Es, pour avoir Ez, donc E. Posons alors f(x)=(1- Jl?])z .

Pour tout réel x appartenanta [-1, 1), -x appartient aussi 3 [-1, 1] etf{-x) = f(x).

f est donc paire, et par conséquent, sa courbe est symétrique par rapport  |'axe des ordonnées.
Il suffit donc d'étudier la restriction g de f dans [0, 1].

Etude de la fonction g telle que g(x) = (T_J;f -

im X0 _ o [1—72;]=—m.

I—"D X l—}-D

g n'est donc pas dérivable en 0, et méme, sa courbe admet en son point d'abscisse 0, une demi-tangente verbcze:
: Al -1
gestdémrablesur]o,1,‘|el.pourto|.nréelxdans]0,1,ona: (x)=2 . 1-Jx =J; .
lona: ) =2x o (1-) =
Or pour tout réel x dans )0, 1[, on a g'(x) <0 et g'(1 ) =0. D'ols g est strictement décroissante sur 0, 1)
D'ol le tableau de variation de g qui suit :

- ?i!-‘:' .t-o_.:":.t.- *..'i Ha . ._-1
Tﬂ!) I - 0
R 1

| ;
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rs construire I'ensemble E ;

Onpeul alo

Lri, i

1]k

considérons les points I(1, 0), J(0, 1), I'-1, 0) et J'(0, ).
Soit s une isométrie laissant E globalement invariant,

s transforme le segment [II'] en un segment de méme longueur, avec s

] &n U s el s(r
oonc s ransforme 1] soit e 1], soit en [JJ), car sinon 3 | () LS() appartnant 4 .

Ongueur de limage da [II] par s sera inférieure A celle de

1
ot i de 0 o [ st ransfomé an o i (11 ou de [J], qui est 0. D'ois 5(0) = 0,
Deplus,ona:s(l) =lou s(l)=J ou s(l)=1' ou sl)=J"

Puisque s laisse O invariant, alors s est soit un deplacement laissant un point invariant, soit une réflexion.

o Soit run déplacement laissant E globalement invariant, r est une rotation de centre O ou alors I'application identique
du plan.

Sir{l) =1, alors r est l'application identique du plan (car r est un déplacement laissant plus d'un point invariant)
Sirf)=J,glors r=r,_ ;.
0,—
03]
Sir{l)=1', alors r = so.
Sif()=J', alors r = :
[o-3)

Le lecteur vérifiera que ces quatre déplacements laissent E globalement invariant,
* Soit 5, une réflexion laissant E globalement invariant, §, (0) =0 , d'oli O appartient & A.

8i 5, () =1, alors A = (O],

S1 8, (1)= 4, alors A est la premiére bissectrice.
Si 8,() =1, alors A = (0J).

Si 8,() =, alors A est la seconde bissectrice.

Le lecteur vérifiera que ces quatre réflexions laissent E globalement invariant.
D'oitles isométries laissant E globalement invariant sont :

Ide, 50, | |
lo.2) [o _1] 'Si0.7)" Si0.7)" Stay=x) & Stay=—x
2

0oX
"2

‘DLLOA') st paralléle 3 (PB'), de méme (OB’ est paralléle a (PA).
cmc PB'est un parallélogramme. On en dédit que OA' = PB.
PUS (OA) est paralizie a (PB), d'ol c'aprés la propriété de

Thalgg appliquée ay triangle OAB, on a %%' N [:'0_3,‘57 .

Com _ . .

Ona g 0= OB (daprés Iénoncé), alors, on déduit que BB' = PB'.
n pemnac; Dﬁ.' = PBI Et BB: - PBI.

oo o4

dong j =B’

BXiste un uniqy OenBetAenB.
Les e chi ' Unique déplacement r qui transforme i— rotation.

OA' et BB* sont différents, r n'est donc pas une trans
\j—— Page 215 /
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b lisgitine T Bamnddn biw ol gt

I oo ahestoes ongsen noisleghins toodalients b bt 0ty 1l A i 18
w O | lsdonne Lo st Ao 18 plist o i nditglee ol !"'Hr'.'JHH';

O (OA" 1Y) (OA B0y (GA OBy o (O B0y p o O/, OR)

10wt Coanygglon odis ¢ ol Ao (OA )
o Faprtimmms A vonmm bt gontion s Aol O, il Ot bt paniie g 15 wf f3
I el fuiga tiboln posilifa (ol i o g A pAA" ol G o glR'

f [
Dy ALY = |!ﬁﬂ' il ()04 = t|l|‘f|', t'anl fr it i _;::"f',"' i 1R “"I:i
Al) o Of
O Glilionl aliore A < M'MI ol Off - ““Iﬂﬁ',

Conaguil ot tinol d'éeiin - AAAD A AN <0 6l OWGR- O OR' 1)
Al A sl bty onlin e (0, AR} ol (A, CR) ol O it ifos (1, AR)ul (1Y, O) (ot O = Cilg i fof o f
Far s, 1(A) = b ((1(00)  AN), (A'), OA)) = s ({15, AN, (18, OR)) = O 1 bttt on n fh) = 1) g

@ (O) = [alo(A) = O 10t e conbees O tho t osd les golif canmmnn anz mbedinlricns iis et () ot 4
D wli b conlie b 1 el o gonbio i conedo oonsel s INangla CALS, !

) O i(A) = 10, d'olr (GA', GRY) = 1 (OA, O,

Cotme (OA', OF') = (OA  OF) , alors (GA', GIV) = f ¢ (OA", O,
Law polile O, A" af 0 0'Glant o allgnés, les points O, A', 11 61 €) son) Latlines,

1) a) T{A) = Hutilta Y(A) = Tu(A) = (5,
Oy vemaiege e HufA) = G, e'oli o angle BAC o8l raclangle sl lsockle on (3, da sens diraed, f

, " . I
b) 1t osl e tolalion o'angle ) ol [tn ! osl Une 1olalion o angly 5"

non
Il "% =0, alors T ol une branslallon,

O 1(AY = G, alors 1 ol i franslation de vectaur AC
0) On o T(M) = Haolta Y(Mi) = Tu(M) = My,
Dol MM ,,' T fuiat consétpuont, Mt ast un patallblogeamimea,

2)a) M dlsenll les vethen che sl [AIS) 6f My = [(14), d'olr |5 a8l b corcle
o thamblen [HulA)(l3)], done |y osl lo Garcls da diamblia (1G]
b))l ralieats el JAN) eal eans essl s triliets ohe 1965, mlors o'apurdss T thaorbme das

miliots dans Lo ilangla ABG, on i dono | AC < Zuray |

o) IM, 11‘.-11M;,rl‘nn M, - 1N:- ity . | onl alor Fmaga da My par |
/ / takylal

Of Tordun M dbont 1, My 060081y, 11 comime |y o8t (e corcle de oanlis w ef dis rayon Buy, slos | dacil o cafcha magh
(o 1yt T tesneliatlon e vectotr b, qul ot lo cerclo de canfre o of tyon WA,

Na) 2" =2 Wl =y e Ur ly)=Ilz, Doti 2"z,
) L flesrdeany & dFmeer (O d1) Sranaformo M4, y) on M (e, ') (ols oo 1 = g ol y =<y,

Maontrons (s fos sl tine rotaflon,
Goll M ' atlien 7, v ook oo grlan, By = w(0) d'olfiee 2y of M= (1) d'alfign 7,

na dye b W2 ot 2'<ley, Dol ' = 1

i
vty o ot (o o futessdoon commplegn 2' = 1, done fos a8l bn tolalion 1 da cantre 0 ot d'angle R

I —————————————————— 1[0 7 |{}
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Chapitre 11 ; Isométriey dy plan

s =1, 810F f= ros, ol s est la réflexion d'axe (O ;) etr est a rotation ge centre O et ¢
aue el g
puisd |
pisque grole
2 2de (0 .7i) par la rotation de centre O et d'angle kL3
fimag '
D est

an Ielt-_
0 2

(0;1i) passe par O, déterminons la droite (D) telle que r = S0S

{ la premiére bissectrice, c'est-a-dire, la droite d'équation y = x,
pont (D) €s 005, alors f = 5)0S0S = S(D)-

g [ S T .o il -
pmsﬂ“f'i +1+i(x+1)=f(x-ly}+1+|=|z+1+| Dol 2" =iz 4 14j,
" ; - tof, alors t = gof. . i

: M:j?afﬁxe 2 un point du plan, M1 = f(M) d'affixe z1 et M' = g(My) d'affixe 2.
So i z'=izy+1+41i.0oncz =z + 1 +i. D'oli I'écriture complexe de t est 7' = Z+1+j,
On uséqueﬂl {est la translation de vecteur d'affixe 1+,
par ' 242" YAy x4

_ - _X+Y+H1 x4y41,

cl,_epmntl-(apuurafﬁxe 5 > =+ 5=,

o emarque gue Y = X« D'otl le point K appartient a la droite d'équation y =X, pour tout point M du plan.

." M appal’ﬂenl a (C) donc Ofb:' =. OA, :

\ appartient @ (C') donc O'M' = O'A.
or OA = 0'A (car le triangle AOC' est isocéle de sommet A, donc O'M' = OM.
| existe donc un unique déplacement qui fransforme O en O' et M en M.

Mais comme le vecteur 00" est différent du vecteur MM ( car sinon on aurait OM = O'M". Ce qui estimpossible car

(OW,0M) = _%[m:] ), alors ce déplacement est une rotation .
—

D'oli il existe une unique rotation r qui transforme O en O’ et M en M.

Sonangle est (OM , 0'M’) dont une mesure est —% . et WO
Son centre est B car BOO' est un triangle rectangle isocéle en B et indirect. -

) Nestle point dintersection de (BN) avec (C) autre que B.

f[N)Iest un point d'intersection des images de (BN) et (C) par la rotation r.
Orfimage de (C) est (C') et I'mage de (BN) est (BN),

ars iN) est B ou N' (puisque (C') et (BN') se rencontrent en B et en N’ uniquement).
Etoomme r(B) = B et B # N, alors r(N) = N'.

PartieA:

1) o fest gefin ; e*(e* +1)—e(e*—1) 2"

finie et dériva a: f'(x)= = >0.

ble sur R , et pour tout réel x, on (%) = +1]2 & +1]2
: * Donc f est strictement croissante sur R .
"Bas: i gX x—1
' " =0,donc lim f(x)= lim —=-1.
re=ca X——00 ( ] x—0X 41
Et i
A ¢ =-+o00,donc lim f(x)= lim Xt

i, K
DUU !’e [abl 9 A—++00 Xx—+o0 X +1

Bau de Variation de f -

L s AL W

iy

;. 4
o it
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b) e ' estdérivable sur R et pour fout réel x,ona: " : :
26"(e" +1)2 — 20" (0" +1)x 28" 20" -2" 20 (1-53)‘
b (e*+1)" T+ R

< 0, donc le signe de f “(x) est celuide 1 —ex.

tout réel x, on a
i (e +1°

-e*=0sl lement six=0.
_e>0 o er<i < x<0. Avecl1-¢' 0 sietseu ) -
g:z;menl. Pour tout x <0, on a: f"(x) > 0, pour tout x> 0,onaf"(x)<0etf"(0)=0.

e Notons que f(0) =0 et f'(0)= % . Donc une équation de Toest y = %x .
D'aprés ce qui précéde, f* est croissante sur J-e, 0] et décroissante sur [0, +ee[.
Donc f ' est majorée par {'(0) =-;— sur R.
Ainsi, pour tout x > 0, d'aprés linégalité des accroissements finis appliquée & fsur [0, x], on a:
f(x)—f(0) < %(x —0). Clest-a-dire f(x) < %x . Donc (Ci) est au dessus de Todans [0, Yo
pour tout x < 0, d'aprés l'inégalité des accroissements finis appliquée a fsur[x, 0], ona:
f(0) — f(x) 5%{0- x) . C'est-a-dire f(x) > %x . Donc (C) est au dessous de To dans =, 0]

¢) D'aprés la question précédente f * s'annule en 0 en changeant de signe et f{0) = 0, donc T'origine O du repére e
point dinfiexion a la courbe de f.

2)a) Montrons que f réalise une bijection de IR vers un intervalle |de R que nous préciserons ;

Puisque f est continue et strictement croissante sur R , alors f réalise une bijection de R vers I=f(R)=]-1,1.

b) Montrens que g(x) =In[1i:-] :
Soitxdans -1, 1[etydans R.

e’ —1 14+x 14X
= fly) = ST ox & =" =In[—=].
gx) =y & fiy)=x < o 1 e 1% &y =
. : 14-x
Finalement, pour tout x dans J-1, 1[, ona g(x) =In T

3) Construction des (Ci) et (Cy) :

Notons que les droites d'équations y =-1 ety = 1 sont asymplotes  la courbe de f et que les courbes (C1) et (Cg} st
symétriques par rapport & la premiére bissectrice. (Voir les courbes (Ci) et (Cg) sur le graphique ci-dessous).
4)a) Expression de Un:

n-1 n-1

Soit n entier naturel non nul, U, = J; TIn[1 + x)dx— aTin(F X)dx

Posons u'(x) =1 et v(x) = In(1 + x), pour u(x)= 1 + x et v'{x]——————1 : :
+X
-1 n—1 n-1

o j;";_m“ +X)de = {1+ x)In(1 4 )" _fﬂ%mx = [Zrln-1l|n{2"— 1] _n=1

n n

Posons maintenant, u(x) = 1 etv(x) = In{1 - x), pour uxj=x~ 1 et v(x) = ———.
1—x
n=1

s n=1 n=1
Ona: J; n In{1—x}dx=[{x—1)|n(1—x)];7 _‘I;Tm,[:[_l]m[l]_tl:ﬂ‘_lﬂ_
n) (n

Dk u,,=[2"“1]|n[2"“" a1 b n=1_(20=1) (1) in
n n non . n i

s P20 218 — Eﬁ#
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Chapitre 11 : Isométries dy plan

n—1 rn[.?n—f_ln_n.
arerk @2 =("n L )0
|dela fimite de (Un) et interprétation graphique do cetta limite :
Caled 1 _[2n=1), [2n—1
[_2_['_:_] —~2. lim [——(in =2In2,
n n—+eol N L

b)

fim

Inn :
o ——=0,alors Iim U,=2In2,
Ainsl, comme n-I-I-Tm n htoo
n-1 ;
im —=1etque la courbe de g est au-dessus de I'axe des abscisses dans lintervalle [0, 1], alors

# PUTﬁque gmtoo N
im Up= oln2 estl'aire en unité d'aire, de la partie du plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe de g, les

+00
;-n;ites d'équations X = Oetx=1.

Partie B ;
5)a) Nature de @ -
Nolons que OA n'est pas un vecteur normal a (A), donc @ est une symétrie glissée.
b) construction de q(Cr) :

Ona o(C) = ToS(C1) = T(Cy). Donc @(Ci) est le translaté de (Cy) par la translation de vecteur OA.

O A ' 111 -I_CI'_ ——
Y Ay
( 7 IJ ! | l!
WE AR
,_!__[I ] : ! 4

b)a) vérification que (O ;&, ,&,) forme un repére orthogonal du plan :
Puisque &, et &, sont non nuls et 8,.8, = 1x1+1x(—1)=0,alors (O & , 8,) est un repére orthogonal.

b) Montrons que dans la base (€, ,€;), le vecteur OA se décompose de fagon unique sous la forme

o '_"'T"*"Tz ot Vi et V; sont des vecteurs colinéaires a g, et &, respectivement, que nous préciserons :

F:lIiSque (€ ,&,) estune base alors le vecteur OA se décompose de fagon unique comme combinaison linéaire de
& et 62 .
Or 0A =23, + ,.donc OA se décompose de fagon unique sous la forme A=Y,

I Montrons que V, =2HH' et déduisons en que T =Ti0S'0S:
HeA ; y=Xx final ntp;:y=2.DClﬂGHl:2.2].

‘eet-a-d et finaleme
AL A = [(x—3)+{v-1l=° : 4 |
X=y=1=0 et finalement x'=§ et ¥'=5- |

De méme, p HeA'
 Four H' x'* , . 'ast-a-di i
(x',y),ona: l{ " ,, Cest-a-dire ltx._3)+(}, —1)=0

\ﬁﬁi——i Page 219 _‘,——
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Chagaine 11 s Dawmdtries du plan

| 1 -
O renargue que MHY & pour cocvdonndes [ n ,‘] Done Va o onn!

¢ MAM=N +V dwe T 1\\._\:. T“ uT\.} T\,\-ul_.mw

O S8 e T car A el A" sont parailos, akvs T Ti0S'05, 00 Ty ostla

d) Montrons que @ = Twod':
NS avns @ 7 Ta8 = 1080808 = 1108

anslation gp VO Iy

'I‘fr

1) Montons que ABB'A” est un rectangle :
== Q-0-(1=N) =2+ ot D Eb (20 di) =2

PSR 23 - 2% 2n - 2, aloes AB = A8 Done ABBA' ost un parall
O s, AB'= [age = 2a| = |8 (1= 2 = |- 147 = /50 ot

BA"s Jras = 2| = |3 i) = (=2 4 4 =[5 - 5] = V5D .

Pusque AB' = BA', alors ABB'A est un paralidlogramma dont les diagonales ont 1y méme longueyr,
Fralement, ABS'A est un rectangle.

b} Equation de (A) :
SA) = A done (A) est la médiatrice du sogment [AA).

ogramm.

AA{-3,8) st un vecteur nomal & () qui passe par i[—% .1]. millou do [AAY].

Donc uno dquation do (4) est -3[1-}--%]4-6(9—1)=0.suit?x-—4y+5=D.

¢) Montrons que z'=[§+-§l]i+2i-1 -

Solt M(x, y) d'affixe z of M'(x', y) daffixe ' ;
M) e
- ‘rmw. JEA

X+x' Y4y
o 2[ -4[ ]+5=o (2x— 3k) — 2(2y + BK) +- 5= 0
1
(MM L A c'esl-d-dire 2 2 donn[

"= X '=y-6k
X'=xX= =3k ol y'~y =6k LEN= Ry

3 4
L o
Doc{ ""15 15" "3 . onendéduitalors que . 35
X'=x-3K el y'=y + Bk Yi=gx-gy+2
3 4 4 3 3 4) (3 4 3 4
Ainsi 2'= | =x-+ 2y <1+ 2x =Sy 2= [ A= 2+ Ay 211 [3 —IJ:-—I +21,
[5‘ 57 Hs 5”2] [5*5] 5+5}” [s*’s‘ L

El finalement on a z'-—[%-r%l]i-l-zl-—h
2)a) Affixes de C ot D

LR P (R -
z.;_l : 5i]z,.+5 |_[ 5-3](14-2114-5—1..?-5|

6 8)— 6 8
t =|——==] =] ———— 5 =]=3-
el z [ T s]zu+5 ! [ g 5I][3-+i}!~5 I=3=1,

b) Montrons que C ot D sont los Images respactives do A’ ot B' parh:

h est 'homothétie de centro €2 ot de rapport -2, donc son oxpression comploxe est: z' = (1 +1) =-2(z=(1* )
Clest-d-dire 2' = -2z + 3(1 + i),

L'image par h de A' a pour affixe : 22431 427 -5l =z,
L'image par h de B' a pour alfixo * -2(60) + (1 + ) =3 =71 = gp,
Donc C et D sont les images respoclives do A' el B' par h,
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caractéristiqu
sments ' 1
: tre ©2 d'affixe 1 + i el de rapport =g

ion complexe de f:

{Jl'laﬁMFM‘l [ 6 8

es de h'' et expression de z en fonction de z;:

= . 1 1
—|—=—=i|lZ+5—iet 2'=—= =
5 5'] + 211'{"2(34-30.

point d'affixe z, P d'affixe 21 son image par g et M’ d'affixe z' image de P par h-'.

1 E B+ — A 1 . 3 4_ i )
lsensutqué Z =——-[[-—E—§I]Z+ 5—|]+§{3+ 3|]_[§+g|]z+2|_1.

2

(3, 4)=
D'od ['expression complexe de fest Z2'= [E + EI]Z +2-1,

b) Nature de f et construction du point P, image par g d’un point M :

D'zprés les questions 1)c) et 3)a) f est la réflexion d'axe (A).
onaf=hog, donc g = hof et P = g(M) = h(f(M)).

Danc, pour construire P, image par g d'un point M, on construit d'abord le symétrique orthogonal M de M par rapport a

(4). P estalors [image de Ms par I'nomothétie de centre Q et de rapport -2.

T
|
|
|

|
|
|
]

B ]
|
| | | | |I
E" | |
| |
] |
NN
i R
L
| | | | A
EEEEEEN. SN EE NSRS
EANNEERE EREEE AR EEEE
iR RS sk LT ]
M) Plagons les points |, J, H, A, B, C, D : e
%) » Eestle symétrique de B par rapport & H, donc l—
Zg+z
ZH:“E‘—Z—-B—.DOHG ZE=22H_zB=2+2i_g-—i=%+i. -
_ .} Lapemendiculaire (DF) & (OA) passant par D a pour équation |
X=-1. Alors xp = -1 g

Soitb lordonnée de F. Les droites (FC) et (AE) étant perpendiculaires, |

ona EPEE-'—-U,

C' * N
est-3-dire (=1—= n][%_z] +(b—-2)(1-0)=0.

Dne Eil s 3
"t que =-+b—2=0. Done b=

%Eﬁﬁ- Page 221
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%
En définitive, zp =—1+ EI .

3. 8,3V 1R
3) OA=[za|=2 DB=IIB|=I§+I‘ 4+1" 2 J“'* ;H:ﬁ
1 Jf_, 3 2
|1 —=il= _—— CF=|zp —20|= —-1=Ij= 9
0C =|zc| =2 OF =z¢|= 1+2|1 =" l2F — 2] 2»‘ HI""“‘{H;-]-

On constate que OA = OC, 0B = CF et AB = OF, donc les triangles OAB et OCF sont isométriques,

B)1) Notons O', A" et B' les images respectives deﬁ)_ AetB.Ona:
™ zo.z—ig-l-ﬁ:ﬁ:Zc * Za~=—{.ZA+2i=—i(2)+2i=U=Zg

— o
* Z =-.iza+ﬁ=—i[%—|]+2|=—1+§|=z,:.

Dot f{0)=C, f(A)=0et f(B)=F. _

2)a) Soit M et N deux points, M' et N leurs images respectives par f.

MIN'= e — 2] = |2y + 2+ 23 ~ 2| =iz - Iu)] =|~i[zx — 2] =[zn — 2| =MN.

Puisque pour tous points M et N, et leurs images respectives M' et N', M'N' = MN, alors f est une isométrie,
b) Soit M(x , y) un point du plan. _

f(M) = M si et seulement si, zy = —izy +2i. C'est-a-dire x + iy =-i(x —iy) + 2i.

x+y=0
Ce qui équivaut  : x +y +i(x + y - 2) = 0. Ce qui se traduit par le systéme [ +y . Ce qui est impossible car

X+y=-2

sinon, on aurait 2 = 0. On en déduit que f ne laisse aucun point invariant.

¢) Puisque f ne laisse aucun point invariant, alors f ne peut &tre une réflexion.

f est soit une translation de vecteur non nul, soit une symétrie glissée. Or d'aprés son expression complexe, f ne peut
étre une translation. Alors f est une symétrie glissée.

3) Le vecteur IJ a pour affixe zy—z1=-1 +i.

® Donc l'écriture complexe de testz'=z—1 +1.

e L'ecriture complexe de testz' =z + 1 -1,

4)a) Soit M un point du plan daffixe z, M d'affixe z1 image de M par t -! et M’ I'mage de M par f.
Onazi=z+1-i et 2'=—iz,+2i.Onaalors

2=z 1=+ A=z +1+i) + A=—iZ—i+ 14+ 2= —z +1+i
L'écriture complexe de s estbel et bien z'= —Z +1+i. -
b) ® Notons I' et J' les images respectives de | et J par s.
Ona: zy =—iz +1+i=-i{) +1+i=1=z et 2y ==z, +1+i=—i(-) +1+i=i=z,.
Donc | et J sont invariants par s.

© On remarque que s est une composée deux isométries, donc s est une isométrie.

Ejﬂl}lusi § laisse au moins deux distincts invariants. Alors 'ensemble des points invariants par s est soit a droits (W)
e plan.

Or d'aprés son expression complexe, s ne ‘application identi : ints invar ?
. S ne peut étre ['application identique. Alors I'ensemble des points invariants P2
ne peut étre le plan. C'est donc la droite (). : ’

Puisque s est une isométrie donc 'ensemble des points invari i - ).
. inv d'axe
¢) Puisque s = ot alors f = sof, ariants est la droite (1J), alors s est la réflexion

Donc { est la composée de la réflexion d'axe (IJ) et de la translation de vecteur .
Donc f est la symétrie glissée d'axe (M) et de vecteur |J.

S Page 222 ’ |

Scanned by CamScanner



/7 |SIMILITUDES pigg
iﬂJU(,?; l__PLANES CTES il
opel, U COURS o

A1 - Définition

Dau'“f”h

militude du plan est une application de P vers P, qui multipfie les di el stri i
E::éd P i p distances par un rée| strictement positif k_

Endautres termes : une application s de P vers P est une similituge de ,
an P, dimages respectives M' et N' par s, on a : MN' = k. MN, apport k lorsque, pour tous points M et N dy

Az ~ Exemples de similitudes

Lesisométries sont des similitudes de rapport 1.
Lhomothétie de rapport k est une similitude de rapport | k| .

A; - Propriétés sur les similitudes

Pi)  Toute similitude de rapport k est une bijection et sa réciproque est aussi une similitude de rapport %

|
i
» La composée de deux similitudes est une similitude de rapport le produit des rapports de ces deux similitudes. |
Pi)La simiitude conserve les écarts angulaires, le barycentre, I'alignement des points, le parallélisme, l'orthogonalité, +
s formes des figures, e contact, les milieux des segments, . . . it
La similtude s de rapport k multiplie les distances par k et les aires par k2. |
Elle tf‘=1rl_sl‘un11e une droite en une droite, le cercle de centre A et de rayon R en le cercle de centre s(A) et de rayon
Retun fiangle en un triangle qui lui est semblable. _
rtame;; similitudes conservent les angles orientés, ce sont les similitudes directes ; d'autres inversent le sens
“S angles orientés, ce sont les similitudes indirectes.

Dan ; i
e Sile, on se limiterg a Uétude des similitudes directes.

B. Similitudes directes planey

B - Définition et éléments caractéristiques
a)nli'éﬁnmun ;
® Similiyg g - _
En d.'aut,::de directe plane est une similitude qui conserve les angles orientés. 1D (avec A#BetC#D)
€S, une similitude s est dite directe lorsque pour tous points A, B, C et D
Peclives A" B!, ' et D pars,ona: (A'B',C'D)= (AB,CD).

- Ueplacements et Fhomothétie sont des similitudes directes. i :
{

E:e""PlEs :
b) L'
Soi sﬂﬁ::s?e-la Similitude directe -

"ilude directe plane. A et B étant deux points distincts dimages €S

k\“—-ﬁ— Page 223 /
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vitre 12 ¢ Similitudes direcfes planes

ne dépend pas du choix de A et B.

e
Langle (AB.A'B) est constant. Sa mesure
Clest Fangle de la smilitude directe s.

: =5 | N
S § est une mesure de langle (iﬁ ,A'B),ondira tout simplement que s est une similitude d'anglg g,

c) Le centre d'une similitude directe:
Sots uvesirr:‘tmedireclederappod k etd'angle 6.
sik=1 et 8=0[2x], alors sune translation.

Sinon, alors s laisse un seul point Q invariant. Q est appelé le centre de |a

similitude direcle s.

Propriété et définition : .
g}a’:smesirﬁﬁmedirede plane de rapport K, de centre (2 et d'angle 8.

s transforme un point A différent de 0 en un point A’
K Q et 8 sont les éléments caractéristiques de la similitude directe s.

e) Composée d'une homothétie et d’une rotation :
omothétie de rapport k différent de 0 et 1 de méme centre Q).

o Soit r une rotation d'angle 6 et h une h

Si k> 0, alors roh et hor sont des similitudes directes de centre Q, de rapport k et d'angle 8.

Si k < 0, alors roh et hor sont des similitudes directes de centre Q, de rapport -k et d'angle 1 + 0.
e Soit s une similitude directe de rapport k # 1, de centre Q et d'angle 6.

Notons r la rotation de centre Q, d'angle B, et h 'homothétie de rapport k de centre Q.

Ona: s = roh = hor. Cette écriture est la forme réduite de s.

B, - Expression complexe d'une similitude directe

: . QA ——
si et seulement si, Eﬂ\-_k et mes(QA, QA") = oj2q).

Une application s de P vers P est une similitude directe si et seulement si, son expression complexe est sous la fome

Z=az+b, ol aetbsontdss nombres complexes et a est différent de zéro.

e Sia=1,alors s estla translation de vecteur d'affixe b.
e Sia# 1, alors s estune similitude directe de rapport |a]. d'angle arg(a) et de centre unique point invariant pars.

B; - Composition de similitudes directes

?‘1 < une similftude directe de centre 0, de rapport k et d'angle 8, et s'la similitude directe de centre (7, de rappot e
angle €',

e La réciproque de s est la similitude directe de centre 0, d'angle -9 et de rapport "

t dlangm B+ H..

e Sikk'=1etB +8' =0[2n), alors sos’ est une translation.

Sikk'# 1 ou8+@ nest pas un multiple de 2m, alors sos' est une similitude directe de rapport kk' @

e 1072 224
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Chapifre 12 ; Similitudes diye, s plin
(4]

EXERGICES’ POUR COMPRENDRE e f;‘.OURS

j caracteristi ! ey
A_EW l‘quﬂé'dzummumdirm

1 - Construire I'image d’une figure par une similitude directe plane

Bﬂwﬂa&} de sens direct.

,ﬂ.B'CD gstll
- i la similitude directe d - L
Construire SON image par la e centre A, d'angle 1 et rapport /2 .

'+ g, C' et D' les images respectives de A, B, C - ;
Notons A, B, Ce 9 p et D par la similitude directe s de centre A, d'angle X de

rpport <2 J2 .Comme Aestle centre de s, alors A' = A,
De fagon générale, soit M un point du plan autre que A, et M' son image pars,ona:

AM'=AMYZ et mes(AM , AM' ]_=.I[21r].

Cest-a-dire, M appartient au cercle de centre A et de rayon AMV2 et mes ﬁ) 51[2“]
4" ''C=B

De plus, AB'C'D’ est un carré de méme sens que ABCD.
Il suffit donc d'avoir image de B ou C ou D pour construire AB'C'D".

Remarquons que si M’ est image de M par la similitude directe de centre A et d’angle 2 ehide rapport J2 _alors Ie
4 ’

_triangle AMM” est rectangle et isocéle direct de sommet M.
Exercice 2
ABC estun triangle rectangle en C et isocéle avec mes(AC , AB) = —%121:] .

Construire Iimage de B par la similitude directe de centre A, qui transforme C en B.

Soits la similitude directe de centre A qui transforme C en B : I

AB
Sonrapportest 2= 1[ ] /2 et son angle est mas(AC AB) = _%[21:].

S -—'—"‘—'——-
B limage de B pars, ona : AB'= ABVZ et mes(AB, AB)——E[Zw].

Done
B estle point dy cercle de centre A et de rayon AB/2 tel que mes(AB AB') = --"[2“]

Remay,
Uo
quons que le triangle ARB” est rectangle isocéle indirect de sommet B.

2-Dé
terminer les &léments caractéristiques d’une similitude connafssant son centre, un

point et son image
| EXELEE_QJ\
AB

t::"ES.’[ untn —_—
fangle rectangle en A vérifiant mes(AB, AC) = _|211] [AH] est une hauteur de 0o friangle.

snde
Eléte err:oln& similitude dire

|
1
|

B cte de centre H qui fransforme A enB. .
@pPort, son angle et | image du paint C. !
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— Chapitre 12 : Similitudes directes planes

e Soits la simiitude de centre H qui fransforme Aen B

Son rapport est : HB _AB_ _1_ oisonangle est (HA,HB) dontunemesure est 2

HA AC tanB
« Puisque T2 = 28 ot mes(C , AA) =~ |2x] alors Limage de C par sest A 2
HC AC 2
Exercice 4

ABCD est un carré vérifiant mes(BC ,BA) E%{Z'ﬂ] et D est le milieu de [AE] et [IC).

1) On considére la similitude directe s: de centre | qui transforme Aen D.
Déterminer son angle, son rapport et limage du point C.

2) On considére la similitude directe sz de centre I qui transforme D en A.
Déterminer son angle, son rapport et limage du point E.

3) Construire limage B1 de B par s1 et limage B2 de B par sz,

V2

—— ID 1:
1) ® L'angle de s1 est: (IA,ID) dontune mesure est -} et son rapport est T = cosI=-2— ,

e L'image de C par s1 estE. Bz
2) s2 est la réciprogue de s1, donc :

e L'angle de sz est -% et son rapport est V2.

e L'image de E parszest C.
3) @ s1(B) = Bs. Donc IBBs est un triangle rectangle isocéle direct de sommet Bi.
e 53(B) = B2. Donc IBB2 est un triangle rectangle isocéle indirect en B.

3 — Déterminer le centre d’une similitude directe connaissant son angle, son rapport, un
point et son image

Exercice 5 i
ABCD est un carré de sens direct de centre O. On considére la similitude directe f de centre D qui transforme OenCel
g la similitude directe qui transforme Aen B et Ben D.
1) Déterminer les angles et rapports de fet g.
2) En utilisant les nombres complexes (on utilisera un repére judicieux), Déterminer :

a) limage du paint A par f. b) Les images de C par fet g

c) Le centre de g.

——

1) » L'angle de f est (DO ,DC) dont une mesure est i‘- et son rapport S L

—

T

cos—

o 4

e Langlede gest (AB,BD) dont une mesure est S~ et L.

A son rapport T — =J5.
COS—
4 )
2) Considérons le repére orthonormé direct (A;7,7), 0l 7 = -1_‘§ - 1@ of T 1 A0 aétantle cotedy care:
AB Ta
Ona:za=0; 28=a; zc=a(1+i) etzp=ai. : ’

a) Soit A’ l'image de A par f,ona:

T
u
2y —2p =/2€ (2 ~2p) donc zy =—(1-+i) +2p = —izp =a=2z,. Donc f(A) =B

e ———————————————————————— P A& 226
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Y Chapitre 12 : Simgl

itdey direcres planes
ﬁ‘—‘-'-"_"'_ rf.
o C limage de C P
b ® soC 4 z

. —J3e " (zc —29) donc Zor = (14i)(a 4+ ai—ai) -

=a+2ai.
ond & o que fiC) = C symétrique de B par rapport a C .
oG fimage de C par g:
L 3% B =
azc.--le:'— ZET{ZC-—ZA) donc Zoe =(‘1+i)(a+ai)+a=_a_
- remarque que g(C) = C" symétrique de B par rapport 4 A,
. d'affixe W, le centre de g. :
cnagiA) =Betg(0) =0, C2 QUi SQUNAULE 24 —20 =2e * (2, —zq). Cestadien—u= 1+ )
.;_E__—_Ea+la’|,
BORCU=21 5§ 6

N . I iy
Ansile centre de g est le point d'affixe gatgal danslerepere (A7, ]) deéfini plus haut

T ﬂuﬂmm;mmr;-:ﬂ;mw—ﬂm'ﬁm*m TR T T e
R Point méthode : . ]
| Soit A et B deux points distincts du plan :

I L — { !
| @ Siune similitude s de centre A transforme B en B’, alors : son rapport est % et son angle est (AB , AB). ||
| 1 —
o Siune similitude s transforme A en A’ et B en B’, alors son rapport de s est AAﬁ et son angle (AB , A'B). |
|
o N T e T e - - ‘m_;!_]
Exercice 6 >
Dans un plan orienté, on considére un triangle équilatéral ABC tel que mes(AB , AC) = %[211] ;

On désigne par | le milieu de [AC] et par K le milieu de [AB].

Soit s la similitude directe telle que s(A) = B et (1) = D, symétrique de B par rapporta |,
a) Déterminer le rapport et I'angle de s.

b) Soit T) le cercle de diamétre [AB] et (") le cercle de diamétre [ID].

Montrer que (I) passe par | et que (T) et (™) sont sécants en un deuxiéme point Q.
déduire que Q estle centre de s.

ookitlon8 UGS ot e e S B S D R SR ST

3)s(A)=Bets(l) = D.

——— )
Done le rapport de s est %DT - 2.@1 - ztan% —24/3 et son angle est (Al,BD) dont une mesure est 2
A
hl: * AIB estun triangle rectangle en |. D'ols | appartient au cercle de diamétre [AB). 8

Cest-adire | appart;
ppartient a ().
mir:tsLes cercles (T) et () ont le point | en commun. Alors ils sont tangents en | ou sécants en deux

S“Pﬂo‘snns

(T) et (") tangents en I, alors les centres O et O de (1) et (") respectivement, sont
Agnés avee |, or ol ; AB) - {A, B} etles droites (BD) ¢ A
€ (AB) sort sémo appartient 4 (BD) - {B, D}, O appartient & (AB) - {A, B}

ntes en P, alors O n'appartient pas & (BD), Clest-a-dire O n'appartient pas &

et I ne sont pas alignés. G e

(N et (") ne sont pas tangents, mais sécants en deux points distincts.

cercles (T) et (I") sont sécants en un point  autre que le point - B
s

7
.ﬁ@)s%‘[zn] et mes(Q1, Z'}"ﬁ}s-;—t[h] alors (' appartient aux cer

x . i s = l_
est-4-dire ' appartient a (T) et 0’ apparient 4 (), D'ou @' = 10U 2
\ﬁ page 227 /
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes '

Or Fangle (11, 1D) nexlsle pas, alors (' = (). Q est du_ncle centre des.

e —— =

A e e -

ir = Point methode : T e,
b Soit A et B deux points distincts du plan :

[ | 1) Soit s la similitude directe de centre 2. transformant A en A” et B en B’ (A distinct de B).

' Si(AB) et (A’B’) sont sécantes en un point I, alors :

[ o Sil n’appﬂfﬁfﬂfﬁﬂ &{A B AJ’ ’}_ alors Q est 'tin des pﬂl’ﬂa’&' de rencontre des cercles ﬂ-rfaﬂst'ﬂv.l‘s |
| triangles [AA’ et IBB’. g
r ® Silappartienta{A, B, A’, B'}, alors on considére le point K milieu de [AB],
‘ Son image K’ par s est le milieu de {A’B’].
|

12 est I'un des points de rencontre des cercles circonscrits aux triangles AKK” et ABB’,

| 2) Pour déterminer le centre d’une similitude connaissant son angle, son rapport, un point et son ima ge,

|
€, on
, utiliser les complexes, en mrrodmsam un repére orthonormé direct (voir exercice 5 question 2)c)), e
o= e e e T e ---———-~—:__?—--:—|
Exercice 7 > >

—

1) Le couple de points (A , B) a pour image le couple (A", B') par une similitude directe de centre O.

Démontrer que mes(AB , A'B") =mes(OA ,OA")+k2 , oll k est un entier relatif

2) ABCD est un rectangle tel que AD = 2AB et mes(ﬁ ; E} = %[27:] .

M est le milieu de [BC], (A, B) a pour image (M , D) par une similitude directe de centre O.
Préciser le rapport et I'angle de cette similitude.
Construire son centre comme intersection de deux cercles.

Solution 7
1) Puisque s(A) = A', s(B) = B' et 5(0) = O, alors soit 8 une mesure de I'angle de s, on aura :

mes(OA , OA) =0 +k2r et mes(AB, A'B)=0+k2x, ol k estun entier relati.

D'oli mes(AB, A'B") =mes(OA ,0A")+k2x , k étant un entier relatif
2) » s(A)=M,s(B)=Detestla simﬂﬂude directe de centre O.

Le rapport de s est : % - NE =——=4/2, ol N est le milieu de [AD].

AB ODS—

4

— —

=== = == e ks

L'angle de s est: (AB, MD)=(NM,MD) =+ +(MN,MD) dont une mesure est T
3n
Diotis estla similiude directe de rapport +2 et dangle —=.

e Soit I, le point d'intersection des droites (AB) et (MD), on a : mes(iA ,IM) = —%4. k2w , k stant un entier relatil.

Or mes(OA ,OM) = 3_:- +k2, alors mes(OA , OM) = mes(iA , IM) + k=, k entier relatif

D'ol les points O, A, M et | sont cocycliques, puisqu'ils ne sont pas alignés.
Donc O est sur le cercle (C+) circonscrit au triangle AML.

oy e 3
De plus,ona: mes(lB.iD]=—%+k21‘r et mes{OB,OD):%.szﬁ_

D'oll mes(OB , 0D) =mes(iB ,ID) + k. Dot O, B, D et 1 qui sont non alignés sont cocycliques’

Donc O est sur le cercle {Cz) circonscrit au triangle BDI.
0 est donc un point de rencontre des cercles (C1) et (Ca). }

(C4) et (Cz2) se coupent en deux paints dont |, alors, puisque mes[@ . ﬁ] = 1—“ +k2r , le point I n'est pas le centre dé S

D'ou le centre O de s est le point de rencontre de (C1) et (Cz) autre que .

e Page 228 =ﬁﬁiﬁ
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

g. Eoritwre complexe d'une similitude divecte plane

{ - Retrouver I'écriture complexe connaissant les éléments caractéristiques

Mmpme de chacune des similitudes directes suivantes :
porner [P

Solution 8

Centre d'affixe angle | rapport
1+2 T 2
2
6-2i 3n 4
g
8-9i 2 5
3
2i m 2
4 = 1
T4 2

Remarque : Notons que, soit s la similitude directe de centre A d’affixe a, d’angle a et de rapport k.
s transforme le point M d’affixe z en le point M’ d’affixe 2’ si ef seulemeni si 7'—a=ke™(z—a).
Clest-a-dire 7' = ke™z + (1— ke'™)a . D’oit le tableau :

Centre d'affixe” | angle | rapport | ©= = Expression complexe: "=
1+2i ™ 2 Z'=2iz+5. -
2
6-2 3n 2 Z=diz+14+22
2
8-9i 2% 5
3 z'=[-£+§-‘,—§i z+28——45ﬁ—i[20\f§ +Ei]
2 2 2
2 m 2 ' = -22 + 6i
4 "1
_ii = z-=[_"_:2__3’4—5i 2+ (42 +i2)

2~ Déterminer les éléments caractéris tiques d’une similitude directe connaissant son

ice 9

écriture complexe

Dnnﬂer IE "
centre, angle et le rapport des similitudes directes associées aux fonctions f : z — 2'= az+ b.

Vasitiethageg

1)

* So
Soi s

*le Tapport d i 1
¢lasimilitude est |i| =1

N Centre. -
544 est le point d'affixe Ztelleque (1 +i)z+4 +5i=2,

2) a=iet b=2+2i

*le rap
port de fa gimij : RN
a similtude est |1-+i] =2 . """ Ppointméthode :
Nofons qu’au 2),on a eu |a|=1,areca |

différent de 1,donc, dans ce cas, notre
similitude est la rofation :

) L i g o e L

— e o

. ™
e d’angle de mesure arg(i) = E[Z'rr] -

e de centre le point d'affixe Z ere que
iz +2 + 2i =1z, s0it z=2I.

e i

3) a=i++/3 el b=-2

s g Y E T AT I T T
T

I
— ———
e e R, 8

el et
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

e Son angle a pour mesure arg(i) = -1%[211] 3 \

e Le centre est le point d'affixe z telle que iz +2 +2i=z, soit z=2i.
3)  Le rapport de |a similitude est | i+/3 | =2

« Son angle a pour mesure arg(i++/3) 52[211] ,

e Son centre est le point d'affixe z telle que (i -+ J3 )z—2i=2z, soit z=

2 o
5_2J5(1+(_{§_-1;.),

T T Ty T T T T g ey e

T e e

e

i g P e

Point méthode : T e———
Soit s la similitude directe d’expression complexe associée 7’ = az+ b :

Sia=1, alors s est la translation de vecteur d’affixe b.
{ | Sia=-1,alorss est la symétrie centrale de centre le point d’affixe L] (Vaffixe de I'unique point invarian
a
Si a est un réel autre que 0 et 1, s est une homothétie de rapport a.
i l Si ]a] =1, avec a différent de 1, alors s est une rotation d’angle arga.
| i err—— —by :

e i i T Al T A, R B e T L S

Exercice 10
On considére I'application s du plan complexe P dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe
Z tellequez' =2iz+1-i. :

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de s.

P Ml e R il M g b T AT BN e T L T R e T 2T R S T i T - e AT IR

e L'expression complexe de s est sous laforme :z'=az +b,oua=2ietb=1- i. D'oli s est une similitude directe.

e s est la similitude directe de rapport | 2i| =2, d'angle de mesure arg(2) = %[211] et de centre 0, le paint d'affixe z

31
telle que z = 2iz + 1 -1, soit z =%-—%i . Donc ﬂ[g ‘E] :

_1E)x ;gs:-:;idrrdans C, l'équation 2% - (2 —0)z2 + (5 3i)z - 2 + 6i = 0, sachant que ['une des racines est imaginaire pu.

Soit z1 cette solution, on trouvera les deux autres solutions zz el z, oli zz a une partie imaginaire négative.
2) Soit A d'affixe z1, B d'affixe z2, C d'affixe z3 et Q_d affixe 1. e ;

On définit la similitude directe s telle que : s(A) = Q et s(B) _E ?
Déterminer son centre, son rapport et une mesure de son angle.

it x un nombre réel, - " N ol
?:-:}é.st ig:h:-::l-Jn de (E) si et seulement si (ix)? — (21 ){ix)2 + (5 - 3i)(ix) = 2 + 6i = 0.
C'est-a-dire (2x2 + 3x-2) + i(-x3 + x2 4+ 5x + 6) =0.

a2 +3x-2=0 (I |

Ce qui se traduit par le systéme an _x®+5x+6=0 (2)

1 1
L'équation (1) a pour solutions — 2 et o

1 ‘ol ion unique X = -2
: i : i _D'oll le systéme a une solution uniq
Or — 2 est solution de I'équation (2), mais = en est pas une. D y

ot I i ne unique solution imaginaire pur 1 = -2i.
B ““Qf;;’nas":}’;,‘E’z?“_"{?,”nzz + (5 3)z -2+ 6i. On a f(-2) = 0, et donc: e
ol f(z) - f(-20) = (22— (2= )22 + (5= 3i)z - 2+ 6i) — ((-2i)* - (2= )(-20P + (5~ 3i)(-2i) -
' - (22 (2) - (2- )22 - (2)) + (G- (2)
= (z +2i)(z2 - 2iz-4) - (2-)z + 2i)(z - 2i) +(5-3i)(z +2i)
= (z+ 2022~ (2+)z+3+]]

e ————— P30S 230 J H
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Chapitre 12 : Similitudes direetes planes

—(2+iz+3+i =0
criminant A =-9=(3i)2, el pour solutions 2 = 1 -ietzy =1+ 2,

z "

E " 1 E apours wtions z1 == 2l 227 1-iel z3=1+2.
piod réquﬂb?mmrude directe plané. ﬁ_ _— 1
g5 ummrme tout point M du plan, d'affixe , en un poin d'affixe Z sous la forme ' = az + b, a et b étant des
podS ng exes etanon nul. ,

. ifie 1=-287 b et s(B)=Csignific 1+ 9i = (1-i)a+b. On aalors le systéme : —Bah=1

3)=0 59 _ (1—ila+b=1+2"
conclusion :a =1 +ietb=-1+2i

- de ce Systeme conduit 2 Iar

2 r'%5;7‘,;::::.?:5.5icm complexe desest:Z
j gl

- de rapport ||1+i| _

. —14-2i
N1+ 2=, soit w= =—2
1+i)w w, w =+

=(1+i)z-1+2.

ilitude directe J2 , d'angle de mesure arg(1-+i =Z[24 ;
<estdonc 13 similitude d! 9 rg(1-+1) 4[21] et de centre e point
—i.

Jaffe U telle que (
d’une similitude directe, connaissant san écriture

iner I'expression analytique
complexe

- Déterm

i
5ot { l'application du plan complexe P dans lui-méme, qui, & tout point M d'affixe z, associe le point M' daffixe Z, telle
eiZ=(34 ijz+ 2 etsoit A point d'affixe a = i Déterminer A’ = f(A) et l'expression analytique def.

2=1+3i. D'ou A’ a pour coordonnées (1, 3)-

ts du plan, f(M) = M'si et seulementsiz' = (3+i)z+2.
i {x' =3x—Yy+2

y'=x+ 3y
x'=3x-y+2
(x, y) associe le point M . Y). avee { y'=x+ ;y '

s Lafixede A'est:za = (3 +i)za*
o Soit M(x,y) et M(x', y') deux poin

Costadire ¥ +iy' = (3 +i)(x +iy) + 2. Doncx' +iy' = ax—y+2+i(x+3y).0

Dol est l'application de P vers P qui & tout point M

Exercice 13

Dans le lan 5 . , S _,"1- 3\,@'
plan complexe, f est la similitude directe de centre P d'affixe 2 - 3i, dangle et de rapport :
u point M' image de M pa
point M, les coordonnées

:]}SE;;:Q fafia du point M, déterminer l'affixe Z'd r cette similit.ude.
mer en fonction des coordonnées (x , ) du (x,y)de M.

C -
 Quelle est limage par f de la droite (D) d'équation y = X +1.

3(1 +i)z-3(1 +12-30* 93l

) 27— (7 _
i m[""’%Jris‘"ﬂ(zﬁ(Z—sin Cestadire 2 =
Mo = 31 41z - g3,

x'=3xP3Y'13

h)Dﬂa'z'— 1

ZEX i = (34 3N+ i ‘ol

iy = (34 3i)x + iy) - 13 = 3x - 3y - 13 +i(3x + ). D°“h-=3x+3v
:(':31"'3.!"'13

©) soit .
mage par f,on 2 d'aprés la question b), l g =3x-+3y

X . o
Y un point du plan et M'(x", Y‘) son
1 i L i
X= -—6(1 +Y 13) ;

IC &n tir
antx ety en fonction de x' ety',ona:
y= ‘:;(—x'+ y'—13)

Mﬁﬁﬁ Page 231 /
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes
M(x, y) appartient a la droite (D) si et seulement si,y=x+1.
1 ’ ' ity =-
C'est-a-dire 1(—:nt'+ y'—13)= E{x +y'+13)+1, soitx'=-16.
ﬁ ®
D'ois limage de (D) estla droite (D') d'équation x = -16.

4 - Déterminer I'écriture complexe d'une SI{mhtude directe connaissant ’Jexﬂmssfan
analytique

Exercice 14

Déterminer |'expression complexe de I'application f du plan complexe P dans lui-méme, qui, a tout poimw
X '= 2:1: — Y + 1 [ i
; YR . En déduire la nature de f,
associe le point M'(x', ') ol y'=x+2y—6
Déterminer les images de la droite (AB) et du cercle (C) de centre A et de rayon 2, avec A et B d'affixes respectives
a=ietb=1+i

o Soit M et M' d'affixes respectives z=x +iyetz' = x' + iy’ avec x, y, X' et y’ réels et f(M) = M.
Ona:z =x'+iy'=(x-y+1)+ix+2y-6)=x(2+i) +iy2+) +1-6i=(2+i)z + 1 -6,
D'oli f est I'application de P dans P qui a tout point M d'affixe z,  [r————— == e —

: A A PO T . Poiritmétﬁude: :
assoce le port M' deffi 2, 00 2= 2 + 2+ 1- 6, ":Pour déterminer l'image d’une droite (D) par s

e |'expressi lex ts ‘=az+ . ; '
ou aEi g f slsn:?g ZOTE gi ﬁgfe esst 3 rttjg Is?n:li:;irtrﬂs:d ireaczfe p?r;‘ne ﬂm”-”-nde dzrmf ok Ehfl e e
R ' ; . e choisir deux points distincts A et B de cette |
e Soit A' et B' les images respectives de Aet B, ona : . droiie (D). -
Zx=(2*0zat1-6i. = (2+i)i+1-6i=-4i. Dol A'(0,-4). ||® déterminer les images respectives A’ et B’ d’ml,
z=(2+i)zs+1-6i=(2+i)(1+i)+1-6i1=2-3i. Dol B(2,-3). et B par cette transformation. .
Alors limage de la droite (AB) est fa droite (A'B’). ||\L’image de la droite (D) est donc la droite (A’B').

) A L L R R W B ST S o T N R i S g e )
e L'expression complexe de fest sous laforme 2 =az+b,ola=2+jetb=1-6i.

Dot f est une similitude directe de rapport |2+ = \5.
L'image du cercle (C) de centre A et de rayon 2 est donc le cercle (C’) de centre A’ = f(A) et de rayon 24/5.

Exercice 15

H(Eludier Fapplication F du plan complexe P dans lui-méme, qui & tout point M(x , ), associe le point
‘(x=y+1,x+y).

2) Montrerlque le cercle (C) de centre O, de rayon 1 et Ia droite (D) d'équation y = -1 sont tangents.
3) Construire (C) et (D). Construire leurs images par F,

1) Scit M le point du plan d'affixe z = x + i
Z=x +iy, X' ety étant des réels.
FIM)=M" signifie, X'=x-y+1 ety =x+y Donc '=(

y, ol x ety sont des nombres réels, et M' Je point du plan d'affixe

X=y+D)+ilx+y)=(1 +i)x+iy) +1=(1+i)z+1.
Ona:|1+i|=+2 et arg{1+i}5%[2w]_nepm5. Z=(14i)z+1 signifie z =

— =i,
) + 1—(1+i)
L'expression complexe de F est sous |a formez'=az+b,oia=1+j eth=1 '

Dol F est la similitude directe de rapport /2 , d'angle dont une mesure est ™ et de centre Je point d'affixe w = .
4 !

[0+1
1

2) la distance du centre O du cercle (C) a la droite (D) est: g =L =1, qui estle rayon du cercle (C)

g’oﬂ le cercle (C) et la droite (D) sont tangents.

emarquons que le point de contact de (C) et (D v
3) Determ_lnnns les images respectives A' et O dé i’éféaga,’ JF
=(1 Dt 1= (1)) 41221 Do A2, 1) '
Zo=(1+izo+1=(1+ijx0+1=1, Doy 0'(1,0).

T Ay T g
Point méthode : i

La similitude directe conserve e

contact et les formes des figures.

E
P

— s e
B

‘ﬁﬁ—_i=i=.==iE Paga 232 —
-_; ]

Scanned by CamScanner




4

Chapitre 12 : Similitudes directe ilarees
de centre O' et passant par A’
¢Festle cercle . ' par A
e(m e ( ggt |a droite tangente a (C') en A’
Lynﬂg D) de ‘:D] ¥y |
nga( ()

5- Composer deux similitudes directes planes

i n triangle equilatéral direct. G est son centre de gravité.

{ . e .

& el rtaon de centre G quiransforme G en At h [application qui, & fout point M cu plan, associe M tel que
ﬂ:m+ﬁé+ﬁ§ .On pose s = hor.

hwmrque h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

o précser la nature et les éléments caractéristiques de s.
[

{ i Mun point du plan et M’ = h(M).
o3 WA+ MB + MC = MG + GA + MG + GB +-MG + GC = 3MG + GA + GB + GA = 3MG..
AR RS
0
dnc i =MA +MB +MC signifie MG 4+ GM'=3MG. C'est-a-dire GM'=—2GM.
Touhest Ihomothétie de centre G et de rapport -2.
Yrestla similitude directe de centre G, de rapport 1 et d'angle (GC, GA) , dont une mesure est 2?“ 1
hestla similtude directe de centre G, de rapport 2 et d'angle T.

Do s= hor est la similitude directe de centre G, d'angle dont une mesure est 2?“— = —% et de rapport 1x2=2.

L e oage ] gaamy e PP R TR T S
- bl Point méthode: s
tune homothétie de centre G et de rapport k réel différent de 0 et 1, r une rotation de centre G et d’angle q,ona:

e roh = hor. x . :
e roh est une similitude directe de centre G et rapport ]kl i

* Pangle de roh dépend du signe de k : si k> 0, son angle est et si k< 0,s50n angle est @+ &
Soit k un réel strictement positif. :
* Une i > Une similitude directe d’angle = et de rapport k est une homothétie de rapport — k ;
ne similitude directe d’angle nul et de rapport k est une translation si k = 1, et une homothétie de rapport

i e R G i T et o e T T L s

2 -
[5 '0] etB(1, -1). On considére I'application s du plan complexe P dans |ui-méme qui, & tout point M,

ke paint 1
hnmﬂﬂﬁéﬁ:m el e estimage de M par la rotation de centre A, d'angle %.et M est limage de M1 par
?a“’ g g 5 €L rappor 3,
lDele’mine: |aiM €2 celle de M Exprimer 2’ en fonction de z.
"€ 08 s et ses éléments caractéristiques.

L\EE Page 233 ——
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Chapitre 12 ¢ Similitudes directes planes

1) My, d'affixe 21 est limage de M par la rotation de cenlre Aetd'angle >

2 N
Cela signifie que z) —2Zp =& (z—2z,) . Clest-a-dire zy= 33"

M’ est image de M par I'homothétie de centre B et de rapport 3._

Cela signifie que ' - zs = 3(z1 - Z8). Cesta-diez =3z1-2+2i. (2) 5 2
En remplagant z1 par son expression en fonction de z dans (2), on obtient: Z= 3[iz +§ ugi] 242,
Dot ' = diz.

2) L'expression complexe de s est z' = 3iz, d'oli s est une similitude directe de centre O, de rapport | 3i| =3 et dange

de mesure arg(3i)= %[211] :

Exercice 18 _ : -
On considére les deux similitudes directes F et F assaciées respectivement aux fonctions complexes f et f ' définies

par: f(z) = (1 +i)z+1 et 1'(z)=—-;-z+i.

1) Donner I'angle, le centre et le rapport de chacune de ces simiﬁt'udes.
2) Démontrer que FoF' et F'oF sont deux similitudes dont on precisera I'angle et le rapport.
3) FoF' et F'oF ont-elles le méme centre ? A-t-on I'égalité FoF' = F'oF ?

Solution 18

N i A
1) o F estune similtude directe de rapport |1+i| = 2, dangle de mesure arg(1+i)= 1[21:] et de centre le point
d'affixe w =i.

il 1 i T .
e F' estune similitude directe de rapport _E| = 2 d'angle de mesure argl—i] = —5[21:] et de centre le point

2 4,
d'affixe w'=—4=I.
anxe w 5-[-5

=

—

1
2) @ FoF ' est la composée de deux similitudes directes, donc FoF' est une similitude directe de rapport J2 XE- ?

. ™ T T
et dont une mesure de l'angle est ———=——.

42 2 P
=7

1
e FoF estla composée de deux similitudes directes, donc F'oF est une similitude directe de rapport EX \ﬁ- =

et d'angle dont une mesure est —%-{-% =

5
3) e Soit M d'affixe z, M1 d'affixe z1 son image par F et M' d'affixe ' limage de M1 par F',ona:

S PR Ny A o
Z'==y 4] etzi=(1+i)z+1,donc z h—-i[(1+|)z+1]+|=.—2—{1—t)z+E.

D'oll I'expression complexe de F'oF est z' =%{1 —ijz +-;- 4

Yoo o Mline o , 1. .
Z=-2-(1—|)z+5 equivauta dire que z =%(1+5) . Ainsi, le centre de F'oF est le point d'affixe E(H"]'

e SoitN d'affixe z et Ni d'affixe z1 son image par F' et N' d'affixe z' limage de N1 par F,ona:

i . N
zj==et et 2= (IRt done 21+ "%Z+il+1=%(1—i}z+l.
e Page 234 ﬁiﬁ/
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

z=1+1. Ainsi, le centre de FoF" est le point d'affixe 1 +i.

- équivaut 3 -
(1-1 ses FoF' et F'oF ont des centres diférents, alors elles sont diférentes.

—
: L'Es slml[l J—, - . e e T ———— _-_____‘:_H_-lr-;'_-—-..—...?“:__]
' F’”‘iui._.-;:" —— Point méthode : |
- ntre A de rapport k et d’angle @, s’ une rolation de centre A’ de rapport k' et d’angle o : !

¢ similitude s e Sild’=lela+a& =02, alors sos’ est une translation
[ ouat o # 0[27],alors sos” est une similifude directe de rapport kk” et d’angle a+ o'.

"W #_________._—-——*‘_'g'__:__-..": e —— S = = =T =

e

] s__,___., — m—
—

== c. Utiliser des similitudes divectey planey pouwr

1 - Démontrer des propriétés

I ——— » — -

..
prercice 19,
elconque. S
mmﬁﬂﬁﬂ%ﬁur de?ﬁ.E‘-C les triangles équilatéraux A'BC, B'CA, C'AB et l'on désigne par E, F et G
?.ﬂsggn ement les centres de gravité de ces trois triangles équilatéraux.

irer que AA' = BB' = CC". . ;
et smiitude diecte S telle que S(3) = F et S(B) = G. Démonirer que EFG est équiatéral.

+ Soit Ru la rotation de centre A qui transforme C en B'.
OnaR(C)=B'etRs(C’)=B. D'oli CC'=BB". (1)
Seit Re Ia rotation de centre C qui transforme B en A
OnaRgB)=A'etRc(B)=A. Dol BB'=AA. (2)

Des égalités (1) et (2), on déduit que AA' = BB' = CC'. /
AG_AF 11 = T T /
1 T P L —— et mes(AB,AG)=mes(AB' AF)=——+k2m, kEZ. ;
e 2cos% V3 ¢ C
6 B
Dol G et F sont les images respectives des points B et B par la similitude directe de centre A, ’J' F
Gerappont —— et d'angle — ., Diois FG =— BB
g 3o e T B ) .
¢ méme, on montre que E et F sont les images respectives des points A" et A par la similitude direcle ¢
de Centre dera 1 T 1
«Gerapport — etd'angle ——. D'oll EF=—=AA".
V3 S J3

B 1
12 G et E sont s images respectives des points C et C' par la similitude directe de centre B, de rapport Na et

d'angle K 1
—=.D ol EG = cec
] E’ .

d'a .
| P'es la question Précédente, AA' = BB’ = CC’, d'oll : :

1
— AA'=—BB'=—=CC".
est a-dire EF = FG=g . \@ \ﬁ \E
i = EG. Finalement, le triangle EFG est équilatéral.

Dins le
ﬂial’l, Se S, =5
z::el;qupb -.SE -  miitude directe de centre O, qui transforme un couple (A , B) de points distincts, aulres qdue >
: n;:'ﬁ de centre | :u?‘{”lhtude directe aa de centre A qui transforme B en B', transforme O en P. La similiude
(On pr " Qe O gy miliedadls{gg}e Aen A, transforme O en Q.
ire g : '

® dans le plan complexe, un repére orthonormé direct d'origine 0).

. j - Page 235  rr——

Scanned by CamScanner

e e ——
= ing i




Chapitee 12 2 Simflitndes divectex planes

Lo plan complexe dtant muni d'un repéra orthonommid divect d'orlging O,
Soita, b, o', b p ot q lea attixes roxpoctivea do A, 1A TV P ot Q,
L'oxprossion comploxa de s ast sous fa forme 2" = o,

Collo da oaost: 2"« ax (2 - a) ot collo do op oaty 2 =D = y(2 =), ar, [Yoly dlant dos gom
e S(A) = A'al S(B) = B slonifient &' = qa ot b' = ab,

b= )b o
o 0A(A) = A, oa(B) = B' ot oa(0) = P slgnifient " = (b )|

ploxon O nuly,

P o

E ' ‘-— = ', 1
Dong (= =2 L | ot par suite p = ~n[u]-1-n ,_ﬂl’_'_l‘.ll Comma b' = b, plora |}...i‘l’.(.1__w'r_1

-2 b-a b—-a b-n e

b= ala-b

e on(B) = B, on(A) = A' ot on(0) = Q signifient ‘" oeb "'( " ).

|_ - i '. . N
Done :_?1—:: E'g':bE ot parsulto q= -an:lhﬂk Commo ' = o, nlors q %ﬂfhﬁ
Onaalors p+q= abS—:} A RT—G\} =0, Clostd-diro OF 4.6 = T, Dot O ast millou do [P,
Exercice 21 ok
Dans la plan complexe, ABC ost un triangle do sens direct,

|, J ot K sont les points tols quo los trianglos IBC, JAC ot KBA sont rectanglos ot Isocdlos do sons directs,
1) Déterminer I'anglo et la rapport do la similitudo directo s1 do contro A, qui transforma C on J,
2) Nolons a, b et ¢ los affixes respoctives des points A, B ot C,
a) Déterminer les affixes des points | ot K on fonction da a, b ot c.
b) Déterminer I'angle et le rapport do la similitude directo s3

qui transforme A en K et C en |,
3) En déduire que lJAK est un paralidlogramma.

1) s1 transforme Aen AetC en J.

I~

Donc son angle est (AC, m) , dont une mesuro ost -} ot son rapport ost % = oos%

L
2)a) C estimage de B par la rotation da centre | et d'anglo %, donc ¢~z =02(b~2,).

Cest-dedire (¢ - 2) =i(b - ). On en déduit quo 2, = _..31_ i:’ .

Pl s,

~bl
Puisque A est limage de B par la rotalion de centre K ot d'angle % » On monlre de méme quo zy a1 T

b) sz transforme A en K et C en |, donc son angle est (AC, K1), et son rapport al

—
i
—

Pour avoir une mesure de l'angle (AC ,K) etla valeur du rapport T:% . calculons o rapport 2L=2K.,
c—a

c—ib _a-ib
- _ 1-1 1-i _ 1
OB e, oa 1-1
1 s 1 _ﬂ . siE— - N2
Or arg[ﬁ]EI[h] et 75| =+ 2lors une mesure da l'angla (AC,Ki) est 7 otson rapport ost

. B
Donc s2 est une similitude directe de rapport - etd'angle r

e —————— Page 236
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

(1) = si(C) =J et s10527'(K) = 51(A) = A.

\ it que 51052
3 0ns? : 1 : n
- cle de rapport — =42 etd'angle —— i
\ ed une similitude dire ﬁ 9 4 + 5" estune similityde ditecte de rapper _@ et
' 2 2

oW
| =.0r ,"?.x,/i=1 et 7 —7 =0 doncs10s7°" est une translation,

Cogange g 2 .
| ppalement, 12 translation qui transforme | en J, transforme aussi K en A. Dong 1JAK est un paraliélogramme
] | J 3

;l 2 - Déterminer des lieux géomeétriques

reice ; , .
péleminer rensemble des points M du plan P, d'affixe z vérifiant : | (1-i)z+ 2:'] =2.
{) En utilisant la similitude associée & la fonction : z+— (1—i)z+2i,

I 7) Par une autre méthode.

1) Soits la transformation du plan qui a tout point M, d'affixe z, assacie M', d'affixe Z', telle que:Z'=(1-iz+2i.
sest la similitude directe de rapport | 1—i [ =2, d'angle de mesure arg(1—i)= —%[21:] et de centre e point Q

=2. Dol Q(2,0). .

| daffe otelle que @ = (1-i)o + 2i Clest-3-dire w=1 {21j i)
—(1=i

- |-i)z+2]|=2 équivauta |z]=2. .
l |

Ansi, soit (C) I'ensemble des points M du plan, d'affixe z telle que |{1 —i)z+ 2:‘1 =g '.
l Mappartient & (C) si et seulement si M* appartient a (C') cercle de centre O et de rayon 2.

Or M est limage de M' par la similitude directe réciproque de s, qui a pour centre (2 , 0), pour angle % et pour rapport

1
| ;- Mlors lensemble (C) des points M est e cercle de centre s(0) = 0", de rayon 2 x% =42, image de (C) par
s
Déjtenninans laffixe de 0" ;
SWECO} =0 équivaut a 5(0') = 0. Cest-a-dire (1 f)zo + 2i = 0.
2r=1-i et donc O’ a pour coordonnées (1, -1).

%0z un complexe, |(1—i)z+2i|=~[1~i)[2+%]~=|{f—i}{2—1+i}|=f1"i|"|1"1"‘i[=\’ﬁiz‘1+i['
—I
DUJ'I'C; lf1—~i}2+2il=2 équivaut 3 J.f[z—1+if=2.puis A |z_('1_i]|:.\/§ .enfina O'M:JE  avec O' daffixe

-1, Alors 1
ors fensemble (C) des points M cherché est le cercle de centre O' et de rayon 2.
>

ED : rmi{ne,! f::;gez cercles de rayons respectifs R et R' (R # R)). .
1S(C)ey (Cs mble des centres des similitudes directes s telles que s(C) = (C')-
® Coupent en A et B, ces points sont-ils des centres de telles similitudes ?

180kt

elQ '

t0g 9 cenlres respectis e (C) ef (C'). Puisque 5(C) = (C), alors S(0) = O-
CEnlre de S, etk - 00' R

; Sonrapport,ona: —— =" —k

= RlzxﬂDE. Clest‘é-dlre Rzmz _R'Z 5—262 - D !

\Eiﬁﬁﬁﬁﬁ Page 237 / 'f{\:_'l
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes ‘

RI
Soilt G le barycentre des points (0", R?) et (0= R?),ona GiI= EGD (e lecteur fera les calcys),

Rl
D'ol Q est sur le cercle de centre G et de rayon —R»GO :

R' R
Réciproquement, si Q estsur le cercle de centre G et rayon EGO ,alors ona R2x(0?2 - R'xQ02=

Ce qui signifie que . -rf% _R' Doncil existe une similitude directe de centre 0, qui transforme Q en ¢

Son rapport est % Elle transforme (C) en (C').

D'oll I'ensemble des centres des similitudes s telles que s(C) = (C') est le cercle de centre G et de rayon B:G{}
: 760,

2)Si(C) et (C) se coupenten A et B, alors OA = OB =Ret OA=0B=R.

0'A 0B R ' ;
‘oll —= =—=~— D'oli A et B appartie ent au cercle de la question 1).
D'ou oA OB R u A et B appartienn q )
D'ot A et B sont des centres possibles pour de telles similitudes.

Exercice 24 >
(C) est le cercle de centre O. A et B sont deux points diamétralement opposés sur (C). =
Si M est un point de (C), distinct de A et B, on nomme Q le point du plan tel que MABQ soit un paraliélogramme diect
a) Déterminer le lieu géométrique du milieu | de [MQ) quand M décrit (C) - {A, B}.
b) Déterminer le lieu géométrique du centre de gravité G du triangle BQM lorsque M décrit (C)-{A, B}
c) Si on note N le symétrique de A par rapport a M et P le point ol (ON) coupe (BM).

Déterminer le lieu géométrique de P quand M varie sur (C) - {A, B}. i

a) Soit M un point du cercle (C), MABQ est un parallélogramme,

| est e milieu de [MQ] et O telui de [AB], donc Mi=A0.. D'oll I=tz5(M).
Donc lorsque M décrit la cercle (C) privé des points A et B, | décrit limage
(C') de (C) par tg5. privée des points O=155(A) et B'=tm-(B}.

qui est le cercle de centre B=1;5(0) et de méme rayon que (C) privé des points
OetB.

b) G est le centre de gravité de MBQ. D'ol ﬁizgﬁi : -

C'est-a-dire G=h ).
o2

D:oli lorsque M décrit le cercle (C) privé des points A et B, G décritle cercle image (C") de (C') par h{B_g]. prive des
3

points h_, (O) eth , (B), quiestle cercle de centre h_, (B)=B, etde rayon EIf::rB.
@:3) &:3) (B:3) 3
c) (BM) et (NO) sont des médianes dans le triangle ABN.

D'oll P est le centre de gravité du triangle ABN (car intersection des médianes).

4

Dol BP = %m , C'est-a-dire P = h{a-za (M).

3 ]

Alors, lorsque M décrit (C) privé de A et B, P décrit le cercle image (C") de (C) par h 5 , privé des points h{B;_i}(M
(B:3)

3

h , (B)=B, quiestle cercle de centre h 2
&2 {B%] (O) etderayon 308 .

ey Page 238
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Chapitre 12 : Similitudes dircetes planes

3 - Réaliser des constructions

\

> >

' P Srientd, on donne deux droites paralleles (D) et (A), el un point A n'appartenant 4 aucune de ces
pans U1 P ’

yiangle ABC vérifiant simultanément les condilions suivantes ;

tes-
gr:ns il gleen
gst rectangle 4T
: :

, SiABC est rec
puisque B appartient 8 (D), C appartient 3 la droite (D’), image de (D) parr.
or C appertient 3 (4), alors C est le point de rencontre de (D') et (4).

it (A), la perpendiculaire a(AC) en A, B. est le point de rencontre de (D) et (A").

pour la construction de {D'}!, on choisit arbitralrerner]t un point D de (D). On construit son image D' parr D'AD estun
fiangle rectangle isocéle direct. (D') est alors la droite passant par D' et perpendiculaire & (A).

— —

— — <
B o e — ) — 88 e

=
La perpendiculaire & (AC) passant par A '

T -
L s s s e o e e 0

o
T
est donc le point de rencontre de (A) et (D).

+ SiABC est indirect, alors C est l'image de B par la rotation r' de centre A, d'angle —

C appartient & (D') image de (D) parr' et C appartient a (4). C
La perpendiculaire 4 (AC) en A, rencontre (D) en B.

v /s D

\ - — ------—ll_---ll—vt—---l-— —

.0 La perpendiculaire & (AC) passant parA

I—..—.A—.-..—-u—q-—-.nn—-u.— o —

P
”:'ﬂu:imm de construction :
O ngrllf;:rtumlre le triangle ABC :
e (D) et (&) deux droites paralléles.
R E:ce le point A.
o ite (D) |
_Onpaczllaedrqte (D), image de (D) par rour.
Ontragg . point C intersection de (D') et (4).
Perpendiculaire 4 (AC) passant par A.

.. place :
Ce Problam alors le point B intersection de (AC) et (A).

€ deux solutions.

\ﬁ Page 239 Eﬁﬁaﬁﬁﬁﬁi'ﬁ
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

EXERCICES POUR s AUTO-EVALUER

ice 26 1§
%a_ns un repére orthonormé, les points : A(3, 1), B(3, -1), C(2, 1), A2, 5), B4, 3) g Cl1,q)

Démontrer l'existence d'une similitude directe s par laguelle (A, B, C) a pour image (A', B, C) Caractérisey

i - — 7 ,
Exerci B et ne , TR —30 mj Dufes
Le plan affine euclidien est orienté. La figure de référence est un triangle équilatéral direct syr lequel on 5

—

20 AC ) ¢
AB = AC = BC = 1 et une mesure en radians de I'angle (AB, AC) est égale a -E .

On reproduira cette figure et on la complétera au fur et mesure.
O désigne le milieu du segment [BC] et G l'isobarycentre des points A, B et C.
1) Construire G et calculer la distance GO.
2) Déterminer la nature et les eléments géométriques caractéristiques de 'ensemble (S) des points M dy plan tels
MAZ + MB2 + MC2 = 1,25. Tracer (S) sur la figure précédente. b
Dans la suite, r désigne la rotation de centre G qui transforme C en A et h I'application qui, 4 tout point du plan
associe M' tel que : MM’ =MA +MB + MC . On pose s = hor.
3)a) Démontrer que h est une homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

b) Déterminer puis tracer sur la méme figure que précédemment limage par h de (8).

c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s.
4) On note | le symétrique de O par rapport & C, J le point de la droite (OA) tel que OJ =1, T=0i et v=0J.

a) Démontrer que (O ; U, V) estun repére orthonormé du plan.

b) M étant un point d'affixe z et M’ son image par s, exprimer I'affixe z' de M' en fonction de z.

¢) En déduire l'expression analytique de s dans le repére (O ; T, V), ainsi que la matrice dans la base (0,7) ce
I'endomorphisme o associé & s dans le plan vectoriel.

r BACCetE- - 45 minutes
Dans cet exercice, le plan est orienté, (Ui, V) désigne une mesure en radians de I'angle orienté (ﬂ] .

ABC est un friangle rectangle en A tel que AC = 2AB et (A_B' AC) = %-} k27 , (k étant un entier relatif).
On note D le barycentre du systéme {(A,-1), (B, 1), (C, 1)}, Ele point du plan tel que AE = 2AD et
(AD, AE) = g+k21r (k étant un entier relatif), (C) I'ensemble des points M du plan tels que :

2
—MAZ + MB? +MC2 =-’°i:’—.

1) On se propose de démontrer que les droites (CE) et (BD) sont perpendiculaires et que CE = 28D.
a) Construire les points D et E.
b) Déterminer et construire (C).

¢) On note s la similitude directe de centre A, d'angle % et de rapport 2.

Déter-miqer les images par s des points B et D.
En déduire que les droites (CE) et (BD) sont perpendiculaires et que CE =2BD.
2) Le plan est rapporté au repere orthonormé direct (A;d,V),onposeAB=qet i= iﬁ@ .

) . ad
a) Déterminer en fonction de a les affixes des paints B, C et D.

b) M étant un paint du plan, ayant pour affixe z et pour image par s le point M’ d'affixe z', exprimer 2' €N
c) Déterminer les coordonnées de E et vérifier le résyiat de la question 1) par le calcul.

e Page 240 =ﬁiﬁ/
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Chapitre 12 : Similitudes dirgetes planes

o8 29 _,__BAQ-ELE—QEMM —dM] -1993
~er Un CAMe ABCD direct de centre | inscrit dans un cercle (C) ef ung mesure en radi 19 minutes
1ans de l'angle

”,3} Tra

il o ‘m
(38.A0) ot 5
nction de la distance AB, l'aire du disque délimité par (C).
tude directe plane de centre B qui transforme A en D. Soit D' et | les images respect;
ctives de D et |

1) Calculer en o0
7 Onote s 2 il

Par&prédsef les éléments géométriques de s.
3 = C et en déduire que C est le milieu du segment [BD').

b) Prouver que b= iF S
') le cercle image de (C) par la similitude s, tracer (C’) et évaluer I'aire du disque délimité par (C)

¢ Sait(C , Bk
3 On suppose e plan rapporté & un repére orthonormé (O} i , j) dans lequel B a pour coordonnées (1, 1)
[écriture complexe de la similitude s. #

a Donner
} int M du plan a pour coordonnées (x , y) dans ce repére et M’ son image par s a pour coordonnées

b) Siun po
" )ﬂ‘ &crire les relations entre X', y' et x ety.

Exercice 30 __BAC C et E—Cameroun — 1987 40 minutes

E estle plan affine euclidien, muni du repére (O ; i, ]} orthonormé direct.

sotf Fapplication affine de E qui, a tout point M de coordonnées (x , y) associe le point M’ de coordonnées (X', ) telles

:n:‘=-—E!':+£3"-I~i
ot 5 5 5
5 § 3

1)Sottzet  les affixes respectives des points M et M.
Montrer qu'il existe deux complexes p etq tels que z'=
. Montrer que f est une symétrie orthogonale que I'on caractérisera.

pi +q, p et q indépendants de etz.

on: 6x2 + 4y —11xy - 11x + 8y-1=0. i

2)(H) estTensemble des points dont les coordonnées vérifient la relati
a) Déterminer image (H') de (H) par f. . ~_ ,-_
b) Montrer qu'une équation de (H) peut s'écrire sous la forme y = g(x). Construire (H).

Exercice 31 45 minutes

Soitule complexe de module 1 et d’argument principal 1;— :

1}:) ;"0““3’ que u est une racine cubique de — 1.
c;‘ E-rgt.mr que u est une solution de I'équation (E) : 2~
éduire la forme exponentielle de ['autre solution v
%Dagtl: p!an n‘i‘?"té. ABC est un triangle équilatéral direct.
Montrer s 'ﬂaljgles équilatéraux directs AEB et ACF. —
j) Oﬂmgi?- les droites (CE) et (BF) sont médiafrices respectives des segmen
2) Dée dere la similitude directe s de centre A qui transforme Ben F.
b) Détenn!rt-er limage de E par s.
Doy | 2ndle et le rapport des.
¢ lexpression exponentielle de [a similitude directe &

) Mongy b =
€rque : BF = CE ¢f mes(BF , CE) = %[217] -

Ry

%18 plan orientg AB,AC
, ABC est un triangle équilatéral tel que mes(AB.

z+1=0.
de I'équation (E).

_ 45 miputes —

i ;
— T{2x].Onnote:
)=l

AenCE fimage de B P&’ R.

0.l sy
o Symeps o
1 AU de B par rapport 4 (AC) ; R, la rotation d'angle = 4 transforme

L Dyq I
elle
®stla nature precise du quadrilatére ABCD ?
L N | page 241 /;
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

b) Démontrer que D est le centre de la rotation R.
¢) Démontrer que C est le milieu du segment [AE].
2) A tout point M de [AB] distinct de A et B, on associe le point M' de [CE] tel que AM = CM',
Démontrer que le triangle DMM' est équilatéral.
3) Soit G l'sobarycentre du triangle DMM' et s la similitude directe plane de centre D qui transforme i ¢
a) Préciser le rapport et l'angle de s. ne.
b) Démontrer que s(B) = C.
¢) Construire le point A" image de A par s.
d) Démontrer que les points C, G et A" sont alignés.

Exercice 33 BAC C — Aix-Marseille — 1986. 35 minut

ABC est un triangle quelconque direct, M est le milieu de [BC]. BAB' et CAC' sont les triangles rectangiesi—mﬁwg--—
sommet A et extérieurs a ABC. o

Le but du probléme est de montrer que les droites (AM) et (B'C’) sont perpendiculaires et que B'C' = 2AM

1) Méthode géométrique : '
a) Soit h 'homothétie de centre B et de rapport 2.

Déterminer les images des points A et M par h.

Trouver une rotation r telle que roh transforme Aen B’ etMen C-.
b) En déduire que les droites (AM) et (B'C') sont perpendiculaires et que B'C' = 2AM.

2) Utilisation des complexes :

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct d'origine A dans lequel B et C ont pour affixes respectives b etc.
a) Quelles sont les affixes m, b', ¢'de M, B' et C',
b) Retrouver les résultats de 1)b).

Exercice 34
Soit (O :7.,7) unrepére orthonormé direct du plan.

45 minutes

Ao le point d'affixe 6 et s la similitude directe de centre O, de rapport % et d'angle %

On pose Aa¢1 = S{As) pour n entier allant de 0 an.

1) Déterminer en fonction de n, I'affixe du point A, et vérifier que Arz appartient a la demi-droite [O 7).
2) Etablir que le triangle OAcAan1 est rectangle en Ans1.

Représenter les points Ao, Ar, . . ., Arz (On ne demande pas de calculer explicitement leurs coordonnées) et tracer s
segments [AoAi], [ArAZ], . . . [AsrAmz].
3) Calculer la longueur du segment AcAs.

En déduire la longueur | de 1a ligne polygonale AsAsAz . . Asa. Donner une valeur approchée de 1 a 10-? prés.

Exercice 35 45 minutes —
On donne dans le plan orienté P, un triangle isocéle OO'A avec mes(AO , AD') = %{21:] .

Les cercles (C) et (C') passant par A et de centres respectifs O et O' se recoupent en B.
Atout point M de (C), on associe le point M’ de (C') tel que mes(OM ,0'M') = -%[21:] .

1) Montrer qu'il existe une rotation r, que l'on caractérisera, transformant O en O' et Men M'.

2) M tant distinct de B, les droites (BM) et (BM") recoupent respectivement (C') et (C) en N'etN.
Montrer que N' est limage de N par la rotation . )

3) On construit les carrés MBMP et NBN'Q. T
Montrer que les points P et Q sont respectivement les images des points M et N par uné similitude directe

précisera le centre, le rapport et 'angle.

En déduire les ensembles des points P et Q quand M décrit (C).

Les différents éléments de ce probléme paraitront sur une figure soignée.

Exercice 36 L
ABCD est un quadrilatére et a un complexe de module r et d'argument 8. a, b, ¢, d représentent les affixe

————— L L EJ
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Chaplre I4 < dunaiuacs airecles planes

. are orthonorme direct.
i uf‘; ns'Pde rapport et d'angle 8, transforme B en Q.
, ge B' de rapport r et d'angle 6, transforme C en M.
M tﬂdedireﬂte de cg"tra C. de rapport et d'angle 8, transforme D en N,

r*._r:'u”dgdirﬂct e ontre D, de rapport 1 et d'angle B, transforme A en P.
i d||'9'c aﬁ")(gs !
i:-j‘;-mdg m n p Ies d ¥ a et b ~
| j;*aﬂinqe‘fqe fgﬂﬁﬂg 0N pa,auémgramme si et seulementsi,n+q=m+ p
[ e ‘
™ e . y .
:.;l ort®' e : MNPQ est un paraliélogramme si et seulement si o = — ou ABCD est un parallélogramme
e U : *
Ended i _
f pposgﬂue ABCD estun parallélogramme etque o= i En déduire que MNPQ est un carrg.
Jn%

40 minutes
OAB est un triangle rectangle isocéle avec mes(OA , 0B) = g[gﬂ] OA=OB=3,
1o de [AB]. SOt M UN point de (AO) et b un réel tel que : MA =bOA et NE = —b0B .
ok Bl Jre uniquement, o1 prendra a = 5cm).

m{:‘;m question, on suppose M # A.

) pierminer la mesure de l'angle en radians de (MA ,NB).
: i rla rotation dU plan telle que r(A) = B et (M) = N. Préciser I'angle de r.
h ol 'ﬂ - on centre. Montrer que OAQB est un carré.
o5, mieu de [MN] et P tel que OMPN soit un rectangle.
J Déterminer l'angle de 12 simititude_dlrecte sde centrfe D qui transforme M en J.
B péteminer [ensemble (E) des points J lorsque M décrit la droite (OA).
pdéduire [ensemble (F) des points P lorsque M décrit (OA). Représenter (E) et (F).

orienté,

s gla

¥

Brergice 38 50 minutes
[ysle plan P rapporté & un repére orthonormé (O ;T , ¥), on donne les points A(1, 0) et B(-1, 0).

At point M(x , y), on associe le complexe z = x + iy, affixe de M.
{1531 T Iapplication de P vers P, qui au point M d'affixe z, associe le point Mi d'affixe z1 avec zy =iz (1 +1).

fllonter quefona : - mes(AM , BMy) = %[21:] et BMi = AM.

b Préciser la nature de T et ses éléments caractéristiques.

| Caluerles coordonnées (x1 , y1) de M1 en fonction de celles de M.

3”3531,”9' estTensemble des points M; lorsque M décrit le cercle de diamtre [AB] ? o
hm“EEI fixé non nul quelconque, on considére I'application Ta de P dans P quiau point M associe le point M’
(e des poins pondéres (M , ), (M1 ,-2) et (A, 1)

F T=X 4y l'affixe de M.

a I T~ i —— — .
: E;me; e vecteur OM" en fonction de a, OM , OM; et OA.

3 lien grirezetz, la relation : 2’ = a(1 —i)z + a(1 +1i) + 1. B
K queges o 12 €5t Une similitude directe et déterminer ['affixe de son centre, son rapport et son angle. Precise

ESva T ;
; leurs de a, Iapplication T, est une rotation et donner dans ces cas son angle &t 'affixe de son centre.
I

B - e 1 bis — 1996 45 minutes

Dang
Plan gri == T ;
°né, on considére un triangle ABC isocéle direct de sommet A tel que mes(AB . AC)= i

\iy

PR CAJ et ; .

s0i

tanp Cq - rectangle indirect de sommet C, ra la rotation de centre A qui transforme B €n C, rc la rotation
angle _ T

g ) : me AenB,
O Kl a2 1= fcora. On note O son centre, s la similitude directe de cenlre O QU transfo
amélﬁrrn' Miliey de [BC) yo
e o €L = S(H)
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nlier (que [ osluna rotalion
E} g’:ﬂﬂm l: natute du quadniathle AOC,
2)a) Donner une mesure 0o [angle da s
b) Monlrer que C appantiont & (OA)
¢) Montrer qua H nsl lo miliou da [OF)
d) Montret quo (C'H) ol porpendiculairs A (0B)
a) [n déduiro quo ¢’ asl lo conlro du corcls croonsont & GBG.
45 minges

}.OHGJ:W#WTHW&G&?H&P&%PQJ_;;

Lo plan P et rapporth ou tephte othonormnb diresd (0 ] i,

point M d affirn 2, pstocio 1o point M' d'offixe 7= (1 41)2 -1
1) Montrer qua T o8t une similituda directs do P dont on déderminera les Ubments caraclbneinues.

On notera A to point Invaniant par T.
Donnar une mesure do Fangle (AM, WMy , 6n supposant M # A,

2) ) Construira M’ pour un point M donné.
b) Détorminar Fmage (0°) par T da la droits (D) d'équation y = 1. Constnire (D).
3) ) Montror qu'll existe un point B du plan distinct da A et un seul tel qué les affires 7o de B A 25’ Ce B = T(2) voert

liéos por I relntion zoza'* 1. Placer B 61 B' sur la figure.
b) Soit A' I symétrique do A par rapport 4 O, Montrer que les points A, A" B et B sont cocydigues.

41 _ 25minutes
Doux carclos (C) ol (C') 86 coupont 6n A 6t B, Soil M un point du plan.
M déent le cerclo (C) de contra O, Bon transformé W' par une similitude directs 8 de centre A décrit le cerde (C) 62
contra 0",

g ""]::'T"":
1) Comparor los anglos (OA,OM) 6t (O'A oM.
2) Montror quo lo triangls AMM' resto gomblable au triangle AQQ",
En dédulre que la droite (MM') passe par B,
60 minutes

Los doux partias do col oxercice peuvent bire raltbas do facon indépendante,

A) ABC o8t un Iriangle direct du plan orientd,
On désigne raspactivoment par [, J ol K lns milisux respactifs de [AB], [BC] et [CA].

8oll ¢ un rbol qul condult f la rhalisation da la figure c-dessous sur laquelle on raisonnera.
(Dy) o8t lmage do In drolta (AB) par la rotation de centre I ot d'angle o,

(Dz) o8t Iimago de la drolts (BC) por la rotation do centre J el dangle a.

(Ds) o8t I'mage do | droito (CA) par la rotation de contro K et d'angle . 1

— A S -

1) On appelle H lo polnt d'intersection do (BC) ot (D).
Montrer quo les trlangles HIB of HB1J sont semblables,
2) £n déduirn qua los trdanglas ABC ol AiBiCy sont somblablos.

B) Lo plan comploxe o8t munl du repbrs orthonormé direct (00, 7).

1) Construction do la fiyure
n) Placor lon points A(-4 - 01), B(14), C(-4 + 61), Ai(3 - 71), By(D + 5i) 61 Cs(-3 - ),
by Calcular los aifixos dos milloux |, J of K dos segmonts [AB], [BC] et [CA). Placer ces points sur la figure.

EE———mmmwes | 1()0 244
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—

g T A |
se mes(KA, KAy) =[] el que mes(JC, JCy)= ‘}iznl.

on admaitrﬂ q

rimage de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle =
¢) Quell k! 4
d'une similitude directe transformant ABC en A1B;C;,

) R?met quil exste une similitude directe s transformant les points A, B et C en As, By et G respactivement
Ond

A - |
}quue Ll [E " Er]z +2-2i, ol z et 7' désignent respectivement les affixes
g
- int et son image par s.

i t I'angle de s.
terminer le rapport &
; I[Jjgtenniner I'affixe du centre (2 de s.

¢) Que représente le point Q pour ABC ?

\%E Page 245 sﬁiﬁﬁﬁﬁiﬁsﬂ:ﬁ
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

EXERGICES POUR 5" AUTO-EVALUER — SaLuTIoNs

Supposons qu'il existe une similitude directe s transformant (A, B) en (A, B).
Son expression complexe est sous la forme : ' =az b.
e 5{A) = A" signifie zx = aza + b. C'est-a-dire 2 + Si=a(d+ !) +b.
e s(B) = B signifie zs: = aza + b. C'est-a-dire 4 + 3i=a(3 - i) +b.
2+5i=a(3+i)+b
On a alors le systeme L +3=a(3—)+b
Alors l'expression complexe de s est: z'= (1 +i)z +1.
Or(1+izc+i=(1+i)(2+i)+i=1+4i=zc, alorss(C) = C".

D'ott la similitude directe s qui & tout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe z', avec z' = (1 + i)z +1, transfom s
triplet de points (A, B, C)en (A", B', C).

,quiapoursolutiona=1+ietb=i.

Son rapport est [1+i| = /2, son angle a pour mesure arg(1+i)= %[211.-] et son centre a pour affixe - 1, Iunique point
invariant par s.

Solution 27

1) o Gisobarycentre de A, B et C signifie AG+BG+CG=0.
Clest-a-dire AO+0G + B0 +0G+CO+0G=0.

—_— — - — — - . 1—-
Or O est le milieu du segment [BC], c'est-a-dire BO+C0O =0, alors AO+30G=0. D'oll 0G= Em-
o OG—~0A, donc OG——~0A. 3
3 3
Or m51=% {AB =1, alors 0A=oos-11=£.
8 AB 2
Par conséquent, 0G= —4—_3— ; S

B\ [0 c |
2) Soit M un point du plan.
MAZ 4+MB? +MC? = (MG + GA)? + (MG + GB)? + (MG + GC)?

=MG? +2MG-CA + GA? +MG? + 2MG-GB + GB? -+ MG? + 2MG- GC +GC’
=3MG? +GA? +GB? +GC? +2MG- (GA -+ GB + GC)
=3MG? + GAZ +-GB% +GC?  (car GA +GB + GC = 0)

=3MG? +-3GA? (car GA=GB=GC)

=3MG? +120G2

=3MG? +1

N
D'ols MAZ + MB? + MC? = 1,25 équivaut & 3MG? +1=% . Clest-a-dire GM2 =—-, ce qui signifie GM="5 "

Finalement, (S) est le cercle de centre G et de rayon V3
3)a) Soit M un point du plan et M' = h(M).Ona
MA +MB +MC = MG + GA + MG +GB + MG + GC = 3G + GA -+ GB 4 BC — WG

Donc MM =MA +MB +MC signifie MG +GM' = 3MG . ¢ e e
'ol ! i = . C'est-a-d "— —2GM.
Dol h est 'homathétie de centre G et rapport -2, ire GM 2

ey ET YN
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Chapitre 12 : Siwilitudes directey MHenes

n(6)= G ot 1 est une homothétie de rapport -2, d'ol limage (S) de
B _*E Cest-a-dire le cercle circonscril au triangle ABC.

g 3

grestia similitude directe de centre G, de rapport 1 et d'angle (GC,GA) , dont une mesure est 2

. (S) par h est le cercle de centre G et de rayon

hestla similitude directe de centre G, de rapport 2 et d'angle - .

. e=horestla similitude directe de centre G, d'angle dontu 2_“ T
plou s = o g ne Mmesure est =~ —m =~ el de rapport 1+2=2.

1
4a)Ona: 0!:205::2:'{5:1 etQJ=1.

Le triang
(I s'ensuit
pob (O

e ABC étant équilatéral et O milieu de [BC}, alors la droite (OA) est la médiatrice de [BC].

donc que (OA) est orthogonal & (OC). C'est-a-dire les vecteurs Ol et OJ sont orthogonaus.
i, V) estunrepére orthonormé du plan.

b) 0G= —‘g et G appartient a [0J]. D'ou G a pour affixe zg = %t _

s est la similitude directe de centre G, d'angle —% et de rapport 2, d'ou :

=1 %
s(M) = M'signifie z2'—2g = 2¢ 3(z—zg),Cest-a-dire z'-egi :2[%— lg-éii][z -—is_s—i] ;

Finalement, z'=(1 —‘w@)z —12 . (Le lecteur fera les calculs)
c) » Soit M(x, y) et M'(x' , y') deux points du plan.
s(M)= M équivautd z'= (1—3\.@)2-—% . ce qui signifie x'+iy'= (1- if3)(x < iy) =

1
X' =x+yV3—=
Clest-a-dire x'+iy'=X+ yﬁ —1 +i(—J§x +Y) . On en déduit alors que : Y 2
2 y'=—X J3+y
1 S e X+Y‘vf§
e SoitQ'=s(0),ona O'[«—— ) [}] et le vecteur O'M" a pour coordonnees : :
2 —Xv3 +Y
l 1 J§ T —T
Or x+y43 = V3 {x] _alors soit  'endomorphisme, de matrice [ B ].nn a O'M'=(OM).
34y =3 1)V -3 1

1 \ﬁ]_

yestdonct endomorphisme associé  s. D'ol la matrice de o dans la base (U, V) est: [;_ &4

Solution 28 o -
DC=0.

1)a) D étant le barycentre du systéme {(A . -1), (B 1),(C, 1)} ona: -DA+DB+
Cest-a-dire AB+DC=0.0D'ol AB=CD. Alors ABDC estun parallélogramme.
b) Soit M un point du plan.
~MA? 4 MB? 4 MC? = —(MD +DA)? +(MD +DBY? + (WD +DCY’
= A == &R 2
— _MD? — 2D DA —DA? +MD? +2MD-DB+DB
" \D? DA + DB? 4 DC? +2WD-(-DA+DB+DC)
_MD? —DA? +-DB? +DC?  (car _DA+DB+DC=0) 2
2
_MD? (car ABDC est un rec tangle, donc pA2 =Dg? +DC°)

Page 247 /
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes

AD

L ?
pinsi, ~MA? +MB? 4 MC? =£‘% bauivaut s DIF =%- . Clost-4-dire: DM =

24
_ AD g
Finalement, (C) 5! le cerde de centre D ef de fayon -
c)e AC=24B el (A"B.E):%+s<2z.a‘oasfs)=c.
AE = 2D ef (ATD’,ZE}:%-;—FQ: (keZ),doli (D) = E. D

* Puisque (B) = C et 5(D) = E, alors s ransforme le segment [BD] en [CE].

D'ois (B“D.C"E):%-rkz: et CE =2ED, (car s est la similitude directe de rapport 2 et d'angle dont une Menrzenl)
C'est-4-dire éu& les droites (CE) et (BD) sont perpendicutaires et que CE = 28D, ¢
2)a) AB = o, doncl'afiire de B est 25 = a,

AC = ACT =207 , donc [3ffive de C est 2 = 2ai,

D =FB+ C = ai + 207 , d'ofs Isfine de D est 20 = a + 2ai.

b;sesframmudemrededecenﬂeﬁ,wangze%emerappmz.

=
D'olr 5(M) = W' gi ef seulement ¢, -2, =2e2(z~z;). Cesti-diie 7 = 7iz.
c)e s{D)=E_d‘o{|za=2‘r;zn=21[a+2ai)=-4a+2ai, D'olsle
® Les coordonnées de BD sont (0, 2ar) et celles de
D'cli ED = 2, CE = 4c. Donc CE=28D.

Et BD-CE = 05(~4a:) + 20000 = 0.. Donc e droites (ED) et (CE) sont perpendiculaires.

Solution 29
1)a)
b)Led’isquedéﬁnﬂéparleoerde{G]amd’:améve[ﬂ.C].
a2 2 2y _an?
Son zire est done "T =:{AE :BC }= "ZB

ﬂa)smuma‘nﬁﬁmgd:radeplaneteﬂeque:s{ﬁ)=Bets{A)=D.

Ahskmﬁedeseﬂﬁ(mrﬁesﬁmaﬁanlpars], son rapport est
ED 1

CR p— P f’
g —
4

point E a pour coordonnées (-4a , 2a).
CE sont (4e , 0).

A

b)  Une mesure de Iagnte (B1,BC) st —

1’“— et BC=BW2,dolis(l) =C,
Oroll) =1, 2lers |'=C,

&) €3t le mifieu de [s(B ¢(D)].
Orell)=C,uB) =B ¢ #D) =D, alors C est fe m!lieu)njie [BD1].
c) » (C) et le cercle do

Y2 = Ca, veAie | 4 de rayon 18, 0ol (C') = 5(C) est alors le cercle de centre s(l) = C et de rayon

fot TAB?
o Lsite b disae it par (C) oo 2z-'¢%°i-=xmz.

33) 5 et la sinitude drects do centre B d'affixe b =

, 1+i,de rapport V2 et dangle — .
D'l 808 1 b it Oatfise z ed ' d'affiye Z }

4
MM = 2 b= 4(z—b)

—

Z=t-iz(-iz-(1+)) & z=(1-l-1*
\ Pagam y j

Scanned by CamScanner
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- rosslon comploxe dosost:z'=(1-l)z~14],
D'oﬂégn Mix,y) oL MK y') doux polnts du plan,
- :{:i)}uhl' e rE(=lz=N e Xy =(araqey o

e xy—1 " '
4 ‘ x'e XY e Dol l'oxprossion analyliqua do s os : l f =Ny
y'me=REY Y= —Xpygq'

Xpro

x'*if=(:w-1)'i(-x+y*1].

4 — '=£[_§+i} 3_'__243 4 2 41- 4 2
Isensuit que Z'=——| =g tiz|+ 2 5“5 5'“"'= "§+I§]z+§-—gl
3 4 4 2 =
===+i= 8t q=—=—~=|,0nablen z'=
parp=—gty S 97575 R
o Soit M(x, y) un point du plan,
3.4 4
x=——x+g¥+g x=_2x+iy+i
f(M) = M équivaut a 4 3 9 , C'est-a-dire 45 35 5,
= 2
==X+toy—= L R
557 56 &

Ce systéme équivauta : 2x-y-1=0,
D'ol l'ensemble des points invariants par f est la droite (D) d'équation 2x -y - 1 =0,

; b _Ex+iy+i
Soit M(x , y) un point du plan et M' sont image par f. MM a pour coordonnées 45 25 25 |
s
| Orun vecteur directeur de (D) est {i(1,2) et ona: MM =1x —%x+g~y+%]+2x[ %x-éy_a:u
Dol siM# M, les droites (MM") et (D) sont perpendiculaires. |
: . , X Y4y 1..2. .2 2. 4. 1 |
. Soit! le milieu de [MM'), les coordonnées de | sont ; x—.— ,S0it | =X+=y+=, =X4=y—=|.
(MM 2 2 5 +5y+5 5 +53r 5 I
Or, 24—y, =1=2 [l 2 3]—[?- 3 —1]-1=0.alursle int | est sur la droite (D).
h=t=exs 5555 s P @)
On peut alors conclure que f est une symétrie orthogonale d'axe (D), d'équation 2x ~y~1=0.
2)a) fest une réflexion, donc f-1 = .
o : : =-%x'+%y'+%
Ansl, ot M(x,,y) et Mi(x', y') deux points duplan, M'=f(M) < M=fM) & i AL i
Y=5ts s |

EWE"P“”E"‘“Hi & Bx+dyl-1ixy-11x+8y-120 &  A?-xy-x-1=0.
bu}u.(H ) ':?SI la courbe d'équation : 2x2 - xy -x—-1=0.
Soit M(x , y) un point du plan,

M : R L
parient & () si et seulement si 2x2 - xy - X - 1 = 0 ; Cest-a-dire xy = 2x¢ - x = 1. Donc y=2¢=1-2

Final 1
*ment, la courbe (H) est définie par la fonction g telle que g(x)=2x—1 =

ges‘:dEtUdlnns les variations de g :
¢finie, continue et darivable sur R, car fonction rationnelle.

AR R e e

Bt
Pour tout réel non nulx, ona g'(x)=1 +-1? etdonc g'(x) > 0.
X

S—— e P2 — |
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Chapitre 12 : Similitudes directes planey

D'ol Ia fonction g est strictement croissante dans chaque intervalle ou elle est définie.

lim gx)=4c0 et [lim g(x)=-co. lim g(x)=+0c0 et lm 9(X)=+oo.
X— oo X— =00 —=0 =

On a le tableau de variation suivant :

x——0

X - 0 oo
g'(x) + ¥
a,:-.:l,“-‘,-j + o0 +o0
| I I
.4-\; = 0O = 00

im (Q)—@X—N= fm —~=0 et fm (@X)—@x=1)= lim —-l—=u.

X—400 K=+400 X—+=00 X=—=ng

D'oll la droite d'équation y = 2% — 1 est asymptote oblique & la courbe de gen + = eten -,
D'ol la courbe (H' ) qui suit :

1l [1
1] I
|
|

wf————

Solution 31

T
1)a) Notons que u= e3. Donc u® = e = —1. Dol u est une racine cubique de -1.
b) u est une racine cubigue de - 1, c'est-a-dire u3 = -1, soitu® +1 = 0,
Orwd+1=(u+1)(r-u+1)alorsu*+1=0 signific u=-10ou u2-u+1=0.
Or u est différent de -1, alors on a uz - u—1 = 0. u est donc solution de I'équation 22~z -1=0.

¢) u est solution de (E). Clest-a-dire u2 - u + 1= 0. Ce qui équivauta > —u+1=0.

T

Ce qui signifie §2~T+1=0, cest-3-dire u est solution de (E). D'ols I'autre solution de (E) est: v= u=e
2) ABC, AEB et ACF étant des triangles équilatéraux directs, AEBC et ABCF sont des losanges.
Dol (EC) et (FB) sont perpendiculaires respectivement & [AB] et [AC] en leurs milieux.

Donc les droites (CE) et (BF) sont mediatrices respectives des segments [AB] et [AC). F
3)a) s(E) = C.

AF S
b) Le rapport de s est ) =1 et son angle est (AB, AF) dont une mesure est -23

¢) s est la similitude directe de centre A, d'angle dont une mesure est 2?“ et de rappart 1.

D'ol s est la rotation de centre A, d'angle dont une mesure est h ;

Fy
Soit M et M’ deux points du plan d'affixes respectives z et 2" s(M) = M équivauta z'—z, =¢e ? {zf-la}'

4) s est la rotation d'angle -231 quitransforme Ben F et E en C.

e Donc les triangles ABF et AEC sont semblables,

e ——— R ) _ﬁi—/
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AB = AE, alors ces triangl

s U8 80N suporpos "
o de s, Potposablos, D'oly, B = CE,
N

0 2012
o D mes(Bt: .FC) 3 |2x].
"W‘{Eg);"lgﬂ'ﬁgl"'mé-FC)'*-{FE CE), alors uno mosuro do (BF ,CE) ost X,
O (BF | .
2

p——— 2r
1 e—|2n|, Final 2 > =
o B ) 2 {2 Finlamon,on a EG = BF ol mos(GF T3 - Sian),

Mﬂﬂ \BCD estun losanga, car il a quatra ¢dtés do mdma longuaur, _

) Sot Qo contre do R, QAC ast un triangle dquilatéral direct
o plus, La reflaxion d'axe (AG) transforme A en A, C en C ot B on D,
nwc elle transforme lo lnqngtu BAC en le triangle DAC.
vk tiangle BAC est dquilatéral indirect, ot la réflexion conserve |a

" DAC st dquilatéral direct nalur dos tiangles, mais inverso leur orientation,

puisque A et C sont fixés, alors il existe un unique point D tal

Dod le centra d R st D que DAB solt un triangle équilatéral direct, D'ot 0 = D,

¢ DBE est un triangla équilatéral, ot (AC) est la médiatrice de |
Deplus, R(A) = C et R(B) = E, donc AB = CE. Et comma AB = AC, alors AC = CE.
Finalement, A, C ot E sont alignés et AC = CE, donc C est le milieu de [AE].

2) Soit N, limage de M par R, puisque R(A) = C, alors AM = CN,

Orlimage de [AB] par R est [CE), et M appartient & [AB], donc N appartient 4 [CE],
Donc N est le point du segment [CE] tel que AM =CN. DoncN =M.

Clest-d-dire M' est limage de M par la rotation de centre D, d'angle % :

D'ob Le triangle DMM:® est équilatéral,
3) sestla similitude directe de centre D qui transforme M en G.

3) Donc : le rapport de s est -D—G-=—1——-=—‘E.

DM oy ® 3
6
Tl'

|

&l

DB, alors E appariient A la droite (AC).

langle de s est (DM, DG) , dont une mesure est 5

b)Ona: %E-:——ﬂ.—-u—hﬂ et mes(DB,DC) E%[Z“] Dot s{B) = C.
Dexcoss
) A'estle centre de gravité du triangle DAC.

d
Par conséquent, C, G et A' sont alignés.

) A MetB sont alignés, d'oll s(A) = A', s(M) = G et s(B) = C le sont auss! (la similitude directe conserve I'alignement).

T T I

Tl2) » BC = 28N (car M est le milieu de [BC]), d'ou h(M) =C.
. '13[3\1; A'\ symétrique de B par rapport a A.
Plisg EI f Une rotation telle que roh(A) = B' et roh(M) = C".
- [:!} ©hA) = A" et h(M) = C, alors r(A') = B et r(C) = C"
ntre de
ANB' et CAC

'sontisocéles de sommet A).

Son AC Rr
angle est (AC, AC") dont une mesure est % ;

Siung e i
telle rotation existe, c'est la rotation de centre A et d'angle dont une mesure esl >

@ bien ; roh(A) = r{ﬁ.’] = B'etroh(M) =r(C) = C.

| ' ngles
restalors le point de rencontre des médiatrices des segments [A'B] et CC], qui estA (car les triang

e—— . Pagens ——
.

A\

————
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Chapitre 12 ¢ 5

D'otl r os! bel et blen la rolatlon do conlro Aot d'onglo d

m
b) roh, composdo duno rotation d'anglo 2 otd'uno !

d'angle 312- . Ainsl, pulsquo roh(A) = @' ot roh(M) = C', alors on :

BC' = 2AM ot mos(AM B’ A B = -—[21;]
Finaloment, los droites (AM) ot (B C) sont perpendiculalrs el BC' = 2AM.
2)a) o Mest lo millou de (BC), d'ol l'affixo deMest m= b ; 2
o AB'B estun friangle mctangia isocdle direct de sommet A,

Donc B est 'mage de B' par la rotation do centre A d'angle —5 Clest-a-dire zg —2p =02 (25 ~2,).

D'ol b = ib", Finalement, b' = -ib.
« ACC' estun triangle rectangle et Isocéle de sommet A et de sens direct.

L4
Dol c'-0=e2(c=0),soltc'=lc.

b) e AM=|m|=-12-|b+c| ot BC'=|p'~c|=-b-ic|=|-{xp+c|=[b+c]-

¢'=b' . I{c+b)

m  ctb
2

Or mes(AM, BC) arg[

Et donc les droites (AM) et (B'C’) sont perpendiculaires.

=2i. Dol afg[ﬂ'r;—hl-]zg[h].

[21:] alors mes(AM ,B'C ——[21:]

1) o Soit n entier naturel non nul.

Le lecteur vérifiera par récurrence que An = 5050 . . . 05(Ag) = s"(Aa).

Or s" est la similitude directe de rapport [—] , d'angle _ﬁ- , de centre O.

Notons z, l'affixe de As, on a alors ; z, = [J‘] Xe ﬁ x 2y, Clest-3-dire z, = G[Ja]e B

12 12':: 12
— S[I] E[ﬁ] B 287
2 2) 208

nilitudes directes planes
n
ont uno MOSUro osl ; ;

yomolhétlo do rapport 2 08! uno similitudo dirgyq do

D'oli B'C'=2AM.

lﬂ'rl

D'oll, 12 est un réel strictement posltif, Par conséquent, Aiz appartient & la demi-droite [O 7.

2) o ll sufft de déterminer Iargument de —L—-tL

J ~ZnH
L= n
or Tk 4 Zn =1——2—a+5=1__
'_ZIH-T zn+'| 3 3
D'oll arg[_-.."_*'1 =9
~Zyat 2 1
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Chapitre 12 ; Similitudes directes planes

i comme mES{AMIO 'A“"’!An) rg[ —Zn4t [ “] Ll mes(A,,.10 -An+1An}=E[2ﬂ].
| o riangle OAA1 estrectangle en Ares.
. Dol : e
, Remarguons GUe Aost= 5(Aa), d'0U mes(OA, , 0A,4) = %{2-“].
- E.J_E £+li —b6l= _§+3J§i -1
3}"%"‘1421—2“]* 2|2 "2 5 1=3.

o Soitnun entier naturel,

v3 i
La simiitude directe plane s de rapport 3 transforme An-1en A, et A en Aqei. Donc AnPpiy = 5 Anthq.

polasuite (AqAns1hnen €5t une suite géométrique de raison %et de premier terme AoAs = 3.

|
'
|
|

12 [ 12
1_[£] 1_[£] ‘
| 2 2
| rrreAdh # Az + ..+ AvAn, dlors I=|—2 |xAA. Dow 1=3l— =1 [ '
ek e -
2
k A

e En utilisant la calculatrice, ona : I = 18,4069 a 10-2 pres.

1)« OM=0M, d'ol il existe un unique déplacement qui transforme O en O’ et M en M", i
Comme 00" = MM* , alors ce déplacement n'est pas une translation, c'est donc une rotation. | |
Dol existe une unique rotation r telle que r(Q) = 0" et (M) = M'. l ,
|

|

'R

o Son angle est (OM, 0'M') dont une mesure —%.

* Puisque BO = BO' et mes(BO ,BO’) = —%[211]. alors le centre de r est B. i

2| L'image de (C) parr est (C'), limage de (OM) par r est (O'M)).

Nolons que les triangles BNM et BN'M' sont rectangles en B.

Donc les pmnts N, O et M d'une part, les points N', O’ et M' d'autre part sont alignés.

E'E'st 1; hf!):::'mt dintersection de (OM) et (C), autre que M, d'oli r(N) est I'intersection de (O'M') et de (C) autre que M.
ou = Nl_ .-t-‘ ‘

e BQ BP 1

® (8N, BA) = (BM, BP) donc mes(BN ,BQ) = —-E—[zﬁ].

Dl a (T - i
Oula similityde directe s de centre B, d'angle s :

T -
N el de rapport /2 Iransforme N en Q et M en P.

*P= -
i D:{M). d'oll lorsque M décrit (C), P décritle cercle

N .. i L)
Et puisqu} d'ol lorsque M décrit (C), alors N déerit (C).
=$(N). alors Q décrit (1) = s(C).

L simij m
itude dj
Cestadig ¢ directe de centre A, de rapport r et dangle 8, transforme B en Q, donc q—a=re’(b—a).
9~2=ab-qa. Doiiq=ab+(1-a)a.

f| \HEE;- Page 2] ————————
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Chapitre ]2 : Similitudes directes planes

e MN=QP. Ce quiéquivautan-m=p-q.

signifi
2)a) MNPQ est un paraliélogramme sig i et seulementsi,n +q=m +p,

C'est-a-dire n + @ =m + p. D'oll MNPQ est un parallélogramme
b) On a montré & la question 1) que q = ab + (1 - &)a. )
De fagon analogue, on montre aussi que : m = ac + (1-ajb,n=ad + (1-alcet p=aa+(1-q),
Or MNPQ est un parallélogramme <> n+g=m#p.
= ud+[1—a)0+€fb+|:1-ﬂ)a=UC+{1—ﬂ}b+aa+[1ha}d
< (1-2a)fa+c)-(b+d)]=0

&= q:—;—OUh+d=ﬂ+C.

& o :% ou ABCD est un parallélogramme (d'aprés la question 2)a))

D'oll MNPQ est un parallélogramme si et seulement si o =% ou ABCD est un paralliélogramme.

3) ABCD est un parallélogramme, donc MNPQ est un parallélogramme (d'aprés la question 2)b)).
Il suffit donc de mantrer que les diagonales de MNPQ, [MP] et [NQ], sont orthogonales et de méme longueur.

1+ 1+i
p—m=a{a-c)+{1—ﬁ)(d—bl=[T]{a_c}+[1_7}(d_h)=i
q—n a(b—d)+(1—a)@a—c) [ﬂ](b_d}+[1-1—ﬂ](a—0) +

2 2
ﬂ!:L
g—-n
p_m e ™
2x|, alo NQ ,MP)=—|2x]|.
q-n][ x, alors mes( ) 2[211]
On en conclut alors que les droites (NQ) et (MP) sont perpendiculaires.
MP |p—m MP s
De plus —= ,alors —=1.0nend =NQ.
pl NG |q—n NG en déduit MP =NQ

MNPQ est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires et de méme longueur.
D'ol MNPQ est un carré,

Orona:

p—m

q—n

Alors arg

T
55[21:] et

Puisque, mes(NQ ,MP) = arg[

1)a) (MA , NE) = (bOA , ~bOB) = (OA , ~ OB) = (OA , OB) + (OB , — 0B)

D'ol une mesure de I'angle (MA ,NB) est %— x= —% . Donc mes(ﬁ g @] = -IE[Z‘E] :
2

b) e r(A) =B etr(M) = N, d'oii r est une rotation d'angle (MA ,NB), dont une mesure est —-1%

* Soit Q2 le centre de r, on a r(A) = B, d'ols mes((2A , 0B) = —-‘2-‘[21:] et QA = 0B.

Ainsi, 0AB est un triangle rectangle isocéle de sommet 0, et de sens indirect. (F)
Or OAB est un triangle rectangle isocéle de sommet O et de sens direct.
D'ol OAQB est un camré.

2)a) r(M) = N, d'oli MON est un triangle rectangle isocéle de sommet Q.
J étant le milieu de [MN], (QJ) est la bissectrice de langle (OM , ON) ,
D'ol mes(QM , J) = ~%[21r].

———

Or (M, 2J) estl'angle de la similitude directe s, alors une mesure de

b)  s(A)=1,5(0)=Bets(M)=J.
D'l lorsque M décritla droite (OA), J déciit la draite (AB), image de (OA) par s. D'oli (E) est la droite (AE)

———— . Page 258

I'angle de s est —E .
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Chapitre 12 : Similitudes direciey

————

_— J_donc P estimage ce J par fhomothéte h da centre O ot de rappon 2
¥ s lorsque M osant (CA). J dsent (AB) et P déent la drode image ga (AB) par

{ T pariéie 2la 02 (AB) et pusque hil) = Q. alors (F) est 1a drots passany

o et -~lpar[}ew-ara"€eaf:-s;

-2 _2-0_; po Blo1a LB | _Rp,
e T l E=Ky arng—?-A “2[2]
i |
% = (2Tl o B [z |7-2
Q'fesh';':‘u'=u1)-ggl2'—z‘ ]-‘ ’ AM |Z_ZAI Z~T,
o 1 e mes(RM,BM) =2{27]. Ceesténdie mes(AM ,BM;) = Z(2x] et Bu; =AM
A ‘
.}:

) L'sxcression complexe de Testsous [a forme 2= az + b, ol a est un complexe différent de 0 et 1, avec la| =1

~ . T <t rot=tion de centre le point d'afixe , avec 2= iz — (1 +1), soit z= - et d'angle de me ami‘='3{2:]
’ 2

dz—=".’.r~(1*ﬂmﬁﬁ+i‘f==i{1+i}')-(1+i]-C’est-é-direx1+iﬂ=-y_1 +i(x—1). D'od X =-y-1

yr=x-1"
¢ T et une rotzion et Ma = TM).

0o lorsue M décrit le cercie de diamétre [AB], (qui estle cercle de centre O et de rayon 1), M: décrit le cerdle de
== T(0)=0/(-1,-1) et de rayon 1, image du cercle précédent
7)o le point M, barycentre de (M, @), (Mr, -2) et (A, 1), équivaut a aM'M—aM'M; + MA=0.
Cesidre OM =20M—aOM, +OA .
' o Delég2iS vecloniele précédente, on déduit que :
rez-mm+i=sa@z-az-(1+i))+1=a(1-iz+a(l +i)+1.Dod Z=a(1-i)z+a(1 +i) + 1.
b)  L'sxpression complexe de Ta est sous la forme 2/ = az + B, ol a appartenant 2 C et B appartenanta C.
Dol T est une smifude directs plane.
s Scncenreestle pontdafixe ztellequez=a(1-ijz + a(1 +i) #1,
a+1+a 1 -
S Z=——"= = i,
B 1-a+ad 1-2a+a® 1-2a+a
Son rapport est k:]aﬂ—i)[:[a]xv’i et son angle a pour mesure arg(a(1 —i)) = arga + arg(1 - i){2m).
In

Done - siza <0, 2lors une mesure de son angle est ﬂ—%=1—.

sia> 0, une mesure de son angle est —%

* T: estune rotation si et seulement si [a(1—0)|=1.

Cestadire 2] x 2 =1. Ce qui équivaut 2 a=% o a:._fzi,
2, 2
‘ 2 — 41+ 5 . =
}! se“2_2_’&\‘!brsTae*.-:tl.armznicm-.1emsm‘lﬂ=:If'.|:ucirltd‘afﬁ.!te 2 = 42'5. =2+2J_]l1—l") etdangle —7.
| fuuis 4 205
2 2

2o, 2
5a~ 2 —‘—"'|‘1"_'_I 2,-.)'5 T d le _31‘
==+ 2ors T, est la rotati it d'affixe —2 2 _|2===|(1-i) etdang®
2 2 tion de centre le pointd'a T:HT 5
2 2

' Page 255 j ok
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: Chapitre 1
=|el f(B) = rcora(B) =rc(C) C. ‘

1)a) f(A) = rcora(A) = rclA) = .
e T et rpestlarotation de centre C el d'angle e

2 : Similitudes directes planes

b) ra est la rotation de centre A et d'ang|

T .
y iond' —_ mposée de deux rotations.
x T _ ™ Do festlarotation d'angle =7 comme comp

4 2 4 -

—

f(B)=Cetfest la rotation de centre Oetdangle — 5

c)

e T
D'ot1 BOC est un triangle isocele de sommet O et mes(DB.OC)EJE—[Zm] )

D'oll ABOC est un losange.

e — T
2)a) I'angle de s est (OA,0B) dont une mesure est —

B

b)s(C)=C', d'ou mes(OC,0C' )E%[ZTE] :

——— - ———

or mes{D_ﬁ.ﬁﬁ)E%[h] et (OA,0C)=(0C,0C')—(0C,0A), alors mes(OA,0C)=0[2x].

Les points O, A et C' sont donc alignés. Par conséquent, C' appartient a (OA).
¢) H est le milieu de [OA], d'ol H' = s(H) estle milieu de [s(O)s(A)]-
Or 5(0) = O et s(A) = B, alors H' est le milieu de [OB].
d) s(C) = C', s(H) =H, s(0) = 0 ets(A) =B.
Dol les images de (OA) et (CH) par s sont respectivement (OB) et (C'H). o
Puisque (OA) perpendiculaire a (CH) et s estune similitude directe, alors (OB) et (C'H’) sont aussi perpendiculaires.
e) H' est le milieu de [OB] et (H'C') est perpendiculaire a (OB), d'ot (H'C") est la médiatrice de [08]. .
C appartient donc aux médiatrices de [0B] et [BC] (la médiatrice de [BC] est la droite (OA)), donc C' est le point de
rencontre des médiatrices du triangle OBC. D'oll C” est le centre du cercle circonscrit au triangle OBC.

Solution 40

1) @ T estune similitude directe plane car son expression

complexe est sous la forme ' =az +b, aveca = 1+jetb=-i
Son rapport est [1+1 = J2,

Son centre est le point d'affixe z, telle que z= (1 +i)z—i
cest-a-dire z=1.

Son angle a pour mesure arg(1+i) = %[27:] .

e Le point A a pour affixe 1.
z'-z_ifz—1)

z-1 z-1

=i, d'oli arg[zzl%: 51_21_[2“] i . -

:':':_—‘ A g—
Comme mes(AM,MM )Earg{-—i][h]. alors mes(AM,MM')=—[2x]
z—1 ' 2

MM' |z'-z =
2)a) —= =1, d'oll MM' = AM MM’ - .
) = E‘ 1,d'oll MM' = AM, Comme de plus mes(AM,MM']EE[ZN]. alors e tangle AW *
rectangle et isocéle de sommet M., ’

b) (D) est la droite passant par O et I(1,1).

dont

fuit O'=f(0)etl'=1(1). *

‘affixe de O'est zo = (1 + Jzo~i=-i

.. ‘ i : T
L'image de la droite (O1) par f est |a dm:e?g!s)eel B

Or la droite (O'I') est I'axe des ordonné
on ‘ol I
3)a) Soit z un nombre complexe et Z?:pﬁ. Dol limage de (D) par f est I'axe des ordonnées:

L'équation (1) admet deux racines, dont I‘uzgze;llzg 3 LA i 20
ﬁ
Page 256
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' Chapitre 12 : Similitudes directey planes

fn isant1e prod ;
rautre 18GIN° est 2"=—3(1—)
a . -
gen point B du plan distinct de A et un seul tel que les affixes zo de B et zy' de B' = T(B) soient liées par Ia
0 e 2= —(1—i). Etlaffixe de B'est zg'=— = _1_j,
¢|Eﬁﬂnzuzu= - 2 Zy
Aest-1.
: -t _ (=D g4 ot arg[-?]s%[zﬁ] , Cesta-dire mes(AB,AB")=" [2x].
' E“'T"" Zg -1 Z— 1
0 '
4 +1 31\' : i ] 3]1'
+H i, dol ——|=——|2n|, c'est-a-dire mes(A'B,A'B)=——
'_zg_%?j_hmu ar@l[z_’_I 4 [27] es(A'B,A'B')= - [27].
Iy

Dol mas(ﬁ.ﬁ}ames(ﬁ.ﬁl[w] .D'oti les points A, A', B et B' qui sont non alignés, sont cocycliques.

f)La similtude directe s conserve les angles orientés.
ranas(M) =M, s(C) = (C), donc s(0) = O’ et s(A) = A,
0ol (OA,0M)=(0"A,O'M') .

Je s =A, s(0)=0" ets(M) =M,

—

AO' AM' P AL, e e
N et (AM,AM')=(AO,AQ").
done e ( )=( )

poi M _AM ot (AMLAMY) = (AO,A0Y).
0 A0

Etdonc le friangle AMM' reste semblable au triangle AOQ".
¢ L'angle AO'B est I'angle au centre associé a 'angle AM'B .

1 e

Dol Fangle mes{ﬂ.m—ﬁ}:—*—zmes(f}_‘ﬁ ,O'A)[x]. Cest-a-dire mes(M'A,M'B)= —mes(O_*-ﬁ ,O'A)[].

De plus, les triangles AMM' et AOO' sont semblables, d'oii : mes(M'M,M'A) =mes(0'0 , 0'A)([2].

O (VW) = (WM, M'A) -+ (WA , MB) , alors mes(M'M , M'E) =mes(0'0 , 0"A) —mes(0"0, O'A)[x],

ot mes(WM ,W'B) = 0[] C'est-a-dire M, M' et B sont alignés. On conclut alors que B appartient a (MM).

h“., Montrons que les triangles HIB et HB1J sont semblables :
E::E.mesﬁiﬁ = masﬁjﬁ; = et mesiHB = rnes.TI:IE , alors les triangles HIB et HB1J sont semblables.
D’amé:::ulls.e-n que ABC et A@L& sont ﬂhlables : - )
On munﬂeiaﬁhon ~“' ona mesIBH=mesJB,H , c'est-a-dire mesABC = mesA,B(C, .
Me a la question 1) que les triangles H'AK et H'A1l sont semblables.

E‘ {}n d' . e .
Blt)a :f::oque MesBAC = mesB,A,C; . Les triangles ABC et A1B1C1 sont alors semblables.
b) CaICqunsn;Ies Points A, B, C, Ay, By et C1: Voir les points I, J et K sur la figure.

5 * affixes des points |, J et K et plagons-les sur la figure :
N e O e M
2 T Ae— =

. 2 =5-3i )= 2 2
zlq-_--ﬂ_f_z_t:___:_—_*#_--_laa_.jlf_;i___‘i

Voir log o+ /2
Points 1, 4 o K sur la figure,

Page 257 e ————
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Chapitre 12 : Similitudes directes planes
¢) Montrons que Ay, |, B sont alignés : _ _ .
Ona: zg=2-2, =5-3-3+7i= =2+4i el 25 =2 -7, =5-3i-9-5i=—4-3.

On constate que Zg; = uzz—ﬁ donc Byl = 42A1I Par conséquent, les points As, | et B sont alignés,

d) Déterminons une mesure en radians de 'angle (1B, iB;) .
28, =% _9+5-5+3 4+8i _(4+8)(9- 3) 2

= = 1+i),donc a
Ona zg-7, 14-5+3i  9+3i ~(9+3)(9-3) 3( ) rg [n]

_ Zg — e
Puisque mes(IB, IB;)=arg :" : , alors mes(IB ,|B|}E%[21t].
by

e) Déterminons I'image de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle % :

Puisque mes(iB .IE-) sg[i!r:] , alors l'image de la droite (IB) par la rotation de centre | et d'angle % est la droite (B)
Or les droites (IB) et (AB) d'une part, (IB1) et (A1B1) d'autre part sont confondues, donc limage de la droite (AB) parla

rotation de centre | et d'angle % est la droite (A1B4).

2)a) Montrons que I'écriture complexe de s est z'= {% + %i]z+2- 2i:

s est une similitude directe plane, donc son expression complexe est sous la forme : z'=az + b.
a(—4—6)+b=3-T7i

Pui A) = As et 5(B) =By, al :
uisque s(A) = A1 et s(B) 1“’“"3[ 14a+4b=9+5i

La résolution de ce systéme permet de conclure que a= % -k %i etb=2-2i.

Par conséquent, I'expression complexe de s est z'= [% + %i]z +2-2.
b) Déterminons le rapport et l'angle de s.

Le rapport de s est |a| =

+ ;|| —-"?l et son angle a pour mesure arg[; ; ] , C'est-a-dire % ;

Finalement, s est une similitude de rapport % et d'angle % ;
Déterminons I'affixe du centre Q de s.
Q est l'unique point invariant par s, donc son affixe est solution de I'équation z' = z.

D'oli Q0 a pour affixe 4.

c) Ce' que représente le point Q pour ABC :
* QA=|z, ~2zo|=|-8-6]=10

» OB=|z5—zq|=[10[=10
-ﬂC=|zC zn|=| —8— Gi|-_1tl

Comme QA = QB = OC, alors Q est le centre du cercle carcnnscrll
au friangle ABC.
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NP

Je plan est muni d’un repére orthonormé (O , f 0

pans ct cours;
A. Parabole - ellipse - hyperbole
A - Parabole
3l péfinition : ‘ e o
e courbe (P) est une parabole lorsqu'on peut trouver un repere orthonormé (€2; U, V) dans lequel son équation peut

o mefire sous [ forme Y =aX2, ‘ :
/=2t est [quation réduite de (P), 0 est son sommet et la drite (2;V) est laxe de symétrie de (P).

p)L'allure de (P) :

=]

cly
L1

cl Y

Sia<0

Sia»0

t) Equation d'une tangente a la parabole : _
Latangente au point Mo(Xo , Yo) 4 la parabole d'équation réduite Y = aXz dans le repére

RE‘l'Ila.quE :

' | ¥ 0 r & . - = -
La courbe d'équation X = a¥? dans le repére (§1;ii ,V) esfune para

(€;1, V) a pour équation

bole de sommet Q et daxe (513 i).
o) et d’axe (823 j).

[ ] " - = - - i
La courpe d'équation y - y, = a(x — x,)° dans (0 ;i , J) est une parabole de sommel (xp . )

5 , raxe (7).
¥ La courpe d'équation x - x, = afy - y,)* dans (O; i,]) estune parabole de sommel 0(xq , o) et d’axe

A; - Ellipse
the l T uation peut
e E) est une eliipse lorsqu'on peut trouver un repére orthonormé (€24, V) dans lequel son &
se me 2 2 igt
Tesusia forme h>(_2_+‘~_(2_ =1, oll a et b sont deux réels strictement positifs.
x! \rl a b 3
T (a,0).. (a,0)

1 = i mmets A
;‘ b2 =1 estléquation réduite de 'ellipse (E). Cette ellipse admet un centre 0, quatre SO

O bety ) et faxe (2:7)-

1480, 4) dans e repére (2;1i,¥) et deux axes de symétrie : 'axe (€2 i) et faxe (237)

L in% Page 259 M
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Chapitre 13 2 Jonigques
—-——-——-——-'——‘__'_”____‘-—'_—-_"_-_-—“__.—-——_—-_'_-—‘—--— _

S ———— e e
Sia>b, (Q;1) estappelé le grand axe et (€2; V) le pelit axe de (E). \

2: V) le grand axe de (E).

Sia<b, (Q2;1) estappelé le pelit axe et (§
Sia=b, (E) estle cercle centre Q et de rayon a.

b) L'allure de (P) :

clY

Sia>b

Remarque .

Ao =) _ | dansle repére (031 ,J) estlellipse de centre 2(x, yi), de

La courbe d’équation
a- b-

A’(-a,0), B(0 , b) et B'(0 , -b) dans le repére (0} i, J) et d’axes de syméirie : les droites ((2:1) o

sommels Afa , 0),

;7).

¢) Equation d’une tangente a I'ellipse :
2 2

La tangente au point Mo(Xo , Yo) @ I'ellipse d'équation réduite '\){—2+b—2 =1 dans le repére (2;1, V) apour équation
a

XX VoY
= ——=1.
a’ b?

d) Représentation paramétrique d'une ellipse :
x=acosh+ X
N 0 avec aet b>0et geR et

: le des points M(x , y) dans le repere O;-i',*" tel .
L'ensemble des poi (x , y) dans le repére ( j) tels que g b g0

2
X &
lellipse d'équation { +:°] .|~W :
a

Yu)2_1d . LT T
T ans larepére (O;i,]).

A; - Hyperbole

a) Définition :
Une courbe (H) est une hyperbole lorsque I'on peut trouver un repere orthonormé (Q; U, V) dans lequel
2 2

peut se mettre sous la forme ?_?:1 .ol a et b sont deux réels strictement positifs.

son gquaton

X2 VP T o
;2— —Ez- —1 est 'équation réduite de I'hyperbole (H). Cette hyperbole admet un centre Q,

A(a, 0), A'(-a . 0), deux asymplotes d'équations respectives Y = Ex ol Y=—
a

deux gommets

s de symélrie +|'axe

b

=X, et deux axe
a

transverse (2 ;) et l'axe principal (7).
Sia = b, () estune RERae dite équilatére. Ses asymptotes sont perpendiculaires.
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Chapitre 13 : Conigues

p)L 2 .

n o

L s )
*équation ———+—=1 dans le repé SOV est Phy
Remarque: ® La courbe d’éqt T T erepere (2311, V) est 'lyperbole de centre 0, de

&

B(0,b) et B’(0 ,-b), d’asymplotes les droites d’équations respectives ¥ = P_ X oY= —EX D ace
sommets DI+ d a

ansverse (§1; V) et d’axe principal (€ 3if).
el e (6 it
e La courbe d’équation u— U—r;'“}—L-l dans le repére (051 . J) est I'hyperbole de centre
a” 7

O(xy , Vo), de sonmels A(a ,0) et A’(-a , 0) dans le repére (), i ' j ), d’asymptotes les droiies d’équations respectives

Wi 2 i 7
o La courbe d’équation —-(—'"—f'!l—-#%:I dans le repére (01 , ) est "hyperbole de
a— rs

centre Q(xy , o), de sommets B(0 , b) et B'(0 , -b) dans le repére (§1; i 1), d’asymptotes les droifes d’équations

respectives ¥ =E."( el Y= —-b—.\’ dans le repére (51 17 _,-l:).d'axe transverse (§1; :;'.'] et d’axe principal 7).
a a

ci Equation d'une tangente a |'hyperbole :
2 2

. X S
Latangente au point Mo(Xo , Yo) & I'hyperbole d'équation réduite —- =y =1 dans le repére (£2;U,V) apour
d
équation Eﬂi - I‘ﬁ =y
a2 b

= F - - - 7 -
B. Définition géométrique dune conique
B, — Définition - propriétés
3) Définition ;

F un point dy lan, (D) une droi nant pas F et e un réel strictement positif.

Eu:afpe"e D“”iqugde fgyzar F.eé’é"éﬁfeﬂfniri‘&, d'e:i:centricité e, I'ensemble (C) des points M du plan tels que
*dM, (D)), ot diM, (D)) désigne la distance de M a la droite (D).

gLanpriétés : .

S I:;i(g)laf?épa"dimﬂﬂire 3 (D) passant par F et K le point de rencontre de (D) et (4). (Le lecteur fera une figure)

*Si0cgqq ) el‘“ une parabole de sommet S milieu de [KF] d'axe (A).

barycente 4 ea E:}Frs (C) est une ellipse. ot da cetta ellpse sl

Y2 axe, g con 13' eL(K  e). et A" barycentre de (F , 1) et (K, -e) sont les som

*Sie> 1 algre {Cfesilzglise es; IF milieu du segment [AAT].

Aycentre ge (F.1)et K. :F}).E;t i'eﬁarycentre de (F, 1) et (K, -€) sontles sommets de celte hy

SVErse. Le centre de 'hyperbole est le milieu du segment [AA]

E tran
%iﬁ% Page 261 ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
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Chapitre 13 : Conigues

éduite et définition géométrique

B; - Equation r

a) Cas de la parabole : __-
| Equation y2 = 2ax x1=2ay
Parametre E 4l
Aot La droite (2; 1) La droite (©2; )
2 Flo,2
Foyer F[2 .D] [ : EJ
e déquation x=—7 te équation y =~
Directrice | L@ droite d'équation X=—7 La droite d’équation y -
b) Cas de I'ellipse :

Chaque ellipse a deux foyers F et F', deux directrices (D) et (D') et une excentricité.

FF *
L'axe focal est la droite (FF'), la distance FF' est Ia distance focale, et c= r est la demi-distance focale de l'ellipse,

Sia>bh G- sl EaiEEt Sla <h ]
= xz Y? xz Y?
 Equation ;"f'f*?ﬂ ;3+b—2=1
ngi-distanm_achalg, P PO -
Excentricité c c
TN e=— g=—
g a b
Foyers =~ F(c,0) et F'(-c,0) F(0,c) et F(0,-c)
"~ Directrices a2 a2 5 o
S TR 5 [D):Xz? et (D'):)(:—-E-_ (D}:Y=? et (D):Y=—o

Remarque : e Les foyers F et F’ sont situés entre les denx sommets du grand axe el ils sont syméfrigues par rapporl

aii centre de Pellipse.
e Les directrices (D) et (D) sont paralléles entre elles, perpendiculaires au grand axe ef sym elrigues

par rapport au centre de Pellipse. Les sommels du grand axe sont situés entre les deux directrices.

e L’axe focal de I'ellipse est son grand axe.
e L’ellipse de foyers F et F’ est 'ensemble des points M du plan tels que MF + MF’ =2a (a>0¢!

*), 2a étant la distance entre les deux sommels de U'axe ocal : ¢’est la définition bifocale de Iellipse.

¢) Cas de I'hyperbole :
Chaque hyperbole a deux foyers F et ', deux directrices (D) et (D') et une excentricite.

L'axe focal est la droite (FF'), la distance FF" est |a distance focale, et ¢ = % est la demi distance focale de

I'hyperbole. —
Lt xz Yz'- . SR 1,2 U %25 >
Equation SREss| SR —2———2=1--_ _ e _i+Y_=1
R 8%l Dy BRSNS a2 4se b2 -
Demi-distance focale
c=ya’ +b? o=l +b
‘Excentricité. c
% e=-— e:E
- = a b pr——
yers - Fic,0) et F'(-c,0 x
T - (c.0) 2 F(0,c) et F(0, L‘E"
O:x=2 ot @):x=-L | pv=2 o @)¥=—%
. c c e

_
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Chigpine 10 Cilifyige

o ! iy onine fox deny fovers 1 o i e
TR L LCALA i LI AONS y ;
it .":':' :, of (1) KONt paraltoles enre ellon, siiiiday ,r,,,,-;‘.';:,”" 0ION par ot i I o |

QU par MppON e cenine de I'hypertole, VX Yoo, hyperbols,

WY Peipeidientalres 4 e

‘ 1,'. (e P hApErhOTe ONEAON (N INIRVOID
Al '

I Aoy el
e Y1 e JUY MM w3 :
u'lwﬂll. ) Jos depy A : l L ”"’--'"-a'-'l”r.m fiani

i

C, Condquies el o I"h\ﬁ"l"l”ilnI)I'M'f.f[,{;p{” "W

Gy Conlquen ol lmilindos

Ly dune Conkigue par une Al el une conlgue do mame oxeaniona, Done de mame nature

Gy = Elllpno ol afinltd orthogonate dy plan

2) DifInttion 2

X . ¥
ol (1) lelipae d'dquation rédulte '“.1 | " =1 dene o repdra (9311,§),
Ld ]'

Sl b, alora o carcle (G ol (G te tayons ranpaciia a ot b, da cantre 0, son rogpactivamant la corcla principal of
foercle secondalia de (1),

Sla<h, alora las corclen (Ga) ol (Gu) da rayons ronpectita v et do contra (), sont respaclivemant la cercle secondaira
ella corcla principal de (L),

[ i 1 |

arh

bl Détininign ;
SO0 (0) une g

Mo du plan ot k un nombia réel,

T : i
. h:tnilh arthogonale d'axe (1) of do rapport k, ant Iapplication do P vers P, qui & tout polnt M du plan, associo o
(
o plan ol quo ¢ FII - KM, ol 1t o projotd orthogonal do M aur (D),
| Thdorbpg
00 ' gy

(C) par une affinttd orthogonala do rapport un el non nul k el d'axo una drollo passant p o
"o corglq ¢ vstune ollipan (E) do méma contie qua (C),
Mrincpal fal |K] < 1) ou lo corclo secondalra (sl | =+ 1) do (),

[
®Nla dg o Corcly
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Chapitre 13 : Conigues

EXERCICES POUR COMPRENDRE LE COURS

A. Définir analytiquement une conique

1- Construire une conique connaissant sa forme réduite

Exercice 1

Tracer la courbe (C) d'équation y? :%x dans un repére R :{D:T,]) orthonorme.

(P) est une parabole de sommet O et d'axe (O Tr) ;

—_—

A
HEENN AN
1LY _}_'__JT} = N
R0 0 A A S S
R
A
] B | J1 4]

Exercice 2

2 _ 92 .
Tracer la courbe (H) d'éguation —%— + ﬂ(g—z) =1. Le plan étant muni d'un repére orthonormé (0:7,]).

TN
Soit ©(0,2) dans le repére (0:7,]). i \\I i
(H) est 'hyperbole de centre Q, de sommets A(0, 3) et A'(0,-3) etayant \!
pour asymptotes les droites d'équations Y :%X et Y= —%X dansle

repére (Q; 17, ).

Exercice 3

Le plan étant muni d'un repére orthonorme ©:7.7).

; T T - E
Construire la courbe (E) d'équation =t o =1 dans le repere (Q;7,7), 000 a pour coordonnées (2. 1) dans

= < 3+ 4- - 4- 3
Oji,j)et I==i4+—j et J==2737
repére ( i) 5 +5]E J 5|+51’

e Page 264 ﬁfi“'

Scanned by CamScanner



Chaplive 11, Comthp

(E) ost ellpse do contro €2, do xommets AQ, 0), A4 , o) nm\-b /
A 010, -2) dang lo ropdre (231, J) | \

o o

2~ Construlre dos courbos 3 l'aido dos conlquos

Exercice 4
Le plan est munt d'un repdra orthonorme (037, ),

Sans dtudier les variations, construire la courbe (C) d'dquation : y w v/x? - 2x.1.5 .

Résoudre graphiquement l'indquation ; Vx* =2x 4.5 > E;—"- ‘

T R R > R S T T T T

y=0 - y20 yao
& - 2 i
y? =x? = 2x4-5 Iv*ﬂ(!-“’ 2 “gx—?‘)‘-lt};—:—q

D'od (C) est la partie de 'hyperbole dquilatére de contra Q(1, 0) dans lo ropdre (0 ; 1, T) , do sommots A(0, 2) ot
A0, -2) d'asymptotes les droites D:y=x et D% y=-xdanslarepdre (; T, 'J'i , Slludo au-dogsus do l'oxo dos

abscisses. ;w | ‘ 7
1 I'

i
BER

La courbe (C) est au-dessus de (A):y = S%K dans L
| |
|

o y=Uxt =2x+5 e I

1

* (C) et (A) se rencontrent aux points d'abscisses 1 et —g ;

lintervalle ——m.—§l et dans lintervalle [1 , +[. ] | |

3 ' EDE] T )}/T\ IR R"
- 111 . Bl 1L AN
Doﬁlasﬁluﬁondal’inéquationnst:S=]—m.—§lU]l.+0~"[- tet =117 ‘ P4RR 1 ' o 50 i o i

Exercice 5 2
Soit M(x , y) dans un repére orthonormeé {0:‘{.]'} . On se propose d'dtudier I'onsembla dos points M tels qua :

: SO G O
a;,5|§i+ﬂ!;[=1 b) dx|x| +y* ~16x—20=0. c) ¥ = 4|" 2 |

oﬁlﬁiz‘ﬁpguem les cas suivants les valeurs des coordonndes de M.
erminer et construing avec précision les arcs de courbas obtenus,

L] L ]

A)Six20et y20,alors on a 4Ly, qui est l'¢quation rédulte do l'ollipse E1 de
' 25 9

Page 265 _____———___
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Chapitre 13 : Conigues

Al5,0),A(-5.,0), B(0,3) et BY(0,-3). Notons Cs la partie de E) dans [0 + «[x[0, + e[,

Six20 ety<0Oalorsona %_ % =1, qui est l'équation réduite de I'hyperbole H: de centre 0, g SOMmMmesq

3
Al5, 0), A(-5, 0) et ayant pour asymptotes les droites (D):y = —x et (D): y——g

Notons Cz la parfie de Hi dans [0 +=[x}-= , 0].
2 2

. L
S0 ety=<0slors ————=1,
Sixs0ety<Oalorsona %9

Cett= égalté est impossible.

y2

X .
i Oety=20alorsona ——+—=1, quiest
Six = y20a % g q

Féquation da I'hyperbole Hz de centre O, de sommets
8(0, 3) et B'(0, -3) et ayant pour asymptotes les droites
3 3
{DJZ?=*5'1 et {D'):r=-g:c- _
Noions C; la pariie de Hzadans }= , 0] x[0, +=[. FEES RS SN
L'ensemble des points M(x , y) du plan cherché est la réunion des courbes C1 , Cz et Ca.

b) Si x20alorsona 4x2 +y2—16x - 20 = 0, c'est-a-dire 4(x-22+y2-36=0.
Done (x— 92) ——%—1 qui est une équation de l'ellipse E1' de centre 0{2 0 dans le repére (0 i |]] de sommels
A(3,0). A(-3,0).B(0, 6). et B0, -6) dans le repére (Q: 7, ) \\—'*' |

Six<0alorsona:-4x2- - 16x + y2- 20 = 0, c'est-a-dire
“4{(x+2P+y2+16-20=0.

Donc —{x + 2)2 —:—§=1 . qui est une équation de I'hyperbole Hi' de -

cenre Q°(-2, 0). De sommets E(0, 2) et E'(0, -2), d'asymplotes les —
drotes D:y=2x et D': y=-2xdans le repére (Q';-i'.-i')- _ ]
(Le lecteur pourra trouver les coordonnées des sommets et les N O
équations des asymptotes dans le repére (O; T,_j-) en faisant un
changement de repére. Dans ce repére, on a : A(5 ,0),B(2 ,6), 1
B’(2,6),E(-2,2) et E'{-2 ,-2)). =
Notons T's I partie de E+' dans [0, + oc[xR et T:la parie de Hy' —— W

dans |—oc,0]xR. {
L'ensemble des points cherché est la réunion de Tietl. =t

€)Si xe },1]U[3, +=[alors on a: x2 - 2~ 3 2 0. D'o, y? =-—(x —2x-3), cestadie L= 4) -y =1,
qui est une equanondelhyperbole Hi" de centre (1, 0), De sorumels A(2.,0) et A2, 0), d'asymploles les drotes
(A): y——x et (A):y= --;;x dans le repére (. I,j).

2
Sixe [1,3]: onaxt-2x-350.

o 2] C(x—1)2
Dol, y —_4("2 ~2%~3), Cestadie | 2 } +y? =1, qui est une équation de l'ellipse E" de centre (1 , 0)

De sommets B(2, 0), B'(-2, 0), C(0, 1) et C'(p, 1) dans le repere (0; 7, 7).
L'ensemble des points cherché est la réunion des courbes Hi" et Cy",

e Page 266 I
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l Chapitre

I, Conlynes

>
o5t munl dun 1epdre orthonormé (O3 1, ]).

\ l‘?” gnsemblo dos polnts M(x , y) du plan P tols que : 16x! + 81y + 72x?y2 ~ 1296y2 = (),

5ot (1) Mostla réunlon de deux coniques (I'1) o (I2).

wwqueum que lo membre do gauche do I'égalité ost une différonce de doux carrds).

ﬂﬂggrﬂ;:;?um (r) aprds avolr pracisé le centre ot les sommels des conlques (1) et ().

E” soilx ol y deux nombres reels.

fot + 1y + T2x2y2 - 120By2 = (16 + T2x7y2 + B1yf) - 1296y2 = (4x? + Iy?)? - (36y)?
= (dx2 + 9y - 36y)(dx2 + 9y2 + 36y).
Dol Mix,y)appartienta () e (4x2+ Oy2 — 36y)(4x2 + 9y2 + 36y) =0
e 4x3+9y2 =36y =0o0udx?+9y2+36y=0
& 4x2+9(y-2)2-36=0 ou 4x+9(y+2)2-36=0.

2 2 2 2
X =2 _, X 42,
7t 8ty

=

2 _22
o Me(ly): %4.-(1-4—):1 ou Me&(l'y): -9—'1"

(T et {T7) sont des ellipses. D'ou (1) est une réunion de deux ellipses. { '
(") estelipse e centre (0, 2) dans le repére (01, J) etde
somnals A3, 0), A3, 0), B(0, 2) et B'(0 , -2) dans le repére (21, ]) ||
wnke (0, -2) et de sommets C(3, 0), C'(-3,0), D(0, 2) et D'(0,-2) |
dans le repére Q7 "l'] . L
Y Lacourbe est ci-contre

3 - Etudier des familles de coniques
- fels que :
= -2:z|e I;Ian "apporté au repére orthonormé (O:1,]) , on considére I'ensemble (T'g ) des points M(x, y) tels @
Pracis Sed +

1-a2
Sciser o @, a étant un nombre réel. :
Slivant leg différentes valeurs de a, la nature de (I"s) et ses éléments caractéristiques.

————— PAGE 26T o —
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Chapitre 1.3 : Coniques

2) Méme question pour (T ): ax? +y2 +(a+

1) Soit M(x , y) un point du plan. . ‘

2
a
M(x , y)appartient & (Fs) si et seulement si 4(x+2) +2y? =2-a" . Notons que 4(” 2) +2y° est U e ey

Donc,
Sia appartient 2 s, v2[UlN2 , +<[ , alors on a, 2 - a2 < 0. Ce qui est impossible. D'oit () = @,

* 2
: 2 i
Si a=+/2,alorsona, 4[x+3£—EJ +2y% =0 Clest-a-dire x=—? et y=0. D'ol (Pﬁ]=[ﬂ[_§iu”.

)x ,.E =0, a étant un nombre réel.

2
Si a=—/2 alorsona, 4[1—%] +2y% =0. Clest-a-dire m;:-\';—E ety=0.D'ou {PquJ:lQI[I;E' ”

Si aappartient 3 ]—Ji.v@[alorsona 2-a>0.

2
a 2 [:‘: +%] Yz
Ainsi, 4| x+=| +2y?=2-2° . & 4 =1,
( 2) ¥ 2-g¢  2-—gt

4 2

i u 2_32 2_32 1alli n a |
Puisqu'on a 2 >0 et 3 >0, alors () est I'ellipse de centre -E,U dans le repére (O; i, |) elde

V2-a? 2—a’ 2—a? 2—a? . - -
, All— 01, B|O, et B'(0,— dans le repére (121, j).

2) Sia=0 alors une équation de (') est y2 = -x.
D'ol (") est une parabole de sommet O, d'axe de symétrie I'axe des abscisses.
Sia#0: alors soit M(x , y) un point du plan.

0

sommets A{

2
. , a+1 , a a+1 a+1] 2_3_0
appartient a (I alx ——==0 b EV | |4yt=—=
M(x, y) appa () « +[aJ+y 1 o a[x+Za] [23 -3
5]
C'est-a-dire finalement que < - - ?y -
2a°+2a+1 2a°+2a+1
4a? 4a
Remarquons que I'on a : 2a? + 2a + 1 > 0 pour tout réel a,
. 42041 2a’ +2a+1
Norsona: ——>0et c est du signe de a, alors ;
4a 4a
2 .
Poura<0:  posons a"—zl%ﬂ et B2 = 2T 2%T 4 ot gtant das éelsstictemen! PO
a 4
| i (x=xo)* _y? 1
Alors Mix , y) appartient 4 () i et seulement si, —u 4_5"__1 avec xp = — g+
o 2 2a
" . - eymploles
(&) est alors 'hyperbole de centre Q(Xo , 0) dans le repére (0: 7, T) de sommets A(a, 0) et At-a, 0), d2s/
i ” 8 4 . _[3 ] e
les droites d'équations respectives y_Ex et .____,;x dans le rapére (27, 7).
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(x=x)* y?

snt 4 (M) si €t seulement si, st
ﬁ-‘\’ﬁM(!-F} appartentd (T ol n2

ysllipse 02 202 0(¥o, 0). De sommels Ala,0), At-a,0) B0, ) et B0, 1) dans e repire (27,7
il e ]).

B. Définiv geomeélriquement une conique
1 - Passer de la définition géométrique a la définition analytique

>

Fel (D) désignent respectivement un point et une droite du plan, F n'appartient pas 4 (D).
i e> 0, Kle projeté orthogonal de F sur (D), (') la conique de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité .

9 e _4
) On pose FK:I (Unité : 1cm) et e= 3

conciruire les sommets A et A’ de l'axe focal de (I). Caleuler la distance AA',
péterminer I'équation réduite de (') dans un repére convenablement choisi. Dessiner (I,

b) Reprendre une étude analogue a celle de la question a) pour FK = ? ete =§ .

¢| Construire () pour FK=4 et e=1.

Solution 8

2)» Aestle barycentre des points pondérés (F , 1) et [K %] , c'est-3-dire que FA = %ER' ,

Kestle barycentre de (F , 1) et [K ; —%]  clest-a-dire FA'=—4FK..

Notons que (I) est lune ellipse care < 1. |
. Fﬁ:-;—ﬁ"c . donc Fﬁ=%FK=1 et FA'=—4FK , donc FA' = 4FK = 9.
M= AF + FA' (car A, A’ et F sont alignés). Donc AA' = 10.
* Soit O milieu de [AA], T = %ﬁ . un vecteur unitaire et orthogonal & 7 .

0 5% 2 2 AA! c
slerepére (0:7,7), réquation réduite de () est x—2+y—2~=1_nﬂ: a=—=5 et e==.
a? b 2 .
a = ez = = 32 = >

d d

L'éEIUa ; . 2 2
lion réduite de (M est donc ;—.5. + % =1, donnée

S e repace (0:7.7)
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Chapitre 13 : Conigues

8 . FA = 2FK
b) e Aestle barycentre de (F , 1) et [I{ .5] , c'est-A-dire que FA = EFK ;

B . e _ 2
A’ est le barycentre de (F, 1) et [K ; -E] , c'est-a-dire FA'= E_K'.
Notons que (I') est une hyperbole care > 1.

L) 5 |} [
. FA:EFK ,donc FA:%FK:Z et FA'=%FK.d0nC FA =EFKEB. D'oli AA' = FA'
8

-FA:B_zza

e Soit O milieu de [AA], Tm%ﬁ? et j unvecteur orthogonala i et L!ﬂilaliﬂ?.
A\

|
.- : = = . [
Dans le repére (O; i, j) , 'équation réduite de (I) est ;5~-2-=1.'._

ati: a= Mg wigt
2 a =

) .
c a“+b

Or e== = =
a

-l
a’ :

= b=aye® —1—=4.

2 2 LT
L'équation réduite de (") est donc %—-«%:1. donnée dans le |

R ANr )
repére (0;1,]). I

c) Soit S le milieu de [KF], ?:égﬁ et ] orthogonal & T et unitaire.

| aa 3
-

Dans le repere (S s T] .ona F(2,0)et (D) la droite d'équation x = -2, st -I -
la directrice de ().

Remarquons que (T) est une parabole care = 1.

M(x,y) appartienta (I MF = d(M (D)) - | E|'( ‘
< MF2=[dM, (D))p NN RNy
= {x-2)5‘+y2=|:x+2]2 <« CET T T
o y=gx

(T estla parabole d'équation y? = 8x dans le repére (S :7 . 7).

Exaied ' LY

Dans le plan muni d'un repére orthonormea 0:7

T 3 e
+ 1), on considére les points F(0, 4) et D[U 3] (A) estla drof
passant par D, paralléle 3 I'axe des abscisses, (') la conique dont les points M vérifient M =2.

| d(M,(A))
1) Préciser la nature de (1), son excentricité {

Lt U de ses foyers et la directrice associée & ce foyer.
2)a) Dérn:'mtr-er qu'une equation cartésienne de (F) dans le repére (07, 7) est:x2—3y2+dy+7=0.
b) En déduire I'équation réduite de (7). Tracer cette conique

1) Soit M un point du plan.

- e _GF)
M appartient a (I signifie ——r"! ___
pp (r) signi A
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hyperbole d'excentricilé 2, dont un
ors (1) est une =~ oyereslt F(0, 4 - ; .
W&%zr;l;'{z) o pour équation 2y = 3=0. (0. 4) etla directice associo est (8).
2
w unpontduplan. <M A=Y +y—47 et dM, (a)=12=3_|2y-3]
| SIJ“M(:‘ Y ﬁ 2 ’

Chapitre 13 : Conig

He'y

|2y -3

——
.

| :
| onta (M) siet seulement sid(M , F) = 2d(M, (4)). C'est-a-dire /x? .+ ey
oM =

apparile
r s yaduiten ¢levant les deux membres au carré par : x2 + (y - 42 = (2y - 32, Soit 2 I+ dy+7=0
‘mne squaton cartésienne de (7) dans lerepére (O], j) est:x2-3yr+4y+7=¢ y+7=0,
b) 90: ety deux nomores réels.
4 2Y? 2
2 2 o
=x° -3y —-—y]-b?_x —3[ __] e o 2 25
-y +HyHT [ 3 =3~ =] +3,

2
o L - 2 __2'

[ : [
e _"3"]
[JE

duite de ().

3
2
In est Ihyperbole de centre Q[ﬁ ,5] . De sommets les

Cesha-dire — =1 qui est I'équation

points A[ﬂ.%} et A'[O.—g] et d'asymptotes les droites |+ -

1« danslerepére (2;7.7)-

féquations : y= L 4
V3 14 b

V3

x et y=—

2- Retrouver les éléments géométriques d’'une conique a partir de la définition analytique

Exercice 10 |

Leglan estmuni d'un repére orthonormé (O ; 1, _f). il |

1S}n$lé(r] la courbe d'équation x2 — 3y2 + 8x + 12y + 16 =0,

i m;f‘c"e”"ef que (1) est une conique dont on précisera les élé

2 Soi DT' asymptotes, excentricité. Tracer (I).

SitPlg. droite déquation y - 3 = 0. On deésigne par d

Uelle gst I‘] + d(M, P) désigne la distance de M & P.

ensemble des points M tels que d(M , P) = 2d(M , D) ?

ments caractéristiques . centre, axes de symétrie, foyers,

(M, D) la distance de M a D.

i) M{x.]flapparlienté(r) o x-32+Bx+12y+16=0 (x+4jz__3w_2)2=-12
U e )
Dol ) ggy I'h _ fe * % T dmevmotoles ,

yperbole : de centre Q(-4 2), de sommet A(0, 2) et A" (0 ,-2) dans le repére (i1, 1), dasymp t
]) etd'axe

= +

s e
s Squatons y - !

—=X ety=-— . d'axe principal [axe (€2
ol )

x dans le repére (€2, T, T

3
Q;7), de demi-distance focale c = «/(24/3)? + 22 =4, de foyers €s points F(0.,4

L\%ﬁ' PAgE I o —
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Chapitre 13 : Coniques

dans (Q;7, ), de directrices les droites d'équations y = 1

et y=-1dans lerepére (2; 1, ]) etd'excentricité e =2.

2) Soit M(x , y) un peint du plan.
dM,P)=2dM,D) & (x+4) +(y—6/ =2)y— 3! il

e X+Bx+16+y2-12y+36=4y? - Zﬁy + 36 {en glevant les deux mernt:fes au Can'e.]
& x2-32+Bx+12y+16=0
D'ol I'ensemble des points M est 'hyperbole ([).

N S S O |

Exercice 11
Le plan compiexe P est muni d'un repére orthanormé (O ; i ,-j} -

Déterminer la nature de (E), ensemble des points M d'affixe z telle que 10zz + 3(z% + 52) =4
Préciser ses foyers, ainsi que ses directrices et son excentricité.

Soit z = x + iy, ol x et y sont des nombres réels, I'affixe du point M.
Ona: 1022+3(22 +7') =10[2 +6Re(z) =10 +y?) + 8% — y?) = 16x% + 4y2

2
Dol Mappartienta (E) & 16x2+4y2=4 & x_+ y2 =1,

g

2
D'oti (E) est l'ellipse de centre O, de demi-distance focale : ¢ =, [12 — [%] = V3 , de foyers : F

; 3 52 .
F IU . _%] » de direclrices les droites d'équations respectives : y =-2— et y=— E

NE]
Exercice 12

Le plan P est muni d'un repére orthonormé (0; 7, 7).
Définir les foyers, les directrices et I'excentricité de chac

i’ une des ellipses d'équations :
LS x=1’ :
a) 94-4 1. b) ( g] +(Y'l:‘62:' s

T ——————

o g XY
L'ellipse d’équation — 4+ —= f s
a) L'ellipse d'équation 9 T3 1 a pour centre O, pour demi-distance focale ¢ = /3% —2° =5, pour °

,ﬁ
F(~/5,0) et F'(—/5,0)., pour directrices os droftes d'équations x = et xw__g_ dlexcentricité €=73
o (X=1F (y42)2 Ji
‘ellipse I'équation = 7_gt =4l
B ehsa i g ' {g ! 2aPourcentre )1, -2), de demidistance focale o= VF-Y

S —————— 00 272 ___-—" J

Scanned by CamScanner



r'

\ _ Chapitre 11 Contguey
g L FY(0, \Jr] dans lo repéro () i d
y def\"!'f rs F(0, \'r] e ( ” 0 directricos los droitng dbquations .Ifal o
! T : v’? JI
16 yanslerepdre (€21, ]), dexcentricitd o -
P =Ty
|
\
| 13 Pest muni d'un repére orthonormé (O} | T]
‘{I ;e:t:kl'mlﬂﬂf le foyer, la directrice et le sommet e le paramé;r)a de chacune des paraboles d'équations -
=92 X =3y
| gy

3 La parabole d'dquation y = 2x? a pour sommet O, pour paramétre p =% , pour foyer F[U ) g] sl F[U ' %J i

1
directrice y=-g

b)La parabole d'équation x = 3y? a pour sommet O, pour paramétre p = % pour foyer F[g i g} , soit ;:[;15 g g]. pour

. 1
[ 3 - Passer de la définition bifocale a la forme réduite
Exercice 14 >

Soit F el F' deux points du plan donnés tels que FF' =3.
Déterminer dans un repére convenablement choisi, une équatnon réduite de I'ensemble des points M tels que :

3) MF+MF =5, b) |MF-MF|=2.

| 3) Soit Q, milieu de [FF7], T:éﬁ? et ] un vecteur unitaire orthogonal & T

(:7,7) estun repére orthonormé,
2 2

- . : b ol ¢
Etfensemble des points M(x , y) tels que MF + MF' = 5 est l'ellipse dont I'équation réduite est ?-+h—z =1, dansle

. U
fegre (02;7, ), 01 2a =5 et ¢ =+/a? —b? , ¢ étant la demi-distance focale, c'est-a-dire €=—-=>

244

, 2
D‘ 5 - 5 1 y =
"a =7 b=2 etléquation réduite de lensemble des points Mest —=55 +27 =1

Dnaaln,-s a._ g 25 bz.

b) Considéron

S le repére défini 4 la question a). 2T ot
y z’ﬁ&nhle des points M(x ,y) tels que IMF ~MF]=2 est hyperbole dont Un@ équaucn dans le repére (2 1. 1) .
i P FF'_3

g HF: 10022 =26t c= va? +b? , c étant la demi-distance focale, c'est-a-diré C=—"""5

Unaalur:»: as1gf 2=1+b2
2 :

S —— Page 273 _‘ﬁi—ﬁﬁﬁ““‘iﬁi |
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Chapitre 13 Coniques

2

: 2y
. ' ble des points M est: X* — =1
--'E— ot [équation éduite de I'ensem =
Dola= 1, b= 7 2
| =
i sre orthonormé (O .0 >
Soit F(-2,2) F(4,2)dans un repere

' ansemble des points M tels que :
Délerrniner}u;?: iq:la{:tllo_n%e |'ense g |M - F1 B
a =

préalable déterminer 'équation réduite dans un repére convenablement choisi)
(On pourra au

1 T=ofF et J ur unitaire orthogonal a T .
Soit 01 le milieu de [FF), |=FI;FF et J unvecte

ona Q(t,2), FF'=6, FF(6,0), 7=1.0npeutprendre J= j.
a) Dans le repére (§2 T .-j} 'ensemble des points M(X , Y) tels que MF +MF' = 10 est I'ellpse dont 'équation gy

2 \2 FF!
est%+xf=1,oi12a=wetc= a’ —b’ =T=3'
a b _ . .
D'oita = 5, b = 4 et I'équation réduite de I'ensemble des points M(x , y) tels que MF + MF' = 10 est ;
Xt ¥? - =
2_4+—=1,danslerepére (2;i,j)-
25+1ﬁ s

Or on a, d'aprés la relation de Chasles : (M= —001+OM.

= - = x=—1+).'
Soit M(X , Y) dans le repére (Q2; i , j) et M(x,y) dans le repére (O i, ”'[Y=—2+y'
D'ois une équation de I'ensemble des points M(x , y) tels que MF + MF" = 10 est :
=1 -2 _ g
2 + ™ =1danslerepere (O;i,]).

2
L} i . xz Y )
b) L'ensemble des points M(x, y) tels que IMF—MF{= 4 est Thyperbole dont équation rédue est: —5 =77 = ;

b?
dans le repére {Q,T lT) ,ol2a=4el C=‘\Jaz +h2 =E: 3. Alorsa=2 bz,‘[g et I-équaﬁun réduitedenﬂtﬂ
2 1
2 2

XY
hyperbole est — — — = Tl
yperbole est % 1 dans le repére (Q: 7 , i)

D'ols I'équation réduite de cette hyperbole dans |e repére (0 i -j-] i (x _1)2 y— 2]2 .

4 5
Exercice 16
Le plan est muni d'un repére orthonormg (0;7.7)
SOitF(1,-1) et (1 , 1), ol
o gk

Onpose T=—(T—T) et =\ (7, 7

JE“ j) et V—-\E(I + ).
1) Déterminer dans | 0,V 4
R 4“5 erepére (037, 7), une équation de lensemble des points M tels que :
) D) MF-m Fl=2.

En dédui :
éduire une équation de chacun de ces ensembles dans e repere (07, T
repere ol

¥

M Page 274 r
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' Chapitre 13 : Conigues

== 1 _ = e
], U=FOF' v est un vecteur unitaire orthogonal & T et FF'=2v2.

e:0 est le milieu de [FF’

s M(X.Y)du plan tels que MF + MF' = 4 est I'ellipse dont I'équation réduite donnée dans le

int
ncamble 068 PO 2T o ‘ FF'
g 5!_5__4_1{:1,0';1 2a=4 et c=~.,‘az-b2=T=J§.C'est-a-direa=2etb=v@.
2 2

¢ l'ensemble des points M(X , Y) dans le repére (O;U, V) est: XT+-2_=1 ’

s M(X , Y) du plan tels que IMF —MF|=2 est une hyperbole dont I‘¢quation réduite donnée
& Xy FE-FF

o ) est ————5=1,002a=2et c=va Y. LN, )

qnsle repére (0:u.V) 2 b 5

-1 b=1etléquation réduite est X2-Y2=1.

D.w une équalioﬂ d

b) L‘ensemble des poin

{;'esg.a-direa i _—
z)SuitM{x-!":' dans le repére (O 1, j) et M(X,Y) dans le repere (O;u,Vv).
= O e Xit+yi=Xi+¥W e xT+yT=i(T—T)+_Y—(?+*;]
Ona: OM= - Ji v"-;-
o xZi+yV2] =X+ +(=X+Y)]
X+Y=x2
=
~X+Y=y2
1
X=—4(x—
ﬁ{ y)
Y=—4(x+
ﬁ( y)

2) D'olt lensemble des points M(x , y) dans le repére (O i, T) tels que MF + MF' =4 a pour équation

111
Il
b) L'ensemble des points M(x , y) dans le repére (O ; i,]) tels que [MF—MF|=2,a pour équation

2 2 2 2
U i VY (RN g
+2[ﬁ{x+y}] =1, soit 3 -+ 7 I

Aol 4 i =y Y o 1
Lﬁ“‘ﬂ] _{E{I+F}] =1, c'est-a-dire e g =1, soit xy:—-—z-.
4 — Déterminer des lieux géométriques
Exercice 17 _

Sait (C
() un cercle de centre O ot de rayon R, F un point intérieur a (C).

Onlrer ; . :
que le lieu des points M, centres des cercles passant par F et tangents @

Précisers Jog foyers (C), est une ellipse dont on

* Soit -
C'eslé-}:iiﬁ. Point de contact des deux cercles, on a: OH = OM + MH.
ancmapp::p *MF =R (car OH = R). )
: écipmque:ﬁ Nta une ellipse de foyers O et F.
g“,aMG < _p::"' Soit M un point du plan tel que MO + MF =R,
Dﬁht Hle poiny de {g} NSequent, M est a I'intérieur du cercle (C).
e MO 4 i < M} tel que M soit sur le segment [OH], on a MO + MH =R.
CHegtgy 1 MO * MF, on en déduit que MH = MF.

l& cercle de centre M passant par F.

\~ PAGE TS o ——————
.
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Chapitre 13 : Con iques l

de centre M passant par F et O, M et H sont alignés ajoys ... ,«
]

me H est point de contact de (C) et le cercle
ccgrges sont taﬁgents en H. Donc M est le centre d'un cercle passant par F et tangent a (C).
des points M cherché est l'ellipse de foyers O et F.

Finalement, l'ensemble

|l
da centre O et de rayon R, Fun point extérieur a (C). . e
Damontrer que le lieu des points M. centres des cercles () passant par F et tangents a (C) est une hyperbee

(On distinguera deux cas : () et (C) sont tangents extérieurement.
(C) est intérieur a ().

Exercice 18
Soit (C) un cercle

Solution 18
e Supposons (T') et (C) sont tangents extérieurement.
Soit H le point de contact des deux cercles (O, M et H sont alignés),ona: OH = OM — MH.

Clest-a-dire MO - MF =R (car OH = R). Donc M appartient a une hyperbole de foyers O et F.
Supposons (C) est tangent & (I') intérieurement, on a OM = MH - OH.

Donc FM — OM = R. D'ou M appartient & une hyperbole de foyers OetF.

e Réciproquement, Soit M un point du plan tel que MO - MF =R ou MF -MO =R.
Si MO - MF =R, alors MO > R, M est donc a I'extérieur de (C).

Et soit H le point de (C) sur le segment [OM], on a MO - MH=R.
Donc MO — MH = MO — MF. Donc MH = MF. D'ol H est sur le cercle de centre M passant par F.

Comme H est point de contact de (C) et le cercle de centre M passant par
F et O, M et H sont alignés alors ces deux cercles sont tangents en H.

Si MF = MO =R, alors MF > R et MF > MO.
Soit H le point de (C) sur la demi droite [MO), on a MH - MO = R. Donc MH — MO = MF — MO. Donc MF = MH.

D'ols H est sur le cercle de centre M passant par F.
Comme H est point de contact de (C) et le cercle de centre M passant par F et O, M et H sont alignés alors ces deux

cercles sont tangents en H. Donc M est le centre d'un cercle passant par F et tangent a (C).
Finalement, i le point M est tel que [MF—MO| =R alors M est le centre d'un cercle passant par F ettangenta (C).

D'ois ensemble des points M est une hyperbole de foyers O et F.

I 1) F
(N
!
|
| M
. F (€)
(C)

! C. Courbes paraumetyées
-

Exercice 19

- . x— Zt - =
Reconnaitre la courbe (P) définie par [ , avec LR , dans un repére orthonormé (0 1. 1)-

Pour tout réel t,ona: - 1< cos2t <1,-1< sint <1 et cos2t=1-2sin%, doncx =1 - 2y2

. |x=cos2t
ol f_ v SR ey SI-Re T MM Y
Finalement, (P) est la partie de la parabole d'équation x = 1 - 2y2dans [-1, 1] x [-1, 1].

Page 276
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. Chapitre 13 . Coniquey

w4

/

'L '

. = = —-'-"-—--.

nPes H) d'équation x? - 2y? = 1. Détermin
[E ps la courbe ( €r ses Sommets
aitre ¢ 58S asym .
n 1 ymplotes et |3 dessiner.

| fé
. . o L
sigére dans le plan P, le mouvement du point M(x , y) tel que c0s 21
q 100“ 1 :
i Yy =—=tan2t
V2

se la trajectoiré (T) de M est une partie de (H) que l'on précisera,

yonber @
) (Hlesil'hwefbfﬂe de centre O, de sommets A(1, 0), A'-1, 0) et d'asymplotes, les droifes B
1 s ' - : » " o ) )

UT‘.’

lejg L
ik

' ‘-‘-\i y I
_xetD)y=—"7X%. R | T
espsi6h | NG "f__._:}“:‘ W

0=

2) Soit M(x, y) un paint du plan, soit t appartenant & IO ; ﬂ :

1 7

f=— X< =

cos2t . iE!U‘.E( “

avec x21 7 )
cos? 2t - 'x =14tan"2t avec x=1

4 1 2y? =tan?2t avec y>0
=—=tan2l 2__ 1, 2 y >
2 y —ztan 2t avec y=>0

o x2-2y2=1,avecx21ety20.

& Mappartienta (H) avecx21 et yz0.

Dol la trajectoire de M est la partie de I'hyperbole (H) dans [1, +=[x[0, +=[

Exercice 29 :
R X=4d 31 + e_t i t
Montrer Que la courbe définie o 2 ~avec teR , aet b étant deux constantes réelles strictemen
- { —t
e' —e
y=h=—
Posity i ‘
®S. estincluse dans une hyperbole de centre O. ’
N e'+e™
Olong A==
(CVla courbe quaion ¢, avecteR.
elp™
. = b
Soit M{x ¥ U o ? 2
: ! Point ;:le (C) et t un nombre réel, ona: 2 A, 2-2
& Tr _t e” +e_ —%f
al® +e -, S o' —e F "_-'-__-_—]
el o =b
2 =3 -._i-e__ﬂ et !l"z . {b[—_z_._}] .

% Page 277 /
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Chapitre 13 : Conlques

e —————
xz Yz e2|+e-2|+2_a?l _l_ﬂ-?!'__zﬁ‘ll
Ainsi,ona: ?—?* 2 y
2 |2

. LI, i

D'ou M appartient & I'hyperbole d'équation ;? ——Ez— =1,
12 yz

La courbe (C) est donc incluse dans I'hyperbole d'équation -aT “ b—z =1,

Et si on allait plus loin : déterminons la partie de I'hyperbole concernée.

|
3 e +e
o Etudions les variations de la fonction h:t— ;

t
—e
h est dérivable sur R et pour tout réel t, h'(t)= 2 5

Ona h'{t) > 0 équivaut successivement 3 et -
D'oli h est strictement croissante sur [0, + <o
lim h{f)=+co et fim h(t)=

——G l=td4o0

e-'>0,puise'>e-1 etenfint> 0,
et sirictement décroissante sur }-»o | 0).
+00 . D'l le tableau de variations de h qui suit ;

t = oa 0
h'(t) - 0 +

+ 0

h(t) \ 1 ///’L:

D'ot h(R)=[1, +oc[ . D'ols lorsque t varie dans R il

+ o0

t) dans [1, +eo[ et x varie dans [a, +e,
i o gl—g! 4
* Etudions les variations da h

——
'

: Ly o=t
g estdérivable sur R et pour tout rée| tona g'(t)= s

>0, donc g est strictement croissante dans R el
WR)=R . Ainsi, y décrit R lorsque t décrit R .

2 .2
. i : . X
La courbe (C) est donc Ia partie de 'hyperbole d equation ;5 —%2— =1,avecxdans|a, +oo[

Exercice 22 =
2
on x:a(—‘i-:l—zl
o ;
fer que la courbe définie par 142': +vecleR , aetb étant des réels posilifs, est une ellipse de cenlre 0
y=b—r1or
1442 3
Notons (C) | _H{Fﬂ
a courbe de représentatj iquo: | F
On paramétriqug - 1+ avecteRr .
2t
a y=b—_‘_-2-
Soit M(x . y) un point da (C)ettun nombre reel, ong- !
2| 1= L(1—p2 L
Y 5 P | 1% 41 8
) | @ 2
r (14 12) OOy el vk
\ +1 (14+12)2

\ Page 278
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Chapitre L3 : Conigues

¢ 4‘2 _ 14 21? X l-l. i
AT T TR0 07 12t

:‘-1151.0"3 7 ‘ ?
it gquation — + = =1
M ap ﬁientélelllpsed q 5
. & 2y
. use dans lellipse d'équation : X+ X — 1.
Lanfbe(C] est donc in .

2
¢ étudiera comme a l'exercice 21, [es fonctions : l+_.1_[ of tis 2
el:edeu

1+ 1+
ra alors vérifier qué lorsque t décrit R , x varie dans [-a, a] ety dans [-b, b].

L

E1il pou

¢y
: i ‘ellipse. Donc que la courbe (C) est T'ellipse de centre O, d'équation — +—
p'oiJe point M décrit toute l'ellip q (C) p i

=1.

D. Coniques et nombrey complexey

r trait d'un étranger *
'équati i 12— B +ising)z+2=0.
ssoudre dans C , I'équationen Z SUI‘JBI:IlE - 2% - (3c0s8
gﬁﬁ et Mz les points images des solutions, et.P le milieu de [MiMz].
Trouver 'ensemble décrit par P quand B décrit lintervalle [0, 7).

iscrimi I'équation est : ' _ _ ] .
;:{chlnsgﬂlrrlig?nnﬂijgi ;g 9cos?0 + BicosBsind — sin?6 - 8 = -9sin?0 + EICO.S.ESIBHB +cos?0 = (cosB + 3isinB}
D'oll les solutions de I'équation sont : Z1 = 2(cosh + isinB) et z2 = cosB —isink.

1 +Z 3 1, .
o L'affixe de P est : zp == 5 2 =Eoo59-1—-ils1n9-

2 ine=1.
Ce qui nous donne la relation %xpz + 4yp2 — cos? 0 +sin“6=1

2 2 B 1
i . . X Y _qdanslerepere (0;1.1)-
DoisP appartient a I'ellpse E d'équation réduite - <5~+77 1z
4 4

1
33 scrit [0,=-
Lorsque 8 décrit [0, m), alors x décrit i-—-é ' 5‘ ety décrit lo : 2]

2 2 3 3 0 l I
LA —-1dan$l-*"-"lxl ‘2
ol | o i o =
Dol Fensemble decrit par P est la partie de lellipse d équation 9 22
4

PP
Exercice 94

-

Le plan compleye p est muni d'un repére orthonormé (O i) — (2 + 7)+1=0.
1) Déterminer et construire I'ensemble (H) des points M du plan d'affixe Z, telle que .
Préciser les sommets, les foyers et les asymplotes de (H)- droite (O 7).
Onner une mesure de l'angle de chacune des asymplotes avec la i deL
2) Soit My point de (H) d'affixe z. On note [z] =1 eton désigne par B U

Calouler ¢ en fonction de cosh.

- /
%ﬁ Page

S
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Chapitre 13 : Conigues

w43y +1=0 & X -

H

Dou Mapparenta (H) &

| b 23
Do (H) est Ihyperbole d& centre O, de sommets A(f 0) et A1, 0), de foyers F[T . U] et F [_l?_a{a_ UJ .

RE

3 .
d'asymplotes les droites {ﬂ):y:-a-x et m}-}'-————a—x feezic

» Soit  une mesure de [angle entre (A) et I'axe des
abscisses et p une mesure de I'angle entre (A7) et l'axe des
abscisses, tana et tanp sont respectivement les pentes_ de

(4) et (A).
D'oll tanu=% et tanf = ”% .

Clest-4-dire o= %[w} etp= -%[w] .

2)Soitz=re®. Ona zz—(z +Ez} +1 =|z|2 —ZRE(;Zz) + 1_=-r2 - 2r?c0529 ;§-1 :

1. = =2 I
Doi: 2zz—(2+2 )+1=0 r2—2r200629+.1=ﬂ < r{1-20820)+1=0 & 2 :

Remarquons que si M appartient 2 (H), alors 8 apparﬁeht a ‘—% +kx, % +kn[ ,aveckdans Z.
' 1
—,1
2

D1 L3 0 “ _E ﬁ
00 28 appartient 4 l 3 +k2w '3 +k2n el donc 2cos26 - 1 appartient a0, 1)

. Donc cos26 appartient &

1 ’i B E)
200529—1)0' Etdonc r= m_
Exg[cigeg5

Le plan complexe est muni ¢'un repére orthonormé 0:7 T}
Atﬂulpoinllu‘id’afﬂxez=x+i Kot

Par conséquent on a

Y. on associe le point M' faffixe z' = x' + iy, fel que : z'=(3+2)2+ 3iz—1.

1) Quelle est une équaf; Sgi
: quation carté | . it .
2) On obtient une conique. F’rn'eciss!::-I 2: r?:l:;?:zemble o Mo R

t ses éléments caractéristiques.
1}Suitz=x+iy,nna:

Z=(3+2i)(x +iy) + 3ifx -
=iy} -1=(3x- . )
Donc le point M } (3 2y + 3y~ 1) +i(2x + 3y +3x) = (x+y-1)+i(dx+ 3y).

Eﬁaﬁﬁﬁﬁﬁaﬁ Pige 280 ﬁﬁsﬁ/
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r Chapitre 13 : C oniguey
=
.-.ﬁt-é’d" [ J [ ]

1
centre 2|0 ,—| da ; T
iqueestune hyperbole de [ 2] nsle repére (07, 7)., ge sommets A

1
0.
2]et

.7) etd'asymptotes les droites d'équations
- ] dans le I'SP'E { q Y= x'J_ 5 et Y= _'x"j_ danS le repére
#‘ 2

= le: c-J—+—-J— de foye '
[ﬂ,;‘]).{)edemi-dlstancefoca 20 yers: F|0 ( ] et F[ ﬂdanslerepere

} de directrices les droites d'équations y =— J_ y=— J_ el d'excentriité g < £ 3 3

il G
2

E;grclge 26 | <

Leian P est muni d'un repére orthonormé direct (O ; i, j:]
f|nconsidere I hyperbole (H) d'équation & y2 —x2 =1.
4 Déterminer Ses sommets et ses asymptotes
b Tracer cette hyperbole.
2"
Résoudre dans € I'équation : z%cos? o — zsin2a - cos?a +2=0 (E). . -
3%t Mle point du plan complexe ayant pour affixe la solution de (E) dont la partie imaginaire est positive.
#| Démontrer que M appartient a I'hyperbole (H).
+4

YA est Mhyperbole équilatére de centre O, de sommets A(0., 1) et A0 ,-1), diasymplotes les droites déquations

fﬁ?&;{:ms;?:“w:_x‘

™
1St o un réel appartenant a ]HE .

o Déterminer le sous-ensemble de (H) décrit par M lorsque o décrit

ill '
A= Cscr nant de
120 4 4o (E) est:

o -
2c082q = = 4sin2q cos?a + 4cosia — 2cos’a = 4

-2) = dcos’a

: 2
20 + costa
cos?a(sina + _ | 2cosia.

D““CIE
530?141,0' ns 1
de (B) sont- 5 1 5 " SIS ]
)sont: z —mnm+-_50_:l et z"=lana———"
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Chapitre 13 : Coniques

it
—— =

3)a) Comme & appartient o

=1+lan2a,

=—-i-.unax?=lan3a etyzz 3
coso Co0s™ o
Doncy2=1+%, soit encore y2- X = 1. D'ol M appartient a I'hyperbole (H).
b) M appartienta (H)- 1
1[ , tana décrit R , cosa décrit 0, 1] et donc ——>1.
2 cosox

Posons x = fana ety

, ™
Lorsque a decrit )

, alors —-1—:> 0. D'oli M a pour affixe z'= tanq +-

L=

————

1

-—-—.__I*

Cosy

——
—

—

Finalement, lorsque a décrit l—% E;—l , M décrit la partie (F) de 'hyperbole (H) dans Rx[1, + o[

B

Exercice 27 —
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O ;1 , j).

T T 2
¢ étant un parametre réel vérifiant i p< 2 on considére I'équation (E) : O

2

1) Trouver les racines complexes Z' et Z" de l'équation (E).
2) Soit M' et M" les Images de 2' et 2" dans le plan complexe.

Cosy

-
5

——

—=4.

COsS™ »

Montrer que M’ et M" décrivent, quand @ varie dans ]—% %{ , une branche d'une hyperbole que I'on dessiners.

Solution 27
2 5 ; ——
1) L'équation (E) est équivalente a 2 ———z+ 7 —4=0, qui a pour discriminant :
Cosy  cos"y
sl
a=__..lf_-+1s=—15 1—“":-—“" — —16tan? p = (4itany)®.
cos™ cos™

: 1 1 ] 1 ¢
Donc les solutions de [équation (E) sont: 2'=——+2itany et 2" =———-— 2itanyp .
cosy cosy

2) Notons (', y) les coordonnées de M' et (x" , y") les coordonnées de M".
1 1
Ona: X'=—, ¥y =2tang, X"=—— ¢t "= 2tang.
na K=, y T2, X = ety 200
2

o Or x2 =x" =—-—1—-=1+tan2q= et y? =y"2= dtan%y, alors x? =1'+'FT et X

cos? ¢

2
e D'ol M' el M" appartignnent & [ hyperbole (H) d'équation X _‘%= 1.

Vérifions que M’ et M” sont situés sur la méme branche de cette hyperbole :
Lorsque @ décrit |-—,—| :
orsque @ decri l > E[

o fangp décrit R , donc 2tang el -2tang décrivent R .
C'est-a-dire y' et y" décrivent R .

e cosq décrit]0, 1) etdonc - >1. Clest-a-dire X' et X" décrivent [1 , +==].
cosa
Finalement, lorsque ¢ décrit ]—% %[ M etM" décrivent la branche (F) de

I'hyperbole (H) dans 1, + cofxR . (H) est Ihyperbole de centre O, d'asymptotes
les droites d'équations y = 2x et y = -2x et de sommets A(1, 0) et A'(-1. 0).

N Gt e Page o

u2 =1+

y_

ul
4 . = = = "-':'-‘:
iy v
H

M 1 -

=T

¢ E
: {
| . ’
|I i
-

2+
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Chapitre 1) ; ¢ by

M@wi d'un ropora orthonorma (O, V), [
i

pesl 0 pla ylonant & P, on nota Z son alfixo,
Nk N

: "
golt M PP fonsomblo dos points M1ols quo .-z 4« 0 g

)wnﬁ(" quo Lune drolto (D), Trager (D),
Ve

it fout point M do P, la distance da M A (D) og .05
bmmmumrquu. pour fout P (D) os 2|c'!-l->: |-4|.

o Flo point daffixe 1+ et (P') lo plan privé do la droite (D),

H onn

i Z=1-=| JE
o pla des points M do P' d'affixe z tels que S
soil E) Fenser P ol

ogmonter GUe (E) est une conique a centre dont on précisera I'excentricit of la nature, Vérifier quo (E) passa par 0

23
M{x ,y) un point du plan P, d'affixe z =x +iy,

Db (D) est a droite d'équation x = -2,

B) SoitMix, ) un point du plan P, d'affixe z = x + iy, La distance de M & (D) est d(M, (D)) =]x +2] :

X+2=0 qui est une équation da droite,

a 1 . _
oo rdf=feReta)+8]=lx-+2). Db M, 0= T+ 74
2)» Soit Mun point du plan d'affixe z.

' z—-1-i| 2
Nappartient 3 (E) i _N¢
i " 4244 4
o L=t 4
z+z+4| 4
2
MF 2 1\ -
“ amp 2 dM. (D) =7fz+2+4].

< MF =%d(m *(DD

o2
< M appartient a I'ellipse (E) (% < 1) de foyer F, de directrice (D), d'excentricite e Sk

* Pourz=0,0n3g | z=1-i|

= i_L_iI = 2? .D'olr O appartient a (E).

z+z+4|
E. Déterminer Vimage diuwne conique par une
trawsformation dwplaw
L plan p :
)0 SStmuni d'un repere orthonorme direct ©:7.7). 2
El‘m' " _ -2,
'étiselrn: "ensemble () des points M du plan P d'affixe z, telle que : 10zz + AP +2 )=4.

Y Soitf ¢ foyers, ainsi que ses directrices. .

@ tomposée ge I'homothétie de centre O et de rapport 2 et de la rotation de centre O etdangle 7

Mingy

j Mon a
frer E'), image de (E) par . :

4 que s P (ol {(E').
!Cnnsi.-._li,& (E{]Ee}le(ét- une ellipse de foyers f(F) et f(F'). Comparer [es excentricités de (E) et (E)

) SUr une méme figure.

| \inn—_ Page 283 /
e i
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Chapitre 13 : Coniques

1]50itz=x+ly.{xawaPPaﬂe . i TR
- a2 4 77) = 10[2f" +BRe(z7) =100 +¥ v
ona: 10zz+3z" + 5

X 2
. 244y2=4 & —+y =1
Dou Mapparienta(E) < L _‘I_]2
2

. “letF'|0,——]|, dedirect ites Az .
D'oi (E) est leliipse de centre O, de foyers : F[D i 2 rices les droites déquations

e
=

2
respectives: ¥ = ety b

5 i stie de centre O et de rapport 2 et de la rotation de centre O etd'angle T e
2) festla composee de 'homothe gle 3 foifeg

\ T
similitude directe de centre O, de rapport 2 etd'angle -

g e o I
Ainsi. soit M le point d'affixe z et M’ = f(M) d'affixe z, on a . 2'=2e 2z =2z, cest-a-dire z= EE 250 —liz'
. - -2
DoiMappartienta (E) &  10zz+3(z* +2 )=4.

5L
1 1 1. 1.

——iz'| +|—=iz'| [=4

[ 2 ] 2 JI

10| ——iz' || —=iz
& i Ik
,_1‘ ' 1. ! _3..... |2__ '2 —
= 1D[ |z)[2|z]+4( z“-z")=4

+3

2

52 . 3 2
=[z'" +=Re(—z"")=4

o fef +>Re(-2%)
5 3

= X2+ 4y2-4=0.

2
D'ois une équation de (E') est:-’-‘4—+y2—1=ﬂ.

3)'® (E) est l'ellipse de centre O, de demi-distance focale ¢'= /4 —1=+/3 , de foyers Fy(+/3,0) etF '{~J§ 0

7

(E) est'ellipse de centre O, de demi-distance focale ¢ — % , de foyers F[U ﬁ et F'[IJ =
2

Or les images de F et F* par f sont les

(—/3,0) et

points d'affixes respectives 2izg = —/3 et 2izg = /3, doncde coordonnées’

(v/3,0), qui sont les coordonnées des points Fy' et F. D'oil (E") est une ellipse de foyers f(F) eIﬂFIL]
_JE | ] » [ l“l R

® L'excentricité de (E) est I=_‘§ ' [ :
1 .

|2 — |
|

7
! !':| A

2 L8 —‘—-j-:{-
Celle de (E') est auss; V3 ] S

—_—

D'l (E) et (E) ont|a méme excenlricité
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\' Chapitre 13 : Conigues

1 [ 1
= (0), pour sommets A[E . 0] A [—E A U] B(0, 1)etB(0, -1),

pgur centre 0 . .
)@ 4o centre O, de sommels C(2,0).C(-2,0),BetB.
.+ oct [eliPSE
E) €
cercic :1'311 ole rectangle en A de sens direct, tel que BC = 2AB et s la similitude directe dy plan, de centre B qui
gstun
! ;Enim cenA { une mesure de l'angle de s.
) 1 precisél _IE' mble des points M du plan tels que MB :lZd(M , (AC)).
3 1(H) rense Préciser un foyer, une directrice et son excentricité.,

7) S0 de (H)- T
5!al ner :: 2:{3{; pui:(; un foyer et I'excentricité de I'image s(H) de (H) pars.
\ ponner

) Don
iUﬁU" 30 —_
N [BJ _Bets(C)=A D'ol le rapport de s est AL et son angle est (BC,BA).

i 1}5 Bc 2

| COS&_LBﬁ—l D'ol Q:EIZ“J
goit @ une mesure de cetangle,ona e e . .

y \t appartient @ (H) si et seulement si MB = 2d(M , (AC)). Dol (H) est une conique d'excentricité 2. .
& ) ?pslurs (H) est Ihyperbole d'excentricité 2, dont un foyer est le point B et une directrice est la droite (AC).
| R de directe de centre B et (H) est I'hyperbole d'excentricité 2, dont un foyer est le point B.

t . T
t une similitu e
;ias;{:{}u;st aussi une hyperbole d'excentricité 2 et dont un foyer est s(B) = B.

| <

Exercice 31 — : -
rapporté & un repére orthonorme direct (O ;i , j), on considére I'ensemble (E) des points

Dans le plan
M(x, y) du plan tels que : 15% +135|r2 — nyﬁ =1768.
X'= —1'()( T }'ﬁ}
EtfI'application qui 4 tout paint M(x , y) du plan, associe le point M'(x", ), tel que : ;
y'=l-x3+y)

1 o 1 A i =1
1) Montrer que f est une similitude directe plane que l'on caracterisera. Determlngr f :
2) Déterminer une équation de f(E) et montrer que f(E) est une ellipse dont on précisera les sty le% e &

lexcentricite., . , ;
3 Endéduire que (E) est lensemble des paints M du plan tels que : MF1+ MFy'= 16, ol F1 et Fy'sont des points du

flan que l'on précisera.

2].' Déterminons I'écriture complexe de f : '
tMix. y) un point du plan, d'affixe z, et M'(x', y) = f(M), d'affixe 2.

1
Una:le"'+I'Y'=%(x+yﬁ)+%i(—xﬁ+y)2%(1—i~f5](x+l?)=3(1—“f§)z'

Léeri . _
#lie complexe de f est sous forme 2/ = az + b, ol a = %(1 —i/3) et b=0.

1
1-iy7y_ 1
’E{ \ﬁ)—--z- et arg[%ﬁ—iﬁ)}z—-g[h],

-

Do g 1 i =
" sinitude directe plane de centre O, de rapport % et dangle dont une mesure st =

LN 8 L ’ L
Stla simififyie directe de centre O, de rapport 2 et d'angle 3’

Dong g
Il
iture Complexe de f-1 est - z-:2[w5§_+isinj:;-]z=(1+iv'3)z .

P — Page 285 /
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Chapitre 1.3 : Conlgues

f-1;
ns l'oxprossion analytiqun'do -1 _
S*T:T:rh:?;ﬁm z=x+lyotM d'affixe 2 = X' +ly', sonimage par f-1.

ona:z'=(1+W3)z @ x+iy'=( +VB)x-HlY) e Xy =(x-yV3) 4 (%43 4y).
D'ol :‘:x—-‘y‘wﬁ el Y'=1J§+Y- _ ‘ . |
2) » Soit M{x,,y) un point du plan el M{x", y') son image par f, d'aprés I'expression analytique de f ! ona:
y=x'—y'3 et y=x/3+y" Ansi
Mapparient 4 (E) & 15x2 +13y2 — 2xy~/3 = 768.
o 150—y'V3P +13xVE 4y = 2x'=y VBN x'V3 4y =76

& 4Bx? + 64y =768
12 2 2 2

X2 Y 1. Dlouune équation de f(E) est: 2 +¥_
& b=l Toatnedq (B est: 2o +2=1,
2
e f(E)a pour équation ﬁ+-¥—=1.
16 12

D'ots f(E) est Iellipse de centre O, de sommets A(4, 0), A(-4 , 0), B(0, 2J3) et BY(0,~243), de demi-distance focgle

c=416-12 =2, donc de foyers F(2 , 0) et F'(-2, 0), d'excentricité e = 2 = % :

4
3) I(E) est I'ellipse de foyers F(2 , 0) et F'(-2 , 0).

f(E) est I'ensemble des points M' du plan tels que M'F + M'F' = 8.
Soit F1 et F1' les antécédents respectifs de F et F'parf,ona

- ; 1

M'F+M'F' =%MF, +%MF £ %(MF, +MF,") (f étant une similitude de rapport -% , Fmultiplie les distances par E]
Do MF+MF =8 équivauta MFy+ MFy' =16. .
(E) est 'ensemble des points M du plan, tels que MF1 + MF+' = 16, ol F1 et F1' sont les antécédents respectifs de Fet
par f.

Notons que (E) est par conséquent I'ellipse de foyers Fs et Fy'.

Exercice 32 BAC C - Cameroun - 2002 E a
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0 ;7 , ).

X'=X
On considére I'application f qui & tout point M(x , y) du plan, associe le point M'(x', y') tel que :

|'__3_5,'
¥=7

(C) est la courbe dont une représentation paramétrique est: | Ect?s: 8 appartenant a fintervall [0, 210" ot
y = 2sin

(1) limage de (C) par { et H le projeté orthogonal de M sur I'axe (O ;7).
1)a) Montrer que f est bijeclive et donner I'expression analytique de f-' dans le repére (O ).
b) Démontrer que AN = AN .
4

2)a) Démontrer que (C) est un cercle dont i
on précisera le centre et le rayon.
b) Déterminer la nature e les éléments caracleristiques de (I). !

¢) Tracer (C) et (I) dans le repére 0:7,7).

1 [
1) SoltM(x', y') un point du plan, Cherchons que M(x ,y) tel que f(M) = M
= X ,
(M) = M’ si et seulement s ; Lt
yr=2y - C'est-a-dire

4 ¥y= 3)‘
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Ini M du plan il existe un point M el un sey|, lel - i(M} :

ur tﬂﬂl po

'l es| t“lEcIN& P >
ton! -0 & 10U PNt Wk 3), assoce e i e 1 Y
gl (3PP | |
'f = -.y
pintquelconaue du pian, et H son projet orthogone SUTaxe des abggigge
n .
|'n|1.;#nées (x {] | . .
Iiw coordonnées (X =X, ¥’ -0). Cest-a-dire AV 5 PoUr coordonnges 0 3
e ik
I. coordonnées - '3'0(‘ X,y=0). Clesta-dire 3
I'J wjr

“HM a 3
4 pour Coordonnges [[] Iy] D'ols Hi: HM'L-H'Q
4
2cos0
0 appartenant 3 [0, 2n)
“ =)
; wia C) Lr =2sing °
Ie (C) estle cercle de centre O et de rayon 2.
uﬁ? j)un paint du plan et M'(x", y') son image par f.

16
2+y2=4, Cest-a-dire x? 0
marﬁmté{fe ) équivaut a x2 + y ire x'“4 gy -

o2
sqisipiie que M appartient a I'ellipse d'équation réduite - = +._.__ .

"l

Tisilelipse : de centre O, desommetsA{Z 0), A(-2, 0), Bl ]et B[ﬂ ._-]

l-‘i* j)un point du plan.

X2 4+ y! 4505?3 + 43”123 4

de grand axe (0;7) etde petit
z() ;]}.de demi-distance focale ¢ = |4 — E’.

V7
=—,def ikl N
13 euyersF D etF[ l

: 8 8 V7
Wws0ix=— et 0):x=__2_ , d'excentricité e =
S

4
|

de directrice les

" Udigey W changement de repére powr reconnaitre une

: conigque
> S

>
maﬂra
iy ppuﬂﬁ"'" 'Epﬁfennhonormé direct (0;7,7).
N déf
It e § feg e =223 " \F et (') sa courbe de représentative
iy a0er (N,
ST
YN e "__','4_\;'3-]:_
f
L e A o —————————
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Chapitre 13 : Coniques

a) Déterminer une équation de () dans le repere (O u,v). ——

b) En déduire que () est une hyperbole et déterminer les coordonnées de ses foyers dans e repére (0.~

ol -j]
M . G 2 \
1) f est définie, continue et dérivable sur R, car fonction rationnelle, et pour tout réel x. fix)<X =3

2 %
X*\3
Ona x24/3 >0, pour tout réel x non nul, d'ol le signe de f'(x) est celui de x2 - 3,
D'ols 1'(x) > 0 pour tout x dans ] —oo .—JE[U]JE ,+od.
et f'(x) <0, pour tout x dans |- 3 ,o[ujo .\@[ :
D'oi fest strictement croissante sur chacun des intervalles | — oo, —/3[ et W3, +od].
f est strictement décroissante sur chacun des intervalles ]—\E O et o, ﬁ l.
Pour tout réel x non nul, f(x) =%+-‘i§ ;
Dol jim  f(x)=—o0, lim f(x)=4o00, lim f(x)=—c0 e |m f(x)=+cc.
X——00 X—+ 0o xr—=( X—240

D'ou le tableau de variations de f qui suit :

T S e TR
* 0 . - 0 +

f'(x)
f(x) Mg
./ pr-] \ 2 /
De plus, lim f(x) -—il = lim f(x} X 0. doila . " . X il
——=|=0, droite d'équation y =—= estasymplote 3
X—=—00 'Ji X—4 oo \ﬁ q y J§

courbe de fen -= et g 4o,

_,_,

—_—

|_;

I}Et MIIX Y) dans.lerepére (0:4,¥).
b "“"HFJ XU+Yy

o x|+y:. K(J‘l—j)+Y(|+J—|)

® xl+¥]-—lx\r+‘f}[+( —X+Y43)]
= X=XV34y
=-X4+Y3 (Ia formule dy changement de repére).

\ Paga 288

S

2)a) Soit M(x , y) dans le repére (
Ona OM=0M
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r Chapitre 13 : Conigues
2
X“+3
patenta ) = V=S
i XV3+Y)?2 +3
XV3+Y)W3

& (X+YVBXVB+ Y3 =(XV3+Y)? 43
e BX2-2Y2+3=0.

pinsh i) ¥
e —X+Y

2 2
<0, V) est:6X2-2Y2+3=0, qui s'écri .
quationde(r}dansle repere (O;U,V) est:6X 3=0, qui s'écrit aussi : Tt =1.

poi une € L
2 2
le repére (O;1, V) estsousla formE‘-—Ez-+Y—2*1 oll a JT th= |2

foi (1) est une hyperbole de foyers F{U.ﬁ) et F'(D.—wﬁ.) dans le repére (01, V).
e uiisant la formule du changement de repére, F a pour coordonnées {JE 6 ) et F' a pour coordonnées
(-7, ~B) dans le repére (0 1, ]).:

Fxercice 34 > >
Dans e plan rapporté & un repére orthonormé direct (0; 7 , ).

Sl (7). lensemble des points M du plan dont les coordonnées vérifient I'équation : x2 +11y% —10xyy/3 +16=0.
1) Soit8 est un nombre réel et (O ; U, V) le repére orthonormé image du repére (O ; 7, j) par la rotation de centre O
ddangle . On désigne par (X , ) les coordonnées de M dans le repére (O;u,V).

Déterminer 8 pour que I'équation de (M dans le repére (O; U, V) soit sous la forme : aX? + BY2 = @.
Y En déduire a nature de (r).

1) Notons R | rotation de centre O et dangle8; U, V, | et J les points du plan tels que :
OU=i ,OV=¥ ; Oi=1 et EJ':]- .

+ Cest-a-dire zu = ez = cosB +isind et zv = ez = (cosd + isinG)i = -sind + icos.

Eerivons une qyafi o V=it -oosd] |

€ equation de (Nd

MaR() = etRyy) -
u E=Ensﬁ?+sin9f
ans le repére (0;U,V) :

Soit L
+¥)dans e repere (057, ]) etM(X,Y)dans le repére (O;1, V).

Ona --'___'-—-. 5 B
e B Xi+yj =Xi+Yv
©  Xi+y] =X(cos8T+sind]) + Y(—sind T + cos])
S xi +?-J:={XcosB—YsinEI)_i.+(XsinB+Yc{:sEl)_j'
X =Xcos8—Ysind )
=1
i h t de repére).
M“-y]e ) [y = XSF"9+Yco_se (la formule du changemen pére)

& 2
& X +11y2 _qq N
(Xmsahysinﬂ)z XyA/3 +16=0.

‘%‘a+11sin2+1“:ﬁ“?+Ycosﬁlz —10(X cos8 — YsinB)(X sin® + YcosB)v/3 + 16 =10

35in26) + Y?(sin? 0 + 116052 @ + 5+/3 5in26) -+ 10XY(c0s 2 — Y3 5in26) + 16 =0
oos*0—sin2g) 5.3 sin26)|

8+ cos2g) 5

(.
g Ia+sin2.a}__

sin _
[ cos?§ — sin? B)+5J§sin29)]+1DXY(cos29—J?—»smzﬂH‘TB:U

~— P 2 e ———
g
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Chapitre 13 : Coniques

- 2 ~+f3s 10XY(c0s 20 — /3 sin20) +
- x2[6—5150529+\f§5m20)]+‘f |6 —5(cos20 J35in20)| -+ 10XY(cos 20— V/35in20) + 1 = g

2n T -
= K2[6—1Ucos[29—-g-]]+\" E+1ﬂcos[25~-3—“+20X‘(cus[2{}+ 3].;.15_0

D'ot une équation de () dans le repére (O;U,V) est:

lﬁ—mi:os[zaﬂgﬂ)(z + 6+10ms(23ﬂ2—;-n‘(2 +2[})<ch5[26 +%]+15= 0.

Pour que cette équation soit de la forme : aX? + BY2 = g, il suffit de prendre cos| 20 + %] =0.

|1
C'est-a-dire 26+ % =% 4+kn,aveckdans Z .Donc 6= 1—2-+ kE ,aveckdans Z .

Dot si 6 :%-{-k% _avec k dans Z , alors une équation de (') dans le repére (O U,V) est:

{E—1Dmsl—%+kﬂﬂ}f{2 +lﬁ+1ﬁms[—%+kn] Y? +16=0
543 —6

16

5v3 +6

16

x%%ﬁ:L

Si k est pair, alors ws[—% + k‘:c]= % et une équation de (') est [

%2 —%YZ —1 (impossie).

Si k est impair, alors ws[—% + kﬂl = —% et I'équation de (I') est —

2) De ce qui précede, lorsque = % +knx, aveck dans Z , on déduit de I'équation de (') que (') est une hyperboke.

Page 290
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r Chapitre 13 : Conigues

ZARCICES POUR " AUTO-EVALUER

; BAC C et E - Cameroun - 2003
ic

- 45 minutes
3 : 2 (0:1,]).Onnote la droite (D) d'équation x = —2 ef3
| mwmmpemoﬂhﬂﬂome (D | !) : ( ) q 5 etle DDInt F[z '0]
| ggateune squation cartésienne de [a parabole (P) de foyer F et de directrice (D),

1

e )

jOnnole hig , 31 A\ le projeté orthogonal de A sur (D) et (4) la tangente & (P) en A.
2

o Exi une équation cartesienne de ().

e —

t) Démontrer que (A) est la bissectrice de l'angle {H‘ .ﬁ) ]
) Préciser la nature du triangle AA'F.
b) En déduire que les points F et A' sont symétriques par rapport & (A).

Exercice .36

Unténeur d'une ellipse est la surface délimitée par I'ellipse et contenant ses foyers.
i "alli t : xz 2 T

i) felipse d équation T "‘"t;? =1, avec 0 < b < a, dans un repére orthonormé (O ; i , }) du plan.

a
%giﬁ:l.rtl'?:ﬂipse (E) comme image d'un cercle (C) de centre O par une affinité.
e

. C1) Fensemble des points de (C) d'ordonnées positives, (E1) I'ensemble des points de (E)
ddonnées positives et f la fonction représentée par (C1) dans le repére (O; i , ).

4 Donner 3 laide da f i
! , une équat
Caluer g de int quation de (E1).

erieur de I'ellipse en fonction de a et b.
Rerdiceyy
Dﬂﬂslere : =g
Mg e 01 +1) orthonorme du plan. Soit (H) d'équation y2 = X2~ 4x + 3. .
Haling c?: :h[:l estung hyperbole. Indiquer les coordonnées de son centre et de ses sommets, ainsi que es
Elﬁet On)la g Cune de ses asymptotes.

foite d'équatio - 3 . i
B e nNy=mx ou mappartienta .

45 minutes

40 minutes

®lest fong tte droite coupe (H) en deux points, P1 et P2. Cas d'exception ?
- € Ges points P milieux des segments [P1P2] ?
'L%nlal P 50 minutes
"Pegt <
e fapporté 3 yn repére orthonormeé (0 ;-i' .Tl _
PN gy, 2% 41
”E““iﬁh i N nulle z, on associe le point M’ d'affixe Z=—21——-
X WZ=X4iy
Yy e K ety i Y, 0lx,y, X et Y appartenant a R . )
a Rsq gy SN fonction dexety. . 0 etderaonR, 8
Vérige, ' <Tlet0 —
gyt UM Mesure de Fangle (7, OM).
E]EJE M de |y ety = Rging,
by ore g QUestion 4 I .
"ahlé“d u[tre X une r:'eles_' expressions de X et Y en fonction de B etR. sl
I ndd e
g ® que o b Mﬁ;ﬁ!lon Indépendante de 8. t une conique donton pré s

écrit (C), 'ensemble des points M d'affixe Z s

Fr i irectrices.
'a conique obtenue en faisant apparaitre ses foyers et direct
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 hapitre 13 : Conigues ‘
Exereice Y e By 70 i
Soi [equaion d:f‘.‘érer:f:;; f{l:{ ;de ng;.-a:--:n différentielle (E), telle que : f(0) = 3 et

. 10) =1 g =
1) Déterminer les solu : W0 =10y,

. | =4
A s variations de f et de g. e
Dresser les tab'eaux de " .
: : "équation o
2) Le plan est muni du repére orthonormé, (C) est la courbe d'équ gl gt . .
?! -F - - L XY

est la nature de la courbe (C) 7 La construire aprés avoir précisé ses éléments géomémques ‘S

Queileestlar e gy
et excentnate. :
Exercice 40 BAC C et E — Cameroun — 2005 %
Dans le repére orthonormé (O ; i, j) du plan.

3 1 3 1 e G
On considére les points A(1 , 0), B[E'E] et C[E'_E] etla droite (D) d'équation x = 1.

1) Détzrminer les coordonnées du point G tel que - CG=AB.
Quelle est la nature du quadrilatére ABGC 7
2) On note () l'ensemble des points M(x , y) du plan fels que : -MAZ + MB2 + MC2 = 2(x - 1)2.
a) Montrer que B et C appartiennent a (I).
b) Montrer que () est I'ensemble des points M tels que MG = JECI(M +(D)) , ol d(M, (D)) désigne la distance do M 3
:::?iin déduire la nature de (I) et préciser ses éléments remarquables.
Représenter (T) dans le repére (07, ).

Exercice 41 50 minutes
F et A sont deux points fixes et distincts du plan.
On considére les ellipses dont un foyer est F et A le sommet de I'axe focal le plus proche de F.
1)a) Ouel est I'ensemble des points O centres des ellipses (E) ?
b) Seit O un point de cet ensemble et soit (D) la droite perpendiculaire en O a la droite (AF).
Construire (au moyen du compas seulement) les sommets B et B' de I'ellipse (E) appartenant 4 (D).
2)a) Soit B un sommet du pelit axe de lellipse (E). |
Montrer que B apparfient 4 une parabole (P) de foyer F dont en précisera la directrice (4).
b) Determiner la partie de (P) qui est I'ensemble des points B.

xercice 4 Extrait d'un BAC étranger 60 minutes —
Dans un repére orthonormé (0; 7, 7) du plan, on considére [a droite (D) : x =6 et le point F(8, 0).
: e T i ¢
Soit 6 appartient 4 IU %{ + (Ts) désigne 'ensemble des points M fels que % = SyHeste projté orhoge™®
cos

M sur (D).

1) Préciser_ la nature de (Tg) suivant les valeurs de B,
2) Construire la courbe (T'o) correspondant 3 @ = 0.

3)

a) Ecrire une équation cariésienne de la courbe |
T

B
. '
& courbe (foyers, sommets, éléments de symétrie, a$Y™P

correspondanta 6 = % .

b Préciser les éléments Caractéristiques de ceft otes):

¢) Construire la courbe ¥

6

tre O et de rayon 10,
cartésienne de |3 courbe

droite d'équation Y =0 et de rapport 2 :
5

——————————__ Pagew R

dl

Scanned by CamScanner

4) Sait (C) le cercle de cen eld
. : 3 ax
a) Ecrire une équation (E) transformé de (C) par |'affinité orthogonale ayant pour



Chapitre 15 Conigres

I'. | eta (e
5

aux poi ! Cuy
ns d inlersection de ces Courbes sont pe
po v NPEmendo ‘areg

. am BAC C et E - Cameroun - 199
»ﬂ'ﬁgéhﬁm orients FAPOTte & un repere orthonomé direct (015, 7). 0 gee o e ———2-Minutes
ol A

Parrlapnte
o3 wout point M d'affixe z, associe le point M’ d'affixe 7t que

FReCabon du p'a:-! Ci".s b

R~
‘ < "Ei“'v-”}{z—i}
1 camorer que restune rotation dont on précisera I'angle et le centre.

+ 4 put nombye complexe 2 different de 3, on associe le nombre complexe 7 = 2

-3
(@ [ensembla des point; M du plan d'affixe z, telle que Z soit un nembre réel
3 DémorTer QU (E) estune droite ou une hyperbole (H) dont on détemminera le ce-r:tr.ve
TR,
) Tracer () dans ke repére (Q 0.V).
3 Démoner que [image de (H) par r est une conique (H).

pracser sa nalure, son centre et son excentricité.

Ererice 44 BAC C et E — Cameroun - 2009 30 minutes

L2 i est muni d'un repére orthonome.
S0t (D) s crofte d'équation x = 2. Les points M et F du plan (P) ont pour affixes respectives z et 1 - i.
1) Exormer en foncion de z, la distance de M & la droite (D).
2 Onsuppose 2+ Z — 4= 0. Pour tout réel m strictement positif, (T-) est l'ensemble des points M dont I'sffixe z est
sion ée Mégquation (E-) suivante : |z— 1+ —m|z+Z —4|=0.

2) Déaminer suivant les valeurs de m la nature de (™).

£lPor m =1, donner les éléments caractéristiques de ().

£ s min
l’mastmﬁd‘unrepéreommmé (O:‘i'._j'.il-

0, les foyers, les Grectrices et

x=t
O consicére b droite (D) dont une représentation paramelrique est: 1y = V3t teR.
z=2

- -

ke dare (0 7) et ds génératrics la rote (D).

m 5 w"’,‘eﬁﬁlﬁﬁonderesiyz-bz?:nz_ ‘
2t %2 £quation et reconnaitre la nature de (C) intersection
.'_ﬂap“-'équaﬁmzﬂ_
hJLﬁaWéq‘ﬁhx:ﬁ‘

. 712 puréquation y=xJ7+1.

-

'rﬂaméfmﬁmzﬂxﬂ.

de I et du plan (P) dans chacun ces G35 suivants |

"%agi Page 293 / ]
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Clapitre 14 Canigues

- ’ -“—\
EXERCICES POUR s'AUTO-EVALUER — SOLUTIONS

1)a) Soit M(x, y) un point du plan, ‘

F;
M(x.y) appartienta (P) <« MF=d(M.(D)) < lx__] +y? =

) "f?:sf

D'ol (P) esl la parabole d'équation y? = bx.
b) (P) est une parabole de sommet O, d'axe de symélrie la droite (O ; 1).

L1

2)a) Soit M(x , y) un point du plan.

M(x,y) appartienta (A) <  yoly-yo)=3(x-%) < 3{y—~3}=3[x—%] P y:x-l-%_

Dol (A) est Ia droite d'équation y =x +% .

b) i+ est un vecteur directeur de (A) et son affixe est 1 +1.
1+ 1+ 11 i 14i ]_ 3m

=——=————i. Donc arn
Zp—2Zp -3 3 3 .

Zp —Zp

Or mes[m.?+f}zarg[z 1+iz ][211]. alors mes(ﬁ.T+T)E—3T“[2ﬂ].
A I

Ip—2y ﬁﬁ__?r . ZF—Z'Q E_3_’!'{2
1+ 140 2{1+|]' o argl 14i ]_ 21,

o s 701 = s T T 01 2], 0 T T) =17 )

Enfin, 1a droite passant par A et de vecteur directeur | +"j est la bissectrice de l'angle (Iﬁ"  AF).
Or %+E =3, alors A appartient 4 (A), donc (A) est la droite passant par A et de vecteur directeur i+

Par conséquent, (&) est Ia bissectrice de l'angle [H‘ . Eﬁ) .

3)a) Ona:AA' =3, AF=3 el AAAF=0 (le lecteur fera les calculs).
D'oli AA'F est un triangle rectangle et isocéle de sommet A.
b) (A)estla bissectrice de I'angle A'AF el le riangle AA'F est isocéle de sommet A.
Dol (4) est la médiatrice du segment [A'F). Donc A’ el F sont syméltriques par rapport a ().

Page 294
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a, 0) et A'(-a, 0) situés sur son grand axe.

de somm&15 P“:

rellipse © s v oG 118
pest [l du cercle (C) de diamétre [AA'] par Iaffinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport 2

: gsl |image . ot
elips® ﬂ- J) unpointdu plan muni d'un repére orthonormé dont 'axe des abscisses est Iaxe (AA),
ool sm%;;na] 4 M sur (AR) est e point H(x , 0).

. A 0
(¢ POt o deMpar I'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport E, ona:
T e .

S0 § )

o Bona rest-a-dire b . Soitalors a

l:-“HM' CESta I:— —_ - !
HM=Z Y=y Y=y
2 2 i
_ 2, (8] 2 _ .2 .y _ .

W.Mtj{,ﬂe(c]m K?+}r2_az = X +[bl Yy =4 [—] 32+b2 = = ME{E]

» . ; b
0lod (E) est [image du cercle (C) par l'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport =

| 7)SotMix, y)un point du plan,
. Me(C) & Mappartienta (C)avecyz0 <« X+y2=a? avecy20 o Y=m.

Dol 1(x) = va? — X

b
2] (E) estlimage de (C1) par Iaffinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport s

o g . b
Kinsi, soit M(x , y) un point du plan et M'(x', y') son image par |'affinité d'axe (AA’) et de rapport =

b
: - Do Dl une équation de (Ev) est: y =—f(x). -
Mappartenta (1) & y=fx) e oy'=fx) & v—;f(ﬂ-f’w““”q“a‘“"‘” sty = I
b) Notons A 'ntérieur de I'ellipse (E) et As la partie de A située au-dessus de I'axe des abscisses. | I

. 5 b b : |
na: aire(A) = 2aire(Aq) =2 ¥ af(“]dx gaf-af{x \
|

3 ) A
O f_ affk)tfx est l'aire du demi-disque délimité par (C) situé au-dessus de [axe des abscisses.

2 b =a
£y " a 1‘[3 iA 4 — — e —= .ﬂab .
fis uisque (C) est e cercle de centre O et de rayon a, f af(x)dx =y O S| Ay =2xe ¥

M

it M(x ¥) un poi
M ' point du plan. “M-y2=1,
[x-ﬂE(H} - 5’2=x2+4){+3 - y3=(x-2)2-1 = (}( 2} y

. Iﬁ(Z,ﬂ].dang le repare (O;T,T),I'équation de (H) est: X2-Y2=1dansle repére (11, i) N
Du " - = (- )
Mest hyperbole équilatére de centre Q(2 , 0) dans le repére (O i ,]), de sommets At 0), AL

"eDérg (Q.L-‘ o Q'T -l.:'
*11). dasymptotes les droites d'équations : Y = X et Y =~ X, dans le repére (€2

2 (1-mi)¢ — et 3=0,
ﬁ [

) My ;
4 WRAENta (N(De) e F e y =T

Cong: -
"MSidérons léquation - (1 - y=mx

ﬁurma.‘:gna x‘_a 3 3 3
= o y=7. Donc HNOC)=187 7"

L ~— Page 295 / |
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Pourm#1 et m#.1: e disc
Diou I'égquation (1) admet deux g
(H) et (D-) & rencontrent donc en deux p

Conclusion : (H) &t (D-) se rencontre .

.' I '
fme (2) admet Ceyy Cigles .

J:‘T!:IAE.
pour les valeyy. Mm=1etp,. )
3) SotPmiieu de [P:Ps). . 3 I e
: o
o g ey o Iy i -1
" 2 2 A-md) -t 2 2 2 T
. ; 2
S est13 somme des racinas de 'équation (1). D'ols P a pour coordonnées [T—_?- r?_z’ﬂ".ﬁ.l .
—-m -
Yo 2 ’ ; -ZXPE
Or m=-Z alors Yp =—— . Cest-d-dire Xp = 5 0y #0.
Yp 1| e Yo =X

Xp

Ce qui quivant 8 o2 %7 = _2y ot enfins (rp =12 —y2=1.
D'l P décrit Myperboe d équation (x - 11—

¥ =1de centre (1, U], de somm
les droites d'équatiunsg =x-1 ¢ "’: x4 dan_s le ’_E’P,'é[e {{_J ;'i' . 'I']

e
T e

¥ C2,0)e1 €10, 0), dasympy,

~ Pointméthode: o ===
On peut trouver [og coordonnées de A et A” ¢f Jog €quations des @symplotes dans le repire (0:7 i I] : |
de repére. Pour cela, on procéde comme suif :
+¥) dans le repére (0:7 ; I:I
=2 X
Ona: y formule de changement de répére).
}l ]

Dol ley coordonnées de A ot A’

I suffit de Jaire un changemeny
Soit M le poing de coordonnées (x

et(X ,Y) dans [e repére () ;T ,-i') .

dans le repére 0 ,]) Sonl :A(3,0) et AYI,0).
Les équations des asymplotes dans le repére (0:7

i ,-].) Sonf:y=x-2 ¢t y=-x42,

Solution 38

NSotz=xsiyerz=y4 Y, %y Xety sont des nombres réels, O a:

241 (xaiy 41 (R~ +1) 4 2y Jﬁ—fwwwlix—iy)
X+Y:-——=——-___-_— — + 1
L Ax+1y) 2Ax+iy) 22427 A2 +y) | AL+
D'l x=i”2_’£f.2_ﬂe1 vzﬂ’fz_iﬁ:l)_

T 22 +7)
2)a) Sa'rthx.y]unpointducercia(C)deoentreOelderayunR,una:
E)Tﬁ+|'=or.1x||flcho.6ﬁ;=Rmu et OM-]=OMy
Orﬁﬁ-f:[x?-l-ﬁ)-?:x et

X4yl 4y -1,

||T||cos{] ,OM) = Rms[—% + G] =Rsin0 .
T = (6T 47§
2 L2
; 1
b]-xz"_(u_i'_il:%[*_ 1

I
~<

- D'oli x = ReosB et y = Rsing.
o 1 1 1 1]

Dot X =—|14.1 =—|R+—|cosD,
2(x% 47 ou 2 1+Rz }Rcos(] 2[ R

X 4y

¥ Z
y(x* +y "1;'_..1[1 .___1.._ Doy Y 1 1] 1{ 1}'{]
—— = ) =—|1__0 iN0=—=|R —=—|sin0.

1 1 1 1
3)a) Ona X ;-§[R +EJ|:osﬂ el Y_z[ R]

Page 295 J
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' Chapitre 13 : C oniquey

Y

X et sina='—1—-
) f= 1 —1-[R—"—]
gob ©* %[“'ﬁ] 2 B
2 : 2
x? +_,_L"___=ln:acas2a|+sun2(&=1.Finalement, -—)(__5+_12__H
prsi® g0 11 - S
ZR"'E 3 R 4 R 4. R

- Wi decrit le cercle (C), M' décrit I'ellipse de centre O, de sommets

ue M
e L™ 1 1] ] [ 1[ 11 ] [ 1[ 1 1
Yr4=].0[, Al—=|R+=]|.0|, BJ0,Z|R—=|| et B0, g _1
A[E{R+R 2l 'R 2" r)) % 2[R RJI
scrit |'ellipse d'équation £+i—1 d tre O, d 3 S
,pgurR=2-Mde':ﬂHE“pse q [§] [i]_ , de centre O, esommetAI,U],A[—z,U],
16 16
] 1o _JE de foyers F(1, 0) et F'(-1, 0), de directrices, les droites |{D:p:}(=EE et (D'}:X:—E.
B[o.;] B0 =3) s ) B ®

T e

A (N

[ry—" Sriati est r2— 1 = 0 qui a pour racines -1et 1. .
:Lt :c?l:?gig gaer?gget:ast:?: ?E?E: E."E')— y = 0 sont leg fonctions h avec h(x) = Aex + B_e—* avec A, B appartiennenta R .
Pour tous réels A et B, h est dérivable sur R et pour tout réel x, h'(x) = Aex-Be X g+ B
. » Dol puisque f est solution de (E), il existe deux reels A et B tels que pour tout réel X, f(x)= e
' Et;['?ﬂ}): 31 équivaut & i+ B=3 (12).
=1équivauta A-B=1 . .
D“éﬂamés‘?ﬂ et (2), on déduit q‘ui A=2etB=1. D'oil pour tout réel x, f(x) = 2e*+e
* festdéfinie sur R et pour réel x, f'(x) = g(x).

iy 1
Orglx) > 0 équivaut & e :-..%_c'est-a-dire x> ——In2. Etg(x) < 0 équivauta x <—-n2.

—-1—In2 .+c:0[ .
2

D'oii f gt

strictement décroissante sur |—co, A%In:! et strictement croissante sur

im )= +oo, f(x) = 4-occ . D'oll le tableau de variations de f qui suit:

Ko lim
iy X—<+00
x- - : . -. —--1-1[\2 : L u" : +m
: T | +
'(x) = rer
+
O
® Gestgq), ' 22

g = A+ Be~*.
Btgi) < 4 1i0n de (B), donc il exist deux réels A et B tels que pour fout réel x. g(X) =€
Q0)an NAULEA+B =1, (1)
s égalilg ‘autaA-B=3 = (3)
S(1) et (2), on deéduyit que A=2etB=-1. D'oll pour tout reel x, glx)
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Chapitre 13 : Coniguey

st définie sur R et pour réel x, g ‘(x) = f(x) > 0. D'ol g est strictement croissante g
e ge

R.

im g(x)=—00, lim g(x)=+00.
X——0o0 X—++ 00
‘ol iafl qui suit :
D'oll le tableau de variation de g - _
! +
X
-s{ :l +o0
g(x) /

2) Soit un nombre réelt,ona:

t_ Xty
=2'+e *T
h= équivaut a -
F=QEI—E-I e_tzu
2
Do [—*jy x[—"?’ =ele™' =1,
2 2 2 2
XY [X=y|_x" y Xy
= XI5 1FT—ars ——i_=1.
Or[ 1 ]x 2 ] g gt g g

2
D'oll la courbe (C) est contenue dans 'hyperbole (H) d'équation 53— sl

Or d'aprés |la question 1), lorsque t varie dans R
[2«!’5.+oo[ etydécrit R .

Finalement, (C) est la partie de 'hyperbole (H) dans 2, + oo[xR .

, X décrit [intervalle

2

=1

Solution 40 ]
1)® CG=AE sietseulementsi G a pour coordonnées (2, 0

).
mme.

-1)et AG a pour coordonnées (1, 0).
x0=0 et BC:P\G= 1.

» CG=AB, donc le quadrilatére ABGC est un parallélogra
Or BC a pour coordonnées (0,
D'odl AG-BC = 0x1+4 (1)

Finalement, ABGC estun
un carré,

2)a) » Sion remplace M par B dans - MA? + MB2 + MC?,

3 Y
Or 2[5—1] = %, alors B appartient 4 (r).

* Sion replace M par C dans -MA? + B2 + MC?,

ona:
—Cﬁt? +BCZ =—.-;—!- A

3 72 9 _
Or 2{5_1] =E,alorsCapparhenla(F}.

b) CG=AB équivaut 3 -GA+GB+GC=f
D'ols G est le barycentre dy systéme (A, -1), (B . 1),(C, 1)).
On a alors : = MA? + MB2 + MC2 = MG2- GAz+ g2 4 GC2= M2
ABGC étant un carré, GA2= GB + GC?),
Ainsi, -MA? + MB2 + MC? = 2(x - 1)2 &quivaut 4 MG2 = 2(x - 112,

Page 293
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paraliélogramme 3 diagonales perpendiculaires et de méme longueur, ¢'est-a-dire ABGC est

ona: —BA2 +BC2=%.
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' Chapitre 13 : Coniques
%
) 'hﬂfﬂ alorsona MG? = 2(d(M . ().

D
M. G Jid{M (D)) -
= MAZ + MB2 + MC? = 2(x - 1)? équivaul & MG = Vad(M, (DY).

foyer G, d'excentricité V2 > 1 et de directrice (D),

re
" o
G yapits @ question 2
¢

51 typerbole 9
ade ()

je [ecteur pourra retrouver et utiliser I'équation de (I quiest : x? - y2= 3,

e elipse, les points O, F, A sont alig.nég et F appartient a [OA].

f \(E) glant\ oala demi-droite de support (AF), d origine F, ne contenant pas A et privée de F.
. 3ppaﬁ:-sceﬂ& demi-droite est centre d'une ellipse de foyer F et de sommet A.

¢ points O centres des ellipses (E) est cette demi-droite.

truction de B etB':

P?so:sﬂha. OF=cetOB=QB‘=b_

lDInaaLlc::‘srci:.a2 -b% R
Orle friangle OFB est un triangle rectang )

FR2= OF2 +0B2 =2+ b2=a?-b2+b?=a
ﬁ;: Fg =a. Par conséquent, B appartient au cercle (C) de centre F.et de

OA.
E:g::gment, B et B' sont les points de rencontre de (D) et (C).

2a) Soit (8) la droite passant par A et perpendiculaire & (AF),ona : d(B, (4)) = OA=a.
Orla question 1)b), on a montré que FB = a, D'oli FB = d(B , (4)).
Bappartient alors @ la parabole (P) de foyer F et de directrice (4). _ _ ,
b) e OetB sont situés dans le méme demi-plan (Q) de frontiére la perpendiculaire passant par F a la droite (AF).
« Soit M un point de la parabole dans le demi-plan (Q), O son projeté orthogonal sur (AF). '
Destle centre d'une ellipse (E) (car O est sur la demi-droite de la question 1)a)), de foyer F, de sommet sur I'axe focal
AM=BouM =B, sommets sur le petit axe. _
Donc tout point de la parabole (P) dans le demi-plan (Q) est un sommet sur le petit axe d'une une ellipse (E).
Dol 'ensemble des points B est la partie de la parabole (P) dans le demi-plan (Q).

1)Si8=02lors, ona —'— — 1. Clest-a-dire M- —1, qui équivauta MF=d(M, (D).
cosf MH

D'ol1 o) est une parabole de foyer F et de directrice (D).

Si8 appartient 3 |0 3[ alors —— appartienta]1, +=[.
2 cosf

ok
st donc une hyperbole de foyer F, de directrice (D) et d'excentricité Pt
) SoitMix , )

un point du plan.
M

CVapatenta () e MF=dM,(D) < Jx-8P+y =[x-6 e y=4x-T)
e TR T S
i 0 [ e

("5) est yng =

Parabole de sommet (7, 0), d'axede | | ] ||
SYmétria 1 - v Y :__4__]_4 S -
W S ) I I
.'_'!E 1{K.Y}Unpﬂiﬂtdup|an‘ ’—l—l—: - 1 | H
MH‘H‘—-—.___ LR MF 2 jam. —1

0 =—2dM,(D

s 74M.0)

-

L] |
= (B—X)’+y2=%(x—612 WL B ]
XE 5,-2 | - ! A8 . | | I i |

——i =1

48 16 '||||
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2 2
W z f X _y —— | 7.1
!I"ﬂ] est donc I'hyperbole d'équation réduite T 1. donnée dans le repére (07 ).

B

b) T, | est Ihyperbole de centre O, de sommets A(4v/3,0) et A'(—4+/3 \0), d'asymptotes |

]

es drﬂﬂes ﬂf?da‘.rm_

=—1-x et y=—lx,defnyers F(8,0), F(-8 , 0) dans le repére {O;T.'j') » daxe transverge ':Giil o
V3 I g el o

’
L

d'axe principal (O; _j') ;
c)

4)a) Soit M(x , y) un point du plan,
M(x , y) appartient & C) o X2 +yZ2=100.

Déterminons I'expression analytique de I'affinité f d'axe (0;7) etde rapport %

Soit M(x , y) un point du plan et M(x, ) = f(m).
Le projeté orthogonal de M sur (0 ; 7) estle point K(x, 0).

3 X'—x=0 X=x
fiM =M o KW=2KkN o .3 o . G
5 y'=-y y'==y
b 5
X'=x x=x
D'ou f est I'application qui a tout point M(x , y) du plan, associe M(x',y) ol : 3 .Etalors _ 5,
-—g!r' ?—35'
_— T = 2. 25 o 1'2 YQ_1
Ainsi, M(x , y) appartient a (C) = X+y2=100 X+—y“ =100 & —+—=1
9 100 3
2 2
Finalement, M(x , y) appartient a (C) si et seulement si, M’ appartient a I'ellipse d'équation 1%4-"— =1.
. 22 y2
D'oll une équation de (E) est: X . ¥ _ 1;

100 36

b) & La demi-distance focale de lellipse est ¢ =+/100—36 = § |
Les foyers de (E) sont alors |es points F(8 , 0) et F(-8 0).

¢ Déterminons les points d'intersection de (E)et|T_|:
6

Soit M(x , y) un point du plan.
W 2 y=3et x=503
L ; \ : 583
8 15 X°=4843 ouy=3et x=-

MeENIT,| & {°) 2 2 2 e b x=5/3

- X ¥ 9x* 4+ 25y% = 900 O e & N

100 36

ou y—_-—Sth=*'5‘ﬁ
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Chapitre 13 : Coniguey

tre points E;(5v3,3), Ey(~543 3
upent en qua 2 ), E5(543 _
alrs 5 cOUP 3(5V3 ,-3) o Ey(~543,-3)
gcﬂ( [
s dans {1 9,3, 4}, un point de rencontre de (E) et | I
ol AN b B E
’ yiy 3%
. a pour équation LTI ) , SOit y=——"1
Sonened 6197 Rap 100~ 36 gsyl B
' L
e %8 cete tangente 88t —og, -
) i 8 Vi ‘ X 16
; | a pour équation ———-= =1 soit y=—Ly_°
,Lalaﬂgemea (F%] en E P éq 48 16 y Syl ——X ",FI .
X
s pene de cete tangente est N -
tes est: ——— X ——= ———=—1 car pour tout i dans {1, 2, 3, 4}, ona ~L = 2
Lo produtdes pentes 25y, 3y, 26y { hona =g

“] aux points d'intersection de ces courbes sont perpendiculaires.
6

Doiles tangentes & (E) et [1“
; [
f) SoitM d affixe z et M' d'affixe z', son image parr.Ona: z'= _;.(14_“@){2_1] =%{1+|\J{§)2—§[1+|\E},

%{Hiv’i)

=1 et arg‘lz[‘l-{-iﬁ)]E%[Zﬂ].

Dot Técriture complexe de r est sous la forme 2 = az + b, ol a= %(1 +i3) et b= =i +i3).

1 : g 3 i
Comme la|=1 et arg[-(1 +i3 )] = E[ZTI:] . alors r est la rotation d'angle dont une mesure est : et de centre le point

f
aﬁ]:ez tE”eque Z-E(1+IJ—)2__“+IJ_) Soit Z_E —|'\f_]

%) Soit Mx ¥), daffixe z , un point du plan .

Lestup el o 77

2 =2
z—-3 z-3
©  Zz-3)=7'(z—3) avecz#3
a 13—?{3-—3(22—?)20 avecz#3
S (-2 +2+7)-Nz—2e+27)=0 avecz#3
®  @-PP2+7)+z-Hz+2)=0 avecz?3
S 2y2(x2-y2)+ (x2+y2) ~6x]=0  avec (X ) #(3.0)
®  y=Doudx-y2-6x=0, avec(x,y)#(. 0k |
/2
Yoz, S y=0 ou (x—12_—L_=1, avec(x,y)#{.0)

ont a 'hyperbole |
w—) bscisses oU appartient 3 I'hype |

o siet Seulement sj M, distinct de B(3 , 0), est sur 'axe des a :

/|
Page 301 / :

4
Scanned by CamScanner




Chapitre 13 : Coniques

—

¥ _1. de centre Q(1, 0). De demi-distance focale ¢ = /143 =2 g, loyers p o 3
' Ty

(H) diéquation (x—1)° - 3y

. 1 1
i.v irectri ites d'équations x=— et x = —— dans :
F(-2, 0) dans le repére (Q: 1, V), de directrices les droites d'eq A 5 dans e mp‘*"ﬂﬂl,u_;}
s, les droites d'équations | Y = X Jealy= —x/3 dans e reptre (.5 i

d'excentricité e = 2 et d'asymplote

b)

3) La rotation transforme toute conique en une conique de méme nature et de méme excentricité,
D'ou (H') image de (H) par r est une hyperbole d'excentricité 2 et de centre r{Q) = O.

Solution 44
1) Soit M(x, ), la distance de M 4 la droite (D) est : [x—2].
or x:izz ,alors la distance de M 4 la draite (D) est : ”Tz-z ,sot %|z+i—4|.
2)a) Soit M un point du plan d'affixe z.
2—1+i
M appartient a (T'm) si et seulement si, -ﬂ: m. C'est-a-dire d(M.F) i
2 +7-4| 2d(M.(D))

Ce qui équivaut a dire que % =2m, ol F est le point d'affixe 1 —i. Comme F n'appartient pas a (D), alors

Pour m= % (I'm) est une parabole.
Pour m> % , (T'm) est une hyperbole.

Pour m< % » (T'm) est une ellipse.

b)l‘-’ourm=1,ona:m-_—2

d(M.(D))
D'oil (1) est Ihyperbole dont un foyer est F, une directrice est (D) et d'excentricité e = 2.

1) Le sommet du cOne I" est le point de rencontre de (D) etl'axe (O ;T) quiestO(0,0,0).
Un point de (D) est A(1,+/3,2) (en posant k = 1)
I est donc le cone d'axe (O; T) , de sommet O et passant par A.

Soit A' e projeté orthogonal de A sur (O ;T] .
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Chapilre 13 ;: Coniqueys

w17+ (0= 3) +(0-27 =T et on'=

,,4{1—0:-2+(u-n)2+(0-0)2 =1,

0): .
A0 o AT
d ! == =T
’ la mesuredi?iﬁ"Q'E AOA', tan® OA' 1 vt
B . -
olon® . ot de lespace et H son projeté orthogonal sur (O ; 1) . H a pour coordonnées (x,0,0)
l z u ] ] .

wmtﬂ-*’d 4a (05T o8t HM = (=X +(y =02 + (@2 =07 = fy? 4 22 e OH=vx =
e : .

pdse - ot seulementsi, HM = OHtand. Cestdire HM? = OH? 7,
" spp:aﬁienta W ;2 =7x2 . D'oli notre cone I" a pour équation y2 + 22 = 7x2,
i quiva’

un point de 'espace.

22 ol 2_2_
yo+2° =T7x - X -y _1-
z=1 z=1

2
g ot 2
ey 2 appartient & PO <=

- rsecion (C) de P el T a pour équaion 7x2 -2 = 1 dans le plan (P). Cete intersection est donc une hyperbole.
Uﬂ; islgifhﬂtx y, z) un point de 'espace.

y2 +z2 =Tx? i v +2% =49
x=+7 x=T

o fintersection (C) de P et T a pour équation y2 + 22 = 49 dans le plan (P). Cette intersection est donc un cercle.
¢) SoitM(x, ¥ z) un point de I'espace.

y2+22 =72 {(x\ﬁ +1)° +22 =7x? {-2xﬁ-1 e
= (=]

M.y 2l appartienta PO &=

appartienta PNl &
N,y , 2} 2pp { y=xJ7 +1 y=xJ7 +1 y=xJ7 +1

J7

Doilintersection (C) de P et I a pour équation =N [x +T4_] =72 dansle plan (P). Cette intersection est donc une

parabole,
d) Seit M(x , y , Z) un point de I'espace.

2 92 2 2 2_4,2 2 2.0
M.y, 2) apparient a PAT < ye+z2°=Tx - Yo+ (3x+1)" =Tx o 2x° +Bx+1+y
z=3x+1 y=3x+1 y=3x+1

y=3x+1
2

Plrgey [x +2 2 : .
o (C) de P et a pour équation P | == 1dans le plan (P). Cette intersection est donc une

o (G 4

Pagedlld e ——————
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EXEMPLES DAPPLICATION; |
2L DEL'ESPACE '

RAPPEL DU GOURS

Dens ce cours, E désigne [espace {affine).

A. Projections

Soit (D) une droite et (P) un plan de l'espace tels que (D) F:t {F") soient secanls.
e On appelle projection sur (P) parallélement 3 (D), l'application :
p:E—E
M' appartient & (P)
(MM") est paraligle a (D)
e Onappelle projection sur (D) parallélement & (P), l'application :
qQ:E—E

MM’ telque {

M' appartient & (D)
(MM") est paralléle & (P)
endiculaire a (P), alors p et q sont des projections orthogonales sur (P) et (D) respectivement

MM tel que{

o Si(D)est perp
Remarque :
o (P) est 'ensemble des points invarianis par p.

o (D) est 'ensemble des points invariants par q.

B. Homothétie - translatiovw

B - Translation

¢ Les définitions et propriétés sur la translation dans le plan restent valables dans I'espace.
e L'espace est muni d'un repére.

X'=x+a
L'expression analytique d'une translation est sous la forme {y'=y+b . Le triplet (a , b , ) représente les ¢
Z'=z+4¢C

oordonness

du vecleur de |a translation.

B2 - Homothétie

. L_es définitions et propriétés sur 'homothétie dans le plan restent valables dans |'espace.
e L'espace est muni d'un repére.

) X'=kx+a
L'expression analylique d'une homothétie est sous |a forme {y'=ky-+b, ol k est un réel différent de 0 gt
B 2'=kz+c ‘
Le rapport de cette homothétie est le réel k et son centre est l'unique point invariant par I'homathétie.

e L'homothétie de rapport -1 est une symétrie
Remarque : Lhomothétie de rapport k

® fransforme une droite en une droite gui lui est paralléle,
rayon R en une sphére de rayon fk] xR,

. Page 04 J l'
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de I'espace

les formey

C. Isometries

Cy — Définition et propriétés

¢ l'espace toute application de E vers E qui conserve les distances.

prele somélrie s sur les isométries dans le plan restent valables dans I'espace.

1 il e proprét
]
C, - Quelques isométries de I'espace

jlatranslation.
h]hgrmétne centrale.

4larotation autour d'un axe (hors programme).

Laréflexion : ‘applicati i '
?Cn appelle réflexion ou symétrie orthogonale de plan (P), que I'on note se), 'application de E vers E qui & fout point
U Eassocie le point M' de E tel que (P) soit le plan médiateur de [MM?].
(seigye: |1 Milleu de [MM] appartient & (P) :
(MM') est orthoganale a (P)

: P es!l fensemble des points invariants par s).

*nestune bilection et sa réciproque est s = sp).
* 5708 = Id.
fLe demitoyr ;

;E“aPPEFq demi-tour ou retournement ou symétrie orthogonale d'axe la droite (D), que l'on note sp), I'application de
“SEquatout point M de E associe le point M' de E tel que (D) soit une médiatrice de [MM].

Ustigip. |L© Mille de [MM'] appartient & (D)

Dty (MM') est orthogonale & (D)

1o :nzsetfﬂbﬂlg des points invariants par s).

" g = IdE.IECtIon &l sa réciproque est sy = S(o).

i C: - Composée de symétries orthogonales

' St{p:l ns,

S 1 2(Q i : itrairem
i o4 %) SORL . \ de (P) arbitrair

' Si{:; 5130" pr 'Etpaéa"é'“- alors sqos) est la translation de vecteur 2AB, 0l A est un point dé

0gonal sur (Q . " t(Q).
sont : ). . nde (P) et(
1ty perpe"d":"'aifes. alors s(aos(p) est un demi-tour d'axe 1a droite (D), intersectio

ent

et
oAB . ol A est un point de (D) arbitrairemen

' A
. ite (D), passant par
Culaires en un point A, alors s()os(p) est un demi-tour d'axe 2 droite (O')

Y
%%“& . Menta (D) et 3 ().

Emi‘tDUf etq’

|
) alors sx0s(p) est la translation de vecteur
ﬂ%buﬁtm]  orih onal sur ﬁf (D)

une réflexion :
Page 305 /
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de 'esparce

Chapirre 14 2 Bxemples d'applications

Sot (F) un ian gt (D) une drovte parpendiculaire A(P)enA.
o soose asth symetie centrale de centre A.

. quﬂxﬁ?ﬁ:‘!:&:ﬁ(}&ﬂ:&.

C.— Décomposition d'une translation, d'un demi-tour, d'une symétrie centralo

3) La transhation : o ‘ .
Touts ransiation peut s décompaser dune infinité de fagons, soit en deux réflexions de plans paralléles, soit en g

dami-tours daxes paraisles.

b) Le demi-tour : o | |
Tout dami-tour d'axe (D) peut se decomposer g'une infinité de fagons, soit en deux réflexions de plans perpendiculaiy

suivant la drove (D), soit en deux demi-tours d'axes perpendiculaires entre eux en A et perpendiculaires a (D) en A

c) Symétrie centrale : |
Toute symétrie centrale de centre A peut se décomposer d'une infinité de fagons en une réflexion de plan (P) etun

dermi-tour dxe (D), ol (D) et (P) sont perpendiculaires en A

/ Page 306
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Y | _ (aaptir e 4 1 1 igigiton o'y Wills
i ¢S POUR COMPRENDRE LE .o pe

ity ifw | “Hifin

. T —————
= uliatbrl ol () un plan non pergstdiauaivs s glan (hs ——————
’ ﬂﬁumm}” le“' e o projotts orhogonal de AGG sur (1) et ; /)
[ 10
Frﬁflﬂw!u s0chlo.
: qulataral

aale aquilatéral of () un plan non perpendicutali su (an (A4),
:::EM! ;‘:,tﬂﬂw%mg,iun va 66 présontor ; & (ABC) est parallile 4 (1), /
® un soul it du tnngle MG st pasiss 4 9,
& [UCUn Cith do ARG n'est paaliéls 4 17,
eiay 5 (NBCY (P), alors Image du tdangle ABC est un tdangle AT5C’ de mémes demersions it 1L,
0 ABC' 05t bqullatéral, _
wqan 2 0n soul 6016 du trlangle ABC ot parallble & (1),
s ke 4l gandralitd, supposons (AB) I/ (P), slors Vimage de (] est (W8] dea bt b g (F#]
usinages [AC] of [B'C’) rogpoctives do [AC] et [BC], sont do mbrre kngusur,
maAC = B'C, AC = BC ol B'C' < AC. Lo Irlangle NB'C st done Isacsls,
o ol aucun ¢010 du trlanglo ABC n'ost parallble & (), alors [WNE], (INC') o (B0 st 045 seipnants o4 vriysans
b doux distincles, Lo tangle A'B'C’ 68t done quslconques,
[ définitive _
o)l projatis do ABC ot un triangle isockle sl et seulsmerd si un seul da sas s et gaaiéls 4 (7).
b)la projeth de ABC et un trfanglo Gaullatéral sl et seulsment sl ls plan (AEC) 654 (arstés 5 (F),
Remarque ¢ 81 dewsx chiéx du trianyle sont paralltles & (1), alors (ABC) a8t puralléle i (1),

ferclea 2

PN+ Y422 un plan, Délorminer [ozprission analyliques de fa projection ortfeyrils s P,

Pty oty projection, M(x , y , z) et M'(x', y , z') deux points de 'sspacs.

Wy el
LU " M e P i Jf-',,;!-'-:f JKER,
M colinizing & i(1,1,1) onvectour romel 4 P ;”;:y
1 %
" Ia__:.{g,.,y-z-ir 4
- KKy ko 2o k=B K*‘%{"IFY"Z'H} "f’ -
mwahfb: K'we gy Done gl b X Dol y"u--:-‘,[-a' =143
Y'l!k..'.-y' ) Fovdy g P
i }“—-Hf}' p_l__}j.-;(-i 2L+7
" Hk-i-z z'h-k‘i'z G 3‘
b [x'-,-1-(2x--y-:z-!-3)
“"rbxpf 3

8¢l :
Maltiquy gy p gt - y' m:-;-(-x 42y ~243).

z'_—l%(-:x-- %I-ZZ'BJ
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de Uespace
e MR il (e A R

R ——

e ——
Exercice 3

Soit (D) la droile de systéme d'équalions :

Déterminer I'expression analytique de la projection orthogonale sur (D).

x=Kk
Une représentalion paramétrique de (D) est: {y =k, k€ R . Un vecteur directeur de (D) est (1, 1, 1),
2=k
Soit M(x,y,2), M(x, ¥, Z) des points de I'espace . q la projection orthcgonale sur (D).
il
x'=k H=sxy+)
M) = M wep 1= o ly=1
= = — =] =—(X+y+32)
q(M) T ol y=3x+y+2)
I_ l_ I_ — , 1
(X X:l"{-h" Y:H"(Z Z) [} z =§|:?-'+)I'+Z]

x'=%(x+y+z)

D'ou q transforme le point M(x, y,2) enle point M(x',y', 2", ol y':%{x+v+z}.
z'=-;:(x +y+2)
B. Etudier ley transglations

Exercice 4

Soit(P):2x+3y+z+2=0 et (P'):2x+3y+z-2=0deux plans.

1) Montrer que les plans (P) et (P') sont paralléles.

2) En déduire qu'il existe une translation, dont on précisera le vecteur, qui transforme (P) en (P').

1) 0(2,3 1) estun vecteur normal a (P) et (P') simultanément, d'oti (P) et (P’) sont paraliéles.
2) = AD,0,-2) estun pointde (P).

Soit A’ son projeté orthogonal sur (P'),

Soit t la translation de vecteur AA', ona t(A) = A

Donc ttransforme e plan (P) en le plan passant par A et paralléle a (P), qui est (P').
D'ou il existe une translation qui transforme (P) en (P').

* Soit(a, b, c)les coordonnées de A', il existe un réel k tel que AA' = kii .
Donca=2k, b=3k e c=k-2.

Or A’ appartient a (P'), doncon aura, 4k + 9k + k-2 -2 =0 . Donc k = 2 .

D'ol le vecteur de la translation t es %ﬁ ;

Remarque ;
Supposons qu'il existe une translation ¢ qui transforme (P) en (P’).

Soit U(a,b ) son vecteur, t transforme un point M(x ,y ,z) quelconque de espace en le point
Mix'=xd4a,y =y+b,z"'=z2+¢),

M appartient & (P) = 2x+3y+z2+2=0 o 2:‘+3_-.-‘+:'+2-.2ﬂ—3b""""
L’image Q de P par( a pour équation 2x+3y+2+2-20-3b—ec=0.
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~ Chapitre 1 2 Exemples d"application f, l'espac
L AP

= k
yoda-db=c=sd 8 datdbresd o b=k

Ckelk'eR.

VIl
|’kvihr C - o 4_2k_3k|

de mmiplets (@ , b, o) donc il existe une infinité de iranslations
g;i.mt onl }N,ur yecleurs lI[R \ kl ' 4 e 2k . 3k'} ¥ ketk' riels q""k’f"iq"rs.

(v S =0, ona U(0,0,4), t(P)=P".

B ‘.pl':ﬂ‘k = k

DS
H \g

X | le milieu de [BC] et Jle centre de la face BCGF.

o A l'h:ﬁmhi

i transforment (p ”
Gl nt(F)en (),

 dosgne ; ; :
:; :f;ef ;25 coordonnees dans le repere (A, B.D,E)desimages des sommels du cube par Ia translation t de
lt‘k'f'\"rlj‘
mtionS
wordonnées des sommets sont : .
35 2.0).5(1.0,0), C(1,1,0), D(0, 1,0), E(0, 0, 1), F(1,0, 1), G(1, 1, 1) et H(D, 1, 1).
. s 1% T ; 1 &
(n remarque que IJ=%AE. D'olr N a pour coordonnees [D'D'E]' =
L3 ransiation t de vecteur 1J transforme le point M(x , y , ) en le point M'(x', y', Z), ‘1 A r'
J
C | ;I ‘e
sl Y=y D) ———
I
=z + A A /
2
L=t images des sommets par t sont :

i e oo oo fad) i Jenfr
C. Etudier les homothélies

Exercice §

"SCDestun tétragdre et 1, J, K les milieux respectifs de [AB], [AC], [AD].
1) Caer I'aire dy triangle IJK en fonction de celle du triangle BCD.

& Calouder le volume qu tétragdre ABCD en fonction de celui du tétraédre AIJPF. |

_ e e
sdwﬂﬂ 6 | L’homothétie de rapport k mulriplie les

na & 1= s — I — by
*N=2R , Al=1AC of AR=1AD.
2 2

k|
| aires pﬂrk" et les volumes par lkf -

iy e . P =

| i
Doy , i
1, 1K sont es images respectives de B, C et D par Mhomothétie h de centre A, de fapport 5

S4fimage de BCD par h est K. Et aire(lJK) = %aire{ECD)' :

z]DQm‘ - 1
7 limage de ABCD par h est ALJK. Do volume(ALK) = volume(ABCD)

Itic
Sait .
1 l}!;s] 'a sphire g

1, 1.0}
3 quation : X2 + y2 + 72 — 2x + 4y + 22 +2 =0 etllepointde coordonnées {

) Daser 1 1€ CNtrE et le rayon de (S rappor =3
SISt une équation deﬁ Sp:ére}.{S'} image de (S) par [homothétie de centre | et de rapport
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de l'espace

+4y+Ez+2=Déquivauté(x-1]3+(y+2}1+(z+1‘}2=4.

1) Soil x, y et z trois réels, x2 + y2 + 2 - 2x + 4y

D)'nDOES] eyst la sphére de centre A de coordonnées (1,-2 ,-1) -:tt d3e rayon 2.

2) Soit A’ limage de A par I'homothétie de centre | et de rapport -9. |

Ona: iR =—3A ,done (x-1,y-1,2)=-3(1-1.2- 1.-1-0), 0 (x, ¥, ) sontles coordonnées de A"

- ‘=_-= stz=3elA'a nurmurdonnées(tw‘f_ﬂ. ‘ ,

?So)ng:t Ia1s:p¥1érlodztozent?eeﬁ.‘ et dg rayon 3x2 = 6. Une équation de (S') estdonc : (x - 1)2 + (y - 10)2 + (z - Wegg

Eﬁ::n:gfies “ne de révolution esttel que laire e la grande base (B) est le double de calle de la pefite base (8)

Démontrer quil existe deux homothéties, dont on précisera les cenires et les rapports, transformant (8) en (B).

Solution 8 ; .
Soit h une homothétie de rapport k de centre 2 qui transforme (B) en (B').
On a aire(B’) = k2aire(B).
. 1 - o 2 1 ] N H . JE k pe Ji
Or d'aprés I'hypothése, on a aire(B') = -z-alre{B}. D'ol k* = 7 c'est-a-dire k =5 ou k= ~3
Soit O et O' les centres respectifs de (B) et (B'). On a h(O) = O'. Ainsi :
2

Si k= % ,alorsona Q0'= -z—ﬁﬁ . C'est-a-dire 00 = (2+ JE]O_(T . Donc () existe et est unique.

N

Si k= —% ,alorsona Q0'= —TQ_O' .C"est-a-dire 0 =(2—+2)00" . Donc Q existe et est unique.

V2

2
D'oll les seules homothéties qui transforment (B) en (B') sont les deux homothéties de rapports % et 5 elde
centres respectifs Q1 et Q2 tels que 00 = (2 +J§]l'f}-' et 0N =(2— \E]W .

Exercice 9
ABCD est un tétraedre.

Soit h1 'nomothetie de centre A et de rapport % et hz 'nomothétie de centre C et de rapport 2.

1) Construire limage de ABCD par hzohs.
2) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de hzohi.

1) Soit I milieu de [AB], J celui de [AD] et K celui de [AC],
On a: haohi(A) = hoA) = A" = sa(C).

hzohy(B) = ha(l) = B' = 5(C).

hz0h1(C) = hz2(K) = A.

hzoh1 (D) = ha(J) = D' = 5(C).
2) Nature de haoh; :

1 .
2 XE =1.D'ol hzoh1 est une translation,

De plus hz0hi(C) = A, alors haohy estla translation de vecteur CA .

_F.x_ercicelw
Soit les points : A(1, -2, 1.8(-1,0,2), A0, 1 1) etB'(4,-3,-1).

1) Démontrer qu'il existe une homothéti ; ' = h(B):
2) Déterminer I'image du point O pnar f:ne ? 00 on s g conbe rappo ke que A< N i

1) méthode 1:
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r Chapitre 14 : Exemples d’applications de I'espace
_._.—-—'_'_'_'_-_-_._-_._.‘—____ == e ————e

(M) =M,

\ _— hétie de rapport K, M(x, Y, 2) et M'(x\ ¥, Z') points de lespace tels que h
. snimuﬂﬂ hom@ x'=kx+a
ée|sa,betc!els que {y'=ky+b .Ainsi,
(s 105 z'=kz+c
| k+a=0 . ~2k+b=1, k+c=1 i )
HM;A' aad l__k+a.'=4 . -3=Db i 2k+c=_1 s k"2-3—2.b=-38lc:3_
w8)=5 ot
romotnétie f Jont l'expression analytique est {y'=—2y—3 transforme Aen A’ et Ben B’
. 2'=—2243
(2
X=—2x+2 ¥=3
sitMix.y 2 U point de I'espace, h(M) = M & {y=-2y-3 e ly=-1.
Z==22+413 7=1

ﬁ[.z- -1, 1] est l'unique point invariant par h.
3

2
Uhomothétie h a donc pour centre Q[E ~1, 1] et pour rapport -2.

Néthode 2 :
« Soith une homothétie de rapport k qui transforme AenA'etBenB.Onaura

o A apour coordonnées (4 , - 4 , - 2) et AB a pour coordonnées (-2,2,1).
_oAB _ Ainsi. si une homothétie ransforme A en A’ et 8 en B, alors son rapport est—2.

—_——ZEE et @:-Zm.

A'B'=KAB.

Onremarque que AB' =
» S0t 0 le centre d'une telle homothétie, on a : 9B’

2
Lelecteur prouvera alors que les coordonnées de 1 sont [3 =1, T]-
Doiil existe une unique homothétie qui transforme A en A’ et B en B'. Son rapport est -2 et son centre £2.
! L'mage de O par h est 0'(2 , -3, 3).

| D. Ftudier les symétries ovthogonales
Exercice 11

Dang =
DZ":Gie.space E rapporté au repére orthonormé (O 1, j k).

Msidére le plan P d'équation 2x +y-z+3=0. Soit s la symétrie onhqgo
Ntun point de E de coordonnées (Y, z), déterminer les coordonnees

nale par rapport au plan P.
(x, y, Z) du point M' image par s du

Paint .
9 0n coniqa it i o
Sidére la droite (D directeur i=2i—j+k.
Hemin A pmssan: o O b voelout = s par s des points de (D)-

*" des équations parameétriques de la droite (D'), ensemble des image
2,y - o= R
Soi

x ; l:; €stun vecteur normal de P.
"2 MK, v, 7) deux points quelconques de I'espace.

W)= gy WM* = ki

= Pestlep| : "
plan médiateur de [MM] < o milieu | de MM appartient a P
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de espace

o  20M-U)-i=0
& OM-T=0 carii=0.

& M appartient au plan passant par O dont un vecteur normal est U.
o estle plan passant par O, de vecteur normal .
=

oo = o OME g2 o
ﬁ;g‘ﬁ'}.ﬁ=(zﬂM—2ku}-u=2[0M-u——Il_ﬂz X ul] ]:ﬂ_n'gu (OM+0M).T=0.
L u

, 5ot | mifieu du segment [MM?], montrons que | appartient a (P).

e e e =

yérifions que (MM') est perpendiculaire a (P). 0N = -

Point méthode : !
ﬁ:@hl_._' _OM=—-2)\U. ! Pour montrer qu'::;:e f:ppl‘fcaﬁon_fesr une ||
p o - | réflexion : ;
0o MM estcolinéaire @ U, qui est un vecteur normal & (P)._ e On détermine Pensemble (P) des points
Dod (MM) est orhogonale & (P). | invariants par f. (On doit trouver un plan)
fest dong une réflexion de plan (P) i ® Soit M un point quelcongue de 'espace, M’

| son image par [ et I le milieu de [MM’].

'| On vérifie alors que I appartient a (P) et (MM’) |
El est perpendiculaire i (P).

| 'Si les deux conditions précédentes sont satisfattes,
i alors f est la réflexion de plan (P). -

_L"__'.‘ ——

T > = PN

Brercice 13

Czxs lespace E rapporté & un repére (O 1 , ] k) orthonormal.

Cndomne: A(0,0,-2), B(0, 1,-1),C(0,0,4) et D(0,-1,3).

Montrer quiil existe un unique demi-tour, noté f tel que f{0) = Aetf(B)=B.
Caractériser géométriquement ce demi-tour et donner son expression analytique.

591g Fapplcation de f'espace E vers E qui & tout point M(x ,y, 2), associe le point M(x', ', Z) tel que:
X'=x

Y=~y . Démontrer que g est un demi-tour dont on précisera 'axe. Préciser les images de AetBparg.
P=~z142

%01h =tog, Definir analytiquement h.

e g5 :

3 S-m % Un demi-tour d'axe A tel que sa(0) = Aet sa(B) = B. i

Vegane 112 Bt A est la médiatrice de [OA]. D'ot soit, le milieu de [OAL, & = (BI)

Ly, ¢ (B1) est bel et bien la médiatrice de [OA]. |

a1 Cela, de montrer que (OA) et (BI) sont perpendiculaires.

”“flmaiﬂ"“‘ OA(0,0,-2), Bi(0,—1,0).Donc DA-BI=0-0-0=0.

i 'E;EBH sont orthogonales. D'oi A existe et est unique. A=(BI) o
* Déte in"""l'.“E demi-tour f, tel que f(0) = A et f(B) = B. C'estle demk-iou

nons | EXpression analytique de f

d'axe (BI)-

sﬁmh . 7' » MM)
¥ : x+x' y+y ?_‘t_.] est le milieu de [MMJ.
2 et M(x .Y . Z') deux points de I'espace. l[TT 2

ot
lation Paramétrique de (Bl) est: {y=—k,ke R.
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de 'espace

y+y k
| € (BI) ==k ,
(M=M < 2 s 2 & | y'=y k=
™) (MM") L (BI) z+2' z 42 n 0.
£l - L z-2
2 2
MM -Bi=0 [—(y'-y)=0
X'=—x
D'olr f transforme tout point M(x .y, 2) de l'espace en un point M'(x',y' ,Z)ou { y'=y
2'=—-z-2

2) o Déterminons I'ensemble des points invariants par g :
Soit M(x , y , ) un point de I'espace.
x=k
gM) =M & [ y=-¥ & y=0 kétantun nombre réel.

2=-2+2
z=1

D'oii l'ensemble des points invariants par g est la droite passant par E(0, 0, 1) et de vecteur directeur T
Soit M = g(M), on a, MM'(0, — 2y,—2z+2) et MM'- | =0.. D'od (MM) est orthogonale & a (D)
Soit H le milieu de [MM7], ona H(x,0, 1) et EH=xi . D'ob H appartient a (D).

D'l g est le demi-tour d'axe (D), la droite passant par E(0, 0, 1) et de vecteur directeur i .
e g(A) est le point A" de coordonnées (0,0, 2 +2). Soit (0.0, 4)
g(B) est le point B' de coordonnées (0, -1, 1+2). Soit (0, -1, 3).
3) Soit M(x,y, 2) un point de l'espace, Mi(x:, y1, 1) = (M) et M'(x', y', Z) = f(M1).

X'=—Xq X=X X'=-X
Ona| y'=y, et{ y;=-y .Enremplacantx,y: etz dans X,yetzZ,ona{y=-y.
'=-71-2 |ZH=-1+2 z'=2-4
X'=—X
D'olt h transforme tout point M(x , y , Z) en un point M'(x', y' . Z) ol { y'=~-Y .
Z'=z-4
f————— T _.,'-____ﬁ';_-i’ﬁ_in_i..:_-..:_i: -::::..._.,,_:... —

1) Pour montrer qu’une application f est un demi-tour : _
E ® on détermine I'ensemble (D) des points invariants par f. (On doit trouver une n‘mlf)
g_l_ o soit M un point quelconque de espace, M’ son image par f et I le milieu de [MM’].
On vérifie alors que I appartient a (D) et (MM”) est perpendiculaire a (D).

: 2) Pour déterminer Uexpression analytique d’un demi-tour f d’axe ( D):
. " On considére un poimt M(x , y ,z) et M’(x’, y’, Z°) san image par f. .
il On traduit analytiguement les propositions : © (MM’) est perpendiculaire & fD?' )
| o le milieu I de [MM’] appartien! &

De ces deux conditions, on obtient un systéme d’équations d’inconnues x',y dz- ,
_ Onexprimeenfinx’,y’ et 2’ en fonction dex,yetz. o 5

i R, R L A e ] S e

e L e

E. Etudier ley compositions de ,symétréezyofwmw
Exercice 14 e

ABCDEFGH est un cube de c5té 1 et | est le centre de la face EFGH.
L'espace est muni du repére (A ; AB , AD , AE).

Soit s la réflexion de plan (ACE) et s' la réflexion de plan (CFH).

Dana 114 —/
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Y Cap;'rre 14 : Excmpley rf'r:ppﬁc;’,,.;c I

' 5 (ACE) et (CFH) sont perpendiculaires,
|0

Ian
gemﬂntre 1 presSIC'" analytique du demi-tour d'axe (Cl).
] edmrﬂ

. s du cube dans le repére donné sont ;
0), E(0,0,1),F(1,0,1), G(1

) 0(1 1 0). D0, 1, (1.1, 1)etHo,1,1),

Eﬁﬁ ons 331e squation du plan (ACE): ]

”'getﬂ'm \AE de coordonnées (1, -1, 0), est un vecteur normal au plan (ACE),

giec ACA ) un point de l'espace.

:aﬂml Y gnlé{ﬂCE] = AM(AC:‘\AE}=0 = X—Y-TU,

.y 2P part _ iy
ﬂjahonduplan(ACE] est:x—-y=0.
" x‘i"xl y+y| z+z| “
) & W6y 1 2) dewxpoints deTespace, L= 28 222 et e g
Xt V-

Al .
M & -_-L (E_E)_' b X'—x =k - =y
W MM'=k(AC A AE) X 2=y
Z'—-z=0 2=z
I=y

0oi s ransforme tout point M(x , ¥ , z) de I'espace en un point M'(x',y', Z') ol {y'=x .
=7

+ Déterminons une équation du plan (CFH) :

levecteur CF ACH qui a pour coordonnées (-1, -1, -1) est normal au plan (CFH).

Wiy, z)sppartienta (CFH) &«  CM(CFACH)=0 & x+y+z=2

e équafion cartésienne du plan (CFH)est:x +y +z=2.

X+x' y+y z+z

est le milieu de [MM?].
2 2

WMy, 2) et M(x, Y .Z) deux points de I'espace. J

i
X+X'+y+y'+z+2'=4 X'=2(x—-2y-2+4)

H =L J L) —
M o me(fm_ - X'—x=—k o ,-=%(_zx+y—zz+41
'=k(CFACH) y'-y=-k
2'—z=—k z'=%(—2!—2y+2+4)
x'=1{1—2Y*23+4}
mﬁsl 3

ufm 1 (] ot L] 1 —_— .
#toutpaint M(x ,y , 2) de Iespace en un point M(X', Y, Z) 0l {y =gl 2+y 2z-+4)

™ R\ 2= g2y Tt
F{“:)I?U "‘-‘)s(:fhc“} ==
a" tﬁﬂn&ﬁc'&)nmm;
%l"&pa iy '(:Ppamem a (FH), d'ols | appartient & (CFH).

U“%nu aﬂname,“ 210rs G appartient  (ACE) et la droite (EG) est confenue dans 18 pian
' G) est contenue dans (ACE), alors | appartient & (ACE).

P
“ue (hcg) e:tmc IN(CFH) = (Cl).
PeTRendiculaire 3 (CFH), alors sos' = s(c.
\ Fage S /
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de Uespace

Expression analytique de sos’: . g
Soit M(x.y, 2) un point de l'espace, Mi(x1, y1,21) = (M) et M(x',y’", z) = s(My).

x|=%(x-—2y—21+4}

=Yy )
Ona {y'=x, et y1=5(—2x+y-‘21+4).
2'=1z4

z,:%{~2x-2y+z+4}
x'=%{—2x +y—22+4)

1 : \ 3 .
En remplagant x:, y1, z1dans X, ¥, Z': y'=§(x —2y—2z+4) , qui est l'expression analytique de scy.

z':%{—?x—2y+z+4]

Remarque : Pour trouver I’expression analytique de sos’, on pouvait juste déterminer I'expression analytique de L,
en utilisant la méthode indiguée i l'exercice 13,

Exercice 15

Soit (P) : 2x + y -z =3 un plan et (A) la droite passant par O, perpendiculaire a (P).

1) Déterminer les expressions analytiques :

-a) de la réflexion se. b) du demi-tour sa. c) de saose.
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de saose.

1)a) Soit M(x , y, z) et M'(x', ', Z') deux points de I'espace. I[H-x 'y-;y 'z:z] est le milieu de [MM).

x‘=%(—x—2y + 22+ 6)

seM)=M' & | €P) 1
P = | _ &5 v _2 2 3
MM'=ki avec f(2,1,—1) y 3{ X+2y+2+3)

z'=%{2x+y+2:~3)

x'=%{—x—2y+2z+5]

Donc se transforme tout point M(x , y , Z) en le point M(x',y'.Z)telque: {y'= %(—Ex +2y+z+3).

1 E
= 2z-3
[ z 3(2x+)r+ ) )
X =2k 3
b) Une représentation paramétrique de Aest: { y=k , keR . |
z=—k 2
Soit Mix. y,2) eIM(x .y, ) deux points de fespace. |[ s W AL z'] est le milieu de [MM] ;
2 3 '

v -2 i
€ A X'+ x = 4k K_E':x.'-zy !
sa(Mj=M' & &5 y'+y=2k 1 ~37) - 1

YTV = (-1
MM =0 S p i Ol B E
AX=X) +(y'=y) = (z'=2) =0 = ax-y-2) I

3
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Chapitre 14 : Exemples d*applications de 1
: espace

i
K'=gl+2y-2)

i le point M'(x" , y", Z' * 1
touipath(x.YaZ}'B" P L2 telque: {y'=2
Wﬁjlﬁgnsfﬂfmﬂ y 3(2)( ~2y-2)
; e}
i 5{"2" ~y-22)
i,y 24 point de fespace. Milxt. ¥ z1) = sp(M) etM{x', y', 2) = sa(My)
gl WE _ 1 .
I.:l(x1+2y1 ~2z) X4 —3(—1—2Y+2z+5)
1
-#.1-[2;\(1 ~ 24 -7) et V1= "(—21 + 2y + z+3).
mzi Y 3
1
;'.—:5(-211 —y1—221) Z1 =§[2X +y+22-3)
. X'=—X+2
oyemplagant Xt Y1 et 21 par leurs expressions dans X,y,z,ona: {y'=—y+1.
z'=-z—1
: X'=—X+2
4z sose transforme tout point M(x , ¥ , z) de I'espace en un point M(x', y', Z) ol {y'=—Y 41,
z'=—2-1
2X+y—2z=3 -t
1Wyx,y,2) appartienta PNA <= x=2K keR & y:l ‘
y=k 2
z=—k _ _1
| 2

symétrie centrale, de centre ﬂ[1 ,-% ; _5] :

x'=—x+2a

1 .
. D'oli sa ospest une
'=—y+b,on peut conclure

Petd sont orthogonaux en ﬂ[1 ) 1 "3
2" 2

q
Pearque : g :
n remarquant que l’expression analytique de 5405¢ est sous la forme I 1Y
z2'=-2+C

1

fues, g5
¥ €51 Une sj’]]léfrf-ﬁ cen{m'[g, de centre ﬂ[i z E 2 -E s Sf"lr ﬂ[l ' -1— ' ‘_"_] .
2"2."2 2 2

Ueigty
EﬂEu
N espa - =
tsige pa:?: |‘~’-Uﬂlld|en orienté de dimension 3, et soit (O |
Eﬂ, e plan affine de E d'équation x +y +z = 3 etpar

.U] et d
1 E . = s
vecleur directeur K.
an P suivie de |a réflexion

3
'hﬂlre
i?t ;;g:;ipmea Contenue dans P.
qsu?“ P' it Dzrd axe D, déterminer le plan P tel que 12 composée de 2 réflexion de P!
g Qe pign pag?lzr! une équation de P".
S eap

"i Deiern:i::efEantion de QEt passant par O.
Y0t = 1S i

Clerm; Sangﬁnordonnées de I'image A’ de A par |a projection orthogonale sur Q. oport 3Q.

ouveaux calculs sqose:, il I'on désigne par sa |a symétrie orthogonale par féPP

mé direct de E.

are orthonor
pordonnees

ol k) unrep
assant par le point Adec

D la droite P
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de Lespace
hapitre 14 : Exenples d'applicaions o

i ‘ol i |4 u.

Or i-i=1x0+1x1-1x1=0.D'ou n est orthogona ' i .
Par conséquent, la droite D est paralléle au plan P. De plus, ona: 0+3+ Dd_ 3, gonc A appartient & P.
D est paraliéle & P et A est un point commun 4D et P. D'ols D est contenue ansP. |
2) Soit P’ le plan contenant D et perpendiculaire a P, sposp' est_lﬂ dgml-wur d'axe la droite d'intersection de p g P’ qu
est D. Alors f = spos, 00 P' estle plan contenant D et perpendiculaire a P.

Equationde P': _ L
P’ est le plan passant A et de vecteurs directeurs n et u.
Donc P’ est le plan de vecteur normal est nAt(-2,1,1) et pa§sant par A0, 3,0).
Une équation de P’ est donc -2(x-0) + (y=-3)+(z-0)= i}. sEtl 2x+y+z-3=0.
3)a) Q est paralléle & P’ donc un vecteur normal de Qest nAU.
Comme Q passe par O, alors une équation de Qest;-2x+y+z=0.

b) Soit (x , ¥ , 2) les coordonnées de A'.
Il existe un réel k tel que AA'=k(fiAT),doncx=-2k, y=k+3et z=k.
Or A appartient 4 Q, c'est-3-dire -2(-2k) +k + 3 +k=0.

1 5 § _— 51
Alors k=—E.x=1, yﬂi et z=—-2-.F|na1ement. le point A’ a pour coordonnées 1,2,—E J

¢) Puisque Q est paralléle & P', alors saose est la translation de vecteur 2AA’, de coordonnées (2,-1,-1).

Exercice 17
Dans l'espace E rapporté a un repére orthonormal (O ; i, T .E] ;

1) s est la réflexion de plan P : y + 3z - 5 = 0. Déterminer I'expression analytique de s.
2) Soit I'application affine f de I'espace E vers lui-méme qui & tout point M(x , v, 2) de E, associe le paint

X=X

M(x',y,Z) deEtelque: {y'= %(—4): +3z2-3).

z'=%(3y+4z+1)

Montrer que f est une réflexion que I'on caractérisera.
3) Trouver la nature et les éléments caractéristiques de fos par des considérations geometriques.

Sohion 17 i i oy

1) Soit M(x,y.2) et M(x',y', Z) deux points de l'espace. |["ﬂ;x' y+y' z+z‘] est le milieu de [MM]

] 2 1
|
SM)=M If—(-.F} N L [1eP
MM’ est colinéaire au vecteur normal n(0,1,3)de P MM =kiioukeR

fv+v'+3[z+z']..5=u
2 2 R
& x'—x=0 HE
y=y=k

z'_.z=3'k

X=X

& y'=%(4y-—32+5}

z’=l(_-3y-— 4z+ 15]
5
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r Chapitre 14 : Exemples d’applications de P'espace

R=x
. del'e i "y' o

[mmtmﬁp""“ M(x , y . 2) de l'espace en un point M'(x', y', z') ois b"=1(4y-.3;+5)

o ST 5

.
2= g(-3y —4z415)
zjun point de lespace.

.Y
gt J= -4y +32-9)
5 & dy-z+1=0,

TR
=M z=%{31+41+ﬂ
des points invariants par f est le plan Q d'équation Jy-z + 1 = (.
7oi e

[x+x' y+y' z+2'

ozl mieu 0 d g2

y+3z-3 3y+92+1]

Cesl—é-ml["' 0 - 10 )
3y+9z—-9 3y+92+1

o¥y-a+==""30 . 10

[ 2 pour coordonnées [0. -QH;Z_?' : 3"_5”'] et (0,3, 1) est un vecteur normal du plan Q.

+1=0, alors | appartient a Q.

&ﬁ:ﬂﬁj(ai-ﬁl =—_3}'*;_Z—_1ﬁ , alors MM* est colinéaire & 1.
5

px conséquent, (MM') est perpendiculaire & Q.

Doifest I3 réflexion de plan Q d'équation 3y —z +1=0.

) Etudions les positions relatives des plans PetQ: _

i0,1,3) estun vecteur normal a P et G(0,3,—1) estun vecteur normal a Q.

fii=043-3=0, alors 7 estorthogonal & T . Ce qui implique que P et Q sont perpendiculaires.

Sth{x,y,z) un point de I'espace.

x=Kk

N y+3z-5=0 = keR

M y=-, k€
appariienta PNQ < l3y—z+1=0 5
L8
5

DoPNQ estfa droite passant par A[U ' 2 ' 'g'] et dont un vecteur directeur est ¥(1,0, 0)=i.
5

[r N -
S demi-tour d'axe la droite passant par A et de vecteur directeur 1.
| 2
On note Sp, So el Sy~ les demi-tours

4D, 0 et s
‘IEIES'P D" tois droites concourantes en O et deux dEUX_ﬂﬂhﬁgﬂnales'
D, D' et D", Remplir Ia table de composition ci-dessus -

Id So Sp So

3:5’5’5.'9

&_ Page 319 /
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Chapitre 14 ¢ Kxemples d*applications de Uespace

Solution 18
= 1d So Spr Sp*

id Id So So So-
Sh So Id So So
So So So- Id So
So- So* So So Id

\ I —
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l Chapitre 14 : Exemples d’applications de Pespa
espace

E)(ERGICES POUR $’AUTO-EVALUER

q;I,EEI; ne pyramide réquliére dont |a base ABCD est un carré de centre |. 30 minutes

Ao plans ot les axes de symétrie de cette pyramide.

45 minutes

gt B erers 0. 1le centre de gravité du
= \5CDEFGH UN cube de centre O, | le centre de g[_aw!e du triangle BCG.
de déterminer et construire les points dintersection de (Ol) avec les Skans diss faces dis cuibe

i

Tﬂﬁww que le point dintersection de la droite (Ol) avec le plan (ADH) est le centre de gravité J du triangle AEH
) Démontrer que DI= .'ZlCI .

+) En déduire Que les droites (DC) et (IJ) sont sécantes en un point K que I'on précisera.

piacer le point K. _
¢ Démortrer de méme que les droites (EF) et (lJ) sont sécantes en un point L que I'on précisera.
Placer le point L.
ice 71 80 minutes

51 ABCDEF un oclaédre régulier tel que BCDE soit un carre de centre 0 et dont les faces sont des triangles
sqilatéraux.
f) D&terminer les plans de symeétrie de cet octaedre.
72 Démontrer que (AF) est un axe de symetrie de cel octaédre.
t) Démontrer que les axes de symétrie du carré BCDE sont des axes de symétrie de l'octaedre.
o Soi | et J les milieux respectifs de [AB] et [DF].
Bémonrer que (1J) est axe de symétrie de l'octaédre.
550t G et G' les centres de gravité respectifs des triangles ABE et COF.
3| Démontrer que O est milieu de (GG et que la droite (GG’) est orthogonale aux
b La droite (GG') est-elle un axe de symétrie de l'octaédre ?

Bercice 22
(neansidére un cube ABCDEFGH d'aréte 1, on note | lisobarycentre du triangle CFH.
'7) Monirer que le triangle CFH est équilatéral. .

b) Mertrer que les points A, G et | appartiennent au plan médiateur de [CH] et au plan médiateur de [CF].
2 l}1En déduie que la droite (AG) est orthogonale au plan (CFH) et qu'elle passe PaLL es (AD) et (FG)
Qp,ij'-n-me (P)le plan contenant les droites (AB) et (HG) et (P') e p_"““ contenant les drol s '

;) E:E“E par s et s’ les réflexions par rapport aux plans (P) et (P) respectivement.

| Ttegﬂer hnlgrsection des plans (P) et (P')- o .

g liner les images des points C, F et H par s et s puls par s 05.

; uri(:l|d&&rsz_ l& repére orthonormé direct (E, H, F, A).

g [emsee?uauons cartésiennes des plans (P)et (P).
En s duirerres expressions analytiques de s ets.
expression analytique de s'0s.

plans (ABE) et (COF).

60 minutes

45 minutes
| Imnsidérﬁ dans le cube ABCDGHEF, les points | et J tels que Fl= %F_é et DJ= %DF ;
g, cube, on rapporte l'espace au repére orthonormal girect (A;T .1 .K) telQue:
) AG=ai, AD=aj et AB=ak.
i:g‘;m Egﬂ; :25 vecteurs Al et GJ sont orthogonaux. | i
lemine, S PIans (AIB) et (GJH) sont perpendiculaires. { (GJ) ainsi quUune représentation parame q

Mgy -
"les coordonnées du paint K intersection des droites (Al) e

\-t=__.. page 321 /
/L g
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de I'espace

de la droite (D) passant par K et perpendiculaire au plan (AGF).
4) Soient s et sz les réflexions par rapport aux plans (AIB) et (GJH) respectivement.
On pose ¢= s10s2. Donner la nature de @ et l'ensemble des points invariants par ¢.

Exercice 24 BAC C - Cameroun — 2002 35 minute
L'espace est rapporté 4 un repére orthonormé (057, 7 ,K).
(P4), (P2) et (P3) désignent trois plans ayant pour équations cartésiennes respectives :
X+y-22+2=0 ; x-y+z+3=0 et x+5y+4z-1=0.
1) Démontrer que (P1) et (P2) sont perpendiculaires, puis déterminer une représentation paramétrique de la droite (D),
infersection de (P1) et (Pa).
2)a) Démontrer que (D) est perpendiculaire a (P3). :
b) En déduire que les trois plans ont un seul point de rencontre. _
3) s désigne la réflexion de plan (Ps). (P1') et (P2') désignent les images respectives de (P1) et (Pz) par s.
a) Déterminer ['expression analylique de s dans le repére (O, ] ,K).
b) Démontrer que (P+') et (P2') sont perpendiculaires.
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Chapitre 14 : Exempley d 'aﬂph'cr.-n'mr.s' de 'espace

ZERGICES POUR " AUTO-EVALUER - SoLuTrons

arycentre des points A, B, G, D et S.
srie orthogonale laissant mvanant l'ensemble {A, B, C, D, 8},
e ??manl par s car s conserve l'isobarycentre.
ges ;”s oars el axes de symétrie {!e [a pyramide passent par (),
; inons les plans de symétrie :
g _DP inglan de symetrie, 0 appartient a p.

o a0 M0INS UD sommet de a pyramide qui n'appartient pas & P.
EE;IN nsommet de 12 pyramide n'appartenant pas a P, et N' = sp(N).

U sommet de la eramlde, et P estle plan mediateur du segment [NN'.
gojtout plan d& sy:nétne zg_raat |i)lar\;l Qﬁgﬁ:(eur dle deu: sommets passant par Q.

«a- @ geux plans mediateu seulement, aux cotés de la base : (S| & o
Jexste des segments [BC] et [CD), qui sont aussi des plans de symétrie de f(a pr)r:;(i‘gLK)' S

o deux plans médiateurs et deux seulement, aux diagonales de la base : {SBD}.et (SAC), qui sont aussi des
gans desymétrie de la pyramide. 3
o quatre plans mediateurs et quatre seulement, aux faces latérales contenant Q0 : ils ne sont pas plans de

gméie de 18 pyramide.
enconclusion, il existe quatre plans de symétrie a la pyramide SABC : (SIJ), (SIK), (SED), (SAC)
tj Déterminons les axes de symétrie :
%t A un axe de symétrie 4 la pyramide, {2 appartient a(A).
Jesisle au moins un sommet sur l'axe (&), car sinon la pyramide aurait un nombre pair de sommets.
Dot lout axe de symétrie est une droite passant par Q et un sommet de la pyramide.
(1l seul axe passant par (1 et un sommet qui soit axe de symétrie de la pyramide est la droite ({1S).
Doi le seul axe de symétrie de ABCDS est (€23)

f) Soit spla symétrie centrale, de centre 0.

)= H, 50[C) = E et 50(G) = A. D'oll so transforme BCG en HEA.

Doi le centre de gravité | de BCG est transformé par so en le centre de gravité J de AEH.
| lapparenta (OI) (car sofl) = J), ‘o J est le point dintersection de (O) et (ADH).

i H G
7
' F
—_— L e// |
/J'\'J;""' * '
b e e K ——
’I

A B
2]’-’,;‘-;5* e barycentre de ({8 , 1), (G, 1), (C.. 1)}-

b : Milieu de BG], | est le barycentre de {(M, 2). (C. 1)}
e mileu de [FC], donc M = bar((F 1), (C. 1)} o
o EF 1), (€, 1), (C, 1) = bar((F, 1), (C. 2 Per conséquent, IF =2C1-

h:ql]_z J ELSO{F) =D, alors [F = DJ . Par conséquent, DJ=2C1-

.:2;';2‘3‘ dol existe une homothetie de rapport 2, Qui tansfome Gen D et

Uy o= estle point dintersection des droites (1J) et (CD). qu! estK.

% Kp = npm
U=2KC. K est donc le symétrique de D par rapport ac.

\=—_——=— Page 323 M
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Chapitre 14 : Exemples d"applications de Uespace

c)Ona Fi=2EJ (on le montre comme au 2)a)). .
L es! le centre de 'homothétie qui transforme E en F el J en |, car les droites (EF) el (1J) sont sécantes en .

c'est le symétrique de F par rapport a E.

1) O est le centre de I'octaédre. o . '
Soit P un plan de symétrie de 'octaédre, O est invariant par se. D'ol O appartient & P.

sp laisse invariant l'ensemble des sommets {A, B, C, D, E, F}. ‘
e Si sptransforme A en F alors P est le plan (BCDE) qui est bel et bien un plan de symétrie

de l'octaedre.

e Sisetransforme A en B, C, D ou E, alors P est le plan médiateur de [AB], [AC], (AD] ou [AE]).

Qui sont bel et bien des plans de symétrie de I'octaédre.

e Sisplaisse A invariant, alors puisque P passe par O et (AO) perpendiculaire a (EBC),
P est orthogonal a (EBC).

D'l P est le plan médiateur de [BC], [EB], [EC] ou [BD], qui sont bel et bien des plans

médiateurs de l'octaédre. 4

D'oll les plans de symétrie de cet octaédre sont les plans médiateurs de [EA], [AB], [AC], [AD], [AF], [EB], [BD], (EC] et

[BC].

2)a) Onaspr(A) = A et spn(F) =F.
Or (AF) est perpendiculaire & (EBC) et (AF) passe par O milieu de [EC] et [BD], alors (AF) est une médiatrice de [EC] et

[BD]. D'oi sen(E) = C, siar(B) = D, sar(C) = E et sar(D) = B. D'ol (AF) est un axe de symétrie de cet octaédre,
Remargue :
On pouvail aussi remarquer que (ABD) est perpendiculaire a (ACE) suivant la droite (AF).

D'a&hrw—, = SaBD)OS1acEy s
Et puisque Sice) et span) laissent globalement invariant l'ensemble {E, A, B, C, D, F}, alors siar laisse globalement

invariant (E, A, B, C, D, F}. (AF) est donc un axe de symétrie de l'octaédre.
b) Soit (D) un axe de symétrie de (BCDE) contenu dans le plan (BCDE).
(D) est soit une diagonale du carré, soit une médiatrice d'un cté du carré. .
D'ols (D) passe par O et est une médialrice de [AF]. sp laisse alors {E, A, B, C, D, F}invanant.
D'ou (D) est un axe de symétrie de ABCDEF.
¢) ABFD estun carré, | et J étant les milieux de [AB] et [DF], (1) est une médiatrice de [AB] et [DF] et passe par O.
De plus, ona: IE = IC et JE = JC, d'oli (IJ) est la médiatrice de [EC].
Dol say(A) = B, sun(B) = A, say(C) =E, su(D) = F, saa(E) = C et su(F) = D.
D'ol (1J) est axe de symétrie de l'octaédre.

Note :
Les axes de symétrie analogues a (1]) sont : (PQ), (KM) et (LN) o K, L, M, N, P et Q sont les milieux respectifs de

[AD], [AE], [BF], [CF], [AC] et [EF].

3)a)e Ona:O=barf(A,1).(B,1).(E,1).(D,1.(C,1),(F, 1)}
G=bar{(A,1),(B,1),(E,1)} etG'={(C,1),(D,1),(F, 1}

Do, O =bar {(G, 3), (G', 3)}. C'est-a-dire O est milieu de [GG]

Remarque :

On pouvait aussi voir que : sg{A) = F, s5o{B) = D et sg(E) = C.

G est Visobarycentre de A, B, C et G’ celui de F, D et E. D'0it 5¢(G) = G". Cest-g-dire O est milieu de [GG'].

e ABCDEF est un octaédre régulier de centre O. D'ol OA = OB = OE et OD = OC = OF.
D'ol les pyramides ABEO et DCFO sont réguliéres de sommet O.
G et G' étant les centres respectifs de ABE et CDF, (OG) et (OG') sont les hauteurs respectives
et CDFO.
OrQ, G et G' sont alignés, alors (GG') est orthogonal a (ABE) et (CDF).
b) Posons A’ = sige)(A).
Ona A’ = sc(A) car (GG') orthogonale & (ABE). D'oll GA'= —GA . D'oll A’ n'appartient pas a l'octaédre.
(GG') n'est donc pas un axe de symétrie de l'octaédre.

des pyramides ABEO

1]a].| [CF], [FH] et [CH] sont les diagonales respectives des carrés BCGH, EFGH et CDHG de méme coté 1.
D'ots CF =FH = CH et CFH est un triangle &quilatéral.
b) AC=AH,GC=GH et IC=IH. D'oi A, G et | appartiennent au plan médiateur du segment [CH}
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GF=GCet IF = 1C. D'ou A, G et | appartiennent au plan médiateur du segment [CF).

e mfg ol ;;grﬁennent aux plans médiateurs de [CH] et [CF].
f,;,A;G? 1 (A sont orthogonales & (CH) et a (CF). C'est-a-dire, (AG) et (Al) sont orthogonales au plan (CFH).

bl ¢ les droites passant par A et orthogonales a (CFH).

‘-::. A6 et A1) sont confondues et orthogonales a (CFH).

i 1 a:-l donc orthogonale @ (CFH) et passe Far l; .

i:.;;ﬁet G appal'ﬁeﬂﬂﬁﬂt aux plans (P) et (P'), car A appartient a (AB)N(AD) et G appartient a (HG)N(FG).

EIE-"’ dotes (AB) et (HG) sont contenues da‘ns le plan (P) et les droites (AD) et (FG) sont contenues dans le plan (P).
7aya Gt (AG) est contenue dans (P)N(P). ,

aPeP) <ont deux plans distincts, puisque B appartient & P et B n'appartient pas a P.

02 (AG) est lintersection d& (P) et (P).
5

s' .

b) — — $'0S
C |F |G IH c |F

C F|F F|H

H|H HJ|C H |C

34)e (P) estle plan passant par A et de vecteurs directeurs AB—EF et AH=-EA+EH.

Lk vecteur normal de (P) est i =EAIH_=-E—E.
Do (P) est le plan passant par A(0, 0, 1) etdontun vecteur normal est a(—1,0,—1).

Line équation de (P) est donc sous la forme - -x—Z + d=0.

Or Aapparfient a (P), alors -1 +d =0, c'est-a-dire d = 1. Une équation cartésienne de (P) estalors:x+z-1=0.
« (P)estle plan passant par A(0 . 0, 1) et dont un vecteur nomal esl i=ADAAF.

Dod i a pour coordonnées (0, 1, 1).

Une équation du plan (P") est sous la forme y +Z+C= 0.

Or A zppartient a (P'), alors 1+ ¢ =0, c'est-a-dire ¢ =-1. Une gquation cartésienne de (P') estdonc:y +Z - 1=0

bje Soit M(x,y,z) et M(x',Yy,Z)deux points de l'espace. | x;x ,Y;Y .H: est le milieu de [MM].

X+2'=2—-x-2Z ,
x+x'  z+Z |
patilEuR =1 X'—x=-K

M=M o [ le(P) = 2 * 2 , keR .x
(MM') L(P) T y'—y=0
e z'-z=-k
.' P x.=x_k
; ’ -
l-. G 'Y Y
.' e® z2'=2—K
5 . x'=-z+1
z'=—x+1
Do ¢ x'=—z+1
Tansforme M(x ,y , z) en Mi(x' ,y', 2 ) ol { ¥'=Y
z'-.—:-:(+1

L ] . 1 ] 1
SOt M(x,y,2) et Mi(x ,y, 2) deux points de l'espace. I[’Hz‘x ,V';y .z';z est le milieu de (MM,

) < pp y+y' 242, e
l ¥ e [(I-;M? {P]' o 2 L ,keR & y'=—z+1.
) L) T = k3. 2'=—y+1

-
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Chapitre 14 : Exemples dapplications de l'espace

X=X

Ly, Z)ou {y'=—z+1.
2'=—y+1
(x1,y1,21) = S(M) et M(x' .Y . 2Z)=s(M).

D'oil ' transforme tout paint M(x , y , z) en le point M'(x’

c) Soit M{x , y . z) un point de I'espace, M

xy=—-z+1 X' =% X'=—z+1
Ona:{y =Yy et y':—z1+1.Enrempla-;antx-..we:zndansx'.y'etz,ona y'=x :
2y =—x+1 z'=—y;+1 z'=—y+1
X'=—z+1
D'oll s'os transforme tout point M(x , y , 2) en le point M(x',y ,Z)ol {Y =X
2'=-y+1

m.m=[re'+3m . E_Em]bhez+m.m-imre‘+ﬂmz
3 3 3 9 3
2.2 2 2
=— 0+0+-2a c
33 +U0+ +3

=0
D'oit Al et GJ sont orthogonaux.
2) » G et J sont des points du plan (ADF) et on a (AB) perpendiculaire a (ADF). D'oll GJ_LAB.
Or d'aprés la 1¢ question, ona Al L GJ. D'os GJ estnormal au plan (AIB).
e De méme, A et | sont des points du plan (ADF) et on a (GH) perpendiculaire a (ADF). D'od Al LGH.
Et puisque Al L GJ, alors Al estun vecteur normal au plan (GJH). Ainsi Al 1 GJ entraine (AIB) et (GJH) sont
perpendiculaires (car Al et GJ sont les vecteurs normaux aux plans (AIB) et (GJH) respectivement).
3) » Dans le repére (A; 1, ] .K), les points A, I, G et J ont respectivement pour coordonnées :

A0,0,0),Ga,0,0), I[a.ga,ﬂ] et J[%a.a.ﬂ]. Dol K![a.%a.t]] et fﬂ[—%a,a,ﬂ],

X =ak x:_gq.;i '.
. [EL N
Une représentation paramétrique de la droite (Al) est 1y =§ak, ke R. Celle de (Gy) st = 19,
i R . Y
Z=‘D ) i | » .' * .1
9 6
=— t=—
"=ak=—§ai+a k=3 """
Pour les coordonnées de K, résolvons le systéme { =%ak —at . Onoblientalors| * 13
6
= = —d
S =13
z=0

D'ol le point K a pour coordonnées [E-a Ea ﬂ]
138

® Un vecteur normal au plan (AGF) est AB . D'oll un vecteur directeur de la droite (D) est AB.
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Chapitre 14 : Exemples d'applications de 'espace

9
X=—8
13

; : 1 _ 6
Wﬁgntalﬂ" paramétnque de ladroile (D) est: {y= .1_33 _kappartenanta R .

s z=ak

:{l'.

cont deux plans orth

0 :;;Bisfirsansemb‘e des points invariants par ¢.
"

vecteur normal de (P1) et fip(1,—1.1) estun vecteur normal de (P2).

—2) estun
}—2x1=0,alors fiy L 7i,. Par conséquent, (P1) et (P2) sont perpendiculares.

e a3.1.
= .0 _ 3w+ 1x(=1
y.zjun point de I'espace.

it M{x
o Soit M( ._lk,_i
T4 4

Ix+y—2 =0
ry-der e = y=%<+%. ke R qui estune représentaton

"awmenta{Pﬂﬂ(F'z) = { x—y+2Z+3=0
z=k

paramétrique de 1a droite (D), intersection des plans (P) et (P').

7ja) Un vecteur directeur de (D) est ﬁ{% .% .1] et un vecteur normal de (P3) est Tiy(1,5,4).

Or i:%ﬁa.alors Ui et fiy sont colinéaires. Finalement, (D) est perpendiculaire a (P3).

b) M est commun aux trois plans, si et seulement si M est commun a (D) eta (Pa).
Or (D) et (Ps) sont orthogonaux. Dol (D) rencontre (P3) en un seul paint.
Par conséquent, (P1), (P2) et (P1) se rencontrent en un seul point.
34 Soit Mix, y , z) et M(x',y', ) deux points de I'espace. | - —;x g ';1"' . z;z

x+x' y+y' z+2'| ,_
& [ SR J+45 J-1=t

MM') L A
(MM) L(P3) W = ki k € R

le milieu de [MM].

M=M =

x‘+5y'+4z‘=2—x—5y—4z
x'—x=k
y'-y=>5
z'-z=4k

x'=x+k

y'=y+5K

2'=2+4Kk

42k =2-2x—10y -8z

1
= (20x—By—dz+1
X 21( y )
o y'=%{—-5=¢-—4y—20}.+5).

z'=-;-1-(—4x—20y+ 5z+4)

\_— PR0IYT  ————d

-

ogonaux, suivant la droite (D). D'ol) 6 = 5:052 est le demi-tour d'axa (D)

i
!
f

y
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Chapitre 14 : Exemples d’applications de I'espace

1
X'=—(20x — i
21[ Ox—5y—4z+1)

- -

D'oll l'expression analytique de s dans le repére (0; 7, k) est: Y- = %(—51 — 4y —20z+5).

o
z =E(—4:—20y+5:+4)

L-!] s éte_mt une isométrie, s conserve ['orthogonalité.
Ainsi, puisque (P1) est perpendiculaire a (P2), (P'1) = s(P1) et (P'2) = 5(P2), alors (P"s) est perpendiculaire a (P").

_————— s Page 328 J
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.~ ESPACES VECTORIELS g
'} O  APPLICATIONS LINEAIRES

JFEL DU COURS

A. Espacey vectoriely sur R

Ay = Structure d'espace vectoriel sur R

3) Définition 2
Inespace vectoriel sur R estun ensemble non vide E muni de deux opérations :
7 lapremiére notée + et appelée addition, telle que (E, +) soit un groupe ébélien
v laseconde notee e et appelée mulliplcation externe, vérifiant les cinqg régles su.ivanles 4
» Soitaunnombre réel et x un élément de E, aex est un &lément de E. '
Ondit que e est une loi de composition externe sur E.
‘olaelb deux nombres réels, x et y deux éléments de E. On a :
» as{xty)=aex +aey
» (atb)ex=aex +bex
» ae(bex) = (ab)ex
¥ fex=y
1 Leseléments de E seront appelés des vecteurs.

1 élément neutre de E pour l'opération + sera noté Oc ou 0 et sera appelé : le vecteur nul.

F b) E!:mples d'espaces vectoriels
;:MER lensemble des couples (a , b) de réels.
s.,'mml dans R? Iaddition et la multiplication externe comme suit :
“@.bet(a', b) deu couples de R? et k un nombre réel,
4 (a,b)+(a, b)=(ata,b+b)
m’ ke(a,b) = (ka , kb).
e ces deyy opérations, IR? est un espace vectorie! sur R .

5

; Le vecleur nul de R? est le couple (0, 0).
fa bm-Jr (a.,b)et(a', b') deux couples de réels,
)= (a',b) si et seulement si, a=a'etb=b\

?:g?;[g;:fraqe. 'ensemble des n-uplets (avec entier naturel _"°"I nul) de réels e.st n?t: dIR“ : "

v ido a¢on analogue que dans R2, I'addition, la multiplication externe et I'égalité dans K-
¢S opérations est un espace vectoriel sur R .

Eﬁ?iﬂnfzmhiﬂﬂfson linéaire

'*'ae r EESpace vectoriel sur R . -

"y U de E s'écrit comme combinaison linéaire de n vecteurs G, Tz -

iy, | - & & =
'+ Jantels que U=ayly +agly + ... +3aply

., T, de E, lorsqu'on peut trouver n

A, - Sous-espace vectoriel

3
b Péﬁ"itlon

& u:) un espace vectoriel sur IR et F un sous-ensemble non vide d
®st un sous-espace vectoriel de E lorsque (F, + ., ®) estun esp

e E.
ace vectoriel,

I\-_— — Page 329 ______
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— Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linédaires
b) Théordme _ . |
Soit E]I un espace vecloriel sur R et F un sous-ensemble non vide de E
Les propriétés suivanles sont équivalentes : -
Ps) Pour fous @i et vV deux vecteurs de F el a un nomore f ; A
l) T4V appariient & F (on dit que F est stable pour [addition). oo
jiy ad appartient a F (on dit que F est stable pour la multiplication externe).
P2) Pourtous G et ¥ deux vecteurs de F, a el b deux nombres réels.

aii +bV appartient & F (on dit que F est stable par combinaison linéaire).
Ps) F est un sous-espace vectoriel de E.

c) Propriétés : =
Soit E un espace vectoriel sur R . .
P1) Tout sous-espace vectoriel de E contient au moins le vecteur nul de E.

P2) {5} et E sont des sous-espaces vectoriel de E, appelés des sous-espaces friviaux de E.

Ps) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F NG est aussi un sous-espace vectoriel de E.
Notons que F UG n’est pas toujours un sous espace vectoriel de E. ;

P4) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F+G= {ﬁ+"v“ deE, tels que U cF et Ve G} estun

sous-espace vectoriel de E.

Ps) Soit §;, Ty ,..., T, nvecteurs de E.

L'ensemble F des combinaisons linéaires des vecteurs G, Gy,..., U, deE estun sous-espace vectoriel de E.

Cest-a-dire, F={a;l; +a,l, +...+a,7, de E, tels que a, a,, ...,a, € } estun sous-espace vectoriel de E.
C'est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs i, G, ,..., U,

A; - Sous-espaces vectoriels supplémentaires
a) Définition ;
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
On dira que F + G est une somme directe lorsque FNG= {ﬁ} :

Dans ce cas, on notera cette somme F@G.

b) Théoréme :
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

FNG= {ﬁ} si et seulement si, tout vecteur de F + G s'écrit de fagon unique comme somme d'un vecteur de F etd'un
vecteur de G,

c) Définition :
Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un espace vectoriel E sont su

—

pplémentaires de E lorsque E=F +Get
FnG:{U} -Onaalors E=F®G.

d) Propriétés:

Soit E un espace vectoriel sur R .

P1) F et G sont deux sous-espaces vectoriels su

_ PPlémentaires de E si et seulement si tout vecteur de E s'écrit de f3gon
unique comme somme d'un vecteur de F et ¢'un vecteur de G,
P2) F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de

E si et seulement si dimF + dimG = dimE et
FAG= {u} .

e —— P20 & 330 ~=ﬁ#—
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’. Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications lin Siilbis

A+ Z Systémes de vecteurs d'un espace vectoriel

gystéme générateu’

uéﬂ“iﬁone' g i, ) de vecteurs de I'espace vecloriel E est dit générateur de E lorsque tout vecteur de E

1o5F° - combinaison fin

=

saire des vecteurs Uy, Uy, ..., ;.

e pour Ut e U deE, on peuttrouvernréels ai, 2z, . ., antels que i =ayf, +a,0, +... + 3,7,

(e :

PmPrﬁEé‘me T A i, ) de vecteurs de l'espace vectoriel E est générateur de E, lorsque E est lensemble des
Les ; : o3 =

Al Jogisons linéaires des vecteurs Uy, Uz .- Up.

jTot systeme contenant un systéme générateur de E est générateur de E.

B

b Systeme libre — systeme lié :

shnitions : _ ~ _ L .
. teme (Ty, Up,.- - i, ) de vecteurs de E est lié ou que les n vecteurs b, Ty,..., de E sont

s Ondil que le sys
péarement dépendants lorsqu'on peut trouver n réels a1, @z, . . . etai.non tous nuls tels que,

a1i+32ﬁ2+"-+anﬁn =0.

+ On dit que le systéme ( Ty, Uy, . - -
néarement indépendants lorsqu'il n'est pas lié.

, ) de vecteurs de E estlibre ou que les vecteurs T, Ty ..., U, de Esont

cesadire, soitar, z, . . . etannréels, &y +agl; + .- +anly —0 impliquequeai=az=. . .=an=0.
Popriétés : _
k) Un systéme de vecteurs de E est li¢ si et seulement si I'un des vecteurs du systéme peut s'écrire comme

umbinaison linéaire des autres.

* Tout systéme de vecteurs de E qui contient le vecteur nul est fié.

F Tout systéme de vecteurs de E qui contient un systéme lié est lie. '

F| Tout systéme qui contient un seul vecteur de E est libre i et seulement si ce vecteur est non nul.

| Tout systéme de vecteurs extraits d'un systéme libre de E estlibre.

’ ¢ Base et dimension d'un espace vectoriel :
LE un espace vectoriel sur %H 5
[Y

v

finition ; = s ' G
systime (3, 3y, U e vecteurs de E est une base de E lorsqu'i est ﬁbr%igénérateur do@.
héoréme gt définition : . F o ' .

e systéme ( U, Gy,..., T, )estune bas‘e de E, alors toqtan!a_ base deEa exactement n vecteurs.

dit ; . . '
. 8lors que Ia gimension de E est n et on note dimE = . f
" Convention, dim{ﬁ} —0 !

\%iﬁﬁ=' Page 331 ﬁ-ﬁﬁ-—-‘ﬁﬁi‘
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Ey
“TPles: dmR2 = of GimRY =3
Prapyi !
Priétés « qn:
WE] - Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

s :2: ﬂ: S0us-espace vectoriel de E, alors on a : dimF s dimE.

' Sidi < ouS 2Space veclorielde E et dimF = dimE, lors E = -
* Tout sygtame o
* Toyt s;z:gme de vecteurs de E ayant plus de n vecteurs est lié.
* Toy syatéme générateur de E a au moins n vecteurs.

b To Sméme libre de E ayant n vecteurs est une base de E.

IS0t F g v e 9ENErateur de E ayant n vecteurs est une base de E.

BUX sous-espaces vectoriels de E. By une base de F et Bz une base de G.



Chapitre 15 : Lspaces vectoriels ef applications lndairey

o1 sont deus sous-aspaces vcorls suppiémantaros do E non réduits {3) {0} i o seuemant By UB, gy |
: s

une base de E et dimF + dimG = dimE.

Théordme et définition :

Lasystéme B=(Ty, Tz, o ii. ) est une base de E sl et seulement sl tout vecteur U de E s'éerit do fagon unlque
comme combinaison linéaire des vecteurs Ty, Ty ...\ Ty.

DoncsiB = (T, Uy, ... Uy)estune base da E, alors pour lout vacleur i de E, on peut trouver un unique neuplef gy
réels (an, @z, . . . , an) tels que T =ayTy -+ agly + ...+ aglh . :
Le n-uplet (ay, 82, . . . , @) représente alors les coordonnées du vecteur Ui dans la base B = ( Thy By, 1)

As - Les espaces vectoriels de dimension un, deux et trois

a) Espace vectoriel de dimension 1:
e Un espace vecloriel de dimension 1 est une droite veclorielle.
Soit D une droite veclorielle.
o Toute base de D a un seul vecteur,

o {i} estune base de D sietseulementsi T estun vecteur non nul de D.

o Si {ii} estune base de D, alors un vecteur ¥ appartient a (D) si et seulement si on peut trouver un réel k tal
que V=Kki.

e Les sous-espaces vectoriels de D sont: D et {ﬁ} :

b) Espace vectoriel de dimension 2:
« Un espace vectoriel de dimension 2 est un plan vectoriel,
Soil P un plan vectoriel.
o Toule base de P a exactemenl deux vecleurs.

e Les sous-espaces vecloriels de P sont : P, les droites veclorielles contenues dans P et {5} a

e Soit B= (U, U,) une base de P.
»  Un vecteur U appartient & P si et seulement si on peut trouver deux réels as et az tels que, Ui = a0y +30; -

Lorsque ce couple (a1, az) exisle, il est unique et représente les coordonnées de T dans la base B.
> L'ensemble des vecleurs .ﬁ(!- y) de P tels que ax + by = 0 (a et b étant deux réels non tous nuls) est une

droile vectorielle D. Une base de cetle droite D est {é'(—b . a)} .

L'égalité ax + by = 0 est une équation cartésenne de la droite vectorielle D dans la base B.
e Toul systeme libre de deux vecteurs de P est une base de P.
Tout sysleme_‘générateur de P ayant deux vecteurs est une base de P.

» Le.systéme (G ,B;) de vecteurs de P est libre si et seulement sl del(uy ;)= 0.
: Smt'[h el th deux droites vectorielles de P engendrées respectivement par les vecleurs Gy et U, .
Pa:;s I[;n:ns! gropnélés suivantes sonl équivalentes -

11 Ur et Lz sont deux sous espaces vecloriels s'

Tox upplémentai

P2) Le systéme (g, , U, ) esl libre. i aesdoP
PJ' D1 nDz = {a} .

Remarque : §i (7, , iy) est lié, alors hnp, =

Dl"-"Dz-

c) Espace vectorie] de dj
. @ dimension trols :
SOI'IF E un espace vectoriel de dimension tros .
¢ Toule base de E 3 exaclement trois vecteurs

\ Page 332 J
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C.'flﬂ.ﬂ'”-"l‘-‘ 15 H.'n'ﬂm'rr,f ectorle

I et applications lindafrey

25pates do E sont:
(8 4 7,) une base de E.

el tiont & E s et seulement i on peut trouver rois réels ar, a et a3 tels que
o avecieur U appa ;

¥ i gl + a40; . Le triplet (a1, a2, as) lorsqu'il existe, est unique et reprénents les coordonnées de
U=
{ dansa pase B. ) |
ensemble des vecteurs i(x,y,2z) de P tels que ax+by +cz =0 (a,b el ¢ &lant trois réels non tous ruts)
y L8

an vecloriel P. L'égallé ax + by + ¢z = 0 est une équation du plan vectoriel P dans 2 base B.
esLu;nllc orthonormée de E, alors n(a,b,c) est un vecteur normal de P.
un

E, les plans ol drolles vecloriols contenus dang E of { {j} :

W x=al
5 Toute droite vectorielle de E a une représentation paramétrique de la forme {y=bt,1e R ,avec(3, b, ¢)
r
z=cl

diffsrent du triplet (0, 0, 0). Une base de cette droite est alors (€(a,b,c)).
Tatsystéme libre de trois vecteurs de E est une base de El; o
1 systéme générateur de E ayant frois vecteurs estune base de & L
.uTsl ::e droite vectorielle engendrée par un vecteur Gy et P un plan vectoriel engendré par les vecteurs U, €l Uy .
st propriétés suivantes sont équivalentes :
Jj0etP sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de E
Hlesysteme (T ,Up , Uy) estlibre.

mnnP:{ﬁ}.

Wiy iy ,iy) estlié,alors DN P = D . D est contenue dans P.

B. Applicationy linéaires

B, - Définitions et propriétés :

3) Théoréme et définition :
UF désignent deux espaces vectoriels sur R .
“{une appication de E vers F.
*"e}“ propriétés suivanles sont équivalentes :
Solt T ety deux vecteurs de E, a un nombre réel,
) IE49)=1G)+1(7).
) f(al) = af(g) .

%1 T et 7 deux vecteurs de E, a et b deux nombres réels.
i +b) = af (@) 4 bA (7).
. Une de ces deux propriétés est vérifiée, alors il en est de
b "lrsfestune application linéaire de E vers F.
% :}un:‘“‘fﬁ_s définitions :
‘Sife anplication linéaire de E vers F.
'y g o Dlective, alors f est un isomorphisme de E vers F.
' Sif 5 '__alurlsi est un endomorphisme de E. £
V§ip. eclive el E = F, alors f est un automorphisme de E.
= Ralors f est une forme lindaire.

by o PTG -
B)5if o, @ 3pplication linsaire de E vers F, f(0) = 0.
i"’éaires_ 9 sont deux applications linéaires, alors : f +9

p Page 11  m———————————
A

méme pour l'aulre.

(a élant un nombre réel) et gof sont aussi des ap pications
,af(a
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s 18 Bagsacex wolereds of sppdicanaens findairey

B: - Noyau et image d'une application lineaire

g E et B designent dewy expaces weotoriely de dimensions findes sur [
Dexs of wgraphe, &

a) Noyau d'une application lindaire ;

Définition :
St f une zpolication kndare de Evers F. |
Le novau ce £ note kext ou N(f) est lensemble des vecteurs de E qui ont pour image Or par 1.

mrmmﬁm&m@ﬁ\mﬁ
Pﬂteﬁﬂm&wem?\mdeE.
Pa) f et imjectve s et seulement si kerd = {Og).

b) Image d'une application linéaire :
Définitions :
Sait f une application Enéaire de E vers F et G un sous-espace vectoriel de E.
o L'mage de G par fnotée f{G) est 'ensemble des vecteurs de F qui ont un antécédent par f dans G,
o L'image de fnotée Imf ou f{E) est mage de E parf.
C'est-3-Gre imf est fensemble des vecteurs V de F tels qu'on puisse trouver un vecteur G de E vérifiant (7)< .

Prooriétss : *
Sot { un= appBeation indaire de Evers F.
P1) Soit G un sous-espace vectoniel de E, f{G) est un sous-espace vectoriel de F.
En parfcuder, Imf est un sous-espace veclorial de F.
P2) S G estle sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs Gy, Gy, ..., T, de E, alors f(G) est le sous-espace

veckoriel F engendré per (), 1(G,). ..., f(T,).

En parfoufier, si E estmuni dune base B=(T,, Uy, ..., i, ), alors Imf est le sous-espace vectoriel de F engendré par
les vecteurs f(5y), 1(G,), ... f(d,).
Py) f est sunective si et seulement silmf=F.

¢) Compléments :
Soit f une appiication inéaire de E vers F.
P1) Si f est biective, alors dimE = dimF.
::ign!{erfécﬁnw=ﬁm£
| GmE = dimF, alors les sept proprités sui Bqui ;
g rmin sept les suivantes sont équivalentes :
i) fest surjective
iil) festinjective
iv) kerf={0g)
¥) Imf=F
'n:} fﬂansfmmbasedeEenunebasedeF
ii) itramfom'setou!ebasedeEenune basede F.

C. 2 ,
o hiis ey vt endomerphoni i
espace vectoriel, de, dimensiontroiy

C1 - Endomorphisme du plan vectoriel
P désigne e plan vectoriel muni
. plunveﬂmelmumdunebase B=(1,7).

"% applicaion f de p——
ers P est un endomurphisma de E si el seulement si son expression analytiqué da

\ Page 334 —==--—/
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applications linéaires

x'=ax+by
y'=cx+dy
ccecs.onat f(i)=ai +cj et (7)=b7 +4j .

%

ab
Et la matrice de fdans la base B est alors : M=L ]

d
a5t f un endomorphisme de P, de matrice M.
! o Secf s et seulement si fune des cing propriétés suivantes est vérifiée

7) ceM)=0. Pa) (f(7),f(])) estiibre.
) (f(7).f(7)) est générateur de P. Py) kerf = (0} (C'est-a-dire, f est injecti)

%) Imf=P. (Clest-a-dire f est surjecti).

Cz - Endomorphisme d'espace vectoriel de dimension trois

= dssigne fespace vectoriel de dimension 3 muni d'une base B=(i, ] .k).
» Un2 application f de E vers E est un endomorphisme de E si et seulement si son expression analytique dans la base
x'=ax+by+cz
Sestsouslaforme: {y'=a'x+b'y+c'z .
z=a"x+b"y+c"z

a b c
s Danscecas, lamatrice defdans labase Best: M=|a" b" c'|.
a" b" c"
* Soit f un endomorphisme de E.
rest bjectif si et seulement si l'une des quatre propriétés suivantes est vérifiée
P) (f(7),1(7), f(K)) estlibre. P2) (f(7).f(7),f(K)) estgénérateur de E.
P) kerf = {0z} (C'est-a-dire, f est injectif) Pq) Imf=E. (C'est-a-dire f est surjectif).

\hﬁ“ﬁ—— PATE I
A
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EXERCICES POUR COMPRENDRE LE COURS

A. Sur ley espaces vectoviels véely

n systéme de vecteurs est libre, lié, générateur, une base : dimensj, n
]

1 - Montrer qu'u
coordonnées

rcice 1
Soit V, un espace vectoriel sur R . T
Montrer que Uy et U, sont deux vecteurs lin

Oy =20, -1 et Gy =0 +30, de V, le sont aussi.

éairement indépendants de V, si et seulement si, les vecteurs

Supposans Gy et U linéairement indépendants :

Soit a et b deus nombres réels, ona:

al, +bi, =0 <« a(2G 1) +b(G +30,)=0 < (2a+b)g+(-a+3b)i=0.
Ainsi, puisque Ty et T, sont linéairement indépendants, ona: 2a+b=0et-a+3b=0.D'olia=b=0.
Il en résulte alors que Tj et Gy sont linéairement indépendants.

Supposons maintenant i et Uy linéairement indépendants :

I i

5 g @ B =T+
On sait entre autre que : {_° ELH 2 o LI
Uy =ty + 34 = 1w 2

Lb=—;ua+§u4

Ainsi, soit a etb deux réels, ona:

. ;SR 1o 2 - ;N (N I 1 2 =
a +b =ﬂ A4 - - b —— - = —a —= s “hlu _
iy a[?u;,+?u4}+[ TU3+7U4] 0 < [?3 75 U3+[?a+?b]u4 0.
_ L Ea—lb=0
Puisque U et T, sont par hypothése linéairement indépendants, alorson a : : -'2’ ,soita=b=0,
' —a+=b=0
7 +T

On conclut alors que T; et U, sont linéairement indépendants.
En définitive, Gy et G, sont deux vecteurs linéairement indépendants de V, si et seulement si, les vecteurs
Uy = 20y — U, et Uy = + 30, de V, le sont aussi.

Exercice? e
E est un espace vectoriel rapporté & une base B=(i ,| , k).

:é'::ﬁer'que B'=(i, j+2K ,2j+K) estaussiune base de E,
é : : J
erminer 'ensemble des vecteurs de E qui ont le méme triplet de coordonnées dans les deux bases B etB"

Posons U=]+2K et y=2j+k.

. Soit_.a b et ctrois nombres réels,

3i+bu+cd~_—.ﬂ y i, aL = = - - = - =
V=0 e aitb(+X)+o@2j+K)=0 <« ai+(b+2cj+(@+ck=0-

“ Page 335 J
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Chapitre 15 : Espacey yee

Cturiels et applications linéairey

L. a=0
Lo systéme (i ,j . k) étantune base de E, est libre, Et dong b+26=0, Clestd-dire a= b 0
; ' ~d- =b=c=(.

o 2b+c=0
enrésull alorsque (i, J+2k ,2j+Kk) estun systeme ibre.

. oronsaitaue (i 7. K) estune base de E, donc dimE = 3,
yors, dire que (i, T2k 24 E) estun systéme libre, entraine que (i, J+2K 2]+k} estune base- deE
, sot = Xi+y]+ZKk=Xi+yu+2zv,x, y etz etant des nombres réels. On a -

x|+w+zk—*'+3*“+z‘f & MY+ EK=X+y([+R)+ 2048 o 2yk +22] =
< y=z=0
& X=x

Ainsi, Fensemble des vecteurs de E ayant les mémes coordonnées dans les bases B et B', est la droite vectorielle
engendrée par le vecteur 1

2- Erud.t'er les sous-espaces vectoriels engendrés par des vecteurs d'un espace donné

Exercice 3 >

{)Dans R®, F estl'ensemble des triplets (x, y, ) de R tels que:x+2y+z=0,
a) F est-il stable par combinaison linéaire?

b) Soit u=(2,—1 ,0) et v=(0,1,—2) deux vecteurs. Démontrer que (U, V) estune base de F.

¢) Exprimer le vecteur 5= (1,1,—3)en fonction de U et v
2) G estl'ensemble des friplets (x , y , z) tels que x + y + z = 1. G est-il stable par combinaison linéaire?

fla) Soit X=(x,y,z) et Y=(x'y',2"),deux vecteurs de R, aetb deux réels.

Ona: aX+bY = a(xy,2) +b(x', y', z') =(ax+bx',ay +by' ,az+ bz')

upposons X et ¥ dans F,onadonc:x+2y+z=0 el x' +2y +2'=0.
Nors, (ax + bx') + 2(ay + by') + (az + bz') =a(x + 2y +2) + b(x' + 2y’ + z) = ax0 + bx0 = 0.

Dol aX +-bY appartient & F. F est par conséquent stable par combinaison linéaire.
b Vérifions d'abord si u ety appartiennenta F :
effet, ona: 2+ 2x(-1) + 0= 0, d'ou u=(2,~1,0)€ F.

0+2x1-2=0,dob v=(0,1,-2)€&F.

ontrons que (u,v) est générateur de F.

Soit X=(x,y,z2) appartenanta RY.

) x=~2|< k' .

'*‘-(l.v.z)appartientéF e x+2y+z=0 y_k rares
z=k

o X=(-2-k',k,k) ketk'eR

Herchons alors s'ls existent, deux réels o et B tels que X=(~2k—k" . k., k) =au+pv.
K oitfi e (cakmk, k, K)=alz,—1. 04RO 1. =2

& (2K-K, k. K)=(2o,-otB.,-20)

Nlni.-. s Pageld
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et upplications lincaire

2o = -2k =K'
Ainsi, X = au4[v =2 —a+=k
~23=k'

1 1 1
= il = —-—k i
= a=-k Ek el 3 2

o. et [3 existent, d'ol tout vecteur X de F s'écrit comme combinaison linéaire de u et v .

Par conséquent (G,G) est un systéme générateur de F.
Vérifions si ce systéme est libre :

2a=0
Snildeuxrée15aelﬁ,aﬁ+ﬁ§ =0 = —a+f3=0 = a=03=0.
D'oir (U, V) estlibre, (U, V) étant libre et générateur de F, (U, V) estune base de F.
c)1+2x1-3=0, doi s€F
§={1 .1, =3) s'écrit donc comme combinaison linéaire de uetv,de fagon unique.

) =S S L= 1= 3=
Soit c.et B deux réels,ona: au+4fv =s < a-—z% et B:% Dol s=§u+§v .
2)1+1-1=1,dot a=(1,1-1)€G.

1+#0+0=1,dod b=(1,0,0)€G.

Or a4b=(2,1,—1) et2+1-1=21,alors a4+ b&G.
On peut donc conclure que G n'est pas stable par combinaison linéaire.
G n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R*.

Exercice 4 -

Dans B, on considére les vecteurs : vi=(1,1,4), V,=(3,—1,4) et v3=(1,2,6).

a) les vecteurs vy =(1,1,4), ¥, =(3,-1,4) etV3=(1,2,6) sontls linéairement indépendants ?
b) Montrer que le systéme (Vy ,V,) estlibre.

c) Soit F I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, v, et V.

Montrer que F est un sous-espace vecloriel de R, donton précisera une base, la dimension et la nature.

a) Soit a, b et ¢ trois nombres réels :

a+3b-+c=0 a=k

T 1
avy +-bV, +cV3 =0 « a=b+2%x=0 & bz—?k avec k appartenanta R .

4a+4b+6c=0 4

c=—k

7

Pourk=7,0na:a=7, b =-1, c=-4 el donc 7V;—-V, 47, =0,

Dol les vecteurs Ty =(1, 1, 4), ¥;=(3 . ~1,4)et ¥;=(1, 2, 6) sont linéairement dépendants.
b) Soit . et b deux nombres réels.
a+3p=0
oy +BVp=0 & | o=-B=0 & oa=B=0.Doblesysteme (¥ 7p) estlibre.
do+4p=0

e i P S — s abal

e e

e e, Wi
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Chapitre _1'5__: Lspaces vectoriply el appllcations Unéairey
g Fest [ensemble des combinaisons lintaires des vectayr

6 Vg,V el i, de RY,
£ i 4 3 |
¢ 5! done le S0US-€5pace vectoriel de IR™ engendrés par les vecteurs Vi, Vy et Wy,
(i 7. 7) est donc générateur de F,

1rfe!
or (7.2 ) estlié, d'aprés la question a), alors on a dimF < 4,

puisque le systeme (V4 . V2) estlibre, alors (V;,7,) estune hase da F.

{ en résulte alors que dimF =2, donc que F est e plan vectoriel de R dont une base eot (3 ,7y).
recice 9

P -
pans B, on considére les vecteurs : Ty =(-2 3 ,4) | U,=(2,~1,2) el By=(x,5.4)
péterminer e réel x pour que les vecteurs G, = (-2, 3, 4, 5=2,-1,2 o i, = (x,5,4) soient inéairement

gependants. Quel est alors suivant les valeurs de x, lo sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Gy, G, et Ty 7

» Soit 3, b et ¢ frois nombres réels,

—2a+2b+xc=0

) b=23a+5¢c
o +b0 +Ccl; =0 < Ja-b+5c=0 ¢ {da+(x4+10)c=0 (I)
da+2b-+4c=0 fa+Tc=0

Considérens le systéme de deux équations a deux inconnues sulvant ; 42+(x+10)c =0

)
Sa+4Tc=0 )

Son déterminantest: A= =—5x-22,

4 )':-+-1Dl

8 x:-%,alorsaﬂ}.

Le systéme (1) admet donc une infinité de solutions. Par conséquent le systéme (1) admet une infinité de solutions.
Etalors (U,T, , Ta) est lié.

si;:r.a—.—%z.ams A#0,

Dans le systéme (Il),on a alors a = ¢ = 0, D'l dans (I),b=0. Etalors (U, Uy , U) estlibre.

i 22
Encondlusion, (3, , T, , Ts) estlié si et seulement si x = -5

* S0itF le sous espace vectoriel de R® engendré par les vecleurs U0y et Dy,
(%5, , Ty) est donc générateur de F.

8 :i.:':—-gn alors (G, , T, , Gs) estlibre, et donc une base doF.

. i_ _ me
F[_,a;t par mnﬂéquenl un sous espace de Ra de d|mﬂn5i0n 3. Et commo dmR” =3, alors F=R".
2 :
Ux= ‘-sg alors (T, T, , Ty) estlié, donc dimF < 3.

Viifiong 51 (G, ,Ty) estlibre :

-2a+20=0 . i o
e - e e a=b=0,Dol (i ,Up) estlibre.
“Maetb deux nombres réels, aty +bly =0 < 433 :b [}U

a+2=

- séquent une
Moo plus (3, ,T, , U,) estlié et générateur de F, alors (€ .Ty) est génératour de F, el par con i
."r : -
495 F. Alors 16 plan vecoriel de R, engendré par Uy et 0y

\. R— [ 339 R —————
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riels et applications linéaires

Chapitre 15 : Expaces veelo

Exercice 6 e —_—
ol | et | deux vecteurs linéairement indépendants de Iespace vectoriel E.

- an vectoriel de E,
a) Montrer que F'ensemble P des combinaisons linéaires de i et j estun plan vectoriel de E

b) Soit K un vecteur non nul de E, o
Délerminer lensemble des combinaisons linéaires de | €t k, noté V.

¢) Déterminer PV lorsque (1, , K) estlié, puis lorsque (1., k) st Hore,

Solution 6

a) P étantl'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs i elT de E, on peut dire que, P est le sous espaqe
vecloriel de E, engendré par les vecteurs T et .

Et (i ,J) est par conséquent un systéme générateur de P.

Or d'aprés 'énoncé, (i ,]) estlibre, d'oli (7 ,]) estune base de P.

P est donc le plan vecloriel engendré par les vecteurs 1 et .

b) V est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecleurs Tetk.

Si Tet K sont linéairement dépendants, alors V est la droile vectorielle engendrée par le vecteur K.

Si el kK sont linéairement indépendants, alors (i , k) estunebasedeV.

V est alors le plan vectoriel engendré par Tetk.

c) Lorsque ﬁ _1' ; F} est lié, d'aprés la question b), V est une droite de P (si i et k sontlinéairement dépendants), ou
alors V=P (Si et k sont linéairement indépendants), Dans les deux cas, PV = V.

Lorsque (i,] . k) est libre, V est un plan autre que P,

Et PV est la droite vectorielle engendrée par le vecteur i

Exercice 7 Ll _
lontrer que I'ensemble F des fonctions fzs de 1% vers & |, felles que, pour tout réel x, f2s(x) = (ax + bje?, 3 &tb gtant
des réels, estun plan vectoriel, dont on précisera une base.

Théoréme :

Solt! un sous-ensemble non videde R , :
L'ensemble F(I , k) des fonctions définles de | vers & , muni de I'addition + des fonctions et de la multiplication ed'une

fonctlon par un réel , est un espace vectorlel sur B .

F est par définition un sous-ensemble de F(R , k).
Notons () Napplication nulle de R,

So!t x un nombire réel, O(x) = 0 = (0x + 0)e?, D'l O appartient 4 F et par conséquent F est non vide.
Soit f fonction définie de B’ vers B,

fapparientd F < il eisle deux réels a et b tels que pour tout réel x, on a f(x) = (ax + bje™
7 pour toul réel x, on a f(x) = a(xe?) + bt

= pour toul réel , f(x) = afs(x) + bf(x), o fi(x) = xe2* et fo(x) = e2

= pour foul réel x, f(x) = (afy + bfz)(x)

=] ' = 3[1 + bf?

F &6l donc I'ensemble des combinaisons linéaires des applications fi el f définies de R vers K.
D'ols F est le sous-espace vectoriel de F(R , ), engendré par fi et fo,

Par suite, (1, f2) est un systéme générateur de F,
Il suffit de montrer que (fr, fz) est libre,

. PATC 3
i
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Chapitre 15 : |

MMICOS Vecturig )y o dppdication,

.

lincaires

spit a et b deux nombres réels,
pour tout réel x, (afs+ bfy)(x) = 0(x)
pour tout réel x, af+(x) + bf:(x) = 0 ;
pour tout réel x, axe + her=

pour tout réel x, (ax + bjer=

pour toutréel x,ax +b = I
a=b=0 |
g enrésuite que (f1, f2) estlibre, et par suite, (f;, f2) estune base de F. |
On peut donc conclure Que F est e plan vectoriel de F(R ,R) , dont une base est 1 ). og .l
f(x) = xe2 et f{x) = e2* pour tout réel x.

En gfel.

ah+ bz = 8

0380200

3~ Montrer que deux sous-espaces d'un €Space vectoriel E sont supplémentaires de E

Exercice 8
Dans 23, on considére les ensembles Suivants;

- ni.

F={x.y. €27 X+2y—2=0} et G=(x,y,7)e R 2x+y=0et x—2z=0}.
1) Montrer que F est un plan vectoriel de R* . Préciser une base de E.

2) Montrer que G est une: droite vectorielle de &3, dont on précisera une base.

3) Déterminer FNG. F et G sont-ils deux sous espaces supplémentaires de 23

Solution 8
1) 0+20-0=0, d'ol (0,0,0)e FdoncF=@.

Soit X=(x,y.z) appartient 3 R?.

i={x,y.z}apparﬁenléF & x+2y-z=0
%=k
=) y=k' ,ketk'eR.
z=k+2'
e X=(k k' k+2') ketk'eR
o X=k{1,0,10)+k(0,1.2) ket keR.
Posons u=(1,0, 1) et v=(0,1, 2). [

On constate que F est I'ensemble des combinaisons linéaires-des vecteurs u et v de R®. |

e |
Fest donc le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecleurs u et v . |
Par conséquent (U, V) estgénérateur de F. |
Vérifions ensuite que (U, V) est libre : ‘

a=0
Soit deuy reels aetf,ona: au+fv =0 < =0 & a=p=0.(u,V) estdonclibre.
a+26=0 !

I g ;
“Nrésulte que (7, V) estune base de F, donc que dimF = 2. '

FElarit Un sous-espace vectoriel de dimension 2. F est un plan vectoriel de R? . dont une base est (i, V) . i

2 Ny
) Soit X=(x,y,z) apparfienta R®.

X=(x 'Y, 2) appartient 2 G

2x+y=0
x—z=0

%ﬁ%ﬁ L L —— {
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Chapitre 15 : Espaces vecluriels et applications linéaires

x=k
Ainsi, X=(x,y,z) appartientaG e |y=—2 keR
z=k

o X=[(k,—2%, k., keR
X=k1 -2, 1, keR.

Posons ﬁ=[1 =25 .

G est l'ensemble des combinaisons linéaires du vecteur w =(1, -2, 1de R3.

G est alors le sous-espace vectoriel de R®, engendré par le vecteur w=(1, =2, 1).

Dol (w=(1, -2, 1)) estun systéme générateur de G.

Puisque w=(1, -2 , 1)=0,lesystéme (w=(1, —2 , 1) estlibre, et par suite une base de G,

Il en résulte que dimG = 1, donc G est la droite vectorielle de R* dontune base est (Ww=(1, —2 , 1).

3) Soit X=(x,y,z)appartienta R®.

X+2y—z=0
X=(x,y,z) appartienta FAG < X+y=0 & x=y=z=0. DolFnG={{,0,0)
X—z=10

FNG={(0,0,0)} et dimF+dimG=dimR® =3, alors F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de
:38

F--F-r-—..- T ST s T W S S RN Etaros e

- D

Point méthode :
\| Pour montrer que dewx sous espaces vectoriels F et G d’un espace vectoriel E sont supplémentaires de E,
i des trois propriétés suivantes, il suffit de vérifier Vune -

i Py) FrG ={0g} et dimF + dimG = dimE.
P3) Soit By est une base de F et B; une base de G.
. B = BB, est une base de E et dimF + dimG = dimE.
| P3) Tout vecteur de E s'écrit de fagon unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

F Si 'une de ces propriétés est vérifiée, on peut conclure que les autres le sont aussi. ——
Exercice 9 > b

Onadmel que (T, +,-) estun espace vectoriel sur R . + et. étant respectivement I'addition de deux complexes etla
multiplication d'un complexe par un réel, usuelles. On pose IR={ib; be R}, ol 2=-1.

1) Montrer que (R, +,) et (iR, + -) sont des espaces vectoriels sur R .

2) Montrer que R et iR sont deux sous espaces vecloriels supplémentaires de C .

1) Notons que R et iR sont des parlies de C .

O appartienta R et 0=i.0,d'oti 0 appartient 3 iR .
Soit a, b, o et B quatre nombres réels.

0a+Bb appartient AR (carR est stable pour I'addition et |a multiplication des réels)

et ofia) + B(ib) = i(ca + Bb) appartient 3 iR N'er :
Et donc Rﬁet iR I{s,':mt ldg’s)scﬂ;-E:s;gg:::;'EIR;E|-:tgr(illtl:jtslk-:ﬁel:il?l;l o sabls par combinason néaie
Par suite, (R, +,) ef (iR , + ') sont des espaces vectoriels sur R |

2) Soitz=x+iy, avecx ety réels,

Z appartienta RNiR < Z appartient 4 R

D'od ]Rni]R:{ﬁ}.
Etdepluszappartientd C & ;= a+ib
Dot C=R+iR.D'ol R et iR sont deux so

IR et R sontdonc non vides,

el z appatient 4 iR < y=0 et x=0 & z=0.

<  Zappartientad R +iR
us-espaces supplémentaires de C .

e, Page 342 aaﬁﬁsﬁﬁiﬁy
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Chapitre 15 : Espaces vee

ice 10 els & l
%" sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. b
|

trer QU - : :
1 aMOE:L st inclus dans Ez siet seulement si E1 + E2= Ea.,

o) E1 estinclus dans Ez si et seulement si EinEz = Ex.
On suppose aue dimEi= 1, dimEz =2 et dimE = 3.
i:gntrerque Eq estinclus dans Ez ou E1 et E2 sont supplémentaires de E.

E osons Ei contenu dans Ez et montrons que Es+ Ez2= Ez. _

a) Supp )
11 )Soita appartenant a Ez,a=0e +a.

comme Oc € E1(car E1 est un sous-espace vectoriel de E), alors a appartient a E1 + E2.
par conséquent, Ezest contenu dans E1 + E2.
« Montrons que Ei+ E> est aussi contenu dans Ez.
par hypothése, Ej est contenu dans E, alors, soit a appartient 8 E1 + E2, a = a1 + @2 avec ar appartenant a E et a;
appartenant @ Ez. Puisque E+ est contenu dans Ez, alors a: appartient a Ez.
Donc at & Ez, ae E2 et Ez estun espace vectoriel. D'olias + a2 Ea c'est-a-dire que a appartient 4 Ez.
finsi, si a appartient 8 E1+ E2, alors a appartient & Ez. C'est-a-dire E1 + E2c E2.Donc E1t Ez=Ea.
Réciproquement, supposons E1 + E2= E; et montrons que EicEa: -
Soita élémentde Er,a= a+0ee Ert E2 et puisque E1+ E2= Ez, alors a appartient a E2. D'oll Eic Ez.
Il en résulte que Es est inclus dans Ez si et seulement si E: + E:z=Ez
b) Supposons Ei inclus dans Ez, et montrons que EsnE2=E1:
o Soita e ExnE2,a€ Eyetae Ez, doncae Ei. Etpar conséquent, ExmE2c E1.
o Soita élément de E1, d'aprés I'hypothése, a appartient a Ez.
Donc a appartient & EinEz et par suite E1C E1nEz. D'oll si Es estinclus dans Ez, alors EsnEz=Ex.
Réciproguement supposons Ei~E2= E1 et montrons que Es est inclus dans Ez:
Soit a élément de Es, a appartient & E1Ez (car Ei~Ez = E), alors a appartient a Ez.
Par conséquent, on a E1 inclus dans Ea. '
Finalement, E: est inclus dans Ez si et seulement si EinEa=E1.
2) E1 est une droite vectorielle et Ez estun plan vectoriel.

Notons () une base de E et (V,w) une base de E2.Ona: E;= {xi;xeR} et E; = {W+ziyetze R}.

Deux situations peuvent se présenter : soit (U, V,W) estlié, soit (U,V,W) estlibre.

Si (i, v, W) estlié, alors T peut s'écrire comme combinaison linéaire de v et w ((V,W)) étant libre).
Ceest-a-dire, quil existe deux réels a etb tels que : U=av +bi.

Unvecteur X € E, lorsquil existe un réel x tel que X=xu.

Etdonc X = (xa)V + (xb)W. D'ol X € E, . On conclut alors que Eic Ez.

Si (i, v, W) estlibre, alors puisque dimE = 3, (i, V, W) estune base de E.

Kinsi, soit X un vecteur de E, il existe trois réels a, b et ¢ tels que X = ali +bV +cW.

Or ail appartient  E1 et bV +cW appartient a Ez, alors X appartient Ey + E2. On en déduit que Ec Er+ Ez.
Comme E; et E; sont des sous-espaces vectoriels de E, alors Es + Ez est un sous-espace vectoriel de E.

Dol E+ E, E.

Finalement, E1+E; = E.

Déterminons alors EvE::

i 7 Ve s R X =xu
Soit X appartenant 4 £, X appartient 8 E\nEz implique qu'il existe trois réels x, y etz tels que X

X =y +2W
00U XUl = y7 + 2w, c'est-a-dire xi —yv —zW=0.

Plisque (G, , %) estlibre, alors x=-y = -2=0. D'oix=y=2=0. Dol X= 0. Etalors E;NE, ={6} .
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PusgmE-vE; = F it E(NE, {U} alers on peadt eonciurs qua Er el Bz sont Aeus WA SRS eeinrials
suppibtrartares ds E

Point méthode : )
Soit E un espace vectoriel de dimension 3, 1) la droite vectorielle engendrée par le vecteur ii de I et 1 o Plan

vectoriel dont une base ext (v, w). V'aprés Uexerclee 11, question 2) ;
® D) et P sont deus vous espaces mppﬁ{mmmins de E, sl et seulement sf, le systéme (40,7 sy et [ihry.
® Orci (G,%,u) estlié,alorsona:Drf =D etD+ P =P,

B. Applicationy linéaivey
1~ Déterminer le noyau et I'image d'une application linéaire

Exercice 11 BAC C — Cameroun - 2001

E esgne un espace vecionel de dmension 3, muni dune base (7, | . k) et flendomorphisme de E défini par -
f(i)=7, fﬁ)=r(if}=%{‘j+£).

1) Déterminer une base de kerf, noyau de .

2) Déterminer une base de Imf, image da f,

3) Démontrer que tout vecteur de E s'éerit de maniére umque comme somme d'un vecteur de korfer d'un vecteur de
Imf,

4)3) Verifier 1a relation fof = f, ’ ;
b) Demontrer que U< Imf = f(T)=0 (On utilisera la question 4)a)).

1) S0t T=xi +yj +2zk un vecteur de E, ol , y et z sont des nombres réels,
e kel = (@)=0 & fxi+yj+&K)=0 = d(7)+yi(])+2{K) =0

- 1 = - =
& x|+5[y+z)|+%{y+zjk=ﬂ

x=0 x=0
Dol, Ge kerf = =k, 3
%{y+z}=ﬂ :_ k k appartenant 3 & .

D'ols kel est la droite vectorielie dont une base est (] k).
2) S0t v=x'T+y']+2'k unvecteur de E.

Velm! & iledsteun vecteur §= =Xi+yj+7k de E tel que f(u)=¥
e f('x|+ﬂ+ﬂ<] X|+y|+zk

& A A0 +2(0) =T 4y 425

) 1 "'1 b - - -
" U AR =T 4y T2k
x':-.x
1
ot —"[':r’-i-Z]
z=§(v+z]

ﬂ Pﬂgﬂaﬂ —
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Chapitre 15 : Espaces ‘
pitre 15 : Expaces vectoriels ef applications lin¢aire
§ linéaires

e solution que si et

gmenad
CE 5}51 X= k

seule Y = 2. Dol
mentsi,y'= Z. Dol Imf est fe Plan vectoriel d'équation y = 7.
oz e | 9= k', avecketk'dans R . Une base de Imf es donc (7,7 +k)
= kl I -
X= k
NB: Le systéme | Y= k' ketk'eR est une représentation paramétrigue a'.:: Imf.
— i k' i '

Cetre représentation est celle du plan vectoriel engendré par les vecteurs | et _J' +k
putre méthode :

pour déterminer Imf, on sait que Imf = f(E), est le sous espace de E,
or () =1(K) , alors le systéme (1(7), f(7) , 1K) estlie.
Lelecteur vérifiera que {f(7) , (7)) est un systéme libre.

engendré par f(7), f(7) et (k).

Dot une base de_lmf est (f(7), (7). D'ott Imf est le plan vectoriel de base (f(i), f(])).
3) Isuffit de montrer que le systéme (7 ,j+K,j—K) estune base de E.

Posons E] :-].—E ' éz —_v—-i' et _ég =-j.+.k‘_

Soita, b et ¢ trois nombres réels :

b=0
#+be;+c83=0 <« bi+(a+c)j+(—a+ck=0 <« a+c=0 & a=b=c=0.
—-a+c=0

Dod le systéme ﬁ ,-j'+E .T—E) est libre, puisqu'en plus dimE = 3, alors (i ,j+k ,T—E) est une base de E.
(¢,€, ,€;) étant une base de E, tout vecteur T de E s'écrit de fagon unique sous la forme U= ag + b8, + CEj .

Posons U; =aé, et T, =b&, +c8,. T s'écrit alors de fagon unique sous la forme T = i, +1,, avec G, ckerf et
be Imf, |

- - - - - = f=f A= 1= - =~ - ~

W) o f(N) <TIHD=1(T), fof(7)=ff(])]= f[%} +Ek]=§f“)+§f(k]=f(l) et fof(k)=flf(k)]= (k).
Dot fof = £,

b)Soit T un vecteur de E. -
Yipposons que G appartient a Imf, alors il existe un vecteur V de E tel que G =f(V).
ﬁ}a dlors f(G) = f[f(V)] = f o f(v) = (V) = T (car fof =1).

. “iproquement, supposons que U soit un vecteur de E tel que f(U)=1.

! 2pparfient algrs 4 {E) = Imf,

Rement, G€ finf o f(7)=3.

&EEEQQL >

S:i:;E un espace vectoriel de dimension 3, P un plan vectoriel, B = (T . T k) unebasede Eet B'=(i", j') une base
-+ Onconsigere I'application linéaire f :

E — P q
) x'=2x—-y—2z .
t(x,y,z)—0'x",y) ol ’y'z-—x+2y+z il
3 Détar e : s
b Ef;zifmmer (). 1(3) et f(k) .
; Er?:i:q la matrice de f relative & B et B.
eT le noyau et l'image de f.

PAgE 315 e —
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Chapsire 18 Fapaieid veidod b .

a) Soi TS 1 Hl x _"l- un victow de £ on e fiu) 2r -y 2N | 1+ 2y + 1))
Dotipusque 1= 154 0)+ 0k, | 0 « 1]+ 0k of & RN TERL
dors  (T)=21- ], W) =-142]" e M(k)=—1"%]
2 -1 -1
b) La matnce de | dans les bases B et B est gonc ‘ « 2 1)
c)e Soft = xi+y]+2zk unvecteurde E.
. 1
- I 2xx—-y-2=0 | — ‘
uc kerf < fu)=0 & y = y=—=k, kappartenanta R
_x-&-zy-a-z-_'n 3
=K
1
x=-=k
3

1
kerf est donc la droite vectorielle, dont une représentation paramétrique est: {y = _Ek , kappartenanta R
z=K

Une base de kerf est [?:-'i'- -%]'+ E] :

e Soit v=x"i'+y']" unvecteurdeP.

x-y=2=x
-X+2y+2=Y

Déterminer Imf revient & déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur x' el y’ pour que le systéme o-Cessus
ait des solutions.

e Iml < ilexsteunvecleur U=xi+yj+2zK deElel quel(u)=v ¢

Or pour tout couple (¥, y) de réels, ce systéme aura des solutions (car % - %1 ). |

D'ol, tout vecteur ¥ de P admet des anlécédents par [, Il en résulte que Imf = P,
Autre méthode :

Imf est le sous-espace vecloriel de P engendré par 1(1)=21' ", ()= —1"+2]" et 1K)=—1"+ |’
Puisque dimP = 2, lout systéme de plus de deux vecteurs de P est ié, D'od, (1(1),1(]), f(k)) estun systeme &

S = L.
Or det(((1).1(})) = =3=0,alors (1(i),1(])) es! libre. Par conséquent, une base de Imf.

-1 2
Oimn Imf = dmP = 2 et Imf est un sous-espace vectonel de P, d'o Imf = P,

2 - Etudier les endomorphismes

___..----"""".'I
¢ est un endomafphisme du plan vectonel P, muni dune base B= (i , |).
La matrice de ¢ dans la base Best A — | b - 3]
10 6]

a) Déterminer 2(1) et #(]) dans la base B
b) Déterminer I'expression analytique de ¢ dans la base B

s Page 346 _——nﬁﬂf‘ﬁ
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels ef applications linéaires

nré o -
)M _5] et V=1-2].

ai=dl
got U |
d erque (0. 7) estune base de P. Déterminer la malrice de ¢ dans la base B'= (7, V).
jI;DD\;;genniner la matrice de y =lde— @ dans la base B.
e

; Dans la base B, w(i) a pour coordonnées (-5, 10) et p(j) a pour coordonnées (-3, 6).
b) Soi ifx,y) et U'(x",y") dans la base B, deux vecteursde P,ona:
oy -5 =3)x]_(¥' —=5x—3y| (¥’ X'=—5x—3y
d0)=U < [10 6 ][Y]_[y'] E [1UK+6v]=[v'] = ly':1ﬂx+6y :
T - § vy W x'=—5x—3y
Dol @ est 'application de P vers P qui, & tout vecteur U(x,y), associe U'(x",y’) tel que [y'=10x+ﬁy :
¢) La matrice de Qo® dans la base B est:

A1=Axﬁ.=[_5 _S]Xl‘5 —3]=[(~51x(—5)+(—3]x10 (—5}x(-3)+(-—3]xﬁ]=[—5 —3]=A

10 6 10 6 10x(-5)+6x10 10x(—3)+6x6 10 6
Onobtientalors A2 = A, d'ol ¢ 0@ = .
Autres méthodes :

On pouvait aussi montrer que wop(1)=p(T) et wowp(j)=1p(j) ou utiiser l'expression analytique de .

d) det(d , V) =

35 12‘=F1' Puisque det(li, V)= 0, alors (U, V) est une base de P. |
Ona: {l) = ¢(3T —57) = 3e(N) — 5N =1 et ¢(@)=w(T ~2) = (1) ~2¢(f) =1 -2 =V.

. ; 0 0
Doit la matrice de ¢ dans la base B' est: A'= [ ] ,

0 1
_— 100 (-5 -3 (6 3
¢ La mairice de y dans labase Best: =|, .|~ §|T|-10 5]
Exercice 14 Er

R? est rapporté & une base B = (8,8, . €3)-

St g Fendomorphisme de B3, défini par : @(8;) =& + 82, #(E2)= B +28; et 9(Ey) =& —&.
) Démontrer que (&, ,€,) est une base de limage Ime de @.

Trouver une base du noyau N(ep) de .

2 Démontrer que Im et N{) sont deux sous-espaces supplémentaires de R®.

) Soit y la restriction de g & Im . Démontrer que y est un automorphisme de Ime.
- )Soity -1 1a bijection réciprogue de \y, trouver la matrice de 4 dans la base (B ,8).

aton 1

2' Vérifions que &, et g, appartiennentaim@:
N effet ‘9(61)2614"62 et Lp{Ea}z_B.-'—-Ez. 4 1 I
Doy g =t iy 1 = 1. 1= ) ue @y =@ = [‘.'_a_—a]. Il

E1‘3@(91]+EEP(33]=¢[-§91'i'EEﬂl et ez'ztp(eﬂ ELP( )= 3" i
i

s

&4l . 1 Z ol B i I
2158 et 2% _553 &tant des vecteurs de E, alors 8 €t €; appartiennent a Im¢.

2
: Vérifions que (€ ,&,) est générateur de Im@:
Ot ¥ un vecteur de R°.

w PAGE 3T  ———————————— i
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¥ appartient A Imo signifie qu'on peul trouver un vecteur T = Xé; + Y8z +28; de R? tel que ¥ = (),

Onaalors ¥ = xp(8) + yp(8,) + 2p(E3) = (X-+y + 28 +(X+2Y ~2)e;.

¥ s'écrit donc comme combinaison linéaire de & et &,.D'oll (& ,&,) est générateur de Img.
B=(8,.8,.5,) élantune base de R, est libre. D'ol (8, &) estlibre.

Par conséquent, (&, ,&,) est une base de Img. |

e Soit 0= x€; + Y&, +2€; un vecteur de R®.

= o= _ o s X+y+z=0 2 .
HeNp) e pi)=0 < (x+y+2)§+(x+2y-2)E; =0 & x4 2y—2=0 & 1 y=k keR.
: s Oy
3
x=—=k
2
D'oti N{o) est la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: { y=k kKeR.
z =lk
2
Une base de N(¢p) est donc (€ = —3€; + 26, +&).
2) Vérifier que (& ,€, ,€) estune base de R, s
En effet, soit a, b et ¢ trois nombres réels. g
) ) a—3=0
a8, +b8, +CB=0 & (a—30)8+(b+20)8 +c8;=0 & [b+2=0 & a=b=c=0.
c=0

Le systéme (3,8, , ) estdonclibre, et par conséquent une base de R?, puisque dimR® =3.
Comme (3, &, , ) estune base de R®, tout vecteur T de R’ s'écrit de fagon unique sous la forme :
i =aé, +BE; +~€. o, etyélant des nombres réels.
Comme T =~& appartient & N(p) et U = a&; + P&, appartienta Ime, alors U s'écrit de fagon unique sous la
forme : G =1 + Uy, avec U; appartenantd N{y) et U, appartenantaimeo. ’
On en déduit alors que N{ep) et Ime sont deux sous-espaces supplémentaires de R®.
3) e Soit U et V deux vecteurs de Img, a et b deux nombres réels,
au+bv appartient a Img, car Img est un sous-espace vectoriel de R3 (donc stable par combinaison linéaire).
Et (all +bV)=p(ali+bV) car ai+bv appartient a Img.
= awp(U) +bep(V) .
= aW(T) + b(V) car T et V appartient 4 Img.
y est donc une application lineaire.
e Ona () =8 +8 et V(E))=8;+28,.
Ime est le sous-espace vectoriel de R*® engendré par I#s vecteurs &, et g,, d'ol p(Img) estle s
de R® engendré par les vecteurs () ef @(g,).
Or (p(&4) , p(€7)) estun systéme libre (fe lecteur le vérifiera) et comme (p(8) , p(E;)) estgénérateur de q(Ime)
(d'aprés ce qui précéde), alors (w(E;), p(8,)) est une base de g(Ime).
o(Img) est donc le plan vectoriel engendré par (€,) et @(g,).
o 8 =2p(E)—(E;) e €, =—(8)+ w(€;) (e lecteur le vérifiera), donc &, et &; appartienné

e —— Page 348 J
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WICCN Verdire
I_E_L':L il applications liydady,
it rS etdimp(img) =2, (e, & —_‘-‘-:——n-__-—“
) éla (€1.8;) estune base de (ime), 1 0

" q,(|m¢,} = Ime, alors y est un endomorphisme surjectif de ar conséquent, gfimeg) = Imep

(&1
J(Im@) = :
orvl :;l”” automorphisme de Img.

pou ¥ % i3
atrice de y dans la base (ey.e;) est: M:“ 1}
2|

|mlp

i) Lam
1 1 TP} 0
= =1, d'ou la matric -1 =
or dEiMr|1 Z’ e de v ' dans la base (8, g,) est: M~! =[ 2 -1

-1 1)

rcice 13
gestun plan vect
__;E.su'endomﬂfph"f'me de E, dont la matrice dans la base B est: M= [

oriel muni d'une base B= (7 , ).

2 3

SO A

s5ta, un nombre réel, on note: E, ={U€E; f(d)=at}.

{) Démontrer que f est un automorphisme invelutif de E et Ea est un espace vectoriel sur R
7) Démontrer que, si a n'appartientpasa {-1, 1}, alorsona E, = {ﬁ} :

3 Déterminer E, et E -1, en donnant pour chacun de ces sous espaces, une base.
Démontrer que E; et E -1 sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
En déduire une nouvelle base de E, et donner la matrice de f dans cette nouvelle base.

2 3 o
{)o detM= £ — —1. Puisque det{M) = 0, alors f estun endomorphisme bijectif.

Cest-a-dire que festun automorphisme de E.
Déterminons la matrice M-"de f-1:

it -2 =3) (2 3] .
=wml 1 2= =g

On constate que M-1= M, d'oli f=* =, et par con
 f(0)=0=a0,dol 0€E,.Et parconséquent, Es est non vide.

séquent, f involutif

St et v deux vecteurs de Es et o et B deux réels.

i appartient a Ea donc f(T)=au .

i appartient 4 Ea donc (V) =aV.

Db, f(odd + BV) = o (1) + B(¥) = ofatl) +B(a¥) — a(ali +BV) . Dol oli+BV appartient 2 Ex
ous-espace vecloriel de E, donc un espace

Donc E; est stable par combinaison lingaire et par conséquent, un s
Yeclorigl,

2 Soit U(x., y) un vecteur de E.

U _ 23X _[¥| o Aa+Iy=ax l(2—a)x+3y:0
€E, & f(l)=au « S ally = il (ka0
1, alors det # 0.

a2— 1. Puisque 8 # leta#-

Le Géterminant de ce dernier systéme est det = - {ﬁ}
e solution, qui est le couple (0., 0). Et donc =a .

P

 conséquent, le systéme admet un unigue Coup!
—_—

)Soit U(X.Y) yn vecteur de E.

._x—2y=y

—

base de E1 est (8 =31—-1)-

/
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- =X

e UeEy, & f(i)=-1 |2x+3y & X+y=0
—X—2y=-Y

D'oll E -1 est Ia droite vectorielle d'équation x + y = 0. Une base de E -1 est (By=1i-1]).

- Xx+3y=0 _I5
s UcENE_y & [):;:—l] & x=y=0 pou E1HE—|'_{D}.
De plus, on a dimE; + dimE -1 = dimE, alors E: et E -1 sont deux sous-espaces supplémentaires de E.
o det= _31 _11’ =—2=0,donc (& ,8,) estlibre de E etdimE = 2, alors (€ ,&;) estune base de E.
o ©1 appartient & E1 donc f(g;) =&, g, appartient a E-1 donc f(e;) = —e,

10
La matrice de f dans la base (€, ,€,) estalors: [U _1]'

Exercice 16
E est un espace vectoriel de dimension 3. B=(i ,  , k) estune base de E.
Soit  I'endomorphisme de E, qui a tout vecteur ¥(x,y ,z) de E, associe le vecteur V'(x',y",z) de E tel que:

x':lxug}r_gz
3 3 3
2 1 2
‘= —— Xty ——Z.
y=—3*r3¥ 7t
z‘-——~2~x—-2— +-1~z
3 3073

1) Déterminer le noyau de . Quelle conclusion peut-on en tirer ?
2) Déterminer I'ensemble des vecteurs invariants par ¢.
3) Soit V'=1p(V), V étantun vecteur quelconque de E. Déterminer (V') , en déduire gog.

1) Soit ¥=xi +y]j +zk un vecteur de E.
[ 1 2 2

3473520
- 2 1 2
p(V)=0 —gx +§y-§z =0 & x=y=z=0.(Le lecteur résoudra le systéme).
2. 2.1
—Ex «-Ey 1 E’:Z =0

D'ols le noyau de @ est kerp = {5] - On peut conclure que ¢ est un endomorphisme injectif de E, donc p est bijectt

2) Soit V=xi +Yy] +2zK un vecteur de E.
1. 2 2

EE U ek

5 _a 2
WY)=V & -axdoy-lz=y & xty+z=0,

D'ou ensemble des vecteurs invariants par g est le plan vectorie| dont une équation cartésienne est X +Y*Z° o
3) e Soit V= Xi +‘_fj +2K un vecleur de E et ¥ ‘-Lp(v)

Par définitionde @, ona: V'=—(x—2y—22)7 o'/ % o .
® 3{ 2y Zz)|+3( 2x+y-2z}|+§{—2x—2y+z)k.
. Page 350 ﬁﬁaﬁ"
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Chapitre 15 : Espaces veetoriels of applications lincaires

- T Ll = 1
Jonc oV ::-5{}(~2Y 21}‘-:0(')*‘3': 2’“‘Y—22}¢(l)+5{—2x—2y+z).¢(ﬁl.

- o - 1 e =4 —

- 1 3 T i = —2‘ | — v _1 b - ™
Ur-;J(i]"‘TE[("EI %), wi)=5l21+ -2 o olk)=3(=2i 2] +k),
fiera qu'on @ alors (V)= XTI +y]+zk=7.

leceyr ¥ " s
que, pour tout vecteur v deE, si p(V)=V', alors (V) =¥.

0 On remarqu‘i-'
of Lpo\p(if'}'—"P[tP[?)]:Lp(V'}: v . On peut donc conclure que (o = Ide.

xerCiCE 17 : :
ot B= (@,V) une base d'un espace vectoriel E. On considére le réel m, et on définit I'application linéaire fn

-

fEvers Epar: £, =(1+mi-V et f,(V)=30+(1-myv.
péterminer m pour qué fm S0it non bijective.
péterminer, pour chacune des applications linéaires correspondant & ces valeurs, le noyau et I'image de fm.

+ f,estnon bijective si et seulement si det(f; (3) , 1, (V))=0.

1+m 3
-1 1-m

sPourm=2: f(U) =30—V et {(V)=30-V.

— —m* +4 , alors fx est non bijective si et seulement sim =2 oum =-2.

or det(f () . fn(V)) = I

- Soit X =xt4YyV un vecteur de E.

= — - 3 3 =U'
X appartientakerffe < f(X)=0 [ S x+y=0.

—X—y= 0
Dol kerf: est la droite vectorielle d'équation x +y = 0.

-h(U) =6H(V)=0.poy limage de fz estla droite vectorielle engendrée par le vecteur
s Pourm=-2: f_,(i) =—tU—V et f_(V) =3i+3V.

fy(0) =3T—7

- Soit X =xti+yV un vecteur de E.

—x+3y=0
—x+3y=0
Dol kerf est la droite vectorielle d'équation x - 3y =0. o
*5(0) =—3f_,(¥) = 0. pois limage de f2 est la droite veclorielle engendrée par le vecteur fa(U) =—u-v,

Exercice 18 >

'j') _Déterminer les matrices, dans cette base, des endomorphismes ¢

X appartient 4 kerfz 4> f__E{E):ﬁ & { & x-dy=0.

Un plan vectoriel P, est rapporté a une base (i
de P, tels que : (1) = —27-] et pog(j)=—1.
Solution 18
Posons (7) =aT +b] , ol a et b sont des réels.
_ o & = iy 217

Onaalors : wo(])=w(al +bj) —ap(i)+be(])=a(~2+D)i +(-a+b)l.

! 3 P a= bz
a(—2-+b)=—1 , c'est-a-dire [

Eldg 7 2 5 l

NC po(j)=—i équivauta [ —a+b2=ﬂ b3_2b3_|_1=l]

— & b—1ﬂ"’§ ou I:u——-—--‘H""{(g
"esolution de I'équation b® - 2b2 + 1 = 0 donne pour solutions b =10U b= > A

Sib=q, alorsona:a=1.

~S——— PAgE 5]  ——
e .
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Chapitre 15 : Espaces vectoricls el applications lincaires

2 ! "
. - - winf B :
5ib=1 ”"{-ST.aH:nrsana:::\:[1 ‘E] =2 J—.
2 2
2
R o  [1445) 3445
Sib= ,alorsona;a= = A
2 2 2
Les matrices des endomorphismes ¢ tels que (i) =—21— ] et @oy(j)=—i sontdonc:
3-5 3+4/5
wg 22 fp
[—2 1] 2 i 2
L PR e I R T
2 2
Exercice 19 >

Soit f endomorphisme d'un espace vectoriel E, tel que, pour tout vecteur V de E, ona: fof(V)= 0.
Quel est le noyau de fof ? Montrer que le noyau de f contient f(E).

Montrer que I'application @ de E vers E qui au vecteur T de E associe le vecteur y(U) =T+ f(1i) estun
automorphisme.

® Pour tout vecteur ¥ de E,ona fof(¥)=0. D'ol kerfof = E.
e Soit V un vecteur de f(E) ; il existe un vecteur U de E tel que f(U)=V.

Donc f(V)=fof(d)=0.D'oli V appartient a kerf. On conclut alors que f(E) est inclus dans kerf.
* Montrons que ¢ est linéaire : Soit U et V deux vecteurs de E et x et y deux réels quelconques.
(XU + YV) = (xU + yV) +f(xd + yV) = xU + YW + xf(T) 4+ yf(V) (car f est linéaire)
= XU + xf(U) + yV + yi(V)
= x(0 +f(T)) + y(v + f(v))

= xp(U) + y(V)

Par conséquent ¢ est une application linéaire de E vers E, donc un endomorphisme de E.
Déterminons le noyau de ¢ :

Soit V un vecteur de E,

v appartient & kerg si et seulement si, (V) =0 . C'est-a-dire f(V) =—V . On obtient alors (V) = —fof(v)=10.

Comme f(V)=-V et f(V)=0,alors ¥=0.Doncona kerop C {I_'j} .
Or, ¢ étant lingaire, on a (0) =10 D'ots kerep = [ﬁ} .

Par conséquent ¢ est un endomorphisme injectif, donc bijectif da E. Finalement, ¢ est un automorphisme de E.

Exercice 20
P estun plan vectoriel, dont (7, ]) est une base,

1 4
Soit f une application linéaire de P dans p ayant pour matrice dans la base (i.7) : 3 3
2 1
Montrer que I'ensemble des vecteurs invari p : i
Montrer que I'ensemble des vect : :Wanams par fest une droite vectorielle D dont on donnera une base (1)-
vecteurs fransi-rmas ; : : ; sciserd
une base (V). %S par fen leurs opposés est une droite vectorielle D' dont on précis

Verifier que (U, V) estunebase de Petcc. + -er ja mawice de f dans cette base. Montrer que fof = Ide.
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; 5

Wﬁ(x y) un vecteur du plan vectoriel P. _

col
E 1 4 2
EX—E}':K §x+%y=u
S aqui . C'est-a-dire _
M= X squivaut 3 2 1. 7 4 . Ce systéme se réduit & I'équation x + 2y = 0.
=aR=gl =Y =X+=y=0
3 3 g 5
i ensEI'Hble des vecteurs invariants par f est la droite vectorielle D, d'équation x + 2y = 0
ol o

pase de D est @=21-1)-

e X(x.y) un vecteur du plan vectoriel P
» Ll

-1-X-—-:TF=—-X ix—iy':ﬂ

1 . C'est-a-dire { 3

g i

it a l'équation x-y=0. I’ oll l'ensemble des vecteurs transformés en leurs opposés est la droite

cgg,slémeserédu
ion x—y = 0. Une base de D’ est (V=i T+])

sectorielle D' d'équat
2

] Ue‘ﬁi lﬂ =l_1 1 e

» iappartienta D, donc f(u)

1 0
Donc la matrice de f dans la base (@,V) est: As[G _1].

3.20.D'od (d,V) estune base deP.

-

—1 etV appartienta D', donc f(V)=—Vv.

A 0) (1 0]_[1+0 0+0 =(1 D]_Pujsquep.zﬂ{mam'oe de Idp), alors fof = Idp.
**“lo 0 —1) lo+0 0+1) (0 1

ﬂgrcigeg‘l - - = :—-__-_-+-.
Pestun plan vectoriel, dont B=(i,j) estune base.On considére les vecteurs =21 =] St W=1 )

St f endomorphisme de E tel que - () =w et f(w ):21*'.
Caleuler (1), (7). fof(i) et fof(j) enfonction de Tet].

3
Préciser la matrice M de f dans la base B=(i,]) puis calculer M? et M2,

o 26(7) —f(
fv)=w . f{2|—'”""+l Clest-a-dire - T 9T
o 1V 7 gquivauta | T =4i-2
[fIW}=2v = . {{I+]}~4l-—21 f(i)+1(i) 2
% - 1-.'
f(i}:.—-gir-'gl
De ce systeme on déduit que _ . B
f()=31-3!
' fofil]—f[ o] ] S _—f =2
1 (M)—=f(i)=
fof( -_[[ _53 ] T4 _Ff 21
) sijeg (1) (1=

wiwm

* La matrice de f dans la base B=(7.]) est M=] 4
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s 71 (5 T (B_T 35 35
- - — — ——— __.-+__.
|3 3|, | 3 3[_|9 9 g 9f_[2 0
o M= gl 1 5 [5,5 1.2 0 2
—— - — —— e = _—+_.-
3 313 3 3 9 9
57 LI
s g |E 3 200_|3 3
M_MxM—_l _Exozl _,E _1_0,'
3 3 3 3

Scanned by CamScanner



Chapitre 15 : Espaces vectoriels el applications linéaires

fgp\cicES POUR 5" AUTO-EVALUER |

30 minutes

ice 22 ansembles suivanis sont des espaces vectoriels.
onirer que Sh!e des suites (un) telles que, pour tout entier naturel n, on a : Urs2= Ut + 50-= 0. }
sem '

3 Fssttl'l:lsgmble des fonctions deux fois dérivables sur R telles que : "+ af "+ bf = 8, ol  désigne lapplication i
Ges
nife de R- ]
2 45 minutes

i . -
: ot b deux réels, P estun plan vectoriel, dont B={(i , j) est une base.
goif 3

: = a-1 -2a
omorphisme p,, parsamalrice dansla base B=(i , j) : A:I ]

on ééintfend 2ab bla—1)
Quels sont les endomorphismes p, bijectifs ?
peterminer fe noyau etlimage de ,, - On discutera suivant les valeurs du couple (a, b).

préciser €n particulier le noyau et limage de 4 &t donner pour chacun de ces sous-espaces vectoriels, une base.

reice 24 45 minutes
Ei!ésigne un plan vectoriel sur R , et f estun endomorphisme de E tel que N(f) = Im(f).

soit & un vecteur non nul de N(f).
) Quelle est la dimension de N(f) ? De Im(f) ?
t) Etudier fof.

¢ Démontrer ['existence de i , vecteur non nul tel que f(3)=4&.

Démontrer que (a ,1'§]| est une base de E et trouver la matrice de f dans cette base.
Retrouver alors la matrice de fof dans cefte base. L
§(7.7) estune base de E, on pose & = 21 + ] . Trouver la matrice de fdans la base (i, j).

Exercice 25 _ 60 minutes
Sot {7, ,K) une base d'un espace vectoriel E, et soient V=1i—j, w=2]+k.

1) Démontrer que (i, ¥, w) est une base de E et que (V ,w) engendre un plan vectoriel P.

?) Soit p une forme linéaire de E, telle que : (i)=1 et @(V)= p(w)=0. ~
Ceuler (]),, (k) et plus généralement, (m) en fonction du triplet (x ,y , z) des coordonnées du vecteur m dans
abase (7,7, K). .
Endéduire quil existe une unique forme linéaire ¢ satisfaisant aux conditions fixées au debut de celte question.

) Démontrer que : (m)=0 si et seulement si, m appartient a P.

En déduire une quation de P dans la base (T . T k).

4)Soit y une forme linéaire de E, telle que : pour tout vecteur m de P, H(m)=0 etilexiste m vecteur de E tel que
b{m)

=0 Démontrer que (7) =0, et pour tout vecteur m de E, p(m) = P(m)x 7).

|
Rercice 26 30 minutes '

Soit E €space vectoriel sur | |
éMontrer que, s'l existe un endomorphisme ¢ de E tel que pour tout vecteur U de E,
2}‘5::(31 Py alors, limage, Im(g), de @, estincluse dans son noyat, I-terl[liP)-,
e E=C, ensemble des nombres complexes, démontrer que I'application

%Eﬁﬁ Page T e —m)
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéairey

f c — C
z=x+iy—f(z)=Y
vérifiant la condition de la question 1).
Déterminer Imf et Kerf. Vérifier la propriété du 1).
Exercice 27 BAC C - Orléans —Tourﬂs = 1974 70 mi_nu_tgg____
P désigne un plan vectoriel sur R rapporté a sa base (i,])- )

On considére 'ensemble A des endomorphismes  de P, ayant pour matrice, dans la base (', 1.

x et y élant des réels ; est un endomorphisme de ¢

A :la D] ol a et b sont des nombres réels. On pose 2 = fof, f2 = fofof = f2of, etc.
b a

1) étant un élément de A, donner les matrices des endomorphismes %, 3
Conjecturer alors la forme de |a matrice de f pour tout entier naturel non nul n et démontrer ce résultat en raisonnant
par récurrence.

2) Sait Wy =Xg1 +Yp) un vecteur fixé de P.
Calculer w, = f(Wo) . Wa =1(Wy). W, = f(w,), enfonction de xa et ye.

Calculer les coordonnées X» et yn de w, = f(w,_4), d'une parten fonction de Xa-1 €t yn-1, d'autre part en fonction de

Yo , yo et n, pour tout entier naturel non nul n.

3) Application :

On considére les suites (un) et (va) définies par : Up = - 1, vo=1, Un=2Un-1 €t Va = 2Vn-1=Un-1.
Calculer un et va en fonction de n.

Exercice 28 BAC C — Maroc - 1974 45 minutes
Soit E, espace vectoriel de dimension 2 sur K, et soit (i, 1) une base de E .

On considére [, 'endomorphisme de E, représenté dans la base (1,]) parsamatrice M=

a Eb}

1) Déterminer, suivant les valeurs de a et b, l'mage et le noyau de f, notées respectivement Imf et Kerf.
2) Déterminer les matrices M, telles que M2 =M.

A ) 10 .
3) Déterminer les matrices M, telles que M2 =1 o = [0 1] est la matrice identité.

Exercice 29 BAC C - Cameroun - 2005 30 minutes .
Soit E2 un plan vectoriel rapporté a une base orthonormée B = (i .'j'}- . g l'endomorphisme de Ez qui a tout vecteur

—
s

T=xi+y] associele vecteur 'u"=[x +%y]-i'+{—2x—y)] .

1)a) Déterminer la malrice de g dans la base B et montrer que g n'est pas bijectif.

b) Déterminer le noyau kerg et l'image Img de g. ¢) En déduire que kerg = Img.
2) Soit ¥ un vecteur de kerg. Montrer qu'il existe un vecteur G de Ez tel que g(i)=V.
3) Soit 84(—1,2) et &(—1,1).

a) Montrer que B'=(g, ,€,) esl une base de Ez.
b) Donner la matrice de g dans la base B'.

Exercice 30 45 minutes —

Soit V un plan vectoriel rapporté & une base (7, ]) et @ lendomorphisme de V de malrice dans 2 base (i)

Wy : : n & 1 l.lX

1) Déterminer le noyau et limage de 9. A quelle condition kerg = Img ?

———  Page3s6 J
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paces vecturiels of applications linéaires
pose kerg # IM¢.

2:' 0” Sup - = = i -
e prenan! pour base (U, v),avec UEIMy et Vekery , trouver |a malrice de g dans I3 basa (@.7)

sekerg = Imo. Monirer que fon ab # 0 et que (67 5],

On suppo est une base da v/
2ue|ie est la matrice de @ dans cette base ? Que peut-on dire de pop ? '
ice 31
Exercices= : - 50 minut
{51 un espace vectoriel, muni d'une base orthonormée directe (i, 0. es
on définit rendomorphisme ¢ de V comme suit : soit T =xi +yj dansV. o) = (x—29)7 + (<24 y)7

{) Ecrire la matrice M de ¢ dans la base B={(7 , 'i'} _

péterminer les nombres réels Atels qu'il existe des vecteurs T non nuls vérifiant () =Xi.

On trouvera deux vecteurs A et Az (M < Az). -

Montrer que lensemble des vecteurs U de V tels que () =G estla droite vectorielle de base (i+]) etque
fensemble des vecteurs T, tels que (Ti) = \,ii estla droite vectorielle de base (i — ).

) Ecrire la matrice M’ de ¢ dans la base B'= (i +j,7—]).

n étant un entier naturel non nul, on pose ¢! = ¢ et " *1 = poy".
Calculer par récurrence sur n la matrice de I'endomorphisme ¢” dans la base B'.

Exercice 32 45 minutes
Soit V un plan vectoriel. End(V) désigne I'ensemble des endomorphismes de V.

1) On suppose que ¢ appartient a End(V) et Img =kerg.
a) Démontrer que dim Img = dim kerg = 1.

b) Soit T un vecteur non nul de kerg.

Montrer qu'l existe un vecteur ] tel que <) —T ettelque (i,]) soitune base de V.

¢) On pose pog = @ et w désigne I'application nulle de V. Démontrer que ¢ = w.

2) Réciproquement, soit ¢ € End(V) tel que ¢ # w et 2 = w.

Démontrer quil existe un vecteur U de Vtel que (U, (T) soitune base de V.

Quelle est la matrice de ¢ dans cette base ? Montrer que Img = kerg.

35 minutes

Exercice 33

Soit V un espace vectoriel de dimension 3 et ¢ appartenant a End(V). _
On pose pog = ¢2 et pogog = 3. On désigne par w I'application nulle de V. On suppose ¢? # w et * = w.

1) Démontrer qu'il existe un vecteur G tel que (T, (D), (U)) soit une base de V.

2) Soit ¥ = xii + yup({) 4 2 (T) un vecteur quelconque de V.

Calculer (V) (W) et 3 (V) . En déduire le noyau et limage de g, p? et ¢*.

Exercice 34 BAC CE — Cameroun — 1988 . ?;1":“1&5
© estun plan vectoriel muni d'une base (i , ]) - On note End(E). fensemble des endomorphisme

On note (de 'anplinati :

- Note (de 'application identique de E. ismes f de E qui vérifient fof = -Ide.

111 Etant un vecteur non nul, Soit Q I'ensemble des endomorp '
Montrer que tout élément  de Q est bijectif et déterminer =%
Soit fun élément de Q. =

& Montrer que, pour tout réel A, f(T)= XU si et seulementsi, 1=0. .
b) En déduire que, pour tout élément non nul U de E, (3, f(d) estune base deE.

“) Ecrite la matrice de f dans cette base.

%—— — Page 357
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D |
—

E)(E‘RCICE’S PﬁUR ¢ hUTO~BEVALUER — SoLuTIoNs

inclus dans 3( N, R ), ensemble des fonctions définies de N vers R , car les suiles sont des applications ga

a) Fest ;
de montrer que F est un sous-espace vectorielde S(N, R ).

N vers R . Il suffit donc

- Notons (6) la suite nulle.
On a pour tout entier naturel n, One2= Orer = B0 = 0, €1 dONC Bne2—= 30001 + 500 = 0,

Dot (8-) appartient & F ; et par conséquent, F est non vide.
- Soit (v») et (us) deux suites de F, a el b deux nombres réels.

(us)e F, donc pour tout n entier naturel, on a Unez - Juass + SUn= 0.
(va)€ F, donc pour tout n entier naturel, on @ V2= 3vaer + 5va = 0. Ainsi, soit n entier naturel, ona:

(aumz+ bvnez) = 3(auner + bvner) + 5(3Un + b‘-’n} = a(uns2= uner + SUn:l + b{‘.‘m?— 3vnet + 5v) = ax0 + bx0 = 0.

D'ol la suite (au~ + bvs) appartient a F.

Et comme (aun+ bva) = a(Un) + b(vs), alors F est stable par combinaison lindaire.

F est donc un sous-espace vectoriel de (N, R ). Il en résulte que F estun espace vectoriel sur R .

b) Gestinclusdans (R , R).

Il suffit donc de montrer que G est un sous-espace vectorielde (R , R).

- 8 est une fonction deux fois dérivable sur R , et pour tout réel xon a :

(8"+ aB'+ bB)(x) = 8"(x) + aB'(x) + bB(x) = 0 + ax0 +bx0 = 0.

Dol @+ 20"+ b0 = 8. D'oll 6 appartient a G et par conséquent, G est non vide.

- Soit f et g deux éléments de G, o et p deux réels.

f appartient & G, donc f est deux fois dérivable sur R etf"+af'+ bf = 6.

g appartient & G, donc g est deux fois dérivable sur R et g"+ag'+ bg = 0.

D'ol, of + Bg est deux fois dérivable sur R et:

(of + Bg)"+ a(af + Pg)'+ blof + Bg) = (of "+ Bg") + a(af + Bg’) + b(ef + Bg) = a(f "+ af " + bf) + B(g"+ ag' + by)
=0+ p.o
=0.

D'ou of + Bg appartient & G. G est donc stable par combinaison linéaire.

I'en résulte que G est un sous-espace vectorielde 3( R , R ) ; donc un espace vectoriel sur R .

® v, estbiectf si et seulement si det(A) # 0.
a-1 -2a

2ab bla-1)
On en déduit que, 1, est bijectif si et seulement sib # 0.

Q- datA =J =bfa—1)2 + 4a’b =b(5a? —2a +1) , alors det(A) = 0 si et selement sib=0.

* Sib#0,alors o, estbijectif. Donc kenpmz{[}'} el Imgp,, =P.

Sib=0, alorsong A= a-1 -2a
0 0

- Sait U(x,y) dans la base B, un vecteur du plan vectoriel P,

UEJ‘{EI'Lpa.U = "P._o(ﬁl= 0 s [3—1 —2a
0 0

X 0 s
[vHO] = fa=tedn=2

Orle couple (a - 1 -2a) ne
Il " peul étre (0, 0), car sinon, on aurait a = o '
D'o kery, o estla droite vectorielle d'équation (a - 1I)x -nazl::i.t‘? RRTEp,

Une base de kere, o est (2ai +(@-1)]).

-Ona g, (i)=(a—1)7 o Vaoll)==2a7.

Ei_ﬁ%ﬁ% Page 358 E=ﬁ—/
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Chapiire 15 : Expaces vectoriels et applications lincaires
= =3

écrivant comme combinaison linéaire de i , et ne pouvant &tre simultanément nuls (car sinon

1= _Za = m. a10f5 |m'~F‘a
est la droite vectorielle d'équation y = 0, et dont une base est .

o estla droite vectorielle engendrée par le vecteur 7 .
a-ll
gn particuliers kereio
L]

Ime,, estla droite vectorielle engendrée par le vecteur (i).

cenarquons Que Kerprg = Imey -

IR SGnN( + mim() = G-

;’rﬂmsim{f} et dimE = 2. D'ol dimN(f) = dimIm(f) = 1.

b) Soit 5 un vecteur quelconque de E.
on sait que f(U) estun élément de Im(f).

orIm{f) = N(f), alors f (T) estun élément de N(f) ; clest-3-dire f(f(T))=0.

On vient de prouver que, pour tout vecteur U deE, fof()=0.

Alors fof est I'application nulle de E.

¢)e Soit & un vecteur de N(f) — {G} , puisque N(f) = Im(f), alors & appartient Im{f}—{ﬁ}_
len résulte qu'il existe un vecteur § , non nul de E, tel que f(f)=4a.

« Vérifions que (& .B) estlibre:
En effet, soit a et b deux reels.
‘a6 +b3 =0, si etseulement si af(@)+bB — 0. Alors f(af(B)+bB)= 0. C'est-a-dire af o f(B)+bf(3)=0.

Or fof(f) = 0, car fof est I'application nulle, alors on peut donc dire que bf(B) =0.

Puisque f(f) =& =0 ,alorsb=0.

Puisque b = 0, alors I'égalité a& + bB =0 devient ad = 0.l s'en suitque a = 0. (car G = 0).
D'oll a=b=0.On en déduit que (& ,B) est un systéme libre de E.

Etcomme E est un plan vectoriel, (&, B) est une base de E.

* G appartient 4 N(f), donc f(&)=0.

= = 0 1
Or f(f)=a = 1. + 0 , d'ol1 la matrice de f dans la base (&, ) est: [{l D] :
01

o oo oo of

9 &=2747 et & appartient a N(f, alors (&)= 0. Cesta-dire f(])=—2i(1).
Posons f(T) =ai 4-bj .

Onga forcément (a , b) # (0, 0), car sinon f serait 'application nulle et N(f) serait alors égal
vecloriglle, s

Lamalrice de fof dans la méme base est * [

a E. Or N(f) est une droite

Lamatrice de f est alors sous la forme - [z -zz] . On sait quand méme que :

N - il oy .
Cﬂnmo' N(f) est une droite vectorielle et & =27+ ] appartient & N(f).
MMe & =27+ 7 estnon nul, alors une base de N(f) est (&)
-8 - - &
ecundo, f(7) = —24(7) et f(T) estnon nul.

Aors Im(f) est a droite vectorielle engendrée par f(7)=al + bj .

‘%ﬁiﬁﬁﬁ; PAE 150  —————————8)
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applicarions linéaires

: o W  ovstéme B8, cest-a-Gre det(@ , 1(7))=0. Ce quisignifie, 2b- 2=
. Terso, kmif) = N(f), donc (&, f(i)) estunsys ¢ :

— — . a 3 "
1 srgtomant, 3 = 20 ¢t la marice ce [ dans labase (i . ) es! de la forme : [b _a,]-‘:’“be‘i‘“""-‘efﬂmm

quelcongque.
Le Jecteur vérifiera Gue :nutmwpfismfdeEdmtla matrice est sous la forme

satisfai
—2!::] ait toutes Jeg

rr_.'pc:“:ésescseféfutéwf.

BokBn2S o

1) e wabe;cmmﬁree's = = |
ai b +cw=0 équvanta (8~ b)i —(-b+ 2c)j +ck=0. |
Cest3dre(a+b=0,-b+2c=0etc= 0) et finzlement 2 = c_=U. _
(7.7, W) estdonc un systéme fibre, et puisque dimE =3, alors (i ,V,w) estunebase deE.
o Puisque (7,7, w) estlibre, alors (V,w) lestaussi
St P 12 sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs ¥ et W, le systéme (V, w) est générateur de P.
llen résutte que, (7 , W) estune base de P. Par conséquent (V,w) engendre le plan vectoriel P.
2) o df)=oli-T=elD)—ol]) et oW)=1(2] +K)=2¢(1) +o(k).
Or ofT)="tet V) =p(w) =0, alors ¢(j)=(i) =1 et w(k)=—2¢(j)=-2
o De fagon générale, soit m=xi +Yj +2K.
Am) = T +] +2K) = xe(1) + yol 1) + z0(K) = x +y - 22.
o La définttion de (m) est unique, d'oi il existe une unique forme linéaire @ salisfaisant aux conditions :
AN=1 et ofV)=(w)=0.
3) » Supposons que m appartient a P, alors, il exisle deux réels a et b tels que m=av +bw.
Onaalors (m) = a(V) + be(w) =ax0+bx0=0. Finalement, si m appartient a P, alors (m)=0.
Supposons maintenant que m n'appartient pas a P, alors il existe un réel a non nul et deux réels bet c tels
gue Mm=ai +bl+cv.
On aalors w(m) = ag(i)+ by(T) + cp(¥) = a. Puisque a est non nul, alors on a np[ﬁ} =0.
D'olisi w(m)=0 alors m appartienta P.

+On peut donc conclure que, (m) =0 si et seulement si m appartient 4 P. 3
® Soit m=xi +yj +2zk,
m appartient & P équivaut & (m) =0 . C'est-4-dire x + y-2z=0.
D'ols P est le plan vectoriel dont une équation est x + y-2z=0dans la base (i, ]' , E} ;
4) » Supposons que (i)=0,

Soit m un vecteur de E, il existe trois réels a,betct
Comme bu +cv appartient 2 P, alors P(bl + V) =

Comme on a supposé que W |} 0, alors 1b[m)

elsque m=ai T4bli+cv.

*a‘b('“"b(bu-i—cv) 0.
llen résulle que pour tout vecteur m, on a ()= 0. Ce qui est contraire & I'énoncé.
D'ol o :) =0.

. Page 360 S -_ﬁ‘-“‘
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Chapitre 15

: 1'('“ "“.l "'"“‘ of ﬂ'ﬂjl‘ﬁ['ﬂ

S

it Dl droite vectorielle engandréfa par le vecleur | puisque (7§
x S0US-€spaces supplémentaires de E,

m de E s'écrit de fagon unique sous la

‘ W) eslune base da E, alors Delp

ot de m

fme 2l i
- s u formo m = m' - m* o meD el me
.thm"e vectorielle engendrée par 1 , il existe un réel uniquo . fg que m'= o |

ante | B

i — - = o = £
gt:tbtientalch: e(m) = ¢(M) + (M) = p(') = (i) = p(T) = .

g )= v+ ) = ) = Wexi) = d(T) = o) (1), car )=
oo pourtout m de E (M) = b{m)x (7).
M

yeSoitz=x+ iyetz =a+ "‘?' oux vy, ael b sont des nombres réels,
sitaetpdeuxréels. az + B2 = (ax + Ba) + i(ay + pb), donc f(az + fz') = ay + pb = o
fsstune application hnf:awe de C vers C. C'est-a-dire un endomorphisme de C .

o Deplus, on @, soitz=Xx+ly, ou x ety sont des nombres réels quelconques.

Z) + Bi(z).

biiz) = flf2)] = fty) = fly + 0i) = 0.

D'od, pour tout complexe z, on a fof(z) = 0.

fvérifie donc la condition de la question 1).
» Soitz=x + iy, oll x et y sont des réels.

Point méthode :
On rappelle que (C ,+,-), oit + est
Vaddition des complexes ef . la

| .

- multiplication d’un complexe par un

!\réel, est un espace vectoriel sur R . Une
base de cet espace est le couple (1 ,i).

z appartient & kerf si et seulement si f(z) = 0. C'est-a-dire y = 0,

En d'autres termes, cela signifie que z appartientad R . D'oll kerf=R.
o Soitz'=x' +iy', oli X' et y' sont des nombres réels,

 appartient  Imf si et seulement si , il existe un complexe z = x + iy, x et y étant des réels, tel que f(z) = z..

Cest-a-direy =x"+1y". Donc y' = 0 et x' = y quelconque.

End'autres termes, cela signifie que z' est un nombre réel quelconque.

Dol Imf =R . Et par conséquent, Imf = kerf.

2

0

1) Lamatrice de : ® 2 est ﬁr2=[2 :]x[: :]=[2ab 2]‘
a

3 2 a? 0| (a0 a0
o fRest AP =A"xA;= > "3 &)
2ab a%| b a) [3ah a
f4 4 3 . X iy o 0
o flest Af =A" xA;= %% 3% \b a 4% at)

a0
En observant [es malrices de f2, 3, f¢, on peut se dire que la matrice de " est A La"‘*b an]‘

Véri .
“fifions cette conjecture par récurrence sur n, entler naturel non nul :

n
Sotn eng a8 0
Ot n entier naturel non nul, notons Pa la proposition : « JEltrﬂ =[na“”h a“] *
P“"’"”?A;':Ai: ao or a' 0 =[a U]=Ai‘,alnrs Py est vraie.
b a) 2a"b a') (b 8

t aussl vrale.

1]
PRosons Py vrale pour un certain entler naturel non nul k, montrons qué b k1

P K a* 0| (a0
érhypothase Aﬁ:l 0 ]x[b a]

a k+|= k A=
@b k| Donc, Al =Ap XAl [ka""b gk
%ﬁ = Page 361 )
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3 Proposition Py.; est aussi vraie.
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| lln!lnh I Mti.m Ve ool o uﬂ"fh R
"

I i l
O poul dong conchune que, ot koul el el 1 el on A ‘“"" A "”‘
2) o wy = Nl | yol . Ona

“I -“u],_[ o ].nhun Wy~ i1 (g 1 ayg) |
allYo) D% I Ay

n} ax ]_
aJ{bxg | Yy Jabwg | “Jvl:'

. i f
wi= ). O

o Wy = I(wy) . O [r }'"l“'“ Wy = 0 el (b 1ty
: )

I'l"lf” ! i
=l 4 Al wy - :l'!”i | ('.'In"hr” | ::’-,q,)f
(T PR

] el ﬂ u‘ “ H
. w,—l(w,.).th[ ”J
' bon ;'ﬂl.'ll" | 0¥y

it e 1 0 -] oo, T )

On en dédult que ; Xa = axa. 1 ol ya = DX 14 AYn- |
« Montrons par récurrance sur n que, pour toul enller naturel non nul n, on i ; w“ ~"(wy)

Pour n# 1, onabel ol blon w. - 1[w4,} par tdfinitlon,
Supposons w, = " (Wy), pour un cortaln entler naturel non nul k,
Alors puisqua par définillon, wy 1 = 1(w ), lors on - wy y = ([1* ()] = 1*' \wy).

D'oli d'aprén lo :Jnnchm do rdcurrance, pour toul enfler naturel non nul n, on a: w, = 1"(wy).

I‘I"h‘”
Cnnl‘i‘ltﬂm[ ] 1 = f g |’
"y n” na" g 11"y

On conclul alors que X, = A" ol yn A= b + A",

3) On romarqua que : soll n entier natural non nul o A g
RS , Vi g 129y 1 2)(vy

- . ' 2 0
Posons W, = U, [ 'i"o’n‘t A-—( . 1 ]ulfI't:nrlmnmpl|lﬁnm i P, do malrlca A,

S — n0
On n alors wy, = 1(W,,..1) mals nussl, A oel do I forme LJ ﬂJ Jmvacn s 2alhe g,

D'aprés la quontion 2), w, = 1"(wg) 611" pour matrca Ar,
" 2
D'prés I quostion 1), A, = ‘ 0  Aingl, [”ﬂ 2" [”uJ o e 0 N
- P vn VPl (7) R (T A PR AT
Uy #= 2"

Finalomaont , 4
Ve na 2" V2 g )2

Solution 28
1) Tost bijachf sl of souloment sl, dol(M) 7 0, ¢'osl-d-dirg 57 - 217 /0.

Finalomont, { st bijoctf sl of saulomont sl & v b2 of g 7 |
81 8w b7 o o ~bZ, nlors st bljoct f par consdquont, Im(f) » £ ol kel = { d} ,

Jh  w
b J)

——————————————————— }'1)(]0) )] __—/
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels el applications linéaires

U 3'01 5 * [ ] | I | 1 L] Ei ('} ES! |a dlolt..-‘ V‘..dw'ﬂ,e.
—
e — __--lﬂle ‘i l .

|

—2b

e de festalors M =[
est la droite vectorielle d'équation X —yﬁ =0, et Im(f) est |a droite vecioriefle |

—~b 2
tric
of p# 0, alors lama ]
. V2
srifiera qu'alors - Ker(f)

rvé
e ectel! - > =
par le vecteur € =J2i+].

- |
glors f est 'application nulle. D'ol kerf=E et Imf= {[l} : ]

, (2 2 [a Zbl a?+20°  4ab
e = X =
gona: M [b al lb a 2ah  at+2b?

g%

sia=b=0

.
[

, etenfin

2 2 _
a®+2 'a,c'est-é-dire 2 57
a"—a+2" =0 a?—a+4+2b* =0

1
b(1—23)=0 b=0oua=-—
.« M2=M équivaut @ 2
pins, M = M € ‘ 2ab=b [

5 b=0,alors a=0 ou a=1.

V2

—_—

1 2
Sia 2,alt:urs n u 2

y

P

10 ¥
0 1

[h:ﬂ oua=0

MIAMI&n

hl&TMIA

. 00 T
Les matrices M telles que M2 = M sont : '
00 1
2

2 2
a"+2 ‘1_ C'est-a-dire

2ab=0
Sia=0, alorsona bm—f— ou b:—% .

Sib=0, alorsona a=1ou a=-1.
2

3]M?=1équwalenté{ 2 4 oh? =1 '
a —_

0 10 (-1 0
Les matrices M telles que M2 = | sont: | /2 A g8 0 -(0 1] e {D _.1]'

1 W T
l)e Ona T=174+0] et J=07+11-

1

o g 1 &
ase B=(i , j) estdonc h-—-[ 21] . |
|

)} s = = ci
ohg[|)=|._2j et g(j):%i-—j. Lamatricedegdanslab n

1 ors g n'est pas bijectif.

1
-2 =1
ble gy = v =
Soit = ] +Yj , un vecteur de Ez, U appartient @

traduit par e systéme : [

* Puisque detA —

kerg signifie g(t)= 0.
X+ -1—'; =0
2 .

CE qme . -
QUWauté [X 1 = A 5
+_y i +(_:!x_'r'“__ﬂ. Elqlﬂ se -ZK—Y__U =

S deux equag
©quations du systéme sont équivalentes.

% Page 363 ﬂ
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applications linéairey

Le systéme se réduit alors & I'une d'entre elles, soit 2x +y = 0. L
D'oli kerg est la droite vectorielle d'équation 2x +y = 0. Une base de kerg est (—i +2j).
e g(i)=2g(]j)= 0. Donc e systeme (g(i), q(])) estli.
Or Img = g(E) est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs a(i) et g(]).
D'oll Img est la droite vectorielle engendrée par le vecteur g( i)= 1= 2T . Une équation de Img est 2x + y=0.
¢) Img et kerg sont la droite vectorielle d'équation 2x +y = 0. D'oli Img = kerg.

2) Soit ¥ un vecteur de kerg, puisque Img = kerg, alors ¥ est un vecteur de Img,
Et par conséquent, il existe un vecteur U de Ez, tel que g(u)=V

-1
1
Donc, (€ ,&;) estune base de Ez.

3)a) det(&, ,&,)=| =1=0,donc (&, 8,) estun systéme libre du plan vectoriel E;.

b) & appartient & kerg, donc g(,) =0

= = - = a1 = 1= = 1, - = 1.
Et Q[Ez}=—9{':|+9(”=—'+21+E|—]=——!+]=5[—I+2|‘)=Ee1

2
o 1
D'oli la matrice de g dans la base B’ est : 2]
00
Solution 30 |
1) ® Soit T=xi+y] un vecteurde V.
U appariient a kerg si et seulement si , WEEgy =Y . C'est-a-dire ax + by = 0.
Aax+ by =0

Or le couple (a , b) est différent du couple (0, 0).
D'ols kerg est la droite vectorielle d'équation ax + by = 0. Une base de kerg est (b —a ;}

o o(i)=a(i+Xj) et ¢(])=b(i +X]).
Le couple (a , b) étant différent de (0, 0), l'un au moins des vecteurs (i) ou :p{T] est non nul.
(i) et p(j) sont colinéaires au vecteur non nul 7 + N .
Img étant le sous-espace vectoriel engendré par (1) et @(7) , Img est la droite vectorielle engendrée par le vecleur

&=1-+\] . Une équation de Img est Ax-y = 0.

* kerg = Img si et seulement si le systéme (7 + }\'j' .bi —aj) estlié, cest-a-dire 0.

b
—-a X\

On en déduit que kerg = Img si et seulement sia + Ab = 0.
2) Remarquons que, si kerg # Img, alors (7 + ] ,bi —aj) est une base de V.

e Tckerp,dol (W)=0.

o Soit T=xi + yj un vecteur de V. U appariient 4 Im, si et seulement si Ax — y=0.
C'est-a- dlre y = Ax. D'oli le vecteur U a pour coordonnées (x, Ax).

a ax -+ Zbx
ha lb 3) [ hax+ M =(a+}‘h}[>~x]‘ Dol p(T)=(a+\b)i.
D'ois la matrice de @ dans la base (G, 7) est: [a +Xb 0]

ol
3)  D'aprés la question 1), kerg = Imo si et seulement si a + Ab = 0.

e Page 384 =___—ﬁﬁﬁﬁﬁ‘w
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Chapitre 15 ; Espaces vecturiels o applicationg linéairey

0 si et seulement si a = 0).

20, @ alors (3 +Ab 0, 0), ce qui est contraire & I'hypotha
5ib® ient @ palors (8. [eb851 noi nul. peneele.) i
e qu
Uﬂp It alors Cﬂndur q 0

=b.

Onadﬂl(b’“'ﬂj H_ -a 1

44 st non nul, alorson a dE“bl —a] ' }_):tn D'oli {b? H-j. ,-:) est une base deV.
or
3 appamentékercp.dou p(bT —aj)=0, et ¢(j)=bi +Xbj =(bi — —a])+(a+\b)j .

0
Iamatrioedemdansiabase (bi—aj,]) est.[ 1 ]

o e T ——
]

ool 0 a+Xb
d - [n 1 ]x[ﬁ 1 0 a+X 0 1
» La matrice de ¢O@ 0 a+Xxb) (0 a+xb) (o (a+ \b)? {EH\b)[o a+hh]'

» Do 909 = (a +Ab).

oilon 31 T R B B G R U TS e P

fleOna @('i') =Ty 2? el t.p{-]'] =-2i +'j' . Donc la matrice de ¢ dans la base B est: M =[ 12 _12] i

o Soit T=xXi+Yj unvecteur duplan V.
oll) = U signifie [ _2][ ] [}\x] Ce qui équivaut a { o i . C'est-a-dire l (1=Ax=2y=0 (1)
—2X4+y =Ny =2x+(1-X)y=0
1—-x =2
-2 1=
SiA#-1et A#3, alors & # 0. Le systéme (I) admet donc une unique solution (0, 0).
Le seul vecteur U tel que (li) =T estdonc T=0.
Sik=-1ou k=3, alors §=0. Le systéme (I) admet une infinité de solutions.
Dol il existe au moins un vecteur T non nul tel que (i) =\u .
En conclusion, il existe des vecteurs T non nuls vérifiant (i) =\U siet seulementsiA=-10uA=3. ‘

Onaalors Av=-1et Az=3.
* Pourhi=-1:
e systeme (1) est équivalent a 'équation x — y = 0.
Ainsi l'ensemble des vecteurs T tels que () =—1u estladroite vectorielle d'équation x -y = 0.

Le déterminant du systéme (1) est: § = =(1-N2—4=(-1=N)3=)).

Une bzse de cette droite vectorielle est (i+7).
' Pourk;=3:
Lesystéme (1) est équivalent 4 I équation : x +y =0,
nsilensemble des vecteurs G tels que () =30 est la droite vectorielle d'équation x +y = 0.

Une base de cefie droite est (i — ). | |
2
) Vérifions que (i+7,7—7) estunebase de V:

Eneﬁet,de,{[+ili_vj)=|1 1
1 -1

P02l =T +T) ot W(T-T)=3(-T).

=220, Db (T+],71—]) estune base de V.

La matri = P
atncedeapdanslabase (T+7.7=T7) est: M.=[ 01 g]

*Ona: m<2 _ l1 0) (-1 0)_ (—1)? u
A P P
N—E PAge 365 e :
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Chaputre 185 : Iypaces vectoriels ef applicativnu lndaise

MY = MZxM = ][' D ) ] I“ ﬂ]
& u 9 u 27

. ) _ {—1;! 0
On peut conjecturer que : M'".—[ ¢ s

Vérifions cette conjecture par récurrence :
(- ﬂ]

Pourn=1,onabien M'= " .

1 .
Supposons que pour un certain naturel k non nul, M* = [( D) 3,‘] , Montrons qu'alors

|:""1)t+1 n
o =[ 0 3“1]_

- 0
D'aprés I'hypothése de récurrence, on a : M* = {( ) ]

= ('__1:|t+1 D ]
0+0 0+3*%3 0 3
_[=n" 0]

Alors, d'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel non nul n : M™ _[ 5

o' M*H:kam.:[(—u" u] [{ Px (=140  0+0
0

1) Pour les questions 1)a), b) et c), voir l'exercice 24. )
2) » g élant non nulle, il existe un vecteur T non nul tel que (t)=0.
Soit a et b deux nombres réels,
ail + be() = 0 implique w(ali +by(T)) =0 . Donc ay(d)+bypop(@)=0. (1)
Notons que oy =w alors poy(l) = 0
L'égalité (1) ci-dessus devient alors ap(ii)=0 .
Comme (d)=0, alorsa=0.
Puisque =0 et ali + be(T) = 0 , alors byp(Ti)= 0. Comme (3) = 0, alors b =0.
Ainsi, si ali 4 b(l) =0, alorsa=b =0, D'oll (1, (T)) est un systéme libre de V.
Et puisque dimV = 2, alors (i, (U)) esl une base de V.

® U)=00+1.p(U).

Or el(@) = 0, alors fa malrice de ¢ dans la base (7, p(T) est: [{1] g] )

» Soit X un vecteur de V de coordonnées (x y) dans la base (T, w(i)) .
X = xt+yo(U), donc w(X) = xp(T) + yip 0 (T) = xp(T) .

Ainsi, p(X)=10 signifie que xp(il) = 0. C'est-a-dire x = 0 (car p(li)=0).
Kerg est donc la droite vectorielle d' équation x = 0.

® [mg est la droite vectorielle engendrée par le vecleur p(l), (car plp(l)]l= 0. (@)= e
espace de V engendré par (U et ()] ).

Une équation de Imp dans la base (3, (U)) estdonc x = 0. Il en résulte que Img = kerg.

==,  Page 366
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Chapitre 13 : Bspaces voctoriels of applicationy linds
s et appli s néalrey

oo, 00 8 2 . Dol il existe un vecteur il non nyj 1ol quo o (i) »

- - 29 - = -t
qua. L;.(u) = u ({.'Br EIHDII ' (ll:l = 1{3[1{7(”]] = lp(n) =) , €0 qui osl Gunlrﬂim A |ﬁn0nc¢]

| DTS =

™ emaraue — v 2y 1 g

12,08 ¢ frois réels, st au +lmp(4 )+ 0p*(T) =0, alors y?(ail A-Dep(il) - cep () =
ta - =&
v e a¢2[ﬁ}+bgp3l:l1:l+0'p (U)=0.

-es =4 -l A l‘ - -4 -4 =4
0 ) a2 (@)=0 (e e (1) =0 et " (1) = [y’ ({i)] = p(0) = 0). Or W3(T)+ 0, alorsa=0,

o L .
, = 0, alors [égalité all +bw(T) +co?(T) =T devient byl ce?(T) =

PR —

Comime I b -
i ;(w{ﬁ]-!-c@z':uﬂ =0, c'est-a-dire bLPE{lI] 3 Elp:!(u) =0 Soit b@z(ﬁ] = ﬁ '
pjsque ¢ (0) = 0,alorsb=0.

wintenanta =0 = 0. Donc I'égalité ali +bip(T) -+ cp? (i) = 0 devient c?(d) =3 . Soitc =0 (car o2 (T)==0).
oo condlut donc que si all+bip(T) + cp?(i)=0,alorsa=b=c=0,
par conséquent, (U, (T) ,9?(T)) est libre, et donc une base de V, puisque dimV = 3,
) Soit V= X0+ () + 207 (0)
o) = e+ Yo () + 20 (@] = X(T) + yep? (8) + 2° (@) = xep(T) + y(T) .
S =relxp(l) + Yol ()] = x0? () + ot (@) = xo?(T) et @*(V) =[x’ (U)] = x4 (@) =0.
o o(¥)=0 sietseulementsix=y= 0 (car le systéme (p(T) ,*()) est libre).
x=0
Dol kero est la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: 1y = 0,keR.
z=k
Sot V' = X'T+y'o(T) + 2'¢2(U) , (V)= V" sietseulementsix'=0,y =xetz' =y.

Img est donc le plan vectoriel d'équation x = 0.
o (V) — D sietseulementsi x =0. D'ou kerg? est le plan vectoriel d'équation x = 0.

¢’ (V)=7" sietseulementsix' =y =0etz'=x.
x=0

Img est donc la droite vectorielle dont une représentation paramétrique est: 1y = 0,keR.
z=k

* ©’(¥)=0, pourtout élément V de V. D'oll ¢° est l'application nulle de V. Donc kerg? = Vet Imp= {0}

1) Soit f un élément de Q, on a fof = -Id&. _

Off:af = Idz i et seulement si —fof = Ide. Donc fo(-f) = (of = IdE.

000 f est bijectif et sa réciproque est f-! = -f.

Autres méthodes : . - {ﬁ} ona:
Pour montrer que f est une bijection, on pouvait aussi vérifier que det(f) # 0 ou vérifier que kerf=1{Uy. :

i = = =- I
Dans e premier cas : fof = -Ide, donc del(fof) = det(-Ide). C'est-2-dire (det(f))? = 1. Donc detf = 1 ou detf = -1. |

Par conséquent, on a detf # 0, et donc f est bijectif. i 2 7
Dans | = : 1 lement si f(d) =0, donc f (u=0. i
@second cas : U appartient & kerf si et seule i

—

Orfof =-1dz, alors ona —G—10 et donc U=0.

g = < isme injectif).
Par conséquent, kerf = {0} , et f est bijectf, (car festun endomorphisme inject)

| e PageWT jfL
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Chapitre 15 : Espaces vectoriels et applicalions linéaires

E— g ——

S Point méthode :
e Soit f un endomorphisme de E, et M la matrice de f dans une base donnée. On a la remarque Stivany
Le déterminant de [ est le déterminant de sa matrice, e:
Le déterminant de f ne change pas méme si I’on change de base. C'est-d-dire, soit B et B” deux bases
matrice de f dans la base B et M’ la matrice dans la base B’, on aura detM = detp”,
e Soit A et B deux matrices carrées d'ordre deux : det(AxB) = detAxdetB.
Done soit f et g deux endomorphismes de E, detfog = delfx detg.

de E, p 1,

é)a} Soit U élément de E et f un élément de Q.

f{@)=\u sietseulementsi f[f(u)]= f(\i) (car f est injective).

Ce qui équivaut & F2(3) = M(G) . Ceest-a-dire —i= X7 . Ce qui équivauta (N +1)i=0.
Ce quiéquivaut 8 T=0 (car A2 + 1 est différent de zéro).

Ainsi, f(ii) =\ siet seulementsi U= 0.

b) Supposons le systéme (U , f(U)) lié, alors il existe un réel A tel que f(u)=Xu.

D'aprés la question 2)a), on en déduit que T=0.

Or par hvoothése, ona Gi= 0, alors le systéme (i, f(d)) est libre de E.

Et comme dimE = 2, alors (U, f(U)) estune basede E.

¢) f(H)=00+1f(@) et f[f(H)]=—0=—110+0f(T).

D'oli la matrice de f dans la base (U, f(u)) est: [[1] —(}J

\ Page 368 —
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' 9|(¢) APPLICATIONS AFFINES
RAPPEL DU COURS

Dans ce cours, P désigne le plan et V son plan vectoriel associé
. t :
E désigne 'espace et W son espace vectoriel associde

A. Définitions - Détermination dune application affine

Aj - Définitions

a) Définition :

On appelle application affine du plan P (respectivement de I'espace E), toute applicati P i

deE vers E) quj conserve le coefficient de colinéarité. - : Pipvcalon fde P vers P (reepactivement
C'est-a-dire, soit A, B, C et D quatre points du plan (respectivement, de I'espace) et a un nombre réel.

Si CD=aAB, alors on a aussi f(C)f(D) = af(A)((B).

b) Définition équivalente ;

On appelle app!ication affine du plan P (respectivement de I'espace E), toute application f de P vers P (respectivement
deE vers E) qui conserve le barycentre de deux points pondérés.

C'est-a-dire, si G = bar{(A, a), (B, b)}, alors on a aussi f(G) = bar{{f(A), a), (f(B), b)}.

A; - Détermination d’'une application affine

a Expression analytique d’une application affine :
Pour définir une application affine, il faut et il suffit de donner son expression analyfique.
* Une application f de P vers P est affine si et seulement si, son expression analytique est sous Ia forme

X'=ax+by+c

V'=a'x+b'y+c

* Une application f de E vers E est affine si et seulement si, son expression analytique est sous Ia forme,
X'=ax+by +cz+d

Y'=a'x+b'y+c'z+d' ,ola,b,c d a,b,c,d,a"b" c"etd" sontdes constantes réelles.

z|:a||x+b||y+cnrz+dlr

,,oua,b,c,a\ b etc sontdes constantes réelles.

b) Endomorphisma associé a une application affine : . _
"€ application f de P vers P (respectivement, de E vers E) est affine si et seulement si, on peut trouver un

Endomorphisme ¢ de v/ (respectivement de W) tel que, pour tous points A et B de P (respeclivement de E),

---_-_— S
f(A)(B] = (AB).
Cet endomg phisme ¢ lorsqu'il exi ique. On dit que @ est I'endomorphisme associé & f.

'] -y s ¥ .
our définir une application affine f, il faut et il suffit de donner son endomorplisme associé g, un point A of son

»
uf

in FOTL AN
298¢ A’ par f. Ainsi, soit M un point ¢t M’ son image parfyona: A'M'=p(AM). Ty

2] 'g‘age d’un repére affine :
"Our définir une application affine du plan P, il faut et il suffit de donner les images A", B et C' de trois points icn

Algnés A, Bet .
* Pour définir yne application affine de I'espace E, il faut et il suffit de donner les images A', B', C' et D' de quatre

"Nts non coplanaires A, B, C et D.
====u Page 369 e P
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Chapritre 16 : Applications affines

Remarque’;

¢ Dans le plan. ' g _ -
Soit [ et g deux applications qffines et A, B etC frois points non alignés duplanzSgy
Sif{A) = g(A), /1B) = g(B) ¢! /IC) = 2(C), alors les applications affines f €12 30MLEL

» Dans I’espace.

A, B, C.et.D quatre poinis non capfanaire_n_f :
e(D) alors les applicatio

A, - Exemples d’applications affines

a) Translation : _
e La franslation est une application affine. Son endomorphis
o Une application affine est une translation lorsque son endo

W.

b) Homothétie : . i .
« Toute homothétie de rapport k est une application affine. Son endomorphisme associé est Ihomothetie vectorielle de

rapport k, qui est I'endomorphisme qui a tout vecteur U, associe le vecteur ki.
e Une application affine est une homothétie de rapport k lorsque son endomorphisme associé est une homothétie

vectorielle de rapport k.

me associé est I'application identique de V ou de V.
morphisme associe est I'application identique de V oy da

c) Rotation :
e Toute rotation d'angle o est une application affine. Son endomorphisme associé est [a rotation vectorielle d'angle g,

[ = el
e —

qui est I'endomorphisme qui & tout vecteur U, associe le vecteur U' tel que: o i
mes(U, U') = of27]

d) De fagon générale, les projections, les isométries, les similitudes sont des applications affines.

B. Propriéles

B: - Image d’une droite, d’un plan, de I'espace par une application affine

a) Théoreme :
¢ L'image d'une droite par une application affine du plan P ou de l'espace E est soit une droite, soit un point.
e L'image d'un plan par une application affine du plan P ou de I'espace E est soit un plan, soit une droite, soit un point

¢ L'image de l'espace par une application affine de I'espace E est soit l'espace E, soitun plan, soit une droite, Soit un
point.

b) Point Méthode :
o Pour déterminer P'image d’une droite (AB) par une application affine f, on peut déterminer.les images fA)=Alel
{B) =B’
Si A’ = B’, alors 'image de la droite (AB) par. f.est le singlefon {A').
Si A’ # B’, alors U'image de la droife (AB) par [ est la droite (A ’B’).
e Pour déterminer U'image d’un plan (ABC) par une application affine f, on peut déterminerles images fid)= A5
(B)=B"etfIlC)=C".
Si A’ =B’ = C’, alors I'image du plan (ABC) par f est le singlefon {A’}. '
; S:Ei', B’ et C’ sont alignés ef non tous confondus, alors 'image du plan (ABC) par f est la droite passant P A
‘et C'.
Si A’, B’ et C’ sont non alignés, alors U'image du plan (ABC) est le plan (A’B’C’).
¢ déterminer 1e°

o Pour déterminer ['image d’un espace (ABCD) par une applicati H g
: : el 4 pplication affine f de I'espace.E, on pes
images flA)=A’,fiB)=B’, f{C)= C’ et iD) =D’. ffine f e
SiA?=B’=C’=D/,alors I'image de I'espace par f est le sin, ;
e ) » » = - gh.'rﬂ‘” {A }, ;l"
SiA’, B, C’ et D’ sonl alignés et non tous confondus, alors I'image de Vespace parfestla droite passant P

B!, CletD.
SiA’, B’, C’ et D’ sont coplanaires e =

B, Crel D s et non tous alignés, alors I'image de I'espace par f est le plan
Si/A?, B', C”et D" sont non coplanaires, alors Pimage de I’espace par f est e

]
pﬂss‘jﬂ" pﬂ‘-"ﬁ' r
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Chapitre 16 : Applications affines

ﬁﬁf’/’_—_—* e ——
Bz - Ensemble des points invariants par une application affine

a) Théﬂ‘l’ém
, ideuxP

. ‘L
vanants P& . N
o Si lmls.pmnts non alignés A, B et C sont invariants par une application affine f, alors tous les points du pfan (ABC)
sont invariants.
o Si quatre pO
oints 08 |'espace Son

el:
oints distincts A et B sont invariants par une application affine f, alors tous les points de la drait (AB) sont

ints non coplanaires de |'espace sont invariant s
L S par une - -
t invariants par f. p application affine f de I'espace, alors 10Us €5

Re
s Dans le plan. " ey
lication affine laisse frois poinis nomn alignés invariants, alors elle laisse

; une app -
o lication identique du plan.

{ous les poinis du plan in variarnis =

cest I'apP

alors elle laisse tous les points de I'espace

b) Théoréme y 2o
mble vide, sait un

» Dansle plan P, lensemble des points invariants par une application affine f de P est : soit l'ense

gngleton, soit une droite, soit le plan P.
, Dans l'espace E, I'ensemble des points invariants par une application

singleton, soit une droite, scit le plan, soit 'espace E.

affine f de E est: soit I'ensemble vide, soit un

B, - Conservation de certaines configurations géométriques

ts pondérés (C'est-a-dire Si G est le barycentre

Toute application affine f conserve le barycentre d'un systéme de poin
- (!(AHJ ] H“))l

des peints ponderés (A , ai), (Az, @2) . .. (Aa, &), alors f(G) est le barycentre de (f(A1) , a1), (f(A2) , az).
lalignement des points (C'est-a-dire, si A, B et C sont alignés, alors f(A), f(B) et f(C) sont aussi alignés)

el le milieu d'un segment.

ok TVWMMWL%

C1 - Définitions
u de I'espace E), toute application bijective de P vers P (ou de E vers E).

» On appelle transformation du plan P(o
cation affine bijective.

o Une fransformation affine est une appli

-

C, - Condition pour qu'une application affine soit bijective

» Soit f une application affine de P dans P et@son endomorphisme associe.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

P1) L'image de P par f est P.

P2) ftransforme trois points non alignés en trois
P1) ¢ est bijectif.

Si l'une des trois propriétés est vérifiée, alors il en est de méme pour les deux aulres. f est alors bijective.
» Soit f une application affine de E dans E et p son endomorphisme associé.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

points non alignés.

P1) L'image de E par f est E.
P) fransforme quatre points non coplanaires en quatre points non coplanaires.
P3) ¢ est bijectif.
alors il en est de méme pour les deux autres. f est alors bijective.

Sil'une des trois propriétés est vérifiée,

C, - Propriétés d'une transformation affine

.dessus, la transformation affine :

Page ] S ——

Outre les propriétés de I'application affine citées cl

e

e ———
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Chapitre 16 : Applications d ffines

o transforme une droite en une droite, un plan en un plan et l'espace en l'espace.
® conserve le parallélisme.

C4- Composées et réciproques d'applications affines

» Soit f une transformation affine et ¢ son endomorphisme asfsocié. o 1
La réciproque de f est une transformation affine d'endomorphisme associé la réciproque ¢-' de ¢.

» Soit f et g deux applications affines d'endomorphismes associés respectifs ¢ et y.
fog est une application affine d'endomorphisme associé poy.

D. Affinités dw plarv

Soit (D) et (&) deux droites sécantes du plan et k un nombre réel. o . .
Une affinité de base (D), de direction celle de (4) et de rapport k est l'application f de P vers P qui a tout peint M du

plan, associe le point M' tel que A" = kAM . ol H désigne le projeté de M sur (D), parallélement a (4).
Lorsque (D) et (A) sont perpendiculaires, on dit que f est I'affinité orthogonale d'axe (D) et de rapport k.

Remarques :

e Si k=0, alors Paffinité f est une projection sur (D) parallélement a (4).
Si k = -1, alors Paffinité f est une symétrie d’axe (D) parallélement & (4).
8i k= 1, alors Vaffiniié f est Papplication identigue.

e Toute affinité du plan est une application affine du plan.

Si son rapport k est un réel non nul, alors cette affinité est une transformation affine el 5a reciproque est ne

. |
affinité de méme base, de méme direction el de rapport -

e Soit f une affinité de base (D) et de direction celle de la droife (4).
(D) est I'ensemble des points invariants par f.
(A) est globalement invariante par f et pour tout point
droites (MM?) et (A) sont paralléles.

M du plan n’appartenant pas a (D), et M” son image par f, les '

——————— ey Page 32 ﬁﬁﬁfﬁﬁfﬂ '
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Chapirre 16 - ]
re 16 : Applications affines

eXERCICES POUR COMPRENDRE LE Coups

A. Généralitsy

1- Déterminer I’ '
Déterminer I'expression analytique d'une application

gice 1
Le plan est muni d'un repére (07, 7).

f est une application affine de P dans P défini _
. e par la donnée de A(2, -3), son image A'(-1, 4) par f et la matrice

-—

péterminer les coordonnées (X', y') de M' image de M(x , y) par f, en fonction de x et y.
Soit M(x , y) un pnin.t_ﬂl plan, M'(x', ¥') son image par f.
Ona TATTM) =@(AM) , cest-a-dire AM'=p(AM).

-3
B 4 | de son-entomamhisme 85sacié ¢ dans b base (..

x'+1 -— = !
Ce qui équivaut a[ .+ =[2 3]{“ 2]_{;'3%3_{11,& x+1)_[(2x=2-3y+3))
y-4] =1 4]ly+3 y-d4) |~(x—2)+4y+3)
. X'+1=2(x—-2)- oy vy —14
On obtient alors le systeme ,+ (K] =yi-D) . Il en résulte que e 2x =yt ‘
y'—4=—(x—2)+4(y+3) y'=—x-+4y+18

Exercice 2
Le plan P est muni d'un repére (O]
Ondonne A(1, 2), B(2 , 4), C(1 [-3), A1, 0) = f(A), B3
Déterminer les coordonnées de M’ = f(M), ol M est un poin

- -

i,j). festune application affine de P vers P.

M) =f(B)etC(1,-3) = f(C).
t quelconque de P de coordonnées (x , y) dans le repére

©:;7.1)-
MII e du plan:

Vérifions que les points A, BetC forment un reper
= —-5 = 0 -

s 14 8
o —( 0 1otAB.AC)=
Eneffet, ona AB ; et AC , donc det(AB,AC)= 2 _5]
2 5
olinéaires, c'est-a-dire que les points A, B et C sontnon alignés.

On en déduit que les vecteurs AB et AC sontnon ¢

Donc (A, B, C)estun repére affine. . e

Soit p I'endomorphisme associé a f. péterminons |3 matrice de @ dans la base (i,1):
AB) — {(A)(B)=AB %)~ [ACI=AC'

Ona o(AB) = FA)B)=AB" &t P(AC)= fAJi(C)=A"C":

Or AB'—di 4T et AC'=21- *On obtient alors (& Y3
rAB'=4i+4] et AC'=2i-3] 2. 3~

o - il - = 1= - :
Wi +2])=41+] it Lp(i]+2_LP“:'f4'j].Donc Lp(i)=%|"‘gl et w(i)=—31*5!"
p-57)=2i -3] ; ~5(1)=21 -]
u 2
- 5 5

La matrice de @ dans la base (i 1) estdon¢| 4y 3 [

|75 5

en fonction dexety:

Déterminons les coordonnées (x,Y) deM

St Mi(x , y) eL M, ) des points U P
5 Page n ﬁ -
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— o Chapitre 16 : Applications affines

f(M)=M' siel seulement si Fﬁ':up(m}.

2
C'est-a-dire 3 o [X_TJ.:[HT ].Ilen résulte que {3 .
13 v-27y i By
5 5 5
Exercice 3
Dans l'espace E, muni dun repére (01,7, k), fest I'application affine qui transforme A(T, 0,-2),en
3 1A

A(4,3,1) etdontlamaticeest &=| -3 1 —3| danslabase (1.7 k) etson endomorphisme associé g,
{ =9 =3

Déterminer les coordonnées (X', y', z) de M', image par f de M de coordonnées (x,y,z), enfonction de x, y et z.
Soit M(x, y, z) et M(x', y’ , 2') deux points de l'espace.
(M) =M signifie TA)(M) =p(AM) .

x'+4 2 -1 4) (x=1
Cest-a-dire A'M'=p(AM), qui équivauta [y'=3| = |-3 »1 =3[ | y [, puisa
2'~1 1" =2 -2 lz+2
X+4) [ 2Ax—-N)-y+4(z+2) X'=2X—y+4z+2
y'—3|=|-3(x—1)+y—3(z+2)| etenfina {y'=—3x+y—32
z'—1 x—1=2y -2z +2) P=yx—2y—27—4

x‘:Zx—_y+4z+2

D'ois f transforme M(x , y , z) en M(x', y', Z), 00 {y'=—3x+y—3z
2'=x-2y-22—-4

Exercice 4

L'espace E est muni d'un repére (O; T ; k).
Lapphcatlon affine f de E vers E, transforme les points O, B(1,0, 0), C[U 1 [}) e D(0,0,1)en0(2,-1,-1),

B(1,-3,1),C(-2,1,4)etD'(1,1, 1) respectivement.
Délenniner les coordonnées de M'(x'. y', Z), image par fde M(x , y, z), en fonction de X, y et z,

On remarque que les points O, B, C et D sont non coplanaires, donc ils définissent un repére de 'espace.
Soit ¢ I'endomorphisme associé af, ona: p(OB)=0'B', ¢(0C)=0'C' et ¢(0D)=0D'.

-

Cestadire: p(i)=—1-2]+2k, @{)=—47+2]+5k et wK)=—1+2]+2k.
L -1 -4 —
La matrice de ¢ dansla base (i , j k) estdonc |-2 2 2.

2.8 ¢
Or (O)f(M)=p(OM) équivauta O'M'=(OM).
. ' x=-2] (-1 -4 —1)(x X'=-X—d4y—-2+2
Cequisetraduitpar: [y'+1|=|-2 2 2 |ly|. Onobtient V'=-2+2y+2z-1.
Z+1) |2 5 2|z 2'=2+5y+2z—1

—————————  Page 374 .ﬁﬁﬁﬁﬁ
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o Chapitee 16 ¢ Applications affines
2 - Reconnaitre une application affine définie par son expression analytique

E;grgigﬂfl - . .

f désigne rapplication du plan P vers [ui-mame, quia tout point M(x , y), associo lo point M(x', y') ol
:,:' =3 2? +1
l]f‘ = 4%+ SY -2

Montrer ué f est une application affine du plan.

_

1 i i x' = ) L6 C i [}
festune applicatien affine, car son expression analytique est sous la forme : { | il ::V * ,,0uab,b,ca, b’ et
y'=a'x-+-b'y-+c

. Le plan P étant muni d'un repére (01, ).

¢ sont des nombres réels.

Exercice 6 osiim 1

Montrer que l'application f de I'espace E vers lui-méme qui & tout point M(x , y , 2) , assocle le point
X'=3x-2y-z

Mix .y ,Z)telque: {y'=x—3y+2z+1 danslerepére (O; T, K) estune application affine, préciser son
z'=2x+y-3z-1

endomorphisme associé.

x'=ax--by-+cz+d
o fest une application affine, car son expression analytique est sous la forme: { y'=a'x+b'y-c'z+ d .
z'=a"x+b"y+c"z+d"
o SoitM(x,y,z)etM'(x',y", ) deux points de 'espace tels que M’ = f(M).
Notons f(0) = Q',ona O'(0, 1,-1).
Soit ¢ l'endomorphisme associé & f, f(0)f(M) = ¢(OM) . Cest-a-dire O'M' = p(0OM) .
w—2y—2z] (3 -2 -1
Or, O'M' a pour coordonnées |x—3y+2z|=|1 =3 2 |Iy (1.
x+y—3z) (2 1 -3z
3 =2 -1
Aors soit i I'endomorphisme dont la matrice dans la base (T,] K est|1 =3 2
2 1 =3

D'aprés (1) ona O'M' = (OM) . D'oli @ =y
3 -2 -1

D'oii 'endomorphisme associé & f a pour matrice dans labase (i, ] k) @ |1 -3 2L
2 1 =3

Exercice 7
P désigne le plan complexe muni d'un repére (O ;1 , V). On donne
f:PP

M, — My 0l z‘:%{ﬁ iz (1402

Montrer que f est une application affine.

Déterminons I'expression analytique de f:
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— Chapitre 16 ¢ Applications affines

Soitz=x +iyetz =x'+iy, ol x,y, X ety sonl des nombres réels.
- 1 : L1 i =X~ .
z' =%|(1_ Nz +(1+i)z] signifie alors x'+iy'= 51(1 _i)(x A1)+ (1 Dx =iy =X+

Doux' =x+yety =0 Wy
: , i intM'(x, y) dePol, { L
Dol f est I'application de P vers P, qui a tout point M(x , y) de P associc G PO W y'=0 -

x'=ax+by+c

. . : : ,o0la,b,bca b
f est une application affine, car son expression analytique est sous la forme : L, —a'x+bly e’ c,a,b'et

¢' sonl des nombres réels.
>

Exercice 8 —
P désigne le plan complexe muni d'un repére orthonormé (0 ;i , ).
Sait  F:P—{0}—P—{0}

1 une fonction.
M, —M, ol z'==
z
1) Quelle est l'ensemble de définition de F ?
2) Définir analytiquement F. Est-ce une application affine ?
Quels sont les points invariants par F ?
3) Montrer que F est une involution.
4) Quelle est l'image par F du cercle (C) de diamétre [OA], avec A(1, 1)7?
5) Montrer que M a pour image M’ par F, si et seulement si OMxOM' = 1 et O, M, M' sont alignés.

1) Soit M un point du plan d'affixe z.

F(M) existe si et seulement si 7 =0, C'est-a-dire z # 0. D'oli I'ensemble de définition de F est P — {O}.
2) » Soit M(x, y) et M'(x, y') deux points du plan.

F(M) = M' si et seulement si z' =l ;

z
: X
1 X +i X e
C'est-a-dire x'+iy'=——= 3 y2= e 25' i. Dol it :
x—iy x2+y* 4y? x4y’ g I
X% +y?

¥ A . s
e F n'est pas une application affine car son expression analylique n'est pas sous la forme x'=ax+by+c

Y|=a'x+b'y+cll
a, b, b,c a, b etc' sont des nombres réels.
e Soit M un point du plan d'affixe z.

. 1 -
F = 5 == I = ite & 2 —
(M) =M équivautd ==z, puis & 2z=1, ensuite & [zf" =1, etenfin a |2| =1.Ce qui signifie que OM = 1.

D'ou 'ensemble des points invariants par F est le cercle de ce
: . nt
3) Soit M un point du plan d'affixe non nulle z. re O et de rayon 1.
Notons Ms = F(M) d'affixe z1 et M' = F(M;) d'affixe 7'

1 1
Onaz'==etzy==.Dolz =2 i (- ' .

- On en déduit que M' = M. C'est-3-dire FoF(M) = M pour tout point M du plan.
On peut alors conclure que FoF = Ide- (0. D'l F est involutive
4) Le point A a pour affixe as 1+1i. Le milieu Q de [OA] a pour affixe a 1 1

WeE———
3 2+2i.

La distance OA est égale a |1 +1 =2. (C) estdonc le cercle de centre QQ et de rayon V2
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pinsi, soit Mun point du plan d'affixe z et M' d'affixe 2 son image par F. On a 2' il donc 7=

]
]

o Mapparent3(©) & fe—uf=2

L
= 1 \E—.
= ME-J-2h |
N il T
w 2
o W '—i—_£|z'| |
2 w 2

= |z'—a{:|z'| car ;:a |
w

& AM =0M.
& M appartient 4 la médiatrice du segment [OA].
D'ou limage de (C) par F est la médiatrice du segment [OA].
5) Soit M' = F(M), avec M’ d'affixe z' et M d'affixe z.
M=FM = St Eimd
z ;

|z'§| =1 et arg(z'z) =0[2n].
|z'| :-c|E| =1et argz'+ argEE 0[2x].
OM'.OM =1 et argz' - argz = 0[2m).
OM'.OM = 1 et argz' = argz [2m].
OM-.OM = 1 et mes(i,0M')=mes(i .OM)[2x]
OM'.OM = 1 et M’ appartient a la demi-droite [OM) privée du point O.
On en déduit que, F(M) = M' si et seulement si OM'.OM = 1 et O, M et M’ sont alignés.

t ¢ ¢ ¢ ¢

3 — Montrer qu’'une application affine est bijective

Sot F: p—p
x'=3x—2y+1 une application affine du plan P, muni d'un repére R = (O, |, J).

- Mx,y) = M(x',y) ol L'=4x+5y—2 I

1) Définir limage R' de R par f. f est-elle une bijection ?

éterminer I'ensemble des points invariants par f.
Exprimer dans le repére R’ r;s coordonnées du point M de coordonnées (x , y) dans la rapére R

)e Lo point M(x , y) a pour image le point f(M) de coordonnées (3x -2y + 1,4x+5y~2).

Onao,0), 11 . 0) I

L0), I(1,0)etJ(0, 1), 1 - ;

rosons 0'= f(0), ' = () et J = f{d), on aura O'(1, -2), /{4, )& JC1 ). 2), (4, 2) et J(-1 , 3) ""
onc limage du repére R = (0, |, J) est le triplet R = (0" | ,J) avec O(1,-2), '0" I ot J' sont non allanés ¥
* Test bijective si et seulement sl (', I', J!) estun repére afflne, ¢'est-a-dire O', I' et J' sont non alignes.

TR e — |
- i
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~ Chapitre 16 : Applications affines

Cﬂmmeon”i'D_'I"a) 'ﬁ'.)‘_J"_2 d ('}—'I'(TT ; .2'
A . [4 0 l 5 Lt e“_ [ :I 4 5

23 0, alors les points O, 1" al J' sont non alig

D'ou f transforme le repére R en un repére R', D'oli { est bijective.
2) Soit M(x , y) un paint du plan.

f(M) = M équivaut & \" =32y +1

_On aboutit alors aprds résolution du systéeme a x =0 el y
y=4x+5y-2

D'ol flaisse un seul point invariant, qui est le poinl Alﬂ %]

3) Soit Mx , y) dans le repére R et M(a , b) dans le repére R'.

Ona OM=x0i+y0J et O'M=a0T+b0'r .

Or d'apres la relation de Chasles O'M=0'0+0M. Donc a0'l'+b0'J'=— 0l +-20)+x0l+ yﬁ .
Ce qui signifie a(301+40J)+b(—201+50J)=(x — )01+(y +2)0J .

Sait (3a — 2b)01+(4a + 56)0d=(x — 1)01+(y +2)0J.

3a—-2b=x—1 . dont la résolution donne pour solutions :
da+5b=y+2

Ce qui aboutit au systéme suivant 1
+2y— - 1
3:531 -2y —1 ot b dx+ 3y + I}‘
23 23
Bx+2y—1 —4x+3y+10

23 23

D'ol le point M a pour coordonnées [ ] dans le repére R'.

Exercice 10 | =

Soit A, B &t C trois points non alignés du plan P et M un point quelconque de P tel que : 3MA+2MB-MC =0
On considére 'application affine f de P vers P telle que : f(A) = B, f(B) = C et f(C) = A.

1) Montrer que f est bijective.

2) Construire les points M, M' = f(M) et M"= fof(M).

Solution 10
1)Onaf(A)=B,{(B)=Cetf(C)=A. 3
Donc f est une application affine qui transforme trois points non alignés A, B et C en trois paints non alignés B, C et
D'ol f est bijective.

2) e Soit M le point du plan tel que MA+2MB-MC =0, M K
M est le barycentre du systéme {(A , 3), (B, 2).(C , -1)}. /\
D'ol M = f(M) est le barycentre du systeme {(f(A) , 3), (f(B) , 2), (f(C) , -1)}. B .
On en déduit que M’ est le barycentre du systéme {(B , 3), (C, 2), (A, -1)}.
Notons | le barycentre du systéme {(B , 3), (A, -1)}, alors M' est le milieu de [IC].
o M =fof(M) = f(M’) est le barycentre du systéme {{{(B) , 3), (f(C) , 2), (f(A) , -1)}.
C'est-a-dire M" est le barycentre du systéme {(C , 3), (A, 2), (B, -1)}.

Notons J le barycentre du systéme {(C , 3), (B, 1)}, alors M" est le milieu de [JA).
e Notons K le barycentre du systéme {(A , 3), (C , -1)}, alors i est la milieu de [KB).

Exercice 11

L'espace E estmuni d'un repére (07, ], k) . Solt 'application affine f de I'espace E vers lui-méme qui & tout polnt
X'=3x—3y+52+1

y'=2x-2y+5z+41.
'=2x—3y +6z+1

M(x, y,z), associe le point M'(x' , y', 2') tel que

1) f est-elle bijective ?
2) Déterminer l'ensemble des points invariants par f.

3) Montrer que MM' a une direction fixe, pour M non invariant.
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Scanned by CamScanner



Chapitre 16 : Applicationy affines

| ;
% |
B e |
1) 50 soit, J, K les points tels que Ol=T7, 0J=7] et OK
wons 0'=(0), =10, J= 1) et K= 1K),
|eslbue‘5“"’9 si et seulement si les pomts O, I, J' et K' sont non coplanaires,

orona: O(1.1, 10, 14.3,3), J(-2,1,-2), K(6,6,7). Doncles vecteurs O, O'J* et O'K* ont
espectivement pour coordonnees (3, 3, 2] (-3.2,-3) et (5,5,6).

oI, J', K sontnon coplanaires si et seulement si les vecteurs O'', 0'J' et O'K' sont non coplanaires.

. 3a—3b+5c=0
sqita, b et ¢ trais nombres réels, a01'+-b0'JS'+cO'K'=0 équivalenta {2a—2b+5c=0.

2a—3b+6c=0

a résolution de ce systéme donne a=b = ¢ =0. D'oli les vecteurs O, O'J et O'K" sont non coplanaires
Les points O', I, J" et K sont donc non coplanaires. f est par conséquent bijective.
2) Soit M(x , Y, z) un point de l'espace,

X=3x—3y+5z+1
fiM=M & {y=2x—-2y+5z2+1 & 2x-3y+5z+1=0
z=2x-3y+6z+1

Dot l'ensemble des points invariants par f est le plan d'équation 2x-3y +5z+1=0.
3) Soit M(x , ¥ , ) un point de 'espace.

2x—3y+52+1 o
Ona: W 2x =3y + 5z +1 =(2x—33+5z+1}{i + j+k).
2x—3y+5z+1

=k, {(0,1,J,K) estun repere affine.

Lo vecteur MM est colinéaire au vecteur T+ +K qui estindépendant de M. D'ol MM" a une direction fixe.
8. Etude de quelques applications affines pawticuliéres dw playv
1 - Les projections

Exercice 12 o : i
P désigne le plan complexe muni d'un repére (O ii,¥). fest/'application de P vers P quia tout point M d'affixe z,

1 2 -
associe le point M' d'affixe z' =E[(1‘l12 +({1+0)z.

1) Montrer que fof = 1. o R

2) Déterminer 'ensemble (D) des points invar . s =
Montrer que pour tout pgint M de P. son image M’ appadlﬂnt a {D:l et MM' aune direction fixe.
Reconnaitre alors f.

M' (M) d'affixe zz.

1) Sait M un point du plan d'affixe z, posons fiM) =M1 d afﬁxi zelMz=
Ona 2= [(1—I)Z+(1 +ijz] et ;= _.[{1_4 z, +(1+i)z] - ll s'en stit que

—'l':1‘|] l(1-l)2+(1+",lz]+(1+|} [{1+|]z+{1—|z]l
=—['11—ﬂ2+t1+i}(1#|)]z+-[(1+|) 2 L (14i1-illz

%(—z 224 1@+

s PA0€ 17 e ———————————— ;
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; 1 -
D'ol, z, =E[(1 —Nz+(1+i)z]=12,.

Puisque 22 = zy, alors f(Mi) = My , c'est-a-dire fof(M) = f(M).
Comme pour tout point M du plan on a fof(M) = f(M), alors fof = f.
2) Déterminons I'expression analytique de f :

D'aprés I'exercice 7, f est l'application de P vers P, qui & tout M(x , y) de P associe M'(X, y)de Pol

e Soit M(x, y) un point du plan P.
X=X+Y
y=0

Dol I'ensemble des points invariants par f est la droite d'équation y = 0.
e Soit M(x , y) un point du plan, et M' = f(M) .
M’ a pour coordonnées (x +y , 0). D'oll M’ appartient & la droite (D) d'équation y = 0.

e Le vecteur MM' a pour coordonnées (y , -y).
D'oll MM’ =yt —y¥ = y(i —¥) . Ainsi, MM' est colinéaire a G—v qui ne dépend pas de M.

f(M) = M si et seulement si, .Clest-a-dire y = 0.

D'oll le vecteur MM' a une direction fixe.
¢ Soit M un point du plan.

f(M) appartient & (D) et le vecteur Mf(M) est colinéaire au vecteur fixe T—V .
D'ou f est une projection d'axe (D) et de direction, celle du vecteur G-V .

2 - Les translations et les homothéties

Exercice 13

Soit f de P vers P une application affine du plan ; on considére trois points non alignés A, B, C tels que f(A) =B,
f(B)=C, f(C)=A.

a) Trouver 'image du centre de gravité du triangle ABC.

b) Denner la nature exacte de f* = fofof.

Solution 13

a) Soit G le centre de gravité du triangle ABC, G est le barycentre du systéme {(A , 1), (B, 1), (C, 1)}.
D'ol f(G) est le barycentre du systéme {(f(A) , 1), (f(B) , 1), (C) , 1)}.

C'est-a-dire f(G) est le barycentre du systéme {(B , 1), (C, 1), (A, 1)}, qui est G. D'ol f(G) = G.

b) On a fofof(A) = fof(B) = f(C) = A, fofof(B) = fof(C) = f(A) = B et fofof(C) = fof(A) = f(B) = C.

fofof laisse trois points non alignés invariants, d'ol fofof laisse tous les points du plan invariants.

Et finalement, fofof est I'application identique du plan.

Exercice 14 > =
Soit A et B deux points distincts du plan P, (a, b) est un couple de réels. b

1) A quelle condition sur (a , b), peut-on associer 4 tout point M de P un point#' tel que : aM'A +bMB +2MM=0 =
2) Cette condition étant réalisée, on envisage d'étudier 'application f de P dans P, qui a tout point M associe le point
Trouver les points invariants par f.

3) Suivant que a+b=0oua +b # 0, déterminer la nature de f.

Solution 14 -

1) Si M existe alors M est le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (M, 2), qui n'exisle que si el seulem
a+b+2#0.

2) Soit M un point du plan,

M est invariant si et seulement si f(M) = M. C'est-a-dire aMA +bMB=0, qui quivaut 3 (a+b}ﬁﬁ+bm=u (1)
Sia +b =0, alors cette égalité devient bAB=0 . Ainsi,
sib=0,donc a =0, alors cette éqalité est vérifiée pour tout point M.
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ints M invariants par f est al
. osemble des poinis M1 B alors le plan P, f est
o520, A=B (ce qui contredit Iénonce). Alors il 'y a aucy

aEO(s I'gpplication identique du plan P.
n point invariant par f,

e e ) e
; 0, légalité (1) équivauta AM=——AB . . v _
gtarb el a+b B. Wlen résulte alors qui existe un unique point invariant, qui est le

parycentre du systeme {(A, a), (B, b)).
g sia+b=0.2lors aM'A+bM'B+2M'M=0 équivaut & al'A — aM'B -+ 2 M =3

e
[;'est-é-dil'e MM ='—‘§AB .

rest alors la translation de vecteur E=—%E ,

siath#0, notons G le barycentre de (A, a) et (B, b). On aura alors :
a+b+ MG +26M=0, cest-a-dire GM'=

a+b+2GM (car a+b+2#0).

Ce qui permet de conclure que, f est 'homothétie de centre G et de rapport

a+b+2’
3 — Les symétries centrales

Exercice 15

Sqit f I'application affine du plan, telle que fof soit 'application identité du plan.
a)fest-elle bijective ?

b) Démontrer que f a au moins un point invariant.

¢) Déterminer la nature précise de f si elle a un point invariant unique.

Boltion 15 4 S A U RO S SR e

a) Soit M et M2 deux points du plan. _ o

f{My) = f(My) implique fof(M:) = fof(Mz). C'est-a-dire M1 = Mg (car fof = Ide). D'ol f est injective.

De plus, soit M un point quelconque du plan, on a o » o
fof(M) = M, c'est-a-dire f[f(M)] = M. M admet donc f{(M) comme antécédent par f. D'ol f est surjective.

Et par conséquent, f est bijective.

b) Soit M un point du plan et M' = f(M). _ |

Notons | le milieu de [MM], c'est-a-dire | estle barycentre du systeme {(M , 1), (M, 1)}

Alors f(1) est le barycentre du systeme {(f(M) , 1), (f(M?) , 1)), clest-a-dire f(1) est barycentre de {(f(M) , 1), (ffv)) , 1)}

D'oi f(1) est le barycentre du systéme {(f(M) , 1), (M. 1)} (car fof(M) = M), qui est |
ns un point invariant.

Donc (1) = I, D'l | est invariant par f. Finalement, f laisse 8 Mol

¢) Supposons que f laisse un seul point Q invariant. " ol
Soil rﬂn puin?du pla:'l etM = f(M)p, d'aprés la question b), le milieu de [Mf(M)] est invariant par f.

(étant le seul point invariant par f, Q est le milieu de [Mf(M)]. D'ols f est la symétrie centrale de centre (.

4 - Les symétries axiales

: > >
Exercice 16 a
ABC est un triangle et f l'application affine définie par : f(A) =B, f(8) = Aet f(C)=C.
1) Démontrer que fof = Ide. :
2) Démontrer que I millieu | de [AB] est invariant par L f
; gemontrer que la droite (IC) est invariante point par Dﬂt"m 2?; '
émontrer que |a droite (AB) est globalement invariante par=. 3 = ;
) Construire &mage dun p(uinz M dﬂ plan par f. (On distinguera trois : M appartient a (IC), M appartient a (AB) et M

"appartient pas 4 (IC)U (AB) ).

1)A,B et C sont trois points non alignés et on a fof(A) = {(B) = A, fof(B) = f(A) = B et fof(C) = f(C) = C.

N Pag® P e —————
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D'os pour tout point M du plan, on a fof(M) = M. Par conséquent, fof = Idp.

2) Sait I, milieu de [AB], {(1) est le milieu de [(A)((B)]. Or f(A) = B el f(B) = A

f(1) est donc le milieu de [AB] qui est I. C'est-a-dire f(1) = I. Donc | esl invariant par f.

3) Soit M un point de la droite (CI).

Il existe deux réels a et b tels que M = bar{(C , a), (I, b)). Et donc (M) = bar{(f(C) , a), (f(l) . b)}.

C'est-a-dire f(M) = bar{(C , a), (I, b}}.

Puisque M = bar{(C , a), (I, b}}, alors f(M) =M. D'l la droite (CI) est invariante point par point.

Remarque :

Puisque C et | sont invariants par [, et f une application

que la droite (CI) est invariante point par point,

4) Soit M un point de la droite (AB), il existe deux réels c et d tels que

M=bar{(A, c), (B, d)}.

On a alors f(M) = bar{(f(A) , c), (f(B) , d)} = bar{(B , c), (A, d)}.

D'od (M) appartient a la droite (AB).

Par conséquent, la droite (AB) est globalement invariante par f.

5) « Si M appartient a la droite (IC), alors f(M) = M.

e Si M appartient 4 la droite (AB), alors f(M) appartient a (AB).

Si M=bar{(A, c), (B, d)}, alors M' = (M) = bar{(8 , ), (A, d)}

Soit Q 1= milieu de [MM], ona: Q =bar{(M , ¢ +d), (M, c +d)} = bar{(A, c), (B.d).(A,d). (B, c)}
s =bar{(A,c+d), (B, c+d)}

=1.
D'oll M' appartient 3 la droite (AB) et M et M sont symétriques par rapporta |.
e SiMn'appartient pas a (IC)U(AB) , Il existe trois réels a, b et c tels que
M = bar{(A . a). (B, b), (C,c)},aveca +b+c#0.Onaalors M' = f(M) = bar{(B , a). (A, b), (C., c]}

Notons Q le milieu de [MM7], alors :
Q=bar{(M,a+b+c), (M ,a+b+c}= bar{(A,a+b),(B,a+b),(C,2c)}= bar{(l , 2a + 2b), (C, 2c)}.

D'ol Q appartient a (IC).
De plus, ATA - bMB 4+ cMC=0 et b A+aMB+cMC=0 .

Dol am+bM_B+cH_{f=ﬁ et aM—%+bﬁ+cW+a?B+b§ﬁ=ﬁ.

En faisant la différence membre a membre des deux derniéres égalités, on obtient (a+ b+c)MM'=(a— b)AB . Donc

affine, on pouvait conclure

MM = 4 ;b AB . On en déduit que les droites (MM') et (AB) sont paralléles. En résumeé :
a+b+c
Si M appartient a (IC), alors M=M.
Si M appartient a a droite (AB), alors M et M’ sont symétriques par rapport & | milieu de [AB]. .
Si M n'appartient pas a (IC)U(AB), alors le milieu de [MM'] appartient  (IC) et la droite (MM’) est paralléle d1a drofle

(AB). M et M' donc sont symetriques par rapport 4 (IC) et parallélement a (AB).
L’application f est la symétrie par rapport & (IC) et parallélement a (AB).

| S

point M(x.,¥)

Exercice 17
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; i , j). Soit f l'application de P dans lui-méme, qui a tout

x'=-%(5x-12y+24)

associe le point M'(x', ¥) ol : 1 :
y' =ﬁ{-12x45y + 36)

1) Démontrer que fof = Id. o
2) Démontrer que l'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que I'on précisera.

3) Soit M un point du plan etM'= f{h:'l). '
a) Démontrer que le milieu de [MM'] appartient a (D).

b) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe, orthogonale & celle de (D).
c) En déduire la nature et les gléments caractéristiques de f.
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Chapitre 16 : \pplivations affines _—

Xy =—(5x—12y + 24) |

jsath(x,y) un point U ian Maxs , y1) = (M) et M(x, y) = fof(M) = f(My). On a " .
= —(—12x—5y + 36
Y= i1y +36)
1 AL :
v ﬁ(5x1—12y|+24}—ﬁ SXE[&‘*12Y+24]~12xﬁt—12x~5y+35}+24 —x

ponc,

1 1 1 1 ’
v —(—12%y =5y +36)=—| =12 x —(5x - —Sx—(=12x— =
y'= 13( 12xy—5y; +36) 13{ x = (5x =12y + 24) Exﬁ{ 12x 5y+36)+36]#y
Dl pour tout point M du plan, on M = M", C'est-a-dire fof(M) = M. Par consequent, fof = Idp.
2) Soit M(x, y) un point du plan.

x:%(51—12y+24)
M) =M équivaut @ : . C'est-a-dire [
y =E(—12x—5y+36)

—8x—12y+24=0
12x+18y —36=0

Les deux équations étant équivalentes & 2x + 3y —6 =0, le systéme se réduita 2x + 3y—-6=0.
Dot l'ensemble des points invariants par f est la droite (D) d'équation : 2x + 3y -6 =0.

1 (sx—12y+24)
3) Soit M(x , y) un point du plan, et M’ son image par f. M’ a pour coordonnées 1 .
1—3—(—12::—51: + 36)

“;' %{9x-ﬁy+12)
a) Le milieu Q de [MM'] a pour coordonnées .|+ soit 1 .
LX) |Gttty +18)

Onaalors 2xg + 3y —6= 12—3(9x —by+12) +%{—ﬁx+ 4y +18)—6=0. D'ol Q appartient a (D).

i{—ax— 12y + 24)
b) Le vecteur MM a pour coordonnées , qui sont aussi les coordennées du vecteur

1
—(—12x—18y +36
13( y -+ 36)

L 4x—_6y +12)(27 +3]). D'olile vecteur MM' est colinéaire au vecteur fixe 21 +3] .
13
Or un vecleur directeur de (D) est 31 —2] et (31 —2j)(21 +3]) =3x2-2x3=0.
Clest-4-dire les vecteurs 27 4 3] et 31 —2] sont orthogonaux.

Alors on peut conclure que le vecteur WM a une direction fixe, orthogonale a celle de (D).

¢) Soit M un point du plan et M’ son image par f. ) . iculai
Onamontré que le miieu de [MM] appartient & (D) et la droite (MM') est perpendiculaire a (D).

D'oli fest Ia réflexion d'axe (D).

5 - Les symétries glissées

Exercice 18 LA <

Soit BB'B” un triangle isocéle en B'. On désigne par A, A’ et C les milieux respectifs des segments [BB'], [B'B"] et [BB",

®LA" le symétrique de A par rapport & AV,

N considére une application affine f du plan dans lui-méme, telle que : f{A) = Aet f(B) = B.
1)2) Déterminer f(8" .

b) Quelle est la nature du quadrilatére AB'A'C ?

R s P00 10] S ———————— .-."k

- v
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————— Chapitre 16 : A pplications affines ;
» - . 2 :%
2) Démontrer que fof est une translation si et seulement i, f(A )= A" _ _
3) Dans cette question, on suppose que : f(A') = A”. On designe par @ ['endomorphisme associé a f.
a) Déterminer w(AA') et p(B'C).
b) Déterminer une symétrie orthogonale s et une translation t

telles que : f=10s = sot.

—{(A)(B) . C'est-a-dire B'A'=A'f(B').

1)a) Ona BA=AB' , d'oli f(B)f(A)
B". D'oll f(B) = B".

D'ou f(B') est le symétrique de B' par rapport 3 A, quiest
b) AB'A'C est un losange.

2) Supposons que fof est une translation :

Posons X = f(A"). On a alors f(A") = fof(A) = X et fof(B) = f(B') = B".

Puisque par hypothése fof est une translation, alors on a BB"=AX .

Or BB*—AA" alors AA"=AX . Clest-a-dire X = A", et donc f(A") =A".

D'odl, si fof est une translation, alors f(A") = A"
Réciproquement, supposons f(A’) = A", et déterminons f(A”) :

Ona A'A"=AA', d'ol f(A)f(A")=Ff(A)f(A"). On obtient alors A"f(A")=A"A".
D'ou f(A") est le symétrique de A’ par rapporta A". Ce qui conduit & :
fof(A) = f(A") = A", fof(B) = f(B") = B” et fof(A) = f(A”).
Or AA"=BB"=A'f(A") . D'oli fof est la translation de vecteur AA".
Finalement, fof est une translation si et seulement si, flA") = A"
Ya)e w(AR)=T(AFAI=AA'=AA" .

e (B'C)=p(BB+BC)

=—up(§§-'}+!\0{é__é). car  est linéaire

—e

_ _TB)iB)+p(AA"), car BC=AA".
—BB AN’
—B"B'+CB"
~CB'
Dot (AA)=AA" et @(B'C)=CB'.
b) Puisque f(A') = A", alors d'aprés la question 2), fof est [a translation de vecteur AA" .

Supposons f = tos = sot, ol t est la translation de vecteur U et s une réflexion.
Alors,ona fof=(te S)O{SGI}=to{sos)at=tot=tza.

- — o ih = 1 —_— —
Or fof =tz alors 20 = AA" . C'est-a-dire U =EAA“= AA'.

Ainsi. si f = tos = sot, alors t estla translation de vecteur AA
Si t est la translation de vecteur AA', alors étudions t -'of.
-— [} -1 " " - P - R
=1 of(A) =tz (A)=A. 1 of(B) =tz (B")=C et 17 of(A) =tz (A")=A".
Or I'application affine qui transforme B’ en C et qui laisse A et A invariants est la réflexion d'axe (AA).
Posons s = S el t= tﬁ ;

Vérifions que f = tos =sot
sot(A) = S(A") = A’ =f(A), sot(B) = 5(C)=B' =f(B) etsot{A) = s(A") = A" ={(A).

tos(A) = 1(A) = A, tos(A’) = t(A) = A" et tos(B) = t(B1) = B".
Comme les points A, A" et B sont non alignés et ont les mémes images par f, sot et tos, alors f = sot = tos.

D'oll s est la réflexion d'axe (AA).

l
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Cha

pitre 16 : Applicationy affines
— 6 - Les affinités

prsice 1

: dans le plan P et D est un point tel que C sgi i
ostun triangle e que C soit le miliey de
Sm? {1application affine de P définie par : f(A) = A, f(B) = D et f(C) = p, 180},
< nontrer qu'il existe un point G de la droite (BC) invariant par f, et exprimer GB . co—
: Eﬁfge duire lensemble des points invariants par f. primer GB en fonction de GC .
3) Démontrer que f est une affinite dont on précisera les éléments carac

> b

teristiques.

1) @ Soit Mun point de (BC) tel que f(M) = M.

puisque M appartient & (BC), alors il existe un réel a tel que BM=aBC (1),

Donc fB)iM)=af(B)f(C) , cest-a-dire DM=aDB . Il en résulte que §E‘]=(1_a}éﬁ=2{1_a]ﬁ @.

Des égaiftés (1) et (2), on déduit que : BM=aBC=2(1—2)BC , avec B # C. Alors a = 2(1 - a). Diod a =

On en déduit alors que, le point G tel que EE:EEE est un point invariant par f,

« Exprimons GB en fonction de GC :
Ona Eﬁ:%ﬂ_é ,donc GB=—2GC.

2) Puisque f(A) = A, f(G) = G et f n'est pas I'application identique (car f(B) = D # B), alors l'ensemble des points
invariants par f est la droite (AG).

3) Soit M un point du plan et M’ son image par f.
Montrons que la droite (MM") est paralléle a la droite (BC) :

On peut écrire quiil existe deux réels a et b tels que AM=aAB+bAC (3).
Alors on a T(A)I(M)=af(A)f(B)+bf(A)(C) . Clest-a-dire AM'=aAD+bAB  (4).
Des égalités (3) et (4), il ressort que MM'=aBD+bCB=2aBC—bBC=(2a—b)EC

Dot les vecteurs MM et BG sont colinéaires. Par conséquent, les droites (MM') et (BC) sont paralieles.
Maintenant, soit N le point d'intersection de (MM') et (AG).
Puisque N appartient & (AG), alors N est invariant par f.
Puisque N appartient a (MM) alors (MN) estparaliéle a (BC).
D'ol, il existe un réel a tel que NM=oBC . Et par suite, fN)f(M)=af B)F(C) .
Cest-d-dire NM'=oDB=—20BC=—2NM .,
En conclusion : : '
6t M un point du plan, M' = f(M) et N le projeté de M sur la droite (AG). parallélement a (BC), ona:
(MM) paralléle & (BC) et NW'= —2NM .
Doufest raffinité de rapport -2, d'axe (AG) et de direction celle de (B

[
Exercice 20

" - {1 l
= andf 3 -anplication du plan dans lu-meme qui a tou
& Plan est muri 'un repére orthonormé (057 ,1). Sol u[~5 . 2] etflapp

PNt M, associe le point M' tel que : OM = (G-OM)- 7 +(T-OM)-8. =
") Donney 'expression analytique de f. En déduire que f est une application attin .d;ﬁ)_é
# Detemingr deyx points A et B, distincts de O, tels que : f(A) = A&t Of(B) = —4%-

i | orl,
3)? déduire que f est une affinité orthogonale dont on précisera 'axe et 1€ rapp
Xprimer analytiquement f dans le repére (O, A, B).
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Chapitre 16 : Applications affiney

1) » Soit M(x, y) et M'(x’, y') deux points du plan.
Ona ﬁ-m=—§x+2y et i-OM=x Dol (W:{U-ﬁﬁ]-T-l-(T'm)‘ﬁ se traduil par :
. x'= =32y
¥ =2x% '
x'=ax-+by+c
y'=a'x+b'y+c'

X'+ ﬁ:l—-%x o Zy]'i' + x[—%T + 2?]:(—3: +2y)1 +2x] . Clesl-a-dire ‘

o {est une application affine car son expression analytique est sous la forme ‘ 003 b,c gy

et ¢' sont des nombres réels.
2) Soit M(x , y) un point du plan.

o f(M)=M signifie r i . Ce systéme est équivalent @ I'¢quation 2x -y =0.

==

D'ois I'ensemble des points invariants est la droite (D) d'équation 2x -y =0, dontun vecteur directeur est ¥ da
coordonnées (1, 2).

On peut prendre tout point de (D), autre que O, comme A.

. ax=—3x+2
o Of(M)=—40M signiﬁe{ Ammlie

. Ce systéme est équivalent & 'équation x + 2y =0.
—4y =2x

L'ensemble des points M du plan tels que 01(M‘,|=—4ﬁf'| est la droite (D) d'équation x + 2y = 0, dont un vecteur

directeur est w de coordonnées (2 , -1). On peut prendre tout point de (D'), autre que O, comme B.
e Montrons que f est une affinité orthogonale

Soit M(x , y) un point du plan et M’ son image par f.
Le vecleur MM* a pour coordonnées (-4x + 2y , 2x — ), qui sont aussi les coordonnées de (—2x+ nre

Dot les vecteurs w et MM' sont colinéaires, La droite (MM’) est donc paralléle & la droite (D').
Soit H{x , y) un point du plan tel que HM'=—4HM.

1
Xy = E':x L 2\})
, donc

_3 _ s
06 & X+2}' Xy L 4!+4IH
2X—Yy —4y +dyy

1
Yh = '5'(2K +4y)
Vérifions si H appartient a (D) :

2 1
Ona 2X4—Yu = g(x +2y)— E(Zx +4y)=0. D'ou H appartient bel et bien a (D).

On constate alors que H est le projeté de M sur (D), paraliélement 2 (D'), et puisque AIM'=— 4HM , alors f est lafint®
d'axe (D), de rapport -4, de direction celle de (D').

De plus, ona v.w=2x1+2x(—1)=0.D'ol les vecleurs ¥ et w sont orthogonau.
Par conséquent, les droites (D) et (D') sont perpendiculaires.

D'ots f est une affinité orthogonale d'axe (D) et de rapport - 4.

3) Soit ¢ I'endomorphisme associé a f,

Ona (OA)=f(0)(A)=0A et (OB)=i(0)i(B)=—40B.

D'ol la matrice de ¢ dans la base (O_ﬂ ,O_'B) est: @:[1 0 ] '

0 -4
Soit M(X , Y) dans le repére (O, A, B) et M(X', Y') = (M) dans le
Dans le repére (O, A, B), le pointAa PUUmerdunné:es)“ & repére (O, A, B).

T TR — B el 1 0 YX—1) (X'—=1 i
(AM)=f(A){(M)=AM" signifie qu n, : ; X'=X
w(AM)=1(A)(M) gnifie q B[Q _4][ y ]—[ " ].Gasi-e’l-dlra \Y':—'W'
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Chapltre 16 : A pﬁ.ﬂf wlisiere aiffines

‘ AL i
[l Perprension analfioue Ce ( Cam e reghee (O, Lo 8) ent [ A= ¢
[V hY '
grgicz 21 : » l:
Lg pizn et s dun regiee 9.1, J). I
. . | ol o ./ % ” |
St 1 2ppicaton O pian Cans Wirdeme 0l 5 Yot g Wy, ), asnnis I pracs WUE | ) h v [#mmr =2y 42 ‘
v [ 2 ’ "
S e i

[iterrmines s imraces pat 1 des poiets 0,1 et ),
£n césare g 1 €5t vk 208G cont on préciskes Tare, I deertion & 16 tagpnt, i

o Ona: §0)=012.1), Wj=I(1,0) & £5=109,1). !
o 40y =1, 1) = J et friest pas Pappilicstion destipue de P,
Dol Fensenmitie: C25 paets invrzizns gar f et 13 deoie (L), oud 3 poue boudtion £+ y=1=0,

Si f et ure 250, 205 500 218 A I deoits (L), 52 dirartion est odlie de [ deots (OF), B bepdtion o = :?lx .
Iy ==y 41

Lz réscivfion du gystéme déqustions l 1
y=2%
Z

Wi

. Comne poue yhtons 1=— & =

3

| Dol le point Sedersection des drofes (O] 4 (L) &5t £ de comrdonndss E " ;EJ .
[

L. s
Y W S i e,

EJ e §10 3 posr vrndonedss [-% -} Ol 0 =—~H10.

ot ot

i
_ 4 i

Cr (B0 3 pox condonnéss [;. = {

Hirgi, si § est une 2fnis, son reppont et -2, j

Vérifions tous ces résultzts © }

o Suit WMy, ) va poick du pizn, A MUY, ) = I04), le vectese MM 2 pous coordonnées (26~ 2+ 2, -1 -+ 1), a4

- Sort zmsi s coorconeées 6y vedtes (—x—y + 100", i

Doy les yeckiears OO" o IR sont cofickzives, La decite (V) est done paraiée 5 13 deoite (00),

o SotHl | 1) un poinh du pizn 1 que AR =200 . !
’ |
e s oy PN sty =<{4~2y+72) .
%E:r—x—q-r?-xﬂ:[—% : ﬁf’J,dcrr: 3
e e ) ~24+ 24y

l;{g =31{—-x+2y+1;
On remangse 0% Yo+ Yo -i,-_-%{x—?p:-.’:’)-s-é-{-x-:-2’;+TJ-1=B . D'ols H zppertent tel et bien 2 (L),
ad

On corstate que H est le projptts o M o (1) , pardilement 5 (O0F), & puigue AN =200 , dlors f est T804, |
dare (L), ce rappont - 2, ¢z direction o ce (00),

C. Utiliser ley applicationy affiney pour démontrer |

Exercice 22 E

FEL eat un tizngle r sens Gredd, I, &' €4 C sorf les milieus respects dz [2C], [CA] ¢t [AE]. )

AP, O e R les et resperts des canmbs consinits epboeurement sur les oités [BC), [CA et [f8] de ~2C.

%éc'.

Z) Sont o I rofztion veckonele sesonibe 4 un quan 06 tour dites du glan.
%) Démrorsrer que JOF)=FP.

iVetferge: OR=08"+CE~

j

L NSNS LTI |
4
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Chapitre 16 : Applications affines

b) En déduire que AP = QR st que les droites (AP) et (QR) sont perpendiculaires. ~

Solution 22 - 7 ]

et T=m
1) Puisque B' est le milieu de [AC] et C celui de [AB], alors B'C =§CE ;

Or d'aprés la relation de Chasles, on a QR=QB'+B'C'+CR .
Done. QR=08+CR—BC.

A |
2)a) Puisque QR:QB'+C'R—EBC , alors

AOR)= (08 + (TR~ lBC) =T+ CB—5(-2RF)
car p(QB')=BC, ¢(CR)=CE et (BC)=yp(—2AB)=—2p(A'B)=—2AP
Dol ap(ﬁﬁ}:?ﬁ#ﬁ#ﬁ =AM +AP car AB'+AC' =AA', A" étant le milieu de [BC]
D'otl (QR) =AP .

b) @ est un quart de tour direct vectoriel, c'est-a-dire la rotation vectorielle d'angle dont une mesure est = et

»(QR) = AP : clest-a-dire QR = AP et mes(Q_R'.ﬁ}E%[zw] :

Par conséquent, on a QR = AP et les droites (AP) et (QR) sont perpendiculaires.

Exercice 23 >
ABC est un triangle, A', B' et C' les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

Un point M du plan a pour images P, Q et R respectivement par les symétries sa, se' et sc.
Démontrer que [AP], [QB] et [CR] ont le méme milieu,

e sy(M) = P.D'ol A’ est le milieu des segments [MP] et [BC].
D'oll MBPC est un parallélogramme (les diagonales ont le méme milieu).C'est-a-dire MC=BP (1)
¢ sg(M) = Q. D'ol B’ est le milieu de [MQ] et [AC].
D'ol MAQC est un parallélogramme.
Cestadire MC=AQ (2) et MA=CQ (3)
D'ou d'aprés (1) et (2), BP = AQ . D'oli BPQA est un paraliélogramme.
Ses diagonales [AP] et [BQ] ont par conséquent le méme milieu.
Enfin s¢(M) = R. D'ou C' est le milieu de [MR] et [AB] (4).
D'oll MARB est un parallélogramme. On en déduit que MA=BR  (5).
Puisque d'aprés (3) et (5) MA=CQ et MA=BR , alors CQ=BR .
CQRB est donc un parallélogramme, c'est-a-dire [BQ] et [CR] ont le méme milieu.  (6) W
Finalement, d'aprés (4) et (6), [AP], [BQ] et [CR] ont le méme milieu,

ey PaQe 388 J
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Chapitre 16 : \pplications affines

eXERCICES POUR s'AuTo-EvALUER

Exercice 24

40 minutes

Soit A, B et C sont trois paints non alignés du plan et C' est e point défini par CC*— AB.

On désigne par f I'application affine du plan définie par I(A) = A, (B) = B et 1(C) = C',

1) Montrer que f est bijective.

2) Déterminer I'ensemble des points invariants par f. Se peul-il que I soil une isométrie ?

Montrer que toutes les droites paralleles a (AB) sont globalement invariantes parf,
3) Soit G l'isobarycentre des points A, B, C et G' = {(G).

Exprimer le vecteur GG' en fonction du vecteur AB . Montrer que G' appartient  (BC).

Exercice 25

29 minutes

Dans le plan, on considere trois points non alignés A, B et C. On désigne par I, J et K les milieux respeclifs des
segments [BC], [CA] et [AB). f est une application affine transformant le triplet (I, J, K) en (J, K., 1).

1) Soit A', B' et C' les images respectives de A, B et C par .
a) Que représente J pour le segment [B'C'] ? Justifier votre réponse.
b) Scit G l'isobarycentre de (A, B, C).

Montrer que G est également lisobarycentre de (1, J , K), puis de (A", B', C'). En déduire que G est invariant par f.
2) (B i T) est un repére du plan et on suppose A et C de coordonnées respectives (-2, 1) et (4, -1).

a) Déterminer analytiquement I'application f dans le repére (B ,'T ,T) .
b) Vérifier que G est l'unigque point invariant par f,

Exercice 26

30 minutes
Soit ABCD un losange et f I'application affine du plan P définie par f(A) = A, f(B) = D et f(C) = D.
1)a) Déterminer les images par f du point D, de la droite (AD) et du plan P.
b) Démontrer que fof est une application constante.
2) Soit g la symétrie orthogonale d'axe (AC). _
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques Lde gof.
b) En déduire la construction de limage par f d'un point quelconque M de P.
xercice 27 BAC C — Cameroun — 2001 35 minutes
On considére un plan (P) rapporté a un repére orthonormé (O ; 7.7).0ndonne:
, 6.2
= ‘g)( + ‘55!' +1
- g application (P) sur (P) qui, & tout point M(x , y) , associe le point M'(x', y') tel que : % o .
y'= E X+ Ey +2

- M" le symétrique de M’ par rapport 8 M.

- Ag le point de coordonnées (3 , 1).

- (As) la suite des points définie par Aq+1 = f{Aa).
- (Xa, Yn) les coordonnées de An.

1) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe indépendante de M.
2) Déterminer I'ensemble des points M" lorsque M décrit (P).
3) Déduire des questions 1) et 2) une construction géométrique du point M',

4) a) Démontrer que les points An appartiennent tous & la droite d'équation cartésienne 2x-y-5=0.

b) En déduire que pour tout entier natureln, on a : Xne1= 2, - 1.
5) a) Démontrer que pour fout entier naturel n, x» el y» sont des nombres entiers.
b) Démontrer que pour lout entier naturel n, x» = 201 + 1,

Pagedl) ——
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_ Chapitre 16 :

Exercice 28 25 minutes

Le plan complexe est muni d'un repdre orthonormé (O ; Fadds

" : 3 _ |
Soit le point Al—a ,0].]9 vecteur ii(\.‘zﬁ -1,0) etlapplication g du plan dans lui-méme qui , & tout point M A550010

,-'q:p.ﬁ'rm'r'uu.\' aflfinex

le point M' tel que : AM' = (AM-{i)- i -+ AM.
a) Déterminer l'ensemble (A) des points invariants par 9.

b) Montrer que le vecteur MM' a une direction fixe.
¢) Montrer que g est une affinité que I'on caractérisera.

Exercice 29 BAC E - Nancy - 1970 10 minutes
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O ; By B
1) Soit a appartenanta 0, +=[.

On considére la fonction f définie sur [-1, 1] par: f(x) =ax-+2y/1-x* .

Etudier la variation de f et construire, lorsque a = 1, sa courbe (I) dans un repére orthonormé, (Unité 2 cm),
2) On considére un couple (a , b) de reels.

x'=x+by
y'=ax+2y’
Quelle relation les nombres a et b doivent-ils vérifier pour que Tes Soit une bijection de P dans P ?

a et b étant quelconques, déterminer 'ensemble des points invariants par Tab. Discuter suivantaetb
3) On suppose que a + 2b = 0.

Déterminer une équation du lieu géométrique de M’ lorsque M décrit le cercle (C) de centre O et de rayon 1.
Préciser la nature de ce lieu.

4) On suppose a > 0.

Montrer que Tao est une affinité, dont on précisera l'axe, la direction et le rapport.

Déterminer une équation cartésienne du lieu (E) de M’ lorsque M décrit le cercle (C).

Montrer que (I) est une partie de (E). Comment (E) peutil se déduire de ([).

Soit Tas I'application de P vers P, qui & tout point M(x , y) assccie le point M' (x', y') ol |

Exercice 30 30 minutes
Dans I'espace E rapporté au repére (O i, T ,E} , l'application f est définie analytiquement par :
X'=—x—-2y+2z—-6
tout point M(x , y , 2) de I'espace est transformé par fen M| y'==x+2z-3
z2'=—2x—2y+32-6

1) Démontrer que f est une projection sur A de direction B, A et B étant des ensembles a déterminer.
2) Définir analytiquement la symétrie par rapport 3 A et de direction B.

Exercice 31 35 minutes
Dans l'espace E rapporté & un repére orthonormal direct (057, k) .

On considére le vecteur t(1,1,1) et l'application f de I'espace E vers lui-méme qui & tout point M, associe le poi M
telque : OM'=0OM~-UAOM.

1) Définir analytiquement f. Montrer que f est une transformation affine et définir analytiquement =1,

2) Démontrer que Fensemble des points invariants par f est une draite (D). (On donnera une démonstration vectoriellé
et une démonstration analytique). .

3) Démontrer que, si M n'appartient pas & (D), la droite (MM) est orthogonale au plan défini par M et ©)
4) Démontrer que la distance MM’ est proportionnelle a la distance du point M a la droite (D).
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Chapitre 16 : Applications affines

EXERCICES POUR §"AUTO-EVALUER - SOLUTIONS

=~ _AB. d'oll ABC'C est un parallélogramme.

' 1)Ona cC'=
Et puisque A, B, C sont no
f est donc une application a
alignés A, B et C'.

2) e f(A)=Aet f(B) = B.
D'ois les points A et B sont invariants. Par conséquent, la droite (AB) est invariante par f point par point.

Supposons qu'il existe un point N n'appartenant pas & (AB), invariant par f
On aurait alors trois points A, B et N non alignés invariants par f.
Alors tous les points du plan seraient invariants par f. Et donc on aurait f(C) = C. Orona c#C.
D'ou il n'existe pas de point hors de la droite (AB) qui soit invariant par f.
|l en résulte alors que l'ensemble des points invariants par f estla droite (AB).
(AB),fserala réflexion d'axe

n aligns}-_s, a_lors A, B el C' le sont aussi.
fiine bijective car elle transforme trois points non alignés A, B et C en trois points non

e Si f?st une isométfig. alors puisque I'ensemble des points invariants est la droite
(AB).EtC serait le symétrique orthogonal de C par rapport & la droite (AB). Ce qui n'est pas le cas.

D'oll f ne peut pas étre une isométrie.
e Soit M un point du plan.
(A,B,C)estun repére du plan, donc, Il existe deux réels a et B tels que m=a§§+ ﬁﬁ-ﬁ (1)

Notons @ rendomorphisme du plan associéaf Ona:
AM':f(A}f(M):tp{AM}:tp{uAB-I—ﬁﬂé}:mp{ﬁﬁ)+ﬁtp[£5)=&f(A;lf(E)+5f{A)f(C]S{!E§+ﬁEE ().
4 la droite (AB).

Des égalités (1) et (2), on déduit que VM= (CC '=PAB . Dloi la droite (MM) et paraliéle
D'oil M’ appartient a la droite passant par M et paralléle & la droite (AB).

Soit (D) une droite paralléle & la droite (AB):
si M appartient @ (D), alors M’ appartient a Ia
Ainsi, si M appartient a (D), il en est de méme de so
La droite (D) est donc globalement invariante par f.

rycentre des points A, B et C.OnaG=

4o, ona AG'=1AB-+-AC'. Dol eI Y:
g,ona = 3 ; 3 SR

tf(G) =G = bar{(A, 1). (B. 1), (c, 1}

—_—

ta A_C‘+Bc+c'c+36f§‘=ﬁ.

droiie_passant par M et paralléle & (AB), qui est (D).
nimage M’ par f.

e 1= 1=
3) e Soit Glisoba bar{(A, 1), 8. 1), (C , 1} Donc AG:EAB—}--:}AC.

De ce qui précé

o G=bar{(A, 1), (B, 1).(C, 1) etil®
2G'+BG +C'G'=0.Cequi gquivau

35@":5 . Donc EE;=—-§-B—5*

On peut donc écrire

Or CC'=AB, alors on déduit que AC+BC+BA+

4 la droite (BC).

D'ols G appartient

C), donc (1) estle milieu de [f(B)I(C))-
orf(l)=J.f(B)=B etf(C)=C'. D'ol J est le milieu de [B'C'].
b) e |, JetKsont les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB], d'ol:
I=bar{(B.1).(C. 1)}, J = bar{(C , 1), (A, 1)) et K= bar{(A, 1), (B. 1)}
Or G est lisobarycentre de A BetC,dou:
G=bar{(A.2). (B. 2),(C,2)}= bar{(A, 1). (B, 1), (A, 1. (C, 1), (B. 1),
D'oll G est isobarycentre des points |, J et K.
e Comme & la question 1)a), on montre que K et | sont les milieux respectifs
), (8, 1. (C

G = bar{(K., 2). (. 2) (J,2)} = bar{(A', 1), (8", 1), (A", 1), (C',1
D'ol G est lisobarycentre de A, B etC.
G, alors f(G) est lisobarycentre de f(A), f(B) et f(C)-

; o G étant lisobarycentre de A Bel
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— ¥ i r
C'est-a-dire f(G) est Iisobarycentre de A", B' et C', qui es! auss G (d'aprés co qui préchde),

D'oti f(G) = G. G est par conséquent invariant par f,
2)a) Ona B(0, 0), A-2, 1), C(4 , -1).

1 11 -~ 1) = a1
Donc on @ aussi : I[Z.—'Z-J.J“ .0) el K["L'i]- 'J[“1 E]* IK(~3,1) el JK[ Z'ZJ'

Soit ¢ l'endomorphisme associé af, ona: 1 1
- —_— = — TR - i . ra ____',__"_J_" P P W £
w(ld) = ()= JK et (IK) = 1(I){(K) = -J.. C'esl-a-dire lp[-—l il > ]] 21 4 2| et (-3 4 )= T7- 21

a o § 5 T
—¢{1)+E‘P[J)=—2| ‘*‘EJ
D'oli le systéme : A

e = 3= - o
. Il en découle que tp[l}=—5|—i-~§J et w(j)=—14i+4j.
3ol +eli)=1-7]

-5 -14
Ainsi la matrice de @ dans la base (7 , j) est: Ka )
2
Soit M(x , y) un point du plan, et M'(x', y') son image par f.
f(M) =M équivautd (IM)=JM". C'est-a-dire 3 4 y+l =[ y' ]
2 2
x'=—5)(_14:f+4
D'ol le systé ui définit analytiquement f.
ol le systéme y'=-§x+4y—-1 q ytiq

, de méme que f(G), d'ott {(G) = G.

b) G a pour coordonnées [% 0

1)a) » AD=BC etfestune application affine. D'or f(A)f(D)=f(B)f(C).

Cest-a-dire Af(D)=DD=0.D'lf(D)=A.
o f(A)=Aetf(D)=A. D'oll I'mage de la droite (AD) par f est le singleton {A}.
e A, B et C sont trois points non alignés du plan P, d'oli le plan P est le plan (ABC).
Orf(A)=Aetf(B) =f(C) =D. L'image du plan P par f est donc la droite (AD).
b) A, B et C sont frois points non alignés du plan et fof(A) = f(A) = A, fof(B) = (D) = A et fof(C) = f(D) = A.
D'oli pour tout point M du plan, on a fof(M) = A,
On en déduit que fof est une application constante.
2)a) o gof(A) = g(A) = A, gof(B) = g(D) = B et gof(C) = g(D) = B, donc 'image par gof du plan P est la droite (AB).
D'oil Ilimage M d'un point M quelcongue du plan P par gof est sur |a droite (AB).

» Soit M un point du plan, il existe deux réels a et b tels que AM=aAB-+bAC (1),
Alorsona gof(A)gef(M)=agof(A)gof(B)+bgof(A)gof(C), .
c'est-a-dire F.ri':brﬂ+bA_'B={a+b]A_B' (2)

Des égalités (1) et (2), on déduit que MM'=AM'—AM=bCE .
Dou les droites (MM') et (CB) sont paralléles.

On peut alors conclure que gof est la projection sur fa droite (AB),
parallélement a la droite (BC).

b) Construction de M' image d'un point M du plan parf:
Notons p = gof, alors gop = f, car g = g,

Pour construire I'image M' d'un point M par f :

On construit d'abord son projeté H sur la droite (AB) parallélement & (BC)

On construit enfin le symétrique orthogonal M' de H par rapport 4 la droite. (AC)
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1) Soit M(x . y) un point du plan.
1 2
L —x+§y+l 1 2
Ona MM _:“_i:H_z "—'[*g}("'g)'*'t]“ +2”-D'Ol‘l|“e‘¢‘9ﬂ{!ur FERT' est colindaire au vecteur fixe T‘z-l- Done
5 5§

MM' a une direction fixe indépendante de M.
2) Soit (x", y") les coordonnées du point M™. On a:

. 4 2
X=X+ 22xX==X—=y-1 x'+1:ix-—3y=.-2 _Ex J_ly (D)
§ 3 D'oi T 55

, 2.1 ' 2.1
y =y +2y=——x+-y-2 +2=——x4=
5 5 y 5 T8

On remargue que X"+ 1 =-2(y" + 2). Clest-adire x" + 2y" + 5= 0.
Do lorsque M décrit e plan, M" décrit la droite d'équation x + 2y + 5 =0, N
3) Connaissant le point M, pour construire le point M' :

¢ On trace la droite (D) passant par M et de vecteur directeur T+2]:. (a)
C'est-a-dire (MM’). On sait que M, M' et M" sont alignés.

D'ol M” appartient a (D).

¢ On trace la droite (A) d'équation x + 2y + 5 = 0. Elle contient le point M".

M est le point de rencontre des droites (D) et (A). M est le symétrique de M” par rapport a M.
4)a) Considérons la propriété Pn: « A- appartient 4 la droite d'équation 2x—y -5 =0».
9x3-1-5=0. D'oll A appartient a la droite d'équation 2x—y - 5= 0. C'est-a-dire Po est vraie.
Supposons 2x« — yx — 5 = 0 pour un certain entier naturel k, montrons qu'alors 21— yr1 -5=0.

6 2. -
Xgsq = 'gxk'l' g!’k +1
Ona:

2 9 ’
=— =¥y +2
Y1 5&"' 5Yk

6. .2 29 ) e e oo daon ’
Donc : 2Xk+[—}'*+1—5=2[~gxk +g)‘k +1‘]-—[gxk+ 'gyk +2] 5=2% —Yx 5=0 (car d'aprés I'hypothése de

récurrence, Ax appartient a la droite d'équation 2x-y-5=0).

Dol Aw; appartient & cette droite. . . :
On peut alors condlure d'aprés le principe du raisonnement par recurrence que, pour tout entier naturel n, A- appartent
4 la droite d'équation 2x—y—5=0.

b) Soit n un entier naturel. y . ) =

D'aprés la question 4)a), le point An appartient a la droite d'équation 2x—y -5 = 0. Cest-a-dire 26 -ya=5=0.

llen ressort que yn = 2Xn — 5.

Donc xq. 4 =§xﬂ oy, +1=§x,, +~§:2x“ _5)4+1=2x, —1. Dol Xo1 =210~ 1.

5
5)a) » Soit Qs Ia propriété : « x est un nombre entier ».
X =3, et 3 est un entier. D'ols Qo est vraie. ‘ i |
rel k, et montrons que Qi est vraie, c'esl-a-dire X1 estun entier.

Supposons Qx vraie pour un certain entier natu
On sait que xe1 = 2x — 1 et xxesl un entier par
entiers sont des entiers). D'ol Qs est vraie.
D'aprés le principe du raisonnement par récurr
;} Puisque x» est un entier, il en est de méme pour 5%y -5, c'esl-

X=3=20141. ) ogop
Supposons x = 2+ + 1 pour un certain entier naturel k. On a alors X1 = 20— 1=2(2* +_1]2:1 : 2.
D'od d'aprés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n, 0N a Xa = .

hypothése, donc Xx«1 est un entier (la somme et le produit de deux

ence, on conclut que Xa est un enlier pour tout entier naturel n.
a-dire pour yn. D'0l Yo €St UN entier.

Solution 28
a) Soit M un point du plan.
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Mapparientd (&) & M=M <& m=(m-ﬁ}-ﬁ+m.
& (AM.0)-i=0
o MM-U=0 car U=0.
& M appartient & la droite passant par A, de vecteur normal U .

Dot (A) est la droite passant par A et de vecteur normal u.
b) Soit M un point du plan, et M' son image parg,ona.

AM =(AM.U)-U+AM & MM == — AM+AM'= (AM-0)- U
Puisque MM' = (AM-T)-T , alors le vecteur MM' est colinéaire au vecteur fixe G.
D'oli le vecteur MM' a une direction fixe.

— 3
c) Soit M(x , y) et M'(x', y') deux puints'ﬁu plan,ona: AM-u= s)E\E - 1[:( +E] :

—_— — i 3
Ainsi, AM'=(AM-1)-U+ AM équivauta [x‘+%.}"]=[(2v'§—-1][x -1%] .U}+[K+E'Y]=[2ﬁ[*+%]ﬂ)-

D'ol

x'=2\5[x+§]-§
8) 8.

y'=y
- (A) est la droite d'équation x+%=0.
- Soit Hle point de (&) tel quil existe un réel k, MF=KMM', ona:
3 3

—X= - - Xy =k(2v2 = 1| X+ |+ X

xy —x=k(2V2 1’{”3}.&0& y=k(22 )[ 3] |
yu—y=0 Y=Y
3

i 3
Or H appartient a la droite (&), d'oll Xy + %: 0. C'est-a-dire k(zﬁ - 1)[3( +E] +x +§ =

3
Soit (k(2v2—1)+ 1)[:: +"a"] =0.
Or le point M est quelconque dans le plan, d'ol k{ZJi —1)+1=0.0nendéduitque: k= E_J_?Li A
YT -1 T . Y ol T e —
D'ol MHmz—Ji—?MM et par suite (22 —1)MH = —(MF +FM') . D'oil HM' =2V/2HM .

D'ou MM' est colinéaire au vecteur fixe i et HM'=2+/2HM, avec H appartenant a (A).
Alors g est I'affinité du plan d'axe (4), de direction celle du vecteur U, et de rapport Ao

1) Les variations de f :
o fest définie et continue sur [-1, 1], car somme de foncfions définies et continues sur [-1, 1.
e Etudions la dérivabilité de fen-1eten 1.

=) ax—a+21-2 2x +1)
im S = lm a+ =+00
Sy K X——s1 x—1 TP 1,‘1_3{2

D'ol f n'est pas dérivable en 1. (Notons que la courbe de fadmet au point d'abscisse 1, une demi-tangente vetticale)

=i axtarVi-f _ 21— x)
lim 1 = I!:m 1 = lim a+ =400
—am Xt YOS X+ NSt J.'__xz

D'ou f n'est pas dérivable en -1 (La courbe de f admet au point d'abscisse -1 une demi-tangente veriicale).
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2

( st donc dérivable sur 11 , 1[. Et pour tout réel x dans -1 , 1[, on a 1'(x) = 8 — —oneme = V1 X Z 2.
Ji-d i@

Le signe de f '(x) est celui de a,l‘r— x> —2x, car pourtoutxdans -1, 1[.ona f1-x% >0.

gi-1<x<0 alorsona: a«,h— X2 —2x>0 (car somme de deux nombres positifs), c'est-a-dire f '(x) > 0.

gio<x<1iona:

afl--2x<0 & afl-X <& & @(1-Q<d2 & <@+

2
2 a
& x>
a“+4
& X2 (carx>0 et a>0).
a’+4
Commeona:.al<a’+4,dlorsona a< Val+4 .Ce qui implique que &l

a
Jal+4

On a donc le tableau de varation de f qui suit :

X -1 = i Dewsasi 1

f'(x)

|

8
+
=
0
L8

a
a’+4
Lacourbe de fpoura=1:

2

f =42 +4.

,-___._.I el e o o ——

2) e fest - 7 e i ; _estls-:;usla forme Rl
. - on analytiqu
est une application affine car son expressi Iytig y'=a'x4by+c

aouab,ca,

b" et ¢’ sont des nombres réels.

Soit | et J deux points tels que Oil=i et OJ=],.(0,1,J)estun repére duplan.

fest donc bijective si et seulement si f(0), f(1) et f(J) sont non alignés.
Orf{0)=0, () =1(1, a) et fJ) = J'(b, 2).

Et det(0I',0J')= i 2 =2—ab. D'ol fest bijective si et seulement siab # 2.

‘ N e
* SoitM(x, y) unpointduplan,ona: f(M)=M & lx x+by [ y

y=ax+2y ax+y=0

ey Page 335
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Sib =0, alors le systéme se réduit  'équation ax + y = 0, qui est une équation de droite.
Par conséquent, l'ensemble des points invariants est la droite d'équation ax +y = 0.
Sib#0,alorsonay=0etax=0.Donc:
Si de plus a = 0, alors le systéme se réduit a I'équation y = 0.
D'oli I'ensemble des points invariants par f est l'axe des abscisses.
Sia#0,alorsonax=0ety=0. :
Il existe donc un unique point invariant par f, qui est I'origine O du repere.
3) On suppose a =-2b.
Soit M(x, y) un point du plan et M'(x', y') = Tas(M).

X_Zx'—by'

X'=x+ - 2

Ona{ , by , Qui équivaut 2+,Zb , - Ainsi,
y'=ax-+2y _Z2bx'+y
2+2b?

M(x,y) appartientaucercle (C) <« x2+y2=1
] l2 L] l2
[Ex—bv y +[2bx+y] =

24202 (24207
y2
= 21'2+?=1
12 2
e 24t

&
2

<> M appartient 2 I'ellipse de centre O, de sommels les points
1 1
Al—.0[, A|——=.0|, B(0,v2) et B'(0,—2).
[ -] 0.2 0.2

D'ol lorsque M décrit le cercle (C), M' décrit I'ellipse de centre O et de sommets A, A', B et B' définis ci-dessus.

4) ® T transforme tout point M(x , y) de P en le point M'(x', ') tel que l ’f N :
y'=ax+2y

D'aprés la question 2), I'ensemble des points invariants par Tao est la droite (D) d'équation ax + y = 0.

—f 0 -
Ona MM‘Lx N Y]:(ax +Y)] . D'ol la droite (MM’) est paralléle a I'axe des ordonnées.

Soit H le point de (D) tel qu'il existe un réel k, MH=kMM' , ona { =R A
Yu =k(ax+y)+y
H appartient & (D), donc ax + (ax + y)k +y = 0. C'est-a-dire (k + 1)(ax + y) = 0.

Puisque le point M est quelconque, alors k = -1. D'oli MH=—MM" . Ce qui signifie que AM'=— 2AM..
En conclusion, la droite (MM’) est paralléle a 'axe des ordonnées et HM'=— 2HM , (H est le projeté de M sur (D).

parallélement a I'axe des ordonnées). Par conséquent Tap est 'affinité du plan, d'axe la droite (D), de direction cele de
I'axe des ordonnées et de rapport -2. '

X'= x=x'
e Pourb=0,0na: ‘aet.d.di N
L.=ax+2y.cesta-dlre Y=Yiax -
2
M(x,y) appartienta (C) <« x2+y2=1 - 1',-_,z,uc-]2_1
2 —_— -

2
D'ols une équation de (E) est: x% + [L‘z_“, -1,

e Soit M(x , y) un point du plan.
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2
M appartient a (E) < x2+[w] =1,

2
2
y —ax 2
- =1-x2,
=
—ax [ s J |
o y : myyi—% ou ¥ 2“:— 1-x%, avec x dans [-1, 1).

= y=ax+2~}1_x2 ou y=ax—2yJ1-x? avec xdans [-1,1].

+> Mappartienta () ou M appartienta () : y = ax—2v1—x? , avec x dans [1.1]
D'oli (E) est la réunion de () et (I"). () est donc une partie de (E).

e Soit g la fonction définie par g(x)=ax—2y1—x? .

g est définie sur [-1, 1] et pour tout réel x dans [-1 , 1], g(x) = -f(-x).
D'oll la courbe de g se déduit de celle de f par la symétrie centrale de centre O.
Pour construire (E), il suffit de construire (I') et le symétrique de (T') par rapport a O.

1) # Déterminons I'ensemble des points invariants parf: -
Soit M(x , y , Z) un point de 'espace.
X=—x—2y+22—-6
Ona fiM)=M & y=—x+z-3 = xty-z+3=0.
z=—2x—2y+3z—6
D'oll l'ensemble A des points invariants par f est le plan d'équation x +y-z+3=0
e Soit M(x,y,z) etM(x',y", Z) = f(M) deux points de I'espace.
Vérifions si M’ appartienta A :
Eneffet, X+y' -z +3=(-x-2y+2z-6) + (-x+2-3) - (-2x-2y +32-6) +3 =0.
D'ol M appartient au plan A d'équation x +y-z+3=0.
Vérifions si le vecteur MM a une direction fixe :
—2x—2y+22—-6 L
Eneffet,ona MM| —x—y+z—3 |=(—x—y+2—3)21+]+2k).
~2%—2y+2z—8

D'oll MW" est colinéaire au vecteur fixe 21 + j + 2K .

Soit B la droite passant par O et de vecteur directeur 2i + j +2K et Ale plan d'équation x +y -z +3=0,feslla
projection sur A, parallélement 3 B.

2) Soit s la symétrie par rapport a A, de direction B.

M(x v, z) un point de I'espace, M'(x', y', ') = s(M) et | le milieu de [MM]. Ona:

X'4+y'—2'==(x+y—2)—6

x+x+y+y_z+z+3=u

x'=2k+X

M)=M o | SR o 1T T o :
(MM")//B T y'=k+y
MM’ = k(2i + ] +2k) 2

X'=—3x—4y+4z-12
Ce quinous conduita { y'=—2x—y+22—6 . (le lecteur fera les calculs)
z'=—4x—4y +52—12 '

1) SoitMx,y,z) et M(x',y',z) deux points de I'espace. |
L — R T R e—————
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i

fiM)=M'" < OM'=0M-GADOM
g W7+rﬁ+zi=x7+ﬁ+¢i—1yT-1 27 _|' Mg
1z XY
b "'i+Y'T+I'E=[J<+y—Z}T+[—x+y+z}-j'+{x-—)r+z}ﬁ
. Ki=Kihy—2
Dot f transforme tout point M(x ,y , z) de l'espace en le point M,y ,Z) 0l {y'=-X+y+Z.
z'=x—-y+z

x'=ax+by+cz+d
e L'expression analytique de f est sous la forme : y'=a'x+b'y+c'z+ d' ,d'ol festune application affine.
z'=a"x+b"y+c"z+d"

Soit I, J et K trois points tels que Ol =1, 0i=] et OK=Kk. 0,1 JetKsontnon coplanaires.
Ona: (0)=0, i) =1, -1, 1), ) =01, 1,1) et (R =K1 1.1
e -1 1L =1 Y X aruen
or 0T AOJ' = i - =2
‘1 _1‘ +‘1 1‘J+| 1 1‘k 2j+2k.
£t (OF' ADJ)-OK'=—1x0+1x2+1x2=4=0. Dou0, I' J et K' sont non coplanaires.
oints non coplanaires. D'ot f est bijective.

f transforme quatre points non coplanaires, en quatre p
Par conséquent, festune transformation affine de 'espace.
e SoitM(x,y,z) et M(x',y, z') deux points de 'espace.

oo
x'==(x+2)
x|+yl__ z'l= X ?
(M) =M = X'+y'+z'=y & y'=§(x+y}. (le lecteur fera Ia résolution)
X'—y'+2'=2 1
z'= E(y +z}
x‘:l(x +Z)
2
Dot ftransforme tout point M(x, y , z) de l'espace en le point M'(x', y', Z), oll {y' =%(x +¥)-
, 1
'==
| z(y +12)

2) Démonstration vectorielle :
Soit M un point de I'espace.
M=M OM=0M-TAOM & GAOM=10.
Finalement, M appartient a la droite passant par O et de vecteur directeur T
D'ols l'ensemble des points invariants par

Démonstration analytique :
Soit M(x, Y, z) un paint de I'espace.

¢ est la droite passant par O et de vecteur directeur .11

X=x+Yy-—-2Z x=k
M=M & (y=-x+y+z < y=k, ke R, (le lecteur ferala résolution)
z=X—-Y+2Z z=k
x=k
. = K.
D'oll I'ensemble des points invariants par f est la droite dont une représentation paramétrique est{y =K ke
7=k

C'est-a-dire, |a droite passant par 0 et vecteur directeur U(1,1,1) -

3) Soit Mun point de I'espace, n'appartenant pas a (D).

-‘—’ﬁi—-ﬁi—ﬁ Page 398
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Le vecteur GAOM est un vecteur normal au plan passant par M et contenant (D).

Or MM’ = —OM + OM'= ~i AOM , alors MM" est colinéaire 8 T ADM . Donc la droite (MM’ iculai
au plan passant par M et contenant (D). ite (MM') est perpendiculaire &
4)Ona MM'=—OM+0M'=—GAOM.

unOM
Diois MM'_"‘AOM" ||u||" i ” =/3dM, (D)), o dM , (D)) esta distance de M a a drofte (D).

Dol MM’ est proportionnelle & la distance de M a (D).

_—  Page3%
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Cette collection va & coup str marquer 'univers du support
didactique au Cameroun, voire au-delad de nos frontiéres
nationales.

Des les premiéres pages, le ton est donné : le lecteur est
embarqué dans le sillage d’'une approche méthodologique et
pédagogique atypique, pittoresque, trés élaboré et accessible
a tous.

Eleves, étudiants et méme les enseignants y trouveront une
véritable source d’inspiration et une meilleure couverture des
programmes officiels. Nous ne saurions que trop leur
recommander de faire de cette collection leurs nouveaux
manuels de chevet.

Gilbert NKENG ESSOMBO
_ Professeur de classe exceptionnelle
Inspecteur Pédagogique National de Mathématiques.
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