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Avant - propos

Cher (e) éléve,

Ce livre a été congu pour permettre aux éleves un travail régulier et continu
tout au long de I'année de la classe terminale. Il a été préparé pour vous
aider a acquérir la rigueur nécessaire a la réussite aux contrdles continus
durant toute I'année scolaire et a 'examen national du baccalauréat, en
vous proposant des exercices et des problemes conformes au programme

officiel.

Ce livre contient les chapitres suivants :

1- Continuité d’une fonction numérique

2- Dérivation et étude de fonctions

3-Les suites numériqué

4- Fonctions logarithmiques

5- Nombres complexes

Le contenu de chaque chapitre est congu de la fagon suivants :
s Des résumés de cours organisés suivant chaque paragraphe.

» Des exercices préparatoires pour mieux aborder le programme et en faire
un point de départ pour I’élaboration d’une base solide en la matiére.

» Des exercices classés, ordonnés et progressifs de chaque partie du cours.

» Des exercices de renforcement et de synthése pour I’enrichissement

personnel; ils combinent méthodes, outils et contenus mathématiques.
» Des extraits des sujets d’examens du baccalauréat.

Nous souhaitons vivement que ce livre réponde a vos attentes et participe

a votre réussite au baccalauréat...
Les auteurs
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Continuité d’'une .
‘ ﬂonction numérique >

4

%

L\ _Résumé _J

o Continuité en un point - Continuité sur un intervalle

Définition: Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert
lTetxel.

On dit que la fonction f est continue au point xo si: h_“}f (x) = fx)

Définitions:

- Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme
[%:2% + of ol & >0.

On dit que la fonction £ est continue a droite au point Xo si : limf(x) = f(x).

x2x
- Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme
o — o] ot >0.
On dit que la fonction f est continue & gauche au point x, si: limf(x) = fx)

X <X

Propriété:

Soit f une fonction'numérique définie sur un intervalle ouvert I et xo € /.
La fonction f est continue au point X, si et seulement si, f est continue a
droite et a gauche au point % .

Définitions:

-~ On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle ouvert 7, si elle est
continue en tout pointde /.

. On dit qu’une fonction f est continue sur le segment [a;b], si elle est
continue sur l'intervalle ouvert |a; 5| et continue a droite au point a et a
gauche au point b.

Propriété:
Les fonctions polynémes, les fonctions rationnelles; la fonction x — /x; la
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fonction x — cosx et la fonction x — sinx sont continues sur tout intervalle
inclu dans leurs ensemble de définition.

un intervalle par une fonction continue

Propriété:
‘Limage d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
L'image d'un segment par une fonction continue est un segment.

Théoréme:

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, a et b deux éléments de /.
Pour tout nombre réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un
nombre réel ¢ compris entre g et b tel que: flc)=k.

Conséquence:

Si f est continue sur le segment [a;b] et f(a) x f(b) <0, alors 'équation :
f(x) =0 admet au moins une solution dans lintervalle |a;b[ et I'équa-
tion admet une solution unique si f est strictement monotone sur [a;b]

a) f est continue et strictement b) f est continue et strictement
croissante décroissante
I J) | 7 f
[:b] @) £®)] [a;5] [£®) 5 f@)]
[a; ] fla) ; limf(x) (st Pa;_r},f(x) : fl@)
l:b] limf(x) ; f(b)] ' Jasb] [f(b) 3 limf(x)
” ]!ir_mlf(x) : ii_g}’f(x)[ | | Eip}f(x) : lim /o)

- Si f est continue et strictement monotone sur [a; b ]alors pour tout réel
k compris entre f(a) et f(b) il existe un unique réel ¢ de [a;b]tel que :

fle)=k
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Soit J unintervallede R et ke R
« Si f et & sont deux fonctions continues sur l'intervalle 7, alors les
fonctions f+g, fX g et kf sont continues sur ] .

¢ Si f et & sont continues sur [ et g ne s’annule pas sur l'intervalle I,
alors les deux fonctions % et % sont continues sur /.

@Conﬁnuité de la composée de deux fonctions

- Soit f et & deux fonctions numériques.

¢ Si f est continue sur un intervalle / et g est continue sur un intervalle J
tel que f(I) C J, alors la fonction gof est continue sur 1.

« Soit f est une fonction définie sur un intervalle I et & est une fonction
définie un intervalle J telque f() c Jet x, €.

Si f est continue en x, et g est continue en f(x,) alors gof est continue
en Xo.

« Soit f une fonction définie sur un intervalle [ tels que f(I) c J.

Si f admet une limite finie { en x, etsi g est continue en { alors la fonction
gof admet la limite g(f) au point x;.

\Exercices d’application/
| Exercice &§

Calculer les limites suivantes :

1)Iimd‘/;+‘/‘fc_1_1 4) lim - (,/2x+l /& + x+ 1)
I 5
2) ¢x+2 2 5) lim x’fl+x
- 3% -5 o
fiz 2
3) llm —J/x 6) lim 2%y % +x‘— 2 — X
f— 1 rore Sl
(Exercice £

Soit f la fonction numérique définie par: { f(x) = x* + ax’ — 3 ; x < 1

fx)=ax+ b ;1 <x<2

f=2t2 x>

Déterminer les nombres a et b pour que f soit continue sur R

6 ( Continuité d’une fonction numérigue



Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f(x)=“2+°‘;‘°;x“/§;x¢o

1) Montrer que f est continue en x, = 0.
2)a)Montrer que : (vx e R') ; | f(x)| <
b) En déduire : .,,li}'{l fx)
Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle ]—% + oo[ par:
o d=cos’x . I_L [
fox) = x.sinx.cosx ' * € 2’0

) = 3—W [0+

1) Calculer lim f(x) et lim f(x)
X =+ 00 S 12'[_

zf

e

2
2) Etudier la continuité de la fonction f au point x, = (

£—5%+6

it { la foncti Sri défini . =
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2x + P =

1) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.
2)La fcmctlon f admet-elle un prolongement par continuité au point x, = 3?

: ; — : _ (1 - tanx)®
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = e )
1) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f
2)a) Soit 4 un élément de I'ensemble ]0%—[ - {%},

' 2tan’h
Montrer que : f( i h) (1 — tanh)’.sin’(2h)

b) Montrer que la fonction f admet un prolongement par continuité au point

I
%=
cosx — [1 + -———5in
Soit f la fonction numérique définie sur R™ par: f(x) = =

Continuité d’une fonction numérique [} 7
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Montrer que f est prolongeable par continuité au point xo = 0

FTEEY 8

Soit f la fonction numérique définie sur R — {n} par:

x.sinx — cos(%)
flx)= p—
1) Soit x un élément de R’, montrer que :
s
: sm(-2—)
flx + ) =— sinx — n.m%+ e

2) Montrer que f est prolongeable par continuité au point x, = 7.

Exercice &:]

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = tan (7x)

x—E®x)’
1) Déterminer D l'ensemble de définition de la fonction f.

2) Calculer lim f(x).

A

2

l(l

2

3) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité au point xo = 0?

 Exercice £11

N 2 o P : Lol e
Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = SnE X

1) a) Déterminer D I'ensemble de définition de f.
b) Etudier la parité de la fonction f .

2) Montrer que : (vx € 2]} ; 0 </@ <tan(%]

3) Montrer que la fonction f admet un prolongement par continuité au point
X =0

| Exercice £

Calculer les limites suivantes :

: sin (Tx) : ( ; 1 ]
1) EI'W'COS(T) | 3) limcos|x .cos(x) o+ x-.
2' 4 s
2) xl@m_tan(/}‘sin(%)) 4) _!i{r.‘,s'm(.wgﬁ)
| Exercice &bX
1) Soit f la fonction numérique définie sur R’ par: f(x) = 1 — xE(mle)

Montrer que : (Vx € R);|f(x)| <Ix| et en déduire que f est prolongeable par

continuité au point x, = 0
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2) Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(x) = (sinx)E(%)

a)Montrerque : (vx € ]O;n[) ; % —sinx < g(x) < %

et(vx e ]—n;O[;S—I;Cl—x < g <ﬂ2—x—sinx

b) La fonction g admet-elle un prolongement par continuité au point x, = 0?

3) Soit # la fonction numérique définie sur R” par: 2 (x) = x—I_El(x)
X
La fonction /~ admet-elle un prolongement par continuité au point x, = 0?

[Erercice 4t |
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = /x| — E(x) — x

1) a) Déterminer D I'ensemble de définition de f.
b) Calculer lim f(x) et lim f(x).
2) Soit & un entier relatif.
a) Etudier la continuité de f a gauche et a droite au point x, = k
b) Etudier la continuité de f sur l'intervalle J;k + 1[.
EEGEY 14
: 2
Soit f la fonction définie sur R : {f(x) = x X /1 + (1 + E(%)) ; x#0
f0)=1
1) a) Montrer que : (vx € R}) ; V1 +x* <f(x) < /x*+(x+1)%;

b) En déduire que la fonction f est continue a droite au point x, = 0.

2) Calculer lim f(x),

3) a) Montrer que : (Vx € [- 1;0)) ; — /1 + & <f(x) < — /& + (x + 1)’;
b) En déduire !li_‘rrol_f(x),

4) La fonction f est-elle continue au point x, = (0?

| Exercice 413

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 1

2) _
1) Déterminer D I'ensemble de définition de f. E(x) !
2) a) Montrer que : (vx € D) ; 2;x2x_ < E(%)— | <2=%
b) En déduire que la fonction f admet un prolongement par continuité au

point x, = 0.

Continuité d’une fonction numérique .- 9



1) Montrer que I'équation : /x — x* + 2x — 1 = 0 admet au moins une solution
dans l'intervalle [o; 1].

2) Montrer que l'équation : sinx = 1 —x admet une solution unigue dans
I'intervalle ]0,%[

3) Montrer que la courbe de la fonction f telle que: fx)=x*+3+4x—5
coupe |'axe des abscisses en un unique point d’abscisse a telque 0 < ¢ < 1.

Soit o et p deux éléments de IR} et f une fonction continue sur le segment
[0;1] telle que : £(0) # f(1).
Montrer que : (3x, € |0; I[) ;0 (0)+ B (1) = (o +B)f(x,)

: -
W 1
1/‘Jm,/T—l

1) Calculons Ilm 7 o

Soit x un élémentde |i; + oo[, ona:

/J_c+./x—l—1=,/E—I+./x~] x—1 x—1
SR Jxi=1 ./x*—l (./‘+1)./x—1 x -1

¥ T (x—~ %=1 1
o] Jx+ /‘+1 Vxx1tyz+a
; e (S IS U . 1 [x=1_1 =
Pu15que.}£m i _Tet"l[rrl{ﬁ+lx jc_|_1—2><0—0
( T e :
Alors : lim xJ +\/x+1)_ﬁ' donc :

1"
lim X+ =
o Yot —l ﬁ
vx-b 2= 2

2) Calculons IJP}TH
Soit x un élément de I'intervalle [%, + oc[ etx # 2,0na:

./x+2~2=ﬁ;§%etl—/3x—5=;?’-%,donc:

T
S o i e x—2 L (1+/3x—5) 1
I =y /3% / Lt
R Y S e e R —3(x-2) me e 6

XY
3) Calculons lrlfrll Tt

10 Continuité d’une fonction numérique



Soit x un élément de l'intervalle [0; + | et x # 1,ona:

2=Jx X=1—=Yx+1 s B 5
st o e l=@+DW/x+ D=1

ST e oo
Donc.!z_{r}—?;i—l—_ lim (x + DW/x+1)-1=3

4) Caleulons lim-: (1/2::“-1- -/ +x+1)

Soit x un élément de l'intervalle ]0; + oo[ ona:

('/2x3+l~/x2+x+l)=%(/ (2+ ‘/le+ +1))

= I i A1
_x(x/2+x2 x/1+x+xz)
=/2+-1—2-—/1+~1-+~13

X X

1 1

1
X

Puisque : l|m2+—-#2et I1m1+x+——=1
X + = x

alors : lim 2+ = /2 et Ilm /1+ 1+ 1 —

Donc :

: : i wEn
im (/2T e rar ) =tim 2+ - 1o le L2
1

5) Calculons : l_in:m/ s
Soit x un élément de I'intervalle }- o0; 0], ona:

/E+x=—x#xfl+x=x(l— ’xil)

L |
o _x _xil X
l+/x- 1+/x-1
Ona: !lmx 1=1~£1[n—= l—ldonc llm —l
Ty X £ x 1 sl
Dol : ,l_!f_llt 1+x_.lfm.,. x“lxl+ = )- 5
x—1
2xyx* +x —

6) Calculons : lim WeEsi

Soit x un élément de l'intervalle J0; + x|, ona:

B/t x—2—x=— (Pt x— 22/t x+x)=— (X +t x— 2

1 2
; 1
.I+?+1

a5

) 11
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Puisque : “I.‘.““'%= 1 alors : l"fl 1+%_—_]

Donc: lim2x/x’+ x — 2x° — x = lim |- II :—-?i-
SR et
i X
etona: lim — s =0
x-+od fx* 4+ 1

2 2
Dloti: lim ZAE L E= 2o "“=0><(-%)=0
gHe 2/ + 1

2
Déterminons a et b
Ona:
-La fonction x — x°+ ax® — 3 est continue sur R, car c’est une fonction poly-
ndme, donc f est continue sur l'intervalle }-oo; 1].
' La fonction x — ax + b est continue sur R, car c’est une fonction polynéme,
donc f est continue sur I'intervalle [1;2[

2
. La fonction x — %’f{ jlz est continue en tout pointde R w{%,;}, car c’est une

fonction rationnelle donc f est continue sur I'intervalle [2; + oof.
D’ol f est continue sur R si et seulement si :
lim fx) = f(1) et lim f(x) = £(2)
Ona: I‘liﬁﬂll,f(x) = xli_-rrll,(ax +b)=a+bet xliﬁng_f(x) = }{n}(ax +b)=2a+b

et f(1)=a—2 et f(z)=%

[lmf@ =) _ [a+b=a-2
im0 =r@ T 442 = 204
e—>b=—2eta=2
Par suite f est continue sur R si et seulementsia=2 et b =—2

(Exercice &9
1) Montrons que [ est continue en x, = 0.
Soit x un élémentde R, ona:

_ (/2% cosx — /3)(/2 + cosx + /3)
fx) = 2
x*(/2 + cosx + /3)
cosx — 1 ._(lmcosx)( =1

5 e cosx + /3) x° /2 + cosx + /3

Donc

12 ¢ continuité d’une fonction numérique
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Soit x un élément de 'intervalle ]~% 0[,0n a:

o) = (1 — cosx)(1 + cosx + cos’x)
= x8inXxcosx

(1 + cosx + cosx) x(l & cosx)
xsinx COSX

(1+cosx+cosx)x( 1 __1)
XSInx

: A l+cosx+cosx)=L=_ : ( o )_
Puisque : ’1}:31%( o % 7 et l_lm — =4+
”";‘ -

car limcosx = 0'
il
x>= %

o I+cosx+coszx) ( B )_
alors : llm( oy K\ e 1) =+ oo donc : lun f(x) + oo

;-._i X - __

“>"'§ x)-—g

2) Etudions la continuité de f en x, = 0.
Ona: f(0) = et lim f(x) = lm{13" 12"' x‘/': /x _ 5 3 _ £(0)

e Calculons : lmg_f (x)

2

6= (1 — cosx)(1 + cosx + cos x) 1—cosx . x 1 + cosx + cos’x

xsinxcosx x2 sinx COSX

1i="leosar: =
x2

Soit x un élément de l'intervalle ]~1t—; 0[, ona:

i S 1 e .14 cosx + cos’x _
Puisque : lim g Wiges — el i CoSX =

il —cosx ., x 14+ cosx+cos’x 3 e 1
alors: J]LI'EI_ pe X X e =5 ,donc: Jl_rg_j(x) = f(0)

D'ou : limf(x) = %: f(0), c’est-a-dire f est continue a gauche en x, = 0

et puisque: lir;;f(x) = lir;"_uf(x) = f(0), alors f est continue en x, = 0

Exercice £-5

1) Détermions D

Soit x unélémentde R,ona:xeD < lx*—9l-1x—31#£0

Puisque : lx*—9l—lx—3l=0 e [x—3l(x+3l—-1)=0
—=lx-3l=0etlx+ 3=
=x=3o0ux=—2o0u x=—4

Alors: x€D e x#3etx#— detx #— 2donc: D=R—-{3;-2;— 4}

2) Etudions si f admet un prolongement par continuité en x, = 3

e Calculons Ei_{njf(x)

14 ¢ continuité d’une fonction numérique

=N



Soit x€D,ona: x*—=5x+6=(x—3)(x—2)

. 2 (x=3)(x=2)
B ey e B
Do : limf(x) = 1im(zx +LL)=£
: 137 r—-3" Ix + 31“"1 5

et Ilmf(x) - ]lf;‘l (Zx—l—%) 259 ainsi Ilmf(x) # l;mf(x)

Par suite la fonction f n’admet pas de limite au point x, = 3, donc f n’est pas
prolongeable par continuité au point x, = 3

1)Determ|n0ns 1)
50|th]R,ona:xeDﬁ(x#—g—*i-kJr;keZ) etl + cos(4x) # 0
Puisque : 1 + cos(4x) = 0 < cos(4x) =—

=~4x=7c+2k7c keZ

mrx—*'" 2 ,kGZ
alors : xED=~(x¢2+k75 kGZ)et(xaéI kzﬂ,kEZ)

Donc: D=R~— ({K—i»k?f keZ} {ﬂ' k271' kEZ})

2) a) Montrons que : f(4 +h) (1 —-taﬁl&a)‘?:in “(2h)

Smthe]O,”[ { }ona f(?t"'h) (:;:;:EE::B

tan 7 + tanh _ 1+ tank
1—tanZtanp |- tank

i 1 _1_ 1+ tanh _ —2tanh
alors : 1 tan(4+h)—l ewwh Tk

etona;l + cos(T + 4h) = 1 — cos(4dh) = 2sin’(2h)

RN (—2tanh)*_ 2tan’h
el f(4 3 h) = 2sin'2h) “\T— tanh) ~ (I = tanh)".sin"(2h)
b) Montrons que f admet un prolongement par continuité au point x, = %
Calculons lin}cf(x)

ey

ch= g AL
Onpose: h=x 4 (tﬂﬂk)z

y o 178 2tan’h 2 2 h
etona: f) = {h+ ) = i = i [sin 2y
==

Puisque : tan(% + h) =

Continuité d’une fonction numérique | 15
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Puisque : lim 04 _ | et 1im$02A) _ 5 et |im tan k=0,
-0 h b0 h k=0

(sinh)’
alors : lim 2 h

T = tanky (&f@) 3

s = 2%

a]—

donc: lim /(x) = £i£nnf(k L .‘{‘;) -1

e
D'ou f admet un prolongement par continuité au point x, = %
[g(x)=f(x) i ED*{O}

1

et son prolongement g est défini par:
g0)=7

Exercice £/

Montrons que la fonction f est prolongeable par continuité au point x, = 0.
eOna: D, =K

» Calculons }ifn ISf(x}

Soit xe R',ona:

(005-’5— l+s'i%)(cosx+ 1+Si“Tx) coni _J‘-i%
fe) = : = '
i SInY [, | sinx
x(cosx+ 1+-2—) x(oosx+ l+—2 )
L ecosix = 1)imsine 7 —2sin'y iy
2x(oos+ 1+&2‘9‘-) 2x(oosx+,/1 +——S“2”‘)
i —sinx(2sinx+1) __sinx < 2sinx+1
sinx x ( sinx)
2x(cosx+1/1+—i-——) U cosx+ /1+T
Puisque : 1151%% = let lim 2sinx+1 _ _ %,
v 3 2(cosx+ /1+§’5—1£)
sinx 2sinx + 1

i e o 1 el
alors.lnﬂ—- e X = 4d0nc.11£nﬁf(x)— 7

2(cosx + 1+ %)
D’ou : f est prolongeable par continuité au point x, = 0 et son prolongement
g)=f(x); x#0

g est défini par :
g0)=— 1

Exercice &

1) Soit x € R", montrons que : f(x+ ) =—Sj_nx+n_3i%+ +

16  cContinuité d’une fonction numérique



Ona:xeR donc:x+ T # 1

Dot ;
(x + T).sin(x + ) — cos(%) (x + T).(— sinx) — cos(% £ %—)
ikt ®)= G+m)—n G x
—xsinx — Trsinx + sin(«%) _ Sas sin(-’zi)
= X =-—smx—1t.—~ir~+—--i-—-

2)Montrons que f est prolongeable par continuité au point x, = 7.

Ona:Q,=R—{n},
s Calculons : lim £(x)
“‘f 3 sln(%)
Onpose:t=x—m,0na: f(x)=f(t+ M) =—sing — T3ML 4
i Si“(%) 1
Puisque : !mgi‘—?i = let lim—=-= 5 et limsin/ =0

Si“(*%) 1

_' — S]‘_m — ] — —_—
sinf :ﬂ:.r+ 7 ) 1t+2

alors : lim
P

Donc : Ii{rlf(x) = !i_rrgf(r+ ) = %— T

Dou f est prolongeable par continuité au point x, = T et son prolonge-

gx)=f(x); x # T

t t définie par :
ment g es ie p {g(ﬂ:):%——’n

[
1}Déterrﬁinons D
it xeR,ona:
l‘EDﬁ(ﬁX%%""‘k?{;kEZ) etx— E(x) £ 0
=»(x#%+k;k€-Z) et E(x) # x
Puisque : E(x) =x = x € Z, alors: xeD«:(x;é‘%—-l-k;kEZ) et x &7

bonc: D=R—({5 +kez}uz)

2) Calculons ]irrll f(x)

T

.r<%
Soit x un élément de I'intervalle [0; 1] tel que : x # é— ona: E(x)=0
Donc: f(x) = M

Continuité d’une fonction numérique 17



e Calculons luntan(ﬂ:x)

""z'

1(—;-

0npose:t=x—%,

- il e 7 LA GO BN b o A G =1
Ona.tan(irx)—tan(n(t+ 2))_1;4:1 e+ 2)— T m(m)x( r)
i L ¥l G 4
Puisque : ,IHEtm(nt) 1te*l:‘l_n(:l_( t)—-+oo
¢ 1) _
alors : J‘ltrr;tan(nx) i otan(m)x(_f)"-'-w
Donc : hmf(x) = lim n;nx) =4 o0

.\‘-.l-i x.-i
1
x(z x<2

3) Calculons Iing'f(x)
Soit x un élément de I'intervalle |0; 1] tel que : x # % ona: f(x) = -t—a#n—fr&)

tan (Ttx)
X

Donc: lim f(x) = lim =T

e Calculons lim f(x)
Soit x un élément de l'intervalle |- 1;0[ ona: E(x) =—
Donc : lim f(x) = lim 200 _ ¢

car: xll__r{]l_tan(ﬂx) Oet lim(x— 1)=— 1,donc: lunf(x) # llﬂlf(x)

D’ol, la fonction f n’admet pas de limite finie au point x, = 0, par suite f
n'est pas prolongeable par continuité au point x, = 0.

Exercice 4118

1) a) Déterminons D

Soit xER,ona:xeDex#0etsinx # 0

Puisque: sinx=0 e x=kr k€ Z,alors xeD = x#kn;keZ
Donc: D=R—{knlk e Z}

b) Etudions la parité de la fonction f

Soit x€D,ona:—x € D
=SS et 8 (R (ool DR 05 (80 niiieyd B 078
etil= 2= sin(— x) —x | sinx frw (smx )_ f@
Donc: (Vx € D) ; (— x € D et f(—x) =—f(x)) d'ou f est une fonction im-

paire.
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2) Montrons que : (Vx € ]0-72"'-[) : 0<flx) < tan(-g-)

Rappel:(Vﬂ. = b,%[) ; 0 <sino <@ <tano.

Soith]O;-‘E*[ ona:0<sinx<x=o%<$
1 1
s X
donc: f(x) >0 (1) o
5 1 1
Dautre part, on a : O<x<tanx=s <+
1 1

] LT 1

Danc:f(x)<L— s 8

sinx tanx
Puisque :
S : Lo Rt dosx ) —icosy zzm)(%)( ) i sin((%)) N tan(—:z'-c—)
snx  tanx T sinx  sinx sinx 2 sin % u % L %

lors : f(x) <tan(%) (2)

doii de (1) et (2) on conclut que : 0 <f(x) < tan(ﬁz’-)

Par suite : (Vx e }),%D ; 0 <f(x) <tan(-§-)
3) Montrons que la fonction f admet un prolongement par continuité au

point x, = 0.
Ona: (Vx € })%[) 3 0 <fx) <tan(%)

fino = liman(3) = 0
Donc d'apres les propriétés des limites et I'ordre, on a : lim f(x) = 0
Calculons lim fx)

Onpose : t =— x, puisque la fonction f est impaire, alors

Ona: lim f @)= rii_ﬂ‘:;f(— ) =— rli%f =0

Donc : lim f(x) = lim f(x) = 0 ¢'oy : limf(x) = 0

Parsuite £ admet un prolongement par continuité au point x, = 0.
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Exercice £§F

1) Calculons : . (sin(nx))
limcos ST
-0
sin (:ﬂ:x)

Ona: llm

x=0

= 7 et la fonction cos est continue au point 7

alors : 1111;005(%@) =cosTm=—1

2) Calculons : limtan(./s_t.sin(%))

Soit x un élément de I'intervalle |0; + oo, ona: ’ (%

Donc : ./E|sin(%ﬂ < /x Clest-a-dire : l./E sin(vf)| < /x
Donc : |(vx & 10; + o) ; ’/}sin(%n < /%
limy/x = 0
Dol d’a;;gs les propriétés des limites et I'ordre, on a : xﬁ_n;,/? sin(%) =0
Puisque la fonction tan est continue au point 0,
alors : xliﬂn;l_tan(ﬁsm( 1 )) tan(0) = 0

3) Calculons : Ilmcos(x cos(l )+x)

Soit xR ,ona:—1 < cos(;lf-) Sl=x—-x< x+x’cos(%) <x+x
Puisque : limx — = lizr'lsz +x=0
alors : limx cos( ! ) + x = 0 d’apres les propriétés des limites et l'ordre.
et on a la fonction cos est continue au point 0,
alors : llmcus(x cos(l)+ x) cos(0) =

tan’x — T Lanx)

4) Calculons : Iri[gsin( o

Soit x € ]_%‘-%—[ etx #0,0ona:

tan’x — Ttanx _ tan(x)(tanx — ) _ tan(x) , (tanx i g)
- =

2x R 2 2
; i fANX 1 01, iy | (i .o tan’x — Mtanx _ 1
Puisque : lim="2= = 1 et lim == 2 7= alors : lim o 7
et on a la fonction sin est continue au point — %,
<o (tan’x = rtanx | o (_E)__
donc : ‘llr_r{lbsln Nt e )— sin—>-) = 1
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1) Mont que: (Vx € R) ; [f(x)| <«

stre R, ona:E(L) < L<p(l) 41 =01 (1)<
ponc: |1 — £(L)] <1 dou: 1xllL - £(1)] <

cestadire | - x5(L)| < 2l donc : 7] <l

Parsuite : (Vx € R") ; | F(x)] < lxl

s Déduction :
(VxeR) £ — 0| <lxl
hp;dxl

donc d'aprés les propriétés des limites et l'ordre, on a: lim uf(ac) =10
dou : 0ZD, et lim f (x) = 0 signifie que f admet un prolongement par conti-
nuité au point x, = 0

et ce prolongement est défini par : {8EX))=f(x) s x#0
g(0) =

2)a) Montrons que : (vx e ]0;75[) ; Six —sinx < gla) = S0X smx

Sit x€]0; [, ona: -1—— 1 <E(-1—) < %—

Puisque sinx > 0, alors : S';x sinx <(sinx) E(%) < ﬂ;}!_

Donc: (vx € J0;m]) ; smx — sinx <g{x) < ﬂ;!i

* Montrons que : (VxE]—it op ; Smx <glx )\<M—smx

it x€ |-m;0[,ona: l— 1 <E(-Jl?) = 31?;

puisque sinx < 0, alors : S'gx sinx >(sinx)E(%) B

. sinx — SN e
Donc : o glx) < = sinx
Jak, ; . sinx sinx .
Dou: (Vx € |-m;0]) ; = = glx) <== —sinx
b) Etudions si la fonction g admet un prolongement par continuité au point

5=0.
*Ona: 0gD,

Continuité d’une fonction numérique
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eOna: |(vx € J;x)) ; siﬂ sinx <g(x) < %

lnmﬁ%x- — sinx = llm”mx 1

eona: [(vx e Fmo) ; smx < gl <smx sinx

llmsmx smx—limm;lx 1

L* -0 x

Donc d’apres les propriétés des limites et I'ordre on a : }‘f{.‘g (x) =

D'olr : ‘Im;lg (x) = }i_n;_g(x) = ] c'est-a-dire ; li_l_'r:g(x) =33

Par suite, la fonction g admet un prolongement par continuité au point x, = 0.
3) Etudions le prolongement par continuité de la fonction 4 au point x, = 0.
= Calculons limh(x)

Soit x un élément de [0;1[, ona: E(x) = 0 donc: h(x) = % = /%

D'ou ; }1:1;1.‘1 ()= xh_ng/_ =0

= Calculons lim (x)

Soit x un élémentde |-1;0[,0ona: E(x) =—

donc: h(x) = = )

x+ 1 1

J—x V=%

D'ou: limh(x) = iim(—-/—x + L) =+ oo, par suite # nadmet pas une limite
i £ 0 J—x

finie au point x, = 0, donc la fonction A n’est pas prolongeable par continuité

au point x, = 0

Exercice 61

1) Déterminons D :

Soit xER,ona:xeD=|xI-E®) >0

Puisque: E(x) < x <E(x) + let—lx|l < x < Ixl

alors : E(x) < Ixl c'est-a-dire : x| — E(x) = 0

Donc: xeD«sxeR dou: D=R.

b) * Calculons lim f(x)

Soit x un élément de [0; + oof,0na: f(x) = /x— E(x) — x
Puisque: E(x) < x <E(x) + lalors0 = x— E(x) <1

Donc 0 < /x — E(x) <1 cest-a-dire—x < /x— E(x) —x<1—x
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Dol [(vx € J0; + oof) 5 f(x) <1 -«
- lim(1 = x) == oo
Ainsi d'aprés les propriétés des limites et I'ordre, on a : Jl}lzlwf (x) =— o0
* Calculons lim, fx)
Soit x un élément de |-o0;0[, 0na: f(x) = /—x— E(x) — x
Puisque : x — E(x) = 0 alors —x — E(x) = — 2x;
Donc: /~x — E(x) — x = /—2x — x clest-a-dire f(x) > /= 2x — x
Dou: [(vx € Fooi0]) ; f(x) = /=2x — x

L}I}lﬁm —x=+
Ainsi d'apres les propriétés des limites et I'ordre, on a : 1I_iq1mf(x) =+
2) a) Etudions la continuité de f a droite en x, = k.
Soit x un élément de [k;k + 1[,ona: E(x) =k
Donc: f(x) = A=k — x
Dol : limf(x) = }iﬂ/lxl_—k —x=/lkl—k -k

k>0 k=0

etona: f(k) = /lkl — k — k donc : gifr}f(x) = f(k)

k>0
Par suite, la fonction f est continue a droite au point x, = k.

+ Etudions la continuité de f a gaucheen x, = k.

xunélémentde [k — 1;k[,ona E(x)=k—1.

Donc: f(x) = /Ixl— k+ 1 — x

Dol limf (x) = ;i_gr}m —x=Jkl—k+1-k
B

x<k

etpuisque : f(k) = /lkl— k — k alors f(k) # Jlkl—k+ 1 -k,

donc: lig}f(x) #+ f(k), ainsi la fonction f n’est pas continue a gauche au point

x <k

H=K

b) Ftudions la continuité de f sur Iintervalle Jk;k+ 1.

Ona:(vx € Jk+ 1) ; f&) = /Tal— k — x

la fonction : x — |x|—k est continue sur I'intervalle |k + 1] et IxI— & = 0
pour tout x de Vintervalle Jk;k + 1 donc la fonction x — /Ix| — k est continue
surlintervalle Jk;k + 1] et on a la fonction x — —x est continue sur l'intervalle

Continuité d’une fonction numérique |
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Yk + 1
Donc la fonction f est continue sur l'intervalle Jk;k + 1] comme somme de
deux fonctions continues sur I'intervalle |tk + 1.

24 ¢

1) a) Montrons que : (Vx €R)) ; /1 +x <flx) SV/x"+(x+1)

Soit x un élément de J0; + o[, ona:

1 1 1 1 1 1

E(E)5E<E(E)+1‘='§—I<E(;)s§
“Lernl)alo
2

Donc:1—2<(1+E(1?)) M

X X
cest-a-dire : 1+ <1+(1+E(1)) x_"‘_(_l;"_ﬂi
x+(1+x)‘*

Dol 1+ +£’

Ainsi : 1 +x* <x. 1+(1+E(x)) = yaE #x)

Par suite : (Vx € R)); V1 +5° <f(x) < /%' + (1 +x)°

b) Déduction :

Ona:(VxeR)); 1+« <f(x) <J/x'+(1+x)°

et !mgm = hfﬂm = 1 donc d’apres les propriétés des limites
et 'ordre,ona: ll_-Irol rflx)="1

Puisque f(0) =1 alors : }En%f(x) = £(0)

D’ou la fonction f est continue a droite au point x, = 0.

2) Calculons ll"l fx)

D’aprés la question 1) a) ona: (Vx € 0;+ oof) ; fx) > 1+ 4
Puisque : ,lj'f‘mm =+ ooalors: lim f(x) =

3) a) Montrons que : (Vx €[~ 1;0]) ; —yI+x <f&x) <—y/x+ (1 +x)’
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Soit x un élément de [—1;0[,ona:

1 1 1 1 1 1
E(E)5E<E(E)+ le= -1 <E(E)5?
1

+

t
———
==
S —
e —

A

|

®2|—

Puisque : 1"‘—" < 0 alors: 0 S—(%) S—(
2 2
Donc : (—-i (1 4-:5‘(1 )) -%
X X
2 2 2 9
pou: LEE =2 1+(1 +E(1—)) clix
X X %

etona: —1 Sx<0clom::_#___._\”‘72‘*’_(1*”3‘5)2 < (1+E(-}c-))z 1+

X
voi: /T2 < xgf 1 +{1+ B(L)] <~ /FF G
cest-a-dire : —/1+2° <f(x) <—Vx*+ (x+1)°
Par suite : (Vax €[~ 1;0[) ; —yT+2 <f(x) <—V¥+ 1 +x)’
b) Déduction :
ona: (vxe[-1;0[); = VI+x <flx) <—y/x+ (A +x)
et lim(—/1 + °) = lim(— /X’ + (1 + x)*) =— 1, donc d’aprés les propriétés
desxlgr;ites et I'ordre: ;:1 a: xli_yrg_f(x) =]
4) Etudions la continuité de f au point x, = 0
Ona: ‘l@p}_f(x) =—let f(0)=1,donc lj_rg_lf(x) #£(0)

D'oli la fonction f n’est pas continue a gauche en x, = 0, par suite la fonction
[ n’est pas continue au point x, = 0.

1)DéterminonsD:
Soit xeR,ona:x €D c:»x#OetE(%)— 1 #0

Puisque : E(%)— 1=0 E(%) =l

Continuité d’une fonction nurnerlque | 25



alors: x€D e x#0 et x &]1;2]
e x € |-o0;0[U]0;1]U 2; + oo

Donc: D= }oo;0[ U 10;1]U 2; + oof
2) a) Montrons que :

(-p) 2 = 2] (-2~
Soit xED;ona:E(%)5%<E(%)+1
donc : %_ i <E(%) 5% c’est-a-dire : %_2 < E(%—)—l < %_1
Dot : 2= 2x 2x<E(2) 152;3? par suite :

(weD) 22 p2) 4 2=
b) Déduction :

e Calculons : Iin(}'f ()

Soit xE]O;l[,ona::%<E(%)—15 2—x

X
1 e
2—2x g = <
£ =2 > (alors: 2—x =
x E(-Z—)—l

Puisque :

Donc: (VxE]OI[) 5 — x—~f(x)<2 2x

etona: xl£m2 -~lmr|L}|2 %

e Calculons : }{{lg_f(x)

= 0 donc : lim f(x) =

Soit x € |-o0;0[,0na: ¥<E(%)—l < 2—x

X
il 1 e X
Puisque:zﬂ<0 alors: 2—x — (2) D29
X E}' — 1
Donc: (Vx € |-o0;0[) ; 52— <f(x) <525—etona:
fimy2 5 = limy oy = 0

D'olr : lim f(x) = 0 finalement on a : lim/(x) = 0 et 0#D.

Donc la fonction f est prolongeable par continuité au point x, = 0
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bercice £19

1) Montrons que I'équation /x —x°+ 2x— 1 = 0 admet au moins une solution
dans l'intervalle ]0;1].

Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = /x — X + 2x — 1.

* La fonction f est continue sur[0;1] car c’est la somme de deux fonctions
continues fi et £ sur[0;1]telles que : fix — vx et fix——x"+2x—1

(f est la restriction d’une fonction polynéme sur l'intervalle [0;1] et £ estla
restriction de la fonction racine carrée sur l'intervalle [0;1]).

etona: f(0)=—1et f(1)=1 donc f(0)Xf(1) < O d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe au moins ¢ de [0;1[ tel que f(c) =0
dolil'équation /x — x* + 2x — 1 = 0admetaumoinsunesolution ¢ dans Jo; 1[.
2) Montrons que I'équation sinx = 1 —x admet une solution unique dans
lintervalle ]0%[

Soit f la fonction numérique définie sur [O;%] par: f(x) =sinx+x—1

* la fonction f est la somme des deux fonctions f et £ telles que :
fix—sinx et fix—x—1

Puisque f est continue sur [0;%}(restriction de sin sur ]0;%—]}

et / est continue sur [0;%] (restriction d’une fonction polynédme sur [0; %l)

alors f est continue sur [0;%]

] - =-— ) _ i oL S e [ 3
ona: £(0) letf(ﬁ)._z-q-é 1= I
Donc : f(0) xf(lg—) <0 (car : ®;—3 > 0) et d’'aprés le théoréeme des valeurs

intermédiaires, il existe au moins un réel ¢ de l'intervalle ]0%[ tel que
fle)=0.

d’ol, 'équation: sin x = 1 —x admet au moins une solution ¢ dans IO;%—[.

* Montrons que ¢ est unique, pour cela, on montre que f est strictement
monotone sur 0;% 3

Ona:|vx e 0:% i f'(x) = cosx + 1, puisque (Vx (= [0,%[) : cosx >— 1

alors f'(x) > 0 pour tout x de [0; %-[, donc f est strictement croissante sur

Continuité d'une fonction numérique
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[O;%]d'oﬁ ¢ est unique.

On en déduit que I'équation : sinx = 1 —x admet une solution unique dans
I'intervalle }); %[

3) Montrons que la courbe (C,) de la fonction f coupe I'axe des abscisses en
un unique point d'abscisse a telleque: 0 <a < 1.

On a: La courbe (C;) coupe I'axe des abscisses en un unique point d’abscisse
a tel que : 0 < a < 1 signifie que: (3l € 0;1]) ; fl@) =0

*Ona: f(x)=x"+3x’+4x— 5 pourtout x de R.

f est continue sur l'intervalle [0;1] car cest la restriction d’une fonction
polynéme sur [0;1] (1)

eOna: f(0)=—5et f(1)=3 donc fO)Xf(1) <0 (2)

eEtona: f'(x) = 5x*+9x*+4 donc (vx € [0;1]) ; f'(x) >0

d’ou f est strictement croissante sur [0;1]  (3)

De (1), (2) et (3), on déduit qu’il existe un réel unique a de l'intervalle ]0; 1]
tel que f(a) = 0, c’est-a-dire la courbe de la fonction f coupe l'axe des abs-

cisses en un unigue point d’'abscisse a telle que 0 < ¢ < 1.

Montrons que : (3x, € [0;1]) ; af (0) + B (1) = (. + B) f(x,)
On considere la fonction £ définie sur Iintervalle [¢. | ] par :
h(x) = of(0) + BF(1) — (o + B).Ax)
On a : La fonction f est continue sur lintervalle [0;1] et la fonction
x — of(0) + Bf(1) estcontinue sur R, en particulier sur [0; 1] donc la fonction
h est continue sur le segment [0;1] car c’est la somme de deux fonctions
continues sur le segment [, | ]
h(0) = af(0) + BF(1) — (a + B)A0) = B(f(1) - £(0))
et A (1) = of(0) + BF(1) — (ot + B)F(1) =~ a(f(D) - £(0))
Donc: 4 (0) x k(1) =— af(f(1) — £(0))’
Puisque : f(1) # f(0) c'est-a-dire : f(1) — f(0)# O0eta >0et B >0
alors : — gB(£(1) — £(0))’<0 donc: h(0) x k(1) <0
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Dol : La fonction / est continue sur le segment [0;1] et 7 (0) x h(1) <0,
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on a :
(axo € ]0;1[) ; h(xn) =0
etona: h(x)= 0 < af(0) + Br(1) — (a+ B)f(x)=0
= 0f(0) + Bf() = (& + B)f(x)
Donc : (3x, € 05 1{) ; 0f (0) + BF (1) = (e + B)f (x,)

®~Foncﬁon réciprogque d’une fonction continue et strictement monotone,

1) Fonction réciproque:

Définition: Soit f une fonction numérique continue et strictement monotone
sur un intervalle 7 ‘et soit J Fimage de Iintervalle 1 par la fonction f.

La fonction qui associe a tout élément Y de J, l'unique élément x de [ tel
que f(x) =y, est appelée la fonction réciproque de f et on la note par: f'.

conséquences: Soit f une fonction numérique continue et strictement
monotone sur un intervalle / et f' est sa fonction réciproque alors :

{f(x) =y . {f""(y) =x) (vxeD);(f'of) ) =x
x €l yefr) . (vx e fD); (fof ) =x

o

Propriété: Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle / de
R, alors f admet une fonction réciproque définie sur I'intervalle f(/).

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle / de R et f'
est sa fonction réciproque, alors :

. f est continue sur I'intervalle f(/).

- [ est strictement monotone sur l'intervalle f(I) (de méme monotonie
que f sur [)

. Les courbes des deux fonctions f et f' sont symétriques par rapport a la
droite d’équation: y = x dans un repere orthonormé.

oFonction racine n¢me

R N S e R
e ‘/5_/5+./'5 Gt T T T
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a'— b i = a—b

i/ |

_b=(a+b)(a2+b2) @ + /ab + /b

e o b= g_b

Wit “/a + /b)(W/d + /b)
) Fonction x — %/
(054 oo —[0;+ o] cvx €0+ o) 5 R =/F = x

Wi xe—rx
 (Wye[0;+oo]) ; (vxe[0+o]) Wx=yex=y
s (Vx€R) ; tan(Arctanx) = x > Vx € ]—%—-g ; Arctan(tanx) = x
_.(VxGR};(VyE]‘%;%) : Arctanx =y < tany = x
- lim Arctanx = % » lim Arctanx =— 2
9 !%Aﬂ.‘;anx —f

\Exercices d’application/
| Exercice £F

Soit f une fonction numérique définie de R vers l'intervalle |- o; 1] et g une
fonction numérique définie de R vers l'intervalle Ji; + oof telles que f et g
sont continues sur R et il existe deux réels x: et x, de R; vérifiant: x, < x,

et f(x) =x et g(x;) = x,. Montrer que : (3x, € J;x[) ; (X g )(x) =x,

ey 19

30

Soit f une fonction numérique continue sur 'intervalle [0;1] telle que :

J0) = f(1)
Montrer que : (Elc = [0,%]) ;f(c - %) =f(c)
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Soit f uneonction définie de[0; 1] dans [0;1] et continue sur [0;1].

Montrer que : (3 €[0;1]) ; fla)+f(1 —a) = 2a

Dans chacune des guestions suivantes, f est une fonction numérique et g sa
restriction sur I'intervalle 7.

Montrer que g est bijective de I sur un intervalle J que l'on déterminera; puis

déterminer g~ (x) pour tout x € J

x’+l : = e

1) f) = = [0; 1 ; 2) f) = 555 s I=[-1:1]
3}f(x)=(x+l)./x+ — L I=[-1;+ o
Y =y/x+1-3; I=[-1;+ oo
5 f)=x"-3x*+3x—1; I=R
Résoudre dans R les équations suivantes :
Jl-x=1-x 4)3/x+T+3/28—x=5
R 5)\/3+x+\/3+x‘2
I) [x+3/x=12 6) 4x—33/x-1=0
bercice £+ 8
Calculer les limites suivantes:
1) |imi'/—"_;:—x 2) lim¥Y4xt+4-2 3) lim /x=J/2

=t afx—1 x —3/2

Jx+1—1 Vx+ 1= Jx+ 1 3—x—1
4]xlul_3?x+l 5)£1_I_I% X 6)!-] 22_37 + 6

Nim A7 (/F+2d-/F+1) 8 m¥E=1+/x—1)
x= 1 /xZ =
X +3-3/3x+5 1 {
9) lim 10) lim =
"' 1 tan(ZE) 22(1— /z)  3(1 - /%)
11) !i% COSX —xs,/cosx 12) Ei f‘,‘; (4x—_x;)

x <8
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[Brercice £79

Calculer les limites suivantes

1) im (£ 2) Jim (x— V7= 1)

3) xl?r_nm(x’ +x— 31— x) 4) xli_m(x — /x4 3/x)

5) lim (v + & + 1- x) 6) lim (vx*+ x"+ 1— 2x)
z e 5 x.% —_ x.% =)

7) JJ'TL,(" % ) 8) ,lew(xl SRy 2)

9) lim (.(v/x+ 1—+/x— 1)) 10) lim (/1 — " — /"= 1)
11) _‘l'{rpm(/xz e x) 12) zt_i_l_':’lm(-‘./f =t il
. 4,/}—4./x+l) : (ﬂ/x-l—l—ﬁ/})
L il LR e

1
t —
15) XIETN(COS (x) ]—/}cos (2x)) 16) lim an(x)

/1 + 8x
x-i
Exercice (1%

Soit f la fnct‘ion numérique définie par: f(x) = s/x(x — 1)* — 1
1) Déterminer D I'ensemble de définition de f

2) Calculer les limites suivantes : @) lim f(x) b) lim -fi_x) c) lim (f(x) — x)
X —+ @ Xt * =t =

3) Soit & la restriction de f sur 'intervalle 7 = [1;+ oof.
a) Montrer que g est bijective de / sur unintervalle J a déterminer

b) Montrer que : (Vx € [1; + oo[); g (x) <x

Soit f la ction numérique définie par: f(x) = 3/x + 2 — 3/2 — x.
1) a) Déterminer D lI'ensemble de définition de f.

b) Montrer que f est bijective de D sur unintervalle j a déterminer.
2) Calculer lim %) et xl'grzl_i%)——}g—@

3) Résoudre dans R, I'équation : f(x) = 3/2x.
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Erercice £74

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = 3/1 — x — 3/x

1)a) Déterminer D I'ensemble de définition de f.

b)Montrer que f est continue sur D.

¢|Montrer que f est bijective de D sur unintervalle J a déterminer.
1) Montrer que : (Elc € ]0,%[}, flc)=c*

3)Résoudre dans R I'équation : f(x) = 3/1 — 2x

4) Calculons liran)1
o e, E

[Bercice £

1) Montrer que : (vx € R) ; cos(Arctanx) = \/li-_x‘ , puis en déduire que :

(vre R);sin(Arctanx) = ﬁ
2)Soit x € R, déterminer en fonction de x :

sin(2Arctanx) et cos® (%Arc tanx)

(1 ,;)_1 1+x/3
: ; 5 = e
3) Montrer que : (Vx € R) ; cos (zArctan(x) ==

bercice £ 3

Simplifier les expressions suivantes :
1) A(x) = tan(2Arc tanx)

3) C(x) = cos(6Arctanx)

2) B(x) = cos(4Arctanx)
4) D(x) = sin(3Arctanx)

Vous pouvez utiliser les formules suivantes, pour tout ¢t de R :

s c0s(30) = 4cos*0 — 3cosQl e sin(3a) = sino. — 4 sin*Q
[Brercice £
Calculer les limites suivantes :
: x—1 - S ; 1
1) lim Arctan /=— 2) xl:qrr;(x 2)Arc tan(x - 2)

3) im Ar.rtan(S:;:c2 +x+ 1) 4) lim Arc tan (tanx)

I=tm ——
X 2

5) lim Arc tan (ﬁ—m) 6) lim Arctan (3 ﬁ

Continuité d’une fonction numérique
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\Exercices d’application/
|Exercice £1:3
Montrons que : (3x, € bo;x) ; (F X g )(x) ==,
On considére la fonction & définie sur R par: a(x) = (£x g)(x) — x;

* On a: La fonction fX g est continue sur R et la fonction x.— x est conti-

nue sur R, donc la fonction } est continue sur [§.

*Ona: flx)=x et h(x) = (fX g)(x) —x = flx)g) —x

donc: h(x) =x(gkx)—1)

etona: g(r) =x: et h(xn) = (fX g)(x) —x = f(x.) g(x) — x»

donc: h(x) = x(flx) — 1)

Puisque : g:R— |I;+ o[ alors g(x,) > 1 clest-a-dire g(x)—1> 0
etona: y > 0 donc y (g(x)—1)> 0 cest-a-dire a(x) > 0

Puisque : iR — |-oo;1[ Alors f(y,) < 1 Cest-a-dire £(x)—1 <0
etona: y, > 0 donc x,( f(x,) — 1) < 0 c'est-a-dire i(x;) < 0

donc p(x) X h(x,) < 0, par suite la fonction 4 est continue sur R et en par-
ticulier sur le segment [x;;x,] et h(x) X h(x) < 0

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires : (E',x3 = ]x.;x.z[) sh(x)=0
c’'est-a-dire : (Hx.., (S },xl;xz[) (Fxg )(xa) = X
| Exercice &1

Montrons que : (Elc e [0.-1;_7]) ;f(c + lj) =f(c)
On considere la fonction 4 définie sur 'intervalle [O;%] par :
he) = £ — flx + 3
La fonction : y:x — x +é— est continue sur I'intervalle [{];%] et u([O;%D c [0;1]
et la fonction f est continue sur l'intervalle [0;1] donc la fonction

X h-*f(x +%) = (f()u)(x) est continue sur 'intervalle [0;15] 3

D’ol la fonction A est continue sur l'intervalle {O;é—} car c’est la somme de
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deux fonctions continues sur I'intervalle [0; -é- ]

Dautre part, ona : h(0) = £(0) — f(%)

e[ = (3] - £1) et puisque r(1) = (o)
s3] = 1) - 10 == (7@ - L)) =~ r@
donc: h(0) x h(l) —— (h(O))

1511(0) = 0 alors £(0) = /(L) cest-a-dire ¢ = 0

+§i h(0) # 0 alors on a h est continue sur le segment [0 i ] et h(0) x h(%) 0

donc d'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, on a :
(3c = ]0;17[) S h(c)=0

i Hf:e[(}:%}) Ae+L)=s©
Exercice £11]
Montrons que : (Ha (= [0;1 ]) ;f((x) +f(l —a)=2a
On considere la fonction numérique 4 définie sur [¢, 1] par :

h(o)=fl)+f(1 —x)— 2x
+ftudions la continuité de /4 sur le segment [0;1]
lafonction : w:x — 1 —x est continue sur R, car c’est une fonction polynéme
eten particulier sur [0;1] «([0;1]) c [0;1] et la fonction f est continue sur
[0;1] donc la fonction : x — f(1 —x) = (fou)(x) est continue sur [0;1],
etonalafonction : x— 2x est continue sur R et en particulier sur [0; 1] donc
h est continue sur [0:1]
na: h(0)=f0)+A1) et h(1)=£A1)+,0)—2 et puisque la fonction f
et définie de [0;1] dans [0;1] alors : A(0) € [0;1] et A1) € [0;1] clest &
fe0<f1)<1et0<f0)=1
donc: 0 < A(0)+£(1)<2 dob f0)+A1)—2<0et AO)+A1)=0
desta-dire : A(1)< 0 et h(0)= 0

Continuité d’une fonction numérigue
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°Si n(0)=0alors f(0)+f(1)=0donc =0

*Si h(1)=0 alors f(1)+A0)=2 donca = 1

*Si h(1) < 0 et h(0) > 0 alors p(1)x A(0) < 0, doncona:

h est continue sur [0;1] et A(1) X h(0) < 0, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, (3a € J0;1[) ; A(a) =0

cest-a-dire : (3o € ]0;1]) ; fla)+£(1 —a)—20.=0

Dot : (3ae[0;1]);£(e) +£(1 —a) =20

1)Ona: fx) = % et g estlarestrictionde f sur /

eLa fonction g est continue et strictement décroissante sur
[0;1], (Car: gx)= ( 1)’
J=gW=}Foo;— 1]

* Déterminons g~'(x) pourtout x € J.

)donc g est bijective de [ sur l'intervalle

Soit x un élémentde | oo; — 1]
Onpose: y=g'(x) ou y € 1.

Ona:g W =y=g()=x
2+1

@y2+1-xy2*x

= Gx—Dy'=1+x

3_1+x

—
ﬁlylx\/f":"
= y=./ ;i} (car y = 0)

Donc: g '(x) = % pour tout x de |-oo; — 1].

==3%

2)Ona: f(x) = ix > et g est la restriction de f sur I'intervalle [1;—1].
e La fonction g est continue et strictement croissante sur [ (vérifier le) donc

g est bijective de [ vers |
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ina:x=0e=y=0

; , s 2 ; 5 )
+§i: x# 0 alors équation: 7 +y =) =x,o0u y est l'inconnue admet deux solutions

== ? +} apd ;
‘=Lx_xety2=%,etplﬂsque)’3>lpour_1<x<la|0f5

)/

e
g':(x}=lx# pour x #0et g'(0)=0

Dong: £ (x) = mh pour tout x de l'intervalle [—1.1].

Jona: f(@) = (x+ 1)/x+ 1 — 1et g estla restriction de f sur l'intervalle
I=[-1; + oof.

Vérifier les résultats suivants :

*lafonction g est bijective de I sur lintervalle J=7. (g est continue et
strictement croissante sur [ ).

v ¢'(x)=—1+3y/(x + 1)? pour tout x de I'intervalle [-1; + .

fona: f@)=3/x+ 1—3 et g est la restriction de f sur lintervalle
[=[-1; + oof

Puisque I'ensemble de définition de f est  alors f=g¢

-Montrons que f est une bijection:

+ ftudions la continuité de fosur[.

-lafonction : u:x — x + 1 est continue et positive sur / (fonction affine).
-lafonction : v:x — #4/x est continue sur u(/) (car u(I)c R*)

Donc le fonction : vou :x — 3y/x + 1 est continue sur J.

Puisque la fonction : w:x —— 3 est continue sur [ alorslafonction f = vou +w
est continue sur l'intervalle de 7.

+ ftudions la monotonie de f sur I'intervalle 7 :

Soit x; et x, deux élémentsde [ telsque: x, < x,.

(omparons f(x;) et ) :

Ona:—-1 = x<xdonc:0 = x+ 1<x,+ 1

dol:y/x + 1 <3/x + 1(carlafonction: x — 3/x eststrictementcroissante R*).

Ainsi:s/x+ 1— 3 <3/x,+ 1—3

dest-a-dire : f(x) < flx,) et parsuite, f est strictement croissante sur l'inter-
valle J
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On a f est continue et strictement croissante sur l'intervalle J, donc f el
une bijection de / vers l'intervalle J = [-3; + .

- Déterminons f'(x) pour tout x de [-3; + oof

Soit x de[—3; + oof et y de[-1; + oof telsque f'(x)=y:

Ona: f'@® =y = f» ==x

=3/y+1-3=x
=3y+l=x+3

= y+1=@x+3)
= y=—1+ (x+ 3)

Donc: fi(x)=—1+(x+3) pourtout x de[-3;+ oof.
5)0Ona: flx)=x’—3x"+3x—1et g estlarestrictionde f sur /=R , don
ona: f=g.
- Montrons que f est une bijection
eOna:
- La fonction f est continue sur R (car c’est une fonction polynéme).
- La fonction est strictement croissante sur J§.
(car: (Vx € R); f(x)=3x*—-6x+3=3(x—1)
donc f est une bijectionde 7 surlintervalle /=R =1
- Déterminons f'(x) pourtout x € R.
Soit x et y deuxélémentsde [R tels que: fix)=y
Ona: f'w)=y < f) =x
=y -3y +3y—1=x
= - 1)V=x
Puisque y— 1 et (y— 1) ontlemémesignealors x et y— 1 ontle mémesigne
edonc:six = Oalorsy—1=0donc: y— 1)’'=x = y— 1=3/x
=y=1+ 3‘/;
e Si x<0 alors y—1<0,donc:
OG- DV=xe=—-0-1V=—x
=—(p-D=3~x
=y=1-s/—x

sl s x =0

- e e
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[Exercice 73
1)Résolvons dans R l'équation (E,):+yT—x=1—x
léquation (E,) est définie sur l'intervalle |-oo; 1]
Soit x un élément de |-oo; 1], onpose: X = +/1 — x
na: x=xX'= X(X*-1)=0
=SX(X-1D)X+X+1)=0
= X=0ouX=1
Donc:y/T—x=1—-xe=4/T—x=00u+/T—x=1
=x=1loux=40
Dol l'ensemble des solutions de I'équation (f;) est: S = {0; 1}
)) Résolvons dans R I'équation (E,):x+3y/x =2
léquation (£, ) est définie sur I'intervalle [0; + oo
Soit x un élément de [0; + oof, on pose : X = 3/x cest-a-dire : x = X*
na: X+ X=2=X+X—-2=0
SX-1+X-1=0
SEX-DX+X+ D)+ X-1=0
= X-DX+X+2)=0
e X=10uX'+X+2=0
Puisque le discriminant du trinébme X?>+ X +2 est —3
dlors: X* + X+ 2#£0;
Donc: x+ /x=2 = 3/x=1
= x=1
Doti: Fensemble de solution de I'équation (fg,) et: g ={1}
3)Résolvons dans R I'équation (E,):vx +:/x = 12
Uéquation (E;) est définie sur [0; + oof.
Soit x un élément de [0; + o[, on a:
i+ /x = /2 + o/ = (/x) + (/x)
On pose : X = ¢/x, donc :
Y+ X=1R2 =X -8+X-4=0
SN IXT B (X=X 2) =0
= X-2)(X*+3X+6)=0
= X=20U X*+3X+6=0
Puisque le discriminant du trindbme X?+ 3X + 6est le nombre —15, alors
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X+3X+6#0
Donc:/x+/x=12 e ¢/x=2 < x=2"= 64
Dol I'ensemble des solutions de I'équation (£,) est: § = {64}
4) Résolvons dans R I'équation (E,):3y/x+7+:/28—x=5
Soit D I'ensemble de définition de I'équation (E.)
x€ED=xeRet28—x=20etx+7 =20
—=xERetx>-7 etx < 28
= x € [-7;28]
Donc: p =[-7;28]
Soit x un élémentde [—7;28],0na:
(E)e=(s/x+T+2/28—x ) =5
=x+T+28—x+33/x+7.3/28—x .(3/x +7+34/28—x )= 125
=35+153/(x +7)(28 —x) = 125
=3/(x+7(28—-x)=6
= x+7)(28—x)=6"=216
=x’=21x+20=0
=x=1ou x=20

Réciproquement si: x = 1 ou x =20, alors ?y/x +7 +2y/28—x =5
Donc: 'ensemble des solutions de I’équation (E,) est: S ={1;20}

5)Résolvons dans R I'équation: (). 3+x L 4 %ii =2

I'équation (E;) est définie sur I'intervalle ]—3.2[
Soit x un élément de ]—3 2[,onpose: X = .,/% =

Ona:y 2 2 e ?, donc I'équation (E;) devient X + 31? =9
3+ x

cest-a-dire: X*—2X+1=0,donc: X=1

Ainsi : (E,) e 4/3_'_; 1

2""x=1
34+ x
1

= X=—7
Par suite, 'ensemble des solutions de I'équation (Es) est: S = {— %}
6) Résolvons dans R I'équations (Eﬁ):4x— 33/x—1=0
Soit x un élément de l'intervalle [0; + oo[, ona:

e
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4r-33/x— 1=4(/x) - 3/x - 1
= 4(/x) — 4— 33/x+ 3= 4((Wz)' - 1) - 3(/x - 1)
= a(/x - D((Wa) + Va + 1) - 3(Wx - 1)
= 4wz - )(Wa) + E + )= alvz - D(vr + 1)

Donc: (E) = 4(3/x — l)(iﬁ-&-%)z: 0=3x=1ex=1

D'oti l'ensemble des solutions de I'équation (Es) est {1}

Remarque: On peut poser X =%x

I'équation (E) devient 4X*—3X—1=0

Cest-a-dire (X—1)(4X*+X+1)=0d'ou X =1 ainsi 4/x =1d'ol: x= 1

A
1) Calculons lim——
0"
Soit x un élément de I'intervalle |- co;0[ on a:

e L
Puisque:“_iip}(—-i-) + oo alors : lxm( gf:'slct)=-oo

Donc ; ﬁm_’/?_"-‘ ( !f____ 1)

2) Calculons lim '3 ;j;_ :

Soit x un élément de l'intervalle [0; + oof et x # 1,0na:

BTion. UBED @ 4G = 1)
(JaIx+ 4) + 23/3x+ 4+ (2 (/Ax+4) +23/dx+ 4+ 4
ety/x— 1= (3‘/?)3_ v x|
(/x) +/x+1 (Wx) +3/x+1
Donc::!inlahzlx.‘]“‘a”~2 i 2= 1) (ﬁ)eﬂﬁ-H

-1 3fx—1 o i\ (sy/Ax+4) +2s 1,/_+4 x—1
sy vErl)

= i
0 (ofAx T 4) +20JAxtd+4 |

3) Calculons lim ?_;/;—

Soit x un élément de I'intervalle [0; + o[ etx#2o0na:
S s x—2
'/_ /_ ;x 4 ?2
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42

3 == = (3'/;)3 5 (sﬁ)s =L I
She (Wx) +32vx+ (V2) (V=) +v—+3f

Jx =2 x—2 (/x)+/2x +2/4
Donc : llma‘/— %/——11 (\/_+f =0 )
o (WEJ BT 3/ 316 342

= lim — -

L e

M e )
4) Calculons lim+ =

Soit x un élément de I'intervalle [- 1; + oo et x # 0

ompa et W i Ol (| X
e el T e
3 ey i
Do e sl O ERENRGE x

1+3x+1+@/x+1)  1+3x+10/x+1)

i 1+:;Jx+1+(3\fX+l)2
D ‘i _._u_._,.__.._..\"x“'-ll: i ( L
S I e e e
i _(1+st-kl+(f*Jx+1)z)_ 3
= lim Vrrl+1 2
5) Calculons li_n_‘g3 x+l;ﬁ+—1

Soit x un élément de I'intervalle [— 1; + o[ et x # 0,0na:

3/x + 1—/}+1=(s./x+1—1)—(./x+ -1 weri 1 el

X X X X

Puisque a/x + 1— 1 _ (3/x + 1)3— (1)’
& x((l/x+ 1)1+ Vx+ 1+ 1)
= X i 1
2 2
x((-\/x+ 1) +3/x+ 1+ l) G/x+1) +3/x+ 1+1

e vl i E o |

% x(/x+1+1) Jx+1+1
alors :

L WE ] Jx+i O Tl Bt 00 B

-.1] =0 X X

—

L
2

Yl L e il
i (/xFT) +3/x+T1+1 Jx+l+l) 3

svdiEr =1
6) Calculonslnm G
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Soit x un élément de l'intervalle [—6;3] et x#2,0na:

— (/3=x) - (1) —(x=2)
Y= i ]i= = — o

G i ol B
i OPWEES e

2P+ 23/x+ 6+ (Vx+6) 4+2/x+6+(/x+6)

Donc:
in W3- x-l_. ( a0 x4+23\/x+6+(3\/x+6)2)

lo-xre 5 (V3=x)+:/3—x +1 —(x—2)

4+23/x+6 +( Jx+6 )2 3><4_4
===

= lim
8 (B=x)+3-x +1

7) Calculons lifrlaxl_ i (WFFE—2/+1)

Soit x un élément de l'intervalle de I'intervalle [— 1I; + o[ et x # I, 0na:
(WEr2) - (/Zei)

(Wt ) +/crexyc+i+6/a+1)

x=]

(3,/x’+x) et e xyE T 1+ (/e + 1)

Vr+ =3/ 4 1=

Donc:

-_L__Sfx 7 s S R o =1
RERG e s *‘\(%f RS A X+ +(/X +1))

x+1 _2
(Jx ) il e X+ 1+ +1) 3
Jx=1+JE=1)

> 4
8) Calculons lim TP

z=+1"

Soit x un élément de |i; + oof, 0na:
T¥E—1+J(x~l)3___iﬁ—1 x—1)J/x—1
Jx—1 /x3—1 Jx'— 1
& x—1 L ae-1DJ/x—1
./xz—l((l/f)z+3/§+l) J¥—1

- x—-—l]

|
><(‘/_) VE+ 1

1 ey
: (/) + /x + P 1,]
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Donc :

mYE= 1G-S 1 e e o 1
,A.:- ey , i (3/;)=+,/;+1+ A fo(3+0)—0
Jx+3—3/3x+5

9) Calculons l:i_rg
o tan(%)

Soit x un élément de I'intervalle J0;2[ et x # 1
Jx+3—-3Bx+5=(/x+3-2)-(3x+ 5= 2)
eI o) (R .?(x— 1)
Jx+3+2 (33 +5) +2/3x+5+ 4

=(x— 1)( 1 o 3 3 )
A+ 342 (33x+5) +23/3x+5+4

JXx+3-3Bx+5_  x-—1 i = G5 !
l_m(_a%) l_m(%) Jx+3+2 (/3 +5) + 23+ 5+ 4
1 3 1 3
Donc : lim L Gk SR S
X l(/ +3+2 (M]z+23/3x+5+4) 4 3x4
e Calculons liml——x"—l—“
R b tan(“f)
Puisque la fonction : w:x — tan(%) est dérivable au point 1 alors :
X
tan|—==| — 1
i) = u() _ (4) g _g( z(g))_g
.!—-I x—1 x--l x—1 -—u(l)—4l+tan 4D,
1 - tan( %) tan(ZE) - 1
D'ou:lim/"*‘3“"/3x+5=(—2)x0=0
x =1 X v
l—tan(-:,_l—)

10) Calculons lim
: I e ey
Soit x un élément de l'intervalle [0; + oo et x # 1,0na:

{0 eE ) R
201=/x) 3(1=3/x) 20-x 3(1 — x)

_3+3/x-2(Va) - 2vx -2 _ 20/x) +2Vx-3/a—1_2(/x) +2Vx-4-3/5+3
6(1 — x) 6(x— 1) 6(x— 1)
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_—(/a-2)Wx+2)/a-/F
(Vx = 2)((Vz) + 2/ + 4)
__(.s/;.;. 2) {4 — 3/?
(Vx) + 23/x + 4
Donc: lim(4 ~ x%)% (“/_ +2)/4 -V =10
ST IS O Y e
Exercice £73

=

Soit x un élément de I'intervalle }-o0;0[,ona:

Ejﬁ_£+ﬁiwl_ REos ool
% e RO S X

Puisque le (—%)-_ 0 alors lim; L g

x+./_

= lim 1 — ,/—%z

2) Calculons limx—2y/x—1
Soit x un élément de 'intervalle |I; + oo[, 0na:

e e N R oy ( T Ls)
X x X
Puisque lim %— %: 0 alors llr}u/%_;l;__

Donc: ‘l'i.rpmx =3/ —1 =x1_ir+nmx(1 = ‘;:’.!’ = —_,%i) =500

1) Calculons lim(x

=00

Donc : hm

3|

3) Calculons ]_i_r_n‘(x“‘+x—3¢l —x)
Soit x un élément de l'intervalle |-o0;0[,0na: y =—(—x) =—3,/=5°

1 = l;: 0 alors hm

Puisque lim

etona: limx+1=—oo et llr_nx=—-oo

donc : Ilqir_pmx1+ x—=3l-x =xlﬁir_nmx(x+ 17k 3/";3 1):4— oo
4) Calculons l_i.lp(x—\,/:l_c+3‘/3_c)
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Ona: lim x — /E=xllgg1./E(,/E— )=+ o et lim Wx =+ o
donc: lim x — /x + %/x = lim /x(/x — 1) + ¥/x =+ oo
5 Calculons : Jli'},(a JEt X+ 1—x)

Soit ¥ un élément de I'intervalle J0;+ o[, ona:

2
Wt +l—x = e = xl —
(3 x”(1+x—+?)) +x.8 x“(1+;+?)+x’
Kot ]
2
x’(a 1+—};+%) Fxs /1+%+%+,¢2
x‘(l+%)
xt (3 1+%+%) +,./1+%+%+1]
iy
. o,
(:, 1+~515+-1?]+,1+%+§5+1
2
etona: lim(, 1+l+l1) =lim,/1+41+L =1 et liml +l= 1
x = 4 ool X X X o= X X 1\‘-—- £
1+—3 1

Donc : l:m!,/x+x+l—x-11m X =3
|

’“‘(./1+ + ) /1+ LS

6) Calculons: lig(3¢x3+x2+ *Qx)

Soit x un élément de I'intervalle J0; + [, ona:
(3 1 1
YO+ 1= 2x=, x’(] +*5E+}—;)- 2x

=X l+%+%—2x=x(3 1+%+%— )

Puisque lim 1 + = +——lalors lim /l+%+%=l
Donc:l_@m_-‘/x’+x"+ —2x=limx(,l+%+£;—2)=—co

7) Calculons lli_r+n(ac§ = x§)
Soit x un élément de l'intervalle |0; + oo, ona:
v-x=x i D)=dlxt=1)

Puisque hr_n_.w:'?I 0alors lim(x*—1)=—1

X ~= + oo

Continuité d’une fonction numérique
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Puisque hm(l - —) '““xlll;l'lm(l + )H 1 alors ,15%3 14+ = ”_‘11;11&3“ el 1

Donc: hm 2 ( o

(/1+ ) /1+—1~.31—%+ ,

Dou: 1@@1\.\"‘1[%/:: +1-3/x—1)= %
)

10) Calculons rl_i_r_rl(ﬂ‘/l =i =1
it v un élément de I'intervalle |-o0; — 1, 0na:

[,
-,-'ﬁ—‘/ﬁ:('/ =0 - (D)= (x— — (=)

B s e (e e )
=0 -xT=#+# (A= 1-)(/&F=1) + )
1 1

) —xi-ra 2 (1 D(F 1) + )
pisque liml — x'=+ oo et limx'— 1=+ coalors:
I|§n_vﬁ~—:?=+ w et lim4/x — 1=+ o

Donc : llm(./lT.{] —x3f1 -+ x=+ =

et lim (¥ = 1= (W= 1) + #) =+ oo

Dol :

in - -3 = 1=lim 7 l 14.?‘ ; 3
I /1 Vi'-1 ‘”*(Vlhf)-*x.‘/]—-x}-kx?-*(‘m_x)(( x4_1)+f)

11) Calculons 1_"_{?1(‘/"2 +1—3/x+x)

Sit x un élément de l'intervalle [0; + oof, ona:

+l-yP+x= ‘/xz.(l + -i—;) ~ ,/x’.(%+ —15)
=x/1+-£;~—x,/~i-+—- ('/1+W_, /1 )

+—~—-0 alors lim /L + L =0
X =y o0 x

etona: lil_‘{! 1+ %: 1 et ,lqifPax=+ o0

donc : limx(/l +}%_ 3/.}?4_%):_,_ =

X~ 4 0

l

)

Puisque !1m
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Donc ; Yx - "/E:—_
Vit 1=z '/?(““./_)(”(*”‘}E))
. (3/1+%)'+,1+%+1

o [T Ay

hisque Jim m =lim 1+ 1 =1
('/1+1)+/1+—+1

Toefiv ch)(l . (ﬁ/l + ,‘c))

| e EET

etana:xljrp—é-;=0d°"cx@?: x+1=3/x

/ + _—
14) Calculons : }yp(%)

Sit x un élément de l'intervalle J0; + o[ ona:

Vit 1=/ o i/(x + 1) — 12/?
GVl

o (z/m 1)
(x+ 1)
et

alors ; hm

B IoS

(x-{-l)‘
/(x—-l— T
#x+ 2
N (x+ G+ 1)°

. . -_x__ . X £
PUIsqueal_!m R 1 donc hrn;/——x+ T 1
3 3
im EEL — jim L= 0 donc lim ./ X = D _ o

gtona: lim ~——*

Continuité d’une fonction numérigue
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/(x+ 1)’ Lo

D'oli: lim: = 1,ainsi: lim 1./x+1~—a,/}=
£t i x=+otfx — 3% + 1

b (x+ G+ D

. [cos(x) — cos(2x)
15) Calculons }_l-!;]l( i )

Soit x un élément de l'intervalle ]0; + o[ona:—1 < cos(x) < 1

et —1 =—cos(2x) = 1

D'oll : —2 < cos(x) — cos(2x) < 2 c'est-a-dire : |cos(x) — cos(2x)| < 2
(Vx e+ w[); cos(x) — cos(2x)| - 2

Vx |~ v/x

: G . cos(x) — cos(2x)
t lim —= = 0 alors | i 5
et puisque lim = o 3V x

16) Calculons lim T\/T_&;
x'l

On pose: ¢ = %
Baas ta“( ) tan() _ _ tan(®) _ tan() _ 1
3/1 + 8x T+ 8r /0 + 8) I "3/t+8
i g tan(t) 1 1
P | =1 et li = =
uisque JIl'T'l e 1mﬁ 7
1
S ean() e 4 ““’(“5:’]_1
anrs.'h_rL[ 7 .3,__r+8-7donc.‘l_1;pw3 l+48x =5
X

Exercice -3

1) Déterminons D

Soit x e R,ona:x €D = x(x—1"=0
= x = 00ux=1
=)

Donc: D = [0; + oo

2) a) Calculons lim f(x)

Ona: limx(x— 1)’=+ wet lims/X =+ oo donc: lims/xx— 1)’ =+ o

X =+

D’ou : xl_ir}lmf(x) =xl;1r31 Wxx—17 = 1=+ o
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3) a) Montrons que g est bijective

» Etudions la continuité de g sur I'intervalle [1; + oo

La fonction : u:x — x(x — 1)* est une fonction polynéme continue sur J® et
en particulier sur [1; + oof et u(x) = 0 pour tout x de [l; + oof c’est-a-di-
re : u([l;+oo[)c R” et la fonction x — 3/x est continue sur [0; + oo donc:
x = 3/u(x) est continue sur [1; + oo

D’ou la fonction g est continue [1; + oof

» Etudions la monotonie de g sur [I; + odf

Soit x et ¥ de l'intervalle [1; + oof tels que x <y

La fonctionx — 3y/x est strictement croissante sur [0; + oo

Donc: 1 <x<y==:{x<y

G=x=1=<y="1

=,{x<y
k=1i<0=1)

= 0<x(x—1)’'<y@y—1)>

d’ol : 3/x(x — 1)’ <3/y(y — 1)’ c'est-a-dire : g(x) <g(»)

Ainsi : (Vx ;ye[1;+oo[) ;x <y=>g(x) <g(y), par suite la fonction g est

strictement croissante sur l'intervalle [1; + oo[.

On a donc g est continue et strictement croissante sur [1; -+ oof

donc g est une bijection de[l; + oo vers l'intervalle J tel que :

J=g([1;+ of) = [g(l);xl_irpxg(x)[= [~ 1; + oo

b) Montrons que : (Vx €[1; + o) ; g(x) <x

Soit x un élément de I'intervalle [1; + oof, on a:
x<x+let0O=x—1<x+1

donc: x<x+let(x—1y<(x+1) dou:0 < x(x— 1)'<(x+ 1)°

Puisque la fonction : x — 2y/x est strictement croissante sur [0; + oof alors:

3/x(x — 1) <3/(x + 1)’ clest-a-dire : 3/x(x — 1)’ <x + 1

donc: /x(x — 1 — 1 <x

Dol : (Vx € [I; + ::o[);g(x) <x
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Bercice &1
1)a) Déterminons D :
Soit x un nombre réel, ona:
1€ED=x+2=20et2—-—x=0
=>x=2—2et x =2
= xe[-2;2]
Donc: D =[-2;2]
b)Montrons que f est bijective de D vers J.
» ftudions la continuité de la fonction f
la fonction: u:x — x+2 est continue sur R et en particulier sur [-2,2] et
ul-2:2]) € [0; + oo et la fonction : x+— 3/x est continue sur [0; + o,
donc la fonction 3/« est continue sur [—2,2] et la fonction v:x — 2 —x est un
continue R et en particulier sur [ 2,2] et v([-2;2]) c [0; + o] et la fonc-
tion : x — 3y/x est continue sur [0; + oof donc la fonctiony/v est continue sur
[-2,2].
Donc la fonction f est continue sur [— 2, 2 | comme somme de deux fonctions
continues sur [~ 2,2].
+ ftudions la monotonie de f sur D.
Soit x et y deux élémentsde D tels que x < y:
puisque la fonction x — 3y/x est strictement croissante sur [0; + o[ alors on

d:

x<y=0=<x+2<y+2 (1)
— 3 /xF2 <3/y+2
et X<y=-y<—x (2)

===y O =
—=3/2—y<3/2—x

—ih - by

Doncde (1)et(2)ona:s/x+2—-3/2 —x<3/y+2—3/2—y

Cest-a-dire : f(x) <f(y), doli: (V(x,y) €D?);x <y = fx)<f()

Ainsi f est strictement croissante sur [—2;2]

Conclusion : f est continue et strictement croissante sur [—2;2], donc f est
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une bijection de [~ 2; 2] sur I'intervalle J tel que :

J=f~2:2) = [/~ 2; F@)]=[-/3;+/4]
S(x)

2) Calculons I,i.’.?T

Soit x un élément de I'intervalle [-2;2]et x # 0,0n a:

J&) _vx+2-3/2—x
%

(3/x + 2)'1 — (-\/2 - x)3
A/axx2) + /2 =x/xr 2+ (/2=x))

= 2 2
(/w2 WNT =% T i+ %)

Donc: lim fo) _ lun 2
e So/a+2) + Iz E o+ (2 =%)
on s ./'
LT T

< LT =1(2)
Calculons [1!“{1 e oy re

Soit x un élément de l'intervalle [-2;2[, ona: f(2) = 3/4
F @)= f(2) o -‘/x+ 2 — 3/2—_3(— 3ﬁ

AT = x— 2
EEl-A I
x—=2 x— 2
& (Vx+2) - (V4 -«

i 3
(x—2)((/a+2) + 3/x+23/_+(3/" 2-%
2 1
(Wx¥ 2) + 3/x+2 !./_+(3,/_) (2—3:)2

1
% 2(*/x+ 2 +/x+ 2./A+ (V) 3/12

Puisque : lim G _l P =+ o et ,ljl}_’;‘/_ =+ oo alors: }111213/(2_} o =4 o

fx) — f(2)
x— 2

Ona:

Donc : lim

S

=+ o0
3) Résolvons dans R I'équation (E): fx) =3/2x

I’équation (E) est définie sur l'intervalle [0;2].Soit x un élément de I'inter-
valle [0;2]ona:
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f)=32x e 3yx T 2 —3y2—x = 3/2x
= (WxF2—3y2—x) =(24/2x)
e 22— 3x+t2.0/2—x.(3Y/xFt2—3/2—x)=2x
=3fA—3/2x=0 ou 3/x+2=23/2—x

—=x=20ux=0

Donc 'ensemble des solutions de I'équation (E) est: S = {0;2}.

brercice . 4

1)a) Déterminons D :
Sitxunréel,ona:x €D e l—-—x=0et x = 0
= Tetx =)
= x € [0;1]
Donc: D = [0;1]
b- Montrons que la fonction f est continue sur D
lafonction x — 3y/x est continue sur [0; + oof;
uisque la fonction u:x — 1 —x est continue sur [0; 1] et «([0;1]) c R”
Alors la fonction 3/u est continue sur [0;1].

Donc la fonction f est continue sur [0;1] car c’est la somme de deux fonc-
tions continues sur [0; 1],

¢-Montrons que f est bijective.
étudions la monotonie de f sur [0;1].
Sit x et y de l'intervalle [0; 1]tels que x < y;
Ona:la fonction x — 2y/x est strictement croissante sur I'intervalle [0; + oof
donc: 0 S x<y=3/x <3y

=—3yy <—3/x (1)
e:0<x<y=0=<1-y<l—x

— /=y <3/I=% (2)

De (1) et (2) on déduit que : 3/1 — y — 3/y <3/1 — x — 3/x clest-a-dire :
f0) >f(y)
Dot : (Vx:y € [0;1]) ;x <y = f(x) > f(y), par suite la fonction f est stricte-
ment décroissante sur l'intervalle [0;1].

Ona: [ est continue et strictement décroissante sur [0; 1], donc f est une
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bijection de [0; 1] vers I'intervalle J = f{[0;1]),
tel que : J = [f£Q1); f(0)]=[-1;1]

2) Montrons que : (Elc IS ]0,%[) ifle)=¢’

On consideére la fonction g définie sur 'intervalle [0;%—] par: g(x)=fx)—«°
La fonction g est continue sur [0—%—] car c’est la somme de deux fonctions
continues sur 0;% :

etona: g(0)=1et g(%) =— (%)3, donc: g(0) x g{%) <0

D’oli d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires : (Elc = ]O-IZ;D ; 8(0)=0
c’est-a-dire : (ac e ]012-[) . fle)=¢*

3)Résolvons dans R I'équation : (E): f(x) =*/1—2x

Soit D, I'ensemble de définition de I'équation (E), ona:

xEDe>xeRetxe[0;1] etl —2x >0

1

—xeRetx e[0;1]etx < >

meIO;%]
Donc:Dl=[0;%]
Soit x un élémentde D,, ona:
f)=3/1T-2x =3 1T—x—-3x=31-2x
= (WT=x-/x) = (/T=2)
= 1= 2x-3/T—xx/x(VT-x-3/x)=1-2
= —-33/T—xx/xx3/1-2x=0

< x=1lou x=0 ou x=%

Puisque% eDet0eDetl & Dalors: S= {0;%—}

4) Calculons lim f(x;
b x—1

f&x) _ ¥l —x—3/x
1

I S50
) )

- (WT—%) - ()
(x— QL) x((aJ[ —%) +V/I—xxVx+ (s/;)z]

Soit x un élément de }O;%[, ona:
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5 1- 2x
e e
£ =
(=) + VT=x x/z + (/x)
AT =2 + VT =2 x3/x+ (/x) WE 3

Puisque : hm

alors : lim o 23'/1.
PR 3
2
Exercice 1.9
. . el
1) Montrons que : (Vx € R) ; cos(Arc tanx) e

Soit x € R ; il existe un unique réel o de I'intervalle ]—% 5 %[ telque:tano = x
Cest-a-dire : o = Arctanx
1 1
Ona: = = = Jcos’a = |cosal = cosa
JEF S 1R fan’o; 1+tana

(car cosct >0) donc : 71-_1|_==2- = cos(Arctanx)
X

Doli: (Vx € R); cos(Arctanx) = 71—1_'_——;;

» Déduisons que: (Vx € R) ; sin(Arctanx) = ﬁ

Soit x € R ; on a: sin(Arctanx) = cos(Arctanx) X tan (Arctanx)

Puisque : cos(Arctanx) = ﬁ et tan(Arctanx) = x
X

OIIC . (G ? ( I

2) « Déterminons en fonction de x : sin(2Arctanx)
En utilisant la formule : (Va € R);sin(2a) = 2sinacosa, on a :

BRI
J1+x l1+x

sin(2Arctanx) = 2sin (Arctanx) X cos (Arctanx) = 7 2_: pe X 5
¢ Déterminons en fonction de x : cos’ (%Arc tanx
En utilisant la formule : (Va € R); cos’a = %(005(20) +1),ona:

1( 1 +l) 1+ /14
13 %

cos’ (%Arctanx) = %(cos(Arctanx) + 1) =5 i
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R e )
441 +x°

3) Montrons que : (vx € R); cosz(%Arctanx'i'%) =
cos(Ar{ tanx + 211:) + 1‘

|
2

Soit x un réel, on a: cos’ ( Arctanx + 3) = %

Puisque : cos (Arctanx =+ —3.—) = cos(Arctanx)cos (%@_)_ sin(Arctanx)sin (%ﬂ)
e e L, 7 o
27 1+5* 2 1+%
_—(1+x/3)
212"
o il oy s lskixy3
alors : cos (ZA?'( tanx + 3) 2 2 (A."'( tanx + 2 ) =7 ﬁ
. ) 1_1+x/3
Donc.(VxER),cos( Arctanx+3) /3 T
1) Simplifions A(x)
Rappel : » (vx e R) : tan(Arctanx) =x
__2tana 4 km
e tan (2a) = @)’ ¢ a # 2 + kmt eta # 4 5 JkeZ

e Pour tout réel x de R :—-2— < Arctanx <3%
On a : I'expression A(x) est définie si et seulement si: x € R et Arctanx # %
etArctanx # —

4
c'est-a-dire xeRetx # let x#— 1

Soit x€R telquex # letx #— 1l,0na:

’ . _ 2tan(Arctanx) 2
Rl Ean ) 1 — tan*(Arctanx) ~ 1 — x?
2) Simplifions B(x)
e expression B(x) est définie sur R.
Soit x € R, ona: B(x) = cos(2 X 2Arctanx)
= 2cos*(2Arctanx) — 1
= 2( 1 )_ e 1 —tan*(2Arctanx)
1 + tan?(2Aretanx) 1+tan?(2Arc tanx)
4 s _  2tan(Arctanx) _  2x
Puisque : tan (2Arctanx) = 1= GhGren) il
5 2 S 2% )z_ (x> + 1)2
alors : 1 + tan’(2Arctanx) = 1 + (1 s d o iy
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2x )Z_x“—6x2+1
5| =

gtona:l — tan*(2Arctanx) = 1 — (I

— X (1 — x»?
: _(xt=6x+ 1\ —x)?\ _ x'—6x2+ 1
donc: B(x) = ( (1= x?)? )((xz ic 1)2) (2

3)Simplifions C(x)
+'expression C(x) est définie sur R
st x€ R, ona: C(x) = cos(6Arctanx)

= cos(3 (2Arctanx))
= 4 cos(2Arctanx) — 3 cos(2Arctanx)

= 4(2 cos¥Arctanx) — 1)’ — 3(2 cos(Arctanx) — 1)

; : 2 S [ 2 i TR Y e U
Puisque : 2 cos(Arctanx) — 1 = T Ay E="3 7 b5 —
3
v (] S 1 — x?
dors: ¢ = a(125) - 3(1 xz)
4(1 —x)*=30-x)0 + x’)2 (1—x)(*'— 14x*>+ 1)
(I +x9? 1+ x»?

4) Simplifions D(x)
» lexpression D(x) est définie sur R
it xeR ,ona:
D(x) = sin(3Arctanx) = 3sin(Arctanx) — 4sin 3( Arctanx)
puisque : sin’(Arctanx) = 1 — cos’ (Arc tanx)
1 1 x

e 1 + tan’(Arc tanx) L 1+x 1+2

| x|

alors : [sin( Are tanx)| = -
1+ x
etona: x et sin(Arctanx) ont le méme signe, donc : sin(Arctanx) = ——=
( ) 2 Sl ey e

e & RN Eae 4 o Vs 50)
J1+x° J1+x J1+x (1+x)V1+x (1 +x)/1+2°

dol: D(x) =

1) Calculons hm Arc tan\/

lel=+a

Ona: lim /& ; = 1, et la fonction Arctan est continue en 1, donc:

hm Arctan -—i,—- = Arctan(l) = L o7

:

2) Calculons lir?(x —2)Are tan(
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Ona: hm-——l—-2—-+ oo et lim . ArctanX = T 5 donc: lmzlArctan( . 2):

etona: lim(x — 2) = 0;donc: lim(x — 2)Arctan(xl 2)= !

2
3) Calculons lim Arc taﬂ(S;c +x+1)

Ona: lim (58 + x+ 1) =+ et }i_lpArctanX=%,
donc: ]1131 Arctan(5x* + x + 1) = %

Arctan(5x° + x + 1) _ 0
- =

etona: ljrp % = 0; donc: l_‘grp

4) Calculons lim Arc tan(tanx)
:—-32'-

Ona: limtanx =— oo et lim ArctanX =— %

- =
e e

2

donc : lim Arctan(tanx) =— 2

i
: Jxt1 -—2)
5) Calculons rlﬂArc tan(m_ 3

oo im0 Alei-F) ity 2

: lim
x--t—::‘/x+ 4._3 .\' +no 4 x—+ou i_ 3
/‘+r— s /x

et la fonction Arctan est continue en 1, donc:

: Jx+1=2) el
xler*Arc tan(ﬁ = Arctan(l) = I

5 X
6) Calculons j‘{[riArctan( e xa)

Soit x un élément de I'intervalle ]—oo ;0[,ona:

Don
onc : :llr_nm7-=—=3 im - ._.L
x

Puisque la fonction Arctan est continue en —1, alors :

X ee— oo —x

\ Exercices de synthése /
 Exercice £41

1) a) Montrer que : (Vx eR, ) Arctan(x)+ Arc tan( L ) =
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b} En déduire : (vx € R"); Arctan(x) + Arc tan(—]x«) =—12r'~

2)Montrer que : !m}'ﬁ@éﬂx- =1

3) Calculer les limites suivantes :

2
i Arctan (x° — x) b Arctan(/x* + x)
10 X x = 0 /E
; 1 . 13
Arct d) I Arct =
() lim xArc an(ﬁ] ) ,f'ﬂ.x( retan (V) 2x)
e o
: Aretan 7 x. >
g Jm 7
4)Résoudre dans R* I'équation: Arctanx + Arctan(x — 1) = —’23
(Exercice £78

i o
e

Soit f une fonction numérique définie et continue sur R telle qu’il existe au
moins un réel a qui vérifie : (fof )(a) = a

Montrer que : 3c € IR ) ; fle) =c

Sit f une fonction définie et continue sur un intervalle / de R telle que :
flx) # 0 pour tout x de J.

Montrer que : ((vx € 1); f(x ) > 0) ou ((vx €1); f(x) < 0)

1) Soit f une fonction définie et continue sur le segment [a;b] telle que
flx)> 0 pour tout x de [a;b].

Montrer que : (Ja € IR );(vx €la;b]) ; f0) =0

2) Soit & fonction définie et continue sur le segment [a; b] telle que g(x) # x
pour tout x de [a;b .

Montrer que : (3B € [R',);(Vx ela;b ]) ; lgx)—x|=B

(Brercice £18

Sit f et g deux fonctions numériques et continues sur le segment [0; 1]telles
que: g(0) = £(1) et g(1)=f(0). Montrer que : (ac e|o; l]) s fle)=gle)
(Exercice £73

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 31:"(/731?_ - M) -1

1) Déterminer D I'ensemble de définition de f'.
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2) Montrer que :

(3(:B) e m*);(wc € [’51]) cox <1+ — /T 20 <P
3) Montrer que : (Ec € [17, 1 D,mﬂ/m =c

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)=2x"+x—1
1) a) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f' définie sur
un intervalle J a déterminer.
b) En déduire la monotonie de f' sur J
2) a) Montrer que l'équation f{x) = 0 admet une solution unique o dans R

etque: 0 <a <1

ALY
—a

b) Calculer llm
On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle |- o0;3 ] par:
f@) = Arctan/3 — x
1) Calculer hm f (x)
2) Montrer qué f est bijective de I'intervalle |- co;3]sur un intervalle J
a déterminer.
3) Déterminer f'(x) pourtout x de J.
4) Montrer qu’il existe un réel o de 'intervalle [2;3[ tel que: f(@) = 1 — T

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f puis simplifier son
expression

x’ — 1) 4) f(x) = Arctan(——————'/l_'-_xz_ I)

1) f(x) = Arc tan( % =
2) )= Arctan( /%—;——:%% 5) f(x) = Arctan(/1 + x> — x)
X

et = Arctan(% s x) 6) f(x) = Arctan(f’x 3§);

(Calculer tan (30.) en fonction de tana.).

Excrcice /1%

1) Soit & la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; + oo| par :
1 —x
1+ x

gx) =

2
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#Montrer que g est une bijection de [0; + oof sur |- 1;1];
b-Déterminer g ' (x) pour tout x de l'intervalle }- 1;1].

))Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; + oo par :
2

f(x) Arc tdl'l(-l—:“&“

& Montrer que f est une bijection de [0; + oof sur un intervalle J a déterminer ;

b-Déterminer f'(x) pour tout x de J;
f( )

¢-Calculer : lun

Grcice 0
1)a) Montrons que : (Vx S Rl) ; Arctan(x) + Arctan (“}E) - -12£
Soit x un élément de l'intervalle [0; + o[, il existe un unique élément o

de l'intervalle ]0%—[ tel que : tana = x, C’est-a-dire : o0 = Arctanx

R e W T _
aiors.lan(2 a)._ ==

. Ayats A
donc: Arctan(x) + Arctan(—x) i

doi: (Vx € R); Arctan(x) + Arc ta.n(-}c-) = %—
b) Déduction
Sit x un élément de lintervalle |-o0;0[,ona:—x € |0; + o

puisque la fonction Arctan est impaire et Arctan(— x) + Arc tan(—v %) = lri
; 1 1
alors: —Arctan(x) — Arctan ( ) o

cest-a-dire Arctan(x) + Arctan (%) = — %"

ST

Donc : (Vx € R'); Arctan(x) + Arc tan(lE) =

2)Montrons que : li{:[?f‘*‘t‘r‘i;tcgIH =1

Sit x un nombre réel, on pose y = Arctanx donc x = tany
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Ona: lim]-A—"Qt—a“i— lim —2

.o fany
X y-otany — icar.}lfr}) y =

3) Calculons les limites suivantes :

Are tan (x* — x)

a) Calculons Lurol 5

2_ 2__- ;g#
Oz Arctan(x’ — x) _ Arctail(x x) X =k
X B e X

Onpose: t=x"—x,

Ona: limm(iz__J limAretans _ 4
Rl Xy t =0
2__
etona: ““,{x X = lim(x — 1) =~ 1donc: lip}—‘d‘mta“ix X) .
Arctan(yx’+x
b) Calculons lim ( )
z-+D" ﬁ
Oha Arctan(/x* + x) i Arctan(/%* + x) . i
/x /X + x Jx
Onpose:t=/x*+ x,
ponc: timActaly@ e x) _ Argtani
x =0 /x + X FRer
/[yt 2
etona: lim¥X X _ jim /X -tx = lim 1+L=+ =
% - 0 /; X = 0" X s X
/ 2
Donc : lim Arctan( o x) =1 oo
x = 0 /E

c) Calculons lillnxArctan(-l?
Soit x un réel de l'intervalle J0; + oof;

Ona: xArctan(yl?) = (/x)" x Arc tan( ) Jx % Amtj{%)
i

Arctan|—=
On pose : ¢ = -7, Donc: Jim ——*=F = lim AFanL = |

/_.3 r—-ot

Ona: lim/x =+ o donc: ]1m xArc tan (—‘/17) =

X o=t

d) Calculons :l_im(xArc tan(ﬁ) — -g—x)
Soit x un élément de l'intervalle ]0; + cc[, ona:

Arctan(/x) + Arctan (%} = %
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Arc tan(_'%_x——) Arc tan(7l-; = x) = %
x/x— 1 __ 1dou: lim =~ |

ot & /x

4) Résolvons dans R’ I'équation (E): Arctan(x)+ Arctan(x— 1) =

T
2

ensemble de définition de 'équation (E) est: D =R
Soit S I'ensemble des solutions de I'équation (E);
Ona:(vxeR); Arctan(x) <0, donc: SC R,

D'oll équation (E) n‘admet pas de solutions dans R .

o=

Soit x un élément de Vintervalle J0; + o[, on a : Arctan(x) + Arc ‘a“(%) i

donc I'équation (E) est équivalente a: Arctan(x — 1) = Arctan(.—]f)
Puisque la fonction Arctan est bijective de R dans l—% : % , alors I’équation
(E) est équivalentea: x— 1 = 315 et x > 0 cest-a-dire: x>’—x—1=0

et x> 0.

Les solutions de I"équation dans R sont : ! +2‘/§ etz /5

2
Puisque 1—"'2—‘/3 >0 et % <0 alors § = {l"'z—‘/g}

[Exercice £33

Montrons que : (3c € R) ; f(c) = ¢
On considere la fonction numérique g définie sur R par: g(x)=f(x)—x

On a g est continue sur R car c’est la somme de deux fonctions continues
sur R.

Ona: g(a) = fla) — aet g(f(a)) = f(fa)) — fla) = a— fla) (car Af(a))=d
donc: g(a) % g(fa))=—(fa)—a)

*Si fla)=a alors c =a '

*Si f(a) # a alorson asoit fla) >a ou fla)<a

On suppose que : f(a) < a (pour la démonstration; de méme si on suppost
fla) > a)

On a: g est continue sur le segment [f(a);a]et g(a)X g(f(a)) < 0, don
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire : (Elc € ]f(a};a[) ;8c)=0
cest-a-dire : (3c € [f(a)al); fle)=c,dou: @ceR);fle)=c
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Montrons que: ((Vxe I) ; fx) >0) ou ((Vx el) ;fx) <0) en utilisant le rai-
sonement par I'absurde. On a : f(x) # 0 pour tout x de /.

Onsuppose que : ((Elb el);fb) < 0) et ((Ela el);fla)> 0)

Ona:[g;b] C I et la fonction f est continue sur I, donc f est continue sur
l:b)

Dol f est continue sur [a;b] et fla) X f(b) < 0, d’aprés le théoréme
desvaleurs intermédiaires, on a : (3¢ € |a;b[) ; f(0) =0

desta-dire : (3c€1);f(c)=0 et cela est contradictoire avec le fait que :
wel); fx)#0

Donc: ((Vx € 1) ; f(x) <0) ou ((Vx € I) ; f(x) >0)

Exercice £79

1)Montrer que : (EIOL € R:);(Vx € [a;b]) s f)=a

lafonction f est continue sur le segment [a;b], donc : f([a;b]) = [m; M]

ob: M= sup f(x) et m= inf f(x)
a<xsh

aswsb
Rappel : Uimage d’un segment par une fonction continue est un segment
etona:(v.r € [a;b]) im = flx) £ M (1)

Puisque f est surjective de [a;b]vers [m; M ]alors (Elc = [a;b]) flc)=m
eona: flc)> 0 donc m > 0

On prend : a=m, daprés la double inégalité (1), on a
ek )(vxelab]) ; fx)=a

))Montrons que : (3B € R.)/(vx €[a;b)) ; |g(x) —x|= B:

On considere la fonction numérique A définie sur [a;b] par : A(x) = [g(x) — x|
Ona:(vx € [a;b]) g(x) # x donc: (Vx € [a;b]); h(x) >0

et puisque la fonction g est continue sur le segment [a: 5] alors la fonction A
estcontinue sur [a; 5],

Donc d'apres la question 1): (3[3 = R});(Vx e[a;b]) shx)=B

Dou: (B e R, k(vx ela;b]) ; lg)—x|=B
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Montrons que : (Elc o [O; 1]) s fle)=gle)

On considéere la fonction numérique h définie sur le segment [0;1] par:
h(x) = f(x) — g(x)

On a: h est continue sur le segment [0; 1] car c’est la somme de deux fonctions
continues sur [0; 1.

D’autre part,ona: h(0)=f(0) —g(0) et A1)=g(0)

donc: A(0) = f(0)—A(1)

etona: h(1)=£(1)—g(1) et g(1)=A0) donc A(1)=f(1)—50)

d’otr: h(0) X (1) =—(h(0))

-Si h(0)=0 alors f(0)=g(0) doncc=0

-Si h(0) # 0 alors —(h(0)) < 0

Puisque A est continue sur [0;1]et 4(0) X A(1) < 0 alors d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires : (3 c< |0;1[)::h(c)= 0

Clest-a-dire : (3c € ]0;1]) ; £(c) = g(c)

Ainsi: (3¢ € [0;1])/ f(e) = g(c)
Exercice £13

11) Déterminons D :

Soit x unréel, ona:

xED e x#0etl+L>0etx+2v>0

—zx#0etXEl>0etxc+2)20
= x#0etx(x+ 1) =0etx(x+2) =0

‘:’{xe oo — 1JU J0; + o

x € oo — 2]U J0; + o
= x € [Foo; — 2]U J0; + o]
Donc: D= }-o0; — 2]|U J0; + o
2) Montrons que : (E(cx;ﬁ) = R’);(Vx e [%‘l]) ;ox <4/1 +% —/x+2x <t

Soit g le fonction numérique définie sur [%, I]par t
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=i - /a7 2x)

les fonctions : w:x — l+-1x- et vix— x’+2x sont continues sur B» 1] et
)2 0 ety(x) =0 pour tout x de [-%— 1],

(est-a-dire : u([%; 1]) cR et v([lz-; 1 D c R et la fonction x — /x est continue
sur{0; + oof

Jonc: la fonction /u et /o sont continues sur [% l]comme composeées de deux
fonctions continues et la fonction x ~— % est continue sur [17 1]

Donc la fonction g est continue sur H— 1], comme somme et produit de fonc-

fions continues sur -%; 1]

5

5 1] et I'image d’un seg-

par suite la fonction g est continue sur le segment 1

nent par une fonction continue est un segment

donc: (3(0; ) € R“);g([%; 1 ]) =[o;pB]

Cest-a-dire : (3(0{;[3) € Rz);(\fx S ljz- | D ; a<gx) <P

Dob: (3o B) € R’"’);(Vx E_[-%; l]) ; ox <4/l +xl——¢x2+2x =< Bx
3)Montrons que : (Elc E[-lz—:lD!\/l +%——-Jc2+2c =c
ma:f)=/2-/3-1et fL)=2(/3- [5)-1=2/3-/5-1
Pusque: /2 — /3 —1<0et2/3—/5— 1>0alors: f(1) xj‘(%) <0

Ona [ est continue sur l% l]et.f(l) xf(%) <0, donc d’aprés le théoreme

des valeurs intermédiaires. (Elc S ]%— lD;f(c} =0
D’aﬂ:(ic S ‘%. th/ 1 -l-cl—,—,/c'*+2f: =c
Brercice £

1)a) Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque '
+ ftudions la monotonie de f sur R.
lafonction f est dérivable sur R etona: (vxeR); f)=6x"+1
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Puisque f’(x) > 0 pourtout x de R, alors f est strictement croissante

sur R ; donc la fonction f est continue et strictement croissan-

te sur R, d'ol f est une bijection de R sur lintervalle J tel que:

J =0 = |lim f); limfG)] = |=o0; + o]

car: lim f(x) =x1_'gr,pwx3 =+ o et lim f(x) =xl_i'r_nx:'c3 =—

Par suite f admet une bijection réciproque définie sur R.

b) Déduction : La fonction f' est strictement croissante sur R car elle al

méme monotonie que f.

2) a) Montrons que: (3la € R).f(0) =

On a: f est une bijection de R sur R et puisque 0 € R, alors il existe un

unique élément a de R tel que : f() = 0 (c’est-a-dire : 0 admet un unique

antécédent)

° Montrons que: 0 <a <1

Ona: fl0)=—1et f{1)=2 cest-a-dire f'(—1)=0et f'(2)=1

Puisque f' est strictement croissante sur R alors :
—1<0<2=f'(-D<f(0)<f'(2)

c’est-a-dire: 0 <o. <1 car £0) =

W)

=0
Soit x un eiement de l'intervalle Jo.;+ oof,0na:

F) =fx) = flo) = 2¢* +x— 20* —
=2(x—a*)+x—a)
=2(x—a)(¥+ax+a?)+(x—o)
= (x—o)(2x* + 20x + 202+ 1)

A N TR /sz+ 20x + 207 + 1
om0 (- )

Puisque : hm 2x* + 20x + 202 + 1

b) Calculons : lun

=4 oo et 11m3./_ + oo

(X = C()z X—+m=
alors : hm 2x° + 20x + 202 + 1
/ x=a)y e
Do lm: x‘ f(x =4+ o
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rercico £

1) Calculons linrf-(;%

f(x) _ Arctany3 — x

it x un élément de |-o0;3[, ona: = ==
Onpose: ¢ = Arctany/3 — x,donc: tant = /3 — x

dest-3-dire ; x— 3 =— tan’t;
f(x) lim =t =1 __r_x(_:..l_)=—oc

Ona: hm

i e ortan?ft = ;%tanr tant
5 1 ﬂx)
car; ]|m =1 et lxm e =0 donc: llm

2) Montrons que f est bijective
+ ftudions la continuité de  f sur |- oo; 3]
la fonction u:x — v3—x est continue sur l'intervalle |- o0;3] et u(]-o0;3])c R
etlafonction Arctan est continue sur R, donc la fonction f= Arctan ou est
continue sur I'intervalle |- o0;3].
ftudions la monotonie de f sur l'intervalle }-oo;3].
Soit x et y deux éléments de l'intervalle |- ;3] tel que : x < y.
Ona: x<yS3—=li=S=yv<g —x

—3—y</3—x
puisque Arctan est strictement croissante sur R, alors :

x<y=>ArctanJ3_—hy < Arctany3—x
= f(x) > f(y)

ponc : (Va;y € Jo0;3]) (x <y = f(x) >f(»)) d'ou la fonction f est stricte-
ment décroissante sur }-oo0;3].
Par suite f est continue et strictement décroissante sur }-o0;3];
donc f est bijective de I'intervalle |- oo;3] sur lintervalle J = [ f3); i_ir_nuf(x)[

risque lim /3 = x =+ oo et lim ArctanX = 7, alors : lim f(x) = 7

etona: f(3)=0,donc J = [0;%[
3) Déterminons ' (x)

Soit xelo;%—[ etye ]—oo;3], telque: f'(x)=y
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Ohaiff W=y =r)
— x= Arctan /3 — y
o e
< y= 3 — tan’x
Donc : (Vxe[O;%D ; Filx)=3—tan’x

4) Montrons que : (30( S ]2;3[) ; flo) = 1—%—

On considére la fonction numérique g définie sur I'intervalle [2;3] par :
g(x) = f(x) + %,f 5]
¢ La fonction g est continue sur le segment [2;3], car c’est la somme de deux

fonctions continues sur [2;3].

*Ona:g(2)= —“;—2 et g(3) =— ':li’ c'est-a-dire g(2) > 0 et g(3)< 0
Donc : g(2)g(3) < 0 d’ou d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires :
(30!. (S ]2;3[) ;@) =0

signifie que : (Ja e |2:3[) ; fl=1-F

1)Ona: f(x) = Aman(x?z; 1)

» Déterminons D, ensemble de définition de f :

Soit xeR ,ona:xeDe=x+#0
—=xel

Donc: D=R" .

e Simplifions f(x) :

Ona:(VxeR); —xeR et f(—x)=—f(x)

donc la fonction f est impaire, d’ou il suffit de simplifier f sur Fintervalle
J0: + oo

Soit x un élément de l'intervalle |0; + oo, il existe un unique élément o de
I'intervalle ]0; %[ tel que : tano. = x, c'est-a-dire o = Arctanx.

e Ecrivons xT"] en fonctionde o, ona:
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‘ p— - =
r-1_tan'o—1 _ B, 1=tan(%+2a)

% 2tanct  2tan0l  tan20
1 —tan’ct

donc: f(x) = Are tan(tan(% + Za))
etona:0<a<%m0<2a<‘m

L. L on

@§<2+20’.<2

_n_ (Tt i) ¥
= 2<(2+20t) 11:<2

Puisque : tan(E + 205) = tan ((% + Za) - n)

2
alors :

f(x) = Arctan (tan (% g3 2(1)) = Arctan (tan((% iF 2(1) = 11:))

= Dy AU _ I
=20 2—9.‘,‘f1uvctan(.7c) >

Donc: (Vx € J0; + o) ; f(x) = 2Arctan (x) — %
Sit x un élément de l'intervalle |- o0; 0| ;

Ona—x > 0 et festimpaire, donc:
f&) == f=2x)
=— (2Arc tan(— x) —

=— (— 2Arctan (x) —

Dol : (Vx € |-o0;0[) ; f(x) = 2Arctan(x) + 5

i

5

2
s

Parsuite & | £(x) = 2Arctan (x) — > % >0

f(x) = 2Arctan(x) + % D x

: AV | — sinx
)0na: flx) = Arc tan( T ronix sinx)

<0

*Déterminons D ensemble de définition de f

w o ) 1 — sinx
SitxeR ,ona:x€D e T

Puisque : 1 +sinx = 0 < sinx =—1

=>01+sinx#0

ﬁx=—%+2kn - keZ

etona

I + sinx
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i e
2+20t T

n

2

1= sinx > ( pour tout x de R+{—»%+2kmk € Z}
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car: —1<sinx<1 Donc: D= R——{~%—+2kmk € Z}

e Simplifions f(x) :

Ona: (Vx € D) ; x+ 2n € Det f(x + 2m) = f(x) donc la fonction f est pé-
riodique de période 27; d’ou il suffit de simplifier f sur ]—5 i

Soit x un élément de l'intervalle ]— 3T onga:

1 - sinxy _ s COS(% x) 2sm?(%— %) = la.nz(z':— - l)
Ly + cos(% x) 2 cos’ (% ~ %—) a2
Donc : f(x) = Arctan (/tan2 (%— - —'5—) = Arctan(Itan(g' —%)D
Puisque:—%<x<§g—@_%<%<.&@_
‘I’_%Tn<_%<%
—f<f 53
alors on a deux cas :
Cas1:Si0 < % = % <%, c’est-a-dire —% <x < %, alors : tan(’—} = -’25) >0
Donc: f(x) = Arctan tan(%- - %)) = %1 = %—
Cas 2: Si—% <% 5 = 0 Clest-a-dire 12t <x <§27_r, alors tan(% e %) < 0;

Puisque Arctan estimpaire, alors :

f@) = Arctan~tan(% - %)

i maal w ta e
= A’“”"(‘ (4 5))= (4 321

f(x)=£ X .
Donc o 3 %,3775[) ; fl) = |% = 14I-
CEE S I

Soit x € R, il existe un entier relatif k tel que :

_ 3n lae N e = iy 3n
2+2;¢'<1I<;c<2+22,":1I,cestadlre 2<x 2k5't<2

Donc : f(x) = |-— kT — “{

3)0Ona: f(x) = Arctan({ % ;)
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+Déterminons D, ensemble de définition de f

switreER,ona:x€D=1—x+#0
=x#
meR—{l}

bonc: D= }oo; [ U Ji; + oo

+Simplifions  f(x) :

Soit x € D, il existe un unique élément o de I'intervalle ]~ 23751 et tel que :
n0=xeto # %,

ona: o = Arctanx

-Ecrwons{"‘xenfonctlondea Ona:
n in| T

i-i 1+ tanot _ cosot-i—sina:ﬁ31n(4+a)_qm(4+a) tan( +a)
|- | — tan0 ~ cosO — sin 0. ficos(%—+cc) ( +0‘.] 4
Donc: f(x) = Arc lan(tan(% e a])

1% " 1 | e | e I

[ﬂw<a<ﬁ— {#w<a+v<—+—
Puisque : 4 211: 2*='1 41t n4 2 4

eiz s

b1 Tt s n .o =
¢=:»—E<[}L+E<50U2<a+4<2+4

alors on a deux cas :

Cas1:Si:—L <o+ L <« ostadire—L <a <L

1 Sy o) 1 signifieque : x < 1

18

alors: flx) = Arctan(tan(-‘l— + Ol)) = % + 0= % + Arctanx

Donc: (Vx € ooil]) 5 flx) = ﬂ + Arctanx

Cas2:5i: B <o+ & <3 vest-a-dire & <a <%, signifie que x > 1

2 44 4

: bl 3T b4 3w
et puisque : 2<o¢+4< 7 ¢=.2 n<(a+4) T <

_n Yy _ S
v 2<(“+4) L=

et Lun(% + CL) = tan(({% + cc) — 71:)
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alors :

f(x) = Arctan(tan(% + a)) = Aman(tan([% + a} o n)) = —} fOo=-—M== %—ii + Arctanx

Donc: (Vx € J; + =) ; fx) = 4 + Arctanx
fla)= + Arctanx ; x <1
Par suite :
f@)=— 2% 4 Arctanx ; x> 1
2
4)0na: flx) = Arcm(w‘”*xx‘l]

e Déterminons D ensemble de définition de f

Soit xER,ona:x€EDe=x#01+x*=0
== 0

Donc: D=R". s =t

* Simplifions f(x) :
Soit x € R, il existe un unique réel o de ]~%, %[ tel que :
tanct=xeta # 0

Ona: 0 = Arctanx

2
e Ecrivons ~—-———"l+xm en fonction de a;
Ona:,fl'f'xz—l_ 1 o 1 / 1 =
= = eha (,/i + tan’x 1) o \y cosar 1
_ cosa ( 1 ]___cosa e l): 1 — cos
sina \lcosa] sino "\ cos O sin o

Puisque : sino. = 2sin(%]coe(2) etl — cosa = 2sin’ %)

o0

l="cosor s Mrl(2)
sin o a)
005(2

c’est-a-dire : f(x) = Arctan (tan %))

= tan(z) donc: PAEE S| = tan(%—)

alors : -

o s au. O It

etona: I S0 <% <=».g[‘74“<7<74",
lo#0 lac 0

donc: f(x) A:ctan(tan(%))=%=-%:4rctanx
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Dou: (VxR ; fl) = —Arctanx

50na: f(x) = Arctan(/1 + x° = X)

+Déterminons D ensemble de définition de f :
witx€R;ona:x€EDe=1+x"20

—=xeR

Donc: D=R

+Simplifions f(x)
soit x € R, il existe un unique réel a de %%[ tel que : tano = x Clest-a-
dire &0 = Arctanx
+ fcrivons /1 + x* — x en fonction de a.

e /T3 = x = /T4 ava - wna = /b0 — G = oo - 813

Sodlee vsing ol siny
cost  cosQ cosCl

Puisque: 1 — sinct = 1 — 2sm( )cos(%)

= cos ( ) 2sin (%)cos(%) + sin’ (%) = (Cos% = Singz—)i

et cosO = cos’ (%) — sin® (%) = (cos% — sin %).(cos% + sin%)
oA -E_Q
| .l—sina_cos2 Sm2=/§sm(4 2] _qap(T_Q
alors : 2= & g
2 2 ﬁCOS('El—— —2—)
Lo m_a
Donc: f(x) = Are tan(tan{4 2))

) — . m_ay. w0 T 1
Donc: f(x) = Arctan(tan(4 2)) =~ 2Arctanx
Dou:(VxeR) ; f&)= E—LArctanx
p)Ona: flx) = Arctan(?x 312)
» Déterminons D ensemble de définition de f :
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Soit xeER,ona:x€De=1-3x*=0
1
2y L
—= X ?‘-'3

<=x9&71~3—etx #--7—-5

Donc: D= R_{_ﬁ;%}

o Simplifions f(x) :

Soit x € D, il existe un unique réel o de ]~% | avec a # L ceta # — -— T tel
que: tanQ = x c’est—a‘s-dire o = Arctanx

3x —
1 -

3x — x’ _ 3tanQ — tan’Q
I — 3x* 1 — 3tan’

etona: tan(3a) = tan(a + 20) =

e Ecrivons 2X —X_ 3x2 en fonction de a.

Ona:

tan o + tan(201)
1 — tanoitan (20)

Puisque :
2tan0_ _ tano — tan'ct + 2tan0l _ 3tano — tan'a
| — tan’ct 1 — tan’ct 1 — tan" o

tan@ + tan(20) = tano +

et

2tano.  _ 1 — tan’0 — 2tan’0 _ 1 — 3tan’a
1 — tan’a 1 — tan*ot 1 — tan’at

I — tancttan(20) = 1 — tana.

3tana — tan’a. 1 — tan’at _ 3tanQ — tan’Q
1 - tan’at ‘1 — 3tan’a 1 — 3tan’a

alors : tan(30) =

¥ 3x — x’ A, i L, 1] i
Donc: =2—=; = tan(3a), d’ou : f(x) = Arctan(tan(30))

1 — 3x°
3w 3m
= 2 o e L I
etona:)] 2 2 est-adire |72 <% <7
T
30‘.%5 a#%
(aiz= et 30 #£— =
T T
a%——é-eta?l: 6
On a donc 3 cas:
kit _ Tt I ﬁ_ sl
Cas1:Si: 2 <30 <- 5 c'est-a-dire 7 <a< signifie que : x < 7

Puisque : —§—2’£ <30 <— % e 1,} <30+ T <—’21 et tan (30) = tan (30 + )
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alors ;

fl)= Arctan(tan (3at)) = Arctan(tan(30 + 7)) = 30 + T = 3Arctan(x) + T

donc:(Vx = I~oo; — %[) ; flx) = 3Arctan(x) + T

L I vest-3-dire — L L sionifi canzl )
(252:Si: 2<30L<2cestadlre 6<1az<6,5|gmf|eque. 7§<x</§

dors: f(x) = Arctan(tan(3a)) = 30t = 3Arctan(x)

Vx € ]—%,—‘71-3—'[) ; fx) = 3Arctan(x)

G I n _3-dire L T signi . 1
(253:Si 5 <3a <= Clest-a-dire 6 <a<2,5|gn|ﬁeque.x>7§

donc :

Puisque:% <30 <3-%1 & — -’25 <30 — T <% et tan(30) = tan(30. — )

alors :

flx) = Arctan(tan(30)) = Arctan(tan(3a — 7)) = 30 — 7 = 3Arctan(x) — T

Vx € }7%; + ooD ; f(x) = 3Arctan(x) — T

donc ;

Parsuite : | f(x) = 3Arctan(x) + T ; x <— 2

/3
e g 1
1 f(x) = 3Arctan(x) : 75 <x <

i S 1
.f(x) = 3Arctan(x) — L ; x >7§

{ja-Montrons que g est bijective.
lafonction g est dérivable sur [0; + o[, et on a:
(vVx € [0; + o) ; () = ﬁf
donc: (Vx € [0; + oof) 5 g'(x) < 0; d’oli la fonction g est strictement décrois-
ante sur I'intervalle [0; + oof,
dona: g est continue sur [0; + oo| , d’ol la fonction g est une bijection de
‘ntervalle [0; + oo| sur I'intervalle J tel que :
J = g(0; + oo = |lim g (0;2(0)]= |- 1:1]
tDéterminons g ' (x) pour tout x de I'intervalle }-1;1]
Wit x un élément de }-1;1]et y un élément de [0; + oof, tels que g7'(x) =y
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Ona:g'@W=y=gO=x
Loy )
e l+yz_x
= +1)y'=1—x
2_]"‘.7(
=Y T 1+x

=l=vitx

Sy=J1EE  lary>0)

g e e e i T
Donc:(Vx € 1;1); g @) = s

2) a- Montrons que [ est bijective.
e Continuité de f.

La fonction g est continue sur [0; + oo et 2(0; +oo]) c R etlafonction Arctan
est continue sur R , donc la fonction f= Arctanog est continue sur [0; + o

» Monotonie de f sur [0; + oo

La fonction g est strictement décroissante sur [0; + oo| et g(0; +oo[) C R etle

fonction Arctan est strictement croissante sur R,
donc f= Arctanog est strictement décroissante sur [0; + oof, doU f estbi-
jective de [0; + oo] sur J = £(0; + oo).
Puisque : l_'grpg(x) =— 1 et Arctan est continueen —1
alors lim f(x) = Arctan(- 1) =— % et £(0) = %, donc:
J = |lim fG):FO)]|= ]—%;%
b- Déterminons f'(x).
Soit x un élément de ]—%——} et y un élément de [0; + oo tels que :
o=y

Ona: f'@)=y=f()=x
s Arctan(g(y)) = x
— g(y) = tanx

—y=g "ty =/ [T
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eérivation et étude
de fonctions M

| Résumé |

o Dérivée de la composée de deux fonctions

Propriété:

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur les intervalles /
et J telsque: f(I)CJ

Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur J , alors la fonction gof
est dérivable sur 7 etona: (Vx€1) ; (gof)(x) = g'(f(x)) X f'(x)

- Dérivabilité d’une fonction réciproque

Propriété:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |

Si f estdérivable sur I et f'(x)# 0 pourtout x de / ,alors f' est
o G 1

dérivable sur J=f{I) etona: (VxeJ) ; (f)(x) =4

érivés des fonctions : x — \x et v — Vuly)

Soit n un entier naturel supérieur a 1.

. Lafonction fix —%/x est dérivable sur I'intervalle ]0; + oo| etona:

(Vx€]0;+o0]) ; fi(x)= m/lj—?

« Si une fonction u est dérivable et strictement positive sur un intervalle |

alors la fonction fix — %/u(x) est dérivable sur / eton a:

‘ ) 1 Loy Tl uR)
(Vxel); fi(x)= i () (u(x)) Y PP
-. Dérivées des fonctions : x — x' et x — (u(x)) ou & U

Soit r un nombre rationnel non nul
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‘lafonction fix — x” est dérivable sur ]0; + o[ etona:
(vxe]0;+ool); £/ (x) = "
“Siune fonction u est dérivable et strictement positive sur un intervalle

[, alors la fonction fix — (u(x)) est dérivable sur / etona:

(Vxel); f'(x) = ru’ (x)(u(x)) ™"

- .

Exercices
bercice €8

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie par:

f =P =72
1)a) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f .

bl Calculer les limites suivantes : lim f(x) ; lirpM et ligfn( flx)—x)

=t X

1)) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite et 3 gauche au point
%=1
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche en x =—2

3)a) Calculer f'(x) pour tout réel x de D— {-2:1}.

bj Dresser le tableau de variations de la fonction f.

%t f lafonction définie sur 'intervalle [0;7] par: f(x) = 31— cosx
{|Montrer que la fonction f est dérivable sur intervalle ]0;7].

) Calculer f’(x) pour tout réel x de ]0;7]

3| Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 0, puis interpréter

gaphiquement le résultat obtenu.

biecce £
Onconsidere la fonction f définie sur l'intervalle 1= [er";rr[ par:
& 1
fe=1+ sinx
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1) Montrer que f admet une bijection réciproque f' définie sur un

intervalle J que I'on déterminera.
2) Montrer que : (Vx €1); f'(x) = (f(x) = 1) X J(f(x)} — 2f(x)
3) Montrer que lafonction f estdérivable sur 'intervalle ]2; + oof , et que:

pour tout réel x de l'intervalle ]2; + |

VP 1
(f )(x)_ (x_l)x‘/’xz_zx
EEERY 4

Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f apri
avoir déterminé D, son ensemble définition, puis déterminer I'expressio

de sa fonction dérivée :

1) f(x)=(x—1)x¥2x 5) flx) =¥+ 2x —x

2) fiy =21 6) fx) = (/ — 1)

__2¥x __ 1
3)f(x)—1+x‘/; 7)f(x)—3‘/xz—_2—x‘
4 o) =xx/1-% 8) flx) =x %/ 2E2
Exercice &3

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = 2x'—4x’ + 9x* —4x + |

1) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R, puis calculer f'(x
pour tout réel x.

b) Montrer que la fonction dérivée £’ réalise une bijection de R sur K, &
déduire que : (3la € R)/ f'(a)=0

c) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

2) a) Vérifier que : (vx e R)/ flx) = (4x S)f (x )+(3x —% ;)
b) Montrer que : fla) > 0

c) En déduire que : (VvxeR)/ flx) > 0
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x-=too X X X X
i
J!n.lors:}ir\‘r:n_1 3 22'3" T3 =0
e

C'est-a-dire : lim (fr)—x)=0
2) a) e Etudions la dérivabilité de la fonction f a droite en x, = 1:

Soit x un élément de I'intervalle ]I;+oo[,0ona: f(1) =0

f(x) o 400 J(x—l)zx(x+2) ‘/(x—l)*x(x+2) x+2
x—1 (x—l)’ x—1

—+oo

Puisque : lim xi% =+o0 et lim ¥/X =+o0, alors : hm

f(x) f(l)

C'est-a-dire : =+oo

X I

Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite en x, = 1.
» Etudions la dérivabilité de f agaucheen x = 1:

Soit x un élément de l’intervalle —2:1[,ona:
=7t 3J(x-1)’x(x+2) x/(x- 1P x(x+2) _ x+2
o] —(x—1) =

Puisque : lim ch+2 =+oco et lim /X =+oo, alors : lm} ’1‘+§

o X—+w

T i)
Xl

=+
C'est-a-dire : li’{‘
Donc la fonction f n’est pas dérivable a gaucheen x = 1.

b) Etudions la dérivabilité de |a fonction f a droiteen x, =—2:

Soit x un élément de l'intervalle ]-2;+ x[,ona: A(—=2)=0

JW-f=2) Nax—1FxX(x+2) s [(x=1FX(x+2) s fx=T1Y
ot 5 "\/x Ay )

s 2
Puisque : lim (;4_;) =+ et lim /X =+, alors :

x—=2* N=tos

im /(57 =+

x—=2"
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[ =f=2) _

('est-a-dire : l_mz] ~+72

Signifie que la fonction f n’est pas dérivable a droite en x, =—2.

3)a) Calculons f'(x) ot x € D—{—2;1}:

lafonction u: x — x* — 3x + 2 est dérivable sur chacun des intervalles
[21[ et J; + oof et u(x) > 0 pour tout réel x de |-2;1[U]1;+ oo et
afonction x — Y/ x est dérivable sur V'intervalle ]0; + oof .

Donc la fonction £=%/u est dérivable sur chacun des intervalles |—2;1[
et ]l; S oo[.

Soit x un élémentde D—{—2;1},0ona: ' (x) =3x*—3=3(x*—1)
u(x) =1

s 3xVw@y  V(x-3x+2)

Ainsi:(VXED"'{"’Z;l}) Flx)i= 3\/( 3 31+ 2)2

b) Tableau de variations de la fonction f:
lesigne de f'(x) est celuide x*— 1 sur D—{—2:1}, donc le tableau de

variations de f est comme suit

[ x [2 s R oo |

f(x) ||[*oo + 0 * —oo_..+oo. + :

V4 +oo |

F O/ \0/ ?
Erercice &7}

1) Montrons que la fonction f est dérivable sur l'intervalle ]0;7]:

Ona la fonction x — cosx est dérivable sur R, en particulier sur I'intervalle
|0:7], donc la fonction u: x — 1 — cosx est dérivable sur l'intervalle 0;7].
Etpuisque u(x) > O pour tout x de |0;7] et la fonction x — Vi est dé-
rivable sur l'intervalle ]0; + oo alors la fonction f=%/u est dérivable sur
lintervalle J0;7].

2) Calculons f”(x) pour tout x de |0;7]:
u' (x)

Soit x un élément de ]0;z],ona: f'(x) = m
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1 = sin(x) alors : fxz___-S_i[l__.‘?E_'__
et comme : u’ (x) = sin(x) f(x) T
sinx
3 X ¥/(1 = cosx)’
3) Etudions la dérivabilité de la fonction f a droite en O:

Donc: (Vx € ]0;7]); f' (x) =

Soit x un élément de Vintervalle ]0;7],ona: f(0)=0

R e /1 “;PEBE

X0
" e Mmoo g | ey |
. s e e, T . —— :—'—

Puisque : ilﬂ[‘(l"l 7 5 et !u;n % (o)
alors : liml—_fggsi =+o0. Et comme : }i:}ﬁ/)? =+o00

x=0" ~too

= —f(0

Donc : lim:f I_CJQiJ.E =+, c'est-a-dire : lim-f@:—{)l—) =+0oo

x—0* X —0' X
Finalement la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0.
Interprétation graphique :

: SR e if(Q) 2

On a la fonction est continue a droite en 0 et Iml =0 =-+o00, donc

x=0

la courbe de la fonction f admet une demi-tangente verticale au point O
dirigée vers le haut.

3

1) Montrons que f admet une fonction réciproque f':

La fonction x — sinx est dérivable et ne s’annule pas sur l'intervalle [%;IE[
1

donc la fonction fixw— 1+ est dérivable sur [%7([

sinx
Etona: (Vx = [%;r[) P = sﬁ?zs(i)

Puisque : f'(x) > 0 pour tout x de I'intervalle ]—g”;ir[

, T : : :
et ff(x)=0e=x= 7, alors f est strictement croissante sur I'intervalle

.
[ Nk [
Donc la fonction f est continue et strictement croissante sur / = [szﬂ.[

Par suite, f réalise une bijection de 7 sur l'intervalle J = ()
o J =| A% Jtim £ = [2:+ o]

Ainsi f admet une fonction réciproque f' définie sur I'intervalle J =[2;+ .
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2)Montrons que (Vx € I); £ (x) = (f(x) — 1) X /( fx)) — 2f(x) :

Soit x un élément de I'intervalle / = [—725;71'[, ona: f'(x)=— stzs(i)

3 1 — sin?
- = 0 171 = ks 1 = 1530 cony
Puisque : %S x < alors : (s:?:; <0.

lIensuit que : (Qsi)2 =—C08X par suite : v(F(x)) — 2f(x) =_%)r%£"

sinx sinx
donc: (1) = 1) X Y(FGF =270 = e X (— S ) =~ 58y =1 @)
Finalement : (Vx € 1); £/ (x) = (f(x) — 1) X Y ( f(x)} — 2f(x)

3)» Montrons que la fonction f' est dérivable sur I'intervalle ]2;+ ool ;

lafonction f est dérivable sur 'intervalle ]%;71'[ et f'(x) # 0 pour tout
réel xe]%;ﬂ'[,

donc la fonction f' est dérivable sur I'intervalle ](]%,HD ou

{5sa) = | A5 ptim f0] = 1os + ool

Donc la fonction ' est dérivable sur I'intervalle |2; + ool .

+ Montrons que (Vax € [2; + oo[); (f') (x) = G= I)Xlez T

Soit x un élément de lintervalle [2; + o[, ona: f'(x) € ]—‘72{-;71'[
Donc, d’apres la question précédente :
(') = (A1) = DX YA @) = 2f ') = (x— 1) X /x* —

1
—1)Xyx>—2x

Etcomme (f') (x) = W' il s'ensuit que : (/) (x) = 7

Finalement : (Vax € ]2; + oo[); () (x) = (x— l)le SR

4

1) ) =(x— 1)¥2x:

« Ensemble de définition : D; = [0; + oo

« Etude de la dérivabilité :

les fonctions u: x — (x— 1) et v: x — %/2x sont dérivables sur l'intervalle
|0:+ oc[, donc la fonction f= u X v est dérivable sur [0; + ool .
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e Soit x un élément de ]0; + oo, ona: f(0) =

ot RSO _ N I)X\/z

x —
Puisque : hm(x— 1)=—1et 11m1/ =+
x-0% x=0
alors : lim(x—1) X ‘/_-
C'est-a-dire : f (x;-fO(O) —oo signifie que la fonction f est non déri-
x—o‘

vable a droite en 0.
s Calculons £ (x) ou x € |0; + o[ :
Soit x € ]0; + oo, ona: f(x) = u' (x) X v(x) + ulx) X v'(x)

» ak + =______2__
Et comme ' (x) = 1 et V' (x) 3x /A

s R e 20x=1) _6xt2(x=1)  2(4x—1)
ais: FRSNIBES R T e axir
s : o)
Ainsi: (vx€]0;+ o) f (x)“_3><3‘/74?
2) fo) =20
» Ensemble de définition : D, =[1; + oo

e Etude de la dérivabilité :

Les fonctions u: x — 3/x — 1 et v: x — x + 2 sont dérivables sur I'intervalle
]1; + <[, donc la fonction f= —% est dérivable sur ]1; + oof .

® Soit x un élément de ]1; +oo[,0na: f)=0

1) =) _ Ve R i e
S (x+2(x—l) SEr N G0 2 N G=1)

i + 11 --——!'——-=--— ] _..._,.1_._.,__=
Puusque.}l‘r_rpx_kz 3 et il_r}},/(x_‘l)z + o0
1 3 1 =
alors : hmx+2 ‘f(x—l =+o0

L@ =) —f(l)

x—-i x—
vable a droite en 1.

C’est-a-dire : =-+o0 signifie que la fonction f est non déri-

e Calculons f’(x) ot x € J1; + oof :

. : oty — W) X v —u(x) X V' (x)
Soit x €10;+ o[, 0na: f(x) e

(| Dérivation et étude de fonctions
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ftcomme u’ (x) = 3—;;"(1;\/———_———?? et v'(x)=1

dors : f'(x)=ﬁ((x+ Z)XT(Ii_)’_S x— 1)

Lo =t2) 3(x—1)) 5—2«
x+2)2\ 3x3(x—1Y 3(x+2F X (x— 1)
fo i _ .ot = 2%
Ainsi : (szex]ljg CloD,f (x) 3(x+2)’><’\/(x— 1)2
3”(3?)“':1_'_1_‘/;:

+ Ensemble de définition : D, = [0; + oo

+ Etude de la dérivabilité :

lafonction f est dérivable sur l'intervalle JO; + oo[ en tant que quotient
de deux fonctions dérivables sur ]0; + oo qui sont : u: x — 23\/:?

etvix 1+xy/x (f=%)
+Soit x € ]0; +oo[,ona: f(0)=0

JO=SO) _ 2x3x 2
e x(1+xv/x)  ¥x*(1 +x/x)

Puisque : lImV_ 0 et lim1 +xyx =1 alors : hm V(1 +xyx) =

x-G

ils'ensuit que : hm oy _’_M/—)
('est-a-dire : li?w =+00 signifie que la fonction f n’est pas

dérivable a droite en 0.

* Calculons f7(x) ol x € ]0; + oo :

Soit x € ]0; 97 oo[ on a f )= A0 v(:(cl(x)u)-(x) 2y 0)
Ftcomme #' (x) = —7—= v— etv(x)—,/::_c+2j— 3%/_

BIDFS:f’(x)z(]_I_x&), ( ;J_\1+x1/_) 3\fﬁ_t><35/—)

- _3x/x
~Giah ( Syl F)
LS| x(2+2x( 9xf)
(1+xv/x) 3x4/x
2—Txyx
3(1 +xv/x) X3/
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Ainsi : (Vx €]0;+o0]); £ (x) = 30 j;ff);/iu‘/?

2) fo)=xx/1-%.

e Ensemble de définition :

Soit x unréel,ona: xe€D,;e—=x#0etl —~2-> 0

—x#0et X2 25

—x#0etxe ]—oo;O[U[2; + oo[

= x € |=00;0[ U[2; + oo
Donc : D, = J—o0;0[ U[2; + oo]
* Etude de la dérivabilité :
La fonction u: x — 1 — % est dérivable et strictement positive sur les deux
intervalles ]—oo;0[ et |2; + cof par conséquent la fonction %/u est dériva-
ble sur ]—o0;0[ et ]2; + oo .
Donc la fonction f est dérivable en tout point de |—o0;0[ et [2;+ oof en
tant que produit de deux fonctions dérivables.

° Soit x € ]2;+ o[, 0na: f(2)=0

f(x) f(2) x X 1/ 12—-— = 1!
X

31/(x 2)‘ x(x 2)

. 1 CCeny
Et . =+ . __ =+
comme Jlrll'zl'! ( 2)2 =+oo alors ill'zl} 1;‘ ( 2)1 o0

W e O
Par suite i:_r_}lx =2} +o00, c'est-a-dire : M =0 +00,

signifie que : f n’est pas dérivable a droite en 2.
» Calculons f’(x) ot |—o0;0[U]2; + oo :

Soit x € |-o0;0[U]2; + o[, 0n a : fx)= ‘\/1—“+xx J—
2D
L

Sxi =4

oy
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Donc la fonction est non dérivable a droite en 0.

e Calculons la dérivée :

Soit x€R",ona: f'(x) =4 3‘/_-_1)3)((33::/—) SX’_’,(Z_,/:I)J

Ainsi: (VxeR’); f()*—- 3‘/_\/:1

) )=t

e Ensemble de définition :

Soit x unréel,ona: xeD; = x*—2x>0
=x(x—2)>0
e=x € |—00;0[U]2; + oo
Donc: D, = |—o0; 0] U J2; + o0

e Calculons f'(x) ou x € D,:
La fonction f est dérivable en tout point de D;.

Soit x€D;,ona:

T e 2%—2 __(2x=2 1
Ay ET x(3><’\/(x2—2x)2) (x’—h)xaxﬂ/xzmzx
Ainsi: (Vx€D,); f'(x) =—"-(x = )Xf(x)
8) f)=xx /525
* Ensemble de définition :

x-l-2>

Soit x unréel,ona: x€D;=x—2+#0 et 2_0
@x;EZet(x-FZ)(x 2)=0
= x#2etx€]-o00;—2]Ul2; + oo
Donc: D, J—oc; —2]U2; + o0
e Calcul de la dérivée :

La fonction f est dérivable en tout point de J—o0; —2[U]2; 4+ oo|,, on a:

—4
iy = (x=2)
¥ x)= ‘f?‘_-l‘:—%+xx3x3‘7(f_;—2;+;;§)g‘
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3(x—2f(§+2)—

ETY =

4x
2)
- dx—12
s(e-2y /(S22
30— dx— 12

finsi: (Vx €D —{—2});f'(x)= 3
f T =)

i O

IJa-Montrons que f est dérivable sur R et calculons f’(x)
Ona: fx)=2¢'—4x* + 9x* — 4x + 1
lfonction f est évidemment dérivable sur R, car c’est une fonction
polynémiale.
ma: (vreR); f(x) =8 — 12x*+ 18x — 4 = 2(4x° — 62> + 9x — 2)
bMontrons que f* réalise une bijection de R sur R
iz fonction f” est continue sur R en tant que fonction polynéme
(eR); f1(x) =2(12x* — 12x +9) = 6(4x*> — 4x + 3)
nisque le discriminant du trinéme 4x®— 4x + 3 est —32 et a = 4 alors
ir=4x+3 > 0 pour tout réel x
donc: (Vx€R); f7(x) >0
hirsuite la fonction f” est strictement croissante sur R
linsi la fonction f” réalise une bijection de IR sur un intervalle
R)= ]A!i_:_xlf’ (x); flf'flf (x)[ = Rcar Eglf’ (x) = fllrr}th‘ =+00
ot 1‘t_r11f’ (@)= Ill!}l&x’ =—o0
1Déduisons que : Ble e R) / f'(a) =0
(omme f* réalise une bijectionde R sur R et 0 € R

ilors il existe un unique réel @ tel que f'(a) =

Dérivation et étude de fonctions
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c) Dressons le tableau de variations de f :
» Déterminons le signe de f'(x) ot x € R
Puisque la fonction f’ est strictement croissante sur R et f'(a) = 0 alors
onaura: x<a =f'(x)<f ()
=f'(x)<0

Bt x> = () > f(@)

=f'(x)>0
e0Ona: .l,if_P flx)= : III-IP It =+

Ainsi le tableau de variations de la fonction f est:

2)
a- Vérifions que : (Vx € R); f(x) = ( )f (x)+(3x _% é)

Soit x unréel, on a:

(=40~ (oo bl -serse-2)

= jlz—(x "%)(4x3"6x’+9x—2)
= sl -ge+120-Bat1)= 20—+ e —Lx+ ]

(;ll-x—% ’(x)+(3x‘—-§~x+—2-) 2xi—dx+ b= 13x+ +';x—ix+%
=2x'— 4’ +9x* — dx+ 1 = f(x)

D'ol: (Vx € R); fx) = (j}!‘x—%)f (x)+(3x2—% %)

b- Montrons que : f(a) > 0

D’apres la question précédente, on a
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fla) = (—}‘—a i %)f’(a) + (351'2 o %a + 17)
3 1

o f(@)=0,donc fla)=3a’—Fa+5

5 sl i A I I8 87 s
Puisque le discriminant du trindbme 3 7X+5 est— I eta= 3
alors 3x2*%x+—% > 0 pour tout réel x

Ainsi : 3a@* — %a'-i-—% > 0, cest-a-dire : fla) > 0

¢) Déduction :

ll_:_f(a) est la valeur minimale de f sur R signifie: (vxeR) flx) = fa)

i‘_or fla) > 0,donc: (Vx € R), f(x) > 0
|

0 Dérivée de la fonction Arctangente

(lafonction Arctan est dérivablesur R etona:
: sl

(¥xe R);(Arctan) (x) = o

+Si 1 est une fonction dérivable sur un intervalle 7, alors la

fonction f:x — Arctan(u(x)) est dérivable sur / etona:

;'(Vxef);f'(x)=l_-"lif%

- " Exercices

Dans chacun des cas suivants; étudier la dérivablité de la fonction f aprés

|
dloir déterminé D son ensemble de définition, puis déterminer I'expression

tesa dérivée.
1) f(x) =x X Arctan(\/;) 3) f(x) =% Arctan x
) flx) = L‘/tfnx 4) f(x) = Arctan(3/(x +2))
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Exercice 47

Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la fonction f aprés avoir
déterminé D son ensemble de définition, et en déduire une simplification
de I'expression de f(x) pour tout réel x de D:

1) f(x) = Arctan(y1 +x* —x)

=

2) flx) = Arc lan(

3) fx) = Arctan(zxﬁ ; )+Arctan(i‘_/§x)

1 700 = At E22)

Exercice '8
On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par:

Jx) =Arctan(x; : )—Arctan(l ix)

1) a) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.

b) Calculer les limites : Iimf(x), li{nf(x) et limf(x)

x-={)
2) a) Déterminer f'(x) pour tout réel x de D.
b) En déduire que : (Vx € ]-1;0[); f(x) = Arctan(2x*) + 7-
et (Vx € |-o0; — 1{U]0; — [) ; f(x) = Arctan(2x?) — 121‘_

On considé-re la fonction f définie sur 'intervalle |—1;1[ par:
flx)=2x+ tan(%x)

1) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de I'intervalle -1

sur un ensemble J a préciser.

b) Déterminer f”(x) pour tout réel x de |—1;1].

2) On pose g =f"' ol f' estla bijection réciproque de la fonction f.

a) Montrer que la fonction g est deux fois dérivable sur J.

b) Calculer chacun des nombres suivants : f(—%), g'(2) et g"(2)
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bercice 1)

it f lafonction définie sur I'intervalle ]0; + o[ par:

fal=x= ML—HG)-
1) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
) Montrer que I'équation f(x) =0 admet une unique solution @ dans
fintervalle J0; + cof et que: 1 < @ <3
}a) Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur K.
b)Montrer que la fonction [ est dérivable sur R.

2
¢ Montrer que : (£')(0) = 11:20&3

1

) f{J.] =xX Arctan(\/_)

' D=[0;+ oof

slafonction u: x — /x est dérivable sur ]0; + oo| , donc la fonction Arctan
west dérivable sur ]0; + oof .

%r conséquent, la fonction f est dérivable sur ]0; + oo| en tant que pro-
dit de deux fonctions dérivables sur 0; + ool .

+Soit x un élément de 0; + o[, ona:

2

f’(x)=Arctan(\/;)+x>< —Arctan(\/_)+2‘/(

1+x)

'k]

= Arctan(y/x)+ 20 +x)

tinsi : (Vx € ]0; + o0]) ; £ (x)“A!‘Ctan(w/-)*‘z(;C )
) flx)=

v D=]0; + oo

'[afonction f* est dérivable sur 10: + 00| , en tant que quotient de deux

Arctanx |

finctions dérivables sur ]0; + oo| & savoir : x — Arctanx et x— /x
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e Soit x € ]0; + o[, on a:
f’(x) =.l.. 1/;: _ Arctanx ik 2x—(1 +x3)é{”ctan£
o I+x3 2‘/_; 2x\/;(l+x2)
= (1 +x%)Arctanx
2/ x (1 +x°)

Ainsi : Vx € 0;+ oo ; £/ (x) = 2%
3) f(x)z"mm:
e Soit x unréel,ona: X€ D = Arctanx 2 0
=xz=0
= x€[0;+ o0
Donc : D =[0; + oof

e La fonction x — Arctanx est dérivable sur R en particulier sur l'inter-
valle |0; + o] et Arctanx > 0 pour tout x de J0; + o[, il s’ensuit que la
fonction f:x — % Arctanx est dérivable sur I'intervalle ]0; + oof,

- Y. ;+ : 4 — -
etona: Vx €]0;+oof; f' (x) T e

R 1
"~ 3(1 +2) x V(Arctanx)?
4) f(x) = Arctan(}/(x +2)*):

e D= R
e La fonction u:x — (x+ 2)* est dérivable sur R en particulier sur les in-
tervalles |—oo; —2[ et |—2; + oof et u(x) > 0 pour tout x € R\ {-2}

Par suite la fonction v : x — %/u(x) est dérivable sur les deux intervalles
J=o0; = 2[ et ]-2;+ oo
Il s’ensuit que la fonction f= Arctanov est dérivable en tout point

de R\{-2},etona:

Et VxeR\{-2};v(x)= 3_‘?_/((%_‘%22_))___

et 1+(v(x) =1+Y(x+2)*

2(x+2)
3V(x+2) x(1+¥(x+2)")

Ainsi: (Vx e R\{-2}); F (x) =
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erice &
1) fr) = Arctan(y1 +x* —x) :
+Déterminons D
WtxeR,ona: xeDe1+x*>0
=xeR
Donc: D =R
+Déterminons la dérivée de f :
lafonction w:x — m —x est dérivable sur R, donc f= Arctan ou est

une fonction dérivable sur R
1 +x°

sitxeR,ona: ' (x) = ﬁ_l*—" xm ]
Donc :
u(x) _1,/].+x2 l

fo)= H—(u(x))2 J1+x ><l+(1-l-:c2—2x\/l +x? +x%)

1+x° i b x—41+x°
\/l+:>:2 20+ —xy/1+x*) 2(1+2)(/1+x—x)
logal
2 1wt
kinsi : (Vx € R) ; £ () =——£—><-1—I1§1—

+Simplifions I'expression de f(x) :

’

na: (VxeR); (**Arctanx) —%

1+x2 =f'(x):

donc: (3c € R) /(Vx € R); f(x) =“§.Arctar1(x) +c
dtona: f(0) = Arctan(1) = - donc ¢ = 7

finalement : (Vx € R); fx) = —‘l—Arctan(x)+

}) flx) = Are tan( 22xj-xl )

+Déterminons D :

€De=xeRet2—x+#0
=xeER et x#£2
=xeR\{2}

bonc: D=R\{2}

+Déterminons la dérivée de f
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la fonction f est dérivable en tout point de D, en plusona:

5
e A@ERE S 5o 0E) e ]
(\ofxeD);f(Jnr)—14{_(22;«.;.1)?—(2—;;)2><5(1+x2)_1+~‘?f’t
==

e Simplification de I'expression de f(x)

Ona: (vx €D); f (1) = 13 = (Arctan) (x)
(e € R)I(Vx € |-0;2]) ; f(x) = Arctan(x) + ¢
(3e: € R)1(Vx € |2;+ ]) ; flx) = Arctan(x) + ¢,

donc :

et puisque : 1l]irp f(x) = Arctan(— 2) =— Arctan(2)
Alors: ¢, = '72(' — Arctan(2) = Arctan (%)

et ¢; =—-72£ — Arctan(2) =—m + Arctan(—é—)

)
)=

o=

: (Vx € |=o0;2[): f(x) = Arctan(x) + Arcta.n(
Finalement :

m]»—

(Vx € |2; + ) ; f(x) = Arctan(x) + Arc tan(

- 25 on( )
3) f(x) Arctan( /3 Arctan /3
e D=
» La fonction f est dérivable en tout point de R’,

Soit x un réel non nul, on a:

.
@)= e
STC Y

2 3 2 SN

S A —dxtd 3 N —dx+4

Par suite : {(3"9 e R)/(vx € ]0; + o0]); f(x) =
(Fe: € R)/(Vx € |=0030[) ; f(x) = ¢

G e

2
3

o W T

x=0'

Puisque : hmf(x)“Arctan( —*‘/%)

2
bs
6

(SR

—--Z{-:.-
2

et {“;ﬂf (x) = Arctan ( ———j?) o

alors ¢, = {;r et —-2375

IME Dérivation et étude de fonctions



Ainsi : f(x)=*§“_ si x €]0; + oof

f(x)=—23£ si x € J—o00:0[
= % =2x=1
4 J) = Arctan( 22—

+Déterminons D :

Sitxunréelona: x€D = x*+2x—1#0
= x+1)’#et x#£—1—y2
—x#—1+4/2
=xeR\{-1-y2;-1+/2}

bonc: D=R—{—1—-v2;—-1+/2}

' Déterminons la dérivée de f :

lafonction f est dérivable en tout point de D,

2 — —
soit x un élément D, on pose : u(x) = xz 7 22,9;_-———%

LD AR - Qe D=2 1)

Ona:
. (' +2x—1)°

_ 4G+
(+2x—1)2

Donc: £ (x) = 1—_:‘(_!5%75:

Sedbih. o (ZF2x—1)
(+2x—1)?2" (P +2x— 1)+ & —2x—1)*
SR
142
Ainsi: (Vx € D); f' (x) = 2 X 1_& >
+Simplification de I'expression de f(x)

Ona: (Vx€D); f' (x) = (2Arctan) (x)
e € R)/(Vx € J—o0;— 1 —2]) ; fx) = 2Arctan(x) + ¢

donc: 1(3c. € R)/(vx e ]-1 —ﬁ;— l+‘/§[);f(x) = 2Arctan(x) + ¢
(3c; e ]R)!(Vx € |-1+y2 ;4 o]); flx) = 2Arctan(x) + ¢

ttona: lim f(x) = llmArctanx-— 7 et limArctanx =_ZQT_

| |=4e0 X=—cc

donc: ¢ = §4£ et ¢s =—-%%[~




Etona: f(0) = % et Arctan(0) =0 ,donc: ¢, = —475

Finalement :
(Vx € ]-00; — 1 —2[); f(x) = 2Arctan(x) + S—f_

(Vxel-1-v2;—1+2]); fx) = 2Arctan(x)+%
(Vx €)]-1+y2 ;+ oo ; flx) = 2Arctan(x) —%Tx

Exerciced

1) a- Déterminons D I'ensemble de définition de f :

Soit x unréel, ona: f(x) =Arctan(x; 1 )*Arctan(l—_{—;)
donc: xEDe=x#0etl+x#0

—=x#0et x#£#—1

=xeR\{0;—-1}
Dot : D=R\{0;— 1} = |-o0; — 1[{U]-1;0[ U ]0; + o]

b- Calculons les limites suivantes :

o limf() sona: im*-L=1imi—1 =1
x—=*m x—tm E
NI Sl I BRI £
et ,lh,,.,x-i- i ,!‘9313: .}~!ﬂ1 1 et comme

la fonction Arctan est continue en 1 alors ;

lir'nArc tan(x# I ) = }:{E}DAW tan(‘x_i““i“) = Arctan(l) = -i{-

x-=ko0 X

Donc : limArctan(x_ 1 )“Arctan(ﬂ%) = %—%— =0

Xt x

C’est-a-dire : li1+nf(x) =0

o xlmf-‘—;iml = xljr_riArctan(x; L )=Arctan(1) =%—
et linp i = 1= imArctan(37) = §

T beiceat] 5 s B HOS RN 3
Donc : lu_nArctan( % ) Arctan o )~—0Cest—a-d|re. ln_n‘f(x)—l]

 lim/f()

Ona: _1{{{}/*?0 tan(-l _fx)= Arctan(0) =0
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Ftona: lim x; 1 =+oo et limArctan(X) = ~—
x=0" Xt

T Xzl T
donc.hmArctan( 3 )—2

x=0"
= )—Arct:em(1 ix):

(SIE

Par suite limArc tan(x =
x=0"

Cest-a-dire : limf(x) = -55
x-=0"
2) a- Déterminons f’(x) ot x € D
lafonction f est dérivable en tout point de 'ensemble D

o
%

et v(x)=1_f_x

Soit x un élémentde D, on pose : u(x) =
alors f(x) = Arc tan(u(x)) — Arctan(v(x))

W) vix)
1+u@) 1+@@)

.
i
7ol | 2 o [P |

V)= T 07 = T+

Puisque : 1+ (u)) = 1+(x;1)2= P+ —2x+1 O —0x k1

Donc: f'(x)=

% X
2 L2+ ]
Wors =B S e % = 1
l+(u(x))’ X T 2x*—=2x+1  2x*—2x+1
at Y=ol ST (el & |
[+ (v(x)) (J«:-l-l)2 s 0k d o DA B L |
Donc: f'(x)= !

D= 2x+l 2 2x+1
Ainsi: (Vx € D); f' (x) =

b) Déduction :

1 2 1
2% et 2 et

i Fix)= 1 = .
Soitx€D,ona: 2%+ 1=2x 2x°+1+2x%
DR o o e e ) U L 4x
@Rt 1 H 2205 4 T=2%) T (20 +1) —dxt
ionady
1 + 4x*

Dérivation et étude de fonctions h 107



On considére la fonction 4 définie sur R par: h(x) = Arctan(2x?)

La fonction A est dérivable sur IR eton a:

(vx € R): i (x) = (Arctan(2x)'= § 4(-2(35’2922)’ il fﬁx"

Par suite les fonctions f et h sont dérivables en tout point de D
etona: (VxeD), f(x)=h'(x)

Par conséquent :

e (e, eR)/(Vx € J—o0;— 1]); flx) = h(x) + ¢

e (A, eR)/(vxe ]—l;O[);f(x) = h(x)+c;

o (Je; € R)/(Vx € ]0; + o)) ; f(x) = hix)+ ¢

Déterminons les constantes ¢, ¢; et ¢ :

Ona: (Vx € ]=o0; — 1[); flx) = h(x) +

donc : lim f(x) = El:r}u(h(x) +¢) = limh(x) + ¢

X—e—D0

or limf(x) =0 et limA(x) = limArctan(2x*) = -

d’ol ¢ =—~‘7~2r—

de mémeona: Vx € |0; + o[ ; flx) = h(x) + ¢

alors ¢, = Jlir}i.f(x) — h(x) donc: ¢ =—%

Ainsi : (Vx € |-o0; — 1{U]0; + ) ; f(x) = Arctan(2x?) — *72!-
D’autre part:ona: (Vxe |-1;0]); f(x) = h(x) + ¢

donc: ¢, = ll:_rg_n(f(x) —h(x))

or: liTh(x) = limArctan(2x*) = Arctan(0) et limf(x) = % d'ol ¢; = %
x—=0 X0

x=0

Exercice £-3
1) a- Montrons que f est une bijection de |—1;1[ sur J :

e Continuité de f :

La fonction u:x — %mx est continue sur [=1;1[ et u(]-1;1[) = ]—% ; %I

et la fonction tan est continue sur ]-*—725 . —72—1-"[ , donc la fonction

X —s lan(%— )= (tano u )(x) est continue sur |—1;1[.
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Par suite la fonction f est continue sur |—1;1[ en tant que somme de

deux fonctions continues sur |—1;1[ a savoir: x — tan(% ) et x — 2x.
+Stricte monotonie de [ :

ona: (vxel-1;1));: ff(x) =2 2(I+tan”2rx)

donc: (Vx e |-1;1[); f/(x) > 0

Do lafonction f est strictement croissante sur |—1;1[

Ainsi, d'apres le théoreéme de la bijection réciproque, la fonction f réalise

une bijection de |—=1;1[ sur J=Al-1:1]) = ]liqrpf(x) : li__r]nf(x)[ =R

car:JI_!{rll‘tan(z )— hm tan(X) =—=c0

et lim tan( 5-x) = llm‘;:;l(X) =+0o (on pose : X =T-x)

Finalement £ reallse une bijection de |-1;1[ sur R

b-Déterminons f”(x) pour x € |-1;1] :

ona: (Vxe = 1:10); £/ @) = 2+ 5+ Ztan?(5x)

ponc: (vx € - 1510); £7 00 = (2 tan(Fx) x (ZH(1 + tan? (5-x))
=(7§)><tm(-7-2r— )% (1 + tan? (%))

2)Montrons que la fonction g est deux fois dérivable sur J =R

Ona:g=f"

Puisque la fonction f* est dérivable sur |—{. 1|, en tant que somme de

deux fonctions dérivables sur —=1:1[- telle que f'(x) # 0 pour tout réel
e -1;1]
dors la fonction g est dérivable sur R etona:

weRlig f(f @),

Cest-a-dire : g = =
STl Of* 7r
Par suite montrons que la fonction f'og est dérivable et ne s’annule pas

sur B pour déduire que g° est dérivable sur &

Ona:lafonction g est dérivable sur R, g(R)=|-1;1]
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et la fonction f’ est dérivable sur ]—1;1[ par suite la fonction f'og est
dérivable sur R, en plus f'og(x) # 0 pour tout x de R.

Doli: g' = L st dérivable sur R

fog

Finalement la fonction g est deux fois dérivable sur R
b) Calculons : (), &' (@) et g (2)

ona:e f(F)=2xF+un(F)=1+1-2et 4@ =3
T

e g'(2)= f(lz) orf() 2+'§"’+7tan’(ﬁ) 2+

Donc: g'(2) = ‘j.—}.}?

ons remyo =L

Par suite : g"(2) = f(( ()lx)(;z -
7

2
or:f'(—%)—-Q—XIX(l+l)—fr et g(2)= etf(-%*) 2+rw
X m’
Donc: g"(2) =40+ n)°
1) Dressons le tableau de variations de la fonction f :

Ona:e limArctanx = 0" = hm_ﬁ}_clt_aﬁf =+co

x=0"

alors lu;]x = —o0, c'est- a-dire : limf(x) =—oc
X=e x==0"

H - — E_ 1 __.___I‘_._ — _2_.
* limArctanx = 5= lim 725 e = 7

Arctanx

! v 1 S S
—+ o T L S ST S . —
et Jﬂl_l;]lx =-+o0, alors ,,i_{ﬂx Arctatin =-+oo c’est-a-dire: x[.lﬁf(x) +o

o La fonction f est dérivable sur ]0; + oo, et on a:
1

: e it el <o
(vxelo'-'-oo[)af (x)_l+(Arctanx)1_’l+

eOna: (Vxe|0;+oo[); f(x)>0

|
(1 +x)°(Arctanx)®

Donc la fonction f est strictement croissante sur ]0; + oo|
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farsuite le tableau de variations de f est:

X 0 +oo
@) ¥
f +
— 00 /

)Montrons que : (Ila € 10; + x[) / fl@) =
zfonction f est continue et strictement croissante sur ]0; + ocof

Donc, d'apres le théoréme de la fonction réciproque,

afonction f réalise une bijection de ]0; + oo| sur

0+ col) = Jlimf(x); lim fQ0)[ = J-o00; + 0o = R
x=0F x=+oo

fiomme : 0 € R donc: (3l € ]0; + ) : fl@) =

‘Montrons que : 1 < @ < /3
1 4 n—=4
T

_l____

Ona: f(1)=1 i)
Mors f(1) < 0

gona: f(yY3)=y3— Arctan(J_) =/3- 3 et ./_>

dors f{y3)> 0

wrsuite : f(1) < 0 < A(y/3) clest-a-dire : f(1) < fl@) < AY3)
ftpuisque la fonction f est strictement croissante sur R

dors: 1 < < /5

ja)Montrons que f admet une fonction réciproque f' :

etmr—4<0

Ona f réalise une bijection de 10; + o[ sur R, donc f admet une
fonction réciproque f' définie sur R.
b-Montrons que f' est dérivable sur R
lafonction f est dérivable sur I'intervalle ]0; + o[ et f'(x) # 0
oour tout réel x de 0; + o[, donc la fonction f' est dérivable sur
R=1(]0; +oo[)

1+a

c-Montrons que (f')(0) =115 »
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Ona: f(a) =0 alors (f')(0) =?’%&")' or: fa)=1

Etona: fla)=0e=a=

i i
(1+a)(Arctan(a))

Arctana
mArctana=%
2
Donc: (1 +a&*)(Arctana)® = (1 +az)x#= 1 -Ic;za'
Ry @i e gt
Par suite f'(a) = e
Kk

Ainsi : (f')(0) = EGT

@' Théoreme de Rolle
\

Si une fonction f est continue sur l'intervalle fermé [a;b] (ou segment

[a;b]) et dérivable sur I'intervalle ouvert |a;b| et f(a) =f(b) , alorsil

existe au moins un élément ¢ de |a;b| tel que: f'(c) =0

@ Théoreme des accroissements finis
\

Si une fonction f est continue sur I'intervalle fermé [a;b| et dérivable sur

I'intervalle ouvert |a;b[, alors il existe au moins un élément ¢ de |a;b| tel

que: f(b)—fla)=f (c)(b—a)

@ Inégalité des accroissements finis
\

Propriété 1:

Si f est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b| et s'il existe deux
nombres réels m et M tels que: m < f'(x) < M pour tout x de [a;b],
alors : m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a)

Propriété 2:

Si f estcontinue sur [a;b] et dérivable sur |a;b| et s'il existe un réel positif
k tel que: (Vx €la;b]):| f )| <k

alors: (V(x;y) €[a:b]):| f(x) —f) | < klx— ]
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| ' Exercices
x

3
l}a) Montrer que : (Vxe[O;+oo[);—%SArctan(x)—x <=3 +%

{jin déduire que : 11901"“_%% -

Arctan(xil)—x
= K

) Montrer que : lino}

Wt [ une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur [0;1[ telle que :
0)=0et f(1)=1
Montrer que : (3¢ €]0;1[); 2¢ F(c)=V¢

[bercice 43

sit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur ]0;1[ telle que :
10)#£(1) et f'(x) # 0 pour tout réel x de ]0; 1]
Montrer que : (3lc € 10;1[) ; £(0) —F(1) = 2 f(c)
[Bercice 4T3
Wit a, b et ¢ des nombres réels donnés non tous nuls.
Montrer que I'équation : 4ax’+3bx*+2cx—(a+b+¢c)=0;x € R admet
amoins une solution dans Vintervalle J0;1[.
M.’lﬁj
la)Soit @ et b desréelstelsque: 0 <a<b
1 Arctan(b) — Arctan(a) izl

Montrer que : 75 < — 37
Arctan(x)

o) En déduire que : (Vx € |0; + oo[) ; 1+ = = <1

1) Application :

)= Arctan(x) X0

f0)=1

Montrer que la fonction f estcontinueen x, = 0, puis étudier sa dérivabilité

3)S0it f la fonction définie sur R par :

en X = =0.
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b) Soit g la fonction définie sur R" par: g(x) =(x— 1) XArctan(l )

Etudier la nature des branches infinies de la courbe de la fonction g a
voisinage de +oo et —oo

Exercice £1-8

En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer les inégalité

suivantes :
1) (Vx € J—o0;0[) ; Arctan(x) < 1+ 7
1 tanb —tana 1 .
Ve G cos’p Ol @ et b sont deux réels tels que:

0<a<b< —EL
3) (V(x;y) € ([0;10]) ;| xcosx —ycosy| < 11 X|x—y|
4) (va €10;10)31 160 0 < grgourery X2 =y ot 10 = Jrtan(]
5) (V(x:y) € (10;2[)) ;| g () — g 3 | < Tz—lx—yl ol g(#) = Arctan(y/1+1

Exercice £V S
1) Enoncer le théoréme des accroissements finis.

tan (x)

2) Montrer que : (Vx (= ]0 z D 1 < ——== < 1+tan’(x), en appliquant

le théoréme des accroissements finis.

Soit f une fonction continue sur Vintervalle [0;+ oo et dérivable st
Fintervalle ]0; + oo| telle que : f(0) =0 et la fonction f* est décroissan
sur I'intervalle ]0; + oof .

1) Montrer que : (Vx € J0; + o[) ; f(x) = x f' (x) 1
x

2) Soit g la fonction définie sur 'intervalle 10; + oof par: g(x) = T

Montrer que la fonction g est décroissante sur [0; + oof .
Exercice gL
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0;%[ par :
f(x) = 2x + sin(x) — cos(x)
. /s i
1) Montrer que : (3!&' (S ]0,-4- )!f(a‘) -
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) Montrer que : (Vx € [0,%}) ;[f’ (x) | <4

i|Montrer que : (El!a' € [O%D Hfw—al<n
D
it f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur [0;1[ telles que :
f0)=0et f(1)=4
 lontrer que : Fcelo;1])/YEXF () =1
| M@
uit f la fonction définie sur R par: f(x) = 1—x+ Arctan(x)
450t (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;;/).
1)) Montrer que le point 7(0;1) est un centre de symétrie de (C).
)| Dresser le tableau de variations de la fonction f.

)]y Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur R.

| §)Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution @ dans R
o g
doue: 2< @ < 3
) Etudier les branches infinies de la courbe (C).
bj Tracer la courbe (C).
{|3) Montrer que la fonction j‘ ' est dérivable en tout point de R—{1}
p vieR—{1});1+ xX)+——s
- : Pt N Tl iy
b|Montrer que : (Elc E]4,ID,(4 l)(l + (f‘(c))z)_ 1
bercice £F 28
‘ : e % T
Wit f la fonction définie sur I'intervalle [E,-z-] par:

[f(x) tan(x) 7( <x< ;21-

|15)-0

i)Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [—g— %

JMontrer que : —2 < f’"(x) <—1 pour tout réel x de [%—%]
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3) En deduire que : %" 2 = %& < % —x pour tout réel x de %%

4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur l'intervalle
[0;1].
b) Expliciter f'(x) pour tout réel x de [0;1].

SE Y 23

1) a et b deuxréelstelsque: a<b

Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b] et dérivables sur |a;b][ telk
que g’ (x) # 0 pour tout réel x de Ja;b|.

a) Montrer que : g(a) # g(b)

b) En considérant la fonction ¢ définie sur [a;b] par:

@(x)= g"(%)):*—i% X (g(x)— gla) = (f(x) — f(a))

2) Application :

Calculer les limites suivantes :

a) 135101(—" = ;’3"") b) lim(—mx I A’;fa“(x) )

x=0

FEEY 24

a et b deux nombres réels avec a < b.

Soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur I'intervalle [a:ff
telle que :

fl@)=f(b) =0 et f(a)=0

Montrer que : (3¢ € Ja;b]); f' (c) = f()

c=a

Exercice #13

n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soit f une fonction continue sur [0;1] et dérivable sur I'intervalle ]0:|
telle que :

fO)=0et f(1)=1
=T

Montrer que : (3(a;b;¢) € (J0; 1[)); £ (@) X f (b) = T sl
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Sit f une fonction définie sur R et deux fois dérivables sur R telle que :
(eel0;+o[k(VxER); ff () 2 a

1)Montrer que : Erflf (x) =+ et }j{rlf' (x) =—o0

2)Montrer que f' réalise une bijection de R dans R.

Onnote : g la bijection réciproque de I'application f'.

3)Soit & la fonction définie sur R par: A(x) = xg(x) —Ag(x))

Montrer que la fonction h est dérivable sur R, puis calculer g’ (x) pour tout

réel x.

Soit @ et b deux nombres réels avec a < b.

Sit f une fonction numérique continue sur le segment [a;b] et deux fois
dérivable sur I'intervalle la;b[ telle que : fla) =f(b) =0 et f"(x) # 0 pour
tout réel x de |a;b[.

Montrer que : (Vx € la;b]); f(x) # 0

[Brercice &3
Sit f une fonction continue sur Vintervalle [0; + oo , dérivable sur
lintervalle ]0; + oo[ et lim f(x) = £(0)
On consideére la fonction F définie sur I'intervalle [0;1] par :
lF(x)=f(%-* 1);0 <y <]
F(0) = f(0)

1) Montrer que la fonction ¢: x — T 1 réalise une bijection de l'intervalle
|0:1] sur Vintervalle [0; + ool .

2)a) Montrer que la fonction F est continue sur [0;1].

b)Montrer que la fonction F est dérivable sur I'intervalle ]0;1[.

3)Montrer que : (3c € ]0;+o0[) / £/ (c) =0

4)On suppose que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle
J0;+ o[ pour tout réel x > 0.

Montrer que le réel ¢ est unique.
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Exercice £55

x GRS
1) a- Montrons que : (Vx> 0);— 3 < Arctan(x) — x S—“g— + 5

On considére la fonction ¢ définie sur [0; + oo
3 5
par ¢(x) = x—Arctan(x)—-J-;—+x?

La fonction ¢ est dérivable sur [0; +oo[ etona:

. e —e 1 P ) 7 il X

Par suite : (Vx = 0);¢' (x) = 0, il sensuit que la fonction ¢ est croissante
sur [0; 4+ oo| . Donc: (Vx = 0); ¢(x) = ¢(0)

C’est-a-dire : Vx €[0; + oof ; ¢(x) = 0 donc
(\af.acE[O;-l-c:o[);x—ﬂu-ctanx——g1 551>0

Ainsi : (Vx €[0; + oo[) ; Arcan(x) —x <— 3 o ij

D’autre part, on considérella fonction ¥ définie sur [0; + oo par :
Y (x) = Arctan(x) —x + x?

La fonction ¥ est dérivable sur [0; + oo| et de plus :

1 o AL 2
Ea A

Par suite ¥’ (x) = 0 pour tout x € [0; + oof

(Vxe0;+o0]); ¥ (x) =-

Par conséquent la fonction ¥ est croissante sur [0; + oof
Donc: (Vx €[0: + oo]) ; ¥ (x) = ¥ (0)

Clest-a-dire : (Vx €[0;+ oo]); ¥(x) =0

Ainsi : (Vx €[0; + oo|) ; X < Arctan(x) —x

X X
Finalement : (Vx €[0; + oo[) s Arctan(x) — x s—ate

Arctan(x) — x

b) Déduisons : lim 2

A X G0
Soit x un élément de ]0; + o[, ona : —F SArctan(x) —xS—F +5
e S iix_ Arctanx) % oox L x
equivalta: —g & ———3y—— <3+ 5%
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X ﬁr_c__@&&_)_’_f_ o
e (Vx>0), 3= x < 3+5

jim(~%) = lim(~% + %) =0

x=0"

Daprés le théoréme de la limite par encadrement : lim
x-0*

Arctan(x) —x _
S v Y
(alculons Ijmi‘yﬁtﬁﬂz(—gﬁ)—-Ji
x--0" X
Onpose: X=—xona:x=—X et X-0"e=x—-0
Arctan(x)—x _ . Arctan(=X) —(=X)

ponc: lim—————=
i e e =X)?
= _ArctanX—X
IIm X2

- 0 (d’apres le résultat précédent)

Arctan(x) —x Lo

llm 3

Dol ; §+-0' %
im Arctant) —x _
x=0"

x°
: . Arctan(x) —x
Par suite : llﬂ(;l_"_'_'_——”'_xg( ) =0

Arctan(xf_l)~x

1)Montrons que : {151 - =—1

Soit x un élémentde R\{—1} et x#0,0ona:

Arctan(;%-—l-)-x 1 Arctdn(x_._l)-l-xf_] =% -
P —x (L2} *G+1)?
S0 (IO
:(x-ll)zx Amtan((x-;l))z 2L (1)
x+1

Onpose: [ = ﬁ, on a: x tend vers 0 équivaut a 7 tend vers 0

Arctan(—3—) - —% ki
Donc : lim ((x+ 1 ) x+1 e llm Arctal';(t) I =0

30 xi])z -0 1

stona: hm( + 7 = = ].et lj‘r_gl(-(x+ 1))=—

Arctan(xq_f_])—* e

far conséquent : lino1
X
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Exercice £7%
Montrons que : (3¢ € 0;1[): 2¢f’ (¢) = V¢
On considére la fonction g définie sur 'intervalle [0;1] par
g(x) = fx) —/x
On a: La fonction f est continue sur [0;1] et la fonction x — y/x est
continue sur [0;1], donc la fonction g est continue sur [0;1]
e La fonction f est dérivable sur |0;1[ et la fonction x — y/x est
dérivable sur ]0;1[, donc la fonction g est dérivable sur ]0;1[.

e g(0)=g(1)=0,car f(0)=0et f(1)=1

D’aprés le théoreme de Rolle : (3c € ]0;1[) /g’ (c) =0

Puisque : (Vx €10;10); 8" () = f' () —5\‘7? =f' () — 5=

L.

alors: g'(¢) =0 = f'(c A 0
= 2cf'(c)=Vc

Ainsi: (3c € 10;1[) /2¢f" (c) = Ve
Exercice £

Montrons que : (3lc € ]0;1[) / £(0) —f(1) = 2f(c)

On considére la fonction g définie sur Vintervalle [0;1] par

g(x) = 2f(x) — £(0) — f(1)

On a: la fonction f est continue sur [0;1], donc la fonction g est
continue sur le segment [0;1].

Etona: g(0) X g(1) = (£(0) —f(1)) X (f(1) = £(0)) ==(£(0) = £(1))
Puisque f(0) # £(1) alors —(f(0) —f(1)) < 0, c’est-a-dire :
g(0)xg(l) <0

D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) =0
admet au moins une solution dans I'intervalle 0;1[ , signifie que :
(3c €10:1[) 1 2f(c) = £(0) — f(1)

e Montrons que le réel ¢ est unique :

En utilisant un raisonnement par l‘absurde :

On suppose que : (3¢’ € ]0;1[) /g(c) =0
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oll ¢ < ¢’ par exemple.

Ona:La fonction g est continue sur le segment [c;c’], et dérivable sur
fintervalle Je,c’[ et g(c) =g(c) =0

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle : (3 € le;c) /1 g’ (@) =0

Etpuisque : (Va €10;1[); ¢’ (x) = 2f (x) et @ € 10;1]

aors: Qe € 10;1) 1 f(a)=0

Ce qui est contradictoire avec : (Yx € J0;1[); ' (x) # 0

Par conséquent le réel ¢ € J0;1[ est unique.

finalement :  (3!e € 10;1[) / £(0) — £(1) = 2f(c)

Montrons que I"équation : 4ax®+ 3bx*+ 2cx —(a+b+c) = 0 admet au
moins un solution dans 0;1] :

On considére la fonction f définie sur [0;1] par :
f=ax*+bx’*+ex*—(a+b+c)x

*Ona:lafonction f est continue sur [0;1], car f est la restriction de la
fonction polynéme x — ax'+bx*+ex* — (a+b+c)x

e lafonction f est dérivable sur ]0;1[, car c’est la restriction d’une
fonction polyndminale.

» f0)=0 et f(1) =0, cest-a-dire : (1) =/(0)=0

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle : (Ixo € J0;1[) / £ (%) = 0

or: (Vx €0;1[); f'(x) = 4ax* + 3bx* + 2cx—(a+ b +¢)

Donc : (3w, € |0; 1) / 4axs + 3bxs + 2cxo—(@a+b+¢) =0

dest-a-dire : 'équation 4ax’ +3bx’+2cx—(a+b+¢)=0;x € R admet
au moins une solution dans Vintervalle J0;1].

Frercice £13
1)a) Montrons que: 1 .i B S o tan(bb) : ﬁrctan(a) 1 _& 5

aet b étant deuxréelstelsque: 0 <a<b
lafonction Arctan est continue [a;b] et dérivable sur Ja; b , donc d’aprés

lethéoréme des accroissements finis:
(3c € la;b]) ; Arctan(b) — Arctan(a) =(b—a)(Arctan)(c)
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Comme: (Vx € R) ; (Arctan)(x) = I_-I{_xZ 3

alors: (3¢ € la;b]) ; Arctan(bgzﬁrctan(a) =73 -&c‘

Etona: 0<a<c<bhb=20<1+a<1+c’<1+b
1 1 1
ST E GEE A

| Arctan(b) — Arctan(a) 1
Ainsi: T < b 1+a2

b) Déduction:

Soit x un réel de l'intervalle ]0; + oo

On prend: a = 0 et b= x , en utilisant I'inégalité précédente
1 Arctanx

On a: T < = <1
e : e & Arctanx
Ainsi: (Vx € ]0; + o0]) ; e s !
2) Application:
a) * Etude de la continuité de f en0:
On a:
limf(x) = lim- Arctanx = lim Arctan;:,grctano = (Arctan)(0) =1

Donc lnpgj(x) =1 = f(0) signifie que f est continue en 0.
* Etude de la dérivabilité de f en O:

Soit x un élément de ]0; + o[ , on a:

fx)= o) (Arctanx 1),__f’irctﬂn(x)-"ac
S

x—0 X x’

Puisque l-!{x’ < Arcjtcanx < 1 alors i—_f—x'i’ < Arctanx < x
i Arctan(x)—x
Donc: T < = <0
Vx € |0; + —x
Par suite: ( ] m[) 2 f(x) ‘fm)
llm( = )_ 0 1 +x x—0
=0 1 +

D’aprés les propriétés des limites et ordre , on déduit que:

ﬂx) f(O)

r—-D"
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e Calcul de : l|i.rP (g(x)—x)

On pose: t=% ,alors |x]| -+ et—0
Donc:

glx)—x=(x—1).Arc tan(glr—)—x

=(_:‘-_ ]_)z.Arctan(f)__llf=M§Fn?(_t)ut—t_2xm—tt’anr_+ArCtan(r)

Et puisque: lim o ImE==—r— = L ot Irlgmrctan(t )=0

alors lim g(x)—x = lim(1— 1) Arctan(y -3 =2
| g 10 i i

z|=—m

Ainsi la droite d’équation y = x — 2 est une asymptote oblique a la courbe

de la fonction de g au voisinage de +o0 et —oo.

1) Montrons que: (Vx € |-o0;0[) ; Arctanx < —>—

o
Soit x un élément de I'intervalle |—o0;0[

La fonction Arctan est continue sur [x;0] et dérivable sur |x;0][.
D’apres le théoreme des accroissements finis:

(3c € |x;0]) : Arctan(x)— Arctan(c) = (x—0) % (Arctan)(c)
C'est-a-dire: (3¢ € |x;0]) : Arctanx = x(Arctan)(c)

or: (vxeR) ; (Arctan)'(x) = lixz , soit (Arctan)(c¢) = I-I{c’
. . . = x
Donc: (3c € |x;0[) : Arctanx T+

Puisque: x < c <0 0 <’ <x’
el+cf<1+x’

1 1
+2 “1+c¢

Par suite:

alors

% % g X
I+ < T ,donc: Arctan(x) < T+

Ainsi: (Vx € |-0;0[) ; Arctan(x) < I_%}T
2) Soit a et b desréelstelsque 0 <a< b < %—

1 tanb —tana < 1
cos’(a) b—a cos’(b)

Montrons que:
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lafonction tan est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[. D’apres le
théoréme des accroissements finis.

(3 € Ja;b[)/ tan(b) — tan(a) = (b — a) X (tan) (c)

o (vee R E+ikr;keZ}), (tan)'(x)“gsi—(;j
ponc: (3¢ € Ja;b[) / tan(b) — tan(a) = Eg‘s’:—(%
Rt R |

('est-a-dire: =0 = cos(c)

Puisque la fonction cos est strictement décroissante sur I'intervalle ]O;g—[
dors: 0<a<e<b< 2 = 0 < cosh < cosc < cosa
= 0 < cos’(b) < cos’(¢) < cos?*(a)

: 1 1
Ll cos’(a) s cos’*(c) = cos*(b)
1 tanb —tana 1

A e (a) S —a . cos*(b)

3) Montrons que:

(vr;y€[0;10]) ; |xcosx—ycosy|<11X|x—y|

On considére la fonction f définie sur Vintervalle [0;10] par: f(z)= tcost

*lafonction f est continue sur [0; 10] (produit de deux fonctions
continues).
*|afonction f est dérivable sur [0;10][

*(vieR); f'(t) = cost—tsint
et|f(t)|<|cost|+|t||sint|<1+]t|<1+10
ponc: (V2 €[0:10]), | F(£)] < 11
Dapres I'inégalité des accroissements finis (JAF):
») €[0;10F ; [ Ax)—fy)| = 11 x|x—y|
pinsi: (V(x;y) €[0:10F) ; |xcosx— ycosy| < 11 X|x—y|.

4) Montrons que: (Va;y €[0:1]) ; | Alx)—fp)| < :J—:%

1
o f(1) = tan(737)
*Montrons que la fonction f est dérivable [0;1]:
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La fonction u:f — llTr est dérivable sur [0;1] et on a:

-12~ —1—1~ 1 c’est-a-dire u([0;1]) C ]O;%—[ et la fonction tan est dérivable
sur ]0;-2-—[ , donc la fonction f= tanou est dérivable sur [0;1].
* Calcul de la dérivée de f:

(VIE[O:I]);f'(;)=.}Tx u(t)

cos®(u(t))
=il
1 (1+¢) ] ] Tijax
4 1 47 (1 +¢ i
°°Sz(1+r) Tty "OSZ(H:)

1 1 1

Et puisque la fonction cos est strictement décroissante sur [0; 7]

et [—%— 1 l c [0;7] alors : cos(1) < cos(i—};—!-) < cos(%)

1

Donc: 0 <
2
cos’ (1 +1 )
Et comme: (vt €[0;1]) ; |f(l‘)|—‘.]¢f (
(2) et (3))
5 1

3 { . e
Alors: (VI E[Og 1]) ' If (t)'— 40082(1)
Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis (JAF)

(vx;y€l0;1]) ; lﬂx)“ﬂy)lsmxlx—yl

<

1
cos*(1) (3)

1 1
1+r)2><

(d'aprés (1),
cos’ (**—*1 _1,_ - )

2
5) Montrons que: (Vx;y €[0;2]) ; |g(x)—g(y)| = —g-lx—yl
ot g(t)=Arctan(yt+2)
* Montrons que la fonction g est dérivable sur [0;2]

On a la fonction u:¢+ y/# + 2 est dérivable sur [0;2], il s’ensuit que la fonc-
tion g = Arctan ou est dérivable sur [0;2]

1
2/2+1  _ I
1+(/2+1) 2(t+3)/t+2
pour ¢ €[0;2]

*Ona: (Vte[0;2]) ; g'(t)=

Blnst: |2 (1) = 2(:+31)\/¢+2

Puisque 0<1<2=3<t+3<5ety2</1+2<2
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20t+3)0t+2 ~ 642

Nors: 2(t+3)y/1+ 2 = 64/2 cest-a-dire:
2

ainsi: (Ve €[0;2]) ; lg'(2)| = S5

Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements finis (JAF):

(vxy €[0;2]) ; [g(x) = g(y)iﬁ‘l/;lx -yl

1) Théoreme des accroissement finis :
a et b étant deux réels avec a < b
Si f est une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur Ja;b],

alors : (3¢ € la;bl): f(b) —fla) = (b—a)f’ (c)

2) Montrons que : (Vx € ]0,-‘%:[) a] < -@x—lla < 1+ tan*(x)

Soit x un réel de l'intervalle ]0;%[

lafonction ¢ — tan ¢ est continue sur [0;x] et dérivable sur J0;x[ (car
[O;x]C[O;%[ et tan est dérivable sur [0;%[)

Donc, d’aprés TAF: Ic € 0;x] : tan( x) — tan(0) = (x — 0)(tan)’ (¢)

puisque : (V£ € |0;x[) ; (tan)’ () = 1 + tan®(z)

tan (x)

alors : (Ic € 10;x]) : = 1+ tan’(c)

0r:0<c<x<—?:-==0<tan(c)<tan(x)
= 1 < 1+tan’(c) < 1+ tan*(x)

Donc s Ihaee—= tanx < 1 +tan’(x)

Ainsi : (VxE]O. 2[) ] < =2 tanx < 1+tan’(x)

Exercice 413

1) Montrons que : (Vx € ]0; + oo[) ; f(x) = xf’ (x)

soit x € J0; + oo[, on a: la fonction f est continue sur [0;x]

etdérivable sur JO; x| donc, daprésTAF: (3¢ € J0;x]) / f(x) —£(0) = (x — 0)f' (¢)
cest-a-dire : (3c € ]0;x[) / f(x) = xf’ (¢) (car f(0) =

Puisque f est décroissante sur |0;x[ alors: 0 < ¢ < x = f'(¢c) = f (x)

Par suite xf” (¢) = xf” (x), d'ou: f(x) = xf’ (x)
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Ainsi : (Vx € 10; + oo[); f(x) = xf' (%)
2) Montrons que la fonction g est décroissante sur 10; + oo

Les fonctions f et u:x — 1 sont dérivables sur |0; + oo[,

x
donc la fonction g = - est dérivable sur I'intervalle ]0;+ oof .

Etona: (VxE]0,+oo[).g (x) = M
or: xf" (x) —f(x) < 0 pour tout x € [0; +oo[
Donc: (Vx €10;+o0[): g’ (x) <0
On conclut que la fonction g est décroissante sur ]0; + oof
[Exercice 413
1) Montrons que : Al € ]0;%[ ! fle) =
On considére la fonction g définie sur [U;%] par :
g(x) = f(x) —x = x + sinx — cosx
e La fonction g est continue sur [0;%] en tant que somme des fonctions

continues.
o O =—1et (Z)=Z, alors fO)XAZ)<0
Donc d’apés le théoréme des valeurs intermédiaires :
(3a e E]) /g =
c’est-a-dire : (Ela' S ]O;E[) /! fla) =
* Montrons que le réel @ est unigue :
La fonction g est dérivable sur [0;%—] etona:
(Vx = [0,%—]) ;€ (x) = 1+ cosx + sinx
or Oéxé%:-cosx)-‘-/g— et sinx =2 0
= 1 +sinx +cosx > 0
c'est-a-dire : (Vx E[O;{{"D; g@>0
Donc la fonction g est strictement croissante sur [0;%], d’ou l'unicité du
réel a.

Finalement : (El'afe] le(a') Q.
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2)Montrons que : Vx € [0;14(*] [f(x)<4
lafonction f est dérivable sur [0;-7,_{"] etona:
(Vx (S [0,%]) ; f (x) = 2+ cosx +sinx
puisque : | /" (x)| < 2 +|cosx|+|sinx| , |cosx|< 1 et |sinx|< 1 alors
/' (0)]|< 4
Ainsi: | f'(x)| < 4 pour tout x E[O;%]
3) Montrons que : (Vx € [0;%});lf(x) —a|<nrm
lafonction f est dérivable sur [0;%] et | f'(x)| < 4 pour tout réel x de
[{};5}], donc, d’aprés TAF :
(ee0s]):| f&) —f@)| < 4l x—
('est-a-dire : (Vx = [0,%]) ) —al<4|x—al
or0<x<Tet0O<ae<? donc: -G <x-a<%
Cest-a-dire : [x—a| < % parsuite: 4|x—a|< 7
Par conséquent : | fix)—a|< =«
finalement : (Vx = [0,-%-]) | fx)—eal|<nm
Exercice
Montrons que : (3¢ € ]0;1[); 4/’ X £/ (¢) = 1
On considére la fonction g définie sur [0;1] par: g(x) = flx) — 4%/x

la fonction g est continue sur [0;1], en tant que somme de deux fonc-
tions continues sur [0;1], a savoir : f et x—— 4‘\/3_5.

De méme la fonction g est dérivable sur ]0;1] telles que :

2(1)=g(0) =0 (car f(0)=0et f(1)=4)

Donc, d’apres le théoréme de Rolle : (3c €10:1[);: g (c) =0

or g’(x):f'(x)—4zd—“/;c~——;=f'(x)—;};;
Donc: g'(c) = 0 e ¥ Xf () =1

Finalement : (3¢ € 10;1[): ¥/e* X' (¢) = 1
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(Exercice /14

1) a) Montrons que le point 7(0;1) est un centre de symétrie de (C):

Lensemble de définition de la fonction f est D, = R, donc pour tout
JEEDI, ona: —x€D,

D’autre part, pour tout x € D,;,ona:
f=x)+f(x) = 1 +x + Arctan(—x) + 1 —x + Arctan(x)
= 1+x— Arctan(x) + 1 —x + Arctan(x) = 2
Ainsi: (Vx€D;);2X0—x€D; et f2X0—x)+flx)=2X%1
C’est-a-dire le point 7(0;1) est un centre de symétrie de la courbe (C).
b) Dressons le tableau de variations de f:
On a pour tout réel x : f(x) =1 —x+ Arctan(x)

* La fonction f est dérivable sur R en tant que somme de deux fonctions
dérivables sur R, a savoir: x — 1 —x et x — Arctan(x)
Etona: (Vx€R); f'(x) = (1 —x)+ (Arctan)(x)

ey Lot
o l+l+3c"’ 1+

Donc: (VxeR): f'(x)<0et f(x)=0e=x=0

Ainsi la fonction f est strictement décroissante sur R.

eOna: liml—x=—o et limArctanx =.72L

X—=tco X-—=too

Alors : lirp] —x + Arctan(x) =—o0, c'est-a-dire : lir+n flx) =—

X—=to X-—=too

Etona: liml—x=+oo et limAretanx =—-}2£

X-==n0

Alors : lim 1 —x + Arctan(x) =+oo, c’est-a-dire : lim f(x) =+o0

Koo

D’ou le tableau de variation de f est:

x| —oo 0 +oo |
AR G
+oo
f \
. =00
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| 1Ja) Montrons que f admet une fonction réciproque f':
| Daprés la question précédente, la fonction f est continue et strictement
' fécroissante sur R.
Dapres le théoréme de la bijection réciproque, la fonction f réalise une
' bijection de R sur A(R),
| o f(R) = Jlim f(x); lim f(x)[ = ]=o0; + oo = R
Yol f admet une fonction réciproque f' définie sur R.
| t)Montrons que : (3le € R); fla) =

nisque la fonction f réalise une bijection de R sur R,

¢t 0 € R, donc il existe un unique réel a tel que: f(a) =

tinsi 'équation f(x) = 0 admet une unique solution @ dans R.

+Montronsque : 2 < @ < %

na: f(2) =1—2+ Arctan(2) =— 1 + Arctan(2)

tomme 7 e 2= Arctan( 4 ) < Arctan(2)
= 1 < Arctan(2)
= Arctan(2)—1> 0
Nors: f(2) > O
fton a:j( ) ——-+Arctan(g)=—%+Arctan(%)

¢ aretan(3) = 1,19. Alors: f(3) <0
Par suite : j(f) < fla) < f(2) et la fonction f est continue et strictement

troissante sur R .

Mu2<a<%

3)a) Etudions les branches infinies de la courbe (C):

Sfx) fx)
x S
i(fl: +1 4+ Arc Arctanx

witxeR ,ona:

Puisque : llm( 1 +—1x—) =—1.Alors : i-lrl_IP,f.(:) =1

,1‘1'0:
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e Calculons 1i1+nf(x) +x et li{nf'(x) s

Soit xeR,ona: f(x)+x=1+Arctanx, et comme : limArctanx = %

X —too
et limArctanx =—%, alors : lianf(x) +x=1+ %r_

X=—==00

et limf(x) +x=1 -%

X0l

Conclusion :

- lim f(x) =+ et li[n e = (—x = %—) = (), donc la droite d’équation

y=—x+1— —% est une asymptote oblique de la courbe (C) au voisinage

de —co.

- lim f(x) =—o0 et l-i.l;nf(x) -(—x + 1 —%), donc la droite d’équation

x—=too
y=—x+1+ % est une asymptote oblique de la courbe (C) au voisinage
de +c0.

b) La courbe (C) de la fonction f:

Ferr e ! 7

4) a) » Montrons que la fonction f' est dérivable en tout point de R —{1}:
La fonction f est dérivable en tout point de R —{0}

et (Vx € R'); f(x) # 0, donc la fonction ' est dérivable sur
AR)—={f(0)}=R—{1} car fAR)=R et f(0) =1

Ainsi la fonction réciproque f' est dérivable en tout point de R —{1}.

° . = ; Ly __“1___=
Montrons que ; (Vx € R {l}),1+(f)(x)+(f_,(x)); 0
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: 3 e R e 1
Sit x un élément de Rﬂ_ ;[1 },ona: (f')(x) @)
or(vyeR"); f'(y)= Tg? Puisque: x€ R—{1} alors: f'(x) eR’

donc: f(f'(x)) = 1—:_%%%;7

oo e () ) e
hrsite: G )

R Y ettty [ ___I
pob: (f') (x) =—1 F T

LA
(f' )

tinsi: (vx e R—{1}); 1+(f)(x>+(f( iE

b) Montrons que : (Elc e ]%—;1[);(1—— 1)(1 + (j"(x))z) =—1

lafonction f' est continue sur [—47{-, l] et dérivable sur ]%, l[

Daprés le théoréme des accroissements finis, il existe au moins ¢ € ]%, 1[
doue: fH(5)=F1a) = (i— (Y.
puisque : f(0) =1 et f(])_ alors: f'(1)=0et f' (%)—
donc : f'(%)“‘*f_l(l) =1
. 1y T 427 B

ttona: (') (c) (1 + (f"(c))’)

. N (L = Rl R N
Donc.(HcE]4,1D,(4 l)(l+(j’"(c))2) 1
1)Montrons que la fonction f est dérivable sur [%i—-g—]

lafonction tan est dérivable en tout point de D, = R\ {% +kr, k€ Z}

et [%%—[ C D., donc la fonction tan est dérivable et ne s’annule pas sur

[intervalle [%,E*
Par conséquent : f= 1 aa oSt dérivable sur [7745,-725[

*Montrons que f est dérivable a gauche en %:

Soit xe[%f—;—g—[ ,ona: flx) =~tan—l(x)~ et f(%)= 0 donc:
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1
x—g- “% (x—%’)tanx

On pose: t=x'~~72£,ona: xﬂ%- ot—-0"

et (x 2 )tan(x) txtan(t-!- 3 ) i)
Donc: lim 7; = l;m(— tanr( £ )) ==1
x5 (x = T)tanx e
oA
Ainsi: lim—~—fj(r—2—~)— =—1, c'est-a-dire la fonction f est dérivable a
o
2

gauche en “er‘ etona: f, (-72[—) =—1
Finalement la fonction f est dérivable sur [—% ,%]

2) Montrons que: (Vx = [%—g- ) e B |

: o e Sk tant (x))
On a: (Vx € [%;%D,f (x) _(tan(x))_ o)
S el
e tan®(x)

Cest-a-dire: f'(x)<—1etona: f;(—‘%;) =—1

Donc: (Vx & [%—,%—D i) ==1

D’autre part : on a: % =x< —Izr— = tan(%) < tanx
= 1 < tan(x)

Car la fonction tan est croissante sur [%g—[

Par suite 1 < tanx = 1 < tan*(x)
=
tan’(x)
e
tan” (x)

|
— g-.... —

Donc; (Vx € [%}% ) =2 = fi(x) 2)

=12

T e
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finalement , de (1) et (2) s’ensuit que: (Vx € [ 4 7 D s < filn)=<—-1

3] Déduisons que: (Vx € [71_ “fD s i ta;ailx < _4_ =

Soit x € ]%-’25[ ,on ala fonction f

est continue sur [% ;x] et dérivable sur l% ;x[ donc, d’'apreés le théoreme

des accroissements finis , on a: 3c S ]—E— ;xDl tallx —1= (x-““)f (c)

Puisque: =2 < f’(¢) =—1 alors -—2( —-g—) (x———)f(c <- x+74f

ey o l-tanx
Donc: 2x+ 2 S tanx S 4
Ainsi: (VxE[%:%) : "g——2x._ ! tar?:lc]x S 1 x
4)a) Montrons que f admet une fonction réciproque f':
Puisque f est dérivable sur [g— ; %] alors elle est continue sur [-E— ; %]
ftona f'(x)<—1 < 0 pour tout xe[%—;%] donc la fonction f est
strictement décroissante [% 508

sensuit que f réalise une bijection de [% ; %] sur l'intervalle

53D =AZ )] = 1011

Par conséquent f admet une fonction réciproque f~' définie sur [0;1]
b) Lexpression de f'(x) ot x €[0;1]

Sit xe J0;1] et ye[%;%[ telsque: f'(x)=y.

na: f(x) =y e x=fAy)

1

X Ty

Lt
@y=Arctan(glr~)
wf"'(x)=Arctan(%c—)
Eton a: f(%—)=0 donc f'(0)=~g~
Ainsi: [f..(x):Amm(lg) si x€]0;1]
1f'(0)=22r-
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1) a) Montrons que: g(a) # g(b)
En utilisant un raisonnement par I'absurde, supposons que: g(a) = g(b)

On a la fonction g est continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[ et telle que
g(a)= g(b), donc d’apreés le théoréme de Rolle, il existe au moins un réel
¢ € la:b| tel que g’(¢) =0, ce qui est absurde, car g'(x) # 0 pour tout

x € la;b|.

Donc: gla) # g(b).
o onrons 5 )\ 545

On considére la fonction ¢ définie sur 'intervalle [a;b] par:

o) = FA T (50~ g(@)~ (70~ A@)

La fonction ¢ est continue sur [a;b] (car f et g sont des fonctions

continues sur [a;b] et dérivable sur |a;b| (car f et g sont des fonctions

dérivables sur |a;b[) et telles que ¢(a) = ¢(b)=0
Donc, d'apres le théoréme de Rolle: (3¢ € |a;b]) /¢ (¢) =0

Comme: (Vx € |a;b]) ; ¢'(x) = M.g’(x)—f’(x)

g(b)—g(a)
alors ¢'(¢c)=0 e ﬁ%-g'(c)—f’(c) =0
b)) -fla) _ £1e)
= g(b)~gla) ~ glc)

[b)—fla) _ fc)
g(b)—gla)  g'lc)

Finalement: (3¢ € la;b])/
2) Application:
Calculons les limites suivantes:
a) “m(x— sjmx )
x-0 X
Soit x un réel de |0; + oof
On considere les fonctions f et g définies sur [0;x] par:
ft)=t—sint et g(t)=0
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lesfonctions f et g sont continues sur [0;x] et dérivables sur [0;x| et que:

(meloxl) ; g'(¢) =3¢, cest-a-dire (V€ ]0;x[) ; g'(¢£)#0

donc, d'apres la question précédente: (3¢ € [0;x[) / g]?;)) :?(%)) = -gf g;;

comme: (V¢ € |0;]) ; £/(t)=1—cost et f{0)=g(0)=0, alors:

smx 1 —cosc l(l—cosc)

(e JU x[ 3¢ =3 )

ftona: 0 < ¢ < x alors: x — 0" équivaut ¢ — 0"
. fx=sinxisaniiilsgos e ek iosEanigs
o n{£30) < i (1285 L) =

=0
in
+ Calculons: hm( x—-f——-&)

Onpose: f=—x onaura x - 0" = (- 0"

e -
Hinsi: Iirn(x smx) (13
h}l( A;ctdnx).

soit x € |0: + o] . On considére les fonctions « et v définies sur [0:x] défi-

nigspar: u(¢)=t— Arctant et v(¢)="¢

lesfonctions u et v sont continues sur [0;x] et dérivable sur ]0;x[

tona: (Ve € |0;x]) ; v/(1) = 3£ cest-a-dire: (Vi€ [0;x]) ; v(£)#0
ulx)—u(0) _ u'(c)

donc, d’apres la questions précédente: (3¢ € J0;x]): =)

piisque (V£ € J0;x[) ; w'(2) =1 *T_,l_—tz = "l—-j_—rz et u(0)=v(0) alors

(3 x—Arctanx _ ¢’ 1
eloxd) ; x’ 31+ ¢ ) 3(1 +¢?)
ftona: 0 < ¢ < x alors x — 0" équivauta ¢ — 0"

Donc: hmx Arc e =] L

X0 xh r«T(3(1+cz))
(x = Arctanx)
x3

Calculons lim
x=0)
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Onpose: f=—x ,onaura x -0 o f—0"

(x-—A;g:tan_;) (_I_A'f;an(_t))=lixgg(t_A;ftam)=-l~

= lim

-0

Donc lim

x—0"

3

Ainsi: l}frnl(-—————x HA;E tanx ) = -;—

Exercice £77

Montrons que : (3c € la:bl) 1 ' (c) = _C_{‘_(:c%_
On considére la fonction g définie sur I'intervalle [a; b] par:
(x)
g(x)=;f:5 sia<x<bh
gla)=0
On a: La fonction f est continue sur Ja;b] et la fonction x — ~—g o

continue sur ]a; b] donc la fonction g est continue sur Vintervalle Ja;b].
Puisque la fonction f est dérivable a droite en a et f(a) =0 et

fala) =0, alors : ii_r‘pg(x) =0=g(a)

signifie que la fonction g est continue a droite en a.

Par conséquent la fonction g est continue sur le segment [a; b].

Et on a la fonction g est dérivable sur |a; b[ en tant que produit de deux
fonctions dérivables sur a; b|.

Et comme g(a) = g(b) = 0 alors : d’apres le théoréme de Rolle :
Bcela;bl)ig)=0

or: (Vx E]a;b[);g'(x) Li (x—a)Xf’(x) — f(x)

(x—a)
Donc: g'(¢c) =0 e (c—a)f’(c) —flc) = 0
= f'(c) =““‘——Cfici

Ainsi: (Fc € Ja; b))/ f(c)= cf£C;

Exercice £1-

Montrons que : (3(a; b;¢) € (J0;1[)) / ' (a) Xf'(b) = —Il—:-%:.c""
On considére la fonction g définie sur I'intervalle [0;1] par

g)=fx)+x"—1louneNetn>2
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lafonction g est continue sur [0;1] en tant que somme de deux fonctions

continues sur [0;1] quisont x — x" et f.

Etpuisque f(0) =0 et f(1)=1 alors g(0) =—1 et f(1)=1

Cest-a-dire : g(0) X g(1) <0

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires :

(Ace]0;1[) / g(c) = 0 c'est-a-dire: Ic € |0;1[/ flx) =1 —¢"

Par suite la fonction f est continue sur [0;¢] et dérivable sur

[0;¢[, donc d’aprés le théoréme des accroissements finis :

(Ba€0;c[) 1 £e) = £(0) = (c = 0). f'(a)

Comme f(0) =0 et f(c) = 1—¢" onauradonc:

Baeloe))/ f (@ = l‘:;“c:

Etonala fonction f est continue sur [¢;1] et dérivable sur |c;1].

Donc, d’aprés le theoreme des accroissements finis, on a :
(@b €le;1]) 1 fA) —fle) =1 =c) f (B)

comme f(1)=1 et f(c)=1—c¢" on aura donc :

' 1_l+C" &
b= I—c lic
par conséquent : £ (@) X f" (b) = =X IC_C - 11__‘;, X ¢!

1:6" XC"-I

Finalement : (3(a;b;¢)) € (|0;1]) 1 £ (@) X f' (b) = =

Exercice €1
1)a- Montrons que lim f' "(x) =+

Soit x un réel de ]0; + o[, ona:

lafonction f’ est continue sur [0;x] et dérivable sur ]0;x[
donc, d’aprés TAF : (3c € ]0:x[) / £ () —f'(0) = (x— 0)f" ()
Comme f"(#) = @ pour tout réel ¢, alors f"(c) =2 &

Par suite xf" (¢) = ax, car x > 0

(Vx € ]0;+ol), £/ (x) = £ (0) + ax
limf'(0) + ax =+o0

Xeatoo

Par conséquent :
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On conclut, d’aprés les propriétés de limites et ordre : ll’f.l, f(x) =+
e Montrons que hr_rif (x) =—o0 :

Soit x € |-00;0[, ona:

La fonction f est continue sur [x;0] et dérivable sur |x;0]

Donc, daprés TAF: 3¢’ € |x;0[ / £ (x) —=f'(0) = (x = 0)f" (¢")
comme f*(f) = & pour tout réel ¢, alors f*(c’) = a

Par suite xf’'(¢’) < ax, car x < 0

(Vx €]-00;0D); f' (x) < £ (0) + @x

lim f"(0) + ax =—o0

X=sT00

Par suite :

On conclut, d’apres les propriétés de limites et ordre : ,lf"l [ (x)=—o0
2) Montrons que f’ est une bijection de R sur R :

Ona: f"(x) = @ pour tout réel x et @ > 0

donc (Vx€R); f"(x) > 0

signifie que la fonction f’ est strictement croissante sur R

Comme f~ est continue sur R alors f’ réalise une bijection de R sur
f’(R) = ] lll‘]’lf' (x); lll;ﬂf' (x)[ = ]—oo; + oo[ =R
3) » Montrons que la fonction A est dérivable sur R :

La fonction f* est dérivable sur R et f”(x) # 0 pour tout réel x ; doncla

fonction g =(f’)" est dérivable sur R et que :
: 1
VxER),g' x)=F"7
R e = 2tm)
Et on a la fonction f"og est dérivable sur R en tant que fonction
composée de deux fonctions dérivables sur K.

Par conséquent la fonction h:— xg(x) — fog(x) est dérivable sur R.
e Calculde A'(x) ol x+ R

Ona: (VxeR);(fog)(x) =f(gx) X g (x) = x¢’ (x)

Donc: (Vx € R), ' (x) = g(x) +xg’ (x) —xg’ (x) = g (x)
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Exercice £33
Montrons que (Vx € |a;b]); £ (x) # 0

En utilisant un raisonnement par I'absurde :

supposons que : (Ix, € la;b[) 1 fx) = 0

Ona:Lafonction f est continue sur [a;x,], dérivable sur Ja; x|

et flx) =f(a) =0

Donc, d'apres le théoréeme de Rolle :

Fe€la; )/ fc)=0

slafonction f est continue sur [x,;b] ; dérivable sur |xo: 6]

et flxo) =f(b) =0

Donc, d’apres le théoréme de Rolle : (3¢ € |xo;b]) 1 £ () =0

Dautre part la fonction f est deux fois dérivables sur I'intervalle |a;b|

eta<a<c<b.
Donc : la fonction f* est contiunue sur (¢ ; ¢;], dérivable sur Jei ; ]

et f'(c)=f"(c2)=0.

lIsensuit que : Ic € ler; el 7 f7(c) = 0, d’aprés le théoréme de Rolle :
Ce qui est contradictoire avec f”(x) # 0 pour tout réel x de |a;b|

On conclut que : (Vx €[a;b]); f(x) # 0

1) Montrons que ¢ est une bijection de 0;1] sur [0; + ool :

lafonction @: x 315— 1 étant continue et dérivable sur I'intervalle |0;1]
etona:

(vxe]o;1]); ¢ (x) =*~%
lIs'ensuit que : (Vx € ]0:1]); ¢’ (x) < 0, c’est-a-dire la fonction ¢ est stric-
tement décroissante sur ]0;1].

Puisque la fonction @ est continue et strictement décroissante sur J0;1]
alors elle réalise une bijection de |0;1] sur I'intervalle J = ¢(]0;1])

oiJ =[¢(1); limgfCof = [0; + oo

2)a) Montrons que la fonction F est continue sur [0;1]:

ona: (Yxe€]0;1]); F(x) =f("}c-— l)=(fo¢r)(x)
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Puisque la fonction ¢ est continue sur ]0; 1], la fonction f est continue
sur [0; + oof et @(]0:1]) =[0; + o[, alors la fonction F = fog est continue

sur l'intervalle 0;1].

D’autre part : Eﬁqgo(x) =+cc et ,}“}}Uf(x) = f(0)

Donc: Eiﬂl})’;f((ﬁ(:f)) = f(0) c'est-a-dire : 1‘1151 F(x) = F(0)

signifie que la fonction F est continue a droite en 0.

Finalement la fonction F est continue sur le segment [0;1].

b) Montrons que la fonction F est dérivable sur ]0;1]:

Ona: F = fop. Puisque la fonction ¢ est dérivable sur |0;1] et la fonction
f est dérivable sur [0; + oo| et que ¢(]0;1[) = ]0; + o[ alors la fonction
F = fog est dérivable sur l'intervalle [0;1].

3) Montrons que : (3¢ € [0; + oo[); /() =0

En appliguant le théoréme de Rolle a la fonction F sur l'intervalle [0;1].
On a: la fonction F' est continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[ et telle
que: F(0O)=F(1)=0

D’apres le théoréme de Rolle : (3k € ]0;1[): F' (k) =0

or (vx € ]0;1[); F’ (x) = (fop) (x) = f'(¢(x)) X ¢’ (x)

Cest-a-dire : (Vx € |0;1[); F' (x) =H}1T xf’(l? = 1)

Par suite : F'(k) =0 < '%2- Xf'(?t-— l) =0

ot o

Onprend: c=2—1=@(k)

Et comme ¢(J0; 1[) = ]0; + oof alors : ¢ = ¢ (k) € J0; + oo

Ainsi: (3c € 0; +o0[); ()= 0
4) Montrons que le réel ¢ est unique :

En utilisant un raisonnement par l'absurde
On suppose que : (3¢’ € ]0; +of); £/(c") =0 ol ¢ < ¢’ par exemple

On a la fonction f* est continue sur [c;c’], et dérivable sur ]c;c’|
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telleque: f'(c)=f(c)=0

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle : (3a € Je;c’]); f (@) =0
(e qui est contradictoire avec : (Vx € ]0; + oo[); f"(x) # 0
Finalement : (3'c € ]0; + o[) / £/ (c) =0

Soit / la fonction définie sur Fintervalle [0; + o[ par: f(x) = x(3/x —2)
¢t (¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7:7).
1)a) Calculer 1ir+n Flx)

b) Etudier la branche infinie de la courbe (%”) au voisinage de +o.

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 0, puis donner une
interprétation géométrique du résultat obtenu.

) Calculer f'(x) pour tout x de |0;+ o[, puis dresser le tableau de
variations de f .

{) Tracer la courbe (%”).

Onconsidere la fonction f définie sur l'intervalle [0;1] par :
f(x) =1+ cos(mx)
1)a) Donner le tableau de variations de la fonction f.
bjMontrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur l'intervalle
[0:2].
) Montrer que la fonction f' est dérivable sur 'intervalle ]0;2[ et que:

(FY () =7[—\/% pour tout réel x de ]0;2[.
[ -1

3| Déterminer : 11_1}1 =) et ll_{gl =

§)Soit h la fonction définie sur I'intervalle [0;2] par :
h(x)=f"(@x)+f'(2—x)

i Montrer que la fonction 4 est dérivable sur I'intervalle 0;2[, puis calculer

¥ (x) pour tout réel x de ]0;2[.

b)Calculer, £(1), puis montrer que : h(x) = 1 pour tout réel x de I'intervalle [0;2].

¢ Donner une interprétation graphique du résultat obtenu.
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Exercice £5%
On consire la fonction f de la variable réelle x définie par:

flx) = Arctan(2xy1 —x)+ "72L
et soit (#7) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0;7;)).
1) a) Déterminer D I'ensemble de définition de f.

b) Calculer lim f(x) , donner une interprétation graphique du résultat
obtenu. :

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche en 1, puis interpréter
géométriquement le résultat obtenu.

3) a) Calculer f'(x) pour tout réel x de |—o0;1],
b) Dresser le tableau de variations de f.
c) Tracer la courbe (7).
+

On consideére la fonction définie sur R par: f(x) = %—zllli
1) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f;
b) Vérifier que : f([1;2]) c[1;2], et montrer que :

(vx e[t; +oo): £/ <+
c) Montrer que I'équation f(x) =x admet une unique solution @ dans
Vintervalle ]1;2[.

2) On considére la suite numérique (u.),., définie par :

U =2

(Vn E N);un-l-] =ﬂun)
On pose pour tout entier naturel 7 : X, = ta, €t Y» = Ususs
a) Montrerque: (vne N);1 <u, <2

b) i) Montrer que la suite (x.) est décroissante et que la suite (y,) est

croissante.
ii) Montrer que : (VneN);y, < @ < x,

c) i) Montrer que : (V2 € N) ;| %01 — yuri | < (}T)lx, — Yl

ii) Montrer que les suites (x.) et (y,) sont adjacentes.

iii) Montrer que : lirlnx,. =limy,= @
Nk neteoo
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Exercice £%}

I/Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = Arctan(x) +2x— 1

1)Montrer que : (Vx € R); f'(x) > 2

2)Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur R.

3) Montrer que I'équation f(x) = x admet une unique solutiona dans R
etque: 0 <a <1

4)Montrer que : (Vx € Ja; + o0[); flx) > x

I/ On considére la suite numérique (u,) définie par :

w=a oua€Reta>a
(VREN); thers = " ()

1)Montrer que : (Vo€ N);u, > a

)) Montrer que la suite («#.) est monotone, puis en déduire qu’elle est

convergente.
3)En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

(VH = N);am—a < -é—-(u,,—a')
4) Déterminer limu,.

f—=too
[Exercice £7)

On considére la fonction f de la variable réelle x définie par :
foy=x—/*tL

et soit (#”) la courbe représentative de la fonction f dans un repére

orthonormé (0;7:7).

1)a) Déterminer D le domaine de définition de f';

b) Calculer les limites de la fonction f aux bornes des intervalles de D;

¢) Etudier les branches infinies de la courbe (%).

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche en -1, puis donner une

interprétation graphique du résultat obtenu.

3)a) Calculer f’(x) pour tout réel x de D—{—1};

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

¢) Tracer la courbe (%").

4) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle ]0;+ oof.
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a) Montrer que la fonction g réalise une bijection dans un intervalle J a
préciser.
b) Montrer que : (3@ €]0;+ oof); gl@) =0 etque: 1 <a <2
c) Montrer que la fonction g™ est dérivable sur J, et montrer que :
-1y o 3&4
(87)(0) 1+ 3a*

d) Tracer la courbe (7).

I/ Soit g la fonction définie sur l'intervalle {0;%*[ par:

= fanx-. Pk
g(x)——T ;0<x< 3
g(0)=1
1) Montrer que la fonction g est continue sur l'intervalle [0;%[, puis calculer
limg (x).
x5

2) a) Soit x un élément de 'intervalle ]0;-%[.
Enappliquantlethéorémedesaccroissementsfinisalafonction ¢: £ — tan(f) —1
sur I'intervalle [0;x] , montrer que : 0 < tan(x) —x < x X tan®(x)

b) Montrer que la fonction g est dérivable a droite en x, = 0

3) a) Dresser le tableau de variations de la fonction g.

b) Montrer que la fonction g réalise une bijection de l'intervalle [0;-22“7-[ sur

un intervalle J a préciser.

I/ On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0;%] par :

[f(x) = Arctan(g(x));0 <x < -7-21-—

4
n T\_ T
jO=F af7)=%
Et soit (¥”) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0;7;7).
1) a) Montrer que la fonction f est continue sur [0;%].

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en x, = 0, puis donner
une interprétation géométrique du résultat obtenu.

2) a) Montrer que : (V¢ > 0); Arctan(z) + Arctan(%) — -g
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b) Montrer que la fonction f est dérivable a gauche en x;, = %
3) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

b) Tracer la courbe (7).

(Erercice £034

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; + oo par :

!f(x) = Arctan(ly)Jr mArctan(x) ;x> 0

=7

Et soit (#”) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0;7:7).

1)a) Montrer que : (Vx > 0); Arctan(x) + Arc tan(%) - %

b) Montrer que la fonction f est continue sur [0; + ool .

2) Calculer liglf(x), puis donner une interprétation graphique du résultat
obtenu. el

3) a) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en 0, donner une
interprétation géométrique au résultat obtenu.

b) Calculer f(x) pour tout réel x de ]0; + oo| , puis étudier le signe de f’ (x)
pour x > 0.

¢) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4) Soit g la restriction de la fonction f sur lintervalle 7 =[1;+ oo[.
a)Montrer que g admet une fonction réciproque g ' définie sur unintervalle
J que I'on déterminera.

b) Déterminer lamonotonie de lafonction g ' sur J, puisdonner I'expression

de g' pour x € J.

[Exercice &7
I/ On considére la fonction f définie sur I'intervalle [—1; + oo[ par:
JxX)=3X¥x+1—x

et soit (¢7) la courbe représentative de la fonction f dans un repére
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orthonormé (0;7;7).

1) a) Calculer lim f(x), puis étudier la branche infinie de la courbe (¢") au

voisinage de -Ij;:u

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en x, =— 1, puis donner

une interprétation géométrique du résultat.

2) a) Calculer f’(x) pour tout réel x de J-1; + oo[, puis dresser le tableau

de variations de la fonction f,

b) Montrer qu’il existe un unique réel @ dans I'intervalle ]5;6[ tel que :
fla)=0

c) Tracer la courbe (4”).

11/ Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle [0; + oo .

1) Montrer que : (3'4, € [2;3[); g(A) = Ao

2) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g ' définie sur un

intervalle J que l'on déterminera.

b) Montrer que la fonction g™ est dérivable sur I'intervalle |—o0;3[

etque: (g")(A) = *ﬁ——i‘:{ﬁ

c) Tracer (") la courbe représentative de la fonction g' dans le repére
(0;7;7).
3) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

2
g'x)—a< gx_a'az pour tout réel x de |—o0;0].

=ay : gk P Jue=0
111/ On considére la suite numérique définie par : {(Vn & NYsidon =)

Pour tout entier naturel n, on pose : x, = s, et y, = Uz

1) a) Montrerque: (VneN);0<u, <3

b) Montrer que la suite (x,) est croissante et que la suite (y,) est
décroissante.

2) Montrer que : (Vn € N); x, < Ao < ., puis en déduire les suites (x.)

et (y,) sont convergentes.

3) a) Montrer que : (Vx €[0;3]);] f/ ()] < (1 - 2311/5)
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1 2
b)Montrer que : (V2 € N) ;| Xue1 — Yas S(I— )Xx,,— i
) q ( ) H LA 23ﬁ ' Y
¢) En déduire que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes.
4) Montrer que : limx, = limy, = Ao
(Exercice &3

A)Montrer que : (Vx € R); cos(Arctan(x)) = ‘/—4_ -

B)Soit f la fonction définie sur l'intervalle [O;T] par:

lf(x) 2Arctan(5 tan( 2x )) 0= 3f
8-
¢t (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ?,}r).

1) Montrer que la fonction f est continue sur I'intervalle [ 7[]

1) Montrer que f est dérivable sur I'intervalle [0 [ puis calculer f’(x)
pour tout réel x de l'intervalle [0;2’41{- !

3)Montrer que : (‘v’x (= [03_‘;11[) () = %_ cos(f(x))
4) Soit x un élément de l'intervalle ]0;3’{L

a) Montrer que : (_:JCE] "?E-D'f(x)—ﬁ (x—'*—) Xf'(c)

b) En déduire que : %— cos(f(x)) < — & 3; < %
R 3k
4
¢) Calculer lign_ cos(f(x)), en déduire que la fonction f est dérivable a

S

gauche en -"%L puis interpréter graphiqguement le résultat.

5)a) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

b) Etudier la concavité de la courbe (C).

¢) Tracer la courbe (C).

6) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur un
intervalle J a préciser.

b) Calculer f'(x) pour tout réel x de J.
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(Exercice £13

On considére la fonction f définie sur R par:

{f(x) = x’Arctan(%{) cx#0

fO)=0
Et soit () sa courbe dans un repére orthonormé.
1) Etudier la parité de f.
2) Montrer que [ est continue en 0.
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 et donner une interprétation géométrique
du résultat.
4) Montrer que : }fﬂ f(x) =+o0 (on rappelle que : lligl w =1)
5) a) En utilisant fhéoréme des accroissements finis, montrer que :

(vxeR™) ; l—f? < Arctan(x) < x

3
b) En déduire que : (Vx € R™) ; -H"f—xz <flx) < x

c) Montrer que (%) admetladroite (D) d’équation y = x comme asymptote

au voisinage de +oo.

x2

1+4*

6) a) Montrer que : (Vx € R™) ; f'(x) = 2x Arc tan(%r")—*
b) Montrer que f est strictement croissante sur R".

7) Tracer (¢7).

8) a) Montrer que f est une bijection de R vers R.

b) Montrer que f' est dérivable en %4[— et calculer (f')'(%‘)(Remarquer

que £(1)=(7))
9) Soit n € N*

a) Montrer que I'équation f(x) =-}; admet une solution unique a, dans
10; + oo

b) Montrer que: (vne N —{1});a.< 1
c) Montrer que la suite (a,),., est décroissante.

d) Montrer que la suite (a.),., est convergente et déterminer sa limite.
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bercice {18
On considére la fonction f définie sur [0;—2”—[ par: f(x) = 2(1—_1;-@— 1)
1)a)Montrer que f admet unefonctionréciproque f' définiesurlintervalle
[0;+ oo

b) Déterminer £'(0) et £'(2).

2) a) Montrer que pour tout x de I'intervalle [0; + o] ona:

2 2/1+x

1—=sin(f'(x)) = 7+ cos(f'(x)) = ¥ x

b) Montrer que la fonction f' est dérivable sur [0; + oof .

¢)Montrer que : (Vx €[0;+o0); (f) (%) = @ +x)lm

d)Montrer que : (Vx €[0;+00[);0 < (') (x) < %:

3) On considére la suite numérique («.),., définie par :
o = 2
(VneN);uw =" (u)
a)Montrer que : (VneN);0<u, <2
b) Montrer, en utilisant I'inégalité des accroissements finis, que :
(Vvne N);0 < up S-%—u,.
n=1
¢) Montrer, par récurrence, que pourtout n€ N : 0 < u, < (%)
d) En déduire que la suite (1,) est convergente en précisant sa limite.
4)Soit (v,),., la suite définie par :
2 1
(Vvn=1);v= n(f'(u,,+;)—f'(u,,+;l—))
3) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

(vne N')(3c, € i+ Liu+2{);v. = e

b) Montrer que : lim ¢, = 0, puis calculer lim v,.
n—=+oo -]

Exercice £5§

On considére la fonction numérique f définie sur 'intervalle |—oc;1] par:

[ on _ Arctan(y1—x)
{_f(x)—» = i<

Lray =1
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Et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repere
orthonormé (0;7;/).

1) a) Montrer que la fonction f est continue sur intervalle ]—o0;1].

b) Calculer ll“l J(x), interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2) Pour tout réel a de l'intervalle ]—oo:1], on considére la fonction

numérique @, de la variable réelle x définie sur I'intervalle |—oc;1] par:
¢.(x) = (Arctan(y1—=a) = V1 —a)(y/1 —x) = (Arctan(y1 —x) = (/1 =x))(y1 —a)

a) Montrer que la fonction @, est continue sur lintervalle [a;1] et

dérivable sur 'intervalle ]a;1[.
b) Calculer ¢.(1) et ¢.(a) puis montrer que :

ny. Arctan(Y1—-a)—vl-a _ 1
(3c € la; 1]); (Vi—ar T3(F=2)

c) En déduire que : (Vx € ]-o0;1[); 3(2l_x) < f(::?:{(l)

1
<3

d) Montrer que la fonction f estdérivable a gaucheenletque: £ (1) = %
, puis interpréter graphiquement ce résultat.

3) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle ]—oc; 1]
; NS, WK SR S LN
et que: (Vx € ]-o0;1[); £ (x) 2(1—x)(f(x) 2—x)

b) Montrer que : (Vx > 0);T_—|—J_C?~ < Arctan(x) < x (T.A.F)

c) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle
J-o0;1].
d) Tracer la courbe (C).

4) a) Montrer que : (Vx < 1); f'(x) < 32 —%)
b) En déduire que : (Vx < 1);]|f'(x)| < é—

c) Montrer que : (V(x;y) € |-o0; 1)) ;] f(x) —fA(y)] < ‘lg'lx =y
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L Solutions

A
Erercice &1
1) Calculons lim f(x) :

Ona lim%/x =+ alors hm(’\/_ 2¥ =+

tm

Par suite limx(y/x — 2) =+oo. Ainsi lim f(x) =+oco

X==Fea

b) Branche infinie:

Ona: limfx) =+ et llm*f;(—*)”= lim(Yx —2) =+

x=to X =+oo x—toc

Donc la courbe (#) admet une branche parabolique de direction

laxe des ordonnées au voisinage de +oo.

2) * La dérivabilité de f a droite en O:

Soit x€]0;+o0[ ,0na f0)=0 et ——2——+ ﬂx) j(O) G/x—2

Comme llm(3\/_ 27 =4 alors lim—="——* ﬂ:;):{)(O) =4

z=0"

Signifie que f est dérivable a droite en 0 et que f.(0)=4
*Interprétation géométrique:

la courbe (#) admet une demi-tangente en son point d’abscisse

0, d’équation: {3’ =4
x=20

3)* Calcul de f(x) ol x € ]0; +oof :

lafonction f est dérivable sur l'intervalle [0; + «[ , en tant
que produit de deux fonctions dérivables sur [0; + o[ qui sont:

=Vx—2 et x—x.

Et on a pour tout x € |0; + o[ :
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F@)= (5 =2) + 205 =D X i

- (L2 ) avme-n+a0

=D (e 6v) = L Vx -2V -6)

*Signe de f'(x) ou x> 0.

o Flx)=0wY5=2 ol Vx =%
x=8 i o 2160
i ou x =95

. _f’(x) <0e '5'- = ’\/-; <3
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Brercice £1%

1) a) Le tableau de variations de la fonction de f:

slafonction f est dérivable sur lintervalle [0;1] et de plus:
f(x)=—msin(zx)donc: (vx €[0;1]); f (x) <0

ftona: ff(x) =0e=x=0o0ux=1

Donc la fonction f est strictement décroissante sur [0;1] et £(0) = 2;
f)=0

Ainsi le tableau de variations de f est:

210 1]

fe |0 - |
12 '-
- =
| 0

b) Montrons que f admet une fonction réciproque :

lafonction f est continue et strictement décroissante sur [0;1].

Dapres le théoréeme de la bijection réciproque, la fonction f réalise une
bijection de [0;1] sur f([0;1]) = [£(1);£(0)]=[0;2]

Par conséquent f admet une fonction réciproque f' définie sur I'inter-
valle [0;2].

2) e Montrons que f' est dérivable sur 0;2]:

la fonction f est dérivable sur ]0;1[ et /" (x) # 0 pour tout réel

x de ]0;1[, donc la fonction f' est dérivable sur l'intervalle
A10;10) = 1AQ):£0) = Jo; 2[
—1

* Montrons que : (Vx € ]0;2[); (' (x))'= /2x—x%

g spz i . 1 I 1 = =i
Soit x un élément de |0;:2[,ona: (f'(x))= W) ranar o)

car f' () =—m.sin(7t)

or f(f'(x)) =1+ cos(mf'(x)) cest-a-dire: cos(zf'(x)=x—1

Et puisque : cos*(z. £ (x))+sin* (7. £'(x)) =1 alors :
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sin*(7r. f'(x))=1—(x—1)
Donc : |sin® (. £ (x))| = v2x — *
or £'(x) €0;1[ = 7. £'(x) € 0;x[, par suite : sin(z. f'(x)) = y2x—x’

gL Nt 1y = _11____ e 5 s iy :;___::L___
Dot : (') (x) yr"/z—x—:;c;.»&msr.(‘v’:r.e]O,Z[),(f”)(:«c) e
3) e Déterminons 1i_r;g J:_Exz) :

Soit x & ]0;2[, on pose : y=£"'(x),
c'est-a-dire : x =f(y)

Ona:x—-2ey—-0"

S b et S 1 A
Donc: -—> =) =2 fO)—f0) ,car f(0)=2
= y=0
Or iirgl%iqz: 0 donc: itrg?(y—)y—_"z— =—00
e AE P )
Ainsi : l{T =0 o C%®

e Déterminons lim

x=0"

Soit x € |0;2[, on pose : y = f"(x), c'est-a-dire : x = f(y)

F@-1
e

Ona: x—-0'=y—-1

SR ) e iy e 1 ; o
Donc : % =) - Fo) =FD ;car f(1)=0
y—1
Or £1_rln“f—(yyi:{i)'= 0" donc: iiﬁrpy?_(y—jl—=—oo
Ainsi : E'EE}%:—OO

4) a) Montrons que la fonction A est dérivable sur ]0;2[:

La fonction u: x — 2 — x est dérivable sur ]0;2[, /' est dérivable sur
10;2[ telles que u(]0;2[) = ]0;2[, donc la fonction f'ou est dérivable sur

10;2].

Ainsi la fonction h =f"+f"'ou est dérivable sur 0;2].

Dérivation et étude de fonctions



Dérivation et étude de fonctions = 1




Soit x unréel,ona: x€eDe=1—x=0
=x<1
= x€|-o;1]
Donc: D= |-oo;1]

b) e Calculons lil_nf(x):

Ona: lim2xyl—x =—oo et }ir_n_ArctanX =—%
Donc : limArctan(2xy1 —x) =__72§.

X——0c

Ainsi : lim f(x) = lim Arc tan(2x+/1 *x)+% =0
* Interprétation graphique :

Ona: limf(x) = 0 alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote hori-

zontale a (¥¢”) au voisinage de —co.
2) Etude de la dérivabilité de f a gauche en 1:

Soit x unréel,ona: f(1)= 22{"

: fx)=f(1) _ Arctan(2xy1—x) _ Arctan(2xy1 —x) o 2xy1—x
¢ T R X1 bz 2xy/1 —x X
Onpose: t=2xyl—x,ona: x— 1" e=t-0"

Donc : lim A’“Z“(lz’i; —x) _ lim AP0 = (Aretan) (1) = 1

2T =2 N
Etona: Eup s —-Euﬂn( f—l_x)— 00
- f(1
Donc: limf—(xj-:*_—{(—)- =—oo0 signifie que la fonction f n’est pas dérivablea
x—1
gauche en 1.

* |nterprétation graphique :
La courbe (#7) admet une demi-tangente verticale a gauche en son point

d’abscisse 1; dirigée vers le haut.

3) a) Calcul de f'(x) ol x < 1:
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lafonction u:x — 2xy/1 —x est dérivable sur I’mtervalle J-oo; 1] il s ensmt
quele fonction Arctan ou est dérivable sur ]—oo 1[

Donc le fonction f I'est aussi:

Ftona: (Vx < 1) ; f'(x)'=%
o (vx<1); w(x)=2/1—-x— = 31 si _

pinsi: (vx € J=o0 1)) 3 f'(x) = /i ;x(12+:4§;"(1 —x))

b) Tableau de variations de f :

hisque le signe de
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Etcomme — 4—((— T 1)2)2 < 0 alors | f'(x)| < ji*

Dol (Vx €[1; +oo]) ; | f(x)] S%

¢ Montrons que: (3la € |1;2[)/Aa) =

On consideére la fonction g définie sur I'intervalle |1;2[

par: g(x) = flx)—x

lafonction g est dérivable sur |1;2[ et que:

(vxeli;2) ; g'(x)=F(x)—1

comme f'(x) < O pourtout x € |1;2[ alors g'(x) < 0 pour tout x € |1;2[
cest-3-dire la fonction est strictement décroissante sur ]1;2].

Donc la fonction g est continue et strictement décroissante sur |1:2[ donc
elle réalise une bijection de |1;2[ sur g(]1;2[) ou

#(020) = Jlimg (x); limg ()] = 1g(2); (D] = |5 51|

Comme 0 G] l[ alors il existe un unique réel a € |1;2[

tel que g(@) = 0 c’est-a-dire fla)=a

ainsi: (3 € 1;2]) Ifla) =

Signifie que 'équation f(x) = x admet une unique solution @ dans
fintervalle |1;2].

2)a) Montrons que: (VneN) ;1 <u, <2

En utilisant un raisonnement par récurrence.

-Initialisation:

sPbour n=0,onaw=2etl1<2=<2doncl=<u=<2

-Hérédité:

Soit n € N , supposons que 1 < u, < 2 et montrons que: 1 < u,.; <2
ona: 1 <u, <2 et f[1:2]) c[1;2] donc Au.) [1;2]

(est-a-dire 1 <t < 2

bonc: (VneN) ;1 <u,<2 =21=Zun=<2

» Conclusion: D'aprés le principe de récurrence (VneN) ; 1 <u, < 2.
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b) Remarque:

e Soit n un entier naturel, on a:

Xn1 = Uainr1) = Ugane1)+ =f(uz,,+|) =f(ﬂueu)) =_f(f(xn))
Et Yur1 = tatariyer = fltlaen) = AR ttznir)) = A Apn)
Donc: (Vn € N) ; x..1 =fof(x.) et y = fof(y.)

* On a la fonction f est strictement décroissante sur [1;2] et
f([1:2]) c[1;2] donc la fonction fof est strictement croissante sur [1;2].

i) * Montrons que la suite (x,) décroissante.

C’est-a-dire: (Vn € N) ; x,., < x, en utilisant un raisonnement par

récurrence:
- Initialisation:
sPourn=0,ona: xm=w=2etx=u,
comme u, < 2 alors x; < xo
Donc la propriété est vraie pour n = ()
- Hérédité:
e Soit n un entier naturel , supposons que x,:; = X, et montrons que
i e S
Ona X, et x, sont des éléments de [1;2] et la fonction fof est croissante
sur [1;2] , donc: %1 < X = fof{xunt) < fof(x.)
N S
Donc: (VAE N) ; Xt S %= Xoi2 S Xoe
» Conclusion: D’aprés le principe de récurrence:
(VneN) ; x <,
Signifie que la suite (x,) est décroissante.
* Montrons que la suite (y,) est croissante.

C'est-a-dire: (V2 € N) ; v, < y..1 , en utilisant un raisonnement par

récurrence.

- Initialisation:
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sPour n=10 ,0na: u> < up alors flus) < f(u,) c'est-a-dire
i < us; signifie que yo < y;
Donc la propriété est vraie pour n = 0
-Hérédité:
*Soit n un entier naturel, supposons que y, < v,+; et montrons que
Y1 S Yat2
Ona y, et y,.: sont deux éléments de [1;2] et la fonction fof est
coissante sur [152] , donc: y, <y, = fof(y,) < fof (ym)
= Yol = Yav2
Donc: (V€ N) ; yu < Yur1 = Yort < Ytz
* Conclusions: D’aprés le principe de récurrence, on a:
(VREN) ; Yo < Yuss
Signifie que la suite (y,) est croissante.
il Montrons par récurrence que: (Vvne N) ; y, < @ < x,
*Ona: 1 < @ < 2 etlafonction f est strictement décroissante sur
lintervalle [1; + o[ , donc A(2) < fla) < A1)
Cest-a-dire : % < @ < 2 parsuite y, < @ < X
(‘est-a-dire la propriété est vraie pour n =0
*Soit n € N , supposons que y, < @ < x, et montrons que:
Yerr O < Kl
Ona: x,,y,eta, sont des éléments de [1;2], la fonction fof est strictement
wr(l;2] et fle)=a donc y, < @ < x, = fof(y.) < fofl@) < fof(x.)
= Vo1 < A < Xyii
+ Conclusion: D’aprés le principe de récurrence:
(fneN); y.<a<x
di) Montrons que: (Va € N) ; | %1 — Yot | < (}T)z | %=yl
lafonction f est dérivable sur [1;2] et f([1,2]) c[1;2]
donc la fonction fof est dérivable sur [1;2] et que (Vx €[1;2]) ;
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(fof ) (x) = f'(fx)) ><f "(x).
Et comme | f'(7)]| < 4 pour ¢ €[1;2] alors:
I(fOf)'(x)|=If’(x)lxlf(ﬂx))ls(z) pour x €[1;2]
Donc la fonction fof est dérivable sur [1;2] et que:

’ 1V
(vaelL;2]); I(fOf)(x)IS(z*)
Par suite, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a:
(vne N), | fof(x.) — fof(y.)| <( ) | %0 =yul
équivauta (vne N) , [x,. — y-:+||#( ) | 2=yl
u) Montrons que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes.
* Montrons par récurrence que:

1 e
(Vﬂ = N) b Ix,.—yu| 5(“1_6’) 'IXu_lel
- Initialisation:
Al
ePour n=0,0na|x— ynl<( 6) | %= yo
- Hérédité:
* Soit n € N, supposons que | x, — y,| < (%)ﬂ-lxu ~ 3|
1 "
et montrons que: | %,.; =y, | < (1_6_) + 1| 2= o]
On a: d'apres la question précédente: | x,,, — y.. | < % |2, = ya
s a3 l A ] l n+
Etona: |x,—y.|< (ﬁ) [ %0 —yo| = 16 =y | < (TE) |20 = yo
Hn+l

Donc | X1 — yuet | < (TIG‘) | 20— yo
* Conclusion: D’aprés le principe de récurrence:
(Vn € N) ; Ixu“ynlg(il_ﬁ")r ',xn_yn,

e0Ona: —1< 16 < 1 alors hm(llﬁ) =)

Heatoo

c’est-a-dire: llm(116) J%—y]|=0

N=Tog
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onc: lim| x, — y.| = 0 signifie limx,—y, =0

N=tao

ftde plus la suite (x,) est décroissante et la suite (y,) est croissante.
Par conséquent les suites (x,) et (y,) sont adjacentes.
d) Montrons que: Iij;nx,. = limy, = a

lessuites (x,) et (y.) sont adjacentes alors elles sont convergentes et ont

faméme limite.

witneN ,ona: |x,—@|=x—a car a < x,

Comme y, < @ alors —a < —y, donc |x, — | < x.— y,
(VaeN);|x.—a| < x.—y,

Parsuite: J
limx,— y.= 0

[T )

donc, d'aprés les criteres de convergence: lirpx,, =a
et o

Ainsi limx, = limy, = @.

1) Montrons que: (Vx € R) ; f'(x) > 2:
lafonction f est dérivable sur IR, en tant que somme de deux fonctions
dérivables sur R qui sont Arctan et x — 2x— 1

itque: (Vx €R) ; f'(x) = Ti—xg+ 9

witxeR ,ona: filx)—2= ]_l}:xg et l-llxz > 0 donc f(x)—2>0

dest-a-dire f'(x) > 2
Ansi: (Vx € R) ; f(x) > 2

2)Montrons que f admet réciproque f

lafonction f est continue et strictement croissante sur R

car f'(x) > 2 > 0 pourtout x de R)
Donc elle réalise une bijection de R sur f(R)= ] I1r_r1f(x), lil_:nf(x)[

Comme limArctanx = -er* et limAretanx =—-27L , alors

X-=koo X——tc

llnlﬂx) =400 et xllmj(x) =—o0 ,donc: fAR)=]-oc;+0[=R
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Par suite f admet une fonction réciproque f' définie sur R.

3) Montrons que (3le € R)/fla) = a.

On considére la fonction g définie sur R par: g(x) =fx)—x

La fonction g est dérivable sur R et que:

(VxeR); gx)=f(x)—1= "ITI:?"{" 1

Il s’ensuit que: g'(x) > 0 pour tout x € R donc la fonction g est
strictement croissante sur R.

Et puisque g est continue sur R alors elle réalise une bijection de R sur
g(R)=R.
Comme 0 € R alors il existe un unique réel « tel que g(@) = 0 c'est-a-
dire: fla)=«a
* Montrons que: 0 < @ < 1
Ona: g(0)=—1 et g(1)= 345 donc g(0) <0< g(1)
cest-a-dire: g(0) < g(a) < g(1)
Comme g est strictement croissante sur IR , alors 0 < @ < 1.
4) Montrons que (Vx € |a; + ) ; fix) > x:
La fonction g est strictement croissante sur R, donc:
x>a=g(x)> gla)
= flx)—x>0
= flx) > x
Donc: (Vx € la; +oof) ; flx) > x
1) 1) Montrons que: (VneN) ; u, > a
En utilisant un raisonnement par récurrence:
- Initialisation:
ePour n=0,onau=aeta>adonc u >«
- Hérédité:
e Soit n € N , supposons que u, > @ et montrons que u,+; > @

La fonction f est strictement croissante sur R , donc f' est strictement
croissante sur K.
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Etcomme fla) =« alors f'(a)=a
Par conséquent 4, > @ = f ' (u,) > f ' (@)
= Uns1 > A
Donc: (VREN) ; > @ = Ui > @
Conclusion: D’apres le principe de récurrence on a:
(VneN); u.>a
2) * Etude de la monotonie de (u,):
ona: (vxeR) ; Ax)>x
it ne N ,ona u, > @ donc flu,) > u,
Etcomme f' est strictement croissante sur R alors:
) > wn= fH{fwn) > £ ()

= u, > [ (u,)

= Uy > Un+y
Donc: (V€ N) ; tyer < uts
Signifie que la suite () est strictement décroissante.
*Déduction:
la suite (1,) est décroissante et minorée par le réel @ , donc elle est
convergente.
3)Montrons que: (VaeN) ; u,.1—a < —é—(u,, —a)
Soit ne N
lafonction f' est continue sur [a;u.] et dérivable sur |a;u.
donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis:
(e € JosuD)if* () = £ (@) = (. — 2)(f ) ()
Cest-a-dire: (e € la;u]) 1w — @ = (. — @)(F'Y (c)
et puisque (Vx € R) , (F)(x) = m alors (f)(c) = m

Ona f'(x) > 2 pour tout réel x donc f'(f'(c)) > 2

= I T s e

ll s'ensuit que ) < 5 Clest-a-dire: (f')(c)< 5
a)

Etcomme u, — a > 0 alors (u,—a)(f ') (¢) < ‘é—(un =
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c'est-a-dire: i+ —a < "12“(.% -a)
Finalement: (Vn € N) ; u,.1 —a < -%(u,.—a)

4) Déterminons limu, :

H=toa

Montrons par récurrence que: (Ve N) 0<u,—a < (

)"’(Hn_a')

(S1E

- Initialisation:

ePourn=0,0nau—a>0 et (é)o-(uu—a')= Uo— &
Donc: 0 < uy— a<( ) (o — )

- Hérédité:

* Soit n € N , supposons que 0 < u,— @ <( ) (up— @)
et montrons que 0 < w1 —a < (—é)* | (uo— @)

On a d’aprés la question précédente

U1 — a'<( ) (0, — @) et 2|u., al_(}z) u—e
donc: i, — @ S(%‘)ﬂl;*(uo—a') et 0 < Up—a

D'oti 0 < i1 —a@ < (17)"-.»1_(“0_&)

Parsuite (VvneN) ; 0 < u,— <( ) uo— @)

Comme | 5 |< 1 alors llm(% )" = (). par suite lilpu,, =i

1) a) * Déterminons D

Soit x unréel, on a:

x€Dex40 et Xl

ox#0 ot x(x+1)>0

& x € |—o0;— 1]U]0; + oo
Donc: D = |—o0; — 1]U |0; + oof
* Calcul des limites de f:

ikl

e Ona Lllm zx— III im l a4 L = | et la fonction x — 3fx est continue en
il
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Yxtl _ g

i i y s : : 3 f
Par suite: !u'_nx— xx 1 =+ et llrunf(x)= [lglx— xj{-l 2
o =+0o0 donc lim’ x-ch-l =+
x-0"
Par suite limf(x) = llmx— x_—;_-_l_ S

x—=i

¢) Branches infinies

+Ona limf(x) =+co donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote
x-0"

verticale de la courbe (¢).

+Ona: (Vx € D) ; ﬂx)ﬂx—l—(aﬂf%]—— I)

ft comme: Ilii_fp (3 %— 1) = () alors 1l]i_lp fAx)—(x—1)=0

Donc la droite d’équation y = x — | est une asymptote oblique de la courbe
(#) au voisinage de +oo et au voisinage de —oo

1) ¢ Etude de la dérivabilité de f agauche en-1:

Soit x € J—o0;—1[ ,ona A—1)=—1

Aix=="1 e

o [ AGIRNES Vs el =1+_\/_3_¢__‘_=1+3 =l

x+1 x+1 V—(x+1) x(x+1)

.3 =
=+ — =1

Comme llm( (x+1)2) oo alors }gp}_ x(x+ 17 (e}

o R
Par suite llm-——-‘;,—*_——l——+oo

x==1

Ainsi la fonction f n’est pas dérivable a gauche en -1

¢ Interprétation géométrique:

la courbe (¥) admet une demi-tangente verticale a gauche en son point
d'abscisse -1, dirigée vers le bas.

3)a) Calcul de la dérivée de f:

lafonction f est dérivable en tout point de D —{—1} et que:

= v o = —-“‘-"—"—x
(vxe D\{~=1}) ; fi(x)=1 © (x+l 3 ‘/x+1

X
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b) Tableau de variations de f:

Ona: (Vx € ]—o0; — 1[U]0; + 0]) ; f(x)>0

signifie que la fonction f est strictement croissante sur les deux intervalles
J=o0; = 1] et ]0; + oo

Par suite le tableau de variations de f est:

= ‘°° =~ 9 tioo
i)l + (VA +
VS —

4) a) Montrons que g admet une fonction réciproque

La fonction u:x — = +1 est continue et positive sur [0; + oof

donc la fonction %/u est continue sur |0; + oo| , par suite g est continue
sur ]0; + ool .

Et comme g est strictement croissante sur 10; + oo| alors elle

réalise une bijection de ]0; + oo[ sur Vintervalle J = g(]0; + oo[) ol
J= ]i{'g!g(x);}igrig(x)[ =]-o0;+o0[ =R

Par conséquent ¢ admet une fonction réciproque g~ définie sur R.
b) Montrons que (3!a € |0; + oo[)/g(a) =0 etque: 1 < a < 2

La fonction g est une bijection de ]0; + oo[ sur R

Et comme 0 € R alors il existe un unique réel @ € 0; + oo| tel que
gl@)=0

Ona: g(1)=1-%2 et g(2)=2—3\/% alors g(1)< 0 < g(2)
c’est-a-dire g(1) < g(a) < g(2)

Et comme g est strictement croissante sur [0; +co[ alors l < @ < 2.

c) * Montrons que g ' est dérivable sur J :

La fonction g est dérivable sur J0; + oof et g’(x) # 0 pour tout réel
X e ]0; + oo
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® Calcul de lim g(x)

=%
Ona: limsinx =1 et limcosx =0 avec cosx > 0 pour tout x € ]O, I[
s—E I
donc limtanx =-+o0, par suite hmg(x) =+
x—-%’" s ‘2—'

2) a) Montrons que : 0 < tan(x) —x < x-tan’(x), ou x € ]0;%'[
La fonction ¢ : £ — tan(f) — ¢ est continue sur [0;x] et dérivable sur 0;x]
. D’aprés le théoreme des accroissements finis :
(Fc €10:x[) 5 @(x)—(0) = (x—0)¢'(c)

Et puisque (Vt e [0,*27;*[) : @' (¢) = tan*(¢) alors ¢’ (c¢) = tan’(c)
Donc: (3¢ € [0;x]) ; tan(x) —x = x X tan’(c)
Et on a la fonction tan est strictement croissante sur ]O%[ ;
donc: 0 <c¢<x <22r-=»0 < tan(c) < tan(x)

= 0 < tan’(c) < tan*(x)
Comme x > 0 alors 0 < xtan’(c¢) < x-tan®(x)
D'oti: 0 < tan(x) —x < x - tan®(x)
Ainsi : (Vx e ]O,g—[) ; 0 < tan(x) —x < x - tan’(x)
b) Montrons que la fonction g est dérivable a droite en x; = 0
Soit x un élément de l'intervalle ]0;"72[[, ona:

gx)—g(0) _ (tanx l)ﬂtan(x)—x
=0 AN 5 22

Et d’aprés la question précédente, ona: 0 < tan(x) —x < xtan’(x)

&g(x) — g(0) tan'f(_x_]
, C'est-a-dire : 0 € =— =0 e

tan(x) — x 3 tan’(x)

Donc: 0 < >

2
Puisque : lmulgg-l- =1 et limtanx = 0 alors 1| _alnx_(xl =0
T x—0t .

I(Vxe]();fi[) 0= (x; %(0) tan;(x)

Par suite on a : 1 tan’(x) _
—--—x-—-- — 0

lim
x—0
Donc : d’apres les propriétés de limites et ordre : Iim%:‘gﬂ =0
x—0" L.
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c'est-a-dire la fonction g est dérivable a droite en 0 et g',(0) =0
3) a) Tableau de variations de g :

La fonction g est dérivable sur ]0;%[, etona:

(Vx = ]0;‘721[) 5 g' (x) B x(l + tan;?'_x) — tanx

Ft d’aprés la question 2) a) on a : tan(x) — x < xtanx’(x)

cest-a-dire : 0 < x(1 + tan’*(x)) — tanx pour x € ]0;%'_[
Donc: g’ (x) > O pour tout réel x € ]0;-72{—[

c'est-a-dire la fonction g est strictement croissante sur {0;%{ , par suite le

tableau de variations de la fonction g est:

| . . -ﬂ.’
X 10 : 7 |

1 g |0 -+ |

. +m|
g ) » |

b) Montrons que la fonction g est une bijection :
La fonction g est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0;%{,

donc elle réalise une bijection de [U;"g—[ sur l'intervalle J = g([O;-g—D

ot J =[g(0); Iirr_l_,g(x)[ =[1; + oo

ARt ON

Il) 1) a) Montrons que la fonction f est continue sur [0;%—]

¢ La fonction g est continue sur [0;%[ et la fonction Arctan est continue
sur R telles que g([o;%[) C R, donc la fonction f= Artanog est continue
sur [0;%[

°Ona: limg(x) =+ et Al”? ArctanX:%-,

e
donc lim Arctan(g(x)) = % c'est-a-dire lim f(x) = "72{- =j(%) signifie la
x -—-%—‘ ‘—-%—

fonction f* est continue a gauche en %"
Ainsi la fonction f est continue sur [0;%]

b) » Etude de la dérivabilité de f a droite en x, = 0
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Soit x un élément de ]0;%[, ona:

fx)—f(0) Arctan(g(x))— “ﬁ; & (Artan(g(x))—~ %‘ ) & (g(x) =l )

x—0 =0 g —1 &l
T
e ] Arctan(g(x))_I
Ona: x["].n{} =0 = 0 Calculons xllrﬁl g()—1

Onpose: t = g(x), alors x — 0" équivauta {— 1"

n
Aretan(g(x))— 4 _ . Arctant— Arctanl

Donc : }Ln;? RS = ,l.il'll']. | = (Arctan)’ (1) =l§
Ainsi : [imﬂ;’;)__;fo(o—)- = () signifie que la fonction f est dérivable a droite
x—0*

en xo=0 etque: f4(0)=0
e Interprétation géométrique :
La courbe (7#) admet une demi-tangente horizontale & droite en son point
d’abscisse x, = 0 (d’équation: y = % et x=0)
1
On considére la fonction A définie sur I'intervalle 0; + oo| par:

h(t) = Arctan(f) + Arctan (I?)

2) a) Montrons que : (V£ > 0) : Arctan(z) +Arctan(l-) = er—

La fonction & est dérivable sur ]0: 4+ oo| en tant que somme de deux fonc-

tions dérivables sur |0: + oo, etona:

S o e NG |
T A T T T TR
r

(Ve >0); 0 ()= =0

Donc: (Bc e R)/(Vt€ [0;+ ) : A1) =c

Comme A(1) = Arctan(1) + Arctan(l) = 7’4-r~+%= %
Ainsi : (V1 € ]0; + o0]) ; Arctan(z) + Arctan 1?) = 12{“
b) Montrons que f est dérivable a gaucheen x; = -725

Soit x un élément de l'intervalle ]0;%[, ona:

fx) —1‘(!-21:) _ Arctan(g(x)) — g—
(e T

2 2
G A e =5
Comme g(x) > 1 alors Arctan(g(x)) ) A""tan( g(x))

174 ( Dérivation et étude de fonctions




1
s BE e
2 2 gk 2

St v ] I
'Onpose.t—-g(x),alorsx—» 5 =1 0

Donc :

1
Arctan(——-)
donc: lim ———E L — iy Arctant _ g

i g(x)
¢ On pose : X=x—-7£,alors x—~%~¢=oX—» 0

( tan(X-i—m@)
Bl Frme e =B g

1—0* i

Comme lim ta;}X =1et lim( 1 ):%

X—0" X—0

alors Ilm(x—-%-) glx) = hm X.x.-_l_k“-)z_.%

X5

: 1 T

Donc: Mmoo = 5
x—%:(x <= %) g 2
L

Ainsi: lim Ol
x--lzl K==

G
agaucheen x; = er*

= % signifie que la fonction f est dérivable

3) Tableau de variations de f :

La fonction f est dérivable sur I’intervalle] %[

et que : (VxE]O;g“D @)= 1+g(§2€))2

Comme g'(x) > 0 pour x € ]0;-*—[ alors f'(x) > 0 pourtout x € ]0;%[

Donc la fonction f est strictement croissante sur [0;%]

Ainsi le tableau de variations de f est

- __O__________
fx) |0 +

i zr_/
|4

wfN |

(SJES
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b) La courbe (%)

o=

176

Exercice &1

1) a) Montrons que : (Vx € |0; + oo]) ; Arctan(x) + Arc tan(lg) = %
Soit x € ]0; +oo[, ona: (Ella.' &« ]O,Lzr-[) ; tana = x

Alors : tancr=x¢=»L= 1

X tanag
L= tan(Z-0)

S S/ ys

Donc : -‘725- —a= Arctan(i—)

Comme tana =x et 0 < a < % alors @ = Arctan(x)

Par suite % — Aretan(x) + Arc tan (%)

Ainsi : (Vx € |0; + oo]) ; Arctan(x) + Arc tan(-}-r-) = -g—

b) Montrons que f est continue sur [0; + oo|

e Lafonction u : x — i.— est continue sur |0; + oc| donclafonction Aretanou
est continue sur [0; + oof

La fonction v : x — mwArctanx continue et positive sur ]0;+ o[ donc la
fonction /v est continue sur ]0; + oof

Par conséque la fonction f= Arctanou + f; est continue sur 0; 4 oof en

tant que somme de fonctions continues sur ]0; -+ oo

° rli_nl;r}; =-+o0 et xl_i{pmArctanX = 12{* donc !IrqArc tan(—lf) = -725

x—0

|:L":; Dérivation et étude de fonctions



etona: lun\/?mrctanx = /_ 0

0

Donc : llmArc tan( 1 )+ TArctanx = 22‘: c'est-a-dire lin;;l_f(x) = £(0)

—nt

sigmfre que f est continue a droite en 0
lIsensuit que la fonction f est continue sur [0; + ool

2) » Calculons lim f(x)

Ona: llm—lx: = () donc lim Arctan( ) Arctan(0 =0

2
Etona: llm mArctan(x) = a[ors I1m s/:rArc tanx = £2£

Donc : Ilm fx)= —ﬁ

¢ Interprétation graphique

my2

I_im flx) = > donc la droite y = 7“2/5 est une asymptote de la courbe

(#) au voisinage de +oo
3)a) Etude de la dérivabilité de f a droite en 0

Sit xe ]0; + 00|, 0na: Arctan(“l—) = 72£ — Arctan(x), donc ;

)= £(0) A”"“‘“( )+ y wArctan(x) — _ —Arctan(x) +y wArctan(x)
=0 x
__Arctanx ix Arctanx
e % X
Comme IMM =1 et Ilmﬂ =+o0,
07 X ot X

; Arctanx | /7 , Arctanx )
lors Jm;l( = = T % =+co
(est-a-dire la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0

tInterprétation géométrique

la courbe (7#) admet une demi-tangente verticale a droite en son point
dabscisse 0, dirigée vers le haut

b)Calcul de ' (x) ot1 x € ]0; + oo|
lafonction f est dérivable sur 10; + oo

bour tout x € |0; +oo[, ona:
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1 T
’ _F 1 +x2 =1 T
= -+ = BS
£ —17 2y mArctanx 1+x°  2(1 +x)y/7 - Arctanx
T — 24/ wArctan 2 '’ — 4AxArctanx

20+ Arctanx ~ 201+ 23w + 27 - Arctanx) - /7 - Arctanx
e Etude du signe de f’(x) sur l'intervalle [0; + oof
Ona: 2(1 +x*)(m +2y7 Arctanx)y/ 7 - Arctanx > 0
pour tout x € J0; + oof

Donc la signe de f’(x) est celuide 7* — 4mArctan(x) ot x € J0; + oof
Ona: 1’ —4rxArctan(x) = 471'(% — Arc tanx), alors:

o ff(X)=0e=x=1

o f'(x) <0 e=xe]l;+oof

e f'(x) > 0=x€e]0;1]

c) Tableau de variations de fonction f :

% 0 | +oo
R LIRAREE RO
‘f

f ; \ 7{/2
; 2

4) a) Montrons que g admet une fonction réciproque :

La fonction g est continue et strictement décroissante sur lintervalle
[1; + o[ donc elle réalise une bijection de [1; + oo| sur lintervalle J = g(/)
ol J= ]llmg(x) g(l)] ]E\/— 3

Par suite g admet une fonction réciproque g définie sur J = ]%@‘3%
b) e La monotonie de g™

Les fonctions g et g ' ont le méme sens de variations,

/2 37{]

donc la fonction g est strictement décroissante sur ] 3 4

e 'expression de g '(x) ou x € J

Soitxe] 72 37{] et y€e[1;+ o[ tels que: g7'(x) =
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Donc lim f(x) = lir+n x(3 : ‘\/j:ji‘ IheE 1) =—00

e Branche infinie :
On a lim f(x) =—oc donc la courbe (#) admet une branche infinie au voi-

11—t

sinage de +oo
J o) 2 s BN A
Puisque ,I.HP,,"—x = _‘1_1_111m3- \/ % + e 1=—1
et l_irflf(x)ﬂ(—x)= !'lrp3--‘\/1+x=+oo
alors la courbe (%) admet une branche parabolique de direction la droite
d’équation y =—Xx au voisinage de +oo
b) e Etude de la dérivabilité de f a droite en x, =— 1
Soit x€ |-1;+oc[,0na: f(—=1)=1
et f(.r)"'f(‘* 1) =3-3~.|gx+ ==l =—l+3XJJ:£i‘1“,"-—_1+3X" i

x+1 Xt GFED= +1)?
- : 1 11 ol ] =
Puisque ,,Erﬂ~(_“(x+ 1)2) =+oc alors l.l_’,’pl'ﬂ/ -————(x+ ik +o0
Donc lim‘f*(—%—c_;f(l;l—)- =+oo signifie que la fonction f n’est pas dérivable

a droite en xo =— 1

e |nterprétation graphique :

La courbe () admet une demi-tangente verticale a droite en son point d'abs-
cisse —1, dirigée vers le haut (d’équation x=—1et y 2> 1)

2) a) Calcul de f’(x) pourtout x € |—1;+ oo :

La fonction f est dérivable sur I'intervalle |—1; + oo
’ 1 1
Etonapour x€ |—1;+ X)) =3l =1

e Llesignede f'(x) ot xE€|-1;+ oo :
Soit x un réel de I'intervalle |—1; + oo ,0na:
1 =3+ 1) i =x(x+2)
Vet Vb DX GH) +1/GEDY)
Alors le signe de [’ (x) est celui de —x(x + 2) sur I'intervalle [1; + oof

=
Dol le tableau de variation de f est:
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b)Montrons que : (3la € 15;6]) ; fla) =0

Soit / la restriction de la fonction f sur I'intervalle |5;6[

lafonction / est continue et strictement décroissante sur |5;6|

Donc elle réalise une bijection de |5;6[ sur 4(]5:6]) = |h(6);4(5)]

pisque h(6) = 3-3/7—6 et h(5)=3-46—5 cest-a-dire : h(5) > 0 et
h(6) < 0 alors 0 € [h(6);4(5) donc il existe un unique réel a € |5;6] tel
que h(a) = 0 c'est-a-dire f(@) =0

parsuite (Ala € 15;6]) ; fla)=0

I)1) Montrons que : (3!4¢ € [2:3]) ; g(Ao) = Ao
On considére la fonction ¢ définie sur l'intervalle ]2;3[ par:
) =gx)—x

»Lafonction ¢ est continue sur |2;3]
+[amonotonie de ¢ sur ]2;3[ telsque x <y
Onalafonction g est strictement décroissante sur I'intervalle [0; + oo donc
ov) > g(y)
Parsuite x <y = g(x) > g(y) et —x>—y

=g —x>gl)—y

= 0(x) > 9(y)
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c'est-a-dire la fonction ¢ est strictement décroissante sur ]2;3|

Par conséquent la fonction ¢ réalise une bijection de [2;3] sur
o(12;3) = le 30 2)]

Etona: @(3) < 0 et ¢(2) > 0 cest-a-dire: 0 € Jp(3);:¢(2)|

Donc il existe un unique réel A, € 12;3] tel que ¢(A,) =0

cest-a-dire : g(Ao) = Ao

Ainsi : (3140 € 12;3]) ; g(A0) = Ao

2) a) « Montrons que g admet une fonction réciproque :

La fonction g est continue et strictement décroissante sur l'interval-
le [0;+ o] donc elle réalise une bijection de [0;+ oo| sur intervalle
J = 8([0; + 0o[) = | lim g (x);£(0)] = ]-c0;3]

Par conséque g admet une fonction réciproque g ' définie sur l'intervalle
J-00;3]

b)  Montrons que la fonction g™ est dérivable sur |—oo;3[

La fonction g est dérivable sur lintervalle 0;+oo[ et que g'(x)#0

pour tout x € |0; + o[, donc la fonction g™ est dérivable sur I'intervalle

g(10; + oo[) = J-o00; 3]
(oY (1) = 445
* Montrons que : ()" (d0) = g, pE
On a la fonction g ' est dérivable en Ao, et g(As) = A

‘est-a-dire g7'(Ao) = Ao

o (U = ! = 1
Donc: (g7) (Ao) ¢ ) g A)

S i denEEs gl
Etona: £ (/]u) (3\/,10—_;_—1)2 1
Puisque : 8(A) = A= 3- YA+ 1 -4 =4

YA FT =2

3
= (A1) = 4
Alors g’ (A,) = 4_35_ = 9%’;?1
4

D'ou (g7") (Ay) = 9—42
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ilacourbe (I") voir la figure précédente |

JMontrons que : (Vx € |-o0;0[) : g7'(x) —a < gx_a'az

St x € J-00;0[, ona:

lafonction g™ est continue sur [x;0] et est dérivable sur |x;0[, donc d’aprés

kthearéme des accroissements finis :

e elxol) ; g @) —g ' (0) =E—0)(g") ()
0rg(@) = 0 c'est-a-dire g7'(0) = @

B e e > .
ftona: (g7)(c) () donc: (3¢ € |x;0[)

lque g'(x) —a@ = Tg_'-(g—ici(c_))

uisque la fonction g ' est strictement décroissante sur |—o0;3]

fors: x<c<0=g"'(0) < g'(c) < g'(x)
—=a<gic)<g'®

ona: (Vx e |—1:+ oo]) ; f(x) =—-§~.(x + 1)"‘sf

donc la fonction f” est strictement décroissante sur |—1; + oo par suite g’

st strictement décroissante sur I'intervalle [0; + oof
Isensuit que : @ < g7 (¢) = g'(g () < g' (@) < 0

Etona:g'(a)=(—3‘/~£T)7“l
stpuisque f(@) =0 <= Ya+1 ﬁﬁ(\/aT)zw_

i

nrsuite : g'(g ' (e)) < ,__2(13_ cest-a-dire & B e _1,
9—a* " g'(g'(0)
X xa’
ftcomme x < O alors 2(2 (@) <5=

2
Dol g (x) —a < -—r——gjfra,z

i
insi: (Vx € |[-o0;0[) + g g'(x)—a < 9"?&2

I)1) a) Montrons que : (VneN) ; 0<u, <3
tnutilisant un raisonnement par récurrence
-Initialisations :
Pourn=0ona:u=0donc 0 Su<3
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- Hérédité :
e Soit n € N, supposons que 0 < u, < 3, et montrons que 0 < u,:; < 3
On a la fonction f est décroissante sur I'intervalle [0; + oo
donc: 0 < u, < 3 = f(3) < f(u,) < f(0)
—3-Y4-3<y, <3
etona3-¥4—3> 0 dolt 0 < <3
Ainsi: (VhneN) ; 0<u, <3=0< . <3
» Conclusion : D’aprés la principe de récurrence (Vne N) ; 0<u, <3
b) ® Remarque :
* Soit n un entier naturel, on a :
Kuer = Uagsry = J(Uanr1) =f(f(u:.-=)) =f(f(Xn))
Et Yur1 = Uameny+) =f(uzwn) =f(u(2u+l:l'r|) =,f(f(u3n+l)) =f(f(}'n))
Donc: (VnEN) ; X = fof (x.) et y.i = fof (y.)
e Lafonction f eststrictement décroissante sur [0;3] etque A[0;3]) € [0;3]
. Donc la fonction fof est strictement croissante sur 'intervalle [0;3]
e Montrons par récurrence que la suite (x,) est croissante, c’est-a-dire :
(VvneN) ; x. < xun
ePour n=0,0ona: xx=u=0 et x, =
et comme u, = 0 alors x < x
e Soit n € N, supposons que X, < X,«; et montrons que X,: < X2
Ona x, et x,., des éléments de I'intervalle [0;3] et la fonction fof crois-

sante sur [0;3] donc : % < Xt = fof () < fof (xu+1)
= Xu+| < Xn+2

D'ot: (VR EN) ; % < Koot = Xurt S Xoiz

» Conclusion : D’aprés le principe de récurrence: (Vae N) ; x, < x4
Ainsi la suite (x,) est croissante.

e Montrons, par récurrence, que la suite (y,) est décroissante

cest-a-dire : (V€ N) ; yu <y,

° Pour n=0,0na: u < u, donc f(uw) <f(u), c'est-a-dire u < w; signifie
que yi Sy

Donc la propriété est vraie pour n = 0
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*Soit n € N, supposons que y,.; < y, et montrons que Y. < Y«
Ona y, et y,., des éléments de [0;3] et la fonction fof est croissante sur
(0:3], donc : Yar1 S Yu = fof (yas1) S fof ()

= Vot2 S Yo
Donc: (VA E N) : oot < P = Vo2 S Yurs
» Conclusion : D’aprés le principe de récurrence : (Ve € N) ; yu <y,
Ainsi la suite (y,) est décroissante
2)*Montrons que : (Vn € N) ; x, < Ay <y,
En utilisant un raisonnement par récurrence
Pourn=0,0na: %=0, w=3et0<2< A <3,donc: x < Ao < yus:
+Soit n € N, supposons que x, < A, < y, et montrons que :

i /L, < Vaur
Ona: x.,, y, et Ao sont des éléments de [0;3] et la fonction fof est crois-
sante sur [0;3], donc
5 < Ao < yu = fof (x.) < fof(Ao) < fof &)

= X1 < Ao < Yot (car fof (o) = f(A0) = Ao)

Donc: (Vr € N) ; %, < Ao < Yo = Xoet < Ao < Yo
* Conclusion : D’apres le principe de récurrence : (Vne N) ; x, < Ao < y.
* Déduction :
lasuite (x,) est croissante et majorée par A,, donc elle est convergente

Lasuite (y,) est décroissante et minorée par A,, donc elle est convergente

3)a) Montrons que : (Vx €[0;3]) ; | £/ (x)|< (1 = Xlz\/i)

. 1 l '
Soit xe[0;3],0na: f()=77—=—1let f(x)<O
G+ 1)
e 1 (x+1)
Donc: | f' (@) |=1—s——5 PEEIE
| Y+ =-YI16

Parsuite : | £ (o) |—(1 - L= )= —L —— =530

arsutte= I (‘ 2xv§) 2xV2 et} 242 Ve +1)
<1+x<4

= 1<(1+x)’°< 16

— 1<YE+1)2<Y16

Cest-3-dire : 4/(1 +x)* —%/16 < 0, donc |f'(x)|—(l 2 2-13«/5)g 0

Puisque: 0 S x <3 = |

A/
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signifie que : | f'(x)|< 1 — 5 1/5

Ainsi (Vx €[0:3]) ; | f/ ()| < (1 ‘"2_;75)

b) Montrons que : (Vn e N) ; | X1 -y,.+,|$(l = 2-1ﬁ)b><lx,,—yn

On a la fonction f est dérivable sur [0;3] et £([0;3]) c[0;3]
donc fof est dérivable sur [0;3] et on a : (fof) (x) = f'(f(x)) X f’ (x) pour

tout x €[0;3]

i 1
Et comme | £ (1) | < 1—2_3‘[5 pour 7 €[0;3]

Alors [(fof) ()| =11 @) x| £ (Fe) < 1 —5—47_2—) pour tout x € [0;3]
Donc : La fonction fof est dérivable sur [0;3]

et (Vx €[0;3]) ; [(fof) ()| < (l i Eﬁ-)z

Par suite, d’aprés l'inégalité des accroissements finis, on a :

(vneN) i |fofe) ~fof 0| < (1= 575 ) x|~

2
équivauta: (vneN) ; lxu+:"y"+1|€(1~ 21'/5) X | 2= yal

c) Déduction :
* Montrons par récurrence que : (vneN) ; |x, —.y,.Ié(l s _lﬁ)hlxu——yal

=2 ] IR
ePour n=0,0na: |xn~yo|£(l—-m) X | x0= yol
e Soit n € N, supposons que : Ix,.—y..[é(l -—2)—%‘/—-5—) x| % —yo| et mon-

: 1 2n+1)
tronsque.lx,+|—yn-.:|$(l—m) X | 20— yol

2
yn+l _xn~l"‘<-(1 S 2.2‘/5) Xlxn_yn|

On a d’apres la question précédente

Etona:

n 2 2
=l (1= 57 ) Xls—wl = (1= 5 ) Xls—nl<(1 =525 ) Xln-yl

1 2in+1)
Donc : | X1 =yt | < (1 = 2—5‘/—5) X | 25—yl

e Conclusion : D’apres le principe de récurrence :
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2n
(V"EEN) ; |xn”yn'g(l_2—£-ﬁ) xlXa’_‘yHI
e S e e
( 2-%/5)’“ a°r5~-'f-5'=-=( 2-%)

Par suite Pinnx —%=0

'Ona:

ftde plus la suite (x,) est croissante et la suite (y,) est décroissante

Par conséquent les suites (x,) et (y,) sont adjacente§

Y Montrons que lim x, = lim y, = Ao

Les suites (x,) et (y.) sont adjacentes alors elles sont convergentes et ont la
méme limite

Onpose: limx,= limy, =10

n—+ n—-too

puisque : (Vn e N) ; x, < Ao < ya alors lim x, < Ao < lim y,

H=—s+oo At

dest-a-dire : 0 < Ao < 0 donc Ao = ¢

Ainsi: lim x, = lim y, = Ao

n—tom n—toc

[Erercice €7
A)Montrons que : (Vx € R) ; cos(Arctan(x)) = Jl:-—x’

lafonction ¢ — tant est une bijection de ]-"%,%[ sur R

Soit x € R donc: (El!a = ]—-725%[) ; tan(a@) = x
cest-a-dire : @ = Arctan(x)

| 1
Ona: -
i JI+x J/1+tan’e

Puisque —-g— <a< 2 alors cosa@ > 0, c'est-a-dire |cosa | = cosa

Donc : J1L+x—2 = cosa = cos(Arctan(x))

Ainsi: (Vx € R) ; cos(Arctan(x)) = \/I%I-*xz

=|cosa|

B) 1) Montrons que la fonction f est continue sur [0;"341]
. : i 2 : S -
Ona: la fonction u : x — 3X est continue sur |0; 4 et la fonction tan

est continue sur [0. 7 [ telles que u({ 37{[) [0;%[
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Donc la fonction v : x — %tm(%) est continue sur [0;%&[

Enplusona: v([(); %_17;_[) C R et la fonction Arctan est continue sur R ; donc
la fonction f= 2Arctanov est continue sur 'intervalle [0;%[
e Ftude de la continuité de f a gauche en 3T71'

; i . bl 2x
Calculons xl_n.g__f(x) = x_h.g%:_zArc tan(2 tan( 3 ))

On pose : X=—2j£,alors x—»g’~g44=»x—»%—

Donc: lup(ljtan(%fc—))— lm-lz- tanX =+o0
x4 X~

Et comme llmArctan(t) — 2 alors lirnArctan(—é—tan(%fc—))=*72L

[—eton I
S e

4

Par suite lim (ZArc tan(%tan (*231))) =7

Cestadire lim f0) = f( 2 )
-
signifie que la fonction f est continue a gauche en %’I—
Finalement la fonction f est continue sur { 7{]
2) » Montrons que f est dérivable sur [0;%[
On a la fonction v : x — "é—tan(%f—) est dérivable sur [0;1475[ et la fonction
Arctan est dérivable sur R telles que v([O,%D cR
Donc la fonction f= 2Arctanoy est dérivable sur [0;14@-[

» Calculons f’(x) pour tout x de [O;Qg[

Soit x un élément de [0;—3;1&[ ,on pose : v(x) = *]z—tan(%f{")

Ona:v'(x)‘—*“lz"x% (1""3“ (Zx)) 3(1+tan2(2—3f‘-))

Etcomme f= 2Arctanov alors:

(eax—tE 2 M tan —3£)__=_8_ 1+ an'(5)
=2 l+(V( ))2 & {4 -}L—Xtan’(%i) 3 & 1-tant (_%x_)
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2
Ains : (VxE[O;%—iLD : f(x) =§3_ ;it:: Ei%]
2
3) Montrons que : (Vx E[O; Sf D f(x) = *"—cos( f(x))

Soith[O;%& ,ona:

o0s(fx) = 005(2Arc tan (712“ tan (_2:;7:_))) = 2cos’ (Arc tan (% tan (%))) ==

D'apres le résultat de la partie A) on aura :

(arctan(Ltan(25)]) < — 1
€08 (Arctan(z tan( 3 ))) 1+%t a(%{f_) 4 + tan’® (%)
lIsensuit que cos(f(x)) = A +ta§2(*2“’1) i i+ ZZ 5_3;%
3 3
2( 2%
Donc : - — cos( f(x)) = j +za"2523;c§
an’( 4
20+ 5tan*(Z)- 12+ 3tan’(%)
3'(4 + tan’ (“%’“&))
= 1 + tan? (23’6) :
T 4 + tan® (2x) -

pinsi: (vx €0:3Z]) 5 £ (0 =3 — cos(/x))

4)2) Montrons que : (ac e] 3 D | fo)—m= (x—-——){ ()

sot x€ [0;37; on a %37 c[0:22], alors ta fonction # est continue
ar | 37| et dérivable sur |x:3F{, donc d'apres le théoréme des accrois-

sements finis, on a : (Elc = ]x,gf[) )= f(;’g—) = ( = z’f—)f (c)

('est-a-dire : (3c (= ]x,;%{—[) | fix)—m= (x—_u)jf (c)
b) Déduction :
Ona: f'(x) > 0 pourtout x € [0;%‘&[ et la fonction f est continue a gau-

Dérivation et étude de fonctions » 189



190 ¢

cheen =% 3 , donc f est strictement croissante sur [0 3”]

Comme Ia fonction cos est strictement décroissement sur [0; 7]
M0 <f@) <fle) < 7

= cos 7 < cos( fl(c)) < cos(f(x))

=—1 < cos(f(c)) < cos(f(x))
Donc : —cos( f(x)) < —cos(f(c)) < 1

Jorsxon g < =

c'est-a-dire : %—— cos(fx)) < %— cos( f(c)) < %
D’apreés la question précédente, ona: f'(c) = M%
x— 3L
4
-
D’ols : %— cos( f(x)) < —————f(? T %
4
c) e Calcul de 11m cos(f(x))

"_'T

Ona: lim f(x) = f(-34£) = 7 et la fonction cos est continue en
—

donc lir‘n_cos(f(x)) = cos(m) =—

Xt

4

e Déduction :
e
Xt
I lim & - —cos( f(x)) =
lu—'—""
Donc, d’apreés les propriétés de limites et ordre ;: lim *ﬁ@% = %
ral b bty
4 4
3z
1= N=5
Etona: j(-:%-) = 1, par conségent : lim f?,(;,f ) = %—

3 _—

s 4
c'est-a-dire f est dérivable a gauche en %-1& et que f% (—4—
e Interprétation graphique :

La courbe (%) admet une demi-tangente en son point d’abscisse 3-43“

[y = %x ~T
d’équation : i 3r
s 4
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Par suite f admet une fonction réciproque f' définie sur [0;7]
b) Calculons f'(x) ot x €[0;7]

Soit x€[0;7| et y € [O;%&[ telsque f'(x)=y,ona:

(3)
2 e bl
P 2tan(2)— tan(2 )

3
-%

) =y=x=f(y)

s x = 2Arc tan(

= Arc t'm(2 tan(%f*)
=y=s3 Arctan(Z ("Jz-c-))

Et comme j(3f) 7 alors f'(m) = 3f

- Jf '(x) = %Arc t_an(2 tan(Qx—)) si x €[0;7x]
onc:

@ =g

o>

Exercice & 39
1) étudions la parité de la fonction f :

Soit x€R', ona: —x€R et f{—x)=—f(x), en tant que la fonction
x — Arctan(x) est impaire.
Donc: (Vx€R) ; A—x)=—f(x)

Signifie que [ est une fonction impaire.

2) Montrons que f est continueen 0 :

On llm—l——+oo et hm ArctanX = 2 donc: limArctan('}E)= fg“

x—ph X x—0'
Et comme jﬂmz =0 alors : limx*Arc ldﬂ(l ) 0
c’est-a-dire : xlfnul flx)=0
D’autre part, xli_r_rul_f(x) = }iﬂl_ﬂ“ x) = Jh#n: —f(®) =0, en posant : x =—1

Donc : limf(x) = 0 = f(0)
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linsi la fonction f est continue en 0.

3|+ Etudions la dérivabilité de la fonction f en O :

SitxeR ,ona: M—:J—(Q = xArc tan(-’lc—)

Or IlmAu tan(l ) OR llmArc tan(l )=~*g- et limx =0

Donc : iimxArctan (%) =0
f(x) f( )
I ==

Ainsi: lim = = () signifie que la fonction f est dérivable en 0 et

que [’ [0;
'Interprétation géométrique :

lacourbe ('77) admet une tangente horizontale en son point d’abscisse 0.
{) Montrons que Il_iﬁ f(x) =+o0:

Arctan (31()
sot J0; + oo, on @ s fla) = x X ———""

X
0npose:f=% donc: x—tow e f+— 0

Par suite lirln flx) = lim—lr- X L‘"}a”—t =400
s e

ar: Iim%— 1 et llm—lt— =+oc donc llm flx) =+
fafl’

f—ou x—tec

5)a) Montrons que : (Vx > 0) ; _I+—x’ < Arctan(x) < x :

soit v € J0: +oc[, 0n a:

lafonction Arctan est continue sur [0;x] et dérivable sur

l:x] donc; d’aprés le théoréme des accroissements finis, on a :
(Feelo:x]) ; Aretan(x) — Arctan(0) = (x — 0)(Arctan) (¢)

or(vie R) ; (Arctan) () = _|I_ 3

donc: (3¢ € J05x[) 5 Arctan(x) =1 =

ftoomme: 0 <c<x=1<1+c<1+x

1 1

7 <1
G

Par suite : [+ < B <xscarix> 0
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Dot : (Vx € ]0; + o) : < Arctan(x) < x

b) Déduction :

T

Soit x € |0; + o[, d’aprés la question précédente, on a :
1

l—fo—, < Arctan(%c-) < —}l?

équivaut a : ] fx’ < Arc tan(alz) < ~JIF

3

lJF-Z

Donc : < x*-Arc tan(-l*) <x

Ainsi: (Vx €0 +ool) 5 75+

c) Montrons que la droite (D) : ¥ = X est une asymptote a la courbe (¢;)

A iy )R

au voisinage de +oo

Soit x € |0; + o[, 0na: ]+ ~ < flx) <x
3

Par suite : qu-_—— x < f(x) —x < 0, c'est-a-dire :

1+ 5 SfX)=x <0

Tl e PO ) P | o
Et comme : ,]lr.n;]+x x'..'.rﬂ,_. 7 0 et A_Iul_[;lflao 0

Alors, d'apres les propriétés des limites et ordre : lim f(x) —x =0

Ainsi: lim f(x) =+oo et lim 1 f(x) —x = 0 signifie que la droite (D):y=x

est une asymptote a la courbe () au voisinage de +oc.
6) a) Montrons que : (Vx € ]0; + o) ; f'(x) = 2xArctan

S —
i
\-.._./
“I
+ 2
=

3

Soit x € |0;+ o[, 0na: |

j"(x)=ZxArctan(l?)'i“sz_“'xi :MArctan(Jf)— —

+
: X

0 i (A
Ainsi: (Vx> 0) ; f (x)—-ZxArctan(x) T

b) Montrons que f est strictement croissante sur [0; + oo| :

Soit x € ]0; + oof, 0na: ' (x) = 2xArc tan(-}c—)—Tﬁ—-_{f

=“}C~(x1Arctan(-;—) 1+3x )+xArc tan(l)

——( )+xArctan( : )
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3
omme 1—+—— < f(x), d'apres la déduction, et xArc l',dl’l(l )> 0

alors : E"(f(x)— I ix2)+xArc tan(jl-c—) > 0 Clest-a-dire: f'(x) > 0

donc: (Vx € J0;+oo]) ; £/ (x) >0

%rconséquent la fonction f est strictement croissante sur [0; + oof .

7)La courbe (%5) :

§)a) Montrons que f est une bijection de R sur R:

la fonction u-—-% est continue sur ]—oo;0[ et sur 0;+ oo, donc la

fonction Arctanou est continue sur les deux intervalles |—o0;0[ et sur
I + ool .

Donc la fonction f est continue en tout point de R’ en tant que produit de
deux fonctions continues qui sont Arctanou et x — x°.

ftcomme f est continue en 0 alors f est continue sur K.

tnplus la fonction f est strictement croissante sur R, par suite elle réalise
une bijection de R sur f{R)= ] lim f(x)' lim f(.x)[ =R

b) Montrons que f' est dérivable en 4 et calculons (f’ )'(—47&)

lafonction f est dérivable en 1 et (fl)'(—4—) = f’(l) = KE

9)a) Montrons que (3la, € 10; + <[) ; fa.) = x ;neN':

lafonction f réalise une bijection de I'intervalle [0; + oo sur 10; + oof .

Puisque l;e 10; + [, alors I'équation f(x) = 71?- admet une et une seule
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solution a, dans l'intervalle ]0; + oof .

Ainsi: (Vne N)3la, € 10; +oo]) ; Aa)= l?

b) Montrons que : (Vne N —{1}) ; a, < |
Soit ne N"—{1},ona: f(l)=-;’}

] X . 1 ]. 1 ?{ 1 7{
= iy e il e EE
comme !1_2, c'est-a-dire : n < ) et 2 < 4 alors n < 4

donc: fla,) < f(1)
Par suite : fla,) < f(1) = a, < |; car f est strictement croissante sur
10; + o[ . Ainsi : (Vr=2) ; a. < 1
¢) Montrons que la suite (a,) est décroissante :
: ' 4 = Al iEcl
Soit n€ N, ona: fla,) = et flaw)= =

n-}- i< :!—, il s’ensuit que : flaw) < Aa,)

Comme la fonction f est strictement croissante sur |0; -+ oof

Orntl>n—

Alors: a,. = a,

Conclusion : La suite (a,) est décroissante.

d) Montrons que (a.) est convergente et déterminons sa limite:

La suite (a.) est décroissante et minorée par 0, alors elle est convergente.

Onpose: 0= lima, ou e R

N—=to0

Ona:(VvneN") ; 0<a,<1alors: £€|0;1]

comme @, =" (1) alors: ¢= tim /(%) =" (1im L) =@ =0

Ainsi: lima,= 0

H—-to

1) a) Montrons que / admet une fonction réciproque f' :
e Lafonction «# : x — 1 —sinx est continue et ne s'annule pas surl’intervalle
[0;%{ donc la fonction f= 2(1;— 1) est continue sur [0;-’%—' .

e La fonction [ est dérivable sur [0;22?-[ et que :
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wefod): reo=2(g2ts)

Isensuit que : f"(x) > O pour tout x E[O;g—l

Donc la fonction f est strictement croissante sur [{);%[.

wmme la fonction f* est continue et strictement croissante sur

[intervalle [0;12{—[ alors elle est bijective de [0;—%{*[

ar f{0:5]) = [f(O): lim f(x)[ =[0; + oo

Parconséquent f adrﬁei une fonction réciproque f' définie sur [0; + oo .
b) Déterminons f'(0) et £'(2):

vcomme f(0) =0 alors: f'(0)=0

'Soit @ € ]O;%[ telque: f'(2)=a,ona: [ (2)=a = fla)=2

S T1—sina =2

4=rsina‘=-'12—

T
¢=>a=—6~-

. =L
Donc: f1(2) = 6

Ja)  Montrons que : (Vx €[0; +oo[) ; 1 —sin(f'(x) =5 -%-x

Soit x€[0; + o[, on a: f"(x)e[{);%"[ donc :
frt | % & 2 s
ﬂf(x))_z(l—sin(f'(x)) I)m»x 1 —sin(f"(x)) -

2 =
= 1T=sin(f'(x) s
= 1=sin(f' @)= 25

onc: (Vx €[0; +o0[) 5 1 =sin(f'(x) = x-%2

*Montrons que (Vx €[0; +oo[) ; cos(f'(x)) = 2‘2/2_4;‘ :

Soit x€ [0; + 0o[, ona: cos?(f'(x)) = 1 —sin’(f ' (x))

Cest-a-dire : cos(f (1)) = y1—sin’(f'(x)), car f'(x) € [0;%—[
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or 1 —sin*(f'(x)) = (1 —sin(f " (x)))(1 +sin(f " (x)))

2 2 4(1 +x)
(2+x)(1 S 2+x) @ +x7
Donc : cos(f"‘(x))=2—2‘/:—_;{
DA

Ainsi : (Vx €[0; +oof) 5 cos(f'(x) = x+2
b) Montrons que la fonction f' est dérivable sur [0; + o0 :
La fonction f est dérivable sur [O;L[ telle que : f'(x) # 0 pour tout
x € [0;-%-[, donc la fonction f' est dérivable sur f([(),%—[) =[0; + oo|
AT 1

c) Montrons que (Vx € [0; +oo]) ; (") (x) = Gl :

S el SR
Ona: (Vxel0;+ o) : (f') () (@)
Soit x €[0;+ o[, 0na:

1. 2cos(f'(x)) _ 4yl+x _(2+x} _
P W)= e ey = aae X2 = G

Donc:(f')(x)zm
Ainsi: (Vx €[0;+00]) ; (f") () =7 2+ )m

d) Montrons que (Vx €[0;+oo[) ; 0 < (') (x) 5—2-
Soit x €[0; +o0[,0na:
(FY)>0et0<x—2<x+2etyx+1>1

—_~>(x+2)vl+ =)
l

(x+2)J3c+1 =7

Cest-a-dire : (£')'(x) <+, donc: 0 < (') x) <+

Ainsi: (Vxe[0:+ oo]) ; 0 < (£ (x) S;—

3) a) Montrons par récurrence que : (VA€ N) ; 0 <u, <2
ePourn=0,0ona:u=2donc: 0 <u <2

e Soit n € N, supposons que 0 < i, < 2 et montrons que : 0 < u,., <
La fonction f est strictement croissante sur [0;+ oo alors la fonction

réciproque f' est aussi strictement croissante sur [0; + oo|, par suitem
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2 0<u, < 0= F£'0) < () <£'(2)
=== %—
=02

Donc: (VneEN) ; 0<u, <2 =0<u <2

¢ Conclusion : d’apres le principe de la récurrence on a :
(vheN) ; 0<u, <2

b) Montrons que : (VR € N) ; 0 < s < é—u,,

lafonction £ est continue sur [0;2] et dérivable sur ]0;2[ telle que :

(xelo;2D) ; 0<F S5

Donc, d’apres |'inégalité des accroissements finis : (TAF) on a :

(e N) 5 0, = 0) < £ () —f(0) < 5, — 0)

Ainsi: (VneEN) : 0 < up < ]ju,,

n—1
¢) Montrons par récurrence que (VneN) ; 0 < u, < (-%—) :
1\ 1 \-!
sPourn=0,0na: u=2 et (7) =2 donc: 0 <uﬂ5(§-)

=1
*Soit n € N, supposons que : 0 < u, < (%) et montrons que :

0 < thns s(%)

On a d'apres la question précédente : 0 < u,+ = %-u,.
=1 7 o
etcomme : 0 < u, S(%) =< %uﬂ S(%) alors : u,+ S(%—)
Donc: 0 <ty = (712) |
Parsuite: (Vne N) ; 0 < u, <(1§)
d) Déduction :
e . (.L)"'L
On a: 1<2<1alors."]lr£1m2 =0
=1
ftcomme: (VvneN) ; 0 < u, S(%)
On conclut, d’aprés les critéres de convergence, que la suite (u,) est
convergente et de plus limu, = 0

R—st i

4) a) Montrons que :
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. | 2 |
Vn E N ;(Bcn E luu + o ; Uy + _[) ; vu TR e
( ) n n (2+c)V1+e,
Soit n un entier naturel non nul,ona: 0 = u,,+-}1f < U, + % =2

G R 1l ey :
C’est-a-dire : [u,,+ ot n]C[I,Z]

La fonction f' est continue sur [u,, L u, + f‘ ] et dérivable

n’ 1
sur ]u.,,+%;u,. 15 %[
donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on a :
Ek..e]u.. i, 2[) ,+2) f"(uﬁ}'@) (::,,+2-—ur—)(f )(c.)
C’est-a-dire : (BC,,E]u,; o ZD : (p" = l(f ) (cx) )

I
or (f)(e,) =

(2+ c.,),/l +¢,

Donc: (Vn € N');(Elc,, S ]un + %; U+ %D V= .

(2 +c)V1+c.

b) e Montrons lim¢, = 0 et calculons limv,:

n—=+to fi—toc

Ona: (VneN);u,,+%<c,.<uﬂ 2 et limu, + %=0; 1i1pu,,+%—:();

fi—=to

d’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que :

; ; g ]
lime, = 0 puis que : limy, = 5
n—+tec

f—=toe

Exercice £ 17

1) a) Montrons que la fonction f est continue sur |—oo;1]:

o La fonction u:x 1 —x est continue sur |—oo;1| donc la fonction

x — Arctan(u(x)) est continue sur |—oo: 1], et on a : u(x) # 0 pour tout

x de |-oo;1[. Il sensuit que la fonction f= ﬁ% est continue sur

I'intervalle |—oo;1].

e Soit x € |-o0:1[, on pose ¢ = Ji—tdonc: x—1 e1-0

Arctan(y1 —x) "

Par suite : lim \/ limAr—c—'tﬂt— =]

—_— x i -—ﬂ' t

x-1
C'est-a-dire : limf(x) = f(1) signifie que f est continue a gauche en 1.
X1

Finalement la fonction f est continue sur I'intervalle |—oo;1].
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b) « Calculons limf(x):
Ilm\/l —x =t et llmArctaan 5

donc : llmAr(‘tam/I x—;-zr—

Arctan(y1 —x)

Par suite : lim = (); cest-a-dire ;: lim f(x) =
e tmil

¢ Interprétation graphique :

a: ‘!E[Tlf'(x) = ( donc la droite d’équation y =0 est une asymptote
horizontale a la courbe (#”) au voisinage de —co.
2)a) » Montrons que la fonction ¢, est continue sur [a;1]:

les fonctions u: x — y/1 — x estcontinue sur [a;1], car [a;1] estinclus dans
|-c: 1], donc la fonction x — Arctan(u(x)) est continue sur [a:1].

Par conséquent la fonction :
0. x— (Arctan(y1—a) =1 —a) X u* — (Arctan ou —u) X (/1 —a)’ est

continue sur l'intervalle [a;1].

» Montrons que la fonction ¢, est dérivable sur a;1{.

la fonction u: x — Jf?; est dérivable sur ]—oo; 1[ en particulier sur
lintervalle Ja; 1] .

Par conséquent la fonction :

¢.:x— (Arctan(y1—a) — /1 —a) x u* — (Arctan ou—u) X (/1 —a)

est dérivable sur I'intervalle |a; 1]

b)  Calculons @.(1) et @.(a) :

Ona:

0.(1)=(Arctan(y/1 —a) — /1 —a) X 0 — (Arctan(0) — 0) X (V1 —a)' = 0
Et

o.(a) = (Arctan(V1—a)—y1—a) X ({1 —a) —(Arctan(¥1 —a)— V1 —a) X (y/1—a) = 0

Cest-a-dire : @.(1) = @.(a) =

Arc tan(v/1 —¢ Jl —a 1

*Montrons que : (3¢ € Ja; 1) ; \/1 3(c = 2)

la fonction ¢, est continue sur [a;l], dérivable sur Ja;1[ et
telle que @.(1)=¢.(a) =0, daprés le théoreme de Rolle on a :
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(Beelal]):¢@=0
Or : pour tout réel x de |a;1[,ona:

e G e = -1 1
filgle =5 s (Al =o) - )(2J1~x(1+w1—x}) 2/1- 2

-'h~\/l —x X(Arctan(y1—a)—V1—a)— ( =1 2‘/1 ) x(y1—a)

2(2—x)1—x
F_X(An'tan(\/] —a)—y1- (2‘(/2_“ )X(ﬁ —a)
Donc: :
¢u(c)=0m%‘/1—c(ﬁ.rctan( 1—a)—y1-a) C X(s/l— j
Arctan(y1—a)—y1— Al

(V/1-a) 3(c=2)
R o Arotan(y1=a)—y =@+ 1
Ainsi: (3c € Ja; 1]) ; (i) 3c=2)
c) Déduction :

i e S —f1) 1 [Arctan(y1~—x)
Soit x € |-o0;1[, 0na: =i e 1)
1 (Arctan(ﬂ—x)-ﬂ-x)
a1 J1—=
=_( Arctan(y1 —x)— 41 —x)
(V1—x)

D’apreés la question précédente on a :

Arctan(y1 —x)— /1 —x 5 1

eeelslbs v g

S e f(x) F)
C’est-a-dire : (3c € |x; 1[); = ae )

Puisque: x<¢ <l e x— 2<c—2<—1
—3(x—2)<3(c—2)<-3
calle 1 1
T3 ek —7) BG= 2)
— I i <G
3(2—x) 3(c—2) 3

1 f&) —f1) _ 1
Alors : 3(2—%) S e T

Ainsi : (Vx € |- 1]); 3(2—x) < j(x)_};(l) I

u]
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d) Montrons la fonction f est dérivable a gauche en 1:

: ! S —fQ) 1
Ona.(Vx<1).3(2T_x)< x—1 3 Et [1m3(2 x)
Donc, d'aprés le théoréme de la limite par encadrement :

f(x) )
Sex=Ds o 3

X I

D'ou la fonction f est derlvab[e agaucheenlet £ (1) = —!,,—
¢ [nterprétation géométrique :

La courbe représentative de f admet une demi-tangente a gauche en son

Sl 2
point d’abscisse 1 dont une équation est : Y '; iix - 5
xS

3)a) Montrons que f est dérivable sur |—oo:1]:

Onalafonction u: x — /1 —x estdérivable sur J—oo; 1] et y/1 —x # 0 pour

Arctan ou

- est dérivable

tout x € |—oo; 1[, donc la fonction f=
sur |—oo; 1] .
etcomme [ est dérivable a gauche en 1,

on conclut donc que la fonction f est dérivable sur J-o0;1].

* Montrons que : (Vx < 1); f'(x) = T?Tl_—-)-(f(x) T “z—ifxf)
Soit un élément de |—oc; 1], ona:

u( (JE))) u(x) — Arctan(u(x))u’ (x)
f (x) (H (x) )2

=i
= 1x(_ S I=a A=) (zﬁl—r;))

St 00N )
l—x\ 2 2(2 —x)

= 2 x) (f(x) )

Do+ (Vax € oo 1]); f(x>~-2(1 il

b) Montrons que (Vx > 0); ﬂ? < Arctanx < x:

Soit x€]0;+e[, on a : la fonction Arctan est continue

sur [0;x] et est dérivable sur ]0;x|, donc d’aprés TAF
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(3c € |0;x]) ; Arctan (x) — Arctan(0) = (x — 0)(Arctan) (c)
C’est-a-dire : (3¢ € [0;x]) ; Arctan(x) = -]—_f—CT

Org<c<x=l<l4+ct<1+4?

1 1

X X
1+ 2<1+c‘2<x

Donc: l+ ~—— < Arctanx < x

Alors :

Ainsi: (Vx > 0);+— < Arctanx < x

] I +
c) Déduction :
e Déterminons le signe de [’ (x) ol x < 1:

Soit x € |-o0;1[; 0na: 1 —x € 0; + oof

donc : —~'2l -__-xJi < Aretan(y1—x) < /1 —

d’aprés la double inégalité précédente

] Arctan(y/1—x)
Donc : D= < m <1

Il'en résulte que : 5— ! <f(x) c’est-a-dire : f(x) —

20— )(f(x) 7220

C’est-a-dire : f'(x) > 0 pour tout x < 1

2—x>0

Par suite :

On conclut donc que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle
]—co; 1 ]
d) La courbe (¢):
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4) a) Montrons que : (Vx € |—o0; 1[); £/ (x) < e

2(2—x)
Soit x € |—o0;1[; on a: Fx)< li=iflx)= -—l%<1—2ix
=07 < 7=
comme | —x > 0 alors: (f(x) )< I
2( x) 22 —2x)

Cest-a-dire : f*(x) < 2(2—-x)-

Ainsi: (Vx < 1); £ (x) <§(2”I___ﬁ

b) Déduction :
Soit x € |-o0;1[; 0na: f/(x) > 0

donc : |j"(x)|—% =f’(x)—%

or f'(x) < 72(21—30 =f (x)“% < 2(2l_x) —"Ij_‘
A
2(2 —x)

:bf’(x)——%‘ 2

Comme < 0 alors: f* (x)———~ <0

2(2
Donc: | f* (x)|< l
Ansi: (Vx € =0 113177 )| < 3

¢)Montrons que (V(x;y) € [=o00;1]) ;] f(x) —f() | < ”12’"| 2=y|;
lafonction f est dérivable sur |-oc; 1]

etque (Vx € |=o0;1]);| £/ (x)lS%

lIrésulte de I'inégalité des accroissements finis que :

(V(x;y) € (J=eo; 1)) 5 | flx) f(y)|< =]
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Les suites numérique 1~
L _Résumé _J

Eoit no un entier naturel et / C Navec I ={n € N/n > n,}

@‘ Suite majorée ; suite minorée ; suite bornée.

Définitions:

Soit (#,),., une suite numérique définie sur /

- La suite (u,),., est majorée si et seulement s’il existe un réel M tel que:
(Vhel); u, <M

- La suite (u,),., est minorée si et seulement s'il existe un réel mtel que:

nel

(Vnel); u.=2m

- La suite (u,),., est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

@ Sens de variations d’une suite

Propriétés:

Soit (u,),., une suite définie sur /

* (4n),., est une suite croissante si et seulement si: (Vn € 1) ; tyr1 = U,

* (u,),., est une suite strictement croissante si et seulement si:

(VrEI) ; thoer > U,

o ()., estune suite décroissante si et seulement si: (Vvnel); uw <u,
. (u“f)m_.f est une suite strictement décroissante si et seulement si,
(YrnEI) ; tun < Uy

o (“n)nr—.‘ est une suite constante si et seulement si: (VR € 1) ; U1 = Us

Remarque:
* Toute suite croissante est minorée par son premier terme.

* Toute suite décroissante est majorée par son premier terme.
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-..\

__Suite arithmétique de raison r
(YnED) ; Ui =untr

U= g+ nr ;cas ou: I=N
lu,.—-u,,-l“(n p)r ;n et P de 1

Somme des termes consecut1fs

P Suites arithmétiques - suites géométriques

Suite géométrique de raison ¢

.uﬂzqn-pux,;ﬂet?deletq#o

t 1
Somme des termes consécutifs |
|

|

| I
(VreE) ; tyn = qua |
ok |
|

,=q'uy ;casol: I=Netg#0

| n+1 okl

:.Hﬂ+ut+u2+'"+u"=—_2—(”°+”") Tttt +u,.—uo(1l—q )

18 gt e+ b= (P2 N+ 1 — g

| U+ u s ( 2 ) ty+ 4y) R B — “”(_I—EEF) !

|* g, = [nombre de)x I terme + dernier terme e [ — g rombee de sermes '

' (rermes ( 2 ) | &% Z(l terme de\ 5 l—-g

' ' la somme

'« Cas particulier: I

: ‘avec g # | '
n(n+1) ' '

2+ + ) » Cas particulier: |

—g"! otl

| _1+q+q+___+q”=l—,‘_%* sl b

l ! |

- _ Exercices d’application

On pose pour tout n de N a, = u, — _é

Soit (u,) la suite numérique définie par: {E‘

p=k
V (= IN) Unit = 3un_ l

1) Montrer que (a.) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

et le premier terme.

2) En déduire I'expression de u, en fonction de 7.

Soit (v,) la suite numérique définie par: 4[

Vo =

(v

7
neN

Vei) =—

4v,+ 1
4v,
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1) Montrer que: (Vn €N) ; v, # — % .

Bl
2ve + |
a) Montrer que (b,)est une suite arithmétique, dont on déterminera la raison

2) On pose pour tout n de N: b, =

et le premier terme.

b) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

(Exercice -3

Soit (u,) la suite numérique définie par: uy = 0 et u,. =
nde N

2un + 1

L1 o Ppour tout

1) a) Montrer que: (vae N) 0=<u, <1

b) Etudier la monotonie de la suite (u,).

Un— 1

2) Pour tout n de N, on pose: v, = e

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique, puis exprimer v, en fonction

de n

b) En déduire u, en fonction de n
[Excrcice 3

On considére les suites (u,) et (v,) définies par:

w=1; w=0et (VrneN’); uy=2v, et vors =t + v,

1) Pour tout n de N, on pose: d, = u, — v,

Calculer d,+, en fonction de d,, en déduire 4, en fonction de n
2) Montrer que (Va2 € N*) o= ttpo1 + 2u,

3) Pour tout n de N' , on pose x, = ty+1 + t, €t y, = 1 — 2u,

a) Montrer que (x.) et (y,) sont deux suites géométriques, puis exprimer i,

en fonction de n

b) Exprimer v, en fonction de n
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Soit (u.) la suite numérique définie par son premier terme u, et par la relation

de récurrence suivante: (Yae N°) ; (n+ 2)uper = nu,+1—n (E)

1) a) Calculer u, et us en fonction de u

b) On pose 0., = an + b pour tout n de N" ol @ et b sont deux réels.
Déterminer a et p sachant que la suite (o). vérifie la relation (E).

2) Soit (x.) la suite numérique définie par: x, = u. — 0. pour tout n de N*,

avec i = 1 avec (a.) vérifiant (g,)
P IR #
a) Montrer que x.. = 2 pour toutn de N

b) Exprimer x, puis u, en fonction de n

n

¢) Calculer les sommes: S, = zﬂ:x‘ et .= D u en fonctionde n .

k=1 k=1

L Solutions
- , W

Soit n un élémentde N ;ona: @i = i1 — %
S e
= 3u, — 1 5
Coiamried
=3I, 5

i | @iee
= S(u,, - 2) e
donc: (Van € N) : aui = 3a.

Par conséquent (a,) est une suite géométrique de raisong = 3 et de premier
cal

terme g, = 5

J) Exprimons u, en fonction de n:

na:(vneN) ; aa=amq"= 173 * (car (a.) est une suite géométrique de rai-

son 3 et de premier terme %)

nar suite: (vn € N) ; u.= a“+% = %—(3"+ 1)
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1) Montrons par récurrence que: (vaeN) ; v, a&—lf
e |nitialisation: pour =0 ;o0na: w= % donc: v # — é
o Hérédité: Soit n un élément de n

Supposons que; v, # — -,i,— et montrons que v, # — %
iAo

Ona: v, + Sl o
Lioava=1 4+ 2V
o 4y,
T e ey i (vl
c’est a dire: v + . o

et puisque v, # — % (d’apres I’'hypothése de récurrence) , alors v, + % #0
c’estadire 2v,+ 1 # 0donc v.. 1+ ~21~ # 0,d'ou v,y # — %

Conclusion: d’apres le principe de récurrence, (Vn & N); v. # — %

2! VAl N0,
2via+ 1 2v+ 1

2)a)Soit ne N ;ona: by — b=

=2 2V, R e )
i ‘*(2Vu+ l) 21";: + l

Ly _21}n‘—‘l)__"_
i 2( o+ 1 )7 -

donc(VreN) ; bui=b,—2
c’est-a-dire (b,) est une suite arithmétique de raison r=—2 et de premier
terme by =1
b) e On a: (b,) est une suite arithmétique, donc b, = b, + nr
et puisque bp=1et r=—2 ;alors; (vneN); b,=1—2n
2 2

etpourtout n€ N on a: b, = e 2t 1=

: S R
donc: (VneN) ; v. = T
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bercice /S

1)a) Montrons par récurrence que: (Vvne N);0 < u. < 1
¢ Initialisation: pour n = 0;0na: 0 < w<lcar u, =0
s Hérédité: soit n € N :

Supposons que 0 < u,<1 et montrons que 0 < u,, <1

2u,+ 1 =2 0

U+ 2 >0
2unt+ 1 5

TS =0

= U1 = 0 (1)

s 2t 1S
Ut wit2

-dautre part: 1 — w1 = 1
etpuisque 1 — u, > 0 (d’apres I'hypothese de récurrence) et u,+2 > 0
alors 1 = #,11 > 0 c'estadire u.., < 1 (2)

de(1) et (2) on déduit que: 0 =< u., <1

» Conclusion: d’apres le principe de récurrence; (vneN) ; 0<u. <1
b) Etudions la monotonie de (u.): Soit # € N ; on a:

0, Tl Dl (L) (1hi6)

L UL e S R TR S R U t2

etpuisque 0 < w.<1 alors sy —u, > 0
donc (Va € N) ; wa-1 > u. c’est-a-dire la suite (u,) est strictement croissante

2) Montrons que (v,) est une suite géométrique

2.-:11..+1_I
; . ! S0l i) N T 1 = un-—_l___l_(ft.,—l)__l_
e NaPn e S ] Pl R T R R e Ry
wn+2 T

doi:(vneN) : v = %v..
Par conséquent, la suite (v,) est géométrique de raison ¢ = é—‘ et de premier
terme vo =— 1 ainsi: (vae N) v.=w (%) =—(%)

o) Exprimons u, en fonction de n:
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U — 1

Vn:un+1¢=°(un+l)1n=un‘-‘1
E UV — == 1=V,
.:’u“_v,,+l
]_Vn
€=>uu=]m(_é_)n—3nml
1+(%) 3231

finalement: (vneN) ; u, = T
1) Calculons d,-; en fonction de d,

Soit n € N* ; on a: dut1 = Ut — Vart

=2Va = Un T Va
= vil e uﬂ
Ei dﬂ'
donc (d,) est une suite géométrique de raison ¢ =— 1 et de premier terme

d=1 dou (vneN’) d.=di(-1)~"=(-1)*
2) Montrons que (Vn € N*) ; ez = thyr + 2u,

Soit 1 & N' ; ona: ey = 21 = 20U, F V) = 2uy + 2, = 2y + Uy

3) a) » Montrons que la suite (x,) est géométrique

Soit n €N’ ,ona: %01 = Wysr + Uz = s + U + 20,
= 2(“«4—1 + uu) — 2xn

donc (x,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme x; = |
° Montrons que (y,.) est une suite géométrique
Soit € N ;ona: Y1 = Uiz — 2Unr:
= Un+] i zun = Zun+l =_'(un+l = 2“;;) ="‘le
donc (y.) est une suite géométrique de raison -1 et de premier terme y; =—2

Déduction:ona: (VneN*);x.=(2)*' et (VvaeN') y.=2(-1)"

Xn = Up+1+ Un
or

Vi = Ups 1 — 2Un pour tout 7 de N

212% Les suites




(Z)n..i_ 2(__ 1)!!

donc . = x.,-; L e -
b) Exprimons v, en fonction de n :Soit € N° ,ona: v, = %u.m
Donc:  (vneN’); v.= Lzl_t%‘(—ﬂ_:

Exercice &3

Ha)Ona: w=Ju etu=ju—y car: 4u=2u—1

I L
donc: = glh— 7

b) On a: La suite (o). vérifie la relation (E) signifie que:

(n+2)@1 = na,+ 1 —npour tout n de N’

Signifie que: (vne N*);(n+2)(an+a+b) = n(an+b)+1—n

Signifie que: (Yane N*)an’+an+bn+2an+2a+2b=an’+bn+1—n
Signifie que: (Vvae N*) Ba+ Dn+2a+2b—1=0

SaEE =0 L et e 5
GBley cest a dire: a = et b= = -

donc: 3 6

D'oli la suite (o). vérifie (E) lorsque: (Ve N') ; o.=— 31-.'1 3 %
2)Montrons que: (vp & N*); Xu1 = E-%fx”

ona:(vneN') (n+2)a,i=na,+1—-net(vreN’) t+2)u=nu+1-n
Donc: (Van € N*) (n+ 2) (tars — Olust) = n(ua— o) (car (u,) et (a,) vérifient (E)).
dou (VneN*) (n+2)xen = nx,

) s . . sl n
cesta dire (Vae N*) x.. = 7%

b) D'aprés la question précédente on a: x, = lx.

=23
B2
Xz = 41
g
x4 e '§x3
_n—1
Xn = n+ ]xn—l
tn multipliant membre a membre les égalités précédentes, et aprés simpli-
X2X3..X(n— -1!
fication, on obtient : x, = Indpd 2 D) o i

T3XAXSX . XF DT+ DI T an¥1)
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Et puisque u, = x, + @, et (a,) vérifie (E), alors a, =—~%—n +%

e el Wit
etu"—n(n'i'l) 3n+6

c) Calculons S, et 7,

R EE N e 5 n.(n-l'-nl_:}!f n+l

Donc: S» = gx* = Z("}E _ﬁ)

= 1
(14 )
i}

Dou: (vneN’); S, =

n+1

*Soitne€Njona:p -, —Syto=Yu+da
k=1 k=1 k=1 L
: o 1 5 1 . s 5
=LS!!+ _""k+——=Sﬂ_-r— k+ 6
2—3k+g P2 g

k=1

L
]

 Limites usuelles

Pour tout p de N ;ona:¢ limn” =+o0 ¢ limy/n® =+oco

n—++too n—tec

=0 o lim—=0

ey R o 1P
* Si: @€ Q" alors: limn® =+oo < Si: @ € Q" alors: limn* =0
Soit g un réel.
« Si g > | alors: ,,l.i.ﬂq" =+
* Si g =1 alors: lfl.llqﬂ = ,,tlrfl,l =1
e Si—1<g¢g<1alors lirpq"=0

=T

Si ¢ <— 1 alors la suite (¢*) nadmet pas de limite
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@ Convergence d’une suite

Soit /={n € N/n = n,} avec n, un entier naturel.
Définition:
* On dit que la suite (u,),., est une suite convergente si elle admet une

limite [, et on écrit: limu, =1

f—=ton

* Toute suite non convergente est dite divergente

@ Criteres de convergence d’une suite

1) Critéres de convergence d’une suite:

*Si (Va=m) ; lun—0|<v, et limv,=0 , alors la suite (#.),., est

H=stoo

convergente et limu, = 0.

n—+oo

*Si: (Vn=n) ; wa < u, < v, et limy, = limw, = 0, alors la suite (u,),., est

n—teoo n—+w

convergente et Ilm u, =10

*Si(Van=nm) ; vo <u, et limv, =+oo ,alors: (u,) est une suite divergente
H-=too

et limu, =+oo

e
*Si(Vva=zn) ; u, <v, et hm v, =—oo alors: (u,) est une suite divergente
et limu, =—o

g
2) Propriétés:

Propriété 1: ° Toute suite croissante et majorée est convergente.

° Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Propriété 2: Si (3 eN);(Vn 2 k)w >0 alors (=0
limu, = 0
3 > W SV
GkeN);vazk,u,<v e

Propriété 3: Si 7
limu, = Let limy, = (

n—toc nt—=+m

Propriété 4: limu, = 0 & lim|u,|=0

L Rt n=stoo
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" Exercices d’application

1) On considére la suite numérique (v.) telle que:

- o 1
(VvrneN) ; w= 24p(p+1)(p+2)

=1

a) Déterminer les nombres réels a,b et ¢ tels que:

N 1 = b ¢
VP eNY: S DG+ = p T oI Tp2
b) Montrer que: (vreN’) ; v..=%+2"214_2—‘.!_1'_l +2Ml_'_4 puis calculer
limv,

2) On considére la suite numérique (w,) définie par:

e 1 e
(VneN) ; w. n+1\1+1+ﬁ+ﬁ+ﬁ+"'+m+Jn)

a) Déterminer w, en fonction de n. Remarquer:

b) Calculer limw,

=+

Exercice &2

Déterminer dans chacun des cas suivant, limu,:

H-stoo

)= 2)u,.=£:-l—)—n Nu=J/n+1-/n

n n

i = [ 1 n "

Exercice £:5

’ : o o o =
Soit (u,) la suite numérique définie par: I

(VREN); thoer = un+ 01"

oua€eR

Etudier la convergence de la suite (x,) .
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Exercice &8

Soit (4.) une suite d’entiers naturels telle que (u,) est strictement croissante
1) Montrer que: (Ve e N);u.=n

2) Calculer  lim u..

1) Montrons que:(Vx € R%); Arc tan(ﬁx—;) = Arc tan(;lf) —Arctan(i-:};;)

- i o ) 5
2) Pour tout n de N, on pose u, = Arctan(l ==l et on considére la

suite numérique (S.) définie par: (va e N*);8. =D u
k=1

a) Calculer lim u.

n =+ 0

b) Déterminer S, en fonction de r, puis calculer ljrp Sas

Soit (u,) la suite numérique définie par: 1

U= 1

(vheN) ; u,, =

1)a) Montrons que la suite (u,) est strictement croissante

b) Montrer que: (Vvae N) ; u <2

u,—3

u,+v3

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

2)On pose: (VneN) ; v, =

et le premier terme.
b) Exprimer u, en fonction de »n c) Calculer lim u,.

o4

On considére la suite numérique (u,), . , définie par: (vne N') ; u, = 5";+ 1
1) a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
b) Montrer que la suite (u,) est convergente.

2) a) Montrer que: (Vn (S (N‘ -1 })), 25 (%

2
Hi=l

b) En déduire que: (Vne N'—{1}) ; 1 <u < +1.

¢) Calculer lim u,
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S et
.'J“--i,u,—]

Soit (u,) la suite numérique définie par: ;
l(v"‘ <N); u:;z zli(uj., +uL)

1) Calculer u, et us.

) 2
2) Montrer par récurrence que: (vaeN) ; u,,, = z;;%—f.

3) Montrer que: (Vvn e N) ; %E =1

4) Pour tout n de N ; on pose: v, = , montrer que (v,) est une suite

x4
w. 3
géomeétrique que, puis exprimer v, et u, en fonction de n.
5) Calculer lim u,.

g i et 1 1

2) Soit (u,) la suite numérique définie que: [uﬂ :%
1
. l
I(Vn eN); u, =(l -—E)‘uﬂ. ;
Ecrire u, en fonction de n

3) Pour tout » de N; onpose: v, = u./n+ 1l etw, = u./n

a) Montrer que la suite (v,) est strictement décroissante et que:

o . =L
(vheN") ; H"{Zm
b) Montrer que la suite (w,) est strictement croissante et que:

(VneN');fo—ESu”

c) Etudier la convergence de la suite (u,).

Exercice &

=3

Soit (u,) la suite numérique définie par: 4 e
I(VH S N); T _8_"-_

1) a) Montrer que: (vneN);u, > V%
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b) En déduire que: (vrn e N); “7"""— <1

¢) Montrer que la suite (1) est convergente.
2)Pour tout n de N ; on pose v, = —; U, — é

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison g = é 5

b) Exprimer u, en fonction de n puis calculer lim u,.

[Exercice 4%

1) Montrer que: (vne N);2*>n
2) On considére la suite numérique (x,) définie par: (vae N*);x,= Z%
k=1

Montrer que la suite (x,) est strictement croissante et majorée, puis en dé-

duire qu’elle est convergente.
3) On considére la suite (y,) définie par: (vne N);y. = Zﬁ
k=1

Montrer que la suite (y,) est majorée, et en déduire qu’elle est convergente.

[Exercice £ 13

Soit (1,) la suite numérique définie par: {y ui+2

1) Montrer que: (VA€ N);0 < u, < 2

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)

3)a) Montrer que pour toutde n de Nona: 2 — .1 = %(2 — Us) .
b) En déduire que: (vrneN) ; 0<2—u, < (‘;)

¢) En déduire que la suite (u,) est convergente , puis calculer: lim w,.

[Brercice 413

[m;: 4

Oniasts., —2ui=13 .
[uu.:~ ) ;neN
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1) Montrer que: (vreN) ; u.>3

2) Etudier la monotonie de la suite ()

3) a) Montrer que: #.,,— 3 >%(u.. — 3) pour tout n de N
b) En déduire que: (vrne N);u. = (%)+ 3

c) Calculer : lim u,
X == 4 00

Exercice 1

=1

Soit (u,) la suite numérique définie par
Uer =uitu. meN)

1) a) Montrer que la suite (u,) est croissante

b) Montrer que: (Vvrne N) ; u.=> 2", et en déduire limu,.
BT S i) o

2) on pose : v, = =

k-1

a) Vérifier que: == =

- IEL{ pour tout k de N

b) En déduire que la suite (v.) est convergente.

Exercice £115

Uy = 1
Soit (u,) la suite numérique définie par: s

uu+|=ﬁ

1) Montrer que la suite (u,) est convergente, puis calculer limu,

n—+tao

2) Calculer de deux facons la somme suivante % v OU(VkeN) ; = El"*"'

puis en déduire que: lim nu? = 1

| Exercice £1§
4>+v2
Soit (u,) la suite numérique définie par: 5 1
](Vn eEN); u = g(un +?)

n
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1) Montrer que: (VneN) ; 4, >0 .

+
2)a) Montrer que: (VvneN) ; u,, _JJ—_Zu V2

(u,—2v2)*(1)
b) Montrer que: (VvreN) ; u, =3/2 .
¢) Montrer que la suite (u,) est décroissante

3)a) Montrer que: (VreN) ; u 2<% ( ~14/2).
b) En déduire que: (VneN) ; —*\/—<( ) (—2v2) .

¢) Calculer : limu, .
LS ]

: =
Soit (1), . , la suite définie par: u, = iz_% et (vneN) ; u,, = 5

1) Montrer que: (VvreN) ; 0<u <1
2) Etudier la monotonie de la suite (#,) , en déduire qu’elle est convergente.

3) Montrer que récurrence que: (Vn e N) U = cos(%); puis déterminer ljyp u,.

- - )

1)a) Déterminons a,b et ¢ tels que:

ol b SR INGRO T Bl B g
“VPeEN) s S DeF) P T prI T 2
Soit p€ N; on a:
! A B it Y _alp+1)p+2)+bp(p+2)+cp(p+1)
ppt)p+2) P pH1l pt2® p(p+l)(p+2) plp+1)(p+2)
1 _lat+b+c)p’+@Ba+2b+c)p+2a
P+ )(p+2) plp+1)(p+2)

donc: (VpeN') ; (a+b+c)p*+Ba+2b+c)p+2a=1

Ia+b+c =0 a=x
d'ott 43a + 2b+ ¢ = 0 par conséquent: r =—1 (Aprés résolution
2a=1 i
g2
du systeme)
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1 1 1 1
ainsi: (VypeN) ; iy ) 5-5_-5_!__1_.5..2}3?_4.

b) Montrons que: (v, e N - v.,=%+ 2n1+ B n_lF T 2n1+4

Soit n un élémentde N" ;

ona

w=5 srieEn =S st a)
e
i o Bl Ll b et
L
fralbrbe bl g flede L)
=%+(%—+%+"‘+lﬁ)—(% "%-'" '+n-ll- ) 2n1+2 2nl+4
:}T+2nl-|-2+2n1+4_n-1|-1

s Sl _l__ A%
donc (VneN) ;i w=gt+5 oot Ta—nFi

e Calculons limv,
st

| B g e i
on a: j!.":llzn_'_z l[m2n+4 == ]lmn+l —0 dOnC . '51.121\’:'_'4_

n—tw n—tm

2) a) Déterminons w, en fonction de n

donc pour p =2 1_+..l7_2___= i
pOUr p:3. 7—2—-:-7_3.=\/§_‘/'2-
= 1
ol 'ﬁ;ﬁ'=ﬁ—@,
_‘/_—\/n—l

pour p=n:

Par sommation des égalités membre a membre , et aprés simplification , on

obtlent \f2 \/_+f3 +.. +J-—+\/_ in—
vn

donc (VhneNY) ; WA= T
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b) Calculons lig_nw,.

Soit ne N ;ona: w,= /n = /n e I
1 n+ 1 - 1 T b
/n (/;4.7?) /n+

et puisque limyn =+oo et lim—— L — 0 alors llmw,, =0
n-tor it n

Erercice/ S

1) (vne N');u‘.=£’\9,:—"—I

Soit n un élémentde N* ,ona:—1 < cosn < ldonc—;li- < % < %

dou: (vn e N');—‘l,; SUa < 15 et puisque: lim }I? = lim (— %) = 0 alors, d’aprés

n -+

les criteres de convergence lim u, = 0
A =4 oo

2) (vne N');un = .(___I)“

n
Soit n un élémentde N' ,ona: | u.|= | .(_.—__l)i]= 1

et puisque llm l = 0 alors hmlu,.lu 0 donc: limu,= 0

3) (vneN);un=vVn+1—vn
Soit » un élémentde N ; on a:

=Jn+1-/n= e 1 2%
./n+l+/n Jn+ 1+ /n
1

et puisque lim/n+ 1 + /n =+ oo alors lim . =)

donc limu, = 0

-t

. et e (el
4‘) {Vﬂ- = 2),“«- P (—_i);

Soit n un élément de N tel que: n = 2

n l)"_"( _g:?%)j_) -

s s TN TrRED
oo om0
12 zd)e
l) : n :
et puisque I1m ~——'—= ( alors lim e ldonc limu.= 1
""""-‘1 + __“" R -
n

5) (vne N°) uﬂ—] Zk*
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on rappelle que: (vne N');ik“ = B_(fﬁ_“_l_)é(&@i‘_l)_
k=1

Pour tout n de N* ;ona: 4, = L s1ee= L nln+1)Q2n+ 1)

Tnte n 6
1 1
n’((! —)(2+ ) .
1 n nll 1 | I
ik 6 = i+ D+l

: S 1 1 109
et puisque ,,l_!r.f‘m}i 0 alors "l_!rp‘() (l + - ](2 + n) =

donc: nl!rf‘x“” = %

6) (vneN);u=1y. ZE(kx) (ot x€R’)

Soit n€ N’ ,ona: (Vke{1;2;....n});kx — 1 <E(kx) < kx
donc i:(kx— 1)<$Eckx)sikx

et on a: ka— ka— x x---(\{--l

etE(kx—l)—Z}kx Mi=xxMril_j,

k=1

L

d’oli xxfzv(—az———l_n<ZE(kx)Sx (

c'est-a-dire:  x x n(r;:z D —1 1 EF(kx:) S Q(f—ﬁ-l-l—)-

par suite:  (Vn € IN');x X f—-(n-ni}—i-)- - rli <y < xx X (n+ 1)

2 2n?
teatie s i BB E 1) _l( 1)__1
et puisque : ..l.!ﬂnm oTE -qul_l____ %) L4 o )
nntl) S s ) R
alors }“.rl"x oTE 2 etulw O il

et d’aprés les criteres de convergenceona: limu, =

Exercice £33
Etudions la convergence de la suite (y,)

Ona: (VaeN"): u—ua= 00"

Soit n un élément de N , on a: (Vke{l, ,n}) : z": (s — )=iu"
k=1

k=1
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et puisque: ;(m— Uay) = Z‘:uk— 2&&-—1
—Zm Zm

k=0
~m—m—m—1

o | A=l
dors: u,— 1= Yot cest-a-dire: w.=1+ )ja*
k=0

k=0
=1
[
i(Vn eNJu=w+Y o+

k=1

donc:

1 cas: si 0. = 1, alors (u.) est une suite arithmétique de raison 1 et de

premier terme u, = 1 donc (vneN); u,=n+1

donc lim . =+ o
Bt i

1 I Ea*'—_—
X™cas:Sia # 1alors &

1—a
=0

1— o
l1-a

donc (vn e N); w=1+t7—0

oS —1<aa<lalors limoa*=0

R ]
T L o7 o 1 i i o
tou ,l.!‘.“»l — o = = o Parconsequent: tim u, = T

R

lasuite (y,) est donc convergente et sa limite est %: 7

sSia>lalors lima”=+ oo

n ==+t

(I

donc hm T =+ o dol limu,=+ o

()

lasuite est donc divergente.
oS < — 1 alors la suite (a*) est divergente et nadmet pas de limite.

dol la suite (u.) est divergente car elle n"admet pas de limite.

Gercice L

{)Montrons que: (Yr € N);u. = n
Utilisons le raisonnement par récurrence
(1) est une suite d’entiers naturels signifie que (vae N):u. e N

+Initialisation: pour n =0, ona: we N, donc: us = 0
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e Hérédité: Soit n € N supposons que u, = n et montrons que:
Hn w1 Z n + l

on a: (u,) est strictement croissante, donc .., > i,

et puisque: u, = n alors u,,, >netona:neN et ... € N,

donc: .1 = n+ 1

Rappel: (V(x;y) s Z2);x >Sye=x=y+l1

Conclusion: d’apreés le principe de récurrence on a: (vne N);u.>n
2) Calculons lim .

ona: (vneN);u.=net ,,[.Eﬂnm” =+ o

donc d’apres les critéres de convergence: limu, =+ oo
LIt - -}

1) Montrons que: (vx € R%);Arc tan(’ljxlq_—x“) Arctan(;) — Are tan(ﬁ)

Soit x un élément de 0; + oo

1

On pose:0 = Arctan( ) et B = Arctan (ﬁ_—m)c’est a dire: tano = =

ettanP = ix tels que: 0 <o <-2~ et0<p <~2-

)= tano — tan B

On a: {: = Tkt ety
b 1 + tano.tan

Fa) 1 el
xx+1D+1 " x(x+1D)+1"7 14+ x+ x?
x(1 + x)

et puisque: 0 <o < T et 0 <p <& alors—-’—z'_'— <a—B <--—
donca— B = Arctan(1

2
e
il
x+

x
_) rct'm( ) Arctan(r-_%—;)

| 1
) Arctan(x) Arctan(l+x)

c’est a dire: Arc tan(

d'ou (vxe R:)Arc tan(
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2) Calculons: lim u,
1
2 s —-
Ona: liml+ n+n’=+ oo donc ,Q’P,Ll i )
et puisque la fonction Arctan est continue en 0 ; alors

Arctan(0) = O¢c’est-a-dire: |1mu., 0

: j
hm Arctdn(l = ) Jim

b) e Déterminons S, en fonction de n.

Soit 7 un élément de N ; On a: (Vk € {1:2;3,..:n}) ;
~ tretan{ ) = Aretan(( )~ arctan( )
W = rCtaIl1+k+k2 T rcank rCtan l+k
donc: g, — z":m

= g][Arctan (%) Arc tan(i—ﬁ))

= glArctan i) E Arc tan(r:i k)

«Serall]- Sl

= Arctan(1) + Z Ar:ctan( ) Z Ama"(z)‘ A‘"“a“(l—i_n)
= § -~ wretan( ; J -

s Calculons  lim S,
R

ona: lim

"~ -lvfbl

: —= 0 et la fonction Arctan est continue en 0;

donc: lim Arclan(l_:_ ) Arctan(0) = 0;

Ao

’ i may M [ ik _,_,_..1_..._ — -1£
par conséquent: lim S, _,.].!Tm( 4 Air'.':tan(1 3 n)) =

1) Montrons que la suite (u ) est strictement croissante.
*Initialisation:

pour n=0 on a: u,— u, = %n donc w; — u, > 0 d’ou la propriété est vraie

pour n =0
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e Hérédité: Soit ne N
Supposons que U+ — i, > 0 et montrons que iy — Ut > 0

2, +3 2u+3
Ona:u,:— 4,1 = T BT
U0, + 4, + U+ 6 — 2y — 3u,, — du,—§
(u, + 2)(u,, , + 2)

AL Wy — U,
(u, + 2)(u,, , + 2)

On a: u,+1 — u, > 0 d’aprés I'hypothése de récurrenceet Vne N u, > 0
(a vérifier par récurrence) dou u,.,—u,,,>0

e Conclusion: (Vn € N); t1 —u, > 0 c’est a dire la suite (u,) est stricte-
ment croissante

b) Montrons que (Vne N); u, < 2, utilisons le raisonnement par récur-
rence.

® |nitialisation: pour n=0,0na u, = 1 donc u < 2

e Hérédité: Soit n € N ; supposons que u, < 2 et montrons que i < 2

. P T
Ona: u, , — 2= i T

et puisque u,+2 > 0 alors u..1 — 2 < 0 c'est a dire U1 < 2

e Conclusion: (vheN) ; u, <2

2)Montrons que la suite (v, ) est géometrique

Soit n€ N

On a: :

V“I:u"_,—/i: 2;“:2 -3
U, + /3 %}{_22+/§

_Q2-Du+3-2/3_2-u-/32-3_2-u-/)
C+Bu+3+2/3 C+Bu+/32+/3) 2+ /3)w+/3

A
doncv,, K = o gv,,z (7-4/3)v,
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doil la suite (v,) est géométrique de raison 7 — 4,/3 et de premier terme

Vy=- 2+ /§
b) Déterminons u, en fonction de n.

ona:v,= (/3 — 2)(7 — 4/3)" pour tout n de N (car (v,) est une suite géo-
métrique de premier terme v, =— 2 + /3 et de raison g =7 — 443

onav,= b= /3 pour tout n de N, donc vy, + /3v,= 4, ~ /3
u+ /3
cesta dire: u(v, — 1) =— /3v, — /3 d'oti u, = /§1V,,_+v/§

-2+/3)/3(1-4/3)+ /3
1+ (2-/3)(7-4/3)

par conséquent: u, =
o Calculons: limu,

ona: lim (7 ~ 4/3)y"=0(car-1<7-4/3<1) donc lim u, = /3

1}a)Montrons que la suite («,) est décroissante

nt+ 1, ,_n_

1_n+1—2n_1—n
2n+| 2" -

2n+l - 2n+l

etpuisque n € N*; alors 1—n < 0, donc U1 — u, <0, d'olt (u,) est dé-

StneN' ;ona:u,,—u =

troissante
bjMontrons que la suite (u,) est convergente

a:(vneN") ; w,>1(caru,— 1= %), donc la suite (u,) est minorée par

et puisqu’elle est décroissante alors (u,) est convergente.
})a-Montrons que ;: (vne N" {1} 2"> Cc?

sitneN'—{1};0na:
C=1+C+C+.+C

0

Y=+ 1= BOEX 1=

".M=

bnc 2°- =1+ C + C+ ..+ C dou 2"— >0 ainsi; yne N' - {1}; 2> C
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b) Déduisons que: 1 <u, < nE Tan

Ona: (vneN'—{1}) ; 2'> ? donc ?<Cl,zdou ey O

n CZ
et puisque C* = 2!(;_! T = (n “21)” alors:j <y <

cestadire: (vneN'—{1}); 1<y < nil el

+1
(n—l}”

c) Calculons limuy,

2
_l n—+xfl — 1

On a: 1 <ux<
n

criteres de convergence)

[Exercice £ -3
1) Calculons u; et u;
e i 3 25
ona.E §T+T) (1+2) doncuz—3
SN2
el oAl SN =3 ek
-ona.uﬂ—z%+l 2(2-1-1) 4doncu, z

; 2u
2) Montrons par récurrence que: (vneN) ; u,,, = A1

e |nitialisation:

1
2 X5
Pour:n=00na:42u" = 2 = 1T=u 'doncu= 204
M“-l 4)(%_1 4”:‘_1
e Hérédité: Soit ne N ;
zu:ﬁl

2u, e
Supposons que: u,, , = A 0 et montrons que: u,:, = 7 T |

Ona: u., = 4u i (d’apres I’hypothése de récurrence)

+ let lim—2—+ 1 =1 donc; limu, = 1 (dapres les

SR .L:L(L __L)
donc: o > 4y, . — 2 ot Upa 2 \ s & U,
donc
un+l
- -+
] _[_(ur:+un-rl)_ 14uhll_ bﬁ!i}_ld’u:-l u.-w l4un+l
uﬂ-l—! 2 un-—lxun 5 2 _""_‘ir_:__l___ T 2 .u,H_ 2 ll"n--l
uﬂilx‘luull_z :
ainsi u, , = 24,
5T 1

230 ﬁ Les suites



2
*Conclusion: (Vvne N);u,,, = 4%'“ I

3) Montrons que: (Vn € N) ; %S < | (par récurrence)

s Initialisation: pour n =0 on a: 4, = iet-é— = L=y donc% < =<'l

2
b2

la propriété est vraie pour n = 0

+ Hérédité: Soit n € N, supposons que -%Su,,ﬁl et montrons que
Lyl

-ona: 1 2.'2 l—ﬂ
solhei dsapein o S

etpuisque:% < u, < lalors:1 — 2u, < Oetdu,— 1 >0

donc:u,, ,— 1 < 0 ainsiy,., < 1

Honma e 2 L
Etona:u, , D e D D AT

A%

0 ainsi

=

<u <1 alors 4u,—1>0; donc u, ,—

et puisque

13| —

i <u,_, < lcla propriété est vraie pour n+ 1

» Conclusion: (van e N) ; 2 <u<l

4) Montrons que la suite (v,) est géometrique , puis calculons v, et u, en

fonction de n

: ; ; 0 S R s | 4 4du—1 4
*Soit ne N ; on a: s e e 5 3
4u, — 1
=l_l_“_1_(l__£)
3 W RN
donc (VvneN) ; v, = —‘é“v‘.
D'ou(v,)est une suite géométrique de raisong = — %‘et de premier terme
O S e
5ty 3ed
* Exprimons v, puis u, en fonctionde n.
Ona: (v,) est une suite géométrique de raisong = — % et de premier terme
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= %—donc v,=vX(q) = %; (.__) et puisque v, = I‘L —g-alorsu,, = ﬁ

donc u, = 5 3 v d'Oﬂ(VnEN);uﬂ=——“——'§"-—"{—n
3 )(7; X:(“'i) + 4 442 )((—-Ez)

5)Calculons limu,

n—toe

ona:—1<— % < ledonc .IET@(_%) = 0 d’ou: limu = %

1) Montrons que: (Vx € ]0,1]) sl = —%x < ,/llTx

Soit élémentde [0;1];0na: /T —x— 1 = —=
oit x un élémentde [0;1];ona x S
et puisque y1—x < 1

—x

/ 1 ks x
alors 1—x+1<2d0nCW>§d0Um<—2
c’est-a-dire /1 — x — 1 <— %ainsi Vil 1—%(1)

g 1 1—-J/14+x —x
== =
s J+x J1Ex J1+ x(1+ /1+ x)
etpuisque: /1 +x >let/1+x+ 1= 2alors /1 + x(1 + /1 +x)>2
| 1 —X X
d < it 2k
S e s Sl e e e

ISR 1 S Qe B 1 A
c'est-a-dire: 7 1 > 5d'ou e >4 (2)
1

s ; . 2 _.l
de (1) et (2) on déduit que: (vx € J0;1) /T—x <1 5% <7‘1’T”§

2) a) Exprimons u, en fonction de n

Ona: (VkeN’) ; u= (l __ZLE)“*"'
donc, pour Kk =n ona: u, = (l - Tlﬁ)u,,_ i

e S AN ARt BN

» -

232 § Les suites






et puisque la suite (v,,) est strictement décroissante, alors (Van € N°) ; v, <y,

donc uﬂ<ﬁ.v1=lr
et comme, v, = /0 + 1 = %alors (vheN") ; u < 5‘,7;1—1_4?"1_

b) Montrons que la suite (w,) est strictement croissante

sotn€Nonaw, ,—w=u,/n+1—u/n
) 1 T
= ([ 0+ 1))54!,, n+ 1=u/n

1 [
“"“"+1(1__Xn+ l_\/n+1)

1
2
=u/n+1(1—l><—1—-—/1———‘—)
B 2 " n+1 n+ 1
) : - 1vf=gxl / 1 1 -
etdapréslaquestlonl)ona.l—j(m)> lv(m) (car ()<n+l_l)

donc w,.; —w, > 0, d’ol la suite (w,.) est strictement croissante

‘

=u

e Montrons que: (Vvne N') ; W

Soit 7 un élémentde N , on a:

3

W
» = u,/n donc u, = —~
/n
et puisque (w,,) est une suite strictement croissante, alors (vne N') ; w, = w,

e 55 i o |
cest~a—d|re.(VneN),w"24dou. (V”EN)’”"ZT,/E
c) Etudions la convergence de la suite (u,)

r b3 3 ok » 1 { l
. : e U & —
On a: d’apres ce qui précéde: (Vvne N) ; il U, 2T

’

| 1
————-¢et §° = —— pourtout n de
2/n+ 1 R ) P

N" sont convergentes, et on a: lim S, = 0 et limS’, = 0,donc (i) est conver-

A=t

Les suites (S,) et (S",) définies par: S, =

gente et limu, = 0
n =400
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3
1) Montrons que: (vaeN);u.> 1/ -17— en utilisant le raisonnement par récurrence

¢ Initialisation: pour n = 0 ;ona: uy = z/%

Et puisque % >% alors 3/72?— mf% alors u;;m/%

Hérédité: Soit n € N , supposons que u..h/? et montrons que u, . oﬁ

on a: u,.>s1,f-.l?-=>u§>=l!-

=o]+u£>'%‘+1

ISRt
= 3 ->7

et puisque la fonction: x Y x est strictement croissante sur l'intervalle
s 2
[0; + oo[, alors 3 —l—%«‘fﬁ >§/; c’est a dire: u,. =>3/:1?

s Conclusion: (Vae N);u, > J\/IT

b) Déduction: e
I + u,
Soit n € N pohe ";I;' = iEu:g“ e vn;uf‘{ = %/EI&E + é
donc :u">3/r% = ub> %‘
= 8u2>-§-
gy <f
=0 <§L—: = % <l

et puisque la fonction x — 3/ x est strictement croissante sur l'intervalle[0; + oo[

aiors;,/-_l-q + L <1 cesta-dire: Hevt < 1;donc (VneN); % <
y 8ur 8 Un Un

¢) Montrons que la suite (u,) est convergente

Soit # un élément de N :on a: %L-‘ <letu,>0

n

donc (Vn = N) Uiy < U, Cest-a-dire la suite (u,,) est strictement décroissante ,

: S 3]
et puisqu’elle est minorée par T alors elle est convergente.
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2) a) Montrons que la suite (v,) est géométrique

Soit ne N ;ona: v = %uiu—%

SR :
et puisque U., 1 = i/ué Us alors ul,, = .1_'%&1

ST [ I ) e SR & WO P )_.L(Zs._l)u_l_
donc v“*'_8(8+8) 8_8(8+8u" 1—88u.. g/ = g¥
d'ot (VhneN):ven = %v..

Par conséquent; (v,) est une suite géométrique de raison g = 1§et de premier

2l
terme v = 3

b) e Calculons u, en fonction de n

(v.) est une suite géométrique de raison ¢ =% et de premier terme w = 3,

ool —

n ntl
donc: (VnEN);vF%X(-Ig-) C’est a dire: (Vn e N);v,.=(%)
Soitne N ;ona: v, = %ui— é = 8w+ 1= Tu}

o yl= %(81}.«+ 1)

= Uy = 3;/7”»17(81";; - 1)

donc (vne N);u, = a\ﬁlf((_?l;)fl_)

e Calculons lim u,

N = 4 o

Pusque 1<} <lalors lim (&)= 0 donc lim ((-é—) + 1):%

et puisque la fonction x — ¥/ x est continue en %

alors: nlll"l'!w'/%: (%)" + l) = a/;ainsi: ulii}lmu,. = ﬁ

Exercice £1-3
1) Montrons que: (VaeN);2*>n

elcassin=0;o0ona:2°=1etl>0donc2°>0
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etona: x;=1,donc x, <2

donc; (vneN*);x. <2

c’est a dire: la suite (x,) est majorée par 2.

on a: (x,) est une suite croissante et majorée, donc elle est convergente
3) Montrons que la suite (y,) est majorée

Soit n et k deux éléments de N” tels que: k < n

ona: 2>k donc kX 2'> k> doti: i <L ainsi: Z': -E-l—_- <z,,: L

c’est a dire y, < x, et comme x, < 2 alors y, < 2,
d'oli: (Vvne N*);y. <2, cestadire (y.) est une suite majorée par 2 (1)
e Etudions la monotonie de la suite (y.)

Soit n un élémentde N on a:

R S R En0r)
=Xt GE DT Nt GE D

c'est-a-dire:  yii1— )= '(_pi_'-i-_'llw

d'OU y,,.}.] ""y'n o 0 (Car (n—'i'_;}i."_ri > 0)
Ainsi, (vn e N*); Yur1 > Ya
c’est-a-dire la suite (y,) est strictement croissante (2), donc de (1) et (2)

on déduit que la suite (y,) est convergente.

[Im =51
1+ 2;

1) Montrons que: (vneN) ; 0<u<2 (utilisons le raisonnement par récur-

rence)
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¢ Initialisation: pour n=0 ona u,= 1 donc 0 < u, < 2

* Hérédité: Soit n € N, supposons que 0 < u, < 2 et montrons que
i< <2

-Puisque u, > 0 alors u;+ 2>0etu?+ 1>0,donc u,+: > 0 (1)

= Ilﬂ-*zu,,_ un el
Ona Up1—2= FrET e 7y 1= 2)

>0¢alors #,1 —2 <0

et puisque u#,—2 < 0 et u.‘.’; I

cesta dire u,«1 < 2 (2)
de (1) et (2) on déduit que 0 < u,.; < 2

Conclusion: (vneN) 0<u.<2

Up+ 2 —2- U
PP Leg et T

2)Soit neNona: tws1— =

et puisque 0 < u, < 2 ; alors s —u, > 0; donc  (Vn € N); tnsr > s
D'oli la suite (u,) est strictement croissante

3)a) Montrons que: (VreN) ; 2 — u < %(2 —u,)

Ona:2 — ty. = 2_|_1(2—u.-)
1
4
Il suffit de montrer que: "+ e S = 5
Ong -4 4_ ui—-4 _ (—2)(u+ 2)
ui+1 5 S@+1) S5+ 1)

etpuisque O < u, < 2 alors u,—2<0etu,+2>0etonasSu:+ 1) >0

us =i é < ! - i 3 u;% < é
donc T 5*0cestad1re. I+i= s
S et
on a: [ S 5etlZ u, > 90

Donc M T2 uw = 4(2 — Uy)

Ainsi: (vneN) ;2—u < g(z- Us)
b) Déduisons que: (VaeN);0<2—u, < (%) (utilisons un raisonnement

par récurrence)

(1]
o Initialisation: pour n=0ona: 2—u, = 1 et (%) =let0<1=1
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donc 0<2—u05(%)0

e Hérédité: Soit n€ N ;
Supposonsque 0 <2 — u, < (g—) et montrons que 0 <2 — u,. < (g)

" n+4 1
ona:0<2—u, < (%) donc 0 <%(2— ) = (—g—)

et d’aprés la question 3)a)on a: 2 — tus1 < %(2 — Un)

o |
donc 0<2 — iy < (3)
Conclusion: (Vvre N); 0<2—u, = (%)
c) Montrons que (u,) est convergente et calculons lim .

La suite (#.) est croissante et majorée par 2, donc elle est convergente

etona: (VvneN) ; lu.— 2| < (%)

et puisque lim (4) = 0 (car—1 <§ <1) alors im u, = 2

5
Exercice/ 3

[uo= 4
on a: 3 o 2nae30
[u.ﬂ—m 3 neN

1) Montrons par récurrence que: (vaeN) ; w.>3
e Initialisation: pour n =0 on a: u, = 4 donc u > 3
donc la propriété est vraie pour n = (

e Hérédité:

Soit n € N, supposons que u, > 3 et montrons que 4, > 3

: _2ul-3 _ 2ui— 3u.— 9
On a. Uns1 — 3 — 78 4:7— = -—-———--&;_.‘.i.-_z....._._._
A Wﬂ‘?ff‘g* 3) (car 26— 3x— 9 =(x—3)(2x +3))

et puisque u, > 3 alors u,—3 >0 et 2u,+3>0et u,+2 > 0
donc u,: —3 > 0 c'est-a-dire u,:; > 3
Conclusion: (Vne N) ; u, > 3

L2y =3

2) Soit neN,ona: s — un= el = e
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dou (vreN): uﬂ._(%-) +3

c) on a: 3 >1donc lim (%) =+ oo d'oll lim (%) +3=+ 0
et puisque u, = (3) 3 alors limu, =+ oo (d’apres les critéres

de convergence)

1)a)Ona: (VvrEN) ; ot = tat+u?

donc (VneN); tavi— = u?

dou: (vneN) ; wes —u. >0 car u; = 0; Ainsi: la suite (u,) est croissante
b) On a: (u.) est croissante donc (VaE€N) ; u. = w et uo = 1

Donc: (VvareN); uw.=>1

d’ou: m=1l=>wm+12=2
= un(un+ ]) 2 2”«

= U+ 2 2”;:

et puisque (VvneN) ; u.> 0 (car (vneN) ; u. = 1) alors u;u >

n

=1 n="1 2 =
donc: [] (—“—*11) = [I2 clest-a-dire % > 2»
k=0 U k=10 Un

Ainsi: (vneN) ; u,=2"

on a: lim 2" =+ oo (car 2 > 1) donc limu, =+oo (d’apres les criteres
de convergence)

2) a) Vérifions que: T-l— '1_-|'-'l'uk. +- pourtout k € N

On a: (VREN);L-— 1w — - w(l+ w) — w

U ey Uy Uy 1 U lly +1
=_1+ U — 1 AR,
Ui w1l + w)
B
I + w
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b) on a: Z nZI( l )—L%L:]ﬁlf
! l+u; =\ Weei Uy U U

et puisque limu, =+oo alors limv, = 1 donc (v,) est une suite convergente

Brercice /7

1) Montrons par récurrence que: (vrne N) ; u, >0
o |nitialisation: pour n =0 on a: u, = | donc i, > 0
* Hérédité: Soit n € N

Supposons que u, > 0 et montrons que . > 0
Ona: u, > 0 et /1 + u? >0,-donc s > 0

» Conclusion: (VneN) ; u.>0

uﬂ-t'l._ l

d'autre part on a:
: J I

etpuisque : /1 + u? >1alors ~“iuu <1
donc (Yn€N) ; w1 <u, , d'ol la suite (u,) est décroissante

ona: (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente

2)Soit ke N*; On a: vk=-1—2~ 1 =1+;“f‘-th 1 =51
donc:lzﬂ}w Z‘,l =l
(S nes

dautre part,ona:  >w= 3 (—li i —-21—) el s
k=1 U -

1 l
donc: - El’; “*u— == ;1-

Déduction : on a: —lj—l— 1 donc -122 e b 2
ni, n nit; n
L PRE n
dou: nu; = iy
etpuisque lim —"*— = lim —— =
n -+l + ,,_..‘m1+l

alors lim nul = 1

A=4x

Les suites

h243



244

Exercice £ 15
o

1) a) Montrons par récurrence que (VvneN) ; u, > 0
e |nitialisation: pour n =0 on a: u,>3/2 donc u, > 0

Hérédité: Soit n € N supposons que u, > 0 et montrons que #,.+; > 0

ona: u, >0 doncl>0dou %(u + 1 )>0cestadire Upir > 0

n

e Conclusion: (VaE€N) ; 4. > 0
2) a) Montrons l'égalité ( £)
Soit neN ;ona: u,, —3/2= %(M,,+ %)— /2

3 3 2
/3 = 2u, — 3;/?;:,, + 2 (1)
uﬂ
etona: 24+ /2 (- 3/2) = (2u, + V/2) @ — 23/2u, + 3/4)
3u’ 3 it 3u’

n

c'est-a-dire: u,,, —

V2 1 2
c’est-a-dire : 2 ; Ly e = 33./“22;;“ 2 2)
Sdui 2u,+ :
de (1) et (2) on déduit que: (VnEeN) ; u,,—3y2 = L 2-! L

b) Montrons que (YneN) ; u, =3/2:

de la question précédente on déduit que:

(VneN') ; u—3/2= 2“"3' 3 e

ﬁ
q 2
c'est-a-dire (Vne N') ; u, =1/2 et puisque: 4, > 3/2 (d’aprés les données|

(u,_,—3y2)"

et puisque (1, ,— 3/2) = 0 t >0 alors (Yne N') ; u,—3/2210

alors: (VneN) ; u, =342
c) Montrons que (u,) est croissante:

Soit 72 un élément de N

ona:u, ,— u,,=—%

2 _=w—=2) _  (u=32)+3/2u+ /)

Y R T 3u;

n

et puisque u, — 3/2 = 0(d’aprés 2) b) etu? + 3/2u, + 3/4 >0(car u, > 0)aln
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Upsr —Un < 0

donc (vneN) ; u,,, <u, d’ol la suite (u,) est décroissante.

3) a) Montrons que (VvneN) ; w—3f<;( —-‘h/f)

SoitneNona: u, ,—¥2= 2L ;2‘/_ — 3/2)* (d'apreés 2) a))
2 y e

donc w,,—%2= 2y Jﬁi"‘ 3'/_(M,, —3/2)

sﬁ—_—.—zﬁ ./Eu+./_ _3/—)

cest-a-dire: u,, , —

3Ry e
Ona: %-%"f—ﬁ > Occar u,— /2= 0etu,,—3/2 >0
Dunc:%uw_é%(car ﬁ"; 7 ‘/Z > 0)doncu, ., — 3/2 < %(u,,— 3/2)

Dol (VrnEN) ; u,,—*/2 < %u —34/2)

b) Déduction:

Ona:(vk € N) ;0 <u,,—2VZ < 54— 2V2)

(on peut vérifier que (Vn e N); u, > ¥/2)

Donc: Pour k=n—1 0<u—3y2< %(u"_ 7))

Pourk=n—2: 0<u_,—3/2 < %(uﬂ_l—aﬁ)

Pour k= 0: 0 <14 —3y2 < 2 (4~ 5/2)
En multipliant membre a membre ces doubles inégalités strictrement posi-

tives et aprés simplification: on obtient 0 < u_—3/2 <( ) (u,—*v/2)

donc (VneN) ; 0<u—3\/_<( )(ut.—‘*s/_)

¢) Déterminons limu,

1—=too

ona u,—*/2 > 0 (par hypothése) et — 1 <%— <1
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donc lim (%—) (h,— 3/2) = 0etonaaussi(VvaeN) ; u—+/2>0
et d’apres les critéres de convergence on a: lim (u, —12) =

donc limu, = 3/2
n—=+o

Exercice £

1) Montrons par récurrence que: (VheN) ; 0 <u, =< 1:

e |nitialisation: pour n =0 ona: i, = —‘/22 et =< 1/2_27 < l,donc0 < u, < 1
e Hérédité:
Soit n € N, supposons: 0 < u, < 1 et montronsque: 0 < u,, , < 1

1 14 u, I 1+ u,
55 5 < l1dolug < o)

cestadire: 0 < u,,, < |, par conséquent, la propriété est vraie pour n+|

ona: 0 =u = ldonc:0 = =]

e Conclusion: (vheN) ; 0=<u =<1
2) Etudions la monotonie de la suite (u,)
Soit n un élément de N ,on a:

l+u |
1+ u ”2_ —2ul+ u, + 1 _-—(u,,-—l)(u+§)

n+l_“n= 2 e
+/l+£¢ ( +/1+u] +/l+u

et puisque:0 < u, < lalors u,,, — u, = Opour tout n de N, donc la suite

(u,) est croissante

Déduction:

La suite (u,) est croissante et majorée par 1 donc elle est convergente.

3) Montrons par récurrence que: (VneN) ; u = cos(%)

e |nitialisation: pour n =0 on a: y, = @ = cos% = cos%% donc la propriété

est vraie pour n=0

e Hérédité: Soit n € N, supposons que: u, = cos% et montrons que

f1
“...H = COS 777 2;74—1
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; = 5 2 T
Pha-Ueisy 72 2 = 2 e (i_’)
(car cos(2a) = 2 cos’a — 1)et puisque 0 < 2E e = %;alorsu,,+ = cos(%).

Donc: u, = cos( pour tout n de N

&

eConclusion: On a: hm = 0 et la fonction cos est continue en 0

21112

donc: limu, = cos0 = 1

» Monotonie (cas ou f est croissante)

*Sit u, < U1 ;alors par récurrence, on montre que:
(Yn2ne) s < e s

donc: (u,),., est croissante.

* Si: U > Uy, ; alors par récurrence on montre que: (VY = no) ; e > Ui ;
donc: (u.),., est décroissante.
* Limite de la suite (u,),.,,
*Si f estcontinue surunintervalle J * w.i=fu,); n=no
» AJ)cJ C U €J
* (uy),., estconvergente

Alors: La limite de (u.),.,, estune solution de I'équation f{x)=x.

Exercices d’application

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = 2%

X+ 6
1:1
(VnEN)u,.u—/(u,.)

1) Montrer que [ est strictement croissante sur I'intervalle:

On considére la suite numérique (u,) définie par :
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1=[0;/3] etque: f(I)=1.
2) Montrer que : (vne N);1 <u. <¥3
3) Montrer que la suite (#,) est strictement croissante.

4) En déduire que la suite (u,) est convergente, et calculer sa limite.

Exercice £1 5

Soit a un élément de I'intervalle |0; 1

Soit (u,) la suite numérique définie par :

: = o
w € [0;/a] et (¥ € N)juers =3 7

1) a) Montrerque : (vp e N) ; 0 <u. <Va

b) Montrer que la suite (u,) st convergente et calculer sa limite.
2) Soit (y,) la suite numérique définie par : (vn € N); v, = 12;1%
a) Soit k unélementde N ,telque: k = 2
Vérifier que : k! = 2*-', en déduire que : (vp € N); v, < 3V

b) En déduire que la suite (v,) est convergente.

Exercice 471:’
On considere la suite numérique (x,) définie par:

=l
4xn—-2"

[(Vne N); % =2+ 1—v1+x2
1) Montrer que (VneN);0<x.<1.
2) Montrer que la suite (x,) est décroissante.
3) Déduire que la suite (x,) est convergente et calculer la limite.

(On peut considérer la fonction: fix—x+1—v1+x?%.)
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Solutions \
1) » Montrons que la fonction f est stictement croissante sur 7 =[0;%/3]:

Lafonction f est dérivablesur / ,etona:

o a6 =3x8 C1RBI= %)
(Vxef).f(x)—9- &3+ 6)? = (x3+ 6)2

etpuisque: 0 < x < /3 ,alors: 0 < x* < 3, clest-a-dire: 3 — x* = 0
donc: (Vx € I); f'(x) = 0 et f sannule au point x =%/3 .
D'ou f est strictement croissante sur | .
* Montrons que f(I)=1
lafonction f est continue et strictement croissante sur 7 = [0;/3] ,
donc £(1) = [ f(0:AYV3)|=[0:3] =1
2) Montrons par récurrence que : (Ve N);1 S u. <¥3 .
* |nitialisation:
Pour n=0,0na:u=1etl <1<¥3,donc:1 < u<¥3
¢ Hérédité:
Soit n € N ; supposons que : 1 < w.<¥/3 , et montrons que: | < w.<¥3
ona f eststrictement croissante sur l'intervalle [1;%/3]
donc: | <y, <¥/3 = f(1) < flun) < AV3)
=1 S%Su.ﬂs%
* Conclusion: (vne N);1 Su. < V3

3) Montrons que la suite (u,) est strictement croissante .

Ueoi ol %0 9

SoitneN ,ona: e e

etpuisque : | < u,<¥/3 alors: 0 <ui+ 6 <9
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donc: 3 +_E >9 d'ou : :-3—_—6— >1

ona: ‘%IJ >let u, >0 ;alors: (Vae N);:uwn > u

Par conséquent la suite (u,) est strictement croissante.
4) » Déduction :
La suite (u,) est strictement croissante et majorée par ¥/3 , donc elle est
convergente.

e Calculons im u,:
Ona:e [ estcontinuesur /= [{J;?}/g[ e f(I) C I

s € let(Vn € IN) ;o1 = f(un)

et puisque la suite (u,) est convergente , alors sa limite est une solution de
I'équation fx)=x sur I .
Soit x€/l ,0na: f(x)=x < ‘9+6

= x(x*—3)=0
—=x*=30ux=0
—x=%3oux=0

Ona: (Vne IN);u. = 1 donc: limu, = 1, d’ou: lim u, = &

1) a) Montrons par récurrence que : (Vn € N);0 < u, <va

e |nitialisation: Pour n =0 ,0ona:mw € [{};f& ] (d’aprés les données)
donc:0 < uw < /o

o Hérédité:

Soit 7 € N; Supposons que: 0 < u, < /o , et montronsque : 0 < u,,, < Ja
ona:u, = 0eta>0,donc:u,+ o >0etu,+1>0

d’ots : “":9‘ >0, cest-a-dire : u,. = 0 (1)
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'etona:unf.—JE:—‘f:{—cf—/a
_uu+a_uu a_\/a
=%  + 1
_w(-JVa)-Jall-Va) (- /o)(u- /o)
Z 1+ u. ; U + 1 2

etpuisque: 0 < u, < Ja ,alors:u.— /o < Oetu,+ 1>0

(- /&) (- /3) _

etona:0<a<1,donc:1rfuf>0,d’ou:( e =08

Cest-a-dire : 1 — Yo < 0, ainsi: u..1 < Ja (2)
endéduit que: 0 < u.., < /o, ainsi: (vneN):0<u. <Va
b) Montrons que la suite (u.) est convergente

» ftudions la monotonie de la suite (u.):

Soit n€N ,0na:thsi— tha= e 0
w1
SO e O
iy + 1 u + 1

etpuisque : 0 < u, < Jo ,alors:a — u2 > Oetu,+1>0

& +“I5- >0, doli: .1 = u,parconséquent : (Vn € N); 1 > tn

Donc la suite (u,) est croissante.

donc :

Puisque (u,) est croissante, et majorée par /. , alors elle est convergente.
* Calculons lim u, :
Soit [ la fonction numérique définie sur [0 Jo ] par: f(x) = =———
ona:* f estcontinue sur[0;/a |
* flo;/a]) c [0:/a ] (Remarquer que £ est strictemnet croissante sur
[0;va] et fll0;va]) =[a;Ve])
*u e |0/ ] et(Vn € N) ;e = flun)

et puisque (u,) est convergente, alors sa limite est une solution de I’équation
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Ax) = x sur lintervalle [0:/a |.
+
SOIthIO v/_]ona j(x)—x@§+l
oxto=x*+tx

ex'=o
ex=vYa (car x=0)
donc: lim u, = Ja

2) a) Soit k un élémentde N ,telque k = 2

* \érifions que : k! = 2%

Ona:Vp€e{2;3;4;.;k}; p=>2,donc: Pl'lp > pl£[22
et puisque : ﬁp=2x3x...xk= 1 xX2X%..xk=k!

etl_[2 2><2X .X2=2"' alors: k!l > 2*-!

=1} fois

* Déduisons que : (Vn e N);v, <3V

-Pour n=0,0na: w=1u etu=Ja et /o <3/, donc: w<3/a
-Pour n=1lona:vw=u+u etu < /o etm < /o

donc: w <2va ,dou: v <3vo

Soit n un élémentde N ,tel que: n>2

Ona:w.= Zkl‘*’u“-{“ i+ Z

k=10

etona: Vke{2:3;...n}; k! =2+, donc: L < L

[ B
et puisque: 0 < u < /a , alors: k' < é/ka
d . S < \/0‘.
i Ek! 22

et puisque : 1 — (%)n 1< 1,alors: /o (1 - (;]” I) </a
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Cest-a-dire : E}z é/ka, </a ,donc: E}z </a

doli: vi<io+ w + /0. etona:u < /o etw < /o ,donc:v.<3/a
par conséquent : (Van € N); v, < 3/

b) Déduction:

*Ftudions la monotonie de la suite (v,):

. n+1 n
SoitneN ,ona:y,, - y= 2“_‘;.” z.“_ii

-2k

In-
4

. L =L “n-l-l____
N R G

P!."
=

et puisque : © “_:f-iw)—,- > 0,alors: vi.1— v, = 0, c'est-a-dire : v,.1 = v,

Ainsi : (Vn € N) ; v, < vau1 Cest-a-dire que la suite (v,) est croissante

» Lasuite (v,) est croissante, et majorée par 3,/ a , donc elle est convergente.

1) Montrons par récurrence que: (vre N);0<x. <1

o [pitialisation: pour n =0 , on a: xo = —%et 0< % <l donc O <x< 1

o Hérédité: Soit ne€ N , supposons que 0 <x,< 1 et montrons que:

G<x"+[<1

2% 3
%t )+ 1+ %2

et puisque x, > 0 alors x, + 1 + /1 + x2 >0¢, donc x... > 0 (1)

Ona:s s —

eton a: x..+t-l=x,,-/‘l_—_l~xf
—1

X+ 1+ x,,
et puisque x, > 0, alors x, + /1 + x2 >0 donc %1 — 1 < 0 (2)
De (1) et (2) on déduit que 0 < x4 < 1
s Conclusion: (Vae N);0<x.<1

2) Montrons que la suite (x,) est décroissante
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Soitne€N j;ona: xn—xm=1-vVitxl=—- =

et puisque —x2<0etl+ /1 + x2 >0 alors x,.,—x., < 0
donc (Vn e N);x..: <x., par conséquent , la suite (x,) est décroissante.
3) Déduction:

La suite (x,) est décroissante , minorée par 0, donc elle est convergente

e Calculons lirpx,,
Soit f la fonction numérique définie sur lintervalle 7=[0;1] par
f)=x+1—=/1+x*

1

est dérivable sur / etona: (vx € I); f'(x) = - el
! J (9c+~/—1~f-xl)\/‘l+xz

ona:(vx € I); f'(x) >0,donc f eststrictement croissante sur l'intervalle /
est puisque f est continue sur [ alors: £(1) = [£(0);f(1)]=[0;2 — /2]
ona:f(l) c I« (car 2—+v2 < 1) d’oll les conditions suivantes sont vérifiées:
execletVneN ; x..=fx)

o [ est continue sur l'intervalle 7 et f(I) c I

e La suite (x,) est convergente

D’ou la limite de la suite (x,) est une solution de I'équation f(x)=x sur
1=[0;1]

Soit x€lona: f(x)=x e /1 +x*=1
= 1l +x*=1

= x=0

donc limx.= 0
o4 o

@ Suites adjacentes

Si (), et (v,),., sont deux suites telles que:

(1) (u,) est croissante et (v,) est décroissante
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(2) lim(u,—v,) =0
alors (u,) et (v,) sont convergentes et admettent la méme limite.

Les suites () et ( v.) vérifiant (1) et (2) sont dites adjacentes.

_ Exercices d’application

SEEE 26

u =2
On considére la suite numérique définie par :

(Van € IN);u, = 7 16

On pose pour tout n€ N*, x, = u, €t y, = sy -
Onadmetque: Vne N ;u, > 0
1) Exprimer x,.; en fonction de x, , puis y..«; en fonction de y,.
2)a- Montrer que: (vae N*);x <1<y ;
b- Montrer que (x,) | est croissante et que () .  est décroissante.

"=

l—un|<§1Tl

4-En déduire que les suites (x, ) et ( y“)n _, sont adjacentes.

hz

(Erercice £18
On considere la suite (s,) _ définie par: (vneN*);s, = Z s

p=1

1) a- Montrer que : (vae N*); 2(\/.»;+1—\/_)<‘[—<2(\/n~\/;:—-1)

b- Montrer que : 11m s, =+ ocet: lim e

B =+t ::-A+x‘/n

2) On considére la suite (u.) définie par: (Vne N');u =s —2vn

a- Montrer que la suite (u,) est décroissante.
b- Montrer que : (vn € N*) ; u, > — 2 . Que peut-on conclure ?
3) On considere la suite (v,) définie par: (vne N*);v =5 —2Vn+1

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
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Soit a et b deux nombres réels tels que: a > b > 0

On consideére les suites (a,) et (b,) définies par :

a,=a;b=>b
— a‘ﬂ+b‘n p— 2 L3 n
aﬂil == 2 et bar-d-l 5 a +b

1) Montrerque : (vneN); a, > b, > 0

2) Montrer que la suite (a,) est strictement décroissante et que la suite (b,)
est strictement croissante.

3) Montrer que: (vne N);a_,—b,,, < lf(a,. ~b,)

1

4) En déduire que les suites (g,) et (b,) sont adjacentes.

5) En déduire que (a, X b,), est constante et en déduire la limite commune
des suites (a.) et (b,).

Soit a et b deux nombres réelstelsque 0 <a < b

On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

w=a; w==>b

(Vn (= IN);u,,n = m; et Vu:ri = uﬂ;v“

1) Montrer que : (Vvn € N);0 < u, < v,
2) Etudier la monotonie des suites (u.) et (v,).

3) Montrer que les suites (u,) et (v.) sont adjacentes.
[Exercice 4%
[uu =2
On considere la suite (u,) définie par : i(vn eN) : o +1:‘

n

1) Montrer que: (VvneN) ; 2<u <3
2) Pour tout entier naturel n, on pose : @, = ux, et b, = 4
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Exprimer .., en fonction de a, puis b,., en fonction de b,
3)a)Montrerque: (Vne N) ; 0 < a, < b,

b) Etudier la monotonie des suites (a,) et (b,)

4)a)Montrer que : (VR EN) ; by —api < -215--(!9,, — )

b) En déduire que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et déterminer leur

limite commune.
On considere les suites (i,).:2 et (v.).>» définies par :

(Van22): =21 % sin(%) et v, = 2" X tan(-gﬁ)

1)Montrer que (u.) est strictement croissante et (v,) strictement décroissante.

2)a) Montrer que : (Vn=>2) ; u, < v,
b)Montrer que : limu, = v, =0

3) En déduire que les suites (u.).>> et (v.).>2 sont convergentes et calculer

leurs limites.

betcice 8

Soit f la fonction définie sur[0; + oo| par: f(x) = 1

1 + x

On considere la suite numérique (u.,) définie par: J% =1

(Vrn € IN) : 1= f(us)
Pourtout 7 € N, on pose : x, = u,,+, €t y, = x,,
1) Montrer que f est strictement décroissante sur [0; 4+ oo et que
f([(}; + oo[] = [0; + oo[
2) a) Montrer par récurrence que la suite (x.) est strictement croissante et
que la suite (y,) est strictement décroissante. (On montrera d’abord que
(neN) ; foj{x.) = ooy €t Yorr = fof (y.) )

b) Montrer que : (VR € N) ; xu < y..
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3) a) Montrer que : (v & N) : %5;; <1

o —

Un+1 ™~ Un | < (“g—) .
4) a) Montrer que les suites (x,) et (y.) sont adjacentes et calculer leur limit

b) Montrer que : (v € N) :

commune

b) Montrer que la suite (#.) est convergente puis calculer lim u.

n =4 o0

\___Solutions 2 \

[Exercice 13

1) Exprimons x.+: en fonction de x, puis y.+1 en fonction de y,:

T e el
+ 6 u?‘ e T 6l 6)

In

SotneN ;x =u . = ”

n+ 1

Tx + 42
Donc (VH = N) P X = Bm

On montre de méme que : (vneN*);y = Zif:—I"‘%

2) a- Montrons que (vneN*);x <1<y :

e Montrons par récurrence que (Vne N*);x <1

e |nitialisation :

Pourn=1, x = u,= %donc: x < 1 ;la proposition est donc vraie au rang
initial

Hérédité : Soit n € N’ ; supposons que: x, < 1 et montrons que: x,.; < |

Tx, + 42 wisd
Onatsiol e~ 16

0<% <1 =(x,—1<0et6x,+43>0)
=3.xu+l_]. < 0

Donc x,+; < 1

Conclusion/ (vne N*);x, < 1

On montre de méme que (Vvae N*);y > 1.donc (vneN");x <1<y,
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b- Montrons par récurrence que (xn)m est croissante.

¢ Initialisation: Pour n =1 ,ona: x = u, = ; et x = ggg ,donc x, = x,

» Hérédité: Soit n € N'; supposons que x, = x,,

montronsque : x, , = x

n+l

: _Tx,, t42 T +42 0 9@k, -x)
Ona'xn+2_xﬂ+l_ 6"!, +43 6-x +43 (6xnfl+43)(6x“+43)

orx —x =0;et6x,.,+43>0;6x,+43>0donc:x .= x

4l " n+2 = Ta+l
Conclusion : (Vx € N*);x , = x,

Donc la suite (x,) . est croissante. on montre de méme que la suite (y,),s,

m=1

est décroissante.

3) montrons par récurrence que : (Vn eN'—{1 }) : ’ 1 —u, | < 317 :

+ [nitialisation :

Pourn=2 ona:|l — u|= '1 = %’: % < 631“ , donc la proposition est vraie
aurang initial.

» Hérédité : Soit n € N —{1} , supposons que : [1 — u |< zi=T ) €t

montrons que : (1 —u ., <-é-.;

ona:|l—u  |= I] - uﬂl 6|= 11— u, xzi—6

1 1
!!ﬁ>0=ou+6<6

or, d'apres I'hypothése de récurrence : ]1 —-u |< T

1

6n

] 1

dJOl‘.I:I.'l—u <-6ﬁ)<—6’

c'est-a-dire : | 1-u

s Conclusion : (Vn eN'-{1 }) ;

6T ’

4) Déduisons que : (x,),., et (.).>1 sont adjacentes
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Soit ne N'—{1};ona:|l—x|=|1-u

I ! 1 [ Sy I 2»-1_
w1, 0ri—1 <g<ldonc: limg== lim{g| =0

et fetoe

Donc: |1 —x,|<¢

d’ol : hmJ] — x,|= 0, et par suite : lim x, = 1 et on montre de méme que:

[T | o4 oo

lim y, = 1 donc: lim (x, - y,) = 0

" + ®

Ona: *Lasuite (x,)estcroissante;  * Lasuite (y,) est décroissante;
* lim(x,~ )= 0

Donc les suites (x,),., et (y,).-: sont adjacentes.

1) a) Montrons que: (Vvae N*);2(Va+1—vn)< <2(f yn—1):

Soitne N’ ,ona :/n—1</n</n+1

Donc :/n+/n—1<2/n</n+ 1+ /n

Dol :

1 |
coik
,/n+1+v7n 2/; R
cest-a-dire: /n + 1 — /E<7= e IR

Donc: (Vae N*);2(/nF1 =vn) < —= <2(1/_ Vn—1)

5
b- Montrons que lims =+oc et lim—*~= 2
N-=tou B—"00 n
p=n I
eOna:s =) ——

pe=l /;

p=4n

D’aprés 1) a-ona: 22(¢P+ "»/_)<ZJ <E_2(f /_)

p=1
Donc :2(/n+ 1 — f1)<Z'-T <2(/n - J/0);
doti: (vn € INY);s>2(/n+ 1 1)
or: lim2(/n+1-1)=+ o et 5>2(/n+ 1 1)donc: lims, =+ o
* D’aprés I'inégalité précédente, ona: (vae N*); 2(/n+ 1 — 1) <s<2/a
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* |a suite (#,) est décroissante. (1)

* Montrons que (v,),,, est croissante

SoitnEN';le—vﬂ:(sﬂl—2,/n+2)—(sﬂ—2‘/n+l)
=s,,—8—2/n+2+2/n+1
1
Lol ol S e
i
D’apreés la question 1) a-on a: 7% Solmid = ng )
n

Donc:T{r:l-+ 2/t 1=/n+2)>0,d0l: 1= v>0
n ;

Conclusion : (vneN*)v_ >v_. La suite (v,),,, €St donc strictement crois:
sante. (2)

*SoitpneN",ona:u —v =5 — 2‘/}':-—sn+ 2/n+ 1

=2(m*ﬁ)=m

or lim — = 0, donc: ljr;n (u,—v)=0(3)

2 +°°¢n+l+f

De:(1);(2) et (3), on déduit que les suites (u.),-, et (v,),., sont adjacentes

Exercice £1:

262 |

1) Montrons que (vneN) a, > b, > 0 :

* On peut montrer facilement, par récurrence, que : (vne N) : a, > 0
et b, >0 ;

e Montrons par récurrence que : (vne N) ; a, > b,

Initialisation :pour n=0 ,0na: as=a et bp=beta > b,

donc: a, > by

La proposition est donc vraie au rang initial.

e Hérédité : Soit n € N ;

Supposons que : a, > b, et montrons que @,+i > bu+

: _a+b, 2ab  (a,+b)—4ab (a,-b)
Ohaia =b . . — Tty +b @By E e 2(a; k)
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or:a, > 0 ; b, > 0 et d’aprés 'hypothése de récurrence : a, > b, ,
donc a, # b,

d'oli: @uy — bury > 0 cest-a-dire : a1 > bas

Conclusion : (vne N) ; a, > b, > 0

2)Montrons que (a,) est décroissante et (b,) est croissante :

: : g h L
StneN;ona g, -a=—"5—"-q=-"5
Puisque : b, — a <0 alors a.. < a.
2ab, sabo—=b? bla —b)
AT S el g e el e

Puisque : @, > b, > 0 , alors b,s1—b, > 0, donc : (VvrneN) : a. < a. et
b1 > by

Donc (a,) est strictement décroissante et (b,) est strictement croissante.
3)Montrons que : a,,, — b, ,, < %(a; b,):
Méthode 1: Soit n € N ;

Déterminons le signe de Wai—bay)—Ga—=b,)
ona:2(a“|~—bﬂ,)~(a,,-b)‘“a +bﬂ_i‘1b}; a+ b,
da b,
e b
_ 2a,b,+ 2b2— 4a b,
T
“2blb —a)
Tl e N

puisque @, > 0 , b, > 0 et b,—a, < 0 alors : 2(@u1 = bus1) — (@ —b,) < 0
doi: (vneN)sa,, ~b,, <(a,~b)
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Méthode 2 : Soit ne N

s il B 'a,,—b,,)
Plaiau- b cols ) 2 b")(a,,+b

Puisque: @, > 0 ; b,>0et a, > b, ;alors: 0 <a"+—ﬁ <

Donc: 0 <4 (a—b)(a+’;) <3(a,- b,)

dou(vneN) ;0<a,, - b, ,<—é~(a_, - b,)

4) Déduisons que (a,) et (b,) sont adjacentes:

ona: '0 <a,.“ bn<%(an—i_ bra—l)

‘0 <ﬂ'ﬂ__ _b <%(an-.z_bu-2j

1 =1

b< l(a—b)

0<aq - b< 5

En multipliant, membre a membre ces doubles inégalités strictement positi-

2 e i B el ey
ona: —1 <5 <1;donc ,,IETW(;Z) = 0 d'ou: "lar+nm(a ~b)=0

En résumant les résultats précédents, on a:
e La suite (a,) est strictement décroissante
e La suite (b,) est strictement croissante
e lim(a,~b,)=0

Donc les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

5) Montrons que la suite (aﬂ X b“)u est constante

i W . ao, WRE et W oo e
SoitneN ,ona:a_  Xb B s a xb

n+l
Donc: (Vne€N);a, b, =a,b, ;dollasuite (a Xb,) estconstante
Ainsi: (vneN) ; a, b =ab

e Déduisons la limite de (a,) et (b,)
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SoitneN ,ona:y,,— y=tet W _,

2
_un+Vn_2Vn_un_'VH
o 2 O]
Puisque: 0 < y, < v, alors: u,— v, < 0 donc: vyu —v, <0

Dot : (Vr € N): vuri < v.. La suite (v,) est donc strictement décroissante.
3) Montrons que (u,) et (v,) sont adjacentes

e Calculons im v, — u,

Soit €N ,0Na: Vas1— thos1 = -é—(,/?ﬁ Juw)

or:/v_.—ﬂ:ﬁdonc:(/a—/;y:(w—u,.)x‘/E;/‘/%;_

et puisque , 0 </ va — Ju, </ vu + un,alom:M-(l

Donc : (v, — “")x%#[f: <= fcarz Vs = 0},
dou (/v. — ./I)2<v" — U

DOHC: Vas1— Uns1 S '%(Vu_ un]

Conclusion : (Vk € N);0 < vern— s < '%(Vk_ uk)

en remplacant k successivement par: [0 <y, —w < —%-(vo — Uo)

0;1;2;...; (n—1) , on obtient : 10<v3_u2<;_(m_u,)

0<va— U< ;—(vw — Un-1)
Par produit membre a membre ces doubles inégalité strictement positives et
apres simplification on obtient :

0'<y, u..<(—%)"(vu — )
Donc: (VaeN):0<v,—u. < (Jf)n(b— a)

Puisque : — 1 <%<1,alors:’l_1rp( ..... )"= O,doncznlgrp(%)"(b —a)=0

d’oli: lim v, — u, = 0 (d’aprés un critére de convergence)

o= o
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onaalors : ¢ (u,) est croissante. ® (v,) est décroissante. ® lim v, — u, = 0

A=+ o

Donc les suites (u,) et (v.) sont adjacentes.

(Exercice &1

1) Montrons par récurrence que : (vn€N) ; 2 <4, <3
o Initialisation : Pour n=0,0na: uy=2 et2 <2 < 3donc2 < u, <3
o Hérédité : Soit n € N fixé

Supposonsque:2 < u < 3etmontronsque:2 <=y A6 <3

gna:%sﬁ;s%=%s-2+%£%donc2 <7 I}- <3
dol:2<u_ <3

n+

o Conclusion: (VvneN) ; 2<u, <3

2) e Exprimons a,+, en fonction de a,

Soit ne N,
2 = ~ s i o9k
Ona.‘::m--uz,‘”_2+_uzm—z+:Z_I_i%"_2+24_&1_“2{1"+I
2n "
Donc: (VA EN) ; @ur = g‘;ﬂi%
s Exprimons b+, en fonction de b,
SoitnEN,Ona:bﬁ_”=um3:2+ul =2+——]I——
M+ 2 2+u_
2k 1
= e b”b_Sbn+2
bt s o g
b
5h,+2

Dou: (VneN) ; by = 2.+ 1
3)a) Montrons que : (VvneN) ; 0 < a, < b,

SoitneN,Ona: a, > 0 (caru, = 2 donc u, >0),donc: (Vne N);a, > 0
Montrons par récurrence que (Vn € N); a, < b,

* Initialisation : Pour n = 0;o0na: b = % et ap=2 donc: ao < by.

» Hérédité : Soit n € N ; Suppose que : a, < b, et montrons que : @,+; < b+
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_Sh 4250+ 2
vt " AT 2T T 20+ 1
_ (b, + 2)(2a,+ 1) - (5a, + 2)(2b, + 1)

"

(2b, + 1)@:?1)*'*
10a,b, + Sh, + 4a_+ 2 — 10a,b — Sa — 4b, - 2
(26, + 1)(2(1” + 1)

Ona:b

bN R0 aﬂ
(26, + 1)(2a, + 1)

eOna:a,>0eth, >0 donc (2b,+1)(2a.+ 1) > 0, et d’aprés I'hypothese

de récurrence, a, < b, d'ou: b,—a, > 0

Ainsi : by > Aui

e Conclusion: (vneN) ; a, < b,

b) Etudions la monotonie de la suite (a,) en utilisant le raisonnement par
récurrence

e |nitialisation : Pour n=0;

Ona:ao=29ta,=a@=2+i-=~l-52—doncao<a1

e Hérédité : Soit ne N ;
Supposons que d, < .+, €t montrons que d,:1 < .2
o dagat2ioat2
Ona:aq,,—a,= 2a .41 e 261
a (5a,,,+2)(2a,+1)—(5a,+2)(2a,,,+2)
i (2a,,,+1)(2a,+1)
. 10a, aF5a t4a *2— 1004, ~5a—4d  — 2

(2a,,,+1)(2a,+1)

awl] —a'.!r

(2a,,, +1)(2a,+1)

Puisque 2a,+ 1 > 0 et 2a,., + 1 > 0 et a,., —a, > 0 (d’aprées I'"hypothése de

récurrence); alors @,:» > du+

e Conclusion : (Vrn € N) ; a, < a,:,; donc la suite (a,) est striccement croissante
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+ Etudions le monotonie de la suite (4,) en utilisant le raisonnement par récur-
rence
At i A E A o
s Initialisation : Pour n =0 ,ona: by = u; = 5 et == 2
donc: b| < bo
» Hérédité : Soit n € N ; supposons que: b,., < b, et montrons que:

bq=3 < bn-ll

0 'll _b =5bm-|+2_5b,,+2: bn+|_bn
na: Duiz 50| o | 2b,+ 1 (2bn+| + 1)(2bn 7 l)

Puisque : 2b,+1>0 et 2b,,+1>0 et b —b, <0 (dapres I'hypo-
thése de récurrence) alors b2 — b,y < 0

donc: (VnE€N) ; b < b, doulasuite (b,) est strictement décrois-
sante.

4)a) Démontrons I'inégalité demandée

Soitn€N;Ona:b, —a = (2b"+b;i:;n+ 5

1 o
(26, +1)(2a, + 1)‘b" a,)

Oru >2,a >2eth > 2alors: (2a + 1)(2b, + 1) > 25

l =il
G+ D@hED) - 2

Donc :

5
Dot: (VN EN) ; bosi — Gusr S ~215~(b,.—a,.) (car b,—a, > 0)
b) Déduisons que les suites (a.) et (b,) sont adjacentes

Ona: (a.) estcroissante et (b,) est décroissante; reste a montrer que :
lim(@ - b)=0

Daprés les résultats précédents,ona: (Vpe N) ; 0<b,,,~a,, < 5=(b,~a,)
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Donc: [0<b,—a,< (b, ,~a_)

0< bn-l e =5 _ig(bnAz_au--z)

1
LO <b-a= 2_5“(}’0#011)

Par produit membre a membre ces doubles inégalités strictrement positives

et aprés simplification, on obtient: 0 <b, — a < (—215] (b,— a,)

( i
Or: b ~2,donc(vneN) : 0<b —a, <(w§) :lz_
[b-a >0

Ona: lim(-ﬁ-) X-%-—O (car—1 <215 <1)donc: lim(b,—a)=0

LEN

Les trois conditions sont vérifiées, donc : les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

e Déterminons la limite commune { de ces deux suites.

3 5a,+2 e SR R S D
Orla.a,,“—2 +1,11ma,, ﬂ,donc.l;mza"+1 = 50+1
. S ; R R R 2502
Or lima,., = ¢, donc, d’apres 'unicité de la limite { = 201
50+ 2

Ona:ﬂz2ﬂ+l :uﬂzl-h/iouQ:l—ﬁorEZZdonc:ﬂ=l+,/§

d’ol: a: lima = lim b, =1+/2.

o~ + o0 L -

Exercice £31
1) e Montrons que (u,) est strictement croissante :
Soit ne N, telque:n = 2

Ona:u,=2""'X sin(-zgt:)
= x sin(z xiﬂﬁ-)
= 2““ X 2811’](2.,4-[)(:05( n-l- )

=2"2X sm(z,ﬂ)cos( )
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2

Ona:taer=2"%?X% sm(z?,t”)

Donc: twsr— thh= 2" % X sin( LU ) ¥t sm(z,,,,,)cos(—z-%-,)

e

TI: donc: 0 <sm(

N

Or:0 <450t )<let0<cos(2“,)<1

2m Aavi
Doli:1— cos(z,,,,) > () et par suite 2"%2 x Si"(iﬂ_ﬁ (1 - cos(-z—f—’n)) >0
Donc : (Vn = 2);u.. > us; et par conséquent la suite (u.),. , est strictement
croissante

* Montrons que la suite (v.), . , est strictement décroissante

Soit n€ N tel que n = 2;

Ona:0 <% n , donc tan(—’-'_'—) >0 et 27+l tan(—z-—) >0;dou v, >0

2:1 2n
Ona:y, = 2"“xtan(-;—t;)
=2"1x tan(2 * ZE ,)
n+2 T
sean thn(z,,f.) = 270 tan(-———z,“,) 3 o _
1 — tan? (-2-%,) 1 - tan’(—z-%,- 1 - tan’(zfr;,)

S A 2 T

Dou.——v” =1 - tan (2“.)

etcomme : 1 — tan? (2“,) <1, alors: V‘;” <1;donc v,+; < v, (car v, > 0)
D'oli : (Vn = 2);vas 1< v,; 1a suite (v,).»2 est donc strictement décroissante

2) a) Montrons que : (Vn = 2);u.<v.:

. ; R Si“(g")z Uy
Soit ne N telquen = 2;ona: v,=2 Ixcos(g;) cos(g.)

TC T
Puisque : 0 ¢E 57 <5 alors: 0 <<:o~s(2 ) <]

a5 (car U > 0)
cos —;—E)

b) Montrons que : lim(u,—v.) =0
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Soit n € N telque n = 2
Ona: e il ﬂ)_ i (E)
Un— Va= 2 ><bm(2 2r+lne tan ok

n

o (B o)

: I8
lan(m) '
s s Ol PO B 3 e
=27 X - T (Los(z,,) I)
2n
Puisque i_gm = () et la fonction cos est continue en 0, alors :

2.-:

,,IPP cos(%!_';) = cos(0) = 1 donc: l_it}l_cos(—g;) —1=0

Px) = t—:"!;I:i;:vc =0

* On considére la fonction ¢ définie par :
@) =1

Ona:lim@(x) = 1= ¢(0), donc la fonction ¢ continue en 0.

et puisque : lim 21 = () alors : im cp(;) =@(0) =

o
c’est—é-dire:"!jqa = =1
X

Donc: Jim u, — vu = 0

3)  Déduisons que les suites (i,).>> et (v,).>2 sont convergentes

Ona:

o |3 suite (u,) est strictement croissante.

e La suite (v,) est strictement décroissante.

° lim(u.—v.)=0

Donc les suites (u,).>2 et (v.),». sont adjacentes donc convergentes et
convergent vers la méme limite.

e Déterminons lim u,

: tan(%) tan(%%)
Ona:(vn 2 2);v. = 21 x — =" et lim ——== = ldonc limv.= 21
2r e

Dol : limu, = hm Vo= 270

R -
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bercice £ 78

1) Montrons que f est strictement décroissante sur [0; + oo

»Lafonction f est dérivable sur [0; + o] etona:

(V.x € [0; + 00[) D)= (lilx—)z

Donc : (Vx € [0; + oof) 5 f'(x) <0, et par conséquent f est strictement dé-
croissante sur [0; + oo
*Montrons que : £([0; + oo| C [0; + oof)
Puisque f est continue et strictement décroissantes sur [0; + oof
alors : f([0; + oof) = ]‘I_irpr(x);f(())]: ;1]
Or: ;1] © [0; + oof, done : £([0; + oof € [0; + oof)
YpPourtout nE N, ona: x., 1 = s 11 = flre. 1)
= fluars v+) = f( Mt 1)) = f(S ()
Donc: (Yn€N) ; xuir = fof (%)
Onmontre de méme que : (Y7 € N) 5 yu.: = fof (y»)
it puisque f est strictement décroissante sur [0; + oof
et j[[0:+oo[) c [0; + o] alors la fonction fof est strictement croissante sur
[0: + oof.
3)» Montrons par récurrence que (x,) est strictement croissante
s Initialisation : Pour n = 0
Ona:Xo= th= fus) = %et X :f(xu)=fof(%)=j(%)=%et ; <%
Done : xp < Xi
+Hérédité : Soit n € N
Onsuppose que X, < X;+1. Montrons que X, < Xy+2

risque (x,;%,+1) € ([0; + oo ) et fof est strictement croissante sur [0; + oo

dors : X < Xer1 = fof (x.) < fof (xa<1)
= Xt = Xnd2
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e Conclusion : (Vn € N) ; x, < x,.:, donc la suite (x,) est strictement
croissante.
Montrons par récurrence que la suite (y,) est strictement décroissante.
e |nitialisation : Pour n=0,0ona:
Vo=t =1¢et y = fof(1) =% et %‘ < 1,donc yi < yo
Hérédité : Soit n € N. On suppose que Yu-1 < Y.
Montrons que : Y12 < Yus
Puisque : (y:;y+1) € ([0; + co[)* et fof est strictement croissante sur [, +of
alors : Yurt < Yo = f0f (yar1) < fof (y.)
= Yurz < Yuri

e Conclusion : (Va € N) ; y..: < y., donc la suite (y,) est strictement dé-

croissante.
b) Montrons par récurrence que (Vn e N) ; x, < y,

® |nitialisation : Pour p=(,0na: x, = -%—; yo=1let Ll < 1,4donc x, <y,

o]

o Hérédité : Soit n € N fixé
On suppose que : X < Y.. Montrons gue : Xus1 < Yt
Ona: (x;y) €([0;+oo[) et fof eststrictement croissante sur [0; + o

Donc : x. < y. = fof(x.) < fof(y.)
= xn-l-l < yul 1
e Conclusion : (VneN) ; x. < y.
3) a) Montrons par récurrence que : (vu e N) ; -é— <u. <1

« Initialisation : Pour n=0,0na: u,=1 ety <1< 1,donc: ; < u <]
Hérédité : soit n € N fixé.

Y < < 1.Montrons que:: § < .y, < 1

Puisque la fonction f est strictement croissante sur [0; + oo,

On suppose que :
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alors : é—s e < 1= f(1) < flu) s;{é)

=== %‘ S a1 = %’

etcomme : % < 1, alors : % = =

*Conclusion : d’apres le principe de récurrence (Vv € N) ; 12~ Sun=<1

(3

Soitn€ N, ona:, o )= fu-y)

b)Montrons que : (vp e N*) : | o — us

A B 1
Vbt A e
— Un-— 1 — Un %
(1 + w) (1 + wa)
DonC: | thys 1 — U [ t = Uy |

T R T sty

Or:—éSu,.S Iet%gun_,<]

bonc:d S 14w <2et3 <l+u <2
el 1 ol VRIS Ve e
Wlimslipede =gl = g o

: 3 fant el I <4
Par produit membre a membre, on obtlent.4_ Tr0Tan >0

fnmultipliant de part et d'autre par |, — t,-1| on obtient :
= Un| = (%)h: — U

- 2 4
Ona: (V."'{E N ) o lut-l-l —uk|$“§|uk—us-||

inremplagant k successivement par : 1;2;3;---;n on obtient les inégalités

suivantes : 0< m_mgg(‘g-)fm—u«?

< (%)I Wy — Hy |

0<]u:|—uz

0<Iuh.1—u”|5(%)'u.—ux.|-
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Par produit membre a membre, et apres simplification, on obtient :
=< (g) bu;— H{:l

iUH-l-l—' Un

Or:luw— wl|= % donc: (%)Hlu. — ] < (g)"

um—unlf(g-)

4) a) » Montrons que les suites (x,)et (y.) sont adjacentes et calculons leu

Conclusion : (Vre N”) ;

limite commune puis calculons lim u,

Soit ne N',ona: |t — w S(g)
B 4 2 sz 1y { 6 n
Donc : |tz 1 — U] < 9 .Soit : | 2% — yu| < &
Al : | 16\
Dol : (Vvre N’) ; x,,—ynls(gl)
0“,,’.'!‘?1(%3(%) =0(car—1< glg?-ﬂ): donc: lim (v, — ) = 0

On a: e La suite (x,) est croissante
e La suite (y,) est décroissante
o lim (x, — y) =0

Donc : Les suites (x.,) et (y,) sont adjacentes, par suite elles convergent vers

la méme limite ¢

* Déterminons ( :

Ona: e Lafonction fof est continue sur [0; + oo
o fof([0; + oof) € [0; + o
° x € [0; + oof et (VR EN) ; 2001 = fof (x)

et puisque la suite (x,) est convergente, alors sa limite ( est une solution de

I'équation fof(x) = x sur l'intervalle [0; + oo
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Soit x €[0; + oo] ona: fof(x) = f(l‘_:‘_,‘c‘) & {}%

Donc: fof(x) =x < ;—I—é— =x

= xttx—1=0

etpuisque : ¢ = O alors: 0 = -_—-1—'% /5

Donc:: lim x. = lim y, = = .1_‘.5_‘./__

b)» Montrons que la suite (y,) est convergente et calculons lim u,

o=+ 00

cest-a-dire : (ve > 0);(3ve N);(vreN) ; n> N =
-1+v/5

Ona: limu, = hmuzm -'E—'-——-—_

n— oy -

m—0l<e

Sit€ >0; (an, e N);(vrneN) ; n=> N = |~ tl<e
@, eN);(VvheN) ; n= N, = |wn—0l<e

fnprenant N = max(2N;;2N, + 1) on obtient : (Ve > 0);(3N € N)

meN) ; n=N=lu.—0|<e
Donc : fim i, = 0 = #

_ Exercices de synthéses
EERY 33

Sit (u,) la suite numérique définie par : =i

1

(VHEN) 5 Wer1 =u..+u—

1)a)Montrer que : (VreN) ; u.> 1
b) étudier la monotonie de la suite (y,).
Ja)Montrerque : (Vhe N") ; 2<ul—ul <2+ u—uar (1)

et 2n<ui—1<2n+ u— 1 (2)
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b) En déduire que la suite (y,) est divergente.

3) a) Montrer que : (vne N7) ; 1 =% Si—'-’ < l—ui;
b) En déduire que : lim ‘/%h-” =]

Soit (,) la suite numérique définie par: (vaeN) ; upn=vVn+1+u
U =1

1) Calculer u, et u, , et montrer que (vae N);0 < u,
2) Montrer que (Vx € [0; + o) ; /x < é—(l + x)

3) a- Montrer que : (vae N) ; vn <u,

|

b- Montrer par récurrence que : (Vn e N);u, <n+ g

c- Montrer que (Vn e N*);u. <v2n

En déduire que : lim -~ = 1

4) Soit (v,) la suite numérique définie par : (Vva € N); v, = u,—v'n ; montrer
que (v,) est convergente.

Soit (u.) la suite numérique définie par: (vne N") ; u, =§ Sil’l(f}‘)
1) a) Montrer que : (Vxe R") ;x—%i <sginx<x

b) En déduire que : (vn e N) ; n’—(zk) — {z:kﬂ) <l < iz(zk)

c) Montrer que : (Vae NY) ;?:k" <
=)

2) Calculer limu,

He=stos

Soitae R telque: 0 <a <1
On considére les suites (a,) et (S,) définies par :
(vneN);a =(1-a) et(vreN);s =D q,
k=0

1) Montrer que les suites (a,) et (S,) sont convergentes puis calculer lim a,
et lim S .
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o 4,
=Uu, "

2)Soit (u,) la suite définie par : u > 0 et (va e N);u,

" 1

a-Montrer que : (vn € N);u_> 0 et que (u") est une suite strictement
troissante.

3 . 1
b-Montrer que : (va e N);u_ <u, + o,

¢-En déduire que la suite () est convergente.
(Brercice £74
2
: e - = 1
1-Soit (u,) la suite définie par : (VneN");u.= 2 e

Montrer que (u,) est convergente en déterminant sa limite.

nt1

2-On considére la suite (v,) définie par: (vae N*);v.= sin(;,, )ﬂcos(%)
wa€eER ,telque a # km avec ke Z

Montrer que la suite (v.) est convergente.

ja-Soit x € R , tel que x # %E ou ke?z

Vérifier que : tanx = cotanx — 2cotan(2x)

b-On considere la suite (w,) définie par: (vne N);w, = ;anzl—,tan(%)

i feR tel qued # %—I- avec ke Z.

Calculer lim w:

A =&

bercice £7:3

Pour tout é‘ntier naturel non nul n , on considére la fonction f; définie sur R
oar: fi(x)=x"+nx—1

{| Montrer que pour tout n € N* , 'équation f,(x) =0 admet une

inique solution x, sur R etque: 0 <x, <1

))Montrer que la suite (x.).- est strictement décroissante, et en déduire
q'elle est convergente.

IMontrer que (Vne N");0 <x.< 3—‘, puis calculer lim x.

I -
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Pour tout entier naturel 7 , on considére la fontion f, définie sur IR par:
filx)=2—x*+2(n+1)x—1
1) a- Montrer que I'équation f;(x) = 0 admet une solution unique o, sur
[0;1].
b- Déterminer le signe de f..(x)— £ (x) selon les valeurs de x.
c- En déduire que (o) est décroissante et qu’elle est convergente.
2) a- Montrer que : (v e N); 5;—_;—2— <0< n_-li-_i'

b- En déduire lima,

On considére la fonction polynéme P, définie sur R par:
P(x)=x"+x"+..+x*+x—1 tel que (ne N")

1) Montrer que pour tout n € N , 'équation 2,(x) = 0 admet une solutio
unique @, sur l'intervalle [0;1].
2) a- Montrer que (Vx € [0; + oof) ; Pii(x) > Pilx)
b- En déduire que la suite (o), - | est strictement décroissante

3)a-Soit xe R—{1}
Montrer que: P(x) = 1—1-_%:—' =2

b- En déduire que :(Va € N) ; 20, — (00)"*'— 1 = 0

c- Déterminer a. et vérifier que: Vn € N'—{1} ; a.< o, et en déduire
que lim(o,)' =0

d- Montrer que la suite (a.,). - | est convergente et déterminer sa limite.

[Excrcice £18

1) Soit () la suite numérique définie par: [u,=u = 1
urtl‘).: un+]+un N ne N

1) Calculer > et u;
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2) Montrer par récurrence que pour tout n de N ona:
aAu=n b) e X thyia + (— 1" = (Un1)?

ll) Soit (c,) et (B.) les suites définies par: o, = %—‘ et B, = u)u’" pour tout
n 2+ 1
nde N°

1

Uy, * Upyig

1) a) Montrer que : (vneN’) ; B,—a, =
b) En déduire que : (Vn e N) ; o, <P, et0 <P, — a"<l (utiliser 1)2) b))

; el e E 1
2)a) Montrer que : (vneN") ; a,,, —a, e

(utiliser 1) 2) b))
b)Montrer que : (vne N’) ; a, = é ~1

¢ En déduire la monotonie de chacune des suites (a,) et (B, ).

3) a) Montrer que les suites (a,,) et (B,) sont adjacentes.

b) Calculer la limite de chacune des suites (a,,) et (B,).

On considére les suites numériques (a.) et (b.) définies par :

w=0;a =1 et |bo=b=1
(eN—{0;1}) ; an=rntsi+aws  |(vnEN={0:1}) 5 b=nbrs+ by

1)a) Montrer que : (Van € N”) ; gv1bs—aub, 1= (—1)"

b) Montrer que la suite (b,) est croissante et que b, > (n+ 1)b,-, pour tout
de NN, telque n = 3

2] Pour tout n de N', on pose : Ux = g?\l—l et v, = zﬁ
=1 n
a)Montrer que : (Vn € N°) ; 0(;{,‘—1}“(?’—’:'_2—{)—!

o) Montrer que les suites (u.) et (v,) sont adjacentes.

brercice £:7

Soit (i) une suite numérique et ¢ un nombre réel.

Onpose X, = Uz, et Y, = U+ pour tout n de N

Les suites L‘"\ 281
sl



1) Montrer que : ( lim (u.) = E) P ( lim (x.)=0et lim (ya) = ﬂ_)
2) Soit (v,) une suite numérique décroissante ayant pour limite 0
a) On suppose que : u, = Z"}(— 1)*v; pour tout n de N

k=10

Montrer que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes. Que peut—on déduire?

b) Montrer que la suite numérique (a,)définie par : a. = Z (G PO
convergente.
Soit (u,) la suite numérique définie par: u,=a etu, = = “*’2 5 pour tout
— LU

(]

n de N ol a est un nombre réel de l'intervalle ]021"
1) a) Montrer que : (vae N) ; 0< u, < ‘ll et que la suite (u,) est décroissante.

b) Montrer que (u,) est convergente et que : limu =0

n—-toc
k=n

2) On considere la suite (Sﬂ) définie par: (vaeN) ; 5= D= 1)*u,
k=0

et on pose pour tout n de N:v, = S, et w, = Sus1.

a) Montrer que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.

Soit ¢ la limite commune de (v,) et (w,)

<o

b) Montrer que: (vneN) ; u , <5u

L

A k=ln
c) En déduire que : (vne N) : ]s =0 !Saz ( )

n+l

d) En déduire que : lim s, = [ (Remarquer que : |5, —/|<[s,—v,|+|v, =)

. 3 = S u, € R
Soit (#,) la suite numérique définie par : (V eN)- =
’ n+1 ] ]

1) 1) Déterminer la nature de la suite («,) dans chacun des cas: u, = 0
et Up = |

2) a) Montrer que la suite (u,) est décroissante

b) Montrer que si la suite (u,) est convergente alors limu, =0
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¢)Montrer que si uo < 0 ou i, > 1 alors limu, =—oo
ll) On suppose que : u, € J0; 1]
1)a) Montrer que : (vane N) ; 0<u, <1

b) En déduire que la suite (u,) est convergente

2)Soit (s,) la suite définie par: (vneN) ; s, = kZ.“ £

a) Vérifier que : u; = u, — u,, , en déduire que : Iimﬂi‘.uu;_ =y,
k=0 n—h k=
2

i -
b)Montrer que : (Vk € N) ; 0 <5 +*uk <u?

¢) Montrer que la suite (s,) est convergente.

3)a) Montrer que : (vre N) ; Ecl_;‘?i_> 1

A ; 1
b) Montrer que : (Va e N) ; 0<u <47

Erercice {13

Soit k un élément de N”

On considére la suite (u,) définiepar: uo=k etu, , =k + ?}‘ pour tout

neN

1)a) Calculer u, et u. en fonction de &

b)Montrer que : (VvaeN) ; k<u <k+1

2)Soit (x,) et (y,) les suites définies par: (VA€ N) ; x. = wa €t Y, = thos
3) Calculer x,., en fonction de x, puis calculer y,.., en fonction de y,

1

b)Montrer que : (vn€N) ; x, <y, et . =k+-~

¢ Etudier la monotonie de chacune des suites (x,) et (y.)
D M 23
. J) - A T il T e i
d)Montrer que: (vneN) ; y.,—x,,, < 1+ 10)

e) En déduire que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes, et calculer leur

[imite commune
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On consideére la suite (o..) telle que :
(vneN) ; Gou= f;(a, + Olues + Oass + Oliss)
Soit (a.) et (b.) les suites définies par : (V2 € N) ; @ = min (0ls; 0wt 13 0lar2;0ss)
et (VA€ N) ; by = max(0lu; Ones; 0s2; Onrs)
1) Montrer que : (Va € N) ; a. < 0.4, €n déduire que la suite (a,)
est croissante.
2) Montrer que : (Vrn € N) ; b, > a.,.4, en déduire que la suite (b,)
est décroissante.
3)a) Montrerque: (VreN) ; aa<a.<0.<b. < b
b) Montrer que les suites (a.) et (b.) sont convergentes:
On pose : lirp a.=aet llrp b.=b. .

B-—toc " oy

4) a) Montrer que : (VA€ N) ; 0L < "}Iaﬂ+%b«

b) En déduire que : (Vn € N) ; @, < %b,, + %a

c) En utilisant la derniére inégalité (pour les termes) 0.5 ,0ssa, 0oz Montrer
que:b < a
5) Montrer que (a.) et (b,) sont adjacentes.
6) Montrer que (..). est une suite convergente et calculer sa limite.
| Exercice £::3
Soit (i) et. (v,) les suites définies par :

_ UtV
0<u0< Vo et(VﬂEN) 5 {un-!t‘_- 2

[th-l. e \/u»ni-l Va

1) Montrerque : (VheN) : u,>0et v, >0 (1)
et(VvheN) ; ua<v. (2)
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2) Montrer que la suite (u,) est croissante et (v.) est décroissante.
3)a) Montrer que : (VheN) ; 0 <y, —u. < '21_,.(1"'0_ Uo)

b) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

4)On suppose que : ua = wcos@ ol 0 < <12r_

aMontrer que : (Vn € N) ; . = va.cos (2&)
sinQ
nay g__
2 5'“(2n)
|| Déterminer lim v, en fonction de v; et o.

A—+0

b) En déduire que : v, = vo X -

Endéduire que : (Voa I ]0; g-[) ;sino < 0 < tano

d) Déterminer lim s, danslecasol vo=2 et u, = 1.

1)a) Montons par récurrence que : (Vne N) ; u. > 1

Initialisation: Pourn =0 ona: u,=1,et 1 =21 donc u, = 1

+Hérédité : Soit n € IN ; supposons que u, = 1, et montrons que ., = |
Ona:u.=21, et El" >0, donc u, + El; > 1 c'est-a-dire u,.; > 1,

par suite w1 = 1

(onclusion : (Vn e N) ; u.> 1

b) tudions la monotonie de (u,)

Ona:(vneN) : up—u.= al: , et puisque u, = 1 alors L >0,

donc (Vn € N) ; ttss — 1. > 0, donc la suite (u,) est strictement croissante.

)-=u;‘:.,|+2+—l

Urs

2a) e Soit n € IN‘,ona:u,’,:(u,._.+

Un -1 1

donc ui—ui =2+ ;2-1— ,dolu? — u; >2;

n=|

. TN O
dautre part on a : u. ta-Vi= e
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| < 1
uEsy U

et puisque u, , = lalorsu? , = u,., d'ou

dob:2+ Lt <94 1
U Mn-1

et puisque u; — U, = 2 + .:?LT ety — thh-i1 = HLI

alors u; — ui | = 2+ Uy — Un-s

parsuite: (VneN') ; (1) 2 <ul—ui, <2+t~ thu

eSoitneN"etl <k =n

ona:dapres (1): 2 < uij— ui \ = 2+ Up— U

d’ou:gz S;I(u'{f—uf-i)E§2+?:(u§*ut--l)

dou:2n < ui— ui < 2n+ ts— o

Par conséquent:2n < u?— 1 < 2n+ u.— 1, (car y, = 1)
n=l

2 (a“ i f-'-'k) =y — o
Remarque «-o

2(&; = - r) = dy— (o

k=7l
b) Déduisons que la suite (u,) est divergente :
Ona:(vneN") ; ui—1>2n

donc : (VvneN") : u,=v2n+1 ; cette inégalité est vraie pour n= (0 (car

Up — 1),

dol: (VvneN) ; u.>+v2n+1 et puisque : lim /2n + 1 =+ oo

alors : lim u, =+ oo, (d’apreés les critéres de convergence) , donc la suite (u,)
est divergente.

3)a)Ona:(VvneN") ; 2n<ui—1=<2n+tu.—1

donc: (VvreN") ; ul—-uw.<2n<ui-1

et puisque : (n € N) ; u..ZI,alors:l—al— < 2—” <1- -[5
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bjOna:(VaeN’) ; 1—- 1

n =t

dou: lim %’21 S

et puisque la fonction x — /x est continue en 1, alors : l_i’gu/ ﬁ—’% e o=
v 2n |

Finalement : lim ¥*== =
n It

—~+ = "

Now=vVI+tuw=v2 o u2=v/2+—u1=\/2_;7§

Montrons par récurrence que : (Va € N);u. > 0

* Initialisation : pour n =0 ona: u, = 1 donc uy > 0

s Hérédité : Soit n € N , Supposons que u, > 0 , et montrons que #,.; > 0

ona:u,>0=>n+1+u,>0
sVn+1+u.>0
= U > 0

Conclusions : (Vr e N);u. > 0

2)Méthode 1:Ona: (Ya >0 Vb >0) ; Jab < ‘q—-:'z-jZ ’

donc: (Vx = 0) : /1 xx < -’-‘_12?--1 d'oli: (Vx > 0) : /x < “2“ 1

y | _:vc+1-~2./;_(v/;-—l)2
Méthode 2; ¥+ 1 e - = 5

2

Méthoded: X2Ll> /x s xt )22V
= (x+1)2=4x
= G+1)?—4x>0
i1 =0

Remarque:Si b = Oeta = 0 alors: a < b < a" < b"

3)a-Montrons que : (Vne N);u. > Vn:
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SoitneN'ona:U,-.1Z20=n+U,..=2n
Sodn+ Ui =dn
.= /n

La propriété est aussi vraie pour n = 0; donc: (VvneN); U,.=vVn
b) Montrons que : (vae N): U, < n+ % ;

e |nitialisation :

Uo = 1
*Ona: g, I _ I] donc d’ol la propriété est vraie pour n = ()
20T

o Hérédité : Soit n e N
Supposons que : U, < n + 21 ,etmontronsque:U,.. = n+ | + 2},,

Ona: U,.s_n+L=>n+1+U,,szn+1+21"

2:1
"?1+Sll"'(é/i'+ hHZnH T)z" (car /x < 2(1‘+

donc: U, <n+2,, s>Um<nt+l1+ 2~;,—]~

e Conclusion (vne N):;U, <n+ 5

1
2;1 1
1

Cest-a-dire:n+ U,.1. < 2n— 1+ T2

n-1

SoitneN":U...<n-1+
ona:(vneN");2"'>1 e (VneIN'); 51 <1
Donc:n+ Uer < 2n,dob: /n+ U1 </ 2n
par conséquent : (vne N*) U, <v2n

e Déduisons que : lim U

e
Ona:(vreN'):U.=vn donc:(vheN") %al
1

Ona:U,=J/n+ U etlUpcr £ J/2n -2 ,donc:n+ Ui S n+/2n-2

cest-a-dire: /n+ U, | < ,/n 320 =2
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; e I ; R ek =
et puisque : ”I_l'r_'l!'lﬂ/-n P o 0 et ”I_!rp_q{ i i 0,alors: lim

=t ®

UM—I=U
1

d’oll llm e .—2.2

=

par conséquent : limV, = % , donc la suite (v,) est convergente.

Ecrcce 22
1) a) Montrons que : (Vx€ R") ; x—%—t- <sinx <x
Soit f la fonction définie sur R™ par: (vxeR); f(x) = sinx—x+%3
Ona: f esttrois fois dérivable sur R' etona:

(VxeR); : f(x)=cosx— 1+ ’;2
f'(x) =—sin(x) +x
£(x)=1—cosx

donc: (vxeR"); f"(x) =0

Dressons le tableau des variationsde f”; f' et f.

=== 2 _ =
pECINe ' |
e ————
| £ | + |
B : ———r|
| £(x) + |
L e m—

d’aprés le tableau ci-dessus, ona: f"(x) = 0 et f'(x) = 0 pour tout x de '
et f{0)=0et f(0)=0donc:sinx — x + %3 =0
et(Vvx € IR) ; — sinx+x =0

d'ol: (Vx € IRY) ; x — ‘"6" < ginx < x
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1) Montrons que les suites (a.) et (S,) sont convergentes.
*Ona :0<a<l,donc:0<1—a<l
d’ots la suite (a.) est convergenteetona: lima = 0

nos+ o

*Ona:S =a,+ a+ a,.. + a et (a,) est une suite géométrique de raison

=t : = o e=iGlistar) !

g=1- a,etde premierterme a,=1donc: S = —— -~
< 1—(1-a)

R e S B s A | S|

c'est-a-dire : S, = - o= Sl —sll=raliTia )

et puisque lima, = 0alors (S,) estconvergenteetona: lim S, = 'él[

2) Montrons par récurrence que (vn e N) ; u, > 0, et que (u,) est une

suite strictement croissante
e |nitialisation : Pour n =0ona: i > 0

e Hérédité: soit n € N, supposons que u, > 0 et montrons que i, >

a :
ona:u,  =u+ *etpuisquea = (1-o0)etl-a>0,alorsa >0

etona: u, > 0 ,donc u,., > 0.
e Conclusion : (vne N);u >0

o Montrons que la suite («,) est strictement croissante

SoitneN ;ona:u  — unz—gﬁetpuisque: a, > 0 et u, > 0 alors:

"

(Vn € N); ttes — u, > 0 donc la suite (u,) est strictement croissante.

b- Montrer que : (Vn e N);u_ < u,+ alu :

1]

Méthode 1 :

SoitneN ;ona:u  =u

L

a -
+=t, et (u.) est croissante, donc:

(vneN);u =y,

292 £ Les suites



Les suites . 293




294

&1" , et comme

U

Ona:u<u + = a , donc la suite («,) est majorée par u, +

0

(u,,)- est croissante, alors elle est convergente.

[Exercice &5
1- Calculons ,."!m““:
SoitneN ,ona:1 <k<2n+ 1l =n+1<n+k=<@m+1)>

= /mr1</nP+k<n+1
Pt e e
R S R T R

|

1 ' | 2 + 1 2n + |
donc: — Sy = e s Cest-a-dire : == <y, < 1=
k-Z_n 1 k-_1\/_n-"}+| +1 n’+1
2nt+1 2ntl
doti: (YneN"); =+ <u < e
G 2+1 +1 2
Puisque : lim 2 -=1 = lim " = 2et hm = = im0 =
T "
alors : lim u, = 2 (d’apres les critéres de convergence)
2- Montrons que la suite (v,) est convergente :
ne
Soit n€N ,ona: v, = sin(z—ﬂ--,-)ﬂcos(z‘)
= sin( )cos( ) . cos(i)
2«} 1 2n +1 i 2k.

£)ton{2)- 1

Il
b2

e

=
—
=

dol: (Vn e N); v =gv.
Ainsi (v,) est une suite géométrique de raison  , et de premier terme

= %sina.
|
par conséquent : (vne N°); v, = (%) Lns
1 n
_2') sina

et puisque : "l_iinn(—%-]" =Ocar—l < é— < 1,alors: !_'{rp =
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3a-Soit xe R telquex:;é K oukeZ.

COSX _ ,COS2x
sinx sin2x
_ 2cos*x—2cos(2x)
2sinxcosx
__ 2sin*x _ sinx
2cosxXsinx  COSX

colan(x) — 2cotan (2x) =

=tanx
b- Calculons Jim w, :
GitneN et@e R telque: 0 # %r oukeZ.

will 0 .1 0 I 0
Ona: awtan| 57 | = 55 cotan| 575 | = 55 cotan| 7+

Onpose: a,= —2!—cotan( :?,. ), on a:

We = Z 2[—, tan(%)
=zr:(a‘.—a,.,- \)+tan@

~~Z‘,aw Za,+tan9 @.— o+ tan©

=0
: DAL ) 2
etpuisque : a, = 5y cotan| 5 | et a = cotan®

dors: 2' wm(ze ) cotan@ + tan©

= jl:cotan(-zg—,,) — 2cotan(20)

donc: (Ve N);w, = il::cotan(-%) — 2cotan(20)

6
: e LAl (_B_)z__l__.:_l _.(;ii-_
Sitn€ N ;ona: 5y cotan| 5% T (B_) o G_)
an{ > tan| 55
9
gt puisque : llmlaxﬂx-—let hm 28—,,— 0 alors : iim_—-z"— =i
i) atan(iehn-)

donc : hmw\ §—2Lotan(29}
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Exercice £

s

1) ¢ Soit n € N" , montrons que I'équation f;(x )= 0 admet une uniqu

solution x, sur R .
La fonction f, est dérivable sur R (car fonction polynéme)
etona : (Vx€R); fulx) =3x2+n

Donc : (Vx € R); fa(x) > 0 et par conséquent la fonction f, est strictement

croissante sur R.
D’oli : f, est une bijection de R vers £ (R); avec £(R) =]l_i_r_n S5 lim ﬁ(.r}|
or: lim Six) = lim x* =+ oo €t lim fi(x) = lim x* =~ oo, donc: £(R)=R

et puisque : 0 € R , alors il existe un unique réel x, de R tel que f(x.)=0
.Donc: (vneN)@x, € R); £(x)=0

* Montronsque: 0 < x, < 1

ona: £(0)=—1et £(1)=ndonc: £(0) <0 <f£(1)

dou: £(0) < fi(x) <f£(1) et puisque £ est strictement croissante sur k
alors: 0<x,<1

2) Montrons que la suite (x,),., est strictement décroissante :

Soit ne N’ , soit x € |0; 1]

Ona: fuilx)=flx)=*+r+1)x—1)—(L+nx—1)=«

Donc: Vx € [0;1] ; fici (%) > £i(x).

or:x € ;1] , donc: firi(x) > £i(x) ; dotr: fini(x) > 0 (car £i(x)=0)
et puisque : fiui () = 0 alors : fiei (%) > firr (dar1) , d0U X > Kot

car f, est strictement croissante sur IR. Dol : (Vr € N*); xon1 < xa

et par conséquent la suite (x,),., est strictement décroissante.

e Déduction

La suite (x,),., est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
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¢) Déduisons que (@.) est décroissante

SoitneN ;

ona:a, € J0;1[,donc: fi. (o) >f(a) (car Vx € [0; + oo fiii(x) >£(x)
or: f(a.,) = 0,donc: fi.(o,) >0

et puisque : fi- (0, 1) = 0,alors: fi.(0) >fis (O 1)

et puisque : f., est strictement croissante sur R ,alors : o>

Donc la suite (a.,) est strictement décroissante .

De plus : (vne N);0 < a.< 1, donc la suite (a.,) est minorée par 0, d'oli la
suite (ct,) est convergente.

2) a) Montrons que : (Vn = N) : 'W_-Ef SoS = _ll_ 1

Soit n€ N,ona: f( ])zz(n}F I);‘_H(. 1 __)2+2_1

+ D+(+ 1)
(n+ 1)
o nt+3r+ 2n+ 2
(n+ 1)°

Donc.ﬁ(n )>0
D’autre part ; ﬁ(

—1___): Sl s

2n+ 2/ 8(n+ 1) (2n+ 2)2

Donc : f( +1 ) <0 et puisque : fi(ct,) = 0,
alors : f( ----- Lg‘) <filaL,) <f(n+ l)
Donc o _'_l 5 <0< _-_z-“l (car ji est strictement croissante)

b) Déduisons limea,

on ’fgrpm—l—T =0et ,,11%2 —I—-f = 0 Donc: lima. = 0 (D’apres un critére

de convergence)
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Exercice £11

1) Montrons que I'équation P,(x) = 0 admet une solution unique @,

+ P, est une fonction polynéme donc continue sur R et en particulier sur

[0:1]

-Sin=1,alors A(x)=x—1;doncl’équation 2 (x)= 0 admet une unique

solution qui est: o, = 1
-Sin > 2 ,alors P(0)=—1et P(1)=n—1
Donc P(1)XP(0) <0 (carn =2 & n—1>0)

On a : La fonction P, est continue sur [0;1] et P.(0)X P.(1) < 0 , donc
d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI) ; I'équation P,(x) = 0

admet au moins une solution @, dans [0;1] : (3a.. € J0;1[) ; Ala) = 0
s Unicité de @,

la fonction P, est dérivable sur R et en particuler sur [0;1] ; on a :
(vxel0;1]); Pi(x) >0, donc P, est strictement croissante sur [0;1] , et par
suite : (Ao, € J0; l[) : B(ow) = 0.

2) a- Montrons que Vx € [0; + oo[ ; Py (x) > Po(x)
Soit x € ]0; + oo etsoit ne N*;

Ona:

Pa(X) =P ="+x"+  +x—D—@+x"'+ . +x—1)=x"

ona: x>0 donc: x""' > 0 et par suite : P..(x)> P(x) pour tout
.\'E]O; +oo[

b- Déduisons que la suite (o). - est strictement décroissante
na:(vx € J0; + oof) ; Bvi(x) > Px)
etpuisque: P(o.) = 0, alors: B i(a,) >0

or: P,,- L((I,, L 1) = 0 N dOﬂC: H + I(an) > Rll I(ail + I)
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et puisque la fonction P, est strictement croissante sur IR, alors :

(Vne N"); o, > 0. et par suite : (). - est strictement décroissante.

ntl

3) a- Montrons que : Vxe R—{1}; H(x)=lT__acx =2

Soit xe R—{1};

ona:Px)=x"+x"""+ ..+x—1
=@+x"""'"+ . .+x+1)—2

e
Donc: (VxeN');(vxeR\{1}); p(x) = .1%._;:_ 2
b) Déduisons que : (Vne N);2a,—(a.)''—1=0
Soit n€N ;onaP(a,)=0= 'l—l-__—%f?:l-—2 =0

s~ =2(1=m)=10
220,—03!=1=0
Donc: (VneN);2a.+(a,)"' —1=0
+ c-® Déterminons o.. et vérifions que @, < @»
@, est Funique solution de Féquation P (x) = Osur [0;1] avec P(x) =x*+x—1

Le discriminantde x*+x— 1 est: A = 5, donc ses racines sont :

X2 = —IE—S etx = “_1..._3\{5_
0 <oz<1,donc: o= \/_,52?_1 ; (car fl_.z_[s_ <0)

Puisque la suite (0.).-; est strictement décroissante, alors
(VnEN'—{I});OL.,Qa-_»

Déduisons lim(a, )"
ona:(vaeN'—{1});0<(a.) < (o)

or 0 <au<1,donc: lim(aw)" = 0 donc : lim(a.) = 0
d- Montrons que (¢.)..: est convergente

La suite (q,),., est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente,
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¢ Calculons sa limite

ona:20, — a2 ' — 1 = 0donc:o(2 — af) = 1dol:o, = -zﬁ-ll—a-;,-(carZ—(a’,:) #0)
or: "l_i_[}n_(an)' =( donc: lima., = Ll)

) 1) Calculons u, et us

na:w=wmtw=2etw=uw+u=3

2) a) Montrons par récurrence que: (VneN) ; u,>n

*Initialisation : L'inégalité u, = n estvraie pour n = 0 (pour n = 1 etpour n = 2)
s Hérédité : Soit n € N

Supposons que u, = n et u,+; = n+ 1 et montrons que u,.. =Zn+ 2

Ona: Upea = Uni1 T lto; e Zn et Uy Z2nt+1

Donc:u,,, = (n+ 1) + n cest-a-dire 1 u,,, = 2n + 1

tona: 2n+1)—(n+2)=n—1et neN' donc n— 1 = 0 c'est-a-dire

m+1=2n+ 2;dob:u,,=n+ 2

»Conclusion : (Ve N) ; u, = n

b)Montrons par récurrence que : (Vo € N) ;5 thy X thya+ (— 1) = (p+1)®
sInitialisation : Pour n=0,0na: e X, +(—=1)**"' =1 et (w)’ =

Donc: up Xty + (— 1)' = (w)?

+Hérédité : Soit n € N

Supposons que la propriété est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie
pour n+ 1

0na: s X thwss + (= 1™ = st (s + tnsz) + (= 1)""?

= (un-‘-l)z + Uy X Un+2 + (_ I)"+2

etpuisque : u, X u,,, + (= 1) '=u?,

alors 3 Uns X Un+3 i (_ l)ﬂll'z = Un X Unra arf (—* I)WH 1 U1 X U+ S ('— ‘l)‘H—2
= tna (b + Ut} Tl IS (1A G
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= Unrallerr (CAr Uyt Uiy = i)
DoNnc : Unir X Unes + (— 1)"7% = (Uas2)*

e Conclusion: (VneN) : u Xu, ,+(=1D"" = (u“..t)"3

WGl giara et ahat.
Il- 1) a) Montrons que (Va € N') ; B, =@ =~ —

a2

3 : s G __uz"__lm(;‘L’_n]‘—uln—lxu':n-l-l
SmtnEN,ona.& Ot..—*—”uml oo Uy, X U, , |

etdaprésl) 1) b)ona: u,  Xu,, =us—(=1"=(u,) —1

. ()" = (1) + 1 1
Donc ) BR 5 a’ i uzn X u.!n%- ] =2 u:!n X t'l‘.?u L |
b) Déduisons que :(Vn e N") @, < B, et (Vvhe N’) ; 0< B, —a.< }l-{
' : S dme e I e > >
Soitne N;ona: B, - o, = T etu, = 2netu,,, = 2n+ 1

Donc: B, - a,>0dou: (vaeN’) ; o, <B,

» Déduisons que: 0 <3, — 0.,,<}11—.
Soit n€N";ona:B —a>0etP —a = —Lb
B" 5 [3" " gy Xl
et puisque : u,, = 2netu,,, = 2n+ lalors:u, Xu,,, = 4n° + 2n >n
DOﬂC‘————-l———-— <L dou: (vneN') ; 0<PB,—a <1—
=T ) RN 2 A n R ]
1
2) a) Montrons que &Vn € N ) ; Qe — = o
Jn 1 Lol
a u.!nil ujﬂ
Soit n € N ‘ona:
IS8 _ Wy Xty — Uy X Uy,
M‘Jﬂnzx u’:!u
3 (Hﬂm + "t‘!ﬂ--l )u'.!n =Y u’s‘w- I(u‘Zn + I"“a".ll“‘l)
uﬁn-*2u'2u
fo u'lfu 3 Upy gl — Uy X Uy — Uy, Uy, 5, u;e“ — Uy, Uy
u?v"-:!u.‘,n ”Jn .’,H’d\

et pmsque Uy, | XUy, = uzn (— 1)2“

2 2 2
w, — (13, — (= 1))
alors : -, == &
ors a}”-l au U J.Zu)_,'
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# W o e L
Donc: (vneN’) ; a,.,—a, Uy, ol

b) Montrons que : (Vvhe N) ; @, = é——w 1

]

1 A . _,.uin—l _u2n-ll+u2n_,u’.’u-|l,_,L
SoitneN";ona:o, + 1= . +1—-——-—uh e b

Donc: (Vvrne N°) ; aﬂ=i—1

B,

c) Déduisons la monotonie de chacune des suites (@,) et (£3,)

SoitneN':ona:a  — o = —1
s Lhat g u?a-l-zu"_u

et puisque U2 X ta, > O (carw, = 2netwu,, ,= 2n+ 2etn>0)

alors: (vae N') ; a,,,— o, > 0 donc la suite (c,,) est strictement croissante

; R0 i |
Soit n€ N";ona: B 1 + a, donc B, = T+ a,
et puisque: (c,) est strictement croissante alors (vae N') ; a,,, >0,

VSl

% e
Donc: 04,1+ 1 >0, + 1dol : r—ry <7y

Par conséquent : (vn e N°) ; B,., < B, donc la suite (B) est strictement dé-

croissante.
3) a) Montrer que les suites (@.) et (8.) sont adjacentes

Ona:(0,) est strictement croissante et (B,) et strictement décroissant (1)

etona:(vneN') ; 0<B,—q, <}l;et lim % = Odonc: lim (B, — o,) = 0(2)
de (1) et (2) on déduit que les suites (o) et (B,) sont adjacentes.
b) Déterminons la limite de chacune des suites (a,) et (B, ) :

Puisque les suites () et (B,) sont adjacentes, alors il existe un réel ¢ tel que

limo, = ¢et lim B,=0et >0 (car o,>0 et B,>0) et puisque o, = B S

B,

20 Ll
::\Iorsﬂ_f2 1

Donc: 0+ ¢—1=0dou:0= -1+ /5 (vérifie ce résultat)

2
Par conséquent : :l'!m‘an =”l@r_nm[3n = /5-1

Les suites . 303

L L









(Vérifier par calcul que u, —v, < 1l et 0 <w — v2<l§)

s ; 0 - SOl Rl s e e
b) dapresa)ona: (veeN’) ; 0 <u. vu<(n+1)!etnhm(n+l)!—0

= it o0

Donc : lim (4, — v,) = 0 (d’apres les critéres de convergence)

2 2
(O<(n+ D= nE

Il reste a montrer que (v,) est croissante et (u,) est décroissante

» Montrons que (u,) est décroissante :

Soit n un élément de N'

= = Lo
On a: U= fogdRt R

— i1 Doy — o1 Doy

baniy b2
_(@2n+ Dan+ aze 1) bons — @21 (20 + 1) boo + bou-y)
o b2uer Dan
ot _(_2n+ l)(az.. Doy — @an .bzn)

2+ .E!n I
= er”tqut D dapres 1))
_=@n+l)
b2u—: 1 -b]u-‘l

Donc: (Vne N') ; ... — u, < 0 ainsi la suite (u,) est décroissante.

e Montrons que (v,) est croissante.

: Y 21 — Gz Gon

Soit neN,ona:v,..— v T
Qw2 — ba— a2
3 b‘ln .bZN +2
_ (@n+ Dausi+ au) — a0+ 2buiit b)
e Do bray 2
55 (2_!%_‘1_‘ 2) (ai'pl + i-b!u — Can .bZN 1 I)

b D s s

_@n+2)((= 1™ _ 2n+2
i bln +1 -b:’rl -1 7o b}u .blu 2

Donc: (Vn € N) ; v..i— v, > 0, ainsi la suite (v,) est croissante.
Conclusion :on a: e (u,) est décroissante; e (v,) est croissante;

° liljl(un— v,) =0
= too

Donc les suites (u,) et (v,) sont adjacentes

>
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{)Montrons que : (limu, = 0) < (limx, = ¢ et limy, = ()
Ona:(limu, =) = (Ve > 0;;(GNEN) ; VaeN; n>N=|u.—0|<e

ssitneN,ona:n>=N=2n=>N
---*»]u:..**ﬁ]<8
——~>|x,—ﬂr<8

bonc : (Ve > 0);(3NeN) ; (vneN) ; n>N—

x.—0|<e d'ol : limx, =0
Sitne N
Ona:nzN=2n+1=2N
=>|uz..n—ﬂ|<8
y.,—ﬂ|<e
Donc: (ve > 0);(3NeN) ; (vneN) ; n>N—

Sk

y:—|<& dou : limy. = 0.
Par conséquent : (limu, = 0) = (limx. = € et limy, = ¢)
Réciproquement : supposons que lim(x,) = € et lim(y,) = ¢ et montrons que
lim{u.) = €
Ona:limx.=0es (Ve>0)ENM EN) ; (VaeN); n=N —|x—l]<e
etlimy, = < (V€ > 03N, eN) ; (VnGN) 0 n2N2=a|y,u—{?‘< £
Sit € > 0; on pose : N = max(2N;;2N>+ 1)
SitneN telque: n >N
Sinestpairalors: (3peN) ; n=2p
ha:n=2N=2p=N
= 2p = 2N, (car N =2 2N,)

=p2N

= |x,— ] < € (car lim(x,)=0)

n—stoc

u;,,—ﬂ|< €
= |u,—tl< &

e

Sin estimpair, alors : (3peN) : n=2p+ 1

Les suites @307



Ona:n=N=2p+1=2N

= 2p+1=2N,+1 (car N=22N,+ 1)

=p=2N,
=|y,—ll<e
=o[u2,,+|_ﬂ]<€
= |u,—tl<e
Donc pour tout # de N telque: >N ona: |, — E|<6

Par suite :

(Ve > 0)(3N = max(2N;2N: + 1)) € IN;(Vr e N) ; —0|<e

ainsi : limu, = 0 d’'oti : (limx, = € et limy, = 0) = (limu, = 0)
Conclusion : (limu, = ) < (limx, = 0 et lim(y.) = )
2)a)eSoit neN;ona:
2ut2 2n
Xnt1 = Xn = Unar2 — Uon =( 2= l)kVt)"_'(Z(_'_ I)*w)
k=0 k=0
= (= D™ ' Va1 + (= 1) Vans2 = Vanso = Vauns
puisque (v,) est décroissante alors va,.2 — Va1 < 0
Donc: (Ve N) ; .+ —x, < 0 donc la suite (x,) est décroissante. (1)
eSoit n€EN;ona: Yei1— Yo = tanrs— Moo
2n+ 3 n+1
= (2(—- l)‘v;) — (2(‘—- I)AV,&)
k=0 ke 0 !

= (= D" * a4 (= 1)** 34,

= Vam+2— Va3
puisque (v,) est décroissante alors vai> — Va3 = 0

Donc: (Vr € N) ; y..1— .= 0 donc la suite (y.) est croissante.  (2)

* Soit neN;ona (Z _1)1-‘,&)_(2’53'(-1)*\;&)

i k=0
=_‘ o 1)'?" "Vawe

= Vina1
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Or: limv,= 0 donc: lir_lr_l G —yn) = lit}l (vans) = 0 (3)

f—too
de (1), (2) et (3) on déduit que les suites (x.) et (y.) sont adjacentes et ad-
mettent la méme limite (. On en déduit que la suite (#,) est convergente et

limu. = 0.

b) On pose : v, = ;II—, pour tout n de N

: 1 1
'SOItnEN;OnaZVNl— v..=-(n—+—1-)—!—3—!
=Ty
T (n+ 1!

Ona: e+ 1)1 < 0donc: (VnE€N) ; vuni—v. < 0 d'oli (v,) est décroissante

D'autre part : lim (n!) =+oo (car : n! > n)donc: lim (va) =

H—=toc

Par conséquent la suite (v,) est décroissante et ayant pour limite 0

Etpuisque : (VnEN) ; a. = g(* 1)* v, alors (et d’aprés 2) a) la suite (a,) est
convergente.

1) a) Montrons par récurrence que : (Vae€ N) ; 0 < u, < L

4
s |nitialisation : Pour n=0,0na: uy=a et 0 <a <%
Donc: 0 < u',<-}1—
v Hérédité :

Sit n € N ; supposons que : 0 < u.<% et montrons que 0 <u,, ,<-}1~

1
Ona: {]<u”<.4=:»0<u <16

s
@0<2u,<8

= 1> l—2uf>%

=°l<l"*12u:<%
0na:0 <—— _‘2 : <%et0 <uf<% donc: 0 <; _“izu: <ﬁ <%
Dot : 0<u,,<}l
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e Conclusion: (vreN) ; 0<u, <%

* Montrons que (u,) est décroissante

g \ . . u:H-I — un
Soit nel___\I_,on Rl

aticene f 1 .8 . W 2 1
et puisque 0 <1 " <z alors: 0 <1 m— <5 (car 0 <u,,<4)

cost-d-dire s 0 < Bt 2
cestédlr§.0<u <5<l

et puisque: (VvneN) ; u, > 0alors 0 < i, < u, donc: (Vn €N) ;4 < i,
d'ots (i,) est décroissante.

b) Déduisons que la suite (u,) est convergente et que limu, =0

n—+oc

La suite (u,) est décroissante et minorée par zéro, donc convergente.

e Soit f la fonction numérique définie sur lintervalle 1=[0;—31~] par
flx) = -1—_%7; f est dérivable sur [O;%].

Ona:® f'(x) = (donc f'(x) > O pour tout xe]b)

2x
(1= 2x%)?*
* f estcontinuesur [ etu A = f(u)et f(I) c I (car f(I) = [O;ﬁ])
et puisque (u.) est convergente alors sa limite { est une solution de l'équa

tion f(x) =x sur
2

: - ¢ _
Ona: (=0 7mpm =1
= 02 =0(1 - 20%)
=020~ DE+1)=0

La seule valeur de { vérifiant cette équation et appartenant a [O;Hest[}
donc: lim(x)=0
2) a) Montrons que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes
Ona:s = ﬁ:(- Dy, et v, =5, et w, = Sz
izo

etvi=w—wmti—wt -ttt w,=u—wtu— s+ -+t —

Etudions la monotonie de chacune des suites (v,) et (w,)

310 & Les suites
oy



0na: Yo = YT S ™ S
M

= > - D - Y- D

= ()

— (— 2nkl — 42
i) Uiy (=D Uy
T Uy T Uy
et puisque la suite (u,) décroissante alorsu, ,—u, , <0

Donc: (vneN) ; v —v <0, d’ou la suite (v,) est décroissante. (1)

.ona;wm—ug:s iy

2043 Zn+l
In+] 2kl

=§(—1)*u;§(—— Du,
=5 (— l)‘hv?uznuz.i‘_(_ l}hl-:ﬁuzﬂ‘a
= U — U

2u+2 2013

et puisque la suite (u,) est décroissante, alors u,, U= 0

+ 2 7 n
donc (vne N) : w_,—w, =0 d'ou la suite (w,) estcroissante. (2)

s Calculons : l_i_rp (w.—v)

Ona:w —v.=s,  —5,
201 21
= D) (= D*u,— D= D'y,
k=0 k=0
— (_ 1)2n+lu2'“_1
== u!ﬂ-l-l

Or: limu, = 0donc: lim(w, —v)=0 (3)

e

de (1), (2) et (3), on déduit que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.
Sit ( la limite commune aux suites (v,) et (w,)

b)Montrons que : (VA€ N) ; 0 < u,e, < %u,.

u 13 U
Dnaridiis o b orpcl -t
e e = 20

<%—, (d’aprés 1) a))

donc : 0 <-‘f;—f—'- <—%— et puisque (Vae N) ; u. >0

dos(vneN) ; 0<u,,, < %uh

k=2n 2 &
(| Déduisons que :|s, — v.| < a Z (T)
Sitne N
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Ona:

b =150 e SV Dt
n n ]kﬂo & 2n k

k=t 1

- ”E"(m Dhy, — SV Dy =

Donc:|s, — v,| < ‘iﬁ(— D*u,|

k=n+l

Dot :|s,— v,| < *rzznuk car|(= 1)¢| = ]et([uk\z u*) (car u. > 0) (4)

k=n+1

qjm

et d’aprés 2) b)ona: (vneN) ; u S

n

0<u <
Donc : 2

2 n Ll
0<u, =74, Rappel: | < Slad

Par produit membre a membre et aprés simplification on obtient
0<u = (%) u,

c'est-a-dire : u, < (%) a(car uo=a)donc(VkeN) ; u < (%—) a (5)

F=on ) k
Donc: (vreN) ; |s, ﬂ_aZ(:’,.—)
FEnt

d) Déduisons que : lims, = 1

n—=Foc

Ona: limy =(et ltmw = et’s "“Q|<‘S i ’+|v *Q’

b

etpuisque:\sn——vnkaz“(%) alors|s,~ | < a Z (-) + v, 1
or:,35 (3] =

S 6= )"+ i)l | S
g

oy
:

/bt

Donc: lima

B-—stoo

“~1=0 (car — 1 <%<l)etona: li‘T‘J"n_'31=0
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"

= S5 o e k=2n 2 k
(car n]-l-mﬂ:v" = ﬂ) Bou: nl—l-IP@a Z |(.T) 4

v-IIzO

k=n+

k=2n 2 £
etpuisque : s, — [| < a 3} (ﬁ,) +|v,— I|alors: lims =1

k=n+1

) 1) Déterminons la nature de la suite (u,)

elercas: uo =0

Ona: =0, =0, ,=0,---et u,=0

On peut montrer par récurrence que : (VneN) ; v, =0

e2émecas: uo=1,0na: u=0,etonmontreque: (VneN") ; u,=0
(1) est stationnaire (constante a partir du rang 1)

2) a) Montrons que la suite (u,) est décroissante
SoitneN,ona:u,,—u=—u et —u;, <0

Donc: (VvrneN) ; u,,—u, <0 d’ol la suite (u,) est strictement décroissante
b) Montrons que : ,,I_"_,FI'N“" = 0 dans le cas ou (#,) est convergente

Si (u,) est convergente, alors sa limite ( vérifie 0 = ¢ — ¢* alors (= 0

donc ,,l.i.er“‘" =0

¢) Montrons que : limu, =—oo dansle cas ol iy < 0 ou up > 1

n—toa

slercas: up <0

Supposons que : (u,) est minorée par ¢ et puisqu’elle est décroissante alors

(vneN) ; a<u,<us <0 et on a limu, =0 avec 0<% <0, ce qui est

n—toc

contradiction avec le fait que limu, =0 (d’apres 2 b))
D'oli (u,) est décroissante non minorée, par suite lim 4, =—o0

e2eémecas: U > 1

Ona:u = u— uy = ufl — ) donc: u; < 0 d'oli: lim y, =—o0 (méme raison-

nent que le premier cas : il suffit de remplacer u, par u: )
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I1) 1) a) Montrons par récurrence que : (YneN) ; 0 < u, < 1
e |nitialisation : Pour n=0ona: 0 <u < 1

o Hérédité : Soit n& N; supposons que 0 < u, <1 et montrons que

O < <Al
Ona: Ui = (1 —u,) etpuisque 0 <y, < lalors 0 <1—u, <1
Dol : 0 < u,(1 —u,) < 1, c'est-a-dire 0 < u,+; < 1
e Conclusion: (vneN) ; 0<u, <1
b) Déduction :
La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente
etona: “l_immm =0.
2) a) Montrons que : g:uf = Up— Uns i
=0

Soit ne N;ona :iZquuf= *Z: (e — )

= (ty— )+ (= th) + oo (4, — 1)+ (4, — u,, )
Donc : é:(flf = U — U, ,
Déduction : “lﬂi.rl']ﬂgu u; = lim (= u,,,) = u, (car limu,,, =0)

: ; ui 2
b) Montro.ns que: (VkeN) ; 0< T4 Su

1

1+-'»ﬁ<1

Soit ke N;onal+u >1donc0<

2

dou (vkeN) ; 0<3-<u}

c) Montrons que la suite (s,) est convergente

y

Ona:0< Z ST + < Eu,, donc 0 < s, < ty— tny; doti (VvneN) : i

2

ik : :
etona:(VreN) ; 5,,,—5,=1 fl-"ul et puisque u;., > 0 pour tout n de N

alors s,:1— s, > 0, donc la suite (SH) est croissante

Dol : (s.) est croissante et majorée par u,, donc elle est convergente
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3)a) Montrons que : (Vn e N) ; zi - Lﬂ>1

u

: : sl B IS ] ]
So;trsEI\I,ona.MI e e ey
1
=

4o
ul!

et puisque 0 < 1 —u, < 1 alors 7 >1donc(vneN) ; u+_
1

b) Montrons par récurrence que : (Van e N) ; 0 < u, < e

1
n+1

Ona u, > 0 (d’aprés Il) 1 a)). Montrons que (vre N) ; u, <

* Initialisation : Pour n = 0 on a: u<+—— 0 + 0

s Hérédité : Soit n € N ; supposons que : RS _}_ i c'est-a-dire Hi >n+ 1

: 1
montrons que : ,, <5 ——5
Ona:—— — ui > | (d’apres la question précédente)
(R | "
Donc: ——>1+ L dloti: - >1+ n+ 1 cest-a-dire: u, <—~
'“ﬂ-rl 'urt -uue-'l el n+2

* Conclusion : (vn € N) ; 0<u“<-ﬁ-_—%-_—-1-
1) a) Calculons w,, u, et u; en fonction de k:

. 1 _K+1 i__ k k+2k
Ona: uy= kdonCu,_k+k S et =kt JFc-Irkg_|_1 WEl

Etl ki3t
k2K G ROk

1

etu‘{=k+z=k+

b) Montrons par récurrence que: (VneN) ; k<u,<k+1
¢ Initialisation : Pour n=0ona: uu=ketk <k < k+ 1

s Hérédité : Supposonsque: k < u, < k+ 1 etmontronsque k < u,- < k+ 1

Ona:u,,, =1 +Il~etpuisquek Su=k+ laiorsk_}_ 0 Sul %

‘ e W (e e Ao
etcomme ke N alor50<k+1_u"_k_ldouk._k+un_k+l

cest-a-dire k < u,,, < k + 1, donc la propriété est vraie pour n+ |

o Conclusion: (VneN) ; k<u <k+1

Les suites » 315



2) a) Calculons x..: en fonction de x, et calculons y,.; en fonction de y,

Soit n€ N, 0na: Xui = losy €8 Y1 = Uoweys

Donc:x;,_,lzk+—l— et y,,=k+ 1

“znsl uzma-i}
Dou:x,,, =k+ 1] ety,,+,=k+—ll~
k-l'g . k+mu’a
c'est-a-dire : x,, , = k + DT 1ce’cy,,,, k + he
Ainsi: x,, = k + ety  =k+—2=
Jlrl kx+i n+ 1 k)’""'l
Par conséquent : (vneN) ; y, =k++2—et x _, = k + —a
q : 3 Yo T+ ky, e 1/ il by

b) e Montrons que : (V€ N) ; x, <y, et y, = k+glc"‘

SoitneN;ona:y =

Uy =k + 1{:: k+ —%;donc:(VneN) ; yn=k+ll.(
 Montrons par récurrence que : (Vn € N) ; x, <y,

e |nitialisation: Pour n=0ona: yo = u =k+716~ et x=U=k

Donc: yo— X =17 d’oll yo—x0 > 0 cest-a-dire xo < yo

o Hérédité : Soit n€ N; supposons que x,<y, et montrons que

X+ < yn-ri

On a (d’apres 2) a):

Yons ™ (k+l+ky) (“Hkx)
E A Ml N L. Yo — %,

. e Atk )0+kt) - Q+b)i+ke)

Ona: (1+kx)(1+ky)>0ety—x, >0 donc: y,— X > 0, cest-a-dire
Xos1 < Yurr , dob: (VneN) : y. >x,

c) Etudions la monotonie de la suite (x,) et de la suite (y.) en utilisant le rai-
sonnement par récurrence

e |nitialisation :

Pourn=0onax=w=ketx=u=kk+ —5— o + donc X1 > %o
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* Hérédité : Soit n € N', supposons que x, > X,
et montrons que X, > X

: 3 0 X e Xy
ona: n. = 5= (kor ) - b+ )

]

xn e xn-!
14+ kx, 1+ kx,_,
Nk =% o=k
(1 + kx)(1 + kx, )
prey xn“-xn—-l
T+ k) + kx, )

I

et puisque X, > x,-; alors x,—x,.- > 0 dou x,., —x, > 0 par conséquent

J‘.an[ > Xu

¢ Conclusion : (vneN) ; x,., > x,, donc la suite (x,) est strictement crois-

sante

Soitne N,ona:

[ Ea I W o )
:';-:_yn_(k-l-x )_(k+?”)_x”+|_z_ Xy XX,

n+ 1

et puisque la suite (x,) est strictement croissantes alors —(x,+1 —x.) < 0;

donc (Vva e N) ; y.,,—y, < 0. D’u la suite (y,) est strictement décroissante

) ; i S LA
d)Montrons que : (V2 € N) ; yui — X1 < 1+ 1)

: S YRy G e
SDItnEN,Ona.yM x"""_(k+l+ky,,) (k+l+kx])

e ! y"_x"
Tt T Xyt = (1 +kxn)(1 +kyn)

etdaprés1)b)ona:x, = kety = kcark < u, < k+ 1)
Donc: 1+ kx, = 1+ k*etl+ky, =1+ k*(car k> 0)

D L

el

i 1
: <

N TS Tl TiF

1 s i

T+ k)T +ky) — (1 + £

par suite

K,

: ; 5 i D TN
finalement : (vn e N) ; Yor1 — %, (1+K)°

=
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c) Déduisons que les suites (x,) et (y,) sont adjacentes et calculons leur

limite

Puisque : (vae N) : yn,,~1{1_(1+k)qet(VneN) o

alors : [0 < < QT Xy
A
tHGY y» 'n 2
Di<yiilisnt s ——"-*-sm“Jrk)
N
0< < 5
St (|+u
- V=%
Ll ey

Par le produit membre a membre et apres simplification; on obtient :

1 i ’ \ . 1 / 1 i ‘l"
Oisyi=ir = (m) (y, — x) cC'est-a-dire: 0 <y, — x, < ((1_+k—2)J x(}.)

et puisque : — 1 <—— < alors lim =0

a+ 7 1+ k")z)
donc lim(y, —x)=0
*Ona: (x) estcroissante et (y,) estdécroissante et lim (y,—x,) = 0 donc

les suites (x,) et (y,) sont adjacentes

e Calculons: limx, et llm 1 i

H——too

Ona:y =k+ xi et puisque (x,) et (y,) sont adjacentes alors elles admet-

tent la méme limite ¢ ou { vérifie 0 = k+-1E-et0 <k =2 0=<rlk+ 1

¢ est donc solution de I'équation (E) : ' —kl—1=0

le discriminant de ¢ — k0 — 1 = 0 (ol 0 est I'inconnue) est A = & + 4
k+ Jk+ 4 ol k— Jk+ 4
Z 2ey 2
k+/K+4

Le nombre (, ne verifie pas la condition ¢ >0; donc lim x, = 5

k+p’k‘

Les solutions de (E) sont: ¢ =

et lim y,

\‘J—vl‘.'l.
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1) » Montrons que : (Vne N) ; a. =< Qs

Soit ne N;ona:

St eta < Qveta, < O2eta, < Oays

car @, = min (@5 s 2; Ans; @)

Donc:4da, < O+ Olaii+ Oyia+ Ois

Dou: a < 2i—(-:)t,.+ Ot + Oaia+ Osa) Cest-a-dire i a, < Qs
* Déduisons que la suite (a,) est croissante

Soitne N;

Ona:a, < Qheseta, < vy €t a: = Qa2 €t a, = Qs
Donc: a, < min (O 1; Oy 23 Oy 5 Oy ) C'ESE-a-dire : au < @y
D'ou la suite (a,) est croissante

2)e Montrons que : (Vn € N) ; b, = 0L,y

SotneN;ona:o, < b,eto,.. < bett,,: < b, et,.; < b,
car by = max (Olysg; Oura; Olarr; Oly)

Donc: Ly + Oy + Qo2+ Oles < 4b, (par sommation)

Dobs : }T(a,,+ it O sk Oyrs) < b,

Par conséquent : (Vr € N) ; by = Oluis

+ Déduisons que la suite (b,) est décroissante (1)

Soitne N;ona:

Gy S et < b et < bet0,.z < by

Donc : max (O« 5 Ous 23 0e 4 33 C0las o) < b, C'est-a-dire : b..1 < b,
D'oti la suite (b,) est décroissante.

3)a)Ona: (a,) est croissante, donc: (VaeN) ; a =< a.

et (b,) est décroissante donc: (VneN) ; b. < by

etd'aprés les donnéesona: a, < o, < b,
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Donc:(VvheN) ; a<a.<0,5b.<bh

b) La suite (a.) est croissante et majorée par by, donc elle est convergente

et la suite (b,) est décroissante minorée par a,, donc elle est convergente.
On pose lima, = a et limb, = b
- - . - i 1
4)a)Soit neN";ona: 0= -_;i(a,‘ O O O )
et y S min (an + I; a.r:-+ 2; an-r 3; an + 4)

Puisque @, = min(@.; @,+1; Ans2; Auss), AlOIS @y = O, OU G = Oy | OU Gy = Oy
ou @, = Qy:a

Supposons par exemple que a. est le plus petit des nombres, @., @1, &2
et @,.s; alors a,= @, etdanscecasona:

Oos) S by E O < baet Qass S b et A, =as

Dol : O + Olust+ Clusz+ Cluss < do+ 3ba

Par suite : (Vn € N) ; s < glfa.ﬁ%bn
b) Montrons que: (Vne N) ; @,.4 < %b,, +-}1—a
Puisque la suite (a,) est croissante,

alors (vneN) ;

1
Dol : 4a,.+4b

= lima.., donc(vrneN) ; a.<a
3
4b +4a

Or (VnEN) [4.4781 '\<.. zb +%‘aq

Donc:(vreN) ; o, = %b,. +~}Ia

c) Montrons que b < a

SoitneN;ona:

Donc : max (Oln . 0+
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3 |
Ol a 5 Zbﬂ ol Za
1

Qg < ibuu+ éa

a:1+7 ibﬁi—‘l-t-}l_a

.S;an-l-b;an-r?) S %bﬂ +

Ot = 4b +4a.

Upis = %bu =t Za

an+ﬂ 4b +4(1

Oz = ibu ia

1
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Dol: by < %b.. + ?}Ia

Or: limb,.s = b et lim(%b,ﬁglfa)

Il
|

S3

+
B
S

donc, (d'aprés limites et ordre);

Ona:bh < i—b+ ;lfadonc:b <a

5)Montrons que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
Ona: (@) est croissante et (b,) est décroissante.

Reste 8 montrer que lim(a, — b,) = 0

Daprés4) b) b < a

OrivneN) ; a. < b,, donc : "[_i_ﬁlma,. = mlirpmb,. doia < b

Conclusion : lim (a.— b.) = 0, d’'ou: les suites (a,) et (b,) sont donc adjacen-
tes.

6| Montrons que (&.) est convergente
Ona:(vneN) ; a.<a@.<b,
etpuisque lima, = limb, = a € R
dors (,) est convergente et |ima, = ¢
I|Montrons par récurrence que : (vn€N) ; u,>0et v, > 0 (1)
tnitialisation : Pour n=0,0ona: i, > 0 et v, > 0
vHérédité
Wit ne N; supposons que u, > 0 et v, > 0 et montrons que u,-; > 0 et
>0
' ha:u, > 0 et v, > 0 donc Het Va0 clest-A-dire > 0

2
L0nac i > 0 et v, > 0 donc Uy X v, > 0 doll Ve > 0

tConclusion: (Vvhe N) ;: u,>0et v, > 0

Wontrons par récurrence que : (VneN) ; w.<v.  (2)
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e |nitialisation: Pour n=0ona: uy, < v
e Hérédité :
Soit n € N ; supposons que u, < v, et montrons que ,.; < V|

On a. ui.i 1° 5= Vz., | = u:...|_ Wy 1 Va

= tns (Unss — Va)

= (En_‘*'_i-,) (_u.«,_%r_.v,n_ & )
= (ot %
et puisque 0 < u, < v, alors --—%l’" <0 et ¥tV 50 donc uz,,— v2,<0

c'est-a-dire u?, <vi,,, etcomme U, > 0 et vy > 0 alors e < Vi
e Conclusion: (VheN) ; u, <w.

2) Montrons que la suite (u,) est croissante et que (v,) est strictement dé-

croissante.

ceOna:u.<vas=tuttt <ttt
)
<=:».ut,.‘<1"‘—-—2——i

= U < Unt
Donc: (Vn€N) ; u. < u. c'est-a-dire que la suite («.) est croissante.

*0na:vi,— vi= thhr Vo— vV}

= Vn(uu.r. 1. VH)

o+ Vo
2 "")

1l
=
—

Il
_::
.
g
tf |
=
2 bl

et puisque 0 < u, < v, alors v}, , — vi<0

c'est-a-dire: vZ, <vietcomme(Vn € N) ; v.>0alors: (Van e N) ; v, <1,
Par conséquent la suite (v,) est strictement décroissante.
3)a)Montronsque: (VreN) ; 0<v,—u. < :21‘:(‘.’0_ ito)

Soit nE N;0na: vt < Vo & Vot — lart < Vo= Unnr

= Var1 — Unv1 < Vas o g

V™ Ux
= Vi1 — Ui < 3
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Donc: (VR EN) ;3 0 < Vw1 — ttart < %(vn— u,)

Va1 ™ Uata 1

Ona:(VneN) ; 0('“1')?"&':—(5
o (Ve — Wi ""(_1‘_)
0 <Y {2 iet) <TG

§r0 Vet (1)
Dour: 0 <=2 <(2)
(est-a-dire : 0 <v, — un<(%) n(vn — u)car (VkeN) ; vi—u>0

Méthode 2 : (on peut utiliser le raisonnement par récurrence)

bjOna: 0 <v,— um(-%)n(vu — uo) et l_i_rp(-lz—) (=) =0 (car—1 <

Donc : lim(v, — ua) = 0

1
2 31)

¢t puisque (u,) est croissante, (v,) est décroissante, alors les suites (u,) et

(1) sont adjacentes, par suite elles admettent la méme limite

i)a) Montrons par récurrence que : (VreN) ; u. = v, cos(%)
+nitialisation : Pour n= 0
Ona:uw = weos (o) donc la propriété est vraie pour n = 0

+ Hérédité
Sit n € N; supposons que u, = vncos(%) et montrons que:
Wis1= Vs |COS('2—E,1-,_—,*)

Ona: tsti = lf(un-}'Vr\)

il
et Vet = ¥ Uns1 Va

= \;/vfcosz(-ig:?)

= v,,cos(z—f,r;r); car 0 < Q%T 2 % - (cos(jgw) >0etv,>0)
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Donc:un+.=v“cos(2%..)cos( ) (d’apres (a))

(44
= Vu+1 COS( 2;;+| )
o

e Conclusion: (VvneN) ; u.= . cos(—.,
sino.

2
b) Déduisons que : v, = v X
25 (a)
sin{ 57

Oha: viii=uav

Donc : 1’:—': el o cos( & )

i Vs 1 2" i
_sin(@®) _ (9_)
Or:sin(0) = Zsin(g)cos(g) donc . (e) et o)
2sin 5
& sin(‘%;)
On prend 6 = % on obtient : cos( = .) =
: T 2y
2 sin Xl
. (o o
sm(—,,) e sm(—-)
Donc : VL-i-l o 28y - d’otl ¢ H VJ;:(I: 1—[‘% 2&_
! 2sin(-m‘9‘--) G sin(----‘-L]
2» + 1 2**
Par conséquent : %: = (é) f-lﬂ(-g:—) donc: (VaEN) ; va=w X 'SI—H(O%
sin (T) 2“3]11(5-,-)
c) Déterminons limv, en fonction de v, et @
Ona: va=mx—% _
sin(-‘l)

&

_ sinx .
Soit f la fonction définie par : lf(x) e

£0) =1

5””9 =1=#(0), donc f est continue en 0

Ona: limf(x) = hm
etona: lim (%) =0 (car lim2® =+oo)

lim -Q-,,- =0= llmf( ) = f(0) (car f estcontinueen Q)

—=F o0

<

= lim——==1
n—-too g)
B
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. San!
Donc: limw, = v X = o
n—sto

Déduction :

Ona:mw < w<ve < w; donc: u<v. < w; et puisque (v,) est convergente,

dlors ¢ lim ue < 11m Ve < hm 1 Vo, donc u, < limv, < w

Nt H—stoc

sin

Ainsi : vicos 0 < vy —‘-—C-L—-- < w;donc:cosa < 5’-%-05 < 1;(car vo > 0)

Parconséquent:(Va € ]0721[} ; sina < o < tano
d)Dans le cas ol o = 1 et v, = 2; déterminons limu,

A _Iﬁ)___l_. » _lt_ /8
Ona:coso = vn_z,donc.a— 3 (car0<a < 2)

/3 <
sino. _ , 2 _3/3

Ona: llmu.,~ lim v, = an——— et v T

Bt o o

3V3
T

mj::}

Dol: limu.= limv.=
H—too

g—*m
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Fonctions X

logarithmiques ME~
 _Résumé _J

[

\
Définition: La fonction logarithme népérienne est la primitive de la fonction

% ;_.31; sur l'intervalle |0; + cc| qui sannule en 1; on la note In. !
Conséquences:

* ensemble de définition de la fonction In est ]0; e co[.

*Inl1=0 :
 La fonction In est dérivable sur |0; + oof et : (Vx e Jo;+ oo[) ; (In)’ (x)=%

* La fonction In est strictement croissante sur ]0; e oo[

“ Pour tous réels a et b de ]0;+oo[ ona:a<beIna<Inb
* Le signe de In(x); ol x € ]0; + oof
VIinx=0=x=1 Vinx>0 = x>1 Vinx <0 e 0 <x<]
Propriété: (égalité)
Pour tous @ et b de |0;+ o[ ona:lna=Inbesa=»b
Propriété fondamental:
Pour tous a et b de ]0; +oo[ ona: |n(gb) = Ina+Inb
Propriétés:
Soit @ et b deux éléments de |0; +oo| et r un élément de O, ona:
ln(-};) =—lIna * In(%): Ina—Inb * Inya =%lna In(a”) =rlna * r=Ie¢
Remarques:
*Si xy > 0 alors : In(xy) = Inlx|+ In|y| et In(%) = Inlx|—In|y|

Sixe R alors: Inx* = 2 Inlxl.

1!
limInx =+o0 « limlnx =—o0 ¢ |im Inx _ 0 limxlnx=0 . |im Inx =]
i Ty S el P o |
>0

oot ln(xx+ [

x ===l

1= (YneNY); imiBE=0 - (vneN); limxlnx=0

o
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Tableau de variations de la fonction In :

___i | l Ll |___l_...:..-
5 TR A0 s st MEAT AL
0 ) T AT
i i
| L LT
| A0 AL L MR
| A0 T REY e
| 10 A
Ir 1 | 1 e A ” [l: : -~-1-II :|
| | {0 U0 T WA {11 i1

La dérivée logarithmique d’une fonction
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base ¢ (a >0 et ¢ # 1)

Définition: Soit ¢ un nombre réel strictement positif et distinct de |,

La fonction logarithme de base ¢ est la fonction notée log. et qui est définie

sur ]0; i oo[ par: l()gu(x) = g_}—i

Conséquences:
« log.a) =1 logﬂ(e)=[;—a « log.(1)=0
o ('v‘x = }0; o+ oo[); log,(x) = Inx « In=log.
Propriétés:

Pour tous X et ¥ de |0;+ oo|, et pour tout @ de R: —{1} ona:

1) log.(xy) = log.(x) + log.(y) 2) loga(%) =—log, (y)

3) log,,(%) = log, (x) — log, () 4) (vre Q);log.(x) = rlog.(x).

9 Fonction logarithme décimale

Définition: La fonction logarithme décimale est la fonction logarithme de

base 10, et notée log au lieu de log,,, eton a : log(x) = ln—ﬁ] pour tout X

In
de ]0; + 0|
Conséquences:
log 10 = 1 - log(1)=0 - (vreQ);log(10) =r

\o Variations de la fonction logarithme de base «

La fonction log, est dérivable sur [0; + oo et(vx & ]0; + o] ); (log) (x) = —

xIn(a)
Casou a > 1 Casou 0 <a<l
o + oo| x |0 - co'
| lognl (—\‘} + | logur (x) =
+oc | + o0
logasd || S | log, 5

—oC
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' Exercices d’application

Exercice &%

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) In(x*) = 16 5) In(4x+2)—In(x—1) = 2In(x)
2) (In(x)) = 16 6) (In(x))' — ln(é—)= 2
3) In(x’—4)—In(1 —4x)=0 7) In(10 —x*) = 2In(3) — In(x?)

4 In(x—2)+1In(4 —x) =In(2x—5)

Résoudre R les inéquations suivantes :
1) Inx < 31n(2) — In(3) 4) (1-In(x))(3+1In(x))=0
= 2+1In(x)

2) In(x*—1) <0 5)21n(x)*l <0

3) In(In(x)) > 0 6) In(x+6) > 2Inx

[bercice £

Résolvons dans [R* les systémes suivants :

g) [InG) = In(y) =2 3) (In(x)).(In(y))=—15
2In(x)—3In(y) =5 In(xy) =—2

zlg[ln(i;fya) =4 4) 1x2+y2 =10
\In(y—.,)z 11 In(x) + In(y) = In(3)

Soit a et b deuxréelstelsque: a> let0 < b <a
Montrer que : (In(a — b)).(In(a + b)) < (In(a))’

Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f, dans chacun des cas
suivants:
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1) f(x) =In|x—1!+In(x)

2) f(x) = xln(g-;-{)

3) f) = o

SEa

' 6

Exercice & by

Calculer les limites suivantes :

1) lim In*(x)

4
Py o

=
ot —a=t 1)
4) lim =57

In(x+2)
5) lim o 1)

Exercice &2
-

Calculer les limites suivantes :

1) Il}i‘rp In(vx*+1—x)
; X
2) xll__nll'in(xj '1“)
3) lim2x*—x—In(x+1)
4) I_i_rEBx— In(x*+1)

5) limsn(1+)

Exercice £:3

6) f(x) =In(k*—2kcos(x)+1) ot keR

6) limx*In’(x)

7) lim¥x.In*(x)

8) limx. Inx!

9) lim( 2y +inte—1)

10) Iii_'g_(x —2) In(x*— 2x)

6) li_[pxln(x_%)

F

8) ]riﬂl}lg. In(cosx)

In*(x) — In(x)
9) im= o hG)
10) !Emln(x+ lz-xe2+ 1 )

+oo

Déterminer dans chacun des cas suivants, la fonction dérivée de la fonction [

1) [ =515

330 ‘ Fonctions logarithmiques

5) f(x) =x*.v/|Inx]|



2) f(x)=*Inixl 6) f(0)=yT—In(x—1)

x—1
3) fx)=x. [n(%—_ti) 7) f(x) =xIn(x)—(1 —x)In(1 —x)
4) f(x)=x(1 _Tn_l(;)_)‘* 8) f)=In(x—1+Vx*—2x+2)

| Exercice £33

il
Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = In(v1+x+v1—x)
1) Déterminer D I'ensemble le définition de la fonction f

2) étudier la dérivabilité de f a droite en —1 et a gaucheen 1

3) Calculer f”(x) pour tout élément x de p—{I;—1}

Exercice &1i¥

Soit u la fonction numérique de la variable réelle x définie sur |—1; + oo|

par u(x) =x—In(x+1)
1) Dresser le tableau de variations de la fonction u«.

2) En déduire que : (Vn e N‘);(l +,L) <e

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
oo =1 =1

et soit (#”) sa courbe dans un repére orthonormé (O;i:/).

1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.

b- Déterminer les limites aux bornes des intervalles de D

2) a- Calculer f'(x) et dresser le tableau de variations de f .

b- Montrer que le point A(%-, 0) est un centre de symétrie de la courbe(7").
3) Construire (¢7).
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Exercice &5

Soit D I'ensemble de définition de I'équation proposée, et S son ensemble
de solutions.
1) Résolvons dans R I'équation : In(x*) = 16
Ona:D={xeR/x*#£0}=R"
Soit x un élément de R
Ona:Iln(x?) =16 < 2In|x[=16

e In|x|=8 (Vvregp)(vxeR" )i(lnx=rex=¢)

= |x|=e

=x=¢ oux=—c¢!
Donc: S={e%—e}
2) Résolvons dans R I'équation : (In(x)) = 16
Ona:D={xe€R;x>0}=]0;+oof
Soit x € ]0; + oo] :
Ona: (ln(x))"'= 16 = In(x)=40u Inx=—4

—=x=c'oux=e"
Donc: §={e%e '}
2) Résolvons dans R I'équation : In(x*>—4) —In(1 —4x) =0
= Déterminons D.
Soit xR :
Ona:x€De=x*—4>0etl—4x>0

—x (o2 Ui+ o) et x < 5
Donc: D = |-o0; —2|
Soit x € ]“oo; =2[:
Ona:ln(x*—4)—In(l —4x) =0 < In(x*—4) = In(1 — 4x)
& x*—4 = | — 4x (car In est une application
e 32+ 4x— 5 = () bijective de |0, + oo| vers R)

etona: | et —5 sont les solutions de I'équation x*+4x —5 = () dans R
etpuisque: 1 & D et —5€ D, alors: S={—5}
4) Résolvons dans R I'équation : In(x —2) +In(4 —x) = In(2x — 5)
= Déterminons D.
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Soit x€ R :
Ona:x€De=x—2>0et4—x>0et2x—5>0
e=¢x>2etx>%et x<4
= XE %;4
Donc:D=l—g—;4[.
Soit xEB—A[ :
Ona:In(x—2)+In(4—x)=In(2x—5) = In(x—2)(4 —x) = In(2x — 3)
= x—-2)4d—x)=(2x—95)
(car In est une bijection de |0; + oo sur R).
Donc: x*—4x+3=0.
etona: | et 3 sont les solutions de I'équation x> —4x+ 3 = 0 dans R
etpuisque: 1 € Det3 €D alors: S={3}.
5)Résolvons dans R I'équation : In(4x +2) — In(x— 1) = 2Inx
*Déterminons D.
Soit x € R
Ona:x€De=4x+2>0etx—1>0etx>0
«:»x>—%etx> let x>0
—=x>1
Donc: D = |15+ o0
Soit x € |1; + oo| , 'équation proposée est équivalente a I'équation :
l|1(4;j12)= In(x?),donc: x*= 4;1-123 cest-a-dire: x* —x*—4x—2=0
On remarque que —1 et une racine du polynéme x' —x*—4x— 2 :
etonasal=ni—dx 2= G Dilx25=72)
les solutions de I'équation x>—2x—2 =0 sont 1 —v3 et 1 +v3.
etpuisque L +v3 €D, 1 —/3 ¢ Det —1&D,alors S={1+v3}.

5)Résolvons dans R l'équation (E) : (In(x)) — ln(lg) =0

Ona: D= ]0;+o0],

soit x € ]0; + oo . ’équation (E) s’écrit (In(x)) + In(x)—2 =0
Posons X = In(x)

(E) devient X*+X—2=0,donc X=1o0u X=—2
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c’est-a-dire Inx =1 ou In(x) =— 2 donc: S:{e;e‘*}
7) Résolvons dans R I'équation : In(10 —x%) = 2In(3) — In(x?)
« Déterminons D.
Soit x € R,
Ona:x€De=10—x*>0et x*> 0
—|x|<V/10 et x#0
— x € |-v/10,0[U0,/T0[
Donc : D = |-/10,0[u]o,v10]
Soit xe D
Ona: In(10—x% =2In(3) — In(x*) = In(10 —x*) + Inx* = In(9)
— In(x*(10 —x»)) = In(9)
= x(10—x)=9
—=x'—10x*+9=0
=E-1DE"—9)=0
—=x'=1loux’=
=xe{-1,1,3,-3}
Donc: S={-3,-1,1,3}

Exercico =9

Dans tous ce qui suit D est 'ensemble de définition de I'inéquation proposée
et S son ensemble de solutions.

1) Résolvons dans R, I'inéquation : In(x) < 31n(2) — In(3)
Ona:D=0;+ o0

Soit x € D, 0na In(x) < 3In(2)~ In(3) > In(x) < In(§

8 —x<3
Donc: S= ]0;-~l
2) Résolvons dans R, I'inéquation : In(x>’=1)< 0
Ona: D= {xE R/x*—1> 0}=]-—oo;— 1{ull; + oo
Soit xeD,ona:
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Inx*-1)<0e=0<x*—1<1
= 1<x*<2
= 1<|xl<v2
=xel-v2,-1{uli,v2]

etpuisque : |-v2,—1{ufi,v2[c D alors: s=]-v2,—1[u]1.v2|
1) Résolvons dans R, I'inéquation : In((Inx)) > 0
Ona: D={x€R/x>0 et In(x) > 0}
={xreR/x>0etx>1}=]l,+o
Soit x€ D, ona: In(ln(x))> 0« In(x) > 1
=x>e
Donc : § = |e; + oo
1) Résolvons dans R, I'inéquation : (1 —In(x))(3 + In(x)) = 0
Ona: D=]0;+oo[
Soit x€D,ona:(1—In(x))(3+In(x))= 0 < (In(x)—1)(In(x)+3)<0
=—-3<Ihkx)=<1
e In(e™®) < In(x) < In(e)
e =x=¢
Donc: § =[e %e]
5) Résolvons dans R, I'inéquation : 2Rl 0

2In(x)~ 1
Ona:D={x€R/x>0et2In(x)—1+#0}

={xeR/x>0 et x #e}
Donc: D = |0;ve[u We; + oo
Soit xeD,ona:

3&&’}‘ <0 (In(x)+2)2In(x)—1)< 0

== ]l'l(x) <'2‘

e In(e?) < In(x) < InVe
= e i<y < \/;

Donc: S = |eve|
§) Résolvons dans R, I'inéquation : In(x +6) > 2Inx
Ona:D={xeR/x+6>0et x>0}
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donc: D =10;+ oo

Soit x€D,ona:In(x+6)>2In(x) = In(x+6) > In(x?)
= x+6>x?
Sxi=x—6<0
= x+2)x—-3)<0
=—2<x<3

Donc : S = |-2;3[N]0; + oo = ]0;3(

(Exercice 49
Dans tous ce qui suit E est 'ensemble de définition du systéme proposé et §

son ensemble de solutions.

In(x)—In(y)=2
2In(x)—3In(y) =5
Ona: E=10;+ oo X |0; + oo c’est-a-dire E = (R**)

Soit (x,y) un élément E, onpose a =Inx et b= Iny

Le systéme devient : [a —b=2 , Cest-a-dire: {a =b+2 yonc Ja=1
2a—3h=5 b=—1

1) Résolvons dans R’ le systéme : {

D'ol: Inx =1 et Iny =—1, par conséquent x = ¢ et y=%,

dot: S= {(6;%)}
[In(x*y?) =—4
2) Résolvons dans R’ le systéme : 3 (xa)
=11

lln T
¢ Déterminons D.

x2y*>0
Ona:(x,y)€E4=>[ Y

{43
l’% >0ety#0
y
— ]y Oetx#0
x>0ety#0
=x>0ety>0
Donc: E=(R™)?
¢ Déterminons S :
Soit (x,y) un élémentde £ :
In(xty?) =— ) _ + -
[ Y — {ln(x Y+ In(y®) =—4 - {ZIn(x) 3In(y) 4

Ona: ln(x")—ln(y4)= 11 3ln(X)—4ln(Y):11

ol
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= Inx)=1let Iny=—2
—x=cety=e’

Donc: S= {(e;e“*)}

(In()).(In(y))=—15

In(x.y) =—2

Ona: E={(x,y)eR’lx>0 ety>0etxy> 0}

={(x,y) eR/x>0ety> 0}
Donc: E=(R*).
Soit (x,y) un élémentde E,ona:

In(x).In(y) =—15 S, In(x).In(y) == 15
n(xy)=—2 In(x)+ In(y) =—2

Posons : @ = In(x) et b = In(y), le systeme devient : {

7 Résolvons dans R? le systéme : {

athb=—2
ab=—15

Donc: @ et b sont les solutions (si elles existent) de I'équation >+ 2 — 15 = 0
dans R

gtona: #+2t—15=0«=t=30ut=-35

Donc: (a;b) = (3; — 5) ou (a;b) = (— 5;3)

Dol : (x;y) =(e%e ) ou (x;y) = (e7;e")

Par conséquent : S = {(e%e-);(ee?)}

x2+y*=10

1) Résolvons dans R? le systéme : {ln(x) () =1n()

ona; E=(R*) .
Soit (x;y) un élément de E.
Puisque : In{x) +In(y) = In(3) < In(xy) = In(3)

= xy=3
dors le systeme devient : J%* Y= 10 vasr 3 dire |2*+¥* =10
xy=3 x*y*=9

Donc: & et y* sontlessolutions (sielles existent) de l’équation > — 10+ 9 = 0

dans R

D'oﬁ:{xzx I ou {xg e
y:=9 yi=1

ftpuisque : x > 0 et y > 0 alors : (x;y)e{(1;3);(3;1)}, par conséquent :

§s={(1;3%3; D}
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Montrons que : (In(a—b)).(In(a+ b)) <(In(a))

Onaa>1et05b<a,donc:a—b>0etog_z—<1,d'oﬂ:1__g>0

Et puisque : g — b =a(l —%) alors @ In(a — b) = In(a) + ln(l —%)
etonaaussi: g+b>0 et1+%>0. Etpuisque:a+b:a(1+%)

alors : In(a-+ b) = In(@) +In(1 +2)
Donc: In(a—b) X In(a+b) = (ln(a) + lﬂ(l - %))(lna + 1“<1 + %))

c’est-a-dire : ' .
(In(a—b))(In(a+ b)) = (1n(a))"+1n(a)(1n(1 + 2)+ 1n(1 —ﬁ))+ 1n(1 —g) x ln(l +8)

=(In(a)] +In(a). ln( )+ln b).ln(l +g_)

b i b bY
5<1,d0nc.0<1 = 1et0<1_<a)

a —
Donc: ln(l —Q>s Qet ln(l (2))

<0
b
Etona: 1n(a)>0(C3ra>1)Et1n( 1+ )>0(car1+5>1)

D'ou : (ln(a)). ln(l —(%)2)+ ln(l _Q),ln<1 +%) <0

Par suite : (In(a—b)).(In(a+ b)) < (In(a))

L Exercice §38

|;Determ|nons D,ou f(x)=In|x— 1]+ In(x)

Soit x€R,ona:

xEDe=|x—1!>0etx>0
=lx—1l#£0etx>0
—=x#letx>0

Donc: D=]0;1|U]l;+ oo|

Déterminons D, ol f(x) =x ln(%%%‘)

etona:(Q < <1

Soit x€eR,ona:

xeD e x+1#0et 21
=x+Dx-1)>0
= x €00 — 1[U]l;+ o0|

>0
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Donc : DZ]—oo;— I[U]l;-i-oo[
In(x)

‘| béterminons D, ol f(x) = T

Soit x€é R,ona:
reEDe=x>0etl—In(x)#0
—x>0etInlx) #1
=x>0etxe
Donc: D = |0;e[ U e; + oo

1) Déterminons D, ou f(x) =

Vin(x)
%=
Soit xeR,ona:

tED=x>0etln(x)=0etx—2+#0
=xzletx>0et x#2
=x=letx#2
=xe[1;2[u]2; + oo

Donc : D =[1;2[ U ]2; + oo

5|Déterminons D, ou f(x) = %ln(x—}lg)

Sit xER,ona:

veDesx#0etx—1>0
—x#0etf—1>0
=x(x2—1)>0

Dressons le tableau de signe de x(x*— 1)

et e
:xz—l: + -0 = = 0 + :

| ERECEHER
e —--0 '+ 0-—-0Q F ]

Donc: x(x2—1)> 0 e x € |- 1;0[ U J1; + 0|
Doli: D=|-1;0[ U J1; + oo
Déterminons D, ou f(x) = In(k’ — 2k cos(x) + 1)
SitxelR,ona:
YeD e k*—2kcos(x)+1>0
etpuisque : k?—2kcos(x) + 1 = k?— 2k cos(x) + cos?(x) + sin?(x)
=(k— cos(x)) +sin*(x)
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alors : k*—2kcos(x)+1=0
Donc: x€D e k*—2kcos(x)+1#£0
e (k—cos(x)) +sin?(x) #0 (A’ +B*=0e=A=0et B=0)
« cos(x) # k ou sin(x) # 0
etona: (k—cos(x)) +sin?(x) = 0 < cosx =k et sinx =0
D'ou : {cos(x) =k ainsi 1 = cos’(x) + sin’(x) = &
sin(x) =
alors: k=1o0u fk=—
eSik=1alors:xe D 2—2cos(x)#0
> cos(x) # 1
= x£ 2N kE Z
Donc: D=R—{2kn/k € Z}
o Si k=—1 alors :
x€D e 2+2cos(x)#0
> cos(x) #—1
S x#ERN+2%MEkEZ
Donc: D=R—{n+2kn/k €7}
°Si:k# letk#—1alors: (Vx e R);(cos(x)—k) +sin?(x) #0
Donc: D=R.

Exercice 4

1) Calculons : lim

F

In?(x)

In?(x) _ x(l_rlggc_)_)3

Soit xE]O;+oo[,0na s X

Et puisque : llEn(Lr;‘g)“ 0 alors : hm(“;c ) =0

Or: llrrelo-JlE = () donc: Ii;_r_nx(m:,(cx)) 0 par conséquent : Ilm1 .,(x)
2) Calculons : lim m\;%-)-

: ; j e — : In?(x) _4In*(Vx)
Soit x € ]0; + o[, ona: In(x) = 2In(v'x), donc : =

On pose : Yx =¢*avec t > 0.Si x tend vers +oo alors ¢ tend vers +oc.

et4ln\‘;(}~f§) 41[1:2(!) (21;21:)1 lﬁ(ln(t))
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Et puisque }.'!Enl—n’z@" = 0 alors lim 16( ln(r)) S done i 9l L

r=tx &
*! Calculons : lignm%ﬂ
CIn(l1 + In(1+ +
Soit x € |0: + oo, on @ n(xg x) _ n:f+xx)_lx2x
posons: f=x+lona: x—+towce={f—+co
1o InEE ) In(r) _
donc : ]"E e '_;l.{,,
e In(1 +x)
ftcomme : }_m eV llmE = () alors : J'Q—"_Hx‘
Calculons : “mw

“gare il 200 (]
SOith]—oo;—%[, ona:In(x*—x+ 1)=ln(x"(l _%.,_;_?))
=ln(x2)+ln(l —-lf+£3)

Pl
Donc: In(x*=x+1) _ 5. In(=x) ( _"f_’"fc_z)

%rlEl e ot e
gl
L e () +1"(1 -
T =) 2x+ ] 2x+1

[.—-

+ xz)— 1 et la fonction In est continue en 1

kl'—'

et puisque : lim(l

X 1
05 i 1“(1 _“lx‘“"El"f) In(1)=qetona;: imaz pp =0
i
In( e )
donc: lim- inl L = fimytr x(Inl =4 +55)=0
psons: t=—x,0na:x ——owe ! —+toc
Donc:: lim lrz(_ ‘)ﬂ lim lnt(t) =0,

Y R
gtona: |Im2x+1 llm 2x hm(-—i)— )

Jou: i 2ln(—x) (—x) ; . In(x?—x+1)

m?2. =x) 2+1 = (), par suite : fl_l_m——z-x—Jr—r-— 0
In(x+2)
 Calculons !lmwl Ox+ 1)
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Soit x € |0; + oof,,0n a:

9 2 ln(l+2)
In(x+2) = ln(x(l +";€)) = In(x) + ln(l +E) = In(x)|1 +~—l—m—
1 in(2+1)
Etln(2x+1)=ln(x)+1n(2+E =In(x)|1 +—~l~n(—x—)~—
In(l+32f)
Ly T G
‘I@2x+1) 1
In 24‘}
I e e T : .
et puisque : lim ln(l +3c')“ 0 et lim 1n(2+}- = In(2) et lim In(x) =+o0
ln(2 % ln(l+2) ’
alors: lim = o =0 et lim— P = () par conséquent :
i In(x+2) |
=%+ 1)

6) Calculons : limx’ An(x)

Ona: E_r{pxi*.ln?(x) = me.(xlnx)" =)

Car EIJ;(JHD(J())2 =() et lfllglx =)

7) Caleulons : lim%/x.In*(x)

Soit x € J0; + oo, ona: In(Vx)= 6ln(x)

cest-a-dire : In(x) = 61In(¥x) etona: (Vx) =¥x

Donc : ¥/x.In*(x) = (¥x) .(6In(Vx)) = 36(¥x.In(Vx))
Posons:t=%x,ona:x —0"<=r—0"

Donc : lim*¥x. In(%/x) = lim¢In (1) = 0,d'ou : lim(¥x.In(Vx)) =
Par suite : !unn*‘\/f [n*(x) =0

Méthode 2 :
Onpose ¥x = avect> 0 alors x=1° etona: x — 0" et — 0"

donc lim(y/xIn’x) = mm"-’m?(r“): lim#°(61n?)? = lim36¢Int = 0
—0t 1—0F t—r Q!

xa—0°
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Soit x € ]0; + o[ ,0n a: x4l Inx| =y x2lInx| = xl xInx|

et puisque limx Inx = 0 alors l?ﬂgxl xIn(x) = 0,donc : limy/ xlxlnx[=0
D'ou : lirﬂrllm/] Inx|=0

%) Calculons : lim(-%—+ln(x— 1))
=1tV X 1

Soit x € |1; + o], 0na: }2—_“1‘-1—4- In(x—1) =~k—1_~l—(2x+(x— Din(x—1))
posons: x—1=¢,0na:x— 1" e=t—0°

Donc : li_rlrl(x— Din(x—1)= El;f_:lﬂ[‘l(t) =)

D'oli lir}}(2x+ (x—1DIn(x— l)) =2

et puisque : li_r]r}}—_lfi- =+oo alors: ll_rlq}éi—(bc +(x—1DIn(x—1))=+o0

Dol : Iim—z_x—Hn(x* 1)=+o0
T e |

10] Calculons : l_i‘rzrl(x =2)In(x*—2x)

Soit x € |2; + oo, 0ona: (x—2)In(x?—2x) = (x—2)In(x(x—2))
= (x—2)(In(x) + In(x— 2))
=(x—2)Inx) +x—2)In(x—2)

posons: t=x—2o0ona:x—2 =t—0°

Donc : ligq(x —2)In(x—2) = }g}nt In(®) =0

etpuisque : limin(x) = In(2) et lim(x—2) = 0,alors : lim(x—~2)In(x) =0

Dol : liqul(x —2)In(x?*—2x)=0

!}« Calculons : ﬂl’_]lln(Jl +x?—x)

Ona: lim1+x*=+00, donc limv1 +x* =+o0

etona: lim(—x) =+oo, donc : limv1+x* —x=+o0

etpuisque limIn(X) =+oo alors : limln(y1 +x? —x) =+o0

e

JCalculons ; limln(v1+x? —x)

r-too
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Ona: llm(\/1+x2—x)—£mﬁ——-——0 et hmln(X)——

Donc : l_1_1:nln(-f1 S —-x) ——00
“! = Calculons : lilrgln(—%i-)
Ona: lillthf i =+cc et llmln(X) =00, donc : llmln( = S )—+oo

= = Calculons : hm(2x*— —In(x+1))

Soit x € |0; + o] ona: 2x?*—x—In(x+1)= (x+1)( x+—1x_lnx(i+i1)
Ona: lim 5 = lim 5 = lim2x =+oo

onpose: f=x+1,
ona: x —towe[—+o0

Donc : }]Eln(x++ll)_!]£hlr;t 0,d’ol : !lrl_ll

2x=—~x_1n(x+1))_
( Pl Sy e

et puisque : Ii_lp_(x+ 1) =+co alors: [_i_m(Zx*—x—ln(x+ 1)) =+
*) Caleulons : lim(3x— In(x*+ 1))

Soit x € |0; +oo[,0na: 3x—In(x*+1) = 3X‘lﬂ(x ( xL))

=3x—2In(x)— ( 1+-= ! )
(3 21“(")) In{1+ )

Ona: hm(l +-};)= 1 et la fonction In est continue 1,

donc : 1im1n(1 i xi) —(l)=0

reeton

|
: lim ny((x)_ = () et llmx=+00 gonc . 3,.“""(3 ﬁ_lnix))=+

Dot ; lim3x —In(x*+ 1) =+co0

Calculons : Jlmxln(1+2) info : l:m —l;j—_-—) 1

On pose h=—2~ona X —+oco = h— 0"

2) lim 21_11_(_l+h)_2 Iim1n(1+h) 2

Donc : hmx!n(]-l— h T h

T ton

: __.1_
Calculons : ji_r_gx In S

Soit x € |—o0: — 1], 0na:
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_ﬂn(x—l)_ (m(ili) (i;%)‘l '"(i?i) (—2x)

P e U5 5_—_1) I. i (x-—l) I'x+1
x+1/)" X x+1/)
Posons : £ = ;l,ona si x tend vers —co alors ¢ tend vers 1
=1
ofe=)
Donc : lim x+1 lmln_(t) L
(.’.‘L_l_)_l t—1
i
etona: lirrl;ﬁ — ‘lm;l’ng =£{2(—2)=— 2.Donc: !_i.[rlx.ln(ii } )=— 2

Ry g
Calculons : lf.Tx~3‘ln 3)
Méthode 1 :

On pose : §=l+hcest—adnrex 3=3hetona:x—3=h—0

Donc : - (%) 3(134"‘) In(1+h) = (1+h)_1£1ﬂj:ﬂ
Puisque : l[m (lh h) =1 et lﬁi_l_'gl(l +h)=1 alors: !hll-}]-l(l +h)._l.9(_lh+_m= 1
%
Donc : llmi~—3- In(g) 1
Méthode 2 :
Rl lrl(x)—ln(3))
Ona'x—3m(3) ( x=3
et puisque la fonction In est derwabie sur J0; + oo,
alors I:mln(x) ln(3) =(In)'(3) =

) = ! X X\
gtona: lrl_[r;x— 3 donc: 1}§x_3.!n(3)—1

Calculons : I;IE]] % In(cosx)

In(cosx) cosx— 1

2k =
Ona: x"!n(cesx)'cosx—l‘ X

Posons: f=cosx.Ona:x— 0=t —1,

o In(cosx) e dn(r)
donc : lim- Coc =1 lhn =T
etona: 11 cos(x) = == ! donc: lim—l— In(cosx) & ol
ot 2’ G 2

' Caleulons : lim 1+ 2In(x)
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Onpose: f=In(x).0na: x —+o0 et —+

In*(x) —In(x) _ . #—t
Done : lim -5 65 = lim = = lim 57 = limy —+oo
10) Calculons : lim— Inte ot i)

2%
Soit x € |0; +oo[,0na:

In(x+1+vVx2+1)= ln(x(l +%+ 1+ ;2 )) = In(x) + In(l +-1—+ \/I + BZ—)
In(x+1+/T+27) _ 1 In() , ( )
On llml%?gl =0et l{fH( 1+ ch +\/;r J:z- ) = 2 etla fonction In est continue

en 2
Donc : }_i_rpln(l +%+ 1 +%) = In(2) et comme lf{{n-—l— =0
Alors : }Ii_lﬂ—"l-—.!n(l +'ch+\/;+“;3) =(

Par conséquent : [im In(x+1+v1+x?)

Ftoo zx T 0

-
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Dans tous ce qui suit; on désigne par D, l'ensemble de définition de la fonction f
1) e Déterminons D, ou fx)= Tﬁ?
Ona:D;={x€R/x>0 etIn(x) # 0}
={xeR/Ix>0etx#1}
Donc: D, = |0;1[U]1;+ oo
e Calculons f'(x).

f est dérivable en tout pointde D, etona: (Vx€D,); f (x) = %

2) e Déterminons D; ou flx)= xTIr-l:ch_
Di={xeR/Ix#0etx#1}=R—-{0;1}
e Calculons f'(x).

Soit x € D;;ona: f(X)='j%rlLJ1€—l

Donc: f'(x) = - 1)(ln(|;c-l_+1)1?)-xln|x| = x—(;:ll;ljxl

32) e Déterminons D, ol f(x)= xln( +%)
Ona:D,;={xeR/(x+1)x—1)>0}=|-00;— 1[U]l; + o0
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¢ Calculons f'(x).
[ est dérivable en tout point de D,

Soit x€ Ds;ona: f(x)=xln(§i{) 2

e S S 2
Donc: f (x)—ln(x_1)+x

Dou: (Vx€D,); £ ®) =In ("“) o

) e Déterminons D; ou f(x) =x( ——l—)z

Ona: D, ={x€R/x>0 et In(x) # 0}
={xER/Mx>0etx#1}=]0;1[U]i; +oof

s Calculons f*(x).

[ est dérivable en tout poin(t de D; 2

Soit x€ Dy;ona: f(x) =X 1 —TITGC)H)

Donc: f(x) =( = l(x)) +2x(] — ln(x))'(xlnl”(x))
~(1-mw ! -wer )

ol

e S R In?(x) — In(x) +2
Dou.(VxED;),f(x)—(l ln(x))'( 60 )

5 » Déterminons Dy .

Ona: f(x) =x*.¥|Inx|, donc: D, = |0; + oo

Soit x€ Dy;ona: JG) =x"VIn(x) ;x> 1
fx)=x./—In(x);0<x<1

s Calculons f* (x).

/ est dérivable en tout point de [0; 1| U |i; + oo].

S0<x<1

e e e o 4xln(x) x_x(4In(x)—1)

Six>lalors:f’(x)=2x[m+x7( 1 )zx(élln(x)-f-l)

2xy/In(x) 24/In(x)
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. R ra-mmiii ]
if "(x) = ——x(imr——ml—m—(:();; L ;x €1, + oo

5 e Déterminons D, .

Ona: f&x)=y/1—Inlx—1)

Donc: D;={x€R/x—1>0etIln(x—1)<1}
={xeR/ix>letx<e+l}

Donc: D=]i;1+e]

e Calculons f'(x).

|-

f est dérivable en tout point de ]I;1 + ¢
ieles

x=1 z =i
Ji—=In(x—=1) 2@x—=1y1—=In(x—1)

e'cona:(ch]I,l-i—e[);f’(x):2
71 » Déterminons D;.
Ona: f(x)=xIn(x) — (1 —x)In(1 — x)
Donc: D,={xeR/x>0etl—x>0}
={xeRix>0etx<1}=]0;1]
e Calculons f’(x).
La fonction f est dérivable en tout point J0; 1]
Soit x € ]0; 1]
Ona:f’(x)=1n(x)+1—(—ln(l——x)+(1—x).(1__lx))
=nx)+1+In(l—x)+1
=2+ In)+ In(l —x)
= e Déterminons D;.
Ona: fx)=In(x—1+/x¥—2x+2)
Donc: Dy ={xeR/x*—2x+2>0 et x— 1 +vx*—2x+2 >0}
Ona(VxeR);x*—2x+2=(x—1)*+1donc ¥*—2x+1>0
et x*—2x+1>(x—1)° donc Vx*—2x+2 >|x—1|
etpuisque : |x—1|=—(x—1) alors: vVx*—2x+2+x—1>0dou: D,=R
e Calculons f” (x).

S est dérivable en tout point de R

B e L

[x1—2x+2 _ 1
s Ny A R T

1+

etona:(vx € IR); f'(x) =
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Onpose f=—xona:x——1"<=t-1"
pone: tim T < i LBl = i
(car (Vx € D);f(—x) = f(x))

J est non dérivable a droite en —1.

f(?:]l‘(l) il

2] Calculons £ (x)
La fonction f est dérivable en tout point de |-1;1] et on a : pour tout x
élémentde |—1:1]
NS Tk
2R 2l T % Vitz
JI+x+/1-x  2/1—x*.(VT+x+/1—x)

Donc: f'(x) =

1) Dresser le tableau de variations la fonction «.
e Soit x€ [0, +oo[,0na:

u(x) =x—in(x(1 "'glc'))zx—ln(x)—ln(] '*'31{;'):-’5(1 —l[%)—ln(] -l-%)

et puisque : lim Ing 0 et lirp X =+cc alors: lim x(l —M(J—Q) =+o0

T x X—"r o0 z—1w

etona: lim 1 +%= letlafonction In estcontinueen 1;alors lim ln(l +—1x-)= 0.

Donc: limu(x) =+oc.Etona: ‘!i'rH‘(x+ 1)=0"et Xl_iﬂ}‘ln(X) =—o0
Donc : x[iﬂr_t}’ln(x+ 1) =—o0,d'ols : rEr__r}_u(:nc) =+00

» La fonction u est dérivable sur |—1;+ oo etona:
(VxE]—1,+oo[);u'(x)=x—f_1-

Donc le signe de u’ (x) sur |—1;+ o[ est celuide x(x+ 1)

X -1 0 + oo
u' (x) - 0 +
+ 00 +
i
0

') Déduction :

La fonction u est croissante sur [0; + oo| et décroissante sur |—1;0]
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Donc : (VxE[O, +oo[);u(x) > u(0) et (Vxe]“l,()]);u(x) = u(0)

et puisque #(0) = 0, alors u(x) = 0 pour tout x de ]—1;+ co[

En particulier «(x) > 0 pour tout x de |0; + oo (car u(x) =0 e x = 0)
Soit ne N',ona: —,l;> 0, d’ou u(-:l—) >0

etona:u(f;) >0 = —rli->ln(l + :1)

-1 ln(l + %)

-1 >ln((l + :1)]

< In(e) > in(_(l + :}a))

Donc e>(l +—rlrl~)u

D’oiz:(vneN');(l+~3€—)"<e

Exercice £

1) 2- Déterminons D ol f(x) = ln|1 - %l

Ona:xeDexeRet x#£0 etl~1E760
oxeRetx#0et x#1
& x € J-o0,0[u]o, 1{U 1, + oo

donc D= J]—00,0[U]0,1[U ]I, + oo

b-calculons les limites aux bornes des intervalles de D

Ona: }l[i_]p’Jl = Jf| = | et la fonction In est continueen 1 ;
donc _[!in} f&x)=1In(1)=0
0na: lim|1 = &| =+oo et limin(X) =+oo donc lim/(x) =+o0

Ona: !ip;all ~1E|= 0" et Lirr}ln(X) =—o0 donc limf(x) =—o0

[ est dérivable sur chacun des intervalles de D
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" Exercices de synthéses
Exercice &b2 E .

Soit f* la fonction numérique de la variable réelle x définie par:

f(x) =#m +1In(|In(x)|) et soit (#") sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0;73/).

1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.

b- Calculer les limites suivantes : limf(x) ; limf(x) ; limf(x) et lim f(x)
x=0 x=l x—=1" X—too
¢- Etudier les branches infinies de la courbe (/7).

2) a- Montrer que : (Vx € D); f'(x) = _:El(-l:flf)()?_

b- Dresser le tableau de variations de f'.

3)a-Montrer que : (vix € D); f* (x) = 122 = (n2))

b- Déterminer les points d’inflexion de la courbe (¢7).

4) Construire (")

(Exercice 4!

1ere Partie: Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
+
@ = In(n@) - s
1) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction g puis calculer les

limites aux bornes de D.

2) Etudier les variations de g.

3) a- Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ telle
que 6,4 < @ < 6,5.

b-En déduire le signe de g(x) sur D.

%me partie: On considéere la fonction numérique [ définie sur

(1; 4 00| —{e}) par: flx)= I_nj(rl_:(ylc)_);x > 1
f(1) =0

etsoit (#') sa courbe dans un repére orthonormé (0;7;7)

1)a-Montrer que f est continue a droite en 1
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b- Etudier la dérivabilité de f adroite en 1, puis interpréter géométriquement
le résultat obtenu.
2) a- Montrer que : 1imf(x) =+00.

b- Calculer : llmf(x) et llmf(x)

.T—’:’

3) Etudier les branches infinies de la courbe (¢7).
4) a- Dresser e tableau de variations de f.

b- Construire la courbe (¢7).

Exercice £7)

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

f = Y0=0)

orthonorme (O, 0 7)

et (¥) sa courbe représentative dans un repére

1) a- Déterminons D l'ensemble de définition de la fonction f.

b- Calculer lim f(x) et étudier la branche infinie de la courbe (") au voisinage
de —0

2) Etudier la dérivabilité de f a gauche en x, =0, puis interpréter
géométriquement le résultat obtenu.

3) a- Calculer f’(x) pourtout x élémentde D — {0}, puis dresser le tableau
de variations de f.

b- Construire la courbe (¢7).

Soit f lafonction numérique définie par: f(x) = In((Yx—1—1)") et (¢) s
courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7;/).

1) Déterminer D l'ensemble de définition de la fonction f et calculer s
limites aux bornes de D.

2) Etudier la dérivabilité de f adroite en 1, puis interpréter géométriquement
le résultat obtenu.

3) Etudier les variations de f.

4) a- Etudier les branches infinies.

b- Etudier la concavité de (7).

5) a- Ecrire une équation de la tangente (7) a la courbe (4”) au point d'abscisse$
b- Construire (¢7) et (7).
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Exercice &1

lére partie:

Soit ¢ la fonction numérique définie sur / = [—I,O[U]O, + oo par:

80 =2~ lnlx(x+2)|

1) Dresser le tableau de variations de la fonction g

2) a- Montrer que I'équation g(x) =0 admet une solution unique @ sur
lintervalle : ]0, + oo|

b-En déduire le signe de g(x) sur I.
leme partie:
Soit f la fonction numérique définie sur D =R —{—2;0} par:
v Inx(x+2)| Y
fx) = T (x+1)? sx#—1etsoit (£;) sacourbe représentative dans un
f=1)=—1
tepére orthonormé (0;;7)
1) Montrer que la droite (A) d’équation x =— 1 est un axe de symétrie pour
(7).

Ja-Calculer : lim f(x) et limf(x)

b-Montrer que la fonction f est continue en —1 (on peut utiliser le résultat

2 2
suivant : (W G]O%D —%— £<In(1—1) +r§——‘2—

fja-Montrer que : (Vx e I—{—1}); f' (x) = mz—]?-g(x)-

b-Vérifier que f(a@) =

e ) puis dresser le tableau de variations de f

5|2 Déterminer les points d’intersection de (O ; i) avec la courbe (7).
bTracer (%;) (on prend : @ ~ 1,14 et fla) ~ 0,28).
Unconsidére la suite numérique (u,) définie par : {“‘ =1

L e
|| Ecrire u, et u; en fonction de 2“ ou ¢ € Q (Vn € N'); () = 4u,
ISoit (v,) la suite numérique définie par: (Vn € N'); v, = In(u,) — In(4)

xMontrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison
dle premier terme.

b-tn déduire u, en fonction de n.
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| Exercice &F:
On considere les foncions numériques « et v définies par: ulx)=x—1-—Inx
et v(x) = '—g—— 2x+—%~+ In(x)
1) a- Dresser les tableaux des variations des fonction « et v.

2
b- En déduire que : (Va € ]0; +co[);a—%— <In(l+a)<a
k
nz)

n+ 1)(;'3’1"' 1)) <In(P) < "%(I " ?1{))'

2) Pour tout n de N*, on pose : P, = H(l +
a- Montrer que : i
(Vvne N'); 2(I+ ) 1—2(
b- En déduire lllanIR. ;

Exercice &1

On considére la fonction f, définie sur |0, + o[ par £i(x) =x— n+~2~ In(x)
oune N’

1) Dresser le tableau de variations de f;

2) a- Montrer que : (3la, € 10, + o), £i(@.) =0

b- Montrer que : 1 < @, < e"

c- Vérifier que : In(a,) =2—= a',,

3) Ecrire f,.,(a.) en fonction de @, et n, puis déduire que @, > @,

4) a- Montrer que la suite (@,),., est convergente . On pose hma',, =0

b- Calculer : .1“.?1, In(a,)

| Exercice £11
1) On considere la suite numérique (un) définie par: (Vva € IN) ; u, = f}%
a- Calculer w1 et us.

b- Montrer que : (Vx € [0, +')o[) In(1+x) < xet— 1 < In(l + x)
En déduire que : (Vk € IN) ; ——k < In(l + k) — In(k) s 1
c-Montrerque: (Vhn € IN) ; u,,,— | < In(1+ n) < u,;en deduire que:

(Vhe IN) ; In(l+n) <u <1+ In(n)

d- Calculer im u,.

2) On considere la suite numérique (cn) définie par :
vnelV-{D;c=u_,—In()= "2'%~ In (n)

a- Soit n un entier tel que n = 2. Calcmtllelr cn+l-cn, et en déduire la

monotonie de la suite (cn).
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b-Montrer que: (Vva € IN\{1}) ; ¢, £ 1+ In(n— 1) — In(n)

¢- En déduire que la suite (c ) est convergente ( le nombre lime, =1, appelé
la constante d’Euleretonay ~ 0,577215...).

EEEEF 21 n est un entier naturel non nul.

On considere la fonction f, définie sur l'intervalle ]0; + oo| par:
fi(x)=x+n(l + Inx)
1) a- Dresser le tableau de variations de la fonction J;.

b-Montrer que : (Vn € N*)(3la, € |0; + =) ; £i(a.) =0

N

e

b- Montrer que la suite (@,),., est convergente puis déterminer lime, .

n—toc

2) a- Montrer que : (Vn € N'J;z)l? <@ <

EEGEF 22 n est un entier naturel supérieur ou égal a 2

On considere la fonction f, définie sur I'intervalle ]0; + oo par :

fi(x) = nx*+ In(x)

1) Montrer que : (Va = 2):,(3la, € |0; + ) ; fi(2.) =0

2) Montrer que la suite (,),., est strictement décroissante, puis en déduire
qu'elle est convergente.

3)a- Montrer que : (Vx € ]0; +oo|); x —%ln(x) >0

b-Montrer que : (Vn=>2);a, < ni, puis déterminer lima, .

—tnc

- Montrer que : lim"‘/ﬁx_": 1

netoo

EEEEY 23, £ est un entier naturel.

On considére la fonction £, définie sur l'intervalle |0; + oo par:
flx)=x—nln(x)

1) Montrer que si : n = 3 alors I"équation f,(x) = 0 admet exactement 2
solutions a, et b, tellesque: 0 <a,<n<b,.

1) Déterminer lim_b,,.

3)a- Montrer q”l-J-emz (vnz3):1 <a,.<2

b-Montrer que la suite (a.),., est décroissante, puis en déduire qu’elle est
onvergente.

t-Montrer que : lima, = 1

N sboo
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| Exercice £
Soit n est un élément de N"—{1}, on considére la fonction £, définie sur
10; + oo par: f£i(x)=—x*+2+nln(x)
1) a- Calculer : limf; (x) et limﬁ(x).
b- Etudier les vz:Fi‘;tions de Jﬁ.m
2) On considere la fonction g définie sur 10; + oo par: g(x) =xlnx+2—x
3) Calculer g'(x) pour tout x de R:; puis étudier les variations de g.
b- En déduire que : (Vx € R}); g(x) > 0
3) a- Montrer que : f(‘/g) 50
b- En déduire que I'équation f,(x) = 0 admet deux solutions u, et v, dans
R’ (On suppose que : u, < v,).
c- Calculer : Ii;p_ Va
4) a- Montrenr“q:e (Vn=22);u. =1
b- Vérifier que : (Vn=>2); firi () = In(w,)
¢- Montrer que (u,),., est croissante et convergente.
d- Calculer : lim u,.

n—+oo

 Exercice £13
On consideére la fonction numérique / définie sur l'intervalle [0; + oo par:
[f(x) - len(l +l;);x >0
£(0)=0
Et soit (¢”) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé
(O;73)).
1) a- Montrer que la fonction f est continue a droite en x, = 0.
b- Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en x, = 0, et interpréter
graphiquement le résultat obtenu.
¢- Montrer que : lir::lf(x) =+c0.
2) Soit u et v les fonctions définies sur Fintervalle [0; + oo par:
u®=t—In(1+1)etvi) =7

a- Montrer que : (V¢ > 0),(3c € ]0; f[);%% = I: 8

Appliquer le théoréme de Rolle sur I'intervalle [0;¢] (¢ > 0) a la fonction :

@: x v u(t)v(x) —ulx)v () 2
b- En déduire que : Iimi_—lr-lg(zI ) - %
=07
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3) Montrer que la droite d’équation : y = x ﬂ-% est une asymptote a la
courbe (%) au voisinage de + .

4) a- Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle ]0; + oo et que :
(Vxe]0;+oo[);f'(x)=x(2ln(l+l?) ! )

T 1+x
b- Montrer que : (Vx > 0);ln(l + %) > --.l_i?

En déduire que : f'(x) > 0 pour tout réel x de J0; + oof .

¢- Dresser le tableau de variations da la fonction f'.

5) a- Montrer que f admet une fonction réciproque f' définie sur un
intervalle J que I'on déterminera.

b- Montrer que la fonct}ion £ estdérivable en In(2) et calculer (f')(In2).
¢- Montrer que : ll_rglfT(x) =+o0

d- Montrer que : (Vx € |0; +o0[); f'(x) > x

6) Tracer dans le repére (0;7;) ), la courbe (#”) et la courbe (¢”) de f'.

Exercice £13
A/ 1) Montrer que :
e e s
R gl ) S g
—In(1+
2) Montrer que : [i‘rrulf——wx(-}——ﬁ - %_

B/ On considére la fonction f définie sur Pintervalle [—1; + oo par:

!f(x) =]n(lx7+x);x#_ letx#0

o) =1et f=1)=0
Soit (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0;7;7).
1) a- Montrer que la fonction f est continue sur l'intervalle [—1; + oo .
b- Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en -1 puis interpréter
graphiquement le résultat obtenu.
- Montrer que la fonction f est dérivable en 0, puis déterminer une
équation de tangente a la courbe (C) au point A(0;1).

Sx)

2) a- Calculer llrlnf(x) et [".“._'x—' donner une interprétation géométrique
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au résultat obtenu.

b- Montrer que la fonction f est dérivable sur les intervalles J-1;0[ et
10; + o[ puis calculer £’ (x) pour tout réel x de |—1;0[U]0; + o .

3) a- Montrer que : (Vx >—1);(x+ 1)In(x+1)=x>0

b- Dresser le tableau de variations de la fonction f.

¢- Tracer la courbe (C).

: ; > 3 Up = €
4} Solt (ur-)a::l) la SUIte deﬁnle par i {(VH (S N) s Unsr =ﬂu")

a- Montrerque: (Vne N);u, > e— 1

b- Montrer que la suite (u,),-, est strictement décroissante et en déduire
qu’elle est convergente.

c- Montrer que : limu,=e— 1.

x—+tou

| Exercice £
I/ On consideére la fonction g définie sur |0; + oo| par:
gty =—xin(x)+ 2x~12
1) Calculer lirpg(x).
2) Montrer qu; g est strictement croissante sur |0;e] et strictement
décroissante sur [e: + oo .
3) a- Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ sur
Je; + o[ etque 4 < @ < 5 (Ondonne: In2 <%— et In5 > %)
b- En déduire que gest positive sur [1;a] et négative sur |0;1] et sur
[@; + oo (Remarquer que: g(1) =0) In*(®)
11/ Soit la fonction f définie sur |0; + o[ par: feo= x— PR 7 1

1) a- Montrer que [ est continue en 1. fy=

b- Montrer que [ est dérivable en 1.

2) Calculer llmf(x) et llmf(x)

3) a- Montrer que: (VxE]O +oo[—{1}); f _In(x) - X g(x)
S ox(x—1)

b- Montrer que : fla)= ( =
c- Montrer que : fla) € ]0;1]

d- Montrer que f est strictement croissante sur |0;] et strictement
décroissante sur |a; + oof .

ll/ Soit F la fonction primitive de f sur J0; + oo| telle que : F(a) =a.

1) Montrer que F est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement

360 3'5 Fonctions logarithmiques
i



croissante sur [1; + oof .

2) Montrer que : (Vx € ]0;a]); F(x) = x

3) Montrer que : (3¢ € |1;al) ;@ —F(1) = f(c)(a— 1)

4) On considére la suite (i) définie par: u, = ¢ et pour tout n de N :
s = Fu,)

a-Montrerque: (VneN);c<u.<a

b- Montrer que la suite (u,) est croissante, en déduire qu’elle est
convergente.

¢- En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :
(V(x:y) € ([e;2])) ;| F(x) = F(y)| < Aa)l x — y|

d- Montrer que : (Vrn € N);|u.—a| < (f(@))(a—c)

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice &1

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on considere la fonction f,

filx)=x".In(x); x>0
£(0)=0

Soit (C,) la courbe représentative de la fonction £, dans un repére
orthonormé (0;7;7).

définie sur I'intervalle [0; + o[ par : {

1) a- Montrer que la fonction f, est dérivable a droite en 0.

b- Calculer les limites suivantes : tln;rlﬁ (x) et .mﬂﬁ;(i_ﬁ’ puis interpréter
graphiguement le résultat obtenu.

2) a- Calculer f£'(x) pour tout réel x de l'intervalle 0; + oof , puis dresser le
tableau de variations de la fonction f,.

b- Etudier la position relative des courbes (C,) et (C..)

¢-Tracer, dans le repére (O; 73/ ), les courbes (C1) et (C,) en précisant la
tangente au point O et la tangente au point A(1;0).

3) a- Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, il existe
un unique réel x, dans 'intervalle |0; + oo| tel que: £ (x,)=1.

b-Montrer que : (VA= 2); firi(x,) > 1

¢-En déduire que la suite (x,),., est strictement décroissante et qu’elle est
convergente.

4) On pose : b, = x; pourtout n=2.
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a- Montrer que : (Vn=>2);b,.In(b,) =n

b- Montrer que : (Vx €[1;+o[); x—1 < xIn(x)
c- Endéduireque: (Vn=2);1 < b, <n+1

5) a- Montrer que : limyn+1=1

n--+oo

b- Montrer que : limx, =1

n—steo

 Exercice £

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0; + oo par :

{f(x) =/x(In@);x> 0
f0)=0
Et soit (¢7) la courbe représentative de la fonction f dans un repére

orthonormé (0;7;7).
1) a- Montrer que la fonction f est continue a droite en x, = 0.

b- Calculer les limites suivantes : _llt}lj‘()C) et In:nf—gcl, puis donner la nature

de la branche infinie de la courbe (%) au voisinage de +oc.
2) a- Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en x, = 0, puis
interpréter graphiquement le résultat obtenu.

b- Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle ]0; + oc|, et que:

(vVx €105+ o) s £ () = 'ﬂﬂé’%f—f‘l

c¢- Dresser le tableau de variations de la fonction f.

d- Montrer que : (Vx €[0;1]);0 < f(x) < (%)2

3) a- Montrer que : f"(x) = Zx-lJ;-(S —(Inx)’) pour tout x de ]0; + oof.

b- Etudier la concavité de la courbe (77) et montrer qu’elle admet deux
points d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.

4) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle [1; 4+ oof .

a- Montrer que g admet une fonction réciproque g' définie sur I'intervalle
[0; + oo[ et calculer (g (Ve)

b- Montrer que : (Van e N')(3'e, € [0; + ) ; g '(a.) = ;11- +e

¢- Montrer que la suite (@,),., est strictement décroissante et en déduire
qu’elle est convergente.

d- Montrer que : lima, = Je.

n—=+eoc
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Exercice £11
I/ On consideére la fonction f définie sur 'intervalle [0; + oo par:
{f(x) =x(1+In*(x));x> 0

f0) =0
Soit (#”) la courbe représentative de la fonction f dans un repeére
orthonormé (0737 ).
1) a- Montrer que la fonction f est continue sur l'intervalle [0; + oof .
b- Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et donner une interprétation
graphique du résultat obtenu.

J(x)

¢- Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim~—x— puis déterminer la
X=—too q

x—too

nature de la branche infinie de la courbe (#”) au voisinage de +oo.

2) a- Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle ]0; + oo et que :
(Vx €]0;+o0l); £ (x) = (1 + In(x))

b- Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c- Déterminer une équation de la tangente (7') a la courbe (%) au point
d’abscisse 1.

d- Montrer que : f{le';1])c[e';1]

3) a- Etudier la concavité de la courbe (#”) et déterminer ses points
d’inflexion s’ils existent.

b- Etudier la position relative de la courbe (/) par rapport a la droite (A)
d’équation y = x.

4) a- Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f' définie
sur lintervalle [0; + oof .

b-Tracer, dans le méme repére (0;7:/ ), lacourbe (7”) etlacourbe (I") de f.

5) Soit a et b deux nombres réelstelsque: ¢' <a < b.

200N 2
Montrer que : —1 + In*(ea) < ﬂ%z—mﬁl <—1+In’(eb)
Il/ On considere la suite () définie sur: {° 2
(VheN); u = fu,)
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1) Montrer que: (VR e N);e’' <u, < 1
2) Montrer que la suite (1) est strictement croissante et en déduire qu’elle
est convergente.

3) Montrer que : limu, = 1

—+eo

| Exercice £31

On considere la fonction f définie sur |—1; + oo| par:

In(l +x)

Fleis x#0

) =1
et (C,) sa courbe dans un repére orthonormé (0;7;7).
Partie 1:
1) Montrer que f est continue sur |—1; + ool .

2) Soit k un nombre réel non nul tel que : | k| 517 et g la fonction définie
2

sur lintervalle 7 =[—| k|| k|] par: g(x) = In(1 +x)—x + %

a- Montrer que g est dérivable sur l'intervalle I et que:

(vxel); g’ x) = l+x

b- En déduire que : (Vx€1);]g (x)| < 2k

2
¢- Montrer que : Iln(l +k)~k+k7 |S 2| k|

3) Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et f'(0) =—%

4) Calculer lim f(x) et lirln f(x) et donner une interprétation géométrique
x——1" xeboe
de chaque résultat.

5) a- Montrer que : (Vx € |-1; + [); <In(l +x)

x+ ==
b- Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur J—1; + oo| .
6) Tracer (C;).

Partie 2:

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
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1) Montrer que: (Vi€ |- 1;+ o) ; (1 +1)' = 1 + nt
2) On pose : u, = (l +15)n etv,= (l —}1—) i
a- Montrer que : In(u,) =j‘(,11—)

b- Montrer que la suite (u,),., est croissante.

¢- Montrer que la suite (v,),., est décroissante, en déduire qu’elle est

convergente.

3)a-Montrerque: (VReN);(n=2);0<v,—u, < % (On peut utiliser

1)1)).

b- En déduire que les suites (u.,),., et (v.),., sont convergentes et ont la

méme limite.
4) On pose L la limite commune de (u,),., et (v.),-,.
a- Montrer que : L = %

b- Déterminer la valeur de L.

Exercice £F)

On considére la fonction g définie sur l'intervalle --12—; T oo[ par:

!g(x) = 2x—(1+2x)In(1 +2x); x ?&__12_
i)

Soit (C') la courbe représentative de la fonction g dans un repére
orthonormé (0:7:/).
1) a- Montrer que la fonction g est continue a droite en — :,13—;

b- Etudier la dérivabilité de la fonction g a droite en “%—, puis interpréter

graphiqguement le résultat obtenu.

. A7 . . y 7
¢-Calculer limg(x); llméi-r)-, interpréter graphiquement le résultat

obtenu.

2)a- Montrer que la fonction g est dérivable sur I'intervalle ]— é— : 2 ool

b- Dresser le tableau de variations de la fonction g.
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¢- Tracer la courbe (C).
3) Soit 4 la restriction de la fonction g sur l'intervalle [0; + oof .

a- Montrer que la fonction / réalise une bijection de I'intervalle [0; + oo

vers 'intervalle J—o0;0];
b- Montrer que la fonction A" est dérivable sur I'intervalle |—o0;0] .
c- Etudier la dérivabilité de la fonction A" a gauche en 0,

d- Tracer la courbe de la fonction /4" dans le repére orthonormé (O; T;}f).

4) a- Montrer que : (Vrne N'):(3la, € |-o0;0[); A ' (a.) = -}{

b- Déterminer la monotonie de la suite (&,),-,, puis en déduire qu’elle est

convergente.

c- Calculer lima,.

n--+oo

Partie 2:

On considere la fonction f définie sur l'intervalle /= ]—-%—; + oo[ par:

f(x)=w;x#0

f(0)=2

Soit (I") la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé (0;7:/).
1) Montrer que la fonction f est continue en 0.

2) Pour tout réel non nul ade l'intervalle 7, on considére la fonction 4,

définie sur 'intervalle [ par:
ha(x) = (In(1 + 2a) — 2a)x* —(In(1 + 2x) — 2x)a’

a- Calculer 4.(0), h.(a), puis en déduire qu’il existe un réel b compris

_ In(1+2a)—2a _ -2
strictement entre O et a tels que : e “T¥95

b- En déduire que la fonction f est dérivable en 0 et que f'(0) =— 2.

3) a- Montrer que la fonction f est dérivable en tout point de /— {0} et

aue s (vx e 1=-{01): ') = 35
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b- Calculer linlllf(x) et lim f(x), interpréter les résultats obtenus.
Xk Xeeboo
¢-Montrer qu'il existe un réel unique @ de l'intervalle [1;2] tel que :

fla)=1

d- Tracer la courbe (I') (on prend @ ~ 1,3)

Partie 3:

1)Onpose : (Vx €1);9(x)=In(l +2x) et J =[L;a]
a-Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur / et que :
(vx>1);0 < @' (x) S%—

b- Vérifier que : @(@) = @ etque: ¢(J)CJ

2) On considere la suite numérique (u,),., définie par:

= |
(vn e N); tsr = In(1 + 2u,)

a-Montrer que : (Vne N);u, €J
b-Montrer que : (Van € N);|upe1 —a | < %|u,,—a'|

¢-Montrer que : (Vn € N);|u.—a| < (%)

d- En déduire que la suite (u.) est convergente et déterminer sa limite.

' )

Erercice £F 3 1

1) 2- Déterminons D ot f(x)= B In(|In(x)])

Ona: xEDe—=xeRetx>0etInlkx)#0
e xe0;1[u]l; + oof

donc D =10, 1[U]1, + o[

5~ Calcul des limites

Ona: lim——= 0 et lim In(JIn(x) [) =+ oo donc limf(x) =+oo
20 In(x) x—~0" x0
Soit x & J1; + oo ona: In(x) > 0

donc: f(x) = Tn_l(;)h +In(In(x)) = It ln(’lcr)l—(:;(ln(x))
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On pose: = In(x).

Ona:x—1"e=t-0

1+1In(0)
l

donc : limf(x) = lim =+o0 (car limzIn() = 0)
X1 r=0" f—+0"

e Soit x € |0;1[,0na: In(x) < 0
(= In(x))In(=In(x))

In(x)

donc f(x) = InlW“Hn(" In(x)) = -

Onpose t=—In(x).ona:t—-0"eox—1"
—tin(®) _
o < Tl
GOl
e Soit x& |I;+oo|,0na: In(x) >0

donc: limf(x) = liml
X==1" -0t

donc lim f(x) = “_E,n'lﬁ"l(x_)"' In(In(x)) =+oo
- Etude des branches infinies

e On a: limf(x) =+o0 donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote a

x—0"

la courbe (¢)

e Ona: limf(x) =+oo et limf(x) =—o0, donc la droite d’équation x = | est
x—~1" x—1

une asymptote a la courbe (7).

e Soit x € |1, + oo

@ _ 1 In(nG) _ 1 In(in() Inx)
S iE xIn(x) X xIn(x) i) oo x

Onpose f=In(x),ona: t +-+oo e x >+oo
(o) 0

o ainln@)) e A ]
donc'}_{ﬂwln(x) "_,l_lq.mmt =0 dou._g_l_ra T

Ona: limf(x) =+oo et 1j1_1f1_f§?c) =0

On

donc la courbe (#°) admet une branche parabolique de direction I'axe des

abscisses au voisinage de +oo
e G S e Kl 1Y)
xIn’(x)  xIn(x) x(Inx)?

Soit x€D ;ona: f'(x)=

Soitxe€D;ona: f'(x) >0 In(x) > 1
= In(x) > In(e)
e X >e
et f(x)=0e=x=¢
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x ; 0 1 e +oo |
£@ || = | = N
w foo [ +o0 + 00
i s =<0 i
3) a- Soit x € D
sy (In@)) = (n@) = 1)((In(x)) + 2In(x))
on g f (x) e x?.(ln(x))‘i
_ In().[In(x) = (In(@)) + In(x) = 2In(x) + 2] _ In(x).(2 = (In(x))’)
(xIn*(x)) (xIn*(x))
L Déterminons les points d’inflexions
Soit x €0, 1{U]1, + oo[,0na: In(x) # 0
etona: 2—(In(®)) > 0 = (In(x)} < 2
= |In(x)| < ﬁ
—=—y2 < In(x) < /2
e <x<e?
2—(In(x)f =0 = (In(x)) =2
—x=e?on x=e?
Tableau de signe de f” (x)
X 0 e,.‘fg' ] e‘fi ]
In(x) i =1 + T
2 —(In(x)) = |D + |0 —
I (x) R T F o=
1 1

donc f” s'annule respectivement en , et ,+2 en changeant de signe donc
les points A(e”, fle™®)) et B(e ™, fle™*?)) sont deux points d’inflexions pour
la courbe (7).

4) Courbe
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...............................................................................
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ke csrssslossasadesssssshansssatoscassdesssssatnasssnsbacsssadana
"

........................................................................

1ére partie:

_ ; : “ Xl
1) Déterminons D ou g(x) = In(In(x)) xIn(x)

Soit xER,ona: x€De=x>0etInx>0

e xe|l;+ o]
donc D = |1;: + oo

e Calculons : limg(x)
o xIn(x).(In(Inx))— (x+ 1)
xIn(x)

Soit x € |I; + o[, 0na: gx) =
et lirﬂxln(x) =0",(car x > 1 < In(x) > 0)

etona: llrln In(x).In(In(x)) = l'irg_lt.ln(r) = () (on pose In(x) =1)

: lirﬂxln(x).ln(ln(x))- x+1)=—2

donc ; par suite lirlqg(x) =—c0

limxIn(x) = 0"
x—1"

e Calculons lil_:ng(x)

s X mlEN 2 1 1 % : o
Ona: hm(_—xin(x)) lim nG) + 10D 0 et xl_l_ﬂln(ln(x)) +o0

X—=oo X-=tmo

donc limg(x) =+

X—=*oc

21)Ona: g est dérivable sur I'intervalle It + oo
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etona: (Vxell; +oof): g'(x) = xl;(x) 2 xln(x)—((;fl:(lx))()lzn(x)+ 1)
_ xIn(x) —xIn(x) +xIn(x) + x + In(x) + 1
(xIn(x)y
_xInG)+x+In(x)+1
(xIn(x)y

ma: x€|l;+oo| donc Vxe |l;+ o0 g (x) >0, doli g est strictement

croissante sur D .

_;___?_1_____ e NG SE G e S e i ;;o_
| : +oo
i i
& |||
il
flE ek '

3) a- On am: g est conﬁﬁ;é ét str.icte-r-ne.nt crdis,-sante SL‘JI' 115 4 o[
donc g est une bijection de Jl;+oo| sur un intervalle J tel que :
1= g(It; + ool) = Jlimf(x) ; limg ()] = R

Ona: g(6,4) ~— 0,004 et g(6,5) ~ 0,01

donc g(6,4) X g(6,5) < 0, d’ou il existe un réel unique @ de l'intervalle
6.4:6,5[ tel que : g(@)=0

b-La fonction g est strictement croissante sur I1: + oof

donc: (Vx € |1;2]):g(x) < g(a) et (Vx € |a; + 0| ): g(@) < g(x)

Cest-a-dire : (Vx € Jl;2]):g(x) < 0 et (Vx € |a; + oo ):g(x) > 0

car g(a) = 0) donc g est positive sur |a; + oo| et négative sur [1;a|

i x I] o +001

|
gx) ||| 0 +

2éme partie:

JOna: limln(ln(x)) =— et lixp(x+ 1)=2
g X

; L i R PG : i
donc ]\!lrpf(x) = lim (In()) 0 =/(1) d'ol f est continue a droite en 1

.\'--I']
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b- Soit x un élément de |l;¢[ ona:

Px)=gcl) x+1 x+1 (o dnx
x—1  x=Dn(n®) Ink).In(nx))

a: iirp((lnx) X In(In(x))) = 0 (on pose ¢ = In(x)) et l!rln xInxl =]

J&) — (1)
X

et lim(x+ 1) =2, donc lim =—00, par suite f est non dérivable
x=1" x=1

adroiteen 1

e La courbe (¢) admet une demi-tangente verticale (dirigée vers le bas) au

point d’abscisse 1

2) a- Montrons que : li{nf(x) =400

¢ : _ il Lol [ 1 X I
Soit x € |e;+ oo ona: flx) = n(n®)  lnlnG) ><(m(x) e ln(x))
In(x)
In(In(x)) _

On 11m In( j =+oc et lim = 0" (on pose 1 = In(x))

s )

1
Ilf x—+ea LAY

donc lim—— lim 17 =co et puisque lim =y 1( o 0
ith

|
pzra [n([nx)
Inx
alors : lim f(x) =+

X=-ta

b- Ona: limin(x) = 1" (car x > e < In(x) > 1)

et puisque la fonction In est continue en 1, alors limln(]n(x)) =0

etona: 11m(x+ 1)=e+ 1, donc lunf(x) = llm lnz((l+(1)) =400 de la méme

facon on montre que: limf(x) =—o

X=—p™

3) eOna: l_in_lf(x) =+oo0 et limf(x) =—oc donc la droite d’équation x=¢
est une asymptote a la courbe (7).
eOna: l_1r+nf(x) =400 Clest-a-dire que la courbe (7 ) admet une branche

infinie au voisinage de +oo.

S(x)

- Calculons IimT:

Soit x € e, + | ona:

f&) Skl 1 1
e R o) J”!L(” )ln(ln(x))

donc la courbe (4°) admet une branche parabolique de direction Iaxe de
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abscisses au voisinage de +oc.
4) a-La fonction f est dérivable sur chacun des intervalles |1,e| et Je, + oo

etona: (vxe(D,—{1}) ;
o Gl 1 Loaelx)
f= (ln(ln(x)) xzcln(x))}(ln(ln(x)))2 ~ In(In(x))

donc le signe de f'(x) est celui de g(x) (car In(In(x)) > 0)

d'ous le tableau de variations de f

O
| | I SR
. :0 :'+oo +oo
¥ 1| )
| Lco fla)
* Calculons f(a)
Ona: g(@) = 0 e In(In(a)) - aa;r-ll-(tl?) =
= In(In(e)) = 'Q%T(é)

fn el
= In(In(a)) = aln(a)

= fla) = aln(a)
Onprend @ ~ 6,45 et f(@) = 11,97
o Construction de la courbe (")
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VIn(1 — x)

1) a) Déterminons D, ol flx)= i

Soit x€R ;ona:
xEDe=1—-x>0etln(l1—x)=20
e=x<letl—x21
—=x<letx<0
= x € |-o0,0]
donc D = ]-0,0]. S P R
b) Soit x € |-x,0] ona: flx)= \/lnl(l;x) e h(ll(}“;)xz)

Onposef=1—xona:t—towe=x—>—x

In(l==x)) = o in(e)s
donc : lr_r‘}p(1 2)° ",“{2 o

et puisque la fonction : x — ¢/ x est continue a droite en 0,

alors liq!., fx) = lm 1?1(1 x)xz)

e Déduction :

0

on a: limf(x) = 0 donc I'axe des abscisses est une asymptote au voisinag

de —co.
2) Etudions la dérivabilité de f agaucheen x, = 0

Soit x € ]-00,0[, ona: J&) —f(0) _ vIn(l—x)

X 1%

i ARGl ]
=

Snpl Rl =)

T Bl ity

Onpose t=—x;ona:t—-0'ex—-0

donc hmM = llm ln(I ) =1
Tior =G

etona: Ilm~i- =+o0 donc llm1/ x) l—--- =+occ etona:

. 1 i

1”.? oy e

—f(0
donc ln(r)! ﬂ-ﬁ)—x—f(—) =—o0 d’ou f est non dérivable a gauche en zéro
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La courbe (47) admet une demi-tangente verticale (paralléle a I'axe (oy)) au
point d’abscisse 0 (dirigée vers le bas).
3) 2 La fonction f est dérivable sur |—o0,0[

etpour tout x de |—co,0f Ona:

i)
f'(x)’—“(l [ 1-2 (1 =)+ VIn(l —x)

12l =%~ 1]
1-x)7| 2/In(1 — )

(1=0°| 2/in(1—x)
¢ Lesigne de f”(x) est celui 2In(1 —x)— 1
na: (f'@>0eh-x>5) et (F@=0=mna-n=1)

(' (x) > 0es In(1—x) > In(ye)) t(f=0=x=1-e)
f@>0=1—-x>/e
F@x)>0ex<1—ve

x ' [e 1-ye 0 i
e - _ - |._
EAC] I | L]
| | . !
| | V2e |
f RN i
B A |
! A |
EE Al 0 |

¢ Construction de (%)
et L T ETE Rl L e j ,

1) Déterminons D, ot flx)= In((yx—1—1)")
Soit xe R
Ona:x€D = yJyx—1—-1#0etx—120

sxzletx#2
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donc D =[1,2[U]2, + |

- Calculons les limites de la fonction f:

*Ona: lim(yx—1—1)= 0" et lim InX =—oo donc lim/(x) ==
*Ona: lim(yx—1—1) =+oo et liminX =+oo donc lim f(x) =+o0

Xx=too

2)Soit x un élément de |1;2|

Ona:
fe)=f) - ne—2yr=1)  Inle—2¢51)  (x— 2-,/ )—l
x—1 x—1 (x— 2Jx—1)—1

Onpose:r=x—21/_~—_l_ona'x—-l‘wr—*l

In(x—2v/x—1) In@@) _
doncl (x i) ] lﬂ]t-l 1
d‘autrepartona:lim( _2'~_1])_1=lim(l— 2 -)z—oo

x=-1* X 1" x_l

donc r}lf(x):jli(“ll=

d’ou f est non dérivable a droite en 1.

Par suite la courbe (7”) admet une demi-tangente verticale dirigée vers le bas
au point d’abscisse 1.

2) La fonction w:x— (Yx—1—1) est dérivable en tout point de (D —{1}]
et u(x) > 0 pour tout x de (D—{1}), donc f est dérivable en tout point de
(D=d1})

et on a : pour tout élément x de J1,2[U ]2, + = :

e '\'_/___"(‘/T_l) 1 G
Gaeiine ) ey e r

Tableau de variations de f

| —

—_ R
o 4o = 0
0 | oo
f
A—oo __CO
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4)a-Ona: lifr; f(x) =—o0 donc la droite d’équation x = 2 est une asymptote
ala courbe (7).

ona: limf(x) =+occ donc la courbe (#”) admet une branche infinie au

X—stoo
voisinage de +oo

f(x)

e Calculons lim~——
A

Soit x& |2, +o0[ ona yx—1—1>0
Moy 2lnfyx=0=1) 2ln(e—T 1) Vx—1 1
X X

x Jx—1-1
Onpose t=yx—1—1ona:t—+o0 e x -+
donc : jzﬂln‘(/xx__ll__ll) = EH},J{_};LQ' =0

CNESTET T T 2 x
Etonaxllrlrl——?———uleyg _:IE.._._;:_Z_.._;_=0d:ou J{[Tiﬂx) =0

La courbe (7 ) admet une branche parabolique de direction I'axe des

abscisses au voisinage de +oc.
b-e Soit x € |1,2[ U ]2, + oo
Gt e
(x=1=yx=1) 2/x—=1(x—=1-yx—1)
= 4x—5
2vx—1(x—1—vx—1)*0 +2v/x—1)

Lesigne de f”(x) sur ]1,2[U]2, + oo| est celui de 5 — 4x donc le tableau de

Ona: f"(x) =

concavité de la courbe (%) est le suivant:

X [ 1 ;1 2 +oo

[ () + 0 = - =
Concavité de (¢") Ko/ N - a
* Point d’inflexion dé la courbe (¢7) .
f" s'annule en % en changeant de signe donc le point A(-g-; o= 21n(2)) est
un point d’inflexion de (%)
5) a) Equation de la tangente (7)
Ona: f(5)=0 et f'(5) =~12— donc une équation de (7) est y = %x ——g—
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5) Le tracé

1ére partie:

Dressons le tableau de variations de g:

(x+ 17 +|x(x+2)|In|x(x+2)|
x(x+2) 7 s

car ’l(ir?.XlnX =(0 (enposant X = | x(x + 2)])

*Ona: limg(x) = lim
x-0 x-=0"

[ « 13 .._.___._1____ _— s —
Ona: EI;T et > donc E{lrg}g(x) + o0
Ona: g(—1)=0

- Calculons l'upg(x)

Puisque : lir+n|x(x+ 2)| =+ et limIn(X) =+o0

alors li1+n(— In|x(x+2)|)=—occ

2 2
etona: Hﬂﬁ:ﬁé) = lﬂri% = 1‘{3;1 =1 donc }il}}og(x) ==

e Calculons g’ (x)
2+ Dx(x+2)—2(x+1)° 2x+2

Soit x€I ona: g'(x)=

x°.(x+ 2)* T x(x+2)
2 DxEt2) Gt} anzekd)
= 2lx+2)° x(x +2)

2@ El) 2@l
Tt +2)?  x(x+2)
2t DA Ex@t D) =26+ 1)

(x(x+2)) ~ (x(x+2))

donc (Vx€1);8 () <0
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d'oti le tableau de variations de g

g | 3 N |
0 _ | +oo '
S azi e WL |
=—00 || i o @)

2) - Soit h la restriction de g sur l'intervalle ]0, + oof
Lafonction k est continue et strictement décroissante sur I'intervalle |0; + oo|
donc h est une bijection de [0;+ oo sur A(]J0;+oo]) telle que :
h(10: + oof) = | limA (x); limh ()] = J-o0; + o[ = R
Etpuisque : 0 € R alors il existe un seul réel @ sur l'intervalle 0; + oo| tel que
thia)=0
(cest-a-dire : (3l € 0, + oo]) / g(@) = 0)
donc I"équaion g(x) = 0 admet une solution unique @ dans [0; + oof
b- Déduction
La fonction g est décroissante sur I'intervalle |—1;0]
donc (Vx €[ 1;0); g(x) < g(=1)
cest-a-dire : (Vx €[—1;0[); g(x) <0
La fonction g est décroissante sur chacun des intervalles [0;a] et [a; + oof
donc (Vx € ]0;2]); g(x) > g(@) et (Vx €[a; + o) ; g(x) < g(a)
cCest-a-dire : (Vx €]0;a]);:g(x) =0 et (Vx €[a; + ) ; g(x) <0
d'ou le tableau du signe de g(x)
: _1 e _0 i e : —
glodl @ - ; + 0 = !
2éme partie:
1)soit x un élémentde D telque: x#—10na: (—2+x)€ D et

(cp—g=l2-0)(C2-x+2)| _Inl-x(-2-2)|_ In|xx+2)]|
Nremas —2-x+1) T osm N e

et f(=2+1)=f(—1)
donc: (Vxe€D);(=2—x)€D et f(—2—x) =f(x)

= f(x)

Fonctions logarithmiques i}:’ 379
Rt



380 ¢

D’oul la droite (A) d’équation x =— 1 est un axe de symétrie de (%7).
2) a- Calculons : liinf(x).

Soit x € |0, + o[, 0na: x(x+2) >0
In(x(x+2)) _ In(x(x+2)) x.(x+2)

donc g(x) =

G2 s Gt 2) i R )2
Onpose t=x(x+2)ona: x -t e f—-+x
. In(x(x+2) .. In(® _
donc lim= "¢ 77y = lim—==0
2 2
Etl_mg(—(;%_-ﬁ-z)— lim %5 = lim(1) = 1

Donc: lim f(x) =

X--+oo

e Calculons limf(x)

Puisque : 11m|x(x+ 2)|=0" et lim InX =—

X

e > s enelinite) =

b- Montrons que f est continue a droite en —1
Soit x € |-2;0[ tel que : x #— 1

_ _ Inla*+2x|  In|Ge+1)2-1]
Ona'.f(-x)_ (x+1)2 Bzl (x_l_])z

Posons t=—(x+1)’ona: x—-—1eoft—0
Il 1l In(1 £

alors lim Lnlx(x +2)|=—occ etona: lim ¢

donc f(x) = = =3 (car —t—1=x>+2x et a°+2x < 0 sur

1=2;0[)

d’ol limf(x) = ll ( M) =— limﬂlr—-Fﬂ =—1=f(—1) parsuite f
x——1" =0

est continue a dro:te en —1

2) Etudions la dérivabilité de f & droite en —1
Soit xE]-— ;-5[ ona: x(x+2)<0

et G (ln(—x(x+2)) +1)

x+1 e ) (x+1)?
1 (lnll=G+1))
“x+1( Gt 1) “)
C In(@ =G+ 1))+ x+1)
i G +1)?
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Onpose t=x+1;o0na:x—-—1"ot-0"

S =D e AR
e S i

ona:—l<x<——é—c’est—é-dire0<x+1 <%donc0<r<%

do

4 4

dol 0 < £ < 5 parsuite —L—r<ina-p)+e<-5

U B In(l =)+ 7 t
gou: (veefosb])i-4-peRU=0FE (1

: SES N SN sulnlli=B) s
etpuusque.!nﬂrg}( 5 ;‘)—Oet lflgl( 2)—0alors !i'}lmr‘ =0
don i LBLED

finalement f est dérivable a droiteen —1 etona: fu(—1)=0
4)a- Soit xe(I—{—1}) ona:
ff)= (x-: 1)4{x2(“;i%).(x+ 1) =2 (xet 1)ln|x(x+2)|]

= 2l i)

=Gt sy nlak+2)l
Wb S
RCThRAY
donc: Vxel—{—1}; f (x)= (—xq_zl—);'.g(x)
b-Ona: g(@) =0« C(:E:_l_%—} = In|a(a+2)|
1 imle(e+2)| (car @ #—1)
® ala+2) (a+1)

= 1
=fle)= @+
et puisque f” (x) =(—x—_E—l—)3—.g(x) pour tout x de (/—{—1}) alors, le signe
de f'(x) est celui de g(x) sur I—{—1}, d’ou le tableau de variation de f

sur /. s - —_— -
f ol st | 0 a e
£ ) = A
| / fla)
N
i \ i, o \\\
—o0 “c';g ks 0]

Fonctions logarithmiques fj 381



etona: (A) est un axe de symétrie pour (Cg) donc (sion pose f =—x —2)on
a: lir_nf(x) = lir_nf(— 2—x)= lir+nf(r) =0

d’oul le tableau de variations de f sur D

! x —o0 (—2-—-0)-“*2 =1 0 a 2
e T == T
| el + 4 & H £ 8 = l! -
] oE| | ] CEN | Rl B L g
@ = I @
i £ X | &K | e N
f / \\_\_. 5 ‘ s ..\. ; v N
/. \'\ | /.— \ ‘ f/ X Y
A R o

5) a-Soit x un élémentde D telque x #—1,0na:

f)=0 o In|x(x+2)|=0
aslxx+2)|=1
ex(x+2)=1 oux(xt2)=—1

etpuisque x(x+2)=1leo (x+1) =2

alors x(x+1)=1ex=y2—1o0ux=—y2—1

etona: x(x+2)=—1e (x+ 1) = 0 (impossible:car x #—1)

donc f(x)=0®x=\/§—l ou x=—ﬁ—1

donc (C;) coupe I'axe des abscisses aux points A(/2 —1:0) et B(—/2 —1:0)
etona: f(—1)=—1

b- courbe
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1) Ecrivons u et u, en fonction de 2¢

Ona (Vn € N);u, > 0 par définition de la suite (i)

donc (1, =4 & w, =2 et (us)* = 4w, & (3)> = 2° donc u, = 2' et uy =
Uy = 2%

7) a- Montrons que (v,) est une suite géométrique
Soit ne N" ona: v = In(u,+1) —In4
et puisque (.11)* = 4u, alors In((#,+1)) = In(4u,), donc

2ntyer) = ln(u,,) + In4 Clest-a-dire ln(u.. )= %m(u,,) +5 m(4)
d'oll v,y = 2 ln(u,,)+ 5 In(4)—In(4) = 2 In(u,) — ln(4) 2 Va
Par conséquent : (Va e N°); v, = %v,, c’est-a-dire (v,) est une suite

géométrique de raison g = %" et de premier terme
vi=In(w) —In(4) =—In4

donc :

(vneN');v,=(— In(4)).(%)ﬂ”I =(=2 ln(2)).(%)rI =—(%)Mln(2) =In2-4"

et puisque In(u,) = v, +In4
alors : In(u,) = n(2- )+ In (2%) = n(22-3")
donc: u, =224 dlovr: (Vne N°);u, = 244)

1) Dressons le tableau de variations de la fonction u

» La fonction u est définie sur : |0, + oof

o Les limites : on a : limIn(x) =—oc et limx—l =—1 donc [Lmu(x)
x-0'

etona: (Vx €0, + ), u(x) =x(l _lE_ Inix))

et puisque : ;.. IH§X) =0 et lim(l —31;)— 1 alors limu(x) =+

s La fonction u est dérivable sur ]0, + o et (Vx € [0, + x|) ;

0 (x) = 1_..1.. :i;_l
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% 0 i -+0é: |
o - 9t
R 0 00 +oo|
u ~— = 4 |
| - (— |
Dressons le tableau de variations de la fonction v.
e La fonction v est définie sur [0, + oof
!
o Les limites : on a : liminx =—oo et lim%-— 2x+i = donc
x—=07 x—0" 2 2 2
lirqv(x) =—
o : S e R :
etona: ln}llnx =+ et l_u;n—f— Dok 5 l.lI:'Il"j‘ =+o0 donc llilnv(x) =+

s La fonction v est dérivable sur |0, + oof

%okl =)
X X

et (Vxe]0,+oo[);v’(x)=x—2+%=
donc: Vx €0, + oo —{1}:v'(x) > 0

Par suite v est strictement croissante sur J0, + oof

___d:r_ o _,___ - .______.__;L_O;__‘
V' (x) ‘ + 0 + ‘
& : ] o] SN —
v | _d___f-—*"’;
e |

b~ Déduction
e On a v est strictement croissante sur ]0, + oo
Soit a€ ]0,+ oo ona:a+1 > 1donc via+1)>v(l) et v(l)=0

etona:
va+ ) =1(a+1)’=2@+ D+ @+ 1)+3=+a—a+In(@+1)

donc: In(a+1) > a—é—a2 (1)

e On a: u est strictement croissante sur [1, + oo[

Soit a € |0, +o0[,0na: a+ 1> 1doncula+1) > u(l)

et comme u(1) =0 et u(a+1)=a—In(l +a) alors a > In(1 +a) (2)

de (1) et (2) on déduit que :
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(Vae]{),+oo[);a—%i<ln(l+a)<a (3)
ILEYLY ) : e ik
2)a-Soit ne N ona.PN—E(l-l-n:)
0 = /AR S K
donc In(R,) = ln(H(l et = )) - ;ln(l + n’)

k=1

<k<sn (ke N)

et d'apres I'inégalité double (3) et pour a = :1

ksl ks ok
T w2 Se

donc ;-- Zk—-—2—4 Zkz <In(P) < l;.— ik
k=1

k=1 n

Cest-a-dire : nz-;l s 11)2(?-'-1) SR < n+ :

Rappel :

*(Vne N'),gkz _nnt 1)6(2n+ 1)

-Wnemgk:mg_w

Lpl)_ L, (atD)@rt 1) el

b-Déduction

S —

e 1 el e+ 1) 1

“a-n'lf.llz(” ) 2et}w2(1+n) 2 P =5
: A o

et (Vne N );17(1 +l;)—--112—.(" 1),(132" D In(P,) < %(1 +?12)

donc d’apres les criteres de convergence : limIn(P,) = 7

[ et

2 - —I
Etpuisque P, = "™ alors limP, = e? = y ¢
it

M@
eOna: limn(x) =—o et limx—n=—n
x=0' x—-0"

donc limf,(x) = lim(x T g In(x)) e
x=07 x--0?

Soit x € ]0, + oo ; ona: ﬂ(x)=x(1+-g—,-19%—%)
n

et puisque Iiml J(cx)_ = ( alors llm(l +'2_'lnix) —%): 1

Xeton x—ton
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donc : Ilmf(x) = llmx(l A g lnj(cx) —g—) =+o0

Les fonctions : x % In(x) et x — x — n sont dérivables sur ]0, + oo| donc f

est dérivable sur |0: + oof, etona: Vx € |0; + oof ; fi(x) = 1 +%

donc: f,(x) > 0 pour tout x élément de ]0; + o[ . d’ou f, est strictement
croissante sur |0; + oo .

i ‘0 _ 5 s

;‘ g (x) o

l‘—oo

2) a- Montrons que : (Hia',, e |o; +00[) _ﬁ:(an) =

La fonction f, est continue sur |0; + oo| (puisqu’elle est
dérivable sur |0; + o[ ), et strictement croissante sur |0; + oof

, donc f, est une bijection de ]0; + o[ sur £(]0; + oo|) telle que:
£:J0; + o0) = Jlimf(x) ; lim f(x)[ = J=o0; + oo =

et puisque 0 € R alors (3!, € ]0; + o|), £i(a.) =0

b- Montronsque: 1 < a, < ¢
Ona: f(1)=1—n et f(e’) =¢ donc f,](l) <0et £i(e)>0
dou £(1) < fla.) < fi(€) (car fi(a.) =

et puisque f, est strictement croissante sur ]0 + ool alors f.' la bijection
réciproque de f; est strictement croissante sur R

donc ' (£(1) <f'(a.) < (f.'(¢)) cest-a-dire | <a, < e

c- Vérifions que: In(a,) =2 — %a.,

Soit n € N'

Ona:

f@)=0ea,—n+2n(@)=0s2n(@)=n-a o n(e)=2-2a
donc In(a,) =2 —%.a‘,,
3) Ecrivons £ (a.) en fonction de @, et n.

Soit ne N’
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n+l

(vrelo;+oo]); fi(@) =x—(n+ 1) +“5—.In(x)

donc fi (@) = @, — (rz-f-l)-i—”'-|_1 In (a',,)

et puisque: In(a,) = 2 — Za alors :

[fo)=0 —-—n—1+ ”‘5 1(2 %.aﬂ)=aﬂ—n— 1+n+ 1 —([ +%)a"=—%

donc: f, (a,) =— %’i pour tout n de IN* .
* Déduction

Ona: f, (o) =— %et—
Ona: f, (a,,,) = 0 donc

<0donc: £ (o) <0

t I(an) <fn-| I(a-H 1)

Et puisque f..i est une fonction continue et strictement croissante sur
b, + | alors c’est une bijection de |0; + o[ sur R, donc: a,<a, . ,

&
n
5

1) a- Convergence de la suite (a.,).

Ona:lasuite (ou)st strictement croissante (d’apres la question 3) et
marjorée par e’ (d’apres la question 2) b)

alors la suite (@), . , est convergente.

b- Calculons “li_rﬂ!n(ak}

Ona:(Va € IN) ; In(@) = 2 - 2.0, et lima, = Cet hmk( ﬁ): 0

n = %0 n—=+e

donc: Jim (2~ 2.0, = 2 d'ol: lim In(0,) = 2

e/

1) a- Calculons w,,u et us

. < Sl el
PourtoutndeIN,ona: u = 2 e 1+ sttt

donc:u,=1 et u2—1+é zetg,=1+§+§=_6_

b)Montrons que : (Vxe[0,+oo[) ; In(1+2x) <x et xil < In(1+x)

On consideére les fonctions numériques « et v définies sur [0, + oo| par :
u@) = In(l + x) — x
v(x) = In(1 + x) —

X
Lk
Les fonctions u etv sont dérivables sur [0, + oo, etona :

(vx €0, + o) ; &' (x) = I.:I-xx
(vx € [0, + o) ; V' (x) = —E—
v € | of) 5 v (x) i
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donc: «'(x) < 0 etv'(x) = 0 pourtout x de [0, + «|.etona:
WE)=0ex=0

et v'(x) = 0 & x = 0 donc : u est strictement décroissante sur [0, + o etv
est strictement croissante sur [0, + oof

d’ou: (Vx € [0, + o) ; u(x) < u(0) et (vx € |0, + oo]) ; v(x) = v(0)

etona u(0)=0et v(0)=0
In(1+x) < x
donc: (Vxe€[0,+o 51 2 <1044
, x+ 17
« Déduction

Ona:(vx € IR) ; : A

Soit keN' 5 :
Ona:+ >0, etdaprés l'inégalité (1) on a: k< In(l + L) el
k l+1 kl = %
k
Cesta-dire: -1 < (L&) < L gou: < @+ b= @ <l
1+ kT k R 1 + e —Tal

Par conséquent : (Vk € IN) ; In(1 + k) — In(k) <

&=

_._.. =
1+ k
c-Montronsque : (VheIN) ; u,.,— 1 <In(n+1) =u,

Soit ne N’
Pour tout k de 'ensemble {1, 2, 3,... ,n}:ona: ﬁ'l-_k < In(l+ k)= Ink) 5%
e N l
donc : _2 TTE El(ln(l + k) — In(k) < 2 ]k
JF-r'l_ J!-lll_ ik e
dou: Elk-f-l— —.2?2—(_1};& ) L=t !

et :izl(ln(l + k) = In(k) = Zﬂ:lln(l ey l)illln{k) = :ﬁ;ln{k) = kélin(k)

= (£ (k) + In(l + n) = 2k = In(1 + n)
donc: u, ,— 1 =In(1+n) <u,

»

dou:(vhne IN) ; u,.,

—1=In(l+n < u

» Déduction

Soit ne N' dapres: (Vn € IN) ; u,,,— 1 < In(n+ 1)

Ona:(vne IN —{1}) ;u — 1 < In(n) et pourn=1 : w =1 et In(1)=0

cest-a-dire: w,—1=1In(1) ,donc:(vn € IN) ; u,— 1 < In(n)
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donc:(Vn € IN') ; u, < 1 + In(n) etona:(Van € IN) ; In(n+ 1) < u,
dou:(Vvn e IN) ; In(1 + n) < u, < 1 + In(n)
¢- Calculons lim u,

|(Vn € IN) 5 u, = In(n + 1)
e limIln(rn+ 1) =+ o

=t

donc lim u, =+ co d’apres les criteres de convergence. La suite (u ) est
divergente.

2)2-Soit n un entier tel que n = 2

*Calculons ¢.+1€x

Ui 2l el e
Onaic.=u ., ln(n)—l+2+3+...+ﬂ_l In(n)
o A el G fllg ECT s
ete,., = u, ln(n+1)—l+2+3+...+n_l+n In(n + 1)
donc: ¢, — ¢, = =+ In(w) — In(1 + n)
* Déduction

Daprésl) blona: In(1 + n) — In(n) < ?]3—

donc: L+ In(n) — In(1 + n) = 0, Clest-a-dire : ¢, , — ¢, = 0

dol: (Vn € IN —{1}) ; ¢,., = ¢, , par conséquent la suite (c,), . , est
croissante.

b-Montrons que : (Va e IN'—{1}) ; ¢,<1+In(r—1)—In(n)

Soit n € N tel que n = 2.

Daprés1)c)ona (Vn € IN) ; In(n+ 1) S u, < 1 + In(n)

donc:0 <In(n) < u,_, < 1+ In(n— 1) pourtoutnde IN" — {1}

donc:u, ,— In(n) < 1+ In(n— 1) — In(n) c’'est-a-dire :

<1+ In(n—=1) = In(n)

dou:(vn € IN —{1}) ; ¢, < 1 + In(n — 1) — In(n)

¢-Déduction

Soit n un entiertelquen = 2.ona:

bn— 1)~ In(n) = In{2=1) = 1nf1 — 1)

% <1 alors ln(l - —}?-) <0 donc : In{n-1)-In{n)<0

gtona:c, < 1+ In(n— 1) — In(n)donc:(vrn € IN —{1}) ; ¢, < 1

etpuisque : 0 <1 —
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Par suite la suite (c,), . ,est majorée par 1. Et puisque (c,),., est croissante,

alors (c,), . , est une suite convergente.

nzl

[Exercice &1
1) 2- Dressons le tableau de variations de la fonction f;:
La fonction f, est définie sur |0; + oo par: £(x)=x+n(l + Inx)
e Calcul de Jl‘irg}j,;(x) et lim/, (x):

limf,(x) = limx + n(l + Inx) =—o0, car limlnx =—oo
x= 0 x—0"

x-0"

Iil;nﬁ,(x) = limx+n(1 + Inx) =+o0, car limlnx =+
X==TO0 X-too

e La dérivée de f,:
La fonction f. est dérivable sur ]0; + oo[ ,etque:
(vx € ]0; + ool); £(x) =1+ %

e On a pour tout x € ]0; =+ oo[ : ﬁ’(x) > (), d'ou le tableau de variations de |

el S S R NP
. % == 0 +oo |
fx) | i
[ N “+ 00
7
b- Montrons que (Va € N');(3la, € 10; + oo|) ; fi(@,) = 0:
Soit ne N’

La fonction f. est continue et strictement croissante sur ]O; + oo[ , donc
réalise une bijection de ]0; + o[ sur l'intervalle f(]0; + oo[) avec
£iJ0; + ool) = Jlim £, (x); lim £()[ = =003 + 00 = R

Et puisque 0 € R alors il existe un unique @, de ]0; + o[ tel que :
fila,) =0

Ainsi: (Vne N);,(3la, € 10; + [); fi(a.) =0
1

.

2] a- Montrons que: (Vn € N');# <<
Soit neN",ona: _ﬁ(%): IE+”(] ik 1)= é

S IR AN b e e o
etﬁ(ez)beﬁr"(l 2)_(32 ko
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Comme ne* > 1 alors: | —ne® < 0 donc: _f,,({;) >0 et f(--?) >0

Donc : ﬁ( )<0<j‘( )cest—ad[re f.( )<j,‘,(a,.)<ﬁ( )
| 1

Et comme la fonchon Ji est strictement croissante sur R, alors : Z <<y
Donc : (VnEN) <a',.<l
b-e Déterminons Ia monotonie de la suite (@,),., :

Soit neN*,ona: fin(a,)=a,+n(l+In(a.))+1+In(a.)=1+In(a,)
Car f(a.)= 0 équivauta @, + n(l +In(a.)) =0

Et puisque : ;— S S l; alors: In(a,)+1<0

Parsuite : fi1 (@) < 0 clest-a-dire : firi (@) < fori (@0ir)

Par conséquent : @, < @, car f., eststrictement croissante sur K.
Ainsi: (Vne N');a, < @

signifie que la suite (@.),., est strictement croissante.

* La convergence de la suite (@,):

La suite (@,) est croissante et majorée par le réel % donc elle est
convergente.

°* Déterminons lima,:

n—=+ec

On pose : lima',.= touleN,

n—toc

Ona:(Vvhe N’ ) & < L alors : —5— << i,— d’aprés les propriétés de
limites et ordre.

Soitne N',ona: fi(a,) =0 c;,, =—1-In(a,)

En plus : llmi-— 0, car [1mL =0 et llma'.. 0

=y ! Ry | s
D'autre part, la fonction In est continue en ¢ et la suite (@,) est convergente
vers ( donc : Iimln(a',;) =In(0)
Et comme : (Vn eN’); a',. =—1-In(a,)

alors: 0 =—1—1In(0) equuvauta In(¢)=—1 donc: ﬂ—---—

Ainsi: lim @, = %!
n—kec

Exercice 47
1) Montrons que : (Vn = 2):(3la, € 10;+ o<|); fi(a,) =0

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

lafonction f, est définie sur |0; + o[ par: f(x)= nx*+ In(x)
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* Calcul de lim/;(x) et lir;nf,}(x):

Iimﬁ(x) = limnx*+ Inx =—o0; car lim In(x) =—oc

x=0 x-=0"

ltmf(.x)— limnx®+ Inx =+o0; car lim In(x) =+

X—=teo X=too X—-tog

» L2 monoticnie de f;:

(Vxe]o;+ol); £(x) = 2mr+ —,donc: £(x) > 0 pour tout réel

x e |0; + ool

Par suite la fonction f, est strictement croissante sur |0; + oof .

e La fonction f; est continue et strictement croissante sur

10; + co[ alors c’est une bijection de J0; + oo| sur I'intervalle

£:00; + oof) = Jlim (x); Jim £, (x)] = J=o0; + o[ = R

Et puisque 0 € R alors il existe un unique réel a, € |0; + oo| tel que:
fla.)=0

Ainsi: (Vrn=2)3la, €10;+xl); fi(a,) =0

2) e Montrons que la suite (a,) est strictement décroissante :

Soit n€ N telque: n=>2;0na:

fi(a,) =(n+1)ai+In(a.) = na+In(a,)+ a2 =f(a.) + a’ = a?
or a> 0 donc: fi(@,) > firi(@uii)(car firi (@) =0)

Et comme la fonction £+, est strictement croissante sur ]O; + oo alors:
&y > Oy

Ainsi: (Vn=2);a.. < a.

signifie que la suite (a,),., est strictement décroissante.

e Déduction :

La suite (@.),-, est décroissante et minorée par le réel 0 donc elle est
convergente.

3) a- Montrons que : (Vx € |0; + o<[) ; x *-%— In(x) > 0

On considére la fonction ¢ définie sur |0; + oo| par: ¢(x)=x— —12- In(x)

o 1 . 2x—1
Ona: (Vxel0:+o]);: ¢’ (x)=1— T

Donc : la fonction ¢ est décroissante ]0 2] et croissante sur [ vt oo[

Donc: 0 < x < -%z,(g(x)_ (;11_)
Et x> -é—: o(x)=> ‘”(T’la)
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Cest-a-dire : (Vx € ]0; +o0[) ; ¢ (x) > gg(_lz_)

org(5)=1-Lm(L) =L +im@)=La+m@)et1+m@2)>0
Donc: ¢(x) > 0 pour tout x € J0; + oof

Ainsi : (Vx € ]0; +oo[);x—-%ln(x) >0

b-Montrons que : (V= 2):@, <n'#

Soit n un entier supérieur ou égala 2, on a:

j:(n") nxn?z +In(n )= nf——'ln(ni) Jn ——ln(f)

Et comme v/n — > ln(f ) > 0 d’apreés la question précédente,

adors: £,(n"¥) > f(.) et la fonction f, est strictement croissante sur
0; + oo .

Donc: n ¥ > a,

Ainsi: (Vn=2);a, < n

* Déterminons ”lillla’n:

Ona: (Vn=2):0<a, <n®

ftcomme : im0 =0 et limn =0 (car —-}T <0et —ﬁlTE Q*)

ne=toa N=tou

Alors : ,u].]ﬁ a, = 0, d'aprés les criteres de convergence.

¢- Montrons que : llffi\/g =1

Soitn>2;0na: fi(a,) =0 —:{ln(a',,) =0} = In(Va,) =—2a’
Donc : ‘/E',g =¢ “ pourtout n =2

Or lima, = 0 alors : limea=cl=11

n—+m
Ainsi : lim¥ e, = 1
n—too

Soit n est un entier naturel supérieur ou égal a 3.

1) Montrons que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a,
eth, tellesque: 0 < a, <n<b, :

lafonction £ est définie sur 0; + oo| par: fi(x)=x—nlin(x)

* Calcul de lrirgﬁ(x) et Er};ﬁ(x):

!irpﬁ(x) = l_il‘tll‘.lx —nln(x) =+o0; car l‘jm‘} In(x) =—o0,

n-l-[-lix)) +o0; car lim - In( )-— 0

X—tm0

lim £, (x) = lim x(l -
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e Les variations de la fonction f;:

La fonction f, est dérivable sur 10; + o[, en tant que somme de deux
fonctions dérivables sur ]0; + oo, quisont: x+— x et x ——nln(x)
Etque: (Vxe€]0;+o]); £(x)=1- L; = _X_;_ﬂ_

Etona:® £(x)=0ex=n o £(x)> 0 e x€ ln;+ oo

Donc la fonction f, est strictement décroissante sur |0;n] et strictement
croissante sur [n; + oo .

» Soit ¢, la restriction de la fonction f; sur |0;n].

La fonction ¢, est continue et strictement décroissante sur |0:n[,

donc c’est une bijection de |0;x[ sur l'intervalle ¢, (]0;n[) ou

@ (J0;2]) = In — nin(n); + ool

Etcomme n—nlIn(n)=n(l —In(n)) <0 (carn=3=e=1In(n)> 1)
Alors: 0 € ln—nln(n); + oo|

Donc il existe un unique antécédent a, € |0;n] tel que : ¢;(a.) =0
Ainsi: (Va2 3),(3'a, € |0;n]); fi(a)=0

e Soit ¢, la restriction de la fonction £, sur |n; + ool :

La fonction ¢, est continue et strictement croissante sur |n; + oo| , doncelle
réalise une bijection de |n; + oo| sur lintervalle |7 — nlin(n); + oof .
Puisque : 0 € ]n —nln(n); + oo[, alors il existe un unique réel b, € |n; + o]
tel que: ¢.(b,)=0

Ainsi: (Vn = 3),(3b, € |n; + oo]); £i(b.) = 0

Finalement si n = 3 alors 'équation £ (x) = 0 admet exactement deux
solutions a, et b, tellesque: 0 < a, < n < b,

2) Déterminons ﬂli‘ill b,:

Ona:(Vn=3);b,>n et lim n=+c0

m=too

Donc: limb, =+oc.

n--+too

3) a- Montrons que : (Vn=>3);1<a, <2 ,
Soit n>3,0na: fi(1)=1et £(2)=2-nln(2)=2-In(2") = In(%:)
Donc: £(2) < 0 < £(1) cest-a-dire : £(2) < fi(a.) < £:(1)

Comme la fonction f; est strictement décroissante sur |0;n[ alors :
g, <2

Ainsi: (Vvn=3);1<a,<2
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b- Montrons que la suite (a,),., est décroissante :

Soit n>3,0na: fi(a)=a—(n+1)n(a) =f(a)— In(a) =—In(a.)
Comme a, > 1 alors : In(a,) > 0,donc: f(a,) <0

Par suite : fii (@) < fic1 (@usr)

Il s'ensuit que : a.+, < a,; car la fonction de f;., est strictement décroissante
sur Jn+ 1; + oof .

Ainsi: (Vn = 3);a.+1 < a,, signifie que la suite (a,) est décroissante.

* lasuite (a@,),., est décroissante minorée par le réel 0, donc elle est
convergente.

¢ Montrons que : lil_n a, = 1

On pose : llr_n_a,, - ﬂ-

Ona: (Vn 5.3) 1<a,<2alors: L€(l; 2]

Pour n = 3, on a: fi(a,) =0 équivauta: =* = In(a,)

=0 et iimln(a,,) =In(0), (car la suite (a@,) est convergente

e

vers [ et Ia fonctton In est continue en (
alors: In(0) = 0 c’est-a-dire: 0= 1
Ainsi: lim a, = 1

n-too

1) 2- Caleulons : limf,(x) et lim fi(x):
X0 - el

*Ona: lim2—x”‘=2 et limnlnx =—o0

2t x—0t

donc : llm 2—x*+nlnx =—o0 c'est-a-dire : limf(x) =

*Ona: filx)= 2+x( x+pn—>= n(x)) et lim In(x)

x—toc X
In(x) _
X

=10

donci limi=xEn——

X~=+oa

,“r}l 2t x(—x L e lnix) )

b- Etudions les variations de f;:

—oo C'est-a-dire : lim fi(x) =—o0

Fame

lafonction f, est dérivable sur ]0; + oo| et que :
(vx €0; +ool); filx) == 2x + 7 =3-‘~%2—’—‘i

Le signe de f'(x) est celui de n— 2x* sur ]0; + oo|, donc:
s fW=0=x=/%
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« f0)>0=x€0/5]

o f(x)< 01=’XE}[%;+00[

Par conséquent la fonction f, est strictement croissante sur ]0 \/7 ] et
strictement décroissante sur [\/ ok 4+ oo[

2) a- o Calculons g’ (x) ou x € ]0; + oo| :
La fonction g est dérivable sur J0; -+ oo| et que:
(Vx €10; +oo); g’ (x) = (xIn(x) + 2 —x) = In(x)
Parsuite:® g'(x) =0 e=x =1
e g (x)>0emxe|l;+o0f
e g'(x) < 0e=xe0;1]
Par conséquent la fonction g est croissante sur [1; + oo| et décroissante sur
Jo;1].
b- Déduction :
Ona: (Vx€[l;+oo|); g(x) > g(1); car g est croissante.
Et (Vx € ]0;1]);g(x) = g(1); car g est décroissante.
Et comme g(1) =1 alors: g(1) > 0
Donc: (Vx € |0; + oo[); g(x) > 0
3) a- Montrons que : f(g) >0
ona: £(y/5)=—F+2+nn(/F)=-5+2+5n(5)=¢(5)
et g(5) > 0

ponc: (y/Z) > 0

b- Déduisons que I'équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions u,
et v, dans R. (u, < v.):
* Soit ¢, la restriction de f, sur ](}; \/:’21]

La fonction ¢, est continue et strictement croissante sur ](J; %],
donc elle réalise une bijection de JO' \/—g] sur @, (] \/—g I) tel que :

0 ([0:y/5 ) = Jiim ¢ (xx0 (/5 )| = oo (/)]

Puisque: 0 € ]—00;}‘; \/7 ] alors il existe un unique réel u, dans ]Og]
telque: f(u,)=0
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¢ Soit ¢, la restriction de f. sur l,fﬂ; & oo[.
La fonction @, est continue et strictement décroissante sur [, / ﬁ-; s oo[ 5

donc elle réalise une bijection de [\/%_, + oo[ sur ¢ ([\/I, o oo[) tel que :

o[y 5+ o) = i 1 ()] = oo (/3]
Puisque : 0 € ]—oo;ﬁ(\/%)] alors : (Bv,. = [\/E; +00D telque: £i(v.)=0

¢- Calculons Iim Ve

Ona:(Yn=2); v,,>f et I;m.‘/2 =+o0

Donc: lim v, =+o0

K-etoo

4) a-Montrons que : (V2= 2);u, < 1

SoitneNetn=2,ona: £i(1)=1alors: £(1)=f () et puisque

V%I = 1 et la fonction f; est croissante sur ]0 \/' ] alors: 1 = u,

Doti: (Va=2);u, <1

b-Vérifions que : (Vn = 2); firi (1) = In(u,)

Soitn=>2;0na: foi(w)=—u;+2+(n+1)In(u.)
=—u:+ 2+ nin(u,)+ In(u,)
= fiua) + In(u.) = In(u,)

Donc: (Vr=2); firi (w) = In(u,)

¢-Montrons que la suite (u.,),., est croissante :

Soit n=>2;0na: fi ()= In(u,) et comme 0 < u, < 1

alors : In(u,) < 0

Donc: fur (1) < O c’est-a-dire : fory (1) < firr (thos

Et puisque la fonction £\, est croissante sur IO ;_- L

Alors &, < Uysy

Ainsi: (Vn = 2) sty < the

signifie que la suite (u,),., est croissante.

Et comme elle est majorée par 1 alors elle est convergente.

d-Calculons lim u,:

=t

Posons : ¢ = limu, ot ( € R

N—=tog

Ona: (Vn=2):w<u,<lalors: 0<u,<0=<1
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et ()= 0 e In(u) = - 2
2
Puisque : ]lm%'_; 0 et 11m In(u,) = In(0) car la suite (u,) converge

vers 0 € ]0; 1] et la fonction ln est continue en (.

Alors: In(0)=0 dou: 0= 1

Ainsi: lim u, = 1

n—=*+m

1) a- Montrons que la fonction f est continue a droite en x, = 0:
Soit x € J0; + oo, 0n a:

fx) =x° ln(l +-1‘") =x*(In(x+1)—In(x)) =x*.In(x + 1) — x*.In(x)

Et comme limx+ 1 =1 alors : 11m In(x+1)=In(1)=0
x—0

Par suite : !zry Llhnlx+1)=0
Etona: lin} x’In(x) = 0, il sensuit que : lim . In(x+1)=xIn(x)=0
C’est-a-dire : Inm f(x) = f(0) signifie que f est continue a droite en 0.

b- Etudions la dérivabilité a droite en 0:
Soit x € |0: + oo, 0na: f0)=

f(xi {;(0)_ ln(1+_1£)=x1n(1+x)—xin(x)

Et puisque : lim xIn(l +x) = 0 et lim xIn(x) = 0
x= (" x—0"

alors : lim xIn(1 +x) —xIn(x) = 0
- fGx) = f(0)

C'est-a-dire : hT =0 =0

D’ol, la fonction f est dérivable a droite en O et £ (0) =
e Interprétation graphique :
La courbe (4”) admet une demi-tangente horizontale a droite en son point
d’abscisse 0.
c- Montrons que llmf(x) +o0:

X—-+m

Soit x € |0; + oo, ona: flx) = x* -l"(l+lf)

On pose : X=—1— alors: x =+oo e= X - 0"

Par suite : flx)= ln(l +X)= ln(l);-X)
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+ +

Donc : llqlf(x) = 11 )]( M =40

7) a- Montrons que (Vr > 0)(3c € 0;4]); L:Eg L: Ezg

Les fonctions u:7 ~ ¢ — In(1 + ) et vt~ £ sont dérivables sur |—1; + oof
donc la fonction @:x — u()v(x) — u(x)v(z) est dérivable sur |- 1; + o[ ol
(€ |-1; + oo| donné.

Il s’ensuit que : © La fonction ¢ est continue sur [0;¢]

e La fonction ¢ est dérivable sur [0;z]

e p(0)=¢®=0
Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, ona: (3¢ € 10;1)); ¢’ (¢) =0
Or: (Vx € [=1;+ oo) ; @' (x) = u(®) v (x) — 1’ (x).v(2)

Donc: ¢’ (¢)=0 = u(t).v (c)—u'(c)v() =0

e u(t).v' () =u'(c).v(¢)
() _ w(c)

v Vi)
arv(t)# 0 et vV (D) #0 pour tout réel t € J0; + oc|

: u() _ u'(c)
Ainsi : (3¢ € 0;1]) ; S0 e
h- Déduisons que llmr_ lnr(“l +r) 2 z
; : cu(r) _t—In(1+1) A RN
Soit 1€ ]0; + o0], ona: & o p et =10 ==L ot
\!’(f):
Par suite, d’aprés le résultat de la question précédente on a :
ln(l SR ot
(3c € Jo; r[) 7 T
Etcomme: 0 < c<fe=22<2(1+c)<2(1+1¢)
= Sdelom o e
o+ " Wte) 2
1 r=lnll+1) 1
+ —— < 5
Alors, on a : (V1 € ]0; + ) ; e +r) < 7 <5
1 n(l+1) _
Et puisque : !lrunz Ilm2(I ) 2 ,alors : l[m t 2 , d’aprés

le théoréme des limites et ordre.
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3) Montrons que la droite (D). y = x— :ll— est une asymptote a la courbe (¢)
au voisinage de +oo:
Il suffit de montrer que : lim f(x) —( — 17) =0

Soit x € J0; +oo[; 0na: f(x)—( —%):xz,ln(] +71c-)—x+:lz—

Onpose:r=—31c-- alors: x =+ e=1t - ('

+ o
Parsuite'f(x)—( —17) —1 (1+12)— i 5 I_"(]_T‘) f+__2
S o ln(] L) ]£~L+L £l
Or !Iq” p: 2 c'est-a-dire : !lT p ==

+ f ) —
Donc : ]irp__f(x)—(x—%*) = lirr_llg-(-]--?-{l- ...?_+__12_. =0

Ainsi: lim f(x) =+co et lim fx) —(x %) = 0
signifie que la droite (D) d’equat'lon y=x —% est une asymptote oblique
la courbe (#") au voisinage de +oo.

4) a-  Montrons que la fonction f est dérivable sur |0; + oo| :

La fonction u:x ~— 1 + L est dérivable et strictement positive sur I'intervalle
10; + oo doncla fonctlon x— In(u(x)) est dérivable sur |0; + oo| . La
fonction v:x — x* est dérivable sur J0; + oo|. Il s’ensuit que la fonction [ telle
que: f(x)=v(x).In(u(x)) est dérivable sur ]0; + oof .

e Montrons que (Vx € |0; + x[); /' (x) = x(2 ln(l + L)h i -}-x)

Soit x €]0; +oof;0na: f(x)=v(x).In(u(x))+ v(x). L:l((;c)) |
Puisque : v/ (x) = 2x et ' (x) = l)_ alors: f'(x) = 2x|n(1 + —i )+x"’ L
Al

-on -
Dot : (Vx € ]0; + o) ; £ (x) = x(z in(1 +—}7)— 1“‘—{?)
b-Montrons que (Vx > 0); ln(l i 3\7) > 7 -lf—x
On considére la fonction / définie sur |0; + oo| par:
h(x) = In(l + %)~ -i_}_—x

La fonction h est dérivable sur ]0; + oc| etona:
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R R | 1 S

1
S
(Vx€ J0; +o0f); ' (x) = 1
Donc: h'(x) < O pour tout x E 10; + oo[, par conséquent la fonction # est
strictement décroissante sur |0; + oof .

Etcomme £ est continue sur |0; + oo| alors :
h(]0: + o) = ]limh(x); limh(x)[ =10; + oof,
AT x=07

(car llfff;ﬁ Illgl!n(l e ) 0, 51131 ln(l e ) =+o0 et 51131 I j"x = ])
Donc: (Y € J0; + oo} ; A(x) > 0

Ainsi: (Vx € ]0; +00[);ln(1 + -}7) > "J'TIFE

* Déduction :

Soit x € J0; + o[, 0na: 1 +~1£ > | alors : In(l +-1_,;C-) >0

Par suite : 2ln(l +~L) > ln(l +L)

0r|n([+ L )>__l}_—l donc : 2]n(] ek 1) e I

('est-a-dire : Zln(l + ) 1_}_ > 0 soit x( ( -—) —————— )> 0

Ainsi: (Vx € ]0; + o)) ; £/ (x) > 0
¢- Tableau de variations da la fonction f:

! X |0 +co;
@ 0 + |
| i = ey

5) a- Montrons que f admet une fonctlon réciproque :

lafonction f est continue et strictement croissante sur [0: + oo,
donc elle réalise une bijection de [0; + oo| sur I'intervalle

1= (05 + ool) = [ £(0; lim fGo)[ = [0; + oo

Par conséquent f admet une fonction réciproque f ' définie sur
[0;+00[ =J

». Montrons que f' est dérivable en In(2) et calculons (/') (In2):
ma: f(l1)=In2=f"'(In2)=1

tt: f'(1)# 0, donc f' estdérivable en In(2) etona:
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(FY(n(2) = 47y
Etcomme f'(1) = 2In (2)~
fl

c- Montrons que llm—'— +oo:

x-07

ol -4—“3‘%_—1‘ alors: () (In(2)) = &Ttif%)-_l

Soit x € |0;+ oo ; onpose: y=f"(x) alors: x =f(y) et x - 0" =y -0’

: i,f_'_(_%‘_) L
Etona: ﬂy)
Comme It]g1~f—(;"y-)..~ 0 et < f(y)
alors : Ilm?(-?)

LRy
e i NG

d- Montrons que (Vx € 0;: +oo[); f'(x) > x:
Soit x € 0 +oo[;ona: £1(x) > x e S () > Ax)

e x > f(x) (car f estcroissante)

¢=:>—}€—> ln(l+-}c~)

1 1
— ll‘l(l +—x)—§ <0
& A
Doncg, il suffit de montrer que : (Vx > 0) > ln( x)
On pose : g x)zln(l +—1_) :c s x€0;+ oo
Ona: (Vx> 0);g(x)=— e e

x(x+1) ¥  x*(x+1)
Donc pour tout x € |0; +oof ; g'(x)> 0
D’ou : la fonction g est continue et strictement croissante sur J(}; + oof .
Par suite : g(]0; + oc[) = Jlimg(x);}_i_mg @[ = J=oc:0[
Dol : (Vx € ]0;+o0]);g(x) < 0
Cest-a-dire : (Vx € ]0; + oo[) ; in(l + jlr—)—i <0
Ainsi: (Vx € 10;+oo]); ' (x) > x

.} Courbe.
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A/ 1) Montrons que
(Vx>=1);x—

3

S
t o +1)_ln(1+x)<x > 3

On considere les foncnons ¢, et @, définies sur |—1; + oo| par:

Do o SRRl
elx)=x 5 t3 In(x+1) et ¢.(x) 5 G x+In(x+1)
les fonctions ¢, et @, dont dérivables sur |—1; + oo| et on a pour tout
N ) ’ =N S | e x"
N 1 _“1_ o, it e A
Et@z()f)“x 1+ Xl ( +1)z ( +1)z

donc: (Vx € |-1:0]): ¢/ (x)S 0et @, (x)<0
(Vxe[0:+oc]) ;0 (x) =0 et ¢, (x)=0
llsensuit que ¢, et ¢, sont décroissantes sur |—1;0]
llen résulte donc que : (Vx € J-1:0]); 0:(x) = ¢,(0) et @:(x) = ¢:(0)
Deméme ¢, et ¢, sont croissantes sur [0; + oof
llen résulte donc que : (Vx €[0; + ool); @i (x) = ¢1(0) et @.(x) = ¢,(0)
Dou: (Vxe|—1;+ o]); 0:(x) = 0 et qaz(x) > 0

3
Conclusion : (Vx € |=1;+ oo} ; x — <In(l+x) < 2 x?

( ) (+1)—
A o o L R g e B

' Montrons que l}q)l*—-—;———- =
Pourtoutxe] l;+o0[,0na:

] R l, &l

X- 3( _H)_]n(l x)<x— 5 t3
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B/ 1) a- Montrons que f est continue sur [—1; + ool :

La fonction x — In(1 +x) est continue sur ]l; + oo et comme In(1 +x)=0
équivaut a x = 0 alors la fonction u est continue et ne s’annule pas sur les
intervalles |—1;0[ et J0; + o .

Il s’ensuit que f est continue en tant que quotient de deux fonctions

continues.
(i) ot il
Ona: 1'1£101 = =1 donc 1311[]1 RO |

C’est-a-dire : lim £(x) = f(0) signifie que la fonction f est continue en 0.

eOna: lim x+1=0" etllm[n (X)=—o0 donc: lim In(x+1)=-o0

=1 x==1

Par suite : h m I_n_(—l:;cj =0

Donc : ‘IJII;I n (l pd j_ 0 c’est-a-dire : .-].}P.]-' flx) =

Dot : lim f(x) =f(—1) signifie que f est continue a droite en -1.
x——1"'
Conclusion : La fonction f est continue sur I'intervalle [—1; + oo| .

b- e Etudions la dérivabilité de f a droite en-1:

Soit x € ]-1;0[;0na: f—=1)=0 et - l+ﬂ1 L (x+1)ff1(x+1)

Onpose:t=x+1,alors: x =— 1" et - 0’

Donc : llm(x+1)in(x+l)—hmtln(t)— 0, il s'ensuit

x—=—1"

el
0 G

X
: - =+
par suite : I]_l‘l:rll'(x_l_ DinGx+1) o

ﬂx) /( 1)

Dot lim=—=—+— ~ =+ c'est-a-dire la fonction f n’est pas dérivable:

x-==1

droite en -1.
e Interprétation graphique:

La courbe (C)admet une demi-tangente verticale a droite en son point
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d'abscisse -1, dirigée vers le haut.
-+ Montrons que [ est dérivable en O:

Soit x€ |-1;+ 00| et x#0,0na: f0)=1
o 1®) f(0)_1(_x Ml)=(x"-ln(1“**x))>< X

x=0 In(1 +x) " In(x+1)
. il =il (x + 1 ) S
Puisque : l: ———x 2 et 1_12'1 (et l)
. (x—In{x+1) ) x 1

: 5 X =i
alors ]_‘1_111( = ha %
('est-a-dire : lirgi f(xjg 6(0) 5 signifie que f est dérivable en 0 et que :
10)=5

+Equation de la tangente a (C) au point A(0;1):

ona: f(0)=1et f'(0) =7 donc: y= = £(0)(x—0)+/(0), c’est-a-dire :
y= é-x+ 1, est une equatlon de la tangente a la courbe (C) au point
A0;1).

! a-Calcul de hmf(x) et hm f( )

Sitxe |- 1;+ 00|, 0na: f(x):

ethmx+1 let‘llﬂrll( +1)_3"ﬂ ri(X =+oo (onpose X=x+1)

Donc ; llr_n_f(x) =00

ftona: ]ll’Il ji) = l: »In( 1+ B =0, car Jli‘l;_rl!n('[ +x) =+
*Interprétation géométrique :
fx)

na: ‘l_i_[rﬂ)uj'(x) =+ et 'llril‘l\ 0, doncla courbe (C') admet une
tranche parabolique de direction I'axe des abscisses au voisinage de +oo.
o-Montrons que f est dérivable :
lafonction u: x — In(x + 1) est dérivable et ne s'annule pas sur chacun des
intervalles [—1:0[ et ]0; + oo .

. Parsuite la fonction f: x — est dérivable sur |—1;0[ et sur
I + oo .

| sCalculons f”(x) ot x € |- 1;0[ U J0; + oo :

i pour tout réel x € J—1;0[U |0; + oo, on a:

X
In(x+1)
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(= MEFDTET (4 inGe 1)<
PO =G+ DF (ot DG+ D)
3) a- Montrons que (Vx >—1);(x+ 1)In(x+1)—x=>0:

On considére la fonction ¥ définie sur |—1; + oo| par:
Plx)=(x+1)n(x+1)—x
La fonction ¥ est dérivable sur |—1: + o[ et que :

(vxel-1;+oo]); ¥'(x) = X4+ In(x+1)— 1 = In(x+ 1)

Parsuite:® ¥ (x)=0e=x=0 e W(x)> 0 exe]0;+o]
e P(x)<0e>xel-1;0]

Donc la fonction ¥ est croissante sur [0; + oo| et décroissante sur |—1:0].
Par conséquent : si x> 0 alors: ¥(x)=> ¥(0)=0
si—1 <x<0alors: ¥(x)=y(0)=0
Ainsi: (Vx € ]-1;+ oo); (x+ Din(x+1)—x >0
b- Le tableau de variations de f:
Le signe de f’(x) est celuide (x+ 1)In(x+1)—x, donc:
(vx € ]-1;0[U]0; + oo[); ' (x) > 0

Par suite le tableau de variations de f est:

X _-_] . 0 + oo
| F@ || ? |
|

¥ too |
| e Sl

c- Le tracé:
©
.’-///
"
e
Youl
G a%E

4) a- Montrons que (Vne N);u, > e—1:
® |nitialisation :

Pour n=0,ona:uy=2et2>e¢e—1donc:uy,>e—1
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¢ Hérédité :

Soit n € N, supposons que : u, > ¢ — 1, et montrons que : t,.; > e¢— 1
lafonction f est strictement croissante sur [—1; + oof

Donc: u, > e— 1 = flu,) > fle—1)

Or flu) = thwes €t fle—1)=e—1

Donc: Uy > e— 1

» Conclusion :

D'aprés le principe de récurrence,ona: (Vvane N);u, > e—1

b-Montrons que la suite (u,) est strictement décroissante :

] i !
AR T v
Soit ne N, ona: ) — Uy !ﬂ(l T u") Un = Un ( ln(l A% u") 1)

Puisque: ., >e—l=u,+1>e
= In(l+u)> 1

oo i R
Alors ; n(+) 1<0

Donc : Uy — s < 0

Ainsi : (Vn € N) ;1,41 < 1, signifie que la suite (u,) est strictement décroissante.
Etcomme (u,) est suite minorée par ¢ — 1, donc elle est convergente.
¢-Montrons que lirfi U, =e—1:

lafonction f est continue sur [e—1; + o] telle que :

flle=1;+ o]) cle—1; + oo et uo €[e— 1;+ 00| et (Vi € N); e = flun)
Comme la suite (u,) est convergente alors sa limite ( vérifie: f(() =10 et
iele—1;+ oo]

orflt)=0e=In(1+0)=1

=l=e—1

Ainsi: lim u, = e— 1

I|Calcul de limg (x):
Soit x € 0; + o0[, ona: g(x)=x(—In(x)+2)+2

Puisque : lim 2 — In(x) =—o0 alors : lim 2(2—In(x))+2 =—c

X—hoo
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Donc: (flr}llg (x) =—o0
Z) Montrons que g est strictement croissante sur ]0;e] et strictement
décroissante sur [e; + ool :
La fonction g est dérivable sur |0; + oo| en tant que produit et somme de
fonctions dérivables sur ]0; + oo| et que : (Vx € ]0;+ oo[); g’(x) =1 —In(x)
Etona:e g(x)=0e=x=¢
o g'(x)< 0 e x€Ele;+ 0|
e g'(x)> 0= x €0
Donc la fonction g est strictement croissante sur |0;¢] et strictement
décroissante sur [¢; + oo .
2} @- e Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ dans
le; + oof :
La fonction g est continue et strictement décroissante sur ]e; + oo| , doncelle
réalise une bijection de Je; + oof sur g(Je; + oo[).
otr g(Je; +o0[) = |limg (x);g(e)] = |—o0ie—2[
Puisque : 0 € |—oc;e — 2| alors il existe un unique réel @ de |e; + oo| tel que:
gl@)=0
e Montronsque 4 < @ < 5:
Ona: g(4) =—4In(4) +8—2=-8In(2) +6=8(3 ~In(2)) et
g5)=5(3 - ()
Et comme In2 < % et In(5) > E— alors: g(4) > 0 et g(5) <0
Donc: g(5) < 0 < g(4) cest-a-dire : g(5) < gla) < g(4)
Puisque la fonction g est décroissante sur |e; + oo alors: 4 < @ < 5
b- Déduction :
e La fonction g est croissante sur |0;1]. Doncsi x € J0;1] alors g(x) <gll)
or g(1)=0, il s’ensuit que: g(x) < 0 pour tout x € [0;1].
e La fonction g est décroissante sur |a@; + oo . Doncsi x € [@; + o] alors
g(x) < gla) or g(a)= 0, il sensuit que : g(x) < 0 pour tout x € [a; +a|.
e La fonction g est croissante sur [1;¢] et décroissante sur [¢;2].
Donc: 1 <x<e=g(l)<gkx) =<gle)
=0=<g(k)
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gtesx<a=gla)<gkx) <gle)
=20<gk)

Par suite : g(x) > 0 pour tout x €[1;2].
Il/ 1) 2- Montrons que [ est continue en 1:
Soit x € ]0; + oo et x# 1,0na: f(x) = - XIn(x)

Puisque : l|m xlnxl =1et lirrlllnx = [n(1) =

b _1 _______ : =
Alors : 1*1{111 s | XInx =10
Ainsi : lilr_rllj'(x) = 0 = f(1) signifie que la fonction f est continue en 1.

b- Montrons que f est dérivable en 1:

2
Soit x€ ]0; +oof et x# 1,0na: f(1)=0 tﬂx) {(0) (lnixl))
s Iy g Inx Y _
Puxsque.l‘;{rllx_l =1 alors: hm(x l)bl
B AL)
Donc.l_\l_r_t? T =1 =1

D'oti la fonction f est dérivableen 1, et que : f'(1) =1
/) Calcul de lirg_f(x) et l_ig]f(x):

*Ona: lim In(x) =—o0 donc: llm(ln(.ac))2 +o0,

x0

etcomme : lim =—1

x=0* X l

Alors : [im-%ggx—% =—oo0 C'est-a-dire : 11m flx)=

*Soit x € ]1; + oo, 0na: f(x)_'lpfd X( i1)

o 0700 _ (.m (x)) _ (M) )
X \/; ‘/x

Puisque : [lm(ZIr:/(—"/_)) 1 m(zm) =0
(enposant ¢ = y/x; x —+00 &>t —+00)
n’(x) I

. X
~=(,etona: lim = =1

Alors : l|m e y ¢ lim

Donc : llm—'x(x) (—L) 0 cest-a-dire: ]i‘l_pf(x)=0.
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3) a-Montrons que (Vx € |0; + oo —={1}); f'(x) = ;(l;cl—(j)lT X g(x):

La fonction f est dérivable en tout point de [0; + oo — {1}

Pour tout x € |0: +oo[ —{1},0na:

%(x— 1)In(x) — In*(x) _ 2(x— DIn(x) —xIn’(x)

S )= (x—1) x(x—1)
= .l.!l(x)(Z;(xE l)ictn(x)) & x(l;l(jz)ﬁ i)
b-Montrons que f(@) = 4( a;x ! ):
Ona: fla)= *lﬂg%l, et gla)=0
or gla)=0 =—aln(e)+2a—2=0
—ln(ey=2a
Donc: fla) = 4(0‘2; Ly al— = 4(‘2;21)

c-Montrons que fa) € ]0;1]:

Ona:4<a<5équivautad<a—1<4

Donc : 4(%; : ) > 0 clest-a-dire : fla) > 0

Et comme : E'Lz' < -]% alors ; 4 T}_l < -}4— c’est-a-dire : -4(00;1—) <1

i
Ainsi: fla) € 0;1]

d-Montrons que f est strictement croissante sur |0;@] et strictement

décroissante sur [a: + oo :

Ona: (Vxe€]0;+oo[—{1}); f () = x_(l"(rl(_x_)ﬁz‘xg(x)

Alors le signe de f'(x) est celuide g(x)In(x) donc comme suit :

X io. 1 a +oo_?
n(x) || - 0 + | + |
|
L gn@) [| + ¢ + 4 - |

Cest-a-dire : (Vx € |0;e]); g(x)“ln(x) >0 et (V;E[;, -l_-co[) , g(x)In(x) <0

Etona: f'(x) =0« x=¢ et [ estcontinueen 1.
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Donc la fonction f est strictement croissante sur |0;a] et strictement
décroissante sur [a; + oof .

I/ 1) Montrons que F est strictement décroissante sur [0; 1] et strictement
croissante sur [1; + oo :

La fonction F est une primitive de la fonction f sur 0; + o|, signifie que F
est dérivable sur |0; + oo| et que (Vx > 0); F'(x) = f(x)
Etcomme:e fx)=0 = x=1
e flx)>0e=xel;+o0]
° ﬂx) <0e=xeo;1f
Alors: (Vx € 0:1]); F'(x) < 0 et (Vx [l; +]);: F'(x) =0
Donc la fonction F est strictement croissante sur [1; + oo| et strictement
décroissante sur ]0;1].
2)Montrons que (Vx € |0;2]); F(x) = x:
On consideére la fonction ¢ définie sur |0;a@] par: ¢(x) = F(x)—x
La fonction ¢ est dérivable sur |0;a] et que :
(vxe]o;al); ¢'(x) = F(x)— 1 = fx)— 1
Etcomme [ est strictement croissante sur |0:] alors :
(vxe]o;al); flx) < Aa)
or fla) € 0;1[; f(x) < 1 pour tout x € ]0;2]
Parsuite : (Vx € [0;]);¢'(x) < 0
Donc la fonction ¢ est strictement décroissante sur |0;2].
Il s'ensuit que : (Vx € |0;a]); ¢(x) = ¢(a)
or ¢(a)=F(a)—a =0 (car F(a)=a)
Ainsi : (Vx € ]0;2]); F(x) = x
3) Montrons que (3c € [1:a]):e— F() = flc)(a—1):
La fonction F est dérivable [0; + o[ et [1;@] € ]0; + oo
alors : la fonction F' est continue sur [1;a] et dérivable sur |1;¢] .
Donc; d’apres le théoreme des accroissements finis :
(3c € [1;al); Fla) = F(1) = (a = 1)F'(c)
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Comme: F(a)=a et F'(c)=f(c)
Alors : (3c € [l;a]); @ —F(1) =(a—1)f(c)
4) a- Montrons, par récurrence, que (Ve e N);c<u, < a:
e Initialisation :
Pour n=0,0ona: um=cetcell;af,alors: c<u <
Donc: c=u <«
e Hérédité :
Soit n € N, supposons que ¢ < i, < @, montrons que ¢ < . < .
La fonction F est strictement croissante sur [1; + o[ et [c;a] C[1; + oof (car
c € ll;el),
donc: c<u.<a=F(c)<F(u)<F(a)
SCS U S A
car Fla)=a et F(¢)>c¢
Donc: (VheN);c<u.<a=c<uunu=<a
e Conclusion :
D’aprés le principe de récurrence;ona: (Ve eN);c<u, < a
b- Montrons que la suite (1,) est croissante :
Ona: Vx € |0;a]; F(x) = x et u, €[0;a] pour tout n € N
Donc: (Vne N); F(u.) = u,
Clest-a-dire : (Vn € N); u,+ = u, signifie que la suite (u.) est croissante.

Déduction : La suite (u,) est croissante et majorée par le réel @, donc elle
est convergente.

¢- Montrons que (V(x:y) € ([c;e])) ;| F(x) — F(y)| < fla)l x — y|:

Puisque la fonction F est continue et dérivable sur [c;a] (car

[e;@] € 10; + oo]).

Alors elle est continue et dérivable sur chaque segment [x;y] ou [y;x] (ob x
et y sont deux éléments de [c;]).

Donc : d’apres le théoréeme des accroissements finis,

on a : il existe un réel d compris entre x et y tel que:
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Fx) = F(y) = (x = y)F'(d)

Par suite : (3d € |c;2[) ; F(x)— F(y) = (x — y)f(d)

Il sensuit que : (3d € |e;el) ;| F(x)— F(y)|=|x—y| A(d)

(car (Vx €[1; + o0[); f(x) = 0)

Etona: d < a = f(d) < fla).Alors: |x—y| f(d) <|x—y| fla)
Donc: | F(x) = F(y)| < |x—y| Ala)

Ainsi: (V(x;y) € ([;a])) ;| F(x) = F(y)|=|x— y| fla)
d-Montrons que (Vn € N);|lu.—e| < (fl@))(a——c):
Enprenant : x = u, et y = @, on obtient alors :

|F(w) = F(a)| < |u,— a| Ala)
comme : F(u,) = i1 ; Fla) = a et
plors: (Yn e N) |t — @| < |u.— |f(@)

,—al|=a—u,

s Par récurrence montrons que : (Vr € N);|u.. —a| < (@) (@ —¢)
¢ |nitialisation :

Pour n=0,0ona: |lwu—al=|lc—a|=a—c et
(Ale)f(@—c)=1%X(@—c)=a—c

Donc: |u.— a| < (f(@))(a—c)

o Hérédité :

Soit n € N, supposons que : |u,—a| < (f(@))'(a—c)

etmontrons que : |u... —a| < (f(@))"' (@ —c)

ona:|uw —a|<|u.—a|xfla) et |u.— a|fla) <(Aa))"' (a—c)
ponc: |uwi —a| < (fa))"' (a—c)

* Conclusion :

D'aprés le principe de récurrence,ona: (Vn e N):|u,—a| < (f(@))' (a —¢)
¢ Déduction :

Comme | fla)| < 1 alors: }1{!1()‘(52))* =

donc: (Ve N):|lu.—a| < (fl@))(a—rc) et ”[_i_[rl(ﬂa))"(a—c) =10
Ainsi, d’apres les criteres de convergence : .

la suite (u,) est convergente et lim u, = @.
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Exercice &%

1) a- Montrons que la fonction f, est dérivable a droite en 0
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

Ona: f(x) =x".In(x) pour x € |0; + oo et £(0)=0

Donc : f_(a_c;_]g(_())_ x"" In(x)
Et comme hmx" "“In(x) = 0 alors lmf(x) f(O) =0
z— 0 x—0"
c’est-a-dire la fonction f; est dérivable a dronte en 0 et que (£).(0) =0
Sx)

b- e Calcul de lim f(x) et lim~

x—stoo Xt X

Ona: limx"=+oo et limln(x) =+o0 donc limx"- In(x) =+

X—ta0 Xt X—too

c'est-a-dire lim fi(x) =+oo

X—ton

file) -

Etona: lim llmx"’ In(x) =+o00, car limx"'=+o0

gt X X—too

et limln(x)=

* Interprétation graphique

Comme xlir&ﬁ(x) =+c0 et xl_ifpmﬁg-c--)— =-00, alors la courbe (C,) admet une
branche parabolique de direction |'axe des ordonnées au voisinage de +oc
2) e Calcul de f,(x) ot x € |0; + o :

La fonction f; est dérivable sur ]0: + o[, en tant que produit de deux
fonctions dérivables sur ]0: + o[, qui sont x — x" et x — In(x)
Etona: (Vane |0;+oof) ; fulx) =nx"" In(x) +x""

e Signe de f/,(x) pour x > 0 :

Soit x € [0; + o[, 0na: £,(x) = nx"" -(ln(x) + %), donc :

o fLx) =0 e=>x= e o flx) >0 e=x€ ]e"?'!'; + oo[

e filx) < D= x € ]O;e'"i?[

e Tableau de variations de f; :

i

X 0 en | Xn +oc
i |0 0 ¥
| a8 ’ o » +oc
j’ —_l O -
ne
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b- Positon relative de (C,) et (C,.,) :

Soitn=>2 et x € |0;+o0[,0na:
Ja@=fx) =x""In(x) —x"- In(x) = x"- In(x)(x — 1)
Donc le signe de fi-(x) — fi(x) est celui de In(x)(x— 1) sur ]0; + oof

¥ |0 el ¥ o +o0
oln@aal|) = N5 k - |
Dl o = . b + s e
&= Din)| | + 0 + |

Par suite ; (Vx € ](), + oo[). .; foii (b_—ﬁ_(x) B 0

et fu(x)—fxX)=0=x=00u x=1

Ainsi la courbe (C,..;) se trouve en dessous de la courbe (C,) sur [0; + o[, et
secoupenten O et A(1;0)

(- » La tangente au point A(1;0) a pour équation: y=x—1
» la demi-tangente au point O a pour équation: 2=
xz20

+ Courbe (C)) et (C))

|
|
|
|
|
|
|
|
1

I

|
. 't [ ! l
pofic g 4

I
Lo RSN
) a- Montrons que : (Vn = 2)3x, € |0; +o<]) ; filx) =1
lafonction f; est continue et strictement décroissante sur [O;e'ff] donc
floe*) =|-L0]
’ L :

i s'ensuit que (Vx e [O;e Z ]) D A <0

har conséquent Féquation fi(x) = 1 n'a pas de solution dans lintervalle [0;¢
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D’autre part la fonction f; est continue et strictement croissante sur
]e"'}r'- + co[ donc elle réalise une bijection de ]e'%; + oo[ sur
)‘(]e 3 +oo[ ]_712;’+m[
Puisque: 1 € I—E‘ o oo[ alors (El'x., (S ]e neot oo[ s h) =1
Ainsi: (Vn=2)3x, € 10;+ ) ; filx) =1
b-Montrons que : (Va2=2) ; fia(x) > 1
Soit n=2;0na: fin(x)=x" In(x) = x.x: - In(x,) = x, - f(x,) = x,
Et comme £ (1) < fi(x,) alors x, > 1, (car la fonction f est strictement
croissante sur [e'f‘; + co[)
Donc fu+1(x,) > 1 pourtout n=> 2
¢- ® Déduction :
Soit n=2;0na: fiulx) > 1et fi(x.-1) =1donc:
Jorr(x) > firi (x001) . Et comme la fonction f;., est strictement croissante sur
]e'ﬁ; + oo[, alors : x, > X4
Ainsi: (Vn2>2) ; X < X
c’est-a-dire la suite (x,).>» est strictement décroissante
e Convergence de la suite (x,) .2 :
La suite (x,) est décroissante minorée par la réel 1, donc elle est convergente
4) a- Montrons que : (Vn=>2) ; b, In(b,) =n
Soit n un entier naturel supérieur ou égala 2,ona:
b, = x; alors In(b,) = In(x}) = nin(x,)
Or fix)=1<x In(x,) =1
= b,-In(x,) =1
Donc b, - In(b,) = n pour tout entier naturel n = 2
b- Montrons que : (Vx €[l; +o[) ; x— 1 <xIn(x)
On considére la fonction ¢ définie sur [1; + oo| par: ¢(x) =x-In(x) —x+1
La fonction ¢ est dérivable sur [1; + oo, et que: (Vx> 1) ; ¢’ (x) = In(x)
Donc: (Vx=1) ; ¢'(x) =0

416 F?l Fonctions logarithmiques
i

[



Par suite la fonction ¢ est croissante sur [1; + oo|

Dou: (Vx=1) ; o(x) = ¢(1)

Etcomme ¢ (1) = 0 alors ¢ (x) = 0 pour tout réel x > 1
Ainsi: (Vx €[1; +oo]) ; x— 1 <xlnx)

- Déduction :

Soitn=>2;0na x, > 1 alors x;; > 1, c’est-a-dire : b, > 1
Donc: b,— 1 < b, - In(b,) d’'aprés la question précédente
ftona b,-In(h,) =n donc b,— 1 <n

IIs'ensuit que : 1 < b, < 1 + 1 pour tout entier naturel n = 2

- Montrons que : lim*%/n+1=1

Nt

1 Y .
Soit nz2,ona;:¥nt+t1l=@m+1)r=ent?

Lt =22 4 Ly (3 4 1) e jim 1202

=0
ot qn;p‘—lﬂ; n(1+4)=0

Alors IimL— 0 par suite lam Vnt+l=¢ =

- Montrons que : lim x, = 1
Soitn=2;ona:1<b,sntl=1<xs<"%n+l

Etcomme liml = lim%/n+1 =1 alors, d’aprés les criteres de convergence

H—et20 N—sto0

limx, = 1

|} a) Montrons que la fonction est continue a droite en x, = 0

Soit x € J0; + oo[, ona: Inx = 4In(%/x), donc :

) = Vx(Inx)? = (Vx In(x)) = (44/x In(y/x))

Onpose: ¢ =*%/x,donc x — 0" et — 0°

I s'ensuit Im.}*\/;c In(4/x) = tljrggtln(t) = ()

Par suite jir?_(4‘\/; In(Y/x)’ =0

Dol : ‘li_frul‘f(x) = lim(4-%/xIn(4/x)y =0

Ainsi rlmua f(x) = f(0) signifie que la fonction f est continue a droite en x; = 0
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b- Calcul de lim f(x) et !lm f( f&x)

X—teoc

Ona: limlhx =t+co et lim \/} =+oo donc lim ‘/;([njnr)2 =400

c'est-a-dire l_ir:n flx) =+ :
o f(x) _ (Inx)? (4 In(%/x) )2
+ B ST Ik
Soit x € J0; + x|, ona 7 x

On pose t=‘\/§, donc x —+tw et —+oc
‘\,/x it i In ()

Il s'ensuit que Ixm =S o R 0

X- et 20

Par suite X“m(tlln‘;"_\/&__) =0
D’ou x“.r.f’mﬂ}x' = J"..N(“:\(f‘f)) =

e Nature de la branche infinie :

Ona: lim f(x) =+o0 et lim~— 1)

Xt X—+og X

= () donc la courbe (#") admet une
branche parabolique de direction I'axe des abscisses au voisinage de +o
2) a- e étude de la dérivabilité de f adroiteen x, =0 :

Soit x € JO +oo[ ona: f(O) =0 ot £ f(x) f(()) (]ﬂx)ﬁ

x=X Jx

Puisque lim(lnx)2 =+o0 et 31;101 \/17 =+ alors Y[m[}_(j%)_ =0
; f(x) A0 G ()t
Donc: xll.u--—x_——()" JE?._VI;— =+o0

signifie que la fonction f n’est pas dérivable a droite en x, = 0

° Interprétation géométrique :

La courbe () admet une demi-tangente verticale a droite en son point
d’abscisse 0, dirigée vers le haut

b- e Montrons que f est dérivable sur 10; + oof

La fonction f est dérivable sur |0, + oo[, en tant que produit de fonctions
dérivables sur 0; + oo| quisont: x +— Jx et x— In(x)
In(x)-(In(x) +4)

2Vx

e Montrons que : (Vx € [0;+o]) ; [ (x) =
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Soit x€ |0 +oo[,0na: f'(x) = ‘/-(ln x)* + Inx

- T(lnx) + 7—; Inx
_ (Inx)*+4Inx
SR

ln(x) (Inx+4)

2/x

¢- Tableau de variations de f :
lesigne de f”(x) est celui de In(x)(In(x) +4) sur |0; + |, alors :
fW=0«Inx=0o0u lnx=—4

=x=loux=¢"
fx)<0e=—4<In(x)<0
=e'<x<1

par suite le tableau de variations de f est comme suit :

= o e B +00
f@) | + 0 - 0 +

| e .

Fo — (}3) ~= _» oo

0 ~ 0 — __'

d- Montrons que : (Vx €[0;1]) ; 0 <f(x) < (%)2

*La fonction f est croissante sur [0;e ]| donc :

1<x<e = fl0) < flx) < fle”)
—0<f@<(2)

*lafonction f est décroissante sur [e¢ % 1] donc:

e'<x< 1= f(1) Sflx) S fle)
—0<f<(2)

Ainsi: (Vx €le 1)) ; 0 <f(x) < (%)z
3) a- Montrons que : (Vx € 10;+ ) ; ff0)= :l-xlﬁ(s —(Inx)?)

Soit x € J0; + o[, 0na: f'(x) = ll'lz(x);'/gln (%) ’
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J;( 2lnx _4.)_ 21_&(1;,2(@ +4In(x))

1 X X
alors: f"(x) = 5 -~
_ 1, A4ln()+8—In"(x) ~4In(x) _ 8~ In*(x)
2 2u0y/x 4xyx

Ainsi: (Vxe0;+o]) ; (%) = 4;—‘/;(8 —(Inx)?)
h- étude de la concavité de la courbe () :
Ona: f"(x) =0 8—(Inx)’=0
= In(x) =2y2 ou In(x) =—2v2
= x=e" ou x=¢?"?
e f'(x) > 08— (Inx)>> 0
—=—2/2 <Inx<2/2

s e—z."i <x< 63‘52
o f'(®) < 0= x€]03e*[U]e* + ool

Par conséquent on a le tableau suivant :

x 0 e’ e +o0

e i 0 * 0

La concavité =X e =N

e Les points d’inflexions de la courbe (C) :
Ona: f”(x) sannule en ¢ *? et ¢*? en changeant de signe, donc les points:
Ae 8¢ ) et B(e**;8¢"™) sont des points d’inflexion de (%)
4) a- La fonction g est continue et strictement croissante sur [1; + oo
donc elle réalise une bijection de [1; + oo[ sur lintervalle g([1; + oc|) ot
g([1; + oof) =[g(1); lim g ()] = [0; + oo
Par conséquent g admet une fonction réciproque g ' définie sur [0; + oof
e Calcul de (g")’(\/g)
Ona: gle)=4e et g'(e) = 2 donc : (g")'(ﬁ) = 2/e

24e 5 ;
h- Montrons que : (Vne N')3la, € ]0; + x|) : g'(a.) = =cke

Soit ne N’
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lafonction ' est une bijection de ]0; + o[ dans |1; + oof
Puisque : %+e e l; + oof alors: (3, € |0; + oo[) ;g (@) = -}1— +e
Ainsi: (Vne N)3la, € 10; +o0]) ; g'(@) = *+e

SoitneN":ona: j_ ke I e c'est-a-dire : g '(@.+1) < g '(a)),
puisque la fonction g™ est strictement croissante sur |0; + oo| alors
i < d,
Donc: (Vn e NY) ; @, < @, signifie que la suite (a,) est strictement

décroissante

ft comme la suite (@,),-:1 est minorée par 0 donc elle est convergente
(-Montrons que : lim &, = Je

SositneN",ona: g'(a,)= --1-- + ¢ donc g(}l{ a5 e) = q,

Ainsi: (vneN') ; a, = g(l +e)

Et comme 11m L + ¢ = ¢ et la fonction g est continue en 2 alors

g (h+e)=g@ = /e

Par conséquent : limea, = /E

Exercice £T1
| --Montrons que la fonction f est continue sur [0; + oof
» Continuité de la fonction f sur J0; + oof

lafonction In est continue sur 0; + o[, donc la fonction 7
r— x(1 + In’(x)) est continue sur ]0; + oo| en tant que somme et produit
de fonctions continues sur [0; + oo|

* Continuité de la fonction f adroiteona:

Soit x € J0; + oo, ona: f(x) =x+x(nx)>=x+(2/xIn(yx))

Onpose: X =yx,alors: x — 0" = X — 0"

Donc : ]lm‘/_ln(‘/ic)—“ llmXIn(X) 0 par suite llm(Z\/;Clﬂ(\/_)) =0
You nmf(x) = limx+ O alE) =0

Ainsi : ‘im;l__j(x) f(O), c’est-a-dire la fonction f est continue a droite en 0

Par conséquent la fonction f est continue sur l'intervalle [0; + oo
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b- Etudions la dérivabilité de f a droite en 0

J&) —f(0)
b=l

Soit x € |0; + oo, 0na: =1+In’(x)

Puisque limIn(x) =—o0 alors lim1 + In*(x) =+o0

x—0°

Donc l S ) f(O) =+00, C'est-a-dire la fonction f n’est pas dérivable a
droite en 0

e Interprétation géométrique :
La courbe (C) admet une demi-tangente verticale a droite en son point
d’abscisse 0, dirigée vers le haut

f()

c- Calculons Iim f(x) et 11m S

Ona: llmln(x) + 00 alors 11m1+ln (x) =+ et limx +oo

X—etoo X—ta

Donc : llrpx(I+In (x)) =+oo c'est-a-dire hrpf(x) =+o0

Etona: lll’l‘lf() [1m1+[n(x) =+o00

e La nature de la branche infinie
La courbe (C) admet une branche parabolique de direction I'axe des
ordonnées au voisinage de +oo
2) a- « Montrons que f est dérivable sur ]0; + oo|
La fonction f est dérivable sur [0; + co| en tant que somme et produit de
fonctions dérivables sur ]0; + oo| quisont x — x et x — xIn’(x)
e Montrons que : (Vx € ]0; + oo[) ; f/(x) = (1 + Inx)?
Soit x € |0; + oo ; 0na:
f(x)=1+In"(x)+ 2x X 1;In(x) =14In*(x)+2Inx) =1+ In(x))
Donc: (Vx> 0) ; f'(x)=(+Inx)’
b- Dressons le tableau de variations de f :
Ona: f(@)=0e=Inx)+1=0
—=x=e'
Et (Vx>0); f(x0)=0

Donc le tableau de variations de f est comme suit :
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t-Une équation de la tangente (7) :

Ona: f(1)=1et f'(1) = 1 donc une équation de la tangente au point
dabscisse 1 est: y=1X(x—1)+1

Ainsi: (7) : y=x

d-Montrons que : f(le ;1)) cle ;1]

lafonction f est continue et strictement croissante sur [¢ ;1|

ponc: flle ;11) = [fle ) ()]

Puisque: f(1)=1let fle=e'X(1+1)=
alors : [%;;I]C [13;1]

pou: flles1]) cles1]

i) étudions la concavité de (C)

2l 2
z e ¢

lafonction f est deux fois dérivables sur ]0; + oof

Soit x € ]0; + o[ ; on a: f (@) =(1+Inx)’

ponc:: £ (x) = 2(1 + Inx) x - = 20 L 1nD)

Ainsi: (Vx> 0) ; f'(x) = L";IQQ

puisque le signe f” (x) est celui de 1 + In(x) sur 0; + oo alorsonale

tableau suivant :

X i 0 e’ +c0 |
|
| fe | S ¢ _ + -1
Concavité | ‘/—\ \_/
+ ["(x) s'annule en changeant de signe en ¢' donc le point !(e"‘;%—) est un

point d’inflexion de la courbe (C)
b-étude de la position (C) par rapport a (A)
Sit x€ ]0;+oo[;0na: flx) —x =x(1 +In*(x)) —x = xIn*(x)

Aors: f(x) —x=0¢e=x=1oux=0
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Et (Vxe[0;+]) ; f(x)=x

Donc la courbe (C) se trouve au dessus de la droite (A)

4)a- Montrons que f admet une fonction réciproque :

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; + oo
donc f réalise une bijection de [0; + oof sur A[0; + oo[)

ot A([0; + ool) = [ (0); lim f()[ = [0;+ ool

Ainsi f admet une fonction réciproque 1 définie sur [0; + cof

b Tracé
()
e
-+ A
J -
o| 7
2 g2 2

5) Montrons que : —1 + In’(ea) < bin (b;mgln (a) < —1+In’(eb)

La fonction f est continue sur [a;b] et dérivable sur |a; 5|

donc, d’apres le théoréme des accroissements finis, on a :

(e € la:b]) i(bb)—:‘;f-(ﬂ)“=f'(c)

Puisque f(b)—fl@)=b+bIn*(b)—a—aln’(@)=b—a+ bIn*(b) —aln’(d

alors f_'(%’)___:{l‘(a) =1+ blﬂz(b;:zln?‘(a)

Et comme la fonction f’ est strictement croissante sur [a;b]
alorsa<c<b=f'(a)<f'(c) <f (b)
bIn’(b) —aln’(a)

Par suite f'(a) < 1+ g i)
équivauta —1+f"(a) < bln'(bglzgln'(a) <=1 4(D)

Etona: f'(a) =(1 +In(a)) = In*(ea) et f’(b) = In’(eb)

2 Ll 2
Nbsle 1 1) = 22 (b;_iln QI

Initialisation :
I1) 1) Montrons, par récurrence, que: (VheN) ; e'<u, < 1
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sPour n=0,0na:uw=ce'ete'<e'<ldonc:e'<u <1

+Soit n € N, supposons que ¢ ' < u, < |1 et montrons que ¢ ' < 4,4, < 1
Hérédité :

Ona:u, €le;1] et Ale';1[)cle':1] donc f(u.) €le ;1] ainsi
'S <1

* Conclusion : D’aprés le principe de récurrence on a :

(vneN) ; e'<u. <1

’)Montrons que la suite (u,) est strictement croissante :
ona:(vxele;1]) ; flx) > x

Par conséquent : (Vn € N) ; fu.) > u. (car u. €[e;1])

cest-a-dire : (VR € N) ; theer > u,

Signifie que la suite (u,) est strictement croissante

Déduction : La suite (u,) est croissante et majorée par 1, donc elle est
convergente

{)Montrons que : ”I__i‘rp&u,. =1

lafonction f est continue sur [e ;1] telle que Ale;1])cle ;1]
etu€le';1] et (VneN) ; u,i = f(u,). Comme la suite (u,) est
convergente

alors sa limite 0 vérifie: f(0) =0 et 0 e ;1]

Or f(0) =0« 0= 1.Ainsi: Iir}_m,,= 1

n

[Exercice £7%
Partie 1 :
. : : e i in(lE ks
I|Montrons que f est continue sur ]~ Jiset oo[ou flx) = Sl s ah # 0
et (0)=1

lafonction f est continue sur les intervalles |—1;0[ et 0; + oc| en tant que
produit de deux fonctions continues en tout point de |—1; + oo — {0} qui

sontxhﬂl? et x — In(1 +x)

Etona: ]i%-l*[l%t"x—)- = 1 cest-a-dire qugf(x) = f(0) signifie que la fonction

f est continue en 0
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Finalement la fonction / est continue sur |—1; + oo|
2) a- « Montrons que la fonction g est dérivable sur /
La fonction x — In(1 +x) est dérivable sur l'intervalle |- 1; + oof

Et comme [—| k|| k|] € ]-1; + oof (car [—| k| k][] c[—-—- —])
Alors elle est dérivable sur /

Par suite la fonction g est dérivable sur / en tant que somme de deux
fonctions dérivables sur /

e Montrons que : (Vx € 1) ; g'(x) = Ti :

Ona:(Vxel); g kx)= _1|_ i —1+x St Dbte) 2

b- Déduisons que : (Vx € 1) ; | g’ (x)| < 2k*

Soit x€/;0na:|g (x)] |1+x|_il+x|

comme x € [ e | x| <|k]| alors x* <&’

Etona: —+ <x<+—E<x+1<3
— 7 <2
X x°
Donc : Mtsl 1tk < 2k* clest-a-dire | g’ (x) | < 2k
Ainsi: (Vxe1) ; |gx)|<
¢- Montrons que : |In(1+k)—k+£| 2|1k

k étant un réel non nul tel que | k| < 7
La fonction g est continue sur [0;k] (ou sur [k;0]) et dérivable sur |0;k[ telle
que: (Vxel);|g )|<2k
Donc; d'aprées I'inégalité des accroissements finis, on a :
lg (k) — g(O)[<|k—0]x 2k’
c’est-a-dire |In(1 +k)—k+5 K ‘< 2| k3|
3) Montrons que f est dérivable en 0 et f'(0) =
Soit x€ |-1;+ o[ et x#0,0na: f(0)=1

ot LSO 2 Ljlndtes) ot b

X Ol x % X
Pour | x| < yetx # 0, on a d’aprés la question précédente :

2 A ] + Lt
lln(l +x)~x+~§—‘é 2|x[ par suite l&xg@—x+%|€2|xl
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Et comme Iim2|x| 0 alors lim— In(1 ‘}{)__x_ __:12_
e caatess f(w)f(Q) _L
c'est-a-dire i;_ng pay 5

signifie que la fonction f est dérivable en 0 et f'(0) =
4) Calcul de lim f(x) et Ilm f(x)

x—=1"

Ona: liml+x=0" et hmln(X) =—00 alors lim ln(l +x) =—co

Frase —0" =1t
In(l +x
Par suite lim — (1 +x) % ) =+co c'est-a-dire hm f(x) =+oo

x—=1"

lr}(x(1+%)) In(x) , +Lyy (1+ 1)

Etona: flx)=— % -

Comme ltm __(9_6_1 hmln(] 1 ) In(1) =0 et 11mL =)

X—+toc X—tc Xeat cv.x

Alors \]”Pm f& =0

o Interprétation graphique :

Ona: lim f(x) =+oo alors la droite d’équation x =— 1 est une asymptote a
e

la courbe (%)
a: ‘Ii_rpmf(x) = () alors la droite d’équation y = 0 est une asymptote a la
courbel (7) au voisinage de +oo
5) a- Montrons que : (Vx € |=1; + o) ; % < In(1 +x)
On considere la fonction @ définie sur |—1; + oof par:
¢(x)=In(1 +x)— 1 1;

La fonction ¢ est dérivable sur |—1; + | etona:
¢ (x) = 57 e SR S

I+x 1) a+1)?
Le tableau de variations de ¢ est :

x |- o
so’(x)_._!F__ - 9 . %+
0 ! | \m.. . f._//’* _'
Donc: (Vx e |-1;+[) ; ¢x) =0
Dot : (Vx € =1, + o) ; 5 <In(1 +x)
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h-La fonction f est dérivable en tout point de J-1:0[U]0; + 00| et que:

1__{?— In(1 +x)

(vx € ]-1:0[]0; + o) 5 f'(x) =
or (Vx e |-1;0[u]o; + o) ; T—%}E—in(l +x) <0

Donc (Vx € |-1;0[u]0; + oof) ; £ (x) < 0

Par conséquent la fonction f est strictement décroissante sur J-1: + o

D’ou le tableau de variations de f est comme suit :

: 3 =1 too
| "
= +oo i
5)Le tracé
Iy
|
A
X
|}"\‘
1| O TV

Partie 2 :
I)Montrons que: (Vi€ |-1;+o0[) ; (1+0)">1+nt :
On consideére la fonction ¢ définie sur |- 1; + o[ par:
p(N=0+0"—1—nt
La fonction ¢ est dérivable sur |- 1; + o[ et que:
(Vvi>—1); ¢@0=n0+0)""'—n=nl(1+0""'—1]
Puisque:® ¢ (1) =0 =1=0
e (H)>0e=1>0
e ¢ (<0e=—1<t<0
Alors la fonction ¢ est croissante sur [0; + oo| et décroissante sur |—1;0]

Donc: (Vt€[0;+oo[) ; @) = 0(0)
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Et(vee[-1;0]) ; @) = ¢(0)

Dou: (Vie]-1;+o0) : @) =0 (car @(0)=0)
Ainsi: (Vel-1;+oc]) ; A+ 2> 1+nt

2) a- Montrons que : (Va2 2) ; In(u,) =f(%)
Soit n=2:0na: In(y,) = ln((l +lz)“) - nln(i +%)

1
Or: f(%) = in—(i—;-n—)- = n[n(l +—:~1-)
n

Donc : In () =/'(lﬁ)

h- Montrons que la suite (u,) est croissante

: Al 1
Soltn>2,ona.n+1>n_—_:.n_|_1 =

— 1) 1)

car la fonction f est strictement décroissante sur |—1; + oo

Donc : In(ue1) > In(u,) = s > U,

Ainsi: (VR =2) 5 e S tns

signifie que la suite (u,) est croissante

- Montrons que la suite (v,),-2 est décroissante
Soitn=2;0na: v,>0

oo =tnf{i 1)) =-ninfi- 1) 57

1 =1 "
Etcomme: n+1>n=——0 <oy

’ﬂf(“_) >f(_?z+ )
Alors In(v,) > In(v,+), d’ol v, = v+, pour tout n = 2

signifie que la suite (v,) est décroissante
Et puisque gu’elle minorée par 0, alors elle est convergente

5~ Montrons que: (Va=2) ; 0< v, —u, < =

n
Soit n=2;0na:

u=(1-1) “(1+L)":Sl“'fs)’"(l~(1+‘z)”-('--k-)")=v~(1-(l-,§f)")

Puisque | — i— > (1 = a")” <

mOSl—(l—#)ﬂ
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Alors v,,-(l ( ___1__) )2 0 c’est-a-dire 0 < v, — u,

n

D’autre parton a: (l ﬁ?) Lo L , d’apres la partie 2 question 1)
S byl : ey el B Sy

Donc: 1 ( n“) , Parsuite v,,(l (1 nz))Q 5

c’est-a-dire v, —u, < %

\ y
D’ou : Oév,,—u"éji"‘

Ainsi: (Vn=2) : 0<v,—u, < %’—

h- Déduction :

Ona:(Vrn=2); — Uy S < — et Iirpmfl" = 0 (car (v,) est convergente
et lim - = 0) donc: nl_l}pmv,. —1,=0

Et comme la suite (u,) est croissante et la suite (v,) est décroissante
Alors les suites (u,) et (v,) sont adjacentes

Par conséquent elles sont convergentes et ont la méme limite
4) a- Montrons que : L = -2

La suite (u,) est croissante, donc u, < u, pourtout n =2
oruw=(1++) =3

4

Par suite 2 llm | Uy, C ‘est-a-dire L = -3
b- Determlnons la valeurde L
Ona: (Vn=2) ; In(u) f( )et llm———()

R—=T -‘.K'-n
et puisque le fonction f est continue en 0 alors lnm f( ) = f(0) =1, par
suite lim In(u,) = 1

n—=toc

Ainsi: limu, = e, cest-a-dire: L =¢

A=t

[Exercice -8

Partie 1:

1) a- Montrons que g est continue a droite en —-% :

Soit x € ]——- + oo[, ona: g(x)=2x—(1+2x)In(1+2x)
On pose: X =1+ 2x, donc x—»(*lj)+¢=~}(——~0*

Par suite li[mI (1+2x)In(1 +2x) = Jilen(X) =0
w—=(-7) R
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Dou: lim (2x— (1 +2x)In(1+2x)) =—
—(-5)

Ainsi: lim g(x) = g(—%), signifie que la fonction g est continue a droite
x(-5)

=il
en 2 ;
b- Etudions la dérivabilité de g a droite en —5- :

Soit x € ]——l~; +oo[, ona:

1
g(x)—g(——z') 2x+1-—(1+2x)1n(1+2x) 2(

1

Puisque lim 1+2x=0" et llmln(X) =—co alors lim In(1+2x) =—o0
s—(-3) x—(-%)

Parsuite lim 2(1 —In(l +2x)) =+

1—In(1+2x))

.r_.(—-%)'
|
‘ g (x)“g(“'z')
c’est—a-dire llm 4“T— =+oc
) xty

signifie que g n’est pas dérivable a droite en —17
Interprétation géométrique : La courbe (C) admet une demi-tangente
verticale a droite en son point d’abscisse —-1—, dirigée vers le haut

¢- Calcul de lim g(x) et llm g( )

Soit xe]0;+oo[,ona : g(x) m:’c( —(%+ 2)ln(l +2x))
Comme llm (2+~l—)= 2 et limIn(l + 2x) =+occ alors

X st

iirp2 (2+ )ln(l+2x)——oo par suite limg(x):—oo

Etonas [:mg() litad (2+ Jin(1 +2x) =—

X X—aton

%
Interpretatlon graphique : On a: Ilm g(x) +oo et lim gi) =—o00

X—tow

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction I'axe des

ordonnées au voisinage de +oo

2) a- ® Montrons que g est dérivable sur ]—17; +oo[ :

La fonction u: x— |+ 2x est dérivable et strictement positive sur
---' S oo[

alors la fonction (Inou) est dérivable sur l ot oo[
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Donc la fonction f : x — 2x — (1 + 2x)In(1 + 2x) est dérivable sur
]——%; + oo[ en tant que somme et produit de fonctions dérivables
e Calcul de g'(x) ou x > T
Soit x € }—":l,:; ar oo[, ona:
g (x) = (2x — (1 + 2)In(1 + 2x))' = 2 = 2In(1 + 2x) — (1 + 2x) xT%h
=—2In(1 + 2x)

Ainsi : (Vx = ]—-é_; +00D : £ () =—2In(1 + 2x)
[»- Tableau de variations de g :
e Signe de g’ (x) :
Soit x > —%—;ona:
e g X)=0=In(1+2x)=0

—=x=0
e 8(X)>0=In(1+2x)<0

=il h2e <

@—‘17 <x<0
Donc le tableau de variations de g est:

|

x T 0 + o0
gx) | |[too + 0 ol
bl S
c- La tracé
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7. Montrons que A est une bijection de [0; + oo vers |—o0;0]
lafonction / est la restriction de g sur [0; + |, donc & est une fonction
continue et strictement décroissante sur [0; + oo|

Par conséquent elle réalise une bijection de [0; + oof vers

h{[0; + oof) = | lim A (x);2(0)] = J=o00;0]

,.Montrons que &' est dérivable sur J—oc;0] :

lafonction & est dérivable sur ]0; + oo telle que A’ (x) # 0 pour tout
1€]0; + oo| , donc la fonction 4" est dérivable sur A(]0; + oo|) = |- o0; 0]
.. Etude de la dérivabilité de ' a gaucheen O :

= o
Soit x € |~00;0[; ona: A7'(0) =0 et h (x;ug 0) _ r'x)

Onpose : t = h™'(x) équivauta x = h(z)

ftona: x — 0 e=t—0'(x<0=h"(x) > h'(0))
S|

Par suite : Ii_Tﬁ }Qc_) = ;irlrjl hEF)F =—o00 (car Ilm (I)

Ainsi : Ilm 3 (xg)c g ) =—oo0 signifie que A ' n’est pas dérivable a gauche

07
en 0

h(1)
‘

=0 et <0)

4. Le tracé: voir figure précédente ((c,) et ¢, sont symétrique par rapport a
adroite (A):y = x)

4} a-Montrons que : (Vn € N')(3la, € |-o0;0]) tel que : h'(@,) = IE
lafonction A ' est une bijection de |—oc; 0| dans 0; + oo

Sitne N*;ona: ’ll € |0; + o[ dong, il existe un unique réel @, de |—oc;0]

telque A" (a,) = ,ll

finsi : (Vn € N")(3!a, € |-o:0[) tel que: h'(a,) = ,I?—

.. Lamonotonie de la suite (a,),., :

; s 1 1
WitneN;ona:n+l>n=—17<,
[

et h'(a,) == alors h'(a..1) < h ' (a,)

n+1
Puisque la fonction h est strictement décroassa nte sur |0; + oof
atomi h_l(a‘:ﬂ I) < h ! (an) = h(h I(QNM)) > h(hl(a"))

= Ay+1 2 A

ttcomme h (@) =
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Ainsi: (VneN’) ; a, < @,

signifie que la suite (@,) est strictement croissante

e Convergence de (@,).»

La suite (@.).>: est croissante et majorée par 0, donc elle est convergente

c- Calcul de lima,
n—at

SoitneN";ona: h'(a,) = 711f équivauta a, = h(;qu)
Et comme lirp 1_ 0 et la fonction A est continue en 0

n—-"mn

alors "li_q_lmh(%) = h(0) = 0.D'ol : "['irpwa,. =

Partie 2 :

11 Montrons que f est continue en O :

Soit x € l—-%; + co[ et x#0,0na: flx)=2X S
On pose : X = 2x,donc x — 0 équivauta X — 0
Alors 11{(3"120—2-:—29(—) = ]im-ln——(l}{ﬁ =1

X—-0

Dol : !i_;ﬂf(x) = lim2 X _19_(1_21;35_1 =2 = f(0)

c'est-a-dire la fonction f est continue en 0

2)a-Ona: ae]—%;+oo[—{0} et

(‘v’x (= ]—-l—: +oo!) : ha(x) =(In(1+2a) — 2a)-x*>—(In(1 + 2x) — 2x)- &’
e Calcul de h.(0) et A.(a) :

Ona: h(0) =(In(1 +2a) —2a) X 0 —(In(1)— 0) X a* =0

et h.(a) =(In(1 +2a)—2a) X a*—(In(1 + 2a) —2a) X a*= 0

Donc: h,(0) = h.(a) =0

e Montrons qu’il existe un réel b compris entre ¢ et 0
In(1 + 2a) — 2a —2
tel que : L az) =1+2p

La fonction h, est continue sur [0;a| (ou sur [a;0]) et dérivable sur [0;a] (o
sur Ja;0[) telle que 4.(0) = h.(a)

Donc, d’aprés le théoreme de Rolle :

Il existe un réel b compris strictement entre 0 et a tel que 4% (b) = 0
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or: (Vx € 1) ; Hax) = 2x(In(1 + 2a) - 2a) - (ﬁ%*ﬂ 2

= 2x(In(1 +2a) - 2a) + 24X

Donc:: u(b) = 0 = In(1 +2a) — 2a = -1-"5;—2'3 (car b#0)

In(1+2a)—2a _ -2
g @ “1+2b
Ainsi, il existe un réel b compris strictement entre 0 et a tel que :

In(l+2a)=2a . =2
at A T 0

b-Déduction
Soit x un élément de ]——%; = oc[ et x#0,ona: f(0)=
f(x) AL (ln(l 2x) 2) _ In(1+2x) — 2

% gy 0 Ty X xz
. : - ! s b ik e )
oSi x € ]0; + oo| alors (3b € ]0;x]) tel que : = =159
fomme 0 <h<xe1<1+2b<1+2x (dapresla question précédente)

—9 2
—==2< 71535 <T¥2%

In(1 + 2x) — 2x !

Nors: (Vx> 0) ; —2< z e
ftona: thgl(— 2) = lim(l = 2.x) — 2, donc ‘lﬂ n Inl +?1:_2x_ =—17
('est-a-dire ‘Ilr{)] (%)_—{)LO) — 2, signifie que f est dérivable a droite en 0
et f4(0) =
oSi xe] ox 0[ alors : (3b € |x;0]) tel que In(l +3;1c)-— = I%b
lomme x<b<0e=>0<1+2x<2h+1<1

=55 <1725 <2
Ainsi : (‘v‘x S ]—"Z—;ODI ;22x < In(1 +§fc)_ 2x <=2
ftona : lim(-2) = iim(l—}%) =-2, donc lim ml*20=2x __,
(est-a-dire lim— f(x b0 2, signifie que la fonction f est dérivable a

X" 0
gauche en 0 et .fx((}) ==

Par conséquent la fonction f est dérivable a droite et a gauche en 0 avec
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o= ==

D’oul la fonction [ est dérivable en 0 et f'(0) =—

2) a- » Montrons que f est dérivable entout x € /—{0}

La fonction u : x — 1 + 2x est dérivable et strictement positive sur les deu
intervalles ]—17;0[ et |0; + oo, par suite la fonction (Inou) est dérivable en

tout point de /—{0}
In(1 +2x)
Ty K

]—%; (}[ et ]0; + oo| en tant que produit de deux fonctions dérivables en tou:

Donc la fonction f : x est dérivable sur les intervalles

point de /—{0}, qui sont xw% et x — In(l + 2x)

ey

* Montrons que : (Vx € /={0}) ; f'(x) = ST

Soit x&€/—4{0};ona:

2x
. (,lg@_@_) e ) D G Hoain@d o)
f (x) xz (x) x (l+2x)
Ainsi: (Vx e I—{0}) : f'(x) = }”‘(%“275
e Calculde lim f(x) et lim f(x)

(-3
Ona: lim (1+2x)=0" et limln(X) =—c alors lim In(1+ 2x) =-—

(4 (-

Donc: lirnI LH(I—;ZJQ =4o00; c'est-a-dire lim f(x) =+oo

sk (-4

1 1
Inliste—ct 2 In{==+2
Etpour x > 0;ona: f(x)=- ( (i ))=[n_£x)+ (xx -—)~
1
Int=—++2

Et comme l_up Latlg) =0 et li_tp—(-% ~l =0

Alors lim f(x) =

X—=toc

* Interprétation graphique :

Ona: I:m f(x) +oo alors la droite d’équation x =—% est une asymptot:

X—l=

verticale a Ia courbe (I")
Ona: lim f(x) = 0 alors la droite d’équation y = 0 est asymptote 2 la
courbe (I') au voisinage de +oo

b- Tableau de variations de f
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lesigne de f”(x) est celuide g(x) sur /—{0},etona:
(vxel={0}) ; gx) <0
Donc la fonction f est strictement décroissante sur ]— % ar oo[

Dol le tableau de variations de f est:

X —-é—’ +oo
[ (x) =

: + o0
fx) 0

“Montrons que : (3l €[1;2]) ; fl@) =1
lafonction f est continue et strictement décroissante sur [1;2]

ftona f(1) =In(3) et f(2) = l_n% etcomme 3 >e= In(3) > 1 et

§<e=1In(5) < 2 alors f(2) <1< f(1)
Donc d'apres TV.I (3le €[1;2]); fla) =1

Le tracé

Y

Partie 3 :
* Montrons que ¢ est dérivable sur [ :
lafonction u : x — | + 2x est dérivable et strictement positive sur /
Donc la fonction ¢ = (Inou) est dérivable sur /
*Montrons que : (Vx=1) ; 0 < ¢ (x) S%
na: (vx=1) ; ¢ (x) =ﬂ%

donc: ¢’ (x) > 0 pour tout x & [1; + oo|
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Etona:x=21=2x+1=23

— TS T
Donc: ¢ (x) < % pour tout x € [1; + oo
Doti: (Wxell; + ) ; 0< go’(x)é%
h- e Vérifions que : ¢(a) = a

0na:f(a)=1<=-!n—(l§~2—gl=l

= In(1+22)=0a
=pla)=a
Donc: ¢(a) =«
e Vérifions que : ¢(J) C J
Comme la fonction ¢ est continue et strictement croissante sur J

alors 9(J) = ¢([1;]) = [e(D;p(@)] = [¢(1);e]

Or ¢(1) = In(3) et 3 > ¢ alors In(3) > 1 donc [In(3);e] c [1;2]
Dou: @o(J)CJ

2) a- Montrons par récurrence que : (Vn€N) ; u, € J
Initialisation :

ePour n=0,0ona:u=1et1€[l;a], donc u,€J

Hérédité :

e Soit n € J, supposons que u, € J et montrons que u,:; € J
Ona:u,€J et o(J)cJ alors ¢(u,) €J,donc u,-1 €J
Dou:(vreN) ; €= u..€J

e Conclusion : D’aprés le principe de récurrenceona: (VvaneN) ; u, €l

b- Montrons que : (VaeN) ; |un—al < % u,—a|

puisque la fonction ¢ est continue sur J = [1:@] et dérivable sur |1:¢]
tel que 0 < ¢’ (x) < % pour tout x € |1;a[, alors d’aprés I'inégalité des
accroissements finis, on a :

(V@b € ) ; lop@—p®)|< Fla—bl

En prenant: a = u, et b = @, on obtient alors :

o) — p(@)|< 3|u—al

Comme ¢ () = u1 et (@) = a alors |u — a| < %—lu,. —a

|

438 E: Fonctions logarithmiques
3



tinsi: (Vvae N) 5 lun, —a| < %Iu,.— a|
:-Montrons par récurrence que : (Vn € N) ; |u,—a|< (%—)
Initialisation :

Pourn=0,0ona:|lu—al=[1—al=a—-leta—-1<1

en plus (%)ﬂ =1.Donc |uo— | < (%)0

Hérédité :

+Soit n € N, supposons que [u, — | < (%)" et montrons que :
i —a] < (%—)'

Ona: |u,,—a|<(%)" = -32—|u,.-af| <(%)"H
fton a, d’aprés la question précédente |, — a | < glu,. —a|
Donc : -1 — @ |< (?),.H

+Conclusions : D'apres le principe de récurrence, on a:
2 n
(vneN) ; Iu,,—a|<(—3—

¢ Déduction :
Ona: (vneN) ; lu,.—a/|<(%—)"

ftcomme l%—' < 1 alors lim (%)" =0

n-—-teo

Par suite la suite (u.) est convergente et limu, = &

n—-tcx
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‘ | / Nombres complexes [\&!\'

un nombre complexe - opérations dans C

C={z=a+bilacR et bR} tel que i est un nombre imaginaire
vérifiant i =— 1.
" j est une solution I'équation x*+ 1 = () dans I'ensemble C.
" Tout nombre complexe z s’écritde maniére unique souslaforme z = g+ bi
ou a et p sont deux nombres réels. Cette forme : a + bi est appelée |a forme
algébrigue du nombre complexe z.
" Le réel a est appelé |a partie réelle de z et notée : Re(z)
" Le réel p est appelé la partie imaginaire de z et notée: Im (z)

Si @ = 0 alors z = bi , on dit dans ce cas: z est imaginaire pur.

'ensemble des nombres imaginaires purs se note [k etona:

iR=4{bi IbeR}

"2ER=IME)=0 ° ze€iReRe(z)=0

Egalité de deux nombres complexes: soit z et z’ deux nombres complexes
Re(z) = Re(z')
Im(z) = Im (z")

En particulier: a+bi=0 <= a=b=0
(ol @ et b sont deux nombres réels)
C'est-a-dire: z= 0 e Re(z) = 0 et Im(z) =0

Opérations dans I'ensemble

= c:»{

L'addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres

complexes et les regles de calcul restent les mémes.

Soitz=a-+bietz ' =a +b'i ola:b:a etbh’ sontdesréels.
z+z'=(a+bi)+(@+b'i)= (@a+a)+B+b)i
—z=—(a+bi)=—a—bi
zXz'=(a+bi)x(a' +b'i)= (aa'— bb')+(ab' +a'b)i

0 U ) a— bi e @R L . B ;
z  atbi  (a+bi)a—bi) da+b  a+b' a+b*
z a'—bli )_ aa'+bb' | ba'—ab’' .

| -
=g K== - Xl—=——= = r - -
z Z z (“"' b-’) (au+b|.e a"+b" a?+ p 14
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2= (a+bi )V = a*+2abi + (bi)* = a*+ 2abi — b’

. =d*— b+ 2abi
flet2') = 22+ 222! +2%

| (z—2'F = 22— 222 +2"

|

2t = (2~ 2z +2')

| (z+2z') = 2*+3z%z' + 327" + 2"

| (z—2') = 2"—32%2' + 322" — 2

13

22—z =(z—2'N*+22' +2)
| . ;
B2 = (2 +2')(2" —22' +2")
| | ~ Exercices d’application
Exercice &1
Onpose: zz=3+2i, =—1+3iet z=1—1i
Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres suivants:

w=atatn,z=z2—32,%=id , za=—i8 , 8=aX%, =2,

il -
2 % et zu= Z
| Exercice 4]

Déterminer les valeurs du nombre réel A pour que le nombre
z=(A+i)(A+5—i(A—7)) soit un imaginaire pur.

| Exercice &1

Onpose: A(z)=7'+2z+2 avec z€ C.

1) Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres suivants: A(i); A(1 +i)
et A(2i—3).

2)On pose : z=x+yi avec (x;y) € R*.

a) Déterminer, en fonction de x et y, les nombres Re(A(z)) et Im(A(z)).

b) Montrer que: A(z)€ER < (x=—10u y=0)

Exercice &1
Onpose: S, =1+i+i*+..+i" avec ne N.
1)a) Montrer que : (vne N); 8, —iS, =1—i"".
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— htl
b) En déduire que : S, = l"l‘_i‘i‘

2) Déterminer la valeur de S, dans chacun des cas suivants :

n=4p;n=4p+1;n=4p+2etn=4p+3 avec peN.

Exercice 44

Ona:z=3+2i, z=—1+3i etzz=1—-1i
Donc: zy = z+z+ 2z
(B+2))+(=1+3)+0—1i)
B-1+1)+@2+3-1)i

= 3+ 4;
BBz = a3
B+ 2i)—3(=14 3i)

Il

Il

= 3+2i+3—9i
= (3+3)+(2i— 9i)
= 6-—17i
Et zz = iz
= {(3+ 2i)
= §(9+ 2 %3 X2i+(2i))
= i(9+ 12i— 4)
= i(5+ 12i)
= 5i+ 12¢ o
= 5i—12=— 12+ 5i .
Et 7y = —ig (a—b) = a’—3a’b+3ab*>— b’
= —i(1-i)
= —j(1P=-3X1*Xi+3X1X*={)
= —i(1=3i—3+1)
= —j(—2-2i)
= 2i+ 2
= —2+ 2i

Ets = aX2%
= 3+ 2i)x(=1+ 3i)
= —3+9i—2i+ 6/
e T B
= -9+ 7

Il
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1

Et -2 2
= (=1+ 30
= (—1+3if x(=1+ 3i)
= (1-2%3i+ (3)%) x(1 - 6i + (3i)?)
= (1—-6i—9)1—6i—9)
= (—8—6i)X(—8—6i)
= (8+ 6i)
= 8+ 2 X8 X6i+ (6i)°
64 + 96i — 36
= 28+ 96i

Il

Et 2y = ‘zl';

e o
—1+3i
5 —1-=3i
(=14+3i)(=1-31)
S O T
Capea 1R 10 10

N

|

Etzu = :
info:

(a—b)a+b)=d"— b’

w

+2i

—_—
|
-~

(3+2i)(1 +1i)
(1= +i)
3+ 3i+2i+(2i X i)
Ert
gt5i=0
%1
1+ 5i
2
5
9}

4
Soit A un réel,

» Ecrivons z sous forme algébrique :
z=(A+)A+5-i(A-7))
=AA+5)+(A-7)—iA(A-7)+i(A+5)
=(A+6A—7)+i(—A*+81+5)
Puisque A € R, alors Re(z) = A>+ 64— 7
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et Im(z) =—A*+84A+5.
e z€(iR)=Re() =0
=S A+6A-7=0
= (A=1)A+7)=0
—=A=loud=-7
Donc : z est un imaginaire pur si et seulementsi A =1ou A =—7.
[Exercice &1
1) Forme algébrique de A(i); A(l1 +i) et A(2i—3):
Ona: A(z)=7+2z+2
Donc:
s A(i)=P+2i+2=—1+21+2=1+2;
e Al+i)=0+iy+20+i)+2
=(1+2i+i*)+2+2i+2
=2i+2i+4
=444
e A(2i—3)=(2i—3)V+2(2i—3)+2
=(—4—12i+9)+4i—4
=1-—8i
2) a) Exprimons Re(A(z)) et Im(A(z)) en fonction de x et y:
A(z)=(x+yif +2(x+yi)+2
=x'+2xyi—y +2x+2yi+2
=(x*—y*+2x+2)+i(2xy + 2y)
Puisque x et y sont des réels, alors :
(¢ —y'+2x+2)eR et 2xy+2y)eR
Donc : {Re(A(z)) =yt Oy oD
Im(A(z)) = 2xy+ 2y
b) Montrons que : A(z)ERe=x=—10u y=0

A(z)ER = Im(A(®))=0

= 2xy+2y=0

= 29(x+1)=0

= y=0oux=—1
Donc: A(z)ER e x=—10uy=0.
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Exercice 478

1) a) Montrons que :(Vn e N); S,—iS, =1 —i""'
Soit n € N;;

Ona: S,=1+i+2+.. +i"'+i

Donc: iy =i+ R+ P+ +i*+ i

D'ot: S, —iS, = 1—i"", aprés simplification.
Donc: (VneN); S, —isS,=1—i""

b) Déduisons S, en fonction de »n:

Soit n € N; S, =iSi= 1 =" = (1=i)5, =1 ~i""!

o il

Donc : (‘vmeN);S,,r--ll;ﬁ_f‘%j.—l

2)Déterminons lesvaleursde S, danslescas: n=4p;n=4p+1;n=4p+2
etn=4p+3
Soit € N; 8, =4

net |

=1
Soit p e N;
Sin=4p,alors: "' =" =Y Xi=i
Dans ce cas : S, = g:i =
*Sin=4p+1,alors: "' =" ="y Xi*=—1
Dansce cas: S, = llt: = 1*2'1' £ (IE(:):]I-Z;) - 2(12+ Wi 1+ i
oSin=4p+2,alors: "' =" =" Xi=—1X[=—|

U B e Gt T |
=7 = nE 2
Sin=4p+3,alors: "' ="M =¥ xi=—ixi=1

Danscecas: S, = 11:: =0

Dans ce cas : S,

Résumé : Pour p € N, on a:
Ss=1sin=4p
S=1+isin=4p+1
w=isin=4p+2
Si=0sin=4p+3

Nombres complexes % 445



0 Conjugué d’'un nombre complexe

Définition:
z est un nombre complexe de forme algébrique z = x +iy (ou x et y sont
des réels), le nombre complexe x — iy, noté z est appelé le conjugué de z.

2= xFtyi=x—yi

Propriétés:

Pour tous z et 2’ de C ona: as

7=z ; 2tz =z+7 : zX2 =2X2
=t 220(5)=F2 #0 ;(MmeZ) 240 ; @) =(2)
rrre2re()l oio2mml @
z+zeR (z—z)€iR zxze R

zERe=z=72

2€EIR=z=—72

Remarque:
Soit z=x+iy telque (x,y) ER*:zXz=x*+y* ; 2+ 2=2x; z2— 2= i
ZERe=y=0

zEIR=x=0

" Exercices d’application
| Exercice &1

Soit z un nombre complexe.

Ecrire en fonction de z et z le conjugué de chacun des nombres complexes

suivants :

Zi=iz+1;Z=2+iz7—-5;2=0Bz—1)z+i); Z=

D=
—; avec I,
=7z 27

Exercice 43

Résoudre dans C les équations suivantes :
1) (1—iz)#+2z+1)(z—2)=0 2) 2z+iz=5—4i

27=1
z+i

— r @:zﬁi
1+ 4) =0 ]

3)
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Soit z un nombre complexe.

1) a) Montrer que le nombre A = 72— z* est un imaginaire pur.

b) Montrer que le nombre B = z'+(z)' est un réel pour tout n € N,
2)Soit ne N, et ae R, on pose :

X=Q+ia)+Q1—ia)

Y=(a+i)'—(a—i)

a) Montrer que X est un réel.

b) Montrer que Y est un imaginaire pur.

Exercice r,.

Soit z€ C.
Onpose: A(z)=2*+2z+2
Montrer que : (A(z) € R) < (z€ R ou Re(z)=—1)

Soit ze C".
Montrer que : 2Zz:l ER=(z=zouz+z=2z7)

Exprimons en fonction de z et z le conjugué de chacun des nombres
complexes suivants :

o Zi=iz+1

Donc: Z =iz +1
=ixXz+1
=—jz+1

v L=7tiz—5

Donc: Zi=2"+iz— 5

=Z+iz—5
=(zf+ixz-5
=(z)—iz—5

0 7,=03z—1)z+1i)
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Donc: Z = (37— 1)(z+i)

=(3z-1)x(z+i)

=(3z—1)(z—i)
o s
Vs
Donc: Z, = (fz__%f)
=22
T
E2ati
=z

Exercice £

- 9

Résolvons dans C les équations suivantes :

) (EX(1—iz)(@+22+1)z—2)=0

(E)=(l—iz=0o0uzZ+2z+1=00uz—2=0)
=»(E= -i-—=—iou (z+1¥=0o0uz=2)

—(z=iouz=—1o0uz€eR)
=zeRu{i}

Donc: S=Ru{i}

2) (Bx):2z+iz=5—4i

On pose : z=x+ yi avec (x;y) € R?

(E>) e 2x+ 2yi+i(x—yi) =5 —4i
= 2x+y)+Q2y+x)i=5—4i

2x+y=15
x+2y=—4
= (x=1 et y=—12)
21413
—= I 31
s

e Cette équation n’est définie que si z #—i.
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27—1 Qs - -
zzﬂ. =1+ie2z—1=0+i)z+i)

27— +i)z=1+i(1 +i)
= 2x—yi)-A+i)x+yi)=i
(avec z=x+yi ; (x;y) € R?)

e Résolution :

o R
Donc : .S': { 272 l}
B e
WE:Z o m
* Cette équation n'est définie quesi z# 2 et z#— 1.
+Résolution : soit z€ C—{—1;2}

Onpose : z=x+ yi avec (x;y) € R*.

™~

(B) = (z+i)z+1)=(z—2)(z—i)
= ztiztiz+t2z=i
=0+)z+Q2+i)z=i
= (1 +i)x—yi)+@2+i)x+yi)=i

= 3x+(2x+y)i=i

‘:{3x= 0

2x+y=1
—E=0ety=1)
=Z7=1

donc: S={i}

!, Exercice 457

!: 1)a) Montrons que : A € iR
| Méthode 1: (A € iR e A=—A)
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A=—A, donc A estun imaginaire pur.
Méthode 2: A =72 —7°
=(z—z)z+2)
= (2iIm(z)) X (2Re(2))
= 4iIlm(z) X Re(z)
et puisque Im(z) € R et Re(z) € R, alors A est un imaginaire pur.
b) Montrons que B est un réel,
Méthode 1: B = 7'+ (z )
=7'+7
= 2 Re(z")
Donc: B est un réel.
Méthode 2: (BE R < B=B)
B=2+7'2B=7+7
>B=7+7
=>B=B
B =B,donc B estunréeltout n€ N.
2) a) Montrons que : X € R
X=(+ia))+(l—ia) avecacR'.
Méthode 1: X = (1 +ia) + (1 + ia)' = 2Re((1 + ia)')
Donc: X est un réel.
Méthode 2: X =(1 +ia)' + (1 —ia)
= +ia) +(1 —ia)
=(1—ia)'+( +ia)
=X
X = X, donc X estun réel.
b) Montrons que Y € iR ;
Y=(a+i)f—(a—i)

Donc Y est un imaginaire pur.
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Méthode 2: Y= (q+ i) —(a—i)
=(a+if —(a—iy
=(a—i)y—(a+i)
==l(a+iy—(a—i)]
=-Y
Y==Y,donc Y estun imaginaire pur.
Az)=2"*+2z+2; zeC
Montrons que : (A(z) € R) = (z€ R ou Re(z)=—1)
Soit z€ C; A(Z)Eﬁﬁmzﬁl(z)
=7 +2+2=2"+2z+2
—=2°+2z=7+2z
—=7—-7'+2z-2z=0
= (z—z)(z+2z)+2(z—2)=0
—=(z—z)z+z+2)=0
—z=zouztz=—2
= z€R ou2Re(z)=—2
e z€ R ou Re(z) =—1
Donc: (A(z) e R) e (z€ R ou Re(z)=—1)

lm
22=1

Montrons que : = eR=(z=zouz+z=2z27)

Sit z€ C”; on pose : Z=2~%}L

IER=Z=7

i o
Z z
=2z-1)=7"(2z—1)

=27 —=217"-7"

=2272(z—2)—(z—2z)z+2)=0
=(z—z)2zz—(z+2)]=0
—z=z o0u22z=2+7

2z

‘ Donc:z%leli{g(z‘—*'z_ou 2+z2=2z7)
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@ Représentation géométrique d’un nombre complexe

Définition:

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;u ; \7)
- A tout nombre complexe z = x + yi , avec x et y des réels, on associe le
point M de coordonnées (x;y) dans le repére (O;u;v ) du plan, appelé
plan complexe.

On dit que M est le point image du nombre complexe z (ou le point M est
I'image du nombre complexe z ) et on écrit: M(z ),

Le vecteur OM est le vecteur image de z , et on écrit OM(z)

- Inversement, a tout point M(x;y ) du plan, on associe le nombre complexe
Z=% iy

On dit que z est I'affixe du point M, et on note zy . On dit aussi que 2 est
Iaffixe du vecteur OM , et on note zom . 1|
« Si A et B sontdeux points du plan, alors I'affixe du vecteur AB estz, -2
on écrit:_zm = Zg — T4

« Laffixe du point S tel que: OS = OM + OM’ est zs = zu + Zu-
(le quadrilatére OMSM  est un parallélogramme).

. (ABCD est un parallélogramme) < AB = DC
= (ZB e A o ZD)

« L'affixe du point P tel que : OP = k.OM / y )

avec k réel,est z, = kz . ' |
» Les deux points M(z) et M'(—z) sont :| -------- ' M(z) f
symétriques par rapport au point O (l'origine r =k ":’

du repére). 4 s l
. Les deux points M(z) et M”(z) sont | - 4”
symétriques par rapport a Iaxe réel (Iaxe des I,\ M(-2z) ‘oM '(U'
abscisses). e |
« Laffixe du point I milieu du segment [AB | est le nombre complexe:

g = &atzs
2

» Les points A, B et C' sont alignés si et seulement si i-:—:-gf- est un réel
(A, B et C sontalignés) < (Fk € R) ; BA = k.CA

<=>(Elk (= R) STzt k(ZA = Zr')
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. Exercices d'application. -
[Erercice £1 3
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (O;u;v ).
On considere les points A, B et C' d’affixes respectives :
u=3+2i;zz=—2+5iet zz=—5+2i.
1) Placer les points A, B et C'.
2) Déterminer I'affixe de chacun des vecteurs : AB ; AC et BC .

3) a) Déterminer l'affixe du point D tel que le quadrilatéere ABCD soit un
parallélogramme.

b) Déterminer I'affixe du centre / de ce parallélogramme.

4) Déterminer l'affixe du point G barycentre des points (A,2) ; (B,3)
et (C,—1).

xercice &1

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (O, u;v).

Soit z un nombre complexe non nul.

On consideére les points M(z); N(z); P(—z) et O(=z).

1) Quelle est la nature du quadrilatere MNPQ?

2) Donner, en fonction de z l'affixe du point K défini par:

IMK — 3KN + PM = 50P -
Solutions

Exercice £11 13
1) Figure :

s~}

Q
. 8

Vv
OL X

1
o

) Affixe des vecteurs : AB ; AC et BC :
vim=zm—z2=(-2+5))—(3+2i)=—5+3i
Donc : AB(=5 + 3i)

les coordonnées du vecteur AB sont (—5:3).
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e w=z—2=(=5+2))—(3+2i)=—38
Donc : -8 est I'affixe du vecteur AC .
Les coordonnées du vecteur AC sont (—8:0).
e De méme on montre que BC(—3— 3i)
donc: BC(—3:—3)
3) a) Affixe du point D :
ABCD est un parallélogramme si et seulement si AD = BC .
AD=BC = %p— 2= 2w
=== 33
=7 =3+2i—3-3]
& Zp =1
Donc le point D a pour affixe —i, ses coordonnées sont (0; — 1).
b) Affixe du point / :
ABCD est un parallélogramme, donc son centre / est le milieu de ses
diagonales [AC] et [ BD].

I milieu de [AC].:.ZF_Z-L‘ZEZ:_'
LB 25 i

e il 5]

sz =—1+2i

Donc le point / a pour affixe —1 + 2i, ses coordonnées sont (—1;2).
4) Affixe du point G ;
G est le barycentre des points (A,2) ; (B,3) et (C,— 1),

e 2%: %zi_l % _ S+ 1T

Donc : G(;Sl- An l}i).

Exercice £1'5
1) Natureu quadrilatere MNPQ:
R e e

o Zp=zr—20=—272—(-2)=7—2
Donc : zmwr = Zor,

d’oti: MN = OP et par conséquent MNPQ est un parallélogramme.
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Deplus : (MN) L (NP) (car (MN)//(O:v) et (NP)//(O:u)
et (O;u) L (0;v))

Donc : MNPQ est un rectangle.

2) Affixe du point K : 2MK — 3KN+ PM = 5.0P (*)

(M) = 2(zc—20) = zv—z) * 20— 2= 52
& 5z = zu + 62p + 324

2= +(z— 62+ 37)

Définition:

Soit z un nombre complexe tel que: z = x +yi avec (x;y) € R’

* Le nombre réel positif Jzz est appelé le module de z noté: |z |; et on a:

|z|=|x"‘)’f|=\/§=1}x’+ 2 = OM ol M est le point d’affixe z .

Propriétés:
Pourtous z et z' deC,ona:
el=lzl=1=z|=lz]et]z|[= 0e=2=0

slzxz’ |—|z|><|z| |~|—- |avecz%0 |Z | ||—~etz#0
22£0;(VvneZ);lz"|=]z I

slztz|=z | +z et |z — 2| |z |+]z | (Inégalité triangulaire).

Remarque : i o
*Pourtous z et z' de C avec z#0,ona: —;— = T-ZHF et "ZE: = *Z-[;ZXTE"
*AB=|z— | =2~ 2]
' Exercices d’application
Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants :
zrz-%—l@- 2 =—y/3 +2i
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z=cosf+isinf avec 0 € R u=aX2

2020 l

s=8"; =5 z7=%;zs:5><(—zz)3><5§

Z

| Exercice £t
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u;v).
Déterminer les ensembles suivants :
E={M@/|z+3i+2|=|1+i[}
E={M@)/|7-1+2i|=|z+1-il}
E={M@)/lz+7|=|z[}
E,={M(2)i(z—2i)(z+2i) =9}
Es={M(2)/|z—2+i|< 2}

E={M@E e iR}

" 2=2+i

(Exercice £13
Soit z un nombre complexe tel que : 7#2.

Soit u un nombre complexe de module 1 tel que : u # 1.
Z— Uz
1=u

Montrer que : est un réel.

| Exercice §13
Soit z et z; deux nombres complexes tels que :

lz]=]z|=1et aXzn#—1

On pose : Z= 1Zl'1'+z2:

Montrer que Z est un réel.
| Exercice &13

Montrer que : V(z;2) € C*;|z [ +|zf = %(Izt +zf+|z—zf)

Montrer que : (Vze C); !RG(Z)l‘/gl m(z)| <|z|=|Re(2)|+|Im(2)|

Montrer que: (Vz€C);|z|<1=>Re(3+4z+7)=0
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Erercice S0 3

Calculons le module de chacun des nombres complexes suivants :
8 HL__@._/_LZ (__\/i)z_

|Z'|—|2 2 i|= 5 ) =1
Nol=l=y3+2il=/(-/3) +4 =47

“|z|=|cos@ +isin@| = y/cos’d + sin’G = 1

|ul=laxzl=lzlX|zl=v7

Nzl =122 =z = 1
e e T
[Zﬁl_l-?d'_[qu_ 7
S ol

|Z?| ]Z1 Ile ﬁ

Nl =1z % (~2) X Z3|
=|z:|X|=23|X| 23]
=|a|x|zlXx|zf
=77 (car |z |=]z|=]=zl)

Exercice £L%

Déterminons les ensembles suivants :
o E={M@)/|z+3i+2|=|1+i[}
Méthode géométrique :
Soit z€C; M(z) EE = |z—(-=2-3i)|=|1+i]
= AM = /2 avec A(—2 - 3i)
= Me? (A;\/E)
Donc: E, est le cercle de centre A et de rayon ﬁ
Méthode algébrique :
Soit z € C; on pose : z=x+yi avec (x;y) € R
Mz)EE |z+3i+2|=|1+i] Rappel :
=|x+2)+(+3il=ya  F-aV+O-bF=r e
— (x+ 2P+ (y+3f=2 I'équation réduite du cercle de

: centre Q(a;b) et derayon r.
—=Me % (A(=2-3)/2) 58) s
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Donc : E, est le cercle de centre A(—2;— 3) et de rayon 2 .
o B, ={M@/lz—1+2i|=|z+1-il}

Méthode géométrique :

Soit z € C;

M@)EE =|z—-(1-2)|=|z-(=1+1i)|
=|z=01=-2i)|=|z=(=1+i)| ; (car | 2| =|Z])
= lz=(1+2i)|=|z—(=1+D)]
> AM = BM ; (avec A(1 + 2i) et B(—1+1i))

Donc : E, est la médiatrice du segment [AB].
Meéthode algébrique :
Soit z€ C; A(x;y) € R?*/z=x+yi

M@) EE, e |z—1+2i|l=|z+1-i]
=|x—-1)+2-y)i|=l(x+1)+(y—1)il
=x—-1Y+Q2—yP=E+1y)+(y—-1y)
= 4x+2y—3=0

Donc : E; est la droite d’équation 4x+2y—3 = 0.
On peut vérifier que cette équation est bien celle de la médiatrice de [ AB].
* Es={M@/|z+z|=|z[}
Soit z€ C. On pose z = x+ yi avec (x;y) € R?
M) € Es = |z+z|=|z]
= |2x|= /' +y
= 4 = x*+ y
= (3x—y)3x+y)=0
e y=y3xo0uy=—y/3x
Donc : E; est I'union de deux droites (D,):y = y/3x et (D,):y =—3x.
o By ={M(2)/(z—2i)(z+2i) =9}
Soit zeC; M@ € E = (z-2i)(z+2i)=9
e (z—2i)(z—2i)=9
=|z—-2if=9
=|z—-2i|]=3
= IM = 3; avec 1(2i)
= Me ¢ (L,3)
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Donc: E; est le cercle de centre [ et de rayon 3.
o B={MQ@)/|z—2+i|< 2}
Soit z€C; M(z) €Es = |z—2+i|<2
— QM < 2;avec Q(2—1i)
Donc: Fs est le disque de centre Q(2 — i) et de rayon 2. (Frontiére comprise
: Disque fermé)
« E={M@ 12 e iR}
Soit z& C—{i}; M(z) € Fs = 2ti o g

7

(Z+_E‘)-= Z11
= 7=
—.-{;é-z Z__i *

(*)e=(z-i)z— )=+ i)(—z—i)
ez iz =7z 7 4]
= 2z2=2
= z2z=1
=|z[=1
1=a|z|= letz#i
—=O0M=1et M+ A(i)
= Me (2 (0;1)-{A})
Donc : Es est le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point A(i).

+ b= {Mr 22t e )

Soit z€ C—{—1+3i}; M{Z)EE:'EZ;]J"}?:?ER
z—23ri_)= z2—2+i
S\zF1-3i) z+1-3i

2—2—i _ z-2+i
z+1+3i z+1—-3i

—

=(z=2-i)z+1=-3))=(z+1+3ifz—2+1i)
= zz+(1=3)z+(=2—i)z+(=2—)1=3i)=zz+(=2+ i)z + (1 +3i)z+ (1 +3i)(=2+1i)
=(3—4i)z+(—-3—4i)z=—10i

On pose : z=x+yi, avec (x;y) € R’ tels que : (x;y) #(—1;3)
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M(z) € E; e (3 —4i)(x—yi)+(—3 —4i)(x + yi) =— 10i
e (—8x—6y)i =— 10i
=—8x—6y=—10
—=4x+3y—5=0
Donc: E; estladroite d’équation 4x + 3y — 5 = 0 privée du point A(—1 + 3i).

| Exercice &9

Montrons que : zl__u;—eR
Soit ze C telque: z#zetue C—{1}telque |u|=1.

. A= 2fTUZ
Onpose: A= =

#i) =] T Rappel :
; e et 7 o i : =
Méthode 1: A (l—u) 1—u AeR= A=A
Ul B s slcaruu=|ul =1)
uu—u :
aluemg smug
ulu—1) 1-u
Donc: A est un réel.
Méthode 2:
‘Ona:ul=1=uu=1
@HﬁL
[/
il
’Donc:A=Z1__“z= “1 =HL_Z -7
U 1____: u_l
u
Donc A est un réel.
Exercice &13 o
Ty e A L )
Montrons que : Z TEzr est un réel.
> [ZFE). _nte
1+zz/ 1+z: X7
s
=_z!_1+—zaT (car |z|=1e 2 1)
Hlnges Z
]+Z|X22
2tz
= mp _ziy_
az Tl azntd
2122

Puisque Z = Z, alors : Z est un réel.
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Montrons que : V(z;2) € C*;|z [ +| z [ =%(| a+zf+lz—2zl)
Soit (z;22) € C?
Natzf = (2 + 2zt 2) = (2 +2)(z +22)
=az1tnz:t22:+t %2
=|zf+|zf+zz:+ 2z
o lz—zf= (2 —2)(z—z)
=|al |zl -2z~ 2z
Donc:latzl tla-nlf=2(zF tlzl)
Dotr: |z f+|zf = *12'[|2n+z3|2+|z1—Zz|2]

Exercice £

cL

Soit ze C

|Re(z)|'2|1m(2)l <|z|=|Re@|+|Im(2)|

Onpose: z=x+ yi avec (x;y) € R?

Montrons que :

Ona:
o [z|= P+ y?

[Re@+[Im@] _ x| +]y]
72 /2

+ a3
+ Montrons que : lx_"/__zl_}’l STy

Nous allons utiliser un raisonnement par équivalence successive :

5 SvEHy ey S 2+
= x'+2|x|x|y|+y < 2(x* +y)
e xt+y —2|x|x|y|=0
=(x|=lyly=0
Puisque la proposition (| x|—]|y |} = 0 est vraie pour tous réels x et y,

e i
alors la proposition % < /x> +’ estaussivraie.

- |Re(z)|+|Im(z)]

<
ﬁ —|Z|

Don
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* Montrons que : | z| <|Re(2)|+|Im(z)| Clest-a-dire : x> +y* <|x|+]|y]
(V2 +yf=x+y =|xP+|yF =(x|+|y]f - 2|x|x]y|

or =2|x|x|y[< 0, donc: (V& +y?) <(|x|+|y[f

Dol : /' +y* <|x|+]y|

Donc: | z| <|Re(z)|+|Im(z)|

Conclusion: (Vz€ C); |Re(z)|‘/+§|Im(z)| <|z|<|Re(z)|+|Im(2)|

Soit z€ C; montronsque: |z|<1=Re(3+4z+7)=0

On pose : z=x+ yi avec (x;y) € R*
o Z2+4z+3=(x+yif +4(x+yi)+3
=(x*—y' +4x+3)+(2xy + 4y)i
Donc: Re(3+4z+7)=x'—y +4x+3
==X =y +Ax+2+1
=2(x*+2x+ 1)+ 1= (x> +y?)
Jzls1o /@y <T20H D +1-(2+y)
=x+y' <1
S 1—(+y)=0
= 2(x b1 )bl () =0
= Re(3+4z+2°)=0
Donc: (Vz€C);|z|<1=Re(3+4z+7")=0

P Argument et forme trigonomeétrique d’un nombre complexe non nul

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0: ;")

Définition:

Soit z un nombre complexe non nul et M le point
Mo ' M(z)

d’affixe z.

On appelle argument de z et on note argz, toute |

5 S v
mesure en radian de I'angle orienté (u;OM). S :
On écrit : argz = (u;OM)[27 | | URC———
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Remarque : 0 est'unique nombre complexe qui n’a pas d’argument.

Soit z un nombre complexe et & un nombre réel. On a:
e(z eR)e(z=0ouargz) = kr ; (keZ))
«(zeR") = argz) = 2kr;(k €Z)
s (zeR) e argz)=nm+2knr;(keZ)
+(1€iR) = @=00uarg(z)=5 +kn ke
+Si:b>0,alors:arg(bi) = 5 +2%n; k €Z
+Si: b <0,alors: arg(bi) = —"72!-+2k72' 1k €7
- (Argumentde —z ): arg(—z) = w+arg(z) + 2km ; k €Z
-(Argumentde z ): arg(z) =—arg(z) + 2km ; k €Z
Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul ;
Soit 2 un nombre complexe non nul tel que: z = a+bi avec (¢;b) € R?
et (@;b)#(0;0) et|zl=r (reR")

Onpose arg(z) =027 ] ona: g0 =

[

sinf= <
donc: z=a+hbi= rcos@+irsinf@ = r(cos@+isinf)
Lécriture : z = |z |(cos@ +isin @ ) avec 0 = arg(z)[27 | est appelée
forme trigonométrique du nombre complexe non nul z.
Si z est un nombre complexe non nul tel que: z = r(cosa + isina)
avec > 0, alors | z| = r et arg(z) = o[27]
Si z et 2’ sont deux nombres complexes non nuls

alors: z=27' <= (| z|=|7| et argz = argz[27])
Remarque :
'cos@—isin@ = cos(—8 )+ isin(— )
| —cosltisinf= cos(zr—ﬁ')-f—isin(;r—ﬁ)
—cosB—isin0 = cos(wr+0)+isin(x+0)

sinf +icosf = cos(g—*ﬁ )+£sin(-€——5)

Nombres complexes . 463



Propriétés :

1 arg(zXz')=argz+argz’[27 ] : (pourtous z et z' de C’)

2 arg(zl) =—argz|27 | : (pour tout z de C*)

£ arg(-fT)E argz —argz [27] : (pour tous z et z' de C)

¢ arg(z") = nargz|[27 | pourtout n de Z et z de C
Propriétés:Si: z = r(cos@+isinf ) et z' = r'(cosa +isina) avec
r>0etr’ >0alors: zXz' = rr'(cos(@+a)+isin(6+a))

S o 1
i r(cosﬁ+lsm5) (cos( ) +isin(— 0))
L_r(coscx-!—;sma)_L S e
Sllee= dmen ey ~(cos(@ =0 )+isin(@—0))

et z' = (r(cos@+isin@)) = r'(cos(nf )+isin(nf))

et —z=—r(cos@+isin@ )= r(cos((x+8)+isin(zr+8))

et z=r(cos@+isin@ )= r(cos(— ) +isin(—6))

Propriété :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v') soit
A(zs) ; B(zs) ; C(z¢) et D(z») quatre points du plan.

ona: (w;AB) = arg(z, — z.)[27 | et (AB;CD ) = arg(i" — ;‘ )[27{]
Alignement de trois points:

« A ; B et C sontalignés si et seulement si drg(
(A ; B et C sont2 a2 distincts)
« parallélisme et orthogonalité de deux droites:

(AB) // (CD) = arg(22=2 )= kz ; keZ

z—z) km ; keZ

(AB)_L(CD)«:::oarg(;”_z’)= T-+km ; keZ (telque A # BetC #D)

Remarque :

« L'écriture z = [r;@ | ne représente plus une forme trigonométrique!

» Toute forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul doit s’écrire
forcément: r(cos@+isin@) ol r est un réel strictement positif (je mo-

dule) et @ un réel (un argument).
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_ Exercices d’application
Dans tous les exercices suivants, le plan complexe est muni d’un repére ortho-
normé direct (O:u:v ).

Donner un argument de chacun des nombres suivants :

z,=-‘/zi ; z;=*ﬁ 3 =i

a=1-i ; a=+v3-i ; 2=—1—y3i
e
=2 X2 ' i 'zi‘ ' in= 2’.'}020

Exercice 113
Soit A, B et C les points d'affixes respectives :

1) Montrer que : g _g =i

2) En déduire la nature du triangle ABC.

bercice 18

Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants :
a=3+i ; z=-2Y3i-2 ; z=(—-V3)1-V3+(/3-1)i)
2+/3+(2/3 +3)i (1 1-24/3 )
= s
e o o
On considére le nombre complexe z = \/2 = \@" D=t \/3
1) Calculer z* puis | 2’| et arg(z?).

1) En déduire une forme trigonométrique de z.

3) En déduire les valeurs exactes de cos %g— et sin "%721- puis celles de cosf%
o

et sin {7

4) Construire les points A, B et C d’affixes respectives z; —z et 7’.

bercice -8

Onpose : @ =—m—5/m

1) Calculer @* puis en déduire || et arg(a@).

1) Déterminer chacun des ensembles suivants :
E={M@)/iazeR'} ; E,={M(2)/ o’z € iR}
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Exercice £1°]

466 ¢

BB
2

7= et 5~ € R, donc: arg(a) = 0[27]
o z=—y/7 et —/7 € R, donc: arg(z) = 7[27]
» 7z =i donc: z; est un imaginaire pur avec Im(z) > 0,
d'ou : arg(z) = %—[271’]
L :_%‘ donc: z est un imaginaire pur avec Im(z) < 0;
d’ots : arg(z) E""%[zﬁ]
® 7. = 2{”9
Méthode 1 :
arg(zs) = arg () [2r]

=2019arg(i)|2x]

= 2019><-?2T—[27r]

E—£[27r]
Méthode 2: z: = Y =" X i =(*)’ X i=—i
Donc : arg(zs) = arg(—i)[27]

zm-% [27]

czu=1+i o|z|=|1+i|l=2

e Soit € un argument de z.

L e(zﬂ) e ﬁ
cosl = I ( ) J[ S0 = %—[27{]
sinf =~ - VL [

| 2 2

Donc : arg(z) = i{-[ il

o u=1—1i

Méthode 1: % = 2, = arg(z) = arg(z) [27]
= arg(z) E—%-[br]
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Méthode 2:

al=li-il=v2 4{

Donc : arg(z) E—%‘[ZE]

‘Zs=»/3_r—_i
Hlal=1v3—il=2

va= 2B - L) = 2(oos(~E)+ isin(~2)

Donc : arg(z) E—%—[Z?T]

U 39="]_\/§i
slal=|-1-4Bil=2
1
[cosﬁ=—“
2 4w
+ z =0==[27]
lsint?-————‘gg'— :

Donc : arg(zs) = %&[271']

* 20 =2 X 25 = arg(zi0) = arg(z X 2) [27]
= arg(zw) = arg(z) + arg(z) [27]

= arg(zn) 5*%— + —4%-[271‘]

= arg(zm) = %[271']

On peut écrire aussi : arg(z.) E—%‘;“r- [27]

u= %: = arg(z,) = arg(-zz-:-) [27]
= arg(zu) = arg(z;) — arg(z) [27]

= arg(zn) E-%*F%—[br]

= arg(z) E—T’% [27]

2020
o7

v 2= 2 = arg(z) = arg(23™°) [27 ]

= arg(z2) = 2020 arg(z:)[27]
- arg(z.) = 2020 X (— ) [27]
= arg(zn) =— 5057 [27]

= arg(z,) =—n[27]

= arg(z.) = 7 [27]
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(Exercice £
1) Montrons que : %Ta- =i

a _ (5+9i)—(1+3i)
a  (7—i)—(1+3i)
_4+6i
6—4i
_ i(—4i+6)
6—4i

|

=1

2) Déduisons la nature du triangle ABC:

=2 =il iol=[i|=1

=|lc—al|l=|b-al
= AC = AB

§24=iman(i=t)=um r
= (AB) L (AC)

Donc le triangle ABC est rectangle isocéleen A.

Exercice £ §

Ecrivons sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants:
LISl \/g 47
Ona:lz,|=|\/§+i|=2

Soit £ un argumentde z .

0035=R—|§~%’Q=-‘é§-l =
Gl t=>0= 5 [27]

sinf = PEn I

Donc : z.=2(cos%-+isin—g—)
o =—2-2/3i
*lal=-20+y3)|=2[1+/3i|=2%x2=4
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= 4(005(75 + %‘) 2 isin(?r i %))

Donc : z» = 4(005(43 )""Sm(‘i?:r))

va=(i—y/3)1 =3 +(/3 - 1)i)

Onpose: z=i—y3 etz =1—/3+(/3-1)i

Onaalors: zz =z X7’

— X o
Donc_{lz."tl |Z| IZI

" larg(z) = arg(z) + arg(2) [27]

el =li-y3]=2
i =2 f

5 —

(cos--sé£ + isin%&)

Donc : arg(z )—5-7!-[271']

dZl=11=v3 + (/3 -1)i]
=l1-/3|x[1=i|l=(/3-1)xy2

=(/3-1)(=1+1i)

RS
(3 /2{cos +isin)
= \/—*l)\/—(cos( )-i-zsm( é—r))
mthbﬂf?nf'ﬂf—f

et: arg(zg),, 6 37{ [27]

:'—Ti“ [27r]

I[
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Dol : 2, = 2(v/6 — 1/2)(00*( )+zsm( ?2))

_2+y3+(2/3+3)i
=43 +(2— )i

x=2+/3+(2/3+3i)
S pase {Y=2—fi+(2—ﬁ)i

On a'a[ors ru= i-/(—

*» X=02+/3)+/3(2+/3)i
=(2+4/3)(1 +3i)

—(2+\/3)><2( ‘/3 )
=(4+2/3 )(008-3—+:sm-3—)
Donc: | X|=4+2/3 et arg(X)= %—[271']
Y=02-v2)1+i)
=@~ /D3 G+ )
=(2ﬁ—2)(cos—g--+isin%-)
Donc: |Y|=2y2 -2 et arg(Y) E%‘ [27]

*lal=| )= 1= ;;22“; (2+/3)(/2+1)
* arg(z) = dfg()}g)lz’?]

= arg(X) —arg(Y)[27]

Ez?f- 7{[2”]

ET%[%"I

Dot : zo=(2+/3)(/2 + l)(cos—l% 4 isinl—%)

2020
.Zsz(%_ﬁul_%ﬁ-)

Onpose: Z= %—_ 3 _,1___?:‘/_3[ On aalors : 2o = 2%
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2= 2 = (2B L) 7

z=(2‘/§w 1_)\/5(_,[2_%@-)_ ﬁ(gﬁ— !

5 )(— cos% + z‘sin—g—)

2 2
= (23[-6“2—_ ‘/E )(cos 34— +isin %f")

Donc : arg(Z) = %[27{]
~ 2020
%7 = 720 =>llz_“l:':-|Z|?r“20 :(2\/52 1/2)
arg(z:) = 2020arg(2) [27]

arg(zs) = 2020 X -3217;— [27]
= 15157 [27]
= [2r]

(-

(cosm +isinm)

Donc: zs =

1=y2—y3—iv2+/3

1) Calculons z*: * 2=2-/3-2i/2—-/3)2+/3)—(2+/3)
=—243—2i

{|2l=]-2v3 - 21= yi6 = 4

tp=—2/3-2i= 4(—“1/-2—3——"1"i)= 4(005——%—+ isin 72—)

Donc : arg(z*) = [27r]

J) Déduisons une forme trigonométrique de z:
H2l=lzf=4=]zl=V4=2
2 i ST
varp(h) = [27]= 2arg(z) = [271']
= arg(z) = "l'f' [7{]

= arg(z) = % [27] ou arg(2) s——?-g- [27]
Re(z) =|z|cosf

or Rl (ou 0 = arg(z)[27])
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Donc: cos@ > 0. Or cos—%- <0et cos(-%) >0
Donc: 0 = ~_1—527—r~
Par conséquent : z = 2(003( ?2 )+ rsm( ?‘g ))

S

3) Déduisons les valeurs exactes de : cos57- 12 sin-~ 12 AelefoTinry 12 et 51"12'

L z=v2-y3-iy2+43
nnac" z= 2(005(%))— isin(-%

Do

\/ 3
A 12 %‘ % R
Or cos(%) = cos(-g-—ﬁ) = sm%

4) Construisons les points A, B et C:
OA=|z|=2

pueppm— T T
(#08) =%+ % [2n]
Donc le point A appartient au cercle de centre O et de rayon 2; de plus

A e

(E:_DT{) E—‘?ZL + 1—7% [27] on peut donc placer le point A avec précision
(voir figure).
° 7y =—7=—2,,donc B estle symé-
trique de A par rapporta O (origine
du repere).

oc =|z|=4
e (Eb;(;‘:)“:‘zﬂr%[wr]

Donc : C appartient au cercle de

centre O et de rayon 4, de plus
(2:0C )= + 7—6T- [27], on peut donc

placer le point C avec précision. (voir figure)
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Donc E, est la demi-droite [OA) ou A est le point d’abscisse 1 tel que :

(ﬁzgﬁx)s%[ml (voir figure)  , (F3),

Y

(Ez)/
@ Notation exponentielle d’'un nombre complexe non nul

Définition:

Soit z un nombre complexe non nul;

Si:|z|=r et argz =0[2x ] alors z s’écrit sous forme : z = re” ; cette
écriture est appelée forme exponenticlie du nombre complexe z.
Etona: r(cos@+i sinf) = re”.

N exponenuaelie et operanions

Rlatmds e o ey L ns

Soitz=re’ etz' =r'e” telsque r >0 et r’ >0

Ona:zXz ' =re® Xr'e” = rr'e"""
| 1 15 .i 1< re""" r -0
T =i—g " [QH=r= -= e ")
2y Rl T 5 Fla? —F
z2=re®=re™| eti—z=—re® = re'*”
: X ei’.\' e—u ix +e'—gx
Pour tout x de R,ona T et cosx = 5

MaAatvure
Hvre

(VOeR):;(vneN):(cosf+i sinf ) = cos(nf) +i sin (n0)
Clest-a-dire: (%) = ™

Exercices d’application

| Exercice £23
Mettre sous forme exponentielle chacun des nombres suivants:
— D (o el ! T V(ST |5
1) 21 = 2(cos5-— i sin"5) : 2) z;= 3(— cos 5 +i sin
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3) 2= 2(~ cos—g——i sin %—) 4) 24 = —ﬁ(cosﬁ""f e .lzrl_)
S}Zt_gi 6)Z6=-—7
7 z=2+2i 8) zx=—43—3i

Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe z dans chacun des cas

suivants :
1)z=—‘/-§—i—_ 4) 2=03-3i)(~1+i)
2) 2 j—*f’ 5) 2= i(1+y3i)(— 1 — i)’
- 2016 = ‘/g_i
3)z=(1-+3i) G)Z-—'('—_‘m}')—z

l- 1) Montrer que :
Z e a: L8
a) (VveeR);1+¢"= 2:.:05(-2-)(32
b) Montrer que : (V(a,b) € R*);e“+e" =2 cos(g:z;b-)ef(%")

(V(a,b) € R2);e — ¢ = 25in( 95 2 )ol3"3)

Il-On pose : u =1 +i/3 et v=y2(1+1i)

1) Ecrire sous forme exponentielle les nombres u et v
2)On pose 1 =(y2 + 1)+ i(v2 +3)

Ecrire ¢ sous forme exponentielle.
lll- Soit r € R! et 96] T 27{[

On pose : z = re”

. = n g —
Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe Z=z—¢"3 2

1) Soit x un nombre réel tel que 0 < x < 27
Déterminer, suivant les valeurs de x, une forme trigonométrique de cha-
cun des nombres complexes suivants :

Zi=1+cosx+isinx ; Z,=1—cosx+isinx ; Zz=1—sinx + icosx
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2) Application

Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme trigonométrique

13

a=ltstad z2=1——‘é-§—+%i ; u=2+/2-iy2

3) Soit & un nombre réel tel que : -% <if< %

tand

Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe : X = TE il

| Exercice &3
Soit @ un réel de I'intervalle ]0;%[.

1 +cosa +isina
J1+sin(2a) + iy/1 —sin(22)

Déterminer | Z| et arg| Z|
Soit ne N"\ {1}

Onpose: Z=

n—1
Onpose: u=¢r et S, = Zsin(-kh&)
n=1 k]
1) Calculer 7= > u*
k=0
2) En déduire que : S, = = S ~
tan(ﬁ)

 Exercice £1]
Linéariser chacune des expressions suivantes :
f(x) = sin*(x) : g(x) = cos’(x) X sin’(x)

1) Ona: i 2(005—25—:' sin—gg-

dex
s

= 2(cos(F) +isin (M) = 2e
donc: z; = 2¢ %
2) Ona: z;= 3(— cos%-!—i sin—?—g—)
= 3(003(71' = %*) 3 isin(n‘ = %-)
167

- 3(cos(§7&)+isin (é%{-)= 3e’T
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Exercice 413

1)Ona:: z= ,ﬁ_i; et —2= 2(cosm+isinm) = 2e"”

3

Et: \/§+£= 2(-—2-'—+-2~£): 2(cos 6 + isinz )*— 2¢'

2 ot ilr-X 2
Alors: z = Ee‘.—fj= ¢!t 8) = o
e

s

Sz

it o

Donc:z=e¢e'®
2)Ona:z= —‘}—ifi— et D4 0i= 2‘/§(~‘/§5—+z’-l2—2—)= 2/2 %

et /3+i= (‘/3 +5i )=2e‘§’

donc:z—-z‘/_e 1/_ 155 dou z—1/2€i2

e{‘:
3) z= (1 —y/3i)™
ona:|1-i/3|=2

Donc: 1—iy3 = 2(17-—5—‘/25-)— 2(cos( 3 )+;sm(—:{£))= 2¢ %
D'ol: z= (2e-i%-)zuu. = D6 , 216y _ Q2016 ,-i6727)
Ainsi: z = 2*"°e" ou 7 = 916 , i

4) z=(3-y3i)(=1+1i)
Ona:|[3—i/3|=/9+3=/12=2/3

Donc: 3—j/3 = 2f(2‘/_ 2‘/‘%)
2/3(5 - §1)
2ﬁ(cos(——)+:sm(—6£))

=2\/§e %
Etona:|—1+i|=v2
Ponc: = L#i -s/Z( o )
(os(n'-*-—)+zsm(7r —E—))
—'/2( ---+zsm3f)»-\/§e“}f’
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Dol z=(3- /3= 1+ )= 2/3 ¢ xy2e ¥
= 2/6 %) = 2./6 &%

5)z2=i(1 +iV3)(=1—i)

Ona:ei=e'%

e 1+y/3i= 2(-—12—+£l/—§v)= 2¢'%
G M :—/_( V2 ‘/_) V2 ¥

Donc: z=i(1+y3i)(=1-i)°
= i x2e% x(/2) e
47 NV v
= 4,/2¢"F (car ((Sf—g— 47 = %75))
& 4‘/58 i3

V3

Ona:e \/5*:’=2—-;2)_2e %
* ("’2""21)2: 4(]—1)2:—81= Se“i‘;—

26 --‘I%- I (‘-—‘i— } l i
= — —— i S
Donc: z 8o Tc ze”
I-Soit @ un réel ;
o | + em — e’-%' N e“-‘%‘ L ei-%- e e;‘%—
= ¢ (e + ¢%)
- ei_c{)_ x (2 COS(%))
Donc: 1 +¢“ 2003( )e’g
¥ l—e" =gt Xet—¢f Xt Rappel :
=t (et ~e't) " +e ™= 2cosx
= (_ 2i sin(%)) e"—e™ = 2isinx

= 2sin (%) X e"ﬁ’r— X o'%
= 2sin(5 ) x et
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Donc: t = 4008(‘27%“)6%%
lll- Ecrivons Z sous forme exponentielle
Ona:z=re’ et Z=z—¢3z
Donc: Z=re’ — e X e
= r(e? — e'5%)

+ Vérifions si sin(ﬁ - ~6—) >0

AT LR e
3<¢5'< =73 6<6’ e

=:-76r<6 76(<_721'_
Donc:sin(f? )>O;etcomme 2r>0

2
Alors : 2rsin(9 - %)e"% est une écriture de Z sous forme exponentielle.

bercicel 3

1) Déterminons une forme trigonométrique de 7, ; Z et Z,

s /Zi=1+cosxt+isinxy;0<x< 2w
=] +¢"
=5 (e + ')
=% % 2005(%)

= 2008(%)(005(%) t 551"(%))

» Etudions le signe de COS(%)

0<x <2 =«>0<%<7r

05i () < % < % c'est-a-dire 0 < x < 7 ; alors cos(%) >0

Donc une forme trigonométrique de 7 est:

L= 2{:05(% )(cos( 2 ) = tsm( g ))

o g = 121-— c’est-a-dire x = 1, alors cos?zL = cos(]-zr-) =0 donc z=0

Dans le cas Z n'admet pas de forme trigonométrgiue
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e Sj % < —2’5 < 1 cest-a-dore m < x < 27, alors cos(*%") < 0, donc
|Z|==2cos 5

2=~ 2c08()(~cos(5) - isin(3))

7z ==2cos(5 )(cos(% + )+ isin(5+ 7))
Cette derniére expression est une forme trigonométrique de 7,
o 7/»=1—cosx+isinx
= ] — (cosx — isinx)
=1l—e"
=¢ "1 (¢t — ¢ %)
iR (2isin(%—)
= ZS.in(-%)e‘% X1

=2 siﬂ(%) X ¢3-3)

ZSin(%)
et par conséquent, Z, = 2sin (%) (cos (*g— = %—) s isin(-% = -%—))

or 0 < 2 < 1, donc sm(2)>0 d'ou | Z|=

Cette expression est une forme trigonométrique de 7.
® Z:;=1—sinx+icosx

=1 +cos(“72r—+x)+ isin(%+x)

= 1+ F
= 2005(§-+%)(cos(%- 2)+:sm(g +"2{))

0<5E<m—Tr<ftic <3

05i%—<%—+-§— -g,cest-adlreo<x -g—

<
alors COS(%'{'%) > 0, donc | Z]|= 2cos(%+ x) et par suite

Zy= 2005(%—- o) -%)(cos(-au + i-)-l- is'm(-;l- o -%_,C—))
Cette expression est une forme trigonométrique de Z;.

e Sj %+32‘— = %, c'est-a-dire x = 2 alors cos(g %) =(,donc Z=0;

dans ce cas Z: n‘admet pas de forme trigonométrigue.

T S

Si % < -1—+-§ < c'est-a-dire ; —2— < x < 2x ; alors cos(—ﬁ—'+ )< 0

(ST
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donc |Zs|=“2005(-{4£+—§)

Donc: 7, =—12 cos(% + %)(ﬂ cos(%- 4+ %) = isin(% + ’2‘))
= cos(-ﬁl + %—)(cos(—g— + 5%)) ¥ isin(% + %—75)

(ette expression est une forme trigonométrique de 7.

2) Application : Ecrivons chacun des nombres complexes suivants sous

forme trigonométrique

‘/3

va=1+- 2!

=h
=N

=1+ cos?-ﬂsn

ool §led) )

S

T

= Zu)s(-i-z-)(005(1—7r2)+ Jsm(lé-)) (d’aprés 1) car 0 < 1Zr2_ <5 )

bt e
=] —cos 6 + isin 6
[méme forme que z. de la question 1) avec x = ;—é: et 0 < 32‘ <y

s .= 2 oo - )+ i~ )
= 2sin({f3)[cos($5) + isin( 35))
v6=2+y2—iy2
=2(1+cos T —isin %)
= 2(1 + cos(~ L) + isin(~ %)

= 2[2003(*%-)((:03( )+15‘”( %))]

=4 cos(%)(cos(—-g-) =k zsm(—'g*))
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3) Ecrivons X sous forme trigonométrique

tan @
[ +itan@

T

o S i
X= avec 2<6’<2

e 1+itan0 = 1+£sm8
cos @

FHI (cos€+ isin®)

3 ﬁl“ 0
cos

Donc X = timﬁ’ﬂ sinfe™

cosh°
S —*% <0 <0 ;alors sinf < 0, donc | X|=—sind

Donc X =—sinf(—cos(—8)—isin(—8))
=—sin@(cos(r — )+ isin(xr — ))

Dans ce cas , —sin@(cos(m — 8) + isin(xr — @)) est une forme trigonomé-
triqgue de X .

eSi @ =0, alors sinf = 0, donc X =0

dans ce cas X n’admet pas de forme trigonométrique.

°eSi0<B< %—-, alors sin@ > 0, donc | X |=sin@, d’ots

sin@(cos(—@) + isin(—@)) est une forme trigonométrique de X .

Exercice 4§

1+ cosa +isine
V1 +sin2a + 44/1 — sin 2@

Calculons |Z| et arg(Z) ot Z=

o | +cosa+ising=1+e“
=2 cos(%‘)e‘%

o y1-+sin2a = \/—'!‘LOS %“20’)

= \/-Zicos(i{ a')l
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.QE]O;.E_[#:Z& SRa
=0<7 o<1
= cos(F — ) > 0

Donc : 1+ sin2a = /2 cos(§ — )

e méme : v1—sin2a = y2sin(% - a)

Donc: 1 +sin2a +iy1—sin2a = y2(cos(%-— @)+ isin(Z- - 2))

= /2 i)

n=1
1) Calculons 7'= ) u*
k=0

Soit ne N\ {1}
Ona:T=1l4+u+u’+. +u’+u!

ulr=ut+w+uw+. . +u'+u
Donc: '—ul'=1—u"

: S o
or:u#1,donc T= =0

Ona:

-uw=1-(")=1—e"=2
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*1=u=1-¢ér

= 2sin (%;)eﬁ?'%} (voir I’exercice 26 - 1)
2

Donc: T'= 2sin(—%%)e"“§‘a“§)

Dol : T= —1——eE-5)
sin(%!-)

2) Déduisons que S, = —*l“,{-‘—
tan(z—n)

k=1
ut = e = cos(i%r—) o+ ISIH("I%!?L)
Donc: T'= "Zl,u* = Ecos(%) +1"Z_ism(~kn£)
k=1 k=1 k=1
D'ou : S, = Im(7)
Py : o] {E-£)
or, d’apres la question 1), 7= 3 e\
sin(75)
4 S o e Coly (1 S
Donc : Im(7) lsin(%i-) Xsm(2 Zn)
A e S i (5
Donc: S, Sin("%;) Xcos( Zn)
Dot : S, = tan(lzin)- ((vne N'\{1}); car --:g? E %[27{])

Exercice - g

slinéarisons f(x) = sin’x

e,( R e—i'.\'

Soit x€ R, ona: sinx =~
DONC & by el it
sin’(x) 8 (e €
e -é.—.((eu')l i 3(65\—?6..-{: + 3eir(e—ix)2 lis (eu)q)

—sleing g o]
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= %[2isin(3x) — 3 X 2isinx]

=— -}Isin(Bx) an %sinx

D'ou: f(x) = —‘—}f sin(3x) -+ %sin(x)

s Linéarisons g(x): g(x) = cos’x Xsin'x;x € R
i < ei'x_e-—it

°Ona: sinx = eor

Donc : Sinz(x) = (ilg_)T( ¥ =2+ e"ilt)

I i ~ikx
= —Z"(e’?“*' ex—2)
o o8’ (x) = (g_-_t-q_e_)
—_ __2]_5_[81’5.\' + Sei-!.x X e-ir_l_ loei].r X e“i‘h + 10eizx b4 e-Bx + Sell\‘ X e-x’-{x + e-‘r'.'ax]
— _215_[8:'5:_'_6-1'5«_1_ S(ei.'i(_.l_e--i_h)_l_ lo(eu +e—i.v)]

Donc :
cos’x X sin’x =— %(e’*‘ + e = 2)[e®+ e+ 5(e™+ e ™)+ 10(e*+ ¢ )]

_— .5_?[8!'7.\ + e-i?.t 4 S(Eiﬁx + e“."fx\') + 10(6!.'1 + ¢ -i.‘u} + ei}.\' L Ser'.r + loeu'_l__ e-i.\\
HiSei+ 10e” — 2+ ™) — 10(e+ e ¥) = 20(e* + ¢°)]
=_,§1F[eﬂx+ e-ﬂ'a+ 3(81“5.1+ e—rﬁx)+(e!!x+ e—;\x)__ S(eu+ eu’)]

A 21_?[2 c0s(7x) + 6.cos(5x) + 2 cos(3x) — 10 cosx]

== ilf,— cos(7x) — —23; cos(5x) — 'j[? cos(3x) + :?—,. cos(x)

Donc: g(x) =— 314— cos(7x) — '6_395 cos(5x) — -511 cos(3x) + 'Gsz-cos (x).

M\ Racines nieme d’un nombre complexe non nul -
W&/ Equations du second degré dans

1) Racines nieme d’un complexe non nui
Définition:
Soit z€ C" et n€ N tel que n =2

On appelle racine n“™ de z, tout nombre complexe X vérifiant: X" =z
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fenme

 Cas particulier : Racines n™ de l'unité

Soit n€ N\{0;1}

s Tout nombre complexe vérifiant z" = 1 est une racine n®™ de l'unité
{c'est-a-dire 1)

» Vensemble des racines n®™'unité est : u, = {e"‘? ke{0;1;-;n— l}}
Yee{0:l;-(n—1D}; u= (%) = ul avec u, = &

3 3 sy . = : i
¢ Les racines cubiques de 'unité sont: |; j et j avec j=¢'3

Remarques :

¢ J=7 s =1 e L+j+=0

« Les points A,(1); A,(j) et A:(j°) sont les sommets d’un triangle équilaté-
ral inscrit dans le cercle de centre O (origine du repére) et de rayon 1.

« Si z est un nombre complexe non nul de forme trigonométrique re” et
n € N\{0;1}, alors les racines n*™ de z sont les nombres complexes :

5= \/;e‘ﬁ'"lfii} avec k€{0:1;2;--;n—1}

2) Equations du second degré dans C
a) Racines carrées d’un complexe non nul
« Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées (et elles sont
opposées)
« Si z=re"”; (r > 0) alors les racines carrée de z sont :
a=vret et u=—z=—yret = Jrelt
+ Si z=a+ bi avec (a,b) € R?, alors on cherche des réels x et y
tels que : (x + yi)’ = a + bi pour déterminer les racines carrées de z.

b) Résolution d’équations du second degré dans C

Soit a, b et ¢ des nombres complexes tels que a # 0
Pour résoudre I'équation : @z’ +bz+c¢ =0

On calcule le discriminant A = b* — 4ac

-Si A = 0 I'équation admet une racine double : z =——2%
-Si A # 0, soit 0 une racine carréede A : 6*=A

L'équation admet dans ce cas deux solutions :
_=b+d -
== ‘_“z‘a"“' (S —%—5—
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' Exercices d’application

Exercice &5 5

1) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe a = 4(—1 +iy/3)

2) Déterminer les racines quatriémes du nombre complexe b = 84/2 (1 + i)
Lrercice £24

1) Résoudre dans C I"équation : z° = 442 (— 1 + i) et écrire les solutions sous
forme algébrique.

2) En déduire la valeur exacte de cos(llz*) et sin(*ll—lg*)

Déterminer les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
& :_7’1{ ’ L= hﬁ; ; =2 ke =—2i
5==5-12i ; 2=1+2/2i ; z=—1-4y/3i; a=35c—y2i

Exercice £78

Résoudre ans C les équations suivantes :

(B):2—2z+2=0

(B : 2+(3+4Dz—1+5i=0

(E) : Z2(1—=2) =16

(E):22—2(1+cosa)z+2(1 +cosa)=0

(E) : z+3z=(2+iy/3)| z|

1) Résoudre dans C I'équation :

(E): 22+ (1 + 27"+ (= 1 +5i)z— 2i — 6 = 0 sachant qu’elle admet une so-
lution imaginaire pure.

2) Résoudre dans € I'équation :

(B : 22+ 2(1 +i)z* + (= 6+ 5i)z— 9 — 3i = () sachant gu’elle admet une so-
lution réelle.

3) Résoudre dans C I'équation :

(E): ' =21 =)z — 42— 2(1 +9i)z+ 15 = 0 sachant qu’elle admet une
solution réelle et une solution imaginaire pure.

1) Déterminer les racines 7ieme de I'unité

2)Onpose: z= eFiu=z+2+7 etv=247+7
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a) Montrer que les nombres complexes u et v sont conjugués

b) Montrer que Im(u) > 0

c)Calculer u+v et uXvy

d) En déduire la valeur de u etde v

e) En utilisant les questions précédentes, déterminer la valeur de chacune des
sommes :

§ = cos 2£ + cosi£+ cos -&7-[ et o= igm(_:;%g_)

[Exercice £ 114

1) Déterminons les racines cubiques de @ = 4(—1+iy/3)
e Ecrivons a sous forme exponentielle
Ona:la|=4|-1+iy/3|=4x2=8,donc:

1 V3

as 8(“‘7“‘7)
= 8( cos( 3 )+ zsm(g;))

= 8cos( 55+ isin(57)

— 89‘-:’?_’»l

2T % .

a=8e7 , donc les racines cubiques de a sont les nombres :
{2, 24

2= 2¢5%) avec k € {0:1;2} (car /8 =

c'est-a-dire: z = 2e"5 7 =2e ¥ et L= 2e o = = 2¢ -5

2) Déterminons les racines quatriemes de b
b=8y2(1+i)

~8./2 ><J2(-‘-@~+l/-2-- )

= 16(003 2 Tisin —4*)

= 16¢'7

Les racines 4iéme de b sont les nombres z = 2(3(‘5”":‘1 ) avec k €{0;1;2;3}

i/ ;257
Cest-a-dire z, = 2¢'16 ; s a = 29 T . = 2@‘*? et zz = 2¢' 1
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(Exercice £+

1) Résolvons I'équation :
=4y2(-1+i)
Résoudre cette équation revient a déterminer les racines cubiques du nombre
complexe A = 4/2(—1 +
Ona: A=4y2 X2 ( ‘/_ )

—feof3E)isn(2E)
— 8ot
Donc les racines cubiques de A sont les nombres complexes :
2= 2645 %) avec k €{0;1;2}
Les solutions de cette équation sont donc :
=2¢'%; 7= 20 et 7, = 2e'T
Ecrivons ces solutions sous forme algébrique.
étant donné que _1,1127F et 119 27[ ne sont pas des valeurs remarquables dont on
connait le cos et le sin, nous allons procéder autrement :
Puisque z, = 2¢'% est une solution de (E), alors: zi = 4y/2 (= 1 +i)

Donc (E) e 7' = 4\/5(— 1-+19)

—=7=2
2V
4=o(—z;') =1 (car z # 0)
Donc ;Z;] est une racine cubique de 'unité. Or les racines cubiques de I'unité
sont 1; j et j avec j=¢ ¢ ; donc £ =1ou —Z-“_,f ou —z-*;

2%
Dloli: 2=2 OU Z=jz OU 2= j X 2

Donc: z=z = 2(—‘/:—+’[2—-) f—l—ﬁz

= _(_.1_+1/.-.. )(,/2 +4/21i)
= "fz—f +£‘/—2 2

ou z=(—_—-‘/: )(\f2+\/21)
—.F+ﬁ (*[§:£)
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2) Déduisons les valeurs exactes de cos —11177{ et sinlllTﬂ

d’apres la question 1) le nombre complexe 261" est une solution de I'équa-
tion (E)
21 = 2(003%+ isin%%r-) comme cosl—ll%r— <0 et sin—li%‘i >0
alors cette solution correspond a _‘/22_ \/ﬁ + i /6 ;J?.
llz\_ —vV2-416
Donc[cos(lz )“ 4
Lm(un)zJE-Ji
12 4

Déterminons les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :

]
& =50

z1 € R<, donc les racines carrées de z; sont: iy —z et ﬁi\/:zn
V2
2

e A2 3
c’est-a-dire : z—‘g—_— et —i

° 7= 1:’41
2 € R!, donc les racines carrées de z, sont vz et —y/z cest-a-dire —Jzi
o z=2i

Déterminons Z tel que : 72 = z,
Méthode 1 :
On pose Z = x + yi avec (x;y) € R
Z'= 7 (x+ yi)’ = 2i
x*—y + 2xyi = 2i
==X
|x+ il = |2i]
(= =0 )
= 1{2xy= 2 (2)
X yi= (R

En additionnant les équations (1) et (3), on obtient : 2x’ = 2
Donc: x=1ou x=-—1

D'ou: y=1ou y=—1
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Or x et y sont de méme signe car xy > 0 d’apres (3), donc {ﬁz :

Dou:Z=1l+iouzZ=—1—1i

Donc les racines carrées 2i sont [ +/ et —1—1i

Méthode 2 : 7= 2
=14+2i—1
=1+2i+7

sllFi)= (- 1 =9
Donc | +i et —1 —i sont les racines carrées de z;
=2
On peut utiliser la méthode 1 ou la méthode 2 et on peut aussi utiliser le ré-

sultat précédent :
2i= (140 =—2i=—(1+1i)?
=—2i = i*(1 +i)?
=—2i=(i—1)*
Donc —1+i et | —i sont les racines carrées de —2i
°» zx=—5—12i
On peut utiliser la méthode 1 ou la méthode 2 pour faire apparaitre une iden-
tité remarquable
zs=—5—12i
=—5-2X2X3i
=—9+4—-2X2X3j
={3i) = 2% 2 X3i+2*

=(2—3i)°
Donc 2 — 3i et —2 + 3i sont les racines carrées de —5 — 12i
e %=1+2/2i
=2—1+242i
=(y2) +2/2i+#
=(y2+if

Donc \/i +i et —s/f — [ sont les racines carrées de | + 2\/517
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o z=—1—4/3i

=—1-2X%24/3i
=3—4-2X%X2y/3i
=(/3Y —2x2/3i+(2i)’
=(y3 - 2if
Donc /3 — 2i et —/3 + 2i sont les racines carrées du nombre — 1 —4J§i
B RN
* 5 =75~ y2i

Déterminons Z tel que 7’ = z

On pose Z = x + yi avec (x;y) € R?

7’ = 7y = (x+yi)? ='%'g“—\[§i
[.@cz—*y2 =:g~%~ (1)
= {xy=—Yt (2)

x2+y2=-g’—g~-—ﬁi|=%% (3)

En additionnant (1) et (3), on obtient : 2x* = %

Donc : x=-§— ou x:—%_
De (3) — (1) on obtient : 2y’ =-‘91-
v2

Donc y =Q ou y=—~—3—

Or x et y sont de signes contraires d’apres (2), donc :

<=3 [x=-3
Zﬁ ou 3 »/%
b2 -2

N

D'ou : —%—— -—‘g—i—i e —% Ti sont les racines carrées du nombre complexe z

Exercice/ ™

Résolvons dans C les équations suivantes :
e (E):7—2z+2=0
A = b*—4dac
=4—8=—4 = (2i)*. On peut choisir § = 2i
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A=(=2(1+cosa))—4 X 2(1 +cosa)
=41 +2cosa + cos’a — 2 — 2 cos ]

=4(cos’a —1)
=—4sin’a
= (2isina)*
+ + 2isi A
Donc: z = 2(1 COS(;) 2ESING =1+cosa+isina

ol —:2isi St
etzg=2(1 COS%) 2lsma=1+cosa‘—zsma’

Donc: S ={1+cosa+isina;1+cosa—isina}

v (E) : z+3z=(2+iy3)|z|

On remarque que cette équation contient z; z et | z| ce qui nous incite a po-

ser 7= x+ yi avec (x;y) € R’

(B = (x+yi) +3(x—yi) = (2 + iy3 )/ + ¥’
= 4x— 2y =2/ + ¥ +i 3+ y)
_x=2/2ty

_2y=./§>(”‘x2+y2
2= [Ty
—
2y =—\/§ X 2x
Cy=iEe )
2% =/ x>+ 3x* = 2| x|
y =—J3x
x=0
Donc: z=x—+v/3xi avec x =0
l'ensemble des solutions de 'équation (E5)

est: S={zeClz=0—-V/3i)x ; xeR'}

Dans cet exercice, nous allons utiliser la propriété sqlivante :

Soit P(z) un polynémedans C dedegré n : P(z) = Zakz* avec do, th, o, dy
des nombres complexes et a, # 0 i

*Si @ est une racine de P(z) c'est-a-dire: P(a@) = 0, alors il existe un unique
polyndme Q(z) de degré n—1 telque: (Vze C) ; P2 =(z—a)0(2)

1) Résolvons I'équation () sachant qu'elle admet une solution imaginaire pure
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Soit z la solution imaginaire pure de (E;), donc: Jy € R/z, = yi
(2 solutionde (E)) = 2+ (1 +2)z+(—1+5)z—2i—6=0
==yYi—(1+2)y'+(—1+5)yi—2i—6=0
(=Y —5y—6)til=y =2y —y—2) =0
ﬁ{y1+5y+6=0 (1)
yY+2y+y+2=0 (2)

Il est plus simple de résoudre |'équation (1) : c’est une équation du second
degré qui admet pour solution —2 et —3
Parmi les nombres —2 et —3, seul —2 vérifie aussi I'équation (2)
Donc —2 est 'unique solution du systeme précédent et par suite z,=—2i
est I'unique solution imaginaire pure de I'équation (£))
Onpose: P(2) =2+ +2)Z+(—1+5)z—2i—6
Ona:P(—2i)=0,donc 3(b,c) € C*, Yz C, P() = (z+2i)(Z+bz+0)
Calculons b et ¢
Ona:
o (z+20)(Z+bz+e)=2+(b+20)Z + (c+2ib)z+ 2ic
Donc; par identification, Db oie [yt
PR)= (z+ 20+ bz+c)e=3ic+2ib=—1+5i
2ic=—6—2i
= b=1letc=—1+3i)
Donc: VzeC ; P(2)=(@+2)(Z+z—1+30)
* (E) = P(2)=0
—=z+2i=0ouz+z—1+3i=0
—=z=—2iouz+z—-1+3i=0
e Résolvons dans C I'équation: z°+z—1+3i=0
Le discriminant de cette équation est :
A=l —=4(=13)=5="12i
=9—4—-2X3X2i
=32+(2i)*—2X3X2i

= (3 —2i)*
: I Sl SR
Les solutions de cette équation sont z = 3 =—2+i
S :_1_;5‘__23_;21 sei

Donc I'ensemble des solutions de I'équation () est: S =12i; —2 +i:1—i}
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) Résolvons dans C I'équation (E,) sachant qu’elle admet une solution réelle a

Déterminons a
(asolutionde E») e a’ +2(1+da*+(=6+5)a—9—-3i=0
= (@+2a¢—6a—9)+2a*+5a—3)i=0
a+2a—-6a—9=0 (1)
<=“’{2az+5a—3=0 (2)

les solutions de I'équation (2) sont —3 et é—; parmi ces deux valeurs, seule
-3 vérifie aussi I'équation (1) donc —3 est l'unique solution de ce systéme et
par suite zo =— 3 est la solution réelle de 'équation ().

Déterminons les deux autres solutions

npose: P =2 +2(1 +DZ+(—6+5))z—9—3i

P=3)=0= (3(b;c) € C*)/(Vz€ C); P(2) = (z+3)(Z+bz+ )
Or:(z+3)(Z+bzt+c)=22+@B+b)7+(Bb+c)z+ 3¢

b (3 e 2010
Donc par identification : 1Bhid st 65
l3c=—9-3i

Yol: b=—1+2ietc=—3—i
donc P(2) = (z+ 322+ (=1+2Dz—3—i)
)= P(2) =0

=z=—30uzZ+(—1+2D)z—3—-i=0
lediscriminant de cette derniére équationest A = (— 1 +2i)*+ 12+4i=9
fes solutions sont : z; = I—_—%Li ==l=ret a=— g oot el
lonc 'ensemble des solutions de I'équation (E,) est :

S={-3;—-1—-i:2—i}

JJRésolvons dans € I'équation (E;) sachant qu’elle admet une solution réelle
¢tune solution imaginaire pure
E): 2 =2(1—=DZ —472—2(1+9)z+15=0
npose: P(z2)=z2'—2(1—-iz —4z2"—2(1 +9i)z+ 15
na: (£y) e P(z2) =0
'Soit zy un imaginaire pur, donc il existe un réel y tel que: z, = yi
[z solution de (E;)) <= P(z) = 0
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= i)' =200 =D)*—4@i)*—2(1+9)yi+15=0
= (y'+2y'+ 4y’ + 18y +15)+ 2y’ —2y)i=0
S {y4+zy=*+4y2+ 18y+15=0 (1)
2y’ =2y =10 (2)
Les solutions de I"équation (2) sont 0; 1 et —1; parmi ces nombres, seul —|
vérifie aussi I'équation (1)
Donc z, =— i est la seule solution imaginaire pure de I'équation (E:)
» Soit z une solution réelle de (F3)
Onpose z7 =x avec x € R
(z solution de (E3)) e P(x) =0

Sx=-2(1=-Dx—4x*—-2(1+9)x+15=0

= (=2 —d4x*—2x+15)+i(2x’ — 18x) = 0

‘:.{x"—Zx:‘—4x2ﬂ2x+15=0 (1)

2x'—18x=0 (2)

Les solutions de I'équation (2) sont : 0; 3 et —3; parmi ces valeurs, seule 3
vérifie aussi I'équation (1)
Donc: z = 3 est la seule solution réelle de I'équation (E:)
eOna: P(3)=0 et P(—i)= 0, donc il existe un polynéme Q(z) de degré
2 tel que:
vzeC ; P(2)=(z—3)(z+i)Q(2) avec Q(2) =2+ bz+c¢; (b,c) eC

Or:
(z—3)z+D(@+tbhzto) =@ +(i—3)z— 3 +bz+e)

=z'+(b—3+i)Z+ (c+bi—3b— 37 + (ic — 3¢ — 3ib)z— i
Donc, par identification,
b= 3-+r1=—2(1=1)
c—3b+(b—-3)i=—4
=3¢+ (c—3b)i=—2(1+9i)
=3ic= 15

Onobtient: b=1+i et ¢ = 5i

Donc P(z) = (z—3)(z+ i)(2* + (1 + i)z + 5i)

e P@Q)=0e=z—3=0o0uz=—iouzZ+{1+iz+5i=0)
Résolvons I'équation: 2+ (1 +i)z+5i=0
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A=(1+i)’—20i=—18i
A=—18i==2iX9=(1—i)*X3

[ _=1=i+3=3i _, ..
] ¥ 4 i 2 _1 2!
les solutions de cette équation sont.‘lI e ;

Donc l'ensemble des solution de I'équation () est: S = {3; — i; 1 — 2i; —

iercice €13

1) Déterminons les racines 7ieme de 1

. o PRy, igi.-:g_
les racines 7ieme de l'unité sont les nombres complexes u, =¢e'’

ke{0;1;2;--:;6}
2)a) Montrons que v = u

Méthode 1 :
Nau=z+2+z2=eF+eT +e'T
e = 3+ >+ 7

=T+ T +eT

= _ ;105 12z
Donc: v=e¢'7 +e" 7 +e'7
ot _l%rr 271' [2 |

':-".- '— :"’:"
Donc: v=¢7 +e7 +e7 =u

1=u; donc u et v sont conjugués

Méthode 2 :
=240 ==+ +
=>F:-1-3-+—lg- % (car |z|=1)
=>F=Z + : —T,;(carz'=l)
z Z
= yv=7't7+z
=>U=u

Donc u et v sont conjugueés :
b) Montrons que Im(u) > 0

2n Az B
Ona:u=¢e¢7 te7 te?

I
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Donc : Im(u)zsin(z’;, )-i-‘»m('fl}r )+sm(8—;r--)
)l - s

Pmsque la fonction sunus est strictement croissante sur [0 3 ]

et 0 < -? < %& 7 alors: sm( i ) < bln—z%{*
Donc: sm%’r‘-— qm-g > 0 et comme sin 47 > 0;(car 0 < —4-;.~ <)
ar 2r

alors : sin—=-+sin 5 —sin = 7 >0

Donc : Im(u) > 0

c) Calculons u+v et uXvy
euty=ctiztrtz+o 4+

Donc: zX(u+v=72+z2+z2'+7++7

Dou: (u+v)—z(u+v)=z-7

g
Donc:u+v2~%—-:§~-'(car z:0])
=2l:— ;(car 2/ = 1)

=—1
Donc: u+v=—1
s U Xv=izhr 2N E+ 7 +20)
=Z—1+Z(\+Z?+Z§+z?+zs+z7+zg+zlo
a0 L il ot e i ) oy 95

=z"(ll:zz)+ 27"

Or:Z =1,donc:uXv=2

d) Déduisons u et v

utv=—1
Ona:
{u Ky=2
Donc : u et v sont les solutions de 'équation : X*—SX+P =0
cest-a-dire: X’+X+2=0
Le discriminant de cette équation est A =—7 = (iy/7)

] ([ - — + H -
donc ses solutions sont - -l-—ziﬁ et -1—2 l-—‘ﬁ—
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Or Im(u) > 0,donc: u = -___'%____‘ et y=—"pl

e) Déduisons les sommes s et S

= coszTn-i- cos-f'jf:,.l-IrcOs%{L

2R E_‘?l J'.xi
Ona:u=¢e7+e7+e'7
Donc: s = R.(u)

Ona: u+v'—_u+};¢_=2Rr(H)

Donc: s = é—(u +v) =-%

10
k=4
10
=2, Im(z")
k=4
10
-inf32)
k=4
BiaiuXv=2 tzbetel b e + 2027

10
Donc: 2= z'+2;(car /= l et u Xv= 2)
k=4
[t}

Doli: D.2=0

k=4

Par conséquent Im(z 2*) =0

Donc: S=0

1) Translation

Soit ¢ la translation de vecteur u (zz) . Soit M(z) et M'(z") deux points du
plan complexe. '
(M@)=M'(z) = MM =u .'
=z -z 2z .
= 2'=ztz

Vécriture 7' = z + zz | est appelée l'écritu- )
re (ou expression) complexe de la transla-
tion ¢ de vecteur u (zz); avec M(z) ; M'(Z) et (M) =M’
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] nOomMonetie

Soit 4 I’'homothétie de centre le point {w) et de rapport k (tel que k un

réel non nul) oiie L G

Soit M(z) et M'(z) ona: ki

han(M(z)) = M(z) = OM = k.OM M
= '-w=k(z—w0)
= 7' =kz+w(l—k) M

z' = kz+ w(l — k ) est appelée I'écriture (ou Q

expression) complexe de ’homothétie /..

cas particulier : (le centre de I’homothétie est I'origine du repeére).
'écriture de I'homothétie de centre O (I'origine du repere) et de rapport
kest:z =kz

Remarque : Le centre £ d’'une homothétie est I'unique point fixe ou invariant
(c’est-a-dire h(Q) = Q pour k # 1 (ou k est le rapport de h)).

2\ Db
2 RnOTAION

Soit 7 la rotation de centre () et d’angle @ ona: r(Q) = Q.
Soit M(z) et M'(z') telsque M#Q ,ona:

Fao(M@)= M'(z) e {i/fﬁ—_%ﬂ_‘_ w
(QMQM’) = a[2x]
lz-w|=z' - ]
C# -—_
drg(—z——-a!ji) e|2r7]
Iz et [ a
o 'z | N u
Q
arg(zZ 755 )_ el 2]
— X
=0

= z'—w—sf (z— w)
e 72’ =¢"z+w(l —e)

Cette derniére écriture est valable pour M/ = Q)
' —w=e¢“(z—w)ouz = e“z+w(l —e™) est appelée I'écriture (ou
expression) complexe de la rotation r de centre Q(w) et d’angle @

ou: H(M(z)) = M'()
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Cas particulier: (le centre de la rotation est |'origine du repere).
LUécriture complexe de la rotation  de centre O l'origine du repére,

etdangle @ est: z' = €“z
Remarque : Le centre () d’une rotation r est I'unique point invariant (c’est-
a-dire r(Q) = Q) (dans le cas @ # 0[27] ol @ est 'angle de la rotation).

" Exercices d’application

Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé (O;u;v)

1) Déterminer dans chacun des cas suivants:

La nature de la transformation f qui transforme tout point M d’affixe z en
un point M’ d’affixe z tel que :

Az=z—1+3i

b7 =3z+6i—3
97=(h+ P v 1/

d7=—z
e =2
flf =—2z

2) Soit S la transformation qui, a tout point M(z) associe M’ (z") tel que :
Z=iz—1+i

a) Montrer que I'ensemble des points invariants par la transformation S est

une droite (D) dont on déterminera une équation.

b) Montrer que : ((D) est la médiatrice de [ MM']) = S(M) = M’

en déduire la nature de la transformation S'.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O:u;v )

On consideére I'application F qui a tout M(z) associe le point M’ (z") tel que:
7=u’z+u—1ou u est un nombre complexe.

1) Déterminer I'ensemble E, des valeurs de u pour lesquelles F est une
translation.

2) Déterminer I'ensemble E, des valeurs de u pour lesquelles F est une ro-
tation d’angle %
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3) Déterminer I'ensemble FE; des valeurs de u pour lesquelles ' est une ho-
mothétie de rapport —2

4)Onpose: u=1—i

Montrer que F est la composé d’une rotation d’angle -72£ et une homothétie

que I'on déterminera.

Exercice /7 |

1) Déterons la nature de chacune des transformations suivantes :
a) fTM@)— M (Z)IZ =z—1+3i
Soit M(z) un point du plan
fM@) =M (Z) =2z =z—1+3i
= 7—z=—1+3]

e MM’ =w avec w(— 1+ 3i)

Donc f est la translation de vecteur w(— 1 + 3i)
b) f: M@ — M ()2 =52+6i=3 Info:
Soit M(z) un point du plan siz =aztbetzn=anth
c AM@D)=M'() =7 =3z+6i-3 Aoz -n=ak=2)
Puisque z’ est de laforme az+ b avec a = %— € R, alors f est une homothé-
tie de rapport k = -%
e Déterminons le centre Q de cette homothétie
(Q(z) centrede f) = f(Q)=Q
== -g-z £6i—3
=z=2—4i
Donc (2 — 4i) est le centre de ’homothétie f.
On peut vérifier que: AM(z))=M(z") =z —z0= %(z —Za)
c) f:M@z)— M'(Z)]Z = (é— + -[;—i)z+ 1—y/3i

Z est de laforme az+ b avec a = -;*+ *2--3--1'; puisque a € C et |a|= 1,

alors f est une rotation d’angle arg(a) c’est-a-dire d’angle —g—
e Déterminons le point fixe de f
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fM@)=M () =7 -2=e%(z-2)
Donc f est la rotation de centre Q(2) et d’angle %
d) f:M@)— M (Z)]7 ==z
° Puisque les points M(z) et M'(— z) sont symétriques par rapporta O (ori-
gine du repére), alors f est la symétrie centrale de centre O : f= S,
* Remarques :
o 7 estdelaforme az+baveca=—1€R et b=0
donc f est ’lhomothétie de centre O et de rapport — 1
e 7' =¢"z,donc f estlarotation de centre O et d’angle 7
Donc cette transformation f peut étre considérée:
- une symétrie centrale de centre O
- une homothétie de centre O et de rapport -1
- une rotation de centre O et d'angle 7
e) [ Mz)— M )=z
Puisque les points M(z) et M'(z) sont symétriques par rapport a l'axe des
abscisses, alors la transformation f est la symétrie d'axe I'axe des abscisses :
= Sen
f) f: MR — M )z =—2
Puisque les points M(z) et M'(—z) sont symétriques par rapport a I'axe des
ordonnées, alors la transformation f est la symétrie d’axe (oy) (I'axe des or-
données) : f= Suy
2) S:M@QD— M @) =iz—1+i
a) Montrons que l'ensemble des points invariants (ou fixes) par S est une
droite
Soit M(z); on pose z = x + yi avec (x;y) € K’
(M estinvariantpar S) < S(M) =M
csz=tz—1+i
sxtyi=ilx—y)—1+i
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= k—yt+tD+iy—x—-1)=0
x—y+1=0

o {y =
Donc 'ensemble des points invariants par f est la droite (D) d’équation :
y=x+1
b) Montrons que : (S(M) = M’) < ((D) est la médiatrice de [MM'])
Soit M(z) et M’ (z') deux pointsduplan.Onpose: z=x+yi etz =x"+y'i
avec (x;x';y;y) € R
Soit w(1;1) un vecteur directeur de la droite (D) : y=x+ 1

' + e
Soit / le milieu de [MM’]; alors I(Liz‘_if_‘l’_zl)

i MM .w = 0
((D) est la médiatrice de [MM']) =, (D)

1(x—x’)+(y—y')=0

=x iy =y=11+ix+1)
—=x ty =ilx—yi)—1+i
=7 =iz—1+i
= M = S(M)

Donc : (S(M) = M’) > ((D) est la médiatrice de [MM’])

e Déduisons la nature de la transformation

Puisque :

e l'ensemble des points invariants par S est la droite (D)

{’ (S(M) =M') = ((D) est la médiatrice de [MM’])

Alors la transformation S est la symétrie d’axe la droite (D).

1) Déterminons les valeurs de u pour lesquelles F' est une translation

4
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F:M@)— M (Z)IZ =uz+u—1

(F est une translation) e u’ =
—=u=louu=-—1

Donc: E ={—1;1}

2) Déterminons I'ensemble E, {

; , /S
(F est une rotation d’angle o) ) = e 12{, 2]

lu*| =
S 2arg(u) [27{]
lul=1

—

arg(u) = %[JT]

—u=e% ouu=et
Donc: E, = {e'T e’T}
3) Déterminons 'ensemble E,
(F est une homothétie de rapport —2) < u’=—2
=21}
— u=1i/2 ou u=—i./§
Donc: E; = {iﬁ; e h/i}
4) Montrons que F est la composée d’une rotation d’angle % et d'une ho-
mothétie de rapport —2
Ona:u=1-i
Donc: ' =(1—i)’=—2ietu—1=—i
Soit M(z) et M'(z") deux points du plan
FM)=M =7 =uztu—1
= zi=— iz
* Soit Q un point du plan
Soit r la rotation de centre Q et d’angle -‘g—
Soit & I’'homothétie de centre Q et de rapport —2
Si = roh, alors le point Q est invariant par F
* Déterminons les points invariants par F
Soit M(z) un point du plan
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(M estinvariant par F) < F(M) =M
—=z=—2iz—1i
= Liceil

= 7= -‘“5*-"
Donc le point Q(:%t—‘) est le seul point fixe de F'.

e Montrons que /¥ = roh
(ou A est I'homothétie de centre Q et de rapport -2 et r est la rotation de
centre Q etd'angle %)
Soit M(z) un point du plan
On pose : [ h(M) = M\(z)
3 r(Mi(z) = Ma(2)
F(M)=M'(z)
Donc : roh(M) = r(h(M))
= r(M,)
= Mz

Montrons que M’ = M,
o h(M)=M(z2) =2 —20=—2(z— 2)
o r(M) =M(2) = 2— 2= €3z — 20)
Or r(M)) = roh(M)
Donc : roh(M) = My(z,) <= 22— 20 = ¢'* (2 — 20)

= n—20=— 2" (z— 20)

o+ 2 =g+ 2 1)

=== 2zl

==z

=S M=M

e roh(M) = M’

= FM=M
Donc, pour tout point M du plan, F(M) = r(h(M))
D'ol: F = roh

' Exercices de synthése

Exercice £

Soit F I'application définie sur C\{i} par: F(z) = 1%"1 ;
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1)a) Vérifier que : (V3 —iy/3) =—6i.

b) Résoudre dans C I'équation (E) : F(z) = iz.

¢) Ecrire les solutions de cette équation sous forme trigonométrique.

d)Soit A et B les points images des solutions de (£), dans le plan complexe
muni d’un repére orthonormé (O;u;v ).

Montrer que les points O, A et B sont alignés.

2)Soit ze C\{i}.

a) Montrer que : F(z) =—I Ze=l

z—if"

2+z
z—il

3+f|

b)En déduire que: | z|= 1 = F(z) € R.

Exercice £/

Soitme C’;

On considére dans C I'équation : z*— (3m — 2i)z + 2m* — 4mi = 0; (E)

1) Résoudre dans C I'équation (E).

2) On suppose dans cette questionque m = 1+1i.

Soit z1 et z les solutions de I'équation (E) telles que |z | < | z].

a) Ecrire z et z» sous forme trigonométrique.

b) Vérifier que —3z est une racine cubique du nombre complexe z, puis en
déduire les deux autres racines cubiques de z sous forme algébrique.

3) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct(O:u;v ).

Soit A, B et C les points d’affixes respectives i; 2m et m — 2i. On suppose
que m n’est pas un imaginaire pur.

a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) On construit a I'extérieur du triangle ABC le point D tel que le triangle
BCD soit rectangle isocéle en D. Soit d I'affixe du point D.

Montrer que : d = Sm-pnt 2 im2+ 22 oud= 3—’"——_'_—"”2_ 2—2i

¢) Déterminer m pour que le quadrilatere ABCD soit un carré.

Exercice /.

Le plan complexe est muni d’un repére (O;u;v ).

Partie 1 :

1) Placer les points A(—4 — 6i); B(14); C(—4+6i); A(3—T7i); Bi(9 + 5i)
et C(—=3=3):

2) Déterminer l'affixe de chacun des points /; J et K milieux respectifs des
segments [AB]; [BC] et [CA]
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3) Montrer que les points A,; / et B, sont alignés.
On admet que les points B,; J et C, sont alignés ainsi que les points C,; K
et Ai.
e
4) Déterminer une mesure de I'angle (I]§; IB.) ;

On admet que : (KA:KA: ) = (1G] |)E%[27r]

5) Quelle est I'image de la droite (AB) par la rotation de centre / et d’angle %?
Partie 2 :

Soit f la transformation qui a tout point M(z) associe le point M’ (z) tel

que: 2’ =(%—+%E)z+ 2=2

1) Déterminer f(A); f(B) et f(C).
2) Montrer que la transformation f admet un point fixe  dont on déter-
minera l'affixe.

3) Soit r la rotation de centre Q et d’angle g—, et soit & I’homothétie de

V2

centre Q et de rapport 5
Montrer que : f= roh.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;u;v ).

On considére les points A(1); A'(—1); B(i) et B'(—1i).

Atout point M(z) distinctde O; A; A’; B et B, onassocie les points M, (z) et
M, (z) tels que: les triangles BMM, et AMM, soient rectanglesisoceélesetque:
(MB:MM) = (M,M; VoA ) = 2 {27].

1) a) Vérifierque: z—z =i(i—z) et 1 —2=i(z—2)

b) Vérifier que : z = 1 ;i(z+]) et = ]E‘E(zﬂ-i)

2) Dans cette question on cherche a déterminer les points M pour lesquels le
triangle OM, M, est isocele.

a) Montrer que : OM, = OM, < |z+1|=|z+ |

En déduire 'ensemble des points M tels que OM, = OM. et construire cet
ensemble.

b) Montrer que : OM, = MiM, < |z+ 1] =2| z[

c)Montrerque: |z+ 1 =2|zf < |z—1f=2
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En déduire I'ensemble des points M tels que OM, = M, M. et construire cet
ensemble.
d) En déduire I'ensemble des points M pour lesquels le triangle OM, M, est

équilatéral et construire cet ensemble.

(Exercice £t}

le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v ).

1)a) Résoudre dans C I'équation: (E) : 22— 4z+8 =10

b) Soit z et z les solutions de I'équation (E) telles que Im(z) > 0.

-Ecrire 7 et z sous forme trigonométrique.

-Placer les points A(z) et B(z).

2) Soit f la transformation qui & tout point M(z) (avec z € C’) associe le
point M’ (') tel que: 2’ = .12:
a) Déterminer I'affixe de chacun des points A’ et B’ tels que : f(A) = A’ et
fB)=B.

b) Montrer que pour tout point M distinctde O; les points O; M et M’ sont
dlignés et que: OM' X OM = 1 :

3)a) Montrer que pourtout z€ C', [z-2|=2 < —;-z-,-—:— =2
Endéduire que : [z—2]|=2 ¢=>|é-—z'|=lz'l

b) Soit (7) le cercle de centre /(2) et de rayon 2

-Montrer que | AB] est un diameétre du cercle ()

-Montrer que M € Z\ {0} sietseulementsi M’ appartient 3 une droite (D)
dont on donnera une équation.

-Construire (%) et (D).

-En déduire une méthode géométrique pour construire M’ image de M par
htransformation f si M € (4§\{0}.

Brercice £V

Partie 1 :Pour tout z€ C,onpose: P(z) =7 —(4—D7"+4(2—1i)z+ 8i

1} a) Montrer que I'équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure
que 'on déterminera.

b) Déterminer les nombres réels b et ¢ tels que pour tout z € C,

PR)=(z+ (2 +bz+c). '
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2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Partie 2 :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v)

1) Construire les points A; B et C d’affixes respectives 2+ 2i; 2 —2i et
—mi ot m € R (pour placer le point C, prendre m = 1)

2) Déterminer en fonction de m 'affixe du point C’ symétrique du point C
par rapporta B.

3) Soit R la rotation de centre O et d’angle -%.

Déterminer, en fonction de m, I'affixe de chacun des points K et H images
respectives des points C et C’ par la rotation R.

4) Soit ¢ la translation de vecteur W (4i).

Onpose t(C)=N et {(C') = L.

Déterminer en fonction de m les affixes zy et z. des points N et L (respec-
tivement).

5) a) Montrer que A est le milieu des segments [LN] et [KH].

"2
L Za

c) En déduire la nature du quadrilatére KLHN .

b) Montrer que :

 Exercice £

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v).

On considere les points A, B et C d'affixes respectives:
a=—1+iy3;b=—1-i/3 etc=2.

1) a) Vérifier que : -2—:—5 =¥

b) En déduire la nature du triangle ABC .

2) Déterminer le centre et le rayon du cercle (%) circonscrit au triangle ABC.

3) Soit (I") I'ensemble des points M(z) telsque: 2(z+z)+zXz=0.

a) Montrer que (I") est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

b) Vérifier que les points A et B appartiennent a (I").

4) Soit r la rotation de centre A et d’angle -731.-

a) Déterminer I'image du point B par la rotation r.

b) Construire le point C; image du point C par la rotation r puis déterminer

I'affixe de C,.
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EEEEY 46

On considére la suite complexe (z,) définie par :

=1
lzm =(%+£—‘?—)zﬂ ;neN

Onnote A, le point d’affixe z..

1)Pour tout n € N, on pose : d, =| 2,11 — 2|
a) Vérifier que: (VneN’) ; zi—z. = (—43— + i@)(z,. =)
b) En déduire d, en fonction de n.

¢)Pour tout n € N, on pose : L, = ZA;(A&....

k=0
-Exprimer L, en fonction de 7.

-Calculer lim L, .

A—st00

))Pour tout n € N, on pose : a, = arg(z.)[27].
a) Déterminer a,+, en fonction de a, .

b)En déduire a, en fonction de n.
() Déterminer les valeurs de n pour lesquelles les points O, A, et A, sont
dlignés.
[Exercice £y
Partie 1 :
le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;er;e;)
On consideére I'application ¢ définie par: C — C
t:iz— 27 +z+1
1) Déterminer I'ensemble E des points M d’affixe z tel que #(z) soit un
réel.
2) Soit z un nombre complexe.
Soit M et M’ les points d'affixes z et £(z) respectivement.
Déterminer I'ensemble F des points M(z) tel que les points O, M et M’
sont alignés.
Partie 2 :
1) a) Résoudre dans C l'équation: (E) : 2+z+1=0.
b) Soit u et v les solutions de I'équation ().
Vérifier que : (V(m;m) e N?) s " =v"=let (1 +w)*=(1+v)*
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2) Soit z un nombre complexe tel que :

Ap;9) e(N)? ; (1+)'=1let 2= 1.
a) Montrer que : | z|=|1+z|=1
b) Soit & un argumentde z telque —7 <@ < 7

Montrer que : cos (%) = % , puis déterminer z

Exercice {1

Soit ABC un triangle direct et M le milieu du segment [BC].

Soit a; b; ¢ et m les affixes respectives des points A; B; C et M.

On construit deux triangles BAB' et C'AC rectangles isocéles en A (voir fi-
gure)

B' '

/A”

Soit b’ et ¢’ les affixes respectives des points B et C’.

'objectif de I'exercice est de prouver que (AM) L (5c).

1) a) Déterminer b’ et ¢’ en fonctionde a, b et c.

b) Déterminer m en fonction de b et c.

2) a) Ecrire ¢’ — b’ en fonction de a et m.

b) En déduire que : B'C’ = 2AM et que les droites (B'C’) et (AM) sont per-
pendiculaires.

| Exercice £1

Soit ABC un triangle direct. On construit a I'exté- C’

rieur de ce triangle trois triangles équilatéraux di- A R
rects AC'B; BA'C et CB'A (voir figure) T X e #
B " C
L
A?
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Soita; b; ¢; a'; b’ et ¢ les affixes respectives des points A; B; C; A"; B
et C".

1) Déterminer ¢’ en fonction de b et c.

Puis calculer b" et ¢’ en fonctionde a, b et c.

) Montrer que : @’ —a = ¢ (aj + b+ ¢j?)

Calculer de méme ' —b et ¢ —c; ol j= &

3)a) Montrer que : AA" = BB = CC’

b) Montrer que les triangles A’B’'C” et ABC ont le méme centre de gravité.
(Exercice &118

le plan complexe est rapporté a un repére orthonormeé direct (O:u:v).

On considere les points A(a); B(b) et C(C) tels que: a et b sont des nom-
bres complexes non nuls et ¢ =—b.

1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que les points A,
B et C soient alignés.

1) Dans cette question, on suppose que les points A; B et C ne sont pas ali-
més, et que (AB:AC) est une base directe.

On construit a I'extérieur du triangle ABC les carrés AFGB et ACDE et le
parallélogramme AEHF . (voir figure)

tels que les deux bases (AC;AE) et (AF;AB) soient directes.

3| Soit r la rotation de centre A qui transforme C en E.

Montrer que : e =—ib+a(l — i) ol e est I'affixe du point E.

b)Soit @; B et ¥ les affixes respectives des points D; H et F.

Déterminer @; [ et ¥ enfonctionde a et b.

t)En déduire que : EF = 2.0A; (EF) L (OA); BD = CH et (BD) 1 (CH).
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| Exercice &3

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; u;v).

On considere les points B; C; D et E d'affixes respectives b=1-i;
c=—1—i;d=—1-3iete=1-3i

1) Vérifier que : (BG:BE) = %[271’] et que le quadrilatére BCDE est un cart.
2) Calculer |b]; |c|; |d] et | e].

3) Soit (%) le cercle de centre O passant par le point B.

Donner une équation du cercle (%).

4) Soit Q un autre pointde 7 telque Q# B et Q #C.

On pose : ¢ = x +yi avec (x;y) € R’ ou g est I'affixe du point Q.

Soit I et G deux points du plan tels que le quadrilatéere QOBFG soit un carré
et (QB;QC) = "%_[275}

Onpose: z= -gj% ou g est I'affixe du point G.

a) Donner une interprétation géométrique du module et d’argument de z.
b) En déduire z.

5)a) Montrerque: g=(1+x+y)+i(1—x+y).

b) En déduire | g| en fonction de x et y.

6) Exprimer | z| en fonction de y seulement.

7) Montrer géométriquement que : |g| =] f| ol f est I'affixe du point F.
8) Déterminer les valeurs de x et y pour que les points E£; D; G et F appar
tiennent au cercle de centre O et de rayon r a déterminer.

Exercice £

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; u.v).
Soit A et B les points d’affixes respectives i et —2i.

Soit f la transformation qui a tout point M distinct de A et d'affixe z, asso

cie le point M’ d’affixe 7’ tel que: 7' = ?zz_:f .

1) Soit ze€ C\{i}.Onpose: z—i=re’ our> 0 et €R.

a) Donner une interprétation géométrique de r et 6.

b) Montrer que : (z' +2i)(z—1i) = 1.

c)Onpose: 2 +2i=r'e¢” our >0etd €R.

Déterminer r’ et &' en fonction de r et @ et donner une interprétation géo-
métrique de r’ et &'
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2) Soit (%) le cercle de centre A et de rayon 1.

a) Montrer que si M € (%), alors le point M’ appartient a un cercle (%4”')

que l'on précisera.

b) Le cercle (') est-il image de () par la transformation f ?

3)Soit N un point d’affixe n = —‘/§2~ +(I + —\/-E—)c

a) Montrer que N € (¥"). M

b) Déterminer une mesure de l'angle orienté (E;A_I\f) puis construire (¢) et N.
¢) En déduire la construction du point N’ = f(N).

[Exercice £

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; u:v).
Onpose: @ = e

1)Montrerque: 1 +w+ @’ =0 et @ = @

2) On considére I'ensemble : E={z& C/|z|=[1+z|=1}
a) Montrer que w € E.

b) Soit z = x + yi un nombre complexe ou x et y sont des nhombres réels.

1 ﬁ)_

Montrer que : zeEm(x=—7 et[yl==
¢) En déduire que : E={w;w }.

3) Soit () le cercle de centre O et de rayon r.

Soit A(a); B(b) et C(c) trois points du cercle (7).

On suppose que O est le centre de gravité du triangle ABC .

On pose : p=£—- etq=%.
a)Montrerque: [p|=|g|l=1et1+p=—gq.
b) En utilisant la question 2) b), montrerque: p=w® ou p= .

Dans la suite de I'exercice, on suppose que p = @.

¢) Montrer que : [C_az(&j_ a
tc=b=(w—1)b
b—a=(w-—1)a

d) En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice £7}

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;u;v ).
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Y ¥4 . Py L _1_
On considére dans C, I'équation (E;) : 22— 2z + e 0

ol @ est un parameétre réel de l'intervalle ]——g"; 71

1) a) Résoudre dans C I'équation (E;).

b) Soit z et z les solutions de I'équation (F;) telles que Im(z) = tan#.
Ecrire z et z sous forme trigonométrique.

2) Soit M, et M, les points d’affixes respectives z et z,.

Montrer que le triangle OM, M., est isocéle en O.

3)Soit ne N’

On considére dans C I'équation (E) : 7" — 22"+-CO;2 s 0
Déterminer les solutions de I'équation (E) sous forme exponentielle.

| Exercice &1
Partie 1 :

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct(O;u;v ), on

consideére les points A; B; M et M’ d'affixes respectives : 1; —1; z et Z,

tels que Z:%i—{— avec z€ C\{—1;1}.

1) Montrerque: |z|=1 = Z€ iR

2) Onpose: z=¢' avec—7r<6’<7ret8#0

et en déduire | Z| et arg(Z).

a) Montrer que : Z =

tan(—g—)
b) Montrer que : (M'A:M'B) = 0[27], puis construire M et M’ dans le cas
g I
ou 8= 3
Partie 2 :

Soit n un entier naturel tel que n = 2.

On considére 'équation : (E) : (%}%) (;; : ) V2

1) Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (F) est :
S={zke {0' 12z — 1}}U{Ek:k e{0;1;2;--sn—1}}
k.
ol &= tcm(t?) avec 0, = Siz e
2) On considére dons C le polynéme complexe :
=/2@-1)"—@+1)*-(-1)* ; zeC.

a) Montrer que : (E) = P(z) =0
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b) Montrer que : P(z) = (V2 - 2)H(Z * tan (8 ))

' 1

En déduire la valeur du produit : H;}—(L——;Ej
8n ~ n

Exercice &3

Soit m un entier naturel non nul.
Soit (@1 @203+ ;@) € C".
On considere le polynéme : P(z) ="+ @, 7" '+ @, 2"+ - + @,z + @,
avec z€ C.
Soit z1;22; - ;2. les racines de P(z).
1) Montrer que : ﬁ z=(—1)"P(0).
)Soit 0 R et ne N'.
On considere |'application £,, définie par :
Pe:C—C
Zis{z F 1=
a) Déterminer les solutions de I'équation P,s(z) = 0 et calculer le produit des

solutions de cette équation.

b) On pose : £(0) = Hs1n(9+k )

k=0
Montrer que : £,(8) = ﬂr‘%{%ﬁl
Calculer lim-)i'f(ﬁ)—
o—o sin @
¢) En déduire la valeur du produit sin(%) X sin( 2L ) X eee X sirl((n = 1)%)-

I
[Brercice £

Soit n un entier naturel tel que n > 1.

Pour tout k € {1;2;--;n— 1}, on pose : u, = e"'z'ff" et vi = e
n=1

1) Montrer que : H ve=(=1)""x@"".

2) a) Exprimer uk—l en fonction de v,.

n=1

b) Calculer : H(uk =T)

¢) En déduire que : ﬁsjn(l‘%) — Zf_l
k=1
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| Exercice £33

Partie A :
On consideére dans C I'équation (E) suivante :
(E):22—(1+2i)z+1+7i=0

1) Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est: A =(3 — 4i)
2) Déterminer z, et z les solutions de I'équation (E).

(On note z la solution telle que Re(z) > 0)

3) Montrer que : %’r = /2.6

Partie B:

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O; u;v ), on consi-
dére les points A et B d’affixes respectives a =2 —iet h=—1+3i.

Soit R la rotation de centre O et d’angle %, et soit 7' la translation qui trans-
forme le point A au point O.

1) a) Soit ¢ Iaffixe du point C'; image du point A par la rotation R.
Déterminer le nombre complexe ¢.

b) Montrer que : 7(C) =B

2) Soit D le point du plan complexe pour lequel OCDB est un parallélogram-
me.

Déterminer d I'affixe du point D et vérifier que le point C est le milieu du
segment [AD].

3) Montrer que le nombre (g—:g—) X % est réel puis interpréter géométrique-
ment le résultat obtenu.
| Exercice &3]

On considere dans I'ensemble C I'équation suivante :

(E:22—=(1+i)z+2+2i=0

1) a) Vérifier que (1 —3i) est le discriminant de I'équation (E).

b) Déterminer z et z les deux solutions de I'équation (E) dans I'ensemble {
(on prendra z le nombre complexe imaginaire pur).

c) Montrer que : -g— = \/ie"'sf'

2) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v).
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On consideére le point A d’affixe z et le point B d’affixe z.
a) Déterminer le nombre complexe e, affixe du point E milieu du segment
(AB].

b) Soit r la rotation de centre A et d’angle (——%) et soit ¢ I'affixe du point

C image du point E par la rotation r. Montrer que : ¢ =—% +%-i.

¢) On considére D le point d’affixe d =1+ -%—i . Montrer que le nombre

ey R ; Ans 2 5 S :
;—_E X zszzl. est réel puis interpréter géométriquement le résultat ob-
tenu.

EEEY 60
Partie A:

1) Résoudre dans 'ensemble C I'équation: z22+i= 0.
(On note a la solution telle que : Re(a) > 0).

2) a) Déterminer le module et un argument de 1 +a.

f2+/2

b) En déduire que : cos(%) - )

c) Vérifier que : (1 +a)(1 —a) = 1+i puis en déduire une forme trigonomé-
triquede 1 —a.

Partie B:

Dans le plan complexe muni d’'un repéere orthonormé direct (O:u:v), on
considére les points A, B, M et M’ d'affixes respectives a, —a, z et z'.On
suppose de plusque : zz' +i= 0

1) Soit N le point d'affixe z (z étant le conjugué de z).

Montrer que : (ON) L (OM’)

2) a) Montrer que: 7 —a = ‘(2'_;“511)
b) Montrer que si z #— a alors 2’ #—a et <—% “_(

7+a z_—_a_)

z+a
3) On suppose que les points A, B, M ne sont pas alignés.

Montrer que le point M’ appartient au cercle circonscrit au triangle ABM .
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 Exercice il

Soit m un nombre complexe non nul.

Partie 1:

On considére dans I'ensemble C I'équation dans laquelle z est I'inconnue
telle que :

(EX:2+Q2—-i)Z2+(m*+1-2i)z—i(1+m*)=0

1) a) Vérifier que le nombre complexe i est une solution de (E) puis résoudre
dans C I'équation (E).

b) Déterminer sous la forme algébrique, les valeurs de m pour que le produit
des solutions de I'équation (E) soit égal a 1.

2)Onpose: z=—1+im, z=—1—-imetm=¢€e"oU mT<a <%’L
Ecrire z et z sous forme exponentielle.

Partie 2:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v ).

On considére les points M, M, et M, d’affixes respectives: m, zz =— 1 +im
et z=—1-—im.

1) Déterminer I'ensemble des points M(m) tels que les points M, M, et M
soient alignés.

2) On suppose que : mm + Re(m) # 0

a) Soit R la transformation du plan complexe qui a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe 7’ telque: 7' =iz—1

Montrer que R est une rotation dont on déterminera I'affixe de son centre Q

et une mesure de son angle.

zg_:_zn_?_ € iR < mm—1Im(m)=0

b) Montrer que : %

c) En déduire 'ensemble des points M(m) pour lesquels les points Q, M, M.

et M, soient cocycliques.
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TG 62 Session Normale 2017

Soit m un nombre complexe non nul.
Partie I:
On considére dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation (E,,)
d'inconnue z :
(E):22 —=2(m+1+i)z+m +(1+i)m+i=0
1) Vérifier que le discriminant de I’équation (E,) est A = (2im)’
2) Résoudre dans C I'équation (E..)
Partie li:
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (0O, ¢, e,)
On suppose que m € C—{0,1,i} et on pose:
a= 1_;2_*‘ I(m +1)etz= -l—-g—é(m +1i)

On considére les points A, B, M, M,, M, d’affixes respectives 1, i,m;z et z.

1) a) Vérifier que: z = iz + |
b) Montrer que M, est'image de M, par la rotation de centre Q d’affixe

1+i o s
0="> e'cc:iangle2

= =m ..m=1
2) a) Vérifier que: -i—?:% el o=y

b) Montrer que si les points M, M, et M, sont alignés, alors le point M

appartient au cercle (I") dont 'un des diameétres est le segment [AB].

c) Déterminer I'ensemble des points M tels que les points Q,M, M, et M,

sont Cocycliques.
L. __ )

remarquerque: — —— =1
(remarquer q ===

TG 63 Session de Rattrapage 2017

—_ —

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (0 ¢, ¢,)

Soit M le point d’affixe le nombre complexe non nul z et M’ le point d’affixe

- 4erd)

1) Déterminer le nombre complexe z tel que les deux points M et M’ soient

confondus.
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2) On suppose que le point M est différent des deux points A et B d’affixes
respectifs 1 et -1.

z%1 :(z+1)2
Montrer que: =1 72—1

3) Soit (A) la médiatrice du segment [AB]

Montrerque:Sile point M appartienta (A) ,alorsle point M’ appartienta (A).
4) Soit (I') le cercle dont I'un des diametres est le segment [AB].

Montrerque:Silepoint M appartienta (I") ,alorslepoint M’ appartienta (AB).
BTG 64 Session Normale 2018

Soit m un nombre complexe

Partie I:

On considére dans 'ensemble C I"équation:
(Ep):Z2+(im+2)z+im+2—-—m=0

1) a) Vérifier que A = (im — 2i)’ est le discriminant de I'équation (E,.)

b) Donner, suivant les valeurs de m , 'ensemble des solutions de I'équation

(Ea)

2) Pour m = iy/2 , écrire les deux solutions de I'équation () sous la forme

exponentielle.

Partie Il:

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O;u;v)

On considéreles points A, Q, M et M’ d’affixesrespectivesa=—1—i,w =1,

metm =—im—1+i

1) Soit R la rotation d’angl "--% qui transforme M en M'.

a) Vérifier que Q est le centre de la rotation R

b) Déterminer l'affixe b de B , ol B est le point tel que A = R(B).

2) a) Vérifier que: m’ —a = 3: 4(m—>b)

b) En déduire que les points A,M et M’ sont alignés si et seulement si les
points A,B,Q , et M sont Cocycliques.

c) Montrer que I'ensemble des points M tels que les points A,M et M’ sont

alignés est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.
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EaTiYes5 Session de Rattrapage 2018

1) Pour tout nombre complexe non nul z différent de i on pose: h(z)= i(-zz_ji)
a) Vérifier que: h(z)=ze 77—2iz—2=0

b) Résoudre dans C I'équation: (E); 22— 2iz—2 =0

2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, ¢, e;)

On désigne par a et b les solutions de 'équation () tel que Re(a) =1

Soit zun nombre complexe différent dei de a et de b et les points M(z)
M'(h(z)), A(a) et B(b).

hz)—a _ a
h(z)— b b

o 4
s
b) En déduire que: ( ) T+ (me’)ﬁﬁ]

a) Montrer que:

3) a) Montrer que si les points M, A et B sont alignés alors les points
M, A, Bet M sontalignés.

b) Montrer que si les points M , A et B ne sont pas alignés alors les points

M, A, Bet M' sont cocycliques.

EEEEF 66 Session Normal Juin 2019

Soit m un nombre complexe non réel (m € C—R)

. On considére dans C, I'equation d’inconnue z définie par:

()2 = +i)1+m)z+2im=0

1) a- Montrer que le discriminant de 'équation (E) est non nul.

b- Déterminer z et z , les deux solutions de I'équation (E)

2) On suppose dans cette question que m =¢” avec 0 < @ <

a- Déterminer le module et un argument de z + 2z

b- Montrer que si zzz € R alors z + 2 = 2i

Il. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u;v )
On consideére les points suivants:

A le point d’affixe @ = 1 +i , B le point d’affixe b = (1 +i)m, C le point d’af-
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fixe ¢ =1—1i, D I'image du point B par la rotation de centre O et d'angle

% et Q le milieu du segment [CD]

1) a- Montrer que l'affixe du point Q est @ = -(-1: Q:(Z]—_—m—)

-a
@
c- En déduire que (0Q) 1 (AB) et que AB = 20Q

2) La droite (OQ) coupe la droite (AB) au point H d’affixe h

b- Calculer b

a- Montrer que g—:g— est un réel et que B—E—a- est un imaginaire pur.

b- En déduire h en fonction de m
IEEGEEF 67 Session de Rattrapage Juillet 2019
Soit @ un nombre complexe non nul.
l. On considére dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation d’incon-
nue z:
(E)7—ia3z—a*=0
1) a- Vérifier que le discriminant de (E,) est A = &’
b- Résoudre dans C I'équation (E.)
2) Sachant que @ =|a|e” (A1 € R) , mettre les deux solutions de I'équation
(E,) sous forme exponentielle.
Il. On suppose que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé

direct (O;u:v).

On considére les points Q,M, et M, d’affixes respectives @, z = s=r—d
et , = ___l_';i'@_a et soit R la rotation de centre O et d’angle gﬁ

1) a- Montrer que R(Q) = M, et que R(M,) = M,

b- En déduire que les deux triangles OQM, et OM, M. sont équilatéraux.
2) a- Vérifierque: z— 2=«

b- Montrer que les deux droites (QA4,) et (OM,) sont perpendiculaires.
c- En déduire que OQM, M, est un losange.

) —a . z—|alé’
3) Montrer que pour tout réel @ , le nombre: Z = 22 o -
) quep : n—a Z|—|a‘|e'g

est un réel.
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1) a) Vérifions que (/3 —iy3) =—

On a:

(V3 = iVal /Bl m iy = 3 0l)
Donc: (v/3 —iy/3) =— 6i

b) Résolvons dans C I'équation F(z) = iz

Soit z€ C\{i}; ;

F(z)=ize- _3=iz

eiz—1=iz(z—1i)
oi2+(1—-i)z+1=0

-Le discriminant de cette équation est A = (1 —if —4i=—6i = (/3 —iy/3)
- Les solutions de cette équation sont:
b e A (_1—J3)
45 2i 2
—1+i=3+iy3 _1+4/3 +(1+J§).
; = - l
2i 2 2

L=t

Donc 'ensemble des solutions de I'équation (F) est:
S [1=43 (1 —ﬁ)._Hﬁ (1 +J3").}
S= { ) i 5 ) 7t 5 i
o) Ecrivons les solutions de (E) sous forme trigonométrique

ﬁ,

(1+14)

-Ona:[z.|=|1 ‘/_|><|[+ |.__‘-/—3_- x\/—m_’/:__[_

&40 0
f V2 ( s:r)

COSSR 4 =TSN 4

Donc: 7 =
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530

*Ona: IZz|:|'I“'J%ﬁ'|X|1 +f|*-l:‘/3 X2 _“1/_.’7,_42-_3/_3__
Donc: 7 )/_2;&&()/2— + ‘/2_5)
V2 +/6

i ----——-‘---—-'(COS a + isin~; 4 )

d) Montrons que les points O,A et B sont alignés.
Ona: A(z) ; B(z) et O(0)

1+4/3
Zn— 2o -__-[_-(I +'f') 1+\/3
et s eR
2~ 2 1-,/3 143
5830+
Puisque %}Eﬂ € R , alors les points O,A et B sont alignés.
2) a) Montrons que f‘(z)—'—l—g—tflz— rlzzz::IF—
Soit z € C\{i}
F(z)=£4=
_ (lz=1)(z+0)
(z—iXz+1)
08 L e Ao
[z—if
R el ( z22—1 )
+
T la=it Alz=iF
B ol 2l
Donc: Vz € C\{i}; F(z)= lz—if (|Z’“f|2)

b) Déduisons que: | z| =1 = F(z) € R.
Soit z € C\{i}

Si|z|=1,alors zz=1,donc zz—1=0
D’ol F(z)z—“_"tflz'

Or: z+z=2Re(z) et |z—if € R
Donc F(z) est un réel.

Conclusion: |z|=1=F(z) € R
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Exercice £/
1) Résolvons dans C "équation:
(E):Z2—(Bm—2i)z+2m*—4mi=0
-le discriminant de cette équation est A = (3m — 2i) — 4(2m* — 4mi)
=m’+4mi—4 = (m+ 2i)
-Les solutions de cette équation sont:
:3m—2r.'2+m+2i S =§m_:2£2___“_f?_!_j_2_i:m_2i
Donc S = {2m; m — 2i}

J) Dans cette question m = 1 +i

donc les solutions de I'équation () dans ce cas sont:
=242 etz =1-i

omme |z | <|z| et|2+2i|=2y2 et [1—i|=y2 ,alors:
1= =1-i et =2=2+2i

3) Ecrivons 71 et 7, sous forme trigonométrique

'[3!|=|1_“=\/5
lE;—I_i

-7 -3

- JZ(COS(— E)+ fsm( ‘Z))
Hal=124+2i=2v2

1=2+21

~2\/—(\/—+z£)

= 2\/5(005—4- + isin -g)

b Vérifions que —z est une racine cubique de 2z

Méthode 1:
() =1+l =(1+if(=1+i)
==2i(—1+1)
=2i+2
=7

tisque (—z) = z, , alors —z est une racine cubique de z.
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Méthode 2:
-2 =—ﬁ(COS(—%) n isin(_%))
—2e7%
— ‘/5 X '™ X e_,,_,}
2 X ()'“‘

Donc (—z) = (y2) x &%
=2/2 X't
=2
Donc —z est une racine cubique de z,.

e Déterminons les deux autres racines cubiques de z».
7= L & VA =(_Zl)3
=N (“"Z‘)) =1 ;(car z #0)

2

Donc —, estuneracine cubique de l'unité ; or les racines cubiques de 'unité

sont:1, jet j ol j=e

D _Z _ __ZA __Z_
onc: = I ou =j ou —j

D'ou: Z=—2z ou Z——le ou Z_—jZl

Donc les deux autres racines cubiques de z, sont:

3

jxay=(-E 4 S i)x (=141

=1—\/§_i(1+/3)

2

et jX(~z)= ( % ~‘é‘)( 1+1i)
1+‘/§+i(_1+‘/3)

2 2

3) a) Montrons que les points A,B et C ne sont pas alignés.
Ona: A(i); B(2m) et C(m— 2i) » Puisque m & (iR) , alors A # B

T

Calculons le quotient: = z =
A

Lo " Za _ m—2i—i _m—3i

s~ 2a 2m—i  2m—i

(A,B et C sont alignés) < = _? eR
A

3l
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m—3i _ (T— 3{')
Im—i \2m—i
m=3i _ m+3i

2m—i 2m+i

— (m=3)2m+i)=2m—i)(m+3i)
= Silm+m)=0

=

=me iR

orm ¢ iR, donc &=+ S ¢ R, et par conséquent les points A,B et C ne

sont pas alignés.

b) Montrons que:

e 3m—£m2+2—2i i 3m+£m2—2—2£

[Le triangle BCD est rectangle isocele en D) si et seulement si:
((DB = DC DB =DC
|(oC;DB ) = F{2x] |(DC:DE) =—72x]

—=%p A e
”(a = R "’)
d=2mt s i 2m i
“dEi=m e
G 2mi Qe i 2m+2+m:
ed= “oud=

5= 1+

%d=3m+mz2 2 =2 Oud:l@ mz2-2tj-_2

t) Déterminons m pour que ABCD soit un carré

le triangle BCD est rectangle isocéle en D, donc, pour que ABCD soit un

carré, il suffit que le triangle ABC soit rectangle isocéle en A.

LA e Zp— Za —_——
(ABC rectangle isocele en A)@ s ROl [
_2m—t e Ch . iy 1l
G m—3i LUy =3 T
+ i e

em=l+ioum=—1+i
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Donc, pour que ABCD soit un carré il faut et il suffit que m = 1 +i ou

m=—1+1i.

1) Placons les points A(—4—6i) ; B(14) ; C(—4+6i) ; AQB-T7i);
B{S+5i) et C(-3—1i)

A
Céiiih 105 /
54 B,/
/1
/
/l
/
oy AN S R BRIV GO 5
il s / 9
i /1]
gl .»/
74 BA
/.

2) Déterminons les affixes des points [;J et K
* [ milieu de [AB] , donc: 7 = “4 5%

D'ou: zz=5—3i

* J milieude [BC] , donc: z, = ZB;EQ
D'ou: zz =5+ 3i

* K milieude [CA], donc zx=—4

3) Montrons que les points A, , / et B, sont alignés

Z—z . 5-3i=3+7 _ 2+4i _ 20+2) 1
Zh— Zal IS =B R 6 D (D)3
2 T L

Puisque -
= q ZB."”Zm

€ R , alors les points A, , I et B, sont alignés.
4) Déterminons une mesure de I'angle (T§;7§|)

e 2oy

(TB;15.) = arg( =% 2]
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Zoide o 9E 5 =53]

4 14—'5 3}

—4+8i
9 +3i

=2(1+i)
=£Q(_@.+.Qi)
2\/_( Jr)

COS 5~ 4 + isin 4

Donc: arg( i”'_ 2’) =2lor]

v (IB;IB.) = F{2n]

5) Déterminons I'image de la droite (AB) par la rotation R de centre et

dangle -ﬁ—

* | estle centrede R ,donc R(1)=1

*puisque (IB:1B:) = Z(2x] , alors R((IB)) = (IB.)

Or A € (IB) et A € (IB)

Donc: R((AB)) = (A\B)

Donc I'image de la droite (AB) par R est la droite (A B,).

Partie 2:

1) Déterminons f(A) , AB) et f(C)

*AA)=A ﬁzn-:(%+%-i)zﬂ+ =12}
o z0=(g+5i)(—4=-6)+2-2i
ew=3-"Ti=2z

Donc f(A) = A

* On montre de méme que:

f(B)=B et flC)=C

2) Montrons que f admet un seul point fixe

Soit M(z) un point du plan.

(M(z) estinvariant par f) o f(M)= M

oz=(F+5i)e+2-2i

@z=4
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Donc le point ©(4) est le seul point invariant par f .

3) Montrons que f= roh

Soit M(z) un point du plan.

o (roh)(M) = r(h(M))

Onpose: fAIM)=M"; h(M)= M (z) et r(M) = M (z)

« H(M) = M@)o 20 ="2(z-w)

o r(M)=M(2) o 2—0w="2¢%(z— )

o (roh)(M) =M, & r(h(M)) = M,
o r(M) =M
en—0=_¢i(z ~w)
en—w=dl ><l/2—2~(z*co)
on—4=(++Li)z-2)
on=(L+ti)era-ai
@n=7
& (roh)(M) = f(M)

Donc, pour tout point M du plan, (roh)(M)=f(M) ,d'ou f= roh.

Exercice £V
1) a) Vérifions que z—z=i(i—z)et 1 —z= i(z— 2)
Soit z € C\{0;1,—1;—i:i}
e Le triangle BMM, est rectangle isocéle en M, tel que (ﬁﬁ) = %—[27:],
donc M estl'image de B par la rotation de centre M, et d'angle g— :
donc: z—z = €% (25— 2) ; Cest-a-dire: z—z = i(i—z)

» e triangle AMM, est rectangle isocéle en M, tel que:

Donc: A estl'image de M par la rotation de centre M. et d’angle -721:
doli: z,— 2z = ¢2(z—2z) Clest-a-dire: 1 — 2= i(z—2)

b) Vérifions que: z = --—%i(z +1)etz= —Lg-i(z +1)

Soit z € C\{0:1;— 1;—i;i}
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OM:M|M2@|21|=|32_&|
o[ 13+ )= e+ -5+ )]

‘/-|Z+I|—|—IZ|
olzt1f=2|zf
Donc: OM, = MiM, = |z+1[F=2|zf
c) Montrons que: |z+1f=2|z[ e|z—1f=2
Soit z € C
olz+1f=2|zF & (z+1)(z+1)=2zz
ozztztz+1=2zz
oz2z—72—2—1=0
lz—1f=20(z—-1)(z—-1)=2
o22—2—2—-1=0
Donc: |z+1f=2|zf elz—1[=2.
e Déduisons I'ensemble des points M tels que: OM = M\ M
OM, = MMy & |z+ 1] =2|zf
aslz—1f=2
olz—-1]=y2
@AM:JE
oM € dAy2)
Donc I'ensemble des points M tels que OM, = M, M, est le cercle de centre
A de rayon /2.
Construisons cet ensemble (voir figure).

d) Déduisons I'ensemble des points M tel que le triangle OM, M, est équila-
téral.

(OM M, est équilatéral) < {OM. = OM,
OMI = M1 Mg

A {M appartient 3 la médiatrice du segment [A'B]
M € {(A;y2)

Donc I'ensemble des points M tel que le triangle OM, M, est équilatéral est

Iintersection du cercle #(A:y/2) et de la médiatrice de [A’B’].
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1) a) Résolvons dans C l'équation (E):z*—4z+8 =0

Le discriminant de cette équation est A =— 16 = (4i)

Donc les solutions de cette équation sont: 7z = 4—_-5*& =242

y=254=9-9;
Donc: S ={2+2i:2—2i}
b) Ecrivons z et z sous forme trigonométrique
ona: [Im(2+2i)=2

{[m(Z =9j)==0
Puisque Im(z) > 0 ;alors z=2+2i et =2 —2i
o |lz|=12+2i|=2/2

a=2+2i

A

= ZJi(cos *E— +isin E—)
cn=z= Zﬁ(cos(—%) 4 isin("%—))
* Plagons les points A(z) et B(z)

Puisque 2 = z , alors les points A et B sont symétriques par rapport a l'axe

des abscisses. (voir figure)

1
2_’_ A
i
o me . i
7 [{ >} ;E >
.'1_r
B,

2) a) Déterminons z, et zp
Ona: A(2+2i) et A" =f(A),
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A =f(A)¢DZn'="I_
ZA

po =gty
) B’ =ﬂ8)&38=“—l'
Z8

il
E o
VT Res A e G

S TR
b) Montrons que les points O; M et M’ sont alignés
Soit M(z) un point du plantel que M # 0. M’ = f(M)
M()=f(M) o7 =+

e
.Q:Q_i_i_i_l
= o 2
Yl s S S [zF
Puisque |z € R , alors - £ < R; donc les points O;M et M’ sont alignés.

* Montrons que OM' X OM = 1
OM' xOM =|z7'| x| z|
|z K
X[z
Lol

|
I

Donc: OM' X OM = 1

3)3)M0ntr0nsque:|z-—2|=2¢zp|I i el
Soit z € C ; 1—2
7
2
wlzlx|£22]=2
ﬁ|z—2|-—
Donc:!z—2|=2@‘-—l_z?'-§-|=2
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o Déduisons que: |z—2l=2a|17—z'|=|z'|.

|z~2!=2ﬁ]-1- }?Z |=2

-7l _,
Z'|
»2|5-7|=27]
ﬁ|j—2*i5—_;|=|z'|

@|—é-—z’|=|z'|

Donc: [z—2|=2 @'—é —z'!f—”|z'|
b) « Montrons que [ AB] est un diamétre du cercle #(/;2)
Pour montrer que [AB] est un diamétre du cercle #(£2) ; il suffit de mon-
trer que: [A € (7)

IB € (¢)

I milieu de [AB)

*Ona: A(2+2i) et 1(2),
donc IA =|z.—z/|=|2i| = 2; d'ou
*Ona: B(2—2i),donc IB=|-2i|=2;dou

* a‘;z” = 2+2£;2ﬁ2£ =2 =z,; Donc [ est le milieu de [AB]

Conclusion: [AB] est un diamétre du cercle (")
s Montrons que:
(M € (2)\{0}) & (M' € (D))
Soit M(z) un point du plan tel que M# O (z#0).
ME (%) IM=2
elz—2|=2
wlz’ *—;—|=|z'!
o I'M' =OM' ; ot I'( %)
o (M’ appartient a la médiatrice de [0I'])
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* Déterminons une équation de la droite (D) médiatrice de [OI']

On a: 0(0;0) et I'(%’;O); Donc (D):x = _9_&_%‘__& :21‘_

e Construisons (¢') et (D) dans le méme repére. (voir figure)

A .
(D)5 A
[T B
LB /
I
- -+ =
O b i

» Déduisons une méthode pour construire M’ connaissant M € (¢)

Soit M € (#)\{O} et M’ =f(M)

- d’aprés la question 2) b) ; M’ € (OM)

- d’apres la question 3) b) ; M’ € (D)

Donc M’ est le point d’intersection des droites (OM) et (D). (voir figure)

Partie 1: P(z2)=2'~(4~ )2 +4(2— )z +8i ;z€C

1)a)Montrons que I'équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pur

On pose: z= bi avec b € R.

(z= bi solutionde P(z)=0)« P(bi)=0
o (bi)—(4—iD)bif+4(2—i)(bi)+8i=0
o (40’ +4b)+i(—b'—b*+8b+8) =0
@{4b3+4b= 0:(E)

—b'—b*+8b+8=0:(E)

(E)eb=0o0ub=-1

b = 0 ne vérifie pas I'équation (£,)
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b=~ 1 vérifie 'équation (E»)

Donc: z, =—1i est la seule solution imaginaire pure de l'équation P(z) = 0
b) Déterminons les réels b et ¢ tels que: P(z) = (z+ i)+ bz+c)

Ona: (z+i)(Z+bztc)=2+b+i)+(c+ib)z+ic

Donc, par identification:

b+i=—4+i
4c+ib=8—4i@{b="‘4
l c=8
ic= 8i

Dot: P(z)=(z+i)z?—4z+8)
2) Résolvons I'équation P(z) = 0
P(z)=0e(z+i)(2—4z+8)=0
@z=—iouz —4z+8=0
Le discriminant de I'équation 2" —4z+8 = 0 est A =— 16 = (4i)
Donc les solutions de cette équation sont:
a=4t4 o0 tdietn=2-2i
D’oli 'ensemble des solutions de I'équation est: S = {—i;2+2i;2— 2i}
Partie 2:
1) Plagons les points A(2 + 2i) ; B(2 — 2i) et C(—mi) dansle cas m = 1

A | |
2.5 LA
14
1” o 1 1 [y
Of5 2
dlC
B
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2) Déterminons l'affixe de C*

¢ est le symétrique de C par rapporta B, donc B est le milieu de [CC’]

: 7 : ;
d'ols: &ch =z donc: Zo=2z—2=4—4i+mi

3) Déterminons les affixes des points K et H
* R(C)=Ke zx=¢T7
e =i(—mi)=m donc
e R(C)=H o zu=¢Tz
o zu = i(4 — 4i+ mi)
eswm=4-—m+4i

Donc: [H(4 — m + 4i)

4) Déterminons zy et z
- f(C) =New=zt4
S Iyv= Z'(4 =5 m)

ponc: (NGE=m)]
o (C) =207 = 2 *4i
ez=4+ilm—4)+4i
ez=4+im
Donc: L(4 + im)
5) a) Montrons que A est le milieu des segments [LN] et [KH |
Lt 4—m)+d+im

. +4i—(m—
.ZA‘Q'"’ZH:m 4i 2(m 4)=2+2i=z4
Donc A est le milieu de [LN] et [KH]
< e e
b) Montrer que: 23,

zu—z . 4i—-(m—4)—2-2i  2-m+2i

=z  4+im—=2-2i " 2+im-2)
i i2+i(m—2))
2+ilm—2)

=0
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THET A
ZLT ZA
¢) Déduisons la nature de KLHN

Donc:; [

[ Zn— Za =Ii|=1

1= 3 GG
L 2y T 2a . '
larg( e z,f) = arg(i)[2r]
{AH = AL
=

(AL;AH) = 5 [2r]
Donc: AH = AL et (AH) L (AL)
Or les diagonales [LN ] et [KFH | du quadrilatére KLHN ont le méme milieu
A,donc KLHN est un parallélogramme; de plus AH = AL et (AH) 1 (AL)

donc les diagonales de KLHN sont orthogonales et de méme longueur ;

W—38A

donc KLHN est un carré.
Erercice £ 7

1) a) Vérifions que: b=c_ #

a—c ¢

bt Zl =i 288
a—¢ —1+i/3-2 =3+i/3
S )
& g

b_(.' [ )‘-5_
Donciivssi=alt
b) Déduisons la nature du triangle ABC
b"‘C s ks Il
b_—_g_ze,.,;:}[ 2-C|=let|=1

ldrg(g—:—%) = arg(e™)]27]
i |b—clzla—('|
l(ﬁ) =Z2r]
[BC = AC

"\(@heB) = Z(2x)
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Donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.
2) Déterminons le centre et le rayon du cercle (¢).
Puisque le triangle ABC est équilatéral alors le centre du cercle (¢)
circonscrit au triangle ABC est le centre de gravité du triangle ABC.
On remarque que: z,4+ 2z +2z. = 0 alors: OA+0B+0C=0
Donc O est le centre de gravité du triangle ABC .
Dot O est le centre du cercle (¢).
Puisque: |a|=|b|=]|c|=2;alors: OA=0B=0C =2
Donc: (¢') est le cercle de centre O et de rayon 2.
3) a) Montrons que (I") est un cercle.
Soit z € C ;onpose: z=x+yi ; (x;y) € R?
M(z) € (T) & 2(z+2)+2z=0

o 2(2)+x*+y'=0

ox’+4x+y'=0

o(x+2)+y'=4
Donc (I") est le cercle de centre /(—2:0) et de rayon r = 2.
b) Vérifions que A € (I') et B € (")
e IA=|z—z|=[1+iy3|=2=r ,donc A € (T')
o zy=—1—iy/3 donc z,=—1+i/3
2zs+zs)tzzs=—4+4=0
Donc
4) a) Déterminons r(B)

Puisque le triangle ABC est équilatéral direct
{AB =AC
alors:

(aB;AC) = Z37]

Donc:|r(B)=C

b) ® Construisons C, = r(C) (voir figure)

= AC = AC,
Ci= r(C) N T
(A4C;AC)) = Fl2n]
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On peut donc placer le point C;.

()T

A :
v

Y

=}

o Déterminons l'affixe de C,
C=rC) e z—2=¢% (22— 2)
oza=e(z—z)+ 2
© 2= (%+§i)(3~sﬁ)~ 1 +iV3
o z20=2+2i/3

Donc |C.(2+2iy/3)
[Exercice 415

1) a) Vérifions que: ‘i
: A3
(Ynie NS 2 2 =(~3~+z-‘-£——)(z,,—z"-.)
Soit n € N’ ;
Ona: = (%+ ii})z.. donc z, = (%+ i{i)z.—.
Dloll: Zyi1 — 2, = (%"’ l_{;?’_)(zn = Zn—l)

Donc: (Vn (= N') Lk “—“('2—4- i—?")(z.,—a.-‘:)
b) Déduisons d, en fonction de n

soit n € N'

3,43

Ona: zZui — 2= (-Z-}- i—;lg’-)(z..—z,.—:)
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3 "3

Donc: |z,,+|~za|=|7f“ T|><|z,"z"—|

D'Ol‘.!: (Vn. € N) 7 dn = —‘é:j“dn‘-l

/3

Donc (d,) est une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme

3

C&1=|Zi_all=|__}£+i"r4; I

=5 ;
D'ou: (Vn € N) ; d, = doq"=%><(““\/2§_‘)

c)  Déterminons I, en fonction de n.

Soitne N, L,= ZAKAKH
K=0

i
= ZIZKH "ZKI
K=0

e Calculons limZ,

n—=+toc

Ona: —1< 3/2—-?-;— < | donc lim(—‘g) =0

Moo

Dou: limL, =57 =2+y3

n—=+oc

2) a) Déterminons a.+; en fonction de a,

Soit n € N ;

Goep = arg(zon)| 2]

Or Zu = —‘éi(i;— + -;._—i)z. et arg(l/g—(—‘/z—?’— + —]2—!)) = %[2%]
Donc: arg(z..) = %— + arg(z)[27]

D'oti: (v € N) ; a1 = +a,

b) Déduisons a, en fonction de n
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Ona: (Vn € N); g = %+a,.

Donc (a,) est une suite arithmétique de raison r = 75[- et de premier terme
=0 (car z =1 et arg(1) = 0[27])

Donc: (Vn € N) ; a, = n67r

¢) Déterminons les valeurs de n pour lesquelles les points O, A, et A, sont
alignés

Soit n € N” ; puisque les points O;A, et A, sont deux a deux distincts,

alors:

(0,A, et A, sont alignés) < arg( j"' — Zz‘:}) = 0[]

- arg(%) = 0[]

& arg(z,)—arg(z) = 0[ 7]
e a—a=0[r]

o (FkeZ):; ""'“—kﬂ.'

o (FkeZ); n=06k

Orn € N , donc les points O, A, et A, sont alignés si et seulement si

n=06k avec k € N

1) Déterminons l'ensemble E ={M(z)/1(z) € R}
Soit z € C , on pose z = x + yi avec (x;y) € R*.
s l(z)=2+z+1
=(x+yi) +(x+yi)+1
=(x*+x—y'+1)+i(2xy+y)
Mz)E Eot(z) ER
o Im(t(z))=0
o 2xy+y=0
oy= 00ux=——12~

Donc F est 'union des deux droites (D,):y =0 et (D,):x =—-é—
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2) Déterminons I'ensemble

F={M/(2)IO;M et M’ alignés}

Soit z€ C :

-Si z= 0 ,alors M = O donc les points O,M et M’ sont alignés (car dans ce
cas on a juste deux points).

-Siz#0 ,alors M+ 0O

T2 _ f(z) z+1 w1
Zm— 20 Z

On pose z = x+y1 avec (x;y) € R? tel que: (x;y) #(0;0)
Ona:

S IR S R B
e ztl+p=(xt1+= +y~)+s(y xz_'_yz)
o 12 < o m{12) o

wy“?x—=0

s(y=0o0ux*+y' =1
oM e (0x)u#(0;1))\ {0}

Donc I'ensemble F' est I'union de I'axe des abscisses (privé de O) et du cercle
de centre O etderayon 1: F=(Ox)U#(0;1)

Partie 2:

1) a) Résolvons dans C I'équation:

Z2+z+1=0:(E)

- Le discriminant de cette équation est A = 1 —4 =—3 = (/3 i)

- Les solutions de cette équationsont: z = —»—— et z =2 = R

L .\/5}

Donc S = {—-7— T v
b) e Vérifions que u™ = v" = 1

u et v sont les solutions de I'équation (E), alors u = z et v = z, (par exem-
ple)

;4_’7 l-_Z_J_T_
Donc:u=¢3 etv=g?

Soit m € N,
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¥ uim = (ei%‘?)]”‘ i ei-imr =]
=)y =) =1

Donc: [Vm € NI; [ =v*" = 1]

* Vérifions que: (Va € N):(1 +u)” = (1 + )"

Soit n € N @
*l.}.u:-%-—iiz:a-—:g"f%

Donc (1 +u)" = (¢75)" = g2 = 1

iy

*l+v=-%-+‘/2—3£;=e’

ponc: (1 +v)" = ()" = ¢ = |

Donc:[(Van € N): (1 +u)" =1 +v)" = 1|

2)a) Montrons que: | z|=|1+z|=1
D'aprés I'énoncé, A(p;q) € (N Y /(1 +z) =1let 2" =1
= 1=]22|=z2P =1

=¢|z‘=”a/T=1

((+zf=1=]1+2)¥|=1
=|1+zl=1

Donc: | z|=1=]1+z|
b) ¢ Montrons que cos(—g) = %

vOna: arg(z) = 9[22?]}:, z=¢"
Lz|=1
Donc: 1 +z=1+¢"
= ¢ (7% + ¢'7)
= 2(:05(‘—;—){3*"g

0r—2r<t9<7r,donc—%<g—<-%—

D'ol cos(*g*) > () et par conséquent |1+z]= 2005('3_)
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Or, d’aprés 2) a),

[STiw
o=

oD

1+z|=1,donc 2003( ')= 1, dou COS( )

e Déterminons z

“0‘*(%):17] G Gl
0 pEias s O =3

~T<3<7]
wf=2% oul —-2:{{

j28,

2% o
de piur, |z|=1,donc:z=¢"% ou z=¢"3

/3 [iy3
2

Donc: z =—%~+i—2— QUi Z ==

1) a) Exprimons b’ et ¢’ en fonction de a,b et ¢
Le fait que les triangles BAB’ et C'AC ont un sommet commun A et sont
rectangles isoceles en A, nous incite a considérer la rotation r de centre A
et dangle % ;
*0n a: A_Sjﬁg ,donc r(C)= C’
(ACiAC") = o]

r(C)=C =c —a=¢é%(c—a)

=c¢ =ilc—a)+a

=c¢ =ic+(1—i)a
* De méme r(B’) =B
HB)=B=b—a=e%(b —a)

sb—a=ib—a)

=b =—ilb—a)+a

=>b =—ib+(1+i)a
b) Déterminons ;i en fonction de b et ¢

M est le milieu de [BC] , donc: zy = % ; . dou: m= !)—jz:s—

2) a) Exprimons ¢’ — b’ en fonction de a et m
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On a: {C’ =ict(l ~i)a
b =—ib+(1+i)a

Donc: ¢’ —b' = ilc+b)— 2ia
(e
= 2i(m—a)
D'ou:|¢’ — b’ = 2i(m— a)|
b) e Déduisons que B'C' = 2AM
¢ —b =2ilm—a)
Donc: |¢’ — b'|=]2i|x|m —al
D'ou: B'C' = 2AM
 Montrons que (B'C’) L (AM)

Ona: ¢ —b =2ilm—a)

. G 5T - =
Donc: “— = 2i
D’ou: arg(%;%'z )E arg(2i)[2x ]

1) e Déterminons a’ en fonction de ¢ et b

Le fait que les triangles AC'B , BA'C et CB’A sont équilatéraux directs nous
incite a considérer des rotations d’angle -%r-
e Soit 1 la rotation de centre C et d’angle %
Puisque le triangle BA'C est équilatéral direct , alors: r(B) = A’
Donc: d' —c=¢e5(b—rc)

e i V3
D'ol: ¢’ =c¢ +(§ & -‘“/2-"1)(!9 =)

= (i- - ﬁf)c . (_'- E l&f)b

22 2T

b —

7 S
Remarque: * ¢'3 =j=—
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*P=Ti =T =1

*14j+72=0

* j est une racine cubique de I'unité
On peut alors écrire: @’ =—j*b — jc
e Exprimons b’ et ¢ en fonction de a,b et c.
* Le triangle CB’A est équilatéral direct, on considére la rotation r de centre
A et d’angle %
Ona:n(C)=7B
Donc: b’ —a= ¢ (c—a)
D'oli: b’ = (-é— = "‘{Q—S-E)a + (% + -‘éii)c

b =—ja—jc

* Le triangle AC ‘B est équilatéral direct, on considere la rotation  de centre
B et d’angle 3 ,alors: n(A)=C’ eton obtient: ¢’ =—j*a—jb
2) » Montrons que: @' —a = ¢ (aj + b + ¢j?)

!

e d =—jb—jc=d—a=—jb—jc—a

et e S B e

Donc ¢ ~4="Jb—Jjc—ja (aqp pP=1etj'=j)
=—f(b+ﬁc+fa)

or —jff=—j= ‘é i=e?

Donc: d’ —a =5 (b+ ¢+ ja)

e Calculons de méme b —b et ¢’ —¢

*b' =—ja—jc=b—b=—ja—b—jc
b —b=—j'a—jb—jic
=sb' —b=—j(c+bj+ jia)
= b —b=e%(c+bj+ja)

*c'=—ja—jb=c —c=—ja—jb—c
=sc'—c=—jc—jb=J¢c
=c ~c=—j(a+/b+jc)

= ¢ —c=eT(a+jb+jc)
3) a) Montrons que: AA" = BB’ = CC"
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* o —a=e5(b+jc+ja)
Donc: [@' —al|=|eF|x|b+jc+jal. Dot: AA =|b+jc+jal
* De méme BB’ =|c+bj+jal
=|j(b+ja+jc)|
=|jIx[b+j*c+jal
=|b+jc+jal
= AA’
* Deméme CC’ =|a+jb+jc|
=|j(ja+b+jc)l
=|jFx|ja+b+jc|
=|b+j’c+ja|
= AA’
Donc AA’ = BB’ = CC’
b) Montrons que les triangles ABC et A'B’'C’ ont le méme centre de gravité.

Soit G le centre de gravité du triangle ABC et G’ celui du triangle A'B'C’

Tzt un] "+bhtc
Ona:z =2 g“ -2 g’ Cetz=% g £

Donc z(;-—zﬁ=-%7(a’—a+b'-b+c'—c)

= —lge"fﬂ"(a +b+c)1+j+7)
Or: 1+j+j°=0,donc z = z et par conséquent G’ = G , les deux trian-

gles ABC et A'B'C’ ont donc le méme centre de gravité.

| Exercice £

1) Déterminons une condition necessaire et suffisante pour que A,B et C
soient alignés.

(A,B et C sontalignés)e (A=BouA=C )
ou(AB:AC ) = 0[]

a—boua—c
=

~—--€ R
a—boua=-—b
k=4

our“—-t“ R

(=]

a’=b'ou a__% = R)
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Donc: A,B et C sont alignés si et seulement si ¢’ = b” ou ——-—gtg eR.

2) a) Montrons que: ¢ =— ib +a(l — i)
r est la rotation de centre A quitransforrne CenkE.
Puisque (AC;AE ) = 7 Z27] alors ,i_ est I'angle de la rotation r.
HC)=Ewe—a=¢%(c—a)
se=a+ilc—a)
se=a+ti(-b—a)
Donc e =—ib+a(l — i)
b) Déterminons @, 8 et ¥ en fonctionde a et b.
* ACDE est un parallélogramme , donc CD=AE ,d0ol zp— 2 = 2:— 2
Donc: a2 —'c =le—a
Dol: a=e¢—a+tc=—ib+a(l—i)—a—b
Donc: a=—ia—(1+i)b
*Ona: AF=AB et (AF;AB)=2|2x]
donc r(F) =
HF)=B=b—a=¢%(y—a)
sy—a=—ilb—a)
sy=a—ilb—a)
Donc y =—ib+(1 +i)a
* AEHF est un parallélogramme, donc AE = FH ,d'ot: e—a=B—7y
e—a=B=r=B=yte—a
> B=—ib+(+i)at+i(-b—a)
=»>fB=—2ib+ta
c) ® Déduisons que: EFF = 20A
Ona: zz—z:=y—e
—ib+(1+i)atib—a(l —i)
= 2ai
Donc: |z — z:| = | 2ai|
=2i|X|al
=2X0A
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D’oll: (ﬁ) =2 2r]

S el o=l =1 Rl r=0

e Zi—p=e—d=1—-3i+1+3i=2

Donc: zs—z=z—2p

D’ou: CB = DE etparsuite BCDE est parallélogramme de plus (BC) L (BE)
donc BCDE est un rectangle.

e BC=|b—c|=2et BE=|e—b|=|-2i|=2

Donc BC = BE et par suite BCDE est un carré.

2) Calculons: |b];]c|;ld]| et | e]

e [pl=11-i|=v2
slol=l-1-0l=0
e |d|=]-1-3i|=y10
o le|=|1-3i]=V10

On remarque que: |b|=|c| et |d|=]e].

3) Déterminons une équation de (¢”)

(#) est le cercle de centre O passant par le point B, donc son rayon est:
r=0B=y2

Donc: (¢):x*+y* =2

4) a) Interprétons géométriquement | z | et arg(z).

Z:%:_gnﬁjlﬂ |§%‘3* _
larg(z) = arg(g—_—g)[ln]
= {[] Z l G %B};

larg(z) = (0B 00 )[27]

b) Déduisons z

 (0B;0G ) = %*[271’] donc arg(z) = "‘gIZJI']
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* OBFG est un carré, donc OG = OB

d'ou; %g = | et par suite [ z| =1

we(e)= Honl| Jf=oT=]

[z]=1

5)a) Montrons que: g =(1+x+y)+i(l —x+y)
i=i=gdogq=ilb-g)
Donc: g = jh+(1 —i)g
=i(1 =)+ —i)x+yi)
=(x+y+1)+i(l+y—x)

b) Déduisons | g| en fonction de x et y
lgl=l(x+y+ 1) +i(l —x+y)|

=/(x+y+1P+({1—x+yy
=26+ 2y +4y+2

6) Exprimons | g | en fonction de y seul.

Ona:Qe(¢)etg=x+yi

donc x*+y> =2 ; d’'ou 2x* + 2y* = 4 et par suite | g| = /4y + 6.

7) Montrons géométriquement que:

lel=1f]

Ona: BE€ (¢) et Q€ (v),donc OB=0Q et par suite le point O ap-
partient a la médiatrice du segment [BQ]. Or OBFG est un carré, donc les

segments [OB] et [GF] ont la méme médiatrice, et par conséquent le point

O appartient a la médiatrice de |GF] , donc OG = OF ,dou |g|=]f]|.

8) Déterminons les valeurs de x et y pour que les points £;D;G et F ap-
partient a #(O;r).

e Ona: |d|= 10 =|e| donc OD = OF et par suite O appartient au cercle
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(I") de centre O et de rayon 4/10.

eOna:|g|=y4y+6

Ge () elgl=V10
edy+6=10
ey=1

cQE (@) +y=2
=>x'=2—-y

'(;E(r)@{y_l
x'=2—y

@{F
x=loux=—1

[x=le!y=l
o iou
x=—lety=1

or: | fl=|gl=V10 ,donc F & (")
Conclusion: Les points E,D,G et F appartient au cercle (I") de centre O

et de rayon /10 sietseulementsi (x=1ety=1)ou(x=—1et y=1)

(Exercice /-y

1) a) Interprétons géométriquement r et @
Ona: z—i=re"”

Donc: ® |z—i|=]|re’|, donc[AM =1]

e arg(z—1i) = arg(re®)[27]

Donc (E;ﬁ) =0[2r]

_—
D’ol @ est une mesure de I'angle orienté (u;Aﬂ )

b) Montrons que: (z' + 2i)X(z—i) =1
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centre B et derayon 1.

b) e Vérifions si f(«")=#".

D’aprés la question 2) a); pour tout point M du plan, si M€ (%) alors

M €(7)

Donc f((¢))c (') (1)

o Vérifions si () c f(#)

Soit M'(z’) un point du cercle (¢”) ; existe t-il un point M(z) de (¢) tel que

AM)=M"?

AM(z)e(7); AM)=M «(3zeC); 2l _ et |z—il=1
e(3zeC);2z—i=7Z(iz+1) et|z—i|=1
©((32€C); 2-i)z=7+iet|z—i|l=1

Puisque M’ € (#”) ;alors |z’ + 2i|= 1

donc 7z #—2idou 2=iz'#0

Donc: (2—if)z=7+iez=7—

- Vérifions que |z —i| = I '

]

| 2+ z 4 2: T |

B o
|2~ |2

M (Z)e(#) =7 +2il=1

=|z—i|l=1

= M(z)e(¥)
Donc: (WM’ €(#”)) ; @M e (#)) ; AM)=M
Do |(27) C F((2))] (2)
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De (1) et (2) on conclut que (¢”) = A((¥))
3) a) Montrons que N € (¥)
412 ( m)
2
:412 *%|—1
2

AN=1=Ne(@)

£_£|

——
b) Déterminons une mesure de |'angle orienté (u;AN )

(AN ) = arg(zv— z)[27]
{ fz 2,

e topl S cos X 4 isinL 4 Donc: (;’,ﬂ) E%—[ZE]

Construisons (/) et N (voir figure)

v

Q;‘”
=

¢) Déduisons la construction du point N’ = f(N)

-Ona: Ne(¥) et f(#)=(#") donc (3)
-D'aprés la question 1) ¢) (#:BN") =—(u:AN )[27] et (&;A

AN)

o]
ponc: (#:BN”) E—%D«T 1 (4)

On peut alors construire le point N’ (grace a (3) et (4)).
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1) Montrons que: 1 + @+ @*=0 et @ = @’
2T

Ona:w=¢'3

Donc: 1+w+w' =1+ +¢

2) a) Montrons que @ € E£
E={zeC/|z|=[1+z]|=1}
*|lw|=le¥|=1
*1+o|=|-0|

=|of

=1

Donc: |@w|=|1+w|=1
Dou: lw€EE
V3
b) Montrons que: z€ E & x—-—~—~ etlyl—
On a: x + yi avec (x;y) € R?
z€Ee|z|=[1+z]|=1
elzf=l1+zf=1
ex+y=0+xf+y=1

ﬁ{x2+y2= Ji et yE Oy

xX+y =1
ﬁ{zx=—1
x2+y2=1
ox=—1 etlyl=2)
Donc: zeE@(x—“— et|y|=§)

c) Déduisons que E ={w;® }
Soit z=x+ yi avec (x;y) € R
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d'apres 2) b) ;

ZEE@(x=~% et|y|=-’-/-23—’—)
I /3
X =Ty ey = gz
e iou
1 3
x=—§ery=—‘fT
z=—712-+~2§--£:w
< ou

Donc

3)a) Montrons que: |p|=|g|=1et1+p=—¢q

On a: p=b

q et g =

+ Puisque les points A(a) ; B(b) et C(c) appartiennent au cercle (O, r),

C

a

alors OA = OB = OC = r ; donc:

la|=|b]=|c|=r doui: | p|=

bonc: |pl=lqg|=1

*Montronsque |+p=—g

|b]

la]

=letigi=

|

|

C

2

=1

Puisque O est le centre de gravité du triangle ABC, alors:

OA+OB+0C=0
Donc: a+b+c=0

b
Dou.l+a

Donc |l +p=—g

+%=0;(cara#0}
etparsuite: | +p+¢g =0

b) Montrons que: p=® ou p= @

On a: {|p|=1

[ttpl=I=ql=lql=1

Donc: p € E.
Or: E= {a) ‘W }

Nombres complexes |

565



Donc p=® ou p=@ .

c) Montrons que: ¢ — a = (w— 1)a avec p = w (dans cette question).
b

‘p=w=o=w
=:-—§-—12(0—I

sb~a=alw—1)

o 1 iy R 2 O Sl iC
V' P a=>1+w~ =

¢ —
=>a W

car | +w ==&’ =—w
o B et

Donc: l=w—1

D'ott: [c —a = (w — 1)a|

catbtc=0=p+1+3=0(carb#0)

G B
~b b
=°£=._.1__I_
b @
c _ @
m—g——l*—w— i :
. _f’éar ww =|wf =1)
=>E=—l—-a)
=>g-=(u (car 1 tw=—w)
S s A
= l=w—1

[ c—b=(w—1)b
d) Déduisons que le triangle ABC est équilatéral.

On a:
Jc—a=(w—1)a=|c—al=|lw-1]|X|a|

=|lc—al=|lo—-1|xr

slAC=w—1]X 7]

(carlw—1|=|lw—1|et|a|=0A=r)
c—b=(w—1b=|c-bl=|lwo—1]|X%|b]
=|lc—b|=|lo-=1|Xr
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|l= BC=|w—1]Xr|

Jh—a=(w—1a=|b—al|l=|lw—1|X|a|
slb—al=|lo—1[xr

|= AB =|w—1[Xr|
Donc: AC = BC = AB et par conséquent le triangle ABC est équilatéral.
Exercice £

1) a) Résolvons dans C I'équation (Ej)
S KL ] R LT
(Ea).Z 2Z+COS:!8 U.QE] 2!2
- Le discriminant de cette équation est:
g T ASInd 0
A=4 o0 <os’0 (2itan @Yy
- Les solutions de cette équation sont:

z=m%m= 1+itand

ouz=1—itand
Donc I'ensemble des solutions de cette équation est:
E={1+itanf;1 —itanf}
Autre méthode:
DAt 2
C ——— = +
Remarque: e 1 + tan’@d
Donc: (Ey) & 7 —2z+ 1 +tan’d =0
e(z— 1) —(itan8) =0
o(z—1—itanf)(z—1+itan8) =0
ez=1+itanf ou z=1—itanf
b) Ecrivons z et z, sous forme trigonométrique.
7 et z sont les solutions de (Ej).
Im(z) = tan@ donc z7=1+itanf et zz=1—itanf = z,
; .sind
_— _ + B e
e z=1+itanf =1 Lioag

|
cos @

(cos@ + isinf)
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Puisque 8 = ]_2[;15,[ ; alors cos@ > 0

donc |z |= "—S—g- et arg(z) = 6|27
Donc z = as—ﬁ(cosﬁ + isin@) est une forme trigonométrique de z .

° Puisque % = 2. , alors une forme trigonométrique de z est:

~(cos(—0)+ isin(—8))

s 059

2) Montrons que le triangle OM, M, est isocele en O.
Ona: M (z) et M:(z).

* OMi=|z|= cosO

. OM2=|zz|=lZ!|=|Z'l=L_-o§5

Donc OM, = OM, et par conséquent le triangle OM, M, est isocele en O
3) Déterminons les solutions de (£) sous forme exponentielle.

2 ’; s
Onpose Z=17", l équation (E) devient; 7' — 25-1—5&;;9— =)

D’aprés 1) b)

L, =_l_ i =_l_ —ifl
coqﬁg ou Z cos@ ¢

H}

l "
Donc z" e ol =
0s 0 3 059

s
e Les solutions de I'équation z" = o8l ¢” sont les nombres complexes:

1 {0 25
ZN=T::’I‘I"+ i:) - KE{O;I; i (n_l)}
/cos 0
e Les solutions de I'équation 7" = ——SHE; ¢’ sont les nombres complexes:
’ 1 {0, 2Kx)
z K —t ‘;,—" e n n
cos

Ke{0;1;2;...;(n—1)}
Donc: I'ensemble des solutions de (E) est: S = S, U S, ou:

= L r(.‘?_zlk’w o
S, { Cmge .k e{0:1;..:(n 1)}}

ot §, = { b e o (n-—l)}}
cos®
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[Exercice £33
Partie 1:

1) Montrer que: |z|=1 & Z€ iR

Soit z& C\{~1;1} ; Z= Z+i
ZeiReZ=—27
o el A
z—l i

oz+ =1 =G=1)=2=1)
WZz-ctz-il =izt
ezz=1
elz|=1
Donc: [z|=1e Z€ iR
2) a) Montrer que: Z = ;9_
; tan 5
Ona: z=¢" , donc:
s z+1=1+¢"
gy 8 N
=g? (e 2t g‘z‘)
= 2005(%)3*'3’
.Z_l=~l+8m
2 0 0
= e2(—¢72 + ¢2)

= 2:’sin(-§—)e"g
os(2)5
2+l 2""5(2)9' L
Donc: Z = s
@ il
. 2sin{7)e® itan|5
Dlou; Z=——"tr
([
» Déduisons le module de Z et arg(Z)
Ona: Z= s 60 5 =
tan(gi) tan(g)
i e 08
Or: —w <0 <m, donc 7 <95 <Yy
£sh: (}<-6| (cest—a -dire: 0 < < 1)
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alors tan( )> 0.

donc: |Z|= —J?“ et arg(Z) E—%‘[Zﬂ']
an(5)
xShi= 9 <o (c’est-a-dire: —7 <0 <0

T <
0
2

2
=il P
alors: tan( ) < (0 donc: Z=— Xe'2

Dol | Z| = et arg(Z) E%[Wr]

=i
n(3)
b) Montrons que: (M'A:M'B ) = 0[2x]
Ona: M'(Z); A(1) ; B(—1)
ponc: (MA:ME ) = arg (M )[27{]

Za— 2
et dut
. Lo " 2w Z=1 i
Ona. ZA— I I__Z+1 5
Zo=tl
M ;
Donc: arg(z = )- arg(z)[2r]

Dot (MA:M'B) = 0[2x].

* Construisons M et M’ dans le cas ol 8 =

Wy

Ona: z=¢” donc|z|=1dou OM=1

Le point M appartient donc au cercle Z(0;1).

D’aprés la question 1) ,on a: Z € iR

donc M'(Z) appartient a I'axe des imaginaires purs donc (1)

(car A(1) et B(—1)et le repére est orthogonal , donc l'axe des imaginaires

purs est la médiatrice de [AB]).

Or 6= -'735-, donc|(M"A,M'B ) = g[27f]| ()

Des relations (1) et (2) on conclut que le triangle ABM' est équilatéral.

On peut donc placer M’ avec précision. (voir figure)
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Partie 2:

1) Déterminons 'ensemble des solutions de I'équation (£)

B
z+1)"
z=]

On pose: u —-(
alors, I'équation (£) devient: u+-- J2
C'est-a-dire: w*—y2u+1=0

Le discriminant de cette équation est: A =—2 = (iy2 )’

f+:f \/5_—2_;@
Do: (z+l)" f2+h/_ = (z+1)"=\/§_—fﬁ

Donc: u#

2 2 z—1 7)
e Pour (—g;} )ﬂ = ‘{22 +L‘§‘- =1

éi;‘i @) avec k €{0;1;..5(n— 1)}
Zk
(-In' uﬂ)

Clest-a-dire: & =~ _.-5:_7‘-1“_1..

e in " n —I
Donc, d’apres la question 2) a) z = Sl

tan(é—;— + i‘f—)

* Pour (§+ }) = -‘%i—*i'{? 7% qui peut s’écrire aussi: (—%t : ) = ¢t

Les solutions de cette équation sont les nombres complexes z. avec

k €{0;1;...,...,n— 1} et par conséquent , 'ensemble des solutions de l'équa-
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tion (E) est: S={z:K€{0;1;..;.;(n— D} u{z:Ke{0:1;..5(n—1)}}
avec: zx = t_t;?x ol Ok = 8n+K;z7r

2) a) Montrons que: (£) = P(z)=0

Soit ze C et ne N\{0;1}

PEI=0 321Gt -G 170

Puisque P(1)=—2" et P(—1)=—2".alors P(1)# 0 et P(—=1)#0
Donc: z# 1 et z#—1

Dlob: P(z)=0 e y2 — (“ 11); Ej" 1);

(_z 1) B

C@—1)( ‘z+h)” (z=1y(z+1)

=(2) +(&51)=12
o (E

—

Donc: (E) e P(z)=0

b) Montrons que:  P(z) = (2 — 2)11(2z T _La?l(ﬁ]‘ﬁ)

Rappel: Soit P(z) un polyndme de degré n.

BZ)=az ta 2=t . Fazta

avec ¢, € C" ; € C pourtout i €{0;1;..(n— 1)} et z€C

Si: 22 ....2, sont les racines de P(z),

alors: (Vze C); P(2) = a,,ﬁ(z =)

* Soit O(z) un polynéme d;.éjegré 2n:

0(z)= J‘Znatkz" avec @, € C* et (.

Si a.;a'g;::f];a,, et Bi; B5...8, sont les racines de Q(z), alors :
(vzeC);0(@) = ag,.f[(z —a)z—8)

Ona: P(z)=0 s (E) &

Donc les équations P(z) = 0 et (E) ont le méme ensemble de solution.

Le coefficient de z du polyndme P(z) est (y2 —2); les racines de P(z)
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SONE ;2o Ans ) B Z6 21, T

n=1

donc: (vze C); P(2) = (2 - 2)[ [ (z— z)(z—z)
T (./E % 2)H(Z i taIi@;; )(Z i tari@g )

k=0

=(/2-2 H( tar:2 5:)

n=1 I
e Lo
o tan (Sn -4

e Déduisons la valeur du produit :

=

&

Pour z=0,o0na: P(0) =(/2 — 2)H e 2(6)
n=1 “_I_ﬁ_-_ P(O) k=0
Donc : Ht e (19) /2 5

Ona: P(0) = /2(=1)—1*—(=1)"

=(-1yv2-1-1
=122
o e e R
Donc : o (é% +_l%r_) J2-2
G
: 1—2
Dot : [ ]l = (1 4/2)(/Z = (= 1))
o tan’ (5 + 4 )
[Exercice £

1) Montrons que : | [z = (=1)"x P(0)
k=i
Ona: P(R)=z"taw.z 't ta:zta

Puisque : z; 2;...; Z» sont les racines de P(z), alors :

(vzeC):;P(2) = H(z z). Donc : P(O)-H( —z)=(— 1)'1_[2&
D'ou : Hzx P(O) (=1)"P(0

2) a) Déterminons Ies solutions de 'équation P,4(z) =

Soit: Soit ze C,soit € R et ne N’
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Po@=(z+ 1)~
P2 =0 (z+1) =™

Les solutions de cette équation se déduisent des racines n™ de ¢™ , c’est-

2 - il2 2kt
a-dire les nombres complexes z telsque: z+ 1 = 2+ 4)

Donc z = ™) — | avec k e {0;1;..;(n—= 1)}
* Calculons le produit de ces solutions :

: Lo 1 il
Ona: ¢“—1=¢%(e7—¢%)

Donc: ¢“— 1 = 2isin( 5 )e't

n=l
D’apreés la question 1): Hz.& =(=1) X P,,(0)

k=0

Or: Py(0)=1—¢*?

n=1
Donc: [z =(=1)X (1 —¢*)

=(—1) x(—2isin(nf)e"’)
D'ou : ﬁa = 2i(=1)"" X sin(nd)e"

b) » Montrons que : £,(f) = _sir;&:lﬁ_)_

Soit n€ N etsoit 0 € R';ona: £(0)= ﬁsin(9+%)
k=0

d’aprés la question 2)a), ona : z = 2isin (6’ + -%L)e*{‘”%')

Donc : ﬁa = ﬁ2isin(9+ KAL) o)
k=0 k=0

n
n=1 n=1
; : ki {0+4%)
=R X sm(5+—)>< Py

Lo (0) xS0
= 2" X " X () x el 7<)
— X " Xf,', (5) % e,(_,,o....ir!:'z!)i)

= "X I X £(0) X e x (eB)
= 2" XX "' X f.(0) X "
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or [Tz = 2i(= 1) x sin(n6) x &

k=0

Donc : 2!(_ 1 )f"" X Sin(nﬁ) % elw =AM £2n—1 Xﬁ,(ﬁ) X er'ub' L=
Dousif(B)=— ="

£1(0) £(6) sl sin(n6)
sin@ * sinf 2" sin@
1 sin(n@) & 0

o g sin @

s.m(né?) T mJSf_-ifl%), =

c) Déduisons la valeur du produit Hsm( kr )

n
Ona: £(0)= H51n(9+k—n-)

e Calculons l:m

Or: lim S—ig,—é?-—let hm

-

2»--I

5 sinﬁ:ﬁsin(ﬁ - k%)

Donc : ﬁsin(@ ks ) ﬁ(ﬁ) . Dol IilTﬂlﬁsin(ﬁ + k%) = in;l -"7—6)

e sinf ° 0011 0-0 S

L0 hmnam(g+k%)=ﬁsin(kn)

e on B A
Lan S he s

Donc: Hsm( % )— e

C’est-a-dire : sm(”)xsm(zf)x---XSi“((n —nl)ﬂ)x 2{'1'L

1) Montrons que : [ [ve=(—1)"" x /"
k=1

Ona:w=e¢"" pourtout k €{l;2;.;(n— 1)}

n=1 n=1 kn
Donc: H Ve = é
k=1

= ¢ :"Lrlﬂ- Hn=1)

_yxnln=1)
— BT
An—1)x
AT

=e
= (i)
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— (_ i)n—l
—_ (_ l)n—l X in—l
n—1
D'ol ]_—_[V* S (_ 1)n-! X !
k=1
2) a) Exprimons u; — 1 en fonction de v

Soit ne N’

Xy

Ona:uk—l=e' |

= (= ®
= "% X 2isin (sz)

k:rr)x_l_

Donc: u,— 1= 2zsm( = v

b) Calculons H(uk— 1)

On remarque que les nombres . ; pour k € {0:1;2;....(n— 1)} sont les ra-
cines nieme de l'unité.

On considere le polynéme : P(z) =7 '+7" *+..+z+1;z€C

Ona: P(1)=n donc P(1)# 0 (car ne N')

Donc z = 1 n’est pas une racine de P(z).

'0“3'VZE(C\{I});I+z+z”+...+z"-'=1l:zz"
Donc P(z) = 1:‘?
.P(Z)=0¢=l_z"=0

u_l et Z#]

sz=uwke{l;2;.;(n—1)}
n=1

Donc: (Vze C); P(z) =[[(z—w) . D'our: P(1) =ﬁ(1 — W)

k=1 K=

n=1

or: P(1)=n,donc: H(l —U)=n

=1
Puisque : u,— 1 =— (1 — ),

alors: [Tw=1)= (= )" X:Ij(l —u)= (= 1) Xn
c) Déduisons ﬁsin(%)

bl

&

Ona:wu—1=2i sin(%)e""ﬁ' =21 sin(
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k=

Donc : ﬁ(m— 1) :(HZI) (Hsm(‘?x’ ))xﬁll;g
k

Dou: (—1)"'Xn=2""X ()" '><Hsm(%)>< = 1),,-& O

_k.Lr_) i in

n uTI" ».

On en déduit que : Hsin(
k=1

(Exercicel g

Partie A :

1) Vérifions que : A = (3 — 4i)

Ona:(BE:z2—(1+2i)z+1+7i=0

Le discriminant de cette équation est :
A=0+2iV)—4(0+7i)=1+4i—4—4—28i=—T7—24i

Or (3—4if) =9-24i—16=—7—24i

Donc le discriminant de (E) est: A =(3 — 4i)

2) Déterminons z et z:

Ona: A=(3-4i) donc: 8 =3 —4i est une racine carrée de A, par suite

les solutions de (%) sont :

(3 — A o+
zlzu_g_‘_."_'j@__..%‘_)_zz_;etz; belide
3) Montrons que : Z ﬁe*

(el e LRSI S s e
Donc:|§1]=|-—I+£|=ﬁ,parconséquent:

.%;..=_1+f:\/'(—l/§—+ J_) x/i_l( cos(%)"f'fsm(%))

= \/:’3(005 4*+ isin 'i47r)

Ainsi : & = f2e K

Partie B.

1) a) Déterminons le complexe ¢ :

R est la rotation de centre O et d’angle % donc :
r(A)=C = 0A=0C et (0A;0C ) = 5{2n]
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=Cc=ia
=ce=i2—-i)=1+2i
Ainsi l'affixe du point C = R(A) est: c=1+2i
b) Montrons que : 7(C) = B
T est la translation de vecteur A0 , car T(A) = O, donc :
T(C) = B & CB = A0
S BT L =2
Orz—zi=c—a=—1+3=2H =%~
D'ou: 7(C)=B
2) e Déterminons le nombre d :
Le quadrilatere OCDB est un parallélogramme signifie que :
OC = BD par suite : af{OC ) = aff(BD )
Donc:d=b+c=5i
o Vérifions C est le milieu du segment [AD]:
Ona: A(2—i) et D(5i) donc I'affixe du milieu du segment [AD] est :
L(2-i+5i)=1+2i=aff(C)
Ainsi le point C est le milieu du segment [AD].

3) Montrons que (g—:—g—) X % eR:

Ona:a—-d=2—6ietb—d=—1-2i
a— —-2(1 -"&1) —2(1 = 3i)(1 — 21)

b__.___ a=bN b < N
Etcomme: o =—t= 1+ alors: (b d) a—2(1+z)( 1+i)=—4
Donc la nombre (g j)x b est réel.

° Interprétation géométrique :

a d_) b Gyt Lo 2=
Ona: (b d X0 (Zn_Zn)x(Z —Zn
sont alignés ou cocycliques.

)E IR, donc les points O, A, BetD

Et puisque : ~5—~“E’R alors les points A, B et D ne sont pas alignés.

Ainsi les points O, A, B et D sont cocycliques.
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1) a) Verlfons que: A =(1-3i)

Ona:(E)z—(1+i)z+2+2i=0, alors le discriminant de cette équation
est: A=(1+if—4(2+2i)=2i—8—8i=—8— 6i
Or(1-3if=1-6i—9=—8—6i

Donc le discriminant de (£) est: A = (1 — 3i)

b) Déterminons z et z, les solutions de I'équation (E):

Ona: A=(1—3i) donc: & =1— 3i est une racine carrée de A.

Par suite les solutions de I'équation (E) sont :

Zl:l+!_21+3'£':2fet33:l+£-f-2]_3“£=l_f
¢) Montrons que : 4=/ vy

_ z. A6 2z(l+r) /
Ona: e ) ol b
Comme|§—;|=|-1+£|=ﬁalors:

—l+i= ﬁ(—gnL :%) = ﬁ(‘COS(%)‘l‘fSiﬂ(%‘))
= \/Z_(COS(R' —%)Jr isin(fr —“%))

C'est-a-dire: —1+i= ﬁ(cos( %4 )+ tsm(%&)) Ainsi : J_e*T
2) a) Déterminons le nombre complexe e :

On a: A(z) et B(z) alors laffixe ¢ du milieu £ du segment [AB] est le

nombre complexe : ¢ = 2%—5’- = % + %g

b) Montrons que : ¢ =~%— + %—i
I’écriture complexe de la rotation de centre A(2i) est d’angle (—er—) est :

7 = 2i+e"5(z—2i) Clest-a-dire; 7 =—iz— 2+ 2i
Btona rlE)= Cdore ol aihici i(-%+~7l:i)— 2+ 2i

T R e NS 1
Ainsi: ¢ = 2+2£

c) » Montrons que (iﬁg)X(‘ Z )ER

Ona:z—d= l—i—l_%i——ji et c—d=-—%+%i—l—%—i—~%
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mEdi
Donc: =l I
Etona:c—z=— 2 21-—2 ——§~?12-:etz1-zl=l—i—2£=l-3f

cC—7z 2 (—3—1) _1(1"3!') lf
Boeiniib=3) 20-3) 2

ou: (E=)x(£25) =()-71)=

d C b .
Ainsi le nombre (r d )X( zu) est réel.

Donc :

» Interprétation géométrique :
o 2 ""d SIER
Ona: A(z), B(z), C(c) et D(d) et (2?:;[)(;7:%) eR

Donc les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques.

Puisque : %—-g- = | c'est-a-dire : E’R
alors les points B, C et D ne sont pas alignés.

D’ou : les points A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice /%

Partie A:
1) Résolvons dans C I'équation: 2 +i= 0.
Soit ze€C,ona: 224 ;=0 ez?=—
e 2= (= 2i)
il ZZ = (_1.._(1 _i))z
V2
Donc: S = {‘/25(1 —i)— ‘/2 (1 - )}

2) a) Déterminons le module et un argumentde 1 +a:

On note « la solution de I'équation z°+i = 0 telle que : Re(a) > 0
alors : a=—‘££(l —1i),donc:
D2 e e
|a+ll—| .1 ==t —|—-‘{/( -——) +5=y2+/2
J2nge

Etona:a+t1= TR iT“l* 1 = cos(—%)+isin(-%)+ l=1+¢7%
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Comme 1 +¢ T = (%) +¢7%)

d’apres les formules d’Euler, ona : ¢'¥ + % = 2 cos (_g_)

Alors: a+1= 2005(-’%—-)3 i

Puisque : COS("g—) > 0 alors : 2cos(-‘§~)e”ﬁ' est I'écriture exponentielle du
nombre |1 +a.

Ainsi : arg(l +a) 5—-781[275] et|1+i|= 2005(%{--)

b) Déduction :

Ona:l+a= Zcos(%r—)e“‘ﬁ' donc: |l +al|= 2(:03(%)

D'autre part : |1 +a|=y2+y2 .Donc: cos(-g ) Ji+/—2
c) Vérifionsque: (1+a)(l —a)=1+i

Le nombre a est une solution de I'équation z°+i =0

Donc: @’ +i= 0 cest-a-dire: i =—d’

Parsuite: 1+i=1—a*=0+a)l —a)

e Déduisons une forme trigonométrique de 1 —a:

17:d

Ona: (l+a)(l—a)=1+i alors: l_a:i+a

Comme1+£=«/—([ ‘[2) \/2(c05( )+£bln("§—)) \/—e*i

. B A \/5 ¢ i 2\
et1+a—~/2q+\/§esalors.l a—1/2+\/§e_’,_§_— 2+ﬁe* g
Ainsi: 1 —a= ﬁtﬁe%&
Clest-a-dire: l —a=+2— ﬁ(cos(B—g—) + ssm(—-sg))

Partie B:

1) Montrons que : (ON) 1 (OM")

Ona: zz +i=0 clest-a-dire: zz' =—i alors : arg(zz) =— —[271']
Comme arg(zz’) = arg(z) +arg(z') [27] et arg(z) =—arg(z) [27]
alors : arg(zz') = arg(z’) — arg(z) [27]

Donc : arg(z’ )—drg(z)—-—""[?,zr] c'est-a-dire : arg(i) %—[2%]
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Etona: N(z) et M'(z) alors: arg(;) (oM";0N ) [2r]
Donc : (OM";ON ) E‘E“[ZJ!'], ainsi : (OM’) L (ON)

2) a) Montronsque: 7' —a =— t( z—a)

az
Ona: (zaza) 1(%—%)=—zz'(%—%)carzz’=hi
“z'—3§;=z'+é-=z'+-§‘a—
Comme : @* =—i alors: i(z';za)=z’ —a
Ainsi : z—a=z(-z—az—‘£)

b) Supposons que z #—a :

e Montronsque : z' #—a

Ona: zz' +i=0=2 =-% eta’=—i

Donc : z’+a=—%+a=gzi+a=—%(a+z)

Comme: z+a# 0 alors: %(z+a)#0,donc: z a0

Ainsi: z#—a=27 #—a

S (z-—a)
= o R
Montrons que : o e
Ona: 7 = %eta3=—:,
Sl e
Gpme g s C g aﬁ—za-ﬂz z—a
SR SR SR T R O )
Z Z
o z’—a:_(z—a)
Ainsi : i T

3) Supposons que les points A, B, M ne sont pas alignés :

Montrons que le point M’ appartient au cercle circonscrit au triangle ABM
Les points A, B, M ne sont pas alignés, soit (I") le cercle circonscrit au
triangle ABM .

Ona - =d _sZoa . Zeodi . Gs
Zoha z+a Zu — Zn Zu — Zp
a2 X 2w "2 . 1
i A e
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Za T L X Zm — 2n
v — Zn Iy T 24

cocycliques, par conséquent le point M’ appartient au cercle (I").

1) a) ® Vérifions que le nombre i est une solution de I'équation (£):

C'est-a-dire : & R, donc les points A, B, M et M’ sont

Ona:

(iY+@=-i)(if +(m*+1-20)i—i(l+m?)=—i—2+i+im*+i+2—i—im*=0

Donc le nombre i est une solution de I'équation (£).

e Résolvons dans C I'équation (E£):

On considére le polyndme P(z) ol z € C défini par :

P(z)=2+(2-)Z+(m*+1-2i)z—i(1 +m’)

On a i est une racine du polynéme P(z) donc il existe deux nombres com-

plexes b et ¢ tels que :

(VzeC);P(z)=(z— i+ bz+c)

Donc : Pourtout z de C,ona: P(z)=22+(b—i)Z +(c—ib)z—ic
[b—i=2-i

Par identification,ona:ic—ib=m*+1—2i
—ic =—i(1 + m?)

Donc: b=2etc=1+m’

Parsuite : (Vze C); P(z)=(z—i)(+2z+ 1 + m?)

Ainsi: P(z)=0e=z=iouZ+2z+1+m* =0 (2)

Résolvons I'équation (2): 2+ 2z+ 1 +m> =0

Son discriminant est : A =4 — 4(1 +m*) =— 4m* = 2im)’

Les solutions de I'équation (2) sont :

L= -_—2“%2@— ==1l=imetz =:~2-; o= 1 +im

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (/) est :
S={i—1—im;—1+im}
b) Déterminons les valeurs de m pour que le produit des solutions de 'équa-

tion (F) soit égal a 1:
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Ona:i(—1—im)x(=1+im)=1=i(l+m*)=1

—m=—1-i

Pour cela, on détermine m’ et m” les racines carréesde —1 —i.

Onpose: m=X+iY avec XeRetYeR

Ona: M =—1—-i=X—-Y+2XY=—1—-i

(32— Y=
1=b{X2+Y2“—‘\/§
XY <0

[2x*=y2-1
={2r'=y2+1
XY <0

R ,_VETE:E'.JEZTIE ¢
Dou:m =4/ — ""2‘__"' Bt "“"“2“""_ oum

2) Ecrivons z et 2z, sous forme exponentielle :

=—]1+im=—1 +e"§ef"
= ¢ + ei{m-i)

_f.“( o3 (e;{ﬂ ) +eﬂ:w 4})
(@ T g3
= Zcos(2 7 )e'{- )

Ona: ,

! i N T AT
Ona: T <a< 5 =7 <2< 4
b bess SN A 5
=% -9 4 ~72
=ocos—g~%)>0

Donc l'écriture z = 2{:05(-?2r g) 3+7) est une forme exponentielle de z.

o= e e i A E)
et 27 —l—im=¢e"—¢
— :{H i (e:[a T}'— e 1 -- %])

2:51n(4——-—") A5+
= 2sin(%——z-) {5
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; QTR ST S0 o Ty
Ona.0<2 4<2c:lonc.sm(2 4)>0

d'ol I'écriture z, = 2 sin(% = %)e'{% '%) est une forme exponentielle de z, .
Partie 2:
1) Déterminons I'ensemble des points M(m) tels que les points M, M,

et M, soient alignés :

z—m _—l—im-—m _1+m(l+i)
Soit meC .Ona: PR v l+m(l~—.i)
Donc:(Lespoints M, M.ethsontallgnes)w ER
*:’(H I1+s))=1+m(1+5)
1+m =1/ 1+m(l=i)

1+m(1-f) 1+m(l+1i)
T a T lemi=i)

= (L+m1 =)l +m(1 =)=+ m(l+))1+m(+i))
= 1 +m(l = i)+ m(l —i)=2imm = 1+m(l +i)+m(1l + i)+ 2imm
= dimm + 2im + 2im = 0
& 4imm + 2i(m+m) =0
= 2mm+ Re(m) =0 (¥)
On pose : m = x + iy avec (x;y) # (0;0)
Ona: (*) = 2(x*+y)+2x=0
=x+y+x=0
=[e+3 -0 4-(4]
Donc I'ensemble des points M(m) tel que les points M, M, et M, sont ali-
gnés est le cercle (I') de centre Q(~%) et de rayon 712- privé du point O.
2) a) Montrons que R est une rotation :
Soit M(m) un point du plan complexe et M'(m’) son image par R :
Ona: RM)=M <=7 =iz—1
Déterminons le point invariant par R :

Ona: R(M):M‘:’::?-{-:EZ“‘I
=z(l-i)=-1
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x];

A

On pose : @ ——%—'“-z et Qw)

Onadonc: RIM)=M <=7 =iz—letw=iw—1 (car R(Q)=Q)
=7-w=iz-w)
—=7-w=¢(z—w)

D’ou : R est la rotation de centre Q(w) et d’angle —%

L3

b) Montrons que : e iR e mxm—Im(m)=

%—
a-m_ —l—im—-m _ 1+m(l+i)
Ona: = =T—im+1—im_ 2im
Donc: Z._____ (Z—m\__zn—m
e e a il a) %—2
1+m(—=i) _ 1+m(+i)
—2im —2im

e m(l +m(1 —i)) =m(1 +m(1 +1i))
e mt+mm—imm=m+mm+imm

= 2imm+m—-—m=0
e 2imm—2ilm(m) =0
e mm—Im(m) =0

c) Déduction :
Soit M(z) telque: zeC ;ona: z=im—1

donc: R(M)=M, dou: L= =% = Clest-a-dire: '“-——ER

m-—w
donc les points M, M, et Q ne sont pas alignés, par suite :

LM Wm
22—  W—2 €R
L m 74 W

X - eR
S a-z m—-w

(Les points Q, M, M, et M, sont cocycliques) e

Ha—m o7
BT R
LTl

(car ;I_IE% =i) esmXm—Im(m)=0 (¥

Enposant: m=x+y,ona: (¥) = x’+y'—y=0
bl | 1Y
= -0f+(y-3) =5=(3)

Donc I'ensemble des points M(m) tel que les points Q, M, M, et M, sont

cocycliques est le cercle (I') de centre Q’(—‘}lt) et de rayon 17
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—
—

-+
-

Ona?zl=ia+lmz;——~2—* i tl==5

ma- a1

—a—w=¢(n—o)
Donc: R(M,) = M,
Za=ninl S

2) a) Vérifions que : ey hossiny
_1;5_( .|_-)_
Ona: Z2—m _ BT m e imk L0
2—m H_I(m-i-l) o mtl+tim+i—2m

Slbem i =m) s (s m){ D)

T l=m+im+i 1+im—(m—i)
(1 =m)(1+1i) (1=m)(1+10)
T im—D—(m—1i0) (m—i)(—l+£)

Seileem Gl Vim =l

m=i—1+1)  ‘m—i

a=—m_ ,m=1
HQ—m m—i

Donc:

b) Supposons que les points M, M, et M, sont alignés
L

Ona:zz_z.u
Wz.—z.uER‘:lm eR
m:=
o cElR
AT TN
ZM_ZJ!EER
— (AM) L (BM)

donc M appartient au cercle (I') de diamétre [AB]

c) Déterminons (£) 'ensemble des points M(m) tels que les points Q , M

M, et M, soient cocycliques.

Sim=1ialors M= B =M, etdanscecas,ona:

e [ =7
Z:"O)_ TR 2" 2(—'1"‘!)
T l ISt

=2
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Ona: Z::-—EE%R donc les points M, , M, et Q ne sont pas alignés d’ou ils

sont cocycliques.

eSim#i,ona:

M(m) € (B) = (221 + 228 c R
(Zl:ﬂ 2—@

SRl SO o
a—m Zi'_CIJ)E]}si

.:,(gx ﬁi: Xi)elk?

= %}i eR
< (les points M, A et B sont alignés)
« M e (AB)\{B}

D’oui (E) est la droite (AB)

FEY 63y Session de rattrapage (2017)
1) Déterminons le nombre complexe z tel que les points M et M’ soient

confondus (c’est-a-dire z' = z)
Soit z€ C,ona: 7z =z <='z=-12"(z+%)

e
<=b2z—z+z

==
—=z=louz=—1

Donc les points M(z) et M'(z') sont confondussi z=1ou z=—1

+1 +1Y
2) Montrons que 2,_1 =(§_I) pour z£ letz#—1
Soit ze C—{l;—1}ona:

i e B ke LAl g e G 2
n S 2(Z+ z)+ L= 2(Z+ z+2)* 22+ 22t1)=75-(+1)
e g
1=(2'.+1)1=(z+1)2
il R

‘+
Donc: i,

il |
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3) Soit (A) la médiatrice du segment |AB]

Ona Me (&)= MA =M

- MB _ \(car M#A et M#B)
z: L
z—1
z+1

I?ﬁ4=1

=1

-|&

4) Soit (I") le cercle dont [AB] est I'un de ses diamétres.
Soit M(z) un point du plan complexe tel que z # 0
-Siz=1alors M'=M= A etdanscecas M’ € (AB)
-Si z=—1alors M= M = B etdanscecas M’ € (AB)
-Siz#letz#—1lalors M#+A et M#B
Ona: M&(I') <> Lletriangle MAB est rectangle en M

= £+-%— e iR

z+1
= (Z = I ) eR

if%eR

= Les points A , B et M’ sont alignés.

= M€ (AB)
D'oti  Sile point M appartient au cercle (I") alors le point M’ appartient
la droite (AB)

FEEF64 Bac 2018 session Normale
Partie |

1) a) Vérifions que : A = (im — 2i)®
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Ona: A=(im+2)’—4(im+2—m)
= (im)*+4im+4—4im—8+4m
= (im)*+4m—4
= (im)* — 2(im) (20) + (2i)* = (im — 2i)*

b) Les solutions de I'équation (£,,) sont :

< _(gm+2)2—(im—25) =—im—1+i=—1+i(1—m)

A *(1m+2)2+(zm—2£) i

2) Ecrivons z et z sous forme exponentielle sachant que : m = i\/f
Ona: g =-] +f+:—f+,/2(——‘c+a‘r)

= ﬁ(l = cos-;;—+ ising‘—)

= ﬁ(Z sinz% i 2551[1%008%)

= 2/§sin%(sin-%—+ icos%-)

= zﬁsinigr-(cos(g‘ = %) +i Sin(% = %))

= Zfsm ] (coség—wL i sin ?’ér)

Puisque : 0 < % < %- alors sin—g- >0

Donc: z = Zﬁsin—g-e‘%

etona: z=—1 -—i=\/§(coss4 +isin= ) V26
Partie Il

1) a) Vérifions que Q est le centre de la rotation R
Soit Q'(@’) le centre de la rotation R

Ona: RIM) =M —=m' -« =e¢*(m— )
—im—1+ti—& =—im+ie
—ao'(l+)=—1+i
il Wl 005 (1+I)

Nombres complexes ESQ]



Donc le centre de la rotation R est

b) Déterminons l'affixe b du point B ou A = R(B)

Ona: R estla rotation réciproque de la rotation R, donc son angle est 2

et Q estson centre, doli: R(B)=A e B =R "'(A)
—=b-w=¢(a—w)
e=b=i(—1—i—-D+i=2

Donc : b = 2 est I'affixe du point B

2) a) Vérifions que : m' —a =2=%(m—b)

w—>b
Ona: 8=l _py = i212ly (n—2)
=142y (m—2)
s 4
= '!ég‘%_l!)(m~2)
=2i—im

et:m' —a=—im—1+i+1+i=2i—

donc: m' —a= —*———( —b)

b) Montrons que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les
points A, B, Q et M sont cocycliques.

eSim=—1—1ialors M= A etdanscecaslespoints A, B et Q ne sont pas
alignés (car le triangle est rectangle en Q) et par suite, ils sont cocyliques
eSim#—1—i,ona:

H ’ . . M R
(Les points A, M et M’ sontalignés) = ;y—4 €

(w—a)(m—b)
“w—b)(m—a)

—L—am-
S w—bm-— ER

ek

< Lespoints A, B, Q et M sont co-
cyliques
c) Soit (£) ensemble des points M () tels que les points A, M et M' sont alignés.
M(m) € (E) < Les points A, M et M’ sont alignés
< Lespoints A, B, Q et M sont cocycliques
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& Me&(7) ou (¢) est le cercle circonscrit au triangle ABQ

Puisque R(B) = A alors le triangle est rectangle en Q et par suite le centre /

du cercle (¢) est le milieu du segment [AB] et son rayon r = -%B—
Ona:z;=—z";z"=_l_2i_|-—2‘-=—;—-l§i
lmal J2 1Rl VO

S s Ea sl R ol T

Exercice Session de rattrape (2018)

1) a) Vérifionsque: Vze C' —{i} ; he) =ze=7—2iz—2=0

Soit ze C'—{i},ona: p(y =Z@5(§'z::2£i): ¢
g2
e

=iz’+2z-2i=0

=7—2iz—=2=0
b) Résolvons dans C I'équation (E): 2’ —2iz—2 =0
Le discrimiant de I’équation (E) est: A=—4+8 =4

Les solutions de I'équation (F) sont :

a=202 = 1+ietn=212 = |+ ponc: S={l+i;—1+i}

2) a) Montrons que : —2%3;—‘; =—§“:-% ou z€C' —{i;a;b}

Soit ze C'—{i;a;b},ona:

i(.g:__z_i.)_a

B@l=a  \z=i 0 dzh2—artia

h(z) — b f(z;—zf )—b iz+2—bz+ib

_la—az+tia+a —2ia (car a et b sont les solutions de (F)

Siz—bztib¥B —2ib
_z2li—a)—ali—a) (cest-a-dire:a’—2ia=2etbh’—2ib=2)

Sizi=b)=bli=b)

L=az=0)
(= b)z—b)
= "_ﬁ’;b) =02l = | (car a+b=2i)
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A e R
Donc : O -F b

b) Déduction : (W) ar, (h%zg g)[fo]

= arg(— 0 )[27(]

=T +arg(§:?))[27r]

= n+(MB ; MA )27
3) a) Si les points M, A et B sont alignés alors :
(MB ; MA ) = 0[2] ot (MB ; MA) = [27]

donc: (B ; MA) = 0[27] ou (MB ; A ) = n[2x]

D’ol les points A , B et M’ sont alignés.

b) Si les points M, A et B ne sont pas alignés alorson a :

@i=a  iz-a h(Z)—ﬂx_Z.I:.f?_z_l

h(z)—b 2—b 7 h@—-b a
h(z) — Zq
h(z)_"TEER

= Les points M, A, B et M’ sont cocycliques.

66> BAC 2019 (Solution) Normale

I- 1) a) Montrons que le discriminant de I'équation (E)

Ona: A=+ +m)—8im
= 2i(1 + m)*— 8im
=2i(m*+2m—+1—4m)
=2i(m—1)*

Puisque m&R alors m # 1 ; donc A est non nul

b) Déterminons les solutions de I'équation (E)

Ona: A=2im—1)’=00+)*m-1"=(Q+D(m—-1)

Gohe = (1+)(1 +m);(l +d)m—1) _ (A+)( +2m—m+ 1) . {4+
o (1+i)(1+m)-£(1 +im—1) _ (1+)( +2m+m“1) D

Dou: S={1+i;m+im}
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2) Onsupposeque: m=¢” avec 0 < < 1

a) Déterminons le module et un argument de z + z
Ona:z+tz=0+)+m)

Puisque : 1 +i=y2eT et 1 +m=e"+¢" = ¢3 (et +e8) = 2003%.6"?&
Alors 7z + 2, = 24/2 cos %e*('g“'?':)

0na:0<t9<7rdonc0<%<—%— d’ou cos%>0

Ainsi: |z + z|= Zﬁcos(%) et arg(z +2) = % + -‘%—[22:]

b) Montrons que si 2z € R alors z + 2 = 2i

Ona: z.z2=2im donc: 22 E€E R=2imeR
= me iR
=’ eiR
=>63_72_r_(car0<6<7r)
= m=i

etparsuite: z+z=0+)(1+m)=1+i)’=2i

D'ou:si zzz € R alors z+ 2, = 2i

II- 1) a) Montrons que l'affixe de Q est w = uél—_ﬁ

Ona D est'image du point B par la rotation de centre O et d’angle -723 ;

donc: d=e%(b—0)+0=ib=(—1+i)m

D’autre part, ona: Q est le milieu du segment [CD], donc :

L ebd i Ll m - (L=t

2 ) 2
b) Calculons L g)_g_
Ona: b—a _ (I1+dm—=>U+i) _2(1+d)m—=1) _ —2(1+i)
@~ =)0 =m) T 0=Da=m " I=i
2
1 ) RSP

5=
c) Déduction :

Ona: b-a =—2i= 2(008(—

= -)+isin(—%—))= 2¢%

(S1E
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Donc : | Y |~ 2 et arg( a_) E—%D?{]

D'ou: AB = 2Q0 et (00 ;4B ) =— 72|
c'est-a-dire : AB = 2Q0 et (0OQ) L (AB)

2) a) Montrons que 'g —c R et b—h— e iR

On a:les points A , B et H sont alignés car I € (AB)

I e
donc: g —_ eR

°*Ona: (0Q) L (AB) et He (0Q) donc (OH) L (AB)

d’ol : ‘g:g € iR cest-a-dire : —bf—ae iR

b) Déduisons A en fonction de m

h—a _h—a
Ona b aERdOI‘IC B_E—b_a
h R —h
etb ae:Rdonc T b-%
h—a h _h—a, —h 2h—a
D'ou L E+E—~E*b—a+b—a c’est-a-dire : s

Par suite : h = gf(aa—_abﬁ;

Onadautrepart: ab—ab=0+D1—Dm—U0 -1 +i)m

=2(m—m)

eta—-b=0+D)-—+dm=UA+D)(1—m)

a2 mY K

Dot h=1; E":)zf_)m) (£ +§s)(-lm—__m£)

‘6% BAC 2019 Session de rattrapage

I-1) a) Vérifions que le discriminant de (E,) est A = &’
Ona: A=(iay3)+4a’=—3a’+ 40’ = &*

b) Résolvons dans C I'équation (F,) :
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Ona: A=da?

Donc les solutions de I"équation (E,) sont :

jay3 + jay3 —
2 =————m‘/§ 2 a’(%%“gi) et 2, =g :; 2= a(-—é—%——‘?—i)
2) Ecrivons z et z, sous forme exponentielle :
ﬁ 25 1 ﬁ a‘;—

Ona:—%ﬂ-{-t2 =gs et2+ =1
Donc: z =|alee¥ =|aled™F) et z =|alet e =|ale™F)
ll- 1) a) Montrons que R(Q)= M, et R(M,) = M,
l'écriture complexe de la rotation R est: 2 = ¢ (z—0)+0
Cest-a-dire: 7 = ¢z
| L8N
-Ona:éva= a(cos3 +zsm3) a "2“+—2*-t =2
Donc: R(Q) =
-Ona: eiz =%l =|alet®) =|a|e &
= a'.(cos--g-— o isin%’&) = a.(—%— + t—é—l) =2
Donc: R(M) = M,
b) Déduction :
eOna: R(Q)=M s 0Q = OM, et (00 ;0M )= g[Eﬂ’]
Donc le triangle OQM, est équilatéral
*Ona: R(M) = M, = OM = OM: et (OM; OM.) = % 21|
Donc le triangle OM, M, est équilatéral
2) a) Vérifionsque: z— 2=«
R ) o
20

Ona:z—2a= a’(j tigit s

b) Montrons que les deux droites (QM.,) et (OM,) sont perpendiculaires.
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i a'_—3+u/— V3i(l +iV3) _ i3
s 1+iy/3 1+iy/3

Donc : 2 —o € R dou: (QM,) L (OM,)

Ona

c) Déduisons que OQM, M, est un losange

Ona:z—zn=cetzo—2=¢a donc: Zws = Zm

c'est-a-dire : MyM, = 09 d'oli : OQM, M, est un parallélogramme et puis-
que les diagonales [OM,] et [QM,] sont perpendiculaires, alors le quadrila-

tere OQM, M. est un losange.

n—a n—|ale’
Z1_a'z|—“|a’lﬁm

3) Montrons que pour tout réel §,ona: Z= est un réel

/3 1) o
v—a _ —3+iy3 2‘/3(__"'“'-2 J3e'% x

(0] 2 — = — [
na Z—a —l+{f ( tﬁ) e“%"" 3e
2 2
z—lale’ el —|ale? _ glF)— o0
etona: ', 10 = 2] | gle? T g0
Pf a5y,
Donc: 2=@ . a=lele’ _ 7 g (8)e”
" a—a z—|a‘|e =3t et ¥ — ¢’
N e'd — 0+ g)
3 e_i[;{‘{.) _'e.f?

e[ T][e’{TI.\')—e ('”_]']

o842} dn(d-S4 2]
" wsald=408) " (i 4o

Dou: (VeR);ZeR
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