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Avant Propos 

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 4°" année 

secondaire, section Sciences expérimentales applicable à partir de l’année 

scolaire 2007-2008. 

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent 

être parfaitement connus avant toute chose. Maïs il ne saurait suffire. 
Combien d'élèves a-t-on vu qui malgré une bonne maîtrise de leurs cours, ne 

parvenaient même pas à démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils 

manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le 

savoir sans le savoir — faire : ça ne sert à rien.Cet ouvrage est par conséquent 
nécessaire pendant l’année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue 

des exercices, et à plus forte raison indispensable dans la perspective de la 
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac. 

Ce livre est un véritable outil de travail : 
> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré 

d'application directes pour surmonter les difficultés du cours. 

> Les réflexes : La plupart des élèves bloque souvent sur les mêmes 

difficultés, connaître les astuces et les réflexes qui les débloquent 

améliorera leur compétence. 

> Des exercices groupés par thèmes et par ordre de difficulté croissante. 

> Des problèmes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans 

des contextes mathématiques ou en rapport avec l’environnement et ce en 
conformité avec les objectifs du nouveau programme. 

> Tous les exercices et les problèmes sont corrigés intégralement et 
commenté dans un langage simple et rigoureux. 

© Une règle d’or: 
Attachez vous à résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter même 

le "petit coup d'œil"). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la 

solution puis refaites l'exercice quelques jours après, pour voir si vous avez 
vraiment compris. 

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d'acquérir les bons 

réflexes, ceux qui vous donnerez l’aisance nécessaire pour aborder, avec 
confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques. 

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du 

bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera 

sans peine les destinataires : « De même que apprendre à ,nager, il faut se 
mettre à l’eau , pour savoir résoudre des problèmes , il faut en résoudre »..
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Chapitre I 

Les nombres complexes 

1) L’ensemble des nombres complexes : 

C est l’ensemble des éléments notés x + iy avec x et y des réels quelconques 

tels que : 

mi=-1. 

s Les règles de calculs dans IR s’applique dans C. 

2) Forme algébrique ou cartésienne d’un nombre complexe : 

a Tout nombre complexe Z s'écrit, de façon unique, sous la forme : 

Z=x +iy où x et y sont des réels. 

= x est la partie réelle de Z qu’on note Ré(Z). 

m y est la partie imaginaire de Z qu’on note Im (Z). 

3) Propriétés : 

Z et Z’ deux nombres complexes tels que Z = x +iy et Z’ = x? +1y’. 

mZ+Z'= (xx) +10 + y’), ZZ' = (xx — yy') +i(xy” + x°y). 

nZ=Z Sx=x ety=7y. 

n Zest réel < Im(Z) =0. 

s Zest imaginaire pur & Ré (Z)= 0. 

nZ=0< x=0ety=0. 

4) Nombres complexes conjugués : 

« Le conjugué du nombre complexe Z = x +1y 

où x et y sont des réels est le nombre Z=x- 1Y. 

mZest réel & Z=Z. 

# Z est imaginaire pur > Z= -Z. 

m Quelque soient les nombres complexes Z et Z”’ :   
    

            
zaz=zi2l (Zz-zA kizso: (2)-2 

      

5) Affixe : d’un point — d’un vecteur : 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O,u , v) . 

= Affixe d’un point : A tout point M de coordonnées (x, y), on associe le 

nombre complexe Z = x + iy, appelé affixe du point M, noté M(Z). 

[x 
= Affixe d’un vecteur : A tout vecteur w 

Y 

Z=x +iy, appelé affixe du vecteur W , noté aff( W ). 

] on associe le nombre complexe 
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n*Me(O,u)& Z est réel. 
* M e(O, ve Z est imaginaire pur. M(Z = x + iy) 

x À et B deux points d’affixes respectives Y 

Za et Ze. __4 V 
T— = PT 

alors l’affixe du vecteur AB noté : Ou X 

aff( AB ) = Zn — ZA. 

  

4 Ÿ 

    M'(Z=x-iy)   6) Module d’un nombre complexe : 

m Le module d'un nombre complexe Z = x +iy est : [Z]=VZ.Z=\/x?+y? -OM 

m Quelque soient les nombres complexes on a :   
  

  

                  
  

  

      

  

        
  

A=0æz-d |zz-4/7| |4-2 

._… lZIL Il alor 
Si Z'#0;—|=)— n entier relatif ; |Z =|Z] 

Z| [Z| 
Z+21<[2[+(71       

7) Représentation géométrique d'un nombre complexe : 

(O, u,v) un repère orthonormé du plan. 

“ Tout point du plan distinct de l'origine O est repéré de deux façons : 
* Par ses coordonnées (x, y). 

* Par sa distance OM et l'angle (u,0M). 

À 

MX, y)     ” À 

| » >-     Y 

U   
| m Soient M(x, y)et Z = x +1y donc 

MZ), le module de [2] est OM. 

* 7. # 0, alors un argument de Z est une 

sure en radians de l'angle (u,OM) ; 

noté Arg (Z) = (u,OM) (27). 
8) Ecriture trigonométrique d'un nombre complexe non nul : 

L.e plan est rapporté à un repère orthonormé (O, uv) . 
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mSiZ£0,Z=x+iy ou x et y sont 

  

deux réels. 

Arg (Z)=0 et [Z}=/x+y2r J'Y 
X , y x 6 

COS0 = et sin0 = —— V 
fx? + fx2+2 ST >- e Ld 

  
  + r(cos0 + i sin0). Z=x+iy= 4x" + ER Ts 

L'écriture r(cos0 + i sinO) = [r, 0] est la forme trigonométrique de Z. 
a) 0 n'a pas de forme trigonométrique. 

b) Tous les arguments de Z sont de la forme 0 + 2kx. 

Z=0 

m (Z est réel) si et seulement si4 ou 

Z #0 et Arg(Z) = 0(n) 

a Z est réel strictement positif si et seulement si Arg (Z)=0(2r). 

= Z est réel strictement négatif si et seulement si Arg (Z)=7(2r). 

Z= 0 

” Z est imaginaire pur si et seulement si 4 ou 

Z #0 et Arg(Z)= 5 

9) Propriétés : 

Pour tout nombre complexe non nul Z et Z' tels que : 

Z=Tfr, 8], Z'={r, 0]. Alors on a : 

a)Z.Z'= pr 6+60-=rr [cos(8 + 6°) + i sin(6 + 6”)] 

b)Z'z0 20 2,0-01 == [cos(0-0)+isin(8-0)] 

c) Pour tout entier relatif n, Z'=[r", n0] =r" (cos n0 + i sin n6) 
10) Forme exponentielle : 

m On convient de noter e°= cos8 + i sin8. 

am Tout nombre complexe non nul Z s'écrit de la forme Z =r. ei? 

où r =|7] et 9 = Arg (Z). 

= Propriétés : 

Z et Z' deux nombres complexes non nuls tels que : Z = re? etZ’=re". 

avecr =|Z] ,T =|2\ , 8 = Arg(Z) et 0'= Arg(Z"). 
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Z.Z'=rr'e®0*9 Arg (ZZ') = Arg(Z) + Arg(7'}(27) 
  

LOT je. 22. ele e") 
, Are (2) = Arg (2) Are (2 (27) 
  

      
ZT 
Z'=r" ei"® Arg (Z") =n Ârg (Z) (2x) 

n un entier relatif 

Z =r et9 Arg (Z)=- Arg (Z) (2x)   
  

11) Formules d'Euler et Formule de Moivre : 
  

Formules d'Euler : cos0 = 

] -i0 

  et sin0 =   

  
  

  

  
Pour tout n entier relatif. 

Formules de Moivre : (cos@ + i sin0)" = cos n0 + i sin n0   
  

12) Interprétation géométrique : 

À, B,C trois points d'affixes respectives ZA, Z», Ze. Soit le nombre complexe : 

Ze Zn 
Z= ; 

Zg ZA 

  

13) Nombre complexe et géométrie : 

(O, e, ,&) repère orthonormé du plan # 

on a AS et Arg (Z) =(AB,AC). 

Soient u et v deux vecteurs non nuls du plan. Pd’affixes respectives Z et Z’. 

On à : 

  

- ue Z : 
u et v sont colinéaires 7 est réel 

  
  

  

  
= Z ne 

utve —est imaginaire pur. 
Z' 
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Réflexes : 
  

Situations Réflexes 
  

Comment démontrer que 2 nombres 

complexes sont égaux ? 

On montre qu’ils ont la même 

partie réelle et la même partie 

imaginaire ou on montre qu’ils ont 

même module et même argument _ 

modulo 27 
  

Comment on démontre qu’un nombre 

complexe est réel ? 

- On montre que sa partie 

imaginaire est nulle ou on montre 

Z=Z où Arg z = 0 où Argz=7r. 
  

Comment on montre qu’un nombre 

complexe est imaginaire pur ? 

- On montre que sa partie réelle est 

nulle où z = -z 

où Arg z = 5 ou -Z 
  

  

  

Comment on montre que 

(AB) // (CD) ? 

2 

affAB . 
- —— est Imaginaire pur 
affCD 

Comment on montre que (AB) L (CD)| où AB . CD =0 

Zp-Za) 2 2 

aff AB , 
-——— est un réel 
affCD 
  

où det (AB,CD) =0 

  où Arg (acte) Où T 
Zp° ZA 

  

Comment Montrer que | z|= 1 ?     On utilise la définition où OM = 1 

c'est-à-dire M appartient au cercle 

de centre O de rayon 1 où 2-1 
Z        
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ENONCES 
ES

 Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme cartésienne : 

  ti + + 1 +43: D 0 LS 50 A à 2 à ©) CR ip. 
Jai 3+2i 2i-1 4+i 

Vin la partie réelle et la partie imaginaire de Z : 

(1- _G-2iÿ (2) (1-5) 

(43 +(1+i)° 

Soit le nombre complexe : z=1 4 1 +1 
1-1 l+i 2 

a) Déterminer la forme cartésienne de Z. 

D obéit PRE 5 
b) Montrer que Zet Z vérifient l'équation : z° — 2z +3 = (. 

VA B et C sont trois points d’affixes respectives les nombres complexes 

V3 
a,betc vérifiant :a+bj+cj=0où)j RUES 

a) Calculer 1 + j + ÿ. 
b) Montrer quea-c=j{c-b)eta-b =j{b-0c). 

c) Montrer que ABC est un triangle équilatéral. 

5 (O, u, v) est un repère orthonormé du plan complexe P 

A et B les points d’affixes respectives —i , -3i 

Soit f : P—>P qui à tout point M d’affixe Z on associe le point M’ d’affixe 

  
LH à, - - 

Z’ tels que Z'=i 7 Déterminer et construire l’ensemble des points M 
i 

du plan dans chaque cas : 
a) Z’ est imaginaire pur. 

b) |Z{=1. 
c) Z’ est réel. 

Ç Soit (O, u, v) un repère orthonormé du plan complexe P. 

Déterminer et construire E l’ensemble des points M de P d’affixe Z dans 

chaque cas : 

Z-2-1 

2i-Z 

3iZ-12 

Z+i+l 

Z+1-i 
a 

) Z+1-3i 
  =2 ; b)   =3 ; oc)   est imaginaire pur. 

        

10
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\/pour tout nombre complexe z, on pose : z =(3+1i)z+2-—6i. 
a) Déterminer l’ensemble des points M(2) tels que z’ est un réel. 

b) Déterminer l’ensemble des points M(z) tels que z’ a pour module 1. 
c) Trouver les nombres complexes z tels que z’ = i(2 — 3i). 

: z-l-i 
\5/Soit z un nombre complexe non nul, on pose : z'= . 

Z 

a) Montrer que (z'} est réel &z'=z' ou z'=-z". 

  

b) Déduire l’ensemble des points M d’affixe z tels que (z'} est réel. 

Soit z = x +iy avec x et y deux réels. 

a) Déterminer les nombres complexes z dans chacun des cas suivants : 

z.z+3(2-z)=4-3; ; iz+22+1-i=0,. 

b) Soit A =(z+z) -(z-z) , montrer que À € IR. 

c) Trouver les nombres complexes z tels que A = 4 et Ré(z) == . 

Xe On pose Z = iz-3 avec z un nombre complexe. 
z+21 
  

Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z dans chaque cas : 

a) Z soit réel. b)Zsoit imaginaire pur. c) [Z| = 1. 

Von considère les complexes : Z.=3+3ietZ;=I1- ai. 

E crire sous forme trigonométrique les complexes suivants : 

Z 
Z,2;2Z1.2); —;7; 23. 

Z; 

a) Déterminer le module et un argument des nombres complexes 

suivants : 2 + 23 et V2+iV2. 

b}) En déduire les valeurs des cos 2? et sin. 

\/Déterminer la forme trigonométrique de chaque nombre complexe. 

o 1 Li3 à a» 
7-43  ° (-i3) 

NH oit te [0, rl. Déterminer la forme trigonométrique de chacun des 
complexes suivants : 

a)-5i; b)4; 

. . . . It+cost+isint 
l+cost+isint; 1+icost+sint:(cost+isint) 1 et 

-l+cost+isint 

Vi z un nombre complexe de module 1 ; 

{M € P tel que M(z),[z=1 }. 

1) Déterminer E. 

11
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. . 1 = . Hs 
2) Les points M, et M; d’affixes respectives —etz appartiennent-ils à E ? 

Z 

3) Soit Z Az avec 7, et z sont affixes des points de E 

+ Z122 

avec Ârg Zi + ÂTg 22 # T + 2Kn. 

a) Justifier l’existence de Z. 
b) Montrer que Z est réel. 

c) On note 6, un argument de 7, et 9, un argument de 2. 

Exprimer Z en fonction de 6, et 6; . 

On considère le nombre complexe z = 1 + i3 . 

- ae 2 
1) Donner la forme trigonométrique de z, -z, z? et =. 

Z 

1998 
2) Montrer que z ‘” est un réel. 

3) On désigne par A, B,C et D les points d’affixes respectives : z; -z;2°; etÀ . 
Z 

a) Déterminer une mesure de chacun des angles orientés : 

(AB, AC) et (DB, DC). 
b) Montrer que ABC et BCD sont deux triangles rectangles. 

c) En déduire que les points A, B, C et D sont situés sur un même cercle €. 

(O,e, €.) un repère orthonormé du plan complexe P. 

Soit le point A d’affixe a. 

1) Déterminer et représenter E l’ensemble des points A tels que :Jal =|a-1l. 

2) Montrer que si À € E alors a - 1 = -a. 

En déduire que Arg(a) + Arg(a — 1)=7(27). 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé (O,i,j) . 

A tout point M d’affixe z non nul, on associe le point M” d’affixe 2’ 

| 
tel que z’ =-—. 

Z 
1) Déterminer une relation entre les arguments de z et z’. 
2) En déduire que O, M et M” sont alignés. 

3) Montrer que Z4i=l (2-1) . 
Z 

4) Si m appartient au cercle de centre A(1, 0) de rayon 1. 
Montrer que/z'+1]=|z|. Conclure. 

NY Soi = €Ÿ avec 0 € ]0, nf, on pose Z 2) . 
(z+1) 

12
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1) Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes : 

z-1 ; z+letZz. 

2) Déterminer la partie réelle x de Z et la partie imaginaire y de Z. 

20 Lineariser cos x sin*x. 

 aicuter cos 3x et sin 3x en fonction de cos x et sin x. 

A tout complexe z différent de 21 on associe le nombre complexe : 

ati 
z-2i 

a) Déterminer l’ensemble E,; des points M images de z tel que Z soit réel. 

b) Déterminer l’ensemble E; des points M images de z tel que 5 soit un 

argument de Z. 

V3/Soi Papplication f(z) = À définie pour les nombres complexes z 
Z 

différent de -1 à valeur dans C. On désigne par À ; B ; M et M les points du 

plan complexe d’affixes respectives : -1, 21, z, et f(z). 

1) Calculer le module et un argument de f(i). 

2) Interpréter géométriquement |{(z)] . 

3) Déterminer l’ensemble FE, des points du plan d’affixe z tels que|f(z)| =1. 

4) Déterminer l’ensemble E, des points du plan d’affixe z tels que f(z) soit un 

réel strictement négatif. 

5) Pour z 4 -1 calculer [f2)-1]. [2-1]. 

‘ .2X 

V0 considère le plan complexe a = e *.On note L A,B, C, D les points 

du plan complexe d’affixes 1, a, a°, a”, a°. 
1) Vérifier que a° = 1. 

2) Montrer que IA = AB = BC = CD = DI. 

3) a) Vérifier que pour tout z complexe : 2 -1=(z-1)1+z+2 +2 + z°). 

b) En déduire que 1 + a + a? + a°+a*=0 

4) a) Montrer que a° za et que a*=a. 
—\2 _ 

b) En déduire que (a+a) +(a+a)-1=0 . 

5) a) Résoudre dans IR, l’équation 4x? +2x— 1 =0. 

b) Calculer (a +a) et en déduire la valeur de cos (Æ) . 

13
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CORRIGES 

\D 1ti_(Hi CH) 1 1, 

ai ii V2 2 2 
1+2i (1+2)(1+i) 1+2iHi+2 +31 1 3, 
  

  

  

  

D) = —— —" = + i. 
1-1 (1-D(1+1) 1° -i 2 2 2 

o 2+3i_(2+3iY3-2i)_12+Si_12, 5. 
3+2i (G+2)(G3-2) 9+4 13 3" 

+ + d 2i- 1, 2i#1,,,2i#121,12, 
2i-1 4] 5 5 5 

o 2+V3; LGV 144 (+4V3DQ5-8n _15+32V3 603.8 
4+i (4+iÿ  15+8i 15? +8? 289 289 

  

Ÿ/z- (1-2iÿ -(1-i) 1-di-4-(1-3i+3i-#)  -1-2i 

(1+3i) +(1+i) "143.0)+3.G) +(G5) +21 26-16: 

__1+2i _(1+2i)26-16i) _26+32+i(- 16#52) 

| 26+16  26°+16° 932 
9 29 

D'où Ré(z) =— et I =— où Ré(z) 266 m(z)= 533" 

\/o2-— += a+, 0) ,1,1; 
1-i 1+#i 2 2 2 2. 

b) Z° = (+liy us et-2Z=-2-i. 
2 4 4 

  

D'où 22-224 =3 4j 94320, 
4 4 4 

Donc Z vérifie l'équation Z? — 2Z +2 =0. 

# Z=1-—j alors -2Z=-2+i et Z' (ie 
2 4 4 

7 -27- rai 2+i+2=0. D'où Z vérifie l’ équation Z? — 2Z +2 0. 

Voies 15, LiS, =— Lis, 133, 

b)“a-c-j(c-b)=a-c-jc+jb=a+jb-c(i+j)or1+j+j =0 
signifie que j + 1 =-j. d’où a—c-j(c-b}= a + jb — c(-j?) = a + jb + cj° = 0 

14
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donc a —c- j{c-—b)= 0 par suitea —-c = j(c -b). 

#*a—b-j{(b-c)=a-b-ÿb+jc=a-b+(l+j}b+jc 
=a-b+b+bj+c.j=a+bj+c=0parsuitea-b=;j{(b-c). 

c) CA = fa-c=[j(e-b}=|jf |e-b] 

BA=|a-t}=|ÿ (b-c)=|ÿ|b-c| 

CB=|b-cl or |]=4/(— LC) =1 donc|ÿ|=|j} =1 

Par suite CA = Lu: ; pa-h.c orlc-b|=|b-cl 

d’où CA = CB =|b-c| or |b-c|= CB. 
d’où BA = CB = CA ou encore ABC est équilatéral. 

      

\&z est imaginaire pur signifie que Ré(Z’) = 0 
on pose Z = x +iy et (x, y) # (0, -1). 

2=; G+iy) +31 ix-y-3 

xX+tiy+i  x+i(y +1) 

  

_L-3) +R  2x x +y dy 
x? +(y+1) x? +(y +1) x+(y+1) 

-2x L _ _ 

Ré(Z”) = 0 Pre 0 P* Oet (x,y)#(0,-1). 

L'ensemble des points M et P tels que Ré(Z’) = 0 est la droite des ordonnées 
(y y’} privé du point A. 

i(Z+3i Z+3i b) Z|-1e i(Z 3) _ il. | _ 

Z+i [Z+il 

&|Z-(3ÿ|=|Z-C5l MB = MA. 

L’ensemble des points M tels que [Zi = l est la droite A médiatrice du 

segment [AB] d’équation y = -2. î 

x°+y"+4y+3 7 Ly 

x° ++) + 
&x}+y"+4y+3=0et(x, y) #(0,-1) 
x? +(y+2) = 1 et(x, y)#(0,-1) +1 

d’où l’ensemble des points M tels que 

= 

À 

Im(Z'} = 0 est le cercle € de centre ( 

I(0, -2) et de rayon 1 privé de A. Q 

  

l or |i [=1 donc|Z+3i|=|Z +il 

  

c) Z’ est un réel & Im(Z)=0< 

  
15
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Z-2-1 

\ QE 
. , 2 

x +iy- 2- il. De a-2i6-D|_,., Ge -2)+i6/-1)| L 

| 2i-x-1y | 7 -x+1(2-Yy) | -x+i(2-y) | 

(x -2) + (y — 1) = 407 + (2 - y) et (x, y) # (0, 2). 
x? 4x +4 + y 2y + 1 = 4x7 + 4y7 — 16y + 16 et (x, y) z (0, 2) 

2 CHI AE + 110 

  

  

-2 on pose Z=x+iy 

  

    

_2 ==} = d'où 373 Es 
2) + @--È ne ) Be En 

L- 12 
b) 3iz-12)_; el + 3i =3 or [3i= =3 donc [+4 F Z+i+1 (Z+i+il Z+i+1     

|z+4i[=-[2+i#1| 2]2-(4)<12- (1-5). 
Soit À et B d’affixes respectives -Ai et -1 —1 

d’où l’égalité est équivalente à MA = MB. 
E, = À médiatrice de [AB]. 

Z+1-i Z+]-i 
est imaginaire pur & Ré - |=0 

Z+1-3i Z+1-3i 

on pose Z = x + iy avec x et y deux réels. 

Z+1-i _xt1Hi(-1) TG +D)+iG-DIG +1) 6-3) 
Z+1-3i x+1+i(y-3) (x+1) +(y-3Ÿ 

LH +G-D%-3)HfO-D@+1)-(G+1)y-3)] 
@+1) +(-3) 

  c)   

  
ZH-i | Ne ee 

Réf A Lo & (xk+1)"+(y-1)(y-—3)=0 et (x, y) #4 (-1,3) 

 x?+y/+2x-4y+4=0et(x, y) #(-L, 3) 
(x+1)+(y-2ÿŸ=1 

= E(I(-1, 2), 1) privé du point de coordonnées (-1, 3). 

VS Soient x et y deux réels. 

Onposez=x+iy z=x-iy 

z'=(3+i)(x-iy) +2-—61i 
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 Z'=(3x+y +2) +i(x—3y —- 6) 

z’ est réel & Im(z')=0x-3y-6-0 

E,={MEeP/7’est réel} = D droite d’équation : x — 3y - 6 = 0. 

b) [2-1 2 1 |Gx+y+2)#iG-3y-0f =1 

es (3x+y+2) +(x-3y-6)=1 
> 10x° + 10y° + 40y +39=0 > x?+ y? +4y +3,9=0 

  
2 2 2 

On calcule h = %TP = @ 3920 1>0 
4 1 

-$ d’où E = {M € P/}z| = 1} est le cercle de centre 1) 

ou encore I (0, -2) et de rayon 0,1 . 

3x+y+2=3 CNRS (1) 

x-3y-6=2 x-3y-6=2 (2) 

(1) + (2) Donne 10x=I1& x=1,l. 

Ona y=-3x+1e y =-3,3+1=-2,3. 

D'oùEB;={ze C/z = i(2—3i)} = {1,1 —-2,3i}. 
_ L Je 

7° z'’est réel & z’?=7" & 7'=7 ou z'=-27!, 

b ) (z'Ÿ est réel  z’ =z' ou z'=-z! 

Dr =10-30 7 =342160) 

= 2-1 z-1#i = = un Zu 
*7=7e = — D ZZ-2-12=722-2 +126 -Z-12+2-1Z = 0 

Z Z 
on pose Z = x + iy avec x et y sont deux réels 

-X+iy—I(X—1y)+x +1y —i(x +1y)= 0 & y = x équation de la droite A. 

= 2-11 z-1# — — 

    

    *7'=7'e = 727-2-i7=-72 +2 -iz 
Z Z 

<> 2zz-2-7-iz+iz= 0 2(x? +y?)-2x-i(-2iy)=0 
2,2 l > 1, 

S x +y -x-y=z0e (x——) +(y-—ÿ =— y y ( 7) 6) 7; 

C’est l’équation du cercle Ë de centre 15) etderayon v2 

Finalement, E = {M € P tels que z’? réel} = 6 UA privé de O. 

Ÿ/ #2 .z+3(2-2) = 4-3; (1), on pose z = x + iy avec (x, y) e IR? 

(1) x° + y? + 3(2iy) = 4 - 3i 
x +y =4et2y=-1. 

2. lo Li 2 _1S 1 
x +(5) =4 et =, x T4 et nr 
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1 1 
sas et =) ou as et y=-n). 

E= {ze Ctels quez .z+3(z-z)=4-3i} = His, 

*iz+2z +1-1=0 &i(x+iy)+2(xX—iy)+1-1=0 

(y +2x+1)+1(x-2y-1)=0 &-y+2x+1=0etx-2y-1—0 
y=2x+letx-4x-2-1=0y=2x+1etx=-1y=-1etx=-I 

F=fzeC,iz+2z +1-i=0}={-1-}. 

b)A=(z+z) -(z-7) =(2x)? -(2iy)? =4x? +4y? >0 d’où A € IR.. 

c) À = 4 et Ré(z) => 

& Hé + 4ÿ = 4 et RÉ) =T =x ext + ÿ 2 1 et RÉ(I) = x => 

1 3 1 3 1 53 
Sx=- et v==e(x=— et y=———) où (x=— et y=— À 7 ( 3 7 5) ( 7 AVE, ) 

sde 193; 
2 2 2 2 

NUZTE {M € P tels que Z est réel} ; 

On pose z = x + iy avec x et y deux réels. 

7-6 HiN-3 _ -3-ytix _[C3-N+ixIfx- CHI 
x+tiy+2i x+(2+vy)i x?+(2+y) 

C3-) (2-5) +x° 
x?+(2+y) 

> x? + y +5y+6=0et(x, y) # (0, -2) 

  

Zest réel & Im(2)=-0< 

es x?+(y + = et (x, y) #(0,-2) 

2 5, I 
x +(y +3) "3 et (x,y)#(0,-2) 

< M € & cercle de centre I(0, à de rayon © privé de A(O, -2). 

D'où E = & privé de A(0, -2). 

b) Z est imaginaire pur « Ré(Z) = 0. 

C3-Vx+x(2+y) 
x? +(2+ y} 

F est la droite des ordonnées privé du point A(O, -2). 

=0& x =0et(x, y) = (0, -2). 
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gs fers) MZ 3i| _ 
Z+2i] | Z+i | |Z+2il 

<> |Z+3i]=|Z+2i|(1) et Zæ-2i. 
Soit B et A deux points d’affixes respectives -31 et -2i d’où (1) AM = BM 

Donc l’ensemble cherché est la médiatrice de [AB]. 

Nu 7:23 4 3123 01 +0 

$ += V2. 

  c) =1 or |il=1 

  

1 V2 
# COS0=——=— 

2 2 T y, ,.. T 
—0=—— d'où 1+i=[V2 est ona3=1[3,0] 

V2 2 

d’où Z; = [3,0] 2,5 BV2, 5 32 (cos+isint 2) 

b)Z,=1-V3 a +(V3ÿ =V4=2 

cos = et sing=-? d'où 0=-7 
2 2 3 

Par suite Z2 =[2,-—]=2{cos( =) +isin (=) 

c) 22,250, T6 V2, 62 tcos (PE) +isin (OI 

Z BV2,21 302 x x. 3V2 Zur D 43 1 cos( TE) +isin (TE) 
ÿ Ta 2 4 3 2 

2-1 

e) Z, =[3V2,* 2,7 alors Z=[G42), 37 11542, 

1 Z = PB alors Z! =[2? T et par suite Z; ee 

VS * 2+2V3i-4/22+ (043 2 =,/16-4 

2 
cosp=Ê = 

F 
= gp=— d'où Arg(2+243i)=7/ (2x as AIT g( 74 0) 

SAP 4 
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* IN2 +iV2|- 

cos0= "2 et sin donc =" 

d’où Arg(V2+iV2)=7/ (7). 

D +205) 2#iv2)e4 En jets EE 

= 8cos-T+; sin} la forme trigonométrique. 

# (242435 (V2+i02)=2492 -2V6 + i(2V2 +24/6) forme algébrique 

V2 -VJ6 
d’où 8 «cos 23-216 donc cos = 2 

TR ne 
et 2V2+2V6= Sin donc sin— = 

V5 -5Si = 5e 7 - =5(cos(-)+isin(-)) 

b)4= 4e = Acos 0 + 1 sin 0) 

 SHUiv3 _(S+11iV3)7 +43) | 3 1 Hi 

7-43  (7-4id3)(7+4i3) 7 97 CHI V3)=194( 5" 2) 

=194(0s(E)+isin (TE) 

  

  

V2 
d) * [1-12 et Cosu= 2 et sina=-——) 

2 2 

d’où a par suite 1-i=2.e 

* [I i3|- 2 et (cos = =r et snp= 5) 

d’où p=— par suite 15-26 

.Æ 37 

-iÿ a ÿ "a je 
Ainsi (-i) _(V2.e ) 22e 2 5% PAL RRL 

(1-3) e y DCE 8 12 12 

NP à à à cost + à int 22 

t , t . t t , 
cos’—+2icos—.sin—=2cos" (cos+isin). 
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Les nombres complexes Solutions 

Onat ef[0,xl| eo, 7 > cos >0 
2 2 2 

Donc 1+cost+isint = eos] 

2° Méthode : 
. it cit it Lu it it it it t 

l+cost+isint=1+e"=e?.e T+e2.e2=e? e?+e? |=e?, 20087 

t T t : _…. t t .. t 
Or —€| 0,— donc 2cos—>0 d'où l+cost+isimt=2cos—| cos—+isin— 

2 2 2 2 2 2 

: . . . H .. 
*z=l+icost+sint=1 +sint+icost= 1+cos(-t)+isin(s-t) 

TL! + TL. 

=2cos°(2—)+2isin( 2 }cos(2— ( 7 ) ( 7 )cos( 5 ) 

A t X .. ,H t 
=2cos(—-—)[cos(—-—)+isim(—-—)]. GS) GG) QG) 

Vérifions que cos ES) est positif. 

Onate[0,r0<t<xr 0<2<2 so>-t> le 
T 
> 

2 2 4 

K T 
> 

4 2 4 

T Î A ar t 
Donc cos(—-—)>0 d'où iz]=cos(—-—})et Arg(z)}=—-—, 

G >) à 1e C2) E@) 4 2 

# (cos t + i sin t)?— 1 = et 1] = e2t_ et, e‘it = ei (eit_ ei!) 

it+2) ten: .... Hi . 6 
se'(2isint)=2sinte?.e"=2sint.e ? 

Comme te[0,rn| alors sint>0. 

Donc (cos t + i sin t)?— 1 = 2 sin t [cos (t EE 

  

, 7 _itcost+isint _1+et ( ie) 

Utcosttisint -1tet e” 
e (°-e ) 

2005 4 
_ 2 — t/ 5 t A .. À 
= — <= cotg Ÿ i =cotg( ) cos()+isin( | 

2isin 2 } 2 2 

|Z|= cote (L) OT Léo, donc cotg Lo 
2 2 2 2 
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Les nombres complexes Solutions 
  

t T . ,T 
d’où Z=cotg(—)[cos(—)+isin(—)]. CI GC) G)l 

1) [2-1 0M=1 Met cercle de centre O de rayon 1. D'où E = €. 

1 

Z 
2) * 

      

or M €E donc|z|=1 par suite l == .D'où M EeE. 
z 

  

L 
ll 

* |2=[2=1 d'où M,€E. 
Z +2, 
  3) a) Ze existe lorsque 1 +z1.z: #0. 
+2,.2, 

[z, Z,|=1 

Arg(z,.z,)=7+2kn 

Arg (Z1.22) =n+2kre Arg(z) + Arg(z) = +2k7 

ce qui est impossible car Arg (2,) + Arg(z:) # 7 +2k7 

1+Z.Z2=0 sance 

d’où 1! +z,.22 # 0 d’où Z existe. 

72 

c) z,=[1,8,]et z, =[1,6,]et0, +6, #n+2kx 

z (+2) 

Zz=—%. 
1+2,.2, 

z, _[16,] il   =[1,0,-0,];z,.z,=[1,0, +0] 

N \ [16,] 

: nf je ja 
2=1]+[cos(6, -6,)+isin(6,-0,)]=1+e":"%)=e ? Le 2 +e 2 | 
Zi 

LRU _ _ z _ 
5 2 2c0s À 9 =2cos 9,8 cos 0, -8, +isin 6-6, . 

2 2 2 2 

+ + 
Ml =200s| = ] eos ii . ] 
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Les nombres complexes Solutions 
  

  20os[ 22) 1 9, sn je 6,] cos =.) 

d’où Z= = 
2cos (ass: 1,248 cos 6, 6, 

Dz=1 +iV3=2(c0s+isin—); 

z=-1-i3 =2(c08( 2e) +isin (AE) 

+ 
| 

  

#2 (4, 1405 (À) +isin (PE) 

2_ 2,0] 0 
=[1, = cos(-æ)+isin(—). 

É 2,51 

2) z° 25" =12°%,1998.— 1-02" ,666x]=2"°" donc c’est un réel. 

3) a) (AB, AC) = (AE, )+ (, AC) (2) 
= -Arg(Zs — Za) + Arg(Ze — Za) (27) 

2 

= Arg(z°- 2) - Arg (-z-z) = Arg 2         

= Are(2 245) (= Are(S)+ Are(1-2)(2 = Arg(i 220 2-2 (7) 

car 1—z=-iV3 d'où Arg(1-2)=-5 (20) 

  * (DB, DC) =ars[ = Je» 

    

B D 

2 2 

7 z 2° +2 3 2 = Arg (2x)= Arg (2x) = Arg(2 — z°) — Arg(z” + 2) (27) 
7. 2 z° +2 

Z 

ona:z+2=(1+i4V3) +2 =243i d'où Arg(z° +2) => (1) 

2-02, alors z° = [8, x] d’où z° = -8 

2-z° = 10 donc Arg (2-z°) = O0. (2x) d’où (DB,DC) =-> Cr) . 
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b) D’après a) on a (DB) L (DC) et (AB) L (AC) 
d’où DBC est rectangle en D et ABC est rectangle en A. 

Z5 +Ze _ 2 23, Vai 
c) Soit I=B * C avec z; =   

2 2 2 2 

DEC est rectangle en D alors IB = ID = IC 

ABC est rectangle en A alors IB = IC = IA 
d’où IB = IA = ID = IC par suite À, B, C et D sont sur le cercle de centre I 

5” 
5 V3, 
2 2 

7 1) la|= [a- le AO = AB avec BB d’affixe 1. 

À € Médiatrice de [OB] 

par suite E = À, Médiatrice de [OB] 

et de rayon IA = Hs +3 = 

        

1 
d’équation x =— 

À 2 

2) A(X, DEESx=e d'où AG: 

1. 1 
*a=—+yiéa-l=-—+yi. 

2 Ÿ 2 . 

  

* ae vi d'où a-1=-a. 

* Arg(a) + Arg(a — 1)= Arg(a) + Arg (-a)(27) 

= Arg(a.(-a)=Arg(-a.a)(2) 

or a.a=[af e IR, donc Arg(-a.a)=7(27) 

par suite Arg(a) + Arg(a — 1)=7 (27). 

V5 Arg 7 = Are(-=)(On)S Are (-1)-Arg(z)(27)=7 + Arg(z)(27) 

d’où Arg(z’}— Arg(z) =x(2r) 

2) (OM,OM')= (OM, i) +, OM) (27) =-Arg(z) + Arg(z) (27) = (2x) 

donc OM,0M' sont colinéaires, par suite O, M ,M sont alignés. 

24-24 ne lez, 
Z Z Z Z 

424127 = ee 
Z Z 

  

    
(20 
Z 

  

2-1] or Met AM=11z-1=1 
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Les nombres complexes Solutions 

=|z|on posez, =-1 
  

z'+1]=|2| BM'=0M'S M'e médiatrice de [OB] 

NT 8Ee]0,7| alors 2e]0, 2 donc sin2>0 et cos 2>0 
2 2 2 2 

io i9 io .8 
: io — _ _— i— 

z=e"alorsz-l=e -1=e2.e2-e?.e? 

6 ie ie je 8 +7 

d'oùz-l=e?|e2-e7? raisins e? sine 22 

fi à io 
ztl=ze?|e? +e? —2cos" €? 

  

ir 8 x 
7 ii « it) 8 

_iz(z-1) _€° .e° (2sin%.e 2? )_ sin? TT 

(z+1)° 5 Ÿ 20 
2c0s 9 .e? 2cos 2 

cos 2>0 et sin .>0 car 8 0,7 
2 2 2 2 

. 6 
sin— 

2) X=   cos(2.+m=-L ty 
2cos° 2 2 2 

2 
.… © 

sin— 

2cos? 9 
2 

V/ 4 e* +e* e* ei à 

COS X . SIn X = °° [ 3 IC 7; ] 
: e* +e e“* Lex ei* ei 3 1 

( 2 À 2i x 2i ) 32 

6 1 ,0 
SIN(—+r)=-— 19 — 

G 2 . 2 
  V = 

    

  

(e2i* L e?* ) (e** _3e"* +3e* -e*) 

= (C* +eix )-3(e°* +e*)+2(e* +e* )l 

= cos 5x-6cos3x +4cos x]=— (cos 5x-3c083x +2c0s x). 

cos x + i sin x} = cos 3x + i sin 3 x 
Donc cos 3x = Ré(cos x + i sinx}° et sin 3x = Im ((cos x + i sin x)°) 

(cos x + i sin x)” = cos’x + 3cos°x (i sin x) + 3 cos x(i sin x}? + (i sin x} 
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= cos”x — 3cos X sin? X + i(3cos?x . sin x — sin” x) 

par suite cos 3x = cos°x — 3cos x. sin?x et sin 3x = 3cos? x . sin x — Sin”x. 
\72 pose : z = x + iy avec x et y réels et (x, y) # (0, 2). 

+iy+ +1+i +1#Hiy)(x-i(S- 
On obtient : Z=* Ÿ 1 = À 1 D, = œ+1 Pe G 2) 

X+iy-21 x+1(y-2) x° +(y-2) 

x?+x+y"-2y 45_2x-ÿ+2 

x +2) x? +02) 
a) E = {M(z) tels que Z soit réel} ; pour tout complexe z # 21, 

ZE IR si et seulement si: 2x—-y+2=0. 
E, est donc la droite À : 2x — y + 2 = 0 privé du point A(0, 2) 
(car le point À € A). 

b) E; = {M(2) tels que Arg Z=7 C7) }. 

  

donc Z=   

Re(Z)=0 
Arg z=T (27) si et seulement si (2) 

2 Im(Z)>0 

(x, y)# (0,2) 
On a donc M € E, si et seulement si 4x°+x+y?-2y=0 

2x-y+2>0 

x? + x + y? — 2y = 0 est équivalent à G+SY +(y-1) =, 

il s’agit donc de l’équation du cercle & de centre Q(-2,D 

5 
et de rayon 3" 

L'ensemble des points M dont 
les coordonnées vérifiant : 

2x — y +2 > 0 est le demi plan P: 

(ouvert) de frontière A situé « au 

dessous » de A. 

L’ensembie E; est un demi 
cercle : CNP: privé des points : 

A(0, 2)(car ACC 2 € Ü) et B(-1, 0) (car B € A). 

vw” me 
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* [fi }= F5 — "2, si0 un argument de f(i) 

cos8= #2 et sin0= 2! donc Arg (f(i)) = CR). 

2) Les vecteurs AM et mi ont pri affixes respectives Z + 1 et Z -2i 

comme |f(Z)|= el Aron a RARE 

3) SiZ eC\{-B ; [K2=1 équivaut à BM = AM. 

L’ensemble E; est donc la médiatrice du segment [AB]. 

4) Soit ZeC-{-1,2i} (pour que f(Z) soit définie et que f(Z) # O). 

On a f(2) réel strictement négatif si et seulement si Arg f(Z)=x(2x) 

or pour M # À, M z B, on a Are f(2) =(MA,ME) (27), ce qui signifie que : 

(MA,MB)=7(27) avec M#A et M#B donc Me JABI. 
L’ensemble E, est donc le segment ]JAB. 

-1-2i 5) SiZæ#-1, Z)-1= )Si GET 

ce que donne DES 

V1 a = [#) =exr =] 

2) IA =|a -1| ; ; AB =|a -a/=a(a-1)|=falla-1}=|a-1 car|a|= 

  

on a donc |Z)- -H2i 21 [K2)-111Z+1=|-1-2 il 

note -a}= ja? (a-1)}=la?]la-1-[a-1 car ja?]=jaf =1 

D =af-a°|-la?(a-1)]-la|la-1-|a-1 

de -1f=jaf-a5]<fa* (1-a)=fa*]f1-a[=f1-af car a° = 1 

Donc IA = AB = BC = CD =DI= |a-i|. 
3)a)(z—-1)1+2 +2 +2)=zt+z +2 +2 1-2 2. =D] 

b)a*-1=0<€ (a 1-0 impossible) ou (a* +a°+a?+a+1=0) 

donc a*+a+a?+a+1=0 

a’ a’.a? a° aa a° DO LE et —. Rp den # =7 eta*=a   
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b}(a +a)*+(a+a)-1=a?+a +2aa+ata-i=a?+a+2+atat.] 

=at+a+a+a+1=0 car aa=lal =1eta=a et a°=a" 

S)a)4x?+2x-1=0 
A =5 

eV | os LE | 1+V5 
4 4 7 4 

  } 

b) ata= etes De S a + aus —1=0 

comme on a: (a +a} +(a +a)-1=0 

soit 4cos? + 2008-10 donc cos est la solution positive de 

2x _-1+V5 2x L z| 
l’équation 4x? + 2x — 1 = 0 donc cos —= car —€e| 0,— 

5 4 5 2 
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Equations à coefficients complexes Résumé de cours 
  

  

  

Chapitre II 

Equations à coefficients complexes 

1) Racine n°"° d'un nombre complexe : 
macC,ne IN*, on appelle racine n°"* du nombre complexe a tout nombre 
complexe Z, tel que Z' = a. 

nm Si a = 0 alors 0 est l'unique racine n°"* de 0. 

nSiazOonposea=[r,8]=re". 

22e) 0 2kx Z'=asz="\rer Le + loùke {0,1,2,..,n-1). 

m Racine n° de l’unité : 
2kn 

2=182-[1, Æ- e" avecke {0,1,2,..,n-l}. 

n Cas particulier : : les racines carrées d'un nombre complexe : 
* Méthode trigonométrique : 

Z=ae ZE 2+ kr] avec ke {0, 1}. 

* Méthode algébrique : 

Z?= a, on pose Z = x +iy. 

2 = fa x°+ y°=fal 
Z'=a & { Im(Z’) =Im(a) © {x°-y/= Re (a) 

Re(Z?}) =Re(a) Im(Z°) et Im (a) sont de même signe 

2) Equations de second degré dans C : 

Soient a, b et c trois nombres complexes avec a # 0. 

L'équation a Z? + b Z + c = 0 admet dans C deux solutions : 
A=b?-4ac=6 ,6 est une racine carrée de A. 

  
. -b+6 -b-5 

Les solutions sont z’ = etz'—=—— 
2a 2a 

Remarque : 

b C 
KZ +7" =-— et Z.Z = — 

a a 

*Sia+b+c=0 alors z’ = 1letz'’= 

® 
| 

*Sija-b+c=0 alors z’ =-letz’ =-— 
a 
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* Si b = 2b'’ on utilise À’ = b'?-ac=6" alors les solutions sont : 
, -b'-Ô! -b'+5' 

Z = et Z'=— 
a a 

  

Réflexes : 
  

Situations Réflexes 
  

Comment déterminer les racines 

carrées d’un nombre réel x ? 

Si x > 0 alors les racines carrées 

sont +Vx 

Si x < 0 alors les racines carrées 

sont +i {x| 
  

Comment déterminer les racines 

carrées de i y (avec y € IR) ? 

Ona(1 +1) =2;iet (1-1) =-21 

Si y > 0 alors les racines carrés de 

iy sont + (1 +i) 

Si y < 0 alors les racines carrés de 

iy sont sb 0 -i) 

  

Comment déterminer les racines 

carrées de z = x +1y ? 

1) Méthode algébrique : z? = a +ib 

x2+y= Va? +1? 

x2-y=a 

x. y et b ont le même signe 

2) Méthode géométrique : 

e 
Siz2= fr, 0] =z=+vVre? 

  

az +bz+c=0 

Comment déterminer les solutions ?     *Si b = 2b° on utilise A’ le 

discriminant réduit 

*Si non on calcule un racine carrés 

de À 

-b-5Ô et 7"= -b+6 

2a 2a 
Z'=     
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ENONCES 

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 

1 3 
a) Ze :b)Z=15; c)Z=fi(f e IR*); 

d\)Z=1+cost+isintoùte J0, rl. 

Résoudre dans € les équations suivantes : 

a)z°-5z+6=0. 
b) z° sin?a + z sin 20 + 1 = 0 ; (avec à € ]0, nl). 

c)z°-(1-2i)z+1-7i=0. 
d)(-4-—2i)z?+(7-i)z+1+3i=0. 

\/7 +2(1 — cos a) z + 2(1 — cos a) = 0 avec a € [0, x]. 
Préciser le module est un argument de chaque solution. 

\Ÿ/ Résoudre dans C : 
a) —iz?+2(1+i)z+5(2+i)=0. 

b) (1 +i)z° + 2iz— 3i- 1 = 0. 

c}) (1 + CD z° + 4iz BC) -4 = 0 avec 0 <6 < x. 

d)z?-(1+m}1+iz+i(m +1)=0avecmec. 
Ÿ/ Résoudre les équations dans C : 

a)z?+2z -1=0. 

b)z2-2z +1=0. 
Résoudre dans C : 

1) z% + (3 — 6i) z° + 2(16 — 63i) = 0. 
2)z$+(2i-1)z -1-i=0. 

A ésoudre dans C++ 1-0:É+P+120 

VA 8 Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution réelle : 

1 322 (1 +2) 2° + (25i— 1)z + 13i= 0. 
2) z° + (6i— 5) z + 12 + 18i=0. 

y Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution imaginaire 

pure : 

1) (Gi 1)z° —(5i- 11) z°-(43 #i)z+9+37i=0. 
2) iz° + (2i— 1)z7— (i + 4}z + 3(2i- 1) = 0. 

3) z° + 67° + 17z° + 247 +52 =0. 
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ùy Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution 
imaginaire pure et une solution réelle : 

1)z—4(1+i)z + 12 iz° — 8i(l + i)z—5 = 0. 
2) +2iz +12(1+i)z-45=0. 

1) Résoudre dans C, z°= 1. 
2) En déduire les solutions des équations suivantes : 
{+i)ÿ =(-D'et(z+1) =(z-1). 

\Aésoudre dansC:z*-1=0 et z*+1=0. 

\E 1) Déterminer la racine 6°" de 1 sous forme trigonométrique 
puis algébrique. 

2) Résoudre l'équation : Z° = 8i. 

3) Déduire cos et sine. 

5 

Ç 1) On pose Z= 1 + z + 22° + 2 + 2%. Montrer que Z =. Z . 
1-z 

  

2ix 

2)Onposez=e". 

a) Calculer Z. 

87 
b}) En déduire S = 1 +005 + 005 +008 +008 . 

3) a) Montrer que : cos À + cos =Acos? F2 

cos + cos 7-2 052. 
5 5 5 

b) Déduire cos? . 

VY0n considère l’application f de C dans €, définie par : 

f(2) = 2° + (25 + i)z? + (6 — 6i)z + 8i — 8. 
1) Démontrer que l’équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, que l’on 

calculera. 
2) Déterminer un polynôme du second degré P à coefficients complexes 

tel que : pour tout z € C, f(z) = (Z — zo) . p(2). 
3) a) Démontrer que l’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure 22. 

b) Résoudre dans C, l’équation f(z) = 0 

(on notera z, la solution différente de 79 et z2). 

4) Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (O, u, v). 
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On désigne par Mo, M et M: les points d’affixes respectives Zo, Z1 et Z2. 

a) Placer les points M5, M; et M:. Quelle est la nature du triangle MMM. 

b) Déterminer l’affixe du point M; tel que MM,MM soit un carré. 

Voic 6 un réel de l’ensemble de l'intervalle ]-x, x]. 

On pose u =3 cos 0 - Si sin ; v = 5 cos - 3j sin0. 
1) Montrer que v” — u” est une constante que l’on précisera. 

2) Soit l’équation (E) : 2z? + (3cos0 - Si sin0) z—2 = 0. 

On note z’ et z’’ les solutions de (E). 

a) Sans calculer z’ et z’”, montrer que Arg z’ + Arg z’’ =n[2x]. 

b) Résoudre dans C l’équation (E) et donner les solutions sous forme 
exponentielle. 

3) Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormé direct (O, u, v), on 

considère les points M’ et M”’ d’affixes respectives z’ et z’’. Trouver 
les valeurs de 6 pour les quels OM’M"° est un triangle rectangle en ©. 

.Æ : 8,7 

1) Montrer que pour tout réel 0 on a : e°+e? =2008( 2-7)" Ÿ. 

2) a) Résoudre dans C l’équation (E) : 

z° — (2coso + à) z + 1 — sin & + i cos & = O où geo. 

b) Ecrire les solutions de (E) sous la forme exponentielle. 

3) On désigne par M, et M, les points d’affixes respectives z, = cosa + i sinœ 

et z, = cos & + i(l - sin). 

a) Montrer que M; appartient à un cercle Ë dont on précisera le centre et le 
rayon. 

b) Soit M le symétrique de M; par rapport à l’axe des réels. 
Montrer que M, est l’image de M”° par une translation dont on précisera 
l’affixe du vecteur. 

NE 1) Vérifier pour tout 8 € IR, on a : 1 + sin 20 = (cosO + sin0)”. 

2} On considère dans C l’équation Eg: (1 + i)z? — 2(cos0 - sin0)z + 1 —i=0 

avec ÊE SL On notera z’ et z’’ les solutions de l’équations F&. 

a) Sans calculer z’ et z’?, montrer que z’. z’’ = -i. En déduire une relation 
entre Arg z’ et Arg z’°. 

b) Résoudre l’équation FE, et écrire z’ et z’’ sous forme exponentielle. 

3) Soit A et B deux points du plan complexe muni d’un repère orthonormé 

direct (o,u, v) d’affixes respectives zA = cos® + i sin6 et zg = - sin@ - i cos0 
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TZ 
avec 0€ ]-—,—T. F; | 

Déterminer 8 pour que (OA,OB) = 700 . 

En déduire alors la nature du triangle OAB. 

5 A) 1) Montrer que l’équation z° +( 3 -i)z? +(1-iV3)z-i=0 

admet une solution imaginaire pure notée z;, que l’on déterminera. 
2) Déterminer les autres racines 78 et zc(z8 étant la racine ayant une partie 

imaginaire positive). 

3) Le plan P est rapporté à un repère orthonormé (O,e,,e,). 

On note À, B et C les points d’affixes respectives za, ZB et Zc. 

a) Montrer que les points A, B et C appartiennent à un cercle (£) que l’on 
précisera. 

b) Montrer que OABC est un losange. 

B) On pose z: Li ; À. le point du plan P d’affixe z1. 

On considère le point À, d’affixe 1 et les points A, d’affixes : 

Zn = (21) où n € IN. 
1) Calculer z,. Représenter A, A, et A, dans P. 

2) Montrer que À, eË pour tout n eIN. F 
3) Démontrer que Zn+1 — Zn = (21) CS) 

En déduire le module de z,41 — z, puis la distance A, A, 

et montrer que les triangles OA,A,:, sont équilatéraux. 

V/soi P(z) = (z ++) + ou zeC. 

1) Développer P(2). 

2) Factoriser P(z), déduire les solutions de l’équation P(z)} = 0. 

3) Le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (o,u, v) 

On désigne par A(-1, -5) et BC) 

Soitf: P\{A} — P 

3iz +1 -i 

M{z)r M'7'}tels l=—_—{—, 
@) @) eZ z+l1+5i 

a) Déterminer les points invariants par f. 
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b) Déterminer l’ensemble des points M tels que [z|= 3. 

NA Soit a=V2 +42. Déterminer la forme cartésienne de a” 

2) Soit l'équation (E) : z°=4V2i-4V2. 
a) Donner les solutions de (E) sous forme trigonométrique puis algébrique. 

b) Résoudre l'équation z° = 1. 

c) En déduire les valeurs de cos et sin 19% 
12 

Vo l'équation (E) : az“ + bz? + cz? + dz + e = 0 avec a, b, c, dete sont 

es réels eta z 0. 

1) Montrer que si z, est une solution de (E) alors Zo est une solution de (E). 

2) Soit Zs = a(1 + i) avec «& est un réel. z, est une solution de l’équation : 

274 + 322 + 3/3 z+9 = 0. 
Résoudre cette équation et donner les solutions sous forme exponentielle. 

, considère le polynôme P de la variable complexe z défini par : 

P(2)=2"-7/+2- 1]. 

1) Mettre P(z) sous la forme : P{z) = (z — 1) Q(z) où Q est un polynôme. 

Montrer que Q(z) se met sous la forme : Q(z) = (z + 1) R(7) 
où R est un polynôme que l’on déterminera. 

2) Résoudre, dans €, l’équation P(z) = 0. 

3) On appelle a la solution de partie imaginaire strictement positive calculer : 

a, a”, @', o, of, @U4, 
Pour tout z élément de C on pose : P(z) = +2 +2 +2 +7 +241. 

A 

  1) Montrer que pour tout z e C-{1} on a: P(z)= l 
-Z 

2) Déterminer les racines septièmes de l’unité dans C. 

En déduite les solutions dans € de l’équations P(z} = 0. 
3) Montrer que pour tout z de C, on a : 

P(z) = (2° 2008.21) “2008219 -2005%z+1) 

Z=z+) 
4) Montrer que : P()=0 & Z 

Z°+7°-27-1=0 

En déduire que : cos 1008 et cos sont racines de l’équation : 

(E) : 8x° + 4x7 4x1 =0. 
2 

5) On pose w = e ?. 
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a) Montrer que pour tout z e Cona: 
P(z) = (2 - w)(z - w?)(z — w°) (z = w°)(z — w°) (z- w°). 
b) En déduire que : (1— w)(1 — w?)(1— w°) (1 — w*)(1 — w°) (1 = w°) = 7, 
c) En utilisant un calcul de modules, montrer que : 

. Æ . 27 . 3x . An . 5x . 6n_ 7 
Sin —.sin—.sin —.sin —.sin —.sin —=—. 

7 7 7 7 7 7 2 

g Soit P le plan rapporté à un repère orthonormé direct (O, u, v) etf 

l'application du plan P \ {0} dans P qui a tout point M d’affixe z associe le 
2 

point M’ d’affixe z’ tel que 7=2   

    

2 
+ : + , 

1) a) Montrer que si z # 2i on l'égalité : é 21 =| 7 2i | 
z'-2i (z-2i 

b) On désigne par A et B les points d’affixes respectives 2i et -21. 

a — MB {MB 
Justifier que (M'A ,M'B) 2(MA,MB)(2n) etque———=| —— |, ler que ( ) 2( jen ctque | NT) 

En déduire l’ensemble des points M pour les quels z’ est imaginaire pur. 
2) Soit I le point d’affixe zo = -4 + 2i. 

a) Déterminer (IA, 1B) et me 

b) Déterminer et construire l’ensemble E={M{(z)eP tel quelz+ 2il =2} 

c) En utilisant les questions précédentes, construire l’image l° de I par f. 

3) Soit 6 cha. 
2 

a) Ecrire en forme exponentielle les nombres complexes 7, et z, affixes 

respectives des points M; et M, antécédants du point M’ d’affixe 2isin0 
par f. (On appelle z, la solution dont la partie réelle est strictement 

positive) 

b) Montrer que les points À, B, M, et M; sont sur un même cercle dont on 
précisera le centre et le rayon et préciser la nature du triangle BM;M:. 
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CORRIGES 

Vous cherchez z e C tel que z°=Z. 

Vous posez z = x +iy, avec x et y réels, ce qui donne z° = x°— y” + 2x yi. 

Puis vous écrivez que deux nombres complexes sont égaux si et seulement 

s’ils ont même partie réelle et même partie imaginaire, et on utilise aussi 

2° =|Z] avec zf =x?+y. 

1 V3. 
a) Z=—-—1, 

2 2 

1 3 « A 2 2 2 
[= —+—=] et bien sûr/z| =x +y". 

4 4 

py=l xl 
; ur 2 2 .2_ 1 2 =; s'écrit , nous avons donc x° -y =— 

2 ) 3 2 
X Em 

— -V3 
VS 

2 4 . 3 Î 

Les deux premières équations nous donne 2x° == et 2y° 73 . 

5 
Soit x° 3 et y 1 on en déduit que G="3 où x=-——) 

À 4 2 2 

1 1 
et = OÙ V=-—), (y 5; uY 7) 

La troisième équation nous indique que x et y sont de signe contraires, 

3 1 3 1. . 
donc 2-7) OÙ Z=-—+—1i, 

b)Z= 15; on a bien sûr, z =415 ou z= 15. 

DZ=pi=e QD. 

Si B>0 alors 2-1 fo donc les racines carrées 

sont = [Eco ou fa, 
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Si B<0 alors Z= cl Ma i) fe. »| 

Les racines carrées sont : E (1-1) et JE (1-5). 

d)Z=1+cost+isint=1+e fs 2 +6? +} 200577 

t T t 
orte ]0,r[>—e |0,—| donc cos—>0 

2 2 2 

{t t . è 
Z=7 =|2c02.5. les racines carrées 

sont :Z, | foss.£ et 2, | Prost Et 

a)z?—5z+6=0. 
A=25-24= 1]. 

5-1 5+1 
Z.=——=2 etz, 7 donc S = {2, 3}. 

b) z° sin°a + z sin 2 + 1 = z° sin’a + 2z sina . coso + 1. 
= (z sina + cos æ}° — cos’ + 1. 

= (z sin © + cos)? + sin’c. 

Comme sin’a = -(i sin &}”°, on obtient : 

z” sin?o + z sin 20 + 1 = (z sin à + coso - i sinœ)(z sinot + cosot + i sin œ). 
Comme sin à # 0, les solutions de l’équation : z/sin’a + z sin 20 + 1 =0, 

cosa . -COSA . 
SOnt :Z,—-———+I et 2, =——-1 

sin snœ 

A (1-21) 401 — 7i) = -7 + 24i. 
S : une racine carrée de À tel que à =x +iy 

      
-y"=-7 x2-y/=7 (1) 
+yÿ/=V6251{x+y=25 (2) 

<y>0 xXy>0 

+= 2x=18Sx=9Sx= +3 
2)-(D=2y 2326 y =16Sy= +4 d'où [5=3 +4 
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-2i+3+4i -2i-3-41 
Les solutions sont er et DR 3 . 

d)A=(7-;) -4(1 + 35) (-4 — 2i) = 40 + 42i. 

Calculons ses racines carrées : 

x?+y2=,/402+422 258 (1) 

(x +iy) = 40 + 4214 x? -y?=40 (2) 

x.y>0 

(D+0) = 2x7=298e x/=498 x = +7 
(D-2)=2y=18Sy =9S y= +3. 
Les racines carrées de À sont 7 + 31 ou -7 — 3i. 

_i-7+74+31 4 (2-1) _ 1+2i 

2(4-2i) 2+i (2+i)(2-i) 5 

_i-7-7-3i 7+i  (7#i)(4-21) _3-i 

2(-4-2i) 4+2i (4+2i)(4-21) 2 

z° + 2(1 — cos a) z + 2(1 — cos a) = 0, l'équation est équivalente à : 

(z + (1 — cos a))? — (1 — cos a)” + 2(1 — cos a) = 0 
& (z+(1- cos a)}” + (1 - cos a} (-1 + cos a +2) = 0 

& (z+(1-— cos a)} + (1 — cos a)(1 + cos a) = 0 

& {z+(1-cos a)? = -sin’a = (i sin a)’. 
d’où les solutions de l’équations sont : 

Z =-l+cosa+isina etz, =-1+ cos a—i sin a. 

Les solutions sont : z   

tt   

a a a a a T a T 
= 2 sin—(-sin—+icos—)=2sin—(cos(—+—)+isin(—+— Zi > ns 5) 7 G ) G 5) 

et Z2 =2,=28in 8 cos(- Fine EH) 

Sia=0 alors z, = Z = 0, 

. à a T 
Sia Æ0 alors |z|=2sin— et Arg(z )——+— falr2sin et Arg(z,) = + 

. à T a 
et |z|=2sin— et Arg(z,)=-—-—. | il g(Z; 2 2 

V9 Les solutions sont : -2 + i, 4 — 3i. 

b) Les solutions sont : 1,-2 —i. 
8 ie 

c) Les solutions sont ; 2 cos re 2-2 cos €? . 

d) Les solutions sont : m+1i et l+im. 

a) On pose z = x + iy avec x et y deux réels. 
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2? +2-1=0S (x+iy) +(x-iy)-1=0 

Z=X+iy 

| Z=x+iy 
Z=X IY 2 2 

DA ; 2 | «x -y +x-1=0 
X°-y"+x-1+i(2xy- y) =0 

2xy-y=0 

2-1 +iy 

zZ=x+iy Z=X 2 { 

4x" -y+x-1=0 & (D4x/+x-1=0 ou (ID) = 

(2x-1)y=0 y=0 1 
X—=— 

2 

* Le système (Il) n’a pas de solution (y = = impossible). 

1-5 "14 V5 

2 
* x2+x—1=0, A= V5 d'où x = et x 

-1-V5  -1+V5 
2 

  

et . 
2 

b) L'application de la méthode précédente donne le système suivant : 

Z=X+IY 

    d’où les solutions sont : 

x°-y”-2x+1=0 ; Les solutions sont : 1, -1 —2i et -1 + 2i. 

y(x+1)=0 

\c20 On pose Z = z?, l'équation est équivalente à : 

Z=z" etZ"+(3-6i)Z+2(16-63i)=0 

x2-y=-155 

A=-155+468i ; A=6° avec 5=x+iy d'où 4 x° +y? =493 

X.y>0 

d’après les deux équations, on obtient : x =+ 13 et y =+ 18 or xy > 0 

d’où Ô = 13 + 18i donc Z’ = 5 + 12i et Z’’ =-8 — Gi. 

Calculons z : il suffit de chercher les racines carrées de Z’ et Z’’ on trouve 
respectivement : 3 + 21, -3 — 2i, 1 — 3i, -1 + 3i. 

2) On pose Z= 7°, Z?+(2i-1)Z-1-i=0 
A= alors Z’=-iet 2" =1-—i. 

Calculons z : il suffit de chercher les racines cubiques de -i et 1 —i. 

La forme trigonométrique de —i est [1, 1 et de 1 —i est[V2 gl 
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* _j = z° donc les solutions de cette équation sont : 

T KA 
=[1,-—+2—]avecke {0, 1,2}. 

‘ 6 3 
*1—i=7,les sorties de cette équation sont : 

=p2, V2, 242%), e{0, 1,2}. 

Par suite les solutions ont : 

H._ f._ à 57. _ ie 
Z)=[1,-—]=e $;z =[1,—]=e?2;z,=[1, —]=es. ol «| [151 27 6! 

123 a 2 BA. r Eye 

et z, 1/2) ; BE ayie 

Ÿ 7 7 di vus Ra 12 

a) On pose Z = z”, les solutions sont : 3 ’, LH V3 i 1 V3 
2 2 2 2 

1+i93 -V3+i 1-93 V3 
? 5 » 

2 2 2 2 

  

  

;27 Pad ji 0 jar je 

b) On pose Z = z”, les solutions sont : e° € ,€ 5 € 5 € 9 e°. 

1) * Soit à le nombre réel est solution de l’équation 
22° — (1 + 2i)z° + (25i — 1)z + 13i= 0 

Signifie que 2&° — (1 + 2i)o? + (25i — 1)o + 13i = 0 
& (20 - &° - à) + i(-207 + 250 + 13) = 0 
& 20 - a? - a=0 et -20° + 25a + 13=0 
& a(2o° -&-1)=0 (1) et -20° + 25a + 13 = 0 (2) 

2) = ou a=1}3 

l 
(1) a=0 où os ou a=1 

d’où = est la solution réelle de l’équation. 

* Mettons z + en facteur : 

22° — (1 + 2i9z° + (25i— 1)z + 13i = (z +) (az? + bz + c) 

= a7° 4 La+by7 + Lb+o)ztLe 
2 2 2. 
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2=a 

1 | 2=a 

7e+b=-l-2i c=26i 

Par identification : 4 ; b=-2-2:i . Lt 

—b+c=25i-1l 
2 1 . 
; —b+c=25i-1 (3) 

—c=131 2 
2 

Vérifions dans (3) L2(2-2i)+26i=-1+25i 

donc (3) est vérifié, par suite : 22° -(1 + 2iz? + (25i — 1)z + 13i = 0 

(+5 )0r -(2+21)z+26i)=0 Sr ou 2(z°-(1+i)z+13i)=0 

#72_(1+Dz+13i=0 
A = -50i = 25(-25) = [5(1 — i)]? d’où une racine carrée de A est 5(1—i) 

+1 +5-5; +i-5+5: 
par suite ne et Pat, 

Ainsi les solutions : = ,3—2i;-2 +31. 

2) Les solutions sont : -3 ; 3 — 21 ; 2i. 

\S Le nombre yi (y € IR) est solution de l’équation équivaut à : 

G— Li) - (y? (Si — 11) — (43 + i) (y) +9 + 37i= 0 

Sy 11y + y +9 +i(y" + 5y7-43y + 37) = 0 
Sy -11y +y+9=0 (1) et y°+5y-—43y + 37 = 0 (2). 
On remarque que le réel 1 est une solution des équations (1) et (2) 

d’où i est donc solution de l’équation. 
* Mettons (z — i} en facteur : 

2 (i—1)-2{5i- 11) - 2(43 + i) +9 + 37i = (z— i)(az? + bz + ©). 
On développe le deuxième membre et par identification, 

a=i-] 

on obtient le système suivant : { b=10-6i 

c=-37+9i 

d’où l’équation est équivalente à (z — i) = 0 
ou (i— 1)z° + (10 — 6i)z — 37 + 9i = 0. 
A'= -12 + 16i = (2 + 4iŸ par suite les solutions sont : i ; 5 — 2i ; 3 + 4i. 

2) Les solutions sont : i ; -3 ; 1 — 21. 

3) Les solutions sont : 2i ; -2i ; -3 —2i ; -3 + 21. 
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Nic x la solution réelle et iy la solution imaginaire pure de l’équation 

si et seulement si : x — 4(1 + i)x° + 12x? — 8i(1 + 1x — 5 = 0 
et (iy)* —4(1 + à) Gy}° + 12i(iy)° — 8i(1 + iGiy) - 5 = 0 

ou encore (x°—4x°+8x-5)+(-4x—12x2-8x)i=0 (1) 
et (y*—4y° + 8y — 5) + (4y° - 12y° - 8y)i = 0 (2) 

x°-4x°+8x-5=0 x°-4x°+8x-5=0 x°-4x°+8x-5=0 (S,) 
De e es 

le +12x°-8x=0 pe +12x-8)=0 ( ou x=1 ou x=2 

0 et 2 ne vérifie pas (S;) car 0*-4.0°+8.0-5#0et2"-4.2*+8.2-5 #0 
eton a 1°-4.1°+8.1-5=9-9 = 0 donc x = 1 est la solution réelle. 

CAR ea ep (S,) 

4y” -12y" +8y=0 4y(y°-3y+2)=0 y=0 ou y=l ou y=2 

0*-4.0+8.0-5 #0 donc 0 ne vérifie pas (S2) 
2°-4,2+8.2-5=-5 #0 donc 2 ne vérifie pas (S:) 

1*-4.1%+8.1-—5=9-9=0 donc lestune solution de (S;) 

d’où i est une solution de l’ équation. 

Z°—A(1+i)z? + 12iz/— 8i(i+1)z—5=(z-i)z-1) (az +bz+c) 
= az° + (b—a(l + i))z° + (c + ia — b(1 + i))z? + (ib — c(1 + i)}z +ic 

a=l 

b-a(1+i)=-4(1+i) a=l 

et par identification on obtient : {c+ia-b(1+i)=12i ouencore<b=-3(1+i) 

ib-c(1+1)=8i(1+i) c=Si 

ic=-S 

Z°—4(1 + i)z? + 12i 2° 8iGi+ 1)z-5=0 
(z-i{z-1)z-3(41+Dz+5)=0 
&z=iouz=1louz -3(1+i)z+5i=0 
# 72 3(1 + i)z + 5i = 0 
A=G({+i)-4.5i=-2i=(1-i) 
_L3(H)+(-), 4. ne 30H D-(-D) 

HE z' =] +21. 

Les solutions sont : L,i, 2 +1, L + 2i. 

2) Les solutions sont : -3,3i,2—1,1-—721i. 

\E 1) z°= 1. On sait que 1 on peut l’écrire sous la forme trigonométrique 

. h . ñ 2kx 2k, 
[1, 0] donc les solutions de l’équation z° = 1 sont les z=[1,——]=c" 

n 

avec ke {0,1,2,...,n-—1}. 

2)(z+i) =(z-i) 
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i n’est pas solution de l’équation, on peut donc l’écrire de la façon suivante : 

En [Et _1@)   

  

(z-i})" z-i 

: 4 : 4 ns: NS z+i : ième 
z est une solution de l’équation (1) équivaut à ——est une racine n 

Z-i 

sax 
de 1 c'est-à-dire l’un des nombres e " ouke {0,1,2,...,n-—1} 

, z+1 ;2kr . . j2kr ik . i2kx 

d'où ——=e * ouencorez+i=(z-ile" &z(l-e" }=i(-l-e" ). 
Zz-1 

Pour k = 0 ; 0. z = -2i impossible donc on n’a pas de solution dans ce cas. 

Îkr de Me M cost 
ter |, ie" (e' +e') n kT 

Pour k#0 ; z=| — = - - = =cotg —. Br lim im ik —. kr n 
e" -] e" (e"-e"})  2isin—— 

n 

. kr 
Les solutions sont : cotg— avecke{1,...,n—1}. 

n 
Pour l’équation (z + 1) =(z-— 1)", on utilise la même méthode et on obtient 

les solutions : i cote avec ke {1,2,...,n-—1}. 
n 

Vaio ti. 

2kr; 
Les solutions sont zx _n, Te 4 avecke {0, 1,2, 3} 

PL 3xi 
CS : 7 . 

d’où les solutions sont : Z=1;zZ=e?=1;z,=e"=-1l ;z,=e? =: 
à . 

k*2+1=207 =-1=e"=[1,7]. 
+ 

Les solutions sont les zx 1 avec ke {0, 1,2, 3}. 

ir 
S . TH + 

d’où les solutions sont Zo [1,7 15e* 

3x. © Sn. _ À 77. 
AU TISe* ;z, 01, 71re AU TIRe* 

NE 1) z° = 1. Les solutions sont les z 1 avec ke {0, 1, 2, 3, 4,5}. 

ikr ir i2x ia i5x 

ou encore Z, =e?.Cesont: 1; e* ;e* ;e 

Sous forme trigonométrique : 
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T 27 27 Az Ar ST ST 
1; cos +isin cos T+isin ZT: scos +isin -l et cos +isin 

5 16 Lu 1 Sous forme algébrique : 1; 1,193 Hi; 21] ; -— À - | 
72 2 72 2 2 2/2 2 

-ix 3 

2 (1-iÿ=(V2e1 Y =8e 7 =8i 

L=8iez=(1-i) (1 
-1 

zZ . 
donc —— sont les racines 6°" de 1. 

1-1 1-1 2 2 1-i EE “ai 

Z 1 3 z 1 .NV3 ,., . 
OÙ ——=-—-j——— où ——=—-ij—— d’où les solutions sont : 

1-1 2 2 1-1 2 

… 1,3 'E 3 
Lis Q-DG + 3); ; (1- DCR 7; (G-1) ; Ci -i); 

da 
En effectuant les calculs on obtient : 

1-i OVH Cie V5 ic V5) +; 

= E-V3 (V5) et SOS V5) 

3) 8i a pour module 8 est pour argument > alors les racines 6°” ont pour 

module °J8=V2 et pour argument 5 +2 avec ke {0, 1,2,3,4,5} 

nr Sx 9x 137 17x 217 
Se SON —,—,—,— t — et —. 

12°12/12°12 12 12 

La racine sixième ou l’argument est 5 est V2 (Gos=+isin) 

cos-T>0 et sin >0 la partie réelle cos est supérieur à sin— la partie 
12 12 12 12 

imaginaire. donc Vos +isin = (143 +i(V5-1) 
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x _V3-1_V6-V2 x 1+V3 V2+46 
d'OÙ sin —=———=—— et cos —=——"= 

12 292 4 12 292 4 
V2 Zeatrinitss. 

1-7° 
Z-2.Z=1-7d'où(1-2).Z=1-20rz#1. DoncZ=- . 

-Z 

  

  

2ix 2ir | 

2)a)z=e —z°=(e } =e =] d'où 1-z°=0 par suite Z = 0. 

b)Z =0 <> Ré(Z) = 0 et Im(Z) = 0 
2ix 2ix 2ir 2ix 

Z=l+es es P +5 )+(eS) 
Z=1+ cos AE + 08 + cos + cos (sin PE + sin À + sin ŸE + sin) 

Z=0 14008 27 +005 + cos + cos 270 ZDS=0, 
5 5 5 5 

2 
3) a) cos + cos PT = cos 2T+c0s(27-27 = 2005 27 

5 5 5 5 5 

cos T+cos T=cos(r-Z)+cos(r +2) =-cos=-cos T=-2cos 2. 
5 5 5 5 5 5 

b)S = 0 14008 À + cos + 005 À + cos = 0 

27 7 
D1+2cos—-2cos—=0 

5 5 

or cos 2722 cos T1 d'où 1+2(2cos° Z-1)-2cos 7 =0 
5 5 5 5 

4cos” 22008710 donc cos est une solution de l’équation : 

1+5 1-5 
2 OÙ X = — 

4 
4x?-2x-1=0et A'=1+4=5Salors x= 

or cos =>0 car Leço, 2] d'où cos == VS 
5 2 à 

Vo Zo = à € IR est solution de l’équation f(z) = 0 cela signifie que f(a«)=0 

fa)=0 a +(5+i1) 0 +(6—6)a+8i-8=0. 
& & -5a+ix +60-6ia+8i-8 =0 
& à - Sa? + 6a - 8 + i(a? -6a + 8) = 0 

eo sfr 
a -6a+8=0 

  

  

ar4 ou a=2 
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a = 2 ne vérifie pas la première équation, en effet : 

2°-5.2*+6.2-8--8z#0. 
d’où z, = 4 est la solution réelle de l’équation f(z) = 0. 

2) Pour tout z e C ; z° + (-5 + i)z” + (6 — 6i)z + 8i — 8 = (z —4)(z? + az + b) 
= 2° +(a- 4)? + (b — 4a)z — 4b. Par identification on obtient : 

a-4=-5+i a=-1+1 

b-da=6-61 = <b=-2i+2 

-4b=8i-8 -2i+2-4(i-1)=6-6i 

d’où pour tout z e C,z°+(-5+i)z?+(6-6i)z+8i-8=(z-4).P(z) 
avec P(z) = 2? + (-1+i)z +2 — 2i. 
3)a)P(z2)=0 7 +(-1+iz+2-2i=0 
A=(-1+iÿ -4(2-2i)=1-2i- 1-8 +8 

= -8 + 6i = -9 + 1 + 6i = (3) + 1 +2. 3i = (1 + 3). 
i+t43 12: 

LI 1+] 3i_,.; . z _i 1-1 3 _ 
  

Z 

Donc l’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure : 

Z, = -2i et une autre solution : z = 1 +i. 

b)ffz)=0&z-4-0 ou P(z)=0S x = 4 ou z; = 1 +i où z = -2i 

d’où Sc = {4,1 +i,-2i}. 

4) MM, = MM] 2 -2,/=f1#i-41=f3+i|= C3) + (1) =V10 

| MM, =JMM, =z,-2/2l-2i0-23i1 CG) +8 =Vio 

MM, =]MM|2 -20[=|-2i-4) =/4+16= 20. 
On a : MM, = MM d’où le 

triangle MMM est isocèle de 

sommet principal M. 

MoM° + MM = 10 + 10 = 20 = MoM2 
d’où MMM est rectangle 

en M.. donc MMM est un triangle 

isocèle et rectangle en M1. 

b) Si MM, MM est un parallélogramme alors MQM,MM3 est un carré 

(car MMM est isocèle est rectangle en M;). 

MoMiMAM est un parallélogramme si et seulement si : 

  

  

MM,=MM, Zi-20= 22-73 Z3=22-Z1+2Z0=-2i-1-i+4 

23=3-—3i. 
donc M5M:MM est un carré si M; est le point d’affixe z3 = 3 — 3i. 
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NS = 3cos0 - 5i sin6 ; v = 5cos® - 3i sine. 

1) v? = u?= (5 cos - 3i sin0)? — (3 cosO - 5i sin0Ÿ 
= 25cos’8 - 9sin?0 - 30i cos® sin - cos? + 25 sin?0 + 30i sin0 cos0 

= 25(cos/0 + sin/0) — 9(sin°0 + cos/0) = 25 — 9 = 16. 
2) (E) : 2z° + (3cos0 - 5i cos0)z — 2 = 0 

a) Arg (2°) + Arg(z’’)= Arg (z’.2z”) (2n). or z’. 7”? ==, 
a 

Donc Arg(z’.z'')=Arg(-1)(2r)or Arg(-l)=x(27). 

Donc Arg(z’ .z'’)=n(2x) et par suite Arg (z°) + Arg(z'’)=n(27) 

b}) A = u? + 16 = v? car vu’ = 16. 

z’ = -2cos0 + 2i sin0 = 2[-cos0 + i sin0] = 2e". 

z”? = (cos0+isin0)=Le?, 
2 2 

3) OM’M'’ est un triangle rectangle si OM'LOM" 

_—{-2cos8\ ——— YA c0s0 
OM". ; OM" . 

2sin0 Yosine 

xx’ + yy’=0 & -cos/0 + sin°0 = 0 & -cos28 = 0 & cos20 = 0 

< 28 =T(x) donco= +" :keZ 
2 4 2 

T 37 -7 37 
or 0e]-x,x] donc 8 72 4) . 

. iZ 0 x. iC+°) 
7 1) Montrons que e° +e 2 =2cos(—-—).e ? 4 

2 4 

0 mn, i6+5 | +5 40+D | 149 
2cos (5 -7).€ 24=e24+e274le14 

& 248,7, ic® 24947 . il 
=e24244+e 21424 =eîte2. 

2) a} z? — (2cosa + i)z + 1 - sino + i cosa = 0 
A = (2cosct + 1} — 4(1 - sino: + i cos@) 

= 4cos’a + di cosa - 1 — 4 + 4 sin — di cosa 

= 4(1 — sin°a) — 1-4 +4 sina = -4sin/a + 4 — 1 - 4 + 4sina 

= -(4sin/ - 4sino + 1) = [i(2sino -1 )J? 
Z1 = COS + i Sin ; Z2 = cost + i(1 - sin). 

b) z1 = cosa + i sina = ei* 

Z2 = COSQ - i sin + i = cos(-@) + i sin(-@) +i 
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T 242) 
À a x : 

ju à 5 œ CD d T, it 
zZ=e" +e?=2cos(-—-—)e ? + d’où z2=2cos(—+—).e ? +, 

2 4 

ee œ T 
Vérifions que 2c08(5+7)70. 

ae[0,>] signifieque0<u< > Û< 

TEL +T<T donc cos(=+7)>0. 
4 2 4 2 2 4 

3) a) M: (22) tel que z: = cosa + i (1 - sin @) signifie que : 

X=COSQ ; 2 ; ; 
.  orcos’a+sin a=l<x"+(1-y) =1 donc M, € É(I(0O , 1); 1) 

y=1-sna 

b) M, (z:) tel que z, = cosa + i sin 

M$, ; (Mi) signifie que M(2) tel que z = coso: - i sin @ 

(même partie réel et de partie imaginaire opposé) 

Z2=COSQ -isiNnt+i=Zz+i 

donc M; est l’image de M par une translation de vecteuru d’affixe i. 

5/0 (cos0 + sin0)? = cos?8 + sin°@ + 2 sin0 cos0 = 1 + sin26. 

1-i 
2) a)z’°.7’ et le produit des racines donc z’ z’° 1 

i 

1). - 
z'.z” -Aw | ; donc Arg z’ + Arg z’”? = (7) 

b) A’ = (cos® - sin0)-(1-i) (1+i)=1-sin20-1-1 

= -sin20 - 1 =-(cos@ + sin0}’. 

Ô'une racine carré de A” par suite Ô'=i [cos® +sin el 

2 cos0-sin0+i(cos0 +sin6) _ cos@(1+i)+sin (-1+i) 
  

  

1+i 1+i 

= ços0+ 20C1+(-i) =cosô+isin6. 
(+H)(-D 

2"= cos0-sin0-i(cos0 +sin@) _ cos0(1-i)-sin0(1+i) _ cos8(1-i) -sin6 

1+i 1+i 1+i 

cos) =-sin0 -icos0 = cos(8 +7 )-isin (6 +2) 
(1+)(1-) 2 2 

T TT.  -(@+2) 
=cos(-0-—)+isin(-0-—}=e ?. ( ) ( 5) 

Les solutions sont z' = cos® + i sinO = eï° 
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i(@+2) LL à  “(0+T) 
et z"= cos(-0 + i sin(-0 5) =e ? d'où Sc= {e°,e 77 1. 

3) (CA,0Ë) = 5 Un) s (GA, U)+(U,08) = 3 On) 

<> - Arg Za + ArB ZB = On). 

(@+2) 
Or za = el? et zp = € 2 d'où -0-0-7= (2) 

ou encore 28 = En par suite 6 = + kror8e rl d'où 0 = JT 

* OA ={z,|= 1 et OB =|2,[= 1 donc OA = OB 

OA =OB et (OA,OB) = 3 00) donc OAB est un triangle équilatéral. 

Ÿ\Y, DE) 2+(43-D2+(1-iV3)z-i=0. 
ZA est une solution imaginaire pure signifie que ZA = à 1 avec & € IR 

ai est une solution de (E) signifie que : 

(ai) + (V3 -i} ai) + (1-13) (ai)-i=0 
io -3 + io + ai+aV3-i=0 

(V3 © +43 &) +i(o +a2+a-1)=0 

/3a2 +30 = 0(1) 
(3 + a +a—1=0(2) 

Bo? +3a=0 -V3a(u-=0& a4=-0oua=1 

a = 0 ne vérifie pas l'équation (2) alors que & = 1 vérifie (2). 

Donc z\ = i solution imaginaire pure de (E). 

2) On a donc z°+(4V3-i)z?+(1-iV3)z-i=(2-i)2+bz+0) 

2 + (V3-ÿz +(1-i03)z-i2 2 + (b- 22 + (c—ib)z ic. 
En identifiant les coefficients de ces polynômes, on a : 

V3-i=b-i 
c-ib=1-iV3 & (TS 

. . c=1 
-ic=-i 

L’équation s’écrit donc sous la forme (z — i(z? +43 z+1)=0. 

Le discriminant du trinôme est A = 3 —4 =-1] = i? et ses racines sont : 
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ei et 7" = = 
2 2 2 2 

s 19,1; V1. 
° 2 2° 2 ? 

On a Im(zs) > 0 donc 2, =-—+—1; ze -"ñ 1, 

3) Az) ; B(z8) et Czc). 

oz] (+ ll 2) (2) 

Ona: |z|=|z,|=|z.|= 1 donc OA = OB=0C=1. 
D'où A, B et C appartiennent au cercle € de centre O et de rayon 1. 

b) Un losange est un parallélogramme qui à deux côtés consécutifs de même 
longueur. 

Aff(OA)=iet Aff(CB)=z 8 "Zc -#,l - CÊ 1)=i 

D'où AffOA)=Aff (CB) doncOA =CB : donc OABC est un 

parallélogramme. 

On a AeË et Ce signifie que OA = OC= 1. 

Conclusion : 

VATCE donc OABCestun losange. 
OA=OC 

GE 
B) 1) z, = ii se 3; Ai(z1) ; Ao(D et A, (z,) avec z, = (1) où neIN*, 

2) Montrons que pour tout nelN ; À, eû. 

Pour n =0 ; OAs = 1 donc Ào € Ë. 

PourneIN* ; OA, = |" =1 donc A, e. 

d’où pour tout DEN À, EC. 

3)* Zn+1 Zn = (a) (2) =(z) [2 — 1] 

= er =(z) Lab, 
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1 .3 
Zn+17 Zn + » Csti a FES T 

Or al =] d'où |z,,,-z,|=i. 
2 2 

* An Ans =lZu ll. 
  

  

* D’après (2) on a montrer que pour tout neIN ; À, eû. 

Donc AÀ,,, eG ce la signifie que OA, = OA,,,= I. 

Donc : OA, = OA, 4 1 = An Ans = Î. 

Donc les triangles OA, A, ;, sont équilatéraux. 

V9) Pour tout zeC,P=7 +(1+2i)e-pi 

1 1 1 1 1 3 
2) P(2)=(2+— +1) (1) =(z+ + D(z+— + i). ) PG)=(z 5 1) C5 (z 2 5 )G 5 7) 

* P(z) = 0 rt+si=0 ou +5 +5is0 

1 1 1 3 
SZ, =-—-—] ou z,=<-—-—) d'où Sc = {z1, Z}. 177972 277379 c = {Z1 22} 

3) a) M est un point invariant par f signifie que f(M) = M 

3iz+ Li 
avec (M{z) ,z # -1 — Si) équivaut à z = ——<— (MC) ) éq HE Si 

ou encore z° + (1 + 20Z = + i= 0 et d’après (2) on déduit : 

I(z1) et J(2). 

b) Soit K = {M(z)eP\ {A} tel que [z|=3} 

Déterminons l’ensemble K. 

  

2-(L+li 
PourtoutzeC—{-1-5i}onaz = gi —3 67 

z-(-1-Si) 

ou encore z'=3i "78 
Z-Z, 

ds ep Ale MB D Mae us, 
[z-2,| MA     

Ainsi l’ensemble K est la médiatrice du segment [AB]. 
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VA Soit a=V2+iV2=4V2(1+i) 

a =a.u=2.2iV2 (1+i)=-4/2 +4Voi. 

2) a) (E) z° = 42-42 

| +42i-412)< 15243228 

Soit Arg z°=0(27) 

42 V2 
Cosp 00 3x 3n 

signifie signifie 0=—(2x) donc z° =[8,—]. 
. . 42 . à V2 4 4 

sin 9 =— SMO= 

Les solutions de (E) dans C sont : z, = 5, +2] avecke {0, 1,2}. 

Pour k=0 ; 2=[2,%]. 

l1z 197 
k=I1 5,41 Bet k=2 ; 2=02,5 1 

b) z° = 1(Bo) ; soit z=[r,B]. 

r=1 

r,Bl=1e tr ,38]-1 _2kn avecke{0,1,2}. 

F3 
2k 

3 T avec ke{0,1,2}   Donc les solutions de l’équation (F5) sont : z, =[1, 

Pourk=0;z=[1,0]= 1. 

Pourk=1:7z ne Li 
2 2 

Pourk=2;2 cn Li 
3 2 2 

c) D’après (1) a =-4V2+4\2i. 
3 

Donc l’équation (E) devient : z? = a* ou encore (2) =]. 
œ 

En utilisant (2) b) 2-1, | 
œ 

Pour k=0; Z=a=V2+i2. 
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    6, raveL -V2-V6 ,,V6-V2 

    

1 
Pourk=1;z =a( Hi 3, = : = 

+ 

Pour k=2 ; n zac À) (V2+ ay &. LE EN 

Re(z,)<0 Re(z,)>0 
etona . 

Imz, >0 Im(z, )<0 

"V9: +V6- -V2+ (6 - 
d’où pur) --v6-v2 .; V6 V2. 2,17 1- V2 V6 V6-\2 

12 2 2 12 2 2 

On en déduit que 2c0s LT "V6 -V6- V2, Login 197. -V6-V? 

12 2 12 2 

197 -V2-V6   
ee 11x 

d’où cos —=sin 
12 4 

V7 Zo est une solution de l’équation 

& aZi +bzÿ +eZi +dZ, +e=0 

& aZ$ +bZi +eZi+dZ,+e=0 or a,b c, d et e des réels. 
_— — —  — 4 —3 —2 — 

aZi+bZi+eZi+dZ,+e=0 aZ, +bZ, +cZ, +dZ, +e=0 

D'où Z, est une solution du l’équation (E). 

2) Zo =a (1 + i) est une solution de l’équation 

équivaut à 2(a(1#i))* +3(a(1+i)) +343 (a(1+i))+9=0 

Bat +60 i+3V3(a+ia)+9=0 &-80*+3V30+9+i(60° +3/30)=0 

-8a* +3V3u+9=0 -8u*+33a+9=0(1) 
3 = 

3a(2a+V3)=0 a=0 ou ae 

a=0 ne vérifie pas (1) 

u= 3 8. +35. CÉyo- 7.2 
2 2 2 

3 , . h . 
donc Z, Des (1 + 1) est une solution de l’équation. 

re F 3 ,.. . - 
En utilisant la 1°° question donc Z 7, Ai) est aussi une solution 

de l’équation. 

Factorisons 2Z* + 3Z?+3V3Z+9-(Z-7Z,)(Z-7, XaZ? +bZ+c) 
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V3... V3 
C++) GZ +bZ+c) 

=aZ"+(b+4V3a)7? ++ a+bV5)7 +b+eV5z+Èe. 

par identification on obtient : a =2 ; b= 243 :c=6 

Z‘+3Z2+3V3Z+9-0 

Z=Z, ou Z=Z, ou 2Z?-2V3Z+6=0 

22-237 +6=0 
A'=3-12=-9=(3;) 

  

pts et gris d’où les solutions sont : 

+ 

Bo: Be. ÿ; Er # , ss à 
V0 On a Pt = = 0, il existe donc des nombres complexes a, b, c et d 

tels que pour tout complexe z ; P(z) = (z— 1}(az? + bz? + cz + d). 

En développant on obtient : P(z) = az° + (b-— 1)z° + (c— b}z? + (d- c)z-d. 

a=] 
a=] 

b-1=-1 b=0 

Par identification on obtient :4c-b=0 donc _p 

d-c=1 s 
d=1 

-d=-1 

On a donc P(z) = (z — 1) Q(z) avec Q(z) = z°+1 

on obtient Q(z) = (z + 1)(z°- z + 1) en utilisant la méthode précédente 

ou l'identité a° + b° = (a + b)(a° — ab + b?) 
donc Q(z) = (z+ 1).R(z) avec R(z)=7-z+1. 

2)On a P(z)=(z-1)z+1)z°-7z+1) 
donc P(z) = 0 équivautàz=1louz=-louz -z+1=0. 

l'équation z° — z + 1 = 0 a pour discriminant À = -3 et pour racines : 

1-3i “ 1+4/3i 
2 2 

RER 1 43 
2 

i, i}, 
75 

    

1 
Sc={1,-1,— c={ 7 

L V3. , ..… T ,.. À 
3) On aa=—+——i c'est à direa=cos—+isin — 

2 2 3 3 
nt .. nf . 

pour tout n EIN,onac” cos tisin, on obtient 
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Equations à coefficients complexes Solutions 

Pi; x =-1 
2 

1 3 
2 2 

a” 1,93 et a°=1 et a*=1 cara* =(a°)"*. 

NyDP@=r+P4ri rte 
z.P(z2)=2 +2 +2 +242 4247 

z.PG)=2+2 +2 +2 #2 4241-1427 

z.P(z)=P(z)+2/-1 

(-1)P()=2-1 
z'-1_1-z 

z-l 1-2 

7 

z#l donc P(z)=     

2) z est racine septièmes de l’unité dans C signifie que : 

2kn _ 
z'=ld'oùz=z=[l, 7 Te 7 avecke{0, 1,2,3,4,5,6} 

7 
P(z) = 0 signifie que 1-z —0 signifieque Zz=2, =[1, 2kx, 

ZA] 7 

avec ke {0, 1,2, 3, 4,5, 6}. 

3) P(z) = (z-z1) (z — 22) (z — 23) (Z — 24) (z — 25) Ce Zé) 

: Æ; LEE LE 
z,=[1, 1:2 [T2 [7 1:z 4 =[1, T- [1, P-2 

=f1, 1 (ET. 

2=[L Ps ={1, x 

P(z) = [(z 21) (z eee -DIC2NE-DI 
P(z) = [z° —(z1 +2)2+22] [z° +(z +2,)2+2,2,] [z° -(Z; +2,)z+2, z,] 

= (2 - 2005 z+1)(° -2008 +1) -2005 +1) 

4) P(z) = 0 signifie que z = z # O doncil existe Z=z+2. 
Z 

Bo 7 +7? ptite at 
Zz À 2 

         

+ }+(z° +7 Lrç+l L)HI= 0. 
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Equations à coefficients complexes Solutions 

l | l | Z°+2?-2Z-1=0 (E') 
S(z+-) -3(2+-)+(24+-) -2+(2+—)H1=0, © 1 

Z Z Z Z Z=z+— 

Z 

Soit l'équation : (E) : 8x° + 4x7 4x — 1 =0. 
2 

z=2z =e ? solution de P(z}) =0 

<Z=2Z,=2, +1, +2,=2008 7 solution de l’équation (E’). 
Z 

2 
8008! +408 4008 2-10. eco solution de (E). 

4 je 

de même pour z = Zz, =e TT etz= Z,=e ‘7 sont solutions de P(z) =0 

4x 
Z=Z, =2005— et Z=Z, 20087 sont solutions de (E’). 

d’où ose cos sont solutions de (E). 

5)W=e # =Z 

a) 22 = WE 123 = W à za = W à 23 = WP: 24 = WW 

sont les solutions de P(z} = 0. 

donc P(z) = (2 - W)(2 — W?)(z — W°)(z = W°) (z - WS) (z = WS). 
b) (1— W)(1 = W?)(1 — W#)(1 = W*) (1 - WS) (1— WS) = P(1) = 7. 

kr ;Kt jke :Kt kr 

c)1-W'=1-e 77 =e7 (e ? -e ? }=-2i.e ? sin. 

L- W*|-2sin A 7 <l0. nf avec ke {1, 2, 3,4, 5,6} 

www even we. 
67 2.sin À.2.sin 2.2.sin 2. %.2,sin ÎE.2.sin 7 

T 27 37 Ar ST 6x 7 
d’où sn. sn. .SiN —.sin —-,.sin —.$sin —=—. 

  

  

    

7 2f 

ra, 2 V7, Z'HDi |" 2z _z?-4+4iz (25) 
z'-2i Pa z°-4-4iz \z-2i 

2Z 
1: .\2 

b) Arg z+2 = a( À) (27) 
z'-2i z—2i 
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Equations à coefficients complexes Solutions 
  

8 Arg 272) are z=C2) (27) 
z'-(2i) z—(2i) 

& (M'A,M'B)=2 (MA, MB) (2x) 

,[zil_[z+2if  M'B fe) 
Iz'-2il [z-2il 7 M'A (MA 
  

* z' imaginaire pur <7'=0 ou Arg 2=> +kT 

&z? =4 où (MA,MB)= > (n) 

*(MA, MB)= (x) & Me cercle de diamètre [AB] privée de A et de B 

de centre O de rayon Se =2 

*7/=4Sz=2 ou z = —2 

L'ensemble recherchée est le cercle de centre O de rayon 2 privée de A et 

de B. 

TD > Ze —Z —21+4—2;i 
2)a) (IA, IB }= Ar BE EE Aggl —  — | 2 

) 2) ( ) (#2) a FA) Gr) 

= Ag i)=- 7 (27). 

1B _le 72, i g 
IA [za —2:l ‘ 

b)|z + 2i]=2/z -2i MB =2MA 
> 7 —  — 

< MB? - 4MA°? =0 « (MB-2MA):(MB+2MA)=0 

Soit J, le barycentre de {(B,1), (A, - 2)} 

et J, le barycentre de {(B,1);(A,2)} 

donc E est le cercle de diamètre [J,J, |. 

BJ, =2BA donc J,(6i) 

BI, 2 BA donc J, Si 
3 3 
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Equations à coefficients complexes Solutions 
  

  
  

lB_{IBŸ Ê 
one -(T =2=l'e(E) h 

l'A (IA 

(l'A, lB)=2(IA, IB )=-7 (2) = j'eC, 

demi cercle de diamètre [AB] A 

avec x <0. L 

donc l'EC, ME. î 
a 

3) 0e ba 
2 

a)z, et z, sont les solutions de l’équation ë B 

2 _ 

ZT isin 0 
2Z 

& z° -disin0z-4=0 

A'= (2isin 0)? +4=4(1-sin? 0) = 4 cos? 0 = (2cos0)? 

z=2isinO0+2cos0 ou z=2isin08 -2cos0 

Ré(z,)>0 donc z,=2cos8 + 2isin0 = 2e 

et Z, =—-2cos6 + 2isin0 = 2ei(r-0) 

b){z;,|=|z,|=|2i =} 2i]=2 donc OA =0B = OM, -0M, =2 
par suite À, B, M, et M, sont situés sur le cercle de centre O de rayon 2. 

ONa: Z)=-Z) — S,, (M)=M, et Be(O j) Alors M,M,B est 

isocèle de sommet principal B. 
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Produit scalaire - vectoriel dans l’espace Résumé de cours 

  

Chapitre IT 

Produit scalaire produit vectoriel 

dans l’espace 

= Produit scalaire :A ,B,Celet u V , we W. 
  

AB. AC = AB . AC cos BAC Si u = 0 ou v=0 
AB. AB = AB? alors u.v=0 

U.v — vu 

  

(au).v = a(u.v) 

(au).(Bv) = af(u.v) 

Dans un repère orthonormé (O, Ï , J , K) 

u= + +7 

e AB = /GR-x4 Y + aa Ÿ + (ZB-Za 

euv=0œulv > xx + yy +7z'= 0 

  

      u.(V+w)= uv +u.w 
  

  

  

  

  

x x! 

uly|vly 
Z Z' 

°uv=xx +yy +22 

= Produit vectoriel : 

  

AB 4 AC est un vecteur 

orthogonal à AB et à AC 
ABAAC=-0e AB, AC colinéaires 

  

(AB, AC, AB A AC) base directe. 

  

[AB À AC] = AB.AC sin BÂC 

      
  

  

      
  

    

uaAu=0 UAV=-VAU 

UA(V+W)=uAV+UAW au À Bv = af(u À v) 

Dans un repère orthonormé directe / 

(O,1,J,K)R.O.ND 

y y 
Z Z' 

x X' 
_ _ - | [xx 
uly| vly uAV| |. 

Z Z' 
X X' 

y   
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Produit scalaire - vectoriel dans l'espace Résumé de cours 
  

  

(u A V}w = (V A W)u =(w A u).v = det(u, v, w) 
X x' x"! 

1 " 

Y y 
1 1 

Z Z 

! " x! x"! 

y! y" 
det (u,v,w)= y y'y'i=x +2 

          

  

Z 7! 7" 

  

L’aire du parallélogramme ABCD est : [AB A AD) 
  

AB A AC 

2 
    L'’aire du triangle ARC est :   

(AB 1 AC). A5 
Le volume du tétraèdre ABCD est gg 

  

Le volume du parallélépipède ABCDEFGH est (AE A AD).AË 
  

  
ax + byA + Cz\ + d| 

Va? +b2?+ c? 
*P: ax +by +cz+d=0et A (xx, ya, Za) alors d(A, P) = 

  

  

  

  

  

    

BA al _ 
d(A, P) = ——— avec B € P et n normal de P. 

a] 
_ [AB A ül 

* soit la droite D(B,u }) alors d(A, D) = LE 
u 

Réflexes : 

Situations Réflexes 

Comment montrer que u est Il suffit que les vecteurs 

orthogonale à (ABC) ? AB A AC et u soient colinéaires. 

Comment montrer (uvw) base w = u A v et [w] = lu — ‘| =] 

orthonormé ? etu Lv. 
  

* V = 1 aire de base x hauteur 
Comment calculer le volume d’un 3 

tétraèdre ? (25 À AC).AD 
où V =         
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Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Enoncés 
  

ENONCES 

\ Soit A(-1,2,5) , B(0,-1,3) dans le repère (O,i,j) 

Montrer que C(1,-4,1) est le projeté orthogonal de D(5,-2,0)sur la droite (AB). 

OABC un tétraèdre tel que OA = OB = OC = a et (OA) L (OB) et 

(OA) L (OC) et (OB) .L (OC) 

[CT] hauteur du triangle ABC 

[OH] hauteur du triangle OIC 

D le point de l’espace tel que HO = OD 

(O, 15x,168 156, un repère orthonormé. 
a a a 

1) Montrer que H à pour coordonnées és 

2) Montrer que le tétraèdre ABCD est régulier. 

Ÿ/ ABCDEFGH est un cube de côté a. 

1) a) Que peut on dire des faces de AFCH ? 

b) Déterminer V, le volume de Tétraèdre AFEH. 

c) Déterminer V; le volume de Tétraèdre AECH. 

d) En déduire la distance de point A au plan (HFC). 
2) Soit J le milieu de [FC] 

a) Montrer que AH . FC =0. Conclure. 

b) Calculer JA . JHen fonction de 2. 

Indiquer la réponse exacte par a, b ou c. Justifier votre réponse. 

1) (u+v)A(u-vlest égale à : 

a) Ô b) 2u AV c)u -v 
a a 

2) n| b | vecteur orthogonalau plan P et n'| b' |vecteur orthogonal au 

C c' 

plan P'et Pest parallele à P'alors: 

a)n.n'=0  b)nan'=0 ch)nLn' 
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Produit scalaire — vectoriel dans l'espace Enhoncés 
  

3) AC3,0,0) B(5,0,0)etMx, y Z) alors MA À MB est decoordonnées: 

0 0 y 

a) | -z b)|z c)|-z 

y y 0 

g Dire si l’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 

1) u,v,w sont trois vecteurs coplanaires = u Av Lw. 

2) JAB À AC] = l'aire du triangle ABC. 

3) (u AW) AW=(u.W)w hf u avecu (a,0,0) w(b, c, 0) dans R.O.N (o,i, j, k) . 

Dans l’espace on considère une base O.N. GK) 

u=i-j+2k , v=i+2j+tk , w=2i+). 
Calculer les coordonnées de (u A v) AW et UA(VAW). comparer les 

résultats. 

\7/Soit dans l’espace un repère (o,i,j,k) orthonormé direct 

A(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1). 

1) Calculer l’aire du triangle ABC. 

2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC) 

\S/Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct on considère les 
points : A(1,0,0) ; B(1,-1,1) ;  C(-2.0,1). 

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des 
coefficients 2, -2, I. 

2) On associe à tout point M de l’espace le vecteur" =2MA-2MB+MC. 

Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG. 

3) a) Le point M de coordonnées (x, y, z). Déterminer ABAV. 

b) Calculer AB.V. 

4) Déterminer le point M tel que ABAV=OA et AB.V=0. 

Ÿ (0,1,j,k) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(I, -1, 3). 
1) Calculer AK. 

2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal à (AH). 
3) On donne les points B(-6, 1, 1) C{4, -3, 3) et D(-1, -5, -1). 

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P. 
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Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Enoncés 

b) Calculer les coordonnées de BCABD. 

c) Montrer que l’aire du triangle BCD est égale à 5/29. 

d) Montrer que le volume du tétraèdre ABCD est égal à ee . 

(Formule du volume de tétraèdre + Base xhauteur ). 

4) a) Calculer l’aire de ABC. 

b) Calculer la distance de D au plan (ABC). 

V9 on considère les points À, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1) 

(3, -2, 0) et (2, 8, -4) dans un R.O.ND (0, i, J,k). 

1) Soit M(x, y, z). Déterminer les coordonnées de AM ABM. 

-X+y=-4+27 

2) Déterminer les réels x, y, z tels que 4 -x-y=-11+z 

2x+y-z=8 

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant AN ABN = CN 

et donner les coordonnés du point N. 

4) a) Montrer que le volume du tétraèdre ABCN est égal à <CN: . 

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°) 

Calculer l’aire du triangle ABC. 
c) En déduire la distance de N au plan ABC. 

NE Soit (0,0A,0B,0C)un R.O.N.D et M{Xx, y, z) 
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur 

la droite (AB). 
1) a) Soit G le barycentre des points À, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1. 

Déterminer les coordonnées de G. 

b) Montrer que (0G)L(ABC). 

c) Donner une équation cartésienne du plan (ABC). 

2) a) Montrer que MA .OG}- ME 

b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z. 

3) a) Interpréter géométriquement [MA A ME] 

Exprimer la distance MK en fonction de cette norme. 

64



Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Enoncés 
  

b) En déduire que Mk = 2z?+(1-x-y) . 
V2 

4) On se place dans le plan (OAB) : z = 0 et on considère l’ensemble l' des 

points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC). 

a) Montrer que L' ne contient aucun point de la droite (AB). 

b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas à (AB). 

En utilisant les questions 2) et 3) Calculer . 

On donne, dans le plan, un quadrilatère convexe ABCD 
Les diagonales [AC] et [BD] se coupent en E. 

Soit F le point tel que DF=BE. 

1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AFF. 
2) Montrer que le quadrilatère ABCD et le triangle AFC ont même aire . 

3) Montrer que ACABD=ACAAF. 

En déduire l’aire du quadrilatère ABCD à l’aide d’une expression faisant 

intervenir les vecteurs ACet BD. 
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Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Solutions 

CORRIGES 

\ / 2 1 

AC! -6 let AB| -3 | alors AC = 2AB donc C € (AB) 

—À —2 | 

4 

CD| 2 |; CD. AB=4-6+2=0 donc (CD).L (AB) en C 

1 

Ainsi C est le projeté orthogonale de D sur (AB). 

O(0,0,0) A(a, 0,0) B(0, a, 0) et C(0,0.,a). 
1)OA = OB = OC = a et OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en ©. 

Donc BC = BA = AC ainsi a ABC, est équilatéral 

I le milieu de [AB] alors (550) 

a a £ 
2 3 3 

Cil © let CH! © alors CI _ÈcE comme OH Ê 
2 3 2 3 

-a _2a a 

3 3 
2 

73 2 32 3 6 6 3 

D'où (OH) L (CD) en H, ainsi [OH] est la hauteur issue de O au triangle 

OCI. 
2) BC? = AB? = AC? = OA? + OC? = 222. 

2 2 

HO = OD = D(, © TD et AD?= (3. ) + LE 
3 3 9 9 

2 2 2 

BD? = (3) {-) (2) = 2a? de même CD? = 23° 

Donc AD = BD = CD = BC = AB = AC d’où ABCD est régulier. 

1) a) [AF], [HF], [CF1 et [AC] sont les diagonales d’un carré de côté a 

Donc AF = HF = CH = AG Ta? 
lax 
  b) V, = Laire (AEH) x FE = 2 

3 6 
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Produit scalaire — vectoriel dans l'espace Solutions 

c) On a Vkeru = Vanuc = Vuccr = Vagcr 
3 a” | 

donc V; = Vue — ( Vagru + Vanne + Vuccr + Vagcr) = 4° —4 2738 

d) VarcH = à aire (HFC) x d(A, (HFC)) 

comme HFC est équilatéral de côté a 2 sa hauteur est 8 av = V6 a 
2 

V6 

  

— a.V2a 2 

aire (HFC) = 2 V3 à 
2 2 

a 
donc d(A, (HFC)) = 3 Vire x __1__- 3 — 3 2 

aire(HFC) 34 V3 
2 

2) a) FC = ED donc AH . FC = AH . ED 

Or (AH) et (ED) sont les diagonales du carré ADHE. Par suite AH.FC=0 

Les droites (AH) et (FC) sont orthogonales. 

b) JA. TH = (IA? +JH®- AH 

or AH= V2 aetJA=JH=a4V2 car JA patteur du triangle équilatéral 

1 ,6a?  6a? 
AFC d’où JA . H = +7 2 = 7° 

\/ (U+V)A(U-V)=UAU-UAV+HVAU-VAY =-U A V-UAV=-2UAV. 

F + 
ainsi la réponse est [b| . 

2) P/P'é&net n'sontcolinéaires > nAn'=0 

d’où la réponse est (b] . 

JL L =— -X -X x 

3) MA| y MB| -y |alors MA AME| Y 

-Z -Z Z 

    
710 et Z= 72% 2* = 359 40e 
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Produit scalaire — vectoriel dans l'espace Solutions 
  

-Z -Z 

et Y=] 1 l A) À) 7 ainsi la réponse est [a |. 
-—-X —-X 

2 

\? Vraie : ü, V,w sont coplanaires = w=au+by 

or uAvLu et uAvLv doncuAv L'au+bv=w. 

2) faux : [AB A AC]-2xaire ABC#aire ABC. 

3) Vrai: u AW (0,0, ac) — (UAW)AW a pour coordonnées 

(0-ac° ,acb-0,0-0) 

= (uAW)AW (-ac?,acb, 0). Onaussiu.w=ab et [| =b?+c?. 

+ — 2 — 

d’où @.w)w-]w] .u à donc pour coordonnées (-a?c, abc, 0) 

2 

    
donc AW) A w=(Uw)w-f ü. 

1 -1 X 

\/on a: ul-1{v| 2{alorsuavl Y 

Z 2 1 

-1 2 1 -1 
X= =1-4=5 et Y=Ù" |=3 e«z=| “|=1 

2 1 - -1 2 

-5 2 -1 

d’où uAv!-3 | or w|1| donc (unAv)Aw| 2 

1 0 1 

Des calculs analogues donnent : UA(VAW)=i+ 3j+k 

on à donc (UA) W% UA(VAW). 

VS aire ABC=JAB AAC] or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2) 

d'où ABAAC=2i+3;+2k ctaireABC= VAF9+ "1 

2) n le vecteurnormalà (ABC) —nLAB etn L AC 

2 
= n=ABAAC = n| 3 

2 

Ÿ 1) où 1 _(GA.208+0C)-204-208+0€ 
2+(-2)+1 . 
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alors x; =2x,-2x8+Xxc=-2 et Yo =2Va-2Ya Ye 2 
et z; = 27, -2z +Ze=-1 d'où G(-2,2,-1). 

2) V=2MA -2MB+MC-2(MG+GÀA)-2(MG +GB)+(MG+GC) 
=MG+2GA-2GB+GC=MG 

  

      

  

a ———,—————————— 

Ô 

0 -2-X 

3)a) AB) -1| V|2-y | = ABAV a pour coordonnées 

1 -1-Z 

-] - 1 -1-z 0 -2-x 
=1+7-2+vy=y+z-1; =-2-x et =-2-x 

1  -1-z -2-x -1 -1-2 

y+2z-1l 

d’où ABAV| -2-x 

-2-X 

b) AB.V=-2+y-1-z=y-7-3. 

4) AB.V=0 y-z-3=0 

y+z-1=1 
— = — y+z-1=0 
ABAV=OA & 4-2-x=0 4 à 

-2-x=0 | 

+2-1=1 
Ê É 3=0 on additionne membre à membre on obtient 2y-4=1 
Y-2-9= 

soit = d’où = .Un seul point répond au problème c’est le point 

de coordonnées 2,2, -2, 
2 2 

-2 

Ÿ 1) AH-| -3 | alors AH=,/4+9+16-/29 
4 

2) (AH).LP donc AH vecteur normal de P : -2x- 3y + 4z+1=0 

or HEP donc -2+3+12+d=0 «+ d=-13 d'où P:-2x-3y+42-13=0, 

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient l’équation de P : 
(-2x*-6-3x1+4x1-13=16-16=0 = BEP) demêmepour Cet D. 
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Produit scalaire — vectoriel dans l’espace Solutions   

10 5 

b) BC| 4 let BDI -6 | donc BC À BD à pour coordonnées (20, 30,-40). 

2 -2 

c) l'aire (BCD)=2 s BCA BD] 20" +30? +407 =5/29. 

1 145 
d) V=Bxh= (aire BCD)XAH= 529. V2 9 29 = = 

4) a) Aire (ABC) => {854 AC] 

-9 1 

AB] -1 |; AC] -5 let ABAAC(6,38,46) 

12 4 

d'où l'aire (ABC) = 6 +387 +46? =/899. 

b) Le volume de ABCD Fe aire (ARC) x hauteur issue de D 

  

  

    

aire ABC 7789 

x-2 x-3 

1) AM ÿ BM y+2 | alorsles coordonnées de AM À BMsont : 

z-1 Z 

y _y+2 
X= [ =Vyz-(z-1)(+2)=y-22+2 

Z- 

z-l 
= -DG-2)-206-2)ea 29 

x-2 -3 

X-2 Xx-3 
Z= =(x-2)(y+2)-y(x-3)=2x+y-4 

ÿ 

y-2z+2 

d'où AMABM| -x-z+3 

2x+y-4 

-X+y=-4+2z (1) 

2) -x-y=-11+2Z (2) 

2x +y-z=8 (3) 
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Produit scalaire -— vectoriel dans l'espace Solutions 
  

(1) + (2) donne —-2x = -15 + 3z = 2x = 15 - 3z 

| 7+2z 
(1) — (2) donne 2yV=74+72 > = 

+ 

On remplace dans (3) on obtient : (15-32)+ 2-28 D 2z=3 

d'où 2x=6—x=3ety=S5 

la seul solution de ce système est : (3, 5, 3). 

y-2z+2 X-2 

3) On sait que ANABNI-x-2+3 | et CN y-8 

2x+y-4 z+4 

y-2zZ+2=Xx-2 

ANABN=CN -X-2+3=y-8 

2x+y-4=7+4 

-X+y=2z-4 X=3 

Soit 4 -x-y=z-11l & 4y=sS 

2x+y-Z=8 z=3 

D'où il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du système de la 
Question 2). 

4) a) ANABN=CN alors CN Là AN età BN = CN L(ABN) = CN 
est la hauteur de tétraèdre ainsi le volume(ABCN) 

1. 1 JAN 1 EN] 1 l'ex 
=— aire (ABN)*X CN ==x 1 _IXCN =ICN|.CN-=CN?. 

3 3 2 6 6 

b) En remplaçant les coordonnées de M par celles de C 

X=8+8+2=-18 

On obtient 4 Y=-2+4+3=5 

Z=4+8-4=8 

L'’aire de aBc=2 fac ARC]. +52+8 13 | 

c) Le tétraèdre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N 
appelons h la distance de N au plan ABC 

Volume de (ABCN) =; aire(ABC)xh or Volumede(ABCN) == CN’ 

D'où shx aire (ABC)== CN: 
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lon? 1 
Soit h=—2 9 CN] -3 | = CN=/1+9+49=4/59 

aire(ABC) 7 

1 2 
3 v59 50 
  D'où h= =2,9. 
; As V4 

0 0 061 (0R-08-00-1(0R+06 +00) 
, 1 1 1 

d'où x, =—(x, +Xs Xe); Yo == (Ya t Ya + Ye) Et Zoe = (Z +28 tZc) 
3 3 3 

or A(1, 0, 0) ; B(0O, 1, 0} et C(0, 0, 1) donc SG ). 

| sl 
AB| 1 | AC 0 

0 1 

1 1 
0G.AB=-1+120  0G.AC--1+120 

3 3 3 3 

11 
373 

b) OG 

W
I
 
w
i
 
w
i
 

donc OG LAB et OGLAC —(0G)L(ABC). 

c) (0G) L(ABC) alors OG est un vecteur normal à (ABC) 

d’où (ABC) xt y+z+d=0 or AE(ABC)= d=— 

ainsi (ABC) xt y tas e0 oùencore(ABC):x+y+2z-1=0. 

2) a) MA.OG=(MH+HA).0G or OG.LHA car (HA) (ABC) 

=MH.0G +HA.0G=MH.0G 
—,— 

0 

MA.0G]- 

  

  
d’où MH.06] or(MH).L(ABC) et (0G)L(ABC) 

donc(MH)|[(0G) d'où MHetOGsont colinéaires. 

donc (MH.0G) =0 où x (27) |cos(MH,0G) =1 
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=MH.0G-MH.—L. 
3 

cos (ME,06G) 
| — 

l 

  

par suite] MA.0G|-]MH|.|06]. 

1-x } 

b) MA. y OG!| alors MA.OG=L(1-x-y-2) 
3 3 

2 1 

# 
JMA.OG|==ft-x-y-2 dautrepar/MA.OG]="7 

  

d’où MH ANR 00 x y2 

3) a) La norme de [MA AME] représente l’aire du parallélogramme 

ayant les segments [MA] et [MB] pour côte consécutifs or le 

double de l’aire du triangle AMB. 

K étant le projeté orthogonai de M sur (AB) 

—(MK)_L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont l’aire 

est Fee or AB=V2. 

MA AMB 
On peut donc écrire l’aire du triangle AMB est PRE ve. 

  
IMA AMB 

2 
1-x -X 

b) MA! -y |etMBli-y| —Lescoordonnéesde MA A MBsont: 

    Soit vx =   

    

  

  

  

  

-Z -Z 

y 1-y -Z  -Z 1-xX x 
X= =zet Y= =7 et Z= =1-x-y 

-Z  -Z 1-x -x y  Îl-y 

Z 

=MAAME| z = [MA AME) = 22 +22 + (1-x y) 

1-x-Yy 

2 2, y 2 

ainsiMR = 2 CN 
V2 

4) a) On a (AB)C(ABC)= la distance de tout point de (AB) au plan 

(ABC) est nul et (O#(AB) la distance O à droite (AB) n’est pas nul) 
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= T° ne contient aucun point de (AB). 

4/27° +(1-x-y) 
b) On a MK = ——— 

2 

On obtient MK = fa-x-y 2 ee 

2 

Lh- X-Y- 2] 

Me (AB) MK #0 > = 0 d'où ME /2 
Eu MK 3 
V2 

1) On a BD-BE+ED-DF+ED A LP? 
=ED+DF=EF =BD-EF D 

or remplaçant z par 0 

  

x +y-1l 

  aire (ABD)==BDXAR et aire (AER)=S ERA B C 

H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF 

alors aire (ABD) = aire (AEF). 

2) Aire de (ABCD) = l’aire ABD + l’aire BCD on sait que 

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = = BDxCK et l'aire CEF=-L EFxCK 
2 

l'aire CEF= : EFxCK (K le projeté _L de C sur (BD) = (EF) )d’où 

l’aire BCD = l’aire CEF. donc Aïre ABCD = aire AËF + aire CEF = aire AFC. 

3) On a BD=EFalors ACABD=ACAEF- ACA(EA+AF) 

=ACAEA+ACAAF. car À, C,E alignés. d’où ACABD=ACAAF. 
— 

0 

+ aire ABCD = aire AFC = Jac NAFI= "AC E5|. 
2 2 
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Chapitre IV 

Equations de droites, de plans 

et de sphères 

m Orthogonalité — distance d’un point à un point : 

“Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal à tous les 

vecteurs de P. Si (U;V) est une base de Petn un vecteurs normal de P alors 

nu etnlvalors n=a(Ù À Ÿ) 

“Une droite D est orthogonal à P si et seulement si W le vecteur directeurs de 

D est colinéaire au vecteurs normal de P. 

"a, b,cet d quatre réels données, l’ensemble des points M(Xx, y , z) vérifiant : 
ax + by + cz + d = 0 avec (a, b, c)Æ(0, 0, 0) est un plan de vecteurs 

a 

normal n| b |. 

C 

"P et P’ deux plans, d'équations respectives : 

ax+by+cz+d=0 eta’x+b’y c’z+d’ =0 dans un repère orthonormal. 

x PLP'S n.n =0 aa +bb'+cc'=0. 

M Intersection de deux plans : 

P:ax+by+cz+d=0;P':ax+by+cz+d=0 

a a' 

n|b | vecteur normal de P ; n'} b' | vecteur normal de P'. 

c c 

P et Q sont strictement parallèles n =a.n' et ad'#d. 

* Pet Q sont parallèles  n=u.n' & n etn' sont colinéaires. 

* Pet Q sont sécantes & PetQ non parallèles  n etn' non colinéaires. 

EH Intersection droite et plan : 

a œ 

P:ax+by+cez+d=0:; n|b | vecteur normal de P. u B l'est un vecteur 

C Ô 

directeur de la droite À qui passe par A(X4, Ya, Za). 

*A//Pæu.n=0< aa+Bb+8c+0 
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Si de plus ax4 + bya + za + d = 0 alors A€P donc AGP 

et si aXa + bya + CZa + dÆ0 alors A&P donc A est parallèle strictement à P. 

*AcoupeP u.n #0 

Sphère : 
M Définition : 
Soit R un réel strictement positif, I un point de l’espace. L'ensemble des points 

M de l’espace tels que : 

IM = R est la sphère de centre I et de rayon R, noté : S(I, R) 
M Théorème : 
Soient À et B deux points de l’espace. La sphère de diamètre [AB] est 

l’ensemble de points M de l’espace tels que AM.BM=0. 

H Equation cartésienne d’une sphère : 

Soient (O,i, j, k) un repère orthonormé, le point A(Xa, Ya, ZA) de l’espace et run 

réel strictement positif. 

La sphère S de centre A de rayon r est l’ensemble des points M{x, y, z) tel 

que : (x -— Xa)? + (y — ya) +(z— 74) = r, c'est l’équation cartésienne de S. 

* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme : 
x? + y +7 + ax + by +cz+d=0. 
M Positions Sphère et plan : 
P'ax+by+cz+d=0ets de centre I derayonRK. 

* Sid, P)=R =SNP= {HA} H est le projeté orthogonal de I sur P. 

On dit que P est tangent à S. 

* Si d(, P)>R =S"NP =6. On dit que P est extérieur à S. 

* Si d([, P)<R =SnP est un cercle de centre H de rayon \R° -d. 

On dit P et S sont sécants. 

Le point H vérifie IH=an oùn vecteur normal de P et HeP. 

Remarque : Si d(f, P) = 0 alors SAP est le cercle de centre I et de rayon KR. 

E Théorème : 

L'ensemble des points M{x, y, 2) tel que x? +y° + 27 + ax + by + cz + d = 0 est: 

* Une sphère de centre (SE) derayon R = /h 

a? +b° +c? 
Si = ——— .-4>0, 

4 

% . -a —b -c . 
Un singleton EE si h=0. 

* Le vide si h<0. 
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Réflexes : 

  

Situations Réflexes 
  

Comment déterminer une équation 

du plan dont on connaît un point et 

un vecteur normal ? 

* Une équation du plan 

P:ax+by cz+d=0 

a 

n| b |et on calcul d à l’aide des 
C 

coordonnées de À 

Où M(x,y, z)e P AM.n=0 

On retrouve l’équation du plan. 
  

Comment déterminer l'intersection 

d’une droite D et d’une sphère S ?     
On écrit l’équation paramétrique de 

la droite puis on remplace x et y et z 

dans l’équation de la sphère. 
On retrouve une équation de second 

degré. 

Si l’équation à 2 solutions 

donc SN D= {2 points} 

Si l'équation à 1 solution double 

alors SN D= {1 points} 

Si l’équation n’admet pas de 

solution alors SS D=. 
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ENONCES 

L’équation est — elle celle d’une sphère ? 

a)x?+y/+z-2x+4z-1=0 

b) 2x°+ 2y° + 2z°+ 6y + 8z-3=0 
c)x°+y/+7-2x+4y-6z+17=0 
d)x°+y"+2z-2x-2y+6z+12=0. 

Former une équation de la sphère : 

a) De centre A (1, 2.-3) et passant par B (1,-1,3). 

b) De diamètre [AB] avec A (1, 2,5)et B (3,-1,1) 
c) Passant par O, À (3,-1,0), B (0, 2,-3) et C (1, 1,1). 

Soit S la sphère de centre A (1,-2,0) de rayon 14. 

Soit P, l’ensemble des points de l’espace vérifiant l’équation : 

x-2y +2z + m= 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que P, est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à P.. 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P,.. 

d) Pour m = 4, déterminer SN P, 

\Ÿ/ Soit S la sphère d’équation : x? + y?+ z?- 2x - 4y + 6z + 3 = 0 
a) Déterminer l'intersection de S et l’axe des abscisses. 

b) Déterminer l’intersection de S et le plan xOy. 

Ÿ/ Soit la sphère S : x?+y?+7/-x+2y-4z+3=0 

-2 

Soit D la droite passant par À (3,-3,1) et de vecteur directeuru| 1 

2 

Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 

\& Dans l’espace muni d’un repère ortho normal. 
On considère les points : A (0, 4,-1) : B (-2, 4,-5) ; C (1, L,-5) et D(1,0,-4). 

a) Déterminer une équation de chacun des plans médiateurs des segments 
[AB] [BC] et [AD] 

b) Démontrer que ces trois plan ont un point commun I. 

c) En déduire que I est le centre de la sphère S circonscrite au tétraèdre 

ABCD. Quel est son rayon ? 

d) Déterminer une équation de la sphère S. 

(O,i, j , K)R.ON. A et Mes points de coordonnées respectives 

(1,-5,7) et (1, 1,1). P le plan d’équation -2x +y +z-4=0. 

1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q tel que le projeté orthogonal 
de l’origine O sur Q soit le point A. 
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2) Montrer que les plans P et Q sont perpendiculaires. 

3) Calculer la distance de M au plan P et du point M au plan Q. 

4) En déduire la distance M à la droite A=P NQ. 

5) Déterminer une équation du plan R passant par A et perpendiculaires aux 
plans Pet Q. 

LE QCM. Justifier votre réponse 

(O,i,j,k)R.O.N on considère A(3,1,3) ; B(-6,2,1) les plans 
P:x+2y+2z-5=0etP:-2x+z-1=0 

1) L'ensemble des points M tels que [MA + ME) =2est un 

[al plan [b] sphère [c] L'ensemble vide 

2) Les coordonnés de point H projeté orthogonal de A sur le plan P sont : 

1111 8 1 7 T 15 
0307 222%à = 

af 3 :) EH 3 +) BÉ 3 :) 

3) La sphère de centre B et de rayon 1. 

[al coupe le plan P suivant un cercle. 

[bl est tangente à P. 

ne coupe pas P. 

4) Le plan P” est : 

[al parallèle à P [b] orthogonal à P parallèle au plan (O, i,k) 

Soit P, le plan d’équation: (m+1)x+(2m-1}y+(m-1)z+2+m-0 où meIR 

1) Montrer que tous les plans P,, contiennent une droite fixe D, dont on 

donnera une représentation paramétrique. 

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1—0. 

3) Tout plan contenant D est il un plan P.. 

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que AeP.. 

VX OL. j k) un repère orthonormé. 

Le plan P:2x-y+z+1=0etle plan P':y+z-8=0 

a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires. 

b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'. 

Déterminer la distance de A au plan P. 

Ç (O,iï, j, k) un repère orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4); 

B(-3,1,2) et le vecteur U=i+ 2j+ 3k. 

1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par À de 
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vecteur directeur U. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B 

et perpendiculaire à D. 
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées 

de H. 

b) Calculer la distance de A au plan P. 

4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ? 

b} Calculer la distance de B à la droite D. 

\Z On considère les plans P,,: 2x — 3my +2z+m-—1=0;melR. 

1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe A parallèle au 

plan (O,ik). 

x-2y+1=0 

y-z+ti=0 

a) D et A sont-elles coplanaires ? 

b) Trouver une équation du plan contenant D et parallèle à A. 

2) Soit la droite D : 

3) a) Existe-il un plan P,, parallèle à a droite (0, 3). 

b) Soit le point Af costa. , = cos avec ae[0, 7] 

Peut-on déterminer à pour que AëP, ? 

Ÿ (O,ï, j, K) un repère cartésien. 

1) Montrer que l’ensemble des points M(x,y,2) de l’espace. 

Vérifiant : (x+2y-2z+2) +(3x+y+2z-1) = 0 est une droite D dont 

on déterminera un vecteur directeur . 

2) Démontrer que l’ensemble des points M(X,y,2) 

Vérifiant (x +2y-2+2) -(3x+y+2z-1) = 0 est la réunion 

de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne. 

Prouver D=PAQ 

3) À tout me IR, on associe le plan P,, d’équation cartésienne : 

Pa: (1 + 3m}x + (2 + m)y + (2m-—-1)z+2-m=0. 

Montrer que tout plan P,, contiennent D. 

Tout plan contenant D est-il un plan P,,? 

14 L'espace étant rapporté à un repère cartésien (O,i, 3, k). On considère 

les droites D et D' de représentation paramétriques : 
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x=-1-20 x=i+A 

D'y=2-a ;aelR et D'4y=5-X ; ÀelR 

z=-2+30 z=l-3À 

1) Déterminer la position de D etD'. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et 

parallèle à D et à D'. 

3) le plan Pa: (m+1)x +2(m+2)y-(m+1}z+1=0. 
Montrer que tous les P,, contiennent une droite fixe À . 

4) Déterminer P, NP. 

5) a) Déterminer m pour que D soit parallèle à Ps. 

b) Dans le cas ou D n’est pas parallèle à P,. 

Déterminer les cordonnées du point L,, d’intersection de D et P... 

\y ABCDEFGH est un cube de côté a. 

D) a) Montrer que les faces du tétraèdre AFCH sont constitué des 
triangles équilatéraux. 

3 

b) Montrer que le volume du tétraèdre AEFH est égale à a 

3 

c) Montrer que le volume du tétraèdre AFCH est F 

d) En déduire la distance du point À au plan (HFC) 

2) On isole le tétraèdre AFCH soit J le milieu de [FC] 

a) Montrer que les droites (FC) et (AH) sont orthogonales. 

b) Calculer JA.JH en fonction de a. 

c) En déduire une valeur approchée en degrés à 10? près de l’angle AJH. 

\c/ soi S la sphère de centre A(1,-2,0) de rayon 14 . 

Soit P, l’ensemble des points de l’espace vérifiant l’équation : 

x—2y +2z +m = 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que P,, est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à P.. 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P.. 

d) Pour m = 4, déterminer SN P,. 

NV la sphère S : x?+y/+7?-x+2y-—47+3=0, 

-2 

Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur ul 1 

"(2 

Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 
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Soi A et B deux points distincts de l’espace tel que : AB = a 

et I désigne le milieu de [AB]. 

Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que : 

a) MA.MB-=K(kEIR) b) MA, 
MB 

Soient A(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(L, 1, -5) et D(1,0, -4). 
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB]. 

b}) Déterminer le centre et le rayon de la sphère S passant par les 4 points A, 

B, Cet D. 

c)le plan Q :x+y+7-—1=0 est il sécant à la sphère ? 
Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ? 

Soient A(6, 0, 0), B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6). 

1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG +3BG 0. 

2) déterminer l’ensemble S des points M de l’espace définis par 

(MO+2MA+3MB).MC=0. 

3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y +7 = 0. Déterminer la distance du 

centre I de S à P. Que peut-on en déduire pour S et P ? 

Ÿ 21 7 Soit A et B deux points distincts tel que AB = a ; (a > 0). 

1) Déterminer l’ensemble des points M tels que MA? + 2MB° = k. 

(k un réel positif). 

2) Traiter analytiquement ce problème lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2). 

Ve les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, O). 
a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral. 

b) Ecrire une équation de la sphère S de diamètre [BC]. 

c) Soit I est le milieu [AC], vérifier que Les. 

d) Soit P le plan perpendiculaire à (BC) passant par I. 
Écrire une équation cartésienne de P et déterminer SN P. 

oit la famille des sphère S, , meIR 

Sn: x? + y? +27 + mx +2(m-1)y+(m+4)z+1=0. 

a) Déterminer le centre w,, et le rayon R;... 

b) Quelle est l’ensemble des points w,, quand m varie dans IR ? 

c) Montrer qu’il existe un cercle € (2, r) tel que pour tout mEIR,ÈCS,,. 

d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cerclet 

il existe une sphère $,, et une seule passant par Mi. 

e) Démontrer qu’il existe deux sphère $,, tangentes au plan Q : z=0. 

VW a, 1, 3) et B(3, 5, 1). 
1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q 
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2) A tout réel m, on associe le plan P,, d’équation : 

P,:(m+2}x-(m+l)}y-mz+3m-1=0. 

a) Déterminer l’ensemble E, des réels m tels que P, et Q sont parallèles. 

b) Déterminer l’ensemble E, des réels m tels que P,, et Q sont 

perpendiculaires. 

3) Soient S — (MayDesne + +7? 223-520) 

a) Montrer que $ est une sphère dont-on précisera le centre Ï et le rayon. 

b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan P,; et de 

la sphère S. 

c) Déterminer P, NS. 

Ÿ 25 /Soient P et Q les plans d'équations : P:x+2y—2=0 

etQ:2x+z-8=0. 

1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation 

paramétrique de A=PNQ. 

2) On considère S$,, l’ensemble points de l’espace E tel que : 

x + y +77 — Dmx — 2y + 2(2m-3)z- 12m+1=0. 

a) Montrer que $, est une sphère pour tout réel m. Préciser son centre I, 

et son rayon. 

b) Déterminer l’ensemble des points I, lorsque m vraie dans IR. 

3) a) Montrer que $, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection. 

b) Déterminer SN A. 

Soient A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C{ 0, 0, -2). 
1) Montrer que l’ensemble P des points M de l’espace vérifiant : 

MA° - MC° = 10 est un plan orthogonal à (AC). 

2) Soit le sphère d'équation x° + y*+2?-2x+y+2z=0 

Montrer S {\P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon. 

3) Soit le point G défini par GA+GB-3GC=0. 
a) Déterminer les coordonnées de G. 

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent à S en G. 

4) Donner une représentation paramétrique de À , la droite d’intersection de 
P et Q puis préciser SN À 

V5 l’espace rapporté à un repère orthonormal (O 1 ; j , k) , 

on considère les points A(1, 2, 2) ; B(3, 2, 1) et C(1, 3,3). 

1) Montrer que les points A,B et C déterminent un plan. 

Donner une équation de ce plan. 

2) On considère les plans P; et P, d’équations respectives 
P,:x-2y+2z-1=0 et P,;:x-3y+272+2=0, 

a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants. On notera A leur droite 
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d’intersection. 

b) Montrer que le point C appartient à la droite A. 

c) Démontrer que le vecteur u (2, 0, -1) est un vecteur directeur de la 

droite A. 

d) En déduire une représentation paramétrique de la droite A. 

3) Pour déterminer la distance du point À à la droite À, 

on considère le point M de paramètre k de la droite A. 

a) Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AMetu soient 

orthogonaux. 

b) En déduire la distance du point A à la droite A. 

NA B et C sont trois points de l’espace non alignés et k est un réel de 

l'intervalle [-1, 1]. 

On note Gk le barycentre des points pondérés (A, k° + 1), (B, k) et (C, -k). 

1) Représenter les points À, B, C, le milieu I de [BC] et construire les points 

Gi et G... 

2) a) Montrer que pour tout réel k de l’intervalle [-1, 1], 

  

on a l’égalité AG, = RC . 

b) Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1] 

-X 
(x) = . par f(x) TE 

c) En déduire l’ensemble des points G, quand k décrit l’intervalle [-1, 1]. 

3) Déterminer l’ensemble & des points M de l’espace tels 

que J2MA+MB-MC =]2MA-MB+MC . 

4) Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels 

que J2MA+MB-MC =|2MA-ME-MC .     
5) L’espace est maintenant rapporté à un repère orthonormal (0 1, j , k) . 

Les points À, B et C ont pour coordonnées respectives (0, 0, 2}, (-1, 2, 1) 

et (-1,2, 5). 

Le point G, et les ensembles 6 et sont définis comme ci-dessus. 

a) Calculer les coordonnées de G, et G1. 

Montrer que les ensembles £ et %sont sécants. 

b) Calculer le rayon du cercle & intersection de & et 77. 
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CORRIGES 

q a)x?-2x+y*+7/+4z-1=0 
S(x-1) —-1+y +(2+2ÿ -4-1=0 S(x-1) + y/+ (2 +2) = 6. 

C’est l’équation de la sphère de centre I (1, 0,-2) de rayon V6 . 

b)2x°+2y/+27/+6y+8z2-3=0< x7+ y+7/+3y + 4z- 5=0 

 x°+ y°+ 3y + 27+ 47- 2-0 & x?+(y +) + (242) -4-2=0 

& x +4 +(z+2) +. 

C’est l’équation de la sphère de centre l’ Q-5,-2) de rayon . 

c)x/+y +2 -2x+4y-62+17=0 x7-2x+y"+4y+2-6z2+17=0 
(x-1)-1+(y+2Ÿ-4+(2-3)-9417=0 
S(x-1} +(y+2) +(2-3) =-3 impossible 

d)x?+y/+2-2x-2y+62+12=0e(x-1) +(y-1)+(z+3) =-1. C’est 
aussi le vide. 

Ÿ/° S est la sphère de centre À passant par B ou encore de centre À de 

rayon AB = (1-1) +(-1-2) +(3+3) =3V5. 

M(x,y,z)eS AM=AB & AM°= AB 
(x -1)+ (y - 2) + (2 +3) = 45 d’où S: (x - L)?+ (y - 2) + (z +3) = 45. 

  

b) I = A* B donc 1(L22,221 3 #5 où 1 (2,2,3) 
2 2 2 2 

AB _v2?+3+4 429 
Le rayon est: —— = -— 

2 2 2 

MES 2 M À, d'où S:{x - 2)*+ (y + (z-3ÿ = . 

c) S: x°+ y°+z°+ ax + by +cz+d=0 
OEeS<> d=0. 

A(G3,-1,0)eS & 10+3a-b=0 eus be 

B(0,2,-3) ES & 13 +2b-3c=0 œc=ib+ 
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CALDEeSS3+a+b+c=0.On remplace a et c par leurs expressions : 

3 + Gb) +b+(Éb+ 2)—0 <2b=-4&b=-2d'oùa=-4detc=3. 

Donc l'équation de la sphère est : x°+ y?+ z°- 4x - 2y + 3z = 0. 
VV on pou 

(1,-2,2) # (0,0,0) donc pour toute valeur de m, P,, est un plan. 

  

  

b) d (A, P) = L+4+m) __|5+ml _|S+ml 

P+(-2ÿ +27 VO 3 
2 2 2 k 

c)d-R°- 6» La 25+m°+10m ,, _m°+10m-101 

A'=5?+101 = 126 alors VA' =3V14. 

m'= -5 - 3/14 ; m"=-5 + 314 

m À-c0 m’ m’°? +00 

ŒR | + $  - 9 + 
Sim €]-—00,—5 —34/14[0]-5 + 314 ,+00f alors d>R 

Donc P, est extérieur à S. 

Sim el-5-— 3V14,-5 + 3Vi4f alors d<R donc P,,etS sont sécants. 

Sim=-5-314oum=-5+3V14 alors d =R donc P, est tangent à S. 

d) Pour m= 4, 4 e]-5 3414, —5 + 3V14[ donc P,, est sécants à S. 

D'où S NP, est un cercle de centre Q de rayon r = ŸR°- d? = V5 

  

1 

Q (x, y, 2) est le projeté orthogonal de A sur P, et n, —2 | est un vecteur 

2 

normal de plan P, alors il existe a € IR tel que AQ = an4 

x=g+l 

d’où <y=-2a-2 or QEeP, donc (a +1)-2 (-2a-2) +2(2a) +4=0 

z= 20 

< a=-l donc x=a+1l=0;y=-2a-2-0 etz= -2 d'où 61(0,0,-2) 

P,NS=£ cercle de centre Q (0,0,-2) de rayon V5. 

1 

\ , a) L’axe des abscisses a pour vecteur directeur il 0 | et passe par 

0 
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X 

O(0,0,0) donc une représentation paramétrique est : 4y=0;aelR . 

z=0 

x=@ x= 0 
_ =0 =0 

MG,y,DeSsn(0De)” 4 
z=0 z= 0 

x°+y/+2/-2x-4y+62+3=0 [a?-2a+3=0 

a-2a+3=0 

A'=1-3=-2 < 0 donc on n’a pas de solution d’où S A(0,=@ 

b) k est un vecteur normal de (xoy) d’où (xoy) : z=0 

S:(x-1)-1+(y-2)-4+(z+3)-9+3=0, 
D'où S :(x-1})+(y-2)+(z+3) = 11. 

Donc S de centre I (1, 2,-3) et de rayon 11 et d (; cop =3<4i1. 

Donc SN (xoy) est un cercle € de centre H le projeté orthogonal de I sur (xoy) 

et de rayon r = VR?- d? =11-9 =/2. 

D 

* TH=ok Yu = 2 

Zy=-3+a 

H e(xoy) & z, =0=a-3-0&a=3 d'où H(1,2,0) 

M(x,y,2eD&AM=aU:aelR 

x=-2a +3 

D'oùD:4y=a-3 : a elR 

z=20+I 

x=-20 +3 

Nx,y,z)eDNS&4y=a-3 etx/+y +2-x+2y-42+3%=0, 

z=2a+] 

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l’équation de S, on obtient : 

(20 +3) + (0-3) + (2a+1)°- (-2a+3) +2(a -3)- 4 (2a +1) +3 = 0 

& 9a°-180 +9=0<9(a°-20+1)=0 > (a-1)} =0a=1, 

Donc D est tangente à S en un point H(1,-2,3). 

)M € au plan médiateur de [AB] < MA = MB < MA? = MB? 

& OP +4 + (+ DE (+2) + (y 4) + (a+ 5 
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x+2z+7=0 

De même on trouve : le plan médiateur de [BC] a pour équation x —-y+ 3 = 0 

et le plan médiateur de [AD] a pour équation x — 4y - 3z=0 

x+22+7=0 7, 2= 3 
b)4x-4y-3z=0< x - 4435 (7) = 0 S4x=-l 

x-y+3=0 y=x+3 y=2 

donc I (-1,2,-3) € au 3 plans médiateurs 

c) I est équidistant des points A, B et I est équidistant des points B, C 

l'est équidistant des points À, D. Donc IA = IB = IC = ID 

D'où I est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD. 

Le rayon de cette sphère est IA = 3 

d) Une équation de la sphère est (x + 1}? +(y-2} +(z+3ÿ/ =9 

1) OA (1,-5, 7) est un vecteur normal à Q d’où Q :x-5y+7z+d=0 

AEQS1+25+49+d=0e d=-75 
DoncQ:x-5y+7z-75=0 

—2 1 

2) n| 1 normal de P et OA | -5 normal de Q 

1 7 

n.OA=-2-5+7=0 n1OA doncPLQ. 
72 4 

3) d(M, P}= —— et d(M, Q) = — 
75 V6 

4) Les plans P et Q sont perpendiculaires 

La distance h = d(M, A) avec A = PANQ. 
2 2 

: 4 72 2 1346 
Vérifieh=|—| +| = | =*- 

+ Æ) 5 3 

à 

5) Soit n, | b [normal de R. 

c 

RIPetR1Q=—n,lnet n, LOA d'où n, =nA1AOA 

  

1 5 

1 7 
12 

… —— ||2 1 — 
n A OA soit n,| 15 

1 7 

-2 1 

1 -5 
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Donc R : 12x +15 y +9z+d=0 

AER&12-75+63+d=0d=0 

R:12x+15y+9z=0 soitR : 4x +5y+3z=0 

1) La réponse est |b] : I= A x B alors MA+MB = 2MI 

IMA+ME|-2 2M26 Me Mes, 

2) La réponse est [cl] : AH=0n, etHeP 

Xy 0 +3 

Yu = 20 +1 et xx + 2yn + 2zu-5 = 0 

Zy = 20 +3 

a+3+d4a+2+4a+6-5= 0 

9a = 6 a =-2 d’où H(2L, =>) 
3 7 3 3 3 

3) La réponse est |c| : d(B, P) = Hétit-4.s et . >] 

donc S ne coupe pas P. 

1 —2 

4) La réponse est [b] : n 2|n) 0 letn.n'=-2+2=0 nn =P LP 

2 1 

1) (m+1 }x+(2m-1}y+(m-1)z+2+m=0 

m(x+2y+2+1)+x-y-z+2=0 

L’équation est varie pour tout mME IR donc elle est équivalente à : 

x+2y+z+1=0 on pose y=@ le système devient x +27 1-20 
X-y-z+2=0 X-Z=0-2 

on additionne membre à membre 2x=-3-a@ d'ou x=-lu-à 

1-20 0 3) 3431 et Z 1-22 + (La + 3]âone z 54+2 

_-_1,_3 
*772972 

Le système équivaut à 4 V=@ ; «a ER 
-3,.1 
72472 
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C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur 

1 
>| 2 es C3 01 u L, et passe par le point de coordonnées 50,5). 

72 
Donc tous les plans P,, passent par la droite D. 

x=-1o-2 
2)Soit Me(x,y,zJeD &ly=0 

=39+1 Z= 20+5 

La -3)+20+( 30 +4)+1-20-24-3+3- Ca Jr 2a+ 5a+7/r1 20-20 5 +5 0 

donc MEQ par suite DCQ. 

3) DCQ,Q est il un plan P,, c’est à dire existe-t-il Motel que Q =P,,. 

sf] 5 
On a ‘ vérifie 1+2(-1)+1= 0 alors v est un vecteur de Q donc de 

Pr, (mo +1 )- e Mo - 1)+ (mo - 1)= 0< 1=0 impossible 

donc il n’existe par un réel m, telque Q = P, . 

On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan P,.. 

d’ou tout plan contenant D n’est un plan P,. 

4) AEPn(m+1l)cost+(m-1}sin t+2+m=0 

< m{cost+sin t+1}+cost-sint+2=0 

Si cost+sint+1#0 alorsm-"Cost+sint-2 
cost+sint+1l 

2 0 

\Y a) n| -1 | vecteur normalde P, N! 1 | vecteur normal de P' 

1 l 

n.N=2.0+(-1).1+1.1=0donc nLN d'où PLP"' 

b)5+3-8=-8-8-0 donc AeP' 

D+P+r V6 2 

\E 1) M{x, y, z)eD il existe a eIR telque AM=aU 
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x-a+2 x=-0+2 

<< y=2a-3 d'où D:y=2a-3 ; aelR 

z=3a+4 z=3a+4 

2) P LD donc U est un vecteur normal de P. 

d’où P:-x+2y+3z+d=0 

BeP&43)+2.1+3.2+d=0 d=-1l 

Par suite P:-x+2y+3z-11=0. 

3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'où AH etU sont 

Xy =-0+2 

colinéaires donc il existe aeIR telqueAH=a.UÙ & À y,, =2a-3 

Z, =3a +4 

HEP © -xy + 2yu + 3zu — 11 = 0. 

En remplaçant xx, Yu et Zu par leur valeur on obtient : 

a-2+40-6+9a+1=0< 14a=7< ges par suite H(23-2; 2) 
2 

_|2-6+12-11]. 7 _Vi4 
b) d(A , P)= = 

Jir2+3 Vi 2 
4) a) D une droite perpendiculaire à P en H alors tout point du plan P se 

projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H. 

166 
b) d(B, D) = BH - fr +(-2-1) +02) = ————, 

2 

2 1)2x—3my+2z+m-1=0 

<> m(-3y + 1)+2x + 2z — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc l’équation est 

  

  

-3y+1=0 
équivalente à Ÿ (1). 

2x+2z-1=0 

x=@ 

On pose x = a alors (1) = ;ae IR 

l 
z=-0+— 

2 
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c’est la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point 

1 

(0.2.3) de vecteur directeur u| 0 

-1 

0 

Le plan (O,i,k) : y = 0 donc n| 1 | vecteur normal de (O,i,k) 

0 

n.u=0 donc(O,i,k)//A 

F -2y+1=0 
2) a) D: 

ÿ-z+1=0 

x=2f-1 

on pose y =f d'où y=$ : BEIR , c’est une représentation paramétrique 

z=B+l 

2 

de D, de vecteur directeur V| 1 passant par K(-1, 0, 1). 

1 

2 _—  — 

’ r1=0 donc Uet V sont non colinéaires. 

x=2B-1=a (1) 

MeDhAe y=p== (2) 

1 
z=f+1=-0+— (3) 

2 

Ï 1 
QE donc (las. 

Vérifions dans (3) : #1 =: + impossible d’où D A=$ 

DnA=$ et (Ü et V non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires. 

b) Soit Q le plan contenant D et parallèle à A alors KeQ et V etU sont des 

vecteurs directeurs de Q. 

92



Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 
  

a 

NI b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0 

C 

a-c=0 et 2a+b+c=0&a=c et b=-3c 
KEQ S-a+c+d=0 &d=0 d'où Q : ex -3cy +cz=0 

par suite Q:x-3y+z=0 

2 

3) a) Soit N| -3m | vecteurnormaldeP. : P./(O,)= NL; 

2 

&-3m=0<m=0 donc le plan P, // (O, j) 

b)AEP, © 2cos/a-m-cos0+m-1=0<>2cos/u-cosa-1=0 

2—1-—1=0 donc cosa-1 ou cosu=-— ,;orae(0, x] 

27 
d’où a=0 ou a 

VV (4 2y 2249 + Gray 422-120 (1) 
x+2y-z+2=0 et 3x+y+2z-1=0 

On pose z =a on obtient : x+2y =a-2 et 3x+y—=-2a+1 

ou encore x +2y =a-2 et -6x-2y=4a-2 on additionne membre à membre on 

obtient : -5x=5a-4 d'où x=-ù +< 

3x+y=-2a+ly=-3x-2a+1 d'où y=30- 2 24+1=a 2. 
. 5 5 

4 
X=-Q+— 

(De vu «ER 

ZX 

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point 

-1 
4 7 . CE 

Le 7 0) et de vecteur directeur W| 1 

l 

2)(x+2y-2+2) -(3x+y+2z- 1) =0 
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S(x+2y-z+2+3x+y+2z-1)(x+2Y-Z+2-3x-y-2z+1)=0 

> (4x +3y +7 + 1)(-2x +y -3z +3) =0 

D Ax+3y+z+1=0 ou -2x+y-3zZ+3=-0 

4x + 3y +z + 1 =0 c’est une équation cartésienne d’un plan 

de même -2x + y -3z+3=0 

d’où l’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q, 

P:4x+3y+z+1=0 et Q:-2x+y-3z2+3=0 

x+2y-z+2=0 (1) (D +(2) 4x +3y+z+1=0 
MeDS (= 

3x+y+2z-1=0 (2) (2)-D 2x-y+3z-3=0 

4x +3y+z+1=0 
ou encore Fo) MEPANQ donc PAQ=D. 

-2x+y-32+3=0 

X=-U+— 
3 

3) L*° méthode :MeD< y=u-— 

ZT 

a+ Em) +(a-2)( +) +a(2m-1)+2-m= 0.0 +00 

donc ME P,, pour tout valeur de m d’où DE Px. 

2°" méthode : 
(1 + 3m}x + (2 + m)y +(2m-1)z+2-m=0 
m(3x+y+2z-1)+x+2y-7+2=0, l'équation est vraie pour toute valeur 

de m dans IR, donc l’équation est équivalente à : 

3x +y+2z-1=0 

Ê +2y-z+2=0 

cartésienne de D d’où DEP... 

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation 

2 

Soit R le plan passant par I de vecteur directeur W e&V|0 

-3 

1+3m 

n| 2+m | vecteur normal de P 

2m-1 

V.n= 2(1+3m)-3(2m-1)=5 40 donc V n’est pas un vecteur de P, 

par suite R est un plan contenant D'etRGP,. 

donc tout plan contenant D ne peut pas être en général un plan de P... 
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-2 

\E 1) D passe par A(-I, 2, -2) de vecteur directeur U! -1 

3 

1 

D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V|-1 

-3 

-2 
* 

  
340 donc U et V non colinéaires 

D'où D et D' sont non coplanaires ou sécantes 

x=-l-2a=1+X (1) 

*MeDCD'é4y=2-a—5-À (2) 

z=-2+3a=1-3X1 (3) 

(1) +2) =1-3a=6 ea 

(1) H=-2-20=-2+10 2 4 
3 3 

Vérifions dans (3) : -2 — 5 = 1 — 4 impossible donc DA D'=6. 

Conclusion : DA D'=$ et Ü et V non colinéaires alors D et D' sont non 

coplanaires. 

a 

2) Soit N vecteur normal de P.N\b|. 

c 

D/P& N.ÜU=0€ 2a-b+3c=0 (4) 

D'/PSN.V=-0@a-b-3c=0 (5) 
(4)+(5) =-a-2b=0 & a =-2b 
(5)=3c=a-b=-3bec=--b 

AeP&-b+2c+d=0< d=b-2c d’où d = 3b 
P:-2bx+by-bz+3b=0 d'oùP:-2x+y-z+3=0 

3) (-m+1)x+2{(m+2)y-(m+1)z+1=0 
m(-x+2Y-z)+x+4y-z+1=0 

L’équation est vraie pour tout mEeIR donc elle est équivalente 
x + -7 = a? 2y-2z 0 o 

x+4y-z+1=0 
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1 
On additionne membre à membre 6y — 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +3 

on pose y =f donc 2=3p+> 

1 1 1 
X=2y-7=2V-3y-—=-y-—=-$-— y Y-3y- y he 

1 x=-B-— 
P 2 

De<y=f ; BP EIR 
1 

z=3B+— 
P 2 

C’est une représentation paramétrique d’une droite À passant par le point de 

1 1 7 
coordonnées CF; ,0 7) et de vecteur directeur W| 1 

3 

-2x+y-7+3=0 -6x+3y-3z+9=0 
4) MEeP,NnPe (ID) ouencore 

-Xx+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0 

x = -Ô +8 
5 

on pose y =6 :(D) + y=û : ÔEIR 

z=3 _ 
5 

c’est une représentation paramétrique d’une droite A "passant par le point 

8 1! 7 
Ce ,0,— 5) de vecteur directeur W| 1 

3 

-m+i 

5)a)D//P,, u Ln avec n! 2m+4 | vecteur normal de Pi 

-m-1 

< (2).(m+1)+(-1)Qm+4)+3(m-1)=0m=-3. 

b) D et P,, sont sécants  mZ-3 
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x=-]-20 

y=2-a 
I,eDNP,<e 

=-2+30 

(m+1)x+2(m+2)y-(m+1)z+1=0 

On remplace x, y et z par leur valeur dans la 4°" équation on obtient : 
(2m + 1)C1 - 20)+(2m+4)(2-a)-(m+1)(-2+3a) +1=0 

    

  

-7m-10 7m+10 
&u(-3m-9)=-7m-10 or m#-3 d'où ==" 

-3m-9 3m+9 

l7m+29 m+8 I5m+l?2 
donc I, (- ; ; | 

3m+9 3m+9 3m+9 

d 1) a) ABCDEFGH est un cube 
alors les diagonales des faces 

ont une même longueur V2a donc AH 

2a= AF=AC=CF=CH=AF 

d’où le tétraèdre ACFH est régulier 

ainsi les faces de ACFH sont des H 

triangles équilatéraux. 

  

    

  

      

A 
b) Le volume de AEFH est égale à s'ae de la base x Hauteur 

__ AEx' aire(EFH) axEFxEA _a° 

3 6 
c) Le volume de AFCH est égale au Volume du cube -4 x Volume AEFH 

FH rectangle en E)   

= 4° _4xl as ls. 
6 3 

d) Le volume de AFCH est égale d’une part a 

d’autre parte (aire de la base x hauteur). 

l,5 
3° 

FCH est un triangle équilatéral de coté V2a donc son aire 

-< An x aire de FCH avec H° = projeté L de A sur (FCH) 

est. VZa(V2 3 8 e d’où à AN ainsi (A, (HCF)) = arr = 

2)a)OnaJ=F * Cet HEC, AFC deux triangles équilatéraux 
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donc (HJ) et (AJ) sont des hauteur pour HFC et AFC 

ainsi (HJ) L (FC) et (AJ) L (FC) d’où (FC) L (AH) or (AH) € (AHJ) 

donc (FC) est orthogonale à (AH) 

b) JA.JH=JAXJK avec K le projeté orthogonal de H sur (AFC) 

(HK) L (AFC) donc (HK) est orthogonale à la droite (FC) c (AFC) 

* (FO) est orthogonale à (HK) et à (AH) alors (FC) L (AHK) 

* (FC) L (H}) et (FC) .L (AD) = (FO) L (ARN) 
par suite (AHK) = (AHJ) qui est le plan médiatrice de [FC] 

ainsi K est le centre de gravité de AFC 

— — 1. 1.,, 1 r, finalement TA.TH=JAXIK <JAx-JA= JA == (V2) = 

c) cosAJH-4H 2 1 donc AJH=70°,56 

G + 
a)Pn:Xx-2y+2z+ma=0. 

(1, -2, 2)# (0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, P,, est un plan. 

[1+4+m| _[5+m)_|5+m| 

VP+(2ÿ +27 V9 3 
_25+m° +10m 4m +10m-101 

9 

b) d(A, Pr) =   

2 

d-R2= En 14 

A'=52+101=126 alors VA'=3V14 

m'=-5-3V14 ou m"=-5+3V14 
  

m —2 m m" + 

FR + Ÿ = P + 
Si me |-c,-5 314 0 f5+3014,+0f alors d > R donc P, est 

0 0)   

        

extérieur à S. 

Sim ce} 3,14 ,=5+ 31al alors d <R donc P,, et S sont sécants. 

Sim=-5-3V14 ou m=-5+3V14 alors d = R donc P, est tangente à S. 

d) Pour m=4, 4e |-5-3V14 , -5+3414[ donc P,, est sécant à S. 

d’où SAP, est un cercle de centre @ derayon r=4/R? -a4? =/5 
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1 

Q (x, y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et n, -2 |est un vecteur 

2 

normal de plan P, alors il existe aeIR tel queAQ=an, 

x=at+l 

d’où 4 y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-2a-2)+2(2a)+4=0 

z=2a 

a=-1 donc x=a+1=0; y=-24-2=0 et z=-2 d'où Q(0,0,-2) 

P4NnS =£ cercle de centre Q (0, 0, -2) de rayon Vs 

(x, y,z)eDe AM=aUÙ : aelR 

x=-20 +3 

D'où D':4y=a-3 ; ae lR 

z=2a+l 

x-20+3 

NX y,z)eDNSS{y=a-3 et x°+y”+z/-x+2y-4z+3=0 

z=2a+l 

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l’équation de S, on obtient : 

(-2a+3)° +(a-3)° +(2a+1)° -(-2a+3)+2(a-3)-4(2a+1)+3=0 

<> 9° -18a+9=0< 9(o° -2a+1)=0(a-1) =0a=1. 
Donc D est tangente à S en un point H(1, -2, 3). 

\y MA.BM=Kk & (Mi+IA).(MI+IB)=k 

MP +IA.IB+MI.(IA+IB)=k or IA=-IB 
2 

MP =Kk-IA.IB & ME =k+IA?=k ee 

2 2 
. a a | , 

Si k + 3 <0 ouencore k< "x alors l’ensemble recherché est le vide. 

2 2 

Si k +0 ou encore k=T alors ME =0 &M=I] 

donc l’ensemble recherché est {I}. 
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2 2 

Si k +7 >0 ouencore k> — alors l’ensemble recherché est la sphère de 

2 

centre I et de rayon Jk ++ . 

b) = 2e MA? =4MB* <> (MA +2MB).(MA -2MB)=0 
Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2)  GA+2GB=0 

Soit G' le barycentre de (A.,l)et (B,-2) G'A-2GB=0 

d’où MA +2MB=3MG et MA-2MB=-MG' 

par suite 2 = (3MG).(-MG')=0 <> MG.MG'=0 

< MG MG d’où l’ensemble recherché est la sphère de diamètre [GG 

VS 1% P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur 

-2 

normal AB| 0 |etI(-1,4,-3)d’oùP:-2x-4z+d=0 
À 

IEP &2+12+d-0 & d=-14 doncP:-2x-4z-14=0 

ouencore P:x+2z+7=0. 

b) Soit H le centre de la sphère S comme À, B, C et D appartiennent à S 
Alors HA = HB = HC = HD = rayon donc HEP et HeP'etHeP" 

avec P'le plan médiateur de [BC] etP"le plan médiateur de [CD] 

, 5 ms L 9 
B Cr, S) etC*D=I] 355) 

3 0 

BC! -3 let CD] -1 

0 I 

BC normal de P' d'où P' : 3x — 3y + d = 0 

3 15 
l'éPs-—-—+d=0 & d =9 

2 2 

P':x-y+3=0 de même P":-y+z+35=0 

x+2z+7=0 (1) 

HEPNP'SP'e4x-y+3=0 (2) 

-y+z+5=0 (3) 
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(2) x=y-3 et(3) ez=y-S5 

On remplace dans (1) =(y-3)+2y-10+7-0 & y=2 

D'où x=-1 etz=-3 donc H (-1, 2, -3), le rayon est R = HA = 3. 

c)Q:x+y+z-1=0 

-1+2-3-1 
d = dŒH, Q) = F1+2-3-1] =\3<R donc Q est sécant à S. 

3 
le rayon du cercle est JR? -d° =,/9-3 =/6. 

Xe 1) OG + 2AG +3BG = 0 
X X 

On pose G{x, y, z) alors OG y |; AG y | : BG y-6 

zZ 

2-04 8-0 x=2 

OG +2AG +3BG =0e4y+2y+3(y-6)=0 € À y=3 d'où G(2,3,0) 

z+2z+3z=0 z=0 

2) (MO+2MA+3MB).MC=0 

MC.(MG + GO + 2MG + 2GA+3MG + 3GB) = 0 

< MC. 6MG = 0 car GO + 2GA + 3GB = Ü 

MC. MG= 0 donc S est la sphère de diamètre [CG] 

MCMG=0 > x?+y/+7/-2x-3y-62=0(x-1) + (y + -3)ÿ= 4 

donc $ est de centre I(1, —) de rayon =. 

3+6+— 
  

2 

3) d(I, P) = = 3 = rayon de S donc P est tangent àS. 
3° +4? 

g 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2) 

+ GAHGE-0 > AG TA © BG BA 

MA? +2MB° =k< (MG + GA) +2(MG + GB} =k 

<> 3MG°+GA°?+2GB°+2MG.(GA+2GB) =k 
y — 

0 
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= 3MG*+ÉAB#+ 2. BA’ + 

2 

 3MG°=k < AB 3 MG’ = ÀX _. 

Onak>0 
2 

. Si 3k -2a° < 0 ou encore 0 <k< _ alors l’ensemble recherché 

est le vide. 
2 

Si 3 k-— 2a° = 0 ou encore k= + alors l’ensemble recherché est {G} 

2 

Si 3k — 2a ? > 0 ou encore k > + 

alors l’ensemble recherché est la sphère de centre G , de rayon 

2) M (x, y; z) ; A(1, -S , 2) ; B(-2, 1 ; 2) 

MA?=(x-1)+(y+5)+#(2-2) = x ++ 77-2x + 10y - 4z +30. 
MB?= (x +2) +(y- 1) +(z-2) = x?+y2+ z+ 4x - 2y- 4z + 9. 

MA?42MB'/=ke 3x7+3y7+ 327 + 6x + 6y -12z+48=k 

V3k-2a? 

3 

es x?+y?+7/+2x + 2y - 47 +16 +0 S(x+1) +(y+#+1)+(z-2)ÿ= +10 

e Si 2-10>0 ou encore k > 30 alors l’ensemble est la sphère de centre 

W(-1, -1, 2) de rayon (5-10 . 

e Si +-10-0 ou encore k = 30 

Alors l’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}. 

e Si0 <k < 30 alors l’ensemble recherché est le vide. 

Ç a) AB = 4° +4° = 32 = 412 =BC=AC 
donc ABC est un triangle équilatéral. 

b) M(x, y, 2) eSS BMILCMe x?+y(y-4)+(z-4ÿz=0 

> x°+y/+27- 4y- 4z = 0 d'où S:x°+y?+z°7- 4y- 4z = 0 

c)I2,2,0);4+4+0-8-0=0 doncles 
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0 

d) BC| 4 | vecteur normal de P d’où P :4y-4z+d=0 

4 

Ie P&8-0+d=0< d=-8 d'où P:y-z-2=0. 

S est la sphère de centre H = B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon : 

BC 4 Grau - -R=2-2. V2 <2<242 
2 

donc S N P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de 

rayon VR?-d°=V8-2=V/6 . 

0 x =0 

HL=-an;n| 4 | vecteur normal de P d’où y = da +2 avec ae IR 

A4 z= Aa +2 

orLePé(da+2)-(-4du+2)-2=0 

> Ba- 2-0 u=7 donc L(0,3,1). 

On conclut que S n P= £ (L(0, 3, 1); V6). 

NV 9 6 + 34 mx + 20m - 1) y + (m + 4) 2+ 1=0 

TPE HG) (me) (+ D y F5) — 
CH Ge +) sm + 4 
donc $,, est la sphère du centre W,, CSM -m+l; — m4, 

de rayon R,,= En +4. 

m -m-4 
b) W (-—;-m+i;———) ; ) WC 3 7 ) 

4 Javec me IR}.   Soit H,={W,, CS -m HT _ 

m 
X —=-— 

2 

MX, y,2)EeH, &4y=-mtl; melR 

= 7-2 
2 
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C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2) 

1 

2 

De vecteur directeur U! -1 

1 

2 

Donc l’ensemble H,, des points W,, lorsque m varie pour tout m eIR 

c)x?+y/+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0 

mx +2y+2)+x + +7 -2y+42+ 1 = 0 est vraie pour tout m elR 

x+2y+z=0 

x°+y/+7?-2y+47z+1=0 

x +2y +7 = 0 est l’équation d’un plan R 

x + +2 -2y +42+1=06 x?+(y-1)+(2+2) =4. 
C’est l’équation d’une sphère S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2. 

Donc il faut chercher R NS : 

aq, Ry>-—L-2 

I= Q(0,1,-2) et de rayon 2. 

d\)M,ES, æxi+yitzi+mx,+2(m-1)y,+(m+4)z,+1= 0 

mx, +2, +2) +xi+yS+25-2y,+ 42, +1= 0. 

Comme M, n’appartient pas au plan du cercle & c’est -à dire : 

Si et seulement si 

=0 donc RAS est le plus grand cercle de centre 

Xo +2Vo +Zo # 0 d’où l’équation est équivalente à : 

x5+ Yo+ Z5-2y + 4z +] 

Xot 2Vot Zo 

= e) d(W, ol 

donc il existe qu’une seule sphère passant par M. 

  

  
Q est tangent à S,, si et seulement si 52 

  
=R m 

2 

Ou encore GHY= R° mt 4 = 2m +4, 

> Én-2me 0  m(Èm-2 = 0 € m = 0 ou m=È 

Donc il existe deux sphère S, et S, tangentes à Q. 
5 
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g 1) Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de 

Q et passe par I= A* B. 

3-1 2 
— — +3 1+5 3+ 
AB| 5-1 | donc AB| 4 |: I-A*B alors LS) d'où I(2,3,2). 

1-3 2 

AB est un vecteur normal de Q alors Q :2x+4y-2z+d=0 

IeQ & 4+12-4+d=08 d=-12 

donc Q : 2x + + 4y - 2z -12 = 0 ou encore Q : x +2y -z-6=0 

2)a)P,/QS AB etn sont colinéaires avec n est un vecteur normal de Pr 

m +2 2 

n| Èm-l : AB 4 

-m —2 

= LAS us m+1 2 m+2 2 m-l 4 
n et ABsont colinéaires & =0 et =0 et = 

. -m-l 4 -MmM - -m  -2           
<> 4(m+2) +2(m+1}= 0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m=0 

© m= : et - 4 = Oimpossible ‘doù E, = 

b)P. LQ&n LAB 

> Am+2)+4(-m-1)-2(-m)=0 & 0.m=0 d'où E,=IR 

3) a) x°+y+77 - 2x - 2y - 2-0 = x? 2x y-2y+2 220 

<> (x-1)° -1+(y-1) 142-220 (1) +(y-1)° +7? =< 

c’est l’équation d’une sphère de centre 1 (1,1,0) de rayon P . 

  b) d (LP, )= (nt 2)- (mt) 3m) _ [ml 
" \/@m+ 2)? +(m+1) +m° 13m? +6m +5 

gr 7m 9 0 Cm-6m-5) 
3m?+6m+5 2  2(3m +6m+5) 

-mn° -6m -5 = 0 et -1 + 6-5 = 0 donc m=-1 oum=-5. 

  

  

m -00 -5 | +00 

-m-6m-5 _ d + d - 

d’-R° - ) + Q -            
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Sime]-c,-5[U]-1,+00[ alors P, est sécant àS. 

Sime]-5,-I[{ alors P, et S sont extérieurs. 

Sim=-5 où m=-1 alors S et P, sont tangents. 

4)P,:3x-2y-z+2=0 

S : (x-1) 2 +(y-1)? + = £ 

d'où P NS est un cercle de centre H de rayon d(LP, TE < 

9YŸ 9 549 
= /R?- d°? =) 252 

° 2) 14 V28 
* H est le projeté orthogonal de I sur P;, donc il existe ae IR tel que : 

3 Xy =34 +1 

H=anetHe P.n -2 | vecteur normal deP, JH=an & y, =-2a+1 

-1 Zy = 

HEP, &3x,-2y,-24+2=0.Donc 3(3a +1) -2(-2a +1) +a 2-0 a= = 

a 5 10 3 
d'où KG: 12) donc P, AS =&(H ,r). 

1 2 

VF, n| 2 | vecteur normal de P ; n'| 0 | vecteur normal de Q. 

0 1 

1 L 
par suite P et Q sont sécants d'où P AQ=A. 

À: x+2y-2=0 (1) 

" |2x+7-8=0 (2) 

2 — = Le 
= —4 Z0 doncn etn' ne sont pas colinéaires, 

  

On pose x = a ;alors(1) = y = +1 et (2)=z=-2a+8 

X=& 

D'où une représentation paramétrique de A est4 y =su +1; ae IR 

z =-2a+8 

2) a) x2+ y?+ 77 - 2mx - 2y + 2(2m - 3)z -12 + 1=0 
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& (x-m) -m°+(y-1)-14(z4+(2m-3)) -(2m-3) -12m+1=0 

< (x-m) +(y-1) +(z+(2m-3)) = 5m°+9 

c’est l’équation d’une sphère d’où $,, est la sphère de centre 

Im, 1,-2m +3) de rayon Y5m°+9. 

b) Soit D,={l: (m,1,-2m +3) avec m € IR } 

x=m 

M&,y,2)eD,, 4 y=1 ,melR 

= -2m +3 

c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur : 

1 

Ü| 0 | et passe par le point A (0,1,3). 

-2 

3) a) So de centre I, (0, 1,3) de rayon 3. 

aa, QE = 7 = V5 <3 donc 55 et Q sont sécants d’où So NQ = € 

cercle de centre H de rayon r = VR?-d? = 9-52 

H le projeté orthogonal de I, sur Q donc il existe ae IR tel que: 

Xy 20 

LH=anetHeQe Vu=l et 2x,+27,-8=0. 

Zy +3 

donc2(2a) +(a+3)-8=0< Sa=5 a=l 

d’où £' est de centre H (2,1,4). 

b) MX, y, 2) ES, NASMES, etMEA 

X = 

MEeAs y=-su+l 

z=-2a +8 

etM ES, & a°+ Cut 1-1)°+ (-2a + 8-3) =9 

ce a. 200 +16 = 0 

)} 2 

8 8 
pe , L' 7° 
3) G 1

 40 
7 

A'= 16 d'où a 8 où & _È donc S, MA= gl 
3 7 3 3 
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NY 1) *MA?= (x-1) + (y +2) + (2-3) = x?+ y" +77 -2x + dy - 67 + 14 
MC? = x + y +(242) = x + y +77 +4z+4. 
MA?-MC?=10 & -2x+4y-10z+10=-10€ -x +2y-5z = 0 
D'où l'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z = 0. 

-] 

de vecteur normal n| 2 

-5 

0 -1 -1 

* AC| 0 +2 | d'où AC] 2 [done AC=n 

-2 73 -5 

donc AC est un vecteur normal à P d’où (AC) LP. 

2)x°+y+2-2x+y+2z=0 

8 GPA GRR (HP 1e 0 (ee D (+) + (He À 
donc S est la sphère de centre Mg de rayon R=> 

agp -Ei=lt sl H1-1+5| 
11+2? +5? x" 2 

d’où SA P est un cercle de centre de rayon r =VR?-d° =, ie F 

x =-0ù +] 

H(x,y,2) est le projeté orthogonal de I sur P donc H-one y=2a 1 

z=-50-1l 

HeP Marsa 0 -aœ+l-da+1-25a-5=0 

Sa= 2 d'où ac, 7 2, 
10 10 10 2 

3) GA + GB - 3GC =0 
1 -x -2 -X -X 

a) Soit G(X,y, 2) e£,GA 2 :GB|1 -y |; GC] y 

3 -Z -8 -Z -2 -Z 

(1- x) +-2-x)-3(-x) = 0 

GA+GB-3GC=0 <> 4 (-2- y) + (1- y) -3(- y) = 0 

(3-z)+(-8-z)-3(-2-z)= 0 
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x=let y=1etz=-1 d’où G(1,1,-1). 

b) I est un vecteur normal de Q d’où Q : Sytd=0 

S
 
D
S
 

©
 

GeQær+d-0æd- À d'où Q 15 y-5 0 où encore Q: y -1=0 

1 0 

4) n| 2 | vecteur normal de P, no| 1 | vecteur normal de Q 

5 0 

= 1% 0 alors n et na sont non colinéaires, donc P et Q 

    

sont sécants ; PNQ =A 

XF X—0 
-1=0 

MeEAS Ÿ & 4 y=l d'où A4 y=1 ae IR. 
x-2y +52 =0 

2 1 
Z=—-— 0 Z=-— at 

5 5 

MX, y, 2) ESNASMESetMEA 

X=0 

MeAS<y=l et MES donc GG) (Lure 

1 2 
2Z=-—at+— 

5 

< 260 - 64a +74 =0 130? - 320 + 37= 0 

A'=16°- 13.37 <0 donc SN A=@ 

2 0 

N72 1) AB|0 AC 1 

—1 1 

2 0 ——  — Lu . . 
; =240 = AB et AC non colinéaires À, B, C non alignés ils 

déterminent un plan. 

Soit n (X,Y, Z) normal à (ABC). 
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n=ABAAC avec : 

1 
0 2 0 _ 
=-2etz= =2 donc n| -2 

1 0 1 

OI 2 
X= =zlet Y=- 

-1 1 
2 

D'où (ABC) :x-2y+2z+d=0 

Or A(1,2,2) e (ABC) = 1-4+4+d=0—d=-1 
Ainsi (ABC) :x-2y+2z-1=0 

Î 1 

2) a} n,| -2 | normal de P, et n,| -3 | normal de P. 
2 2 

1 
n,etn, ne sont pas colinéaires car # 0 

    
Donc P, et P, sont sécants selon une droite À 

b)CEP;, =(ABC)etx.-3Y +2Z+2=1-9+6+2=0 

donc € € P;, d’où C € A. 

2 

c)u|0/|onanu=2-2=0—n1u 
—1 

= u est un vecteur de P:. 

u .n, =2-2=0 donc n, Lu 

= u est un vecteur de P2. 

D'où u est un vecteur de À 

d) À passe par C et de vecteur directeur u d’où une représentation 

x=20+1 

Paramétrique de A:4y=3 . GER 

z=-ù +3 

3) a) AM. d= 0€ 2kx2+(3-2)x04(k+Dx(-0=0 © k=S 

Donc M[23) 
5 5 
  

b) ainsi de d (A, A) = AM = JE -n+6-27+ 27 35 
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Solutions 

Ÿ 1) AG;=(AB-AC)= CE G. 
2 2 

AG =2(-AB+AC)- EC = Bi É 
12 2 
__ —_  — Ga 

2) a) AG,=——{kAB - kKAC) I 
k2+1 & 

= (AC. AB)-- € 5c 
k2+1 k2+1 

b) fC0 = —* dérivable sur [-1,1] et f (0 = — 221 
_xH | __@é+1ÿ 

x }-1 1 

f°G | 0 - O 
1 
2 

f(x) —— 

2 

c) k [-1,1] alors G décrit le segment [GG] car 1. k < 
| ‘ ne 2 kK4H 2 

3) J2MA + MB - MC) -|2MA - MB + MC) 

[2MG, |-12M6, | car G; barycentre {(A , 2) (B,1) (C,1)} 

MG; = MG: et G barycentre {(A , 2) (B,-1) (C,1)} 

M appartient au plan médiateur de [G1G2] 

Ë = plan médiateur de [GG] 

4) [2MA + MB - MC) =]2MA - MB - MC} 

J2MG,|-]Ma + MA + BM + CM] 

2 IFR + BA 
ao -fr +20 
Sf2MG|-Ai]  car1=B*C 

< MG: = AI 

< M appartient à la sphère de centre G; de rayon AI. 
D'ou #=S(G;AI) 

5) a) A(0,0,2) B(-1,2,1) et C(-1,2,5) 
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Equations de droites, des plans et de sphères Solutions 

AG,=> CE  x6,= 0 et Yo = 0 et z6,= 0 d'où G:(0,0,0) 

AG = CE = G(0,0,4) et I(-1,2,3) 

AI= V1+4+1=4V6 

La sphère de centre G: et de rayon V6 

On a A est le milieu de [G1G] car AG1=-AG: 

Donc À € & d’où d(G:, £) = AG, = 56.6, =2 

Ainsi d(G:, 6) =2< V6 Donc Set Ë sont sécants. 

b) F MN 6 = 6 le cercle de rayon r = VR? - d’ =Y6-4 = /2 de centre H le 

projeté orthogonal de G. sur le plan. 

Ainsi 6 est le cercle de centre A de rayon V2. 
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Probabilité sur un ensemble fini Résumé de cours 

  

Chapitre V 

Probabilité sur un ensemble fini 

Définitions et propriétés : 

m Soit l'univers (et A et B deux événements tel que A UB = Q 
et ANB= © ; A et B sont deux évènements contraires. 

  

H SiANB= Det AUBCOQ, A et B sont incompatibles. 

at Q 

À B 
H Propriétés : 

* card (A LB) = card (A) + card (B) - card (AN B). 

#AUB=ANB. 

*ANB=AUB. 

*A=(ANB)U(ANB) 
nm À et B sont deux événements indépendants si : 
P(ANB)=P(A).P(B) 

MP(A)=1-P(A) 
HP(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). 
= Lorsque toutes les éventualités ont même probabilité. on dit qu’il ya 

équiprobabilité alors : 

P(Q)=S P{W}=1 donc P ({W.}) 4 P(A) = 
n 

  

card (A) 

card (Q) 

Probabilité conditionnelle : 

m On appelle ‘‘A sachant B’?, l'événement noté : A / B ayant comme 

probabilité : P (A / B)= PANB) 
P(B) 

m On en déduit que : P(ANB)= P (A /B).P(B)   
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m On défini aussi l’événement ‘‘ B sachant A” noté : B / A ayant comme 

probabilité : P (B / A) -PGNB) . 
P(A) 

P(ANB)=P(B/A).P(A) 

Loi des probabilités totales : 

Q=A LA, U..UA, 

B=(A, NnB)U(A, NB). (A, NB) 
On appelle loi des probabilités totales : 

P(B)=P(A, NB)+P (A, NB)+.+P(A, NB). 

Principe de probabilité totale : 

P(A)=P(B).P(A/B)+P(B).P(A/B). 
Formule de Bayes : 

P (A/B)= P(A).P (B/A) 
P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) 

Remarque : 

Si À et B sont indépendantes et P (B) 0, alors P (A / B)= P (A). 
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ENONCES 

Une urne contient dix boules numérotées de 1 à 10. 

Un jeu consiste à tirer au hasard et simultanément quatre boules de l’urne et à 

s'intéresser aux nombres écrits sur les boules tirées. 

a) Quel est le nombre total d’éventualités ? 

b) Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants : 

À : « On obtient un seul nombre multiple de 3 ». 

B : « On obtient aucun nombre multiple de 3 ». 

C : « On obtient deux nombres multiples de 3 et deux seulement ». 

D : « On obtient au moins un nombre multiple de 3 ». 

Dans un sac, on a mis cinq jetons verts numérotés de 1 à 5 et quatre 

jetons rouges numérotés de 1 à 4. 

On prend simultanément, trois jetons dans le sac. 

On fait l'hypothèse que tous les tirages possibles ont la même probabilité. 
1) Calculer : 

a) La probabilité d’obtenir trois jetons verts. 

b) La probabilité d’obtenir trois jetons rouges. 

c) La probabilité d’obtenir trois jetons de la même couleur. 
2) Calculer les probabilités des évènements suivants : 

A : « On a sorti le jeton vert n°1 » ; 

B : « On a sorti le jeton rouge n°1 » ; 

C : « On a sorti le jeton vert n° 1 et le jeton rouge n° 1 » ; 

D : « On a sorti un et un seul jeton portant le n°1 ». 

Trois unes U;, U: et U; contiennent respectivement 2 boules rouges et 
2 boules vertes, 1 boule rouge et 3 boules vertes, 3 boules rouges et 1 boule 

verte. Trois joueurs À, B et C se voient attribuer respectivement les urnes U;, 
U; et U:. 

Chaque joueur extrait au hasard une boule de son urne un joueur est déclaré 

vainqueurs s’il obtient une boule de couleur différente de cette des 2 autres 

Joueurs. 

1) Montrer qu’il y a au plus un vainqueur. 

2) Calculer la probabilité de : 

E :"Les trois joueurs tirent une boule rouge " 

F : "Les trois joueurs tirent une boule verte”. 

En déduire la probabilité des évènements : 

G:"iln’y a pas de vainqueur " ; H : "il a un vainqueur" 
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I:" A est un vainqueur ". 
On a un dé cubique non truqué dont les faces sont numérotées de 1 à 6. 

\ 1) On jette le dé 4 fois. Soit A l’événement : "La face 2 apparaît au 

moins une fois au cours de ces 4 jets ". Définir l’événement contraire de A 

et déterminer sa probabilité. 

2) On jette le dé n fois. Soit B l’événement :"La face 2 apparaît au moins une 

fois au cours de ces n jets ". 

a) Calculer la probabilité de l’événement contraire de B. 

b) Calculer le nombre minimum n, de jets qu’il faut effectuer, pour que la 

probabilité d’obtenir au moins une fois la face 2 au cours de ces jets dépasse 

0.9999. 
Ÿ/ Une une contient 5 boules blanches et 4 rouges indiscernables 

au toucher . On effectue n tirages successifs en remettant la boule tirée 

si elle est rouge, en ne la remettant pas si elle est blanche. 
1) Dans cette question n = 3. 

Soit Ex l'événement "seule la le k " boule tirée est blanche" 

a) Montrer que P (E,) À et calculer P (E ,) et P (E 3). 

b) Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche. 
2) a) Déterminer en fonction de n, la probabilité P, de tirer au moins une boule 

blanche en n tirages. 

b) Quelles valeurs fait — il donner a l’entier n pour que P, > 0,99. 

Ÿ On veut placer quatre objets numérotés de 1 à 4 dans trois tiroirs, 

chaque tiroir peut contenir 0,1,...4 objets, chaque objet doit être dans un tiroir. 

1) Combien y a — t— il de répartitions possibles. 

2) Quelle est la probabilité pour que l’objet numéro 1 soit dans le premier 

tiroir. 

3) Quelle est la probabilité pour que le premier tiroir soit vide. 

, Une cible est formée de quatre zones 

concentriques numérotées 1, 2,3,4.Les cercles 

limitant ces zones ont pour rayons respectifs : 4 (3 

10 cm, 20 cm, 30cm et 40 cm. 

On note p; la probabilité d’atteindre 

la zone numérotée i, et po la probabilité 

de ne pas atteindre la cible, on suppose 

que la probabilité d’atteindre une zone est proportionnelle à l’aire de cette 

zone. On donne po = 0,2. 

Déterminer les probabilité P;, P;, P:, P4. 
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Ÿ/ Les résultats seront laissés sous forme de fraction irréductible. 
Une tentative d’homicide par balle a eu lieu au cours d’un bal populaire. La 
police a pu retrouver 18 personnes présentes au moment du drame. Elle leur a 

demandé de répondre soit par oui soit par non à chacune des questions 

suivantes : 

" Avez — vous entendu une détonation ? " 

"Avez - vous vu quelqu'un s’enfuir ? " 

Dix personnes ont répondu " oui ” à la première question. 

Six personnes ont répondu " non " à la seconde question. 

Cinq personnes ont répondu "non "aux deux questions. 

a) Montrer que 9 personnes ont répondu "oui "aux deux questions. 

b) Un journaliste interroge au hasard une des dix — huit personnes en question. 

Quelles sont les probabilités des événements suivants : 

D : "Cette personne a entendu une détonation mais n’a vu personne s’enfuir " ? 

E : "Cette personne n’a pas entendu de détonation mais a vu quelqu'un 

s’enfuir " ? 

c) Le journaliste sait que la personne interrogée n’a rien entendu. 

Quelle est la probabilité pour qu’elle ait vu quelqu'un s’enfuir ? 

Probabilité conditionnelle —- Evènement indépendants. 

Ÿ/ Pour prévenir l’extension d’une certaine maladie, on vaccine 60% 

d’une population à risques. Le vaccin n'étant pas totalement infaillible, 10% 
des personnes vaccinées attrapent la maladie. En revanche, 30% des individus 

non vaccinés ne sont pas malades. 

1) a) On choisit une personne au hasard. 

Quelle est la probabilité qu’elle soit malade et vaccinée ? 

Quelle est la probabilité qu’elle soit malade et non vaccinée ? 

b) En déduire la probabilité pour un individu de contracter la maladie. 

2) Calculer la probabilité qu’un individu bien portant soit vacciné, 

10 Une urne contient 3 jetons blancs (un rectangle et deux triangle) et 4 

jetons noirs (trois rectangles et un triangle). 

On tire au hasard et simultanément 3 jetons de l’urne. 

On suppose l’équiprobabilité des tirages. 

Soient À l’événement : “Avoir 3 jetons de la même forme " et B l’événement 

" Avoir 3 jetons de la même couleur". 

1) Calculer la probabilité des événements A, B et À NB. 

2) Les événement A et B sont — ils indépendants. 

\y On dispose de 3 dés à 6 faces parfaitement équilibrés. 
Sur le premier, 2 faces sont bleues et 4 faces sont rouges. 

Sur le deuxième, 3 faces sont bleues et 3 faces sont rouges. 
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Sur le troisième, 5 faces sont bleues, et une est rouge. 

1) On lance le premier dé 5 fois de suite, les lancers étant indépendants. 

a) Quelle est la probabilité P, d’obtenir 4 fois une face bleue, puis une face 

rouge ? 

b) Quelle est la probabilité P, d’obtenir 4 fois une face bleue, et une fois une 

face rouge ? 

c) Quelle est la probabilité P; d’obtenir au moins une face bleue ? 

2) On considère maintenant les 3 dés. 

a) On prend au hasard et de façon équiprobable l’un des 3 dés, et on le 

lance. Quelle est la probabilité P, d’obtenir une face bleue ? 

b) Quelle est la probabilité P; d’avoir lancé le troisième dé sachant que l’on 

a obtenu une face bleue. 

V7 On admet que dans une famille, pour toute naissance d’un enfant, la 

probabilité d’avoir un garçon est la même que celle d’avoir une fille ; 

et que lors de deux naissances séparées, les sexes des enfants sont 

indépendants. 
1) Dans une famille de 2 enfants, quelles sont les probabilités pour que les 

enfants soient : 

a) Deux garçons ? 

b) Deux filles ? 

c) Deux enfants du même sexe ? 

d) Deux enfants de sexes différents ? 

2) On s’intéresse maintenant à la naissance de deux jumeaux. S'ils proviennent 

d’un même ovule, on les appelle des vrais jumeaux et ils sont toujours de 

même sexe, s’ils proviennent de deux ovules différents, on les appelle des faux 

jumeaux et la répartition des sexes se fait avec la même probabilité que dans le 

cas de deux naissances séparées. Pour une naissance de deux jumeaux, on 

définit les événements suivants : 

V : "Ce sont de vrais jumeaux" ; V : "ce sont de faux jumeaux 

S : "Ils sont de même sexe". 

On suppose que les évènements V et V sont de probabilité non nulle. 

Par ailleurs, on sait d’après une étude statistique , que la probabilité pour que 

des jumeaux (vrais où faux) soient de même sexe est 0,64. 

On notera p(S/V) la probabilité conditionnelle de S par rapport à V. 

Donner les valeurs de p(S/V)) et de p(S/ V ) ; en déduire la probabilité p(V) 

d’avoir des vrais jumeaux. 

Le parc des compteurs d’eau d’une commune se répartit de la manière 

VF are : 
10% des compteurs ont moins de 2 ans et sont encore sous garantie. 

+ 60% des compteurs ont entre 2 et 20 ans. 
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+ 30% des compteurs ont plus de 20 ans. 

Lors du passage de l’agent chargé de relever les compteurs, la probabilité de 

trouver un compteur défectueux est la suivante : 

+1 % pour un compteur sous garantie 

*5 % s’il s’agit d’un compteur âgé de 2 à 20ans 

+10 % s’il s’agit d’un compteur de plus de 20 ans. 

On notera les évènements : 

G : " Le compteur est sous garantie. J : " Le compteur a entre 2 et 20 ans. 
V:"Le compteur à plus de 20 ans. D : " Le compteur est défectueux. 

1) Calculer la probabilité des évènements suivants : 
a) Le compteur se trouve encore sous garantie et il est défectueux. 

b) Le compteur est défectueux. 

2) L'agent constate qu’un compteur est défectueux ; montrer que la probabilité 

… etes 
qu’il soit encore sous garantie est égale à GI 

Un tournoi oppose 2 équipes A et B qui jouent 3 parties successives 

d’un même jeu. Le vainqueur du tournoi est l’équipe qui à gagné le plus de 

parties. Chaque partie est notée À, B ou N suivant que A gagne, B gagne ou la 

partie est nulle. À chaque partie, l’équipe A a une probabilité de 0,5 de gagner, 

B a une probabilité de 0,4 de gagner et la probabilité que la partie soit nulle est 

0,1. 
1) Dresser la liste des tournois sans vainqueur : Justifier qu’il y en a 7. 

Montrer que la probabilité pour que le tournoi soit sans vainqueur est 0,121. 

2) a) Calculer la probabilité pour que l’équipe À gagne exactement une partie 

du tournoi et remporte le tournoi. 

b) Montrer que la probabilité pour que l’équipe A soit vainqueur du tournoi 

est 0 ,515. 

3) Sachant que l’équipe B est vainqueur du tournoi, calculer la probabilité que 

l’équipe B ait gagné exactement 2 parties. 

E Une épreuve consiste à lancer une fléchette sur une cible partagée en 3 

cases notées 1 ,2,3. Deux joueurs À et B sont en présence ; on admet qu’à 

chaque lancer, chacun atteint une case, et que les lances sont indépendants. 

Pour À les probabilités d’atteindre les cases 1, 2 et 3 soient 

Pour B les trois éventualités sont équiprobables. 

1) A lance la fléchette 3 fois ; les résultats de 3 lancers sont indépendants 

a) Quelle est la probabilité qu’il atteigne chaque fois la case 3 ? 

b) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3 dans cet ordre. 

c) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3. 

2) On choisi un des 2 joueurs ; la probabilité de choisir A est égale au double 

119



Probabilité sur un ensemble fini Enoncés 
  

de celle de choisir B. 

a) Un seul lancer est effectué ; quelle est la probabilité pour que la case 3 

soit atteinte ? 
b) Un seul lancer a été effectué, et la case 3 a été atteinte. 

Quelle est la probabilité que ce soit À qui ait lancé la fléchette. 

Ve Pour prévenir l’extension d’une épidémie virale, on décide de 
soumettre la population menacée à des tests. 

D'une façon générale, le résultat de chaque test est positif pour les porteurs du 

virus négatif pour les personnes qui ne sont pas atteintes ; mais il y a des 

exceptions. On choisit un individu X au hasard et on considère les évènements 

suivants : 

V:"X est porteur du virus" ; V : "X n’est pas porteur du virus” 

T : "Le test appliqué à X est positif" ; T " Le test appliqué à X est négatif”. 

En désignant par p(E) la probabilité de l’événement E. 

On admet que : P (V)=0,1:P(T /V)=0,05 
P (T/V) = 0,95 : P (T/V }= 0,03 
1) Dans cette question, on étudie le procédure de contrôle qui n’utilise qu’un 

test. 

a) Calculer la probabilité des événements : 

A : " X est porteur du virus le test appliqué à X est positif”. 

B :" X n’est pas porteur du virus le test appliqué à X est positif". 

En déduire la probabilité de T puis celle de T. 

b) Calculer la probabilité que X soit porteur du virus sachant que le test 

appliqué à X est négatif. 

2) On effectue maintenant deux tests identiques dans des conditions qui 

garantissent l’indépendance des résultats. On considère l’événement. 

T2 : "Les résultats des deux tests appliqués à X sont négatifs ". 

a) Quelle est la probabilité de T2 ? 

Quelle est la probabilité que les deux tests soient négatifs sachant que X est 
porteur du virus ? 
b) Déduire du a) la probabilité que X soit porteur du virus et que les deux 
tests soient négatifs, puis la probabilité que X soit porteur du virus sachant 

que les deux tests ont été négatifs. 

Un dé cubique porte les numéros 1, 2, 3, 4, 5, et 6 ; la probabilité 
d'apparition de chaque numéro est proportionnelle à ce numéro .On dispose 
aussi d’une urne U, contenant 8 boules blanches et 2 boules noires, et d’une 

urne U, contenant 3 boules noires et 7 boules rouges. 
1) Déterminer la probabilité d'apparition de chaque face du dé. 
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2) On lance le dé une fois ; si le numéro est 6, on tire une boule dans U, et on 

note sa couleur ; si le numéro n’est pas 6 ; 

On tire une boule dans U, et on note sa couleur. 

a) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ? 

b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge ? 

c) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule noire ? 

3) On tire maintenant une boule dans U, .On note sa couleur et on la remet. 

On fait cette opération 4 fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir : 
a) Exactement une boule blanche ? 

b) Aucune boule blanche ? 

c) Au moins une boule blanche ? 

V7 varie À 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormal (O, i , j , k), on considère les 

points À, B, C et D de coordonnées : 

A(0,0,3) ; B(2V2 ,0,-1); C(-V2 6,1); D(-V2 ,V6,-1. 
1) Démonitrer que ABCD est un tétraèdre régulier, c’est à — dire un tétraèdre 

dont toutes les arêtes de même longueur. 

2) On note R,S , T et U les milieu respectifs des arêtes [AC] , [AD], [BD] et 

[BC] ; démontrer que RSTU est un parallélogramme de centre ©. 

3) Ce parallélogramme RSTU a-t-il des propriétés supplémentaires? Expliquer. 
Partie B 

On dispose de trois tétraèdres identiques au précédent, parfaitement 

équilibrés. Chacun d’eux a une face peinte en bleu, une face peinte en jaune 
et deux faces peintes en rouge. 

On lance les trois tétraèdres simultanément (on remarquera que, lorsqu’on 

lance un tel tétraèdre ,une seule face est cachée et trois faces sont visibles). 

1) Calculer la probabilité pour qu’au moins trois faces rouges soient visibles 
sur les trois tétraèdres. 

2) Calculer la probabilité pour que la couleur bleue ne soit visible sur aucun 
tétraèdre. 

3) Calculer la probabilité de l’évènement E : « les six faces rouges sont 
visibles ». 

4) On répète n fois l’expérience qui consiste à lancer les trois tétraèdres. 

Calculer la probabilité P, que l'évènement E soit réalisé au moins une fois. 
Calculer lim P.. 

n—+00 
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CORRIGES 

a) Une éventualité est une partie à quatre éléments de l’ensemble des 

dix boules. On a donc Card Q=C;,=210. 

b) L'une contient trois boules portant des numéros multiples de 3. 

Pour réaliser l’événement À, nous devons tirer une boule parmi les trois 

portant des multiples de 3 et trois boules parmi les sept autres boules. 
105 1 

Card A = C; xC; = 105 donc p (A) =—=— 3 #7 p (A) 210 2 

Pour réaliser l’événement B, nous devons tirer trois boules parmi les sept 

boules ne portant pas de multiple de 3. 

35 1 
Card B = C;= 35 donc p(B) =—=— 7 p(B) 210 € 

Pour réaliser l’événement C, nous devons tirer deux boules parmi les trois 

boules portant des multiples de 3 et deux boules parmi les sept autres. 

3 3 
On a Card C = Ci xC?= 63 donc p (C)= 633 

210 10 

OnaD=B, donc p (D) =1-p (B) =. 

On peut calculer aussi l’événement D par une deuxième méthode. 

On a D = A LCLEF où F est l'évènement « on obtient trois multiples de 

3 ». Les événements À, C et F étant disjoints deux à deux, on a : 

Card D = Card À + Card C + Card F 

175 5 
Donc Card D = Ci xC5 x Ci xC? x Ci xC, =175doncp@) =. 

Remarque : Chaque fois qu’un événement est définie par : 

« Avoir au moins un ...» vous pouvez utiliser l'événement contraire qui 

est :« N’avoir aucun...». Sa probabilité est en général plus simple à calculer. 

\ I ya Cÿ= 84 tirages possibles. Donc Card Q = 84 

1) à) Il y a Ci = 10 tirages contenant 3 jetons verts. 

D'où la probabilité cherchée est P, _10 = 5 . 
84 42 

b) Il ya C = 4 tirages comportant 3 jetons rouges. D’où P= 4-1 
84 21 

c) La probabilité d’avoir trois jetons de la même couleur est : 
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P;= P ] +p,=2 3121 

42 21 6 
2) + A : « On a sorti le jeton vert n°1 ». 

Donc A est l’ensemble des tirages contenant le jeton vert n °1 et 2 autres 

jetons pris parmi 8. Card A = Cix C? = 28. d'où P(A) = =: 

+ De même Card B = Card A d’où P (B) =: 

+ Card C= CixC xC!=7 

7 1 
P(C) = — =— 

Oo 84 12 

*Il ya C; tirages contenant le vert n°1 et pas d’autre jeton n° 1 et C2? tirages 

contenant le rouge n°1 et pas d’autre jeton n°1. 

d’où Card D = 2x C? = 42 d'où P (D)= =. 

\n Il n’y a que deux couleurs ; donc, ou bien les joueurs ont tous la 

mêtne couleur, ou bien il y en a deux qui ont une boule verte, et un une boule 

rouge, ou il y en a un qui a une boule verte et deux une boule rouge. 

Dans le premier cas, il n’y a pas de vainqueur, et dans les deux autres cas, il y 

a un seul vainqueur donc il y a au plus un vainqueur. 

2) Un tirage est un triplet (a, b, c) formé d’une boule de chaque urne, 

Ilya C,xC, xC\ = 64 tirages possibles. Donc Card Q =64 

a) E est l’ensemble des tirages dont chaque joueurs tire une boule rouge 

6 3 Donc Card E = C!xC!xC! = 6 d’où p{E) = — =— 2 A 3 P(Ë) 64 3 

6 3 
b) De même p (F) = —=— 

) me p () 64 32 
c) Dans les deux cas précédents, il n’y a pas de vainqueur, et seulement dans 

ces cas. On a donc p (G) = p (EUF) = p (E) +p (F) = + 

H est l’événement contraire de G ; on a donc p (H) = 1- p (G) = . 

* A est un vainqueur s’il a une boule rouge alors que les deux autres ont une 

boule verte ou bien s’il a une boule verte alors que les deux autres ont une 

boule rouge. D’où CardI= C, x C; x Ci +Ci x Ci x Ci = 12 

12 3 
Donc p(1l) = a TE . 
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/ 1) L’évènement A est: «La face2n ‘apparaît jamais au cours de ces 4 

jets ». Soit D, l’événement : « La face 2 apparaît au k ième tirage ». 

Onap(A)= p(DinD: ND: ND:)= p (Di). p (D). p (Di). p (D4) 

Car les jets sont indépendants . Donc p (A) = es 
6 

Car toutes ces probabilités sont égales à È d'où p(A)=1- © 

2) a) Le même raisonnement conduit à p (B) = > 

b) La probabilité de l’évènement B est donc P(B) = 1 - y 
6 

On voudrait que 1 — Cù > 0,9999 ; c'est à dire: > <0,0001, 

5 5 
Soit : n Log C < Log 0,0001 et comme Log © <0 

Cela équivaut à : n > Logo,0001 & 50,52 

Log(®) 

Donc il suffit que n Z51 d'où n,=51. 

\ 5 {5B, 4R}. 
Ci CC _5 

1) a) p (E,)= p (BRR}= xx 8 = )2) p (E,)=p BRRE CECI 3 

CC. C, 10 
E.)= RER GG" 8 

c' c' , C5 _ 80 
E RRB)y-—<x—<+ ——. 

PE) PRRE OGC 720 
b) La probabilité d’obtenir une seule boule est-p (E ; VE 2U E 3). 

Les événements sont deux à deux incompatibles donc : 
1085 1085 

Ë, LE VU EB).=pE)+pE)+p EE) = —-— P Œ 2 3). = p Œù) + p (E) + p (Ea) 19 — 2916 

2) a) Soit P, la probabilité de tirer aucune boule blanche en n tirages c’est à 

dire que tous les boules tirer sont rouge 
_—_ cC! C! c! 4 

D'où P= + x + x x —#=(—)" d'où p,=1-(—) n C! Ci C! G 4) P, ( 9 ) 

n fois 
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b) P, > 0,99 signifie que 1- > > 0,99 

donc n >6   Soit n Log s< Log 0,01 comme Log © <0,onan> 

Log — 
ë 9 

1) Nous avons trois choix pour placer l’objet n°1, trois choix pour placer 

l’objet n°2, trois choix pour placer l’objet n°3, trois choix pour placer l’objet 

n°4. Ce qui donne en tout 3“ répartitions possibles. 

2) Soit A l’événement : « L’objet n°1 est dans le tiroir A », il reste alors 3 

objets à placer, sans tenir compte de A, en faisant le même raisonnement nous 

3 1 
obtenons 3° d’où p(A) T3 =— 3 

3) Soit B l'événement : « Le tiroir A est vide » alors nous avons à placer 4 

: ee ou | 2° 
objets dans 2 tiroirs il y a donc 2“ répartitions possibles d’où p (B) = 3e = “ 

Nous savons que l’aire d’un disque est égale à x R ?. Calculons l’aire 

de Chaque zone. | 

- L’aire de la zone-t est : À ; = 102, x =100x 

- L’aire de la zone 2 est : A , = 207 x -100 x = 300% 

- L’aire de la zone 3 est : À ; = 30° x -100 x -300 x = 500 x 

- L’aire de la zone 4 est : À ,=40°x -500x-300x -100x =700x 

On sait que les probabilités d’atteindre chaque zone sont proportionnelles à 
l’aire de ces zones, on peut donc écrire. 

  

  

P, 7007 . 4 = = 7 signifie que P,=7P 
P 100 7 + * 
P, _ 5007 . 23 = 5 signifie que P,= 5P 
P, 100 7 
P, 3007 ge 
= —— =3 signifie que P,-=3P 
P, 1007 . de? 

On sait par ailleurs que Po+P,+P +P;+P,= 1. 

Remplaçons les P; en fonction de P;, on obtient : 
Po+ P; + 3P;, + SP: + 7P; = | 

Soit en remplaçant P, par valeur 0,2 +16p; =1. 

Finalement P,=- “e = 0,05 ; on en déduit donc les autres valeurs 

P,=3x0,05=0,15 ; P,=5x0,05 = 0,25 

P,=7 x 0,05 = 0,35. 
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Soit À l’événement : « La personne a vu quelqu'un s’enfuir » et B 

l'événement : « La personne a entendu une détonation » Card B = 10. 

a) 6 personnes n’ont pas vu : Card A = 18-6=12 
5 personnes n’ont ni vu, ni entendu ; elles ne sont ni dans A, ni dans B ; 

elles sont dans le complémentaire de AU B 

Card AUB = 18-5=13 car Card AUB = Card E- Card AUB 

Or Card AUB = Card A + Card B — Card ANB, 

D'où 13 = 12 +10 — Card A RnB 

Donc Card A NB=22-13=9 

Donc 9 personnes ont répondu « oui » aux deux questions 

b) Une personne a entendu mais n’a vu personne 

Card D = Card B - Card A NnB=1I 

Une personne a vu maïs n’a pas entendu : 

1 3 1 
Card E = Card À — Card A N B =3 donc POS et PE)= ES 

c) La personne interrogée n’a rien entendu, elle n’est pas comptée dans B mais 

dans B : Card B = 8. 
Parmi ces 8 personnes, 3 sont dans A donc ont vu donc si on considère 

l'événement : H « La personne a vu quand elle n’a pas entendu »; P(H) <. 

1) Soit V l’événement : « L’individu est vacciné » et M l’événement : 

« L’individu attrape la maladie ». 

Il convient tout d’abord de traduire en termes de probabilités les données de 

l'énoncé : P(V)=0,6;P(M/V)=0,1:P(M/V)=0,3 
On peut alors en déduire immédiatement : 

P(V)= 1 -P(V) = 0,4 

P(M/V)=1-P(M/V)=0,9 

P(M/V)=1-P(M/V)=0,7 
a) « La personne est malade et vaccinée » est l’événement V NM d’où 

P(VAM)=P(V).P(M/V) 

P (VAM)=0,6x0,1 d'où P (VA M)=0,06 

« La personne est malade et non vaccinée » est l'événement V NM alors : 

P(VNM)=P(V).PM/V) 

P(VNM)=0,4.0,7 d'où P (VnM)=0,28 
b) Il s’agit de calculer P (M) 

On a, d’une part M = (VRM)ù (V NM) .(L’ensemble des malades est en 

effet la réunion des ensembles des personnes soit malades et vaccinées, soit 
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malades et non vaccinées). 

D'autre part, VNM et VNM sont incompatibles 

(En effet V RMC V alors que VoMcV ) 

D'où P(M)=P(VRM)+P(VNM) 
Soit P (M) = 0,06 + 0,28 donc P(M) = 0,34. 

2) La probabilité qu’un individu bien portant soit vacciné est P (V/ M) 

or p«v/M-2V0M 
P (M) 

On a : P (V M)= P(V). P(M / V) = 0,6. 0,9 = 0,54 

Et : P(M)=1-P (M)= 0,66. Alors : P (V/M)= Te 
5 

  = 0,82 

NY Les éléments de Q sont les ensembles de 3 jetons pris parmi 7. 

Dohc CardQ = C;= 35. 

1) Il ya C; = 4 tirages contenant 3 jetons carrés et 1 tirage contenant 3 jetons 

ronds. Donc Card A = 5 et P (A) = ë =; 

Il y a 1 tirage contenant 3 jetons blancs et C’ = 4 tirages contenant 3 jetons 

noirs. 

5 1 
Donc CardB=5etP(B)=—-—. 

35 7 
ANB est l’événement : « Avoir tiré 3 jetons carrés noirs ». 

1 
Card A NB=letP(ANB)= 35 

2) P (A). P (B) — mais P (ANB) = d'où P(ANB)#P (A). A (B) 

Donc les évènements A et B ne sont pas indépendants. 

1) a) Soit B; l'événement : « Une face bleue apparaît au k-*”* lancer », 

et soit R, l’événement : « Une face rouge apparaît au k-*"* lancer ». 
Ona P=P (B, NB, NB, NB, nB,)= P(B,).P(B,).P(B.).P(B,).P(B;) 
Car les tirages sont indépendants. 

2,,,4, 2 2 
On a donc P, R) (e) 35 24 

b) Il y a 5 positions possibles pour la boule rouge ; 
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On a donc P, = 5. 2 = 10 
243 243 

c) Considérons l'événement contraire R NR NRn Ra DR: 

du Le 2Ÿ 
« Aucune face bleue ». La probabilité de cet événement est (2) car les 

5 

no & 4e 2 
événement sont indépendants on a donc P:=1- (2) 

2) a) On a P, = P (BND:) + P(BND:)}#P(BND:) 

  

1 

P,=P(D,).P(B/D;)+P (D;).P(B/D:)+P (D;).P GB /D;) B== 

PORN D 4.2 
PDG DC) OS R-? 

bp (D,/B) -7 2:08) _ PD,)P(BD,) 
P(B) P(B) il 

1,5 D 2 
DO T Li 

__37 6 _5 9 1 R=— Donc P (D;/B)= 5 15 5 2 2 

9 
5 

Ÿ " 1) Il y a 4 résultats possibles : (F; G);(G; FF); ŒF; Pet (G;G) S 

Soit A : « Avoir 2 garçons » ; B : « Avoir 2 filles » ; C : « deux enfants du 

même sexe » ; D : « deux enfants du sexe différents » 

2) P(A)= 2 : D) PB) 2 à DP(O=S sd) P(D)= à 

2) On a P(S/V)= 1 et P(S/V) => 

En effet, il s’agit de vrais jumeaux, ils sont de même sexe si non c’est 

comme s’il y avait deux naissances séparées donc d’après 1 —c on a la 

solution. 

On sait que S = (SNV)U(SNV) : donc 

P(S)=P(SN V)UP(SN V)On en déduit que 

P(S)=(S/V).P(V)+P(S/V).P(V) 

Or P(V) =1-P(V) 
Donc 0,64 = 1. P(V) + 0,5 (1-P(V)) d’où P(V) = 0,28. 
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Il convient tout d’abord de traduire en termes de probabilités les 
données de l’énoncé. 

P(G)=0,1 ; P(1)-0,6 

P(V)=0,2 ; P(D/1)=0,05 ; P(D/G)=0,01 

1) a) Il s’agit de calculer P (GND) 

P(GAD)=P(G)xP(D/G)=0,1%* 0,01= 0,001 

b) D=(DANG)U(DADU(DAV), et les ensembles qui constituent la 

réunion sont disjoints, donc 

P(D)=PDAG)+PDA+PDAV);soit 

PD)=P(G)xP(D/G+P(DxP(D/D+P(V)xP(D/V) 

On a donc : P (D) = 0,1 x0,01+0,6 x 0,05+0,3x0,1=0,061 

2) 11 s’agit de calculer P (G/p)=PGND)-0001 71 
P(D) 0,061 61 

a D’après l’énoncé de l’exercice : 

OnaP(A)=0,5;P(B)=0,4;P(N)=0,1 
1) La liste des tournois sans vainqueur : ABN ; ANB ; NAB ; BAN ; BNA ; 
NBA ; NNN. 

Les différentes parties sont indépendantes ; les 6 premiers cas 

précédemment recensés ont donc tous une probabilité égale à : 
P(A) xP(B) xP(N)=0,5x0,4 x0,1 = 0,02. 

Le dernier cas a pour probabilité P (NNN) = P ((N)) * = (0,1) = 0,001 
La probabilité qu’il n’y ait pas de vainqueur est donc : 
6x0,02+0,001= 0,121 

2) a) A gagne le tournoi en gagnant une partie, si les 2 autres parties sont 
nulles ; on a donc les possibilités ANN ; NAN ; NNA, qui ont toutes pour 
probabilités P(A) x P (N) x P (N) = 0,5% 0,1% 0,1= 0,005 

La probabilité que A gagne dans ces conditions est donc : 

3x 0 ,005 = 0,015. 

b) La probabilité que A gagne les 3 parties est : 0,5 x 0,5 x 0,5 = 0,125. 

Désignons par A; l'événement : « À gagne la i-ième partie ». 

La probabilité que À gagne 2 parties est la probabilité de l’événement 

(A, NA, NAs)U (A, NANA )U(A NA,NA;). 

Les 3 ensembles qui constituent la réunion sont disjoints et ont la même 

probabilité ; la probabilité que A gagne en ayant gagné 2 parties est donc : 

3 P (A) xP(A)xP (A)=3(0,5) x0,5 = 0,375. 

Donc la probabilité que À gagne le tournoi est : 

La probabilité que À gagne en gagnant une partie + 

La probabilité que A gagne en gagnant les 3 parties + 
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La probabilité que A gagne en ayant gagné 2 parties 

= 0,015 + 0,375 + 0,125 = 0,515 

3) Soit D l'événement : « B a gagné exactement 2 parties ». 

V l'événement : « B est vainqueur du tournoi ». 

11 s’agit de déterminer : P (D/ v)= 2 PNV)_P OP (VD) 
P (V) P (V) 

Or P(V/D)=1 car si B gagne 2 parties B est vainqueur d’autre part on 

peut calculer P (D), de la même manière que 2) b) : 

On a P (D)=3x{(P(B)) x P(B)=3x*(0,4) x0,6= 0,288 
En fin P (V)=1-0,121-0,515= 0, 364 

Donc P vy- 2288 0,791 
0,364 

Ÿ 1) a) Soit T4 l'événement : « A a touché la case 3 au k-ième lancer ». 

‘événement : « La fléchette atteigne chaque fois la case 3 » est T, AT, NT, 

D'où P(L AT, NT,)=P(T).P(T,).P(T,), Car les lancers sont indépendants. 
3 

Donc P(T NT NT)= (2) 

b) Désignons par U, (resp Dx) l’événement : 

« À a touché la case 1 (resp.2) au k-ièmr lancer ». 

L'événement : « La fléchette atteigne les cases 1,2 et 3 dans cet ordre est 

U,AD,NT.,. 

Donc P(U, AD, AT, )=P (U,)* P(D,)*P(D)=exlx Le T. 
12 3 12 432 

c) Soit E l’événement : « La fléchette atteigne les cases 1,2 et 3 ». 

Il y a 6 ordres possibles pour toucher les cases 1,2 et 3. 

123, 132, 231,213, 312,321 et tous ces événements ont la même 

…e 7 7 
robabilité donc : P(E) = 6 ND, NT,)=6.—-— p Œ)= 6p (U, ND, NT) 19 7 

2) Soit l'événement À : « Choisir le concurrent A » 

B : « Choisir le concurrent B » 

Donc p (A) et pB)= 

a) Soit l'événement T : « La case 3 à été atteinte ». 

P(T)=P(TNA)+P(TNB)soit 

2,7 1 1 1 
P(T)=P (A) x P(T/A)+P(B)xXP(T/B)=-x—+-x = (T) = P (A) (/A)+P(B)XP (TBE 
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2. , 7 

D Pan AOD PAPA) ne payr 2 7 
P(T) P(T) T 0 

2 

NE on ap (v)=01 :P(T/V)=0,05 

P (T/V) = 0,95 ; P (T/V ) 0,03 d’où P (T/V}=1-P (T/V) = 0,95 

P(V)=1-P(V)=0,9 
1) a) A= VAT, donc P(A)= P(V)x P(T/V) = 0,1x 0,95 d’où P (A)=0,095 

De même B = VAT donc P (B)=P (V)xP(T/V)=0,9 x 0,03 
D'où P (B) = 0,027. 
L’évènement A et B sont incompatibles et AUB=T , donc : 

P(T)=P (A) + P (B)= 0,095 + 0,027 = 0,122 
On en déduit P (T)=0,878 
b) L’événement X soit porteur du virus sachant que le test appliqué à X est 

négatif est V/T. 

pçv/T=2 V0 
P (T) 

P(VAT)=P(V)xP(T / V)=0,1x 0,05 ; P (V AT)= 0,005 

0,005 
d’après a), P (V/T}) === = 0,00569 près a), P ( dore 

2) a)P (T2)= P (T)xP (T)= (0,878), donc P (T,)+ 0,771. 
L'événement les deux tests soient négatifs sachant que X est porteur du 

virus est : T2/V. 

De même, P(T2/V)= P(T/V)xP(T/V)=(0,05)° donc P (T2/V) = 0,0025 
b) L'événement X soit porteur du virus et que les deux tests soient négatifs 

est T1NV. 

Donc P Œn V)=P(V)XP(T, / V)=0,1*0,0025 d'où PT, n V)=0,00025 

L'événement X soit porteur du virus et que les deux tests ont été négatifs 

est V/T:2,donc P(V/T:) -PG2/V) = 0,00025 
P(T:) 0,771 

1) Soit P, la probabilité d’obtenir le nombre k ; la proportionnalité se 
traduit par : 

soit P(V/T2)=3,2.10*. 

__ P, _ . Soit t la valeur commune de ces rapports : 
1 2 3 4 5 6 
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Ona:P;=t;P2=2t; Paz 3t; Pi= dt; Ps= St; Pi= 6t 

OrP;+P;+ P3+P:+ Ps+P= 1. 

On a donc € + 22 + + 4t+ St+ 6t= 1, donct = = 

D'où P,= x donc on a en particulier Ps -< _2 
21 21 7 

2) a) Soient les événements : B « On a tiré une boule blanche » R : « On a tiré 

une boule rouge ». 
N « On a tiré une boule noire » ; $ : « On a obtenue un 6 ». 

P (B)=(BnS)+P (BnS)=P(S).P(B/S)+P(S).P(B/S) 
L'événement S est réalisé donc on doit tirer la boule blanche de l’urne U: 

Î 

D'où P (B/S)= Ge 8 
Cy 10 

P(B/S)=0Ocarsiona pas obtenue un 6 on doit tiré la boule blanche de 

l’urne U, or l’urne U, ne contient pas de boules bianches. 

Donc P (B) = 288 
7 10 35 

b) P(R)=P(S). P(R/S) 

P (S) = 1-P(S) => , l'événement S n’est pas réaliser donc on doit tirer la 

boule rouge de l’urne Uz. 
l 

D'où P (R/5)=C7=7 donc P (R)= 2. 
10  LO 7 10 

c)P(N)=P(S).P(N/S)+P(S).P(N/S)= <+2 =. )P(N)=P(S).P(N/S)+P(S).P( )=70" 7 10 70 

Vérification = la somme des probabilité est bien 1. 

V0 AB = (22) + (0) +(-1-3) =V24 

De même on obtient AC = AD = BC =BD = CD = 24 
D'où le tétraèdre ABCD est régulier. 

2) R le milieu de [AC] et S le milieu de [AD] donc RS = CD 

T le milieu de [BD] et U celui de [BC] donc UT = CD 

D'où RS = UT = cp donc RSTU est un parallélogramme. 

132



Probabilité sur un ensemble fini Solutions 
  

V2 M6 à 
2 

(= A2 6 1} TE, V6 | 

Donc les coordonnées du milieu de [RT] sont (0, 0,0) qui est O. 

On en déduit que RSTU est un parallélogramme de centre O. 

2) Comme AB = CD on déduire que. 
_— y |] 

RS = |RS} - =|c5|- Top = la 
20 2 2 

— 111 1 

RU= RU] = > JAB|= AB 
D'où RS = RU. Donc RSTU est un losange. 

CD . AB =0=RS.RU=0— RS LRU 
Donc RSTU est un carré. 

B) 1) Soit À : évènement avoir au moins trois faces rouges soient visibles sur 

les trois tétraèdres. C'est-à-dire tous les cas). 

P(A)= 1 

2) B : évènement la couleur bleu ne soit visible sur aucun tétraèdre. 

P(B) = LIT 
4 4 4 64 

3) E est réalisé si sur les trois tétraèdre. 

D
 

D
 

| 

D
 

©
 | 
— 

Soit la face bleu est cachée où jaune donc P(E) = 

8 

D'où P,=1- (2) 
8 

4 PE)-(-2- (2) 

n—+0 
Le }-LI alors im( 2) =0 donc lim P, =1 
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Chapitre VI 

Variables aléatoires 

1) Définitions : 
# L'application qui fait correspondre un nombre réel à chaque événement 

associé à une épreuve s’appelle une variable aléatoire. On note : 
X = (x, X2, .…., X)) l’ensemble des valeurs que peut prendre la variable. 

M On appelle loi de probabilité l’ensemble des valeurs des probabilités des 

évènements associés à chaque valeur de X. 
On note cette loi :{P (X = x;),i= 1...n}. 

Les évènements sont « X = x; ». 
H On appelle espérance mathématique de X le nombre noté : 

ECO-Y x;. P(X = x;) 

E(X) est la moyenne des valeurs pondérées par les probabilités de ces valeurs 

M On appelle variance de X le nombre noté : 

VOD = SG: ECO). p (K= x) où V(X) = EC?) -IECOŸ 
i=1 

è cette seconde formule est souvent plus pratique dans les calculs. 

M On appelle écart — type de X le nombre noté : 6(X)=4/V(X) 

2) Schéma de Bernoulli ; loi binomiale : 
+ Nous appellerons schéma de Bernoulli, une expérience aléatoire n’ayant que 

deux issues qui sont alors deux événements contraires l’un de l’autre, l’une 

d’elle sera appelée « succès » l’autre « échec ». 

- Notons P la probabilité su « succès » alors la probabilité de l’échec est 1 -p ; 

posons q = 1 -p. 
+ Répétons n fois cette épreuve, nous obtenons alors un schéma de Bernoulli. 

+ La question est de savoir quelle est la probabilité d’obtenir k succès à l’issue 

de n épreuves. 

+ Le schéma de Bernoulli définit en fait une variable aléatoire X, qui prend 
comme valeur le nombre de succès à l’issue de n épreuves. 

On a donc X ={0,1,2,...,n} 

+ La loi de probabilité de X est une loi binomiale qui est donnée par la formule 
de Bernoulli : 

P{X=k})= Ci. P*. q"* ;0<k< n qui présente la probabilité « d'obtenir k 

succès » à l’issue de n épreuves. 
+ L’espérance de X est E(X) = n.p et la variance de X est V(X) = n. p. q. 
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#“ Loi uniforme et loi exponentielle : 

e Définition de loi uniforme : 

  * Soit [a, b], f la fonction définie sur [a, b] par f{x) = est appelée 

densité de la loi de probabilité uniforme sur [a, b]. 

* On appelle probabilité uniforme sur [a, b] 

L’application qui à tout intervalle [c, d] Ca, b] associe le réel 

P([e, d]) = [ f(x) dx 

*ce [a, b], P({c}) = [rw dx =0 

e Définition de loi exponentielle : 

Définition 1 : À > 0 on appelle loi exponentielle de paramètre À la loi 

continue admettant pour densité de la fonction f définie sur [0,+co[ par 

f(x) = re * 
Définition 2 : 

On appelle loi de probabilité exponentielle de paramètre 
À > 0 l'application P tel que. 

* à tout intervalle [e, d] € {0,-+of on associe le réel P([o.d])= ['he*ax 

* à tout intervalle [c, + co[ € [0, +co[ 

On associe le réel P([c,+00]) =e* 

Remarque : cette loi est aussi appelée « loi de durée de vie sans vieillissement. 

Exemple : Le temps en minutes d’une communication téléphonique sur un 

portable suit une loi exponentielle de paramètre 0,9. 

Calculer la probabilité pour qu’une consommation dure entre 1 et 2 mn. 
* Solution : 

2 
2 1 

P([1,2]}= | 0,9e%%*dx = 0,9 |-—e9% | =e%.- et (L2}-{ ne" 
Définition 3 : on dit qu’une variable aléatoire x soit la loi exponentielle de 

paramètre ©. 

Si P(c<x <d)= [he "ax = e%-e% et P(x > 0) =e* 
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Réflexes : 

  

Situations Réflexes 
  

Utilisation d’une loi binomiale 

On repère la répétition d’une 

expression suivant une loi de 

Bernoulli. 
On modélise la situation à l’aide 

d’un arbre ou d’un diagramme. 
  

Calculer la probabilité d’un intervalle 

par une loi continue 

On intègre la densité de cette loi 

entre les bornes adéquates. 
  

Examiner si une fonction numérique f 

définie sur un intervalle est une 

densité de probabilité.     
On vérifie trois conditions : 

* continuité de f sur I. 

* Positivité de f sur I 

* L'intégrale de f sur I est égale à 1. 

(Si I n’est pas borné, c’est une 
limite qu’il faut calculer. 
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ENONCES 

Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1, et 

les quatre autres le numéro 3. 
On tire simultanément trois jetons du sac, les tirages étant supposés 

équiprobable, on désigne par X la variable aléatoire qui, à chaque tirage, fait 

correspondre la somme des numéros sur les trois jetons. 
a) Quelles sont les valeurs prises par X. 

b}) Définir la loi de probabilité de X. 

c) Déterminer la probabilité de l’événement : « X < 7 ». 

ù/ Un dé cubique A possède une de ses faces numérotés 2, les cinq autres 

étant numérotés 1. Un dé cubique B a ses faces numérotés 1, 2, 3, 4, 5,6. 

On suppose que chaque face de chaque dé a la même probabilité d’apparaître. 

On jette simultanément le dé A et le dé B. 

Soit X la variable aléatoire réelle qui, à chaque lancer, associe la somme des 

points obtenus sur les faces supérieures des dés. 

a) Quelle est la loi de probabilité de X ? 

b) Quelle est la probabilité pour que la somme des points obtenus soit au moins 

égale à trois ? 

On lance simultanément deux dés sur une table, l’un est cubique et ses 

faces sont numérotées 1, 2, 3, 4,5 et 6, l’autre est tétraédrique et ses 

faces sont numérotées 1, 2, 3 et 4. On suppose que chacune des faces de 

chaque dé a la même probabilité d’apparition. On désigne par X la variable 

aléatoire qui à chaque lancer associe la valeur absolue de la différence des 

nombres figurant sur les deux faces en contact avec la table. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance mathématique et la variance de X. 

y Une urne contient 9 boules blanches et une boule rouge. 
1} Au cours de l’expérience qui consiste à extraire simultanément trois 

boules de l’urne, quelle est la probabilité d’obtenir la boule rouge ? 

Tous les boules sont indiscernables au toucher. 

2) L'expérience précédente est répétée 5 fois, avec remise à chaque fois dans 

l’urne, des trois boules qu’on a tirées. 
Soit X le nombre de boules rouges obtenues au cours des cinq tirages. 

Déterminer la loi de probabilité de X, calculer E(X) eto(X) . 

3) On extrait une première boule de l’une, et on ne l’y remet que si elle est 

rouge. On extrait ensuite une deuxième boule de l’urne. Quelle est la 
probabilité qu’on obtienne une boule rouge au deuxième tirage ? 
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\/ On lance cinq fois de suite un dé tétraédrique dont les quatre faces sont 

numérotées de 1 à 4. Les cinq lancers sont supposés indépendants. 

Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre des sorties du 4 en cinq 

lancers. 

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique. 

\c/ Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1 et 

es quatre autres les numéros 3. On tire simultanément trois jetons du sac. 

Soit À l’événement : « La somme des numéros sortis est strictement inférieure 

à 7». 

a) Calculer la probabilité de l’événement A. 

b) On recommence quatre fois de suite le tirage précèdent en remettant à 

chaque fois dans le sac les jetons tirés. 

Quelle est la probabilité pour que l’événement A se réalise exactement trois 

fois ?Au moins trois fois ? 

Une urne contient 60 boules blanches et 40 boules noires. 

On effectue dans cette urne des tirages successifs, avec remise de 

chaque boule après chaque tirage. On s’arrêtera à l’obtention d’une boule 

blanche. Les tirages sont indépendants. 

A) Dans cette partie, on fera au maximum 4 tirages ; X est la variable aléatoire 

égale au nombre de tirages nécessaires à l’obtention de la première boule 

blanche, 

Par convention, X = 0 si l’on n’obtient pas de boule blanche après les 4 tirages. 

1) Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 0. 

2) Calculer la probabilité pour que X prenne les valeurs 1, 2, 3,4. 

B) On procède maintenant à n tirages au maximum, n étant un entier naturel 

non nul. 

1) Calculer la probabilité pour que X soit égal à K avec 1<k<n. 

2) On considère le polynôme : f (x) = 1 + 2x +3x?+...+nx "1, 
Soit E(x) l’espérance mathématique de X. 

Montrer E(X) = DO 

Soit E{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 
On écrit chacun des chiffres de l’ensemble E sur un jeton, et on place les dix 

jetons dans une urne. 

On tire simultanément cinq jetons de l’urne. On suppose les conditions de 

tirage telles que tous les sous — ensembles de cinq chiffres de l’ensemble E ont 

la même probabilité d’être obtenus. Soit X la variable aléatoire qui à chaque 

tirage, associe la nombre de chiffres pairs portés par ces cinq jetons. 

1) a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer la probabilité de l’événement X < 3 et de l’événement :2< X <3. 

2) Calculer l’espérance et la variance de X. 
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Ÿ On peint les six faces d’un cube de bois d’arête trois centimètres. On le 

débite, par traits de scie parallèles aux plans des faces, en vingt — sept petits 

cubes d’arête d’un centimètre. On place ces vingt — sept cubes dans un sac. On 

tire au hasard, et sans remise, deux cubes du sac, les tirages étant supposés 

équiprobables. Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre total de faces 

peintes que présentent les deux cubes tirés. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance mathématique et l’écart type o (X) de X. 

x On dispose de deux dés cubiques. Toutes les faces ont la même 

probabilité d’apparaître. Le premier cube a cinq faces rouges et une face verte. 

Le deuxième cube a une face rouge, deux faces vertes et trois faces bleues. 

1) On jette les deux dés. On regarde la couleur des faces supérieures de chaque 

dé. On note : 

- À l’événement : « Les deux faces sont rouges ». 
- B l’événement : « Les deux faces sont de la même couleur ». 

- C l'événement : « L’une des faces est rouge et l’autre est verte ». 

- D l’événement : « Les deux faces sont de couleurs différentes ». 

Calculer les probabilités : p (A) ; p(B) ; p(C) et p (D). 

2) À chaque jet de ces dés est associé un jeu qui permet : 

- Un grain de 5° si les deux faces sont rouges. 

- Un grain de 2° si les deux faxes sont vertes, 

- Une perte s1 les deux faces sont de couleurs différentes. 

On note x le montant de cette perte. On définit une variable aléatoire X qui à 

chaque jet de deux dés, associe le grain ou la perte ainsi réalisés. 

Déterminer P (X = 5), p(X = 2), p(X= -x). 

Un tel jeu est dit « équitable » lorsque l’espérance mathématique E(X) = 0 : 
Déterminer la valeur de x correspondante. 

ji Une urne contient 6 boules noires et 4 boules blanches, toutes les 

boules sont indiscernables au toucher. 

1) On tire successivement et sans remise 3 boules de l’urne. 

Calculer la probabilité des évènements suivants : 

A : « La première boule tirée est noire et la seconde est blanche ». 

B : « Les trois boules tirées sont de même couleur ». 

2) On répète l’épreuve précédente cinq fois de suite en remettant les boules 
après chaque épreuve. 

On considère l’aléa numérique X prenant pour valeur le nombre de 

réalisation de l’événement A. Déterminer la loi de probabilité de X ainsi que 

son espérance mathématique. 
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3) Un joueur tire successivement et sans remise trois boules de l’urne il gagne 

5° pour chaque boule blanche et il perd 3° pour chaque boule noire. 

Soit Ÿ l’aléa numérique égale au grain algébrique de ce joueur. Etablir la loi 

de probabilité de Y puis calculer E (Y). 

4) On suppose que l’urne contient dix boules dont n sont noires (n> 2 ) et les 

autres sont blanches. 

a) Exprimer en fonction de n, la probabilité P, de l’événement A. 

b) Déterminer n pour que P, soit maximale. 

7 Tous les résultats demandés dans l’exercice seront donnés sous forme 

de fractions irréductibles. 

Une urne contient cinq boules : deux blanches, trois noires, indiscernables au 

toucher. 

1} On extrait simultanément, et au hasard deux boules de l’urne. 

a) Calculer la probabilité de tirer : 

(i) deux boules blanches ; 

(ii) deux boules de la même couleur. 

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches figurant 

dans le tirage. 

Donner la loi de probabilité de X ; calculer l’espérance de la variable X. 

2) On effectue un tirage de deux boules de l’urne de la manière suivante : 

On tire une première boule de l’urne et on note sa couleur ; on la remet 

ensuite dans l’urne en ajoutant en plus dans l’urne une boule de la même 

couleur que la boule tirée(il y a donc l’urne six boules avant le second 

tirage) ; on tire ensuite une seconde boule : 

On considère les événements suivants : 

- B, : On obtient une boule blanche au premier tirage. 

- N, : On obtient une boule noire au premier tirage. 

- B, : On obtient une boule blanche au second tirage. 

a) Calculer : p (B; / B,) et p (B2/N;). 

b) Calculer la probabilité de l’événement B:. 

E Un lot de bulbes de tulipes a un pouvoir germinatif de 80% cela 

signifie que chaque bulbe a une probabilité égale à : de produire une fleur et 

cela indépendamment des autres bulbes. Chaque bulbe contient l’un des trois 

gènes r(rouge) ; b(blanc) ; j{jaune) qui détermine la couleur de la future fleur 

éventuelle. 

On suppose que la probabilité pour qu’un bulbe donné possède le gène r, b, ] 

10 et cela indépendamment des autres bulbes. 
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On suppose en outre que le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des 

gènes. 

1) Quelle est la probabilité d’obtenir cinq fleurs en plantant cinq bulbes. 

2) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur 

rouge ? 

b} On fait une plantation de 5 bulbes, et on appelle X la variable aléatoire 

qui à chaque plantation assoie le nombre de fleurs rouges obtenues. 

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X) 

3) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur 

blanche ? 

b) Soit n un entier supérieur ou égale à 1. On désigne par P, la probabilité 

de n’obtenir aucune tulipe blanche après avoir planté n bulbes. Calculer P.. 

c) Combien de bulbes faut-il planter, au minimum, pour obtenir au moins 

. ” . , Î 
une tulipe blanche, avec une probabilité supérieure ou égale à . 

Une urne contient : trois boules blanches numérotés 1, 1,2 et trois 

boules noires numérotés 2, 2,3. 

Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 

1) On tire simultanément 3 boules de l’urne. Calculer la probabilité des 

événement suivants : À : « avoir 3 boules de même couleur » ; B : «avoir 

une somme égale à 5 ». 

2) On recommence 4 fois de suite l’expérience de la 1° question. 
« Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois où l’on obtient 3 

boules de même couleur. Etablir la loi de probabilité de X. 
Calculer E(X) eto (X). 

3) Un joueur tire une boule au hasard. 

- Si le nombre 3 apparaît, il tire à nouveau une boule après avoir remis la 

première et le jeu s’arrête. Soit Y le nombre porté par le deuxième boule 

tré. 

- Si un nombre différent de 3 apparaît, il tire successivement et avec remise 

de 2 boules après avoir remis la première et le jeu s’arrête. 

Soit Y la somme obtenue lors des deux derniers tirages. 

Etablir la loi de probabilité de Y. 
- Calculer l’espérance mathématique. 

Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires indiscernables 

au toucher. 

1) On tire simultanément 2 boules de l’urne. Quelle est la probabilité pour que 

les deux boules tirées soient blanches. 

2) On tire une boule de l’urne. On regarde sa couleur, on la remet dans l’ume, 

et l’on tire de nouveau une boule. 

a) Quelle est la probabilité pour que l’on obtienne une fois et une seule une 
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boule blanche. 

b) On effectue 4 tirages en remettent à chaque fois dans l’urne la boule tirée. 

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que l’on a tiré une boule 

blanche. 

Donner la loi de probabilité de X. Calculer E(X) ; V(X) ; o (X). 

3) Soit n e IN*, on effectue n tirages successifs numérotés 1,2,3,...n en 

remettant à chaque fois dans l’urne la boule tirée. 
Soit Y la variable aléatoire égale à zéro si l’on ne tire aucune boule blanche 

et , si non égale en numéro du 1° tirage ayant fourni une boule blanche. 
Quelle est la probabilité P(Y = 1) ? Calculer la probabilité P(Y=2) 

La probabilité P (V=k) ;: ke IN: k<n 

Calculer la somme de P,= SP (Y=k) 
k=1I 

Trouver le résultat de P, plus rapidement. 

Xe Une entreprise en matériel informatique fabrique des disquette 3.5 

pouces. 
4% des disquettes fabriquées sont défectueuses. 

À l'issue de cette fabrication les disquettes sont contrôlées et tirées en trois lot 
Les disquettes marquées, celles -ci portent la marque de l’entreprise : 

Les disquettes démarquées ; 

Les disquettes à déduire. 

Partie A : 

L'unité de contrôle rejette 3 % des bonnes disquettes et 95 % des disquettes 

défectueuses. 

1) Quelle est la probabilité p, pour qu’une disquette soit défectueuse et 

acceptée ? 

2) Quelle est la probabilité p; pour qu’une disquette soit bonne et refusée ? 

3) Quelle est la probabilité p, pour qu’il ait une erreur de contrôle ? 

4) Montrer que la probabilité p4 pour qu’une disquette soit acceptée est égale à 

0,933. 
Partie B : 
Le contrôle s'effectue par 5 tests successifs. 

Une disquette reçoit la marque de l’entreprise si elle subit avec succès 5 
contrôles successifs, elle est détruite si elle est refusée au moins deux fois et 

elle est démarquée sinon. 
1) Quelle est la probabilité p; pour qu’une disquette soit démarquée ? 

2) Quelle est la probabilité p pour qu’une disquette reçoive la marque de 

l’entreprise ? 

3) Quelle est la probabilité p pour qu’une disquette soit détruite ? 
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Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(t) = À t*. avec À > O. 
1) Calculer À pour que f soit la densité d’une loi de probabilité P définie 

sur [0,1]. 

2) Calculer P([0,2 ; 0,6]) 

1) Calculer I(a) = EU dx avec a >0 

En déduire lim I (a). 

2) Que peut — on déduire pour la fonction f définie sur IR par f(x) = sh. 

On s'intéresse à la durée de vie, exprimée en semaines, d’un 
composant électronique. 
On modélise cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans 

vieillissement définie sur l’intervalle [0 ;+00f : 

La probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de t 

semaines est p([0 ; t[)= [ ke’ *dx 

Une étude statistique, montrant qu'environ 50% d’un lot important de ces 

composants est encore en état de marche au bout de 200 semaines, permet de 

poser : p{[0 ;200[) = 0,5 

Log? 

200 
2) Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une 

durée de vie supérieure à 300 semaines ? 

On donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale au centième 

près. 

3) On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la limite 

  1) Montrer que À= 

quand À tend vers +0 de [ Axe "dx 

_ A _ AAA + 

a) Montrer que f Axe *dx = 

b) En déduire d,, ; on donnera la valeur exacte et une valeur approchée à la 
semaine près. 
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CORRIGES 

Si Q désigne l'univers associé à l’épreuve, on a card Q = C;,= 120 

a) L'ensemble des valeurs prises par X est : X(Q) = {3,5,7,9} 

b) Définir la loi de probabilité de X c’est déterminer la probabilité de chaque 

événement élémentaire de l’univers X (Q). 
* {X = 3} désigne l’événement « obtenir trois jetons portant le numéro 1 ». 

On a card ({X = 3}) =Ci= 20. Donc P ({X=3}}= Le == 

* {X = 5} désigne l'événement : « obtenir deux jetons portant le numéro 1 et 

un jeton portant le numéro 3 ». 

  

  

Ona card ({X=5})=Ci.C;, =60 doncP({X=5})= LS 

De la même façon on obtient : 

CixC? 3 C 1 
( ) G, Ô ({ } CET 

On résume cette étude dans un tableau : 

X; 3 5 7 9 total 

Ï 1 3 Î 
PUHX=x; — | —- | — — 1 
GX) ES | 50 | 3                 

c)Ona {X<7}={X=3} L{X=5} et comme les évènements {X = 3} 

et {X — 5} sont incompatible donc P({X <7 })=P({X=3:})+P({X=5}) 

donc P({X < 7 }}= £. 

Soit (À, l'univers associé au lancer du dé A et Q, l’univers associé au 

lancer du dé B. 

L'univers Q associé au lancer des deux dés est l’ensemble des couples 
formées d’un éléments de Q, et d’un élément de Q,.Ona Q = Q x Q, 

Donc card Q=6.6= 36. 

a) L'univers Q peut être représenté par un tableau cartésien. 

Pour étudié la loi de probabilité de X, il suffit de noter dans chaque case du 

tableau la valeur de X.   

  

  

    

À B 2l1l1l1l1l1 

1 312121212102 
2 4131313/31]3 
3 5[4/4/[4/4/la4                 
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4 6515151515 
5 11616616] 6 
6 817TITI7 (71,7 

L'ensemble des valeurs prises par X est X (Q)= {2,3,4, 5,6, 7,8}. 
La loi de probabilité de X est définie par le tableau : 

Xi 2} 3 4 5 8 _|Total 
5 16 116 116 1 P(X=x) ss se ee 22 
36 [36 6136 6 |36 6 6 6 | 36 

b) {X23}={X=3}U{X=4}U{X=S;U{X=6UIX< TU IX =) 

Donc p{{x>3))= la lili lil l _31 

6 6 6 6 6 36 36 
pème 

méthode : Il est plus rapide d'utiliser l’évènement contraire de {X23} 

Gr et P({X=2}) =, donc P({X23))=1-2 221 
36 36 

Si on désigne par Q, l’ensemble des six faces du dé cubique et par Q, 

L'ensemble des quatre faces du dé tétraédrique, une éventualité est un couple 
formé d’un élément de Q, et d’un élément de Q, . L’univers associé au lancer 

des deux dés est Q = Q, x Q, ; donc card Q =4.6=24 

L'univers © peut être représenté par un tableau cartésien, pour étudier la loi 
de probabilité de X il suffit de noter dans chaque case du tableau la valeur de 

  

  

  

  

                  

X. 

(2, 
Ô) 112131411516 

1 0112131415 

2 110111/]2131]|4 

3 211101(111213 

À 31211101|11]2   

On a par exemple :{X = 4} = {(1,5)} ; {(2,6)}, donc P ({Xx = 4}) = 2 
24 

L'ensemble des valeurs prises par X est X (Q) = {0, 1,2, 3, 4,5}. 

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :     
x; 0 1 2 3 4     

PUX=x}) | == | | 9 | 
OX) 5-6) ]2 412 62 515                 

5 
41/7614 112 11: 

      
b) L'espérance mathématique de X est : 

Ï EX) =0. 4142633342, 1 4401 
24 24 24 24 24 24 24 6 
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La variance de X est : 

IL, 4 11, 7 11, 6 11, 4 va = op ia br, pe ppt 
GEO) +07 70 +6; 

11, 2 11, 1 65 4-2 65 lp L vo =. 
AD 76-07 7 Done VO SE 

L'écart type est o(X) = JV(X) = 1,34 

d Si Q désigne l’univers associé à l’expérience, on a : 

Card Q =Ci, =120 

1) Soit l'évènement R : « obtenir la boule rouge ». 

. 36 3 
Card R= C;xC$ =36 d'où p(R)= —-—. 

120 10 

2) On répète 5 fois la même épreuve, et les expériences sont indépendantes les 

unes des autres ; on s’intéresse au nombre de réalisations de l’évênement 

rouge. 
X est donc une variable aléatoire binomiale. 

Onap(X=k}=C*.p".q"* 

  

3 7 
Avecn=5;p= —:q=—;ke {0,1,2,3,4,5}. Pr 551 0 et } 

Donc la loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant : 

k 0 1 2 3 4 5 
  

                os FES O0 O0 O0 
  

- L'espérance d’une variable aléatoire binomiale est : E(X) = n.p 

D'où E(X) 5.--=1,5. 
10 

+ La variance d’une variable aléatoire binomiale est : 

3 7 
V(XK}= n. p.q= 5 .—.—=1,05 (X)= n.p.q 10 10 

+ o(X) = JV(X) = 105 +1,02. 
3) Désignons par Rk l'événement : « la k-iéme boule est rouge ». 

ES 1 1 91 
R) = p (Ri). p (R\Ri) + p (Ri:).pR2\Ri)=——+—.—=0,11. p (Re) = p (Ri). p RR) + p CRIPRIRI) EE TS 

On lance 5 fois un dé tétraédrique, les 5 lancers sont supposés 

indépendants, on s'intéresse au nombre de sorties du 4 lors des 5 lancers. 

On a donc p(X = k) = Cf. p'.a”"* 
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Avec p = (probabilité d’avoir le numéros 4) = 1 
A 

a=p À n=5etke4{0,1,2,3,4,5}. 

La loi de probabilité de X est définie par le tableau suivant : 
k 0 1 2 3 4 5 

PUIX=K)) { 3 ) si. G) a(1). ô] a(1) (3) a{1).(3) (1) 
4 4 (4 VAN 4) ‘La 4) '\4)| (4 

| 243) _ 405 - DS 4 15 [21 
| 1024] 1024 512 512 1024 | 1024             
  

    
1 5 

Ona:EX)=n.p=5.2 2 

a) L'univers Q associé à l'épreuve est l’ensemble des parties à 3 
éléments de l’ensemble des 10 jetons. 

On a donc Card Q = Ci, =120. 

L'événement contraire de A est réalisé si on tire des jetons dont la somme des 
numéros est > 7, on a ça si on tire un jeton portant le numéro 1 et deux jetons 

portant le numéro 3, ou trois jetons portant le numéro 3. 

Ci.C?+C 1 1 2 
55 =— donc p(A}= 1-—=—. 

Co 3 3 3 

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois où l'événement À est 

réalisé lors des quatre tirages. 

Ona p(À) = 

On répète quatre fois de suite une expérience à deux issues (A et A ), les 
résultats des deux expériences étant indépendants. 
La loi de probabilité de X est donc une variable aléatoire binomiale d’ordre 4 

et de paramètre p = p (A) = Le a=p=e 

,(2Y 1 32 
P({X=3})- ci[2) 374 

Si B l'événement : « A se réalise au moins trois fois », 
Ona:B={X-3} U{X=4}. 

3 4 

Donc p (B) = p ({X=3)) + p ((X=4))= a.(2 +() _16 
3/ 3 \3 27 

\/» 1) Désignons par B4 l'évènement : « La k-ième boule est blanche ». 

L’évènement (X = 0) est l’évènementB, nBnBnB. 

Comme les tirages sont indépendants, la probabilité de cet évènement est : 
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P(X= 0)= P(B.).P(B2).P(B:)P(B.)- y -£ > = 
100 5 

60 _3 
2)P(X=1)=P B )P (K=1) = P (GB:)= 100 5 

P(X=2)=P (N NB,)=P(N,).P(B;) 

Car les tirages sont indépendants. Donc : P(X=2) = Le = Le 

P(X=3)=(N NN,NB,)= 22312 
555 125 

P(X=4)=P(N NN NN,NB,)= -2223 724 
5555 6 

Vérification : 
(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3) +p(X=4)=1. 
B) 1) PX=k)=(N NN, N.N,, NB,)comme les tirages sont 

indépendants : 

PCX= k) = P (Ni). P (ND). Pi). P BD=(S) E 
k-1 

DE = Ÿ'k.PX=H=S k.(2) à 
k=i k=l S 5 

3 2,,3 2,,3 2 3 2 © 2 
= 1. =224(2).2+3. (2 2+..+n. ("2 Or f( = S k.(—)" 5 G) e CG) e n (2) ss * QG) 2 (2) 

où = 2h33 2y 232 D'où EG = = (+2. (0) +3. (CCY+ + n() = LE(S) 

3.2 
ECX) = —f(=). (X) : C) 

1) a) Le nombre total de tirages est égal à : C,= 252 

e nombre des chiffres pairs que l’on peut obtenir est 0, 1,2, 3,4ous5, 

car il Ÿ a dans l’ensemble E, 5 chiffres pairs (0, 2, 4, 6,8) 

Donc X {0, 1,2,3,4,5}. 

* Calcul de la loi de probabilité : 
+ P(X=0) = P (« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer cinq 

jetons parmi les 5 nombres impaires de E. 

CS _ 1 

252 252 
+ P(X=1) =P(« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer un 

nombre pair parmi 5 et quatre parmi les 5 nombres impairs de E donc 

Donc P{X= 0) =   
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Ci.Ci _ 25 

252  252' 
+ P(X = 2) = P (« obtenir deux nombres pairs et deux seulement ») 

LC 100 

PC=D = —— 

252 252: 

° P(X =3) = P (« obtenir trois nombres pairs et trois seulement ») 

7 252 252 
+ P(X =4) = P (« obtenir quatre nombres pairs et quatre seulement ») 

LC 25 
252 252: 

+ P(X=5) = P (« obtenir cinq nombres pairs et cinq seulement ») 

CEE 
252 252. 

b) On sait que la variable aléatoire définit une partition de l’univers, 
par conséquent : 

°PK<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2) 

Donc P (X< 3) = ee ee l 
252 252 252 2 

°PO<X<3)=P(X = 2) + P(X = 3). 

Donc P(2< X <3)=00 , 100 _ 200 _ 50 
252 252 252 63 

0+1xX25+2x100+3x100+4x25+5x1 630 

252 252 
  2) E(X) = 

Soit E (X) = 2,5. 

EX) = 0+1/x25+2*x100+3*x100+47x25+57xl _ 1750 125 

252 252 18 

125 25 L 2 2 le 2 _ 29 
VS) = E(X) -[E(X)] 8 (2,5) 36 

  

Soit V(X)+ 0,69. 

ous devons d’abord voir les différents types de cube placé dans le sac. 
Le sac contient : 

- Huit cubes ayant trois faces peintes. 3c 

- Douze cubes ayant deux faces peintes 
- Six cubes ayant une face peinte 

- Un cube n’ayant pas de peinte. 1 cnÿ 
L'univers Q associé à l’épreuve est 
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l’ensemble des parties (combinaisons) à 

deux éléments de l’ensemble des 27 cubes. 

On a donc card Q = C%, = 351 

a) X(Q)= {1,2,3,4, 5,6}. 
+ {X = 1} désigne l'événement : « on obtient un cube ayant une face peinte et 

l’autre n’ayant pas de face peinte ». 

6 2 
Donc card ({X =1})=C;xC =6, d’où P({X=1})}=—=—. « }) = Cé*C, « }) si 117 

+ L'événement {X = 2} est réaliser si on tire : 
« Deux cubes ayant une face peinte ou un cube ayant deux faces peintes et 

l’autre cube n’ayant pas de faces peinte ». 

D'où card ({X = 2})= Ci+Ci,xCi =27 et P({X =2}) Tr 

On appliquons le même raisonnement pour les autres évènements on obtient : 

  

  

  

card ({X=3})= Ci, xCi+ Ci =80 donc P({X=3})= _ 

114 18 
card ({[X=4})= Ci, xC;+C; =114 donc P ({X=4})=— =— ( h= C,xC ({X = 4}) 31 117 

96 32 
° card ({X=5})= Ci xCi, =96 donc P({X=5})=—=— card ({ D = C onc P ({X=5}) 351 11 

+ card ({X = 6} = CE = 28 donc P ({X = 6})= 2 

On résume l’étude de la loi de probabilité de X dans un tableau : 

Xi l 2 3 4 5 6 total 

2 1 80 38 32 28 
PAX=xkh| = = == | 1 

117 13 351 117 117 351                   

2 1 80 38 32 28 
— +6 b}) E(X) = L.——+2.—+3—+4—+5, — 

117 13 351 117 117 351 

Donc E(X) = 1404 = À, 
En 

V(X) = (1-4Ÿ E+- Ye +(3- Wa 80 35 7 4ÿ — 38 
117 117 

32 2 
+(5-4)° St 6-4) 5-4)" (6-4) — 35] 

Donc V(X) = 450 50 
351 39 
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09-005 = 2113 

T La probabilité d’apparition de chaque face est de . car nous somme 

dans l’hypothèse de l’équiprobabilité de l’apparition de toutes les faces. 
Les résultats obtenus sur chaque dé sont indépendants. 

1) + Sur le premier dé la probabilité d’avoir une face rouge est et la 

probabilité d’avoir une face verte est . 

* Sur le deuxième dé la probabilité d’avoir une face rouge este , la probabilité 

- 2 ec . 3 
d’avoir une face verte este , la probabilité d’avoir une face bleue este . Par 

4 5 1 5 
conséquent P (A)=--=—. 

6 6 36 
* L'événement C est la réunion des événement : « le premier dé est rouge et le 

deuxième est vert » et de l’évènements : « le premier dé est vert et le deuxième 
est rouge » soit : 

P(C=2 24122 
66 66 36 

+ L'événement B est la réunion des événements : « les deux dé sont rouges » et 

l'événement « les deux dés sont verts » d’où P(B) 51,127 
66 66 36 

* L'événement D est la réunion des événements : « le premier dé est rouge et le 

deuxième est vert » : le premier dé est rouge et le deuxième est bleu » ; «le 

premier dé est vert et le deuxième est rouge » et « le premier dé est vert et le 
deuxième est bleu ». 

Dore 2453,11,13.2 
66 66 66 66 36 

On peut aussi considérer 1 ‘événement contraire de D est : « les deux faces sont 
de même couleur » c’est à dire l'événement B par conséquent 

P(D)=1-P(B), ce qui donne le même résultat. 

ù 2-2 DPUX=S)=POAESSPUAXS2)=T 

29 DP(X= x) =P (D)=E. 
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*EX=S. S 49, 2 4 (-x),22 229722% 
36 36 36 36 

Le jeu sera équiprobable si E (X) = 0 ; c’est à dire x = 1. 
l 1 1 

y 1)P(A)= Lex Ca Gi EXT LE 
Co Co CE 10X9 15 

Î Î Î Î Î Î 

10 9 8 10 9 8 

__6x5x4 4 4x3x2 1,11 

7 10x9x8 10x9x8 6 30 5 
2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois où l’événement A est 

réalisé lors des cinq tirages. 

On répète cinq fois de suite une expérience à deux issues (A et A), les résultats 

  

de deux expériences étant indépendants. 

La variable aléatoire X est donc une loi binomiale d’ordre n = 5 et de 

paramètre p = p (A) = < etqa=p (A) = = tels que on a: 

P(X = k)= Ci.p“.q"‘avec ke {0,1,2,3,4,5}. 

  

  

  

  

  

4,11 11, 161051 
D'où :PUX=0)= CNY = CS = > 

« D ss) Gs) Gs 759375 

4, 11, 5xil‘x4 292820 
P X=1 = CC = 2 = 

« D sG) Gs) 15° 759375 

4, 11 10x47 x11? 212960 PUX=2h)= CAVE Y = 

« D sGs) Gs) 15° 759375 

4, 11, 10x4 xl? 77440 PUX=3h)= CŸ = 2 

a D sG) Gs) 15° 759375 
4., 11, 5x4*xll 14080 

P X=4 = CC = 2 

q D sCs) C5) 15° 759375 
4, 11 4* 1024 

P{HX=5}}=C(—).(—) = — = | 
a D ss) Gs) 15° 759375 

“EX=nP-5xe À 
15 3 

3) Le joueur tire : 3 boules blanches et il gagne 15 © ou 2 boules blanches et 

une boule noire et il gagne 7 ? ou une boule blanche et 2 boules noires et il 
perd 1 ? ou 3 boules noires et il perd 9 ?. 

Donc YŸ (Q) = {15,7,-1,-9}. 
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1 1 1 

Co Co Cy 10x9x8 30 
l 1 1 pre op Ca CE, Ce 2 628%4 1 

C', C\ C\ 10x9*x8 6 
P{Y=-1h=PEBN,N)+P(N B,N)+P(N,N,B) 

C,. C.,C Ci CC Ci C 1 
= EX EX SHC YARIS KE KT KIA 

C', €, Ci Cl, C, Ci Ch, C\ C\ 2 
P({Y=7}))}=P(B,B,N)+P(N,B,B)+P(B,N,B) 

  

L , Ca xCixC, _3 

“a, xC!xC! 10" 
D'où la loi de probabilité de Ÿ est définie dans ce tableau : 

Y= y; -1 -9 7 15 
  

  
113) 

PAY=y}) 3 l6l 0%           
  

*E(Y)=- 1,1 1 +7x 2 415x 2 23 
2 6 10 30 5 

4) L'’urne contient 10 boules dont n sont noires. 

Onan e{2,3,...,10} et les autres sont blanches donc on a : 

(10 - n)boules blanches 

et n boules noires avce n € {2,3,...10}. 

Con, CC _(0-nXn_-1 , 1 

  

a) P,= — x 1 RNA + —n 
Co Co Cs 90 90 

b) Soit la fonction f(x) = 2, 1% 
90 9 

f est dérivable sur IR et on a f (x) = x + 

f'X)=0 & x=s5. 

x -00 5 +00 

FC + d - 
  

    1) LT | —— , 

Donc P, = ont n est maximal [lorsque n = 5. 

V7 Le nombre total des tirages est égal à Ci. 

1) a) « Soit A l’événement : « Tirer deux boules blanches » 
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(CR 

C? 10 
+ Soit B l’événement : « Tirer deux boules de même couleur » 

C5+ Ci _1+3 2 

C? 10 5 
b) Calcul de la loi de probabilité : 
P({X=0})=P («aucune boule blanche ne figure dans le tirage ») 

D'où P (A) = 

P(B)- 

  

  

            

-G23 
Ci 10 

Î î 

P({X=1})=—P («obtenir une seule bouie blanche ») = C6. = 3 
C; 10 5 

C;_ 1 
P({X=2})=P (« obtenir 2 boules blanches ») @ 0: 

5 

D'où la loi de probabilité de X est définie dans ce tableau : 

X; 0 1 2 

1 
PIX = Xi] 3 6 — 

10 10 10 
6 18 4 

° E(X) = 0x +1x-2 42% 
10 10 10 710. 5° 

2) a) P (B2/ B;) est la probabilité d’obtenir une boule blanche au second tirage 

sachant qu’on a tirer une boule blanche au premier tirage donc le nombre de 

boules blanches est devenu 3 on a déjà 3 boules noires donc : 

C 3 1 
°P(B/B)= ==. 

C, 6 2 

On considérons le même raisonnement si au premier tirage on a tirer une 
boule noire donc on aura l’urne 2 boules blanches et 4 boules noires 

à C;_3 1 
d’où P (B;/N;)= 6 3 

b) On remarque que B, = (B, nB,)U(B, n Bi) etcomme B,nB, 

et B, N Bi sont disjoints donc : 

P(B)=P(B,"B)+P(B, NB) 

=P(B,)xP (B,/B,)+P (Bi) * P(B, / Bi) 

=P(B;) xXP(B,/B,)+P(N)*XP(B,/N,) 
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C, 2 C!_3 
Ona:P(B = 1-7 :p = 

(GB: C! 5 (N,) C! 5 

2 1 1 3 1 1 2 2 D'où P (B)= <x—+-x2=+-2{ d'où P(B,)=< 
2) 5 2 5 5 @) 5 3 5 5 

    

            

Pouvoir germinatif Nature des gênes 

TT po à > 1 1 2 
Probabilité d’avoir probabilité de ne pas — — — 

2 10 5 

une fleur este . avoir une fleur est : 5 Rouge Blanc Jaune 

1) Chaque bulbe a une probabilité égale à . de produire une fleur et la 

production d’une fleur par un bulbe est indépendante de celle des autres bulbes 
5 

donc la probabilité d’obtenir 5 fleurs en plantant 5 bulbes est : (2) . 

2} a) Le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des gènes, donc la 

. 2 
probabilité d’obtenir une fleur qui soit rouge est axe = 3 

b) Les seuls valeurs que peut prendre la variable X sont :0 ;1 :2 :3 ;4:5. 

Une plantation de 5 bulbes est une suite de 5 épreuves indépendantes, ayant 
chacune deux issues possibles : 

* A: « On n'obtient pas de fleur rouge ». 

+ À : « On obtient une fleur rouge ». 

Donc X suit la loi binomiale de paramètre n = 5 ; p = p (A) = £ 

—, 3 
etqa=p(A)=S. 

Tels queona:P(X=Kk)=C* p“q"" avec k {0, 1, 2, 3, 4,5}. 

Il vient : 

P œ-0-c«[À) (2) _ 248 
5 3125 

1 4 

P œ=n=cix[(À (2) = 810 
5 5 3125 
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2 3 

Pa-2-cx(?) «(5 _ 1080 

5 5 3125 
3 2 

Pa=y=cx(?) (2) - 720 
5 5 3125 

4 l 

Pa-#-cx(?) «(2 _ 240 

5 5 3125 
5 0 

ra-5-cx(?) (2) 327 
5 5 3125 

*E (= n. p = 5x2 22. 

3) a) En appliquant la même raisonnement de 2°) a) on obtient que la 

probabilité qu’une bulbe planté produise une fleur blanche est x - = £ . 

b) D’après 3°) a) la probabilité pour qu’un bulbe planté ne produit pas une 

fleur blanche est 23. 
25 

Le dtantindé 23 
Les n plantations étant indépendants donc P,= (2) . 

c) Soit l’événement E : « obtenir au moins une tulipe blanche ». 

Lip 1. (23 P(E)=1-P, (2). 

P(E) 0 signifie que 1- (2) > c’est à dire (2) < 2 
20 25 20 25 20 

Log 20 

Log 25 - Log 23 

Il faut planter au minimum 36 bulbes pour obtenir au moins une tulipe 

Sn LogSes-Los 20 n> 35,92 ; 

blanche avec une probabilité au moins égale à . . 

NY: nombre de tous les cas possibles est card Q = Ci =20 

C+C 1 
1)°P(A}= 33 = — 

}* PCA) 20 10 

. P (B)= CxCirCxCs 7 

20 20 

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois où l’événement A est 

réalisé lors des quatre tirages. 
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On répète quatre fois de suite une expérience à deux issues (A et A) , les 

résultats de deux expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est 

donc une oi binomiale d’ordre n — 4 et de paramètre : 

P(A)=p= — etq=p(A)= ? tel que on a : 
ï 10 

P(X=k)=C* p". q"*avec k e {0,1,2,3,4). 
0 4 

D'où on a : P(X=0)=C{ (5)(4) = 6561   

  

  

10/ (10 10° 

px = 1 = CL 1 (2) - 2916 

10 (10 10 

P(X = 2) - (ae 

10) \10/ 10° 

LY 9\ 36 

&=3= 10 10/ 10* 

1Y/9YŸ 1: 
&r4= 10/ (10) 10° 

4 2 
* EX = —-* 
GOSnPE SES 

36 9 
ee V(X = — 

np. 6 2 

: 6 9-10 € 
3) + Si le nombre 3 apparaît, le joueur tire une 2°" boule après avoir remis la 
première et le jeu s’arrête. 

La variable aléatoire Y égale au nombre porté par la 2°” boule donc Ÿ prend 
les valeurs 1,2 et 3. 

* Si le nombre tiré est différent de 3, le joueur tire successivement et avec 

remise 2 boules après avoir remis la 1°. La variable aléatoire Y égale à la 
somme obtenue lors des deux derniers tirages donc Y prend la valeur 2,3,4,5,6. 

Donc Ÿ (Q)= {1, 2, 3,4, 5,6}. 
Soit P (n, m) = probabilité d’avoir tiré la 1°° boule qui porte le nombre n et la 

2°" boule qui porte le nombre m. 
1 1 

P (Y=1}= P (3,1)= Lx -2 1 
C; C 36 216 

P (Y=2) = P (3,2) + P (non 3, 1,1) 
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LOG, a, GE 38 
Ci Ci C! Ci C! 216 

P(Y=3)=P (3,3) +P (non 3, 1,2) +P (non 3,2, 1) 

CRC ROCCO 
Œ € CE EE EC EC OC 216 

P(Y=4)-P (non 3, 1,3) + P (non 3, 2, 2) + P (non 3, 3,1) 

CC, € © CS ©, €, © ©, © _ 65 
= Ex TS 2 x 3. RER — X —< = — , 

Œ EC CE CE OC 216 

P(Y=5)=P (non 3,2, 3) + P (non 3, 3,2) 

Ci. C; . 30 
= | Lx 3x EL x 2 = —— 

Œ CC "c: 216 

a, a, 5 
CG € C 216 

La loi de probabilité de Y est décrite dans le tableau suivant : 

P(Y=6)=P (non 3,3,3) = 

  

  

                    

Yi 1 2 3 4 5 6 > 

12 | 38 | 66 | 65 | 30 5 
PCY = y) 1 216 | 216 | 216 | 216 | 216 | 216 
  

E (Y) = 12 42 8 43 66 +4 65 45 30 5 _ 726 
. . + 6. = 

216 216 216 216 216 216 216 

\ 1) P (A) es . 

î l l 1 

2)a)p (B) xs 4 Ca, Cr 216 _ 4 
CG, © © € 36 9 

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois où l'événement A est 

réalisé lors des 4 tirages. 

  

On répète 4 fois de suite une expérience à deux issues (A et A) , les résultats 

de deux expériences étant indépendants. 

La loi de probabilité de X est donc une loi binomiale d’ordre n = 4 et de 

paramètre P (A})= P = à etq= P -< tels que on a : 

P (X= k) = C£.P“.q"* avec ke {0,1,2,3,47. 

1Y /2Ÿ 16 
P(X=0)=Ci | || =— 

0 (3) (2) 81 
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, 4 2Ÿ 1 

P(X=4)=C;. ne Ta 

*EX)=n.P=—;V(X)=n.P.q=4. 

-.00- 0- E-22 
Osi l'on ne tire aucune boule blanche 

uw 
| 

Ro
 

w
i
r
 

© 
| c
o 

3) La variable aléatoire Y = 4 numéros du L° tirage ayant fourni 

une boule blanche 

Pour ke IN’ etk <n, 

c! k-1 Œ, C! n-k 2 (2% 

P(Y=1 = Cf Cs -2(2 
&) “ce ”"|c: 3 \3 

1 \" n 

P(Y=0)= | C4 -( 
C 3 

P,=S P(V=k) =P (Y = 1)+P(Y=2)+...+P(Y=n) 
k=1 

()6)-0 =—|—| += )+.+ =. 
3\3 3\3 3\3 

re 2 
P, est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 3 

et de 1° terme = 
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D'où P, —   

+ 2° façon : 
On a : P(Y =0)+ P(Y=1)+...+P (Y=n)=1 

a —————— 

P, 

D'où P(Y =0)+P,=1 & P =1-P(Y=0) d'où P, (2 

A) 1) Soit l’événement D « choisir une disquette défectueuse ». 

PO) + = 0,04. Parmi les disquettes défectueuses, il y en a 95 % qui sont 

rejetées, donc 95% des 4% sont rejetées. 

Soit R : « rejeter une disquette » et D NR «être défectueuse et acceptée », 

c’est à dire faire partie des 5 % (non rejetées) des 4% des disquettes 

défectueuse donc P (DR) = 0,05 x 0,04 = 0,002 =P.. 
2} On a les hypothèses : 

4 
D : ‘‘ Choisir une disquette défectueuse ?”, p (D) = Too = 0,04 

D : “ Choisir une bonne disquette *’p (D) =1 É = 0,96. 

66 A L'événement ‘‘ être bonne et refusée”” se traduit donc par DR 

C’est à dire faire partie des 3% (rejetées) des 96% de bonnes disquettes 

D'où p(DAR )= 0,03. 0,96 — 0,0288 ; soit p2 = 0,0288. 

3) Il y a erreur de contrôle si la disquette est bonne et refusée ou défectueuse et 

acceptées, ces deux évènements dont incompatibles nous avons donc : 
P; = P;+ P;. Soit P;= 0, 0308 

4) On a hypothèses D : ‘* Choisir une disquette défectueuse” 

P (D) = —-=0,04. 

= .…. . 4 
D :‘‘ Choisir une bonne disquette”, p(D)= 0 = 0,96 

Une disquette est acceptée si elle est bonne et acceptée ou si elle est 

défectueuse et acceptée soit À = (D N R) UDNn R). 

Avec p (D AR)=p, et p(DAR)= 0,97. 0,96 d'où p, =0,9332 

B) 1) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois pour qu’une 

disquette soit acceptée lors des 5 tests successifs. On répète 5 fois de suite les 
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tests à deux issues ; acceptées ou non acceptées, les résultats de deux 

expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est donc une loi 

binomiale d’ordre n = 5 et de paramètre p = p4 = 0, 933 et q =1 — p = 0,067, tel 

queona:P(X=k)= Cf.p*.q"* avec ke {0,1,2,3,4}. 

Une disquette est démarquée si elle subit 4 tests avec succès 

D'où ps = p(X=4)=C;{(0,933)".0,067 

D'où ps = 0,254 
2) Une disquette est marquée si elle subit 5 tests avec succès d’où : 

P,=p(X=5)=C ;.(0,933) = 0,707 

3) Une disquette est détruite si elle est refusée au moins deux fois on peut done 

écrire p;= p (X<3). 

Il s’agit de l’événement contraire d’être démarquée ou marquée. 

D'où p (X <3)= 1 —(p(X = 5) + p(X = 4)). 

Soit p7= 1- (ps +p6).Finalement p; # 0,039 

\ 1) Pour que la fonction f continue et positive sur [0,1] 

Soit la densité d’une loi de probabilité il faut que [rot =] 

Soit fartat =] 
5 Î 

E etes 
5 5 

0 

2) P([0,2:0,6p= [” stat =[t”185 = (0,6)° - (0,2)° = 0,077. 

1) On remarque que les bornes de l’intégrale sont opposés et que la 

. x . Li 1 4 
fonction 35 el est paire car x € [-a, a] = -x [-a,a] et © | = 5 

d’où I(a) =2 fe" dx =2 [3e dx carx>0 

[Ter 
lim I(a)= lim 1-e* =1 car lime* =0 
a—>+00 à—+00 

2) Fest une fonction continue positive sur IR et son intégrale sur l’ensemble 

des réels est égales à 1 : 
f est la densité d’une loi de probabilité définie sur IR. 
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1) fae"at= à 

: 1 

Ce*L" 2 

  

1 _e 200 = 2 

2008 _ L 

2 

22002 = Log d'où 1= 82 
2 200 

300 

2) P([0,300]) = [Mre#at = Ce“ 21-67 
3Log2 

Ainsi P(T >300)= P([0,300]) =1-P([0,300)=e"%= e ? =0,354 
A 

3) a) [ À xe dx ? 

U(x) = Àx U@) =. 
On pose 

P Le = e* V(x) = re" 

A 

[ x e dx [re [l + [ e‘*dx =-Ae" ge | 

À À k 

0 

b) d, = lim [ax e "dx 
A—?+0 

… AE -e "+1 1 
in ————— 
A—+0 À À 

Car Jin Xe* =0etlime” =0 enposantx=-1A 

1 _ 200 
= 289 semaines   D'où d,= —= 

À Log2 
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Chapitre VII 

Statistiques 

“ Série statistiques à deux variables: 

Etude de deux caractères sur une même population : 

  

  

  

  

  

1°" type de tableau. 
X 

y Xi X2 s. Xp 

Yi 
Ni] h2 ou. Nip 

y2 
N22 N22 su. NP 

Ya Na M2 vou Nop             
  

Les x; et les y; peuvent être remplacés par des classes pour une variable 

continue. 

* Nuage des points : Dans un repère orthogonal (O, 1, j) on place les x; 

sur l’axe de abscisses et y; sur l’axe des ordonnées on place les points 

de coordonnées (x; , y:) l’ensemble des points représenté s’appelle nuage de 
points. 

* Le point G{X, Y}s’appelle le point moyen. 

Comment Calculer X et Y ? (La notation n2: 1 correspond L°* ligne et 2 2°" 

colonne) 
  

  

  

  

  

    

X x x x Distribution 

y ! So P marginale de Y 
Yi My | Ni .. Nip n, tn, +..+n, =N, 

V2 y | Na ue 5 N> 

_Ya Ngi_| T2 nee Nop Ne 
istributi ‘ Dist bution N'IN | … N° N 

marginale de X             
  

N,=n,+n,,+n, +...+n,, (on fait la somme des effectifs) 

N : le nombre total de l’effectif.     
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P q 
D'xN, DyN: 

Kit Y = 
N N 

* Si on a des classes on utilise leur centre. 

+ On peut réaliser le même tableau avec les fréquences 

_ 2p Exemple: f,, TN 

2° type de tableau d’un série à deux caractère : 
X | x: X2 |... | Xp 

Y Yi Y2 vers Yo 

+ Le nuage de points : l’ensemble des points Mi(x;, y;) placer dans un 

repère orthogonal. 
p p 

> X; . D ÿ; 

7 et V=—, 
N 

  

  

              

  * Le point moyen G(K, Ÿ) avec X =" 

= Droite d'ajustement affine: 

On note P; le nuage de points de la 1°” moitié de la série (x, y) et P; le nuage 

de la 2°" moitié de la série. (On divise le tableau statistique en 2 parties 
quelconques). 
- G. le point moyen de P, et G; le point moyen de P; 
La droite (G:,G:2 ) est appelée la droite de Mayer ou bien la droite d’ajustement 

affine du nuage de points représentant la série double (x.y) et elle passe par le 

point moyen G. 

Covyariance : 
M On appelle covariance, le nombre noté cov (x, y) 

cov(x, y) = LY(x;-X)(5;-Ÿ) où cov x = Ù x,y,-XY 
ni ni 

m La covariance mesure la dispersion des points du nuage par rapport au point 

moyen. 
Droite de régression ou droite d’ajustement par la méthode des moindres 

carrés. 
M On appelle droite d’ajustement de y en x : 

1e 

y-y=a(x- x) avec a = VE: Y) 
V, 

Æ On appelle droite d’ajustement de x en y: 

x-x=a'(y-y) avec LE 

y 
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Coefficient de corrélation : 

cov(x,y) 

5,*6, 
# Définition : Le coefficient de corrélation est r = , il qualifie en 

quelque sorte le lien qui existe entre les deux variables. 

m Si |r|= 1 alors les deux droites d’ajustement sont confondues, il ya une 

dépendance totale entre x et y. 

De même si | r| est proche de 1, les prévisions sont convenables lorsque 

[r | > 0,9. 

H-I1<r<!. 

Haxa'=r 

Remarque : Le point moyen G( X,Y) appartient aux droites de régressions. 

Réflexes : 

  

Situations Réflexes 

- Méthode de Mayer on divise le 

tableau en deux parties on calcul 

X1 et Yi par la L°° partie 

  

X2 et Y2 par la 2° partie 

Comment retrouver la droite La droite de Moyer est la droite 
d’ajustement linéaire ? d’ajustement c’est (G; G2) avec 

G (Xi, Y:) et G a, Ÿ:) 

Ou Méthode de Moindre carré : 

_ CovX, Y) œ- 5e 1Y 

  

VX) 
Comment estimer la valeur de la Une estimation de la valeur y est 
variable y pour une valeur x, lors Yo=axo+b 

d’ajustement linéaires 

(ou X pour une valeur Yo) 
  

On calcul le coefficient de 

un cov(X,Y) 
| corrélation r = ——— 

Comment on peut savoir que les LOT, 
prévisions sont convenables Si fr] est proche de 1 (|| > 0,86) 

on dit que les prévisions sont     convenables.     
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ENONCES 

On considère la série statistique à double caractères x et y donnée par 

le tableau si dessous. 

1) On désigne par yile centre des classes C:. 

Représenter le nuage des points (x ;, y) et placer le point moyen G. 

2) Calculer r(x, y) et déterminer et construire les droites de régressions. 

  

  

  

  

  

  

k Ÿ | fo,12[ | [12,18[ | [18,24[ | [24 48 

5 0 2 4 6 
4 0 2 Ï 3 
0 4 0 0 1 
1 6 3 5 0 
2 3 0 0 0               

Pour des emplois analogues, diverses entreprises proposent les salaires 

notés x;. On a vu se présenter pour ces emplois le nombre de candidats notés 

Yi. 

x; | 220D | 225 D | 230 D | 235 D | 240D 

Vi 10 13 17 19 21 

1) Représenter graphiquement cette série statistique. 

2) Chercher l’équation de la droite de régression de y par rapport à x. 

3) Estimer le nombre de candidats qui seraient représentés si l’on avait proposé 

en salaire de 250 D. 

\/ Le rendement R d’une variété de blé (en quintaux par hectare) et la 

qualité d'engrais azotés (en kilogrammes par hectare) utilisé pendant la 

culture sont indiqués dans le tableau suivant : 

E (kg/ha) 50 60 70 80 90 

R(q/ha) | 35,7 | 41,4 | 45,7 | 47,2 | 50,8 

1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (E, R). 

Que peut-on en déduire ? 

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de R en E. 

3) Quel rendement peut-on prévoir pour une culture utilisant une quantité 

d’engrais azotés E = 100 kg / ha ? 

  

  

                

  

  

                

On donne le tableau suivant à double entrée relatif a l’étude de la série 

double suivante : individus classés sous les deux caractères poids et taille x 

désigne le poids en kg et y la taille en cm. 
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Enoncés 

  

  

  

  

      

Statistiques 

, X | 4s <x <55 | S0<x<55 | 55<x<60 

150<y<155 9 1 0 
155 < x <160 18 4 1 
160 <x <165 5 12 6     
  1) Représenter cette série par un nuage de points. 

2) Former l’équation de chacune des droites de régression. 

3) Calculer le coefficient de corrélation. 

Ÿ Dans le tableau ci- après, i désigne le numéro de l’observation, X; 

désigne le taux d’alphabétisation des femmes (%) et Ÿ;le taux de moralité 

infantile %o. 

  
£ S = 

+ © D 

a 2 d & 2 Ê 80 = 5 2 
> S >= _ = a = N = a 
a ES = & = So o a 69 
Se S 5 ja © = S ss 

| N # | & © © F S 
«a = + n © > 0 a 

em em = 

  Xi | 25,7 | 69,6 | 17 | 98,7 | 42,8 | 55,4 | 87,8 | 100 | 61,6 

Y; 95 34 |127 | 7,7 90 73 25,1 5 120 

1) Construire le nuage de points associés à cette série statistique double. 

On prendra 1 cm pour 10% et 1 em pour 1 % en ordonnées. 

2) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de la série (X;, Y;) 

avec 1<1i<9 plus celui de la série (X;, Yi) avec 1<i<8,. 

Pour laquelle des séries un ajustement affine est- il le plus approprié ? 

Justifier la réponse. 

* Dans la suite on élimine les données concernant Madagascar, considérant 

la série (X;, Vi) avec 1<i<8. 

3) Déterminer une équation de la droite de régression de V en X 

(les résultats à 10? prés). 
4) Si on appliquait le modèle précédent à un pays où le taux d’alphabétisation 

des femmes est de 61,6%, quel taux de moralité infantile (résultat donné à 

10°! prés). 

                        
  

Une équation de la droite de régression de y en x est : 

y =-0,45x + 12,5. 

La moyenne de x est x — 6; le coefficient de corrélation est r = 6,89. 

Donner une équation de la droite de régression de x en y. 
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Le tableau donne l’espérance de vie (en années) des hommes à la 

naissance pour certain année pour certain pays. 
  

  

                      

x 8 || |SiSs|sz S 8 S 
Année X; a a EN EN a a = S S S Se 

Fspérance 70,2 |713 72,8 (73,9 (74,9 (75,3 |75,3 | 75,5 | 75,8 | 75,9 | 76,7 
i       

a) Représenter le nuage des points associé à cette série. Un ajustement 

affine semble t-il justifié ? 

b) Déterminer une équation de la droite d’ajustement D de y en x par la 

méthode des moindres carrés. 

c) Tracer cette droite sur le graphique précédant. 

d) Estimer l’espérance de vie à la naissance des hommes en 2009 en 

supposant que ce modèle reste plausible. 
e) Peut-on à l’aide de cet ajustement estimer l’espérance à la naissance des 

hommes en 2500 ? 

\Ÿ/ Le tableau ci dessous donne la charge maximale y; (en tonnes) d’une 

grue peut lever pour une longueur x; (en mètres) de la flèche. 

On pose z = —. 
y 

Longue Les | 18 |19,8 | 22] 25 | 27] 29 | 32135 | 30 |417 
charge y; | 10! 9 8 71 615,5] 5 [4,5 41] 3,51] 32 

Les coefficients de droite seront arrondis à 10, les charges à 107. 

1) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x. 

2) Déterminer une équation de la droite de régression de z en x. 

3) A l’aide premier ajustement, donner une estimation de la charge maximale 

que peut lever une grue avec une flèche de 26 m de long. 

4) Compléter les phrases suivantes : 

a) A l’aide du 2° ajustement, on peut estimer que la charge 
maximale que peut lever une grue avec une flèche de 26 m est ...… 

b) Des deux ajustement, Le plus satisfait est le .....… 
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CORRIGES 

\ 1) y: les centres des classes C; donc on obtient : 

C; [0,121 [12,18[ [18,24[ [24 ,48[ 

Y: 0+12 12+18 18+24 24+48 

2 2 2 2 

Nuages des points : À y 

OO 

30 
ne N 24 TI 

® NG 1% 
3 TS T8 ê ÿ 

® ® SS À % 

"IB 
Ÿ OMS À 
OC 3 K 

NX »x 
$ 43 241 PIN 

Distribution 

x ÿ [0,12[ | [12,18[ | [18,24[ | [24 ,48[ | marginale de 

X. 

-5 ny =0 Ny2 = 2 13 = 4 4 = 6 12 

À na = 0 2 1 3 6 

0 4 0 0 1 5 

Ï 6 3 5 0 14 

2 3 0 0 0 3 

Distribution 13 7 10 10 

marginale de y. 

x | -5 | 4 | 0 1 2 Yi 6 15 | 21 ! 36 

[121 61|15|14:3 n | 13 7 10 | 10 
s 4 

> X;n; > y; 
  A l’aide de la calculatrice X =-l—=-16 et =! =18,825 

40 40 
Or G(X,Y) d'où G (-1,6 ; 18,825). 

2) * Calcul de la covariance : 
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La calculatrice donne : > X;Yjn; = —2064. 
I<i<5 
1Sj<4 

DRS2r Li 

Cov (X, Y) — 740 — — X.Y = 2064 

* Calcul de 6, eto, : 

5 

2 

D xin, _ 
V,= Fe _X? 27,99 donc 6, A & 2,826 

2 

Zn: 
V,=E 

Ÿ 40 
* Calcul du coefficient de corrélation : 

rx y) = CT) 0 665. 
x 0, 

* La droite de régression de y en x est : 

  +1,6X18,825 &-21,48. 

-Y" #130,944 donc 6, 11,443.   

y-y=a (x) aveca= VE) 2 688, d'où À : y = -2,688x + 14,53. 
VX) 

* La droite de régression de x en y est : 

x-x=a'(y-y) avec a! D  -0,164 + 1,6=-0,164 (y -18,825). 
y 

À" :y=-6,096 x + 9, 068. 

A et A' passent par le point moyen G, il suffit d’avoir un 2°" point pour 

chacune : À (0 ; 14,53)e À ; B (0 ; 9,068)e A'. 

Ÿ/ 1) Figure 

A y 

204 + 

15È 

104 + 

S+   
T l T t T + T + T + D x 

200 210 220 230 240 
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2) * À l’aide de la calculatrice on obtient : 

x =230; y =16; D_x;y; = 18540 ; o, = 7,07 donc V(X) =0° = 50 

5 

D x: LL 

cov(x, y}= À! 5 -x.y=28   

* La droite de régression de y en x: 

y- y = à (x-Xx) avec a = Ov y) 0,56 
VX) 

y = 0,56 x — 112,8. 
3) x = 250 

y =0,56.250 -112,8 = 27 candidats. 

1) En utilisant la calculatrice : r — 0,98. 

Il y a une dépendance entre E et R. 

cov (E,R) 

VE) 
En utilisant la calculatrice on obtient : 

R= 44,16: E = 70: 6,=14,14 donc V(E)= 65-200. 

2)R- R =a(E-E)aveca= 

D_ER-15816 

DER 
-ER=72   cov (E,R)= 

a =0V ER) | 
VE) 

D'où la droite de régression de E en R : R = 0,36 E +18,87. 

3) E = 100 d’où R = 0, 36. 100 +18,87 = 54,96 (Kg / ha). 

0,36 

1) x ; les centres des classes relatives à x. 

y iles centres des classes relatives à y, donc : 

Les classes de x | [45,50[ | [50,55[ | [55,60[ 

X; 47,5 52,5 57,5 

  

  

      
  

  
Les classes de y | [150,155[ | [155,160[ | [160,165[ 

Yi 152,5 157,5 162,5 
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Nuage des points : 

  

  

    
  

Solutions 

  

  

  

  

  

          
  

    

                        
    

    

À y 

164 (5) 2) (6) 
162 L Te Eu LE 

160 + 

158 + «s) 4) () 

156 + 

154 + ® @ 

152 + ‘ | 

150 +, > x 
45 47,5 50 52,5 55 60 

2) 
X Distribution 

Y 47,5 52,5 575 marginale de Y 

152,5 ni =9 ny = | n3= 0 10 

157,5 Ni — 9 N5 — 4 3 — 1 23 

162,5 31 — 5 32 = 12 33 — 6 23 

Distribution 

marginale de X 32 17 7 

x; | 47,5 | 52,5 | 57,5 vi | 152,5 | 157,5 | 162,5 

n; 32 17 7 ñ; 10 23 23 

_ 2xn __ >vyn 
X = & 50,267 ; Y — 158,660. 

56 

D'xyn; LL 

COV (x,y) =——— -X.Y # 7,225 (&Y) 56 

En utilisant la calculatrice, on obtient : 

OS, 3,658 alors V,= 6, 13,384 

6, 3,525 alors V,= 6° 12,428 

La droite de régression de Y en X est : 

Y-Y= a (X-X) avec a _ covGy) & 0,58. 
VX) 
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Y= 0,58 x + 129,43. 

La droite de régression de X en Ÿ est : 

X-X= a! (Y-Y) avec a — cov(y) = 0,54. 
VO) 

1 1 - — 
=—x-—xt+y donc y=1,85 x+65,57. 

a a 

re LV) No 56 
5,.6, 

Ÿ/ 1) Nuage des points : 

y 

140 

130 

120 

110 

100 

90 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

  

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 HO 120 

2) À l’aide de la calculatrice on a : 

* Pour la série (x, y;) avec 1<i<9 le coefficient de corrélation r = -0,88. 

* Pour la série (x;, y;) avec 1<i<8 le coefficient de corrélation r = -0,98. 

L’ajustement affine est plus approprié pour la série (x ;, y ;) avec 1 <i<8 

car |r|> 0,9. 

3) La droite de régression de Y en X : 

Y-Y=a (X -X) avec a = £0v Gy) 
VX) 

A l’aide de la calculatrice : 
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X= 62,125 ;c= 57,1 ; ©, =30,143 ; o,= 42,382 

V,= 6%= 908,63 ; V,= 62= 1796,25 
8 

dx. 

cov (x, y) = — — X.Y =-1256,478 

a=-1,38 
y =-1,38x + 143. 

4) Pour obtenir une estimation du taux moralité correspondant à un pays où le 

taux d’alphabétisation est de 61,6%. On remplace 61,6 dans l’équation de la 

droite de régression qui donne y = 57,8 c’est à dire un taux de moralité 

de 57, 8 %o. 
2 

NA On sait que r ? = a. a’ donc a’ = = -1,760 
a 

On sait que le point G (&y) appartient aux deux droites de régressions, 

donc y =-0,45. x +12,5 or x = 6 d’où y =-0,45. 6 +12,5 = 9,8. 
La droite de régression de x en y est : 

_ _ 1 _ — 

Xx-x =a (y-y}), d’où y= xls 
a a 

y =-0,57 x + 13,2. 

\ , a) On constate que le nuage ASÉPeranee Dnunnnnunee      

          

de points représenté ci contre 164 

a une forme assez allongée f==25222222225 22 
l’ajustement par une fonction TSF----------- Vin 
affine semble donc justifié. a+ 1 

b)D:y=a(x-x}+Y mL 7 ? fiul 

avec a = £V@Y) PT " iii 
VX nt on un titi! 

_ 1 1 1 1 | it! ! 

x = 17 À 1996,09 STE 
11 | _j à j ‘ji, années 

et ÿ = 816,9 = 74,26 1980 1985 1990 1995 2000 2005 

11 

D x:y; 

Donc a = de _XYŸ = 0,26   

D'où D : y = 0,26 (X — 1996,09) + 74,26 
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D :y=0,26 X - 444,72. 

c) Voir graphique (D passe par G (1996,09 ; 74,26) 

d) Pour x — 2009 , on obtient y = 0,26 x 2009 - 444,72, 

Soit y = 77,62. On peut estimer qu’en 2009 l’espérance de vie à la 

naissance des hommes est environ 77,6 ans. 

e) Pour x = 2500 on obtient y = 0,26 x 2009 — 444,72. 

y = 205 ans 

L’absurdité de résultat s’explique par le fait que le modèle d'évolution 

affine n’est pas valide sur une aussi longue période. 

E 1) Avec une calculatrice on trouve 

a = -0,2570 et b = 13,0973 arrondi à 10* 
D'où la droite de régression de y en x est y = -0,2570 x + 13,0973 

2) Avec une calculatrice on trouve a = 0,0084 et b = -0,0409 

D'où la droite de régression de z en x est z = 0,0084 x — 0,0409. 

3) Pour x = 26 on obtient y = -0,2570 x 26 + 13,0973 

Soit y = 6,42. On peut estimer que la charge maximale que peut lever une 

grue avec une flèche de 26 m est 6,42 tonnes. 

4) a) Avec 2°"® ajustement on trouve 

z = 0,0084 x 26 — 0,0409 

= 0,1775 or z= 1 
y 

D'où y = 5,63 

On peut estimer que la charge maximale que peut lever une grue avec une 

flèche de 26 m est 5,63 tonnes. 

b) Le 2°" ajustement est plus satisfait car le résultat est compris entre 5,5 et 
6 : 5,5 tonnes correspondent à une flèche de 27 m et 6 tonne 

correspondent à une flèche de 25 m. 
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Cycle de l'enseignement secondaire 

1" Année 
> Algèbre 
> Géométrie 
> Devoirs de contrôle 

et de synthèse 

2°"° Année 
e Section Sciences et technologie 

de l'informatique 

> Analyse 

> Géométrie 

> Devoirs de contrôle 
et de synthèse 

e Section Economie et Services 

> Résumé de cours 

+ Exercices corrigés 

+ Devoirs de contrôle 
et de synthèse   
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3°"° Année 
e Section Mathématiques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 
e Section sciences expérimentales 

> Analyse et géométrie 
e Section techniques 

> Analyse et géométrie 
e Section Sciences de l'informatique 

> Analyse et géométrie 
e Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 
+ Exercices corrigés 
+ Devoirs de contrôle 
et de synthèse 
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BAC 
e Section Mathématiques 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 
>Bac blanc 

e Section sciences expérimentales 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 

e Section techniques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 
e Section sciences de l'informatique 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 

© Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 

et exercices corrigés 
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