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Avant-propos

Il est bien plus beau de savoir quelque chose de tout que
de savoir tout d’une chose ; cette universalité est la plus belle.

Blaise Pascal (1623-1662)

Pourquoi ce livre ?

Ce livre se veut radicalement différent des autres livres. Déja par son format : 168 pages.
Cela change des manuels de prépa encyclopédiques innombrables (qui avoisinent facilement
les 1000 pages), certes trés bien faits mais qui peuvent se montrer plus que décourageants
si on se sent en retard ou dépassé par les événements. Ici, on ne risque pas l'indigestion
ou la volonté de fuir car ce sont prés de 150 exercices classiques, incontournables, fonda-
mentaux et completement indépendants qui sont exposeés.

Ensuite par sa présentation : un exo par page, pour éviter la saturation et pour s’y retrouver
rapidement. C'est comme une vidéo sur YouTube : parfois trente secondes bien référencées
sont plus efficaces que quarante-cing minutes imprécises ol on se demande ou on veut
en venir. Notre but est de vous faire gagner du temps, pas de vous en faire perdre car c'est
quand on se sent décourage, qu'il faut des explications urgentes et si possibles courtes !

Enfin par le rappel de formules (d'ailleurs souvent les mémes) qu'il faut absolument
connaitre : il n'est pas rare aujourd’hui de voir des étudiants ne pas avoir connaissance
des deux ou trois formules clefs leur permettant de débloquer I'exercice posé en colles ou
la 1® question d’'une épreuve écrite (I'explication est simple : devant une grande masse de
definitions, propositions et théorémes, le cerveau s’embrouille trés vite et n‘arrive plus a
retenir I'essentiel).

Comment est construit ce livre ?

Un exo par page avec pour chacun d'entre eux un titre.

De cette maniére, vous allez pouvoir vous forger une véritable culture mathématique. «
Tiens cet exo me rappelle I'inégalité de convexité ». « Tiens, celui-la me rappelle le centre
de M,(R) ». Quand un exercice est baptisé, il est plus facilement identifié dans votre esprit,
tant au point de vue des méthodes utilisées pour le résoudre que par sa conclusion.



Avant-propos

Comment utiliser ce livre ?

Vu l'urgence, ne cherchez pas trop longtemps a résoudre I'énoncé proposé. La aussi,
on risque de vous surprendre sur le parti pris de ce livre qui consiste a ne pas se fier au
baratin habituel de ceux qui vous disent : « en cherchant, on finit par trouver ». Avec ce genre
de phrase (destiné bien souvent a I'élite [qui en général n'achéte pas de livres puisqu’ils
n'en ont pas besoin] et formulé parfois par des gens qui n'ont jamais appliqué ce genre de
précepte a eux-mémes), beaucoup d'étudiants risquent de perdre inutilement 20 ou 30 min
pour un résultat nul.

En effet, les exercices classiques sont parfois le résultat de coups de génies de mathéma-
ticiens illustres du passé. A moins d'étre génial (ce qui est peut-étre votre cas), voulez-vous
risquer d’attendre un coup de génie identique ou plutét essayer de comprendre et d'assimiler
efficacement comment ils ont fait ?

Bref, ne cherchez pas inutilement et soyez pragmatique : passez vite a la correction et
essayez de la retenir. Laissez reposer une a deux heures (en changeant d’exo par exemple)
et essayez de le refaire. Vous serez vite fixés ! Si vous n'y arrivez pas, recommencez !
C’est comme en musique, n'espérez pas jouer un concerto de Chopin sans étre passe par
des heures et des heures d’entrainement sur des gammes. En maths, c’est pareil n'espe-
rez pas réussir un écrit d'algébre ou d'analyse de 4 h si vous ne vous étes pas entrainés
a diagonaliser, trigonaliser les matrices ou étudier la convergence des intégrales ou des
séries, etc., de ce livre.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Un groupe forcément abélien

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Qu’un groupe dont tous les éléments x vérifie X’ =€ est nécessairement abélien (commutatif).

e L’énoncé

Soit (G,x) un groupe vérifiant X’ =e pour tout X € G. On veut montrer que G est commutatif,
c'est-a-dire que Xy =yx (pour tous x,y e G).

1) Montrer que pour tous x,y G : (xy)_1 =Xy .

2) En déduire que Xy =yXx et donc que G est commutatif.

e Corrigé

1) Comme pour tout X € G x>=e,ona x~' = x pour tout xe G.

-1

Comme pour x,yeG, XyeG on a donc (xy) =xy (car la propriété précédente est vérifiée

par tous les éléments de G, y compris Xy !).

2)Ona (xy) =xy.Or (xy)" =y'x'.Onadonc xy =y 'x".

1 1

La propriété x~' = x valable pour tout X G donne y "=y et x™" = x . L'égalité xy =y x"
devient alors Xy = yx, ce qui prouve que G est commutatif (c’est-a-dire abélien).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Si X,y €(Gx) alors xyeG.

2) (xy)_1 =y x1.
3) G abélien (commutatif) si Xy = yX pour tous x,y € G, Xy = yX.

10



Algébre et géométrie 2¢ année

Réunion de deux sous-groupes

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques
O Ce que montre cet exo
Que la réunion de deux sous-groupes n’est en général jamais un sous-groupe sauf si I'un est
inclus dans l'autre.

e L’énoncé

Soient G, et G, deux sous-groupes d’'un groupe (G,x).

1) Montrer I'implication : Si G, =G, ou G, =G, alors G, UG, est un sous-groupe.

2) Montrer l'implication : Si G, 2 G, et G, z G, alors G, UG, n’est pas un sous-groupe.
3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Si G, =G, alors G, UG, =G, est un sous-groupe.

Si G, =G, alors G, UG, =G, est un sous-groupe. D’ou I'implication.

2) Supposons G, zG, et G, zG, et soit {91 i . Alors g,,0, eG,UG,.

g, €G, tel que g, £ G,

Montrons par un raisonnement par I'absurde que G, UG, n'est pas un sous-groupe.

Si G,uG, était un groupe alors g,9, € G, UG, soit: g,g, €G, ou g9, €G,.
d, = 9,99, € G, CONTRADICTION

Donc {ou . Ainsi : G;UG, n'est pas un sous-groupe.
;= 00,9, ' € G, CONTRADICTION

3) On obtient I'équivalence : G, UG, est un sous-groupe < G, =G, ou G, cG;,.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Pour montrer I'équivalence P < Q, on peut montrer que P=Q et que nonP =nonQ.
2) Si Gz G, et G, G, , alors il existe des éléments qui sont dans G, sans étre dans G, et

réciproquement.
3) Le principe du raisonnement par I'absurde.

1



Algébre et géométrie 2¢ année

A quoi est isomorphe
un groupe monogéne ?

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Que tout groupe monogene est soit isomorphe a (Z+) (s'il est infini), soit isomorphe a

(Z/nZ+) (s'il est fini d’ordre n).

e L’énoncé

Soit G= (x) = {xk ke Z} un groupe monogeéne (de générateur x et de loi X))

1) Supposons x d’ordre infini, montrer a I'aide du morphisme ¢:Z—G défini par ¢(k) =x que
G estisomorphe a Z.
2) Supposons x d’ordre fini n, montrer a I'aide du morphisme 6:Z/nZ—G défini par G(R) :xk,

que G est isomorphe a Z/nZ.

e Corrigé

1) ¢ est bien un homomorphisme de groupes car (K, +k,) =X = x“x% = ¢(k, ) xd(k, ) .

¢ est surjectif car G = {xk ke :} donc pour tout yeG, il existe KeZ tel que Y= X<

b est injectif car ¢(k;)=d(k,) =X =x =x“* =e . Or x étant d’ordre infini, cela n'est
possible que si K;—k, =0 soit k; =Kk, .

$:Z—G étant bijectif, G est isomorphe a Z .

2) © est bien un homomorphisme de groupes car 6(k, +k,)= xrke — ki 0(k,)x0(k, ).

O est surjectif car G = {xk ke Z} donc pour tout Y€ G, il existe KeZ tel que y:Xk donc tel
que y= XE (car X< :Xk).

0 est injectif car 6(k,)=6(K,) =X =X =X =e =k, -k, estdivisible parn (car x est
dordre n) < k, -k, =0[n] =k, =k, [n].

0:Z/NZ—G étant bijectif, G est isomorphe & Z/nZ.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) L'ordre d‘un élément x d’un groupe : si pour tout entier n=1,x" =e alors x est d’ordre infini,

sinon on appelle ordre de x le plus petit entier n>1 tel que X" =e.
2) Qu’un morphisme de groupes bijectif permet de montrer que deux groupes sont isomorphes.

12



Algébre et géométrie 2¢ année

Le théoréeme chinois

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques
O Ce que montre cet exo

Que si pged(m,n) =1 alors les groupes Z/mnZ et (Z/mZ)x(Z/nZ) sont isomorphes.

e L’énoncé

Soit ¢:(Z,+) > (Z/mZ,+)x(Z/nZ+) définie par ¢(x)=([x] ,[x] | avec pged(m,n)=1.

1) Montrer que ¢ est un morphisme surjectif de groupes. Qu’en déduire pour Im(¢) ?

2) Montrer que Ker(¢)=mZ ~nZ. En déduire que Ker(¢)=mnZ .

3) En utilisant le théoréme suivant : « soit ¢:E —F un morphisme de groupes, alors : Im(¢)

est isomorphe a E/Ker(¢) », en déduire que Z/mnZ et (Z/mZ)x(Z/nZ) sont isomorphes.

e Corrigé

1) ¢(a+b)=([a+b]_ ,[a+b]n):([a]m+[b]m,[a]n+[b]n):([a]m,[a]n)+([b]m,[b]n):(p(a)+(p(b).

Donc ¢ est bien un morphisme de groupes. Montrons que ¢ est surjectif.

Soit ([C]m,[d]n')e(Z/mZ+)x(Z/nZ+) . Comme pged(mn)=1, il existe abeZ tels que
[bne] =[c]_ f [bnc +amd] =[c]

am+bn =1 (Bézout). Donc [amd] :[d]n . Donc “bnc+amd]n :[d]n

f amc+bnc=c <
lamd+bnd=d

Ainsi 3 zeZ (a savoir z=bnc+amd) tel que ¢(z ([C] [d ]n) donc @ est surjectif.
Conclusion : Im(@)=(Z/mZ,+)x(Z/nZ,+) (espace d'arrivée du morphisme ¢ ).

2) Ona mZ~nZ =Ker(g). En effet : xemZ ~nZ équivauta « 3k, k' tels que x=Km=Kk'n ».

< [X] —[0] et [X] —[0] < (X ([0] [0] )_ | zmzpznz) < X €Ker (o).

Comme pgced(mn)=1 mZ~nZ= . En effet, MNZ cmZ ~nZ (car tout multiple de mn

est multiple de m et de n). mMZ~nZcmnZ car si XemZnnZ, il existe k et k’ tels que

x=km=Kk'n, donc m divise kKn mais comme pgcd(m,n)=1, d'aprés Gauss, m divise k', donc il

existe j tel que k'=jm , ce qui donne x=jmn donc xemnZ , ce qui prouve que

MZNNZ Cc mnZ.

3) Comme Im(¢) estisomorphe a E/Ker(¢) ou E=Z est'ensemble de départ du morphisme
)

¢ et que Ker(¢)=mnZ, on en déduit que (Z/mZ)x(Z/nZ) estisomorphe a Z/mnZ.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) ¢:(E,*) — (F,o) estun morphisme de groupes équivauta ¢(a*b)=¢(a)oo(b).

2) Théoréme de Bézout : pged(mn)=1 < 3abeZ : am+bn=1.
3) Théoréme de Gauss : Si n divise ab et que n et a sont premiers entre eux alors n divise b.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Caractérisation des groupes finis

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Qu’un groupe est fini si et seulement s’il a un nombre fini de sous-groupes.

e L’énoncé

1) Soit G un groupe fini, montrer qu’il a un nombre fini de sous-groupes.
2) Soit G un groupe qui admet un nombre fini de sous-groupes, montrer que G est fini.
3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Si G est fini alors 'ensemble de ses sous-groupes est inclus dans I'ensemble des parties de
G. Comme G est de cardinal fini, 'ensemble de ses sous-parties également et donc I'ensemble
de ses sous-groupes également.

2) Soit G un groupe qui admet un nombre fini de sous-groupes, alors les sous-groupes

monogeénes <X> , pour XeG sont eux aussi en nombre fini.

n
Comme G:Ux}, onaaussi G= U(Xi> (ot n est un nombre fini).
x=G i=1
Supposons que l'un des sous-groupes monogénes <X,> soit infini. Comme il est monogéne, il

serait isomorphe a Z (voir exercice « a quoi est isomorphe un groupe monogéne ?»).
Or Z possede une infinité de sous-groupes (tous de la forme nZ). CONTRADICTION !

n
Donc G= U(Xi> est fini comme union finie de sous-groupes finis.

i=1
3) On en déduit I'équivalence : G est un groupe fini < G posséde un nombre fini de sous-
groupes.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Tout groupe monogéne est soit isomorphe a Z (s'il est infini), soit isomorphe a Z/nZ (s'il
est fini d’ordre n).

2) Z posséde une infinité de sous-groupes (tous de la forme nZ).
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Algébre et géométrie 2¢ année

Groupe GL2(Z)

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
L’équivalence : MeGL,(Z) = det(M)=+1 .

e L’énoncé

Soit GL,(Z) le groupe des matrices a coefficients dans Z inversibles dans I'ensemble des

matrices a coefficients dans Z . Montrer que pour toute matrice M a coefficients dans Z, on a
I'équivalence : Me GL,(Z) < det(M)=+1.

e Corrigé

Montrons Me GL,(Z) =det(M) = +1.
Soit MeGL,(Z) alors 1=det(Id) = det(MM™") = det(M)det(M™).
2(Z

Or MeGLy(Z) donc det(M)<Z et M € GL,(Z) donc det(M™')e Z.
det(M) =1 {det(M)—1
u

1

det(M_1) = det(M—1) 4P D’ou det(M) =

Ainsi det(M)det(M™) =1 équivaut & {
Montrons det(M)=+1=MeGL,(Z).

ab
Soit M:[c d] avec det(M)=+1,a, b, cetddans Z.Comme det(M)=0, M est inversible.

d -b d -b
Gaims B =— ,onaM'=+ . Comme a, b, c et d sont dans Z,
det(M)|-c a -Cc a

-C a

On a donc bien pour toute matrice M a coefficients dans Z, I'équivalence :
MeGL,(Z) = det(M)=+1.

1 d -b . ,
M =+ est a coefficient dans Z. Donc MeGL,(Z).

O Ce qu’il faut retenir du cours

ab
1) Si MeM,(Z) alors det(M)eZ (car si M:(c d] avec a,b,c.deZ ona det(M)=ad-bceZ).

ab o .
2)Si M= alors M- = — ! ol (. 2 4
cd ad-bc{-c a ) det(M)-c a
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Algébre et géométrie 2¢ année

Le théoréeme de Lagrange

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Que si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G alors I'ordre de H divise l'ordre de G.

e L’énoncé

Soit (G,-) un groupe fini et soit H un sous-groupe de G.

1) On considére la relation binaire sur G définie par: aRb < b~™'a<cH. Montrer que R est une
relation d’équivalence.

2) Soit [a], ={xeG:xRa} une classe d'équivalence. En considérant ¢:H—[al, définie par

¢(X) =ax, montrer que [a], a pour cardinal ordre(H).

3) On rappelle qu’'une relation d’équivalence sur G détermine une partition de G. En déduire le
théoréme de Lagrange (1736-1813), a savoir que l'ordre de H divise I'ordre de G.

e Corrigé

1) R est réflexive car a'la=ecH (doncona aRa).

X
R est symétrique car si aRb alors b™'aeH et donc (b‘1a) eH soit a”beH soit bRa.

R est transitive car si aRb et bRc alors b™'a,c” b eH donc ¢ bba=c"a<H soit aRc.
Ainsi, R est bien une relation d’équivalence.

2) Considérons (p:H—>[a]R définie par (p(X)ZaX. ¢ est bien a valeurs dans [a]R car pour
tout XeH, (p(x)e[a]R. En effet on a ¢(x)Ra car a '¢(x)=a'ax=x et que XeH.

@ est surjective par définition de [a],. En effet, soit y [a], alors on a yRa donc a™'y eH
donc il existe heH tel que a™'y =h ce qui donne y = ah c'est-a-dire y =¢(h).

@ est injective car 0(X;) =0(X,) < ax,=ax, <a ax,=a 'axX, X, =X,.

¢ étant bijective, [a]; et H sont isomorphes et donc [al, a pour cardinal ordre(H).

3) Les classes [a]R forment une partition de G et sont toutes de cardinal ordre(H). Cela signifie
que l'ordre de G est un multiple de ordre(H). Ainsi I'ordre de H divise l'ordre de G.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) L'ordre d’un sous-groupe est égal a son nombre d’éléments.

2) Une relation d’équivalence sur G détermine, grace a ses classes d’équivalence, une partition
de G.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Les matrices tridiagonales symétriques
ont une structure d’espace vectoriel

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques
O Ce que montre cet exo
Qu’un certain type de matrices ont leur propre structure d’espace vectoriel.

e L’énoncé

d a, 0 --- 0
a, d, a, :
MeM,(R) est dite tridiagonale symétrique si elle est de la forme M= 0 a, . . 0
5 R
g - 9 a, 4

Soit T (R) I'ensemble des matrices tridiagonales symétriques.

Montrer que T,(R) forme un espace vectoriel. Préciser sa dimension.

e Corrigé

T.(R) est un sous-espace vectoriel de M,(R). En effet: la matrice nulle appartient bien a
T,(R) (car elle est de la forme des matrices de T, (R)) et pour MNe T (R) et A€, on a bien

M+2NeT (R) (car la forme des matrices de T (R) est conservée).

Déterminons une base de T (R). Soit (.Eii)m,'gn la base canonique de M,(R). Soit MeT, (R)

+E

La famille Eqy,-E..,(Esp +E31), - (Enqn +Ennq) €St donc génératrice de T, (R).

alors M:d1E11+'”+dnEnn+a1(E12+E21)+'”+an—1(En—1n nn—1)'

Elle est libre, car AE4y +---+A B, +14(Eip +Ex) + -+ 1t (Enin +Ennt) =0

SMEy+ A B i B By 1 B =0
SM=-=hy=py=--=py4=0 (car (E; )E”_(J] est une base donc une famille libre).
Ainsi la famille E;,---E,.(Ejz +E5), - (Enqn +E

T

n

est une base (car libre et génératrice) de

n-1n nn—1)

(R). Comme elle contient 2n—1 éléments, on a donc : dim(Tn (R))=2n-1.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) F sous-espace vectoriel de E si {OE} cF sipour uveF et AeR, on a bien u+AveF.

2) La base canonique de M,(R) est (E“- )ng1 ou E; est la matrice dont tous les éléments sont
nuls sauf celui de la i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.

3) Une base est une famille libre et génératrice.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Centre de M,(R)

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Que le centre de M, (R) est formé des homothéties de R".

e L’énoncé

On appelle centre de M,(R) I'ensemble C:{MeM(R):VNeNL(R),NN:NM} (C'est I'ensemble
des matrices de M,(R) qui commutent avec tous les matrices de M,(R)).

Soit MeC, en utilisant la base canonique (E‘J)mm de M,(R), montrer qu'il existe A €R tel que

M=2l,. Que peut-on en déduire ?

e Corrigé
0O - 0
0-=0m B8 P 0O - 0
Comme MeC,ona: MEij:EijM(Vi,j) soit : | : : 2 & =My my
8= 8 B =8 0 = 0
0O - 0
My =My =---=M 4 =M =---=m; =0
Ainsi pour tout 1<i<n1<j<n, m; =m

Ainsi M est diagonale avec des éléments diagonaux tous égaux donc il existe AR tel que
M=2l,. Réciproquement, les matrices de la forme Al, sont dans le centre C (car A|N=NA, =AN).

Conclusion : C={Al;A€R}.

Ainsi le centre de M, (R) est formé des matrices d’homothéties de R".

O Ce qu’il faut retenir du cours

M,(R) a une structure d’espace vectoriel, de dimension n’ et de base canonique (E‘j)&ﬁn ou

E; est la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la i-eme ligne et j-éme colonne
qui vaut 1.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Produit des éléments d’un corps fini

Chapitre concerné : 1. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Que le produit des éléments d’un corps fini vaut -1.

e L’énoncé

Soit K un corps fini (c’est-a-dire n’ayant qu'un nombre fini d’éléments).
1) Résoudre I'équation x? =1.
2) En considérant qu'il y a n éléments K, k,, -k, du corps K, montrer que k;xk, x---xk, =1

e Corrigé

1) x¥*=1=x?-1=0= (x-1)(x+1)=0 ©x=-1oux=1 (car K estun corps).

2) L'égalité x> =1<x=-10ux=1 prouve que 1 et -1 sont les seuls éléments égaux a leurs
inverses. Appelons-les Kk, etk, . Il reste donc tous les autres éléments K3,K,,---K, .

Chaque élément K; €{kyk,,---K | possede un inverse k;e {ksk,-k,} avec j=i ce qui
donne K; xkj =1. Sl on triait tous les couples (élément et son inverse) ainsi, on aurait a chaque

fois un produit égal & 1 ce qui donne I'égalité Ky xk, x---xk =1.

Comme k;=1et k, =-1, on a Kk, xk, x---xK_ =k, xk, xKy xk, x---xK_ =1x(-1)x1=-1.

O Ce qu’il faut retenir du cours
Dans un corps axb=0c=a=00ub=0. En particulier x> =1<x=-1oux=1.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Recherche de valeurs propres
par le polynéme caractéristique

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Comment trouver les valeurs propres d’'une matrice avec le polynédme caractéristique

e L’énoncé

E 1 -
Soit M=|2 4 -2
i -4 3

1) Déterminer le polynéme caractéristique de M.
2) En déduire les valeurs propres de M.

e Corrigé

r-5 -1 1

-4 2 11 4 1
1) det(Md-M)=| 2 1-4 2 :(7\—5)’ J_(_z)‘ 3‘+(_1)‘ J
4 1 A 1 - A—4

=(A-5)[(A-4)(A-3)-2]+2[~(r-3)-1]-1[-2-1(r-4) ]

=(A=5)[ W2 =7A+10]+2[-1+2] ~1[-2+2] =1° ~1227 +44).-48.

Le polynéme caractéristique est p(A) = A° 1202 +44).-48 .

2) 2 est racine évidente du polynéme p(2) =22 -12)? +44).- 48 . Factorisons-le par (A-2).
Soient a, b et c trois réels tels que pour tout %, 2° —12) +44}.— 48 = (). -2)(@)* +bi+c).

121202 +44).- 48 =().-2)(@)” +bh+C) =1 —120 + 441 - 48 =a)’ +(b—2a)1* +(c - 2b)A -2

ce quidonne a=1, b—2a=-12, c-2=44, -2c=-48 (car deux polyndmes égaux ont des
coefficients égaux) c'est-a-dire a=1, b=-10, c=24.

Donc 7°-1212 +44).-48=(1-2)(2?-10%.+24) . Le trindme 3?-101+24 admet pour racines
L=4 et A=6 (aprés calculs). Ainsi 1% 101 +24 =(1-4)(1-6).

Conclusion : p(%)=(~-2)(%»-4)(%»-6). La matrice M admet trois valeurs propres : 2, 4 et 6.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Le polynéme caractéristique de la matrice M est p(i)=det(Ald-M).

2) Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.
3) Les valeurs propres de M sont les racines de son polyndme caractéristique.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Recherche de sous-espaces propres
par les noyaux

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Comment trouver les espaces propres d'une matrice par I'étude des noyaux Ker(M-7Id).

e L’énoncé

5 1 -1
SoitM=[{2 4 -2

1 -1 3
Sachant que les valeurs propres de M sont 2, 4 et 6 (voir exercice précédent), déterminer les
sous-espaces propres E,, E, et E;.

e Corrigé
3 1 -1\x 01 3x+y-z=0 1
E, =Ker(M-2d)=1(x,y,2): 2|y |=]|0[;=1(xVy,2):{2x+2y-2z=0
171 1)z OJ X-y+z=0 J

:{xyz H Oyy =Vect(0,11).

J 1 1 -1)(x) (0 1 {x+y—z:0 1
E, =Ker(M-4ld)=1(x,y,z) 2(ly|=[0]p=1(xY.2):{ 2x-2z=0
1 1 -1 1)\z 0 lx—y—z:OJ
=0
:fxyz [v=0l] {(x,0,x)} = Vect(10,1).
%2) (=] =
1 —1)(x 01 [—x+y z=0 l
Eg =Ker(M-6ld)={(x,y,2): 2 2|y|[=|0[t=1(xV.Z):12x-2y-22=0
-1 3)\z OJ 1x—y—3z:0 J

B {(x,y,z) : {i i 3}} = {(x%0)} = Vect(110).

Ainsi les sous-espaces propres de M sont :
E, = Vect(0,11), E, = Vect(1,0,1), Eg = Vect(1,1,0).

O Ce qu’il faut retenir du cours
Le sous-espace propre E, de M vérifie : E, =Ker(M-2ld).
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Algébre et géométrie 2¢ année

Valeur propre par simple observation

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres
O Ce que montre cet exo
Que par une simple observation sur les colonnes d’'une matrice, on peut trouver des valeurs
propres.

e L’énoncé

1 0 1 1 1 2
Soient M={0 1 1|etN=|1 2 3
1 0 1 1 3 4

1) Montrer que 2 est valeur propre de M.
2) Montrer que 0 est valeur propre de N.

e Corrigé
1 0 0
1) Soient ¢,| 0|, &,/ 1| et &;] 0|.0On a en regardant les colonnes de la matrice M :
0 0 1

M(e,)=e,+e; M(e,)=e,, M(e;)=e,+e, +e; etdonc:

M(e;+e,+e;) =M(e;) +M(e,) +M(e;) =(e,+e3) +&, +(e;+e, +€;) =2(e, +e, +€;) .

Comme €,+e,+e, =0, 2 est valeur propre de M.

2) On a rg(N)=2 (car en regardant les colonnes de N, on a C;=C,+C,). Donc d'aprés le

théoreme du rang, dim(Ker(N))=3-2=1, donc Ker(N-0-Id) = {0} . Cela prouve que 0 est valeur

propre de N.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) A est valeur propre de f < il existe V=0 tel que f(v)=2v < Ker(f-2ld:)={0g}.

2) Le rang d’'une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

3) Théoréme du rang : dim(E) = dim(Ker(f))+rg(f) (ou f application linéaire de E dans F).

4) 0 valeur propre de f & Ker(f-0-1dz) ={0z] = Ker(f)={0z} < fnon injective.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Vecteurs propres
de ’opérateur de dérivation

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo

Que sans matrice (car on est en dimension infinie), on peut parfois quand méme trouver des

valeurs propres et méme des espaces propres !

e L’énoncé

Soit ¢:C*(R) - C*(R) définie par ¢(f)=f" (¢ est appelé opérateur dérivé).
1) Déterminer le sous-espace propre E, de ¢ associé a la valeur propre 0.
2) Déterminer le sous-espace propre E, de ¢ associé a chaque valeur propre A=0.

e Corrigé

1)Ona E, :Ker(¢—0-ld):Ker(q)):{feC"(R):¢(f):OC,IEI} :{feC’“(R’):f':O -

I.\)!
= {f eC*(R):f= CSte} . E, est donc le sous-espace vectoriel des fonctions constantes.
2)Ona:

E, =Ker(¢-A-Id)={f eC*(R):¢(f) =M} = {f e C*(R):f' =M} = {f e C*(R) :f(x) =ke”* k e R} .

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) A est valeur propre de f < il existe v =0 tel que f(v)=3v o Ker(f-2ldz)={0g] .

Si A est valeur propre, alors E, =Ker(f -2Id-) est I'espace propre associé.

2) f'=Af © Ik eR:VxeR,f(x)=ke™.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Valeurs propres d’une matrice de rotation

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Que la matrice de rotation d’angle e::o[n] n'admet pas de valeurs propres réelles.

e L’énoncé

cos6 -sind
sin coso
R, n‘admet aucune valeur propre réelle.

1) En étudiant son polynéme caractéristique.
2) En raisonnant géométriquement .

Soit R, :[ ) avec 6=0[n|, la matrice de rotation d’angle 6 de R*. Montrer que

e Corrigé

A —CO0SO sin®

1) Ona p(r)= = (3. —cos6)’ +sin? 6 = 1% —21.cos 6 + Cos? 6 +sin? 6

-sin® A —cos6
=22-20cos6+1 . Or ce polyndme du second degré admet pour discriminant
A=(-2c086) -4 =4c0s?0—4 = 4(cos®6-1)=—4sin’6.

On a A<O (sauf si sSin6=0, c’est-a-dire si 9¢0[n]). Ce polynédme n’admet donc pas de racines,

et donc R, n'admet aucune valeur propre réelle.
2) Supposons que R, admette une valeur propre A réelle non nulle. Alors il existe v = 0_‘2 tel

que Ry (v)=2av. Cela signifierait que le vecteur R (v) (qui est le vecteur v ayant subi une

rotation d’angle 6 ) serait colinéaire au vecteur v. Or cela ne peut arriver que si I'angle est nul
ou plat. CONTRADICTION (car 6=0[2x] et 6=x[2r]).

Ainsi R4 n'admet pas de valeur propre réelle non nulle.

Enfin R, n'admet pas 0 comme valeur propre, tout simplement parce que Ker(Re):{ORZ}

puisque R, estinversible (car det(R,)=1x(cos’(6)+sin’(6))=1).

Ainsi R4 n'admet pas de valeur propre réelle.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Le polynéme caractéristique de la matrice M : p(2)=det(2ld-M).

2) sin6=0<6=0[x|.
3) & est valeur propre de f < il existe v=0g tel que f(v)=iv < Ker(f-2ldz)={0c}.

4) 0 valeur propre de f & Ker(f-0-Idz) ={0z] = Ker(f)={0z} < fnon injective.
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Algébre et géométrie 2¢ année

fog et gof ont mémes valeurs propres

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres
O Ce que montre cet exo
Que fog et gof ont le méme spectre (c’est-a-dire les mémes valeurs propres) lorsque f et g

sont deux endomorphismes de E, ou E est un espace vectoriel de dimension finie.

e L’énoncé

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension finie.
1) Montrer que toute valeur propre non nulle de f g est également valeur propre de g-f.

2) a) Démontrer I'équivalence f - bijective < g-f bijective.
b) En déduire que si 0 est valeur propre de f-g alors 0 est valeur propre de g-f
3) En déduire que f-g et g-f ontle méme spectre.

e Corrigé

1) Soit =0 une valeur propre de f-g. Alors il existe v=0¢ tel que fog(v)=%v.

fog(v)=2v équivaut & f(g(v))=Av. On a donc: g(f(g(v))):g().v) donc g(f(g(v))):kg(v)
donc (gof)(g(v))zkg(v). Prouvons que g(v)=0 ce qui montrera que A est une valeur propre
de g-f . Supposons que g(v)=0 alors fog(v)=f(0)=0 donc Av=0. Or A=0 et v=0 .
CONTRADICTION ! Ainsi g(v)=0, ce qui prouve que toute valeur propre 1=0 de fog est
également valeur propre de g-f.

2) a) Immédiat car det(fog)=det(gof)=det(f)det(g) (et car f-g bijective < det(fog)=0).

b) Si 0 est valeur propre de fog alors fog n'est pas injective. Comme fog est un
endomorphisme de E, f =g n’est pas bijective.

Or f-g non bijective & ¢g-f non bijective (car fog bijective & ¢g-f bijective d’aprés 2)a)).
Donc g-f n’est pas bijective, donc g-f n’est pas injective (car g-f est un endomorphisme de

E) donc 0 est valeur propre de g-f.

3) Par un raisonnement similaire (symétrie), on peut montrer que toute valeur propre A=0 de
g-f est valeur propre de fog, et que si 0 est valeur propre de g-f, elle est aussi valeur

propre de f-g. On a donc égalité des spectres de f-g et g-f.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) A est valeur propre de f < il existe V=0 tel que f(v)=av o Ker(f-2ld:-)={0}.

2) det(fog)=det(gof)=det(f)xdet(g) pour f et g endomorphismes de E.
3) 0 valeur propre de f & Ker(f-0-ld.)={0¢} < Ker(f)={0z] < fnon injective.

4) Pour f endomorphisme de E, on a : f injective < f surjective < f bijective (conséquence du
théoréme du rang).
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Un endomorphisme d’un C-e.v admet
toujours un hyperplan stable

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Qu’un endomorphisme d’'un C-eVv de de dimension finie admet toujours un hyperplan stable.

e L’énoncé

Soit E un C-ev de dimension n et f un endomorphisme de E. On veut montrer qu’il existe un
hyperplan (sous-espace vectoriel de dimension n—1) stable par f.
1) Démontrer qu’il existe un nombre complexe A tel que dim(ker(f—lld)) =1.

2) En déduire qu’il existe un hyperplan H tel que Im(f-2ld) cH.

3) Montrer que vXxeH, f(x)=f(x)-2x+ix et que par conséquent f(x)<H. Conclusion ?

e Corrigé

1) D’aprés le théoréme de d’Alembert Gauss, le polynéme caractéristique de f admet au moins
une racine complexe. Appelons-la A . A étant une racine du polynéme caractéristique est par

définition une valeur propre de f. Ainsi ker(f-2Id)={Q:} et donc dim(ker(f-%ld))=1.

2) Daprés le théoréme du rang, on a dim(E)=dim(ker(f-Ald))+rg(f-Ald) soit
n=dim(ker (f —ld)) +dim(Im(f - Ald)).

Comme dim(ker(f-2ld)) =1, on en déduit que dim(Im(f-2ld))<n-1.

Ainsi, il existe H, sous-espace vectoriel de dimension N—1, tel que Im(f-2Id) cH.

3) Soit xeH, alors AXeH (car H est un s.e.v). Par ailleurs, f(x)-2x=(f-2ld)(x). Comme
Im(f-2Id) =H, on en déduit que f(x)-2xeH.

Comme f(x)=f(x)-2x+2x, on en déduit que f(x)eH, comme somme de vecteurs de H.

7 =H
=H

Ainsi, f(H) cH, ce qui prouve qu'il existe un hyperplan stable par f.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Le théoréme de d’Alembert Gauss : tout polynéme (non constant) a coefficients complexes
admet au moins une racine complexe.

2) Un hyperplan d’'un espace vectoriel E de dimension n, est un s.e.v de E de dimension n-1.

3) Théoréme du rang : dim(E) :dim(ker(f))+rg(f) (ou f application linéaire de E dans F).
4) H stable par f < f(H)cH.
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Un endomorphisme d’un C-e.v
est toujours trigonalisable

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Qu’un endomorphisme d’'un C-eVv de de dimension finie est toujours trigonalisable.

e L’énoncé

Montrer par récurrence sur n=1, la propriété :

P, : « Tout endomorphisme d'un C-eVv de dimension n est trigonalisable ».

e Corrigé

Initialisation : P, est vraie car si f un endomorphisme d’'un C-ev de dimension 1 alors soit f est
'endomorphisme nul, donc de matrice nulle, et bien sar trigonalisable soit f n'est pas
'endomorphisme nul, auquel cas il existe A1=0 tel que f=Ad, donc de matrice réduite au
coefficient non nul %, donc trigonalisable.

Hérédité : Supposons P, vraie (c'est-a-dire que tout endomorphisme d’'un C-ev de dimension
n est trigonalisable), et montrons que P, , est encore vraie (C'est-a-dire que tout

endomorphisme d’'un C-ev de dimension n+1 est trigonalisable),

Soit f un endomorphisme d'un C-ev E de dimension n+1. Il existe un hyperplan H (donc de
dimension n) stable par f (voir exercice précédent). La restriction de f a H (de dimension n) est
donc trigonalisable.

Il existe donc une base B=(e,e,,--e,)de H dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure. Soit e, ,€E\H alors (e, e,,---,€e,,) est une base de E (car €,.4 est linéairement
indépendant de B=(e,e,--e,)) et dans cette base la matrice de f est triangulaire :

* * % * *
%* * %* *

L * %

* *

*

Conclusion : comme P, est vraie, et que P, est héréditaire, P, est vraie pour n=1.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Le principe du raisonnement par récurrence (Initialisation, Hérédité, Conclusion).

2) Un endomorphisme d'un C-ev de de dimension finie admet toujours un hyperplan stable
(voir exercice précédent).

3) H stable par f < f(H)cH.
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Les secrets du polynéme annulateur

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Comment utiliser a bon escient les informations données par un polynédme annulateur.

e L’énoncé

Soit Me M, (C) une matrice vérifiant tr(M)=0 et M? =M. Montrer que M est la matrice nulle.

e Corrigé

Le polynébme P(x):xz—x est un polyndbme annulateur de la matrice M. Or I'ensemble des
racines d’'un polynédme annulateur d’'une matrice contient le spectre de la matrice.

Ainsi, Sp(M) < {01} (les racines de P(x)= % —X).

Par ailleurs, la trace d’'une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres.

Comme tr(M) =0, les seules valeurs propres possibles de M sont donc 0.

Enfin, MV =M<=M -M=0<M(M-Id)=0. Comme 1 n'est pas valeur propre de M, M-Id est
inversible (donc (M—Id)_1 existe).
On a alors : M(M-Id) :0<:>M(M—Id)(M—Id)_1 :O(M—Id)_1 <M=0 (ce qu'on voulait).

Autre méthode (utilisable avec les connaissances de 1° année) : Comme M? =M, M est une
matrice d’'un projecteur p (un projecteur p est un endomorphisme caractérisé par la relation

p>=p). En utilisant une base adaptée a ce projecteur p (base de I'image concaténée avec une
base du noyau) on constate que la trace de M est égale au rang de p. Comme tr(M)=0 (par
hypothése), on en déduit que rg(p)=0 et donc que p est 'endomorphisme nul et donc que M

est la matrice nulle.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) L'ensemble des racines d’'un polyndme annulateur d’'une matrice contient le spectre de la
matrice.

2) La trace d’'une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres.

3) A est valeur propre de M < Ker(M-ld)={0} < M-2ld inversible.
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Les valeurs propres d’une matrice
antisymétriqgue sont nulles ou imaginaires

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres
O Ce que montre cet exo
Qu’une matrice antisymétrique réelle n'admet que des valeurs propres nulles ou imaginaires
pures.

e L’énoncé

Soit Me M, (R) une matrice antisymétrique (c’est-a-dire vérifiant 'M=-M). On souhaite montrer

que M n’admet que des valeurs propres nulles ou imaginaires pures.
Soit A €C une valeur propre de M associée a un vecteur propre V=0

1) Montrer que 'V'M=2'V . En déduire que VM=-% V.
2) Montrer que tVMMV = —U_Vt\_/v.
3) En déduire que 2% +21 =0 et donc que % est soit nulle soit imaginaire pur.

e Corrigé

1) On a MV=AV donc MV=2.V (car MeM,(R) ) donc VM=%V (en passant aux
transposées).

Comme M est antisymétrique, on a 'M=-M. Ainsi 'V(-M)=%'V donc 'VM=-7 V.

2) "WWIMV = ' W(MV) = -2 V(MV) = <2 V() = 3% W (car WM =—%V et car MV = V).

3) WMV = -2 W & ' WM(MV) = 3% W = " W(AV) = 2% W oA WI(V) = A% W
SAVAV = 2% W 22 W= W.

Or V étant un vecteur propre, V est non nul, par conséquent t\_/V 0.

On a donc: A*=-Ak donc A*+3%=0 donc A(A+%)=0 donc A=0o0u (A+%)=0 donc

2. =0o0ux=-x donc A estnulle ou imaginaire pur.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Si A eC est une valeur propre de M associée a un vecteur propre V =0 alors MV =1V .

2) {(MV) ="'VM.
3) »=-. < 2 estunimaginaire pur.
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Un projecteur est toujours diagonalisable

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres
O Ce que montre cet exo
Qu’un projecteur est toujours diagonalisable.

e L’énoncé

Soit p un projecteur d’'un espace vectoriel E de dimension finie, c’est-a-dire un endomorphisme
de E tel que p?=p . p est diagonalisable car il admet x2—x:x(X—1) comme polynéme

annulateur scindé a racines simples mais on veut le redémontrer par une autre méthode.
1) Soit A €C une valeur propre de p. Montrer que nécessairement =0 ou A=1.

2) Montrer que Ker(p)®Im(p)=E.
3) Montrer que Im(p)={x<E:p(x)=x}.
4) En déduire que p est diagonalisable.

e Corrigé

1) Soit V=0 un vecteur propre associé a A, alors pV=2V . Donc p(pV)=p(2V) donc
p?(V)=2p(V). Comme p?=p , cela donne p(V)=2p(V) donc AV=2LV donc AV=2%V.
Comme V =0, cela donne A =22 donc A—%%=0 donc #(1-7)=0 donc A=0 ou A=1.

2) On a Ker(p)nlm(p)={0g} car Ker(p)nim(p)>{0g} (comme sev) et car
Ker(p)~Im(p) = {0z} . En effet, si yeKer(p)nIm(p) alors p(y)=0 et il existe XeE tel que
y =p(x).D'ou 0=p(y)=p(P(X))=p*(X) =P(X) =Y. Ainsi Ker(p) ~Im(p) = {O¢}

On a Ker(p)+Im(p) =E car Ker(p)+Im(p)c E (comme s.e.v de E) et car Ker(p)+Im(p)oE
gréce a la décomposition X =X-p(X)+p(X). Ainsi Ker(p)@®Im(p)=E.

S0 0/ 0 A
=Ker(p) elm(p)

3) Montrons que Im(p) = {x €E:p(x)=x].

Soitx eIm(p), alors p(x)=x (car si xelm(p), 3y €E tel que x=p(y), donc p(x):p(p(y))
donc p(x)=p*(y) donc p(x)=p(y) [car p?=p]donc p(x)=Xx).

Donc Im(p)c{XEE:p(x):x} . Réciproquement, p(x)=x implique xelm(p) . Donc
Im(p) > {xeE:p(x)=x}.0nadonc Im(p)={xeE:p(x)=x].

4) Comme Ker(p)={xcE:p(x)=0-x},ona: E={xeE:p(x)=0-x}@{xcE:p(x)=1-X}.
Comme E={xeE:p(x)=0-x}@{xeE:p(x)=1-x], relativement & une base adaptée a cette

décomposition, la matrice de p serait diagonale (avec uniquement des valeurs nulles ou égales
a 1 sur la diagonale). p est donc diagonalisable.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Si .. eC est une valeur propre de p associée a un vecteur propre V =0 alors pV =21V .

2) Un endomorphisme de E (dim finie) est diagonalisable s'il existe une base de E pour laquelle
la matrice de f est diagonale.
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Matrice compagnon de Frobenius

Chapitre concerné : 2. Valeurs propres, vecteurs propres

O Ce que montre cet exo
Comment trouver une matrice ayant pour polynéme caractéristique un polynédme donné a
I'avance.

e L’énoncé

0 0 —a
Soit P(x)=x> +a,x* +ax+a, etsoit M=| 1 0 -a,
0 1 -3

1) Montrer que le polynéme caractéristique P (%)= det(xld—M)de M vaut P(n).

2) En déduire une matrice dont le polyndme caractéristique vaut 2> —22% +3%+5.

e Corrigé
r 0 a
A a 0 a
1) B,(M)=|-1 » a :x‘_1 = lx_(_1)‘—1 = ikzx(k(a2+k)+a1)+1(0+a0)
0 -1 a,+A . .

=M(@r+2% +a,)+ag =a,0? +1° +ah +a, =A% + @)’ +a +a, =P(1).
2) 2°-22+31+5=P(%) avec P(x)=x’-2x*+3x+5 cest-a-dire P(X)=Xx>+ax’ +ax+a,

avec a,=-2 a,=3, g,=5.
0 0 -q, 0 0 -5

Donc M={1 0 -a, |=|1 0 -3| aura bien pour polynéme caractéristique iy PR TR
01 -a, 01 2
A 0 5
LA 3 0 5
Eneffet: B,(A)=[-1 » 3 [=A (-1 =A(A(A-2)+3)+1x(0+5)
0 1 A_2 -1 A-2 -1 A-2

=A%(A-2)+31+5=2%-222+32+5.

O Ce qu’il faut retenir du cours

0 0 -4
Pu(2)=det(Ald-M). 2) M=/ 1 0 -a, | est appelée matrice compagnon de Frobenius du
01 —a

polynéme P(X)=Xx’+a,x*+ax+a, . On a alors R,(1)=P(1) ou P,(.) est le polynéme
caractéristique de M.
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Diagonalisation d’une matrice 2x2

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Comment diagonaliser une matrice 2x2.

e L’énoncé

3 2
Soit A= (1 2] . Diagonaliser A.

e Corrigé

r=3 2

-1 x-2
Valeurs propres : 1 (simple) et 4 (simple).
Sous-espace propres :

E, = {(x,y) eR”: {ZX = 0}} = {(x,y) eR?:y= —x} = Vect{(1-1)} (dimension 1).

Polynéme caractéristique : P(%)=

’:(;¥—3)(;y—2)—2:>~2—5;‘+6—2:;.2—5;¥+4.

x+y=0
2. [—Xx+2y=0 ) ) ,
E, ={(x,y)e_«\2 :{X—Zy:O }:{(x,y)eRz:x:2y}:Vect{(2,1)} (dimension 1).

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes, A est diagonalisable.

Ona A=PDP" avec P:[ L 2), D:[1 0], PT=

1/3 -2/3
-1 1 0 4 '

1/3 1/3

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P(%)=det(2ld-A).

2) Définition d’un sous-espace propre : E, =Ker(A-2Id).
3) A est diagonalisable < le polyndme caractéristique P(%) est scindé et pour chaque valeur

propre 7, la dimension de I'espace propre E, est égal a I'ordre de multiplicité de P(%).
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Diagonalisation délicate d’une matrice 2x2

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Comment diagonaliser une matrice 2x2.

e L’énoncé

0
Soit A :(b g] (avec a=b=0). Diagonaliser A.

e Corrigé

Polynéme caractéristique : P(%)=

_b 7‘\1

Valeurs propres : Jab (simple) et ~\/a_b (simple).
Sous-espace propres :

Eg = {( x,y)eR?: {;fja_;:izo}} = {( xy)eR?:y= \/gx} E Vect(\/g,\/g) (dimension 1).

E_\/a_b = {(x,y) {;/x_:/fz EH { (xy)e Iy = —\Ex} = Vect(\/g,—\/g) (dim 1).

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs

JaJa]
& )

propres correspondantes, A est diagonalisable. On a A=PDP"' avec P:{

1
(5 el S )
-2/ab( b a 1
2Ja 2b

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P(%)=det(Ald-A).

2) Définition d’'un sous-espace propre : E, =Ker(A-2ld).
3) A est diagonalisable < le polynéme caractéristique P(2.) est scindé et pour chaque valeur

propre A, la dimension de I'espace propre E, est égal a I'ordre de multiplicité de P(%).
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Diagonalisation d’une matrice 3x3

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Comment diagonaliser une matrice 3x3.

e L’énoncé

3 11
Soit A=/0 2 O0|. Diagonaliser A.
113
e Corrigé
rA-3 1 -1
" i r-2 0 1 -1
Polynéme caractéristique : P(A)=| 0 A-2 0 |=(r-3) +(-1)
1 0 g 1 k- r-2 0

=(%-3)(A-2)(x-3)-(r-2)= (;.—2)[(;&—3)2 —1} =(A-2)(A-4)(A-2)=(A-2)*(r-4).

Valeurs propres : 2 (double) et 4 (simple).
Sous-espace propres :

E, :{(x,y,z)ei%i3:x—y+z:0}={(X,y,2)€1’31y:X+Z}

={(xx+22)eR®| = Vect{(110),(0,11)} (dimension 2).

-X-y+z=0 B
E, = 1(x,y,z)e R®:{-2y=0 = {(x,y,z) cR® {i ; ;} = {(x,O,x) e IR3} = Vect{(1,0,1)} (dim 1).
x-y-z=0

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes, A est diagonalisable.

10 1 200 11 i 4
Ona A=PDP"' avec P=[{1 1 0|, D=/0 2 o,FH:E - 4 1
01 1 00 4 1 -1 1

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P(1)=det(2ld-A).

2) Définition d’'un sous-espace propre : E, =Ker(A-2Id).
3) A est diagonalisable <> le polynéme caractéristique P(2) est scindé et pour chaque valeur

propre A, la dimension de I'espace propre E, est égal a I'ordre de multiplicité de P(%).
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Diagonalisation délicate d’une matrice 3x3

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice
O Ce que montre cet exo
Comment diagonaliser une matrice 3x3.

e L’énoncé

0 0 a
Soit A=/{0 b 0] avec a>b>c>0, b’=ac. Diagonaliser A.
c 00O
e Corrigé
A 0 -a
Polynéme caractéristique : P(A)=|0 A-b 0 :k’k_b 0|+(—c)’ ¢ -
. 0 & 0 A A-b O

=22(1-b)-ac(r-b)=(r-b)(1? -ac) = (% -b)(r-ac)(r++ac).

Valeurs propres : b (simple) , Jac (simple), —«/E (simple). Sous-espace propres :

E, ={(xy.z)eR®:-bx+az=0,cx-bz =0} = {(x,y,z) e R* : x = 0,2 = 0} = Vect{(0,1,0)} (dim 1).
—Jacx+az=0 &

Em =1(xy.2)eR®: (b—\/E)y:O =3(x,y,2)eR3: ZZEX :Vect{(JE,O,JE)} (dim 1).
cx—+/acz=0 1 p=i

Jz%xwuaz:O] Jc 1

Eg =1(xy.2)eR®:{(b+Vac)y =0 =1{(xy.z) e R®: il :Vect{(Ja,o,_JE)} (dim 1).
cx++acz=0 J J

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes, A est diagonalisable.

y=0

Ona A=PDP'avec P=|{1 0 0 |.D=[0 vac 0 ,P‘E#O #
a C

0 Jc —c 0 0 -Jac 3 4

B e

2/a 2/

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P()=det(2ld-A).

2) Définition d’'un sous-espace propre : E, =Ker(A-2ld).
3) A est diagonalisable < le polynéme caractéristique P(2) est scindé et pour chaque valeur

propre A, la dimension de I'espace propre E, est égal & I'ordre de multiplicité de P(%).
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Diagonalisation de la matrice (xx)),,

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut parfois diagonaliser une matrice sans utiliser le polynéme caractéristique.

e L’énoncé

XXy XXy X4Xs5
Soient X4,X,,X3 trois réels non nuls. Diagonaliser M=| X,X; X,X, X,X,
X3X1 XgXp  X3X3

e Corrigé

M est symétrique réelle, par conséquent diagonalisable avec des valeurs propres réelles. On
peut trouver les valeurs propres par simple observation de la matrice.

X1 X1 X1 X4
rg(M) =1 car les colonnes C, =X;| X, |, C, =X, | X, |, C3 =X;3| X, | sont multiples de | X,
X3 X3 X3 X3

D’apres le théoreme du rang, on a dim(Ker(M)) =2 donc 0 est valeur propre d’ordre 2.
Comme tr(M)=XX; + XX, + X3X3 et que tr(M)= ZVaIeurs propres , on en déduit que

XXq + XX, +X5X5 est 'autre valeur propre, d’ordre 1. Déterminons les sous-espaces propres :
E, =Ker(M) avec dim(Ker(M))=2 . On a E,=Vect((x,,—x,,0).(X;.0,-X,)) (ces deux

vecteurs conviennent car ils sont dans le noyau de M et qu’ils forment une famille libre).
est un espace de dimension 1. On a E =Vect(X,,X5,X5) (ce vecteur

XX+ XoXp +X5Xs XXy +XoXp+XaX3

convient car il est vecteur propre de M pour la valeur propre X;X; +X,X, +X3X3). On a donc :

X, X3 X% 00 0
M=PDP"' avec P=|-x, 0 x,(,D=|{0 O 0
0 X, X, 0 0 XXq+X5X, +X3Xg
Bk ~B5=k" Rk
. 1 5
P = XiX3 XXz  —X{ —X,° | (aprés calculs).
2 2 2
X1 (X" + %% +%3°)|
X, X K

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable avec des valeurs propres réelles.

2) Théoréme du rang : dim(E) =dim(ker(f)) +rg(f) (ou f application linéaire de E dans F).
3) Sous espace propre E, =Ker(M-2xld).
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Une famille de matrices
toujours diagonalisables

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Comment utiliser une condition suffisante de diagonalisabilité.

e L’énoncé

1 a 1
Soit A=|a 1 a|. Montrer que A est toujours diagonalisable pour tout a=1.
1 a 1
e Corrigé
Polyndme caractéristique :
r-1 -a -1
PA)=|-a 2=1 -a|-a-0" " 2Bl () _1’+(—1) 4 -
4 .3 A1 -a r-1 -a A-1 r-1 -a

= (=1 (21" -&") +a(-a(r~1)-a)-1(&" +(-1))

=(A-1)’ -(A-1)a? -a?(r-1)-a? -a% —(A—1)

=230 +30-1+22° - 208’ -& -a” -A+1=1° - 30% - 2Aa” + 24 = A(A* -3 - 28° + 2).

Le polynbme caractéristique posséde trois valeurs propres distinctes. En effet, 0 est valeur
propre de A. Quant aux deux autres valeurs propres, elles sont racines du polynébme du
2" degré A2 -3 —2a% +2 dont le discriminant vaut : A=9+8a%>-8=1+8a°.

Ce discriminant étant strictement positif, les deux racines sont distinctes. Elles sont différentes

de 0 toutes les deux, car 0 n’annule pas le polynéme A% —3%-2a° +2 (car a=1).
Ainsi, A est diagonalisable (car P est un polyndme scindé a racines simples).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P(1)=det(2ld-A).

2) Si les trois racines du polynéme caractéristique sont distinctes, alors la matrice est
diagonalisable.
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Calcul d’une puissance de matrice n°1

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
Le calcul de la puissance n-ieme d’'une matrice carrée 2x2.

e L’énoncé

Soit A :[a b). Calculer A”.
b a

e Corrigé

(r-a)’ -b? =(A-(a-b))(r—(a+b)).

Valeurs propres : a-b (simple) et a+b (simple).
Sous-espace propres :

E p= {(X,y) eR?:x+y= 0} = Vect{(1-1)} (dimension 1)

Polynéme caractéristique : P(%)

E..= {(x,y) eR?:—x+y= o} = Vect{(11)} (dimension 1).

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes, A est diagonalisable.

2 i [ a-b 0 4 (112 -1/2
Ona A=PDP™" avec P = = D= ; P s :
-1 1 0 a+b 172 112

a-b)" 0
Ona A"=PD'P" avec D" = ( ) | dou:
0 (a+b)

1 - . - 5
i —(a+b) +§(a—b) E(a+ ) —E(a—b)
Jia+ )“_%(a_b)” %(a+b)n+%(a—b)n

NI~ DN

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Définition du polynéme caractéristique de la matrice A : P(1)=det(2ld-A).

2) Si A=PDP" alors A" =PD"P" (n entier positif).
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Calcul d’une puissance de matrice n°2

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice
O Ce que montre cet exo

Le calcul de la puissance n-ieme d’une matrice carrée 3x3.
e L’énoncé

a b b
Soit A=|b a b|. Calculer A".
b b a
e Corrigé
Polynédme caractéristique :
r-a -b b r-(a+2b) n-(a+2b) r-(a+2b)
P(»)=| b r-a -b = -b 3~8 -b
LyeLy+Lo+L,
-b -b r-a -b -b rL—a
1 1 1 1 0 0
=(r-(a+2b))[-b r-a -b| = (r-(a+2b))|-b A-(a-b) 0
C,«C;-C,
-b -b A —a|c,c,-c, -b 0 - (a —b)

=(A-(a+2b))(r-(a —b))2 . Valeurs propres : a-b (double) et a+2b (simple).
Sous-espace propres :

E,p ={(xY.2)eR®:x+y+2 =0} = Vect{(10,-1),(1-21)} (dimension 2) ;

E, 51— Vect{(1,1,1)} (dimension 1).

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondantes, A est diagonalisable.

11 1 a-b 0 0 172 0 -1/2
Ona A=PDP"avecP=/0 -2 1|,D=| 0 a-b 0 |,P"'={1/6 -1/3 1/6
-1 1 1 0 0 a+2b 143 143 U3
(a-b)" 0O 0
Ona A"=PD'P"avec D"=| 0 (a-b)" 0 d'ou :
0 0 (a+2b)

1 n 1 n 1 n 1 n 1 no 1 n 1 no 1 n
—(a-b) +—=(a+2b) +—(a-b) —(a+2b) —-—(a-b) —(a-b) +—(a+2b) ——(a-b
s(a-b)"+=(a+20) +2(a-b)" —(a+20)'~—(a-b)' —(a-b)'+-(a+20)"~(a-b)

1 n 1 n 1
A" = —(a+2b) -—=(a-b
Ya+26) - La-b)

1 n 1 n

§(a+2b)n+§(a—b)n §(a+2b) —g(a—b)

%(a—b)"+%(a+2b)"—%(a—b)" %(a+2b)"—%(a— )’ —(a—b)"+%(a+2b)"+%(a—b)"

D| =

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Polynéme caractéristique P(%)=det(xld-A). 2) Si A=PDP" alors A" =PD"P"
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Expression de suites récurrentes linéaires

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice
O Ce que montre cet exo
Comment la diagonalisation de matrices permet d’obtenir I'expression de deux suites.

e L’énoncé

: . _ =2
Soient (X,) et (Y,) deux suites définies par : IX"“ Xn ¥ ¥
lyn-ﬂ = Xn 2 2yn

Déterminer I'expression de X, et y, en fonction de n.

et Xq.Y, réels.

e Corrigé
2 1} 2 1
Ona Xne1 :[2 1] Xn . Donc par récurrence : o |_ j Xo . Soit A= i
yn—1 1 2 yn yn 1 2 yO 1 2
. R rA-2 -1 2
Polynéme caractéristique P(1) = i 2:(A—Z) -1=(A-1)(A-3).

Valeurs propres : 1 (simple) et 3 (simple). Sous-espace propres :
E,={(xy)eR*:x+y =0} ={(xy) e R?:y = x| = {(x—x): x € R} = Vect{(1-1)} (dimension 1)

E, :{(x,y)e R2:-x+y :0} = {(x,y)e R?2:y= x} ={(x,x): x e R} = Vect{(11)} (dimension 1)

Comme les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs
propres correspondants, A est diagonalisable (autre argument : le polyndme caractéristique est
scindé a racines simples donc A est diagonalisable).

1 1 10 1 =i
Ona A=PDP™ avecP:( ],D:( ],Fﬂ:l( ]

~4 1 03 2i1 9
n 1 0 n nh__

Ona A" =PD'P! avec D" = 7 0 :[ n] el - A":l 3"+1 3" -1 .
0 3 0 3 203" _1 3" 41

Ainsi[xnj:[z 1)"[xoj:1[3n+1 3n_1J(X°]= 0,5((3" +1)%, +(3" = 1)y, ) |

n 1 2} \Y) 2{3"-1 3"+1)\Y 0,5((3n_1)x0+(3n+1)y0)

% = 0,5((3n +1)Xg +(3" —1)yo)

n

Donc ’
Yo =0,5((3" = 1)x, +(3" +1)y0)

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Si A=PDP™" alors A"=PD'P".
2) Une matrice dont le polynédme caractéristique est scindé a racines simples est
diagonalisable.

3) A est diagonalisable < le polyndme caractéristique P est scindé et pour chaque valeur
propre A, la dimension de I'espace propre E; est égal a I'ordre de muiltiplicité de 2.
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Trigonalisation « facile » d’'une matrice

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
La trigonalisation d’'une matrice carrée d’ordre 3 dans le cas le plus facile.

e L’énoncé

3 10
Soit A=|-5 2 5.
1 4 2

1) Montrer que A admet 2 (double) et 3 (simple) comme valeurs propres et
By = Vect{V1 (1,—1,1)} et E, = Vect{V2 (1,0,1)} comme sous-espaces propres.

2) En prenant P la matrice de passage formée des vecteurs V,,V, complétée par e, =(0,0,1),

trigonaliser A.

e Corrigé
1) Polyndme caractéristique
e =8 D -2 H| 1 D & 8
P(A)= 5 xr-2 -5 =(7k—3)‘ 1 A—Z‘_5’—1 }\_2‘1&(— )‘7&—2 _5’
-1 -1 A-2

:(;.—3)[(;‘—2)2 —5}5(;&—2)—5 =(1-3)[42-41+4-5]+5.-10-5
:(1—3)[x2—4x—1]+51—15:x3—4;? —A-3A2 +120+3+50-15=23 -7A2 +16A-12.

3 est racine évidente et donc (aprés calculs) : P(1) = (1 —2)° (1 -3).

Valeurs propres : 2 (double) et 3 (simple).
Sous-espace propres :

E2:{(x,y,z)eR3:x+y:0,—5x+5z:0}:{(x,—x,x): eR :Vect{V1(1,—1,1)}.
3—f(xy, )eR3:y:O,—5x—y+52:0,x+y—z=0}:{(xy, )eR3:y:0,z:x}

={(x,0,x):xe R} = Vect{V,(10,1)}.

1 10 0 -1 0 2 0 -5
2)Ona:P=(-10 0|,etP"={1 1 0|.Comme T=P'AP,ona:T=(0 3 5
1 1 1 =1 & 1 00 2

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) A trigonalisable < le polyndme caractéristique de A est scindé.

2) A=PTP' o T=P'AP.
3) Il n’y a pas de régle générale pour finir de construire une base de trigonalisation (souvent
une indication est donnée).
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Trigonalisation « délicate » d’une matrice

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice
O Ce que montre cet exo
La trigonalisation d’'une matrice carré d’ordre 3 dans le pire des cas.

e L’énoncé

11 =3 2
Soient A=|56 -17 12
64 -22 15

1) Montrer que A admet 3 comme valeur propre triple et E; = Vect{V1 = (1,4,2)} comme s-e-p.
2) En prenant P la matrice de passage formée du vecteur V, et complété par e, =(0,10) et

e, =(0,0,1). Calculer P"'AP . Que constate-t-on ?
5 4
3) Soit B= [16 11] . Montrer que B admet 3 pour valeur propre double et

B, = Vect{Vz' = (1,2)} comme sous-espace propre (on va donc créer le vecteur V, =(0,12)).

En prenant Q la matrice de passage formée du vecteur V,, V, =(0,12) et e; =(0,0,1), terminer la

trigonalisation de A en calculant Q'AQ.

e Corrigé

1) Polynéme caractéristique P (%)= (% - 3)3 . Valeur propre : 3 (triple).
Sous-espace propre :
B = {(x,y,z) eR?:8x -3y +2z=0,56x-20y +122 =0,64x - 22y +12Z = 0}

={(xy.2)eR®1y =222 =2x} = {(x,4x,2x): x e R} = Vect{V,(14,2)}.

100 1 00 3 -3 2
2)OnaP=(4 1 0,P'={-4 1 0|etP'"AP={0 -5 4
a0 1 2 0 1 0 -16 11

On constate que la matrice n’est pas sous forme triangulaire, mince !
3) Polynéme caractéristique : P(%) = (k - 3)2. Valeur propre : 3 (double).

Sous-espace propre : E, :{(x y')e :-8X'+4y' =0,-16X"+8y' = 0}

= {(x.y)eR2:y = 2x} ={(x,2): e*Jg}ZVect{v2 (12)-

10 0 1 0 0 3 1 2 31 2
OnaQ=4 1 0[,Q"'=[-4 1 0/etQ'AQ=|/0 3 4|doncT=|0 3 4/.
2 2 1 g -3 1 0 0 3 00 3

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) A trigonalisable < le polynéme caractéristique de A est scindé. 2) A=PTP™' & T=P"AP.
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Trigonalisation par Jordan

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
La méthode mise au point par Camille Jordan (1838-1922) pour trigonaliser une matrice.

e L’énoncé

3 3 1
Soient A= -2 -2 -1/|.
2 3 2

1) Montrer que A admet A =1 pour valeur propre triple et E, = Vect(V,(0,1-3),V,(10,-2))

comme sous-espace propre.
2) A quelle condition sur a et b le systéme (A-2ld)V; =aV, +bV, d’'inconnue V; est-il résoluble ?

3) En prenant a=-b=1, montrer que V,(0,0,—1) est solution du systéme précédent.

4) En prenant P la matrice de passage formée des vecteurs V,,\,,V;, trigonaliser A.

e Corrigé

1) Polynéme caractéristique P ()= (% — 1)3. Valeur propre : 1 (triple).
Sous-espace propre : E, = {(x, y,z2)eR®:2x+3y+z= 0} = Vect{V,(0,1,-3),V,(10,-2)} .
2) (A-2d)V; =aV,+bV, ©2x+3y+z2=b-2x-3y-z=82x+3y+z=-3a-2b ou V;(X,y,Z).

Ce systéme n'est possible que si -a=b=-3a—-2b c'est-a-dire si a=-b.
3) Si a=-b=1, le systéme donne I'équation 2x+3y+z=-1 dont V, =(0,0,-1) est bien solution.

0 1 0 10 1 100
4onaP={1 0 O|etP'=/0 1 -1|.0rT=P'APdonc:T={0 1 1
2 2 -9 0 0 1 0 0 1

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) A trigonalisable < le polynédme caractéristique de A est scindé.

2) A=PTP’ o T=P'AP.
3) Il 'y a pas de regle générale pour construire une base de trigonalisation (souvent une
indication est donnée). Jordan nous donne un moyen d’en trouver une.
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Equation matricielle

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice

O Ce que montre cet exo
La recherche d’'une racine carrée d’'une matrice « favorable ».

e L’énoncé

On souhaite résoudre I'équation M :[ ] dans I'espace vectoriel M, (R).

-3 10

3
1) Montrer que A :[ est diagonalisable aprés avoir précisé ses éléments propres.

2
-3 10
2) En utilisant le théoréeme de décomposition des noyaux, montrer que M est diagonalisable et
qu’il admet les mémes sous-espaces propres que A.
3) En déduire les quatre solutions pour M.

e Corrigé

1) Polynéme caractéristique P(%)=(%-4)(%-9). Valeurs propres : 4 (simple), 9 (simple).
Sous-espace propres : E, =Ker(A -4ld) = Vect{(2,1)} et E; =Ker(A-9ld) = Vect{(13)} .
A est donc diagonalisable, et on a R* =Ker(A—4Id) ®Ker(A-9ld).

2) Or Ker (A - 4Id) = Ker (M - 41d) = Ker [ (M- 2Id) (M + 2Id) | = Ker (M- 2id) @ Ker (M + 2Id)

(théoréme de décomposition des noyaux etcar X — 2 et X + 2 sont premiers entre eux).
Comme dim(Ker(A -4ld))=1, on a Ker(A -4ld) = Ker(M-2ld) ou Ker(M+2ld).

De méme Ker(A -9ld) =Ker(M-23Id) ou Ker(M+3ld).
Ainsi M sera diagonalisable (car on aura R? =Ker(M+2ld) ®Ker(M+3ld)), et les sous espaces

propres de M sont identiques a ceux de A, sauf que les valeurs propres sont +2 et +3 .
3) Ce qui nous donne quatre cas possibles :

2 1 +2 0 0,6 -02
M=PDP" avec P:[1 3), D:[ 0 13]’ p :[_(’),2 0,’4 J (aprés calculs) et donc quatre

) 18 04) 3 2 -3 2 -18 -0,4
squtlons.M_[_O,6 3’2),M_[3 _4J,M_[_3 4]'M_[O,6 _3,2].

O Ce qu’il faut retenir du cours
2

1) Si R? = _®1Ker(M—7kiId) avec X distincts, alors M est diagonalisable.
=

2) Le lemme de décomposition des noyaux :
Ker (PP, --P,)(u) =KerP,(u)®KerP, (u)®---®KerP, (u) ou les polynémes P,P,,-- P, sont deux
a deux premiers entre eux.
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Matrice diagonalisable et puissances

Chapitre concerné : 3. Réduction d’'une matrice
O Ce que montre cet exo

Que si M est une matrice diagonalisable et qu'il existe p tel que MP =0 alors M=0.

e L’énoncé

Soit M une matrice diagonalisable dans R.

1) Montrer que s'il existe un entier p tel que MP =Id alors M =1d.

2) Montrer que s'il existe un entier p tel que MP =0 alors M=0.

3) Que peut-on en déduire pour les matrices symétriques réelles ?

e Corrigé

M 0

1) Si M est diagonalisable dans R alors M=P P ou \fie{1,2,---n} 2 eR.
0 M

A 0 AP 0
Si M =Id alors P P~ =Id donc =Id donc Vie{12---n}, AP =1 (car
0 %F 0 g
Vie{12---n} A, €R). Donc Vie{12---n} A, =+1 donc Vie{12---n} A2 =1 etdonc:
¥ 0 1 0
M =P P'=P - |P"=PIdP'=Id.
0 s 0 1

M 0

2) Si M est diagonalisable dans R alors M=P P ou vVie{12--n} L, eR.
0 M

AP 0
Si MP =0 alors P P'=0 donc vie{12---n} 4’ =0 donc Vie{12---n} A,=0.
0 &
0 0
Donc: M=P| . [P"=0.
0 0
3) Une matrice symétrique réelle étant diagonalisable dans R, elle vérifie les deux propriétés
qu’on vient de démontrer.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) M est diagonalisable = 3P GL,(R):M= PDP™".

2) Si M=PDP™" alors M' =PD'P".
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Norme p et norme infinie

Chapitre concerné : 4. Espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo

Que fim [x], =], -

p—>+x

e L’énoncé

n

Soit E=C"et (e, -,) une base de E. Soit X = Z:xiei cE. On note | . ||p la norme définie sur
i=1
E par ||x||p [Z|x |p] et || . lanorme définie par x| = rpax|x|
<i<n
i=1
1) Démontrer que ||x||p < np||x||x. 2) Démontrer que |X|_ s||x||p 3) En déduire Ilm ||x|| =X -
e Corrigé

1) Pour tout i tel que 1<i<n ona |x|<|Xx|, (car |x|_ = max|x|) donc |X| <||x|| .

1<i<n

Donc 2|x P< znxup donc le P < n[E. done [Z|x |‘°] I

1 1 1
donc [Zw} <n® ([P done [x], <n°[x]...

2) Comme ||x|_ = max|x|, il existe javec 1<j<n tel que |X|_ :|XJ—|.
1<i<n

3

n n n p
Comme ‘Xj‘p < Z:|Xi|p ona: [x|.° < leilp donc : [X|, < [ZMD
i=1 i=1 i=1

1
3) On a la double inégalité ||x|_ <||x|| < np||X||£ Comme lim n° =n® =1, on en déduit d’aprés

p—o+®

Ainsi [, <[,

le théoréme des gendarmes que lim ||x|| =|x].. -

p—+x

O Ce qu’il faut retenir du cours

1<i<n

L P
1) x|, =max|x| 2) ||x||p - [Z|Xilp] . 3) Le théoréme des gendarmes.
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Suite et suites extraites

Chapitre concerné : 4. Espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo
Qu’une suite d’'un espace vectoriel normé converge si et seulement si toute suite extraite
converge.

e L’énoncé

Soit (u,) une suite d'un espace vectoriel normé (E,| . |).

1) Montrer que si (u,) converge vers L alors toute suite extraite (“o(n‘.) converge vers L.

2) Montrer que si toute suite extraite (uo : ) converge vers L alors (u,) converge vers L.

(n)

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Supposons que limu, =L alors: pour tout >0 , il existe un entier N tel que
n=N=|u,-L|<e.

Soit (Uom';) une suite extraite de (u,). Comme pour tout n, on a ¢(n)=n, on a donc:
n=N=¢(n)=N= ”uc(m _L” <&. Ainsi limu =L.

2) Si toute suite extraite (uo(n.') converge vers L, alors la suite extraite particuliere (u,)

converge vers L également.
3) On a donc I'équivalence : une suite est convergente vers L si et seulement si toute suite
extraite converge vers L.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) limu, =L si pour tout & > 0, il existe un entier N tel que n=N=|u, -L| <.

2) Une suite extraite de (u,) s'écrit (”o(n)) ou o est une fonction strictement croissante vérifiant

o(n)=n pour tout n.
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Toute suite convergente est de Cauchy

Chapitre concerné : 4. Espaces vectoriels normés

O Ce que montre cet exo
Qu’une suite convergente (u,) est une suite de Cauchy (1786-1857) c'est-a-dire une suite (u,))

vérifiant Ye >0, 3N : p=N etqu:>”up—uq||<s.

e L’énoncé

On dit qu’une suite (u,) est une suite de Cauchy, lorsque pour tout € > 0, il existe un entier N

tel que p2Netq2N3||up—uq||<a. Soit (u,) une suite convergente d'un espace vectoriel

normé (E,| . |). Montrer que (u,) est une suite de Cauchy.

e Corrigé

Supposons que (u,) est une suite convergente avec limu, =L, alors : pour tout € >0, il existe

un entier N tel que n=N= |u, —L| <%.

Soient p et q tels que p=Netq=N, alors ”up —L” <% et ”uq —L” < % :

Or ”up — uq“ = ”up -L+L- uq” d’ou ”up i uq" < “up i L” +HL - uqH (inégalité triangulaire).

s € € Lo
D'ou : ||up —uq” < —+— C'est-a-dire : ||up—uq” <s.
2 2

Ainsi (u,) est une suite de Cauchy.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) limu, =L si pourtout & > 0, il existe un entier N tel que n=N=|u, -L| <e.

2) L'inégalité triangulaire : |x+y| <|x|+[y| pour tous x,y.
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Les caractérisations de Banach

Chapitre concerné : 4. Espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo
La démonstration (cyclique) de quatre caractérisations d’'une application linéaire continue par
Stefan Banach (1892-1945).

e L’énoncé

Soit f:(E| . |c)—(F.] - [c) une application linéaire.

Montrer I'équivalence des quatre propositions suivantes :
i) f est continue sur E. ii) f est continue en 0.

iii) f est bornée sur B;(O;1)={xE:|x|<1}. iv)festbornée sur S;={x<E:|x|=1}.

Indication : on montrera les implications : i) = ii) = iii) = iv) = i).

e Corrigé

i) = i) Evident (qui peut le plus peut le moins), car {0} cE.
i) = i) Si f est continue en 0, alors pour &=1, il existe n>0 tel que
[x=0 <n=]f(x)-f(0)| < 1(soit [x] <n=f(x)| <.

Supposons xeB;(O1) , alors ||X||S1 soit |nx|<n et donc ||f(nx)||<1 soit ||f(x)”<]—1] (car

f(nx) =nf(X) et n>0). Ainsi : I >0 :vxeB, (O1) ||f(X)|| <]1]. Donc f est bornée sur B;(Q/1).

i) = iv) Evident (qui peut le plus peut le moins) car S, =B;(O1).

iv) = i) Supposons f bornée sur S;={x<E:|x|=1}, alors il existe K>0 tel que YXeE
vérifiant ||x|| =1 alors ”f(x)” <K.

Soit X €E tel que x=0, alors L:1 et donc

T (il

Soit X €eE tel que x=0 alors ||f(x)||sK||x|| (car f(0)=0).
Ainsi IK>0 tel que VX eE, ||f(x)||sK||x||.

<K soit [[f(x)] <K]x].

En particulier, ¥X,y €E on a X—y<E et donc ||f(x—y)||sK||x—y|| soit ||f(x)—f(y)|| <K|x-y|.

Soit £>0, il existe N>0 (& savoir 1 >%) tel que ||x-y||<n:>||f(x)—f(y)|| <¢. Ce qui prouve

que f est continue.
Ainsi i) = ii) = iii) = iv), ce qui prouve que i) < ii) < i) < iv).

O Ce qu’il faut retenir du cours
Ces 4 caractérisations qui permettent de démontrer qu’une application linéaire est continue :

f continue sur E< f est continue en 0 < f est bornée sur Bf(O,1) < f est bornée sur S;.

Sachant que la plus utile est : f continue sur E = 3K>0 tel que WYX ek, ”f(x)” <K|x].
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La fonction valeur absolue est convexe

Chapitre concerné : 5. Convexité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction X—{X est convexe.

e L’énoncé

Soit f la fonction définie sur R par f(x) :|x| . Démontrer que f est convexe.

e Corrigé

Soient xyeR et 2.<[0;1], alors |7uX+(1—7k)y| s|7kx|+|(1—7t)y| (inégalité triangulaire)
donc : |lx+(1—k)y|s|k||x|+|(1—k)||y|.

Or 2.€[01], donc 2 >0 et 1-A >0 et donc |7\l=7& et [1-3=1-%.

Ainsi = [\x+(1-1)y| < A[x[+(1-2)|y].

Ainsi f(Ax+(1-21)y) < Af(x)+(1-2)f(y), ce qui prouve que x —f(x)=|x est convexe sur R.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Inégalité triangulaire : [x +y| < |x|+|y| ot x,y e R.

2) f convexe sur J si pour tous x,yeJ et tout ke[(},’l] ,ona:
f(AX+(1-2)y) < Af(x)+(1-2)f(y).
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La fonction carré est convexe

Chapitre concerné : 5. Convexité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction X—)X2 est convexe.

e L’énoncé

Soit f la fonction définie sur R par f(X) =x? . Démontrer que f est convexe.

e Corrigé

Soient XyeR et A <[0;1], alors :

f(ax+(1-2)y) :[kx+(1—k)y]2 =352 + 2 (1-2)y +(1-2)° y2.
D'un autre coté : Af(x)+(1-2)f(y) =2x2 +(1-2)y?.

Montrons que f(Ax+(1-2)y)<f(x)+(1-2)f(y).

Ona: }‘f(x)+(1—).)f(y)—[f()vx+(1—}v)y)]:).x2+(1—).)y2—[}..2x2+2}~x(1—}.)y+(1—}‘)2 yZJ

= (2 -22)x? —27;x(1—}.)y+[(1—k)—(1—k)2}y2 = (1= 2)X2 =20 (A —1)xy + (1= 1) y?
:?»(1—}v)[x2—2xy+y2J:).(1—7¥)(x—y)2.

Or »€[01, donc 2. >0 et 1-2 >0 et donc A(1-2)(x-y)’ =0.

Ainsi 2£(x)+(1-2)f(y) - f(ax+(1-2)y) | 20 et donc: f(Ax+(1-2)y)<af(x)+(1-2)f(y), ce

qui prouve que X —>f(x)= x? est convexe sur & .

O Ce qu’il faut retenir du cours
f convexe sur J si pour tous XyeJ ettout 2.[01], ona: f(Ax+(1-1)y) <Af(x)+(1-2)f(y).
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Généralisation de I'inégalité de convexité

Chapitre concerné : 5. Convexité
O Ce que montre cet exo
La généralisation de I'inégalité de convexité a n variables.

e L’énoncé

n
Soit f une fonction convexe sur J. Soient Xy,---X, €J et t,---t, des réels positifs ou Zti =

i=1

n n
Démontrer par récurrence pour N =2, la propriété P, : f[Ztixi ] < Ztif(x )

e Corrigé

Initialisation : P, est vraie car f(tx,+t,x,) <tf(x,)+t,f(X,) (car f est convexe).

n

Hérédité : Supposons P, vraie (soit f[Zt, ,J_th pour t,--t, >0 ou Zt':”' et

k=1
n+1 n+1
montrons que P, _, I'est encore (soit f[th ]< Zt'f ) ) pour t1, --t,.4 Ol Zt; =
k=1

Si t,.; =0, alors l'inégalité est immédiate. Sinon, utilisons le nombre . 1-t ;=0 de la maniére

n
suivante : f tx, [=f (1—'(,’1,1)21%&+t;1_1xn+1 '
T
n+1 n t'
Donc f[th J< 1-t0.41) f[21 v X; ]+t;1+1f( .1) (car f est convexe).
~ 'n+

n+1

i=1

i=1

L n
o t' :Z it : / ' :Z ' Iti ; ' Zt'—1
1 t - (+t++tq) -ty — (th+th +---+t, ) (t1+t2 —r

n+1

n n
t; t!
Dou: f E X | < x.) (car P, vraie).
[ 1 t! ] - 1 t! ( I) ( n )
=

=1 n+1 n+1

n+1

n+1 n n+1
' t , , .
D'ou f[} J (1-ths) ¥ = tnﬂf(xi)ﬂuthAf(xn.ndonc:f[§_1jtixi]s§_1jtif(x
i= i=

i=1 i=

Conclusion : comme P, est vraie, et que P, est héréditaire, P, est vraie pour n=2.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) f convexe sur J si pour X,yeJ et 1[01], ona: f(Ax+(1-2)y) <af(x)+(1-2)f(y).

n

2) Si f est convexe alors f[Z:tI ,]_ th ypour Xq,---X, et t,--t, >0 tels queZ:ti =1.

i=1
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L’inégalité de Holder

Chapitre concerné : 5. Convexité
O Ce que montre cet exo

L'inégalité Zaibis(z ) (qu) (ou —+1=1).

e L’énoncé

Soit a,,a,---a,,b,b,---b, des réels positifs. Soient p>1 et q>1 tels que =1.

On souhaite démontrer 'inégalité de Holder : Zab [Zap] [quJ )

i=1

'cl—x
.ol-x_Ql_\

1) Démontrer que la fonction f définie par f(X)=X" est convexe sur ]0;+x[.

n

q
2) Onpose t, = nb et x,= %. Montrer que Zti =1. En déduire l'inégalité de Holder.
Zbkq . !
k=1
e Corrigé

1) On a f"(x)=p(p-1)x"2 positive sur |0;+<[ . Donc f est convexe sur |0;+] .

n
2) Comme f est convexe et que Zt =1 (immeédiat), on a f[Zt| |]—Ztif(xi) donc :
=1

n n p
b3 a b a n n
Z n b —aF SZ - [qu1] donc : %[Zbiai] < n1 Zbiq—p—pqaip _
q] '
K

i=1 qu i=1 qu
Or%+%:1 donc g+p=gp, donc [Zbiai]pg{ZquJ Zaip donc :

p-1 1 1 1

ZbiaiJS[Zbkq]T{Zaipr d’ou Zn:aibis[zn:aipr{zbiq]a (q+p:qp<:>pT_1:%)_

i=1

O Ce qu’il faut retenir du cours

n
1) Si f est convexe alors f[Ztix ] th Jpour Xq,---X, et t,--t, >0 tels queZt =
i=1

2) %+%:1 <:>q+p:qp<:>pT_1:%. 3) f (2 fois dérivable) convexe surJ < f" =0 surJ
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Moyenne géo < Moyenne arithmétique

Chapitre concerné : 5. Convexité

O Ce que montre cet exo

L’inégalité Xgeomemque Xanﬂmque (c’est-a-dire ,"/x s &

M pour X1,X2,---,Xn >0)

e L’énoncé

Soient  X;,X,,-,X,>0 . Soient: Ygéomét,ique:{‘/x1X2---Xn (la moyenne géométrique),

- Xq+ Xo +--+ X e
X arithmetique = ———2 . " (la moyenne arithmétique).

A l'aide de la concavité de la fonction logarithme, démontrer que : T(Qém,émque S)_(ammque.

e Corrigé

Soit f(x)=In(x).On a f”(x):;;- négative sur |0;+=. Donc f est concave sur |0;+].
X

n n n
Comme f est concave, on a Zt‘f(xi) < f[ztixi] pour t,--t >0 tels que Zti =1.0r
i=1 i=1

i=1

IN(Xgeometnique ) = IN(YXX X, ) = In[(x X, --xn)%] :%In(x1x2---xn) _Tipe, JoHlent ey — N0}

n
In(x In(x In(x

= ( 1)+ ( 2)+--- ( “). En prenant t1:---:tn:1>0, on a bien t, =1. L'inégalité de

n n n n —

In(x In(x In(x
concavité nous donne donc : ( 1)+ ( 2)+---+ (%o )<In(x Y. +ﬁ]_
n n n n n n

In(x;) In(x5) In(x,) .

Soit n1 " n2 o= nn SIn(xan'thmétique)'

insi X X - ST P -
Ainsi, on a In(Xgeometrique ) < IN(Xarinmetique ) €t doNC Xgsomatrique = Xaritmetique (PAr croissance de la
fonction exponentielle).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) f (deux fois dérivable) concave surJ < f" =0 sur J.

n n n
2) Sif est concave alors Ztif(xi) < f[Ztixi]pour Xy, Xy et by, >0 tels que Z:ti =1.
=1 =

i=1
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La boule ouverte est convexe !

Chapitre concerné : 5. Convexité

O Ce que montre cet exo
Que la boule ouverte B(a;R) = {x eR?:|x-a|< R} est convexe.

e L’énoncé

On consideére la boule ouverte B(a;R) = {x eR?:|x-a| < R} '

1) Soient x,y eB(aR) et t<[0;1], montrer que tx+(1-t)y—a=t(x-a)+(1-t)(y-a).
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) tx+(1-t)y-—a=tx+(1-t)y-T-a=tx+(1-t)y - (t+(1-t))a=tx+ (1-t)y - (ta+(1-t)a)
=tx-ta+(1-t)y—(1-t)ja=t(x-a)+(1-t)(y-a).

2) Comme tx+(1-t)y-a=t(x-a)+(1-t)(y—-a),ona:

[x+(1-t)y—a| =[t(x—a)+(1-t)(y—a)| < [t(x-a)| + [(1-t)(y - a)| (inégalité triangulaire)
donc [tx+(1-t)y—a| <[t|(x—a)| +[1-{|(y-a)|

donc [tx+(1-t)y-a| <t|(x-a)|+(1-t)|(y-a)| (car te[0:1]).

Comme x,yeB(aR),ona ||(X—a)”<R et ”(y—a)||<R, donc ||tx+(1—t)y—a“<tR+(1—t)R
donc : ||tx+(1—t)y—a||<R.

Ainsi tx+(1-t)y eB(aR). Ce qui prouve que B(a;R)= {x e R? x-af < R} est convexe.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Dans le plan, B(a;R) = {x e R?:|x-a| <R].

2) C est convexe si pour tout X,y € C et tout t[0;1], ona tx+(1-t)y<C.

3) L'inégalité triangulaire [x +y| <|x|+[y] .

4) Par un raisonnement analogue, on peut prouver que la boule fermée

B(aR)={xeR’:|x-d|< R} est également convexe.
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Inégalité sur n réels strictement positifs

Chapitre concerné : 5. Convexité

O Ce que montre cet exo

o seiz O X X

L'inégalité —-+=2+---+=2>n pour X,X, X, >0.
Xy X3 X

e L’énoncé

1) Soient X, X, X, >0. Montrer qu'il existe y,,y, -y, tels que x =¢" pour tout ie{12--n}.

2) En déduire l'négalite 1 +%2 4. X

—L>n.
Xy Xg Xy

e Corrigé

1) La fonction X —€* est continue et strictement croissante sur l'intervalle R donc établit une
bijection de l'intervalle R sur l'intervalle image |0;+[. Ainsi: Vie{12--n} 3y, tel que x =€”.

Y4 Y2 Yn

X X X e e e _ _ _
_1+_2+.-.+_”: s @V Y2 i@¥2 V8 poap@¥n Vs
X2 X3 X1 eYZ eYG eY1

2)

Or Xx—€"* est convexe (dérivée seconde positive), donc :
1
Vsgom - Tgs M s =
_eY1 Y2 +_eY2 Y2 +_+_eYr* Y1 Zen
n n n

(VY2 P VamYa (YY)
Y2 Y27 Ya R ™)
; 1oy . 1oy, 1 vy 0 e PR e 2 Yo Y.
Cequidonne: —e’" 'z +—e’2* ...+ —e’'1 =1 (car € =1), dou €72+ .. "V =n
n n n

N X
doll: L +—=24---4-2>n.
X2 X3 X4

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Théoréme de la bijection : si f est une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle | & valeurs dans R alors f définit une bijection de l'intervalle | sur l'intervalle f(l).

n n n
Ztixi]s Ztif(xi)pour Xp,---Xpet ty,--t, >0 tels queZti =1.
i=1 i=1

i=1

2) Sif est convexe alors f
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Inégalité sur les déterminants de matrices
symeétriques définies positives

Chapitre concerné : 5. Convexité
O Ce que montre cet exo

Que 1+Q/det(M) <1+det(M) (si M est carrée de taille n, symétrique définie positive).

e L’énoncé

Soit M une matrice carrée de taille n symétrique définie positive (ses valeurs propres réelles
M... A, sont strictement positives).

1) Déterminer det(M) et det(ld +M) en fonction des valeurs propres de M.

2) Montrer que f:x — f(x)=In(1+e*) est convexe. En déduire que 1+g/det(M) <gf1+det(M) .

e Corrigé
A 0 -0
1) M est diagonalisable donc s’écrit sous la forme M=P 0 0 P~ donc det(M)=7,--2,.
0 - 0 2
1 0 —- @ A, O — B 1+, 0 - O
¥ N u g % s g2 = = E
Onald+M=P| = P'+P| . . . - | P~
s o W R s : R TR
g - o 1 6 = B i 0 - 0 1+2,

donc |d+M est diagonalisable (valeurs propres 1+2,,---1+%,) avecdet(ld+M) =(1+7)--(1+%,) .
2) f:x—f(x) :In(1+e") est convexe (dérivée seconde f'(x):e"/(1+e"')2 positive).

Ainsi f(lln(k1)+--—1In(kn)jslf(lnm))ﬁu--—;f(ln()\n)) donc :

f(In(gfr) + |n(d7))_—|n (1+74) ---%In(1+7.2) donc :
f(In({- 7)) <In({1+2) +-in(§1+2, ) donce = In(1+8f—2, ) <In(gf1+2 -4f1+ 2, ) donc::

1+ hy- <QA+0q g1+ 2, donc: 1+{det(M) <{f1+det(M) .

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Si f est convexe alors f[th] th )pour Xq,---X; et ty,-- t>0telsqueZt—1.

i=1

2) det(M) =det(PDP™") = det(P)det(D)det(P~") = det(D) = 12, (produit valeurs propres).
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Une boule ouverte est... ouverte !

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés

O Ce que montre cet exo
Que la boule ouverte B(a;R) = {x eR?:|x-a|< R} est topologiquement un ouvert.

e L’énoncé

On consideére la boule ouverte B(a;R) = {x eR?:|x-a| < R} '

1) Soit xeB(aR). On pose 5=||X—d|, montrer que B(x;R-3)cB(aR).
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Soit y eB(xR-3), alors |y-x|<R-3.
Or |y-4| <|y-x|+|x-4| donc |y-a|<R-5+5 soit |[y-a|<R donc yeB(aR).
Ainsi B(xR-3)c=B(aR).

2) Comme pour tout xeB(aR) il existe p, >0 (& savoir p, =R-|x-a|) tel que B(x;p,) =B(aR),

on en déduit que B(aR) est un ouvert.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) O est ouvert si pour tout x<O, il existe p, >0 tel que B(x;p,)=O.

2) L'inégalité triangulaire [x+y| <[] +[y] -
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Une boule fermée est... fermeée!

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés

O Ce que montre cet exo
Que la boule fermée B, (a;R) = {x eR?:|x-a| < R} est topologiquement un fermé.

e L’énoncé

On considére la boule fermée B;(aR)= {x eR?:|x-a| < R} . On souhaite prouver que
B:(a;R) = {x eR’:|x-a< R} est fermée.

1) Soit c un élément du complémentaire de B;(a;R).

a) Quelle inégalité stricte vérifie ||C—d| ?

b) Soit r =|c—a|-R, montrer par un raisonnement par I'absurde que B(c;R)~B;(aR) =2 .
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) a) L'inégalité : [c-a| >R.

b) On a r>0 . Supposons que B(c;R)nB;(aR)=<2 , et appelons x un élément de
B(c;R)nB; (aR). Comme xeB(cr), ona |[x—c|<r. Comme x <B;(aR), on a [x-4| <R.
L'inégalité triangulaire nous donne donc : |c-a| <|c—X| +[x-4| soit [c-a| <r+R.

Or r+R=[c-4| (car r=|c-a|-R). Donc |[c-a| <|c-a|. CONTRADICTION !

Ainsi B(c;R)nB;(aR) =9 .

2) Récapitulons : pour ¢ élément du complémentaire de B;(a;R), il existe r >0 tel que
B(c;R)nB;(a;R) =2 c'est-a-dire tel que B(C;r) soit inclus dans le complémentaire de B;(a;R).
Conclusion : le complémentaire de B;(a;R) est ouvert.

Par conséquent B, (aR) = {x = ®?

|x-a| < R} est fermée.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) F est fermée si son complémentaire est ouvert.

2) O est ouvert si pour tout x<0, il existe p, >0 tel que B(x;p,)=O.
3) L'inégalité triangulaire |x+y| <|x|+[y] .
4) Le principe du raisonnement par I'absurde.
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Norme et produit scalaire sont continus

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo

Que [lapplication ¢:E—R définie par ¢(u)=[u| est continue, ainsi que Iapplication

y:ExE—R définie par y(uv)=(uv).

e L’énoncé

Soit E un espace préhilbertien.
1) a) Rappeler la 2° inégalité triangulaire pour deux vecteurs u et v de E.

b) En déduire que I'application ¢:E —R définie par ¢(u) = u| est continue.
2) a) Rappeler l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour deux vecteurs u et v de E.
b) En déduire que I'application y:ExE —R définie par w(u,v) :(u,v) est continue.

e Corrigé

1) a) 2° inégalité triangulaire : |||u|| - ||v||| <fu-v].

b) Soit u,€E , démontrons que pour tout £€>0 , il existe n>0 tel que
||u-u0||<n:>|¢(u)—¢(uo)|<s.
On a |¢(u)—¢(uo)|:|||u||—||uo||| donc |¢(u)—¢(uo)|s||u—u0||. Il suffit donc de prendre N=¢,

pour obtenir |¢(u) - ¢ (Uq )| <e. Ainsi Yuy € E, ¢ est continue en u, donc ¢ est continue sur E.
2) a) Inégalité de Cauchy-Schwarz : |<uv)| < [ulfv] -

b) Soient (u,v,)EXE et (a,) et (b,) deux suites de E telles que lima, =u, et limb, =v,.
Montrer que limy(a,,b,)=w(u,V,) prouvera que Y est continue sur ExE.

Ona |y(a,.b,) = y(Uy.Vo)| =[(@n.0n) = (Ug.Vo)| =|(a, =g +Ug.b,) = (Up. V)|

=|(a, —ug.b, ) +{Ug.b, ) = (U Vo)| =[(@, —Ug.b, = Vo) +(ay —Uq. Vo) +{Ug.b, = Vo))

<[(@, = .0y = Vo)| +[(an = U, Vo )| + (Uo.br = V)|

< e o]l o+l -ollvl + ol ~vol (Cauchy-Schwarz).

Ainsi [y/(,0,) - (U Vo | < 2, ~ Ul ~ Vol 2 ~oflval + Joflb, ~vol-

Donc par passage a la limite, on a : Iim|w(an,bn)—\y(uo,v0 )l <0x0+0x]|vy| +uo| xO.

Ainsi limy(a,,b,)=w(uyV,). W est donc continue sur ExE .

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) 2° inégalité triangulaire : |||u|| - ||v||| <fu-v]|.
2) Inégalité de Cauchy-Schwarz : |<uv>| < |ul|v] avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

3) La norme est continue, le produit scalaire est continu.
4) Caractérisation séquentielle de la continuité : y continue en (uy,v,) < (a,).(b,) telles que

lima, =u, et limb, =v,,ona limy(a,.b,)=wy(uyVvyp).
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Les vecteurs libres forment un ouvert

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés

O Ce que montre cet exo
Que I'ensemble L = {u,v €E:(u,v) forme une famille Iibre} est topologiquement un ouvert.

e L’énoncé

Soit E un espace préhilbertien.
1) Rappeler l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour deux vecteurs u et v de E et rappeler dans quel
cas on a égalité.

2) On considére I'application ¢:ExE —R définie par ¢(u,v)= ||u||||v||—|<uv)|
a) Montrer que ¢ est continue.

b) Montrer que L ={u,v E:(u,v) forme une famille libre} = ¢~ (]0;+2[) .

3) Que peut-on en déduire sur L ?

e Corrigé

1) Inégalité de Cauchy-Schwarz : |<uv>| < |ullv]| avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

2) a) ¢ est continue comme différence de deux fonctions continues (la norme est continue et
un produit scalaire est continu).

b) D’aprés [linégalité de Cauchy-Schwarz, on a toujours d)(U,V)ZO et l'équivalence
®(uVv)=0<=(uv) est une famille lice .
Ainsi (uv)eLl < ¢(uv)>0 cest-a-dire (uv)el < ¢(uv)e]0+[. Onadonc L=¢"(]0;+[).

3) Comme |0;+| est un ouvert de R et que ¢ est continue, L = ¢‘1(]0;+y_~[) est un ouvert de

ExE (comme image réciproque par une application continue d’'un ouvert).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Inégalité de Cauchy-Schwarz : |<uv)| < |ul|v]| avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

2) La norme est continue, le produit scalaire est continu.
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L’adhérence d’un convexe est convexe !

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés

O Ce que montre cet exo
Si C est convexe, alors C I'est également.

e L’énoncé

On considére un ensemble convexe C.
1) Soient x,yeC et te[0;1]. En considérant deux suites (x,) et (y,) de C convergeant

respectivement vers x et y, montrer que tx+(1-t)y e L.
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Comme x eC, il existe une suite (x,) de C convergeant vers Xx.

Comme y e C, il existe une suite (y,) de C convergeant versy.

Soit te[0;1], considérons la suite (tx, +(1-t)y,).

Tous ses éléments sont dans C (car C étant convexe, X,y,<C et te[01] entraine
tx, +(1-t)y, €C).

Elle converge vers tx+(1-t)y car (x,)et (y,) étant convergentes, on a:

lim(tx, +(1-t)y,) =tlimx_ +(1-t)limy, =tx+(1-t)y.

Ainsi tx+(1-t)y e C comme limite de la suite d’éléments de C : (X, +(1-1t)y,).

2) Comme pour x,ye(_l et te[0;1], ona tx+(1—t)ye(_), on en déduit que C est convexe.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) C est convexe si pour tout X,y € C et tout t[0;1], on a tx+(1-t)yeC.

2) Lorsque (x,) et (y,) sont convergentes, on a lim(x, +Y, ) =limx, +limy,,.

3) Caractérisation de C : x « C = 3(x,, ) suite d’éléments de C telle que X =limx,, .
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L’intérieur d’un convexe est convexe !

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo

Si C est convexe, alors C I'est également.

e L’énoncé

Soit C convexe. Soient X,y € C et te[0;1]. C étant ouvert, on considére 2 boules ouvertes

B(xp,)et B(y:p, ) telles que B(x;p, )< C et B(y,py)cC. On pose R =min(p,.py ) -
1) On veut montrer que B(tX+(1—t)y;R) cC.Onpose z=tx+(1-1)y.

a) Soit deB(zR) et €=d—Zz. Montrer que d=t(e+X)+(1-t)(e+y).

b) Montrer que e+xeB(xR) et que e+yeB(y,R).

c) Montrer que d e C. En déduire que B(tx+(1-t)y;R) = C.

2) Montrer que B(tx+(1-t)y:R) cC. Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1)a) d=d-z+z=e+z=e+tx+(1-t)y=te+(1-t)e+tx+(1-t)y =t(e +x) +(1-t)(e+y).

b) Tout d’abord, comme deB(zR), ona ||d - z|| <R.Ona:

le+x-x|=|¢|=[d-Z| d'ot: |e+x-x|<R.Donc e+x=B(xR). De méme e+yeB(y.R).
c)Ona d=t(e+x)+(1-t)(e+y) avec e+xeB(xR) et e+yeB(y.R).

Or B(x,R) < B(X;py)< C = C et B(y,R)<B(y;p,) =C<C.
Donc d=t(e+x)+(1-t)(e+y) ot e+x<C et e+yeC. C étant convexe, onadonc deC.

Récapitulons : si deB(zR) alors de C. Par conséquent, on a : B(tx+(1 —t)y;R) =€

2) B(tx+(1—t)y;R) est un ouvert (toute boule ouverte est ouverte) contenu dans C. Or C est
le plus grand ouvert de C contenu dans C. On a donc l'inclusion : B(tx+(1—t)y,R) cC
Récapitulons : si X,y € C et te[0;1] alors B(tx+(1—t)y;R)cC.

Comme tx+(1-t)y eB(tx+(1-t)y;R), on en déduit que tx + (1-t)y e C et donc que C est
convexe.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) O est ouvert si pour tout x€O, il existe p, >0 tel que B(x;p,)=O.

2) C est convexe si pour tout X,y € C ettout te[0;1], ona tx+(1-t)y=C.

3) C est le plus grand ouvert de C contenu dans C.
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Tout compact est fermé-borné

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo
Si C est compact, alors C est fermé et borné.

e L’énoncé

Soit C un compact.

1) En utilisant la propriété de Bolzano-Weierstrass « C est compact si de toute suite d’éléments
de C, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de C », et en utilisant une
suite convergente d’éléments de C, démontrer que C est fermé.

2) Par un raisonnement par I'absurde, montrer que C est borné.

e Corrigé

1) Soit (u,) une suite d’éléments de C convergeant vers L. Prouvons que LC (ce qui

démontrera que C est fermé). Comme C est compact, on peut extraire de la suite (u,) une
sous-suite (uo(m) convergeant vers un élémentceC . Or toute suite extraite d’une suite

convergente vers L, converge elle-méme vers L. Ainsi c=L. Comme cC, on aLeC et
donc C est fermé.

2) Supposons C non borné. Alors pour tout entier n =1, il existe X, €C tel que [x,[=n

(contraposée de la définition d’une partie bornée). Considérons la suite (x,) d’éléments de C et

'une de sous-suites (x ) (avec ¢ strictement croissante et vérifiant ¢(n)=n pour tout n)

o(n)
alors on a ”x .
w(vnl

CONTRADICTION (avec le fait que C soit compact) !
Ainsi C est borné.
Conclusion : tout compact est fermé et borné.

z¢@(n)zn , dou Iim”x@(n.)H:-m . Ainsi la suite (Xo(n]) est divergente.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Propriété de Bolzano-Weierstrass : C est compact si de toute suite d’éléments de C, on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un élément de C.

2) F est fermé ssi pour toute suite d’éléments de F qui converge versL,ona L € F .
3) Toute suite extraite d’'une suite convergente est elle-méme convergente, de méme limite.

4) B est bornée s'il existe 2 >0 tel que |x|<i, YxeB.
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Densités (intervalles et boules)

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo
La densité de lintervalle ouvert Ja;b[ dans lintervalle fermé [a;b]. La densité de la boule

ouverte B(a;R) dans la boule fermée B; (a;R).

e L’énoncé

1) On considére I'espace vectoriel normé (R| . |) . Montrer que |a;b[ est dense dans [a;b].
2) On considére I'espace vectoriel normé (E,| . |[). Montrer que B(a;R)={x E:|x-a| <R}

est dense dans By (aR)={xeR*:|x-a| <R]}.

e Corrigé

1) Nous allons montrer que tout élément de [a;b] est limite d’'une suite d'éléments de Ja;b] .
Soit [a;b] . Alors il y a trois cas & examiner :
1¥ cas: a<X<b. Dans ce cas, x est limite de la suite constante (x,) définie par X, =X, suite

d’éléments de |a;b[ (car a<x<b).

2°cas: x = a, alors x est limite de (X, ) o4 définie par X, :a+1, suite d’éléments de |a;b| .
= n

3% cas: X=Db, alors x est limite de (x,) , définie par X, = b—%, suite d’éléments de ]a;b| .

Ainsi Ja;b[ est dense dans [a;b].
2) Soit x €B;(a;R). La, il y a deux cas a examiner.

1% cas: ||x—a||<R, alors x est limite de la suite constante (x,) définie par X, =X, suite

d'éléments de B(aR)={x<E:|x-a|<R}.

1
2° cas: |[x-a| =R, alors considérons la suite (X,) , définie par X, :a+[1—H](X—a). Les

1
éléments de cette suite sont dans B(a;R) = {x €E:|x-a| <R} .En effet: x,-a= [1 —Ej(x -a)

donc [x, -4 :[1—%J||X—a|| donc : [x, -a| :[1—%JR donc |x, —al <R (car 1—%<1).

. 1 1 1 R
Ona limx, =X (car X“_82(1_HJ(X_3)C>X“_X:ﬁ(a_x) donc ||xn—x||:ﬁ||a—x||:ﬁ ).

Ainsi B(aR) = {xeE:|x—a| <R} estdense dans B;(aR)={xeR*:|x-a|<R].

O Ce qu’il faut retenir du cours
F — E estdense dans E si tout élément de E est limite d’'une suite d’éléments de F.
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GL.(C) est un ouvert dense de M, (C)

Chapitre concerné : 6. Topologie des espaces vectoriels normés
O Ce que montre cet exo
Que I'espace vectoriel des matrices inversibles dans C est dense dans I'espace des matrices a
coefficients dans C.

e L’énoncé

On considére l'espace vectoriel normé (M, (C),| . [) ou [M]| = supﬂﬁﬂ.
xsC
1) Montrer que 'application det: M, (C)— C est continue.

2) Montrer que GL,(C) estun ouvertde (M,(C).| . ).

3) Soit MeM, (C). En utilisant I'égalit¢ M= lim (M—%Id) et l'application z —» det(M-zld),

>+

montrer que GL,(C) est dense dans M, (C).

e Corrigé

1) Soit M:(m,-j) . Le déterminant est un polynéme des variables m;, il est donc continue.

1< j<n
2) GL,(C)= det™ (:C*) est ouvert (image réciproque d’'un ouvert par une fonction continue).

3) Soit MeM,(C), la fonction z — det(M-zld) est un polynébme (c’est le polynéme
caractéristique de M !) de variable z et de degré n qui admet par conséquent au plus n racines.

. 1
Cela signifie qu'il existe Ny tel que i=zny, = det[M—TId) =0 et donc qu'il existe un entier ng

g 1 . ; ' g
tel que |2n03M—TId inversible. Il existe donc un entier ny tel que

i>n, DM—%IdeGLn(C) et telle que M = lim [M—lld] (car M—(M—%Id}”:H%Id”:%“ld”:%.
i

i—>+w
izn,

[l

En effet |Id| = sup—”T = sup% =1). Cela signifie que tout élément M e M, (C) est limite de
xeC X xeC |[X

la suite (M —lld} d’éléments de GL,(C). ConclusionGL, (C) est dense dans M, (C).
izn,

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) L'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue est un ouvert.
2) F est dense dans E si tout élément de E est limite d’'une suite d’éléments de F.
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Produit scalaire sur les matrices

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels

O Ce que montre cet exo
La découverte d'un produit scalaire « sympa » sur les matrices.

e L’énoncé

1) Montrer que (A,B) = tr(‘AB) définit un produit scalaire sur I'espace des matrices M, (R).

2) Définir (Vect{ld})l pour ce produit scalaire.

e Corrigé

1) Symétrie : (AB) =tr('AB) :tr(t(‘BA')):tr(‘BA) =(BA).

Bilinéarité : Ona (A, +A,,B) = tr(‘(A1 +A, )B) =tr((‘As+ 'A;)B) = tr(‘AB + 'A,B)
=tr('AB)+tr('AB)=(A;,B)+(A,,B).

Et: (MAB) =tr((A)B) =tr(1'AB) =atr('AB) = 1.(AB).

Positivité : (A, A)=tr('AA)="AA =a, +a, +a,,” +a,,° donc(AA)=

a;; a A A NE. 2 & id" A8 ia8
11 g2
carsi A= [ ] ona:tAA = [ 11 21]( 11 12 11 21 11 12 21222 _
&2 a22 821 2) \&if@p+8@n &, +ay
0<

Définition : >
2) (Vect{ld}) { o g (ldA) 0} {A [:” Z”j:tr(‘ldA):o}
21 22 21 22
a2 22w {A:[am 2):ay o -0]-fa-(20 %]
a1 axp a1 ap J Ay _a11j
Ainsi:(Vect{ld})‘:Vect{[; 01],(3 ;][? gj}

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) (P,Q) est un produit scalaire s’il s'agit d’'une forme symétrique, bilinéaire et définie positive,

c'est-a-dire si: (P,Q)=(Q,P) ;(P;+P,.Q) =(P.Q) +(P,.Q) et (AP,Q)=2(P,Q) ; (P.P)=0 avec
égalité si et seulement si P=0.

2) '(PQ)="Q'P ; t(‘P):P; 3) tr('P)=tr(P) ; tr(A+B)=tr(A)+tr(B) ; tr(2A+B)=2tr(A).

4 '(AB)- B'A 5 (1A)=A.
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Produit scalaire sur les fonctions affines

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels
O Ce que montre cet exo
La découverte d’'un produit scalaire « sympa » sur les fonctions affines.

e L’énoncé

p
1) Montrer que (P,Q) = ZP(k)Q(k) définit un produit scalaire sur I'espace R,[x].
k=0

2) Déterminer (Vect{x})l pour ce produit scalaire.

e Corrigé

1 1
1) Symétrie : (P.Q) = » P(k)Q(k)= » Q(k)P(k)=(QP).
k=0 k=0

1

Bilinéarité : On a: (P, +P,,Q) = Z(P1(k)+P2(k))Q(k) = Z(P1(k)Q(k)+P2(k)Q(k))

k=0 k=0

zig( ZPZ = (P, Q) +(P,,Q).
Et: (}P,Q):Z _/ZP k)=2(P.Q).

k=0

Positivité : (P,P) = ZP(k)P(k) = ZPZ(k) donc(P.P)=0
k=0 k=0

1
Définition : (P,P)=0 < sz(k) =0=P?(0)=P*(1)=0=P(0)=P(1)=0=P =0
k=0
(car le seul polynébme qui admet plus de racines que son degré est le polynéme nul).

2) (Vect{x})” ={P=ax+b:(P,x)=0} = {P=ax+b:P(0)-0+P(1)-1=0j
={P=ax+b:b-0+(a+b)-1=0} ={P=ax+b:b=-a} = {P=ax-aj} = {P=a(x 1)} = Vect(x-1).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) (P,Q) est un produit scalaire s’il s’agit d’'une forme symeétrique, bilinéaire et définie positive,

c'est-a-dire si: (P,Q)=(QP) ;(P;+P,,Q) =(P,,Q) +(P,,Q) et (AP,Q)=1(P,Q) ; (P,P)=0 avec

égalité si et seulement si P=0.
2) Le seul polyndme qui admet plus de racines que son degré est le polynédme nul.
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Projection vectorielle sur une droite

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer I'expression d’un projecteur orthogonal.

e L’énoncé

Soit pc: R 2?2 5E le projecteur vectoriel de R? (muni du produit scalaire euclidien usuel) sur le

sous-espace vectoriel E = {(x,y) eR?:2x-y= O} . Déterminer I'expression de p:(X,y).

e Corrigé

Ona E:{(x,y)e]&z:2x—y:0}:{(xy) Y= 2x}:{(x2x) 2 x e R} = Vect(1,2).

] {(pg(x,y)—(x,y),e)=0

(avec e=Vect(12)). Posons pc(x,y)=(X.Y').
det(pe (x,y).e) = c

X' -xy-v),(12))=0
<( y' =y).( )> I (X' =X)+(y' -y)x2=0 X'-x+2y'-2y=0
On adonc {|x’ 1 & Tlax-y
: ‘: 2x-y'=0 il
y 2
] 2
X'-x+2y'-2y=0 ox'-x-2y=0 X _g(x+ Y)
T lax -2y’ =0 Ty =2x =l 2 |
1y :g(x-*-zy)

Ainsi Pe (XY) = [;<x+2y> (x+2y>]

O Ce qu’il faut retenir du cours
f p(u)-ue)=0, ve<E

p(u) projeté orthogonal de u sur E (E de dimension 2) &
det(p(u),e)=0, vecE"
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Projection vectorielle sur un plan

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels
O Ce que montre cet exo
Comment déterminer I'expression d’un projecteur orthogonal.

e L’énoncé

Soit pc: R 2* 5E le projecteur vectoriel de R? (muni du produit scalaire euclidien usuel) sur le

sous-espace vectoriel E = {(x, Y,Z) € R¥:2x-y+z= 0} . Déterminer I'expression de pg(X,y,z).

e Corrigé

Ona E:{(x,y,z)ef«c3 :2x—y+z:0} :{(x,y,z)eP@3 :y:2x+z} ={(x2x+22):xy,ze R}

={x(120)+2(0,11):x yZeR} Vect{(12,0),(0,11)} .
<pE( -(x.y.2), 1>
On doit avoir : < e(Xy (X.Y.2), 2) 0 (avec e,=Vect(120) et e, =Vect(0,11)).
det(p X,Y,Z),6,,,)=0
x—xy y.2'-2),(12,0))=0 1.0
Posons pz(X,y,z)=(X,y.,Z'). On a donc etly 2 1|=0
(x-xy-y,2-2),(011)=0 ,
Zz' oA
X'-x+2(y'-y)=0 1 0
d : t =0
e { R X‘o 1‘ y’o 17%]2 1

[x’—x+2y'—2y:0

X'=x+2y'-2y=0 N i ] .

donc : ) , et 2x'—y'+z'=0.Résolvons le systeme | y'—y+2z'-z=0
y-y+zZ'-z=0

2x'-y'+z2'=0

x’—%x+%y—§z

X' -x+2y'-2y=0 X' +2y'=x+2y 2x'+4y"'=2x+4y 1 5 1
V-y+2'-z2=0 Sy +Z'=y+z2 4y +42'=4y+47z & - S y':§x+gy+€z
2x'-y'+2'=0 2x'-y'+2'=0 2x'-y'+2'=0 . 1 5
Z’=—-—X+—-y+—=2

3 6 6

33 6° 6 3 6 6

_ L 1. 0. 8. 1. 1, 0,5
Ainsi pg(X,y,z) = X3V -3Ag XY g XYz

O Ce qu’il faut retenir du cours
p(u) estle prOJete orthogonal de u sur E si et seulement si :

(u
{p(u) =0 vie{1--dim(E)}

[P
ldet ey

oUE = Vect(e1,---edimE)) :

dlmEi) 0
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Minimum d’une intégrale par projection

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels
O Ce que montre cet exo
Le calcul d’'une intégrale vue la minimisation d’'une norme par projection.
e L’énoncé

;
On veut montrer que  min J.(t2 —at—b)2 dt :ﬁ. Pour cela on considére E =(C[0;1].R)
(ab)eRr?
@o)er® )
;

muni du produit scalaire (f,g) = If (t)g(t)dt et son sous-espace vectoriel F = Vect(1t).

0
i
1) Montrer que déterminer min J-(tz e b)2 dt revient a déterminer ”t2 _pF(tz )”
(ab)eR”
0

2

2) Démontrer pge (tz) = t—%. En déduire le résultat.

e Corrigé

1) J.(tz—at—b)zdt:<t2—(at+b),t2—(at+b)>:”t2—(at+b)”2. or 2 cE=(C[0;1],R) et

0

2 —(at+b)||2 =2 - e (t2)||2 .

(ab)er (ab)eR

1
2
at+b eF = Vect(1t) . Donc m,inZJ.(tz—at—b) dt= min_
0

;
t? —apt—bg)dt =0
t2-pe (#).1) =0 .[( ot=o)
2) pF(tz):aot+b0 doit vérifier c'est-a-dire (1)
<t2—pF(t2),t>=0
J.(tz—aot—bo)tdtzo
0
1
i
N oo = 1 1
{3 2 b“L i 2%t =3 = 1
Donc donc donc 1. Donc pe(t?)=t-—
4 3 N 1 1 1 by=—— 6
t t t PR T
— ~8— —bo 0 e 74
4 3 2 |
1 2 1 2
Ainsi minRJ’(tz—at—b)zdt:tz—[t—lj —J.(tz—ulj dt=—1
(ab)eR? 6 6 180

0

O Ce qu’il faut retenir du cours
Pour trouver la distance d’'un vecteur de E a F, il suffit de trouver le projeté orthogonal de ce
vecteur sur F.
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Minimum d’une fonction a deux variables

Chapitre concerné : 7. Espaces préhilbertiens réels

O Ce que montre cet exo
Le calcul d'une intégrale, vu comme la minimisation d’'une norme par projection.

e L’énoncé

On veut montrer que min ((x+y—1)2 +(x—2)2 +(y—3)2) :%. Pour cela on considére R? muni
(xy)eR /

du produit scalaire canonique et le sous-espace vectoriel F = {(x +Y,XY):X Y€ R} .

1) Montrer que déterminer mina((x+y—1)2+(x—2)2+(y—3)2‘) revient a déterminer
(xy)eR"

[(12.3)-pe (12.3)]".

W[~
c.olm
wlo

2) Démontrer pg(12,3) :( ] En déduire le résultat.

e Corrigé

1) (x+y =17+ (x-2) +(y-3)* =[(123) - (x + y.xy)|"-

Donc min ((x+y—1)2+(x—2)2+(y—3)2): min |(1,2,3)—(x+y,x,y)”2:||(1,2,3)—pF(1,2,3)”2.

leég (xy)eR*

2) F={(x+y.xy):xy R} ={(x,x0)+(y.0y):xy e R} ={x(110) +y(10,7): x,y € R}

= Vect{(11,0),(1,0,1)} . Donc F a pour base (110),(10,1).

[{(123)~(a+b.ab),(110))=0
),

e I T
P:(123)=(a+bab) doit vérifier K(1’2’3) (a+bab (101)>

c’est-a-dire :

0 [1-a-b+2-a=0 {2a+b=3
0 Lo

(1-a-b,2-2,3-b),(110)) . 5
— Sa=—b=—.
|1-a-b+3-b=0 " |a+2b=4 3 3

<(1_a _b,2—a,3—b),(1’0’1)>

Donc p:(1,23)=(a+bab)= [%%

w|o;m

) . Ainsi :

2
min

|xym<

wlo;

min ((x+y 1) +(X-2)" +

(xy)eRr?

tiiif
333

1123)-p:(123) =H(123)—[§ §

]

16,16 16 _48
=3

9799 "

O Ce qu’il faut retenir du cours
Pour trouver la distance d’'un vecteur de E a F, il suffit de trouver le projeté orthogonal de ce
vecteur sur F.
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Rotation et sa matrice

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer la matrice d’une rotation.

e L’énoncé

On veut déterminer la matrice (dans la base canonique) de la rotation d’angle % autour de l'axe

D= Vect(ab,c) ou a®+b”+c? =1 et abc = 0.
1) Compléter f;=(a,b,c) en une base orthonormale (f;.f,.f;) de R*.

2) En déduire la matrice de rotation exprimée par rapport a la base canonique de R3.

e Corrigé

1 1
1) Si on pose (par exemple) 2 =- 2 o b ( oE . B2
,/ + +

on obtient bien une base orthonormale (f;,f,,f;) de R?.

(ac,cb,—(a2 +b2)),

2) Appliquons la formule M = PRHP_1 (sachant que P~'='P ) avec

& b ac 1 0 0 \

\/a2 B \/a2 +b? a b c

. —a cb R.=|0 cosX —sinZ| _, b -a

P=|b kd 2 P1= 0
Va2 +b? a2 +b? 2 JaZ+b?  +fa? +b? ‘
sic. AU T |
& 0 JEE P 0 s,lnE cosz ac cb JaZ+p? |
Ja?+b? a2 +b? )

a? ab-c ac+b

On trouve (aprés calculs) : M=|ab+c b? bc-a|.

ac-b bc+a c?

O Ce qu’il faut retenir du cours

1 0 0
M=PR,P" sachantque P"'='P et R, =[0 cos® -sin@|.
0 sin6 cos6
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Matrice de rotation

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Comment reconnaitre une rotation et ses éléments caractéristiques.

e L’énoncé

6
Déterminer la nature de la transformation associée a la matrice M 27 2

D W N

3
6.
-3 2

e Corrigé

‘MM =Id (aprés calculs) donc M est orthogonale.
det(M) =1 (aprés calculs) donc M est une rotation autour d’un axe.

Axe D =Ker(M-Id) = Vect(k) : k det(xMxk)

1_1 2 3)x) (0
Ker(M-1d) = (x,y,z)eR3:7 2 4 6|y|=|0
-3 6 5)lz) (0

- {(x,y,z) eR3:—x+2y+32=0,-3x+6y-5z= 0} = Vect(-2,-10). Donc R(—2,—1,0) )
Angle 6 vérifiant 1+2cos(8) = Tr(M) ou det(x,Mx,R) est de méme signe de sin(6) :
1+200$(6):Tr(M)<:31+2cos(6):1—71<:>cos(6)=%.

det(x,Mx,R):—3/7 (avec x(10,0), Mx(6/7,2/7,-3/7), R(—Z,—1,0))donc sin(6)<0.

Ja5

Conclusion : rotation d’angle arCSin[_T] autour de l'axe D = Vect(R(—2,—1,0)).

O Ce qu’il faut retenir du cours
Plan d’étude :

1) Vérifier que M est orthogonale en montrant que 'MM=Id.
2) Si det(M) =1 on a une rotation autour de I'axe D =Ker(M-1Id) = Vect(R) d'angle © vérifiant

1+2c0s(8) =Tr(M) (sachant que det(x,Mxk) est de méme signe de sin(6)).
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Matrice de réflexion

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Comment reconnaitre une réflexion plane et ses éléments caractéristiques.

e L’énoncé

o

Déterminer la nature de la transformation associée a la matrice M:7

N W O

o
2
6

6
o

e Corrigé

M est orthogonale car ‘MM =1d (aprés calculs).
det(M) =—1 (aprés calculs) et Tr(M)=1 donc M est une réflexion de plan P =Ker(M-Id) .

Plan D =Ker(M-Id) = Vect(k) :

3 -9 6 -3)(x 0
Ker(M-Id) = (X,y,Z)eR3:7 6 4 2|yl|=|0
-3 2 -1z 0

={(xy.2) e R®: -3x+2y -z =0} = Vect{(-2,-3,0),(1,0,-3)} .

Conclusion : il s’agit d’'une réflexion de plan -3x+2y-z=0.

O Ce qu’il faut retenir du cours
Plan d’étude :

1) Vérifier que M est orthogonale en montrant que 'MM=Id.
2) Si det(M)=-1 etsi Tr(M) =1 alors on a la réflexion de plan P =Ker(M-Id).
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Matrice d’anti-rotation

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens
O Ce que montre cet exo
Comment reconnaitre une anti-rotation et ses éléments caractéristiques.

e L’énoncé

6 3
Déterminer la nature de la transformation associée a la matrice M==| 2 -6
2

D W N

1
7

b

e Corrigé

M est orthogonale car 'MM=1d (aprés calculs).

det(M) =—1 donc M est une anti-rotation (composée d’'une rotation et d'une réflexion) :
Pour la rotation :

Axe D =Ker(M+1d) = Vect (k) :

13 3 2)\(x 0

2 1 3||ly|=|0

-3 2 13)\z 0

Ker(M+Id) = (x,y,z)eR3:;
= {(x,y,z) eR%:13x+3y+22=0,2Xx+Y+32=0,-3x +2y +13Z = o} = Vect(-1,5,-1).
Donc k(-1,5,-1).

Angle O vérifiant 2cos(6)-1=Tr(M) (ou det(X,MX,R) est de méme signe de sin(6)):

2cos(6)—1:Tr(M)c>2c:os(6)—1=g<:>cos(6)=%.
det(xMx.k)=13/7 (avec x(10,0), Mx(6/7,2/7,-3/7), k(~15,-1)) donc sin(8)> 0.

Pour la réflexion
Plan: P =D* :{(x,y,z)eR3 :—x+5y—z=0}.

13 -
Conclusion : il s’agit d'une anti-rotation d’angle arccos(ﬁ] d'axe D:Vect(k(—1,5,—1)), de

plan P:—x+5y-z=0.

O Ce qu’il faut retenir du cours

Plan d'étude :
1) Vérifier que M est orthogonale en montrant que 'MM=1d.
2) Si det(M)=-1 et si Tr(M)=1 alors on a anti-rotation (composée de la rotation d'axe

D =Ker(M+Id) = Vect(k), d'angle 6 vérifiant 2cos(6)—1=Tr(M) [sachant que det(xMxk)

est de méme signe de sin(0)] et d’'une réflexion de plan P=D").
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Matrice d’une projection orthogonale

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer la matrice d’'une projection orthogonale.

e L’énoncé

Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan P:x+y+z=0 dans la base

canonique de R°.

e Corrigé

(e.e;)=((1.0,-1),(0,1-1)) est une base de P:x+y+z=0 . Par le procédé de Gram-Schmidt,

peut compléter en une base orthonormale (01;02;03) de R3 avec 053 =0,A0, (soit
100

] est une base orthonormale de P:x+y+z=0 qu'on

0= ﬁﬁﬁ ). Dans cette base, la matrice de la projection est D=0 1 0|. Comme
3 3 3 000
1142 -6 313 12 0 142

Pl 0 2/4¥3 V3/3|etP'|-1/J6 V213 —1/6| (P"'='P car P est orthogonale), la
A2 <16 33 J3 13 13

2/3 -1/3 -1/3
matrice cherchée est : My =PDP™ c'est-a-dire : M. -1/3 2/3 -1/3|.
-1/3 -1/3 2/3

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir manuel 1 année).

2) La formule M=PDP™" et le fait que P"'="'P lorsque P est orthogonale.
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Matrice d’une symétrie orthogonale

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer la matrice d’'une symétrie orthogonale.

e L’énoncé

Déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport au plan P:x+y+z=0 dans la

base canonique de R®.

e Corrigé

(e1,e2):((1,0,—1),(0,1,—1)) est une base de P:x+y+z=0 . Par le procédé de Gram-Schmidt,

peut compléter en une base orthonormale (01;02;03) de R® avec 03 =04 AO, (soit

] est une base orthonormale de P:x+y+z=0 qu'on

100
0= ﬁﬁﬁ ). Dans cette base, la matrice de la symétrie est D={0 1 0 |. Comme
o8 s 00 -1
1142 116 313 142 0 -2

Pl 0 J2/4J3 J3/3|etP ' -1/J6 V2/3 -1/J6| (P"'='P car P est orthogonale), la
/2 -1/J6 313 1143 1¥3 1143

13 -2/3 -2/3
matrice cherchée est : ME,\/m:PDFr1 C'est-a-dire : M,/ 2/3 1/3 -2/3]|.
-2/3 -2/3 1/3

Autre méthode : on peut utiliser la matrice de projection trouvée a I'exercice précédent et
utiliser la relation s=2p-Id (qui vient de I'égalité Id+s=2p) ce qui donnera : Mg, =2M,, -Id

(on retrouve alors le méme résultat).

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir manuel '8 année).

2) La formule M=PDP™" et le fait que P ='P lorsque P est orthogonale.
3) La formule reliant une symétrie et une projection : ld+s=2p.
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Majoration de la somme des éléments
d’une matrice orthogonale

Chapitre concerné : 8. Endomorphismes des espaces euclidiens

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut majorer la somme de tous les éléments d’'une matrice orthogonale.

e L’énoncé

Soit M:(m--) ~une matrice orthogonale.
U /1< jen

1) Montrer que t(MX)MX = 'XX pour tout vecteur X.
2

n
2) Appliquer I'égalité précédente au vecteur X| : |. En déduire que Z Zmij =n.
1 - -

3) En appliquant Cauchy-Schwarz, en déduire que sz” <
=1 j=1

e Corrigé

1) {(MX)MX = 'X'MMX = 'XM"™MX = 'XIdX = XX (car M étant orthogonale, ‘M =M").

Zmu
=1
2)Si X! | alors MX| : {(MX)MX = Z[ } - 50K = Z1><1—Z1 n.

n n 2
or '(MX)MX = ‘XX donc Z Zm,— =
i=1

i=1

3) D’aprés Cauchy-Schwarz :

2

S BT se 3

i=1 j=1

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) '(AB)='B'A

n

el

i=1

m™n

2) Cauchy-Schwarz (pour le produit scalaire canonique de R") :

EE
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L’astroide

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude d’une astroide.

e L’énoncé

x(t) = cos® (t)
Etudier la courbe paramétreée : ) , teR
y(t)=sin’ (t)
e Corrigé
fx(t+27t) =x{t)
. L'intervalle d’étude est réduit de = & [-m =] sans transformation.
[y(t+2m)=y(t)
X(-t)=x(t)
. Lintervalle d’étude est réduit de [-m;n] a [0;n] grace a la symétrie s o -
y(-t)=-y(1)
X(m—t)=—x(t .
. L'intervalle d’étude est réduit de [0;x] & [0;—} gréce & la symétrie S o, ) .
y(r-t)=y(t)
[x[g—t] =y(t)
. L’intervalle d’étude est réduit de {O;g} a [0;%} grace a la symétrie S, _y, .
T
——t|=x(t
]y[2 J=x(t
X' (t)=-3cos? (t)sin(t 1
f () (Hsin( ).On obtient alors : A\
1y’(t)=3sin2(t)cos(t) VAN
A5{ N
o Z
X(t) 0 - e 0
(t) . 2}’2 -1 -05 0 0.5 1
x(t) 1 R
v () 7 N0 03
, 3/ -
y'(t) + Joa =11 1
. o y'(t) _ Yo . i
Point stationnaire : t=0. Comme ——= =-tan(t), lim—-==0 : tangente horizontale.
X (0) =ox ()

O Ce qu’il faut retenir du cours
En présence d'un point stationnaire M(t;) , la tangente est dirigée par le vecteur de

"(t
coordonnées 1 et Iimm.
t>t, x'(t)

80



Algébre et géométrie 2¢ année

La cycloide

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés

O Ce que montre cet exo
L’étude d’'une cycloide.

e L’énoncé

X(t)=t-sin(t)
Etudier la courbe paramétrée : ,teR.
y(t)=1-cos(t)
e Corrigé
X(t+2n)=x(t)+2n
. Lintervalle d’étude est réduit de = a [-m=| grace a la translationt, - .
y(t+2m)=y(t) =1
X(-t)=—-x(t
V(- =y(t) ° L'intervalle d’étude est réduit de [-mn| & [0;n] grace & la symétrie S o, ) .
X'(t)=1-cos(t
y _ . On obtient alors :
y'(t)=sin(t)
t 0 T 31
X(t) 0 + 2 S 21 =
X(t) 0 e T \\.\\.1 /
yt) |lo /2 0
y'(t) 0 + 0 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1
*(t "(t
Point stationnaire : t=0. Comme L) = cotan(i], Iimw =+ : tangente verticale.
x'(t) 2) t0x'(t)

O Ce qu’il faut retenir du cours
En présence d'un point stationnaire M(t;) , la tangente est dirigée par le vecteur de
coordonnées 1 et Iimw.

t=>t X'(t)
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La deltoide

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude de la deltoide.

e L’énoncé

X(t) =2cos(t)+cos(2t)

Etudier la courbe paramétrée : . .
{y(t) = 2sin(t)-sin(2t)

e Corrigé

+2m) = Xx(t

. L’intervalle d’étude est réduitde R a [—ﬂ:;n] sans transformation.
+2m)=Yy(t)

. L'intervalle d’étude est réduit de [-m=] & [0;x] gréace & la symétrie S (ox) -

)
)=-y(t)

. On obtient alors :

\ 251

0 2% n .“‘ ‘T”‘

t

Xty | o - ¢+ 0 —
W3 S 5 s e
y) [o 7/ 26 N\ 0 S Py

y'(t) | O % ’ - -4 A

251

(1) cos(t)-1 (t
Point stationnaire : t=0. Comme y,( ): _( ) :—tan(lj, Iimwzo : tangente dirigée
X'(t)  sin(t) 2) ts0x'(t)
par le vecteur de coordonnées (10).
(t
Point stationnaire : t = 2y . lim L) = —/3 : tangente dirigée par le vecteur (1, -173).
3 t—»z% X (t)

O Ce qu’il faut retenir du cours
En présence d'un point stationnaire M(t;) , la tangente est dirigée par le vecteur de
coordonnées 1 et Iim&.

=1t X'(t)
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La cardioide

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude de la cardioide.

e L’énoncé

. n X(t)=2cos(t)-cos(2t)
Etudier la courbe paramétrée : ,teR
y(t)=2sin(t)-sin(2t)

e Corrigé
fx(t+27t) =X(t
. L'intervalle d’étude est réduitde & a [-TI;TI] sans transformation.

|y(t+27)=y(1)

X(-t)=x(t

(=1) . L'intervalle d’étude est réduit de [—TGTC] a [0;x] grace a la symétrie S(ox) -
yi-t)y=-y
X'(t) =-2sin(t) - 2sin(2t) = -2sin(t)(1-2cos(t)) ——
. On obtient :
y'(t) = 2cos(t) - 2cos(2t) = —4(cos(t) - 1)(cos(t) +0,5) T\

t o % %% " )
x(t) 0 + ¢ : ¢ - 0 R T
x(t) | 4 15 N 05\ 3 i
y(t) o A 08 Z 27 N 0 ‘
y(t) o + + o - 4 " ‘Z_

. 8p--"

. t=0 Y'(t) _2cos(t)-2cos(2t)  cos(t)-cos(2t) _ 23in(?jsin[§j

Point stationnaire

x’(t)_—23in(t)—23in(2t) sin(t)—sin(2t) 23in[%t\cos[3t}

2

(it
= tan(ﬂl. Donc Iimw =0 : tangente dirigée par le vecteur de coordonnées (10).
2 =0 X'(t)
. . o AU . 3t
Point stationnaire :t = 27/3 . lim——== lim tan| — | = 0. tangente dirigée par le vecteur (10).
t—=0 X (t) t—>27/3 2

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) En présence d’'un point stationnaire M(t;), la tangente est dirigée par le vecteur de
(L
coordonnées 1 et Iimw.
t_*tr:-X(t)

2) cos(p)—cos(q):25in(p;q]sin[q;p) et sin(p)~sin(q):25in(?]cos(p;q].
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La lemniscate de Bernoulli

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude de la lemniscate de Jacques Bernoulli (1654-1705).

e L’énoncé

= 1+tt“
Etudier la courbe paramétrée : 8 teR.
t) =
y(t) 14t
e Corrigé
X(-t)=-x
. L'intervalle d’étude est réduit de = & [0;+= grace & la symétrie s, .

y(-t)=-y(t)

1
X(;) =y(t)

5 - Lintervalle d'étude est réduit de [0;+[ & [0;1] grace & la symétrie S,y .

- |=Xx(t
¥(3)-x

_ ¢4 {3-1t*
X t)= 1-3t 5 et y'(t) :(—2) . On obtient alors, sachant que 43 =1,3 :
1+t4) (1+t4)
1 P
t 0 %\/5 1 0.5 I,f
X(t) |1 + b - -0,5 ’
0

x(t) | o 706 N\ 0,5 0.5 0 05

y(t) | o 703 N 0,5

y'(t) |0 + ) + 0,5 .05

O Ce qu’il faut retenir du cours

u) uv-u
o[22
v v

2) t'=act=%a (a>0).
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Histoire de points stationnaires

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude de points d’inflexion.

e L’énoncé

X(t) =sin (1) /(1+1) [x(y=t-sit
y(t)=(1+t)(sh(t)=sin(t)) 2'{y(t)=2t—sin2t
X(t) =2cost+cos2t X(t) =1+cost

3:{y(t):Zsint—sinZt’ {

Soient les 4 courbes F12{

4- . Elles présentent toutes un point stationnaire
y(t)=1+cos2t

en t=0. Déterminer, a l'aide de développements limités la nature de ce point.

e Corrigé

X(t)=sin®(t)/(1+1)=t* —t* +o(t*)
y(t)=(1+t)(sh(t)-sin(t)) =1/3t> +1/3t* +o(t*)
Ona V,(11/3) et V,(-11/3) : point banal.
X(t)=t-sint=1/6t>-1/120t° +o(t°)

| DT s

2) I, :
y(t)=2t-sin2t=4/3t> - 4/15t> +o(t*)

Ona V;(1/6,4/3) et Vs(-1/120,-4/15) : point d'inflexion.

X(t) =2cost +cos2t =3 -3t* +0,75t* +o(t*)
N Tyt

y(t)=2sint-sin2t =t +o(t*)

Ona V,(-3,0) et V,(0,1) : rebroussement 1° espéce.
X(t) =1+cost=2-0.5t" +1/24t* +o(t)

g y(t)=1+cos2t =22 +2/3t* +oft*)

Ona V,(-0.5-2) et V,(1/24,2/3) : rebroussement 2° espéce.

O Ce qu’il faut retenir du cours
Lorsque X'(ty)=0 et y’(to):0 on a un point stationnaire. Ensuite on détermine les premiers

vecteurs V, (colinéaire & (X(p'(to),y‘p'(to))) et V, ( colinéaire & Vq(x‘q'(to),y'q’(to))) non

nuls et libres de R? (on peut les trouver grace a un développement limité de X(t) et y(t)).
1) Si p impair et q pair : on a un point banal.

2) Si p impair et q impair : on a un point d’inflexion.

3) Si p pair et g impair : on a un point de rebroussement de 1 espéce.

4) Si p pair et g pair : on a un point de rebroussement de 2% espéce.
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Algébre et géométrie 2¢ année

Histoire de branches infinies

Chapitre concerné : 9. Fonctions vectorielles, arcs paramétrés
O Ce que montre cet exo
L’étude de branches infinies.

e L’énoncé

x(t)=t%+1 x(t)=t>+1 x(t)=1*
On donne les 3 courbes : I'y: i r,: - [ _—
y(t)=t"+1 y(t)=t+1 y(t)=3t"+4
Etudier leurs branches infinies en +x.
e Corrigé
lim X(t) =+
Dans chaque cas on a tﬁr:y(t) , chaque courbe admet bien une branche infinie en +x.
= 40
to+c
y(t) y(t) . e
1) —~t donc |I =+ : I'; admet une branche parabolique de direction (Oy).
X(t) = >t X (1)
2) m ~1 donc —t) =0 : I', admet une branche parabolique de direction (Ox)
X(t) ==t x(t) * '
3) m~3 donc lim m=3 : lim (y(t)-3x(t))=4.T; admet une branche parabolique de
X(t)+= t>+ X () "t A
direction (d):y =3x+4.

O Ce qu’il faut retenir du cours
[Ilm X(t) =0

t—t
1) Lorsque l ’ on est en présence d’'une branche infinie.

limy(t) =+

t-t,

t
2) Lorsque Iim&t) =0 on a une branche parabolique de direction (Ox).

t-t,

t
3) Lorsque Iim&t) =+ On a une branche parabolique de direction (Oy).

t-t,

t
4) Lorsque Imu =a et Ilm(y(t) —ax(t))=b on a une branche parabolique de

t=t X(t) oty
direction(d):y=ax+b.

t
5) Lorsque Ilm% =a et lim(y(t) —ax(t)) =¥ on a une branche parabolique de

t-t,

direction(d):y=ax.
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Analyse et probabilités 2¢ année

Une jolie série télescopique

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut calculer en certaines circonstances la somme d’une série numeérique convergente.

e L’énoncé

On considére la série numérique de terme général u, = In(1 ~=— | pour n= 2.
n

Démontrer que la série E u, est convergente puis déterminer sa valeur.

nz2

e Corrigé

. . 1
La série E u, estde signe constant (car pour tout n, In[1 ——2] <0).
n

nz2

Ona In(1—izj~—i2 car In(1+x)~x donc E u, est convergente (Riemann).
n + N 0
nz1

2uk = iln(h%j Ziln[kijjzim(W]: iln
=Zn:('”(k;1]—ln(k'i1]]=Zn:(vkn—vk):"m—vz (ol V, :In[%)).

(k+1)

Kk
B
=

+X

D’ou Zuk =k|_i[[‘ka+1 -V, :klim In[%)—ln@) =In(1)-In(2)=-In(2).

—+0
k=2

Ainsi Zun est convergente et Zun =-In(2).
n=2

nz2

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Critére de Riemann : —- converge si et seulement si o > 1.
n
nz1

p

2) Le principe du « télescopage » : Z:(vn_1 —Vp)=Vog—Vy.
n=2
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Analyse et probabilités 2¢ année

Le théoréme de Cauchy

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles

O Ce que montre cet exo
Un résultat sur les séries numériques de terme général décroissant et positif.

e L’énoncé

n K
Soit (a, ) est une suite réelle positive décroissante. Soient S, = Zai et T, = ZZja :
i=1 j=0

1) Démontrer que pour n < 2% ,S, < T, . 2) Démontrer que pour n > 2 252 -

3) En déduire le théoréme de Cauchy :Zan CV ssi ZZkazk CV.
nx1 k=0

e Corrigé

n
1) Supposons n < 2% alors Zai <a,+(ay+a3)++(ay +--+a,._) (car (a,) estpositive),
i=1
n
donc : Zai <a,+(a, +a,)+---+(ax +---+a2k) (car (a,) décroissante et (a,, ) positive)
i=1
n
donc Zai <a,;+2a, +---+2a, . Ainsipour n <2,S <T,.
i=1
n

2) Supposons n > 2% alors Zai za,+ay +(a;+a,)++(ay.,+ +ay) ((a,) positive),
i=1

n

donc Z:ai z%a1+a2 +(2a,)++(2"a, ) ((a,) décroissante) donc S, 2%Tk donc 28, =T, .
i=1

3) Si Zan CV alors la suite (S,) est bornée. L'inégalité 2S5, = T, (pour n > 2% montre que
nz1

la suite (T, ) est également bornée. Comme (T, ) est croissante (somme partielle d'une série

positive), elle est aussi convergente. Réciproquement , si ZZkazk CV alors (T, ) est bornée.
k=0
L'inégalité S, < T, (pour n < 2¥) montre que (S,) est bornée. Comme (S,,) est croissante,

elle est aussi convergente. D’ou I'équivalence.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Toute suite convergente est bornée.

2) Toute suite croissante et majorée converge.
3) La suite des sommes partielles d’'une série positive est croissante.
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Analyse et probabilités 2¢ année

Riemann par Cauchy

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles

O Ce que montre cet exo
La démonstration du critére de Riemann (1826-1866).

e L’énoncé

En utilisant le théoréme de Cauchy, démontrer le critére de Riemann :
1 . .
« E pes converge si et seulement si o > 1 ».
nz1

Théoréme de Cauchy: Zan CV ssi ZZkaz‘ CV (ou (a,) suite réelle positive
nz1 k=0

décroissante).

e Corrigé

1 1
Si o =0 alors le terme général — ne tend pas vers 0, donc E —- diverge.
n* n-

n1

. 1 . o
Supposons « > 0, alors la suite (—uj est positive et décroissante.
n®

o k
sz(zikj 222"2%22 zkl_k :2(21_1] . Il s’agit d'une série géométrique. Comme
k=0 k=0 k=0
1

k=0

>0,e||econvergessiF<1 =221 o a-1>0 = a>1.

o—1

D’ou le critere de Riemann : —- converge si et seulement si o > 1.
n

nz1

O Ce qu’il faut retenir du cours

1)Zan cV = lima, =0.

nz1

2) La série géométrique Zq" CVssi [q| <1.
k=0

1
3) Critére de Riemann : E — converge si et seulement si o >1 .
n

nz1
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Bertrand par Cauchy

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles

O Ce que montre cet exo
La démonstration du critére de Bertrand (1822-1900).

e L’énoncé

Avec le théoreme de Cauchy et le critere de Riemann, démontrer le critére de Bertrand :

Z L CVo p=1.
n(Inn)°

nz2

Théoréme de Cauchy : Zan CV si et seulement si ZZkaz‘ CV (ou (a,) suite réelle
nz1 k=0
positive décroissante).

1
Critére de Riemann : —- converge ssi o > 1.
E n®

nz1

e Corrigé

n(inny’

21 pour n assez grand (en effet lim = Iim(Inn)_p =+w ) donc

Sip<0, alors
n(inn)” N

=5 | =

1
Z 0 )p DV (par comparaison avec une série de Riemann divergente)
n(inn
nz2

Si p > 0, alors la suite de terme général = est positive et décroissante.

n(Inn)

iPrympey - : . 0 Zi CV ssi
; In 2k ) ;(In(Zk))p ;(kln( kZ:dkp d i ssi p>1

(critére de Riemann), d’ou le résultat.

Ainsi, Z : = Cve p>1.
—n(Inn)

O Ce qu’il faut retenir du cours

. u N
1) Ilmv—“ =+ implique que u, = v, pour n assez grand.
n

1
2) Critére de Riemann : — converge ssi a > 1.
E n®

nz1
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Analyse et probabilités 2¢ année

Critere de comparaison série-intégrale

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles
O Ce que montre cet exo
La démonstration du critére de comparaison série-intégrale.

e L’énoncé

Soit f:[0;+ =[O0+ continue et décroissante. On veut montrer que Zf(n) et J.f(t)dt
nz0 0
sont de méme nature.

+00

1) Démontrer que J’ t)dt < Zf . En déduire que Zf(n) cV = If(t)dt CVv.

nz0 0

2) Démontrer que Zf Jf( )dt. En déduire que J. t)dt CV = Zf

P 4 n=0
e Corrigé

1) Vte [kik +1], f(t) < f(k) (car f décroissante)
ket nq ket

donc If(t) ) donc ZJ' dt<Zf donc J. t)dtsif(k)

k

Ainsi, on a lI'implication Zf ) CV :>I t)dt CV (car f est positive).

nz0

2) vte[k-1k], f(k)=<f(t) (carfdécroissante)
k n

donc f(k) < J.f(t)dt donch ZJ' t)dt donc Zf J‘
k-1 k=1 k=1 k-1

-+

Ainsi on a I'implication J'f(t)dt CV = Zf(n) CV (car f est positive).
0 nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours
k+1

k
1) Si f est décroissante sur [0;+’E[ alors J’ t)dt < f(k J-
k =1

2) Supposons que 0 <u, <V, . Si Zvn CV alors Zun CV.
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Analyse et probabilités 2¢ année

Utilisation du critére
de comparaison série-intégrale

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles
O Ce que montre cet exo
L'utilisation du critére de comparaison série-intégrale.

e L’énoncé

Gréace a une comparaison série-intégrale, montrer que :

1 1
1) ZH est divergente. 2) Z est divergente.

nin(n
nz1 nz2 ( )

e Corrigé

+0

1) f(t) :% est décroissante et positive sur [1;+m[ donc Z% et J.f(t)dt ont méme nature.
nz1 1
M M +
or J-f(t)dt:j%dt:[ln(t)]:w =In(M)~In(1) =In(M) donc J‘f(t)dtleim In(M) = +o0 .

1 1 1

1
Ainsi ZE est divergente.

nz1

2) f(t)= tln1(t) est décroissante et positive sur [2;+[, car f'(t) <0 (f’(t):%).
1T :

Donc nzz;nln(n) etJ'f(t)dt ont méme nature.

M M 1 mo1
or jf(t)dt:J'tln(t)dt:J'mdt:[ln(ln(t))] =In(In(M)) -In(In(2)).

2 2 2
Donc J'f(t)dt:N‘ILrT.]xIn(In(M))—In(In(Z)):+x . Ainsi ann1(n) est divergente.

2 nz

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Critére de comparaison série-intégrale : Si f:[0;+—f.[—>[0;+v_[ est continue et décroissante,

alors Zf(n) et If(t)dt sont de méme nature.
nz0 0

2) Iu—':ln|u|.
u
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Analyse et probabilités 2¢ année

Deux séries de méme nature

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles
O Ce que montre cet exo

L’équivalence : 200

n>O nz0

e L’énoncé

Soit (u,,) une suite positive. On veut montrer I’équivalence

n>0 nz0

u .
1) Montrer que v 01— < U, . Que peut-on en déduire ?

<
+1
u
= _Yn . On suppose E .
1-v u, +1
nz0

un entier n, tel que n =n, = u, < 2v, . Que peut-on en déduire ?

n

2) Soit v, = —2" it Montrer que u, CV . Montrer qu'il existe

n n

e Corrigé
1) Comme u, = 0,0na u, +1>1etdonc <1 etdonc AT
nt+1 U+
Ainsi, on a I‘implication >0).
n>O nz0 n+1
un n
u
2) On a: ., S o Ra . cal =u, . Supposons Z - CV, cest-a-dire z Vi
1-v, U,+1 u, 1 u, +1

nz0 nz0

u,+1 u,+1 u,+1

CV alors limv, =0 . Pour ¢=0,5 il existe un entier n, tel que n=ny, = |v,|<0,5 donc

v, <0,5 (car v, > 0). Ce quiimplique 1- v, > 0,5 puis : L <2 puis 1V“ <2V, .

n n

u .
Donc nzny, > u, <2v,.0Or v, =—"—  ainsi: E

CV> Zu CV (car u, = 0).
u, +1 u, +1

nz0 nz0

>0).

Ainsi on a I'équivalence : u CV <

n>0 nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Sipour toutn 0 <u, <v,, alors ZVn CV = ZUn CV.

2) Si Z v, CValors limv, =0.

nz0
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Une série trés liée a une suite

Chapitre concerné : 1. Séries numériques et vectorielles
O Ce que montre cet exo

+0

Que si (u,) converge vers L alors {2—" 2'<UK] converge vers 2L.
n=0

e L’énoncé

Soit (u,) convergente vers L. On veut montrer que (v,)ou v, = 2‘”22"uk converge vers 2L.

n=0

n
1) Montrer que v, - 2L = 2‘“[212"@k —L)J—T“L .
k=0
2) Soit £ >0,3N;:n =N, = |u, -L|<&/6. Montrer qu'il existe N telque n=N= |v - 2L|<e.

e Corrigé

n n n
1) v, -2 = 2‘“212%k _2L- 2"”[22"uk —2"°1L] = 2‘"[Z2kuk (2L —LJ
k=0 =0 k=0
[ K K 2n—1
_o 22 U - 22 L- LJ (car 22 Z o™ _1)
:2‘“[22“(UK—L) } {22" } 2L,
k=0

2)Pour n = N,, |v,-2L|<2" Z:2k|uk L[+2° 22k|”k L|+[27L].

k=0

N,—1

Or ZZK luc —L| =K (constante) donc 3N, : Z 2lu, L[ < o

€
"=

Or 3N; : n=N,4 3

Posons N=max(N;,N,,N;) alorsn=N= |v, - 2L| < §+§+§ (C'est-a-dire v, -2L|<e) donc

limv, =2L.

O Ce qu’il faut retenir du cours
limu, =L = ve>03N:n=N=|u,-L|<e.
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Une céléebre famille sommable

Chapitre concerné : 2. Familles sommables
O Ce que montre cet exo

Que la famile (R7),, (avec 0 <R < 1) est une famille sommable.
; (p.q)eN"xN®

e L’énoncé

Soit 0 < R < 1. On veut montrer que la famille (qu) i est sommable.
(p.q)eN"xN
1) Soit J une partie finie de | = N" x N”, montrer que Z RM < g RR)2 )

(paq)ed
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Comme J est une partie finie de |=N"xN", il existe M, et M, tels que 1<p <M, et
1<q <M, pour tout (p, q)eJ

M, M,
On a alors Z RPI < ZZR"Q donc Z RPI < ZZ(RP )q
p=1 q=1 p=1 q=1

(p.g)ed (pg)ed
M,+1
R - (RP) S RP U Re
donc Z RPY < Z— donc Z R = Z donc Z R
1-RP 1_R® 1-R
(p.g)ed p=1 (p.q)ed p=1 (p,g)ed p=1

M,
1
(car 0 <R <1 donc £ ) donc ZRWS—ZR" et donc :
1-R° 1-R 4" T1-R

p.qle

1 R-R"
2R R eones D R

(p.a)ed (p.a)ed

2) Comme il existe une constante positive M (a savoir M =

5 ) telle que RP <M
e 2

(p.9)ed

pour toute partie finie J de | = N* x N, |a famille (qu) est sommable.
(p.q)eN"xN*

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) La famille de nombres positifs (x;)_ est sommable si la somme Z x; (avec F partie finie

ieF
de |) est majorée.

2) Zq —Tm et donc : Zq
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Une céléebre famille non sommable

Chapitre concerné : 2. Familles sommables
O Ce que montre cet exo
1

2

p* +q°

e L’énoncé

Que la famille [ ] n'est pas sommable.
(p.q)eN™N"

2p—1
1) Démontrer qu’il existe une constante K positive telle que Z > : =2 . :
p”+q p
q=1
N 2p-1
2) En déduire que ¥M > 0, 3N, tel que N>N0:>ZZ =M.
p +q
p=1 g=1

1
2

3) En déduire que la famille [ 5 ] n'est pas sommable.
(P.g)eN"xN"

p-+q
e Corrigé
g+1
1) Par décroissance de f(t)= L on a : > I o (pour tout 1< q=<2p-1) et
pZ 2 pPP+q¢ ) pP+t ==

q
iz T T oat 1 1 1 K
donc = zj 5= J. == :—[arctan(Z)—arctan(—)] donc E 2 —
p”+q P+t pe+tt p p p”+q p
a=1 1 1 q
(Pour calculer I'intégrale, on peut effectuer le changement de variable u=t/p.)

N
2) Comme la série Z% est divergente, YM >0 3N, tel que N=N, :Z%zM ce qui

2p-1
donnezz
e ol p +q

=M donc

2

3) YM >0 , il existe une partie finie F de I=N"xN" telle que Z 5

(p.9)eF

p=+q

'ensemble Z 5 : q2 (avec F partie finie de |) n'est pas majorée. Donc [
+

2 2 ]
(p.q)sF p-+q (P,q)eN"xN"

n’est pas sommable.

O Ce qu’il faut retenir du cours

La famille de nombres positifs (X; )iE| est sommable si la somme Z X; (avec F partie finie de
icF
I) est majorée.
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Jolie égalité obtenue grace a une famille
sommable de complexes

Chapitre concerné : 2. Familles sommables
O Ce que montre cet exo

o i
L’égalité Z 1 & _ :Z d(n)z" ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de n et ot |z <1.

e L’énoncé

1) Montrer que (qu )r i €St SOMmable pour |z| <1 etque Z ZP9 = 21 =
p,q)eN xN

......

2) En utilisant la partition In:{(p,q)eI\T x N” :pxq:n} de I=N"xN" , montrer que

2 = Zd
(P.q)eN xR
3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé
1) (zpq) _ est sommable car (|z]pq) Iest (car || < 1, voir exercice « une célébre
(P.g)eN"x? (PQJEN"xN*
2P
famille sommable »). On a E ZM = E E VAR E E Zp = 1 =
-
(P.q)eN"xN" p=1
aona ), Z"“-ZZZ"“-ZZZ"“—ZZZ % ZLZ
(p,q)eN"xN" nz1 (p,q)el, nz1 pxq=n nz1 pxg=n nz1 pxq=n nz1
Car E 1= 1+1+---+1 =d(n).
N~
pxq=n autant de fois qu'il y a de diviseurs de n
+00 Zn +00
3) E — = E d(n)z" (car toutes les deux sont égales a E 2
=1 1-2 N1 (P.Q)EN A"

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) La famille (z;)_, est sommable lorsque (|z;|), l'est.

2) Théoreme de sommation par paquets : si (I,) ., est une partition de | et que (z)_ est

il
+20
sommable alors E Z = E E z,
il n=1 el
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CVS, CVU (suite de fonctions)

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions

O Ce que montre cet exo
La convergence simple d’une suite de fonctions, ainsi que la convergence uniforme.

e L’énoncé

os(nx)

c
Soit f, (X) = ———= (définie sur R).
n+1

1) Montrer que (f,) converge simplement vers f (définie par f(x) =i}

2) Montrer que (f,) converge uniformément sur R

e Corrigé
cos(nx)
1) Soit X € R fixé, On a lim f,(x)=0 .En effet ]fn(x)|=7 donc lim |f, (x)[=0 car
N—+x n—+w
. |cos(nx) 1 . 1
lim [——— < lim — etque lim —=0.
n>+o| N+1 n—>+cN+1 n-+c N+ 1

Ainsi la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction f définie par f(x)=0.

cos(nx) |cos(nx))| 1

f (X :| = f(x)-f(X)<s—.

2)|"( )= ‘ ‘ n+1 ‘ ‘ n+1 ‘ XeE (%) =1 )‘ n+1

Ainsi lim sup|f |—0 (car lim ﬁ:O) Donc (f,) converge uniformément sur
N—>+x y-2 nN—+x +

R.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) (f,) CVSversf sipourxfixé, lim f (x)="f(x).

[ g

2) (f,) CVU versfsur Rsi lim sup|fn (x) —f(x)|:0
N—>+® yeR
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CVS,C\VU,CVU sur tout compact
(suite de fonctions)

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions
O Ce que montre cet exo
La convergence simple d’une suite de fonctions, sans qu’il y a ait convergence uniforme mais
avec convergence uniforme sur tout compact.

e L’énoncé

Soit f, (x)= ”—"1 (définie sur R ).
n+

1) Montrer que (f,) converge simplement vers f (définie par f(X)=Xx).
2) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur R (on pourra utiliser la suite u, =n).

3) Montrer que (f,) converge uniformément sur tout compact [—A;A] de R.

e Corrigé

1) Soit X € R fixé, On a lim f (x)= lim ™ im —2x=1.x=x.
N—+x n—>-ocn+1 n—«)+xn+1

Ainsi la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction f définie par f(x)=x.

2) Montrons que lim | suplf, (x)-f(x)[=0.0na sup|fn(x)—f(x)|z|fn(n)—f(n)| :

or |f, (n)-f(n) .Donc lim sup|f, (x)-f(x)|=1 (car

_!n | _n(+] | n
|n+1 n+1 | n+1 n+1 N—>+® yoz

_‘n+1

lim L1 =1). Ainsi (f,

) ne converge pas uniformément sur R.

n—+x N +
n+1)x i
3) |fn(x)—f(x)|: L —x:| nx _(n+1x)_| -x donc sup |f f(x)|§ A
n+1 |n+1 n+1 |n+1 xe[-AA] n+1
Ainsi lim sup |f f(x)|:0 (car lim sup =0 ). Donc la suite (f,) converge
N>+ yo[-AA] N+ xe-AA]N + 1

uniformément sur tout compact [-A;A] de R.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) (f,) CVS vers f sipour tout x fixé, lim f (x)="f(x).

n—+x
2) (f,) CVU vers fsur Rsi lim sup|f f(x)| = 0. Si on trouve une suite (u,) telle que
N>+ y=32
lim |f )= T, )| =0, alors il n'y a pas convergence uniforme.
nN—+x
3) (f,) CVU vers f sur tout compact [-A;A]de R si lim sup |f f(x)|:0.

N—>+% _[ AA]
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La limite uniforme de fonctions
continues est continue

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions

O Ce que montre cet exo

Que si (f,) converge uniformément vers f ou f  est continue (pour tout n), alors f est

également continue.

e L’énoncé

Soit (f,) une suite de fonctions continues sur R convergeant uniformément sur R vers f.
1) Soit a R . Montrer que [f(x)-f(a)| <[f(x)-f, (X)[+|f, (x)-f, (a)|+ [l (a) - f(a)| -
2) Soit £ > 0.

a) Montrer qu’il existe un entier n, tel que nzn, = |fn(x)—f(x)|<§ (pour tout x e R ) et

e
f (a)-f(a —.
fa(@)-f(a)] <5
b) Montrer qu'il existe un réel n > 0 tel que: |X—a|< n:>|fn(x)—fn(a)|<§.

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) [f(x)-f(@)| <|f(x)-f, (X)|+|f, (x)- . (a)|+[f, (@) - f(a)| par simple application de
linégalité triangulaire (car f(x)-f(a)=(f(x)-f,(x))+(f,(x)-f,(a))+(f,(a)-f(a)).
2) a) Comme (f,) converge uniformément vers f sur R, il existe n, tel que

nz=n, :>sup|fn(x)—f(x)l<§ ce qui implique |fn(x)—f(x)|<§ pour tout x e R eten

XsR
4

particulier [f, (a)-f(a)|< =

b) Comme f, estcontinue en ae R, il existe n >0 tel que [x —a| <1 = |f, (x)-T,

€
(a)|<§.
3) Ainsi, pour n = n, etxtel que [x—a|<n,
linégalité [f (x)—f(a)| <|f(x)-f, (X)|+]f, (x)-f,(a)|+]f, (@) - f(a)| nous donne :

|f(x)—f(a)<£+£+E donc |f(x)—f(a)|<s . Conclusion: il existe >0 tel que:

[x—a|<n=|f(x)-f(a)| < e.Ainsifest continue en a e R . Donc f est continue sur .

O Ce qu’il faut retenir du cours
Si (f,) CVU versfou f, estcontinue (pour tout n), alors f est également continue.
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Une convergence uniforme impossible

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions

O Ce que montre cet exo
Que la CVU est impossible pour une simple raison de non continuité de la fonction limite !

e L’énoncé

: 1 G -
Soit f,(X) =—— (définie sur R ).
X +1

1) Montrer que (f,) CVS vers une fonction f non continue.

2) Que peut-on en déduire concernant la convergence uniforme de (f,,) ?

e Corrigé

1) Soit x e R fixé, on est obligé de faire I'étude de trois cas :

1% cas : -1<x<1,0na lim f (x)= lim L )

N—+x n—+x () 4+

2°cas: X=10u X=-1,0na lim f,(x) = lim ———-05.

n—-+ n>+o 14
3°cas: X>1ou X<-1,0na nIi_Lnxfn(x):O.
Conclusion : la suite (f,) converge simplement vers la fonction f définie par
0six<-1
0,5six=-1
f(x)=41si —1<x <1. Cette fonction n’est pas continue.
0,5six=1
0six=>1

2) Il n'y a pas de convergence uniforme de la suite (f,) car si tel était le cas, comme f_ est
continue, la limite uniforme f le serait également, ce qui n’est pas le cas.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) (f,) CVS versf sipour tout x fixé, lim f (x)="f(x).

N—+x

2)Si (f,) CVU versfou f, estcontinue (pour tout n), alors f est également continue.
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CVS, CVU (série de fonctions)

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions

O Ce que montre cet exo
La CVS (convergence simple) et CVU (convergence uniforme) d’'une série de fonctions.

e L’énoncé

—-NnX

Soit £, (x) = (-1)" <

définie sur lintervalle | =[0;+] .

1) Soit x = 0 Montrer que an (X) est convergente. Que peut-on en déduire ?

n21

2) Soit R, (X) = Z f (X). Majorer |Rn (X)| . Que peut-on en déduire ?
k=n+1

e Corrigé

-nXx

e
1) an(x) CV car f,(X)= (—1)n est le terme général d'une série alternée convergente.
nz1

-nXx
-X

- e i u u
En effet (u,) définie par u, = est décroissante (u“—"1 <1 car u“—°1 =e

n o
x —— ) et vérifie
N N n+1

limu, =0 (car |un| < %) . On peut en déduire que an CVS sur I = [0;+rf.~[ )

e—( n+1)x

IA

(majoration d'une série alternée) soit

2) Rn(x):ifk(x) vérifie IRn(X)|

k=n+1

n+1

|Rn(x)|sn11 (pour tout x e1=[0;+[). Donc lim sup |R,(x)|=0.Ainsi (an) CVU.

N=>+% xe[0;+e[

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Critére spécial des séries alternées : Z:(—1)k u, converge si (U,) est une suite positive

décroissante de limite 0.

2) Majoration du reste d’une série alternée convergente : R, = Z:(—1)k U, vérifie R |<up.,.

k=n+1

3) (an) CVU vers fsurlssi lim sup|R, (x)|=0 ou R, :ka_

n—+x x|
k=n+1
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Limite en +» d’une série de fonctions

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer par encadrement la limite en 4+« d’une série de fonctions.

e L’énoncé

Soit (f, (X))nz1 la suite de fonctions définies par f,(X) =

1) Montrer que J.—dt < Zf J.t“"

2) En déduire que |im f,(x)=0.

X—+x

i sur 105+ -

nz1

e Corrigé

<0) donc pour

d( 1 ) —(1+x)

1
1) t > —— est continue, décroissante et positive sur ]0 +f[ (dt §2+X

t1+X t1+x

n+1

n
1 1
nzZ,ItHdtsnTx I ——dt don

n
sJ.t%xdt.Or 1+x>1 (carx e |0;+o[ )

n n-1 n-1

+X

cj. ——dt<f
donc les intégrales Jlxdt et jt%dt sont convergentes ainsi que la série
1

t1
2
[ . 1 T 1

an(x) = Zﬂ (critére de Riemann). Onadonc: | ——dt< an(x) £ || i
nz2 nz2 f 2 t nz2 1 t

M M M M +®
2) OrJ'11 dt—‘: 1} S B WY I%dt:[—i} 1T done J.%dt: LI

X xt* x2*  xM* tx xt*ly x  xM* A x2z"
2 1 2

+x

J. :x dt=—,dou —< E f.(X)<— d ou: lim f,(x) =0 (théoréme des gendarmes).
X—+0
1 nz1

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Critére de Riemann (séries et intégrales) : J.—dt CVssia>1; Z— CVssi a>1.

nz1

2) Théoréme des gendarmes.
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Une fonction a moments nuls est nulle

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions
O Ce que montre cet exo
Une jolie application du théoréme de Weierstrass (1815-1897).

e L’énoncé

b b
1) Soit f continue sur [a;b] vérifiant J.f(t)t”dt:O (vne ). Démontrer que J.f(tP(t)dtzo
a

a

pour tout polynéme P.
2) En utilisant le théoréme de Weierstrass (toute fonction continue est la limite uniforme d’'une
b

suite de polyndmes), en déduire que J.fz(t)dt =0 puis que f(t)=0 vte [a;b].

a

e Corrigé

n

1) Soit P(t)= Z:aiti un polynéme, alors :

i=0
b b n n b n
J.f(tP(t)dt = J.f(t)Zaitidt = Zaijf(tﬁidt = Z:ai <0 =0 (par linéarité de I'intégrale).
4 4 =0 i=0 % =

2) D’aprés Weierstrass, f étant continue sur [a;b], il existe une suite de polynémes (Pn(t))

convergeant uniformément vers f : c'est-a-dire telle que lim supif(t)—Pn(t)| =0}
n—’*‘xte{a,b]

b

b b b b
Ona J.f2(t)dt = J.fz(t)dt—.[f(t)Pn(t)dt gI|f(t)||f(t)-Pn(t)|dts s[up]|f(t)—Pn(t)|J.|f(t)}dt
telab
’ ’ . 0 d'aprés 1) ) :
b b
or J.|f(t)|dt =C™*® (car [f| est continue sur [a;b]). Donc Ifz(t)dt < s[up]’f(t)—Pn(t)|xCS‘e.
telab

b
Par passage a la limite, on a jfz(t)dt =0 (car lim sup|f(t)—Pn(t)| =0).

n—+x te[a,b]
a

Comme f? est une fonction positive sur [a;b],ona Vte [a;b] fz(t) =0 puis f(t)=0.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Weierstrass : toute fonction continue sur [a;b] est la limite uniforme d’'1 suite de polynémes.
b b

2) Inégalité triangulaire J.fg & J.|f||g|
a

a
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Une série de fonction a somme C'

Chapitre concerné : 3. Suites et séries de fonctions
O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu’une série de fonctions est 8 somme C'.

e L’énoncé

Soit f (X) = (—2)k sinz(zik] définie sur l'intervalle 1 =]0;x].

1) Soit x e |0;=[ . Montrer que ka (X) est convergente. Que peut-on en déduire ?
k=0

2) Soit x e |0;=[ . Montrer que ‘fk' (x)’ 2f1 Que peut-on en déduire ?
+0O ' . .

3) Soit f= ka . En déduire que f'(X) = Z(—Uk S'“(F) .
k=0 k=1

e Corrigé

1) Pour x e ]0;x[ , ’(— sin (XJ (car |SIn |<|y|) Comme Z— est une série

2k

convergente (série géométrique), ka(X) est convergente. Ainsi ka CVS sur |0;x] .
k=0 k=0

X

' ko f % %
2) f, (x)=2(-1) sm[2 jcos[zk] (-1) sm(2k 1] donc
fk'(x)‘_— donc E ”fk H converge donc

f ()

<2L (car ’sm )|s|y| ).

Soit K =[a;b] un segment de |=]0;z[, alors sup
xeK

’ . ”
E fi, converge normalement donc uniformément sur tout segment de | = ]O;n[.
k=0

3) Comme ka CVS sur |0;n| et ka CVU sur tout segment de |=]0;x[, la fonction

k=0
= ka est de classe C' sur | =]0;x[ et f'( Zf Z -1) SIn(szJ
k=0 ka1
O Ce qu’il faut retenir du cours
1) |sin(y)
2) Si Zf CVS et Zf CVU sur tout segment de |, alors f = ka est C'et f'= Zf
k=0 k=0 k=0
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Calcul de la somme Zn .

nz=0

Chapitre concerné : 4. Séries entiéres
O Ce que montre cet exo

2
Que ZH2X" - X +X3 :
(1-x)

nz0

e L’énoncé

1) Démontrer que n° =n(n—1)+n

2) En déduire Z n’x" (aprés avoir déterminé le rayon de convergence R).

nz0

e Corrigé

1) Evident: n(n—1)+n:n2—n+n:n2.

I I ‘ 7 | - n22n 1donc IimI:nLlimn2 n22n 1:Iim:—z:1.DoncR:1_
L | e * n+1 + +

Pour |X| <1, on a anx":Zn Z[n (n-1)+n]x" =x Z (n-1)x" +xan"‘1

nz0 n1 nz1 nz1 nz0
(car n(n—1)z x" et an" ont également pour rayon 1) donc :
nz0 nz0

Zn X" = X Z:n(n—1)x“‘2 +xan"‘1
nz0 nz2 n>1

n-2 1 1
Or Zn(n—1)x =13 et an = s

nz2 e 1 X nz1 (1_X)

2 1= <
Doncanx”:xzx 2 =+ XX 1 s X+X(3X):X+X3_
(1-X) (1-x) (1-x) (1-x)

nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours

; , et a
(si (an) ne s’annule pas et si lim|—"
n+1

1) Rayon de convergence R=Iim 4

n+1
2)2 :—(|x|<1)

nz0

3)Si Z:anxn et anx” ont pour rayon R, Z:(an +b, )x" = Z:anxn + anx“ (x| <R).

nz0 nz0 nz0 nz0 nz0

existe).
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Calcul de la somme Z net)

n=0

Chapitre concerné : 4. Séries entieres
O Ce que montre cet exo

n ) 1
Que —xXx"=——+—=In(1-Xx).
n+1 1—x+x ( )
nz0
e L’énoncé
n 1
1) Montrer que —— =1-———_ 2) En déduire ZLX“ (aprés avoir déterminé R).
n+1 n+1 n+1
nz0
e Corrigé
1) Evident n n+1 1 1 1
vident : .
n+1 n+1 n+1 n+1
2
MENE e WL L N o SR ) S " I
| | n+1| n+1 n+1 (n+1)2 n? +2n+1 | | n? +2n+1 n>
n+2
Donc R=1.Pour -1<x <1, Lx”:2[1——j z Z
n+1 n+1 n+1
nz0 nz0 nz0 nz0
(car Zx” et Z%x" ont également pour rayon 1).
nz0 nz0 Tt
Onaaussi:Z—x _Z ——Z
n+1 n+1
nz0 nz0
n 1 1 n+1
Oer :—etZ—x =-In(1-x).
1-X n+1
nz0 nz0
Donc —x —ZX —— —x"‘1:L—l(—ln(%x)):L+1In(1—x).
n+1 1-x X 1-x X
nz0 nz0 nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours

. . e |2 ;
(si (an) ne s’annule pas et si lim|—"-| existe).

n+1

. |a
1) Rayon de convergence R =Ilim|—"

n+1
2)2 :—(|x|<1)

nz0

3) Si Z:anxn et anx” ont pour rayon R, Z:(an +b, )x" = Z:anxn + anx” (x| <R).

nz0 nz0 nz0 nz0 nz0
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i
Calcul de la somme an_1x

n=2

Chapitre concerné : 4. Séries entieres
O Ce que montre cet exo

s Zn21_1xn :%[—xlnﬁ —x)—%[—ln(1—x)—x —%ij]_

nz2

e L’énoncé

1 1 1 ) 1 . .
1) Montrer que =— - . 2) En déduire —— X" (aprés avoir déterminé R).
) e 2(n—1 n+1] ) D K (e ‘

nz2

e Corrigé

1
1) Evident : - = = = d —
YD -1 B+l =1 =1 =1 =1 one =1 2

1 _n+1 n-1 n+1-(n-1) 2 1 1(1 1)
n-1 a1}

n2—_1 1 (n+)°-1 1 n?+on+1-1 1 n+2n _n*+2n

-1 1 -1 1 n?-1 1 n? —1

(n+1)2—1
2

2
L +2n=|im:—2:1.Donc R=1.

n% -1

. |a y
donc lim—-| =Ilim

n+1

1 1 1 1
Pour —1 1, Z X"=— Z—x”— —x"
RN n? —1 2[ —n-1 —n+1 ]

nz2 nz

(car Z—1—x“ et ZLX” ont également pour rayon 1).
n-1 n+1

nz2 nz2

On a aussi : z L b o oo 8 XZLXM —1ZLX”‘1
' ne-1 2 -1 X Zan+1

nz2 nz2 nz2

. 1 n 1 1 n+1 1 1 n+1 1 2
XM= x Y —x™—{ ) —x™_x——x
SOIth2—1 2[ n+1 x[ _n+1 2 ]]

nz2 nz0

n+1 i —1

nz0 nz2

Or Lx"‘1:—ln(1—x) doncz ! X":%[—Xln(1—x)—%[—lnﬁ—x)—x—%xzD.

O Ce qu’il faut retenir du cours

n

_|a
i} E ﬁx’” =-In(1-x) (|x|<1). 2)Rayon de convergence R=lim = (sous conditions).
+

n+1

nz0
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Une série entiere « caractérielle »

Chapitre concerné : 4. Séries entiéres
O Ce que montre cet exo
L’étude de la convergence d’une série entiére pour un certain espace vectoriel normé.

e L’énoncé

Soit f, ( Z T et I'espace vectoriel normé (CO([O1 )| - ||1) oul |f||1 J. |f |dt

On veut montrer par un raisonnement par I'absurde que (f

,) nest pas convergente dans

I'espace vectoriel normé (CO([O;1]),|| ) ||1)

On suppose que (f

) est convergente vers f sur (CO([O;1]),|| |I,)- Soit 0 <a<1.

:Ia|f(t)|dt.
0

3) Montrer que (fn[o;a]) converge vers gy, sur (CO([O;a]),” . ||1’). Que peut-on en déduire ?

1) Montrer que (fn[O;a]) converge vers f[O:a] sur (CO([O;a]),” . ||1’) ou

2) Vers quoi converge (f,) uniformément sur [O;a] ? (On l'appellera g.)

e Corrigé
a
1 evigentcar: [, =1, = [ (1) -t(t)ot= j ()~ (0]t =]ty -1,
2) (f,) étant une série entiére de rayon 1, (f,) CVU sur [0;a] vers g(x)=-In(1-X).

3) Evident car [f, - d[, = fn(t)—g(t)dtsaIIfn ~g, (car [f.—d|, = sup|f,(x)-g(x)).
0 xg[0:a]

Par wunicité de la limite, on a f[Oa]_
CONTRADICTION! En effet, comme feCO[O;1] , f est bornée sur [0;1 tandis que
g(x)=-In(1-x) n'est pas bornée sur [0;1[. Ainsi (f,) ne converge pas dans I'espace

vectoriel normé (CO([O;1]),|| 1)

Ojoa) POUT tout 0<a<1 , soit f[01[_g[0;1[ )

O Ce qu’il faut retenir du cours

1)Z—x —-In(1-x) (|x| <1).

nz0

2) Une série entiére CVU sur tout compact de |-R;R][.

110



Analyse et probabilités 2¢ année

Une série entiere lacunaire

Chapitre concerné : 4. Séries entiéres
O Ce que montre cet exo
Comment calculer le rayon de convergence d'une série entiére lacunaire.

e L’énoncé

2n
. Elle est

On souhaite déterminer le rayon de convergence de la série entiére E (-1
nz0

dite lacunaire car elle présente un grand nombre de termes nuls. Aussi on ne peut pas

appliquer la regle de d’Alembert pour calculer le rayon.

n+

2n 2n
Soit x = 0 . Considérons la série numérique Z(—1)n de terme général u, = (—1)n & )
(2n)! (2n)!
nz0
u
1) Calculer |21, 2) Que peut-on en déduire ?
n
e Corrigé
2n+2
X
1) [ (n+2r12) _ foa- ()} donc lim/2nst X
| u, | I (n+ u,
(n+1)

2) D’aprés le critére de d’Alembert sur les séries numériques :
" 2 3 g £
Si |x| <1 (soit |x|<1) , la série E u, converge absolument (car pour x =0 la série

converge trivialement) ;
Si |x|2 >1 (soit |x|>1), la série E u, diverge grossiérement.

Par définition du rayon d’une série entiere, cela signifie que R=1.

X2n

n+1

vaut R=1.

Ainsi le rayon de la série entiére Z:(—1)n

nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours

. u
1) Soit Z U, une série numérique de termes strictement positifs. Soit L = lim—L
n

Si L <1 alors Zun converge ; Si L >1 alors Zun diverge.
2) Le rayon de convergence d’une série entiére Z:anxn est 'unique élément R vérifiant :

si |x| <R alors Z:anxn CVA. Si |x| >R alors la suite (a,x") n'est pas bornée.
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D’ou vient le critére de Riemann (n°1) ?

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres

O Ce que montre cet exo
Pourquoi inqu CVea>1?
1

e L’énoncé

il 0/

M +0
L
1) Montrer que si o =1 alors J.iodx: o . En déduire que J.iodx CV < a1,
X* X%
1 1

2) Que peut-on en déduire pour les séries numériques ?

e Corrigé

M 0
—o+1 1o
1)Sia¢1alorsJ.idx:J'x“"dx: X :M _1.OnaJ.idx CV o a=1car:
x* —a+1] 1-a xX*
1 1

1

Si o >1 alors lim
M—o+x 1_(1

M_1 0-1 1 1

= = et J.—dx converge.

1-a o-1 X
1

-0

Si o<1, alors lim
Mo+

=+ et Iiodx diverge.
1

M M +0
. 1 1 M : 1 .
Sia=1, | —dx=|—dx=|In(x)| =In(M). Comme lim In(M)=+=», | —dx diverge.
a=1, [~ax= [Lax=[in(x)] =in(). Comme im In(M) ==, Lo aiverg
1 1 1

2) La méme chose (a savoir Zi" CV < a=>1) car lorsque o >0, on peut appliquer le
n®

nz1

critere de comparaison série-intégrale : « si f2[0;+f[ —>[0;+73[ continue et décroissante alors

+0

1
f(n) et J‘f(t)dt ont méme nature » (puisque si o >0 f(X) =— est une fonction continue
E e
nz0 0

1
et décroissante). Lorsque o <0, le terme général — ne tend pas vers 0 donc Zi est DV.
n* n*

nz1

O Ce qu’il faut retenir du cours

Critére de Riemann (1826-1866) : J'd—i‘ converge ssi o.>1: Zia CVssi o >1.
X n
a

nz1
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D’ou vient le critére de Riemann (n°2) ?

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres

O Ce que montre cet exo

1
Pourquoi J.lodx CV < a<1.
=
0

e L’énoncé

1 1
1o
Montrer que si o =1 alors J.iadx - . En déduire que J.iadx CV & axi
X X
M 0

-

e Corrigé

1 1 1
—a+1 -
Si a=1 alors J.idx:J.x‘“dx:{x } :1_M .OnaJ.idx CV @ a<1car:
) & —o+1 1-a )
M M M 0

-0

Si o<1, alors lim :1_0: 1
M-0 1-a 1-

1
1
et | —dx converge.
—a o X
0

1-o

Si o.>1 alors lim
M—0

1
=+ et J.iadx diverge.
- X
0

1 1 1
: 1 il 1 : 1 ’
Sia=1, | —dx=|—dx=|In(x = —In(M). Comme lim —In(M)=—=, J.—dx diverge.
J.Xo. .[X [In(x)],, ==In(m) Jim —In(M) .- g
0

M M

O Ce qu’il faut retenir du cours

1
Critére de Riemann (1826-1866) : J'd_x converge ssi O <o <1.
XO(.
0
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J dx
Convergence et calcul de J-—Xz %12
0

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres
O Ce que montre cet exo

+x

Que JL—E
X +2%+2 4
0

e L’énoncé

+x

1) Montrer que l'intégrale impropre J'z— est convergente.
X% +2X +2

0
2) En utilisant le changement de variable u=Xx+1, calculer la valeur de cette intégrale.

e Corrigé
1) La fonction X ——; est positive. Utilisons les équivalents !
XS +2X+2
1 1 dx o s .
Comme ————~—, | -7—_— converge d'apres le critere de Riemann (car a > 20
X°+2X+2+= X X +2X+2
0
M M M1
Z)J. = L =I dX2 =I Su (en posant u=x+1 (du=dx)).
X +2X+2 (x+1)" +1 uc +1
0 0 1
M M+1
dx du M+1 T
Donc : — =|arctan(u =arctan(M+1)-arctan(1) = arctan(M+1) ——
[5—- | #5-Tarctan(w)] (M +1) - arctan(1) - arctan(M + 1
1
Ainsi J'zi: lim arctan(M+1)—E:£—E=E.
XS +2X+2 Mo 4 2 4 4
0
O Ce qu’il faut retenir du cours
+0 a

1) Critere de Riemann : J.d—f converge ssi o >1 et Id—:’( converge ssi O <a <1.
X x*

a 0
+0 +0 M
2) Si If(x)dx converge alors : J.f(x)dx = MIim J-f(x)dx.
0 0 0
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Fonction gamma d’Euler

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres

O Ce que montre cet exo

+0

Que J' t"e tdt = (n-1)!
0
e L’énoncé

1) Soit I'(n) = J.t”‘1e“dt . Montrer que T (n) est bien définie.

0
2) Montrer par une intégration par parties que I' (n)=(n-1)I'(n-1).
3) En déduireque I'(n)=(n-1)!

e Corrigé
1) T'(n) est bien définie car t"'e™ = o(tin
(cartllm t’t" et tI|m t"™'e™ =0 par croissance comparée).

M M
2) It“ { “t”l} —j(n—1)t“‘2(—e‘t)dt:—e‘MM”‘1+0+(n—1) t"2e'dt
AR L N B e

Comme |Im e™M" =0 (croissance comparée), on en déduit que :

J.t’He“dt =(n —1)J.t“‘2e“dt etdoncque I'(n)=(n-1)T'(n-1).
0 0

3) Par récurrence, on peut montrer sur n=1 que I'(n)=(n-1)!T(1).

+0 + M

Comme I'(1) = JtOe“dt: J'e-‘dt: lim J.e“dtz lim [—e“]M = lim (-e™+1)=1.
M—+x M—+x 0 Mo+

0 0 0
On en déduit que T'(n)=(n-1)!

O Ce qu’il faut retenir du cours

y = s s dx .
1) Les croissances comparées : t*<e'. 2)Le critére de Riemann: | =~ converge ssi o > 1.
o
+0 X J

a
3) La formule d’intégration par parties (IPP) : juv' =[uv]- ~"u'v .

4) Le principe du raisonnement par récurrence.
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Intégrales de Bertrand

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres
O Ce que montre cet exo

+0

Que J’ - g converge si et seulement si f>1.
x(In(x))

e L’énoncé

1) On suppose =1, montrer qu’une primitive de x — est X — In(In(x)) !

x(ln(x))B

2) On suppose B =1, montrer qu'une primitive de x — 5
x(In(x)) 1-B

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

o | -4 -5

u

17 a P ’ o 1 B 1-p-1
3 (In1(x)) } :{u B} :[u(1—[3)u B ]_ my B:(In(X)) B 1(In(x))_ﬁ_ 1

-p 1-p

M +

3)Sip=1, .!.x(|:(xx))ﬁ :[In(ln(x))]? =In(In(M))-In(In(2)) et donc -!.x(ln(x))ﬁ diverge (car
lim In(In(M)) = +0).

M—+x

M M - -
iper, [—2 [T (07 (@) o
2 x(In(x)) 1-p ) 1-p 1-p
-;: 1_‘3
si p<1, i 5 diverge (car lim (In(M)) =+ puisque 1->0);
2 x(In(x)) Mo -
-3.: 1-B +0
si p>1, L 5 converge (car lim (In(M)) =0 puisque 1-B <0). Ainsi J. L 5
3 X(n(x)) sl ) x(in(x))

converge si et seulement si $>1.

O Ce qu’il faut retenir du cours

’

1) [In(u)]' :%. 2) (u*) =au®u'.
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Une intégrale impropre égale a © (n°1)

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres
O Ce que montre cet exo
La convergence d’une intégrale impropre vers .

e L’énoncé

+0 0

In(x In(x 1
1) Montrer que J.1 ( 3dx existe puis que .[1(_2(1)( =0 (changement de variable X :E )
+X +X

0 0

2eln(x)
e? + x?

dx = 7 (changement de variable x=txe).

2) En déduire que J.

o

e Corrigé

1 1
~In(x) et J.In(x)dx existe (car J.In(x)dx :[xln(x)—x]:) = -1 [croissance comparée]).
0

0
T 1 . - : T In(x) .
=0|— | et | —dx existe (critere de Riemann). Ainsi 3 >dx existe.
0 bt +X

1 X2 0
b 1Ib 1Ib

XZ% (dx:_—dtj et Iln(x)dx: IM(%j: J’lr;(t: donc (avec a —>0,b - +=):
+

1a
b 1b 0 +0

J’In(x)dX: - In(x)dx: .= In(t) :J'In(t) P— ZJ‘mdx:O doncJ. |”(X3 B0
0 +X

=+ 1+ x2

o

0

M2| M/e2| t M/e1 In(t M/e M/eI t

2) x:txe(dx:edt)J. BIRXY i j%edtﬁj 1+r't(2)dt:2I1 1t2dt+2j. n( gdt
e+t + i

0 0 0 0 0

+X +X0

Donc Ize'n(x)dxzzj' 1t2 dt+2J' In(t)dtsz%«)—O:n (car J-1 1t2 dt = arctan(t) et
+
0

e? + x? 1+ T

0 0

lim arctan(t) :g et arctan(0)=0).

t—o+x0

O Ce qu’il faut retenir du cours

+0

1) Critére de Riemann : J.d—f converge ssi o >1. 2) J- L dt =arctan(t).
g

128
a

3) tIim arctan(t)=— ; arctan(0)=0.

—+0

N A
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Une intégrale impropre égale a = (n°2)

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres
O Ce que montre cet exo

La convergence d’une intégrale impropre vers .

e L’énoncé

+2 +2

2 2
Montrer que J- > dx existe puis que Idex = (chang. de variable x=tan(t)).
_x(1+X2) a 1+x2)
e Corrigé
2 2 +0 2
L2~£2 L2~£ donc J. 2X > dx existe (critére de Riemann).
2\ w0 X 2 —ocx 2
(1+x ) (1+x ) _x(1+x )
x =tan(t) (dx:(1+tan2(t))dt) donc
b 3 arctan(b) arctan(b) .
2t t 2t t
J.dex I L()(1+tan2(t))dt: I 2@ (Y g,
(1+x3) [1+tan t} ~+tan®(t)
a arctan(a) arctan(a)
5 sin?(t)
2tan?(t t
gy 0 A1) __icee £l — 2sin?(t). Ainsi :
1+ tan’(t) 1
cos? (t)

arctan(b) arctan(b)

b ' . arctan(b)
J.Lzzdx: J. 2sin?(t)dt = J. (1—005(2t))dt:{t_s'”é2t)} .

arctan(a)

arctan(a) arctan(a)

T o2 [, sn@) (x sin(z)) [ = sin(-n))
Donci(nﬁ)zdx{t_ 2 L_[E_T]_[_E_—z ]—“-

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Critére de Riemann : J.d—f converge ssi o >1.
) X

2) tan'(t) =1+tan’(t).

1-cos(2t)

3) sin?(t) = 5

i bl : 1L
4) tI_|>r2carctan(t)_§ : lim arctan(t)_—a

to—o
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Une intégrale impropre égale ap !

Chapitre concerné : 5. Intégrales impropres

O Ce que montre cet exo
La convergence d'une intégrale impropre vers p!

e L’énoncé

=0 +X0

Soit p € N . Montrer que J'2X2p°1e"‘2dx existe puis que J'2x2"+1e"‘2dx =p! (utiliser une IPP).

0 0

e Corrigé

+x

2x2PHg™ o(in donc I2X29°1e‘xzdx existe (critére de Riemann).

X
0
M M M M
—x2 —y2 R 3 P
I2x2p°1e . dx:J‘x2p 2xe™ dx =| x*° -(—e . ) —J.2px2p 1(—e . )dx.
i .exe X7
u v u — u [ —
0 0 ¥ s 0 V
M +00 +0
2 2 2 2
= -M¥*e™ 4 I2px29‘1e‘x dx . Ainsi IZXZP+1e‘X dx = pJ.2x2"‘1e"‘ dx .
0 0 0

+3 +

Par récurrence sur p = 0, on peut montrer que I2xzp°1e‘xzdx =p! j 2xe™ dx .

0 0
M o 0
2 2 M 2 2 2
Or Ier‘x dx = [—e"" ]O =-e™ +1 donc J'2xe"‘ dx =1. Ainsi J.szp”e"‘ dx =p!
0 0 0

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Critére de Riemann : J.d—f converge ssi o > 1.
e

a

2) IPP J'uv' - [uv]—Iu'v .
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Probabilité que deux
sous-parties soient disjointes

Chapitre concerné : 6. Probabilités
O Ce que montre cet exo
Le calcul de la probabilité que deux sous-parties soient disjointes.

e L’énoncé

On considére deux sous-parties E et F d’'un ensemble G a n éléments. Déterminer la probabilité
que E et F soient disjointes.

e Corrigé

Nombre de cas possibles : 2" x2".
En effet, comme card(G)=n, G posséde 2" sous-parties. Il y a donc 2" x2" cas possibles de

couples de sous-parties E et F.
n

n
Nombre de cas favorables : Z(k]x FE
k=0
En effet, fixons k le nombre d’éléments de E (0 <k <n). E et F devant étre disjoints, F doit

étre une sous-partie de EC (ot E€ posséde n—k éléments).
i . n I I n-k o sprs 2 . n n-k
Akfixé (0 <k <n), cela fait [k] possibilités pour E et 2" possibilités pour F, soit (ij 25
n
(En effet, un ensemble a n éléments posséede [k] sous-parties a k éléments, et un ensemble a
n—k éléments posséde 2" sous-parties).

n
n
Comme 0 <Kk <n, cela fait un total de Z(k] x 2" cas favorables.

k=0
n n n n
E (k]x2n_k E [k]x2n_kx1k | .
2+1 n
Probabilité : p = <=2 = k=0 _(2+1) :3_:[§] .
2"x2" 2" x 2" (2><2)" 4" 4

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Un ensemble & n éléments posséde 2" sous-parties.

n
2) Un ensemble a n éléments posséde [k} sous-parties a k éléments.

n

3)(a+b)" = E [:]a"*b" (binéme de Newton).

k=0
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Fiabilité d’un dépistage

Chapitre concerné : 6. Probabilités

O Ce que montre cet exo
La confiance qu’il faut accorder aux conclusions d’un dépistage.

e L’énoncé

Dans un laboratoire, 1000 dépistages ont été effectués a la demande d’'une enquéte sanitaire
qui estime que la population est atteinte d’'une certaine maladie a hauteur de 15%. Le test de
dépistage n’est pas fiable : seulement 95 % des malades sont diagnostiqués comme tels par le
test et 10% des non-malades sont diagnostiqués comme étant malades.
1) On préléve un dossier médical au hasard. Déterminer la probabilité que ce dossier soit celui :
a) d’une personne malade a dépistage positif ;
b) d’'une personne saine a dépistage positif.
2) On préléve un dossier a dépistage positif.
a) Déterminer (au milliéeme) la probabilité que ce soit celui d’'une personne malade.
b) Le test de dépistage peut-il étre considéré comme fiable ?

e Corrigé

1) Avec les abréviations M (malade), D (dépisté positif), on a :
a)p(MnD)=p(M)xp,(D)=0,15x0,95=0,1425 .

b) p(M~D)=p(M)xp;(D)=0,85x0,10=0,085 .

p(D~M) p(D~M) 0,1425 0,1425

P(D)  p(DAM)+p(D~M) 0.1425+0,085 0,2275

b) Non, car cela signifie que si I'on doit se fier a ce test, on traitera réellement un malade dans
seulement 62,6 % des cas. Il conviendrait de réaliser un test plus poussé pour les positifs.

=0,626.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) p(AnB)=p(A)xpa(B) ou p(AnB)=p(B)xpg(A).
2) p(A)=p(AnB)+p(AnB.

p(AB) p(AnB)

3) Pa(B)= o(A) :p(AmB)+p(Am§)'
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Le cube peint puis découpé

Chapitre concerné : 6. Probabilités

O Ce que montre cet exo
Comment faire des probabilités et de la géométrie en 3D en méme temps !

e L’énoncé

On a un cube, on le peint entierement en bleu. On coupe ce cube avec n coups de scie dans le
sens de la largeur, de la hauteur et de la profondeur de maniére a obtenir des petits cubes (par
exemple, pour n = 2 on obtient un Rubik’s cube de 27 petits cubes).
1) Exprimer le nombre de petits cubes obtenus en fonction de n.
2) On mélange tous ces petits cubes dans un sac puis on en préléve un au hasard, déterminer
la probabilité d’obtenir un cube avec :

a) une face peinte. b) trois faces peintes.  c¢) zéro face peinte. d) deux faces peintes.

Indication : on pourra d’abord raisonner pour n = 2 puis pour N=3.

e Corrigé

1) On obtient (n +1)3 petits cubes.
2) Sionraisonne avec n =2 on a 27 petits cubes et on trouve :

6 8 : 1 :
a = — (centre des faces). b = — (coins). c = — (cube central non peint).
) p 57 ( ) ) p 57 ( ) ) p >7 ( peint)

d) p= % (par déduction des autres).
Si on raisonne avec N =3 on a 64 petits cubes et on trouve :

6 x 22 8 2° .
centre des faces). b = ——(coins). ¢) p=— (gros cube central non peint).
57 ( ) ) p 5 4( ). ¢) p 64 (9 peint)

a) p=

d) p= % (par déduction des autres).

Si on raisonne maintenant pour tout n, on obtient :

6(n—1)° .

a) p=———— (centredesfaces). b)p= 7 (coins).
(n+1) (n+1)
(n-1)° |

c)p-= 7 (gros cube central non peint).
(n+1)

d) D= 12(n-1) gz 3 3 2

) P —(—1)3(par déduction des autres, car (n+1)" -(n-1)"-6(n-1)"-8=---=12(n-1).
n+

O Ce qu’il faut retenir du cours
La somme des probabilités vaut 1 (ce qui permet de calculer par déduction la probabilité
manquante).
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Le probléme du collectionneur

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes
O Ce que montre cet exo
Qu’il faut en moyenne acheter 72 sachets pour constituer une collection compléte de
20 figurines achetées sous sachet au hasard (répartition équilibrée).

e L’énoncé

A la presse, on peut acheter des figurines (1 par sachet opaque). On veut connaitre le nombre
moyen de sachets a acheter pour espérer obtenir la collection compléte des vingt figurines
(numérotées de 1 a 20). Soit Y, la variable aléatoire associée au nombre de sachets a acheter

afin d’obtenir i figurines différentes.

. k-1 2
1) Interpréter la variable aléatoire Y_, - Y, puis montrer que p(Y,-Y; =Kk)= [%] x(2(2)0_|].

2) En déduire E(Y, ). Interpréter ce résultat.

e Corrigé

1) Y., est la variable aléatoire associée au nombre de sachets a acheter permettant d’obtenir

(i+1) figurines différentes. Y, est la variable aléatoire associée au nombre de sachets a

acheter permettant d'obtenir i figurines différentes.
Y., Y, est donc la variable aléatoire associée au nombre de sachets a acheter permettant

d’obtenir une (i +1)e figurine différente sachant qu'on a déja i figurines différentes.

Ainsi Y, -, suit une loi géométrique de paramétre pz%.
(En fait, on a ¥.. - Y, 3 ? ou « ? » suit une loi géométrique).
Nombre d'essais  Nombre d'essais Nombre d'essais
pour obtenir (i+1)  pour obtenir i pour que Ia (i+1)
figurines figurines figurine soit différente
des i premiéres
= 4 :
i 20-i
Onadonc p(Y. =Y =K)=| — — |,
p( =1 i ) (20] ( 20 )
1 20 : i s : 20-i
2) Ona E(Y; _Yi):B: 507 (€ar Yiq =Y, suitune loi géométrique de paramétre P=—7>7-).
Donc E(Yy)=E(Yy —Yie)+---+E(Y, =Y;)+E(Y) = +ot o +1 (car E(Y,)=1)
onc - = = = car =1).
20 20~ Y19 2~ M 1) = 2019 201 (Y1)

Il faut craindre d’acheter 72 sachets avant de constituer la collection compléte des 20 figurines.

O Ce qu’il faut retenir du cours

Si X suit une loi géométrique (parameétre p), p(X=0)=0, p(X:k):(1—p)k’1p (keN"), E(X):%
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Le double-six

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes
O Ce que montre cet exo
Qu’on finit toujours par faire un double-six, il suffit d’étre patient !

e L’énoncé

On jette deux dés jusqu’a obtenir un double-six.

1) Quelle est |la probabilité que I'épreuve s’arréte au n-ieme lancer ?

2) Quelle est la probabilité que I'épreuve s’arréte ?

3) Combien de fois faut-il lancer les dés pour avoir au moins 80% de chances de finir par un
double-six ?

e Corrigé

1) L’épreuve s’arréte au n-iéme lancer si elle ne s’arréte pas avant et si on tombe sur le double-

n-1
six au n-ieme lancer. La probabilité cherchée vaut donc p, = (%j x% ’

2) L'épreuve s’arréte si on tombe sur un double-six au lancer n°1, ou n°2, ou n°3...

3By 1
La probabilité cherchée vaut donc : p = Z % soit :

1 1 1 1 ; - o
p= Z( ] =—3g5 % 36 ngzm On est donc certain que I'épreuve s’arrétera (et

36 36
qu’on finira par tomber sur un double-six).

n=0

N n-1
3) Soit N le nombre de lancers cherché. On doit résoudre Z(%] ><3—16 >0,80.

35
35\ 4 (35 1 =136 1
E (_) R . E (—] x— 50,80 | —238/_ |, 1 5080
A\36) 36 \36) “36 .35 "3
n= n=d

35\" 35"

In(0,20
@1—[—j zo,so@(—) 30,20®Nln(35)<ln(020) L)
36 36 36

w(3)

donc au minimum 58 lancers pour étre sir (a 80% au moins) de tomber sur un double-six.

) donc N=58 . Il faut

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Si X suit une loi géométrique de paramétre p, p(X=0)=0 et p(X:k):p(1—p)k‘1 pour Ke N .

+0 . y
3) ;q 5 s (|q|<1).

N+1

2)Si -1<q<1 alors Zq
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Le dé a 20 faces et les deux lois

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes
O Ce que montre cet exo
Qu’on peut changer de lois (passer de binomiale a Poisson) si le nombre d’épreuves augmente
considérablement (et sous certaines conditions).

e L’énoncé

On considére un dé a vingt faces.

1) a) On le lance huit fois de suite. Déterminer la probabilité d’obtenir 3 fois la face « 20 ».

b) En moyenne, combien peut-on espérer tomber de fois sur le 20 au cours de 50 lancers ?

2) a) On effectue une simulation informatique en modélisant 200 lancers de ce dé. Déterminer
la probabilité d’obtenir 3 fois la face « 20 » en utilisant une loi de Poisson dont on précisera les
paramétres. Arrondir au milliéme.

b) En moyenne, combien peut-on espérer tomber de fois sur le 20 au cours de ces 200
lancers ?

e Corrigé

1) a) Soit X la variable aléatoire associé au nombre de succés. X suit la loi binomiale de

1
otres n=8 et p=—=0,05.
parametres et p 20

3

b) Ona E(X)=np=50x0,05=2,5. On peut espérer tomber entre 2 et 3 fois sur la face « 20 ».
2) a) Soit Y la variable aléatoire associée au nombre de succés. Y suit la loi binomiale de

Ona: p(X=3) :(2jp3(1—p)5 :[8)0,053(0,95)5_

parametres n=200 et p:% =0,05. Vu le grand nombre d’épreuves, on peut approcher Y par

Z, loi de poisson de paramétres A =E(Y)=np=200x0,05=10 (et car les conditions n>30,
p<01, np(1-p) <10 sont vérifiées).

2 0 10°

a_e x?_0,00S.

b) Ona E(Z)=%=10. On peut donc espérer tomber 10 fois sur la face « 20 » au cours de ces

Onadonc p(Y=3)=p(Z=3)=e""x

200 lancers.

O Ce qu’il faut retenir du cours
n

k]pk(1—p)"_k pour

1) Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors p(X:k):[

O<k=<netE(X)=np
2) Lorsque les conditions n>30, p<0,1, np(1-p) <10 sont vérifiées, on peut approcher la loi

binomiale B(n,p) par la loi de Poisson de parameétre A =np.
5 R
3) Si Z suit une loi de Poisson de paramétre X alors p(Z=Kk)=¢€™" i et E(Z)=2.
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Les deux lois de Poisson

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes

O Ce que montre cet exo
Que les lois de Poisson indépendantes « réagissent » bien.

e L’énoncé

On suppose que X suit une loi de poisson de paramétre A et que Y suit une loi de Poisson de
parametre u et que X et Y sont indépendantes.

On veut prouver que X +Y suit une loi de Poisson de paramétre A + 1.

—(7+u)

1) Montrer que p(X+Y =K)= (7b+p)k.

2) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

k K
1) p(X+Y =K)= Zp(x =jietY=k-i)= Zp(X:i)p(Y =k —i) (car X et Y indépendants)
i=0 i=0

k-i k

k 2 - k %3 s _';__ \ _';__ \ k .
:Ze—l%—‘le—u “k—-f =e“”--u)2’,—‘] R =e| MZ. k!_ ;.j“k—i:e' mz ! e
il (k—i)! it (k—i)! k! ik —i)! k! 4k

=0 =0 =0 i=0
e—l’).-u) "
== (A+u).
—(A+p) K
Donc p(X+Y =k)= (A+p) .

k!
2) On peut donc en déduire que X + Y suit une loi de Poisson de parametre A +p .

O Ce qu’il faut retenir du cours

2% pour ke N .

1) Si X suit une loi de Poisson de parameétre 2 alors p(X=K)= =

k!

3) Formule du bindbme de Newton : (a +b)n = Z(:]akb""‘ :
k=0

4) Si X et Y sont deux lois indépendantes, alors p(X=k etY =k')=p(X=Kk)p(Y =K').
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Inégalité « a la Tchebychev »

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes

O Ce que montre cet exo
La démonstration d’'une inégalité en séparant en deux une somme.

e L’énoncé

Soit X une variable aléatoire discréte majorée par M >0 . On veut démontrer l'inégalité
(K4>2) E(X?)-¢2

>g)z—F—o

P(IX o

1) Rappeler la formule donnant E(Xz) en utilisant le théoréme du transfert.

2) En séparant les cas ot |X| < & et [X|> e, montrer que E(X?) <&’p(|X| <) +Mp(|X >¢).

3) En déduire I'inégalité cherchée.

e Corrigé

1) D'aprés le théoréme du transfert, E(X?) = Z p(X=x)x2.

x=X(Q)
2) E(XZ): Z p(X=x)x* = Z p(X=x)x%+ Z p(X =x)x?
xeX(Q) xeX(Q) xeX( Q)
[x|<e [x|>=
donc E(Xz) <& z p(X=x)+M Z p(X =x) (car X est majorée par M)
x=X(Q) xeX(Q)
[x|<e [x|>e

donc E(X?) <&’p(|X|<e)+Mp(|X>¢).
3) E(X*)<e’p(|X<e)+Mp(]X>e) donne E(X?)<e®+Mp(|X|>¢c) (car une probabilité est
E(X?)-¢

toujours inférieure & 1) et donc p(|X| > ¢) = v

O Ce qu’il faut retenir du cours
N

1) Théoréme du transfert : E(f(X)) = Zp(x = Xn ) (Xp) -
n=0

2) Une probabilité est toujours inférieure a 1.
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Le trousseau de clefs

Chapitre concerné : 7. Variables aléatoires discretes

O Ce que montre cet exo
Comment utiliser une loi géométrique.

e L’énoncé

Un prof cherche a ouvrir sa porte. Dans son trousseau, il y a six clefs dont une seule permet
d’ouvrir. Soit X la variable aléatoire associée au rang de la 1° apparition de la bonne clef.

1) Déterminer I'expression de p(X =k) pour tout entier K =1.

2) Combien d’essais n le prof doit-il effectuer pour que la probabilité qu’il arrive a ouvrir la porte
au bout de ces n essais soit supérieure a 80 % ?
3) Déterminer I'espérance de X. En donner une interprétation.

e Corrigé

k-1
1) X suit une loi géométrique de paramétre p = % .Ona: p(X=Kk)= (1—p)k_1 xp :(g] x(%j ’

2) La probabilité d’ouvrir la porte en n essais au plus vaut :
k-1

2L 31 OS50 Rt NIC)

= = 1
k=1 k=1 6

n
On doit donc résoudre 1—(%) >0,80.

In(0,20)

In(§)

6

Soit n = 8,82 . Conclusion : il faut effectuer au moins neuf essais pour qu’au bout de ces neuf

essais on ait au moins 80 % de chances d’ouvrir la porte.

3) E(X)= J =
p

1—(%) 20,80<:>—(g) 2—0,20®(%j sO,ZOQnIn(%jsln(O,ZO)an

=6. Il faut en moyenne craindre six essais avant d’arriver a ouvrir sa porte.

O Ce qu’il faut retenir du cours
Si X suit une loi géométrique de parametre p, alors p(X=0)=0, p(X=k) :(1—p)k_1 xp (pour

keN")et E(X)=%.
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Résolution de y'-y=0 par les séries entiéres

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle y'—y =0 par les séries entiéres.

e L’énoncé

Déterminer les solutions développables en série entiere de y'—y=0.

e Corrigé
Soit y = Z:anxn une telle solution, de rayon R alors y' = Z:nanx”‘1 (pour |x| <R
n=0 n=1
y-y=0o Znanx“‘1 = Zanxn 0o Z(n i, " — Z:anxn =0
nz1 nz0 nz0 nz0

=N Z:[(n+1)an_1 -a,|x"=0.

nz0
Donc, par unicité d’'un développement en série entiére : (n+1)a,.,—a, =0 pourtout n=0, ce

qui donne a

n+1 =

1 ’ 1
——a, Cest-a-dire: a,=— our n=0).
T % n!aO (P )
T 1
Détermination du rayon de convergence : comme a,.4 zman, le rayon de convergence vaut

R = lim|-2 |:Iim’ 2o = limin+ = 4.
o ‘_a

105 e
Détermination de la solution : pour tout x € |-=;+=[,ona:

1 1 X"
yi= E a.X" = E —ayX" =3, E —X" =3, E —=a,e”".
n! n! n!
nz0

nz0 nz0 nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours

1)Siy= Z:anxn alors y' = Z:nanx”‘1 .

nz0 nz1
2) R=lim a (rayon de CV).
an+1
n
X —_ —
3) e = o

nz0
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Résolution de y'+y=0 par les séries entiéres

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle y’'+y =0 par les séries entiéres.

e L’énoncé

Déterminer les solutions développables en série entiére de y'+y =0.

e Corrigé
Soit y = Z:anxn une telle solution, de rayon R alors y' = Znanx“‘1 (pour |x| <R).
nz0 nz1
y+y=0o Znanx”"1 + Z:anxn 0o Z(n +1)a,,x" + Zanxn =0
nz1 nz0 nz0 nz0

= Z:[(n+1)an_1 +a, |x"=0.

nz0

Donc par unicité d’'un développement en série entiére : (n+1)a,_,+a, =0 pourtout n=0, ce

-1 (1"
n!

qui donne a4 zman C'est-a-dire: a, =

a, (pourn=0).

Détermination du rayon de convergence : comme Q.4 2—18,,, le rayon de convergence vaut
n+

Rlimla“IIim’ j ’:Iim|n+1|:+x.
R e

Détermination de la solution : pour tout x € |-=;+=[,ona:

y=)ax" =) (—n1!)” ax" =2, ) (—n1!)” K= (—:!)” =ae

nz0 nz0 nz0 nz0

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Si y:Zanx“ alors y':Z:nanx“‘1 (X <R)

nz0 nz1
.| a,
2) R=lim - (rayon de CV).
n+1

n

5 -
3) e = E — etdonc e = E s, .
n! n!

nz0 nz0
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Résolution de (x+1)y'+y=0
par les séries entiéres

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle (x + 1)y’ +y = 0 par les séries entiéres.

e L’énoncé

Déterminer les solutions développables en série entiére de (x +1)y'+y =0.

e Corrigé
Soit y = Z:anxn une telle solution, de rayon R alors y' = Z:nanx“‘1 (pour |x| <R):
n=0 n=1
(x+1)y' +y=0<(x +1)Z:nanx”"1 - Zanxn =0 Znanx” + Z:nanx"‘1 + Z:anxn =0
nz1 nz0 nz1 nz1 nz0

= Znanx” - Z(n +1)a, X" + Zanxn =i Znanx" - Z(n +1)a, X" + Z:anxn =

nz1 nz0 nz0 nz0 nz0 nz0
= Z(nan +(n+1a,, +a,)x"=0<= Z((n +1)a, +(n+1)a,)x" =0.

nz0 nz0

Donc par unicité d’'un développement en série entiére: (n+1)a, +(n+1)a 0 pour tout

n+1 =
nz=0, cequidonne a,_, =-a, cest-a-dire: Q, :(—1)n ay (pour nz=0).

Détermination du rayon de convergence : comme a -a, , le rayon de convergence vaut

nil =

R = lim[|—=" = lim|—" = lim|-1| =1.
-a

n+1

Détermination de la solution : pour tout -1<x<1,on a:

y= Zanxn = Z(_1)n aoX" :aOZ(_1)n X" :aOZ(—x)n = 301_(1_)() =a 1:)( .

nz0 nz0 nz0 nz0

n

O Ce qu’il faut retenir du cours

1)Siy= Z:anxn alors y' = Z:nanx“‘1 (X <R).

nz0 n21
.|
2) R=Iim - (rayon de CV).
n+1

3) i:Zx“ (x| <1) etdonc ﬁ:Z(—x)n (X <1).

nz0 nz0
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Résolution d’un systeme différentiel
par réduction d’une matrice

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo

X'=-7X-6
La résolution du systéme différentiel < | y par la réduction d’'une matrice.
y' =12x+10y

e L’énoncé

'=_7x-6 -7 -6 '
Soit le systéme différentiel X' . . Soit A= 2 = . et V' = X, )
y' =12x +10y 12 10 y y

1) Sachant qu'on a V'=AV, diagonaliser la matrice A.
X = -3xre' - 2ne?

2) En déduire que
y = 4xe' + 3pe®

e Corrigé

1) Valeurs propres : 1 (simple) et 2 (simple).

5 P 10 3 .9
Ona A=PDP™" avec P= D= P .
4 3 0 2 4 3

2) V'=AV o V' =PDP'VW P 'V =DP 'V & U =DU en posant U=P'V.
3 —2] et [x =-3ne" -~ 2pe®
donc :
4 3 )|\ ue® Iy =4)e' +3pe®

i 8
A

OrU':DUaU:[ ].Donc V:PU:[

ue?

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Une matrice dont le polynbme caractéristique est scindé a racines simples est
diagonalisable.

2) M est diagonalisable < 3P e GL,(R):M= PDP'.

3) Les solutions de X' =X sont x =Ke™.
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Résolution d’un systeme différentiel
sans réduction de matrice

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
X'=-X-
La résolution du systéme différentiel {y' . 33: sans réduction de matrice.

e L’énoncé

X'=-X-Y

On considére le systéme différentiel { , :
y'=x-3y
X' -y =-2(x-y
1) Montrer que [ ( ).
lx' =-2X+(X-Y)

2) En déduire qu'il existe K, K, tels que x=Ke2t+K,e™?, y=Ke?t+(K,-K,)e™?.

e Corrigé
X =-X- X'-y' =-X-y—(x-3y)=-2x+2y =-2(x - X'—y'=-2(x-
il Y gone 1X Y y-(x-3y) y=-2(x-y) _[X-y'=-2(x-y)
y' =x-3y 2X+(X-Y)=-2X+X-y=-X-y=X 1X'=—2X+(X—y)

2) Comme x'-y'=-2(x-y), 3K;ona: x-y= K1e‘2‘.

Comme X'=-2X+(x-y),ona: X' =-2x+K.e™.

Résolvons x' = -2x +K.e™.

Equation homogéne : X' =-2x. 3K, tel que x, =K,e™.

Solution particuliére de x' = -2x +K,e™ : On utilise la méthode de la variation de la constante :
x=K,(t)e™. Ona x =K, (t)e? -2K,(t)e?.

En réinjectant x' = -2x +K,e ™, ona: K, (t)e? -2, (t)e™ =-2K, (t)e® +Ke™

Soit : K, (t)e® =Kg™? soit K, (t)=K; soit : K, (t) =Kt . Ainsi X, =Kte™.

Solution générale de X' =-2x+Kge™ : X=X, +X, = Ke™ +Kte™.

Comme x-y=K,e?ona y=x-K,e™

donc y =K,e™? +Kte™? -Ke™? =K te™? +(K, -K,)e™?.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Les solutions de X' =2Ax sont x =Ke™ .
2) Méthode de la variation de la constante.
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Equation différentielle
a variables séparables

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle y' =e**Y.

e L’énoncé

On considére I'équation différentielle y' = e**V.

1) Montrer que y'=e*”¥ < e™dy = e*dx.

2) En déduire que y = In( x1 ] KeR.
- -K
e Corrigé
’ dy ’ X+Y dy X+Y dy Xy dy X - X
1)C =2 y=e o= 2= o2=e"dxoeVdy=e"dx.
PO ¥ dx y dx dx e¥ Y

2) Comme eYdy =e*dx, on a « en primitivant » : J.e‘ydy:J.e"dx donc €7 =e*+K avec

KeR donc e =—€* —K donc -y =In(-e* -K) donc y = -In(-e* -K| donc y:In( x1 Kj'
—-e" —

Réciproguement, yzln( K] est bien solution de I'équation y' =e*¥ (en effet si

—a®

[ 1 J : e* X 1 B ol

y=In alors y' = =e" x =e" xe’.
e* -K -e*-K -e* -K

1
Ainsi les solutions de I'équation différentielle y' = e**¥ sont y = In[ " ) KeR.

X

O Ce qu’il faut retenir du cours
Une fois les variables séparées, on passe aux primitives de chaque coté.
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Equation différentielle de Bernoulli

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle de Bernoulli (1654-1705) y' =y + xy*.

e L’énoncé

On considére I'équation différentielle y' =y + xy*.

4
1) On effectue le changement de variable u =y~ (et donc y =Uu 2). Montrer qu’on obtient
I'équation différentielle U’ +3u=-3Xx.

’

2) Montrer que U +3u=-3x < (ue3") =-3xe* . En déduire u.

3) En déduire que yzﬁ, KeR.
3_X+§+F

e Corrigé

1 4
1) y=u 3 donc y’:—%u 3U' . L’équation y' =y + xy* devient :

n 3 A A ¢ a2 A 4 1
_§u SU=u3+xu? c>—§u 3u’=u3+xu3©—§u'=u+xc>u’+3u=—3x.

2) U +3u=-3x & ue™ +3ue®™ = -3xe®™ o (ue*) =-3xe*.
Cherchons une primitive de —3xe®* . Utilisons pour cela la formule d’IPP :

X
X X X

3t 3t 3x
I 3tedt=|-3tS | - | 35 dt=—xe®> + Ie3‘dt = xe™+ S
B, T D, r o . 3
v o O v 0

3x

Ainsi (ue3" ) =-3xe¥* o ue** = xe** +—+K <:>u=—x+%+e3x avec KeR.
| 1
3) y=u? nousdonne: y =———, KeR.
3—X+%+%

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Qu’il suffit de se laisser guider par les indications pour résoudre une équation de Bernoulli.

2) (u® ) =au*'u"  3) La formule d'IPP : J-uv’ =[uv] —Ju'v.
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Equation différentielle d’Euler

Chapitre concerné : 8. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
La résolution de I'équation différentielle d’Euler (1707-1783) X2y" +xy'+y=In(x).

e L’énoncé

On consideére I'équation différentielle X2y" +xy'+y=In(x) sur ]0;+'£[ .

1) On effectue le changement de variable x = e' (etdonc t = In(x)). Montrer qu’on obtient
I'équation différentielle y"+y =t.

2) Résoudre y"+y=t.

3) En déduire qu'il existe K;,K; € R tels que : y(X) =K, cos(In(x))+K,cos(In(x)) +In(x).

e Corrigé

1) Avec x =e' ona dx=e'dt etdonc:
gy _dy dt _dy1
“dx  dt dx  dte'’

, dy dy dt d(dy1J 1 |d’ 1 dy( 1) 1 (d’y dy) 1
y ———— | —_— | —_ | — ]| —— s = = e
dx dt dx dtldte') e |dt?e' dt dt? dt )e*

2
X%y" +xy' +y =In(x) devient : ez:[ﬂ_ﬂji+etﬂi+y = In(e‘)

dt> dt je* dt e
2 2
donc%—%wt(;—)tldry:tdonc%+y:tdoncy"+y:t.

2) Solution homogéne : y,(t) =K,cos(t)+K,sin(t) avec KK, e R .
Solution particuliére : yp(t)=t.
Solution générale : y(t) =K cos(t)+K,sin(t)+t.

3) Comme t=In(x), ona: y=K,cos(In(x))+K,sin(In(x))+In(x) avec K, K, eR.

O Ce qu’il faut retenir du cours
y" +®%y =0 admet pour solutions : y = K,cos(ot)+K,sin(ot).
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Equation différentielle de Ricatti

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles
O Ce que montre cet exo
Qu’un changement de fonction permet de résoudre une équation différentielle célébre.

e L’énoncé

Résoudre x%y’+y? —5x%y +2x* = 0 sur |0;+=c[ avec les changements z = y — x* puis U :%.

e Corrigé

1) 1*" changement de fonction : z =y — x? donc z' =y’ - 2x . L'équation devient :
2

X*(Z+2x)+(z+x*) -5x*(z+x*)+2x* =0

= X*(Z +2x)+(Z% +22¢ +x*) - 5% (2 +x° )+ 2x* =0

S+ 22 + 92 4 0 5z =5x + 2 =0 o P2+ 2 =3Pz =0

’

2) 2° changement de fonction : U :% donc U’ =—-.

Z2
e+ -2 =0 & x3i2+1—3x21:0 & W% +1-3%% 0=0 S x® +3%% -u=1.
4 Z
5 " . ; : 3
Solution homogene u, de I’équation homogene u xX*+3x2.u=0oUu+=.u=0.
X
Uy, = ko 2Px :/—"3 (avec LeR).
X
; — g - A(X)
Recherche d’une solution particuliere u, . Méthode de variation de la constante : U=—5=.
X
(e - (x)x* A(X XY — A (x)X° +3%%(x
i 132 1o MOV BN 5 o M)y KX -3A(X) (%) _,
X X X
: . X 1
< 2 (x)=1=21(x)=x.Donc Up =—=—.
X® X
o <o A1 h+X
Principe de superposition: u=u, +Up =—+—=—— avec AcR.
X° X X

. 1 , )
Conclusion : Comme y=2z+ X2 =— g %% , 'ensemble des solutions est :
u

x3
A+ X

Sz{X—) +X2;ke}1¢}.

O Ce qu’il faut retenir du cours
L’équation de Ricatti (1676-1754) peut étre résolue par deux changements de fonctions

y =K
successifs z = y — x? (z’:y'—2x),u:% (u :Z_z)_
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Une fonction continue en (0,0)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu’une fonction a deux variables est continue.

e L’énoncé

Jizizz si (xy)=(0.0).
10 si (x,y)=(0,0)

Soit f(x,y)=

1) Démontrer que f est continue sur R? \{(0,0)}.
2) Démontrer que [f (x,y)-f(0,0)[<|x|+]y]|.

3) En déduire que f est continue en (0,0).

4) Que peut-on en conclure ?

e Corrigé

1) f est continue sur R?\{(0,0)} comme quotient de 2 fonctions continues sur R?\{(0,0)}

dont le dénominateur ne s’annule pas.

~ _x3+y3 |x +y| | X’ g |
2) |f(x,y)-f(0,0)[= g —|X V2| [+ 2+x2+y2|
. L | Ly | »
Donc |f(x,y) f(0,0)|s|)(2+yz|+| > |(|negal|te triangulaire)
donc [f(x,y)-f(0,0)|< < + pT or—+ <11 1
' AT R LY TRy e ¥ Xy
1,
donc [f(x.y) f(00)|sx— 7
2 2
donc |f(x,y)—f(0,0)|s = |2X g2 lyl
X y

done [f(x.y)-f(0,0)[<[x+]y|.

3) Comme , I|m00'|x|+|y| 0+0 =0, on en déduit (par majoration) que :

Ijmoo, |f(x,y)— (0,0 |:0 et donc que f est continue en (0,0).
(xy)—(00)

4) Ainsi f est continue sur R? (car f est continue sur R? \{(0,0)} eten (0,0)).

O Ce qu’il faut retenir du cours

f est continue en (ab) si et seulementsi  lim ]f(x,y)—f(a,b)| =
(xy)—={ab)
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Une fonction continue en (0,0) en utilisant
les coordonnées polaires

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu'une fonction a deux variables est continue en (0,0) en utilisant les

coordonnées polaires.

e L’énoncé

X2y2
Soitf(x,y)szwz Job g ol

0 si (x,y)=(0,0)
1) Démontrer que f est continue sur ®*\{(0,0)} .
2) On pose X=pcos(B) et y=psin(6). Démontrer que |f(x,y)—f(0,0)| < p?

3) En déduire que f est continue en (0,0) .
4) Que peut-on en conclure ?

e Corrigé

1) f est continue sur R*\{(0,0)} comme quotient de deux fonctions continues sur R*\{(0,0)}

dont le dénominateur ne s’annule pas.

| x3y? | | p? cos? (8)p? sin? | )sin? ()
2

(8) p

Donc [f(x,y)-f(0,0)| = p* cos®(6)sin’(6) .Or cos’ (6 )s1, sin ( ) <1 dou [f(xy)-f(0,0) <p.

RS
_|x2+y .

2) [f(x,y)-f(0,0)| >

%% +y?| |p cos? (8) + p? sin?

3) Comme Iin?) p2 =0 (sans dépendre de I'angle 8 ), on en déduit que :
p—

‘ Iyim00 |f(x,y)—f(0,0)|:0 et donc que f est continue en (0,0).
x,y)—(0,0)

4) Ainsi f est continue sur R2 (car f est continue sur R? \{(0 0) eten (0,0)).

O Ce qu’il faut retenir du cours
Le passage en polaire. Si en posant X =pcos(8) et y=psin(6), on a |f(x,y) —f(0,0)| <9(p)

ol g est une fonction de la variable p qui ne dépend pas de I'angle 6 et telle que Iin?)g(p) =,
p—>

I lim (f(x,y)-f(0,0)[=0 etfestconti 00).
alors [x,y)—>(0,0)| (x,y)-f(0, )| et f est continue en (0,0)
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Une fonction non continue en (0,0)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu’une fonction a deux variables n’est pas continue.

e L’énoncé

X+y .
si (x,y)=(0,0
Soit f(x,y) =1 X% +y? (xy)=( ).

0 si (x,y)=(0,0)
1) Démontrer que f est continue sur R? \{(0,0)} )

2) Démontrer que !i_rll)f(t,t) =+ .

t>0
3) En déduire que f n’est pas continue en (0,0).
4) Que peut-on en conclure ?

e Corrigé

1) f est continue sur ®*\{(0,0)} comme quotient de deux fonctions continues sur R*\{(0,0)}
dont le dénominateur ne s’annule pas.

. t+t 2t 1
2)Sit=0,alors f(t,t)=——=—=-.
) (tY) a® 2 1

Donc limf(tt) = Iim1 =400,
t—0 t—0t
t>0 t>0

3) Comme !ingf(t,t) =1(0,0), on en déduit que f n'est pas continue en (0,0).
t>0

4) Ainsi f est uniquement continue sur R? \{(0,0)} )

O Ce qu’il faut retenir du cours
S'il existe un chemin (x(t),y(t))t—t) (a,b) tel que tIirpf(x(t),y(t)),tf(a,b) alors f n’est pas

continue en (ab).
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Une fonction non prolongeable
par continuité en (0,0)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu'une fonction a deux variables n’est pas prolongeable par continuité.

e L’énoncé

=5 .
Soit f(X,y)= gy si (x,y)=(0,0).
1) Démontrer que f est continue sur R? \{(0,0)} .

2) Démontrer que lingf(t,O) =0,5 etque Itirrgf(O,t) =-0,5.

3) Que peut-on en conclure ?

e Corrigé

1) f est continue sur R*\{(0,0)} comme quotient de deux fonctions continues sur R*\{(0,0)}

dont le dénominateur ne s’annule pas.
g t2 t?

2)Sit=0, alors f(t,0)= 7€ CTLP :?:0,5 . Donc !l_rgf(t,t):!m 05=0,5.
I S . :
Sit=0,alors f(0,t)= 7. = TP :F:_O’S' Donc ll_r'rolf(O,t):ll_rL] -05=-05.

3) Comme !ingf(t,O) = Itirrgf(O,t), f n'est pas prolongeable par continuité en (0,0).

O Ce qu’il faut retenir du cours
S'il existe deux chemins (x1(t),y1(t))t—t> (ab) et (x,(t),y,(t)) > (ab)tels que

t-t,

limf(x,(t).y,(t))= tIi_r)rtlf(xz(t),y2 (t)) alors f n’est pas prolongeable par continuité en (ab).

t-t,
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Une fonction de classe C

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel
O Ce que montre cet exo

Comment montrer qu'une fonction a deux variables est de classe >3

e L’énoncé

X2y2
Soit f(X,y)sz—+y2 S| (X,y)?‘—“(o,O) et f(O,O)ZO

1) Démontrer que f est C' sur R? \{(0,0)} . Préciser f—z(x,y) et %(X,y) pour (xY)#(0,0).
(®) C

1(%0)-1(0.0) o n, [OY)-700.0) £p, qaguire X (0,0) et X(0,0).
x-0 y—0 y-0 oX cy

3) Démontrer que (x,y)—>f—1(x,y) et (x,y)—
C.

2) Déterminer |im
x—=0

of
—(X y) sont continues sur R?. Conclusion ?
C

e Corrigé

1) f est C sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions C sur R?\{(0,0)} dont le
dénominateur ne s’annule pas.

g(x y) ) 2xy2(x2 +y2)—x2y22x i 2Xy4 o3 ﬁ(x = 2yx2(x2 +y2)_x2y22y ~ 2yX4
ox (x2+y2)2 (x2+y2)2 oy (X2+y2)2 (x2+y2)2
2) b - f(0,0):O—O 0 donc I|mw=0 donc : ﬁ(0,0):0.
x-0 X x>0 x-0 &X
f(0 f(0,0 f(0,y)-f(0,0
¥)-7(0.0)_0-0 =0 donc I|mM 0 donc: «f(0,0)=0.
y-0 y—>0 y-0 oy
of o2yt

>~ est continue sur R \{(O 0)} (quotient de fonctions continues

(eey?)

sur R? \{(0,0)} dont le dénominateur de s’annule pas). Montrons sa continuité en (0,0) :

. of of
5. Donc lim —(x,y)=—(0,0)

(y2 ) (x.y)—(00) OX ox

ﬂ(xiy)_f_:f((o,o) - <2|x| car 1
C.

’ 2xy*
OX (X2+y2) (x2+y2)

5 =

(car Iin?)2|x| =0)donc (x,y)—>fl(x,y) est continue en (0,0) et donc sur R?.
X oX

of of

cf ,
De méme, (X,Y) —>%(X,y) est continue sur R? (avec la majoration [=—(Xx, y)——(O 0)[=2ly|)
c oy oy

Ainsi f est de classe C'sur B2 .

'O Ce qu’il faut retenir du cours
fest C' si ses dérivées partielles sont continues.
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Dérivation en chaine (n°1)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment calculer la dérivée d’'une composée.

e L’énoncé

Soit f(x,y)=x*+y?. Soit g(t) = (cos(t),sin(t)). Soit h="feg.
1) Calculer directement h'(t) en utilisant la formule de dérivation en chaine.

2) Comparer avec le résultat qu’on trouverait en calculant d’abord h(t) ;

e Corrigé

1) h=fog.Donc: h(t)=6,f(g(t).95(t)) g (t)+5f(4(t).92(1)) 9y (1) -

Or f(x,y)=x*+y? donc &f(xy)=2x et o.f(xy)=2y.

Or g,(t)=cos(t) donc g, (t)=-sin(t).

Or g,(t)=sin(t) donc g, (t)=cos(t).

Ainsi 1 (t) = &,f(94(). 9 (1)) 01 (1) + 251 (01 (1).,(1))g; (1) donne

h'(t) =29, (t)gy (t) +29,(t)g, (t) = 2cos(t)[ —sin(t) |+ 2sin(t)cos(t) =0.

2) h(t)="f(cos(t),sin(t)) . Comme f(xy)=x>+y?>, on a h(t)=cos?(t)+sin’(t)=1 donc

h'(t)=0. C'est la méme chose !

O Ce qu’il faut retenir du cours
Si h=fog alors h'(t)=2,f(g;(t).9, (1)) (t)+ 5 (9(1).95 (1)) 9, (1) -
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Dérivation en chaine (n°2)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
Comment calculer les dérivées partielles d’'une composée.

e L’énoncé

Soit f(x,y)=X*-y?. Soit g(x,y)=(x+Yy,x-y). Soit h=feg.

1) Calculer directement c—axh(x,y) et %(x,y) en utilisant la formule de dérivation en chaine.
) (o)

2) Comparer avec le résultat qu’on trouverait en calculant d’abord h(x,y).

e Corrigé
1) h=fog.
or f(x,y)=x*+y? donc &f(xy)=2x et a,f(xy)=-2y.
Or g,(xy)=x+y et g,(x,y)=x-y donc ci (x,y)=1 et g:((x y)=1.
?h R 2 2
Donc Z2(x,y) = &4f (91 (x.¥).9 (x.¥)) 1 (x¥) + 5 (94(x.¥).8 (x.¥)) SZ(%.Y)

c'est-a-dire : :( Y)=20,(Xy)1-20,(X,y)1=2(x+y)-2(x-y)=4y.
(0)

Or gi(xy)=x+y et g,(xy)=x-y donc 2% (X y)=1 et G (x y)=
oy oy

Donci—C(X,y) f(G(XY). gz(XY))eg %

c'est-a-dire : %(x,y) =20,(X,Y)1-29,(X,Y)(-1)=2(X+Yy)+2(X-Y) =

(X.Y)+E,f (G (XY). G2 (XY))=2(XY)

2) h(xy) =fog(xy) =f(x+y,x-y)=(x+y)* ~(x-y)" =4xy.

Donc ﬂ(x,y) =4y , ﬂ(x,y) =4x. C'est la méme chose !
ox oy

O Ce qu’il faut retenir du cours

-~ -

ZL(xy)+ 25f (01(x.Y).0, (x¥) TE(xy)

Si h=fog alors 2—:(x,y):61f(g1(x,y),gz(x,y))
%(X,Y):q (91(%Y).G2(XY)) g;(x Y)+,f (G (XY).92(X.Y)) %(x y).

144



Analyse et probabilités 2¢ année

Dérivation en chaine (n°3)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel
O Ce que montre cet exo
Comment calculer les dérivées partielles d’'une composée.

e L’énoncé

Soit f(xy) et soit g(p,6) =(pcos6,psind). Soit h=Ff-g.

) ch h - —— "
1) Calculer directement f—(p,e) et i—e(p,e) en utilisant la formule de dérivation en chaine.
cp (5

— ch of of ch o of
2) En déduire que p—=—X+—Y et —=-y—+—X.
ép ox cy co ox ¢y

e Corrigé

-~

2 —1(p,0)=cos6 et Cg?(
cp cop

—\h R -~ R
Donc g—p(pﬁ)=C1f(91(p,9)192(9,9))%(9,9)+02f(91(9,9),92(pﬁ))

1) 9,(p.6)=pcosb et g,(p,6)=psin® donc — p,0)=sin0 .

‘8)

%(p.6)

'O

& ch " ﬁ .
c'est-a-dire : Z—p(p,e) =2,f(9,(p.0).9,(p.6))cos 8 +&,f(g,(p.6).9,(p.0))sin®

c’'est-a-dire : f—h = ﬁCose +ﬁsin6 .
op X 0

o9,

ag1( o —2(p,0)=pcosh .

0(p,6) =pcos6 et g,(p,6)=psin6é donc = p,8)=—psind et

-~

ch ég
Donc—(p,0) = &.f 0), 0 1
aG(P )=, (91(P ).92 (P )) 20

(p.8)+ 02131 (p.8).02 (.8)) 22 (p.0)

c'est-a-dire : O—h(p,e):81f(g1(p,9),gz(p,9))( psin®)+8,f(g,(p.0).9,(p.6))pcos6

0o
c'est-a-dire : = :fi(—y)+ﬁx.
0 X oy
2) f—hzgcose+ﬁsine donne pc—hzﬁpcosfnipsine c’est-a-dire : pf—hzﬁx+iy.
cp X c op X cy p X ¢y
ch of of ch of of
—=—(-Y)+—X donne — =-y—+—X.
0 &y 0 X &y

O Ce qu’il faut retenir du cours
Sih=fog, g(p,6)=(pcosH,psin6) alors

-

%(p,ﬁ):@f(g,(p, ).9,(p,® )) ?)1( 8)+ ézf(g1(p,e),gz(p.e))éa%(p,e) et
g—g(ae) 0:f(9:(p.),9, (P, 9)):39(‘”9) 0,f(94(p.0),9, (P.® ))aage (p.6)-
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Equation aux dérivées partielles (n°1)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel
O Ce que montre cet exo

La résolution de 'EDP ﬁ+ﬂ =0.
ox ¢y
e L’énoncé
On considére I'équation aux dérivées partielles (E): f)f( C;fl =0.0npose x=u+vety=u.
C. (o)
: ' cf of ch i
1) Soit g(u,v)=(u+v,u). Soit h=f>g. Montrer que “_x+_ =0 Q‘_u =0. En déduire h(uV).
() (o) C

2) Montrer que u=Yy , V=X-Yy puis que les solutions de (E) sontde la forme

f(xy)=K(x-y) ou K est une fonction d’'une variable.

e Corrigé

1) Ona:g,(uv)=u+Vv et g,(uv)=u donc cﬁg (uv)=1 et gz(u,v):1.
éu éu

éh R 09, 09,
Donc 2 (uv) = &/ (95 (Uv).85 (V) 2 (uv) + &5f (4 (V). G5 (V) 22 (V)

éu éu éu

. oh ., oh of of
c'est-a-dire: —(u,v)=20,f u,Vv),g,(uv 0, f uv),g,(uv)) soit —=—+—.
6u( ) =2, (91( ). 92 (U, V) + 25 (94 (U, V), 05 ( ) U 6x+6y

99 =1 et gzuv:O
2y V) CV(,) :

Ona: g;(uv)=u+v et g(uv)=

-

Donc%h(u,v): 24f(94(u,v),9,(u,v)) ;\J/‘ (uv)+ 25 (g4 (uv), gy (uv)) 0%2 (u,v)

. ch ., oh of
c'est-a-dire: —(u,v)=20,f uv),g,(u,v))soit: —=—.
6v( ) =0, (91( ),9a ( )) B B

Donc ﬁ+ﬁ =0 fE =0 (car fh :ﬁ+c—)son h(uv)=K(v) ou K est une fonction de v.
(o

{x=u+v {x y+V {
2)Ona o
y=u

(xy

h(uv)=K(v) =h(y,x-y)=K(x-y) =f(x

K(x y).

O Ce qu’il faut retenir du cours

Si h=fog alors —E(u v)=04(g;(u,v),g,(uv)) 091(u V) +0,5f(gy(uv).g,(uv)) guz(u v) et

o 0V) = 4 (91 (V). G (0V) 2 (00) + 2,19 (UV). 9, (1)) 22 (u).
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Equation aux dérivées partielles (n°2)

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo

La résolution de 'EDP yﬂ—xﬁ =0,
ox oy

e L’énoncé

On considere 'EDP (P):y%—xi:0.0n pose X = pCcos6O ety =psind (p>0).
C. (o)

1) Soit g(p,6) =(pcos6,psind) et h=fog. Montrer que yl—xﬁ:OQ < =0

ox oy o6
En déduire h(p,6).

2) Montrer que p:\/XZ P ,6:arctan[¥j puis que les solutions de (P)sontde la forme

f(xy)= K(\/x2 Y ) ou K est une fonction d’une variable.

e Corrigé

1) 9(p.6)=pcos6 et g,(p,6)=psind donc — 9 —1(p,6)=cosO et =2 G —2(p,0)=sind.
op op

-sh - -
Donc <(p.8) = & (01(p.6). 05 (9. 8)) (p.0) + 21 ((p.0).5 (p.6)) 22 (p.6) cCest-a-dire

ép ép ép
i(p,e):61f(g1(p,e),gz(p,8))COSB+62f(g1(p,8),gz(p,9))sin9 soit : f—h:lcose +lsm6
op cp oX oy

0i(p.6) =pcosd et g,(p.6) = ca?;(p,e):—psine et é?ez(p,e):pcose.

Doncz—g(p,e):61f(g1(p,9),gz(p, ))(%(Pv )+8,f(9:(p.6).92 (p, 9))

oh ch of of

25(0:0)=211(:(0.0).05(5.0)) (-p5iN0) + (91 (0.0). 5 (5.0) p0S S0it: 5= (y) + X,

9, ( ) c'est-a-dire :

Donc yl—xl-0<:>—0—h_0 (car@:%(—yh%x) donc h(p,6)=K(p) ou K fonction de p .
c Y

oy 0 co
y sin®

. |x=pcosb 2 ? cia? % aii?
2) Si alors /X +Vy* = COS“H+p°sin“o = >0) et == =tan6 donc
) {y =psind \/ y \/p 7 P =) X CcOos6

6= arctan(%) . h(p,8)=K(p) = h(,/x2 +y2,arctan¥] = K(,/x2 +y? ) =f(xy)= K(,/xz +y? )

O Ce qu’il faut retenir du cours
Sih=fog, g(p,6)=(pcosH,psin6) alors

¢h

a—p(p,e) = 61f(91(p,6),gz(p,e))%%(p,e)+52f(g1(p,9),92 (p,e))ég

~2(p,0) et
O

-

(p.0) + 25f (04(p.0).9, (.6)) S2(p.6)

¢h R o
%(p,e) =0,f(9,(r.8).9, (P’e))
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Minimum d’une fonction a deux variables

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
La recherche d’'un extremum local d’'une fonction a deux variables.

e L’énoncé

Soit f(X,y)=Xx?-2x+Yy? -4y +5 définie sur R2.

1) Montrer que f admet un unique point critique qui vaut (12) .

2) En déduire la présence d’'un minimum local de f en précisant sa valeur.

e Corrigé

1) Ona ﬁ(x,y):2x—2 et ﬁ(X,y):2y—4.
ox cy

[%(x,y),%(x,y)) =(0,0) ©(2x-2,2y-4)=(0,0) = (x,y) =(1,2). Point critique : (12).

&% 52 52

2) Avec la matrice hessienne, —(X,y)=2, ff (x,y)=0, < z(x,y)zz.
cX oxoy oy

La matrice hessienne au point critique (12) estdonc H ,,, = [5 2]

Cette matrice a deux valeurs propres positives. Ainsi au point critique (12), f atteint un
minimum local qui vaut f(1,2) =17 -2x1+2?-4x2+5=0.
Sans la matrice hessienne: soit A, f=f(1+h2+k)-f(12) . Etudions son signe au

voisinage de 0. Aprés calculs : A(mf =h? +k? qui est toujours positif. Ainsi f atteint un minimum

local qui vaut f(1,2) =1 -2x1+22-4x2+5=0.

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) Présence d’un point critique : annulation des deux dérivées partielles.

2) Présence d’'un minimum local : la matrice hessienne a deux valeurs propres positives.
Présence d’'un maximum local : la matrice hessienne a deux valeurs propres négatives.

Présence d’'un point selle : la matrice hessienne a deux valeurs propres de signes contraires.
3) Soit A, f=f(a+hb+k)-f(a,b) ou (a,b) estun point critique. Si au voisinage de 0,

A, f >0, alors f admet un minimum local en (a,b) qui vaut f(a,b).

(ab)
Apf <0, alors f admet un maximum local en (a,b) quivaut f(ab).

A,pf estde signe non constant, alors f admet un point selle.
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Extrema et points selles
d’une fonction a deux variables

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel

O Ce que montre cet exo
La recherche d’extrema locaux d’'une fonction a deux variables.

e L’énoncé

Soit f(X,y)=27x-x> +12y —y* +1 définie sur R?.
1) Déterminer les points critiques de f.
2) Déterminer les extrema locaux et point selles de f sur R? en calculant leurs valeurs.

e Corrigé

1) Ona fl(x,y):27—3x2 et fl(x,y):12—3y2.
X oy

[%(x,y),%(x,y)J =(0,0) = (27-3x%,12-3y*) =(0,0) = (x,y) € {(3.2),(-3,2).(3-2).(-3,-2)}

Points critiques : (3,2),(-3,2),(3-2)(-3,-2) .

A2 ~2 A2
2) Avec la matrice hessienne, - >(X,y)=-6x, f f (x,y)=0, i(x,y) =-24y.
Fo oxoy oy?

Les matrices hessiennes aux points critiques (3,2),(-3,2),(3-2)(-3,-2) sont :

-18 0 18 0 -18 0 18 0
H«3:2|:( 0 —12]’H'_3'2’:[0 _12J1H43,—2,:( 0 12J’H‘—3.—2»:(0 12]'

Maximum local : f(3,2)=71;

Deux points selles : f(-3,2)=-37 et f(3,-2)=39 ;

Minimum local : f(-3,-2)=-69.

Sans la matrice hessienne: soit A, f=f(a+hb+k)-f(ab). Etudions son signe au
voisinage de 0. Aprés calculs :

Az f =—(9h* +6k?)-h® —k® du signe de —(9h” +6k?). A5, <0 : (3,2)=71 est max local.
A zpf= 9h? - 6k? —h® — k> est du signe de 9h? —6k? (signe non constant) : point selle.

Az of = -9h? + 6k —h*® —k® est du signe de -9h? + 6k (signe non constant) : point selle.

Ay f =9h% +6k* —h*® —k® du signe de 9h* +6k*. A, ,f>0 : f(-3,-2)=-69 estmin local.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Présence d’un point critique : annulation des deux dérivées patrtielles.
2) Rechercher d’extrema locaux : soit on utilise les valeurs propres de la matrice hessienne soit

on étudie le signe de A, f=f(a+hb+k)-f(ab).
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Maximum et point selle d’une
fonction a deux variables

Chapitre concerné : 9. Calcul différentiel
O Ce que montre cet exo
La recherche d’'un extremum d’une fonction a deux variables.

e L’énoncé

Soit f(x,y)=6xy—x>—y> définie sur B2.
1) Déterminer les points critiques de f.
2) Déterminer le maximum local et le point selle de f sur R? en calculant leurs valeurs.

e Corrigé

1) Ona ﬁ(x,y):Gy—3x2 et i(X,y):6x-3y2.
oX cy

(ﬁ(x,y),i(x,y)] =(0,0) = (6y—3x2,6x—3y2) =(0,0)= (x*=2y,y? = 2x):> y4=8y.
ox 2y

Or y* =8y = y(y*-8)=0<y=00uy=2 soit X = 0 ou x=2 (car y* =2x)
Points critiques : (0,0),(22).

&% &*f o%f

X,y)=-6x, Xy)=6, 21 (x,y)=-6y.
6x2( ) axéy( Y) ayz(xy) J

2) Avec la matrice hessienne,
; : . 0 6 -12 6
Les matrices hessiennes aux points (0,0),(22)sont: H,,, = [6 0], H22) :{ 5 12] i

Le polynéme caractéristique de H(o,o) est A2 —36 qui a pour racines -6 et 6.

Le polynéme caractéristique de H(z:z, est 22 +24)1+108 qui a pour racines —18 et —6.
Un point selle : f(0,0)=0 ; Un maximum local : f(2,2)=8.

Sans la matrice hessienne: soit A, f=f(a+hb+k)-f(ab). Etudions son signe au
voisinage de 0. Aprés calculs :

Ao f=6hk - h® —k® est du signe de 6hk (signe non constant) : point selle.

Apof =—6(h* +k? +hk)—(h®+k®) est du signe de -6(h?+k*+hk) . A,,f<0 (car
h® —k® = (h-k)(h? +k* +hk), h* —k® et h—k étant de méme signe, h” +k? +hk >0).

Max local f(2,2)=8.

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Présence d’un point critique : annulation des deux dérivées partielles.
2) Rechercher d’extrema locaux : soit on utilise les valeurs propres de la matrice hessienne soit

on étudie le signe de A, f=f(a+hb+k)-f(ab).
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Définition de la fonction gamma d’Euler

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre

O Ce que montre cet exo

Que T':x—>TI(x)= J.tx“e“dt est bien définie sur 0,4+ .

0

e L’énoncé

Soit I':x—»T'(x)= J-t""e‘tdt. Montrer que T est bien définie.
0
Montrer que T est bien définie sur ]0;+-f.[ ;

e Corrigé

e est continue sur lintervalle d'intégration 10,4+ .

Au voisinage de 0, on a t* et - t** N%
0 0

Soit x&]0;+] fixé. La fonction t —

ett— t%" est intégrable en 0 car 1-x <1.

Au voisinage de t* e = o(tizj ett— tiz est intégrable au voisinage de +« (Riemann).

Ainsi, pour XE]OH«T[ fixé I'intégrale J-t“e“dt existe bien. T' est donc bien définie.

0

O Ce qu’il faut retenir du cours

a +
Le critéere de Riemann (1826-1866) : J‘-d—: converge ssi o <1. J‘-d—f converge ssi o >1.
X X
0 a
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Continuité de la fonction gamma d’Euler

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre

O Ce que montre cet exo
Que la fonction gamma d’Euler (1707-1783) est bien continue sur ]0,+»f.[ .

e L’énoncé

+X

Soit T':x »>T'(x)= J.t""e“dt. Montrer que T' est continue sur |0;+] .

0

e Corrigé

Soit f définie sur XxT =]0;+e| x |0+ par f(X,t) = et
a)Pourtout te T | X—)f(x,t):tHe_t est continue sur X.

b) Pour tout x e X , t >f(x.t) =t*"e™ est continue par morceaux et intégrable sur T=]0+
(voir exercice précédent, elle est intégrable en 0 et en += ).
i i

1 <t gt > 1 donc If(X,t)| <t* e +t"'e™ pour tout te]OH.f[
< SIt=

c) Pour xeK=[ab], on a {

Considérons ¢: T — |0+ définie par g (t)=t*"e™ +t>"e™,
¢ est continue par morceaux et intégrable sur T:]OH«T.[ (somme de deux fonctions

intégrables en 0 et +« | voire exercice précédent) et telle que pour tout
(xt) e XxT=[ab]x]0+, [f(x.t) <o (t).

Ainsi P:x - P(x) :J. f(x,t)dt est définie et continue sur X : T est donc continue sur ]0,+x[ )
teT

O Ce qu’il faut retenir du cours
f:XxT—->R

Soit
f: (x,t) > f(x,t)
a) Sipourtout t e T , x>f(xt) est continue sur X.
b) Si pour tout x € X, t>f(xt) est continue par morceaux et intégrable sur T.

c) Si pour toute partie compacte K de X, il existe une fonction cpK:T—>]0;+—f.[ positive, continue

par morceaux et intégrable sur T telle que pour tout (xt)eKxT, |f(x,t) < @k (t) alors

P:x—>P(x)= J. f(x,t)dt est définie et continue sur X.

teT
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Caractere C' d’1 intégrale a parameétre n°1

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre
O Ce que montre cet exo

Comment montrer qu'une fonction est C' en raisonnant sur tout compact.

e L’énoncé

e
Soit P:x - P(x)= J.txdt- Montrer que T est C sur ]—T:;Jm[ .
1

e Corrigé

xIn(t)

Soit f définie sur XxT = |-+ x[1€] par f(xt)=t*=e
a) Pour tout te T , f(X,t):ex'"'vt-: est C' sur X (car f est continue sur X , dérivable avec

of (x,t
- A(xt) = e""In(t) continue sur X).
X

Ef(x,t) _ exln{t}

b) Pour tout x e X , t>f(xt)=e""" et t—
C

In(t) sont continues par morceaux
et intégrables sur T=[te].

cf(xt
( ) _ exlnmln(t)
C.

compact, elle est majorée par un nombre M, =0 . Considérons W:T—)](},w_[ définie par

c) Pour xeK=[ab], on a t— continue sur T=[te|. Comme T=[1e| est

(pK(t) =M. oc: T —>]0;+»f.[ est positive, continue par morceaux et intégrable sur T telle que pour
of (x,t)

OX

tout (x,t) eKxT,

< @y (t). Ainsi P:x—>P(x):J. f(x,t)dt est C' sur X.

teT

O Ce qu’il faut retenir du cours

L i XxT >R
Soit .
f: (x,t) > f(x,t)

a)Sipourtout te T, x>f(xt) est C' sur X.

; of (x,t . o
b) Sipour tout x e X , t>f(xt), t— . (;(( ) sont continues par morceaux et intégrables sur T.
C.

c) Si pour toute partie compacte K de X, il existe une fonction ¢ :T—>]0;+-f.[ positive, continue

par morceaux et intégrable sur T telle que pour tout (xt)eKxT, Of(Ax't) < gy (t) alors
oX
1 of (x,t)
P:x—>P(x)= f(xt)dt estde classe C sur X et P'(x) = —~dt .
teT teT X
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Caractere C' d’1 intégrale a parameétre n°2

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre
O Ce que montre cet exo

Comment montrer qu'une fonction est C' en raisonnant sur tout compact.

e L’énoncé

Soit P:x —» P(x dt . Montrer que T est C sur ]0;+x[.

5

e Corrigé

—-xt 1

e
Soit f définie sur XxT = |0+ x|0;+| par f(X,t) =——=—". P est bien définie car f(x,t) ~ —
] [ ] [ 4l ,/t(t+1) ( )t—>0\/f

1
et f(x,t)t;xo(t—zj.
e—xt
a) Pour tout t 7, f(X,t) :Tﬂ est C sur X:]0,+x[ (car f est continue sur X , dérivable
+

A(xt)

avec X — =— e™ continue sur Xx).
X Jt+1

e™ axt) Wt

b) Pour tout xe X , t>f(Xt)=——= et t— =— e™ sont continues par

t(t X JiEd
of (x,t) (1j).

“+

—

f

)

%0) est prolongeableen0et ——— = o

morceaux et intégrables sur T:]O;-}-x[ (
[4) 4 OX to+x

t2
af(x,t)

—at

¢) Pour xeK=[ab], on a <e™ . Considérons ¢ : T—]0;+c définie par g (t)=e

cpK:T—>]0;+x[ est positive, continue par morceaux et intégrable sur T telle que pour tout
of (x,t)

-

(xt)eKxT,

< @k (t). Ainsi P:x—>P(x):J. f(x,t)dt est C' sur X.

teT

O Ce qu’il faut retenir du cours

f:XxT->R
Soit il .a) Sipourtout t < T, X >f(xt) est C'surX.

fr (x,t) > f(x,t)
of(xt)

C,
c) Si pour toute partie compacte K de X, il existe une fonction cpK:T—>]0;+—f.[ positive, continue

of (x,t)

OX

b) Si pour tout x € X , t>f(xt), t— sont continues par morceaux et intégrables sur T.

par morceaux et intégrable sur T telle que pour tout (xt)eKxT,

< oy (t) alors

dt .

P:x—>P(x):J‘

teT

f(x,t)dt est de classe C' sur X et p'(x):J. Cfgx’t)
teT  OX
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Continuité par les epsilons
d’une intégrale a parametre

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre

O Ce que montre cet exo
La continuité d’'une intégrale a paramétres par les epsilons.

e L’énoncé

Soit f définie par f(x) = | y/1- x?sin?(t)dt. Avec des &, montrer que f est continue sur |-1;1].

o'—.wl:—l

e Corrigé

Soit X, €]-1;1] fixé, montrons que f est continue en Xg .

Cela revient a montrer que: vYe >0 , 3n>0 tel que |X—x0|<1]3|f(x)—f(x0)|<s. Or:

J1- %% sin? (t)dt| = j‘[\/1 -x%sin?(t) - \/1 - X2 sin? (t)}dt

|f(x)—f(x0)|: 1-x%sin’ (t)dt -

© ey 1 | 21
© U 1 | 51

1-x%sin? (t) - (1- x,” sin® (1)) sl j- (x? = x%)sin?(t) "
\/1+x sin? \/1+x0 sin®(t) ) \/1+x sin? )+\/1+xozsin2(t) .
Or [1+x2sin? (t) = |x][sin(t)] et 41+ X, sin®(t) = |x|[sin(t)| donc :

e e
|<J.’| Xo” = X*)sin? (t) |}dt done [f(X) ()| <
0

o‘—.wm

[Xo — X||Xo + X|F

[X|+ x|

[sin(t)

x||sm(t )|+ ‘xo||sm

o'—.r\”:

done [f(x)—f(xo)|= | [xo | (car |xo + x| <[xo|+|x| et [sin(t)| 1) donc [f(x)—f(x,)| s%|x0 -

o'—,w\,;

En prenant y _=e , on obtient |f(x)—f(x0 )] <& . Ainsi f est continue en X, donc sur |-1;1].
2

O Ce qu’il faut retenir du cours
1) f continue en XO équivauta: ¥e > 0, In>0 tel que |X—XO|<1]3|f(x)—f(x0)|<s.

2)va-vb=——2—"r

3) X+ Y|<|X|+]Y| 4) [sin(t)[<1.

5
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Transformée de Laplace

Chapitre concerné : 10. Intégrales dépendant d’un paramétre

O Ce que montre cet exo
Le calcul de quelques transformées de Laplace (1749-1827).

e L’énoncé

Soit f une fonction continue sur [0;+7.{ . On appelle transformée de Laplace de la fonction f, la
fonction L (f) définie pour s >0 par [L(f)](s)= J'e‘s"f(x)dx.

0
1) Montrer que s'il existe 2 constantes a > 0 , M > 0 telles que |f(x)|sl\/bax alors L (f)

existe lorsque S>a.
2) Calculer les transformées de Laplace L (1) et L(x) pour s >0 .

e Corrigé

1) Borne 0 : Aucun probléme puisque X — e *f(X) est bien définie et continue en 0.

Bomne += . Comme |f(X)‘ <Me™ ona e |f(x) < e™Me™. Donc ‘e_sxf(x)| <Me"®"

Or lorsque S>a , la fonction x —Me'#=X

Me'@ s = o[ij.
+00 X2

est intégrable au voisinage de +x (car

Ainsi L (f) définie par [L(f)](s)= J‘e‘s"f(x)dx existe bien lorsque s>a.

0

2) [L(1)](s)=je‘Sde= lim J‘e‘s"dx: lim {e_s} =§.

N— -+ N—+x
+00

[L(x)](s)= Ie‘sxxdx = lim

— -+
0

e e
u v

O'—.Z

—-sX N —-sX
e xdx = lim [e x} —J’e 1dx :iz.
0 V’

O Ce qu’il faut retenir du cours

a +%
1) Le critére de Riemann (1826-1866) : J.d—:( converge ssi o <1. J.d—f converge ssi o >1.
X% X
0 a

2) La formule d'IPP : ~"u'v =[uv] —J.uv’.
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