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Présentation du manuel

Nous avons voulu donner aux éléves tous les atouts pour assimiler les connaissances de Terminale S
et réussir a I'épreuve du Baccalauréat. Mais aussi nous avons 4 cceur de leur faire acquérir une démar-
che scientifique & travers I'activité mathématique, la pratique de la rigueur, ... et ce, sans négliger
I’apprentissage des techniques. Cet ouvrage s’adresse aussi bien aux éléves qui désirent poursuivre des
études scientifiques ultérieures qu’a ceux qui n’ont pas un tel objectif mais souhaitent néanmoins
acquérir une culture scientifique. ;

Dans la ligne de la collection, et pour aller dans le sens des programmes actuels, une large place est
donnée A I’emploi des calculatrices, des logiciels, comme GEOPLANW et GEOSPACW, et des tableurs.

Le programme obligatoire de Terminale S présente des nouveautés, surtout dans les approches. Nous
avons choisi de le séparer en trois parties distinctes : analyse (7 chapitres), probabilités (2 chapitres) et
géométrie (3 chapitres dont les nombres complexes).

L’enseignement de spécialité est traité sur 4 chapitres supplémentaires.

Compte tenu de la richesse de chacun de ces chapitres, un choix pédagogique semble nécessaire.

Des formulaires mettent a disposition les principales formules du cours de Terminale (ils n’ont pas
pour ambition d’étre un formulaire « type Bac »), ainsi qu’une aide pour retrouver rapidement une ins-

truction lors de I"emploi de calculatrices.

Un index détaillé permet d’ accéder facilement & la richesse du contenu de cet ouvrage.

Structure d’un chapitre

Des activités diversifiées proposant :
—un aspect culturel ;
— une approche a 1’aide des TICE ;

—une mise en place des notions abordées dans le
chapitre, les commentaires du programme officiel
étant rigoureusement suivis, tout en laissant au pro-
fesseur Ie choix de son approche.

Un cours, linéaire et bien balisé, écrit dans un lan-
gage simple :

—pour comprendre la démarche scientifique, pré-
ciser le statut des objets mathématiques, différen-
ciant définitions, propriéiés et théorémes (suivis de
leur démonstration ou indiqués comme admis) ;

— pour retenir les notions au travers d’exemples.

Des exercices résolus, complets et rédigés, accom-
pagnés d'une méthodologie afin d’acquérir les
savoir-faire indispensables.

La majorité des chapitres proposent un exercice
résolu de type BAC, avec analyse de I'énoncé.

Des travaux dirigés, riches, traitant toutes les
modalités de mise en ceuvre indiquées dans le pro-
gramme, mais aussi des situations pluridisciplinaires
ou des problémes de synthése.

Une page de synthése, pour une meilleure
mémorisation des connaissances et des savoir-faire
essentiels, véritables fiches pour réviser 1'épreuve du
Bac.

Des exercices, trés nombreux, ordonnés suivant la
progression du cours, afin de favoriser la pratique au
fur et 2 mesure de son avancement. Chaque rubrique
commence par un Vrai-Faux, test sur 'acquis. des
notions.

Le degré de difficulté des exercices est signalé par
des étoiles ; les exercices dont le numéro est sur fond
blanc sont corrigés en fin d’ouvrage.

Des problemes permettent d’approfondir I'étude de
certaines notions, de compléter les travaux dirigés ou
de travailler sur des sujets transversaux.

En vous remerciant pour votre confiance, nous espérons que ce manuel soit tout a la fois un guide
compréhensible, accessible au plus grand nombre, et un outil rigoureux.

Les Auteurs
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Fonctions —

Variations
et continuité

“4 Rappels sur la dérivation p.10

* connaitre la définition
du nombre dérivé en a
et faire le lien avec la tangente
* savoir calculer la dérivée
d’une fonction en utilisant les formules

S variations d’une fonction p.12
: « étudier les variations a I’aide
des opérations
« utiliser la fonction dérivée

.
ez,

S continuit¢  p.13
; « donner une idée intuitive
de la continuité d’'une fonction
sur un intervalle

Propriétés

des fonctions continues p T‘i _;

* connaitre le théoréme des valeurs
intermédiaires et savoir I’appliquer
a la résolution approchée
d’équations



\ Variations d’'une fonctiorD

L
- U)"  On a tracé les courbes représentatives €, et €, de deux fonctions f et g définies et dérivables sur
0 ~ Tintervalle [-2;3] .
= y
O
wd £
E
B

1 Dresser le tableau des variations de chacune de ces fonctions.

2 a) En déduire que la fonction f+ g est croissante sur 'intervalle [-1 ;1] et décroissante sur
I'intervalle [1 ;3] . ;

b) Les informations dont on dispose sont-elles suffisantes pour déterminer les variations de la fonction
f+g surlintervalle [-2;-1] ? Justifier.

3 a) Démontrer que la fonction fg est croissante sur I'intervalle [0; 1] .

b) Les informations dont on dispose sont-elles suffisantes pour déterminer les variations de la fonction

fg sur chacun des intervalles [-1 ;0] , [-2:-=1] et [1 ;3] ? Justifier.

4 On appelle « et B les deux solutions de I'équation g(x)=1 telles que a<p .
Vérifier que la fonction composée f o g est définie sur I'intervalle [-2; 3] et étudier ses variations sur
chacun des intervalles :

[=2:-11, [l;a); Tasi]l, [N:Bl e 1B;3].

5 Faire une synthése des principaux résultats permettant d’ obtenir les variations des fonctions w+v , uv
et uov a partir des variations des fonctions u et v,

Ces propriétés permettent-elles d’étudier le sens de variations des fonctions suivantes ?

a)xr—ﬂﬁ% sur 10 ; 4oo] ; b) x> Jx—1 sur [1; 4o ;
c)x~—>x2]+l sur R ; d)x'—hfm sur B

e x> 2x2 4+ .fx sur [0;+oof ; f) x> 2x2~ Jfx sur [0;+oo ;

g) x—>xi/x—1 sur [1;+0[ ; h) x> (x=2)Jx+1 sur [=1;+0o[ ;
i)x*—-*xx_z sur |1 ; +eof.

6 Quelle notion étudiée en classe de Premiére peut étre utilisée pour étudier les variations des fonctions
pour lesquelles on a répondu négativement & fa question précédente ?

Déterminer les variations de ces fonctions.

Chapitre 1+ FONCTIONS - VARIATIONS ET CONTINUITE




@ Images d’intervalles)

I Une étude algébrique

2
Soit f la fonction définie sur 'intervalle [-2 ;3] par f(x) =% :

1 Visualiser la courbe représentative de f a I'écran d’une calculatrice.
Lire 'ensemble des images des réels appartenant & I'intervalle [-2 ; 3] par la fonction f.
Cet ensemble est appelé I'image par f de I'intervalle [-2 ;3] etnoté f([-2;3]) .

2 FEtudier les variations de la fonction f sur I'intervalle [-2 ;3] et en déduire I'inclusion :
F([-2:3])c[0:4].

3 Soit m un réel quelconque de I'intervalle [0 : 4] .

m—aJm*+ 12m

2
a) Résoudre dans R [I'équation xx_=m et démontrer que le réel 3

+3
Pintervalle [-2; 3] .
b) En déduire I'inclusion [0 ;4] < f([-2;3]) .

appartient a

On peut donc conclure que f([-2;3])=[0:4] puisque, d aprés 2. tout réel de I’ensemble
f([-2;3]) appartient a I'intervalle [0 ;4] ,etd’aprés 3 b), tout réel de I'intervalle [0 ; 4] appartient
a I'ensemble f([-2:3]).

B Une étude graphique

Sur les graphiques ci-dessous, on a tracé, dans le plan muni d'un rc;érc orthonogmal, les courbes
représentatives de trois fonctions u, v et w définies sur I'intervalle [-2 ;3] .

Ly

SATF

1 Par lecture graphique, déterminer les ensembles w([-2:3]) ., v([-2;3]) et w([-2:3]).

2 On peut observer que les images de l'intervalle [-2;3] par les fonctions u et w sont des
intervalles, mais qu'il n’en est pas de méme pour la fonction v .
A quelle particularité de la courbe ce phénoméne est-il di ?

3 Choisir un réel a strictement inférieur & wu(1) et un réel b strictement supérieur 3 u(1) .

A P'aide du graphique, représenter sur 1’axe des abscisses I'ensemble K des réels x dont I'image par u
appartient a I'intervalle ouvert J=]a ; b[ .

Existe-t-il un intervalle ouvert qui contient 1 et qui est inclus dans K ?

Comme a et b peuvent étre choisis aussi proches qu’on le souhaite de 1, cela signifie que u(x) est aussi
proche de u(1) qu’on le souhaite pour toutes les valeurs x suffisamment proche de 1. On dit que :

«lorsque x tend vers 1, u(x) tend vers u(1) » et on écrit ﬁin;-i;i-x—)*u‘(l}" i

4 En est-il de méme pour les fonctions v et w en 1 ?

Chapitre 1 + FONCTIONS — VARIATIONS ET CONTINUITE



6 Rappels sur la dérivation)

Dans tout ce chapitre, on ne considére que des intervalles qui ne sont pas réduits & une valeur et des
fonctions f dont I'ensemble de définition &, est un intervalle ou une réunion d’intervalles non
réduits a une valeur.

En classe de Premiére, la notion de dérivée a été introduite a I'aide de la notion de limite basée sur
I'intuition.

1.1 Limiteen a

Soit @ unréelde &, ou une borne de &, et ¢ un réel quelconque. Dire :
« f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a»

signifie que les valeurs de f(x) sont aussi proches de ¢ qu'on le souhaite dés que x est
suffisamment proche de a .

On note alors  lim f(x)=+¢.

X=>d

o Exemple o Contre-exemple

f est pas définicen @ et Lim f(x)=¢ [ est définic en a, mais n’admet pas de limite
X—>q

en a.
La courbe présente un « trou » au point d’abscisse La courbe présente un «saut» au point
a , mais il n'y pas de « saut », d’abscisse a.

@ Remarque

On peut donner une définition rigourcuse de la limite en a & I'aide de la notion de suite convergente étudiée
en classe de Premiére :

lim f(x)=¢€ si, pour toute suite (a,) qui converge vers a, la suite ( f(a,)) converge vers f(a) .
1.2 Dérivabilité en a et tangente définition
Soit f une fonction d’ensemble de définition @f et a unréelde 9, .

fla+h)—f(a)

*f est dérivable en a si le quotient 7 %
admet une limite finie lorsque & tend vers 0. .
La limite de ce quotient est alors notée f’(a) etappelée  f(a+ M) M
le nombre dérivé de f en a: P/’
< . fla¥h)=1(a) h.f'(a)
e e ot A
*Si f est dérivable en a, le réel f'(a) est le
coefficient directeur de la tangente a la courbe / a a+h
représentative 6, au point A(a ; f(a)) .

P Voir Exercices 1 a9 et 16 a 24

Chapitre 1 + FONCTIONS — VARIATIONS ET CONTINUITE




1.3 Fonction dérivée

Soit f une fonction d’ensemble de définition &% .

définition

L’ensemble ﬁlf, des réels a de @ 7 tels que f est dérivable en a est appelé I’ensemble

de dérivabilité de f.

La fonction f’:x+> f’(x) , d’ensemble de définition & o est la fonction dérivée de f.

Remarque

Dérivées successives : 1a dérivée de la fonction f est appelée dérivée seconde de [ et notée f”.
La dérivée de la fonction f” est appelée la dérivée troisieme de f et notée 3.
Plus généralement, pour tout entier n =3 , la dérivée de la fonction f™ est notée f(7+1),

1.4 Dérivées des fonctions usuelles

I fonction f ' Dy I fonction dérivée f’ I @f, |
= o -
i x+>ax+b 1 R Lia
| ot aeRet be R :
x> x" Rsin=2 | G Sy Rsi n=2
ol ne Z\{0:1} R* si ns=-1 | R* si ns-1
x> Jfx [0 +oof x‘—‘—l— 10 5 +oo]
¢ 24x = |
x> sin x R X+ COS X R
X > COS X R x> —sin x R
Exemples

Sur R*,si f(x)=-=x"!,alors f’(x}:—lx—z:—-li
x

1
X

1.5 Formules de dérivation

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [ et k un réel.

et si f(x}:—l—z- , alors f'(x}=—21‘3=-%
E °

formules

cci;udiﬁnns de validité

fu+v)’=u'+v'; (ku.);'=ku'; (uv) =u'v +

sur l’intervalle. &

uv’

_wWv—uy’
p2

g @y

sur tout intervalle J ,
inclus dans 7, sur lequel
la fonction v ne s’annule pas

f(x)=ul(ax+b),

si

alors f'(x)=axu’(ax+b)

pour tout réel x tel q_ué j
ax+bel

o Exemple

x+>2%x3(2x+1)? etlafonction x> ./x est dérivable

Fe)=62x+1)2/x+(2x+ l}3x2

B Voir Exercices 10 a 15

Soit la fonction f : x+> (2x+ 1)3./x . La fonction x> (2x+1)* est dérivable sur R et a pour dérivée

sur Vintervalle ]0 ; +oof .

Donc la fonction f :x~— (2x+ 1)3./x . définie sur [0 ; +so[ , est dérivable sur 10 ; +oo[ etona:

I _@x+DX(14x+1)

2% 2./x

X

f n’est pas dérivable en 0, car la fonction x+— Jx n'est pas dérivable en 0.

Chapitre 1 » FONCTIONS — VARIATIONS ET CONTINUITE




@ Variations d'une fonction)

2.1 Rappels

» Une fonction croissante sur un intervalle / est une fonction qui conserve I’ordre ;
les images sont rangées dans le méme ordre que leurs antécédents :
pour tous les réels a et b de I, a<2b entraine f(a)=< f(b).

* Une fonction décroissante sur un intervalle / est une fonction qui inverse I'ordre ;
les images sont toujours rangées dans I’ordre inverse de celui de leurs antécédents :
pour tous les réels a et b de I, a=<»h entraine f(a)= f(b) .

2.2 Sens de variation et opérations propriétés

* Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle 7.

Si f et g ont le méme sens de variation sur /7, alors la fonction f+ g a aussi ce méme
sens de variation sur /.

Si f et g sont croissantes et positives sur 7, alors la fonction fg est croissante sur /.

* Soit f une fonction définie sur un intervalle / et prenant ses valeurs dans un intervalle J,
et g une fonction définie sur 'intervalle J.

Si f et g ont le méme sens de variation, I'une sur / et I'autre sur J, alors la fonction
composée go f est croissante sur /.

Si f et g ont des sens de variation contraires, I'une sur / et Iautre sur J, alors la
fonction composée go f est décroissante sur .

o Exempfes -,, Voir Exercices 25 a 32

* La fonction affine x> 1-x est décroissante sur ]—eo; 1[ et prend ses valeurs dans ]0 ; +oof .
La fonction x+— ./x est croissante sur 10 ; +2of .
Donc la composée x> 4/1 —x est décroissante sur [—ec ; 1] .

: 1 ; ;
Or, la fonction x+> - est décroissante sur ]0 ; + e[ , donc la composée x — est croissante sur

J-e 1] . 2 L=

*La fonction x+> (x+2)./x est croissante sur [0: 4] comme produit des fonctions x+— x+2 et
x> .fJ_c qui sont toutes les deux croissantes et positives sur [0 ; +es] .

2.3 Dérivée et variations théorémes admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

* Si la fonction dérivée f’ est nulle sur I'intervalle I, alors la fonction f est constante sur
cet intervalle.

» Si la fonction dérivée f’ est strictement positive sur I'intervalle 7, alors la fonction f est
strictement croissante sur cet intervalle.

* Si la fonction dérivée [’ est strictement négative sur I'intervalle 7, alors la fonction f est
strictement décroissante sur cet intervalle.

’.. Voir Exercices 33 a 46

Chapitre 1 » FONCTIONS — VARIATIONS ET CONTINUITE




6 Notion de continuit@

Continuité définitions
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7.
*Soit g unréel de 1.
La fonction f est continue en a si lim "f(x) = f(a) .
X—a

* La fonction f est continue sur I'intervalle 7 si elle est continue en tout réel a de I.

o Exemples

O F i s

Sur lintervalle [-2;3], on peut tracer la On ne peut pas tracer la courbe de f sans lever
courbe de f sans lever le crayon. le crayon.

f n’est pas continue sur I'intervalle [-2 ;3] .

La courbe présente un « saut » au point d’abscisse 2.
f est continue sur U'intervalle [-2 ;3] . Jf n’est pas continue en 2, elle est discontinue en 2.

Elle ne présente pas de « saut ».

Remarque

Sur le second graphique, f est continue sur l'intervalle [-2 ;2] , car la courbe de la restriction de f 4 cet
intervalle peut étre tracée sans lever le crayon. Pourtant, f n’est pas continue en 2.

o Exemples P Voir Exercices 47 et 48

* Une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle : ce résultat se démontre aisément en
utilisant la définition du nombre dérivé.
= Certaines fonctions sont continues sur leur intervalle de définition sans y étre dérivables.

La fonction valeur absolue x> | x| La fonction racine carrée x> ./x
est continue sur R , est continue sur [0 ; 4] , ¥
mais elle n’est pas mais n’est pas dérivable

dérivable en 0. en 0. "
La courbe n'a pas de La courbe a une tangente ¥
tangente en O . « verticale » en O . 0{; x

* On peut démontrer que toute fonction construite & partir des fonctions polynémes, de la fonction racine carrée et
des fonctions trigonométriques par addition, multiplication ou composition, est continue sur tout intervalle ou elle

est définie.
« La fonction partie entiére E Y o=t
Pour tout réel x, E(x) est'unique entier relatif »n tel que : —
n=x<n+1. +t —t
La fonction E est discontinue en tout entier relatif a . - “';) et s
; ;
—(
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@ Propriétés des fonctions continues sur un intervalle)

4.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 7 et a et b deux réels dans /.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ compris entre a et b
tel que f(c)=k. .

Interprétation graphique

Comme k est compris entre f(a) et f(b), les points
A(a; f(a)) et B(b; f(b)) sont situés de part et d’autre de la
droite & d’équation y=k . al f(b)

Comme f est continue sur /, la courbe relie les points A et B par |/ Ok b
un trait continu et coupe donc au moins une fois la droite % . S S £ (a) 9
A
Démonstration

Ce théoréme, qui parait évident sur un graphique, peut étre rigoureusement démontré en utilisant des suites

adjacentes.
P Voir Chapitre 6

Ce théoréme est trés utile pour démontrer qu'une équation a au moins une solution dans un
intervalle.

Exemple

Soit I'équation x5 +2x-1=0 .

La fonction f définie sur R par f(x)=x%+2x-1 est une fonction polyndme, donc elle est continue sur
I'intervalle R . De plus, on vérifie facilement que f(0)=-=1 et f(1)=2.

Le réel 0 étant compris entre —1 et 2, il existe au moins un réel ¢ compris entre 0 et 1 tel que f(c)=0.
Ainsi, I’équation x*+2x-1=0 a au moins une solution dans R. On parle aussi de «zéros» de la
fonction f.

4.2 Corollaire

Soit a et b deux réels tels que a<b .
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I'intervalle [a ; b] ., alors, pour
tout réel k compris entre f(a) et f(b):

I'équation f(x)=k a une solution unique dans I'intervalle [a ; b] .

o Démonsitration P Voir Exercices 49 a 62
* L’existence d’une solution @ découle du théoréme des valeurs intermédiaires. On a alors f(a)=k .
* L’unicité de la solution a découle de la stricte monotonie de la fonction f.

Dans le cas oil f est strictement croissante sur [a ; b]

Pour tout x telque a=x<a ,ona f(x)<f(a)donc f(x)<k.

Ainsi, 'équation f(x)=k n’a pas de solution dans 'intervalle [a; a[ .

De méme, pour tout x telque a<x<45h ,ona f(a)< f(x) ;donc k< f(x) etl’équation f(x)=k n'a
pas de solution dans I'intervalle Ja : b] .

Finalement, le réel « est I'unique solution de I'équation f(x)=k dans intervalle [a; b] .

On raisonne de fagon analogue dans le cas ot f est strictement décroissante sur [a ; b] .
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o Résolution approchée d'une équation)

Soit I'équation x=2cosx dans R.

1° En remarquant que la fonction cosinus est bornée, démontrer que cette équation n’a pas de

solution & 'extérieur de I'intervalle [-2; 2] .

2° Trouver le nombre de solutions de cette équation dans [-2 ; 2] .

3° Donner un encadrement d’amplitude 10-2 des éventuelles solutions.

’- Voir Exercices 52 & 62

1° Pour tout réel x, ona -1 =<cosx= ] ; donc :
-2=<2cosx=2.

Si x n’est pas dans I'intervalle [-2 ; 2] , alors x est
différent de 2 cos x .

Ainsi, I'équation x=2cosx n’a pas de solution a
Iextérieur de Uintervalle [-2 ;2] .

2° Soit f la fonction définie sur I'intervalle [-2 ; 2]
par f(x)=x-2cosx .

La fonction f est dérivable sur [-2;2] comme
somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.

Pour tout x dans [-2:;2] ,ona:
[x)=1+2sinx .
Pour x dans [-2;2] ,ona:
f(x)>0 <= 1+2sinx>0

. 1
<> sinx>-3

m
= —g<x£2.

-2
On en déduit le signe de [’ et le tableau des
variations de f, avec,d 10-2 prés:

f(=2)=-2-2cos2~-1,17 ,
! m __E_ -7
f[—g]— z J3=-226

et f(2)=2-2cos2=2283.

X ) —% ; 2_
Iy | == 2Bl K
=2 12
fx) | \ /
€
' I [‘E)

D’aprés ce tableau des variations, on peut conclure
que sur I'intervalle [-2; 2], f s’annule exactement

E e = m
une fois en un réel « compris entre — 3 et 2.

/.

o

Ainsi, x=2 cosx a une unique solution dans R.

3° Pour trouver un encadrement de a, on peut
procéder par encadrements successifs,

A

o -

: 28323
i 0B
11| 43281
e | 9ekEg
toz | -.aze?
103 | 3eE-y

YiBE-ZocosCK)

A I'aide de la calculatrice, on obtient :
F1.02)<0 et f(1.03)>0;

onadone 1,02<a<1,03 ,

car f est croissante sur [1,02 ; 1,03] .
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@ Courbe et tangente en un point)

Enoncé

Soit f la fonction définie sur R par:

T

x*+3

et € sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthogonal.

On note A le point de € d’abscisse 1.

Déterminer une équation de la tangente % a4 € |

en A
Préciser la position de la courbe € par rapport
a la droite 9.

* Méthode

Analyse de I’énoncé

* 1l s’agit de déterminer une équation de la
tangente & la courbe en un de ses points.
* On doit ensuite étudier la position relative de
deux courbes.

B Voir Exercices 16 a 24

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / et € sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repére.

* Pour déterminer la tangente % a la courbe € en son point A d’abscisse a :

on calcule le nombre dérivé f(a) qui est le coefficient directeur de &,

puis on détermine I’ordonnée a I’origine a I'aide des coordonnées du point A .

On peut aussi écrire directement 1’équation sous la forme y= f’(a)(x—a) + f(a) .

* Pour étudier la position relative de deux courbes d’équations respectives y= f(x) et
y=g(x) , on étudie le signe de la différence d(x)= f(x)-g(x) .

* La fonction f est une fonction rationnelle définie
sur [R . donc¢ dérivable sur R .
Pour tout réel x, ona:

f,.(x}=2x>< (x*+ 33—{xf —-1)x2x
(x=+3)"

Soa. S

(x2+3)?
Donc /(1) = % et la tangente % a une équation
de la forme :

x+b, avech réel

-
2
Or f(1)=0, donc 0=

y:
1><1+b soit b=-—
2 L§

Ainsi, & a pour équation y=

]z
i

1
2"

x—-

B
B
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* On étudie le signe de la différence :

d(x) =f(x)-—(% x—%] ;

On obtient :
=1 x=1
hes 3 o i s
_ 2= 1)+ 1) = (x—1)(x2+3)
5 2(x2+3)
_(x—l)(—x3+2x—l}_‘ (x=1)3 !
TR o 2{ate3)

Or, pour tout réel x.ona x243>0 et un nombre
et son cube ont le méme signe ;
donc d(x) ale signe opposé & celuide (x—=1) .

Ainsi :

| —si x<1 ,alors d(x)>0 :

la courbe € est située au-dessus de la droite % ;

—si x>1 ,alors d(x)<0 :
la courbe € est située en dessous de la droite & .

Les courbes € et & se coupent au point A(1;0) .




Probleme d’intersection)

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (O ; 17,7) . N z
J
0

On considére "hyperbole # d’équation y= L el une
X

droite & passant par le point A(-1:2) qui coupe
I’axe des ordonnées.

On se propose d’étudier le nombre de points
d’intersection de la droite & et de la courbe .

On appelle @ le coefficient directeur de & .

1.1 Méthode graphique

. Déterminer une équation de la tangente a la courbe 3 en son point M, d’abscisse x;, réel
fixé. Trouver les valeurs x, pour lesquelles A appartient a cette tangente.
En déduire les valeurs de a pour lesquelles la droite 9 est tangente a I’hyperbole 3.

. En utilisant le graphique, répondre au probléme posé.
1.2 Méthode algébrique

. Démontrer que &% a pour équation y=ax+2+a et en déduire que le probléme se raméne au
dénombrement des solutions dans R de I'équation ax?+ (2+a)x—1=0 .

@ En étudiant le signe du discriminant de cette équation, retrouver les résultats précédents.

@ Dérivée et calculatri@

Avec une calculatrice, I'instruction nderiv( ou
nombre dérivé d’une fonction en un réel x,

" permet d’obtenir une valeur approchée du

*Sur T.I.: Y2=nderiv(Y1 , X, X) * Sur Casio : Y2=d/dx(Y1 ,X)
. Soit f la fonction définie sur R par f(x)= _4x "?
+
Deux éleéves ont calculé la dérivée :
2 A3
I'un a trouvé f’(x) _12x°+6x+4 et Pautre f*(x)= 4x2 —6x+4

(x2+1)2 (x2+1)2

Qui peut avoir raison ?

B
=C
r

Floti Plotz Pletz

Entrer f(x) en Y1, la premiére réponse ;?15(4*3) prIvree] ; S B,
en Y3 etlaseconde en Y4 . W BRDer iU\ » X, :§§ B i EZEEEZ
Comparer les tableaux de valeurs de Y2, E7 | -4093 | guuBL
WYIBC12HEHEH+4 )7 Eg ~MEEE | 6.44BE
Y3 et Y4 et conclure. CHE+LDE _E3 | -Ed3 | w7
“YyBC ~dRe=5K+4 11 C VBO12KE4EE+40 /L

. Calculer les dérivées des fonctions f suivantes et vérifier & ’aide de la calculatrice.

8) Fln)=2xJ5%1; 5 —ﬂ;“; o f(x)zi—;%; B f@=x-3+ 2o
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travaux diriges

Equation et continuité)

Les courbes ci-dessous sont les courbes représentatives des fonctions f,, f5, f3, fys f5: fo+ [r
et fg définies sur I'intervalle [-2;4] .

_\ﬁ_\\._’.? L[ lo \f@f ¥

[T & [ ]

y

oNT I 117 ] 3 3
| €,

. Par simple lecture graphique, compléter le tableau suivant par VRAI ou FAUX.

_ tiol ;,: -”.-Uill..\.!}:u‘._l ;n J fl . fz f3 faI fs ‘ f& | f_?__i._ _fs' .

. Soit f une fonction définie sur [—2 ;4] et k un réel compris entre f(-2) et f(4) .
A I'aide du tableau et des graphiques, vérifier les propositions suivantes :

a) pour que 1'équation f (x)=k admette au moins une solution dans I'intervalle [-2:4] , il
suffit que f soit continue sur [-2 ;4] ;

b) pour que 'équation f(x)=k admette une unique solution dans I'intervalle [-2 : 4] , il suffit
que f soit continue et strictement monotone sur [-2 ;4] ;

¢) pour que I'équation f(x)=0 ait une unique solution dans [-2 ;4] , il suffit que f soit
continue et strictement monotone sur [-2:4] et que f(-2) et f(4) soient de signes
contraires.

. A T'aide du tableau, montrer que ces conditions ne sont pas des conditions nécessaires.
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Utilisation d'une fonction auxiliaire)

@ Déterminer la fonction dérivée £’ de la fonction f et démontrer que, pour tout réel x différent
de -3 ,leréel f’(x) ale méme signe que 2x7 + 12x2+ 18x+9 .

g
L’étude des variations d’une fonction repose en général sur I'étude du signe de sa dérivée. a
Pour certaines fonctions, ce signe ne peut pas étre obtenu directement et découle de 1’étude des <
variations d’une fonction auxiliaire. Q
—
X
4.1 Exemple
L=
Soit f la fonction définie, pour tout réel x différent de —3 , par f(x)=x*- __2_, 5 |
x+3
«Q
)
/p

. Soit g la fonction définie sur R par g(x)=2x3+12x2+18x+9 .
a) Visualiser la représentation de la fonction g a I’écran de la calculatrice et émettre des conjectures
sur le nombre de « zéros » de g et sur le signe de g.

b) Déterminer le tableau des variations de la fonction g .

¢) Démontrer que I'équation g(x)=0 posséde une unique solution réelle @ dont on donnera un
encadrement d’amplitude 10~ . :

d) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

. Déduire des questions précédentes le tableau des variations de la fonction f.

4.2 Application

Soit P la parabole d’équation y=x? dans le plan muni d’un repére orthonormal et A le point de
coordonnées (1:0) .

On se propose de déterminer I’abscisse b du point B de la courbe P qui est le plus proche de A .
Dans ce but, pour tout réel x, on pose f(x)=AM? , ol M estun point mobile de la courbe P
d’abscisse x .

. Pour tout réel x, exprimer f(x) en fonction de x. Puis étudier les variations de la fonction f
en utilisant une méthode analogue a celle de I'exemple ci-dessus.

. Conclure et donner un encadrement de b d’amplitude 10-2 .

4.3 Pour aller plus loin

On reprend la situation précédente et on cherche 2 déterminer un encadrement d’amplitude 102
de la distance d=AB=./f(b) .

. Expliquer pourquoi 1'étude précédente ne permet pas d’obtenir un encadrement de d .

. En remarquant que f’(b)=0, démontrer que d = % b2 - % b+1 .
. Etudier les variations de la fonction x> % x? —% x+ 1 sur intervalle [0.58 ; 0,59] et

conclure.
B Voir Probléme 63
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@ Approximations des solutions d’'une équation f(x) = k)

._% Soit I'équation x* + x=3 d’inconnue réelle x.

(@ )) En utilisant la fonction f définie sur R par f (x)=x>+ x, démontrer que cette équation admet

s une unique solution réelle que 1'on notera « .

'-5 On peut alors utiliser diverses méthodes pour en obtenir des valeurs approchées a la précision
souhaitée.

x

my 5.1 Méthode de dichotomie

©

> @ a) A I'aide des variations de f, justifier que « appartient a I'intervalle [1 ;2] .

g b) En calculant I'image par f du centre de 'intervalle [1 ;2] , déterminer un encadrement de «

d’amplitude % .

¢) Reprendre la question précédente en remplacant 1 et 2 par les bornes de I’encadrement de a que
I'on vient d’obtenir. Quelle est I'amplitude de cet encadrement ?

d) Par ce processus, a chaque étape, I"amplitude de I’encadrement est divisée par 2.
Quelle est I'amplitude de I’encadrement obtenu au bout de n étapes ? Cette méthode pcrmet—elle
d’obtenir des valeurs approchées de « aussi précises que possible ? Justifier.

. Le programme ci-dessous permet d’obtenir un encadrement de la solution de I'équation
f(x)=k lorsque f est une fonction continue et strictement monotone sur [a ; b] et k& un réel
compris entre  f(a) et f(b) .

PROGRAM : DICHO ,
:Prompt A,B,K,N sentréesde a, b, ket n
:Y1(A)—C e calcul de ¢ = f(a)
A-X:Y15Cu
:While( (B-A)>10"-N) *boucle: tant que la longueur de | While(B-A)>10"-Nu
Iintervalle [a ; b] est supérieure & 10"
: (A+B) /25X —calculer I'image y de x= -—;-j (AHB)+2—Xo
Y1 (X)—=Y Y1io¥u
:If(K-Y)*(K-C)<0 —si k estentre ¢ et y; If(K-Y) X (K-C)<0u
:Then alors remplacer b par ‘%b Then X—Bu
:X—B .
a+b ’
:Else sinon remplacer a par = | Elge X—Au
XA
:End:End fin de boucle | TfBnd.
WhileEnd.
:Pause {A,B} » afficher a et b | Ad
| Ba
[ StopA

Taper ce programme dans la calculatrice et I'utiliser pour détcrmmcr une valeur approchec de a h
10-% pres en entrant la fonction f dans Y1 .
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5.2 Méthode du balayage
Onsaitque 1<a<2 et f(1)<3.

@ Compléter le tableau suivant :

L T s el

R | [ L[ 12 315 [ 6| 18] 19 ] 2
| | PR

En déduire un encadrement de « d’amplitude 10-! .

. On peut aussi utiliser un tableur pour obtenir
directement un encadrement plus précis.

Par exemple, si on souhaite un encadrement de «a
d’amplitude 10-2 , on place 1 dans la cellule A2 et 0,01
dans la cellule CI , on tape la formule =A1+$C$1 dans
la cellule A2 , on sélectionne cette cellule, puis on recopie
la formule jusqu’a la cellule A102; on tape ensuite la
formule =A2"3+A2 (calcul de f(x)) dans la cellule
B2, on sélectionne cette cellule et on recopie jusqu'a la
cellule B102.

En déduire un encadrement de « d’amplitude 102 .

@ En réalité, il nest pas utile de calculer toutes les images et on peut s’arréter dés que f(x)>3 .
En utilisant cette remarque, faire un programme sur calculatrice permettant d’obtenir
I'approximation décimale d’ordre n par excés de la solution d’une équation f(x)=k , ot f est
une fonction continue strictement croissante sur 'intervalle [a ; b] .

Utiliser ce programme pour déterminer une valeur approchée de a a 10°° pres.

5.3 Applications

Déterminer le nombre de solutions des équations suivantes dans I'intervalle considéré et donner une
valeur approchée a 107 de chacune d’elles.

a) x*-3x+1=0 sur [-3;3]; b) x*-2x-1=0 sur [-3;3];
¢)x=3sinx sur R; d)x>’=cos x sur R.
B Remarque

Certaines calculatrices disposent d'un « solveur » qui donne une valeur approchée des solutions
éventuelles d'une équation.
Par exemple, sur TI-82 ou 83, pour obtenir une valeur approchée de la solution a de I'équation

x¥+x=3 | qui peut s’écrire x? +x~3=0 , on peut procéder ainsi :

MATH | ) ; solver...

donner un intervalle) et (K

On obtient les écrans Sitaslia anl
EEUHTIUN SOLVER }{“3+H-3-B A E+R-3=0

ci-contre, et une  gun:B=R~3iR=3 w=1 R dt%‘%ig 27.
= . | bound={-1£99,1 ..
valeur approchée de LERERE- a3 = left-rt=0

la solution,

Chapitre 1 » FONCTIONS — VARIATIONS ET CONTINUITE

sabuIp XneaAel




/

Faire le point

e Variations d’une fonction dérivable sur un intervalle /

Si la fonction dérivée [’ est:
« nulle sur tout 'intervalle I, alors la fonction f est constante sur [ ;

* strictement positive sur tout l'intervalle 7, alors la fonction f est strictement croissante
sur I

* strictement négative sur tout I'intervalle 7, alors la fonction f est strictement décroissante
sur I,

 Valeurs intermédiaires
* Théoréme
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle / et a et b deux réels dans 7.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) , il existe unréel ¢ compris entre a et b tel
que f(c)=k.
* Corollaire

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur I'intervalle [« ; b] , alors, pour
tout réel k compris entre f(a) et f(b)

I'équation f(x) =k a une solution unique dans I'intervalle [a ; b] .

| savoir | comment faire ?

ou le quotient de deux fonctions dérivables et appliquer les formules dc
déterminer calcul
la dérivée

. - 1 A an 5 1 .
d’une fonction f si on ne peut pas les appliquer en un réel a de @ I déterminer :

lim f(ﬂ + h) = j{ﬂ}
h—0 h

déterminer ; -t
la tangente T '+ caleuler f'(a)
a €, ensonpoint .7 passe par A(a ; f(a)) et a pour coefficient directeur f’(a)
d’absc:qse a i

|
dans certains cas particuliers (second degré, par exemple), on peut la
dénombrer résoudre, sinon :
les solutions
d’une equatum
Fley= | * on exploite ce tableau en utilisant le corollaire du théoréme des valeurs

intermédiaires

| * justifier la dérivabilité en reconnaissant en f la somme, le produit
| | » on dresse le tableau des variations de la fonction f
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|2° La tangente & la courbe d’équation _}’=x—l au point
X

r ‘@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° Si f est une fonction dérivable en 2, alors le quotient :
f(x)=f(2)
x—2
admet une limite finie lorsque x tend vers 2.

|2° La dérivée de la fonction définie sur R* par :

f)=xi-2x+2
=

est la fonction définie sur R* par :

5 _n43
f’(x}=3'r 211 + 4 4
b &

3° Les fonctions définies, pour tout réel différent de -1, |
par

1 ):x(x—l)

et #(x
8( x+1

S
Fay= x+1

ont la méme fonction dérivée.

4° La dérivée de la fonction
fonction x——sin (2x+3) .

x+>cos (2x+3) est la

5° La dérivée de la fonction x+> sin x est la fonction :

x> 8in (.1'+E) i
2

' @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ,
Le plan est rapporté 4 un repere (O ; 14, j) .

1° La tangente & la courbe d'équation y=x+3x—1 au
point A(l;3) a pour équation y=5x-2 .

B(1;0) est parallele 4 I'axe des abscisses.

3° Les courbes d’'équations :

y=(x+DJx et y=x3 e
X
ont la méme tangente au point C(1;2) .
4° La tangente a la courbe d’équation y=+/3x+ 1 au point
C(1:2) passe parle point D(-=3;-1) .

@

@Les droites tracées sont tangentes a4 la courbe %
d’équation y= f(x) .

Donner, par lecture graphique, les nombres
F(=2) et f'(2).

F(=4y,

Dans chacun des cas suivants, la courbe € est la
courbe représentative d’une fonction f définie sur
I'intervalle [-1 ;3] .

@.)’

Q‘-.'_,' I

La fonction f est-elle dérivable en 2 ? Justifier.
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Les droites tracées sont tangentes 4 la courbe % .Meme exercice
d’équation y = f(x) . avec la fonction
f définie sur

[-2;+e[ par: //
FE)=E+2)4x+2. -

Yi=CH+2) I (H+2)

o * 1° Soit [ une fonction dérivable en a ; démontrer
que le quotient :
fla+h)—fla-h)
2h
|admct une limite finie lorsque A tend vers 0.

' B Remarque

Donner, par lecture graphique, les nombres - | La fonction NDERM( de la calculatrice est batie sur ce modéle.
: # ’ ; ) . |
f'=4), f(=1,5) ., f(-05), f'(1) et f’(4,5).

2° Démontrer que la réciproque est fausse en prenant
| f(x)=|x et a=0.

[ @ Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on a tracé
les courbes représentatives €, et €, des fonctions

fet g définies sur [0 ; +oo[ par: - scams de d g
fy=22 et glx)=dx. SR 5. P

Pour les exercices 10 a 13, calculer la fonction dérivée de
chacune des fonctions suivantes, aprés avoir précisé son
ensemble de définition et son ensemble de dérivabilité.

¥y

! 1° _f:,r-—)3x3—5x+]—r: 20 _f:,rr—-a»lr-‘—i};
i g A
I3O f \'H(?,X‘F}-)} = 4° _f \'l—)-i-
| 23 ; e
17 Quelle est la tangente a (Gf en 07 01“ i xt—) +«/Z‘ : 22 f':,r'—1(2x+l)ﬁ :
2° Par quelle transformation géométrique obtient-on la 30 fiam—(Bx-1 }4 (1-x)3; 4 f:x 3-:-'- =
\courbe €, 4 partir de la courbe €, ? ' xF2

| 3° En déduire que g n'est pas dérivable en 0.

: ®l° j.:x'_).xz—lx+5 .29 43){—2;

| - S
[ o Sur I’écran 3 ) | 1

2x2-3x+1 " : 2x+3
d'une  calcula- TAS(Re1MECRe2) 3 fixe T O =

trice graphique, on a (ex<Lr i
|tracé la courbe repré-
| sentative de la fonction

| f définie sur ——_

1+ cos x|

i @I“ fixw=>(24+cosx)sinx; 2° f:x—>

e 5 i 1—smn x
ik T i et B = -
f)=(x+Dfx+2 . J"f:.r-—rcos(Bx-—;]: 4° ,f:stin(E\x—*;);
| o o
Cette fonction parait-elle dérivable en -2 ? | cos 2x
i [5° f:xw>sin? x cos x ; 6° x> —m0— .
Justifier la réponse par un calcul. | 2—sin x
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Dans les exercices 14 et 15, déterminer les dérivées suc-
cessives f', f”, fO) e 3 des fonctions.

""l"‘ ,f':xH513—3xﬁ+%x~6 sur R.

2° fix—5+20°0-x2-6x+1 sur R,

3 fix—=CBx+DY sur R

' 1° f:x~>sin 3x-2 sur R.
® (+-3)

(2% f:x+>cos(2x) sur R.
3° f:xr—*sx:zl sur R\ {-2} .

| (On pourra écrire  f(x) sous la forme a+ 55 f 3 )

5 Tangentes a une ¢

Nombre dérivé et tangente

Le nombre dérivé en a
est le coefficient direc-
teur de la tangenie T a
la courbe ‘6’; en son
point d’abscisse a .

Pour tracer une tangente,
il suffit de connaitre le
point A(a: f(a)) etle
coefficient directeur
fa). 0

v

Sy

r @ Soit f la fonction définie sur ]—1; +oo[ par:

L 3x+4
Jix)y= x+1

|et % sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére .

1° Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x dans
1-1; 4eo] @
b
=a+——7 .
filx)=g Py

| Tracer la courbe % en remarquant qu’elle s’obtient & partir

de I'hyperbole d’équation y:} par une transformation

géométrique simple que 1'on précisera.

2° Aprés avoir déterminé la fonction dérivée f’ de f,
tracer les tangentes 4 % en ses points d’abscisses
respectives

@Dc’tcrmincr une équation de la tangente a la courbe
représentative de chacune des fonctions suivantes en
son point d'abscisse a donnée :

1° fixw> 2x-3; g=2 ;

[2° fix—> B2+ 1)(x+3)?; a=-2.
: x2=1

3 f x> ; =1
e rrET :

|4° f x> cos2x ; a=§.

| courbes d’équation :

semblent se couper en

@ Sur 1'écran d’une
calculatrice, les

=2x3+1
x+1

et yzx+%ﬁ

| un point d’abscisse 1 et avoir la méme tangente en ce point.

Cette observation est-elle correcte 7 Justifier.

Sur I"écran d’une

calculatrice, on a
visualisé la  courbe
représentative € de la
fonction [ définie sur
R par:

=R 2o 34242

f(X)=x34+3x2-x-2 B=-1 v=1

|et la tangente T a cette
courbe en son point d’abscisse a=-1 .

[ Justifier la position de la courbe € par rapport 4 la droite T'.
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Méme exercice

avec la fonction
£ définie sur
J=1; 40| par:

A=+ 13 CH+1)D

Yo X x4+
fxy= x+1 [
" H=i . ¥=1E



; @ Dans le plan rapporté a un repere (Q; 1, j) . soit €
la courbe représentative de la fonction f définie sur R

par :
f[x)=2x3+,r.3+g x+1 .

1° Déterminer une équation de la tangente T a la courbe €

en son point d’abscisse -t ;

2

2° Démontrer qu’il existe exactement une autre tangente 2 la
courbe € qui est paralléle i la droite T

En déterminer une équation,

@ * Dans Ie plan rapporté & un repére (O ; i, f} , soit
% la courbe représentative de la fonction f définie,
pour tout réel x différent de —% , par:

.
— 'r‘_
=i
| Démontrer qu’il existe exactement deux tangentes a la courbe
%€ qui sont paralléles a la droite d’équation 4x—9y+1=0 .

| Déterminer une équation de chacune de ces droites.

@ % Dans le plan rapporté a un repére (O i f} , soit

€ la courbe représentative de la fonction f définie sur

1l s .
|:;,+°°I: par:

i

Flx)=x2x-1 .

Démontrer qu’il existe une droite et une seule qui est
tangente a la courbe € et passe par I’origine.
Déterminer une équation de cette droite.

@ %% Dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(O;i, j), soit € la courbe représentative de la

fonction f définie sur [—g ! %TJ par :

F(xY=cog2x .
1° Déterminer une équation de la tangente 3 € au point
¢ ™
d’abscisse — .
12

2° Déterminer les points A et B de I'axe des ordonnées par
lesquels passent deux tangentes a ¢ perpendiculaires entre
elles.

@ Variations d’une fonction nume’rique)

1 Vrai — Faux |

@ On donne les tableaux des variations de deux fonctions
fetg.

® =25 1% 3x‘—2013

S TR 2 2 0
f(x) \(}/ g(x) _1/ \Li/

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°La fonction croissante sur 1intervalle

[-1:;0].

f+g oest

2° La fonction fg est croissante sur U'intervalle [1 ;3] .

3° Lafonction fog estcroissante sur I'intervalle [-2 ; 0]
et décroissante sur Iintervalle [0 ;1] .

4° La fonction é est décroissante sur 'intervalle [1 ;3] .

5° La fonction g2 est croissante sur I'intervalle [-2 ;0] .

- La courbe %’ est la courbe représentative de la
fonction dérivée f* d'une fonction f dérivable sur
intervalle [-3 ;5] .

On nomme % la courbe représentative de la fonction f.

1\6!

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° La fonction f admet un minimum relatif en —2 .

2° La fonction [ est strictement décroissante sur 'intervalle
[0;5] -

3° Les tangentes & € aux points d’abscisses —% et 2 sont
paralléles.

4° La fonction g définie par g(x)= f(x)—x est croissante

Isur I'intervalle [-1; 2] .
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""@ Soit f et g les fonctions définies par :

fx)=x2+x+1

sur [ ;

g(.&:]=f2+-—-]-—l sur 1 :4ee| .

x—
Déterminer I’ensemble de définition D de la fonction go f
et déterminer les variations de cette fonction sur chacun des
intervalles constituant I’'ensemble D .

@Méme exercice avec les fonctions f et g définies
par :

flx)=3=-x

glx)=

sur ]—oeo; 3]

= sur J—1; +e[ .

' @ Les fonctions f et g sont données par leurs courbes
représentatives €, et €, .

X

Déterminer 1'ensemble de définition de la fonction go f et
étudier ses variations.

@ 1° Etudier les variations et le signe de la fonction :
x>4x2-1 sur R.

2° En déduire les variations de la fonction x>

= sur
4x--1
chacun des intervalles ot elle est définie.

: @ 1° Etudier les variations et le signe de la fonction :
x> a2 42x-3 sur R

2° En déduire les variations de la fonction x+> .fx2 4+ 2x—3
sur chacun des intervalles ou elle est définie.

' @ Dans chacun des cas suivants, écrire la fonction f
sous la forme d’une composée de fonctions usuelles et
en déduire ses variations.

11° frxrs (x=1)2+2 sur R.

27 f:x-—>3—r—2- sur J-eo;—1[ .

+1

3 fixrsJx2+2-1 sur R.
4° frx—=(x+2)-3  sur R.

ci-contre la
courbe  représentative
d’une  fonction  f
définie et dérivable sur
[-1:4].

Parmi les courbes représentées ci-dessous, 'une d’elles est
celle de la fonction dérivée [’ de f.
Déterminer laquelle.

O - =1 B

c) d)

@ Soit f une fonction dérivable sur [-2:5] .
On a tracé ci-dessous la courbe représentative de la
fonction dérivée de f.

1° Ces informations permettent-elles de comparer les réels
suivants :

a) f(-2) et f(5):
e) £(2) et £(3).

2° Déterminer le sens de variation de la fonction :
x> flx)—x+3 .

b) f(=1) et f(0);
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Dans les exercices 35 a 37, étudier les variations de la
fonction f aprés avoir précisé son ensemble de définition et
son ensemble de dérivabilité.

P== o . L o 4 (x_l)ﬂ.
‘@1 f.x'—+2x+1+2x 2 f.xH—x -
x*43x-1 x
Ffixm——; 4 f:xe .
! ! x+2 ! J2x=3

<72
! @10 frxm(x=1)2(2-x)3:2° f:x (x=1)° I) ;
x3
- 243x+1 1
:30 :’-HL; 40 s ¢
e 2 224+ 3x+2 fioa 2(x-2)

13° fixr>

(2x

@i e Bl

Jx+1

N

2° frixm(x+1)2/x ;

4 fix it x+5 .

= @ * Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=2 cos x—sin 2x
et €, sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormal.
1° a) Démontrer que f est une fonction périodique, de
période 21 .
Quelle propriété en déduit-on pour la courbe "6_,- ?
b) Pour h réel, comparer f[ +h) et f["z—T—h) ;
En déduire que la courbe fé’l ; possede un élément de symé-
trie que I'on précisera.
¢) En déduire qu’il suffit d’étudier la fonction f sur I'inter-
valle [—

T E}
22"
2° a) Déterminer la fonction dérivée de f et démontrer que,

pour tout réel x,ona:
fix)=2(sinx-1)(2sinx+1) .

|b) En déduire le tableau des variations de f sur I'intervalle

[-3:3):

|3 Représenter la courbe €,

sur I'écran d'une calculatrice
et vérifier les résultats obtenus aux questions précédentes,

[ @ Etudier les variations de la fonction définic sur

[-7;w] par:
sin x
'ﬂx}“2+sin % 7
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Déterminer les extremums de la fonction définie sur
[-2;3] par:
fxy=x*+6x2-1 .

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]—eo ; —1[
par:
flx)=

Pour quelle(s) valeur(s) de a,
extremumen -2 ?

A+a

., ol a estun réel fixé.
x(x+1)

la fonction [ admet-elle un

| Préciser s'il s’agit alors d’un maximum ou d’un minimum.

r @ % Soit a et b deux réels et f la fonction définie
; par :
| ’ 4x+a

)=
: fx) 2x2+ax+b
|Déterminer a et b pour que la fonction f admette des
|extremums en -2 eten 1.

| Préciser alors la nature de ces extremums.

r ' *% L'unité de longueur est le centimétre.

' Soit T un triangle rectangle dont le périmétre a une
| mesure fixée p .

|On note x la mesure de I'un des cotés de I'angle droit et
i.sd(x) I'aire en em? du triangle T.

|17 Justifier que x peut prendre toutes les valeurs de

T'intervalle }0 3 ‘%}[ ;

2° Exprimer la mesure du second coté de l'angle droit en
fonction de p et x, puis en déduire que :

)= Bxlp=2x)
4(p=2x)

3° Déterminer, en fonction de p . les dimensions du triangle
T pour que son aire soit maximale.

_Q Construire le plus grand
| cone

On découpe un secteur angulaire
d’angle au cenire O dans un dis-
que de carton.

| On enléve la partie colorée et on
{colle bord & bord les rayons
[[OA] et [OB] .

|On fabrique ainsi un cone de révolution.

'Trouver x pour que le volume de ce cone soit maximal.




| du tétraédre AIJK est maximal.

'@ABCDEFGH est un D O @ %% Parmi tous les cylindres inscrits dans un cone
cube de 5 cm d’aréte. 15 I B droit (rayon du cercle de base r, hauteur du cone h ),
A tout point I du segment A £ quel est celui :
[AB] , on associe le point J du f , a) de volume maximal :
segment [AD] et le point K / .
du segment [AE] tels que : K EH .b} de surface totale maximale. |
N Aé‘: DJ'-_— EI]{ i G | (D’aprés Ecole -J:R_il_
n veut déterminer la position : Lsiatsanohuiana ftnmining !
de I pour laquelle le volume E F - |p 4 g ) '\
¢
|

\

{On pose x=AI etonnote V(x) le volume, en cm?, du h

| tétraedre ALK .

|1° Préciser I’ensemble des valeurs prises par x et démontrer | /

| _ ] 2 / -

que V(x)=zx(5-x)7°. {!--- =
12° Déterminer la fonction dérivée de la fonction V. T henm ‘

| Y anl ! |

|En déduire le tableau des variations de la fonction V sur | ]“;"'1

[I'intervalle [0 ;5] .
3° Conclure.

@ Fonctions continues)

i 1'W'Fﬂux e - ) |[2°Pour tout réel k dans [-2;5], I'équation

¥ +1=k-x> admet exactement une solution dans
I'intervalle [-2:2].

On a tracé la courbe représentative d’une fonction f |3°L’image de lintervalle [-1;1] par la fonction

définie sur I'intervalle [-5;5] . | x2 %
' :.rHI"_ est Vintervalle [f(-1): f(1)] .

4° Si I'image de l'intervalle [-1 ; 1] par une fonction g est

| /\( un intervalle, alors g est continue sur 'intervalle [-1 ;1] .

;b“;_f_f_f./ x

‘Par lecture graphique, dire si les propositions suivantes sont =

vraies ou fausses 7 - par

1° La fonction f est discontinue en 3.

2° La fonction f est continue en —1 . " Soit f une fonction continue sur I'intervalle [-3 ; 2]

el Tl e Lo " 7 dont le tableau des variations est :
3° La fonction f est continue sur 'intervalle [-3 ;3] .

4° La fonction f est continue sur I'intervalle ]-2;2] .

l2

'5° La fonction f est continue sur l'intervalle [-5 ;2] . i :
f(x) / \
. . -1 0

' Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° L’équation (x3+2)x*=2 admet au moins une solution Déterminer les images par la fonction f des intervalles :
dans I'intervalle [-1:1] . . =25 0] . [F232] ot [-3;0]~
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r @ Soit f la fonction définie sur R par:
2x=2

flx)= :

| 2+3
Déterminer les images par la fonction f des intervalles :
[-4:;4), [-1;3] et [0;4].

@ Soit f la fonction définie sur I'intervalle [-5 ; +eo]

f(x)=x-3.J/x+5 .

Déterminer les images par la fonction f des intervalles :
[-5:0] ,

par :

[-1:3] e [0:4].

@ Soit f une fonction définie et continue sur [-3 : 4]
dont le tableau des variations est :

3 0 1
A X,

2 4
T

o

| 1° Dénombrer les solutions des équations suivantes :

ok
fix)

a8) f(x)=3; b)) fxi=0; ¢ fix)=-=2.
2° Déterminer 1'ensemble des solutions de ['inéquation
flx)>1 .

Dans les exercices 53 et 54, dénombrer les solutions des
équations suivantes dans Uintervalle [ et en donner un enca-
drement d’amplitude 1072 .

@1“ XL 5x=2,

I=[0;1] .
2° ¥ =5x+1=0, I={-2;2].
4 9
I —== =11"74] .
H-xl 3 I=] 1
f"@r 2xafx+2==1, [I=[-2;+e[ .
9 l
12° x4 =2, I=[-1;1].
| Wx+ 1
3% cos 2x =%, I=R .

@ Soit (I) linéquation x*+ % <5 .
3

E R B Cha)
X

démontrer que 'ensemble des solutions de I'inéquation (/)

|En étudiant les variations de la fonction

|est un intervalle ]a ; b[ , ol a et b sont deux réels dont on

| donnera une valeur approchée & 10 2 pres.

. En s’inspirant de la méthode utilisée dans
i I'Exercice 55, résoudre dans R 1'inéquation :
[ 1
[ 3_3x< o,
4x’=3x< 3

@ Soit A un réel strictement positif.
Déterminer, suivant les valeurs du paramétre A, le
nombre de solutions dans I'intervalle [0 ; 2A] de1’équation :
B3-3A%%x+2=0.

"‘ Soit A un réel strictement positif et f la fonction
' définie sur [-2 ; 2] par:

fix)=x3+x2-x+1.
Déterminer, suivant les valeurs du paramétre A, le nombre
| de solutions de I'équation  f(x)=A .

_® * Déterminer, selon les valeurs du réel A, le nombre
de solutions de I’équation suivante sur I'intervalle
| [0;1] :
| F=3Ax2-3x+A=0.

il @Soit (E) I'équation x+sinx=1 .

| 1° En remarquant que la fonction sinus est bornée, démontrer
que cette équation (E) n’admet pas de solution en dehors
| de l'intervalle [0 ; 2] .

2° En déduire que I’équation (E) admet une unique solution
réelle dont on donnera un encadrement d'amplitude 10-2 .

' @ Déterminer le nombre de solutions de chacune des
équations suivantes et en donner un encadrement
d’amplitude 102 .

1° x+cos x=1 . 2° x*=sinx .

* Soit f une fonction définie et continue sur
Pintervalle [0;1], qui prend ses valeurs dans
Pintervalle [0;1] .
ID(‘:muntrcr que ’équation f(x)=x admet au moins une
| solution dans [0 ;1] .
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@ Problémes)

Utilisation d’une fonction auxiliaire
Soit f la fonction définie, pour tout réel x différent
|de 1, par:
x+ 1 .
I fi) =1
| |On désigne par € sa courbe représentative dans un plan
|rapporté 2 un repére orthonormal (O : 1, j) .

1° Démontrer que, pour tout réel x différent de 1 :

I e i ;

70y 2k

ou P est une fonction polynéme de degré 3 que I'on pré-
I’ cisera.

2° Etudier les variations de la fonction P sur R et
| démontrer que I'équation P(x)=0 admet une unique solu-
{tion @ dont on donnera une valeur approchée 2 10-° prés.

|
|3°En utilisant les questions précédentes, déterminer les
|variations de la fonction f sur les intervalles ol elle est

: | En déduire le signe de P(x) selon les valeurs du réel x.
I | définie.

4° a) Déterminer une équation de la tangente T i la courbe
€ au point A(0:-1) .

b) Préciser la position de € par rapport & la droite T.

| 5% Démontrer que la courbe € est située en dessous de sa
(tangente au point d’abscisse —1 .

|6° Vérifier les résultats obtenus précédemment en visualisant
|4 la calculatrice la courbe € et les tangentes étudiées.

LTI A Sl CRe e e R T o Y R e

i @ Position d’une courbe par rapport  sa tangente
| Soit f une fonction deux fois dérivable sur un
intervalle 7 et € sa courbe représentative dans Ie plan muni
d’un repére orthonormal (O ; i, j) .

On désigne par a un réel de I et par T la tangente a la
courbe € au point A(a: f(a)) .

[ Pour tout réel x de 7, onnote M le point de € d’abscisse
| x et P le point de T d’abscisse x.

1° Justifier que Wzd(x)f , ol
d(x)=f(x)-f'(a)(x-a) - f(a) .

2° Dans cette question, on suppose que la fonction f”
dérivée seconde de f, est positive ou nulle sur I'intervalle 7.

a) Etudier les variations de la fonction 4 sur I'intervalle I .

b) En déduire que la courbe ¢ est située au-dessus de toutes
‘ |ses tangentes.
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iDans ce cas, on dit que la fonction f est une fometion
| convexe.

3° Etudier de fagon analogue la position de la courbe par
rapport a ses tangentes dans le cas ou la fonction f” est
négative ou nulle sur I'intervalle I.

4° On suppose dans cette question que :
si xel et x=a,

sixel e x=a, alos [f"(x)

‘Démontrer que le point A est un point d’inflexion de la
courbe €, c'est-a-dire que la courbe € «uraverse» la
tangente 7 au point A .

5° Applications

Dans chacun des cas suivants, déterminer la position de la
courbe % par rapport 4 ses tangentes.

a) [ est définie sur R par f(x)=-x*+4x+1 .

|b) f est définie sur R par f(x)=x>-9x7+41 .

|c}f est définie sur [—1;+4ee[ par f(xX)=xJx+1.

@*Smr un plan muni d’un repere orthonormal
.1, J) (unité graphique : 3 cm).

1° Soit [ la fonction définie sur [0 ; +eo[ par:
flx)=(x=1)J2x .
Etudier les variations de cette fonction f et tracer la portion

€, de sa courbe représentative correspondant aux valeurs de
x tellesque 0=x=2 .

2°Soit € l'ensemble des points M du plan dont les
coordonnées x et y vérifient I’équation :
y2—2x(x-1)2=0 avec x€ [0:2] .
Montrer que € est la réunion de %€, et d'une courbe €,,
{que 'on tracera, déduite de 6, par une transformation du
|plan 2.
Préciser les coordonnées des points communs 2 € et i la
droite A d’équation yv=x .

3° Soit I' I'ensemble des points M du plan dont les coor-
données x et y satisfont a ]‘équalinn’
(Y2 +4x2)? -4x2(x2 + 1)2=0

|avec x € [-2;2].
EMOntrcr que I est la réunion de € et d’une courbe €° ,
| transformée de € dans une symétrie que 1'on précisera.

| Tracer I' sur une figure distincte de la figure utilisée pour 1°
let 2%




|4° On considére enfin I’ensemble I'" des points M de P | @ * Lieu géométrigue

|dont les coordonnées x et y satisfont & I’équation :
(x2 +4y%)2 - 4_}'2(_})2 +1)2=0,
avec y€ [-2;2].
Montrer que I'* se déduit de I' par une symétrie que 1'on
précisera.

@ Optimisation

Soit € un demi-cercle de centre O, de rayon 1 et d’extré-
mités [ et K.

Pour tout point M du demi-cercle €, on note H le projeté
orthogonal de M sur (IK) et & I'aire du triangle JHM .
Le but du probléme est d’étudier |'aire &/ suivant la position
du point M.

A. Avec des coordonnées iy,

On considére le repere orthonormal (O ; OI, OJ) ou J est
le point d’intersection de la médiatrice de [/K] avec le
demi-cercle €.

'On note x I"abscisse du point M et on pose A= f(x) .

' 1° Déterminer I'expression de f(x) en fonction de x.

{2° Soit g la fonction définie sur 'intervalle [-1; 1] par:
g(x)=(1-x)*1+x) .
a) Dresser le tableau des variations de la fonction g .

| b) En déduire le tableau des variations de la fonction f.

3° a) Pour quelle position du point M, 'aire s est-elle

maximale ?

Quelle est la valeur de ce maximum ?

b) Démontrer qu'il existe une position M, de M, différente
de J, telle que l'aire s/ soit égale a celle du triangle OLJ.
On donnera un encadrement d’amplitude 102 de I'abscisse
x, de M, .

B. Avec un angle

On désigne par « la mesure en radian de 'angle oM .

1° Démontrer que .ﬂ':i (2 sin a — sin 2a) .

2° Soit h la fonction définie sur [0 ; 7] par:
h(r)=2sint—sin 27 .

| a) Démontrer que, pour tout réel ¢ dans [0 ;] .
R'(t)=2(1—-cos 1)(1 +2cost) .

| b) En déduire le tableau des variations de la fonction # .

on a:

| 3° Retrouver les résultats de la Question A, 3° en utilisant la
| fonction .

Soit f la fonction définie, pour tout réel x# 1

. par:
x- l}

et € sacourbe rcprésemati»e dans le plan muni d’un repére
orthogonal (O ;1, j) .

Six }*

1° Etudier les variations de la fonction f.

2° Déterminer les réels a, b,
éel x#1

¢ et d tels que, pour tout

FoySaipe il
(- 1)
En déduire la position de la courbe % par rapport a la droite
% d'équation y=x+2 .

3° Déterminer 'abscisse du point J de la courbe € en
lequel la tangente est paralléle a la droite % . puis une

équation de cette tangente T,
4° Tracer la courbe € et les droites @ et T.

5° A T'aide du graphique, étudier, suivant les valeurs du

| paramétre p ., le nombre de solutions de I'équation :

f(x)=x+p .
Préciser 1'ensemble D des valeurs de p pour lesquelles
cette équation admet deux solutions distinctes.

6° Lorsque la droite A d’équation y=x+p coupe la

|courbe € en deux points M et N, onnote P le milieu de

[MN] .

| On s’intéresse au lieu géométrique du point P.

a) Démontrer que les abscisses des points d’intersection M
et N sont les solutions de |'équation :

(E) (p-2)x*+(1-2p)x+p=0.
b) En déduire que 'abscisse du point P est xp=1+ "’;)%4
et démontrer que P appartient a la courbe €° d’équation :
3
y=x+ 2+ 2{x__1} %

c) Quel est I'ensemble décrit par x, lorsque p décrit D?

d) Etudier les variations de la fonction g définie, pour tout
réel x#1 , par:

’).
g(x}~x+2+2( 7

€ .
Préciser la partie de la courbe %’ décrite par le point P

et tracer la courbe

Ilorsque la droite A prend toutes les positions possibles.
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Limites =

de suites
et de fonctions

Limites de suites  p.37

» connaitre les différents comportements
possibles d’une suite en + oo

Limitesen +- ouen —=
Pdunefonction . p.38

» étudier le comportement asymptotique
d’une fonctionen +° ouen —oo

Limiteenunréela
d’une fonction p.40

* étudier le comportement d’une
fonction lorsque x tend vers a
et déterminer une asymptote verticale

_Limitesetordre  p.41

» utiliser les théorémes de comparaison

Limites et opérations  p.42

e calculer des limites de sommes,
de produits, de quotients et de composée

Théoréeme des valeurs
intermédiaires
sur [ ouvert p.43

» utiliser ce théoréme sur un intervalle
ouvert pour résoudre une équation
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@ Asymptotes d’une hyperbol@

L’hyperbole est une des trois coniques (avec la parabole,
et I'ellipse dont le cercle peut étre considéré comme un
cas particulier) découvertes par les mathématiciens grecs
en tant qu’intersection d’un c6ne par un plan.
L’hyperbole, nommée ainsi par APOLLONIUS DE PERGE est
la courbe obtenue en coupant un cone par un plan
parallele a son axe. (Etymologie : hyper signifie au-dela et
ballein signifie lancer, jeter au-dela de toute limite.)

Dans I’espace rapporté au repere (O ;1i, j,k), on
considére le cone de sommet O et daxe (O;1)
d’équation y> +z2=1x? |, le plan P d’équation z=2 etle
point /(0;0;2) .

La section du cOne par le plan & est la courbe .
Dans le plan @ rapporté au repere orthonormal (7 ; i, J) ,lacourbe % apour équation y?=x2-4 .

1 Démontrer que la courbe ¢ admet les axes de coordonnées comme axe de symétrie.

2 On appelle f la fonction définie sur [2 ; +eo[
par f(x)=x2-4.

X

a) En observant les résultats ci-contre obtenus a 100
I’aide d’un tableur quelles conjectures €émettre quant >0
a 'ordre des nombres f(x), x et % , et a leur 300
comportement pour les « grandes » valeurs de x ? g
b) En considérant f comme la composée de deux 600
fonctions usuelles, donner son sens de variation. 700

600

2
3 a) Vérifier que, pour tout réel x =2 , f(x) —§= e :
4 ( 1244 %)

b) En déduire que, pour tout réel x=3 | % =< f(x) , puis que f(x) peut étre rendu plus grand que
n’importe quel réel A. Onditque lim f(x)=+c .

X—3+en

4 On considére la droite @ d’équation y=x . On pose d(x)=x- f(x) .
Calculer x— f(x) et montrer que 0= x- f(x) E; pour x €[2; +oeo[ .

Interpréter géométriquement d(x) .

On dit que la droite & est asymptote & €, en +co, comme le précise D'ALEMBERT dans
I’Encyclopédie méthodique (1784).

5 En utilisant les symétries de , donner les asymptotes de J et la construire dans le repere (7 ; i Jj) .

Chapitre 2 * LIMITES DE SUITES ET DE FONCTIONS

N




a Visualisation d’une suite)

On considére un carré de coté 1.

On partage ce carré en quatre carrés isométriques et on colorie le carré situé en bas a gauche (étape 1).
On recommence ce procédé avec le carré situé en haut a droite (étape 2) et ainsi de suite.

On appelle u, I'aire de la surface totale colorée au bout de la n-ieme étape.

Etape 1

1 a) Calculer u;, u, et uy.

‘T,
b) Vérifier géométriquement que la suite (u,) est bornée et croissante. s

¢) Conjecturer géométriquement la limite de la suite (u,,) .

2 On consideére un carré (en jaune sur la figure) d’aire >0 .
Vérifier géométriquement qu’a partir d’un certain rang tous les termes de la

suite (u,) sont dans I'intervalle J% —£; %[ ;

3 ARCHIMEDE a rencontré le probléme en cherchant & déterminer I'aire comprise entre la parabole
d’équation y=x> , I'axe des abscisses et la droite d’équation x=1 .
Pour résoudre le probléme, il utilise I'identité, pour n=1 :

.-!-_ + 1 = 1 3

4n 3 x4n 3 x4n-1

a) Prouver cette identité.

b) On considere la suite (u,) définie précédemment.
En déduire, pour tout entier n= 1 , que :

¢) Retrouver algébriquement les résultats de la question 2 .

ARCHIMEDE, comme les mathématiciens de 1" Antiquité, refusait le « passage a I'infini » ; il concluait en
posant :

, - 1
= +'l—6+.--,

-

l et > 1 sont toutes deux absurdes.

puis en prouvant que les hypothéses €< 3 3
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relation il existe un réel -a tel que : il existe un réel b tel que :
de récurrence pourtout n, u,, ;—u,=a pourtout n, u,, ,=bxu,
terme général pour n=p , u,=u,+(n-p)a pour n=p , un=upxb"“!’
si b#l:
Pm i 1+2+...+n=w 1-@-fm-{b?+...+b”=l?";'n;I

Le réel a (ou b ) est la raison de la suite arithmétique (ou géométrique).

Il Application

On considere un triangle équilatéral ABC de cOté d, avec d >0 , et le triangle
rectangle POQ de hauteur OP = h , décrit sur la figure ci-contre.

A partir de chacun de ces triangles, on construit une spirale en tragant
successivement :

* sur la figure 1, des arcs de cercle €, decentre A, B ou C;

« sur la figure 2, des segments, chacun perpendiculaire au précédent et ayant leurs
extrémités sur @ et 9" .

figure 2

Pour n=1 , onnote r, le rayon de I'arc de cercle €, , ¢

, sa longueur et p, la longueur du n-ieme
segment tracé sur la figure 2 .

1 a) Justifier que la suite (r,), - estarithmétique.

b) Pour n =1 , exprimer ¢, en fonction de r, . En déduire que la suite (£,), _  est arithmétique.

2 Montrer que la suite ( Py est géométrique.

n=1

. n n

3 Pour n=1, on pose LR=Z {, et PH=Z Py -
k=1 k=1

a) Donner une interprétation géométrique de chacun des nombres L, et P, .
b) Exprimer L, en fonctionde n etde d,et P, en fonctionde n etde h.

é) En déduire la limite de L, etcelle de P, lorsque n tend vers +oo .
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Limites de suites)

La définition de la limite d’une suite a été donnée en classe de Premiére.

1.1 Rappels

Pour une suite numérique (u,) , il y a quatre possibilités :

* soit la suite (u,) converge vers un réel ¢, ce qui signifie que tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient aussi tous les termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang p ;

* soit la suite (u,) admet pour limite +co , ce qui signifie que tout intervalle ouvert du
type ]A :+eo[ contient tous les termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang p ;

* soit la suite (u,) admet pour limite —co , ce qui signifie que tout intervalle ouvert du
type ]—oo; A[ contient tous les termes de la suite (u,) a partir d’un certain rang p ;

* soit la suite (u,) n’admet pas de limite.

P Voir Exercices2a 5

Lorsque la suite (u,) admet une limite, cette limite est notée lim u, ou lim (u,) .
n—s+ee

1.2 Suite croissante non majorée propriété

Si une suite (u,) est croissante et non majorée, alors lim u, = +oo .
n—»+00

o Démonstration

La suite (u,) n’étant pas majorée, pour tout réel A >0 , il existe un entier p tel que u A

La suite (u,) est croissante, donc, pour tout entier n=p ,ona u, = up ; dol u,>A .

Ainsi, & partir du rang p, les termes de la suite (u,) appartiennent a I'intervalle ]A ; +eo[ , donc :

lim u, =+ .
n=s+oo

o Exemple
Soit r un réel strictement positif. On considére la suite arithmétique A P 5
(u,) de premier terme 0 et de raison r.

Pour tout entier »,ona wu,,,—u,=r quiest positif. La suite (u,)
est croissante.

Pour tout entier n, on a u,=nr , donc la suite (u,) n’est pas
majorée puisque, pour tout réel positif A, il existe un entier p

supérieur a é telque u,=A .Donc lim wu,=+0co . 3 P
1.3 Limite d’une suite géomeétrique rappels

Soit (u,) une suite géométrique de raison ¢ non nulle.

Pour tout entier naturel n, on a u, =uyq" et le comportement de u, lorsque n tend vers
+eo résulte des résultats suivants :

*si |g/<1, alors lim ¢g"=0; *si g>1, alors lim g'=+e;

n—+es n—> 400

*si g=1 . alors HE g"=1; *si g=<-1, lasuite (g") n’admet pas de limite.
P Voir Exercices 11 a 13
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@ Limitesen +« ouen —< d'une fonction)

Dans ce paragraphe, f est une fonction dont I'ensemble de définition contient au moins un intervalle
delaforme [r;+eo[ .Onnote €, sacourbe représentative dans un plan muni d’un repere cartésien,

2.1 Limite finieen + : définition
Soit ¢ un nombre réel.
Dire que f(x) admet pour limite ¢ lorsque x tend
vers +co signifie que tout intervalle ouvert contenant ¢
contient aussi toutes les valeurs de f(x) pour tout x
assez grand.
On écrit im f(x)=€ ou limf=¢.

+ oo

X—rte

0 clr %

La droite d’équation y= £ est asymptote a la courbe qgf en +eoo .

P Voir Exercices 15 er 16

(O Remarques

*Si f admet une limite € en +eo , alors cette limite est unique.
 lim f(x)=¢ équivaut & lim (f(x)—€)=0 ; graphiquement, cela signifie que la distance MN ,
X =4

X = 00

entre les points M(x; f(x)) et N(x;€) ,tend vers 0.

@ Exemple | YRR
Soit f la fonction définie sur JO ; +eo[ par f(x)=1+ 23:;3 : | F
X §
Sa courbe € + » donnée ci-contre, est telle que lim f(x)=1.
X4 1
La droite &% d’équation y=1 est asymptote 2 €, en +eo . L =
On constate que % coupe €, en A(15;1). A a4
2.2 Limite infinieen + e définition
On dit que la fonction f tend vers +eco On dit que la fonction f tend vers —oo
lorsque x tend vers +eoo quand tout lorsque x tend vers +e¢ (quand tout
intervalle ouvert de la forme ]A ; +oof intervalle ouvert de la forme ]—oo; Al
contient toutes les valeurs f(x) , pour tout contient toutes les valeurs f(x) , pour tout x
x assez grand. assez grand.
B
A Tasant st 0 W
% 4!
0 B X 'Cgf -;:..
Si x>B ,alors f(x)>A. Si x>B ,alors f(x)<-A
lim f(x)=+e ou lim f=+0c . lim f(x)=-ec ou lim f=—eo .
X —r+o0 +o2 X =3+ foa

. Chapitre 2 * LIMITES DE SUITES ET DE FONCTIONS



2.3 Asymptote oblique définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle /=]r ; + o[ €
et aet b deux réels donnés. £
it ' e
Si, pour tout x dans /,ona:

f(x)=ax+b+g(x) et lim g(x)=0, 7; ]

X—> 4o - :

alors la droite A d’équation y=ax+b estasymptoted €, | o o
en +oo , :
O Exemple

Soit la fonction f telle que f(x)= Sk : Yi=(Ro2-2de30/0
T
Pour tout réel x>2 | f(x}:x—2+g. I

3 . .
En posant ==, 1 =03 d la droite A, .
posant g(x) x on a x.]ﬂl“‘g(x) onc la dro f
d’équation y=x-2 ,estasymptote d €, en +oo . HE1.723H0M3 V21464145
Soit les points M(x: f(x)) et N(x:x-2) dans le repére
(O;4,7).0na:
+ 3
NM=(f(x)-gx)) j==7 .
Lorsque x tend vers +eo , MN tend vers 0.

De plus, pour x>0 , on obtient §> 0 , donc le point M est situé au-dessus du point N.

Ainsi, pour x>0 , la courbe €, est située au-dessus de I"asymptote 4.

2.4 Limites en -~ d’une fonction numérique

On suppose que l'ensemble de définition de la fonction f contient un intervalle de la forme

J=mss il .
On définit, de la méme maniére que précédemment, la limite de la fonction f en —oo .

f a pour limite € en —o f apour limite +o en —o | f a pour limite — en —oo
58 Sk
N
|
| -B o ¥ _
X ——ua X =—> =00

Par exemple, 'interprétation du premier graphique conduit a la définition suivante :

lim f(x)={¢ signifie que tout intervalle ouvert I contenant ¢ contient aussi toutes les images
X =>—t=

f(x) de tous les réels x inférieurs a une certaine valeur (dépendant du choix de l'intervalle 7).

La droite d’équation y=¢ est asymptote a la courbe €, en —eo .
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6 Limite en un réel a d’'une fonction)

Dans ce paragraphe, f est une fonction dont I’ensemble de définition contient un intervalle du type
la;a+al ou la—a;al ,avec a>0 .

3.1 Limite infinieen a définition
Ondit que f(x) tend vers +o lorsque x tend vers a quand #
tout intervalle ouvert de 1a forme ]A ; +oo[ contient toutes les
images f(x) pour x assez proche de a. .
Onécrit lim f(x)=+c ou Lm f=+oo . ¢
¥—+a a i
Dans ce cas, la droite d’équation x=a est asymptote a €, . a—hi s h
On définit de fagon analogue « f a pour limite —co en a». 0 @
o Exemple

* Soit f la fonction xr—ai définie sur ]0 ; 400 . vi=irn A
Tout intervalle de la forme ]A ; 4 o[ ,avec A>0 ,contient tous lesréels =~ Y S

fi(x) dés que x est assez proche de 0, en particulier dés que 0<x <% :

Ainsi, Tim f(x)=+c0 .On éerit lim = =4o0 . g i B I ol
5 g Sie O | 5206382878 lv=15 666667 . |

* Soit g la fonction xHi définie sur J—oo; 0f .

Tout intervalle de la forme |- ; —A[ ,avec A >0 ,contient tous les réels g(x) désque x est assez proche

de 0, en particulier dés que _:}f <X < .

Ainsi, lim g(x)=—se . Onéorit im ==—oo,
=0 I‘-‘-}{? X
X<

» Ainsi la fonction x— )—lc définie sur R\ {0} admet une limite & gauche en 0 égale & —eo et unc limite
a droite en 0 égale & +e0 .

B Voir Exercice 19

3.2 Limite finieen a définition

Soit ¢ un réel.
On dit que f(x) tend vers un réel ¢ lorsque x tend vers a —_
L
£
"
o

quand tout intervalle ouvert contenant ¢ contient aussi toutes les
images f(x) pour x assez proche de a.

=
On écrit lim f(x)=¢ ou lim f=¢. 5K %{
x—a a
Exemple
2
La fonction f définie sur R\ {1} par f(x) =J;_ 1 a pour limite 2 lorsque x tend vers 1.

En effet, pour x#1 , f{x)=x+1 et tout intervalle ouvert contenant 2 contient aussi les réels 1+ x , pour
x assez proche de 1.

Si f est continue sur un intervalle ouvert [/, alors, pour tout réel @ de I, lim f(x)=f(a) .
xX=3a
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@ Limites et ordre)

f. g et h désignent des fonctions numériques, ¢ et ¢” desréels,et a unréelou +o00 ou —eo .

4.1 Compatibilité avec I'ordre propriété

Soit f et g deux fonctions telles que lim f(x)=¢ et lim g(x)=¢".

X—da X —»a

Si f et g sont dans un certain ordre, alors les limites ¢ et ¢  sont dans le méme ordre.

b— Veir Exercice 34

4.2 Théoréme des « gendarmes »

9
Si une fonction f est encadrée par deux fonctions g et h ¢ i
ayant méme limite ¢ ena, alors f a pour limite ¢ en a. € "N
/"_\ X
Si g=f<h,avec lim g(x)=¢ et lim h(x)=¢, e
X—a X —>a {; -
alors lim f(x)=¢. €
X=a fx) 4
o Remarque P Voir Exercices 30 & 32
On a le cas particulier :  si, pour tout x, ;f(x) - t"| =g(x)et lim g(x)=0.alors lim f(x)=¢.
X3 4o X3 teo

En effet, 'inégalité en valeur absolue s'écrit —g(x)+ €= f(x)=g(x)+{€ et le théoréme des
« gendarmes » s’ applique.

o Démonstration

On veut démontrer le théoréme en 4+ . Soit J un intervalle ouvert contenant €.
Il s’agit de démontrer que J contient tous les réels f(x) pour x assez grand.
Ona lim g(x)=¢,donc J contient les réels g(x) pour x supérieur i un certain réel B, .

X —FFoo

De méme, lim #h(x)= ¢, donc J contient les réels h(x) pour x supérieur 4 un certain réel B,.
X =3 +oo

On appelle B le plus grand des deux réels B, et B, . Alors I'intervalle J contient g(x) et h(x) pour x
supérieur a B, donc il contient également le réel f(x) qui est compris entre g(x) et h(x) .

Ainsi, lim f(x)=¢.

o Exemple
Soit f la fonction définie sur ]0 ; +eo[ par f(x)=x sin (J]-J ’

La fonction sinus étant majorée par 1 et minorée par -1 , pour
tout réel x de JO:4eo] , —x =< f(x)=x.

Or lim —x=0 et lim x=0 ,donc lim f(x)=0.
x=0 x=x0 x =30

4.3 Second théoréme de comparaison
*Si f=sget ?im f(x)=+0e0  alors lim g(x)=+eo .

*Si f=g et lim f(x)=-oc ,alors lim g(x)=-—oo.
xr—a x—a

On dispose d’un théoréme analogue pour les suites. B Voir Exercice 30
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@ Limites et opérations>

5.1 Opérations sur les limites — Rappels

a désigne soit un réel, soit —oo , soit +oo ; € et ¢’ sont des réels.

si lim f(x)= 4 fou +o00 | £ ou —oo 40
x—a :
et lim g(x)= e e e S
r—=a
alors lim i = ’ = = on ne peut pas conclure
ors x._m(f 8)(x) e+ ¢ b e
si xligla f(x)= ¢ ¢>0 _fe::(_} ¢>0 £<0 0
Ol (hiew | [LiON! ==e oW koo | Ol =g
t lim = .
5 x—)ag(x) f’ + o0 + oo —oa — 00 409 QU —oo
on ne peut
xoa Jircetoment
si lim g(x)= £#£0 | £=0 et g>0 | €=0 et g<0 | +o ou —oe
X—a
alors lim 1.(x)= 1 + o0 s 0
; r—a & : £

On dispose de résultats analogues pour les limites de suites.

5.2 Composée de deux fonctions

- Voir Exercices 36 a 46

proposition

Soit f=gou une fonction composée de deux fonctions u et g.

a, b et A désignent des réels, ou +oo ,0u —oo .

Siona lim u(x)=>b et lm g(x)=A, alors lim f(x)=A.
x—=b x—a

X—=a

o Exemples

1 1 :
t X=- == ,d =
En posan < vona x=z , donc f(x) X
f est donc la composée de u:xi—)i suivie de g:mefx :

Ona fim LleG et Hm 82
= doo X x—0

done lim f(x)=1.
X = oo

* On considére la fonction h définie sur I=]-eo; 1[ par h(x)=

4x-5

Si x tend vers —eo |
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a la méme limite que 29 ,donc lim
x-1 x tr—e X—1

b, Voir Exercices 47, 48 er 50

* On considére la fonction f définie sur ]0 ; +eo[ par f(x)=xsin [1] : Yi=sskninld A8

X

En +e , les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure . | ——_._\ /..-‘—'—‘—‘
sin X '

¥=2. . Ily=.sEicEv09 . |

=1, car la fonction sinus est dérivable en 0 et sa dérivée vaut 1,

4x-5

X
oy

Pour tout réel x appartenanta [, 4x-5<0 et x—1<0 , donc A(x) existe.

4x—5=

4.

Or lim J;c= 2 (continuité de la fonction racine carrée en 4) ; donc, par composition, lim h(x)=2 .
X =4

XK=y —on



5.3 Composée d’une suite et d’'une fonction proposition

. a et A désignent soit des réels, soit +eo , s0it —oo .
' Soit f une fonction définie sur un intervalle 7, une suite (u,) définie sur N de réels
appartenant 2 7, et (v,) la suite définie sur N par v, = f(u,) .

Si lim w,=a et lim f(x)=A, alors Iim v =A.
A=+ X—ra n—+oo

En particulier :

*si lim f(x)=A et v,=jf(n) apartir d’un certain rang, alors lim v, =A;

X =¥+ n—r+oa

*si la suite (u#,) converge vers unréel ¢ de I et sila fonction f est continue en ¢, alors
la suite (v,) converge vers f(£).

Ce théoreme est aussi trés utile pour démontrer qu’une fonction n’admet pas de limite.
Exemple P Voir Exercices 51 et 57
Soit la suite (u,) , définie pour n=1 , par u, =n sin (lj ;
Ona u,= f(n) ,on f estla fonction définie sur ]0 ;+ece[ par f(x)=x sin GJ 3

On a vu dans 'exemple précédent que lim f(x)=1 , donc la suite (u,) converge vers 1.
X=34ea

@ Théoreme des valeurs intermédiaires sur / ouvert)

On admettra que le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires donné au Chapitre 1 s’étend
au cas d'un intervalle ouvert ou semi-ouvert, borné ou non borné.

6.1 Equation f(x)=k proposition

a, b, a et B désignent soit des réels, soit +oo , soit —eo .
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur |a ; b[ telle que :

lim f(x)=a et iimbf(x)=i3,

X—=a
alors, pour tout réel k strictement compris entre a et 3,
I'équation f(x) =k admet une solution unique dans ’intervalle ouvert |a ; b[ .

'. Voir Exercices 52 a 56

 Exemple
Dans I'intervalle !=:|—g 3 g[ . on veut résoudre 1’équation tan x+ x=2 . t Pi=bantied /

La fonction f définie sur [ par jf(x)=tan x+x est dérivable sur I,
donc continue sur /.

Pour tout réel x, f’(x)=2+tan? x ,donc f'(x)>0 .

La fonction f est alors strictement croissante sur [,

De plus, lim f(x)=-% et lim f(x)=+oe .

x—=-2 x> 2
2 2

Le réel 2 appartient & 'intervalle image ]—eo; +eo[ , donc I’équation tan x+x=2 admet une solution

iz BEBI5116 |V=2.0517567

T2

unique dans |'intervalle ]—3 : T—T[ +
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o Calculs de limites de ‘foncti'on's)

Déterminer, si elle existe, la limite des fonctions suivantes :

2 b
a) f:xl—i";;d';r en +oo ; b)g:x_r—b‘q;‘_xz—lx—x en +oo ;
2 cos X —sin x T TR . SN —o0
c)k.x-—v—4x_“ en 7 ; d)m.x'—}z_msx en 2

a)En 400, a2

«I’'emporte » sur 4x et 3x
« ’'emporte » sur —1 donc f(x) & la méme limite
que =

3%

: 7 .
On obtient done lim = A
X4 3x-1

b) A l'aide d’une calculatrice ou d’un tableur, on
conjecture que la limite de g en +eo est —1 .
Ona [g(x)=(=1)] nl X2 Dx = (Ko l)l
et en utilisant I'expression conjuguée :

e ; 1

lg(x) = (=)= .

Xt =2x4x-1 |

Comme x? «l’emporte » sur —2x ,

lim (x2=2x)=+o

X—+oe
lim Jx2-2x=4o ,

et, par composition,

X =4 4o

Donc, par addition :
im (Jfx2-2x+x—1)=+00 ,
X = +00

donc lim |g(x)=(-1)|=0.
X=¥+too

Enmnséquenm.- lim g(x)=-1.
4o

¢) On pose x=§+k . On obtient, en utilisant les
formules d’addition :

Wiy 2 o 1}
(T __oes (E+ﬁ)—sm(4-+h)
(4 .)' 4h

_=asink_ Q(M)

ah 3 \"n
Comme lim S2"— 1 on obtient :
h—0 R
lim k(1’+h]=~£ .donc lim k{x)=—£2.
=0 4 L o 4
x>

d) Pour tout réel x, =1 =cos x =1 , donc:
1=2-cosx =3 .

La fonction m est donc définie sur R .
Pour tout réel x négatif, on a :

Pt e

3 2_cosx
1

Comme lim = x=-ee , on en déduit que:
oo 3

dod %- e—

lim m(x)=—e parun théoréme de comparaison,

X=4 =00
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@ Etude d’une suite définie par une somme)

Enoncé

Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout
entier naturel non nul, par :
= . - L A e
S R e T L+n’
1 2 n
+——+ .. :
1+n% 2+n? n+n?

Vi

1° Démontrer que, pour tous les entiers naturels
nonnuls n et k telsque 1<k<n:

LBl e S
Yo Jin 14n

En déduire que u, = % n et déterminer la

limite de la suite (u,) .

2° Démontrer que, pour tout entier naturel n

&
non nul, lEvHEM ;
2 2(n%+1)
En déduire que la suite (v,) est convergente et

préciser sa limite.

e Méthode

Analyse de I'énoncé

La forme indique que le dernier terme peut se

lire :

n
l+q‘nxn'

17 1l s’agit de démontrer une inégalité.

Cette inégalité va permettre de minorer le terme
geénéral d’une suite.

Pour obtenir la limite, il reste & utiliser un
théoreme de comparaison.

»

2° On demande d’encadrer le terme général
d’une suite qui est écrit sous forme d’une
somme de n termes.

Pour obtenir la limite, on utilisera un théoréme
de comparaison.

* Pour minorer une somme, il suffit de minorer chaque terme de cette somme.

* Pour trouver un encadrement d’une somme, il suffit d’ajouter membre 4 membre des
encadrements de chaque terme de cette somme.

1°Pour n=1let 1=k=n .ona:

n<kn<n?, donc Jn<.Jkn<n .
En ajoutant 1 :
l+n<l+.Jlin<l4n.
En prenant I'inverse :
1 = 1 = 1
1+n 14Jkn l#+n
car la fonction inverse est décroissante sur ]0 ; +eo[ .

;;L,puisL;L_
L+ Jin 1+n° 00 107G " Ten
Par addition de ces n inégalités. on obtient :

Ainsi

) 2 n 1+2+..+n
Hn-- = =
l+n l4n l4n 1+n
Or 1+2+...+n=w,denc unaln.
2 2
lim -l—n=+on donne lim u, =+ .
N =3 +o0 M =5 400

|
|

2° Pour tout entier k comprisentre 1 et n, ona:

5 o 1
D’o, par inverse, =
n

D’ol

En +eo

done

Mc
n+n?
_l_sv sn(n+l!.

Z- N ey

nin+1) n?
2n2

Y 2(14n?)

l+n’<k+nisn+n® .
+n? k+n? 1+n?

k o k = k ,

n+n k+n? 1+n?

| et, par addition pour k variantde 1 a n:

= 142+ .. +n

=y =
n 1+n?

se comporte comme

3

nn+l) 1
nose 2(1+n2) 2°

D’apres le théoreme des « gendarmes » :
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@ Etude de fonction et recherche d’asymptote)

Enoncé

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par
| calculer la dérivée

f(x)=x~2+éi—]?2 et €

représentative dans un repére orthonormal.

sa courbe

 de f, d’étudier
| son signe, puis les

1° Etudier les variations de f et les limites de f
Cen l.

aux bornes de 1’ensemble de définition.

2° a) Démontrer que € admet deux asymptotes
dont on donnera des équations.

b) Etudier la position de % par rapport a son
asymptote oblique 9.

3° Déterminer 1'abscisse du point / de la courbe
% ou la tangente & € est parallele 3 & .

e Méethode

Analyse de I’énoncé
1°11  s’agit de

.

limites de f en
, en 4o et

— 0o

| 2° L écriture de f(x) et les calculs de limites

font penser que I’asymptote oblique a pour
équation y=x-2 .

3° % a pour équation y=x-2 . Il s’agit de
résoudre I'équation f'(x)=1.

*Si lim f(x)=+0c (ou —e<= ), alors la courbe Céj- admet une asymptote « verticale »

X =i !
d’équation x=c¢ .

*Si lim [f(x)-(ax+b)]=0 ou lim

X =00

-

[f(x)—(ax+b)]=0 avec a#0 , alors la

courbe €, admet une asymptote « oblique » d’équation y=ax+b .

1°+ lim (x-2)=-1,
x—=1

im (3x=2)=1 et Ilim (x=1)2=0, avec
x=1 x=+1

(x=1)2=0 ;donc lim f(x)=+o= .
=1

* lim (x=2)=+=
X4

3x=2 3
xorm(x=1) is4sX

m f(x)=+ee.

et

done, par addition,

XF+e
On ade méme lim f(x)=—2 .
X =3 —ce
; s X —3)
Pour tout réel x différentde 1, f'(x)=———,
(x-1)3

donc f’(x) estdusigneduproduit (x—1)(x-3) .
On obtient alors le tableau des variations :

x — oo 0 1 3 + 60
Fix) et 1 B, =ik
+ oo + oo + oo
f(x) / \”/
(e ._4_

| 2°a)0Ona g(x)=f(x)—-(x-2)= 3,\:—-2’ x
(x=1)*
Comme lim g(x)=0 (voir la question
e B

| précédente), la droite % d'équation y=x-2 est
| asymptote & € en +e (ainsi qu'en —oo ),

Comme Lim f(x)=+ee ,alors la droite d’équation
=1
x=1 est asymptote a la courbe ‘é'f :

b) g(x) est dusignede 3x—2 ,donc & coupe €

en J(%;—g).

| Pour x<§ , % est en dessous de la droite @, et

3

| pour ¥ 2. @ estan-dessusde 3,

3

I 3°9 a pour coefficient directeur 1 ; donc I'abscisse

. du point I cherché vérifie 1'équation :

FiAx)=1 , cest-a-dire 3x-1=0:

Le point [ a pour coordonnées G ;_%) et la
| : 17
| tangente T a pour équation Sk im e
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@ Périmétres)

—
1.1 Avec des rectangles o
On choisit un rectangle R, de dimensions ¢, et L,. <
On construit un carré comme indiqué sur la figure ci-dessous. On obtient un nouveau rectangle R, Q
de dimensions ¢, et L,.On réitere le procéde. 5
gha Q
R bl =
L ) .g* en | «Q
it (-D 5
‘ 7P

L
On appelle u, = ?-” le « coefficient de forme » du rectangle R, .
n

. a) Expliquer pourquoi, pour tout entier n non nul, u, =1 .

b) Calculer u, en fonction de u, .
Exprimer u,,, en fonction de u, pour tout entier n non nul.

@ Déterminer la solution positive ¢ de I'équation x?—x—1=0 .
Vérifier que ¢=1+ é :

p-u,
ou,

@ a) Démontrer que, pour tout entier n non nul, u, - ¢=

, puis :

b) En déduire que, pour tout entier n non nul, ona |u,,  —¢|=< é |u, -

|u ~¢|$(l)n_]|u —rp| .
" @ 1

¢) Déterminer la limite de la suite (u,) .

1.2 Flocon de Von KocH

A X ¥ %

€tape 1 étape 2 étape 3 étape 4

A I’étape 1, la figure est un triangle équilatéral de coté 1.

On divise en trois chaque c¢6té de la figure 1 et on construit a I'extérieur de la figure des triangles
équilatéraux pour obtenir la figure 2.

On réitere le procédé pour obtenir la figure 3, la figure 4... et ainsi de suite.

On appelle ¢, le nombre de cotés, p, le périmétreet a, I'aire de la surface obtenue a I'étape n .

@ caiculer ¢, . p, et a, enfonction de n.

. Etudier la convergence des suites (e.) s (By) et La,).
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Etude de la fonction tangente)

v
~8) On appelle « fonction tangente » la fonction définie sur R \{g +km, ke Z} par:
E T sin x
g s cos x
é 2.1 Visualisation sur le cercle trigonomeétrique Bt 1/
A My MAT
g Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O ; OA,0OB) . /7 | :
(40! M est un point du cercle trigonométrique de centre O tel que :
e (OA, OM)=x (2m) . 0 c JA
Soit & la droite perpendiculaire en A a (OA) .
Déterminer les coordonnées du point d’intersection T des droites (7]
D et (OM).

re (A ; OB) est appelée axe des tangen

2.2 Particularités de la courbe représentative

S TEe o B

. Démontrer que la courbe représentative de la fonction tangente est invariante par toute
translation de vecteur kwi avec k€ 7 .

. Démontrer que le point 7, (kw;0), avec k€ Z , est un centre de symétrie de la courbe
représentative de la fonction tangente.

2.3 Etude de la restriction de la fonction tan 2 [0 : g[

On appelle f la restriction de la fonction tangente a I'intervalle [0 3 %[ et €, sa courbe repré-

sentative.

. Démontrer que f est dérivable sur [0 2
En déduire les variations de f.

e " .
—| etque tan' (x)=1+tan2x= 5
2[ q ) cos’x

. Déterminer lim f(x) . En déduire que ¢, admet une asymptote que I’on précisera.
F—dz

2

. Etudier la position de € ¢ par rapport 4 sa tangente en O .

2.4 Courbe représentative de la fonction tangente

Expliquer comment construire la courbe représentative e

de la fonction tangente donnée ci-contre (utiliser Z-TRIG) ! . :
a partir de la courbe € . | ; 4
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Fonction composée ﬁ)

3.1 Etude de la fonction f

On considére la fonction f définie sur ]—oo ; O[ etsur ]0; +oo[ par f(x)=x2+1 +g
et € sa courbe représentative dans un repere (O ;14, j) . it

.Etudier la fonction f sur ]-oo; O[ etsur ]O; 4+ (limites, dérivée et sens de variation).

@ Soit P la parabole d’équation y=x2+1 dans le repere (O ; i h

a) Déterminer la limite de f(x)—(x2+1) quand x tend vers +o et —co . En donner une
| interprétation graphique.
; b) Etudier 1a position relative des courbes % et €.

¢) Résoudre I'inéquation f(x) =0 .

I d) Construire les courbes & et € sur le méme graphique.

3.2 Etude de la fonction ./f
Soit la fonction g définie par g(x) =4/ f(x) .

Sa courbe représentative €, est donnée ci-contre
par une calculatrice graphique.

. Conjecturer son ensemble de définition, la présence d’asymptotes et Iallure de la courbe au
voisinage du point A(—1; 0) .

. a) Quel est I'ensemble de définition D de la fonction g ?

b) Etudier la fonction g sur chaque intervalle de son ensemble de définition (limites et sens de
variation).

@ Ftude de g au voisinage de —1

g=1-m)-g(=1)__ [4+3h+h?
a) Montrer que, pour tout h>0 , —h = h(l+h)

En déduire que g n’est pas dérivableen -1 .

b) Donner une équation de la tangente J a %’g en A.

.a) Démontrer que, pour tout réel x appartenantd D, ona:
2

1+=
-

g(x) x| = = :
[x24 1 4= +|af
X

b) Démontrer que la droite &, d’équation y=x , est asymptote a €, en +eoo .

¢) Démontrer que la droite 9’ , d’équation y=—x , est asymptote & €, en —eo .

.Tracer les droites 7, & et A, puis la courbe ‘63 )
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Faire le point

e Limites

* Les opérations sur les limites de suites ou de fonctions permettent de conclure dans la plupart
des cas quant a la limite d'une somme, d'un produit, d’un quotient ou d’une composée.

» Il est essentiel de mémoriser les cas ol ces théorémes ne peuvent étre appliqués.
Les formes indéterminées sont :

(=]
«oa—oo B, (iOXOﬂ)l' « — » et « = »,
o0

» Il y a compatibilité entre I'ordre des fonctions (ou des suites) et ’ordre des limites si elles
existent.
Les théoremes de comparaison permettent de déterminer certaines limites.

e Généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle ]a; b[ telle que

Iim f(x)=a et lim’t f(x)=B (a, b, a et B pouvant étre infinis),
X =3 X=>20

alors, pour toutes valeurs de k& comprise entre « et B, 1'équation f(x)=k admet une unique
solution dans Ja ; b[ .

comment faire ?

« on utilise les limites des fonctions de base

i| savoir F

= on utilise les résultats « opérations et limites »

déterminer la limite

d’une fonction en a
(a réel ou infini)

= si les résultats précédents ne permettent pas de conclure :
—on transforme et on simplifie I'expression de  f(x)

—s8i a estréelona lim f(x)=lim f(a+h)
h—0

X—3a

= on utilise les théorémes de comparaison

|*on utilise les limites des suites de base en particulier les suites
arithmétiques et géométriques

déterminer
la limite d’une suite | = on utilise les mémes théorémes que pour les fonctions

| = on utilise la limite de I'image d’une suite par une fonction continue

démontrer que : * si on montre que .‘_lil’na f(x)=+e (0u —=) , alors ‘éf admet la droite

la courbe % J d’équation x=g comme asymptote
représentative
de la fonction f,
admet une asymptote

|
|*si on montre que f(x)=ax+b+g(x) avec lim g(x)=0 , alors ‘@I |
| e

admet la droite d’équation y=ax+ b comme asymptote en +eo
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6 Limites de suites)

1V

"‘@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

; : S — 5 1 2
1°8i (u,) est une suite géométrique de raison =55 alors
| (u,) converge.

, alors

[ et

12°Si (u,) estune suite arithmétique de raison —
(u”) converge.

3°Si (u,) converge vers 0, alors (u,) estune suite crois-
sante et négative ou décroissante et positive.

4° Si les suites (u,) et (v,) n’ont pas de limites, alors la
suite de terme général u,v, n’a pas de limite.

n-n
5°Si la suite (u,) a termes strictement positifs converge,

: g 1
alors la suite de terme général — converge.
n
6° Si les suites (u,) et (v,) sont des suites géométriques
dont la raison est strictement comprise entre 0 et 1, alors la

suite de terme général u,v, converge.

7° Si les suites (u,) et (v,) sont des suites géométriques
dont la raison est strictement comprise entre 0 et 1, alors la

* Z_ I"“
suite de terme général — converge.
5
n

Variation d’une suite
Etude du sens de variation d'une suite (u,) définie
pour n=p :
esi (u,)=f(n) ,ol f estune fonction, on étudie les
variations de f sur Uintervalle [p : +e[ :
= on peut étudier, pour tout # = p , le signe de :
LR R

esi (m,) est a termes strictement positifs, on peut
o LIAEY

u

comparer, pour tout n=p .,
n

Pour les exercices 2 a5 :
s étudier les variations de la suite (u,) ;
» conjecturer la limite L de la suite (u,) ;

s déterminer un rang p & partir duguel tous les termes de la
suite (u,) sont dans I'intervalle L - 1074 L+ 1074 et
un rang m a partir duguel tous les termes de la suite sont
dans Uintervalle 1L —-10"3 1 L+ 107%[ .

2”
r 'oa} u,=n*+4n+3 ; b)u =—:;

L |
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ug=1 g =0

c) d}{ :
| un+1=ﬂu_'m u;r+]=»\.f“11+2

2 |
=i } i 0 : b = =0) .
@a B (n>0) ) u, N {n )

_1-3n ) L aE
°a) u, = = (n=0); b) u”-"j (n=0) .

=41
1 n
"oa} u,=2 (a) pour n=0 ;

b) uy=2 et u, :% u, pour n=0 .

3 Limite d’'une suite

Pour les exercices 6 et 7, déterminer les limites éventuelles des
suites (u,) et (v,) .

'®a) u,=n*-51+5; b) 1'”=5—L :
n+1

2 i
403) uuzn»\/;t Al ) \r”:n_‘_;ﬂ :

x 0 Soit 1a suite numérique (u,) définie, pour tout entier
nin+2)

naturel n non nul, par u, = .
"o(n+1)2

|1° Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a
O<u,<1,

2° Etudier le sens de variation de la suite (u,) .

3° Calculer la limite de u, lorsque n tend vers +ee .

r o (u,) estla suite définte, pour n =1 , par:

ol 1 I
i 7 M T Sl T )

i

| 1° Vérifier que, pour tout entier k non nul :
' A
k(k+1) k& k+1°

2° En déduire une expression simple de u, en fonction de n
et la limite de la suite (u,) .

o Les suites (u,) . (v,) et (w,) admettent-elles une
limite en +eo 7

a)u, =(-1)"; b)v,=sinn; ¢ w"zcos(g+ng) ’




Pour les exercices 11 a 13, donner les limites des suites
suivantes.

n n__ n =0
Qo2 et TR

3”

@ Limites en +~ ouen — d'une fonction numérique)

I | b) Déterminer un réel a tel que:

R brdin A e Al si x=a, alors [f(x)-(-1)=<10"*%.
¢) Démontrer que lim f(x)=-
. . " . b i ]

5 . Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? :

:}) Si f ;:-St un;(for)lcnnn croissante sur I'intervalle Ja ; +90[ , r @ Soit f la fonction définie par :

ors lim X)=+oo ,

- A ! fx)= 2x+3
'b) Si, pour tout réel x de lintervalle Ja;+eof , x+1

| f(x)=—2+g(x), alors la droite d’équation y=-2 est it:t "\‘a’f sa courbe représentative dans un repere orthonormal.

|asymptote a la courbe représentative de f en +o . 1° Déterminer la translation qui transforme 1’hyperbole

¢)Si f est une fonction impaire définie sur B et si

lim f(x)==eo ,alors lim f(x)=+vo
X =k X~ —eo

d’équation yzjlr en 6, .

2° En déduire que €, admet une asymptote horizontale en
|+22 eten —oo dont on donnera une équation.

A R M A 3@ i @ Montrer que la courbe €, , représentant f, admet la
&b b f UENTYS FHAL . N if - T L YPET = % ,
! droite &% donnée pour asymptote en +oo .

' N -+ L
i @ 1° Résoudre dans R I'inéquation < 10-4 . ) Jaksaaodt e =g anind,
2° On considere la fonction f définie sur B par: b) f:xr> 2x:;-:_,rl— 3 et D:y=2x-1.
flo)=
i fc)f:xr—bw—j—) et DPiy=-x+2.
| a) Etudier le sens de variation de f. (x—1)2

@ Limite en un réel a d’une fonction numérique)

= ﬁ]’ HE igle ey con 4t wu 2 | 27 Si la fonction f est définie sur R\ {2} , alors sa courbe
it S TR R PR e SRR represcnlauvc admet une asymptote d'équation :
x=2

. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? | 3° Sila courbe représentative de la fonction f, définie sur J3 ; + o[,
: | admet la droite d’équation x=3 comme asymptote, alors :
x<—x-2

1°0na lim ————— =40, j hrn | f(x)| =400 .
i—+2 £ |
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@ Pour chague fonction représentée, donner, si elle '

existe, sa limite en 2, sachant que la droite d’équation
x=2 est asymptote a la courbe.

Préciser le cas échéant, la limite a droite et la limite & gauche
en 2.

et G

w=z ':" * GLBQE"IS

r @ Conjecturer la limite de f en a, si elle existe. puis
prouver la conjecture.

en g=l1

b) Fy=A2-x

en a=-2 ;

en a=-1;

. 2
:3_
[ £ u+1)2

—2x2-2x-3
2=2x-3

] @ Déterminer :

e
x=2"

en a=3 .

@ fn=%

X2 %
=2

b) lim
x—x3
x=2

a) lim
x=22

x>2

En utilisant la dérivabilité de certaines fonctions,
déterminer :

2cosx—1 sin 2x
—; ¢) lim ——

3x—-Tr o 2X=T
3 .1'—}?

Ordre et Iimites)

1 Vrai-faux

r @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° Si, pour tout entier naturel n, 1= , alors la suite

{u,) converge.

=2
u, <

e
%, ~3 S5y

1 )
+ — , alors la suite
H

, alors la suite

2° 8i, a partir d’un rang p,
(u,) converge vers 5.
3° 8i. a partir d’un rang p,
(u,) converge vers 3.

o =
Uy 2| =

r Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

|1° Soit f une fonction définie sur ]1

i +oo[ et telle que

’léf(x)ﬂﬁ sur |1 ;+e] .Ona lim “ﬂ-x—)=(}.
X~ 4o X

12°Si f est une fonction définie sur [0 ; +oo[ telle que,

:pour tout réel positif 19 = f(x) = —]- , alors
im f(x)=1.

{3°Si, pour tout réel x, | f(x)—2| Eéi . alors
lim f{x)=2 .

It

Chapitre 2 * LIMITES DE SUITES ET DE FONCTIONS

@ Déterminer la limite des suites suivantes.

=141 ) . (n= =5 +n* .

e Jliren
3n

1} ; b) v,

Démomrer que les suites (u,) et (v,)
convergentes et déterminer leurs limites,

(-1)” .
e

sont

b) v :COSH

n 2

ia) M, =

@ %* On consideére la suite (u,) définie, pour tout entier

1 1
n non nul, par 1, = L O ’
I n+ J_ n+ 42 n+n
i 1° Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a:
n_ " e,
n+Jn n+1

| 2° Etudier la convergence des suites définies par :

n
b)w"_n+1'

(u,)

3°En déduire que la suite
déterminer sa limite.

est convergente et




; @ On considére la suite (v,) définie par:

v =1

nv, +4 -
TSIt
1° Conjecturer la limite de la suite (v,) & l'aide d'un
tableur.

2° Démontrer que la suite (u,) définie, pour tout entier n,

H

par u,=nv, estune suite arithmétique dont on précisera le | @ Soit deux fonctions u et v représentées ci-dessous.

premier terme et la raison.
3° En déduire la limite de la suite (v,) .

E3 16T

.

@ Sur le graphique ci-dessous, on a représenté Ia
fonction f (en rouge) et les fonctions g, h et k telles

que :
g(x)=% sur JO; +oo[ , h(x)==x* et k(x)=x .
Y|\ :
6_{ H \6;‘.
1 (e
=3 9] ' 6,&’
3 1 3 x

%Ih

Par comparaison, déterminer les limites de f aprés avoir
complété les phrases suivantes :

a)Pour x=3 ,ona f(x)=... ,donc

lim f(x)=....

e
b)Pour O0<x=<1 ,ona f(x}=....
Quelle limite de f peut-on en déduire ?
¢)Pour x=-2 _.ona f(x)=...
Quelle limite de f peut-on en déduire ?
d)Pour ~2=<x<0,ona ...=< f(x)=<0.

| Quelle limite de f peut-on en déduire ?

@ Soit la fonction u représentée ci-aprés.

On considére une fonction f définie sur R telle que :
flx)su(x) pour xe[2;+e];
[ f(x)-4| =u(x) pour xe]-e;2].
Déterminer les limites de f en —e eten +e .,

£ ¥y

"

|On considére une fonction f définie sur R et telle que :

u(x) = f(x)=v(x)
flx)=u(x) pour
Déterminer les limites de f en —e eten +oo .

pour xe& [0:+eof ;
X€ ]-=;-4].

| Donner une allure possible de la courbe représentative de f,

r @*Soit T et

1 1
3% En comparant -
X

@On considére la fonction f définie sur [2 ; +eo[ par:

. 3x+ sin x
i
'Montrer que, pour tout x=2 , | f(x)-3|< -—4—1~ :
x -
En déduire la limite de f en +oo .
[ @ La fonction f est définie sur R par:
H 1
ﬂx]HZ—cosx :
1° Montrer que, pour tout réel x, 3[— sf(x)=1.
2° En déduire les limites suivantes :
x X+ cos X

b) lim

Iim =
X— - 2—COBX

voyae Z—copx ®

g deux fonctions définies sur un
intervalle [a: +eoo[ ,et £et £ deuxréels,telsque:
flx)=¢

lim et

lim glx)=¢€'
X too X oo
1° On suppose que € > £’ et on désigne par a un réel tel
que £>a>{" .

En appliquant la définition de la limite, démontrer que, pour
x assez grand, f(x)>a>g(x).

2° En déduire que si f=<g ,alors £< £’ .

1

e ——

sur 0 : +e=[ , démontrer
x+1

Donner une allure possible de la courbe représentative de f. |qu'on peut avoir f<g et £=¢".
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@ Limites et opérations)

TS YIE 7 o L PR e, S e Ty T S g et = - e p
'1_* Vm g St T N | @ Déterminer les limites suivantes :

A / : la) lim x(x-=3):; b) lim [-x*(x+2)-1];
[ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 X 4o F—m
1°Si  lim f(x)=+e et lm g(x)=-o, aloss Ic) lim [x-‘(1-1+iﬂ R T (“3) .
X =40 X =¥ Aen | T—r+ee & - K —p—oe *
Iim M =]
X = 4o g(x)
|2° Si lin: f(x)=—eo et si, pour tout réel x strictement Détsindner: les Bmites o —o0 ot en -+ des
X = oo |

fonctions suivantes aprés avoir vérifié qu'elles sont

positif, g(x)>0 ,alors lim f(x)}g(x)=—co . i
' X —34oa | définies sur [ .

93 + 1

txr =3 42x2-4; D kix>——-— .
ol b ) P —4x+5

o M TR

Sur le graphique ci-dessous on a représenté les

: L Dans les exercices 40 a 42, déterminer les limites aux bornes
fonctions f, g et h.

de 'ensemble de définition des fonctions.

=-a) ‘f:xHGr+2)[xz—l} sur J0; 4o ;

h)g:xHG:-I-Z](xzv—l) sur J=eo; 0[ ;

(3-2x)°

sur J—ee; 1] .
1-x

¢)h:x—

'@a)f:xH(ﬁ-i) sur J0 ;4] :

1° D’aprés le graphique, indiquer les limites de chacune de x2-2x-15

| ces fonctions en —e= eten +e=o . .b)h:xH 10-2x o S
12° Donner, si possible, les limites en —oo et en +eo des
h
| fonctions f+g‘f—€‘fg,fh'g+hr£.£Ct-- . 2 ™ '"[
L= : ] _t ] i I S .
| g h g a)f x> tan® x—tan x sur] 33| ¢
tan x T
2 b)ig:xr® ——— sur}—:—[.
@ Dans chaque cas, donner en justifiant les tableaux des tan x — 1 472
variations des fonctions —f , | f] . f2 et }r :

X - Pour les exercices 43 a 45 :

4o
+ oo

oo =5 0 2
-2 5 * déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions ;
Jf(x) / / * étudier les limites aux bornes de 'ensemble de définition ;
—a —oo 1 * préciser lexistence d " asymptotes horizontales ou verticales |
3 s conjecturer, puis prouver ['existence ou non d'asymptotes

| : :
| = -2 1 obliques d la courbe représentative de la fonction.

' 4
/ \ )
f(x) _M/O 0\_‘_‘” "®a) fixm 2";; b) f:.xr—*—“/i:

12 x+1

+ oo
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3x2+1

ERy g
Qa) e oy R B R e
i@a}.;‘.x el B fraesial

' @ On considére la fonction f définie pour x#1 et

x#-2  par:
—xf—4dx+5
(x __.‘__E‘._.—.
) 2 4x-2

1° Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x
|distinct de 1 et de —2 . on ait :
8
24x-2 "
2° Montrer que la courbe €, mprésf:ntative de f dans un

repere orthonormal du plan admet une asymptote oblique %
et deux asymptotes verticales dont on précisera les équations,

flx)= ax+b+

3° Etudier la position relative de € et 9.

e L L et S
S TEE S

Pour les exercices 47 a 49, pour chacune des fonctions, déte-
rminer I'ensemble de définition D et les limites aux bornes
de D

@0 ro=-5 wew= [
@0y sy T3 1-26 1 W ay=JiTT1 -5

Do) r0=-Z—: pewm=2L

x*+ 1 X

' @ Déterminer les limites suivantes :

TX y 1
dx#1.] P hmﬂ A cosix |
)

X

a) lm tan

X=oa

" @ Déterminer les limites des suites définies par :

an+1
2n+3 "’

|a) u, = cos

I |

b) v, =sin — .
gl
-
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Une fonction continue f admet le tableau des
variations ci-dessous.

i 1° Combien I'équation f(x)=0 a-t-elle de solutions ?

|2° Combien I'équation f(x)=4 admet-elle de solutions ?

' @Unc fonction continue f admet le tableau des
variations ci-dessous,

— o =

\/

Ccmblen I’équation f(x)=0 admet-elle de solutions ?

| Flx) |

— o0

M @ Soit f une fonction continue sur | .

Sa fonction dérivée f° admet le tableau des varia-

'truns ci-dessous.

| En déduire le sens de variation de la fonction f.

| @ 1° Etudier, sur R, les variations de la fonction :
' frxr—sxd+x+1
ainsi que ses limites en +e0 eten —eo |

2°En déduire que I'équation x*+x+1=0 admet une

| seule solution a sur R .

[ Donner un encadrement de ¢ d’amplitude 10-2 .

3 e “+ X
‘ @Dcmontrcr que 1'équation = =2 admet deux

o
Fily

Donner un encadrement d’amplitude 10-? _de ces solutions.

solutions sur ]-




@ Problémes)

[ @ Soit f la fonction définie sur ]O ; +eo[ par:
‘ f(x)=cos (1) ’
¥

On désigne par (a,) ., (b,) . (c,)
| définies sur N* par:
U SR S

T 2nm T " (Cr+ D)W
1° Etudier la convergence des suites (a,) . (b,) .
@)z

|2° En déduire que la fonction f ne peut admettre une limite
len 0.

et (d,) les suites

. ¢, =f(a,) et d,=f(b,) .

(c,) et

[ @ On considere la suite (u,) définie par u,=15 et
pourtout ne N , wu, ,=14u, -5 .

1° On introduit la suite (w,) définie sur N par :
| W=y =¥y
|a) Montrer que (w,) est une suite géométrique.
En préciser la raison et le premier terme.

b) On pose, pour n =0, S =wy+w,; +..+w, .
IMonlIer que S, =u,,  —ug .

2° Déduire de ce qui précéde une expression de u, en fonc-
tion de n.

| 3° Déterminer le comportement a I'infini de la suite (u,) .

@ 1° Soit f la fonction
définie sur R par:
flx)= ‘11 x2+2

et € sa courbe représenta-
tive,

Montrer que, pour x€ R
fl)=x4+1.

2° On considere la suite (u,) définie sur N par u,=3 et
la relation de récurrence u, = f(u,) .

a) Prouver que, pour tout ne N | —u, =1 .

Hp
| b) En déduire le sens de variation de la suite (u,) .
¢) Montrer que, pour tout ne N |, u,—uz=n .

d) En déduire le comportement de la suite (#,) en +eo .

@ OA(B,; est un triangle isocéle tel que :

OAp=€ et m=a .
On désigne par A, le milieu du segment [A,B,] etpar B,
le symétrique orthogonal de A, par rapport 2 la droite
(0By) .
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| OAB, est encore un triangle isocele.
On refait une construction similaire & partir de A, , milieu du
|segment [A,B,] . En réitérant le processus, on obtient une

suite de triangles isocéles OA B, .

O.._,_._,_-_-_-_._._._______._I

1°a) Pour n =1 , exprimer la distance OA, en fonction de
0A

b) En déduire 'expression de OA, en fonctionde n, et a.

n-1*

2°a) Pour n =1 , exprimer la distance A A , , en fonc-
[tionde A, A, .

| b) Déterminer la longueur L,
ApdAs .. A, .

‘ ¢) Quelle est 1a limite de L,

de la ligne polygonale

lorsque n tend vers +eco .

‘ @ On considére la suite
relation de récurrence :

(u,) définie par uy=1 etla

IH”+3.

‘ pour tout entier n., u,, ;= i

| Sur la figure, on a représenté les droites A et % d’équations
| respectives :

1
y=x e y=-x+3,
L i
ainsi que les premiers termes de la suite (u,) .
¥ |
Ez;

L=

1
0

[ Ug | uuy | X

1° Expliquer la construction de u, etde u,.
2° Que suggere le graphique quant i la variation et a la con-
vergence de la suite (u,) ?

3° a) Déterminer, pour tout n de N, le signe de u u, .

n+l ™

b) En déduire les variations de la suite (u,) .




4" On introduit la suite (v,) définiesur N par v, =u, -4 . [1° Soit la suite (v,) définie, pour tout entier n strictement
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique, dont on | positif, par :
déterminera la raison et le premier terme.
b) Déterminer la limite de (v,) .

; oo T 3 ) 1
¢) Exprimer «, en fonction de v, , et en déduire le compor- | Démontrer que la suite (v,) converge vers 5
[tement a I'infini de la suite (u,) .
'd) Déterminer, a I'aide d’une calculatrice, le plus petit entier | 2° @) Démontrer que chacune des trois fonctions numériques

2 n
E+AH+_ 3

P =
H2

n

+

Rl

naturel n vérifiant |u, —4|< 10-4 | suivantes ne prend que des valeurs positives sur [0 ; +eo[ :
| u d |

5°Onpose,pour n=0, S, =ug+u;+..+u, . . 2

- p P 2, o e a f:ixr—>x—sinx; g:.t'—>—1+£—+cosx:

{a) Exprimer §, en fonction de n . .

_ ) L 3 h:x—-x+% +sinx .

|b) La suite (§,) converge-t-elle ? Et la suite (u—) ? 6

| M in=1

a_nin+1)

b) Sachant que 13423+ .. +n , démontrer

4
i_® Soit f la fonction numérique définie sur [0 ; +eof que, pour tout entier # non nul :
par: . :
g S LR o
f{x) — m - nooa4 H4 n n
. . Déterminer la limite de la suit :
|A.1° Montrer que f est strictement croissante sur £ et h gsute, (%)
[05 +eo] .
2° En déduire que si xe ]0;4[ ,alors f(x)e ]0;4[ . Symétries d’une courbe
: . . représentative d’une fonction
3° Résoudre dans [0 ; +eo[ ['inéquation f(x)=x .

Pour démontrer que la courbe 4 f représentative de

6‘ 1 A ol o * %
B0k pous aif= b L B u, ot T N [ dans .un repere (O :4, j) possede une symétrie,
u,+2 on peut :

= 1° effectuer un changement de repére pour montrer
51 W) Monteriges sy <3003 . que ‘gf est la représentation graphique d’une fonction
|b) Démontrer que si u,€ 10 ;4[ ,alors u,, € ]0;4[. paire ou impaire ;
'On admet que, pour tout ne N , u, e 10;4[ . 2° démontrer que, pour tout réel h :
12° Montrer que la suite (u,) est croissante. fla+h)=f(a=h)

dans ce cas, Cgf admet la droite & d’équation
[ @La suite (u,) est définie sur N par uy;=0 et la x=a comme axe de symétrie ;

relation 3° démontrer que, pour tout réel A :
2u,+3 fla+h)+ fla—h)=2b ;
H,,”:m . dans ce cas, ‘ﬁf admet le point [{a :b) comme
" centre de symétrie.

{1° On admet que, pour tout n=1, O<u, <1 .
‘Montrer que la suite (u,) est croissante.

2° On considere la suite (v,) définie sur N par: ' @On considére la fonction f définie sur R\ {1} par:

_u,—1 If{x)=x—2+x%

v,= -
u,+3 et %r sa courbe représentative dans un repére (O 1, j) .

a) Montrer que la suite (v,) est géométrique. Soit @ la droite d’équation y=x-2 .

On précisera sa raison et son premier terme.

; e 3 1° Démontrer que la courbe ‘ﬁf admet le point I(1:-1)
b) En déduire la limite de la suite (v,) .

comme centre de symétrie.

|3° @) Exprimer u, en fonction de v, . 2° Déterminer les limites de f aux bornes de I'ensemble de

{b) En déduire le comportement 4 I'infini de la suite (#,) . | définition.

;s 2 e 3 3° Etudier les variations de f.
' @ * On considére la suite (u,) définie, pour tout entier !

n strictement positif, par : | 4° Démontrer que la courbe % admet deux asymptotes que

1 ) 4 'I'on déterminera.
u, = sin ("5)"' sin[—;)+...+sin(—,) - ’ .
n n- 15° Construire €, .
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' @ % Dans le plan muni d’un

repere orthonormal (O ; o

on donne les points A(l;-1) et
| B(5:3) .

| On considére la suite de points (G,) définie par le point G,
len O et,pour n=1, G, estle barycentre des points pon-
| dérés (G, _1,2) . (A, 1) et (B, 1) . "

On note (x,:y,) les coordonnées de G, .

1° Calculer les coordonnées des points G, G, et G;.

Placer ces points et montrer qu’ils sont alignés.

2° Prouver que, pour tout n de N, G, est'image de

G, par une homothétic que 1’on caractérisera par son centre |

| et son rapport.

3° Justifier que, pour tout n de N:
1 3
nel= 5 Xn T i 2

4° a) On pose x,=u,+3 pour tout entier 7.

X,

Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont on
donnera le premier terme et la raison,

b) En déduire une expression simple de x, en fonctionde n.

¢) Déterminer la limite de la suite (x,) .

@ On considére la fonction f définic sur R par:

x_:l
2 +3x+3

et € [ sa courbe représentative dans un repére (O : i, f) .

f(x)=

Soit @ la droite d'équation y=x-3 .

1° Déterminer les points d’intersection de % ; et de la
droite & .

[T RFN

2° Démontrer que 6, admet le point [ (—

9)
—= | comme
centre de symétrie.

"5

3° Démontrer que la droite & est asymptote & €, en —e»
eten +oo et étudier la position de €  par rapport a 9.
4° Construire le tableau des variations de f.

5° Construire % et ’Gf :

_@ On considére la fonction f telle que :
xt—3x2-4

flx)= 3

X —x
et €, sa courbe représentative dans un repere (O ; 7Y
1° Déterminer I'ensemble de définition D de f.

| 2° Etudier la parité de f.
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3° a) Démontrer qu’il existe quatre réels a, b, ¢, d tels

que, pour tout réel de D :
=
A U

b) En déduire les droites asymptotes 2 la courbe €, .

b ¢
= -+ —+
fx) ux+x+x+l

4° a) Déterminer la fonction dérivée de f.

'b) Démontrer que 1'équation *+15r-4=0 admet une

seule solution sur R .

¢) En déduire les variations de f sur chaque intervalle de D .

| §° Construire la courbe "6}.- ]

' @ On considére 1a fonction f telle que :
|

f(xX)=/9x2 +6x+5 .
1° Vérifier que f est définie sur R .

|
| 29 Btudier les variations de f et ses limites en —eo et
en +oe .

| 3° Démontrer que la courbe représentative % de f dans un
;repére orthonormal admet la droite D d’équatjon x:~%
comme axe de symétrie.

4° a) Démontrer que la droite &% d’équation y=3x+1 est
asymptote 8 € en +oo .

b) Déterminer la position de 6 par rapport a & .

5° En utilisant les questions précédentes, démontrer que ¢

admet une asymptote oblique en —e=o dont on donnera une
équation.

“@ Soit f la fonction définie sur R\ {0} par:

frms o]

et €, sa courbe représentative dans un repére orthonormal
(01, ]) .

1° Démontrer que f est une fonction impaire.

On appelle g la restriction de f a Uintervalle [=]0; +oo[
et €, sacourbe représentative dans le repére précédent.

2° Déterminer les limites de g en O eten +oo .

3° Démontrer que g est croissante sur 1,

4° On pose h(x)=g(x)—x .

Déterminer la limite de h en +e= et interpréter graphique-
ment le résultat.

lim

x—=0

5° Déterminer ‘5% ;
| Quelle est I'allure de la courbe €, au voisinage du point
A(0; 1) ? '

| 6 Construire ‘gg et ?6!-.




0 A. Soit g la fonction numérique définie sur R par :

g(x)=2x1+x2-1 .
11° Etudier les variations de g .

2° En déduire que 1'équation g(x)=0 admet sur R une
unique solution « telle que :

0,65 <a<0,66 .
B. Soit f la fonction définie sur R* par :
f{x):-l- (.t3+x+-l-) .
3 x
on désigne par € sa courbe représentative.

'1° Etudier les limites de f aux bomes de I'ensemble de
| définition.

|2° En utilisant la partie A, déterminer les variations de f et
| dresser son tableau des variations.

[3° Soit I le point de € d’abscisse —1 et J le point de
€ d'abscisse 1.

|a) Vérifier que la droite (1J) esttangenteen J 4 €.

|b) Déterminer une équation de la tangente T en [ 2 €.

¢) Etudier la position de %€ par rapporta T.

4° Soit h la fonction définie sur R par :

h(x) =% (x% +x)

et @ sa courbe représentative dans le méme repére que la
|courbe €.
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{a) Déterminer les limites en —eo eten +e de la fonction :
; x> f(x)=h(x) .

' Que peut-on dire des courbes € et P en 4o eten —oo ?
'h) Etudier la position relative des courbes € et 2.

5° Construire @, (IJ) , T etlacourbe €.

@ Soit f la fonction définie par :
. 1
f(x)=

X—Cos X
et %”r- sa courbe représentative dans un repére (01, j) .

| 1° Démontrer que 1’équation x— cos x=0 admet une seule
|solution o sur R.

\En déduire I'ensemble de définition de f.

x supérieur & 2 :
1

=il

| 2° a) Démontrer que, pour tout réel

1
e =
x+1 fx
En déduire la limite de f en +eo .
b) Déterminer la limite de f en —o.
3° Démontrer que €, admet deux asymptotes que I'on
déterminera.

4° Déterminer les variations de f sur ses intervalles de
définition.

5° Déterminer les points de €, en lesquels la tangente
est horizontale.

16° Construire €, pour x variantde —2m a 2m.
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@ Approche de la dérivation d’'une fonction composée)

On considére la fonction u définie sur R par wu(x)=x2+2 , la fonction g définie sur I'intervalle
[0; 4] par g(x)= Jx et leurs courbes représentatives €, et ‘65, dans le plan muni d’un repére
orthonormal (O ;1 j) .

1 a) Déterminer la fonction composée f=gou_ en précisant son ensemble de définition.

b) Soit € la courbe représentative de la fonction f.

Sur le graphique ci-dessous, & partir du point A, d’abscisse a de la courbe ¥
successivement le point A, de la courbe €, , et le point A comme I'indique la figure.

. » On construit

Donner les coordonnées des points A,, A, et A en fonction de a.
En déduire que A est un point de la courbe €.

2 Soit x un réel voisin de @ et M, le point d’abscisse x de la courbe €, .
a) Construire comme précédemment le point M d’abscisse x de la courbe %.

b) Démontrer que le coefficient directeur de la droite (AM) est:

Fly -
x-¢ B3 ia?er
¢) En déduire que f est dérivable en a et que I'on a :
fl@)=—

Jat+2 :

3 On désigne par ¥ la tangente a la courbe €, en A, etpar A la tangente & la courbe €, en A,.
a) Déterminer les fonctions affines u, et g, représentées respectivement par les droites & et 4.

b) Déterminer la fonction f,=g,ou,; et vérifier que la droite 7 représentant cette fonction passe par
A et a pour coefficient directeur f'(a) .

¢) Que peut-on dire de la droite 7 pour la courbe € ?




A la recherche d’une distance)

Une automobile roule sur une autoroute rectiligne 4 90 km-h-! .
En maintenant une accélération constante pendant 5 secondes, elle
atteint une vitesse de 135 km-h-! .

On veut calculer la distance d parcourue pendant ces 5 s.

Dans ce but, on prend pour eorigine des temps (exprimés en seconde)
I’instant ot elle commence a accélérer, et x(7) la distance en
metres parcourue entre les instants O et 1.

i 3 d
La vitesse v(f) en m-s-! alinstant r est v=d—: . -
d é|’
. . . - v &
L’accélération constante exprimée en m-s~2 est a= 5 2
=)

1 Calculer a.

{=
~

2 a) Déterminer une fonction f dérivable sur [0 ;5] telle que

B
[
&

b) En déduire que v (r)=2,5t+25 sur [0; 5] .

3 Déterminer I'expression de x(f) en fonction de r et calculer la distance d .

@ Champ de directions de tangente@

Dans I'activité précédente, on a recherché une fonction f connaissant sa dérivée et une de ses valeurs.
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative d’une fonction continue f et, en certains
points M(x :;y) , un segment de la droite qui passe par M et a pour coefficient directeur f(x).

BEELC 2320 LD

'
7
£+
s
b

e
ash
/

WRRSOEIN AN AN EE TERE

1 Donner I'allure de la courbe représentative d’une fonction F dont la dérivée est f.

2 Par un procédé analogue, esquisser la courbe représentative d'une fonction G telle que G(1)=2 et,

pour tout x dans J1; +e[ , G'(x)=— .




a Compléments sur la dérivation)

1.1 Notation différentielle

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, soit € une courbe d’équation y= f(x) , ou f est une
fonction dérivable sur un intervalle /.

On note 7 la tangente 2 € au point M d’abscisse x.

Une petite variation h=Ax de la variable x provoque Ferh)
une petite variation Ay= f(x+ k) — f(x) des images.

Comme f/(x)= lim w_
w_}”u)’ona: fx)

en posant & (h)=

flx+h)=f(x)=f"(x)h+he(h), avec ;Ijmn s(h)=0, 7+

que ’on peut écrire :
Ay=f"(x)Ax+ Ax £(Ax) .

orsque Ax estvoisinde0, Ay = f'(x) Ax ,

’- Voir Exercice 19
On convient d’écrire symboliquement dy=f(x) dx ou fﬁ: Fx) .

Cette notation est fréquemment utilisée en sciences physiques. Plus généralement, on emploie aussi

2 n
les notations suivantes : Q_f_ au lieude f”, d—f au lieu de f”, Q_f au lieu de f (n}
dx dx2 dx”

1.2 Dérivation d’une fonction composée proposition

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7, et g une fonction dérivable sur un
intervalle J tel que, pour tout réel x de I, u(x) appartienta J,
alors la fonction composée gou est dérivable sur [ et, pour tout x de /,ona:
(gou)'(x)=u"(x) x g"(u(x))
ou encore :
(gou) =u'xg'ou .

o Démonstration

Pour a dans I,comme u est dérivable en @, on peut écrire, pour h réel tel que a+h€ I
ula+h)y=ula)+u'(a)h+he(h) , avec ;;]i—IPu e(h)y=0,

De méme, g étant dérivable en b=u(a) ., on peut écrire, pour ¢ réel tel que b+t € J :
glb+1)y=g(b)+g (b)t+1e(r) , avec 'Liﬂ‘ e(1)=0.

En prenant #=u’(a)h+ he(h) , on obtient :

goula+h)-gou(a) _gb+1)-gb) _g'b)r+te(r) _, ., I
h = 7 = 7 -—(g(b)+q0(t)}xh ;

Si h tend vers 0, alors ¢ tend vers 0 et ¢(f) aussi. mais

=u'(a)+e(h) , et i tend vers wu'(a)

I
h
x—=g'(b) X u'(a) , c’est-a-dire :

puisque lim &£(h)=0 . On en déduit que lim (g'(b) + ¢(1)) L
h=0 h=0 h
goula+h)—gou(a) _

lim =g'(b)xu'(a) .
h—0 h

Ainsi, la fonction gou est dérivable en a et (gou) (a)=g'(b)xu'(a)=g'(ul(a))xu'(a) .
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Remarque

La notation différentielle permet de retenir facilement cette formule.

- # = & 5 2 =d_y # —EE : o =E
Si xt —* 9! z.ona u'(x) ol g()’)—dy et (gou)'(x) 35-
La formule obtenue s’écrit B=':I—X><§-§.

dx dx dy

1.3 Applications

u étant une fonction dérivable sur [, on obtient les formules de dérivation suivantes.

si n estun entier naturel différent de O et de 1,
() =nu'u"!
et en particulier,
(2 =2u’"u et (u3) =3u'?

sur [

si n est un entier relatif strictement négatif,

1t i
(" = nu'un- sur tout intervalle J ,

et en particulier, St e I.’
1V 3 sur lequel la fonction u
(—) =2 ne s’annule pas
u u2
; sur tout intervalle J ,
(Ju)' = S inclus dans [ ,sur lequel
2 u u est strictement positive

si f=sin (u)_,;lors f'=u’xcos (u)

1
si f=cos (u),alors f’"=—u’xsin (u) i

sur tout intervalie &
inclus dans 1,

sur lequel u(x)#(2k+1) g

si f=tan (u) ,alors f’=u’x(1+tan? (u))

pour tout entier relatif &

o Exemples P Voir Exercices 3 a 11

e La fonction f:x+> (x2+3x+1)* définie sur R est de la forme w?, avec u:x—>x>+3x+1 .
u est dérivable sur R et u’(x)=2x+3 , donc f est dérivable sur R et f'=4u'u’ .
Ainsi, pour tout réel x, f'(x)=4(2x+3)(x2+3x+1)7 .

1
=1y
u ne s’annule pas sur 1 ; +oo[ , et est dérivable sur cet intervalle ; on a u’(x)=3x> .

La fonction f: x> définie sur ]1; +oo[ estdelaforme w2 ,avec w:x—>x3-1.

Donc f est dérivable sur ]1; -+ et f'=-2u'u3=-2= .
=

2
AP IREGEE e 11 el TR =T —“fmm.
x'=1)

s La fonction f : x> cos G) , définie sur BR* , est de la forme cos u avec u :.t'—)% x

u est dérivable sur [R* et f_«’{x)z—iZ -

x

Donc f est dérivable sur R* et f'(x) =i2 sin G) :
x
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e Primitives)

2.1 Primitive de f sur /| b bl - définition

Soit f et F' deux fonctions définies sur un intervalle I.

F est une primitive de f sur [/, sila fonction F est dérivable sur / et a pour dérivée f.
Pour tout réel x de I, F'(x)=f(x) .

Examp’ﬂ P Voir Exercice résoiu 2

La fonction F définie sur ]3;+eo[ par F(x)=4x>-9 est une primitive de f: x> ; sur
x-9

13 5 4o , car, pourtout x de ]3;+eo[ , F'(x)= =f(x) .

2x X
2./x2-9 . [x2-9

.. (x)a .avec a dans ” il F(x)=ax
f(x)=x" ;avee n entier =1 F(;):L nl R
n+1
f(x)=x" ,avec n entier < -2 th):n-:-l yntl ]-o ;O] ou ]0; +oof
f(x)=%c F(x)=2.x 10 ; +oo[
Flay=con'x F(x)=sin x ) R
=Sz F(x)=-cos x R
k1) T m
f(x)=1+tan x= 12 F(x)=tan x ](Zk D 2 sA2E4 1) ZI:
cos? x
avec keZ

Soit u et v deux fonctions admettant des primitives respectives U et V sur unintervalle 7, et g
une fonction admettant une primitive G sur un intervalle J contenant 'intervalle w(/) .

f=au+ Bv ,avec a et B réels sur /

f=u'xgou sur /

f=u'u” ,avec n entier = 1 F= 1 uh+l sur /
n+1

f=u'u" ,avec n entier =-2 F= 1 g unt+l u ne s’annule pas sur /
n+
_u ;
f_ﬁ F=2.Ju u>0 sur I
f=u’cos (u) F=sin (u) sur /
f=u'sin (u) F=—cos (u) sur /
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2.2 Existence de primitives théoréeme admis

Si f est une fonction continue sur un intervalle [, alors f admet des primitives sur
I'intervalle 1.

Remarque

Ce théoréme donne une condition suffisante pour justifier I'existence des primitives d'une fonction, mais cette
condition n’est pas nécessaire : certaines fonctions discontinues peuvent admettre des primitives.

2.3 Primitives d’'une méme fonction proposition

Si f est une fonction définie sur un intervalle / qui admet une primitive F sur I, alors :
* les primitives de f sur I sont les fonctions de la forme x— F(x)+k , avec k réel;

» pour tout couple (x; y,) .avec x,€ I et y,€ R , il existe une unique primitive F, de
f sur I qui prend la valeur y, en x;.

o Démonstration

» Dire qu'une fonction G est une primitive de f sur / signifie que G est dérivable sur [ et G'=f , c’est-
a-dire G'=F’ ,ouencore (G-F) =0.

Comme [ est un intervalle, cela signifie que la fonction G- F est
constante sur I, ¢’est-a-dire qu’il existe un réel k tel que, pour tout x :
de I, G(x)-F(x)=k . i

Ainsi, G est une primitive de f sur I si, et seulement si, pour tout x 1’;
de I, G(x)=F(x)+k . i
* Glxy)=yy = Flxg)+k=y, <= k=y,—F(x)) . .

L'unique primitive F, de f sur I qui vérific Fy(x)=y, est | J
définie par F(x)=F(x)+yy=F(xg) a O Xy b

Les courbes représentatives des primitives de [ se déduisent de I'une d’clles par les translations de vecteur
kj avec k réel.
Une seule d’entre elles passe par le point de coordonnées (x; ; ¥y) -

o Exemples

* Les primitives sur ]3 ; +eo[ de lafonction f:x+>

i sont les fonctions F définies sur ]3 ; + 0o
x--9

par F(x)=.x>=9+k ,ol k estune constante réelle.

Ona F(§)==1 e=dtk=-1 &= k==5

Ainsi, 'unique primitive de f sur ]3 ; +o<[ , qui prend la valeur —1 en 5, est la fonction définie sur
13 +oo] par Fy(x)=Ax*-9-5.

* Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(x+ 1)(x24+2x+2)? , et F la primitive de f sur R telle

que F(0)y=1.
La fonction définie sur R par w(x)=x2+2x+2 estdérivable sur R et w'(x)=2x+2=2(x+1) ;

donc f =% u'w? admet pour primitive % x% u“:% ut .

11 existe donc une constante réelle k telle que, pour tout réel x, F {x)=é (x2+2x+2)*+k .
Ona F(0)=1 <= 2+k=1 < k=-1.

Ainsi, pour tout réel x, F(x}:é (2 +2x+2)4-1 .
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@ Etude de la dérivabilité d'une fonction )

Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur intervalle /=[-1 ; +oo[ par :

fx)=Jx3+x% .

sSur lintervalle J, +x’=x*}(x+1)=0 et
P20 e xe]l-1:0[U]0:+e[ .
La fonction f est donc dérivable sur les intervalles
I=1;0[ et ]0;+oo[ et, surces intervalles, ona:

3x2+2x

fix)=—=
2.x3 4 x2
- x(Gx+2) |

2xlyx+1
Si xe ]-1,;0[, alors:
= 3x+2)
(x)___l‘(—
f —2xa/x+1
£ 3x+2

2Jx+1

S5i xe ]0; +e=[ , alors:

sron_x(3x4+2)
il 2xdx+1

Y 3x+2
20x+1
* Dérivabilité de f en 0
I §*agit détudier “’”‘z“f £9). 1orsque & tend

vers (.

T(h)zf(ﬂ"'h;—_,j(ﬁ)
Nhi+h? _|hlJh+1
h h
_{J}z+l,sih>0
-Jh+1,5i-1=h<0.
Donc lim T(h)=1 et lim T(h)=-1.
h=0 h—=0

h>0 h<O
Ainsi, f n’est pas dérivable en 0.

Chapitre 3 « DERIVEES ET PRIMITIVES

P Voir Exercices 12 a 18

Cependant, comme hlimﬂ T{h)=1, on dit que le
>0
nombre dérivé a droite de fenOest f/(0)=1 .

Graphiquement, cela signifie qu'au point O, la
courbe % admet une demi-tangente a droite de
coefficient directeur 1.

De méme, le nombre dérivé a gauche de f en 0 est
fg'(ﬁ) =-1, coefficient directeur de la demi-
tangente a gauche a la courbe € en O.

* Dérivabilité de f en -1

Pour h>0 ,ona:

_f=1+h) - f(=1)
q(h)= h
_WJ=1+h)3 + (=1 +h)?
h

_|=1+hlJh_|-1+h]

h Jh

Or,pour h>0, lim |-1+h|l=1, lim Jh=0
=10 h—=0

et .ﬁl;-(),donc lim g(h)=+e .
h—=10

La limite n’étant pas finie, f n’est pas dérivable en
-1, mais la courbe € admeten A(-1;0) une
tangente (ou demi-tangente 4 droite) paralléle & I'axe
des ordonnées.

e e o =t )




e Calcul de primitives)

1° Déterminer une primitive sur ]—2 ; 2[ de la fonction f: x+>

2° Déterminer les primitives sur ]—e< ; 3[ de la fonction f: x>

(x2-4)3

1
J3-x :

3° Déterminer la primitive sur R de la fonction f : x— (sin x)(cos® x) qui s’annule en % :

1°f est une fonction rationnelle définie sur
I=]=2:2[.

Elle est donc continue sur I et admet des primitives
sur I,

En posant u(x)=x2-4 sur I,ona u'(x)=2x,

Une primitive de f sur [ est donc la fonction
alplaac b
F-uzx_ u i’

définie sur ]-2:2[ par F(x)=-

¢’est-a-dire la fonction
| oy
4(x2-4y2"

2° f est continue sur [ =]—e0; 3[ , donc elle admet
des primitives sur .

En posant u(x)=3-x sur J,ona u'(x)=-1,

o T S
Une primitive de f sur I estdonc la fonction 2.
Les primitives de f sur ]—eo:3[ sont donc les
fonctions x+~—>-2./3-x+k, ol k est un réel
quelconque.

I Remarque

P Voir Exercices 37 a 52

3° f est un produit de fonctions dérivables sur R,
donc elle est continue sur R .
Elle admet done des primitives sur [ .

On reconnait la forme f=-u'u® , avec :
u(x)=cosx et u'(x)=—sinx .

Une primitive de [ sur R est donc la fonction
—i u? , et les primitives de f sur R sont les
fonctions F:xl—r—i cos* x+k , avee k réel.
1 (J2)
On 17 P .
aF(4) 4(2) i

el
——16+k,

AT 1
donc F(Z)HU —> ku_l—ﬁ.

Ainsi, la primitive de f sur R qui s’annule en ‘fz’
est la fonction F, définie sur R par :

Lorsqu’on recherche une primitive d’un produit et qu’on ne reconnait pas une forme Aux"u" ,o0 A
est une constante, il est souvent utile de chercher & transformer ce produit en somme.
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@ Suite de fonctions)

Enoncé

Soit n un naturel non nul et f la fonction
définie sur I'intervalle [0 ;1] par:

F@=x" Jx(1-%) .
On note ¢, la courbe représentative de la
fonction f, dans le plan rapport€ a un repére
orthonormal (O ; i: }) 3

1° a) Calculer f (x) pour 0O<x<1 et
montrer que f,(x) et (n+%)—(n+l)x ont

le méme signe. _
b) Etudier la dérivabilité de f , enOeten 1.
¢) Donner le tableau des variations de f, .

2° Etudier la position relative des courbes €,
- A

e Méthode

Analyse de ’énoncé

1°a) » On applique les formules donnant la
dérivée d’un produit et celle de Ju .

*On cherche a écrire f’(x) sous la forme
((n+%)~(n + l)x]xv(x) ,ou v(x)>0 sur

W1
b)On  étudie
d’accroissement.

¢) On applique le théoreme liant le signe de [’
aux variations de f.

la limite dun taux

2°0n éwdic le signe de la différence
Fos =782} .

L’analyse claire de 1’énoncé permet de répondre aux questions.

1° a) La fonction © : x+> x(1 —x) est une fonction
dérivable et strictement positive sur lintervalle
ouvert ]0: 1] . donc la fonction f, est dérivable
sur ]0; 1[ comme produit de fonctions dérivables

sur JO; 1 .
Pour tout x dans ]0 ;1] ,ona:
1=2x
)=t a1 —x) + "X ——e
/ ’ 2Jx(1=x)

=x"(2n+1—2nx—2x)

2.Jx(1=x)
2x"(ﬂ+%—(n+l)x]
ST o S

Comme x" et ./x(l—x) sont strictement positifs

sur ]0: 1[ , alors fli(x) et (n-fé)—(n-i-l)_r

ont le méme signe.

b) * Dérivabilité en 0
Pour x>0 ,
—-f (0
LOLO_ s

qui admet pour limite 0 lorsque x tend vers 0.
Donc fest dérivable en O et f7(0)=0 .
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* Dérivabilité en 1
Pour ~1<h<0 ,ona:

fn(l‘f'h;‘“fn(l)z(l-;h)” m

- [+hh R e
:—(1+h) ‘-T-——(l'Fk) —1—5

car h=—~/§?Ypuisquc h<0 . |
Lorsque h tend vers O par valeurs négatives, =
tend vers +ee .

fu(14h) = £,(1)

=-—oo ¢t la fonction

Done lim
=0 h

f, n'est pas dérivable en 1.

M S | X 1
£,/x)0 - 0 - H
Jalx,)
£,(0) 0/ \0
1
avec x"=::% :

2°Pour n=1 ,ona:

Fuv1 () =Fox) =51/ x(l —x) - 2" o ¥(1 - x)
=3 (x = 1)alx(i =x)

est négatif, car x"Jx(l-x)=0 et x—-1<0 .

Ainsi, %, esttoujours située en dessous de €, .

n




0 Probléme d’optimisation)

Un lac a la forme d’un trapeze ABCD de bases [AD] et
[BC] et de hauteur [AB] dont les dimensions en
kilometres sont AB=BC=1 et AD=05 .
Une route longe les cotés [BC] et [CD] .

Un véhicule amphibie part de A pour se rehdre en C . Pour
cela, il peut traverser une partie du lac et ensuite emprunter la
route. Sa vitesse dans I'eau est de 30 km -h~! et sa vitesse
sur la route est de 50 km - h-! .

. Dans cette question, on suppose que le véhicule sort du lac
en un point M du segment [BC] .Onpose BM=x eton
note f(x) la durée en minutes du trajet.

a) Démontrer que f(x)=2./x>+1+ g (heia):!
b) Dresser le tableau des variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 1] .

. Dans cette question, on suppose que le véhicule sort du lac en un point N du segment [CD] .
On note x I’abscisse du point N dans le repére orthonormal (A : BC,AB) ,et g(x) la duréeen
minutes du trajet.

a) Démontrer que g(x)=2J5x*—4x+ 1 +:/§_§ (1-x) .

b) Dresser le tableau des variations de la fonction g sur I'intervalle [% : 1:| ;

. Déduire des questions précédentes le trajet dont la durée est minimale et préciser cette durée.

@ Comparaison de fonctions)

Pour comparer deux fonctions, on étudie habituellement le signe de leur différence. Les variations
de cette fonction différence permettent souvent d’en déduire son signe.

. En visualisant sur I'écran d’une calculatrice graphique les courbes représentatives des fonctions

x—>8sinx et x>

10—l sur 'intervalle [-1; 1] , il semble que ces deux courbes, notées

respectivement € et €’ , sont tangentes a I’ origine mais il est difficile de voir leur position relative.
a) Confirmer par un calcul la conjecture concernant les tangentes.

10x
10=<x °

b) En étudiant les variations de la fonction f définie sur [0;1] par f(x)=sinx—

déterminer la position relative des deux courbes € et €’ .

. a) En utilisant une méthode analogue, démontrer que, pour x dans [—-g ; g] ,ona:
1 <1
- E =005 X = ¥
b) En déduire la limite de l—i—‘;—"ﬁ lorsque x tend vers 0.

Chapitre 3 « DERIVEES ET PRIMITIVES




travaux diriges

La méthode d’EULEH)

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors sa courbe représentative ¢ admet une
tangente en chacun de ses points M, (x,; f(xy)) qui permet d’obtenir des valeurs approchées de
f(x) au voisinage de x,.Ona:

pour h voisinde 0, f(x,+h)= f(xy)+ f (x5)h .
En exploitant ce résultat, on peut approcher la courbe € a I’aide d'une courbe constituée de
segments de droites, qui représente une fonction affine par intervalles.

Soit A un réel strictement positif assez petit.

En partant d’un point M,(x,: f(xy)) pour lequel
f’(x,) est non nul, on pose :

* x;=xy5+h eton construit le point P(x, ;y,) surla D i Nl 5,
tangente T, ala courbe € en M ; on a alors : :

yi=Yo+f'(xp)h ;

* x,=x,+h eton construit le point P, (x,;,) surla L P
parallele 7| & la tangente 7| a la courbe € en Wyfrrimscrmrt
M (x,: f(x)) ; on a alors : 1
o=y +f(x)h; 7
« et ainsi de suite ... =

On construit ainsi une suite de points P, (x,;y,) tels
que Xp4) =xn+h e Y41 =yn+f'(x”)h £

En joignant les points M,,, P,, P, ..., on obtient la courbe représentative d’une fonction g qui
est affine par intervalles.

3.1 Un exemple avec le tableur

w

X+
X¥

On considere la fonction f définie sur 'intervalle [0 ; 4] par f(x)=

—

@ Déterminer la fonction dérivée de f.

@ A I'aide d’un tableur, on peut comparer les courbes représentatives de f et g .

=C4-2/(A+) ~27 3881

as g, , ,
i : i
x| f(n) x) différence
o | S| S
02 2,66666667|=Ch-2ART1) -0,06666667!| 1

04| 242857143 232220222 010634921,
(08 225 211814059 aﬁtsssqﬁl
0,8 211111111 196189059 -0,14922052]
-5 21 13334333| -0,1615662,
| 12| 1,90909091)  1,7384338| -0,1 7065711
1.4]_1 33333333 165578917 -

ey
=]
L

LSRN, B RIS A B R A BN B NN I U N N I AL AR LA INE AN I R D R A M |

o 5 i '.'_1;5553'&23- B i 3BS wribta Bt el 2B bl A8
24 153323529 1392545?sl 019553952

Ecrire :

= dans la cellule Al : « pas », puis dans la cellule B1 la valeur du pas: « 0,2 ».

= dans la cellule A3 : « x », dans la cellule A4 la valeur de départ pour x: « 0 », dans la cellule A5 :
«=A4 + $B$1 », puis utiliser la poignée de recopie jusqu’a faire afficher la valeur 4 en colonne A .
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« dans la cellule B3 : « f(x) », dans la cellule B4 : « = (A4 +3)/(A4 + 1) », et utiliser la poignée
de recopie pour faire afficher les valeurs de f(x).

sdans la celluleC3: «g(x) » dans la cellulle C4: « =B4 », dans la cellule C5:
« =C4-2/(A4+1)"2%$BS$1 », puis utiliser la poignée de recopie pour faire afficher les valeurs
de g(x) .

= dans la cellule D3 : « différence », dans la cellule D4 : « =C4 — B4 », puis utiliser la poignée de
recopie pour faire afficher les différences entre la colonne C et la colonne B.

Par observation de la colonne D, que peut-on conjecturer concernant la précision de I'approximation

de f(x) par g(x) ?
Faire afficher de deux couleurs différentes les courbes représentant les fonctions f et g.

.Changer le pas en mettant 0,1 dans la cellule B1, sélectionner les cellules AS, BS, C5, D5 et
recopier ces cellules jusqu’a ce que la valeur 4 apparaisse dans la colonne A.
Faire afficher de deux couleurs différentes les courbes représentant les fonctions f et g.

. Refaire la question . en prenant un pas égal a 0,05.
Quelle observation peut-on faire lorsque le pas diminue ?

3.2 Approximation de la courbe d’une primitive

.Smt f la fonction définie sur 'intervalle ]0 ; +eo[ par f{x)—— ;

a) Justifier I'existence et I'unicité de la primitive F de f sur Pintervalle ]O ; +eof telle que
F(1)=0.

b) En utilisant la méthode décrite dans la partie précédente, et en prenant 0,01 comme pas, on peut
approcher la courbe représentative de la fonction F sur [1;10] .

Visualiser cette courbe a I'aide du tableur.

¢) Reprendre la question précédente sur I'intervalle 0551 T

@ Dans chacun des cas suivants, en utilisant la méthode d’EULER, visualiser une approximation de
la courbe représentative de la primitive F' de la fonction f sur 'intervalle donné.

a) f:axr— sur [0;5]; F(O)=1. b)f:x—>Jx*+1 sur [0;2]; F(0)=0

I+x+x2

3.3 Pour aller plus loin

.Smt f la fonction définie sur [0 ;1] par f(x)= %1 ;

Vérifier que f est dérivable sur [0 1] , et que, pour tout réel x, f'(x)=-2(f(x))?
. Soit g une fonction dérivable sur [0 ; 1] , telle que I'on ait :

pour tout réel x, g’(x)=-2(g(x))* et g(t])---—l

a) En utilisant la méthode d’EULER, visualiser une approximation de la courbe représentative de la
fonction g .

b) Démontrer que g est décroissante sur [0 1] .

En déduire que la fonction g ne s’annule pas sur [0 ; 1] , et que, pour tout réel x de I'intervalle

. g _
[0;1] ,ona = (r))2

¢) Exprimer en fonction de x, et en déduire que g=f .

b
g(x)
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irigés

travaux d

@ Une famille de courbes)

Pour tout réel strictement positif m, on mnote f, la fonction définie sur

D, =]-e;0]U]m;+es[ par f (x)=x >

,et € sacourbe représentative dans le plan

muni d’un repére orthonormal (O : 17, j) .
.a) Justifier la dérivabilité de f, sur -chacun des intervalles J—eo ;0] et [m; +oo] , et

x(2x-3m) [x—m
2(x-m)? X

démontrer que f, (x) =

b) Déterminer le tableau des variations de la fonction f, .
m

Do

b) En déduire que la droite &, , d’équation y=x+ % , est asymptote i la courbe €, en +oo

@ a) Etablir que, pour tout réel x de D, \ {0} ,ona f(x)-x=

eten —oo . Préciser la position de la courbe €, par rapport a la droite &

m "

. Etudier la dérivabilité de la fonction f,, en 0 et interpréter graphiquement le résultat.

. a) Tracer les courbes €, , €,, 4, sur le méme graphique.

b) Par quelle transformation géométrique obtient-on :
*la courbe €, 2 partir de la courbe €, ?

*la courbe €, a partir de la courbe €, ?

*la courbe €, 4 partir de la courbe €, ?

6 Dérivabilité d’'une aire)

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O :1,]) , soit € la
courbe représentative de la fonction f définie sur Iintervalle

[1;+e[ par f(x)=}t.

Pour tout réel strictement positif ¢, on désigne par S(r) [aire
de la partie du plan délimitée par la courbe %, 'axe des
abscisses et les droites d’équations x=1 et x=r . 0

e

@ Soit h un réel tel que O<h<l .
a) Déterminer un domaine A dont I'aire est S(2+ h)—S(2) .

b) En encadrant ce domaine par deux rectangles, justifier que % =5(2+h)-8(2) =

. Par un procédé analogue, déterminer un encadrement de w

B2 =

lorsque —1<h<0 .

@ Démontrer que la fonction S est dérivable en 2 et préciser le nombre dérivé S§7(2) .

.La fonction S est-elle dérivable en tout réel ¢ de intervalle [1 ; +e=[ ? Justifier.
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@ Recherches de primitives)

6.1 Fonctions polynémes et fonctions rationnelles

@ soit f la fonction définie sur R par f(x)=x*+6x?-x-2.
a) Déterminer toutes les primitives de f sur [R aprés en avoir justifié I’existence.

b) Déterminer la primitive F de f telle que F(0)=1 .

. Soit g la fonction définie sur R par g(x)=(x-3)(x>—-6x+1)* .

a) Justifier I'existence de primitives de g sur R.

b) En remarquant que g peut s écrire sous la forme Au’u" , o0 A est une constante réelle, n un

entier naturel et u une fonction dérivable sur R, déterminer une primitive G de g sur R.
x=2

(x2—4x+3)>

Justifier 'existence de primitives de h sur 'intervalle ]3 ; +oo[ , et en utilisant une démarche
analogue a celle de la question précédente, déterminer une primitive H de h sur ]3 5 +eof .

@ Soit & la fonction définie sur 13 ; +e[ par h(x)=

x(x2-2x+5)
(x+1)%x-1)°
a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x de ]-1;1[ , onait:

& o b :
(x+1)2 (x-1)°
b) En déduire une primitive de la fonction ¢ sur Pintervalle ]-1: 1] .

.Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle ]-1; 1[ par ¢(x)=

e(x)=

6.2 Fonctions comportant des racines carrées

’

@ Dans chacun des cas suivants, écrire la fonction f sous la forme A ?_ et déterminer une
primitive F de f sur I'intervalle 7. -
a) f(x)= sur 1=}—1:+m[; b) f(x)= sur I=R .

3x+1 3 2wl

@ Déterminer une primitive sur ]0 ; +e<[ de la fonction f définie par f(x)=

1
1+
@ Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +eo[ par g(x) =x.Jx .

a) Démontrer que g est dérivable sur [0 ; +oo[ et déterminer la fonction dérivée de g .

b) En déduire une primitive de la fonction x+— Jx osur [0 4o .

6.3 Fonctions trigonométriques

Déterminer une primitive sur R de chacune des fonctions suivantes définies sur R par :
a) f(x)=sin 2x+ cos 3x ; b) f(x}=3sin[2x—g) :

¢) f(x)=sin x cos x ; d) f(x)=tanx ;

e) f(x)=sin?x (on pourra exprimer f(x) al'aide de cos2x );

f) f(x)=cos’x (on pourra remarquer que f(x)=(1-sin’x)cosx ).
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Faire le point

 Dérivation d’une fonction composée

De maniere générale, on a :
(gouw)'=u'Xg'ou .

En particulier, on retient :

"y =nu'ut-1 (f __:
( nu'u i) 24,/1_4

(sin u) =u'Xcosu ; (cos u)'=-u'xsinu ; (tanu) =u’x(1+tan?u) .

* Primitives
Soit I un intervalle et deux fonctions f et F définies sur /.
* F' est une primitive de f sur 7 si, et seulement si, F est dérivable sur 7 etque F'=f .
* Toute fonction continue sur un intervalle / admet une infinité de primitives sur 7.

*Si F est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur 7 sont les fonctions de la
forme x> F(x)+k ,avec k réel.

* Pour tout couple (x,; y,) avec x,& I et y,€ R , il existe une unique primitive F, de f
sur I qui prend la valeur y, en x,.

I désigne un intervalle.

[savoir F | comment faire E 3

| *on apphquc les théorémes de dérivation d’une somme, d'un produit, d’un

étudier | quotient, d'une composée...
la dérivabilité | = pour les valeurs a ol aucun de ces théorémes ne permet de conclure, on
d’une fonction f | €tudie la dérivabilité de f a I’aide de la définition du nombre dérivé :
sur [/ - ; “(x) =
f'(a)= lim fla+h) fla) = T J(x) = fla)
=0 h x—a x—a

on commence par Justlﬁer son existence en s’assurant que [ est conhnueé
déterminer sur [, puis on utilise le tableau donnant les primitives des foncllons
une primitive | usuelles et des fonctions composées ;
d’une fonction | en particulier, si n est un entier relatif différent de —1, on a:
sur [

’

ey 1
wu" apour primitive
P P n+1

| déterminer

u”‘*'

toutes les primitives
d’une fonction
sur [

| on trouve une primitive et on ajoute une constante arbitraire

détermmer
Punique primitive F,
d’une fonction f sur I
telle que F (x,) =y,

| on trouve une primitive F de f sur /, on écrit F; sous la forme
x+> F(x)+k , et on détermine la constante pour que la condition
| Folxg)=y, soit vérifiée



@ Dérivation)

[ @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses %

W +x=l+‘£+c,c(.r) 4

ol ¢@(x) estnégligeable devant x,

1° Pour x voisin de 0,

2° 58i g=2x-i-l , alors g—g-‘—}':(zx+l)2 :
dx dx?
139 Si y=(x2+2x+1)* pour x réel, alors :

dy=2(x2+2x+1)dx .

x réel, alors :

48 y= x,+ . pour
x4+ 1

dy

— l—_r2

dx (1+x2)2°

"'@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

1° La dérivée de la fonction f:x+ (x2+ 1) est la fonc-

tion g:xr>3(x2+1)2.

4+ 1 estlafonction:

2° Ladérivée de lafonction f : x+—
1 g 2x3
1

3° La tangente & la courbe d’équation y=tan®x au point

. : T
d'abscisse 3 est

4x+3y=0,

parallele a la droite d’équation

4° Si f est dérivable en 2, alors :

flJ4+ h) [(J4+h)-f(2) _

f(Z)

Dans les exercices 3 a 5, déterminer la fonction dérivée de
chacune des fonctions suivantes apres avoir précisé I'ensem-
ble de dérivabilité.

@a) fix—=>(4-3x)7%;

(b) f:xm>(Bx+1);
o) f: -x2+1)3
fd) f:xe>(2x=1)2(4-3x) .

X (14

Rk ¢ R
. @a)f.x @53

Bl “_*(31—4) ’

(3x-2)3

(4x-3)3
’ (1-4x)2 "

3241

& frars d) f:xr>

"@a)f:xr—),f3xz+i: b) f:xr> J4x2-3x-1;

x> xafd4xt-1

x+1

m: &

¢) .,\‘:xi—r!‘1

» o Dans chacun des cas suivants, déterminer le réel a
pour que la fonction f vérifie les conditions imposées.

a) f(x)=(x2+ 1) ax+1) sur R et £(1)=0.
b) f(x)=(Jx+ 1) (ax+1) sur [0;+[ et f'(1)=0

'_o Soit la fonction f définie sur R\ {2} par:
fix)= Ix— 4

1° Déterminer la fonction f’ dérivée de f.
2° En déduire la fonction dérivée des fonctions :

33—

2 définie sur [0 ;4[ w]4; +eof

g:xe>
Ji=2

h: IMM définie sur R .
cos x—2

' o Soit f la fonction définie sur R\ {1} par:
f(x)=

| 1° Déterminer la fonction f’ dérivée de f de deux fagons
| différentes.

|2° En déduire que, pour tout x de R\ {1} :
1—5x% +4x°

|
' 1+2x+3x2+4x3=
! (1-x)

.—@ Déterminer la fonction dérivée de chacune des
fonctions suivantes aprés avoir précisé 1'ensemble de

| dérivabilité.

@) f x> (1+sin 2x)3 x—>cos?(3x) sin®(2x) ;

b) f:

d) f : x> tan? (x+1—_:) L

2+s8inx ;

:c)f:x*——*
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@ Soit f la fonction définie sur R\ {13} par:

1
x—4x+3

f(x)=
1° Calculer les dérivées successives f°, f”, f( dela
fonction f.

|2° Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout réel x
|différent de 1 et 3, on ait :
b

st
A T

Utiliser cette expression pour retrouver les résultats de la
question 1°.

‘ Q * Soit f la fonction définie sur R par :
flx)=x+ 1 +x2 .

|1° Démontrer que f est dérivable sur R et que, pour tout

(réel x:
JEH 2R )= Fx) .

{2° En déduire que [ est dérivable sur R et que, pour tout
iréel x:

' (1+x%) f(x)+xf"(x) - f(x)=0 .

cale d'une fonction

[ @Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes en a .

|

1* frasafxd=1; a=1:
:2°f:.erJ}: a=0.
i3°f:x=~+(sinx)«/;; a=0

@ En utilisant la définition du nombre dérivé en a .
déterminer les limites suivantes :

2 = £ :
a) lim 2432 : W)t SB2X
| x> x-1 x—3 0 X
e o .
o i AR . g g, GRAE
| " x=0 X x—0 X
' 'Soit [ la fonction définie sur R par:
Fflxy=2-%%, # x<1;
o =J. 1 o
J(x) 4 sio x=1.

Démontrer que la fonction f est continue sur R mais n’est
pas dérivable en 1.
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'@Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R
par:

fix)=ax2+6x-5, s x<1:

=10,

| f(x)= g _y si

|Détenn.iner les réels a et b pour que [ soit dérivable
{sur R.

@ Soit f la fonction définie sur R par :
flx)=x? Cos(-ix-) si x#0 et f(0)=0.

Etudier la dérivabilité de la fonction f en 0.

@ % Soit f la fonction définie sur R par:

| cos 2x—1

flx)= - si x20 et f(0)=0.

1° Démontrer que, pour tout réel x non nul :

f(x) s [sin .r)z

x

X

[2° En déduire que [ est dérivable en 0.

' @ *% Soit f la fonction définie sur ]0 ; 7r[ par:

)=0.

T SRR N
fu)_l‘anx s;xtz ct _f[

g iy

Etudier la dérivabilité de la fonction f en

@ Une corde élastique est tendue entre deux points A

et B.
M
A H B

Si on tire cette corde en un point M. elle s’allonge d’une
longueur égale a:
y=MA+MB-AB .

|On pose :
a=HA , b=HB et x=MH ,
(ol H est le projeté orthogonal de M sur (AB) .

1° Exprimer y en fonctionde x, a et b.

|2° En sciences physiques., lorsque x est petit, on utilise
I"approximation :

-

© 2 \a B)C

Justifier cette approximation pour x voisin de 0.




R o e S - ‘G’}-‘__."
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I Déterm‘mer une équation de la tangente a la courbe
| représentative € de chacune des fonctions suivantes
|au point A d’abscisse a donnée :

[1® frxms Jfalex=1 a=2 .

[2° fram> (32-12(x+1); a=-1. .
[3° frxmxxl+5 a=2

@Sur I'écran d’une

. calculatrice graphi-
|que, les courbes représen-
|tatives des fonctions f et
| g définies sur R par :

flay=Jx2-xwl

et g{x)=—i .r3+x+§ 3
semblent tangentes au point A(l ;1) .
Qu’en est-il exactement ?

v

' @Soit (04, /) un repére orthonormal du plan et €
une courbe d'équation :
yx2+ay=xt+b,
‘ol a et b sont des réels strictement positifs fixés.
'Déterminer @ et b pour que la droite 2 d’équation
2x+4y=5 soit tangente & la courbe % en son point A
d’abscisse 1.

[ @ Soit (0 ; 1, }) un repére orthonormal du plan, € la
X sin x

' courbe représentative de la fonction
o= =
| définie sur I'intervalle

| 23],

|On désigne par I' la transformée de € par la symétrie d’axe
|d’égquation y=x .

|
{1° Justifier que la courbe I' est la courbe représentative
|d"une fonction f définie sur U'intervalle [-1; 1] .
§2°‘ Quels sont les points de la courbe I en lesquels la tan-
| gente est paralléle a I'axe des ordonnées ?
!En déduire 'ensemble de dérivabilité de la fonction f.
{37 a) Démontrer que, pour tout x dans [-1:1]:
sin( f(x))=x .
b} En déduire que, pour tout x dans ]-1:1[ :

Jx)= L

o iR
Dans les exercices 24 a 26, étudier les variations de chacune

des fonctions suivantes aprés avoir précisé leur ensemble de
définition et de dérivabilité.

— (x2+5)° .
@1 f.x-—rix y

! 3 fix— 282 -3x+1;

x—2

# Ffix—>N3x-2.

2° f:):r—-r("lg)3 z

a2 —4dx+3: 2° fixsx+x2-1;
Jx-1

-
|

x—1
S i 4 4° f: j
= Xﬁw[x+i fosha x4+ 1
X [x=1 x2=1
@l fixm—mx+ = fixes o
Jxi-1
I frars— 4% frxe — .
X x2 41

' @ Soit f la fonction définie sur R par:
F(xX)=(1+sinx)? .
'1° Démontrer que f est périodique. de période 27 .

| 2° Déterminer le tableau des variations de la fonction f sur
|lintervalle [—-7 ;7] .

@ Soit f la fonction définie sur ]0 ; 4 e[ par:

‘ flx)= |'.r+3lx.

| 1° Etudier les variations de la fonction f.

| 2° Application

(La période d'un pendule formé d’une tige homogéne de
masse m , de longueur L . mobile autour d’un axe horizontal
perpendiculaire  la tige en un point situé a la distance x du
centre de gravité est :

W LA
T{x}=2m m"'; "

a) Déterminer T(x) pour m=1kg et L=2m .

b) En déduire la distance x pour que la période T soit
minimale.

¢) Quelle est cette période ?
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[ @ * Une voiture 4x4 doit aller d’'un point A situé

isur une route a un point B en traversant un champ.
| B
| o

3 km

H

! A route

Sachant que sa vitesse sur la route est de 40 km - h~! et que
sa vitesse 4 travers champ est de 20 km - h~! | déterminer Ia
poamon du point H pour que le temps mis pour aller de A
'a B soit minimal.

. (D’aprés IREM)

@Son f la fonetion définie sur R par :

fix—s—x+Jx>+8 .
| 1° Démontrer que [ est décroissante sur R A I’aide du signe
de f'(x).

2° Etudier les limites de f et démontrer que la courbe €
|représentative de f admet pour asymptotes la droite d’équa-
tion y=-2x et l'axe des abscisses.

3° Dresser le tableau des variations de f.

|4° Tracer € dans un repére orthonormal. (On prendra 2 cm
| pour unité graphique.)

I @ Soit f la fonction numérique de la variable réelle x
définie sur [0 ;1] par:

3
flx)= flx— i
- X

|1° Etudier les variations de f.

2° Soit I} la courbe représentative de f dans le plan muni
d'un repére orthonormal (04, j) .

iDéterminer une €quation cartésicnne de la tangente T 2 la
5 S o : 1

courbe I au point d’abscisse 3 -

Tracer la courbe I', et la droite T'.

{3° Sur le méme graphique. tracer I, courbe symétrique de
F dans la réflexion d’axe (0Ox) .

!4° Soit I'=I,UT, .

|Montrer que I' a pour équation cartésienne :

' x(x2+y2)-y*=0 .

La courbe I' est appelée la cissoide de DIOCLES.
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@ % Pour tout entier naturel # , on considére la fonction
f, définie sur ]—1; +eoo[ par:
. 1
! pour n=0 , fu(x)= :
| N1+ x3
. f ) yin
pour n =1 , (x)= s
n |l] + ’r.{
|On désigne par €, la courbe représentative de f, dans un
| repére orthonormal (O ; i J) ayant comme unité graphlquc

|4 cm.
| 1° Déterminer les limites de Jy aux bornes de son ensemble
idc définition.
Etudier le sens de variation de f; et construire €, dans le
repére (O :1, J) .
|2° Soit n un entier naturel non nul.
|a) f, désignant la fonction dérivée de f, , montrer que :
| 3xdn=1((2n— 1) 3 +2n}
fulx)=
| 201+ 3)J1+ 19

'b) Etudier le sens de variation de f, etde f;, puis dresser
leur tableau des variations.

{e) Tracer €, et €, dans le repére (O ff}
| (D’aprés BAC)

: @ * % Soit f la fonction définie sur R par:

flx)=x- 32 )
x=+1

[ 1° Déterminer sa dérivée f’ et sa dérivée seconde f”
i2° a) Etudier le signe de f”(x) suivant les valeurs de x.
| b) En déduire le sens de variation de la dérivée [ .

s'annule deux fois :
-0:2 .

. puis le sens de

|3“ a) Montrer que la dérivée [’
en —1 eten a,avec -03=sa=

'b) En déduire le signe de la dérivée [’
variation de la fonction f.

[ @ 1° Soit f la fonction définie sur B par:

i 3 ;

; f(x) =%—J1 +42 .

Etudier les limites de fen +oo egten —oo .

2° Soit la fonction g définie sur R par:
glx)=xJ1+x2-1.

ia) Etudier les variations de la fonction g .

| b) Montrer qu’il existe un réel unique a tel que g(a)=
[et que, de plus, 0,7 <=a<08 .

Ec) En déduire le signe de g sur R.

3° En déduire le tableau des variations de f.




@ Primitives>

e e

. _—_ : '--: &5 :_I“'-‘"-:'f F—,‘I‘:‘J -
R P . R

’_@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
s 1 A
1°La fonction f:x~>2x7+ 1+~ est une primitive sur
x

10 ; 4 e[ de la fonction x> 6x* + lj )
2
2°8ur R, lafonction f:x+>(x+1)% a pour primitive la

| fonction xr—*% (x+1)3.

{3°Sur R, la fonction f:x+>sinx a pour primitive la
|fonction x> cos x .

{4° Sur R, la fonction f:x+> (x2+1)% a pour primitive

la fonction x> % (x2+1)3 .

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

[1° Les fonctions x+>x(x—2) et x> (x—1)2 sont deux
| primitives sur R de la méme fonction.

i2” Sur R, la fonction x+> xsinx a pour primitive la fone-

|
: 1
(tion x> -3 eosx .

&

{3°Sur R, la fonction x+> x+sinx a pour primitive la

|z ; 17
| fonction x = 3 x2—cos x .

{49 Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors

ielie admet une primitive F qui s’annule au moins une fois

Isur I,

' @Détcrmincr les primitives sur [/ de chacune des
fonctions suivantes :

ia) fix—>33-2x+2, I=R;
'b)f:,er+2+=I~_,, I=]0; 490 ;
.
O fiam M2 10 e
x

3
:

'Détcrmincr la primitive F de f sur [ vérifiant la

condition indiquée :

a) fix—>4x2-3x+2, I=R et F(-1)=0;

b) fixe3xtl+s
=

I=]=e:0] et F(-2)=1.

' Détcrminer une primitive sur R de chacune des
fonctions suivantes :

a) f:x—~>-3(=3x-2)3;: b)f:ixr—(-2x+1)%;

o) fix—=B3(x*=1)2; d) f:x—(2x-3)(x?=3x+3).

Dans les exercices 40 et 41, déterminer une primitive sur [
de chacune des fonctions suivantes.

@a) j':xv—)ﬁ : i=}—§:

b_)f:.rr—a-{—x:ix—”:. I=R ;
o f:w{—pﬁ. I=11;+e[ ;
d) ,f:x»%, 1=11:2[.

2x-1

J2—x'

'b) frixe>

;c) fixm

_— ""W'“'E['

JAx+3 O i
Id} x> 3x I=]=0o;=1]
) | =1

5 @ Soit les fonctions :

- 1

| F:xrJxl=1 et Gix—=x——m —

| By

| définies sur 1 ; +oof .

|

|a) Déterminer les fonctions dérivées F' et @

'b) Que peut-on en déduire pour les fonctions F et G?
| Quelle égalité trouve-t-on ?
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"'@ Soit f la fonction définie sur B\ {1} par:

2x+3
— ;
(x=1)*

Tix
17 Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x#1 :

flx)= 2

TR

a
(x—1)?

Kl

2° En déduire une primitive de f sur ]—eo ;

- @ Soit f la fonction définie sur R\ {-2;2} par:
| s 3x2+4
| f(x) _(xz_‘”s y

1° Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x dis-
tinctde -2 etde2:

L

(x+2)%

= a
flx)= o2 +

'2° En déduire une primitive de f sur ]-2;2[ .

@Snil u une fonction strictement positive et dérivable
sur un intervalle 7.

1° Quelle est la dérivée sur I de la fonction u Ju ?

2° En déduire les primitives sur / de la fonction u’ Ju .
37 Application

Déterminer les primitives sur / de chacune des fonctions

suivantes :

a) fix=>2./2x+3, 1:}%;“{;
b) f:x—=>yl=-x, I=]-=;1[;

¢ frxmxdx2+1, I=R;

I

11 +e[

|d) frxm(x=1)Jx2=2x+1,
3
Jx+1 )

(On pourra écrire  f(x) sous la forme :

ajJx+1+

e) frx— I=]=1:4ee[ .

.avec a et b réels.)

b
Jx+1

‘ @ Soit la fonction f définie sur R par :
fx)=[x| .

1° La fonction f est-elle dérivable sur R ?

2° On considére la fonction F définie sur R par:
| ’ x? x2
F(x) 5 pour x=0 et F[_;-}=-~2~ pour x<0 .

| Montrer que la fonction F est une primitive de f sur R .
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" Détenniner une primitive sur R de chacune des
fonctions suivantes :

a) f:x—>3cos2x+2sin3x; h)f:,\"—bcos[lix—gjz

[e) frar> sin(Zx—g); d) f:x—=>cosx—xsinx.

"@ Déterminer une primitive sur Dintervalle [ de

chacune des fonctions suivantes :

St 1 kB
|b}f:x-—)tan2(_2.r); IE}—E:L—T[:
!c) f 1 x> tan? [%) T =

' @Délerminer une primitive sur lintervalle 7 de

chacune des fonctions suivantes :

(@) f:x+>cosx sin?x ; I=R;

[ sin x

b) fixo—— ; I=]-m; ;@[
A1+ cosx

|e) f:xr>sinx sin2x ; I=R ;

d) f:x—tanx+tan®x : I=]—§;g[.

I @Soit f et g les fonctions définies sur R par:

flx)=cosx cos2x et g(x)=sinx sin2x .

1° Vérifier que la fonction f-g s'écrit sous la forme
cos (u) , o u estune fonction que I’on précisera.
| En déduire une primitive sur R de f-g.
[2° Déterminer une primitive sur R de f+g.

3° En déduire les primitives des fonctions f et g.

En s’inspirant de la méthode utilisée a I'Exercice 50,
déterminer les primitives sur R de la fonction f
| définie sur B par:

| fi{x)=cos x sin3x .

l@ #* Soit f la fonction définie sur R par:
! Flx)=x sinx .
' 1° Démontrer que, pour tout réel x:

| Fx)=2cos x— f"(x) .

%2" En déduire la primitive de f sur B qui prend la valeur 0
len .




* Soit f la restriction de la fonction partie entiére &
intervalle [0:2[ . c’est-a-dire:

0.5si0=x<1

Lsilsx<2 '

f(r)={

On veut démontrer que la fonction f n’admet pas de primi-
tive sur [0;2] .
On raisonne par 1'absurde en supposant qu’elle admet une
primitive F sur [0 ;2] etonpose a=F(0) .
1° Démeontrer que :
st 0=x<1 ,alors F(x)=a ;
si1=x<2,alors Fix)=x+a-1.

2° En déduire une contradiction en étudiant la dérivabilité de
F en 1 et conclure.

] @ * Soit f la fonction définmie sur R par:
f(0)=0 et f(x)=xlsin (i) si x=#0 .

1° Démontrer que, pour tout réel x non nul :

’ f(x)

X

= |x|.

En déduire que f est dérivable en 0.
2° Déterminer la fonction dérivée de f.

3° a) Démontrer que, pour tout entier naturel strictement

positif n.ona:
sl
'f [rmj

b) En déduire que la fonction f“ n’est pas continue en 0
mais admet néanmoins une primitive sur R .

=1 4

' @ * Soit f une fonction continue sur R .
1° On suppose que f est une fonction impaire et on désigne
par F une primitive de f sur R.

a) Démontrer que la fonction G : x> F(—x) est une pri-
mitive de f sur R .

b) En déduire que toutes les primitives de f sur R sont des
fonctions paires.

2° On suppose que [ est une fonction paire.

a)A l'aide d'un exemple, démontrer que F n'est pas
nécessairement une fonction impaire.

b) Démontrer que la fonction f admet une unique primitive
sur B qui est une fonction impaire.

SV
3 e
el L G'j’é

%* 1° Soit f une fonction dérivable sur R telles que,
pour tous les réels x et y:
flx+y)=fx)+f(y) . Q)
| a) Déterminer la valeur de f(0) et démontrer que f est une
fonction impaire,
| b) Démontrer que, pour tous les réels x et y:
fix+y)=F"(x) ;

|en déduire que f’ est une fonction constante sur R .

{2° Déterminer toutes les fonctions dérivables sur R qui
| vérifient (1).

1° Soit f une fonction deux fois dérivables sur R
telle que, pour tout réel x:

f(2x)=2f(x) .
|a) Déterminer la valeur de f(0) .

(1)

'b) Démontrer que, pour tout réel x, f’(2x)= f'(x) .

27 Pour x réel fixé, on désigne par (u,) la suite définie sur

N par u, :f'[%j Z

a) Démontrer que la suite (u,) est constante.

b) En déduire que f(x)=f"(0) .

3° Déterminer toutes les fonctions deux fois dérivables sur R

qui vérifient (1).
Déterminer toutes les fonctions f deux fois dérivables
sur I'intervalle I telles que :

11> F(x)=0 I=R ;

12° Fr(x)=2x+1 I=R;

sur ]:}_%;4.90[_

sur

(3o g 1
I3 =S
Ry (3x+1)3

' @ * Un véhicule est animé d’un mouvement linéaire sur
un axe et d’une vitesse constante égale 3 30 m-s~! .

Il décélere a partir de I'instant. £=0 , On choisit comme ori-
gine le point ol se trouve le véhicule & I'instant O et on
(oriente 'axe dans le sens du mouvement.

On suppose que, pendant toute la décélération, I'accélération
instantanée est a(r)=-0,5-0.,01¢ .

1° Déterminer la vitesse instantanée pendant la décélération.

2° Déterminer la loi horaire du véhicule entre I'instant r=0
et I'instant d’arrét 7.

3° Déterminer |'instant d’arrét ¢ et la distance parcourue lors
du freinage.
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-‘@ % Un point massif M , fixé & un ressort, est soumis a
une accélération instantanée :

a(t) =10 cos ('rrH- -g) .
|1° Sachant qu'a I'instant r=0 la vitesse instantanée est
|nulle, exprimer la vitesse v(t) en fonction de 1.

:2“ Sachant qu’a I'instant r=0 le point M est a I"origine
| O, déterminer la loi horaire du mouvement. 5

[ ' Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; i, f} i

On recherche une courbe %, représentative d’une
fonction f dérivable sur un intervalle /. telle que la tangente
a € en tout point M de € soit orthogonale & (OM) .

[ 1° Démontrer que le probléme se raméne a la recherche d’une
| fonction f telle que, pour tout réel x de I:
X+ f1(x) f(x)=0.

12° En déduire que € est un arc de cercle de centre O .

' @ % Le plan est muni d’'un repére orthonormal
I (O : 1, ) . Pour tout point M du plan, on note M y

son projeté orthogonal sur I'axe des abscisses et M, son pro-
| jeté orthogonal sur I'axe des ordonnées.

| Déterminer une courbe % représentative d’une fonction f
| dérivable sur un intervalle I telle qu’en chaque point M de
| €, latangente & € en M soit orthogonale & (M| M,) .

@ Problémes)

f‘@ A. Soit f la fonction définie sur R* par:
3 2
Xi=x* ! =
flx)=x"+ +x

let ¢ sa courbe représentative dans un plan 2 muni d’un
repere orthogonal (O 14, j) . (unités graphiques : 2 cm sur
"axe des abscisses, 1 cm sur I'axe des ordonnées)

17 Dresser le tableau des variations de f.
[2° On considére la parabole I" d’équation y=x2+1 .

[a) Déterminer la limite de  f(x)-(x>+1) quand x tend
[vers +oo , puis vers —oo .

| En donner une interprétation graphique.

b) Etudier la position relative des courbes € et I'.

3° Résoudre I'inéquation f(x)=0.

4° Tracer les courbes € et I'.

B. Soit la fonction g donnée par g(x)= .,/f(—x) et €’ sa

|courbe représentative dans un plan %° muni d’un repére
|orthonormal ({2 ; #, V) . (unité graphique : 1 cm)

1° a) Quel est 'ensemble de définition D de la fonction g 7
b) Etudier la fonction g sur D.

| 2° a) Montrer que, pour tout x<-1 :

glx)-g(=1)_ [x2_x+2
x+1 v #x+1) °

b) En déduire que la fonction g n’est pas dérivableen —1 .

¢) Donner une éguation de la tangente T 2 la courbe 4” au
point d’abscisse -1 .
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| 3° a) Montrer que, pour tout réel x de D

]+%
X

glx)-x=
b | 2
Xt+l+= +x
X
b) En déduire que la droite A d’équation y=x est asymp-
tote & la courbe €" en +ee .
|€) Montrer de méme que la droite A" d’équation y=-x
[est asymptote & la courbe €’ en —o .
d) Tracer %€’ ainsi que les droites T, A et A" .

r @ Une benne a la forme d'un prisme droit dont la base
! est un trapeze isoctle ABCD .

‘La longueur du c6té [CD] est variable. Les autres dimen-
;sions sont fixes et indiquées sur la figure () (I'unité est le
| métre).

|

La figure (2) représente la base ABCD du prisme,
On désigne par x la longueur CH, ol H est le projeté

lorthogonal de B sur (CD) .




figurc@ i o
P e
N ; /
| Vi

!On se propose de déterminer x de fagon que la benne ait un
volume maximal.

|1° a) Calculer, en fonction de x, I'aire S(x) du trapéze
ABCD , puis le volume V(x) de la benne.

'b) On considére la fonction numérique f définie sur [0 ; 1]

| par

Fl)=(14+x)4l1 =x2 .
¢) Démontrer que, pour tout x de [0:1[ ,ona:
o] 1—x—2x2

J1=x2

Id) Etudier le sens de variation de f.

Fx)

(27 a) Exprimer V(x) al'aidede f(x).

ih) Pour quelle valeur de x le volume de la benne est-il
| maximal ?

'¢) Quel est alors le vcm de la benne et quelle est la mesure
en degré de 'angle CBH 7

' @ 1° Soit la fonction g définie sur R par:
g(x)=2x-J1+x2 .

a) Ewudier les variations de la fonction g.

b) Montrer que 1'équation g{x)=0 admet une solution uni-

que « que l'on déterminera,

| ¢) En déduire le signe de ¢ sur R.
|29 Soit la fonction f définie sur [ par:
fxy=241+z2=x,

el € sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére
| orthogonal.

[Onnote 9 et @ les droites d'équations respectives :
y==3x e y=x:
'a) Etudier les limites de f en 4o eten —oo .

gx)
A1+ x2

| ¢) En déduire le tableau des variations de la fonction f.

ib) Montrer que, pour tout réel x, [’(x)=

d) Déterminer la limite en —e de f(x)—(-3x).

Quelle conséquence graphique peut-on déduire de ce
résultat ?

e) Montrer que la droite %° est asymptote 4 la courbe € en
too

| f) Etudier la position de % par rapport aux deux droites &
et @°.

| g) Tracer la courbe €, ainsi que les droites & et 9° .

numérique définie sur J-ee: 1] par:

‘ @ Yk n étant un entier naturel, f, désigne la fonction

‘ Fxy=a"f1-x .

| A. 17 Dresser le tableau des variations de f, .pour =1,

|en distinguant les deux cas: n pair, puis n impair.

Déterminer I"unique réel a, de ]0; 1[ tel que:
fa)=0 pour n=1 .

2° Représenter dans un méme repére orthonormal les fone-

tions f,. f; et f5.

B. 1° Etudier, suivant les valeurs du réel k, le nombre de
solutions de I'équation  f(x)=k .

|2° Montrer que 1'équation |xJ/T-x| =—IF admet trois
A3

I

[solutions x;, x, et x; vérifiant:
| 2 :

1
| —§<.rj<{). <x;<l1.

l 36D

(NI 08 ]

0<x2<§ et

3°Pour i€ {1.2,3} , on pose alors ;=

'Montrer qu’il existe un unique réel 6. dans [0: 7], tel
que u,=cos 0, .

4° Montrer que 6,. 6, et 8, sont les solutions de I'équa-
tion cos 39:% ,avec Be [0; o] .

5% Donner alors une valeur approchée, a 1077 pres, de x, .
[x, et x;.

[ @ Soit la fonction f définie sur B\ {-1;1} par:
I x3 4+ 2x2

x2-1

flx)=

et € sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthonormal (unité graphique : 2 cm),

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit la fonction g définie sur R par:

glx)=x3-3x-4 .
| 1° Dresser le tableau des variations de g .

27 Montrer gu'il existe un réel a unique tel que g(a)=0,
puis déterminer une valeur approchée & 10-2 prés du
réel a.

3° Etudier le signe de g sur R.

Partie B : Etude de la fonction f
1° Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de cha-

| cun des intervalles de son ensemble de définition.

2° Montrer que, pour tout x de R\ {-=1;1} :

ey = X 8(X)
f'(x) o

I En déduire le tableau des variations de la fonction f.
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| 3° a) Montrer que, pour tout x de R\ {-1:1} :

flx)=x+2+ xﬁ+2 .
x--1
b) En déduire que la courbe € admet une asymptote oblique

% en +o cten —oo

¢) Etudier la position de la courbe € par rapport 2 .
4° Tracer la courbe € et la droite & .

Partie C : Nombre de solutions d’une équation
1° Déterminer I’abscisse des points de la courbe %€, ol la
tangente est paralléle i la droite d’équation :

y=x+2.
2° Déterminer une équation de chacune de ces tangentes et
les représenter.
3° En déduire graphiquement, suivant les valeurs de m, le
nombre de solutions de 1"équation :

flx)=x+m .

; @ *% Encadrement de ./1+ x par des polynomes

1° a) On considére la fonction [ définie sur [0 ; +e[ par:

f(x}zJ]+x—I—§+'t€ -

Déterminer f'(x) . puis f"(x).

b) Prouver que, pour tout réel x, ona:
¥ +3x2+3x
(l+x)/l+x—-1=—"7""" |
(1+x)1+x+1

En déduire le signe de (1 +_x'}m'— 1 pour x=0 .

¢) Déterminer les variations de [’ sur [0; +eo[ .

En déduire le signe de [’ puis les variations de f sur
[0 +eo] .

d) Prouver que, pour tout x de [0 +o[ ,ona:

=
X=

X
=i s Y1y,
3738 *

2° a) On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par:

-2 3 =
g(x)=l+§—%+'1£é—.f] +x .

2
Déterminer le signe de g3 sur [0 +o[ ,00 g™ estla
| dérivée troisieme de g .
| b) Déterminer les variations de g sur [0 ; +so| .
| ¢) Prouver que, pour tout x de [0 ;+ece] ,o0na:
%A
® A
JI+Fx=14+=-
g 378

— 4=
16
|3° a) Ecrire 'encadrement de /1 + x obtenu.

b) Déterminer en fonction de x une valeur approchée a T

| prés par défaut de Sz
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“‘@ A. Soit f Ia fonction de R\ {-2} vers R définie

par :
_l—x?
fe= 2+4x

51" Pour tout x réel différent de -2

, vérifier I'égalité :
+2°

{2° Etudier les variations de £, et tracer sa courbe représenta-
[tive € dans le plan rapporté & un répére orthonormal (1'unité
| de longueur choisie étant 1 em, figure 1))

| f(x)=—x+2- 3
! x
|

[3° Démontrer que la courbe € admet un centre de symétrie.

|B. Soit ¢ la fonction de R vers R définie par :
s ] —gin?
eir)= 2+sint

{17 Pour tout ¢ réel, montrer que ¢(m—1)=¢@(1) .

| Expliquer comment 1’étude des variations de ¢ sur [—g g g}

permet de construire la courbe représentative de ¢ .

12° Le but de cette question est de prouver que I'équation
¢’(1)=0 admetl une solution, notée «, dans I'intervalle

T : ; ) A g
ouvert ]— 3 2 ;[ (I’ordre des questions n'est pas imposé).

|a) Montrer que la dérivée [’ de

| décroissante sur [—1:1] .

[ est sirictement

| Quelle est I"image de [-1;1] par f'?
b) Soit ¢’ la dérivée de ¢.
| Pour tout ¢ réel, prouver I'égalité :

@' (1)=f"(sint) cosr .
¢) Prouver I’existence et 1'unicité de a .
d) Calculer la valeur exacte de ¢(a) .

3° a) Calculer les valeurs exactes de :

#(0) ; tp[gj; cp(g); qc(g) et ¢'(0) .
b) Etudier les variations de ¢ sur [0 : g} )

c s ]
Tracer la courbe représentative de ¢ sur [U ;= dans le

2]
plan rapporté & un repére orthonormal (1'unité de longueur
choisie étant 10 cm, figure (2) ).

4° En utilisant la fonction & de R vers R définie par:
h(ty=op(t)-1,

prouver que I"équation ¢ (f) = admet une solution unique,

3
3 -
Montrer que x, est la seule solution de Iéquation ¢ (1) =1

dans R.

Résoudre graphiquement 1’équation ¢ (7) =t a |’aide de la
figure (2.

notée x,,, dans [0 3

(D’aprés BAC)




@ Soit deux droites paralieles &, et &, tangentes a un

cercle I' de diamétre 4. et un triangle ABC isocéle
en A, ne rencontrant pas I” et ayant son sommet A sur 9,
et ses sommets B et C sur 9, tels que BC=d .

A
r
P

S @ =

. Q R

= . s B______. _C = _,'-:
|Une droite % parallele & %, coupe I"en P et Q, [AB]
fen R et [AC] en §.
.La longueur découpée par & sur le cercle et le triangle est
!égalc a PO+RS .
Le but de cet exercice est d’étudier s°il existe une autre droite
| « découpant la méme longueur » que %,
On note x la distance de 9 a4 &, et on pose:
f(x)=PQ+RS .

1° Démontrer que  f(x)= 2 ldx -2 +d-x .
2° a) Déterminer la dérivée de f.

b) Quel est le signe de f’(x) sur I'intervalle [g H d} ?

¢) Démontrer que sur l'intervalle }0 éﬂ o FAxY ale

méme signe que Sx*—Sdx+d? .

d) En déduire le tableau des variations de [ sur [0 :d] .

3° En déduire qu’il existe une autre droite découpant la méme
longueur que & si, et seulement si :

4
_rf:’:—d et

5
loli a est un réel que 1’on précisera.

0= x#a,

= 0 Une sphére § de rayon R repose sur le plan
| horizontal % . On considére les cones de révolution,
d’axes verticaux, limités au plan de base P tel que § soit la
sphére inscrite dans ces cones.

|Le probléme propose I'étude des wvariations du volume V
|d’un tel cOne et la détermination d’un cone dont le volume V
soit minimum.

Partie A : Etude préalable d’une fonction

Soit f la fonction numérique qui, a tout réel x de ]0; 1[ .
| fait correspondre :

o ((E4F)E
| e L

'1° Eudier les variations de f et déterminer les limites de f

|aux bornes de I'intervalle 10 ;1] .

2" Dessiner la courbe représentative de f dans un repére
orthogonal (unités : 9 cm sur I"axe des abscisses et 0,5 cm sur
|1"axe des ordonnées).

3° Soit k un nombre réel quelconque.

Indiquer graphiquement suivant les valeurs de k, le nombre
de solutions de I'équation f(x)=k .

4° Résoudre algébriquement I'équation  f(x)=9 .

Partie B : Calcul du volume V d’un céne de révolution
L’espace est rapporté au repére orthonormal (O ; i, f, k).

(2]

Soit A, B et C les points de coordonnées respectives :
;0 Ry, O:r:d)y =t (0:;=r:0),
h et r étant deux réels strictement positifs donnés.

Onnote « lamesure en radian de I'angle OAB [0 <a< g) :

Le segment [AB] , en tournant autour de (0Oz) , engendre
le cone de révolution qu'on limite & sa base dans le plan
(xOy) . On désigne par R le rayon du cercle % inscrit dans
le triangle ABC qui est aussi le rayon de la sphére inscrite
dans le cone de révolution.

On note [ le centre de € et H le projeté orthogonal de /
| sur la droite (AB) .

| 1° Exprimer sin @ dans le triangle AIH et tan o dans le
|triangle AOB .

2° En déduire r et h en fonctionde R etde «.

| 3° Calculer le volume V du cone de révolution en fonction
|de R etde .

|

iPartie C : Utilisation de f et résolution du probléme posé

[1° R étant supposé fixé, montrer que V=K f(sin a) , oll
| K est une constante positive que I'on exprimera en fonction
{de R.

|29 En déduire les variations de V en fonction de .
13° Pour quelles valeurs de @ ce volume est-il égal & 3mR? ?

|4” Pour quelle valeur de a le volume V est-il minimum ?

| Calculer alors la hauteur du cone et son volume.
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’@ Soit f la fonction définie sur Uintervalle [0 ; +e=[
par :

sin X

flx)=—= si x>0 et
X

f0)=1.

1° Démontrer que [ est dérivable sur [0 : +e[ et déter-
{miner la fonction dérivée de f sur cet intervalle.

12° a) Déterminer les réels positifs tels que f(x)=0.

|On rangera ces nombres en une suite strictement croissante
}ﬂ1 y Gy, dy, e

Eb) Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
|
| 3% a) Démontrer que, pour tout réel x strictement positif ;
| —rsf =1
x X
|En déduire la limite de f en +oo .
'b) Déterminer les nombres réels x strictement positifs tels
' : 1
que f(x)==.
|On rangera ces nombres en une suite strictement croissante
(b, by, by,
|¢) Déterminer les nombres réels x strictement positifs tels
1
ue f(x)=--.
jque f(x)=~~
|On rangera ces nombres en une suite strictement croissante
| €15 oy Cqymss
d) Préciser la position relative de la courbe représentative €
|de f et des courbes # et ' d’équations respectives :

1
et y=-—-

y= ;
X

ol

{ Comparer les tangentes & € et & 3 aux points d’abscisses
{ b, , ainsi que les tangentes & € eta ' aux points d’abs-
|cisses ¢ .

'4° a) Etudier le signe de la fonction x> tanx—x sur

:I'imcrvallc }0 > ITT[ :

{En déduire le signe de [’

'b) Démontrer que, pour tout entier naturel non nul k. il
lexiste —un  unique réel  x, de  lintervalle

sur cet intervalle.

Ko o
;}'5”‘"’2

\Justifier que x; >k .

+k‘rr[ ,tel que tanx, =x, .

|¢) En déduire le signe de f* sur l'intervalle ]0 ; x[ , puis
\sur chacun des intervalles 1%, i x; ;[ pour tout entier k.

88
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5°a) Etudier le signe des fonctions u et v définies sur

[(} : g] par:

u(x)=sinx—-xcosx et v(x)=sinxcosx—ux.

'b) En déduire que, pour tout réel x de ]0 3 g[ :

| cos x

= f(x) =

cosx

'c) Utiliser cet encadrement pour démontrer que [ est déri-
vable en 0 et préciser le nombre dérivé [7(0) .

|6° a) Dresser le tableau des variations de la fonction f sur
[Iintervalle [0:37] .

| b) Tracer les courbes €, 3 et H  en se limitant aux
points dont 1'abscisse est comprise entre (0 et 347, et placer
les points d’abscisses @, , b, , ¢, et x, .

|On prendra 1 cm pour unité sur I'axe des abscisses et 3 cm

| sur I'axe des ordonnées.
(D'aprés BAC)

@ Soit f la fonction définie sur R par :

flx)= 2
il
let F Dunique primitive de f sur B qui vérifie la condition
F(0)=
1° Démontrer que la fonction x+—>—F(—x) est une primi-
tivede fsur R.

En déduire que F est impaire.

2° Soit g la fonction définie sur Iintervalle ]0 ; +oo[ par:

g(x)=F (—%) :

:a) Démontrer que g est une primitive de la fonction f sur
I'intervalle 10 ; +eo] .

'b) En déduire que, pour tout réel x strictement positif :
F(x)=2F(1)-F [}1{] ;
et que la fonction F admet une limite finie L en +eo .

i3“ On désigne par h la fonction définie sur l'intervalle

:} z 127[ par h(x)=F(tan x) .

Ia} Déterminer la fonction dérivée de h .
hix)=x

Ic) Calculer F(1) et en déduire la valeur de L.

| b) En déduire que. pour tout réel x,




Fonction
exponentielle

Fonctions vérifiant
el oo ot e o i S

* définir la fonction exp

* connaitre les solutions
de I’équation ' =kf

* connaitre les propriétés
algébriques de exp

Y Etudedela
fonction exponentielle  p.94

 connaitre le tableau
des variations de exp
» savoir calculer des limites

Equation différentielle
y'=ay+b _ p.96

* savoir résoudre
cette équation différentielle




R Wy .
activités

e

@ Fonctions transformant une somme en produit)

Dans cette activité, on s’intéresse aux fonctions f dérivables sur R telles que :

pour tous réels x et y,

Fx+y)=f(x)x f(y) (1).

On suppose qu’il existe une fonction f non nulle vérifiant (1).

1 Soit 7 un réel tel que f(1)#0 .

En remplacant x par t et y par 0 dans (1), démontrer que f(0)=1.

2 a) En remarquant que x + (—x) =0 , démontrer que, pour tout réel x,ona:

fx)#0 et

b) En remarquant que x == +

b =
B =

¢) En déduire que, pour tous réels x et y,

fl=x)=

f(x) (x)

. démontrer que f est une fonction strictement positive.

1(52)=r @

d) On considere la suite (u,) définie sur N par wu,= f(n).
Démontrer que la suite (u,) est géométrique ; en déduire que :

pour tout entier naturel n ,

f(n)=(f(1)" .

3 On suppose que f(1)=3 et que f est croissante sur R .

a) En remplacant x par 0 et y par 1 dans la
relation (2), on obtient f(%] = n,/ﬁ ;

Calculer de méme les images des réels ZIL ; g A
1 a2 W
8 8" 8 8"

b) L’algorithme ci-contre permet de déterminer,
avec la méthode de dichotomie, une valeur
approchée de I'image f(x) d'un réel x
appartenant a I'intervalle [0 ; 1] .

Programmer cet algorithme sur votre calculatrice.
Calculer les images de plusieurs réels et vérifier
que la condition (1) est satisfaite sur ces
exemples.

Algorithme
Mettre 3 dans la mémoire O .

Demander une valeur entre 0 et 1 et la mettre dans la

mémoire X .

1 dans la mémoire /.
Idmshmémm B

Q dans la mémoire
Tant que ]J I[>10'

Mot S22 g Yo vrsiine

Metire /1] dans la mémoire ¥ .
SioXet
alors remplacer B par C et J par ¥
Sinon, remplacer A par C et [ par Y.
Fin de boucle.
Afficher ¥,

4 a) Soit a un réel fixé. En comparant les dérivées des fonctions x+> f(x+a) et x+> f(x)f(a) ,

démontrer que :
pour tout réel x,

En déduire que f'(a)=f"(0)f(a) .

b) En déduire 1’existence d'un réel A, tel que :

pour tout réel x,

f'x+a)=f"(x)f(a) .

fr(x)=M(x) .

On est donc ramené a la recherche d'une fonction qui est proportionnelle & sa dérivée, probleme rencontré
en particulier en Sciences Physiques lors de I'étude de la loi de désintégration radioactive, qui sera détaillé
dans le 7.D. 3.




@ Recherche d’une fonction ¢ telle que ¢’'=¢ et gP(O)“—“'D

1 Soit n un entier naturel.
Quel est le degré de la dérivée d’une fonction polynome de degré n ?
En déduire qu'il n’existe pas de fonction polyndme P telleque P'=P et P(0)=1 .

2 Soit P et Q deux fonctions polyndmes et / un intervalle sur lequel la fonction = est définie.

Q

’,

Démontrer que (5) = g si, et seulement si, P'"Q—-PQ"=PQ .

En déduire qu’il n’existe aucune fonction rationnelle non nulle qui est égale a sa dérivée.

3 Soit ty un réel non nul.

En utilisant la méthode d’EuLEr décrite dans le 7.D. 4 du chapitre 3, pour tout entier naturel non nul »,
on peut définir de proche en proche une fonction f, continue et affine par morceaux qui fournit une
approximation de la fonction ¢ entre O et .
I f
Pour cela, on pose x,=0 , x,=- , x2=2X£ soen Xg=kX =, . x,=1, eton définit de proche
: n

en proche les valeurs approchées y,, ¥;. Y5, ..., ¥, des images @(xy) . @(x;) . @(x;3) o ..., @(x,)
en utilisant I’approximation :
elx+h)=@(x)+ @ (x)Xh , <c'est-a-dire @(x+h)=(1+h)e(x) .

Lorsque x est un réel quelconque et h est voisin de 0.
Ona x53=0 et y,=@(xy)=1 et, pour tout entier k& comprisentre 0et n—1 ,ona:

e(xp, )= qo(xkd-%}) % (1 + ;—D) (xy) -

! 1
On pose donc y,=1 et, pour tout entier compris entre O et n—-1, y; ., =(l + ;;QJ Vi

La courbe représentative de la fonction f, est obtenue en reliant les
points de coordonnées (x; ; v;) .

Par exemple, en prenant #,=2 et n=4 , on obtient la courbe ci-
contre constituée des segments [AyA ], [A;A4,], [A,A;] et
[A;4,]

avec Ay(05 1), A0,5;15), A1;15%), 4,(15;15%Y,
Ay (25 1.5%

a) En utilisant un tableur, tracer sur un méme graphique les courbes < T
représentant les fonctions f,, f5. fiq et fjg, en prenant 1,=1 ; gzl i |
faire de méme en prenant f;=-2 .

b) Quelles conjectures peut-on émettre concernant le signe et le sens
de variation de la fonction ¢ ?

4 On suppose qu’il existe une fonction ¢ dérivable sur R telle que ¢(0)=1 et ¢'=¢ .

Démontrer que la fonction x> @(x) ¢(—x) est constante sur [§ .

En déduire que la fonction ¢ ne s’annule pas sur R et que, pour tout réel x, @(-x)= ﬁ <
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a Fonctions vérifiant f’=kf , ou k estun réel fixé)

1.1 Définition de la fonction exponentielle théoréme

1l existe une unique fonction dérivable sur R qui est égale a sa dérivée et prend la valeur 1
en 0. Cette fonction est notée exp et appelée fonction exponentielle. On a :
exp’=exp- et exp(0)=1.

@ Remarques

* La méthode d’EULER, en prenant un pas suffisamment petit, permet d’obtenir la
courbe représentative d'une fonction affine par intervalle qui est proche de la
fonction exp.

P Voir Activité 2

* De plus, pour tout réel x, exp(x)#0 et exp(-x)=

-
1

1
exp () ol;

o Démonstration
* L’existence de la fonction exp est momentanément admise. Elle sera justifiée au chapitre 5, exercice 9.

* Pour démontrer 1'unicité, on suppose que f est une fonction dérivable sur R telle que f’'=f et
fO)=1.

Il s’agit de démontrer que f=exp ou encore que la fonction g:x~— f(x)
constante sur R et égale & 1. exp (x)
Or g'(x)=f"(x) exp(=x)+ f(x)(=exp (=x))=(f"(x)=-f(x)) exp(=x)=0 , donc la fonction g est
constante sur [ et la valeur de cette constante est g(0) = f(0) exp (0)=1 .

Ainsi, f=exp .

= f(x) exp (-x) est

1.2 Solutions de I'équation f’= kf théoreme

* Les fonctions f dérivables sur R vérifiant f'=kf , ou k€ R, sont les fonctions
x> A exp (kx) ,ou A est une constante réelle.
* Pour tous réels a et k, il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que :

_ filskf . ath HiDy=a.i

C’est la fonction x—a exp (kx) .

o DéMOﬂs.fTaﬁOﬂ B Voir Exercices 3 a 11

*8i f:x—>Aexp(kx) .ot A€ R , ona, pour tout réel x:
FiUx)=Axk exp'(kx)=kA exp(kx)=k f(x), donc f'=kf.

Réciproquement, soit f une fonction dérivable sur R telleque f'=kf .

La fonction g définie sur R par g(x)= exJ;{(x!c)x) = f(x) exp(—kx) estdérivable sur R et:

g'(x) =f"(x) exp (—kx)+ f(x)(~k exp (=kx)) ;
donc g'(x)=(f"(x)—kf(x)) exp(—kx)=0 ,car f'=kf .
La fonction g est donc une constante A sur [, d'od g(x)=A exp(kx) .

* Les solutions de I'équation f“=k f sont les fonctions x+> A exp (kx) avec A réel
De plus, f(0)=a <= A=a ,donc !'unique solution, vérifiant f(0)=a .est x+—>a exp(kx) .
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1.3 Caractérisation algébrique théoréme

Les fonctions f non nulles et dérivables sur R telles que, pour tous réels x et y,
f(x+y)=f(x)f(y) . sont les fonctions x+> exp (kx) , ol k estun réel.

o Démonstration

*D’aprés I'Activité 1, si f#0 et, pour tous réels x et y., f(x+y)=f(x)f(y), alors f(0)=1 et
f'=kf ,ou k=f"(0) . ;
D’aprés le théoreme précédent, pour tout réel x, f(x)=1xexp (kx)=exp(kx) .

= Soit f la fonction définie sur R par f(x)=exp(kx) ,ol k estunréel. Ona [f'=kf .

Pour tout réel fixé y, la fonction g, définie sur B par g(x)= f(x+y)—f(x)f(y) , est dérivable sur R et
a pour dérivée g” telle que g'(x)=f"(x+y) = f'(x)f(y) =k f(x +y) =k f(x)f(y) =kg(x) .

De plus, g(0)=f(y)-f(y)=0 .

D’aprés le théoréme précédent, cette fonction est done la fonction x+ 0 x exp (kx) , c’est-d-dire la fonction
nulle. Ainsi, pour tous réels x et y, f(x+y)=Ff(x)f(y) .

Reégles de calculs propriétés
Pour tous réels x et y, et tout entier relatif n, ona:
sexp(x+y)=exp(x)exp(y) eexp(x—y)= % * exp (nx) = (exp (x))"

o Démonstration

= Le premier résultat découle du théoréme précédent et du fait que exp’=exp .
» Pour le deuxiéme, on a exp (x—y)=exp (x + (—y))=exp (x) exp (—y) .

e 1 _exp (x)
G " Eell=ee ) o et -

*La fonction f=exp” est dérivable sur R et f'=nexp” !xexp’=nexp" ! exp=nexp"=nf .

De plus, f(0)=(exp(0))"=1"=1.

D’aprés le théoréme donnant les solutions de I'équation f'=kf , on en déduit que f est la fonction
x> exp (nx) .

Ainsi exp (nx) =(exp (x))" .

Or exp(-y)=

1.4 Une nouvelle notation

Pour tout entier n dans Z, exp(n)=exp(nx1)=(exp(1))".

Dorénavant, le réel exp (1) est noté e ; on a alors, pour tout n dans Z, exp(n)=e¢”" .

Par convention, pour tout réel x, on note e* au lieu de exp (x) .

Avec cette notation, les propriétés algébriques de la fonction exponentielle se traduisent comme les
reégles de calculs sur les exposants déja connues.

Yoo

L] '_.‘;"' =0 P g
! =y :_'“,_'{"_-"- ':'?'k-'.%:' 3
Aty esl dnsiend. o SHbvs

P Remamue P Voir Exercices 12 a 17
e

tte notation a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard EuLer (1707-1783) qui fut certainement
le plus grand mathématicien du xvin® siecle.
Le nombre e est un nombre de méme nature que 7. Il est transcendant, ¢’est-a-dire qu'il n’est solution
d’aucune équation polynomiale a coefficients entiers. Ce résultat a été démontré en 1873 par le mathématicien
francais Charles HerMITE (1822-1901).
On aura I’occasion de déterminer des valeurs approchées du nombre e 2 l'aide de suites, mais il est important
de savoir que e=2718 .
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Qétude de la fonction exponentielle)

2.1 Signe et sens de variation de exp propriété

La fonction exp est strictement positive sur R et strictement croissante sur R .
» Pour tout réel x,ona: | * Pour tous réels a et b,on a:
v x<0 <> O<e¥sl | . ca<h <> ei<el
sx=ll o= e%=] ! sa=bh <> ei=¢gb
s x>l &= o>l

Démonstration

La fonction exp est dérivable sur R . Elle est donc continue sur Uintervalle R (d’aprés le paragraphe 1.1)
et ne s’annule pas sur R (résultat du premier paragraphe), done elle ne change pas de signe sur [&, d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires,

De plus, exp (0)=1 est strictement positif, donc exp est strictement positive sur [.

Comme exp’=exp>0 , la fonction exp est strictement croissante sur R .

2.2 Approximation affine au voisinage de 0 propriété
On a lirncr ex; ! =1 . La fonction x+>1+x est la meilleure approximation
x>

affine de la fonction exp au voisinage de 0 et on écrit :
pour x voisindeO,ona e*=~1+x.

Démonstration P> Voir Exercices 35 et 36

Ces résultats découlent du fait que Ia fonction exp est dérivable en 0 et que exp’(0)=exp(0)=1 .
i ZROICXPU0) g o ome o i ey

x=0 x=0 =0 X
La tangente & la courbe représentative de la fonction exp en A(0; 1) a pour équation y=1+x .

2.3 Limitesen +< eten —« propriété
On a lim e'=+ce et lim e*=0.
X =y o Ap= o
o Démonstration B Voir Exercices 28 a 31

» 11 s’agit de démontrer que si A est un réel quelconque, alors tout intervalle ouvert /=1]A ; 4+ 0| contient
les réels e* pour tout réel x suffisamment grand.

On sait que la suite géométrique (e”), o a pour limite +eo ,car e>1 .

Par définition, on en déduit qu’a partir d'un certain rang p,ona e”>A . En particulier, e”>A .

La fonction exp étant croissante, si x=p , ona e*=e” ;donc e'>A etlintervalle I contient les réels
e' pourtout réel x = p . Ainsi, lim e*=+ecc . On peut mémoriser cette limite par la phrase :

X =3 + 100

~ silexposant tend vers +c , alors 'exponentielle te

#Si x tend vers —o= , alors —x tend vers +eo et, compte tenu du résultat précédent, lim e *=+4eo .

Or ef= % ,donc lim e*=0 . On peut mémoriser cette limite par la phrase :

e X —a—oo
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2.4 Tableau des variations et courbe représentative

X —oo 0 +oo
| exp’ (x) =e* +
— y=x+1
+eo A
exp (x) =e* /1/ y=er i
0 / o };
2.5 Croissance comparée propriété
‘ £
Pour tout entier naturel non nul n,on a im S=4e et lm e*x"=0 .
x—+= X" S
- ° Hemarques P Voir T.D.1 ; Exercices 32 & 34

* La démonstration est proposée dans le T.D. 1.

* Pour des valeurs de x assez grandes, la fonction exponentielle croit beaucoup plus vite qu'une fonction
puissance ; ce qui justifie parfois I'expression du langage courant « croissance exponentielle » pour une
croissance rapide.

« 1l découle de cette propriété que, pour tout entier naturel n' et pour x assez grand, ona e*>x" .

© Exemples
e _e*_ x?

* Pour tout réel x non nul, ——==5xXx— :
*+1 x* x*+1

4

2
Lorsque x tend vers +eo a la méme limite que x_z =1 ,donc lim =1 ; et, comme
x

x2+1 xy o o 1
5 EI i = eI
lim —2=+m.onobuent lim — e,
X—ddee X a4 X241

= Pour tout réel x, (x*+5x+ 1) e¥=x7e’+ Sxe'+e* , somme de trois termes qui tendent vers 0 lorsque x

tend vers —oco ,donc lim (x¥ 4 5x+ 1)e*=0 .

X—)—5a

En pratique, on retiendra que :

e-‘l=+w et lim (x3+5x+1)e'=0.

Et on conclura, sans autre justification, que lim —
X—p 4o X4 X —4—on

2.6 Dérivée de ev propriété

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7.
La fonction composée exp o u , notée aussi e“ , est dérivable sur I'intervalle 7 eton a:
(e*) =u'xe¥ .

o Démonstration B Voir Exercices 37 a 43

Le résultat découle de la formule de dérivation d’une fonction composée :
(expou) =u'xexp’ou=u"xexpou ,car exp’=exp .

o Exemples

« La fonction x+>e* +3% _ définie sur R, est dérivable sur R et sa dérivée est x> (2x+3) e* *37
1 1

* La fonction x+— lz ¢* , définie sur 0 ; +oo[ , admet pour primitive la fonction x> -t
X
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@ Equation différentielle y’=ay + b)

Soit a et b deux réels donnés, avec a#0 . On cherche a déterminer toutes les fonctions f
dérivables sur R vérifiant, pour tout réel x, f'(x)=af(x)+b .

En notant y la fonction inconnue et y’ sa dérivée, cette relation s'écrit y' =ay+b .
On dit qu’une fonction f, vérifiant la condmen ci-dessus, est une solution sur R de I’équation
différentielle y'=ay +5 .

De nombreux problémes issus des sciences expérimentales, de I'économie, de la mécanique,

conduisent a I’étude d’équations différentielles de ce type, le plus souvent notées g—y ay+b .

Forme des solutions : théoréeme

Soit a et b deux réels avec a#0 , et I'équation différenticlle (E) y'-ay+b

* Les solutions sur R de I’équation (E) sont les fonctions de la forme x+— a + Ke?" , ol
K est une constante réelle et x+— a est 'unique fonction constante qui est solution sur R
de I’équation (E) .

* Pour tout couple (x ; y,) de réels, I'équation (E) admet une unique solution e vérjﬁant
la condition initiale f(xy) =y, -

o Démonstration B Voir Exercices 56 & 58

« Comme la dérivée d'une fonction constante est nulle, les fonctions constantes solutions de 1'équation sont

celles qui vérifient 0=ay + b , c'est-a-dire y=-i~: . Ainsi, a= —g 3

* Soit g une fonction dérivable sur R et A la fonction définie sur R par h{x)=g(x)-a .

Pour tout réel x,ona g'(x)=h'(x) et ag(x)+b=ah(x)+aa+b=ah(x) , donc:

g solutionde (E) <= h'=ah <= h:x+>Ke® avec K réel, d’aprés 1.2.
Ainsi les solutions de 'équation (E) sont les fonctions g : x> a+ Ke?*, avec K réel.
» g(x)=y; <> a+Ke™=y, <= KeM=y,-a = K=(y-a)e *?,

L'unique solution, vérifiant f(x,)=y, ,est la fonction f: x> a+(y,—a) " %

o Exemple
L’équation différentielle (E) 2y'+3y=6 s'éerit sous la forme
=ay+b , avec az—% et b=3 .

L’unique fonction constante x+> a solution vérifie 2x0+3a=6 ,

donc a=2 .
Les solutions de I'équation sont donc toutes les fonctions de la forme :
3 A 4
g:x'—¢2+Kezx,avecKrée]. 7
On peut, par exemple, rechercher les solutions dont la courbe
représentative passe par le point A(-1:0) .
P d B % B ¢ 3) 5 Courbes représentant
3 des solutions de (E)

g(-1)=0 <> 2+Kel=0 <> Ke’=-2 &> K=-2¢?

3
s s 3 ; Ly o
On obtient ainsi une solution unique g: x—>2-2e 2 vérifiant g(-1)=0 .
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6 Résolution d’équations et d’inéquations)

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1°e*+1=0;

20 c3x+ 1

=g *<h ; 4 et 3 2e7<3 .

{23
o R Dy 52
I \ex =g gar

1° L’équation est définie sur R .
Elle s’écrit e *=-1 etn’admet pas de solution, car,
pour tout réel x :
e =0 .
2° L'inéquation est définie sur [ .

Elle s’écrit e3*+1 <" etéquivautd:
3x+1l<-x.
On a donc :
edtl _gr<) <> 4x<-1

<> x<- % :
L’ensemble des solutions de I'inéquation est I'inter-

1
valle ]—-w ,_-4[ ;
3° L’équation est définie sur R*,
3(2-1)
Elle s’écrit ¢ * /=e2+2% etéquivauta:

3(1-1)=2+2x.
X

I Remarque

P Voir Exercices 20 & 27

On a dong, pour tout x dans R*:

(2] 13
(ex J=ezxez*‘ = —-2x—5+%=0
> ~2x*=5x+3=0.
qui est une équation du second degré que I’on résout

sans difficultés. i
Ainsi, I'équation admet deux solutions : =3 et 3 -

4° L inéquation est définie sur R et s'éerit ;
(e¥)2+2e*-3<0,

¢ est-a-dire :

X2+2X-3<0, avec X=e*.
Or X2+2X-3<0 = -3<X<1,
donc,ona e2®4+2ef<3 &> -3<ef<cl

<=h el

car, pour toutréel x ¢*>0>-3 .
Ona e*<1 <= x<0,
car 1=¢ et la fonction exp est strictement crois-
sante sur |,
L’ensemble des solutions de I'inéquation est I'inter-
valle ]—2=; 0f .

Pour une équation du type e*=3—2x , ol I'inconnue n’intervient pas uniquement en exposant, on
ne peut pas utiliser les méthodes évoquées ci-dessus.

Ici, le tableau des variations de la fonction x+> e*+2x-3 permettra de justifier I'existence et le
nombre de solutions de 1’équation, et d’en obtenir des encadrements.
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q Recherche de primitives)

Déterminer une primitive, sur I'intervalle donné, de chacune des fonctions suivantes :

1° f:x—>2e 3%+ sur R;

2° frxe>(x+1) e+ 2 sur R.

1° Pour faire apparaitre la forme u”xe" , on pose:
w(x)=-3x+1.

u estdérivable sur R et w'(x)=-3 .

Pour tout réel x, on a donc:

f(x}=—§.x (—S)Xe—h*‘l:_% w’(x) edx)
Une primitive de f sur R estalors :

F:x!—h-%&””” ;

@ Détermination de Iimites)

Lx
1°lim e *; 2° lim (3-e2x+l); 3°

x—=0
x>0

Déterminer les limites :

X3 oo

P Voir Exercices 41 a 44

2° Pour faire apparaitre la forme u’ xe" , on pose :
u(x)=x2+2x .

u est dérivablesur R et w'(x)=2x+2 .

Pour tout réel x, on a donc :

f)= % X (25 +2) Xex+ = L uf(x) e
Une primitive de f sur R est alors ;

F:x-—»% erf+2x

s e¥—x
lim .
x+es 2043

1° Si x est strictement positif et tend vers 0, 1'expo-

1
sant (-x—)—lc) tend vers —eo  donec lim ex =4

x—=0

x=0
2° Lorsque x tend vers +e, (2x+1) tend vers
+eo ,donc e?**! tendvers +eo .
On est en présence de la forme indéterminée
«oo—oco »; mais en +o , ¢2**! |'emporte sur
toute puissance de 2x+1 , donc aussi sur toute
puissance de x.
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P Voir Exercices 28 a 36

On a donc lim (x3—e2¥tl)=—oo ,

X—F 4o
37 Intuitivement, on est en présence de la forme indé-
terminée « E » ; mais, comme |’exponentielle de x
I’emporte sur toute puissance de x al'infini :

ef—x boarbi seniane ey efi Sl

s a la méme limite que e
Aingt?' * g0 R Ly
x4 2% 43 2




Q Equation diﬁérentielle)

Enoncé
On considére I’équation différentielle :

B Yooy —y=Ge- 22,
1° Soit u une fonction dérivable sur R et v la
fonction définie sur R par v(x)=u(x) e 2* .
Démontrer que la fonction v est solution de
(E,) si, et seulement si, la fonction u est
solution de 1'équation différentielle :

(E)):y'-3y=3.

2° Résoudre I’équation différenticlle (E,) .

3° En déduire que I'équation différentielle (E,)

admet une unique solution f vérifiant
F0)y=-3.
4° Dresser le tableau des variations de la
fonction f.

* Méthode

Analyse de I’énoncé
1° 1l 8’ agit de démontrer une équivalence.

2° On doit résoudre une équation différentielle
qui peut se mettre sous la forme y' =ay+b .

3° On doit appliquer les résultats précédents et
trouver la valeur d’une constante.

4° 11 s’agit d’étudier une fonction.

Pour résoudre une équation différentielle (E) de la forme y"=ay+b ,avec a et b réels:
« on commence par rechercher 1’unique fonction constante x — a qui est solution de (E),
» on écrit que les solutions de (E) sont les fonctions x+— a + Ke®* , avec K réel.

1°La fonction v est dérivable sur R (c’est un
produit de fonctions dérivables) et ona :

V(xy=u'(x)e 2 + n(x) X (=2e=2%)
= (u’(x) = 2u(x)) e
et Vi(x)-v(x)=(u'(x)=3u(x)) e** .
Donc la fonction v est solution de (E,) si, et
seulement si :
pour tout réel x, (u'(x)—3u(x)) e ?*¥=3e 2+,

¢est-a-dire  w'(x)-3u(x)=3 en simplifiant par
e~ 2% qui est non nul.

Ainsi v estsolution de (E,) si, et seulement si, u est
solution de (E,) .

2° L’équation (E,) s'écrit y'=3y+3 .

On commence par chercher la fonction constante
Uy : x> a qui est solution de (E,) .

Onaalors 0=3a+3 ;donc a=-1.

Les solutions de (E,) sont toutes les fonctions :
u:x—>—1+Ke¥ ot K estune constante réelle.
3° D’aprés la question 1°, les solutions de (E,) sont
donc les fonctions v définies sur R par:

v(x)=u(x) e 2 =(-1+Ke¥*) e ¥

=—e 2%+ Ke*, avec K réel.

On aalors v(0)=-1+K :donec:
v(0)=-3 <= K=-2.
La fonction f:x+>—e 2%—2¢* , définie sur R,

| est 'unique solutionde (E;) vérifiant f(0)=-3.

| 4° Pour tout réel x:

Fix)=2e 22~ 2et=2(e 2 —e¥) .
Ona:
Flixy=0 & ¢z
e -2x=x <= x=0
(i el s I
e L0y o=s x<l.

e lim ¢ %*=0 et lim e*=+c ,donc:

X =3 400 X =+en
lim f(x)=—co .
X —% #oo
s+ lim e =+o et lim e'=0 ,donc:
P A= —w=
lim f(x)=-o .
X o

' On en déduit Ie tableau des variations ci-dessous :

X — oo 0 +e0
£ (x) - 0 =
-3




r
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Q Croissances comparées de la fonction exp et des fonctions puissances)

Le tableau ci-contre fournit

quelques valeurs numériques x| ep()

de e* et x" pour certaines w 220264658
valeurs du réel x et de _20_ 485165195
Ientier naturel n . 30 ‘g“f"'ﬁ___

On peut observer, par
exemple, que x20 = e* pour
certaines valeurs de x , mais
que x2<e* pour des
valeurs de x suffisamment
grandes.

En d’autres termes, la fonction
x—>x2  semble croitre
moins vite que la fonction
exponentielle x> e* .

lim ==+ et

| 10000 1000000

Ce M. S, O AT
100, 1000, 100000, 10000000000 1420,
400, B00D 3200000 1,024E+3 1,0486E+26
900 27000 24300000, 59049E-+4| 34868€+29
1600, 64000 1az4anmal1.u4mms 1,0995€-+32

2500 125000, 312500000 9,76563E+16| 9,5367E+33

21|
3600, 216000, 777600000 6,04662E+17 365626435
| 4300 343000| 1680700000 2

3000 1 : smssﬂsL 7,9792E+36
6{09 smanl 3276800000 1,07374E+19) 1.15295+38
3100 72900£la 5904900000 3,48678E+H1
1E+m| 16420

AL

_ ) 1E+H0
12100' 1331900 1 513554'11] Z.59374E+29 5- 72755'”0
_mml 1728000 248836410 6,1917 TAE+20] 38338E+41
15900 2137000 3, 7129E+‘|ﬂ| 1 378535'1'21 1 m&fﬂ?
19’5|If 27 44000 53782E+1 ﬂ IL 2 89255E+Z1 3.35535“2
zzsuol 33 75mm 7SI3EH0. 576656+21| 332533
25600 4096000 1,0486E-+11 1,099516+22 1,2089E+44.

'_'zsgnn 4913000 1,4199E+11 z.msasem' 4,06426+44

32400 58321]00 18896E+I1 357047E+22 1,2748E+45

Hm: xler=
X — —oo

. a) Démontrer que, pour tout réel x supérieur ou égal & I, ona e* = x? . On pourra étudier les
variations de la fonction f:x+>e*—x2 sur [1;+eoo[ , et utiliser la dérivée seconde f”

x
En déduire la limite de % lorsque x tend vers +ee .

b) Pour étudier le comportement de x e* lorsque x tend vers —ee , pour tout réel non nul x, on

pose X=—-x.

X : ]
Démontrer que xe*=- — eten déduire la limite de x e* lorsque x tend vers —eo .
e

. Seit n un entier naturel non nul fixé.

a) Vérifier que, pour tout réel non nul x, ona:
&* eyl £
lag e
X t n
X

En déduire que lim S =foo,

x—r 4o XN

b) Vérifier que, pour tout réel non nul x, ona:

xn
tef=b —
eX

En déduire que lim x"e*=0 .

X~ —o0
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et A est une constante.

ol X=-—x et B estune constante.




@ Applications
Calculer les limites des fonctions définies ci-dessous aux bornes de leur ensemble de définition.

-

a) f(x)= ;lr sur R; b) f(x)=(x*-2x+ S)e--i sur R;
xé+ 1 )
¢) flx)=x>-3¢e* sur R; d) f(,wc)=xe;r sur 0 ; 4+oof .

@ Tangentes a la courbe d’équation y = ex)

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i, /) , on appelle € la courbe représentative de
la fonction exponentielle.

@ Déterminer une équation de la tangente T, alacourbe € aupoint Ay(0:1) .
Etudier la position de € par rapport & 7.

. Démontrer que la tangente 7, alacourbe € aupoint A, (1 ;e) passe par I'origine du repere.

. Soit @ unréel et T, la tangente a la courbe € au point d’abscisse a.
Déterminer I’abscisse du point d’intersection de la droite 7, avec I'axe des abscisses.
En déduire une construction simple de la droite 7, .

. En étudiant les variations de la fonction d définie sur R par :
d(x)=e*—e%(x—a)—e? , ol a estun réel fixé,
démontrer que la courbe € est située au-dessus de ses tangentes.

@ Soit I' 1a courbe représentative d’une fonction f dérivable y
sur [R telle que I' admette en chacun de ses points C une
tangente qui coupe I’axe des abscisses au point T'.

On note B le projeté orthogonal du point C sur I'axe des
abscisses.

Les résultats précédents permettent d’affirmer que si I est la
courbe €, alors on a toujours BT =—i .

a) Déterminer, A partir de €, une courbe %’ pour laquelle on a toujours BT=i.
b) On se propose de déterminer les courbes I" pour lesquelles on a toujours BT =27 .

Démontrer que le probléeme se raméne & la recherche des fonctions non nulles telles que f=-2f"
et conclure.

¢) Plus généralement, déterminer les courbes I' pour lesquelles on a toujours BT=ki , ob k est
un réel non nul fixé.
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@ Des équations différentielles)

3.1 Radioactivité

L’expérience montre que, si I’on considére une population macroscopique de noyaux radioactifs
(c’est-a-dire dont le nombre est de I'ordre du nombre d’AvOGADRO, soit 102%), le nombre moyen de
noyaux qui se désintégrent pendant un petit intervalle de temps A & partir d’un instant 7, rapporté
au nombre total de noyaux N(7) présents a 'instant 7 et au temps d’observation Ar, est une
constante A caractéristique du noyau en question. On peut donc écrire :
ANG . anr on AN
N(1) At

~AN(1) .

En prenant la limite de chaque membre lorsque Ar tend vers 0, on obtient N —AN | ou encore

dr
N’'=-AN .
@Eﬂ déduire I'expression de N(r) en fonction de 7, de A et du nombre N, d’atomes
radioactifs présents a I'instant =0 .

@a)Démontrer que I'équation e*=2 admet une unique solution « dans R et donner une
valeur approchée de o« a 107 pres.
Ce réel est noté In 2 et appelé logarithme népérien de 2 (voir Chapitre 5).

b) En déduire qu’il existe un unique réel T, tel que, pour tout réel positif ¢, on ait :
N(t+T)= % N(t) .
Le réel T est appelé la période radioactive ou la demi-vie de ce corps radioactif.
@ On a pu observer que, pour le carbone 14, ona:
A=121-10"4,
a) Déterminer la période en années du carbone 14.

b) Dans une carriére d’une chaine volcanique, on a
retrouvé des bois carbonisés pris dans des
projections de I'un des volcans,

L’étude de ces échantillons de bois fossiles a
montré que leur teneur en carbone 14 est égale a
25 % de celle des échantillons de bois actuel frais
et de méme masse.

Déterminer I'dge de I'événement volcanique.

© Yann ARTHUS-BERTRAND/Altitude

oA

Paysage volcanique (Sibérie/Kamchatka/Russie)

3.2 Electricité

On considére un circuit comportant en série un générateur délivrant une
tension constante ug (en volis), un résistor de résistance R (en ohms)
et une bobine d’inductance L (en henrys).

Soit i(f) I'intensité du courant (en amperes) dans ce circuit a I’ instant
t (en secondes).

D’apres le cours de Physique, up(t)=R-i(t) et wu,(t)=L- % -
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. En appliquant la loi d’additivité des tensions wu;=u;, +u, , montrer que la fonction
i:t+>i(r) estsolution sur 'intervalle [0 ; +oo[ de I’équation différenticlle :

'+£.}:—E
R i o

. a) Déterminer les solutions sur [0 ; +eo[ de I’équation de la question .

b) Déterminer I'intensité du courant dans ce circuit a I'instant ¢ sachant que i(0)=0 .

@ On suppose ug=10V, R=5( et ;L=1 H.

a) Etudier les variations de la fonction i sur [0 ; 4+eo[ et déterminer la limite de { en +eo .

b) Tracer la courbe représentative de la fonction i .

3.3 Loi de refroidissement de NEWTON

On a pu établir que la vitesse de refroidissement d’un corps est proportionnelle & la différence entre
la température de ce corps et la température ambiante. Le coefficient de proportionnalité k& dépend
de la nature de ce corps.

Un solide dont la température & 'instant t=0 est de 25 °C est placé a I'extérieur, o la température
est de 8 °C. On désigne par 6(¢) la température de ce corps & I'instant 1, exprimé en seconde.

. Justifier que la fonction 6 vérifie une équation différentielle de la forme y’=ay+b dont on
précisera les coefficients a et b en fonction de k.

‘ . En déduire que, pour tout réel ¢ strictement positif, 6(t)=8+ 17eX .

. On observe qu'au bout de deux minutes, la température du solide est de 20 °C.
a) Déterminer la valeur du réel k.

b) Au bout de combien de temps, la température du solide sera-t-elle de 15 °C ?

Q Fonctions X — e~ %X et x> e~ k** avec k réel strictement posi@

Pour tout réel sirictement positif k., on considere les fonctions f, et g, définies sur R par:

filx)=ek et g(x)= e ket
On note respectivement €, et I, les courbes représentatives des fonctions f, et g, dans le
plan muni d’un repére orthonormal (O ; 1, j) .

@ Dresser les tableaux des variations des fonctions f et g .

.a) Tracer sur un méme graphique les courbes €, , €, , €5, I}, I, et I .

b) Soit k et k' deux réels tels que 0<k<k” . Etudier la position relative des courbes €, et
€, , puis celle des courbes I', et I. , et enfin celle des courbes I, et €. .

@ a) Soit k et k' deux réels tels que 0<k<k’ .

I ¥ (x)
f i ;;(I )

décroissances des fonctions f, et f,.?

Déterminer la limite de lorsque x tend vers +e . Que peut-on en conclure pour les

b) k et kK étant deux réels quelconques, comparer les décroissances des fonctions f, et g,. sur
I'intervalle [0 ; +eo[ .
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Etude de fonctions comportant des exponentielles)

5.1 Exemple 1

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(2-x)(e*+1) et ‘é’f sa courbe représentative dans

le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i f) .
. Déterminer la fonction dérivée f” de la fonction f.
. Etudier les variations de la fonction f’ et en déduire le signe de [’ .

. Dresser le tableau des variations de la fonction f et tracer la courbe ‘éf.

travaux diriges

. Démontrer que la droite 9, d’équation x + y =2 |, est une asymptote a la courbe %f et étudier
la position de ‘€f par rapport a la droite & .

.Détcrminer le point de %} en lequel la tangente 2 %’f est parallele 2 9.

5.2 Exemple 2

X

7
1+ef o
On note €, sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormal (O ; 1, j) .

Soit g la fonction définie sur R par g(0)=0 et,si x#0, gx)=

@ Démontrer que la fonction g est dérivable sur R* et que, pour tout réel non nul x, ona:

)

Bilz)= ey ol h est la fonction définie sur R par A(x)=(1+x)e*+1 .
(1 +e*
. Etudier les variations de la fonction & sur R et en déduire son signe.
. Déterminer le sens de variation de la fonction g .

.a) Justifier que lorsque x tend vers —eo ou vers +co , g(x) est du méme ordre de grandeur

ue 2
q 2 3 é
; ) X 1 e*—1
b) Démontrer que, pour tout réel non nul x, g(x)- 5§77 % T
2 [ 1+ e;] -
¢) En déduire que la droite d’équation y= % - % est asymptote & la courbe ‘63 en —eco eten +eoo .

® Soit x un réel non nul et M le point de ‘€, d’abscisse x.

a) Calculer, en fonction de x, le coefficient directeur de la droite (OM) .
b) Etudier la limite de @ lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives et la limite de

g_ix) lorsque x tend vers O par valeurs strictement négatives.

¢) Interpréter graphiquement ces résultats.
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Faire le point

* Fonction exponentielle : définition

La fonction exponentielle est 'unique fonction dérivable sur R qui est égale 4 sa dérivée et

vérifie exp (0)=1 .
La fonction exponentielle est strictement croissante et strictement positive sur R .

* Propriétés algébriques

X
ve0=1 oLoer eetermerty oSoero) o (eXyizent, nez
€’ e

s Limites a connaitre

Soit n un entier naturel.

il [ f o

im e*=0 lim e*=+4oo
S -y X =% 400 . E'\.—[
& lim =1
Iim e*x"=0 lim —=4e x=0 X
X —3—oo R

A Tinfini, I'exponentielle de x I’'emporte sur toute puissance de x.
e Dérivée

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7. On a (e¥)’ =u’e* .

l savoir P comment faire ?
I ;ésoudre une ;]uaht-ii;n on utilise l'éqtii;'a]cnce ; (i ae e L e O

de la forme pour tous réels a et b, e"=e? <> a=b
el(x) = g¥(x)

I résoudre on utilise la stricte croissance de la fonction exp sur R :

une inéquation de la | pour tous réels a et b, e‘<e’ <= a<b
forme e*(¥) < e*¥)

démontrer qu’une on prouve que [ =kf
fonction f est de la
forme x> Aekr

fonction f estdela  sprouverque f'=kf et f(0)=1;
forme x> ekr * prouver que f#0 et établir que, pour tous les réels x et y:

fx+y)=f(x)f(y)

résoudre Péquation |+ on détermine la fonction constante x> a qui est solution de (E) ;
différentielle les solutions de (E) sont alors les fonctions :

(E): y'=ay+b , x—a+Ke?* | ou K estune constante réelle

l démontrer qu'une | on peut utiliser 'une des méthodes suivantes :
|0ﬁ acR* et be R
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Fonctions telles que f'=k f)

,;?’Vfﬂi‘iﬂux- iSnS o i B e i ‘ 03

- e
14 |

‘_® Les propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?
| 1° La fonction exp est I'unique fonction égale a sa dérivée.
12°Si f est une fonction dérivable sur R telle que :

E FEFL o - HED

|alors, pour tout réel x, f(x)=2e".

13° La fonction définie sur R par f(x)=2e2*-1 est telle
[que f'=2F.

4° Si f est une fonction dérivable sur R telle que :

Fl=2f e f(1)=2,

alors, pour tout réel x, f(x)=2e¥- !,

‘@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

117 La fonction exp est 'unique fonction telle que, pour tous
{les réels x et y:

| flx+y)=f(x) f(y) .
I elri—} .

2° Pour tout réel x,

| =
l er+ 3 €
|

[3°8i f est une fonction dérivable sur R telle que, pour tous
les réels x et y:

! fx+y)=f(x)f(y) e f(O)=1,
ialnrs il existe un réel k telque f'=kf .

4° Soit (u,) une suite définic sur N et (v,) la suite
|définie sur N par v, =exp (u,) .

Si (u,) estune suite arithmétique, alors (v,) est une suite
géométrique.

‘2 L'équation = kf

Dans les exercices 3 et 4, démontrer que la fonction f définie
est dérivable sur R et démontrer qu'il existe un réel k rel

que f'=kf .

r@ 1° f(x)=exp (2x) ; 27 Flxy=3 exp (—2%) ;

|
iao f(x)=ﬂp (%14—3]: 4° f(),-)=cxp (—3).’+4]<

i_o I° f(x)=exp(-2x+1) ; 2° f(x)=exp [‘+«l¥j ;

Chapitre 4 « FONCTION EXPONENTIELLE

(32 F(x)==2exp (x=1) 5 & f’(x)z-—%exp(+2x+4}.

@ Déterminer les fonctions dérivables sur R telles que :
fr=3f .

| Exprimer f(x) en fonction de x sachant que f(0)=2 .

‘ o Déterminer les fonctions dérivables sur R telles que :
fr==2f.

Exprimer f(x) en fonction de x sachant que f(1)=3 .

'_o Déterminer les fonctions dérivables sur R telles que :
2= .

Exprimer f(x) en fonction de x sachantque f(-1)=2.

r . Les courbes ci-dessous représentent des fonctions
dérivables sur R vérifiant une égalité de la forme :

-
fle=3f"

Déterminer une équation de chacune de ces courbes.

Dans chacun des cas suivants, déterminer f(x) en
fonction de x.

1° f'=2f ‘et f(0)=1.
2° f'=2f et f(0)=-3.
P e & Fl)y=e.
|4° f’=§f et  f(2)y=-1.
:5° 2f'==f ©  flO)==2,
|6° 2f"=3F e f(=1)=0"
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F @ Dans chacun des cas suivants, déterminer f(x) en
fonction de x.

1 f143F=0 e f(O)=1.
2°2f"+f=0 e “f(0)=-3.
30 F7 4 f=0 et =2
#2/-3 =0 a f@)=-1.

La courbe % est la courbe représentative d’une
fonction f dérivable sur R telle que :
f'=kf , ol k estun réel
La droite % est tangente 2 € au point A(0:2) et passe
épar B(-3:1).
|Exprimer f(x) en fonction de x.

'3 Propriétés algébriques de exp

' ® Simplifier les expressions suivantes :
; A=e*xe*; B=ef+2e;
C=(e*)e-2t; D=(e*)2e* .

= i ifi sions sui %
Simplifier les expressions suivantles
A=el¥xe -~ : B=elvtlxel-2v .

3x-1

2Zx+1
5B e
Ontris o D .
e 2 el-x

0 Démontrer que, pour tout réel x :

(Cg"'—e_'“}{l & c—_‘!.\}z (CR" +1)(1 = 8_3“] et |

' @Soil f et g les fonctions définies sur R par:

ef _p— X

c.{+c—_l'
= et g(x)= 3

3=
1° Calculer (f(x))?—(g(x))> .

2° Démontrer que :
J@2x)=2(f(x))*~1 et g(2x)=2f(x)g(x) .

3° Exprimer f(x+y) et g(x+y) enfonctionde f(x) .
[ f(y), g(x) et g(y) .

r @ Soit f la fonction définie sur R par:

fay=S=1,
e+ 1

1° Démontrer que f est une fonction impaire.

2f(x)

1+ (f(x)?

|3" Exprimer f(x+y) enfonctionde f(x) et f(y).

:?.° Démontrer que f(2x)=

@ 1° Démontrer que, pour tout réel x:

X
el = Jex .

| 2° Simplifier les expressions suivantes :

Fax-1
A=.e¥+3e*; B= —;—m .
,n'eﬁ

@ Fonction exponentielte)

"‘. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

| . Al

1°8i x=-2 ,alors e*=— .

al

2° L’équation e*+e2*~1=0
dans R.

admet une unique solution

3° L'inéquation e*<1

[ ]=e=:0[ .

a pour ensemble de solutions

4° Soit € la courbe d’équation y=¢2% ,
Il existe un unique point M de € en lequel la tangente est
| paralléle i la droite d’équation y=x .
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- Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

|1° Les courbes représentatives des fonctions :
f
x—>2el-1 et x—et

ont la méme tangente au point A(0; 1) .
2° La fonction définie sur R par f(x)=e*" a pour primi-

. - 1 .
tive sur R la fonction F : x+— 5 g,
X

3° La droite d'équation y=x+2 est asymptote & la courbe

. " er—2
d’équation y=x+ — :
= X
|
4°Lorsque x tend vers +oo , f(x)=x"Ye* a pour

limite 0.
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2 Equations et ing

Résoudre dans R les équations suivantes :
PP edm il Fretsrls e

.l

3° (e~ 1 +2)(e**2-1)=0 ;

' @ Résoudre dans R les équations suivantes :

2% ef= N/(;‘—] ;

2x-1
4°e* 2 —e=0 .

1° {e.l'):\ =et-1;

@ 1° Résoudre dans R I’équation :
2X243X-5=0"

2° En déduire les solutions dans R de I'équation :
2edr43er_5=0.

5‘@ Résoudre dans R les équations suivantes :

1°eb% 423 _3=0 ; Perret=1 ]

FerselF—(e41)=0; 4°2eF=3-er.

M @ 1° Démontrer que chacune des équations suivantes
admet une unique solution réelle et en donner une
valeur approchée & 10-2 prés.

1
i .

a)e*=3; =

b) et

[2° Démontrer que, pour tout réel strictement positif m,
|I'équation e*=m admet une unique solution réelle.

Cette solution est notée Inm et appelée logarithme
népérien de m .
37 Résoudre dans [ les équations suivantes :

a)ef—-e =2 ; b)e*=3e¥+2 .

Dang les exercices 25 a 27, résoudre dans R les inéquations
suwivantes.

F @1" ef<] ;

3 etrsl oy
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2e%-3
ef—-3

<

| @l“ 4e2¥<3ef 41 ;

|3 e*<ce ¥ +1 .

20

.

b =

3 Détermination de limites

u et v sont les fonctions définies sur R dont on
connait les courbes représentatives.

| 1° Indiquer, & I'aide du graphique, les limites en —eo et en
[+eo des fonctions u et v.

| : o :
{2° En déduire les limites en —ee eten +e= des fonctions :
| f =pl

'_Détcrmincr les Imites en +e= et en =—-o= de

chacune des fonctions suivantes :
b) fix—>xe*:
d) f:x—>2et—e?r;

f) fix—=x(l+e 2%,

et g=e¥,

a) fixrre Xy
c) fixr>x+1—e%;
e) fixm eyl ;

F"@ Déterminer les limites de chacune des fonctions
suivantes, aux bornes de 'intervalle I donné :

£ amk
a) _,f’::(»—)-E ,}c avec =R ;
'b) f:xr>(x*-2x+6)e*, avec I=R;
1
¢ fixrmet, avec I=]0:+0of ;
d) fix—se avec I=R.

@ Déterminer chacune des limites demandées :

X X
b) lim _ 2
y=3+m 2e%—1
1 1

© lim (x+2)e*! i d) lim (x+1)e *.
x = |

lim

X =p=0a

a H
) 2+¢*

x =
x>1 x)
e) lim (Jer41-—e") .
X =¥t oo




exercices

' @Délcrmincr les limites de chacune des fonctions

| suivantes, aux bornes de I'intervalle / donné :

T

: - &’ R TR
ia}j.x'—éx—-_l_l, avec [F=]-1;+e[;
i ef+1
'b o o avee  F=R:
2 et+2

x4l

2x-3
s

ic)fixb—*e avec I=E;+o{_

i"@ Déterminer les limites de chacune des fonctions
' suivantes, aux bornes de I'intervalle / donné :

et

(e} fixryr—e— avec [I=R;
X<+ 2

_h)j':x'—>(x+l)e5, avec I=R:
- =

c)f:xr—)w avee I=R;
et+1
X241

d)flr'—",—]. avec [=]0;+oo[ .
e X~

@ Déterminer les limites de chacune des fonctions
suivantes, aux bornes de 'intervalle I donné :

a) fix—>e'—x342x-1, avee I=R;
b) fix—>(x+1)e¥=-2, avee I=R;
c) If:xl—»(_x3+l)evi. avece I=R:
i
d) f:xrrxe”®, avec I=]0; +eof .

La dérivabilité en 0 de la fonction exp a permis
d’établir :

T 1=

i
k=0 B

* En utilisant ’encadré ci-dessus, déterminer chacune
des limites suivantes :

S ndR

a) lim
r—0

* En utilisant I'encadré ci-dessus, déterminer chacune
des limites suivantes :

a) lim «x [c-{'—lj; b) lim x.(c-"]_z—l).

X =3 oo K= —00

' @a) fixr2e M -4ev
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4Dé

Dans les exercices 37 et 38, déterminer la fonction dérivée de
chacune des fonctions, sur U'intervalle I donné :

Tttt
L e (T i

T '@Avcc I=R

1°a) fix—>xd-e+e'; b) fixrmdxe’;

x =X
c)f:xa—»c +2° : d) fix—>2eM4e 2t
e¥ =2 ) ek _p-x
20 a X % b o H
| ) f & e+ 1 } f E eX4e-¥

¢ fixm(x2+d)ec 2y d) frxmer

avec I=R;

b) ,f:.xt—»le-;. avec I=]0; 4o
X
Zrt3

¢ fixrset2 | avee I=]2; 400

d) f:x— T avec [=]0; +0ee]
e<¥* —

@ * Soit la fonction f définie sur R par:
fxy=x ((—1} X+ é] e,
1° Justifier que f est deux fois dérivable sur R et exprimer
fiix) et f"(x).
2° Montrer que, pour tout x de R:
FhAx) = fix) =2 f(x)=—xe *.

_® On considére la fonction g définie sur R par:

gix)=ax+ b+ xe* ,
ot a et b sont des réels.

Sur le graphique ci-dessous, on donne sa courbe représen-
tative % et la tangente T a4 € au point d’abscisse 0.

e,

1° Indiquer, a I’aide du graphique, g(0) et g’(0) .

2° En déduire la valeur de chacune des constantes a et b.
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r--@ Déterminer les primitives sur /=R de chacune des

fonctions suivantes :
@) f:xrse**3; b)) frarseXr; o f: x> fex .

‘.Determmer les primitives sur /=R de chacune des

| fonctions suivantes :

18) f:xrm(-2x43)e ¥t b)) fixes3xer L,

eX

Jer+l

et

Geriap o

¢ fixe>

. Déterminer par identification les réels a et B pour
| que la fonction :
‘ F:x—=(ax+p)e "
{soit une primitive sur K de la fonction :

| fixe>(2x+1) et

‘@ Soit f la fonction définie sur R par:
F)=(x2-4) €2 .

'1° Déterminer les réels «, B, y pour que la fonction F,
définie sur R par:

F(x)=(ax?+ Bx+y) e?¥ |
soit une primitive de f sur [ .

|2° Déterminer la primitive de [ sur B qui s’annule en 0.

5 Etude de fonctions

' @ Ecrire f comme composée de fonctions, I'une d’elles
¢tant la fonction exponentielle.

En déduire (sans calculer de dérivée) les variations de f et

tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal, en

expliquant comment elle se déduit de la courbe de la fonction

exponentielle.

x>pt+d .

b) f:
d) f

a) frxmseldl ;

) f 1 x> =3e* ; xerm1a

@ f est la fonction définie sur [ par:
F(x)=x?e* .
1° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble
idc définition.
EZ" Etudier les variations de f.

3° Le plan étant muni d’un repére orthogonal, tracer la

courbe représentative de la fonction f.
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.Sou [ la fonction définie sur R par:
f(x)=x-2+¢*
1° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble

de définition.

2°En considérant f comme somme de deux fonctions,
déterminer ses variations sur R .

f(x)=0 admet une unique
1] .

b) Déterminer, i 1'aide d’une calculatrice, un encadrement de
|a d’amplitude 10-2 . (On expliquera la méthode utilisée.)

3° a) Justifier que I’équation
solution & appartenant a 'intervalle [0 ;

|—'® On considere la fonction f définie sur R par:

‘ flx)=e*—x-4.

On note € sa courbe représentative dans le plan muni d’un
|repére orthonormal (O :1, J) .

|17 Déterminer la limite de f en —eo .
2° Etudier le comportement de f en +eo .
(On pourra factoriser f(x) par e*.)

3° a) Justifier la dérivabilité de f sur R et donner I'expres-
|sion de f'(x).

| b) Déterminer les variations de f sur R.

4° Dresser le tableau complet des variations de f.

5° a) Montrer que la droite % d’équation y=-x-4 est
asymptote a la courbe € en —eoo .

'b) Etudier la position de % par rapport 3 @ .
|

|6° Tracer la droite & . puis la courbe €.

@ [ est la fonction définie sur R par :

flx)= el 4 5e—6 .
1° Déterminer les himites de f aux bornes de son ensemble
de définition.
12° Etudier les variations de f sur R.
|3° On désigne par € la courbe représentative de f dans le
|plan muni d’un repére orthogonal.

| Déterminer les coordonnées des points d'intersection de €
|avec chacun des axes du repére.

i4° Tracer la courbe €.

| 5% Déterminer |'ensemble des primitives sur R de f.

On considére la fonction f définie sur R par:
flx)=(ax*+bx?+ex+d) e,

o a, b, ¢ et d sont des réels.
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La courbe représeniative de [, dans le plan muni d’un repére | 2° a) Déterminer la limite de f en —oo .
e e !b) Déduire, des résultats précédents, celle en +o0 .
|3ﬁ Etudier les variations de f sur f_% ] +D{ ;

!4° Dresser le tableau complet des v;rial.iuns def-

5° a) Justifier que I'équation f(x) =1 admet deux solutions
|dans R.

_ | b) Déterminer les valeurs exactes de ces solutions.

~18¢2

"'@ A. Etude d’une fonction auxiliaire
Soit f la fonction définie sur [0:2,1] par:
2° A I'aide de certaines données du graphique, montrer que : f(x)=3+(x-2)e".

1° Etablir graphiquement le tableau des variations de f.

pmalyy el ESSE snlleodt aa vt 1° Etablir le tableau des variations de f.

' 3° Retrouver par le calcul les résultats figurant dans le

e i ° Calculer, & 10~2 prés, les images de :
tableau des variations trouvé en 1°. e o P i

0:025;06:1;1.5:258.).
Tracer, dans un plan rapporté a un repére orthonormal %,
= '@g est la fonction définie sur R\ {~2} par: (unité : 5 cm), la courbe représentative € de f.

X

|

[}

B. Soit F la fonction définie sur [0 ;2,1] par:
F(x)=3x+3+(x-3)e*.

glx)=e*t

| 1° Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble

| de définition. 1° Etablir, en utilisant les résultats de la partie A.. les varia-
En déduire des équations des asymptotes & la courbe repré- iuuns o,

sentant g dans le plan muni d'un repere. 2° Calculer, & 102 prés, les images de :

2° Etudier les variations de g . ' Ot 025y 06, 1; Z; 4L

Tracer, dans un plan rapporté & un repére orthogonal 9,
d’'unités 5 centimétres sur 1'axe des abscisses et

" @ * On désigne par f la fonction définie sur R par : 10 centimétres sur 'axe des ordonnées, la courbe représen-
f(x)=x+el %, tative I" de F.

| 1° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble |, Application

|t Un laboratoire fabrique un produit pharmaceutique ; sa capa-

2° a) Montrer que la droite A, d’équation y =x ,est asymp- | cité de production ne peut excéder 2,1 tonnes de produit.
tote & la courbe représentative € de f, dans lc plan muni | Op note x la masse, en tonnes, de produit fabriqué,

d’un repére. i T oy S
p Le coiit de fabrication, en millions d'euros, de x tonnes de

b) Etudier la position de € par rapporta A. produit est égal & F(x) , F étant la fonction définie dans la
| 3° Déterminer le tableau de variations de f. partie B.

Si on note k le prix de vente, en millions d’euros, d'une
tonne de produit, alors P(x)=kx—F(x) donne le profit (ou
la perte), en millions d’euros, réalisé(e) aprés la fabrication et
la vente de x tonnes de produit,

4° Tracer la droite A, la courbe € et sa tangente au point
d'abscisse (.

r '@ Soit f la fonction définie sur R par: | On suppose k=3 .

Fx) =¥ =2-1, 1° Tracer, dans le plan rapporté au repére R, , la droite
on désigne par € sa courbe représentative dans le plan muni | d'équation y=3x et déterminer graphiquement le signe de
d’un repere. | P(x) .

2° Btudier les variations de la fonction P.

o T ——— :
1° Montrer que la droite d’équation x= 3 est un axe de En déduire la production x, pour laquelle le profit est

symétrie de €. maximal.
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@ Equation différentielle y’ = ay + b)

r @ Soit (E) I'équation y" +2y=4x+3 .
|

1° Soit f une fonction dérivable sur R,

@ Soit (E) I'équation différentielle y*=3y-6 . Démontrer que si la fonction f est une solution de (E) , alors
| L) : : : ; © |la fonction f° est solution de I'équation différentielle :
| Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? E,): y'+2y=4
5 =4 .

{17 Les solutions de 1'équation différentielle (E) sont les

o prrtione e s S o0 5 0" e I Sk |2° Résoudre 1'équation différentielle (E;) et en déduire que

; les solutions sur R de I équation dlftérentlcllc (E) sont les
12° La fonction constante x+>2 est solution de I'équation |fonctions de la forme :

| différentielle (E). | 1
_rh—”?x+§+K'c_2‘
3° Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme - ¥
x> 2+ Ke3* _avec K réel ot K est une constante réelle.
' 3° Déterminer la solution de (E) vérifiant la condition ini-

4° L'équation (E) admet une unique solution vérifiant la |°
itiale y(0)=1,

lcondition initiale y(1)=3 .

[ @ Soit 1'équation différentielle :
¥ ==3y+4e-2r, (E).

|1° Déterminer le réel A tel que la fonction g définie sur R

par :
.Les courbes ci-dessous représentent des solutions g(x)=Ae 2¥
d’une équation différentielle de la forme : soit solution de (E) .
2y"'==y+b, ol b estun réel fixé, | ) : : . -

| 2° Montrer qu'une fonction f est solution de (E) si, et seu-

: EN #;) e ‘]emem si, la fonction h=f—g est solution de I'équation

| = | différentielle :

% ' y'==3y. (E")

3° Résoudre sur R 1'équation différentielle (E’) .

4° En déduire les solutions de (E) sur R.

6/ < /0 i @ 1° Résoudre I’équation différentielle :
| 174 -t |

¥y =-2y=0 (1

Détcrmmer le réel b et une équation de chacune de ces |2° Déterminer un polyndme du second degré P solution de

\courbes. I’équation différentielle :
¥ =2y=8x2-8x (2)
- @Résoudre les équations différentielles suivantes : 3° Démontrer que les fonctions f, définies sur R par:

Silx) =ke?*—4x2
ol & est un réel donné quelconque, sont solutions de 1’ équa-
[tion différenticlle (2) .

1°y'=29+1 35 293y"-2y=17% "3*5"+3y=2 .

Pour chacune des équations différentielles suivantes,

4°La ¢ € ci-contre représente
'determmer la solution vérifiant la condition initiale donnée. La courbe € c P

: lune des fonctions Jro
1 ==2y+3 4 y@)=2; | Déterminer une équation de €.
12° 5y +2y=1 et y(1)=-1; '

E.?»"By':'\-'—B et. y(-1)=3.
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@ Problémes)

| '—@ Elimination d’un médicament
A T'instant 1=0 , on injecte dans le sang d’un patient
| {une dose de 3 mL d'un médicament.

Une étude du processus d’'élimination de ce médicament a
| permis d’observer qu'a chaque instant 1, exprimé en heures,
|la vitesse d’élimination de ce produit est proportionnelle 2 Ia
:quamité f(t) . exprimée en mL, de médicament encore pré-
isn:nte dans le sang du patient, c¢’est-a-dire qu’il existe une

| | constante strictement positive k telle que :
| f(0)==kf(r) .

! 1° Un dosage effectué au bout de trente minutes, ¢’est-a-dire

{a P'instant % , permet d’estimer la quantité de médicament
| présente dans le sang a 2,85 mL.
En déduire une approximation de f(0) , puis de k.
12° On suppose désormais que k=0,1 .
: a) Exprimer f(#) en fonction de .

ib) Etudier les variations de la fonction f sur Tintervalle
§05:32]

{¢) Tracer la courbe représentative € de la fonction f dans

{le plan muni d’un repére orthogonal, d’unités 1 cm sur 1’axe

| des abscisses et 4 cm sur I'axe des ordonnées.

|
'3° Déterminer graphiquement, & 10-! prés, la quantité de
| médicament présente dans le sang au bout de 4 h, puis au
|bout de 5 h 30 min.

| 4% On procede a une nouvelle injection de 3 mL aubout de 7 h.
'a) A partir de la courbe ¢, représenter la courbe € | Tepré-
sentant la quantité de médicament présente dans le sang du
| patient aprés la seconde injection.
b) Utiliser ce graphique pour déterminer au bout de combien
de temps, le sang du patient ne contient plus que 1 mL de
| médicament.

I. I @ Parachutage

'Un objet relié a un parachute est
\largué A Dinstant r=0 en un
|point O .

I

!On admet que sa trajectoire est ver-
[ticale et que la résistance de I’air
{est proportionnelle a la vitesse de
 pénétration dans I'air et on note &
|le coefficient de proportionnalité.
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A chaque instant f, exprimé en secondes, on désigne par
| v(r) la vitesse de I'objet et par A(r) son altitude.

: 1° Démontrer que :
| 's
m % +kv=mg (E),

loli m est la masse totale, en kg, de 1’objet et du parachute

I

i
2° On prend :

' m=8kg , g=10m-s2 et k=25 unités S.I

et g le coefficient d’accélération de la pesanteur.

'On suppose que l'altitude, en métres, du point O est
Lh(0) =100 et que la vitesse initiale v(0) est nulle.
a) Déterminer v(r) en fonction de 1.
b) En déduire que :

h(t)=100-3,21 - 1,024(e- 31251 _ 1),
¢) Démontrer que I"égquation :

100-3.2¢—1,024(e 3157 -1)=0

admet une unique solution ¢, .

[En déduire une valeur approchée, a 1 seconde prés, de la
:durée de la chute et une valeur approchée, 3 0,1 m-s~! ,de
[la vitesse a I'arrivée au sol.

|
3° Reprendre la question précédente, en supposant que 1’ objet
est largué d’une altitude de 500 m.

|4° Reprendre la question 2°, en supposant que 1’ objet est lar-
| gué avec une vitesse verticale de 5m s~ |

|5° On se place dans le cas général.

On suppose que I’objet est largué & une altitude h, avec unc
vitesse verticale v .

On désigne par 1, la durée de chute et v, la vitesse de
I’objet lorsqu'il arrive au sol.

a) Démontrer que, pour tout réel r de [0;1,] :
i v(t) = (v - 3.2)e 21250+ 32
| et h(t)=hg+(0,32v5~1,024)(e 31~ 1)=32¢ .
lh} Dans cette question, on suppose que v, <32 .
Justifier que :
=32 .

¢) Dans cette question, on suppose que :

32<y, =100 et hy=50 .
|Démontrer que, pour tout réel ¢ de [0:1,] :
' h(r)=10-321 .

|En déduire que :

W

1=3 et vy=<321.




exercices

__@ % On veut étudier la fonction f définie sur [0 ; +o9o]
par :

X

FxX)=x2=2+ 2e 2
On note € sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthonormal.
1° Etude de [’
a) Déterminer f’(x) pour tout x de [0 +eo[ .
b) Etudier le sens de variation de f”.
Déterminer la limite de f’ en +e et préciser f'(0) .

¢) En déduire 1'existence et I'unicité d'un réel a strictement
positif pour lequel f’ s’annule.

Vérifier que 0 4=a=05 .

d) Déterminer le signe de f‘(x) pourtout x de [0 ; +oo] .

| 2° Comportement de [ en +oo

a) Déterminer la limite de f en +eo .

b) On pose, pour tout x de [0 ; +e= :
d(x)=f(x)=(x*~2) .

Déterminer le signe de d(x) et sa limite lorsque x tend
vers +es . Interpréter graphiquement les résultats.

| 3° Variations de f

a) Donner le tableau des variations de f.

b) Donner, en le justifiant, le signe de  f(a) .

| 4° Représentations graphiques

Tracer la parabole @ d’équation y=x2-2 etlacourbe %
sur un méme graphique.

"@ 4 Soit f la fonction définic sur R par :
f(x)y=e*sinx .
On note € sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repére orthogonal (O ; i, j) , ot 'unité graphique est de
2cmsur (Ox) etde 10cm sur (QOy) .
1° a) Justifier la dérivabilité de f sur R .
b) Montrer que, pour tout x de R:

f(x) = J2e* cos (,x + EJ !

On rappelle que, pour tous les réels a et b, ona:
cos acos b—sin asinb=cos (a+b) .

¢) Résoudre sur [0 ; 2]

cos [x+§))0 i

I'inéquation :

En déduire le signe de f’(x) pour x dans [0; 2] .

d) Donner le tableau des variations de f sur ['intervalle
[0:2m] . On précisera f7(0) et f'(2w).

2° Dans le repére précédent, on note I' et I'" les courbes
d’équations respectives :

_\.-:e—.( et yz___c—.l' 3
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| a) Déterminer les abscisses sur 'intervalle [0; 2m] des
| points d’intersection de % avec chacune des courbes I
:et T ;
' b) Vérifier qu’en chacun de ces points communs les courbes
% et I', d’une part, et € et I'* , d’autre part, ont la méme
tangente.

| €) Tracer sur [0 ;2] Ies trois courbes €, I' et I .

I (D’aprés BAC)

% %% On se propose d'étudier la fonction f définie
| sur ]0; +eo[ par:
1
fx)=(x+1)e *.
On note € la courbe rcpréseniative de f dans le plan muni
| d’un repére orthonormal (O ; 1, j) .
1° Variations de f
a) Déterminer la dérivée f' de f sur JO; +eof .
b) Etudier le sens de variation de f.
¢) Déterminer la limite de f en 4o .
2° Etude d’une fonction auxiliaire
Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par:
eu)y=1=-(1+u)e .
a) Calculer la dérivée de .
b) Prouver que, pour tout u =0 :
O0=oe'(u)<u .

¢) En déduire que, pour tout u =0 :

(1)

(Pour la seconde inégalité, on pourra étudier la fonction

0= (p(u)ég

wao(u)—% )

3° Etude de f au voisinage de +co
a) A I'aide de (1), établir que, pour tout x>0 :
O0=x-flx)s . :
2x
b) En déduire que € admet une asymptote A en +oo
préciser la position de % par rapport a2 4.
4° Etude de la tangente 3 ¢ en un point

Soit @ un élément de ]0; +oo[ et T, latangente d € au
point d’abscisse a.

a) Déterminer une équation de T, .

b) Montrer que T, coupe I’axc des abscisses (Ox) au point

| d’abscisse -
+a+a*

5° Tracé de €

Tracer € et A. On précisera les tangentes & € aux points

% et 3.

| (D’aprés BAC)

d’abscisses 1,




Fonctions
logarithme et
exponentielle

| Fonctionln __451._113_

* définir la fonction In
* caractériser algébriquement
les fonctions logarithmes

Etudedein  p.119

« connaitre le sens de variation
et les limites de In
] » comprendre le lien entre In et exp

* | Dérivées et primitives  p. 122
« savoir calculer la dérivée de Inu

’

: i u
et déterminer une primitive de —
u

» Puissanced’'unréel
strictement positif ~ p. 122
« connaitre la définition de a?
lorsque a >0 et b non entier
« connaitre la racine n-iéme
d’un réel positif




O Histoire et Iogarithmes)

I Leur invention

L’abbé BossuT (1730-1814) qui collabora avec D’ ALEMBERT a la « Grande Encyclopédie », raconte, dans
son Essai sur [’histoire générale des mathématiques 1'invention des « logarithmes ».

Les premiéres années du dix-septieme siécle furent
marquées par la belle découverte des Logarithmes...
Cette invention est due au baron de Neper, seigneur
écossais d'une illustre maison qui subsiste encore en
Angleterre... Il observa que fout ce qui s opére par voie
de multiplication et de division dans la proportion ou
progression géométrique, s'opére par voie d’addition
et de soustraction dans la proportion ou progression
arithmétique ; par exemple : dans la progression
géométrique, le quatriéme terme est égal au produit
des moyens divisé par le premier terme et dans la
progression arithmétique, le quatrieme terme est la
somme des deux moyens moins le premier terme.

© Mary Evans/Explorer

Le choix de la progression est également arbitraire,
quant a la théorie. Neper prit pour progression
arithmétique des logarithmes celle des nombres
naturels 0, 1, 2, 3, 4... faisant répondre le logarithme

zéro a l'unité de numération de la progression -
géométrigue ; et il régla celle-ci de maniére que ses J
termes étant représentés par les abscisses d'une - - : !
hyperbole équilatére, dans laquelle la premiére o i 1 g q* &

abscisse et la premiére ordonnée valent [, les
logarithmes le sont par la suite des espaces Les trois surfaces colorées ont la méme aire.
hyperboliques. Alors le nombre fondamental de la La valeur de la raison est choisie pour que ces
progression géométrigue vaut 2,718 28 a peu preés. aires prennent la valeur 1.

Il Suites géométriques et suites arithmétiques

On considére un réel a strictement positif.

1 Soit la suite géométrique a, a?, a3, a* et la suite arithmétique 1, 2, 3, 4.

Vérifier I’affirmation du texte ci-dessus (lignes 9 4 13).

2 Soit f la fonction qui, a tout terme g" de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison a
strictement positive, fait correspondre I’entier n .

Vérifier que, pour tout entier n et tout entier p, on a :
fla"xaP)=f(a")+ f(a?) .
Combien vaut f(1)?

3 Quelle est la raison choisic par NepER dans le texte ?
Quel est le logarithme de e ?



I Une équation fonctionnelle

Le but de cette activité est de déterminer toutes les fonctions f qui sont dérivables sur ]0; +eo[ et

vérifient :

pour tous réels a et b strictement positifs, f(axb)= f(a)+ f(b) .

1 Calculer f(1).

2 a) Soit a un réel strictement positif. A partir de I'égalité f(a) + f(x)= f(ax) , démontrer que, pour

tout réel x strictement positif, ona f’(x)=af (ax) .

b) En déduire qu'il existe une constante réelle & telle que, pour tout réel a strictement positif, on a :

SN
fi(a)y=kx~.

3 On appelle In la primitive de la fonction x-—r}( sur I'intervalle ]0 ; 4| qui s’annule en 1.

Démontrer que toutes les fonctions vérifiant f(ax b)= f(a)+ f(b) sont de la forme kX In (k réel).

4 FEtude de la réciproque

Soit a un réel strictement positif et F la fonction définie sur ]0 ; +eo[ par F(x)=In (ax) .

T : : 1
a) Démontrer que F est une primitive sur ]0 ; +eo[ de la fonction x> e

b) En déduire qu’il existe un réel ¢ tel que, pour tout x de ]0; +oo[ ,onait F(x)=Inx+c .

Déterminer le réel ¢ en donnant 4 x la valeur 1.

¢) En déduire que la fonction In vérifie :

pour tous réels a et b strictement positifs, In (¢b)=Ina+Inb ,
et qu’il en est de méme pour les fonctions kxIn , ot k est un réel quelconque.

Les fonctions, non nulles, solutions du probléme posé, sont les fonctions logarithmes.

B Un cas particulier : les logarithmes décimaux

Le systeme de numération étant un systeme en base 10, le mathématicien anglais BriGGs (1561-1630)
privilégie la fonction logarithme, notée log , telle que log (10)=1 .

1 Calculer log (100) , log (1 000) et, d'une fagon
générale, log (107) .

2 En 1624, BriGcs publie des tables donnant la partie
décimale des logarithmes des nombres de 1 & 10 000.

On a ci-contre un extrait de ces tables, pour les nombres de
1 a 100, encore utilisées en 1970.

En utilisant la table, trouver log 7 , log 11 et log 77 .
Vérifier que log 77=1og 7+ log 11 .

3 Expliquer pourquoi, dans les tables, on peut se contenter
de la partie décimale du logarithme décimal.

Donner log 9.9 |, puis log 0,099 .
Confronter ces résultats a ceux fournis par une calculatrice.
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TABLE 1

DES NOMBRES ENTIERS
DE 1 & 10000,

¥ Loy o | fog ] Leg ] Log

1 0,00 000 208 Ll 407 8 110787 7% 1.88 (81
2 0,30 108 7 143 138 52 1,71 600 m 188 B0
3 047 718 8 144718 o3 1,72 428 78 159 200
It DLAD 204 20 1,48 240 4 173 230 w 159 763
] .80 897 a6 147718 B8 174058 L 100 200
L} 077 818 a 140 136 = 174 818 81 1.8 548
7 0,54 510 ag 1,50 815 & 176 8a7 B2 181 381
8 0,00 304 a3 1,581 8351 58 176 343 &l 181 0
@ L5 424 e 153 148 ] 177 085 a4 188 428
10 106 000 5 154 407 LT 177 816 85 102 43
1 L08 130 % 156 830 61 1,78 583 a 188 450
H 107 1R Lxd 1,88 £30 &2 179 230 2 1,83 9a
1 111 ¥ an 15T W78 a 178 634 as 154 448
u 1,14 613 E 158 106 [ 1,50 818 ] 1.04 B30
113 1,17 600 @ 1,80 206 L] 1s1am L 106 434
1 120412 41 181 E “ 181964 L 105 Bl
1 1,23 046 42 1,68 326 o 152 607 i L8 370
18 1,35 527 i LA T o 1,83 281 ] 1,06 848
18 127675 “ 1,64 345 i 188 85 ™ 147 312
0 1,30 103 AB 1,85 321 ™ LE4Al0 L LT
21 138 203 L 1,68 278 T 1,68 194 e 1,58 227
" FErET a7 1.67 210 ke ] 1,88 783 24 1,08 477
-3 LaEIT [ 108 184 ™ 158 382 98 L1
bl 138 0@l - 100 020 kil 1,56 953 a9 1 584
25 Lig 12 1,00 897 ki LAT 508 00 200 000




a Fonction logarithme népérien)

£ o 1 . . b
La fonction inverse x> = est continue sur Pintervalle ]0 ; 4o , elle admet une infinité de

primitives sur cet intervalle, dont une seule s’annule en 1.

1.1 Fonction In : définition

La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction inverse sur ]0 ; +e[ qui
prend la valeur 0 en 1. On note cette fonction In .

Remarques
* [’ensemble de définition de la fonction In est 0 ; +oo[ .
*Ona Inl1=0.

+ La fonction In est dérivable sur ]O : +e=[ et, pour tout réel x dans ]0; +e[ ,ona In’ (x}:% s

1.2 Equation fonctionnelle caractéristique théoréme

Les fonctions f dérivables sur I'intervalle ]0 ; +oo[ qui, pour tous réels x et y, vérifient :

FGy)=Ffx)+ £y,

sont les fonctions kX In, ol k est une constante réelle.

Ce théoreme a été établi dans I’ Activité 1.

Conséquences

Pour tous réels a et b strictement positifs et tout entier relatif n, on a:

«In(ab)=Ina+Inb 'In(%)=—lnb -ln(g-)=lna—lnb

s (6 il 'ln(JE)zélna

o Démonstration B Voir Exercices 2 a 6
SComine Sk s =] pbi m(b é)zln 1 done B B4 b [%]:0 . N, m[é)bmb.
'ln(g)=in[axa=lna+tn [é).Or » GJ:—Inb.dorw In (§J=]na—lnb.

slma=In (Jax.Ja)=21nJa , donc In (.f&):%lna .

@ Exemples

B A e e S5 Ol Bl =l =4 . B =l $+1a.5 ot i Jé:%ma.
e A=4In3+1:33+%ln3=l~2-l~lu3.
X et strictement positif, donc In (x;) est défini, mais

»Pour x dans J—oo;-2[ W]l ; +ea] , x+; ™

I'égalité In (::T;): In(x=1)—1In (x+2) n’est valable que pour x dans ]1;+ee[ .

x=1
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? Etude de la fonction logarithme népérie@

2.1 Sens de variation propriété

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +eo[ .
Pour tous réels a et b strictement positifs, on a :

Ina<lnb <> a<h:

Démonstration

Pour tout x>0, In" (x)>0 ,car In’ (x)=- ; donc In est strictement croissante sur 10 : +oof .

e

Conséquences
vmx<l == x€ |01 *»Ix=0 & =1 +hz>0 & xellj+=f
* Pour tous réels a et b strictement positifs, on a:

'l ha=b == a=bh.

o Exemple
Soit I'inéquation In (5-x)>2In(x+1) .
Elle est définie pour tout x vérifiant x+1>0 et 5—x>0 , cest-d-dire sur I=]-1:5[ .
Pour tout x dans /,ona:
m(5-x)>2l(x+1) < h(§S-x)>In(x+1)?
| & S—x>(x+ 1),
i car Ir est strictement croissante sur ]0 ; +eof .

Or 5—x>(x+1)2 < x243x-4<0 et cette inéquation a pour ensemble de solutions ]—4: 1] .

' Les solutions de 1'inéquation donnée sont les réels de ]—4 ; 1[ qui appartiennent a [. Ainsi, I'inéquation a
pour ensemble de solutions J-1: 1] .

i 2.2 Limitesen +« eten0 propriété
| e lim Inx=+o « lim In x=—oo
i X =40 10

Q Démonstration

- » Il sagit de montrer que si A est un réel quelconque, alors tout intervalle /=]A ; +eo[ contient les réels
| In x pour x assez grand.

Comme In 10>0 , la suite arithmétique (nIn 10), . », aune limite infinie ; donc, & partir d'un certain rang
p.ona nlnl0>A .
Si x>107 ,alors In x>1In (107) , car In est strictement croissante ; donc In x>pin 10> A .

L'intervalle I contient tous les réels In x dés que x>107 . Ainsi, lim Inx=+400 .
X =40

' » Lorsque x tend vers 0, avec x>0 ,alors X a8 tend vers +eo .
x

Ona In x=—tn[l]=—inX ,donc lim Inx=—= lim In X=-eo .
X x— 0 X+
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2.3 Courbe représentative
Tableau des variations de la fonction In

250 10 1 4o

ln’(x):i + 1 =

B ia) 0/ 400

-]

La courbe représentative de la fonction In admet I'axe des
ordonnées comme asymptote.

La droite d’équation y=x—1 est tangente a la courbe en A(1 ; 0) , car le nombre dérivé de la

fonction In en 1 est In’ (1)=%=l 3
Dioné., par defiition, ena B Pait MWLl ks on obtisat:

h—=0 h

o 'um mRgr .
coxstpx-1 8 e

* s

P Voir Exercice 40

La fonction hr>h est la meilleure approximation affine de la fonction hw>In (1+h) au
voisinage de 0. On a :

£ h voisinde 0, In (1+4)~h .

2.4 Croissance comparée
Pour tout entier naturel # non nul, on a:

. In x :
Iim —=0 et lim x"Inx=0 .
Torppe X8 x>0

On retiendra que « en +co et en 0, toute puissance de x I’emporte sur In x ».

o Exemp’es B Voir T.D. 1 ; Exercices 47 a 51
« Soit f la fonction définie sur 10 ; +=<[ par f(x)= X Inx . On peut écrire  f(x) = iz .
x2 41 x4+l x
e 2 2
——— se comporte comme — en +e ,donc lim = =k
x4l x2 xr+e X541
Oren +ce , toute puissance de x I’emporte sur In x, donc  lim by 0 ,etdonc lim f(x)=0.
x—phos X X9t

* Soit ¢ la fonction définie sur [0; 1[ par g(x)=("-1)In(1-x) .

En posant r=1-x,o0n a 1im|£=0,du_uc l1m g(x)—lun( 2t+t3)Int=0,car lim tInt=0 et
=3 =0
x<l

lim 2 Ilnt=0 .
r—=0

Chapitre 5 « FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE



| 2.5 Liens avec la fonction exponentielle proposition

!  Pour tout réel m, ’équation In x=m admet une unique solution dans I'intervalle

«Comme e'=e ,ona Ine=1.

105 4o .
: De plus, cette solution est le réel e .
* Pour tout @ dans R et pour tout b dans ]0;+eo[ ,ona:
In(e9)=a et elNl=hH.
F
| p Remarques
=
t

 Pour tout ¢ dans R et pour tout b dans ]0; +eo[ ,ona:
ef=h <= Inb=a.

. On dit que la fonction logarithme népérien et la fonction

: exponentielle sont réciproques I'une de I'autre.

| «Les courbes d'équations respectives y=e* et y=Inx sont
; symétriques I'une de I'autre par rapport a la droite d’équation

=%
\ o Démonsiration B> Voir Exercices 11 a 16
* La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur 0 ; +e=[ et prend toutes les

| valeurs de I'intervalle J—oo ; +oo[ =R . D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation In x=m
: admet une unique solution « dans ]0 ; +eo] .
'I. La preuve du fait que a=e™ est proposée a I'Exercice 9.

*Pour a dans R, le réel e est solution de I'équation In x=a , donc In (e?)=a .
_ Pour b dans ]0;+e[ . b est 'unique solution de I'équation In x=1Inb , donc b=el?
; On en déduit sans difficulté 'équivalence ¢“=bh <> Inb=a.

; o Exemples
» Soit I'équation In (x—2)=3 .

Elle est définie sur /=]2;4[ .Ona In(x~2)=3 <> x-2=¢’ < x=2+¢’.
Comme 2+e3 est bien un élément de I, I'équation proposée admet I'unique solution 2 +e? .

* Soit I'équation e?*-1=3 |

Elle est définie sur R.On a:

" e2x-1=3 &3 2x-1=h3 < x=¥.

I

| L’équation proposée admet 1'unique solution % :

| « Soit f la fonction définie sur R par f(x)=In (e*+1) .

f Ona lm f(x)=0 et lim f(x)=+c ; comme f est strictement croissante et continue sur R,
X = —oa X = 4om

| I’équation f(x)=m ,avec m € ]0 ; +eo[ , admet un unique antécédent x=1In (e”-1) .
F:R =10+ {g:]0;+oo[—>R
et

sont réci ues.
x> f(x) x=>In(e*=1) k.

Les fonctions {
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a Dérivées et primitivesD

Le théoréme de dérivation d’une fonction composée permet d’énoncer le théoréme suivant.

3.1 Dérivée de Inu propriété
Soit u# une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 7.

La fonction x+> In (u(x)) , notée In u , est dérivable sur [ etona (In u)':u; 7

Exemple B Voir Exercices 53 a 55

Soit f la fonction définie sur ]3 ; +eo[ par f(x)=In (x2-9).
La fonction u: x+> x2—9 est dérivable et strictement positive sur ]3 ; +eco[ ;ona u'(x)=2x .

La fonction f est donc dérivable sur 13 ; +eo[ et, pourtout x de ]3:+e[, f'(x)= :»ng ;
x5 —
3.2 Primitive de o propriété
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / qui ne s’annule pas sur 7.
i

Une primitive sur I'intervalle I de la fonction % est la fonction In |u/ .

o Démonstration P Voir Exercices 59 a 61
Comme u est continue sur [ (car elle est dérivable) et ne s’annule pas sur [, u# ne change pas de signe

sur 1.

4
*Si u>0 sur I, |ul=u et {ln[u]}’:(lnu}’z% y

*Si u<0 sur I, |ul=—u et {lnluI)’n(h(—u))'z;uz%.
O Exemple
Soit la fonction f définie sur [4; +e[ par f(.r)z_}—z—?’x.

[ est continue sur [4 ; +e<] , donc elle admet des primitives sur [4 ; +oo .

La fonction x+ 7 —3x est dérivable sur [4 ; +<o[ et ne s’annule pas sur cet intervalle,
2u’(x)

3u(x)

Comme u'(x)=-3 , on peut écrire  f(x)=-

Une primitive de f sur [4:+eo[ est F:x!—b~§lnl?—3x1 .

Comme 7-3x<0 sur [4:+e] ,ona F:xH—%lﬂ{Sx—?).

@ Puissances d’un réel strictement positif)

Soit a un réel strictement positif et n un entier relatif.

On sait que In (a")=nlna ; donc a"=e"Mma

De méme, comme Ine=1,si x estun réel quelconque, on a e¥=e*me
Ces constatations nous conduisent a la définition suivante.
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4.1 Définition

Soit a un réel strictement positif. Pour tout réel b, on pose a’=efIna

PExemples
+312=¢l23~3737 4 10-% pres. ° 1023-1=¢(2¥3-D 10~ 291 14 3 10-2 pres.

P Voir Exercices 70 & 72

4.2 Racine n-iéme d’un réel positif définition

Pour tout réel positif a et tout ent}er naturel non nul 7 , il existe un unique réel positif b tel
que b"=a .Leréel b est noté Ja et s’appelle la racine n-ieme du réel positif a.Ona:

1
Mo=0 et, pour a>0 , Ja=a" .

Deémonsiration ] | ]

*Si a=0:comme n=1, b"=0 < b=0.+*8i a>0: d'=a <= (b")5=a5 < b=a".

4.3 Fonction exponentielle de base a définition

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

La fonction x+> a* définie sur R s’appelle la fonction exponentielle de base a .

Pour tout réel x, f (x)=e*"4 est de la forme e“,avec u:x+>xlna ,donc f, est dérivable
sur R et f,/(x)=(lna)e*™?=(lna)a*.

Pour tout réel x, a*>0 ; on a donc :
X |=—oe 0 1 +oo
+ oo
*-.,___\
si 0<a<l1 ot lh‘“‘*«a
\_\0
X |—oo 0 il + oo
si a>1 a/"“”
x
4] /}-_’_,-/
0
Exemples P Voir Exercice 75

Si O<a<l .alors Ina<0 et lim xlna=+o ,donc lim e*M9=4es  Ainsi, lim a*=+o .

A= - X— - X — -

Si l<a,alors Ina>0 et lm xlna=-c ,donc lim e*Ma=0 . Ainsi, lim @*=0.
x =3 —oa X —os X —eo
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0 Résolution d’'une équation ou d’'une inéquation)

Résoudre dans R :
1°In(x-2)+In(4=x)=In (2x-5) ;
2n(1-0)+h(-3-2x)=In 102 ;
In2x+1)-InxsIn(4-2x) .

1° » Comme le logarithme ne s"applique qu’aux réels
strictement positifs, 1'équation est définie pour tout x
vérifiant x-2>0, 4-x>0 et 2x-5>0,

c'est-a-dire x>2 , x<4 et x)% ;

A, D:B : 4[ .

*Pour tout réel x de D. I'équation équivaut
successivement i :

In[(x-2)(4—-x)]=In (2x-5)
(x=2)4—-x)=2x-=5,carnga=ln b <= a=b ,
x2—4x+3=0 .

eLes solutions dans R de
x*-4x+3=0 sontlet3.

1"équation

* 3 est dans ]g ;_4[ et 1 n’appartient pas a }52' : 4[.

donc I’équation admet pour unique solution le
nombre 3.

2° + L'inéquation est définie pour 1-x>0 et

-3-2x>0 ,soit pour x<1 et x<—%.
sl <
Ainsi, D—}— 3 2[ ;

* Pour tout réel x de D, l'inéquation s’écrit :
In{((1=-x){(-3-2x))=<1In 102 .

Chapitre 5 * FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

Comme la fonction In est strictement croissante sur
10 ; + o[ , I'inéquation est équivalente a :
(1-x)(-3-2x)=102 ,
soitd 2x24x-105<0 .

e L'ensemble des solutions de ['inéquation
2x24x-105<0 estlintervalle I=[-7,5;7] .

* L’ensemble des solutions de I'inéquation est
I'intersection des intervalles F et D, c'est-d-dire
[-7.5;-15][ .

3%« L’inéquation est définie pour :
2x4+1>0, x>0 et 4-x>0,
¢’est-a-dire pour x>-% . x>0 et x<4 .
Ainsi, D=10;4[ .
*Pour tout réel x de D, I'inéquation équivaut
successivement a :
In(2x+1)<Inx+1In (4-x)
In (2x+ 1)< In x(4-x)

2x+ 1 = x(4-x), car la fonction In est strictement
croissante sur |0 ; +oo[,

(x=1)2=0

* Cette derniére inéquation admet 1 comme unique
solution.

=1 est un élément de D, donc I'inéquation a 1 pour
unique solution,




@ Limites de fonctions avec In)

Détemlinc; les limites suivantes.

a) lim l.n( 5);

X— 4o -1

¢) lim J/xInx ;
x=0

d). lim

X —p4oa

b) lim 2 lnx,
rr e X5+ 1
33
(sl o #w ' E,
x> +es X

a) D’aprés le théoréme sur les limites d'une fonction
(337 + 5) =3 o

rationnelle en +e , lim
x4 A X—1

comme lim Inx=1In3 . par le théoréme sur les
x=3

fonctions composées, on obtient :
lim In (3“5]=1n3 .

A — 4o x=-1
X
b)En 4+, xm el se comporte comme
x4+

Inx se

% -->l , donc la fonction x>
x 241
comporte comme x —> %" ;

In

Or lim —=%-=0,donc:

k=3 +eo

lim %hx:ﬂ .

X — 4o x2+

¢) On est en présence d’une forme indéterminée du

type « Oxoon
Pour se ramener au voisinage de +e< , on pose :
1
o=
x
2
On a alors .ﬁ:lnx-—-llnlzm-»m—r— 2}1j
f t I3 it
i In t
Or lim -—*+w et lim —=0,donc:
X0 J; t=s4oa [
lim Jxlnx= lim (_illﬂ)zo
=0 =+ t
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d) On est en présence d’une forme indéterminée du
type «z» .

En posant t=Inx ,ona:

SR
r
F=g" et LEia =—,
X ef
; - P
Or lim Inx=+4ce et lim —=0,
X +tom t—+e0 @l
G!
car lim —=deo | done :
=34 [
3
im 40X _,
X3 400 X

€) On est en présence d'une forme indéterminée du

. oo
pE s
Comme, pour tout réel x, 2*=e*"2  on pose :
t=xIn2 .
o0 1 xIn2
Ona g-=e
xz Iz
BJ

(&)

1
== x(In2)2.
&

Orona lim —2—+m et, de plus, (In2)2>0 ,
t—+e= |
dong : %
r—r4o0 X




@ Recherche de primitives)

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) f:x+—>tan x sur L—-]O;%[;

. 2x2+3x+4
) iy e W

eI

—»— sur R
(e +3)

&) fiax

a) Pour tout réel x de I, tan x=n2 X
cos X

Si on pose u(x)=cos x , alors u'(x)=-sin x ,

__u(x)
donc f(x)= e
De plus, cos x>0 sur [, donc les primitives de la

N
"2

F:x——lIn(cos x)+k ,
ol k est une constante réelle.

fonction f sur }0 [ sont les fonctions :

b) f est une fonction rationnelle continue sur 7.
On doit avoir, pour tout réel x de [:
2ax?+ (a+2b)x+(b+c)

fx= Zx+l
Par identification, on obtient :
2a=2 a=1
a+2b=3 < b=1
b+c=4 c=3.

. 3 3
Pour tout x élément de 7, f(x)—x+1+2x+1 .

De plus,

2:—_‘_1: ,avec u(x)=2x+1,
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o L et . . € .
I—:l—po,—-_z-[ ((m écrira  f(x) sous la forme a;+b+2x+l],

donc la fonction x> Bl a pour primitive

la fonction x> 31n |25 +1] .
Or 2x+1<0 pour x dans I, donc
[2x+1]|==2x-1 .
Les primitives de f sur I sont les fonctions :
F:xm%x’z+x+%
ol k est un réel.

In(=2x-1)+k ,

¢) La fonction f est continue sur I'intervalle [.
Si on pose u(x)=e*+3 ,ona:

w'x)=e*

o £Oy="5) o ey .

u(x)?
Une primitive de f sur [ est donc ;:-: .
Ainsi, les primitives de f sur I sont les fonctions :

x> -

1
+k .
e*+3

ol k est un réel.



0 Croissance comparée des fonctions logarithme et puissance)

L’observation du tableau de valeurs ci-contre semble

i e St ot it s _ it L i
' 10, 2302585093 0,230258509

L’objectif de ce T.D. est de montrer que, en +oo , 100 4,605170186 0,046051702

toute puissance de x I'emporte sur In x .~ 1 II_EIO__S.BOT?QFEZ?EFD.GE@E}}%

_10000| 9,210340372) 0,000921034

1.1 Fonction In et fonctions puissances entiéres

sablID XNeAe)

.On considére la fonction f définie sur 10 ; +eo[ par f(x)=Jx-Inx .
a) Etudier les variations de f. En déduire que, pour x>0 , In x < J/x .

b) En utilisant les théorémes de comparaison, en déduire que lim -I-jl—x =
I—=+w=

0.

@ En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, lim —==0 .
X340 X

@ En effectuant le changement de variable X e | , démontrer que, pour tout entier n =1 ,ona:
X

Iim x"Inx=0.

xr—0

1.2 Généralisation aux fonctions puissances

On considére un réel a strictement positif.

: 1 ;
. Démontrer que, pour tout réel x, — =—x et lim  x%=doo
@ « x% X+
In x

. En effectuant le changement de variable X =x® , démontrer que lim o 0.
X+ X

.Endéduircque lim x%lnx=0.
x=0

1.3 Applications

3
@ On considere la fonction f définie sur 0 ; +o[ par f(x)=x*-Inx-x.

3
{12 |

Montrer que, pour tout réel x de Uintervalle 10 ; +s[ , f(x)= x2 (1= 2t & T , et en déduire
= x
3

lim f(x) . " :
X =3 400
@ Daccniner lim 22X
x—40a €F
xInx

@ a)En remarquant que pour x>1 ,ona 0<lIn x<x , déterminer lim
X3 +oa e

e

b) Retrouver le résultat précédent, en remarquant que, pour tout réel x strictement positif,
shx_ a2 o In x
et gt x

on a
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iriges

travaux d

Q Logarithme décim@

2.1 Fonction logarithme décimal

e iEe s T o R i 6 timaidu'T
: -w-i: i ‘ﬁ :1, ._{ e

-~ f“‘ l.}"" praales ] I =0 Ji”‘hrl“im“l

.Donner log1 et log 10 .
Inx .

. Pour tout x strictement positif, on peut écrire log x= lnl](]

" - ! 1
a) Déterminer le signe de o "
b) Déduire de I'étude de la fonction In celle de la fonction log .

¢) Etudier la position relative des courbes € et I' d’équations respectives :
=lnx e y=logx.

Tracer ces courbes dans un méme repére.

. a) Pour tout réel x strictement positif, calculer 102 .

b) Pour tout réel x, calculer log (10¥) .

¢) Quel lien ont les fonctions x> log x et x+~ 10* ?
Des valeurs approchées du logarithme décimal d’un réel strictement positif s’obtiennent a 'aide de

la touche | d’une calculatrice.

Les propriétés algébriques de la fonction log sont les mémes que celles de la fonction In .

2.2 Propriétés de log

:'&mﬁ&-”*-mm iferof thsud .:.r_:ﬁ ‘5
_f. s \.'1_-"*‘31315 Fie $

vifanilsasdl &8

R

Démontrer la derniére relation.

2.3 Logarithme décimal et écriture scientifique

Soit x un réel strictement positif admettant pour écriture scientifique ax 107 , ol p est un entier
relatif et @ un décimal vérifiant 1 =a< 10 .

. Justifier que log x=p+loga .
. Montrer que log @ appartient a Uintervalle [0 ; 1] .
@ En déduire la partie entiere de log x , ¢’est-2-dire le plus grand entier précédant log x .

. Applications
Sans calculatrice, déterminer la partie entiére des nombres suivants :

log 36,000 ; 1og 0,003 ; log 379514 ; log (3.
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Une étude de fonction)

3.1 Détermination d’une fonction auxiliaire

La fonction f admet pour courbe représentative la
courbe € ci-contre.

La droite d’équation y=2 est asymptote.a € en 5

+9o , La courbe € admet une tangente horizontale au
point A(-1:;-2).

Pour tout réel x de I'intervalle ]-2; +e[ ,ona:

ax?+bx+c

=2t

avec a, b et c réels.
.Déterminer lestéels a, b et c.

. Déterminer le signe de  f(x) .

3.2 Etude de fonction

On considere la fonction F définie sur ]-2 ; 4o par:
4

F(I}=2x+4—81n{4\'+2)—m ¥

On appelle I' sa courbe représentative dans un repere (O ; i) .
. Démontrer que F est une primitive de f sur -2 1 +oo[ .
En déduire les variations de F .

.a) Démontrer que I'on a :
lim (x+2)In(x+2)=1lim hlnh.
h—=0

x—=-12

b) En déduire lim F(x) .

x—-2

@ Déterminer la limite de F en +oo .

3.3 Position de I' par rapport a I'une de ses tangentes

@ Démontrer que la droite %, d’équation y=-2x-4 , est tangente a la courbe I' au point

d’abscisse —1 .

@ On pose d(x)=F(x)-(-2x-4).

a) Etudier les variations de d .

b) En déduire le signe de d(x) au voisinage de —1 .

¢) Etudier la position de la courbe I' par rapport a la droite & .

@ Construire I', @, I’asymptote et les tangentes horizontales 2 I.

Chapitre 5 FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

D XNBAEJ)

F 4

sobui




-

irigés

travaux d

Q Etude des fonctions puissance)

Dans ce qui suit, a est un réel strictement positif.
Pour tout réel x strictement positif, x*=e®nx

puissance d’exposant & Ia fonction J, déini sur [0 +{ par
‘*' fmfm"@ “m x‘?'\ﬁ“‘fﬁ_ f .x%, ol 7 WS SR TR

On peut vérifier que cette définition coincide avec la définition des puissances entiéres de x .
@ Démontrer que la fonction f,, est dérivable sur ]0 ; +eo[ etque fi(x)=ax®"1.

.011 pose T(h)= w x

a) Discuter, suivant les valeurs du réel a, I'existence et la valeur de la limite de T lorsque A tend

vers 0.

b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
@ Déterminer la limite de £, en +oo .

. Le plan est rapporté au repére orthonormal (O ; i', f) i 1

On appelle I', la courbe d’équation y=x, €, la courbe d'équation y=x et A la droite

d’équation y=x .
a) Soit M un point de €.

Démontrer que le point M , image de M par la réflexion s d’axe A, estun pointde I, .
Onadonc s(€,)cT, .
b) Démontrer que s(€,)=1, .

¢) Construire les courbes €,,. €, , et €;; a partir
3
des courbes I'y 55, Ih5 et I ci-contre.

® Etudier la position relative des courbes %, et 6,
si a et B sont deux réels tels que :

a)l<a<f;
b) O<a<fB<l1. i
i
. Application 0
On a représenté ci-contre la fonction f définie par :
1—x04 -
b e - Y1=01-H 040 AT+ H0.4)

a) Justifier les affirmations :
 f est définie sur 0 ; +oof ;

¢ f est décroissante sur ]0 ; +eof

b) Démontrer que la courbe représentative de f admet une %=1 ¥=0
asymptote en +oo . :
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Faire le point

e Fonction In
La fonction In est dérivable et strictement croissante sur ]0 ; +eof .

Ona In 1=0 et, pour tout réel strictement positif, In" (x) = ;
X

* Propriétés algébriques
Soit a et b deux réels strictement positifs et x un réel quelconque :

Inl=0; Ine*=x; In(ab)=Ina+Inb ; 1n(§)=lna—lnb: In (a*)=xIna .

e Limites a connaitre

i . ; Inx .. In(l+h
lim In x=—o00; lim Inx=+400; lim —— = lim (—)zl :
x =0 X—+es x—=1l X— h—0 h
; . - : In x : s
«en +oo , toute puissance de x 'emporte sur Inx»: lim —=0; lim x"lnx=0.
x=ptoe X x—0

* Puissance d’un réel strictement positif

Soit a un réel strictement positif, x un réel quelconque et n un entier naturel (n=2) ;ona:
1
gf=eXlna - %Zﬂ';; f/{_)zo_
* Dérivées

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur / et n un entier naturel ; on a:

’

u
(Inu) =— et @™ =nu'ur-! .
i
_ z e T ST
| savoir F comment faire ?
résoudre une équation ~on détermine 1 enu:mble de définition et on utilise les equwalences
Inu(x)=Inv(x) suivantes :
ou une inéquation | Ina=Inb < a=b et Ina<lnb < a<b,
Inu(x)<Inv(x) |valables lorsque a et b sont strictement positifs i
el it Ve N S S A rn e s [ e SR LLAR L
| on utilise le fait que la fonction exp et la fonction In sont des fonctions
résoudre une équation | ;
réciproques 'une de I’autre, ¢’est-a-dire : :
In x=m (avec m réel) | -
Z Ina=m < a=e", _
ou e*=p (avec p>0 ) |
valable pour a>0 et m réel quelconque |
- P — AR S N - S S U SR S VRS VINERAS S LIRS ATIE T I S = i
| ’
déterminer on peut chercher a faire apparaitre la forme L ou w'u" eton utilise :
une primitive ¥ .
; 1 . p |
sur un intervalle / o5 4>0 sur [ et n#—1 u"*1 estune primitive de u‘u" |
d’un produit | n+l ) s
ou d’un quotient [*si u nes’annule pas sur 7, In|u| estune primitive de %
u
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0 Fonction logarithme népérien)

’@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° Pour tous réels a et b telsque ab>0 ,ona:
In{ab)=Ina+1Inb .

[2° L'écriture In (—x) n'a pas de sens.
!3° La fonction f: x> In (x?+x+3) est définie sur R .

4° La fonction f:x+>1In(x+2)2 est définie sur R .

| =0 : l-x Py i, : S
|5 fixrIn (__1+x) , définie sur ]-1; I[ , est impaire.

- M L s

re Exprimer, en fonction de In2 et In3, les réels :

h)y=|ﬂ! i ©z=mIn36-2In3 ;

1
==Inl6;
|a}x 2n 3

'cl)i'=21.nfé3 :

J3

@Sans calculatrice, calculer :

x=In216-3(ln2+1n3) ;

e)u=In21+2In14-31n0.875 .

y=3(In3+In5)-mIn27-2In ]{J—ln}1 :

ﬂSimpliﬁer x=2In 2+ .5 +In(9-4.05) ;

3zl 3 5 7
y-ln3+ln5+ln?+1n§ :

|" o a, b et ¢ sont trois réels strictement positifs. Ecrire,
| en fonctionde Ina, Inb et Inc, les réels suivants :

: 4
b) y=ln%-m< ; c)z=]u(z—3)‘

L R Ty
a)x—4ln(a). 3 5

r e f fonction dérivable sur ]0 ; +eo[ , vérifie:
pour tous réels x et y strictement positifs ,

fOy)=Ff(x)+f(y) et f(5)=1.

1° Exprimer f(x) en fonction de Inx.

2° Calculer f(10). f(50). f(ﬁljﬁ) '

pera O e oRepei
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I @ Soit I:u“]” T

la suite géométrique de premier

. 1
terme u; =2 etde raison 3
|Pour tout entier n=1 , onpose v, =Inu, .

1° Démontrer que la suite (v,), o s €St une suite arithmé-
tique dont on précisera le premier terme et la raison.

|2° Démontrer que, pour tout entier n =1 :
1 (n-1)In3
" (vi+vat... +v”)=ln?.——2—— .
e Soit (u,) et (v,) les suites définies, pour tout entier
naturel n, par:

=9, wu u,-3 e v,=u +6.

p4 1= 3
1° a) Montrer que (v,) est une suite géométrique a termes
| positifs.

| ;

:b) Calculer la somme S =v,+v,+...+v, en fonction de
{n et en déduire la somme S, =ug+u,+ ... +u, .

12°On définit la suite (w,) par w,=Inv, pour tout
entier n . Montrer que (w,) est une suite arithmétique.

en fonction de n .

Mo ]
Calculer S =wy+w, +...+w,

3° Calculer P, =v,xv,; x...xv, en fonctionde n.

?"@ Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i f)

soit € et I' les courbes d’équations respectives :
y=Ilnx et x=lny .

il" a) Par quelle transformation géoméirique obtient-on la
|courbc I a partir de la courbe €.

|b) En déduire que la courbe I' admet en chacun de ses
|points une tangente qui n'est pas parallele & 1'axe des
| ordonnées.

§2° a) Justifier que, pour tout réel m, I'équation In x=m

admet une unique solution dans [0 ; +eo[ . En déduire que I"
est la courbe représentative d'une fonction ¢ définie sur R .

b) Que peut-on dire du signe de la fonction ¢ ?

¢) Quelle propriété de la fonction ¢ peut-on déduire du
résultat de la question 1° b) 7

3%a) En utilisant le fait que, pour
[In(@(x))=x ., démontrer que ¢'=¢ .

tout réel x,

b) En déduire que ¢ est la fonction exponentielle.

BB Remarque

| Cet exercice permet de justifier 'existence de la fonction exp
|admise au Chapitre 4. De plus, pour tout réel m , I'unique
isolution de I'équation In x=m est donc @(m)=e™ .




exercices

@ Fonctions utilisant x — In x)

" Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° La fonction x+~ In (In|x]|) est définie sur R* .

2
2° Pour tout réel x, ]n( ,)' j<0,
x-+1

o
3°La courbe d'équation y=In (X—EJ admet deux

X+
asymptotes.

1
5Ind

4° g=

—ln%
2=4 .,

+ e

Dans les exercices 11 a 15, résoudre dans R les équations
données aprés avoir déterminé I'ensemble de définition.

‘0&] Inx=0;

¢} In(4-2x)=0 ;

b) lnx=1 ;
d)(2+x)-In(x=-3)=0.

'@a) In(x+1)=m3: bIn(x+3)=n(2-x) ;
¢)In(x-4)=In(1-4x) ;: d)In(x*-2x+2)=1,

~ =R beE =0
@a) lnx==2 b)ln.t-4,

¢} In(x3)=16 ; d) (Inx)2=16 .

[ '@a) In(x-2)+In(x+2)=In(4+2x) ;
B Ihh(l-x)+ln(l+x)=2(In3-In5) ;

e)Inx+In(x=3)=Ind4 ; d) In(x(x-3))=Ind .

: =18 .
! @a) l”(zx-.%)“o'

|
b)In(4x+2)-In(x-1)=Inx ;

¢)In(2x=3)+2In(x+1)=In(x-3) ;

|
{d) In./2x—3=1In (6—x)—%lnx .

‘ @ Résoudre dans R* les équations suivantes :
la) In(e*+1)=1; b) In(2e¥+1)=1 ;

|
) ettlmX=x43; dyet-hr=yx

' @a}lnxé():

lg) In(lnx)>0 ;

Chapitre 5 » FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

' 0 1° Résoudre dans R I'équation X>-3X+2=0 .

2° En déduire les solutions dans R de 1"équation :
(nx)2-3Inx+2=0.

' Résoudre dans R 1'équation (In .x}3—ln(

1

=2

@ Onpose P(x)=2x%+5x2+x-2.

1° Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x :
P(x)=(x+1)(ax?+bx+c) .

2° Résoudre dans R 1'équation :
2(lnx)*+5(nx)?>+Inx-2=0.

@ Soit P le polynéme tel que :
P(xy=x3=3x2—4x+12 .
17 Montrer que 3 est une racine de P .
Déterminer a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, on ait:
P(x)=(x=3)(ax’+bx +c) .
Résoudre 1'équation P(x)=10 .
2° En déduire la résolution des équations :
a) (Inx)-3(Inx)2-4nx+12=0;
b) e>*—3e* -4+ 12 *=0 .

On ne demande pas de valeurs décimales approchées des
solutions.

‘@ 1° Résoudre dans R I'équation :
(Inx)*-10(Inx)>+9=0 .

2° Déterminer les solutions dans R de 1'équation :
In(10-x)=2In3-1nx?.

@ Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 2x=1n (3e*=2) ; b) In (2 sin x — sin? x)=0 .

Pour les exercices 23 a 26, résoudre dans R les inéquations.

P hx<l i dhx=2
d Inx<-3; e) In£>2: f)ln.:;>;i—ln2;

h) nx<3n2-3 .




'“*a) (1-Inx)(3+Inx)=0 ;

b) (x=5)(Inx+1)<0 ;

O(lnx)2<1; dh@x*-4=0.

' @**a) m{x+1)+In(x=2)<2In(3-x) ;
b) In(x2-x-2)<2In(3-x) ;
Inx+2

I ®a) Inx-1

) In|x-2|+In|x+4|=3In2 .

< B :

' @ 1° Factoriser, dans B, x2-x-6 .

2° En déduire les solutions dans [ de I'inéquation :
(nx)’-Inx-6=<0.

- @ On considére le polynéme P défini sur R par:
P(x)=(x+1)(2x*-3x-2) .

1° Résoudre dans R I'inéquation P(x)=0 .

2" En utilisant les résultats de la question 1°, résoudre dans R :
a)2(lnx)?-(lnx)?-5nhx-2=<0;
b)2Inx+In(2x=-1)=<In(5x+2) .

@ Déterminer le plus petit entier naturel n tel que :

a)(%j!$10‘“; b)a—[gjﬂs{);
0 1-(‘—5‘)” S0e7: ['1 +%0)"32 ,

Suit (u,) la suite géométrique de terme initial

: 3
uy=2 et de raison 3

[ mes de la suite sont-ils supérieurs ou égaux a 1037

LA partir de quel rang les ter-

[ @ La probabilité d’obtenir au moins un double six en

L
langant n fois deux dés équilibrésest p, =1 —@—g) ;

Déterminer le nombre minimal de lancers pour que cette pro-
I babilité soit supérieure ou égale a 0,99,

Mami AL S AT weARnh,

' @ Résoudre dans B2 les systemes donnés :
{2]nx+lny=] ‘ 5 {(ln.r}(lny):—lS

5Inx+3lny=4" In (xy)=-2

Chapitre 5 * FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

I @ * Résoudre dans R? les systémes donnés :
In (x%y3)=-4

a x2+y?2=10 - :
In [‘—J: 11
y

Inx+lny=In3’

F @ Résoudre dans R? les systémes donnés :
{ln (y+6)-Inx=3In2

Inx+Ilny=Iné6
e ’ el xe V=g 0

g xipr =g

| @Détemﬂncr les limites de chacune des fonctions

suivantes en O et en +eo .,

e
ia)f'lenxr
Ic}f‘r»—* =1 -
| S iy T

; 1 ;
b) fixr>-—lnx;

d) f:x—=(nx):-Inx .

; @ Déterminer les limites de chacune des fonctions
suivantes aux bornes de 'intervalle I donné.

ja) fra—=>In(2+x), [=1-2:+40c0[ :
b) fix—=In(l1-x), I=]-e; 1] ;
e) fix>In(x2+3x-4), I=]1;+0co[.

' @u et v sont les fonctions définies sur R dont on
donne, ci-dessous, les courbes représentatives.

‘ = - ,\J
NI 7 I, S VO N T = | Lé'll =

HE ]

. . TEME AR

1° a) A I'aide des graphiques, donner le signe de chacune des

fonctions u et v.

b) En déduire que les fonctions :
f=lnouw et g=lnov

sont définies sur R .

127 a) Indiquer. a I'aide des graphiques, les limites des fonc-

tions 4 et v en —s eten +oo

b) En déduire les limites des fonctions f et g en —eoo et
en +ee,



Dans les exercices 38 et 39, déterminer ['ensemble de
définition des fonctions et les limites aux bornes de cet
ensembie.

a} 'f:'rﬁm[_xzzjtl): b) j':len(T—}%):
c)f:.rr—-)]n(;:i); d}fl.t'—’iﬂ(:—ji)
@ f:,len[H;lE); b) fixin(iser);

o) f:x'—»]n( &) fixl=ed)

et — 1) ;
e+ 1/’
' @ En utilisant le fait que la fonction In est dérivable

en 1, déterminer les limites suivantes aprés avoir fait
les transformations nécessaires.

e xlnx . In(l+x
a) lim : b) lim L,,—‘} 8
xr—=1 X=— 1 x—=0 x=

i 2x x
@ lim —=n [i) .

¢) lim xln[.i+l) :
E

X—=Ffo

JEDYRRESL

des de fonc

r ' Déterminer les fonctions dérivées de chacune des
fonctions suivantes sur Iintervalle / donné et étudier
le signe de la fonction dérivée.

| a) _f‘:.r:-—»lnx+£, I=]0: 4eo] :
b) fixmxlnz—-x, I=]0;+e[;
c)f:x'—rlnx. 1=]0; 40of .

‘@ Ecrire f comme composée de fonctions, I’une étant la

fonction logarithme népérien. En déduire (sans calcu-
ler de dérivée) les variations de f, puis tracer sa courbe
représentative dans un repére orthogonal, en expliquant com-
ment elle se déduit de la courbe de la fonction In .

a) f:x—~|lnx|; b) f:x—>Inlx]; ¢ fix—-2Inx;
d) f:x—=>In(x+3); e f:x—=In(x-1)+2.

[ @ Pour chacune des fonctions suivantes :
* déterminer 1'ensemble de définition D :
¢ ¢tudier les variations ;

* déterminer les limites aux bornes de D et en déduire les
asymptotes éventuelles a la courbe représentative ;

* construire la courbe représentative.
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b) f:x—(lnx)2-2Inx;

. il
a) fix—=x e’

Inx+1
—s .
mx-1

€) fix

i ' %* On considére la fonction f définie sur ]0 ; + oo

par f(.\'}=x—4+}1inx q

1° Déterminer les limites de f aux bornes de ]0 ; +eof .

Interpréter graphiquement la limite en 0.

2° En considérant f comme somme de deux fonctions, déter-
miner ses variations sur 0 ; +eo[ .

3° a) Justifier que I'équation f(x)=0 admet une unique
|solution « appartenant a I'intervalle [3 ;4] .

b) A 'aide d’une calculatrice, déterminer un encadrement de
@ d’amplitude 10-3 .

* On considére la fonction f définie sur ]0 ; + oef
par f(x)=5Inx-(lnx)? . On note € sa courbe
| représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal,
1° a) Justifier que 1'axe des ordonnées est asymptote 2 €.
b) Déterminer la limite de f en +oo .
2° a) Calculer f'(x) .
Ib)Résoudrf: 5-2Inx=0 et 5-2Inx>0.
En déduire le signe de f’(x) suivant les valeurs de x .

3° Donner le tableau complet des variations de f.

4° a) Résoudre dans R 1'équation 5nx—(Inx)2=0 .
'b) Interpréter graphiquement les solutions obtenues.

:Su Tracer la courbe €.

@ * Soit la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par:
| fix)=(x-e)(lnx-1).

1? Déterminer les limites de f en O eten +oo .

2° Déterminer la fonction dérivée de f.

3° Soit la fonction g définie sur 10 ; +eo[ par:
g(x)=In .x—g 7

a) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble
de définition et étudier les variations de g .

b) Calculer g(e) et déduire, a I'aide de a), le signe de g
[sur JO; +oof .

4 En utilisant les résultats sur la fonction g, établir les
variations de f et dresser son tableau des variations.

5° Dans le plan muni d'un repere, on désigne par % la droite
|d’équation y=-x+e .

Etudier la position de la courbe % représentant f par
rapport & & et les tracer dans un repére.




T @Détermjner les limites de chacune des fonctions
suivantes aux bornes de l'intervalle I donné.

a) fixm 20X 1=10; +eof ;

b) f:x—=x(1-Inx), I=10; +es] ;

; Inx x*-1 _Amasend

c)f.x:—rT-r = I=70;+eo] ;
xlnx

@ frxm> T2 Lo REl,

' Déterminer chacune des limites suivantes :

a) lim []l;—r—l);

| X3+ X
xInx3 .
= e I d}
x“+1 X

§ @ * Soit la fonction f définie sur 10 ; + e[ par:
f(x)=—(lnx)?-2Inx+xlnx .

b) lim (

x—=0

rexinx

lim (2x+1~-Inx).

=+t

¢) lim
X—r+o=

1° Déterminer la limite de f en +e et en 0.

2° a) Justifier la dérivabilité de f sur ]0 ; +oof
ler f'(x).

b) Déterminer les variations de f.

, puis caleu-

3° Dresser le tableau complet des variations de f.

@ 1° Etudier les variations de la fonction :
gix——x?-242Inx
définie sur JO ; +e[ et en déduire le signe de g(x) .
27 On considere la fonction :

fix—s—x+5- EMT'Y

définie sur /=1]0; +eo[ et sa courbe représentative fé?f
dans un repére orthonormal.

a) Etudier les limites de f aux bomes de I.

b) Démontrer que la courbe ‘Erff admetl une asymptote
oblique A dont on donnera une équation.

Etudier la position de € ¢ parrapporta A.

c¢) Etudier les variations de f.

(On pourra utiliser la Question 1°.)

d) Construire €, .

[ @ * Soit f la fonction définie sur ]0 ; + e[ par:

J\"(x):]rlx—l—g,x2 ;

1° Etudier les variations de f.

2° Déterminer les limites de [ aux bornes de son ensemble

| de définition.

| 3° Discuter suivant les valeurs du parametre réel m le nom-

bre de solutions de 1’équation :

fx)=m

@ Dérivées et primitives)

SR TN SR NG I G T I T

@Lcs propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

1°La fonction f:x+—In [i:{) est dérivable sur
fed S4T ot PR e
; (x+ L)}(x=-3)

2°La fonction f:x~>In(x+./x242) est dérivable sur

o 1
f ()= — .
Jx2+2

|3° La fonction x> xlnx—x est unc primitive de la fonc-
|tion In sur ]O; +eef .

R et

4° La fonction x> InxxIn(x+1) est une primitive de

1 1
K =
X

X+

- @a) frx—=In(3x+1),

e} f:
d) f:x+—In./5-4x,

a) f:A'-—)ln(;__zxx), I:]g:
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Dans les exercices 53 a 55, déterminer la fonction dérivée de
chacune des fonctions sur 'intervalle I donné.

1:]—%;+w[;

I'=]-0;2[;

b) f

x> (x=1)In(2-x) ,

I=10; 4o ;

pesdl
wee

x> In (x%)

(b) f:x—=In(lnx), I=]1;+00] ;
e) f:rx—=In(sinx) I=10:a[;
d) fix—=Inx2+x+1), I=R.



-'@a)f:xl—)tn(e-'+2), I=R
b) f:x—=1In(e¥*+1), I=R;
et—1
T X i I=10; +eo[ .

1° Déterminer la fonction dérivée f’ de la fonction f'

définie sur |1 ; +eo[ par:
FX)=(x-)[2In(x-1)+5] .
| 2° Montrer que, pour tout x de ]1:+4ee ,ona:

(x-D @) -f)=2(x-1) .

@ On considére la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par
g(x)=ax+1+blnx ol a et b sont des réels.

Sur le graphique ci-dessous est donnée sa courbe représenta-
‘tive € etlatangente T & € au point d'abscisse 1.

e

1° Indiquer, i I'aide du graphique, g(1) et g'(1) .

2° En déduire la valeur de chacune des constantes a et b.

Soit a et b deux réels, et g la fonction définie sur
105 +oo[ par:
g(x}:;sm+.!x+ILJF .
X
| Déterminer a et b pour que la courbe représentative de g
passe par le point A(1; 0) et admette en ce point une tan-
gente paralléle 4 la droite d’équation y=2x .

Dans les exercices 59 a 63, déterminer les primitives sur [
de chacune des fonctions :

5 @a} f:xr—b—% ,  I=]05+4s]
b) fixms1 I=]-00: 0] ;
c)f:x'--)xzj I=]1;+eo[ ;
d) -f pats I=12;+#[ .
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; . =2 L Yt o
a)f'x'_)3mx—6’ I=12; 49 ;
b) f:xs—— | I=R:
3+ x4
O fix =L g
X +x+1
: 3 2 _liiads
d) If.x'—'m—m, f—] 1:4 [
"'@a)f'xm3x3-1+ i 1=10; +ee] ;
: Ix+2° ’ ‘
= 2 1
¥ fm Sl i laag I=]-o;0[ ;
X=
c}f:xl—»lnTx, 1=10; 4"
d) R e et I=11;+=][

; @*a} fix—tanx, !:}_g:g[;

- I =lo. T
.b}f'x'_)cosz.rxianx‘ !‘}0'2[‘
| 'a} fram 2L I=R;

e +2
e +4x
A — I=R .
o S Sy ar

' @ La fonction f est définie sur B\ {1} par:

~3x+4x-3

Fie= x—1

| 1° Déterminer les réels a. b et ¢ tels que, pour tout x dis-

tinct de 1, on ait f(x)=ax+b+-—] .

2° En déduire les primitives de f sur ]1; +eo[ .

C
X =—-

@ * On considere la fonction f définic sur R\ {—%}

3x+1

par .f(-")'—"('m :

1° Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x distinct
ol i
x+1  (2x+1)2

de —% ,onait f(x)=
2° En déduire les primitives de f sur }—12 ; +m[ :

; +nc»[ vérifiant

3° Déterminer la primitive ¥ de f sur }—% :

F{0)y=1.



' @ * On considére la fonction f définie sur ]—1 ; +eo]
par f(x)=x-In(1+x).

1° Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble

de définition.

2° a) Frudier les variations de f.

b) Construire la courbe représentative de f.

¢) En déduire le signe de f sur ]—1; +eo[ .

3° a) En utilisant le signe de [, justifier que, pour tout entier
naturel non nul n,ona:

ln(l-!~lj<:1 ”
n n

b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n :
'I n
(1 + —J <6
n

r Soit la fonction f définic sur ]-2:2[ par:
1 24x
f(x)= 3 In [2—_ _r]
1° a) Montrer que f est impaire.
'b) Etudier les variations de f sur [0:2[ .

| ¢} Justifier que la courbe €, représentant f dans le plan
| muni d’un repere, admet deux asymptotes.

2° Résoudre I"équation f(x)zé :

137 Soit T latangente & € en O.
| Etudier la position de € par rapport a T.
* On donne la courbe € représentative de la fonction
f défimie sur 0 ; 10[ par:
f(x)= ln(m_x)+ 1
X

14

il

(@)

I

1° A I'aide de ce graphique, conjecturer les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition ainsi que ses variations.

i

| 2° Montrer que le point J(5;1) est centre de symétrie
|de €.
|

'3° Par le calcul, justifier la limite de f en 0 conjecturée
en 1°. En déduire sa limite en 10 et interpréter graphique-
ment ces résultats.

4° Justifier les variations de f données en 1°.
5° Déterminer les abscisses des points de % en lesquels Ia tan-

|gente & € est parallele a la droite A d’équation y=—% X,

@ Puissances d'un réel strictement positif)

I ' Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°a et b sont deux réels strictement positifs :
54=50 &= g=4b .

2°Si a et b sont deux réels strictement positifs tels que
a<b , alors, pour tout x réel positif, a* = b* .

3° La dérivée de la fonction x+> 3% définie sur R est la

fonction x> x3*-1 .
4° Soit f:are x23,

Pour tout réel x strictement positif :

2.3 f(x)—x f'(x)=0 .
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I
[ @Simpliﬁer: a) x=273 i b) y=643 ;

ou=(i)

@xdésigne un réel strictement positif. Ecrire
forme x% (@ réel) les nombres suivants :

[57]
s
il
ra
g
883

d) 1=(0.25)"15 ;

sous la

3 1

3 5..J3 %2 x4
|[A=x4x3 ; B=x2yx?; C==; D=—'m 3
| = X

_T?'

| X
-E=£; F=2xW @=3"; H=3x2[lx
| T2




exercices

f"@*Simpliﬁcr au maximum 'écriture des réels Résoudre dans R les inéquations données :

suivants : | 1\&
) ) 2524 ; b)3-%<32; aT52 ‘”'*(i]*s'
A=538/35 ;  B=.3+ YA~ 4245 ; '
r =i
c=2-In Ye . D—3["'l «/9_’) @ Résoudre dans B2 les systémes donnés :

s 2 T AT 555
l+Ine 81 27 )Ic-"+e-"=2 Flog
a 2 8
|3ex~2e¥=11 ety =10
Se*—e¥=19 In{(y+6)-Inx=3In2
€) : d .

eX+y =130 5k

g e V=g 0

@ 1° Résoudre dans R I'équation 2X?+4X-6=0. | @ Résoudre dans R* les systémes donnés :

2° En déduire les solutions dans R de I’équation : = {ZI =g g b) {B'I e
W e A S 254 2r=5.2 3F.21r=9y7 ]

! *Résoudre dans R chacune des équations
suivantes : 4 Re

a) e —4edr4+3=0 b) 2e*—5+2e =0 :
) el¥_de2r=3 d)er+el"—(e+1)=0.

rche de primitives

: @ Déterminer les primitives sur 0 ; +eo[ de chacune

@ Résoudre dans R chacune des équations suivantes : des fonctions suivantes :

@) 107=50 ;  b)3F=2; ¢) I=52+3 ! 2

: | 3 a}f:x»—»x-‘; b) f:x—>4x 3.

. x=1_9x - Al o B

d) 75-1=2x . e)x —2.-_ 4 i B ) frxm¥x; @ frx->3x0x.

g xT==2; h)(x+1)25=1,

'@* 1° On pose, pour tout x de R: ‘@ Déterminer les primitives sur 'intervalle / donné de
P(x)=—x342x24x-2 . chacune des fonctions suivantes :

{Résoudre dans R I'équation P(x)=0 . el

| a) fix—s— | [=]0; 4]

[2° En déduire la résolution dans R des équations suivantes : x

la)ed"—2e¥_e*+2=0;: b)-In?x+2InZx=2—-Inx: : ; |

i) —8%+2x45+2°-2=0 . (b) f:x==3(3x-1)2, I= 3 ;+m[

Q) f x> . =R .
@ *% Résoudre dans R les équations suivantes : NECES |

a) 100F=10¥=2=0; b)2**143x2*=7;

' 1 1
o) 3 -5x3=-4 ; d) 3x12 4+ . 5x6=2./5 . _\ sém_a .

__® Résoudre dans R les inéquations données :

hadf b

a)e'<3;: bler=-2: e *=<1; devcert+?, ; @f est la fonction définie sur [0 ; + oo par:
I

; X3
_'® Résoudre dans R les inéquations données : flx)= ?':z -
a)l<e-2: b) (e=*=2)(e2 ~1)<0 ; "

gla—1 JeX 4] 1° Ecrire  f(x) sous la forme x2, avec a dans R.
c) . i d) = =0. ;
& er=3 -1 2° Etudier la fonction f sur ]0; +eo] .
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@ * h est la fonction définie sur [0 ; +o<[ par:

l
h(x)=x-(3x) .

1° Justifier que h est bien définie en 0.

2° Etudier la fonction h et tracer sa courbe représentative
dans le plan muni d’un repére orthonormal.

' ' %% Soit la fonction f de la variable réelle x définie
par:
S¥

fR=i— .

1° Justifier que f est définie sur R* .

2° Montrer que [ est impaire.

3° Btudier les variations de f sur ]O; +eo[ , et en déduire
ses variations sur J—eo ; Of .

4° a) Résoudre dans R I'équation f (x)= % :

b) En déduire les solutions de 1I'équation £ (x) =~

QSR S

EE) * Soit la fonction f définie sur R par:
Fe)=art

1° a) Déterminer la limite de f en —oo .
b) Déterminer la limite en +e¢ de la fonction :

xIn3
et n3 °

|En déduire la limite en +2o de la fonction f.
2° Etudier les variations de f sur R .

3° Dans le plan muni d’un repére orthogonal, tracer la courbe
€ d'équation y=x3-% .

3
[ @ * Soit la fonction f: x> (4x2-1)* définie sur

J=i-g]ofzoee]

| 1% Justifier que f* est bien définie en % et en —é :

| 2° Montrer que f est une fonction paire.

'3° Etudier le comportement de f en +co , puis en déduire
son comportement en —oe .

4° Aprés avoir justifié la dérivabilité de f sur chacun des
1

intervalles }—-w P - i[ et ]% : +m{ , donner I'expression

de f’ et les variations de f.
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Dans 1’étude de I'isolation thermique d'un local, on a
not€ la température 7(¢) en fonction du temps (f en
heure et T en degré Celsius) :
T(1)=20:(0,9)* .

1° Donner le sens de variation de T et construire sa courbe
représentative,
| 2° Au bout de combien de temps la température a-t-elle dimi-
Inué de moitié ?

La température 0 d’un four est donnée par la
relation :

i
g= 850[] —ae ! m’”) A
|
avec t en seconde, @ en degré Celsius et @ constante posi-
| tive.

|
1° Déterminer

6=20°C .

a a 10-3 t=0,

prés pour que, si

2°Onprend a=098 .Onpose f:i+> 6 ctonappelle %
sa courbe représentative.

a) Démontrer que ¢ posséde une asymptote que 1'on déter-
minera.

Interpréter ce résultat.

b) Au bout de combien de temps le four atteint-il la tempéra-
ture de 400 °C ? 800 °C ?

@ La dimension M d'une mémoire tampon intervenant
dans un réseau télé-informatique est donnée par la
relation :

30
M(t)= s i 10,
ou t représente l'intensité du trafic (re€ ]0; 1)
est la fonction logarithme décimal.

et log

On considere la fonction f définie sur 10 ; 1[ par:

-
fli——]og 4

- 10 .

'1° a) Calculer la fonction dérivée f de la fonction f.

b) Etudier les variations de f ainsi que ses limites aux bornes
de I'intervalle de définition.

¢) Construire la courbe représentative de f.

2° Déterminer le tableau des variations de la fonction f* .
En donner une interprétation graphique.

3° Déterminer |'intensité du trafic pour une mémoire tampon
| M=64 .




6 Probl‘emes)

@ Asymptote. Fonctions associées

Soit f la fonction définie sur ]1 ; +ea[ par:

f(x}z% X+ m(;;] ) .

On note € sa courbe représentative dans un repére orthonor-

| mal.

1° Déterminer les limites de fen 1 eten +oo .

|2° Etudier les variations de f et donner son tableau des

variations.

| 3° a) Montrer que la droite A d’équation y:% x—=1In3 est
|asymptote a €.

| b) Etudier la position de € par rapport & A.

|5° Soit g la fonction définie sur J]—ee;

4° Tracer la droite A et la courbe €.

=1[w]l;+ee]
par g(x)=f(lx|) .

'a) Justifier que g est une fonction paire,

| b) Déduire de I'étude de f le tableau complet des variations

de g.

¢) Expliquer comment on obtient la courbe I' représentative
de g a partir de la courbe % puis tracer I'.

"@ A partir d’un graphique

Partie A

Soit f la fonction définie sur J0 : +eo par:
flx)=ax+(bx+c)lnx ,

oll @. b et ¢ sont des réels, et dont la courbe représentative

% est donnée ci-dessous.

En utilisant ce graphique et sachant que f(2)=2-3In2 ,
déterminer les réels a, b et c.

Partie B

On considére la fonction g définie sur ]O ; +eo[ par:
gx)=x+(1-2x)Inx .

1 1° Déterminer les limites de g en O eten +ee .
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[2° a) Déterminer la fonction dérivée de g.

b) Etudier, pour x dans ]0;+e[ ,lesignede —2Inx et
celui de I%l .

En déduire le signe de g'(x) et les variations de g.

3° Dresser le tableau complet des variations de g .

4° Soit la droite A d’équation y=x .

a) Résoudre dans B 1'éguation (1 -2x)Inx=0 et donner
une interprétation graphique des solutions.

b) Etudier la position de la courbe représentative de g par
rapport a la droite A.

r @ Avec une fonction auxiliaire

Partie A
Soit g la fonction définie sur ]0 ; +eo[ par:
| glx)=x-Inx .

1° Etudier les variations de g .
|20 En déduire que, pour tout x de J0;+e[, on a

glx)=1.
|

| Partie B
| On considére la fonction f définie sur ]0 ; 4] par:
| ;
flay=—BE_
x—Inx

1° Justifier que f est bien définie sur ]0 ; +eo[ .
| 2° Déterminer les limites de f en O eten +oo .

| £ . o .
| 3° Etudier les variations de f et donner son tableau des
|variati0ns.

|4° Soit A le point de coordonnées (0;-1) .
| . .
| On considére le point M(x : f{x)) pour x>0 .

Déterminer le coefficient directeur de la droite (AM) en
fonction de x puis sa limite quand x tend vers 0,

Interpréter ce résultat graphiquement.

5° Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni
| d"un repére orthonormal.

-"@ Construction de tangentes
On considére la fonction f définie sur [1 ;4o par:

f(.r):x]n(l+%}.

1° a) Déterminer la limite de f en +eo .
(On pourra poser h =§ o

b) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.




2°a) Pour x dans [1;+oo[ ,calculer f'(x) puis f”(x).

b) Déterminer le sens de variation de f’ puis la limite de
f” en +oo .

En déduire le signe de f’ sur [1; +oo] .
¢) Indiquer les variations de f et donner son tableau des
variations.

3° On appelle % la courbe représentative de f dans le plan
muni d'un repére orthonormal (O ;4, j) .

Tracer la droite d’équation y=3 et la courbe € en indi-
quant le point A de ¥ d'abscisse 3.

4° On désigne par g la fonction définie sur [1 ; +eo[ par:
i 3x
: glx)= x+37

et on appelle I' sa courbe représentative,

a) Donner le tableau des variations de g .

b) Vérifier que, pour tout x de [1;+o[ ,ona:
f(x)-g(x)=xf"(x) .

¢) Déterminer le signe de f(x)-g(x) etlalimitede f-g

en +e< . Interpréter graphiquement les deux résultats.

|d) Tracer la courbe I' dans le méme repére que € en indi-

|quant le point B de I' d’abscisse 3.

5° Soit A élément de [1: +eo] .

'a) Donner une équation de la tangente T, & € au point

d’abscisse A.

b) Montrer que T,
|d’ordonnée g(A) .

rencontre 'axe (Oy) au point N

| ¢) En déduire, 2 I'aide du tracé de I'. la construction de la
|tangente & € au point d’abscisse A .
| Tracer de cette facon la tangente 3 ¢ en A .

@ Utilisation d’un graphique

Partie A
On considére la fonction f définie sur R par:

2elr_ et
X)=——
f( ) edx_ax g1

‘et dont la courbe représentative € est donnée ci-dessous.

1° Démontrer que le point 7{0; 1) est un centre de symé-
trie de €.
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| 2° Déterminer les limites de f en +e eten —eo ,
En déduire des équations des asymptotes 8 4,

| 3° Calculer les coordonnées du point d’intersection A entre
la courbe ¥ et 'axe des abscisses.
|En déduire 1’abscisse du point B de € d’ordonnée 2.

| 4° Déterminer graphiquement le signe de f(x) suivant les
valeurs de x.

5° La droite T est tangente 2 % en [.
Donner son coefficient directeur.

Partie B

On consideére la fonction F définie sur R par :
Flx)=In(e2*—e*+1)=1 .

'On appelle I' sa courbe représentative dans un repére

(04 ).

1° Déterminer les limites de F en —eco cten +eo .

2" Montrer que la courbe I' admet deux asymptotes dont

I'une est la droite % d’équation y=2x-1 .

3% a) Montrer que f est la fonction dérivée de F .

b) Déduire de la Partie A les variations de F et dresser son

tableau des variations.

4° Tracer I, ses asymptotes et la tangente & I' en son point
d’abscisse 0.

@ * % Fonctions réciproques et suite

Partie A

On considére la fonction [ définie sur [0 ; +eo[ par:
; (i o~

| L

| f(x) 3

On note € sa courbe représentative dans un repére ortho-

normal.

1° a) Btudier les variations de [ et sa limite en +=o ,

b) Construire la courbe €.

2° On définit la fonction h sur [0 ;+e[ par:
hix)=f(x)-x .

|a) Résoudre I'équation e*—e¢*-2=0.

|

| b) Montrer que & admet un minimum m strictement positif.

(En donner une valeur approchée & 10-2 pres.)

3° On définit une suite (u,) de la fagon suivante :

uy=1 et, pour tout entier naturel n, u, = f(u,) .

a) Montrer que wu, . —u,
tout entier naturel n .

peut &tre minorée par m pour

b) En déduire, pour tout entier naturel n, u, = uy+n-m ,
puis la limite de la suite (u,) .
| 4° Soit a un réel quelconque.

|a) Discuter graphiquement, en utilisant la question 1°, le
| nombre de solutions de 1'équation  f(x)=a .




b) Résoudre, lorsque c'est possible, cette équation. ;

Partie B
On définit la fonction g sur Uintervalle [1 ; +eo par:

gix)=In(x+Jx2-1) .
On désigne par I' la courbe représentative de g dans le
méme repére que €.
1° Soit x et y deux réels, x=0 et y=1 .

Montrer que 1'égalit¢é y= f(x) équivaut a ['égalité

x=g(y) .

2° Démontrer que la courbe I' est la symétrique de la
courbe € dans la symétrie orthogonale d’axe la droite &
d’équation y=ux .

3° Construire I.

|4° La fonction g est-elle dérivable en 17

et de I'axe

3° Déterminer les points d'intersection de %,

des abscisses, et préciser la position de €, par rapport i cet

axe.
4° Etudier les positions relatives de €, et €
5° a) Montrer que 035 < a, < 0,40 .

Déterminer les valeurs décimales approchées & 10-2 prés,
par défaut et par excés, de «, .

S W

En déduire un encadrement de  f>(a;) .

b) Tracer €, et €, sur le méme graphique en mettant en
évidence les résultats précédents. (On choisira comme unité
10 cm sur les deux axes.)

'On précisera les tangentes en O a €, et €, .

(D’aprés BAC)

: @ Partie A. Etude préliminaire : mise en place d’une

inégalité

'Le plan est muni d’un repére orthonormal (O: 1, j) .

r @ * % Une famille de courbes

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul.

On étudie la fonction f, définie sur R par:
f(x)=xe"=nx .

On note %4, sa courbe représentative dans un repeére ortho-

normal (O :1,j) .

A. Soit g, la fonction définie sur R par :
gux)=(1+x)e*—n.

1° Déterminer la dérivée de g, . Faire le tableau des varia-
tions de g, et déterminer les limites de g, aux bornes de

son ensemble de définition. |
|

!2" Montrer que g, s'annule pour une unique valeur «, ,et |
que @, est positif ou nul.

n
3° Montrer que a,=In ] et 0=sa,<Inn.

n
4° a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, on a : !
(1).

b) Déduire de (1) le signe de g, (In Jn) .

mx=x-1

; 1 TN
¢) Justifier que Einn = @, . Quelles sont les limites des
" o “JI
suites de terme général a, et — ?
n

B. 1° a) Déterminer la dérivée de f, .
En déduire les variations de f, . |

b) Déterminer les limites de  f,

aux bornes de son ensemble ‘
| de définition.

|
2
—na,

1+a

|

¢) Montrer que f (a,)=
n

2° Montrer que ¢, admet une asymptote %, que I'on
déterminera.
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On désigne par 4 la droite d'équation y=x+1 etpar I
la courbe d'équation y=e* .

1° a) Que représente la droite A pour la courbe I'?

b) Tracer dans le repere (O ; i f )} la droite A et donner
I'allure de TI'.

| 2° a) Démontrer que, pour tout réel ¢, e'=r+1 .
| Interpréter graphiquement ce résultat.

b) En déduire que, pour tout réel 1:
et T =2

et que, pour tout x de RT  ona:

1+h'a.:c+1§“—'2.
X

Partie B. Etude d'une fonction

On considére la fonction g définie sur ]0 ; +eo[ par:
gix)=(x+1)Inx .

On appelle € la courbe représentative de g dans le plan

muni d’un repére orthonormal (O ; &, V) (unité graphique :
2 em).

1° a) Etudier le sens de variation de g en utilisant la
partie A.
b) Déterminer les limites de la fonction g en O eten +eo0 .

2° Déterminer une équation de la tangente &% a € au point
d’abscisse 1.

3° On appelle h la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par:
hix)=g(x)-2x+2 .

a) Etudier le sens de variation de h. On pourra utiliser la

question A. 2. b).

b) En déduire le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
4° Etudier la position de € par rapport &

5° Tracer 6 et @ dans le repére (O ; i, V) .




@**A Soit la fonction g définie sur 10 ; 4+eo[ par:
glx)= x+]+ln)\ :

|1° Déterminer les limites de g en 0 ¢t en + oo . Etudier les
| variations de g et dresser son tableau des variations.

2° a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet une solution
uniqgue @ ctque « € ]0,27 ;0.28].

b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x .

| B. On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par: i

fix )_4xln

T .pour x € ]O: +oof ,
et f(0)=0.
17 a) Montrer que f est continue en 0.

b) f est-elle dérivable en 0 ?

2° Déterminer la limite de f en +eo .

3% a) Montrer que, pour x€ ]0; +o<[ ,0na:
, 48(x)
(x)=——"=
f(x) et 112
b) Montrer que f(a)=-4«a .
¢) Dresser le tableau des variations de f.
C. Soit la courbe € la représentation graphique de f dans

'un repére orthonormal (O ;17, j) et T latangente 3 € au
| point d’abscisse 1.

1? Donner une équation de T .

2° On considére la fonction ¢ définie sur ]0 ; +eo[ par:
e(x)=fx)=-2(x=1) .

f”(_h') = 4h (I}

ﬁ_‘ ,ou h est définie
x+ 1)

| a) Montrer que ¢"(x) =
|sur ]O ; +oo[ par:
h{x]:—x+1—21nx .
%

b) Calculer A’(x) et en déduire le sens de variation de /.

|Calculer h(1) et en déduire le signe de h(x)
| signe de g”(x) .

. puis le

|¢) Donner le sens de variation de ¢’ | le signe de ¢'(x) . le
|sens de variation de ¢ et le signe de el(x) .

'd) Conclure sur la position de % par rapport a T,

'D. On prendra pour unité graphique : 4 ¢cm et on prendra 0,28
pour valeur approchée de a .

1° Caleuler les images par f des réels :
0.1;

025~ 084 3515 8 2.
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2° Tracer la portion de la courbe € correspondant aux réels
[X a.ppanenant a l'intervalle [0; 2] , la tangente T et les
|langcmcs a € aux points d’abscisses O et a.

' @ Le but du probléeme est I'étude de la fonction f définie
2Inx—-1
S

sur ]0 ;4o par j'{.t)=—lx+3+

| Soit € sa courbe représentative dans un repére orthonormal
| (O 1, j} avec pour unité graphique 2 cm.

 Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur ]0 ; 4e<[ par:
gx)=-x?+6-4Inx.
1° Calculer les limites de g en Oeten +oo .

2° Ewudier le sens de variation de la fonction g sur

10 3 +eo] .
3° Montrer que I'équation g(x) =0 a une solution unique «
dans ]O ; +2o] .

Vérifier I'encadrement 1,86 < a =< 1,87
signe de g(x) sur les intervalles 10 ; af

et préciser le
et Ja; +oof .
On ne demande pas de représentation graphique de g.

Partie B. Etude de la fonction f

1° a) Déterminer les limites de f en Oeten +eo .

b) Déterminer la dérivée f de f. Montrer qu'en tout réel
de lintervalle ]0:+e[ . Ff(x) et g(x) ont le méme
signe. Déterminer le sens de variation de f.

2° a) Montrer que la droite & d’équation y =—% x+3 est
‘ asymptote a la courbe €.

b) Déterminer le point d’intersection A de € etde %.

¢) Etudier la position de € par rapport 4 &

3° Calculer In (e./e) . Déterminer le point B de la courbe
€, o la tangente T est paralléle & la droite % .

|47 Construire &, T et € dans le repére donné.
| Partie C. Calcul d’une primitive

In x

1° Soit hZIHzT

et u:x—Inx pour x>0 .

Exprimer /i en fonction de u et u” .

En déduire une primitive de h sur ]0 ; +eoof .

2° Donner une primitive de f sur ]O ; +eo[ .




Su__i_ties
et récurrence

Récurrence ) p._l 49

* savoir mettre en ceuvre
un raisonnement par récurrence

Comportement
d’une suite numérique  p. 150

 déterminer le sens de variation
d’une suite

* reconnaitre une suite majorée, minorée,
bornée

3 .Suite_s_ adjacentes _p.152

* définir la notion de suites adjacentes
« utiliser les suites adjacentes
pour établir une convergence

Convergences Wi
des suites monotones  p.153

* démontrer la convergence
de certaines suites
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a Méthode d’ARCHIMEDE pour des encadrements de 17)

O I Principe

==  Le nombre 7 a inspiré au cours des siécles de trés nombreuses méthodes afin de parvenir a «s’en
> | approcher ». Le mathématicien et savant grec ARCHIMEDE (287-212 avant J.-C.) a obtenu I’encadrement de

-_i_—_, 7 par 3,133 et 3,142 grice a des encadrements de 1’aire d’un disque par celles de polygones réguliers.
8 Plus précisément, € désignant un cercle de rayon unité et &/ 1'aire du disque défini par €, on construit

deux polygones réguliers 4 n cOtés respectivement inscrit et circonscrit & €.
En appelant a, et A, les aires respectives de ces deux polygones, ona a, S I <A,
Si, a présent, on double le nombre de cotés, on obtient avec les mémes notations :

a, = as, = "Qf%A’.’.n aA.-':

e
Wi

On construit ainsi deux suites, I’'une croissante, celle des aires des polygones inscrits successifs, et I’autre
décroissante pour les polygones circonscrits. Ces suites donnent, lorsque n augmente, des encadrements
de plus en plus précis de 'aire & du disque, ¢’est-a-dire de 7.

Il Recherche pour des valeurs particulieres de n

1 Déterminer I'encadrement de 7 obtenu a I'aide des carrés, inscrit
et circonscrit, ci-contre.

2 Déterminer a présent 'encadrement de w7 obtenu 2 partir des
octogones réguliers représentés.

=A2*TAN(PIO/AZ)

I Observation de quelques termes s -

L’écran ci-contre, obtenu sur le tableur EXCEL en programmant le - L: o 3
alcul de laire d’ I régulier, donne des val 8 ZanAT 33137084990,
calcul de T'aire d’un polygone régulier, donne des valeurs 16| 30614674583 31825978781
approchées pour les termes des suites (a,) et (A,) lorsque n 32| 3421851823 3,{517249074,
augmente. B4 3,1365484905| 3,1441183852]
128 | 31403311570 31422236299
On peut observer 1'encadrement de plus en plus précis obtenu 256 | 31412772509 3,1417503682
pour le nombre . 512 | 31415138011 3,1416320607)

Chapltre 6° SUITES ET RECURRENCE




@ Aire sous une parabole)

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x)=x2 .
% désigne la représentation graphique de f dans un repére orthogonal (O ; i, j) et s Iaire de la partie
du plan délimitée par €, I’axe des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équation x=a , 0l a est

un réel strictement positif (I’'unité d’aire est I’aire du rectangle OABC , avec OA=i et a?=f ;

B Etude d’un cas particulier

On suppose dans cette question que a=2 .
On partage 'intervalle [0 ; 2] en quatre intervalles de
méme amplitude :

o 14 3 3.
[o0:1]. [Le1]. [1+3] « [32].
A I'aide du graphique, justifier I'encadrement :

%(02+13+23+32)5§ﬁs% (124224324 42) .

B Cas général

On admet que, pour tout entierde N,ona 12+22+3%+...+n=
- : & ; ; = ; a
Soit #n =2 un entier naturel. On partage I'intervalle [0 ; a] en n intervalles de méme amplitude .

I'aide des réels u,=0 et, pour tout entier k€{1;2:...:n}, ”kzuk—l“'”g -

1 Pourtout k€{0;1;...;n},exprimer u, en fonctionde k.

n—1 n
2 a)On pose s, = Y 2 fu) et S, = b S
i=o® k=1

Interpréter s, et S, sur la figure ci-dessus. Que représentent géométriquement les réels s, et §, 7

b) Justifier que, pourtout n=2 ,ona s, < A<S, .

Déterminer I’amplitude de cet encadrement de &/ en fonction de a et n.

¢) Déterminer en fonction de a et n les expressions de s, et §

3 On s’intéresse aux suites (s,,

=t

Ss=A=<S,, .

a) A I'aide d’une interplétation- graphique, justifier que, pour tout entier n=1 ,on a:
et Szn +1 =S gu -
En déduire que la suite (s,,) est croissante et que (Sz,,) est décroissante.

SEH‘rl = Szrr

b) Démontrer que lim (S,, ~85,)= 0.
A—p+ce  ©

Les propriétés des questions a) et b) font de ces deux suites des suites adjacentes.

¢) Déterminer en fonction de @ et n le terme général de (s,,) et celui de (S,,) ; en déduire que ces
deux suites convergent vers une méme limite que I’on précisera.

d) Quelle est la valeur de I'aire </ ?
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) et (S,,) définies pour tout entier n =2 ; on rappelle qu'on a :

.- Voir Exercice résolu 1

nin+ 1)(2n+1)



6 Limites de suites)

On a vu en classe de Premicre la définition d’une suite convergente :

On dit que la suite (u,) définie sur N converge vers le réel L pourn =p, u,estdans/
si tout intervalle ouvert / contenant L contient également iy e St
tous les termes de la suite (u,) 2 partir ’un certain rang p i 1

(qui dépend de I'intervalle /). I-:'mne\f__v_Jw T S

1 A partir de cette définition et en remarquant qu'un nombre fini seulement de termes de (u,) sont
« a I'extérieur de [ », démontrer que toute suite convergente est bornée.
La réciproque de cette propriété est-elle vraie ?

2 Les suites, de terme général ci-dessous, sont-elles convergentes ?

a) pour tout n de N, un=n2; b) pour tout n de N, u,=(-1)"n .

3 Etudier la convergence de chacune des suites de terme général :

2 .
n-+n 5 sin n
; (procéder a un encadrement de u,, );¢)pour n=1, u,=

a)u,= 3 Uy K .
) uy 2n?+3 " nl(=1)" n?

@ Nombres carrés)

Les mathématiciens grecs du début de
notre ére nommaient « nombres carrés » la
suite de nombres définis pour n=1 par e o ® o o e o e o
C,=n" . Ils représentaient ces nombres

I"aide des figures ci-contre. o &._Y_.J \'_:_./ \._.W_L___./
Ces représentations graphiques servaientde € & G, C,
support a la justification de la propriété :

pour tout entier naturel =1, 1+3+5+...+(2n—1)=n?
Au premier siecle de notre ére, THEON DE SMYRNE en rédigeait ainsi la justification :

« Les impairs ajoutés les uns aux autres font des nombres carrés. Quant aux impairs successifs ce sont 1, 3, 5, 7,
9, 11... En les additionnant dans 1'ordre de succession, on obtiendra des nombres carrés. Par exemple, I'Un est le
premier carré car une fois 1I'Un, Un. Ensuite I'impair 3, si on I’ajoute 4 I'unité on obtiendra un carré égal un nombre
égal de fois car il sera 2 selon la longueur et 2 selon la largeur. Dans I"ordre de succession, I'impair 5. Si on 1'ajoute
au carré il engendrera & nouveau le carré 9 ayant selon la longueur 3 et selon la largeur 3. A la suite 1'impair 7, si
on I'ajoute au 9 on produit le 16, de 4 selon la longueur et 4 selon la largeur. Et le méme raisonnement jusqu’a
Iinfini. »

Le raisonnement proposé suppose que la propriété remarquable observée sur les figures donnant les
premiers « nombres carrés » est toujours vraie et assure le « passage & I'infini ».
Pour mener un tel raisonnement aujourd’hui, on a recours au raisonnement par récurrence.

Il nécessite de prouver que la pmpnété étudiée est « héréditaire », c’est-a-dire que larsqu elle est
vraie a un rang n , elle I'est aussi au rang suivant (n+1) .

Démontrer que la propriété étudiée ici est héréditaire.




@ Flécurrence)

1.1 Suite récurrente

On a rencontré en classe de Premiére la notion de suite récurrente.

Si la suite (u,) est définie par wuy=3 et u,, =2u,-4, on aalors u =2, u,=0,
wy=-4, ... :

On percoit intuitivement que 1'on pourrait calculer u, pour tout entier naturel 7 ; le calcul de u,
permet celui de u, , qui lui-méme permet celui de us , etc.

Cette perception s’appuie sur le principe de récurrence, que I'on considérera comme un axiome,
¢’est-a-dire une propriété admise.

1.2 Démonstration par récurrence axiome
Pour démontrer par récurrence qu’une propriété P, relative a un entier naturel n est vraie
pour tout entier naturel n = n, , on doit :

* démontrer que la propriété est vraie pour n, (initialisation) ;

» démontrer que la propriété est « héréditaire », ¢’est-a-dire prouver que si on la suppose vraie
dunrang n = n, (hypothése de récurrence), alors elle est encore vraie au rang (n+1) .

p Exempfe P Voir Exercices 1 a 11
On se propose de démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona n<2" .
: * La propriété est vraie pour n=0: 0<20 .

* On suppose que la propriété est vraie pour un certain entier n<2" . Alors,ona n+1<2"+1 .
Comme n=0 ,o0ona 2"=1 .

Ainsi, n4+1<27+2"% O, 204+2%=2.2#=20+1

Do, n+1<2"*! | La propriété cst donc héréditaire a partir du rang 0.

On conclut finalement, grice aux deux étapes ci-dessus, que, pour tout ne N |, n<2" .

A ==
o Remarque o i e !
RS
On peut illustrer le principe de récurrence a 1'aide de I'image d'un B 4 e
escalier. Si 'on peut : J."'n :

« accéder 2 une marche n; de escalier (initialisation),
= monter sur une marche a partir de la précédente,
alors on peut accéder a toute marche au-dessus de ng .

o Contre-exemples

[ Une démonstration par récurrence doit comporter impérativement les deux étapes décrites ci-dessus.
| L’omission de I'une d’entre elles peut conduire a des affirmations fausses, comme les exemples qui suivent.

ePour n=2 ou n=3 ,ona n?=2" il est cependant faux d’en déduire une propriété générale, puisqu’on
| peut montrer que cette inégalité est fausse dés que n =35 .

*Si n est un entier naturel quelconque, P, est la propriété « 6 divise 7" +1 ».

' Cette propriété est héréditaire a partir de n=0 ; en effet, si P, est vraie pour un entier ne N , alors il
existe un entier k tel que 774 1 =6k . D’ol Tt 4 =TT+ 1=T7(6k-1)+1=42k-6=6(Tk-1)
et 7k—1 estunentier, P, estdonc vraic lorsque P, 1est.

Cependant, P est fausse, car 7941 =2 n’est pas multiple de 6, pas plus que 7'+1=8 .
On peut d’ailleurs démontrer que la propriété P, est fausse pour tout entier naturel n ...
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e Comportement d’une suite numérique)

2.1 Monotonie définition

* Une suite (u,) estcroissante a partir du rang n,, si, pour toutentier n=n, , u, = u,

*Une suite (u,) est décroissante a part1r du rang n, si, pour tout entier n=ng ,

ur1+l =uy

» Une suite qui, a partir de son premier terme, est soit croissante, soit décroissante, est dite
monotone.

Remarques

= 8i, pour tout entier naturel n, on a #, ,  =u, lasuite (u,) estconstante ou stationnaire.

* Dire que la suite (u,), _,, est croissante 2 partir du rang 3 signifie que :
WiSU <. . SU,Su,, <.

* Comme pour les fonctions, on peut parler de suites strictement monotones.

ne

2.2 Détermination du sens de variation

M Cas général P Voir Exercices 16 a 20
Pour déterminer le sens de variation d’une suite (i,) . on cherche le signe de wu, ,,—u,
Exemple

Soit la suite (u,) définie par u,=0.,5 et, pour tout entier naturel n: -Ans 243Ans~1 -3
e 2D
+!__ul12+3“ﬂ_l : ‘.gé%g
On a, pour tout entier naturel n, wu,, ,—u,=-u2+2u,—1=~(u,~1)* . -11 23 % 51
44173434148

La suite (u,) est décroissante, comme la programmation du calcul de ses
premiers termes permet de le conjecturer.

Il Suite a termes strictement positifs

Si la formule définissant la suite (u,) fait intervenir des produits, des quotients, ou la fonction

Uy s

exponentielle, il est souvent plus facile de manipuler le rapport et d’utiliser la propriété :

n

3 f T ] §

Exemple

La suite (u,) . définic pour tout entier naturel n par u,=e" , est strictement croissante ; en effet, ses
termes sont strictement positifs et, pour tout entier naturel n :

Wy 4

z
u, el

n+1)? o
e( =egln+ 1P -n* =a2n+l et entl=pa=1 .

Bl Suite définie par u,=7(n) ,ou f estune fonction définie sur [ng ; + |

Si f est une fonction monotone sur [ng ; +eo[ , ol n; est un entier naturel, alors la suite (u,)
est monotone a partir du rang ny .

En effet, si, par exemple, f est croissante sur [n,;+eo[ , pour tout n=n; ,ona nsn+1,
donc f(n) < f(n+1) ,c’est-a-dire u,<u,, | .
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o Exemples

2
* On définit la suite (#,) sur N par: pour tout entier naturel n, u,=1In (rr - g) ;

|
]
]
l 15 2
_ Par composition de la fonction x— (x - 3] , suivie de la % | S 15/2 15
fonction x> In x , on obtient le tableau des variations de 100 \ H/
X
: 15)? ‘
fix—=In|x- =]
On en déduit que la suite (u,) est croissante & partir du rang 8.
_ cos (2mx)

:
: *La fonction g définic sur ]0;+eo|[ par g(x) =

n'est pas monotone.

| Pourtant, la suite (u,) définic par u,=g(n) ,avec n=1 , est
décroissante, car :

_ cos (27rn) _ 1
n n’

g(n)

La réciproque dela propriété précédente est donc fausse.

2.3 Majorants, minorants

* Une suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que :
3 pour tout entier n, u, <M .

* Une suite (u,) est minorée s’il existe un réel m, tel que, pour tout entier n, u, =m .

* Une suite a la fois majorée et minorée est dite bornée.
K P Voir Exercices 12 &4 20
* M est un majorant de la suite, m est un minorant.

Tout nombre M’ supérieur 3 M est également un majorant.

« Si une suite est croissante, elle est minorée par son terme initial :
uﬂuéunu+1 . SWHSH L 7S
* Si une suite est décroissante, elle est majorée par son terme initial :

=0

= = = =
Ty n0+1"'"‘“un“'“n+l

Aene £ s

o Exemple ¥y

Soit la suite définie, pour tout entier naturel

n,par w,=2+cosn . ] ) | ' ' ' :

|

I ul —————————— |

i Pour tout x€ [0 ; +eo[ , on sait que : i A A, /
| ~1<cosx=<1,donc 1=2+4cosx=3. 2 ! '\\\__ : 2

Comme la fonction racine carrée est

croissante sur [1:3] , on peut écrire : 7
15J2+c03x~<”/§. P <
!

La suite (u,) est donc bornée.
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6 Suites adjacentes)

3.1 Définition
Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :

(u,) estcroissante, (v,) est décroissante, et lim (u,-v,)=0 .

2 n
n—s+oo

o Remarque B Voir Exercices 23 a4 27
Dans les conditions de la défimition, on a, pour tout entier naturel n, u <v

En effet, s’il existait un rang k tel que u; >v, , alors, par croissance de (u,) et décroissance de (v,) .la
différence u, —v, serail toujours supérieure & u,—v, pour n =k : clle ne tendrait donc pas vers 0.

o Exemples
On définit (u,) et (v,) ,pour n=1, par:

1] gl

1,25 1,75

<
. %
I | I
o
|
l'm

C A LT

o 1 11 1 1
= —=l4+-t -+ .+ — t =u, +- .
& sgx k2 43 B L g

La suite (u,) est croissante puisque. pour tout n =1 : 1361111111 169444444
1 =B4-+H1/(A5"¢ 167361111
u 146361111 166361111

=il o r—
n+l n (n+1}2

De plus, pour tout n=1 :

3

£
b3 3
0 e R e M

n(n+1)?

On en déduit que (v,) est décroissante.

W

11| 155803219 164894128
12| 156497664 1,64830937
13| 15708938 164781688

Enfin, la différence u,—v, = _'?1 admet 0 pour limiteen +eo ,

Ces deux suites sont donc adjacentes. Leur programmation sur

tableur permet d’observer leur comportement. A8 ABTIRISEY LEHA2AA |

3.2 Théoréeme | admis
Si les deux suites (u,) et (v,) sontadjacentes, alors elles convergent vers la méme limite.

o Exemple 996 1,64303055 164493457

On pourrait démontrer que les suites de I'exemple précédent _ 997] 164393156/ 164493457

= 998 164333256 164493457

convergent vers -, mais peu rapidement. 999 164393357 1,64493457

1000 164393457 1,64493457

0031 (pi() ~2)f6 = 1,6449341 |

D Remarque

Si ¢ désigne la limite commune des suites (u,) et (v,) .on a, pour tout entier naturel n, u, = €=v, .
On obtient ainsi des encadrements de la limite ¢ de plus en plus précis lorsque n augmente (leur amplitude
tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini).

£

Hu “1 uz H3 34 H’S VS lr"4 V3 lr'z lv'] 1"0
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@ Convergence des suites monotones)

4.1 Théoreme admis
= Toute suite croissante et majorée est convergente.

» Toute suite décroissante et minorée est convergente.

P Voir Exercices 28 a 32

o Exemples
* Soit la méme suite (u,) définie, pour tout entier n =1 , par un:,;:: é=1+-:-.+é+...+mi2 2
: On sait que (m,) est croissante ; de plus, pour tout entier n=2 ,ona %25 ml—_l) ;
Or, on a I’égalité Iﬁzl—_l) :k—il —i ; d’ol, pour tout entier # =2 ,ona:
uﬂsl+(1—%)+(%-%)+”.+(;—1—1—,—11). ;

La plupart des termes s’annulent deux & deux dans cette derniére somme, et on obtient u, <2-- .
La suite (u,) est donc majorée par 2, et croissante ; elle est donc convergente. i

: Mais on n'obtient pas ainsi sa limite.

* La suite géométrique de premier terme 1 et de
1

| BT

1 | 1
3 -3 016

: 1
raison (—5] est convergente vers 0 et

« alternée », donc elle n’est pas monotone.
' On en déduit que la réciproque du théoréme précédent est fausse : il existe des suites convergentes qui ne sont
pas monotones.

@ Remarque

Le théoréme qui précéde est un théoréme d’existence. Il permet d'affirmer, sous certaines conditions, qu’une
suite est convergente, mais ne permet pas de déterminer sa limite. Pour la détermination de la limite on doit
utiliser d’autres résultats, lorsque ¢’est possible. La propriété suivante est souvent utile dans le cas des suites
récurrentes,

i Wy Uy Iy i

4.2 Propriété

Soit une suite (u,) définie par la donnée de son premier terme et de la relation de récurrence

u,,=f(u,) , ol f estune fonction continue.

" Si (u,) converge versunréel € alors ¢ vérifie €=f(f) .
On dit que ¢ est un « point fixe » de la fonction f.

o Démonstration

Soit (v,) la suite définie par v, = f(u,) .

| Si lim u,=¢,alors, f étant continue, lim v, =f(£) .
n-3+oo o= oo

l Or, pour tout n,ona v,=u,,; et lim (u,, )= lim (u,)=¢.D'ol'égalit¢ £=f(F) .
n—+o n—%+e

Q Exemple

Soit (u,) la suite définie par uy =k et, pour tout entier naturel n, u, =uj+1 .

Si (u,) converge vers un réel ¢, alors il vérifie £=¢2+1 ; mais I'équation du second degré
£2—=¢€+1=0 n’apas de solution dans R ; la suite (u,) n’est donc pas convergente : aucun réel ne peut
étre limite de cette suite.
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0 Démonstration par récurrence)

Démontrer que, pour tout entier naturel n =1 , la somme S, des carrés des n premiers entiers

nn+1)2n+1)
¢ :

naturels non nuls est égale a

« Initialisation Par étude de ses racines, on factorise le trindme :
La propriété est vraic aurang n=1 ; eneffet, ona: 2n’+Tn+6=(n+2)(2n+3)
; ; Or, (n+2)2n+3)=(n+1)+1)(2(n+1)+1) .
=12=1 et Ll Gl Ainsi, on a:
6 s .

* La propriété est-elle héréditaire a partir du 124224 . +n2+(n+1)2

rang17?

En hypothése de récurrence, on suppose que, pour =Rt s+ 1) 4{-31)(2(:1 glasl) .
unentier n =1 ,ona:

Rapgry, ypr=tet D20+ 1)

Et la propriété est donc établie au rang (n+1) .

6 ' Ainsi la propriété proposée est vraie au rang n=1 ,
Alors, aurang (n+1) : et elle est héréditaire a partir du rang 1.
S, =[12+22+ . +n?]+(n+1)>. On peut donc conclure par récurrence qu’elle est
D’aprés 1'hypothése de récurrence : vraie pour tout entier n = 1 .
SH+I=w+{H+1)2 l B Mise en garde
| Lors de la formulation de I’hypothese de récurrence,
=(n+1) n(2nt1)+6(n+1) | il est essentiel de supposer la propriété vraie pour un
6 | entier n =1 , et surtout pas pour tout entier n =1,
_(n+1)(2n2+Tn+6) ‘ puisque cette derniére formulation conduit & admettre
£ 6 purement et simplement le résultat recherché.

@ Convergence d’'une suite récurren@

On considere la suite (#,) définie par uy,=1 et u, =i RE S

1° A I'aide d’une calculatrice, puis d’une représentation graphique, conjecturer le sens de variation
et la convergence de la suite (u,,) .

2° a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona u, <4 .

b) En déduire le signe de u, , , —u, pour un entier naturel n quelconque, puis le sens de variation

de (u,) . Conclure quant a la convergence de la suite (u,) .

3° Déterminer la limite de la suite (u,,) .
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1° En utilisant la touche de la calculatrice, on
obtient I'écran suivant, aprés calcul des cing premiers

termes.

1
1
Anz~4+3
Py
3.23125
3.953125
" 3.98828125

Il semble que la suite soit croissante, et converge
vers 4.
La représentation graphique, obtenue & partir du tracé
des droites d’équations :
1
== x+3 et y=x,
>3 y

confirme cette impression.

y
y=x
7 =2Xx+3
T
=
Vi €k i i
DiE Ny | ks *

2° a) Pour démontrer que la suite est majorée par 4,
on utilise un raisonnement par récurrence.
La propriété est vraie au rang 0 :

ug=1, denc uy;=4.
On montre alors que la propriété est héréditaire a
partir du rang 0.
On suppose I'hypothése de récurrence :

pour un entier naturel n.,ona u, <4 .

u,+3 , on obtient :

A
n+l_:|_

Avec la relation u

1 :
un+|£ax4+3 . Soit u, .

¢t la propriété est vraie au rang (n+1) .

<4

En conclusion, on a prouvé par récurrence que la
suite (u,) est majorée par 4.

b) Pour tout entier naturel n, on a:
1

3
Wo=r W, +3-=u,=-7 4, +3

Wy — Uy, 4 4

3
=- Z {u" = 4} :
Or, d’apreés le résultat précédent, on sait que :
pour tout entier naturel n, w,-4<0 .

On peut donc en déduire que :
n+ |~ Uy =0.

La suite (u,) est donc croissante.

u

La suite (u,) est croissante et majorée par 4, elle
est donc convergente,

3° Soit f la fonction définie sur B par :

1
f(x) =2 x+3.
f est continue et, pour tout entier naturel n, on a :
Uy = f {-uu) ’

La suite (u,) €tant convergente, sa limite € vérifie
donc I'équation  f(£)=¢ .

Or, cette équation admet le réel 4 pour unique
solution.

On en déduit que (u,) converge vers 4, ce qui
confirme la conjecture formulée & la premiere
question.

B Autre méthode

On peut introduire la suite auxiliaire définie sur M par:
v,=u,—4 .

On démontre alors que cette suite est géométrique et

convergente vers 0 .
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travaux dir

0 « Récurrence », chercher l'erreur.. )

On se propose ici de « montrer » par récurrence que n points distincts du plan sont toujours alignés.
Soit la propriété : « n points distincts du plan sont toujours alignés ».

e Initialisation

La propriété est vraie pour n=2 ; en effet, par deux points distincts du plan passe une droite unique,
et ces deux points sont donc alignés. .

e La propriété est héréditaire

Hypothése de récurrence : on suppose que, pour un entier n = 2 , tout ensemble formé de n points
distincts est contenu dans une droite.

Soit alors € un ensemble de n+1 points distincts, et A et B deux d’entre eux, distincts.
L'ensemble & privé de A est formé de n points distincts ; donc, d’aprés 'hypothése de
récurrence, ces n points sont alignés sur une droite d .

De la méme facon, & privé de B est formé de n points alignés sur une droite d” .

Comme n+1=3 , les droites d et d’ ont au moins deux points communs : elles sont donc con-
fondues et ainsi tous les points de & appartiennent a d .

® Conclusion

Pour tout entier n =2 , on a prouvé par récurrence que n points distincts du plan sont toujours
alignés...

Il s’agit maintenant de trouver I’erreur dans ce raisonnement !

@ Une autre forme du raisonnement par récurrence)

Il peut étre utile dans certains cas de disposer d’une autre forme du principe de récurrence.

On démontre ce résultat a I'aide du principe de récurrence.
Soit @, la proposition : « P, est vraie pour tout entier k tel que ny<k=n ».

. a) Vérifier que Q"u est vraie,

b) Vérifier que si Qp est vraie pour un entier p = n . alors Q est vraie.

p+1
¢) En déduire que P, est vraie pour tout entier n = ny .

Cette version du raisonnement par récurrence peut étre commode lorsque la propriété étudiée fait
intervenir plusieurs rangs successifs.

. Exemple d’application
Soit la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n , par:

up=1 et, pour tout entier naturel n, w, =ug+u, +...+u
Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona u, <2" .

not

B Remarque
On peut démontrer, a 'aide de cette forme du raisonnement par récurrence, la propriété de
décomposition d’un entier naturel en produit de facteurs premiers.
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@ Calculatrices et suites récurrentes)

—p
Les calculatrices permettent plusieurs procédures pour traiter des suites récurrentes, y compris des B
programmes intégrés permettant de calculer les termes d’une suite. <
e
.- X
pour calculer les premiers termes d'une suite récurrente. ‘@)
. On considere, par exemple, la suite (u,) définie par u;=9 et, pour tout entier naturel n, par =
L 2"" -3 . (Q
Taper . [EN a 8\
9
la calculatrice effectue 2 X9 5 et affiche 13. . ZAnz-5 i3
Wi

Quel résultat sera obtenu si on tape une fois de plus sur la touche (I

Calculer ainsi la valeur de u,, .

. En reprenant le procédé, que peut-on conjecturer pour la suite (v,) définie par v,=10 et,
. o S |
pour tout entier naturel n, v

Y H
v, =1

3.2 Programmation du calcul d’'un terme donné

11 peut étre trés utile de programmer le calcul du terme de rang p d’une suite récurrente pour une
suite (u,) définie sur N par la donnée de son terme initial «, et la relation de récurrence
u, .= f(u,) . La programmation repose sur I'organigramme suwam

choix des valeurs du rang initial n;, du terme
initial u, etdurang p

oui
‘: le rang n a-t-il atteint le rang p
choisi ?

non @ Si oui, afficher les résultats ;

boucle

sinon, calculer le terme suivant, augmenter de 1
le rang, puis revenir avant le test (boucle)

»sur T.I. avec f(x)=./x2+2 » sur Casio
Prompt N, U, P entrée des valeurs initiales  |"N"? — N:"U"? — U:"P"? —» P
Lbll (adresse 1) Lbl 1
If N=P test I N=P
Then si oui Then"P" : P 4
Disp "P", P, "U", U afficher les résultats "UnU 4
Else sinon Else ./ (U24+2)—>U
J(U2+2)>U remplacer u par f(u)
N+1—->N remplacer n par n+1 N+1—-N
Goto 1 retourner a I"adresse 1 Goto 1
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irigés

travaux d

B Pour aller plus loin
On peut transformer le programme pour fester :

* si le terme de la suite dépasse une valeur B choisie, le test est : ifU>B :

* si la distance entre deux termes consécutifs u, ., et u, estdevenue inférieure & une distance d

choisie, il faut utiliser deux « mémoires » U, V et le test est If Abs (U-V)<d

. Soit (u,) la suite définie par uy=3 et u,, =12u,-05. A partir de quel rang aura-t-on
u,>2 0007 :

V,+2

2v, +1

A partir de quel rang a-t-on | =%

@ soit vy=10 et v, =
|<10-2 2

n+l

Approximations décimales d’'un réel)

Pour un nombre réel donné r, on appelle partie entiere de r, et on note E(r) , I'unique entier rela-
tif m vérifiant m=s=r<m+1 .
E(r) est le plus grand entier majoré par r; ainsi, par exemple, E(w)=3 ; E(-3.86)=-4 .

Soit x un nombre réel. On considére, pour tout entier naturel n . la partie entiere du réel x- 10" ;
c’est I"unique entier relatif x, qui vérifie x, < x-10"<x, +1 . On pose alors :
u,=x,- 107" et v, =(x,+1)-107"=5, +107".

. Déterminer les six premiers termes des suites (u,) et (v,) pour le réel x=8479 2 .

On suppose que x est un réel positif. Le réel u, est par définition un nombre décimal, s’écrivant
sous la forme Xx,,¢,¢, ... ¢, , 0l x, désigne la partie entiere de x, les ¢, étant des chiffres de
029 On a ainsi :

= = =i

= = L -2
Uy =Xy, Vy=Xg,C 16+ 10

u2=x0,ClCz

S T U e g o —n
W, =Xy 5 €105 +on Cp v, =Xp,CC3 ... €,_1C, +10

. On se propose de démontrer que les suites (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes qui
convergent vers x .

a) Vérifier que, pour tout entier naturel n,ona u, <x<v, .

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona x,-10<x, .
En déduire que la suite (u,) est croissante.

¢) Vérifier que, pour tout entier naturel n,ona v, -v,=(c,,,=9)-10-"+1 |
En déduire que la suite (v,) est décroissante.

d) Calculer lim (u,—v,) , puis conclure.
1 =3 +00
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@ Exemple
a) Justifier les inégalités 1,732 < J3=1,732 1 ; en déduire les cinq premiers termes des suites

(u,) et (v,) associées au réel J3 .

b) Commenter la copie d’écran de calculatrice ci-contre.

Comment s’explique ce résultat apparemment « paradoxal » ? it 737850008
Quel terme de la suite (u,) ou (v,) 1'écran propose-t-il a I'affichage J435-1. 732050588
pour /3 ? -4.311e-10

Est-ce par ce nombre que J3 est remplacé dans les calculs ? :

@ Rapidite de convergence)

On considere les deux suites (u,) et (v,) définies par:

: 1
epour tout entier n=1, u,=2+- ;
n

* vy =3 , et pour tout entier naturel n, v

11+I=§ V"+1 "

. a) Calculer les cinq premiers termes de chacune de ces suites.

b) Quelle est la limite de (u,) ? Avec la calculatrice, conjecturer le comportement de (v,) .

2 soit (w,) la suite définie, pour tout entier n=1 ,par w,=v, ~2 .
Démontrer que la suite (w,) est géométrique et converge vers 0.
Que peut-on en déduire pour la suite (v,) ?

@ a) A I'aide d’un tableur, dresser la liste des valeurs de u, , v, , |u,-2| et |v,~2| pour
les valeurs de n de 1 & 15. Que constate-t-on ?

b) Les deux suites (u,) et (v,) convergent vers le méme réel 2, mais leurs « rapidités de
convergence » sont différentes ; pour évaluer cette rapidité, on étudie la convergence vers 0 des
différences |u,-2| et |v,—2| . Calculer ces différences.

Vy— 2 |
B 2|

|

Déterminer la limite, quand n tend vers +oco , du quotient ; commenter.

Exemple de situation « arithmético-géométrique »)

Une automobile est vendue neuve au prix de 15 000 € au 1¢" janvier 2002.
On calcule sa « cote » annuelle (prix de vente estimé) de la fagon suivante : chaque année, la nou-
velle cote au 1°" janvier est égale a la précédente diminuée de 25 %, le tout étant augmenté de 500 €.
On appelle P, le montant de la cote au 1¢ janvier de 'année 2002 +n .

.a) Calculer P, P, et P,.

b) Déterminer, pour un entier naturel n quelconque, I'expression de P, en fonction de P, .

. Représenter graphiquement les cing premiers termes de la suite (P,) .
Quel parait étre le comportement de cette suite ?

. a) On pose, pour tout entier naturel n, u, =P, -2 000 .

Démontrer que la suite (u,) est géométrique et en déduire I'expression de P, en fonction de n.
b) Quelle est la limite de P, ?

Déterminer la date & partir de laquelle le véhicule aura une cote inférieure a 5 000 €.
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Faire le point

* Récurrence

Pour démontrer par récurrence qu’une propriété est vraie pour tout entier naturel n = n, , ot
n, est un entier naturel donné, on doit :

* démontrer que la propriété est vraie au rang initial n;

* démontrer que si la propriété est vraie pour un entier n = n,, , alors elle est vraie pour ’entier
(n+1).

 Suites adjacentes

* Les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :

(u,) estcroissante, (v,) décroissante et lim (u,-v,)=0.

nr—r +oo

* Deux suites adjacentes sont convergentes vers la méme limite.

*Si € désigne la limite commune des suites adjacentes (u,) et (v,) , alors, pour tout entier

naturel n:
I*.‘” = (}$ V” -

On obtient ainsi, lorsque n augmente, des encadrements de plus en plus précis de €.

» Convergence

* Si une suite est croissante et majorée, alors elle est convergente.
* Si une suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente.

Ces résultats permettent d’établir qu'une suite est convergente, mais ne donnent pas la valeur
de sa limite.

savoir F comment faire ?

* conjecturer le résultat, s’il n"est pas donné, en procédant & des « essais »
sur les premieres valeurs de n

utiliser
un raisonnement par  * bien respecter les deux étapes du raisonnement par récurrence :
récurrence initialisation et  propriété héréditaire
| = formuler correctement 1"hypothése de récurrence
obtenir

faire apparaitre ce nombre réel comme la limite commune de deux suites

des encadrements | o s ;
g | adjacentes et utiliser les propriétés de ces suites

d’un nombre réel

« démontrer (si tel est le cas !) que cette suite est croissante (respectivement
décroissante) et majorée (respectivement minorée)

prouver qu’une suite

est convergente (e pour le calcul de sa limite, recourir aux méthodes déja connues pour

|les fonctions ou, pour une suite récurrente, examiner les points fixes

| de la fonction continue associée a la suite
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exercices

@ Raisonnement par récurrenc@

o Pour démontrer par récurrence que la suite (u,)
définie par :
up=1 et u, =4u,-3
est constante égalea 1, Emilie a rédigé Ia solution suivante :

| « Par hypothése, on a uy=1 , donc la propriété est vraie au
| rang 0.
| Je suppose que, pour tout entier naturel n, on a u,=1
| (hypothése de récurrence) ;
| alors, on en déduit :
' Uy, =4u,-3=4x1-3=1.

Ainsi, la propriéié est également vraie au rang n+1 .
| En conclusion, la propriété étant vraie au rang 0 et hérédi-
| taire, on en déduit que, pour tout n de N, ona u,=1 .»

La copie d’Emilie est-clle satisfaisante ?

"'e La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel n,
| par  uy= et u,,=2u,-3.

| Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
lona u,=3-2".

;"@ Démontrer que, pour tout entier naturel n, I'entier
32n_2n est un multiple de 7.

o On définit, pour tout entier n = 1 , le n-itme nombre
triangulaire par :

r,i=1+2+...+n=M ;
2
- LR
Ll - & - e s
L ] - = LA LI B B
L L .- e s L IR L
fl IE I} !4 IS ________

Démontrer que, pour tout entier n=1 ,ona:

. _n(n+1)(n+2)
z fk-"—-

6
. k=)

o On considére la suite définie par :

i u, =2 et, pour tout entier naturel n,
[
[

ey e
Wy, (==ui+2u, +1.

_, de la calculatrice, conjecturer

A T'aide de la touche :
|une propriété de la suite (u,) , puis démontrer cette pro-
| priété par récurrence.

:_o On considere la suite définie par :
|
: ug=7 et, pour tout entier naturel n ,

: Uy yy=10u,—18 .

n+l™—

_ A I'aide de la calculatrice, conjecturer une expression de u,
| en fonction de n, pour tout entier 7 = 1 , et démontrer par
| récurrence cette conjecture.

o On définit, pour tout entier n =1 | le n-ieéme nombre
| carré par ¢, =n? . (Voir Activité 4.)

e ° o @
I ° L
L - - - "
. . ° . e
Cl Cl C:; (,‘4 ________

I Démontrer que, pour tout entier n=1 ,ona:
n

| _nn+1)2n+1)
2 < 6 :

l k=1

é o 1° Calculer les sommes :

I I . I 1 i
ix2 2x3* P Txatax3tixa
et enfin 1 + 1 + 1 + ! .

L2 2%3 35 A4S

2° A I'aide d’un raisonnement par récurrence, déterminer,
pour tout entier naturel n =2 , I'expression en fonction de
n de la somme :

n 1
2 k(k+1)"
k=1

0 % Soit 7n=1 un entier naturel ; démontrer que :
| n
IX2+2x3+3x4+ .. +n(n+1)=Y k(k+1)
k=1
_nn+1)n+2)
3

' @On rappelle que, pour toutentier n=1 ,ona: ‘
al=1%x2x3x...xn .

| Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
'n=1,ona:
I nl=0281

: @ * On définit la suite (u,) sur N par:
| uy=1 et, pour tout entier naturel n,

! “J:+l=f\|'l+“n‘

| A 'aide d’un raisonnement par récurrence, étudier la mono-
| tonie de la suite (u,) .
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exercices

Comportement d’une suite numérique)

Apdiiain) aipeig flub $eiet-A

@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses.?

1° 8i f est une fonction croissante sur [0 ; +eo[ | alors la

suite définie par u, = f(n) est croissante sur N .

2° Si la suite définie par u,= f(n) est croissante sur N,
alors f est une fonction croissante sur [0 ; +eo] .

{3°Si f est une fonction croissante sur [, alors la suite
. (u,) définie par uy=+k et u, = f(u,) estcroissante.

[4°Si (u,) estcroissante, alors elle n’est pas majorée.

;5“ Si la suite définie par w, = f(n) est bornée. alors [ est
tbornée sur [0 ; +eof .

{6° Si, & partir d’'un rang n;,ona u,<w,<v
et (v") sont convergentes, alors (wn)
|convergente.

. etsi (u,)
est également

I

@DémonUer que, dans chacun des cas suivants, la suite
(u,) est minorée par () et majorée par 2 :

2n 3_sinn 2 + sin? n
;o by =—m7m 1 ¢Qu,=——
n+1

a} uﬂ' T n 2 n 4

—®Démnntrer que chacune des suites (u,) est minorée,
mais pas bornée :
n+ 1 _n’+cosn

n+1

b) u

a) u, =

n+1 "

"@ Dans chacun des cas suivants, on définit la suite (u,)

pour n =1 ; préciser si celte suite est bornée :
1
a)u,=n’+n-2; blu,=In(n); ¢ Up==
I
n " 2
d)u,= 570 Hueety 0 u,=e" .

Dans les exercices 16 a 18, étudier le sens de variation de la
suite (u,) et préciser si elle est majorée, minorée, bornée
(la suite est définie sur N ).

’) 4n+1+2". ) s
n+
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[ '@a} u,=n+(=1)";
4 o o =5
@a} M= b) y =5

b)u,=.n+1-in.

"Eiudicr le sens de variation de la suite (u,) définie,
pour tout entier naturel n , par :

n
a)u, =n*+4n+3; b) u,;%:
l-n? Ay 3 1
.c} 2. SaeC PHG=3 ' g 10 Sl T

@0:: considére la suite (w,) définie, pour tout entier
naturel n, par:

RH

uy=2 et un+l=u2+]
n

|Démontrer que la suite (u,) esta termes positifs et étudier
|son sens de variation.

\En déduire que la suite (u,) est bornée et en préciser un
Imajorant et un minorant.

* Pour tout entiecr n =2 , on définit sur ]0O ; +of

la fonction f, par:
fux)=x"2Inx-1) .

1° Déterminer la fonction dérivée f “ et démontrer qu’elle
s'annule une seule fois sur 10 ; +o[ ¢nunréel a,.
|2° a) Exprimer a, en fonction de n.

b) Démontrer que, pour tout entier n =2 ,on a:

1= a,< .\/l._‘: i
¢) Etudier les variations de la suite (a,) .

d) Préciser le comportement de (a,) lorsque n tend vers
+o5 .

‘@ % On considére la suite (u,) définie par:
uy=1 et, pour tout entier naturel n, u, = f4u, +35 .

1° Représenter graphiquement les premiers termes de cette
suite et conjecturer son comportement (sens de variation,
limite).

2° Démontrer que (u,) est positive et majorée par 5 .

3° Etudier le sens de variation de (u 4) et en déduire qu’elle
est convergente.




Suites adjacentes)

"_® Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

| 1° Deux suites convergentes ayant la méme limite sont adja-
centes.

2°S8i (u,) estcroissante, (v,) décroissante et si ces deux
suites convergent, alors elles sont adjacentes.

3° Les suites dont les termes généraux sont, pour tout entier

et

5 sont adjacentes.
n n

4° Si la suite (u,) est croissante et convergente et si, pour
| tout entier naturel n, v,=-u, , alors les suites (u,) et
I (v,) sont adjacentes.

[‘@ Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont
adjacentes et préciser leur limite commune :

a) u,= ﬁ] et v,==u, ;
nc+1
. el A
o BT R e
. 2
c) u“=3——l et v"=3+m+3
"@Ondc’ﬁnit.pour tout entier n= 1 , les suites (u,) et
(v,) par:
: St L Lat s
| M= +ﬂ+ii+.,.+;!-!- e VH—M"'FE

| Démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

' @ % On définit, pour tout entier n =2 , les suites (s,)
et (§,) par:
n
1 1
Zk-i et SFr:Sﬂ+E'
; 53
| Démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

1 | 1
s,‘:l+§3+—5+,.,+;3=

' @ Soit € la représentation graphique de la fonction
inverse sur l'intervalle [0 ;3] .

y g

23
142

0

2 3

i

|1° Par une argumentation graphique, si &/ désigne 1'aire
| comprise entre la courbe €, I’axe des abscisses et les droites
‘d‘équalions x=1 et x=2, justifier; a I'aide du premier

; LifZ 3 1 2
raphique, I’encadrement = [—+— =d = (I += .

PRI 3T iU 7"3
2° A I'aide du second graphique proposé, déterminer 1'enca-
| drement de & obtenu et justifier graphiquement.
3° A I'étape suivante, ¢’est-d-dire en « découpant » I'inter-
valle [1:2] en 8 intervalles de méme amplitude, quel
encadrement obtient-on pour &7
On peut ainsi construire deux suites adjacentes en ajoutant les
aires des rectangles « au-dessous » de la courbe et celles des
rectangles « au-dessus » de la courbe,
| Ces deux suites convergent vers le réel s . dont on admet ici
qu'ilest égal 2 In2 ,image de 2 par la fonction logarithme
népérien. Quel encadrement de In 2 a-t-on obtenu ainsi ?

@ Convergence des suites monotones et borne’es)

sy vt S Yo i bR R G

[ @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° Du fait que, pour tout entier naturel n,ona sinn=<1,
on peut en déduire que la suite de terme général sinm est
convergente.

| oute suite croissante et convergente est majorée.
| 2% Tout t te et gente est maj
3° Toute suite convergente et majorée est croissante.

4° Toute suite croissante est minorée.
5°8i la suite (u,) est croissante et strictement positive,

1
alors (“—] est convergente.
n
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exercices

*@ Suite logique

uy=0,1; wu,=0,122 ; etc.

uy=0,122 333 ;

1° Préciser les valeurs de u, et us.

2° Combien de chiffres aprés la virgule wu, contient-il ?
et uyy? X

3° La suite ainsi construite est-elle convergente ?

"'On considére la suite (u,) définie, pour tout entier
naturel n, par:

et n+1=

uy=1 u sinu, .

1° A I'aide de la calculatrice, conjecturer le comportement de
cette suite.

{2° Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona:
e 0 N

3° Etudier le signe sur l'intervalle [0; 1] de la fonction
x> x—sin x , et en déduire le sens de variation de (u,) .

4° Que peut-on conclure a propos de la suite (u,) ?

‘@ * On considere la suite (S,) définie, pour tout entier

n=1,par:
1 1 1
= + e 5
" n+l n+2 n+n
Démontrer que (S,) est majorée par 1 et convergente (on
ne demande pas la limite).

@ * On considére la suite (u,) définie par:

uy=1 et, pour tout entier naturel n, u,, = Ju,+12 .

1° Démontrer que, pour tout entier naturel n,on a:
O=su,<4.

12° a) Etudier le sens de variation de (u,) et en déduire sa
| convergence.

'b) Quelle est la limite de (u,) ?

6 Problémes)

@ %% Lasuite (u,) estdéfinie, pour tout entier naturel
n ., par:

1 Bu,+3

Uy == et u B e,
0 n+ 1 u, + 6

17 a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier n =1 ,

ona l<u,<3 .

b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

2° On considere la suite (v,) définie, pour tout entier natu-
u, =3

" :
u,+1

rel n,par v
| p

i : g o
a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique, préciser
|son premier terme et sa raison.

|b) Quelle est la limite de (v,) ?

en fonction

5 : ;
|3° Exprimer, pour tout entier naturel n, u,

|
de v, .
|En déduire le comportement a !'infini de «,, .

la relation de récurrence u u

n+l™ n-

‘_@ %% Soit la suite (u,) définie sur N par u,=4 et
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La droite A d’équation y=x, la courbe € d’équation

y:ﬁ et les premiers termes de la suite (u,) sont
représent€s sur la figure ci-dessous :
1y 7. Vg il L
ol ‘L
L | W3l My | Wy L X
/‘ | .}l‘.z.l. | .ﬂ.

On veut démontrer que (u,) converge vers l.

1° Démontrer par récurrence que, pour tout n de N ,ona:

=
u, =1 .

20 a) Vérifier que, pourtout n de N, ona:

e |

Uyyy—1=—2—
+1 Ju—”_'_l

ib) En déduire que, pour tout entier naturel n,on a:

u lﬁééfun—l}.

i n+ 1"

!3° a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
3

et

'b) Conclure a propos de la convergence de la suite (u,) .

ln.ona |un—1|~"€




exercices

”"@ * On considére la suite (u,) définie par:

y=1 et, pourtout n de N, u

1° A I'aide de la touche

le comportement de la suite (u,) (variations et limite).

2° Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona wu,>0 -

3° Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
Que peut-on en déduire ?

4° On introduit la suite (v,) définie par v, = 2

n
a) Prouver que la suite (v,) est arithmétique. En déduire v,
|en fonction de n, puis u, en fonction de n.

b) Déterminer le comportement & I'infini de la suite (u,) .

[ @ Soit f la fonction définie, pour tout réel x> 1

- 2
flx)= 2;_ ]

. par:

1° a) Démontrer que si x>1 , alors f(x)>1 .

b) En déduire que Ion peut définir la suite récurrente (u,,)

par:
uy=2 el, pour tout entier naturel n,

My ™= f(uu} o
27 On désire & présent définir les suites (v,) et (w,) . pour
| tout entier naturel n, par:

| _uﬂ'_l
| '-l'n—

i, et w,=lnv, .
a) Justifier que ces deux suites sont bien définies pour tout

| entier naturel n .

b) Démontrer que (w,,) est une suite géométrique.

¢) Pour tout entier naturel n, exprimer w, , puis v, en fonc-
tion de n, et en déduire que :

i“@ Pour tout entier naturel »n =3 , on appelle d, le
nombre de diagonales d’un polygone convexe ayant n
| sommets.

[1° Calculer &y, d, et ds.

|2° Pour tout n = 3 , exprimer d en fonction de d,, .

n+1

3° Déterminer par récurrence une expression de d, en fonc-
tion de n .

_- de la calculatrice, conjecturer

f @ Démontrer, pour tout réel a = 0 et tout entier naturel
n, « I'inégalité de BERNOULLI » ;
(1+a)'=1+na .

* Démontrer que, pour tout entier naturel n, le
nombre 327+ 1 42142 est divisible par 7 .

' @ Démontrer que, pour tout entier naturel n=1 ,ona:

3=f13{n+])2
4

2

134234 .. +n =(142% .. 42,

| @ #* On s'intéresse ici 4 la somme §, des cubes des
| n premiers entiers naturels impairs.

|1° Calculer §,, S, et §;.

|2° Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
= i 4 2
n=1,ona §,=2n"-n*.

13° Quel est I'entier n pour lequel §, =41 328 ?

r @ On considére la suite (u,) définie par :

ug=1 et, pour tout entier naturel n, u 1+u

n+el™ Tt
| 1° Démontrer que la suite ainsi définie est croissante et majorée.

12° Quelles sont les valeurs possibles pour la limite de (u,) ?

|3° Démontrer que (u,) est convergente vers le nombre

1+ .5
2

, éncore appelé « nombre d’or », égal a :
»\/1 +Al+ A1+ 1+ .

@ %% La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel
n=1,par:

5??
U"—E ;

1° Démontrer que (u,) est minorée par 0 et décroissante a

| partir du rang 5.

Que peut-on en déduire ?

i2° Etablir que, pour tout entier 7, on a:

.

b1 =

n+1"
En déduire que, pour tout n =6 ,ona:
Sus

O<u, <— .
n n

37 Préciser la limite de la suite (u,) .
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exercices

'"@ % On se propose de démontrer que quel que soit
entier naturel a =2 , la suite définie, pour tout

n
; 1
entier n=1 ,par u,= Z s

est convergente.
kfr
k=1

A.Cas =2
1° Calculer u . u, et uy.
2° Justifier la croissance de la suite (u,) .

3° Soit k un entier tel que k = 2 ; justifier que 'on a:

le 1
2 okk-1)°
uis démontrer I’égalité giadgeg ol 4
¥ B R E~1) k-1 &
4° Démontrer que, pour tout entier n =2 ,ona:
u, <2 —;1; 2
En déduire la convergence de (u,) .

B.Cas a=3

1° Justifier la croissance de (u,) .

1
# —_—
,ona priad i
et en déduire que (u,) est majorée par 2. Conclure.

2° Démontrer que, pour tout entier k =1

; @On définit la suite (u,) par:
|ug € 10 ;5] et, pour tout entier naturel n, u, = /5u, .

® A I'aide de la calculatrice, conjecturer le comportement de
la suite (u,) (sens de variation et limite).

[2° Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a:

f Osanés‘

'3° Etudier le sens de variation de (u,) et en déduire sa con-
| vergence. Quelle est sa limite ?

"‘@ * On considere la suite (u,) définie par :
Byt |
n+l = :
u, +2
1°La figure ci-dessous représente les premiers termes de
cette suite. Que permet-elle de conjecturer ?

uy=0 et, pour tout entier naturel n, u

¥
A
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| 2° Démontrer que, pour tout entier naturel #,ona:

- =
O=u <1,

| 3° Démontrer que, pour tout entier naturel » . les différences

t u et u, ,—u, sontde méme signe.

n+2" “atl
En déduire le sens de variation de (u,) , puis sa conver-

gence.

4° Déterminer la limite de la suite (u,) .

@ %% Soit k& unréel tel que O0<k<l1 .
On considére la suite (u,) définie par:
u,=1 et, pour tout entier n =1,
la relation w, , ,=(1+k™u, .
1° Calculer en fonction de k les termes u, ., uy. Uy .
|2° Démontrer par récurrence que, pour tout entier n=2 ,
ona u,=(1+k)(1+k2)..(1+kin-10),

13° On considére a présent la suite (v,) définie, pour tout
lentier n=1 ,par v,=Inu, .

a) Justifier que, pour tout réel x =0 ,ona In(l+x)=x .

En déduire que la suite (v,) est majorée par %{ .
'b) Démontrer que la suite (u,) est majorée, éudier son sens
| de variation et en déduire sa convergence.

20 Ut B O AL T S AR A AR M R

TTEE W caRhhA At

i @ On considére la fonction affine croissante définie sur
R par:

f{x)zal 41 .

1° Soit (u,) la suite définie par :

uy=2 et, pour tout entier naturel n, u, . ;= f(u,) .
|Quel est le comportement de la suite (u,) ?
2° Soit (v,) la suite définie par :

vy=3 et, pour tout entier naturel n, v, ,=f(v,) .
a) Calculer les trois premiers termes de (v,,) .
b) Démontrer que la suite (v,) est minorée par 2.

¢) En déduire que la suite (v,)
convergente ; préciser sa limite.

est décroissante, puis

3° Soit (w,) la suite définie par :

wn-r 1 :-f{wn} ¥
a) Calculer les trois premiers termes de (w,) .

(w,)

wp=-2 et

b) Démontrer que la suite est croissante, puis

convergente ; préciser sa limite.
Que peut-on illustrer & propos des suites récurrentes a 1’aide
|de cet exercice 7




% On considere les deux suites (u,) et
définies, pour tout entier n =1 , par:

(v,)

2
_H”‘f' <V, )
n+ 1= 3 *

=1 e u

u, +3v
“=12 et v L L

'1° Caleuler Hyo Vo, Uy €L Vg,
[2°On pose w,=v,—u, .

Démontrer que (w,) est géométrique et préciser sa limite.
13° Apres avoir étudié les sens de variation des suites (u,) et
(v,) , démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

Que peut-on en déduire ?

4” On considere & présent la suite (r,) définie, pour tout
entier naturel n, par 1,=3u, +8v, .

Démontrer que ceite suite est constante, et en déduire la
limite des suites (u,) et (v,) .

@ *% Soit a et b deux nombres réels vérifiant
O<a<b .
|On définit les suites (u,) et (v,) par:

2u,v,

up=a ct,pourtout n de N, u, = :
uﬂ"—vﬂ
u, +v

vo=b et,pourtout n de N, v, ,=—"=—

|1° Vérifier que (u,) et (v,) sont strictement positives.

{2° On pose, pour tout entier naturel n, w,=v, —u, .

H

) (i G L G S
rr-i-l__“‘z“n et en déduire, a 'aide

|d’un raisonnement par récurrence, que :

|Démontrer que 0 =w

; b—a
pour tout entier naturel n,ona 0w, < =

|3° Démontrer que la suite (u,) est croissante et que (v,)
|est décroissante.

4° Que peut-on en déduire pour les suites (u,) et (v,) ?

5° A l'aide de I'étude de la suite (u,v,) , déterminer la
valeur de la limite commune des suites (u,) et (v,) .

‘Application : En prenant a=3 et b=5, déterminer a
Paide de (u,) et (v,) un encadrement d’amplitude infé-

reure 3 10-2 de /15 par deux rationnels.

@ % % Constante d’EULER
On peut démontrer que la suite (S,) définie, pour tout
entier n=1 ,par §,=1+ % L +$ n'est pas minorée et
tend vers +oeo .

| On considere la suite définie, pour tout entier n =1 , par:
u,=8,-Inn .

v )
Il Calculer u;, uy, uy,

uy et us.

2° On admet dans cette question que, pour tout réel x>-1 ,
ona x=In(l+x).

|(On peut démontrer ce résultat en étudiant le signe de la
fonction x—=>x—In(l+x) sur ]=1:+e[ )

Démontrer que, pour tout entier n =1 ,ona:

7] —u*—i—+h[L”J—)
o n+1)’
En déduire le sens de variation de la suite (u,) .

3° On pose, & présent, pour tout n = |

n'

Démontrer que, pour tout entier n =1 :
1 1

vﬂ+|—1.’”=;—lﬂ(l +E) :

Quel est le sens de variation de (v,) ?
4° Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

La limite commune de ces deux suites est appelée la cons-
‘tante d’EULER.

5° Déterminer a I'aide des suites (u,) et (v,) un encadre-
| ment de la constante d’EuLER d’amplitude 10! .

' @*** On considéere les deux suites a4 termes
strictement positifs (u,) et (v,) définies, pour tout

entier n =1 par:

Ix3x5x.,.x(2n-1) .

K R ANG N e X 20
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i

On se propose ici de démontrer que ces deux suites sont
convergentes vers 0.

1° Démontrer que la suite (u,) est décroissante et en
déduire qu'elle converge vers un réel €.

2° Démontrer que la suite (v,) est décroissante et en
déduire qu’elle converge vers un réel £ .

3° On considére a présent la suite (w,) définie, pour tout
entier n =1 ,par w,=u,v, .
a) Compte tenu de la convergence des suites (u,) et (v,)
vers € et ¢” , que peut-on en déduire pour (w,) ?

b) Déterminer I'expression de (w,) en fonction de n,eten
déduire ’égalité ¢€'=0 .

4° Démontrer que, pour tout entier n=1 ,ona u,<v, .
En déduire que ¢=0 .

| §° Démontrer que, pour tout entier n=1 ,on a:

| 28, iYL

En déduire I'inégalité 2¢= ¢’ et conclure.
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exercices

@ %* Volume d’un paraboloide h
| A. Question préliminaire
| Quel est le volume d'un cylindre

|de hauteur h et de base un dis-
!que de rayon R?

B Soit f la fonction définie sur
110;9] par f(x)=o0-x.

| € sa courbe représentative dans
{un repére orthonormal (O ;
| §(9;0) son sommet.

?f} d’unité 1cm, et

|On considere le paraboloide engendré par la rotation de la
| courbe € autour de I’axe des abscisses.

| i

{On se propose de déterminer le volume ¥ de ce solide a
| I'aide d’encadrements et de suites.

n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2, on coupe le
solide suivant n plans équidistants paralléles a sa base.

On considére :

{—la somme A des volumes des cylindres engendrés par la
rotation des n rectangles verts ;
—la somme B, des volumes des cylindres engendrés par la

rotation des n—1 rectangles bleus.

Ly

‘ an
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|1° Comparer les nombres 7", A et B, .

2° Quelle est la hauteur de chacun des cylindres ?
3° a) Montrer que :

<32 (o s[s(Q) oo s 9]

r 2
b) Exprimer ( b (k 2)) en fonction de k etde n pour k

entier dans [0;n—1] .

_81 ( l)
En déduire que A, = 7 ¥ 1+n :
4° Par un méme raisonnement, exprimer B, en fonction de
n.
5° Déterminer la limite de A, etcelle de B, lorsque n tend
Vers +eo .
En déduire le volume 7" du paraboloide.

@Sﬂil (u,) lasuite définie par: uy=1, u;=1 ,et

pour tout entier naturel n, wu, ,=u, +u,

Cette suite est appelée « suite de FIBONACCI »

1° Calculer les dix premiers termes de (u,) .

Démontrer que (u,) est strictement positive et croissante.
2° On définit la suite (¢,) par:

by

=

n

a) Démontrer que la suite (g,) est strictement positive.

pour tout entier naturel n, ¢,=

b) Démontrer que (¢,) est majorée par 2.
3° Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona:

@ =[+i
n+l @,

La limite de cette suite est appelé le « nombre d'or » :
ce nombre intervient dans de nombreux domaines mathé-
matiques comme artistiques (architecture, peinture, ...),
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@ Aire d’'un domaine délimité par une courbe)

a et b étant deux réels, soit f une fonction pesitive définie sur un
intervalle [a:;b] et € sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (O :i, j) .

Dans la suite, on désigne par & le domaine plan délimité par €, I’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x="a et x=5b .
On cherche 'aire &/ de &, en unités d’aire, sachant qu'on définit 1'unité

d’aire comme I’aire du rectangle OIKJ, ot OI=i et OJ=j .
Il Cas d’'une fonction en escalier positive
Une fonction en escalier est une fonction constante par intervalles.
= Par exemple, f est la fonction définie sur [-2 ; 3] de la facon suivante :
si xe[—z;—%[, fx)=1;
- 1 7
si xe|-z:2[, =3k
27, 0=
si. x€e [2;3], f(x)=i‘
Tracer la courbe %€ et calculer I'aire & du domaine & défini ci-dessus.
* Plus généralement, soit les nombres x,, x, ..., X, tels que
—t-1e; ¢ Xg<X <x;<...<Xx,,avec xy=a etx,=b.
' Zulg el ; : f est la fonction en escalier qui prend la valeur ¢, sur
' ¢ lintervalle [x,;x., [ pour k entier de 0 a n—1. La
I8 P courbe de f est tracée ci-contre.
) i | L’aire de & est égale a:
E . : :
i : H=cy(x;—xp)+ 1 (x =)+ ...+, _(x,~x,._{)
= L Xo-1 X =b n—1
= E (X 41— %)
k=0

I Cas d’'une fonction continue positive

La courbe € ci-contre représente la fonction :
f x> x2 surl'intervalle [0;1] .

a) On partage l'intervalle [0: 1] en quatre intervalles de méme
amplitude.

En créant une fonction en escalier qui minore f (en bleu) et une
fonction en escalier qui la majore (en vert), on visualise un encadrement
de I'aire &/ du domaine délimité par I'arc de parabole ¥ :

la somme des aires des rectangles hachurés en bleu minore & ;
la somme des aires des rectangles en vert majore s .

Vérifier que 1'on obtient ainsi I'encadrement :

J e D

32 20
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b) On reprend le méme travail, mais en partageant I'intervalle [0 ; 1]
en 8 intervalles de méme amplitude.

Calculer I’aire du domaine hachuré en bleu, et I'aire de celui en vert.
Vérifier que I'on obtient :
3 51

iﬁé&f&:_—

128 128 °

Comment a évolué 1'aire « bleue » ? 1'aire « verte » ?

Comparer les amplitudes des deux encadrements obtenus en a) et b).

0” -:., a0

¢) On généralise la méthode précédente, en divisant [0 ; 1] _
en n intervalles de méme amplitude. ¥ Slivaon | oovE SIOLGNE W | €
L’aire qui minore & est maintenant : /

P =1x(1)2+lx(2)2+___+1x[n-1)2’ f(n; )

&N n \n n n

P

.\: ;,3 -
§75

: s 1 kY2 -
— - ot k o8 J
tandis que celle qui majore & est S, z ¥ [n] : f‘(;) _________________ T
k=1 V4
Si on considere les suites (u,) et (v,) définies pour n =2 . |
par u,=s,, et v,=S,,,on montre qu'elles sont adjacentes : o|12 k k+1 1z U
- non nn n

* (u,) estcroissante et (v,) est décroissante ;
e lim (v,-u,)=0.
=¥+

De plus, u, < d <v, .
P Voir Activité 2, Chapitre 6

nn+1)2n+1)
6

de chacune des suites (u,) et (v,) et montrer qu’elles convergent vers la méme limite,

En déduire la valeur de /.

En utilisant 'égalité 12422+ .. +n?= , exprimer, en fonction de n , le terme général

I Notion d’intégrale

Lorsque n tend vers I"infini, la largeur ;1: de chaque rectangle tend vers 0.

Cette largeur infiniment petite, située sur I’axe des abscisses, se note alors dx.
Pour chaque valeur de x, les « dimensions » du rectangle sont f(x) et dx, et son aire est f(x) dx .

Pour noter la somme des aires de ces rectangles, on n’emploie plus le symbole Z , mais le signe I qui
se lit encore « somme », ou « intégrale ».

I
L'aire .o/, exprimée en unités d’aire, est alors notée J Fleydy .
0

On lit « intégrale de 0 a 1 de f» ou « somme de 0 a 1 de f(x) dx ».
Cette notation est due a LeisNiz (1646-1716).
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@ Distance parcourue par un point mobiIeD

Un mobile M, situé au point A a l'instant =0 , se déplace sur un segment [AB] .

A Pinstant 7 ( exprimé en secondes), sa vitesse v (exprimée en m - s~ ! ) est donnée par :
v(t)=3t+1 pour te [0:3].

A I'instant 7=3 , le mobile arrive au point B .

1 Représenter la vitesse du mobile en fonction du temps.

2 a) Durant une période trés courte, notée dt, on peut considérer que la vitesse v(f) ne varie pas.
Quelle est la distance parcourue par le mobile durant cette période ?

b) Par analogie avec I'activité précédente, exprimer la distance parcourue d entre les instants 0 et 7 a
I'aide d’une intégrale, T'€ [0 ; 3].

¢) Visualiser sur le graphique une aire correspondant a cette intégrale et exprimer d en fonction de T'.
Quel lien observe-t-on entre d et v ?

d) Exprimer & I'aide d’une intégrale la vitesse moyenne v du mobile sur [0 : 3] , et la calculer.

6 Intégrale et primitive)

Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle /=[a ; b] . On note €, sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal.

On définit sur [a ; b] la fonction &7 x-—»_[xf(r) dr etonfixe x, dans [a:b] .
L]

1 Que vaut o (a) ?

2 Soit h un réel strictement positif tel que x,+he I .

a) Que représente A (x,+ h) - 54 (x,) sur la figure ? flxg+h)
b) Par des arguments graphiques, justifier I’encadrement : £ 6)
he flxg) ss(xg+h)—d(xy)sh- f(xy+h) . -
J
HA(xg+h)— s (x
¢) En déduire que lim ) (%) = fxg) - 0
=0 h
h=0

3 Soit A un réel strictement négatif tel que x,+ h appartienne a I'intervalle /.
Par un raisonnement analogue, justifier I’encadrement :

X4 h) — s o h)—
(o +h) (o) < f(xy) eten déduire lim g0 (%) :

h h-s0 h
h<0

flxg+h)<

4 En déduire que la fonction o/ est dérivable sur I. Quelle est sa fonction dérivée ?
Que représente donc la fonction &/ pour la fonction f?

5 Application
On prend dans cette question /=[0;1] et f:x+>x?.
a) Déterminer la primitive de f sur / qui s’annule en 0. Donner I'expression de la fonction &/

b) Retrouver alors I'aire cherchée dans I’Activité 1, correspondant a celle du domaine situé entre I’axe des
abscisses et la parabole pour 0 =x=<1 .

Chapitre 7 '_INTEGFIA'HON

G R e




a Notion d’intégrale pour une fonction positive)

Le plan étant muni d’un repére orthogonal (O : i, j) , on définit les
points /, J et K par Ol=i , OJ=j et OIKJ rectangle.

Dans I' Activité 1, sur la fonction carré, on a montré que I’aire du domaine

délimité par la parabole, I’axe (Ox) et les droites d’équations x =0 | O‘ Era=t
et x=1 s’exprime comme limite de suites; et on a exprimé cette aire 1 unbl @ sire cst I'aire du
par une intégrale. On admet que ce résultat se généralise. rectangle OIKJ .

1.1 Aire et intégrale définition

Soit f une fonction continue et positive sur un inteirv;a]le. [a; b]
et € sa courbe représentative dans le repere (O ; 1, j) .

@

b
Le réel noté j' f(x) dx est 1'aire, en unités d’aire, du domaine
a

% délimité par €, I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=a et x=b.

b
I f(x)dx selit «<sommede a & b de f(x)dx » ou «intégralede a a b de f».

a et b sont les bornes de I'intégrale et x est une variable muette ; elle n’intervient pas dans le

b b b
résultat. On utilise aussi les lettres f et u . Ainsi, I f(x) dxzj f(r) de =j flu) du .

@ Exemples
*Si a=b, alors r f(x)dx=0 . En effet, le domaine & est alors réduit & un segment.
3
*Pour m>0 , Ibmdx=(b—a}m. ! 'I]xdx=4.L£domaine % est un trapéze.
a
Le domaine & est un rectangle. .l ———
y=m =
L | i
a O\ b 1 3
P Voir Exercices 2 a6
1.2 Valeur moyenne définition

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] , avec a<b .

b
La valeur moyenne de f sur [a ; b] est le réel u=ﬁ I f(x)dx .
it {1

o P iy, )
p=— L f(x)dx équivaut a ,u.(b—a)=‘[a f(x)dx .

La valeur moyenne de f sur [a; b] estleréel w tel que le rectangle
de dimensions @ et b—a soit de méme aire que le domaine en jaune
situé sous la courbe de f.

C’est la valeur que devrait prendre f si elle était constante sur [a ; b] pour que 1'aire sous la
courbe soit inchangée. P Voir Activité 2
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e Intégrale d’'une fonction de signe quelconque)

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; 1, j) .

2.1 Cas d’une fonction négative définition

2.2 Cas d’une fonction changeant de signe

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle
[a;b] .

On définit 'intégrale de @ a b de f par:

t g ‘
L f(x)dx=-s , %

olt & estI’aire du domaine & délimité par la courbe de f, I’axe des abscisses, et les droites
d’équations x=a et x=5b .

= g

i

o Exemple

Soit f définie sur R par f{x)z% x-2.

La fonction f est continue et négative sur [0 ; 3] .

L'aire de & est celle du trapéze OABE , d’ou le caleul :

Soit f une fonction continue qui change de signe sur un
intervalle [a; b] et € sa représentation graphique.

Soit s, I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe €,
’axe des abscisses et les droites d’équations x=a et x=b ,
et située au-dessus de 1’axe des abscisses.

Soit sf, I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe €, I'axe des abscisses et les
droites d’équations x=a et x=b , et située en dessous de I'axe des abscisses. -

b
On pose alors [ f(x) dx =l —si, .
. _

o Exemple B Voir Exercices 7 &9

On reprend la fonction défime dans 1'exemple précédent.

j{? f(x)dx=od, -9, ,avec o= Aire ('f:GH) =1 et #,=Aire (OEF)=4 , donc:
jc f(x)dx=1-4=-3 .

o Remarque

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] , avec a<b .
On étend la notion de valeur moyenne de f sur [a:b] en posant que cette valeur moyenne est :

bIT“ij(x)dx.
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@ Intégrale et primitive)

On a vu dans I"Activité 3 que si f est continue, positive et croissante sur un intervalle [a ; b] , alors
£

la fonction x+— d(x) =J' f(1)dt estla primitive de f sur [a:b] quis’annuleen a.
a

On admet que ce résultat se généralise.

3.1 Théoréeme admis
Soit f une fonction continue sur un intervalle 7 et @ un élément quelconque de 1.
La fonction @ définie sur / par dﬁ.(x):r f(r) dt est I'unique primitive de f sur I qui
e

s’annule en a.

o Remarques

* On ne peut pas employer la méme lettre pour une borne de I'intégrale (ici x ) et la variable « muette »
d’intégration, notée ici 1.

* La fonction @ définie dans le théoréme est donc dérivable sur 7, de dérivée f.

@ Exemple

La fonction rH? est continue sur ]0; +eoo[ ; son unique primitive qui s'annule en 1 étant la fonction

logarithme népérien, on a, pour tout x de ]JO ; 4o , In x:j: %d; s

3.2 Calcul d’une intégrale a I’'aide d’une primitive théoreme

Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Pour tous réels a et b de 7,ona:

b
L f(x) dx=F(b) - F(a) ,
ol F est une primitive quelconque de f sur /.

& Démonstration

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et deux réels a et » dans 7.

On note @ la primitive de f sur [ qui s’annuleen a, @(x)= J: f(r) dt ,et F une primitive quelconque
de f sur I.On sait qu'il existe une constante k telle que F=P+k .

Alors F(b)—F(a) = ®(b) + k- P(a)— k = B(b) =jj F(r) dr .

On a ainsi un procédé de calcul d'une intégrale pour une fonction continue dont on connait une primitive.
L’expression a un sens quels que soient le signe de la fonction f et I'ordre des bornes a et b.

O Emp’e b Voir Exercice résolu 1 ; Exercices 12 a4 15
La fonction f: x> x>—2x est continue sur [ .
L’une de ses primitives sur B est F:x— 53- —x, Cfnlnt CK2-2K, ¥, 1,
b i - EEEBEER66T
Pour présenter les calculs, on peut écrire J' f(x) dx=[F(x)]} . Anz*Frac 0%
2 s
e g 2 3 2 8 1 2 - =t
I ST [ R L R g e St
Ainsi J-I (x¢=2x)dx [3 x]i (3 4] (3 I] 3
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Propriétés de l’intégrale)

Les démonstrations reposent en général sur le calcul d’une intégrale a 1’aide d’une primitive, mais
I’interprétation en termes d’aire permet de visualiser ces propriétés dans certains cas.

4.1 Relation de CHASLES ; propriété

Soit f une fontion continue sur un intervalle 7. Pour tous réels @, b et ¢ de I,ona:

J £ dx= j: o dn j; T

Démonstration

Soit F une primitive de f sur 7.

j:’ F(x) dx + j; f(x) dx=F(b) - F(a) + F(¢) - F(b) = F(¢) - F(a) = L Flx) dx .

Cas particulier :
* iyt [” foyae=[" frax=0 4 * ryde=—T T d
[ ferdes [ ) de=[ f()dx=0 donc [ f(x)dv=-[ f(x)dx.

En termes d’aire, lorsque [ est continue et positive sur 7 et
a=b=c, la relation de CHASLES traduit que I'aire du
domaine hachuré est la somme des aires des domaines %,
et 5y .,

4.2 Linéarité : propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et « un réel.

Pour tous réels a et b de I,ona:
b b b b b
J Fromdx=] fx)dx+ | g(x)dx o [" ()0 dx=a [ fx) dx
a a “a 'a ] a
Démonstration P Voir Exercices 17 a 26

Elle repose sur le fait que, si F et G sont des primitives de f et g sur [, alors F+ G est une primitive
de f+g,et aF une primitive de af sur I.

4.3 Positivité propriété
' Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux réels de [ avec a<b .
b
Si f est positive sur [a ; b] , alors J flx)dx=0 .
a
Cette propriété est liée a la définition de I'intégrale, pour une fonction positive, comme aire située

sous la courbe représentative de la fonction sur [a ; b] .
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4.4 Signe d’une intégrale

R A &l e > =
= aveca&:b,‘[ f(x)dx=0 avecaab,j f(x)dx=<0
& a

b - b
L aveca<bh, j f(x)dx<0 | avec a=bh, j F(x)dx=0
i a

_. Exemples
: e ' 0 ; i 5 0.8
Sans calculs, on a les inégalités suivantes : J Y (1+ sin? x)dx =0 ; -[2 J;c dx=0 ; J'ﬂj Inxdx=0.

4.5 Conservation de I'ordre propriété
Soit f et g deux fonctions continues sur I, et a et b deux réelsde I telsque a<b .

: b b
Si f=g sur [a;b],alors I f(x)dx&_[ g(x)dx .

o Démonstration
Si f=g sur [a;b] ,alors g— =0 sur [a;b] ;deplus, g— [ est

b
continue sur [a ; b] ,donc | (g— f)(x) dx =0 ,d aprés ce qui précede.
> p

b b
Par linéarité, on obtient | g(x) de—[ f(x)dx=0.
i (24

En termes d’aire, si f et g sont continues et positives sur [a ; b] , I'inégalité traduit le fait que
I"aire du domaine %, situé sous € ; est inférieure a 'aire de %, situé sous ‘63 :
b- Voir Exercice résolu 3 ; T.D. 3

4.6 Inégalités de la moyenne propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, et deux réels a et b dans [.

* S’il existe deux réels m et M telsque m< f<M sur I,etsi a<b ,alors:

m(b—a)-*-’éj'bf(x) dx<M(b-a)

b
+ S’il existe un réel M positif tel que |f| <M sur I, alors J f(x)dx| <M|b-a| .
a
o Démonstration
«Pour tout x de [a;b] ,ona m= f(x) =M , donc par conservation . { IS |
b b b - :
de 1'ordre, j mdx =< j fx)dx -"éf M dx , ce qui donne le résultat. / ) @
a a a : : 3
+ La seconde inégalité se prouve en utilisant ~M =< f <M dans chacun L <
descas a<b ou a=h. 2 O b

En termes d’aire, pour f positive et m >0 , cet encadrement traduit que I"aire du domaine & est
comprise entre les aires de deux rectangles de hauteurs m et M, de largeur b-a .

Exemple P Voir Exercices 29 a 35
8
Pour tout x de [1:8] ,ona 2= 1+x=<3  donc 7-ﬁ£j! JT+xdx=<21.
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Intégration par parﬁes)

Théoréeme

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 7, telles que u«’ et v sont
continues sur /.

Pour tous réels a et b de I,ona:

b ’ : b h ’ .
L w(oV' (x) dx = [u(x)v(x)] - L W (x)v(x) dx .

o Démonstration

u et v étant deux fonctions dérivables sur un intervalle 7, wv est aussi dérivable sur I et :
(uv) =u'v+uv’ .
u et v étant dérivables sur /, elles sont continues sur 7. Donc u’v et wuv’ | et par suite (uv)" le sont
aussi.
En écrivant wv’=(uv)’—u'v , etenintégrantde a a b, pour a et b dans 7, on obtient :

b b
[ wCov' () da= [ () () - ' (vt dix
puis, par linéarité :
b b b
I u(x)v’(x) dx =j (uv)'(x) d.x-_" w'(x)v(x) dx .
a e a
Une primitive sur [a ; b] de (uv)” étant uv, on obtient :

b » v3b b ’
J u(x)v'(x) dx= [u(x)v(x)]ﬂ —J wix)v(x) dx .

o Remarque

L’intégration par parties est souvent utilisée pour calculer I'intégrale d’une fonction f dont on ne connait pas

de primitive et qui peut se mettre sous la forme d’un produit ; en particulier lorsque f(x) est de la forme :
Plx)xInx, P(x)xe*, P(x)Xcosx, P(x)xsin x , ol P estune fonction polyndme.

o Exempj‘e P Voir Exercice résolu 2 ; Exercices 42 & 50

2
Soit I'intégrale L (x+1)Inxdx .

La fonction x+> (x+1)Inx est continue sur ]0 ; +eo[ comme produit de fonctions continues, mais on
n’en connait pas de primitive.
Pour x dans ]0 : +ee[ , on peut écrire :
(x+1)Inx=u(x)v’(x) ,avec u(x)=Inx et v(x)=x+1.

u(x)=In x
Vi) =x+1
On est dans les conditions du théoréme :

«u et v sont deux fonctions dérivables sur ]O ; +eo[ et #" et v" sont continues sur ]0 ; +oo[ ».

Ainsi, on a :
3 = 1 2 ) 2_ 2(1 2 )!
jl(x+l)1nxd.r—[(2x +.Xl lle:|J Jll .2x + X xd.t

211
=41mz-0-jI (i x+ 1)dx

On pose alors { Ona u'(x) =}{ et on prend, par exemple, v(x) =% x*4+x .

2
=41n2—[‘% x2+x} =4ln2—(1+2—3—1— l)=4ln2—% s
1
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o Calcul d’intégrales a 'aide de primitives)

: Enoncé ‘
: Calculer les intégrales :
! 1 : sap? b0 o T
a)j-] Gra h)j2 2xeX -1 dyx ;

mw
c) L__ sin x cos? x dx .
F

a)La fonction f: rw; est continue sur

| 2t+3
]—% $ +°o[ , qui contient —1 et I
| L'intégrale existe donc.

7

On peut écrire f——-% "; , en posant :
u(t)y=2t+3 .

Une primitive de f sur :l——% ; +m[ est alors :

E==Inlul .

B

Pour tout ¢ de J—

ST RS

;-+m[ o 51 U
2t+3>0 ,

done F : IH%ln(ZHS) 3

J._ll ﬁé s [% bnkatt 3}:[[

Analyse de I’énoncé

Avant de calculer une intégrale demandée, on
justifie son existence.

Pour procéder en utilisant une primitive, on doit
reconnaitre dans la fonction a intégrer la dérivée
d’une fonction.

» Voir Exercices 12 & 15

b) La fonction g : x> 2xe® ! est continue sur R

comme produit de deux fonctions continues.

L’intégrale existe donc.

On peut écrire g =u"xe" , en posant :
u(xy=x2-1.

Une primitive de g sur R est G=e" .

On a done :

0 0
J- 2xes -1 dx=[e—*1‘]:|
2 ) 2

w8 s 1 NopLgic
<

¢)La fonction h:x+> sin xcos? x est continue

sur [ comme produit de deux fonctions continues ;

I'intégrale donnée existe donc.

On peut écrire h=—u’ X u? , en posant ©
u(x)=cos X .

.

)] ==

Une primitivede A sur R est H=-
On a alors :

- B 1 3 w
Jgsm.xcos xdx=[—§cos .:c:lE
2

2

=—% cos? w+% cos? g
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a Calculs d’intégrales par intégration par parti.es)

Enoncé
Calculer les intégrales suivantes a I'aide d’une
ou plusieurs intégrations par parties :

™

3 —_—
a)J' (3x+2)e* dx ; b)j3:-2sin:d:..

23 0

est continue

a)La fonction f:xr>(3x+2)ef
sur R comme produit de deux fonctions continues.
Pour tout x de R, on peut éerire f(x) =u(x)v'(x) .
avec u(x)=3x+2 et v'(x)=e*,

Ona u’(x)=3 eton prend, par exemple, v(x)=e*.
On applique le théoréme d’intégration par parties.
3 . 3
j' (3x +2)e* dx=[(3x +2)e*]3, -j 3ex dx
2] -1
=lled-(~e 1) -[3e*]},
=1led4+e ! =(3e? -3¢ Y

=833+i.
€

b) La fonction g:r+>?sinf est continue sur R
en tant que produit de deux fonctions continues.
Pour tout r de R, on peut écrire :
g =u)v'(1) ,
avec u(t)=1* et v(t)=sint .
Ona u'(t)=2t et on choisit :
v(f)=-cost .

B Remarques

Analyse de I’énoncé

Aprés avoir justifié Iexistence de I’intégrale, on
cherche a écrire la fonction a intégrer sous la
forme d’un produit, de sorte qu’en utilisant
'intégration par parties, on obtienne une
nouvelle intégrale plus facile a calculer.

P Voir Exercices 42 a 48

On obtient :
¥ B g
_[3 2sint dr =[P cos 1]} - J' * _2tcost dt
0 0

2 1 kd
w 5
——?Xi'i'z.[{, rcost dt .

On effectue une seconde intégration par parties pour

™
caleuler J-S tcost dr . Pourtout r de R, on peut écrire
0

tcost=w(t)z'(t), avec wit)=t et z'(t)=cost.
Ona w'(t)=1 eton choisit z(t)=sin1.

aw
F tcost dr=[r s'm‘:]f;”—r sin t dr
0 0

w3 w3 1

i
B L e
L 2 g
’ 3 3 BN~ frrﬁ_l)
D’on C}rsmrdr 18+2(6 3
w2 w3
|l

* Lors de la seconde intégration par parties, si on avait posé w(t)=cost et z'(t)=t , le calcul nous
aurait ramen€ a la premiére intégrale. Si ceci se produit dans un exercice, inverser w(t) et z’(1) .
« 1l ne sera pas toujours dit dans un énoncé de procéder 4 I’aide d’une intégration par parties.
Avant de calculer une intégrale, il est essentiel d’analyser la fonction 2 intégrer.

Si celle-ci est de la forme uw’xu” , avec n#—1 ,

ul r

w’

ou u'e“ , alors on procéde comme

dans I'Exercice résolu 1, on en connait une primitive. Dans les autres cas, on envisage une

intégration par parties.
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QSuite définie par une intégral@

Enoncé
Soit la suite (7,) définie sur N* par:

1 nx
€
gx'

p
1odg 1+ef

1° Etudier le sens de variation de (/) .

2° Montrer que, pour tout x de [0; 1] ,ona:
4 l+er 2°
En déduire un encadrement de [, et la limite

de la suite (1,) .

* Méthode

Analyse de I'énoncé

1° 1l s’ agit de comparer deux termes consécutifs

quelconques de la suite.
nx
— en.‘.’ b

2° Comme 4 partir de

1 +e* 1+e*
I"'encadrement, on peut chercher a encadrer sur

[0; 1] la fonction a intégrer dans 7, . De tout
encadrement d'une fonction f continue sur
[0;1], on peut déduire un encadrement de

_[ﬂl f(x) dx .

Soit une suite (/,) définie par une intégrale dont les bornes ne dépendent pas de n .

* Pour étudier son sens de variation, on cherche le signe de la différence I, -1, ;

n

la linéarité et la positivité permettent souvent de conclure.

* Pour obtenir un encadrement de /7, ,
gardant n dans les expressions, et on intégre.

on commence par encadrer la fonction a intégrer en

Le fait d’avoir gardé n permet de pouvoir ensuite passer a la limite quand tend vers +oo .

1°Pourtout n=1 ,ona: ‘
I (m+1)x I nx
SR A i T

1+¢* o 1+e* ‘

(n+l,\x_en.1' : i :

~J — dx , par linéarité. |

14et |

{n+1)x ne HX( aX |
el - e (e*=1
Or gt e )
l1+e* 14¢e*

Si x estdans [0:1] ,alors e™ >0, ¢*~1=0

G(” +1)x _ anx

et 1+e*>0 ,dong —=10.
1 +¢*
Comme 0= 1 , d’aprés la positivité de I'intégrale,
ona:
I aln+l)x_ anx
j oslons 1o [ S0
0 1+e*
ainsi [, , =1, etlasuite (I,) estcroissante.
2°Si 0=x<1 ,alorsona 1<e*=<e¢g ;doi:;
2sl+er=sl+es4,
2 1 1 1
uis - = =-,
’ i Tser 12

En multlphant chague membre de I’encadrement par %
, qui est strictement positif, on a: |
e!l 51 eﬂ X efll

= = —
4  14ex 2

== i
soit : ajﬂc“dxﬁluﬁéi

P Voir Exercices 36, 37, 51 a 53

qui est un encadrement de la fonction a intégrer
dans 1, . _
Par conservation de 1’ordre par intégration de 0 a 1,

on obtient :
I anx 1
J. e dx= J
o 4 0

.aﬂ)'

1 anx
dx = J ?2— dx ,
0

: L: e dx .

1+e*

1 b
Or I ens d.r={«1- e"’} =l (e”"-1) ; on conclut :
0] M p n
L ‘ol _ .]_ N
SE-DEl = (e'-1).

n
Ona l(eﬂ*l)zi._.l‘
n n n

D’aprés les limites usuelles :
lim =0

1
=+oo el =
n—+ea M

lim
n—s+oe M

d’ou, par addition :

l{c”~])=+w :

lim
n=ytes N
De % (e"—1)=1_, on déduit, 3 l'aide d'un
théoréme de comparaison, que  lim [, =+¢e .
=4
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travaux diriges

@ Calcul de I'aire d’'un domaine délimité par deux courbes)

1.1 Etude

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b]
et €, et €, leurs courbes représentatives dans le plan muni
d’un repére orthogonal (O 1, j) .

On cherche a déterminer I'aire du domaine % délimité par €, ,
€, et les droites d’équations x=a et x=b .

@ On suppose que f=g sur [a:b] . avec g positive.

Montrer que cette aire est, en unités d’aire :
y=g)+m

|t -geonax

@ On suppose seulement f =g sur [a:b] . l = I/Zf &)
On admet que I'on peut trouver un réel m tel que, pour tout x G\K?’ / b

de [a;b], g(x)+m soit positif.

a) On note %" le domaine délimité par les courbes d’équations
y=f(x)+m, y=g(x)+m etles droites d’équations x=a et
x=b.

Justifier que & et %' ont la méme aire.

b) Exprimer I'aire de 9’ 2 I'aide d’une intégrale en utilisant §.
En déduire I'aire de 9.

.On suppose que les courbes ‘éf et ‘63_ se coupent sur
[a ; b] en un point.

Donner un procédé permettant de calculer I'aire, en unités d”aire,
du domaine & .

1 -2 App"cations P Voir Exercices 60 a 64

Le plan est muni d’un repere orthogonal d’unités graphiques 2 cm sur (Ox) et | cm sur (Oy) .

@ On donne les deux paraboles 2 et @ d’équations respectives :
y=x2-2 et y==x2+2x+2.

a) Déterminer les abscisses des points d’intersection de ces paraboles.

b) En déduire I'aire, en cm?, du domaine plan délimité par ? et %’ .

@ On donne les deux fonctions f et g de courbes représentatives €; et €, . définies sur
10 ; +eo par:

f(-r)=X~3+~InTx et g(x)=x-3.
a) Etudier la position des courbes %f- et ‘ég sur I'intervalle ]JO ; +oo[ .

b) Déterminer I’aire, en cm?, du domaine délimité par ces courbes et les droites d’équations x =

et x=2 . "
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@ Calcul de voiumes)

L’espace étant muni d’un repére orthogonal (O ; 1, j, k) , on définit les
points I, J et K par:

Ol=i, OJ=] et OK=k .
L’unité de volume est le volume du paralleléplpéde construit sur les cotés
[01], [0J] et [OK] .

2.1 Expression intégrale du volume d’un solide

%
‘_{:, ]
ey A

2.2 Applications

@ Volume d’un cone

Soit le cone d’axe (0Oz) de sommet A, de hauteur & dont la base
B est le disque de centre O et de rayon R.

Tout plan d’équation z=t, avec f€ [0:h], coupe le cbne
suivant un disque D de rayon variable.

a) Déterminer le rapport de 1’homothétie de centre A transformant
% en D .En déduire 'aire S(1) de D enfonctionde R, h et ¢.

b) A I'aide d’une intégrale, retrouver le volume du cone en fonction
de R et h.

2 Volume d’un solide engendré par une courbe
Dans le plan (yOz) , on considére la courbe € d’équation :

3 _i,Ja. 72, avec ze [-2;2].

Par rotation de % autour de I'axe des cotes, on obtient un solide de
révolution.
Tout plan d’équation z=1t , avec € [-2:2] , coupe ce solide suivant
un disque.

a) Justifier que I'aire de ce disque est S(r) =E (4-12) .

b) En déduire le volume du solide.
h Voir Exercices 66 a 69
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travaux diriges

@ Fonction définie par une intégrale)

Soit la fonction f définie sur R par:

- —
- ..
f(x):ﬂ!_t:f_:!, si x#0 » V\
. * of 1
f(0)=0, - |
et € sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére

orthogonal. On admet que f est continue sur R .

On se propose d’étudier la fonction F définie sur R par F(x) =L: f(r)dr .

On ne cherchera pas a expliciter F(x) .
@ Déterminer les variations de F sur R.

4]
@ Justifier que, pour tout x strictement positif, ona [ f(r) dr=—[" f(r)ds .
? . . —-x 0
En déduire que F est paire.

. a) Déterminer le nombre dérivé de f en 0.
b) Etudier la position de € par rapport i sa tangente en O .
On pourra utiliser que, pour tout X>0, In(1+X)=X .

¢) En déduire que OéF(l)éé :

2 2 2
@ a) Justifier que, pour tout =1 ,ona lngr)sln(l+r)ﬁin{2r ).

t I

b) En déduire que, pour tout x =1, F(.x)—F(l);BZLI ?d;.

X
¢) Pour x =1 | calculer L IHTI dr et en déduire le comportement de F en +eoo .

Calcul approché d’une intégrale. Programmation)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a: b] et € sa courbe représentative
- - b

dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i, j) . Le but est d’évaluer J' f(x)dx=4&f , aire
a

du domaine & délimité par €, I'axe (Ox) et les droites d’équations x=a et x=b .

La continuité de f assure I'existence de I'intégrale, mais il est fréquent qu’un calcul direct soit
impossible : on peut ne pas connaitre de primitive de f et la formule d’intégration par parties peut
ne pas conduire a un résultat.

.On suppose f croissante sur [a;b] . On cherche alors un encadrement ou une valeur
approchée de .
Soit n un entier naturel non nul, les réels :

b~ b—a b—a
x|=a+—a y Xp=a@+2 — , L, K, (=at(p-1)—
n n M

partagent I'intervalle [a ; ] en n intervalles de méme amplitude ? 4
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En posant xy=a , x,=b,

(somme dés aires des rectangles hachurés),

et

_b-a
=IOy,

k=n-1

f(xk)

k=0

k=1 5

(somme des aires des rectangles en bleu), ona s, < A <S§, .

a) Exprimer S, —s, en fonctionde a, b et n.

b) Déduire de encadrement de &/ et de a) que, pour tout n=1 ,ona:

0<sl-s5, <=2 (j(B)- f(a)) ,

et que I'on a le méme encadrement pour §, — & .
s, et S, sont des valeurs approchées de &/ par cette méthode, dite des rectangles.

. On suppose que [ est décroissante sur [a; b] .
Avec les notations précédentes, ona S, =d <y, .
Encadrer & -S§, et s5,—& .

@ Programmation du calcul de s, et S,
On suppose avoir entré la fonction f dans Y1

Saisir le programme sur une calculatrice.

(B-A)/N—=D
A =X

08§
0—=R

| For (K, 1, N)
; DxY1+5—8

X+D—= X
DxY1+R—=R

-

nom du programme

entrée des bornes a et b et du nombre n de subdivisions

| « base » des rectangles
| premidre abscisse

initialisation des sommes

boucle de calcul
aire d'un rectangle et somme avec les aires des rectangles

précédents

abscisse suivante

aire du rectangle construit sur la méme base que le
précédent mais de hauteur différente et somme avec les
aires des rectangles précédents

fin de boucle
sortie des sommes

|
|

"A="1-9A

"“B="1—B
"N="7->N
(B=A)/N—=D
A—-X

0—-35
0—-R

For 1 5K toYN
DxY1+8—8§

| X+D=>X

DxYI+R—=R
Next

"S=".8S 4
"R="1R

On prend f définie sur [0;1] par f(x)= 21—2 . Quelle valeur suffit-il de donner 3 n pour
i

1

avoir une valeur approchée de J'G

5 1
A I'aide du programme, donner une valeur approchée de J
0

Sdx a 1072 pres?
-X

1
2—x*
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Faire le point

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle / contenant a, b et c.

* Interprétation géométrique pour f positive

b
Si a=b etsi f est positive sur [a; b] , alors J- f(x) dx est I'aire, en unités d’aire, du
a

domaine délimité par la courbe d’équation y= f(x) , 'axe (Ox) et les droites d’équations

¥=a 6 ¥=5h.

* Propriétés

* Relation de CHASLES :

* Linéarité :

2 oo b ¢ .

jﬂ f(x) dx=ja f(x) dx + L f(x) dx

b b /]
[+ dx=[ f(x) dx+[ gx) dx
Jh(af){x) dx:ajbf(x) dx , pour tout réel «.

b
etsi a < b ,alors I f(x) dx estdusignede f;

* Si f est de signe constant sur /

b
etsi a = b, alors J f(x) dx estdusignede —f .
&

savoir |  comment faire ?

calculer
une intégrale

l encadrer

une intégrale

calculer I’aire
d’un domaine délimité |
par deux courbes

'*si on connait une primitive F de f sur / , alors ona:

_[b F(x) dx = F(b) - F(a)

* si on ne sait pas trouver directement une primitive de f sur I, mais :
—si on sait écrire f comme somme de fonctions dont on connait des
primitives, on peut appliquer la linéarité
|—si f s’écrit comme un produit uv’ et que 1'on sait intégrer u’v , alors
‘on applique la formule d’intégration par parties : '
Ib w(x) v'(x) dx=[u(x) v(x)}f—-[h u'(x) vix) dx
(1] 7}

* si on sail interpréter cette intégrale comme une aire, alors un graphique |
| peut permettre d’en trouver un encadrement
'esi a<b et si on a trouvé deux fonctions continues h et k qui
|encadrent f sur [a ; b] et que I’on sait intégrer de a a b , alors, comme
| 'intégrale conserve 1’ordre :

b ] b
si héffék.una‘[ h(x)dxéj- f(x)dxﬂj. k(x) dx ;
a (1) i

si h et k sont constantes, on obtient 'inégalité de la moyenne

si ash etsi f=g sur [a;b], alors I'aire, en unités d’aire, du
|domaine délimité par la courbe de f, celle de g et les droites d’équations

|x=a e x=b est_[ (f(x)-g(x)) dx
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exercices

0 Notion d’intégrale pour une fonction positive)

@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses.?

Soit la fonction f définie sur [0 ;3] dont on donne la
courbe représentative ci-contre.

3 2
2° (t) di= (1Y de
[ roa=] s

38 T<f<2,

B
alors L) fn) dt:B—% .

‘2Lien avec l'aire

' o f est la fonction définie sur R par:
f(.x}:—-% x+4 .

3
Calculer J fix) dx .
1

og est la fonction définie sur [-1:5] par:
g(x)=2, si xe [-1;2] ;
g(x)=-x+4, si xe[2;3[;
g(x)=2x-5, si xe[3;5].

1° Tracer la courbe représentative de g dans un repére.
2 5
2° Calculer J g(x) dx , puis j 2(x) dx .
. 1 1
°0n donne la fonction f dérivable sur [-3 ;7]
représentée ci-dessous.
i
Y=1x
L

Sur le graphique sont tracées les tangentes a sa courbe aux

© | points d"abscisses 0 et 6.

1° Par lecture graphique, justifier que, pour tout x de

2 ; 2
[-3:6], —Sx+4=<f(x)<-3x+6.

[ 6
'En déduire un encadrement de J f(x) dx par deux inté-
-3

grales I et J.

2° Calculer I et J en les interprétant comme des aires,

6
| 3° Donner 1’encadrement obtenu pour j flx)ydx .
| ~3

i‘e * Soit la fonction f définie sur R par:
flx)=x?+x+1,

et € sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

1° Vérifier que f est continue et positive sur R.

2° On désigne par & la partie du plan formée des points de

coordonnées (x;y) , telles que:

O=sx<=2
O=sy=flx) .,
|et on note & son aire, en unités d’aire.

n étant un entier naturel non nul, on partage [0; 2] en n
|intervalles de méme amplitude et on considére les fonctions
len escalier g, et h, définies sur [0;2] de la fagon
| suivante :
| pour fout entier kK de 0 a n—-1 :

I si x€ [% : 2k+2[ g,,{x)=f[%) :
n n . n
o .re}gf;zk"'ﬂ. h”(_r)=f['£+2);
n n ¥ n

1£,(2)=7 et h(0)=1.

a) En procédant comme dans I'"Activité 1, encadrer o par les
termes de deux suites (a,) et (A,) associces aux aires des
domaines situés sous les courbes de g, et A, sur [0;2] .

b) Rappeler les résultats des sommes :

k=n k=n
E ket z k2.
k=1 k=1

En déduire une expression simple de a, et A, .

¢) Montrer que (a,) et (A,) convergent vers la méme
limite.

|d) En déduire &/ et I'exprimer a I'aide d’une intégrale.
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= °On considere la fonction g définie sur [0 ; 1] par:
glx)=In(1+e") .
On note I' sa courbe représentative dans un repére orthonor-

‘mal (0 :1,j), I lepoint défini par OF =i, A le point
{d’abscisse O de I' et B son point d’abscisse 1.
:l" Etudier brievement les variations de g.

&

12° Donner une équation de la tangente en A & I,

/3% On note P le point d’intersection de cette tangente avec
le segment [/B] .

Calculer les aires des trapézes OIPA et OIBA .

4° On admet que la courbe I” est située entre les segments
[AP] et [AB] .

Montrer alors que :

I
In 2+}zsj‘ s(x)de<tn Sl +e) .
0]}

e Intégrale d’'une fonction de signe quelconque)

e '@Lcs propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Soit la fonction f définie

sur [-1:2] dont on donne la
courbe représentative ci-contre, ro| / 5
-2
0 0,5
51°_[ f(t)de=-2: 2°J f(1) dt=0 ;
[ oy 0.5

2
3 L f(1) dr=-

[ IR

2Calculs d'intégrales

.f est la fonction définie sur

[0;4]
(Sur [0; 2], sa courbe représentative
est un quart de cercle.)

représentée  ci-contre.

2 4
1° Calculer f(t) dr et fr) de .
L] 0

4
2° Soit g=—f . Calculer j g(r) dt .
0
3° Soit h définie sur [0 ;4] par h(x)=f(x)-2 .

4
Calculer j' h(t) dr .
| 2

i o [ est la fonction affine par intervalle représentée par
la courbe %€ ci-dessous.

e B e Bk e
I e
PH-NCA T

| Calculer les intégrales suivantes :

[ rwas [ w1 rwas,

et donner une interprétation géométrique de chacune d’elles.

' Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Soit la fonction f définie sur [0 ; 3] par:
fx)=In (x+1) .
'On appelle F la primitive de f sur [0 ;3] qui s’annule
en (.

X
1° F est définie par F(x)=‘[ In (¢4 1) dr .
0
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@I ntégrale et primitive)

8 [2°Pour tout x de [0:3], F'(x)=

]_

o

X+

|32 F est croissante sur [0:3].

' @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° r Fdes0y 2 ‘[: 2241
=

dxr=8+In3;

1
3°j e2x dx=2(e2-1) .
| i)




1 B "I.':- _—T:'.’-\J A Yt .‘74'—_.5

:‘@ Calculer les intégrales suivantes :
1

b) j et dx
=

In 3
d) ed*—ldx ;
'[in 2
3
dx ; f) I: cos 3xdx ;

| 0
:a)J‘ @ -x+1)dx;
| 0
[e) L (2 —-4)dr ;
4 1
e) S i—
-[u ﬁx+l

o -'.I- (3u

h) jol xe F dx .

”@ * Calculer les intégrales suivantes :

4 ¢ 0
a) L Cri] dr : b) .[__"_T cos* t sin tdt ;
)I 1H—JECDC; d) Ianxdx:
e)j lnst; ﬁj{] 2 41

@ Soit la fonction f définie sur 10 ; +eo[ par:

1
f( )_.H—"'He x|
x

I
|1° Vérifier que F :x~ (x+1)e © est une primitive de f

[sur 0 ; +oof .

2
2° En déduire le calcul de I'intégrale J flx)dx .
' I

[ @*Soil la fonction g définie sur R par:
| g(n)=e"
1° a) Justifier que g est dérivable sur R et donner sa
dérivée g’ .
|b) Justifier que g’
dérivée g”

gint .

est dérivable sur R et donner sa

2° a) Vérifier que, pour tout 1 de R:

se(r)z—g’(r)mzlw g () .

b) En déduire une primitive de g et le calcul de I'intégrale :

w
2

-l'”t g(r)yde .

@ Propriétés de I’inte’grale)

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

. _13
1 ‘[__El:-ltd:_-z-,
2o7=[" ersin?xdx &t J=[ etcos?x dx .

i 0
Alors I+J=eT-1 .

3°f est une fonction continue sur l'intervalle [a; b] et
b

J fltydi>0 .
a

Alors f est positive sur [a ; b] .

4° f et g sont deux fonctions continues sur [,
Si f=g sur R et a et b sontdans R, alors:

Ihf(x) d.\'EJ-bg{x) dx .

2
) catcuter [ 12i-3ar.
;

%% On considere la fonction partie entitre E sur
Pintervalle [1;3[ .

1° Tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

2° Soit la fonction F définie sur [1;3[ par:

F{.r)=J-Ir E(t)dr .

a) Déterminer F(x) suivant les valeurs de x.

b) Représenter la fonction F sur un autre graphique de
mémes unités que le précédent.

¢) Donner une interprétation géométrique de F(x) a l'aide
de la courbe de E.
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-—® %% On considére la fonction g définie sur [0 ;2] :‘@ Soit les fonctions g et h définies sur B par:
par : | 4

| O - i X

vlx)=x, si. xe[0;I1[; | glx)= a2 et hix)= B

[
; glx)=—x+2, si zxe[1;2].

|
_ 1° Caleuler [/ =J x)dx .
| 1° Tracer la courbe représentative de g dans un repére - G gx) dx

| orthogonal. |
e ks = = 2° Soit sz_[ h(x) dx .
2° Soit la fonction G définie sur [0 ;2] par: W

x Calculer [, +1, eten déduire la valeur de I, .
G(.¥)=L g() dr .

a) Déterminer G(x) suivant les valeurs de x .

b) Représenter la fonction G sur un autre graphique de

I mémes unités que le précédent. . e sl
i On considére les intégrales :

| « T
f Soit la fonction f définie sur ]1; +eo[ par: Fuelfi? 1 I R | T 1 dx
o 0 cosix o costx
flx)= A;: £ 1° a) Quelle est la dérivée de la fonction tangente ?

i ) i b) Calculer 7.
1° Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x> 1 :

: a b 2° Soit la fonction f définie sur [O . ‘-'-TJ par:
FXs——p—— 4
x=1 x+1 :
sin x
3 (x)=————.
2° Calculer j Fleydx. 1) cos? x
5

|a) Justifier que [ est dérivable sur [U : EJ et que, pour tout

: 4
[ @ On considére la fonction h définie sur [\ % E: de cet intervalle :
| 3 9
y ol x=2 | ’(_1’ = — - .
par h{-ﬂ-—m : Fix) cos'x cosix

| b) Déduire du calcul précédent une relation entre [ et J,

1° Déterminer les réels A et B tels que, pour tout x de puis calculer J .

3 A B (D’aprés BAC)
R‘\{z} ’ h(X)_['—2_r—3)3+2_x—3 ;
x=2

1
2° Calculer j W’ dx
0 (2x=-3)*

' @ * Soit la fonction f définie sur R par:

-’ @ 1° Déterminer les réels a, b, ¢ et d tels que, pour | flxr)=e In(1+e") .
tout x#1 : ;Pour tout réel « strictement positif, on pose :
o WL, e N e
sk et Ao i e 0. | @)=[ f(x)dx.
x=—1 x=1 0
29 Caleuler j‘-; a¥ =282 4 25 =2 i 1° Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout
3 e 1 : el | o
kg
P l+e-‘= +1+-"
[ % On cherche a calculer = L_ sin® 6 cos® 6d6 . .
2 I I
$ En déduire le calcul de I'intégrale j ~ dx
1°En  écrivant  cos? @=cos 6-cos’f , montrer que 0 14e

sin’> @ cos? @ se raméne 2 une somme de termes du type |2° Définir £+ ', o0 f' estla dérivée de f.

| cos 8 sin® @ , o0 k est un entier naturel. iEn dédvire I{«) en fonction de o,

| 2° En déduire le calcul de 1. f (D'aprés BAC)
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' @ Fonction paire, impaire, périodique

*Soit f une fonction continue sur [-a;a] avec

a>0.
Si f est paire, alors :

‘[_0 Fx) dx= j; Fx) dx

et

[© e ax=2 [ fe ds
Si f est impaire, alors :

J'_Da Flx)dx= -J: F(x) dx

=aq

(0]

ot J‘“ £(x) dx=0 .

B
”\/&

j:”fcx) dac=j'o £(x) dx .

* Soit f une fonc-
tion continue sur
R, périodique de
période T . ¢
Pour tout réel a:

2w

1 3 -
Calculer I ¥ cosx dx J- | x| dx et j Y sin 2x dx .
-1 -3 L
ot

M @Calcuk:r les intégrales suivantes :
137 3w

a}j sin rdr b]‘[

sin x dx ; c}JE |cos x|clx =

I @Sans aucun calcul, donner le signe de chacune des

intégrales suivantes :
|

4
a)_[ In(1+x)dx: b) [>—er+3dx:
2 ]

=1
d)j{; I—l.

""@Soit les fonctions f, g et h définies sur [0 ; 4o

par f(x)=Ax*+1;

gx)y=x et h(x)=.1‘+% 5

c) J__j J2-rdr;

et leurs courbes représen-
tatives sur 1’écran d’'une
calculatrice.

oo \"'I"‘ER

1° Pour tout x =1 , comparer f(x), g(x) et h(x) .

3
2° En déduire un encadrement de J Jx2+1dx .
1

' @ * Soit la fonction f définie sur R par:

Flx)y=e*" .

On ne connait pas de primitive de f sur R, on se propose

1
de chercher un encadrement de J e ¥ idx .

Pour cela, on commence par encadrer f sur [0 1] .
1° Justifier que f est dérivable sur R de dérivée continue
sur R et vérifier que, pour tout x de R:
. X »
f@=fO)+] £

|2° a) Montrer que, pour tout ¢ de [0 ;1] :

~ur=sf (r)a—gf

b) Montrer que, pour tout x de [0:1]:
2 % )
x| fi)dr=s=-=x*.
0 e
¢) En déduire un encadrement de f sur [0; 1] par deux
fonctions polynémes du second degré.

1
3° Donner un encadrement de I e dx .

0

@*Ne connaissant pas de primitive de la fonction f
définie sur [(} ; %] par :

flx)=2—,

1-x
on se propose de calculer une valeur approchée de
1
5 ST dx .

I'intégrale [= g e |

1° En étudiant les variations de [, démontrer, pour tout x de

1 2
i3 —} ,encadrement 1= f(x)= = (1)
o :
2° a) Démontrer que, pour tout x de [(} : %]
T x2
"_l—.r_“'“' T

1 1
b) En déduire que [/ =J-: (1 +x)e*dx+ J‘: x2f(x)dx .
0 0

!
¢) Calculer I'intégrale J= j: (1+x)e*dx .
0
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,f

e) Déduire des questions précédentes une valeur décimale
approchée de I 40,01 prés.

| d) Déduire de (1) que —-«mj 2f(x)dx=
0

(D’apres BAC)

@ 1° Montrer que, pour tout réel ¢ de [—g : O] -

g
Al

’ @ Soit la fonction g définie sur ]1 ; +eo[ par:
i X
g(x)= Tl

' 1° a) Etudier les variations de g sur ]1; +soe[ .

| b) En déduire un encadrement de g sur [2:4] .

4
| 2° Donner un encadrement de [/ =I g(x)dx
2

1°A partir de l'encadrement -1<cost<1,
valable pour tout réel r. montrer que, pour tout
x=0:
—-xssinx=x.

| 2° Justifier qu’il en découle, pour tout x =0 :

1
“5 2sl-cosxs

f @ * Soit la suite (u,) définie, pour n=2 , par:

n+l 1
1 -—-J. dx
Lo xhx

la somme des n—1 premiers termes de cette suite.

I et Su

1° a) Exprimer §,
cette intégrale.

a I'aide d’une intégrale puis, calculer

b) Déterminer la limite de S, en +eo .

' 27 Montrer que, pour tout entier k= 2

1
kink

=y .

n
: ; ; 1
E ¥ = _
n déduire une minoration de §/ AE T

par une intégrale et le comportement en +c de
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' @ Soit la fonction f définie sur R par :

'+ 1’
et sa courbe représentative € ci-dessous.

._‘,=.4. I

| Pour n entier naturel non nul, on pose :

In(n+1)
urr=J
Inn

4ef
e+ 1

1°a) A I'aide de la courbe €, donner une interprétation
graphique de u,
b) Prouver que, pour tout n=1 :

n+2
H"=4ll'](m) ¥

2°Onpose S, =u;+uy+..+u,

|a) A Taide de la courbe €, donner une interprétation gra-
| phique du nombre §,

| b) En déduire une expression simple de S,

| Quelle propriété de I'intégrale est derridre ce résultat ?

3° Calculer, en unités d'aire, 'aire s#(n) du domaine déli-
mité par la courbe €, la droite d’équation y=4 et les
droites d’équations x=0 et x=In(n+1) .

‘ Déterminer la limite de &/{n) lorsque n tend vers +eo .
: (D’aprés BAC)

kit -I{‘El *;m‘w

-'--'r:-;rﬁ\*rm mh.;;;%im e

Soit la fonction F définie sur ]0 ; +eo[ par:
X el’
F(.r}—J‘] = ar.

1° Déterminer le sens de variation de F.
2° a) Prouver que, pour tout ¢ de 0 +eof :

ef ]

—>-

1 )
b) En déduire le signe de ¢(x)=F(x)~-Inx
| valeurs de x dans ]O; +eo[ .

suivant les

i ¢) Déduire de cette étude le comportement de F en +e= et
len 0.




e*-1

glx)=—
XxX=

|
F
;
F
E ' @ Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par:
i
':
l
l

1° Etudier les variations de g sur 0 ; 4o .
2°Onnote G laprimitivede g sur ]0; 4] quis’annule
1 i
en 3 Pour x>0 , G(.r):L g(t) dr .
2

-

Déterminer les variations de G sur O ; +e=[ .
37 a) Montrer que, pour tout x =2 ;
X X
J'ﬂ g('l)d.'ﬁéj.“ g(1) dr .

b) Par comparaison des limites et en utilisant la relation de
CHASLES, déterminer la limite de G en +o= .

@ % On considére les fonctions f et F définies sur

1
[':’, ; +m[ par :
flx)= TII“; ot F(.\'):I: f(ydr .

1° Que représente F' pour f7

B =

2° a) Etudier les variations de F sur { : +w[ .

b) F garde-t-elle un signe constant sur cet intervalle ?

; In ¢
3° Prouver que, pourtout +=1, fl1)s—.
r2

En déduire une majoration de F(x) pour x=1 par une
intégrale que 1'on calculera. Justifier que, pour tout x =1 |
Fix)<1 =

|
E @ Intégration par parties)

y T 71

:':1 vmi.hux. =y b =H =R XA ..-:_

| & Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

ST |

!0

X o rdiat_l
| . jum.xd.l—() 3

| 2° Pour x>0 , I L v drelia x5 1 L
e x

3° Soit v une fonction dérivable sur un intervalle [ telle que
v/ soit continue sur [,

Pour tous réels a et b de I:

b b
‘[ v(x) dx=bv(b) —av(a) —J xv(x) dx .

a

@ Calculer les intégrales suivantes a l'aide d’une

intégration par parties :

2 1
a) j xe ¥dx ; b) I (2s—1)e 2 ds ;
1 0

i 0
c) jnz xsinx dx ; d}J . (21=1)costdr ;

!e)J': In 7 dt f}_[gxlmxdx.

% Calculer les intégrales suivantes a l'aide d'une
double intégration par parties :

0 3
|a) J xeddxs b) JD" etsinxdx ;
|

o

i i
C}J- | (x2=4x+1)e*dx ; d)‘[zﬂ x2cos 3xdx .
b 3

- On considere les intégrales :
|

7. 3 .
I=|"x%cos2xdx et J=|"x?sin?xdx.
0 0

1° Calculer I+J ,puis I-J .
| 2° En déduire I et J.

=
- |

[ @ Soit les fonctions F et G définies sur R par:

| t

!
Fu)=_[ e~ 0sin §d0

e~fcos 6dF et G(r)=J
0

0

1° En utilisant les deux possibilités d’intégration par parties
pour F(r) , montrer que, pour tout réel :

F(t)=1-e'cos t=G(1) et F(t)=e 'sint+G(1).
2° En déduire F(r) et G(r) .
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"@ Soit @ un réel strictement positif.
On pose :

tay= [ B g

1° En remarquant que, pour tout x>0 :

1 :1_ 1
xx+1) x x+1°

|calculer I(a) en utilisant une intégration par parties.

{2° Calculer la limite de I{a)
| puis, lorsque a tend vers 0.

lorsque a tend vers +ee

_Q * L’objectif est de calculer les intégrales suivantes :

| dx | x2
I= - LR dx
0 Jx24+2 ‘[ﬂ x242

1
et K=| Jx2+2dx.
0

|1° Calcul de 7

| Soit la fonction f définie sur [0 ; 1] par:
F)=In(x+Jx2+2) .

{a) Calculer la dérivée de la fonction x+— m :

|b) En déduire la dérivée " de f.

{¢) Calculer 7.

12° Calcul de J et de K

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que :

J+21=K .
b) A I'aide d’une intégration par parties portant sur K,
montrer que : )

E=.J3-7.

¢) En déduire J et K.
(D'apreés BAC)

|‘® % On se propose de calculer I'intégrale :

J=j0l

11° Calculer les deux intégrales :

1 e
s Bl T

xe*
e U £ A
(1+4e%)?

1 e
o 1+e®

A=

2° Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel ¢
positif, on ait :
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|3° En posant f=e¢* dans I'égalité (1), calculer I'intégrale :

] 1

I= e SE L
0 (1+e*)*

4° Etablir une relation entre J et 1.
En déduire J . A 1'aide d’une calculatrice, donner une valeur
approchée de J & 10-2 pres.

(D'aprés BAC)

I @ Déterminer la primitive sur [ qui s’annule en a de

chacune des fonctions suivantes :

‘ 2 1
a) fra—s——— | 1=1—:+m[ et a=1 .
3x-1 :

13
™
b)g:1+>1tcost I=R et a=g .
Ah:x—=Inx, I=]0;4e[ et a=1.
§
dkix>—<e*, I=]0;:+4e] et a=1.
2

e)l:1—>2te’, I=R et a=In3.

@ * On considére les intégrales :
X
1(x) =J- e'cos?rdr
0

x
et J(_r):‘[ e'sin? t dr , pour x réel.
0

1° Caleculer [I(x)+ J(x) , puis I{x)-J(x) .
2° En déduire I(x) et J(x) .
Que représente chacune de ces expressions ?

T @ On définit la suite (/,) en posant, pour tout entier
| naturel n:

it ¥
o =‘[ e tdx .
0

1° Justifier que (/,) est une suite a termes positifs.
|2° Montrer que (/) est croissante.

3° Exprimer [, en fonction de .

4° Déterminer la limite L de la suite ({,) .

5° A I'aide d'une calculatrice, trouver le plus petit entier 7,
tel que |I,-L|=10"".
(D’aprés BAC)




I t"‘ n
| - "@On pose,pour n=1, [, =j (la ;x) dx . ]
. ' 1 o 11° Calculer v, . (On pourra utiliser, que pour tout x de
1° Calculer I, . ) '
] _ ‘ i =x-1+L.)
2° Prouver, 4 I'aide d’une intégration par parties, que, pour L+x 1+x
n+ 1 | 2° Déterminer le sens de variation de la suite (v,) .
tout ‘n=1 ; I, ===+ (a4t 1} j
o2
. Pour étudier le sens de variation d'une suite (v,)
Si une suite a pour terme général une intégrale dans définie par une intégrale dont les bornes ne dépendent
laquelle les bornes sont constantes et la fonction & ~ pas de n . on peut :
intégrer dépend de n et qu'on ne sait pas calculer —chercher le signe de la différence v, ,—v, en
I'intégrale, une intégration par parties peut permettre utilisant la linéarité et la positivité (voir Exercice
d’établir une relation de récurrence entre deux termes | résolu 3);
| de cette suite. | —comparer les fonctions a intégrer dans v, et
' v , puis intégrer I'inégalité.
|3° Calculer 7, et Iy. n+1l s P gre
E 2
| 3° a) Montrer que, pourtout n=1, 0=y, = ﬂlr:.] :
. @ Pour tout entier naturel non nul, on pose : b) En déduire le comportement de (v,) en +oo .

¢) Déterminer un entier naturel n, tel que, pour tout
n=n, onait 0=y, <102 .

@ Calculs de grandeurs)

1V fﬂi’faux ; 2° chré,scnter cette valeur moyenne sur le graphique et
: - | I"interpréter.

1
v”:J In(l+x)dx .
0

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 @ Soit I'arc € de parabole d’équation :
Soit la t‘onction.f.dét"u;ic ;ur R par: y=—x*+4x-3 pour x dans [1:3].
Ll e I et A ont pour coordonnées respectives (1;0) et
A 3200 ;
1° La valeur moyenne de f sur [0 ;2] est —= . ( )

’ l
|2° En unités d’aire, 1'aire du domaine plan délimité par la | /@\L{
|courbe de f et les droites d’équations y=-x, x=0 et OI ; T A
: 1 |
x=1 ‘est = . ) . = =
6 Déterminer la largeur du rectangle dont un coté est [IA] et

dont I’aire est la méme que celle du domaine &% délimité par
{I'arc € et I’axe des abscisses.

@ Soit g une fonction affine définie par :

g(x)=mx+p .
| Déterminer la valeur moyenne de ¢ sur l'intervalle [a ; b] ,
|avec a#b .

Soit la fonction f définie sur
[0:6] par:
| flx)=(x-4)242 ,
'dont la représentation graphique est
{I'arc de parabole ci-contre.

| A guoi correspond ce nombre ?
= @ Calculer la valeur moyenne de la fonction cosinus sur

[__213 : :ﬂ , puis sur [0 ; 7] .

| 17 Calculer la valeur moyenne u de f
tsur [0:6].
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@ 1° a) Calculer la valeur moyenne m,; de la fonction |-}
Fetest sur I=[ln2; 3] . =
'b) Calculer la valeur moyenne m, de la fonction g : e/
tsur I,
- In3 ™ J_.
2° Calculer 1'intégrale j te~fde . | —
| In2 [ !
| | ¥
|En déduire la valeur moyenne u de la fonction :0_
(h:t—>rte ! sur I, :
'3° En utilisant les résultats des questions précédentes, justi- et
fier votre jugement sur I'énoncé : =
i ; 6 i
« Sur un intervalle, la valeur moyenne du produit de deux I ]
fonctions est égale au produit des valeurs moyennes de ces
| fonctions. »
@ 1% a) Vérifier que, pour tout x :
Qﬁ‘m‘?" 133'-1 a5l | [ 05 .4 i uﬂ‘lfﬁﬂi EII{‘ ‘ Sil‘l DB = ﬁ Siﬂ (I 5 1'21') ;
ottt st g, I I LR e S e e

|b) En déduire le signe de sin x—cos x sur [g : STTP )
L |

2° Le plan est muni d’un repére orthonormal d’unité gra-
| phique 2 cm.

Calculer l'aire, en unités d’aire, de chacun des
domaines hachurés suivants :

[ Calculer 'aire, en cm?, du domaine délimité par les courbes

I | " . w 5w
des fonctions sinus et cosinus sur | — ; — | .

474

' @ On considére la fonction [ définie sur R par :
Fa)=1+x—xe ¥+

' . Le plan est muni d’un repére orthogonal d’unités 2 ¢cm et € sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

sur (Ox) et3cmsur (Oy) . -
AT . 5 } e {1° Montrer que € posséde une asymptote d en +oo .
Déterminer ["aire, en em-, du domaine délimité par la courbe

|d’équation y=(4-x)Inx etl’axe (Ox) . 2° Pour tout réel A positif ou nul, s#(A) est 'aire, en uni-
{tés d’aire, du domaine délimité par ¥, d et les droites
{d’équations x=0 et x=A\ .

|En donner une valeur approchée au mm? prés.

‘a) Exprimer #/(A) en fonctionde A.
@Calculer Paire, en unités daire, de chacun des |b) Déterminer la limite A de &/(A) quand A tend vers
domaines % suivants : Foo .

| b a) ¢) A partir de quelle valeur de A a-t-on:
‘ y 4o

ls#(A)-A|=<10-2 2

I @ 1° Déterminer un encadrement de T'intégrale :

i 1
| i I= dx
| ! J ! -llfJ .I'A-E +1
V=% en utilisant la méthode des rectangles avec n=10 . (Voir

T.D. 4)

2° Soit f définie sur R par f(x)=In (x+/x2+1).
Calculer f“(x) et en déduire la valeur exacte de [.
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[ @ Calculer le volume de chacun des solides ci-dessous.

a) Boule de centre O et de rayon R.

@

b) Pyramide réguliére & base carrée de cOté¢ a et de hau-
teur h,

| @*Sur une sphére de g
| centre O et de rayon
10em, on place un cone de
sommet S et d’angle au som-
met 60°.

Calculer le volume de la
|calotte sphérique déterminée
|par la sphére et le cone (en
| em3y,

@ L. espace est muni
|

d’un repere ortho-
normal (O ; i, j, k).
|Soit f une fonction
continue et positive sur | = '
|un intervalle [a:b] et
i € sa courbe représentative dans le repére (O ; 1, j) .
|En faisant tourner % autour de l'axe des abscisses, on
|0bticm un solide de révolution.

|1° Soit S(z) I'aire, en unités d’aire, de la section du solide
| par le plan d’équation x=¢ pourtout ¢ de [a;b] .
:Montrcr que S(H=m[f(0)]? .

2° En déduire I'expression du volume V du solide, en unités
|de volume, a I"aide d’une intégrale.

3° Applications

| Déterminer le volume du solide de révolution engendré par

rotation autour de I"axe des abscisses de chacune des courbes
d’équations suivantes :

Ib)y=.1:

(@) y=all=x% sap [=l3 L

sur [0:3] :
qur: [0::3]. 2

a)y=2

Quels résultats retrouve-t-on 7

L'espace est muni d'un repére orthonormal

(01, j.k) d’unité graphique 1 cm.

Soit f la fonction définie sur [0 ; 7] par:

fix)=sinx ,
let € sa courbe représentative dans le repére (07, j) .
| Déterminer le volume du solide de révolution engendré par
|rotation de % autour de I’axe des abseisses. On donnera sa
valeur exacte en cm?, puis une valeur approchée i 1 mm?
| pres.

L’intensité i d’un courant variable est donnée en
fonction du temps ¢ par :

fu)=4sin(|mm+§).

1° Déterminer la période T de la fonction i .

| 2° Calculer la valeur moyenne de i sur une période.

r QL’intcnsité efficace d’un courant alternatif est

I'intensité d’un courant continu qui produirait le méme

dégagement de chaleur par effet joule & travers la méme
| résistance R pendant la méme durée.

{1° Sachant que 1'énergie W fournie par un courant alternatif
| d'intensité i(r) a travers une résistance R pendant un inter-
:vajlc de temps €gal a la période T est .
T
| W=J'” Ri%(1) dr ,
| montrer que I'intensité efficace I, de ce courant est telle que
I est la valeur moyenne de la fonction # sur [0: 7] .

a : i X iy o
|2 Qn suppose que i(f)=1,  coswt , o0 I est I'intensité
| maximale.

| Exprimer I, en fonction de 7.

r @Un fil rectiligne [OZ] de longueur L tel que la

densité en tout point M est f(x), ot f estune fone-
|tion continue sur [0 : L] et x la distance OM , posséde
une masse m donnée par:

L
m=\| flx)dx.
| J, 1
| Déterminer la masse d’un fil lorsque f est définie par :

Flx)=—

L+x’
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@Suite 4 un début de maladie infecticuse dans une
‘ région, des études ont permis de mettre en évidence
que le nombre de personnes ayant contracté cette maladie 7
jours aprés 1'apparition des premiers cas, pour ! dans
[0:25] ,est N(t)=451>-1
|Calculer le nombre moyen de personnes malades durant la
premiére semaine.

‘@ La capacité pulmonaire, exprimée en litres, de 1'étre
‘ humain suivant son dge x de 10 a 90 ans, est donnée
par la fonction f définie par:

110(In x-2)

TRt T Y

|
' Jlx)=

| Déterminer la valeur moyenne de la capacité pulmonaire de
120 a 70 ans. a 0,1 litre prés par défaut.

@ Problémes)

@ * Etude d’une suite

On pose I;= J-: xdx et, pour tout n entier naturel
non nul :
# n "
:ﬂ:J'! x(In x)" dx .
1° Calculer [, et I,.
2° Pour ne N*

Calculer I, .

3° Montrer que la suite (/) est décroissante.

, établir la relation 2/, +nl, ,=¢’.

En déduire, en utilisant la relation de récurrence précédente,

I’encadrement :
v 5
| L .
| n+3 " oon+2
|Calculer lim [, et lim nl
n— Foe | — o0

@ * Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.

On considére la suite (u,) définie par:

2
| u, ='[
0

1°a) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; 2] par:

2t+3
t+2

2r+3

I
eftdt .
r+2

()=

Etudier les variations de ¢ sur [0;2] .

En déduire que, pour tout réel ¢ dans [0 ;2] :
7
3= =g@(1)=- ik

|b) Justifier que, pour tout réel ¢ dans [0 ;2] ,ona:

i I I

| 3 ! L7
; J' (r) r ‘E J‘I'.

¢) Par intégration, en déduire que :
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| d) On rappelle que lim ——=1
) PP q h—=0 h
| Montrer que, si (u,) posséde une limite L, alors :
7
= Fast
3=L 5

| 2° &) Vérifier que, pour tout ¢ dans [0;2] ,ona

2t+3_, 1
t+2 T t+2°
En déduire I'intégrale 1= f "::; ar.

b) Montrer que, pour tout ¢ dans [0;2] ,ona:

.'
[

=1t

1

[

cEc

(]

En déduire que [ =<u, ac"!,

¢) Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa

limite L.
(D’aprés BAC)

- @ * On désigne par [ la fonction définie sur ]0 ; + oo

s lnx

fl)= J;

1° Etudier le sens de variation de f.

| 2° Pour tout entier naturel n supérieur ou €gal a 8, on pose :

X=n
= Z £(k)

a) Soit k un entier supérieur ou égal a 8 Demontrer que :

u,= f(8)+ f(9) +..+

|
|
|
k+1
‘ f(k+l}f=~L f(0)dr< f(k) .

h) En déduire que, pour tout entier n=§
I

n+ 1 )
Uy~ f(8) = L feydi=<u,

| n+ 1
') Calculer J' fr) dr .
! B




| d) Déduire des questions b) et ¢), que la suite (u,) tend

vers +e quand n tend vers +oo .

3° Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 8, on pose :
|

n+1
‘ v,=u, —L £ di

Etudier le sens de variation de la suite (u,,
| que :

) et en déduire

n+1
w~f®) <[ f@)a=<u

puis que la suite (v,) est bornée.

Montrer que la suite (v,) est croissante.

On admet que la suite (v,) converge.

Démontrer que sa limite L vérifie 0 =L <074 .

' @ %% Irrationalité de e
Le but du probleme est de montrer que le nombre e
n'est pas un nombre rationnel,
Partie A
[Soit f la fonction définie sur B par f(x)=xe! .
| On désigne par € sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormal d'unité graphique 4 cm.
1° Etudier les variations de f; on précisera ses limites en

—oc BEEN +oo .

2° Tracer la courbe % .

1

|3" Calculer I'intégrale I, =J f(x) dx et donner une inter-
i}

prétation géométrique de celle-ci.

Partie B

1
Pour tout entier n=1 , on pose [, =J e} Tl

0
1° a) Montrer que. pour tout x de [0:1] :
= x" el ~X = pxh .

b) Exprimer en fonction de 1'entier n I'intégrale :
!
I =I xrdx.;
0

¢) En déduire que. pour tout n =1, —-]-T =i ﬁ ;

2° A I'aide d’une intégration par parties, montrer que, pour
tout n=1,0na I, =(n+1)1, -1

3° Pour tout entier n=1 ,on pose k,=nle-1I,

a l'aide de k,

b) Calculer k; (on pourra utiliser A. 3°%).

a) Exprimer &

n+ 1

En déduire, 4 1'aide d’un raisonnement par récurrence sur 1,
gue k, estun nombre entier pour tout n=1 .

, le nombre

¢) Montrer que, quel que soit I'entier n =2

nle=k,+1[, n’est pas un nombre entier.

4° Soit p et g deux entiers strictement positifs.

1! :
Montrer que, pour n=gq , L—P est un nombre entier.

En déduire, & I’aide de 3° b) et ¢), que e n’est pas un nnmbre
rationnel (on pourra raisonner par I’absurde).

(D'aprés BAC)

i @ %% Fonction définie par une intégrale

Soit la fonction f définie sur R par flx)y=e* et
% sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthogonal.

| Bl ==t
| _
|On se propose d'étudier la fonction F définie sur R par:
X 3
F(.\')ZI et dr.
0
i(On ne cherchera pas 4 calculer cette intégrale.)
|1° Etudier le sens de variation de F.
|
1 2° Interpréter géométriquement F(x) pour x positf, puis
{pour x négatif. En déduire que F est impaire.
{ 3° a) Vérifier que. pour tout =2 ,ona ePse Y,

En déduire que, pourtout x=2 ,ona:

F(x)-F(2) < J' e-21 dr |

b) Calculer ‘[-‘I e=2 dr

2

. En déduire que, pour tout x=2 ,

ona F(x)-F(2)= % 4  puis que F est majorée sur R .

¢) On admet que F aune limite L en +eo ,
Montrer que 0 <L-F(2)<=10"2.

d) On considére les points A;, A, A,, Ay et A, dela

courbe € d’abscisses respectives 0, % | E et 2.

2
A I'aide d’une calculatrice, calculer I"aire de la partie de plan
délimitée par la ligne polygonale AjA A,A5A, . axe des
abscisses et les droites d’équations x=0 et x=2 .

|Ce nombre est une valeur approchée de L dont on ne

| demande pas la précision.

|4° En rassemblant les résultats précédents, donner 1'allure de
\1a courbe représentative de F .
' (D’aprés BAC)
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i @ * A. Questions préliminaires

1° On donne la fonction g définie sur R par:
glt)=e'—=r-1.
Etudier les variations de g sur R et donner son signe.

2° Déduire de cette €tude, les variations et le signe sur R de
la fonction h définie par :
h(r)=c’—£—f— 1
3 ;
B. Fonction définie par une intégrale
Pour x=1 , on pose:

= & r+1
Fa=[ (14521 )ar.
o -[1 . ef-r-1

|l°D011ner le signe de F sur [1 ;+ee[ .

2° Montrer que, pour tout >0 :

3! $1+g+—

Il=14+— = .
el—-r-1 B

30 * g2
alculerJ 1+?+—,—, dr pour x=1.
!

4° a) Justifier que, pour x=1 :

x—]EF(.t)ﬁﬂnx—%+x+l.
b) En déduire la limite de F en +eo .

| 5° a) Montrer que, pour x=1 :

1_E£F(x)£21nx_;+]+l
X X X x* X
B) Endéduire. Jim: £ 2N
X —¥ oo X

@ %% % On considére la fonction f définie sur R par

X

ef-1"

f(0)=1 et,pour x#0, f(x)=

1° a) Montrer que f est continue sur [ .
|b) Calculer f'(x) pour x non nul.
¢) On note g la fonction définie sur R par :
glx)y=e¥—xe"-1 .
Ftudier les variations de 2. puis le signe de g .
En déduire, pour tout x non nul, le signe de f'(x) .

d) Donner les variations de f.

2° a) Justifier, pour tout réel x , 'existence de :

2x
H(x)zjl f)dr .

On définit ainsi une fonction H sur R.
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On appelle I' sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal.

b) Soit F une primitive de f sur R .
Exprimer H au moyen de F.

En déduire que H est dérivable sur R .
| Montrer que, pour tout x non nul, on a:

x
e?x

H'(x)=

(3-¢%) .
] )

¢) Ewdier les variations de H .

3° a) Montrer, en utilisant I'inégalité de la moyenne que, si x

H(x)

est non nul, —— est compris entre f(x) et f(2x) (dis-

tinguer les cas x>0 et x<0 ).

b) Déterminer la limite de H(x) lorsque x tend vers +ee .

H(x)
¥

¢) Déterminer la limite de lorsque x tend vers —eo ;

|en déduire la limite de H(x) lorsque x tend vers —eo .
| d) Interpréter les résultats précédents pour la courbe I,

|4° Quelle aire représente H(ln 3) ?
| Déterminer un encadrement de H(In 3) par la méthode des
?l‘cctangles, en utilisant la subdivision :

m3 3 dma o )
[]n3,3]113.3ln3.;_ln3 2

On utilisera des valeurs approchées & 10-? prés des images
par f des termes de la subdivision donnée.

5% Donner, en tenant compte des résultats précédents, le
| tableau des variations de H , puis I'allure de I'.
{D’aprés BAC)

[ @ % Soit la fonction f définie sur [0 ; +eo[ par:
f(x)=e*sinx .
On note 6 sa courbe représentative dans un repére du plan.
' Pour tout entier & positif ou nul, on pose :

(k+1)w
B, =J Flxyds..
17 a) Sans calculer B, , déterminer le signe de B suivant
la parité de 'entier k.

' b) Donner une interprétation géométrique de B, suivant la
parité de k.

|

2° Calculer B, et montrer que la suite (B,) est géomé-

| trique.
Préciser sa raison et son premier terme B, .

k=mn
3°Onpose U, = Z B, .
k=0




|a) Réduire U, de deux maniéres différentes.

'b) Déterminer la limite U de U
k=n

4°Onpose V, = 2 | By| -
k=0

a) Donner une interprétation géométrique de |B,| .

b) Réduire V, .

¢) Déterminer la limite V de V, en +oo .

n €N g i

1
+

i 2
LRV e sl
5 Cl'lflf.‘-l" que 5

@ Encadrement de In (n!)

On considére la courbe représentative ¢ de la fonc-
tion In sur 10 :+es[ dans le plan muni d’un repére ortho-
normal d'unité graphique 1 cm.

1° Tracer €.

2° Pour tout entier naturel non nul p , on désigne par A, le
point de coordonnées (p; 0) .

fa) Tracer les rectangles de bases :

[A;4,] . [AA5] , ..., [A,_1A,]
et de hauteurs respectives :
2, Ind . na.

Montrer que la somme des aires de ces rectangles est :
S,=In(n)=Inl+m2+..+Inn.
b) En utilisant une autre couleur qu'au a), tracer les rec-
tangles de bases :
[4,4,] . [AA,] ..., [4,_,A,]
et de hauteurs respectives :
Inl, m2,.. ln(a-1).

Exprimer la somme des aires de ces rectangles en fonction
de n.

¢) Donner une interprétation géométrique de :
n
IH=II Inxdx powr n=2.

d) A I'aide de considérations géométriques, justifier que :

pour n=2, 5, (=I =§

n ] n "
iErl déduireque /, <§, <1I +Inn.
i3” a) Calculer 1, .

|b) En déduire un encadrement de §, .

4° Déterminer un encadrement de I'entier p tel que :
107 <1 000! < 10P+! |

'Que peut-on en conclure quant au nombre de chiffres de
[1000! ?
| (D'aprés BAC)

r @* Le plan est rapporté & un repére orthonormal
(0;1, j) .

' Partie A

1 1° Soit la fonction f définie sur [0 ; +es[ par:
f{):):x—i = s
2

‘et € sa courbe représentative dans le repere (O ; L)
Etablir le tableau des variations de f.
27 Soit T 1'application du plan dans lui-méme qui, a tout

|point M de coordonnées (x;y) , associe le point N de
|coordonnées (x"; ¥') telles que :

X'==x
y=-2x+y
a) Montrer que MN est colinéaire a F+} et que le milieu

P de [MN] appartient & I'axe (Oy) .
b) Soit g la fonction définie sur J—eo ; 0] par:

1 :
() =X — = 8,
g(x)=x 5 e

et €, sa courbe représentative dans le repére
(031, 7).

[ Montrer que l'image de la courbe € par T est la courbe
|6, .

|37 Montrer que % et %, admettent pour asymptote la droite

A d'équation y= x—% et préciser leur position par rapport
2 A.

|4? En adoptant une unité de 4 cm sur chaque axe, tracer A et
|les courbes € et ¥, dans lerepére (014, j) .

Partie B
Soit %, la droite d’équation :

G
y=x—z+=,
’ 2k
ol k est un réel strictement supérieur a 1.

1° a) Etudier la position rclative de € et 9, et donner
I’abscisse de leur point commun M, .

b) Etudier la position relative de €, et @, et donner
I'abscisse de leur point commun N, .

¢) Vérifier que N,=T(M;) et que le milieu
[M.N,] appartient a 'axe (Oy) .

P, de
2° Démontrer que les parties du plan délimitées, 1’une par
€, %, et (Oy),lautrepar €,, &, et (Oy) ontla

| méme aire a(k) .

\Etudier la limite de a(k) lorsque k tend vers +es .

| (D’aprés BAC)
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.—-@ * Calcul d’aire

Partie I
| On considére la fonction f définie sur ]0 ; +o=[ par:

fey=tn () -

x x+1°

1° Déterminer la fonction dérivée de f et étudier les varia-
tions de f.

2° Calculer la limite de  f(x) lorsque x tend vers 0, puis
Vers +oo .

3? Donner le tableau des variations de f et en déduire le

signe de f(x) pour x dans ]O; +eef .

4° Le plan étant rapporté & un repére orthonormal direct,
d’unité graphique 5 cm, tracer la courbe ¢ représentative de
la fonction f.

Partie I1

Soit A un réel strictement supérieur & 1.

On note &f(A) T'aire, en cm?, du domaine formé des points
dont les coordonnées vérifient :

l=sx=sA et O0=y=f(x).
1° Exprimer s#(A) en fonction de A .

2? Déterminer la limite de s#(A) lorsque A tend vers +eo .

i @ Calcul de volume
Le but est le calcul du volume d’une ampoule.

Dans le plan muni d'un repére orthonormal (O ; i f)
(unité : 2 em), on donne les points :

e

). 5(0:3). c(s) @ o)

Chapitre 7 « INTEGRATION

et 'arc de cercle AB de centre O, comme I"indique la
figure :

C B
T T 4

o
1° On veut raccorder 'arc AB au segment [CD] par une
courbe admettant en B la méme tangente que I'arc de cercle
et tangente en C i la droite (CD).

Soit la fonction f définie sur [0 ; «] par:

_f(.x)=%c03x+l ;

a) Démontrer que la courbe d’équation y= f(x) répond

aux conditions posées.

b) Tracer cette courbe, 'arc AB et le segment [CD] dans
lerepere (Q; 1, Jj) .

2° Démontrer que, pour tout réel x:

(.lcos r+l)2~*—l~c032x+cus A’+2
27 T8 g

3° Soit & I’ensemble des points du plan délimité par I’arc de
courbe ABC ,l'axe (Ox) et la droite d’équation x= .

a) Calculer le volume V du solide de révolution engendré
par la rotation de & autour de 'axe (Ox) .

On rappelle que le volume d’une demi-boule de rayon r est :

"IT.P'3 §

(ST SN ]

b) Donner la valeur exacte de V en cm?, puis, a 'aide d'une
calculatrice, une valeur approchée 2 103 prés,
(D'aprés BAC)
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F

I A la roulette, une boule s"arréte sur une case, qui porte un numero et une couleur (rouge ou noire) ; les cases rouges et noires sont

@ Probabilités et « bon sens »)

Le texte suivant est extrait de Les probabilités et la vie d’Emile BoreL, PUF, 1958,
Emile BoreL (1871-1956) fut I'un des grands mathématiciens frangais de la premiére moitié du xx° sidcle
et le calcul des probabilités occupa une place importante dans ses travaux.

« ...mettons en évidence le point délicat ou les résultats du calcul des probabilités sont
contestés au nom du bon sens. Ce point délicat est le suivant : tous les joueurs de
roulette! ont observé que, sur une longue série de coups, les sorties de la rouge et de
la noire sont & peu prés aussi nombreuses les unes que les autres. Par exemple sur
1 000 coups, on observera 483 rouges et 517 noires, mais on n'observera jamais
217 rouges contre 783 noires. La plupart des joueurs croient pouvoir conclure de cette
observation exacte et d'ailleurs tout a fait conforme au calcul des probabilités que, si
durant une certaine période, ils ont observé rouge plus souvent que noire, la roulette
a contracté, en quelque sorte, une dette envers la noire et devra acquitter cette dette
en faisant sortir la noire plus souvent que la rouge au cours des prochains coups. Dans
certains cas, la dette devra méme étre acquitiée immédiatement : si un joueur, en
consultant les archives de la roulette au cours d’un grand nombre d’années, a observé
que la série la plus longue a é1é de 24 rouges, ou de 24 noires, ce méme joueur, s’il se
trouve observer un jour une série de 24 rouges, n’hésitera pas a conclure que la noire
doit forcément sortir au coup suivant, « puisqu’il n’y a jamais de série de 25 ». A quoi
Joseph BERTRAND répond : « la roulette n’a ni conscience ni mémoire ». C’est lui faire
trop d’honneur que de penser qu’elle garde le souvenir de ses égarements et qu'elle
tient a les réparer.

Il semble que le « bon sens » devrait suffire a persuader les joueurs que les coups
successifs de la roulette sont indépendants les uns des autres. (...) Mais les joueurs
sont influencés par un fait indéniable confirmé par de multiples observations : sur un
grand nombre de coups, les sorties de la rouge sont a peu de choses prés aussi

fréquentes que celles de la noire et, pour expliquer ce fait d’observation, ils

n'apercoivent pas d’autre moyen que d’imaginer l'existence d’un mécanisme inconnu
qui jouerait le réle de la conscience et de la mémoire de la roulette et qui I'obligerait
d coImpenser ses écarts. »

R

2
6 - 108 ; ¢’est donc une probabilité « trés faible ».

« pronostics » du loto proposés par certains magazines.

© Fabrice ROULAND | RAPHO

en nombres égaux.
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On peut démontrer que la probabilité d’apparition d’une « série »
pe q p PP

\24
de 24 rouges est €gale a [l) , dont 'ordre de grandeur est de

Mais, sachant qu’une série de 24 rouges vient de se produire,
quelle est la probabilité de sortie du rouge au coup suivant ?
A la lumicre du texte de BoreL, commenter la pertinence des




@ Fréquences)

On interroge @ la sortie des urnes
1 000 électeurs, 500 hommes et 500 = kL 5
femmes, # hommes 220 195 85

Deux candidats A et B briguaient
leurs suffrages; les résultats sont
donnés dans le tableau ci-contre.

400 430 170

1 Déterminer la fréquence des votants pour A, puis pour B, enfin des électeurs ayant voté nul.
2 Quelle est la fréquence des votants pour A parmi les femmes ?

3 Quelle est la fréquence des hommes parmi les électeurs de B ?

4 Répondre par VRAI ou par FAUX & chacune des affirmations suivantes :

a) 39 % des hommes ont voté pour B ; b) 36 % des électeurs de A sont des femmes ;

¢) 17 % des bulletins nuls émanent des hommes ;  d) le vote nul est indépendant du sexe de I'électeur.

5 On suppose que I'échantillon interrogé est représentatif du corps électoral concerné.
Comment pourrait-on alors définir la probabilité pour qu’un électeur choisi au hasard ait voté pour. A ?
Et celle qu'un électeur ait voté pour A, sachant que c’est une femme ? Commenter.

6 Indépendance)

On fait tourner deux roues circulaires bien équilibrées, une bleue et une rouge, formées chacune de trois
secteurs identiques numérotés 1, 2 et 3. On forme ainsi un nombre & deux chiffres, celui des dizaines étant
le numéro obtenu sur la roue bleue, celui des unités le numéro obtenu sur la rouge.

Déterminer I'univers et la loi de probabilité associés a cette expérience aléatoire.

1 Regle du jeu n° 1 : le joueur est gagnant si le résultat qu’il obtient est un multiple de 11.
a) Quelle est la probabilité de I'événement « le joueur est gagnant » ?

b) La roue bleue est arrétée sur le numéro 1 alors que la rouge tourne encore.

* Quels sont désormais le nouvel univers et la nouvelle loi de probabilité ?

« Calculer a présent la probabilité que le joueur gagne, sachant que la roue bleue est arrétée sur le 1.
Cette probabilité a-t-elle changé par rapport a I’expérience initiale ?

Les événements « la roue bleue est arrétée sur 1 » et « le joueur est gagnant » sont indépendants.

2 Régle du jeu n° 2 : le joueur gagne si la somme des chiffres obtenus est au moins égale a 5.
S désigne la variable aléatoire égale a la somme des chiffres obtenus.

a) Déterminer la loi de probabilité de §, puis la probabilité de I'événement « le joueur est gagnant ».

b) La roue bleue s’est arrétée sur le numéro 3 alors que la rouge tourne encore.

» Déterminer le nouvel univers, puis la loi de probabilité de la variable aléatoire § .

» Quelle est a présent la probabilité que le joueur gagne sachant que la roue bleue est arrétée sur le 3 7
Cette probabilité est-elle égale a la précédente ?

Les événements « la roue bleue est arrétée sur 3 » et « le joueur est gagnant » ne sont pas indépendants.

¢) Qu’en serait-il si la roue bleue s’était arrétée sur le numéro 1 ?
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a Probabilité conditionnelle)

1.1 Conditionnement par un événement définition

Soit P une probabilité sur un univers E et A un événement tel que P(A)#0 .

P(ANB)

Pour tout événement B , on appelle probabilité de B sachant A leréel P, (B)= P(A)

o Exemple B Voir Exercices 1 a 10

On lance deux fois successivement un dé téraédrique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 4 4,
et on note dans 1'ordre d’apparition les numéros des faces obtenues.

puis ) — (313)

On modélise cette expérience aléatoire a I'aide d’une loi équirépartie sur I'ensemble des 16 résultats

possibles : pour tous entiers ¢ et j de {1:;2:;3;4} ,ona P((i; ))- =
Soit A I'événement « le premier tirage a donné trois » et B 1'événement « la somme des numéros obtenus
est au moins égale 4 7 ».

On a P(A):P((3;l})+P((3:2))+P{(3;3}]+P((3:4))=% et P(AnB)=P((3; 4)}:%

Par définition, P,(B)= . On obtient la probabilité d’obtenir une somme au moins égale & 7 sachant

1

16 _1

1 4
4

que le premier tirage est trois.

o Remarque

Le réel P,(B) correspond a la probabilité de B sachant que A est lui-méme déja réalisé (A n’est donc
pas impossible, conformément & la condition P(A)#0 ).

1.2 Probabilité conditionnelle propriété

Soit P une probabilité sur un univers E et A un événement tel que P(A)#0 .

* L'application qui a tout événement B associe le réel P,(B) est une probabilité sur
I'univers E, appelée probabilité conditionnelle sachant A . On a en particulier :
pour tout événement B, P,(B)=1-P,(B) .

*Deplus,ona: <P,(A)=1; <+si A et B sontincompatibles, alors P,(B)=0 .

o Démonstration

* Soit {x} un événement élémentaire de E . Par définition :

Pi{xP) == ;E:i) six€EA, et P,{x})=0 si x&A.

et =S P({x}) 1 ¥ L
Ainsi, xEZEPA({x})_.r;ﬁW P(A) Z P({x}H)= P(A) -P(A)=1 .

P, permet donc de définir une loi de probabihtc

* Les deux autres propric¢tés sont des conséquences immédiates de la définition.
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o Remarque

La probabilité conditionnelle P, est une nouvelle probabilité sur I'univers E pour laguelle IPévénement A
est devenu certain puisqu’il est réalisé : A est devenu impossible.

Cette probabilité est induite par la connaissance de renseignements supplémentaires par rapport a I'expérience
aléatoire initiale : on sait que I'événement A est réalisé.

Au jeu, I'objectif du tricheur est d’obtenir un conditionnement : sachant qu’il a vu I'as de tréfle dans le jeu

de son voisin de gauche, la probabilité que son voisin de droite dispose d’un carré d’as devient nulle. ..

@ Evénements indépendants)

Définition et propriété
Soit P une probabilité sur un univers E.
* Deux événements A et B sont indépendants si P(A N B)=P(A)XP(B) .
«Si P(A)#0 et P(B)#0 ,ona A et Bindépendants <= P,(B)=P(B)
<= Py(A)=P(A) -

o Démonstration P Voir Exercices 11 a 24

On suppose que P(A)#0 .Ona:
P(AnB)
P(A)
A et B sont indépendants <= P(A N B)=P(A) x P(B)
<> P(A)x P,(B)=P(A)xXP(B)

<= P,(B)=P(B) endivisant par P(A)#0

P,(B)= <> P(ANB)=P(A)XP(B) .

La démonstration est identique pour Pp(A)=P(A) en supposant P(B)# 0.

o Exemple

On s’intéresse  1'expérience étudiée précédemment de deux lancers successifs d'un dé tétraédrique.
Soit D I'événement «on obtient deux numéros identiques » et I 1'événement «le premier résultat est
impair ».

1

Ona P(D)=P((1:;1))+P((2:2))+P((3:3))+P((4 ‘4))=f%=2 :

De méme P(!J=% et P(DI)=P((] ;1})+P({3;3)}=§ son dbng:

P(DAI)= x%=P{D}xP(!) _.

=

et on en déduit que D et I sont indépendants.
Soit les événements A « le premier tirage a donné 3 » et B « la somme des faces est au moins égale & 7 » ;
on a vu précédemment que P,(B) ==I_1 A

P(B)=P((3:4))+ P((4:3) + (43 4) =% .

Les probabilités P,(B) et P(B) sont différentes ; on en déduit que A et B ne sont pas indépendants.
@ Remarque

Lorsque deux événements A et B sont de probabilité non nulle, leur indépendance signifie que la réalisation
de 1'un ne modifie pas la probabilité de réalisation de I'autre.
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6 Variables aléatoires indépendantes)

Soit X et ¥ deux variables aléatoires sur un méme univers E: {x,.x,....,x,} sont les
différentes valeurs possibles pour X et {y,,y,,....y,} les différentes valeurs possibles
pour Y.
Les variables aléatoires X et Y sont indépendsnws si, pourtout i de {1;2;:..:m} et
pour tout j de {1;2;..;k}, les événements (X=1x,) et (¥Y=y,) sont indépendants,
c’est-a-dire :

P(X=x)n(Y=y))=P(X=x)xP(Y= yj) ;

o Exemples P Voir Exercices 25 a 27

* Sur I'univers obtenu & partir de deux lancers successifs d'un dé tétraédrique, on définit les variables
aléatoires X , égale au numéro obtenu au premier lancer, et ¥, définie par la parité de la somme des numéros
obtenus.

X=2; Y:impair

=1; Y:impair | X=2 ; Y pair : Y:impair | X=4 ; Y: pair

b | be | e | ¢ |
DJWCILW

X
i X

X=1; Y: pair X=2; Y:impair
| X

1 2 3 4 pair impair
1 1 1 1 1 1
rl 4 4 1 2 2

Ona P(X= 1)2% et P(Y = pair) =% : de plus, I'intersection des événements (X=1) et (¥ = pair) étant

formée des deux événements élémentaires (1;1) et (1;3) , la probabilité de cette intersection est donc
egaled Z=2=1y1 Ainsi ona P((X=1)A(¥=pair))= P(X=1)x P(Y = pair) , et les événements
(X=1) et (Y=pair) sontindépendants.

On peut vérifier que les événements (X =i) et (¥=pair) ou (X=i) et (¥ =impair) sont indépendants
pour tout i de {1:;2:3:4} . Les variables aléatoires X et ¥ sont donc indépendantes.

* Une chaine fabrique des boites rectangulaires. L et £ sont les variables aléatoires égales respectivement 2
la largeur et 1a longueur (en cm) d une boite tirée au hasard en sortie de chaine. Les lois de probabilités de L
et ¢ sont:

3 139 14 14,1 7.9 8 81 |
1 2 1 1 3 1|
6 3 6 5 | 3 4 8 |

o+

Ona E=((L=139)Nn(£=81)U((L=14)Nn(£=8))U((L=141)n(£=79)) .
E est la réunion de trois événements disjoints et, par hypothése d'indépendance :

P(E)=P(L=139)xP(£=8,1)+ P(L=14)x P({=8) + P(L= 14,1}xp(5=7,9)=éxé +§x§+_ "
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a Formule des probabilités totales )

4.1 Partition de I'univers définition

Soit E un univers associé a une expérience aléatoire et n un entier supérieur ou égal a 2.
Les événements A, A,,..,A, forment une partition de E si les trois conditions suivantes
sont satisfaites ; "

epourtout ie {1:2;...:n}, A;#0;

epour tous i et j (avec i#j)de {1;2;..;5n}, A.,-nAjﬂﬁ 4

CAVA V... VA =E .

#

Remarques
* La notion géométrique correspondante & celle de la partition est celle de « pavage ».

*8i P(A)#0 et P(A)#1, A et A forment une partition de E.

4.2 Formule des probabilités totales propriété

Soit A, A,,...,A, une partition d’événements de I'univers E constituée d’événements de
probabilités non nulles , et B un événement quelconque contenu dans E'. On a:

P(B) =P, (B)-P(A)+P, (B) P(A))+..+P, (B) P(A,) .

o Démonstration B Voir Exercices 28 a 34

B=(BNA))U(BNA,)U...u(BNA,) , certains des BMA; élant
éventuellement vides.

Ces événements sont deux a deux disjoints, donc la probabilité de leur
réunion est la somme des probabilités de chacun d’entre eux ; on en déduit :
P(B)=P(BNA)+P(BMA,)+..+P(BNA,) .

La formule des probabilités totales est une conséquence directe de la relation
précédente du fait que, pour tout ide {1:2;...;:n}:

P(BNA,)=P, (B)XP(A,) .

o Exemple

Deux urnes contiennent chacune cing boules indiscernables Ry g
au toucher: 1boule rouge et 4 bleues dans I'ume A, g I
3 rouges et 2 bleues dans I'urne B . Un joueur doit choisir A

une urne et en tirer une boule ; le placement des urnes est

tel que la probabilité de tirer dans I'urne A vaut % , alors @ @

qu'elle est de % pour I'urne B . On cherche la probabilité que le joueur tire une boule rouge.

On appelle A (respectivement B ) I'événement « le joueur effectue le tirage dans 'urne A (respectivement

B )» et R I'événement « la boule tirée est rouge ».

Ona, P,(R) =% et Pg(R) =% . De plus, par hypothése, P(A) =§
¥

donc, par application de la formule des probabilités totales, P(R) =

Ainsi, la probabilité d’obtenir une boule rouge est % .
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6 Expériences répétées)

5.1 Expériences indépendantes

Lors de la répétition d’expériences aléatoires, on dira qu’elles sont indépendantes si le résultat
de I'une n’a aucune influence sur le déroulement des autres.

o Exemple

On dispose d'une urne dans laquelle sont placées cing boules
indiscernables au toucher, trois rouges et deux bleues.

* Si I'on procéde successivement & deux tirages avec remise, c¢’est-a-
dire que la premiere boule tirée est replacée dans I'urne avant le second
tirage, on réalise deux expériences indépendantes : quel que soit le
résultat du premier tirage, le second est fait dans des conditions
identiques.

+Si 'on procéde successivement a deux tirages sans remise, les “ n
expériences ne sont plus indépendantes : 'absence au second tirage de @ @

la premiére boule tirée en modifie les conditions.

5.2 Simulation de lancers de piéces

On donne une simulation de taille cent de
deux lancers répétés d’une piece équilibrée.
0 correspond & FACE et 1 représente PILE.
Les résultats obtenus sont donc :

o ol

1 P 1o i1 o

. R )
o gl il o

B | i | )

fttminel 7] g of [ of 1

Le résultat le plus conforme a I'intuition est 0 ol 1]
celui de FF . En effet, sur 100 lancers, il est L E )
« prévisible » qu’environ 50 commencent par 118 O g.l :.
F, et parmi ces 50 lancers, la moitié o _?'LL- 1
« devrait » se terminer par F. J
La fréquence « prévisible » de FF est donc Y
de 0,25, et est égale au produit %x% des i |_%_ :{
probabilités d’apparition de F pour chacune : : [1] ?
des expériences. |
On admettra ce principe multiplicatif lors de e

la répétition d’expériences indépendantes.

5.3 Propriété admise

Lors de la répétition d’expériences aléatoires indépendantes, la probabilité d’une liste de
résultats est égale au produit des probabilités de chacun de ces résultats.

Exemp[e P Voir Exercices 28 a 34
On lance deux dés équilibrés successivement : 1'un tétraédrique numéroté de 1 i 4 et I'autre cubique numéroté
de 1 4 6. On forme ainsi un nombre de deux chiffres. La probabilité d’obtenir 25 est égale a ix é = ﬁ ;Clest

le produit des probabilités d’obtenir 2 au premier lancer et 5 au second.
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a Probabilité conditionnelle et indépendance)

Une usine d’horlogerie fabrique des montres en trés grande série. Ces montres peuvent présenter, a
I'issue de la fabrication, deux défauts a et b.

Une étude statistique a permis d’établir que, pour une montre sortant de 1'usine, le défaut a apparait
avec une probabilité de 0,02, alors que la probabilité d’apparition du défaut b est de 0,1.

On préléve au hasard une montre 2 Iissue de la fabrication ; on appelle A I’événement « la montre
présente le défaut @ » et B 1'événement « la montre présente le défaut b ».

1° On suppose qu’une étude de qualité a permis de déceler que la moitié des montres présentant le
défaut a présente également le défaut b.

a) Les événements A et B sont-ils indépendants ?

b) Calculer la probabilité que la montre prélevée présente les deux défauts a et b.

27 On décide de modifier le procédé de fabrication de fagon a rendre les événements A et B
indépendants. Calculer, dans ces conditions, la probabilité de I'événement « la montre présente un

et un seul des deux défauts ».

Par hypothése, on a :
P(A)=002 et P(B)=0.1.

1° On sait ici que lorsqu’une montre présente le
défaut a, alors elle présente aussi le défaut b, avec
une probabilité de % . Ainsi,ona Py(B)=0.5 .
a)Les égalités P(B)=0,1 et P,(B)=05
permettent de conclure immédiatement que A et B
ne sont pas indépendants puisque la réalisation de A
modifie (sensiblement !) la probabilité de B .

b) L’événement «la montre présente les deux
défauts » est I'événement AN B .

P(ANB)
P(A)
P(AnB)=P,(B)xP(A)=0,5x0,02=0,01.

Une montre présente donc les deux défauts avec une

probabilité de 0,01.

On remarque que P(A)x P(B) =0,002 est différent

de P(A M B) : on retrouve la non indépendance de

AetB.

On sait que P4(B) = ; on en déduit :

2° Le graphique suivant permet de schématiser la
situation. L’événement C est représenté en vert.

ANB
AUB estlaréunion disjointe des événements C et
ANB ;donc P(AUB)=P(C)+P(ANB).
Mais on sait que :
P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB).
On en déduit donc que :
P(C)y=P(AUB)-P(ANB)
=P(A)+P(B)-2P(ANnB) .
Par hypothése, A et B sont ici indépendants, donc :
P(ANB)=P(A)x P(B).
Ainsi, on a :
P(C)=P(A)+P(B)-2P(A)P(B)
=0,02+0,1-2x0,02%0,1=0,116 -
La probabilité qu'une montre prélevée au hasard, en
fin de fabrication, présente un et un seul défaut, est
de 0,116.
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@ Probabilités totales et utilisation d’'un arbre pondéré)

Une machine électronique propose aux joueurs une partie parmi trois de types différents.
Une partie de type a est proposée avec une probabilité de 0,35, une partie de type b avec une
probabilité de 0.4 et une partie de type ¢ avec une probabilité de 0,25.

La machine est programmée de telle sorte que le joueur est gagnant avec une probabilité de 0.2 pour
une partie @, 0,5 pour une partic b et 0,8 pour une partie ¢.

1° a) Traduire les hypothéses en termes de probabilités (éventuellement conditionnelles).
b) Construire, 2 I’aide de ces probabilités, un arbre pondéré.

2° Un joueur décide de faire une partie.

Calculer la probabilité pour qu’il en sorte gagnant.

3° Un joueur a gagné sa partie.

Quelle est la probabilité que ce soit & 1'issue d'une partie a ?

1°a) On appelle A, B et C les événements « le jeu
propose une partie de type a», «le jeu propose un
partie de type b» et «le jeu propose une partic de
type ¢ » respectivement.

L’événement G désigne « le joueur est gagnant ».

On a, par hypothése :
P(A)=035, P(B)=04 et P(C)=025 .

On remarque, de plus, que A, B et € forment une
partition de 1'univers : la machine propose une et une
seule partie de ['un des trois types a chaque fois.

A I'issue d'une partic de type a, le joueur est

gagnant avec une probabilité de 0.2 ; ainsi, on a :
P,(G)=02 .

De méme, Py(G)=0.5 et P.(G)=08 .

b) On peut schématiser un tel probléme & 1'aide d"un
« arbre pondéré » :

0.35 0,25
A B €
020 ND8 0.5/ OS5 108 0.2
T I e
issue de la partie
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A Taide de cet arbre, on peut déterminer la

probabilitt de GMA, par exemple, en
« remontant » la branche passant par G et A :

P(G ~A)=P(G) x P(A)
=02x035=0,07 .

2° On cherche ici i caleuler P(G) . En appliquant la

formule des probabilités totales avec la partition A ,

B et C.,ona:
P(G)=P(GNA)+P(GNB)+P(GNC) .

En utilisant I'arbre pondéré qui précede, on obtient :
P(G)=0,2x035+0,5x04+0,8x0,25=047 .

3° Dans cette question, on sait que le joueur a gagné ;
on s’intéresse dans ces conditions a la probabilité
qu'il ait gagné ume partie de type a; c'est donc
P,(A) que I'on veut déterminer.

_P(GNnA)
Ona Pg,(A) P
D’aprés I'arbre obtenu précédemment, on a :
P(GMA)=0,07 .
On sait de plus que P(G)=047 .
et 0,07
Ainsi, P(A) =W .

La probabilité pour un gagnant d’avoir joué une
partic de type a estde 0,149 a4 10~ prés.




@ Epreuve répétée et variables aléatoires)

Sur la ligne qu’il emprunte, un train peut rencontrer deux feux rouges qui le contraignent & un arrét
momentané. Lorsqu’un train arrive a la hauteur d’un feu, celui-ci est rouge ou vert avec une
probabilité de 0,5, indépendamment de I’état de 1’autre feu sur le trajet.

1° On appelle F la variable aléatoire définie par le nombre de feux rouges rencontrés par le train
sur un trajet donné. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire F .

2° On désigne par H la variable aléatoire de
« ponctualité » du train: elle a deux valeurs
possibles, i lorsque le train est a I'heure a
Iarrivée et r lorsqu’il est en retard.
Compléter le tableau de fréquences ci-contre,
issu de I'étude d’un grand nombre de trajets.

§ nombredefeux o0 | 1 2 | total
o= ‘;’_!.r_-,_._ 015 : 015 | 060
A e dser i S 0 t_}:' ,4 JHEAL] L

a .r.‘-'
l“" '-m"j N 1 025 0,50 |

B

3° On admet que I'on peut assimiler fréquence et probabilité ; calculer :
a) la probabilité qu’un train soit en retard sachant qu’il a rencontré un seul feu rouge ;
b) la probabilité qu’un train n’ait pas rencontré de feu rouge sachant qu’il est arrivé a I’heure.

4° Les variables al€atoires F' et H sont-elles indépendantes ?
La compagnie veut diminuer la fréquence des retards ; doit-elle modifier le systéme de feux ?

1° On répéte deux fois indépendamment 1"'épreuve de
I"arrivée devant un feu. En appliquant le principe de
multiplicativité, on a :

P(V;V)=05x05=025 .
De méme, P(V:R)=025, P(R;V)=025 et
P(R;R)Y=025 .

La Iol dc probabllltc dc: F' est:

2° 81 x désigne la fréquence correspondant & F=1
et H=h ,ona:
x+2x0,15=060 ,d'ot x=0,30 .

De fagon similaire, on obtient le tableau complet :

3015 | 060
01 [ 02| 01 |[ 04

02ﬁ

_0.50 | 025 1
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3° a) En isolant la deuxiéme colonne du tableau (on
sait que le train a rencontré un seul feu rouge), on a :

Pip=y(H=r)= 9—%-0,4 et 04=P(H=r) .

C

. b) On isole & présent la ligne (H=h) du tableau et
| on obtient :

Pig-py(F=0)=F2=025 et 0.25=P(F=0) .

4° D’aprés la question précédente, on sait que les
événements (H=r) et (F=1) sontindépendants,
de méme que (H=h) et (F=0) .

On examine l'indépendance de (H=Ah) et (F=2)

d'aprés le tableau précédent, on a ;
P{H=h)r(F=2))=0,15.

Or, P(H=h)xP(F=2)=0,6x0,25=0.15 .

Ainsi, par définition, les événements (H=h) et

(F=2) sont indépendants et on vérifie sans

difficulté 1'indépendance dans tous les autres cas,

Les variables aléatoires F et H
indépendantes. Par conséquent ...

sont donc
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Tests de déPiStage)

Pour dépister une maladie, un test a été mis au point. Le fabricant du test fournit les caractéristiques
suivantes :

* la probabilité qu’un individu malade ait un test positif est 0,99 ;

* la probabilité qu'un individu non malade ait un test négatif est 0,99.

On s’intéresse a une « population cible » dans laquelle on veut procéder 4 un dépistage systématique.
Un individu est choisi au hasard dans la population cible. M désigne I'événement « I'individu est
malade » et T ['événement « le test de I'individu choisi est positif ». On pose P(M)=p .

. Traduire les quantités 0,99, données en hypothéses, en termes de probabilités conditionnelles.
. EJA I'aide d’un arbre pondéré, déterminer en fonction de p les probabilitts P(M NT) et
P(M n T) .Endéduire I'expression f(p) en fonctionde p de laprobabilité conditionnelle P, (M) .
b) Etudier les variations sur 'intervalle [0: 1] de la fonction p— f(p) .

¢) Compléter le tableau de valeurs suivants :

et raanaEs  0.001 0,01 ‘ 0,1 .
) I E—

e f POENAY

@ On suppose que la population cible choisie est constituée d’individus présentant des symptomes
évocateurs de la maladie ; dans cette population cible,ona p=0,7 .
Calculer P, (M) et P5(M) . Commenter ces résultats.

. On s’intéresse a présent a une maladie « rare » que 1’on veut dépister de fagon systématique dans
la population ; on aici p=0,005 .

a) Quelle est la probabilité pour un individu, dont le test est positif, d’étre malade ?
b) Calculer la probabilié pour un individu, dont le test est positif, de n’étre pas atteint.
¢) Commenter.

@ Le paradoxe des trois coﬁres)

Le texte suivant est issu du Calcul des probabilités de J. BERTRAND, Paris, 1889.

« Trois coffrets sont d’apparences identiques. Chacun a deux tiroirs, chaque tiroir renferme une
médaille. Les médailles du premier coffre sont en or, celles du second en argent, le troisiéme
coffre contient une médaille d’or et une médaille d'argent.

On choisit un coffret ; quelle est la probabilité de trouver dans ses tiroirs une piece d’or et une
piece d'argent ?

Trois cas sont possibles et le sont également puisque les trois coffrets sont d’apparences

identiques. Un cas seulement est favorable ; la probabilité est % :

Le coffret est choisi. On ouvre un tiroir. Quelle que soit la médaille qu’on y trouve, deux cas
seulement restent possibles. Le tiroir qui reste fermé pourra contenir une médaille dont le métal
differe ou non de la premiére. Sur ces deux cas, un seul est favorable, celui du coffret dont les

pieces sont différentes. La probabilité d’avoir mis la main sur ce coffret est donc 5

Comment croire, cependant, qu’il suffise d’ouvrir un tiroir pour changer la probabilité, et de -é- :

I'élever & % B (.SF%
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@ Des deux réponses proposées par J. BERTRAND, laquelle semble correcte ?

@ Mettre en place un raisonnement basé sur le conditionnement pour invalider la réponse
incorrecte proposée dans ce texte.

@ Déplacement d'une particule)

Pour traiter une situation concréte a I’'aide des probabilités, il est nécessaire de traduire et
d’interpréter mathématiquement des hypothéses souvent formulées par une phrase.

On considére une particule ne pouvant occuper que deux positions A et B.
Elle se déplace aléatoirement de 1'une a 1’autre de la fagon suivante :

» au temps 0, la particule est en A ;

* au temps n , la particule est soiten A, soiten B.

ﬂ=0 /A\
n=1 AI Bi.
! P s
n=2 Al B:l__ AE 82
% Aﬂ Bﬂ'
¥ s
n+l AH+| BJ'E+| AH+1 Bn+l

On sait que la probabilité pour que la particule ne change pas de position entre les instants n et
n+ 1 est constante. On considére les événements :

* A, : «autemps n la particule esten A »;
* B, : «autemps n la particule est en B ».

On note «, et B, les probabilités des événements A, et B, .
@ A raide des hypotheses, justifier que a;=1 et a,+p,=1.

@ a) Quelle hypothése permet d’affirmer que P, (A,, ;) ne dépend pas du temps ?
On appelle @ cette probabilité. X

b) Justifier que, pour tout entier naturel n,ona Py (B, )=0.

@ a) Calculer, en fonction de 6 et B, . la probabilité de I'événement B, N A, | .

b) Démontrer que, pour tout entier naturel », on a:
a,,1=(20-1a,+1-0.
¢) A I'aide d'un raisonnement par récurrence, en déduire que, pour tout entier naturel n,ona:

(26-1) . 1
d) Déterminer la limite de la suite (a,) quand n tend vers +eco et interpréter le résultat.

Chapitre 8 * PROBABILITES CONDITIONNELLES
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Expériences répétées et indépendance)

On dispose d’une roue divisée en trois secteurs identiques numérotés 1,
2 ou 3. On suppose qu'apres rotation, la roue s’arréte sur 'un des trois
secteurs de facon équiprobable.

B Partie A. On fait tourner trois fois successivement la roue, en
supposant ici que chaque résultat est indépendant des deux autres.

S désigne la variable aléatoire définie par la somme des trois numéros
obtenus ; D est la variable aléatoire dont les valeurs sont données par
le numéro sorti a la deuxiéme rotation.

@ On a procédé sur tableur 2 une simulation de taille 45 de cette expérience ; déterminer pour cette
simulation les répartitions des fréquences pour les variables aléatoires § et D .

BT RO O ND O

WD D OWED 0~
DNO NN BNDAE DN D DD

.A I'aide d’une calculatrice ou d’un tableur, procéder a une nouvelle simulation de taille 50 ;
mettre en commun les différentes simulations obtenues dans la classe et déterminer les répartitions
des fréquences correspondantes pour les variables S et D,

. En utilisant les résultats connus sur la répétition d’expériences indépendantes, dresser les lois de
probabilité des variables aléatoires S et D.

. Calculer la probabilité de (§=3) sachant que (D=2) .
Les variables aléatoires § et D sont-elles indépendantes ?

Bl Partie B. On se propose ici de conserver la méme expérience aléatoire, mais de changer de point
de vue : on utilise I'équiprobabilité des résultats possibles a I'issue des trois rotations de la roue.

. Préciser 1'univers puis la loi de probabilité associés a cette expérience aléatoire.
On considéere les variables aléatoires D , définie précédemment, et 7', dont les valeurs sont données
par le numéro sorti a la troisieme rotation.

. Déterminer les lois de probabilité de D et T et démontrer que les variables aléatoires D et T
sont indépendantes.

On pourrait démontrer de méme que les variables aléatoires définies par le premier, le deuxiéme ou
le troisieme numéro sorti sont deux a deux indépendantes.
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Faire le point
 Probabilité conditionnelle

*Si A et B sontdeux événements et si P(A)# 0 , la probabilité conditionnelle de B sachant
A est le réel :
P(A N B)

P(A)

* L’application P, est une probabilité qui correspond & une situation ou I'on dispose de plus
d’information que dans 1’expérience aléatoire initiale : on sait que A est réalisé.

FalB)=

e Indépendance

* Deux événements A et B sont indépendants si P(A N B)=P(A)xP(B) .

* Les événements A et B, de probabilités non nulles, sont indépendants si, et seulement si :
P,(B)=P(B) ou Pg(A)=P(A) .
Ainsi la réalisation de 1’un des deux événements ne modifie pas la probabilité de I'autre.

* Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, quelles que soient les valeurs
possibles x pour X et y pour Y, les événements (X=x) et (¥ =y) sont indépendants.
e Formule des probabilités totales

Les événements A, A,, ..., A, de probabilités non nulles, forment une partition de I'univers E.

Pour tout événement B,on a:
P(B)=P, (B)XP(A))+... +P, (B)xP(A,)=P(BNA)+... +P(BNA,) .
» Expériences répétées indépendantes

Lorsqu’on répete de fagon indépendante des expériences aléatoires, la probabilité d’une liste de
résultats est le produit des probabilités de chacun de ces résultats.

(3 | 3 . 3
savoir P comment faire ?
démontrer = vérifier (ou appliquer) la définition de I'indépendance ou sa propriétéi
(ou utiliser) | caractéristique en termes de probabilités conditionnelles 5

I’indépendance de
deux événements

« reconnaitre une partition de 'univers

utiliser . B ) ) K i

I Borniils « analyser soigneusement 1'énoncé afin d'en faire une traduction

36 viohaldiiess (convenable ; si nécessaire, schématiser le probléme a I'aide d’un tableau, |
ptota]es | d’un diagramme ou d’un arbre pondéré

;' appliquer la formule des probabilités totales
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exercices

Probabilités conditionnelles)

I @Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° Quel que soit 'événement A, ona P,(A)=1
2°5i P(A)=0.5 et P(ANB)=02 ,alors P,(B)=04 .
3°8i P(B)=05 et Py(A)=04 ,alors P(ANB)=0.2 .

4°8i P(A)#0 . alors, pour tout événement B, on a :

P(AUB)=1.

5°Si P,(B)=0 ,alors A et B sont incompatibles.

"eOn considére trois événements A, B et C d'un i
méme univers E que l'on peut schématiser par le
'diagramme ci-dessous.

\E est formé de 40 résultats possibles et est muni d’une loi de
‘probabilité P équirépartie.

E
-
C
= ="

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

=a)P{Ar‘\B)=%: b);r"{_»’wa):i

5 - 5 i A a2
c) P{BﬁC}-—m : d) P{A)= a0 ° e) PA(B) TR
: S 5 . e
D Py(O)=15 ; g P(B)=175 h) Pyld)=15 .

i

1T

.'_o Soit A et B deux événements, tels que :
| Py(B)=0,5; Pg(A)=0.3 P(A)=P(B)-03 .
| Calculer les probabilités des événements A, B,puis AN B .

et

1 'oA el B sont deux événements, tels que :

P(B)=2P(A), PAUB)=0,5 =05,

Calculer les probabilités de A etde B.

et P,(B)

‘o Un joueur de tennis réussit sa premiére balle de service
a 75 % et sa seconde balle, qu'il joue plus prudem-

'ment a 90 %.

Quelle est la probabilité qu’il commette une double faute

| (c’est-a-dire qu’il échoue a ses deux services) 7

®On lance deux dés cubiques bien équilibrés, un bleu et
un rouge, Les faces sont numérotées 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

' Quelle est la probabilité que la somme des faces obtenues soit
| paire sachant que le dé rouge affiche 3 ?

r * Au cours d'une épidémie de grippe, on vaccine un

tiers de la population. On a constaté qu'un malade sur
10 est vaceiné, et que la probabilité pour une personne choi-

'sie au hasard d’étre grippée est de 0,25.

Quelle est la probabilit¢ pour un individu vacciné de se

|retrouver grippé malgré tout ?

r oUnc urne contient cing boules indiscernables au

toucher : trois bleues et deux rouges. On tire au hasard
successivement et sans remise deux boules de I'urne.
Calculer les probabilités pour que :
a) la seconde boule tirée soit bleue sachant que la premiere
était rouge ;
b) la seconde boule tirée soit rouge sachant que la premicre
¢était bleue,

* Un lot de piéces présente 5% de piéces
défectueuses. La procédure de conirdle en sortie de

| fabrication n’est pas infaillible : 96 % des pidces bonnes sont

acceptées et 98 % des mauvaises sont rejetées.
On choisit une piéce au hasard en sortie de fabrication.
Quelle est la probabilité pour que :

a) la piéce soit refusée ;

| b) la picce soit bonne et acceptée ;

:’@ On  donne et

P(AUB)=08 .
{Calculer P(AMmB) ,puis Pp(A) et P,(B) .

P(AY=03 , P(B)=07
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{¢) il y ait une erreur de contrdle ;

d) la piéce soit bonne sachant qu’elle est refusée ;

| e) la piéce soit mauvaise sachant qu’elle est acceptée.
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@ Indépendance)
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@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°Si A et B sont deux événements indépendants, alors :
P(AUB)=P(A)+P(B) .

2°8i P(A)=F(B)

| pas indépendants.

[3°8i P(A)=0,7, P(B)=02 et P(ANnB)=0,14 , alors
|A et B sont indépendants.

. alors les événements A et B ne sont

|4°Si A et B sont indépendants, alors :
| P(AUB)=P(A)-P(B)+P(B) .

1°A et B sont deux événements indépendants, tels
| que P(A)=04 et P(B)=03 .

Calculer P(ANB) et P(AUB) .

|2 Méme question pour A et B incompatibles.

'®A et B sont deux événements, tels que :
P(A)=04 ., P(B)=03 e PAUB)=058.
1° Les événements A et B sont-ils indépendants 7

[2° Calculer P(ANB) . A et B sont-ils indépendants ?
I A et B sont deux événements, tels que :

P(A)=0,8, P(B)=03 e P(AuB)=0.386.
1° Calculer Pg(A) .

2° Les événements A et B sont-ils indépendants ?

' @ * A et B sont deux événements, tels que :
P(AUB)=0,58 et P(ANnB)=0,12.

1° Déterminer un encadrement de P(A)
possible.

2° Calculer P(A) et P(B) lorsque A et B sontindépendants.

aussi précis que

@ * On suppose que A et B sont deux événements
indépendants.

1° Justifier 1'égalité P(A)=P(A N B)+P(A)P(B) .

'3° Démontrer 1'indépendance des événements A et B.
[(On remarqueraque ANB=AUB .)
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2° Démontrer I'indépendance des événements A et B |, puis

cellede A et B.

'@* On considere deux événements A et B

indépendants.
Dans le tableau suivant, on lit, par exemple, P(ANB)=n .
J M
_T 4 .
[ " Jrusts =8 '

Démontrer que mg=np .

| On admettra I'indépendancede A et B, Aet B, A et B.

" @Dcux événements A et B incompatibles peuvent-ils

étre indépendants 7

[ '.I.c tableau suivant donne la répartition de

150 stagiaires en fonction de la langue étudiée et de
1'activité sportive choisie :

T

|telmis Wéq_tlitaﬁona vm!;e_
Anglsie 45 | 18 | 27

Allemand 33 | T——

1° Orl choisit au hasard un staglau'e

Déterminer la probabilité des événements A, B et C
suivants :
A : «le stagiaire étudie I"Anglais » ;

« le stagiaire étudie 1" Allemand et pratique la voile » ;
C : « le stagiaire pratique I'équitation ».
2° a) On choisit au hasard un stagiaire pratiquant le tennis.
Quelle est la probabilité pour qu'il étudie 1’ Allemand ?
b) Les événements « étudier I'Allemand » et « pratiquer le
tennis » sont-ils indépendants ?

¢) Les événements «pratiquer la voile» et
I’ Anglais » sont-ils indépendants ?

« étudier

On lance deux fois successivement un dé cubique bien
équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

Etudier 'indépendance des événements suivants :

|a) A : « 3 sort en premier » et B: « 5 sort en second » ;
b)C:

« 5 sort en premier » et D : « 5 sort deux fois » ;

¢) E: « 1 sort en premier » et F: «6 sort une fois »,




exercices

i @‘k On a placé dans une urne des jetons, 50 rouges
numeérotés 0 et 50 rouges numérotes 1.

Il y a, de plus, 30 jetons verts numérotés 0,

Déterminer le nombre de jetons verts numérotés 1 de fagon a
ce que les événements « le jeton est rouge » et « le jeton est
numéroté () » soient indépendants lorsqu’on procéde au tirage
| d’un jeton au hasard dans 1'urne.

[ @On lance simultanément deux

dés cubiqgues bien équilibrés
| dont les faces sont numérotées de 1 a
6 : un rouge et un vert.

On considere les événements suivants :

R : « le numéro sorti sur le dé rouge est pair » ;
V: « le numéro sorti sur le dé vert est pair» ;
§: « la somme des numéros sortis est paire »,

1° Démontrer que S et R sont indépendants.

2° Démontrer que § et V sont indépendants.
3°§ et RNV sont-ils indépendants ?

* On dit que les trois événements A. B et C sont
indépendants, si ces événements sont deux 4 deux
indépendants et si on a:
P(An B C)=P(A)P(B)P(C) .
Cette derniére condition n’est pas une conséquence des
autres, comme ['exemple suivant permet de le montrer,
On lance deux fois une piéce de monnaie équilibrée ;
on considere les événements :
|A : «le premier lancer donne PILE » ;
|B:

C: «les deux lancers donnent des résultats identiques ».

« le second lancer donne FACE » ;

Vérifier que A, B et C sont deux a deux indépendants,
| mais que les trois événements A, B et C ne sont pas indé-
| pendants.

[ @ * Soit A et B deux événements de probabilité non
nulle.
P(A) - P(B) x P5(A)

1° Démontrer que Pg(A)= P(B)

2° Une population peut étre atteinte par deux maladies A et
B . Une étude statistique révéle que :

* la probabilité pour une personne d’étre atteinte par A est
0,2, celle d’étre atteinte par B est 0,3 ;

* |la probabilité pour une personne n’étant pas atteinte par B
de I'étre par A est 0,1.

a) Calculer la probabilité pour une personne atteinte par B de
I"étre aussi par A .

b) Les maladies A et B frappent-clles indépendamment les
individus de la population ?

_6 * On a placé dans une urne trois boules indiscernables
au toucher : une rouge et deux bleues.

On tire successivement et sans remise les trois boules de
I"urne.

1° Utiliser un arbre pour décrire 1'univers associé a cette
| expérience aléatoire.

2% On appelle X la variable aléatoire égale au rang de tirage
de la boule rouge ; déterminer la loi de probabilité de X .

3° On appelle Y la variable aléatoire donnant la couleur de
la derniére boule tirée (¥ prend les valeurs R ou B).
Déterminer la loi de probabilité de V.
|

=4° Les  variables X

| indépendantes ?

aléatoires et Y sontelles

'_ Chaque soir, M, Silem achéte une baguette pour le
diner avec une probabilité de 0,7 et Mme Silem avec
une probabilité de 0.4.

X est la variable aléatoire égale au nombre de baguettes
achetées par M. Silem un soir donné. ¥ la variable aléatoire
correspondante pour Mme Silem.

Dans le tableau suivant, on lit, par exemple :
P((X=1)n(¥=0))=042 .

X=0 | Xx=1 |
¥=0 a12. | . 642
¥=1 oz . | . 828

1° Quelle est la probabilité pour qu’un soir choisi au hasard,
il n'y ait pas de baguette fraiche chez les Silem ?
2° Etudier I'indépendance des variables aléatoires X et ¥,

‘ Peut-on soupgonner une concertation chez les Silem en ce qui
concerne 1’achat du pain ?

; @ Sur un univers E, on définit les variables aléatoires X
et Y par les lois de probabilité suivantes :
P(X=0)=06; P(X=1)=04 ;
P(¥=0)=025; P(Y=1)=05; P(¥=2)=025.
|On donne de plus le tableau suivant, qui permet de lire les
| probabilités P({X=i)n (Y =j)) pourtout ie {0:1} et
tout je {0;1;2}:
Examiner I'indépendance des variables aléatoires X et V.

e | xei | ¥ea ]

015 08 fuetidds
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x- [ o2

Chapitre 8 * PROBABILITES CONDITIONNELLES




.

i,

@ Formule des probabilités totales)

igﬁ“!ﬂﬂg '-mmu-:-j kO ST
e T

‘Lcs propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?

[1° Une partition formée de deux événements est du type
A A .

2° Quels que soient les événements A et B :

Isi P(LANB)=03 et P(AnB)=025,alors P(A)=0,55.

|3°B et C forment une partition de 'univers et on a :

| P(B)=04 : PB(A)=§

|Alors P(A)=0,7 .

et PC{A)“i

Le tableau suivant donne la répartition des

1 250 éleves d’un lycée selon leur classe et leur parti-

cipation a I'atelier d’arts plastiques proposé dans 1'établisse-
ment.

|  Seconde | Premiire {T_____ |
'parﬁupentil’ateﬁer 6 | 28 | '
‘ participentpas | 430 | 322 | 3?6 ]

(1° On choisit un éléve de Sec.un_dc.au hasard quelle_eat la
:probabl.ilte pour qu’il suive I'atelier d’arts plastiques ?

12° On choisit un éléve du lyeée au hasard.

a) Construire un arbre pondéré schématisant la situation,

b) Quelle est la probabilité que ce soit un éleve de Seconde
suivant Iatelier d’arts plastiques ?

¢) Quelle est la probabilité que cet éléve suive 1'atelier d’arts
plastiques ?

d) Sachant que 1'éléve désigné suit I"atelier, quelle est la pro-
( babilité qu’il soit en classe de Premiére ?

| '@* L'urne A contient quatre boules bleues et une
| rouge, alors que 'urne B contient deux boules bleues
| et trois rouges.

On choisit une urne au hasard parmi A et B, puis on tire
|une boule au hasard dans I'urne choisie.

| 1° Schématiser cette expérience aléatoire & I'aide d’un arbre
pondéré.

2° Déterminer la probabilité de tirer une boule rouge sachant

que 'urne A a été choisie, puis la probabilité de tirer une
boule rouge sachant que B a été choisie.

3° Calculer la probabilité de tirer une boule rouge.

Chapitre 8  PROBABILITES CONDITIONNELLES

"@ %% Pompon est un chat fugueur; s’il a trouvé sa
gamelle pleine le matin, il revient le lendemain matin
‘avcc une probabilité de (14 ; mais s’il a trouvé sa gamelle
| vide, poussé par la faim, il revient le lendemain matin avec
|une probabilité de 0,8.
Dédé, qui nourrit Pompon, remplit sa gamelle 9 matins sur 10.
Clément arrive a I'improviste un matin chez Dédé ; quelle est
Ia probabilité qu’il y voie Pompon ?

@** On dispose de trois umes A, B et C qui
contiennent des boules indiscernables au toucher.

Dans I'urne A , la probabilité de tirer une boule noire est de
0,2 contre 0,5 pour I'urne B, et 0,3 pour 'urne C.

si elle est noire, on tire une autre
sinon, on tire une autre boule dans C .

On tire une boule dans A ;
|boule dans B ;

!Caiculer la probabilité de I’événement « la deuxiéme boule
tirée est noire ».

Dans un magasin de matériel informatique, une étude

de la client¢le des ordinateurs montre que 25 % des
clients achétent un ordinateur portable, 40 % achétent un
ordinateur fixe &4 moins de 1 000 euros et le reste des clients
achéte un ordinateur fixe & au moins 1 000 euros.
La probabilité pour qu'un client choisisse un ordinateur avec
lecteur DVD est de 0.8 chez les acheteurs de portables, 0.2
chez les acheteurs de « fixes » &4 moins de 1 000 euros et 0,5
| pour les autres.

1° Calculer la probabilité pour qu'un acheteur choisi au
hasard s’équipe d’un lecteur DVD.

2° Un acheteur de ce magasin posséde un ordinateur avec lec-
teur DVD., Quelle est la probabilité que ce soit un portable ?

' @ %%k 1°M. et Mme Durand et leurs trois enfants
Caroline, Cécile et Charles, tirent les rois.

La galette est partagée en cinq parts égales.
Caroline peut étre reine si elle obtient elle-méme la féve ou
bien si un roi la choisit pour reine. M. Durand choisira sa
reine en tirant un nom dans un chapeau contenant les noms
des trois reines possibles, tandis que Charles choisira sa reine
entre Caroline et Cécile en tirant a PILE ou FACE.

| Quelle est la probabilité pour que Caroline soit reine ?

2° Lors d'un autre tirage des rois, la galette est partagée en
six parts égales. On convient de distribuer au hasard une part
a chacun des cing membres de la famille Durand et de parta-
ger équitablement la sixiéme part entre les enfants.

| +

|Le choix de la reine se fait selon les principes établis en 1°.
| Quelle est, lors de ce tirage, la probabilité pour que Caroline
soit reine ?

(D’apreés IREM de Strasbourg)
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Expériences répétées)
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[ @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

[1° Si on procéde & 10 lancers indépendants d’une piéce équi-
librée, la probabilité d'obtenir 10 fois PILE est inférieure a
1ars,

2° Si on lance 5 fois de suite un dé cubique équilibré, la pro-

babilité d’avoir des résultats tous pairs est 3, ¢

'3° La probabilité de gagner la partic & un jeu est 1 (sinon,

5

on perd...). En faisant cing parties successives et indépen-
dantes, la probabilité d'avoir gagné au moins une fois est
égale a 1.

'4° Une urne contient 40 % de boules blanches.
On tire successivement avec remise trois boules de 1'urne.
| La probabilité de tirer trois blanches vaut 0.064.
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b @Sur son trajet, Monsieur Tempo croise six feux
tricolores non coordonnés. A son arrivée devant un
|feu, Ia probabilité que M. Tempo soit contraint de s’arréter

?esl de l

3 et la probabilité qu'il puisse passer sans arrét est

ide % . On suppose que 1'état des différents feux est indépen-
{dant de celui des autres.

1 1° Calculer la probabilité qu’un jour donné, M. Tempo effec-
tue son trajet sans aucun arrét aux feux.

2° Quelle est la probabilité que M. Tempo s’arréte au moins
'une fois devant un feu au cours d’un trajet ?

|3° Déterminer la probabilité pour que M. Tempo s’arréte
| deux fois exactement durant un trajet.

E @ * 1° Une épreuve consiste & lancer une fléchette sur
; une cible partagée en trois cases notées 1, 2 et 3.

éDeux concurrents A et B sont en présence. On admet qu’a
| chaque lancer, chacun d’cux alteint une case et une scule et
|que les lancers sont indépendants.

iPour A | les probabilités d'atteindre les cases 1. 2 et 3 sont
| dans cet ordre :

o0 ey oty

J2 2ot (R
|Pour B, les trois éventualités sont équiprobables.
|Le concurrent A lance trois fois la fléchette.

Les résultats des trois lancers sont indépendants.

|a) Quelle est la probabilité pour qu’il atteigne trois fois la
case 37

b) Quelle est la probabilité pour qu'il atteigne les cases 1, 2
et 3 dans cet ordre ?

|c) Quelle est 1a probabilité quil atteigne les cases 1, 2 et 3
|dans un ordre quelconque ?

2° On tire au sort un des deux concurrents, le tirage au sort
de A étant deux fois plus probable que celui de B.

|a) Un seul lancer est effectué par le joueur tiré au sort.
| Quelle est la probabilité que la case 3 soit atteinte ?

b) Un seul lancer a été effectué et la case 3 a ét¢ atteinte.
Quelle est la probabilité pour que le joueur A ait été tiré au
sort 7

' ' Un marchand de matériel hi-fi a vendu le méme jour
quatre téléviseurs du méme modéle qui sont garantis

| pour une période de deux ans.

|La probabilité pour gu'un tel appareil tombe en panne pen-

| dant cette période est de 0,05 et on suppose que les éventuel-

|lf:s. pannes sont indépendantes d’un appareil a 1"autre.

'1° Calculer la probabilité qu'aucun des quatre appareils ne
'tombe en panne pendant la période de garantie.

En déduire la probabilité pour qu'au moins un des appareils
subisse une panne pendant cette période.

2° Calculer la probabilité pour qu’exactement trois appareils
sur les quatre tombent en panne pendant la période de
garantie.

F @ * En sortie de fabrication, des appareils peuvent étre
dans trois situations différentes : en bon état de mar-

che, défectueux et réparables ou défectueux et irréparables.

Une étude statistique a permis d’établir qu’un appareil pris au

hasard en fin de production est :

* ¢n bon état de marche avec une probabilité de 0,8 .

* défectueux-réparable avec une probabilité de 0,15 ;

« défectueux-irréparable avec une probabilité de 0.05.

Le fabricant décide de livrer les détaillants par lots de trois

appareils tirés au hasard en fin de production.

On admet que 1’état de chaque appareil du lot est indépendant

de I'état des autres.

1° Calculer la probabilité pour que les trois appareils d'un lot
soient en bon état de marche.

2° Calculer la probabilité pour que les trois appareils d'un lot
soient irréparables.

3°On appelle B la variable aléatoire égale au nombre
d’appareils en bon état de marche dans un lot.

Déterminer la loi de probabilité de B et calculer son
espérance.
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tableau ci-dessous.

j @ Une brigade de gendarmerie procéde 2 un alcootest.

Pendant I'opération, un nombre n de personnes seront
contrlées et on appelle X la variable aléatoire égale au

|nombre de conducteurs en infraction parmi les n controlés.

Une étude statistique -a permis d'établir que la probabilité
pour qu’'un automobiliste arrété au hasard soit en infraction
est de 0,03. On admet, de plus, que les différents contriles

|sont effectués au hasard et indépendamment les uns des
| autres. .

|1° Déterminer la probabilité de 1'événement (X =0) .

2° Quelle est la probabilité que le contrble permette de verba-
liser au moins un conducteur en infraction ?
Déterminer les valeurs de n pour lesquelles cette probabilité

|est au moins égale 4 0.9,

@ * On dispose dans une urne trois boules indiscernables

au toucher, deux bleues et une rouge.
On procéde successivement & quatre tirages au hasard et avec
remise d’une boule de I'urne, et on note R la variable aléa-
toire égale au nombre de boules rouges tirées.

1° A I’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, procéder & une
simulation de taille 50 de cette expéricnce aléatoire.

Dresser la distribution des fréquences correspondante pour la
variable aléatoire R .

| 2° Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire R .
| Calculer I'espérance de R,

; @L‘écrﬁn ci-dessous correspond & une simulation de
taille 50 d’'une expérience aléatoire.
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1° Sachant que la cellule L1C1 a été copiée dans les cellules
des colonnes 1;2;4:;5;7:8;10; 11; 13 et 14, préciser
quelle expérience aléatoire a pu €tre ainsi simulée.

2° Dresser le tableau des fréquences obtenu pour cette
simulation.

3° Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire
définie dans I’expérience précédente.

& Problemes )

3

Un dé est truqué ; les probabilités d’apparition des
différentes faces lors d’un lancer sont données dans le

nmgl'izm_;;";;Si(,

probabilité | 04 | 0.5 | 015

005 [ =

S SN~ S
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1° Déterminer x et y sachant que I'apparition du numéro 5
est quatre fois plus probable que celle du 6.

2° a) Calculer la probabilité d’apparition d'un numéro
impair.

b) Calculer la probabilité d’obtenir le numéro 1 sachant que
le résultat est impair.

3° On considére les événements suivants :

[A 1 «le résultat est pair » ;

B : « le résultat est un multiple de 3 » ;

| C': « le résultat est inférieur ou égal 4 3 ».
|a)A et B sont-ils indépendants ?
'b)A et C sont-ils indépendants ?

i @ * 1° Soit A et B deux événements de probabilité

non nulle.
Démontrer la relation, dite « formule de BAYES » :
P, (B)xP(A)
Py(A)= . .
P,(B)XP(A)+ P;(B)x P(A)
2° Application

On dispose de 100 dés cubiques, dont exactement 25 sont
truqués. Un dé truqué amene le 6 avec une probabilité de 0,5.
On choisit au hasard un dé parmi les 100, on le lance et on
obtient un 6.

Quelle est la probabilité que ce dé soit truqué ?

'®On lance une piéce truquée telle que la probabilité
g,

d’obtenir PILE soit égale i % et celle d’obtenir FACE & % :

Si FAcE sort, on prend au hasard un nombre entier de 1 4 9.

Si PILE apparait, on prend au hasard un nombre entier de
1as.

1° Calculer la probabilité pour que le nombre obtenu soit pair.

2° Quelle est la probabilité pour que la piéce soit tombée sur
PiLE sachant que le nombre obtenu est pair ?

Chapitre 8 « PROBABILITES CONDITIONNELLES
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' @ %% A I'aide d'une piéce équilibrée. on déplace un
jeton d’un point 4 un autre du gquadrillage ci-dessous
de la facon suivante :
* la position initiale esten O ;
* si PILE sort, on déplace le jeton d’une case vers la droite ;
« si FACE sort, on déplace le jeton d'une case vers le haut.

On proctde selon cette regle & p
quatre déplacements successifs du 5
jeton. e

1° Déterminer le nombre de trajets |3 . _’[-
possibles. T

2° Quelle est la probabilité pour 5|
que le jeton arrive en A?en B? O A
en 17

3° Calculer la probabilité pour que le jeton arrive en [
sachant qu'il est passé par J.

4° Pour un jeton arrivé en [, quelle est la probabilité qu’il
soit passé par C 7

- @ On lance deux fois consécutivement un dé cubique
bien équilibré. On considére les événements :

A: «la somme des numéros obtenus aux deux lancers est

paire » ;

B : «le premier numéro obtenu est 6 » ;

C: «le numéro obtenu au premier lancer est strictement
supérieur au numéro obtenu au second lancer ».

17 Calculer les probabilités conditionnelles :

a) P,(B) ; b) P,(C) ; ) PL(C)

2° a) Les événements A et B sont-ils indépendants ?
| b) Les événements A et C sont-ils indépendants ?
{c) Les événements B et C sont-ils indépendants ?

; ’@ *x % Loi de HARDY-WEINBERG

| Dans les cas simples, un géne est formé de 2 alléles A eta:
|un individu peut donc avoir l'un des trois génotypes
suivants : AA, Aa, aa.

Un enfant, lors de la conception, hérite d'un géne de chacun
de ses parents, chacun d'eux étant choisi au hasard. Ainsi, si
le pére est du type AA et la meére de type Aa, les enfants
peuvent étre du type AA ou Aa.

A. On considére une population dont les proportions des
génotypes sont données par le tableau suivant :

AL | Aa
pﬂzﬂ,ﬁi_: q,=0,3

s |

ro= {3

On suppose que les couples se forment au hasard quant aux
génotypes considérés et on choisit un enfant au hasard.

1° Calculer la probabilité que cet enfant ait :

a) deux parents de type AA :
| b) un parent de type AA et un parent de type Aa;
| €) deux parents de type Aa.

2° Quelle est la probabilité pour que 1'enfant soit de type AA
sachant que :
|a) les deux parents sont de type AA?
b) un des deux parents est de type AA et 'autre du type Aa?
|¢) les deux parents sont de type Aa?

3% a) Calculer la probabilité p, pour que l'enfant soit de
type AA , puis la probabilité r; pour que I'enfant soit de
|type aa.
|b) En déduire la probabilité g, pour que I'enfant soit de
|type Aa.

| 4° Calculer de méme les probabilités Py s 4y et 1y pourqu'un
enfant de seconde génération soit de type AA, Aaet aa.
Que remarque-t-on ?

B. Généralisation : p;,, ¢, et r, sont maintenant des nom-
bres positifs de somme égale a 1.

1° a) Montrer que la probabilité pour qu'un enfant soit de

1 2
type AA est p1=[PU+; 9‘0) :

b) Sans calcul, donner une expression de r, .

2% a) Soit a = p,—r, . Montrer que p, = L +4cr)-

b) En déduire les expressions de r , puis de ¢; en fonction
de a.Que peut-on dire de p,—r; ?

3° Donner les expressions de p,. g, et r, en fonction
de «.

4° On a étudié les génotypes de 100 enfants choisis au hasard
|parmi les enfants de la premiére génération, puis les
| génotypes de 100 enfants choisis au hasard parmi les enfants
de la seconde génération.

Les fréquences d'enfants de type AA, Aa, aa étant respec-
tivement P,,§..7, et P, G, 7, , on remarque que :

a2 G2
L ~301 et —=~395.
P P2t

Cette remarque, obtenue sur des résultats observés, peut-elle
étre rapprochée d’un résultat théorique ?

[ @ %% Deux grossistes produisent des bulbes de tulipes ;

le premier produit des bulbes a fleur rouge dont 90 %
donnent une fleur, le second produit des bulbes a fleurs jau-
nes dont 80 % donnent une fleur. Un horticulteur acheéte 70 %
de ses bulbes au premier grossiste et le reste au second.

Un bulbe donne au plus une fleur.
L’horticulteur plante un bulbe choisi au hasard dans son stock.
Quelle cst la probabilité pour que ce bulbe donne une fleur ?
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exercices

-"@ * Un produit industricl est soumis & un double
: controle de qualité pour des caractéristiques indépen-
|dantes A et B.

| Pour la caractéristique A, le «test A » est efficace i 90 %,
[ c’est-a-dire que, sur 100 objets satisfaisant au test, 90 sont
| effectivement conformes 2 la norme de qualité pour la carac-
| téristigue A .

i Le test B est, pour sa part, efficace a 95 %.

i On dira qu’un produit est conforme s’il est conforme aux nor-
irne.s A et B, qu'il est accepté sil satisfait aux deux tests A
!el B

On choisit au hasard un produit parmi ceux qui ont été acceptés,

| 17 Déterminer la probabilité pour que ce produit ne soit pas
| conforme.

12° On préleve au hasard un échantillon de 10 produits, en
| admettant que la population des produits acceptés est suffi-
| samment vaste pour que I'on puisse assimiler le choix de cet
| échantillon a une succession de 10 choix indépendants.
iDétermjner une valeur approchée a 10-?
| probabilités :

prés  des

| a) pour que tous les produits choisis soient conformes ;

|b) pour gqu'au moins un des produits choisis seit non
| conforme ;
|

| ¢) pour gu’au plus un des produits choisis soit non conforme.

=i %% Marion débute un jeu dans lequel elle a autant de
chances de gagner ou de perdre la premiére partie.

'On admet que, lorsgu’elle gagne une partic, la probabilité
!qu'clle gagne la suivante est de 0.6 . alors que, si elle perd
|une partie, la probabilité qu’elle perde la suivante est de 0,7.

|Pour n entier naturel non nul. on note :

| veo oz . s .
|*I'événement G, : « Marion gagne la n-itme partie » |
| I’événement P, : « Marion perd la n-iéme partie ».

| ] Faal

| 1° Préciser les valeurs des probabilités de G, etde P, .

:2" Calculer la probabilité de G, et en déduire celle de P, .

| Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
| x" e P(GH) et -}’H = P(PH} 5

|
3° Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a:

X1 =06x,+03y, ;
Yns1 = 0"4er E UJ}FM #
| 4° Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
| = A ;
V=X, Y, et W, = 4lu 5 3-”!} ¥
a) Démontrer que la suite (v,) est conslante.
' b) Démontrer que la suite (w,) est géométrique et exprimer
| w, en fonction de n .
:c} Déterminer, pour tout n entier naturel non nul, I’expres-
sion de x, en fonctionde n.
| Etudier la convergence de la suite (x,) .

R T TR,

! e

‘@ %% Un joueur dispose d’une urne contenant 3 boules
| rouges, 4boules blanches et nboules vertes
| (0 =n =< 10) . Les boules sont indiscernables au toucher.

| 1° Le joueur tire au hasard une boule de 1'urne.

: Calculer la probabilité de chacun des événements suivants ;
| R : «la boule tirée est rouge » ;

| B : «la boule tirée est blanche » ;

| V: « la boule tirée est verte ».

2° Le joueur décide de jouer une partie ; celle-ci se déroule
de la maniére suivante :

| le joueur tire une boule de 1'urne :
| si elle est rouge, il gagne 16 € ;
' si elle est blanche, il perd 12 € ;
si elle est verte, il remet la boule dans I'urne, puis tire & nou-
veau une boule de I'urne :
| si cette boule est rouge. il gagne 8 € ;
| si cette boule est blanche, il perd 2 € ;
' si cette boule est verte, il ne perd ni ne gagne rien.
| Les tirages sont équiprobables et deux tirages successifs sont
| supposés indépendants.
Au début de la partie, le joueur posséde 12 €.
i Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur la somme
| que le joueur posséde a 'issue de la partie (un ou deux tira-
| ges selon le cas).

| a) Déterminer les valeurs prises par X .

' b) Déterminer la loi de probabilité de X .

i ¢) Montrer que Iespérance mathématique de X est:
5 16n

| (n+7)2
i 3°On considére la fonction [ définie sur ['intervalle

12

[0 10] par f(x)= ;? Etudier les variations de f.
; GeT)e

4° En déduire la valeur de n pour laquelle 1'espérance
mathématique de X est maximale. Calculer cette valeur
| maximale.

4 Probabilités Sipes shATNGSmE A
TS T L R QLESES S LAV i
; : e A

R W

; @ %% Application du calcul des probabilités a la génétique
| 1° Soit @ un nombre réel non nul différent de 1.
On considére les suites (a,) et (&,) définies par :
ap=0¢t by=1

et, pour tout entier naturel n,

b L0

2

I a,:1=4, + bn et bu H1= “bn ’
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exercices

a) Exprimer b, en fonction de n et de a pour tout entier
naturel n .

b) En déduire la valeur de a a, et montrer que

n+l1"" "n

a,= % (1-@a") pour tout entier naturel »n .

2° Etant donné un géne possédant un couple d'alleles A et
a, on dit qu'une plante est homozygote lorsqu’elle contient
les deux mémes alleles sur une paire de chromosomes

|homologues : elle est alors de génotype AA ou aa. *
|

|Une plante est hétérozygote lorsqu’elle est de génotype Aa.

Certaines plantes, par exemple le Lupin, se reproduisent par
autogamie (ou autofécondation) : tout s¢ passe pour la des-
cendance comme si on fécondait deux plantes de méme
génotype, chaque chromosome d’une paire étant sélectionné
au hasard.

a) Calculer les probabilités pour qu’une plante de génotype
AA, ou Aa, ou aa donne par autogamic une plante de
|génotype AA, Aa ou aa.

On présentera les résultats sous forme de tableau,

Ainsi, a ['intersection
de la colonne Aa et de

Génotype de la
plante initiale

{laligne aa onfera figu- Varrro e
Erer la probabilité pour T AA l Aa Iﬁ
quune  plante  de g -E AA '
génotype Aa domnepar  Z 3l B 1
autogamic unc plante § &

de génotype aa. % E .

b) Partant d’une plante hétérozygote (génération (), on
iconstituc par autogamie des générations Successives.
On note les événements :

AA, : «la plante de la n-itme génération est de génotype
AA»;
| Aa, :
I Aa»;
| aa; -

| aa ».
|

| On appelle :

«la plante de la n-ietme génération est de génotype

«la plante de la n-iéme génération est de génotype

ix" la probabilité de AA, et y, la probabilité de Aa, ;
2, la probabilité de aaq,, ;

;en particulier x,=0, y,=1 et z;=0.

|Caleuler x;, y;,et z;.

| Expliciter les probabilités conditionnelles :

I u,.1 de AA, ., sachant AA, ;
v,.1 de AA, , sachant Aa, ;
|
w,,, de Aa,, , sachant Aa,.

| Utiliser ces probabilités conditionnelles pour montrer que,
| pour tout entier naturel 7 :

' 1 1
xn-l-i:xn"'zyu et -".n+1:iyn ;
iUtister les résultats de 1° pour donner les valeurs de x, , de

|y, puis de z, en fonction de n.

|€) On garde les hypothéses et notations de la question 2° b).

|Calculer la probabilité p, pour qu’une plante de la n-itme
| génération ne soit pas homozygote.

A partir de quelle génération (caractérisée par son numéro
d'ordre n) a-t-on p, = 0,01 ?
- (D’aprés BAC)

I @ %% % Deux joueurs A et B conviennent du jeu
suivant, qui se présente comme une succession de
« parties » :

|—au départ, A et B misent chacun 1 € ct lancent chacun
|une pigce parfaitement équilibrée (c'est-a-dire amenant avec
une égale probabilité soil PILE, soit FACE) ;

—si A améne PILE et B FACE, le jeu s’amréte, A gagne et
grécupér{: la mise des deux joueurs ;

|—si B améne PILE et A FACE, le jeu s'arréte, B gagne et
Iré»m.ij;:uérf: les mises ;

—dans les autres cas, la partic est nulle, les joueurs doublent
|la mise et engagent une nouvelle partie.

| Et ainsi de suite, jusqu’a ce qu'il ¥ ait un gagnant ou que la
!vingtiéme partie 5’achéve sur un nul (auquel cas les joueurs
|récupérenl leurs mises respectives).

Pour tout entier n de 1 a 20, on considére les événements :

A, : «le jeu se termine & la n-i€me partie par le gain de A » ;
|B, : «le jeu se termine 2 la n-iéme partie par le gainde B »;
|N,, : «la n-iéme partie est une partie nulle ».

'On pose :

| xuzp(An) > }Jn:p(Brr) ; z'ﬂ=p{NrJ) 3

1% a) Calculer x,, y, et z,.

‘b} Montrer que, pour tout entier # de 14 19, ona:

1 1 1

X Yn+1 ™ 3 y et

1 =
| nel T Z

- = -
“r 1 i

|€) En déduire que, pour n entierde 1420, 0ona:

13\7 +1 1\ +1 1 "
X, = (i) S iy (5] L S A (E) .

2° On considere la variable aléatoire X : « nombre d’euros
mis en jeu lors de la partie qui conclut le jeu », ¢’est-a-dire
|récupérés par le gagnant ou partagés entre les deux joueurs,
|dans le cas ou le jeu s’achéve sur un nul.

|Si le jeu s’achéve i la k-iéme partie, on a ainsi :
X=2k,
|a) Donner |'expression numérique de la plus grande valeur
que peut prendre X .
b) Calculer p(X =22) .

|¢) Pour k entier de 1 a 19, exprimer I’événement « X = 2% »
|a I'aide des événements A, et B .

|En déduire p(X =2%) .

| d) Calculer I"espérance mathématique de X .
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@ Le paradoxe de BEFITFIAND)

Le texte suivant est extrait de 1'ouvrage Le hasard d’Emile BOREL.

« Probléme :
On choisit une corde au hasard dans un cercle.
Quelle est la probabilité pour que sa longueur soit supérieure au cété du triangle équilatéral inscrit ?

Premieére solution : On peut, pour des raisons de symétrie, se donner la R
direction de la corde : le point d'intersection de cette corde avec le
diamétre perpendiculaire a cette direction devra alors se trouver sur un
segment égal a la moitié de la longueur de ce diamétre (car la distance

au centre du coté du triangle équilatéral inscrit est égale a la moitié du

<\

<]

.
\

rayon) ; la probabilité est donc % :

Deuxiéme solution : On peut, pour des raisons de symétrie, se donner une
des extrémités de la corde sur le cercle ; la tangente en ce point et les
deux corés du triangle équilatéral inscrit ayant ce point pour sommet
Sforment trois angles de 60° ; la direction de la corde doit étre a l'intérieur
de 1'un de ces trois angles a I'exclusion des deux autres : la probabilité

Q)

1
est done 3"

son milieu ; pour que la corde satisfasse a la condition de 1'énoncé, il faut
que son milieu soit intérieur a un cercle concentrique au cercle donné et
de rayon moitié ; la surface de ce cercle est le quart de la surface

A

Troisieme solution : Pour fixer la position de la corde, il suffit de donner \

donnée ; la probabilité est donc :—1 A

Doit-on penser que ces trois solutions sont également bonnes et par suite également mauvaises ?
Nullement, il s’agit de préciser le mode d’apres lequel se fera la vérification expérimentale, c’est-a-dire
comment on 5’y prendra pour tracer une corde au hasard dans un cercle : si l'on assujettit ceite corde a
passer par un point fixe du cercle, ou si I'on fixe son milieu au hasard, c’est la seconde ou la troisieme
solution qui est la bonne ; mais il est aisé de voir que la plupart des procédés naturels que l'on peut
imaginer conduisent a la premiere.

Si, par exemple, on jette un disque circulaire sur un plan dans lequel sont tracées des droites, la

probabilité pour que I'une des cordes interceptées soit supérieure au c6té du triangle équilatéral est 37
il en est de méme si 'on considére les cordes interceptées sur le disque circulaire de la lune par la
trajectoire d'une étoile occultée, ou les cordes décrites dans le champ circulaire d’une lunette
astronomique par des astres que ['on n'a pas visés et qui oeccupent par suite une position quelconque dans
le champ de la lunette. »

1 Quel est le probléme essentiel soulevé par ce texte ?

2 Pour chacune des trois solutions, détailler le raisonnement géométrigue proposé.

Ch
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@ La « planche » de GALTON)

La machine de GALTON est formée d'une planche disposée
verticalement plantée de lignes de clous en quinconce : un clou sur la
premiére ligne, deux sur la deuxiéme, trois sur la troisiéme, ...

Lorsqu’une bille est ldchée au sommet de la machine, elle se dirige
sur le premier clou, puis sur la deuxiéme ligne par la droite ou la
gauche du premier clou, puis sur la troisieme ligne par la droite ou la
gauche du clou heurté sur la deuxiéme, etc.

On étudie ici une machine a quatre lignes de clous, de sorte qu'un
trajet de la bille est caractérisé par une suite de quatre directions
« gauche » (g) ou «droite » (d). Le chemin représenté ci-contre
est : gddg .

On étudie ici I'expérience aléatoire consistant & lacher une bille dans la machine puis a observer sa case
d’arrivée (A, B, C, D ou E).

I Simulation

L’écran ci-contre correspond & une
simulation de taille 50 de
I’expérience.

oo
|

a) Grice a I'affichage du contenu
de la cellule L2CI, expliquer
comment la simulation a éé
réalisée.

b) Dresser le tableau des
fréquences  correspondant  aux
arrivées de la billeen A, B, C,
D ou E dans cette simulation.
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B Modélisation

a) A I'aide d’un arbre, dénombrer les différents chemins possibles pour la bille sur la planche.
Parmi ces chemins, combien aboutissent respectivementa A, B, C, D ou E?

b) La planche est congue de telle sorte que tous les chemins sont équiprobables.
Dresser la loi de probabilité associée a cette expérience aléatoire.
Comparer cette loi au résultat de la simulation obtenu précédemment.

I Triangle de PascaL B Voir Exercice 21

a) Apres avoir reproduit la disposition des « clous » de la planche, noter au-dessous de chacun d’entre eux
le nombre de chemins qui y conduisent. On construit ainsi le début du « triangle de PASCAL ».

b) Calculer les nombres 119, 111, 112, 113 et 114. Que remarque-t-on ?
On pourra démontrer cette « curiosité » numérique aprés 1'étude de la « formule du bindme ».
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Q Des arbres pour dénombrer)

Un sac contient quatre jetons indiscernables au toucher numérotés 0.0.0 0.

On tire au hasard trois jetons de ce sac.

B Situation A : tirages successifs avec remise

Les trois jetons sont tirés successivement, donc dans un ordre donné, et remis dans le sac aprés chaque
tirage.

Si I'on tire, par exemple, le jeton € lors des 1°7 et 3¢ tirages, et le jeton O w2 tirage, on convient
de noter par le triplet (4 ; 2 ;4) le résultat du triple tirage.

a) Dénombrer tous les résultats possibles a I'issue de ce triple tirage, en s’aidant d’un arbre sur le modele
ci-dessous :

(1:4;2) 25353 3k ;9)

b) Dénombrer les résultats tels que le 2° tirage ne soit pas le jeton ©.

¢) Dénombrer les résultats pour lesquels le jeton ® cst tiré exactement deux fois.

I Situation B : tirages successifs sans remise
Les trois jetons sont tirés successivement, mais sans remettre dans le sac les jetons tirés.
a) Quels résultats de la situation A ne retrouve-t-on pas dans cette situation B ?

b) Compléter I'arbre ci-dessous afin de dénombrer tous les résultats possibles a I'issue de ce triple tirage.

¢) Dénombrer les résultats pour lesquels le 2°€ tirage n’est pas le jeton O .

d) Dénombrer les résultats du type (a; b:c) ,avec a<b<c.

B Remarque

Lors d’une expérience aléatoire basée sur plusieurs « tirages », ’expression « tirages successifs » sous-
entend que 1’ordre d’apparition des différents résultats est pris en compte.

Dans le cas des « tirages simultanés », au contraire, I’ordre n’intervient pas.
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I Situation C : tirages simultanés
Les trois jetons sont tirés simultanément du sac.

On note le tirage simultané des jetons O 0 et 9 par ’ensemble {4 ; 1;2} ;ordre n’intervient
pas dans la notation d’un ensemble {...;...;...} , alors que c’est le cas dans la notation d’un triplet

e By

A l'aide de cette notation, dénombrer les résultats possibles pour cetie situation.

Il Lien entre les situations B et C

1 Pour 'ensemble {4 ;1 ;3} , résultat de la situation C, citer tous les triplets, résultats de la situation
B lui correspondant (par exemple, (4 :3:1), (4:1:;3), ...).

2 Expliquer alors pourquoi il y a six fois moins de résultats dans la situation C que dans la situation B .

@ Choix d’'un nombre au hasard dans [0 ; 1])

On cherche ici a4 décrire une loi de probabilité associée au choix d’un nombre réel au hasard dans
Iintervalle [0: 1] .

1 Pour définir une loi de probabilité sur un univers fini, il suffit de définir la probabilité de chaque
événement élémentaire. On s’interroge sur la validité de cette démarche dans le cas de [0 ; 1] .

a) On choisit au hasard un nombre décimal dans E,={0;0,1;02:;03;...;09} .
Quelle est la probabilité de chaque événement élémentaire 7
b) Méme question dans I'ensemble des décimaux E,={0;0,01;0,02; 003;...;097:098:099} .

¢) Soit n un entier naturel non nul ; choisir un nombre au hasard parmi tous les décimaux comportant n
chiffres (éventuellement nuls) aprés la virgule, c¢’est choisir indépendamment les unes des autres chacune
des n décimalesdans {0;1;2;...;9}.

En déduire la probabilit¢ p, d'un tel choix. Déterminer lim p, .

H =>4+ co

d) On admet que tout nombre réel posséde «un développement décimal illimité » (dont toutes les
décimales sont nulles & partir d’un certain rang si ce nombre est décimal) ; ainsi, choisir un nombre au
hasard dans [0 ; 1], c'est répéter indéfiniment la méme expérience du choix de chacune de ses
décimales. Si a€[0; 1] etsi a=0,a,a,...a,... quelle est alors la probabilité du résultat {a} lors du
choix d'un nombre au hasard dans [0 ;1] ?

2 a) On considere 4 nouveau 1’ensemble E, des nombres décimaux de [0 ; 1] dont I'écriture décimale
comporte deux chiffres aprés la virgule (éventuellement nuls) ; on choisit un nombre au hasard dans E, ;
quelle est la probabilité qu’il appartienne & [0,37 ; 0.81] ?

b) Méme question dans I'ensemble E; des nombres décimaux de [0 ; 1] dont I'écriture comporte cing
chiffres (éventuellement nuls) aprés la virgule, puis dans 'ensemble E, des décimaux comportant k
chiffres (éventuellement nuls) aprés la virgule ( & désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2).

Le choix d’un nombre au hasard dans [0 ;1] est modélisé par la loi uniforme sur [0 ; 1] : cette loi
vérifie la propriété :

quels que soient a et b €léments de [0 1},.1a.-piahahiﬁmé pour qu'un nombre réel choisi au hasard
dans [0 1] appartienne 2 [a:h[ estégalea b-a .
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“ Exemples de dénombrement)

En situation d’équiprobabilité sur un univers fini E contenant n éventualités (n étant un entier
naturel non nul), si A est un événement formé de k éventualités, on sait que P(A)= E :

On est ainsi conduit, pour 1'univers et pour I'événement A, a déterminer le nombre d’éventualités
qui les constituent, c’est-a-dire a pratiquer le dénombrement.

1.1 Arbre de choix dans des ensembles distincts

* Au restaurant, on compose un menu par le choix d’une entrée ¢ dans 'ensemble & des 5 entrées
proposées, puis d’un plat p dans 'ensemble % des 4 plats, puis d’un dessert d dans I'ensemble
9 des 6 desserts.

entrée

On peut ainsi composer 120 menus différents :
5x4x6=120.

L’arbre ci-dessus met en évidence ce principe multiplicatif.

* On lance quatre fois successivement un dé a six faces.

On forme ainsi un nombre 2 quatre chiffres, la place de chacun étant fixée par son ordre
d’apparition.

On obtient ainsi 6 X6 X 6x6=6%=1 296 résultats possibles.

1.2 Arbre de choix successifs dans un ensemble s’amenuisant

Pour préparer une excursion, cing randonneurs, Anne, Ben, Cari, Dim et Elise, nomment parmi eux
trois responsables différents, I'un chargé du parcours, I'autre du matériel et le 3¢ du budget.
Les différentes possibilités sont données par I'arbre ci-dessous :

a
pabong . e e AN - S e = W
b e a e
matériel /" g Wh LN W YN L
| N /NSNS / / IS ZINN /N NZIN
/
budget ¢/ d\e | /’ T A2 I WP i ?A?{_f_ _____ ¢ 4 55 il

Il y a 5 choix possibles pour le premier poste ; pour chacun des 5 choix du premier poste, il reste
4 randonneurs disponibles, et donc 4 choix possibles pour le 2¢ poste ; il reste alors 3 randonneurs
disponibles et pour chacun des 5 x4 choix précédents, il y a 3 choix possibles pour le 3¢ poste.
Ainsi, il ya 5x4x3=60 facons possibles de nommer 3 responsables parmi les 5 randonneurs.

h- Voir Exercices 1 a 11
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@ Factorielle d'un entier naturel)

Définition
' Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Le nombre « factorielle n » est le produit de tous les entiers naturels de 1 &2 »n; on le
note nl . Ainsi.ona Bl=1X2x..%Xn%8.
Par convention,ona 0!=1 et 1!=1 .

@ Exemple

Emilie, Marion et Clément disputent un « 50 métres nage libre ». Si1’on exclut les possibilités d’ex-acquo, on a :
1% place 1™ place 2¢ place 3¢ place

o B M——IC

3 choix e L e T

possibles Y Ae—

ou e—____ C E

€ =" E—————M

- —M—E

On obtient ainsi 3x2x1=3!, ¢’est-a-dire 6 ordres d’arrivée possibles.

@ Combinaisons)

Soit E un ensemble non vide contenant n éléments, et p un entier naturel tel que 0 =p=n .

3.1 Combinaisons définition

Une combinaison & p éléments de E est une partie de E formée de p éléments.
La combinaison A={x;;x,;...;x,} de E est une partic d¢ E ayant p éléments distincts
deux a deux ; le changement de 'ordre de leur écriture ne modifie pas la combinaison A .

(n
3.2 Les nombres ( p) propriété
Le nombre de combinaisons a p éléments d’'un ensemble E a n éléments est noté (n) .Ona:
(n)_ n! P
p) p'x(n=-p)l -
o Exemple P Voir Exercices 18, 19 et 24 2 26
Pour calculer le nombre de tirages possibles du loto, on doit dénombrer les combinaisons a 7 ¢léments dans
; ST e " 49\ _ 49!
I"ensemble des 49 résultats possibles : le résultat est donc égal 4 ( 7 )- T4zl
Ona $1=49 %4847 x 46 x 45 x 44 x43 _, et donc ;
=85 900 584 .

(49)=49x48x4?x46x45x44x43
7 TxbxIxdx3Ix2x1

La plupart des calculatrices permettent un calcul direct de (:) ;
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3.3 Formule de PAascAL Lty ~ propriétés

Soit n un entier naturel non nul.

: e : I
*Si p est un entier vérifiant 0 < p=<n , alors on a (nnp)=[ )

P
e o cormY o fen Y fndd
*Si p vérifie 0= p=n-1 , alors on a (P)+(P+1) (p-}-fl) ;

o Démonstration

'(nfpjztn-(n-p?)!!x(nvp)!=P!><{’::_P]!=(:] .

2 (n]+( n )= n! i !
p/) \p+l) (n-p)xp! (n-(p+1))x(p+1)! "
Par réduction au dénominateur commun (n—p)! x(p+1)! , on obtient :

[u)+[ n )_ nlX{p+1) 4 n! X {(n—p)

P p+1l) (n-p)x(p+1) (n-p)x(p+1)
_nlx(p+l+n=-p)  nix(n+l) _ (n+1)! :
(n=p)x(p+1)!  (n=p)x(p+1)! (n-p)!x(p+1)
(n+1)! _ (n+1)!

X n+1Y\_
&ttt gt (p+t]"({n+1)—(p+1)}!xtp+1}.!‘{n—p)!x(p+1): :

Dol I'égalité ("]+( o ):["”).
P p+1 p+1

Cette derniére formule permet de calculer les nombres (;) de proche en proche, en formant le triangle de
PAscAL. B Voir Activité 2

3.4 Triangle de PascaL

E désigne un ensemble a n €éléments. Dans le >
tableau ci-contre, le nombre figurant dans la ARG A R S

ligne n et la colonne p est (;) ,avec p=n .

=
ER®)
b S
1l
e
—
o
+
Py
M
—

A

; 0 :
Par convention (0)-1 1 , et pour tout entier n

(= LT T R o A ==
—_— e e e e e

n n ‘ : 4 1
non nul, (0)=(")=l (seule la partie vide 0 5 1
20 15 1

admet O élément; seul E admet n éléments
dans E ). On obtient ainsi les 1 de la 1™ colonne,
pour p=0 ,etles 1 de la diagonale, pour p=n .

La seconde formule se traduit par |

Ainsi, un nombre intérieur du triangle est égal-ﬁ la somme des deux termes de la ligne
précédente situés au-dessus et a gauche.

La formule (n np) =(:) se traduit par la symétrie de chacune des lignes du triangle de
PAscAL.
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3.5 Formule du bindme

Soit a et b deux réels (ou complexes) et n un entier naturel non nul :

(a+b)"= i G:) an—kpk

k=0

=a" +(n)a”' b+ (")a“*z-b2+ +( 3 )ab"“+ BE,
1) 2 n-1,

o Démonstration

(a+B)'=(a+b)x(a+b)x(a+b)x..x(a+h) ;ce produit est composé de n facteurs.
Si on développe ces n facteurs, on fait apparaitre les termesen a”, a"~'xb , @~ 2xb? .., a’xb*?
axb"=1 et b, ¢’est-a-dire des termes de la forme a”~*xb* pour k entier variant de 02 n.

Le terme en a”~%x b* s'obtient en prenant le nombre & dans k facteurs (a+b) parmiles n facteurs
du produit, et alors il ne reste plus qu'a prendre le nombre a dans les n—k facteurs restants.

Iy a donc (n} fagons d’obtenir a~*x bk et (z)xa”‘*xb* est le terme en @~k x bk |

k
o Exemple

Pour n=5, (a+b)=(a+b)x(a+b)x(a+b)x(a+b)x(a+b), le terme en a*b?> s obtient en
prenant & dans 2 de ces 5 facteurs et a dans les 3 facteurs restants. '

o .
— i e ¥ A

oy L

o Y T aTATE

Si on effectuc le développement sans simplifier, on obtient :
aaabb + aabab + aabba + abaab + ababa + abbaa + baaab + baaba + babaa + bbaaa

c'est-a-dire 10a3h? ou encore (g) a’b? .

On remarque que, dans (a+b)" |, les nombres a et b ont un réle symétrique ; la formule du bindme peut

done aussi §’écrire suivant les puissances croissantes de a:
n

(a+by=3, (2) akpnk |

k=0
Les coefficients (:) des termes a"~*b* du développement de (a + b)" constituent la ligne numéro n du

triangle de PAscAL.
Ainsi (a+ b)0=1a® + 6a°b + 15a*b? + 20a’h? + 15a2b% + 6ab’ + 1b° .

Lorsque a=5b=1 , on obtient, pour tout entier » non nul :

e+, ()

P Voir Exercices 20 a 23
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a Loi de BErnouLLI. Loi binomiale)

4.1 Loi de BERNOULLI définition et propriété

* On appelle loi de BERNOULLI une loi de probabilité définie sur un univers E formé de deux
éventualités. Si E= {0 ; 1} , alors une loi de BERNOULLI est de la forme ;

1 0

o -«

01'} a est un élémentde ]0 ;1] .

* La loi de BERNoULLI B, admet pour espérance « et pour variance a(l-a) .

o Démonstration
Par définition, I'espérance est égale & 1 X a+0x (1 —a)=a . Pour la variance, on a :
V=ax(l-a)P+(l-a)x(0-a) =ax(l-a)x[(l-a)+a]l=ax(l-a) .

o Exemple

Le lancer d’une pi¢ce de monnaie fournit I'exemple le plus connu de loi de BERNOULLLL
En général, on modélise par une loi de BERNOULLI les expériences aléatoires & deux issues.

4.2 Loi binomiale définition

Soit @ un réel de ]O; 1[ . On répéte n fois de fagon indépendante la méme expérience
aléatoire suivant la loi de BERNOULLI B, . La variable aléatoire X définie par le nombre de
résultats 1 obtenus parmi les n expériences suit une loi binomiale de parametres n et a.

Pour tout entier k telque 0 <k<n ,ona P{X=k.)=(:)ak><(1—a)”—" :

O Démonstration

Lorsqu’on obtient exactement k& fois le résultat 1, alors le résultat O est apparu n—k fois. Si I'on fixe les
places d’obtention du 1 parmi les n expériences, alors les places d’obtention du 0 s’en trouvent également
fixées ; on sait que la probabilité d’un résultat, obtenu par répétition d’expériences indépendantes, ot le 1
apparait exactement & fois a des places fixées, est alors égale 3 a®x(1-a)" F . De plus, il existe

exactement (Z) facons de fixer les places d’obtention du 1 parmi les n places possibles. D'oi le résultat,

o Exemple

On place dans une urne cing boules indiscernables au toucher,
deux rouges et trois vertes. On procéde a quatre tirages
successifs au hasard et avee remise, de sorte que le contenu de
"urne est identique a tous les tirages. La prol?a})ilité d:obu:nir > ot
exactement trois boules rouges sur les quatre tirées est égale a :
-4 L3 96

[3)"[3}1 . (g]m=@ =0,1536 .

4.3 Propriétés admises
* L’espérance d’une loi binomiale de parameétres n et a estégaled nxa .

* Veir Exercices 27 a 32

* La variance d’une loi binomiale de parameétres n et a estégaled nxax(l-a) .
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6 Exemples de lois de probabilité continues)

Dans ce paragraphe, on aborde les lois de probabilité continues, dont I'univers est un intervalle de
R non réduit & un point ; cet univers est donc infini.

B Voir Activité 4

5.1 Loi de durée de vie sans vieillissement définition
Soit A un réel strictement positif et f, la fonction définie sur I'intervalle /=10 ; + e[ par:
f_l(t)=/\e-"' .

On définit sur / une probabilité P, dont f, est appelée la densité, en posant :
* pour tout intervalle J d’extrémités ¢ et d (avec ¢ et d élémentsde /),ona:

d
P(J):j Ae—Mdr ;
|
* pour tout intervalle J=[c ; +e[ ,ob ¢ appartientd I,ona P(J)= l—J: Ae~Mdr

- Voir 7.D. 3
Une telle définition est possible, car f, est positive sur [0 ; +2[ et lim J; frt)yde=1.
X = 4oa

Ainsi, la probabilit€ de [c ; d] s’interpréte comme I'aire comprise entre la courbe €, représentant
£, » 'axe des abscisses et les droites d’équations x=c et x=d .

¥

A=05

0.5

:Irl'

gl

§
|
Eo 2 Shedira Iot st s
C

i

=
L L

E T aar gty AT O e averihd

1

0

%
(o)

La limite quand x tend vers +eo de:
x> II Ae~M dt |
0
est égale a 1.
x 3
En effet, J‘o Fa)di=—[eM]X=1—-eA .

De plus, avec A>0 ,ona:

lim (—Ax)=—co
X—+e0

Donc lim e **=0 ; d’ot le résultat annoncé.
X =3400

im PO =1

Ainsi, la probabilité de tout intervalle contenu dans
[0: 40 est majorée par 1, et P(/)=1 traduit la
valeur 1 de I'aire comprise « entre la courbe €, et I'axe
des abscisses ».
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5.2 Loi uniforme sur [0 ; 1] définition

La loi uniforme P sur [0;1] modélise le choix d'un nombre réel au hasard dans
Pintervalle [0 ;1] .

Pour tous réels ¢ et d de [0; 1] telsque c¢=<d ,si I désigne I'un des quatre intervalles
[e;d], Je:dl, le:d] ou [c:d[ ,ona P(I)=d-c .

ExemP]e i P Voir Exercices 39 a 42

On choisit un nombre au hasard dans [0 1] .
La probabilité qu’il appartienne a [0,25 : 0,67[ est égale 4 0,67-0,25=0,42 .

Propriétés
P désigne la loi de probabilité uniforme sur [0 1] .
*Ona P([0;1])=1, P(D)=0et,pourtout xde [0; 1], P({x})=0.

* On définit la probabilité de la réunion d’intervalles disjoints comme la somme des
probabilités de chacun.
Dans ces conditions, si [a ; b] désigne le complémentaire de [a ; b] dans [O;1] ,ona:

P(la;bl)=1-P([a;Dd]) .

P Voir Exercice 39

o Remarques
* Par définition, deux intervalles de méme amplitude ont, par la loi
uniforme, la méme probabilité. i

*Si ec=<d dans [0; 1] ,alors P([c;d])=d-c est]aire durectangle : ‘

d §
représenté ci-contre ; ainsi P([c ; d]) =I dr . i
i

La loi uniforme sur [0 ; 1] apparait ainsi comme une loi & densité.
Sa densité de probabilité est la fonction définie sur [0 ; 1] par 1+—1 .

5.3 Conditionnement définition

Soit P une loi de probabilité sur un intervalle 7, et K et J deux intervalles contenus dans
I tels que P(K)#0 .

el s P(KnJ)

La probabilité conditionnelle de J sachant K est définie par Py (J) = PE)
o Exemple

On choisit un nombre au hasard dans [0 ; 1] et on s’intéresse a la probabilité, sachant qu’il est supérieur a
0.7, que le premier chiffre aprés la virgule soit impair ; autrement dit, on cherche :

Pjo7.13([0.1:0.2[ U[0.3 :04[ U[0.5:0,6[ U[0.7;08[U09:1[)

_P(107:08[w[09:1]) 02
- P(]07;1]) 3
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@ Utilisation d’un arbre)

Le digicode a I'entrée d’un immeuble est constitué d’un clavier de 13 touches marquées des trois
lettres U, V et X, et des 10 chiffres de 0 2 9,

Un code est formé d’une lettre suivie d’ une liste de trois chiffres, non nécessairement distincts.
1° Déterminer le nombre de codes possibles.

2° Un visiteur se présente en connaissant le principe de composition d’un code.
a) Quelle est la probabilité qu’il ouvre la porte au premier essai, alors qu’il a composé un code
entierement au hasard ?

b) Le visiteur se souvient de la lettre du code. Quelle est la probabilité qu’il trouve le bon code s’il
compose au hasard une suite de trois chiffres aprés la lettre correcte ?

3° Le code d’ouverture est V618. Lucien, 1’étourdi, se souvient de la lettre V et des trois chiffres
corrects, mais il a oublié I’ordre de ces derniers. Quelle est la probabilit€¢ que Lucien entre dans
I'immeuble dés le premier essai de code ?

1° Un code est une suite ordonnée d'une lettre et de trois chiffres ; les combinaisons ne permetient pas de
modéliser I’expérience. On construit un arbre pour dénombrer tous les cas possibles.

lettre I V X
o AN o

1 chiffre /70\1 _____ j \/\/\ ___________ %0\1 _____ / 9\.- ......

2t chiffie. - .01 ... Walldi o s B B QO 01 .. 9.0 .9 ..

/\ /\ /\ /\ /\ AN\ AN\

3cchiffre 01 901 9. 01 ! St - 9 el Gl o) i) O s = 3 A
U091

En appliquant le principe multiplicatif, on obtient 3% 10 x 10x 10 , soit 3 000 codes possibles.

2°a) I y a un unique code correct sur les 3 000 possibles ; si le visiteur compose le code entierement au hasard,
1

3000 °

b) Si le visiteur se souvient de la lettre du code, il n’a plus qu’a composer la partie formée de trois chiffres :

il a donc le choix parmi 1 000 possibilités dont une seule est correcte. La probabilité recherchée ici est donc

la probabilité qu’il obtienne le code correct est donc de

égalca ——— 17000 000 . On peut aussi utiliser le conditionnement.
Vv
3° Pour résoudre cette question, on peut & nouveau recourir a un //]\
arbre de dénombrement : puisque Lucien se souvient de la lettre
et des chiffres du code, les différentes possibilités qui s'offrent &

lui sont dénombrées dans 1’arbre ci-contre : / \ / \ / \

6
|
1

seul est correct : la probabilité recherchée est 4 ‘

Lucien a donc le choix entre 6 =3! codes possibles, dont un 5‘3
6" 8 1

00 —— O
o —— 00
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@ Combinaisons)

On tire au hasard 5 cartes d’un jeu de 32 : on constitue ainsi une « main »,

1° Combien y a-t-il de mains possibles ?

2? Quelle est la probabilité que la main constituée soit formée de 5 cartes de « cceur » ?

3° Calculer la probabilité que la main soit un « full aux as par les rois » (3 as et 2 rois).

4° On procéde a 50 distributions successives et indépendantes d'une main de 5 cartes.

Quelle est la probabilité que parmi les 50 mains ainsi obtenues :
a) exactement deux comportent un « full aux as par les rois » ?

b) au moins une comporte un « full aux as par les rois » ?

e Méthode

Pour utiliser les combinaisons, il faut que ’expérience aléatoire se rameéne au modele des

tirages au hasard simultanés.

Lors de répétitions indépendantes d'une méme expérience, on fait clairement apparaitre,
lorsque c’est le cas, 1’expérience comme une expérience de Bernoulli a deux issues.
On utilise ensuite la loi binomiale pour modéliser les expériences répétées.

1° Aucun ordre n’intervient dans le choix des
5cartes qui sont toutes distinctes; on peut donc

a

assimiler une main &4 une combinaison de 5 cartes

parmi 32. On a :
[32)__ 321  32x31x30x29x28
IR TES TEE TT TR D)
=201 376.

Il y a donc 201 376 mains différentes.

2°11 y a dans le jeu 8 cartes de ceeur; pour que la
main soit formée de 5 «ceeur», il faut que les
5 cartes aient été tirées parmi les 8 « coeur ».

On dénombre les combinaisons de 5 cartes parmi 8 :

BY_ B! _8xTx6_
[5)'51»:3! = e

Les mains formées de 5 «ceeur» sont au nombre
de 56.

Si C est I'événement «la main est formée de
5 coeur », on a:

i o oo

201 376 3 596 °

¢’est-A-dire 2.8 10-* environ.

P(C)=

3° Pour former un « full aux as par les rois », on doit
tirer 3 as sur les 4 du jeu, et 2 rois sur les 4 du jeu.
Toute combinaison de 3 as pouvant étre associée i
I'une quelconque des combinaisons de 2 rois, on
obtient :

3

as par les rois »,

(4] o @) = 24 possibilités pour former un « full aux

Chapitre 9 » LOIS DE PROBABILITE

1

La probabilité recherchée est donc :

o) B
01376 25172
c’est-a=dire 1,2 10-* environ.

4°On procéde a la répétiion de 50 expériences
indépendantes dont on considérera que chacune a
deux issues : la main présente un « full aux as par les

rois », avec une probabilité a= , oune le

3

25 172
présente pas.
On est en présence de 50 expériences répétées
indépendantes d'une épreuve de BERNOULLI: ¢'est
donc par une loi binomiale que 'on modélise cette
situation.

a) La probabilité d’obtenir exactement deux « full
aux as par les rois » sur 50 mains est donnée par :
50
2
la probabilité obtenue est de 1,7« 10-3 environ.

b) Pour calculer la probabilité d’obtenir au moins un
« full aux as par les rois », on passe par 1'événement
contraire qui correspond  1'obtention d'aucun.

Sa probabilité est :

5
o)xarxa-o=(FE)
la probabilité d’obtenir au moins un full aux as par
Ies rois est donc :

1—-86 ,soit 59-10-7 environ.

P(x=2)=[ ]xagxil-ﬂﬁs’

a=P(x=0}=[




Q Calculs avec des combinaisonsD

1.1 Nombre de parties d’'un ensemble

E désigne un ensemble 4 n éléments , avec n un entier naturel non nul.
. Pour un entier p tel que 0= p =n , combien E a-t-il de parties 4 p éléments ?

H
5w n
Que représente ainsi la somme z [ ) ?

p=0 P

. Développer (1 + 1)" ; en déduire le nombre de parties de E.

1.2 Calculs de sommes

. Pour un entier naturel n non nul, développer (1 + x)” .

.Calculer la somme z (=1)r (n] .

p=0 P
n
@ Déterminer les sommes Z ( J ) et ( ) ;
Ip=n 2p 2p+l=<n Zp+1

1.3 Utilisation de la dérivation

. Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(1+x)" , ol n est un entier naturel non nul.

Déterminer deux expressions de la dérivée f” de f, I'une étant obtenue en développant (1 + x)” .
"
En déduire la valeur de Z p [n) ;
p=0 p
. Si E estunensemble & n éléments, en déduire la somme des nombres d’éléments de toutes les
parties de E .

@ Loi binomiale avec paramétre)

On dispose des jetons indiscernables au toucher dans une urne, des rouges et des bleus.

Les joueurs ont le choix entre deux types de parties : effectuer deux tirages successifs avec remise
d’un jeton de I’urne, ou bien effectuer quatre tirages successifs avec remise d’un jeton de I'urne.
La partie est gagnée lorsqu’au moins la moitié des jetons tirés est formée de jetons rouges.

Un joueur décide de faire une partie, mais désire comparer ses « chances » de gagner suivant le type
de partie qu’il engage (et qu'il faut annoncer au départ). On appelle 4 et d’ respectivement les
probabilités des événements « le joueur gagne sa partie a deux tirages » et « le joueur gagne sa partie
a quatre tirages », et p désigne la probabilité de tirer un jeton bleu lors d’un tirage dans I'urne.

. On suppose que 1'urne contient un jeton bleu et trois rouges.
Calculer d et d’; quel est, dans ce cas, le type de partie le plus « avantageux » pour le joueur ?

. Reprendre I'étude précédente avec un jeton bleu et deux rouges dans I'urne.

@ Dans le cas général, démontrer que d—d’=p2(1-p)(3p-1) .
Discuter, suivant les valeurs de p, le type de partie le plus avantageux pour le joueur.
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Loi de désintégration radioactive)

On cherche ici a mettre en place une loi décrivant la désintégration des noyaux pour une substance
radioactive donnée.
A partir de données expérimentales, on propose un modéle fondé sur les hypothéses suivantes :

* la durée de vie d’un noyau est modélisée par une loi de probabilité P a densité continue f sur
[0 ; +eo[ identique pour tous les noyaux ; -

* la désintégration d’un noyau n’affecte pas celle des autres ;

* la probabilité conditionnelle pour un noyau, ayant existé jusqu’a I’instant r, de se désintégrer entre
les instants r et f+s5 , ne dépend pas de son «dge» ¢: c’est pour cette raison que la loi de
probabilité P est appelée loi de durée de vie sans vieillissement.

B Notations

* Pour un intervalle / contenu dans [0 ;+e[ , P(/) représente la probabilité pour le noyau
considéré de se désintégrer a un instant r élément de [.

« On définit la fonction F sur [0 ; 4| par 11"(3}:1;"([0;r])=J'nI f(x)dx .

. Démontrer que, pour tous réels positifs a et b, ona:
P([a:b])=F(b)-F(a) e P(la;+=[)=1-F(a).

. a) Comment s’interprete la probabilité conditionnelle g Y [t;t+5)) ?
Justifier, pour tous ¢ et s positifs, I’égalité :
Pr (it st +5])=F(s) .
b) En déduire, pour tous ¢ et s positifs, la relation :
F(t+s5)-F(t)=F(s)x(1-F(1)) .
. Soit G la fonction définie sur [0 ; +eo[ par G(1)=1-F(1) .
a) Déterminer G(0) .
b) Justifier que G est dérivable et préciser sa fonction dérivée.
¢) Démontrer, pour tous réels positifs 1 et s, larelation G(t+ 5)=G(1) x G(s) .
d) En déduire I'existence d’un réel a tel que, pour tout réel positif 7, F(r)=1-e®" .

@ a) Préciser la limite de F en +o0 .
Que peut-on en déduire pour le signe de a?

b) Démontrer que la densité f de la loi de probabilité P est une fonction définie sur [0 ; + e[ par:
f(t)=Ae~M ou A estun réel strictement positif.

M Remarque

La constante A est appelée « constante de désintégration par unité de temps » ; sa valeur est trés
variable d'une substance radioactive a 1’autre.
On a, par exemple :

« pour I'uranium 238, la constante de désintégration annuelle est 1,54 -10-10 ;
* pour I'iode 131, la constante de désintégration quotidienne est 8,7 - 102 ;

* pour le polonium 214, la constante de désintégration par seconde est 1 155 .
... Voir Probléme 61
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@ Distribution de fréquences et loi de probabilité )

Un des objectifs des probabilités est ’approximation d’une distribution statistique de fréquences
observées par une loi de probabilité.

1l existe de nombreuses méthodes « d’ajustement » et différents tests qui permettent d’évaluer la
« convenance » d’un modele probabiliste a.une distribution statistique ; ces outils ne sont pas au
programme des classes de Terminales.

On se propose ici, a partir de certaines propriétés des lois équiréparties, d’examiner s’il est
« raisonnable » d’envisager un modele équiréparti pour certaines distributions observées.

Pour une loi équirépartie, on sait que deux intervalles de méme amplitude ont toujours la méme
probabilité.

Cette propriété caractéristique des lois équiréparties permet une premiére approche du probleme
posé ici.

La copie d’écran ci-dessous fournit, pour tout entier n entre 1 et 100, la partie décimale (arrondie
4 10-9 ) des nombres n.4/2 .

On donne également la répartition des résultats obtenus dans [0 : 0,5[ et dans [05:1] . puis
dans les dix intervalles d’amplitude 10~' de [0;0,1[ a [0,9:1].

| =RACINE(2)"ES-ENT(RACINE(2)"E8)

. Les résultats obtenus peuvent-ils suggérer I’hypothése d’équirépartition dans [0 ; 1] ?

.Déterminer la répartition des résultats dans les vingt intervalles d’amplitude 0,05 depuis
[0;0,05[ jusqu'a [095:1].
L’équirépartition parait-elle se confirmer ?
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Faire le point

e Combinaisons

Soit n et p deux entiers naturels, avec 0= p=n ,et E unensemble 2 n éléments.
* Une combinaison & p éléments de E est une partie de E formée de p éléments.

!
* Le nombre de combinaisons a p éléments de E est noté ( ") et (") = ~,L .
J p p/ pl(n-p)!

+Ona ( n )z(n) ol DT ilons (n)+( n jz(nn)_
Bp P P p+1 p+1

* Formule du binéme :

n
: n ad
pour tous réels ou complexes @ et b,ona (a+b)"= Y (‘J an-kpk
k=0

¢ Lois de probabilité discrétes

* Une « loi de BERNOULLI » est une loi de probabilité & deux éventualités.
* La répétition de n épreuves indépendantes de BERNOULLI & deux issues, «succeés» ou
« €chec », conduit a une loi binomiale ; si a est la probabilité du succes dans une épreuve, la

Lo ) : S : ny . :
probabilité d’obtenir exactement k succes lors des n épreuves est [ k) a*(l-a)t-k ;

L’espérance de cette loi binomiale est na, sa variance na(l - a) .

e Lois continues

* Une loi continue est définie sur un intervalle de R .

Le calcul d’une probabilité pour une loi continue se raméne au calcul d’une intégrale de sa densité.
* La loi uniforme P sur [0: 1] est caractérisée par la proportionnalité de la probabilité d’un
intervalle avec son amplitude :

b
pourtous a<»b dans [0;1] ,ona P([a ;b]}=_|' dt=b-a .
a
* La loi de durée de vie sans vieillissement P, est une loi a densité continue sur [0 ; +oo[ :

b
pourtous a<»h dans [0;+e[ ,ona P;(([a;b])=j Ae~Mdt ,ou A>0.
a

dénombrer '+ utiliser les combinaisons si la situation se raméne 3 des tirages simultanés,
les éventualités done non ordonnés
formant ) ) ) :
un événement * sinon, modéliser la situation a I'aide d’un arbre ou d’un diagramme
i | » repérer la répétition d’une expérience suivant une loi de BERNOULLI
R ; » modéliser les répétitions indépendantes de cette expérience par une loi
une loi binomiale . :
binomiale
calculer la probabilité
d’un intervalle intégrer la densité de cette loi entre les bornes adéquates

par une loi continue




exercices

a Exemples de dénombrements)

TR IR G 43

® Les propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?
| On dispose de quatre couleurs, F [
| jaune, vert, bleu et rouge, pour colorier - ———
| chacune des cing cases du motif ci-contre :
11° 5% coloriages différents sont possibles ;
%2“ 47 coloriages différents sont possibles ;

| 3° le nombre de coloriages avec exactement une case en bleu
lest égal 2 405 ;

| . .
|47 le nombre de coloriages avec au moins une case en bleu
{est 781.

r @Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Huit judokas, dont un Frangais, participent & un tour-
| noi international.

| Un podium est composé d'un premier, d'un deuxiéme et d’un
| troisiéme judoka.

[1° Le nombre de podiums est 336.
| 2° Le nombre de podiums avec le judoka frangais est 42,

3° Le nombre de podiums sans le judoka frangais est 210.

§ AT

M o Dans une classe de 34 éleves, un professeur pose les
deux questions suivantes a chacun de ses éleves, qui
répondent pour chaque question par OUI ou par NON :

Question 1 : Etes-vous abonné & une revue ?
Question 2 : Pratiquez-vous un sport ?
Les réponses ont été :
out, pour 11 éleves, 4 la guestion 1 ;
NON, pour 9 éleves, a la question 2 ;
NON, pour 5 éleves, aux deux questions.

|Quel est le nombre d’éléves ayant répondu oul aux deux
| questions ?

[ @ * Dans un groupe de personnes, on sait que les trois
i cinquiémes sont sportifs, un tiers est fumeur, 42 sont
|les deux et un cinquigme n'est ni I'un ni 'autre.

| De combien de personnes est composé le groupe ?

r * Dans une campagne de sensibilisation sur le tri des
; ordures ménagéres, une enquéte a été menée aupres de
| 800 personnes d’une commune.

. A la question « Triez-vous le papier et le verre ? », 45 % des
| personnes interrogées ont répondu OUL.

| La population interrogée était composée :

| de 25 % de personnes de moins de 35 ans,

et de 280 personnes de plus de 50 ans.

| Sur les moins de 35 ans, 160 ont répondu ou,
et sur les plus de 50 ans, 70 % ont répondu NON,

On pourra reporter les données dans un tableau.

1° Combien de personnes agées entre 35 et 50 ans ont
répondu out 7

2° Dans les personnes qui ont répondu NON, quel est le pour-
| centage de ceux de moins de 35 ans ?

f e Un jour de janvier, Amandine, Carol, Gilles et Hélene
décident de tirer les rois.

Ils disposent de deux galettes, dont une seule est fourrée a la

frangipane, chacune contenant une féve.

| Ils décident de partager chaque galette en quatre parts égales

et de manger chacun une part de chaque galette.

| 17 Représenter un arbre donnant les répartitions possibles des
feves et dénombrer ces répartitions.

2° Dénombrer les répartitions pour lesquelles :
|a) les deux feves sont obtenues par la méme personne ;
b) Carol a au moins une féve.

Dans les exercices 7 é 16, on pourra modéliser les situations
a 'aide d’arbres que l'on représentera ou que 'on imagi-
nera.

| @ % On dispose de cing pulls.
|

1° De combien de fagons peut-on les ranger dans trois
tiroirs ?

|

| 2° De combien de fagons peut-on les ranger de sorte que cha-
| que tiroir regoive au moins un pull 7
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| o Une classe de 31 éleves choisit deux délégués éleéves.
l Les 31 éléves de cette classe sont répartis selon trois

|catégories de la fagon suivante :
| 18 internes, 7 externes et 6 demi-pensionnaires.

iCombicn de groupes de deux délégués sont tels que les éléves
|appartiennent & deux catégories différentes ?

3 Un particulier souhaite compléter 1'équipement
clectroménager de sa cuisine avec un four a micro-
ondes, un lave-vaisselle et un robot multifonctions.
Un magasin lui propose ;

I? modéles de four & micro-ondes, dont 3 de marque
| frangaise ;

| 4 modeles de lave-vaisselle, dont 1 de marque francaise ;
|7 modgles de robot, dont 4 de margue frangaise.

1° Dénombrer les choix possibles d’équipement de ce parti-
culier.

| 27 Dénombrer les choix d’équipement tels que :

a) les trois éléments achetés soient de marque frangaise ;

b) au moins deux des trois éléments achetés soient de marque
francaise.

i ' Une assemblée est composée de 16 personnes.

De combien de facons peut-on choisir un président, un
secrétaire et un trésorier 7

= 0 Un portemanteau comporte cing patéres alignées.
' Sans mettre deux manteaux sur la méme patére,
|combien a-t-on de dispositions possibles, pour :

|a) deux manteaux ;  b) cing manteaux.

e Factorielle d’'un entier natureD

R R D R S e e AR L

[ ®Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
laasblibiss o
|1 i 30 ;

n!
3°Pour ne N* , —=
n

2° Pourtout #n de N, (2n)!=2n! ;
(n—=1)!.

"@ Simplifier au maximum les expressions suivantes :

i 4 2 2 B,
Vexatn Pt
c){'—ﬂ+,l}!; d)’j—!;
H. n
2 12

pour n dans N .

n m+2) (mel)

* Un circuit touristique comprend la visite de cing
villes A, B, C, D et E.

i 17 Dénombrer les ordres de visites possibles.

| 2° Combien de circuits sont tels que D soit la troisiéme ville
| visitée ?
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|3° Combien de circuits sont tels que la ville A soit visitée
avant la ville D?

il * Lorsqu'on permute les lettres d’un mot, on obtient
une anagramme de ce mot,

| 1° Dénombrer les anagrammes du mot SPORTIF.

| 2% Dénombrer les anagrammes du mot SPORTIF :
Ia} commencgant par une consonne ;

'b) commencant et finissant par une consonne :
'¢) commengant par une voyelle ;

d) commengant par une voyelle et fimssant par une
consonne ;

€) commengant par RO.

3° Dénombrer les anagrammes du mot SPORTIFS,
[ @ * Dénombrer les anagrammes du mot EXERCICE.

| mUnc urne contient six boules noires et six boules
jaunes, indiscernables au toucher.

| On extrait les boules de I'urne, une & une et sans remise.
Quelle est la probabilité de les extraire dans |’ordre suivant :

noire, jaune, noire, jaune, etc ?
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600mbinaisons)

U i sl gs sl ol i £ TR

It ' Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1o (12)2(12) . 2@) FiEs
(5)-(5) Ok

|3°Pour p et n entiers, avec 1= p=n:
i p(n)zn(n—l)
p p-1
[ On extrait simultanément quatre cartes d’un jeu de
32 cartes.

On appelle figure : un valet, une dame ou un roi.
Un résultat est une main.
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1% On dénombre [sz mains ne contenant pas de figures.

2° On dénombre 4 x (331

3° La probabilité d’avoir une main contenant deux dames et

deux valets est :
4
9
2% (2]

) mains contenant exactement un roi.

r n et p sont deux entiers naturels telsque O =p<n .
Soit E un ensemble contenant n+ 1 ¢éléments et a
un €lément de E.

1° Quel est le nombre de combinaisons de E a p+1
¢éléments 7
2° Dénombrer les combinaisons de £ & p+ 1 €léments :

a)dont @; b)sans a.

.3" Retrouver la formule de PASCAL.

—Q En utilisant la formule du bindme, calculer :
112, 115 et 114
a partir de I'égalit¢ 11=10+1 .
Quelle particularité en déduit-on pour ces nombres ?
(Voir Activité 2)
La propriété est-elle encore vérifiée pour 115 ? Pourquoi ?

i @Détcrmincr le coefficient du terme en x* dans le
| développement des expressions suivantes :

(a) 3-x2): D) (1+42x)°: e (2x2-3) .

+ Ecrire les nombres ci-dessous sous la forme :
a+ bﬁ .ol a et b sont des entiers relatifs.

2) 2-457: B1+2.5); 9 @BS-2).

e =

' ' n points distincts sont placés sur un cercle, n =3 .

1° a) Dénombrer toutes les droites passant par deux de ces
points.

b) Vérifier le résultat pour n=35 , en faisant une figure.

¢) Pour quelle valeur de n obtient-on 21 droites ?

2° a) Dénombrer les triangles obtenus en joignant trois de ces
| 5
[ points.
| b) Combien de ces triangles ont pour sommets 3 points
| consécutifs ?

[ @ Une araignée
se déplace sur
une toile représentée ' [ [T 10
ci-contre. T B
Elle veut atteindre la ' \ G il iE
|mouche en se dépla-
| gant uniquement de
| gauche & droite et de
| bas en haut.

1° Dénombrer les itinéraires possibles.

2° Dénombrer les itinéraires passant par :

a)le point P; b)les points P et @

¢) les points P ou Q.

[ @ Un groupe de 24 personnes, 14 hommes et 10 femmes,
doit prendre un car pour effectuer une excursion,

| Par suite d'un malentendu, il se présente un car ne compor-

itam que 12 places. 1l est décidé que 7 hommes et 5 femmes

| prendront part & I'excursion.

1° Combien peut-on former de groupes de 7 hommes et
5 femmes ?

12°8i M. X et Mme Y préférent ne pas étre dans le méme
groupe d’excursion, combien de groupes peut-on constituer ?
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@ Loi de BERNOULLI, loi binomiaie)

"‘@X est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
paramétres n et 0,03, ;

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° p(X=2)= ('j) X 0,032 0,972 ;

2 p(X=1)=1-p(X=1) ;

13° V(X)=0,0291n ;

|14° p(X=0)=097 .

: @ X est une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de
paramétres n et 0,2,

1° Exprimer en fonction de n :

a) p(X=k) pour k entier entre O et n;

b) p(X=0) ;

) pX=1).

2° On suppose n=12 . Calculer I'espérance E(X) et la
| variance V(X) .

[ Dans une urne, il y a 8 jetons jaunes et 15 jetons
rouges indiscernables au toucher. On tire au hasard

successivement et sans remise 2 jetons de 1'urne.
1° Déterminer la probabilité de 1’événement :

E: « le premier jeton tiré est jaune » ;
| 2°On répete 7 fois cette épreuve ; aprés chaque épreuve, les
|2 jetons sont remis dans 1'urne.
‘X est la variable aléatoire qui, & chaque partie de 7 épreuves,
|associe le nombre de fois ol E se produit.
|a) Justifier que X suit une loi binomiale dont on déterminera
|les paramétres.
b) Calculer la probabilité de I'événement :

A « E se produit exactement trois fois ».

¢) Calculer la probabilité de 1'événement :

B: « E se produit au moins six fois ».
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% Sur les faces d’un dé tétraédrique, sont inscrits les
chiffres 1,3, 7 et 9.

'Lorsqu’on lance ce dé, la probabilité qu'il se pose sur une
|face donnée ne dépend pas de celte face.

1° On lance le dé. Quelle est la probabilité de I’événement
§: «la somme des nombres sur les faces visibles est supé-
{ricure 4 18 » ?

|2° On effectue n lancers du dé dans les mémes conditions,

| Y est la variable aléatoire qui comptabilise les fois ol § se
| réalise.

|a) Justifier que ¥ suit une loi binomiale et déterminer les
| parametres de celle-ci.

|b) Exprimer p(Y =k) pour k entier entre O et n.

¢) Déterminer le nombre minimal de lancers pour avoir
p(Y=0)<10"% .

' @*l.nrs d’un parcours d’équitation, un cavalier

effectue un parcours de 1500m i la vitesse de
|10 km - h~! et franchit sur ce parcours six obstacles indé-
| pendamment.

Pour ce cavalier, la probabilité de franchir sans faute un

4
obstacle est 34 le passage sans faute d'un obstacle ne ralen-

tit pas le cavalier, tandis qu’un passage avec faute lui fait
perdre une minute.

|Snit X la variable aléatoire qui prend pour valeurs le nombre
|d’obstacles franchis sans faute.

1° Déterminer la loi de probabilité de X .
2° Calculer I'espérance de X et donner sa signification.

| Calculer la durée moyenne du parcours,

T % On considére qu’a un concours, un candidat a 20 %
de chances de réussir.

|On prend un groupe de 25 candidats au hasard.

1° Quelle est la probabilité qu'au moins un candidat
| réussisse 7

2° Quelle est la probabilité qu'au plus deux candidats
réussissent ?

3% Quelle est la probabilité que dix candidats réussissent ?

4° Calculer le nombre moyen de candidats qui réussissent sur
|25 qui passent le concours,




6 Lois continuesa

ek

_@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses.”?
I 1° P désigne la loi uniforme sur [0: 1] ;ona:
P({05}1)=0.
I2“ P désigne la loi uniforme sur [0 ;1] ;ona:
P([0.436 ; 0,752]) = 0,316 .

3°Par la loi uniforme sur [0; 1] , deux intervalles ont
méme probabilité si, et seulement si, ils ont méme amplitude.

4° P désigne la loi de durée de vie sans vieillissement de
parametre 0,5 :
a)ona P({0})=0,5 ;

byona P([0; In 2])= 1 - 22

o

c)ona P([O0; Ind4])=P([In4; +e[) .

@ On considére 1a loi de durée de vie sans vieillissement
i P de densité :
| fit>2e2 sur [0:+4eof .

' 1° Btudier la fonction f sur [0 +oo[ et la représenter gra-
phiquement.

2° Calculer :
(a) P([0;0,5]) ;

[ 3° llustrer graphiquement a 'aide de la courbe précédente
| chacune des trois quantités calculées ci-dessus.

b) P([1:2]) ; ©) P([3;+=]) .

@Soit P la loi de durée de vie sans vieillissement de
densité :
t—=>Ae M sur [0:+ee] ,
ol A est un réel strictement positif.
Déterminer la valeur du paramétre A sachant que 'on a:

ed_1
ol

P([0;2])=

r @ On appelle respectivement P et P’ les lois de
| probabilité « durée de vie sans vieillissement » asso-
| ciées aux paramétres A=05 et A'=2 .

a) Calculer P([0;0,5]) et P’([0;0.5]) ;

{b) Caleuler P([2;+0o[) et P([2:+e]) .

|‘@ P désigne la loi de probabilité de densité :
i t—e " sur [0 4eof |

[1° Calculer Pir . ve([2:4]) -

|2° Soit & un réel strictement positif quelconque.
Caleuler Py ., . (([k;k+2]) .

Ce résultat dépend-il de k?

"_@ On considére la loi de durée de vie sans vieillissement
de paramétre 2.

Déterminer le réel 7 tel que P([0: 7])=P([7:+e=[) .

Interpréter graphiquement.

Dans les exercices 39 a 42, P désigne la loi uniforme sur
[0:1].

_P désigne la loi uniforme sur [0 ;1] .

1° Démontrer que P([0:1])=1 et P(@)=0.
i{jOn pourra remarquer que & =[0,5;0.5[ .)

2°a et b désignant deux réels de [0; 1] telsque a=b .
Démontrer que :
P(la:bl)=1-P(la;b]) .

@ Si a et b sont deux réels de [0;1] tels que
a < b , interpréter graphiquement 1’égalité :

P(la :b])=1=P([a ;b)) .

b
a partir de I'égalité P([a;b])=j dr .
i

"@ % 1° Que représente la probabilité conditionnelle :
Poos 0510435 045]) ?

| Calculer cette probabilité.

| 2° On choisit un nombre au hasard dans [0 ;1] ,

l Sachant qu'il est compris entre 0,1 et 0,2, quelle est la proba-

| bilité qu’il soit supérieur a 0,17 ?

5"@ On choisit un nombre au hasard dans [0:1] .
Sachant qu'il est inférieur a 0,3, quelle est la probabi-
lité qu’il soit supérieur a 0,187 ?
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Problémes)

* Une urne comporte 18 jetons : 8 rouges numérotés
de 1 a 8, et 10 verts numérotés de 1 a 10.

|On tire au hasard successivement sans remise trois jetons de
|T'urne.
1° Dénombrer les tirages possibles.

2° Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :

a) les trois jetons tirés sont rouges ;

b} le deuxiéme jeton tiré est rouge ;

|¢) le deuxieme jeton tiré est rouge et le troisiéme porte le
|numéro 5 ;

|d) le premier et le troisiéme jeton sont verts et le deuxiéme
| porte le numéro 7.

@ * On dispose de trois couleurs
| pour colorier le motif ci-contre,
|composé de six cases.

|On désire que deux cases voisines ne soient pas de la méme
| couleur. Déterminer :
a) le nombre de coloriages possibles ;

b) le nombre de coloriages utilisant exactement deux des
trois couleurs disponibles ;

'¢) le nombre de coloriages utilisant au moins une fois les
trois couleurs disponibles.

@ * On lance trois fois de suite un dé tétraédrique équi-
libré dont les faces sont numérotées de 1 a 4.

| Un résultat est un triplet (a ;& ;¢) ,00 a, b et ¢ sont des

| entiers compris entre 1 et 4.
| 1% Dénombrer tous les résultats,
12° Calculer la probabilité d’avoir :

la)a=b=c; b azb et a#c; cas>hb e b=c.

' @ * A partir des lettres des mols ARBRE, TRONC et
FEUILLE, on forme un mot de trois lettres, ayant ou non

une signification.

La premiére lettre est une lettre au hasard du mot ARBRE, la

seconde une lettre au hasard du mot TRONC et la troisiéme une

lettre au hasard du mot FEUILLE.

1° Combien peut-on former de mots au total 7

2° Quelle est la probabilité de former un mot :
a) se terminant par un L ?

'b) avec au moins un E ?
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@ Sept chevaux, deux bais et cing noirs, participent a des
exercices d’équitation.
On les différencie les uns des autres par leur harnachement.

Trois de ces chevaux entrent 'un aprés 1'autre dans un

manege.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A:
B : «un seul des trois chevaux est bai ».

« les trois chevaux sont noirs » ;

@ % Jean et Pauline répondent a une invitation.
Cing autres personnes sont présentes.
1? Les sept participants sont placés du méme c6té d’une table

rectangulaire.
"8 8 8 0 B8

| a) Dénombrer les dispositions possibles.
!b} Quelle est la probabilité que Jean et Pauline ne soient pas
| assis 1'un & cOté de 1'autre ?

2° Reprendre les questions a) et b) dans le cas ol les sept
participants sont placés autour d'une table ronde.

@On écrit chacune des 26 lettres de 1'alphabet sur un
carton, on met les cartons dans un sac et on tire au
| hasard simultanément six cartons.

| 1° Dénombrer les tirages possibles.

2° Déterminer la probabilité pour que le tirage :

a) contienne les lettres P et C;

b) ne contienne ni P, ni C.

3° Déterminer la probabilité des événements suivants :

a) le tirage contient autant de voyelles que de consonnes ;
b) le tirage contient au moins deux consonnes ;

¢) le tirage contient au plus deux voyelles ;

d) le tirage contient au moins une consonne et au moins une
voyelle.

@ % Neuf points sont disposés o0 e
comme 1'indique la figure ci-contre. : : :

| 1° De combien de facons peut-on choisir quatre points ?
|

2° Quelle est la probabilité que sur les quatre points choisis
| trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés ?




[ @ Lors d'un recrutement, un chef d’entreprise doit
| choisir 5 personnes parmi 21 candidats, 13 femmes et
| 8 hommes.

1° Dénombrer les choix possibles de recrutement.

27 Quelle est la probabilité qu'il choisisse :
a) deux femmes et trois hommes ;

b) au moins une femme ;

.

| ¢) au moins une personne de chaque sexe.

@ On dispose d’un damier carré de cinq cases sur cing,
placé dans une position fixe sur lequel on veut placer

| cing jetons indiscernables, sur cing cases différentes.
i

Quelle est la probabilité des événements suivants :
A: «un jeton exactement est placé par colonne et par
ligne » ;

B : «aucun jeton n'est sur une diagonale » ;

| C: «quatre jetons sont sur une diagonale, le jeton restant
| n’étant pas sur 1'autre diagonale » ;

D : «au plus un jeton est placé sur un des quatre coins du
| damier » ;

! E : « une colonne est vide ».

| @ % Dans le tiroir de son armoire, Romain posséde cing
' paires de chaussettes noires, trois paires de chaussettes
vertes et deux paires de chaussettes rouges.

Ces chaussettes se trouvent mélangées dans le plus grand
désordre. Romain, pressé, prend, parfaitement au hasard,
deux chaussettes dans le tiroir.

1° a) Calculer, a 0,01 prés par défaut, la probabilité¢ que
Romain ait pris deux chaussettes noires.

b) Calculer, & 0,01 prés par défaut, la probabilité que Romain
| ait pris deux chaussettes de la méme couleur.

|

|2° On suppose que les nombres de paires de chaussettes
: vertes et rouges restent inchangés.

| Déterminer le nombre n de chaussettes noires devant se
[ trouver dans le tiroir pour que Romain prenne deux chaus-

; Rell 2
setles noires avec une probabilité de 7

' @ * Le morse utilise deux signaux : le point e et le trait —.

On forme avec ces 2 signaux des séquences de lon-
| gueurs différentes.
| Par exemple, @ @ — — e est une séquence de longueur 5.

[ 1° Déterminer le nombre de séquences de longueur 5 que l'on
| peut former,

{2°a) n étant un entier naturel non nul, déterminer le nombre
de séquences de longueur n que I'on peut former.

| b) Déterminer la plus petite valeur de n permettant de coder
| les 26 lettres de 1'alphabet et les 10 chiffres avec des séquen-
| ces toutes de longueur n .

13°a) n éant un entier naturel non nul, déterminer le nombre
| de séquences de longueur au plus n que I'on peut former.

| b) Déterminer la plus petite valeur de n permettant de coder
les 26 lettres de I’alphabet et les 10 chiffres avec des séquen-
I ces de longueur au plus n.

r @ * D'un jeu de 32 cartes, on extrait simultanément
| 6 cartes, on obtient une main de 6 cartes.

| Dénombrer les mains contenant :

| a) au moins un ceeur ;

b) les 4 as ;

¢) exactement 2 ceeurs et 3 carreaux ;
'd) exactement 3 caeurs et 2 as ;

e) au moins 4 ceeurs et au moins 2 as.

[ @ * % Une boite contient 4 boules rouges, 3 boules vertes
et nboules jaunes, n étant un entier supérieur ou
égal a 2.
On tire simultanément deux boules de la boite et on suppose
| que tous les tirages sont équiprobables.
|
1% Exprimer en
événements :
A : «les deux boules sont jaunes » ;
B : « le tirage est unicolore » ;

C : «le tirage est bicolore ».

fonction de n les probabilités des

2° Dans cette question, on suppose que la probabilité de A

13

3° Dans cette question, on suppose que n vaut 7.

est . En déduire n et les probabilités de B et C.

On répete dix fois I'expérience en remettant dans la boite,
aprés chaque tirage, les deux boules tirées.

X est la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de réa-
lisations de 1'événement B .

'a) Calculer la probabilité des événements :
(X=2) et (X=9).

b) Calculer I'espérance de X et en donner une interprétation.

|@ * % Dépistage d’une maladie
i On étudie dans ce probléme un cas concret afin de
| minimiser le coiit du dépistage d’une maladie.
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exercices

(La méthode décrite a systématiquement été utilisée par .@ * % Loi uniforme sur [a ; b]
|I'armée américaine durant la Seconde Guerre mondiale.) ’ La loi uniforme sur un intervalle [a;b] .ot a et b

‘Le but de cet exercice est de comparer I'efficacité, par rap- | sont deux réels tels que a<b , modélise le tirage au hasard
port au coiit. de deux méthodes de dépistage d’une maladie |d’un réel dans Uintervalle [a; b] .

concernant statistiquement 1% de la population, sur un |gje est caractérisée par la propriété suivante :

saomble ge 1. 000 Btkenoes, «la probabilité de tout intervalle est proportionnelle a son

On consideére que les résultats des tests individuels consti- ‘amplitude. »

|tuent des événements indépendants. = .
On admet que la loi uniforme sur [a ; b] est une loi a4 den-

sité continue, c'est-a-dire qu’il existe une fonction continue f
définie sur [a:b] et telle que, pour tout ¢=<d dans

| Dans la méthode A, on effectue 1 000 analyses individuelles
| {méthode exhaustive).

'Dans la méthode B. on répartit les 1000 personnes en 7
En groupes de r personnes (donc n-r=1 000 ). [[a:b], P([c; d]):j f(r) dr .

;Dans chaque groupe, on mélange les r prélévements pour en | i " ) )
faire une seule analyse, ce qui conduit A une premiére séric | On se propose ici de déterminer la fonction f.

(de n analyses. 1° Soit F une primitive de f.

i=Un BNIpo T8 négatif lorsqu'aucun des individus qui le | 5y pemontrer qu'il existe un réel  tel que, pour tous réels ¢
composent n’est malade. et d de [a;b] telsque e<d ,ona:

'~ Sinon, le groupe est positif et I’on procéde alors & une nou- F(d)-F(c)=kx(d—-c) .

.vellc analyse de sang de chacune des r personnes de ce b) Soit x, € [a: b] ; justifier la dérivabilité de F en x, et
| Eroupe. | préciser la valeur de F'(x,) .

'1° Etude de la méthode B |En déduire que f est constante sur [a ; b] .

! Gt ; et R

|8) Quelle est la probabilité p. pour qu'un groupe donné soit |30 g) A aide de I'égalité P([a; b])=1 , préciser I'expres-
 négatif ? |sion de f(t) pourtout t de [a:b] .

?En déduire la probabilité g pour que ce groupe soit positif. b) Tracer la représentation graphique de f sur [a:b] et
b) Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de groupes |interpréter graphiguement les résultats obtenus ci-dessus (on
 positifs, prendra a=-1 et b=4).

Montrer que Y suit une loi binomiale de paramétres g0 Application

(n:q). On choisit au hasard un nombre dans I'intervalle [-1 ;4] .

En déduire I'espérance E(Y) de la variable aléatoire Y. a) Quelle est la probabilité qu'il appartienne 2 [0 : 1] ?

¢) Si ¥ désigne le nombre de groupes positifs, calculer le | b) Quelle est la probabilité qu'il soit inféricur 3 —0,39
nombre d’analyses faites au total avec la méthode B. | sachant qu’il est négatif ?
| X désignant la variable aléatoire égale au nombre d'analyses
|effectuées avec la méthode B, calculer I'espérance mathéma-

|tique de X .

' %% Un skieur doit traverser un glacier en suivant une
piste de longueur 1 km,

|2° Comparaison des méthodes A et B La probabilité pour qu’il rencontre une crevasse sur son che-
|min est p.

a) En remplagant 0,99r:(1 - L] par sa valeur appro-

100 | Si cette crevasse existe, sa répartition sur le chemin suit une

ihaa ]_I{T , montrer que : If}i uniforme sur [0 ;1] .
0 A la distance d du point de départ (0 <d < 1) se trouve un
E(X)= 10[, e @) } refuge, ol le skieur peut se reposer un instant.
: : T i On note C I'événement : « la crevasse existe effectivement
| b) Soit la fonction f définie sur [0 ;1 000] par: 'sur le chemin parcouru par le skieur » ;

flx)=10 (_r + @J . A : « il existe une crevasse entre le départ et le refuge » ;
x
' B : «il exist revasse entre le ref t Parrivée » .
IDresser le tableau des variations de f. [ e SIRCHATE VR SRR TN S Rl DO
Résoudre I'équation  f(x)=1 000 , a) Interpréter les probabilités :
et I'inéquation  f(x) <1 000 . Pc(A) et Pe(B) ,
'¢) En déduire les valeurs de r pour lesquelles la méthode B | puis exprimer ces probabilités en fonction de d .

‘est moins colteuse que la méthode A, ainsi que la valeur de fh) Construire un arbre des possibilités faisant intervenir C,
r minimisant le coiit de la méthode B. C LAY
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|Calculer P(A) et P(B) en fonction de p et d. |a) Le « carbone 14 » a une demi-vie de 5 730 années ; calcu-

'¢) Sachant que le skieur est parvenu sans encombre au | ler sa constante de désintégration annuelle.

|refuge, quelle est la probabilité pour qu’il rencontre la cre- fb) La constante de désintégration annuelle de I'uranium 238

| vasse sur la suite du parcours ? lestde 1,54 10-'" environ.
‘Combien vaut cette probabilité si p=1 ? Interpréter le |Quelle demi-vie peut-on en déduire pour 1'uranium 238 ?
|Tésultat.

Pour les exercices 62 et 63 :
;‘@ * % Désintégration radioactive
On considére la fonction f définie sur [0 ; +eof par: Densité d’une loi de probabilité
fx)=e*; sur un intervalle [a ; b]
Soit [a ; b] un intervalle.
T 3y sk . _ La fonction numérique f définie et continue sur
1° Etudier la fonction f et tracer sa représentation graphique. [a;b] estune densité de probabilité sur [a; b] , si

P est la loi de probabilité de densité f sur [0 ; +eo] .

2°a) Caleuler P([0; 1]) et interpréter graphiquement cette
|quantité. En déduire la valeur de P([1 ; +<=[) .

'b) On appelle s un réel positif quelconque. Dans ces conditions, si P désigne la loi de probabi-
lité de densité f, quels que soient les réels ¢ et d de
[a;b] telsque c=d ,ona:

[ est positive sur [a ; b] et si Ib flyde=1 .

| Calculer la probabilité conditionnelle :
' Pll._+ml{[l;1+.s‘]}.

d
3°a) Soit 5 et r deux réels positifs quelconques, P([c; d]) =I f(e) dr .
| L
| Calculer la probabilité conditionnelle :
P vt st 45]) @ 1° a) Démontrer que la fonction f: tr>41% est la
| Cette quantité dépend-elle de ¢ ? densité d’une loi de probabilité définie sur [0 1] .

b) I est un intervalle contenu dans [0 ; +eo[ ; on admetque |b) Calculer P([0,25:0,75]) .

P(I) est la probabilité pour un noyau radioactif donné d’une

| certaine substance radioactive de se désintégrer a un instant ¢

appartenant 2 /. En quoi le résultat du 3° a) justifie-t-il le

'nom de « loi de durée de vie sans vieillissement» pour P ? |a) Déterminer la valeur du réel &, puis étudier et représenter
 graphiquement la fonction g sur [1; 10] .

: @ Lt diak s il e ib_} Calculer les probabilités P7([1:;5]) et P/([5:10]) ;

; ] : | représenter graphiquement ces quantités sur la figure réalisée
On appelle P la «loi de durée de vie sans . précédemment.

vieillissement » sur [0 ; +eo|[ de parametre A>0 .

Ce paramétre A est attaché & une substance radioactive, et
on admet que, si I est un intervalle contenu dans [0 ; +eo[ |
P(I) désigne la probabilité pour un noyau donné de cetie
substance de se désintégrer a un instant [ appartenant a [I.

|2° Soit P’ une loi de probabilité sur [1 : 10] , de densité :
g:t+> k=%, ol k estune constante positive.

|Comparer les amplitudes et les probabilités des intervalles
[1;5] et [5;10] ; commenter en comparant & la loi uni-
forme sur [0: 1] .

%% On consideére la fonction f définie sur I'intervalle
1°¢ et s désignent deux réels posiltifs. [0:1] par:

Calculer P([r:t+s]) ; que représente ce nombre ? . F(x)=Fk+x? .o k estun réel fixé.

2°0On sait qu'un noyau n’est pas désintégré a U'instant 7. |1° Déterminer la valeur de k sachant que f est la densité
Quelle est la probabilité qu’il se désintégre entre les instants | g°ype Joi de probabilité P sur [0: 1] .

+5 ? t dépend-il de 1 ? ; S .
# S 1 Lo KU Oencnttt Ce Représenter graphiquement la fonction f.

3% a) Calculer en fonction de A le temps 7 tel que:

i o - y g . 1 . l . .

P[0 ; ‘r])z% ‘ I2 Calculer les probabilités P([U : 2-‘) et P([Z : ID ;

Ce nombre 7 est appelé la demi-vie, ou période, de I'élé- ireprésenter ces quantités sur le graphique précédemment
tracé.

ment radioactif considéré.
b) Quelle est la probabilité pour qu’un noyau donné se désin- | 3° Déterminer le réel a tel que:

tégre entre les instants ¢ et ¢+ 7 sachant qu'il n'est pas i "
ST ; Pllzsal[=L]|0:5
désintégré & I'instant 1?7 ' @y 2
4° La demi-vie 7 et la constante A sont trés variables d’'un | 4° Existe-t-il deux intervalles de méme amplitude et de méme
| élément radioactif & ’autre. | probabilité suivant la loi P ?

Chapitre 9 » LOIS DE PROBABILITE




exercices

_® %% Exemple de « distribution normale »
Une chaine de fabrication produit des piéces circulaires.
A. En sortie de chaine, on a prélevé un échantillon de

1 000 piéces, pour lesquelles on a calculé 1'écart, en millime-
tres, entre le rayon idéal ct le rayon observé.

Les résultats sont les suivants :

[-09:-08[:0; [-08;-07[:1 ;
[-07:-06[:4 : [-06:-05]:21:
[-05;:-04[:37 ; [-04:;-03[:78 ;

[-03:-02[:100 ; [-0,2;-0,1[:123 ;
0,1 00130 [0:000: 127 J0.1 2 0.2 122
[0,2;03[: 103 ; [0,3:;04[:75: [04:05[:43 ;

OS5 060 260 A TRTEET G
[0,7:0.8(:2 ; [08;09[:1.

1° Tracer I’histogramme de cette série statistique, en prenant
pour unités 10 ¢m pour 1 mm sur I'axe des abscisses et 1 ¢cm?
pour 10 pigces.

Quelle est I'aire totale des rectangles ainsi construits ?

2° Calculer les fréquences correspondant :

a) aux pieéces dont I'écart entre le rayon mesuré et le rayon
idéal appartient 2 [-0,3:03] .

b) aux pieces dont 1'écart entre le rayon mesuré et le rayon
idéal appartient 2 [0,6 ;1] .

¢) aux pieces dont I'écart entre le rayon mesuré ct le rayon
idéal appartient a [-0,7 ; -0.5] .

B. Les conditions de fabrication sont telles que la variable
étudiée en A. peut étre considérée comme continue.

Devant les résultats obtenus, un statisticien propose de modé-
liser la situation a 1’aide d’une loi de probabilité dont la den-
sité f ( fest une approximation) est définie sur R par:

gt
F(r)=133e018

On admet que f permet de définir la densité d une probabi-

lité sur | .

1° Etudier les variations de f sur K.

2° a) Calculer les images par f desréelsde —1 2 1avecle

pas 0,1.

b) Tracer la représentation graphique de f dans un repere

orthonormal (unité graphique : 10 cm) ;

3° On admet que 1’aire, comprise entre la courbe de f sur B

et I'axe des abscisses, est égale a 1.

a) Que représente, en unité d’aire, un carré de cbté 1 cm sur

la figure ?

b) En déduire des valeurs approchées des probabilités :
P([-0,3;03]) , P([06;1]) et P([-0,7;-0,5]) .
Comparer ces résultats & ceux obtenus sur I’échantillon étudié

en A.

L’approximation proposée par la loi de densité [ semble-t-elle
convenable ?

@ On désire fabriquer une plague en

plastique dont la forme «idéale » est
un rectangle de longueur 21 cm et de largeur
15em. Les conditions de fabrication sont
telles que chacun des cOtés est soumis a une
variation de longueur de plus ou moins
]l mm indépendamment des trois autres
cbtés (le boitier n’est donc pas en général un
i rectangle...).

|On a mesuré les dimensions (en cm) d'un
: échantillon de 50 plaques en sortie de fabri-
| cation et les résultats obtenus sont consignés
|dans le tableau fourni.

1° a) Compte tenu des conditions de fabri-
!cation, a quels intervalles les mesures des
| différents c6tés appartiennent-elles ?

'b) En déduire que le périmétre de la plaque
varie dans 'intervalle [71,6 ;72,4] .

27 En se reportant aux 50 résultats mesurés

$i+BGEEEEasaGEeEsacEcEaE

R H T

pour la dimension L1, motiver le choix d'une loi équirépartie dans [20,9 ; 21,1] pour L1,

On admettra 1"équirépartition pour les quatre dimensions dans chacun des intervalles obtenus en 1° a).

[3° A P'aide des résultats relevés pour le périmétre dans cet échantillon, peut-on suggérer une loi équirépartie dans

' [7106;72.4] pour cette grandeur ?
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Nombres
complexes

Représentation p.258

* associer un nombre complexe
et un point du plan

* reconnaitre et utiliser
une forme algébrique

" Calculer avec
les nombres complexes p.260

» effectuer des opérations et les interpréte
géométriquement dans certains cas

» utiliser le conjugué
d’un nombre complexe

¥ Equations du second degré
" coefficients réels  p.262

» formules de résolution

¥ Module et argument  p.263

» faire le lien entre forme algébrique
et formes trigonométriques

* connaitre les propriétés du module

_etdes arguments

* utiliser la notation exponentielle

Nombres complexes
etgéométrie ~ p.266

* interpréter géométriquement un module
et un argument
* reconnaitre une transformation du plan




a Approche historique)

M Equations du troisiéme degré

Au xvi© siecle, des mathématiciens italiens de la Renaissance travaillerent sur la résolution des équations
du troisieme degré.
Afin de calculer des solutions, réelles pour certaines, ils furent amenés a introduire des nombres non réels.

1 Formule de CARDAN

En 1545, Jérdme CARDAN publie I'Ars Magna, dans lequel il fournit des formules de résolution d’une
équation de la forme x3=px+q , avec p et g entiers strictement positifs.
Il développe et compléte des méthodes empruntées a Nicolo TARTAGLIA et découvre que :

4p°-2742=<0,

si
3 AT 27q% - 4p3
alors le réel positif g+ % #* % N axa est solution de 1’équation.

Dans cette formule, le nombre noté ‘.fj-r ,pour x dans [0; +eo[ , est le nombre positif qui, élevé aun
cube, donne x. On l'appelle racine cubique de x .

a) Vérifier que I’équation x3=15x+4 admet une solution entiére positive a .

b) En factorisant x3 —15x—~4 par (x—a) , achever la résolution.

2 L’audace de BoMBELLI

La formule de CARDAN appliquée a I’équation précédente fait apparaitre la racine carrée du nombre
strictement négatif : — 121 .

En 1572, afin de tenter de rendre générale la méthode de CARDAN, Raphaél BoMBELLI introduit un nombre
piit di meno, noté i en 1777 par EULER, et vérifiant i2=-1 .
Ainsi —=121=121x(-=1) estle carré de 11i.

a) En utilisant les mémes régles de calcul que dans R et en remplagant i par —1 , montrer que :
+iyP=2+11i et (2-iP=2-1li.

b) Quelle est alors la solution réelle donnée par la formule de CARDAN ?

Par I'intermédiaire de nombres nouveaux, BOMBELLI retrouve une des solutions réelles de I’'équation.
L’introduction du nombre i semble alors justifiée algébriquement.

Conjointement, il énonce les régles de calcul sur ces nombres.

L’apparition au xvi€ siécle de ces nouveaux nombres entraina de vives polémiques.

En 1637, DESCARTES leur donna le nom d’imaginaires. 11 fallut attendre deux siécles pour qu’ils obtiennent
de la communauté mathématique un réel statut.

B Représentation géométrique

A la fin du xvi® siecle et au début du En 1811, Gauss écrit :

XIX®¢, WESSEL ¢t ARGAND proposent de «..de méme qu’on peut se représenter tout le domaine des quantités
représenter le nombre imaginaire x +iy , réelles au moyen d'une ligne droite indéfinie, de méme on peut se
représenter le domaine complet de toutes les quantités, les réelles et
les imaginaires, au moyen d'un plan indéfini, ou chaque point
déterminé par son abscisse x et son ordonnée y représente en
méme femps la quantité x+iy .»

avec x et y réels, par le point de
coordonnées (x;y) dans le plan muni
d'un repére orthonormal.
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1 Donner les nombres imaginaires a, b, ¢, d et e associés A |
respectivement & chacun des points A, B, C, D et E. N O =

2 Construire le vecteur OS=0A+OC et donner le nombre M R K| _1+A ! 4B
imaginaire s que représente S . Etablir une relation entre 5, a et c. byt

3 Construire le vecteur OP =30B et donner le nombre imaginaire p L e ]
qui représente P . Etablir une relation entre p et b . '

Cette représentation géométrique des nombres iméginaires. donnant du sens aux calculs algébriques, fit
taire les réticences. Ces nombres finirent par étre adoptés et en 1831, Gauss leur donna le nom de nombres
complexes.

@ Coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes)

Soit (O ; i) un repére polaire du plan et (O ; &, V) le repere orthonormal direct associé.
1., =
2' 4
b) Calculer les coordonnées cartésiennes de F et G dans le repére (O ; &, V) .

1 a) Placer les points F et G de coordonnées polaires [2 : %’T) et [ ) dans (O :u) .

2 Soit H le point de coordonnées cartésiennes (1 ; Jé) dans (O W, V) .
Déterminer un couple (r ; 8) de coordonnées polaires du point H dans (O ; u) .

3 M étant un point distinct de O de coordonnées polaires (r; §) dans (O ;i) , onnote M, et M,
ses symétriques respectifs par rapport 2 O et a 'axe (Ox) .
Comparer les coordonnées polaires des points M, et M, acelles de M.

@ Trigonométrie)

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct (O ; &, V) , on considére le o |
cercle trigonométrique €. A e R
N. Vv 5_:It R
f L \
1 N, P et Q sont les points du cercle € respectivement associés aux réels { \6 i |
S ™ 2m . . \" aNGE |
T === 4 Déterminer les coordonnées de chacun de ces points. \( Pa 4 /
3P
2 Soit M et M’ des points du cercle €, M d’abscisse % et M A
3

d’ordonnée g ¢
Quelles sont les positions possibles de M sur % ? Pour chacune de ces positions, déterminer une mesure
en radians de 1’angle orienté (it, OM) . Faire de méme pour le point M” .

B Remarque
Si x est une mesure en radians de I’angle orienté (&, OM) , alors tous les nombres x + kX 2w , avec k
entier relatif, sont des mesures de cet angle. On écrit (i, OM)=x (2m) .ol (2m) se lit « modulo 27 ».

3 Sans utiliser de calculatrice, déterminer 6 vérifiant les conditions données.

a)cosﬂ'-—%, sin8=§ et O0<fO<2m7; b)cos8=0, sir19=~%2 et —-w<fl<m;
c)c0s9=§, sin9=% et —g<6<37ﬂ; d)cos{J:-g, sin =0 e -—-w<l<w.
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a Nombre complexe — Représentation)

1.1 Définition

Un nombre complexe est un nombre de la forme x+iy , ol x et y sont deux nombres
réels et i est un nombre imaginaire vérifiant i*=-1 .

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct (O ;ii, V) . a tout point M correspond un
couple (x;y) de réels, celui de ses coordonnées.

Réciproquement, a tout couple de réels correspond un unique point de ce plan.

Ainsi, on peut établir une correspondance entre les points du plan et les nombres complexes, souvent
notés avec la lettre z.

1.2 Représentation géométrique

Le nombre complexe x+iy est l'affixe du point
M(x;y) ou du vecteur OM . !
On écrit x+iy=z,, =255 ou M(x+1y)
qu’on lit « le point M d’affixe x +1iy ».

Le point M(x;y) est'imagede x+iy .

Le vecteur OM est le vecteur image de x +iy .

*Le plan muni d’un repere orthonormal direct dans lequel on -

représente les nombres complexes est appelé plan complexe. imaginaire

* Tout point de I’axe des abscisses est I'image d'un nombre |

complexe de la forme x+i0 , avec x réel, noté simplement x . v axe
Par exemple, -3 +0i=-3 et 0+0i=0 . Olu réel
Ainsi, P'ensemble des complexes C contient l'ensemble des

réels R.
Tout peint de I’axe des ordonnées est I’'image d’un nombre complexe de la forme 0 +iy , avec y
réel, noté simplement iy, et dit imaginaire pur.
Par exemple, 0+ 5i=5i .
Pour ces raisons :
I’axe des abscisses (Ox) est I'axe réel et 'axe des ordonnées (Oy) est I'axe imaginaire.

Exemples ittt Joaiintetrds s
Soit les points A, B, C et D de la figure ci-contre. ' Th_ w_+C !
-3 +2i est!'affixede A et —-2i est I'affixe de B. et —> I

[ | 9w |D|
C est I'image du complexe 2+1i et D est I'image duréel 1. bty ol | [ LW oy
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1.3 Forme algébrique théoréme

Tout nombre complexe z admet une écriture unique de la forme x+1iy , ol x et y sont
deux nombres réels.
Cette écriture est la forme algébrique de z avec:

x, la partie réelle de z, notée Re(z) :

v, la partie lmagmalre de z,notée Im(z) .

Attention | La partie imaginaire d’un nombre complexe est un réel.
Par exemple, 3+i(5+2i) n’est pas sous forme algébrique, car 5+ 21 n’est pas réel.

Soit z un nombre complexe, alors :

z est réel si, et seulement si, sa partie imaginaire est nulle ;

z est imaginaire pur si, et seulement si, sa partie réelle est nulle .

Enolfinisl

En particulier, un nombre complexe est nul si, et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont simultanément nulles :
pour x€ R et ye R, x+iy=0 <= x=0 et y=0.

Exemples
Soit @ et b dans R et z=(2a-b)+i(b~1) .
2a-be R et b-1€ R , donc z est sous forme algébrique.

z est imaginaire pur si, et seulement si, a et b vérifient la relation Z2a=#& .

1.4 Conjugué définition
j M@
Pour tout nombre complexe z de forme algébrique x+1y , " &
le conjugué de z est le nombre complexe x—iy ,noté Z . TM @
1

Le point M (z) estle symétrique de M(z) par rapport a I'axe des abscisses (Ox) .

Un nombre complexe et son conjugué ont méme partie réelle et des parties imaginaires opposées.

Exemples
*Le conjugué de 2+3i est 2-31i .

eSi z=—.3-4i,alors z=-3+4i.
P Voir Exercices 1. a4
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@ Calculer avec les nombres complexes)

2.1 Somme - Produit

Dans le plan complcxc, soit les points M et M’ d’affixes respectives z=x+iy et Z'=x"+iy’,
avec X, y, : o cty réels.
Ona OM+OM’=0S , avec le point S tel que OMSM’

est un parallélogramme. On en déduit : Sz+z2)
S(x+x";y+y) ou § daffixe (x+x)+i(y+y’) . M) ' Pk2)
Soit k unréel. Ona OP=kOM : “\M@)

si k#0 , P est!'image de M par I"homothétie de centre O
et de rapport k, =
etsi k=0, P estconfondu avec O. 7 R
Ainsi, O, M et P sont toujours alignés. On en déduit :
P(kx ; ky) ou P d’affixe (kx)+i(ky) .

Définitions
Soit un réel k et les nombres complexes z et z' de forme algébrique x+iy et x"+i)’

*La somme de z et z' est le nombre complexe z+z' =(x+x")+i(y+y’) .
* Le produit de z et du réel k est le nombre complexe k-z=(kx)+i(ky) .

*Le produit de z et z’ estle nombre complexe z-z'=(xx'—yy’) +i(xy’ +xy) .

o Remarques

* Ainsi, zgz+ Zowi = Loiis o ©t k- 2551 = 2o -

Plus généralement, pour tous vecteurs w et 7 ,ettoutréel k, zo+z;=2z5,; et k- 2=z .

» Lorsque z est réel, I’écriture algébrique du produit z-z" est cohérente avec celle du produit avec un réel.

* On peut démontrer que les propriétés de 'addition et de la multiplication dans C sont celles de I'addition
et de la multiplication dans R .

*Pour k=-1,ona (=1)z=(=x)+i(-y) ,noté —z , qui est

I'oppos¢ de z.Ona —z=-x-iy . M'(z) s
M,(~7) est le symétrique de M(z) par rapportd O . MMz
« MM'=0M'+(—~OM ) a pour affixe z*+(-z) . M(z)

Exemple
2 ) , _ P CTIA2LIH (2450 )
Soit z=—14+2i et z’=2+5i1. (-1+2i.)*(2+5i1.% :
P =1d=i
Ona z+z' =(-1+2)+i1(2+5)=1+71,
et z: 2= (=142i)(2+51)==2-5i+4i+10i?==12-i . B> Voir Exercices 5 a 15
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2.2 Quotient

2.3

Soit z un nombre complexe.
On cherche s’il existe un nombre complexe Z tel que z:Z =1 , c’est-a-dire si le nombre complexe

z admet un inverse.

Onpose z=x+1iy ,avec x et y réels, alors Zz=x-1y , et on remarque que :
zoz=(x+iy)(x—iy)=(2+y) +i(x(-y)+xy)=xZ+y>, qui est un réel positif.

Or, ¥*+y?=0 <> x=0 et y=0 <= x+iy=0.

Z . +Z gl : x—i
Comme z-z=x2+y2 ,si z#0 ,alors ——— =1 , ¢’est-a-dire (x+1y)x—-2——-!5=l :
x2+y? =y

Tout nombre complexe z non nul de forme algébrique x+iy admet un inverse, noté % !

ST S

z x4 y2 x% + y2 '
Le quotient ZE est alors le produit z” x % :
@ Exemple

Soit z=.3-2i et z’=1+i

ong ot JBe2i . < . JBa2i B .2
z f3-2i (SBB-2i)(B+2i) 3+4 T 77
¥ st o (F0A+21 _ BsZisifi~2_JBH-2 . B+2
et == = = = +1i .
z f3-2i (SB-20(S3+21) I+4 7 7

B Voir Exercices 16 a 19

Propriétés du conjugué d’un nombre complexe

Pour tout nombre complexe z de forme algébrique z=x+1iy , son conjugué est z=x—1y .

e¥=z  ez47=2-Re(x)=2r  *z-Z=2i-Im(z2)=2iy  ez-F=xl+)?

~ *zest réel si, et seulement si, sor

L=siR

Eneffet, zestréel < Im(z)=0 < z-z=0 < z=z,
et zestimaginaire pur <= Re(z)=0 <= z+z=

=

(1]
]
I

ra

eTht =EaTn o

.- Veoir Exercice résolu 1 ; Exercices 27 a 31
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a, b et ¢ étant trois réels donnés, avec a non nul, on pose A=5h’-4ac .
A est le discriminant de az® + bz +c .
Dans C,1'équation az’?+ bz +c¢=0 admet toujours deux solutions (confondues si A=0):

-b—-8 -b+d

il oy ™

ol & est un nombre complexe dont le carré est le discriminant §2=A .

o Démonstration
Soit a, b et ¢ dans R, avec a0 .

a

b b2-4ac)_
= a[(z+2—a) e :l—(}

5y A7 2
= a[[z+2a) ‘MJ—O ot A=b’—4ac

*S8i A=0,alors A estun carré et .&={.\/3.}2.
*Si A<0 ,alors A=-|A|=(i/[A])* ; A est encore un carré.

Dans tous les cas, on peut écrire A= 62 , ol § est un nombre complexe. Ainsi :

az?+bz+¢c=0 < a[(z+%]'z—(§%)1=0
<~ a[ +%+28}[2;+§%~2—5“]-0

<= g= (z+b+8)[z+b;3]=0

2 2a
-4 -b+38
= z= B g=—p .
; y - -b+38 -b-8 ;
L’équation a done deux solutions, o e T elles sont confondues si =0 .

On remarque que :
si A >0 , alors les solutions sont réelles distinctes :
si A=0 , alors les solutions sont confondues, on parle de solution double ;
si A <0 , alors les solutions sont complexes et conjuguées.

Et le trindbme az?+ bz +c se factorise toujours dans C.

o Exemple
On donne I'équation z>-4z+15=0 .Ona:

A=(=4)2—4x15=-44=(i./44)%=(2i J/11)? , et on pose 8=2i./11 .
Done I’équation posséde dans C deux solutions complexes conjuguées :

4 21./—_2 ,\/_ et z,= 4+221J_ 2+1~/—‘
B Voir T.D. 1 ; Exercices 32 a 35
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Module et argurnents)

4.1 Définition

Soit z un nombre complexe non nul, d’image M dans le plan muni d’un repére orthonormal
direct (O ; i, V) ayant pour coordonnées polaires (r; 6) dans (O H) .

On dit que :

r est le module de z,noté |z| ,et @ est un argument de z, r
noté arg z .

7
Ainsi  |z|l=r=0M et 8=(3,0M) (27). v

o Exemples

= D’aprés la figure ci-contre, par lecture graphique, on a:
|-2i|=0B=2 et arg (-25):% 2m) ;
|1|=0D=1 et arg(1)=0 (27); 1o .
|13+43i|=0E=3./2 et arg (3+3i)=§ (2m) : e Y Wb TETIAL
[OE] est I'une des diagonales d'un carré de coté 3 ; Py _O_‘)_'“
|-2|=0F=2 et arg(-2)=m (2w).

* M(cos 8+1isin 6) estun point du cercle trigonométrique :
|cos f+1sin 6|=1 et arg(cos @+isinf@)=60 (2m) .

Q Remarque

Si z=0 ,alors M esten O.La distance OM est nulle. On définit le module de 0 par |0|=0 .
Attention, 0 n’a pas d’argument.

4.2 Forme algébrique et formes trigonométriques

Pour tout nombre complexe z non nul, d’'image M de coordonnées cartésiennes (x;y) et
de coordonnées polaires (r; 6) ,ona:

« la forme algébrique « une forme trigonométrique
z=x+iy b !‘Cl‘:}SQ z=r(cos 6+ 1sin 6)
0 PR
avec x=rcos 6 /6 ; avec r=x2+yi=|z|,
et == rsin 6 = % é ; X = ¥
: FSH s M ‘et cos == et sin ==
r r
o Exemple
S I Y B 2 201 3
3011z_§+1T.0na r= (5] +(T] —E,douz—§(§+1?]. B‘“ _____ .
1 Ve 2
On est ramené & chercher # tel que cos 9=§ et sin 8=7 i g
\3 |
Lavaleurg convient pour #. D’ol, Iz|=§ et argz=g (2m) . o 1
- 2
On en déduit une forme trigonométrique de z : zzg [cos g+ isin g) :

B Voir Exercice S5
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4.3 Propriétés

Egalité
Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont méme module et
méme argument, a un multiple de 2w prés.

Produit

Pour tous nombres complexes z et z* non nuls:
lz:2'|=lz|-|2| et arg(z-2))=argz+argz (27).

o Démonstration

Soit z et z° deux nombres complexes non nuls. On pose arg z=60 (2m) et =6 (2m).
Dol z-z' =|z|(cos O+isin @) -|z’|(cos & +isin &)
z-7'=|z|-|Z’|[(cos 6 cos & —sin @- sin §') +i(cos 8- sin & + sin 6- cos 8')] .
On reconnait entre crochets les développements de cos (0+ @) et sin (8+6") ,d’ol:
z-72'=|z| |2’ |[cos (8+ &) +isin (6+ 6] .
Or, lzl-|2°|>0 et |cos(8+6')+isin(ﬂ+8')|=l , donc :
lz-2|=|zl- 12| et arg(z:-2)=argz+argz (2m).

Quotient
Pour tous nombres complexes z et z’ non nuls:
s | [IJ 2|7 (z’) ’
-|=— et arg |- |=—ar 2m e|l=|l="— ¢t arg (= |=ar —arg 7z (2w
S gl gz (2m) = gl gz —arg z (2m)
o Démonstration P Voir Exercices 46, 47, 49 a 53

3 o 1
Soit z un nombre complexe non nul, alors |z| est non nul. On utilise - T

« En prenant les modules, on a |%'z|=l 3

Comme le module d'un produit est Ie produit des modules, on obtient l%

zl =1,
A= 5 1 1
et, en divisant par |z| , on obtient - =m :

= En prenant un argument, on a arg G : z)= arg 1 (2w) .

Comme un argument d’un produit est la somme des arguments, on obtient :

arg G) +arg z=0 (2m), <C'est-d-dire arg G)=~arg z (2m) .

Conjugué — Opposé
* Pour tout nombre complexe z: » Pour tout complexe z#0 :
1zl =1zl ; et |-z|=lz] . e s arg ()=-arg z  (2m) ;
En effet : [t 18 arg (—z)=arg z+m (2m) .
OM,=0M et OM,=OM . 5 e
M;,(-2) M,(z)
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4.4 Notation exponentielle

Soit ¢ la fonction définie sur R par le nombre complexe @(#) = cos 8+ isin 6 , de module 1 et
d’argument le réel 6.

D’apres la propriété sur module et arguments d’un produit, pour tous réels fet 8 :
le(0) (8| =|e()] |e(8)|=1x1=1
et arg [@(0)  ¢(0')]=arg ¢(0) +arg ¢(8')=0+6 (27) .
Donc, le produit de deux images ¢(6) et (@) s’écrit:
o(0) - @(0)=cos (0+ &) +isin(8+6) ,
c’est-a-dire  @(8) - @(8)=@(0+6) .

Ainsi la fonction ¢ vérifie I’équation fonctionnelle caractéristique des fonctions exponentielles.
P Voir Chapitre 4

Si on admet que les régles de dérivation sont applicables aux fonctions a valeurs complexes, la
fonction ¢ est dérivable sur R et alors, pour tout réel @, on peut écrire :

@’ (8)=cos' (@) +isin' (8)=—sin B+icos §=i(cos O+1isin B)=i¢(0) .
Ainsi @ =i¢@ et @(0)=1 , par analogie avec les résultats du Chapitre 4, il est naturel de noter
@(0)=cos 6+isin @ sous la forme exponentielle ¢'?.

Forme exponentielle

Tout nombre complexe z non nul, de module r et d’argument @, admet une écriture de la
forme z=r-elf .

Cette écriture est une forme exponentielle de z .

Regles de calcul
Pour tous réels 6 et ¢ ,ona:
v il it = i(0+8) sl ST v E’i=ee(e'-9)
T oif :
P Exempfe P Veir Exercices 59 a 62
Soit z=.3+i et z’==1+i .Onpose f=argz (2m) et & =argz’ (2m) .
cos 6=-'"§ [T
Ona |z|=+/3+1=2 et , done 8=1—6T (27) et z=2¢ 6.
b et
sin 3
cos 9’=—% " ;3w
De plus, 1] =JT+1=42 et . donc @ =22 (27) et ainsi =2¢ % .
: 2 4
sin 8’ =22
2
Des propriétés sur module et argument, on déduit :
j2gl=ld 21=22 e arg(e-)=arg(@*arg()=F+30 =T (2m)

. . 3 Sfm 3w 11
i= i= K= e i
Ou bien, en utilisant la notation exponentielle, z-z2'=2e 6. 2e % = 22 ¢ (6 - ) =2.2¢

on reconnait I’ écriture sous forme exponentielle du nombre complexe de module 2./2 et d’argument —- .
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6 Nombres complexes et géométrie)

5.1 Distances, angles orientés propriétés
' Soit A, B et C trois points distincts deux a deux, d’affixes respectives Zys Iy €6 20

'|zB_ZA|=AB et }'1rg (ZS—ZA)=(EaE) (27)

ZB—.ZC CB (ZB_Z_C) St —2 _
¢ | — == t i | i V= (4. CB 7
Z4-2¢| CA - a-rg_zd__z_e_ (CA,CB) (2m)

o Démonstration
Soit A, B et C trois points distincts deux 2 deux, d'affixes respectives z,, zp et z..

* Soit M I'unique point du plan tel que OM =AB , alors z,,=z5-2z, . M(zp—24)
Ainsi |zz-z,|=|zyy|=OM=AB ,
et arg (z5-2,) = arg 2y, = (4, OM) = (ii, AB) (2m) . A%

o

« D’aprés le module d’un quotient et la propriété précédente :

Ip—Ic =|3s‘3c|=g_§
2s~2c| |24-2¢| CA~

D’aprés un argument d’un quotient et 'interprétation d’un argument d’une différence :

Ig—2 RS s — L
arg(rs zc)=arg(zB—zf-)—arg{z,\—zc)=(ii,CB)-(E,CA}:(E;’,CB)+(CA,ﬁ) Q2m) .
4 T A

¢’est-a-dire, en utilisant la relation de CHASLES :

ZB_ZC e

Les points A, B et C étant distincts deux a deux, on a:

o Remarque P Voir Exercices 65 a 73

M Soit Hw) et r>0.

L’ensemble des points M(z) défini par z—w=r-¢'? , o 0 décrit
[0; 2w , est le cercle de centre (2 et de rayon r.

En effet, on a :
> OM=|z-0|=|r e =r
et (i, OM)=arg (z—w)=0 , § décrivant [0 ;2%[ .
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5.2 Transformations du plan

Translation proposition

Soit z, z’ et b des nombres complexes, avec b I'affixe d’un point B donné.

La relation z'=z+b traduit que le point M’ d’affixe z’ estI'image du point M d’affixe
z par la translation de vecteur OB .

o Démonstration
M(z)
En partant de la relation, on a : M'(z + b)
glmg4h = i=z=h.
Or, z'—z estl'affixe de MM’ .
On traduit I'égalité par MM’ =0B |, c’est-a-dire M'(z) est I'image de B(b)
M(z) parla translation de vecteur OB .
Homothétie proposition

Soit z, z’ et @ des nombres complexes, ol @ est I'affixe d'un point {2 donné

et k un réel non nul.

La relation 7z’ — @ =k(z - @) traduit que le point M’ d’affixe z” est I'image du point M
d’affixe z par I’homothétie de centre {2 et de rapport k.

Démonstration
En partant de la relation, ona  z'—w=k(z-w) <> Igmpy=kipy -
Or, k zmp =2, - on est donc ramené & zg7 =2, » © est-a-dire OM = kOM .
M’(z") estl'image de M(z) par I'homothétic de centre (2 et de rapport k.

Rotation proposition
Soit z, z' et @ des nombres complexes, ou @ est 'affixe d’un point {2 donné et 6 un
réel.

La relation 7z’ — w=el?(z - @) traduit que le point M’ d’affixe z’ est I'image du point
M d’affixe z par la rotation de centre (2 et d’angle 0.

o Démonstration P Voir Exercice résolu2 : T.D. 2 et 3 3
Exercices 79 a 86

«Si M= _alors z=w ;donc '—w=0 , ¢'est-d-dire z"=w ; ainsi M" est confondu avec (2.

eSi M= ,alors 72w .
-

7-w=efz-0w) = 7#w=c”"
’ r
= u|=|c“’| et arg[z ””):9 (2)
&= L)
o, ST (OM, OM’y=6 (2m)

oM ~
— OM'=0M et (OM.OM')=6 (2u) .
Ce qui signifie que le point M’(z’) est 'image de M(z) par la rotation de centre {2 et d'angle 6.
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@ Réel ou imaginaire @

Dans le plan complexe, déterminer I’ensemble des points M d’affixe z pour lesquels le point M :
d'affixe Z=2z-Z4+2z(2+1)+Z(2+3i)+ 1 appartient :

1° & I'axe réel ; 2° a I’axe imaginaire.

P Voir Exercices 30 er 31

« Méthode (D)

On pose z=x+1iy ,avec x et y réels.
Alors :
Z=X2 4y + (x+iy)2+i)+(x-iy)(2+3i)+1
=x24+y2+ [2x—y+i(x+2y)]
+[(2x+3y) +i(3x-2y)] + 1
=(x2+y2+4x+2y+1)+i(4x) .

Ainsi, on obtient :
Re(Z)=x2+y2+4x+2y+1
et Im(Z)=4x .

1° Le point M’ estsur'axe (Ox) si, et sculement
si, son affixe Z est un réel :
Z estréel. <> 4x=0 5 x=0.

Or, x=0 est une équation de 1’axe des ordonnées.

Donc I’'ensemble des points M(z) pour lesquels M’
estsur (Ox) ,estl’axe (Qy) .

2°Lepoint M’ estsurl’axe (Ov) si, et seulement
si, Z est imaginaire pur
Z imaginaire pur

<= XX4+y+4x+2y+1=0

<= (2 +H4x)+ (¥ +2y)=-1

<= (x+2) 2 -d4+(y+1)P2-1=-1

<= (x+2)2+(y+1)2=4.

Or, (x+2)*+(y+1)>=4 est une équation du
cercle de centre 2(—2;—1) et de rayon 2.

L'ensemble des points M(z) ., pour lesquels M’ est
sur (Qy) , est ce cercle.
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M5 (-81)

* Méthode (2)

D’apres les propriétés sur les conjugués :
Z=7-2+72-D)+z2(2-31)+ 1

1° Zestunréel <= Z=2Z < Z-Z=0
<> -4i(z+7)=0
=» F=-—z.
Ainsi, le point M’ estsur (Ox) si, et seulement si,
le point M estsur (Qy) .
L’ensemble cherché est donc (Oy) .

2° Z est imaginaire pur <> Z=-7

<= Z+Z=0

= 27-z+4@z+D+2i(z-z2)+2=0.
Onpose x=Re (z) et y=Im (z) .
Comme z-z=x2+y?, z+47=2x et 7—-z=-2iy;
on retrouve |'équation obtenue par la méthode

précédente.
On conclut de la méme fagon.



Equation et étude d’une configuration)

Enoncé

1° Résoudre dans C I'équation :
2-22z+4=0.

On donnera les solutions z, et z, sous forme

algébrique, avec Im(z;)>0 .

2° Dans le plan muni d’un repére orthonormal

direct (O ; i, V) , on considere les points A,

M, et M, d’affixes respectives :

1?_, 7y=N2(1%0) et z,=42(1-1) .

a) Déterminer I'affixe z; du point M, image
de M, par 'homothétie de centre A et de
rapport —3 .

b) Déterminer I'affixe z, dupoint M, image de

a=

M, par la rotation de centre O et d’angle —g :

Zy=2
¢) Calculer le nombre complexe Z= :
Zq—~21
d) Soit I le milieu de [M;M,] et M5 le
symétrique de M, par rapport a [. Montrer

que le quadrilatere M MM M, est un carré.

e Méthode

Analyse de I’énoncé

1° Dans le cas présent, on reconnait une équation
du second degré. Dans C, I'équation a deux
solutions.

2° a) b) On cherche i calculer I'affixe de points

définis comme images par une transformation
connue.

¢)d) Il s’agit d’établir un lien entre cotés et
angles du quadrilattre M M MM, et le
nombre complexe Z.

On pensera a Dinterprétation géométrique du
module et d’un argument.

* Pour résoudre dans C une équation du second degré a coefficients réels az’+bz+c¢=0,
avec a#0 , on calcule le discriminant A =b%-4ac .

—~b=§& ~b+8
et

, ob &=A.

Les solutions sont les nombres complexes

’
=
“

* Pour calculer I’ affixe

2a
du point M’ image d'un point M d’affixe z:
£

2a

— par I’homothétie de centre (2(w) et de rapport k, on utilise z'~w=k(z- o) ;

— par la rotation de centre ()(w) et d’angle

8, on utilise 77 —w=¢e'%(z-w) .

en particulier, pour la rotation de centre O et d’angle 6, on utilise z'=e!’z .

*Si Z=

- ,AVEC Zp#F I, O Z,#FZc0

A

c

1° Le discriminant de z2-2,2z44=0 est:

A=(2.2)2-16=-8=(2i2) .
L’équation posséde donc dans C deux solutions
complexes conjugudes :

B 2=3i2 ‘
ﬂ-“—z'—'zﬁ—lﬁ
et Z_ﬁ"'ﬁﬁ:ﬁ«i-iﬁ ;
2
zy=H2+iJ2 et

On pose alors =7 -

CB

alors arg Z=(CA, CB) (2m) et ]Zl=CA y

2° a) Le point M, , image de M, par I'homothétie de
centre A(a) et de rapport —3 , a pour affixe z,
telle que z;—a=-3(z,-a) .
D’ol

z-_;=—3[ﬁ—iﬁ—%)+ %:Ji(q +3i) .

| b) Le point M, ,image de M, par la rotation de cen-

tre O etd’angle —g . a pour affixe z, telle que:

zg=¢ 2 zy==i3(1 )= 2= 1-i) .
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c:.)z:zﬁl_zl=A\/§.{."’l+3i)*ﬁ(1+i} Comme Z=-1 .alOIS:
=z ey i =z X
4 l‘ J2( .1 )= 2(1 +1) ar'g( 3 J),___m_g (—1)=—1—2T (2m)
L=t 3i=(14+1) 242
T T Z3—2
1-i-(1+1) 2 o-il=1
e -7
1+
(1-i)2 En interprétant géométriquement ces résultats, on
= : obtient :
=—i. M M
g (MM, MM)=-2 @m) e ——2=1,
d) Les segments [M,;M,] et [M M] ontle méme - 2 M M,
milieu I, done MM, MM, est un parallélogramme. done M\ M. MM, estun carré.
B Remarque
3~ 4 : —ig
Comme =—i,ona z3~-z, =¢ (z4=12;) -
Zy—%1

Cette relation signifie que M, est I'image de M, par la rotation de centre M, et d’angle —g g

Ce qui permet aussi de conclure que M M,M M, est un carré aprés avoir justifié que c’est un paral-
lélogramme. B> Voir Exercices 95,96 er 102

@ Figures remarquables et nombres complexes)

Dans le plan complexe, muni d’un repére orthonormal direct (O ; i, ¥) , on donne trois points et
leurs affixes : M(-1+i), N(2+2i) et P(4i).

1° Quelle est la nature du triangle MNP ?

2° Déterminer le point Q tel que MNQP soit un parallélogramme. Préciser la nature de MNQP .
B Voir Exercices 92 er 93

e Méthode

On interpréte les propriétés géﬁmétnques a I'aide des complexes :
* pour calculer une longueur, on se ramene 2 un calcul de module AB=|z5—z,]|.
« MNQP est un parallélogramme <= MN=PQ , qui se traduit par une égalité dans C .

1° Faire une figure permet d'avoir une idée des | Le triangle MNP étant isoctle en M, s'il est
réponses et de vérifier les résultats. rectangle, ¢’esten M .

On place les points M, N et P dans le plan. i Or MN?+MP2=20 et NP1=8 .
MN =|zy — 2| | 20 #8 |, et donc, d’aprés la réciproque du théoréme de
|2 +2il~ eran | | | PY’EG(}RF,, MA{P n est pas rf:ctanEl_e‘.
- 0 | 2° MN a pour affixe Iy =2y © PQ a pour affixe
219 +1|=Jﬁ)« p “_.—"""‘;'I_- T Zo—Tp g
MP=|zp-z,] | > | MNQP est un parallélogramme <=> MN=P(Q
if : = In—Zy=2g—
=|1+3i| =10 , N i
| = IH=Iy—Iiytip
, o= IN "L+
NP= |1P—3N| M
=|-242i|=48 . Le parallélogramme MNQP posséde deux coOtés

consécutifs [MN] et [MP] de méme longueur et
non perpendiculaires, donc MNQP est un losange qui
n’est pas un carré.

|
) | ] Donc zQ:2+2i+]—i+4i=3+5i,
MN = MP | donc le triangle MNP estisocéleen M .
|

Mais MN # NP , donc MNP n’est pas équilatéral,
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Equations & coefficients réels)

1.1 Equations du second degré

@ Résoudre dans C les équations suivantes :

a) zz—ﬁz+%=0 . b)4z2+4z+101=0:  © z2+27-80=0 .

. Factoriser dans C chacune des expressions suivantes :
P(z)=472-4z+5 ; Q(z)=72-62+13 ; R(z)=322+2z+6 .

1.2 Equation du troisiéme degré
Ondonne P(z)=23-(2/2+3)22+3(1+24/2)2-9.
@ veérifier I’égalité P(3)=0 .

@ Déterminer les réels a et B tels que, pour tout z de C, on ait :
P(2)=(z-3)(z*+az+B) .

@ Résoudre alors dans C I'équation P(z)=0 .

1.3 Equation bicarrée
On considere I'équation 2z*-5z2-12=0 .On pose Z=z" .
@ Résoudre I’équation 222 -5Z-12=0 .

@ En déduire les solutions dans C de I'équation considérée.

Lieu géométrique)

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct, on cherche a déterminer I’ensembie & des points
M d’affixe z telle que |iz—-3i-1|=4.

P Voir Exercices 33 a 41

2.1 Avec des propriétés du module
@ Montrer que |iz-3i-1|=4 <= [z-(3-i)|=4.

@ Soit A le point d’affixe 3—i .
En interprétant géométriquement |z —(3 —1)| , déterminer I'ensemble €.

2.2 Avec une rotation
On pose z"=iz~-3i-1 et f Iapplication du plan qui 2 M(z) associe M'(z’) .

@ Montrer que f admet un unique point invariant {2 dont on déterminera I'affixe.

En déduire que f est la rotation de centre {2 et d’angle g !

@ Déterminer I'ensemble € des points M’(z") tels que [z'|=4 .

@ Que représente 'ensemble & cherché pour I'ensemble € ? En déduire .
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travaux dir

3.1 Raisonnement géométrique

@ Etude d’une configuration géométrique)

ABC est un triangle direct quelconque, on note M le milieu de [BC] .

A I'extérieur de ABC . on construit les triangles
ACE et ADB rectangles isocéles en A et ;
directs. \
Le but est de prouver que les droites (AM) et
(ED) sont  perpendiculaires et que

1
AM—«z-ED.

. Soit R la rotation de centre A et d’angle g ]

a) Déterminer R(D) et R(C) .

b) Construire B’ I'image de B par R
¢) Définir M’ 1'image de M par R.
@ a) Montrer que A est le milieu de [DB’] .
b) Déterminer la position relative des droites (AM”) et (ED) et comparer AM’ et ED .

¢) En déduire que (AM) L (ED) et AM = % ED .

3.2 Raisonnement utilisant les nombres complexes

On munit le plan d’un repére orthonormal direct d’origine A , dans lequel les points B et C ont
pour affixes respectives b et c.

.Exprimer I'affixe e du point E en fonction de ¢ et I'affixe d du point D en fonction de & .
En déduire I’affixe du vecteur ED en fonctionde b et c.

@ Exprimer Iaffixe m du point M en fonction de b et c.
En déduire I'affixe du vecteur AM .

@ Etablir une relation entre les affixes des vecteurs ED et AM . En déduire que :

AMz%ED.

IEp i i
.Mon‘r.rer que arg (ﬂj =(AM,ED) (2m) .
AW

En déduire que les droites (AM) et (ED) sont perpendiculaires.
P Voir Exercices 97 a 104
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Faire le point

* Représentation, écriture

Le point M(x;y) ou de coordonnées polaires (r ; #) représente le nombre complexe :
z=x+iy=r(cos @+isin@)=r-e'? .

* Module et arguments

r

Avec z et z nonnuls: |z-Z'|=|z|-|z et arg(z-g)=argz+argz’ (2m) ;

’

1|4

%:| | et a:g[ )zarg:’—argz (2w) .

¢

e Interprétations géométriques
Soit A, B et C trois points distincts deux a deux, d’affixes respectives Zio Zg €t 2.

|zb. —;:Al est la distance AB et arg (zz—z,) estune mesure de I'angle (i, AB) .

B 1S i

arg [&B "Cj est une mesure de ’angle (CA, CB) .

2‘.4 = ZC

e relation | M) imagede M) par...
Z'=z+b, on be C la translation de vecteur d’affixe b

' -w=kiz-w), ot we C.ke R I’homothétie de centre {2(w) et de rapport k

Z-w=c¢%z-w), ol we C,leR la rotation de centre (2 w) et d’angle 6
TR T - e

savoir E comment faire ?

* sous forme algébrique, comme dans R, en utilisant i2=-1
calculer avec les « sous forme exponentielle, en utilisant :
nombres complexes 50, it =it 8) o meit
eif

on utilise I'une des équivalences :

montrer qu’un *zeR <= Im(z)=0 < z=z < arg(z)=0 (m) on z=0
nombre complexe est
o réel * z est imaginaire pur <= Re(z)=0 < z=-:
L imaginaire pur <> argz :; (11-} ou z=0

r= l‘l + _\-‘2
trouver
X
un argument cos f= =
d’un nombre complexe | alors un argument de z est # tel que
non nul sin G=2
7

*si z est sous forme r-e'? , avec r>0 ,un argument de z est @
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exercices

- -

Pour les exercices 1 a 12, le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O ; 4, V) .

@ Nombre complexe. Représentation)

| y
(2) s
@Soit le nombre complexe z=2 —g 1. | x' 3
s ; ; (&) X
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? :
1° La partie imaginaire de z est —g ; G )
| ¥

2° Le conjugué de z est 2 +% g

2° M appartient au quart de plan ouvert (1) si, et seulement
5 si, x>0 et y>0 , c’est-a-dire si, et seulement si :
) Re(z)>0 e Im(z)>0.
|Caractériser de la méme fagon I'appartenance de M a

4 Lenombre Z=4+i (2 —% i] est sous forme algébrique. | chacun des quarts de plan ouverts (2) , (3) et (4) .

3° L’image de z estle point M (2 -3

i @ 1° Représenter dans le plan 1'ensemble des points M
| d’affixe z telle que Re(z)=2 .

2 M.ﬂym’gﬂm}.{;i | 2° Méme question avec Im(z)=-3 .
Soit M(x;y) un point du plan d’affixe z. : o Podr @ Gans B, o8 046

o i3 Pou= = P est-g- | re o
1. MIE [Oxy i, ets?ulemcntfl, y=0 et x=0 ,c’est- 2 =cos a+isina et z,=(1-2cosa)+isin2a.
dire si, et seulement si, ze R .

|90 : - -
|Caractériser de la méme fagon I’appartenance de M a [ 2Rk sammirions {og. vEell: - Bt e ¢ ~wdh vk

|chacune des demi-droites [Oy) , [Ox’) et [OY) . | 2° Déterminer les réels @ pour que z, soit imaginaire pur.

e Calculer avec les nombres complexes)

1 VrakFaux

"‘@Sur la figure ci-dessous, le point M a pour affixe z, | -@Les points A, B et C ont pour affixes respectives :

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? ) : 8
gu=—1+i, zp=-2-i et z,=--2i.
1°Le point M’ a pour B 2
affixe 7 . | Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
2° Le point A a pour affixe i) [1° L affixe du vecteur BA est 1+2i .
ZH 7. i
4 S I BC estisitii

z s : 2° L'affixe du vecteur BC est +1 4
3° Le point B a pour affixe 0 5 | 2

= : |

S . 3° L’affixe du point D tel que ABCD est un parallé-
4 Le vecteur AB a pour M’ G

logramme est —= —4i .

affixe —27 . i 2
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exercices

~(Dsoit z=3+i et ;':%q_

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° z+ 27 estréel. 2°z-7'=3-

'.o-'ll"-J
o
Ll
-

o 17 Par lecture graphique, déterminer 1’ affixe de chacun
des points E, F, G, H ¢t K.

2° Calculer I'affixe de chacun des vecteurs :
OF, GE, KG e KH.

|§ R i3 -1} %
_®On considere les points A, B, C de coordonnées m”' (etiio] =13 |

respectives (1;-3), (4;5) et (-3;2).

1° Quelles sont les affixes des points A, B et C et des vec-
(teurs AB , AC et BC?

|2° On définit les points D et E par:

| AD=2AB+AC o 3BE=BC.
| Déterminer I’affixe de chacun des points D et E .

3° Démontrer que A, D et E sont alignés.

"@ Affixe du milieu d’un segment

A et B sont deux
points d'affixes z, et z,.

1° En écrivant O en fonc-
tionde OA et OB , montrer
| que 'affixe z; du milieu I de
[AB] est donnée par:

It
< 2 =
|{2°Onprend z,=2-3i et zz=4+i.

| Calculer z; et faire une figure.

00n considere les points A, B, C et D d’affixes:
Z4=3+1, Zp=4-3i et

Déterminer 1’affixe de I'isobarycentre de ces quatre points.

7p==2i, 2p=5.

i @* z,=[%i+?){_l +21) 5

r ‘@On considere le parallélogramme ABCD , avec A,

B, C et D d’affixes:
7, 5=1=51, zp=d4=3i,
2c=3+31 et zp=-2+i.

1¢ a) Déterminer 'affixe du point C’ , symétrique de C par

rapport au point D .

b) Déterminer I"affixe du point A’ vérifiant :

DA’=DB+DC .

| 2° Quelle est la nature du quadrilatere A’BC’'D 7

Pour les exercices 13 a 15, écrire sous forme algébrigue
chacun des nombres complexes donnés.

=(1+3i)—(2+1) ; =(5-1)(7+41) ;

:32(.]—1—4i)—{3—2i); (—l— T

L

23 =(2+5i) ;

2;=(3-41)(3+4i) .

1 2
Z3=(.§+ 3]) 3

Z,={i42)2-(3+4i) ;

3 =(1+i)(5-8i)(1-1i) : 2, = (-4 +3i)?

(25 =(2+1)X(T-5i) .

@ Ecrire sous forme algébrique I'inverse de chacun des
nombres complexes suivants ;
Zy=1#1; z;=33=231 3

il o B,
gty ™

43

[ 0 * Ecrire sous forme algébrique.

Ondonne z;,=2+3i et z,=5-1.

3

<y 21 z;—1
b)_—' C)—'—, d}ﬁr_;—‘l-i'

= 4
< L

5
3)41':i;

; . Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres

complexes suivants :
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‘@ * Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres
complexes suivants :

o _ =13
.I ﬁ_i - < i
4 _(54]2. gl Diine 1Ly
R T T R B

) cacuter (1+i)2 .

En déduire que (1+1)% et (1+1)12

r @ 1° Caleuler i%, i et i4.

2° En déduire :
a) 2002 g j2007

il
a
b
Il
-
-
|

]

sont réels.

b) les entiers naturels n pour lesquels i" est imaginaire pur.

@ Pour quelles valeurs du réel A . le nombre complexe :
z=(A+D)[A+5-i(A-T)]

est-il un nombre imaginaire pur ?

@A quelles conditions sur a et b réels le nombre
complexe :

z=(2a-b-ila+b))(—a-ila+b))

est-il un nombre réel ?

Pour les exercices 24 et 25, résoudre dans T les équations
données :

@a) 2iz—3=z+i; B)3Iz{z+i)==iz;
¢) (3z—-1)z+2+31)=0; d)3z-5+2iz=2i-3z7-4iz .

@a) —i(1+51)z+(z=-1)i-2)-2=3z-1;
B =t 3z

+——=3+1i;

z—1 3
e D
Z+1 z-i 9 :

iz+3

@ Résoudre les systémes suivants d'inconnues complexes

2z -2 =i
b)

3z, +2,=1-Ti
iz, +22,=11i 2z, 4+ 3iz,=~17
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exercices

' @ Propriété du cours
Soit z et 7" deux nombres complexes.

1° En écrivant z et 7’ sous forme algébrique, vérifier que :

7 v r

z+2'=74+7 e z-2'=2-7 .

2°Si z#0 ,ona +.z=1.

Ay

En prenant les conjugués, montrer que :

~

, montrer que :

Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe
conjugué de :

y=@+ifHi-) et z=r.
' @Onposc:
S Sd ki
7342 g N+

Sans calculer z; et z,, montrer que z; +z, estréel et que
2, -2, estimaginaire pur.

Pour les exercices 30 et 31, le plan est muni d'un repére
orthonormal direct. On pourra utiliser I’Exercice résolu 1.

@ Déterminer dans chaque cas I'ensemble des points
M(z) pour lesquels M’(Z) appartient & I’axe réel.

1°Z=22-2z+1.
2° Z=(7-3)(iz+2) .

3 Z=i %
I—-z

4° Z=212~4+.21 .
2=3+1i

Déterminer dans chaque cas 'ensemble des points
M(z) pour lesquels M'(Z) appartient a I'axe
imaginaire.

1°Z=(z-1)(2iz+3) .
2 Z={z-1)z-1) .



exercices

@ Equations du second degré ou plus )

Rt T, TRt kg ok sk ai)

e e T T - )
SRR R U Tt e

'—@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
On donne I'équation (E):z2+22+26=0 .

1° Cette équation posséde deux solutions complexes conjuguées.
2° 224 2z426=(z% 1=51)(z+1+45i) .

3° (E) et
=t O

72+27z-24=0 ont une solution commune

[ @ Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
8} 22-4z453=0; B 2-(1+/2)2+42=0;
l€) 22 +2z+6=0; d) 9z2-6z+37=0 .

1° a) Déterminer, sous forme algébrique, les solutions
dans € de I'équation :

Z4z41=0 @).

'b) On note j la solution de (1) dont la partie imaginaire est
| positive. Vérifier que j2=-j-1 .

_20M0HL!‘eru¢ j3=j=_}_ et que j3=1 :

|3 Donner j" suivant les valeurs de n dans M .

[ @ Résoudre les systémes suivants d’inconnues complexes

2y et I
; 7 =17 5 2 _3 25] ‘2=3
e I

a}{ e 4 ek 13 -
Sivta= 2 ¥2=1 Z_1+E___§“

i @ Résoudre dans C I’équation :

7—31V% _fz-3i ~
(sz —6[Z+2J+13—0.

.“@ Pour tout nombre complexe z, on pose:
P(z)=2*-12z2+48z-128 .

1° Calculer P(8) .

2° Déterminer a, b et ¢ tels que, pour tout z de C,
on ait :
P(z2)=(z-8)az?+bz+c) .

3° Résoudre dans T I'équation P(z)=0 .

'—'@ 1° Pour tout nombre complexe z, on pose :
fl)y=3-222+z-2.
2

Factoriser f(z) par z-2 et en déduire la résolution dans

C de I'équation f(z)=0.

2° Résoudre dans C I"équation :
3 N
(2o (= 0 (2.
Z+1 z+1 z+1

T @ Pour tout nombre complexe z, on pose:
f@=-273-4J2z-16.

1° Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout nombre
complexe z, on ait :

| f(2)=(z2+4)(z>+az+Db) .

2° En déduire I’ensemble des solutions dans C de I'équation
| f(2)=0.

| @ Résoudre dans C 1'équation 2z4-5z2-18=0 .

i ' @ * Equation avec coefficients symétriques
On se propose de résoudre dans C 1'équation :
-5 +4622-5z+1=0 (E).

| Vérifier que 0 n’est pas solution.

| 1° Montrer que cette équation est équivalente au systéme :

ur—5Su+4=0
1

Uu=z+-
Z

2° Résoudre dans C I’équation u?—5u+4=0 .

On note u, et u, ses solutions.

3° Résoudre dans C les équations :
1

z+-=u, et
4

En déduire les solutions dans C de I'équation (E) .

B =u2‘

By | -
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exercices

@ Module et arguments)

Pt (G i P T (e R
A% SOTAIGTE00- BT TG @

| .Dam le plan complexe, on donne M(Jﬁ ﬁ)
d’affixe z .

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
1° Un couple de coordonnées polaires de M est (2
2°|z|=2

3° Une forme trigonométrique de z est:

2 [cos [_ ;) +isin [— }]J .

11

4° Un argument de z est 7

'Soit z et z" deux nombres complexes non nuls.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

#

17 Pour que z et z' soient égaux, il suffit qu’ils aient méme

module.
Y=g o |o=ld]

3°Si Re(z)>2 ,alors |z|>4.

. aw e
4° Si un argument de z est —— | alors un argument de 2z

7]

m
est =
2

.
i
On pose a=-¢ * .
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

2° Un argument de a est =

1o ] =1 3

| @Lercpcrc [ RTIRY | €

est  orthonormal
| direct.
|

|Calculer le module du el U B

nombre complexe repré-
senté par chacun des points D+: il +B: | |
ci-contre, ;

éDans le plan complexe d’origine O, soit M, M’
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Pour les exercices 46 et 47, calculer le module de chacun des
nombres complexes donnés.

- ®;|=,ﬁ'}~i,f2'; Z=(1+i) ; H=5+3i)2,
= o g e - e i1
zg= (B +1)(5+iJ11) : =37t T L

P i
) @*ZFU—;}?; 22:(%)1

@ Inégalité triangulaire
On se propose de démontrer que, pour tous nombres
complexes z et ', |z+z'|<|z|+|Z'| .

et M”

d’affixes respectives z, z° et -z’ .

1° Interpréter
triquement :

lz| et|z’] .
(=27) «
Interpréter |z + 2|
comme une distance.

géomé-

22 z24¢'=z7~

3° Conclure.

- @ Le repére (O : 1, V) est orthonormal direct.

Par lecture graphique, déterminer un argument de chacune
des affixes despoints A, B, I, Jet M.

. Déterminer le module et un argument de chacun des
nombres complexes donnés.

gy=—-14i; Zy=1}

=6+ ; zﬁ;_l_«@




exercices

Calculer le module, puis a 'aide d’une calculatrice,

donner une valeur approchée a 10-2 prés d'un
argument de chacun des nombres complexes suivants :

71=1-2i ;

Z3=1+7 ; zy=—4+1.

@ Déterminer un argument de chacun des nombres
complexes donnés.

2 =(2+420)(1-1) ; z,=i(J6-i42) ;
ABET B

4 = H g = _
4 2i 3 1+1

w=(i2) .

1+1

"@ % On considére le nombre complexe :
z=(B+1)+i(3-1) .
1° Ecrire 7> sous forme algébrique.

2° Déterminer le module et un argument de z2.

A T'aide des propriétés du module et des arguments, donner
le module et un argument de z.

3° Déduire de ce qui précede les valeurs exactes de cos 1—1;

t sin =
e 5]1‘112,

'_@ % % Interprétation géométrique du produit

M est un point du plan complexe d’affixe z#0 .
Soit @ un nombre complexe non nul d’argument 8.

Onpose z'=a 7.
1° Déterminer |z"| et argz’ .

2° En déduire par quelle succession de transformations
M’(z") est I'image de M.

=ty o

Dans les exercices 55 a 57, écrire sous forme trigonomé-
trique chacun des nombres complexes suivants.

= (1=D(1 +i3) ;

. _5(=14+i)
i o J_i.+i ;

333(‘1‘“i]4 %

:z—(:m'rr isinw' z—sinw+icos“‘
AR 3 3’ & 3 il
z5=—cos f—isind, OeR;
zz=i(cos B+isin@) , OeR .

' @Dans le plan muni d'un repére orthonormal direct
(O ;u,v) , placer les points suivants :

A(cigj: B[%EEJ: C[ei%jz
D(l+ei£_?}) et E(2(]+EIED.

Dans les exercices 59 et 60, écrire sous la forme r-e'?
avec r dans 10 ; +oo[ , chacun des nombres donnés :

®

7y=5=5i; 2,=2+42i3 ;

z=(=1-1i; zg=(B+i)-1+i3) .

5 2-id2
r * Z=(=3 =34 bpsa——a=
@ ! ( 1) 2 ]—iﬁ

T m
= 1008 = ,

Z,= sin 3 3

i'ﬂ
Lo . 3 Gin
—1 ? 1 3) . e 2 [
a}(e —]-(e 3 W)= ] 3
L= 3w
F 0
|2° Soit x un nombre réel.
a) Exprimer en fonction de e'* : '[“+ ) _ [“ )
i|=+x i|==x
e-lix : ellm+x) : eilm—x) . e 2 : & 2

| b) Retrouver alors les lignes trigonométriques des angles
associés & x.

r@ 1° Pour tous réels 6 et @ ,ona:
i el(f+0) = cif. g8 (1),
a) En utilisant les écritures trigonométriques de chacun des

inombres de la relation (1) et en développant, retrouver les
| formules d’addition, donnant :

. cos (B+ @) et sin(0+6).
'b) En déduire les formules de duplication de cos 26 et
sin 28 .

;2“‘15\ partir d’une relation analogue a (1), retrouver les
| formules, donnant cos (8- &) et sin (8-6") .
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exercices

@ Nombres complexes et géométrie )

Pour les exercice 63 a 104, le plan est muni d’un repére
orthonormal direct (O, V) .

=

i Soit A, Bet C daffixes respectives :

ol 1
—l—i.l, 2—51

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
1’ (CA,CB)=7 (m).
2° ABC est isoctle.

5
ct —]+§|'

3

3° B est I'image de A par une rotation.

4° Le point D tel que CAD soit équilatéral direct a pour
affixe :

5.3
-—I+T 3

' Au point

M(z) on associc le point M'(z’) ., avec:

:’=(l+i {-Jz-e» 3+i .

2 2

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

1° Au point £2(2i) estassocié le point 2° .Ona N=
2° M’(z") estI'image de M(z) par une homothétie.

3° M’(z’) estl'image de M(z) par une rotation.

4 (0OM, m')J—; (27) .

Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z, telle
que [zl=z.

Déterminer 1'ensemble des points M daffixe z, telle
que |zl=z+%Z.

i 1° Déterminer géométriquement 1’ensemble des points
M d'affixe z vérifiant :

(a) |z=1|=]z=i] ; D) [z+i]=4.

2° Donner, dans chaque cas, une équation cartésienne de
|I'ensemble trouve.
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17 Déterminer, puis tracer, I'ensemble des points M
d’affixe z vérifiant :

(a) |z=2|=|z+i]l ; B)|iz+3|=|z+4+i] 3

:c)

| trouvés ci-dessus ?

E+%i=3; d[1+iz]=2 .

LUSTRS 1

2° Le point P (— % + i) appartient-il a I'un des ensembles

[ @Détcrmincr les nombres complexes z, tels que les
iz r b ] * [
points M., M’ et M” daffixes respectives z, - et

£

|z—1 soient sur un méme cercle de centre 0.

r * Déterminer géométriquement, puis représenter,
I'ensemble des points M d’affixe z vérifiant ;

a)|z=1l=<=3; bBlz=1|<|z+1-=2i] .

A tout point M d’affixe z distincte de i, on associe
le point M’ d affixe :

o]

13

iz
- - .
iz+1

On note A le point d’affixe —2 et B celui d'affixe i.

I3

1° Interpréter géométriquement le module de z' .

2° a) Déterminer géométriquement ’ensemble & des points
M, tels que [2'|=1.

b) Donner une équation cartésienne de &.

Déterminer 1’'ensemble des points M dont 'affixe z
vérifie :

a) arg z=g (2m) ;

o) arg (B)=2< (2m) .

2

@ Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z, tels
que :

|a) arg (z-2i)="2 (27) ;

3
b) arg (2—4)=arg (z+2) (2m);

%c’ e (zizj:g (Zw)s

(27) ;

d) arg (zm%"




exercices

@ Pour tout nombre complexe z . on considere les pomts
M daffixe z, P d'affixe 22 et @ d’affixe 7°

1° Déterminer les nombres complexes z pour lesquels les
points M, P et @ sont deux a deux distincts.

2° Sous cette condition, montrer que I'angle (MP, MQ) a
pour mesure un argument de z+1 .

3¢ Déterminer et tracer 'ensemble des points M , tels que le
triangle MP(Q soit rectangle en M . ;

@ On considére 1’application qui, a tout poml m d’affixe
z, associe le point M d’affixe Z=2? .

1° On suppose z#0 .

Déterminer le module R et un argument 6 de Z

| connaissant le module r et un argument « de z.

|2" Quel est I'ensemble €, décrit par le point M lorsque m
|décrit le demi-cercle €, de centre O et de rayon r,
contenu dans le demi-plan d’équation x =0 ?

Représenter sur une méme figure les ensembles €, et €y,
pour :

@ Soit K le point d’affixe 2i.
A tout point M d’affixe z, on associe le point M’
d’affixe 7" =iz .
On cherche 'ensemble & des points M tels que M, K et
| M’ sont alignés.

1° Méthode analytique
[Onpose z=x+iy et Z'=x"+iy
| réels.

' 3

AVeC X, ¥, X et ¥

’

a) Exprimer x* et y* en fonction de x et y.
b) Donner les coordonnées des vecteurs KM et KM’

¢) Déterminer I'ensemble & cherché en traduisant analy-
tquement la colinéarité des vecteurs KM et KM’

2° Méthode utilisant les nombres complexes
Soit J le point d’affixe 2 .
a) Vérifierque si M=J ousi M=K , alors les points M,

K et M’ sont alignés.
:b} On suppose M #J et M#K . Vérifier que :
iz=2\_m 2—2)
“3(3-25)‘2+“g(z*2i Sl

|En déduire que M, K et M’
ESiI

sont alignés si, et seulement

(KM, JM) =

| ¢) Retrouver 'ensemble & .

() .

ral g

* On considére 1'application f du plan qui a tout
point M , d’affixe z distincte de 2i, associe le point
z+1

|d'affixe 7"=2"1 .

z=-2i

1°Pour z#2i, on pose z=2i+rel? 6 avee r>0 et
fe R .Ecrire z/—1 allaidede r et 6.

2° A est le point d'affixe 2i.
a) Déterminer 'ensemble €, des points M pour lesquels :
lz'=1]=3.
b) Déterminer I'ensemble &, des points M pour lesquels :
arg (z' - l):g (271) .

| ¢) Représenter les ensembles &, et &,.

i @ % On désigne par A, B et M les points d’affixes :

| 24=—2 ‘zg==l#i et z.
iz+1+ 1

Pour z#-2 ,onpose Z=——""_
z+2

1° Interpréter géométriquement le module et un argument
de Z.

2° Déterminer et tracer I'ensemble & des points M , tels que
1Z|=1.

3° Déterminer et tracer 'ensemble ¥ des points M, tels

que Z ait pour argument g ;

@ Dans chaque cas, déterminer :

~ la transformation (translation ou homothétie) par laquelle
M’(z") est'image de M(z) ;

—laffixe de A’ image de A (% i— l) par cette transfor-

mation.
122"+ 2i=4(z+21) .
30 =3z2-2+4i . 4°

Pl=z—-3 41

2'=Si+z .

; @ Dans chaque cas, déterminer par quelle rotation
M’(z") est'image de M(z) .

.'.IT
]-GZ'—" 4(2_1) Zoziziz__

3Gt )]
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exercices

@ Soit f 1'application du plan qui a tout point M [~

d’affixe z associe le point M’ d'affixe 2z, telle
que :

=z+2-4i.
19 Quelle est la nature de I'application f ?
2° Déterminer I’affixe de I'antécédent P de Q(5 +2i) .
3°On note % la droite d’équation cartésienne :
2x-3y+1=0
et € le cercle de centre O et de rayon2.
| Déterminer I'image 9’ de @ etcelle € de € par f.

| Tracer ces ensembles.

Soit [ Tapplication du plan qui 4 tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z” . telle que :

Z'+3-4i=2(z+3-4i) .
1° Quelle est la nature de ’application f ?

[2° On note € le cercle de centre A(—2+1i) et de rayon 1.
Déterminer I'image €° de % par f.

; @S(}il f Tapplication du plan qui & tout point M
' d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2z’ , telle que :

2 =3z 431,

1° Montrer que f admet un unique point invariant {2, dont
on déterminera I'affixe .

2° Vérifier que 7' ~w=3(z-w) .

En déduire 1a nature de f.

f"@ On donne les points A, B, C et D daffixes
respectives :

=
w3

P ¥
i= i
4 . 2g=e 2, qpmale

|
Z

"‘rl=e et ZDZE(I'!'I)

|1° Vérifier que OA=O0B et déterminer 'angle de la rota-
gtinn R de centre O qui transforme A en B.

|2° Déterminer les affixes des images €’ et D’ des points
IC et D par R.

[ @Soit J Tapplication du plan qui a4 tout point M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ , telle que :

W2

o =——2— (i+1)z i

1° Montrer que f est une rotation de centre @, dont on pré-
cisera I'angle.

| 2° Déterminer I'image de I'axe des abscisses par f.
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! * Soit g I'application du plan qui & tout point M
i d'affixe z associe le point M’ d’affixe z° | telle que :

2i=—iz 441,

1° Montrer que ¢ admet un unique point invariant £
d'affixe w.

2° a) Exprimer z'— @ en fonctionde z- @ .
b) Reconnaitre 1'application g .

| 3° Déterminer les points dont I'image par g est sur I'axe
{Ox) .

@*A et B sont deux points fixes distincts du plan,
d'affixes respectives z, et zy, et a et b deux réels

| donnés.
[

|1°a) M étant un point quelconque du plan d'affixe z,
|a quelle condition sur a et b le barycentre M’ des points
pondérés (A,a) , (B.b) et (M,1) est-il défini ?

b) Dans la suite de I'exercice, on suppose cette condition
vérifiée.

Exprimer I'affixe 2" de M’ en fonctionde z, a, b, z,

jet zp.

12° On suppose a+b=0 .
| Par quelle application M’ est-il I'image de M ?
%3“ On suppose a+b#0 .

{a) Montrer que M et M" sont confondus si, et seulement
!si_. M est le barycentre de (A, a) et (B, b) .

!On note G celui-ci et z; son affixe.

'b) Exprimer 7’ -z, en fonction de z-2z; .

|En déduire que M’ est I'image de M par une application

que I'on déterminera.

L) % Soit M d’affixe a+ib , a et b réels.

Onnote M’ le symétrique de M

par rapport a la droite A +i’_f.____‘!}}£ ' 4
{d’équation y=x et M” le R M
.<.*

| symétrique de M’ par rapport a
I’axe des ordonnées.
| 0

:1" a) Déterminer I'affixe z° de M’ etcelle z”7 de M”
‘en fonction de a et b.

b) En déduire que M” est I'image de M par la rotation R

de centre O et d'angle LB

2
12° Par des considérations géométriques, retrouver que M”
est I'image de M par R.
On pourra comparer (OM, OM”) a (wW,V) ,o0 W=ui+V
est un vecteur directeur de A .




exercices

@01: donne les points A(2:0) et B(0:3) et on

e " : ™
consideére les rotations R, de centre A et d’angle 3

et Ry de centre B et d’angle —g ;

Pour un point M quelconque d’affixe z, on pose :
M'=R, (M) e M"=RyM’).

1° a) Exprimer I'affixe z° de M’ en fonction de z.

b) Exprimer I'affixe z” de M" en fonctionde z7 .

2° En déduire I"affixe z”
Par quelle application f, M” est-il 'image de M ?

de M” en fonction de 7.

3°M, et M, étant deux points du plan, quelle est la nature
du quadrilatere M, M{M5M, , ou M7 et M5 sont les
images respectives par f des points M, et M, ?

%* Soit s |'application du plan qui a tout point M

d’affixe z associe le point M" daffixe z’, telle
que z'=-z+4
1°a) Déterminer M’ pour M d'affixe 3+i, puis

d'affixe 2+2i .
b) Montrer que s admet un unique point invariant A
¢) Montrer que s est la symétrie centrale de centre A .

2° Soit R la rotation de centre O et d'angle g ;
On pose M”"=Ros(M)=R(s(M)) .
a) Construire M” pour chacun des points M de 1° a).

b) Montrer que M” est I'image de M par une rotation a
préciser.

@ % On donne les points ;
A(1:;0), B(2:-1) et
et on considére les homothéties :
h de centre A et de rapport 2,
h” de centre B et de rapport -3 ,

Cl253)

h” de centre C et de rapport % :

Pour M un point quelconque d’affixe z, on pose:
M, =h"oh(M) et M,=h"ch(M).
1° a) Exprimer I'affixe z; de M, en fonction de z.
b) Justifier que M, est I'image de M par une homothétie.
Quel est son centre {2 et son rapport k?
Vérifier que A, B et {2 sont alignés.

2° Exprimer 'affixe z, de M, en fonction de z.
Par quelle application M, est-il I'image de M ?

£

@ 1° Placer les points A, B. C et D d'affixes
respectives :
3 1.
31—51 zB=2+§l-
3. 1.
3C=1—51 et ZD="'1—§I .

2° Déterminer, en justifiant, la nature du quadrilatére ABCD .

@ 1° On donne les points B et C d’affixes respectives :
2c=2~2i8 .

Vérifier que B et C appartiennent au cercle de centre O et
de rayon 4.

EB=2+2iN@ et

| 2° On considére le point A d’affixe :

-

Ze—1ip
(..‘1 = 2 s M

Calculer z, , puis :

|25=2al + |2¢—2a] ot |25—2¢] -
3° Déterminer la nature du triangle ABC ;
— en utilisant les résultats de la question 2° ;

— géométriquement,

@ Dans le plan complexe d’origine O, soit :

Montrer que le produit z, - z, est représenté par le point P,
tel que les triangles OM,P et OIM; soient semblables.

Rappels
Deux triangles ABC et MNP sont semblables ou
de méme forme si, et seulement si1 :

AB BC AC

MN NP MP'

T 'A tout point M d’affixe z, on fait correspondre par

I'application f le point M’ d’affixe z'=z—4i .

| 1° Reconnaitre et caractériser f.

12°A est le point d'affixe 1+i43 et B’ celui daffixe

-2-1i.

Placer A et B" sur une figure.

Déterminer les affixes des points A" et B, tels que:
A'=f(4) et B'=f(B).

3° J est le milieude [AB’] .

Montrer que les points A’ , J et B sont alignés.
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exercices

'—@ 1° Résoudre dans C 1’équation :

Z2+4z+16=0 .
{On pose z; la solution dont la partie imaginaire est positive
jet z, T'autre.

{2° Soit A et B d’affixes respectives z; et z,.

{a) Faire une figure que 1’on complétera au fil de I'exercice.
|b) Calculer I'affixe z; du point C tel que ABC soit un
triangle équilatéral direct.

| (On pourra utiliser une rotation.)

|¢) Calculer le périmeétre et 1'aire du triangle ABC .

13°f est "application qui a tout point M d’affixe 7 associe
le point M’ daffixe z’=z-1i .
|a) Reconnaitre et caractériser f.

| b) Calculer I'affixe du point D, tel que f(A)=D etcelle
|du point E, tel que f(E)=C .

| ) Quelle est la nature du quadrilatére ADCE ?

Calculer son aire.

[ @Sait A, B et C d’affixes respectives :
I+i, 542i et —1+5i
et P l'image de C par I"homothétic de centre B et de

1
rapport 3

'On désigne par B’ le milieude [AC] .

On se propose de montrer que (AP) coupe [BB’] en son
milieu.

1° Méthode géométrique

a) Soit A, le symétrique de A par rapporta B .

|Que représente P pour le triangle AA,C?

b) La droite (AP) coupe (CA,} en A,.

Préciser la position de A, sur [CA;] et déterminer la
{nature du quadrilatere AB’A,B .

Conclure.

|27 Méthode utilisant des barycentres
{a) Exprimer P comme barycentre des points B et C.

|b) En utilisant le barycentre G des points (A, 1) , (B,2)
let (C, 1) , montrer qu’on obtient le résultat.

|3° Méthode utilisant les nombres complexes

{a) Déierminer I'affixe de B’ , puis celle du milieu J de
|[BB'] .

'b) Déterminer 1"affixe du point P .

[Montrer que A, J et P sont alignés.
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"@ ABC est un triangle isocéle en A .

Soit D le symétrique de B par rapport 4 A et E
celui de C parrapporta B.

On désigne par G le centre de gravité du triangle AEC et
par F I'image de G par 'homothétie de centre C et de
rapport 6.

On se propose de montrer que le triangle FDC est rectangle

1° Méthode géométrique
a) Montrer que F est I'image de C par une homothétie A
de centre G et de rapport k que 1'on précisera.

b) Justifier que h(B)=D .

¢) En déduire la position relative des droites
(FD) .

d) Montrer que (BC) et (€D) sont perpendiculaires.

(BC) et

¢) Conclure.

| 2° Méthode utilisant les nombres complexes
|On fait I'hypothése que A, B et C ont pour affixes
respectives :

Zy=41 ,
a) Vérifier que ABC est bien isocéle en A .

b) Déterminer I'affixe z, du point D et celle z,; du
point G.

2p==2 et zp=2.

¢) Déterminer I’affixe z; du point F.

ip—ip

d) Calculer le rapport , et en déduire que FDC est

Zc—%p
rectangle.

On consideére I"application R du plan qui & tout point

M d’affixe z associe le point M" d'affixe :
s 3w
r beas
fue g

1° Reconnaitre et caractériser R .

2° A est le point d'affixe 2.
Quelle est I"affixe du point A’ , image de A par R?7

37 Placer les points A et A" sur une figure ainsi que le
milieu / du segment [AA"] .

4° En utilisant la nature du triangle OAA” , déterminer une
mesure de 1’angle orienté (i, Of) .

59 Calculer affixe z;, de [/, puis le module de z;.

| 6° Déduire des résultats précédents, les valeurs exactes de :

co,-s?i'r et s.in?’—’IT
8 gl




exercices

[ @ 1° Déterminer les points d’affixe z.

2=2i7 .

telle que :

2° L'un des points est O etonnote A, B, C les autres.
Placer ces points.

| Montrer que ABC est un triangle équilatéral de centre O .

[ @ Soit OABC un parallélogramme et a un réel donné.

On note z,,zy et z, les affixes respectives des points A,
B et C.

1° Justifier que zz=2,+ 2z, -

2° On désigne par R, et R, les rotations de centres respec-
tifs A et C etdangle a.

[ ]

Soit N et P les points, tels que :

R,N)=B et R.(B)=P.

a) En notant z,, et z, les affixes de N etde P, traduire ces
hypohéses a I'aide de relations entre nombres complexes .

b) En déduire que P est I'image de N par la rotation de
centre O et d’angle «.

¢) Quelle est la nature du triangle ONP !

‘@ On donne les points A, B et C daffixes
respectives :
—-4+41 et -4,

| 8,
: 1° Faire une figure.
12° Montrer que ABC est rectangle isocéle.
(On pourra utiliser une rotation.)

37 Soit g la rotation de centre O et d’angle %f :

¢ transforme A en A", Ben B" et Cen C’.
a) Construire A" , B’ et C’.

b)Onnote a" , b et ¢
-8B 8k €%

Etablir que b"=-2(1 +./3) +2(1-3)i .

|Calculer g’ et ¢ .

les affixes respectives de A",

|47 Déterminer les affixes p, g et r des points P, Q et R
{milieux respectifs des segments :

| [A'B] , [B'C] et [C'A] .

| Démontrer que : o
B

r-p=e *(g-p) .

En déduire la nature du triangle POR .
(D'apres BAC)

' '@*Onpase j=—%+i —“’é—j :

|1° Vérifier que 14 j+ j2=0 etque j=e

. 2
o

{2° Soit A, B et C wois points d affixes respectives a, b
et .

| Démontrer que ABC est équilatéral direct si, et seulement si,
a+bj+cjr=0.

13°Soit I, M et M" d’affixes i, z et iz.

| Déterminer les nombres complexes z tels que IMM " soit
| équilatéral direct.

@ On considére le point A d’affixe 1 et, pour tout réel 6
de [0:2n[ ,le point M daffixe z=¢i? .

On désigne par P le point d’affixe 14z etpar O le point
d’affixe 2% .

1° A partir du point M , donner :

* une construction géométrique du point P
!‘ ct une construction géométrique du point Q.
\Les points O, A, M, P et Q seront placés sur une méme
|ﬁgure.
| 2° Déterminer 1’ensemble des points P, pour 6 appartenant
2 [0; 2] .
| Tracer cet ensemble sur la figure précédente.

3° 8oit § le point d’affixe 1+z+2z%, 00 z désigne tou-
| jours I'affixe du point M .

Construire S, en justifiant la construction.

4° a) Dans le cas ot § est différent de O, tracer la droite
(0S) .

Faire une conjecture sur les points O, S et M.

b) Démontrer que le nombre :

l+z+2%
z
est réel, quel que soit @ appartenant & [0 ; 2w[ .

| Conclure.
|

(D'aprés BAC)
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exercices

Problémes)

Pour les problémes 105 a 113, le plan est muni d’un repére
orthonormal direct (O ; i, V) .

' @ Soit A le point d'affixe 4 .

On note d la droite d'équation x=4 , privée du

point A .
A tout point M, différent de A, d’affixe z, on associe le
point M’ d’affixe 7" , vérifiant :
=4
& 4_5

|1° a) Soit B le point d’affixe 1+ 31 .

Calculer I'affixe du point B’ associé au point B .
Placer les points B et B" sur une figure. (Unité graphique :
2cm.)

b) Soit x un nombre réel différent de 4.

On note R le point d’affixe x.

Calculer I'affixe du point R” associé au point R .
Placer R’ sur la figure.

¢) Soit y un nombre réel non nul.

On note § le point de d d’affixe 4 +1iy .
Calculer I'affixe du point §” associé au point S .
Placer §’ sur la figure.

d) Démontrer que :

/=1

si, et seulement si, M € d .

2° Soit M un point n’appartenant pas a d .

On se propose de déterminer une méthode de construction du
point M’ connaissant le point M .

a) Démontrer que, pour tout nombre complexe z#4 :

| lZ'|=1 .

b) Démontrer que, pour tout nombre complexe z#4 :
z =1

-4

| Montrer que la droite (S"M ") est bien définie et paralléle a

la droite (AM) .

¢) Déduire, des questions 2 a) et 2°b), une construction

géométrique du point M " connaissant le point M .

appartient 2 R .

Appliquer cette méthode & la construction du point C'
associé au point C d’affixe 2+1 .
(D’aprés BAC)

r"@*}l. A", B et B’ sont les points d’affixes
respectives 1, =1, i et =i .

| A tout point M d’affixe z, distinct des points O, A, A",

B et B, on associc les points M, et M,, d'affixes

Chapitre 10 - NOMBRES COMPLEXES

respectives z, et z,, tels que les triangles BMM, et AMM,
soient rectangles et isocéles, avec

(M,B, M,M)= (MM, M,A)="Z

5 (27) .

B'+

|
'1° a) Montrer que :

z-zy=ili-z;) e l-z=i(z-2,) .

b) Vérifier que z; et z; peuvent §’écrire :
1+i 1
H==" (z+1) et zy=
27 On se propose dans cette question de déterminer les points

M pour lesquels le triangle OM M, est équilatéral.

2_1 (z+1) .

a) Montrer que :
OM,=0M, équivauta |z+1|=]z+i] .

En déduire l'ensemble (A4) des points M
OM,=0M, ettracer (4) sur la figure.
b) Montrer que :
OM, =M M, |2+ 1P=2)z{*"
En déduire analytiquement I’ensemble (I') des points M
du plan pour lesquels :
OM,=M M, .

Tracer (I') sur la figure.

tels que

équivaut a

¢) Déduire de |'étude précédente qu'il existe deux points M
| pour lesquels OM M, est un triangle équilatéral et placer ces
‘poinls sur la figure.

(D'aprés BAC)

[ ‘@ Nombres complexes et suites

1° Pour tout entier naturel n, on pose M, le point d’affixe :

ttn=[§) (=1+1) .
a) Calculer la distance OM, .

En déduire la limite de OM

"

lorsque n tend vers +oe ,
b) Déterminer les arguments du nombre complexe u, .

En déduire que les points M, apparticnnent & une méme

demi-droite, dont on précisera une équation.




¢) Placer, sur une figure, les points M,

0y My, My et M,
(Unité graphique : 10 cm.)

2° Pour tout entier naturel n. on désigne par P, le point
d’affixe v, =u, -1 .
2 a) Par quelle application P, est-il I'image de M, ?

b) En déduire I’alignement des points P, .
| Donner une équation de la droite qui les contient.

:—@ * Nombres complexes et suites
On considére les nombres complexes z,, définis. pour
| tout entier naturel n, par:
L ) R i S
z(}_] et “asl T Z_+IT Ly

et on note A, le point d’affixe z, .

n
17 a) Calculer sous forme algébrique les nombres z, a z,.
b) Dans un repére d'unité 8 cm, placer les points A,
[jusqua A, .
2° Pour tout entier naturel n , on pose d,=|z,,,-2z,| -
a) Vérifier que, pour tout n =1 :

33
zfr+l_zra=(:1+l "4'_)(:':1_‘341—]} 4

;bJ En déduire une relation entre d, et d, | ,pour n=1,
- puis d, en fonction de n et 4.
¢) Donner une interprétation géométrique de chacun des
|nombres d, .
k=n
L,= Z A A, . la longueur de la ligne
k=0
|polygonale de sommets successifs A,, A, .., A

|d) On pose

n+l
Déterminer L, en fonction de n et la limite de L, quand n
tend vers +eoo |

3° Pour tout entier naturel n, on pose a,=argz, (2m) .
a) Etablir une relation entre @, et a, , pour n=1 .

b) En déduire a, en fonction de n .

¢) Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et A, sont-
ils alignés ?

: @ * On considére les points A et B d'affixes
respectives 1 et 2.
6 étant un réel appartenant a I'intervalle [0 : w[ ., on note
M le point d’affixe z=1+e2if

1° Justifier que M appartient au cercle € de centre A et de

rayon 1.

|2° Exprimer I'angle (AB, AM) en fonction de 6.

En déduire I'ensemble & des points M quand 6 décrit
' |I'intervalle ]0; w[ .

exercices

'3° Soit M I'image de M par la rotation de centre O et
d'angle —26 .
On note z" son affixe.
Montrer que z'=Z , puis que M’ appartienta €.
4° Dans la suite, on prend 8= % .
Soit R la rotation de centre O et d’angle =n et A’
i 3

I'image de A par R.
| a) Définir I'image €’ du cercle € par R.
Placer sur une figure A, B, € , M, €', puis le point M’
image de M par R.
| b) Montrer que le triangle AMO est équilatéral.
|c¢) Montrer que € et €’ secoupenten O eten M’ .
|d) Soit le point P symétrique de M par rapport a A .
!Montrer que M’ estle milieu de [A'P] .

(D’aprés BAC)

[ @* Soit les points A, I et B d’affixes respectives 1,
‘ 2et3

On note @’ le plan privé de 1.
‘Atuut point M de P’ d’affixe z, on associe le point M’
|d’affixe :
|

Zhim i

z-2

1° Déterminer les points M de " pour lesquels M et M’
| sont confondus.

|
{2° Calculer, en fonction de z, les affixes des vecteurs :
| == e
IM e IM’.
| En déduire une relation entre M et IM,
ipuis: une relation entre les angles ( u, fM” ) et (u.IM) .

wis

| Placer le point M, d’affixe z,=2+ 2
‘puis le point M} en utilisant ce qui précede.

|3° On suppose que M estun point de P différent de A et
de B.

|Caleuler z/—1 et z/-3 en fonction de z.

Vérifier que :
e S, T
3-¢ 3z
En déduire une relation entre M et Aﬁ .
M’'B MB

puis une relation entre les angles :

(M’B.M’A) et (MB, MA) .
Démontrer que, si M appartient a la médiatrice de [AB]
{1l en est de méme pour M’ .

(D’aprés BAC)
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exercices

@ *% On note P’ le plan privé de O et f
'application qui & tout point M de @ d'affixe z
associe le point M’ d’affixe :

’

=

B —

1° Déterminer 1’ensemble des points invariants par f.

2° a) Montrer que OM xOM’'=1 .

'b) Etablir une relation entre arg z et arg 2’ .
| En déduire que les points O, M et M’ sont alignés, avec
M et M’ duméme coté de O .

{¢) Construire le point M° connaissant M lorsque
OM=2 ., puis lorsque OM= % . (Unité graphique :
1.5 cm.) g

| 37 a) Montrer que si M est un point du cercle € de centre
O etderayon r>0 ,alors M" appartient i un cercle %’
| que 1'on déterminera.

'b) Montrer que tout point de €’ est 'image d’un point
de €.

| ¢) En déduire I'image de € par f.

| Vérifier que cette image est aussi 'image de % par une
| homothétie de centre O . dont on précisera le rapport.

|4° a) Soit z un nombre complexe non nul.

:Monirerque si |z=1]=1 ,alors:

avec z'=

£ |

| En déduire que si M est un point autre que O du cercle I’
|de centre A(1) et de rayon 1, alors son image M’ par f
| appartient 4 une droite A4 que ’on déterminera.

| b) Montrer que tout point de A est I'image par f d’un point
|de I'-{0O} .

'¢) En déduire I'image de I'-{O} par f.

{ Tracer I' et 4.

f @ * Une équation a coefficients complexes

| 1° On se propose de résoudre dans € I'équation (E) :
2+(B-i) 2+ (1-1B) z-i=0.
| a) Déterminer le réel v tel que iy soit solution de (E) .
| b) Déterminer les réels a et b tels que. pour tout nombre
|complexe z:
24 (V3-)22+(1-iB)z—i=(z-1)(22 +az+b) .
|¢) Résoudre dans € I'équation (E7) : z2+./3z41=0.

Chapitre 10 « NOMBRES COMPLEXES

d) En déduire les solutions de (E) .

2° On considére le point A d'affixe z,=i, le point B

d’affixe z5= ct le point C symétrique de B par

~f3+i

2
rapport a 1'axe des abscisses.
Placer ces points sur un graphique.
Déterminer le module et un argument du quotient :

Zp—2g

En déduire une mesure en radians de 1'angle (BA, BC) et
la nature du triangle ABC .
! (D’aprés BAC)

@ % Soit ABC un triangle, tel que I'angle (AB,AC)
a pour mesure o appartenanta 10 : w[ .

On construit, extérieurement au triangle, les carrés ACRS et

BAMN : on adonc:

(AM,AB)=2 (2m) et (AC.AS)=T (2m).

.

Puis construire le parallélogramme MASD dont on note [ le
centre,

Faire une figure.

Le but est de montrer que la droite (AD) est une hauteur du
triangle ABC et que AD=BC .

1° Méthode géométrique

s 5 = T
On considére la rotation R de centre A et d’angle 3

a) Quelles sont les images des points M et C par R?
b) On note § I'image de S par R.

Montrer que A est le milieu de [CS’] .

¢)On note I” 1'image de I par R.

Montrer que I’ est le milieu de [BS’] .

d) En déduire que (AD) est perpendiculaire 3 (BC) et
que AD=EC .

2° Méthode utilisant les nombres complexes

On désigne par a, b et ¢ les affixesde A, B et C.

a) Calculer les affixes de § et M en fonctionde a, bet ¢.
b) Calculer I'affixe du vecteur AD et celle du vecteur BC

| €) Montrer que AD et BC sont orthogonaux et que
AD=BC .
| (D’aprés BAC)




CHAPIT

Orthogonalité -
Produit scalaire

| dansleplan  p.294

F \ e calculer le produit scalaire
de deux vecteurs

\ * démontrer vectoriellement
3 une orthogonalité

i Distance d’un point
5 \ a une droite dans le plan p. 295
F 4

\ ¢ calculer les distances

| \ " produitscalaire
\ Sedansl'espace = p.296

\ r e calculer un produit scalaire

' Orthogonalité
E S adanslespace =~ p. 297

» démontrer que deux droites,
une droite et un plan sont orthogonaux

Equation cartésienne
d’un plan e . = R208

¢ déterminer un vecteur normal a un plan
et une équation cartésienne d’un plan
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INIeS

il

act

-

! =
%

o Angle de deux demi-plans)

Deux demi-plans & et %’ se coupent suivant une droite & .

Un plan 2 orthogonal 2 9 coupe la droite & en O et les demi-plans P et
% suivant deux demi-droites [Ox) et [Oy) .
On appelle angle des deux demi-plans 2 et & I'angle xOy .

On dit aussi que xOy est I'angle du diédre (P, @, 7') .
On peut vérifier que cet angle ne dépend ni du plan 2, ni du point O.

Les cinq polyddres réguliers!, dits platoniciens,
symbolisent, d’aprés PLATON, les quatre éléments et
le cosmos. Il existe de nombreux autres polyedres.

>

On s’intéresse au polyédre qui apparait sur le
célebre tableau Melancholia d’ Albrecht DURER,
peintre allemand de la Renaissance (1471-1528).
Le polyédre dessiné est I’objet de nombreuses
controverses2.

On suppose que c’est un cube que 1’on a tronqué
sur deux sommets opposés par des plans passant
par les milieux des arétes.

L’objectif est de calculer I'angle formé par les
faces ABC et DCB.

© Collection VioLLET

1 Le point I est le milieu du segment [CB] .

Démontrer que le plan (AID) est le plan médiateur du segment
[CB].

2 Les arétes du cube ont pour longueur 1.
Calculer les longueurs AB, Al, ID et AD.

3 En appliquant le théoréme d’Al-KasHl au triangle AID,
déterminer 1’angle formé par les faces ABC et CBD .

I Ce sont des polyédres convexes dont les faces sont toutes formées d'un méme polygone régulier et inscrits dans une sphére,
2 Certains pensent qu'il s’agit d'un rhombo&dre tronqué (les faces du rhomboédre sont des losanges).
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9 Projections orthogonales dans I’espace)

Il Rappels

- onale sur un plan
mmm&twl’mﬂmm&mmm Dy
de au plan &
anguewpehphn Pen M': :

M’ est le projeté orthogonal de M whplm 2.

* Projection orthogonale sur une droite .
Par tout point M dal‘mpm.:lpnsscun,etunwﬂ.phn 9&4
orthogonal 2 la droite 9. |
Le plan @u coupe la droite @ en M” :
& mhmmmﬂ& M sur la droite 9.

Il Applications
1 Soit un plan 2 et une droite 9@ incluse dans P .

Pour tout point M de I’espace n’appartenant pas au plan 2, on considére le projeté orthogonal M’ de
M sur P, et le projeté orthogonal M” de M’ sur & . Faire une figure.

Démontrer que M ” est le projeté orthogonal de M sur 9.
Cette propriété est parfois appelée théoréme des trois perpendiculaires.

2 Soit ABCDEFGH un cube et [ le milieu de [EF] . H Gl

Construire les projetés orthogonaux respectifs des points A et / fhs f\ bect

sur la dl‘OitC (HC) . i ’? . \({_.r“‘ F
A B

3 Les droites (Ox) , (Oy) et (0z) sont deux & deux orthogonales.

P est le projeté orthogonal de M sur le plan (xQy) et C est le projeté
orthogonal de M sur la droite (0z) .

Construire les points A et B, projetés orthogonaux respectifs de M sur
(Ox) et (Oy) .

Construire les points Q et R, projetés orthogonaux respectifs de M sur les
plans (y0z) et (z0x) .

Si i, j et k sontdes vecteurs directeurs unitaires des droites (Ox) , (Oy) et (0z) , en déduire qu’il
existe trois réels a, b et c¢ tels que :
OM=ai+bj+ck .




6 Calculs utilisant les coordonnées)

; onormal (O : 7,7, k) .
o apownorme W= TrFTE.

e

Soit le cube OADBCFGE , I le centre du carré DBEG, L
et K les points définis par :

CL==CE et AK=- AF . : 4
8 i bt
On considere le repére orthonormal (O ;17,], k) de I'espace, F R
avec : | i W 7
| a ;
i=lox, j=1o8 « E-loc EEFARERE.
i=08, j=;0B e Ik=;0C. | .
1 Donner les coordonnées des points A, E, I, K et L. Kv/ o T “_ﬂ B
2 Calculer la norme du vecteur AE . o | 2

Déterminer les coordonnées du vecteur unitaire € , colinéaire
a AE et de méme sens.

3 Démontrer que le triangle KIL est rectangle.

4 a) Déterminer une équation de la sphere & de centre (2(2 ;2 ; 2) qui passe par O .
b) Vérifier que le cube OADBCFGE est inscrit dans la sphere .

¢) Déterminer |'intersection de la sphére & avec le plan d’équation z=0 .

5 Démontrer que I'ensemble des points M(x;y;z) telsque x2+y>+z2-8y-8z+16=0 est une
sphére & et déterminer son centre et son rayon.

6 On s’intéresse aux sections des sphéres & et
S par le plan (BEF) .

a) Démontrer que I'on obtient deux cercles % et
€" dont on précisera le centre et Ie rayon. En faire
une représentation dans le plan (BEF) .

b) Les cercles € et €’ se coupenten B et B’ .
Calculer la distance BB’ .

¢) En déduire I'intersection des sphéres & et &’ .

B Remarque

On pourra contrdler les réponses en construisant
la figure a l'aide d’un logiciel (par exemple,
GEOosPACW), puis en demandant une visualisation
dans des plans convenablement choisis.
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Relations métriques dans le triangle)

Il Rappels

* Théoreme de la médiane

Soit [AB] un segment de

ilieu I MA2-MB2=2MI .BA

les relations suivantes : A . MB =ML B
MA?+ MB?=2MI*+ .21_ a2 3
E : I  ABC € . & b . i ﬂ'z + 6'2 _ asschilB

a?=b?+c?-2bccos A o |
s c2=a?+b%—-2abcos C

Il Applications
1 Dans le plan 2, soit ABC un triangle de cOtés AB=5, AC=8 et BC=T7 .
a) Calculer Ia longueur de la médiane issue de A .

b) Déterminer, & un degré prés, la mesure des angles A,BecC.

¢) Déterminer et construire I'ensemble % des points M du plan vérifiant MA2-MB>=15 .
Veérifier que le point C appartient 2 5.

2 Le segment [AB] a pour longueur 6.

Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan vérifiant chacune des égalités suivantes :
a) MA.MB=0; b)MA.MB=7; ¢ MA.MB=-10; d)MA.MB=-9 .

3 Dans le plan P, on considére le triangle ABC rectangle en A tel que AB=8 et AC=3 .
Soit [ le milieu de [AB] .

a) Démontrer que I'ensemble € des points M, tels que MA .MC+MC.MB=0 , est le cercle de
diametre [CI] .

b) Démontrer que pour tout point M du plan, MA?+ MB?-2MC?=82+4MC.CI .

¢) En déduire que, I’ensemble des points M du plan, qui vérifient MAZ+ MB?-2MC?=-18 ,est la
tangente 3 % en /.

Il Un peu d’histoire

Al-Kasnur (1380 - 1429), mathématicien né & Kachan en Iran, fut aussi astronome a Samarcande. Il calcula
une valeur approchée de w avec 16 décimales, ce qui était la meilleure approximation a I'époque. Il
généralisa le théoreme de PYTHAGORE sous sa forme actuelle.
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6 Produit scalaire dans le plan)

On rappelle les principaux résultats sur le produit scalaire dans le plan obtenus en classe de

Premiére.
1.1 Expressions du produit scalaire u. v rappels
* Si les vecteurs # et V sont colinéaires :
~de méme sens : #.V= @] x[[¥] ; — de sens contraires : @ .V =~i] x|¥].
« A I'aide de projections orthogonales (pour des vecteurs non nuls) : .C
#.V=0.7 ,o0 ¥’ estle projeté orthogonal de V sur i ; o i
AB.AC=AB.AH , ol H est le projeté orthogonal de C sur (AB). g i
* Avec des longueurs, des angles (pour des vecteurs non nuls) :
i V=] x |[#] x cos (i, V) ; A AB.AC=ABxAC x cos BAC ;
ﬁ.i"aé (lid+ ¥)2 = i) = [¥)2) . 4 H.R=%(A32+AC"3—BC2).
B
C
« Dans un repére orthonormal : @ .V=xx"+yy , avec ﬁ(x) et i:’(:,) 3
1.2 Régles de calcul rappels
Pour tous les vecteurs # , Vv et W du plan et pour tout réel k,ona:
*u.V=V.ii ; o (kil) V=kXx(H.V); cd.(V+W)=U.V+il.W.

P Voir Activité 4 ; Exercices 4 a 6

1.3 Vecteurs orthogonaux rappels
Deux vecteurs # et V sont orthogonaux si, et seulement si, i .vV=0.

En particulier, le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs du plan.

@ Exemple

Soit un carré ABCD et les milieux / et J de [AD] et [AB]. A,. rrtherae .-,;D
On veut démontrer que les droites (BI) et (CJ) sont orthogonales, Rt 1 =<3 s
+ En utilisant 1'outil vectoriel, on calcule BI.CJ : e

Ff.c?-{ﬁ‘-rﬂ}.(fﬁ-rﬂ)n(ﬂ}% R‘).[—BT+%‘BT4‘] .

B Voir Exercices 10 a 12

v

En développant, ET.W:-EK.R‘-%B‘C‘%%FA’%%R.B‘A’. B e

Or BA.BC=BC.BA=0, car (BA).L (BC); donc FI.6=-%BCQ+33A2=0.W BA=BC .

2
Ainsi, les droites (BI) et (CJ) sont orthoggn_?les.
+ En utilisant le repére orthonormal (B ; BC, BA) , avec AB pour unité, on a :

1 Vi i 8.y gy iy ST i~
1(5,1]eu(0,2]. done Ff(z,l)etfﬂ( 1,2]. dob  Bl.TT=3x(-1)+1x3=0.
Les droites (BI) et (CJ) sont orthogonales.
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e Distance d’un point a une droite dans le plarD

2.1 Vecteur normal a une droite rappels

* Par définition, un vecteur normal 2 une droite & , de vecteur

directeur # , est un vecteur non nul orthogonal & .

* Soit A un point du plan et # un vecteur non nul.

L'ensemble des points M du plan vérifiant AM .7 =0

est la droite passant par A de vecteur normal # .

* Dans un repére orthonormal, la droite & d’équation ;
ax+by+c=0, avec (a;b)#(0;0),

a pour vecteur normal le vecteur 7i(a; b) .

B Voir Exercice 20

2.2 Distance d’un point a une droite propriété

Soit A un point et & une droite du plan.
*Si B estun pointde %@ et i un vecteur normal a 9@,
Ba. i

.

* Dans un repere orthonormal du plan, si A(x,;y,) et @
a pour équation ax+by+c=0, avec (a;b)#(0;0),

alors la distance de A 4 @ est AH=

alors : R
ax +c
PP o dvaid 1 by
aZ+b?
P Voir Exercices 23 er 28
o Démonstration

La distance du point A A la droite & est la distance AH, od H est le projeté orthogonal de A sur la

droite @.0n a:
BA .ii=(BH+HA).i=BH.i+HA.# .
Comme BH est orthogonal & # , BH.it=0 ;donc BA.i=HA.#.
Les vecteurs AH et 7 sont colinéaires, donc |BA .7|=AH x ||fi| ; ainsi AH = Eﬁlﬁ'ﬂﬁ .
On pose B(xp; yg) , donc BA(x,~%p,y4=yp) ctona:
BA .7 =a(x,=xp) +b(y,=yp)=ax, +by, +(-axy=byy) .
Or B estun point de @, donc —axgy—-byg=c ;d’'od BA.# =ax,+by, +c .
+by,+
De plus, [[it] = Ja?+b? ; ainsi AHaw.
Ja? + b?

@ Exemple \

Dans un repére orthonormal, la droite &, d’équation x+y-4=0,
admet pour vecteur normal #(1:1).

L'origine du repére orthonormal est A la distance [0+0-4| _ 4 _» 55

J
11+12 ,Ji 0 I | \
de la droite & .
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Produit scalaire dans !’espace)

3.1 Définition
: Soit # et v deux vecteurs de |'espace.
A, B et C étant trois points de 1'espace vérifiant i=AB et V=AC :
il existe au moins un plan % contenant les points A, B et C.

Le produit scalaire des vecteurs @ et v de 1'espace est le produit scalaire des vecteurs AB
et AC calculé dans le plan 2.

Ce produit scalaire est indépendant du choix des représentants des vecteurs # et v et du choix du
; N T 15 ol
plan P, car @.v=3 (lil*+ ¥ > - [ -¥]?) .

.- Voir Exercices 34 et 35

Remarques

=

«Si i=0 ou V=0 ,alors #.V=0 .

* Le carré scalaire de i est w =#.u=x (Ji@l?+[a@l>-[a-ull*)=]a|? , donc [ill=.u.5 .

3.2 Expression du produit scalaire en repéere orthonormal

On rappelle qu'un repére (O ;i,j, k) de I'espace, avec i=0I , j=0J et k=0K , est un
repére orthonormal de I’espace si :
lil=1, Hjl=1 et |kl=1, (0onL(OJ), (OJ)L(OK) et (OK)L(OI).

Propriété
Dans un repére orthonormal de 1’espace :

* la norme du vecteur #(x;y;z) est [u]| = x2+y*+2%;
* le produit scalaire des vecteurs (x;y;z) et Vv(x ;¥ ;2") est G.v=xx"+yy +22" .

Démonstration B Voir Activité 3
Ona |@)2=x2+y2+22, [#12=x2432 422 et [i-7V|2=(x-x)2+(y=¥)2+(z-2")%, donc :
2(5-17}=12+y2+22+x'2+y'2+2’3—[x~x’}3—{y—y’)2-(z—z’)3=2xx'+2yy'+222' :
Ainsi, @.V=xx"+yy +22" .

3.3 Regles de calculs

Pour tous les vecteurs # , Vv et w de I'espace et pour tout réel k:
Qua.v=v.u; @ (ki) V=kX(i.V) ; @u.(VHW)=d.V+u.W;
@ la+v|2P=@+V)2=u+v*+2u.v=@|>+|¥|>+2a.v .

o Démonstration

Les propriétés (D), @ et @ découlent des propriétés analogues dans le plan. Pour la propriété @), les trois
vecteurs ne sont pas nécessairement coplanaires. On peut utiliser un repére orthonormal de I'espace.
Onpose W(x;y;z) ., ¥x';y :2"), Wx";y":2") .
Onaalors V+w(x"+x":y"+y" 2 +z") , done, aprés développement et regroupement :

G (V+W)=x(x"+x)+ 3y 4+ )+ 202"+ 2 =xx" 4+ 3y + 22"+ xx" + yy" 4 22" .
Or t.V=xx"+yy +zz et i.W=xx"+yy"+2z" , donc d.(V+W)=u.V+u.w .
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Orthogonalité dans l’espace)

.

Par définition, deux vecteurs i et V de I'espace sont orthegonaux si ii.v=0 .
En particulier, le vecteur nul est orthogonal 2 tout vecteur de 1’espace.

4.1 Droites orthogonales propriété
Soit deux droites @ et @’ de vecteurs directeurs respectifs # et v . On a I’équivalence :
DLY <> u.v=0,
Exemple
Dans un repére orthonormal (O ; i, ], k) de I'espace, les droites & et 9’ , de vecteurs directeurs respectifs

-

i=i-3]+k et ¥=i+]+2k , sont orthogonales, car &.7=1x1+(-3)x1+1x2=0 .

4.2 Droite orthogonale a un plan propriété
Soit une droite & de vecteur directeur # et un plan 2 de
repere (A ;V, W) .

On a I'équivalence :
DLP < u.v=0 et u.w=0.

b Voir Exercices 59 er 60 ; T.D. 1 er 2

o Demonstration

Si @ est orthogonale & P, alors @ est orthogonale 4 la droite qui passe par A et admet pour vecteur direc-
teur Vv ;donc #.v=0 .,Deméme, i.w=0.

=p

Réciproquement, si #.v=0 et #.w=0, alors, pour toute droite @* de @, un vecteur directeur #
de 9" s'écrit sous la forme aV+ Bw , avec a et B réels. Ona:

Ui =i.(av+Bw)=axi. v+ Bxi.w=ax0+Bx0=0 .
Ainsi, la droite @ est orthogonale a toute droite &’ de % etdonc & est orthogonale a 2,

4.3 Projection orthogonale propriété
*Soit #=AB#0 et ¥=CD .Ona:
U.v=AR.CD=AB.CD ,
ot C’ et D’ sont respectivement les projetés
orthogonaux de C et D sur la droite (AB) .

Le vecteur 7' =C’D’ est le projeté orthogonal de v
sur # .

*Si 1 estun vecteur unitaire, ona vV =kii , avec k=u.v .

Démonstration B Voir Activiré 2
¢ ii.7=AB.CD=AB.(CC’'+CD'+DD)=AB.CC'+AB.C’D'+AB.DD .
Or AB.CC’'=0 et AB.DD=0, donc i.v=AB.CD =1.V .

—

= Soit k le réel tel que V'=kii ; ona W.v
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6 Equation cartésienne d'un plan)

5.1 Vecteur normal a un plan définition

* Par définition, un vecteur normal 2 un plan P est un
vecteur directeur d’une droite orthogonale au plan 2 .

-

* Soit A un point de 'espace et 7 un vecteur non nul.

L'ensemble des points M de I'espace vérifiant AM.7i=0
est le plan passant par A et de vecteur normal 7 .

5.2 Equation cartésienne d’un plan

L'espace est muni d'un repére orthonormal (0 ;1i,J, k) .

Tout plan & de I’espace admet une équation de la forme ax+by+cz+d=0 ,00 a, b et
¢ sont des réels non tous nuls.

Réciproquement, toute équation de cette forme est celle d’un plan qui admet pour vecteur
normal #i(a;b;c) .

P Voir Exercices 64 a 66

o Démonstration

Soit A(x,:y4:24) unpointduplan @ et fi(a;b;¢) un vecteur normal au plan 2,

Me P <> AM.ii=0.0r AM(x-x,:y-y,:2-24) ¢t A(a;b;c),donc:
AM.fi=a(x-x,)+b(y-y,) +c(z-z,)=ax+by+ecz+d , avec d=-(ax,+by,+cz,) .

Ainsi, Me ? <= ax+by+cz+d=0,

De plus, 7i(a; b;c) estun vecteur normal au plan 2, il est donc non nul et I'un au moins des réels a, b
ou ¢ n'est pas nul.

Réciproquement, on note F 1'ensemble des points M(x,y;z) telsque ax+by+cz+d=0.

Les réels a, b et ¢ sont non tous nuls, donc F contient au moins un point A . Par exemple,

si a#0 , alors le point A (—g 70 0) vérifie ax, +by,+cz,+d=0 ;donc Ae F.

En considérant le vecteur non nul 7i{a; b ;) , pour tout point M(x;y;z) ,ona:
m.ﬁ=a(x—xﬁ)+b(y—yd)+c(z-zﬁjzax+by+cz+d ;

Donc Me ¥ &> AM.7i=0.
Ainsi, F est le plan passant par A et de vecteur normal # .

@ Exemple
On considére les points A(=1;0;1), B(2;1;1), et C(-1;2;2) etlevecteur A(1;-3;6) .
OnaAB(3;1;0) et AC(0;2;1).
Ces deux vecteurs ont des coordonnées non proportionnelles, donc ce sont des vecteurs directeurs du
plan (ABC) .
Comme AB.#i=0 et AC.7i=0, # estun vecteur normal au plan (ABC) ; d’od :

Me (ABC) <> AM.ii=0

<> 1(x+1)=-3(y-0)+6(z-1)=0 .
Une équation du plan (ABC) est x-3y+6z-5=0.
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a Produit scalaire et angle dans I’espace)

Soit ABCDEFGH un parallélépiptde rectangle vérifiant :

AB=AE=2 et AD=4,

Soit I le centre du rectangle ABFE et J le milieu du segment ¢

[EH] .
1° Calculer les produits scalaires suivants :
BC.TH, BJ.FA et

J1.7G .
2° Déterminer, 2 0,1° prés, la mesure de I'angle géométrique 7JG. B

1° Comme la droite (BC) est orthogonale au plan
(ABF) et au plan (HGC), B et C sont les
projetés orthogonaux respectifs de / et H sur la
droite (BC) .

On en déduit que :

BC.TH=BC.BC ,

etdonc BC.ITH=BC2=16 .

Par décomposition
BJ.FA=(BE+EJ]).FA

=BE .FA+EJ-FA .
Comme ABFE est un carré, ses diagonales [BE] et
[FA] sont orthogonales ; donc BE.FA=0 .
Comme la droite (EJ) est orthogonale au plan
(EAF) , alors :

El.FA=0,

Ainsi, on obtient BJ . FA=0 .
Les droites (BJ) et (FA) sont donc orthogonales.

B Remarque

La fonction cos~! est définie sur [-1 ; 1] 2 images dans [0 ; 180]

si on travaille en degrés.

La calculatrice graphique donne la représentation graphique ci-

contre (en mode degré).

Dans le repére orthonormal
¥4 1 1
(413 48.3 4D, 3 4E)
les points 7, J et C ont pour coordonnées

respectives :
Y000, J032:2) o G(2:4:2).

Ainsi, on obtient Ji(1;-2;-1) et JG(2;2;0) .
On a alors ;
JT.TG=1x2+(-2)x2+(-1)x0=-2 .

2°On calcule |JT|=/T+4+1=./6

et [TCl=Va+d=8=242,

JIG 0 agh =g
1771 xITGI  J6x242 243"

En utilisant la touche de la calculatrice, on
obtient ;

puis : easﬂan

771G ~ 106,8° .

Yi=cos-10H)
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@ Barycentre et produit scalaire dans le plan)

Dans un plan 2, on considére un triangle équilatéral ABC de cbt¢ a (a est un réel strictement

positif).

1° Construire le barycentre D des points pondérés (A, 2) , (B,-2) et (C,-1).

2° Montrer que les droites (AB) et (CD) sant paralléles et que le triangle BCD estrectangleen B .
3° Calculer les distances CD, BD et AD en fonctionde a .

4° Déterminer I'ensemble & des points M du plan tels que 2M A% -2MB?-MC?=0 .

Vérifier que C appartienta .

1° D étant le barycentre des points pondérés :
{A; 2) 3 (B!_z} et (C‘)_l) &3
on a, par définition, pour tout point M du plan :
(2-2-1)MD =2MA -2MB-MC .

En posant M =A . on obtient :
-AD=-2AB-AC ,
soit

AD=2AB+AC ,
d’'ol la construction.

2°En  utilisant la
relation de Chasles, on
a CD=2AB, donc
les droites (AB) et
(CD) sont paralléles.

On a, par construction :
BD =BE + ED
=I§+Z-6
2dH .
ol H estlemiliende [BC].

Comme le triangle ABC est équilatéral, le vecteur
AH estorthogonal a2 BC .

Eﬁ.ﬁ:ﬁ.(ﬁ):Z){ﬁ.A_ﬁ:U'
(BC) et (BD) sont perpendi-

donc les droites
culaires.
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3° D’apres ce qui précede CD=2a .
En utilisant le théoréme de PYTHAGORE dans le
triangle CBD rectangleen B,ona BD=a./3 .
AD2=(2AB + AC)2=4AB2+ AC? +4AB.AC
=4AB>+AC?+4AB.AK,
ot K estle milieu de [AB] ; donc:
AD?=4a2+a2+4xax‘§‘=7a2 ;

soit AD=a./7.

4° En utilisant le point D :
IMAZ-2MB2-MC?
=2MA? - 2MB?-MC?
=2(MD + DA)2 - 2(MD + DB)? - (MD + DC)? .

En développant, on obtient :
2MA2-2MB?-~MC?>=~MD?+2DA*-2DB?
-DC? +2MD .(2DA-2DB-DC) .

Comme D est le barycentre des points pondérés

(A,2), (B,-2) et (C,-1):
2DA-2DB-DC=0 ,

donc 2MA?2-2MB2-MC?=-MD?*+4a” .

M appartienta  si, et seulement si :
—-MD?+4a2=0 ,soit MD=2a .
L’ensemble F est le cercle de centre D et de

rayon 2a .
Comme DC=2a , C appartienta .




1.1 Calculs

0 Distance d’un point de I'espace a un plan ou a une droite)

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ; i, ], k) .
pace ¢ i

—

Soit ? unplan, A un pointde P et 7 un vecteur normal & P .
Soit M un point de I'espace et H son projeté orthogonal sur & .

Montrer que MA .7i=MH .7 , puis que |MH . 7| =MH x ||| .
En déduire que :

 La distance d’un point M au plan @ passant par A et de vecteur normal i est

[}

Bl Applications

e Calculer la distance du point M(2;1 ;1) au plan &P passant par A(1;-2:3) et de vecteur
normal 7(2;—1;:;4).

= Calculer la distance du point M(-3;1;-4) auplan P d’équation 2x—y-2z+1=0 .

1.2 Distance d’un point a une droite

On considére le point A(—1;1;3) et la droite & passant par B(l;2;2) et de vecteur
directeur #(2;-1:;2).

Le but de cet exercice est de déterminer la distance de A a @, c¢’est-a-dire la distance d=AH ,
ou H est le projeté orthogonal de A sur la droite & .

@ Méthode 1
Le réel d est le minimum de la distance de A a un point M de la droite 9.

Le point H est donc le point de & minimisant AM , donc minimisant AM? .
a) Soit M un pointde & .

En posant BM = tii , démontrer que tout point de % a pour coordonnées (1+2f;2—1;2+21),
avec te R .

b) On pose AM?= f(1) .
Déterminer la fonction f et calculer son minimum.
En déduire la distance d.

@ Méthode 2
Soit # le plan passant par A et orthogonal a 9.

a) Déterminer une équation cartésienne de 2.
b) Calculer la distance de B au plan & et la distance AB.

¢) En déduire la distance de A 3 % (faire une figure).
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travaux diriges

e Plans perpendiculaires)

2.1 Vrai-Faux

Dire si la proposition est vraie ou fausse et justifier la réponse.

* Deux plans perpendiculaires 2 un méme troisiéme sont paralléles.

* Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite de 1'un est orthogonale a toute
droite de I’autre.

* Les diedres formés par deux plans perpendiculaires forment un angle droit.

* Si un diédre forme un angle droit, les plans qu’il détermine sont perpendiculaires.
* Si deux plans sécants sont perpendiculaires a un troisiéme, la droite d’intersection

=

HEE
HEE &

est orthogonale & ce troisiéme plan.
* Les plans P et ?* d’équations respectives :

x+3y-22-2=0 et Sx+y-z+4=0
sont perpendiculaires .

2.2 Avec un antiprisme

Le solide ci-contre est un antiprisme dont les bases carrées

sont paralleles et telles que les diagonales de I'un sont A
paralleles aux cbtés de I’autre.

Ses faces latérales sont des triangles équilatéraux.

@ soit 7 le milieu de [EF] .
Démontrer que le plan (BDI) est perpendiculaire au plan
(ABC) .

.Démontmr que le plan médiateur de [BD] est un plan
de syméirie de ce solide.

2.3 Avec un cercle

Soit € un cercle de diamétre [AB] dans un plan 2.
Soit § un point extérieur 2 % qui se projette orthogonalement en A sur le plan 2.

.Fairc une figure.

.Démontmr que, pour tout point M de ¥ différent de A et B, les plans (SAM) et (SBM)
sont orthogonaux.
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Tétraedre régulier)

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte 2 et G I'iso-
barycentre des points A, B, C et D.

Les points A, B’, C" et D’ sont les centres de
gravité respectifs des triangles :

BCD, CDA, DAB et ABC.
On note I et J les milieux respectifs de [AB] et
[CD] .

P XNEAE])

-

=
Q
)
(#p)

3.1 Généralités

@ Déterminer le plan médiateur du segment [CD] .
En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.
Plus généralement, que peut-on dire des arétes opposées d’un tétraédre régulier ?

@ a) Calculer les produits scalaires AB.IJ et CD.IJ .
En déduire que la droite (IJ) est orthogonale 2 la fois2 (AB) eta (CD) .

b) Calculer la distance 1J . (Utiliser le triangle ABJ.)

@ ) Calculer les produits scalaires AA’. CD et AA’.BD .
En déduire que la droite (AA”) est perpendiculaire au plan (BCD) .
b) Calculer AA’ , puis le volume du tétragdre ABCD .

@ a) Montrer que le point G est équidistant des points A, B, C et D.
Calculer le rayon et le volume de la sphére circonscrite au tétratdre ABCD .

3.2 Projection sur deux plans

La face ABC du tétraédre est dans le plan (Oxy) et la droite (BC) est parallele a (Oy) .

@ Construire les projetés orthogonaux A, , B, C;, Dy, I;, A] et J; despoints A, B, C,
D, I, A" et J surleplan (xOz) .
Puis construire les projetés orthogonaux A, . B,, C,, D,, I, Aj et J, despoints A, B, C,
D, I, A" et J surleplan (yOz) .

@ Le point B a pour coordonnées (3 ;2;0) dans le repere (Oxyz) .
Déterminer les coordonnées des points C, D, J, A" et A.

@ Construire le tétratdre ABCD 2 I'aide du logiciel GEOSPACW.
Projeter le tétraédre sur les plans (yOz) et (xOz) et contrdler les constructions.

@ Préciser les positions respectives des points J; et A] sur le segment [B,D,].

Chapitre 11 » ORTHOGONALITE — PRODUIT SCALAIRE




-
L

Faire le point

¢ Produit scalaire

«ii.7=AB,AC=AB.AH=ABxAC x cos BAC

* Dans un repére orthonormal de I'espace,

si d(x;y;z) et ¥W(x";y";2), alors G.V=xx"+yy" +z7
2= all? + 4% + 24 . ¥

*Si i estun vecteur unitaire ([i]=1) ,le projeté orthogonal de ¥ sur i est ¥’ =(V.7)i .

c@l=0.5=7]2 et fi+7

 Relations métriques

» Théoréme de la médiane : AB2+ AC2=2AI+ % BC? .

* Théoreme d’AL-KAsHI : a2=b2+c2—2bccos A .
g ¥ ¢ _abe
sndA sinB simC 2%

ot & est Iaire du triangle ABC .

* Distance d’un point M aunplan 2 avec Ae ? et A vecteur normal a % :
_|MA. i
CoE

savoir F comment faire ? |

* Formule des sinus :

* en repére orthonormal, utiliser les coordonnées
* en |’absence de repeére, si on connait :
—les normes, utiliser BC2=(BA +AC)>
calcaler AB.AC | —deux normes et un angle, utiliser :
AB.AC=ABxAC x cos BAC
—]e projeté orthogonal H de C sur (AB) . utiliser :

ety

AB.AC=AB.AH

I
I(Jn peut utiliser :
| » les relations métriques dans le triangle
calculer des distances |+ AB>=AB? , puis la relation de CHASLES et les régles de calcul du produit
| scalaire

« la distance d’un pomt a un plan

'legallte AB.AC=ABxACX cos BAC

demomrer
I’orthogonalité de deux
droites % et &’

on prouve que i.# =0 ,o0h i estun vecteur directeur de % et u’ est
| un vecteur directeur de %"

demontrer [*onprouve que #.V=0 et #.w=0,o00 ¥ estun vecteur directeur de |
I’orthogonalité |%,etV et w sontdeux vecteurs non colinéaires du plan 2

d’une droite & ‘e on prouve que 7 et @ sont colinéaires, ol # est un vecteur directeur

TSR T TN Y AR P S e = - - i e =
on peut utiliser
calculer des angles | * le théoréme d"AL-KAsHI ou la formulc des sinus
I et d’un plan P ide % et n un vecteur normal au plan
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@ Produit scalaire dans le pIan)
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@ Les propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?

1? ABCD est un parallélogramme tel que :
AB=6, AD=4 o AB.AD=-12.

Ona AC2=27 .
2° Dans un triangle ABC rectangle en A, si H est le pied

de la hauteur issue de A, alors AH?=BH xCH .
3°8i B est un point de la droite % de vecteur normal n et
A un point quelconque du plan se projetant orthogonalement
sur & en H, alors:

? @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°A est un point donné du plan et # un vecteur non nul.
L’ensemble des points M du plan tels que AM .G =<0 est
un demi-plan.

2° A et B sont deux points donnés du plan.
L'ensemble des points M du plan tels que MA . MB=10 est
un cercle de centre A .

3°A et B sont deux points donnés du plan.
L’ensemble des points du plan tels que |[MA + MB||=2 est
un cercle de rayon 2.

: @ Le plan est rapporté au repére orthonormal (O : 1, ]) .
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° Soit les points A(1 ;1) et B(-2;6) .
La droite %, d’équation cartésienne 3x—-5y+1=0 , est
perpendiculaire a la droite (AB) .
2° Pour tout couple (a ; b) deréels tels que a#b .1 équa-
tion x2+y2=2ax—-2by+2ab=0 est celle d’un cercle.

3° La droite passant par A(3 ;1) et de vecteur normal
n(2 ;-3) est tangente au cercle d'équation :

24+y2-2x-8y-8=0.

@) soi

circonscrit au
triangle ABC . La hauteur issuc de A coupe la base
[BC] en H etlecercle € en D.

le cercle, de centre O,

En utilisant le point E, diamétralement opposé @ A sur le
cercle %, démontrer que AB.AD=AC.AD=AE.AH .

Soit ABCD un trapeze rectangle en A et D tel que
(AC) et (BC) soient perpendiculaires.
En calculant AB.AC , démontrer que :

AC2=ABxCD .

"@ABCD est un carré, D i C

Les points I et J sont RagEEE H

déﬁmspar
| S T
Bl== BC FEEE

2 Al
et D_f=%D_C'.

A B

En exprimant le produit scalaire AT.AJ de deux facons,
——

| déterminer le cosinus de 'angle TAJ |, puis la mesure de cet

angle en radians.

T @On considére un triangle ABC tel que:

BE=gq ) "AC=B I AR =: |

1° En exprimant 1'aire du triangle ABC de trois fagons
différentes, démontrer que :

sin /i\_ sin B sin C
a b &
2° Application
Déterminer les mesures des cOtés d'un triangle ABC,
sachant que :
— —_—
BC=8, ABC=20° e BCA=30°.

[ °Sur un quart de cercle de rayon 1, on considére le

point C tel que OAC est un triangle équilatéral.

B
i

|1° Calculer AC.AO et AC.OE .

12° Calculer AC.AB de deux fa(,:ons différentes et en

dédum: la valeur exacte de cos E
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r—o ABC est un triangle et on pose :

g AB=c, AC=b e BC=a.

| La bissectrice de I'angle A coupe [BC] en D.

La droite paralldle & (AD) passant par C coupe (AB)
en B .

1° Démontrer que AC=AB’ .
[

& DB _
2° Démontrer que Db

(B,b) et (C.,c) .
3° Démontrer que (b+¢)?AD? =2b%c2(1 + cos A) .
2be ’A

|En déduire que AD= P et

i @ABCD est un carré,
Les points / et J sont définis par:
AT=3AB o AJ=3AD.
| Démontrer que les droites (DJI) et (JC) sont orthogonales.

—0 Soit i et ¥V deux vecteurs non colinéaires du plan.

1° a) Montrer que H+7V et

m
seulement si, les vecteurs # et ont la méme norme,

'seulement si, |7+ 7| =[d-7] .

|
2° Application
Soit ABCD un parallélogramme.

priétés énoncées sont équivalentes et préciser la nature du
| parallélogramme.

'a)* ABCD a deux cOtés consécutifs de méme longueur ;
| * ABCD a ses diagonales perpendiculaires.

ib) * ABCD a deux cbtés consécutifs perpendiculaires ;
'« ABCD a ses diagonales de méme longueur,

'@ Soit ABC un triangle, H son orthocentre et O le
| centre de son cercle circonserit.
' On pose :

V=HO+0A+0B+0C .

|
|1° Démontrer que V.AB=V.BC=V.CA=0.

[ —m——— e
2° En déduire que OH=0A + 0B+ OC .
3° Soit G le centre de gravité du triangle ABC.

 Démontrer que OH=30G .

ILorsque la droite (OG) existe, elle est appelée droite

' d’EuLER du triangle (ABC) .

En déduire que D est le barycentre des points pondérés'

-~V sont orthogonaux si, et |
i.' |
b) Montrer que les vecteurs @ et V sont orthogonaux si, et |

| éléments caractéristiques de cette application.

Dans chacun des cas suivants, montrer que les deux pro- |

I3° Déterminer, puis construire I'ensemble &, des points M
|du plan Z? tels que:
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Soit un triangle ABC et une droite .

On désigne respectivement par A’ , B’
projetés orthogonaux de A, B et C sur &,
La perpendiculaire & (AC) passant par B" coupeen O la

et: C" les

| perpendiculaire 2 (AB) passantpar C’ .
| Montrer que les droites (A’Q) et (BC) sont perpendiculaires.

€D soit un carré ABCD, M un point de [AC] , et P et
Q ses projetés orthogonaux respectifs sur les droites
(AD) et (CD) .

| Démontrer que les droites (PQ) et (BM) sont perpendi-
| culaires,

5 @ Soit [AB] un segment de longueur 6.
| Déterminer, et construire, 1'ensemble des points du plan
' vérifiant :

;a)m.ﬁ=18 ;
|C]0‘m.r§ﬁﬁ.

b) AM.AB=~12 ;

—' Soit ABCD un carré de cté ¢ (c>0) et a unréel

On définit I'application f du plan dans lui-méme qui
a tout point M fait correspondre le point M’ tel que :
MM’ = aMA + MB + MC + aMD .

1° Déterminer suivant les valeurs de «, la nature et les

' 2° Déterminer, puis construire I'ensemble &, des points M
|du plan @ tels que :

MAZ+ MBY+ MC?+MD?=4d¢? .

(MA-MB-MC +MD).(MA +MB+MC +MD)=2c¢? .

Dans le plan 2, soit ABC un triangle équilatéral de
cOté 2.

On désigne par I le milieu de [BC) et par H son projeté
| orthogonal sur la droite (AC) .

|1° Montrer que H est le barycentre des points pondérés
(A, 1),

(C,3).

'2° En déduire une construction du barycentre G des points
| pondérés (4, 1), (B,2), (C.5).

/3% On considére I'ensemble ¥, des points M du plan qui
| vérifient :

MA2+2MB2 4+ SMC?*=F .

ioﬁ k est un réel donné tel que C appartienneda ¥, .

Déterminer le réel k et la nature de 'ensemble %, en

| précisant ses éléments caractéristiques.




Les points O et A sont distincts,

M étant un point du plan 2, on se propose d’étudier,
s'ils existent, les points M* de % vérifiant & la fois les
deux conditions suivantes :

(1A, M et M’ alignés;
(2) OM.0OM'=0.
Soit € le cercle de diameétre [OA] .

1° Déterminer I'ensemble des points M’ dans les cas

suivants :
a)M esten O; b)M esten A;

¢) M estun point de € autre que © et A;

{d) M est un point de la droite (QA) autre que O et A;
e) M est un point de la droite & perpendiculaire en O &
(OA) autre que O .

2° On suppose que M n’est pas sur €.

Démontrer qu'il existe un unique point M’ vérifiant (1)
et (2). En donner une construction géométrique.

Dans les exercices 19 a 30, le plan est rapporté, sauf mention
contraire, au repére orthonormal (0 ;1,]) .

'@Soit les points A(3:4), B(5;0), C(1;-2) et
{ D(=1;2)..
|Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

r On considére les points A{6;3), B(l;2) et
C4;2).

|1° Déterminer une équation de la hauteur du triangle ABC,
lissue de C.

i2° Déterminer les coordonnées de 1'orthocentre du triangle
ABC .

" @011 considére les points A(0;5), B(=2;-3) et
C(3;:;4).
Calculer 1'aire du triangle ABC'.

On considere le cercle € de centre (2(-2;1) etde
rayon 5.

1° Vérifier que le point A(1;5) estun pointde €.

2° Déterminer une équation cartésienne de la tangente a8 €
en A,

; @On considére A(6;4) etladroite @ d'équation :
2x-y-3=0,

|Déterminer la distance de A & 9 et les coordonnées du

 projeté orthogonal de A sur la droite .

[ @ Démontrer que les courbes € et %’ d'équations
respectives :
24y -2y-1=0 et x2+y*-6x-8y-7=0
|sont deux cercles tangents en un point que 1'on déterminera.

@ On considere le cercle € de centre A(3:0) et de
rayon 2,

Pour tout réel m, on note %, la droite passant par

B(2 ;-2) et de coefficient directeur m .

Déterminer m pour que %, soit tangente & €.

"@ On considére 1'équation :
(Ep): x*+y*—4mx -2y +4m=0 ,
ol m est un nombre réel quelconque.

1° Démontrer que, pour toute valeur de m, (E,) est
I'équation d'un cercle %,, dont on donnera le centre et le
rayon.

2° Démontrer que tous les cercles €, sont tangents entre
|eux en un point fixe.

@ABCD et AEFG sont F G

deux carrés tels que A
appartient aux  segments
[ED] et [BG] . :
Les droites (FD) et (GC) !
se coupent en /. :
En utilisant un repére bien
choisi, démontrer que les
droites (Al) et (DG) sont
| perpendiculaires.
| (On pourra poser AB=a et AE=b )

On considére les points A(-3:;-3), B(1;1) et

| C(-4:4) .

1° Déterminer une équation cartésienne des droites (AB) et
(AC) .

|
‘2" Soit M(a; b) un point quelconque du plan.

|a) Déterminer, en fonction de a et b, les distances de M
|aux droites (AB) et (AC) .

‘b) Déterminer 1'ensemble des points équidistants des droites
i(AB) et (AC).

|On rappelle que |al =|B8 <> a=B ou a=-.
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A Dextérieur

d'un E
triangle ABC, on

| construit les carrés ABDE et i

|ACFG . D

|11 s’agit de démontrer que les

I droites (EC) et (BG) sont

| perpendiculaires,

| 1° Méthode 1

| a) Démontrer que N TR
AB.AC=-AE.AG .

'b) Calculer BG.CE et conclure.

| 2° Méthode 2

| Le plan est orienté de sorte que le triangle ABC soit direct |

|et on appelle r la rotation de centre A et d’angle g :

| Déterminer les images de E etde C par r, puis conclure.

@ Dans le plan, on consideére trois points distincts A, B |

et C alignés dans cet ordre et la droite A
perpendiculaire 4 (AB) en C.

Soit M un point de la droite A différent de C.
On appelle N le point d’intersection de la perpendiculaire en
A a (AM) et de la perpendiculaireen B & (BM) .

On cherche I'ensemble des points N, lorsque M parcourt 4
privée de C.

1° En utilisant un logiciel de géométrie, conjecturer I'ensemble
des points N.

2° Méthode 1
a) Montrer que AN.AB=AN.MB ,

| puis que AN.AB=-ABxBC .
| b) En déduire I’ensemble des points N .

| 3° Méthode 2

On choisit un repére orthonormal (B ;7,j) du plan tel que :
+ 1 ==
I=56 BC

|et on pose AB=a et BC=b .
| Le point M a donc pour coordonnées (b ; a) avec a#0 .

a) Déterminer, en fonction de a, les équations cartésiennes
des droites (AN) et (BN) .

b) Calculer, en fonction de «, les coordonnées du point N

| et conclure.

@ Produit scalaire dans I’espace)

L e N SR A

@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1°A, B, C, D et E sont cing points non coplanaires de
I’espace.

Si AB.AC=AB.AD=AB.AE=0, alors les points A,
C, Det E sont coplanaires.

2° Soit ABCDEFGH un cube de centre O et a la mesure

des arétes.
Ona: H G
a)AB.EG=a? : E F
— 2 S
b) AB.AG = .24 ; by
¢) BC.DE=a? ; J[),\x ____________ c
2 D
sl _'—9;: e
d)AB.AO = g A B

:“‘@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° A et B sont deux points de 1'espace tels que AB=1 .

L’ensemble des points M de I'espace qui vérifient :
AM.AB=1

est le plan orthogonal a (AB) passant par B.

2° A et B sont deux points distincts de 'espace

L’ensemble des points M de I’'espace qui vérifient :
MA.MB=k

est une sphére de centre [, milieu de [AB] .

r @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7

1° Les plans % et P’ d’équations respectives :
2x=3y+z-5=0 et 3x+y-2z-3=0
sont perpendiculaires.

2° On considére les points :
A(l1:-2:;4), B(-2;-6:;5),
et D(-4:0:3).
La droite (AD) est orthogonale au plan (ABC) .

C(5:1;2)

3° On considére les points :

A(-2:3:4), B(-1;8;4) e C(-2;6;3).
Le plan & d’équation 5x—y—3z—3=0 est paralléle au
plan (ABC) .
4° L’ensemble des points M dont les coordonnées (x;y; z)
vérifient I'équation :

W2yl 4z22x-4y+6=0
est une sphére de centre A(1:2:0) .
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f_ Soit ABCDS une pyramide 4 base carrée de sommet | @ Soit ABCD un tétraedre, (AH) la hauteur
S dont toutes les arétes ont la méme mesure a . i issue de A et M un point de la face ABC.

' Caleuler, en fonction de a, les produits scalaires suivants : | Construire le projeté orthogonal [ du point M sur le plan

— ——

'a) SA.SB; b)SA.5C:

r"‘@ On considére un triangle ABC rectangle en B tel que

BAC=30° .

|Un point D se projette orthogonalement en A sur le plan
(ABC) etona AD=AC=a .
| Calculer, en fonction de a, les produits scalaires suivants :

\AB.AC ; AB.AD ; CD.CA; AB.BD; BC.CD .

@ABC est un triangle
équilatéral de coté 1,

D est le point de la droite
orthogonale en C au plan
(ABC) vérifiant CD=1,
H est le projeté orthogonal
de B sur la droite (AD) ,
I le milieu de [AD].

| 1° Calculer AD et AH,
puis AB.AD .

|2° En déduire une mesure
| —
|en degré de I'angle BAD

| (BCD) .
| Justifier cette construction.

. 0!1 considére une droite & de ’espace et un cercle €
d’axe @.
Soit B et C deux points M
de € qui ne sont pas
diamétralement opposés.
Démontrer que tout point
M de Paxe 9 se projette
orthogonalement sur la
droite (BC) en I,
| milieu de [BC]. [

*@ On considére un cube ABCDEFGH d’aréte a .
| On note I le centre de gravité du triangle CFH .
1° a) Montrer que le triangle CFH est équilatéral.

| b) Prouver que les points A, G et [ appartiennent au plan
| médiateur de [CH] et au plan médiateur de [CF].

| ¢) En déduire que la droite (AG) est orthogonale au plan
(CFH) .

2° Quel est le projeté orthogonal de A sur le plan (CFH)?

a 0,17 prés.

' @ Soit ABC un triangle rectangle en A, et D un point
situé sur la perpendiculaire en B au plan (ABC).

Calculer le produit scalaire AC.AD .

En déduire la nature du triangle ACD .

Le cuboctaédre est un solide dont les sommets sont les
milieux des arétes d'un cube.

@ Soit, dans un plan 2, 2
un cercle € de «C
diameéuwe [AB] et C un
point de la droite 2
|]Jerpendiculairea Pen A.
Démontrer que, pour tout
|point M de €,ona:
CM.MB=0.

En déduire I'intersection des sphéres de diameétres [AB]
et [BC].

1° Décrire les faces du cuboctaédre. ' @ Soit 2 et P deux plans perpendiculaires et & leur

2° Démontrer que les centres de gravité des faces triangu- droite d’intersection.
| laires sont les sommets d'un cube. Deux points A et B du plan & se projettent orthogona-
lement en A’ et B’ sur @ et deux points C et D du
plan % se projettent orthogonalement en C’ et D’
|sur &.

4° Réaliser une coupe suivant le plan (HFB) . | Montrer que AB.CD=A’B".CD’.

3° Calculer la mesure en degré de l'angle de deux faces
triangulaires.
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- @ 1°Soit A, B, C et D quatre points distincts de
| I"espace.

'Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont orthogo-
!nales si, et seulement si :

' AC?+BD*=AD?+BC? .

|(On pourra, par exemple, exprimer AC?-AD? | ainsi que
BC?2-BD? , sous forme de produits scalaires.)

2°On considére un tétragdre ABCD tel que (AB) est
orthogonale & (CD) et (BC) orthogonale & (AD) .
{Montrer que (BD) est orthogonale 2 (AC) .

-‘@ Les plans & et %" sont perpendiculaires et se

! coupent suivant une droite &',

;Un point M de I'espace, n'appartenant pas & 2, se projette
|orthogonalement en H surle plan & eten H' sur &,

1° Déterminer le point K, projeté orthogonal de M sur @.
2° Démontrer que MK2=MH?+MH'? .

"@ Soit un plan &, une droite @ incluse dans & et un
point A de 9.

'Un point B, n'appartenant pas au plan &, se projette

orthogonalement en H sur le plan & et en K sur la

droite 9. '

On suppose que K est distinct de A |

Démontrer que (BHK) et (BKA) sont perpendiculaires.

‘@ Soit ABCDEF un

octaddre régulier,

1° Démontrer que les
|sommets B, C,DeE
iappaniennent a2 un méme
;plan qui est orthogonal a la
droite (AF).

Quelle est la nature du
quadrilatére BCDE ?

2° Démontrer que (ABF) et (AFC) sont perpendiculaires.

Dans un plan & de 1'espace, on considére un cercle
€ et [AB] I'un de ses diamétres.
[Soit & la droite passant par A qui est orthogonale &8 @, et
S un point de & distinct de A .
|Soit M un point du cercle €, distinct de A etde B,et H
le projeté orthogonal de A sur la droite (MS) .

1° Placer les données précédentes sur une figure, % étant
placée verticalement.

2° Démontrer que les plans sont

perpendiculaires.
|3° Démontrer que (AH) est orthogonale au plan (BMS) .

(AMS) et (BMS)

= ' Soit un plan %, A un point extérieur & %, et un réel
positif €.

Quel est I'ensemble des points M du plan & qui sont situés

a la distance ¢ de A ? Discuter suivant les valeurs de €.

On considére un plan % etun point O de 2.

Soit A un point n'appartenant pas & #.
A toute droite & qui passe par O et est incluse dans le plan
&, on associe le projeté orthogonal M de A sur la droite 9.
Quel est I'ensemble des points M, lorsque 2 prend toutes
|les positions possibles ?

-—@ Soit & une droite de I'espace et un point §
: n'appartenant pas & @ . A tout plan ? contenant la
|droite @, on associe le projeté orthogonal K de § sur @,

!Quel est I'ensemble des points K, lorsque % prend toutes
|les positions possibles ?

r '@A , B et C sont trois points non alignés de 1’espace.

1°On considére les plans médiateurs #, 2 et R des
segments [AB] , [AC] et [BC].

a) Démontrer que P, 2 et & sont des plans perpendi-
|culaires au plan (ABC) et qu'ils se coupent suivant une
droite & que I’on déterminera.

b) Démontrer que tout point de % est équidistant de A, B
et €.

20 Quel est I'ensemble des points de I'espace équidistants des
‘points A, B et C?

‘ @A, B et C sont trois points non alignés de 1'espace.
Soit 2 I'ensemble des points M tels que:
|3MA + MBl| = 2|MA + MC| .
Démontrer que P est un plan perpendiculaire au plan
| (ABC) que I'on précisera,

' @A , B, C et D étant quatre points non coplanaires de
I'espace &, on définit ’application f de I'espace &

dans R par le produit scalaire ;

f(M)=(MA + MB + MC + MD) . (MA + MB - MC - MD).

1°On appelle G !'isobarycentre des points A, B, C
et D. Onnote I et J les milieux respectifs des segments
[AB] et [CD] . Démontrer que f(M)=8MG.JI .

2° Pour tout réel k, on note ¥, la ligne de niveau k de
I'application f, c'est-2-dire 1'ensemble des points M de
|I'espace tels que f(M)=k . Déterminer la nature de & .

|3° On suppose que ABCD est un tétraédre régulier,
' Démontrer que la ligne ¥ de niveau 0 passe par G et est
| paralléle aux droites (AB) et (CD) .
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‘? Soit A, B et C trois points non alignés de 1'espace.
' 1° Démontrer que, pour tout point M de I'espace :

MA.BC+MB.CA+MC.AB=0.

| 2° Déterminer 1'ensemble & des points M de ’espace
vérifiant :

MA .BC=MB.CA=MC.AB .

3° On suppose que le triangle ABC est équilatéral,
Que représente, alors, I'ensemble & pour le cercle circonserit
| au triangle ABC?

Sauf mention contraire, dans les exercices 56 & 68, I'espace
est rapporté au repére orthonormal (01,7, %) .

[ " Soit les points :

A(-1;1:;2), B(0;1;0) e C(2;0;3).
1° Calculer les produits scalaires :
AB.AC, BA.BC e« CA.CB.

2° Déterminer, une valeur approchée, a 0,1° prés, des
mesures en degré des angles géométrigues :

— — —
BAC, CBA et ACE,
-—-@smz les points A(5;-3;2), B ;=] 1), |
C(7:-4;2) et D(6:-1;7).

Le tétraddre ABCD est-il trirectangle en A, c¢'est-3-dire les
arBtes contenant le point A sont-elles deux & deux
orthogonales ?

((-J) et W=— (T4]-2K).

il
J6
Démontrer que (O ; i, V¥, W) est un repére orthonormal de
’espace.

Soit les points A(1;2;-2), B(2:;3:-2),
D(0;3;-2) et E(1;2;-2+42).

1° Démontrer que AB=AD=AE et que les droites
(AB) , (AD) et (AE) sont deux & deux orthogonales.

2° Déterminer les coordonnées des points C, F, G et H
tels que ABCDEFGH soit un cube.

—® Soit B, D et E les points définis par:
OB={, ©OD=] o OE=k.

1° Déterminer les coordonnées des points B, C, D, E,
!F, G et H tels que OBCDEFGH soit un cube.

2° Déterminer les coordonnées du centre 2 de ce cube,

3° Calculer le produit scalaire 20,128 .
En déduire une valeur approchée, i 0,1° prés, de la mesure en

' degré de 1'angle sous lequel on voit une aréte depuis le centre
du cube.

‘@ Soit le point A tel que OA =1,

| Déterminer les coordonnées des points B, C et D sachant
\que ;

| * B a une ordonnée positive ;

'*B et C appartiennent au plan de repére (0 ;1,]) ;
{* O est le centre de gravité du triangle ABC ;

|* ABCD est un tétraddre régulier.

.@ On considere les points :

| A(2;3;-1), B(8;-2:;4) et C(3:;0;5).
|Existe-t-il un réel a« tel que AB et AB+aAC soient
| orthogonaux ?

On considére les points :
A(-2:3;5) e B(4;-1;-3).
| Déterminer une équation cartésienne du plan médiateur du
|segment [AB] .

r @ On considére les points :
A(1;-1;0), B(2:;3;-4) et
|et le vecteur 7(8;15;17) .

C(-3;0;1)

[1° Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.

12°Calculer AB./i et AC.7 .
| En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

i @ On considére deux plans P et 2 d'équations
respectives :
2x-y+z+9=0 et x+y+2z-7=0.
| Quel est I'angle aigu de ces deux plans ?

D) on considere les points A(1:2:3), B(0;1:5)
et C(3;0;4).

1° Montrer que AB et AC ne sont pas colinéaires.

|2° Démontrer que #i(a;b;c)
‘ (ABC) si, et seulement si, on a :

-a=-b+2c=0
20a=2b+¢=0 .

est orthogonal au plan

3° En déduire un vecteur normal & (ABC) a coordonnées
entiéres et une équation du plan (ABC) .
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r @ On considére les plans P et 2 d’équations
respectives 2x+y-z=0 et x-y+2z=0.

1° Vérifier que le point A(1:0:-3) est équidistant des
plans P et 2.

2° Déterminer I'ensemble # des points équidistants des
plans 2 et 2.

r ‘@ABCD est un tétraédre régulier d’aréte a et G est
I'isobarycentre des points A, B, C et D.

11° Démontrer que G est équidistant des points A, B, C
et D . Calculer, en fonction de a , le rayon de la sphére cir-
conscrite au tétraédre ABCD .

2° Montrer que le point G est équidistant des plans :
(BCD), (CDA), (DAB) et (ABC).

En déduire que G est le centre de la sphére inscrite dans le

tétraédre ABCD .

'3° Exprimer le produit scalaire GA . GB en utilisant :

| * soit I'angle Z'(}"B;

* soit le milieu f du segment [AB] .

En déduire une valeur approchée, a 0,1° prés, de la mesure en
degré de I'angle AGB.

4° La molécule de méthane

CH,

Les noyaux des quatre ato- ey

mes d’hydrogéne sont les il o "k
s?mn?cts d'un  tétragdre x::__._f_‘_'_’____v,r'%_,::‘.- H
régulier et le noyau de H GL

I'atome de carbone est au
centre de ce tétragdre.

La longueur des liaisons C—H est 1,09 10" m .
Calculer la longueur des liaisons H—H .

Problémes)

@ 1° Dans un plan 2, soit € un cercle de centre {2 et
de rayon R .
On désigne par P un point quelconque du plan & et par &
une droite passant par P qui coupe le cercle € en A et B.
|a) Démontrer que PA.PB=PA.PA’ . ou A’ estle point
diamétralement opposé @ A sur €. En déduire que :
PA,PB=0NP2-R*.
'b) En déduire que si %" est une droite passant par P qui
coupe le cercle €en C et D, alors:
PA.PB=PC.PD .
Le réel PA.PB qui ne dépend pas du choix de la
droite & passant par le point P est appelé puissance
du point P par rapport au cercle €.

2° Soit ACBD un guadrilatére inscrit dans un cercle % dont
|le centre est noté (2,
| On suppose que les diagonales (AB) et (CD) sont per-
| pendiculaires et on appelle @ leur point d’intersection.
|On désigne par I le milicu de [AC].
| Démontrer que la droite (f0) est perpendiculaire  la droite
(BD) .

' @ On attribue a Albrecht DURER la construction
présentée ci-contre, (Cahier de I’ Abbaye de Boscodon,

n“ 4 : « L’art des bdtisseurs romains ».)

(Elle est effectuée avec une méme ouverture de compas AB

|qui est prise comine unité.

Les cing cbtés du pentagone ont la méme longueur par

construction, mais est-ce pour autant un pentagone régulier ?

i1° Montrer que les points €, O et D sont alignés.
2° a) Montrer que (O ; OD, OI) est un repére orthonormal,

Donner les coordonnées de D, C, I, B et A dans ce
repere.

| b) Montrer que les coordonnées de E dans le repére précé-
dent sont du type (x:x+1) .

B1+ 4684
2 )

¢) Montrer que x=

T 7 —
3° En déduire une mesure en degrés de ABE .
La construction de DURER fournit-elle un pentagone régulier 7
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Dans le plan % muni du repere orthonormal
(O;1i,j),on définit les trois points :

A0, B(3:3) « c(3:-3)

et la droite & d’équation x=1 .

1° Déterminer les coordonnées de G tel que
Quelle est la nature du quadrilatére ABGC 7

2° On note % I'ensemble des points M(x ;y) du plan &
qui vérifient la relation —MA2 + MB2Z+MC2=2(x-1)? .

a) Vérifier que B et C sont des points de %,

b) Déterminer une équation cartésienne de §.

3° a) Démontrer que ¥ est la réunion des courbes €, et €,
d’équations respectives :
y=ux2-2 et z

b) Démontrer que la droite %, d’équation y=x est une
asymptote a la courbe €, .
¢) Par quelle transformation géoméirique, obtient-on la
courbe ¢, a partir de la courbe €, ?
En déduire une droite %, qui est asymptote a la courbe €, .
d) Construire les courbes €, et
tangentes aux points :

A d’abscisse .2 et B dabscisse —./2 .

€, en précisant les

L(?—j‘) we el i+]) .

V2 {2

Vérifier que (O, V) est un repére orthonormal.
Déterminer une équation de ¢ dans le repére (O i, V) et
en déduire la nature de la courbe 9.

4° On pose u=

5° Démontrer que % est I'ensemble des points M du plan
P tels que MG=.2d(M, D) , ou d(M, D) est la dis-
tance de M 4 la droite & . Cette courbe est une hyperbole.

Hyperbole

C’est une des coniques (ellipse, parabole, hyperbole)
étudiées par les mathématiciens grees de 1'Antiquité
(MENECHME, APOLLONIUS, PAPPUS). (Voir le Chapitre
« Surfaces ».) Ces courbes peuvent &tre définies au
moyen d'un point appelé foyer (KEPLER) et d’une
droite (d) dite directrice (PAPPUS).
Une conique est I'ensemble des points M tels que :

MF

M_H — k £)
olt H désigne le projeté orthogonal de M sur (d) .

avec k>0,

Le nombre k est appelé excentricité de la conique.

L’espace étant rapporté au repére orthonormal
(0:1 J, k) , on considére les points :
A(4:4:;0), B(0:;5:2) e C(2:;0:4).

1° Placer les points A, B et C sur une figure.

| Soit P

2° On désire construire le pied H de la hauteur du triangle
ABC passant par C .

Justifier I'égalité AB . A_.H=EBT : A_C_"

Déterminer le réel k tel que AH=kAB et placer le point H .

On considére un triangle
ABC et (Bt) la bis-
sgg_i_:jce intérieure de 1'angle
CBA .
le plan contenant
(Br) qui est orthogonal au
plan (ABC).

1° Soit M un point de &, E
son projeté orthogonal sur (Br) et F et G les projetés ortho-
gonaux de E respectivement sur les droites (BC) et (BA) .

Calculer MF . BF .
Démontrer que M est équidistant des droites (BA) et (BC) .

2° Déterminer 1'ensemble des points de 1'espace qui sont
équidistants des droites (BA) et (BC) .

@ Dans I'espace, on désigne par &, I'ensemble des

AMT;=k ol A et B sont deux

points distinets et k un réel strictement positif donnés.

points M tels que

1° Quelle est la nature de &, ?

2° On suppose k=1 .

a) Démontrer que &, est I'ensemble des points M qui
vérifient MA?-k2MB2=0 .

b) En utilisant le barycentre [ des points pondérés (A, 1) ,
(B, k) et le barycentre J des points pondérés (A, 1) ,
(B, —k) . déterminer 'ensemble &, .

L'espace est rapporté au repére orthonormal
(01,7, k) .Soit & lasphére d’équation :

x3+y3+z2—4x+2y—z+;5i=0 ;

1° Démontrer que la sphére & coupe le plan d’équation
z=0 suivant un cercle dont on déterminera le centre et le
Tayon.

2° Déterminer de méme les intersections de & avec les plans
d’équations respectives y=0 et x=0 .

@ Soit ABCDA'B'C’D’ un cube d’aréte 1, M un point
de la droite (DA’) et N un point de la droite (AC) .
On pose :
DM=aDA’ e AN=bAC, avec a et b réels.
Déterminer a et b pour que la droite (MN) soit perpen-
diculaire aux droites (AC) et (DA’) , en utilisant :

{a) la relation de CHASLES et des produits scalaires ;

b) le repére (A ; AB, AD, AA’) dont on précisera la nature.
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|Montrer que B’ est I'orthocentre du triangle ACD .

|¢) (BA") coupe (CD) en K.Montrer que K appartient &
I1a droite (AB’) . En déduire que les droites (AA”) et (BB’)
sont sécantes en un point H .

d) Montrer que les quatre hauteurs du tétraddre sont concou-

|b) Soit B | jeté orth lan (ACD) .
:'@Soit ol @ 8 | ) Soi & projeté orthogonal de B sur le plan (ACD)

trois points distincts
|0, A et B de I'espace tels
'que leurs projetés orthogo-
Inaux respectifs A’ , 0" et
| B" surle plan % sont aussi

“

(trois points distincts. On . rantes,

| désigne par #H un vecteur o Ll W D Le point de concours est appelé orthocentre du tétratdre.
i P Un tétreddre quiadmet un orthocentre st appelé un
| 1° Montrer qu’il existe deux réels a et b vérifiant : tétraédre orthocentrique.

| OA=0A’+ai et OB=0B +bi .

2° Calculer OA.OB .

n

'3° En déduire que :

a) Si un angle droit a I'un de ses ctés parallele A un plan &

|et 1'autre ¢6té non orthogonal a &, alors cet angle droit se

| projette orthogonalement sur & suivant un angle droit.

e ¥ y ’ ' @ Le cuboctaédre rhombique

'b) Si un angle droit se projette orthogonalement sur un plan ? |
| suivant un angle droit, alors 1'un, au moins, de ses cotés est | A. Construction d'un cuboctaédre rhombique a I'aide du

' paralléle au plan de projection. logiciel GEOSPACW.
5 » Définir un réel a.
|4° Application 1 |* Construire un cube ABCDefgh d'arte a, dont la face

| Soit un carré ABCD situé dans un plan non perpendiculaire
‘au plan de projection P et A", B', C' et D' les | oo oo las 5

ik . ymétrique E de O, centre du cube, par la
| projetés orthogonaux de A, B, C et D sur P, symétrie par rapport au plan (ABC) .

A quelles conditions A’B’C’D’ est-il un losange? un | _ P =
frectangle?uncané? & oint Image\syn

| 5° Application 2

| L'espace est rapporté au repére orthonormal (O ; LK.

On considére le plan #? d’équation 3x-2y+z+5=0 et |
{les points A(1;0;3), B(2;1;2) et C(3;=-4:1).
&) Vérifier que le triangle ABC est rectangle en A .

b) Démontrer que le projeté orthogonal du triangle ABC sur
Ile plan @ est un triangle rectangle.

iefgh est dans le plan (oxy) et h=o .

L """"!j','-h nt image!

* Construire le cub

= Lreernaol
AR

octaddre thombique ABCDefghEFGKL .

‘@ Soit ABCD un tétraddre.

1° Montrer que :

si AB.DC=0 et AC.BD=0, alors AD.BC=0.
(Indication :

BC=BD+DC et AD=AB+BD=AC+CD .

On appelle hauteur d’un tétraddre, toute droite conte- : :
nant I'un des sommets, perpendiculaire au plan de la B. 1° Vérifier que les quatre points E, B, F et C sont
face opposée A ce sommet. bien coplanaires.

2° Créer le patron de ce solide :

| 2° On suppose que le tétraédre ABCD satisfait aux condi- |
| tions de la question 1°,

(@) Soit A" le projeté ortho- | Décrire le cuboctaddre (sommets, arétes, faces).

|gonal de A sur le plan

| (BCD). ' 3° Déterminer, en fonction de a, !a longueur’d’une aréte du
| Calculer los, prodiits scataires - Ecuboctaédre et les longueurs des diagonales d'une face.
|BA".CD et CA'.BD . y :4" Déterminer, & 0,1° prés, les mesures en degré des angles
| En déduire que A" est I'ortho- |du quadrilatére EBFC et de l'angle des faces EBFC et
| centre du triangle BCD . c |AEBK .
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Droites et plans

Droites de I'espace  p.320

+ caractériser vectoriellement une droite
* déterminer une représentation
paramétrique d’une droite
o caractériser une droite,
un segment a I’aide de barycentres

Plans de 'espace _ p.322

¢ caractériser vectoriellement un plan

* déterminer une représentation
paramétrique ou une équation
cartésienne d’un plan

* caractériser un plan a I’aide
de barycentres

Systémes et
intersection de plans ___ p.324

* déterminer et interpréter les solutions
de systémes linéaires




Ivites

__acti

@ Résolution de systémes)

De nombreux probléemes peuvent étre résolus a I’aide de systémes linéaires'. On en trouve trace dans les
mathématiques babyloniennes, ainsi qu’au moyen dge en Inde et en Europe.

B Formules de CRAMER

Les systtmes linéaires a coefficients littéraux
apparaissent véritablement a la fin du xvii© siecle.
Le texte de CRAMER, mathématicien suisse (1704-
1752), fournit les formules explicites des solutions
d’un systeme de deux ou trois équations a deux ou
trois inconnues.

Ces formules (attention, les exposants sont en fait
des indices !) sont généralisables a un systéme de n
équations a n inconnues et conduisent a la
définition de la notion de déterminant fréquemment
utilisée en algebre et étudiée dans 1'enseignement
supérieur.

Vérifier le résultat obtenu pour un systéme de deux
équations a deux inconnues.

B Méthode du « pivot » de Gauss

Gauss (1777-1855) est un mathématicien allemand qui travailla beaucoup dans le

domaine de I'astronomie.

Pour déterminer I'orbite de 1'astéroide Pallas, découvert par I'astronome OLBERS,
il fut amené a résoudre un systéme de six équations a six inconnues.

Dans un mémoire en 1810, il met en ceuvre un algorithme valable pour n’importe
quel systeme linéaire. Cet algorithme est basé sur les deux régles suivantes :

(R1) Si on permute deux équations du systéme, on obtient un nouveau systéme
qui admet les mémes solutions que le systeme initial. On note, par exemple,
e, <> e, l'opération qui consiste & permuter les équations ¢, et e, .

Soient plufieurs inconnues 2, ¥, x, v, & autaot d'équations

A=tk Ty X2 o 70 ok Gea

A=221+4Ty4 Xx Vot éu

A=2"2 Vy+ X% Vo G

A‘=Z‘5+I"‘y;—£"x+V‘v+ &%,
7.

ot les letres A, A, A, A*, &c. ne mar-
quent pas, comme 4 l'ordinaire, les puiffances d'4, mais
le prémier membre, fappolé connu, de la prémicre, fR-
conde, woifime, quatriéme &e. dquation, De méme Z°,
Z*, gre, fomt les coéfficients de =; 1, T, d%. ceux de
5 X', X', dre. ceux de »; V', P, e ceux de u;
Cette Notation fuppofée , sl n’ylaqu‘uneéqdmon&
qu'une inconnue 3 on aura z=2—‘.s‘ilya deux équa-
tions & deux inconnues z & y ; Bl'lzlunfﬁ'm T
A;r:__Alra b AN L s 4 =
i g s AD b= b
équations & trois inconnues 7, y, & x; on trouvera

C.E. Gauss

(R2) Si on remplace une équation ¢; par une combinaison linéaire de ¢; avec une autre ligne €;, pourvu
que I'équation ¢; intervienne effectivement, ¢’est-a-dire remplacer e¢; par ae; +be; (avec a réel non
nul et b réel quelconque), alors le systeéme obtenu admet les mémes solutions que le systéme initial.
Cette opération est notée e; < ae;+be; ou ae;+be;,—e; .

Ces opérations permettent de ramener la résolution d’un systéme linéaire a celle d'un systéme
« triangulaire », c’est-a-dire d’un systéme ol chaque équation contient une inconnue de moins que

I’équation précédente.

Par exemple, en utilisant une calculatrice possédant un

module de calcul formel, pour résoudre le systéeme :

x=2y—z="T
2x-2y+3z=-3 ,
3x+y-2z=11

on commence par introduire les trois équations notées e,

e, et eq.

I Systémes ot les inconnues apparaissent avec le degré 1.
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ny-2y-z=72el K=2Yy—zZ=7
A2 x—-2-y+3Fg=-3>a82
2x=-2y+3-z= -3

Jew+y=-2-z=11

83 x+y=2-z=1138a3
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On obtient ensuite les deux écrans suivants :

T Fov Y Fav | W
v §==|Algebra|Calc|Other|Pranl0Clear a-z. v f==|AlgebralCalc erPronldiClear a-=z.

Few

=gl R=2-y—z=7 LE-3 1 ®K=2'y-z=T7
Eg2-2-01 42 2:9+5-z= -17 »e2 2:'y+5-z= =17
=3 -3-el >3 7ry+z=-10* m2-e3—-7 e2rel I3 Z=99

3373

L 30 3/30

1 Quelle régle a été utilisée pour obtenir les systémes des écrans ci-dessus a partir du systeme initial ?

2 Sur le deuxiéme écran ci-dessus, le systeme obtenu est un systéme triangulaire.

En déduire la solution du systeme.

x+5z+21=6
4x+y+8z=20
5x+y+6z+10r=11
8x+2y+z+17t=8

3 Résoudre le systeme en utilisant la méthode de GAuss.

4 La méthode de GAUSS n’est pas toujours la plus rapide pour résoudre un systéme.

X+y—z=-2
Par exemple, le systtme {x+z=-1 peut facilement étre résolu par substitution :
x+2y=0

on peut exprimer y et z en fonction de x dans les deux derniéres équations, puis remplacer y et z par
les expressions obtenues dans la premiére équation pour en déduire x et ensuite les valeurs de y et z.

Résoudre ce systeme.

x+y+z=2
5 Vérifier que la méthode de Gauss appliquée au systtme {x+2y+3z=5 conduit au systeme
x+4y+7z=11

X+y+z=2
triangulaire y+2z=3 .
0=0
Ce systéme a-t-il des solutions 7
Si oui, déterminer I’ensemble de ses solutions.
Ce chapitre va fournir une interprétation géométrique de ce résultat.

Fix| Fi+ [F3~| Fir] F5 Fé-
TeolsiA13¢brajCalc|ither |FramiDiClean Up

L= 4-x+y+8-z=20

6 On peut toujours vérifier les résultats obtenus en utilisant
la fonction solve de la calculatrice : aprés avoir placé les
équations du systéme vu au 3 en al, a2, a3 et a4, on
obtient I'écran ci-contre.

10-t+9 x+y+6-2=11
= ag 17:t+B- %+ 2:0+ =8
B solvelal and a2 and al ap
t=-1 and x=3 and g=EI [

and aZ ard ad, {x,u.z. L)




e Notion de courbe paramétrée dans I’espace)

I Trajectoire d’un planeur

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O ; 1, J, k) avec 100 m
pour unité.

A Dinstant =0 , un planeur se trouve au point A(2;0;0) etentame "‘
sa montée en altitude suivant la trajectoire € donnée par :
x=2cost
y=2sint avec te[0;10]. " st i
z=0,5¢1

1 Construire cette courbe 2 l’mdc de GEOSPACW pour contrbler les 9
résultats. (On sélectionnera Créer\Courbe\Courbe paramétrée dans le menu.)

2 Quelle est la projection orthogonale de la courbe € sur le plan de
repére (O;?,f) ? Sur le plan de repere (0; k) ?

3 La trajectoire du planeur M est contenue dans une surface « classique ». Laquelle ?

4 Quelle est Ialtitude du planeur lorsqu’il repasse a la verticale du point A pour la premiere fois ?

B Un ensemble de barycentres H G
ABCDEFGH est un cube. Soit t un réel de I'intervalle [0; 1] .

On considére les points suivants : E F
M le barycentre des points pondérés (A,f) , (C,1-1) ;
N le barycentre des points pondérés (H,t) , (F,1-1) ;
I le barycentre des points pondérés (M, 1) , (N,2) . L B

Le but de cette activité est de déterminer 'ensemble F des points [ lorsque e
t décrit 'intervalle [0; 1] . A B

1 A Paide d’un logiciel de géométrie (par exemple, GEOSPACW), émettre une conjecture sur
’ensemble .

2 Démontrer que M est un point du segment [AC] et N un point du segment [FH] .
8 On considere le repére (A 1AB,AD, AE) de I'espace.

a) Déterminer les coordonnées des points A, C, F, H, puis celles des points M et N.
b) En déduire que I'ensemble F est caractérisé par le systéme :

x=1=t
1 1
Y=3*3" avec te [0;1].
z = 2
3
¢) On appelle K le point de coordonnées (1 ; ;) Démontrer que I'ensemble F est inclus dans une

droite & dont on précisera un point et un vecteur directeur.
d) Déterminer I'ensemble F des points / lorsque ¢ décrit intervalle [0 1] .
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e Régionnement du pIarD

Le plan est rapporté 2 un repére (O ; i i 1

_-Laﬂmta @.d’équm ax+by+e=w9 avec (a; k)ﬁa 0), WRMwmm

I Résolution de systémes d’'inéquations

1 a) Tracer les droites 9, et D, d’équations respectives x-y+1=0 et 3x+2y~12=0.
b) En déduire 1'ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x ;y) vérifient :

x=0

y=0
x-y+1=20
3x+2y-12=0

2 Déterminer dans chaque quadrant du repére I'ensemble des points M du plan dont les coordonnées
(x;y) vérifient :
|x| +[yl =4.

I Caractérisation d’'une surface du plan
On considére les points A(-2;-3), B(2;0) et C(-1;2).

Caractériser par un systeme d’inéquations |'intérieur du triangle ABC,
cOtés compris.

B Avec des barycentres

Soit A, B et C trois points non alignés du plan 2.

1 Caractériser les points intérieurs au triangle ABC par un systtme d’inéquations utilisant les
coordonnées (x ; y) de ces points dans le repére (A . AB,AC) du plan 2.

2 Soit a, b et ¢ trois réels tels que a+b+c#0.
On appelle M le barycentre des points pondérés (A,a) , (B,b) et (C,c) .

a) Vérifier que si a, b et ¢ sont strictement positifs, alors M est situé a 'intérieur du triangle ABC .
b) Que peut-on dire des coefficients a, b et ¢ si M est situé a I'intérieur du triangle ABC ? Justifier.
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Droites de I’espace)

Une droite de 1’espace est définie :

= s0it par deux points distincis A et B;
* soit par un point A et un vecteur directeur # non nul.

1.1 Caractérisation vectorielle d’une droite propriété

Soit & une droite, A un point de & et i un vecteur
directeur de .

La droite 9% est ’ensemble des points M de I’espace pour
lesquels il existe un réel ¢ tel que AM =13 .

Me @ < ilexiste t dans R tel que AM = tii .

Remarques

« Le réel 1 est I'abscisse du point M dans le repére (A ; #) de la droite %'.
= Toutes les caractérisations de la droite sont basées sur cette propri€ié.

1.2 Caractérisation paramétrique d’une droite propriété

L’espace est rapporté au repere (O '; i, j, k) .
Soit 9 une droite, A(x,;y,:z,) unpointde & et #(a:b;c) un vecteur directeur
de P
M A i
e e
X=X+ ta
La droite & est caractérisée par le systéme { y =y, + tb avec t€R .
T te

Ce systéme est une représentation paramétrique de la droite % . Le paramétre est 7.

o Démonstraﬁon ... Voir Activité 2 ; Exercice résolic 1 ; Exercices 2, 4 et 6

Le point M(x;y;z) appartientd @ si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que AM =i .
Or OM=0A+AM ;donc M €D si, et seulement si, il existe ¢ dans R tel que OM = O0A + tii .
La traduction & 'aide des coordonnées de cette égalité vectorielle donne le systéme paramétrique ci-dessus.

o Exemple
Soit ABCD un tétragdre et D’ le centre de gravité du triangle ABC .
Dans le repére (A ;Z—B',R,E) de I'espace,ona D(0;0;1) , D’[l 1 0) et ﬁ'(l : % ;*1) 3

R 3
Les systémes suivants sont des représentations paramétriques de (DD”) dans le repére (A ;AB,AC,AD) :
| Sl 1
x= 3 + § ! x= § s o
1.1 avwecteR, 1 avec s€ R, y=k avec k€ R .
y=—+§I y=§s
3 z=1-3k
== = 1-5
Is sont obtenus en utilisant respectivement les reperes (D’ ; DD”), (D ;DD’) et (D;3DD’) dela
droite (DD") .
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1.3 Caractérisation barycentrique d’une droite propriété
Soit A et B deux points distincts de 1'espace. '

La droite . (AB) est ’ensemble de tous les barycentres des points A et B affectés de tous
les coefficients possibles non opposés.

M € (AB) <> M estlebarycentrede (A, a) et (B, B) avec a, B réelset a+B#0 .

o Démonstration P Voir Activité 3 : Exercice 8

*Si M appartient a la droite (AB) , alors il existe un réel ¢ tel que AM =¢AB , donc :
AM=1(AM+MB) , dot (1-1)MA+MB=0 .
Comme (1-t)+1t=1 #0 . M est le barycentre des points pondérés (A,1-1t) et (B,1) .
* Réciproquement, si « et B sont deux réels tels que a+ B#0 , alors le barycentre M des points
pondérés (A, a) et (B, B) vérifie:
aOA + 55§= (a+ S}W pour tout point O de 'espace.

——ew

En particulier, en prenant O confondu avec A,ona (a+ ,B):W= ,G:?B’ ,donc AM= = fﬁ AB .

Ainsi. M est un point de la droite (AB) .

1.4 Caractérisation d’un segment propriété

Soit A et B deux points distincts de I’espace.
Le segment [AB] est I'ensemble de tous les barycentres des points A et B affectés de tous
les coefficients positifs possibles non simultanément nuls.

M €e[AB] < M estle barycentre de (A, @) et (B, B)
avec =0, B=0 et a+B#0.

o Démonstration

*Si M appartient au scgment [AB] ,alors AM=1(AB etl'abscisse r du point M dans le repére (A ; AB)
vérifie 0=sr=<1 .
On en déduit (1 —)MA +tMB=0 avec t=0 et 1-t=0 .
Ainsi, M est le barycentre des points pondérés (A, 1 —t) et (B, 1) , et les deux coefficients sont positifs.
* Réciproquement, si M est le barycentre des points pondérés (A, @) et (B.B) avec a=0 et =0
et a+PB#0 alors:

AM = g AB  avec Oﬂiﬁl ;

a+f a+f

donc M est un point du segment [AB] .

cﬁemarques
*Si a=0, B=0 et a+pB=#0,alors M €[AB].

= Le schéma ci-dessous donne la position du barycentre des points pondérés (A, «) et (B, 8) selon les
conditions vérifiées par les réels a et 8.

B
aB<0 et |af>|B \/ aB>0 \/ aB<0 et [B>|do

\ B

=0 a=0
A
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e Plans de I’espace)

Un plan de I'espace est défini :

* soit par trois points non alignés ;

* soit par un point et deux vecteurs non colinéaires (ce qui donne un repere de ce plan) ;
e 50it par un point et un vecteur normal.

2.1 Caractérisations vectorielles d’un plan propriété

* M appartient au plan de repére (A ;u, V) si, et seulement
si, il existe deux réels a et B tels que AM = aii + BV .

* M appartient au plan passant par A et de vecteur normal A
si, et seulement si, AM .7i=0 .

=

Au Chapitre 11, on a vu que la traduction analytique de la condition AM .7 =0 fournit une équation
cartésienne de ce plan.

2.2 Equation cartésienne d’un plan rappel

Dans I'espace rapporté 2 un repére orthonormal (O ; i, J, k) , un plan admet une équation de
la forme ax+by+cz+d=0 avec (a;b;c)#(0;0;0) .
Le vecteur ri(a; b ;c¢) est alors un vecteur normal a ce plan.

.» Veoir Exercice résolu 2 ; T.D. 3 ; Exercices 14 et 15

En traduisant analytiquement la condition AM =aii+ BV, on obtient une représentation
paramétrique du plan de repere (A ; i, V) dans I'espace.

2.3 Représentation paramétrique d’un plan propriété

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormal (O ; 1, J, k) ., soit un point A(x 1 Yaiza)
et deux vecteurs #(a; b;c) et v(a ;b’;¢’) non colinéaires.

Le plan de repére (A ; i, V) est caractérisé par le systéme d’équations :
X=X, +aa+ pBa’
y=ys+ab+pb’ avec a€ RetBe R.
2=z, +ac+ Bc’

Ce systeme est appelé représentation paramétrique du plan.

o Exempie P Voir Exercices 28 et 29

L’ espace est rapporté au repére orthonormal (O ; 1, /, k) .
On considére le plan % d'équation cartésienne 2x+y—4z+6=0 .

xz-—3—]§ y+2z
y=0+1y+0z
z=0+0y+1z

M(x;y:z) appartientd @ si, et senlement si, avec yE Retze R .

Le plan @ a donc pour repére (D ; i, V) avec D(-3;0;0) ,E(—~;1;0) et ¥(2;0;1).
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2.4 Caractérisation barycentrique d’un plan propriété
Soit A, B et C trois points non alignés de I'espace.

La plan (ABC) est 'ensemble des barycentres des points A, B et C affectés de tous les
coefficients possibles.

M€ (ABC) <> M estle barycentre de (A, a) , (B,B) et (C,7v)
avec a, f-et y réels tels que a+ B+ y#0.

o Démonstration

*Soit M un point du plan (ABC) et (a:b) ses coordonnées dans le repére (A ; AB,AC) de ce plan.
Ona AM=aAB +bAC ,donc AM=aAM +aMB + bAM + bMC , d’oti :
(1-a—b)MA +aMB + bMC =0 .

Or (l-a-b)+a+b=1#0 ,donc M est le barycentre des points pondérés (A, 1l -a-»b) . (B,a) et
(&)
* Réciproquement, si M est le barycentre des points pondérés (A, ) . (B, B) et (C,y) ,alors:

At Al + — L JF ;

a+pB+y a+p+y

donc M appartient au plan de repere (A :AB,AC) , c’est-a-dire au plan (ABC) .

2.5 Intérieur d’un triangle propriété
Soit A, B et C trois points non alignés de I'espace. B

L’ensemble des barycentres des points A, B, C affectés de
coefficients strictement positifs est 'intérieur A du triangle ABC
(cOtés non compris).

Me A <> M estlebarycentre de (A, @), (B,B) et (C,y) A
avec a>0, >0 et y>0 .

o Démonstration

» Soit M le barycentre de (A, @) , (B,B) et (C,y) avec a>0, B>0 et y>0 .

Par associativité du barycentre, M est le barycentre de (A, @) et (G, B+ 7y) .ol G est le barycentre de
(B, B) et (C,7v) .

Or B>0 et y>0,donc G appartient au segment ]BC[ , segment [BC] privé des points B et C.
De méme, >0 et B+ y>0,donc M appartient au segment JAG] .

Ainsi, M est situé a 'intérieur du triangle ABC .

» Réciproquement, on peut démontrer que si M est intérieur au triangle ABC, alors il existe des réels
strictement positifs «, B et y tels que M soit le barycentre des points pondérés (A, a) ., (B, B) et
€, .

o Exemple
Sur la figure ci-contre, A° est le barycentre de (B,1) et (C,3) , et
B’ est le barycentre de (A, 1) et (C, 2) .

Pour déterminer le barycentre du systéme de points pondérés (A, 3) ,
(B,2) et (C,6), on utilise I'associativité du barycentre : il
appartient 2 (AA") eta (BB’) . donc M, point d'intersection de
(AA") et (BB') est le barycentre du systtme de points pondérés
(A, 3), (B,2) et (€,6) .
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6 Systemes et intersection de plans)

3.1 Intersection de deux plans

it e i {ax+by+cz d . (a;b;c)#(0;0:0)

a’x+b'y+c'z=d’ (@ ;b ;¢)#(0;0;0)
Les solutions du systéme sont les coordonnées des éventuels points d’intersection des plans 2 et
P’ d'équations respectives ax+by+cz=d et a'x+b'y+¢’z=d’ dans I'espace muni d’un
repére orthonormal (O : 1, J, k) .
On a donc trois possibilités :

P et P’ sont strictement P et P sont confondus. P et P sont sécants,
paralleles.

PnP =g | PP =2 PP =9
Le systéme n’admet pas | Le systeme admet une infinité | Le systéme admet une infinité
de solution. de solutions représentées de solutions représentées
par un plan. par une droite.
o Exemple P Voir T.D. 2 er 3 ; Exercices 19 et 20

B x+y-2z=3
On considere le systeme () :
x=y+4z=-1
Les deux équations correspondent & des plans 2 et P’ de vecteurs normaux #(l;1;-2) et
7i’(1;-1:4) quisontnon colinéaires. ? et %" sont donc sécants.

x+y=2z+3 x=3-y+2z x=3-y+2z x=1-z
(S) <= <> ’
(3-y+2z)-y=-1-4z -2y=-4-6z ¥y=2+3z
Les solutions du systéme sont les triplets (1-2z:;243z3:2) ol z estun réel quelconque.

x-y=-1-4z

x=1l-a
Ainsi, (S) <> {y=2+3a avec a € R .

i=a
On reconnait la représentation paramétrique de la droite & qui passe par A(1 ;2 ; 0) et admet pour vecteur
directeur #(-1;3:1) etqui est la droite d’intersection des plans & et 2’ .

3.2 Intersection de trois plans

ax+by+cz=d (a:b;c)#(0;0;0)
Soit le systtme {a’x+b'y+c'z=d’ avec (a’;b";c)#(0;0:0)
a"x+b"y+c"z=d" (@ ;b";c")#(0;0;0)

Les solutions du systéme sont les coordonnées des éventuels points d’intersection des plans #, 2’
et P” d’équations respectives :

ax+by+cz=d, a'x+by+c’z=d’ et a’x+b"y+c’z=d”
dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O ; 17, J, k) .
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A. Les trois plans sont paralléles

» Soit ils sont confondus ;

onaalors PNP NP =P et le systtme admet une infinité de solutions représentées par un
plan.

+ Soit deux d’entre eux sont strictement paralleles ;
onaalors NP NP =D etle systtme n’admet pas de solution.

B. Les plans sont sécants deux i deux
“?ﬁyl:@ et 9 est PP =D et D P . '9“9‘=@_€l@5603ﬂt6
strictement parallele a 2" . A

PP NP =0 '5 PP NP =9 PAP NP ={A}
Le systeme n’admet pas Le systéme a une infinité Le systeme admet
de solution. de solutions représentées une unique solution.
par une droite.
o Exemples B Voir 1.D. 4 ; Exercices 42 et 43
x+y=-1

* Soit le systéme {2x+y+2z=0
4x+4y+2z+3=0

Les trois équations représentent trois plans @, @ et @" de vecteurs normaux #(1;1:0) ,A(2:1;2)

et i”(4:4:1) .Lesvecteurs i et i’ ne sont pas colinéaires, donc les plans @ et P’ sont sécants. En
x=1-2z

utilisant les techniques du paragraphe précédent, on a ==-2+2z et les plans P et P’ se
4x+4y+z+3=0

coupent suivant une droite & de vecteur directeur #(—2;2;1) .

Comme #”.ud=1#0 ,ladroite % est sécante au plan ?” et le systéme admet une unique solution. Pour

I’obtenir, on substitue les expressions de x et y en fonction de z dans la troisiéme équation et on obtient
z=1 . Ainsi, le systeme admet (—1;0; 1) comme unique solution,

x+3y+2z=-5
*Soit (85) lesysttme {y+z=-3
2x+3y+2z=1
Les trois équations représentent trois plans @, 2’ et 2" de vecteurs normaux r(1;3:2) ,7°(0;1;1)
et #”7(2;3;1).Lesvecteurs 7 et 7’ ne sont pas colinéaires, donc on a :
x=4+z
(§) = <y=-3-z
2x+3y+z=1
Les plans @ et P’ se coupent suivant une droite @ de vecteur directeur #(1;-1;1) .
Onan”.i=0 .Ladroite & est paralléle au plan 2" donc le systéme n'admet pas une solution unique.

En substituant dans la derniére équation, on obtient I’égalité —1=1 qui est fausse, donc & est strictement
parallele au plan P” et le systéme n'admet pas de solution.
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0 Position relative de deux droites)

L’espace est muni d’un repere orthonormal (O : i, }, £ .
Etudier la position relative des droites & et @ , puis @ et &, de représentations paramétriques :

x=2-=3t x=06k x=T+2t
D:{y=1+t ,t€R; D :iy=2-2k, k€R; D:{y=2+2t",eER.
z=-3+2¢ 2=5-4k a1

9 passe parle point A(2:1:-3) etapour vecteur
directeur @(-3:1:2) .

%’ passe par le point B(0;2:;5) et a pour
vecteur directeur V(6 ;-2;-4) .

%, passe par le point C(7:2;-6) et a pour
vecteur directeur w(2:2;-1) .

« Position relative de & et %’

i et V sont colinéaires, car v=-2i .

Le vecteur AB(-2:1;8) n'est pas colinéaire au
vecteur fi(—3:1:2) donc B& % . Les droites
% et @’ sont strictement paralleles.

* Position relative de & et &,

Les vecteurs u(-3;1;2) et W(2;2;-1) ne
sont pas colinéaires, car leurs coordonnées ne sont
pas proportionnelles.

Les droites & et %, ne sont pas paralléles.
Ona AC(5;1:-3) .

B Remarque

réels a e b

En recherchant des
AC=ail + bW , on obtient :

R = ﬁ -+ ﬁ.’.
(il suffit de résoudre un systéme de trois équations a
deux inconnues g et b).
Les vecteurs AC , @ et W sont coplanaires, donc
les droites 9 et 9, sont sécantes.

tels que

On obtient les coordonnées de leur point
d’intersection 7, en résolvant le systéme :
2-3t=T+2¢ 3r+2t"'=-5
14+t=2+2¢ &> 4t-2t'=1
=3 4+2t==6-1’ 2t+1t'==-3 -
4r=-4
r=-1
> {8t'=-8 ﬁ-{, x
"=-
2t4+1'==3

En remplagant ¢, par exemple, dans la représentation
paramétrique de % . on obtient /(5:;0:-5) .

Lorsque le systéme obtenu a partir de AC = aii + bw n’admet pas de solution, les droites sont non

coplanaires.
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@ Passage & une équation cartésienne)

-

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O ; i 7.k .
On considere le plan & et le segment T de droite qui admettent pour représentations

paramétriques :
x=2+4+a+2pB . x=1-3t
P iy=1-a ,a€ RBER; T iy=-2+t,t€[~-1;1].
z=3-pB z=4-1

1° Déterminer une équation cartésienne du plan 2.

2° Caractériser la droite % , support du segment 7', comme intersection de deux plans.
Caractériser T comme segment de & .

x+y+2z=9
3° En déduire que le systtme (S) {x+3y=-5  admet une unique solution que 1'on déterminera.

x—=3z=-11

1° En utilisant la deuxiéme et la troisiéme équation,

on obtient a=1-y et B=3-z .

En reportant dans la premiére équation, on obtient

x=2+(1-y)+2(3-z) , qui s"écrit :
x+y+2z-9=0.

Cette équation est une équation cartésienne d’un plan
qui contient 2, done le plan 2 lui-méme.
% a pour équation cartésienne x+y+2z-9=0 .

2° » D'apreés la représentation paramétrique de T,
ona:

=%
t=—
3
Les coordonnées (x; y;z) d'un point quelconque
M de T vérifient donc :

t=y+2; t=4-z.

1-x_

s 5435 +5=6
ou encore i

l—x_4 x=3z+11=0

S, M

* Le segment T est inclus dans la droite &,
intersection des plans :

D: x+3y+5=0 et R: x=3z+11=0
(le couple de plans n’est bien siir pas unique).
T=[AB], ot A(4;-=3:5) et B(=2;-1:3)
sont obtenus en remplacant successivement le
paramétre ¢ par —1 et 1.

précede, le
recherche des

systeme peut
points

ce qui

comme la
d’intersection du plan @ et de la droite & définis
aux questions précédentes,

3° D’aprés
s'interpréter

Le plan 2 a pour vecteur normal n(l:1:2) , et
9 a pour vecteur directeur #(-3:1:-1) .

Comme 7i.i=-4,ladroite & n’est pas parallele
au plan &, donc elle le coupe en un point /.

Le systéme n'a qu'une solution : les coordonnées du
point I.

x+y+2z-9=0

S x=1-3t

“—

(8) y==24t
z=4-—1

(1=-3)+(-2+1)+2(4-1)-9=0

x=1-3¢
—
y==241
z=4-1
On obtient f=—-% , donc le systéme a pour solution :
(§._§.?J
5Tl G
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@ Intersection de pians)

Enoncé _

L’espace est rapporté au repére orthonormal
(04, k) .

On considéere les points A(-1:2:;1),
B(l1:-6;-1),C(2;2;2)etD(0;1;-1).

1° Démontrer que les points A, B et C

définissent un plan et déterminer une équation

cartésienne de ce plan.

2° Soit 2 le plan d’équation :
x=3y+z-4=0.

a) Pourquoi les plans 2 et (ABC) sont-ils

sécants ?

b) Donner un point E et un vecteur directeur #

de la droite % d’intersection des plans (ABC)

et 2.

Analyse de I’énoncé

1° Ne connaissant pas un vecteur normal au
plan (ABC), il faut passer par une
représentation paramétrique du plan (ABC) .

2° a) Probléme classique : utiliser les vecteurs
normaux aux plans.

b) Déterminer des équations paramétriques de &%
en utilisant par exemple z comme paramétre.

2 3
1°Les vecteurs AB|-8| et AC|0| ont des
-2 1

coordonnées non proportionnelles, donc ces vecteurs
ne sont pas colinéaires et les points non alignés A,
B et C définissent donc un plan.

—_—

+Le plan (ABC) a pour repere (A ;AB,AC)
et donc pour représentation paramétrique :

x=-1+2a+3p
y=2-8a
z=1-2a+p

,a€E R BeER.

* De la deuxiéme équation, on tire a= 2%’ et,

de la premidre, B= ‘1511%:‘_2 .
Par substitution dans la derniére équation, on
obtient :
x+y-3z+2=0,
qui est une équation cartésienne du plan (ABC) .
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2°a) (ABC) et 2 ont respectivement pour vecteur
normal :

(131 :=-3) & #(1:=3;1}.
Ces vecteurs n’étant pas colinéaires, les deux plans
sont sécants suivant une droite &
b) M(x:y;z) estun point de @ si, et seulement
si,ona:
x+y=-3z+42=0
x-3y+z-4=0
En exprimant x et y en fonction de z, on obtient :

1
x-—-—§+22
3
y——i“’Z

=z

qui est une représentation paramétrique de la
droite .
1, 3

Ainsi, 9 passe par E [—5 ¥ —.i E 0] ‘et admet pour

vecteur directeur #(2:;1;1) .



Q Caractérisation d’'un demi-espace)

—

Soit A un point de I'espace et 5 un vecteur unitaire.

1.1 Ensemble des points M de I’espace tels que AM . n'=k
On appelle #; (ke R) I'ensemble des points M de I'espace qui vérifient AM .7i=k .

. Démontrer que le point de %, , qui appartient a la droite & passant par A et de vecteur

directeur # , est le point H qui a pour abscisse k dans le repére (A ; 7) de la droite %.

. En déduire que &, est le plan perpendiculaire en H a la droite passant par A et de vecteur
directeur 7 .

1.2 Ensemble des points M de I’espace tels que AM .7 >0

@ En utilisant les résultats précédents, démontrer que 1’ensemble des points M de I’espace, tels
que AM .7 >0 , est un demi-espace limité par un plan que I’on déterminera.

. L’espace est rapporté au repére orthonormal (O ; i, i
On considere le plan @ d’équation cartésienne ax +by+cz+d=0, (a:b;¢)#(0;0;0) et
f(a; b:c¢) un de ses vecteurs normaux.

Démontrer que le point A défini par OA = — A estun point de 2.

I ”IP
On note €, I'ensemble des points de I’espace dont les coordonnées vérifient ax +by +cz+d>0 .
Démontrer que, pour tout point M(x ; y;z) de l'espace, ona:

ax+by+cz+d>0 <> OM.i+d>0.

En déduire I"équivalence :

Me %, < AM.i>0.
En déduire alors le résultat suivant :

e ax+by+cz+d=0, (a;b;c)#(0;0;0), partage

Pour déterminer les solutions de l’méquanon ax+ by +cz+d>0 , il suffit de déterminer un point
dont les coordonnées vérifient cette inéquation pour choisir le demi-espace déterminé par le plan % .

1.3 Application
.Détermjner et construire les droites d’intersection du
plan @ d’équation cartésienne :
2x+3y+6z-6=0 i Bl «
avec les plans de coordonnées. 7 ]
0

.Colorier I’ensemble des points qui appartiennent aux
plans de coordonnées, et dont les coordonnées vérifient :
2x+3y+6z-6=0.
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travaux dir

@ Perpendiculaire co-mmune)

On dit qu’une droite A est une perpendiculaire commune a deux droites & et 2" de I'espace si
A est a la fois orthogonale et sécante a chacune des droites % et 9’ .

2.1 Dans un tétraedre régulier

ABCD est un tétraédre régulier. On note [ et J les milieux
respectifs des segments [BC] et [AD] .

. Démontrer que la droite (/J) est perpendiculaire aux droites
(BC) et (AD) .

. Donner d’autres droites qui sont perpendiculaires & deux arétes
du tétraedre ABCD .

@ D'une facon générale, démontrer que si @ et @’ sont deux
droites non coplanaires de I'espace, il existe une droite A4
orthogonale 3 & eta 9’ , et sécante avec ces deux droites. On admet que A est unique.

I

2.2 Etude d’un exemple

—-

L’espace est rapporté au repére orthonormal (O : i, J. k) .

On consideére la droite &% qui passe par A(l1;2;1) et admet pour vecteur directeur
u(-1:;0;2), et la droite 9" qui passe par B(4;2;2) et a pour vecteur directeur
w0 1;=3).

@ Vérifier que les droites % et 9@’ ne sont pas coplanaires.

On appelle A la droite perpendiculaire 8 & et 9" , H le point d’intersection de A et &,
H’ le point d’intersection de A et 9’ . On se propose de calculer la distance HH" .

@ « Méthode 1

a) Ecrire des représentations paramétriques des droites & et @’ .

Soit M un pointde &% de parametre f et N un point de %’ de paramétre m .
Exprimer les coordonnées du vecteur MN |, en fonction des paramétres ¢ et m .
b) Déterminer m et t pour que MN soit orthogonal  la fois & # etd @’ .
¢) En déduire les coordonnées des points H et H’ et ladistance HH" .

@ + Méthode 2
a) Démontrer que le vecteur #(2;3 ;1) est orthogonal & # eta @’ .
b) Soit 2 le plan de repére (A :u,n) et P’ le plan de repere (B;u’,n) .

Démontrer que ces deux plans sont sécants suivant une droite. Que représente cette droite ? En
donner un vecteur directeur.

¢) Vérifier que 2 et P’ ont pour équations respectives :
6x—5y+3z+1=0 et -Sx+3y+z+12=0.

d) En déduire une représentation paramétrique de A.

e) Déterminer les coordonnées des points H et H’ et en déduire la distance HH' .
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Plans contenant une droite donné@

est une droite % dont on donnera un vecteur directeur 1 .

L’espace est rapporté a un repere orthonormal (O ; i j' K. B

D

3.1 Plans sécants -
. Démontrer que I’ensemble des points de' I’espace dont les coordonnées vérifient : x
2x+y+1=0

x+2z-3=0" =

Q

)

W

. Soit a et B deux réels non tous les deux nuls.

On appelle 2, 8 I’ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées vérifient :
a2x+y+ 1)+ B(x+2z-3)=0.

a) Démontrer que QP‘L 8 est un plan de 'espace, pour tout couple de réels (a: B)#(0:0) .
b) Démontrer que, pour tout couple de réels (« ; B)#(0:0) , la droite &% est incluse dans le plan

P

On admet que tout plan contenant la droite & estun plan Z,_ , .

. Déterminer une équation cartésienne du plan contenant & et passant par I’origine.

3.2 Plans tangents a une spheére

On se propose de déterminer les plans qui contiennent la droite & de la partie précédente, et sont
tangents & la sphére 7 de centre A(0 ;4 ;0) etde rayon J5 .

‘ Vérifier que le plan ? d’équation x+2z-3=0 n’est pas tangent a .

On peut donc choisir e« différent de O et, en divisant par a, considérer les plans &, , qui
contiennent & , et ont une équation de la forme :
2x+y+1+a(x+2z-3)=0.

@ Conjecture du résultat i 'aide de GEOSPACW
* Créer le point A, la variable numérique a réelle dans un intervalle, la droite & et le plan 2.

*En créant la droite d’intersection du plan 2, Plan défini par une équation
avec le plan (xQOy) par exemple, et en se plagant
en mode TRACE, on peut visualiser le fait que
I’ensemble des plans %, contient tous les plans
qui contiennent la droite % , sauf un.

Lequel ?

[2+a]"X+Y+2%a"Z+1-3"a=0 {F
1
P ]

* En créant le cercle intersection de %, avec la sphére ¥, conjecturer les valeurs de a qui
fournissent les plans 9 tangents  la sphere 7.

@ Calculer la distance du point A au plan 2, et déterminer les réels a pour lesquels le plan 2,

1

est tangent & .
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Résolution d’'un systéeme paramétré)

;% Soit m un réel donné. On considere le systéme linéaire :

@ x+y+z=1

.E (§) s—-mx—-y+z=m-1 ,
© x+my—-z=m+2

X

-

(0! 4.1 Méthode 1

% . Démontrer que le systeme (S§) est équivalent au systeme :
b x+y+z=1

(S) sm+Dx+2y=-m+2 .
2x+(m+1)y=m+3

) : (m+ Dx+2y=—m+2
@ Soit (T) le systtme a deux inconnues
2x+(m+ 1)y=m+3

a) Démontrer que (T) peut §'interpréter comme 'intersection de deux droites & et %' dans un
plan rapporté a un repére orthonormal (O ; €, ¢,) .

b) Déterminer un vecteur normal a chacune des droites % et %’ .

¢) En déduire I'ensemble € des valeurs du réel m pour lesquelles les droites & et %’ sont
sécantes.

d) Résoudre le systtme (S) pour les valewrs de m appartenant a3 &.

e) Que se passe-t-il pour les valeurs n’appartenant pas a8 &7

4.2 Méthode 2
L’espace est rapporté au repere orthonormal (O ; i, J, k) .

@ Vérifier que la résolution du systtme (§) peut s'interpréter comme la recherche des points
d’intersection entre les plans :
P d’équation x+y+z=1,
2 d’équation —mx—y+z=m—1,
R d’équation x+my—z=m+2 .
@ Démontrer que les plans 2 et 2 sont sécants suivant une droite A de vecteur directeur :
-2
lm+1
1-m
@ On appelle 7 un vecteur normal du plan 2.
Déterminer les réels m pour lesquels #i.i=0 .

@ Discuter, suivant les valeurs du réel m, de I'existence et du nombre de solutions du
systeme (S) .
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Faire le point

e Caractérisations d’une droite

Soit % la droite (AB) et #(a;b;c) un vecteur directeur de & .

__l 'avecdasvecteuris ] avecdesworﬂonaées ; avec&sbarywmu' | ‘

Xx=x,+ta
A M est le barycentre de

y=ys+th 1€ R (A, @) et (B, B)
avec « et B réels
tels que a+ B#0

Me 9 < | AM=ti avec t réel. |
ZZZA‘PfC

représentation paramétrique

» Caractérisations d’un segment
eMe [AB] <> AM=1tAB avec te[0;1].

* Me [AB] <> M estle barycentre de (A, a) et (B, ) .
avec a et B réels positifs tels que a+ g#0 .

e Caractérisations d’un plan
Soit ® le plan (ABC) , (A;ii,V) unreperede P et ri(a;b;c) un vecteur normal a P.

rmdesvecﬁmrs aveedesemrdmﬁes ' avecdesbarycentms |
M est le barycentre de
— . oo ax+by+cz+d=0
Me P <« B équation cartésienne (4@} . (B, f) et @ V)
avec o et B réels avec a, 3 et vy réels
du plan #
tels que a+pB+y#0
e e e e, 2aall__i=inseig e S
v n t f ? |
Sa OII comme aire
on frouve les Loordonneeq d'un pmm A de 2. et les Loordonnees
déterminer (a;b;c) dun vecteur directeur de &, puis on €écrit le systéme :
une représentation | Xx=x,tta
paramétrique

d’une droite 9 y=ys+th, te R

zzzAA»rC
' on trouve les coordonnées d'un point A de P et les coordonnées
(a;b;c) dunvecteur normal r au plan 2 ; on peut utiliser I'une des

déterminer méthodes suivantes :
une équation | » traduire analytiquement 1'égalité AM .rn=0
d’un plan & | = écrire 1'équation sous la forme ax+ by+cz+d=0 et calculer d pour|

que les coordonnées de A vérifient cette équation
« écrire une représentation paramétrique et éliminer les parametres
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Sauf mention contraire, I'espace est rapporté au repére orthonormal (O ; i, j, ;c.) :

"@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°Le point A(7;-2;1) appartient 2 la droite & de
représentation paramétrique :

x=4+3
y=1-3t, teR.
z=1-2¢t

2° L'ensemble des points de 1'espace dont les coordonnées
vérifient 2x—y+3=0 est une droite.

3° L’ensemble des points M de 'espace qui admet pour
représentation paramétrigue :

x=1+cost

y==1+2cost, 1€ [0;m]
z=-1

| est un segment de droite.

{4° On considére le point A(—1:;2:1) et la droite @
|passant par O et dirigée par le vecteur #(-5:3;-4) .

Il existe une unique droite A orthogonale 2 & passant
|par A .

Fo 1°.Dét{:rmjner, et représenter, I'ensemble % des
points M ayant pour coordonnées :
! x=1-1
‘ y=1l%r , 1€R.
| 2=2-2t

12° Le point P de coordonnées (—1;3;-2) appartient-il
a 9°?

Méme question avec le point @ de coordonnées (2:0; 3) .

3° Déterminer, et représenter, 'ensemble @’ des points de
@ pour lesquels t décrit I'intervalle [0 ;2] .

@D(mncr une représentation paramétrique de la droite

% passant par le point A(2:-3;1) et de vecteur
directeur (1 ;2 ;3) , puis calculer les coordonnées des
‘points d'intersection de & avec les plans de repéres respec-
itifs (0:1, ), (0:;7F e (0:ik) .
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_o Donner une représentation paramétrigue de la droite &
passant par A(2;-3:;1) et B(2;1;-1), puis
donner une représentation paramétrique de [AB] .

= @La droite & a pour représentation paramétrique :

i x=2+1
I y=1-2t, teR.
z=-3t

1° Déterminer, pour chacun des points suivants, s'il appar-
tient & la droite & : A(3:-1:-3):; B(0;2;:1).

2° Donner un vecteur directeur de la droite &,

| 3° Donner une représentation paramétrique de la droite & ,
|paralléle & % passant par le point C(1:0;-2) .

1° Déterminer I’ensemble des points de I’espace dont
les coordonnées vérifient :

x=14¢2
i y=2-3r2, teR.
i 1=2+27
|

2° Méme question avec 1 € [-1 ;3] .

o Les droites % et %" ont pour représentations

paramétriques :

x=1-¢ x=2¢"
| Diy=2+3t,teR e Piy=5-6t',1"€ER.
| e=t z=1-21"

| Montrer que les droites & et 9’ sont confondues.

T 'Soil ABCD un tétraédre.

A tout point M de la droite (AD) , distinctde A, on
associe I'isobarycentre G des points A, B, C et M.

Déterminer 1'ensemble F décrit par G lorsque M décrit la
droite (AD) .

| Indication : utiliser le repére (A ; AB,AC,AD) .

[_o Soit un tétragdre ABCD .

l On symétrise le sommet A par rapport aux milieux
| respectifs des segments [BC] , [CD] et [DB] .

|Soit D', B” et C’ les poinis ainsi obtenus,




1° Vérifier que (A ; AB,AC, AD) estun repére de I'espace.

2° Déterminer une représentation paramétrique de chacune
!des droites (BB’) , (CC’) et (DD’) .

3° Monirer que ces droites sont concourantes en un point [/

| dont on précisera les coordonnées.

i ® Soit H le projeté orthogonal du point A(-1;3;5)
| sur la droite @ passant par B(0;-3:4) et de
vecteur directeur (1 ;-2;-1) .

11° Démontrer qu’il existe un réel a tel que BH=aii .

| 2° Déterminer les coordonnées du point H .

o On considere les droites & et &’ de représentations
| paramétriques respectives

=241 x=4-31"
P ly=3-2t, te R et @ {y=5-8", reR.
235—f z:?—f'

iOn considére un point M de 9 etun point M’ de @7 .

iQuel est I'ensemble des milieux du segment [MM '] lorsque
(M décrit @ et M’ déerit @' ?

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1°La droite passant par A(2;-2;0) et de vecteur
directeur (5 ;-3 ; —2) est paralléle au plan d’équation :
x+y+z+1=0.

2° L’ensemble des points M de l'espace dont les coor-
'données (x;y;z) vérifient I'équation y=2x+3 estune
idrﬂite.

i3° Les plans 2 et 2 d’équations respectives x—y+z=35
let 4x+3y—-z-2=0 sont perpendiculaires.

\4° Le plan P d'équation 3x-y-z+1=0 a pour repére
| (A ; %, ¥) avec A(0;1:0), i(l:3:0) et

PO;:-1:1) .

T@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
| . ;
| On considére les points :

A=1:123)y, B(2:1:0), e C@;~138).

1° 11 existe un couple de réels (a; B) . tels que C soit le
| barycentre des points pondérés (A, a) et (B.B) .

2° I.’ensemble des barycentres des points pondérés (A, «) .
(B, B) et (C.y) (avec a+ B+ y#0) estle plan d’équa-
‘tion 2x+7y+2z-11=0 .

|3° L'ensemble des barycentres des points pondérés (A, a?) .
(B,1-a?) ,avec a€ [0;1] ,estlesegment [AB] .

[ ‘m Donner les coordonnées d’un vecteur normal & chacun
| des plans suivants :

1
x+Zy-.;—0 ¥

l€) Py:5x+2z4+2=0;

a}@,:% b) P, :-x-y+5z+1=0;

d) P,iy==1.

@ Déterminer une équation cartésienne du plan 9,
contenant le point A, dont i estun vecteur normal :

AA=1:2:0) e wll;l;=1);
b) A(0:0:2) et ‘W1 ;070) ;
) A(-1;-1;2) e H(-1;0;1).

I_Soitlespoints A(=131:3) et B(l;5:=-1).

Déterminer une équation du plan médiateur du
|segment [AB] .

r @ Soit les points :
All1:2021) ., Bi2;-1;1) =« C(0:-2;3).
Déterminer une équation du plan % contenant le point C et

| perpendiculaire & la droite (AB) .

i"@ Soit le point vecteur
| movnudliy2; 44) .
| Déterminer une équation de I'ensemble des points M
vérifiant ii.AM=2 .

Quelle est la nature de cet ensemble ?

All:2:3) =t I

Chapitre 12 « DROITES ET PLANS



Soi£ le plan P d’équation 2x+y—-z+1=0 etle [ @Délcrmincr une équation du plan 9 passant par

plan %’ d'équation —x+3y-2z+4=0, A(1:1:2) et orthogonal & la droite d’intersection
| Déterminer un vecteur directeur de la droite d’intersection & | du plan 2 d’équation x+y+z=0 etduplan 2’ d'équa-
|des plans P et P, Ition x—y+z-4=0.
| Vérifier le résultat en. utilisant les vecteurs normaux aux
\plans P et P’ . _’@ Déterminer une équation du plan 9 passant par

A(=3:1;2) et parallele aux droites % et &’ de

= : i % représentations paramétriques respectives :
= @ Soit le plan P d’équation x+y—z=0etleplan P P P 4 P

d’équation 2x—y—z—-1=0. I x=1+¢ JX=3+f'
iDétcmu'ner un vecteur directeur de la droite d'intersection & i P iy=2—1 ,te€R e P {y=—54+¢,1reR.
Ides plans @ et P . :
z=4+1 =4+t
= @ Soit les points : r @ Déterminer une équation cartésienne du plan défini par
AO:1:1),B(1;0;0), C(~1;2;1) et la représentation paramétrique :
D(0;1;2). S M

| Démontrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.
3 ~ P y=242t-m , teER et me R .

[ z=—=14t-m
i @ Les droites & et % ont pour représentations

étriques :
i e "‘@ On considere les points :
i =1 A7), B3:1051), CO;158).
D {y=4+2t, teR et @ {y=2+21", ER. D(-1;0;1) e E(6:2;3).
I z=2+1 z=l4¥ 1° Vérifier que A, B et C définissent un plan et déterminer
| Démontrer que les droites & et %’ sont coplanaires. une équation cartésienne du plan (ABC) .
|
2° Déterminer des représentations paramétriques de la
: @ Soit le plan & d’équation : droite (DE) .
2x+y-2z+5=0. 3° Déterminer les coordonnées du point 7, intersection de la

1° Déterminer un vecteur & normal au plan 2. droite (DE) avec le plan (ABC) .

[2° Démontrer que le vecteur v(1:0:1) est un vecteur

!dm:cteur du plan 2, 3 mmt :
| 3° Déterminer une base orthonormale (U, V, W) , telle que S S L
| et V soient respectivement colinéaires & U eta V. @Soit A, B et C trois points nion alignés.

Soit B’ le milieu du segment [AC], C’ le milieu du
segment [AB] et G le barycentre des points pondérés
(A,3), (B,2) et (C,1) . Démontrer que G est un point
de [B'C].

ol “hldmnnn gD

@ Soit le plan & d’équation 2x+y-2z-1=0 .
Déterminer un repére du plan & .

; @Les droites & et %" ont pour représentations | @A, B, C et D sont quatre points de I'espace. On

paramétriques : consideére :
x=2-3t x=5+2t * le barycentre [ des points pondérés :
D {y=1+1t ,1ER et @Iy=2' ,rER. A1, (B-2), (C-=3),

s le barycentre J des points pondérés :
{4,1) 0 NE,=3) 5 - (B4)
|+ et le barycentre K des points pondérés :
' (A, 1), (B,-2). (D.4).

'_ On  considére le  plan P  déquation | 1° Démontrer que le vecteur MA - 2MB - 3MC + 4MD  est
2x-2y+z-2=0 et les points A(l;1:5) et |indépendant du point M de I'espace.

B(-1:-3;4) . Déterminer le point d’intersection du plan | 2° Démontrer que les droites (DI) , (JB) et (CK) sont
P et de la droite (AB) . parallgles.

z=-3+2t z==-5-¢
Montrer qu’il existe un plan 2, et un seul, contenant &
et & . Déterminer une équation cartésienne de ce plan.
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' @Soit ABC un triangle rectangle en A .

On désigne par O le milieu de [BC] , par € le
cercle circonscrit au triangle ABC et par [ le milieu de
[[AQ] . A tout point M du plan. on associe les points P et
Q tels que :

| MP=2MA+MB+MC o MQ=2MA-MB-MC .

1° Démontrer que [ est le barycentre des points pondérés
(A,2), (B 1) et (C1). 4

2° Démontrer que P et Q sont les images de M par deux
transformations dont on donnera les éléments caractéristiques.

3° Dans cette question, M est un point du cercle % .

a) Déterminer 'ensemble des points P et @ lorsque M
décrit le cercle €.

b) Soit O’ le symétrique de O par rapport a A .

Quelle est la nature du quadrilatéere OMQO" ?

Démontrer que le segment [P@] garde une longueur fixe et
contient le point QO .

@ Soitlesréels a, b, ¢, a" , b", ¢, tels que:
a+b+c#0 et a' +b' +c'#0

et trois points A, B et C non alignés de 'espace.

On suppose que le barycentre G des points pondérés

(A,a), (B.b), (C,c) est confondu avec le barycentre

G’ des points pondérés (A,a") . (B,b") . (C,c¢") .

|
|1° En exprimant de deux fagons différentes le vecteur AG
|en fonction des vecteurs AB et AC , démontrer que :

| b b’ ¢ ¢’

| a+b+c ' +b +c a+bt+c a’ +b +¢"

| a a’
2° Démontrer, de méme, que = r
| ’ 4 a+b+ec a' +b +c’

b=th"

[3° Démontrer qu'il existe un réel ¢ tel que a=ta" ;
let ¢=rc” . Qu'en conclure ?

@ On considére un triangle ABC et les points I, J, K
tels que :

|I est le barycentre des points A et C affectés respecti-
| vement des coefficients 2 et 1,
|J est le barycentre des points A et B affectés respecti-
vement des coefficients 1 et 2,
K est le barycentre des points B et C affectés respecti-
vement des coefficients —4 et 1.

1° Démontrer que B est le barycentre des points K et C
affectés respectivement des coefficients 3 et 1.

2° Déterminer trois réels a, b et ¢, tels que J soit le
barycentre des points pondérés (A, a) , (K,b) et (C,c) .

3° Démontrer que J est le milieu de [/K] .

'A , B et C sont trois points non alignés et A est un
réel quelconque.

1° Démontrer que le barycentre G, des points pondércs
(A,3) . (B,A-2) et (C,—-A+1) existe.

2° Quel est I'ensemble des points G, lorsque A décrit R ?

A, B, C et D sontquatre points non coplanaires de
I'espace et @ un réel quelconque.

17 Vérifier que le barycentre G, des points pondérés :

| (A,a—1), (B,a+2), (C,2a+3) et (D,—-4a-2)
| existe pour toutes les valeurs de o .

| 27 Quel est 'ensemble des points G, lorsque a décrit K ?

@ Systemes et intersection de plans)

R ;% MESTIYS Y SSTnOiGD

" Les propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?
1° Le systéme :

2a+3b—-c=-2

S5b—4c=1

ge=1

admet une unique solution.

|2° Le systéme :
x+y+z=0
| x—-y-35z=0
3x+y-2z=0
admet "unique solution (0;0;0) .
| 3° Le systeme :
3x-5y-3z=1
{21—— 3y+3z=4
|admet pour unique solution (=7 :-5;:;1) .
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' @ On considére le systeme :

x4+y=2 (1)
(8) {2x-y=-5 (2)
| Ax=3y=4 (3)

Interprétation géométrique 1
Le plan étant rapporté au repére (O 1, f)
| permet d’étudier la position relative des droites &, ,
9, d équations respectives (1), (2) et (3).
Ce systéme admet-t-il des solutions ? Si oui, les déterminer.

, le systeme (§)
D, et

Interprétation géométrique 2

L’espace étant rapporté au repére (O ; €, €,, €4) , on pose
u(l 235), W(1;=-1;-3) et W(2;-5:4).

Ecrire vectoricllement le systéme (S) et en déduire que les

|vecteurs @ , Vv et w sont coplanaires.

) ax+by=¢
_® On considére le systéme (S§)

a'x+b'y=c’

dinconnués x et ¥ aveec (a;b)z(0;0) et

(@ ;b")#(0;0) .
On appelle déterminant du systéme le réel d=ab"—a’b .

1° Démontrer que le systtme (§) admet une unique solu-
tion si, et seulement si, d#0 (voir Activité 1).

2° Interpréter géométriquement ce résultat,

1° Démontrer que le plan @
-x+y-2z=—-4 et le plan 2
—-x—y—-z=-11 sont sécants,
Déterminer un point et un vecteur directeur de la droite
d’intersection de ces deux plans.

d’équation
d’équation

—-x+y-2z=-4
—x—y—-z=-11 admet
z=8

2° Démontrer que le systéme (S)

2x+y-—
une solution unique.

| 3% Résoudre le systeme (S5) .

P e = i
by Wil —~ oy

Dans les exercices 42 a 44, résoudre les systemes et inter-
préter le résultat géométriquement.

4x+2y+z=4
a) {4x-2y+z=-2;
4x-y=0,5

Sx+3y+4z=-1
b)12x+3y+z=-1

x+y+z=1
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x— y=0 3x+2y-z=5
'_.a)<2x 2v+2z=25 b)s2x+3y+z=35
—x+y-z=1 3x4+Ty+4z=10
-2x+43z=7
x—yv+z=1
—-4x—-2y+z=3
"'@n) 2x—-2y+2z= b) .
. 25 +2y+2z=4
—Xx+y-z=-
—10x-6y=2

| @Caractériser a l'aide d'un systeme d’inéquations
| I'intérieur du cube de centre O d’aréte 4, dont les
| faces sont paralleles aux plans de coordonnées.

i @ Quel est I'ensemble des points M(x;y
I'espace tels que |x|+|y|+|z| =<2 ?

7))/ de

La pyramide OABCS est a base carrée avec
A(3;0:0) etapour sommet S(0;0:3).
Caractériser par un systéme d’inéquations I'intérieur de la

pyramide OABCS .

ES

f“@ Quel est 'ensemble des points de I'espace dont les
' 2+yl=9

coordonnées vérifient

@ Représenter I'ensemble des points de I'espace dont les
coordonnées vérifient le systéme :

O=s=x=4
O=y=<4
0=z=4

x+y+z—-8=0



@ Problémes)

@ On considére un triangle ABC du plan,

!

| 1° a) Déterminer et construire le barycentre G des points
pondérés (A, 1), (B,—-1) et (C,1).

b) Déterminer et construire le barycentre G’
pondérés (A, 1), (B.5) et (C,-2).

{2° a) Soit J le milieu de [AB] .

| Démontrer que J appartient & la droite (GG") .
b) Démontrer que le barycentre [ des points pondérés
(B;2),(C;-1) appartient a la droite (GG') .

des points

13°Soit D un point quelconque du plan.
|On appelle O le milieu de [CD] et K celuide [OA] .
|a) Déterminer trois réels a. b et ¢ tels que K soit bary-
|centre des points pondérés :

(A gy HERY ADé)s
|b) Soit X le point d'intersection de (DK) et (AC) .
' Déterminer des réels a’ et ¢’ tels que X soit barycentre
|des points pondérés (A, a”) et (C,c') .

@L'cspace est rapporté au repére orthonormal
(A;AB,AC AD) .

|17 Soit M un point de I'espace et M” le point défini par :
MM’ =MA + MB + MC + MD .

Démontrer que les points M. M’ et G, isobarycentre des

points A, B, C et D, sont alignés.

2° Le point M décrit le plan (BCD) .

a) Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD) .
'b) Déterminer 1'ensemble des points M* lorsque M décrit
le plan (BCD) . En donner une équation cartésienne.

3° Soit & I'ensemble des plans Z paralléles 4 (BCD) .
Tout plan de € coupe (AB) en E et (AC) en F.
Quel est I'ensemble des barycentres des points E et F

affectés des coefficients a et b, tels que :
az0, =0 =t

lorsque P décrit €.

a+b#0,
(D'aprés BAC)

On considére quatre points non coplanaires A, B,
| C, D de l'espace et deux réels strictement positifs a
et b. Soit:
|Q le barycentre des points pondérés (A,a) et (B, b) ,
|N le barycentre des points pondérés (B, b) et (C, ba) ,
| P le barycentre des points pondérés (C, ba) et (D,a?)
|et M -le barycentre des points pondérés (D, a?) et (A, a) .
| Démontrer que quels que soient les réels a et b, les droites

(PO) et (MN) sont sécantes.

: @ 1° Soit M, N, O, P quatre points du plan.

Démontrer que MNOP est un parallélogramme si, et
seulement si, le point P est le barycentre des points
pondérés (M, 1), (N,-1) et (O, 1) .

2° Soit ABCD et A'B'C’D’ deux parallélogrammes dans
I'espace. On note [f. J. K, L les milieux respectifs des
segments [AA’] . [BB’] . [CC'], [DD'].

a) Démontrer que L est un barycentre des points I, J, K
affectés de coefficients que 1’on déterminera.

Que peut-on en déduire pour le quadrilatére /KL ?

b) Démontrer que les centres (2,, (2,, (2, des parallé-
logrammes ABCD, A’B'C’D’ et IJKL sont alignés et
préciser les positions relatives de €2, , ), et {2, .

-

! '@On considére I’ensemble des points de 'espace, noté
P, . dont les coordonnées (x:yiz vérifient
I'équation (3—m)x+4y—(1+2m)z—5=0 avec m réel

donné quelconque.

1° Démontrer que, pour toute valeur du réel m, I'ensemble
| 2, est un plan.

2° Déterminer un point et un vecteur directeur de la droite &,
intersection des plans 2, et &, .

| ; ; ;
| 3° Démontrer que la droite & est incluse dans tous les
: plans 2 .

i @ Soit @ le plan d'équation 2x+y-z+3=0 et les
points A(1:1;0) et B(1;-2:4).
1° Soit 7 un vecteur normal au plan 2@
Démontrer que le plan 2 de repére (A ; AB,71) est perpen-
diculaire au plan 2.
En déduire une représentation paramétrique du plan 9 .
2° Déterminer une équation cartésienne du plan 2 .

3° En déduire une représentation paramétrique de la droite
@’ . projetée orthogonale de la droite (AB) surle plan 2.

[ @ Soit (O 0A, OB, Wf) un repére orthonormal de
IPespace.

1° On désigne par G I'isobarycentre des points A, B, C.

a) Déterminer les coordonnées de G .

b) Démontrer que la droite (OG) est perpendiculaire au

plan (ABC) .

2° On considére les points :

AT AOE;) s B2 0y e sy
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a) Vérifier que ces trois points définissent un plan.

b) Démontrer que le plan (A’B’C’) a pour équation :
3x+3y+2z=6.

|3° Vérifier que la droite (AC) a pour représentation
paramétrique :
x=1-k
= ke R .
=k,

4° Calculer les coordonnées du point K commun a la droite
(AC) etauplan (A’B'C’) .

| 5° Vérifier que la droite (BC) coupe le plan (A’B’C’) en
L(0:4:-3).

| 6° Démontrer que les droites (AB) ,
sont paralleles.

(A'B") et (KL)

| 7° Caractériser 1'intersection des deux plans (ABC)
(A’B'C’) al'aide de points définis précédemment.
(D’aprés BAC)

et

[ @ On se propose d’étudier une modélisation d’'une tour

de contrdle de trafic aérien, chargée de surveiller deux
| routes aériennes représentées par deux droites de I’ espace.
L espace est rapporté a un repére Drthonormai (0;1, j k)
d'unité 1 km. Le plan de repére (0 ; i, ;) représente le sol.
Les deux «routes aériennes » A contréler sont représentées
par deux droites %, et &%, , dont on connait des représenta-
tions paramétriques :

x=3+a

@y 1y=9+3a avec g€ R

=2

x=05+2b
v=4+b
z=4-b

et &y be R .

avec

1° Prouver que les droites %, ¢t 2, ne sont pas coplanaires.

2° On veut installer au sommet § de la tour de contrble un
appareil de surveillance qui émet un rayon représenté par une
droite notée A. S a pour coordonnées (3 :4:0.,1) .

On note &, le plan contenant S et P, et 2, le plan
contenant § et &, .

a) Démontrer que la droite 2, est sécante au plan P, et
que la droite &, est sécante au plan P, .

b) Un technicien affirme qu’il est possible de choisir la
direction de A pour que cette droite coupe chacune des
|droites &, et 9, . Cette affirmation est-¢lle vraie ? Justifier.

a+db+c+d=-18
@ 1° Résoudre le systéme {a—-2b-c-d=6
a+2b+3c+d=-14
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2° Déterminer I’ensemble des centres des sphéres qui passent
| par les points :

A(l;4;1), B(-1:;2:1) CHl 223y .
3° Existe-t-il des sphéres qui passentpar A, B, C et O7

et

‘3 Avec GeospacW

' @ Une entreprise fabrique trois produits P,, P,, Py a
partir de trois composants C,, C,, C

| Les données sont rassemblées dans le tableau ci-dessous.

~ produits
i [OR Pers_

nombre de composants C1 2 (- 4
‘nombre de comp_osa;n;_c_‘z_-_m' 2 J' 1 7° |
nomb;c_:_de CD-I;I;)};SilntS | 3 b 0 ; i i

On lit par excmplc pour fabnquer une umte de prodl.ut P,, il
faut 4 composants C, , 2 composants C, et 2 composants Cj .

Les contraintes d*approvisionnement sont telles que I'entreprise
dispose, chaque semaine, de 70 composants C, , 80 composants
C, et 60 composants C; .

Les marges sur colits variables unitaires sont de 3 € pour P,
S€ pour P, et 6€ pour P, .

On note respectivement x, v, z les nombres d'unités de P,
P, , P4 fabriqués au cours d’une semaine.

1° Déterminer le systéme d’inéquations rendant compte des
contraintes de production et visualiser les points M(x ; y;z) a
I"aide de GEOSPACW,

Le solide obtenu s’appelle le polyédre des contraintes.

2° Démontrer que la marge sur coft variable hebdomadaire m
de la production est donnée par 3x+5y+6z=m .

3° Créer le plan &, d'équation 3x+5y+6z=m et son
intersection avec le polyédre des contraintes.

En faisant varier m , déterminer un triplet (x; y ; z) qui rend
maximale la marge sur cofit variable hebdomadaire.

I
e

4 niq d_.-i:::“i"‘“‘:———
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Divisibilité dans Z p.346

* définir la relation de divisibilité
* énoncer les principales propriétés
de la divisibilité

Nombres premiers  p.347

e définir un nombre premier
» démontrer I’existence
d’une infinité de nombres premiers

'Décomposition 5o ool ST
S dunentier  p.348

« mettre en place la décomposition
de tout entier naturel en produit
de facteurs premiers

Division euclidienne  p.349

» définir la division euclidienne dans N
* généraliser a Z

Congruences  p.350
* poser le vocabulaire des congruences
* étudier la compatibilité
avec les opérations dans Z
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a Le systéme de numération égyptien)

1 Les scribes égyptiens (environ 1 800 ans avant J.-C.) représentaient 1 et les puissances de 10 par une
figure :

DR 00 | 1000 10 000 100000 | 1000000
| [

TR Z3 3
L |

corde fleur doigt - dieu

- tétard .

enroulée | de lotus coupé assis

Pour lire un nombre, on additionne la valeur de I'ensemble des symboles intervenant dans son écriture.

Par exemple, lllll R Q G) @? G? représente 5 + 40+ 300 =345 .

a) Ecrire 1 789 en numérotation égyptienne.

b) Pourquoi le systéme égyptien est-il qualifié¢ de « systeme additif non positionnel a base 10 » ?

2 En dehors des entiers, les Egyptiens n’utilisaient que les inverses des entiers naturels non nuls, ainsi
s 5 SEs=n ] ;
que la fraction 3 qui était notée cﬁ) et la fraction 3 notée C .

<= est appelé signe de « la bouche » et est utilisé pour les inverses.

ey

_ £ P S 1 = || = oE
Par exemple, ||| désigne 3 Al désigne o et Ay désigne 7

p i 2 P10 W | ik 2 = <=l
our noter 3 , on remarque que 5 =7+ g jdonc 5 s'éerit ey -
a) Vérifier que g><1=i+L . En déduire I'écriture de E en numération égyptienne.
3 ' n 2n 6n 15
— || <

b) Quelle fraction représente "7\, "1y

3 Les Egyptiens savaient trés facilement multiplier
un nombre par 2 et cela leur permettait de multiplier
rapidement deux entiers.

Par exemple, pour effectuer 29 x 37 ,
on remarque que 29=16+8+4+1 .

1x37=37 Dx2

72 = B

L X 37 = ?4 D % 2 §

4x37=148 E

D %2 &

8 x 37 =296 o
16 % 37 =592 %2 L’eeil d"Horus représente 1/2” pour n entierde 1 i 6.

donc 29x37=592+296+ 148 +37=1 073 .
Utiliser la méthode précédente pour effectuer les multiplications suivantes :

a)43x55; b)89x92.
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@ Des questions « simples » restent posées)

On peut définir I’arithmétique comme 1'étude des propriétés des nombres entiers. Cette étude remonte aux
sources de I’humanité, motivée par le besoin de dénombrer, donc de créer et de manipuler un systéme de

numération.
B Voir Activité 1

Un tel systéme, avec des opérations entre ses nombres (addition, multiplication,...), a donné naissance a
: certaines « curiosités numériques » qui ont exercé une fascination permanente au cours des siécles.

On présente ici quelques problémes d’énoncés simples, qui résistent cependant a toute résolution depuis
plusieurs siécles.

I Un peu de recherche

1 Nombres pairs

Ona 4=2+2, 6=3+4+3, 8=5+3 et 10=5+5.

Ecrire tous les nombres pairs entre 12 et 20 comme somme de deux nombres premiers.
2 Nombres premiers jumeaux

Ce sont des nombres premiers différant de deux unités, comme 11 et 13.

Trouver deux autres couples de nombres premiers jumeaux.

On dit qu’un entier naturel est parfait s’il est égal a la somme de tous ses diviseurs positifs autres que lui-
méme. Par exemple, 6 est parfait, car ses diviseurs positifs sont 1,2, 3, 6etona 1+2+3=6.
Vérifier que 28 est parfait.

l
' 3 Nombres parfaits

|
i I Des questions qui restent posées

Les questions suivantes, relatives aux trois points abordés ci-dessus ne sont encore pas résolues.
[ * Tout nombre pair n>2 peut-il toujours s’écrire comme la somme de deux nombres premiers ?
* Existe-t-il une infinité de couples de nombres premiers jumeaux ? (On sait qu’il existe une infinité de
nombres premiers.)
* Existe-t-il une infinité de nombres parfaits ? Certains sont-ils impairs ?

L arithmétique laisse encore d'immenses champs d’exploration & qui veut s’y aventurer...

\_ @ Recherche des diviseurs d’'un nombre)

[ On se propose de rechercher a la calculatrice des diviseurs de 84 par trois méthodes différentes.

B 1 méthode : utilisation des fonctions

Flotl Plotz Flots THELE SETUP ¥ o F [T
“N1B84-% ThlStart=1 TR By

\$z= Iagblil g ;:'E

= ndrEnt:

wﬁ= Derand: E ﬁ.n

N | : |u

g %=1

Pour toute valeur entiére de la colonne Y1 on en déduit deux diviseurs du nombre.
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B 2¢ méthode : utilisation des capacités récursives de la calculatrice

1 on entre la liste {84 ; 1} o4, 13 3 on appuie sur

E:ZE} 3
847 (A 2§§4>131 B ER | : {‘% §} ;
2 on entre la liste ns(2)+ﬁ( o Jusqu'a CI%M %
. i 42 23 | obtenir le premier {12 g}
{84/(ANS(2)+1):ANS(2)+1} nombre inférieur au | ¢9,333355953 59
deuxiéme et on note
les couples formés de deux entiers.

Tout couple d’entiers affiché est un couple de diviseurs.

B 3° méthode : utilisation de la programmation

algorithme programme utlhsanon pour N= 84
; PRDERHM BIU]SEUR { 343
demander N tPromet. H {2 423
pour D variant de 12 /N tFor<Ds 15 TCND 1) £3 283
1 If fPart H/E]) 4 217
tester si D divise N | :DisF €D,Hx | €6 142
si OUL, afficher {D ,N/D} i tEnd | {?Dégg

Si la liste est trop longue, on remplace la commande Disp par la commande Pause.

@ Les ensembles N et Z)

N=40;1:2: 354 bk cet &mfn 3=43=3 =2 =1g 001526 3 5% 5wt o

Bl Parties non vides de N ou de 7

Une partic A non vide de Z est minorée s'il existe un élément m de Z tel que, pour tout élément a
de A,ona m=a .
A admet un plus petit élément d si d€ A et si, pour tout élément @ de A,ona d=a .

1 On admet la propriété suivante :
Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

a) Citer le plus petit élément de I"ensemble des entiers naturels pairs, de I’ensemble des multiples naturels
non nuls de 11 et de I'ensemble des diviseurs naturels de 17 distincts de 1.

b) La propriété ci-dessus est-elle vraie dans Z ?
Donner un exemple de partie non vide de Z qui n’admet pas de plus petit élément.
On admet la propriété suivante :

Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
2 Enoncer une propriété (que I’on admettra) concernant les parties non vides et majorées de N ou de Z .

3 Les propriétés ci-dessus sont fausses si I'on remplace N ou Z par R citer, pour chacune d’entre
elles, un contre-exemple dans R .
Bl Propriété d’ ARCHIMEDE

On admet que N est « archimédien », ¢’est-a-dire que, pour un entier naturel # non nul quelconque, on
peut rendre le produit nb « aussi grand que I’on veut » pourvu que I’on choisisse n « suffisamment grand ».

Soit b un entier naturel non nul.
Alors, quel que soit I’entier naturel a, il existe un entier naturel n tel que a <nb .




@ Suites arithmétiques et congruences)

1 On considere la suite arithmétique (u,,) de raison 3 et de premier terme =0 .
a) Déterminer le terme général de (u,) et vérifier que les termes de (u,) sont les multiples de 3.

b) Démontrer que la différence entre deux termes quelconques de (u,) est un multiple de 3.

2 On considere la suite arithmétique (v,) de raison 3 et de premier terme vy=1.
a) Déterminer le terme général de (v,) et vérifier que, pour tout entier naturel n,ona v, =u, +1 .
En déduire qu’un entier naturel m est un terme de (v,) si, et seulement si, (m—1) est multiple de 3.

b) Démontrer que la différence entre deux termes de (v,) est un multiple de 3.

3 On considere la suite arithmétique (w,) de raison 3 et de premier terme w,=2 .

a) Pour tout entier naturel n , exprimer w, en fonction de u, et caractériser les termes de (w,) al'aide
des multiples de 3.

b) Démontrer que la différence entre deux termes de (w,) est un multiple de 3.

4 Pour m entier naturel quelconque, on admet qu’il existe un entier naturel N tel que I'on ait :
IN=m<3(N+1).

On peut démontrer cette propriété a 'aide des propriétés de N admises dans I'Activité 4.

Démontrer que m est un terme de I'une des suites (u,) , (v,) ou (w,) .

5 On appelle (u)) . (v;) et (w]) les suites arithmétiques de raison —3 et de premier terme 0, 1 et
2 respectivement. U désigne ’ensemble formé de la réunion des termes de (u,) et de (u) ,eton
définit de méme les ensembles V a partirde (v,) et (v;) ,et W apartirde (w,) et (w;).
Démontrer que U/, V et W définissent une partition de Z , ¢’est-a-dire que tout entier relatif appartient
4 un, et un seul, des ensembles U, V ou W,

»L’ensemble U formé des multiples de 3 est I'ensemble des entiers relatifs « congrus 2 0 modulo 3 ;
onnote u=0 (3).

*L’ensemble V formé des entiers de la forme 3k +1 (-k'e Z) est Pensemble des entiers relatifs v
congrus a 1 modulo 3 ; onnote v= 1 (3).

*L'ensemble W formé des entiers de la forme 3k+2 (ke Z) est I'ensemble des entiers nelanfs w
congrus 4 2modulo 3:onnote w= 2 (3) .

Vv U

=11=10 9—8—?—6—5-4—3—2—101234}5 i e e

B Exemples

Déterminer pour chacune des valeurs de m ci-dessous I'unique entier r appartenanta {0:1;2} tel
que m=r (3):
aym=7; bym=19; om=-71; d)m=921; e m=-1024.
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1.1 Définition définition

Soit a et b deux entiers.
On dit que « b divise a » s’il existe un entier k tel que a=kb . Onnote b|a .
On dit également « a est un multiple de b » ou « b est un diviseur de a ».

Exemples
Ona 12=3x4=(-3)x(~4) ;donc 4|12 et —3|12 . L'ensemble des diviseurs de 12 dans Z est:
D ,={-12;-6;-4;-3;-2;-1;1;2;3;4;6;12}.
1.2 Les diviseurs particuliers propriétés
* Pour tout entier a, on a 1ila ;s bl ala et -ala ;

* Les diviseurs de —1 oude 1 dans Z sont —1 et 1.

o Démonstration

* Le résultat est immédiat a partir des égalités a=1xXa=(-1)x(-a) .

* D’apres la propriété précédente, 1 et —1 sont des diviseurs de 1 etde -1 .

Si on suppose 4 présentque axb=1 ou axb=-1 , pour deux entiers a et b non nuls, alors on obtient :
la|x|kbl=1, o |al=1 e |bl=1;

ainsi, |a|x|b|=|a] x 1 . d aprés les propriétés de I'ordre dans N .

Ainsi, on obtient 1 = |a| et on conclut que |a|=1 ,c'est-a-dire a=1 ou a=-1.

On trouverait de méme b=1 ou b=-1 .

1.3 Divisibilité dans Z propriétés

Quels que soient les entiers non nuls a, b et c,ona:
*si a|b et b|c ,alors a|c ; *alb et bla <> a=b ou a=-b;

*sicla et c|b , alors pour tous entiers « et B, c|(aa+ Bb) .

o Démonstration P Voir Exercices 1 & 10

*Si b=ka et c=k'b ,ol k et k" sont deux entiers, alors c¢=(k'k) a , ot k'k est un entier.
*Si a|b et bla ,alors b=ka ,et a=k’b ,ou k et k' sont deux entiers ; "ol :
ab=(kk") ab etdonc kk'=1 ,car ab=0 .
k et k’ sont ainsi des diviseurs de 1 ; ils sont donc¢ égaux 2 —1 ou 1, d'aprés la propriété précédente ;
on en déduit alors que a=b ou a=-b .

Réciproquement, si a=b ou a=-b , alors, par définition, a|b et b|a .
*Si a=kc et b=k'c ,olh ket k" sont deux entiers, alors quels que soient les entiers « et B,ona:
aa+ Bb=(ak+Bk’) ¢ ,on (ak+ Bk’) estun entier, et donc ¢ | (wa+ Bb) .

o Exemples

*Si ¢ estun diviseur de a et de b, la propriété précédente permet en particulier d”affirmer que ¢ est aussi
un diviseur de la somme a+ b et des différences a-b et b-a .

* Si le naturel n divise 1 047 et 254, alors il divise 1 047 =4 x 254 =31 | qui est premier.
On en déduit que n=31 ou n=1 ;comme 31 ne divise pas 254, ona n=1 .
1 est le seul diviseur positif commun & 1 047 et 254,
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e Nombres premiers)

2.1 Définition

On dit qu'un entier naturel n est premier s’il admet exactement deux diviseurs entiers
naturels distincts 1 et n.

L’ensemble des entiers naturels premiers sera noté [P .

Exemples B Voir Exercice résolu 1

=0 n’est pas premier : il admet une infinité de diviseurs.
+ 1 n’est pas premier : il admet 1 pour seul diviseur naturel.
* Les nombres 2, 3, 5, 7 et 11 sont les cing « premiers » nombres premiers.

2.2 P infini théoreme

* (1) Tout entier naturel n distinct de 1 admet au moins un diviseur premier.

*(2) L’ensemble P des nombres premiers est infini.

o Démonstration
* (1) est vraie pour n=0 ; en effet, 2, par exemple, divise 0.

Soit n un entier naturel tel que n=2 .
L’ensemble des diviseurs naturels de n distincts de 1 contient n et n’est donc pas vide ;
il admet un plus petit élément que I'on nomme p .
B Voir Acrivité 4

Soit d un diviseur naturel de p distinct de 1 (il en existe au moins un qui est p lui-méme).
Ona d<p ;deplus, d|p et p|n donc d|n ;
d est donc un diviseur naturel de n distinct de 1, d'ott d = p , par définition de p .

On conclut done a I'égalité d=p puisquel'ona d=p et d=p .
p admet donc un unique diviseur naturel distinct de 1 : p est donc un nombre premier naturel qui divise n .

= Pour démontrer (2), on réalise un raisonnement « par 1’absurde », en supposant que [P est fini et posséde n
¢léments :
P={p,, pss--sp,} -

Seit k I'entier naturel tel que k=p;p, ... p,+1 .

On considére le nombre premier p,; si p, Ik . comme  py|ppy... Py, O0 en déduit que
Py | (k=pyp; ... p,) . c'est-d-dire p, ] X

On conclut alors que p, =1 , ce qui est exclu, car 1 n’est pas premier ; p; n'est donc pas un diviseur de & .

On prouve de la méme fagon qu’aucun des nombres p,, py, ..., p, n'estun diviseur de k.
Ainsi, si P est fini, on peut construire un entier naturel k qui ne posséde aucun diviseur premier, ce qui
contredit la propriété (1) du théoreme.

On conclut alors que I'ensemble [P n’est pas fini, donc qu'il est infini,
P Voir Exercices 11 a 19

o Remarques

* On généralise la notion de nombre premier & Z en convenant qu'un entier négatif est premier si son opposé
est premier dans N .

On se limitera ici aux entiers naturels premiers.

* On se reportera au T.D. 1 pour une méthode de détermination des nombres premiers inférieurs & un entier
naturel donné (crible d'ERATOSTHENE).

Le probléme de la « répartition » des nombres premiers dans N reste encore largement ouvert aujourd’hui.
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@ Décomposition d’'un entier)

3.1 Décomposition en facteurs premiers théoreme
‘ Tout entier naturel n non nul et distinct de 1 se décompose de fagon unique sous la forme :
n=p?‘ p;z p:;"’ (1)
ol py, Py, .- P, sontdes nombres premiers tels que 0<p, <p,<...<p,
et a;, @, ..., @, sontdes entiers naturels non nuls.

L’écriture de n sous la forme (1) est sa décomposition en produit de facteurs premiers.

p Démonstration B> Voir Exercices 20 4 26

» Existence de la décomposition (démonstration par récurrence : Chapitre 6, T.D. 2, page 156)
—~Pour n=2 ,ona 2=2' et 2 est premier; 2 admet donc une décomposition de la forme (1).
—~ Soit m un entier avec m =2 .
On suppose la propriété vraic pour tout entier naturel &k telque 2<k=m .
Si m+1 est premier, alors m+1=(m+ 1)! est une décomposition de la forme recherchée.
Si m+1 n’est pas premicer, on sait qu'il admet au moins un diviseur premier p .
On peut donc écrire :
m+l=pg avec g enticrtelque 2sg<m.
En effet, on a:

g#0 ., sinononaurait m+1=0,
et g#1, sinon m+1 serait premier.
De plus, g =m+ 1 est également impossible puisqu’on aurait alors pg = p(m+1) ,
c’est-a-dire (m+ 1) = p(m+ 1) , ce qui est exclu puisque p=2 .
On peut ainsi appliquer 2 ¢ 1'hypothése de récurrence :
¢ admet une décomposition en produit de facteurs premiers du type (1),
et donc m+ 1=pgq éEgalement: c’est la décomposition de ¢, avec un facteur p supplémentaire. Ainsi, la
propriété est vraie au rang (m+1) .
En conclusion, on a démontré par récurrence que tout entier naturel admet une décomposition en produit de
facteurs premiers.

« Unicité de la décomposition (propriété admise)

Er -.-T rrE, TrE.T ﬁ-j FE T ri- T 1
o Exemp’e re‘o‘ls R13ehralCalcjDther [FramibiCiean Us

360=2x 180
=2 2INO0=2%2X2 %45
=2x%2x2xF¥x 15

25.32:5

=2X2AXIRININS. o
Finalement on obtient la décomposition de 360 : "hiAD ERA NE
23%32x5 . P Voir Exercice résolu 2

3.2 Corollaire

Tout entier naturel 7 =2 non premier admet au moins un diviseur premier p vérifiant :
pi<n.
Démonstration B Voir Exercice résolu 1

Avec les notations du théoréme précédent, si n n’est pas premier, alors sa décomposition compor:l!;e au moins
deux facteurs, éventuellement égaux & p, , et on obtient immédiatement la relation n= p,” , d'ou le
résultat recherché.
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@ Division euclidienne)

; 4.1 Division euclidienne dans N théoréme
| Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul.

11 existe un unique couple (g ;r) d’entiers naturels tels que :
[ a=bg+r et 0=r<b.
q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

o Démonstration B> Voir Exercices 27 a 46
: Soit a et b dans N, avec b0 .

» Existence de g et r

D’aprés la propriété d’ ARCHIMEDE dans N, I'ensemble des entiers naturels n, tels que a<nb , n’est pas
vide ; il posséde donc un plus petit élément k#(0 (on aurait sinon a<0 , ce qui est exclu pour ae N);
: k=1 est donc aussi un entier naturel, etona (k-1)b=a<kb .

On pose alors g=k—1 et on obtient gh=a<(g+ 1)b ; en retranchant gb,onadonc O0<a-gb<b .
En posant r=a—bg ,onconclut que a=bg+r et 0=r<b ,

* Unicité de g et r

3 On suppose que a=bq, +r =bg,+r, avec 0<r <b et 0=r,<b. :

On en déduit que —-b<r,-r <b et que r,—r,=hb(q;—q,) . Ainsi, ry—r; est un multiple de b
strictement compris entre —b et b;onadonc ro—r; =0, ,dodt ri=r,.

On en déduit alors, du fait que b#0 , que ¢, =g, , d’oli 'unicité annoncée dans le théoréme.

: (© Remarque
g est le quotient de la division euclidienne de a par b si, et seulement si, on a :
bg=a<b(g+1).

-‘ Divisibilité propriété
; Soit a et b deux entiers naturels avec b#0 .Ona:

b divise a <= le reste de la division euclidienne de @ par b estnul .

4.2 Division euclidienne dans Z théoréme
Soit a et b deux entiers relatifs avec b#0 .
Il existe un unique couple (g ;r) d’entiers relatifs tels que a=bg+r et 0=<r< |b] .

g est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

o Remarque P Voir Exercice 28

Si a et b sont des entiers naturels, les couples obtenus dans la division euclidienne de a par b dans N et
dans Z sont bien sdr confondus.

@ Exemple
| La division euclidienne dans N est bien connue par les éleves de fin d’Ecole primaire ou de début de
College :
154 9
64(17

Onadonc 154=9x17+1 .
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5.1 Définition

Soit un entier n =2 , a et b deux entiers relatifs.

On dit que @ et b sont « congrus modulo n»,etonnote a= b (n) ,
si les divisions euclidiennes de a et de & par n ont le méme reste.

Exemples
*29=-121 (5); -623=17 (10).

* Si I'on « compte de 6 en 6 » & partir de 5, on obtient des entiers congrus a 5 modulo 6 :
§x 11: CHE 23 B9n o R —~1G =T 135 BI9 oh et
B Voir Activité 5

Propriétés

Soit un entier n =2 , a et b deux entiers relatifs quelconques. On a :
a=b (n) <= #lla=b); (1)

a=0 (n) < nla. 2)

Si n”=2 estunentieretsi n’|n , alors:
a= b (n) implique a= b (n'). 3)

o Démonstration

*(1)Si a=b (n) , alors il existe trois entiers ¢, g’ et r tels que:
a=ng+r, b=png+r e 0<r<n.
Onadonc a-b=ng-ng' =n(g-q’) etdonc n|(a-5b) .

Réciproquement. si »n|(a—»b) , alors il existe un entier k tel que a—-b=kn ,s0it a=b+kn .

Si b=ng+r estla division euclidienne de b par n,onadonc 0=<r<n et en substituant :
a=ng+r+kn=n(g+k)+r avectoujours O=r<n.

On obtient ainsi la division euclidienne de a par n, dont le reste est r comme dans la division euclidienne

de b par n. Onen déduit a=b (n) .

« La propriété (2) est un cas particulier de la propriété (1) pour b=0 .

*Pour le résultat (3}, ona n|(a-b) et n'|n ,donc n'|(a—b) ,c'est-d-dire a=b (n') .

5.2 Congruences et division euclidienne propriété

Soit un entier n =2 .

Tout entier relatif @ est congru modulo » 2 un unique entier » telque O0s=r=n-1.

Démonstration

A I'aide de la division euclidienne de a par n ., on sait qu’il existe un unique entier re {0;1;..;n-1}
tel que a=ng+r .
Le reste r est donc I'unique entier compris entre O et n—1 vérifiant a=r (n) .
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P Remarques

= La propriété précédente permet de définir une partition de Z en n «classes » dont chacune contient un
unique €élémentde {0;1;...;n-1}. P Voir Activité 5
: * On démontre que, si @, b el ¢ sont trois entiers et n =2 est un entier naturel, alors :

asa (n): s asb (n), alors b=a (n); si a=b (n) et b=c¢ (n), alorsa=c (n) .
Ces trois propriétés font de la congruence modulo n une « relation d’équivalence » dans Z , comme I'égalité
dans R ou le parallélisme dans I'ensemble des droites du plan.

* La définition de la congruence peut étre étendye & n dans Z , mais cefte extension ne présente pas d’intérét
particulier dans la mesure ol l'on a alors, pour tous entiers a et b, la relation
a=bh (n) <> a=h (—n) ;on se raméne ainsi toujours a n dans N.

; 5.3 Addition, multiplication propriété
Soit un entier n =2 .

- La relation de « congruence modulo n » est compatible avec 1’addition et la multiplication
[ dans Z ; autrement dit, @, a’ , b et b’ étant des entiers relatifs quelconques, on a :
si a=a’ (n) et b=b" (n) ,alors a+b= a’"+b’ (n) et ab= a’b” (n) .

o Démonstration

q Si a=a" (n) et b=b" (n), alors n divise a-a" et b->b"; donc n divise la somme
(a—a’)+(b—b") ,etonendéduit n|(a+b)—(a’+b") . Dot on conclut (a+b)=(a’+b") (n).
De méme, n divise a—a’ et b—b" ; donc il existe deux entiers k et k" tels que:
a=a +kn e b=b"+k'n;

alors on a, en effectuant le produit :

ab=a'b’' +a'k’'n+b’kn+kk’'n?=a’b’ +n(a’k’ + b’k + kk'n) ;
il existe ainsi un entier K tel que ab-a’b"=nk .
Donc n|ab-a’'b’ et ab=a’'b’ (n) .

Conséquences
Soitunentier n =2, a et a’ deux entiers quelconques. On a :
pour tout entier k, si a= a’ (n) alors ka= ka" (n) ;
i pour tout entier naturel p non nul, si = @’ (n) alors aP= a’? (n) .

P Voir Exercices 47 a 56
Critéres de divisibilité par 2 et 5

l Soit ke N ; il existe un unique couple d'entiers naturels (d:u) tel que k=10d+u , et u est
le chiffre des unités de k dans son écriture décimale.
Ainsi,ona k—u=10d etdonc 10|(k—u) . On peut en déduire que :

2|(k—u) et 5|(k—u),c'est-a-dire que k=u (2) et k=u (5).

4 Or k est divisible par 2 si, et seulement si, k=0 (2), c’est-a-dire si, et seulement si,
u=0 (2).
De plus, comme k=0 (2) <= (-k)=0 (2), on obtient ainsi le critere de divisibilité par 2
dans Z .

De la méme maniére, on obtient le critére de divisibilité par 5 dans Z.
‘ > Voir T.D. 2

ent si, le chifire des unités de son erit

entier ible par 2 si, et seulen

s

f ~ *Unentier est divisible par 5 si, et seu
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6 Un entier est-il premier '?)

Les nombges 733 et 703 sont-ils premiers ?

= | i Bl Utilisation e be %6 amphl
diviseur } quotient irf_s_tg_ el ol xiiin. diviseur ‘ quotient !reste
738 NS0 Y T e oiae e i de . M08 2 = 1l
3 L 20 UActivité 3 et on s arréte dés que 3 — #0
3 | I'on a trouvé un diviseur autre
3 [ 3008 3 #p que 1 s’il yena. 5 a2 =l
7 104 #0  p)On entre 1a liste des nombres 7 100 | #0
11 |res | 40 premiers dans une liste (par 11 " 8 20
! | exemple L6), ensuite 733/L6 '
13 | 56 g #0 donne la liste des quotients. On 13 54 =0
17 | 43 | #0  recherche dans cette liste un 17 41 20
; résultat entier en s’arrétant & 30 , |
19 | | #e (pour une lecture plus rapide, A [ =4
23 a4 3 |0 mettre la calculatrice en mode 703 =19 x 37
29 > 25 i 0 Float 2). 703 n’est pas premier.
' ;i ¢) On peut utiliser I'éditeur de
733 est premier. listc en posant L1=733/L6 et
L2=703 / L6.

B Utilisation de la programmation
On cherche a automatiser ce que 1'on vient de faire précédemment.

a) On utilise le programme sur la recherche de diviseurs en partant de 7 (car pour 2, 3 et 5, on a des critéres),
et en allant de deux en deux.

algorithme [ t—— e Si le programme n'affiche rien,
demander N f PE?;GRF‘E EREH , cjest un le _nombxe est prenucr
pour D variant de 72 /N en allant de 2 en 2 :} 75 I{H}:E% | sinon il affiche le premier
tester si D divise N I3 | diviseur premier qu’il rencontre.
{
si OUI afficher D et s’arréter 1 lg’:‘g? D i 3
- iEndiEnd |
e e = |
b) On peut aussi s’appuyer sur la liste des r ----- T [ ey
nombres premiers entrés en L6 et ne chercher a PROGRAM: PREMZ2 . | PROGRAM:PREMZ |
e : ; S . tPromrt N b :DisPe LedI2
diviser que par ces nombres, on économise ainsi i1a] i5top
plusieurs divisions. guhz 1 NRER G E%i‘?.yl
: algorithme PIf fPart(NLsc] tEnd
demander N gThen
initialiser Ta 1

tant que L6(I) < /N
si L6(I) divise N afficher L6(I) et s’arréter
I+1 -1
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a Décomposition d’un entier naturel en produit de facteurs premiers)

Décomposer en produit de facteurs ﬁremie.rs les nombres suivants :
a) 1 638 b) 7429 ; ¢) 35 321.

a) 1638=2x819
Le plus petit diviseur premier de 1638 est p, =2 ,
etona ¢,=819 .

819=3x273
Le plus petit diviseur premier de 819 est p,=3 , et
ona ¢,=273 .

213 =3%9]
Le plus petit diviseur premier de 273 est p;=3 , el
ona q3"—"'91 I

91=7x13
Le plus petit diviseur premier de 91 est p,=7 , et
ona ¢q,=13 .

13=13x1
Le plus petit diviseur premier de 13 est ps=13 , et
ona gs=1.

On obtient ainsi 1 638=2x3x3x7x13 .

=2X3P X713
Disposition pratique : 1638 2
819 | 3
273 | 3
917
13|13
1

B Remarque

b) On obtient : 7429 | 17

T429=1Tx19%23 . 437 19
23|23
1
¢) On obtient : = 35321 11
35 321=11x132x19. 32111 13
247 13
/19| 11
1

I Utilisation de la calculatrice
On éerit ici le programme permettant la décomposition

mfactwrsmnﬂe;s”du-nembmzﬁ

S P'QOWFI FPREM_'I‘I;:;FAE.L!
Peides A i :ClrList [ |
initialiser D a 2 et la B

»BHP-: t14P
!|Iz‘lf‘ }'guéziﬁa’ﬂ)=ﬁ
Ll(I)II+I+I

U

remplacer A par A / D, metire D dans la liste des diviseurs
el recommencer

liste des facteurs a { }
tant que A>1
si A est divisible par D,

si ‘A n'est pas divisible  pre———————
par D, remplacer D par | I:H glt‘!lFPREMIER
D+1ou D+2 | : E 5

fin de « tant que » + +Q 124P

!
afficher Ta lisie des | FAYD
:End: End
Pt l-DlSP L1

Dans le cas o certains diviseurs de N sont « évidents », la décomposition peut étre obtenue plus

rapidement. Par exemple :

132000=132x1000=103x12x11=23x53x22x3x11=2%x3x53x 11 .
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irigés

travaux d

Q Crible d'ERATOSTHENE)

.On se propose de dresser la liste de tous les nombres premiers inférieurs & 150.

a) Ecrire la liste des entiers naturels de 1 2 150. Le plus petit nombre premier est 2.
Rayer dans la liste tous les multiples de 2 distincts de 2.

b) Le plus petit nombre qui n’est pas rayé est alors 3, qui est premier.
Rayer tous les multiples de 3 distincts de 3.

¢) Le plus petit nombre non rayé est alors 5, qui est premier.
Rayer tous les multiples de 5 distincts de 5.

d) Poursuivre le processus amorcé ci-dessus, en répondant aux questions suivantes :

Pourquoi peut-on affirmer que le « plus petit nombre non rayé » aprés la suppression des multiples
du nombre premier précédent dans le « crible » est lui-méme premier ?

Pourquoi peut-on arréter le processus apres avoir raye les multiples de 11 ? Autrement dit, pourquoi
les nombres inférieurs & 150 non rayés apres suppression des multiples de 11 distincts de 11 sont-
ils tous premiers ?

.Pour dresser la liste des nombres premiers inférieurs 2 500 grice au crible d’ERATOSTHENE,
pourquoi suffit-il de rayer les multiples des nombres premiers inférieurs a 19 ?

.Si I'on désire dresser la liste des nombres premiers inférieurs a 1 000, quel est le plus grand
nombre premier p de la liste dont il est nécessaire de rayer les multiples distincts de p ?

@ Critdre de divisibilité)

On a vu dans le cours les critéres de divisibilité d’un entier par 2 ou par 5.
On se propose ici d’établir un critére de divisibilité par 11.

a) Vérifier que 10=-1 (11) et démontrer que :
*si n est un entier naturel pair, alors 107=1 (11) ;
*si n est un entier naturel impair, alors 10"=-1 (11) .

b) L’entier naturel N s’écrit en numération décimale a plp_| - @ a . Démontrer que :
N=ay—a;+a;=.. +(-1)P= lap_] +(—l)3’aP (11) .

¢) En déduire qu'un entier N est divisible par 11 si, et seulement si, la différence entre la somme
des chiffres d’indice pair et celle des chiffres d’indice impair dans son écriture en numération
décimale est divisible par 11.

d) Application : examiner la divisibilité par 11 des entiers 9 240, 17 523 et 2 951 765.
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@ Somme de deux carrés)

On s'intéresse ici aux nombres entiers que l'on peut écrire comme la somme de deux carrés
d’entiers.

3.1 Etude de trois cas particuliers

a) Vérifier que I'équation x2 + y2=1 admz::l quatre couples de solutions dans Z2 .
b) Vérifier que I'équation x* + y2=2 admet quatre couples de solutions dans Z2 .

¢) Démontrer que I'équation x2+y2=3 n’a aucun couple de solutions dans Z2.
(Pour cela, examiner tous les cas possibles en remarquant que |x| <2 et |y[<2 )

3.2 Utilisation des congruences

AN ’lg--. &’
4 i SAFETEE TS

a) Pour tout x de Z, démontrer que 'on a :
x2=0 (4) ou x*=1 (4).

b) Prouver que, pour tous x et y de Z, x2+y? est congru a0, 1 ou 2 modulo 4.

¢) En déduire la propriété :

=

TRy o iy B
d) Attention, la propriété précédente ne signifie pas que tous les autres entiers sont sommes de deux
carrés.

Vérifier, par exemple, que 6 n'est pas une somme de deux carrés.

Q Nature des nombres ./n pour n dans I\D

Soit n un entier naturel.

. Démontrer que n est le carré d’un entier si, et seulement si, les exposants de tous les nombres
premiers dans la décomposition de n en produit de facteurs premiers sont pairs.

. On suppose que n est un entier naturel, et qu’il n’est pas le carré d’un entier.

Soit p un nombre premier d’exposant impair dans la décomposition de n en produit de facteurs
premiers.

On suppose qu’'on a I’égalité Jn =§ ,ol a et b sont deux entiers avec b#0 .

a) Quelles sont les parités des exposants de p dans la décomposition de a et de nb? en produit
de facteurs premiers ?

b) L’égalité a?=nb? est-clle possible ?
¢) En déduire que I'égalité Jn= g est impossible.

d) En conclure que :
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travaux diriges

5.3 Commentaire d’écran

6 Algorithmes et programmation (d’aprés IREm de Poitiers))

5.1 Division euclidienne

Soit a dans Z et b dans RN* .

. On désigne par ¢ le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

¢

b

(On rappelle que la partie entiére d’un réel x est I'unique entier relatif n telque n<x<n+1 .)

a) Démontrer que ¢ est la partie entiére de

b) Comment calcule-t-on r, connaissant a, b et q?

@ Rédiger un programme sur la calculatrice qui demande les valeurs de a et b, et affiche les
valeurs du quotient g et du reste r de la division de a par b.

B Remarques
* La partie entiere d’un réel de signe quelconque est obtenue avec la fonction :

sur les calculatrices TI

J ) sur les calculatrices Casio.
(La fonction \__J sur Casio ne fournit pas la partie entiere des nombres négatifs non entiers.)

* Certaines calculatrices sont dotées d’une fonction qui permet d’afficher directement le reste de la
division euclidienne de a par b.

5.2 Programmation et conjecture

On s’intéresse au probléme suivant :
quels sont les entiers naturels n tels que n®—1 est divisible par 9 ?

a) A partir de I'algorithme ci-contre, rédiger un programme
permettant 1’affichage des entiers n recherchés depuis 1
jusqu’a un entier naturel N arbitrairement choisi.

i2eh &

b) Apres avoir testé différentes valeurs de N, conjecturer
le résultat demandé.

¢) Démontrer le résultat conjecturé, par exemple en utilisant des congruences modulo 9.

Sur cet écran de tableur, la cellule B2 a été copiée et
collée dans toute les cellules de la colonne B.
Commenter.

%55
1736

| 5183,88889,
{ 13072

fo oo IR (D
| 590488889 =
E S U

3
$
5
6
7
8
3
10
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B B e Y N T i R e T

Faire le point
* Nombres premiers
e Soit pe N .
p premier <> p aexactement deux diviseurs naturels, 1 et p .
» L’ensemble des nombres premiers est infini.

*Soit ne N* |
[2 £

Alors n=p)':p5? ... pi’" ,avec p,,Ps, ... ,p,, premierstelsque O0<p, <p,<..<p,
et a;,a,,...,a, dans N¥.
Cette décomposition est unique.

e Division euclidienne

Soit a dans Z et b dans Z*, alors a=bg+r , avec g et r entiers tels que
0=r<|b| .
Le couple (g ;r) est unique.

: alb
De facon pratique, on note : T}?

* Congruences
Soit un entier n = 2 et deux entiers relatifs a et b.
*a= b (n) <> a et b ont le méme reste dans les divisions euclidiennes par n .
*a=b (n) <> n|(b-a) ;en particulier, a= 0(n) <> nj|a.

* La congruence modulo » est compatible avec I'addition et la multiplication.

! savoir P comment faire ?

on peut employer I'une des méthodes suivantes :

démontrer
qu’un entier a ou 25
est divisible * trouver k dans Z tel que a=kb

par un entier b » prouver que le reste de la division euclidienne de a par & est 0
s établir que a=0 (b)

démontrer que

b inférieurs ou égaux 3 ./n et prouver qu’aucun des restes n’est nul
n est premier

l<d<.n

déterminer * on peut effectuer la division euclidienne

le reste d':' I.a division . o peut aussi utiliser les congruences modulo b
euclidienne

de a par b

| on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :
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« utiliser les critéres de divisibilité si b est I'un des nombres 2, 3, 4, 9, 11|

» effectuer les divisions euclidiennes de n par tous les entiers premiers

| * raisonner par 1"absurde pour prouver que n n'a pas de diviseur d vérifiant

/



@ Divisiviiite )

_®Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
17 Tout entier relatif non nul admet un nombre pair de diviseurs
relatifs.

2° Le produit de deux entiers consécutifs est pair.

3° Le produit de trois nombres impairs est divisible par 3.

4° Pour tout entier n=1 , n et n+ 1 sont premiers entre
eux.

2n+1 sont premiers

5°Pour tout entier n=1, n et

entre eux.

|6° Pour tout entier n=1, (n=-2) et (n+2) admettent
52 pour diviseur commun.

7°Si a divise b et a divise ¢, alors a? divise be et a2
divise b+c¢ .

”'@ En utilisant les propriétés élémentaires de la
[ divisibilité, démontrer que 328 et 299 sont premiers
:'EIIU'E €ux.

{Méme question avec 1 000 et 1 093.

e A l'aide de 1'égalité 343 =73 | démontrer que 118 et
225 sont premiers entre eux.

5—01" Démontrer que, si a | b et a|c , alors, pour
| tout entier naturel k,ona a | (b—kc) .

{2° En déduire les diviseurs communs de 535 et 132, puis de
11155 et 143.

@veﬁtier I’égalité —16x959 +55%x279=1 .
' En déduire que 959 et 279 sont premiers entre eux.

A partir de I'égalité —3 x 325+ 14x70=15 , déterminer les
| diviseurs communs de 325 et 70.

| @n désigne un entier naturel non nul.
| Démontrer que les entiers n et
premiers entre eux.

(n+1) sont

i En déduire que la fraction est irréductible pour toute

i
2n+1
| valeur de n .

| @ Soit n et a deux entiers naturels non nuls.

1°On suppose que a | (Sn+31) et a|(3n+12).

| Montrer que a | 33 .

|
| 2° En déduire les valeurs possibles de a.

r o Soit a et n deux entiers naturels non nuls.

1° On suppose que a | (42n+37) e  a | (Tn+4)

| Montrer que a | 13 .

|2° En déduire les valeurs possibles de .

o * Soit n un entier naturel.
11° Vérifier que n®—n=(n+2)(n*-2n+3)-6 .

|2° En déduire les valeurs de n pour lesquelles T st
| un entier.
% Si Lk désigne un entier relatif quelconque,

©

. a|b <> pourtout k de Z, a | (b—ka) .

démontrer que :

| 1° Déterminer les entiers relatifs a , tels que :
(a=35) | (a+7) .

2° Déterminer les entiers relatifs b, tels que :
(b+2) | (4b-6) .

@ Nombres premiers)

F@Lcs propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?

3° Dans [N, il existe un unique nombre premier pair.

'4° Un nombre premier admet exactement quatre diviseurs
dans Z .
5° 97 est premier.

'1°La somme de deux nombres premiers est un nombre |6° Sil'entier naturel p est premier, alors Jp west pas un

premier,
2°Le produit de deux nombres premiers est un nombre
| premier.
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|entier.
7° Pour un entier naturel n=2, 3n?+8n n'est jamais

| premier.




I @ Les nombres suivants sont-ils premiers ?
1a)983: b)649; «¢)857: d)1001.

1°a)1421; b)1527; ¢e)1519; d)1247.
|
12°a)2419; b)5183; ¢)5189; d)6131.

Déterminer, s'1l en existe, les valeurs de I’entier
naturel n pour lesquelles u, est premier.

au,=n>; blu,=n’-1;

}' r @ Les nombres suivants sont-ils premiers 7
©) u,=Tn*>+12n .

| - @ Déterminer, s'il en existe, les valeurs de !'entier
| naturel n pour lesquelles w, est premier.

|a) u”=n2+2n+l . b) u"=n2+8n~20.

@ * a et b désignent deux entiers naturels distincts de
Oet 1.

En utilisant le carré de a2 +2b? , démontrer que I'entier

a*+4b* n’est jamais un nombre premier.

5‘@011 a vu que si p;,psy,...,p, sont n nombres
premiers distincts, alors aucun d’eux ne divise I'entier
PiP3...p,+ 1 (voir démonstration du Théoréme 2 page 347).

On peut se demander si les nombres ainsi construits sont

| premiers.
1 Vérifierque 241, 2x3+1, 2x3x5+1,
2x3x5xT+1 et 2x3x5%xTx11+1 sont premiers,

mais que « le suivant», 2xX3x5x7x11x13+1 , n'est
pas premier.

' @ Nombres de FERMAT

Pour n entier naturel, le nombre u,=22"+1 est
{appelé le (n+ 1)-itme nombre de FERMAT, du fait que
| FERMAT pensait que tous ces nombres étaient premiers.
| Vérifier que les cing premiers nombres de FERMAT sont effec-
(tivement premiers, mais que le sixiéme est divisible par 641.

| Remarque

; A I'aide d’un programme sur calculatrice qui teste si un nombre
‘st premier, essayer le test sur u; .

|Le cas échéant, évaluer le temps nécessaire pour obtenir le
| plus petit diviseur premier.

' % On rappelle que, pour n entier naturel =1 , on
note n! le produit de tous les entiers compris entre 1

et n; ainsi:
nl=1X2x%..%n.
1° On considére le nombre A=2 001!+ 1 .

Démontrer que si k est un entier compris entre 1 et 2 000,
lalors A +k n'est pas un nombre premier.

En déduire 2 000 entiers consécutifs parmi lesquels aucun
n’est premier.

2° Soit N un entier naturel non nul.
'Construire N entiers consécutifs parmi lesquels aucun n’est
| premier.

|3% On désigne par P le produit des entiers naturels impairs
fde 122001:
' P=1x3%.i%x2001
On pose également :

B=2P+1.
Démontrer que, pour tout entier naturel k& compris entre 1 et
2000, I'entier B+ k n’est pas premier.

En déduire 4 nouveau 2 000 entiers consécutifs parmi
lesquels aucun n’est premier,

@ Décomposition d’'un entier)

2y

IME 5 Elaies 2l i vk

I "Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1° Si deux entiers naturels ont les mémes diviseurs premiers,
|alors ils sont égaux.
|2° 8i un entier admet un unique diviseur premier naturel,
|alors il est premier.

[37121 est le plus petit entier naturel non premier qui n’est
| multiple d’aucun des nombres 2, 3, 5 et 7.

|4° Un entier supérieur ou égal a 2 est le carré d’un entier si,
|et seulement si, tous les exposants dans sa décomposition en
\produit de facteurs premiers sont pairs,

|

'5° Un entier supérieur ou égal & 2 est le cube d’un entier si,
et seulement si, tous les exposants dans sa décomposition en
produit de facteurs premiers sont impairs.
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‘ @ Décomposer le nombre 72 en produit de facteurs
premiers, puis en déduire les décompositions en pro-
| duit de facteurs premiers des nombres suivants :

a)722; b 6x72; ) 25x722; d)744.

5 @ Décomposer les nombres suivants en produit de
facteurs premiers :

a)11858; b)56056:
d) 54285 ) 269 568 ;

c) 46 189 ;
) 48 608.

@ Un entier naturel n admet pour unique diviseur
premier 7 et exactement cing diviseurs dans N.
Déterminer I'entier n .

@ Soit n un entier naturel qui n’est divisible par aucun
carré d’entier.

'Que peut-on dire de la décomposition de n en produit de

| facteurs premiers ?

@ * Démontrer qu'un entier naturel est le carré d'un
entier si, et seulement si, tous les exposants dans sa

| décomposition en produit de facteurs premiers sont pairs.

| Déterminer le plus petit nombre non nul, dont le produit par

13 608 est le carré d’un entier naturel.

Décomposer chacun des nombres suivants en produit
de facteurs premiers, puis déterminer le plus grand
carré d’entier qui le divise :
ay17199; b)27 104.

Division euclidienne)

j @Lﬁ:s propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

| 1° Dans la division euclidienne de 229 par 12, le quotient est
| 18 et le reste est 13,

| 2° Le reste dans la division euclidienne de 2 013 par 8 est 5.

3° L'égalité 3 754 =123 x 29 4+ 187 permet de définir une
| division euclidienne.

4°8i a et b ont le méme quotient et le méme reste dans la
division euclidienne par n, alors a=5b .

5°11 y a exactement n valeurs possibles pour le reste dans
une division par n.

6° Si r est le reste dans la division euclidienne de a par n,
alors r+ 1 estle reste dans la division euclidienne de a + 1
par n.

7° Si r est le reste dans la division euclidienne de a par n,
alors #2 est le reste dans la division euclidienne de a?
par n.

8° Les restes dans les divisions euclidiennes de a par b et
de b par a sont toujours égaux.

19°8i g et r sont le quotient et le reste dans la division
|euclidienne de @ par b, alors —g et —r sont le quotient
et le reste dans la division euclidienne de —aq par —-b .
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@ %% Division euclidienne dans Z

Si a et b sont deux entiers relatifs tels que b#0 .,
alors il existe un unique couple (g ; r) d’entiers vérifiant :
0<r<|b| .
La démonstration de cette propriété est faite dans le cours

|dans le cas oll @ et b sont des entiers naturels ; on se pro-
pose ici de généraliser aux entiers relatifs.

a=bg+r et

1° Existence du couple (g ;r)

a) On suppose ici que a<0 et b>0 ; on appelle ¢" le
|quotient et r” le reste dans la division euclidienne de (—a)
par b,ou —a et b sont entiers naturels.

iDémonu'er que si r'=0, le couple (—¢";0) convient, et
{que sinon le couple (-¢"—1;b—r") convient,

{b) On suppose & présent b<0 ; on appelle g" le quotient
et r* lerestede a par (-b) .

| Démontrer que le couple (—¢q":r") convient.

L’existence du couple (g ;) est donc établie dans tous les

cas.
| 2® Unicité du couple (g;r)
On suppose qu’il existe deux couples (g:7) et (Q:R)
d’entiers vérifiant :
' a=bg+r et
a=b0+R et

O0=sr<l|b|;
0=R<|b].




Démontrer que : "'— Dans la division euclidienne de I'entier naturel a par

B(Q-g)=r—-R avec -—|b|l<r-R<|b] . ! 155 et par 161, on obtient le méme quotient et des res-
En déduire que r- R est nul et conclure. | tes respectifs 65 et 23.
Calculer a.

Pour les exercices 29 a 31, déterminer, dans chaque cas, le
quotient et le reste de la division euclidienne. [ @ Déterminer les entiers naturels dont le quotient et le

reste sont égaux dans la division euclidienne par 8.
;--a}]'f par 5; b)-17 par 5; 2

17 par =53 d) -17 par -5 . @ Déterminer tous les entiers naturels dont la division

euclidienne par 20 donne un reste égal au carré du

'—'@ a)28 par 5: b)28par -5 ; | quotient.

¢)—28 par 5;: d) —28 par -5 .

r @ #* Déterminer tous les entiers naturels dont la division
euclidienne par 64 donne un reste égal au cube du

| quotient.

_'@a)ﬂ par 6; b)-32 par 6;
¢)32 par -6 ; d)-32 par -6 .

' *Quels sont les restes possibles dans la division

On divise 524 par un entier naturel 5 non nul. cuclidienne d’un entier naturel impair par 4 ?

Le quotient est 15 et le reste r.

. A : Démontrer que si n est un entier naturel impair, alors n? - 1
| Déterminer les valeurs possibles de b et r. 4 P

lest divisible par 8.

[ @ On divise 394 par un entier b non nul.

Le quotient est 17 et le reste 7. [ @S‘m un entiex #=2 . e "
Déterminer les valeurs possibles de b et r. Déterminer le reste de la division euclidienne de

n?+2n par n+1 .

' @ Dans une division euclidienne, on a augmenté le
dividende de 20 et le diviseur de 4 ; le quotient et le | @* 1° Montrer que tout entier naturel n peut s écrire
reste sont alors inchangés. sous une des formes suivantes :

Qual et Jo quotient; 7 Sk; Sk+1; Sk+2; 5k+3; 5k+4
ol k désigne un entier naturel.

Dans la division euclidienne de 377 par I'entier naturel | 2° Déterminer le reste de la division euclidienne de n2—3n
non nul b, le reste obtenu est 8. par 5.

Déterminer les valeurs possibles du diviseur et du quotient. 39 gy déduire I'ensemble S des entiers naturels # , tels que

'le reste de la division euclidienne de 72—3n par 5 soit égal
Dans une division euclidienne, le dividende est ° d
augmenté de 36 et le diviseur de 3 ; le quotient et le

reste se trouvent alors inchangés. : i
B @ % p est un entier naturel non nul et x un élément de

Déterminer le quotient. Z\{0:1} .
Sachant que le diviseur est égal & 8 et que le dividende est |Démontrer I'équivalence des deux propositions suivantes :

.supé?jcgr a 100, quelles sont les valeurs possibles de ce 2=x (p)
| dernier ? )
et pour tout entier naturel n=1 , x"=x (p) .
Quel est I'ensemble des entiers relatifs x tels que, pour tout
[ @ * Soit a un entier naturel. entier naturel non nul n, x"=x (6) ?

a) Le reste de la division euclidienne de a par 12 est 8.
Quel est le reste de la division euclidienne de a par 6 ? par

E @ * Les divisions euclidiennes de 1'entier naturel a par
47 par37?par2?

; I'entier naturel b et celle de (a+ 15) par (b+5)
b) Le reste de la division euclidienne de a par 12 est r. ont méme quotient g et méme reste r.

Répondre aux mémes questions que précédemment. Déterminer g .
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Congruences)

Vérifierque 1 000=1 (37) eten déduire que, pour
tout entier naturel n.ona 10¥*=1 (37).

I k ! 'En déduire le reste de la division euclidienne de 1001 037
' Lcs propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 | par 37.

[1°356=11 (23)..

[2°370=17 (13) . I @Déterminer les différents restes possibles dans la
3° L'égalité 914=19%x47+21 permet de déduire les division euclidienne de 3” par 13 (ot n est un entier
congruences : |naturel). En déduire le reste de la division euclidienne de
’ | 482004 par 13,

914=21 (19) e 914=21 (47).

4° Tout entier est congru modulo 4 & I"un des nombres 0, 1, i @ Quels sont, pour ne N , les restes possibles dans la

|E, 1 _ division euclidienne de 3" par 7 ? En déduire le reste
|5°8i a=b (n) et a=c (n),alors: ' de la division euclidienne de 1998128 par 7.
al=be (n) et2asb+c¢ (n).
|6°Si n=1 estun entier. alors :
n’=0 (n) etn?=-2n (n).

|® * Démontrer que le carré d'un entier s est congru
modulo 8 a 0, 1 ou 4.
|Résoudre dans Z 1'équation (n+3)2=1 (8) .

!‘@]“ Vérifier que 1 000=-1 (13) .
En déduire, selon la parité de I'entier naturel n, le

2 Applications S reste de ta division euclidienne de 10% par 13

|2° Démontrer que, pour tout entier naturel n,
; J Sap a0 | 103n+3 B aih Aiied
' Déterminer le reste de la division euclidienne de : 107743 4 10°" est divisible par 13.

| 57 : 35 y 20
'a)35°" par 75 b)89P par11; ¢)77% par I3. r @ % a) Pour tout entier naturel n, démontrer que 'on a
| 10"=1 (9) et 10"=1 (3).

| @ Vérifier que 2 003 est un nombre premier, 'b)En  Eerivant 5 428=5x107+4x107+2x10+8 ,
- Quel est le reste de la division euclidienne de |démontrer que:
120022904 par 2 003 ? 5428=5+4+2+8 (9)

etque S5428=5+4+2+8 (3).
|¢) Démontrer que tout entier est congru modulo3 et

; '@ % Démontrer les congruences suivantes : I modulo 9 & la somme des chiffres de son écriture décimale.

a) 35228+ 84°01 =0 (17) ; ;d} En déduire des critéres de divisibilité d’un entier par 3 ou

D)2 355002 2 B2 W e B (TN ol ot bt | par 9. ) sl e =
@ Problémes)
@ * 1° Montrer que : | 2° Démontrer que, quels que soient les entiers naturels n et
59=1 (13); Si=5 (13); k,ona:

S2m-1 (13) e 5%=-5 (13). TAFETs (19) .

2° En déduire que, pour tout entier naturel  : Quels sont les restes possibles de la division euclidienne de

§4k=1 (13): S5%+1=5 (13); 77 par 19 ?

S4+2=_1 (13) e S5H+i=-5 (13). 3° Démontrer que si a, b, ¢ sont trois entiers naturels

sih<a P ;
3° Déterminer I'ensemble des entiers naturels n, tels que consécutifs, alors. 7947° %7 est un multiple de 19.

52n4p50=0 (13). .
oy 1° Soit n=2 un entier naturel,

_ g : i
; @ * 1° Démontrer que, pour tout entier naturel n ., ona: Justifier que n! est divisible par n.

73n=1 (19). 12° ay, a,, ... ,a, désignent n entiers consécutifs.
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| Démontrer que deux quelconques d’entre eux ne sont jamais
' congrus modulo n.
En déduire que a; xa,x...xa, =n!(n) .

{37 Justifier 'affirmation suivante : pour tout entier n =1,
lle produit de n entiers consécutifs est divisible par n! .

' @ *% 1% Déterminer le reste de 'entier relatif n* dans

la division euclidienne par 9 suivant le reste de n dans
cette division euclidienne. ;
En déduire les équivalences suivantes :

=0 (9) <= n=0 (3);
=1 (9), <= n=1 (3);
ni=8 (9) <« n=2 (3).

2° Démontrer que, si la somme de trois cubes d’entiers est
divisible par 9, alors I'un de ces entiers est divisible par 3.

' @ Pour tout entier naturel n , démontrer que n* —n est
divisible par 6 :
|* par récurrence ;  *en factorisant ’expression n’—n |

@ * Démontrer que, pour tout entier naturel n,
Jn+d_44n+2 egt divisible par 11.

' @ %% 1° Pour tout entier naturel n , démontrer que :
n+5n+4 et n +3n+2
sont divisibles par n+1 .

2° Déterminer les wvaleurs de #  pour lesquelles
3n’+15n+ 19 est divisible par n+1 .
3° Existe-t-il des entiers naturels n pour lesquels

[3n2+15n+ 19 est divisible par n?+3n+2 ?

r @ %% On se propose ici de démontrer qu’il existe une
infinité de nombres premiers congrus & 3 modulo 4.

1° Justifier que tout nombre impair est congru 4 1 ou
{3 modulo 4, puis citer deux nombres premiers congrus i
| 3 modulo 4.

127 On suppose que tous les diviseurs premiers de 'entier n
sont congrus a 1 modulo 4 ; démontrer qu’alors n=1 (4) .
En déduire que, si k=3 (4) , alors k¥ admet au moins un
diviseur premier congru 4 3 modulo 4.

3° 8i 'ensemble des nombres premiers congrus a 3 modulo 4
est fini, on appelle p son plus grand élément.
Soit alors K=2x3x5x...xp+1 le produit de tous les
nombres premiers jusqu'a p ., augmenté de 1.

(4) .
'b) A T'aide des résultats de la Question 2°, montrer qu’on
| aboutit alors A une contradiction.

a) Démontrer que K =3

[ @ 1° Un diviseur strict d'un entier naturel n est un
entier naturel diviseur de n et distinct de #n .

Déterminer les diviseurs stricts de 220.

2° On dit que deux entiers naturels sont amiables si chacun
d’eux est égal 4 la somme des diviseurs stricts de 'autre.
Vérifier que 220 et 284 sont amiables.

|3° Un nombre parfait est un nombre égal 4 la somme de ses
|diviseurs stricts (il est ainsi amiable avec lui-méme),

a) Le nombre 28 est-il parfait ?

b) Déterminer un nombre premier p tel que le nombre
24X p soit parfait.

|e) Plus généralement, si n et p sont deux entiers naturels
avec p premier, préciser la seule expression possible de p
en fonction de n pour laquelle 2" x p peut étre un nombre
parfait. Donner la liste des nombres parfaits de cette forme

pour n<10 .

a et b sont deux entiers naturels avec a>5 .

Ona a+b=444 et la division euclidienne de a par
b a pour quotient 4 et pour reste 24.
| Déterminer les entiers a et b.

%% Le nombre 2!'' —1 est-il premier ?
Si p et g sont deux entiers naturels non nuls,
comment la somme :
§S=1+2P+42%22423P4  42p04-1)
peut-¢lle encore 5" écrire ? En déduire que 279=1 (27-1) .

Démontrer que 279—1 est divisible par les deux nombres
2P~1 et 24-1 .

En déduire que si le nombre 2" —1 est premier, alors n est
| lui-mé&me premier. La réciproque est-elle vraie 7

Les nombres premiers de la forme 2"—1 sont appelés
nombres de MERSENNE.

i '@* 1° Suivant le reste de la division euclidienne de n
! par 7, déterminer celui de n* dans la division eucli-
dienne par 7.

2° Démontrer que :
si a®+b3+e3=0 (7) , alors abe=0 (7).

—@ %% Nombre de diviseurs naturels d’un entier
' naturel

Soit N un entier naturel non nul dont la
décomposition en produit de facteurs premiers est :

N=p?'><p§3><...><pf" :

| 1° Démontrer qu'un entier naturel d est un diviseur de N si,

et seulement si, sa décomposition en produit de facteurs
premiers est de la forme p‘]B' xp-gﬁlx R pf" . avec, pour
tout ie{1;2;..;n} ,0<B;<a;.

[2°Quel est le nombre de diviseurs de N tels que
B;=...=8,=0717

Et le nombre de diviseurs de N telsque B,=...=8,=0?

| En utilisant au besoin un arbre, démontrer que le nombre de
diviseurs de N estégal i (a, + e+ 1)...(a,+1) .
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| 3° Applications

a) Quel est le nombre des diviseurs de 1807 Dresser leur
liste.

b) Quel est e nombre des diviseurs de 79 625 ?

{e) L'entier 8 x 10" admet 154 diviseurs,

| Déterminer la valeur de n .

d) Quel est le plus petit entier possédant 36 diviseurs ?

| €) Démontrer qu'un entier naturel non nul est un carré d’entier
si, et seulement si, il admet un nombre impair de diviseurs.

@ * Régle de divisibilité par 7
1° k étant un entier naturel, montrer que :
10%%k=1 (7), 10%%+1=3 (7),
108k+2=2 (';.-) = 100k +3=_1 (T3
106k+4=_3 (7) et 1068+5=-2 (7).

2° On considére le nombre abedefghi écrit en base 10.

Montrer que ce nombre est congru modulo 7 a :
(i+3h+2g)~(f+3e+2d)+(c+3b+2a) .

En déduire que ce nombre est divisible par 7 si, et seulement si ;
(i+3h+22)—(f+3e+2d)+(c+3b+2a)

est un multiple de 7.

3¢ Application

Les nombres suivants sont-ils divisibles par 7 7

N, =325412; N,=221325412;
N;=9324; N, = 504324 156.
- @ Les jours de la semaine

La semaine est d'une durée de sept jours.

Les noms de ces jours proviennent de ceux du Soleil,
de la Lune et des plangtes visibles a 1’eeil nu.

Les Anciens avaient classé ces astres dans 'ordre de
leurs distances décroissantes a la Terre :

(D Saturne (@ Jupiter (@ Mars

Soleil () Vénus Mercure  (7) Lune

On dédiait chaque heure du jour 4 chacun de ces
astres suivant I'ordre ci-dessus, et le jour tout entier
portait le nom de I'astre auquel était dédide la
premiére heure.

On suppose partir d’un jour dédié a Saturne, astre n® 1.

La premiére heure du jour suivant est dédiée a 1’ astre associé
au nombre 1+24=25 .

Comme 25=7x3+4 , le jour suivant est dédié a 1'astre
n° 4, ¢’est-a-dire le Soleil. En poursuivant ce procédé, retrou-
ver 1’ordre des jours de la semaine :

Saturne —  samedi (saturday)
Soleil —  dimanche (sunday)
Lune —  lundi (monday)
Mars s mardi

Mercure —  mercredi

Jupiter —  jeudi

Vénus —  vendredi
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|l Remarque

|Les astrologues ont donné une explication de 1'ordre des
jours de la semaine.

[Les sept astres, dans 'ordre donné par les Anciens, corres-
| pondent aux sommets d’un heptagone régulier étoilé, En
| suivant les cotés, on obtient 1'ordre des jours de la semaine.

r @ A chacun des sept jours de la semaine et des douze
mois d’une année est associé un code.
Les jours de la semaine sont codés comme suit :

| D e | Ma

N W 0

Le code d’'un mois (variable suivant I’année) est celui du jour
précédant le 1°7 de ce mois.

MR [ Tae

1° Sachant que le 1¢ janvier 1900 était un lundi, justifier que
le code du mois de janvier 1900 était 1.

2° L’année 1900 n’était pas bissextile. En effectuant des divi-
sions euclidiennes par 7, montrer que les codes des mois de
I"année 1900 étaient les suivants :

janvier | février ~mars @ avril mai t juin ]|
1 4 | 4 R 5

juillet | aodt | sept. | oct. | nov. | déc
0 3 T s 4 6

5" a) Cou;bicn compte-t-on d’a-innées biss-extilés E_,l;l_ﬁ'e _léﬂﬂ et
1969 ?

b) Déterminer quel jour était le 1° janvier 1969,

¢) En déduire les codes des mois de 'année 1969.

4° Déterminer quel jour était le 20 juillet 1969 lorsque des
scientifiques américains plantérent le drapeau des U.S.A. sur
la Lune.

B Remarque

Ce procédé peut étre utilisé pour déterminer & quel jour de la
semaine correspond une date quelconque postérieure a
I’année 1582 (année de la réforme du calendrier : calendrier

grégorien),
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c Algorithme d'EUCLIDE)

B Etude du texte d’EucLiDE

Dans son livre vii, EUCLIDE représente des nombres entiers par des segments afin de construire un
raisonnement pour trouver une mesure commune a deux grandeurs, c'est-a-dire un diviseur commun a ces
= nombres. 11 utilise la méthode des différences successives.

; ‘U«, On rappelle que deux entiers naturels non nuls sont non premiers entre eux, s’ils admettent dans Z un
- diviseur commun autre que 1 et —1 .

PROPOSITION 1L

Deus uwombres non premiers entr'eux ¢tant donaés, trouver leur plus
grunde commune mesure.

Soieat donnés les deur nombres AB, Ta non premiers entc’eux, et gue Ia
soit le plus perit; il famt wouver la plus grande commune mesure des
nombres AR, Ta.

Si TA mesnre A, le nombre r'a sera ume commmne mesure des nombres
TA, AB, parce que TA se mesure luni-méme; et il est évident quiil en sera
la plus grasde, car ancun nombre plus grand que Iy me peut mesurer ra.

DMais si T4 wpe esure pas AB, et si on rewranche tloujours le plus petic
des nombres a8, ra du plus grand, il resters quelgue nombre qui mesuresa
celui qui est avunt lui. On n'aura pas U'unité pour reste; car si cela ésit,
les nombres 4B, Ta scraicnt premiers emir'enx, c& qui m'est pas suppesé;
il resiers deanc quelque nombre qui mesurera celui gui est avant lui. Que
sa mesurant AB laisse Ea plus petit que luiméme; que EA mesurant AF
laisse 27 plus petit que Iuni-méme; et enfin que 12 mesure EA. Puisgue 12

A E B

—

H

miesure AE, ol gque AF mesure AZ, le nombre 12 mesurerz az. Mais il se
mesure lui-méme ; done il mesurera Ta tout entier. Mais Ta mesure 38 ; done T2
mesure 8. Mais il mesure ®A; donc il mesurers Ba woc entier. Mais il
mesure Ta; done Iz mesure AB et I'i; donc IZ est une commune mesure des
sorubres a8, ra. Je dis quiil en est Ja plus grande. Car si 12 n'est pas la plus
grande commune mesure des sombres AB, ra, quelque r.mbre plus grand
que 17 mesurera les nombros ag, ra. Quua mombre plus gravd les mesure,
et que ce soit H. Puisque H mesure ia, el que A mesure BE, le nombre
H mesurera 5. Mais il mesure 84 1out eaver; done il mesurera le resie
AE. Muis AE mesure 47; don¢ H mesure az. Bliis il mesure ar tour estier;
donc il mesurera le reste £, le plus grand le plus petit, ce qui est impos-
sible; dene gquelque nombre plus grand que TZ ne inesureia pas Ius mmnbre,s
A%, Ta; done 17 est la plus graade communme mesure des nombres aB, Ta.
Ce qu'il fallait démaonrrer.

Extrait Les euvres d'Euclide traduite par F. PEYRARD, 1819.

1 Relire ce texte en remplagant le nom « mesure » par « diviseur », le verbe « mesurer » par « diviser »
et les nombres AB et I'A respectivement par a et b.

2 Dans le cas on b divise a, rédiger la démonstration d’EUCLIDE avec les notations et le vocabulaire
actuels.
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3 Dans le cas ot b ne divise pas a, et a>b , EUCLIDE retranche toujours le plus petit des nombres du
plus grand.
Aprés avoir retranché b de a, quel nombre calcule-t-il si a—b>b ?si a-b<b?

Peut-on avoir a-b=5b ?

4 On appelle a, le plus grand des nombres a—b et b, et b, le plus petit de ces nombres.

On écrit : i
ay=max(a-b;b) et b =min(a-b;b).

a) Montrer que tout diviseur commun & a et b est un diviseur commun & a; et b, .

On pose ensuite :
a,=max (a;—b,;b;) et by=min (a; -b, : b;) etainsi de suite.

On construit ainsi deux suites d’entiers naturels (a,) et (b,) ,avec ay=a et by=b .
Par itération, tout diviseur commun & a et b est un diviseur commun a @, et b, .

b) Justifier que, pour tout n, a, = b, . Pour tout n,onpose r,=a,—b, .

¢) Que signifie la phrase : « il restera quelque nombre qui mesurera celui qui est avant lui » ?
En déduire que le processus s arrétera et préciser quand.

d) Peut-on avoir r, =1 pour une valeur de n?

5 Mettre en forme la preuve que I'Z est la plus grande mesure de AB et I'A, c’est-a-dire le plus
grand commun diviseur des nombres @ et b (partie colorée du texte).

B lllustration et transcription
1 Soit a=357 et b=105 .

a) Ecrire les termes des suites d’entiers (a,) et (b,) définies dans le texte d’EUCLIDE.
En déduire le plus grand commun diviseur de 357 et 105 .

b) On a obtenu :
357-105=252 avec 252>105
252 -105=147" avec 147>105
147 -105=42 avec 0<42<105
et a I'étape d'aprées, ce n’était plus 105 qui était a retrancher.
Ce qui peut s’écrire :
357-3x105=42
ou 357=3x105+42 qui est la division euclidienne de 357 par 105 .
A P'aide de divisions euclidiennes, écrire la liste des différences successives effectuées.
Le plus grand commun diviseur de 357 et 105 apparait comme le dernier reste non nul de ces divisions.

Ce procédé, pour déterminer le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels non nuls, porte le nom
d’algorithme d’EUCLIDE.

2 Déterminer le plus grand commun diviseur de 76 084 et 63 020 en écrivant les divisions euclidiennes
successives de I’algorithme d’EUCLIDE.




6 Diviseurs communs a deux entiers naturels)

1.1 Proposition

a et b étant deux entiers naturels non nuls tels que @ > b , on désigne par r le reste de la
division euclidienne de a par b .
*Si r=0, alors les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs de b.

*Si r#0 , alors les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs communs a b et r.

o Démonstration

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, avec a>b .
On note ¢ le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b,
d désigne un entier non nul.

*8i r=0 ,alors b divise g, que 'onnote &|a .

Si d|a et d|b, alors en particulier d|b .

Réciproquement, si d|b ,comme b|a ,alors d estun diviseur de a et de b.

*Si r#0 ,alors a=bg+r avec O<r<b .

Si dla et d|b ,alors d|a-bq ,c'est-d-dire d|r et d est donc un diviseur de b etde r.

Réciproquement, si d|b et d|r ,alors d|bg+r ,c'est-a-dire d|a ,et d est donc un diviseur de a et
de b.

° Exemples
* 60 divise 360, donc les diviseurs communs 4 360 et 60 sont les diviseurs de 60.

* 60 ne divise pas 365, carona 365=60x6+5 .

Les diviseurs communs 4 365 et 60 sont les diviseurs communs 2 60 et 5, c’est-a-dire les diviseurs de 5
puisque 5 divise 60,

5 étant premier, les diviseurs communs a 365 et 60, dans ™, sont 1 et 5.

1.2 Algorithme d’EucLipe

Bl Soit @ et b deux entiers naturels non nuls, avec a>b et b ne divisant pas a.
On note g, et r, le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b :

puis g, et r, le quotient et le reste de la division euclidienne de b par r, .

Cette division a un sens puisque r; #0 .

Si r,#0 ,onnote gy et ry le quotient et le reste de la division euclidienne de r,; par r,.
On continue ainsi le processus,

Ona r;#0 , p étant un entier naturel strictement supérieur a 1 :
si rp#0,..et r,#0 ,onnote g, et le quotient et le reste de la division euclidienne
de Ty PEC T,

r_a'i-l

On a donc : a=bg,+r,, O<r <b
b=rIQQ+r2, 0<r2{r|
P =Tl 1 ¥ Ppqy » Uérp“(rp.

On construit ainsi une suite ( rp) strictement décroissante d’entiers positifs.
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Au bout d’un nombre fini de divisions, on va nécessairement obtenir un reste nul,
Donc il existe une valeur de n pour laquelle r, #0 et r,, =0

On a ainsi : a=bg, +r,, O<r,<b
b=rig,+r,y, O<ry,<r,
T 35T 19n ¥ Ty 0<rﬂ<rn_|
Ta-1=Tnn 5 °
Cette suite de divisions euclidiennes successives de @ par b, b par ry, .. jusqu’a 'obtention du

dernier reste r, non nul, est I’algorithme d’EUCLIDE.

I Si a<b , en cherchant a appliquer la méthode précédente, la premiere division euclidienne
s'éerit a=bx04+a, 0<a<b , ensuite, on effectue la division euclidienne de » par a.

La premiére division a simplement échangé a et b. Si a ne divise pas b, en poursuivant on
obtient les mémes quotients et restes qu’en appliquant I’algorithme d’EUCLIDE en partant de b et a
avec b>a .

o Exemple

On applique 1"algorithme d’EvcLIDE & 37 236 et 11 862. On adopte la disposition pratique suivante :
q,=3 g, =1 g,=5 g,=3 gs=2 =1
37236 11862 1 650 312 90 42 6
r=1650 ry=312 r;=90 ry=42 rs=6 rg=0
e ey e e i
{37236, 118623 1 {37236 11862%
: . j {37236 118623 {Ans(2).Anscli-i
L’instruction de la T.I. 83 permet @ {An=(Z).AnsC1)-1 nt{Ans (12 -Ans
d’obtenir rapidement les diviseurs et les restes | gkéﬁg%g}?iﬂns €2 oy ?ﬁééz 16563
successifs de 1'algorithme. i , 158 3
1312 9a:
n
1.3 Diviseurs communs proposition

a et b étant deux entiers naturels non nuls tels qu'aucun ne divise I'autre, on note r, le
dernier reste non nul obtenu en appliquant I’algorithme d’EUCLIDE.

Les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs de r, .

o Démonstration

Avec les notations et résultats précédents, d étant un entier non nul, on a:
dla et d|b <> d|b et dlr,
d|b et dfr1 ¢d|rl et d|r2

dlir, > et d|r,_; <> d|r,_; & d|r,

d|r,_q et d|r, = d|r, .
Ainsi, d est un diviseur commun & a et b si, et seulement si, d divise r, .

o Exemple B Voir Exercices 2 et 3

Pour les entiers 37 236 et 11 862 ci-dessus, le dernier reste non nul est 6.
Alors les diviseurs communs a 37 236 et 11 862 sont les diviseurs de 6, c’est-a-dire 1, 2, 3 et 6, si on ne
considére que les positifs.
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@ Plus grand commun diviseur de deux entiers relatifs)

2.1 PGCD théoréme et définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

11 existe un unique entier naturel & qui vérifie les deux conditions suivantes :
* & est un diviseur commun a a et b,
* tout diviseur commun & a et b divise &

8 est le plus grand commun diviseur de @ et b ; on écrit 8=PGCD (a;b) .

o Démonstration

Comme les diviseurs communs & a et » sont aussi les diviseurs communs & |a| et |b| . on peut se limiter
au cas ot a et b sont des entiers positifs.

* L’existence de & résulte alors des résultats du paragraphe précédent.

Si b divise a, alors b est un diviseur commun & @ et b, et tout diviseur commun & a et b est un diviseur
de b.

Si b ne divise pas a, le dernier reste non nul 7, obtenu en appliquant I'algorithme d’EUCLIDE est un
diviseur commun 2 a et b, et tout diviseur commun & a et b est un diviseur de r, .

Dans tous les cas, 1l existe un entier naturel 8§ tel que & est un diviseur commun & a et b, et tout diviseur
commun & a et b divise §.

* Unicité de &
Si &’ est un entier naturel qui vérifie les mémes conditions que &, alors :
& est un diviseur commun 4 a et b, donc & divise §;
8 est un diviseur commun 4 a et b, donc & divise & .
§ et & sont des entiers positifs fels que & divise § et & divise & ,donc 8'=4 .
o Remarqgues
* Si d est un diviseur commun & a et b, alors d = PGCD (a ; b) , car d divise PGCD (a ; b) .

e Les diviseurs communs 2 a et b sont les diviseurs de PGCD (a; b) :
o Exempfes P Voir Exercices 6 a 10

* Comme 12 divise 1440, alors PGCD (1 440 ; 12)=12 .
* Si aucun des deux nombres ne divise I'autre, I'algorithme d’EUCLIDE permet une détermination pratique du
PGCD. En I'appliquant & 4 158 et 315, le dernier reste non nul étant 63, ona PGCD (4 158 ; 315)=63 .

-

BT AT, Lo G L

S el B R S TR B ST G rf’dﬂ

13 5 : PRI L ST T
On vérifie le résultat avec 9cd(4158.315)
4158 315 63 = .6 -
Pinstruction  { : :
63 0 des calculatrices T.I. 83 et 89.

2.2 Propriétés du PGCD

Soit @, b, ¢, d et k des entiers relatifs non nuls.
« PGCD (a ; b) = PGCD (b ; a) . « PGCD (ka ; kb) =| k| x PGCD (a ; b) .
*Si a divise ¢ et b divise d, alors PGCD (a ; b) divise PGCD (¢ :d) .

P Voir Exercice 5
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Propriété fondamentale du PGCD
Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, il existe des entiers relatifs u et v tels que :
au+bv=PGCD (a ; b) .

On note € l'ensemble des entiers naturels non-nuls de la forme ax+ by ,avec x et y dans Z.
lal € € ,car |a=|a|x1+bx0 ,donc & estnon vide.
% contient alors un plus petit élément m et il existe u et v dans Z tels que m=au+bv .

On va démontrer que m=PGCD (a ; b) . D’aprés la définition du PGCD, il suffit de prouver que m est

un diviseur commun & ¢ etd b, et que tout diviseur commun d a4 a et b divise m.
= La division euclidienne de a par m s'écrit a=mg+r ,avec 0<r<m .On adonc:
r=a-mg=a-(au+bv)g=a(l—-uq)+b(-vg) .

r est donc de la forme ax+by ,avec x=1-ug et y=-vg dans Z.

i
; .
i
{

Si on suppose que >0 , alors 7 est un entier appartenant & &, donc »=m par définition de m .
Or r<m , donc on ne peut pas avoir >0 . Ainsi, r=0 et m divise a.

On démontre de fagon analogue que m divise b . Ainsi, m est un diviseur commun & a et b.

«8i d est un diviseur commun i a et b, alors d divise au+bv . Ainsi, d divise m .

= On peut done conclure que m=PGCD (a ; b) .

On cherche deux entiers u et v tels que :
PGCD (960 ; 255) = 960u + 255v .

| > | | s ]
960 | 255 195 60 15
195 | 60 15 0| On obtient donc PGCD (960 ; 255) =15 .
_: |

‘ o Enmp‘e P Voir Exercice résolu 1

On adopte la disposition suivante :

« on écrit les divisions euclidiennes successives en ligne en mettant 0 comme second membre, sauf pour la
derniére, dans laguelle on isole le PGCD ; on dispose les uns sous les autres les nombres identiques :
960 -255x3-195 =0
255 -—195x1-60 =0
195 —60x3=15=PGCD (960 ; 255) :
» on multiplie tous les termes de chaque ¢égalité, en commencant par ’avant derniére, par un entier
convenable tel qu’en ajoutant membre & membre toutes les égalités obtenues ne restent que des multiples de
960, 255 et leur PGCD égal & 15 :
960 — 255 x 3 — 195 =0 % 4 , pour éliminer 195
255 -—195x1-60 =0 T % (—3) . pour éliminer 60
195 — 60 x3=15=PGCD (960 ; 255) . aucune modification
On obtient :
960 x4 —255 x 3 x4 +255x(=3)=15 , soit 960 x4 +255x(-15)=15 .
Onatrouvé u=4 et v=-15.
' On pourra vérifier que u=-13 et v=49 conviennent aussi. Cet exemple montre qu’il n'y a pas unicité
des entiers u et v.
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@ Nombres premiers entre eux)

3.1 Définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, le PGCD de a etde best I.

Remarque

Ne pas confondre nombres premiers entre eux et nombres premiers ;
* les nombres 6 et 25 sont premiers entre eux, mais ne sont pas des nombres premiers ;
=7 et 13 sont des nombres premiers et sont des nombres premiers entre eux, puisque PGCD (7 ;13)=1 .

3.2 PGCD et nombres premiers entre eux proposition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls, & un diviseur positif, commun a a et b.
On note a’ et b’ les entiers relatifs tels que a=06a" et b=358b" .

Alors 8=PGCD (a; b) si, et seulement si, @’ et b” sont premiers entre eux.

Démonstration

PGCD (a ; b)=PGCD (8a’ ; 6b")= 8 -PGCD (a’ ; b’)
donc PGCD (a:b)=86 <> PGCD (a’;b')=1.

3.3 Théoréeme de BEzourt

Deux entiers relatifs non nuls a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des
entiers relatifs u et v tels que au+bv=1 ; c’est I'égalité de BEzouT.

o Démonstration

«Si a et b sont premiers entre eux, alors PGCD (a;b)=1 .

La propriété fondamentale du PGCD justifie 'existence de u et v.

* Réciprogquement, on suppose qu’il existe deux entiers u et v tels que au+bv=1 .
Pour tout entier d non nul, si d|a et d|b ,alors d|au+bv , c'est-d-dire d|1 .
Ainsi PGCD (a; b)=1 et a et b sont premiers entre eux.

o EXGfﬂpfe P Veoir Exercice 19

D’aprés le théoréme de BEZOUT, pour tout entier naturel n, 4n+3 et 2n+1 sont premiers entre cux :
IxX(4n+3)=-2x(2n+1)=1 .

Conséquence

Soit @, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a est premier avec c¢, alors PGCD (a ; bc)=PGCD (a ; b) .

Démonstration

Soit d un entier non nul. Si d|a et d|b ,alors d|a et d|be .

Réciproquement, comme a et ¢ sont premiers entre eux, d'apres le théoréme de BEzour, il existe u et v
dans Z tels que au+cv=1 ,donc a(bu)+ (bc)v=>b . Ainsi,si d|a ct d|be ,alors d|b .

Ce qui prouve que les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs communs &4 a et bc.

D’olt PGCD (a ; ) =PGCD (a ; be) .
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3.4 Théoréme de Gauss

Soit @, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Si a divise le produit bc etsi a est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration

Si a est premier avec b, alors PGCD (a;b)=1 .Donc PGCD (ac ; be)=c| .
Or, a divise be et a divise ac, donc a divise PGCD (ac ; be) . Ainsi, a divise |¢| , donc c.

.- Voir Exercices résolus 2 er 3 ;
o Exempje T.D. 3 ; Exercice 20

On recherche les entiers naturels n tels que 4n+3 divise 7(2n+1) .

Comme 4n+3 et 2n+ 1 sontpremiers entre eux, si 4n+3 divise 7(2n+1) ,alors 4n+3 divise 7,
d’apres le théoréme de GAUSS.

Or, n étant un entier naturel, ona 4n+3 =3 ,donc 4n+3=7 . Ainsi n=1 .

Réciproquement, si n=1 ,alors 4n+3=7 et 7 divise 7(2n+1) .
Finalement, le seul entier naturel n . tel que 4n+3 divise 7(2n+1) ,est 1.

Conséquences

Soit a, a;, a,, b, b, et j’z , des entiers relatifs non nuls et p un entier naturel.

*a est premier avec chacun des nombres b, et b, si, et seulement si, a est premier avec
le produit b,b, :
PGCD (a;b)=1 et PGCD (a;b,)=1 <> PGCD (a;b;b))=1.

*Si a, et a, sont premiers entre eux et divisent b, alors le produit a,a, divise b.

*Si p est premier et p divise le produit @b, alors p divise I'un des facteurs a ou b.

o Démonstration

*Si a est premier avec b, , alors PGCD (a ; byb,)=PGCD (a;b,) .
Or, a est premier avec b, , donc PGCD (a ; b;)=1 . Ainsi, PGCD (a:b;b,)=1 .

Réciproquement, si a est premier avec bb, ,ona PGCD (a; bjby)=1 .
Or, b, divise b;b,,donc PGCD (a; b;) divise PGCD (a; b b,) .
Ainsi, PGCD (a ; by)=1 . De méme, PGCD (a;by)=1 .

P Veir Exercice 25

o Exemple

Si un nombre est divisible par 4 et par 7, alors il est divisible par 28, car 4 et 7 sont premiets entre eux.

En général, le produit de deux diviseurs d’un entier n'est pas un diviseur de cet entier : 12 est divisible par 6
et par 4, mais n’est pas divisible par 24=4x6 .

o Remarques

La premiére conséquence s’étend 2 plusieurs nombres b, , b,,...et b, .
On en déduit :
ea . b étant des entiers relatifs non nuls, et m et n des entiers naturels non nuls, a est premier avec b si,
et seulement si :
a™ est premier avec b"
*p, et p, étant des nombres premiers distincts, pour tous entiers naturels non nuls m et n:
pf" et p4 sont premiers entre eux.
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a Plus petit commun multiple de deux entiers relatifs)

4.1 PPCM théoréme et définition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Il existe un unique entier naturel w qui vérifie les deux conditions suivantes :
e p est un multiple commun 4 a et b,
* p divise tout multiple commun & a et b.
w est le plus petit commun multiple de @ et b ; on écrit u=PPCM (a ; b) .

o Démonstration

Comme les multiples communs & a et b sont aussi les multiples communs & |a| et | 5] . on peut se limiter
au cas ol @ et b sont des entiers positifs,

« Existence de p

L’ensemble # des multiples strictement positifs communs & a et & n'est pas vide, car il contient ab .
Cet ensemble posséde donc un plus petit élément .

Ainsi, p est un multiple commun & a et b.

Si m est un multiple commun & a et b, soit g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de m
par w.Ona m=pug+r ,avec 0=r<p .

Si ##0 ,alors r=m—pg estun multiple strictement positif commun a4 @ et b, donc r= p .

Or r<pu , donc on ne peut pas avoir r#0 . Ainsi, r=0 et p divise m.

* Unicité de p

Si p” estun entier naturel qui vérifie les mémes conditions que w , alors :

w4 est un multiple commun & a et b, donc p divise u’ ;
4 est un multiple commun & @ et b, donc p' divise p.

et p' sont des entiers positifs tels que p’ divise p et p divise ' ,donc p'=pu .

@ Exemple

Le plus petit commun multiple de 6 et 15 est 30.

En effet, 30 est un multiple de 6 et de 15.

De plus, si m est un multiple commun a 6 et 15, alors m est aussi un

multiple de 30=6x 15 , car 6 et 15 sont premiers entre eux. lemCe, 159
Ainsi, PPCM (6 ; 15)=30 . 2 3a
On vérifie le résultat avec 'instruction lecm( des T.I. 83 et 89. g

o Remarques

*Si m est un multiple non nul commun & @ et b,ona PPCM (a; b) <|m| ,car PPCM (a ; b) et |[m]
sont positifs et PPCM (a ; b) divise |m] .
* Les multiples communs 4 a et b sont les multiples de PPCM (a ; b) :

s AR TR ML S LU .J»J/“‘Ikm.n‘"“ \bimﬁ. PPt @néﬁ;ﬁ‘%ur' 34 Lty 0t ':

- Veoir Exercice résolu 2

4.2 Propriétés du PPCM

Soit a, b, ¢, d et k des entiers relatifs non nuls.

* PPCM (a ; b)=PPCM (b ; a) .

* PPCM (ka ; kb) = |k| X PPCM (a ; b) .

*Si a divise ¢ et b divise d, alors PPCM (a ; b) divise PPCM (¢ ;d) .

P Voir Exercice 49
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4.3 PPCM et PGCD proposition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. On a :
PGCD (a ; b) x PPCM (a ; b)=|ab| .

o Démonstration

Comme PGCD(a: b)=PGCD(|a| :|b|) et “PPCM(a ; b)=PPCM(|al ;|b|) , on peut se limiter au cas

oll @ et b sont positifs. On pose §=PGCD(a ;b) et p=PPCM(a;b) .

D’aprés la Proposition 3.2, les entiers @’ et b’ ,telsque a=8a" et b=3&b" , sont premiers entre eux.

Ona 8u=PGCD (84’ ; 8b") x PPCM (8a’ ; 8b’) = 8 x PGCD (a’ ; b") x §x PPCM (a” ; b’) ; d’o :
Suu=82xPPCM (a’; b’) .

Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, d’aprés une conséquence du théoréme de GAUSS, un entier relatif

non nul m est un multiple commun 2 @’ et b’ si, et sculement si, m est un multiple du produit a’b’ .

Donc PPCM (4’ ; b")=a’'b’ et Su=8>xa’b’'=8a"x 6b"'=ab . Dol le résultat.

Exemples
*On a vuque PGCD (4 158 ; 315) =63 . On en déduit :
PPCM (4 158 ; 315) =%=m 790 .
* 6 et 17 sont premiers entre eux, d'olt PPCM (6 ; 1'?)=6>'<I 1 102 . B Voir Exercice résolu4 :

Exercices 54 a 71

4.4 PPCM et décomposition en facteurs premiers
Comme PPCM (a; b)=PPCM (|a] :

Soit deux entiers a et b supérieurs ou égaux a 2 ; on dispose donc de leurs décompositions en

produit de facteurs premiers.

On pose p,, py, -~ P, les nombres premiers qui figurent soit dans la décomposition de a, soit

dans celle de b, soit dans les deux, avec p, < p,<..<p, . On peut alors écrire :
a=pi'Xpx..xp, avec 0=<a;, 0<=a., O0=a,;

b=pbixphx. .xph, avec 0<B, 0<By., 0SB,

b|) . on peut se limiter au cas de nombres positifs.

Un nombre entier naturel m non nul est multiple de a et b si, et seulement si, on a:
m=p X PUAR X PAXP,
avec vy, =max(a,;B), 7v,=max(a,;B;), .. Yy, =max(a,;pB,), en notant
max(« ; B) le plus grand des deux nombres «a et S,
et ou P est égal A 1 ou au produit de nombres premiers distincts de p;, py. ..., p, -

a5 by=p B o p k2B

ous les facteurs

EXQMPIG P Voir Exercice 50

On considere les entiers a=12474 et b=1960 .Ona:
a=2x3"xTx11=2x3*x5"%xTx11 et b=23x5x7?=23x30x5x7?*x11°.

Avec les notations ci-dessus, p; =2, a;=3, B,=1 ;d’ol max(e,:B;)=3.

On poursuit de la méme fagon. Ainsi, PPCM (a ; b)=2"x3*x5x72x 11 =1 746 360 .
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o PGCD et uti‘lisa-tion@

1° Calculer & le PGCD des nombres 9 042 et 1 881 en utilisant I’algorithme d’BucLIDE.
2° En déduire :

a) tous les diviseurs communs 4 9 042 et 1 881 ;

b) deux entiers u et v tels que =9 042u+ 1 881v ;

¢) le PPCM de 9 042 et 1 881.

1° On applique 1I'algorithme d"EUCLIDE.

4 | 1 . - 4 5 2
i | Rk e e v b W ek A
9042 1881 | 1518 363 S5y Eporueas
1518 363 i 66 33 0

Le dernier reste non nul est I_BE . Ainsi, on obtient PGCD (9 042 ; 1 881)=33 .

2°a)33=11x%3 .
Les diviseurs communs & 9 042 et 1 881 sont les diviseurs de 33, c’est-a-dire :
-33)-11, -3, -1,1, 3 11 et 33,

b) On écrit les divisions de I'algorithme d’EUCLIDE en ligne :
90421881 x4~1 518 =0 % (= 26) , pour éliminer 1 518
1 881 -1 518x1-363 =0 % 21 , pour éliminer 363
1518 -363%4-66 =0 X (=5) . pour éliminer 66
363 —-66%x5=33 | aucune modification
On obtient :
9042 x(-26)~1 881 x4 x(-26)+1 881 x21=33 ,
soit 9 042x(-26)+ 1 881 x125=33 .

On a donc trouvé w=-26 et v=125.
¢) Comme PGCD (9 042 ; 1 881)=33 , on en déduit :

PPCM (9042 ; 1 881) = 242X 1 881

Chapitre 14 » PGCD — PPCM
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@ Un exemple concret d’équation ax = by)

On veut réaliser une plaque carrée a découper en rectangles de

dimensions 2,1 cm et 3,5 ¢cm sans aucune perte.

On souhaite que le c6té de cefte plaque n’excéde pas 0,5 m et que le
nombre de rectangles soit le plus grand possible.

Combien peut-on obtenir de rectangles ?

De facon a travailler avec des entiers, les longueurs
sont exprimées en millimetres.

Il n’y a pas de perte si, et seulement si, I'aréte z est
un multiple de 21 et de 35.
Si x et y sont des entiers tels que z=21x=35y ,
on doit avoir :

0<z=1500,
et le nombre de rectangles obtenus est xy .

* On résout dans Z2 I'équation 21x=35y .
(1) Premiére méthode
PGCD (21'; 35)=7 .
L’équation 21x=35y équivauta 3x=S5y .

Si 3x=35y, alors 3 divise 5y et comme 3 est
premier avec 5, d'aprés le théoréme de Gauss, 3
divise v.

Donc, il existe un entier relatif k tel que y=3k .

On en déduit que :

3x=5%3k ,dol x=5k.
Réciproquement, si x=5k et y=3k ,avec k dans
Z, alors 3x=35y .

Finalement, les solutions dans Z? de 1'équation
3x=35y sont les couples :
(5k ; 3k) , avec kdans Z .

B Voir Exercice 20

(@ Deuxiéme méthode
z=21x=35y , avec x et y entiers relatifs si, et
seulement si, z est un multiple commun a 21 et 35.
Ona 21=3x7 et 35=5X7 ,donc:
PPEM(21 : 35)=3 %5 %7 = 105 ;
et les multiples communs a 21 et 35 sont les
multiples de 105.
On en déduit que :
z=21x=35y , avec x et y entiers relatifs,
si, et seulement si, il existe un entier relatif n tel que
z=105n .
Comme :
21x=105n <> x=5n

et 35y=105r <> y=3n,
les solutions dans Z? de I'équation 21x=35y sont
les couples :

(5n;3n) ,avec n dans Z.

* On en déduit la solution du probléme. On a:
z=21x=105% ,

et la condition 0<z= 500 se traduit par :
0< 105k = 500

c'est-d-dire 1 <=k <=4 puisque k est entier.

Comme k>0 ,le produit xy=15k* est maximum
lorsque k est maximum, c’est-a-dire lorsque k=4 .
On obtient donc 240 rectangles avec une plaque
carrée de 42 cm de coté.
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6 Equation ax+by=8 avec 6=PGCD (a; bD

Résoudre dans Z? I'équation 189x + 255y =3 , puis donner les couples solutions tels que :

—-100=x=<200 et

—200 <y <100 .

On vérifie que PGCD (255 ; 189)=3 .

|1 ' e el Le 3
255 | 189 6 | 5. .9 | 3
T 5 el e T T
On a donc :

189x+255y=3 < 63x+85y=1.

* Pour déterminer une solution particuli¢re (x ; ¥y)
de :

63x+85y=1,
ets’il n’y en a pas d’évidente, on utilise les divisions
successives de 1'algorithme d’EUCLIDE appliqué a 85
et 63.

85=63x1+22; 63=22x2+19;
22=19%x1+3 ;: 19=3x6+1;
Ce sont les égalités que 'on « combine » en partant
de 1'avant derniére afin qu’il ne restent que des
multiples de 85, 63 et de leur PGCD égal a 1.

85-63x1-22 =0 A x(=20)
63 -22x2-19 =0 Lix7
22 -19%x1-3 = X (~6)
19 -3x6=l
Ainsi :

B5x(-20)-63x(-20)+63x7=1,
c’est-a-dire :
63%27+85x(-20)=1 .
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* On peut alors écrire :
63x+85y=1
(63 %27 +85%x(-20)=1
<> 63(x-27)=-85(y+20) .
*Si 63(x-27)=-85(y+20) , alors :
63| -85(y+20) .
Or, 63 est premier avec 85; donc, d'aprés le
théoréme de GAUss, 63 divise —(y +20) .
11 existe donc un entier relatif k tel que :
—(y +20) =63k .
63(x—27)=-85(y+20)
—(y+20)=63k
63(x—27)=85x 63k
~(y+20)=63%
x—27 =85k
y+20=-63k .
Les solutions sont les couples de la forme :
(27 + 85k ; —20-63k) , avec k dans Z .
Les conditions :
-100 = x = 200
et —200=y=100
se traduisent par :
—-1=<k=2 et k entier.
On obtient quatre couples :
(-58;:43) ; (27;-20) ;
(112 ; -83) et (197 ;-146) .




Q Relation entre PGCD et PF’CM)

Enoncé

Déterminer les entiers naturels @ et b non
nuls, avec a<b , tels que leur PGCD, §, et
leur PPCM, p, vérifient :

2u—-8=22 .

e Méthode

On pose a=06a’ et b=238b" ,alors a’ et b’

Analyse de I’énoncé

On cherche 2 utiliser la relation entre PGCD et
PPCM afin de simplifier I'équation.

Pour des entiers naturels non nuls, cette relation
s'éerit :
PGCD (a ; b)) x PPCM (a ; b)=ab .

sont premiers entre eux.

La relation pué=ab entre PGCD et PPCM , pour des entiers positifs, s’écrit :
pwd=a’db’s , soit u=a’'b’s .

On transforme 1’équation donnée en une équation équivalente faisant intervenir a” , b" et 8
équation que I’on résout par disjonction des cas, en raisonnant sur 8.

On pose a=68a’ et b=8b" .

a’ et b’ sont des entiers naturels premiers entre
eux et comme a<b ,ona a' <b’.
D’aprés la relation p=a’b’6 , 1'équation :
2u~8=22
s'éerit :
2a'b'6-6=22 ,
¢’est-a-dire :
8 (2a'b'-1)=22 .
& est alors un diviseur de 22 et par définition. & est
positif.
Les diviseurs positifs de 22 sont 1. 2, 11 et 22.

On raisonne en examinant séparément chaque cas.

* =1 conduitd 2a’s’'-1=22 .

2a’b’ étant pair, 2a’h’—1 est impair, donc ne
peut étre égal a 22.

Cette équation n’a donc pas de solution.

* =2 conduit a 2a'b'-1=11, c’est-a-dire a
a’b=6 .

B Remarque

Dong :

a'=1 et b'=6 ou a =2 e K'=3"
On obtient ;

a=2 et b=12 ,ou a=4 et b=6 .

On vérifie que ces nombres conviennent.

Pour2et 12. ona:
PGCP(2; 12)=2 ,
PPCM(2:12)=12

etonabien 2x12-2=22 .

Pour 4 et 6, on a aussi le PGCD et le PPCM qui

valent 2 et 12.

Donc 2u—8=22 est encore vérifié.

e =11 conduit 2 2a’h"-1=2 , qui n'a pas de
solution, car 2a’6’—1 est impair.

*» §=22 conduit & 2a'p'-1=1, cest-a-dire a
gal=1"

Cette équation n'a pas de solution, car a” et b’
sont entiers maturels non nuls, avec a’<b’ .

Les nombres cherchés sont done :
2 et 12, puis 4 et 6.

Si on veut déterminer les entiers relatifs @ et b non nuls vérifiant les conditions de 1’énoncé, la

relation entre PGCD et PPCM s'écrit p=a’b’|8 .

Le probleme se raméne alors a chercher @’ et b premiers entre eux, avec a’<¥b’ | tels que :
5 Q2la’b)|-1)=22 .

La résolution se mene ensuite de la méme facon.

Chapitre 14 « PGCD — PPCM



travaux diriges

0 Algorithme d’EucLIDE et P‘GCD)

1.1 Avec un tableur

Avec un tableur, on peut obtenir la liste des quotients et restes successifs dans 1’algorithme
d’EucLipg appliqué a deux entiers naturels non nuls a et b.
On adopte la disposition pratique vue en cours, avec, par exemple, a=712 et b=321.

. Dans les cellules B3 et C3, entrer a et b. =ENT(B3/(3)

.Da.ns la cellule C2, effectuer le quoti'ent de a ' =ENT(33ﬂ;3)I
par b et, dans la cellule B4, calculer le reste r de i = 72 321
la division euclidienne de a par b. !

.On reproduit ensuite le méme schéma en - somvE | v 3 i =p3.03%2
sachant que l'on s’arréte lorsque 1’on obtient un o '
reste nul, c’est-a-dire lorsqu’il n'y a plus rien a
écrire dans les cellules.

B3 12 T
a) La cellule D3 ne doit rien recevoir si r=0 ,et [ =83-03*(2 Sl e e
doit recevoir r si r#0 .

Entrer la formule de calcul dans D3 :
=5] (B4$0; "t B4)

e

CONtenl 3 Je reste non nul, si la condition

n’est pas réalisée.

condition ‘ {rien, si la condition est réalisée,

b) La cellule D2 ne doit rien recevoir si B4 est vide, ou contient 0, et doit recevoir le quotient de
(3 par D3 dans le cas contraire.
Entrer la formule de calcul dans D2 :

=SI(OUB4=0;B4="");""; ENT(C3/D3))

c¢) La cellule C4 ne doit rien recevoir si B4 est vide, ou contient 0, et doit recevoir le reste de la
division euclidienne de C3 par D3 dans le cas contraire.
Entrer la formule de calcul suivante dans C4, apres I’avoir complétée :

= ST{OU (B4 =0 B4 =" Voot o )

d) Recopier a droite ces trois formules de calcul dans un nombre suffisant de colonnes.
¢) A la lecture du tableau, quel est le PGCD de 712 et 321 ?

. On peut faire afficher le PGCD cherché.
Si le contenu de B4 est 0, le PGCD est b, contenu de C3 ;
si le contenu de C4 est 0, le PGCD est le reste précédent, contenu dans D3.

Ainsi, on entre en B6 la formule :
=8E(R4 =0 35"

que [’on recopie a droite.
Au début de la ligne 6, on peut écrire le texte « PGCD (a ; b)= » pour une meilleure lecture.

® Donner 2 a et b les valeurs 40 425 et 4 788. Lire leur PGCD .
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1.2 Programme sur une calculatrice

Le programme ci-dessous donne le PGCD de deux entiers naturels non nuls a et b.

r—4
B e - '
' nom du programme Q
Prompt A, B entrée des entiers @ et b | "A="?-A . -
"B="?—>B ; x
- : . je¥
Repeat R=0 exécution de [1'algorithme | Do | e
Int (A/B)—Q d’EucLIDE jusqu'a ce que le | Intg (A/B)—=Q T
A-BxQ—=R reste soit nul A-BxQ-R (@]
B—-A:R—-B B—-A:R—B M-
' End LpWhile R #0 N
! Disp "PGCD=", A affichage du PGCD "PGCD=": A 4
Saisir ce programme sur une calculatrice. e T ot = e
® R 'ergmPGCO2 5
A=740425 |
B=74788 :
PBLCO= |
: - 211
_Done]

. A I'aide de celui-ci, retrouver le PGCD de 40 425 et 4 788. =t

@ PGCD de deux entiers dépendant de n)

Soit n un entier naturel non nul.

On considére les deux entiers a=2n—-1 et b=9n+4 .

. Montrer que tout diviseur commun 2 a et b est un diviseur de 17.

En déduire les valeurs possibles du PGCD de a et b.

.Si PGCD(a ; b)=17 ,alors a=17a" et b=175" ,avec a’ et b’ premiers entre eux.

a) Montrer, en utilisant le théoréme de Gauss, que a’ et b’ sont respectivement de la forme :
1 +2k et 5+9k , avec k entier naturel.

b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles le PGCD de a et b est 17.
Vérifier le résultat obtenu dans le cas particulier ot n vaut 26.

¢) Déterminer n pour que le PGCD de a et b soit égal a 17 et le PPCM de a et b soit égal &
1 955.

. Déterminer deux valeurs de n pour lesquelles a et » sont premiers entre eux.

B Voir Exercice 10
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Equations diophantiennes ax + by = c)

B Un peu d'histoire

DiorHANTE d’ ALEXANDRIE vécut vers le m® ou le 1v® siécle de notre ére.

Dans son principal ouvrage, !'Arithmétique, il étudie des problemes se ramenant a des
équations qu’il résout en nombres entiers ou rationnels.

En théorie des nombres, une équation a coefficients entiers, dont on recherche les
éventuelles solutions entiéres, est une équation diophantienne.

Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. On pose 8=PGCD(a:b), a=08a" , b=8b" et

(E) I'équation ax +by=c , d’inconnues x et y dans Z .

3.1 Existence de solutions

. Montrer que (E) admet au moins une solution (x,: y,) si, et sculement si, ¢ est un multiple
de 6.

. Application
Dire si chacune des équations suivantes admet ou non au moins une solution :

a) 20x+ 15y=3; b)20x+15y=35;: ¢)35x+14y=12.

3.2S8i ¢c=PGCD (a; b)

. Vérifier que (E) est équivalente & a’x+b’y=1 ,avec PGCD (a’;b")=1 .
Le théoréme de BEzouT permet d’affirmer qu’il existe au moins une solution (x, ; y,) . Il s’agit de
les déterminer toutes.

. Montrer que (E) est équivalente a a’(x—xy) =b"(yy—y) .
Achever la résolution de (E) en utilisant le théoréme de GAUSS.

. Application

a) Résoudre dans 72 les équations (1) et (2), aprés avoir justifié que (2) est bien de la forme de (E):
(1) 20x+15y=5; (2) 35x-14y=7 .

b) Dans le plan muni d’un repére, 20x+ 15y =35 est une équation de droite.
Donner une interprétation graphique des solutions de (1) .

3.3Si c=406c" ,avec ¢’ #1

.' Vérifier que (E) est équivalente & a’x+b'y=c¢" ,avec PGCD (a’:b")=1 .

. Soit (ug; vy) un couple d’entiers relatifs tels que a’uy+b'vy=1 .
Montrer que (c’ug ; ¢'vy) est solution de (E).

. Montrer que (E) est équivalente & a’(x—c’uy)=b"(c’vy—y) . Achever la résolution de (E).
. Application
a) Résoudre dans Z2 les équations : (3) 20x—15y=10 et (4) 35x+ 14y=21 .

b) Indiquer les couples (x;y) solutionsde (3) telsque —2<=x=<16 et —2<y=<16 .

B Voir Exercices 31, 32, 34 a 39
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Petit théoreme de FEHMAT)

4.1 Démonstration du théoréeme

On se propose de démontrer le résultat suivant, connu sous le nom de petit théoréme de FERMAT :

e

ier, pour tout entier @ non divisible par p . alors a?~'=1 (p) .

Soit p un nombre premier et @ un entier non divisible par p .

.On considere la liste des nombres a, 2a, 3a, .., (p—1)a .

a) En utilisant un raisonnement par I’absurde, montrer que, pour k£ et k" entiers distincts entre 1
et (p—1), les restes dans la division euclidienne par p des nombres ka et k’a sont distincts et
non nuls.

b) En déduire que la liste des restes dans la division euclidienne par p de a, 2a, 3a,.., (p—1)a
est formée des nombres 1, 2, ..., (p—1) .

@ On écrit : a=r; (p),
2a=r; (p),

(p-Da=r,_; (p).
Les nombres r,, 75, ..., Fp—1 1 étant distincts deux a deux et formant la liste 1, 2, ..., (p—1) .
a) Donner une expression simple du produit r;r,..r, ; .
b) En utilisant la compatibilité des congruences avec la multiplication, justifier que :
(p-D%aP-l=(p-1)! (p).
B Voir Chapitre 13
¢)A et B étant deux entiers, on rappelle que A=B (p) si, et seulement si, p|(A-B) .

Déduire de b) que p|a”~'—1 et conclure.

4.2 Réciproque et conséquence

@ La réciproque du petit théoreme de FERMAT est-elle vraie ?
Autrement dit, si p est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et @ un entier non divisible par p
tel que a?~'=1 (p) ,l'entier p est-il nécessairement premier ?

@ Conséquence

a) Si p est un nombre premier, déduire du petit théoréme de FERMAT que, pour tout entier @ , on a
a’=a (p) .

On pourra discuter suivant que p divise ou non a.

b) Applications

Soit a un entier.

« Montrer que a’=a (14) .

» Justifier que si p ne divise pas af —a , alors p n’est pas premier.

Quelle utilisation peut-on faire de ce résultat ?
P Voir Exercice 26
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Q Cryptographie)

Le but de la cryptographic est de permettre a2 deux personnes de communiquer de manicre
confidentielle. Ainsi, une tierce personne qui intercepte un message ne peut en comprendre la
signification ou le modifier.

Soit A et B deux personnes qui veulent communiquer confidentiellement.
On note C l'algorithme de codage et D |'dlgorithme de décodage.
Si m est un message en langue naturelle, alors :

C(m) est le message chiffré (traduit en langage codé)

et D(C(m)) est le message déchiffré (traduit en langage naturel) et ona D(C(m))=m .
On distingue deux types d’algorithmes : ceux a clés secrétes et ceux a clés publiques.

5.1 Algorithmes a clés secrétes

Un algorithme est a clés secrétes si l'algorithme de décodage D se déduit facilement de
I'algorithme de codage C.

B Chiffrement par décalage

On dispose d’une clé qui peut étre un mot, une phrase ..., et celle-ci fournit une
suite de nombres : la liste des rangs dans 1’alphabet dans 1’ordre des lettres qui
la forment.

Par exemple, MATH fournit la suite (13 ;01 ; 20 ; 08) .

Avec cette clé, pour chiffrer un texte, on remplace chaque lettre par son rang x
dans I’alphabet, on ajoute 13 au rang de la premiére lettre, 1 au rang de la
deuxie¢me lettre, 20 au rang de la troisieme letire, 8 au rang de la quatriéme et
on recommence avec la méme clé, 13 au rang de Ia cinquiéme lettre...

On obtient les rangs des lettres qui remplacent.

Ces rangs sont les restes de la division euclidienne de x+k par 26, et & varie
pour chaque lettre en fonction de la clé.

L’intérét est qu’'une lettre n’est pas toujours codée par la méme autre lettre.

Chiffrer le message « arrive demain » avec la clé MATH.

Ce procédé fut automatisé pendant la Seconde Guerre mondiale, notamment
avec Enigma, machine de cryptage utilisée par I’ Allemagne.

B Voir Exercices 45 a 47

@ L'illustration/Keystone

5.2 Algorithmes a clés publiques

Dans les algorithmes a clés secrétes, le probleme le plus important réside dans I’échange de la clé
entre celui qui émet le message et celui qui le regoit. Si on intercepte la clé, le message pourra étre
déchiffré.

Les algorithmes modernes a clés publiques, nés vers 1976, ont fourni une parade : I’algorithme de
codage et la clé sont connus de tous et il nest pas possible de déduire I'algorithme de décodage de
I’'algorithme de codage.

s Principe

Chaque personne d’'un réseau posséde un algorithme de codage et I'algorithme de décodage
correspondant. Les algorithmes de codage sont rendus publiques dans un annuaire.

Si une personne A veut communiquer un message m a une personne B, elle envoie le message
Cp(m) a B. Seule B pourra lire ce message, car elle est la seule & posséder Ialgorithme de
décodage Dp: Dp(Cg(m))=m .
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Ainsi, tout le monde peut chiffrer un message en cherchant dans I’annuaire les clés publiques, mais
seule la personne a laquelle s’adresse le message peut le déchiffrer en utilisant les clés secretes.

On a aussi Cyx(Dg(m))=m .

Pour plus de sécurité, la personne A peut transmeitre le message Cg(D,(m)) , ainsi seule la
personne B pourra le déchiffrer, mais elle pourra également en utilisant C, publique, vérifier que
A est bien 1'auteur du message. Seule A connaissant D, a pu construire Cy(D,(m)) .

Il Le systéme RSA

Le systtme RSA, du nom des trois auteurs (RIVEST, SHAMIR et ADLEMEN), est |'exemple
d'algorithme a clés publiques actuellement utilisé par les services secrefs.

Il est basé sur le fait qu’il est facile de multiplier entre eux deux nombres premiers p et g : mais
si n=pg possede plus de 200 chiffres, il est impossible, méme avec un ordinateur puissant et
travaillant longtemps, de retrouver les facteurs p et ¢ a partirde n.

Une personne B choisit deux nombres premiers, par exemple p=7 et g=23 et un nombre ¢
premier avec le produit (p—1)(¢—1) .Ona pg=161 .

. Vérifier que 5 convient pour e .
n=161 et e=5 sontrendus publiques dans un annuaire, p et g restent secrets.

. Chiffrement
Le principe s applique & un entier naturel strictement inférieur a n .

On chiffre chaque nombre x par le reste C(x) de la division euclidienne de x¢ par n.

chiffrement

x—— x*=C(x) (n), avec 0=C(x)<n.
Chiffrer le message « dix » que veut envoyer la personne A a la personne B en utilisant les clés

publiques ci-dessus.
On commencera par remplacer chaque lettre par son rang dans 1"alphabet.

. Déchiffrement

a) Montrer qu’il existe un unique entier d tel que :
l<d=<(p-1)(g-1) et ed=1 ((p-1)(g-1))
et le déterminer.

b) Montrer qu’il résulte du petit théoréme de FERMAT que :
si p est premieretsi k=1 (p-1) , alors, pour tout entier naturel a, a“=a (p) .

¢) On admet que, pour p et ¢ premiers distincts, on a :
si k=1 ((p-1)(g—1)) , alors, pour tout entier naturel a, a*=a (pq) .
a et b étant deux entiers naturels, en déduire que si a=b* (pq) , alors b=a? (pq) .

d) Justifier alors le principe de déchiffrement : on déchiffre chaque nombre ¢ en le remplacant par
le reste D(¢) de la division euclidienne de c¢? par n.

¢ Hchifrrement. .4 =D(c) (n), avee 0=D(c)<n.
e) Déchiffrer le message « 01 84 84 14 87 66 72 » qu’a regu la personne B.

Avec |'annuaire, tout le monde connait n, donc on peut penser que tout le monde peut le factoriser,
donc trouver p et g, puis d, donc déchiffrer les messages.

Pour de petites valeurs de n , ¢’est possible, mais en choisissant p et ¢ premiers distincts, de sorte
que leur produit s’écrive avec plus de 200 chiffres, ¢’est impossible, d’olt une certaine sécurité et
I'intérét de poursuivre les recherches pour trouver des nombres premiers de plus en plus grands.
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Faire le point

* PGCD, diviseurs communs

«Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

Si b divise a, alors PGCD (a;b)=b .

Si b ne divise pas a, alors PGCD (a; b) est le dernier reste non nul dans ’algorithme
d’EuCLIDE appliqué 4 a et b.

* Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. PGCD (a ; b)=PGCD (|ld| ; |b]) .

e Les diviseurs communs 4 a et b entiers relatifs non nuls sont les diviseurs de
PGCD (a ; b) .

 Propriété fondamentale
Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, il existe des entiers relatifs u et v tels que :

au+bv=PGCD (a;b) .

e Théoréme de BEzouT

Deux entiers relatifs non nuls @ et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des
entiers relatifs u et v vérifiant au+ bv=1 , égalité dite de BEzour.

e Théoreme de GAuss

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si a divise le produit bc et si a est premier avec b, alors a divise c.

* PGCD et PPCM
Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, PGCD (a; b) X PPCM (a; b)=|ab| .

| savoir F comment faire 2

montrer que * on prouve que leur PGCD est égal a 1
deux entiers relatifs |« on montre que I'égalité de BEzouT est satisfaite
non nuls sont |* on suppose qu'un entier non nul d les divise
premiers entre €uX | ot on prouve que d vaut 1 ou -1
I
| = on utilise les décompositions en facteurs premiers de ces entiers :

ile PPCM est le produit de tous les facteurs premiers figurant dans ces
| décompositions, chacun d’eux étant affecté de son plus grand exposant

déterminer
le PPCM de deux

ti latif
il on utilise la relation avec le PGCD :

nuls a et b |
; PGCD (a : b) x PPCM (a ; b) = |ab|
trouver |
deux nombres # et b | on se rameéne 4 des nombres premiers entre eux a’ et b’ , en posant :
connaissant une relation | a=8a" et b=8b

entre eux, leur PGCD | et on utilise la relation entre le PGCD et le PPCM
et/ou leur PPCM |

Chapitre 14 =« PGCD - PPCM
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exercices

@ Diviseurs communs a deux entiers naturels)

Hiaw

e L

i @On donne la division euclidienne de 6 587 par 21 :
6 587=21x313+14 .

Les propositions suivantes sont-clles vraies ou fausses ?

1° Le dernier reste non nul de 1’algorithme d’EucLIDE, appli-
qué a 6587 et 21, est 7.

2° Les diviseurs positifs communs 4 6 587 et 21 sont 1 et 7.
3°6 587 et 21 possedent quatre diviseurs communs.
|4° 1 est le seul diviseur positif commun a 6 587 et 313,

2 Algorithme d’EucLibe

n e Appliquer I"algorithme d’EucLIDE aux deux entiers a
et b et en déduire les diviseurs communs & a et b.

b=4 641 .
b=5698 .

2°a=28 840 ;
4° a=4 004 ;

1°a=4 1851 ; =616 .
3°a=29295; b=2480 .

On a dressé le tableau obtenu en appliquant

1’algorithme d’EucLIDE aux deux entiers a et b .
Dans chaque cas, retrouver a et b et donner les diviseurs
positifs communs & @ eta b.

E Rk I8 I 3 RIOAEa ‘ 6 | 4
a!bj;’] 1:';_ g | & | m | =
?‘i : ]8 -0 I - ;:E _f: I—__O 1

| Lol bad a3
a b Fis: 1ok s 3 il ET
r ry [ Ty ! Ty I s [ 0

@ PGCD de deux entiers reiatifs)

i ‘@Sans. calcul de PGCD, les propositions suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?

a) PGCD (1 284 ;1 846)=3 ;: b) PGCD (41:12)=7 ;
¢) PGCD (-21;105)=21 : d)PGCD (-35:-14)=7 .

= sy BLSF L T T A T e T,

' e Propriétés du PGCD .
Soit A et B deux entiers non nuls :
PGCD (A ; B)=PGCD (|Al ; |B]) .
On suppose alors les entiers naturels et non nuls.
1° Montrer que PGCD (a ; b)=PGCD (b ; a) .
2° Soit k dans N* on pose 8=PGCD (a;b) .
a) Montrer que k8 |PGCD (ka ; kb) , c’est-a-dire qu’il
existe un entier naturel ¢ non nul tel que :
£k8=PGCD (ka ; kb) .

| b) Montrer que nécessairement =1 et énoncer le résultat
| obtenu.

3° Montrer que si a divise ¢ et b divise d, alors :
| PGCD (a ; b) divise PGCD (¢ :d) .

o Déterminer le PGCD des entiers a et b dans les cas
suivants :

1° a=924 ; =990 .
3a=1798 ; b=-2697 .

2°°a=945 ; b=3150
4°a=-1890 : b=5250.

% Soit n# un entier naturel non nul.
Déterminer le PGCD de :

anet n+l; blnet 2n+l;: ¢ n+l et 2n+1l .

_ Soit @, b et n trois entiers non nuls.

1° Montrer que tout diviseur d de a et de b divise
a+bn et a+bn-1) .

2° Montrer que tout diviseur d de a+bn et a+b(n—1)
divise a et b.

3° En déduire que :
PGCD (a ; b)=PGCD {(a+bn ;a+b(n-1)) .
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I e 1° Soit a et b deux entiers naturels non nuls et &k un
entier relatif tel que a + kb >0 . Montrer que :

PGCD (a ; b)=PGCD (a+ kb . b) ,

|ainsi on ne change pas le PGCD en ajoutant, ou en retran-
{chant, & I'un des nombres un multiple de "autre. D’ou :

Une recherche du PGCD de deux entiers naturels
non nuls par une « approche successive » :
PGCD (325 ; 70) = PGCD (325—-4 x 70 ; 70)
= PGCD (45 ; 70)
=PGCD (45 ; 70 - 45)
=PGCD (45 ; 25)
=PGCD (45—-25; 25)
=PGCD (20 ; 25)
=PGCD (20 ; 25-20)
=PGCD (207 5)
=5,
car 5 est un diviseur de 20.

12° a) Déterminer, par ce procédé , PGCD (628 ; 103) .

b) n étant un entier naturel strictement supérieur a 2, on
pose a=n’—4n et b=2n .

'Montrer que PGCD (n®-4n; 2n)=nPGCD (n ; 2) .
Etudier, suivant la parité de n,le PGCD de a et b.

r @ * Soit n un entier naturel non nul.

1° Montrer que les nombres suivants sont des entiers

nin+1) nn+1)2n+1)

A=
6

| naturels : B=
[2° Soit g et r le quotient et le reste de la division eucli-

{diecnne de n par 3. En remarquant que B=A x%ﬂ_‘t.l .

| montrer que :
{a) PGCD (A; B)=A <= r=1;

|b) PGCD(A:B)=% <> r=0 ou r=2.

PGCD et décomposition en facteurs premiers
Soit a et b deux entiers non nuls distincts de 1 et de
—1 . Comme PGCD(a ;b)=PGCD(|d|;|b|) , on
peut se limiter & a et b positifs.

On pose p,,p;,...,p, les nombres premiers qui
figurent soit dans la décomposition de a , soit dans
celle de b, soit dans les deux, avec :

; PSP <p, .

On peut alors écrire :
a= pi‘“: xpz“'z.x Lity xpnqn :
avec 0=sa;,0<a,,...0<aq,:
bzP;B' xpzﬁz s xPnﬁ" X
avec 0=8,,0s8,,..,0=8, .

Chapitre 14 « PGCD — PPCM

1Pa=735:

Un nombre entier naturel & non nul divise a et bsi,
et seulement si, on a :
d=p i xp,2%...

avec 0= vy, =min (a,, B;) .

0=y, smin (@, B5) , ...,

0=y, =min (a,, 8,) ,ennotant min (a, B)
le plus petit des deux nombres a et 8.
Ainsi, on a la décomposition en produit de facteurs
premiers de PGCD (a ; b) :
PGCD (a: b)= pl"m'ﬂ (e By) % szin (ees. B5)

X .. X p i (e By

C'est le produit de tous les facteurs premiers
communs & a et & b, chacun d’eux étant affecté de
son plus petit exposant.

V¥
Xpn" :

[ 0 Déterminer le PGCD des entiers a et b en utilisant

leurs décompositions en produit de facteurs premiers.

b=2525 .  Z'a=840 ; b=1 890 .
[3°a=8330; b=5575. #a=5775; b=210.
3 Utilisations
Appliquer [lalgorithme d'EUCLIDE aux nombres

4 420 et 2 772. En déduire :
a) le PGCD de ces deux nombres ;

b) les diviseurs communs a ces deux nombres ;

\¢) deux entiers u et v tels que 4 420u+2 772v=4 .

Pour les exercices 13 a 17, on pourra utiliser le résultat :

Si PGCD (a:;b)=4 , alors il existe a” et b’ tels
que g=da" e b=ab .
La recherche de @ et b se raméne a celle de &’ et
b" avec PGCD (a": B)=1 .

@Le PGCD de deux entiers naturels non nuls est 36.

Le plus grand de ces deux entiers est 180,
Trouver les valeurs possibles de 1’autre entier.

Trouver tous les couples (a;b) d'entiers naturels
non nuls tels que ab=1 734 et PGCD (a;b)=17.

@Tmuver tous les entiers naturels non nuls a ¢t b dont
le PGCD est 64 et la somme 1 152.

@ Trouver tous les entiers naturels non nuls inférieurs a
300 dont le PGCD est 15 et la différence 105.

I 0 Déterminer les couples (a ; b) d entiers naturels non

nuls tels que a?-h?=686 et PGCD (a:h)=17.




exercices

@ Nombres premiers entre eu@

L

A o P o D iy = Ky 143
T B aE e ASE :..,E_. s 3P =R ilnill

s Al
'Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° Les nombres 8 415 et 3 496 sont premiers entre eux.

129 8 415 est un nombre premier.

T“ﬁéféhlﬂ ﬂeﬂm&sp .j.:_f = o

1° En utilisant "algorithme d’EUCLIDE, montrer que
1 981 et 1 815 sont premiers entre eux.

2° Déterminer deux entiers relatifs a et b tels que:
1981a+1 815h=1 .

[P @ Résoudre, dans 72, les équations suivantes :
i1° 1lx=16y ; 2°65x+25y=0; 3 9x+21y=0.

@ % Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
|1° Montrer que ¢+ b et ab sont premiers entre eux.

|27 a) Vérifier que a®—ab+b*=(a+b)*-3ab .

'b) En déduire que a+b et a’—-ab+ b’ sont soit premiers
|entre eux, soit divisibles par 3.

3% Démontrer I'égalité :
PGCD (a+b ;a?—ab+b2)=PGCD (a+b;3) .

”‘@ 1° Déterminer 'ensemble &€ des entiers relatifs n
I telsque n-1 divise n+3 .
|

{2° Démontrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou
[égal i 2, les entiers n—1 et n?+2n-2 sont premiers

!enirc eux.

| 3° Déterminer I"ensemble % des entiers naturels n tels que
[(n=1)(2n*+ 1) divise (n+3)(n*+2n=2) .

i_@ Les entiers strictement positifs a, b, ¢, d et e
forment, dans cet ordre, une suite géométrique dont
{1a raison est un nombre entier supérieur & 1 et premier avec a .

|On sﬁppose a=<= 100 .

Déterminer ces cing nombres de fagon & ce que 6a’=e-b .

| b) Apres avoir vérifié que
idc la division euclidienne de 52%2 par 23.

_® 17 % Soit n un entier naturel supéricur ou égal a 2.

Pour tout réel x, on pose P(x)=x"-x .

n—1
Montrer que P(x)=(x-1) (z xf’] :
p=1
2° Soit p un entier naturel non nul et @ un entier naturel

différent de 0 et 1.

Démontrer les propriétés suivantes :
a)a et a—1 sont premiers entre eux ;

b)p divise a’—a <= pour tout entier naturel n non
nul, p divise a"-a .

3° Déterminer les entiers a tels que, pour tout entier naturel
n non nul, 6 divise a"—a .

@ Conséquences du théoréme de Gauss

5, b étant trois entiers relatifs non nuls, montrer que :
a, divise b et PGCD (a;;a,)=1,
alors a,a, divise b.

1°a,, a
si a, divise b,

2°a et b étant deux entiers relatifs non nuls, et p un entier
naturel, montrer que :
si p est premier et si p divise le produit ab ,
alors p divise a ou p divise b.

@ Utilisation du petit théoréeme de FERMAT

1° a) Quel est le reste de la division euclidienne de 522
par 23 7

2 002 =22 %91 , donner le reste

| 2° Montrer que 23 divise 52 0232002

3° Montrer que, pour tout entier naturel n :
23 divise 4x§¥n+1432a410

3 Equations ax+by=1

@On donne deux entiers naturels a et b el on
considére I'équation ax—by =1 , ol I'inconnue est le
couple (x;y) d’entiers relatifs.

1° Trouver une condition nécessaire et suffisante, portant sur
a el b, pour que I'équation posséde au moins une solution.

2° En appliquant 1’algorithme d’EUCLIDE aux nombres 55 et
16, déterminer un couple (x;; ;) d’entiers relatifs tels que
55x5-16y,=1 .

3° Résoudre, dans 72, I'équation 55x—16y=1 .




exercices

i @ Une méthode utilisée par EULER
| On souhaite résoudre, dans Z2 , 1'équation :

@ 1° Appliquer 1'algorithme d'EucLIDE aux nombres 37
' et 23.

| En déduire une solution particuliére de 1’équation : '

3Tx+23y=1,

oll x et y sont des entiers relatifs.

2° Résoudre, dans Z? , Iéquation 37x+23y=1 .

@ 17 Déterminer une solution particuliére de I’équation :
17x+8y=1,
ol x et y sont des entiers relatifs.

2° Résoudre, dans Z?, I'équation 17x+8y=1 .

M @ 1° Appliquer 1'algorithme d’EUCLIDE aux nombres 143
et 100.

| En déduire une solution, dans Z? , de I'équation :
143x-100y=1 .

{2° a) Vérifier que, pour tout entier naturel n=2 et pour

[tousréels & et v,ona:

' —vi= (=) Vb a2 gy
b)a et b étant deux entiers relatifs non nuls, déduire de
I"égalité précédente que :

tout diviseur d de a est un diviseur de (a+b)"-b" .
(3 Dapres 1°, 1 000=143x7-1 .
{a) Montrer que, pour tfout entier naturel non nul
1037 — (= 1) est divisible par 7, 11 et 13.
'b) En déduire que :
1000 000 001 et 999 999 999 999 sont divisibles par 1 001.

n,

4 Equations ax +by=c

@ 1° a) Calculer, par la méthode des divisions
successives, le PGCD de 900 et 84.

'b) En déduire deux entiers naturels a et b tels que:
900a —84b=12 .
12° Résoudre , dans N2, 'équation 900x— 84y =12 .

@ 1° Déterminer une solution particuliére, dans N2, de
I'équation :
41x-27y=1.
;2“ Déduire du 1° une solution particuliére, dans N2, de
{I'équation 41x-27y=5 .

{3° Résoudre, dans N? | I'équation 41x—27y=5 .

Chapitre 14 = PGCD - PPCM

1)y I8x+7y=3.

La méthode utilisée par EULER consiste & remplacer la réso-

lution d'une équation donnée par la résolution d’une équation

|analogue avec des coefficients plus petits.

[1°a) y est I'inconnue ayant le coefficient le plus petit,

3-18x

y=—

Vérifier que (1) équivaut & (2) 7

'b) Ecrire la division euclidienne de 18 par 7 et en déduire que

3-4x

(2) équi\-'aut a y e e 7

2° On pose f=3—_74£ qui donne (17) 7r+4x=3 ,

| équation avec des coefficients plus petits que (1).
|En procédant comme en 1°, montrer qu’en résolvant I'équa-
[tion (1”) suivant I'inconnue x affectée du plus petit coef-

3-3t

ficient, ona x=—-1+ s

3°On pose u= J—T:h qui donne 4u+3r=3 .

3-u
Montrer que r=-u+T i

4° On pose v= 3—;-5 qui donne w=3-3v , équation réso-
lueen u. ‘

a) Exprimer ¢ en fonction de v.

x=6-Tv

y=—15+ 18y

,avec vE Z .

b) En déduire que {

¢) Vérifier que les expressions trouvées pour x el ¥
satisfont (1).

Donner I’ensemble des solutions générales de (1) dans Z2,
puis trois couples de cet ensemble.

' @ Pour tout entier relatif x, on pose :

f(x)=—§' x+%

1° Montrer que A n’est pas 'ensemble vide, puis le déter-
miner

et A={xe Z/fix)e Z} .

2° Déterminer :

B={x € A tels que 4x> =9 f(x)? est divisible par 7} .

@ Mare a dans son porte-monnaie uniquement des pitces
de 2 € et des billets de 5 €.
Sachant qu'il dispose de 30 €, combien peut-il avoir de
piéces et de billets ?
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' @ 1° Résoudre, dans 72, I'équation 6x—13y=5 (1).
'2° Soit N un entier naturel.

'Lorsqu’on divise N par 6, le quotient est g et le reste est 2.
'Lorsqu’on divise N par 13, le quotient est g” et le reste 7.
Montrer que (g :¢g’) est solution de (1).

En déduire la forme générale de I'entier N.

€D 1° Résoudre, dans ‘22, Péquation 23X 177 =6 .

2° Déduire de I'étude précédente les entiers naturels A
inférieurs a 1 000 tels que, dans la division euclidienne de A
par 23, le reste est 2 et, dans celle de A par 17, le reste est 8.

' @()nmnsidem. dans 72 ,1'équation (E) 6x+ 10y=a ,
ol a désigne un entier relatif.

1° Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a
pour que (E) posséde au moins une solution.

2° Résoudre 1'équation (E) dans le cas ol a=22 .

@lc'SOil ae Z .

Montrer que I'équation 6y—3x=a admet des
solutions dans Z2 si, et seulement si, « est un multiple de 3.
2° Résoudre, dans Z2, les équations suivantes :
a)6y—-3x=-3; b)6y-3x=3.
3° En déduire les solutions, dans Z2 . de :

(6y—=3x—-4)(6y—-3x+4)==T7.

@ * 1° On considére I'ensemble & des couples (x; y)
de Z? vérifiant la relation 13x-7y=1,

a) Trouver un couple (a;b) de & telque O<a<7 .
b) Déterminer & .

:2° Résoudre, dans 72, I'équation 13x-Ty=2 .

' Parmi les solutions, déterminer :

'a) celles pour lesquelles PGCD (x;y)=2 :

b) celles pour lesquelles PGCD (x:;y)=1.

" 1° Résoudre, dans Z2, I'équation 13x+84y=7 .
' 2% Montrer que, si (x; y) est une solution, alors :
PGCD (x;y) est1ou7.
' 3° Déterminer les solutions (x; y) telles que :
PGCD (x;y)=17 .

En déduire les solutions (x;y) telles que x et y soient
premiers entre eux.

r @ 1° Résoudre, dans 72, 1'équation :

Su—2v=1 (1).
2° Résoudre, dans 72, 1'équation :
S5u=2v=19" ().
3 Pour tout entier naturel n ., on considere les nombres :
B=5n-2 .
(A:B)

A=2n+3 et

a) Vérifier que, pour tout n, est solution de

I"équation (2).

b) Quelles sont les valeurs possibles de PGCD (A ; B) ?

¢) Déterminer |'ensemble des entiers naturels n tels que :
PGCD (A;B)=19 .

(On pourra utiliser (1).)

I @ On désigne par § ’ensemble des solutions, dans 72,

de I’équation :
138x-55v=5 (D).

| 1° Montrer que, si (x:y) estunélémentde S, alors x est

divisible par 5.

En déduire une solution (xg: y,) de (1).

2° Résoudre 1'équation (1).

3° k étant un entier naturel, on considére les nombres :
a=55k+10 et b=138k+25.

a) Montrer que, pour tout entier naturel £k,
appartient a §.

b) En déduire les valeurs possibles de PGCD (a ; b) .

(a:h)

| ¢) Déterminer pour quelles valeurs de & :

PGCD (a ; b)=5 .

|(On pourra introduire le quotient ¢ et le reste r de la divi-
| sion euclidienne de & par 5.)

@ * On considére, lorsque n appartient & N* | les deux
entiers a et b:

a=11ln+3 e b=13n-1.

1° Démontrer que tout diviseur de @ et b est un diviseur
de 50.

| En déduire que :

PGCD (a ; b) = PGCD(a ; 50) .
2° Résoudre, dans f*2 | |'équation :
50x—11y=3 .

En déduire les valeurs de n pour lesquelles les nombres a

et b ont 50 pour plus grand commun diviseur.

| 3° Pour quelles valeurs de n ., les nombres a et b ont-ils
125 pour plus grand commun diviseur ?

« PGCD - PPCM

itre
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1"@ Pour chiffrer un message. on utilise comme clé le mot
NATUREL, qui fournit la suite :
(14;01;20;21;18;05; 12)

en remplagant chaque lettre par son rang dans I"alphabet.
Chaque lettre du message est remplacée par son rang dans
’alphabet. Avec la clé, on ajoute 14 au premier rang, 1 au
deuxieme, 20 au troisiéme, ..., 12 au septieéme, et on recom-
mence, 14 au huitiéme...

On obtient les rangs des lettres qui remplacent en prenant les
restes modulo 26.
1° Avec ce procédé, chiffrer le message :

« informationOK ».

2° Déchiffrer le message obtenu avec 1'algorithme ci-dessus :
« rfwgwsovilggugtbndgsdevaz ».

[ @ On considére la suite (u,) d’entiers naturels définie
par:

;=1
w,, =5u,+2 (33) pourtout n=1,
Pour chiffrer un message, on utilise 'algorithme suivant :

—on remplace chaque lettre du message par son rang dans
I'alphabet, on obtient une suite de nombres (x,) :

— on ajoute termes a termes les suites (x,) et (u,) :

—on obtient les rangs des lettres qui remplacent en prenant
les restes modulo 26.

| 1° Déterminer les 25 premiers termes de la suite (u,) .
| 2° Chifirer le message « débarquementlehuitjuin ».

| 37 Déchiffrer le message « elxkhujsahshzapwvyo ».

@ Chiffrement affine

On considére la fonction f:x+—=3x+1 .

| Pour chiffrer un message :

on remplace chaque lettre par son rang x dans I’alphabet,
le reste de la division euclidienne de 3x+ 1 par 26 estle
rang de la lettre qui la remplace.

1° Chiffrer le message « opérationréussie ».

2° On se propose de déchiffrer le message « opcfflm »,

|a) La lette O correspond au rang 15.

Résoudre, dans Z? ., I'équation :
3X-26Y=14 ,

et vérifier qu’il existe un seul entier X, tel que :

l=X=26 3IX+1=15 (26) .
Quelle est la lettre codée par o ?

et

On remarquera que, pour tout entier n telque 0 =n <25 ,

I’équation :
3X-26Y=n

| admet toujours des solutions, car 26 et 3 sont premiers entre

Cux.

Les valeurs de X solutions sont définies modulo 26, donge cha-
que équation admet une seule solution pour X entre 1 et 26,

b) Poursuivre le déchiffrement et donner le message

| d’origine.

@ PPCM de deux entiers relatifs)

1 Vrai-faux CEEER

Sans calcul de PPCM., les propositions sont-elle vraies
ou fausses ?

FRPCMI2 57y =21 .
37 PPCM (9 ; 42)=42 .

2°PPCM (8 ; 2) =16,
4° PPCM (-12 : 30) =60 .

' @ Propriétés du PPCM

Comme pour le PGCD, on peut se limiter 4 démontrer
les propriétés pour les entiers a. b, c¢. d et k. positifs non
nuls.

Chapitre 14 » PGCD - PPCM

|1°a=45 ;
13°4=3388 ;

Montrer que :
PPCM (a ; b)=PPCM (b : a) ;
PPCM (ka ; kb)y=k PPCM (a; b)
et si a divise ¢ et b divise d, alors :
PPCM (a : b) divise PPCM (¢ ;d) .

On distinguera les cas suivants :

|—a ou b estégaldl;

—a et b sont supérieurs ou égaux & 2 et on utilisera les

| décompositions en produit de facteurs premiers.

' @ Décomposer en produit de facteurs premiers les entiers

a et b, puis déterminer leur PPCM .
b=60 . 2°q=50 ;
b=630. 4°a=8 330 :;

b=147 .
b=51775 .
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"'@ Soit n un entier naturel strictement supérieur 4 4.

Dans la division euclidienne de n par 21 et 45, le
reste est 4,

1° Justifier que n—4 -est un multiple commun & 21 et 45.

| 2° Déterminer la plus petite valeur de n convenable.

@ 1°a) A I'aide de I'algorithme d’EUCLIDE, déterminer
le PGCD des nombres 1 548 et 1 044,

'b) En déduire leur PPCM .

2° a) A Daide des décompositions en produit de facteurs pre-
| miers, déterminer le PPCM des nombres 856 et 1 605.

ib} En déduire leur PGCD .

Vérifier que 'on retrouve bien le produit des facteurs pre-
miers communs a 856 et 1 605, chacun étant affecté de son
| plus petit exposant.

@Modiﬁcr le programme sur calculatrice, proposé
dans le T.D. 1, afin d’obtenir aussi I'affichage du
PPCM des deux entiers a et b entrés.

f @Trouvcr tous les couples (a;#b) d'entiers naturels
tels que :

PGCD (a;b)=15 e PPCM(a;b)y=90.

r @Soit a et b deux entiers naturels non nuls,

. On pose m leur PPCM et d leur PGCD .
{Exprimer, 4 'aide de d, les couples (a:b) tels que:

{b—a=a’

bl-agl=m~-d? .

| @ 1° Déterminer dans N 'ensemble des diviseurs de 30.

{2° Trouver les couples (x:y) d'entiers naturels non nuls
dont le plus grand commun diviseur A et le plus petit com-
mun multiple M vérifient 3M -2A4=30 .

1° Trouver ['ensemble des entiers naturels qui

divisent 276.

1° Déterminer D'ensemble des entiers naturels

diviseurs de 400.

2° Trouver les paires d’entiers strictement positifs dont le
plus grand commun diviseur est la différence des deux
entiers, et dont le plus petit commun multiple est 400.

Déterminer les couples d’entiers naturels non nuls,
(a:b) de PGCD et de PPCM, respectivement
notés & et w, vérifiant la relation :
2u+38=78 .

- @ a et b sont deux entiers naturels non nuls.

On note M leur plus petit commun multiple et A
| leur plus grand commun diviseur.
| Déterminer a et b pour qu’ils vérifient les trois conditions
suivantes :
a<=bhb, a+b=105 et M=12A4A .

_® 1° Montrer que si deux entiers naturels non nuls sont
premiers entre eux. il en est de méme pour leur somme
et leur produit.

2° Résoudre dans M* x N* le systéme :
x+y=56
PPCM{(x: ) =105 -

‘@ * 1° Montrer que si a’ et b’ sont deux entiers
naturels non nuls premiers entre eux, alors a’+b" et
| a’h’ sont aussi premiers entre eux.

| 2° Déterminer les couples (a;b) d’entiers relatifs non
nuls admettant m pour plus petit commun multiple et tels
que :

S5(a+b)2=14Tm .

‘@ Déterminer tous les couples d'entiers relatifs dont le
PGCD, d ., etle PPCM, m , vérifient la relation :

8m=105d + 30 .

r'@ 1° Trouver toutes les paires d’entiers relatifs a et b
telles que 1’on ait :

PGCD (a:b)=42 e PPCM(a:b)=1 680 .

2° Résoudre, dans Z?2, 1'équation :
336x + 210y =294 .

|2° Trouver les paires d’entiers naturels dont le plus grand

|commun diviseur 4 et le plus petit commun multiple m
|
m+3d =276

vérifient
| {]0<d430

r @ Déterminer deux entiers naturels a et b tels que
leur plus petit commun multiple soit 120 et la somme
de leurs carrés soit 801,

Chapitre 14 « PGCD - PPCM
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' @ Résoudre, dans R? | le systeme : | 1° Démontrer que le PGCD de A et B est un diviseur de 8.
a®-b*=405 27 Pour quelles valeurs de n,ce PGCD est-il égal 4 8 ?
3PPCM (a; b)=ab - Calculer alors le PPCM de A et B.

| 37 Pour quelles valeurs de n ., ce PGCD est-il égal 227
@ 1° Résoudre, dans Z2, I'équation x-9y=13 .

2° Déterminer tous les couples (a ; ) d’entiers naturels qui @ 1° Montrer que si deux entiers naturels x et y sont
| vérifient la relation PPCM (a ; b) -9PGCD (a ; b)=13 . premiers entre eux, il en est de méme des entiers :
2x+y et Sx+2y.

[ '@a et b étant deux entiers naturels non nuls, soit d

leur PGCD et m leur PPCM . 2° Déterminer les couples d’entiers naturels non nuls (a : b)

e o {(Za+b)(5a+?.b)=l 620
vérifiant
| Trouver tous les couples (a: b) tels que {m+d =156 ab=3PPCM (a ; b) ,
a=bh.
@ Déterminer les couples (a:b) d’entiers naturels
[ "@* On note n un entier naturel non nul, A [entier : non nuls tels que :
naturel 3n+1 et B Ventier naturel 5n—1 . : a<b ; a2+b2=8 765 et PPCM (a;b)=2 002 .

Problémes)

@ Développement en fractions continues finies | On a ainsi le développement en fraction continue finie de '];—3 ¥
1°Soit a=49 et b=17 . Q:2+ 1
a) Ecrire la division euclidienne de 49 par 17, et en déduire | 17 1 e
| que : | 7+ 1

49 ! | 4

—=24—. |

17 }.:. lnnecnt—=[2:1;7:2].
b) Déduire de la division euclidienne de 17 par 15 que : | 2° a) Déterminer le développement en fraction continue finie

17 1 lde 233

L, T |de .

15 15 17

2 'b) Calculer le nombre rationnel dont le développement en
49 1 fraction continue finie est [3;2:5:7] .
—_—=7
o 15+ % i 15 3” Soit @ et b deux entiers naturels premiers entre eux.
En appliquant "algorithme d’EucLiDE & @ et b, on a:
| ¢) Poursuivre le raisonnement avec la division euclidienne de a=bg, +r, . 0<r,<b
| 15 par 2 et montrer que :
| b=rg,+ry, O<ry<r,
A-ii-_g = 2 -+ ;1
ki | rfr—2:rrr—!‘Iu+rn' OCI‘NCJ"”_l
T+ i |
—l~ | o1 = T4

| .
a Lo
La division euclidienne de 2 par 1 s’écrit : | F S ek, 7y
e MU, W | b) Montrer que g admet pour développement en fraction

continue finie [g, :¢,: ..3¢,.] .

| Le calcul précédent s arréte.

Chapitre 14 » PGCD - PPCM
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—a %% Soit n un entier naturel. i @ 1°On considére 1'équation d’inconnue (n; m)
On considére les nombres : élément de 7°%:
a=n’-2n+5 e b=n+1l. Hn-24m=1 ().
a) Montrer, 4 1'aide de I'énoncé d’'un théoréme, que cette

[E @ Le nombre n est un entier naturel non nul.

1° Montrer que, pour tout n: = ; ; .
W-2n+5=(m+1)(n2-n-1)+6 . équation admet au moins une solution.

b) En utilisant I'algorithme d’EucLipg, déterminer une solu-

En déduire que : ; T i ;
tion particuliere de 1'équation (1).

vy = D(bh:6). ; ; ;
PR [0/ SR0ED) ) ¢) Déterminer I"ensemble des solutions de I'équation (1).

2° Recherche du PGCD de 10''-1 et 10%-1
| a) Montrer que 9 divise 101 -1 et 10241 .

2° Soit ¢ et r le quotient et le reste de la division eucli-
dienne de n par 6.

Pour quelles valeurs de r a-t-on:

a) PGCD (g ; b)=6 ?

b) PGCD (a ; b)=3 ?

¢) PGCD (a; b)=2 ?

d) PGCD (a ; b)=1 17

b) (n:m) désignant un couple quelconque d’entiers natu-
rels solutions de (1), montrer que I’on peut écrire :
(1017~ 1) - 10(10%#m ~1)=9 ,
|€) Montrer que 10! =1 divise 10M17—1 .
On rappelle I'égalité :
a—1 =(a- I)(a”‘ | +aH—3+ gl 1) 0

£ : DTS .
3° Déterminer n pour que le nombre - soit un entier, ;
b valable pour tout entier naturel # non nul.

Déduire de la question précédente 1'existence de deux entiers
N et M tels que:

@** Soit n un entier naturel non nul. | (10N = )N = (10# - 1)M =9 .
On considére les entiers : d) Montrer que tout diviseur commun & 10#-1 et
A=3n et B=n2n+1). 101~ 1 divise 9.
e) Déduire des questions précédentes le PGCD de 10'! -1

1° Montrer que 3 divise B si. et seulement si, le reste de la

: ; £ 1041 .
division euclidienne de n par 3 est soit 0, soit 1.

{D’aprés BAC)
2° Suivant les valeurs de n, déterminer le PGCD de A
&t B.

Dans tout I'exercice, x et y désignent des entiers
naturels non nuls vérifiant x<y .

On pose : S est I'ensemble des couples (x;y) tels que:

a=4n+3 et b=5n+2 PGCD (x; y)=y—x .
ct on note : 1° a) Calculer le PGCD de 363 et 484.

d o POCD do a el B, }b)bc couple (363 ;484) appartient-ila S?

|2° Soit n un entier naturel non nul, le couple (n;n+1)

n=1, n=11 et n=15. iapparticm-il?ii 7

2° Calculer 5a—4b et en déduire les valeurs possibles iJUSﬁﬁCT la réponse.

1° Donner la valeur de d dans les trois cas suivants :

e 4. |37 a) Montrer que (x ; y) appartientd § si, et seulement si,
| 3% a) Déterminer les entiers naturels n et k tels que: il existe un entier naturel & non nul tel que :

4n+3=Tk . x=k(y—x) et y=(k+1)(y-x).
b) Déterminer les entiers naturels n et k” tels que : b) En déduire que, pour tout couple (x;y) de §,ona:

Sn+2=T7k" . PPCM(x:y) =k(k+1)(y-x) .
4° Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7. 4° a) Déterminer I'ensemble des entiers naturels diviseurs
Des questions précédentes. déduire la valeur de r pour de 228.
laquelle d vaut 7. b) En déduire I'ensemble des couples (x;y) de § telsque:
Pour quelles valeurs de r, d est-il égala 1? PPCM (x ; y)=228 .

(D’aprés BAC) (D'aprés BAC)

Chapitre 14 = PGCD - PPCM
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' @ 1% On cherche deux entiers relatifs x et y solutions |2° a) Donner un couple d’entiers relatifs (x;, : y,) solution

de I'équation : particuliére de I'équation :
(1) ax+by=60 , (E;): 35x-27y=1.

a et b étant des entiers naturels donnés tels que ab=0 . b) En déduire une solution particuli¢re (ug 3 v,) de (Ep).

On note d le plus grand commun diviseur de a et b. | €) Déterminer toutes les solutions de I'équation (E;) .

'a) On suppose que 1'équation (1) a au moins une solution | ) Déterminer la solution (u ;v) permettant de donner J, .

| bt 5 5

(X535 Yo) - 37 Combien de jours s’écouleront entre J, et J, ?

Montrer que d divise 60. |Le jour J,, était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date

b) On suppose que d divise 60. exacte du jour J, ?

Prouver qu'il existe alors au moins une solution (x;: y,) 2 (L année 2000 était bissextile.)

I’équation (1). Si I'astronome a manqué ce rendez-vous, combien de jours
devra-t-il attendre jusqu’a la prochaine conjonction des deux

2° On considére 1'éguation :

stres 7
(2) 24x+36y=60, | astres

(D’aprés BAC)
x et v entiers relatifs.

: 2
o Domoep la PO, 4o 200636 r @ 1° Soit B une boite en forme de pavé droit de hauteur

Simplifier I'équation (2). L, a base carrée de coté ¢, ot £ et L sont des
b) Trouver une solution évidente pour 1'équation (2) et |entiers naturels non nuls tels que <L .
résoudre cette équation. On veut remplir la boite B avec des

On appelle § I'ensemble des couples (x ; y) solutions. cubes tous identiques dont I’aréte a est
¢) Enumérer tous les couples (x ;y) solutions de (2) et tels |Un entier naturel non nul (les cubes L
que —10 <x =10 . Donner parmi eux, ceux pour lesquels |devantremplir compiétement la boite B
x et y sont multiples de 5. sans laisser d’espace vide).

a) Dans cette question, £=882 et /
L=945 . Quelle est la plus grande
| valeur possible pour a ?

e

d) Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormal, représenter
|I’ensemble € des points M de coordonnées (x;y) telles
que :
| x=14+3¢ [Quelles sont les valeurs possibles pour a ?
{u T ! |b) Dans cette question, le volume de la boite B est
) V=77 760 .

|On sait que, pour remplir la boite B, la plus grande valeur
|possible de a est 12.

e) Montrer que les points ayant pour coordonnées les solu-

tions (x;y) de I'équation (2) appartiennent & €.

Comment peut-on caractériser S 7 : :
P | Montrer qu'il y a exactement deux boites B possibles, dont

D’aprés BA
(D’aprés BAC) | on donnera les dimensions,

|
| 2° On veut remplir une caisse cubique C, dont I'aréte ¢ est
un entier non nul, avec des boites B toutes identiques telles

que décrites dans la question 1°,
@ Un astronome a observé, au jour J,,, le corps céleste

. Al : |(Les boites B, empilées verticalement doivent remplir
A , qui apparait périodiquement tous les 105 jours.

complétement la caisse C sans laisser d’espace vide.)
6 jours plus tard (J,+6) , il observe le corps B, dont la

Fo ; i : \a) Dans cette question, £=882 et L=045 .
période d’apparition est de 81 jours. i a i : 2 o) c?

t tite arét : 1
On appelle J, le jour de la prochaine apparition simultanée Ko eat L plis pesiie it o povt ' iiie

des deux objets aux yeux de I’astronome Quel est 'ensemble de toutes les valeurs possibles pour

; : I'aréte ¢ ?
Le but de I'exercice est de déterminer la date de ce jour J, . | P
b) Dans cette guestion, le volume de la boite B est 15 435.
0 Qai " it = & = ive-
I*Selk wat v 1o namiys Qs periodes sfechEss mspective {On sait que la plus petite aréte possible pour la caisse C
ment par A et B entre J, et J,. | est 105

chmlrcr que le couple (u;v) est solution de 1'équation : | Quelles sont les dimensions £ et L de labolte B?

(EIJ : 35x-27y=2. | (D’aprés BAC)
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a Etude d’'un pavage)

Le pavage de la figure 2 a été réalisé a
partir de I’'hexagone régulier AGDECF de
centre B de la figure 1.

On suppose le plan orienté.

figure 1

1 Quelle est I'image du triangle ABC par :

a) la rotation de centre B et d’angle %E ,notée R ,. ?
B =-

b) la rotation de centre C et d’angle % , notée RC ?

¢) la symétrie axiale d’axe (BC) . notée S ¢, ?

d) la composée « S ) suivie de R », notée RD o8¢y ?

D,

Wi
was

€) « S pp) suivie de R », notée R(‘ oS gpy ?

&5

wig
W

f) « R(‘ . suivie de S(p) »» notée S(BD)QRC 2
3 :

wig

2 Par quelles transformations géométriques simples passe-t-on d’un triangle d’une couleur A un autre
triangle de méme couleur (figure 2) ?

3 a) Donner deux transformations géométriques simples qui transforment le triangle ABC en le triangle
DBC . Soit f I'une d’entre elles.
b) Faire de méme pour le triangle DBC en le triangle DEC . Soit g ['une d’entre elles.

¢) Quelle est I'image du triangle ABC par la composée « f suivie de g », notée go f ?

4 a) Par quelle transformation géométrique simple ¢ le triangle IJK a pour image le triangle JLM ?
b) Par quelle transformation géométrique simple h le triangle JLM a pour image le triangle JOQO ?
¢) Quelle est 'image de IJK par «t suivie de h», notée hot ?

d) En imaginant la suite du pavage, quel est le centre (2 d’une homothétie de rapport 2 qui transforme /K
en JOQ?
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@ Transformation du plan)

Soit f une application du plan dans lui-méme. ‘%._

.‘. -"0;\1
Tout point M du plan posséde une image unique N par f. Si, de plus, tout ‘a._:\ N
point N du plan posséde un antécédent unique M par f, on dit que f est i \
une bijection du plan, ou encore que f est une transformation du plan. 3 -1"\.___? 4 \
Dans ces conditions, 1’application du plan dans lui-méme, qui a tout point N *N

associe son antécédent unique M par f, est elle-méme une transformation
du plan : on I’ appene transformation réciproque de f (ou, plus simplement, réciproque de f) et
onlanote f-!

1 a)Soit V un vecteur du plan et ty la translation de vecteur V .

Vérifier que fy est une transformation du plan et que rv"

ok v
b) Soit {2 un point du plan et « un réel.
Vérifier que la rotation R, ., de centre () et d’angle «, est une

transformation du plan et que R () SEiRR VR

¢) Soit {2 un point du plan et k un réel non nul.
Vérifier que ’homothétie h , de centre {2 et de rapport k est une

transformation du plan et que h g L hﬂ

Pt

d) Soit % une droite du plan et S; la symétrie axiale d’axe % (ou
réflexion d’axe 9%).

Vérifier que S, est une transformation du plan et que S5 = Sg .
On dit que S, est une involution du plan.

¢) Montrer que la projection orthogonale p sur & n'est pas une
transformation du plan.

2 Soit a et b deux nombres complexes. Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O : 4, V) .
On considere I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M ’
d’affixe z telleque z’=az+b ,etl’application g du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe
z, associe le point M” d’affixe z” telleque z"=az+b .

a) Montrer que, si a#0 , f et g sont des transformations du plan.
Que peut-on dire de f et g lorsque a=0 ?
b) On suppose a# 0 . Vérifier que f~! est la transformation du plan qui, & tout point N d’affixe z,

associe le point N, d’affixe z; telle que g, =% z—g ,etque g~ ! est la transformation du plan qui

-
[ imnaaty
a

o —

atout point N d’affixe z, associe le point N, , d’affixe z, telle que 2z,=

¢) On suppose a#0 et b=0 . Démontrer que g~ '=g si, et seulementsi, |a|=1.




@ Composition de transformations)

I Composée de deux transformations du plan % £ M,

Soit f et g deux transformations du plan % . Pour tout point M du plan, 8

soit M, I'image de M par f,et M’ I'imagede M, par g. Mx%_ M
L’application du plan % dans lui-méme, qui & M associe M’ , est la B P
composée de « f suivie de g», notée gof . gof

Ainsi, (go f)(M)=g(f(M))=g(M)=M".

Soit N’ un point du plan, N, son unique antécédent par g et N I'unique antécédent de N, par f.
Quel est I'unique antécédent de N’ par go f ?

La composée de deux transformations du plan est une transformation du plan.

I |dentité du plan

L’application du plan dans lui-mé&me, qui a tout point M associe le point M lui-méme, est appelée
identité du plan, et est notée Id, .

a) Vérifier que Id; est une transformation du plan ? etque Id 5 haTdy
b) Montrer que, pour toute transformation f du plan ?, foldg=Idgof=f .
¢€) Montrer que, pour toute transformation f duplan 2, f-lof=fof-'=1Id, .

B Propriétés

a) Soit f, g et h trois transformations du plan. Montrer que (hog)o f=ho(gof) .
Grice a cette propriété (hog)of ou ho(gof) seront désormais notées hogo f .

b) Soit f et g deux transformations du plan. Montrer que (gof) '=f"'og~'.

Il Remarque importante

1 Soit V un vecteur non nul du plan et £ un point du plan.
Pour un point quelconque M du plan, construire I'image M~ de M par rv(,R
de M par R - 0ty - Que constate-t-on 7

'2

2 Soit £ un point du plan et h > 'homothétie de centre (2 et de rapport 2.

T puis I'image M”

a) Pour un point quelconque M du plan, construire 'image M’ de M par hy 50 R , puis I'image
M” deMparR ohg o 5
&3

b) Montrer que, pour tout point M du plan, ona M’'=M" . Ainsi, hg 50 R” =R LEE
) .5

(ST

Si f et g sont deux transformations du plan, en général, ona fog#gof .
Dans certains cas, fog=go f :on dit alors que f et g sont permutables.
3 Applications

Soit 2 et &" deux droites et {2 un point du plan.

Déterminer les transformations f vérifiant chacune des équations suivantes :

a}hn‘%of=ldgp: b) SgofoSg =S ; c)Rﬂ‘;oﬁRuE.
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@ Expression complexe d'une transformation)

Le plan 2 est muni du repére orthonormal direct (O ; i, V) .
B Définition

f étant une transformation du plan, la relation z"= ¢(z) , qui traduit que le point M’ d’affixe 7"
est I'image de M d’affixe z par f, est appelée expression complexe de f (ou caractérisation
complexe de f) relativement au repére (O ; @, ¥) .

Voir Chapiire 10
> 72

Il Rappels

Soit V un vecteur du plan d’affixe #, £ un point du plan d’affixe @, k un réel non nul et @ un réel.

Dans le repere (O ; ii, V) , on a les correspondances suivantes :

I transformation 1 notation r expression complexe
la translation de vecteur V ty Z’=z+b
I’homothétie de centre (2 et de rapport k hot I=k(z-0)+©
la rotation de centre 2 et d’angle 6 Rg Z=eflz-w)+w

Les applications du plan % dans lui-méme d’expressions complexes z'=az+b ou z'=az+b ,o00 a
est un complexe non nul et & un complexe, sont des transformations du plan 2.

P Voir Acrivité 2
1 Soit f la transformation du plan d’expression complexe z'=—iz+2—i .
a) Montrer que f posséde un point fixe unique (2, ; calculer son affixe w,.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

2 Soit g la transformation du plan d’expression complexe 7’ =2z+3-2i .
a) Montrer que g posséde un point fixe unique (2, ; calculer son affixe w,.

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g .
3 Déterminer les expressions complexes de go f et fog . f et g sont-elles permutables ?

4 a) Montrer que go f posséde un point invariant unique {2 : calculer son affixe @ .

b) Déterminer les expressions complexes de la rotation R et de I'homothétie hy, , .

2.-

F TR |

¢) Vérifier que gof=R _ohg,=hg,0R .
a-3 n-Z

5 Soit s la transformation du plan d’expression complexe z'=7+2i .

a) Déterminer sos . En déduire que s—'=5 .

b) Montrer que 1’'ensemble des points fixes de s est une droite & ; en donner une équation.

¢) Montrer que s est la symétrie axiale d'axe & .
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1.1 Isométrie du plan définition

Une isométrie du plan est une transformation f du plan qui conserve Nyio

les distances ; c’est-a-dire que si M et N sont des points quelcongues f

d’images respectives M " et N’ par f, alors M'N'=MN . Vo e
M \}.,_,—#___*‘-__*N’

(@ Exemples et contre-exemple

* Une translation, une rotation, une symétrie axiale et une symétrie centrale sont des isoméltries.
* Une homothétie h de rapport 2 n'est pas une isométrie puisque, pour tous
points M et N, d’images respectives M” et N' ,ona M'N’'=2MN .
Cependant, si M;. N,, M, et N, sont des points quelconques avec
M, #N, , d’images respectives M,” . N," , M," et N, ,alorsona:
M/N,’ 2M,N, M N,
M,’N,’ 2M,N, M,N,'
Ainsi, h conserve les rapports de distances.

1.2 Similitude définition
Une similitude du plan est une transformation f du plan Ry
qui conserve le rapport des distances ; c'est-a-dire que si /&1 Foroi
M,, N,, M'2 et N, sont des points quelconques avec M, Trom N,
M,#N, , d'images respectives M, , N, , M," et N, My x5
par f, alors : d '
e % NE | 2
M'N, 3 M N, f"‘\
M, N, M,N, SN

Remarque

Si M,#N, , on a automatiquement M,"#N,” , car f étant une transformation, M, et N, ne peuvent
avoir la méme image.

1.3 Rapport d’une similitude proposition

Soit f une transformation du plan.

f est une similitude si, et seulement si, / multiplie toutes les distances par un méme réel,
¢’est-a-dire si, et seulement si, il existe un réel strictement positif k tel que, pour tous les
points M et N du plan, d’images respectives M’ et N’ par f,ona M'N’'=kMN .

o Démonstration

Soit A et B deux points distincts du plan. Si f est une similitude, alors, pour tous les points M et N
My MN :donc M'N’'=kMN , avec k='LF qui ne dépend pas de M et N,
A'B"  AB AB
Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Si, pour tous les points M et N du plan,
M’N’=kMN |, alors, pour tous les points M, , N,, M, et N, avec M,#N, ,ona:

M/N/ kMN, MN,

M, N, kM,N, M,N, '

du plan, on a

Donc f est une similitude.
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Remarque

Le réel k est alors unique car, si k, et k, sont deux réels strictement posilifs tels que, pour tous les points
M et N duplan, onait M'N’ =k MN et M'N’'=k,MN ,alors k;MN =k,MN pour deux points M et
N distincts ; on en déduit k, =k, .

Définition

Soit f une similitude du plan.

Le rapport de la similitude f est I'unique réel strictement positif & tel que, pour tous les
points M et N du plan, d’images respectives M’ et N’ par f,ona M'N’=kMN .

Exemples
= Une isométrie est une similitude de rapport 1.

« Une homothétie de rapport A est une similitude de rapport |A| .
En effet, pour tous les points M et N, d’images respectives M’ et N* .ona M 'N'=AMN .
Donec M'N’=|A|MN ,

1.4 Composée de deux similitudes proposition

La composée de deux similitudes de rapports respectifs k et k" est une similitude de rapport
kk’ , produit des rapports.
En particulier, la composée de deux isométries est une isométrie.

o Démonstration

Soit f une similitude de rapport k et g une similitude de rapport k', ol k et k’ sont deux réels
strictement positifs.

«f et g sont des transformations du plan, donc go f est une transformation.

« Pour tous points M et N du plan, on pose M;=f(M), N =[f(N), M’'=g(M;) et N'=g(N,).
On a:
M,N,=kMN e M'N’=k'M\N,. donc M'N’=kk’MN .
Ainsi gof est une similitude de rapport kk' .
Si f et g sont des isométries,ona k=1 et k=1 ,don¢c kk’=1 et gof estdonc une isométrie.

1.5 Réciproque d’une similitude proposition

La réciproque d'une similitude de rapport k est une similitude de rapport % )

En particulier, la réciproque d’une isométrie est une isométrie.

@ Démonstration

Soit f une similitude de rapport k, réel strictement positif.

+f est une transformation, done elle posséde une réciproque f ~! qui est une transformation.

« Pour tous points M’ et N’ du plan d’antécédents respectifs M et N par f,ona:
M'N'=kMN . donc MN=}M'N’.

Ainsi f ~! est une similitude de rapport % ;

Si f est une isométrie, ona k=1, c'est-a-dire =1 . f ' est donc une isométrie.
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@ Similitudes directes)

Le plan % est rapporté au repére orthonormal direct (O : i, V) .

2.1 Transformations d’expression complexe zZ=az+ b (a#0)
a étant un complexe non nul et b un .complexe, I'application du plan dans lui-méme,
d’expression complexe z'=az+b , est une similitude de rapport |a| , qui conserve les
angles orientés.

o Démonstration B Voir Activité 2
* g ¢tant non nul, f est une transformation du plan.

*M, N, P et Q sont quatre points quelconques du plan, avec M #N . On désigne par M", N", P’
et Q" les images respectivesde M, N, P et Q par [.
m,n,p,q.m ,n . p et q sontlesaffixes respectives des points M, N, P, ¢, M', N" , P’

et Q" .Ona:
g’ =p' _(ag+b)-(ap+b) _alg-p) Vo Vet | B G =P
n'—m’ (an+b)—(am+b) a(n—-m)’ oy gt n—m’" n-m Ky
Par égalité des modules, on a:

lg'=p'| _lg-pl , e PG
= . C'est-i-dire =_ =
[n'—m’| |n—m| M’'N’
Ainsi, f conserve le rapport des distances, donc f est une similitude.

S8

* De plus, si on suppose que P #Q , par égalité modulo 27 des arguments, on déduit de (1) que:

7 ¥

arg (ﬂ,—_-z-)=arg (H) (2w) , c'esta-dic (M'N’,P'Q’')=(MN,PQ) (2m).

n' —m’
Donc f conserve les angles orientés.

M'N’ _[n'—m'| _|alln—m]|

e MN ~ |n-m| ~ |n-m]|

=|a| . donc le rapport de similitude de f est |al .

2.2 Similitude directe définition

Une similitude directe du plan est une similitude qui conserve tous les angles orientés.

(M'N', P'Q) = (MN, PQ)

Exemple

Une translation, une rotation, une homothétie et une application de % dans @ d’expression complexe
Z'=az+b (a#0) sontdes similitudes directes du plan,
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2.3 Expression complexe d’une similitude directe proposition

Soit un plan rapporté au repére orthonormal direct (O : @, V) .
Une application f du plan dans lui-méme est une similitude directe si, et seulement si. son
expression complexe est du type :

z'=az+b ,avec a complexe non nul et b complexe.

o Démonstration

* Soit f une similitude directe du plan. N
f transforme le point O en O, le point A d’affixe 1 en A’ . ()

On appelle b Taffixede O’ , a" laffixede A’ .
Puisque O# A .alors O'#A" donc b#a" .

Soit M un point daffixe z et M" d'affixe z” ,1'imagede M par f.

f conserve le rapport des distances, donc : il 8
O'M’ _OM e -0
QM-I won |5E|<|E=R]=1a.

[ conserve les angles orientés, donc pour M distinctde @, ona:

(O7A",0'M")=(0A, OM) (27) , c’est-a-dire arg [;,:i): arg (1 ?}] argz (2m) .

On en déduit z,ﬁ i =z , car ces deux complexes ont le méme module et des arguments égaux modulo 27 .

Ainsi 2°=(a"-b) z+b .
Enposant a=a’-b ,avec a#0 ,car b#a’ ;onadonc, pour M distinctde O, z'=az+b .

Cetic relation est encore vérifiée lorsque M esten O, caralors z=0 et =04 .
L’expression complexe de f est z'=az+b avec a=0 .

* Réciproquement, il a é¢ démontré dans le paragraphe 2.1 que toute application de P dans P,
d’expression complexe z'=az+b avec a#0 , est une similitude directe.

2.4 Similitude directe transformant A et B en A" et B’

Soit A, B, A" et B’ quatre points du plantelsque A#B et A"#B’ .
Alors il existe une unique similitude directe f telle que f(A)=A" et f(B)=B'

o Démonstration 1\—
Soit z"=az+b , avec a#0 , I'expression complexe d'une similitude 4 " f e i

directe f relativement au repére orthonormal direct (O : &, V) . Jf
On désigne par z,, 25, 2, ¢t zp. les affixes des points A, B, A’
&t B, B
azy+b=zy alzp=24) =2p' =2y
f(A)=A"et f(B)=B’ < (1)
azg+b=z4 b=z, —az,
L Zpr—=2Zat Zpr—Zyr
A#B ,alors z,#z, ,etainsi (1) < T, T PR b=z, — = g 24 -
TH=Z ig—12
B~ %A B~ 24
st awer T TTRAY ’
Et comme A’# B’ ,alors z, #zy. ,ctainsi #0 ;dot az0.

Tp—2<a
Il existe donc un complexe non nul unique @ et un complexe unique b tels que la similitude directe f
d’expression complexe z'=az+b transforme A en A’ et B en B’ ; d'oi le résultat énoncé.
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@ Forme réduite d’'une similitude directe)

3.1 Angle d’une similitude directe
Soit f une similitude directe et deux points distincts A et B du plan
d’images A” et B’ par f.

Le plan étant rapporté au repére orthonormal* (O ; i, V) , 'expression
complexe de f est z"=az+b avec a#0 .
Avec, les notations utilisées dans la démonstration précédente, on a :

Zpr—Z e g | il
B4  Onendéduit (AB,A’B')=arga (2m) .

a=

Ip—1Ia
Ainsi I'angle (AB,A’B’) ne dépend pas des deux points distincts A et B choisis initialement,
mais dépend uniquement du complexe non nul a.

Définition
Si f est une similitude directe, il existe un réel 6 tel que, pour tous les points A et B
distincts d'images A" et B" par f,ona:
(AB,A’B)=0 (2m) .
6 est appelé¢ angle de la similitude directe f.

Exemples

* Une translation a pour angle 0 modulo 27 .
+ Une homothétie de rapport A non nul a pour angle 0 modulo 27 si A>0 ,et 7 modulo 27 si A<0 .

3.2 Composée et réciproque propositions

* La composée d’une similitude directe f, de rapport k et d’angle 6, et d'une similitude
directe g, de rapport k’ et d’angle 6 , est une similitude directe go f , de rapport le
produit des rapports kk’ et d’angle la somme des angles 6+ 6" .

*La réciproque f ! d’une similitude directe f de rapport k et d’angle @ est une

similitude directe de rapport % et d’angle -6 .

@ Démonstration
* gof , composée de deux similitudes de rapports k et k” , est une similitude de rapport kk” . De méme,

f~! est une similitude de rapport % .

f et g conservant les angles orientés, la composée go f et la réciproqgue f ~! conservent les angles
orientés, donc gof et f ' sont des similitudes directes.
Enfin, si A et B sontdeux points distincts du plan, d’images A, et B, par f,ona [E,,é_lﬁi) =& (27
*A et B étant les images respectivesde A, et B, par f~' I'anglede f ' est (ﬁ,,ﬁ):—ﬁ (2m) .
* Si A, et B, ontpourimages A" et B’ par g,ona (E}E’I,W’)ﬁ' (2m) .
On en déduit que A" et B’ sont les imagesde A et B par gof et:

(AB,A’B')=(AB,A B,)+(A,B,A’B") (2m), donc (AB,A'B")=0+6 (2m).
Ainsi gof apourangle 6+ 6" .
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3.3 Forme réduite d’une similitude directe proposition

Soit f une similitude directe de rapport k, réel strictement positif, et d’angle 6, réel.
Alors:
* ou bien f est une translation, et alors k=1 et =0 (2m),
* ou bien f posséde un point fixe unique {2, appelé centre de f, et alors f est la composée
permutable de I'homothétic de centre {2 et de rapport k, et de la rotation de centre {2 et
d’angle 6: >

f=hgroRge=Rggohqy -
La décomposition de f sous cette forme est appelée forme réduite de f.

O Démonstration

Relativement au repére orthonormal direct (O ;4,V) ,
I'expression complexe de f est z'=az+b, avec
a=ke? car |al=k et arg a=8 (2w).

*Si a=1, alors z'=z+b et f est une translation.

*Si a#1 ,lepoint {2 d'affixe @ est fixe si, et seulement

. 5 y b
si, aw+b=w , c'est-a-dire W=y ; done f a un

unique point fixe {2 d"affixe : b

Soit M un point quelconque d’affixe z,et M’ d’affixe z* , son image par f.
M, daffixe z;, est 'image de M par la rotation Ry, ,: M, daffixe z,, est I'image de M par
I'homothétie hg, .Ona z;=e(z-w)+w et 5,=kz-w)+® .

L’image de M, par hg , a pour affixe:
k(Z1—m}+w=ke“’(z-m)+m=a[z—~b—J+T—a=az+b=z‘ ;
L’image de M, par R, , a pour affixe:

elf(z,-w)+o=cfk(z-w)+w=a (z—]i]+i=az+b=z' i

Ainsi M’=h”rkOR”'9{M)=Rﬂ,ﬂoh‘ﬂ‘k(M} .dm‘lc f=hﬂ,kORﬂ.3=Rﬁ.30kﬂk :

3.4 Déplacements définition

Une similitude directe de rapport k=1 est appelée déplacement du plan.

Ainsi, un déplacement du plan est une isométrie qui conserve les angles orientés.
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a Etude des similitudes quelconque@

4.1 Similitude ayant trois points fixes non alignés proposition

Une similitude ayant trois points fixes non alignés est I'identité du plan Id, .

o Démonstration

Soit f une similitude du plan ayant trois points fixes non alignés A, B et C.

Ona f(A)=A et f(B)=B ;lerapport de f est :—g=l , donc f est une isométrie.

Soit M un point du plan et M’ son image par f.

Si M’'#M | puisque f conserve les distances :
M'A=MA, M'B=MB e M'C=MC.
Les points A, B et C appartiennent & la médiatrice de [MM ‘] , donc ils sont alignés, ce qui est contraire
a I’hypothése.
Ainsi, pour tout point M du plan,ona M =M | c'est-a-dire f(M)=M ,donc f=Id, .

4.2 Similitude ayant deux points fixes distincts proposition

Une similitude, autre que I'identité Id, , ayant au moins deux points fixes distincts A et
B, est la symétrie axiale d’axe (AB) .

o Démonstration

Ona f(A)=A et f(B)=B ;le rapport de f est %zl , donc f TO
est une isométrie. ; ﬁ
f n’étant pas 1d,, il existe un point @ du plan dont 'image Q" par A B ,;
f est distincte de O, i
Ona f(A)=A, f(B)=B et f(0)=0": @

donc, par conservation des distances, O0’A=0A et O'B=0B ; ainsi, la droite (AB) est la médiatrice de
[001] .

Soit g=S5,50f lacomposéede f et de la symétric axiale d’axe (AB) : g est une similitude.
Ona g{A}:{S(M}cf)(A)-—wSHm(f(A}) =SM3}(A)=.A ;de méme g(B)=8B ; puis:

g(a)= (SMB! o fHO)= S(,w){f(o)} = S(AB}(O’) =0.
Aingi, g est une similitude qui posséde trois points fixes non alignés A, B et O;donc g=1d, .

Ainsi S ,p0f=1dy ,donc S 45 05 45 0f=8,p0ldy . Or 5 4508 ,5 =1y etdonc f=5,g .

4.3 Forme géométrique d’une similitude proposition

Si f est une similitude du plan, alors on a deux possibilités :
* soit f est une similitude directe ;

* soit f estla composée goS d’une similitude directe g et d’une symétrie axiale S, c’est-
a-dire une similitude indirecte.
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o Démonstration

Soit f une similitude du plan qui n’est pas directe et deux points distinets
A et B, d'images respectives A" et B” par f.

Il existe une similitude directe unique g telle que g(A)=A" et
g(B)=B" .

Dans ces conditions :

e ol f | composée de deux similitudes, est une similitude ;

* g lof n'est pas I'identité Id, , car, dans'le cas contraire, on aurait
f=g, ce qui est impossible, car f n’est pas directe et g est directe.

s(g7lof)A) =g 1 (f(A)=g 1 (A)=A .

De méme (g~ 'o fYB)=8B .

Ainsi ¢~ 'of , similitude distincte de Id; avec deux points fixes distincts A et B, est la symétrie axiale
d’axe (AB) .

On a g“of=8(.4_3) : done gog"of=gosmm sclest-a-dire f=go8 45 -

o Remarques

= La décomposition de f sous la forme goS n'est pas unique, car, dans la démonstration précédente, 1"axe
(AB) de § dépend des deux points A et B choisis au départ.

* De plus, en général, la similitude directe g et la symétrie axiale § ne sont pas permutables.

= De la forme géométrique d’une similitude, on déduit sans difficulté que si f est une similitude qui n'est pas
directe, alors elle transforme tout angle orienté en son opposé. C’est pourquoi on dit que f est une
similitude indirecte .

+Si g est un déplacement, alors la composée f=goS estappelée antidéplacement.

4.4 Forme complexe d’une similitude théoréeme

Soit (O ; i, V) un repére orthonormal direct du plan.
Soit f une transformation du plan qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’
d’affixe z’ .

* f est une similitude directe du plan si, et seulement si, il existe un nombre complexe non
nul @ et un nombre complexe & tels que :

pour tout point M d’affixe z,ona z'=az+b .

* f est une similitude indirecte du plan si, et seulement si, il existe un nombre complexe non
nul @ et un nombre complexe b tels que:

pour tout point M d’affixe z,ona z'=aZ+b .

o Démonstration

» Le résultat a é1€ établi en 2.3 pour une similitude directe.

« D’aprés la démonstration de 4.3, ob A est le point d’affixe 0 et B celui d’affixe 1, f est une similitude
indirecte si, et seulement si, f=goS , ol § est la symétrie par rapport 4 I'axe des abscisses et g une
similitude directe.

L’expression complexe de § est z; =27 , etcelle de g est de la forme " =az;+b , avec a#0 ; donc
go8 apour expression complexe z'=az+b .avec a#0 .

Ainsi, f est une similitude indirecte si, et seulement si, son expression complexe est z'=az+b , avec
a#0 .
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@ Propriétés géométriques des similitudes)

5.1 Image d’un triangle, d’'un angle géométrique
' * Une similitude transforme tout triangle ABC en un
triangle semblable A'B'C” .
* Une similitude conserve les angles géométriques,
c¢’est-a-dire que si trois points A, B et C deux a deux
distincts, ont pour images A", B’ et C’ par la
similitude f,ona:
e — e,
B’A'C"=BAC
*Si f est une similitude directe, alors le triangle A’B’C” est directement semblable au
triangle ABC .

o Démonstration

*Si k désigne le rapport de la similitude f, ona:
A'B" _A'€" BC
A'B'=kAB, A'C'=kAC b OB =RCB 5!, a1l & £
; T AT T BE
Les deux triangles M A’B’C’ ayant leurs cotés proportionnels sont donc semblables.
On en déduit que B’A'C’=BAC .
* On sait déja que A’B’C’ et ABC sont semblables. De plus, f conservant les angles orientés, on a :
(A’B",A’C")=(AB.AC) e (B'A",B’C’)=(BA,BC) ;
donc les triangles A’B'C” et ABC sont directement semblables.

5.2 Effet d’'une similitude sur un barycentre proposition

Une similitude f conserve le barycentre.

Cela signifie que si n points pondérés (A, a;) , (A, @), ..., (A,, «,) admettent un
barycentre G etsi A, , A,", ..., A’ sontlesimagesdes points A, , 4,, ..., A, par f,
alors les n points pondérés (A;’,a;), (A, @), ..., (A,’.@,) admettent pour
barycentre le point G’ , image de G par la similitude f.

o Démonstration
Dans un repére orthonormal direct (O :#,V) du plan, on note z,, Iaffixe de tout point M et on pose
a= Z a, . a#0 , car le barycentre G existe.

k=1

Soit H le barycentre des points pondérés (A", &) , ..., (A,” a@,) : son affixe est zﬁ.:é 2 QpZp; -
k=1

+ Si I'expression complexe de f est de la forme z'=aZ+b ,avec a#0 ,ona:

1 < o R i
=7 3 ak(azﬁﬁb):}r [az ﬂfcf«'aﬁbﬂ]:ﬂ[é

k=1 k=1

2

k=1
car les «, sont des réels. Donc z,;=aZ;+b=z; . Ainsi H est confondu avec I'image G* de G par f.

n

ay zMJ +b ,

» On obtient le méme résultat si I’expression complexe de f est de la forme z'=az+ b , en supprimant les
barres de conjugaison.
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5.3 Image d’une droite, d’'une demi-droite, d’'un segment

Soit A et B deux points distincts du plan, d'images A" et B’ par une similitude f.
* L’'image par f de la droite (AB) est la droite (A'B’) .

* L’image par f de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’) .

s L'image par f du segment [AB] est le segment [A'B’] .

o Demonstration

« Me (AB) si, et seulement si, il existe un réel k tel que AM =kAB (1),
(1) peut s’écrire (1 —k)MA + kMB=0 .

Ainsi, la droite (AB) est I'ensemble des barycentres M des points pondérés
(A, 1-k) et (B, k) lorsque k décrit R. e '
On en déduit que I'image par f de la droite (AB) est I'ensemble des i !
barycentres M’ ., images des points M par f des points pondérés m
(A, 1—k) et (B’ k) lorsque k décrit R, c'est-a-dire la droite (A'B’) . B’

e Me [AB) si, et sculement si, il existe un réel positif k tel que AM=kAB . Donc en remplagant
«k décrit R » par «k décrit [0 ; +es[ », on obtient que I'image de [AB) est [A'B*) .

* M e [AB] si, et seulement si, il existe un réel k& dans [0; 1] tel que AM =kAB . Donc en remplacant
«k décrit R » par « k décrit [0; 1] », on obtient que I'image de [AB] est [A"B’] .

5.4 Image d’un cercle

L’image du cercle de centre O etde rayon R par une similitude f de rapport k est le cercle
de centre O’ , image de O par f, et de rayon kR.

o Démonstration

Soit € le cercle de centre O et de rayon R . Pour tout point M
de €,dimage M’ par f,ona O'M’'=kOM , car f multiplie
les distances par k; donc, pour tout point M de %, son image
M’ appartient au cercle €’ de centre O et de rayon kR.
Réciproquement, soit M’ un point de €' et M son unique
antécédent par f: on a O'M’'=kR e O'M'=kOM , alors
OM =R ,etdonc M appartient & €.

Ainsi, 'image de ¢ par fest €.

5.5 Conséquences

» Une similitude conserve I’alignement des points, ¢’est-a-dire que trois points alignés ont pour
images trois points alignés.

* Une similitude conserve le parallélisme et I’orthogonalité, c’est-a-dire que deux droites
paralleles (respectivement orthogonales) ont pour images deux droites paralléles (respectivement
orthogonales).

« Une similitude conserve la cocyclicité, c’est-a-dire que quatre points sur un cercle ont pour images
quatre points sur le cercle image.
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a Identification d’'une similitude directe)

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; i, v) . On considere :
¢ la rotation R, de centre (2(0;-2) et d’angle %‘E g
* ’homothétie & de centre A(-2-2.2;-2) etde rapport L2

*la rotation R, de centre B(1;—1) et d’angl

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f=R,choR,

Notations — I’expression complexe de f:
h g==i((=1+i)z—4i)+2
M](ZI)I =M2(Zz} ={1+i)z—2'
R, \?3 Cette expression complexe est du type z'=az+b ,
f=Ry0hoR, - g3 avec a=1+i et b=-2.
Wizl = M'(Z) | On en déduit que £ est la similitude directe :
; * de rapport |a|=
* L’expression cnn:plexe de R, est: o gl -ary _a_m_% (24} 3
i £ =, ’ £l g ’
2 =e ?(z-(=2i))+(-2i) , ect de centre {2’ d'affixe o’ , avec :

ce qui donne aprés calculs :
Zy —(—-"-@-H ﬁ) wif =134 J3Y .

* L’expression complexe de i est:
2 =42 (2, -(-2-242-2i)) + (-2-242-2i) ,
ce qui donne aprés calculs :

=22, +2+2(f2=D)i .

* L’expression complexe de R, est:

i W
I (P
'=e Hzp-(1-D)+1-i,
ce qui donne apres calculs :
=-iz; +2 .

» On obtient successivement :
—I'expression complexe de hoR, :

zz-ﬁ[(w—ﬂ ) ﬁ—1{2+ﬁ)]
+242(J/2-Di ,
ce qui donne z,=(-1+i)z—4i;
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e Etude d’'une configuration)

Dans le plan orienté, on considére un cercle € de diameétre [OB] .
Soit A un point du segment [OB] , distinctde O etde B,et {le

milieu de [AB] .

La médiatrice de [AB] coupelecercle € en M et M’ , M étant

le point tel qu'une mesure de (MO, MB) est —

Soit N le point commun aux droites (AM’) et (OM) .
On appelle ¥ la similitude directe de centre N qui transforme M

en A: F(M)=A4A .

1° Préciser I'angle de . Déterminer les images par % des droites (MI) et (NA) , puis I'image

par & dupoint M~ .

2° Quelle est 'image [’ par & du point / ? En déduire que la droite (NI) est tangente en N au

cercle de diametre [OA] .

1° Le quadrilattre AMBM” , dont les diagonales
ont le méme milieu [ et sont perpendiculaires, est un

losange.
Les droites (AM") et (MB) sont donc paralieles.

(MB) étant perpendiculaire & (OM) , on en déduit
que (AM’) est perpendiculaire a (OM) .

L'angle de la similitude directe & est :
(NM.N&)=-3 (27) ;

donc toute droite et son image par & sont
perpendiculaires.

L’image de la droite (MI) par & est la droite
passant par S(M)=A et perpendiculaire & (MI) ,
c’est-a-dire la droite (AB) .

L’image de la droite (NA) par & est la droite
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passant par &(N)=N et perpendiculaire & (NA) .
¢'est-a-dire la droite (NO) .

M’ est le point d’intersection de (MI) et (NA) .,
donc son image par & est le point d'intersection des
droites images (AB) et (NO) , c'est-d-dire O :

HAM)=0 .

2°L’image 1’ par % du point I, milieu de
[MM'] , est le milieu du segment image [AO] .

L’image par & de la droite (NI)
droite (NI”) .

L'angle de & étant —12T , ces deux droites sont

perpendiculaires ; donc (N7) est la tangente en N

est donc la

au cercle de diamétre [OA] , dont le centre est [ .




@ Détermination de lieux géométriques a 'aide de transformations)

On considére un cercle € de centre O et de rayon R, et une droite & ne coupant pas €.

Soit A un point de % .

A tout point M de €, on associe le point M’ tel que AMM’ soit un triangle équilatéral direct.

1°Le point A étant fixe, montrer que I'ensemble des points M’ , lorsque M décrit €, est un
cercle €’ dont on précisera le centre Q” et le rayon.

2° Lorsque A décrit 9, déterminer I'ensemble des points O .

1° Pour tout point M de €, par hypothése AMM '’
est équilatéral direct, donc M’ est 'image de M

par la rotation de centre A et d’angle g -
M’=RA (M) .
=5

A étant fixe, lorsque M déerit le cercle 6. M’

décrit I'image de € par RA -
'3

Cette image est le cercle %6’ de centre O' image

de O par la rotation, et de rayon R.

L’ensemble des points M’ est donc le cercle €’

de centre @’ et de rayon R,

2° 0’ st I'image de O par RAE , donc le
g
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triangle AOQ" est équilatéral direct.
Ainsi, O’ est I'image de A par Ro L

3

O éant fixe, lorsque A décrit la droite @, O’

décrit I'image de & par Ro N

.3‘

Soit @’ cette image.

Pour construire la droite %" , on considére le projeté
orthogonal H de O sur % et on construit I'image
H deHpar R .

La droite %’ est la perpendiculaire 3 (OH")
passant par H” .
L’ensemble des points O” est la droite &7 .




6 Probleme de construction)

Dans le plan, on considére un triangle ABC , un
cercle € de centre O et de rayon R et un
point donné M .

Construire un triangle MNP, directement
semblable a ABC, tel que N et P
appartiennent au cercle €.

Analyse de I’énoncé
On suppose qu'un tel triangle existe.
MNP est directement semblable 2 ABC, donc la

similitude directe § de centre M, de rapport 5=
et d’angle (AB, AC) , transforme N en P.
En effet, ona :
MP_u
AC AB°
donc MP=4€ MN ot (MN, 1P) = (AB, AT) .

AB
Or N appartient 2 €, donc S(N) appartient
S(€) et ainsi, P appartienta S(€) .
Ainsi, P appartientd % etd %', image de € par
la similitude directe S .

Synthése

On construit le cercle €’ image de € par la

similitude directe S de centre M, de rapport i—-%

et d’angle (AB,AC) .

Ce cercle €’ a pour centre O’=S(0) et pour
, _AC

rayon R = AB R ..

Le point P est un point d’intersection, s’il en existe,

de et €.

Le point N est alors I'image de P par la similitude

directe S-! , réciproque de S.

D-l_ - - ; lon

s1¢cas:si € et €’ sont sécants, il existe deux
triangles MNP, et MN,P, qui répondent a la
question.
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*2¢cas:si € et €’ sont tangents, il existe un seul
triangle MNP qui répond a la question.

& €

*3cas:si € et €’ n'ont pas de point commun,
le probléme n'a pas de solution.




» Méthodes
* par la géométrie
Si une similitude directe a pour angle g (ou —g ) et

Q Détermination du centre d’une similitude directh

Enoncé
Dans le plan orienté, on considére un triangle
rectangle et isocdle ABC  tel que

AB=AC=¢ o0 £ un réel
strictement positif, et (AB, AC) =g (2m)

est

On note D le symétrique de A par rapport a
B, O le milieu de [CD] et I' le cercle de
diamétre [CD] .

On désigne par § la similitude directe qui
transforme D en B et B en C et on se
propose de déterminer, par deux méthodes
indépendantes, son centre /.

1° Méthode géométrique
a) Déterminer le rapport k et 'angle a de §;
en déduire I’existence du point {.

b) Montrer que (7D, Té}:-g (2m) (1)
IC=2ID (2).

¢) A 'aide de (1) , montrer que / appartient au
cercle I', puis, en utilisant (2),que ID=¢.
Etablir enfin que Bl =BC .
d) Prouver que la droite
médiatrice de [IC] .
Préciser la nature du quadrilatere CADI . Placer
le point I.

et que

(OB) est la

fixé

Analyse de I’énoncé

1° a) Les similitudes directes qui n’ont pas de
centre sont les translations.

b) On peut remarquer que : _
SoS(I)=1 et SoS(D)=C.

¢) (1D, Té’):-g (2w) , donc ICD est un
triangle rectangle d"hypoténuse [CD] .

d) La médiatrice de [/C] est I'ensemble des
points équidistants de [ etde C.

2° Utilisation des nombres complexes 2° L’expression complexe d’une similitude
e o] directe est du type z'=az+b, avec a
Soit i = Z AB, V= 7 AC et le repere complexe non nul et b complexe.

orthonormal direct (A ; &, V) .
a) Déterminer les affixes de B, Cet D.

b) Déterminer I’expression complexe de §.
Déterminer I'affixe z, de [ et préciser la
position de /.

Le centre d’une similitude directe autre qu’une
translation est son point fixe.

transforme A en A’ , alors son centre (2 appartient & I’un des
demi-cercles de diameétre [AA’] . De plus, {24A" étant
rectangle en A, on peut, en utilisant le théoreme de
PYTHAGORE, calculer {24 en fonction de AA” et le rapport de
la similitude & .

pey i
e 416

3
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* par les complexes
Si la similitude directe a pour expression complexe z'=az+b ,avec a# 1, son centre est

le point fixe {2 d’affixe X .

1° Méthode géométrique
a) § transforme D en B et B en C, donc son
rapport est :

BC_¢/3_
kHD_B“' c, _ﬁt
ct son angle a pour mesure !
a= (DB, BC)=(BA,BC)=-7 (2m) .

Le rapport de § est J2 . qui est différent de 1,
donc S est une similitude directe qui n’est pas une
translation.

Ainsi, § a un point fixe unique : son centre [,

b) I étant invariant par S,ona SoS(I)=1 .
De plus S(D)=B et §(B)=C ,donc:
SoS(D)=C .

Or, §o8 estune similitude directe :
*de rapport kxk=2 .

e Ll

Donc (Tﬁ,mbg (2m) @
et IC=2ID ()

2m) .

€) Comme {I_Iiﬁf}=~g (2m) . alors ICD est

un triangle rectangle en I qui est inscrit dans le
cercle de diamétre [CD] . Ainsi le point [
appartient & I'.

D'aprés le théoréme de PYTHAGORE, on a :
IC2+1D?*=CD? .
Mais, d’aprés (2),ona:
IC?2+ID*=4]D*+ID*=51D? ,
et, dans le triangle rectangle CAD:
CD?=CA%2+ AD*= €2+ 4£2=5¢2 ;

done 5ID2=5¢? ouencore ID=¢ .

Enfin, S(IN=1I et S(D)=B ,donc:
IB=./2 ID=J2 £=BC et BI=BC,

d) Le point [ appartient & I'. donc Of=0C .

Le point O est donc équidistant de / et de C.

D’aprés ¢), BI=BC ; donc B est équidistant de 1

etde C.

Ainsi, @ et B appartiennent & la médiatrice de

[Z€] ; done cette médiatrice est (OB) .

La médiatrice de [AD] est aussi la droite (OB) ,
donc le quadrilatere CADI, qui admet (OB) pour
axe de symétrie et qui a un angle droiten A, est un
rectangle.

Le point 7 est donc le quatritme sommet du
rectangle CADI.

2° Méthode avec les complexes

a)Ona AB=¢i . AC=¢V et AD=2¢u , donc
les affixes de B, C et D sont respectivement :

=€, zp=i€ et zp=2¢.

b) L’expression complexe de la similitude directe S
est du type z'=az+b , avec a complexe non nul
et b complexe; S(D)=B et S(B)=C , donc a
et b sont solutions du systéme :

aip+d=z5 , 2at+b="{
soit For
azg+b=2z¢ af+b=if
On trouve immédiatement :
al=4€(1=i)
b=~£(1-2a)-

[a=1=i
D’ou: E
b=£(-1+2i).
L’expression complexe de § est alors :
Z'=(1-i)z+ €(-1+2i) .
Le centre de § a pour affixe o, telle que :

w=S(w)
w=(l-i)o+ €(-1+2i) .
D'oir w=w=ﬂ2+i) ;
Les coordonnées de [ sont (2€; €) ,donc [ estle
quatrieme sommet du rectangle CADI .
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travaux diriges

Q Déterminations de similitudes directes)

Une similitude directe est parfaitement déterminée lorsqu’on connait :

1.1 Son rapport, son angle, un point et son image

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O ; #,V) . Az
Soit f une similitude directe de rapport k, réel strictement positif, =
d’angle a, qui transforme le point A d’affixe z,,en A’ d’affixe
Z A*‘ .

1
v
+

\‘... r
2 i 24 @)

. Montrer que I'expression complexe de f est:
Z=kel%(z-2,) +2, -
En déduire 1’existence et I’unicité de f, ainsi que I’affixe de son centre {2 (s’il existe).

0 u

. Dans les cas suivants, déterminer I'expression complexe de f et calculer I'affixe du centre n
de f (s’il existe).

a) k=2, a="zT (2w) , sachant que z,=A/2 et 7, =4+iJ2 .

b)k=%, a=-F (), sachant que z,=—6i et z,=-2./3.

k=2, a=m (2w) ,sachantque z,=2-i et z,, =-1+5i.
1.2 Son centre, un point et son image

. Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O : i, V) .

Soit f une similitude directe de centre O qui transforme le point A d’affixe z, en A" d’affixe
Z4 - On suppose A et A’ distincts du point O.

Démontrer Iexistence et 'unicité de f.

Préciser son rapport et son angle a I'aide des points O, Aet A" .

.Dans chacun des cas suivants, déterminer la similitude directe de centre O, qui vérifie la
condition indiquée :

a) OABC est un carré direct de centre I .
18f¢as: f(A)=B ;

esas: Ay =C;

3ecas: flA)y=1I".

b) ABC est un triangle équilatéral direct et O est le milieu de [AB] .
1#eas : F(A)=C ;
2®cas: f(A)=B;
3%cas: f(B)=C.

¢) OABC est un rectangle direct de centre / tel que OA=20C .
Dans chaque cas, on déterminera 'angle « de f par cos a et
sin @ .

1fcas: f(A)=B;

2°cas: f(A)=C;

3cass f(AY=1"

Chapitre 15 « SIMILITUDES PLANES




@ Etude de lieux géométriques a l'aide de transformations)

r—t=

Dans le plan, soit O un point et A une droite ne passant pas par O . 6
Pour tout point M de A, on construit le carré OMNP de sens direct ayant pour centre /. <
Le but de cet exercice est de déterminer les lieux géométriques &, des points P, &, des points )
N et &, des points I, lorsque M décrit la droite A. c
; >

2.1 Conjecture des résultats grace au logiciel GEoPLANW O
. ; -

@ Construction de la figure Images par rotation i
Définir les points O, A et B comme points «Q

libres dans le plan : 8\

Faire en sorte que O, A et B ne soient pas
alignés en déplacant éventuellement le point O
avec la souris.

Tracer la droite {AB} qur sera la drmte A:

e es par 2 po
Defimr le pomt M quclconquc sur la droite
(AB) ou A:

Construire le point P:
B T T—_—
Construire le point I, milieu du segment [MP] :

Construire le point N par symétrie de centre [ :
Tracer les segments [OM] , [MN] , [NP], [PO], [ON] et [MP] :

@ Conjectures sur les lieux recherchés

a)Déplacer 13 pOiIII Seélec t| W trace
M a laide de la i SR

souris, et observer le ——-- OBJETS CONSTRUITS ——-o=
& 0 point libre
déplacement des A point libre
= B point libre
points P Neet L, Proite (AB)

M point libre sur la droite (A5

Visualiser la trace du

po_lnt P; poul' Cﬂla. I milieu du segment [MP)]
fau'c ! H image de 0 par la symétrie de centre X

afficher / selection tace , cliquer sur la ligne définissant le point P puis OK
Cliquer ensuite sur le bouton I et déplacer le point M sur la droite A.

b) Emettre alors une conjecture sur le lieu géomémque des points P.
Pour sortir du mode « Trace », cliquer sur le bouton Ny .

¢) Procéder de méme pour émettre des conjectures concernant les lieux géométriques des points N
et I
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2.2 Démonstration des conjectures émises

. Par quelle transformation géométrique obtient-on le point P 2 partir du point M ?

\8 En déduire le lieu géométrique &, du point P .

9) . Par quelle transformation géométrique obtient-on le point N a partir du point M ?
o En déduire le lieu géométrique &, du point N .

© . Par quelle transformation géométrique obtient-on le point / & partir du point N ?
> En déduire le lieu géométrique €, du point /.

3 -

Wil 2.3 Pour aller plus loin

>

fao) @ Quelle particularité posséde le lieu &, par rapport 2 la droite A ?

—

-H

@ Quelle particularité possédent les lieux &, et &, I'un par rapport 4 I'autre ?
On pourra visualiser en mode Tracé et démontrer le résultat observé.

.Démomrer que les lieux &, et &, ontun unique point d’intersection J et que ce point J est
sur A.

Détermination de lieux géométriques par égalité d‘ensembles)

Soit A et A’ deux points distincts du plan et M un point du plan distinct de A .
Déterminer I’ensemble & des points M’ , images du point M par les rotations qui transforment
Aen A%

.a) Soit RL“ une rotation qui transforme A en
A’ et M’ 1'image de M par cette rotation.
Montrer que M’ appartient au cercle € de centre
A’ et de rayon AM .

b) Montrer que a#0 (27) .
En déduire que M’ ne peut étre le point O du cercle
€ tel que AM=A"0 .

¢) En conclure que & est inclus dans €\ {0} .

._Sﬁoit M’ un point de €\{0O} . On pose
(AM,AM")=a (2m) et f=R, jolgp .

a) Montrer que (A’O,A’M’)=a (2m) et en
déduire que a#0 (2m) .

b) Montrer que f est un déplacement du plan. Quel est I'angle de f? En déduire que f est une
rotation d’angle « vérifiant f(A)=A" .

¢) Montrer que AA’=MO . En déduire (M) puis f(M) .
d) En conclure que €\ {0} est inclus dans &.

. Conclusion
Quel est donc I'ensemble & ?
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Faire le point

* Isométries du plan, similitudes du plan

* f est une isométrie du plan <= f conserve les distances
* f est une similitude du plan <= f conserve les rapports de distances

<= f multiplie toutes les distances parun méme réel £ (k>0) .

 Similitudes ayant deux points fixes

Une similitude du plan ayant deux points fixes est soit I’identité, soit une symétrie axiale.

e Caractérisation complexe d’une similitude

f est une similitude du plan si, et seulement si, son expression complexe est de la forme :

sz—>qz+b (avec a#0) j ez—>az+b (avec a#0)
f est une similitude directe ; f est une similitude indirecte ;
f conserve tous les angles orientés. f transforme tout angle orienté en son opposé.

* Similitudes directes

* Similitude directe définie par deux points et leurs images
Soit A, B, A" et B’ quatre points telsque A#B et A"#B" .

Il existe une unique similitude directe f transformant A en A" et B en B’ .

* Forme réduite d’une similitude directe
Une similitude directe f qui n’est pas une translation a un unique point fixe : son centre (2.
Si k est son rapport et @ son angle, on a alors :

f=hgioRg ¢=Rg gohg -

d’une similitude f | k=kk,
- si f est la réciproque d'une similitude de rapport &’ , alors k :kl’

lesi f(A)=A’ et f(B)=B' et A#B alors 6=(AB,A’B’) (2m)

similitude directe f | est le point tel que QM =kOM et (M, OM')=0 (2m)
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». . : o st : - i __“_
savoir F comment faire ?
1 i - ’ A’B' |
si f(A)=A" et f(B)=B" et A#B alors k=" a
déterminer *si f a pour forme complexe z—>az+b ou z+—>az+b ,alors k=|a|
le rapport k |*si f est la composée de deux similitudes de rapports k; et k,, alors|

|
|
-

dt:termm;r [ si f a pour forme complexe z+>az+b ,alors @=arg (a) (2m) |

Pangle {*si f estlacomposée de deux similitudes directes d’angles 6, et 6, ,alors: |

d’une 2 |

b 0=0,+86, (2m)

similitude o el & ikl directs B iork . alose
Brecte si [ est la réciproque d’une simili u’ ¢ directe d’angle , alors :

| §=-¢ (2m) |

Construire esi f(A)=A" et f(B)=B’ et A#B, tout triangle ABM a pour|

I’image M’ image le triangle A’B’M’ directement semblable au triangle ABM I

de M par une |*si f estla similitude de centre {2, de rapport k et d'angle 6, alors M’ |

w
<
-
p—
.
ml
72
D



@ similtudes )

isaEif el W

‘1 Vrai-faux

@ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

11° Une homothétie de rapport —3 est une similitude de
|rapport -3 .
12° Si ABC est un triangle rectangle et isoctle en A, une

\similitude qui transforme A en B e B en C a pour
‘tapport /2 .

§3° Si f est une similitude de rapport 3, sa réciproque f-! a
| pour rapport -3 .

4°Si A, B, C sont trois points distincts du plan, il existe
\une similitude f qui transforme A en C et B en C.

ﬂ 1° Construire un triangle ABC tel que :
AB=2cm ; BC=4cm et CA=3cm.
2° On considere deux points M et N tels que MN=6 cm ,
et une similitude f telle que:
f(A)y=M et f(B)=N.
Construire les images possibles de C par f.

A et B sont deux points du plan; @ et %' sont
deux droites du plan.

| Justifier que les composées suivantes sont des similitudes et

pour chacune d’elles, déterminer le rapport.
a) f=Si,‘-ﬂoSQ-ohA.3 2 1h) g=;‘x{.l__:,ic:R;3

.E;
3

c}hzh“‘._zosw; d}k=f;{'B'ORB th‘_--z .

raf s

@ Le plan est muni du repére orthonormal direct
| (0.7 .
On considére 1'application f qui, 4 tout point M d’affixe z

e
i

distinct de O, associe le point M* d'affixe z'=—— et

|z

| qui transforme O en O.
a) Déterminer les points fixes de f.

I'b) f est-elle une similitude 7

[ ol_.e plan est muni du repére orthonormal direct
. (O 0, V) .

|
| On considére ’application f qui, & tout point M de coor-

| données (x:;vy) associe le point M° de coordonnées
e ¥, I’ =_y + ]

| (x75)7) telles que |

| y=x+1.

| T = *
' Montrer que 1 est une similitude dont on déterminera le rap-
| port.

@ Similitudes directes)

SR EhoinET st ashinmiaTe KOsl b

@Lﬂs propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

{1° Une similitude directe transforme un angle de mesure =
|en un angle de mesure —r .

[2° @ étant un complexe non nul et b un complexe, la trans-
| formation d’expression complexe z'=az+b est une simili-
|tude directe de rapport |al.

|

!3“ Une homothétie de rapport négatif n’est pas une similitude
| directe.
|

4°A et B éant deux points distincts du plan il existe
une similitude directe unique qui transforme A en B el
Ben A.
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Dans les exercices 7 a 9, le plan est muni du repére ortho-
normal direct (O ; U, V) . Déterminer l'expression complexe
z'=az+b de la similitude directe S qui transforme A en
A’ et B en B’ . Dans chaque cas, préciser le rapport de
S, un argument du complexe a et examiner I'existence éven-
tuelle d'un point fixe de S.

; o 172,20 72, =4.0%60 52 2./3 ; 3p=18i.
| ) : .
120 2y= 1405 zp=-1441; 2p=3-2i; zp=1+i.

132 ¢, =3=2i; zp=-3-2i} z5==3iy z5=3 .



f"1°zA=i; Zgo==4=1; gg=1-i; zgp=-1-2i. "'ol“‘z‘,'=2+i; Zyp==2+i; zg=1; Zgp=-3+2i.

-2“3_‘1=3+4i; 2=5-21; 25=21 zgp=1-i. Pai=1; gu=1=22%

W - . P = - - H | 3P - . -Fy e — . -
3z =4 z0=4i; 25=2-1: zp=6+Ti. 3 z4=0; 24-=2i; z5=1; zg=i.

6 Forme réduite d’'une similitude directe)

1 Vrai-fau

v : 3 ; Sheleaemees, s . ST
%i_,-.ﬂ.- SALREE N ML s R R U @ I w=2-31; k -i P T .
3

kS . ; 6
[ ' Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
b Doy : 2 A (3 w=0; k=5; a=m
|17 Toute similitude directe admet un point fixe unique, son
centre. [4° w=—1+i: k=3 ; a=0.

i
12° La réciproque d'une similitude directe n'est pas une simi-
litude directe. Dans les exercices 13 et 14, on donne I’expression complexe

. - d’une transformation f du plan. Déterminer la nature de f
137 81 f est une similitude directe d’angle 5 qui ransforme  ¢r ses éléments caractéristiques.

2
'le point A en un point B distinct de A, alors le centre (2
' de fappantenl au cercle de diamétre EAB} 5 -—-@ 1° Z’= —iZ+ % 20 zr‘ s (l == ])Z Ft =24 .
'4° Un déplacement d'angle nul est une translation. o
37 =-3z+8i. 4°z'=(§-i—2~'-]z

"®1°z’=(]—iﬁ)z+ﬁ-3i . 27 =274 6-9i.

F=(-1-1)z-4-2i . =z+14+2i.

S

S A _®On considére I'application f qui, & tout point M
d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z* définie par :

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct d=ulz4u-1,

v Ry

(0 &7) . ol # est un complexe donné.
Dans les exercices 11 et 12, déterminer dans chaque cas
l'expression complexe de la similitude directe S de centre
0, d'affixe w, de rapport k et d'angle «.

1° Déterminer 1'ensemble des nombres complexes u pour
lesquels f est une translation ; caractériser f pour chacune
des valeurs trouvées.

| 2° Déterminer 'ensemble des nombres complexes u pour

. : T £ ; :
| 0 1° w=1+i; k=3 ; QT 2 |lesquels f est une symétrie centrale ; caractériser f pour
| chacune des valeurs trouvées.

5 3 1 5 "

2° w==2i -’C=§ : a=§ 3° Déterminer 1'ensemble des nombres complexes u pour
|lesquels f est une homothétie de rapport —2 ; caractériser f

[3° w=2: k=.2: a= E ] Ipour chacune des valeurs trouvées,

! | 4° Déterminer I'ecnsemble des nombres complexes u pour

4 w=i; k=2; a=-73 . ' . i m

| 3 ‘tcsque]s [ est une rotation d’angle Fer

|

Stw=3 =1y a=w . | Caractériser f pour chacune des valeurs trouvées.

' |

6 w=2i @ F=3 % a=0. | §° Caractériser [ pour u=1-1i .
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Dans les exercices 16 a 18, on désigne par Sg  , la simi-
litude directe de centre [, de rapport k et d’angle «a.

Déterminer k et «.

' '@ABC est un triangle rectangle et isocéle direct de
sommet A .

t8) 85 ¢ LAY =C ;
O 54.4alC)=B ;

b) Sc 4 o(A)=B ;
d) 8y ol )ik .

"@ABC‘ est un triangle équilatéral direct de centre G .
a) SB,k.a(C)zA = B Sﬂ_k'ﬂ,(C)=G :
) SgialB)=C; d)S;,; (B)=A.

[ @ABCD est un carré direct de centre O .
8 S, ,a(O)=D: b)S,, (0)=B;

©) Sr’..k.n(o)=c ;o od) S.B.k,u:(A)=O .

e el et
S el 4

1}

R

Dans les exercices 19 a 21, on donne les expressions complexes
de deux similitudes directes S, et S, relativement au repére

orthonormal direct (O 4, V) . On demande de déterminer |

les expressions complexes de f=5,08, et g=5§,05,,
puis de déterminer les éléments caractéristiques de §;, §,,
fetg.

j@sﬁ
| s

ks
AR

'=21z+1-2i ;

: '==2iz-2+1 ;

T Z=(1+i3)z .

v =l =iz T+
=

-2z .

@ Cas de deux translations
| ¥, et v, étant deux vecteurs du plan, montrer que :

IFJ Dfi:l -_-3;,-1 Dfi;z:f‘-rfl +.r,2 .
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|" ‘@ Cas d’une translation et d’une rotation

1° On consideére la translation r; de vecteur W d'affixe
1-i et la rotation Rﬂ de centre {2 d’affixe —i et

g

i ™
d’angle 7"

a) Déterminer les expressions complexes de :

5 Rogs F=R g0ly

et g= f;‘! oR
2, 5 1,

2

| b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
&t g

] =)

tp et R sont-elles permutables ?

ﬂ.i
2° On considere la translation r; de vecteur w d’affixe b
et la rotation R, . decentre (2 d’affixe w etd’angle a.

a) Déterminer les expressions complexes de :

tysRoa» [5Rg oty & 8=tzoRg, -

|b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
et g.

|¢) Montrer que ¢; et R, . sont permutables si, et seule-
| ment si :
| w=0

ou . a=0 (2m) ..

Les composées t:0Rq , et Ry ,of; d'une trans-

lation de vecteur W et d'une rotation d’angle

| a#0 (2m) sontdes rotations d'angle «.

 Si w#0 et a0 (2m), f; et Ry, ne sont
pas permutables.

@ * Cas de deux rotations

1° Soit £, et ), les points d’affixes respectives O et 1.
a) Déterminer les expressions complexes de :

F=R " o ' s g
g s
b) Déterminer les éléments caractéristiques de f et g.
R et
2.3 o}

o] T
k1 ki
ﬂ:.i ﬂ11€

sont-clles permutables ?

SR |

]

12° Soit £, et (2, les points précédents.
| a) Déterminer les expressions complexes de :
: R , R

o im ?
ﬂ1.5 ‘”2!?

I et g=R} 31TDR

AT ]

e

U |

| , . ’ "
| b) Déterminer les éléments caractéristiques de f et

|
R m

| 15

oy

1, Sont-elles permutables ?

7

et R
0



3 0, et (), sont deux points d’affixes respectives w, et
@y} @, et a, sont deux réels.

a) Déterminer les expressions complexes de :

Rﬁ’:.u-_. 4
8 =R:‘?3,¢v: GRﬂ],al p

Rﬂl*‘ll o
sz.f}l.u!oRﬂZ,al
b) On suppose que a,+a,=0 (27) .

et

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f
et g.
|¢) On suppose que a; +a,#0 (27) .
Montrer que f et g sont des rotations d’angle o + @, .
d) Pour aller plus loin :
Montrer que Rﬂl-ﬂ; et Ry o, sont permutables si, et
seulement si :

@y =, ou ;=0 (27) ou a,=0 (2m).

Les composées de deux rotations d’angles respectifs
@, et a, sont:

= des translations, si a; +a,=0 (2m) .

* des rotations d’angle o + @, .81 a; +a, 20 (2m).

% Dans le plan orienté, on consideére un triangle
ABC , tel que :
AB=AC et (E,E)=g 2m) .

€

A K B

Soit 7, J et K les milieux respectifs de [BC] , [CA] et

[AB] .

On appelle R la rotation de centre / et d'angle st da

2]

. 1 ==
translation de vecteur 3 BC et on pose:

f=Rot e g=tfoR.

1° a) Déterminer 'image de K par f et I'image de J |
par g. .
b) Préciser la nature et les €éléments caractéristiques de f
gt g.

|2° a) Déterminer la nature de go f ! .

'b) Chercher I'image de A par gof- I et caractériser, alors, |
| cette application.

éc} Soit M un point du plan, M, I'image de M par f et M,
I'image de M par g.

Quelle est la nature du quadrilatére ACM,M, ?

| {(D’aprés BAC)

@ % Cas d’une homothétie et d’une translation

On considére la translation 7 de vecteur w d’affixe b et
'homothétie h, , decentre {2 d’affixe w et de rapport &
réel non nul.

Onpose f=hg ol et g=tzohg ;.

o f

1° Déterminer les expressions complexes de f;; ,
et g.

hoy

2° Montrer que pour k# 1 , f et g sont des homothéties de
rapport k.

3° Montrer que, hg, et f; sont permutables si, et seule-
ment si :
k=1

ou b=0.

4° On suppose k#1 et b#0 .On appelle {2, le centre de
fet £, lecentre de g.

Déterminer les affixes w, de {2, .et w, de (2,.

Montrer que :

g

20, =

—

2F 24, =

- i
E—k” et l-—k“'

r ‘@ #% Cas de deux homothéties

12, et £, sont deux points d’affixes w; et w,,et k; et k,
sont deux réels non nuls.

Onpose f=hgy ( ohg 4 -

” . ’
1° Déterminer les expressions complexes de h .,k h Dk,

et 1.

| 2° On suppose que kk,=1 .

| Montrer que f est une translation dont le vecteur est coli-

néaire & {2, £, .

3° On suppose que Kk k,#1 .

a) Montrer que f est une homothétie de rapport kk, dont
le centre {2 est aligné avec {2, et 2, .

Si & est un réel non nul et différent de 1, les compo-
sées I;ohg . et hg oty sont des homothéties de
rapport k.

Si k, etk, sont deux réels non nuls, alors :

*hg ik ohg, i, estune translation, si kk,=1 ;

;ih 'E: ;:;' ; J; {22. k, estune homothétie de rapport &k, ,
b) Pour aller plus loin

Montrer que h 0.1, o h 0,.k, Sont permutables si, et seu-
lement si
2,=0,
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@ Etude de similitudes quelconques)

1: vmmﬂ b & uiidiomod siur! ra & S

r Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7,
|

1° La réciprogue d'une similitude indirecte est une similitude
| directe.

2° Une similitude ayant trois points fixes distincts deux a
deux est Id .

3° Une similitude, autre que Idg , ne peut avoir quatre points
fixes.

4° Une similitude ne peut pas transformer un triangle ayant
un angle de 30° en un triangle ayant un angle de 60°,

5° ABC est un triangle rectangle en A et H est le pied de
la hauteur issue de A .

a) I1 existe une similitude indirecte B
qui transforme A en H, B en A

H
et O en B,
b) Il existe une similitude indirecte i

qui transforme A en H, B en A A o
et Cen C.

2 Similltude indirecte
Aet Ben A’ et B’

Unicité de la similitude indirecte S qui transforme
Aen A" et Ben B’ avec A#B et A’#B’

Le plan est muni du repére orthonormal direct (O ;#, V) .

A, B, A" et B’ sontquatre points du plan, d'affixes res-
pectives z,, Zg, 24 et Zp ,telsque A#B et A'#£B" .
Soit § la similitude indirecte d’expression complexe

7z =az+b ,avec a complexe non nul et b complexe.

1° Déterminer a et b tels que:
S(A)=A" et

2° En déduire I'unicité de .

S(B)=B’ .

3° Déterminer 1'expression complexe de § dans les cas
suivants :

8) z,=i1 24=2-31: zz=1; zp=2-i.
b)z =i z40=1-3i; zzg=1-1; zp=3-4i .
c)z,=2; EA,=—3+i; za,:]_i; ZB'=—3-3i.

Dans chaque cas, calculer le rapport de §.
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|1 Soit % une droite passant par
{I’origine O du repére et de vecteur
|directeur W . On désigne par a

{b) S est une similitude indirecte

% Dans le plan, on considére les points A, B, A" et
B’ d’affixes respectives :
24i, 1, =241 et =3+2i.

a) Soit [ une similitude indirecte d’expression complexe
z'=aZ+b ,o0 a estuncomplexenonnulet b uncomplexe.
Déterminer a et b pour que :

fa)=4" et

Quel est le rapport de f7?

f(B)=B’

b) Déterminer "ensemble des points fixes de f.

¢) Montrer que fo f est une translation dont on détermi-
nera le vecteur w .

d) Soit M un point d’affixe z et M’ d’affixe 2
image par f.

Montrer que le milieu [ de [MM '] appartient i la droite A
d’équation y=1 .

son

e) Déterminer I'expression complexe de la symétrie axiale
d'axe 4.

f) Vérifier que f=1# oS =S40t _

* % Le plan est muni du repére orthonormal direct
(O;&7) .

une mesure de (#, w) .

a) Montrer que le point 7 d’affixe
¢! appartient 3 % . v

de rapport 1, donc son expression
complexe est de la forme :
Z’=az+b,

avec a complexe de module 1 et b complexe.

En exprimant que O et [ sont des points fixes de S, . mon-
trer que a=e¢*® et b=0 .

L’expression complexe de la symétrie axiale S
d’axe & passant par O et de vecteur directeur W tel
que « soit une mesure de (i, W) est:

'=eliez



¢) Réciproguement, soit a un complexe de module 1 et
d’argument B et f la similitude d’expression complexe
z'=az . Montrer que f est la symétric axiale d’axe 9
passant par O et de vecteur directeur W tel qu'une mesure

de (#, W) est % B

Si a est un complexe de module 1, la similitude

d’expression complexe z’=az est la symétrie axiale _
d’axe 9 passant par O et de vecteur directeur W tel

que % arg a soit une mesure de (u, w) .

12° Soit @ une droite passant par le point A(z,) et de vec-

|teur directeur W tel que a soit une mesure de (#, W) .
'a) Montrer que le point I d’affixe 7]
z4+el® appartienta 9. W K

'b) L'expression complexe de Sy
lest de la forme z' =az+ b , avec
a complexe de module 1 et b
'ccmplexe.

A A(ZA}

-
Vv

\En exprimant que A et  sontdes |
points fixes de S , montrer que :
| ﬂ=f:2m et b=2§|4“32ia2|4_ 3

L’expression complexe de la symétrie axiale d’axe

passant par A et de vecteur directeur W tel que «

soit une mesure de (@, W) est de la forme :
=tz b .

Pour trouver le complexe » on exprime que A estun

point fixe de S, -

|¢) Montrer que I'expression complexe de la symétrie axiale
d'axe & d'équation y=x+1 est z'=iZ-1+1i .

d) Soit f la transformation du plan d’expression complexe
' =iF+ 2§ .

Chercher I’ensemble des points fixes de f.

En déduire que, tout en ayant une expression complexe du
type z
une symétrie axiale.

’

=c3iaE+b , avec a:%r et b=2i !f n'est pas

Montrer que f est la composée r:0S5, , o V estle vec-
teur d’affixe 1+i et §, lasymétrie axiale du c).

Cette composée est-elle permutable ?

@ Application de I’Exercice 31

1° & estune droite passant par O et de vecteur directeur w .

Déterminer l'expression complexe de §. dans les cas
suivants

@) (@W)=F @m;: b @GWH=-F @m;

@2w); dEW)== (2m).

o () =4 z

2° Déterminer 'axe % des symétries axiales d’expressions
| complexes :

v hid)e mes(dek)
[e) ' =—=17 ; d}z’z(?-i»%i)Z

| 3° Déterminer les expressions complexes des symétries axia-
les d’axes & dans les cas suivants :

ia)@ a pour équation y=-x+1 .
'b) @ a pour équation x—y/3+2=0 .

Le plan est
(0;4,7) .

rapporté au repére orthonormal direct

@ % Soit f la similitude indirecte d’expression complexe :
Z=(1+i3)Z+B-i(2+.3) .
1°On pose z=x+1y ,avec x et y réels.

Montrer que f posséde un point invariant unique {2 dont on
calculera 1"affixe .

|
|
i
|
|
|
529 Quel est le rapport k de f?

Déterminer I'expression complexe de I"homothétie hy , de
|centre {2 et de rapport k (rapport de f).

3° a) Déterminer un argument 8 de 1+ 1af3 .

I B
'b) Soit I le point tel que €27 ait pour affixe e? .
On désigne par A la droite ({21) .
| Déterminer I'expression complexe de S, (on posera

Z’=az+b ecton écriraque f2et [ sont fixes pour §,).

4° Vérifier que :

f=S;1.Ghﬂ_k=hﬂ__koS£ .

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct

(O u,v) .

B @ On considére les droites A et A” d’équations
respectives y=x et y=x+1.

a) Déterminer les expressions complexes des symétries axia-
les S5 et Sy .

b) Déterminer I'expression complexe de 5,08, .

Montrer que $, 08, est une translation de vecteur w dont
on déterminera 1"affixe.

—

Vérifier que W est un vecteur normal 2 A et A’
t,  transforme 4 en 4°.

'“".

et que

[ 57)

Chapitre 15 » SIMILITUDES PLANES



On considére les applications f et g du plan dans lui-
méme d’expressions complexes respectives :

r

tal

gi=—z el iz =i

a) Montrer que f et g sont des symétries axiales dont on
déterminera les axes respectifs 4 et A" .

| b) Déterminer I’expression complexe de go f . Montrer que
gof estune rotation de centre O, point commun de A et
A’ et d’angle B, dont on déterminera une mesure.

|¢) Vérifier que la rotation de centre O et d'angle ,lj B
transforme A en A’ .
@ Propriétés géomeétriques des similitudes)
Ly vy L.T, @ABCD est un carré direct de ", R

T Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1° Une similitude transforme un triangle équilatéral en un
triangle isocéle.
2° Une similitude qui transforme A en B et B en A admet

le milien de [AB] comme point fixe.

3° Soit ABC un triangle, A’ le milieu de [BC], B’ le
milien de [AC] et C’ le milieu de [AB] . ABC et
A’B'C" sont directement semblables et ont le méme centre
de gravité G .

(] TS

2 Construction d’imag

E sl ls

@ Soit ABC un triangle rectangle isoctle en B.
Une similitude f transforme A en B et B en C.

a) Quel est son rapport ?
b) Construire les images possibles de € par f.

Soit ABC un triangle isoctle en A tel que
BAC =30° . Une similitude f transforme A en Bet
Cen A.

a) Montrer que f est une isométrie,
b) Construire les images possibles B,” , B,” de B par f.
¢) Quelle est la nature du triangle BB,’B," ?

' @ Soit ABC un triangle rectangle isocéle en A .

Une similitude f transforme A en B et B en C.

a) Quel est son rapport ?

b) Construire les images possibles C," et C," de C par f.
| Quel est le milieu de [C,"C,"] ?
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| cOté 1 et de centre [.

Une similitude directe f transforme B
en C et a pour point fixe A.

| a) Quel est son rapport ?
| b) Déterminer 1'image de I par f. A B
¢) Construire les images de C etde D par f.

| d) Déterminer I'expression complexe de [ relativement au
|repére (A ; AB,AD) .

Dans les exercices 41 a 43, on note Sg ;. , la similitude
directe de centre {2, de rapport k et d’angle a. Construire
les images de la figure F par les similitudes données.

i ?}’ est un triangle isocele c

rectangle direct ABC de

sommet A .
a) s 2 .
) A, -.g ) B, gl_'
c) s 1 B S
&, I,—E Sl A B

r @ F est un triangle équilatéral
direct ABC de centre de gra-

-

vité G. N
a) s b) § :
) B‘z.-g ) G.l.—:{‘g ,JFG
OF 2 oz B £ @
(£ E - ? G, i ™
: @ F est un carré direct ABCD D C
de centre O. R
| . F
. ) \\ :,-."
Wit B e %
):5 Py d) s Sy
| 1 ™ | T i §
A, E _-I 0 :'_2' i —'i ‘4 B



e | 3° Pour aller plus loin
AR A it Alis |a) La droite (AQ) coupe (IJ) en O .
Montrer que le centre {2 de la similitude § du 17 est e
r @ % Dans le plan complexe rapporté au repere ipoim commun, autre que O , des cercles € et €’ de dia-
orthonormal direct (O ;i,7¥) , d'unité graphique | metres respectifs [[A] et [OJ] .
| 5 cm, on donne les points A, B et C d’affixes respectives : ' b) Les notations étant celles du 2° déterminer I’expression
i, W2 et W2wi. | complexe de la similitude directe § et, en fonction de b,

ol : T 2
'On appelle I, J et K les milieux respectifs des segments || affixe du centre £.

[0OB], [AC] et [BC] et s la similitude directe qui _ :
transforme A en I et O en B . Faire une figure. ; @ % Le plan est muni du repére orthonormal direct
: (O ;4. V) . Soit quatre points A, B, C et D
| 1° a) Déterminer le rapport et I'angle de s . d’affixes respectives @, b, ¢ et d. On considére un
b) Donner I'expression complexe de s . | complexe @ non nul de module r et d’argument 0.
Il:) En déduire Iaffixe @ du centre {2 de s.Représenter {2. | La similitude directe S, . , transforme B en Q.
d) Quelle est I'image par s du rectangle AOBC? La similitude directe Sy , , transforme C en M.

2° On considere la transformation s>=sos . La similitude directe S, transforme D en N.

a) Quelles sont les images des points O, B et A par 527 |La similitude directe Sp, , , transforme A en P.

'b) Montrer que 52 est une homothétie dont on précisera le | SOit @. m. n et p les affixes des points Q. M, Net P.

centre et le rapport. 1° Déterminer ¢ en fonctionde a. a et b.

¢) En déduire que les droites (OC) , (BJ) et (AK) sont |De méme, calculer m en fonction de a, b et ¢: n en

concourantes. fonction de a, ¢ et d;et p en fonctionde a, a et d.
(D’aprés BAC)

' 2° Montrer que MNPQ est un parallélogramme si, et seule-

ment si, a=% ou ABCD est un parallélogramme.

3° On suppose que ABCD est un parallélogramme et que :
1 +i

r @ Soit ABC un triangle direct. =2
Sur les cotés [AB] et [AC] dutriangle ABC , on construit | Montrer que MNPQ estun carr€ et faire une figure dans ce cas.
les triangles rectangles isoctles ABI et ACJ tels que :

| %% Le plan est muni d'un repére orthonormal direct

| (Hiﬂ'):-g (2m) et (R’.H):% (2m) (0:7.9) .
!On désigne par O le milieu de [BC] etpar K le symétri- | On considére 1’application f du plan dans lui-méme qui, a
que de B par rapport au point A . tout point M d'affixe z, associe le point M " d’affixe :
|Le Put du probléme est de montrer que 1 . 2A0 etqueles o 1 % 1-3i

droites (OA) et (IJ) sont perpendiculaires. 2 2
: 1° Premiere méthode 1° Montrer que f est une similitude directe dont on précisera

|a) Quelles sont les images respectives de O et A par le centre 2, le rapport k et l'angle €.

il’homothétie h de centre B et de rapport 2 ? 2° Soit M, le point d’affixe 1+ 4./3+3i.
' b) Déterminer la rotation R de centre A qui transforme C | Pour tout entier naturel n, le point M, , est défini par:
len J et K en [I. . M, =f(M,) .

' ©) En déduire la similitude directe S qui transforme O en J ' a) En utilisant la question 1°, calculer M, en fonction de 7.
et A en /. Déterminer son rapport et son angle. | b) Placer le point M, et construire M,, M,, M, et M,.

éd) Conthoe | ) A partir de quel rang n; a-t-on la proposition :

'2° Seconde méthode | «Pour tout n=n, . M, appartient au disque de centre 0
On munit le plan du repére orthonormal (A : €, ¢,) . I et de rayon r=0,05 .»

On désigne par b et ¢ les affixes des points B et C. ' 3° a) Calculer M, M,

?a} Calculer les affixes de O, 7 et J. 2 ¥ b) Pour tout entier naturel n, on note d, =M M, .

' b) Quelle relation lie les affixes des vecteurs AO et IJ ? | Montrer que (d,) est une suite géométrique dont on pré-
| ¢) Conclure, | cisera le premier terme et la raison.
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|¢©)Onnote €, =dy+d;+...+d, .

|Calculer ¢, en fonction de n; en déduire la limite de la
suite (£,) en +eo .

4° Pour tout entier naturel n non nul, on note G, I'isobary-
centre des points M, M, , M,, ..., M .

n

{Montrer que, pour tout n>0 ,ona G, = % %
n

{En déduire la position limite du point G, lorsque n tend
|vers 4 oo .
(D'aprés BAC)

"Soil ABCD un carré direct de centre O et M un
point de la droite (CD) .

{La perpendiculaire en A & la droite (AM) coupe (BC)
jen N.

|On désigne par [ le milieu de [MN] .

|17 Soit R la rotation de centre A et d’angle —1—2T .

;Détcrmincr I'image par R de la droite (CD) .

{En déduire I'image de M par R et la nature du triangle
|AMN .

2° Déterminer la similitude directe f, de centre A , qui trans-
forme M en I.

{Quel est I'ensemble décrit par le point I lorsque M décrit
la droite (CD) ?

"@ J Soit O un point du plan et ¢ une longueur non nulle.
A tout point M du plan, distinct de O , on associe son image
{M’ par la similitude directe de centre O, de rapport 2 et

™
|d’angle = .
d'angle >

'1° On suppose MM’ ={ .

Calculer OM en fonction de €.

'En déduire que M appartient 4 un cercle % de centre O
‘dont on précisera le rayon,

2° Soit M un point de €. Montrer que MM = ¢ .

3° Des deux questions précédentes, déduire le lieu géométri-
que des points M tels que MM’'=¢ .

@ % % Dans le plan orienté, on considére un triangle rectan-
gle isoctle AHH" tel que (HH', HA) = g (27) .

|Soit @ la droite (HH”) , M un point quelconque de 9 et
M’ le point tel que le triangle AMM " soit rectangle iso-
\céle et vérifie (MM, M)=%’ Q2m) .
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1° Faire une figure. Préciser la similitude directe S de centre
A qui transforme M en M” .

2° Montrer que ’ensemble (E) des points M , quand M
décrit & , est la droite perpendiculaireen H” a4 (AH') .

3° Soit J le milicu de [MM '] et J, le milieude [HH'] .
AJ

:a)Calculcr M

b) Montrer que les triangles AHJ,; et AMJ sont directement

| semblables.

| 6, désignant une mesure de {m, AJ) . calculer cos 6, et

sin 6 .

¢) Déterminer I'ensemble F des points J lorsque M

déerit @ .

Représenter F sur la figure.

* Soit O un point du plan et a un réel distinct de
ko, kel

A tout point M du plan distinct de O, on associe son image
M’ parlarotation R, , .

|On désigne par H le milieu de [MM'] .
|Soit 9 une droite du plan et A la perpendiculaire 3 & pas-
sant par O .

1° On suppose que (MM’)
(OH, OM) en fonction de « .

En déduire que M appartient 4 la droite A" image de A

est parallele & & ; exprimer

par la rotation R
0,

2° Réciproquement, soit M un point de A’ , distinct de O .
Montrer que (MM’) est parallele &3 @,

[3° Des deux questions précédentes, déduire 'ensemble des
|points M du plan tels que (MM ') soit paralléle & & .

@ Soit A un pointet ¥ et A deux droites du plan ne
passant pas par A .

On veut construire un point M de % etun point N de 4,

tels que AMN soit rectangle isoceéle direct de sommet M .

17 On suppose qu'un tel triangle
AMN existe.

| Déterminer la similitude directe §
|de centre A qui transforme le
:point M de 9 en N.

|Montrer que N appartient &
ITimage %" de @ par §.




| 2° En déduire la construction de N puis celle de M,
3° Discuter.

| @ Reprendre les questions de

I’Exercice 52 avec le triangle
| AMN rectangle isocéle direct de som-
|met N.

| @ Soit ABC un triangle.
On veut construire un carré MNPQ tel que M et N appar-
tiennenta [BC], P &4 [AC] et Q & [AB] .

B : ' ¢
M N
Si MNPQ existe, quelle est son image par 1'homothétie de
centre A qui transforme Q en B?

En déduire la construction du carré MNPQ .

[ @ Soit ABC un triangle et / un point du segment
i [AB] .

| Construire un point J sur la droite (BC) et un point K sur
la droite (AC) tel que le triangle IJK soit équilatéral.

6 Problémes)

i @ * 1° Soit @ un complexe non nul et b un complexe.
{ Montrer que I'équation z=aZz+b posséde une solution
unique @ dans € si, et seulement si, |a|=#1 .

|On pourra poser a=a+ia’ ; b=B+ip" et z=x+iy,

avec a, a', B, B', x, y réels.

{27 Soit § la similitude indirecte d’expression complexe
Z'=ai+b

|avec a complexe non nul et b complexe.

' Déduire du 1° que S a un point fixe unique 2 si. et seule-

' ment si, son rapport est différent de 1.

On suppose dans la suite, cette condition réalisée et on dési-
gne par w ["affixe de 2.

3° Déterminer I"homothétie

hﬂ‘lal .

I"expression complexe de
{4° Soit +y un argument de a. i

. . 2 . '3 P
| On considere le point / d’affixe w+e 2 et on désigne par
A la droite (£21) .
Montrer que I'expression complexe de la symétrie axiale S,
daxe 4 est '=e'VZ+w-c? W .

§° Vérifier que S:k\ﬂ-hﬂ DS;‘:SJ-'_))‘IHJ

al *

Toute similitude indirecte 5 de rapport &k différent
de 1 posséde un point fixe unique {2 et est la
composée permutable de I'homothétie de centre (2 et
de rapport k et d’une symétrie axiale d’axe A
passant par {2,

£ estlecentrede S et 4 estl'axede .

' @ #* A. Construction d’un triangle équilatéral
On considére la figure suivante, ol A et % sont deux droi-
tes paralleles et A un point situé entre les deux droites et
n'appartenant a aucune d’elles.

| e ———
| Ax

2]

On se propose de construire un triangle équilatéral ABC tel

que B appartienne 3 & et C 4 4.

Dans toute la suite, on note R la rotation de centre A et
11'

d’angle 3

11° Soit @’ I'image de % par R.

| Montrer que &

12° Soit B=R"'(C) .
Montrer que ABC répond au probléme posé.

coupe A en un point C.

3° Construire 9’ et placer B et C.

B. Calcul de ’aire de ce triangle équilatéral
Soit O le projeté orthogonal de A sur &,

[Le plan est rapporté au repeére orthonormal direct
| (0 #,V) , o0 H estun vecteur directeur de &% et v est
| choisi de sorte que le point A ait pour affixe ax1i , avec
| a réel positif,

| On note a la distance du point A a la droite A.

| Soit B un point de & d’affixe z, (2, est done réel).

On appelle z- I'affixe du point C image de B par R.
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(zg+a3) +% (a+25/3) .

1
1° Montrer que z,.= 3

2° En déduire que C appartient 2 A si, et seulement si :

B=i (a+2a) .

3

[Dans la suite on prendra cette valeur pour zg.

&

|3° Exprimer AB? en fonction de a et «.
'En déduire que |'aire du triangle équilatéral ABC est :
J3

| o 3

(@ +aa+a?) .

(D'aprés BAC)

* Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct
d’origine 0.
Soit A le point d’affixe 1 et B le point d’affixe i.

|1 est le centre du carré OACB, J le milieude [A]] . K le
milieu de [CI] et L le milieu de [AC] .

| B s C
| . K
i s
| 2

5) ' T A

|1° Montrer que IJLK est un carré,

2° Quel est 'angle et le rapport de la similitude directe S
|qui transforme O en/ et B en K?

Calculer I'affixe du centre 2 de §.

Quelle est I'image du carré OBCA par §7

3° Montrer qu'il existe une unique similitude indirecte §'
|qui transforme O en [ et B en J.

| Déterminer le rapport de §7 .

[Montrer que S’ posséde un unique point invariant ('
{dont on calculera I'affixe.

[Quelle est I'image du carré OBCA par §” ?

\4° Montrer que S'=S;,08 , ob 8, est la symétrie
|axiale d’axe (IL) .

|5° Vérifier que C, 2 et ' sont alignés.

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal
direct (O ; @, V) ; 'unité est le centimétre.
Soit ABC un triangle direct dont O est le centre du cercle
|circonscrit, M le milieu de [BC) , N celuide [CA] et P
|celui de [AB] . Les affixes respectives des points M, N et
|P sontnotées m, n et p.
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1° Dans cette question m=—1-31 et n=2 .
| Construire les triangles MNP et ABC.

12° On considere la transformation f du plan d’expression
.
e 4
4
{complexe z'=—

J2

{Quelle est la nature de f et ses éléments caractéristiques ?

(~z+m+n+p) .

53“ a. b et ¢ désignent les affixes respectivesde A, Bet C.
|a) Montrer que MN = PA . En déduire que a=n+p-m.
| b) Exprimer de maniére analogue & et ¢ en fonction de m,
|

(n et p.

{4°On pose f(A)=A", f(B)=B' et f(C)=C".

|a) Montrer que les affixes respectives a”, b’ et ¢ de
| AliyB ot €7 -wérifient::
a'=(1+i)m, b=(1+1)n e '=(1+1)p.

'b) En déduire que MA’' et OM sont orthogonaux et que
A" appartient 2 la droite (BC) .

' ¢) Montrer de méme que B’ appartienta (AC) etque C’
appartient 2 (AB) .

5° Montrer que MNP et A'B’C’ sont directement sembla-
bles et déterminer la similitude directe qui transforme MNP
en A'BICT.

6° Compléteravec A’ , B’ et C’ lafigure réalisée en 1°,
| (D'aprés BAC)

i @ * Sur la figure ci-dessous, ABCD est un rectangle de
. sens direct, AEFB et ADGH sont des carrés de sens
| direct.

|1° Le but de cette premidre ques- C B )
tion est de démontrer que les droi-

tes (AC) , (EG) et (FH) sont
| concourantes. Dj A E

Pour cela on note 7 le point
d'intersection des droites (EG) et
(FH) et on introduit I"homothé-
tie /i, de centre / qui transforme
G en E et 'homothétie h, de centre [ qui transforme F
{en H.

a) Déterminer 'image de la droite (CG) par ’homothétie
h, puis par la composée h,oh, .
b) Déterminer I'image de la droite (CF) par h;oh, .

G H

| €) Justifier I'égalité h,oh;=h, oh, .
En déduire que la droite (AC) passe aussi par /.
2% On se propose ici de démontrer que la médiane issue du

|sommet A du triangle AEH est une hauteur du triangle
ABD . On note O le milieu de [EH] .

'a) Exprimer A0 en fonction de AE et AH .
'b) Exprimer BD en fonction de AB et AD .
'¢) Calculer le produit scalaire A0 .BD et conclure.



3° Dans cette question, on étudie la similitude directe S qui |a) Montrer que AM"”=BM .

transforme A en B et D en A. b) Montrer que M appartient & I" si, et seulement si :
Onpose AB=1 et AD=k (k>0) . CM=2BM .

a) Déterminer I'angle et le rapport de §. ¢) Montrer que CM =2BM si, et seulement si :

b) Déterminer I'image de la droite (BD) , puis I'image de la (CM - 2BM) . (CM + 2BM) =0 .

droite (AQ) par §. d) En déduire la nature de I', puis construire I.

¢) En déduire que le point d’intersection (2 des droites
(BD) et (AO) estlecentrede S.
(Diqurés BAC) @ % *Le parcours de I’indécis

L. On considére un triangle ABC .

"@ Dans la figure ci-contre 5] E € On désigne par h, ., hy et h, les homothéties de centres
AFED est un carré . 1
direct de c6té 1 et ABCD est : respectifs A, B et C et de rapport 5
un rectangle. =
1° Montrer que h,ohy est une homothétie dont le centre
On pose £=AB (£>1). _ il |
Soit f la similitude directe qui A F B |A véifie CA’=3CB.

transforme 4 en B et B en C. Quel est le rapport de cette homothétie ?

o £, = ]
1° a) Déterminer I'angle et le rapport de f. 2° Déterminer de méme les centres respectifs B’ et C’ des

b) Montrer que f transforme C en E si, et seulement si: homothéties hyohy et hgoh, .
= % (nombre d’or), 3° On pose :

=hpohgoh, , g=hyohpoby et h=hgoh,oh, .
Dans ces conditions, montrer que f transforme D en F. f=hgohgohy, 8=Ryohco ":’l A
a) Montrer que f est une homothétie dont le centre K appar-

| 42 o » ’
Dans la suite on suppose que €= : +2,./5' . tienta (AA") et (CC).
Quel est le rapport de 7
2° Soit {2 le centre de f. b) Déterminer de méme les centres respectifs L et M des
a) Montrer que fo f est une homothétie de centre (2. ‘homothéties g et hi.
b) Déterminer fo f(A) et fof(B) . I1. Application
En déduire le centre () de f. \Isidore a trois amies Annie, Bernadetie et Camille disposées

|comme sur la figure ci-dessous.

@ S ABD el bt dE ] o bl | Isidore se dirige vers Annie ; & mi-chemin, il change d’avis et
ey W “ang PR SRR BIER (COERE £  se dirige vers Bernadette ; & mi-chemin il change de nouveau
que (AB,AO)=z (2m) . |d’avis et se dirige vers Camille: 4 mi-chemin il change

O note. 1 1o miBeu o0 1AH 4 |encore d’avis et se dirige vers Annie et ainsi de suite.

celui de [OB] et A la médiatrice
de [AB] .

Seit & la similitude directe de
centre O transformant le point A
en i

A (Annie)

™

|M désigne un point quelconque du

planet M’ son image par &. 4 Tyk 2

1° a) Déterminer 1'angle et le rap- 5 - Sathen
portde 7.

b) Construire le point C du plan tel que F(C)=A . | C (Camille) (Bernadette) B

On justiliers soignenscment cette sapairaction. .0'{1 désigne par I, la position initiale d'Isidore, /, sa posi-

¢) Exprimer AM’ en fonction de CM . | tion lorsqu’il change pour la premiére fois d’avis, I, sa posi-
12°Onnote M” I'image du point M par la réflexion d’axe gtio.n lorsqu’il change pour la deuxiéme fois d’avis et ainsi de
| A . On se propose de déterminer 'ensemble I" des points M ésunc.

du plan tels que A soit équidistantde M et M" . | 1° Montrer que Iy=fly) . Iy=g(l) et Is=h(l;) .

Chapitre 15 « SIMILITUDES PLANES



| 2° Soit n un entier naturel,

Onpose fW=Idy, f(U=f et pour n=2:
f=fofbo..6f.
e

[ n fois [

I.’.‘rl:f{n}(‘(u)
I.‘n+ I =3{H1UI)
I3y =R -

et 1 —
K!_h,:(g) KI,

|
| Montrer que

3° En déduire que { LI, ., ={:—J LT,

i AP s
_MI:‘!J'I-FZ:[EJ MI, .
Quelles sont les positions limites des points I, . I3,

I;,, lorsque n tend vers +eoo ?

@ La plan est rapporté au repére orthonormal direct
(O ;,V) . On appelle I' I'ensemble des points M
| du plan dont les coordonnées (x;y) vérifient:

| xz—‘\-‘z—gxy+¥=0.

1° On considere la transformation f de @ en P qui i tout

%puim M d’affixe z associe le poini M’ d’affixe z” telle

%quc z'=(§ +% i)z :

| a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.

[b)On pose z=x+iy et z'=x"+iy" avec x, y, x’ et
v' rtéels. Calculer x et vy en fonction de x" et y' .

{2°On désigne par J 1ensemble des points M de P
d’affixe z vérifiant Im(z%)=2 . Définir J et le tracer.

3° Démontrer que M(x:y) appartient & H si, et seule-
ment si, M'(x";y") appartienta I".

En déduire que I' est I'image de # par f et tracer I sur
la figure précédente.

@ Dans le plan, on considére un triangle ABC .
A tout point M du segment [AC] . on associe :

|*le point P intersection de [BC] avec la paralltlea (AB)
passant par M ;

|*le point Q tel que MBCQ soit un parallélogramme ;
:-Ie point N, intersection de (AB) et (MQ) ;

| *le milieu I de [MQ] ;

[*le milieu J de [NP] .

' On désigne par O le milieu de [BC] et par D celu de
|[AB] .

1° Réaliser la figure i I'aide du logiciel GEOPLANW,
(Un conseil : faire apparaitre en rouge les éléments fixes,

Chapitre 15 » SIMILITUDES PLANES

| c'est-3-dire indépendants de la position de M sur [AB] , et
| dans d’autres couleurs les éléments qui dépendent de la posi-
|tionde M .)

- - OBJETS
point libre

point libre

point libre

polygone ABC

point libre sur le segment [RC]

droite paralléle & (AB) passant par M
point d'intersection des droites d et (BC)

- CONSTRUITS
Rk
B
¢
t
M
d
P
0 image de C par la translation de vecteur ﬁ
P
H
I
J
o
1]
&

polygone MBCO

point d'intersection dea droites (AB) =t (MQ)
[MQ]

[WE]

[BC]

[AB]

du triangle CMQ

milieu
milieu
milieu
miliew
centre

du segment
du segment
du segment
du segment
de gravité

| 2° Lorsque M décrit le segment [AC] , déterminer :

'a) le lieu géométrique du point [

b) le lieu géométrique du centre de gravité G du triangle
[CMQ ;

!c) le lieu géométrique du point J.

' On pourra conjecturer les résultats en faisant apparaitre ces
| lieux sur la figure GEOPLANW : pour cela, aller dans le menu
\Afficher/Sélection/trace , sélectionner les points /. G et J,

| puis cliquer sur le bouton T du menu et faire bouger le
|point M 3 I'aide de la souris.

# Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal
(O ; i, V) (unité graphigue: 2 cm),
On désigne par m un nombre réel. On considére la transfor-
mation 7, du plan dans lui-méme qui, & tout point M
d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z" définie par:
Z=(m+i)z+m—-1-i.

Partie A
1° Peut-on choisir m de telle sorte que T, soit une
translation ?

2° Déterminer le réel m de telle sorte que T soit une rotation.

m
| Préciser alors le centre et I'angle de cette rotation.
| Partie B

Dans la suite de I'exercice, on pose m=1 .
|
1% @) Calculer I'affixe du point £ invariant par T, .

b) Montrer que T, est une similitude directe dont on pré-
cisera les éléments caractéristiques.

¢) Montrer que, si M est distinct de (2, alors OQMM’ est
rectangle isocéle en M .

2° On définit dans le plan une suite (M,) de points en
posant My=0 . M, =T(M,) . ....et, pour tout entier natu-
rel n nonnul, M, =T(M,_,).

M,, My et M, .
b) Pour tout entier n, on pose d, =M, .

|a) Placer les points M, ,

iDémontrcr que la suite (d,) est géométrique.
| Converge-t-elle ?



CHAPIT

Sections
planes e
de surfaces

Sectionpardesplans
paralléles aux plans e ot
de coordonnées ~ p.440

» reconnaitre les intersections
d’un plan avec un cylindre,
avec un cone

" Surfaces d’équation
az=fx;y) il
~ Lignes de niveau pA4D

* déterminer les lignes de niveau
d'une surface

Quelques surfaces
particuliesres  p.441

« identifier des surfaces de base




L&

Ivites

~act

T
=

MENECHME  (mathématicien grec, |
375-325 avant J.-C.) est I'auteur

de travaux sur les coniques

(courbes de MENECHME) qu’il |

définit comme ['intersection
d’un cone et d’un plan coupant
I’axe du cone.

B G.A. Rosst/Altitude

Les trajectoires des planétes, des |
satellites, artificiels ou non, et de |

la majorité des comeétes connues,

dites périodiques, sont des
ellipses.

Le mot ellipse est, depuis
| KEPLER, un substantif pour

désigner ladite courbe.

Le plan est rapporté au repere orthonormal (O ; ij).
On considére deux réels strictement positifs a et b et I'ensemble & des points M du plan dont les

¥ 5
X > =
-—:+B-§—l 4

coordonnées (x; y) vérifient

| Le Colisée de Rome, célebre
amphithéatre construit par les
empereurs VESPASIEN et TiTus,
est une ellipse de grand axe
| 187 m et de petit axe 155 m.

1 Démontrer que les axes de coordonnées sont des axes de symétric de €.

2 On considére la fonction numérique f définie sur [0 :a] par f(x) =§ Ja*—x? et on appelle “€f

sa courbe représentative dans le repére (O ; ?, f) .

a) Etudier les variations de f.

b) Vérifier que, pour x élémentde [0:a[ ,ona:

@=bﬂfa +x
a-x gJa-x .

En déduire que %’J,- admet une tangente parallele a ’axe des ordonnées au point A(a ; 0) .

¢) Construire la courbe “é’f dans le repére (O : 1, 1) .

3 Démontrer que € est une partic de la courbe €.

4 Indiquer comment construire & 2 partir de € et construire €.

a et b sont deux réels strictement positifs.

e :
La courbe & d’équation 5— - %i =1 est une ellipse qui admet les axes du repére comme axes

a2

de symétrie. ;
Les points de coordonnées (a:0), (-a;0),
Pellipse.

(0;b5) et (0;-b) sont les sommets de



@ Intersection d’un céne avec un plan paralléle au plan ( yO@

L’espace est rapporté au repere (O : i1k .
o

2 2=

z? etle plan

WIn—-

On considere le cone € d’équation x
P, d’équation x=a .

F55

1 Démontrer que le plan 2, coupe le cone '€ suivant
deux droites passant par O et de vecteurs directeurs

H(0;1;43) et ¥(0;1;-.3).

2 Lorsqu’ils existent, on appelle %, 1'ensemble des points
d’intersection du plan & et du cone €.
a) Vérifier que M(x;y;z) appartient a X 6 si, et

=da

seulement si, on a P2yt=agt .

(PSR

b) Soit I, le point de coordonnées (a ;0 ;0) . Vérifier que (/,, ; it, V) est un repeére du plan 2, .

¢) Soit M un point du plan @, qui a pour coordonnées (Y ; Z) dans le repere (I, ;,V) et (a;y;z)
dans le repere (O : 1, j k) .

y=Y+2Z

z=AB3(Y-2) -

d) Déterminer une équation de la courbe J, dans le repere (1,4, V) .

En déduire  que Jt, est une hyperbole qui admet les droites passant par /, ct de vecteurs directeurs
respectifs @ et Vv cnnnne asymptotes.

' ﬂ‘un_@énede révolution d'axe {Oz) avec les ptans stricte

Démontrer que {

A éles au pl&n

Construction de la figure sous GEospacW

* Construire les points H et H’ de coordonnées
(0;0;3) et (0;0:;-3) puis les cones cl et
¢2 (en fait le logiciel ne construit qu’un demi-céne
4 la fois).

» Créer la variable numérique a . Courkie parambires
» Créer l'intersection du plan &, avec les plans
d’équations respectives z=-3, z=3, y=3 et
y=-3 pour visualiser le plan %,

» Créer la courbe H en la paramétrant (attention, il
y a deux branches).

* Le pilotage de @ au clavier déplace le plan 2.




@ Surface avec un tableur)

L’espace est rapporté au repere (O ; i, j, k) .

Il Notion de fonction de deux variables

A tout couple (x;y) deréelstelsque xe [0; 8] et ye [0;10] , on associe leréel (x+1)(5-y) .
On construit ainsi une fonction f dont I'image du couple (x;y) estle réel noté :

fxiy)=x+1)S~-y) .
Calculer f(0:;0), f(2;3) et f(l:5).Déterminer les couples (x;y) vérifiant f(x;y)=0.

I Calculs des images

On porte les valeurs entiéres de x dans la colonne A et les
valeurs entiéres de y dans la ligne 2.

On programme la cellule B3 comme indiqué ci-contre
(attention aux $), puis on construit le tableau a double
entrée. On dispose ainsi de triplets (x;y; f(x:vy)) .

=(§A3+1)*(5-852)
Surface.:z=(x+1)(5-vy) |
' ger1l2T3a]sialz s_l
o =@gA 4] 3] 2[ 1] of 1] -2] 3
1 0] 8] e 4 2] o] 2] 4]
z |15 12] 9of 8] 3] of -3] 6] -9
3 | 200 6] 12] 8] 4] of -4 8] -12]

La représentation graphique & de la fonction f a deux variables est I'ensemble des points de coordonnées

(x;¥;f(x5y)) ,avec xe[0;8] et ye [0;10].

Il Visualisation de ¥
* Sélectionner la plage de données de A2 A L11.
* Type de graphique : surface 3D, série en lignes .

 Préciser ensuite les formats des axes. Choisir :

pour que I’axe des cotes débute a 0.

* Améliorer le dessin en utilisant les possibilités du tableur
utilisé. On remarque que ’ensemble & est une surface.

Lectures sur une surface 3D

®40-50
B3040
n2030
w10-20
@010
@-10-0
B8-20--10
0-30--20
@ -40--30
®-50--40

0 R T

e

B A TS

01 234 6878 3%MN

Chaque ligne du quadrillage du plancher donne le maillage de la surface et chaque ligne horizontale des
panneaux correspond a un plan qui découpe la surface selon une courbe de niveau. Ainsi la ligne entre la
zone rouge et la zone bleu clair est la ligne de niveau zéro; on lit A(4;1;20), B(4;9;-20) et

C(1 ;0 10)«

Sur le maillage, on peut lire 1’abscisse et I'ordonnée de D, et calculer la cote a I'aide de la fonction
z=(2+1)(5-6)=-3 ,quiestbienentre —10 et0;d’od D(2;6;-3) .

Il Projections sur le plan (xOy)

Cette surface peut se projeter comme les courbes de niveau en

cartographie ; on obtient alors le graphique ci-contre.
* Sélectionner la plage de données de A2 a L11.
* Type de graphique :

M'ac‘e‘" l'll.. _g;r)- T T R e R g

Reprendre I’étude précédente pour la surface représentant la fonction g
définie par g(x ; y)=4-x2—y%  avec x et y compris entre 0 et 2.

8
1
2
3
4
5
§
T



@ Surface avec une calculatrice graphique)

L’espace est rapporté au repere (O ; L k).

On consideére 1’'ensemble . des points M de I'espace dont les coordonnées (x; y;z) vérifient :
z=4sinx-2siny .
& est la représentation graphique de la fonction de deux variables :
fi(x;y)—>4sinx—-2siny .

Il Visualisation de la surface

» Afficher la boite de dialogue et choisir GrapPH : 5 : 3D.

* Entrer |’équation cartésienne de la courbe a construire (Z1=).

* Visualiser la courbe.

* L’écran winpow permet de définir les bornes choisies pour X, Y et Z (on a
ici 2n<x<2wm, -2n<y<2m et -6=z<6 avec Zoom; 5:
ZoomSqr).

oo~
Sis4=02.84
. . : : Shine b, 28318530718
* On peut aussi modifier le point de vue (eyef, eyeg, eyels) pour faire ol ety 3331353 718
pivoter la figure dans I’espace ; essayer en utilisant les curseurs. -ﬁ';rimg; =
doridrze,

—r T A ——

* En mode GRAPH, le mode FORMAT permet de choisir plusieurs modes de
représentation. En particulier, on peut visualiser les coupes de la surface par
des plans d’équations z=Cte (CONTOUR LEVELS) (figure ci-contre).

B Etude de cette surface

On a visualisé la partie de la surface % obtenue pour —2m <=x <27 et —27 <y =< 27 , mais elle est
définie pour xe R et ye R .

1 Calculer f(w;mw), f(g;—%) et f(—g;g).

2 Démontrer que le point O est un centre de symétrie de & .
3 Démontrer que & est invariante par la translation de vecteur 2nwi + 2mmj (n et m entiers relatifs).

4 Déterminer deux plans ? et 2 paralleles au plan d’équation z=0 , tels que la surface est contenue
entierement dans la bande d’espace limitée par % et 2.

5 a) Déterminer une équation de I'intersection de
la surface ¥ avec le plan d’équation x=0 .

b) Soit & un réel. La touche (X] permet de
visualiser les intersections de & et des plans

d’équations x=k .
Donner une équation cartésienne de ces courbes.

¢) Méme question pour les plans d’équations y =1k .

Chapitre 16 + SECTIONS PLANES DE SURFACES




Dans ce chapitre, I’espace est rapporté au repére orthonormal (O ; 1, /, k) .

a - Section par des plans paralléles aux plans de coordonnées)

1.1 Cylindre
On appelle € le cylindre d’équation x? + y2=R? .
*Un plan parallele au plan d’équation z=0 coupe €
suivant un cercle centré sur (0z) et de rayon R.
*Soit k un réel, P, le plan d’équation x=k et 2, le
plan d’équation y=k .
~8i |[k|<R, P, et 2, coupent € suivant deux droites
paralléles a I'axe (Oz) .
-8i k=R, le plan est tangent au cylindre suivant une

génératrice.
~Si |k|>R, P, et 2, ne coupentpas €.

1.2 Cone

On appelle € le cone d’équation x2+ y2=a?z? (aréel non
nul).

*Un plan parallele au plan d’équation z=0 coupe €
suivant un cercle centré sur I'axe (0z) .

+Soit k un réel, P, le plan d’équation x=k et 2, le
plan d’équation y=+k .

-8i k=0, %, et 9, coupent € suivant deux génératrices.
~8i k20, P, et 2, coupent € suivant une hyperbole.

B Voir Activité 2

e Surfaces d’équation z=f(x ; y) . Lignes de niveau)

L’ensemble des points M dont les coordonnées (x;y;:z) vérifient z=f(x:y) , ol f estune
fonction numérique des deux variables, x appartenant & un intervalle / et y a un intervalle J,
est une surface & de I'espace.

« Pour tout réel k, la courbe d’équation f(x; y)=k est la ligne de niveau k de la fonction f.
C’est I'intersection de la surface & avec le plan d’équation z=k ; on la dessine dans le plan
(x0y) .

* La représentation graphique de la fonction x+— f(x ; k) est la coupe de la surface 5 par le plan
d’équation y=k rapporté au repére (A, ;i k) ,avec A (0:k:0) .

* La représentation graphique de la fonction y— f(k ; y) estla coupe de la surface ¥ par le plan
d’équation x =k rapporté au repére (B, ; j, k) ,avec By(k;0;0) .

Chapitre 16 « SECTIONS PLANES DE SURFACES




@ Quelques surfaces particuliéres)

* On visualise & I'aide d’un tableur la
demi-sphére de centre O et de rayon 2

qui est située au-dessus du plan (xOy) et
d’équation z= /4 —x? —y? .
Elle représente la fonction :

fix;y) Jd=xt=y?,
avec x€ [-2;2] et ye [-2;2].
Les couleurs de la légende donnent des
surfaces de niveau: en jaune, par
exemple, nous avons les points de la
demi-sphére qui ont une cote comprise
entre 1 et 1,15.

m758
w775
657
W6-65
0556
Q555
w455
Bé-4.5

w354

m3-35

m25-3

0225

m152

@118
m0,5-1
m0-0.8

2 42 04 08 12 2

*La surface d'équation z=xy est un
hyperboloide de révolution.

Les lignes de niveau de cette surface
sont des hyperboles d’équations xy=k
(k étant un réel non nul).

Si k=0 , on obtient la réunion des axes

(0Ox) et (Oy) .

m182
m1618
B 418 2
m1214( 1,8 4
1,6
B112 14
2081 1,2 41 -2
14
WOS-08| g 4
B0408| 0.6
0,4 ¥
mo2-04 0,2
002 0

245105005 1 15 2

b— Veoir Activité 3

*La surface d’équation z=x2+y> est un
paraboloide de révolution.

— Les lignes de niveau sont des cercles.

— Les coupes par des plans paralléles aux plans
(xOz) et (yOz) sont des paraboles.

—Si on considére la parabole & d’équation
z=x> dans le plan d'équation y=0, la
surface est obtenue par la rotation de &P
autour de I'axe (Oz) .
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‘ Surface donnée par une équation implicite)

-
Y

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O ; :7, I k Mg
On considere I’ensemble & des points M de I’espace dont les coordonnées (x ;y:z) vérifient:

#* R N
ZT_]? +ze=1 .

1° Prouver que les plans de coordonnées sont des plans de symétrie de .

2° Montrer que 1'intersection, lorsqu’elle existe, de & avec le plan %, d’équation x=m est un
cercle dont on donnera les coordonnées du centre et le rayon en fonction de m .

3° Démontrer que, lorsqu’elle existe, la projection sur le plan (xQy) des coupes de F par les
plans P, ,d’équations z =1 , est formée des courbes d’équations y=f, (x) et y=-f (x) ,avec

f,(x)=%»\/4—4r2~xz .

4° a) Quel est I'ensemble de définition D, de f, ?

b) Etudier les variations de f, sur D, .

1
4
5° Démontrer que, lorsqu’elle existe, la projection sur le plan (xOy) des coupes de & par le plan

et t=

c) Construire les courbes représentatives des fonctions f, et —f; pour #=0, t= l .

2 R
P, est formée de courbes d’équations 5—2- + i,li =1 . Exprimer a et b en fonctionde 1.
a

En déduire la nature de ces courbes (voir Activité 1).

1° » La syméirie orthogonale s, par rapport au
plan (xOy) transforme le point M(x;y:z) en
M(x;y:-2) .

Soit M un point de &.

Ses coordonnées vérifient & +32+22=1

2° Les coordonnées des points d'intersection de la
surface & et du plan 2, . s'ils existent, vérifient :

x=m

4-—m*

Y 4z2=

e

4
Le plan &, ne coupe & quesi me [-2;2] et

=0.

: BN |
On a :—:.‘—2+y2+(—.z)1=% +y2+2%=1, donc le | Of a'done hessairomcat 4
point M’ appartient aussi 3 &, et donc & admet
le plan (xOy) comme plan de symétrie.

* On procéde de méme avec s,(,, qui transforme :
M(x;y;z) en M'(x;-y:2).

dans ce cas, on reconnait un cercle de centre A,, de

coordonnées (m ;0 ;0) etde rayon% 4-m? .

et 8(,0;) qui transforme :
M(x;yi;z) en M'(=x;y:z) .
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On peut visualiser ces cercles avec le logiciel
GEOSPACW.




réelle dans 1'intervalle

variable

¢ Créer une
[-2:2].

* Créer le point A, .

* Créer le plan P, d’équation X=m .

* Créer le cercle C,, dans le plan P, de centre A,

et de rayon :

% J4-m? .

En utilisant le mode TRACE, aprés avoir sélectionné
C,, et en pilotant m au clavier, on obtient le

graphique ci-dessous.

Ay
ik ~ A,
\'\\\.\§§\\\_ X
AN

AR
NN RAE

3°Le plan 2, a pour équation z=t1 .
Les coordonnées des points d’intersection de 2, et
de la surface & vérifient :

Iz 2
—+yl=1-12
g :

=t

Les courbes projetées orthogonales sur (xOy) de

I'intersection (si elle existe) entre & et &, ont pour

équation cartésienne dans le plan (xOy) :

2
i 2= 2
—+yi=l-1.
i
L’intersection est la réunion des courbes d’équations
respectives y=f,(x) et y=-f,(x) avec
B Remarque

f‘(x)=% J4-4r2-x* , pour ¢ appartenant 2

Iintervalle ]-1:1[ .

Pour t=1 ou t=-1, la courbe est réduite 4 un
point K(0:0:1) ou K(0:0:-1) .

4° On prend ¢ dans U'intervalle ]-1;1[ .

a) D, =[-+4-417; Ja—477] .

b) La fonction f, est paire.

Sur I=[0; J4-4+2] | la fonction x+>—x2 est
décroissante ;  donc x> 444242 est
décroissante sur [ et, en composant avec la fonction
racine carrée (croissante sur [0 +e[ ), on peut
affirmer que f, est décroissante sur [,

On vérifie que la courbe représentative de f, pré-
sente une tangente paralléle a I'axe des abscisses en :

(0;% J4~4:2] .

et une tangente paralléle & 'axe des ordonnées en
(Ja4=41%2;0) .

Pour t€ J-1;1[ , on obtient :
2
T

X y
D)

1™

soit +==1,

(&7
=] r‘el.)

b

a
avec a=241-1 et b=J1-1%.

Done, d’aprés I'Activité 1, ce sont des ellipses.

Les courbes obtenues au 2° et 4° sont respectivement des cercles et des ellipses. La surface
est un ellipsoide de révolution, ¢’est-a-dire, plus concrétement, un ballon de rugby.
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@ Plan tangent & une surface)

L’espace est rapporté au repére orthonormal (O : 1, j, k) .

On considére la surface & d’équation :
2=9-(x-2)2-(y-3)2.

@ Déterminer I'intersection du plan P, d’équation z=9 avec la surface ¥.
. Vérifier que le point A(2;5;5) estunpointde &.
@ a) Soit A’ le point de coordonnées (2;0;0) .

On a représenté ci-contre I'intersection € de la surface & avec le plan de
repére (A" ;Jj, k) .

Vérifier que A appartient a ce plan.

travaux diriges

Déterminer une équation de € dans le repére (A’ ;f, k).

b) Démontrer que le vecteur ii=j— 4k est un vecteur directeur de la k - L1
tangente 3 € en A. Alj o

@ soit A” le point de coordonnées (0;5;0) .

Le plan de repére (A” ; i, k) coupe la surface & suivant une courbe €, .

a) Déterminer une équation de la courbe €, dans le repere (A" ; LE).

b) Vérifier que A appartienta €, .

¢) Déterminer un vecteur directeur v de la tangente @ €, en A.

® On considere le plan P, de repere (A ; i, 7) .

a) Démontrer que %, a pour équation 4y +z—-25=0 dans le repere (0 ;17,7 k) .
b) Déterminer les points d’intersection éventuels entre la surface & et le plan 2, .

Les plans %, et P, sont deux plans tangents  la surface .

. Visualisation de la surface ¥ avec GEOPLANW
* Créer le plan P1 passant par A'(a;0;0) et parallele au plan (y0Oz) .
* Créer la courbe cl dans le plan P1, intersection de P1 avec .

Graphe d'une fonction

Plan muni d'un repére

» Créer de la méme maniére le plan P2 passant par A”(0;a+3;0) etparallele au plan (xO0z) ,
puis la courbe c2 intersection de P2 avec &.

En mode TRACE, choisir les courbes ¢l et c¢2 et faire varier la variable numérique a dans
I'intervalle [-10; 10] .
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‘ @ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

|1° L’ensemble des points M de I'espace dont les coordon-
[nées (x;y;z) vérifient x—-3y=35 n’est pas une surface.
|2° L'intersection du paraboloide de révolution d’équation
z=x>+y? et d'une sphére de centre O est un cercle.

3° La surface d'équation z= f(x;y)=./|x| admet le plan
d'équation y=0 comme plan de symétrie et les lignes de

niveau de f sont formées de deux droites paralléles a I'axe
des abscisses.

- o On considére la surface d’équation :
z=f(x;y)=2x+y+4 .

1° Déterminer les coordonnées du point A de la surface
d’abscisse —2 et d’ordonnée 5.

2° Quelle est la nature de cette surface ?

3° Identifier la ligne de niveau 10 et en donner un systéme
d’équations paramétriques.

' @ On considére la surface d’équation :
z=f(x;¥y)=2x-4y+5 .

1° Calculer f(-3.95).

|2° Quelle est la nature de cette surface ?

3° Déterminer les lignes de niveau de la fonction f.

| o On considére une surface % d’équation z=f (x;y) .

Pour tout réel k, la ligne de niveau k de j est la droite
passant par A(0;1-k;k) et de vecteur directeur
wlly 3y,

|Identifier & et en donner une équation cartésienne.

e On considére une surface % d’équation z=f(x:y) .

Pour tout réel k, la ligne de niveau k de f est la droite
passant par A(-k;k+1:k) et de vecteur directeur
il i=250).

Identifier & et en donner une équation cartésienne,

o Les gaz d'échappement d'une voiture libérent du

dioxyde de carbone (CO,) , non toxique et du
monoxyde de carbone (CO) , toxigue.
Lors d’un controle anti-pollution, on mesure les taux T de
CO, et T, de CO, puis on détermine le taux T de CO
corrigé :

157,
i S o

|La réglementation exige que T soit inférieur 4 4.5.
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Sauf mention contraire, dans tous ces exercices, ['espace est rapporié au repére orthonormal (0 ; 1, j. k) .

| 1° Déterminer la nature des lignes de niveau de la fonction T
|de deux variables T, et T, .

!2" Visualiser dans un plan I'ensemble des couples (T, : T,)
| pour lesquels le taux T' est admissible.

"@On considére la surface & définie par :
z=4-—x2—y?,

Elle est représentée ci-dessous (figure 1).

On a aussi représenté les pro- S

jections des courbes obtenues

par Tintersection de & et de

plans paralléles 3 (yOz) sur

\le plan (yOz) (figure?2) et

|des plans paralleles a (xOz)

lsur (x0z) (figure3).

figure 1

Z

rTTY

A

figure 3
1° Déterminer les équations des courbes de la figure 2.
| 2° Déterminer les équations des courbes de la figure 3.

|3° Déterminer les lignes de niveau de la fonction f définie
lpar f(x,y)=4-x2-y2.

' 0 On considere la surface & définie par :
z=y’-x2+1.
Elle est représentée ci-dessous (figure 1).

On a aussi représenté les pro-
jections des courbes obtenues
par Uintersection de & et de
'plans paraligles a (yOz) sur
\le plan (yOz) (figure2) et

des plans parallgles a (xOz)
sur (x0z) (figure 3).

| 1° Déterminer les équations des courbes de la figure 2.

2° Déterminer les équations des courbes de la figure 3.

3° Déterminer les lignes de niveau de la fonction f définie
par f(x;y)=y2-x2+1.




exercices

On considére la surface

¥ définie par:

z=f (x5 0)=x24xy .
Elle est représentée ci-contre.

1° Démontrer que la ligne de
niveau 0 de f est formée de deux droites que I’on déterminera.

2° Etudier les lignes de niveau k de f (k € R*) , en parti-_

culier ses asymptotes.

" Une calculatrice donne

les trois vues suivantes
d’une surface S d’équation :

z=flx;y) .

| Reconnaitre cette surface et en donner une équation possible.

7],

r '0 Une calculatrice donne
les trois vues suivantes
d’une surface & d’équation :

z=f(x:1y) .

%

X i

| Donner une équation possible de cette surface.

' @ On considére la fonction f des deux variables
xe[-3;5] et ye [-5:2] définie par:
fx:y)=x2-2x-y+5,

et on appelle & la surface qui la représente dans 1'espace.

02325
1 |m20-23

o [m18:20

w1518

 lersis

\ i -2 |m1043

—— A .3 o750

. |B578

m255

N Tl o e 0 Nl )
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| On a visualisé ci-avant les lignes de niveau de la fonction f

en projection sur le plan (xOy) .

1° Déterminer une équation cartésienne de la ligne de niveau
Z€ro.

2° Démontrer que la surface & admet un plan de symétrie,

3° Déterminer les intersections de & avec les plans d’équa-

|tions y=k (ke R) .

g ®On considére la surface

& d’équation z=x? .

1° Déterminer 1intersection de
S avec des plans paralieles au
plan (xOy) .

2° Déterminer 1'intersection de & avec des plans paralléles
au plan (xOz) .

3° Démontrer que & admet un plan de symétrie.

@ On considere la surface & d’équation :
z=Alx=y| .

1° % est représentée ci-dessus. Il semble qu’elle posséde un
plan de symétric. En donner une équation cartésienne.

2° Déterminer les lignes de niveau de la fonction f définie

par f(x;yy=dJ|x=y] .

e @ On considére la surface & d’équation :

z=(x-1)2+(y-3)2,
etle point £2(1:3;0).
1° Déterminer une équation de ¥ dans le repére ( 02:0 j,k).

2° En déduire la nature de & et ses éléments de symétrie,

' On consideére la surface & d’équation :

=224+ 2x+4y +6 ,
etle point 2(-1;-2:1) .

1° Déterminer une équation de & dans le repére ({2 LiLE).

| 2° En déduire la nature de & et ses éléments de symétrie.



i @ On considere la fonction

! f de deux wvariables
|x€[-4:4] et ye[-4:4]
| définie par :
! | 5
X y)=—a0"7-—.
gt

| 1° Déterminer les lignes de niveau de f.

: éEn déduire que la surface & représentant la fonction f est
|une surface de révolution.
32" a) Déterminer les couples (x;:y,) tels que, pour tous
{les réels x et y,onait f(x;y)=f(xy;yp) -

! 'b) Démontrer que la surface 5 est comprise entre deux
| plans paralléles au plan (xOy) .

|® On considére la surface & d’équation :
3 ¥
_I z=x*+y-=5,
jet le plan P d’équation 2x+4y-z-10=0 .
| Déterminer 'intersection du plan @ et de la surface &.
| Que peut-on en déduire ?

[ On considére la fonction de deux variables :

' frxiy)o fxsy)=xe " 43,
'On appelle & la surface d’équation z=f(x;y) .
[1° Démontrer que & admet le plan d'équation y=0
|comme plan de symétrie.

'2° Soit 1a fonction gix— fx;0).

[ @ On considére la fonction :

|1° Résoudre I'équation f& g y]: o

Etudier les variations de ¢ . En déduire la valeur du « pic »

|de la surface & (en admettant qu’elle n'en a qu'un).

3° Soit M un point de & . Que se passe-t-il lorsque la dis-
tance de M a4 O devient infinie ?

1
folmiprr = +y2p .

1

2
2° Soit k un réel positif inférieur ou égal & 1.
Démontrer que la ligne de niveau k est un cercle dont on
précisera le centre et le rayon,
3° Démontrer qu'il existe un couple (x,:y,) tel que, pour
tous réels x et y, flx:iy)= f(x5:yg) -

0 Problémes)

' @ La marque VMSPD vend des blousons produits dans
deux centres de confection A et B.

|On note x le nombre de blousons fabriqués dans le centre A
et y dans le centre B. Toute la fabrication est vendue au
prix unitaire de 17 €.

- Les cofits de production sont (en euros) :

* dans le centre A: C,(x)=0,02x>+4x+ 500 ;

« dans le centre B: C,(y)=005y?+4y+275 .

Le centre A ne fabrigue pas plus de 600 blousons et le centre
5 B pas plus de 400 blousons.

1° a) Exprimer le coit total en fonction de x et y.

b) Exprimer le chiffre d’affaires en fonction de x et y.

¢) En déduire 1'expression du profit :
P(x;y)=-0,02x2-0,05y2+ 13(x+y) =775 .
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2° Un probléme d’approvisionnement conduit a la contrainte :
2x+y=1000 .

a) Lorsque cette contrainte est saturée. ¢’est-a-dire lorsqu'il y
a égalité, exprimer le profit uniquement en fonction de x; on
le note f(x) pour x € [0D:600] .

b) Etudier cette fonction f et prouver 1'existence d’'un maxi-
mum.

En déduire le nombre de blousons x; a produire dans le
centre A pour satisfaire cette contrainte.

¢) Déterminer alors le nombre de blousons y, produits par le
centre B . Calculer le profit z, correspondant.

3°On a représenté la surface d'équation z=P(x;y) a
I’aide d’un logiciel.

a) Dans quelle zone se situe le point
déterminé précédemment ?

S{x(} »Yo s ZU)




exercices

| b) Existe-t-il des points de la surface ol le profit est plus
| grand ?

¢) Expliquer pourquoi la contrainte d’approvisionnement ne
permet pas d’obtenir le profit maximal ?

i

l ‘?'.-I -

==
—

R

0 100 200 300 400 SO0 60O

4° Reprendre le probléme précédent avec un prix unitaire de
19,5 €, les cofits de fabrication restant inchangés, mais la
contrainte d’approvisionnement étant :

3x+y=1200.

"@ On désire créer une structure en

verre de la forme d'un prisme,
comme Dindique la figure. On pose
x=0H , y=0C ecton fixe a 10 la hau-
teur du triangle isocéle ABC . Les dimen-
sions sont des réels de ]0 ; +eo[ , expri-
mées en m. On étudie le volume de cette

structure. E
1° a) Calculer le volume lorsque x=6 et { 0 Vi a4
¥=8. ///

b) Exprimer le volume V en fonction de
xiel: P K

2° Dans cette question on suppose que le volume est de
300 m®.

a) Exprimer y en fonction de x sous la forme y=g(x) .
Quelle est la nature de la fonction g et son sens de
variation ?
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| b) Si on augmente la dimension x de 20 %, de quel pourcen-

tage faut-il diminuer y ?

| Ci-dessous, la visualisation du volume et des courbes de

niveau z=V(x;y) pour z variant de 100 m* en 100 m?.

-858888388

0 2 4 & 8 10

3° La structure est un bati métallique. Le cofit de ce béti, en
euros, est donné par la formule :

Clx;y)=48x+20y + 120 .
Or on ne peut dépasser un cofit de 600 €.
On désire déterminer les dimensions qui satisfont cette
contrainte et conduisent a une structure de volume maximal,
a)Si x=10 et
satisfaite ?

¥y=4 , la contrainte de coiit est-elle

| b) Exprimer la contrainte de cofit en une inégalité.

Si la contrainte est saturée, c’est-a-dire si C(x; y)=600 ,
exprimer y en fonction de x.

En donner une interprétation graphigue. Comment la repré-
senter sur chacun des deux graphiques ?

¢) En déduire le volume V en fonction de x sous cette
contrainte saturée.

Onnote V=f(x) .



exercices

d) Montrer que la fonction f admet un maximum,.

En déduire les dimensions x;, puis y,. Calculer alors le
volume, et retrouver ce point sur les graphiques ci-dessus.

| 4% a) D’aprés la visualisation du volume dans le repére de
I'espace, expliquer pourquoi ces dimensions donnent I’opti-
| misation sous la contrainte.

'b) Tracer la droite 9 d’équation y=-24x+24 et la
|courbe € représentant la fonction g dans le méme repére

| orthonormal du plan.

| Quelle est la position relative de ces deux courbes & et €, ?

|Le démontrer, et en donner une interprétation pour le pro-
| bléeme posé.

On considére un triangle B
OAB rectangleen O, tel que: %
OA=6 ct OB=4 . .
Sur [AB] , on place le milieu /. ' \6\ A
Sur [OA] , on place le point J, tel 0 Y
que OJ=x.
Sur [OB] , on place le point K, tel que OK=y .

|On s’intéresse a I'aire  f(x;y) du triangle [JK .

1° Visualisation de f a P'aide de GEospACW

| * Construire le triangle OAB dans le plan (xOy) .

« Définir les variables x et y.

= Construire le triangle LJ/K .

« Définir z comme 1'aire de IJK .

= Placer le point M de coordonnées (x;y;:z) .

* Construire le lieu d des points M lorsque y varie .

« Construire les traces de d lorsque x varie.

2° Déterminer f(x:y) .

3° Déterminer les lignes de niveau de f.

@ On considere le plan % d’équation :
x+y+z=4.
Soit M un pointde & de coordonnées (x;y;z) .tel que:
x=0: yvy=0 e z=0.
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On considere le parallélépipéde rectangle OABCEMFD tel
que le rectangle OQABC est dans le plan (xOy) .

xil:29 y:1.09 z:1.67
vi2.26

On se propose de déter-
miner la position du point
M (si elle existe) qui
rend maximum le volume
V  du parallélépipede
OABCEMEFD .

17 En utilisant le logiciel
GEOSPACW, conjecturer
la position du point M .

2° Démontrer que ['on
peut exprimer le volume
du paralléiépipéde en fonction de x et de y par la fonction
de deux variables v: (x; y)—> 4xy—xly—xy? .

3°y étant un réel fixé dans I'intervalle ]0 ; 4] , on pose :
g v(x;y) .

a) Démontrer que g posséde un maximum pour xg=2 —% :
b) On pose h:yr—v(x,:y) .
Etudier les variations de la fonction h sur 10 ;4] .

4° Conclure.

£ @ Anneau de Mogzsius avec GEospacW

| * Créer une variable numérique ¢ dans I'intervalle [0 2w] .

* Créer le point M de coordonnées (cost ; sint;0) .

1° Quelle est la courbe décrite par M lorsque ¢ varie dans
Vintervalle [0 ;2] ?

« Créer le vecteur ii (1) = cos (t)7+ sin (1)] , puis le vecteur :
w (1) = cos [éj i (1) + sin (é) k.

2° Quelle est la norme du vecteur w () ?
* Créer les points A et B tels que :

— ] = = 1
MA—iw(r} et MB-——zw(f).

En utilisant le mode TRACE aprés avoir sélectionné le segment
[AB] , faire varier ¢ dans I'intervalle [0 ;2] .

On obtient une surface appelée anneau de MOEBIUS.

3¢ Choisir un point sur un c¢6té de la surface.

En le déplagant de facon continue, que constate-t-on apres
avoir fait un tour ?




exercices

"'@ Un tore est la surface obtenue par la rotation d’un | @On considére la
cercle autour d’un axe contenu dans le plan du cercle. fonction [ de
| deux variables telle que :

flx;y)y=m|y-s2| .

/—\ | 1° Déterminer les cou-

\\_/ ;plcs {(x33) .de réels
| pour lesquels fn’est pas
_ | définie.
ER 2°Soit  sa surface
] représentative.
m Montrer que ¥ admet un plan de symétrie.

¢

3° Déterminer les lignes de niveau de f.

Construction d’un tore a I"aide de GEospacW = O cond e i ws =
Onpose R=4 et r=2. face & d’équation : =
y R, S
|1° Soit & un plan contenant la droite de repére (O ; k) . _ % - }E —% =7 . \‘“““——

| Ce plan coupe le plan (xOy) suivant une droite d de vec-

teur directeur unitaire i . 1° Démontrer que la surface } O | ¥
. ’ S admet les plans d’équa- \
En orientant le plan (xOy) par le choix : Mok posplives, a0, _A}
(i. Jf):E (27) . y=0 e z=0 comme '
2 plans de symétrie. %, b

On pose (Li)y=a (2m). _ < :

Soit A e point tel que Ohadl 2 Dctf:fm1n§r I'intersection de la surface & avec les plans
i i P t P, d’équations z=a (ae R) .

Démontrer que le plan % a pour équation cartésienne : La surface & est une surface de révolution d’axe (O ; k) .

sin(a)x—cos(a)y=0 .
3° On considére la fonction f de deux variables telle que :
2° Soit € le cercle obtenu comme intersection du plan 2 et

de la sphére de centre A et de rayon 2. . flx:y)=4

Id

X

I'I' -1,

[,

Quel est I'ensemble des cercles € lorsque a décrit I'inter-
[valle [0;2w] ?

En déduire une construction du tore propose.

|et | sa surface représentative.
| Montrer que &, est incluse dans la surface .

4° On considere la fonction numérique g : x> f(x;0) .
a) Donner son ensemble de définition [ ; vérifier que g est

. paire et déterminer les limites aux bornes de 7.
La fonction de

production de
CoBB-DOUGLAS est uti-
lisée en économie pour
représenter le nombre
flx;y) d'unités de
production en fonction
du nombre x d’unités
de travail (en nombre
de  personnes  par
heure) et du nombre y
d'unités de capital (en

b) Donner les variations de g .

¢) Soit *?fl la courbe représentative de g dans le repére
(Q55Lk) .

Démontrer que 3, admet les droites d’équations respectives
z=2x et z=-2x comme asymptotes et tracer 7, .

5° Déduire de ce qui précéde le tracé de la courbe #, repré-
sentative de h: x—>— f(x;0).

#,w H, estune hyperbole dont la rotation engendre la sur-
face & appelée hyperboloide de révolution.

6° Soit m un réel non nul.

centaines de dollars). On considere les droites &, passant par :

Ona’ f(x;y)=100x06y04 1 ' 1

1° Représenter les courbes de niveau 80 000 et 160 000. An [0 R : [m _ED ;

127 Si on double le nombre d’unités de travail et le nombre | et de vecteur directeur @, (2m ; mi=1:2(m*+1)) .
|d'unités de capital, que devient le nombre d'unités de |Démontrer que, pour tout réel m non nul, la droite &, est
| production ? |incluse dans .

Chapitre 16 « SECTIONS PLANES DE SURFACES




Chapitre 1

1.1°V 2°F: 3V 4°F:5°V,
2. 1PV, 2°Fi3 V.4V,

: B J\“"'[—2)=z : fr(2y=-3.

3. fl-9= 3

(=31

6.1° Latangente & ‘E’f en O estaxe des abs-
cisses car  f'(0)=0 , puisque pour tout x
dans [0;+e] , fYx)=2x.
FPor o e b dans
b=a® = (J=.\/.‘T) , done :
M(a:b)E ¥, <= M(bia)€ €, .
%, est la ransformée de 6, par la transfor-
mation 5 : M{x; y)—=>M{x':y) tel que
2=y et y'=x.On vérfie facilement que
'ensemble des points fixes de 5 est ladroite &
d’équation y=x ,etquesi M & @ | alors
(MM')L 5 et le milieu de [MM']
appartienta &,
%g est donc I'image de %, par la symétrie
orthogonale d’axe @ d’équation y=x
¥ Latangentea €, en O estdonc I'image de
I'axe des abscisses par s , ¢’est-a-dire |'axe des
ordonnées. La fonction g n'est donc pas
dérivable en 0,

[0 #oo] |,

8. | semble dérivableen -2 . Pour h>0 ,
f(=2+h)=f(=2)
h
lorsque h tend vers 0. Ainsi, f'(=2)=0 .

=./h, quia pour limite 0

10. 1° D, =R* ; Df,=R‘ 5
f’(.t}=6.t—5—-|;.
22
10

Z"D;--R*;DJ..-—*R*: 3
¥o,=R;D.=R;
Fix)=602x+1)2.

s =pviil. poo e
4 uf_m{i} . nf,—R\%}.

< 2x{3x~ I)—_r2x3=_r{3_a'—2)
(3x—1)? (3x-1)2°

flix)=6x+

fi(x)

e . — i. .
12. 1 DIADI.LH\{E, 1},

= 3(x2-6x+4)
(2 =3x+1)*

5 PO N i | SO
il T S e i

fi)

L L
2(2x+3)23x=-2
3
En i .ona pour h>0 ,

W50)-13) g
b F.-[Emk]

- I 3
(13438 Jh
qui a pour limite +eo lorsque & tend vers 0

3] b

donc f n'est pas dérivable en

il ek -1 ) i T e
3 DJ'_'QJ"_R\{E}' i H)F(E_r——l):"
4 Dp=]-oe;=1[w]-1;1]:

D =)= =1fu]-1;11.

' 5 —x2-3x42

D e i T
f x+ 1P 1 -x
Enl,onapour h<0O :
FA+h) - () (1 +h) SR
i © O h(2+h)
s . T
SRR IER

qui a pour limite —eo lorsque h tend vers 0.
Ainsi, [ n’est pas dérivable en 1.

14.1° 7 30 |5x3—ﬁx+% x
frixr=30x-6; f: 230
FA: x—0 .

2° frixrs Syt 6x?-2x-6;

x> 208341222

f3 x> 6002+ 12 5 F@ x> 120x,
¥ i 12(3x+1)

i x—=108(3x+1)2 ;
SOl x> 648(3x+1) ; FH x> 1944 .

17. 1° Pour rout x dans :|; ;+e-o[ :
1
2x-3
pour équation y=x—1 .

2° f'(-2)=14: f(-2)=13;
la tangente a pour équation y= l4x + 41 .

¥ fn=3: p=0;

Fix)= f/(2)=1 :la tangente a

la tangente a pour équation y=

e r{g)s 420

la tangente a pour éguation y=—2x +

P T

L=1 5]
ik

ki

(%]

19. T a pour équation y=-4x-3 .

d(x)=f(x)=(-4x-3)=x3+3x2+3x+ |
={x+1)?

a le méme signe que (x4 1) .

Done :

ssur J—ee:—1[ , d{x)<0 et € esten-des-

sous de 7'.

esur J1g4eof , d{x)>0 et € est au-des-

susde T.

22. La droite d'équation 4x-9y+1=0 a

pour coefficient directeur g :

Le probléme se raméne a la résolution, dans
1 ol 8 papon
H\{—i} . de 1'équation f{x}—g 5

¢’est-a-dire dxxt 1) 13 =‘1 A
(2x+1)2
Cette équation équivaut a :
18x{x+1)=4(2x+1)2

ouencore x>+x-2=0,

CORRIGES DES EXERCICES

Cette équation a exactement deux solutions,
=2 etl.

* Latangente én A [—2 : —‘-‘;] a pour équation :

« La tangente en B(i 4 %) a pour équation :

4 1
¥y=5 x—=

97" g
25. 1°V:2°F ;3 V:4° V;5°F.
26. I°Vi2°F: 3V 4V,
27. xeD <= xeE Retxi+x+13>1

= 2x+1)>0 .
Ainsi, D=l-eo;=1[wW]0; +ee| .

: 2 3
s Pour x dans R, _f(.l']‘—-(_r+,—l’] +i , done
[ est la composée w,ov,ow, des fonctions
W :::Hx+21. vy rx—x? et :_r'—rx+i.

On en déduit le tableaun des variations de f.

1
P 0 + 00
: ]/

* g esilacomposée uyowyov, desfonctions

flx)

1
Wy i XHeX—1, VaiXo = iy i X3 x+2,
= T X

On en déduit le tableau des variations de g:

X —ea 1 + oo
g (x) \ ‘ \
s Sur J=ee; ~1| , f est décroissante et prend

ses valeurs dans Uintervalle |1 ; +eo] et sur
cet intervalle, g décroit; done gof est
croissante sur |=s=;=1[ .

*Sur |0 ; +ee[ , f estcroissante et prend ses
valeursdans |1 ; +»of .intervalle surlequel g
décroit; donc gof est décroissante sur
105 +e] .

32.1° f=uocvow -avec w
Pixesaxt et wixrrr+2 .,
* [ est décroissante sur J—eo ; 1], car w croit
sur J-=o; 1] etesti valeurs dans ]—e=; 0],
v décroit sur ]—eo ;0] et est & valeurs dans
[0; 4] ,et w croit sur [0 +oo] .

* [ est croissante sur |1 ; +eo[ , car w croit
sur [1 ;42 et est @ wvaleurs dans

rxrerx-1

[0:4oo] . v croit sur [0:+ee] et est d

valeurs dans [0 +e[, e wu croil sur

[0 +oof .

2° f=uovew avec wix—=x+1,
i

Vi _r--'; ef w:x=>»3-2x .

[ est croissante sur |- ; —1[ car w croit

sur J-ea:i—1[ et prend ses valeurs dans

J—ea; 0] , v décroit sur ]J-ce ;0] et u

décroft sur B,




corrigés des exercl

3 f=uovowoyp avec @raEs A,
wixk»x+2 vixesJx et
wix+—>x=1. On en déduit que [ est

décroissante sur J-eo ; 0] et croissante sur
[0 +eo] .

4° f=ucvow , avec Wix—x+2,
vixtex? et wixrrx—3 . f est crois-
sante sur B (composée de trois fonctions crois-
santes sur H ).

35.1°Dy=R* 1 D, =R* ;
oo 1 _(@x-1)(2x+1)
IR %2 2x% ¢
| =l 1
% eisn 2 0 2 + 00
f’[x + 0 - 0
f) /' \ \ /
23 DI:R"‘ s DJ.=[F€* {
f,mz(_ral)_(é“l}.
X — o9 -1 0 | + oo
F(x) + 0 -

fix)

=

¥ D,=R\{-2}: D, =R\{-2};

ot xt+4x+7
yy=— .

[ a2y

On en déduit que, pour tout x#-2,
f(x)>0 ;donc f eststrictement croissante

sur chacun des intervalles ]—eo;—2[ et
]=2; +ee] .
13

c:D oal
CPss Py Jz el
flix)=————"—— a le méme signe

(2x— 3}471:-"5
que (x—3) sur Dy On en déduit que f

3
décroit sur }‘j i

3} et ceolt sur | (33 4oL
41. + Si f admet un extremum en —2 , alors
f'(=2)=0.

Or. pour tout x dans ]—eo ; —1[ :

vy —X=2ax-a
B e
3a—-4

donc f'(-2)= )

et f'(-2)=0 <= a=

B ouils

* Réciproquement, si @ = % ors sur J—ee ; —1]

(x+2)(-3x-2)

£ixy= I x+1)?
Comme -3x-2>0, x>0 et
(x4 1P>0 sur J—oo:=1[, f'(x) ale

méme signe que (x+2) . Donc f décroil sur
J=oo; =2] etcroitsur [-2;—1[ . Ainsi, f
admet un minimumen —2.

43, 17 Ennotant y lamesure de I"autre ¢dté de
I"angle droitet_h celle de I’hypoténuse, ona :
h=ax24y?, x>0, y>0
et p=x+y+h.

Donc h>x et p>2x ;dod U<x<§,

De plus, 22 +yi=p-x-y
e Zyyl=(p-x-y)?
_plp-2x)
= y= :
2(p-x)
' To. 2 oy PLP—2X)
* Si .\’EJO.E[.D!‘EPOM’. _\-_-Z—{E_—X).

On a alors 0<y<—2'q.ca.r O<p-2x<p-x .

Done x+v<p et Jxl+yl=(p—x-y),
d'ol x+y+Jaleyi=p.
Le triangle rectangle, dont les cotés de I'angle
droit ont pour mesures x et y, a pour périme-
tre p.

o 1o pxlp-2%)
2° s(x)= 5 Xy = ' ol
p(2x2-dpx+p?)

¥ d(x)= ap 1)

est du signe

du trinbme 2x% —4px+p? .
On en déduit le tableau des variations de 3 sur

p-g)

2.2 p
b [ 3 ] 7
A | 4 0 T
- )
sH(x) / \
0 0

L'aire du wiangle 7 est maximale pour

x=p(2“2ﬁ} . On aalors ).-=p[2_2ﬁ.] et

h=p(2-1) .
47.1°V 2 Vi F VIS E.
48.1°V:2°F ;3 F:4°F

49. f-2:1n=[-1:1]
Si=2:2n=1=-1:1]:
f(I-3;0])=[-1:2] .

53. 17 Soit f la fonction définie sur [0 : 1]
par  f(x)=x*+3x . Pour tout réel x de

11, f(x)=3x2+5 ,donc f'(x)>0 .
f est strictement croissante sur [0; 1] et
continue ; de plus, f(0)=0 et f(1)=6,
donc f prend une fois et une seule toute valeur
comprise entre 0 et 6.
En particulier, I'équation  f(x) =2 admetune
unigue solution o dans [0 1]
Ona 038<a<0.39 car:

f(0.38)<2< f(0.39) .
puisque f(0,38) = 1,955
et f(0,39)=2,009 a 1077 pres.
2° Soit f définiesur I=[-2;2] par:
JR)=x=5x+1-

CORRIGES DES EXERCICES

L’éwde des variations de f fournit le tableau
des variations suivant :

x -2 -1 1 2
fx) + 0 - 0

_21/5\4/',:3

Ainsi, f s annule exactement trois fois sur
I'intervalle [-2: 2] . Les solutions de 1'équa-
tion proposée sont des réels o, B, v telsque:
-155<a<-1,54; 020<p<021 ;
1 4d<y<145 .,
3°Soit f la fonction définie sur 7=[1 ;4]

fix)

par f(x)=x+i, .
)
f est dérivable sur [ et
_(x=2)(2+2x44)

frx=1- -
On en déduit le '.abin:au des variations de f:
X 1 2 4
fix) - 0 +
e 5\ § suserey
3

Comme 36[3;5] et 26[3%—‘
I'équation f(.t,\=2 admet une solution uni-
que o dans U'intervalle [1 ;4] .

Ona 1.08<a<1,09 car:
F(1.08)>2 > £(1,09)

et f est décroissante sur [1:2] .

58. f estdérivable sur [-2:2] :

Flxy=3x2+2x=1 .
On en déduit le tableau des variations de f.

2

x -2 -1

Fix)

+ 0
2
'””:,-1/ \g%

D'oit le nombre de solutions de 1'équation
flx)=A selon les valeurs de A.

#Si A<—1 ou A>11 :pasdesolution.
oSi -1= Ac% ou  2<A=11:

une solution.
, 22 )
e Si A= 5 ou A=2 :denx solutions.

22
Si ﬁ-:,\{z

T 10V 2E30H; 42F: 8F5 67V,
T*E.

: trois solutions.

3. a) » Pour tout entier naturel n#0 :
) =

nin+1)

Lasuite (u,) estdécroissante.

LW Bt



s L=0.

o )=

a8k

= 10~ équivauta n=2-104 .

*Désque n=2-10% ,alors u, € [01107] .
* De méme, dés que n=2-10% | alors :
u,€[0;10°%] .
1 1

b)* :rn+|—rrn—m—m
o dnzdnrl

(Jn+1+1)(Jn+ 1)
La fonction racine carrée est croissante, donc
Jﬁ—ﬂjn-q— <0,
Pour tout entier n, u
(u,) estdécroissante.

«L=0 .

w1~ H, =0, donc

<107* comme (u,) est

£ L
R
décroissante, pour tout n = 108 |
wie J0Iem .
* De méme, pour n =105, 0=y, =10"% .

6. a) -5n

+eo .done  lim u, =
"3+

est négligeable devant »? en
lim nl=+4ee .

N~ + ==

=0,donc lim u =5 .

"=+

12. a) u =(3" =£=GJ" 5

lim w,=0.

et

]

(Suite géométrique de raison g
lgl<1 )

3 n
_[?) = 3 3
i g
ﬁJ +1
(Suite  géométrique de raison q-—-% el
O<g<l )

Donc  lim v,==1.
=% hoa

b)

14. 1°8;20F 30V,

17. a) ,r‘(.r)-(.r-s)z‘-: - am 2eg

x—d4es X
donc & estasymptote & €, en +oo .

b) f(x)-(2x-1)=

=C
x— e X+ 1
donc 9 est asymptote A €, en +oo,
: 4
O f () -(-x+2)= o
Al Go1)

0,

x+1"7

lim =
x4 {(x—1)%
done @ estasymptote & Gpen oo,

18. 1°F: 2°F; 32V,
23.1°F; 2°F; 3°F.

24, 1°v; 2°F; 30V,

done  lim

=5 4 o0
b) Pour tout entier naturel » :
-]l =cosn=<] ,

w,=0.

donc lim w =0 .

32.. f(na:%ﬁ 3

Pour tout x =2 :
2=3+sina=4 et x=-1>0,
f*:-i»smxE 4

done |f(x)-3|= e —

X 4
*Comme lim ——=0 ,o0na:
T X¥—1

Iim f{x)=3.

X =—h 4 0o
35. I°F;2°F.

=

40, a)+ lim ==+, car x>0 ,
t=30 X
a=0

é lim {(£2=1)=-1,
x—0

donc lim f(x)=—oo .
=0

¢ lim 1=D,donc lim [l+2J=2.
X =+ o0 X

v poa X

Comme lim (x?—1)=+ca ,

A—bte
lim f(x)=4ee .
X =k 4o

alors

b)+ lim l=_m_ car x<0 ,et
=0 X
lim (x2—1)=-1;
x—{¥
r=0
done lim g(x)=+oo .
r—=0
* hm 1={) .don¢ lim [1+2)=2 .
K=t —mm J X === X
lim (¥2—1)=4ea,
X =)=t
lim g{x)=+eo .
X e
e lim (3-2xP=1 et lim (1-x)=0
L= | |

Comme

alors

par valeurs positives, car x<1 , donc :

lim h{x)=+ee .

x=1
*En —ee, (3-2x)° se comporte comme
—-8x" et 1-x comme —x ,donc h(x) se
comporte comme 8x? |

lim 8xi=+es ,
X—b 4

lim h(x)=

I3+

42. a) f(x)=tan x(tan x—1) ,

li c m
o™ : i 22
it

Done lim (tan x— 1) =400 |
.\'—r:
lim f(x)=4c

9
X—»

done

-

CORRIGES DES EXERCICES

On démontre de méme que ;

lim f(x)=4+eo  car x:v—; v
I—b-.'-’

b) lim (tan x—1)=0 par valeurs positives
&=+ i
(?1'
b
W™
etcomme tan — = 1, alors

1 Im g(x)=+0ee .

X ==

Ay

x>

1
g(.r)=—|——:
kol
tan x
lim tan x=+ee ,donc lim g(x)=1.
i

by

<

48. 2)+ D=R.

= lim (24 1)=4o |
X — —oa

lim 2+ 1l=4%e
K—p—wa

et comme lim
X~p—eo

im f(x)=+oo .
X = —~o0

*En +e , on ne peut pas conclure (forme
on transforme Décriture de

done

—2x=+e ,ona:

« 4oo—o0 »),

File)

fy=|x| 1+L-2x
Xx*

=x[ I+‘I;—2} pour x>0 .
,’ X2

i 1
Comme lim == 0, alors :
s i T

Tim [,I+-I—q—2}=—l )
X =4 x=

donc, comme lim x=+4oo |
X = g o0
lim f {X) ==

X =) oo
bys D=R.
*En —ee , voir le a) ci-dessus.
lim g(x)=+eo ,
Xy

*En +e | la transformation utilisée au a) est

inefficace,
H"_ﬁ —x)lm +x)

i

Jx+ 1+ x
Atk
N+l +x

ona lim AJx?+14x=+0 ,donc:

X 4o

glx)=

limt | gix)y=0 .

X—F4eo

53. + La fonction S admet 2 pour minimum
sur J—eo ;0 , done I'équation f(x)=0
n'admet pas de solution sur |—ec ; O] .

* f est continue et strictement décroissante sur
10;+e[ & wvaleurs dans ]-eo: 4eof ,
O€ J-e=; +eo| ; donc I'équation  f (x)=0
admet une unique solution sur 0 ; 4o |

En conclusion, I'équation f(x)=0 admet
une unique solution.




corrigés des exercic

Chapitre 3

1 ¥ PR F.
2.1°F:2°V 3°F.4°V.

3. Dans chacun des cas, [ est dérivable
sur B,

a) f'ixw>-9(4-3x)%

b) f x> 15@x+ 1) ;

Q) frixm bx(2x2 - 1)(xt -2+ 1)?

d) f'ixr>52x-1)(4=3x)2(5-6x) .

4, a) { est dérivable sur [\ {%} et

yeE o 18
b i l'ﬂ_{—_dt—jx}" ;
b)f est dérivable sur R\ {2} et
cspon —af3x=T1)°
I (.1r)-~-—--—d'(x_2)5 ;

¢) f est dérivable sur R et
6(4x—3)2(2x2 4 3x42)

Fin (3x2+ 1)
d) f est dérivable sur R\{i} et
; -(3x—-2P2(12x+7)
(=222 22 Moo 2
Fx) 437

5. a)f est dérivable sur & et
)= Jx

Nororel

b)f est dérivable sur J""“ . —%[ W1l ;e
8x-3

D e (N

¢)f est dérivable sur ]—eo ; —1[ w1 ; +oeo]

g =) -1
et ‘,((.r)—(x_])2 Tt

d) f est dérivable sur :|—=° H ——[ v —H ; +°°[

et f'{x)=

ga2—1
4x2 -1

et fl{x)=

9. a) f'(x)=6cos2x (] + sin 2x)? sur R,
b) f'{x)=6sin? 2x cos 3x cos 5x sur R,

& fxy=—=22

22+ sin x
@ £'(x)=2tn(x+ %T][l  wiler %ﬂ

sur  les

sur R.

intervalles de la  forme

]_%E-Q-k'ﬂ;%-i-k‘ﬂ[ avec k dans Z .

12.1° D=1 s 42 .
Pour h réel strictement positif,

= fi(l 7
JUN-FD L fmeaw e

h
‘4
= [} =
Jra+3+h

Donc lim
b=

pas dérivable en 1.
2°D,=[0; +v] .
04 h)-f(O)
FOD-A0)_ &'
h
Jh a pour limite 0 lorsque k tend vers 0.
Ainsi, f estdérivableenOet f'(0)=0 .
F Df«={0:+W{ ;
O+ h)y- f(O i >
It ;) It )=S'Zth

JU +h)=f(1)
h

=+ et f n'est

Pour h>0 ,

Pouwr h>10 ,

a pour limite 0 lorsque h tend vers 0, car :

lim M=sin'(ﬂ)=cos 0=1
n—0o R
et lim Jh=0.
=0

14. ¢ lim 2=-x¥=1 et l=i, done f est
x=+l 1

x=1
continue en 1.

(1 +h)=f(1)
Pour k=0 : !(h)=%{—.
*Si h<0 ,ona:
) 2 _
ffh)::‘__%—}:—'l—h;

donc lim t{h)=-2 .
h=0

h<(
[ estdérivable a gauche en 1 et fg'(l y=-2 .
*Si h>0 ,ona:

done lim r(h)=-1.
h—0
h=0
f est dérivable ddroiteen 1 et f,"(1y=-1.

s [ n'est pas dérivable en | car:
f# () .

17. 1° cos 2x=1-2sin? x
duplication), donc :
Slx) _2sin x 2 {sin .\.')2
X ,\': X 3

(formule de

2° lim ﬂ;-—{= sin” (0)=cos 0=1 ; donc:

x—=0
L fxX=f0y fix)
lim ——————— = lim S
=0 X x =01 -

Ainsi f estdérivableen 0 et f'(0)=-2 .
+ 45

2

P 2x-1 ! 3
fi(x)=————= s donc f(2)=%.
2uixt-x-1 2
Or f(2)=1 , donc la tangente T & ¥ au
point d’abscisse 2 a pour équation :

20. 1° Pour x> '

-2 .

L TR

y=2 (x=2)+1 c'est-a-dire y=
2° T apour équation : y=4x+4 .
13 8

o 3 3 =i S e R
3% T a pour équation : ¥ gty

22. @ a pour équation y:—% .r+§ et

passe par A | dcncﬁ.[1 %) .

CORRIGES DES EXERCICES

 passe par A si, et seulement si :

i(l+a)3=l+b

cest-i-dire b =3 (l+ay-1.
% est la courbe représentative de la fonction f
N, b
définie sur R par f(x)=— =,
(x=+a)-
avec b:i (1+a)2-1.

S esttangente d € en A si, et seulement si

Fily=—3 .
Orpour x € & .on obtient ;
; 4x(ax? - h) 1
Fika (x2+a)® '
done :
4[a+]—§(]+.ﬂ)zj
Fray=de=9_ £
(1+a) (1+a)?
_1-3a
(1+a)?

f’{x}=—é > 2(1-3a)=—(1+a)?

e gl-4g+3=0
&> a=loua=3.
On obtient ainsi deux couples (a;#d) qui
conviennent :
a=1l et b=2
ou a=3 e b=11 ,

35, PFi Vi Fi4°F,
36.1°V:2°F: 3V 4°V,

37.a) F:.rv—»% et 2x+k

1 1
by Fixrs= a2 +2x==4k ;
2 x
2
i k
» 3x
une constante réelle.

<) F':_w-*-é— = , ol k désigne
x

38. a) Ff.r):% 2= % ¥+ 2x+k avee

ke R, F[-l‘i:—%+k %

29
Done F(-1)=0 <= k=E :
Ainsi, F: .x'-—s-; .\--"‘—g _t2+2,\-+?'6? ;
g 3.2 | .iF
bIF:,a-wE.r-+.t—}—E.

39. a) F‘..\"—ai{—'_’sx—?.)“ :
h)F:_t'—*-I—Iz(—2x+I]*"1
. X ooy v

c}F._rr—rlztx 1=
d) F .'.1"—'% (x2-3x+3)2.

41, a) F:xm—2.02x-1
b) F:xm2x2—x;




c) F:r'—»—% J=dx+3
d) F:,x’—rh/x-z-——] 5

47, a) x— ; sin Bx—,—icos.}x :

b) xr—»%sin(l\;—gj |
e) .rH—%cos [.21_2) f

d) x—=xcosx (on reconnait la forme
w'v+uv' avec u(x)=x et v(x)=cosx)

58.1°F'=f, donc F(x)=0 sur
[0: 1] ; F estdone constante sur [0 1] et
comme F(0)=a , pour tout x€ [0; 1],
Fix)=a .

F estcontinue en 1, donc :
F(l)=1lim F(x)=a .
x=1
x<l
De plus, F'(x)=1 sur [1:2[ , donc
Fixj=x+k ,avec kER .0Or F(l)=a .
done k=a-1 .

Ainsi, F(x)=x+a-1 sur [1;2[ .

Il est clair que F n'est pas dérivable en | puis-
que Fg'( 1) =0 carla demi-tangente & gauche
en A est horizontale. et F,'(1)=1 car la
demi-tangente & droite en A a pour coefficient
directeur 1,

F n’est donc pas dérivable sur [0 2[ :cequi
contredit le fait que F soit une primitive de f.
Ainsi, / n'a pas de primitive sur [0 ; 2] .

56. 1° a) En prenant x=0 et y=0 dans (1),
onobtient f(0)=2 f(0) ,don f(0)=0 .
En prenant x réel quelcongque et y=—x dans
(1}, on obtient :

FO)=flx)+f(-=x) .
Ponc f(=x)==f(x) ,puisque f(0)=0 .
Ainsi f est impaire.
b) En prenant y réel fixé quelcongue.
D’aprés (1), les fonctions g: xw> f(x+¥)
et Fi:xe f(x)+f(») sont égales, donc
go=Rt |
Or, pour tout réel x, g'(x)=Ff"(x+y) et
hix)=f"(x) .
Ainsi, pour tout réel x, f'(x+y)=f"(x) .
On en déduit que f'(y)=f'(0) pour tout
réel ¥ .
Donc f' estune fonction constante sur B .
2° D'aprés 19, si f vérifie (1), alors [ est
une constante & sur R .
Donc f:x+>kx+ ¢, ol ¢ est une cons-
tante arbitraire.
Commeona f{0)=0 ,ondoitavoir €=0 .

Ainsi f : x> kx estune fonction linéaire.
* Réciproquement, toute fonction linéaire
x>y (avec a € R ) vénfie (1).

* Finalement, les fonctions dérivables sur R
vérifiant (1) sont les fonctions linéaires,

61. 1°Pour x& /. la tangente 3 € en

Mx; flx)) a pour vecteur directeur

1 )
¥ (.f't’x)_] etla droite (OM) a pour vecteur

directeur OM [ _1 )
J1x)
VLOM < 7v.0M=0
= 4 i =0.,
2°Pour xel , f'(x) f(x)=—ux.

Or %f 1 est une primitive de f'f et

1 Wit
x-s x? estune primitive de x> —x sur

I, dong :
pour x€ [, %f_f'(_r})i’:_%x?+k avec

kE R.

On en déduit que pour tout x dans 1, x* = 2k
et flx)=A2k—x2 .

La courbe %, estincluse dans le cercle d*équa-
tion x2+y2=2k . decentre O,

* Réciproquement, on sait que la tangente & un
arc de cercle de centre @ en 'un de ses
points M est orthogonale 8 (OM) .

Chapitre 4

1.1°F; 2°V: 3°V; 4°F.
2. 1°F; 2°F; V.4V,

31 e s L pELLE
¥ fi=3 £ 54 fee3],

5. Les fonctions dérivables sur B, telles que
F'=3f ., sont les fonctions de la forme
fix—ke® avec k réel.

Or f{0)=k ,donc f(0)=2 <« k=2.
Ainsi, f(x)=2e .

8. Chaque courbe représente une fonction de

1
laforme x~>ke 2" avec kER .

* €, passe par A,(0;3) , donc €, repré-
1
sente la fonction x> 3e 2~
_l X
tion y=3e ¥ .
= €, passe par A,(0: 1) ,donc %, apour
1
équation y=e ?
* €, passe par Ay(—4:-4) ,donc €, a
I
_\'=—4¢‘3 e I ou encore

et a pour équa-

&

pour équation

I

= X+ 4)
y=—de 2

CORRIGES DES EXERCICES

= €, passe par A, (0:-2) et a pouréqua-
1
tion y=-28 2

12. A=1; B=3e*; C=e'; D=¢* .
18, 1PV 228 3N 47V
19, 1°V; 2°F; 3°V; 4V,
20. 1°e?-t=1 =
= i=J4,

Solution : 3

29‘.2:+]=J€ e elr+l_g

< 2x+1=

=

; 1
Solunon:-z
F (e +2) (et -1)=0
> e 142=0 on e**2-1=0
Or. pour tout réel x, e~ 1+220, car
e
et 42 1= a2

&= x+42=0 =

L'équation proposée a pour unique solution

-

=g

x=—2.

R
£ 1= o 2x—|=%+1
o xer
3
. ; 4
Solution : =
3
22. 1°2X>+3X-5=0 <> X=1 ou
5
X:—;,

2° L'équation 8’éerit 2X24+3X-5=0 , avec
X =¢* . elle est donc équivalente & :

L5

7 .

Or e >0, et e'=1 <= x=0; donc
I'équation proposée a pour unique solution 0,

25.1°¢" <] ¢ x€ ]-=;0[.
L'ensemble des solutions est ]—==; O ,

ef=1 ou  ef=

2° ¢*=-2 est loujours vral puisque, pour
toutréel x, e*>0 .
L'ensemble des solutions de [I'inéquation
e*=-2 est R.
Fe'=]l o —x=0 <= x=0.
L'ensemble des solutions est [0 ; +eof .

1
el fo o el-13e2 .

1 3
> Zx—l:vi > .t>:l.

ek

=1 e

L’ensemble des solutions est }

28. 17 lim u=0 ;

im #=—e
o+ o —
lim v=+o ; lim v=0 .

+eo —oa

2°lim f=1; Ilim f=0;
+ o —

Hm g=+o 3
+ o0

lim g=

— o




corrigés des exert

29.a)lim f=0; lim f=+e .
b) lim f=0; lim f=—oo .
+ o e
¢) lim f=-os car, f(x!=x(l+‘—1—?].
lim f:—-e-a ]

d) lim f=—co ,car f(x)=e"(2-¢") .

lim £=0 .

e)lim f=+o ,car lim eX+1=+= et
+ = X =3 & 02

lim J}:+m.

I3 %m

lim f=41=1.

Bm e 2%=0 .

f) lim f=+e  car
+ o s i

. . P
lim f=—oc0 ,car lim e “f=+e .
s

32. a) li!‘:'l f=400;

lim f=+e | car
+ o0

« I'exponentielle de x
polynime en +oe =,

I'emporte sur tout

lim e*=0 .
I=d—m

flx)=

b) lim f:% car

1+e*
| +2e

lim f=1, car

lim &*=0.
Xt

¢)lim f=+co , car lim
3

- X =+

x>

g

lim e'=+400 .,

I =4+

. § x+ 1 1
lim f=e?=.e ,car lim S
+wf e xothies 2= 2

’—::2"_63"—1 eh—l

35.0)% z

x X
3 h
Lo @] e'=1
Or lim
=0 x

posant h=3x .

= lim 3 =3 en

h—=0

" -
De méme, lim
x =0

=2 (poser h=2x);

.
donc lim
x=0 X

=
et lim J/x=0 ;donc lim 2 l=0.
x=30 =0 ,ﬁ:

37.1°a) " x> 3x2+e"
by f'ix—=4(x+1)et;
ef—e

T
d) x> Gedi_2e 2

Ia%
(e*+ 1)’
S e
(ev‘+c“}2 5
c) f'ixrs 2(-.:34—);-—4)6‘2"' 3
d) F'ix»2xe*

¢) f[fixm

e fhix—e

b) ffix—

42. Les primitives de f sur R sont les
fonctions : ;
a) Fixme V3 lok avec k€ R .

CORRIGES DES EXERCICES

h}F:x'—-b%e-'Z"+k .avec ke R .
T e

3(3e'+2)
d) F:x—>J2e"+1+k ,avec kE R .

ey Fixre +k ,avec k€ R .

lim e*=0 et

¥ —h oo

47.1° lim f=-co , car

lim (x=2)=-o .

X—y—oo
lim f=+e , car_ lim ef=+ee et
4 e

lim (x—=2)=+ea .

L= 4o
2° f est la somme des fonctions x—=x-2 et
x> ¢e* quisontstrictement croissantes sur | ;
donc f est strictement croissante sur R .
3° a) f est continue et strictement croissante sur
R et lim f==c et lim f=40e ;

o propes
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
f s'annule une fois et une seule sur K .
Deplus, f(0)=-1 et f(1)=e-1 ,donc
fy<0<f(1) ;d'ot O<a<| puisque [
est croissante.
b) 044 <ax <045 |
car f(0.44)<0< f(045)
puisque f(0.,44) = -0.,007
et fl0A45)=~0018 & 1077 pras.
x-=1

lim =—=1,
.r—l)+:-o x+2

) o

donc hm g(x)=¢ .

L4 4 oo
x-1

m —_—
_;-.,_wx+2

X=

1 ,done  lim g(x)=e¢ .

Jo—=d —

1 f

5=+ donc lim

= T
4

2
r<=2 X<

glx)=+oe ,

x—1 .
im =—eco ,donc lim
PR 3 x—=2
x>-2 x>=1
Les droites d'équations y=¢ et x=-2 sont
asymptotes i la courbe représentative de g .
2° Pour tout x dans R\ {-2} :

x=1

glx)=0 .

Xy = s
g{x) 2
On en déduit le tableau des variations de g
x — =3 + oo
g'(x) + +*
grapes \ e
2(x) / il /
& 10

B5. 1°F: 2°V ;3" V: 4° V.

56. L'équation différentielle 2y"'=—y+b a
pour solution la fonction constante x+—b |
done les solutions sont les fonctions :

1
x>b+ke 27, avec kER .
Leurs courbes représentatives ont pour asymp-
tote la droite d’équation y=5b en 4eo .
Or 6, , €, €; et €, ontpourasymp-
tote la droite @ d'équation
=3 .

¥=3 , donc

* @ passepar A, (0:6) étapouréguation:
| passep 1 P
1
y=3+3e 2"
* i, passepar A,(0;4) etapouréquation :

¥

2 -

.\J=3+E_
= 6, passe par A_,_(O;g] el a pour
Gquation : g
1
-

y=3--¢

* 4 passepar A (0; 1) etapouréquation :

1
y=3-2e ? s
57. 1° Les solutions de I'équation v’' =2y + 1

sont les fonctions :

_\-»—»—% + ket avec k réel.

(PRI SN )

2° L'équation s’éerit ¥’ = y+% . Elle a pour

solutions les fonctions :

4

)'-._._%4.,&53 = L avec k réel.

37 L'équation s'éerit y'=-3y+2 . Elle a

pour solutions les fonctions :

xv—»%-ﬁ-ke"‘" cavec k réel.

Chapitre 5
1. 1°F:2°F;3° V. 4°F ,5° V.,

3. x=In(2¥%x3%-3In2-3I3
=3In243M3-3mm2-3In3=0.
y=3m3+3In5-In33-2In(2x5)
+In22=In5.

w1
7. 1° Pour tout n€ R* uﬂ:z['] ;

3
iy
done v, =1n (2(%]ﬂ ) .

Soit v,=ln2-(n-1)In3 .
Ona:
Vo, —V,=(ln2-nln3)
—(ln2-(n-1)In3)=-mIn3 :
done la suite (v,) est une suite arithmétique
deraison —In 3 etde termeinitial v)=1In 2 .
A e TR
=aln2-In3(1+2+...+n-1)
(n=1)nin3
.4

-

=nln2- "
dong :

ﬁ (vi+va+...+¥,)=In 2—93%1"3 %
9. 1°a) Les courbes % et I' sont symétri-
ques; 'une de "autre, par rapport & la droite
d’équation y=x .

b) % n’admet pas de tangente paralléle & I'axe
des abscisses, done I n’admet pas de tangen-
tes paralléles 4 1'axe des ordonnées.

27 a) Lafonction In est continue et strictement
croissante de 0 ; +oof sur J-eo ;o]



done, pour tout réel m , I'équation In x=m
admet une unique solution dans 0 ; +oof .

¢ est lafonctionquia m € R associe I'uni-
que solution de I'équation In x=m .
b)Pourtout x€ B , @(x)>0 .

¢) @ est dérivable sur B .

3%a) ¢ et In sont dérivables, donc :

X} _

()
Donc, pour tout réel x, @'(x)=e(x) .
b) Par définition, comme @(0)=1 (voir
chapitre 4), ¢ est la fonction exponentielle.

10 1°F; 22V 3°F:4°V,

12. a) Il faut et il suffitque x>-1 . Comme
lna=nb <> a=b, |'éguation s'écrit
x4+ 1=3 ;soif x=2 et x=2>-1,
Une solution : 2.
b} Il faut et il suffit que x>-3 et x<2;
¢ est-a-dire :

x€ |-3:2[=1.

L'équation  s’écrit x+3=2-x, soit
1 |
2x=-1: .'l'=—§ el *EEF.

Une solution : —% ;

¢) Il fautetil sutfitque x> ~4>0et 1 —4x>0,

: 1
soit x € I=J-2 3 f_i|: .
L’équation s'écrit x2+4x-5=0 , qui admet
pour solutions 1 et —35 , qui n'appartiennent
pasa [.
Donc I'équation proposée n'a pas de solution,
d) Il faut et il suffit que x?-2x+2>0 : ce
qui est toujours vrai (A=-4) .
L’'équation s'écrit x?-2x+2=e , soit
x2-2x+2-e=0 quiadmet les solutions :

1+4e-1 et s
18. L'équation est définie sur [ =]0; +oo[ .

2 l iy
(Inm x)*-1In (.t.}—‘.

< (nx¥+mx-2=0

<> X24+X=2=0 et Inx=X

= (X=1 ou X=-2)et lnx=X
e=> Inx=1 ou lIhx=-2

<> x=e oux=e 2 Solutions:eet e-?.

24. a) L'inéquation est définie sur ]0 : 4 o] .
En tenant compte du sens de variation de la
fonction In, on a le tableau de signes :

x 0 el‘ [ +om

I=Inx + -.__-I- (1] -
F4Inxy - 0 + +
{I—lnxj{3+ln.r}| ~ 0 % O =

g 1
Solutions : [_i 1 e] .
P

b) L'inéquation est définie sur |0 ; +e[. Ona
le tableau de signes :

x 0 L - R
e
x—5 L - = 4k ¥
Inx+1 L 1 MR +
{(x=53)(Inx+1) i e 0

Solutions : }1 :5[.
(]
¢)Pour xe |0 4] |
(nx)’=1 < hx+1){lnx-1}=0
= -l=hx=1.
Solutions : [é:e].
d) 11 faut et il suffit que
XE Jeeo 1 —2{U]2 i +ee| =T .
Sur I:
In(2-4)=0 = 1*-4=1
e -5=0
< xe[-5:45] .
Solutions [=4/5:=2[ U]2; J51.

30. La suite étant géométrique de raison % et

n
de terme initial u;=2 ,ona un:fZGJ .

L

3 "
u,>10% & 2 ] > 103

2

fd

- In2+n|n( )BB]n 10

3

2

_3mn10-In2

3
In [i]
est : & partir du rang 16.

“=> n =153 . La réponse

33. a) Il fautetil suffitque x € 0 ; +oo] et
YE J0; +oof .

Le systéme est équivalent & :

{x9+v2=10 ¥ -10x2+9=0 (1)

xy=3 y=

1

(1) = X=x2 et X*-10X+9=0;
cette équation admet | et 9 comme solutions.
(1) <= x2=1 ou x?=9 ,soit -1 ,1,
-3 et 3 comme solutions.

Les solutions du systéme proposé sont (1 ; 3)
et (3;1).

b) Il faut que et il suffit que x>0 et y>0 .

_xz}.,z — ot

Le systéme s'écrit 4§ 3 i
i

¥

De la premigre équation, on tire x6=¢ '2y°
et de la seconde x% =e2?y%® ;

done y'7=¢M |

Comme y!7 est de méme signe que y, ona:

y>0 et y=(e ) goit y=e 2,
. x2=e?
On obtient done x=e .
=g

Le systéme admet la solution (e ; e"z) E

2%
P2 +4

38. a) 1l faut et il suffit que

>0 ,c’est-

a-dire x € 10 ; +ea[ .

CORRIGES DES EXERCICES

lim 2y =0, donc lim f(x}=—o0e
x=0 x2+4 x—=0
par limites et composees.
Y
+ lim 1'"1 =0, donc lim f(x)=-e
=+ X°F —4 feo
par limites et composées.
> : x-5 :
b) Il faut et il suffit que e =0 , soit :
XE€ |- =2[W]5;+eef .
« lim x—S_l . donc :

PRSI 1

lim f(x)=inl=0;

X =¥ -0
= lim "-_5=+=-u.donc:
ra-2 X +2
xr==2
lim f(x)=+e ;
r—==2
« lim Jr":::=Cl . done :
=5 + £
x=5
lim f(x)=~e0;
e ]
* lim ﬂzl . done :
4 x+2
im f)=In1=0.
K=yt
)1l fawt et il suffit que ';:L*:-O. soit
xe:2[.
i x=1 "
* lim 5—=0 ,donc lim f(x)=-ee;
i3] &—X =1
x> 1
e lim ';—_1=+m , dome
=37 =X

x<2
lim f(x)=+ee .
2
R
x=

x+2
€ |-2;0[w]0; +e] .

>({) . 80it :

d) 1l faut et il suffit que

4 x5
* lim =+eco , done :

3 X 2

$>=12

lim f(,t):-i—eq x
x—»-2
2

* lim ,j=(} ydone lim f(x)=-e}

x=0 X+2 x=0

2

e lim ——=+9 ,donc:

X— 4o x+2

lim f(x):q.w g

A4

41. a) * Pour tout réel x € 0 ; +oof :
_x=1

P
fSixe 0 1. fi(x)<0O .

Si x€ ]l ;+ee[ , f(x)>0.

b)*Pour tout  réel x€ |0 +eof |
fix)=lmx.

oSixe10:1[; fix)<0.

S8i x€ ]l i+, f(x)>0.

¢ frp=1-10x

=
*8i x>e, [f'(x)<0.
*8i O<x<e, f(x)=0.
*Si x=¢, fl(x)=0,




corrigés des exerc

44, 1° lim (x-4)=-4et lim Inx=—oo,

x=+0 x=1
lim f(x)=-
-0
{o} admet la droite d’équation x=0 comme
asymptote.
2° f est la somme de deux fonctions croissantes

done

x—=>x—4 et x> g Inx donc [ est crois-

sante sur J0 3 e |

3" a) f est une fonction continue et strictement
croissante de 10 ; +=o[ sur ]—ee; +eof .
L’équation f(x)=0 admet une unique solu-
tion, comme f(3)=-0,7 e f(4)=03 a
0,1 pres. D*apres le théoréme des valeurs inter-
médiaires, la solution ao de 1'équation
f(x)=0 estdans'intervalle |3 :4[ .

b) 3,674 <a<3,675 .

48.9) tim 12X

X —hg  X*

lim ('“—‘ -
X=b4ree _T2
b) lim x*lnx=0 et
x=0

=0 ,done:

1]=—] L

lim xlnx=0
=0

(Théoréme), done lim (¥ —x)lnx=0 .
=0

¢)Pour x>0 |

slnxd 3x 32 Inx
= = £ —
2+l x2+1 e+l X
lim '3r =3 et lim E=[}
a4 X4 1 X = o g
{théoréme), donc lim f(x)=
X — o
d) Pour x>0 :
2x+1—1In x=x(2+i—l“—*') ;
2 v
im =0 et im Xl
x—3 4o X r—pas= X
{théoréme), dong :
lim (Zx+1-=Inx)=+eo .
P ]
52.1°F;2°vV3°V . 4°F.
=
54- a) j—r(‘):{31—2:)_
I~2x

1
x 1 poy L COS X
B P w2 7 e
2
& fr=FEE L
4+l

60. a) En posant wu(x)=3x-6, on a
u{x)>0 sur /et u'(x)=3 ;donc:

crahe 2R

F= 3 u(x)

f admet pour primitive F définie sur [ par:

F(x)=—%ln(31—6}+k (ke R) .

b)Onpose w(x)=3+x2.0na u(x)>0 sur
R et w'(x)=2x ;donc F(x)= H(:)) 4

CORRIGES DES EXERCICES

f admet pour primitives :
Fixr=In (3422 +k (ke R).

¢)On pose w(x)=x*+x+1. On a
¥+x+120 sur R et w'(x)=2x+1;
w'(x)
u(x) -

f admet pour primitives :
F:xm-2In(x¥+x+1)+k (ke R) .
d)Sur /, x+1>0 et x+2>0, done f
admet pour primitives.les fonctions :
F:x—=3lnix+1)-2In{x+2)+k

donc f(x)=-2

(ke R).
63-3) On pose H(x)=e*+2., On a
u(x)>0 sur B et w'(x)=e*: donc
fix)= 2" {‘) qui admet pour primitives :

F:.rH?In[e-‘+2}+k (ke R) .

b) On pose w(x)=e>+4x? .Ona w(x)>0

sur B et  wi(x)=2e2*+8x; donc
1 w'(x)
£ (x) ) qui admet pour primitives :

.":,x'-—réln(e3‘+4x2}+k (ke R) .

67. 1°a)Pour x€ |-2:2[ .,

PN W R
==f(x};

donc f est impaire.
b)Pour x€ ]-2;2[ :

P 1
/ {”'3x(2—x1(2+x1>0

donc f est strictement croissante sur [0 ; 2] |

[2—+’-t) =+ _ donc
x

c) lim .

r=2

<2
m f(x)=+o .
x—=2

Ladroite 4 d'équation x=2 estasymptote a
% .1l en est de méme pour la droite 4 d’équa-
tion x=-2  car ¥ admet O comme centre
de symétrie.

2*Pour x€ ]-2;2[:

&)
j'{x):% = ln(£+:]=l
Fie —
2+.:r=e . solk _t='E° 1) .
2-x e+
Usis solution : 22— 1)
e+l

3° La tangente T a pour équation y= l

T et € sont syméiriques par rapport & O,
donc ‘€ estde part et d'autre de 7' a 'origine.

69.1°V 2°F:3°F: 4V,

71 a=x-%=y; B=aE+4io 247 .
c (- DR G TR
C=x2x F=x2" 3,46

1 1 5
F=er)5=;[3 . G=(15)3=_\'31
PAES RN g
H=(x2)3x2=x3"2=xb

74. a) et —4e? 4 3=0
<> X=e¥ g X21-4X+3=0
e e*=1 ou e¥*=3

e r=10 on .x:%lnS >

Solutions : O et -Iln e

3
b) 2e*-5+2e*=0
> 2e*-5et4+2=0

& e*=X et 2X2-5X+2=0

iy

&> e'=2 ou ef==
2
&> =2 oux==-InZ .

Solutions: In2 et =In2 .
c) e _geix=3
> e¥-3e-4=0

s =X et X2-3X_-4=0

&= e=4 oy e¥=-] <= 2xr=In4.
Solution : In 2 .

d)ef+elT-(e+1)=0

er_(e+ 1)e+e=0

X=e* et X2—(e+1)X+e=0
ef=e ou =1

x=1 oux=07,

Solution: O et 1.

«—
—
—
<=

77. a) 1007 - 10% -
= 10%- IU"
= X=10

= 10-==-1
E——]

2=0
2=0
t X2-X-2=0
ou 108=2
xIn10=1In2 ,car 10*>0 sur R
_In2
T 10
Solution ; -

In 10 °
b) 2x 14 32" %=7

= 2:2%-7.2%4+3=0
(en multipliant par 2%)
= =X et 2X3-

7X+3=0
< 2'=3 ou =z

3
] .1'2% oux=—1,

n2
i In 3
Solutions : =1 et — .
olahons 2 £l in2
2 1

e) 3 -5x344=0
|

= xi=X
et X2_5X+4=0
1 1
= xi=1 o P=4 & x=1 ou
=64 . Sclulion%‘ 1 et 64.

!
d) 327 +J5\ -245=0

= X=.rT'-’ et J5X2+3X-2.5=
| 9. & . :
=3 IHZL;/B ou xP=—f5

() s 2

. Solution : g

= i=




80.9) 2724 &= 2¥=37.

Comme x+> 2% est croissante sur K, les
solutions sont les réels supérieurs a 2.

b) x> 3% est croissante, donc I'inéquation
équivautda -x<2x ,soitd x>0,

Ensemble solution : [0 ; +=o| .

€ XT>2 > eFlMisein2
< whax>h?2

2
=> In,r>-m??~ : S

Ensemble solution: Jeé ™ ; +eof .
e e
= 5 e

d) !+(3) >5 = (3) >4

< -xIn3>In4

S x(—-lf}j ;
In 3
Ensemble solution : }—w v _lr1_4[ :
In 3
87.

1753~ =0 <= 5¥=]1 < x=0.

[ est définie sur R* .

1=} e shx H 3 1 s
2 fl-x)= '3_3: . soit, en multipliant par

5

52, f(—.t):T;hz_f(x) :

[ est donc impaire.
—In5-5%5%+ 1)
(5'-11 = l}l
est décroissante sur [0 ; 4| .

Comme [ est impaire, il en est de méme sur
J=ee 1 Of .

37 i a)= <0 , donc f

4°an(_'r)=% e 2.5%-3x5-2=0
= X=5" ot 2X2-3X-2=0

<> 55'=2 ou sz—é.mais 57>0 sur R

&

< shhf=h2 <= _\-=:—::-% ]
Solution : In2 -
Slng

b)f étant impaire, I'équation f(x)=-= a

e b2

ur unique solution — E’
B 4 In5 "

Chapitre 6

3. Soit P(n) la propriété « 32" —2" est un

multiple de 7 ».

Initialisation avec n =0 :
30_20=1_1=0=7T%0,

donc P(0) est vraie.

Hérédité : on suppose quc pour un certain

entier n =10 ,ona:

320 _ 21 estun multiple de 7,
cest-adire 3 _2"=Tk . ob k
entier ; alors :

33[114- D_gn+l=32nyg_gxon
+9xan g+l
=9(32n 2"y 4 2M9-2)
=9xTk+Tx2"
=7(9k + 2%)
32n+l)_gm+ 1 est bien aussi un multiple de
7 :la propriété P(n+1) estdonc vraie.
Conclusion : la propriété P(n) €tant vraie
pour- n=0 et héréditaire, est vraie, par
récurrence, pour tout entier naturel n.

est un

11. Soit P(n) la propriété :
«u“,—u")u C
Initialisation avec n=10 :
”I_“U:N‘E_ 1=0,
donc P(0O) estvraie.
Hérédité : on suppose que pour un cerlain
entier n =0 .ona:

W, —u, >0
alors :
ua:+2_“n+1=_~l] +"n+l“m'l+“rr
Hpyy = Uy

flu, . 1+ J1+u,

or le dénominateur et le numérateur de ce quo-
tient sont tous deux strictement positifs, et, par
suite, on a:

Uy 2= Hpi >0,
c'est-d-dire P(n+ 1) vraie.
Conclusion ; la propriété P(n) ¢tant vraie
pour n=0 et héréditaire. est vraie, par
récurrence, pour toul entier naturel n . ce qui
prouve la stricte croissance de la suite (u,) .

13. a) Pour tout entier n=0 ,ona:
2n=0 et n+1=1>0

donc 25
nm+1

=10 ; dautre part :

2n e 2 <0
n+l n+l
ce qui achéve de prouver I'encadrement ;
0= <2,
n+l
b) Pour tout entier n,ona:

-l=sinn=1.

: 3—t
Comme la fonction affine r+—>=—7 est
décroissante sur [ | on obtient :
gﬂ 3 — sin nﬂi
2 2 2
4 3-sinn
et par suite 0<1 Eféz .
c)Pour tout entier m., on a aussi
2+1

O=sinna=1 et la fonction r—

étant croissante sur R, on obtient ;
2 _2+sintn_3
fess——="=2
4 4 4
2"+ 4
2
entier », done la suite (u,) est strictement

16. a)u, ,~u,= >0  pour tout

croissante. De ce fait, elle est minorée par son

: 2
premier terme My = ;r .

Elle n’est pas majorée, car pour tout entier n ,
4 . : e . 4
u, >z n , suite arithmétique de raison 3

5

strictement positive et donc de limite +es |
1

n na)(n+ 1)

entier n, donc la suite (u,) est strictement

By g — >0 pour tout

croissante. De ce fait, elle est minorée par son
premier terme ;=0 .

La suite est aussi majorée par |, car pour tout
enuer n:

corriges des exercl
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19. a)En posant  f(x)=x2+4x+3 , pour
X € [0 +ee] ,ona:

fixy=2x+4
et f'(x)>0 pourtout x= 0 ; par suite, la
fonction f est strictement croissante sur
[0 ; +eo[ . il en est de méme pour la suite (u,) .
puisque wu,=f(n) .
b) Tous les termes de la suite sont strictement
positifs : on compare donc le rapport de
2 termes consécutifs a 1 :

i
n+l_ xﬂ"'I
i, n+2
n+l 2 n—1 b A
or o et, sulte, si
n+2 3 3(n+d) e
n=1lona:
n+|:3;_'l’
a+2 3

d'ob r\erlrtﬁ

la suite (m,) est strictement croissante a partir
durang n=1 .
(Remarque : ug=1=u;<us;<...)

¢) En posant g(x)= —-i;‘; . pour tout réel x
positif, on a !
3 e |
{_r} — g & G £, B
£ (x+2)2

et comme g’ estnégative sur [0 ; +e[ ,la
fonction g décroit, et il en est de méme de la
suite  (u,) . puisque, pour tout entier n,

an:g(n) .
1 ;
d) uhi—uﬂz—m{ﬁ pour fout entier

n=0;

lasuite (u,) estdone strictement décroissante.

30. 1°0n peut conjecturer que la suite est
convergente vers 0, la tangente a la courbe
d’équation y=sinx en O éant la droite
d’équation y=x .

u=sinlun=11

|
=l
H=Eozi7068 ¥Y=.50217068 .

2% Par récurrence, oh montre que :

«u, € J0;1] »
Initialisation avec n=190 :

g=1e1051] .
Hérédité : on suppose que, pour un certain
entier n=0 ,ona:

u, € 10;1] .

Alors, comme la fon¢tion sinus est strictement

2

0<sin u, =< sin | < sin

. Fr &1
croissante sur '[0 vl ona:

=

=]

HE]

etdone u,, ;€ 1051].
Par récurrence, la propriété « w, € J0; 1] »
est vraie pour tout entier 7.
3 On pose flx)=x—sinx ,
x€e [0;1].

fiAxy=1-cos x .

pour
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Or 1-cosx>0 ,si x€ ]0; =] ; par suite,
la fonction f est strictement croissante sur
[0;1] et,comme f(0)=0 ,ona:

flx)>0 si x€ 0 1].
En appliquant ce résultat avec x=u, (quiest
élément de ]0; 1] pour tout entier n), on
obtient ;

U, —sinu, >0 .

Ce qui donne w,>u, ,; , et prouve que la
suite (u,) est strictement décroissante.
4° La suite est décroissante et minorée par 0,
elle est donc convergente vers un réel L de
[0:1] qui vérifie L=sin L , ¢’est-a-dire
Sf(LY=0; 7Tétude du 3° montre que.
nécessairement, L=0 .

32. 1° Par récurrence ;
Initialisation avec n=10 :

uy=1€ [0;4] .
Hérédité : On suppose que. pour un certain
entier n=0 ,ona:

u, € [0;4] .
Alors, comme la fonction racine carrée est stric-
tement croissante sur [0 ; +e[ ,ona:
Ji2s fu +12< /16 ,

etdonc u,, ;€ [0:4].
Par récurrence, la propriété « u, € [0 ;4] »
est vraie pour tout entier n .
2°@) uy g -, = fu, 120,

2
ty + 12 —uy

fu.+ 124 u,

or le trindbme -X?+ X +12 a pour racines
—3 et 4, et est positif ou nul lorsque X appar-
tient & [-3:;4]; par suite, comme
wy # 12 —ul
fu, +12+u,
(le dénominateur étant strictement positif) et
donc u —u, =0 , ce qui prouve la crois-

sance de la suite (u,) .

u, € [0;4], =0

n#l

Puisque (u,) estaussi majorée par 4, elle est

convergente.
b) Lalimite L de (u,) estunréelde [0 ;4]
qui vérifie L=yL+12 ; donc

L2~ L-12=0 :c’est donc nécessairement 4.

Chapitre 7

1. 1° Vrai. f est positive sur [0 : ;] . L'inté-

grale est la somme des aires des deux trapézes
OABC et ABDE .

5
3 ARG
J'n findi=342=

(S RVE

CORRIGES DES EXERCICES

2°Vrai. %, est symétrique par rapport & la
droite d’équation x= ,—:' :
3° Vrai. L'intégrale esi la somme des aires du
triangle OFC et d'un rectangle de dimensions 1
et (B=1).

A 1 1
f@ydi=z+(B-1)x1=8-> .
0 2 2

T.1°Vi2°F;3°V..
8. 1°F est positive sur [0 ; 4] .

2
J flydt=2+mw ;
(]

4
flydi=2+7+5=T+mw .

0
2° ¢ estnégative sur [0 ;4] .
L'intégrale est I'opposée de I'aire du domaine
délimité par la courbe de g . l'axe (Ox) etles
droites d’équations x=0 et x=4 ,
Les courbes de f et g sont symétriques par
rapport & (Ox) , done :

4
j gy dt==(T+m) .
0

3 Sur [2 ;4] ,lacourbe de h coupe (Ox)

au point A dabscisse g 5

E.
o Vac
D

4
J. h(t) dt=—-Aire (AED) + Aire (ACB)
# 2014y

33

10. 1° Vrai. Cest le théoréme admis du cours
page 175.

2°Faux. F étant une primitive de f sur
[0:3] .ona F'=f .

3 Vrai. F(x)=n{l+x) et
x& [0:3], on a l+x=1
In{(l+x)=0.

comme
donc

11, 1°v;22 Vv 3°F
&

12. a)_[ (257 —x+1) dx
=3

_[1X4_112+t“” ==4
bl 2 =

&

1
b)J erdx=[e]! =e—1 ,
=

% e_l{cjlnx_eﬂnz}:;_z )

16. 1°V:2°V:3°F:4°F.

20. 1° En réduisant au méme dénominateur et
en identifiant les coefficients, on a a=2 et
b=3,

2° j: F(x) dx

S 4
=2j d_\-+3j o
2J.'—I 3x+]

par linéarité.
Pour xe€ [2;3],
x+1>0 . Ainsi:

on a x=120, et

3

3
J' Fxydx=2{ln (x= 1) +3 [l (x+ DT

=8In2-3mn3.

31. 1°f est de la forme e avec u une
fonction dérivable sur | , donc f est dérivable
sur . !

Pourtout x: f'(x)=—2xe” " ==2xf(x) .
x+>—2x estcontinue sur B , ainsi que f, car
dérivable, done [ estcontinue sur B, en tant
que produit de fonctions continues sur & .
Pour tout x :

| rroa=ion= - 1o
4]

d’oi le résultat.
2°a)Si re [0:1] ,alos0=12=] ;

done —1=-2=0 puis duer ey
e

On déduit :
2t 3
——=-%te " =-2
e
: = 2
soit =21 = f (:)‘E—E;.

b) En intégrant de 0 & x, la double inégalité,
pour x dans [0: 1] ., onobtient:

X X X '2
J —Zrd;sj f’(;)d.rséj. Ziar
0 o B

o

soit |-r213sj f’{t}drs—:[—é el
il -0

X
—xzsj Frndis-1x?
0 e
¢) En utilisant 17, on obtient :
-2 = fix) - f(0) = —é x*

s0it —x24 1< fix) .;__é X241,

3° En intégrant de 0 & 1, on obtient :
!

I A
j (=x2+1) dx é‘[ T
0 (1]

|
= (——.c3+ I]d.s:
g\ €

I 3
s;-[ e"'dxﬁl——L,
0 Je

S0il

Ll B2

38. 1°F estha primitive, qui s’ annule en 1 sur

X
10 ;4920 , de la fonction f: ,rw—-r% . Dongc
F a pour dérivée f. '
Pourtout x>0 , e*>0 ,donc f(x)>0.0n
en déduit que F est croissante sur 10 ; +eo] .




2°a)Pour t>0 ,ona e'>1 d'otb, en multi-

liant ar1 e_‘)i

4 P R Gk

b) Pour x>0,

o(5)= I—dr—J —df—‘[ ~——%]dr.

Quel que soit >0 ,d’aprés a). -—->(]

Dapres le résultat de cours sur le signe d'une
intégrale, on a :

si x=1 ,alors @(x)>0 ;

st D<x=<] ,alors @(x)<0 ;

et @(1)=0 .
<) On déduit :
spour x>1 Fix)>=Ilnx.

lim lIn x=+sa , par comparaison,
X34

onaobtient m F(x)=+ee .

X=b qee

spour O0<x<|

Comme

Fix)<Inx .

lim In x =—ea , par comparaison, on
x=0
x>0

lim F(x)=—9a
x =0

Comme

obtient

x>0
41.1°V:2° vV 13°V

44, 1° Par linéarité, on a ;

AT
I+J =J""I x*(cos?x + sin? x) dx
0
il b
7 1 St gD
= 'x’-‘dx=[— x31'=— ;
JLI 3 o 24
x
0 e
et I-J=]" x*(cos?x— sin? x) dx
0
=
=J.I xXeos 2x dx |
0

Cette deuxiéme intégrale se calcule par parties,
On pose u{x)=x* et v'(x)=cos 2x .
On'a wu'(x)=2x et on prend, par exemple,

e
|(.t)-zs:-n24 ;

Ainsi
-

™
I-i= [1 X7 sin 21’}2 - Il xsin2x dx
2 0 0
rl

> ST
= -—j xsin2x dx |
0

Une seconde intégration par parties est néces-
saire.
Onpose w(x)=x et z'(x)=sin2x .

On a w'(x)=1 et on prend, par exemple, Chapitre 8

z{x) = —% cos2x .
Ainsi;
1 i VS
'*’-":1“ X Cos 21]"'+j‘ —=cos2x dx
L2 0 E

T

S 7
4+ | —= sin 2.1']'
[ 4 0

=13 &9

2° 11 suffit de résoudre le systeme :

1

Feg=2

i

S

1-1=-%
a¥ "rr* T
o 1= 2 S
s TR R

4. 1°v;2°V
57. Par définition ,

el
;J.—;—_—HL (mx+ p) dx

. [l mx2+px]
Th-a |2

1

b-a

]

a

p= [—é m(b3—02)+p(b—a)]

p,:é m{b+a)+p .

Ainsi, p= g( ;b]

C’est I'image par g du centre de I'intervalle
la;b].

61. La courbe d'équation y=(4-x)Inx
coupe (Ox) endeux points d'abscisses 1 et 4.
Sur [1:4] ,ona (4-x)Inx=0.
En unités daire, I'aire cherchée est :

4

m:j (4—x)Inxdx .

1
On calcule cette intégrale par parties,
On pose u{r}— Inx et Vix)=4-x.
Ona u'(x)=- eton choisil, par exemple :
X

v(x)=4x —% x2

o= [[.4;-% 2)in xr -J'I (4 -3 x) dx

1 4
=8ind- {4,:-5 2]

~8ln4- [ l)

i3
lﬁinZ»--i-.

I ud, =2%3=6cm? .
Ainsi :
.d:é[lﬁ}nz_gj]zgﬁxnz—?cml
et of=1 704 mm? )

1. 19V 122V 3° Vi 4o F 520

4. P(ArB)=P(A) + P(B)-P(AUB)

=0,2 ;

P(ANRB) _2
PS(A}:_FW)_.).z?;

P(AnB)_ 2
P"'(B}z_'—(F(A} }=§-
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7. Soit B Vévénement : « le dé rouge affiche
3I». ona:
Bl 3y Y35 2ysd 3 3%

(3:4):(3:5):(3:6)}
et PlB}=é.

Soit § I'événement : « la somme des faces est
paire et le dé rouge affiche 3 » :
?—{(1 6 & O e o N e R 1R

et P(S)——; -

(Remarque : ——-=—— =,l} )

8. Soit V Iévénement: «1individu est

vacciné », ona P( V}:l 1
Soit G I‘événemmt L I‘iﬂdividu est grippé »,
ona P(G)=- et Pg(V)=

P{Gf‘\ V)
P(V)

1
ZPEG}XPG{V}=E H

Oncherche a calculer Py (G) =
PG V)
d'on P l(']—i
vils =30
11, PF.2°F; 3 V4V

12. 1° P(ANB)=P(A) x P(B)=04x0,3
=012 4
P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB)
=04+03-0,12=0,58 .
27 Si A et B sont incompatibles, alors :
P(ANB)=0et
P(AUB)y=P(A)+P(B)=07.

13. 1° On obtient, par différence :
P(ANnB)=0.12 .

On constate donc que :

P(ANB)=P(A)x P(B) ,

donc A et B sont indépendants.

2° PIANBE)=P(AURB)
=1-P(AwB)=042

P(A)=1-P(A)=006 et

P(B)=1-P(B)=07 ;

donc P(A ~ B) = P(A) x P(B) .

A et B sont indépendants.

14. Par différence, on obtient :

P(AnB)=024 ;
done :
P(ANB)_0.24 _
PB{A)—-—P‘-J-—E]———G'—B_G,E_P(AI

Donc A et B sont indépendants,

19. 1 P(A) = i’%=o.6 :

18 2
P{B}-«—O——O 125 P(C}—ﬁ 0,18 .
33_11 , LAr el -

2%a lﬁ—j—é.h)non.26=150.

¢)si V désigne 'événement: «le stagiaire
pratique la voile » ona:

Py(A) = ——06 P(A),
done A et V sont mdépcndants.
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22, 17 Py(S)= % =05
or P{S)= %:G.S Jdone § et R sont indé-
pendants. i

2" Comme les dés rouge et vert jouent des réles
symétriques, on a de méme- S et V indépen-
dants.

3% Mais, comme Pp . ,(S)=1#P(S) :

S et RV ne sont pas indépendants.

26. 1° 11 faut lire :
P((X=0)n(¥Y=0))=0,18 .
2° On a, en faisant les sommes en colonnes puis
en lignes :
P(X=0)=03 P(X=1)=0.7
P(Y=0)=06 P(Y=1)=04
On vérifie alors que :
PUX=0)n(¥Y=0)=P(X=0)xP(Y=0)
P(X=0)n (¥=1))=P{(X=0)xP(¥Y=1)
PUIX=1)n(Y=0))=P(X=1)xP(¥=0)
PUX=1)n(Y=1))=P(X=1)xP(¥=1)
X et ¥ sont donc indépendantes, il n'y a a
priori pas de concertation chez les Silem pour
I'achat du pain.

28.1°V:2°V i3V,

29.

E!d_'-‘ 1 1re -|Term._ Iq;ial
participe | 70 | 28 | 24 ‘ 122 |
ine participe | 430|322 | 376 | 1128
SR EE N
s %=0.|4 :

2°a)A désigne I'événement ; «1'éleve parti-
cipe a I'atelier ».

§AA 0056
0,14

/X

0.86 ;
04 FevA

PrA

0344

0,0224
L4X5}

POYA 02576

Tod  DD192

o v
/k

TMA  0,3008

b) (S A)=04x0,14=0,056 ,
70 7

‘estansst — =,
C sl aussl 1750 125

¢)

P{A)=P(Set A)+P(Pet A)+ P(TetA)
=04x0,14+028 x0,08 +0.32x0,06
=0,0976 .

CORRIGES DES EXERCICES

Ny
o \
05\ NNy i€

N, V056

32' Ny Ng 0,1
21

0.8 0,7

X

03 N, AN 024
P(N,)=P(N, "N} +P(N, nN,)
=0,1+0,24=0,34.

35.1°V 2°F:3°F:4° V.

37.1°2)On  applique  le  principe
multiplicatif :
7 3
() :
bt s\ Few
it intr i)
i 7
C) 6 x Ij_i = ﬁ 5
2°a)Soit T |'événement: «la case 3 est
atteinte ».

AnT:T18

AT 518

BrT: 19

L e
12
F LT

P(AﬁT)=P(A)><P&(T):%x ThET

De méme, PB(T)=% et P(B}=% sd’ol:

Daprés I'énoncé, ona P, (T)= t done :

P(BNT)=
P(T)y=P(AnT)+ P(

Dot P(T)= —I?— +

1
3

3 =
3

38. Onnote 5 I'événement ; « le i-itme télé-

viseur n'a pas connu de panne pendant la

période de garantie» pour i=1,2,3et4 .

P(5)=0.95 .

1° En appliquant le principe multiplicatif :
P(§,N8, N8 NE)=095"=81% .

La probabilité qu au moins 1"un des téléviseurs
tombe en panne sur la période est donc :
1-0,95'=19% .

2°11 y a quatre événements élémentaires du
type §; M 31 m E; ni, , avant la méme pro-
babilité 0,95 % 0.05% , deux & deux disjoints et
dont la réunion est I'événement cherché.

La probabilité qu'exactement 3 téléviseurs
tombent en panne est dong ;

4%0.95x%0,057=0.05% .

Chapitre 9

1. 1°F:2° V.3 Vi v,
2. 1°V 2°F: 3V,

4. Soit N le nombre de personnes dans le
groupe, ona:

3 ! |

§N+§ N—42+g N=N,
d'ot N=315 .

7. 17Ennotant A, B et € les trois tiroirs et
en numérotant les pulls gue 1'on peut considérer
de couleurs différentes, on peut coder un range-
ment par une suite de 5 lettres choisies parmi
A. B ou C (exemple: AABAC).
L’arbre de choix montre que 'on a trois possi-
bilités pour le 17 pull, trois pour le 2¢ et ainsi de
suite jusqu’au 5%
Ilyadonc 37=243 rangements possibles.
27 Ci-dessous le schéma des rangements n’uti-
lisant pas un tiroir :
» les rangements qui ' utilisent pas le tiroir A : 23 ;
* les rangements qui n’utilisent pas le tiroir B: 25 ;
* les rangerments qui n’utilisent pas le tiroir € : 25 |
Comme il y a pour chaque tiroir un seul range-
ment qui n’utilise que ce tiroir, le nombre de
rangements qui n'utilisent pas un tiroir est :

IX(2P-2)+3=3x(27=1) .
Le nombre de rangements pour lesquels chaque
tiroir a au moins un pull est done :

P =3I R(2I=13=150".

| rangement :
CCCCC

| rangement :
BBBBB

| rangement :
AAAAA

10. 11 y a 16 possibilités pour choisir un prési-
dent, 15 pour un secrétaire et 14 pour un trésorier.
Ilyadonec 16x15x14=3 360 cheix pos-
sibles.




12, 1°V:2°F: 3 V.,
14, 1°51=120 . 2° 41=24 . 3”%’:00.

185.127 .
228) 5x6) 5 by Sx4x5 ;
)"xSx‘i' ;e 5!,

c) 2x6! ;
3¢ '—4><'?'

18. 1°v:2°F:3°v.
19, 1°F:2°F: ¥F
20. lq(ﬂ+l} )

p+l
2° a) Il reste a choisir p éléments parmi les n

1
éléments de E autres que a,d’ob : (’ } :
P

b) 11 reste & choisir p+ 1 éléments parmi les
n éléments de E autres que a,d'oi:

i ]
L pa i
3" Comme une combinaison de E comporte

I'élément a ou ne le comporte pas, les deux cas
s'excluant, ona:

i B
22, a) [i)xfi?'x(-ll'*’:??o ;
hl(j)x24=240;

T
c}(j]x23><(—3}5=—20 412 .

24. 1° a) [:) . b 10;

¢ (;)=21 & w=7,
2° a) (") L
3
27. 1°V 2°F . ¥V 4&°F

29. 1° P(E)=
2° a) Les tirages successifs lors d'une partie
sont indépendants, puisque l'on remet les
2 jetons tirés dans 1"urne avant chagque nouveau
tirage.

b I

X suit la loi binomiale de paramétres 7 et % -

b) P(4)=P(X=3)=(] ) (%)1 ! (%T
 ~02664 .

¢) P(B)=P(X=6)=P(X=6)+P(X=T7)
= @ 3 [%]n * (;_2.) +GJ x (%}7 = 0,0087

31. 1° X suit une loi binomiale de paramétres

2
beti.

2° E(X)

cles franchis « sans faute » et donc 2 obstacles

=6% % =4, soit en moyenne 4 obsta-

corriges des &

avec faute qui pénalisent le cavalier de deux
minutes. La durée moyenne du parcours est
doncde (9+2)=11 minutes .

33.1°V;2° V3V :#a)F;
e 0.5

b) V, car J- 0.5¢" 'df—E—— ;
0 2

¢F: P[0 In4])=1-P(lIn 4 +eo) .

34, 1° fr()=-dg ¥ ;
tement négative  sur
strictement décroissante.

f’ estdone stric-
[Q: +eo] et .f

|0 oo,

£ | =

[2
Fi -3 wrEr e O
|

SROXx= 63212056

22a) P([0:05])=1 —1so 6321 .

b) P(1 12])=l~%*0,i|70 :
L

2
p:
0 P([3 1 +e[) = = = 0,0025
e

,
- 4_

3. [ aerwar= 2]
(i}

¢
—At12 1
= [-¢ “IU:I—e—-‘—I
e l-eg =1 _pg*
<> A=2-
39. rrpo:1n=1-0=1;

P(@)=P([0.5;0,5[)=05-05=0
2P([0:afulb:1])
=P([0;a[)+P(lb:1)=a-0+1=b
=1—(b-a)=1-P(la;bl) .

Chapitre 10

LY ZV. V. &F

3. 1°Re(z)=2 <> z=2+iy, avecy
quelconque dans [ .
= M(2.:y),
avec v quelconque dans R .
L'ensemble est la droite
d"équation x=12 .

x=2

CORRIGES DES EXERCICES

5.1°V:2°V: 3°F; 4°V
6.1°V; 2°F: 3°F.
7.1°V; 2°V: 3°F

O.1°:,=1-3i,25=445i
et z-=-3+2i.
ZiF=2g—14 =3 +8i ,de la méme fagon :

grE=—4+5i et gp=-T7-3i.
2° AD=2AB +AC

— :“——z,,=2:.;§+z,{g
<> p=2{3+8i)+(-4+5i)+1-3i
<> p=3+18i.
En rmaisonnant de maniére identique,
5
3,._-25 +4i.
a » _2 3
3 Ona zzp=2+21i et :A—E:—i-t-?:.
dong¢ zz5 = 3257 - On en déduit .
AD=3AF et A, D, E sontalignés.
18 5 Bi—1_(8i=1)2+3i)
b oot 7 4+9
-26+ 131
——-I-i————'2+1.
::=2i+2=2r—51'——3i
| +i {I iM2+8) 1 +3i
Z=i 5 5
1+ 3i)2 8.6,
done "={ 55 =—E+§Si.
4__,—E_§' : —_}.+_3._i'
2+i 5 5 3+ 100807 °
done z e B0 1Y
MR T

23. Sous forme algébrique :
z=[-a(2a-b)—(a+b)*]
+i[la+b)(~a+b)|

zestréel <= Im(z)=0

<> (a+b)(-a+b)=0

<> a=b
ou a=-b.
z estréel si, et seulement si, a et b sont égaux
ou opposés.

32, 1°V; 2°V; 3F.

. § O LT
35. a) {"1 - ]; = {Ll[‘ s
1

22-2z+ 17=0 a pour solutions :
L+4i et 1-4i.

Le systeme donné est donc équivalent & :

=1+4i =1-4i

ou

p=1-4i p=1+4i.

On a deux couples solutions :
(1+4i;1—4i) et (1-4i;1+4i).

42. 1°V: 22V 3V 42V




43.1°F: 2°F: 3°F; 4°F

44.1°V; 2°F; 3°V: &V,
| =A(=1)2+1=/2 ;donc:
:1'—-.4& [—L_‘*fL):ﬁ (—-J-;E+!' -‘@)

2 2 2 2
Un argument de z, est @, tel que:
2 )l
cos 912—% et sin 8]=%.

3w ;

5 convient.

. |:,:.| =1 et z,=1(0+1i).

Un argument de z, est 6, tel que:
cos ;=0 et sinf,=1.

™ .
= convient.

2
‘|CJ|=2J§ , donc zjzzﬁ(ﬁ _l’ )

Un argument de z, est @, telque:

st

3
cos 93—5— et sin §;=-

T™ i
-{; convient

faal=td=cos (-F) e L -T).

- i
Un argument de z; est g i

o3 ( w) 2 _ ( :
Or T—C{)\ =7 et ——2——5111 - )
3
done z;=542¢ ' V|
=2+2i3=2(1+i/3)
0 e ) o i
—4(i+:7)_4e 4.
czy=(=1-D)i=-(1+i)i
.
~—I[ﬁ+:£) Jicr‘e-.
Comme e'?. i =gil0+8)
o :
ona z3=-A2¢ ¥, (=42<0).
Onécrit —1=¢e/™ et on obtient :

L oo

N 1] P
z_,_:ﬁe”’e T soit 33=ﬁ€ =,

sl i)
;T I.21! I.ST-
=4e 8¢ T =4e ©

63.1°F: 2°V,; V.4V
64.1°V: 2°F; V.4V

67.1°a) On introduit les points A et B
d'affixes respectives | et i:
[z=1]=lz~i] <> AM=BM.
L'ensemble est la médiatrice de [AB] .
b) On introduit le point C d’affixe —i .
lz+il=4 < CM=4 .

CORRIGES DES EXERCICES

L’ensemble est le cercle de centre € et de
rayon 4,

2°a) OA=ii et OB=¥. la médiatrice de
[AB] est la bissectrice intérieure de (i, V).
Elle a pour équation y=x.

b) CM=4 <= 2+ (y+1)°=4,

B2.1° ' +3-4i=2(z+3~4i)
&= ' (-3+4)=2[z-(-3+4D)].
On reconnait une relation de la forme :
—w=kiz—0), avec ke R.
[ est 'homothétie de centre £2(—3 + 4i) etde
rapport 2
2° Une homothétie A transforme un cercle 6,
en un cercle €.
Le centre de €, estI"image par h du centre de
€, et le rayon de € est le rayon de 6, multi-
pli€ par Ia valeur absolue du rapport de 4 .
fA)=A", avec z,,=-1-2i.
%" est le cercle de centre A'(=1-2i) et de
rayon | x2=2,

95. 1° On reconnait une relation de la forme
’=z+b. '

f est la translation de vecteur OB(—4i).

2 =gy —-4i=1+i(3-4).

zpr=zp—4i & g=ggptdi e zp=-24+3i.

3° Par définition d'une

B

donc AA'B’'B estun
parallélogramme.
J milieu de [AB’] est
donc aussi celui de
[A’B], donc A’ , J
et B sont alignés,

Chapitre 11

1. 1° Faux : AC‘”—AC‘Z—(AB-t-AD)—
=AB2+AD?+2AB.AD=28,

2°Vrai: BH.HC =(BA +AH).(HA + AC)

=AH!-AH?+ AH? = AHZ,
3°Vrai:ona HA=ki ;
BA.A=HE. a=tall, dosc k:*;ﬁ]}f_
n

2.1° Vrai : Si on appelle / le point tel que
AT =ii, il s"agit du demi-plan limité par la per-
pendiculaire & (AJ) en A et ne contenant pas /.

2° Faux.
3° Faux : c'est le cercle de centre ! milieu de
[AB] etderayonl.

3
3. 1° Vrai : le vecteur @ [ SJ vecteur normal

4 @ estcolindaired AB.

2° Vrai: le cercle a pour centre 2a; b) et
pour rayon |a - b| .

3° Faux : le cercle a pour centre (1 :4) et
pour rayon 5.
Comme Af) <5, ladroite ne peut pas étre tan-

gente au cercle, car A est intérieur au cercle.

6. Ona;
» AT.Z7=(AB+3 BC).(AD+ ] BC).
Comme (AB) L(AD) et (BC)L(DC)
et, en posant AB=AD=c ,on obtient :
=i e 55
ﬂ.AJ_S AB +5 AD?=72 2.
—~— _—
« AT AT = Al - AJ cos (TAT)
ADJ est rectangle en D, donc en utilisant le
théoréme de PYTHAGORE :

AIR=AD I+ DI2=¢c? +£I’ -lggc':
donc AJ—Q
De méme r’..’=§ ¢ ; dong :
5 e
—{lc-x-@ € X cos (MJ}=§(‘3

done cos m=—|, d'od TAT=45°.
L2

7. 1° Soit [AH] la hauteur issue du sommet A,

sirzﬁ:%‘|r ¥ 3
AH=BAsinB=csinB .
BC AH

, done :

L’aire de ABC est égale & . donc ;

2
. -~
ae sin B

Aire ABC= 5

H 4
En utilisant les autres hauteurs, on exprime
I'aire de ABC par:

-~ ~~
absin C ; besin A
B T o
On a donc :
ae sin 3__ ab sin?_ be sinﬁ
7 el T
Soi Ji 2
Seit, en multipliant par e
sin ﬁzsin§=sinﬁ )
a b & T
ces calculs restent valables dans le cas ol le
triangle ABC a un angle obtus, car
sin (180 -x)=sin x .
2° On a donc :
BAC = 180° - (20° + 50°)=110°,
s sin 110° _ sin 20° _ sin 50°
i 8 b ¢
J 2 ]
Ona b= S‘SII'II ?go 3 b=29 40,1 prés.
_ 8sin 50°
== 1,5 . H
win 110° * © 6,5 40,1 prés




Ona (OF) L(BC) et OB+ 0C=2017 .
V.BC=(HO+0A+0B+0C).BC
=(HA +207).BC
=HA .BC +201.B¢€
H éant Dorthocentre du triangle ABC,
(HA) L (BC),donc V.BC=0.
On démontre de méme que :
V.AC=V.AB=0.
2° V estun vecteur du plan orthogonal & deux
droites non paralléles, donc V=10, soit :
OH=0A+0B+0C.
3 Ona:
OH=30G+(GA+GB+GC)=30G+10,
car G est l'isobarycentrede A, B et C.
O et G sont distincts si, et seulement si, ABC
n'est pas équilatéral.
Si le triangle ABC n'est pas équilatéral. (0G)
est la droite d"EuLEr du triangle ABC .

15. a) Soit “H le point de la droite (AB) tel

que AH.AB=18.

et AH-AB=18, soit 6AH=18,

AH =3 Alors H est le miliende [AB].

AM .AB=18 <> (AH+HM).AB=18
<> AH.AB+HM.AB=18
= HM.AB=0.

L'ensemble cherché est la droite &, perpendi-

culaireen H & (AB) .

b)Si K est le point de (AB) tel que

AK.AB=-12, I'ensemble cherché est la

droite @, passant par K et perpendiculaire 3

(AB).

¢) Soit &, la droite perpendiculaire a4 (AB)

passantpar A et 9, ladroite passant par [ tel

que Al.AB=6.

L'ensemble cherché est la bande de plan limitée

par D, et 9D, .

done

K AE H B
Dyl 24 2,
16. 1°+8i a=-1, le systme de points
(Aa8), Bt} (€531 = {Djea)

admet un barycentre G , donc dans ce cas :
aMA +MB+MC +aMD =(2+ 2a)MG ,
donc MM'=(2+2a)MG .
Pour tout point M du plan :
GM'==(2a+1)GM,

*Si a —% . la transformation est |"homothé-
tie de centre G et de rapport —(2a+ 1) .

* 5i a=~é . tout point M a pour image G.
o8iw==1 ¢
MM'=AM + MB + MC + DM
=AB+DC=2AB.
Le vecteur MM estindépendant du point M .
La transformation est la translation de vecteur
2AB.

corrigés des exe

2° Le systéme de points pondérés (A 1},
(B.1), (C:1), (D:1) admet pour bary-
centre le centre @ du carré.
MAZ4+ MB2+ MCX+ MD?
=(MO+0A)2 + (MO + OB)>
+(M0O+0C)2+ (MO +0D)?,
=4MO?+2M0O .{0A + OB+ OC + 0D)
+0AY+ OB+ 0C*+ 0D?

=4MO* + 40A? | car ABCD est un carré.

|
Comme OAZ= = ¢l ona:

MAZ+ MB2+ MC2+ MD?>=4c2
> 4MO? + 2ct =4¢7

1
= OM=5 ek
L'ensemble cherché est le cercle de centre O et
L e : i
derayon — = b C’est le cercle circonserit
2

au carré ABCD .

.(MA +ME + MC + MD)=2¢2
<> 2BA.4M0O =22
o> AB.0M=} .
Soit H le pointde la paralléle a (AB) passant
par O, tel que AB . O =£ cz.onaOH=% c.

L’ensemble des points cherchés est la droite
perpendiculaire 3 (AB) en H.

20. 1° La hauteur d issue de C a pour vec-

k=S
teur normal AE[ 1J.s‘lom’::

Mix:vied < CM.AB=0
< —S5x+20-y+2 .
S— e
Comme CM( ] ;
y=2.
d a pour équation Sx+y-22=0.
2 La hauteur issue de A a pour équation
x=6.
Ces deux hauteurs se coupenten [(6 : —-8).
L’orthocentre du triangle ABC est le point /.

31. 19 Vrai: C, D, E appartiennent aux
plan passant par A et de vecteur normal AB.
2°a) Vrai: b)Faux: AB.AG=a? ;
¢)Faux: BC.DE=—-a?: o) Vrai.

32. 1° Vrai.

2° Faux : il faut que & + 87 =0.

33. 1° Faux : les vecteurs normaux aux deux
plans ne sont pas orthogonaux.

2° Faux: AD n’est pas orthogonal 3 AB .

3° Vrai : carle vecteur 7 | —1
-3

est orthogonal

a4 AB eta AC.

4° Faux.

34. a) SAB estun triangle équilatéral :
sE.s§=SE.sf=é a?

ol / estle milieu de [SA].

b) SA.S5C=0, car (54) L(SC) . en effet,

ona AC?=5A24+5C2.

—

o SA.AC=-A0 . AC== 2ﬁ-aﬁ .

AC=-a?,avec O centre du carré ABCD .

=

39.0na Mi.BC=(MO+ 0I).BC
=MO.BC+0I.BC .

@13, P leplan contenant €.

(O1)y L(BC), car [BC] est une corde du cer-

cle €.

Donc MI.BC=0 .

Le point M de & se projette orthogonalement

en [ sur (BC).

43.1°F: 2°F; 3F; 4°F.
44, 1°V; 2°F; 3V, 4V,

49, Soit H le projeté orthogonal de A sur %
etonpose AH=h>0.

Soit &, I'ensemble des points de & quisonta
la distance ¢ de A.

*Si f<h, &, necontient pas de points.

*Si f=h, &, estréduitau point H .

*Si €>h, ona AM2=AH*+ HM?, donc :

Me &, <> HM>=¢2-p?
<> HM=,¢6*—h?:
&, est le cercle de centre H et de rayon
o

I 3 2

56.1035[0 c AC | =1z BE| =1
-2 1 3

AB.AC=1

BA.BC=-AB =4 ;

BC| =41
— ALB.AE
cos BAC = l"’i_ :L;
IABIIACI /55
BAC =823
o5 EB BC.BA 4

As ———————=——
| BC| | BA] 70
CTBA ~61.4° , doic ACB=~363°.

CORRIGES DES EXERCICES




Chapitre 12

1.1°F; 2°F: 3 V; #F.

3.9a pour représentation paramétrique

x=2+1
y=-3+2t t€R) .
z=1+3r

Intersection avee (0 : 4, ) :
o
A[E. : .0}].
avec (O LK) : B(D;-7:=5) ;
. o
B c[i.u.?]_
B.1°Ac 9 ;8¢ 9.
2°Un wvecteur directeur de la droite 9:
a(l;-2:-3) .

x=1+t
I qy==-2 (re R) .
z==-2-3r

8. On considére le repére (A 1 AB.AC,AD) :
AL0505 07 BOSOR0): (El0s Ly
M(D:0:1) avec 1€ R\ {0} .

; Ll
G a pour coordonnées (4.4.4J.

L'ensemble F est la droite passant par
) . 5
E(:t Pat i]] de vecteur directeur

@(0;0;:1) privéede E.

12. 1°V: °F;: 3*V: 47V,

13, 1°F; 22V 3 V.

16. 1 milieude [AB] : 1(0:3:1).
P passe par | et admet AB comme vecteur

normal :
Pix+2y-2:-4=0 .

19. < Les coordonnées des points formant
I'intersection des plans @ et P vérifient :

I+
2x+y-z+1=0

-x+3y-22+4=0

h =d| -

. 1
£ 7
— -
Rty
5 la droite d'intersection des deux plans a pour
vecteur directeur :

i B T ) 8
+ P et 2 ont pour vecleur normaux
B2yl y=1) et "#f-1;3:-2), e
A =0 et J,.H=0 et comme
A(.I—!:_TQ:UJ appartient & P et d 2 la

droite % est bien I'intersection des deux plans.

22. Gig(1:251) 5 Hg(-1:2;:1) ;
AB(5:-2:-1).

Ona AB=2i,-3lig .donc @ et @ sont
coplanaires.

26, AB(-2:-4:-1): {(ABY a pour
représentation paramétrique : -

x=1-2¢

y=1-4r, reR .

z=5-1

(AB) coupe P en I telque ¢ vérifie :
201 -20)-2(1-40+5-r-2=0,

donec r=~1 .

I a pour coordonnées {3 :5:6) .

33. 1°Le barycentre des points pondérés

(A,2) . (B, 1) et (C.1) estle barycentre

des points pondérés (A, 2) , (0, 2) (associa-

tivité du barycentre), donc le milieude [AO] .

Clest 1.

2°0Ona MP=4MI ,soit TP=-3TM . P est

I'image de M par I"homothétie de centre [ et

de rapport -3 .

Pour tout point M ,
MQ=-AB-AC=-2A40 .

@ estl'image de M par la translation de vec-

teur -240 .

3°a) = Lorsque M décrit ¢, P décrit le cer-

cle € decentre O tel que [0 =-3I0 ,

et de rayon 30B.

* Lorsque M décrit €, Q décritlecercle €

de centre 07 tel que O0”=-2A0 , et de

rayon OF.

b)eOn a MO=-240 el

done MJ=00" .

OMQO" estun parallélogramme.

"

00'=-240

Comme QO'=MO , on a O'P=300",
donc @, ©" et P sont alignés; de plus,
QP =40M =40A ,donc la longueur OF est
constante.

36.1°3+A-2-A+1=2. Pour tout
AER, 3+A-2-A+1%0 donc G,
existe,
2° Pour tout réel A,

2AG,=(A-2)AB +(-A+DAC ,
1

donc AG =%ﬁ—zﬁ'+ AC,

3

CORRIGES DES EXERCICES

On pose E=-_B'+iﬁ . donc :
=— A =s
EG,=5CB .
Lorsque A décrit R, % déerit R, donc:

I'ensemble des points G, est la droite passant

par E et de vecteur directeur CH .

3B.1°v: 2°v: 3°F.

41.1°2 a pour  vecteur normal
fig(=1:1;-2) . 2 a pour vecteur normal
fig(~1;=1;=1) . 7, et H, ne sont pas
colinéaires, donc les plans & et 2 sont

sécants suivant une droite & .
Les points de 2 ont des coordonnées qui
vérifient :

—x=y=-z==11

-
—Xx+y—=2z=-4 2
7
2

2
= A e -
2

t
ﬁ

(}7 :UJ eta

3

2

1

3 5 1) i
2° Le plan St d"équation 2x+ y-z=8 apour
vecteur normal #5(2 ;1 :=1) .

i ##0 donc @ coupe R. Le systéme
(S) aune solution unigue.

La droite % passe par A

B~

pour vecteur directeur i [— :

30
L1530
S B
T
(§) <= ¥y=3*%32
- IR D
2(?‘?)*(3*?)“—3
%=8
&> «y=5
=3
x-y=0 =y
43, a) {2x-2y+22=2 équivauta | z=1
—x+y-z=1 z=~=1

Pas de solution, car 1# -1 .

3x+2y-z=5 3x+2y-2z=5§
by {2x+3v+z=15 == Sy+5z=5
Jx+Ty+4z=10 Sy+5z=35
3x+2y—z=3
v+z=1

x=l+z

—
y=1l=-z

Solations: (1+z;1-z:z) et zER .




Chapitre 13

Dans les exercices 2 & 7, on considérera seule-
ment les diviseurs entiers naturels.

TV 2V 3F: YV 8V: °F:
7°F,
2.8 ¢|328 et e|299, alors

c|328-299 ;done ¢|29 .

Or, 29 est premier et 29 ne divise pas 299,
done ¢=1 .

Si ¢ divise 1 093 et 1 000, il divise leur diflé-
rence 93=3x31 ; comme ni3, ni3l ne
divise 1 000, alors ¢=1 .

55

» 55270 16959 =15 345-15344=1.

S5 ¢ divise 279 et 959, il divise aussi
55% 279 - 16 %959 ; c'estdonc 1.

* Si ¢ divise 70 et 325, il divise 5 : ¢’est done |
ou 5 comme 5 divise 70 et 235, 5 et 1 sont
leurs seuls diviseurs communs,

6. si
clin+1)=n,
c=1 .

Sic|lnetc|2n+1,alors:

¢ n+1 et
dome |1 .

elim alors
Et par suite,

cdivise n+1=(2n+1)-n .

Onendéduit ¢|metc|n+1,etdonc e=1.

est irréductible.

Par suite, la fraction

L
2n+1

7. 1° &| 3(5n+ 31)=5(3n + 12), donc a]33.
2Za=1 ou a=3 ou a=11 ouw a=33 .

11.1°F; 2°F; 3°V; 4°V;5V:6°V;
7537

12. a) oui ; b) non : 11649 ;c)oui;
dynon: 7|1 001 .

14. a)non :

b)oui, n=2 donne u,=3 ;

sin>2 ,u,=(n-1)(n+1), avec:
n+l>n=-1>1;

clowi, n=1 donne ;=19 ; si n>1,

u,=n({Tn+12), avec Tn+12>n>1 .

19. 1° A+ k=2001'+(k+1) ; or si
1=k=2000, 2=k+1=2001, donc
k+1 divise 2 001! et lui-méme, donc aussi
A+k .
Les 2 000 entiers consécutifs A+1 , A+2 .,
con A+ 2 000 ne sont donc pas premiers.
2° Soit A=(N+D+1 .81 Il=sksN,
alors :

2=k+1=N+1
entier A+ 1 est donc un diviseur de
(N+1)!;

corrigés des exeft

si on considére A+k=(N+1)+k+1 ,on
en déduit donc que (k+ 1) divise A+ 4k et
ona:
2=k+l<A+k.
Finalement, pourtout k€ {1:..; N}, I'entier
A+k n'est pas premier. On obtient ainsi N
entiers consécutifs qui ne sont pas premiers.
3°¢8i 1=4k=2000,alors:
2=k+1=2001
et, d'autre part, B+k=2P+(k+1) .
*Si k+1 est pair; alors 2divise k+1 et
2P ; donc 2 divise B4k qui n’est pas pre-
mier.
*S5i k+1
facteurs du produit P, donc k+1

est impair, alors &+ 1 estun des
divise
B +k quin’est pas premier.

B+1, B+2, ..., B+2 (000 sont donc
2 000 entiers consécutifs non premiers.

20.1°F; 2°F; 3V 4°V;5°F,

21.a) 722=26x34: b)210x37 ;
€) 28x M x52; d)2Px3x3l.

23. n=7=2401 .

27.1°F; 2V,
TE:8F;9E-

3°F; 2V 5?V6°F;

29, a)g=3 et r=2 ;
by g=-4 et r=3;
e)g==3iet r=2;
d)g=4 et r=3.

32. Ona 524=15b+r, avec O0=<yp<h ,

donc 15h=524<16h , ce qui donne
524 1 ST Ko B ) =
—Ecbﬁﬁ ;diotl b=33 ou b=34 .

Avec b=33 ,ona r=29 ;avec b=34 .on
ar=M .

35. 377=bg+8 ,donc:

bg=369=32x41 ,
et on doit aveir b > 8 (le reste) ; les diviseurs
de 369 sont 1,3, 9, 41, 123 et 369.

On peut donc avoir: b=9 et g=41,
b=41 ¢t g=9, b=123 e g=3 ou
b=369 et g=1.

38. ¢=155¢+65=161¢+23 ; d’ot

6g=42 ,donc g=7 et a=1 150 .

42. 0=r<4 ot r impair, sinon I'entier est

divisible par 2, done r=1 ou r=3 .

Si n est impair, on peut donc écrire n =4k + 1

oun=4k+3 :

et, comme

n-1=(n-1)(n+1) .ona:

s50it 02— 1 =4k(4k +2)=8k(2k+ 1) ,

*50il 17 =1=(4k+2)(dk +4)
=8(2k+1)(k+1) .

Dans les deux cas, on voit que n?—1 estdivi-
sible par 8.

CORRIGES DES EXERCICES

47.1°V: 2°F; ¥V, 48V 5V 6° V.
48.2)07=0 ;b 1¥=1 ;¢) (-1)¥0=1 ,
52.3%=1 (13); 3'=3 (13) ;

32=9 (13) et 3*=3 (13).
Done, pour tout entier k, ona:

3= 1(13) ; 3M+1=3 (13) 4
3%+21=09 (13} .

Les restes sont 1, 3o0u 9.
Comme :

48=90 (13) , 482004 =322004) (13)
et,comme 2 004 =3 x 668 :
482 004 = 33(1 336) =1 13y~

55. 17 1 001 =13 x77 , donc:

1001=0 (13) et 1 000=-1 (13).
1037 = (= 1)" (13) :si n est pair, le reste est
done 1 ; sinon, c'est ~1 .
20 103n+1) 4 !anE(,_l)ni-l +(_|)n

=0 (13),

car n et n+1 sont de parités différentes, et
done (—1)"*1 et (=1)" sontopposés.
Par suite, 10301+ 14103 g5t divisible
par 13.

Chapitre 14

118208 V45N

3. 1° Le dernier reste non nul est 18, ¢c'est ;.
Ona:

a=2b+r,

b=2r +18

7y =3rg=3x 18,
doll r;=54 , b=126 et 4=306,
Comme PGCD (a; b)=18 , les diviseurs

positifs communs & & et b sont les diviseurs
positifs de 18, ¢’est-3-dire 1,2, 3,6,9et 18,

4. °F . 2°F; 3V 4°V.

8. Le raisonnement est construit a partir de la
propriété démontrée dans le Chapirre 13 :
pour tous entiers non nuls, si ¢|a et c|b ,

alors. pour tous entiers a e @B,
c|(oa+ Bb) .

1°+8i d|a et d|b ,alors d|(a+bn) (en
premant a=1 et B=n).

*Si d|a et d|b ,alors d|(a+b{n-1})

(enprenant a=1 et B=n-1).

2°8i d|(a+bn) et d|la+bn-1)) .,

alors d divise la différence des deux nombres,

c'est-d-dire d | b .

Si d|(a+bn) et

alors :
d|—(n—1)a+bn)+nla+bin-1)) ,

soit d | a .

dl(a+bin-1})),




corrigés des exercic

3° On déduit que I'ensemble des diviseurs de a
et b est1’ensemble des divisewrsde a +bn et
a+bln—1) . Ainsi:
PGCD (a ; b)

=PGCD (a+bn:a+bin-1)).

13. 17 méthode : On utilise les décomposi-
tions en produit de facteurs premiers des nom-
bres 180 et 36.
36=22x3% et 180=27%3%x5 .
L'entier cherché west de la forme
36qg=22x3%g ,avec ¢ entierentre 1 et 4,
On a quatre entiers possibles
36, 72, 108 et 144
2¢ méthode : On utilise la remarque de I'enca-
dré. En notant a et b les entiers avec
O<a<h ,ona:
a=36a" , b=360"=180 ;

doncb’'=5 ,et PGCD (&' ;5)=1 .
On est ramené a chercher a” el que :

O<a"<5 et @' et 5 premiers entre eux.
a’ peut done prendre les valeurs 1, 2, 3 et 4.
On retrouve ainsi les nombres 36, 72, 108 et
144.

15. Ona a=64a" , b=64b" , avec:
PGCD (a"; b")=1 .
On est ramené & chercher ' et b" entiers
naturels non nuls premiers entre eux, tels que
6d(a’+b")=1 152 , c'est-d-dire tels que
a' +b'=18 .
Lesentiers @ et b’ sont:
leti7ouset13ouTet 1l
En multipliant ces nombres par 64, on obtient
les entiers a et b cherchés :
64 et 1088, 320 et 832, 448 et 704.

18.1°v;2°F.

23. On note 4 la raison de cette suite. On a :
g€ N* , PGCD(a:q)=1,
b=aq ., c=agt. d=aq’ ;

e=ag* et 0<a=100 .,
bat=e—b <= bal=aqlq’-1)
<> Ga=ql(g*-1) .

Ainsi ¢ | 6a , mais ¢ est premier avec a.

done, d’aprés le théoréme de Gauss, g |6 .

Ona g=1 ou g=2 ou ¢=3 ou g=6 .

*g=1 conduit & a=0, qui est un cas &

Ecarter compte tenu des hypothéses.

*g=2 conduitd 6a=14 ,quiestencore un

cas & €carter, car il ne méne pas a une valeur

entiére de a .

* ¢=3 conduita a=13 .

v g=6 conduitd a=215 , qui est un cas a

écarter, car on veut a = 100 .

La seule valeur possible de g est 3.

Les ¢inq termes de la suite sont :

1339 137, =351 vet = 1053,

32. 1° (2; 3) est une solution particuliére
dans M2 de I'éguation donnée.

On la trouve intuitivement et on vérifie qu'elle
convientl, ou bien on la détermine par I"algo-
rithme d'EvcLipe.

CORRIGES DES EXERCICES

Une solution particuliére de 41x-27y=35

est  alors (5x2;5%3), «¢est-d-dire
(19 :15) .
. |31x-27y=3

A xI0-2Tx15=5

= 4l1{x-10)=27(y—15) .

Si 41(x-10)=27(y-15), alors:
41127(y-15) .

Or 41 est premier avec 27, donc, d'aprés le

théoreme de Gauss, 41 | y-15 .

1l existe donc un entier relatif & tel que :

y-15=41k .
41(x=10)=27(y - 15) x-10=2Tk
=
y-153=41k y—15=41k
x=10+27k
y=15+41k .

Les solutions dans M2 sont les couples
(104 27k ; 15+41k) avec k entier naturel.

41. 1° 13 est premier et 84 n’est pas un mulli-
ple de 13, donc 13 et 84 sont premiers entre ux.
D'aprés le théoréme de Brizou, il existe u et
v dans Z telsque 13u+84v=1 .
On applique 1"algorithme d"EUCLIDE :

6 o B
84 13 | @& 1
6 1 | o]
84 ~13x6 -6 =0 | x(=2)
13 -6x2 =1 ‘

En multipliant par (-2) les membres de la
premigre égalité, et en ajoutant membre & mem-
bre avec la deuxiéme, on obtient :

84 (-2)- 13x6x(-2)+13=1
soit 84x(-2)+ 13x13=1
(=2 :13) est une solution particuliére de
Bd4u+ 13v=1 , donc (91;~14) est une
solution particuliére de 13x+ 84y =7 ,
On poursuit la résolution comme
I’Exercice 32. et on obtient :
les solutions dans Z? sont les couples
(91 + B4k ; — 14— 13%) avec k dans Z.
2*PGCD (x3¥) |x et PGED(x:%) |y,
donc PGCD (x; ¥) | I3x+ 84y ,
c'est-a-dire PGCD (x;y)|7 .
7 est premier et PGCD (x; y) est positif,
done :

PGCD (x:¥)=1 ou PGCD (x;y)=T7.
3o 91 +84k=T(13+ 12k) et 13+ 12k est
entier. done 7|91 + 84k .

*7|-14-13k <= -14-13k=0 (7)

<= 13k=0 (7)

<> k=0 (7).
Les  solutions (x3¥) telles  que
PGCD (x ; y)=7 sont les couples :

(91 +84k ;- 14-13k) ,

avec ke Z et k=0 (7).
Enposant k=7k" , k"€ Z , ces couples sont
de la forme :

(91 + 588k ; = 14-91k") avec k"€ Z .

dans

Les solutions (x ; ¥) tellesque x et y soient
premiers entre eux sont les couples :

(91 + 84k ; — 14 - 13k)
avec k € £ et knon multiple de 7.

48. 1°F:2°F: 3 F 4°V.

55. Ona a=da’ et b=db’, avec:
PGCD (g’ ; b")=1 .

La relation md=ab entre PGCD et PPCM,

pour des nombres positifs, donne m=a’b'd .

Le systéme s écrit

b'-ag"=1
db?—da?=a’b'-d

: b'=a"+1
s0il ;
a?+a'(l-2d)-2d=0
b =a"+1
(a’=2d)(a’+ 1)=0 (1)

(1) équivaut & a’=2d (a"=-1 ne convient
pas,car a" € N ).
Le systéme donné est donc équivalent i :
b'=2d+1
firass
Les nombres 2d et 2d+ 1 sont deux entiers
consécutifs, done premiers entre eux, on le
vérifie avec le théoréme de BEzoUT ;
Ix(2d+1)-1x(2d)=1 .
IIs conviennent donc.
Les couples cherchés sont de la forme :
(2d%:2d%+d) , dE N* |

Chapitre 15

1. 1°F:2°V :3°F:4°F.

4. a) 1 ensemble des points fixes de f est la
demi-droite [0 ;1) .

b) f n’est pas une transformation du plan, car
les points [ et J d'affixes respectives l et —1
ont la mé&me image /.

Ainsi f n’est pas une similitude.

6. PV VIER V.

8. 192" =(1+D)z-3-72i .

+le rapport de S est |I+i§=ﬁ,
carg(l+i)=7 (2m).

+le point fixe est (X2 -3i) .

2P =iz #l3i.

«lerapportde S est |-i|=1 ,donc § estune
isométrie,

m

. arg[—i)=—5 (2w} .
* le point fixede S est {2(1) .
S=R
n_—;

P ==-3z+12+4i .

*lerapportde § est [-3[=3 .

varg (-3)=w (27) .

* le point fixe de S est (A3 +1) .
S=hg 3 -



10. PR 2°F 32V 4V

13, 1° f est la rotation de centre {2(1 —1) et
: T
d’angle “Fe
°f est la
(-2 -1) . de rapport i3 etd’angle —E ‘
3° f est 'homothétie de centre £2(2i) et de

rapport -3 .
4°f est la rotation de centre O et d’angle
T

3

similitude directe de centre

17. a0 k=1, a:%T 2x) .

_’-'ﬁ =y
b)k——:;—,a—a (2)
k=1, rx=2T1T (2m)
d) k=1, a___%’!’_" (2m)

20. | a pour expression complexe :
P=2B-1)z-2-B+i(1-253) .
£ a pour expression complexe :
=B =3 i
.avee (), daffixei.

o
§5,=8
L
=5 = "
i = ‘_; avec
90+7./3  265+34./3 .
0 )
[ Sy DR T W
325;;:4.-;; At
(48 +68.3 61—14./3 .
ﬁ( 7 QN 7 ¢ ')'

28. I°F:2°F;3°F;4°F.5°a)F: h) V.

30.a)a=1,b=-44+2i,
Rapportde f=|al=1.
b) L’ensemble des points fixes de f est vide.

'=7-442i-442i
soit 2'=z-8,
donc fof estlawanslation de vecteur W
d’affixe -8 .

2 T :
P R “
e 2+i .,

d) I a pour affixe

f-%_l est réel, done 'ordonnée de [ est 1, et
donc 1 appartient & la droite A d'équation
y=1.
e) L'expression complexe de §, est:
Z=7+2i .,
f) L'expression complexede f; oS, est:
1w

"=z +2i)—4 ,s0it P"=7—4+2i.

L’expression complesede S o1,  est:

Dans les deux cas, on retrouve I'expression
complexe de f, donc ;
F=ty el rSiot; . -
¥ W 2 W

33. 1P w=1-i.
2 k=|1+i3]=2.
L’expression complexe de Hp , est:

'=2z-1+i.

3“a)B=1—: ) .

. W
e ] 1
b) O] apouraffixe e & .
,.‘PT
Le point / a pour affixe w+e 0.
a et b sont les solutions du systéme
w=aw+b
.I'ﬁ = o
w+e E=¢»:¢(E+w: 5)—”‘3.
iﬂ
Par soustraction, on wouve e °=ge
w

1
donc a=e ¥  puis b=w-a@ .

== i)
i3

Ainsi, aprés calculs, I'expression complexe de
5y est:
po1ridB o 148 343,
2 2 2
47 L'expression complexe de S;0H g est;

i |+2].\,1'[3 (_ii_'-"]_‘i-_;_)'i' 1+1ﬁ_3+‘)~r3 i |
soit 2'=(1+13)2+/3-i(2+./3) .
L’expression complexe de H g, 05, est:
sl iR 153 3448 . 3
.,—2[ TR =3 e 1:|—I+|.
soit 2'=(1+iv3)Z+3-i(2+.3) .

Dans les deux cas, on retrouve |'expression
complexe de f, donc :

f=840Hp =Hg 08, .

1
3

36.1°F;2°v:3° V.

41. L'image de ABC est:
) AB,C, :

b) A,BC, ;
¢} Ay B,C :
d) AB,C, .

48. 1° L'expression complexede 5, _, est:
' =o(z—a)+a ,

soit Z'=az+a(l —a) ;

Si0(B)=0Q ,donc g=ab+a(l -a) .

CORRIGES DES EXERCICES

m=ac+hb(l -—a) ;

De méme,
n=ad+cl(l-a) ;
p=aa+d(l -a) .

2° MNPQ est un parallélogramme si, et seule-

(1) = a(d-c)+({1 -a)lc-b)

=afa-b)+(1 -a)(d-a)

&> ald-c-a+b)+({a-1)(d-c-a+b)y=0

<=5 (2a-1)}d-c-a+b)=0

= &=% ou b-a=c-d.

Donc MNPQ est un parallélogramme si. et

seulement si, ="1} ou ABCD est un parallé-

logramme.

3% ABCD est un parallélogramme, donc MNPQ
est un parallélogramme d’aprés 2°.
m_:__(l-'ja(c‘—b)+(l —a)(b-a)

s e b e

Enremplagant « par —I—,:_—-' et 1—a= 1=

[ ]

on obtient :
m—g_c—a+i(c+a-25h)
m—n b-d+i(2e—b-dd)"
mais ABCD est un parallélogramme, donc :
a+c=b+d .

m—q=c—a+i(a‘—b)

Rom m-n b~d+i(c-a)
_—i[b-d+i(c-a)]
b-d+i(c-a) '
Ainsi, =9 = _;  Onen déduit ;
m-n
MO _, . _
MN_] il=1,

(MN, MQ) = arg {—i)=—'g (2m) ,
done MNPQ est un carré.

48. p cC M
“, “O’","
A 1B ,
N




1I° R(D)=8 .

(CD) est perpendiculaire en D & (AD) ,
donc I"image de (CD) est la perpendiculaire
en B a (AB) . Ainsi, R((CD))=(BC) .
M est le point d'intersection de (CD) et
(AM) , done R(M) estle point d'intersec-
tonde R((CD)) et R({AM)) .

Or R((CD))=(BC) .et R({AM))=(AN) .
donc R(M)=N .

On en déduit que AMN est rectangle isocele
en A.

2“(37“".3?):—1; (2m) . et Ar:% AM .
donc f=§ B o

g
Lorsque M décrit (CD) ;. [ déerit

FUCD)) :or f(D)=0 et
donc f((CD))=(0OB) .
L'ensemble des points [ est done la droite
(BD) .

Hey=8,

52. 1° AMN est rectangle et isocele direct en

M ,donc N estl'imagede M par SA...E.; .

M appartient a @, done N appartient &
S ABY=F .
4 I

=
g o2

2°On construit &’
figure .

A

comme indiqué sur la

N . s"il existe, est le point d'intersection de &’
y e M= S=LNY=
et A, puis M=5 (N)—SA 5 17(N} ;

s il ¢
3°Si @' et A sont sécantes. il existe un seul
triangle AMN qui répond au probléme.
Si % et A sont strictement paralleles, il
n’existe pas de triangle AMN.
Si @' et A sont confondues, il existe une
infinité de triangles AMN .

CORRIGES DES EXERCICES

Chapitre 16

1. 1°F;2°v;3°V,

3.1° f(-3:5)==-21.

2° Cette surface est un plan passant par

A(=3:5:-21) et de vecteur normal

2;-4:-1).

37 Par exemple, les points de la ligne de

niveau 10 ont des coordonnées qui vérifient :
X=x

<> «y=6-2x
z=10.

C’est la droite passant par B(0; 6 ; 10) etde

vecteur directeur @(l : =2:0) .

7. 17 Les courbes de la figure 2 ont pour équa-
tions z==y2+4-k% javec ke R .

27 Les courbes de la figure 3 ont pour équations
g==x244-k2 L avec k€ R . Ce sont des
paraboles et on retrouve les mémes.

3°La ligne de niveau k a pour équation
ey =4-k .

*Si k=4 ,alors on obtient des cercles centrés
en € etderayon J4-Fk .

* Si k>4 | pas de lignes de niveau.

10. 1 s agit d’un cone d'axe (0 k) .

13. 1° Les points de I'intersection de & avec
Ie plan d'équation z=4k ont des coordonnées

qui vérifient :
¥=k
z=k.

*8i k<0 . lintersection est vide,

+Si k=0 , onobtient la droite intersection des
plans d’équations respectives x=0 et z=0 |
soit la droite passant par O et de vecteur direc-
teur j .

«Si k>0 {‘““ﬁ‘ ou {"z”‘r& , qui sont
=k z=k
deux  droites  paralléles passant  par

Ak 05 k) et B(=.Jk;0: k) etde vec-

teur directeur J ,

2° ¥ avec P, : y=a estlaparabole d"équa-

tion z=4x2 .

38 M(x;viz)€ & ,alors:
M(-x:v:z)e &,

don¢ 5 admet le plan d’équation x=0

comme plan de symétrie.

16. 1°Soit M(x:y:z) dans (O, j.K)
et M(X :¥:2Z) dans (2:7 k) .

Ona OM=00+0OM .
i+ yirek==i-2] vk+Xi+ Yj+Zk

x==-1+X
donc {y==2+7Y
g=teT.

z=x2+yl+2x+4dy+6
<= z=(x+ 1) +{y+2)2+1
e z-l={x+1)2+(y+2)2
- Z=X24¥2
2° 5 est un paraboloide de révolution d'axe
(2.5 .
Il admet les plans passant par {2 et perpendicu-
laires au plan de repére ({2 i, .,7') comme
plans de symétrie.

19. 1°Si Mix: vyz)€e & alors:
M(x;-v:z)€ &,

4" admet le plan d’équation

comme plan de symétrie.

¥ e(x)=xe 543 . .

sPour xe R, g'(x)=e*(1-2x2) ;

done

y=0

« lim g(x)=3 car e I'emporte sur x

r— 4o
en +eoo .
De méme, lim g(x)=3.
E e ol
= — oo _E _Li_ + oo
2 2
eix) - 0 + 0 -
3 M
glx) \ / \
m 3

e PR b

Le « pic » semble étre en A[ :{]:M) 2

3°Si M s'éloigne de O, alors 2+ y* tend
vers Uinfini, done  f(x; v) tend vers 3. La
surface & se rapproche du plan d’éguation

z=3 .



Programme

& Enseignement obligatoire

© ANALYSE
‘Contenus

__Modalltés de mise en ceuvre

Limites de suites et de fonctions
limite finie ou infinie d"une fonction en + oo ou —oa,

Notion de limite finie ou infinie d'une fonction en un réel a.

Théoréme « des gendarmes » pour les fonctions.

| Limites de la somme, du produit, du quotient de deux suites ou de
deux fonctions ;
limite de la composée de deux fonctions, de la composée d'une
: suite et d’une fonction.

Rappel de la définition de la limite d’une suite. Extension 2 la | Pour exprimer que f(x) tend vers L quand x tend vers + o<, on

"dira que : « tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les

valeurs f(x) pour x assez grand. »

On montrera qu'une suite croissante non majorée tend vers
Iinfini. On reverra i cette occasion la notion d’asymptote obli-
que, en se limitant aux fonctions se mettant sous la forme
ax+b+h(x), ou h tend vers 0 & 'infini. On montrera sur des
exemples que I'étude sur calculatrice ou au tableur d'une suite ou
d’une fonction permet de conjecturer des limites qui devront
ensuite étre justifiées.

On démontrera ce théoréme lorsque la variable tend vers I'infini.
On étendra ce théoréme au cas des limites infinies.

On complétera les résultats énoncés en classe de premiére ; on se
bornera 4 une justification intuitive (calculatoire ou graphique).

| Langage de la continuité et tableau de variations
| Continuité en un point a.
| Continuité d’une fonction sur un intervalle.

Théoréeme (dit des valeurs intermédiaires) : « soient f une fonc-

tion définie et continue sur un intervalle / et a et b deux réels dans

I. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢
| compris entre a et b tel que f(c)=k ».

On définira la continuité de fen un point @ par :
lim f=f(a) ou lim fla+h)=f(a).
a h—=0

On illustrera la notion de continuité sur un intervalle en parlant de
tracé sans lever le crayon. On présentera A titre de contre-exemple
le cas de la fonction partie entiére.

Ce théoreme pourra étre admis ou démontré i 1'aide de suites
adjacentes. On démontrera le corollaire suivant : « si f est une
fonction continue strictement monotone sur [a ; b], alors, pour
tout réel k compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x)=k a
une solution unique dans [a ; b] ».

On étendra ce corollaire au cas ol f est définie sur un intervalle
ouvert ou semi-ouvert, borné ou non, les limites de f aux bornes
de I'intervalle étant supposées connues.

On pourra approcher la solution de I'équation f(x)=k par
dichotomie ou balayage avec la calculatrice ou au tableur.

| Dérivation

| Rappels sur les régles de dérivation et sur le lien entre signe de la
| dérivée et variations de la fonction.

Application a I'étude de la fonction tangente.

Dérivation d’une fonction composée.

Introduction de la fonction exponentielle

Etude de I'équation ' =kf .

Théoréme : « il existe une unique fonction f dérivable sur R telle
que f'=f et f(0)=1.»

Relation fonctionnelle caractéristique.

i Introduction du nombre e. Notation e*.

| Extension du théoréme pour I’équation f“=kf .

On rappellera en particulier le théoréme suivant qui sera utilisé a
propos des primitives ; une fonction dont la dérivée est nulle sur
un intervalle est constante sur cet intervalle. '

| On fera remarquer que toute fonction dérivable est continue.

Ecriture différentielle dy= f‘(x) dx.

| Le principe de la démonstration sera indiqueé. |

| La notation différentielle est ici un moyen mnémotechnique de

retrouver la formule.

L’étude de ce probléme pourra étre motivée par un ou deux exem-
ples, dont celui de la radioactivité traité en physique, ou par la
recherche des fonctions dérivables f telles que
flx+y)=fOOfQ).

On construira avec la méthode d'Euler introduite en premiére des
représentations graphiques approchées de fdans lecas k=1 ;on
comparera divers tracés obtenus avec des pas de plus en plus
petits.

L’unicité sera démontrée. L’existence sera admise dans un pre-
mier temps. Elle sera établie ultérieurement a 1’occasion de la
quadrature de I"hyperbole.

Approximation affine, au voisinage de 0, de h > e” .
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Gomeni.ls

Modalités de mise en ceuvre

A%

Etude des fonctions logarithmes et exponentielles
Fonction logarithme népérien ; notation In,

Equation fonctionnelle caractéristique.

Dérivée ; comportement asymptotique.

Fonctions x> a* pour a>0.
Comportement asymptotique ; allure des courbes représentatives.

Croissance comparée des fonctions exponentielles, puissances
entiéres et logarithme.

Fonction racine n-iéme

On mentionnera la fonction logarithme décimal, notée log, pour

son utilité dans les autres disciplines et son rapport avec |’ écriture |

décimale des nombres.
Approximation affine, au voisinage de 0, de h~>1In (1 +h).

On positionnera, 4 1'aide d’un grapheur, les courbes représentati- |

ves de x+> ¢* et de x+> In x par rapport 4 celles des fonctions |

xe»xh,

On établira la limite en +e= de e*/x et de Inx/x ; on en |

déduira la limite en —eo de xe* ; on aboutira aux régles opératoi-
res @ « a I'infini, ["exponentielle de x I'emporte sur toute puis-
sance de x » et « les puissances de x I'emportent sur le logarithme
de x ».

On étudiera les fonctions x — e~ ¥, ou x— e ¥ avec k>0,
et on illustrera leur décroissance rapide.

La racine n-iéme sera introduite et expliquée ; on utilisera aussi la
notation x'/"

Suites et récurrence
Raisonnement par récurrence .
Suite monotone, majorée, minorée, bornée.

' Suites adjacentes et théoréme des suites adjacentes.
i

i_Théoréme de convergence des suites croissantes majorées.

| Intégration
' Pour une fonction f continue positive sur [a ; b] , introduction de

b

| " .

| la notation J' f(x) dx comme aire sous la courbe.
a

| Valeur moyenne d’une telle fonction.
Extension & I'intégrale et a la valeur moyenne d’une fonction de
signe quelconque.

| Linéarité, positivité, ordre, relation de Chasles.
| Inégalité de la moyenne.

On choisira des exemples permettant d’introduire le vocabulaire

usuel des suites et nécessitant I'utilisation de raisonnements par
récurrence. On s’ appuiera sur un traitement tant numeérique (avec
outils de calcul : calculatrice ou ordinateur) que graphique ou

| algébrique.
| On étudiera numériquement, sur un ou deux exemples, 1a rapidité

de convergence d'une suite (u,) vers sa limite L, en complétant
I'étude sur tableur par des encadrements de (1, —L) .

On traitera quelques problemes menant 4 1'étude de suites
définies par u, , ,=au, +b.

La notion de suites adjacentes sera introduite en liaison avec le
calcul intégral ; encadrements d’aires (par exemple aire d'un
cercle par la méthode d’ Archiméde, aire sous une parabole).

On montrera le lien avec I'écriture décimale d’un réel.

On indiguera que I'aire sous la courbe peut étre approchée en |
I’encadrant par deux suites adjacentes construites en quadrillant |

| le plan de plus en plus finement.

Exemple ot la fonction intégrée est en escalier. Exemple de la |

parabole : on fera apparaitre I'intégrale comme limite de sommes
et on admettra que cette situation est généralisable.
On indiquera la convention de signe sur un intervalle ol f est

| négative et on en déduira le cas général ; on pourra aussi ajouter

une constante  f pour la rendre positive.

On interprétera ces propriétés en terme d’aire ou en terme de
valeur moyenne pour les rendre conformes a I'intuition.

On illustrera 1'intérét de I'intégrale par diverses situations, entre
autres ;

— expression intégrale de la distance parcourue sur une droite par
un point mobile dont on connait la vitesse instantanée ;

— expression intégrale du volume d’un solide dont on connait les
aires des sections avec les plans d’équation z = constante ;

— calculs de probabilités d'intervalles pour des lois de probabi-
lités a densité.

Intégration et dérivation
Notion de primitive.
Théoréme : « si f est continue sur un intervalle I, et si a est un

point de /, 1a fonction F telle que F(x)= _|‘J|F f(r) dt est !’ unique
a

primitive de f'sur / s’annulant en a. »

On démontrera que F est une primitive de fdans le cas ot fest |

continue et croissante, et on admettra le cas général.
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b
Calcul de J- f(x) dx al'aide d’une primitive de f.

Intégration par parties.

Equations différentielles y'=ay + b

On démontrera I"existence et I"unicité de la solution passant par
p p

Tableau primitives-dérivées des fonctions usuelles (fonctions
x=>x" x> .,/'; , x> 1In x, x+—e”, sinus, cosinus).
Application de la dérivation des fonctions composées i la primi-
tivation de (u")/u, u'e", u'u".

un point donné.
On étudiera quelques problemes on interviennent des équations
différentielles se ramenantd y'=av+b.

o GEOMETRIE

Contenus.

Modalités de mise en ceuvre

Géomeétrie plane : nombres complexes

Le plan complexe : affixe d’un point ; parties réelle et imaginaire
d’un nombre complexe. Conjugué d’un nombre complexe.
Somme, produit, quotient de nombres complexes.

Module et argument d’un nombre complexe ; module et argu-
ment d’un produit, d’un quotient.

Ecriture ¢'%=cos @+ sin 6.

| Résolution dans C des équations du second degré a coefficients
réels,

Interprétation géométrigue de z~>z’ avec z'=z+b ou
7 =w=k(z—-w) avec kréel nonnul, ou z' —w=e'%z-w).

Produit scalaire dans I espace

Rappels sur le produit scalaire dans le plan.

Définition du produit scalaire de deux vecteurs dans I'espace.
Propriétés, expression en repére orthonormal.

| Inéquation définissant un demi-espace.

Droites et plans dans 'espace

Caractérisation barycentrique d'une droite, d’un plan, d'un seg- |
ment, d’un triangle.
Représentation paramétrique d’une droite de 1"espace. I
Intersection de deux plans, d’'une droite et d’un plan, de trois
plans. Discussion géométrique ; discussion algébrique.

© PROBABILITES ET STATISTIQUES

Le vocabulaire sera introduit 2 partir de considérations géomé- |
trigues. '

On retrouvera 4 cette occasion la notion de coordonnées polaires |
el celle, sous-jacente, d’équation paramétrique d'un cercle (sous |
la forme z=z, +rel’ ou x=x,+rcos 8, y=y,+rsin8).

La notation exponentielle sera introduite aprés avoir montré que |
la fonction @+ cos @+ sin @ vérifie I'équation fonctionnelle |
caractéristique des fonctions exponentielles.

On utilisera les nombres complexes pour traiter des exemples
simples de configurations et résoudre des problemes faisant inter-
venir des :ranslauonq des rotations, des homolhétles

Expression en repére orthonormal de la distance d'un point & une
droite dans le plan.

Plan orthogonal & un vecteur passant par un point. Equatmn car- |
tésienne en repére orthonormal. Expression de la distance 2 un | '
plan. :

On reprendra les probléemes d’alignement et de concours déja

| abordés en classe de premiere.

On fera clairement apparaitre que les problemes géométrigues

considérés ici sont aussi I’étude des systémes d’€quations linéai- |
res, que 1’on résoudra algébriquement. -
On traitera aussi quelques situations numériques (issues de I'ana- |
lyse, de situations économiques ou autres) s’y ramenant. |

=4 — ]

Contenus

Modalités de_ mlsee; ceuvre

| Conditionnement et indépendance
Conditionnement par un événement de probabilité non nulle puis
indépendance de deux événements.

Indépendance de deux variables aléatoires.

Formule des probabilités totales.

On justifiera la définition de la probabilité de B sachant A, notée
P ,(B) , par des calculs fréquentiels.

On utilisera 4 bon escient les représentations telles que tableaux,
arbres, diagrammes. .. efficaces pour résoudre des problemes de
probabilités.

| Application a la problématique des tests de dépistage en méde-

cine et a la loi de I"équilibre génétique lors d’appariements au
hasard.
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[ Contenus ‘Modalités de mise en ceuvre
Statistique et modélisation Application aux expériences de références vues en seconde et
Expériences indépendantes. premiére (dés, piéces, urnes...).

Cas de la répétition d’expériences identiques et indépendantes.

Lois de probabilité

Exemples de lois discrétes "

Introduction des combinaisons, notées ( ] -
P

Formule du bindéme.

Loi de Bernoulli, loi binomiale ; espérance et variance de ces lois.
Exemples de lois continues
Lois continues 2 densité :

| — loi uniforme sur [0 ; 1] ;
| — loi de durée de vie sans vieillissement.

Statistique et simulation

On introduira la notation a! .

L’éleve devra savoir retrouver les formules :
n n—1 n—1
o gl Ly

p/ \p-—1 p
W P

P =P, [
On appliquera ces résultats i des situations variées.

Application 2 la désintégration radioactive :

loi exponentielle de ‘
désintégration des noyaux.

Etude d’un exemple traitant de I'adéquation de données expéri-
mentales & une loi équirépartie.

@ Enseignement de spécialité

Contenus

Modalités de mise en ceuvre

Arithmétique

Divisibilité dans Z.

Division euclidienne. Algorithme d'Euclide pour le caleul du
PGCD.

Congruences dans Z,

Entiers premiers entre eux.

Nombres premiers. Existence et unicité de la décomposition en
produit de facteurs premiers.

PPCM.

Théoreme de Bézout.

Théoreme de Gauss.

Similitudes planes

Définition géométrique. Cas des isométries.

Caractérisation complexe : toute similitude a une écriture
complexe de la forme z+> az + b ou z+> azZ+ b (a non nul).

Ftude des similitudes directes.

On fera la synthése des connaissances acquises dans ce domaine
au collége el en classe de seconde.

On ¢tudiera quelques algorithmes simples et on les metira en
ceuvre sur calculatrice ou tableur : recherche d'un PGCD,
décomposition d’un entier en facteurs premiers, reconnaissance
de la primalité d'un entier.

On démontrera que 1'ensemble des nombres premiers est infini.

Sur des exemples simples, obtention et utilisation de critéres de
divisibilité,

Exemples simples d'équations diophantiennes.

Applications élémentaires au codage et i la cryptographie.
Application : petit théoréme de Fermat.

Les similitudes seront introduites comme transformations du plan
conservant les rapports de distances. On fera remarquer que la
réciproque d’une similitude est une similitude, que la composée
de deux similitudes est une similitude et que, dans le cas général,
la composition n’est pas commutative.

On démontrera qu'une similitude ayant deux points fixes distincts
| est I’identité ou une symétrie axiale.
| Forme réduite d’une similitude directe.
On démontrera la propriété suivante : étant donnés quatre points
! AB, A", B telsque A # B et A"+ B’ il existe une unique simi-
litude directe transformant A en A" et Ben B’.
Applications géométriques des similitudes a I’étude de configu-
rations, la recherche de lieux et la résolution de problemes de
construction.
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Sections planes de surfaces

Sections de cones et cylindres illimités d”axes (Oz) pardes plans
paralleles aux plans de coordonnées.

Surfaces d’équation z = x2 + y2 ou z=xy coupées par des plans
paralléles aux plans de coordonnées.
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Formulaire

- mm Dérivées et primitives _ ol

» Fonctions logarithme, exponentielle, puissances » Fonctions trigonométriques
E] ]- L] s i E] =
sIn’(x) =— s exp’(x) = e* * sin’(x) = cos x ecos’(x) = —sinx
X
+Si f(x) = x",alors f'(x) = mx""1 etan’(x) = 1 + tan2(x) = 5
cos? x

* Formules de dérivation Formaules de primitivation

.

; i Uy _ uwv-—uy’ i T
Produit, quotient :  * (uv) = u'v + uv’ -(—&) = "'—o"' -, apour primitive Inu|.
v ‘I—
Composée : *(gou) =u’' X g'ou *Si n# — 1, alors u'u" a pour primitive :
Ly R S ’—"_J B =t 1 ntl
(") = nu u *(Inu)y = =(e")y =ue u ;
i Ll

MImmes__.emmmmm_ : B 74

» Les fonctions exp et In sont réciproques 'une de I'autre : pour x >0 etyréel, y=Inx & x =eb.

e lim e*=0 <+ lim e limlnx=—% ¢ lim lhx=+®
re—o0 b ol xcl xe+ow

; e : e : In x
* lim x"e*=0 ¢ lim e lim x"Inx=0 =+ lim T
xXc—o o+ xcl xc+o X

f 1 4 0 + + + i
*En + @ ouen — %, e* « ’emporte » /%: e ¢ En + = ouen 0, toute puissance de x
sur toute puissance de x. « I’emporte » sur In x.

* Fonction exponentielle de basea (@ >0 et a # 1)

e gt = gxlna .a{J =1 sgXgy=grty .a_x = q*=y '(a")-"‘ = gX¥
a”’
« Fonction In
elnl =0 slne=1 eln(ab)=Ina +Inb 'ln(-g~)=lna—lnb elna*=xIna
[ L] .
mm Intégrale d’une fonction continue Bt ti G
b
o[ f)dx = F(b) - F@), + Calcul d’aire
a
ol F est une primitive de f sur un intervalle 7 contenant a et b. S )
b i i
e Valeur moyenne de fsurfa;b]l: = -l—f f(x)dx \
b—aa e b
b L ‘5—-._..
« cC [
« Relation de CHASLES : J fx)dx + j f(x) dx =f flx)dx i \ aq
a b a ¥ !

b b b =glx)
¢ Linéarité : aj flx)dx + ,GI g(x)dx = J (af(x) + ,Bg(x)) dx Bty
(aet Byréels ¢ - 3

Sia<bet g=f,
L= b b b b
+ Intégration par parties : J u'(x)vix)dx = [u-(x)] = I w(x) v'(x)dx alors & = I (f(x) = g(x)) dx .
a a a €l




Formulaire

ma Equation différentielle y’ = ay + b 20

Les solutions sur R de 1'équation différentielle v’ = ay + b, avec a et b réels, sont les fonctions x> a + Ke®,
avec K réel, ol x —> « est la fonction constante qui est solution.

En particulier, les solutions de y’ = ay sont les fonctions x> Ke“ | avec K réel.

m Nombres complexes - S el s

* Forme algébrique ; « Forme trigonométrique
*z=r(cos @+ isin@) = reif,
* Module :

elz]l =r=0M=Vx2+y2=Vzz

* Argument : 9=(ﬁ:5ﬁ}(2w].

ez=xT1iy avecxety réels.
e Partie réelle : Re(z) =x = rcosf.
* Partie imaginaire : Im(z) =y = rsiné.

*Conjugué: z =x —iy.

s (alculs dans

eI TFT=IT  clrl=lellel  o[E|=E elere| sl 4l
el : : eif i : —_ 1 : .
o eif il = @i(8+0) _J_'_zea(a—e; 'B=;T§=e_'e ]els|: 1
« Expressions complexes des transformations usuelles
* Symétrie axiale § ., : 2 =12
* Translation 13 : 22 =1z + b ob b est I'affixe de u.
* Rotation R () 4 : 2 — = elf(z — w) ob w est Paffixe de 2
* Homothétie h ) , 7' — o = k(z — ) ol w est "affixe de £2

mm Produit scalaire dans 'espace - N

-

* En repére orthonormal,si w(x;y;2) et V@&’ ;y ;2),alors W.v =xx" +yy' +2zz".

 Avec le projeté orthegonal : Relation d’AL-KasHI :
w.v=AB X AC X cosa
€5 N
e k| b a
H Au B A |BSE.- B
X
A ¢ B

Si HE [AB).alors w.v = —AB X AH. Si HE[AB), alors u.v =AB X AH. | a2 =b>+ ¢? — 2bccosa.

mm Equations dans le plan ou dans I'espace bk

Dans un repére orthonormal du plan. Dans un repere orthonormal de 'espace.
* Droite : gx + by + ¢ = 0, avec a ou b non nuls, * Plan: ax + by + cz + d = 0, avec g, b, ¢ non tous nuls.
vecteur directeur : vecteur normal : vecteur normal :
u(—b;a) n(a:b) n(a;b:c)
* Cercle: x—a)2+(y—b)2=R2 * Sphére: x—a)2+ (v —-b)2+(z—c)2=R?
centre : (2(a;b); rayon: R. centre : (2(a;b;c);rayon:R.




T o p e e gl ) - il

Ty

m Fonctions

r « Fonction y = f(x)

Nombre dérivé
Intégrale
Maximum, minimum
* Sur la courbe :
valeur y, solution de f(x) =0,
intersection de courbes
nombre dérivé, intégrale
3 tangente,

droite horizontale, verticale

m Listes et probabilités

* Rappel de la liste 1
* Tri en ordre croissant

* Calculs sur une liste :
Sum, Mean, Seq...

+ Rappel des valeurs

variable aléatoire (x;)

m Programmation

» Nouveau programme
|
|

* Une ligne de programme
« Entrée (Input)
sortie (Disp)
* Guillemets *
» Séparateur d’instructions
+ Stocker, mettre en mémoire

= For, If, Then, Else, End, Pause,

While (Casio : I-End, To, LpWhile,

* Lbl, Goto (Casio: =)
o Testii=y <0 S
« Effacer la liste L1

« Exécuter un programme

|
I' Do) ...
!
\
7
\

TI-83 ou 82

Y-VARS 1:Function 1:Y1

TI-82 : [(Y-VAR!
[MATH| MATH nDeriv(

MATH fnlnt(

MATH )} MATH fMin( fMax(

GRAPH
value zéro
intersect

dy/dx ff{x}dx
DRAW) DRAW Tangent(
Horizontal Vertical

EDIT ...

) OPS SortA(
ST )} MATH ou OPS

Statistics ...

Y ¥ ox

4

* NEW 1:Create New
NAME = &

* commence par :

. 1/0 1:Input

« |PRGM J 1/0 2:Disp

* | STOM
* | PRGM } CTL

G

« | PRGM } CTL

. 4:ClIrList

. EXEC

Ou trouver les instructions

Casio graph 35 ou 60
()
Zf_\‘ Ne pas utiliser ®
' d/dx
" G-Solv ) IMAX [MIN

2

v ) [Y-CAL [ROOT

ISCT
pas de nombre dérivé | dx

. Sketch Tang
HZH | Vert

(o)
- (@) B (1)
+ (o) )
- (o) D =)

)

. D

Program Name [&]
il




Enseignement de spécialité
mm Expression complexe d’une similitudeduplan

» Similitude directe 2z'=agz + b,avec a#0.

e rapport: k= |a] = angle : 0 = arg (a) (2m)

cona z'— o=kl (z— w).

Si a # 1, son centre a pour affixe w = i 8
=i

o Similitude indirecte z*=4z+ b,aveec a+0.

mm Arithmétique Wi

a, b, a’, b’, d et k désignent des entiers relatifs.

* Division euclidienne de @ par b avec b entier naturel nonnul. a=bg+r,avec 0=r<b.
* Divisibilité
* a|lb ¢ b= ak avec k dans Z. calbetbla e a=boua=-b

* p premier ¢ p a exactement deux diviseurs naturels : 1 et p.

« Congruences
sa=bn) & n | (a — b) < aet b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

e Sia=b(n) et a’=b'(n),alors a+a’'=b+ b’(n) et aa’'=5bb"(n).

* Décomposition en facteurs premiers
Tout entier n = 2 s’écrit de maniére unique sous la forme :
n=p*%p% .. p%
Pl P2 Pﬁ: ’
oll py.ps, ..., Py sont des entiers naturels premiers tels que p; <p, < ... < p;,

et les exposants a |, a,, ..., a; sont des entiers naturels non nuls.

* PGCD » PPCM
dEMN; e N=*;
ddiviseaeth; pestun multiplede aet b ;
8=PGCD(a:b) & Sk w=PPCM (a;b) & ;
tout diviseur commun tout multiple commun
a a et b divise 8. i a et b est divisible par w.
Propriétés Propriétés
e d|la et d|b & d|PGCD (a;b) e a|lm et blm & PPCM (a;b)|m
« PGCD (ka ; kb) = |k| X PGCD (a; b) » PPCM (ka : kb) = |k| X PPCM (a ; b) .

* Si ale et b|d, alors PGCD (a ; b) |PGCD (¢ ; d) * Si alc et b|d,alors PPCM (a; b) | PPCM (¢ ; d) .
e PGCD (a;b) X PPCM (a: b) = |ab]| .
* Nombres premiers entre eux
Si a et b sont premiers entre eux, alors PGCD (a: b) = 1.
* Théoréme de BEzouT :

Si a et b sont premiers entre eux, alors il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

* Théoréme de GaUss : Si a|be et PGCD (a;b) =1, alors ale.

v
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