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cond degré: P(x) = ax + bx+ c, avec a# 0, de discriminant A = b2 — 4qc .

e eA=0 eda<0 Sigisio

o " e, _-b+E
o x* za 2! Zq
___.r"" W

) =ax—x,) lx—x,)

» Fonction lonﬂﬁ:ma nipérhn In: x— r.
In est définie sur les réels strictement positifs. F ur 1:>0 et b>0:
*lnfob)=Ina+inb ein[Z=Ino=inb.:...> nina el (va) =%In a

N (A ¢
* lim Inx=0 = Inx=—-ew o lim Inx . 0 * lim "'—:‘ =0,nEN*
XK+ e 4 I -l-i*.um x X— 4o X

“functions u et Inu ont méme sens

1

e x I'emporte sur In x.

’ﬁ — . i 11 |
flo+ h) — fld
* Nombre d&ivé f‘(n] = ,,ET.; h - £quation de la tangente au point d'abscisse o :
$ L y="~f(a(x— a]+f{a)
_fonction dérivée f*
fa=ax o T I || fere =k

f.l=ul+ vl
ff=u'.v+v.u

_u.v=v.u
—
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Calculatrices Tbai ou 83

—

Soit f(x) = + 1 +t"'" définie sur 10 ; + oof .
® Entrée de I'expression en B

Choix de la fenétre . tracé de la courbe

et suivi de la courbe par @ E] @
Choix de la tabulation - et tableau de valeurs .

* Rappel d'une fonction (_VARS ) Y-VARS 1:Function... R 1
Rappel des caleuls précédents, - dans I'écran de calcul.

Par exemple : calcul de f(0,001) puis £(0,0000001) pour
conjecturer [a limite de fen 0.

* Nombre dérivé | MATH ) MATH 8:nDeriv(

Par exemple : £'(1). On peut améliorer en donnant 4 h
une valeur proche de 0, ci-contre h = 0, 000 001 .

Fonction dérivée en .
Elle est obtenue point par point pour toutes les valeurs de x.

Caleul d'intégrale MATH  9:fnint(

e fg;!ﬂpﬂl"l 2% 1.87C
Par exemple : I f(x) dx. 1.150068572
1

-jtatisﬁques

X |-8[-5| 1| 4 s 1o

Soit le tableau :
“% XY, |03 [022]0.180,15

u 2 m 3
* Entrée des valeurs dans les listes ((STAT ) EDIT  1:Edit... é E e
se positionner sur la 1 ligne de [a colonne. 5‘ ’
* Calculs sur les listes : on peut faire des sommes, produits, quotients... uﬂl..wl_z -
Se placer sur le titre de la liste en haut de colonne et (SRR . puis taper le calcul.
r et : @) G0 @0 v (0 @ ).
Pour supprimer une liste, se placer sur le titre, -
* Série a une variable ® Série a deux variables * Ajustements divers
ou loi de probabilité et représentation
CALC 1:1-VarStats CALC 2:2-VarStats CALC
. {Z] . on choisit I'ajustement.

R —
y=ox? + b+ ¢
y=a+ blnx
y=axb*

A Sur TI-82, Ieseﬁ:ct:fscnhb:!nep:uvmt&r:d snombmhir;ufcmdugmﬂsnmhr:s.‘lfautfa:rcdcs
caleuls sur les listes (voir page 131).
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Utilisation d’un tableur #f

= Feuille de calcul : les barres doutst - i

he ’,—\...._ L

-

i ®@ O ®e® @ ®

[ Abadi MT Condensed Ls 11

! f ! ! 1 G
e o @ ® ® @0 @ ® ® ®
(1) copier la sélection dans le presse (7) bouton d'assistant graphique (12) écriture du nombre en euros
papier zoom et dimensions de la feuille (13) écriture du nombre en %
(2) coller ce qui est dans le presse (9) format du caractére dans la cellule exemple : 0,2 équivaut a 20 %
I papier sélectionnée nombre de chiffres apres la virgule
(3) annuler la frappe précédente position du texte dans la cellule en €criture décimale
(4) somme des cellules sélectionnées sélectionnée (15) bordure des cellules
(5) bouton de chaix de fonctions (11) fusion des cellules sélectionnées en  (16) remplissage des cellules
L (&) tri des données d'une colonne une seule cellule (17) couleur du caractére dans les cellules

M Calcul sur les cellules

Lorsqu'on « tire » une cellule sélectionnée par la poignée de recopie (croix noire +), les références relatives sont
réactualisées et les références absolues ne changent pas.

i =§A$1-+FA2*BS1 Al 1
|
"
[’; [ =SASIHSA2BS1 [=EAS1HCH1 $5A2 [=$AS1+DS1 H5A2 T T T
| 2 |=$a$1+BS1GA3 [=HAS1HCH1HIAT |=$AS1+DS] A3 2| 6] 20 2
3 |=5AS1+BS195A8 [=HAS1+CH1 5D [=$AS1+DS1 $5RE 3| 18] 2| 30
$AS1 indigue que le nom de la colonne et le numéro de la ligne sont « blogués » :
on a donc toujours A1 = 12 .
: SA2 indique que le nom de la colonne A est bloqué, mais le numéro de la ligne se réactualise :
I| donc la cellule prendra les valeurs 1, 2 ou 3 selon la ligne.
B$1 indique que e numéro de la ligne 1 est bloqué, mais le nom de la colonne se réactualise :
donc la cellule prendra les valeurs 2, 4 ou 6 selon la colonne.

M _Fonctions et suites

Un tableur permet d'établir des tableaux de valeurs en utilisant les fonctions usuelles et le pavé numérique.

=EXP(2*B1)-EXP(E1+1)

=8"2 +1f(x-2)
JE)=RACINE(x~2+4) | 361 | 283|224| 2
h)=In x+3)-1/x |#H&| 05 | 1,69 |+8&
kixy-exp %) - exp (c+1) | =EXP(|-0,35| -086|-172] 0 ; 345, 349 | 2833
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Présentation du manuel

Tres attachés & €tablir un lien €troit entre ["apprentissage des notions mathématiques et leur mise en pratique
dans des situations, les auteurs de cet ouvrage ont décliné le programme de Terminale ES en exploitant la liaison
mathématiques et sciences économigues et sociales.

Le lien mathématiques-informatique tient également une grande place dans ce manuel : il permet d'introduire les
notions et de les faire fonctionner. Dans tous les chapitres, l'utilisation pertinente de la calculatrice (T... 82, 83 ou
Casio récentes) ou des tableurs comme outil d'aide a la compréhension, et la visualisation a I'aide de GroPLANW ou
GeospacW des courbes ou surfaces, sont présentes. Ces activités ou travaux dirigés sont plutét a présenter en classe
entiere, avec I'emploi de vidéo projecteur, par exemple : nous avons tenu compte qu'il n'existe pas d'heure en demi
classe en TES. Ces activités sont « clés en main », sans le recours & un fichier sur Cédérom ou sur disquette.

Afin d'aider au plus prés les éléves, tous les atouts sont donnés dans ce manuel, aussi bien pour comprendre que pour
apprendre a apprendre et a mémoriser. Afin de préparer les éléves a I'examen, les auteurs ont choisi d'anticiper sur
les épreuves futures plutdt que de proposer des sujets passés : les problémes sont donc originaux dans tous les
chapitres, avec une attention toute particuliére pour les chapitres présentant des nouveautés ou des changements de
programme,

Le programme de la partie obligatoire est traité en 9 chapitres que I'on peut aborder dans [‘ordre indiqué ; celui de la
partie spécialité en 5 chapitres, indépendants de la partie obligatoire.

Les trois chapitres concernant les graphes ont une structure un peu différente du fait de la pédagogie 4 mettre en
czuvre dans cette partie, basée sur la résolution de problémes.

Les pages de rabats de couverture mettent a disposition les outils de base pour I'emploi des calculatrices et d'un
tableur, ainsi que les formules du programme de Terminale.

Un index détaillé permet d'accéder facilement 4 la richesse du contenu de I'ouvrage.

® Les activités sont écrites pour une mise en place rapide
des notions abordées dans le chapitre.

Elles sont souvent liées a une situation concréte et leur
variéte laisse aux professeurs le choix des approches.

Une large place est donnée a I'utilisation des TICE, ainsi
qu'au coté culturel.

® Le caurs ¢t sa mise en pratique sur double page :

la page de gauche présente les notions & travers des
exemples, définitions, théoremes admis ou accompa-
gnés de leur preuve ;

la page de droite donne tous les éléments pour mieux
comprendre et mettre en ceuvre ; en particulier, I'em-
ploi des caleulatrices et les exercices résolus, toujours
accompagnes d'une méthode.

Ces deux pages sont un véritable outil pour comprendre
et apprendre.

* Le probléme résolu, original, complet et rédigé, est
accompagné d'une méthode afin d'acquérir les savoir-
faire incontournables : les notions abordées dans le
chapitre sont mises en ceuvre dans un probléme proche
d'un sujet de Baccalauréat.

® Les travaux dirigés traitent toutes les modalités de
mise en ceuvre indiquées dans le programme, mais aussi
des applications économiques, 'utilisation de logiciels
(tableurs ou graphiques), ou des exercices que |'on peut
rencontrer a I'examen.

® La synthése permet la mémorisation des connais-
sances et des savoir-faire essentiels

® La page de calcul est a la fois une révision et un
rappel des techniques utiles dans le chapitre ;

les réponses en sont données 3 la fin de I'ouvrage pour
permettre de se tester.

® Les exercices sont trés nombreux ; ceux dont le numéro
est en rouge sont corrigés a la fin du livre de I'éléve.
Les exercices sont ardonnés suivant les rubriques du
cours et leur degré de difficulté est signalé par des
étoiles *.

Chaque rubrique commence par des VRaI-Faux portant
sur les connaissances du cours : ils peuvent se corriger

oralement pour la justification des réponses.

Les problémes permettent d'aller plus loin sur les notions,
de compléter les travaux dirigés ou de travailler sur des
applications en sciences économiques et sociales, mais
aussi de se préparer au Baccalaureat.

Toute I'équipe d'auteurs espére que cet ouvrage aidera vos éléves a donner du sens aux mathématiques, a prendre
ainsi plaisir a cotoyer cette discipline et a choisir dans le supérieur des filitres économiques ol ils seront capables

d'exceller.
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CHAP PR

| Somme de fonctions  p. 1C

® savoir reconnaitre
le cas ou une fonction
est somme de deux fonctions

de méme sens de variation

Fonction composée ~ p, 1C

® savoir déterminer
une fonction composée
et étudier son sens de variation




activités

: 2° Pourquoi le surbooking ?

§Le graphique ci-contre permet d'expliquer : Fs [ : o]
- pourquoi les compagnies ont intérét au sur- I e e Edia SR i S|
“booking, s ahbes o e s,
- On imagine qu'un avion a une capacité de 100
 places : en abscisses, on trouve le nombre total
E[!E places offertes.

: La courbe en rouge donne I'espérance de cott
: des sieges vides, celle en bleu I'espérance de
 colt des passagers débarqués, c'est-a-dire ceux
i qui dépassent la capacité de 'avion.

: En reéalite, le cout des passagers débarqués est
-doublé par les indemnités offertes pour faire
i passer le désagrément |

-Le cott réel du surbooking correspond donc a la somme du coiit des si¢ges vides et du cofit total
:des passagers débarqués (codt, plus indemnités).

Ea} Expliquer pourquoi la courbe bleue est celle d'une fonction croissante, et la rouge celle d'une
: fonction décroissante ?

- b) Construire point par point la courbe du cotit réel du surbooking. D’aprés cette courbe, pour quel
:nombre de places le coiit réel du surbooking est-il minimal?

ELE but est de mettre en meémoire le lien entre expression et courbe
idans le cas des fonctions de base.

On propose cing courbes de fonctions associées a la fonction carré,
: représentée par la parabole 2 . Pour chaque courbe :

i » choisir celle qu'elle représente, parmi les fonctions indiquées ;

- reconnaitre la forme de f(r) parmi :

gﬂn sait que les compagnies aériennes pratiquent le surbooking.

i1° Etude d'un exemple (cas réel)

: Pour un vol de capacité de 252 places, il a eu : 839 réservations ; 552 annulations et 52 per-
gsonnes ne se sont pas présentées (No show). Ainsi il y a eu 287 réservations et 235 passagers
{embarqués.

:a) Calculer la part de No show parmi les réservations réelles, puis par rapport a la capacité.

Eh} Calculer le coefficient de remplissage de 1'avion.

100 1 120 130 140 150

)_EQI]ﬂIQDS_ﬂSSDLIﬂﬂS—

ulx) + k ; ulr + k) ; Bxulr); ulr + k) + h ;

e donner la transformation géométrique qui permet d'obtenir cette courbe a partir de 2 ?

Chapitre 1 ~ FONCTIONS : NOTIONS DE BASE L R i



~» Fonctions :

a) f(N=22+2; b) flr)=-22; o flr) =x?-2; d) flx) = (r-2)%;
B fW=+2P; DfW=--2%+2; @fW=-(r+2?-2; h) f=(r-27-2.
“® Transformations :

éal translation 2i ; b) translation - 27 ; ¢) translation 2J ; d) translation - 2 ;
€) translation 27 - 27 ; f) translation - 27 + 2 ; g) symétrie d’axe (Ox) ; h) symétrie d'axe (0y) .

activites

27 La courbe de la fonction inverse est I'hyperbole 3 ci-contre. 4

Pour chaque fonction f, préciser la transformation géométrique
-qui permet de passer de 'hyperbole # a la courbe %’J-. aprés avoir
-reconnu la forme, 11

ﬁ)f(ﬂ:ﬁ L b)) fl) =1 +2; J fle)= -3 ; N\ :‘ -

D=1 -2 @ sl L

1° On a place la variable & en colonne A, pour x entier allantde 0 4 5.

En ligne 5, sont écrites des
formules donnant les résul-
tats pour r=4.

$AS signifie que I'on utilise le contenu
de la cellule A5 ;le symbole §, placé
devant A , permet de garder la colonne
A inchangée par copiage.

a) Calculer mentalement les résultats pour x =0, 1 et 2.
ghl Donner les formules en fonction de ., puis calculer pour x =3, puis r=5.

(Vérifier 4 la calculatrice, avec une différence tabulaire de 1.) B Voir Rabar

H X de couverture
- 2" Ci-contre, des formules sont écrites en pre-

miére ligne d'un tableur.
:0n « tire » ces formules jusqu'en ligne 6 .

[0 =Ai

?.a} Quelles seront les formules obtenues en ligne
6 (formules actualisées) ? Donner les résultats.

éh] Indiquer la fonction utilisée pour passer d'une
:colonne a la suivante.

3" On considére les montages suivants :

: +4 racine carmée inverse -4

i fi r — 1+4 — ... g: I —> .. —

%a] Comment écrire sur le tableur la formule donnant f(x) en cellule F5? Celle donnant g(r) en
ccellule G5 7

%Pou.r X entier variant de 0 a 5, calculer les images par f, puis par g .

ib) Préciser le sens de variation de la fonction f sur [0 ; + %[ et celui de g sur JO;+=[.

Chapitre 1 — FONCTIONS : NOTIONS DE BASE



le cours

B voir

Activité |

B voir

Exercices
17a 19

P voir

Chapitre 2

B voir
Activités
2 ef 3

B voir
Erxercices
29 et 30

A : PR on ajoute
u et v étant deux fonctions définies sur le les ordonnées
méme intervalle [, leur somme u + v est
définie sur / par: (v + v)(x) e .

(w+ V) =ul) +v(x). bt k) N

On peut aussi définir d'autres opérations sur
les fonctions, par opérations sur les images : v (x) }
produit par k, produit, quotient, ... Ly

0 1 X

sens de variation - B propriété

e La somme de deux fonctions croissantes sur un intervalle [ est croissante sur /.

® La somme de deux fonctions décroissantes sur un intervalle | est décroissante sur /.

Si u et v n'ont pas le méme sens de variation, on ne peut conclure 4 l'aide de cette propriété :
il est nécessaire de calculer la dérivée.

2 Fonct ,

m fonction gou - définitior

Sous réserve de I'existence de cette fonction, I'expression de la fonction composée gou est
donnée par le montage :

X —> ulx)=X

X +i= g(X) = g(ulx)) = (gou)(x)

i

Ainsi, dans I'écriture f(x) = (gou)(x) , u est placé juste devant x, ce qui indique que I'on appligut
u & x,puis on applique g a ulx).

m Sens de variation =~ ) _propriété.

En se placant sur un intervalle | ou la fonction composée gou existe :

* si les deux fonctions ont méme sens de variation, alors leur composée est croissante sur [; i

® si les deux fonctions sont de sens de variation contraires, alors leur composée est décroissante sur|
I'intervalle |. : j

|
u inverse 1 . 1 . :

Soit X —= u(x) — 60 = %{x}, avec u(x) # 0 ; la fonction = est une fonction composét.
u (x !

Or la fonction inverse est décroissante sur ]- = ; O[ et sur JO ; + =[ ; en n:l:mm':ql.u:nlczlj
les fonctions u et :’ ont des sens de variation contraires sur chaque intervalle [ ol la fonction v n

s'annule pas.

Chapitre 1 — FONCTIONS : NOTIONS DE BASE




Somme de fonctions

S de variation d'une somme de fonctions
On considére la fonction f définie sur ]O ; + o5 par:
=(%~ 3 2
 ieag PIZCR~Te 2= =
Flx) = | aane-=
Démontrer que cette fonction est croissante sur ]O ; + [, comme
le suggére la visualisation a la calculatrice. l (’ P voir TD 2
H= v=17

méthode

On transforme I'écriture de f(x) en somme u(x) + v(x) , ol v et v sont deux fonctions ayant
le méme sens de variation sur l'intervalle donné.

1 “ 3
Ona f{x]= ﬂ_ﬁ:f‘f +H._.% =)(2+2-%

Onpose wu(x)=x*+2 et vEx]-—%—.

Sur l'intervalle JO ; + %[, la fonction u: x +—> x? + 2 est croissante,

et la fonction inverse x — -_,1,-(- est décroissante ; donc :

en multipliant par - 4, la fonction v: x +> - % est croissante. / ------ s P Voir
Ainsi, par somme, |a fonction f est croissante sur 0 ; + o[ . 20 & 23
Soit | un intervalle ou la fonction v est
définie et J un intervalle ol la fonction g
est définie. : "
Pour tout réel x de I'intervalle I, il est 1+ F(x)

s i ! it
nécessaire que u(x) soit dans l'intervalle
J . pour pouvoir appliquer la fonction g défi-
nie sur J:

x€l e ulx)EJ.
mm Exemple
Soit u:!: X+ 5-x définiesur R et g: X —= X définiesur [0: + =[.
Alors gou: X —> 5=Xx —> JVE=x

onapplique ¢ si 5-x&E[0;+ [, cest-a-dire 5-x=20 < x=5; > Voir

par conséquent, gou est définie sur J- = ; 5]. E'z sy 2":;’
De plus, la fonction affine x —= 5 - x est décroissante sur R et la fonction racine carrée est >
croissante ; donc la fonction f: x =— VvE5-x  estdécroissante sur |- ; 5] comme composée L. rcices
de deux fonctions de sens de variation contraires. 21 & 36
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[0 ; + =[ par:

| f(x) =0,002x2 + 2x+ 4000 et glx)=1x.
éPréciser leur sens de variation.

ERésuudre I'inéquation g(x) = f(x) .

' Application
Q)vgl - plastique.

 Le coiit total de g tétes (en €) est :
; C(g) = 0,002¢% + 2q + 4 000 .
E.Chaque téte est vendu 11 €.

: Une PME fabrique et vend des tétes de poupées en

:lné_qu_a_tion__:. recherche de bénéfice

iSoit f et g deux fonctions définies sur l'intervalle

On lit « préciser le sens de variation » :
cela indique que la justification est rapide et basée
sur les résultats du cours.

Pour résoudre g(x) = f(x), on se ramene a une
inéquation de la forme ax? + bx+ c=0.

L'application économique reprend les fonctions pré-
cédentes : la variable est notée g au lieu de x.
Il faut donc expliquer le lien et ne pas refaire les
calculs !

> voir  Déterminer la plage de production qui dégage un Il y a bénéfice lorsque la recette est supérieure au
T.D. 4 bénéfice. . cout.

méthode
> voir Pour résoudre une inéquation du second degré, ax? + bx+ c= 0, on recherche la position de la para-
LS bole d'équation y = ax? + bx + ¢ par rapport a |'axe des abscisses.

- La fonction f est croissante, comme somme de * Application

édeux fonctions croissantes sur [0 ; + =[ : On sait que  recette = prix X quantité

: 2

: X —> D'OD.QX+ et x |—:-l2x+4000. Dot - Rlg) = 11q.

et la fonction lingéaire g est croissante.

' On résout I'inéquation g(x) = f(x) : iy albeatficelomgue Rig) =T}

| 11x = 0,002x% + 2x + 4 000 On retrouve ['inéquation résolue précédemment,

- 0.002x2 + 9x - 4 000 = 0 avec les fonctions R=g, C=f etlavariabl

' g=X.

. 2 —92 _ af- - i N .

‘é‘ = b* - 40c = 9% - 4(- 0,002) (- 4 000) = 49 . La PME dégage donc un bénéfice si elle fabrique

1A estpositifet A =7. D'ou: entre 500 et 4000 tétes.

G b-A L =8=7 _ v o000 V=0.00282+ 24000
! 2a - 0,004
—b+\lE ===ty
=3y ~-ogoa- o

éComme a = - 0,002 , négatif,

la parabole d'équation : RSUGO0 Y=q4qo0n
> voir : y=-0,002x%+ 9x - 4 000 X ——————

Exercice 43

éé |'allure ci-contre.

Dans I'intervalle [0 ; + =[, I'inéquation g(x) = f{x]
:a pour solution [500 ; 4 000] .

Fenétre graphique de la calculatrice :
X € [0 : 4 700]
et Y € [- 7 000 ; 60 000]



l&eﬂmd degré, signe d’expressions

- Rappel

Polynéme du 29 degré P(x) = ax2 + bx + ¢, avec a=0

- Les solutions de I'équation ax? + bx+ c=0 dépendent du discriminant A = b? - 4ac :

la position de la parabole 2 d'équation y = ox? + bx + c par rapport 3 I'axe des abscisses indique

le signe du polynéme Plx) .

discriminant - A<0 A=0 A>0
4 _ une solution double deux solutions distinctes :
équation pas de solution S A il _-b+ vh_
2a X*-— oa € Mgy
a0 \/ \ / Y
— L7,
a—-\_ e a L
o o
|
a<0 x_"[\x?
' [ \
Ainsi, les signes des expressions suivantes sont immédiats par lecture graphique :
S,
la parabole est au-dessus i
gl de I'axe des abscisses
| Ceas sl x* 41 +
i e i e T X 1
i o8O (" la parabole touche 5
: © 7 l'axe des abscissei_j, (1 - x)2 @ 0 %
B
3 -2
: 000 {mh traverse X
-2 2 "‘-'.\_]:EXE des abscisses 4-x2 - 0 + 0 &
FROGRAM: ADEGREZ2

) En utilisant ces rappels, étudier le signe de chacune des expres-
-sions suivantes :

Mﬂ:w : B(x) = (2 - X)(- 4x% + 3x-1) ;

(x+1)
4x2 - 4x +1 x2+4
ct] 1—X2 ] D[x]- SX

) En utilisant le programme ci-contre sur T.l., ou en calculant le
- discriminant, étudier le signe de chaque expression suivante :

Alx) = 500x? - 20x + 0,2 ; B(x) = - 0,04x2 + 21x- 500 :

Clx) =

Xz
1000

+ %x— 750 ; D(x) = 0,4x3 - 6x? + 25x .

NI 0

i

ompt H:B.C
-4AC=+D

s "DELTA">D
D>B

=i w2 50L
SP !
P CB=ICDM>~r

Frac, < -B+J¢
ZA>Frac

"1 SOL", =B
rFrac

P "G SOL"
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travaux |8
(I == Exemple

La production d'une entreprise permet de dégager un bénéfice donné par :
: Blg) = - (g - 20)% + 1 200q - 8 000 .

On veut visualiser ce bénéfice. Pour cela, on entre I'expression en Y1, on regarde le tableau de valeurs
“avec une différence tabulaire de 10.

i * tableau des valeurs ® choix de la fenétre * courbe
: [ﬁ_l-ﬁl_—;ﬁm i i ?' Lh,lII'—-i'I:_'I;:Il;lL - B "1'1" "(I-i 2Ill)"3-l-:l.zi:lill-!-::--l_lill:-l;:l_~
1B S0 - :’}émnzg | |
R | RREETS |
T SE000 . Ymin=-58048
o En ZEO00  ¥max=4B8aan

B0 0 fl Yscl1=5000

o — AN rm————— - ] e - ——— et el T -

rL.J'1E (X-280"3+12..| | Kres=] T =27 000

- Applications

9 Soit f la fonction définie sur [0 ;8] par f(x) = x® - 12x? + 60x+ 10.
?aj Visualiser le tableau des valeurs pour X variantde 1 en 1 (différence tabulaire Atbl = 1).
-En déduire un intervalle auquel Y semble appartenir.

Eb) Faire alors apparaitre la courbe ; donner son allure et indiquer le sens de variation apparent de la
fonction £ sur l'intervalle [0 ; 8].

’B Soit f la fonction définie sur ]O ; + =[ par flx)=-0,1x+5- %5 )

On veut visualiser la partie positive de f(x) .

- a) Visualiser le tableau de valeurs avec une différence tabulaire de 1, pour trouver un intervalle / ol
flx) reste positif.

“En déduire un intervalle J contenant f(x).

ib] Faire apparaitre la courbe dans une fenétre X € [0 ; b] , avec b multiplede 5, et Y € [-05;¢],
‘avec ¢ multiple de 0,5.

¢} En déduire I'ensemble des solutions de I'inéquation f(x) = 0.

mm Pour aller plus loin

‘Pour chacune des fonctions suivantes, trouver la fenétre qui permet d'obtenir la représentation

“donnée.

: g2 Ae : =2 (1= 313 : it 23
éa} flx) = x*-32,/x +60 b) f(x) = x%(1-x) E c) f(x) 7% “%=%
définie sur [0 ;+ %[ définie sur R ~ définie sur 14 ; 5[

s M —— T - TR = : —e- ——— == = —— - e iy

I
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-;)J.esiam:tians_de cofits en économie

travaux
Dans I'enseignement des Sciences économiques et sociales de Premiére, la lecture des coiits de produc- B I gés
tion est abordée.

-Le coilt total est la somme des coiits fixes, invariables quelle que soit la quantité produite, et des colts
variables, dépendant de cette quantité.

‘Dans I'exemple ci-dessous, une entre- coiit
 prise fabrigue et distribue de petits objets (en k€)
_en grande quantité. -

- Chaque objet produit ayant un colt, plus
|a quantité augmente, plus le coit total
~augmente.

Si on produit de petites quantités, les
codts variables sont importants, du fait 201
~de la mise en route de la production, et
ce, indépendamment des coiits fixes.

Puis la production entre dans une phase
plus stable : les codts varient de maniére
presque linaire : c'est souvent dans cette
- plage que |a production est rentable.

Enfin, si on veut produire plus, les condi-
-tions sont moins propices et les colts 10-
-redeviennent trés importants. ¥

 Ainsi une courbe de coiit total prend sou- _
‘vent l'allure de la courbe ci-contre. Clayr

Le colit moyen par objet (coGt unitaire)
st éqal au coiit total divisé par la quan-
tité. On comprend qu'il dépend de la
-quantité fabriquée :

quantite
_[en milliers)

.éé

Donc, graphiquement, le colit moyen pour une quantité q est la pente de la droite (OM), ot 0(0 ; 0)
~est l'origine et M(q ; C(g)) est le point de la courbe de coilt total.

B4 Donner la valeur des coilts fixes. Indiquer comment obtenir géométriquement la courbe des coits P voir

‘variables. Exercices
: 41 er 42

b) L'entreprise doit payer une charge supplémentaire de 3 000 € , indépendamment de la quantité
- produite. Comment obtenir géométriquement la nouvelle courbe du codt total ?

3 4) Pour quelle(s) quantité(s) le colit moyen est-il de 2 € ? de moins de 2 € ?

bl Quel est le coGt moyen par objet au niveau de production de 6 milliers d'objets ?
‘Peut-on obtenir un coiit moyen plus faible ?

Ec] Décrire le sens de variation de la fonction de codt moyen.
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Ftude d’une fonction rationnelle :
coiit total et bénéfice

Objectifs : Faire le lien entre une étude classique de fonction et son interprétation dans le domaine
- économique. Dans I'application économique, on retrouve et utilise au maximum les réponses a la question A
‘ (ne pas recommencer les raisonnements déja faits).

travaux
diriges

> voir i &
Provieme résolv mm 1. Etude d’une fonction rationnelle

On considére la fonction f définie sur [0 ; + [ par f(x) = x*+32x2 +61x + 10

_représentative dans un repére bien choisi. (x+1)

‘On a obtenu € & I'écran d'une calculatrice, dans |a fenétre :
Xe[o;10] et YE[-5;50].

[Prendre - 5 permet de conserver |'axe des abscisses & I'écran quand on utilise 1

, et € sa courbe

a) Vérifier que I'on peut écrire f(x) = x + 30 - 201}2
i +
'En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0 ; + oo . [

b] Soit & la droite d'équation y=x+30.
-Etudier la position de & par rapport a la courbe €.
Tracer % et € dans un repére orthogonal a choisir, pour x variantde 0 a 10.

c) Résoudre graphiquement ['équation f(x) = 26x . Vérifier a la calculatrice.

- 2. Application économique

i:_l\er: entreprise fabrique et vend du céble souple ; elle fabrique au maximum 10 km de cable par mois.
Le colt total de fabrication, exprimé en milliers d'euros (k€), de g km de cable est donné par :

Clg)=q+30- —20 _
ey @+ 1)

gChaque kilometre est vendu 26 000 €.

;-a] Préciser les colts fixes. Donner le sens de variation du codt total.

b) Déterminer la fonction du chiffre d'affaires (ou recette, en k€) de cette entreprise si elle vend toute
:sa production.

ifc) A I'aide du graphique obtenu en 1. b) , lire les quantités de cable & produire pour que I'entreprise
réalise un bénéfice (positif ou nul).

> voi i 2
Em.:c: Fak ~d) Montrer que la fonction bénéfice réalisée par la production et la vente de g km est donnce par

: 5(g-1)(5¢2 +9q+2

Bl = B =154 : q+2)
: (g+1)
‘Retrouver algébriquement les plages de production réalisant un bénéfice.
) Résolution d’équation du_ 5e£Qnﬂ_dﬂgre re——

| taux d’un placement =

Q Résoudre 'équation 12 000 t2 + 25000 t - 2 620 =0.

D Un capital de 10 000 € est placé durant trois ans : la premiére année, il rapporte 2 000 €, qui

“viennent grossir le capital.

Ce nouveau capital est placé alors 4 un taux t (en écriture décimale) durant une année, puis on lui ajoute
ool 8 11000 € et on place d le total durant '
sl : et on place de nouveau le total durant une année.
17 et 40 Le capital acquis au bout de ces trois ans est alors de 15 620 € . Déterminer le taux t de placement.
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Faire le point
m Somme de fonctions

u et v étant deux fonctions définies sur un intervalle |, la somme u + v est définie sur [ par:
(u+ v)(x) = ulx) + vix) ;

la courbe représentative s'obtient en ajoutant les ordonnées des points des courbes €, et €,
ayant méme abscisse.

m Fonction composée

g étant une fonction définie sur un intervalle J, et v une fonction définie sur un intervalle | tel que,
pour tout x de /, u(x) appartienta J:

la fonction gou est la fonction e u suivie de g» définie sur [ par:
g

~ gulx)) = (gou)(x)

y o ) g

criminant A = b2 - 4ac :

résoudre ix solutions :
une équation b+ VA
du second deg:fé;l. £ 20

étudier ;%:-

le sens de \rarlatim;ﬁﬂ 4
d'une fonction ?% i
sans dériver

effectuer
des lectures
graphiques
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exercices

La page de calcul

| 1. Factorisation de base

: Dans les exercices 1 @ 3, factoriser au maximum les polynémes :

3 a) =x247x;

éc] —4x? 4 25 ;

B a) 100x2+9:

%d] x2+2x+1;

b) 3x%-1:
d) 4x2-12x+9.
b) -x2+1; ¢ -x2+4;

e) x24+1; f) xZ-9x,

P o) 2x(c-32-x2x-3);

ib) 9-(x+1)2; Q) (x+4)° +4ax(x+4)?;
éd)_[p__x]2+'|; e) -4(x-3)2+(2-502.

i Dans les exercices 4 & 6, réduire au méme dénominateur (en
: précisant les valeurs interdites), puis factoriser si possible le
i numérateur obtenu.

i Sl < 3_x+1 ;

§ba]4+§+'§- b) -%ag Vi

2 _1 : x4+ 4

‘Ec]x_-|+x+1+]| d} 1—1—}—*_—2.

....3_"‘.__"""2 y 2-5x 4

;Ba}z-x x b) 5x ﬂ}_2+1

X Xx+9 : 3 3x+8

H gl ————=r . i B) ZFd =20 :

B ]x+3 [x+3}2+ i

g 2.8 . e d) 14+ _ 6x-1
x x+1 x(x+1) ' x+2 x242x

| 2. Signe d’expressions

i Dans les exercices 7 a 9, étudier fe signe de chacune des
i expressions suivantes :

%DA(x)anz[xq]z;

Blx)=1-6x+9x2:

R . 14 x?
:: Clx)=-4x%+1; Dix) = e
B Al =x2+x+ 1 ; Blx) = _12_-4_2 :
4 (x+3)
i 2
Clx) = 2x2(x-3) ; Dlx) = 3’5{_%131

é'g} 2x2 + 4%+

:Ei} 2x% +5x -

B 4= 1 4
(x+ 1)
_x%+4
D = 3=7x -

3. Second degré

Dans les exercices 10 et 11, pour chaque pofyndme, @ ['gide du
i discriminant et sans calculatrice, déterminer les racines, puis

| étudier son signe.

:D a) x2+5x+6;
gc} —2x2+4x—% .

fe) 2x% 4 x+1;

ég] -3x2-10x +8;

éBa} -%x2—10x+6;

ic] -2x24+3x+9;

Ee] 2x243x-2:

R~ MILn

b) x2-x+2:
d) x24+x-12;
f) }x2-5x+9:

h) -x2+2x-2,

b) -3x%2+4x+4;

d) 3x2-x-10:
i o -
) S Xi+dx- 5

h) -x2+2x+24:

D-x24 %x+1.

3 Chacune des paraboles % tracées ci-dessous est |3
 représentation graphique d'une fonction définie sur R par:

P(x) = ax? + bx+c.

2\ \a.]

S'aider de ces graphiques pour déterminer, si elle existe, une
i factorisation de P(x) .




exercices

asgmmgjej_o_ncﬁnns _

1. Vrai ou faux

: Dans les exercices 13 @ 15, chaque proposition est-elle vraie
: ou fausse ?

:D Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :

Ea) Pour tout réel x de R\ {2} :

2x2-5x+4 2
— e

gb} Pour tout réel x de R\ {-1}:

A + 1 _4___3

x+1 X+ 1

E::] La fonction f est la somme des fonctions v et v avec f,
iu et v définies sur R\ {0 ;- 1} par:

i flx) = - .;'.‘iifi , ulx = % et v[x) = ?3-—-1 :

:d) Pour tout réel x de R\{-1:1}, flx) = vlx) + v(x),
‘avec:

fixl=——, ulx)= =

1 -}
P— = et vix) i ’

- X
; 2 - 12 . §
;E)Pourtnutreeix.zx +3x+2=3 (x+2] g

é_f} Pour tout réel x de R\{- 1}, f(x)=(u + v)(x), avec:

1
X+1

ulx) = et vix)=-x2.

=D a) fixm— % - x + 3 est décroissante sur ]-%;0[ ;
;;b]' f: x> 2x% - x est croissante sur O ;+ = ;

éc] Fixrs %24+ 17 - % est croissante sur J0 ; + o[ .

B a) fixr»(x-3)2 - x est décroissante sur ]- o ;3] ;

2

i;b] fixm 2x-4- S est croissante sur J1 ; + o[ ;

'¢) fixes X - & estcroissante sur 10 ;+ [

39 Lacourbe € donnée ci-aprés est |a représentation
 graphique d'une fonction f.

i Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

‘a) f-1)=0 et f(2)=2;

‘b) f estcroissantesur [-1;:2];

Ec} f a pour maximum 3,5 sur [-1;2];

éd] fix)y <osur ]-=;-1] U [25;35];

§e} L'équation f(x) =2 admet trois solutions positives ;

if) Linéquation f(x) = - 3x+ 3 a pour ensemble solution
0 +[;

Sg] 'ensemble image de [0;2] est [2;3].

i

17 ) Soit f et g deux fonctions représentées ci-dessous
ésur [-4:71.

8 R B S RS R R S R RS ERAE A

1° Résoudre f(x) = g(x].

£ 2° Reproduire les courbes € et €, dans un méme repére
t orthonormal d'unités 1 cm.

E3° On considére la fonction h définie sur [- 4 ;7] par:
j A(¥) = 5 (FX) + g(x)
‘et I, sacourbe représentative.
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exercices

fa) Si M (x; f(x)) et N(x;g(x) sont les points de €, et
¢, ayant la méme abscisse, ou se situe le point P de I
i ayant également la méme abscisse ?

:b) S'aider de la question précédente pour construire I7 .

.c) A partir de I , construire I, la représentation graphigque
ide f+g.

:‘.I.B) Les courbes ¢ et & \\ Vi

i ci-contre sont les représenta-

: tions graphiques respectives de _Ex i
i deux fonctions fet g. \ ¢
: On considére la fonction :

: h=Ff+g.

_é'l" a) Reproduire € et @
dans un repére orthonormal
id'unités 1 cm. 1
' b) Construire alors I la repré-
:sentation graphique de h.

- 2° a) Déterminer I'expression
ide flx) etde g(x).

ib) En déduire |'expression de
: hlx) et montrer alors que I” est une parabole dont on don-
inera le sommet et le coefficient a.

19 ) Les courbes € et ¥

9 ci-contre sont les
 représentations graphiques
i respectives de deux fonc-

itions fet g.

:On considere la fonction : o} 0

| e .

0 : X
:1° a) Reproduire € et /,/ i |

{% dans un repére ortho-
inormal d'unités 1cm.

:b) Construire alors I la
représentation graphique de h.
2° a) Déterminer 'expression de f(x) etde g(x) eten déduire
icelle de h(x).

ib) Etudier la position de Ia courbe I par rapport 4 la droite
i A d'équation y=x+2.

3. Sens de variation

20 ) A I'aide de somme de fonctions, étudier le sens de

EEvauria‘cb::un des fonctions suivantes :
ta) fixes-3x?+2x+ 1, définie sur |- ;0] ;
ib) fixes x3+ x-3, définiesur R ;

‘o) f:x'n—rl—;+; , définie sur R\ {0} ;

Chapitre 1 — FONCTIONS : NOTIONS DE BASE

. S [
d]' f.x»—hx_4 X

éﬂfx 5]

, définie sur [0 4] ;

DEE x-—>x1+§!—, définie sur 1- = ; O[ ;

X=%_2  Jefinie sur R\ {0} .

3 On considére |a fonction f définie sur 10 ; + o[ par:

= 3 2
Flx) = 2x ;zx +3 |

1* Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x de
110+ [, onait fl=ax+b+ G

2° En déduire le sens de variation de la fonction f,

22 ) On considére |a fonction £ définie sur B\ {1} par:

2_4Ayx -
fg= 3 -9X=3

1° Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x de
iRV{1} onait flx)=0x+b+

: 2° En déduire le sens de variation de |a fonction f.

c -
x=1

23 ) On considére la fonction f définie sur [0 ; + %[ par:

—9xd 2
Flx) = — 2% 21-‘1;23#5_‘

1° Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x d
[0+ [, onait flx)=ax2+b+ 5,575

 2° En déduire le sens de variation de Ia fonction f.

@ Les courbes tracées ci-dessous, a |'aide d'une calcy-

latrice, sont les représentations graphiques de deux fonctions
i f et g, la fenétre étant choisie de maniére a lire le sensde
i variation de ces fonctions.

Donner le sens de variation de f+ g sur 'intervalle [ indiqué
: lorsque cela est possible.
i ® I=10;+ =

I=1-;4]

——

,,l//

T BT =
e —1



exercices

.gjanﬂinn_cnmposée

:@ *Chaqur représentation graphique est celle d'une
B On considere les fonctions :

i fonction v définie sur [0 : 5] et v définie sur ]0 ;+oof.

fixsx-4, gies=-x+1; i
¥ ¥

: hixsx?: i:x-—:»}{-
L'expression de la fonction composée est-elle vraie ou fausse 7
Ea] foglx) =-x-3; b) goflx)=-x-5:
: 1
ic) hof(x]=x2-4; d) gohi(x)=-x%+1;
ig) goilx)==-+ -1; f) ioflx) =
) o[ 1
B On considere les fonctions : i1
=
:Eu:x.—-ax—ﬁ; ViXi»-2X] WIX+> X2, i:x.—)%. I EE X
El.es propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 1° Dresser le tableau des variations des fonctions u et v.
:a) vov est décroissante sur R ; 1 2° a) Enoncer le sens de variation de |a fonction L. puis
ib) voi estdécroissante sur 10 ; + %[ ; Zim“‘” de la fonction vu .
ic) vow est croissante sur ]-= ;0] ; b) Tracer point par point les courbes des fonctions % et Ju.

Ed] iou est décroissante sur ]2 ; + oo ;

: S 3° @) Enoncer le sens de variation de la fonction -
:¢) wou est décroissante sur [2 ; + e[ ; -

v
i b Construire point par point la courbe représentant la fonc-
if) wov estcroissante sur [0+ =[. Et‘} 1 P parp P

i on -

3 % Pour chaque fonction f, les propositions a) , b) 29 ) % ¥ Dans le graphique ci-dessous sont représen-

i et ¢) sont-elles vraies ou fausses (on ne tiendra pas compte des  tées deux fonctions u et v définies sur B .
Ecnscmblts de definition) 7

1° flx) = - 3x2 + 1 = wov(x), avec:
Ea] ulx) ==3x+1 et vlx)=x2;
ib) u(x)=1 et vix)=-3x%;
Q) ul)=x+1 et vix)=-3x2,

:;2" fix)= 2x=1 = vov(x), avec:

za] ule)=2x-1 et wvix)= yx ; €y
b) ulxl=yx et vix)=2x-1; S{
i-::} ulx) =2x et vix)=yx-1. i

i 1° Dresser leur tableau des variations, en précisant le signe de

3n Fl = 4x +1 = uov(x] , avec: tulx) etde vix).

;a] ulx) = 4: et vixl= x +% ; : 2° Pour chaque fonction suivante, écrire £ comme composée
5 i de deux fonctions et en déduire son sens de variation :

i0) ulx) =4, et vix)=x+1; b)) i 5 b) f= L 3.

:; ; ] w ]

i) u[x]=-,|c-- et vix)=4x+1. Q) F==-\V +1 ; d) f=-v+2.
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exercices

sSn s

: 300 % % 0n considére la fonction u connue par sa ' 32) % Lcrire £ comme |3 composée de deux fonctions

i courbe représentative ci-dessous. i usuelles et en déduire ses variations.

ga] f definie sur [2 ; + %[ par f(x)= ,/2x-4
{ o o v i
Et:] fdéfinie sur ]- 30 ; + =[ par f(x) 02x+6 ;
- o1
;c) fdéfinie sur R par f(x) = e

1) Fdéfinie sur [-3 ;3] par flx) = v x? .

33 ) % Ecrire £ comme la composée de fonctions dont on

0 1 _  connait les variations et en déduire celles de f.
: ‘a) f deéfiniesur R par Fx) = vV{x-1)241 .
| ib) f définiesur B par f(x)=08(x-5°+3:
H i¢) f définiesur [0;+ %[ par f(x)= — ] == §
| 4-(x+3)
: £d) £ définie sur [0;+ [ par f(x)= 1 _ .
i 17 Dresser le tableau des variations de v sur R\ {2} . vX+1

;2“ a) Justifier que la fonction f= L est définie sur ;

; 4 * * On {'OHSid'EI"E |E| fOnCtIOI"I g dE i!lie Sur ]1 :+'I[

;’Eh] En utilisant le sens de variation de la fonction inverse, en ;
_?dédufre le sens de variation de la fonction f. 1° Dresser le tableau des variations g.

:¢) Construire point par point la courbe ‘€, représentative de i 2° Soit la fonction f définie sur R par flx)=x%+2.
ila fonction [  a) Justifier que gof est définie sur [k .

 b) Etudier son sens de variation sur R .

. 3. Sens de Val'iation 35 )** f est une fonction définie sur [0 : 10] dontle

: i tableau des variations est donné :

31 ) Chaque représentation graphique ci-dessous est celle X ! 0 4 10
id'une fonction u. : e B e

; ) |4 — T

:a) Donner le tableau des variations de o .

;b} En déduire celui de :1f _ g est une fonction deéfinie sur [0 ; 8] par glx) = Vx+1 .

él}n considére la fanction composée h = gof.

- e ——

1° Etudier les variations de h et dresser son tableau des varia-
i tions.

o]
l. | 12° Caleuler h(O), h(4) et (10).

i 36 ) Soit les tableaux des variations de deux fonctions f et g

- x |lo 2 8 wwm. X |zw v u
ey 2«
f (x) _ e i Y glx) .
On considére la fonction h = gof.

: Etudier les variations de h sur [0;+=].

Chapitre 1 — FONCTIONS : g/ nesd] s
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.i) Problémes
1. Equation et inéquation 2. Lecture graphique

32 ) Madame Albant place deux sommes de 10 000 €. 41 ) On a représenté ci-dessous la fonction de coit total
 Pour la premiére, elle place 10 000 € sur un compte a taux t. : pour la production de g tonnes de poudre détergente (exprimé

:Elle place I'autre somme de 10 000 € 2 un taux t+ 0,03 : en milliers d'euros : k€ ).
(3 points de pourcentage en plus) sur un autre compte. :

: Au bout de deux ans, ces capitaux lui ont rapporté au total “tee
[2265€.

i Calculer le taux t (en valeur décimale). :

 Note : Bien mettre en valeur le raisonnement, On sera amené 3
i résoudre une équation équivalente & 200 t% + 406 t = 16,56 .

38 ) Une entreprise fabrigue des gadgets. ‘
Sa fonietion d'offre f pour ce produit est donnée par : :
E 9

. p=ta+4, : i

|- 2 b, JBR ‘ . i BT quantité
iol p est e prix unitaire en euros et la quantité g est expri- i o) e I e T L e e [t e
imée en milliers de gadgets (au maximum 20 000). i 10 50 100
iLa fonction de demande g sur le marché est donnée par : :

i --0,192+40.

i i ; : 1° Graphiquement, lire :

: 17 Tracer les deux courbes d'offre et de demande sur le méme

i graphique (unité graphique 1 cm ou carreau pour 5). 1 9) lesiconts fixes ;

:On précisera la nature de chaque courbe (son nom) et le sens ) les coiits de 30 tonnes ;

: de variation des fonctions f et g. i ¢) le colit moyen par tonne de 30 tonnes ;

;T’ a) Calculer la quantité et le prix d'équilibre. :d) la quantité produite au maximum pour un coit total de
i) En déduire le revenu total pour cette entreprise si toute la 130 k€ ;

iquantité offerte est vendue au prix d'équilibre. ; = : y
;q veadueas procdSqulh : €) la quantité produite revenanta 87.5 € la tonne.
2° Graphiquement, lire le sens de variation du colt moyen

39 Chaque jour, une usine fabrique et vend des bouilloires, fiissser e tubleay et VarBtoHE.

: toutes identiques.

iLe coit de fabrication de g bouilloires est donné (en €) par :
: C(q) = 0,022 + Bq + 500 .

%Cttte usine ne peut fabriquer plus de 600 bouilloires par jour. ;
 Elle vend toute la production au prix unitaire de 19 €. i Reproduire le graphigue.

- 1° Déterminer le nombre de bouilloires que cette usine fabrique Chaque tonne produite est vendue 1000 € (1 k€).
;en ne dépassant pas un coiit de fabrication de 4 700 €.

§2° a) Exprimer le bénéfice B(q) réalisé sur la fabrication et
ila vente de g bouilloires.

442 ) ¥ La fonction de coit total est celle de I'exercice 41.

1° Tracer la courbe I" de la recette ; en déduire les points
: morts (production o la recette est égale au coilit total), puis

! i les quantités & produire afin de réaliser un bénéfice.
ib) Déterminer les quantités de bouilloires a fabriquer (et & i

ivendre) afin que le bénéfice B(g) soit positif ou nul. : 2° a) Si le prix de vente passe 3 1,4 € par kg, quelle sera la
; i nouvelle fonction de recette ?
Lire graphiquement les nouvelles quantités a produire permet-

@* Un article augmente une année de &%, puis l'année T Iy .

e it |
Esummc, s g s i b) Si les coiits fixes augmentent de 10 k€ , sans changer le
‘Sachant que le taux global d'augmentation sur les deux ans est prix de vente de 1€ par kg, quelles seront les nouvelles quan-
{de 192 %, déterminer le taux t. | tités a produire 7
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: §3) % Dans une usine d'électroménager, le coiit de produc-
gtmn journalier de ¢ aspirateurs est donné (en euros) par :

CT(g)=200(1 +0,19)2 pourge [0; 25).

1 1° a) Calculer les codts fixes.

 b) Justifier que la fonction de colt total est croissante.

52“ Résoudre avec soin I'inéguation CT(g) = 882 .

| En donner une interprétation.

: 3° Chaque aspirateur est vendu 90 € ['unité.

ia) Exprimer |a fonction de recette RT en fonction de g.

b) Déterminer la plage de production qui permet un bénéfice
: [positif ou nul) pour cette entreprise d'électroménager. On jus-
i tifiera le raisonnement.

:4” a) Dans le méme repére orthogonal, tracer les courbes €
:et I représentant la fonction de colt total et la recette.

- Mettre en valeur les résultats des questions 2° et 3° précé-
‘dentes.

;b) Suite & une mesure ouvriére, les cofits fixes augmentent de
{100 €,

i Comment obtenir géométriquement la nouvelle courbe de coit
: total ?

 Par lecture graphique, indiquer si cette usine peut encore pro-
 duire en réalisant un bénéfice.

: Si oui, déterminer la plage de production,

3. Etude de fonctions

44 ) Soit f la fonction définie sur [0;17] par:
980 000
= L00-x2

Eet % sa courbe représentative dans un repére orthogonal
:(1.em pour 1000 en ordonnée).

£1° Ecrire Ia fonction  comme composée de fonctions.
En déduire le sens de variation de f sur [0;17].

;2“ a) Construire la courbe € .

ETracerta droite & d'équation y= 400x.

?h] Résoudre graphiquement 400x = f(x) .

:;3" Le nombre F(x) correspond au codt total de fabrication
:[en euros) de x unités de produit, vendu 400 € ['unité.

:ga] Donner une interprétation des solutions de I'inéquation 2° b).
ib) A I'aide de la calculatrice, donner le nombre d'unités 4
i fabriquer ct & vendre afin d'obtenir un bénéfice maximal.

53 a) Résoudre, dans ]- 1;
i I'inéquation flx) < 4.

5 ) % On considére la fonction £ définie sur ]1 ; + o[ par:

flx) = x? -14 .

‘E ¢ est la courbe représentative de £ dans un repére ortho-

: ‘normal (07 il 3

17 a) Déterminer les réels o, b et ¢ tels que, pour tout réel
%de 11
Eh} En déduire le sens de variation de f sur ]1 : + [,
:2° Soit 2 la droite d'équation y=x+ 1.

a) Etudier le signe de #(x) -
b] Interpréter graphiquement ce résultat.

| .f[x}nﬂx+b+x—f1--

X=1,

3 Déterminer les coordonnées des points d'intersection de
€ avec I'axe des abscisses.

4 Tracer @ et €.

5 On considére la fonetion g définie sur B par:
glx) = x? - 4x+ 4.
a) Construire ‘€g , |a représentation graphique de g, dansle

:repere (0:7,7).
Eh] Résoudre algébriquement dans ]1 ; + %[ I'inéquation :

flx) = g(x) .

[Dn pourra utiliser une forme factorisée de f(x] - glx).)

:  En donner une interprétation graphique,

46 ) %% on considere la fonction £ définie sur |- 1;+=]
: par :

2 .
f[X}= 1& +4X2 5 ;
(x+1)

Smt € sa courbe représentative dans un repére orthonormal
d'umtc 1 cm.

'I Déterminer les coordonnées des points d'intersection de ¢
: avec les axes du repére.

2° a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour

toutrcel xde ]-1:+=[:

fl=a+ 0 4+ ¢
X+1 [x+ii2

h] En déduire le sens de variation de £ sur ]- 1+ %[

i+, I'tquation flx) = 4, puis

b] En déduire |a position de |a droite % d'équation y=4 par

 rapport a la courbe € .

E4°Tran:er D et €.

5° a) Résoudre graphiquement, dans ]- 1; + =[, flx) =1,
b) Résoudre, graphiquement, dans ]- 1 ;+ o[, f(x) < 2x-5.
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Chapitre 14

gEn économie, une famille de pensée dite « libérale » défend I'économie de marché et le principe
éde la « main invisible » pour assurer I'harmonie économique. Héritiers des classiques, les néo-
gclassiques apparaissent dans la seconde moitié du xix® siécle.

A T'apologie du libéralisme, ils associent I'individualisme méthodologique, la rationalité des indi-
- vidus, le raisonnement & la marge et la formalisation mathématique.

Ces raisonnements a la marge permettent d'expliquer a la fois les comportements des producteurs
‘et ceux des consommateurs.
- Le principe de ce raisonnement est de s'intéresser 4 la derniére unité consommée ou produite,

Voici quelques exemples de ce type de raisonnement.

~® Dans la théorie du producteur, le cot total coiits
éde production est fonction des quantités pro-
 duites, somme des coiits fixes et des coiits
variables.

colt
total

: colt marginal
: L'entrepreneur s’intéresse au cotlt supplémen- =
“taire engendré par la derniére unité produite : |
 Cest le cofit marginal. . ‘

.

: oﬁtls fixes
Si on s'intéresse a une usine qui ne produit que L :

‘ quelques unités, il suffit d'effectuer les calculs | .
’;:-;; chaque unité produite pour connaitre I'évo- ‘ |
‘lution du coiit marginal et du coiit total : la 0] 1
fonction est discréte.

o
—
o
=]

§Si I'on s’intéresse a des centaines ou des milliers de quantités produites, la derniére unité produite
fest petite devant les quantités qui entrent en jeu. Le coit total peut étre modélisé par une
fonction continue.

1l en est de méme lorsque les quantités produites sont divisibles (produits en poudre ou liquide
Eexprimés en volume ou en poids et non en objet). Dans ces cas, le colit marginal s’interpréte
“comme la dérivée du cofit total.

' Dans la théorie du consommateur, un individu demande un produit s'il en a quelque utilité.

La satisfaction du consommateur, par rapport a la consommation x d'un bien donné, est mesu-
 rée par l'utilité totale U= f(x).

- L'utilité marginale mesure 1'accroissement de
?I’uu‘]ité totale engendrée par 'accroissement de § utilite

- consommation du bien : elle est approchée par point de saturation
éla dérivée de la fonction d'utilité totale.

'On congoit que, plus le consommateur
- consomme d'un bien, plus il est satisfait, et ainsi
son désir d’accroitre sa consommation diminue.
ECela signifie que 1'utilité marginale diminue,
éelle peut méme devenir négative... par dégoit !

utilité
marginale

phase » phase
i de satisfaction |  de dégodt
‘L'utilité totale est alors une fonction qui croit E
- si l'utilité marginale reste positive, mais décroit :

' quand I'utilité marginale devient négative.

0 quantite
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‘Souvent, on rencontre des phénoménes qui se composent : I'un entrainant I'autre. activités
- Par exemple, on suppose que, pour un prix de 2 €, la quantité est de 3 tonnes, et que, pour cette
-quantité de 3 tonnes, la demande est de 4 mille objets.

;De plus, si on augmente le prix de 0,2 €, alors la quantité augmente de 0,1 tonne, et, si la quan-
tité augmente de 0,1 tonne, alors la demande diminue de 300 objets.

' On peut alors dire que la demande dépend du prix.

1* Exprimer l'accroissement moyen de la quantité par rapport au prix, puis 1'accroissement
Emoyen de la demande par rapport a la quantité.
Ecrire I'accroissement moyen de la demande par rapport au prix.

2° Illustration graphique

m & I
) (2)
4_..
3
1 1 .
i r | f

ol 111 2 X plliillal & 7 T x
-‘ Vorir
‘Donner une relation entre les trois coefficients directeurs de ces droites. Exercice 1

) Recherche de solutions

1° Chaque graphique, @, @ et @, représente une fonction f définie sur I'intervalle [0 ; 8] .

]

@
. €, : s
2

| -9 1
o[ 1 8 o[ 1 8

;a] Résoudre graphiquement les équations f(x) = 1, puis flx) = 3.

-b) Les images étant dans l'intervalle [0 ; 6] , peut-on toujours résoudre 1'équation f(x) = 4,
‘ol A (lambda) est un réel quelconque de I'intervalle image [0 ;6] ?

¢) Dans quelle situation est-on sir d’avoir une solution et une seule pour un réel 1 donné ?

2° En utilisant le tableau des valeurs de la calculatrice ou la courbe, trouver des solutions exactes
ou approchées a I'équation f(r) = 0 pour chaque fonction f, définie sur I'intervalle [0 ; 5], par :
‘a) flt) =23 - 5512+ 95x-5; b) flr) =x3+x-8; O flr)=-x3+3x241.
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> voir

Erercice 8§

> voir
Erxercices
60 er 79

Soit f une fonction définie sur un intervalle et @ un réel de cet intervalle.
Soit ¥ la courbe représentative de f dans un repére donné.

m nombre dérivé o definibion

fla+ h) - fla)
h
tend vers un réel lorsque h tend vers O,

alors la fonction f est dérivable en a.

Si le quotient
fla+ h)+

Fla)t— 2
La limite de ce quotient est le nombre dérivé de f en o: =

fla + h) - f(a) 0
e

f'(a) = h"—m{}

m tangente en A

Soit A le point d'abscisse a de la courbe €, représentative de la fonction f.

La droite T passant par A, de coefficient directeur f'(a), est la tangente en A a la courbe €.
Son équation réduite est y=f"(a) (x-a) + fla)

nombre dérivé abscisse ordonnée
de fen a du point A du point A

Cette tangente est la représentation d'une fonction affine g. PR

On admet que g est la meilleure approximation affine

de la fonction fen a. flo)
a

Ainsi, pour tout réel x proche de a, on peut écrire :

f(x) =f(a) + F'(a) (x-a). 0 f:- x

H Approximation pour des petits pourcentages
Si x estprochede O,alors (1 +x)"=14+nx et 1 =1-x.

Ainsi, approximativement, on peut dire :
n trés petites variations successives de t% correspondent 3 une variation globale de (nt) %
et une petite hausse de t % est compensée par une baisse de 0% .

+, sl
(1+0,02)%°=14+10x002=1,2 - 92%&?899442
17C1+,82)
1 ~1-002=098 . 9883921569
1+0,02 ! E =
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Derivation en a

Le coefficient directeur de la sécante (AM) ci-contre est le quotient :

f(g O ]
Ay _ accroissement des ordonnées (o + h) - f(q)

Ax = ‘Taccroissement des abscisses = 0+ h-0

f(ﬂ] M
C'est I'accroissement moyen de f entre a et o+ h.

Aiinsi, le nombre dérivé de f en a est la limite de I'accroissement moyen 0
de f lorsque 'accroissement de la variable tend vers 0.

Graphiquement, on peut interpréter le nombre dérivé de facon dynamique.

Si le point M se rapproche du point A
alors l'abscisse a+h tend vers a
le quotient w tend vers f'(a)
et la sécante (AM) tend vers la tangente T

Tracer les tangentes aux points A(2;3) et B(6:5) " R isieis i
1 * . 3 rt |
de la courbe d'une fonction f, sachant que : R / | : //T;
fl2J=2 et F(6)= % : . tht > voir
Erxercices
11 et 12
On place le point, puis on interpréte le nombre dérivé
comme coefficient directeur d'une droite passant
par ce point.
Calul du nombre dérivé de f(x) = =5 en 2.
A La calculatrice donne souvent une valeur approchée du nombre dérivé, car elle calcule
I'accroissement moyenentre a+h et a-h pour h=0,001.
* Avec T.l. 82 ou 83 * Avec Casio 25 ou 35 B voir Rabars
5 g YI#[X—G]I{X-!-?] de couverture
w2 @) | S5aeBds | arecr .2
nderiv(Y1,X,2 . X ' EXE
I |
MATH nderiv —u . OPTN ) |CALC) |d/dx]
) Sopbosests | () *

> voir T.D. 2

YVARS Function... Y1
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Si f est une fonction définie sur un intervalle / telle que :

pour tout réel x de /, le nombre dérivé de f en x existe,

alors f est dérivable sur |/
et la fonction dérivée de f est la fonction ' qui & tout réel x de / associe f'(x):

Flix — F'x).

La définition du nombre dérivé permet le calcul ponctuel d'un nombre dérivé ou permet de démontrer
qu'une fonction est dérivable en une valeur.

La plupart du temps, on applique les régles de calcul énoncées ci-dessous pour obtenir rapidement la

fonction dérivée et ainsi calculer des nombres dérivés,

== Dérivées de fonctions usuelles

l fonction f l fonction dérivée f* validité, condition

flx) =k fi(x)=0 x E R, knombre réel
flx) =x f'(x)=1 xER
flx) = x" f'(x) =nxn-1 xER, n entiertel que n=1

-] My — = ] x€]o:+=[ ou x €1-2;0[
) =% Fd=- 5

1 ) n x€]0;+%[ ou x E]-;0[
Flx) =% F) =~ xn+1 avec n entier naturel non nul
Flx) = VX Fl) =—— x€10;+
VX |

m Régles de dérivation

u et v étant deux fonctions dérivables sur un intervalle / et k un réel quelconque, les formules sui-
vantes permettent de déterminer la dérivée d'une fonction f obtenue par opérations.

fonction f || fonction dérivée ' dérivabilité de f
somme: f=u+v fl=u"+Vv f dérivable sur l'intervalle /
produit: f=ku f'=ku'

f derivable sur l'intervalle | et k réel

F=uv f'=u'v+v'u
quotient: f = % frozv
vi f dérivable en toute valeur x de [,
sl frau'v-viu ou v(x) est non nul
-4 v
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Fonction deérivée

--------

S T e L s

Dire que la fonction f est dérivable sur un intervalle /= [o; b] signifie que, en tout point d'abscisse
X, la courbe € admet une seule tangente ayant pour coefficient directeur le nombre dérivé £(x) .
Contre-exemples : les trois fonctions ci-dessous ne sont pas dérivables sur l'intervalle :

Clg) d y
4+ 44
Mi //f—' M tangente
(Investissement changement verticale x
R 1 de vitesse 1+ y =vx
ol 12 B 9 0| 12 6 [ 0] 12 B | |x
® cas d'un colit de production * cas d'un changement brusque ® cas de la fonction racine
avec investissement de vitesse d'un véhicule carrée en zéro

D'aprés les régles de dérivation, les fonctions polyndmes et rationnelles sont dérivables sur tout inter-
valle ol elles sont définies.

Les fonctions y/u  sont dérivables sur tout intervalle ou elles sont définies sauf, peut-étre, pour les
valeurs annulant u ; dans ce cas, il faut revenir 2 la définition du nombre dérivé et conclure.

Pour chacune des fonctions f, calculer |a dérivée f':

_ x3-3x+2 3 _2x*-x+8 4 1. 4 ;
a) f{x]_T"’ sur B; b) flx) T B sur R: ¢ flX = ;isur]{l,+m[.

méthode
Pour calculer £'(x) , on analyse la forme de I'expression f(x) : somme, produit, quotient...

D'ou :

3) flo= X1=3x+2 _ T3 -3x+2). Fi o P12 +4) - 2x(2x2 - x+8)
Pas de x au dénuminatcur. donc de la forme : (x2 + 4)

! 2f=ku.3 _ AXS 4 TBx - x2 - 4 -A4F3 + 2x2 - T6x
Do Fx) = 4 (3x*-3) = 2 (x?-1) . (x2 + 4)2

2 2
b) flx) = 2X“-X+8 s G A

x2+4 (x2 + 4)
Quotient, avec x « en haut et en bas» : :

=l ot fr= UV=VU (@ - ¢ flx= %-;45-. f est une somme de fonctions :
V2
ulx) =2x2 - x+8, u'(x)=4dx-1 : f=u+v et F=u+v'.

Vv =x2+ 4, v'(¥)=2x D'ou f‘{X)—-x—-d- xg-_f-f*'ff

(*) En langage parlé, on peut énoncer cette formule par - « dérivie du haut x bas - dérivée du bas > haut s

(bas)?
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srivée d’une fonction composée gou TN

P voir Soit v et g deux fonctions telles que la composée f= gou existe sur un intervalle /.
Chapirre | : . L !
& Si u estdérivableen x de / et g estdérivable en u(x),alors la composée f= gou est dérivable
en x et:
> voir F'(x) = g'(u()) x u'(x)
Activire 2 / \
dérivée de g dérivée de v
appliquée en u(x) en x
Dans le cas ol g est une fonction usuelle connue et u une fonction dérivable sur /, on obtient des for-
mules faciles a retenir : dans le tableau des dérivées usuelles, on « remplace » x par u et on multiplie
par u'. Ainsi :
F fonction || dérivée I fonction | dérivée
= : |
flunu™™tu’ I, Y |
F=u" . f=u 20 2
avec n entier, n=1 Ju
ol ulx) >0
' o —1-— '= -.—u: ¥ =N W n I..I't
f:% f uzxu " f=ﬁ F=qu =~u””
ou ulx)#0 ou ulx) # 0
- L] - L] L]
Soit f une fonction définie sur un intervalle /. On peut obtenir son sens de variation :
= Voir ® soit & partir de la somme de fonctions de méme sens de variation, ou de fonctions composées,
Chagritre 1

® soit en utilisant le théoreme fondamental (admis).

m théoréme fondamental

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /:

® sj |la dérivée est positive sur /, alors |a fonction f est croissante sur /;

® si |la dérivée est négative sur [/, alors la fonction f est décroissante sur [;

® si |la dérivée est nulle en toute valeur de |, alors la fonction f est constante sur /.

Ce théoreme permet d'obtenir le tableau des variations d'une fonction et de lire les extremums, s'lls
existent : si la dérivée s'annule en changeant de signe, la fonction f admet un extremum.

X a c b X a c b
f'(x) - 0 - f'(x) - 0 -
maximum — e
f(x) — i \K-\ f(x) o minimum =
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Dérivation d’une fonction composée

Pour chacune des fonctions f, reconnaitre la composée et calculer la dérivee f*:

a) fl¥)=v100-x2 sur [-10;10]; b) fl)= =3 5 sur H—Hm[. P voir
(4x = 1) Exercices
321 a 38
Pour calculer la dérivée, on repére une forme f=u",ou vu ou # ;
On applique les formules des fonctions usuelles en remplagant x par u, puis en multipliant par u’.
a) f(x)=v100-x?2 . B 7e —t e S
) flx (4x - 1) (4x = 1)
La fonction f est dérivable sur ]- 10 ; 10[ , -9 1
car 100 - x? s'annuleen - 10 et 10 : f est dérivable sur IE v “’I ,
f=Ju et f'= 2\}? xu', On reconnait I}E de dérivée ;—g Xu',avec:
avee u(X) =100-x2 et u'(x) = - 2x. ulx) =4x-1 et u'(x)=4.
D'oll F(x)=-5x —2 _x4=—40 _
Bon: (4x-1)3 (4x - 1)°
s —1  x(-2x)= —2—. Eviter de prendre la forme f = £
2V 100 - x2 V100 = x? Amr X n'apparait qu'en « bas » .
Soit la fonction f, définie sur R par flx) = x? (2 - x)3. > voir
Etudier le sens de variation de la fonction £, a l'aide de la dérivée . i*f;:‘

méthode

On calcule f'(x) et on étudie le signe de I'expression.

Le théoréme fondamental donne le sens de variation de |a fonction sur les intervalles ol la dérivée garde
un signe constant.

f est une fonction palynéme définie et dérivable e Signe de x (2 - x)? (4 - 5x)

sur R X ; : :
f=u.'a" et fl=u'"vevi. u g

X = 0 + + 3

ulx) = x2, u'(x) = 2x (2-x)? + R o P

V‘X)=(2-X}3, v'[x}:_au_xll 4-5x + 0 — =

FRN 0 st 0L -

D'ols f'(x) =2x(2- x)* + (- 3)(2 - 0% (x?) * Tableau des variations, complété par les valeurs

=x(2-x2[2(2-x)-3x] x | oo 0 4 2 +
=X{2-XF [4-5X} f'[x) = O 3 1= 0 £

4
Ne pas oublier de factoriser, si cela est flx) \ e f(g] e g
0

possible, pour étudier le signe.
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< = Notion intuitive de continuité

> Voir
Evercices
al er 62

P voirTD. 1

i Voir

Activité 3

Une fonction f est continue sur un intervalle / si elle est définie sur cet intervalle et si sa courbe se
trace d'un « trait continu », sans lever le crayon.

Le réel @ étant dans l'intervalle /, si x est proche de @, alors f(x] est proche de f(a).

Autrement dit lim f(x) =fl(a).
xX—a
B_exemples et contre-exemples

La courbe d'une fonction continue n'a pas de saut ; elle peut cependant étre « brisée ».

* fonctions non continues
fonction partie entiére

» fonctions continues sur [0 ; 6]

brisées 3 2 saut en 2 x— Elx)
y ¥ ¥ ¥
U ~
—{
/ 1+ =<
) t : a + 4 i — : x5 X
0|1 6 X 01 6. X 012 6 £ -

* On admet que, toutes les fonctions obtenues par opérations ou composition des fonctions usuelles sont
continues sur chacun des intervalles ou elles sont définies.

* Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

m Propriété des valeurs intermédiaires

Dans le cas d'une fonction f continue sur un intervalle [a; b] , toutes les valeurs intermédiaires entre
fla) et f(b) sont prises au moins une fois.

En particulier, si f(a) et f(b) sont de signes contraires, la valeur 0 est une valeur intermédiaire entre
fla) et f(b), donc I'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans [o; b] .

[ [
() L e
/1 AF
ﬂlg f[a}- f[b} L
0| a a b 0
-l héoreme

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur l'intervalle [a; 8],
alors, pour tout nombre A compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x) = 4
a une unique solution @ située dans l'intervalle [a: 4] .
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Continuité - Equation

Il existe peu de méthodes pour résoudre algébriquement une équation du type f(x) = 4 et donc en
abtenir les valeurs exactes (équations se ramenant par factorisation aux équations du premier

ou second degre).

La plupart du temps, on est amené a utiliser une méthode de résolution approchée.
Il est alors intéressant de savoir combien il y a de solutions et de pouvoir encadrer chacune d' elles

a |'aide du théoreme des valeurs intermédiaires.

Pour cela, on s'assure que la fonction est continue et on étudie son sens de variation.

Montrer que |'équation x> -
menta 10~ 2 pres.

méthode

Pour démontrer que I'équation f(x) =

3x =5 possede une unique solution dans R et en donner un encadre-

B voir

Exercices
71 a 71

A admet des solutions, on établit le tableau des variations de la

fonction f, et on applique le théoréme des valeurs intermédiaires.

Pour encadrer chague solution, on calcule les images par f de décimaux consécutifs d'ordre 2.

On considére la fonction f:x —= x° - 3x.

f est une fonction polyndme, définie et dérivable
sur | .

flx)=3x2-3=3(x2-1).
Ci-contre, I'allure de la parabole -1 1
d'équation y=3x%2-3.

¢ Tableau des variations de f sur R

X |-= =1 1 +
f'(x) + 0 - 0 +
1" 2 e L e
ﬂ:x:l {____a-’ T - 2 ffa--'

Sur ]-9=; 1], le maximum de f est 2, donc
I'équation f(x) = 5 n'a pas de solution dans
J- 1],

Sur [1:4 %[, la fonction f est continue et stric-
tement croissante.

% |1

fix)

0 R
\
&©
4

\

Par lecture du tableau des variations, sur [1; 3],
I'équation f(x) = 5 admet une unique solution
o.

A I'aide de la calcu-

latrice, on obtient : : o m f
f(2,27) = 4,887 { 1 = 5
B TR

et (2,28) = 5,012 2o Loug |
donc : &2 E2Bs |
| 2.27 4.B871 |

227 =e@=<228 | Z.:H E.01zy E
(icisurT.l. B2 a l'aide | Y BE3-3R S

de l'instruction ASK).

B_remargue

Sur [1;3], f(x) passede -2 & 18, donc elle prend
bien la valeur intermédiaire 5.

Pour x = 3, |la fonction f étant croissante, an a

5 n'a pas de solu-

flx) = 18, Donc I'équation f(x) =
tion dans [3 ; +=[.
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ERe_ch_erch_e_ de tangentes

: On considere la fonction f définie sur ® par: = On peut faire une figure
Flx) = x3 - 12x2 + 48Bx - & partir de la courbe
- et € sa courbe représentative dans un repére | obtenue a la calculatrice.
(037, ) . Le probléme revient &
 Etudier le sens de variation de la fonction f. - chercher I'abscisse a du
- Déterminer les points de la courbe € ot la tan- | point A ol la tangente
- gente passe par l'origine. . est (0A).

méthode

Dans les problémes de tangentes, il faut garder en mémoire que :
* f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe % au point d'abscisse o;
* |'équation réduite de cette tangenteest y=f'(a) (x - a) + f(a) .

f est une fonction polyndme, dérivable sur R : | Ainsi le probléme revient a résoudre I'¢quation :
; i 0=Ff'(a)(0-a) + fla)

f'(x) =3x%-24x + 48, —
qui s'écrit :

Comme le discriminant A = b2 - dac =0, . 0=(30?-240+48)(- 0) + ¢* - 120? + 480
:1a dérivée est toujours positive ou nulle, . > 0= 30¢° +240% - 480 + 0® - 1207 + 480
;dunc la fonction f est strictement croissante sur R. = -20°+12¢2=0

‘Le coefficient directeur de la tangente au point . <> 20°(-0+6)=0

id"abscisse o est '(ad); i <> a0=0 ou a=6.

gdire que cette tangente passe par l'origine signifie
:que les coordonnées (0 ;0) du point O vérifient : Ainsi la courbe € a deux tangentes passant par

‘I"équation : i l'origine :
;:::':;s ¥ l;a] (x-a) + fla * i l'origine méme, la tangente a pour équation :
Ens 0 ordonnée ' y=f10)(x-0) + f(0) <> y=48x;

| 9= Fwliice /0 abscisse * au point d'abscisse 6, la tangente a pour équz-

: 4 de l'origine I

252 24; . 0*-120? + 480 | tlON:
= * leur de | } = f! = -
valeur de la dérivée en @ f:::tlil:n :na, y="F16){x-6) + flE) <> y=12x.

- remarque

: Ce probléeme est classique en économie :

‘la courbe % étant celle de la courbe de coit total C, de variable la quan-

 tité g, on considére la sécante (OM) , droite passant par l'origine et le point

‘Mg Clg).
> voir Son coefficient directeur est AL _ L L Cplq) .
Erercices A'q 9= 0 q
81 er 83 Il correspond au colit moyen C,, pour une quantité g.

: Le coiit marginal C,, est assimil¢ a la dérivée du coiit total C'(q) =C (q) .
B voir {Ainsi. le coefficient directeur de la tangente en M est le codt marginal.
T.D. 3 du :L'étude faite ci-dessus est la recherche de quantités telles que le colt moyen est égal au coiit marginal
Chapitre 1  De plus, lorsque le point M décrit la courbe de codt total, la pente de la droite (OM) donne le sens de variation

:du colit moyen : ainsi au point A, le colt moyen est minimal.

;Dn retrouve une propriété importante, vue en SES en classe de Premiére : le codt moyen est minimal lorsque
i le colit moyen est égal au coiit marginal.
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’Bgns_racco rdements ?

H arrive qu'une grandeur étudiée présente plusieurs phases, modélisées par des fonctions différentes.
On étudie le « raccordement » de ces deux phases. Que se passe-t-il au niveau de ce raccordement ?

= Etude graphique

Parmi les graphiques ci-dessous, quels sont ceux que |'on peut qualifier de « raccordés » ? De bien « rac-
cordés » ?

Proposer des critéres mathématiques pour un « bon raccordement ».

0 7 0 2

- Etude numérique

-a) Soit f et g deux fonctions définiessur R par f(x)=-x2+3x et glx) = %xz -3x+6.
- On se propose d'étudier leur « raccordement s en x=2.

Calculer leurs dérivées f'(x) et g’(x) . Calculer f(2) et g(2), puis f'(2) et g'(2). Conclure.
Faire un graphique pour x € [0 ; 5] .

b) f est une fonction affine, f(x) = ax+ b, et g la fonction définie sur 10 ; + =[ par glx) = i +1.

Déterminer les reels o et b afin que leurs courbes représentatives €, et %’ présentEnt un bon
raccordement en 2,

)Jlé[iuée et calculatrice

Comment vérifier que la dérivée calculée est correcte ?

Linstruction nderiv( ou d/dx( des calculatrices permet d'obtenir une valeur approchée de nombres
dérivés. On peut appliquer cette instruction a |a variable x:

- surTl:Y2= nderiv(Y1,X,X) e surCasio:Y2= dfdx(Y1,X)

é)Smt flx) = 4" = 3 définie sur R . Deux amies calculent la dérivée : qui a raison ?

i 2 T .
‘Adeline trouve f'(x) = M et Jordane f'(x) = —4x“-6x+4

: (x2+ 1) (x2+1)?
éEmrﬂ en Y1, f(x] ; Fletl Flotz Plots o Yy T
i en Y3, la réponse d'Adeline ; ;913(4?*3)’0%’“1 T E

en Y4, celle de Jordane . ayzBnDerivetes &, § &0 :’i:iiu
i s-u-o -1.987
i VB 12K +EH+4 0 -
- Comparer les tableaux de valeurs de Y2 , CRE+1HE =°*'°° cmn
Y3 et Y4 et conclure. SERESCE Y I w90 0005
) Calculer les dérivées des fonctions suivantes et vérifier 3 |a calculatrice.

: x - 4 : R e s 2

) =2 b) = A f=F-g 0 d) = x-34gt

travaux
diriges

> voir

Exercices
68 a4 70
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P Etude conjointe d’une fonction
et de sa dérivée

travaux
diriges

'On considére la fonction f définie sur B

par : 2007
i f(x) = - 0,43 + 6x2
; 1501
et f' sa dérivée.

On se propose de faire le lien entre la courbe 1001
% de la fonction f et la courbe ¢’ de sa

dérivée, puis d'en voir 'interprétation dans 50+
une théorie de microéconomie sur les rende- 201
ments croissants ou décroissants d'une pro-

duction en fonction du travail. 0

3 Le graphique ci-dessus donne la courbe €, sur [-5;16].

a) Parmi les courbes ci-dessous, I'une d'entre elles est celle de la fonction dérivée f':laquelle 7

Justifier.
N\ o \| e

P 5 10 15\ 0 5 10\ 15 0 5 10 15\

- —— i'b] Calculer f(x], étudier son signe et retrouver e sens de variation de la fonction f.

Erercices ‘Préciser le sens de variation de la dérivée .
6] a4 63

¢) Déterminer I'équation de la tangente T 2 la courbe “; au point A d'abscisse 5 et |'écrire sousk
éf'nrmc y=t(x) . Vérifier que f(x) - t(x) =-04 [x-5)°.
‘Etudier le signe de f(x) — t(x) et en donner une interprétation graphique.

) Application
Cette application s'inspire d'une des premiéres expériences de FW., TAYLoR.

Dans La direction scientifique des entreprises, FW. Tavvor explique en effet une de ses premigres expériences i li
. Bethlehem Steel (Dunod, Paris, 1957, p 120-122) :

|« Je me souviens que nous commengimes par étudier la manutention d’une matidre t2s dense, travail entrainant le dépla
cement d'une pelletée également trés lourde. Nous commengimes par utiliser un type de pelle déterminé. Le nombre de
pelletées que chaque ouvrier manuientionna au cours de la journée fui compié et enregisiré. A la fin de la journée, la quan-
tité de matiere déplacée fut pesée et ce poids fut divisé par le nombre de pelletées,

Si je me souviens bien, nous constatimes que la charge moyenne d'une pelle éiait de 19 kg, et qu*avec cette pelletée, I'ow
vrier déplagait. disons 25 tonnes par jour. Nous coupames alors la pelle de fagon & la rendre plus courte, la charge étan
. approximativement de 17 kg dans ces conditions ; au lieu de manutentionner 25 tonnes, ils déplacérent 30 tonnes par jour.

- Nous renouvelames |'opération jusqu’a ce que nous constatdmes que le tonnage le pius important manutentionné parjnur"‘
. comespondait A une pelletée de ... kg »
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On peut imaginer une expérience semblable et envisager de modéliser la quantité P(x) de matiére dépla-
cée par jour et par ouvrier en fonction de la charge x de la pelle utilisée, par :

P(x) = - 0,4x3 + 6x2. l&rianyga-éusx

'Plx) est exprimée en quintaux et la charge x varie de 0 3 12 kg.

la production marginale P, est la dérivée de la production totale : P, (x) = P'(x) .

8] Representer la production totale par la courbe € et la production 4 production marginale
‘marginale par la courbe €” dans deux reperes comme ci-contre.

Construire les tangentes a ¢ aux points d'abscisses 0, 5 et 10. 5
b) Compléter les phrases suivantes :

sur [0; 5], plus la charge augmente, plus la production ...... et la produc-
tion marginale ...... ;

o 1 X

dproduction totale

sur [5; 10], plus |a charge augmente, plus la production ... [ . :
sur [10;12] , plus la charge augmente, plus la production ...... . 6
¢} Etudier le signe de f(x) - t(x) sur [0:12]. Interpréter ce signe pour 0 ? ' ‘ *

la position de |a courbe ¥ par rapport a la tangente T.
‘On dit que A est un point d'inflexion.

) Lors d'une étude sur la production, TavLoR parle de phases de rendements croissants ou décroissants.

' Retrouver ces phases.

-En admettant que le salaire n'intervient pas, quelle charge doit-on choisir pour que I'ouvrier ait une satis- B voir
faction maximale a travailler ? Evercice 78

_.,D__Utilisatinn d'une fonction auxiliaire

Pour I'étude des variations d'une fonction, il arrive que I'on ne puisse pas étudier directement le signe de
la dérivee : il est alors demandé d'étudier une fonction auxiliaire liée a cette dérivée afin d'en
déterminer le signe.

'Soit la fonction f définie sur ]O ; + [ par f(x) =x-6+ 12x2+9 _
X

o f' étant la fonction dérivée de f, calculer f'(x) sous la forme d'un quotient.
Justifier que £'(x) ale méme signe que x3-12 x-18.

B Soit g la fonction définie sur B par g(x) =x3 - 12 x-18. > voir
| Erxercice 75
Fa] Etudier les variations de g et dresser son tableau des variations.

o) Montrer que I'équation g(x) = 0 posséde une unique solution ¢ dans 10 ; + o[ .

Trouver une valeur approchée a2 0,01 pres de cette solution a I'aide N
de la calculatrice, M=H-Ee(1ZHeR) AN

;t) En déduire le signe de g(x) sur R.

|
B En utilisant les questions précédentes, déduire les variations k |
de la fonction f. | -

fu=2 Y=4.25

‘Ci-contre la courbe de f obtenue 3 I'aide de |a calculatrice. e i
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) Les solveurs des calculatrices w—

travaux

d | I‘IgES La propriété des valeurs intermédiaires permet de démontrer |'existence de solutions d'une équation di
laforme f(x) = 0. On en obtient alors une valeur approchée 4 la calculatrice.

- Exemple guidé

On veut résoudre I'équation - x + 3x2 -1 =0. Cette équation du 3° degré n'a pas de solution éi
~dente (il suffit de regarder |e tableau des valeurs par pas de 1), etil n'y a pas de formule comme pou

le second degré,

On pose flx)==x3+3x2-1.

a) Caleuler f(x) et en déduire le tableau des variations de la fonction £ sur R.
Justifier que I'équation f(x) = 0 posséde trois solutions.

o) Recherche d'une valeur approchée de la solution négative
® Sur T.I. 82 ou B3, a partir de la courbe

C) 2 :zero (ou root) et déplacer le curseur pour choisir les bornes (@ et @ ) et une valeur approchée (@),

) &8 & GBH

1= ‘Ii‘:v:Di-f /‘\ 11:—#*::3:2;1
Ridht Bow ?T \ Gu4ss?
L o =456 =5

- W= mEA2eN2-1

Iﬁ:‘-‘f i %2000 lr=o

@ @ @ @
‘eSurT..820uB3,3 partir du solveur
: 0 :solver.. [ A ) entrer équation 0=Y1, p [ESUSEIEY SOLVER
"0l Y1 est obtenu dans ;
- puis donner une valeur approchée de la solution » - :§1
 (on peut aussi donner lintervalle) ound={-1e991.
P e pr——— 1
‘et [ALPHA) [ENTER) on obtient une valeur approchée avec plus de chiffres. " X=-.5320888862.
et (acria) (@ p” 4 ?nund=%-ieﬂ i
= s left-rt=0
® Sur Casio, a Pﬂrt"' de la courbe Pi=-RAZ+3xE=1
‘G-solv) [ROOT m : un curseur se déplace sur la courbe vers la droite, u

' jusqu'au point d'ordonnée zéro.

!
\

RooT

Procéder de méme pour obtenir les autres solutions. X=-0, SS0ARERER Y=0

- Applications

Aprés avoir établi le tableau des variations de la fonction f et prouver I'existence de solutions, résoudre
-de fagon approchée I'équation f(x) =0:

':a) flx)=x3-12x+6: b) fiX)=(x-3) Vx +1: ¢) flx)=0,01x3 +0,75x+ 1.

(On donnera un encadrement & 10~ 2 prés de la plus petite et une valeur arrondie 8 10~6 pres des autres)
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Faire le point i
m Nombre dérivé de f en a et tangente
fla + h)- f(a)

h flo + h)
quand h tend vers O, lorsqu'elle existe :
ce quotient est I'accroissement moyen de f entre o et a+h.

* {'(g) est la limite du quotient

fla)
® f'(a) est le coefficient directear de la tangente T

a la courbe € au point A d'abscisse a.

* |a tangente est la représentation d'une fonction affine g :
cette fonction est I'approximation affine de la fonction fena.

m Dérivée d’une fonction composée
u et g étant deux fonctions, I'une v dérivable en x et l'autre g dérivable en w(x),la composée

f=gou est dérivableen xet f'x) = g'w(x)) x u'lx)
deérivée de derivée de dérivée de
f en x g en u(x) uen x

m Fonction continue

Une fonction est dite continue sur un intervalle [, si elle est définie sur cet intervalle et si :
pour tout réel a de /, lim f(x) = f(a).

la fonction dérivée ¢ :
W"ﬁ%‘l"ﬂﬂ des buts est de rechercher le signe de cette dérivée
L ml’appllqun chthéoréme fondamental
étudier riv
le sens de variation
d'une fonction

] !
a l'aide de |a dérivée &

résoudre
un probléme
lié 3 une tangentg;ﬁ

résoudre
une équation
flx) =4
de fagon approchée
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exercices

~ la page de calcul

g
D Lire le coefficient directeur de chacune des droites EB Le tableau suivant donne I"évolution du prix du pétre
. ¥
ci-dessous. i entre 1973 et 1990 (chocs pétroliers).

année 1973 1974 1978 1980 1985

prixen $
parbaril | 283 | 1041 | 1303 | 3569 | 279

année 1986 1987 1988 1990

:::‘;';i? 1297 | 1692 | 1322 | 2050

Calculer I'accroissement moyen annuel entre 1973 et 197
entre 1978 et 1980, entre 1985 et 1986 et entre 1986 et 199

B Donner I'équation réduite de chacune des droites ¢
I'exerc;‘:-e 1.

i
;B Donner I'équation réduite de la droite % passant pi
i i A et ayant pour coefficient directeur a, dans chacun des o
| suivants :

éa] 0=2 et A(-1;3);

b) o=-3 et AQR;-1);

ic) a=002 et A(100 ;50);

Ed] 0=-10"" et A(-20;-3);

€ a=10° et Al2;120).

i

|

' l, W Etudier le signe des expressions suivantes :
} q EXp

]
]
i
]
i

A= 22%2T sur [0;30);
I La fonction f est représentée ci-dessous par la courbe i L 2_ : .
e | B(x) = 3x*-66x+ 315 sur [10;25];
P | 1
E [ CX) =1- sur 2 ;+[;
] (x-2)?
‘ 4 gﬂtx}={x—1)(—2x2+x+6] =
; (x+3)° ' '
i i
i
n % Etudier le signe des expressions suivantes :
: il €, D 9 P
| EA[x} 3’”1 sur [ ;
i 1+ X 14
Y Pt P iB(x)=-x2+01x-2 sur R;
E T T ¥ + X ;
: 2x-1) 2
E %
iCaIculer I'aceroissement moyen de f entre 0 et 1, entre 1 D0 = ——1-—--2 SO 5 surJ1;+eef.
iet 3, entre 3 et 5 etentre 3 et 7. (x+2)° (x-1)
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exercices

TD_D_éﬁYBtiDn en_a

1. Vrai ou faux

!B Dire si chacune des affirmations ci-dessous est vraie ou
| fausse.

|Le nombre dérivé de f en 1 existe et est donné par :
|

| Flx+1)-flx) | fix-ri1) .
x -

a) J"'-r-nl X=1 ! b). lim ! 2

=1

d) n“'po M =

L FleR) - ()
e
B On considere les fonctions f, g et h définiessur R par:
i fix) =3, glx)=2x et h(x)=3x2,

;Dirc si chacune des affirmations ci-dessous est vraie ou fausse :

a} Fl)=-1; b) f(2)=0 ; ) g0 =0 ;
d) g1)=2; e h=0: ) h-1)=6.

'3 Les fonctions f et g définies et dérivables sur R sont
représentées ci-aprés

_;I}ire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.
1°a) f2)=-3 ;  b) F8)=5; o) F0)<0;
gd]-5<f"[3]<-§-; e) pour x= [0:5], Flx)<0.

2 g@=5: b gd=-1; gl1=0;

d] g'3)==-2; e pour x[-1;2], g'(x)>0.

1
E L

2. Nombre dérivé et graphique

11 ) La courbe € ci-aprés est celle d'une fonction
dérivable sur son ensemble de définition.

11" 2) Donner I'ensemble de définition de .
ib) Dresser le tableau des variations de f.

H

25
0 Q\g?‘/j/ X

14
1
i
¢
E
b
]

EQ‘ a) Déterminer, par lecture graphique, les nombres dérivés
fre: Fen4, 2 ek ~1.

' b) En déduire 'tquation réduite des tangentesen A, B et C.
|

: 3° a) Existe-t-il d'autres points de la courbe € ol la tangente
i est paralléle a la tangente en C? Si oui, donner un encadre-
. ment de I'abscisse de ces points a l'unité prés.

i b) Méme question pour la tangente en A.

12 ) Une fonction f est strictement croissante sur [- 5 ; 4].
 Sa courbe représentative € passe par les points Al-5;-4),
{B(-1;-2) et C(4:3). Latangented € en B a pour coef-
i ficient directeur 0 et f(3)=0.

 Tracer I'allure possible de la courbe € dans un repére ortho-
';ncrmal d'unité 1 cm,

. Dans les exercices 13 et 14, tracer 'ollure possible de la courbe
i d'une fonction dérivable f dont on connait le tableau des vario-
' tions et quelques indications.

:13) L'équation f(x) = 0 a pour solution -5 et 4;
(f-0=-3, Fl-1)=2, f-5)=-4 et fl-6)=5.

_ X| -0 -3 2 4

, flx) - 0 + 0 +

i + % 'm..____\m = S 0
flx) ~ _ E g

:14) X f2)=-1, f(0)= - I'équation f(x)=0
 a pour solutions 0, -5 et 5.

E X| == -3 3 +
() | - +

: - ol

J! ﬂx] 1 x_)f " ‘W ¥ r/.—t’
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exercices

') Fonction dérivée

| 1. Vrai ou faux

Dans les exercices 15 et 16, on o calculé f'(x), ol ' estlo
: fonction dérivée de f, sans se préoccuper des ensembles de défi-
i nition et de dérivabilité,

i Dire si les propositions sont vroies ou fousses.

TP asi f=5x7, alors Fx) =35xE.

Eh)Si flx)=-3x%-x34+2, alors f'x)=-12x3-3x242.
i -3
9Si flx) = X

, alors F(x) = - %xz.

, alors F(x) = . aley

DS Flde 3
=Ei:l:|5| flx) e 1]

=1

, alors F'(x) = e
2x

alors F'(x) = 3\7

TP *a)si flx) - 100X=20

10)Si F) = 02x% - x2+ 5x, alors F(x) =06x2-2x+5.
EC}SI flx) = 1DD x 100

o 3x-1
E) Si fix) Xz +1

ST ) =X VK,

alors f(x) =100.

3[:'[] i 3!0!‘5 f’(%’]‘- 2){'3{}5 -

TED X a)si fx - X2odx-1 lors:
: (x = 1){x +3)

F
: s (x+1)?
i;bisi = 75 o alors = =%
5:::] Si flx) =2x+ —3— , alors fix}=2- —d

(5-x)*

2. Dérivée et opérations

Four les exercices 18 a 22, calculer f'(x}, o4 ' estlo fonc-
: tion dérivée de f, & l'oide des formules de dérivation sans se
. préoccuper des ensembles de définition et de dérivabilite.

13 Ya) flx)=3x2-x+1;

éc] i‘Ur]=—52E +x-3; d) fix)=-x5+4/x ;

&) fld

b) £ = 273X,

=2x3-%):2+5; f]f[x]:x-l-fi-%.

'19>3] ﬂxlﬂ—%x*’—513+1;

9 ="

b) Flx) = 352X

x3-x247 .

d) fl = £XCHT

Chapitre 2 — DERIVATION ET CONTINUITE

3 _
i) = 222311 g fga-2xeas L

2

B a) flx)=(x-3)(x2+1)-2x;

b] flx)=3x-1-

X=2

3:(+T :
5!:} O =(6x?-3x+ N -1): d) Flx = X2
521):;) = =2, g e X481,
9= lyept s d - £ x2-1).

;22)a] flx) =(2x2 -6x+ 1)(x2 -3x + 4) ;
) flx = A fid= L 1-vx).

LVE +1)

Dans les exercices 23 et 24, pour chacune des fanctions su-
i vantes définies sur l'intervalle |, justifier que f est dérivable
isur [ etcalculer f(x).

On mettro f'(x) sous une forme qui permet d'étudier directe-
: ment son signe.

2D a) fW=x-
2
Eb] ) = xgx—'l

-z] flx)=-3x2(x-1) et

15x2 + 76x et |=R:

et I=11;+=[;

[=R;
= . S o L
ét'J] .f(,1|.'}—5J!.'-£-2-!-5’1‘_1 et / |5,+0'=|,

:Ba] f(x) =2 000+ 100x -001x? et I=R;

i 2

) A= X2 et I=l-=i0
T .

;c} = g o I=R;

LY ,

(d) Fld = 525 et 1=]0;+%|
25)*3} f["’]‘=%-£-8tl et /=]0;+=[;
;fb) ﬂxl—3x3 Ix?+x-5 et I=R;

B S — = Ta..2r.
fEC] flx) = 3= 3x+$}f—1 et "_lzijlt
x-1 3

id) fld = 2”5 et I=R.



B v est une fonction définie et dérivable sur R

iet v est une fonction définie et dérivable sur [\ {1} .
i On a les informations suivantes sur ces fonctions,

% L= 1

- |- -2 9| 3|1 ] 2|3
luk)| -3 | -5 |-005) 0 |-005| -5 | -1 | -3
A EUE ETEI
W 3 | 2 | 4| O r o I ) ]
i o

ivix)| -2 | © 3 4 | 12 % -12| -8
e 3| 2 |35 | 8 | 32 g | 2

Un considére |a fonction composée f=vou.

i A l'aide du tableau, préciser si les propositions données sont
i vraies ou fausses :

1a) f estdérivableen 1;
‘o) F(2) = d) F(3)>0;

b) F(0) =0
e Fl-1)=12

B Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :
1a)Si flx)=(2x=1)%, alors f(x)=4(2x-1)? sur R.
B)Si Fx)=(3x2-1)3, alors F(x) = 18x(3x2 - 1)2 sur R.
%c) Si flx)= 1—5—1 5, alors :

-x)?

? f'lx) = = -_3)(}4- sur 15 ; + =,
d)si f al
d} i flx)= 4];._ alors :
i ; 5

Flx) = - 4+ ol
. (x) T sur [1;+ %[
EE}Si fld=yx2+4 , alors Flx)= —X sur B.
: VxZ+d

| 2. Lecture graphique

) On considére une fonction f, définie et dérivable sur
[1 4] , vérifiant f=gou, ol u et g sont deux fonctions

‘ connues par leurs courbes représentatives ci-dessous.
y

Ly My
\
u

0/ 1 2 %

exercices

i1°a) Lire u(3) et u'(3), puis g(2) et g'(2).
i b) En déduire 7(3) et £(3).

5:2“ Soit x un réel de I'intervalle [1;4].

éa] A quel intervalle J appartient u(x)?

b) A quel intervalle appartient f(x) ?

éc] Préciser le sens de variation de v sur [1;4] etde g sur J.
: En déduire le sens de variation de f sur [1;4].

: 3° Tracer I'allure de la courbe représentative de f, en préci-
: sant sa tangente au paint d'abscisse 3.

29> €, et %’g sont les représentations graphiques de deux
Efcncticns u et g définies et dérivables sur [0 ; + oof .

éUn considére la composée f=gou.

1° Justifier que f est définie et dérivable sur [0 ; +oe[.
2° Déterminer son sens de variation sur [0 ; +=].

3 a) Lire u(0) et u'(0), puis g(0) et g'(0).

 b) En déduire £1(0).

5{4“ Déterminer de méme f'(1) et F'(2).

30) % Les courbes €, et €, représentent deux fonctions

dérivables sur leur ensemble de définition.
i On considére la composée f=gou.

i ]
i ¥elg g
ke *{i“ ‘u\
‘-‘%?;;;:‘M | bl

T%
R

oM?f\‘x Ly
o

1° Justifier que la fonction f est définiesur [-2 ;1] U 13 ;+ o[,
: sachant que g est définie sur JO; + 2.

Déterminer le sens de variation de f,
2 Déterminer f(-2) et f'(-2), f(0) et F(0). F(4) et F'(4).
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1

31) a) flx)=(-2x+3)3:

exercices

| 3. Calcul de dérivée

Dnns les exercices 31 & 33, calculer f'(x) sons se préoccu-
pcrdes ensembles de définition et de dérivabilité.

b) flx)= /3-5x2 ;

Q) 7l = :45?11’ : d) ) = (1 - x)3 + 4x°,
32 o) -3 . g fy)- 2 (ax+1)%;
(2x - 1)? 3

9 = S, d) flx) = (X217,

EBD o) ) =x /573 ;

Q) A= x2/2x+5 ;

b) flx) = \'31'4 :

L]

1 —a
0 = =y

i Dans les exercices 34 ¢ 38, pour chacune des fonctions f défi-
i nies sur D, justifier I'ensemble de dérivabilité D' donné

38 a) fx) = 05 (x- 10 - 6x+ 1,

i) fl = (X1

i et calculer f'(x).

- On mettro f'(x) sous une forme permettant une étude de son
i signe.

:

D=D'=R H

3 D=

D'=]-1;+0[.

35 % a) 10 -Ox-27, D=D'=R;

b) fl) = x/x+5 ,

D=[-5;+®[ et D'=]-5;+c[.

a) flx)=3x(5-2x% D=D'=R:

[x 2)?

h]ﬂ)- I« D=

-1 D-]—1:1[.

;:D*a] f)=00-2x°(x?+1), D=D'=R;

{4 x)*

T4 ° D=D'=R.

b) flx) =

38 a) 0= /B3

E g. "
ED-|2.+°¢| et D= |2,+a:|

'7'2}
3x

‘ . .3
. D=o:3] et 0= Jo:3].
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4. Application

a la fonction marginale

I Dans chacun des exercices de 39 & 44, on assimile la fone
{ tion morginale ¢ la dérivée. Calculer 'expression de lo fonctio
- marginale (donner si possible, une forme factorisée).

:@ a) Revenu : R(t) = 6t2 + 11t - 9, en fonction &
{ temps t.

b) Coiit total : C(q) = = L 5+ en fonction de la quantit
produite q de [0 :45].

m a) Profit : B(g) =2q+ 1 -

: la quantité produite g de [0;8].
b) Fonction de demande : P(g) =
q appartenant a l'intervalle [1;5].

L
2!?_"‘3 , &n fonction g

2 630 , pour une quantit

, 41> a) Coit total : C(t) = 48 (1 + 0,2¢t) - (1 + 0.21),

i en fonction du tcmps i

b} Revenu : Rlg) =
:\ralle [0;10]. g7+

i l:] Coit :

g2
B . pour une quantité g de linte-

Clg) = (1 + 5¢?)° pour q de I'intervalle [0:3]

42) % Le bénéfice réalisé par une entreprise est donné pat:
: B(g)=2(20-q) yq+3
puur une quantité g vendue allantde 1 & 20.

: - 1* Justifier que ce bénéfice est positif.

| 2* Calculer le bénéfice marginal.
i Pour quelle quantité |e bénéfice marginal est-il nul ?

i 43 % Le coit total de g kg de produit est donné e
i €uros par :
i Clg) = (g—10)° + 3¢+ 1 400.

i
E 1* Calculer les coits fixes.

F 2" Calculer le coiit marginal et en déduire que le codt totalg
i croissant pour g € [0; + =,

3' Déterminer les quantités telles que le coiit marginal esti
15 € le kilo.

E %% Un coit de pmductmn est donné par
4¢°-309+2400
Clg) = 202-309+2.

;ctson programme horaire par g(t) = 5r+40 pour t=0,

1% Exprimer le coiit de production en fonction du temps.
: 2° Calculer, de Ia fagon la plus rapide, le cott marginal pe

: rapport au temps t.
-



exercices

3 Dérivée et sens de variation S

iio,"dﬁ,mm' dans Ie:sexemce? 45 et' fﬁ, le tableau des varia- m Aprés avoir calculé la dérivée £ de f, déterminer
| tions incomplet d'une fonction f dérivable sur ]-=;3].

i Dire si les propositions suivantes sont vroies ou fausses. Justifier.

i
! I'équation réduite de la tangente a la courbe ¥ au point d'abs-
i cisse @ donnce.

:B x| = -3 1 3 a]fx}——zx,l. a=0.

' x| 0 e} + x

= 5 b] flx) = 3" g=-2

:, ) — 9 - [5x-3]{x2- N, 0=-1.

ia) flx) <0 sur ]-=;-3]; b) F(x) <0 sur J-=;-3]; 1

d) =0 sur [-3;1]; d) F'x) =<0 sur [1;3]. - §5) % Soit f la fonction définie sur 1- 3 ; + %[ par:

i |

(x + 1)%

4o JE{I = 0 “ ="+

f'lx) = 0 0 a) Déterminer sa dérivée f'. En donner une forme factorisée.
| e he : b) Soit T, et Ty les tangentes a la courbe € représentative
' flx) g T _3  ide fauxpoints A et B d'abscisse respective -2 et 1.

| Déterminer les équations réduites de T, et Ty.

@) F=0sur [-1;0];  b) F)<Osur[0:4]; | 4 A

c) Calculer les coordonnées du point d'intersection des deux

i) f estcroissante sur [-4;-1]; tangentes T, et T
i A 8-

f;d]l f est décroissante sur [0 ; 4].

——— B + On considére la fonction f definie sur R par:
| 2. Sens de variation P =28 B 2R A6

 Pour les exercices 47 ¢ 53 , étudier le sens de variation de la fet € sa courbe représentative.

i fonctwn FoApIes e coleULE SR ORI, £ 1° Rechercher les tangentes a € paralleles  la droite &

d'équation y=6x-1.
&7 ) £ définie sur R par f(x) = = xz oty i

48) r définiesur R par f(x) = ﬂ‘—“—-

:B f définie sur R par f(x] = = koLl 5

2* Rechercher |'abscisse des points de la courbe €, ol la tan-
i gente passe par le point A(-1;4).

57 ) % Soit f la fonction définie sur R\ {;} par :

E f définiesur 11 ;+<[ par Fl=x-2+ 2 . et € sa courbe représenta- | A
{ i tive. 5
o gx2_8 On considére les droites % | *
:E % f définiesur - 2;2[ par f(x) = i A | d'équation y=-3x+2, iﬂ\
iet A, d'équation y=x+1. |
D Yk f définie sur ]0 ; +=[ par: ;La courbe € et les droites & et A sont visualisées, ci-

i dessus, a I'écran d'une calculatrice,
(x+ 12 (x2 +8)
X2 : i1° Déterminer les réels o, b et ¢ tels gue, pour tout x

': Ede R'\{;—}r. f[x]=ux+b+2xf_1
@* f définie sur [2 ;+ [ par flx)= \/2x-3 -x. 1 2° a) Déterminer les tangentes & € paralléles 4 la droite @
;[Dn pourra montrer que si x = 2, alors -,,.-"'Zx =3 =1) b) La droite A est-elle une tangente a ¢ ?

| T S A2 Chapitre 2 — DERIVATION ET CONTINUITE



exercices

58 % On considére la fonction F définie sur R par :
f(x) =ax®+ bx? + ¢,
m a, b et ¢ des nombres réels.

,é‘ la courbe représentative de f dans un repére (0:7, ),
i coupe I'axe des ordonnées au point A(0 ;1) et passe par le point
i801:-2).

En ce point B, elle admet une tangente paralléle a la droite &
id'équation y==-4x+3.

i Déterminer les réels a, b et c.

: 59D % Soit 0 un réel strictement positif et f Ia fonc-
ji_h'on définie sur R par :

j Flx)mx-1- —58-
_-i () =x-1 . e

%’ est la courbe représentative de f dans un repére (07, J).

‘Déterminer @ pour que la tangente 3 € au point d'abscisse
i=1 soit paralléle 3 I'axe des abscisses.

60) % On considére la fonction f définie sur R par :

flx) = _BX .
0 x24+ 4

: :1° Calculer f'(x) .

2" a) En déduire une approximation affine de f au voisinage
=dc 0 sous la forme g(x) =ox+ b.

'b) Sans calculatrice, en utilisant la question précédente,
- 0,16
édﬂﬂﬂtr une valeur approchée de f(0,1), F(0,05) et 40004 °
i 3" Soit h un réel de l'intervalle JO ; + =[.

:a) Exprimer |'accroissement moyen de £ entre - h et h, en
:fonction de h.

;b] De méme, exprimer celui de g entre - h et h.

éc] Montrer que I"accroissement moyen de g reste toujours
:supérieur a celui de f entre — h et h.

4. Etudes conjointes de f et f’

3&1 considére la fonction f définie sur ]- 1 ; + [ dont
la courbe représentative € est tracée ci-dessous :

i

Chapitre 2 — DERIVATION ET CONTINUITE

63) J Une fonction f est définie et dérivable sur B.

ila courbe €’ ci-apres est celle de sa dérivée.

i 1" L'une des courbes ci-aprés est la courbe I représentatie
i de |a fonction dérivée f'. Laquelle ? Justifier.

i y y

ol f’o/,’,/'-f"—‘
- r}

| 2 On sait que, pour tout réel x de ]-1;+ [

= _EX_
] flx)=0x+ b+ o
‘ol a, bet ¢ sontdes réels,

A I'aide de lectures graphiques utilisant € et I, déterming
i@, betc.

62) % Une fonction f définie sur B est représentée
| ci-dessous :

o | TR

l'une des courbes ci-dessous est celle de sa dérivée ',
i Laquelle ? Justifier.

—

HIZ...LHO.L.

e
=z . . =0

¥




1" Déterminer la courbe de la fonction f parmi €, et €, ci-
aprés.

: Argumenter la réponse.

22' Pour |a fonction g représentée par |'autre courbe, donner

iune allure possible de la courbe de sa dérivée en utilisant au
imaximum les informations données.

exercices

=P continuité et équation

: Dans les exercices 64 a 67, dire si les propositions sont vraies
tou fousses.

m La courbe ¢ est la représentation graphique d'une fonc-
ition f définie sur ]- o ;5].

/ 0

éa] f n'est pas continue sur ]-= ;0] ;

;b) f est continue sur [-1;3];

gc] f est continue sur [2 ;5] ;

Ed] f n'est pas continue sur ]-oo; 5] ;

;ic] f est continue sur [3 ;5] ;

f] f est continue sur [-3;1].

J

@ La courbe % ci-aprés est la représentation graphique
Ed'une fonction f définie et continue sur R .

=;a] Sur B, I'équation f(x) = 1 a une unique solution locali-
iséedans [1;2];

ib) Sur [0;+=[, I'*quation f(x) =2 a deux solutions ;

Ec] Sur ]-=;=-2], l'équation flx) =3 a une unique solution ;
) Sur [-2;1],
:I'équation f(x) =3 a deux
:solutions ;

‘e)Sur R,

‘I'équation f(x) =3 a trois
isolutions ;

) Sur [2;+ [,
{I'équation f(x) =2 aune
 unique solution.

: 1:) On donne le tableau des variations d'une fonction f
idéfinie et continue sur [-10;10].

x}-m =1 3 10

fx) g s
Z -4

:éa] Sur [-10;-1], I'équation f(x] =0 n'a pas de solution ;
Eb] Sur [-1;3], I'dquation f(x) =0 a une solution unigque ;
Ec] Sur [-10;10], I'bquation flx) =0 a une solution unique :
Ed] Sur [-10;10], l'équation f(x) =6 a deux solutions.

Chapitre 2 - DERIVATION ET CONTINUITE




exercices

(x) TSl et S

i -4 b=
' a) Sur [-2;1], I'équation f{x) =-3 aune solution unigque ;

'b) Sur R, I'tquation f(x) ==3 a deux solutions ;
;:} Sur R, I'tquation f(x) = 0 a une solution unique ;
:d) Sur R, I'équation f(x) =-5 n'a pas de solution.

_ 2. Fonction continue

fss)l.cs fonctions proposées présentent-elles un bon
i raccordement ?

%1' f définie sur R par flx) ==-3x2+x+3:
;ct g définie sur [0 ; + =] par glx) = /% :
i raccordementen o=1.

;2' f et g définiessur R par flx) =x% +1

; 2
iet glx) = 3 +1,ena=0.

3 f définie sur | par f[:]--11+31+1 -

:—1 en o=2.

%et g définie sur 11 ; + =[ par glx) = 3

Eq.' f et g définiessur R par flx) =

+1
iet g(x)=3x2+x, en a=0.

]
f
:
E(}n considére la fonction f définie sur R par :
flx)=2x+1 pour xe]-=;2]

et flx)=-x+7 pour xE)2;4+=[.
: f est-clle une fonction continue sur R ?

D La fonction g définie sur R par:
glx)==3x-4 pour x€]-=;:-1]
et glx)=-x2+2 pour xe[—1 ,+uu[,
i Cette fonction est-elle une fonction continue sur B ?

71. ) On considére la fonction f définie sur [0 ; 2] par:
flx)=x3-2x2-4x+3.

1* Etudier les variations de £ sur [0;2].
2* a) Démontrer que I'équation f{x) = 0 admet une unique
solution ¢, localisée dans [0 1].

i b) A l'aide de la calculatrice, donner un encadrement de @ 3
110-3 prés.

E % Soit f la fonction définie sur B par:

flx)= X T S 38 3x+ 10,

1° La courbe €' ci-contre est celle
i de la dérivée de .

a) Donner le signe de f'(x) .
i b) En déduire le tableau des varia-

i
itions de f.

i 2* Montrer que I'équation f(x) =0 \

i admet une unique solution dans
i et préciser un encadrement de cette
: solution & 10~2 pres.

i
:

73D % On considére la fonction f définie sur R par :

x3-x2-1
x4

flx) =

1* Etudier les variations de £.

§2' a) Démontrer que, dans l'intervalle [0 ; 2] , I'équation
i f(x) = 0 posséde une unique solution «.

i b) A I'aide de la calculatrice, donner un encadrement de a
11073 pres.

E 3* Démontrer que, dans l'intervalle [0 ; 5], I'équation f(x)=1
i posséde une unique solution §.
: En donner un encadrement 3 10~ 2 prés.

 4* Résoudre algébriquement I'¢équation £(x) = - 1.

74> % Aot g la fonction définie sur R par:
: g[x]=213-311+21-5.

£ 1* Calculer g'(x) et étudier son signe.

2" a) Montrer que |"équation g(x) = 0 admet une solutios
i unique, notée a.

 b) Donner une valeur approchée de a 4 10~ prés,

| 3* En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

Y1=HZAk(E-11"C

i
1
!
!

1
H

W

B. Soit f la fonction définie sur R par :
' FX) = x* - 2x3 + 2x? - 12x 4 12.

1* Caleuler f'(x).
i 2° Utiliser la partie A. pour déterminer les variations de f.
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1. Etude de fonctions

zb Soit f la fonction définie sur [0 ; + 2[ par :

X +x+3
) o 5
W (1+x)*

x*43x2-x-5

Flx) =
g 1+ x]3

1* Démontrer que

2" On pose |a fonction g définie sur B par:
| glx)=x3+3x2-x-5.

a) Déterminer le sens de variation de la fonction g, & l'aide de
{1a dérivée.

Eh] Montrer que I'équation g(x) = 0 posséde une solution dans
EIU;M:[.' en donner la valeur décimale o arrondie & 0,1 prés.
i¢) En déduire le signe de g(x) sur [0 ;+ =].

' 3" Déterminer le sens de variation de la fonction f. (On utili-
sera la valeur o trouvée précédemment.)

4" Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un
repere orthogonal bien choisi.

76 On considére la fonction f définie sur I'ensemble des
9 1

—tiae + ——

2x2  x3

Soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére

orthonormal d'unités 3 cm.

réels strictement positifs par  flx) = i -

1* Etudier les variations de |a fonction f.

Dresser le tableau des variations, en précisant les extremums.
2° a) Résoudre I'éguation f(x)=0.

En déduire que la courbe € ne traverse jamais |'axe des abs-
cisses.

b) D'aprés le tableau des variations, discuter suivant les valeurs
du réel A le nombre de solutions & I'équation flx) = 4.

{¢) Construire |es tangentes a la courbe € aux points d'abs-

Er:issr ; et 1. Tracer la courbe €.

Ez ) %% Soit f et g deux fonctions définies sur [0 ; 25)
par :

fl=01x"+12x et glx)=07x2-04x+12,
et ' et g leur dérivée respective.

1* a) Résoudre dans [0 ; 2,5] I'tquation f'(x) = g'(x) .
Soit @ la solution trouvée. Vérifier que fla) = gla) .

b) Déterminer les équations des tangentes aux courbes € et
€, en leur point commun A d'abscisse o et en déduire que

exercices

'\ Prroblemes

 les courbes admettent une tangente commune en ce point.

: On dit que les deux courbes sont tangentes en A.

2 Résoudre dans [0 ; 2,5] I'équation f(x) = g(x) .

i Conclure. On vérifiera que f(x) - g(x) = 0,1 (x - 3) (x - 2)%

i 3° Tracer les courbes € et ‘6, dans un repere orthogonal
i bien choisi. (On admettra que f et g sont deux fonctions crois-
isantes sur [0;2,5].)

: Quelle est la position relative de ‘€, et € sur [0;25] ?

E  On admet que I'on peut modéliser une production P
Een fonction de |a quantité de travail L fourni par :

P(L) = 200(- 1* + 612),

fou P(L) est le nombre de caractéres saisis par une secrétaire

Eau clavier d'un ordinateur et L est exprimé en heures de tra-
ivail, LE [0;3].

= 1° a) Calculer le rythme de production aprés 2 heures de tra-
i vail (exprimé en caractéres par heure),

Eh) Donner une approximation affine de la production au voi-
i sinage de 2 heures de travail.

c) Cette secrétaire fait une pause de 10 min aprés ces 2 heures,
Combien de caractéres aurait-elle pu saisir pendant cette pause ?

2° Pour gquelle quantité de travail le rythme de production est-
il de 2 250 caractéres par heure ?

79) Augmentation et baisse réciproques

i Une grandeur passe de la valeur V, a la valeur V.
:On note x I'écriture décimale du taux d'évolution.

1° On suppose que V, est supérieure & V.

a) Exprimer en fonction de x le taux de baisse x' a appliquer
a une valeur V; pour revenir a la valeur Vj, x' reel positif.
b) En utilisant une approximation affine, montrer que, lorsque
x est proche de O, alors on peut approcher x* par x.

2° On se propose d'étudier I'erreur commise en prenant 1 - x
pour approximation de i lx lorsque x& ]-1;1].

Soit fix) = : lx -(1-x) lorsque x=]1-1;1].

i a) Etudier le signe de f(x).

b) Calculer f'(x) ou f' estladérivée de f.En déduire le sens
i de variation de f sur ]-1;1].

! 2

1T+x
taux |'erreur commise est inférieure 8 0,01.

i d) Dans un repére orthonormal d'unité 10 cm , représenter la
i courbe de la fonction f et faire apparaitre le résultat de [a
i question précédente.

i ¢) Résoudre I'inéquation = 1-(130 ; en déduire pour quels

Chapitre 2 — DERIVATION ET CONTINUITE



exercices

: BOD % Evolutions successives

1k Etudier le sens de variation de la fonction F définie sur R
ipar:
; flxd=01-x200+x7.

2° Une grandeur économique diminue les deux premiéres années
ide %, puis augmente les trois années suivantes d'un taux t de
i méme ampleur.

:On note x I'écriture décimale du taux.

 a) Bxprimer le coefficient multiplicateur global d'évolution en fonc-
:tion de x.

 b) Déterminer le taux d'évolution inférieur 4 100 % qui permet
i d'obtenir un coefficient multiplicateur global maximal.

: Donner alors le pourcentage d'évolution maximale pour ces cing
iannées.

| 81) % Coit total continu ou non

i Dans une PMI, une unité de production est consacrée a la pro-
- duction de pates de fruits,
i Le coiit total C{x) , exprimé en euros, dépend du nombre de kg
: produits :
E C(x) = 10x + 100 pour x€ [0;20];

Clx) =-05x% + 40x-200 pour x€ [20;40[;

Clx) = 590::1530000 pour x & [40;80[.

1° a) Etudier le sens de variation de la fonc- 100

:tion C sur chaque intervalle donné.

:Tracer la courbe ¥ représentant le coiit

i total dans un repére orthogonal. 0 10
:b) D'aprés le graphique, indiquer si la fonction est continue.

: 2" 2) Calculer le colit marginal m lorsque I'on fabrique de 0 kg
‘3 20kg.

'b) Entre 20 kg et 40 kg, déterminer la quantité & produire pour
i que le colt marginal soit égal a m.

i En donner une interprétation graphique.

 ¢) Mémes questions entre 40 kg et BO kq.

 d) Placer les points correspondants 4 ces quantités,

3" D'apres le graphique, donner une valeur approchée de la
: quantité qui conduit a un colt moyen minimal. Utiliser au mieux
: la calculatrice, en indiquant le procédé.

82) 4 Bénéfice et approximation

:Une entreprise artisanale fabrique des « mouches » pour la
- péche.

‘ Le profit réalisé par la production et la vente de ces mouches est
: modélisé par :

Blg) = - 1,5¢° + 1592 + 48q - 34,

‘ol g est le nombre de mouches en milliers, g € [1;12)
Blg) est exprimé en euros,

17 a) Déterminer le sens de variations de la fonction B, ete
i déduire la quantité de mouches a produire et a vendre po
: réaliser le bénéfice maximal.

b) Tracer la courbe représentant ce bénéfice dans un rep
: orthonormal bien choisi.

i 2* Cette entreprise produit entre 5000 et 6 000 mouche
 par jour.

 a) Calculer le profit B(6) et le profit marginal B’(6) pour

: production de 6 000 mouches.

 b) Le responsable de gestion assimile le profit 3 :

Plg) =470 + 66(qg-6) pour q€E [55;6,5].
é.lustiﬂtr que P est une approximation affine de B en 6.

: En donner une interprétation.

i ) A l'aide de la calculatrice, calculer 'erreur maximale comms
isur [55;6,5].

: Montrer que P(q) - Blq) = (x- 6)% (x+2).

En déduire si 'approximation faite est inférieure ou supérieure iy
: modéle.

85 ) % % Etude de coits au lycée

: Les éléves d'un lycée professionnel hotelier fabriquent et ve

. dent des tartes salées copieuses aux éléves de I'école d'arch
i tecture voisine, qui achétent toute la production.

-® Le coiit total de fabrication en euros de g tartes est domé
par:

Clg) = - 1,59 - 0,0025¢2.

:® Sion vend la tarte 1€ piéce, on en vend 200 ;etsim
- vendait la tarte 1,5€ piéce, on en vendrait 25 de moins

i On admet que la quantité demandée q est une fonction affiee
 du prix p.

1 a) Exprimer la quantité demandée g en fonction du prix j
. puis le prix p en fonction de la quantité q,avec q & [0;25]
: b) Exprimer en fonction de g le chiffre d'affaires Rlg) du e
 hételier, et étudier les variations de R sur [0 ; 250] .
- 2" a) Soit € et € les courbes représentatives des fonctios
i de chiffre d'affaires R et de coiit total C, dans un repée
- orthonormal d'unité 1 cm pour 20.

 Préciser |e sens de variation du coiit total.

b) Tracer les courbes €, et € et construire les tange
- aux courbes € et €, en leurs points d'abscisse 100.

- ¢) Par lecture graphique, indiquer les quantités de tartes g
: e lycée professionnel doit fabriquer pour réaliser un bénéfie
 puis la quantité qui permet de réaliser un bénéfice maximal.
: d) Exprimer le bénéfice B(g) en fonction de q. .
: Déterminer le nombre de tartes qui permet au lycée hoteliers
i réaliser un bénéfice maximal.

 Chiffrer ce bénéfice en euros. A quel prix doit-il vendre |a tart
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CHAPIT

Limites
. R
comportement

asymptotique

Opérations et limites p. 56
® savoir déterminer la limite
d'une fonction dans des cas simples
et appliquer les théoremes a I'étude
a l'infini des fonctions polyndmes
et rationnelles

] é . Limite par composée
7 et comparalson RAEA— . - B 5?
® savoir appliquer e théoréme
sur la limite d'une fonction composét
® savoir déterminer la limite a l'infini
d'une fonction par comparaison
avec une autre fonction dont
on connait le comportement a l'infini

Droites asymptotes __p.6C
e reconnaitre et démontrer I'existence
d'une asymptote a la courbe

représentative d'une fonction




’ Le comportement a long terme |

‘Les populations urbaines suivent des comportements trés différents au cours du temps.

‘Le graphique ci-dessous présente 1'évolution pour trois villes.

. Afin de faire une réelle comparaison, leur population est donnée u
indice, base 100 en 1980 :

ville A (type Le Caire), ville B (type Bombay) et ville C (type New Yoril

17 D'aprés le graphique, quel com- indice A
7 portement peut-on envisager pour 300+
£ chacune de ces villes dans les
' % années a venir ?
=
.. F
E 2" A l'aide d'une calculatrice, on
\ E a cherché un modé¢le de fonction 2007
£ pour chacune de ces villes ; on a
: : obtenu ainsi trois fonctions defi-
= @  niessur [0 ;+ = par:
Les habitations - Le Caire (Egypie) 100-
| 140 + 320 _ 30x2 + 651 + 50
fll= =37 4= o
: et hix)=12x3+4.
‘a) Associer 4 chaque ville une de ces fonctions. 5 % 4 18
‘b) D’aprés ce modéle, quel sera I'indice de la population de 1960 1980 2000

.chaque ville en 2010 ?
‘¢) En calculant des valeurs des fonctions modéles pour x beaucoup plus grand, indiquer le cor
‘portement de la population de chaque ville,

D Limites ; I. " |

:0n suppose que x prend des grandes valeurs positives, c'est-a-dire x tend vers + % .
‘Indiquer le comportement de f(x) dans chaque cas.

-On utilisera au mieux la calculatrice, pour x = 10, 100, 1 000... On pourra raisonner en pe
‘sant que x c'est « beaucoup », et regarder les nombres négligeables relativement a d'autres.

é_l'a]f{.r]:—z,rz—lr-l: h)_flr1=4-xiz ; tlf(-rl=-t‘+3+ﬁ-

A f@=-10VF 5 b= 2-F) (A1) o fla)= F (0-354a)
_3x2-2x-1 _x’+4r-8 . - &£ —100. 5
;; a) flx) = T b b) f()=E—mmms ) fX) = 5+ 008

: 2r2 -2
mm exemple : Soit f(x) = %

: Sur les calculatrices ayant la commande
:Ainsi, on peut dire que f(x) prend des

=

-valeurs proches de - 2. |

:En effet, si x est trés grand, au numéra- T?E%EQEIEE il m -

._ : i 3. Lart= 10 -6.429 |

‘teur - 3x + 1 est négligeable devant 2x? ; aTbl=1 ] -2.66 |

‘et, au dénominateur, 1 est négligeable Indent: Huto 100 "2.22 |

= . - EEE E0g -2

idevant - x?; Derend: S 1390 :%ggi

édung le guotient se comporte comme ?3330 .%33% l

2_:5 . soit - 2 apres simplification. ‘H1E(2K+25)3(3—-Kil
-x2 i




E:'J - ’ v 8
2 s t droit tof

Par ctonvention, lorsqu'une courbe € admet une droite asymptote, celle-ci est représentée par
:une droite comportant une double fléche A s

rPour chacune des fonctions f suivantes, connue par sa courbe représentative, indiquer son
ensemble de définition, lire (s'il y a lieu) les limites aux bornes de I'ensemble de définition et dres-
ser le tableau des variations en indiquant le signe de la dérivée et les limites de f.

Homsy

Mmmsee de fonctions B

Bn considére deux fonctions u et g, connues par leurs courbes représentatives ci-dessous :
Ia fonction u de variable x est définie sur R et la fonction g de variable t est définie sur
,] 2+

-Mﬁu- |

WL AN

-2.0 i\/

T 22 0 ] 5 i

1 a) Dresser le tableau des variations de chacune de ces fonctions u et g, en précisant les limites
.aux bornes de I'ensemble de définition.
En deduire le sens de variation de la composée gou .

h)l.ireles images gou(6), gou(2), gou(0) et goul(-2).

EE_:r:p,hcp.t,':r pourquoi la fonction composée gou n'est pas définie en 3,

2' Donner les limites suivantes :

Al el e im0 ; b Jim, ule) et lim, (0
| =3 I>=-2

%cfx.ﬁnguu(xl et lim_g(1).

53' Que peut-on prévoir comme limite pour la fonction composée gou en + ?en —= ? en 3 7
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Tous les théorémes suivants sont admis. f et g sont deux fonctions données.
& désigne un nombre réel, ou +% ou - et L et L° sont des nombres réels.

> voir m limite d’une somme S

Activire 2 > -
Si xl:_;nﬂ f(x)= 11 L L + -0 4 @
et xli_l;ﬂug(x}= L + oo - + % -0 -
z 23 . ¥ on ne peut |
alors lim (f+g)(x)=| L+L + 00 % + 00 —w [P consthe. |
Si J"Ii_r_nm f(x)= L L non nul 0 4+ gu -
et lim g(x)= L +0 ou -00 X pU =00 46 Bl R
alors !ligna (fg) (x) = Ll + o0 (=) ? on ne peut conclure t o0 (-}‘
(*) Lorsque la limite est infinie, c’est la régle des signes du produit (ou du quotient) qui permet de déterminer le
résultat + e ou -=.
- - ] -
= voir Si lim f(X]= L L0 L *w 0 tw
X==a - -
Erxercices
174 19 et Jlr|_i_;'-.|-1ﬂg[).g]= L 0 + o L 0 + o
: f L on ne peut on ne peut
alors M, (§ (x) = L Yo 0 T @] £ conclure ?cnrh:lure
mm_exemples
® Soit P(x) = axZ + bx+ ¢, avec a# 0. Pour x#0 , on peut écrire  P(x) = ax? (l +~5€’; +E§-§ :
. b - ; - I IR
Orsi x —> +2 o0 —w, g —> 0 et _ .5 —> 0 parsomme, 1+ gx + -5 —> 1.
On en déduit que P(x) a méme limite que ox?, qui est son terme du plus haut degré.
3x2 (141
2
* Soit Q(x) = %‘-, avec x#4.Pour x#0, on peut écrire  Q(x) = (73{1] .
-x(1-%)
Orsi X —> + Ou —w,parsomme, 1+ 3= —> Tet1- 4 — 1.
2
On en déduit que Q(x) a méme limite que le quotient 3_3__-3;? =-3x.
Ces résultats se généralisent par les théorémes suivants.
limite a Uinfini N80IEMmE
> voir = A l'infini, une fonction polyndme a méme limite que son terme du plus haut degré.
Probléme
Résolu 1 * A l'infini, une fonction rationnelle a méme limite gue le quotient simplifié de ses termes du plus

haut degré.
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D

Opérations et limites

i = r = e H = - n
> Jim_ x=+0 et lim x=-e; I X =+ ¢t lim x"=+w, avec n=1
: 1 : . 1 = : o = T =
. d = o 1 = =40 d =00

xl:;"lw X 0: ,\-l',"lm 22 0; -‘fhnw!“’\/x— 0 et Il'mux + %0, :II o X
[TH e - ou X —) - x =0 x <0
Déterminer : a) lim_Jx i B b) lim =1
' X400 e L x—-11-x2

x<=1

On applique les régles opératoires sur les limites, sauf pour les quatre cas ou on ne peut conclure :

@d4+00 =00 N8

, t0xx »

oy

. % ¥ ef « o

a)Si x — +=, alors —15 — 0 ;
X

donc, par somme, }% -4 —> -4 ]

et VX — +©

donc, par produit et régle des signes, on a :

(L
Yl

lim x

- ]=—Wt
X =+

Déterminer: a) _ lim _ (- x3 +5x=-4);

b)Si x—> -1, avec x<-1,
alors 4x — -4

]—ix2 => 0

On cherche le signe de 1 - x2.
Six — -1 ,avec x<-1, T N
alors 1-x2<0;
donc, par quotient et régle des signes, on obtient :

lim X - 4.
X—"-‘I 1—x

x<-1
4 - x2

b) _lim

XD+® 942 L "

Pour la limite a I'infini de fonctions polynémes ou rationnelles, on utilise le théoréme sur les termes de
plus haut degré lorsque les régles opératoires ne permettent pas de conclure.

> voir

21 a 23

a)Si x — -w, glors

et bx-4 —> -m

- x3 — 4 W ]
Par somme, on ne peut conclure.

Par théoreme, a I'infini la fonction polynéme a
méme limite que son terme de plus haut degré,
donc :

i - x3 = i —x3 =400,
Jim - +5x-4)=  lim -x*=+

b)Si x — +x,alors 4-x2 — -«
et 2xZ4+1— 3

Par quotient, on ne peut conclure.

Par théoréme, a l'infini la fonction rationnelle a
méme limite que le quotient simplifié des termes
de plus haut degré, donc :

. 4-x2 .
x Mo

2
- X
A 2%x2+1

=l
2% 2

> voir
Exercices
24 a4 27




> voir

Activited 4

[ Vaoir
T.D. 1

o, A et ¢ désignent des nombres réels, ou + = opu -,

Soit u et g deux fonctions dont la composée gou existe sur un intervalle contenant le réel o oudt
borne .

On admet le théoréme suivant :

m limite d’une fonction composée .théoréme |

Si  lorsqgue x tendvers @, u(x) tendvers A4
etsi lorsque X tendvers A4, g(X) tend vers €,
alors lorsque x tend vers @, lacomposée gou(x) tend vers €.
Ce qui s'écrit :
si lim ulx)= A etsi ler:'llgIXJ- ¢, alors xl@ﬂgou{x}-(.

0

Lt vy
e §'il existe un réel A tel que, pour tout e @
x=A,ona: (4 b — .

mm exemple

Une fonction g est connue par sa courbe représentative ci-contre.

Y
Soit v la fonction définie sur 12 ; + o[ par u(x) =1+ }%—2-. .
Sur cet intervalle, u{x) reste strictement positif, donc on peut lui 0
appliquer la fonction g définie sur JO ; + o= . f
¢S x — 2, avec x>2, alors 1+ f%i —> +% Onpose X=1+ x§2 .

D'aprés le graphigue, % lim g(X]=+ = ;donc lim go ulx) =+ oo,

®Si x —> + =, alors 1+ .??L"z —> 1. D'apres le graphique, JrIi_r_1:1‘5;r(Jf]=fil:

l' -
done x_l)ﬂ:ﬂgnu(x] 0.

m _limite par comparaison Neoreme

® §'il existe un réel A tel que, pour tout

x=A,ona:
fx)=g(x)

et si Jl:I_il'r!':'mgjb\(]=...:;|.-.'

lim =<4 00,
alors x_Hmf[x]

ulx) = flx) = v(x)

etsi v et v ont méme limite € en + %,

alors xirgmf(x) =

Ces théorémes s'énoncent en - = , ou avec des situations semblables.

Chapitre 3 — LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE



Limite par composée et comparaison

Soit f la fonction définie sur 0 ; + =[ par f(x) = V"4+% )

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition,

f étant une fonction composée f= gou , pour chercher la limite en a, on cherche la limite de u(x)
lorsque x tend vers o eton trouve A ;

puis on cherche la limite de g(x) lorsque x tend vers A:on trouve ¢ qui est la limite cherchée.

* Limiteen 0 ® Limite en + =
Si x—~0etx>0 alors 4+%—-+w*_ Si x— +=, alors 4+}¢—*4.
\ . ERi
Or lim VX =4. Or lim VX =44 =2. > voir
X—+w X—4
e e 9 Erercices
se [ e e : PR |
Donc, par composée, lim \/ 44 =4 0- Donc, par composée, lim A Ag = 7 31 4 37
x—0 X x— 400 ¥ X

=0

La courbe € est celle d'une fonction définie sur R et la courbe €,
a pour équation y= } ;

On considere la fonction f définie sur R\ {0} et telle que :

pour x=1, hix) < flx) < %

pour O<x<1, flx)= %

et pour x=<-1, f(x)=hix. > voir
Erxercices
Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, si cela est possible. 38 a 42

Afin de déterminer les limites d'une fonction f par comparaison, il est souhaitable de traduire sur un
graphique les inégalités ou informations données, si cela est possible.

sEn +2, hlx) — 0 et 31( —> 0, donc f est encadrée par allure possible de €,

deux fonctions qui tendent vers O en + =,

Par théoreme de comparaison, on obtient lim f(x)=0.
X —5 + @

*Si x — 0, avec x>0, alors —> 4+, Orsur ]O: 1],

1
X

flx) = % ; donc, par comparaison, Jim_ fx)=+0o.

x=0

o5 x — -2, alors hix) — +. Or flx) = hix) sur ]-=;-1].

Par comparaison, _lim _ f(x) =+,
X—=%

*Si x — 0, avec x <0, on ne peut conclure, car on n'a pas d'information sur la fonction f.

Chapitre 3 — LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE



* Soit ¢ un réel et €, la courbe représentative de f. Aasymptote & €

Si on obtient : y ¢|d y 4
xlﬂnc flx=+= ou xll_n;ltf[x]=- o, . ‘
alors la droite d'équation x = ¢ est asymptote verticale a ;x' \
la courbe €. 0 el % ol [ *
> voir Le réel c est souvent une borne ouverte de I'ensemble ' A !4
Aceivee 2 de définition de f
= Asymptote horizontale Aasymptote & 6 en + °
* Si on obtient : y
J|Eli’r'r}'mﬁ[x]=!m ou lim_flx)=b, ;
alors la droite d'équation y = b est asymptote horizontale a ! ; A
la courbe €, en + > ou = =. 0 — X

= Asymptote oblique

La comparaison d'une fonction f avec une fonction affine x > ox + b conduit & étudier la
différence f(x) - (ox + b) etsalimiteen +® ou - .

Sionobtient  lim m[f(x] —(ox + b)] =0 ou  lim_ [f(x) - (ox + b)) =0,
alors la droite d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe €, en += ou -®.

L'étude du signe de la différence f(x) - (ax + b) indique la position relative de la courbe € par
rapport a la droite A d'équation y=ax+ b.

Flog- Dot

ax + b-

sEEEssEEmas

flx) - (ax+ 6) > 0 fx) - (ax+ b) < 0.

La courbe € est au-dessus de I'asymptote A. : Lacourbe € esten dessous de |'asymptote 4.

> voir : i : - 3
Exrm;ﬁ Si la fonction f peuts'écrire f(x) =ax + b +&(x), avec ﬁ“_&; e(x)=0,
346

alors la droite d'équation 'y = ax + b est asymptote oblique & la courbe €, en +® ou -=.

Chapitre 3 — LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE



AT’B\“P" '—..{:5

- 2 . .
Soit f la fonction définie sur ]1; + %[ par f(x) = -XT_'!'--T"’-E- et €, sa courbe représentative dans un

repére orthogonal.

Montrer que |a droite A d'équation x=1 et la droite & d'éguation y =- x+ 3 sont asymptotes 2
la courbe 6. Etudier la position relative de Cret G.

* Pour prouver que la droite A d'équation x = ¢ est asymptote verticale, on démontre que la limite de
f(x) est infinie quand x tend vers c.

* Pour prouver que la droite & d'équation y=ax+ b estasymptoteen + % ouen -, on démontre
que la limite a l'infini de la différence f(x) - (ax + b) est égale & zéro.
La position relative de €, et & est donnée par 'étude du signe de la différence f(x) - (ax + b).

* Asymptote verticale - Ainsi im () - (-x+3)) =0
Si E T 1javee x>, - La droite & d'équation y = - x + 3 est donc
alors S XEHARE— e ] - asymptote oblique 3 €, en + .
et -1 — 0, avec x=1>0 : ;
: ap

donc, par quotient et régle des signes : !\ €

wxt f | f

"% —> 400 ainsi Iim1 flx) =+, T \
x=1 : T \ .

La droite A d'équation x = 1 est donc asymp- - *
tote verticale 3 €. ' o
* Asymptote oblique

On forme la différence h(x) = f(x) - (= x+ 3) : v

2 =
h(x]-_-, M +x-3
x=1
- Comme x€]1;+x=[, ona x-1>0:
-x2+4x+x*-x-3x+3 _ 3 3 ;
= x =1 Tx=1: alors R e
Si x —> +»,alors x-1 —> +, - donc la différence h(x) est strictement positive
3 - sur 11 ; + =[ et la courbe € est située au-

et, par quotient, ~~5 —> 0. . dessus de la droite & .
m_remarque

La distance MP entre le point M(x ; f(x)) de €, et le point
Plx;ox+ b) de & estégaled | f(x)-(ax+ b)|.

On parle de distance « verticale » entre les courbes €y et 3.

La limite nulle signifie que cette distance tend vers 0, lorsque x tend
Vers 4.

Ci-contre, la courbe € obtenue a I'écran de |a calculatrice :

Chapitre 3 — LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

> voir

Exercices
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Détermination de limites

Calculer les limites suivantes :

i i . 2x2-x3+3 . &

i - 3 2 - ; dxc-x+3 | / X .

Ea] im (=X +3x% 4 x-1) b)  lim . oy ! ¢ lim /=7
i X <4
P LTTT U R

p d) , fim_ f(x), sachant que, sur [1;+%[, ona 5 xie 5
W i
- % /'/
/ 3

rd E 3
'
Pour determiner une limite :

« soit on peut appliquer les régles opératoires (voir p. 56) : il est parfois nécessaire de transformer I'écri-
ture de f(x) pour conclure ;

e soit f(x) est un polyndme, alors sa limite & I'infini est celle de son terme de plus haut degré ;

e soit f(x) est un quotient de polyndmes, alors sa limite & |'infini est celle du quotient simplifié de ses
termes de plus haut degré ;

* soit on applique le théoréme sur la limite d'une fonction composée (voir p. 58) ;
* soit on compare la fonction & d'autres fonctions connues (voir aussi ch. 60).

Si aucune de ces méthodes ne s'applique, il y a souvent une question préliminaire qui permet de « lever I'in-
détermination ».

Ea} - x343x24 x-1 est un polynéme ; d) Remarque : On peut vérifier graphiquement quz,

i X—=+wm

/1-X _ L w. Alors :

:;d:mc, par théoréme du cours : sur [1;+ [, l_ < %.;5_;".__?
P T e (I T e :
EMﬂ}n}m[ X} 434 x-1)= Ilim_ -xi=4o0.:
g : Ti=(3+ 2RI N2 +10 ’
oy 2x?-x+3 . w8 ; 5 : i
'b) i est un quotient de polynomes ;
donc, par théoréme du cours :
: ; 2x2-x+3 : 2xE :
B i S Sl
(aprés simplification par x?) . :
b T R :
e est de la forme v/ u(x) . -
i X-4 : : 1
5 : Ona  lim 5 =0cet
iSi x — 4,avec x<4, alors: :
; : : 2x+3 _ | 2x
-4 —> = : y
x-4 D,avec x-4<0 = . 2 =0.
f- ' ‘ : _— : X +® oy
. par quotient et régles des signes, oy e e
. e : Ainsi, sur [1;+=[, lafonction f estencadrée pa
{0r lim X =+2, donc, parcompos€e : i geyx fonctions de méme limite 0 en + .
lim :
x4 NV X=14 : lim f(x)=0.
x<h : X 40
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i)_Comparaisnn_d_e fonctions et limites

‘Dans le graphique ci-contre, on a
‘représenté [a fonction f et les fonctions
g, het k telles que :

g =1 sur J0;+ [,

hix)=-x% et kix)=x.

SCumpIéttr les phrases données et
en déduire les limites de f par

‘comparaison.

éal Pour x=3, ona flx) = wcven
done  lim (%) = v
| X

b} Pour 0<x<1, ona f(x)= ...
gdunc JILHO Fl)i=rannnmn

x=0

E_ElPourxﬁ-z, ona flx) =
1

;Q_Eonctinn..ratinnne_lle-et_ rythme —
—de croissance d’une population

EC-n considére la fonction f de la variable t, définie sur R par :

3(t +10)?
Flty= —— .
| ) t2 + 400
Soit € sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

Y1=ZH+1002 /(HE+400)

r@ a) Calculer f'(t), ol f' est la dérivée, et en déduire les L o
Evarliations de la fonction f. LER L Y=E.7E |
b) Etudier la limite de f(t) lorsque t tend vers + o etvers - .
‘En donner une interprétation graphique.

¢l Dresser le tableau des variations, puis préciser les extremums.
d) Résoudre I'inéquation (t) = 3.

a Construire les tangentes a € aux points d'abscisses 15, 40 et 55.
Construire la courbe % seulement pour t € [0 ; 100].

fB La population (en millions) d'une ville depuis I'année 1960 est modélisée par la fonction f sur
[0;+[,avec t=0 en 1960.

EDn admet que le rythme de croissance a ['instant t est assimilable & la dérivée de la fonction modéli-
|sant cette population.

En s'aidant des questions résolues précédemment, indiquer :

4 en quelles années cette population est supérieure a 3 millions ;

ih] en quelle année la population est maximale ;

ic) le rythme de croissance en 1975 et celui que I'on peut prévoir en 2015 ;
) la population de cette ville & long terme, si ce modele se confirme.

Chapitre 3.~ LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
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b‘ Voir

Erxercices
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Faire le point i
m Limites par opérations

D'une maniére générale, o étant un réel, ou += ou -=:

* |a limite d'une somme est la somme des limites,
sauf lorsqu'une des fonctions tend vers + = et l'autre tend vers - o ;

® |a limite d'un produit est le produit des limites,
sauf lorsqu'une des fonctions tend vers O et I'autre tend vers I'infini ;

* |a limite d'un quotient est le quotient des limites,
sauf lorsque numérateur et dénominateur tendent tous les deux vers 0,
ou tendent tous les deux vers I'infini.

m Limite par composée
@, A et £ sontdesréels, ou +% ou -, et f lacomposée de v suiviede g: f=gou.

Si Ilmau[xl A et si A[n_rz){g()f}:(, alors xlinagou[xlz

Comment faire?

si les régles opératoires ne permettent pas directement de conclure,

la |.dné.:c:; S Finfing O PPlgue s théoremes
d'une foncti i Finfini, un polynéme a méme limite que son terme de plus haut degré

w ‘un quotient de polyndmes a méme limite que le quotient simplifi¢
i raﬁnnnél’!i‘ e ses termes de plus haut degré.

on iht:mrét: les inégalités (ou informations) données, afin d'appliquer

déterminer s théorémes de limites par comparaison :
une limite a ¥ partiw[ltr si la fonction est encadrée par deux fonctions ayant
par comparaison m,uEme limite €, alors la fonction a pour limite £ (théoréme dit
 wdes gendarmes »).
- ® verticale d'équation x =c, y |
‘on montre que : y
o Jim, fx) =20 | /1
e -—d—f.-_ l\f J .-"FI
If + 00, — -
prouver l'existmﬁc&__ Jt-n}-{- . ’A iy f ' f/’
d'une asymptote o harizontale. d'équation y = £, N /
alacourbe € on montre que : Nefe A
d'une fonction f | F:. ) *IIItttm flx)=¢ 0 \ f/’ x
1 ’i oblique d'équation y = ox + b, '-I
2 J“m‘t montre que : !
: J 1h"l iz
. ,,_'I.“"; (flx) = ([ex+ b)) =0 !
! Chapitre 3 - LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE -




exercices

La page de calcul
1. Changement d’écriture

gﬂuns les exercices 1 @ 2, écrire sous la forme d'un seul
i quotient et préciser les valeurs interdites.

Ba] f[X]=2—%+x]j : b) f[x]=x,,3+xi :

£~

0 e 14 2 - —4-x- X=3
LRy d) fl)=4-x- 252
-Xx+2 _x-3 .
o -5
i:-f - S
] s (x- 3+ C(x-2)?

g g = NER o 2 5
c]f[x] 1 x+l x2-1"' 9 s 3x-1 3x+1°

B Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout
' réel x de B\ {-1},on ait:

2x + X
X+1

e

=agx+ D+ — - .
4 bx+1

:3 Déterminer les réels a et b tels que, pour tout réel x
' de B\{1;-3},0nait:

BX 43 _ 8 . b
x242x-3 x=-1 x+3°

D % Déterminer les réels @, b, ¢ et d tels que, pour
| tout réel x de R\ {-1},onait:

-1){x%+2) 2 d
2 X-I'T:l- =agx<+ bx+Cc+ X+ .

B Pour chaque fonction f définie sur /, calculer :

: flx) = (ox+ b) .

En déduire une écriture de flx) sousla forme ax+ b+€e(x).
%Etudier]e signe de £(x) suivant les valeurs de x dans /.

: 2 -

‘a) flx) = 2 x3x L =10+ et ax+b=4x-3.
iR

h) flx) = % I=]0;+%[ et gx+b=-x+1.
i X

2

it) f{x]:%%_ (=]2:+=[ et ax+b=2x-3.

3_442
X 4x_;+3ri._].|

Ejd] flx) = ? c+ o[ et ax+b=2x.

(x=1

2. Comparaison
B Montrer que, sur 10 ; +=[,ona:

1 1
X = X+ 2 =0,

 En donner une interprétation graphique.

E _-,' o = i 1 i_ —_ .x
D 1° Etudier le signe de 2aoa U R\{0}.

2° Montrer que, sur J0;+=[,ona:
: R X =

En donner une interprétation graphique.

B 1° Etudier le signe de ;- jﬁ:j’ sur R\{0}.

: cdui 4x -3
i 2° En déduire que sur [1;+9°[,ona f—‘, -

B La courbe € a pour équation :

-x2-3x+1

y= X-2

;Soit % la droite d'équation y=- x -5, dans le méme repére
ique €.
Etudier la position relative de |a courbe € et de la droite 9.

3 1° Etudier le signe de 32-"‘1‘]- suivant les valeurs de x.
i X<

2° Soit f la fonction définie sur R par:

= X2exied
i x2 41
- représentée par la courbe €, et & la droite d'équation
‘y=x+1 dans le méme repére que €.

Etudier la position relative de €ret B.

3 K Déterminer le plus petit entier naturel n tel que,

. .. 4x +3 ]
: = A
- pour tout réel x=n,onait 571 < 355"

’;En donner une interprétation graphique.

:B % Déterminer le plus petit entier naturel n tel que la
2
 courbe d'équation y= X +:-'1 “3 st proche de la droite @

?d'équation y=x, avec un écart en ordonnée inférieura 0,01.
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exercices

B Opérations et limites

:‘b On donne deux fonctions f et g, connues par leurs

courbes représentatives €, et €, ci-dessous :

}’W ¥ L

21
(8]

-+

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

X =%

“] Jim (fix) +g(d) =4; ©) _lim

Ec] lim ", [ T d)

e gl ™4 lim, 20

2l s T

=2

@) Jim (F0+g0) = +2; )

E’ X»3
i JE Rt - ~
9-) ,,_I.'."lg f(x) ' h} xlﬂ"a f[x:"‘g(x’ +e

x>13

@ Dans chaque recherche de limite, on propose une
- méthode : est-elle adaptée ou non ?

:3) On recherche  lim  2%2-3x+1 .
i X =80 4 -x y

: ; 2
ion calcule [a limite du quotient des termes 2% r

ib] On recherche _ lim _ (3x-1 +__]

£l est inutile de réduire au méme dénominateur, on applique la
:ilmlte d’une somme.
!

ic] On recherche lim 2X%-3 .
]GRBT oS T
x>1

i - on calcule Ia limite du quotient des termes de plus haut degré.

gd] On recherche lim

B -x+1)(x*+8):

l| faut d'abord développer pour appliquer la limite du terme du
plus haut degré.

Chapitre

Flx)x glx] = +o0;

LAim o f(x)x g(x) = -c=;

K ==125; €=

3 — LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

Pour les exercices de 16 @ 19, on considére les fonctions!
i g et h connues par leurs courbes représentatives ci-desst

bl i
PR

1-6 ) Dresser le tableau des variations de chacune de

fonctions, en indiguant les limites aux bornes de leur ensemtk
i de définition.

@ 1% Lorsque cela est possible, donner [es limites en +5
de chacune des fonctions suivantes :

?a]a‘q-g; f+h; g+h. b)fg; fh; gh.
2° Mémes questions en - = .

18 ) % Déterminer (si possible) les limites en + = gte
: = de chacune des fonctions suivantes

. o S
' _g"r F' b] 9+Fl 2h q

B % Si elles existent, déterminer les limites suivantes:

 a) Jim_ - hx)x g0 ; b) Jim  h(x)x ((FLx) +2)
f X=l X>»2

e Fix) im  Glx)-

ic) lim d) lm =Sl

Bl g (x) Yes HiM

20) H Retrouver le graphique « au voisinage de zti0s
correspondant a chacune des fonctions données :
fix) = f‘-‘-‘-‘-;- L.

gfx}—-—— hix) = 32X

24+3x .
X i

Ci-apres, les allures possibles (sans tenir compte des unités grz-
‘ phiques, seuls les axes sont donnés).




exercices

0| -0 . ol
| e
@ (®) © @

3. Limites par opérations

B Déterminer les limites suivantes !

a] xlisnlm {2X-1-i-] i b) xli:nim (_x2+%J ;
i 3

ty i 1y . o xd-8x

5':] .r"—rptl [X2-4+EJ < d) xll—TE 2—X

§ x>0 x=d

@ Déterminer les limites de £ aux bornes de son ensemble
{de définition D,

?a} flx)= g -+x et Dp=14;+=][.

b) )= -2x+1- 52 et Dp=]-=0;3].

c] £ T R

oy tE -2 et Dp=]1;+%].

23 ) % Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition Dy. (On justifiera 'ensemble de définition.)

3) fl) = vx (3x-1) et Do =[0; 4+l

b] =\ 35=% ;24' et D;=10;10[.

et D=1-2;2.

125 DEOTEES ol

2605 - 252,

C] flx) = 4 -5x .

a) fix) =% Z_x-6

4. Limites a infini de fonctions
polynomes ou rationnelles

24 ) Déterminer les limites en +% et en - de chacune
 des fonctions £ données :

ga] fl)=-2x343x=-1; b) A)=06Bx*-x+1)(-x2+4);
c} fix) = (x2- 42 (1= x: d) fx) = (= x + 43 (x+ 1)2.

EPaur.fes exercices 25 et 26, déterminer, les limites en + o=
ieten - desfonctions f, enprécisant 'ensemble de défini-
i tion Dy .

b) flx) = X HX-2.

4-x
. Fodc? - x+5)16-25)
9 fla- 50 A i

B L o
b) flx) = el

leh
@) fi= LE2IC

x2+4

2?) K Déterminer les limites de f aux bornes de son
i ensemble de définition D, :

et De=J4;+=[.

4 - x
b) fX)= Gy et Dpml-s;-3[.
¢) flx) = ;-‘i':?% et De=R\{-1:1}.

1. Vrai - Faux

D Les fonctions u et g sont connues par leur tableau
: des variations et quelques valeurs :

x \..,m =17 5 + o0

o+ GO 3

ulx)

X |- _2 1 3 .

g(x} ff"”’”ffﬁ4\ Tt 1

e = =1

 Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

2) gou(5)=4; i g gt
t:] gou(-1)=4; d) im gou(x)==-1;
:EE) im goufx) =1, f) x_li,nlmgnu[x}u::}_
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exercices

’E On considére la fonction g connue par sa courbe
i ci-dlessous :

4

/_

1
o] %

%Soit f=gou , composée de v suivie de g, ol u est une
 fonction indiquée dans chaque cas,

 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Ea]Four ulx) =4x+1, _lim_goul(x)=2.

e
‘) Pour wlx)=1-x%, lim_gou(x=2,
%c}Fuur ulx) = }_r- Jim_ gou(x)=-2.
::d]Four ulx) = ,%’  im_ goulx)=3.
2x-4 -
EI:] Pour uld) = X=2 . lim gou (x) = -2,

x>0

E On considére les fonctions g et h connues par leurs
 représentations graphiques €, et €.

l‘:‘

Les propositions suivantes sont=elles vraies ou fausses ?

éa}SE flx) = hix) sur [0;+2[,alors  lim flx) = = o0

éh] Si f(x) = glx) sur ]0; +=[, alors III_E!O flx) ==,
: x>0

éc}Si fix) = glx) sur ]-==;0[, alors _lim, f{x)==es,

éd}Si g(x) < flx) < hix) sur ]-=;0[,alors _Jim flx)=0.

Ee]Si flx) = glx) sur J0;+ [, alors _lim  flx)=+cc.

2. Limites par composée

gﬁmr lesexercices 31 et 32, lo y

: courbe ci-contre représente une Z

i fonction g définiesur B, g
Dans chaque cas, déterminer le

: sens de variation de la fonction 1

: composée f=gou ,vinsi que les 31-""; ! +
: limites aux bornes de I'ensemble 1

i donné.
31D a)ulx)=1-xsur R; b) ulx)=9-x sur [0;+ [,

%32)*;}:.-{::]--% sur 10 ;+f;

= 251 sur ;e

E Soit u la fonction définie sur R par:

é ulx) =x2-4

iet g la fonction représentée < yi
 par la courbe €, ci-contre : g

: g

1° Etudier le sens de variation

 de la fonction % , inverse de
:la fonction v , définie sur

iR\{-2;2}.

LT

Preciser les limites aux bornes de I'ensemble de définition.

2" Soit |a fonction composée f=gou .
:a) Justifier que la fonction f est définie sur R .
: b) Déterminer le sens de variation de gou .

Ec] Déterminer les limitesde fen += eten -,

34 ) % On considére la fonction © connue par son tableau
i des variations.

8

-1 2 + %
4
ulx) u/ \
// 0

-
- Etudier le sens de variation de son inverse g = 1 et préciser
: I'ensemble de définition.

Euéterminer les limites de la fonction g aux bornes de
i son ensemble de définition.

Chapitre 3 -
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35 Soit v et g deux fonctions dont on connait le tableau
des variations, les limites aux bornes de I'ensemble de défini-
tion et quelques valeurs.

x |_o 3 4 6 +
| et L
ulx s 207
“‘H._.If-"""
X |o 1 3 + %
_,--P'+m
g~
a(X) T
_:x;"f

éa] Expliquer pourquoi la fonction composée f=go u est
i définie sur
" I3[ U6+,

;h:l Dresser |e tableau des variations de |a composee f, déter-
Eminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

36) %% €, et ‘ﬁg sont les représentations graphigues
e deux fonctions :

u definie sur R\ {2} et par u(x) = %

et g définie sur JO ; + =[.

| ﬁ\

1 Justifier que la composée f = gou est définie sur
J-w;1[UJ2; + [, maispasentre 1 et 2.

2 Determiner les limites de £ aux bornes de son ensemble de
 définition.-

3 Etudier les variations de .
En deduire le tableau complet (avec limites) des variations de F.

@ En utilisant une fonction composée, déterminer les limi-
tes suivantes

ia) lim Vx2+2x-3 ; bl v =xFx
X == 406 s

s : 4% : X—4
9 i, S A i/ 255
E x<0

3. Limites par comparaison

38) * Montrer que, sur JO;+ [, ona:

1 X
= =
X = xepa Tl

: En déduire la limite de X quand x tend vers + o . \
X% 41

39) Soit f une fonction définie sur [0 + =[ et telle que,
i pour tout x de [4;+%=[,ona:

0=fld= -
a) Donner une allure possible de la courbe représentative de f
: en supposant que f n'est pas monatone sur [0 ; + 2] .

: b) Déterminer la limite de f en + .

B Seit f une fonction définie sur ]O ; + o[ et telle que,
- pour tout réel x de JO;+%[, ona:

14
0= flx)= e

Que peut-on en déduire pour la limite de fen +0o07?

E‘D €, et *E’g sont les courbes de deux fonctions défi-
niessur R .

‘:f1‘ Si f est une fonction L4 -%?g !

: définie sur [ telle que, pour R
itoutréel x,ona flx) = g(x) . Bl P

ique peut-on en déduire £ 1 S A
i pour les limites de f en + = / G -

et en-w?
2° 5i k est une fonction définie sur R telle que, pour tout
iréel x,ona k(x) =< h(x), peut-on en déduire les limites de k
ien + eten - ? Sioui, les donner.

: 42) % Soit £ une fonction définie sur R et telle que -

sur J0;+%[, ana —1?+2£-:f[x]£.;+2

etsur ]-=:0[, ona %if:—af{x:lai:% '
1 Démont J- 0 ; 0] bt e i
¢montrer que, sur J-=;0[, ona 3,7 < 73

£ 2° En utilisant au mieux les inégalités données, déterminer les
i limitesde fen +o eten — .
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‘5] Droites asymptotes

43 Soit f définie sur 11 ; + =[ par filx) =2 -
%et € sa courbe représentative.

x2-1

:Déterminer les asymptotes verticale et horizontale a la courbe
"f, Préciser la position de la courbe €, par rapport a son
aswnptute horizontale.

44 soit  Ia fonction définie sur 12 ; + = par:

- =X243x
flx) =

51- Déterminer |a limite de f en + =.

2 a) Déterminer les réels a, b et ¢ tcls que, sur ]2 ; + [

2 ‘
b] En déduire que la courbe €, représentant la fonction f,

‘admet la droite @ d'équation y=-x+ 1 comme asymptote
obllquc en + %,

E3" Déterminer la limite de F en 2. En donner une interpré-
;tation graphigue.

E % Démontrer que la courbe € d'équation :

X [Zx +1)
§ = Tx+1
:a pour asymptote oblique en - =, |a droite & d'équation
y=2x-1.

. avee xz=-1,

gétudicr la position relative de la courbe € par rapport 4 la
;dru'rtt D

46) * Démontrer que la droite &, d'équation y=x-1,
est asymptote oblique en + o eten - 3 |a courbe €,

o I_x2_4
it e

‘Etudier la position relative de la courbe € par rapport a la
‘droite .

@ % Tracer une allure de la courbe € d'une fonction f
Edéﬁnic sur R\ {2} telle que:

- % aune asymptote verticale d'équation x=2;

t € aune asymptote horizontale en + % d'équation y=3;
- € aune asymptote horizontale en - = d'équation y=-1;
0 f est croissante sur J- = ;2] etsur ]2 ;+=[;

'» I'équation flx) =0 a pour ensemble solution S= {0 ;5}.

E3' Construire la droite @
iet la courbe € dans un
: méme repére.
: Ci-contre |a visualisation 3
i1a calculatrice.

48 H ¥ Les courbes ci-dessous sont les représentations
ggmphiques de deux fonctions g et h définiessur R,

y _ AN e
(ﬁl;y/*\h\ : /,./ .
_/ L Loy 4!

1 o[ 1 X K %

;:Soit f la fonction définie sur R par f(x) = g(x) + h{x).
I 1° Déterminer le sens de variation de la fonction f.

 2° Déterminer les limitesde f en +% eten -,
. Démontrer que la courbe €, représentant f, admet deux
§MPW&S-

i 3° Dans un méme repére orthonormal, tracer ‘8 et €, et

:nnsh-mm paint par point la courbe €.

49) % % On considére la fonction  définie sur R\ {1}
Epar:

x3
flx) -

‘et € sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

1° Etudier le sens de variation de .
EOn donnera une forme quotient factorisé pour (x) .

;52' a) Déterminer les limitesde fen +%,en - eten 1.

;b} Démontrer que la droite 2, d'équation y=x+2, est

asymptote a |a courbe € en + = eten - =,

) Etudier la position relative de € par rapport & Ia droite 2,

Ed) Déterminer le premier entier naturel n, supérieura 1, te

quz pour tout réel x= n, on ait :

~ LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
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1. Etude de fonctions

50 soit f Ia fonction définie sur 11 ; 4 par:

F(x) = - 3x ’
i x2-5x+4
1" a) Montrer que Flx) = <v =% pour tout x de J1;4[.

:b) Utiliser la forme précédente pour étudier le sens de varia-
‘tion de la fonction Fsur ]1;4].

2" Déterminer les limites de £ aux bornes de son ensemble de
 définition. En donner une interprétation graphique.

3" Tracer la courbe représentative de F, en précisant les tan-
- gentes aux points d'abscisses 2 et 3.
[Choisir 2 cm pour unité en abscisse.)

50D % Propension marginale a consommer

?Suivant le montant de son revenu R, un ménage consacre une
 partie de ce revenu a consommer ; soit C(R) le montant de
 cette consommation.

‘ La propension marginale &

' er est la fonction dérivée
¢ de la fonction de s elle exprime la part de revenu
ménage est prét & consommer.

 supplémentaire que
Dans un pays, on suppose que la fonction de consommation
 est donnée en fonction du revenu R exprimé en k€ par:

_ 5R? 4 240R+160
CiR) 6(R + 40)

1° Calculer la propension marginale & consommer pour un
: ménage dont le revenu est de GOKE .

: 2
12" Résoudre I'équation B + 80K+ ;BBE] =1L
é 6 (x + 40) 20

gEn déduire le revenu d'un ménage dont |a propension margi-
nale & consommer est de 85%.

3" Erudier la limite de C'(R), lorsque R tend vers +
{En donner une interprétation économique.

52) * Coit moyen

A. Question préliminaire : étude d'une fonction auxiliaire
i Soit g la fonction définie sur [0 ; + o[ par:

: glx) = 5x3 - 1 500x - 200.

1° Etudier le sens de variation de g sur [0 ; + o[ et dresser
: le tableau des variations. (On ne demande pas la limite en + )

2* Justifier que I'"équation g(x) = 0 admet une unique solu-
i tion a dans [10 ; 20] . En donner une valeur arrondie a
%_D.1 prés .

;§3° En déduire le signe de gl(x) sur [0 ; + =[ suivant les
; valeurs de x.

B. Etude d'une fonction de codt moyen
: Le coiit moyen (coit unitaire en euros) lorsque I'on a fabriqué
g centaines d'objets est donné par :

c.,‘[q1=sq+az+”"°°+‘°°

: 17 Déterminer le nombre d'objets  produire, a la dizgine pres,
i pour avoir un codt moyen minimal. (On utilisera au mieux la
 question préliminaire.)

2" Soit € la courbe de
: colit moyen dans un repére
: orthogonal.

i a) Montrer que la droite @
d'¢quation y=5q+ 31 est
asymptote oblique a Ila R=10
courbe € en + =,

pour gE 10 ; + o[ .

TISER# 31 +(1500H+1000/H3

v=232

1500 g + 100
2

b) Résoudre l'inéquation =< 10.

: En déduire la quantité minimale & produire pour que le coit
: moyen soit approximativement de 5g + 31, avec une erreur
inférieureda 10€ .

 3° Construire Ia droite @ et la courbe €. (On placera la tan-
: gente a la courbe € au point d'abscisse a )

| C. Plage de bénéfice

Chaque objet fabriqué est vendu au prix unitaire de 3,6 € .
1° a) Tracer la droite d'équation y = 360 sur le graphique
 précédent

i b) En déduire les solutions approchées 3 |a centuine prés de
: I'tquation Cy(q) = 360.

2* En déduire la plage de production qui permet de réaliser un
bénéfice, c'est-a-dire le nombre minimal d'objets et le nombre
i maximal d'objets a produire (3 la centaine prés) pour que le
: prix de vente soit supérieur au coiit moyen.

Chapitre 3 = LIMITES ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE



exercices

I 53 Evolution d'une population

él.!ne ville dans un pays industrialisé a une population qui peut
:se modéliser par la fonction P définie sur [0 ;+ o[ par:

Plf) = 61?20t +75
i t2+25
Em‘: t est |e temps écoulé en années depuis le début de
gl'anaivse. et P(t} estla population en centaines de milliers
jd’habitants.
1* a) Calculer la population au début de I'analyse (t=0).
Eb] Déterminer la limite de P(f) quand t tend vers 4 oo,

52' a) Calculer P(t), ou P’ estla dérivée de P.

éb} Etudier le signe de P'(t) et en déduire le sens de variation
ide la population pour t=0.

iLa population de cette ville a-t-elle présenté un extremum ?
ic) Dresser le tableau des variations de cette population.

53' a) Déterminer & quel(s) moment(s) la population était de
{650 000 habitants.

gb] On rappelle que le rythme de croissance d'une population
iest sa dérivée par rapport au temps.

;Calcuh:r le rythme de croissance a chaque instant ol la popu-
éiation était de B50 000 habitants.

E * Elasticité

EA. Préliminaire

iUn produit proposé sur le marché induit une fonction de
idemande de ce produit par rapport au prix du marché :

= D(p) . Une variation du prix entraine souvent une
‘variation de la demande.

‘Pour un niveau de prix donné, I'élasticité de la demande
=par rapport au prix est le quotient de la variation relative
‘de la quantité demandée par la variation relative du prix,
:pour un niveau de prix donné :

- au aprés | variation |variation

: départ [variation| absolue | relative

Eiow 2 %

- | prix P py |Ap=py-p pE T"

i s
quantité 2 Ag Ap
demandée] 7 | 9 [A9=%-9| & P

EMontrer que si le prix augmente de 1% , alors |'€lasticite est

idonnée par 100 x ﬂqq :

%ﬂinsi. I'élasticité mesure le pourcentage de variation de la
:demande pour une augmentation du prixde 1%.

h] Montrer que el(p) =

éb] Montrer que elp) =-2+ —=—
ivariation de I'élasticité. p

iB. Etude de I'élasticité du marché d'un abonnement

La fonction de demande d'un abonnement & un réseau est don-
inée par g=140-2p, ol p estleprixentre 30€ et 70 €,
iet g la quantité en milliers d'abonnés.

1° Calculer le nombre d'abonnés pour un prix de 50 € , puis
iun prix de 51 €.
i Calculer alors I'élasticité de la demande par rapport au prix.

2 a) Exprimer la demande g, en fonction de p lorsque le
i prix augmente de 1 %.

i Calculer |a variation relative et en déduire I'élasticité e(p) en
:fonction du prix p.

-2p

; I le |
0-2p ¢ sur quel ensemble la

;Fonr:tinn e est-elle définie 7~
iCalculer e(40) . Interprétér ce résultat.

éc] Etudier le sens de variation de la fonction e.
: Déterminer sa limite en 70.
iSile prix p tend vers 70 € , que devient |'élasticité ?

E ok Elasticité instantanée

{A. Préliminaire

::Soit f une fonction de demande dépendant d'un prix x et
i dérivable sur son ensemble de définition .

 Lorsque I'on considére de trés petites variations h de prix,

‘entrainant de petites variations de la demande, alors le prix
‘passe de x & x+ h etlademande passe de f(x) & flx+h).

Ea} Montrer que I'élasticité s'écrit :

flx + h) - flx) . X
flx) h'’

gh] Montrer que, si h tend vers O, alors :
:
f(x)
i elx)=x

: b =xx0 fx) '

Eappelé élasticité instantanée pour un niveau de prix x.

B Application

La fonction de demande d'un bien courant est donné par:

Flp) = —8 pourun prix p dans 0;+e=],
(p) = 3% pourun prix p dans [0+ =

1° Calculer f(p), en déduire le sens de variation de la fonc-
ition de demande.

2 a) Déterminer ['élasticité instantanée e(p) pour
::pE [0;+].

2 . En déduire le sens de

+1

éc) Déterminer la limite de I'élasticité lorsque le prix devient trés
igrand, puis interpréter ce résultat.
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| Propriétés algébriques
_ p.76

¢ comprendre |a définition
et les propriétés immédiates
qui en découlent

® savoir utiliser la propriété
fondamentale du logarithme
et appliquer les régles de calcul

Fonction In p. 78
® connaitre les propriétés
analytiques de la fonction In
@ définir le nombre e
® savoir résoudre des équations
et inéquations comportant In

Logarithme d’une fonction p. 80
e composer une fonction v
avec la fonction In
et appliquer toutes les propriétés
des fonctions composées
a I'etude de la fonction Inu




."’ Voir

Chapitre 9

)Le logarithme au secours
i._4:Is.ai[emesgl]tatl«'ms graphiques

1l arrive fréquemment que I'on rencontre des graphiques, dans des revues économiques, compor-
-tant une échelle « logarithmique » en ordonnée.

ECe type d’échelle permet de visualiser des phénoménes & évolutions importantes.

en milliers de francs 1= Le graphique ci-contre, paru dans

I'Insee premiére, permet de visualiser
et comparer 1'évolution du salaire
meédian et du SMIC depuis 1950.

Cette échelle est telle que I'écart entre
10 et 20 estle méme qu'entre 100 et

colit du salaire médian

—salaire net médian. ||

! - 200 .
B e S e e s St Sa construction est expliquée dans le
20 - P ——1 e TD.6.
wtFRRFE L P D 1 et
10 L dbdt kit i a) Lire le colt du salaire médian et le

1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990

;fhl Quelle est la fonction usuelle qui n’apparait pas dans ces dérivées ?
z On se propose de regarder les primitives des fonctions f définies sur ]0 ; + «[ par flx) =x™,
ou m est un entier relatif (si le chapitre Calcul intégral a été traité avant).

a) Quelle est la primitive sur ]0 ; + %[ de la fonction carrée qui prend la v:alcur len 17

h) Quelle est la primitive sur ]0 ; + [ de la fonction définie par f(x) = qm prend la valeur
len 17

¢) Donner une formule générale pour la primitive sur ]0 ; + «| de la fonction définie par flx) = x™
‘prenant la valeur 1 en 1.
' Cette formule est-elle valable pour tout entier relatif m ?

cotit du SMIC en 1955, 1970 et 1994.

%Présenter les résultats dans un tableau.

'b) Comparer en calculant les variations absolues AV, puis relatives % ;

z De 1981 a 1994, il semble que les courbes présentent un parallélisme.

a) Approximativement, les courbes du SMIC et de son codt sont « paralléles » .
‘Est-ce que cela signifie que la différence entre le SMIC et son coit reste la méme ?
Est-ce que le pourcentage que représente le coit par rapport au SMIC reste le méme ?
:b) Mémes questions pour le salaire médian et le coiit du salaire médian.

M[Qn;ﬁgns_xixﬂ‘

1” On se propose de regarder les fonctions obtenues en dérivant les fonctions f définies sur
110 ; + o[ par f(x) =x™, oli m est un entier relatif.

a) Recopier et compléter le tableau ci-dessous.

[ RS R EIFIFIEIES
Hexposant m | |
F) |
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La touche (Jn ) est une touche de fonction.
Cette touche appliquée au nombre 3 permet d'obtenir une

1nd{32
1.898612289

gvaleur approchée du nombre In3 .

« In3 » sedit « logarithme népérien de 3 » ou simplement
é‘uln de 3 n.

fﬁ.ﬂwant I'invention des calculatrices, une valeur approchée
‘s’obtenait a 1"aide d'une table de logarithmes ou d'une regle
‘& calcul.

‘La fonction logarithme népérien a été inventée pour faire
édes calculs astronomiques, vers 1610, par John Napier (ou
i Jean NEPER).

Mais, l'usage d'une échelle logarithmique rentre dans la vie
-courante ; par exemple, le minuteur d'un four a micro-ondes.

« Trés illustre amateur de mathématiques.
- Comme rien n'est aussi pénible que la pra-

nombres utilisés dans les multiplications, les
divisions et les ertractions de racines lors-

- tigue des mathématigues, parce que la logis-
. tique est d'autant plus freinée, retardée que
- les multiplications, les divisions et les extrac-
. tions des racines carrées ou cubiques portent
- sur des grands nombres ; [...] j'ai entrepris de
- rechercher par quel procédé sir ef rapide on
 pourrait éloigner ces obstacles. [..] A la vérité,
- aucun, parmi les autres, n’est plus urile que
I'un d'eux ; par son moyen, on rejette les

qu’elles sont difficiles et prolixes, et on les
remplace par d’autres nombres, que j'ai pris
soin de leur adjoindre, et I'on achéve le cal-
cul par des additions, des soustractions, des
divisions par deux et par trois seulement. »

Extrait de la préface a
La merveilleuse régle des logarithmes
de Jean NEPER - 1614.

|* En utilisant la touche @ , trouver, parmi les nombres suivants, ceux ayant une image par la
‘fonction In: 3% 103 2: 100; =1000: 1: =13 03 013 = 1013 001,

EQutl semble étre l‘é‘psemhle de définition de la fonction In ?

éQuels semblent étre 'Lles nombres ayant une image négative par la fonction In ?

2 a) Quel semble étre le lien entre les nombres In3, In2 et In6, entre In3, In5 et In15.
‘Puis entre In7, In4 et In287

‘Quelle propriété peut-on supposer pour la fonction In ? Pourquoi NePER parle de faire des addi-
‘tions au lieu de multiplications ?

'b) Comparer In10 et In0,1; In4 et In0,25; In02 et In5; In(3) et In3.
fQuelle propriété peut-on supposer pour la fonction In ? Pourquoi NEPER parle de faire des sous-
‘tractions au lieu de divisions ?

3" a) Calculer Inx 4 I'aide de la calculatrice (on donnera 5 chiffres significatifs) pour les valeurs
suivantesde x: 10; 100; 1000; 10%; 10%; 10'2; 1099.
?Quclle semble étre la limite de Inx lorsque x tend vers + % 7?7
'b) Calculer Inx a l'aide de la calculatrice pour les valeurs suivantes de x :
1¢ O5; 01 001; 600L; 100% 10- 1,
Quelle semble étre la limite de Inx lorsque x tend vers 0, tout en étant positif 7
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> voir

Chapitre 9

> voir

Acrivire 2

P voir

Activite 3

> voir

Chapitre 2

- - - -

La fonction inverse x > Jl‘. est définie et continue sur JO ; + =[. Elle admet donc des primitives sur

10 ; + =[. Ou encore, il existe des fonctions dont la dérivée est la fonction inverse,

m_fonction In |_définition

La fonction logarithme népérien est la primitive sur JO ; + =[ de la fonction inverse prenant la
valeur 0 en 1. Elle se note In.

Autrement dit :

® |n est définie sur ]0 ; + [ :

® |n est dérivable sur 10 ; + o[ et sa dérivée est la fonction inverse : In'(x) = % 3
*n(1)=0.

B_remargues
® 'image de x par cette fonction se note In(x) ou plus simplement Inx quand il n'y a aucune ambiguité,

® |3 fonction In étant dérivable sur ]0 ; + o[, elle est donc continue sur 10 ; + = [.

m régles de calcul

Pour tous les réels o et b strictement positifs et tout entier relatif » :

@ propriété fondamentale du logarithme : In(ab) =Ina+ Inb
AN [ : m - . 7T o
@ In(a] lna: @ I"(b) Ina-Inb: @ In(aM=nina: & InlJa) 5Ina.

EN_preuve
@ a étant un réel strictement positif, on considére la fonction g définie sur |0 : + o= par:
glx) =Inlox) - (Ing +Inx).
Cette fonction est dérivable sur ]0 ; + =[ comme somme et composée de fonctions dérivables.
Ainsi, pour tout x>0, g'(x)=axIn'(ax]-0=In"(x) = 0% EJIw - J( = % - ]‘ =0,
La dérivée de g est toujours nulle, ce qui signifie que g est une fonction constante sur ]0 ; 4 o[,

Or gl =Inlex1)-(lna+In1)=Ina-Ina=0;
par canséquent, la fonction g est constamment nulle sur ]0 ; + =<[, et ainsi In(ox) =Ina + Inx.

x étant quelconque dans ]0 ; + 2[, en posant x= b, on retrouve la propriété fondamentale.

@ Soit 0>0. ax ‘7', =1, donc In|r.rx %} =In1,c'est-a-dire Ina+ Ing? = 0. Par conséquent, '"cli =-Ina.
@ Soit 6> 0 et b:-o.ln[&) In{ax b) |na+|n(b) Ina-Inb.

@ *Si n=0 ou n=1, I'égalité est évidente : In(e®)=In1=0=0.Ina et Inle")=Ina=1.Ina;

sSin=2 et ag>0, alos g"=ax..xa, donc In(g”")=Ing+..+Ilna=nlna;

n facteurs n termes
*Sin=-1,¢et a>0, alors u":ﬁ avec -n=1, donc Inlg")==-Inle™"}==(-n)ino=ning.
2 s i
® (yo) =0, donc In((/a )2] =Ina, ouencore 2In(,/a)=Ina. Ainsi In(/5)= %Ina
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roprietes algébriques de In N

Déterminer I'ensemble de définition de chacune des expressions suivantes :

Alx)=In(1-2%): B(x} =

méthode

Inx+In(x-4):

Clx) = In(x(x-4)) .

Comme |a fonction In est définie sur les réels strictement positifs, In Bl existe pour . > 0.
Autrement dit, I'expression sur laquelle porte In est strictement positive.

e AlX)=In(1-2x) .
Alx) existe pour SN >0,

c'est-a-dire pour x< -%- )

D'ou A(x) est définie sur ]-c=: % [.

* B(x)=Inx +In(x-4).
B(x) existe pour x>0 et x-4>0.

x>0 x>0
X-4>0 X> 4,
9 4
. S

L'intersection de ces deux ensembles donne x > 4.

B(x) est donc définie sur 14 ; + o=|.

® C(x)=In(x(x-4)).
C(x) existe pour x(x-4)>0.
Le polynéme du second degré x(x - 4) a pour

racines 0 et 4,
Jek
04

D'ou C(x) estdéfiniesur]-=0;0[ U]4;+e=[.

= Remarque

On a I'égalité In(x(x = 4)) = Inx + In(x - 4)
seulement lorsque x>0 et x-4>0.

La parabole d'équation y= x(x- 4)
a l'allure ci-contre :

Ainsi, les expressions B(x) et C(x) ne sont pas
égales, car elles n'ont pas e méme ensemble de
définition.

4
On donne Anln(‘r§“3 } et B-Slnz-%ln3+ln5.

23

Ecrire A en somme de loga}ithmes et B al'aide d'un seul logarithme.

/

méthode /
On utilise les cing régles de calcul algébrique.

«A=In ("_"3] =In(y/5 %3% -In(23)
=In(y5) +In(3%) - In(23)

- % IN5+4In3 -3In2.

1L (S#3"4,2™3)

|

‘ 3. 119726569
1s2%1RtS)+4 TR
| nc§>

119726569

* B=3In2- 3 In3+In5
=n@3)-In(y3) +In5
=In(23x5)=In (/3

ol nf]

31n(2y-1-2%1n(3>

¥1n¢5) |
3.1395?331-

 In¢4@-TE355
3.13957331 |

> Vuoir
Exercices
1494 17

> voir
Activité 3
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fonction In propriétée

*® La fonction In est définie sur 10 ; + ==[ et strictement croissante sur ]0 ; + =[ et In'(x) = 1.

. ; 1 : In x
e xll—r-nﬂ Inx=-c0 ' x—'ulbulm Inx=+ o et x—lu'-”lm X ot
x>0

L'axe des ordonnées est asymptote verticale a
la courbe d'équation y=Inx.

* Tableau complet des variations :

x|0 1 +®
In'(x) = & + 1 +
+ 0%
- 00
B preuve
® Sens de variation
P voir Comme la dérivée de la fonction In estla fonction inverse, strictement positive sur 10 ; + =[, alors la fonction In
T.D. 1 est strictement croissante sur ]0 ; + =[.
® Limites
- Ala calculatrice, en calculant successivement les logarithmes de 107, 1020, 1050, .. on arrive 3 dépasser 227 ;
. en effet, In(109%) = 99.1n 10, valeur qui est un peu supérieure 4 227
P voir - Soit M un réel fixé aussi grand que |'on veut. On considére un entier n vérifiant n.In10> M.
Erercices

Comme la fonction In est strictement croissante sur 0 ; + ==[, si on prend x tel que x> 107 alors Inx= In(107) ;

26 4 31
or In(107)=n.In10 et n.In10> M, alors Inx > M.
Donc on peut rendre Inx aussi grand que I'on veut, a condition de choisir x suffisamment grand ; ce qui indique
que lim Inx=+m=,
X —= 4m
-Si x tend vers 0, avec x>0, alors -} tend vers + o . En posant X= % . on se raméne a la limite de la fone-
tion In en + oo .
P voir Ainsi Inx=In L =—InX et lim InX=+%; doi lim Inx=-¢2,
TD. 2 X X—= 4= Xx—=0

%x=0

La fonction In est une fonction continue, strictement crois- x| 0 2 = 3 G
sante sur 10 ; + [ et, d'aprés la calculatrice, In2 <1< In3. i ——
D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit Inx P
qu'il existe un réel unique, noté e, tel que Ine=1. =07
‘nombre e - definition
Le nombre e est le nombre dont le logarithme népérienest 1: Ine=1.
Une valeur approchée de ce nombre s'obtient a |a calculatrice par (
eTL: e™C12 e Casio : |el
2.7182813828 z.T718281828
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Fonction ln 3 A, s 1l

T R T S e =

? =4 t.‘ 1_]- T L Y e =
1° Résoudre dans R I'équation In(x-1)+In(x-3)=1In3.
2° Résoudre dans R |'inéquation In(4-x)-3=<0.
3° Résoudre dans N |'inéquation 23 000 x 0,85" < 5000 .

On utilise :

pour tous les réels a et b strictement positifs :
Ina<Inb équivauta a<b,

® |es propriétés algébriques de In pour transformer |'écriture ;
* les conséquences de la stricte croissance de la fonction In sur J0; + o[ :

Ing=Inb équivautd o=>.

1°In(x~-1) + In(x- 3) existe pour x-1>0 et

x-3>0. In3 estun nombre.

1
x-150 x> 1 ——
x-3>0 x>3. ‘ el

Donc I'équation est définie sur ]3 ; + oo[.

Sur 13 ;4 o[, In(x=1)+In(x-3)=In3
= In[(x-1)(x=-3)]=In3,
car Ina+ Inb=In(ab)

<= x-1)(x-3)=3,

car Ino=Inb < a=b
e x?-4x=0
& x(x-4=0 S
< x=0 ou x=4. \\
Les solutions doivent appartenira |3 ; + o=|. ]
Or 0<3, donc O neconvientpas |

et 4>3, donc 4 convient
D'ou S={4}.

2° L'inéquation est définie pour 4 -x >0,
c'est-a-dire sur l'intervalle ]- ; 4[.

Sur ]-=;4[, In(4-x)-3=<0

F <= Inl4-x)=<3

& Inf4-x)<3xIne, car Ine=1

" & In(d=x)=<In(e?), car nina=In(c")

& 4-x=<ed , car la fonction In est strictement
croissante sur ]0 ; + o[
& x=4-03,

Comme 4-e?<4, alors S=[4-¢3;4[.

3° L'inéquation est définie sur Y.
23000 % 0,85" < 5000 > 0,857 < —=
& In(0,85") <In [—2-5:3—)

< nin(085)<In5-1In23
In5-1In23
In (0,85)
on divise par In(0,85) négatif
I'inégalité change de sens

—~ n>=

In5-1In23 .
Or “Info8s 0.85) 9,29, donc tous les entiers
supérieurs ou égaux @ 10 sont solutions.
= 2.29 . * _
G AN T

m étant un entier relatif quelconque, pour tout réel x de ]O; + o[ :

Inx=m <& x=e" et

En effet :
Inx=m & Inx=mx1 & Inx=mxlne &
Inx<m & Ihx<mxine & Inx<In(e™

Inx=m & x=e",

Inx=In(e™ & x=eM.
o x<e™,
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> voir

Chapitre 1

= voir

Chapitre 2

P voir

Chapitrc 3

;)J.ogan‘thme_diune fonction

Dans ce paragraphe, on considére une fonction u, définie sur un intervalle / et strictement positive
sur cet intervalle. Autrement dit : pour tout réel x de /, ona u(x) > 0.

On étudie la fonction composée Inow, noté Inu.

Soit v une fonction strictement positive sur un intervalle /.

u et Inu ont méme sens de variation sur /.

._preuve

In est une fonction croissante sur ]0 ; + «|. Par conséquent, d'apres le théoréme sur les variations d'une fonction
composée, v et Inw ont méme sens de variation sur l'intervalle /.

%

_dérivée de Inu théoréme B

~
S

Soit v une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle /.

La fonction Inw est dérivable sur / et sa dérivée est (Inu)' = % .

mm_preuve

La fonction u étant dérivable sur [, on peut appliquer @ la composée Inow le théoréme de dérivation d'une fonc-
tion composée. Ainsi, pour tout x de /:

(Inouy () = Inuld) X 0’0 = iy X U = ﬁ—% .

= exemple

Soit f une fonction dont I'expression est f(x) = In(x? - 4).

lei u(x)=x2-4 et ulx)>0 pour xEJ-oo;-2[U]J2;+e.

u est donc dérivable et strictement positivesur ]-=;-2[ etsur ]2;+®[ et o'(x)=2x.

Ainsi, sur chacun de ces intervalles, la fonction f est dérivable et f*(x) = % - "5?—’_‘4 ;
m limites . théareme.
« désignant un réel ou += ou - =, d'aprés le théoréme sur la limite d'une fonction composée :
s sila limiteen @ de v est + =, alorsla limiteen & de Inu est + = :

si x"_“,‘a"'["] =+ =, alors x[ﬂ'laln[u[x}] =+ 20

@ s la limiteen ¢ de u est O, alorslalimiteen a de Inu est — == :
si_lim u(x)=0, avec ulx)>0, alors Jim_In(u(x)) =~

mm_exemple Vi=Rz-Y4
Soit w(x)=x%-4, nulleen 2 et strictement positive sur ]2 ; + o[,
H 2 ¥ S
Comme  lim  (x*-4) =+, alors | lim _In(x*-4)=+c.
i 2_4)= 2_ lim 2_f)=-00, |
Comme _,"_'I'z (x2-4)=0, avec x* -4 >0, alors x__.; In(x ) el
x=>7 X =
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> voir
Erxercice 11

Etude d’une fonction logarithme a l'aide de la dérivée

Soit la fonction £ définie sur [0; + %[ par:
: In(2x +1)

f[x]-zﬂx 2'x+.| +1.

17 a) Déterminer la limite de f en + o,
:b) Déterminer le sens de variation de f.

gnu €gale 3 une tonne, par :
: 9(q)=025¢+0,75.

rrmdclls:c par la fonction f précédente.

:demande de ce produit.
:En déduire graphiquement une valeur alJPerhée de
:la quantité, puis du prix d'équilibre. /

f

éthode

* On rappelle que (Inu) = 1' :

ld X=2x+1.

- ® Etude du sens de variation de f:
+ - on utilise la fonction dérivée, car les méthodes
= Un produit est propasé par un groupe de pro- . connues (somme de fonctions, fonction composée)
:ducteurs a un prix (en €) modélisé par la fonction ! ne conviennent pas.

:d'offre g définie, pour toute quantité g supérieure - Si la dérivée est positive, alors la fonction est crois-
: sante.

: Si la dérivée est négative, alors la fonction est

La fonction de demande des consommateurs est  Oécroissante.

¢ 2° ® L'étude précédente permet de tracer la repré-
‘Représenter sur le méme graphique Ioffrc et la . sentation graphique de f sur [1;+2[.

. ® la quantité g, d'équilibre est I'abscisse du point
- d'intersection des courbes de I'offre et de la demande.
- L'ordonnée de ce point est le prix d'équilibre.

[analyse de l'énonce
: 1" ® Pour la limite en + =, ne pas oublier le théo-
¢ réme du cours :

* Pour étudier e signe d'une expression A(x) comportant In, on résout I'inéquation A(x) = 0.

On en déduit alors les valeurs pour lesquelles A(x) < 0.

" In (2x + 1) InX
S D e L e

Eavec X=2x+1, donc, par produit et somme :
: x-lj'",.u flx)= 1.

Eh}Sur [0:+, flx)=20x "l[;}

ulx)=In(2x+1) et u'lx)=
vix)=2x+1 et vix)=
D'odi le cal-:ul de 4
: x (2x+1) =2 xIn(2x + 1)

2x+1

2{1 2x+'[ " +0
(2x+ 1)
5-20 2-2In(2x+1) _ x 1=In2x+1)

(2x +1)? (2x +1)?

EComme (2x+1)2> 0 sur [0; + =[, le signe de

:f'(x) ne dépend que du signe de 1 - In(2x+ 1).
;l)r,sur [0;+=[:
1-I2x+1) =20 o In2x+1) <1

: o 2x+1<e
ccar In est strictement croissante sur 0 ; + [,

Fani. s e-1 e-1 _
gAmﬂ X< =5—, avec —— =09.

Chapitre 4 — LOGARITHME NEPERIEN

| D'oll le tableau des variations de f sur [0 ; + =]

x| 0 E;z.l + oo
f(x) + 0 -
f {X] / g H-ﬂ"“x\_‘
1 1

a=r(e5Y) ~s3s.

2°e g estreprésentée sur [1;+ [ par la droite
i D d'équation y=0,25q+0,75.

. * Lafonction F a été étudiée en 1°,

p

ol 1 ] Nz | 4

go= 115 et py=3,5.
La quantité d'équilibre est d'environ 11,5t et
le prix d'équilibre est d"environ 3,5 €.




- ) Etude d’une somme de fonctions avec In

On rappelle que les théorémes sur les variations de fonctions par opérations évitent parfois le calcul de
la dérivée.

) On considére la fonction f définie sur O ; + o[ par f(x)=x2-1+Inx.

Ea] Donner le sens de variation de la fonction x — x2 -1 sur ]0;+ [ .

éb) En déduire le sens de variation de la fonction f sur 10 ; + =[.

¢} Expliquer pourquoi on ne peut appliquer le théoréme sur la somme des fonctions pour la fonction g
définie sur JO ; + o[ par g(x) = (x- 1)2 +Inx.

5 _3|nx.

D Etudier la fonction h définie sur ]0; + %[ par h(x) = 2

)Résoluti_n_njié_qualigﬂiaxfﬁLln

a partir d’un polynéme

On considere le polynome P(X) = X3 - 4X2 - 5X.

) Factoriser ce polynome P(X) et en déduire les racines de ce polyndme.
) Résoudre |'équation, Inx + In(x? - 5) = 2 In(2x) . (Utiliser la méthode de |a page 79.)

) On se propose de résoudre, I"équation (Inx)® - 4(Inx)2-5Inx=0.
Pour cela, on pose X=Inx, avec x>0 ; donner |es solutions de I'équation en X.

Comme, pour tout entier relatif m, I'équation Inx=m équ:vauta x =e™m déduire de ce qui précede
les solutions de |'éguation proposée. _-
|

P Limite en + « de x — IHTX

D'aprés la représentation des fonctions In et racine carrée, T
on désire comparer ces deux fonctions.

Pour cela, on considére la fonction f définie sur 10 ; + o[ par: L/J'fa'—_:—;_j

fix)=x -Inx.

7D =) Caleuler F(x).

'b) Résoudre I'inéquation 'x -2 =0 et en déduire les variations
‘de f sur l'intervalle ]O ; + =[.

Préciser la valeur du minimum.,

n= Y=1.0986123

-¢) En déduire le signe de f(x) et conclure pour la comparaison proposée.

;) Montrer que, sur [1:+ =[, ona 0= I"Tx = {1?

In

Par comparaison, en déduire la limite de x guand x tend vers + o=,

travaux
diriges

> voir

Chapitre 1

B voir

Erercices
F2 a 35

P voir

Erercices
42 & 44

B voir
Erercices
26 4 31
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travaux
dirigés

= Voir

Chapitre 2

> voir

Erercice 94

/P utilisation d’une fonction auxiliaire
Le codt moyen de fabrication d'un produit, en euros par kilogramme, est défini sur 10;2] par:

f(x) = % (Inx)? + x+ 1,00 x est le nombre de kilogrammes fabrigués.

3_" On considére la fonction g définie sur ]0 ; + o[ par : V=1 2k InCRI) 2o Ked
glx) = -l-':‘—x 4.

a) Montrer que g'(x) = - 'xlznx :

Etudier le signe de 1 - Inx et en déduire les variations de g =l b

sur ]0 ; + o[,

o) D'aprés le tableau des variations de g, justifier que I'équation g(x) =0 admet une unique solution
@ ; en donner la valeur arrondie 3 0,01.

) Déduire, de ce qui précéde, le signe de g(x) sur ]0; 2].

a a) Montrer que f'(x) = g(x) sur l'intervalle J0;2].

b) Déduire de I'¢tude de Ia fonction g le sens de variation de la fonction f sur ]0 ; 2].
-] Pour quelle quantité, 3 10 g prés, le colit moyen est-il minimal ?

'En déduire le coit total, en euros, lorsque |e codt moyen est minimal.

-

;5 )Apn[oximation affine de In(1+x) =
_____pour x proche de o S

On considére la fonction f définie sur ]- 1+ [ par flx) =In(1 + x).

€ est la représentation graphique de f dans le repére orthonormal (0 ; T, J') d'unité graphique 4 cm.

:’ Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la courbe de la fonction In 2 la courbe € ?
Tracer € sur l'intervalle ]-1;1].

D 2) Déterminer I'équation réduite de la tangente T & Ia courbe € 3 I'origine.
b) En déduire une approximation affine de f en 0.
) Construire |a tangente T pour x € [- 1 ; 1].

Q On considére la fonction g définie sur [0; 1] par glx) = x = In(1 + x).
- Etudier les variations de g. En déduire le signe de g(x) sur [0: 1].

- 2
»'."’ On considére la fonction h définie sur [0; 1] par Alx) =In(1 + x) - x+ % .

; 2
Etudier les variations de h. En déduire le signe de h(x) sur [0;1].

: 2
Interpréter graphiquement ce résultat en considérant la parabole 2 d'équation y=x- 52— :

Puis la tracer sur [0; 1].

3 Déduire des questions précédentes un encadrement de In(1 + x) sur [0; 1], puis une majoration
de I'erreur commise si on remplace In(1 + x) par x pour x € [0 1].




P Logarithme décimal

Un appelle logarithme décimal, ou logarithme de base 10, la fonction, notée log, définie sur 10 ; + %[
par log(x) = N (x)

travaux
dirigés

In10

F Voir
= A, Propriétés algébriques de log Activité 1

B Montrer que, pour tous les réels a et b strictement positifs, log(ab) = log a + log b.
3 a) Calculer log1, log10, log 100 et log 10 000.
gb] Montrer que, pour tout entier relatif m, on obtient log(10™) = m

- B. Etude de la fonction log

Déterminer les limites de la fonction log en O eten + =, puis les variations de log sur O ; + o= [.

éConstruire avec soin la courbe représentative de la fonction log dans un repére orthogonal, ot 1 cm
en abscisses représente 5 unités et 5cm en ordonnées représentent une unite.

- C. Construction d’une graduation logarithmique

’@ a) Dans le repére du B., tracer les droites horizontales d'équation y = log(k), pour

k variant de 1 & 9, puis les droites d'équation y = log(k) pour k variant de 10 en —
110 4 partir de 10. RS y=10g

o=

sLeurs points d'intersection avec |'axe des ordonnées définissent une nouvelle gradua-
tion, non réguliere. On note cette graduation en rouge [commg ci-contre)

Eb] Démontrer que la hauteur h, en cm, entre les graduations 1 et 10, est la méme
:que celle entre les graduations 10 et 100. 14

0 5 10 x

§Cttte nouvelle graduation est une graduation logarithmique dont on a construit deux
ﬁmoduies, I'un échelonné de 1 a 10, I'autre de 10 a 100.

f,:) Pour construire un troisieme module de 100 & 1000, on utilise la propriété fon-
‘damentale des logarithmes.

En effet, log 500 = log 100 + log 5 ; donc, pour construire la graduation 500 & par-
tir de la graduation 100, on ajoute la hauteur permettant de passer de 1 & 5.
Placer de méme les graduations 200, 300, 700 et 1 000.

' Repere semi-logarithmique

Un repére semi-logarithmique est un repére & axes perpendiculaires teI gue
- I'axe des abscisses a une graduation réguliere (arithmétique) ; :

- I'axe des ordonnées a une graduation logarithmique [_géométnqu:‘].

Attention : D'aprés la construction, la graduation k correspond a log k et log k n'existant
‘que pour k>0, il n'y a jamais de graduation O sur |'axe des ordonnées d'un repére semi-loga-
rithmique.

:On ne peut représenter que des fonctions strictement positives dans un tel repére.

Dans le repére semi-logarithmique ci-contre, seul figure le premier chiffre des gra-
éduatic-ns. On peut lire J(0 ; 1), nommée origine, et les points B(- 1,2 ;15), C(1,3 :0,48)
et D(0,5 ; 36).

éSur |a droite tracée passant par J, on lit A,(1;5), A,(2;25) et A_,(-1;0.2)
‘Onremarque que 0,2 ;1;5;25 sont quatre termes consécutifs d'une suite géomé-
trique de raison 5.
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4 M Faire le point

m Propriétés algébriques de In

Les réels a et b étant strictement positifs: In(axb) =Ina+Inb
le logarithme d'un produit est la somme des logarithmes

In(g)=lnn—lnb Inf@a")=nxIna Invg = %Ina
m Propriétés analytiques de In | pomat
La fonction In est définiesur 10 ;+=[; InN1=0 et Ine=1; | | _..ﬂ"""_#__—
la fonction In est strictement croissante sur ] 0 ; + %[ ; . :
la dérivée de la fonction In est la fonction inverse :  In'(x) = X I ML ¥=0
lim_ Inx=+¢t im Inx=- = lim l—%‘—.{ =0
X—* 4 x—=0 X=>40
x>0

m Fonction composée In u, avec la fonction v strictement positive

Les fonctions v et Inw ont méme sens de variation sur l'intervalle / et (Inu)' =

- Savoir
trouver |'ensemble

de définition d'une
expression avec In-

T

' {:g;nmelafenchon In est définie sur les réels strictement positifs :
In(®mm ) existe pour N >0

résoudre _pour >0 et b>0, Ina=Inb < a=0
@ - <Lt YEOPEEN :-.‘:_'1. '\.-..I..-I' e i SRt R ST
une équation simple .ma.&ant un entierrelatif Inx=m <> x=em

od rhﬂp:mdierche I'ensemble sur lequel I'équation existe

résoudre = on transforme I'écriture a I'aide des régles de calcul jusqu'a obtenir
une équation In(A) =In[B) qui équivauta A=28
avec plusieurs In  ® on résout alors I'équation A= B

- on vénﬁe que les solutions trouvées sont dans 'ensemble de définition

étudier le signe on recherche pour quelles valeurs cette expression A(x) est positive
d'une expression Wﬂwﬂuﬂc on résout l'inéquation A(x) =0

avec In ! n'ﬁijul' lesanttes valeurs de x ot Alx) est définie, elle sera négative
"nﬁeﬁﬂuﬁon logarithme est dérivable sur son ensemble de définition
calculer T g
la dérivée dune " (298 utlbse les deux formu[:s de dérivée :
fonction logarithme =~ In'(x) = et (Inu) = %
i PRI

fonctions u et Inu ont méme sens de variation sur l'intervalle /

étudier
le sens de variation | | __fest Ia ‘somme de deux fonctions, une affine croissante et une fonc-
d'une fotiction ‘tiﬂn Inu croissante, alors la fonction f est croissante
logarithme j 0 !'j'ca[_.cule la dérivée et on étudie son signe pour appliquer le théoréme
~ fondamental de I'analyse
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- R exercices

La page de calcul
1. Equations - Inéquations | 2. Etude de signe

3 Résoudre dans R les équations suivantes : B Etudier le signe des expressions suivantes
) 2eEL Ly, X o4 A= -gli+x  surlo:al.

| xR (x +1)? : 1

. ' B(x)=3x-4+ 5 sur 10; + =[.
e e '% L

. 2{x +1) | ﬂ‘[)r]-ﬁ—-‘;lF sur JO; + =[.
i g Bx=1 ; 1 7 e

gl AT ' Ve ez 12 D[xl-%%_—? sur J1; + =[.

3. Calculs de dérivée

3 Résoudre les systémes suivants (sans calculatrice) - :
i B % Pour chacune des fonctions £ suivantes définies et

) ‘ e b) | 2x-5y+8=0 dérivables sur D, déterminer £1x), 0 1" estla dérivée de £
| -5x+20y-4 X-7y-15=0
a} flx) = —+ D=1-1;+%[ ;
ic) | 1000x-1200y=1200 d][o.sx-o,wy-: t 2oy
. 1 03x+04y=055 09y-36x=1 b) i e D=]-3;+%[ ;
'c] F[x]n—x"' 4x + f*:_l D=[0;+[ ;
éa*ﬁésnudm les systemes suivants (sans calculatrice) : d) Flx) = (3 112 D=[1;+ ;
Ea] 2x-5y+z=9 b) fa+b+c=0 e} Flx) = ; D=11;+[ ;
2 ‘x+y~32=ﬂ ) lu+4b+2c=-3 : N 5
Sx-2y+z=6 3a+2b+4c=1 ;ﬂ ﬂﬂ“[ﬁ) D=[0;+=.
Et} a-b=1 d) [Zx+y-2=-2 e .
i : Etudier le signe des fonctions dérivées de |"exercice 6.
‘2b+c=0; =-x+or1y-1 B )
0+C=2 2y+z=186

B % Pour chacune des fonctions f suivantes, définies

et dérivables sur D, -
3 % Résoudre dans R les systémes d'inéquations sui- R e

f‘

ivants [on utilisera un axe réel) : f[Xl>D et calculer ﬂE:]'
) (x>0 b) (x>0 RO
- {x-3>0 5x+1>0 ; ‘) ":"'Hj’: =R;
i l4-x>0 4-x150 b]' Fix) = D=]-=;4[;
0) i’i—*—%:u d | (2x+5)(x-1)>0 Eﬂ ﬂx]--ﬁx2+x+1 0=R;
: " ; : TS ., :

2x+150 -3x+7>0 "'} iRy D=]-g iwe=l;
%ﬂ] -X+3>0 e [-x2+8x-15>0 ‘] ﬂ”]'iﬁ D=]-1;+[;
Po] x4 : ' 2x-5

Sy >0 x>0 ﬂ ﬂx!-m D=]2;+=[.
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exercices

a_Empriétés algébriques de In

1. Vrai - faux

D Les égalités suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
Ea] In2x3)=In2+1In3;:

b) 3In2=In6:
§c] |n(%}=|n2—ln3;

d) (In3)¢=In9.

D Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a] In(- x) est définie sur ]-o=;0[ ;

b} In(ﬁ} est définie sur |- ; 1[;

c] In2x + Inx est définie sur 10 ; +22[ ;

cl] In2x~-Inx=In2 existe sur J0; + %[ ;

'e) In} +lnx=1 exstesur 0;+[;

ﬂ In [xlx+ 1]]-1nx+ln[x+ 1) est définie sur ]- ;- 1[.

2. Ensemble de définition

11 ) Vérifier que la fonction f est définie sur l'ensemble donné :
é;a) f:x— (2x-1Inlx+ 1) sur I-"ki+ o ;

§h] f:xv> x2+4-In(x?) sur R\{0} ;:

Q) F: x> Inx+3In(4-x) sur 10;4[.

? Déterminer I'ensemble de définition de chacune des

 expressions suivantes :
FAG) =In(x? - x) ;

B(x)=In{x-4) +2In(x +2);
EC(x]nln (4—}‘!‘2] ;

D(x) = In(4 - x2) - Inx.

3
13 ) pour chaque fonction f, déterminer son ensemble de
: définition :

ga] flx)=x-5+ ]"TK_%"‘L . b) flx) = 1;:2 +xInx;
l:] Flx)=In(3 + %) + x% - x: d) f[x]=ln(g:l]:

1€) f(x) =3 In(x-2)-2In(x2-1).

3. Transformations d’écriture

:I, Ecrire en somme de logarithmes :

éa) inl 94

=5 w99

2T ikt

15 D % Ecrire en une somme de logarithmes sur 'intervalle
précisé,

éa] In(3(x-3))? sur 13;+[; 1) In(4x7) sur JO ;+oo[;

gc] InVx2-x sur 11:+%[; d) In[)-:z{x—isl] sur 13 : + .

:3 Ecrire 3 I'aide d'un seul logarithme.

ga)zln3-ln5+ln2: h]%ln4-3ln2+ln8;

{¢) 3In10-1n002+5In2; d) 310100+ 21n(}) - Ins.

17 Aprés avoir précisé I'ensemble de définition, écrire 3
i 'aide d'un seul logarithme.

ga] 2Inx-In(x+1);
iQ -; Inx+2In(2x-1);

b) In(3-x)+In(3+x);
d} 2In(5-x)-In7-Inx.

a_fonctinn_ In

B Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

éa} In1,5>0 et In03<0; b) In(24) <In(32) ;

i : r F = Inx g
5—.:) zulremxlnx-+w, d) x“—r-‘-"o - =%
i x=0

fe] Sur 10+, si f{x)=-2Inx, alors filx) = —% J

;f} Sur J0; + %[, si f(x)=xInx-x, alors £ (%) = Inx.

3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
fa) In(e) =3 et In() =-1;
ib) Infe?) +3Inye + Jing =4;

i¢) Sur J0;+=[, Inx=31In2

= x=8,
Ed) Sur J0;+=[, Inx<4 o x=4,
e Sur 10:+ [, Inx=-1 & x=-e.
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exercices

2. Calcul de dérivée

Pour les exercices 20 et 21, préciser les ensembles de définition
et de dérivabilité, et déterminer lo dérivée f'(x) pour les fonc-
itions f données.

EZD) a) flx)=3x+1+Inx; b)flx) =2x%-Inx;

o) flx) =

. =In2+Inx ; d) flx) = xInx;
%c] flx) = Z’irl1n3x ; f) flx)=(Inx)2=2Inx=-4;

21 )% a) flx) = % (Inx)2 ; b) fix)=2x(1-Inx;

Eé':ll'brl=-§+‘!+2imr: d) f(x) = £ -xInx:
i) flg) = K5I0X Afld= L

x2 A 2x+1

9 flx)= %5 B-Inx); h) Fx) = S -

3 Vérifier que f est dérivable sur l'intervalle donné et
gcah:uler sa dérivée (en donner une expression simplifiée) :
Ea) flx) =2(Inx)? -

i _ xd X2
EI:u} flx) = -i-lnx- i

Inx+e sur 10 ; + o[ ;

sur J0;+=[;

Ef:] flx} = ?'5-:-" (3Inx-1) sur J0 ;+ o[ ;
d] flx) = Inx sur Je ;4o
x2

:L’.}f[x] 2|nx+'| sur I%:-Hcl.

23 Pour la fonction f définie sur 10 ;+ [ par :
fix)=x2=1+2Inx,

détermmer une éguation de |a tangente a la courbe représen-
tatwe de f au point d'abscisse 1.

4 ) on considére Ia fonction f définie sur 10 ; + =| par:
flx)==x+1-Inx.

éﬂéterminer une équation de la tangente a sa courbe €, au
?po'mtd'absciss: €.

25 ) % Soit Ia fonction f définie sur |1 ; + [ par :

(=
flx) =2x + e

Détermmer une équation de la tangente a sa courbe €, au
 point d'abscisse e.

Pour les exercices 26 28, on admet que les limites existent, les
i déterminer.

@ a) lim_(Z+lnx) ; b) , lim_(1-x)inx;

éc) Cim_(In2-3Inx) ; d) fim (x-4+Inx) .

x>0

27) a) Jim (3Unx)2=1Inx); b)  lim _ (1-(nx)?);

x:»ﬂ

: 2lnx+1 . ' 1=Inx
;':] Ay, SR 9 i "= -
i x =0

:Penser 3 I"TX . On note parfois (Inx)? sous forme InZx.

: i Pour les exercices 28 @ 31, déterminer les limites des fonctions
dannécs aux bornes de leur ensemble de définition.

)*‘ag Flx) = 2x% - Inx

:b] F(x) == (Inx)2+2Inx-1

définie sur 10 ; + %[ ;
définie sur ]0 ; + =] .

définie sur JO : + =[ ;

5:29)* a} f(x) =2xInx- x

13) Flx) = [nx définie sur 10 : + [,

3** a) flx) = zfn;1 définie sur 11 ;+ [ ;

b] Flx) = définie sur Je ; +=[.

Inx 1

31 ) % 2) f(x) = W définie sur 10 ; + [ ;

b) Flx)=x%Inx-3x définie sur JO ; + =|.

4. Somme de fonctions

32) Le plan est muni d'un repére orthonormal (0 ; 7, 7).

i1° Tracer la courbe 7™ représentative de la fonction In, puis
iconstruire la courbe € représentative de la fonction f défi-
inie sur J0;+ %[ par flx)==Inx+3.

i Préciser |a transformation géométrique utilisée.

2 Faire de méme pour g(x) =In(x=2)+ 1 sur ]2 ; + =[.

‘_,D Soit f la fonction définie sur ]O ; + =o[ par:
flx)=2x-1+Inx.

J-ustlﬁer que f est la somme de deux fonctions de méme varia-
ition et en déduire les variations de f.
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exercices

34 ) 0n considére la fonction F définie sur ]0 ; + o par:
flx) =x2=1+Inx.
- 1* Etudier, sans dérivation, les variations de F.

2° Rechercher les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.

:35) % Etudier les variations des fonctions suivantes &
: I'aide de somme de fonctions, sans dérivation :

f;a) f: x— —“—2‘r+4—lnx sur JO;+m=[;

fh] f: x— Jx +lnx sur ]O ;+%=[;

() Frxr> -x2-2x+3+ T

=z sur J1 :+ %[ ;

éd} f: x> Jnxs X

5 4 sur JO;+ =[.

. Pour les exercices 36 & 40, résoudre les équations.

36) a) 2lnx=In9;

f.:} In(2x2+ X)) =0;

b) In(4x?)=0;
d) Infx+2)=2Inx.

i a) Inlx-4)=In(2x-3); b) In[3-x=f="=“h.nc;__
c] InSx—In(x+1)=1n2; d) 2Inx-In(x-1)=2In2.

33) a) In(x2+3)=Indx; b) In[-2x+3)=0;
c] 2in2x+ 1) =03 ;  d) Inf2x + 1)2) = In(x2).

39)* a) Inx=-4;b) In(x+3)+In[-x+5)=In15;

i¢) (Inx)(2+1nx)=0; d) (In9?-9=0.
40 ) En utilisant la variable auxiliaire X=Inx, avec x>0
: résoudre les équations suivantes :

Ea} (In¥2-Inx-2=0;

c] (I'n;t}2

b) 2(n0%2-3Inx-5=0;

+Inx+1=0; d) 2(nx?2+7Inx-4=0.

41) Résoudre les systémes :

Inx+2In5=In12-Iny

: lx+y-4e

Inx+Iny=2+1In3; x+y=%.

& /
@ On considére le polyndme Plx) = 2x2 + x=6.

1° Déterminer les racines de ce polynome.

2" En déduire la résolution des équations suivantes :
a) 2(nx)2+Inx=6;

b) Inx+In(x+1)=Inlx+6)-In2.

43) % On considere le polyndme :

Plx)=2x +3x2-8x+3.

1° a) Vérifier que Plx) = (x- 1) (2x - 1) [x + 3).

: b) En déduire les solutions de P(x) =0,

2* S'aider du 1" pour résoudre les équations suivantes :

éa} 20nx)3 +3(nx)2-8Inx+3=0:
%b] In2x-1In3 =In{1+ x%) - In(4 - x?).

44 % 1 Résoudre les I"équations :
: X2-10X+9=0 et x*-10x2+9=0.

2° En déduire les solutions des équations suivantes :
ia) (Inx)*-10(nx)2+9=0;
ib) In(10-x%)=2In3-2Inx.

6. Inéquations

Pour les exercices 45 ¢ 47, résoudre dans R les équations sui-
i vantes.

%45) a) In-3x+2)<I3;: b) In(5-2x=0;
c} In(x2-1)=0; d) in(0,5x-1)-Ind4x=0,

B* a) Inx=-4;

éc} —% -In(x-1)=0;

b) 2Inx<5;
d) In(2x+ 1) =In(x +2) < 0.

47)* a) Inlx-1)-In3>In2 - In(x+4);
;h) 2-In(3x+1)=0;

C] In(1-x)+In[-3-2x)<1In102;

fd) 2In(1-x)-1<0,

48 ) Etudierle signe des expressions suivantes sur JO ; + =[ |
b) (Inx+ 1)(Inx-1).

Ea] Inx-In2:

B Etudier le signe des expressions suivantes :

‘a) Inx(inx+1); b) 2xin(1-x); o -x2Inlx+1).
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50) % On considere t(x)=2x2 - x-1.
1° Déterminer les racines de i{x) .

2 a) Factoriser E(x) =2(Inx)2-Inx-1.
:b) En déduire la résolution de l'inéquation F(x) < 0.

EE'Résoudre Inx+In(2x-1)>0.

- 51) Résoudre, en utilisant une factorisation :

(Inx)2-Inx-6>0.

52) En utilisant le logarithme népérien, déterminer le plus
petit entier naturel n vérifiant I'inégalité donnée :

) 105"=4; b) 08"<001; o 3-(5) <o
53 ) % Suivant le sens de I'inégalité, déterminer le plus grand,
iou le plus petit, entier naturel n, solution de I'inéquation.
4,5 g\ i) i

b (3)" < g :

100
') 1-095"<039 : dJ45[!—%)";2.

) 23000(1 + {3 ]" < 40000 ;

:B Un capital de 5 000 euros est placé a intéréts com-
pusés au taux annuel de 6 .

Déterminer le nombre n d'années a partir duquel le capital
acquis sera supérieur 3 12 000 euros.

55D % un capital est placé a intéréts composés au taux
?annuel de 4,50%.

‘Au bout de combien d'années ce capital aura-t-il triplé ?

56 % La population d'un pays augmente de 4 % par an.
‘Au bout de combien d'années la population aura-t-elle décu-
plé (sera multipliée par 10) ?

On considére qu'une génération correspond @ 30 ans.

iﬂans combien de générations se produira ce phénoméne, si le
taux d'accroissement annuel se maintient 7

57 ) % La probabilité d'obtenir au moins un double six en
langant n fois deux dés bien équilibrés est p,=1- (32)"-
;Combi:n faut-il de lancers pour que cette probabilité soit supé-

rieure ou égale a 0,997

58 ) % Deux capitaux sont placés a intéréts composés :
!le premier @ 4,5% etleseconda 7 % .
Le premier capital est le double de |'autre.

{ Au bout de combien d'années le capital acquis par le second
- sera-t-il supérieur au capital acquis par le premier 7

7. Etude de fonctions

E On considére la fonction £ définie sur JO ; + = par:
: ﬂx--%x+1+1nx.

1° Etudier les limites de f en 0 eten + =,

En déduire les asymptotes éventuelles.

2 Etudier les variations de f et dresser son tableau complet
- des variations sur 10 ; + =[ (variations et limites).

3" Tracer la représentation graphique de f dans un repére
~orthogonal (0; T, ).

60 ) 0On considére la fonction f définie sur 10 ; 2] par :

g flx)=2x2-3=1Inx.

€ estla courbe représentative de f dans un repére orthogo-

- nal (0;7,7):5cm en abscisses et 2 cm en ordonnées.

1° Déterminer la limite de f en 0.
 En donner une interprétation graphique.
2" Dresser le tableau complet des variations de f.

3° Déterminer une équation de la tangente T a la courbe €
. au point d'abscisse 1.

54"Tra::cr Tet %,

61 ) % On considére la fonction f définie sur 10 : 100] par :
flx) = 0,01x2 - 0,02% - 12 Inx.

- 1° Déterminer la limite de £ en 0.

2° Etudier les variations de f.

3° a) Montrer que la courbe €y représentant la fonction
. coupe |'axe des abscisses en deux points distincts.

b) Donner 'arrondi, @ 0,1 prés, des abscisses de ces points.

- 4% Donner une fenétre convenable pour visualiser la courbe €,
i sur une calculatrice.

@ % Soit f la fonction définie sur J0 ; + =] par :
Flx) = x2 (2Inx=1).

1° Déterminer les limites de f en O eten + @,

 2° Etudier les variations de f.

3° Résoudre I'équation f(x) =0.

4° Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un
repére orthogonal (0; 7, ).
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63) K 0n considére Ia fonction f définie sur Il ' tzI

:par:
: 9x

AR = T -

1° Donner une fenétre convenable pour visualiser la représen-
E1:;=ni¢:'m graphique de f sur une calcu!atrice‘

2* Déterminer la limite de £ en é . En donner une interpré-
tatlon graphique.

: 3 Etudier les variations de f et en déduire son tableau com-
: plet de variations.

4" Tracer |a représentation graphique de f dans un repére
‘orthogonal (0; 7', J) convenablement choisi.

3’ W 1° Déterminer les nombres o et b, tels gue la fonc-
Etinn f définie sur JO ; + =[ par:

fx) =ax+b+Inx,

5vériﬁe F1) =3 et F(2)=-15.

2' a) Calculer les limitesde fen O eten + =,

i | Penser & Inxx

b) Etudier les variations de f.

65 Soit f la fonction définie sur 10:+ oc[ par

: Fld=1+210%. B

;Snil % la courbe représentative de f dans un repére ortho-
inormal (0; 7, J) d'unité 1 cm.

21' Déterminer les limites de f en O eten +m,

i En déduire les asymptotes 4 la courbe €.

:2° Dresser le tableau complet des variations de f.

3 a) Montrer que € et la droite d'équation y=1 ont un
i point commun A dont on calculera I'abscisse.

Ebjl Déterminer I'équation de la tangente T 3 € en A.
4 Tracer T et € dans le repére (07, ).

@ On considére la fonction f définie sur 0 ; + o[ par:
: flx) =x2Inx-In16.

fg est la reprtstntahun graphique de f dans un repére ortho-
:gonal 0:,.J)

1° Déterminer les limitesde fen O eten +2o,

2 Dresser le tableau complet des variations de f.

3" a) Montrer que |'équation f(x) = 0 a une unique solutior

Xy dans ]0 ; + =2,
b) Calculer f(2). En déduire la valeur exacte de x,.

%4" Tracer € dans le repére (0;7, J).

67 ) X Soit f la fonction définie sur 10 ; + [ par :

flx)==(nx)2+Inxc+2.

SSoit ‘¢ sa représentation graphigue dans le plan muni dun
: repére orthonormal (0 ; T, J) d'unité graphique 2 cm,

1* a) Résoudre I'éguation f(x) =0

 b) Donner une interprétation graphique des solutions.

52‘ Etudier les limitesde f en O eten + .
i Que peut-on en déduire pour la courbe ¢ 7

3" Dresser le tableau complet des variations de f.

4" Tracer € en indiguant tous les résultats trouvés préce-
: demment.

68 ) % K Le plan est muni d'un repére orthogonal
(0;7, j ) d'unités graphiques 2 em sur I'axe des abscisses et
: 1 cm sur 'axe des ordonnées.

1* On considére la fonction g définie sur ]O ; + o[ par:

umx+b

glx) =

EDéterminer les réels o et b pour que I, représentation
ggraphique de g, passe par le point A (E ! 3)

et que la tangente au point d'abscisse 1 soit paralléle & |z
: droite d'équation y=-

2 Soit la fonction  définie sur 10 ; + e[ par:

Flx) = In xx+ 2

€ est la représentation graphique de f dans le repére
Ho;T. T).

a) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de ¢
avec |'axe des abscisses.

éb] Déterminer les limitesde fen 0 eten + o

En déduire les asymptotes éventuelles @ la courbe €.

: ¢) Etudier les variations de f et dresser son tableau complet
: des variations.

Ed} Determiner une équation de la tangente T & % au point
i d'abscisse 1.

e) Tracer T et €.
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3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

éa] La fonction f: x — In(1 - x) est définie sur 10 ; + =[ ;

éb} si U est croissante et strictement positive sur ['intervalle
i/ alors Inu est décroissante sur /;

ie) si v est dérivable et strictement positive sur [, alors
Hing) = - % :

;d} fr x— In(2x)
§=} si flx) =

est croissante sur 10 ; + = ;
In(2 = x) sur ]-e=:2[, alors f'(x) =

1
=

:D Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) 1 x > In(x2-4) est croissante sur J- = ;- 2[ ;
0) si F(x) = In(3x?) définie sur 0 ; + =[,
galors f'(x) = % sur 10 ; + e[,

2. Calcul de dérivée

Pour les exercices 71 et 72, sans se préoccuper des ensembles
de aéfinition et de dérivabilité, déterminer F(x) pour les fonc-
‘tions f dannées por :

E a) flx)=1-x+2In(x+1); b) fix) = IEE;—“-]! :

it]ﬂ ] = Incx 2),

d) flx)=xIn(2x-3).

:D a) FX)=In(4-x) +In@x+1): b)flx)=In(2);

c] Flx)=In(2x2+ x+1):  d) Flx) = (x+ 1) Inlx+ 1) = x.

73) K Vérifier que f est dérivable sur l'intervalle donné
‘¢t caleuler sa dérivée (en donner une expression simplifiée) :

%a] flx) = [x+ _%_:I In(2x +1)-x sur ]- %: + ﬁlc[:

-9 2

RRCE =L+ 1= XX sur -1+
2%+ 1 T

E] f{xi-ln(':l_x sur | 2| |
Ecl) fx)=x*=3x+5In(3x+4) sur I % l:
) f)=2In0+20 -3 In@x+2) sur |- 3+

'b) F(x) = 4x- In3x
2x =5
9l = 5
gd) flx) =

74:’ Pour la fonction f, définie sur I m.zl par :

: flx]=In(5-2x)+1n2,
gcalculerle nombre dérivé de fen 2.

En déduire une équation de |a tangente 4 sa courbe représen-
;tativt au point d'abscisse 2.

75 ) Soit la fonction f définie sur ]~ 3 ; + =[ par:
Fix)=In3+x)=-x%+1.

Determiner le coefficient directeur de la tangente 4 sa courbe
: représentative au point d'abscisse - 1.

| 3. Sens de variation

L Pour les exercices 76 et 77, étudier les variations de la fonction
: £ définie sur l'intervalle donné. (Penser d lo fonction composée
: ou gux sommes de fonctions.)

E a) flx) = In(2x - 8) sur 4+ =[;
éb] flx) =In(x+1)+In{x-1) sur ]1;+ %[ ;
éc] ﬂx}=|n(x—*_’-;—3 sur ]3; + o[,

)*a}flxl-x3—4+lnlx—2] sur 12 ; + %[ ;
bl flx) = +In(1=2x sur ‘-m.zl
éc]f{x] 22 4Inx+|n[5 x) sur J0;6[:
) fld=nB-x)-n@B+x  sur]-3;3[.

Pour les exercices 78 et 79, en utilisant la dérivée, étudier les
: variations de la fonction f définie sur l'intervalle donné.

78}‘*1] flx) =~ —;—x-rlnﬁx sur ]10;10];

sur J0 ;4o

sur 11 54 e[ ;
sur ]0:5].

+In{x-1)

In2x+Inx-x

éE**a} f(x)=ln[";1)—%x sur ]1;+[;

h] Flx) = x-1—1n[xi]] sur JO;+o;
§¢] Flx) = _L"_ii_xt+ ) sur ]=1;+¢[;
fd) Flx)=1n(2 - x) + In(x + 4) sur ]-4:2].
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80) % Soit la fonction f donnée par :
i flx) = Inlax+ b),
E_:t %, sa courbe représentative.

1° Déterminer les nombres o et b, tels que :
: fl)=0 et f3)=3
Quel est alors I'ensemble de définition de f?
Préciser les variations de la fonction f,

52" Déterminer les nombres a et b tels que la courbe €, passe
par le point A(2;0) etlatangenteen A ait pour coefficient
idirecteur - 2.

81 % Soit la fonction f définie sur ]- = ;0[ par:
_: flx)=ax+b+In(-2x),
?;DI.'I a et b sont deux réels a déterminer.
On connait le tableau des variations de cette fonction :

x| - —% 0
F'ix) - 0 -
- 2

1 Déterminer les valeurs a et b qui caractérisent cette fonc-
ition F.

2° Montrer que, dans I'intervalle [- 0,5 ; - 0,01], F'équation
i f{x) = 0 admet une unique solution. e

: En donner une valeur arrondie 8 10-3.

Dans les exercices 82 et 83, les courbes sont les représentations
i graphiques de deux fonctions f et g.

1° a) Préciser "ensemble de définition de F, noté D;.
gb] Justifier que la fonction Inf est définie sur D;.
Efc] Dresser le tableau des variations de In f.

;d) Etudier le signe de In f sur D;.

| 2° Mémes questions pour la fonction g.
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| 4. Calcul de limites

@ & Soit la fonction f définie sur ]- 3 ; + %[ par:

= 33

1° Quel est le signe de f(x) sur ]-3 ;+=[?

i 2° Etudier les limites de £ aux bornes de son ensemble de défi-
‘ nition.

3" En déduire les limites de In X+3

puis VErs + %o,

] guand x tend vers -3,

85) H Soit la fonction f définie sur ]2 ; + o[ par:
flx) = 2 :

1° Quel est le signe de f(x] sur ]2 o[ ?

:2° Déterminer les limites de f en 2 eten + =,

3" En déduire les fimites de In(* =2 quand x tend vers 2

: puis vers + =,

i 13 & Déterminer les limites suivantes (on admet qu'elles

fexistent).

a) , lim In[%5 b) lim, In(¥53);

P4y e x+1 x—=3 \x+1/'

; x=3

: 7 . .

gc) im | In(x® - 2x) 5 d) Jim_ (Inx +In2 - x)].

Xx<2

373 % Déterminer les limites des fonctions f suivants

aux bornes ouvertes de leur ensemble de définition :
éa] flx)=2x+2-
'b) flx)= §+In(x)

R (xf'lj

In(x+ 1) définiesur -1+ = [;

définie sur 10 ;+=[;

éc] flx) = x- définiesur J1;+ = [,
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| 88 % Une fonction f, définie sur [- 4 ; + @, admet le
 tableau des variations suivant :

x| -4 -1 6 + oo

fx)

10 1
g i =i -SFFqgen b g

11° Dresser le tableau des variations de In f et préciser les limites
i et les extremums.

2" Sachant que I'équation f(x) = 1 a pour solutions - 3 et
2, construire I'allure de la courbe représentative de In f.

5. Etude de fonctions

89) Leplan est rapporté a un repére orthonormal d'unité
égraphlque 2 cm. Soit la fonction u définie sur [0 ; +°°[ par:

X+6
| u(x) = T ,-"f
I Vérifier que u(x) est strictement positif sur [0 : & oo,

2" a) Déterminer la limite de u(x) quand x tend virs +®,
:b) Etudier les variations de u. Dresser le tableau des variations
ide u et retrouver le résultat du 1°.

3 On considére la fonction £ définie sur [0 ; + %[ par:

= (3555

-a) En utilisant les résultats precédents, déterminer le sens de
variation de f et démontrer que la représentation graphique
‘de f,notée €, admet une asymptote % au voisinage de + %,
:On donnera une équation de cette asymptote,

ib) Tracer & et €.

:D % Soit f lafonction définie sur |- 4 ; 6[ par:
| Flx) = {x + 4)
X

1 Montrer que, sur ]- 4 ; 6[, on peut écrire :

flx) =In(x+4) = In(6 - x).

2 a) Etudier les variations sur ]- 4 ; 6] des fonctions :
h:x — Inlx+4) e g:x+— -In(6-x).
:b) En déduire
3 Al'aide des limites des fonctions g et h en -4 eten 6,

;déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de
{deéfinition,

la variation de f.

91) On considére la fonction  définie sur ]% + ml par :
| F(x) = In (x? - 3x).

‘t" est la courbe rf:presentatwe de la fonction f dans un repére
‘orthonormal (0; 7, J)-

1 Résoudre I'équation f(x) =
{Interpréter graphiguement ce résultat.

2 Etudier les limites en % eten + o,
: Qu'en déduit-on pour la courbe €7

3° Calculer £'(x), 00 F' est la dérivée de f.
{ Etudier les variations de f.

: 4* Déterminer une équation de la tangente 7 3 € au point
i d'abscisse 2.
:5° Tracer T et €.

92) % Soit f la fonction définie sur ]O ; + o[ par:

f(x) = x=Inlx+ 1)+ Inx.

Soit € la courbe représentative de f dans un repére ortho-
inormal (07T, J).

1° Donner une autre écriture de f(x) avec un seul symbole In.
: On utilisera suivant les questions posées I'une ou l'autre des
: deux écritures.

£ 2° a) Etudier les limitesde f en O eten + oo

 b) Montrer que la droite & d'équation y= x est une asymp-
itoted € en +oo. Etudier la position de € parrapportd 9.

3° Etudier les variations de .
: 4° Construire & et € dans le repere (0; T, J).

93 ) Y Soit une fonction f dérivable et strictement crois-
isantesur [- 1;86] et € sa courbe représentative.

ESnit g la fonction définie par g(x) = In(f(x)).

1° Pour quelles valeurs de x, glx) est-il défini ?

: On note / l'intervalle trouvé.

: 2° Quel est le sens de variation de g sur / (justifier) ?

i 3° Résoudre dans l'intervalle | I'équation g(x) =0.

: 4° Donner une valeur décimale approchée de g(5) 3 0,01 prés.
: 57 Exprimer g'(x) en fonction de f(x) etde F'(x).

i En déduire la valeur de g'(3).

6° Quelle est |a limite de la fonction g en 2 ?

¢ Interpréter graphiquement ce résultat.

: 7° En utilisant tous les résultats précédents, donner dans un
i repére orthonarmal (I'unité graphigque est le centimétre) I'al-
i lure de la courbe I~ représentant la fonction g.

i Ne pas oublier la tangente 4 I au point d'abscisse 3.
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3Emhjémes__ g

E Le plan est muni d'un repére orthonormal (0; T, J)
%d'unité graphique 1 cm.

1* On considére la fonction g définie sur ]1 ; + [ par:
glx) = ox+ fnb_x :

gbétcn'niner les réels o et b pour que la représentation gra-
:phique " de g dans(0; 7, ) coupe I'axe (0;7 ) au point

‘E d'abscisse e et que la tangente 3 " en E soit paralléle
1a droite d'équation y=2x.

2 On considére |a fonction f définie sur 1 ;4 =[ par:

i e

fix) = x- s

gSoit € sa représentation graphique dans (07, J ).
éa} Calculer les limitesde f en 1 eten + «. En donner une
;interpretatiun graphique.

é'b} Sans dérivation, étudier les variations de f et dresser son
:tableau des variations sur ]1 ; + =[.

gc) Mpntrcr que la droite & d'éguation y= x est asymptote &
‘é Etudier la position de € par rapportd 2 .
-d) Construire dans (0; 7, J'), la droite 9 et la courbe €.

:3° Comment peut-on déduire la représentation graphique de
:| f| de celle de f, ol | f| est Ia valeur absolue de la fonc-
ition f. Construire cette représentation sur le graphique
i précédent.

95 ) W KA. Soit g la fonction définie sur l'intervalle
101+ = par gl =x2+1-Inx
1* Calculer |a fonction dérivée de g et étudier son signe.

2° Donner le tableau des variations de g. (On ne demande pas
IL"S limitesen O eten + =)

%En déduire le signe de g(x) sur 10 ; + =[.
B Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; + %[ par:

flx)=x+ 5+|"—x

§et € sa représentation graphique dans un repére orthonor-
:mal (0; 7, j),d'unité graphique 2 cm.

51' a) Déterminer la limite de £ en 0.

: Interpréter graphiquement ce résultat.

'éb] Déterminer la limite de f en + .

%:2‘ a) Montrer que, pour tout x de l'intervalle ]O ; + =,
00 = g{ L. o P ésta onoon derie de ¥,

b] En dédu:rc le tableau des variations de f.
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: 3° Montrer que I'équation f(x) = 3 admet une unique sols-
ition x, dans l'intervalle [2 :3].

: A l'aide de la calculatrice, donner un encadrement d'amplitus:
£10°2 de xq.

4* a) Calculer les coordonnées du point A, intersection de
icourbe € avec la droite & d'équation y=x+ %

 b) Montrer que la droite & est asymptote oblique  la courb
i€ en +o.,

: c) Etudier la position de |a courbe € par rapport 4 la droite 4
Ed) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe ¥
gau point A.

55" Tracer T, & et € dans le repére orthonormal (0 ; T, ]
: d'unité graphigue 2 cm.

@ % % Le but de ce probléme est de comparer les fon:
tions f et g définies sur 12+ %[ par:

fix— 2Inx et g:x+~ In(x2-4).

1* Dans un repére orthonormal, construire la courbe I” d'équa
ition y=2Inx pour xE]0;+[.

22‘ Etudier la variation de g sur | 2 ;4 =[.

: 3" a) Exprimer h(x) = g(x) - f(x) le plus simplement possib
b) Montrer que h(x) garde un signe constant sur ] 2 ; + =],

: ¢) Déterminer

LAim _ h(x).

Eﬂuc peut-on conclure pour les courbes " et €, ol € estk
i courbe représentative de |a fonction g?

: 4" Construire € dans le méme repére que T~

D Y % Soit |a fonction £ définie sur ]- 2 ; + =[ par:

4
Flx) =In 3’21 -

1 On pose u(x) = 3—3;'6- sur -2 +2[.

‘;a) Déterminer les réels o et b tels que :

o 1
x+2'
b) En déduire la variation de la fonction v sur ]- 2 ;+ [, aim
ique ses limitesen -2 eten +«.

ulx) =

2" En déduire le tableau complet des variations de la fonction |

 3* Résoudre 'équation £(x) = 0.

: A |'aide du tableau des variations de £, donner le signe de f{

 suivant les valeurs de x.

4" Construire la représentation graphique de f dans un repé
; orthogonal d'unités 2 cm en abscisses et 3 cm en ordonnés
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- 98) % % 0n se propose d'étudier la fonction f définie sur
‘R par:
flx) =In(x?-8x+17).

1° a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R par:
g(x) =x? -8x+17.
b) En déduire le signe de g(x).
c] Préciser les |imitesde g en +9% eten —oo,

:2° A I'alde des résultats du 17, étudier les variations de f et
i déterminer les limitesde f en +« eten -0,

3 Résoudre I'équation f(x) =In5.

i Al'aide des variations de f, déduire I'ensemble solution de I'in-
 quation f(x) = In5.

4° Construire les courbes représentatives des fonctions g et
- f dans le méme repére orthonormal.

99) %% A. On considére la fonction g déﬂlme sur
-1+ par: *-\

j g(x) = =x%+ax+ binlx+ 1). \
éDéterminer les réels o et b pour que |a courbe représéhga—

‘tivede g admette une tangente paralléle 4 I'axe des abscisses

aux points d'abscisses 0 et %

B.Soit f la fonction définie sur ]-1;+ [ par:

: flx) ==x2+5x-5In(x+1)

‘et € sa courbe représentative dans un repére orthonormal
:d'unité graphique 2 cm.

1 a) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers - 1.

éb] Déterminer la limite de —x2 + 5x quand x tend vers +oo.
:En déduire la limite de f en + .

§2° Calculer f'(x) et en déduire le sens de variation de la fonc-
‘tion f.
3° Montrer gue I'éguation f(x) =0 admet une unigue solu-
Etion c sur l'intervalle [2;3].

" :Donner une valeur approchée de o 3 0,01 prés.

::4" Tracer la courbe ¥.

100) % On considére la fonction définie sur 11 ; + o[ par:
f(x}——x+4+ln{x+:r|)-
‘Le plan est rapporté & un repére orthonormal (0; 7, J') eton
‘désigne par € la courbe représentative de f.
EI‘ﬁtl.idif:rlr:s. limitesde f en 1 eten +c=.
2' Montrer que, pour tout réel x de ]1;+ %[, ona:

x2 41
Fldt = = G =)

EEtEn déduire le sens de variation de f sur cet intervalle.

: 3° a) Montrer que la droite 2 d'équation y=-x+4 est
: asymptote a la courbe € en + .

gb] Montrer que, pour tout x de J1;+ 9], ’H] > 1 eten
;dedmre la position de € par rapporta .

{ 4* Déterminer les coordonnées du point de €, ol la tangente
i 4 la courbe a un coefficient directeur égal & - % , et donner
: une équation de cette tangente A.

=

fgs‘ Montrer que, sur l'intervalle [4 ; 5], I'équation f(x) =0
i admet une unique solution o.
i Donner une valeur approchée de ¢ au centiéme prés.

Es‘ Construire les droites % et A etla courbe €.
(On prendra comme unité graphique 2 cm sur chaque axe.)

;1.01)* Soit la fonction f définie sur ]O ; 15] par:

flx)=3+2Inx-(nx)2.

j‘Snit % sa représentation graphigue dans un repére orthogo-
inal (0;7, J) dunités graphiques 1cm sur I'axe des abscisses
iet 2 cm sur l'axe des ordonnées,

1° a) Etudier la limite de f(x) quand x tend vers 0.

b) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) a le méme signe que
il -Inx.

¢) Etudier le signe de f'(x) sur l'intervalle ]O ; 15].

d) Dresser le tableau des variations de  sur ]0 ; 15].

2° Déterminer par le calcul les abscisses des points d'intersec-
: tion de |a courbe % avec l'axe des abscisses.

3° Tracer la courbe € dans le repére orthogonal (0 ; T, J).
4 La fonction f est la fonction bénéfice d'une production de
i x milliers d'objets, bénéfice exprimé en milliers d'euros.

' 2) Déterminer la plage de production qui permet de réaliser un

i profit. (On donnera les bornes de I'intervalle en valeur appro-
ichéea 0,01)

b) Pour quelle quantité x, le bénéfice est-il maximal 7 Donner
i X, a l'objet pres.

:@ % Une étude a permis de modéliser les quantités d'un
 produit (en milliers d'unités) mis sur le marche, par la fonction
i d'offre, g définie sur [1;22] par:

glp) =03p+ 1, p deésignant le prix unitaire en euros.

La fonction de demande des consommateurs est modélisée par
. la fonction f définie sur [1;22] par:

flp)=-04p+5+In(2p+6)

Ercprés&ntant les quantités de produit (en milliers) que les
i consommateurs sont préts a acheter pour un prix unitaire p.

: 1° Montrer que la fonction g - f est une fonction strictement
i croissante sur [1;22].
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i2° En déduire qu'il existe sur I'intervalle [1;22] un unique
: prix d'équilibre p, .

i Quelle est alors la quantité d'équilibre g ?

ES'Traccr dans un méme repére arthogonal (0,5 cm pour 1 euro
ien abscisses et 1 cm pour 1 millier d’unités en ordonnées) les
représentations araphiques de f et g sur [1;22].

;Retmuv:r graphiquement le prix et la quantité d'équilibre.

@ % K Une entreprise fabrique un produit, en quantité
: x, exprimée en milliers de tonnes.
EL& coit total de fabrication est donné pour x€ [0 ;5] par:
H 2
Xxs .9
[‘r(x] -t 5 Inlx+1).

i Les colits sont exprimés en centaines de milliers d'euros.

A. Etude d'une fonction auxiliaire
;f[}n considére la fonction f définie sur [0 ;5] par:
; 2
flx) = "‘;'!— 51— -91In(x+1).
1° Calculer f'[x].
X(x-2)(x+4)
| (x+1)°
: 2* Etablir le tableau des variations de f sur [0 ; 5].

i\féﬁﬁcr gue l'on peut écrire £(x) =

3 En déduire que f s'annule sur ]O ; 5] pour une valeur
 unique o.

4 Déterminer un encadrement, 2 1079 prés, de o (on préci-
-sera la méthode utilisée).

ES' Déduire des résultats précédents le signe £ sur [0 ; 5].

8. Etude d'un coit moyen Cy,
1a fonction codt moyen C,, est définie sur 10 ; 5] par :

C g | 1
Bt fixl ~X 48 "_h;_i

11° Caleuler €y (x).

f(x)

252" ol f estlafonc-

- Vérifier que 'on peut écrire Cpy () =
tion auxiliaire de la question A.
: 2° Etudier le sens de variation de Cy, sur 10;5].

: 3° Pour quelle production I'entreprise a-t-elle un coiit moyen
i minimal, exprimé en euros par tonne ?
: Quel est ce colit ?

@** Soit f la fonction définie sur [0 ; 50] par:
flx)=x2+ == =50 In(x+1)-50.

‘Lacourbe € de f estobtenue ci-dessous & I'écran d'une cal-
i culatrice.

=R+ 500 AN+ L =50TnH+d -

#=10 ¥==24.44022

1" a) Montrer que la dérivée f'(x) est égale a :

2x{x - 4)(x + 6)
(% + 1)2

b} Etudier son signe, et dresser le tableau des variations de f
: sur [0 s0].

Ec] Justifier que f(x) s'annule pour une seule valeur @ de ['in-
i tervalle [0 ;50].

: En déduire le signe de f(x) sur l'intervalle [0 :50].

: On donnera pour & la valeur arrondie a 0,5 pres.

i 2° Une entreprise fabrique une quantité x, exprimée en kilo-
: grammes, d'un certain produit.

i Le colit marginal, exprimé en euros par kilogramme, est défini
2:5ur [0;50] par:

50
X+1°

\ Cop(X)=2x+
a] Montrcr que le colt total (en euros) Cr(x) est donné par:
,Il Cr(x) = x? + 50 In (x + 1) + 50,

avac un montant des coiits fixes de 50 euros.
: Justifier que le codt total est strictement croissant sur [0 ; 50].

b] Le colt moyen, en euros par kilogramme, est donné par :

sur ]0 ; 50].

Cpyl¥) = CT[X]

Montrtr que la dérivee du colit moyen peut se mettre sous la
i Flx)
CM [f‘:] = ";{“i"' 2.

3° a) Des résultats obtenus sur le signe de f(x], déduire le
‘ tableau des variations du coiit moyen Cy, sur ]0 ; 50].

: b) Dans un repére orthonormal, tracer la courbe représentative
ide Cyy sur [1;50].

: ¢) Pour quelle quantité le colt moyen est-il minimal ?

i Calculer le coiit marginal correspondant au codt moyen
i minimal.

: Vérifier que e cout marginal est alors égal au colt moyen
i arrond! & un euro prés. Calculer alors le coit total.

- LOGARITHME NEPERIEN

Chapitre 4



| Nuagedepoints ~~ p. 102
e choisir le bon repére
pour présenter une série
a deux variables (x; ; y;)
afin de mettre en valeur
les informations

¢ calculer les coordonnées
du point moyen du nuage

. Ajustement affine
" parmoindres carrés ~ p. 104
% ¢ comprendre le sens de cette notion
® savoir déterminer
un ajustement affine
a |'aide de la calculatrice
ou d'un tableur

® déterminer d'autres ajustements




P

dyvision

Les études statistiques sont généralement menées pour pouvoir analyser et prévoir.
i Le phénomene est analysé en valeurs, en indices, en parts, en taux d'évolution ...

‘La série chronologique obtenue, et des considérations ou hypothéses économiques ou sociales ou
scientifiques, permettent de dégager des avis.

1963

1973

1983

1993

Doc. 1 : Taux d'équipement des ménages

2 Cette série chronologique montre de fortes varia-
i tions « saisonniéres ». Cependant, il se dégage une ten-
~dance & la baisse que l'on peut chercher a chiffrer.

‘Donner 1'écart en points entre le taux réel d'évolution
‘du PIB et la tendance indiquée par la droite pour 1970,

11985 et 1993.

1* Les courbes donnent a penser que, quel que soit le bier
de consommation, les évolutions de la part des ménages
equipés sont de méme type : cela conduit 4 donner un
modéele : les fonctions logistiques (voir chapitre 8).

Pour chaque bien, en quelle année le taux d’équipement
ctait-il de 50 % ?

Quel bien ne semble pas pouvoir atteindre ce taux, au vu
de |'allure de sa représentation 7

E v 0 =l
1960 1965 1970 1375 1980 1985 1990 1935 2001
Doc. 2 : Taux de croissance annoelle du PIR

PR = IR S AR A . ]

m-
454 | Prévision | =
T i T s T i . i
;g: S, N 3* A partir des chiffres connus depuis les années 1970,
25+ —ASCRET e en particulier sur les cinq derniéres années, ce graphique
20- v i bty permet 4 I'UNESCO de faire des prévisions pour les 10 ans
154 - arabes 3 venir.
= —— ] venir.
g‘ R e Donner les prévisions du nombre d'enfants non scolarisés
1970 1980 1990 2000 2010 dans les états arabes et I'’Afrique subsaharienne en 2010,
Doc. 3 : Nombre d’enfants d’age scolaire Quelle est 1a région du monde ou I'effort de scolarisation
non scolarisés dans le monde (en millions). a été le plus important ?
ajenr;slaﬁsﬁque simple
Soit (r;) une série statistique de la variable x, prenant n valeurs de x, a x,.
formule ~ interprétation
i somme des valeurs
i i e nombre de valeurs
= T 2 o
: Ve L (x, - r)* | somme des carrés des écarts 4 la moyenne
n nombre de valeurs
= voir écart type s=\V racine carrée de la variance
Exercice 8

[ =

Chapitre
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‘La moyenne minimise la somme des carrés des écarts d'une valeur x aux valeurs x;.
Autre formule de la variance :

V= —l % (x;)* - (£)? :la moyenne des carrés moins le carré de la moyenne.

activites

. Applications

?Sﬂphie et Anne comparent leurs notes de Mathématiques du premier trimestre :

'+ Sophie :8; 13: 10; 7; 12. eAnne:6; 11;8;6;9. :"V?”
1 CXEercices
‘Pour calculer la moyenne de chacune d’elles, proposer un changement d'origine. Calculer la 145
-variance et I'écart type. Quelle éléve a les notes les plus dispersées ?

) Ajustement :

" modélisation par une fonction affine

;Dn s'intéresse a l'indice du coft a la construction o A A A ™
-en France de 1960 a 2000, base 100 en 1953. A
L'évolution est donnée par le graphique ci-contre. 1000 4 - - - - e +95ﬂﬂ“ 1017

-On se propose de chercher une droite qui approche au - + 837 Lo
‘mieux ce nuage de points.. i i S e e S s N

On se fixe pour critére que la somme des carrés des écarts il ’ |

‘de la valeur réelle a la valeur obtenue par le modéle soit ; ’ t o '

la plus petite possible. Lo

‘ o i fasl

1" Reproduire ce nuage de points dans un repére ortho- 200 4 +.m;|-222 ssdsaseraitenl -
‘gonal. TH

‘Calculer et placer le point moyen G(x ; y). 0 .
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
2" On a essayé trois droites (AB), D et A, a l'aide d'un tableur.

;a) D'aprés ce tableau, quels sont les
‘points AetB7?

Tracer la droite (AB) sur le graphique

e R - B e e TR N |
basa 100 en 1953
écart : difiérence entre l'indice st l'ordonnée sur la droite

‘et déterminer son équation reduite. année /indice [droite{ AB) (écart)]droite D (dcartyd delta |(écan)® i
; i | 1960/ 142 142 0 50 B489] 1000 1764
‘b) La droite delta passe par le point 1965 187 2615 &6880| 187 D] 225 1444
moyen et a pour coefficient directeur  _ __:.g??'g; ;g 5[3;3; gﬁ% ?j fﬁ% i?g :ﬂw

| : ' . . : | o 21170 4bZ| 115 | :
25. Déterminer son équation réduite, et 1980 592 620 784 oo 64| 600 b4
tracer la droite delta. 1985 837 7395 ©E06 738 o08o4 ?25 12544]
b, : i . s 0] 1990, 950 i Eh e el
') Déterminer 1'équation réduite de la A1 1995 1017 9785 1482] 1011 19| 975 1764
‘droite D passant par le point moyen et : 2000 1098 1098 o] 1150 2718] 1100 4
‘de coefficient directeur 27,5. Tracerla  _ 5400 piieq K | somme
-droite D.

: droite cosf

d) En appliquant les formules données, I!E» moyennes (AB) 239
compléter les valeurs manquantes en 1980] 600 . B_| &5
cases bleues. %r falta
§ ormules
‘e) Calculer et comparer les sommes des 20! (SFS1E7(AS - SAR4)+5B84 |F16 =  (B12-B4) / (A12-Ad)
S ; . . ; BF317*(A5 - $A§17)+§B517|F17 =  DROITEREG(B4:B12 ; A4-A12)
‘carrés des écarts. Suivant le critére fixé, SF$18°(AG - $A817)+3B$17|F18 = (25 {valsur choisie )

‘quel est le meilleur ajustement ?
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-" Veir

Acriviré |

-"‘ Voir

Erercices
d er 5

m Nuage de points et point moyen

On suppose que, suite & une étude faite, on s'intéresse a deux variables numériques sur une population.
A chaque individu de cette population, on associe ainsi un couple (x;;y;), ol x; est la valeur de |z
premiére variable et y; la valeur de |a seconde.

L'ensemble des couples forme une série statistique double 4 deux variables, notée simplement (x; : )

Si la premiére variable est le temps, on parle de série chronologique.
définitions!

® Dans un repére orthogonal bien choisi, y +
I'ensemble des points M; (x; ; y;) est appelé
, / i

le nuage de points de la série double. 4 + a0t
* Le point moyen de ce nuage est le point = s
G(X:V) 4. i 73 TSVes IMIp
dont ['abscisse x est la moyenne des x, I_[ +

et l'ordonnée ¥ est la moyenne des y,. ' : gzl

y yenne yl' ol1 X; % X

Dans le cas d'une série chronologique, on relie les points M; par des segments de droite,

= propriétés de la moyenne (rappel)

B moyennes partielles
Si on connait les moyennes /7 et § de deux parties d'une série, d'effectifs N et P, alors la moyenne
X de |a série est la moyenne des moyennes partielles, pondérées par les effectifs :

Partie (1) o
X X =

M linéarité de la moyenne _

* Si a toutes les valeurs x; on ajoute le nombre b, alors la moyenne X augmente de b.

 Si toutes les valeurs x; sont multipliées par le nombre a, alors la moyenne X est multipliée par a.
Ainsi, si alors t=X+b; si z=0xx;, alors Z=0xX.

mm application

Ces propriétés permettent de faire des changements d'origine ou d'échelle.

On considere le taux de réussite au Bac général de 1991 3 2000 (source DPD).

* série donnée

NXA+Pxp
N+ P

tl'=xf+ b,

_ année X; 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
taux v, | 750 | 729 | 742 | 746 | 754 | 748 | 769 | 704 | 783 | 705
* nouvelle série aprés changement d'origine €2 (1990 ; 75) et d'échelle
t; = x, - 1990 1 2 3 4 5 6 7 8 3 10
Z;=10(y; - 75) 0 -21 | -8 | -4 4 -2 19 44 33 35
Comme il est plus facile de calculer les moyennes T et 7, on obtient £ = 5,5 : d'ou :
X=t+1990=19955 et E=’1ﬂ=n: puis ?-110+75-?5,1.
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Nuage de points

Le graphique présente les 20 plus importantes agglomérations de France hors région parisienne.

16,0 -

14,0 4

12,0 1

73| 64 |
128] 52 10,0

8.0

50| 37 40 - . t

2,0 -

163 -5,9 D.U T T T T |l

B i nombrs d
80\ i posutation &n 100 000 0 20 40 60 80

Le point G (103 ; 59) est le peint moyen. On remarque que, par rapport a ce point moyen, les agglomé-
rations ayant a la fois une faible population et un petit nombre de communes sont les plus nombreuses.

Le cas de Marseille-Aix est peu fréquent.

100 120 140 1680 180 200 220 240 260 280

On ne peut pas dire que plus le nombre de communes est grand, plus la population est grande.

On considére la série statistique suivante, donnant le nombre de naissances, en milliers, en France

depuis 1990.
‘année 1990 1991
‘ 762,4  759,1

1992 | 1993
743,7 71,6

‘1994
?11

1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1599
?296 7343 7268 ?405 744

Un entre Ies annéts en liste 1 et le nombre de naissances en |I5tE 2.
On peut choisir comme origine en abscisse 0 en 1990, et 700 en ordonnée.

* Sur Tl 82 ou 83 === e Sur Casio 25 ou 35
: Flotz  Flokz ;
STAT 1:Plot1 ... | FDFF ' (MENU) | 9
: CTorey B L dhy
-_Ct VB|I13W‘""" HIM |~ | entrer les valeurs dans les listes et
comme ci-contre Alistilg , sélectionner : [GPH 1
ﬁllit LE. ' GRPEI GPH
‘Marks o A '
el B S Graph Type : Ixy
(ZOOM ] 9:ZoomStat Pz . 0] X List : [List 1
e . i Y List : [List 2
On obtient le graphique ci-contre : + +
t'est la calculatrice qui choisit la | R IGPH 1
fenétre (sauf sur T.l. 80). * | On obtient un graphique semblable.
permet de suivre les ¥R | @ permet de suivre les

> voir

Erxercices
S a1l

> voir

Acriviré 2

P voir
Rabars
de couverture
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L'analyse d'un nuage de points M. (x;; y;), représentant une série statistique & deux variables, peut
conduire a la recherche d'une liaison entre les deux variables x et y, en particulier lorsque les points

sont alignés.
B voir = méthode des moindres carrés
Acriviré 3
On considére deux séries statistiques (x;) et (y;), ol (x;) est une série non constante, telles que le
nuage des points M, (x;; y;) présente un certain alignement .
On recherche alors une droite & d'équation y
réduite y= ax+ b qui passe le plus prés pos- :
sible des points du nuage. Vi
Pour chaque abscisse x:, on calcule la dis-
= . ax;+ bt
tance M;P; entre le point du nuage et le point |
de la droite, c'est-a-dire : 5:;
X5 +
M; P;= |J",-"[ﬂ""f"' b)| . u.tf+b------------
On recherche les réels ¢ et b pour lesquels T S R
la somme des carrés de ces distances est mini- | _ !
male : | ; x 5
S=M, P2+ MyP2+ ..+ M,P2. G h f
P voir On démontre qu'il n'existe qu'une droite répondant a cette condition et que cette droite passe par
Exercice 26 le point moyen.
rjmileje__rég[essim_dLy_ en X Neoreme
La droite de régression de y en x par la méthode
des moindres carrés est la droite :
* passant par le point moyen G(X ;¥)
* de coefficient directeur a donné par la formule :
_ cov(x:y)
V(x) .
avec V(x) = %E[xf- x)?2 0 > X
et covix;y = J,;E(x,-‘?}[y,-— ¥). appelé covariance de x et y.
L'équation réduite de la droite de régression est donnée par y=a (x-X)+¥ .
Autre écriture de la covariance :
> voir cov[x;y]=%E(x;-?][y;-—?):%zx,-yf-EF.
Exercice 14
Ainsi, la covariance de x et y est la moyenne des produits moins le produit de la moyenne.
Aprés développement de I'équation y = a (x - X)+ ¥, on obtient le coefficient b, ordonnée  l'origine :
b=y -ox.
104
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Ajustement affine par moindres carrés

T i s e :.::'5?.{:'-:;—'-:-. S T i,

- L =1 = LML
ey ettt |0 kst e 2

La forme du nuage de points peut conduire a rechercher une fonction autre qu'une fonction affine.

Par exemple, un polynéme de 2°¢ ou 3° degré (sur calculatrice : QuadReg, CubicReg ...), ou : > voir
Exercice 22
y)ji
_l_
| | | | P voir
Probléme
une exponentielle une racine carrée, un logarithme ... résolu

PN T b A R BN e A e e, - IR T P i s
Le tableau ci-dessous donne la part des naissances non reconnues parmi les naissances hors mariage en
France (en %).

année x; 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996
taux y; 30,2 | 293 | 282 | 277 | 26,1 | 244 | 232 1 221 | 21 | 186 | 179 | 167

Un ajustement affine est-il justifié ?
Déterminer I'équation de la droite de régression par moindres carrés, a I'aide de la calculatrice.

Soit G(X ;¥) le point moyen d'un nuage de points M;(x;;y;). Lorsque les points sont presque alignés,
I'tquation de la droite de régression de y en x par moindres carrés est :
y=alx-X)+y.

* On entre les années en liste 1 et les taux en - - Sur Casio, dans I'écran de STAT, aprés calcul : > voir
liste 2 . . BVAR Rabats de
: 2VAR X
la visualisation @ a I'écran du nuage de points . RES) i A
inquuE ll,']lalll.“'l aj-UStemCI'lt affine est jlﬂ"rﬁﬁé- ; ® L‘équation cherchée est alors :
* On obtient les moyennes X et § par calcul sur - y=~-1276 (x - 1 990,5) + 23,8,
a série double : :
X=19905 et y=238. ~ Le coefficient b obtenu a la calculatrice n'a pas
* On obtient les coefficients * - de signification (taux en I'an 0 !), mais se retrouve
a=-1276 et b=25641. - par développement.
s : P voi
-Sur Tl 82 ou 83 : 2 I'écran @ Les écrans @ et @ montrent comment tracer 18 yrererens
[STAT |CALC 4:LinReg (ax + b) (L1} ) ° droite de régression. 18 & 21
@ @ @
FLliolz LinReg aY z TEST PTS
g inRes JRe ot
| a=-1,276223776 | |4iP
2 b=2564. 18575 .
* e PlekZ Plots
Ea “WiB 1. 276223776
R=1950 . . . ¥=244 . . . %%%2§+2564' 1e6eS | | LTS

i e Chapitre 5 — STATISTIQUES : AJUSTEMENTS




b Voir

Erxercices
29 4 33

Ajustements affine et exponentiel

L'ensemble des producteurs d'un bien d'utilité courante a analysé la quantité mise sur le marché en

éfcmctinn du prix au kg :

0,13 0,15 0,23 0,27 0,3

Npixen€) | o008 | 009 [ on
quantité (en ) 1300 1400 1 500

1 600 1900 2 800 3 600 4 300

y; les quantités en tonnes.

- Calculer les coordonnées du point moyen G(X ; ).

- 2° A l'aide de la calculatrice, déterminer I'équa- |
 tion de la droite de régression de y en x.
- On notera y = f(x), les coefficients étant arron- |
i disa 0,1 prés. :
. En déduire la quantité & proposer sur le marché
- pour un prix de 40 centimes d'euro, d'aprés ce

i modeéle.

3° Cette question est abordable aprés le chapitre 8.

On pose z=In(y].

- a) A I'aide de la calculatrice, calculer les valeurs |

de z; et la moyenne Z .

 Placer les points P;(X:i ) dans un repére ortho- |

: gonal adapté.

b) Déterminer I'équation de la droite de régression

i de z en x.Tracer cette droite.

En déduire la quantité en fonction du prix x sous

 la forme :
5 y=glx) = Bx A%,

Sol B estarrondia 1 préset A a 107 prés.

¢) D'aprés ce modéle, quelle est la quantité a pro-

. poser pour un prix de 0,40 € ?

Comparer a la quantité calculée avec le modele

affine.

H

: 1° Choisir un changement d'échelle qui simplifie :
: les prix. Soit x; les nouvelles valeurs des prix et

17 Les prix en euros comportant des décimales ;
on peut choisir de prendre les centimes.

On aurait pu aussi exprimer les quantités en mil-
liers de tonnes ou centaines de tonnes.

2" On propose de chercher un ajustement affine.

FiLilz
-*
: .
; J-c
+
5 e * ¥
H=.23 Y=2B00

Cependant la forme du nuage, visualisée a la cal-
culatrice, suggére un ajustement exponentiel.

3° On recherche une relation y= Bx A*, c'est-a-
dire :
Iny=InB+ xInA.
C'est pourquoi on pose z=Iny et que ['on cherche :
a=InA et 0b=InB.

Le nouveau nuage de points P;(x;; z;) présente
un alignement plus prononcé.

Pour la détermination de A et B, ne pas hésiter
a utiliser tous les chiffres donnés par calculatrice :
les arrondis avec |'exponentiel conduisent a de
grandes différences.

Pour un ajustement exponentiel, on pose z= In(y) .
La calculatrice fournit les coefficients o et b de la droite de régression de z en x, de |a forme :

z=0x+0b.
On en déduit :
y = e0x+b = p0xy 00 _ oby (e9)% = Bx AX,
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- 1° On choisit de prendre les prix en centimes d'eu-

- ros, afin d'obtenir des valeurs entiéres.
Ainsi X=17 et §F=2300.
. Le point moyen est G(17 ; 2 300).

2° Ajustement affine

- Avec la calculatrice, on entre les prix en liste 1 et

‘ les quantités en liste 2 ; on obtient :

LinReg
y=ax+b
a=131.6283534
b=62.45859289

Dol y=1316x + 62,5 ;

“oubien y=1316(x=17) + 2 300.

Le prix étant de 40 centimes d'euros :

ipour x=40, y=131,6x40+625=5326,5.
La quantité a proposer est d'environ 5 300 tonnes.

m_remarque : chiffres significatifs

Il est normal de donner le résultat d'une prévision :
i arrondie avec le méme nombre de chiffres que les :

‘ valeurs connues.

3" Ajustement exponentiel

a) A I'aide de la calculatrice, on obtient les valeurs

izi=Iny;.
u Lz " oz
B 1200 | 24704
| 8 1o | 7EunE
| 11 iE00 | 73132
| 13 igo0 | 7.x778
A ipp | 7.E4mg
2z zBon | 7927y
| 27 2600 | B.1887
f 30 400 | B.366EY
(L2 =1lndlzd

D'ol le nouveau nuage de points ci-dessous.

- b) On détermine & la calculatrice, la régression |

- entre les listes L1 et L3 .

olZzlo

88+
86+
84+

7.8+

~o~
o
+

On obtient :
LinRed Dol I'équation :
u=ax+h z=0,054x+ 6,7 .

a=,B@559015436
b=6.726244965

Comme z=Iny, alors y=gZ=edxtl

Ainsi  y=(e9)* x eb=BxA*
avec B=eP=834 et A=¢7=1055.
e~Ca)
. 1.855433458
[
834.089643

On obtient ¢ ou b 2 la calculatrice T.l. 83 par:

VARS ) 5 :Statistics EQ 2:a ou 3:b
Ainsi g(x) = 834 x 1,055%.

A la calculatrice, on peut obtenir directement les B voir
coefficients A et B: Frercices
23 a 25
EDIT TESTS
e
tCubicRe
7:QuartRed EXF’REQA
g'll::.ERSQ(a-i-bx) i H=§§b SR -
| Zilnke | a=
| BExPRe | | p=1,85 3354334581 —A

c) Pour un prixde 0,40 € , x=40
et g(40) = B34 x1 05540 =~ 7100.

La quantité a proposer est d'environ 7 100 t , soit
1800t de plus ou 34 % par rapport au modgle
affine.

""" o prix
-~ en centimes
d'euros

20 25 30
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’ﬂuagaje_pnints:
e diverses représentations

travaux
diriges

A L'emploi total en France

_Pour un nuage de points, le choix du repére peut dépendre de I'information que I'on veut mettre en valeur
. Ci-dessous, I'emploi total en milliers :

lannée 1990 1991

1992 1993 1994 1995 | 1996 1997 1998 1999 | 2000 2001
il

Yo | | 1 | |
H emploi y; 22322 22316!22250:22105‘21 875122185122311 !22223 224?9]22672‘23261 i23?59

D 2) Prendre x;=0 en 1990 et z; la valeur arrondie au million du nombre d'emplois : 2z, = 22..
Donner la nouvelle série double. Quelle information semble se dégager de cette nouvelle série ?

v - 22 000

e

‘Donner la nouvelle série double (x; ; d) . Quelle information est mise en valeur ?

') Prendre I'origine des années en 1990 et d, =

3 Pour chacun des commentaires, trouver un repére tel que le nuage de points confirme ce commen-
‘taire :

a) I'emploi est resté stable depuis 1990 ;

1) depuis 1994, 'emploi est en hausse ;

“¢) I'emploi est en trés forte progression : 500 000 emplois supplémentaires par an !

= B. La population mondiale

> voir %Lorsque la croissance est trés rapide, ou les données chiffrées d'ordre de grandeurs différentes, on
f:-;"f";‘“ ‘utilise un repére semi-log.
er 3

Ci-dessous la population mondiale en millions aprés 1500.

B voir

Chapitre 4, années  lpopulation 100007
B | 1500 | 461 50001
- 1800 578 i
1700 680 S
1750 n
| 1800 954 10004
" 1ss0 | 1241 -
1500 | 1634 e
1950 | 2504 | .
1970 3 698 200+
41990 5234 20 o= R SN T W Mt S B S S B
' 2000 | 6067 1500 1550 1800 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050

D Représenter cette population avec une échelle arithmétique en ordonnée.

3 a) i I'évolution avant I'ere industrielle (1750) s'était maintenue, la population aurait suivi la droite
tracée en vert, Lire |a population mondiale en 2000 dans le repére semi-log ci-dessus.

-b) En regardant I'évolution entre 1800 et 1900, lire une estimation de la population en 2000.

*¢) Si la croissance observée depuis 1950 se maintient, lire une estimation de la population en 2050.
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= C. Les fonctions logarithmes

‘Lorsque la croissance d'une fonction est trés faible, on peut utiliser un repére ol I'axe des abscisses est
‘gradué suivant une suite géométrique.

1?"’

i —

travaux
diriges

lﬂ.ﬂm 0,01 0.1 1 10 100 1000 10000 X P Voir

=] Exercice 23

Reproduire ce repére et représenter la fonction In, puis la fonction g définie sur 10 ; + o[ par P voir

glx) = 10 - log(x) . Utiliser la calculatrice et la touche ’ Chapitre 4,
p. 85

Quelle remarque peut-on faire ? Résoudre graphiquement Inx = g(x)] .

"3 Ajustement 2 laide d’un tableur

‘On se propose de regarder I'évolution de la population urbaine en France.

‘Les données sont entrées en tableau. On calcule la part : D3 = C3 /B3 " 100, puis on sélectionne les
années et les parts pour obtenir le graphique en nuage de points.

Cliquer drmt sur Ies pomts puur entrer dans le format de la séne de donnees

choisir Wpé-’-}'-[iﬂjéélr& , puis 0]

EUn obtient le graphique ci-dessous : série 1 (x;), les années, et série 2 (y;), les parts.

80

1935 il 221 539’ i

(E I I A |

1962] 464 254 634 |

1 1988] 97| 328] 00| ©° : —F J
[Gors| 526|383 72| 80+ =

B T o | s .
i | 1990 56,6 4.9 74.0l| &0 ' ; : : . ! .
iy 1903 %85| 441 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

7541 1930
'\\

D Sensibilité aux valeurs extrémes

3) 'ajustement affine parait-il judicieux ? Quelle prévision peut-on faire pour 2005 ?
Calculer le point moyen G . Ecrire 'équation sous la forme y=alx-X)+y (1).
b) Cliquer sur le graphique pour faire apparaitre les données sélectionnées et, a I'aide du curseur, ne
sélectionner que les données depuis 1962 .

‘Recopier |'équation de la droite de régression obtenue et calculer la prévision pour 2005 .

) Mémes questions pour les données depuis 1975.
Quel semble &tre le meilleur ajustement d'aprés le nuage de points 7

3 a) Avec une nouvelle origine 1935, en années, et 50 pour les parts, on a :

: t,=x;-1935 et z=y -50.

(Que devient le coefficient de la droite de régression 7 Que devient le point moyen ?

Justifier en reprenant la formule du cours. Ecrire I'équation de la droite de régression sous la forme (1).

o) Mémes questions en prenant pour origine 1935, et les parts en écriture décimale p. = N
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- )Un faux lien - -

fravaux

dlrl “4=N  Onimagine une étude faite en France sur le taux d'équipement des ménages en automobile et I'age des
- femmes lors de leur premier mariage.,

La représentation de ces données conduit au nuage ci-dessous .

fannées ' taux _ﬁgc 28
1979 | 686 | 229 | [ | p—
LL LA S| | | 27 | : i
1981 | 70 | 231 | | (A e | e T —— — Lo O
1884 | 729 | W9 % ——
| 1986 | 734 | 245 | i i i Rass B Y & ey i
1988 | 746 | 25 | &5 | ‘
0 | 765 | 268 | 5o b 1 177 T [ S S
b | A —
| 1991 | 768 | 258 | L NS [ P O S e -
1992 | 77 | 21 | 23 — |
1993 | 78 | 264 | e T e Rttt LS e
TR ] B8 L) - e e e e
1995 | 79 | 289 | 66 68 70 72 T4 76 78 &

B Il semble que I'on puisse effectuer un ajustement affine |
‘On pose x; le taux d'équipement en automobile et y; I'age des femmes.

-a) Calculer le point moyen G, puis le coefficient directeur a de la droite de régression .
_En déduire I'équation réduite de la droite de régression de I'dge en fonction du taux .

b) Suivant cet ajustement, quel serait I'age au premier mariage pour un taux de 90% ?
- Ce calcul a-t-il un sens ?

¢) Peut-on en déduire qu'il y a un lien entre le taux d'équipement des ménages en automobile et |'age
- du premier mariage ?

9 On note t; le nombre d'années écoulées depuis 1979, ainsi t=0 en 1979.

@) Dresser les deux tableaux des séries doubles (t; ; x;) et (t; ;y;) et représenter ces deux séries doubles
-dans deux repéres orthogonaux bien choisis. Quel type d'ajustement peut-on effectuer ?

- b) Déterminer le coefficient directeur m de la droite de régression de y en ¢, puis celui m' de la droite
-de régression de x en t.

- ¢) Déterminer le lien entre les trois nombres m, m' et a.

> voir & Attention, il peut y avoir un bon ajustement affine ( on parle aussi de corrélation ), sans qu'il y ait causalité |
Erxercice 28 ;

Une ou plusieurs variables cachées peuvent intervenir pour expliquer une corrélation : ici le taux
d'équipement et I"dge étant deux fonctions affines du temps, on retrouve une relation affine entre
le taux et I'age.

Un autre exemple illustrant de faux liens :

les calculs montrent qu'il y a corrélation entre le taux de départ en vacances et la taille de la com-
mune, ce qui pourrait faire penser que plus on habite en ville, plus on a besoin de prendre des vacances.
Or dans les villes, il y a plus de cadres et de professions dont le taux de départ en vacances est impor-
tant ! Ainsi la corrélation s'explique plutot par 'effet de structure de la population.

En conclusion, avant de traduire une relation en causalité, il faut s'interroger sur le lien logique entre
les deux variables .
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m Droite de régression de y en x synthése

Une série statistique a deux variables x et y se représente dans un repére orthogonal par un
nuage de points.

0 X X

la droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés est la droite & :

- passant par le point moyen G (x ;y)
cov (x;y)
V(x)

- de coefficient directeur a=

utiliser
les propriétés
de la moyenne

, alors t=x+b; si z=oax, alos Z=aX

calculer
une variance,
un écart type

| vm 7 Z0g-%) = 1 Zx) - (x)2
| e\! V[x] dans la méme unité que la variable

v ;:.-.._ug les points représentant une série statistique 3 deux variables sont

obtenir un fl' 'g’tfeﬁique avﬂgnes 0n peut ajuster ce nuage par la droite de régression
ajustement affine . ﬁe y en x par la méthode des moindres carrés d'équation :
d'un nuage ‘* - y ﬂ{x x)'l'F ou y= ﬂx+b avec b= y -ax
de points les coefficients a et b s'obtiennent 4 I'aide de la calculatrice :
i I.inﬁeg{ax-l-b) Casio : [REG ) [2VAR X
: i . J:m pwe z,= irt(yg) et que les points de la nouvelle série (x; ; z;)
: "matigman peut ajuster par une fonction exponentielle :
obtenir : _ aox+b ;i
e o y=¢ =Bx A
d'autres :
ajusteneiil ; ose t;=In(x;) et que les points de la nouvelle série (t; ; y.)

gnés, ﬂn peut ajuster par une fonction logarithme :
RS s v y=alnx + b
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exercices

La page de calcul

:D Sans calculatrice, calculer l]a moyenne de chacune des
iséries (en utilisant les propriétés de la moyenne : changement
:d'origine ou d'échelle).

{1°130 120 200 170 160 140 150 110,

2°22453 22451 22449 22455 22480
22458 22451 22447 22451 22 448.

53'0.031 0,0308 00309 0,0313 00312 0,0314.

B Cing amis comparent leurs notes. |ls aimeraient savoir

:rapidement si ils ont plus de 10 de moyenne ou non : les aider,
:sans utiliser une calculatrice.

‘Arthur: 8, 4, 11, 17, 15,

2, 9, 10.
‘Benjamin: 12, 11, 13, 10, 8 7, 5 9, 14.
%Carult: 0, 9, 11, 14, 8, 5 3. 12, 18, 4.
‘Damien: 8, 10, 11, 13, 2, 5 4, 14, 15.

: 8 7, 11, 10.

:Emilie - g, 10, 10, N, 14,

D Dans une entreprise, le salaire moyen annuel des
‘hommes est de 20 000 € et celui des femmes de 16 000 € .
Lc salaire moyen dans I'entreprise peut-il étre de :
'2)15000 ; b)1B000; ¢ 19500; d)17000?

Eﬂans chaque cas ol cela est possible, indiguer la structure
:hommes/femmes de I'entreprise.

B % Sans calculatrice, calculer le salaire moyen d'une
ientreprise présentant la structure suivante :

cadres employés ouvriers
: |salaire moyen | 40 000 16 000 14 000

B Dans une ville de province, calculer le taux de réussite
iau bac connaissant I'effectif et le taux de réussite dans chaque
:établissement.

: [iycées A B C D
 [tauxen%| 60 80 90 95
250 100 100 50
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2. Parametres d’une série

B Médiane, quartiles, moyenne
£1° Lire la médiane et les quartiles pour chaque diagramme en
iboite.

a) b)

0 i 00 1,2 -' 22

= L

5l0 ! , 74

12" On fait 'hypothése d'une équirépartition dans chaque quart
ide la population. Calculer la moyenne dans chaque cas.

B A l'aide de la calculatrice, calculer la moyenne et
iI'écart type de chacune des séries données.

1°P1Bdes 15 pays de I'Europe des 15 (par habitant en SPA):

23600 24700 24900 27100 18200
23200 22300 15300 26600 22300
42900 26300 16600 23300 23000.

2 Emission de CO,, dans I'Europe des 15 (en tonnes par habitant)
107 77 125 112 66 N8 66 81 107 7§
189 1,5 56 96 62.

B Autre formule de la variance

£ 1° On considére une série statistique simple composée de trois

ivaleurs x,, x, et xq.

:Justifier chague étape du raisonnement :
=106 - %2 = T, -2 4 ey - 32 4

3{x, =2, X 4 X2 4 x,2 =20, % + X2 4 X3% = 2x,% + %)

[Ka = E]Z]

= lel +.=r2"'+x3 - 2% (x, +x2+x3]-3x11

=1 X x2-2R.X+F= L X2 -2

: 2° Applications

Ea) Une série statistique de 20 valeurs a pour moyenne 90 &t
ila somme des carrés des valeurs est 166 500 .

é(‘.‘alculcr la variance, puis I'écart type.

:b) A I'aide d'une calculatrice, pour une série statistique de 100
%vah:urs. on a obtenu les sommes suivantes :

: Y x=120, Y, x?=145.

i Calculer la moyenne, la variance et I'écart type.

:¢) Calculer la variance, puis I'écart type a 0,1 pres, d'une série
istatistique de 16 valeurs, de moyenne 71 et dont la somme
ides carrés est 82 D55.




exercices

3 Nuage de points

3 Espérance de vie des femmes et des hommes en 1998
_Edans les 12 pays ayant le plus grand IDH, indicateur de déve-
loppement humain (le 12° étant la France).

;h'}ftmm 819 | 813 | 802 | 81,2 | 814 | 81
|ly) hommes | 76,2 | 754 | 735 | 756 | 769 | 76,4

|x;) femmes | 80,7 | 808 | 83 | 80 | 808 | 82,1
Aly)hommes | 74 | 751 | 769 | 747 | 732 | 744

1 Calculer le point moyen G en effectuant un changement
:d'origine.

;2‘ Placer le nuage de points dans un repére orthonormal.
:Combien de pays ont une espérance de vie pour les hommes et
-pour les femmes inférieure aux valeurs moyennes ?

10 Evolution de 1978 4 1999 du prix du tabac (indice
1100 en 1970) et de la consommation de cigarettes par jour et
‘par adulte de plus de 15 ans. (Source : CD.TEF)

{On note x; le prix relatif du tabac et y; la consommation de
‘cigarettes pour la méme année.

- Xi Yi % Yi l
| 1978 | 738 6,6 1989 | 81,3 6.4
i| 1979 | 726 6.7 1990 | 796 6.4
1980 | 72,2 6.6 1991 | 780 6,4
1981 | 733 6,5 1992 | 843 6.3
1982 | 788 6,5 1993 | 983 6,2
1983 | 785 6,5 1994 | 1121 6,0
1984 | 773 6,5 1995 | 1196 58
1985 | 721 6.8 1996 | 126,2 5,7
| 186 | 747 6,6 1997 | 1346 | 55
1987 | 760 6,5 1998 | 1376 | 56
| 1088 | 808 6,3 1988 | 1430 5.5

117 a) Représenter la série double (x; ; y;) dans un repere ortho-
igonal pour les années de 1978 3 1991,

b) Déterminer et placer le point moyen G(x ;y) pour ces
:14 points.

¢) Quelle est la part des points dont I'abscisse et I'ordonnée
‘sont supérieures ou égales au point moyen ?

2" Placer les points pour les années de 1992 4 1999.

11 ) Taux d'alphabétisation [x;) des femmes et espérance

E_de vie (y;) des femmes dans 15 pays a faible développement
‘humain. (Source : CD.TEF)

-1 Déterminer les coordonnées du point moyen G(x ; ¥).

2 Représenter cette série double (x; ; y;) dans un repére ortho-
‘gonal bien choisi.

| espérance i
|ldevie " | 55 | 594|568 | 576 | 503 | 587 | 555

rang de I'IDH 1 21 41 61 81

¢|PIB par habitant| 23 582 | 16 212 | 13111 | 8137 | 4 288
frangde MIDH [ 101 [ 121 [ 141 [ 161 | 174
| PIB par habitant| 5404 | 1940 | 756

N 302 | 57,8 | 43,4 21,?|3a.4 286 | 31

| taux d'alpha-
|bétisation’ x,|227 514|456 525 |47,1|69.1 357 258

;del.\,-le. 58,9 | 52,4 | 564 |51,5|52,7| 41 (475|546

¥i

12 ) % Dans un repére semi-log : indice base 100 en 1990.

: 1" a) Dresser le tableau des données représentées dans ce repére
isemi-log.

200 $4

100 +

50 1

20

1980 1990 2000

;b] Calculer le pourcentage d'évolution de cet indice de 1986 a
£1990, puis de 1990 a 1994. (On utilisera les coefficients mul-
itiplicateurs.)

‘c) De 1982 4 1990, puis de 1990 4 1998, le pourcentage d'évo-
lution a été le méme,

: Vérifier que ceci est vrai (aux imprécisions de lecture prés).

i 2° Calculer les coordonnées du point moyen.

iSon ordonnée est-elle supérieure ou inférieure @ 100 ?

: Représenter les données du tableau 1°a) dans un repére ortho-
:gonal.

13 ) % On désire comparer le P.L.B. (en parité de pouvoir d'achat)
:gde pays ayant le plus faible IDH a des pays ayant le plus fort.

| 1453 | 458

 Représenter ce nuage dans un repére semi-log. (Source : OCDE )
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exercices

1. Droite de régression :
calculs théoriques

14) Autre formule de la covariance

: On considére une série statistique simple composée de 3 valeurs
P Xq. Xy et X

EJustiﬁtr. par une phrase, chaque étape du raisonnement :
covb; ) = 3 Xl - Ry - 7)

= 3 Z ey = %7 - Ry;+ X7)

%ixm =X, = Xy, + X7 + X0, = X,F = Ky,
+ XY + XYy = X3¥ — Xyy + X¥)

= Xlyy + vy + y3) + 3%¥)

-] g EH_p BN e
- XYoo
3 -

B Déterminer I'équation réduite de la droite de régres-
isionde y en x dans chacun des cas suivants :

1° Point moyen G(10 ; 50), variance de x de 18 et |a cova-
iriance de x et y de 45.

12 Point moyen G(0,03 ; 140), variance de x de 0,25 et la
: covariance de x et y de - 7.

1-6 )* En utilisant la seconde forme de la covariance, vue 2
: I'exercice 8, calculer le point moyen et le coefficient directeur

?de la droite de régression de y en x dans chacun des cas :
(1" x =60; X x2=300; 3y =1000;2 xy =6600
E:t ilya 20 données.

12° T x=36; La2=204; Ty =960; X xy =4 656
g'et ilya 8 données.

17)* Sachant que : V(x) = JﬁZ{x'. - %)2

: et covlx;y)= § Xlx -3 (y-7)
éque devient le coefficient directeur de la droite de régression
;de y en x par la méthode des moindres carrés lorsque :

éa] toutes les valeurs y; augmentent de 107

Eb] toutes les valeurs x; diminuent de 19807

 ¢) toutes les valeurs y; sont multipliées par 1,27

) Ajustement affine par moindres carrés a

_ 2. Ajustement affine

18 ) Les croisieres sont devenues trés en vogue depuis les

i années 1996, en abandonnant le c6té luxe de ce type de vacances.
; Le tableau ci-dessous donne e nombre de passagers par an
i dans le monde et en France (en milliers).

Eann&.w, 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001

|dans le 6200 | 6820| 7390 | 8090 | 9280 | 9 960
Emumlt:y,

len France :z;| 154 | 165 | 200 | 224 | 266 | -

;iDn note x; le rang de I'année @, tel que x; = a;,- 1996.

1* a) Déterminer le point moyen M de la série (x;; y;), puis
 le point moyen F de la série (x; ; z)).

- b) Dans deux repéres orthogonausx, placer les points M;(x; ; y)
- et les points F(x; ; z,), ainsi que les points M sur |'un et F
i sur l'autre.

2" a) A I'aide de la calculatrice, donner le coefficient directeur
i de la droite de régression 4 de y en x obtenue par la
: méthode des moindres carrés. Donner la valeur arrondie des
i coefficients 3 1 prés.

: b) En déduire une équation de A. Tracer A.

: 3" De méme, déterminer une équation de la droite de régres-
ision % de z en x par moindres carrés. Tracer & .

: 4" A l'aide de ces ajustements, faire une prévision du nombre
; de passagers en croisiére dans le monde et en France, en 2004,

B * Espérance de vie a la naissance en France pour les
 femmes. (Source : INSEE.)

[année o, | 1990] 1991] 1992 1993 | 1994 | 1995]
|espérance €| 803 | 81.1] 814 814 | 818 | 819

lannée o, | 1996| 1997| 1998 | 1999 | 2000
|espérance €;| 82,0 823 | 824 824 | 827

gﬂn pose x;=0,-1990 et y,=e,-80.

1* Déterminer I'équation réduite de la droite de régression de
i ¥ en x par moindres carrés,

i Donner les coefficients en valeur arrondie 3 10~ prés.

2" a) D'aprés cet ajustement affine, quel est I'accroissement
: moyen de I'espérance de vie sur 10 ans ?

b) Calculer I'espérance de vie que I'on peut prévoir en 2005,

: ¢) En quelle année 'espérance de vie dépassera-t-elle 85ans’?
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exercices

@ Pour un bien de consommation courante, une étude

iest realisée sur I'offre proposée par les producteurs et [a
:demande des consommateurs.

:(Les quantités sont en milliers de tonnes et les prix en euros.)

[quantité x 140 | 148 | 155 | 167 | 180 | 230
prixde l'offre y  [31,5] 32 | 34 |355| 37 | 44
| prix de la demande z|25,5| 24 |235| 22 | 21 |18,

11° Dans le méme repére orthogonal, représenter les séries
.doubles - (x;;y,) et (x;z) pour x€ [0;250].

:2* a) Déterminer |'ajustement affine f(x) = ox+ b pour l'offre,
par la méthode des moindres carrés.

:Ondonnera @ arrondid 0,01 préset b & 1 prés.

b) Déterminer de méme I'ajustement affine d(x) = mx+ p pour
‘la demande.

c) A I'aide de ces deux ajustements, déterminer la quantité
:d'equilibre, puis le prix d'équilibre.

21 ) ¥ On désire faire une étude sur le travail des femmes

‘et le lien (éventuel) avec le nombre de chdmeuses.
:Soit x le taux d'activité féminin® et y le nombre de chdmeuses,
ien milliers la méme année. (Source : INSEE))

* part des femmes qui travaillent parmi les femmes de 25 4 49 ans.

lannée

1930

1891

1992

1993

1994

1995

taux d'activité féminin

74,3

751

76,2

174

178

783

1255

1247

1388

1468

15685

1 560

~ chomeuses en milliers

! lannée.

.| 1986

1887

1898

1898

2001

* taux d'activité féminin

78,7

782

787

792

TS

 [chameuses en milliers

1621

1609

1 596

1530

s 2’81

-a) Représenter le nuage de points pour les années de 1990 &

51999. Calculer le point moyen G.

:b) Déterminer une équation de la droite d'ajustement de y en
ix par moindres carrés sous la forme y=alx-X) + ¥ pourles
‘années de 1990 a 1999.

i Compléter I'interprétation du coefficient directeur @ :

‘u lorsque le taux d'activité féminin augmente de un point de
ipourcentage, le nombre de chémeuses augmente de ...... ».

Ec] D'aprés cet ajustement, calculer le nombre de chémeuses a
 prévoir en 2001, ol le taux d'activité féminin est de 79,6 %.
EEst-ce que le nombre réel confirme la tendance des années 90 7

: 3. Autres ajustements

;22 ) Paur chacun des graphiques suivants, indiguer si le
‘nuage de points justifie la recherche d'un ajustement affine.

G0 ©

:@ Ajustement logarithmique

 De 1987 a 1997, I'OPEP a augmenté sa production de pétrole,
i mais de maniére ralentie.

i Le tableau ci-dessous donne cette production.

: On note x le rang de I'année et y la production en millions
 de tonnes.

:On pose X =Inx, on a obtenu les valeurs arrondies de X 4
£ 1072 preés a |'aide d'un tableur.

e | 0 | e | S T e | Ll | P | —s

2,30
2,40

—
s
oo
— i
—|=

1" a) Déterminer une égquation de la droite de régression de y
ien X sous la forme :

i y=aX+b, avec a et b arrondis & l'unité.

 b) En déduire une relation entre le rang x et la production y:
y="~(x.

2 a) Dans le méme repére orthogonal, placer le nuage de points
M.(x; ; v;) et représenter la fonction f définie sur [1;+ %[.
b) A I'aide de cet ajustement, donner une estimation de la pro-
i duction de pétrole en 2002, si cette politique se poursuit.

i 3° Avec la calculatrice

i Comparer I'ajustement obtenu en 1° a) avec I'ajustement

 logarithme obtenu directement a I'aide de la calculatrice (voir
i Probléme résolu, p. 107).

Tl (5@

E-Casio: I2VAR [REG) ILog

LnReg |
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exercices

24 ) Ajustement exponentiel

i Une entreprise achéte une machine-outil 10 000 €.

 Le tableau d'amortissement ci-dessous donne la valeur y de
Ecﬂte machine aprés x années d'utilisation.

§0n a représenté cet amortissement dans un repére semi-log.

: ) Déterminer les réels o, b et ¢ afin que & passe par les
gpuints A(0:100), B(5:100) et C(7;107).

iib] Construire |a parabole 27 dans le repére précédent.

Ec} A I'aide de cet ajustement, calculer la prévision de I'indice
: des salaires nets en 2002.

; 3° Comparer avec |'ajustement quadratique obtenu a I'aide de
i la calculatrice : QuadReg .

26 ) % Ajustement homographique

i Etude du taux d'éguipement des ménages en automobile de
: 1969 & 2000, en France. (Source : INSEE.)

[année x; | 1 2 T 5
{lvaleur y; | 8500 | 7230 | 6140 | 5220 | 4440
iann& x; 6 7 8 | 9 10
valeur ;| 3770 | 3200 | 2720 | 2300 | 1970
B
; -
i
i .
} »
i +

-

.
- 1000
‘ 0 5 10 15

| 1° Quel type d'ajustement suggére ce graphique ?
'2°Onpose z=Iny.

'a) A l'aide de la calculatrice, calculer les valeurs z; et les conser-
i ver dans une liste : donner les valeurs arrondies 3 10~7 prés.
:b) Déterminer I'éguation réduite de la droite de régression de
.z en x. (On donnera les coefficients 8 10~ prés.)

' ¢) En déduire la valeur y de la machine en fonction du nombre
‘d'années x d'utilisation, sous la forme y = Bx A,

d) Quelle est |a valeur de cette machine apres 14 ans d'utili-
 sation ?

3° Comparer avec la régression exponentielle obtenue directe-
- ment avec la calculatrice. (Voir Probléme résolu, p. 107.)

- 25 Ajustement polynomial
i Le tableau ci-dessous donne I'évolution des salaires nets en
indice, base 100 en 1992, en France.

 [année| 1969 [ 1973 [ 1977 | 1979 | 1980 | 1984 | 1986 | 1988]
taux | 554 | 61,6 | 66,1 | 686 | 70 | 729 | 734 | 746
: [année| 1990 [ 1991 [ 1992 [ 1993 [1996 | 1998 | 2000
(|Bux | 765 | 768 | 77 | 78 | 789 | 79.4 | 80

On a représenté I'évolution de ce taux ci-dessous a |'aide d'un
 tableur.

Bt e s
| |

P 80— f et

J ot |+ -+

i 70 —= p————f

: . I *

. 60 = -=

+ | 5

: 50 - —t l

F 40 . —

: 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

1" ) Déterminer I'ajustement affine par moindres carrés de ce
i nuage, en prenant x; = année - 1900 .

: On donnera le coefficient ¢ 3 10~ préset b 4 0,1 prés.

b) En déduire la valeur du taux d'équipement en 2000 a ['aide
: de cet ajustement.
: Comparer a |a valeur réelle.

 2° On se propose de faire un ajustement par une fonction homo-

 graphique f telle que :

flx) =

kx +m
x =50

pour x € [60 ;+[.

lannée [1992| 1993|1994 | 1995|1996 | 1997 | 1998 | 1999|
e 0 | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6 |7
indice y!| 100 | 97,6 (968 | 98,4 | 98,3 | 99,8 |103,3|106,7
1* a) Représenter la série double (x; ; ;) 96

i dans un repére orthogonal,

: b) Un ajustement affine est-il judicieux ? 94

i 1

2° On propose un ajustement par une fonc-
i tion polynéme du 2° degré (ajustement quadratique), repré-
isentée par une parabole # d'équation y=ax? + bx+c.
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Ea] Déterminer les réels k et m pour avoir f(80) = 70 et
i F(100) = 80 .

Eb] Etudier la fonction f [sens de variation et limite en + %),

¢) Calculer le taux en 2000 a I'aide de cet ajustement, compa-
i rer avec la valeur réelle.
 Faire une prévision pour 2005.

2
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=) Problémes
1, Ajustement affine

27 ) Divers ajustements possibles : comparaison

i Le tableau ci-dessous donne le trafic aérien intérieur francais,
:en milliards de voyageurs-kilométres.

lannée | 1985 | 1986 [ 1987 [ 1988 | 1989 | 1990 | 1991
Hrang x: | 1 2 3 4 5 6 7
[trafic y; (7,400 | 8,300 | 8,900 | 9,600 | 11,000 11,400 {11,700

lannée | 1992 [ 1993 [ 1994 [ 1995 | 1996 [ 1997 [ 1998
rangx | 8 | 9 [ 10 [ 1 [ 12 [ 13 [ 14
 trafic y;|12,200|12,300 12,700 12,700 13,800 (13,800 14,500

Source : Direction générale de I'Aviation civile.

1° Représenter le nuage de points M;(x; ; y;) dans un repére
Enrthngunal,

 Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage. Le placer.

';2“ Ajustement par la droite de Mayer

:3) Déterminer |es coordonnées du point moyen G, des 7 pre-
imiers points du nuage et du point moyen G, des 7 dermniers.
ib) Déterminer I'équation réduite de la droite (G,G,) sous la
iforme y=ax+ b. Verifier que G est un point de (G,G,).
:3* Ajustement par une droite choisie

i Déterminer I'équation réduite de la droite & passant par G
i de coefficient directeur 0,5. Tracer %.

14° Ajustement par la droite des « extrémes »

: Calculer I'accroissement moyen annuel du trafic entre 1985 et
:1998. En déduire I'équation réduite de la droite (M, M,,).
iLe paint G appartient-il 3 cette droite ?

:5° Ajustement affine par moindres carrés

ﬂ I'aide de la calculatrice, déterminer I'équation réduite de la
i droite de régression A de y en x par moindres carrés.

E Comparaison

iAl'aide des listes de |a calculatrice, ou d'un tableur, calculer |a

Esommt des résidus :
i S=3 (y; - ax; - b)?

puur chacune des droites prer:e.:ientes d'équation réduite de la
:formr: y=ax+0b (0 a1073 préset b 4 102 pres).
:Quelle est la droite pour laquelle cette somme est minimale ?

@* Suite 3 une (fausse) enquéte, et a la publication
:du graphique ci-aprés, on peut lire : En France, plus la part des
ipersonnes de plus de B0 ans augmente, plus le nombre d'allo-
i cataires du minimum vieillesse diminue.

{ Argumenter contre ce jugement, en utilisant les données sui-
ivantes (on présentera les calculs faits).

ignﬁee 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
: |part des + 60 ans | 20,2 | 204 | 205 | 206 | 20,6
mmmumy;mm 860 | 805 | 760 | 728 | 700

! nombre de personnes (en milliers) touchant le minimum vieillesse et part
i des plus de 60 ans dans la population (source Drees)

f] ennées 1974 1375 1376 1371 1978 1979 1980
 fRecettes | 12785] 14878] 17391] 21541] 26663] 29065] 34533
Bépmxs 11423 13180] 16213 19274 132341 zzass 25328

- [103304] 1204431 132626133417 137010 137389] 145076 163488 176562

1991 | 1992 [ 1993 | 1994 | 1995
193 11951197 | 199 | 20,1}

: Iminimum vieillesse|1 183/ 1 131[1 089 |1 059 966 | 909

- 29 )% Etude de I'évolution du tourisme en France

Le tableau donne les recettes et les dépenses liées au tourisme

;en France en millions de francs. (Source : OCDE)

1981 1982 1983 1984 1985 1986 rsa? ISEB 1309
39140 46016 55075] 66401 :_13551 67350| 71348] 82097 103646

31232| 33895 32631 37324 409421 45107) 51088 57852 4075
1990 1991 1932 1393 1994 1995 TB%, 1937 1994

§7398 68464, 73659 72675 76468| 81435 30783 95756 104347

1° Pour chaque année, on note x; la recette et y; la dépense.
i Tracer |e nuage de points dans un repére orthogonal et placer
¢ le point moyen. Quel type d'ajustement suggére le nuage ?

2° a) Déterminer le coefficient directeur de la droite de régres-
ision de y en x par moindres carrés,
: En deduire I'équation de cette droite sous la forme :

y=alx-X]+7y.

b) Si la recette augmente de 10 milliards de francs, quelle sera
i 'augmentation de la dépense suivant I'ajustement affine ?
: Quelle part de I'augmentation de recette représente-t-elle ?

i ¢) Si les données étaient en euros, peut-on toujours faire un
i ajustement affine ?
: Déterminer alors I'équation de la nouvelle droite de régression,
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:3* Pour aller plus loin

:0n suppose qu'il y a un effet de retard des dépenses sur les
irecettes ; ainsi on cherche une relation entre les dépenses d'une
-année et les recettes de |'année précédente.

:Pour chaque année & partir de 1975, on note r; la recette de
;I'annét précédente et on garde ¥; les dépenses de I'année.
:On utilisera au mieux les listes de la calculatrice ou le tableur,
:Déterminer la droite de régression de y en r.

: Comparer les coefficients directeurs ; est-ce significatif ?

2. Autres ajustements

: 30) % Les dépenses pour la protection sociale en France
-augmentent, mais de fagon peu rapide.

: Dépenses totales de protection sociale ( en milllards o eurs ) : Source Insee
 mndex 1931 1392 1393 1994 1955 1935 1997 1938 1998

: dépensey 3021 322| 343 354 363 375 385 397 409 421
(X = lo(x - 1990 0,00 0,69 1,10 1.39 1,61 1,79 1,95 2,08 2,20 2,30

:On note y le montant des dépenses en milliards d'euros et on
ipose X=In(x-1990), ol x estl'année.

1" a) Représenter le nuage de points (x; ; y;,) dans un repére
iorthogonal : on prendra pour origine £2(1990 ; 300) et 1cm
‘pour 10 milliards d'euros en ordonnées.

: U'ajustement affine est-il adapté ?

:b) Calculer I'accroissement des dépenses d'une année sur [autre.
i Confirmer I'augmentation ralentie de ces dépenses.

: Calculer le taux d'évolution de ces dépenses entre 1991 et 2000.
i2* a) Visualiser le nouveau nuage de points (X;. y;) & l'aide de
i1a caleulatrice. L'ajustement est-il justifié ?

Eh] En utilisant les valeurs données dans le tableau, déterminer
I'équation de la droite de régression de y en X par la méthode
:des moindres carrés ; la donner sous la forme :

y=0X+b, ol a et b sontarrondisa 10 pres.

:En déduire y en fonction de x.

éc] Calculer la prévision que I'on peut faire pour I'année 2004,
isi ce modéle reste valable.

§3' Sait f la fonction définie sur ]1991 ; + =| par:

: Flx) = 50 In(x - 1990) + 290 .

:a) Etudier le sens de variation de la fonction f.

:b) Tracer la courbe €, représentative de £ dans le méme repére
:que le nuage de points au 1° a).

31 ) % On se propose d'étudier |a croissance du taux de
:travail partiel en France  I'aide de deux ajustements.

;1 Ajustement affine
i Vérifier que I'équation donnée sur le premier graphique est celle
ide la droite de régression par moindres carrés de y en x.

Chapitre 5 — STATISTIQUES : AJUSTEMENTS

. En déduire la prévision pour I'année 2002 suivant ce modéle.
: D'aprés la forme du nuage, peut-on penser que cette prévision
isera convenable ?

;E-aet-uig’p-ﬁa Wr————r 1 i )
i nnée |rang i Jtauxy [X=1Inx 84 v 088 + 14,77 . ’
. gt 1 12.1 ﬂ.ﬂﬂ % " |
o2 2 [ 127] 08| 184 | o L adl .
93] 31439 110

il sal 4 [ 149 138

il 95| &5 [ 158 181][ 124 & | | | |
([ o € | 16| 178 L

il 971 7 [ 168] 185

sl s 71 2.08 0 1 2 3 4 &6 7 8 9 10
il e8] 8 | 172] 220

2* Ajustement logarithmique

a) En utilisant les valeurs données dans le tableau, déterminer
: une équation de |a droite de régression de y en X.

: On donnera les coefficients arrondis 4 10~ 2 prés.

T 4 y= 2.6782x + 11 ATT
i 18 ' ' g =
18 = 1 e
14 e TR PY Tl
12 Foreeane2nt
10 1 . | . il
0.00 050 1.00 150 2m 250

‘b) En déduire y en fonction de x pour ce modéle, sous I3
iforme f(x)=0olnx+b.

: Calculer la prévision pour 'année 2002.

i Ce modéle est-il plus adapté ? On placera le nuage de points
M;(x; : v;) et la courbe €, représentative de |a fonction f dans
: le méme repére.

: 32 ) Le tableau suivant donne le taux y de sortants du sys-
i ttme éducatif sans aucun dipléme ou avec le niveau de fin
: de primaire, rapporté au total des sortants, en pourcentage.

| année 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 |
[rang x; El-e-T o y | s |
‘ly; ©0) 213 | 185 | 172 | 1866 | 154
amée 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
érang X; 6 7 | 8 { 9 10 |
e | 151 | 132 | 142 | 136 | 134

Source : Alternatives Economigues, Hors Série, n® 50,

| 1" a) Représenter la série (x; ; y;) dans un repére orthogonal
 d'unités graphiques :

i1 cm pour 1 unité sur I'axe des abscisses et 0,5 cm pour 1
 unité sur I'axe des ordonnées.

' b) Quel type d'ajustement suggére la forme de ce nuage ?
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12" On pose z;=Inx, eton considére la série statistique & deux
variables (z;; ;).

a) Donner une équation de |a droite de régression de y en z.
'On donnera I'arrondi des coefficients a 102 prés.

b) En déduire une relation entre y et x de la forme y=fix),
EOI'J fX)=alnx+b.

53" a) Etudier la fonction £ définie sur [1;20].

b) Tracer sa représentation graphique dans le repére de 1°.

¢) Estimer graphiquement le taux de sortants non diplémés en
i 2007. Retrouver cette estimation par le calcul.

33 ) X On étudie la part y, des naissances hors mariage en
:France, sur le total des naissances suivant ['année a;.
i (Source : INSEE.)

enée | 1985|1930 1981] 1992) 1993( 1994 1955| 1996] 1937 | 1998] 1993

::’:““ 19.6( 30,1] 31,8 33,2| 38,8 36,1 37.6| 38,3 40| a0;7| 41,7

Sil' Dans un repére orthogonal, on a représenté |a série
:chronologique double (x;;y,;) avec x;=a;~ 1980.
: Quels types d'ajustement suggére la forme du nuage ?

b i it et ity ]

i T | | ' [l

1) T S S N A e e
o O N o~ R

7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 13 20
2 On propose de chercher un ajustement affine.

:3) Déterminer I'équation réduite de la droite de régression de
iy en x par la méthode des moindres carrés, avec les coeffi-
cients arrondis & 10~* prés.

:b) A l'aide de cet ajustement, estimer le pourcentage de nais-
:sances hors mariage, en |'an 2003.

c] En quelle année peut-on penser que le taux de naissances hors
i mariage deviendra superieur @ 50 %, d'aprés cet ajustement ?

:3° La forme du nuage présentant un ralentissement de la crois-
:sance, on effectue un ajustement du nuage par une parabole.
'éDn considére alors Ia série (z;;y;), avec z;= (x;- 26)2.

:a) Donner le tableau des valeurs z; .

: Dans un repére orthogonal, placer les points de coordonnées
E:Ezr- i ¥; ). Que suggere la forme du nuage ?

:b) Déterminer une équation de la droite de régression de y
‘en z. On donnera le coefficient directeur arrondi 3 0,005 prés,
ietI'ordonnée 3 l'origine 2 0,5 prés.

:En déduire une relation entre x et y de la forme :
y=ax?+ bx+c.

i On pose y = Flx).

‘lannéed. | 1968 | 1975 | 1982 | 1990 | 1997 | 1998 |
feang | o | 7 | 14 | 22 | 29 | 30 |
lparten% y: 29 | 30 | 36 | 46 | 68 | 69

|année 1970|1975 1980 | 1985 1990 | 1995 | 1997
fmngx, | o | 5 |10 ] 15| 20 25 | 27
| analphabétes y;| 44,6 | 37,9 [ 31,2 | 253|202 | 169 | 1556

ic) A I'aide de cet ajustement, estimer le pourcentage de nais-
i sances hors mariage en I'an 2003.

i d) Etudier le sens de variation de la fonction £ sur [0 ; 40].
i Montrer que f admet un maximum, En donner une interpré-
! tation concrete.

e) Résoudre algébriquement f(x) = 39. Interpréter le résultat.

34 ) % Etude de I'évolution du pourcentage de familles
: mono-parentales parmi 'ensemble des ménages. (Source : INSEE)

|

1° a) Représenter la série (x; ; y;) dans un repére orthogonal
: adapte aux données.
i b) Un ajustement affine est-il justifié pour cette série ?

2° La forme du nuage suggére un ajustement guadratique.
Pour cela, on cherche & déterminer les réels a, b et ¢ tels
i que la parabole P d’'équation y=ax?+ bx+c sajusteau
i mieux au nuage de points de la série donnée.

: On impose a cette courbe de passer par les points :

Al0;29), Bl10:3) et C(20:;44).

a) Déterminer une équation de 2 .

i Tracer & dans le repére du 1°.

: b) Estimer, 3 |'aide de la parabole 2, en quelle année le pour-
centage de familles monoparentales pourrait dépasser 10 %.
Retrouver le résultat précédent par le calcul.

35 ) % Etude de la part en % des analphabétes chez les
£ 15 ans et plus, en Asie orientale

1° a) Représenter le nuage de points associé 3 la série statis-
tique double (x; ; y;) dans un repére orthogonal adapté aux
: donnees,

b) Un ajustement affine semble-t-il adapté & la forme de ce
i nuage ?

i 2° Ajustement exponentiel

On pose z;=Iny; et on considére la série statistique (x; ; z;).

a) Déterminer une équation de la droite de régression de z
ien x.On donnera les coefficients arrondis a8 10~ % prés.
i b) En déduire une relation entre x et y sous la forme :

fr=kg =,

On donnera Iarrondi de k 4 10~2 pres.
£ 3° Soit f la fonction définie sur [0 ; + %[ par:

Flx) = ke~%%,
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ia) Déterminer le tableau complet des variations de f (sens de
‘variation et limite).

b) Tracer sa représentation graphique dans le repére choisi en 1°.
:4" a) Par le calcul & I'aide de I'ajustement exponentiel, estimer
la part des analphabétes en 2003 en Asie orientale.

ib) En quelle année cette part sera-t-elle inférieure 3 12 0 7

E Capacité d'hébergement en chambre d’hdtes de 1980

i3 1997 (Source : INSEE)
' année 1980 | 1985 | 1990 | 1993
rang x; 0 5 10 13

{ nombre de personnes

i nébergées m, 3121 | 5419 | 11168 | 15698
année 1994 | 1995 | 1996 | 1997

| rang x; 14 15 16 17
:|nombre de personnes

| Sl 17920 | 1 18 898 | 21 466
 hébergées 7 659 |

I Représenter le nuage de points associés a la série statistique
‘double (x; ; n;) dans un repére orthogonal.
‘Unités graphiques :
i1 cm pour 1 unité sur I'axe des abscisses et 0,5 cm pour
i1 000 personnes sur I'axe des ordonnées,
La forme du nuage suggére deux ajustements possibles :
iun ajustement affine et un ajustement exponentiel.

12" Ajustement affine

‘a) Donner une équation de la droite % de régression de n
ien x. On donnera les coefficients arrondis & 102 prés.

ib) Tracer 2 dans le repére de la question 1°.

e] En utilisant I'ajustement affine, estimer par le calcul la capa-
ute d'hébergement en 2002.

;3 Ajustement exponentiel
10n considére la série statistique (x;; y;), avec y=In(n;).
a] Donner une équation de la droite de régression de y en x.
:On donnera les coefficients arrondis 4 10~ 4 prés.
I_b]l En déduire une relation entre n et x sous la forme :

n= ke, odleréel k estarrondi a l'unité pres.
c) En utilisant I'ajustement exponentiel, estimer par le calcul
Ia capacité d'hébergement en 2002,

z ) K Volume corrigé

dcs variations saisonniéres
(ovs)

[ernée

1988[T trim 2 trim 3 trim 4 trim
114 110 108 113
1 4rim 2 trim 3 trim 4 trim

1€

‘Au cours de quatre années, 129 122 119 126
‘le volume des ventes d'une | 20001 trim 2 trim 3 trim 4 trim
Ecntrcprisc {en milliers d'ob- 146 131 130 137
‘jets) a évolué comme ci- | 2001}1 trim 2 trim 3 trim 4 trim
o 153 147 142 150

:On note x le rang du trimestre (1 pour le premier trimestre
11998 et 16 pour le dernier trimestre 2001) et y le volume
.dcs ventes.
: On présentera les résultats sous forme d’un tableau de valeurs.

11" Recherche de la tendance, ou trend
i a) Représenter la série double (x;  v;) dans un repére orthogo-
:nal on choisira pour origine £2(0 ; 100).

h] Déterminer I'équation de |a droite de régression &
i x sous la forme :

f y=ox+b,ol o et b sontarrondisa 0,1 prés.
‘Tracer @ sur le graphique précédent.

On notera t; l'ordonnée du point de la droite &

de y en

| d'abscisse X;.

¢ i2° Recherche des coefficients saisonniers
’a] Pour chaque trimestre de 1 a 16, calculer |a différence
:entre le volume observé y; des ventes et la valeur t; du trend.
:On en donnera une valeur arrondie 4 0,001 prés.
b) On appelle coefficient saisonnier d'un trimestre la moyenne
i des différences précédentes sur chaque année pour le méme
{trimestre :
ic1 pour le premier trimestre, .... c4 pour le quatril':mc trimestre.
:Calcuicr les coefficients saisonniers ¢1, c2, c3 et c4.
3 Recherche des valeurs corrigées des variations saison-
merts cvs

Elles s'obtiennent en enlevant a chaque valeur observée y; le
: coefficient saisonnier correspondant.

‘ Calculer les valeurs CVS et représenter cette série sur le méme
i graphique.

: 4" Prévision

:Pour obtenir une prévision, on « resaisonnalise » en ajoutant
ile coefficient saisonnier correspondant & la valeur prévue
t, par le trend.

; Calculer les volumes de vente que I'on peut prévoir pour chaque
i trimestre de |'année suivante.

3. Plusieurs ajustements

: 38) % Le montant annuel des enjeux, en millions d'euros
 de divers jeux proposés par la Frangaise des jeux, est donné
i dans le tableau ci-aprés.

- On a obtenu la représentation de ces séries chronologigues sur
;-tablcur

. On définit le rang x par x=0-1990.

- 1 Les séries chronologiques montrent un changement de stra-
“tégie en 1993, du fait de la montée des jeux instantanés. On
: se propose de restreindre |'étude aux années de 1993 3 1998.
: Quels ajustements peut-on alors envisager pour chacune de
 ces séries ?

| 2° Ajustements affines pour x dans [3 ; 8]

@) Déterminer une équation de la droite de régression 9, de
'y en x obtenue par la méthode des moindres carrés.
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s I S T VL AL e
année af 1991] 1992 1993[ 1994] 1995] 1996] 1997 1

i
2 |Lotes y| 2279) 2111| 1959 1B76] 1893| 1831] 1799 1738
i |13 llenx instantanés 2| 474] 2082 2528 2597) 2837) 2940] 3002] 3291
A Keno - Rapide 1] 361) 309) 164] 205 228] 294] 328] 385
15 [Source t ln Frangase des leux
R a5 -
| [ ™
3 2500 -
I .‘ 500
: '13‘* | 0o
50 4
i

1990 1991 1992 1993 1954 1985 198§ 1997 a8 1999

:0n donnera les coefficients arrondis 8 0,1 prés.

:0n pose y=f(x).

'b) Méme question pour la droite de régression &, de t en x.
:0n pose t= h(x]).

i¢) En supposant que cette évolution se poursuive de la méme
:fagon, en quelle année le montant des enjeux pour les lotos
isera-t-il inférieur & celui des enjeux pour Kéno-Rapido ?

3 Ajustement logarithmique pour x dans [3 ; 8]

-On décide d'ajuster la série statistique sur le montant des jeux
{instantanés par une fonction logarithme g.

Pour cela, on pose ;= In(x).

Déterminer une équation de la droite de régression de z en w,
les coefficients étant arrondis & 0,1 prés.

En déduire I'expression de g(x).

4" On considére |a fonction d, définie sur [3 ; 15] par:
dx)=g(x) -2 Flx).

a) Etudier le sens de variation de cette fonction d.

b) Montrer que I'équation d{x) = 0 admet une unique solu-
‘tion a dans l'intervalle [3 ; 15].

:Donner un encadrement de o par deux entiers consécutifs.

¢) En déduire 4 partir de quelle année le montant des enjeux pour
‘Ies jeux instantanés dépassera le double de celui pour les lotos.

-39) Y% Etude du nombre d'utilisateurs de téléphone

:portable en France (D'oprés Bad)

-y est le nombre d'utilisateurs en millions,

' mos 12/1996 | 10/1997 | o05/1998 | 10/1998
rang x; o | 10 17 22
nembre y; | 25 | 45 7.2 9,4

- mois 02/1999 | 07/1999 | 09/1999 | 03/2000 |
rang x, % || o 33 33 |
- nombre y; 12 15 16,2 225 |

i 1° Ajustement affine

: a) Représenter le nuage de points M.(x; ; y;) dans un repére
{ orthogonal bien choisi.

i b) Calculer les coordonnées du point moyen G(x ; y) et pla-
: cer ce point.

 ¢) Déterminer |'équation de la droite de régression & de y en
i x par moindres carrés de la forme y=o0x+b,00 a et b sont
iarrondis a 0,01 prés.

i Tracer la droite %' sur le graphigue précédent,

i d) Donner le nombre d'utilisateurs gue I'on peut prévoir pour
i décembre 2000.

i 2° Ajustement exponentiel
iOnpose z;=Iny..
i a) En utilisant pour z; les valeurs obtenues a la calculatrice,

: déterminer |'équation de la droite de régression de z en x de
i la forme :

z=mx+p, ol m et p sontarrondisa 0,001 prés.

b) En déduire y en fonction de x, sous la forme :

y=Ae™  avec A arrondia 0,1 prés.

i Tracer la courbe % ayant cette équation sur le méme gra-
{ phique qu'en 1°.

i ¢) Donner le nombre d'utilisateurs que I'on peut prévoir pour
- décembre 2000.

: Comparer les deux ajustements, sachant gue la valeur réelle
i est 31,3 millions d'utilisateurs.

3 Etude des deux ajustements
:Soit f(x) =05x+008 et glx)=26e20%x fet g étant
i définies sur [0 ; 50].

“a) Calculer la somme :

Si=Xly-flx)) et 5=3 (y-alx)

i en utilisant au mieux les listes des calculatrices.

: Comparer ces deux sommes ; en donner une interprétation.
 b) Résoudre dans R f{x) = 35, puis glx) = 35.

: En déduire I'année et le mois 4 partir duquel il y aura plus de
: 35 millions d'utilisateurs suivant chaque ajustement.

: Mettre en valeur ces résultats sur le graphique.

4° Etude de la différence
i Soit h |a fonction définie sur [0 ; 50] par :

hix) = glx) - flx) .

“a) Calculer h'(x), ol h' estla dérivée de h.

: Résoudre I'inéquation 0,1456 00565 _ 05 = 0.

. En déduire le signe de h'(x) , puis le sens de variation de la
 fonction h. (On donnera la valeur exacte Xo ol la dérivée
: h'(x) s'annule, puis I'arrondi entier @ de cette valeur)

 b) En déduire I'année et le mois ol la différence entre ces deux
: ajustements est maximale sur [0 ; 35].

c) Soit T la tangente & la courbe € au point d'abscisse x,, .
i Justifier que les droites T et & sont paralléles, en utilisant la
i question 4° a).

i Tracer T sur le graphique précédent.
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exercices

:d) A I'aide du tableau des variations de h , demontrer que la
ifonction h s'annule pour deux valeurs x, et x, de [0;50].
iEncadrer x, par deux entiers consécutifs. Faire de méme pour
i x,. Placer les valeurs x; et x, surle graphique.

:Sur quelles années et quels mois I'ajustement exponentiel
- donnera-t-il des valeurs inférieures & I'ajustement affine 7

40 ) 4 ¥ Coiit et recette dans un marché non monopoliste
A. Etude du coit

:Le coiit total de production d'un bien produit par une entre-
 prise en concurrence est donné en milliers d'euros (k€) par :
i Clg) =0,19% + 2¢ + 60,

q étant le nombre de centaines d'unités produites, avec
(g [5;40].

1* Etudier le sens de variation de cette fonction sur [5 ; 40].
: Construire la courbe % représentative de la fonction de cout
itotal dans un repére orthogonal.

2 Résoudre algébriguement Clg) > 150. Donner une inter-
i pretation du résultat.
B. Etude de la recette et du bénéfice

Une étude statistique a permis d'estimer la recette en fonction
ide la quantité fabriquée q.
i Le tableau ci-dessous rend compte de cette étude.

prix x; 1 2
‘|quantité y; 3 2 15 | 1

[quantité g; 5 [10[15[20]25[30]35]40

| [recette y; (en k€)| 15 | 90 [135]170|190|200|230 240

1° Représenter les points M, (qg;; y;) dans |e repére de [a
 question A,

2° Au vu de ce nuage, on décide d'ajuster la recette par une
i fonction logarithme.

 Pour cela, on considére la série (t;;y;), ot t;=In(g).

 a) Déterminer une équation de la droite de régression de y en
it par la méthode des moindres carrés, les coefficients étant
i donnés & I'unité prés.

i b) En déduire une relation entre y et g de la forme :
y=alnl(q) + b.

ic) On pose Rlg) =alinlg) + b; la fonction R, ainsi définie
:sur [5 ; 40], modélise la fonction de la recette de I'entreprise
 pour ce bien.

: Estimer graphiquement pour guelles quantités produites I'en-
i treprise realise un profit.

3° On considére la fonction B définie sur [5;40] par:
Blg) = Rlg) - Clq) -
' a) Calculer B'(q). En déduire I'étude des variations de la fonc-

L tion B sur [5 ;40].

: b) Montrer que I'équation B(g) = 0 admet deux solutions gq
. et g,, dont on donnera un encadrement a 0,1 prés.

- ¢) En déduire le plus grand intervalle tel que, pour toute guan-
| tité produite de cet intervalle, I'entreprise réalise un profit.

41 ) % % Offre et demande

: D'apréss une étude de marche, I'offre d'un produit est donnée
ipar f{x) = 09x, ol x est le prix en centaines d'eurcs, avec
x £ [1:6] et flx) estlaquantité offerte, en milliers d'objets.
i L'é¢tude des intentions d'achat conduit a une estimation de la
i demande donnée par le tableau suivant :

3 | 4 5[5
06 | 05

:1° Dans le méme repére orthogonal, tracer la représentation

: 9 de la fonction d'offre et les points M;(x; ; y;) de I'estima-
i tion de la demande.

: Un ajustement affine de la demande est-il justifié ?
:2° On pose z;=In(y,).

: a) Déterminer une équation de la droite de régression de z
ien X.

: Donner les coefficients arrondis a 0,01 prés.
 b) En déduire une relation entre x et y dela forme y=Ke™
: 3" On modélise |a fonction de demande par la fonction g défi-

niesur [1:6] par glx) = Ke

ga} Etudier le sens de variation de la fonction g.

: Tracer la courbe représentative de g dans le méme repére que
i la fonction d'offre.

b) Soit h la fonction définie sur [1 ;8] par:

lx) = g(x) - Flx).

: Etudier le sens de variation de .

i Montrer gue |'équation h(x) =0 posséde une unique solution
X dans [1;6]. En donner une valeur arrondie & & 0,01.

i ¢) En déduire le prix d'équilibre, 4 un euro pres, ainsi que le

nombre d'objets que les producteurs doivent alors proposer sur
i le marché. Vérifier graphiquement.
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Lot~
de probabilité

| Loi de probabilitt ~ p. 126

e comprendre la définition
d'une loi de probabilité
sur un ensemble de résultats
issus d'une expérience aléatoire
® rechercher par simulation
si un modele est en adequation
avec une loi de probabilité
e rechercher une loi de probabilité
en faisant une hypothese
d'équirépartition
Probabilités ) :
e savoir utiliser la définition
de la probabilité d'un événement
pour calculer la probabilité
d'une réunion d'événements,

d'un événement contraire
ou d'une partition

Espérance -
[ L] I’ I - 13 n
® savoir faire le lien
avec moyenne et variance
d'une série statistique a une variable




activités

_-JLejnuIejr;DfALﬁmaEm

fJusqu'ﬁ la Renaissance, au lieu de la face du souverain, les piéces de monnaie étaient marquées
~de la croix de St Louis. On jouait donc a « PiLE ou CROLX ».

« Ce jeu qui est trés connu et qui n'a pas besoin de
définition nous fournira les réflexions suivantes.
On demande combien il y a @ parier qu'on aménera
Crorx en jouant dewx coups consécutifs. »

D’ALEMEBERT se demande si la réponse que l'on trouve
chez la plupart des auteurs est exacte.

« Car pour ne prendre ici que le cas de dewr coups,
ne faut-il pas réduire @ une les deur combinaisons
qui donnent CROIX au premier coup ? Car, dés

coup est compté pour rien, Ainsi, il n'y a que trois
combinaisons de possibles :
Crorx, premier coup,
Pk, Croix, premier ef second coup,
PiLE, PiLE, premier ef second coup.
Done, il n’y a que 2 contre 1 a parier. De méme
dans le cas de trois coups, il n’y a que 3 contre 1
a parier. »

Extrait de |'article de

| rand « 2003482618 -18808114624
: - 5147819585 - F28a7a1889 . BB62633866
- 4852096413 - 3918983326 . 2489861799

- foa8123112 - 2289784733 « 39908083143
«.B8439919875 - 2694814382 - 7 TBS424635

. 309362325 . 8873387869 « 2782888260

- 9904663411 « 93513587 r921 « 2702142947

fiches de ces éléves.

qu'une Croix est venue, le jeu est fini, et le second I'Encyclopédie méthodique (1785).

On effectue une simulation pour confirmer le doute de D’ALEMBERT.
A I'aide de la calculatrice et de I'instruction rand, on a obtenu les nombres ci-dessous.

On attribue Croix & un chiffre pair et PiE 4 un chiffre impair.

;Ajnsi, on peut interpréter le premier nombre « 5147019505 comme :

5 114 |7 |0 1 -9 |25 | 1855
P-4P 1LC PP ] C | PSP PaEic i

cest=d=dire PP, C, PC; PP, PC, P,

.17 a) Interpréter de la méme fagon les chiffres des nombres suivants.
:(On prendra le premier chiffre du nombre suivant pour continuer ; si un nombre a un chiffre de
i moins, c'est que le dernier chiffre est 0.)

;h) Dresser le tableau des fréquences de chaque résultat : C, PC et PP.
i Cette simulation confirme-t-elle qu'il n'y @ que 2 contre 1 a parier ?

‘¢) Recommencer avec 20 autres nombres aléatoires.

2° En interprétant chaque chiffre pair par Croix et chaque chiffre impair par PiLE, dresser le tableau
:des fréquences de C et de P, puis de CC, CP, PC, PP.

Le tableau ci-contre donne la répartition

- .
des 200 é.léves 'de Tr:rminale ES suivant SExr e léi: lln 75 17 18 thisa
I'dge en début d'année et le sexe. fille 10 30 50 20 |
:On pioche totalement au hasard dans les gargon 2 20 38 30 |

éDn admet que la loi est équirépartie, c'est-a-dire que chaque fiche a la méme probabilité d'étre
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1" Recopier le tableau et completer par les effectifs totaux en ligne et en colonne.
2" On pioche au hasard une fiche des éléves de Terminale ES.

Donner la probabilité de chacun des événements suivants : aCtiVitéS
‘A : «1'eleve est une fille de 18 ans » ; B 1 «I'éléve est un garcon de moins de 18 ans » ;
C:«l'éléve a 17 ans et est un gargon » ; D :«1l'éleve a 17 ans ou est un garcon » ;

‘E:«l'éléve n'a pas 17 ans et est une fille» ; F: «|'éléve n'a pas 17 ans ou est une fille ».

")Mwennejtjariance

On lance deux dés, I'un 4 8 faces numérotées de 14 8 ; 'autre 4 6 faces numérotées de 14 6.
;Dn s'intéresse a I'écart des deux nombres obtenus.

‘A l'aide d'un tableur, on a obtenu des simulations pour 200 lancers, puis 2 000 et 5 000 .

B2 i4/5(1(4]1]3 4 z:1

§ol6/1/o/ojals 1]a]3 0

o3 010 24744 1

§1/2/0|1 0/0 0 4]8]2 2

33 (3(aa]2(3a]2]2 3

1lei2(22]1]{1[0]a 1 4

211(1/5/0]0]1(1]2)4 =

122053 a1 0] : :

12f2]2[0l2]1[1]8]|2 '

-1..-1-1 3-2.0 2 2 5_2_6 total : 200 moyenne ; 2,218

g-:];l : f ;12 1 g : 10 farmule en cellule de A1 4120 _

b L = ABS(ENT(ALEA() *8-H1)- ENT(ALEA() *6 +1

pzl2lsls |3 [1(3(3]s5[2]} ((U){M ) e 632
1 | 1122
10 411.2/2/0/23/5] formuleencelivleM2; | U —
R4 4.211 .2 /01,312 %] =nNpsi($As1:81520;12 :

25 3(o0[a[1]a 2(2]0 { 2) f 2:?
j214|3|13[1|5|2|54% > s
*33_ 2205_3“‘2 6 204
B2i2/1]2/3[4]2]3]3]1 7 103 3
EIEAL RSN AL R E N total: 5000 |moyenne:

1 On note x le résultat obtenu et f sa fréquence.

‘Pour la simulation de 5 000 lancers, on peut dire qu'en moyenne on a obtenu un écart de 2,457
ésur les deux des.

‘a) Sur tableur, faire d’autres simulations pour 5 000 lancers et recopier les moyennes ¥ obte-
‘nues. Dans quel intervalle se situent-elles ?

éb} A la calculatrice, calculer la variance de cette série (x; ; f;) dans chaque simulation.

‘On utilisera sur T.L : 1-VAR Stats , et sur Casio : [CALCJ[TVAR List 1 List 2 .

2" On cherche une loi de probabilité pour cette expérience.
‘a) Dresser un tableau a double entrée donnant les 48 cas possibles de la situation de base.
‘b) On suppose que I'ensemble de ces 48 cas est muni d'une loi équirépartie.

‘En déduire la loi de probabilité qui régit cette expérience aleatoire.

Un donnera les probabilités en fractions irréductibles, x| 0 1 2

¢) Calculer alors le nombre e = 2, P X x;. | Pi

'Le comparer aux moyennes obtenues dans les simulations.

Faire de méme pour la variance de la série (xr; ; p;) .
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Sur une situation connue, on applique une action dont
on ne peut prévoir a l'avance le résultat avec certitude ;
c'est une expérience aléatoire.

On obtient un ensemble fini de n résultats possibles :

expérience
aléatoire

situation

E = {65 ;%5 1%g toaiRnts

Définir une loi de probabilité P sur I'ensemble des résultats E, c'est associer & chaque résultat x;
un nombre p. positif tel que la somme des p; soit égale a 1.

] (T T (. X P J n
1213 2 avec, pour toutentier ide 1an, p;=0 e 3 p=1.
P1|Pz | P3| Pn i=1
> voir mm exemples
e * On lance un dé de 6 et on sintéresse 3 la face obtenue : on modé- o 1 | 213141516
lise une telle expérience aléatoire par la loi de probabilité ci-contre, pr| 1 LLArr) ipd
B 6 6 6 6 6

 Dans une boite contenant des billes de différentes couleurs, on effec-
tue un grand nombre de tirages d'une bille. X; | rouge | vert | bleu | jaune
On peut modéliser ce tirage par la loi de probabilité ou la probabilite p; pi | 050 | 030 | 015 | 0,05
est |a frequence obtenue, arrondie a 0,01 pres,

Si tous les résultats x; de I'ensemble E ont la méme probabilité, alors la |oi est équirépartie.

Ainsi, si E a n éléments, chaque élément x; a une probabilité p; = )

n

Considérer que les éléments de E sont choisis au hasard, c'est prendre pour modéle de I'experience
aléatoire une loi équirépartie. On parle de situation équiprobable.
> voir C'est ce qui est suppose lorsqu'on lance une piéce équilibrée, un dé non pipé,... ou lorsqu'on utilise
rp. 1 I'instruction Rand des calculatrices ou ALEA() des tableurs.

m formule de Laplace

Un événement A est une partie des résultats d'une expérience aléatoire :
A est inclus dans I'ensemble E des résultats possibles: A C E

Dans le cas d'une loi équirépartie sur E, |la probabilité de
I'événement A est le quotient :

P(A) = nombre d'élémentsde A
" nombre d'éléments de E

EE_remargue
Pour les éléments de A, on parle aussi de « cas favorablesa A,
Pour les éléments de I'ensemble £, on parle de « cas possibles ».
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Loi de probabilité

Pour valider une loi de probabilité, il est nécessaire de vérifier que la fréquence du résultat trouvé
en répétant, un grand nombre de fois, une expérience aléatoire, s'approche des probabilités , appelée B> voir
aussi fréquence théorique. Activité 1

Ainsi, au XVI® siécle, a la cour du Grand Duc de Toscane, on jouait a lancer trois dés cubiques.

Le Grand Duc avait remarqué qu'il obtenait plus souvent la somme 10 que la somme 9. > voir
CaroaN y voyait un paradoxe, suivant le modéle qu'il avait choisi : on obtient 10 par les six sommes  Chapitre 7
6+3+1,6+2+2, 5+4+1,5+34+2,4+4+2 et 4+3+3, etonobtient 9 parsix sommes

également 6+2+1, 5+3+1,5+2+2, 4+4+1,4+3+2 et 3+3+3.

Mais GALILEE en trouva la justification en utilisant un modéle plus adéquat en cherchant combien de fois

on obtient chacune de ces sommes.

Exemple: Cing simulations de 10 000 [ancers de trois dés

On remarque que 9 semble bien moins fréquent que 10.
En revanche, il est difficile de dire si 10 et 11 ont la méme fréquence.

8| o9s8| 0968l | 8] 954 0.954] | 8| 983/ 0883 | 8| 988| 0988
o] 1111[ 1111} | 9] 166/ 1166] | 9] 1155/ 1155) | 9| 1176] 1176} | 9| 1193 1,193
10[ 1230] 123} | 10] 1288] 1,288] | 10| 1248] 1248] | 10| 1271| 1271} | 10| 1278] 1.278]
1] 1261] 1.261) | 1] 1232] 1.232] |

12] 1179f 1,179] [ _12[ 1230] 123]

e e

8| 948| 0948 |

1
11| 1267] 1,267 | 11| 1244] 1248} | 11| 1197] 1,197
12| 1164] 1,164} | 12] 1144] 1,144]

| 12| 1146 1,146

Margot a dans sa poche cing piéces :

020€, 020€, O50€,050€ et 1€.
Elle prend trois piéces au hasard et s'intéresse & la somme obtenue.
Etablir la loi de probabilité de cette somme.

méthode

Une situation d'équiprobabilité a la base permet souvent d'établir une loi de probabilité sur un ensemble
E={X, i XXXy} plusélaboré.

L'arbre donne toutes les fagons possibles de prendre 11 y a done dix fagons et I'ensemble de ces tirages
trois piéces ainsi que |a somme S obtenue. est muni d'une loi équirépartie.

Cet arbre se décrit de haut en bas. La somme obtenue est un résultat de I'ensembile :

05: S=09 E={09:12: 141,72},
92?”-53 5=09 Par exemple, la somme 1,7 s'obtient de quatre
1: S=14 facons sur les dix :
o.:z—o.s:_"_:”f; g:? PO = & -2
e e On établit ainsi la loi de probabilité de £ : > voir
05— 051 S=12 % |09 121417 2 s
02— . a5 - BN EN ) e
e 88 5| 5]10] 51|10 e
06——05—— 1 : S=2 On vérifie que la somme des p; est égalea 1. 18 a 20
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probabilité d’un événement B définition HEE

Soit E |'ensemble des résultats d'une expérience aléatoire, muni d'une loi de probabilité P, et A
une partie de ces résultats formant I'événement A.

> voir La probabilité de A est la somme des probabilités des résultats qui constituent A.

Erxercices

26 a 30

® On parle de résultats favorables 4 A (ou cas favorables pour une loi équirépartie).
Comme P(A) est une somme partielle des p;, et la somme totale des p; est 1,alors :

0=PA)=1.

» Sj 'événement n'a aucun résultat favorable, il est vide et P(&) =0.
Si I'événement est constitué de tous les résultats possibles, c'est £;donc P(E) = 1.

= propriétés des probabilités

La définition de la probabilité d'un événement permet de comprendre les propriétés suivantes.

A et B disjoints A et B quelconques |
un résultat de A LU B estdans A ou dans B |un résultat de A 1 B est a la fois dans A
et dans B
Efin A rasoofls
P(AU B)=P(A) + P(B) P(A U B)=P(A) + P(B)-P(A 1 B)
A : événement contraire de A partition de I'ensemble E
A est constitué de tous les résultats possibles | les événements A, A,, A5, .., A, constituent
qui ne sont pas dans A: une partition de E lorsque chacun des résultats

tous les résultats favorables 4 I'un sont défavo- | Possibles est dans un A; et un seul.

rables a I'autre. Ces événements A, sont deux a deux disjoints.

P(A)=1-P(A) P(A,) +P(A,) +P(A3) + ..+ P(A,) =1

En probabilité, le ou est toujours inclusif : il est donc toujours nécessaire de regarder si I'événemen
«A et 5 » estvide ou non lorsque I'on étudie la réunion « A ou B ».
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’robabilités et événements .

On interroge 35 éléves sur leurs derniéres vacances :
* 30 sont partis en vacances, dont 10 a |'étranger et 11 qui ont fait du sport ;
* 12 ont fait du sport en France, dont 4 qui ne sont pas partis en vacances.

On choisit au hasard un de ces éléves.

Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
e |/: « &tre parti en vacances » ; ® T:« étre parti a |'étranger » ; e S : u faire du sport » ;
e (C:« faire du sport et étre parti a I'étranger » ;
* D : « faire du sport ou étre parti a I'étranger » ;
* [ :« ne pas faire de sport » ; * G : « ni faire de sport, ni étre parti a I"étranger ».

méthode
Bien analyser le texte et les mots, en s'appuyant sur un schéma pour situer chaque événement par

rapport aux autres.
..... et ... signifie en méme temps « I'un et ['autre »,

v OU ... signifie soit uniquement I'un, soit uniquement |'autre, soit les deux en méme temps,

] et N veene signifie le contraire de « I'un ou l'autre ».
* Schéma o |'événement D est la réunion SU T;d'ol:
& P(D)=P(SUT)=P(S)+P(T)-PISN T):
2 SR
A R R

» |'événement F est le contraire de S:

: = 3 4
Comme on choisit au hasard un éléve, la loi est P(F)=PlS)=1-P(S)=1- 5=
équirépartie et on peut appliquer la formule de
Laplace. * ['événement G est le contraire de la réunion
* 30 éléves sont partis en vacances : SUT, clest-a-dire D;d'ol:
36«8 =
F=gc =y P(G) = P(D) = 1 - P(D)-
* 10 éleves sont partis a I'étranger : N S
10_2 AT e
PP ras =5

* 11 éléves ont fait du sport parmi ceux qui sont
partis en vacances et 4 parmi ceux qui ne sont pas = mm Remarque : on peut compléter le schéma par

partis : les effectifs de chaque partie distincte.
ps)=11+4 _15_3,
35 57 E
* 'événement C est SN T. 'V;O
Comme 15 éléves ont fait du sportet 12 ont fait (1 +'?]
du sport en France, alors 3 en ont fait a I'étranger. =12 |ra5 3.3
= o 35-(30+4)=1

PIO) = P(SNT) = -
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e loi

Lors d'une étude sur une population, on choisit le caractére étudié, On établit |a distribution des
fréquences de tous les résultats possibles.
Si on effectue un tirage au hasard d'un individu de la population, chaque individu a la méme probabilite.
On admet alors que |a distribution des fréquences constitue la loi de probabilité de cette expérience
aléatoire :

la probabilité d'un résultat est égale a sa fréquence.

De méme, si on effectue une simulation d'une expérience aléatoire, pour chague résultat observé,
on obtient sa fréquence, valeur approchée de la fréquence théorique, trés proche si on simule un grand
nombre de fois.

= voir Comme en statistiques, lorsque le caractére étudié conduit a des valeurs numériques, si £ est un ensemble
Chapihoe 5 de valeurs x;, de fréquence f;, on peut définir la moyenne de ces valeurs, leur variance ou leur écart type.
p. 100

m_espérance et variance définition

Soit P une loi de probabilité sur un ensemble fini de résultats
numeériques x;.

o 1% = X
P‘ pz LU pn

L'espérance de la loi de probabilité est la moyenne :
=Py XXy + Py X Xy + o+ XX, = 3, (pjx x;).
La variance de la loi de probabilité est le nombre :
V=py (%, - )2+ py (% - )2 + o + p (%, - )2 = 3, p; (x; - ).
L'écart type est la racine carrée de la variance :

U=\’{F.

Autre formule de la variance
V=X p; bx; - u)2 =X p; (%2 = 2ux; + p?) = Z(pyx;2 = 2 pyx; + py %)
=X (pyx;2) - 2u Z (ppx)+ u* T p; .
Or Zp=1 et Zlpx)=p; ainsi:
V=X (px? - 20 x p + 42 = X (0; ;%) = .

C'est cette formule que I'on utilise avec une calculatrice, car elle donne la somme X x? correspondant
a la somme X (p;x;?) .

mm_exemple
P voir Lors d'un jeu de pioche, on mise 1€ etl'on peut gagner 1€, 3€ ou X; -3 0 2 19
FProbléme 20 € ou bien perdre 2 €. 050 | 010 | 030 | 0.10
TREOLN . 132 Le tableau ci-contre donne la fréquence de chague résultat obtenu lors Pi ' . ' :

de la simulation de 5 000 pioches, fréquences arrondies a 0,01.

On admet que I'on obtient la loi de probabilité de ce jeu.

Pour ce jeu, 'espérance est p=05x(-1)+01x0+03x2+0,1x19=1.

On parle d'espérance de gain de 1 €. Si l'espérance est nulle, on parle de jeu équitable.

La variance est V=05(-3-12+01(0-12+03(2-12+0,1(19-1)2
=05X%X16+01%x14+403%x1+0,1%324=408.
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Espérance et variance d’une loi

* |'espérance d'une loi de probabilité a les mémes propriétés que la moyenne d'une série statistique :
- si toutes les valeurs x; sont multipliées par k non nul, alors I'espérance est multipliée par & ;
- si toutes les valeurs x; augmentent de b, alors I'espérance augmente de b.

Au cours d'une étude prospective sur la vente d'une nouvelle revue, le département marketing a pris pour
hypothese la loi de probabilité suivante pour le nombre d'exemplaires susceptibles d'étre vendus par jour
dans tous les points de vente.

X; 0 1 Z 3 4 5 et plus On peut traduire « 5 et plus »

p; 018 | 032 020 016 010 004 par: 5, par’e  ou mEme 250
On va comparer |'espérance et la variance obtenues en prenant 5, puis 6.

*SurT.. 83 (%) ® Sur Casio (récente)

Pour entrer la loi de prohablllte
STAT ) 1:Edit... (ENTER]

Pour entrer la loi de probabilité

2 @

en L1 les valeurs x; en List 1 lesvaleurs x;
en L2 les probabilités p; en List 2 les probabilités p;
STAT) CALC 1-Var Stats 1 Var X List : List 1

1 Var Freq : List 2
[TVAR et on lit les résultats.

eton lit les resuitats

Les calculatntes ne donnent pas directement la variance, mais |'écart tvpe o doi V=02

o pe (1[1=var stats  |[u pz | [1-Var Stats

0 ||| E=1.8 1o 18 - %=1.8

E! 32 ||| Zx=1.8 H L 32 ;q £x=1.84

| 2 L EwE=hH 16 ;'5, c £ IE E:,{E= B

: |4 ||| 5x= I & 15 | Sx=

00 ||| T=1.385640646 | G0 || Tx=1.438086019)
............ { = ety Bttt |

LIE=5 i1 L= & N 'g

[}
. B PP — — 1 ——— i S S e &

] ]
v il PN AT - e ——— —

En prenant 5, on obtient une espérance 4, = 1,8 et une variance V; = 5,16 - 182=192.

En prenant 6, on obtient une espérance i, = 1,84 et une variance \, =56 - 1,842 = 22144 ,
0,04

Pour 'espérance, I'écart est T-é— = 0,022, soit 2,2 %;
pour la variance, |'écart est %?—92 = 0,153, soit 15,3 %.

On confirme que la variance est trés sensible aux valeurs extrémes. i il
| sumCLzkl g 23x
("} Sur T.I. 82, on ne peut avoir des nombres a virgule comme fréquences quand

on utilise 1-Var Stats. On obtient I'espérance par Sum{ L2 x L1 )= X 5'-"”': Lzl 3"}{:2 a2 |
et la variance, en utilisant l'autre formule, par Sum(L2 x L12) - X? ;

T i o i T a_-...l_n.-.s.umuamr_i
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Détermination de lois et espérance

: Jean et Marie jouent avec deux dés équilibrés, I'un

E_a huit faces,de 1 2 8, et |'autre a quatre faces,
ide 1 a4,

La régle du jeu présente nettement trois phases,
qu'il faut « traduire ».

i ® Phase 1 : lancer de deux dés bien équilibrés ;
- Régles du jeu : le joueur lance les deux dés, on suppose donc une loi équirépartie‘sur I'en-
: calcule le produit des deux faces et garde le chiffre s_ semble des couples (a; b), @ surle déde 8 et
i des uniteés : b surle dé de 4.

o.silievkeufiatiost O joueur regoit 3 € ; * Phase 2 : calcul du dernier chiffre du produit
. i ax b :on obtient alors un nouvel ensemble £
de résultats,

* Phase 3 : recherche des résultats de A qui don-
nent tous les gains possibles. On détermine alors
la loi de probabilité sur I'ensemble des gains et on
calcule I'espérance.

® 5i le résultat est impair, le joueur reoit 2 € ;

* 5i le résultat est pair et non nul, le joueur perd
1€,

Calculer I'espérance de gain.
: Ce jeu est-il équitable ?

méthode

Pour déterminer une loi, bien analyser les différentes phases indiquées dans I"énoncé.

L'espérance d'une loi est =X (p;xx;). Sil'espérance est nulle, le jeu est équitable.

éExempIe d'une partie a quatre lancers

Jean (4 ; 3) [Marie (5 ; 4)| Jean (3 ; 3) |Marie (7 ; 2)

résultat 2 0 9 4
gain -1 3 2 =1

Pour déterminer les derniers chiffres possibles du : D'ou la loi de probabilité sur R:
i produit des faces, on dresse un tableau a double !

i Elalzlslsls5[6l7[&]9]
;::ntriri‘Par:xcmplc, 3x5=15;0ngarde 5 dans (2 2lel 262 5|51
el i |32032032|32/32|32|32[32| 32|32
1 2]3aJ4[s]e|[7]8]! , - *
| . L'ensemble des gains algébriques (gains ou pertes)

W 1| 2] 3] 4|5 |6 | 7B e

2 2> | 4|6 | 8|0 |2]|4]|B F={3;2;-1}.

B 3 | 6| 9| 2 S 8 | 1] 4 On établit la loi de probabilité sur E a partir de celle

a8 4 (8|2 |6|0]|4[8][a]|]mk

f i Par exemple, le joueur regoit 2 € lorsque le résul-
L'ensemble des 32 couples est muni d'une loi équi- : tatdesdésest 1,3,5,7,9 ;.

répartie. - on additionne donc les probabilités de chacun de ces
: - résultats pour obtenir celle du gain 2.

= voir %L‘ensemble des résultats possibles est : : ,

Exercices : g ¥ §| 21 -1

49 4 51 i R={0:1:2:3;4;5:6:7:8;9}. ; 2 | B N2
i P; 32 | 32 32

éDn obtient la loi de probabilité sur R parlaformule =~ | :
: de Laplace. - L'espérance de gain est :

; _ 2 3. B yng B ow(1)=0.
: Par exemple, on obtient le résultat 2 dans 6 cas g s 32 2 32 x(-1)

isur 32. - Ainsi, le jeu est équitable.
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On désire effectuer un sondage sur les jeunes et on a besoin de connaitre leur mode de vie.

Le tableau ci-dessous, €tabli & partir des données statistiques de I'INSEE, indique la répartition des
116292 000 jeunes de 15_,_;{n5 a moins de 35 ans en France en 2000.
[Les nombres sont arrondis au millier.)

mode de vie des personnes de 15 ans & moins de 35 ans

133 On interroge dans un parfait hasard

une personne de 15 4 moins de 35 ans. vivant chez |vivant 4 l'ex-| vivant en ot
leurs parents, térieur, mais | couple non i

Iy a done équiprobabilité. non marié | pas en couple|  mari¢ | OUPIE mari€

=S

Déterminer |a probabilité de chacun de15419ans| 3682000 @ 262000 20 000 4000 |

_dt‘S evénements suivants, en utili- de 204 24 ans| 2 200 000 896 000 504 000 134 000 |

sant au mieux les probabilites des  [ge 95539 ans|  ggaco0 | 956000 | 1349000 | 1080000

‘événements précédemment obte- SR = {

nues de 30 a 34 ans] 324 000 804 000 | 1 080 000 2 113 000

‘A:wla personne a moins de 25ans»; B :«la personne vit en couple, mariée ou non » ;
C:«la personne vit en couple et a moins de 25ans» ;

D:wla personne vit en couple ou a moins de 25 ans » ;

E:ula personne ne vit pas en couple » ;

F:ula personne ne vit pas en couple et a 25 ans et plus ».

ig a) On interroge une personne ayant moins de 25 ans. Quelle est la probabilité qu'elle vive en couple ?

'b) On interroge une personne qui vit en couple (mariée ou non). Quelle est |a probabilité qu'elle ait moins
de 25ans ?

t) La probabilité pour gue la personne vive en couple est d'environ 0,57 . La personne interrogée fait
partie de quel ensemble ?

Lorsque I'on travaille sur un ensemble sur lequel on peut établir une loi équirépartie, la probabilité d'un
événement se calcule trés simplement lorsque I'on connait tous les éléments possibles de |'ensemble.

Si l'expérience comporte deux actions, il est souvent utile de faire un tableau a deux entrées (voir Activité 3
¢t le Probléme résolu).

m Autre situation

Onlance undéa 6 faces,de 1 a 6, et une piece bien équilibrée.

On associe a PiLE le nombre — 2 et a Face le nombre 3.

On s'intéresse a la différence - b,0u o estla face du dé et b le nombre obtenu par la piéce.
a) Dans un tableau comme ci-dessous, établir I'ensemble sur lequel on a équiprobabilité.

En déduire la loi de probabilité sur I'ensemble E
‘des résultats de cette différence.

b) Calculer la probabilité des événements suivants ; Pue:-2
A:uobtenir une différence impaire, positive ou négative » ; e '-
B : « obtenir une différence multiple de 3 », . ]
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;3 Arbres de choix

travaux
dII’IgES - Tirages simultanés

Si I'expérience comporte deux actions ou plus, mais sans ordre @ priori, on peut établir un arbre de
- choix non symétrique : c'est le cas de |'exercice résolu de la page 127.

‘Dans un groupe d'amis, Amélie (16 ans), Ben (16 ans), Cécile (18 ans), Damien (19 ans), Eloi (20 ans),
-on doit choisir trois d'entre eux. On s'intéresse a I'dge du plus vieux.

D Dresser un arbre comme celui de la page 127. Pour cela, on imagine
‘que I'on choisit A, B et C, mais en revenant au nceud B ; a la place de
'C, on aurait pu prendre D ou E ou F. Cela constitue les quatre pre-

_mieres « combinaisons » de trois amis possibles : ABC, ABD, ABE et ABF. B"‘\QE

Puis, en revenant au nceud A et a la place du B, on aurait pu prendre F

C et D (on obtient ACD), et, en revenant au nceud C 2 la place du D, /D

~on aurait pu prendre E ou F [(on obtient ACE, ACF) ... /CiE

%Un établit ainsi un arbre ol les branches sont de moins en moins nom- A\ F

_breuses, car on ne reprend plus les « combinaisons » déja obtenues. \ —E
- voir s D—‘-—_..F
Erxercice 20 ;’) Pour chaque « combinaison » de trois amis, donner I'dge du plus vieux.

-En déduire I'ensemble E des résultats et établir alors la loi de probabilité B—

‘sur E.

- Calculer I'espérance de cette loi. Comparer 4 la moyenne des dges des amis.

== Tirages successifs

iSi I'expérience comporte deux actions ou plus, mais dans un ordre précis, on établit un arbre de choix
symétrique.

D Premier exemple

-Chaque lettre du mot M A R | E est écrit sur un carton. On tire au hasard un premier carton, puis un
‘second carton : on obtient un « mot » de deux lettres et on s'intéresse au nombre de voyelles de ce mot:

: E=A{0:7:2}.
Pour la premiére lettre, on peut tirer M ou A ou R ou | /N
‘ou E;
sionatiré A,on peut alors tirer M ou R ou | ou E... M A R | E
‘L'arbre se dessine de haut en bas.
B voir ~a) Compléter [arbre pour obtenir tous les mots possibles.
Erercices : o > ARIE MRIE
ey b) En déduire la loi de probabilité sur E.
a Second exemple e
‘On lance trois dés & 4 faces et on s'intéresse a la 3/4(2] 9 3 1| 001
-somme obtenue. Ci-contre une simulation de 100 lan- 2133 s | N4 4 | 004
‘cers a |'aide d'un tableur : 1(4/4] 9 = 10 | e
= ENT(4*ALEA()+1) donne unentier 1, 2, 3 ou 4; i—g ; | : g ! :: g:i
‘= NBSI( D2:D101 ; F2) donne le nambre de fois ou on FRCE I 2| = 0:2'
obtient le résultat mis en cellule F2. ERENCY T % | 19 [0.19
> voir a) Quel semble étre le résultat le plus fréquent ? i ; | '; ..__:.:_'__ = :111 g 2-2:
ChaplreX :b) Desr:i!'ler un arbre de choix et en déduire la loi de > 2 :"1 """" 7 2z | 2 u:uz
- probabilité sur I'ensemble des sommes : 113 1| 5
: S={3:4;..:1;12}. Lislel L
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m Loi de probabilité syntheése
Soit E un ensemble fini de n résultats possibles issus d’une expérience aléatoire. |

On définit une loi de probabilité P sup £
par la donnée du tableau ci-contre, avec :

X4 XI X3 X

: Pr|P2 | P3| Pn |
pour toutentier j de 1 a n, p;=0 et X p=1.

S toutes les probabilités p; sont égales, la loi est équirépartie et p; = ; -

m Evénement

E % x x Koo x
Une partie A de I'ensemble E des résultats possibles est ¥ O 3
un événement : les résultats qui le constituent sont les cas e

N pll g X
favorables a cet événement A. e X

' s d'une loi équirépartie sur un ensemble F:
- p(A) = _nombre de cas favorables 2 A
e nombre de cas possibles de F

calculer
la probabilité
d'un événement A

) m_'_?m'iauler P[A () B) , on repére tous les résultats favorables aux
nements A et B en méme temps

caleuler = am@ea{culev P(A U B) , c'est-a-dire la probabilité de A ou B :
la probabilité zﬁg;{ B n‘ont aucun résultat commun, AN B=:
.;}

d’événement;- =R | P(A UB)=P(A) +P(B)
"'Est alom exclusif et les événements disjoints

___a&rﬂ "P(AUB)=P(A) +P(B) - P(A N B)

intersection A F'IE+ -
ur caleuler la probabilité de I'événement contraire -

réunion AU B

non A: A . P[AT]=1-P[A]:
U\ "":.:__'f_ii;_t.ji_1‘_.'¢&'f'larsque I'on cherche la probabilité de « aucun ... » ou
a‘és-ﬁﬁatsmumériques X5
{:all:':l.lTEr £ }!espéranne EIE ia Ial P est pg=3 (p;xx)
I'espérance 5 et
et la variance
d'une loi
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exercices

_:_La page de calcul

; = i a) Calculer le montant total de la TVA.
. % Pourcentages et frequences : b) Calculer la part de TVA sur le chiffre d'affaires total, arron-

i idie 3 05 point de pourcentage.
D Le tableau ci-dessous donne la répartition de 60 per- i

:sonnes suivant leur poids.
ipoids | [40 ; 50[ | [50 ; 60[ | [60 ; 70[ | [70 ; 80[ [[80 ; 100]

|effectif| 12 18 15 9 6 2. Série statistique a une variable

1" Sans calcul ice, donner |a répartiti - A= : j
¥ Rne Saleu isben cf frtauenc (aéd B A la calculatrice, calculer la moyenne et |"écart type de

imale). i

| 2° En déduire Ia part de ceux qui pésent : chacune des séries statistiques suivantes.

ia) 50 kg et plus ; b) mains de 70 kg. .
g s e &) [ o | 1 BDERERE
i3" Quelle est la part des plus de 70 kg parmi les plus de 60 kg ? 5 e i
i f; 0,12 0,22 0,38 014 0,10 | 0,04
D Une roue de |oterie présente de nombreux secteurs hj %] 0 1 2 3 4 5
imunis d'une marque. £ | 014 | 022 | 038 | 014 0 0,12
:Chaque secteur permet de gagner 100€, 10€,5€ ou 1€,

:ou ne rien gagner (0 €) : 1 [ o 1 2 3 4 5
:10% gagnent 5 € ;e quart gagne 1 € ; le vingtiéme gagne fil 028 | 022 | 010 | 014 | 014 | 012
:plusde 5 €, dont le dixieme gagne 100 €. i '
{Traduire les informations données en un tableau de répartition d %] o 1 2 3 4 5
:en fréquences des secteurs selon leur gain. fi| 034 | 016 | 0,10 | O 014 | Q15 |

:En déduire |a part des secteurs qui ne gagne rien (0 €).
: _ i e) Comparer la moyenne et I'écart type pour ces quatre séries.

D A No&l, une prime est versée suivant le nombre d'an-

inées de service dans I'entreprise. B On considére la série statistique suivante :

:Le tableau ci-dessous donne |a répartition des salariés suivant

:le nombre d'années de service et le montant de la prime. e 12 | -4 = 2 10 | 20
s : BE 0,1 02 | 01

i [années . de 3 ans fi] 03 0.4 D . : -

H kg e moins de 3 ans lusde 10 ans :

i |de service at0ans  |° ! _

Icfkcﬁf 10 o5 Ea i a) Sans calculatrice, vérifier que la moyenne est 0.,
I;Pﬁmlftn'e} 50 T 100 200 b] En utilisant les écarts 4 la moyenne, calculer la variance et

i i en déduire I'écart type.
:fa) Calculer la prime moyenne.

:b) Le Noél suivant, la prime augmente de 10 €, et il yacu 10

iembauches, mais pas de départ, 2 salariés ont atteint trois D On donne une série statistique :

iannées de service et 3 salariés plus de dix années.

iCalculer la prime moyenne. P lE] 1 2 3 5 10 | 20 | 100 |
: 21 |

e | 42 [ 126 | 42 | 84 | 84 | 21
‘ a) Pour cette série statistique & une variable, calculer la moyenne

B Un artisan travaille avec des entreprises et des parti-

écuhers. 4 |'aide de la calculatrice en utilisant les effectifs.

Le tableau ci-dessous donne |a répartition de san chiffre d'af- b) Calculer les fréquences.

:faires TTC sur une année.  Redonner [a formule de la moyenne lorsque I'on utilise les fré-
} — i quences, et la calculer a la main.—

! [taux TVA 19,6 % 55 % éq T T |

ch e - : ¢) Redonner |a formule de la variance en utilisant les fréquences
b iffe d'affaires (en k€) 136 724 iet les écarts a la moyenne et calculer |a variance 4 la main.
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exercices

B Loi de probabilité

) Une boite contient des billes rouges, vertes et une
:seule jaune.

On prend une bille, on note sa couleur, on la remet dans la boite
:tt on prend de nouveau une bille,

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses. Justifier
:3) Le nombre de billes rouges tiréesest 0, 1 ou 2.
b) Il n'est pas possible d'avoir deux fois la bille jaune.

¢} Avoir une bille rouge puis une bille verte n'est pas le méme
‘evenement que d'avoir une verte puis une rouge.

3 On joue toujours avec la boite de billes précédente.

On tire deux billes en méme temps.
:Une bille rouge fait perdre 1 € une vertt rapporte 1€ etla
ijaune rapporte 5€,

ELes propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses. Justifier.
3) On peut gagner 10€ au maximum.

5) On a les mémes chances de gagner 2 € que de perdre 2 €.
:c) Les gains ou pertes possiblessont =2, -1, 0, 1, 2, 4
ou 6.

D On a établi une loi de probabilité sur un ensemble E de
résultats :
! E={a;b;c:.d;e}.

Xi| a b c d e
P 0,24 | 0,40 | 0,15 0,12

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses. Justifier.
:a) La probabilité de @ est 0,01.

b) Cette loi de probabilité ne peut exister.

¢JSi plc) =030, alors pla)=0,09.

) Dans chacune des situations données, I'ensemble des
résultats est muni d'une loi éguirépartie.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses, Justifier.

éaJ Sur un tableur, on utilise le résultat de I'instruction :

: ENT [ALEA ()= 10) + 1.

h] On lance deux pigces de 1 € et on s'intéresse au nombre
ide PiLe obtenu.

:¢) On tire une fiche d'un éléve de la classe et on s'intéresse 3
ison age.

:d) On lance un dé de 6, cubique bien équilibré, et on s'inté-
iresse au numéro obtenu.

2. A partir
de données statistig

- 12 ) Dans une liste composée de 0, 1 ou 2, on a simulé
100 fois le choix d'un élément de la liste, puis 500 fois, puis
1000 fois.

: On a obtenu les fréquences suivantes pour ces trois simula-
: tions :

0 1 2
04 | 035 | 025

0 1 2
027 | 041 | 032 |

0 1 2
035 | 032 | 033

a) Est-il possible qu'il y ait le méme nombre de 0, de 1 et de
:2 dans la liste ? Argumenter.

 b) On fait I'hypothése que la loi de probabilité sur I'ensemble
:{0;1:2} estdonnée par la moyenne des fréquences obte-
i nues au cours des trois simulations.

Déterminer la loj de probabilité (arrondir & 0,001 prés si néces-
i saire).

3 Les données statistiques de I'INsee indiquent la réparti-
‘ tion des Frangais de 15 ans et plus qui regardent la télévision,

1973 | 1989 | 1997
tous les jours 65 89 77
plus irréguliérement | 22 21 14
jamais 13 10 9

;Durant deux de ces trois années, on effectue deux sondages
: concernant leur écoute de la télévision et on interroge au hasard
: 1400 Francais de 15 ans et plus.

date 1 date 2
tous les jours 1080 920
plus irrégulierement 200 300
jamais 120 180 |

Retrouver pour chaque sondage la date a laquelle il a été effectug,

14) % Dans un groupe de 50 éléves de Terminale ES,
i on connait la répartition suivant I'dge, la spécialité et le sexe,
: donnée par le tableau suivant (en rouge le nombre de filles, en
i bleu celui des garcons).
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exercices

moins de 17 ans 17 ans
Maths 3 1 5 q |
SES 0 o | a 3
18 ans plus de 18 ans.
Maths | 6 | 0 4
SES 5 4 1 i g |

;i’cxpt'ricntt aléatoire consiste a choisir au hasard un €léve du
i groupe.

%On admet que la fréquence statistique définit la loi de proba-
bilite.

éa] On s'intéresse a I'dge de I'éléve. Etablir la loi de probabilité.
b) Donner la loi de probabilité sur 'ensemble {fille ; gargon}.
Ec} On s'intéresse aux deux caractéres a la fois : la spécialité et
ile sexe de ['Eléve.

:Donner I'ensemble des résultats possibles et établir la loi de
: probabilité sur cet ensemble.

@ % Au cours d'une enquéte de I'INSEE portant sur la
5,_1::1:1:ur~rr on a obtenu les fréquences suivantes (il manque
Equthues données).

: lecture des Frangais de 15 ans et plus

1973 | 1989 | 1997
lu au moins un livie | 70 74

lude 129 livres 32 34
lude 10324 livies | 23 | 25
lu 25 livres et plus 22 17 14
ne sait pas combien 1 1 3

:a) Compléter le tableau donnant les proportions en pourcen-
;;tage.

;h] On interroge au hasard un Frangais, de 15 ans et plus, ayant
:lu au moins un livre et qui sait combien, en 1997.

:Etablir |2 loi de probabilité du nombre de livres lus.

3. A partir
d’une situation équirépartie

16 ) On lance un dé cubique numéroté de 1 2 6 etun dé
| tétraddrique numéroté de 1 a3 4.
:On s'intéresse a la somme des numéros obtenus.

:a) Recopier et compléter le tableau de la colonne suivante don-
i nant la somme obtenue suivant les numéros sur les dés.

Chapitre é — LOI DE PROBABILITE

:0n admet |'équiprobabilité sur 'ensemble des 6% 4 cases.

1 2 | 4

mim S (LN =
o

I

b) Déterminer toutes les sommes possibles et I loi de prob-
i bilité sur I'ensemble de ces sommes.

3 Y On joue avec cing jetons bleus numérotésde 1 a5
éct douze jetons verts numérotésde 1 a 12.

EOn prend au hasard un jeton vert v, puis un jeton bleu b et
i on s'intéresse au reste de la division de v par b.

éétablir la loi de probabilité des restes possibles.

E.D & Parmi six amis, Amélie (18 ans), Boris (16 ans), Claire
(19 ans), Damien (20 ans), Eloi (17 ans) et Lucas (21 ans), on
i en choisit deux.

 On s'intéresse & 'age moyen de la paire ainsi formée :

‘3 paire {Amélie ; Eloi} a une moyenne d'age de 17,5 ans.

é_[]éttmtintr la loi de probabilité sur I'ensemble des moyennes
:d'age possibles.

19 ) % Dans un pays, on admet que a chague naissance nait
‘au hasard un gargon ou une fille.

A I'aide d'un arbre de choix, déterminer toutes les configura-
‘ tions possibles pour une famille de trois enfants.

:On ¢'intéresse au nombre de filles. Déterminer |a loi de proba-
“bilite.

20 ) Y % Dans son porte-monnaie, Julie a 6 pitces :

D2€; D5€; 05€; 1€; 1€ et 2€.

éa) Elle prend simultanément deux piéces au hasard,
Déterminer la loi de probabilité de la somme obtenue.

Eh} Méme guestion si elle prend trois piéces au hasard.

é-:) Elle prend quatre piéces ; justifier que cela revient a laisser
ideux piéces.

éinre le lien avec la question a) pour établir |a loi de probabi-
ilite.
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j)Prob_ahiliIés_etjxéngments =SS

1. Vrai - Faux

) En région parisienne, on interroge au hasard une per-
sonne d'un groupe.

La probabilité qu'elle soit née 4 Paris et de 0,4, la probabilité
équ'dlt‘ travaille a Paris est de 0,5 et la probabilité qu'elle tra-
ivaille et soit née & Paris est de 0,2 .

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
3) U'énoncé comporte une erreur, car 0,4+ 0,5+ 02 est supé-
reura 1.

b) La probabilité que la personne travaille 3 Paris ou soit née a
Paris est de 0,7 .

) Il'y a une chance sur deux que la personne ne travaille pas
i Paris.

B Grace 4 des tests de fiabilité, on a établi qu'a la sortie
e fabrication 15 % des piéces fabriquées présentent un défaut
de couleur, 10 % un défaut de forme et 80 % des pigces n'ont
aucun défaut.

les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

3)90 % des piéces n'ont pas de défaut de forme.

b) 20 % des pieces ont un défaut au moins.

t)Il'y a une erreur d'énoncé dans les pourcentages donnés.
d) 5% des pieces ont les deux défauts.

¢) 15% des piéces ont un seul défaut.

3 Au cours d'un jeu, on peut gagner 10, 50 ou 100 €
iou perdre 20 €,
{0n connait la loi de probabilité des gains algébriques.

-{gain =30 | 10 50 100
probabilité 0,50 0,30 0,15 0,05

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier.

‘1) La probabilité de gagner moins de 50 € estde 0,80.
) La probabilité de gagner plus de 10 € estde 0,20.
't} La probabilité de gagner au moins 50 € est de 0,20 .

B Une boite contient beaucoup de billes unicolores, rouges,
ivertes ou bleues. On prend une poignée de 3 billes.

iln s'intéresse aux événements :

#: v deux billes au moins sont vertes » ;

8w les trois billes sont de la méme couleur » ;

{xil ya au moins une bille rouge » ;

{0:waucune bille n'est rouge » ;

2 le tirage est tricolore »,

éb] B et E sont contraires.
:d) C et D sont contraires.

fa) moins de 3 ;

couleur * + | v -
: |orababiti x 3x X
probabilité X 3 | i &

i Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

‘a) Les événements A et B sont incompatibles (ou disjoints).

c) A et C sont disjoints.
e} A et £ sont disjoints.

3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
. a) Le contraire de « avoir un menu avec salade et viande rouge »
:est ¢ avoir un menu sans salade, ni viande rouge ».

:b) Le contraire de « n'obtenir aucun 6 au cours de 3 lancers
i consécutifs d'un dé de 6 » est « obtenir au moins un 6 au
icours de 3 lancers consécutifs ».

Ec} Le contraire de « obtenir deux PiLE en lancant deux pigces »
test « obtenir deux FAcE en langant deux piéces ».

 d) Le contraire de « avoir une journée sans soleil et sans pluie n
f-est 4 avoir une journée avec du soleil ou de la pluie ».

‘€] Le contraire de « obtenir moins de 3 objets» est « obtenir
iplus de 3 objets ».

2. Utilisation de la définition
26 ) On a établi la loi de probabilité suivante :

ﬁxf 1 z | 3 4 5 6 7 |
(LA o3

017 | 2x | 3x |

0,20 | 0,15 | 0,05

i 1° Déterminer la valeur du réel x.

:2° Déterminer les probabilités d'obtenir ;

b) 4 et plus; ¢) un nombre impair.

@ % Patrice a regroupé en un tas plusieurs jeux de cartes
fincomplets.

‘1l tire au hasard une carte et note sa couleur : tréfle, carreau,
i ceeur ou pique. Il joue un trés grand nombre de fois.

Pour ui faire travailler les fractions, son pére récolte les résul-
i tats et lui donne la loi de probabilité sur I'ensemble :

{0 % ;a}.

Déterminer la valeur du réel x.
ECaIcuIcr la probabilité d'obtenir une carte rouge.

ESi le tas a 54 cartes, donner le nombre de cartes de chague
i couleur.

Chapitre 6 - LO! DE PROBABILITE
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:B % Au cours d'un jeu, on peut obtenir I'un des quatre
:frésultats A, B, CoulD.
Déterminer le réel t tel que la loi de probabilité de ce jeu soit

résultat A ] B c D
ol t 2t
probabilité 2 3 t 5

.ECaIculer la probabilité d'obtenir une lettre du mot BAC.

29) K Une roue de Ioterie présente des secteurs numé-
irotés ® @ @ @ ©.

:Dans chacun des cas, déterminer la loi de probabilité sur I'en-
isemble :
: (©:,2;8,;,®,;,8}.

1° Tous les numeéros pairs ont méme probabilité, tous les numé-
iros impairs aussi et la probabilité d'obtenir le secteur @ est
;doublc de celui d'obtenir le secteur @,

22' Les numéros ont une probabilité proportionnelle 4 leur valeur.
3 Le numéro @ a une probabilité triple de celui de @ ;

:@ et @ ont méme probabilité ;

@ et ® ont méme probabilité, double de celle de @.

:

30 ) La loi de probabilité ci-dessous porte sur les gains
Epos&iblcs a une loterie, sans se préoccuper du prix du billet.

%gatn n€)] 0o | s 10 20 50
: |probabilité | Q2 0,1 0075 | 0025

éCaIcu!er la probabilité de chague événement suivant :
Ea] ne rien gagner ;

éb} obtenir plus de 5 € ;

gc] obtenir moins de 5 € ;

gd] obtenir moins de 20 €.

3. Calcul
de probabilités d’événements

@ A et B sont deux événements d'un méme ensemblie
i de résultats muni d'une loi de probabilité P.

:a) On sait que :

i PA)=07;
EFaire un schéma.
iCalculer P(A) et P(AN B).

%h} Si P(A) et P(B) ne changent pas, peut-on avoir :
3 PlAU B =077

P(Bj=04 et PAUB)=09.

Chapitre 6 — LOI DE PROBABILITE

132 Au cours d'une enquéte sur un groupe de personne
:suisses ou belges, on a posé la question « Etes-vous allés a
i moins une fois hors de I'Europe 7 »

;30% des personnes ont répondu oul, 40 % des personnes iy
:groupe sont des Belges et 25% des Belges ont répondu ou

;_ﬂn reprend au hasard la fiche d'une personne du groupe.

ia) Calculer la probabilité pour que ce soit un Belge qui a réponti
foul,

:b) En déduire la probabilité que la personne ait répondu ot
i ou soit un Belge.

ic) Quelle est la probabilité que la personne soit un Suisse qu
ia répondu Non ?

@ W Dans un restaurant, la carte des menus montre qu
EED % des menus possibles proposent un poisson, 20 % e
Emenus proposent une glace et 30 % des menus ne proposen
ini poisson, ni glace.

ffﬁn choisit au hasard I'un des menus possibles.

i Calculer la probabilité de choisir un menu proposant un pois
ison ou une glace.

m A I'entrée d'un immeuble, |e digicode comprend cing
ichiffres: 1 2 3 4 5, et deux lettres: A et B.

;Un code est farmé d'une lettre et d'un nombre & deux chiffre
gpris parmi les chiffresde 1 a 5.
iPar exemple : codes A33 ou B51.

ia) A I'aide de deux tableaux, établir tous les cades possibles

Codes commengant par A Codes commencant par B

12|34 |5 T|12]3]|4]|8
51

!
33 |
|

| LDk =

s | LD |-

|
/|

b] On effectue un code au hasard.

i Calculer la probabilité d'obtenir le bon code.

ic) Le gérant qui détermine le code le fait au hasard.
§Calculer la probabilite pour que le code choisit comporte deu
i chiffres identiques.

éd] Calculer la probabilité que le code commence par A etu
:termine par 1.

g'e] Calculer la probabilité que le code commence par A oust
itermine par 1.
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3_Espéran.ce_. et varianced’une loi

j 1. Vrai - Faux

3 On considére une loi de probabilité sur un ensemble de
résultats :
: {1;2;3;4:5;6}.

5| 2 3 | % 5 6
| o1 [ 025 | 01 | 018 | 02 | 02

éLes propositions suivantes sont-¢lles vraies ou fausses ? Justifier.
(Répondre sans faire de calcul)

Ea] L'espérance est multipliee par 100, si on traduit les proba-
hilités en pourcentage.

éi}] L'espérance augmente de 1, si tous les résultats augmen-
itentde 1.

Et} L'espérance diminue de 20 % , si tous les résultats dimi-
inuent de 20 % .

;d]Si seul le résultat 6 change et passea 7, I'espérance aug-
‘mente de 0,2 point.

3 La loi de probabilité ci-dessous porte sur les gains pos-
sibles & une loterie, sans se préoccuper du prix du billet.
lgain(en€)] O 5 10 20 50
 probabilité | 063 | 02 01 | 005 | 002

;les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier.
‘(Répondre sans utiliser la calculatrice.)
éa] L'espérance est égale & 4 € .

El:-} Si P(50) = 0,05 et P(0) = 0,6, I'espérance augmente de
15€.

éc] Sila loi de probabilité reste celle de départ et le prix du billet
iestde 5 €, I'espérance estde - 1€,

:D & On considére la loi de probabilité d'un jeu :

| EERE 2 5 | 12

|fr 0,3 0,1 0,2 0,1 02 | O

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
(Répandre sans utiliser la calculatrice.)

%a] Le jeu est équitable.
'b) La variance est égale & 32,4.

5-:} Si P(2) =02 et P(5) =0,1 etles autres probabilités sont
iinchangées, I'espérance et la variance diminuent.

id) Si la loi de probabilité reste celle de départ, la valeur - 6
‘passea -7 etlavaleur 12 passea 15, alors I'espérance ne
ichange pas, mals la variance augmente.

‘e) Si la loi de probabilité reste celle de départ et seule la valeur

:12 change et passe & 20, I'espérance et la variance augmen-
itent.

2. Calcul d’espérance

et de variance

33 ) Dans chaque cas, compléter la loi de probabilité et

icalculer la moyenne u et la variance o? sans utiliser la
i calculatrice.

a) [T -5 0 2 | 7

: pi| 03 0,2 0,3

b) [ 10 | 30 40 | 80 100
' p;| 05 | 02 | 015 | 01

)] -6 [ -2 [ 0 1 2 10 |
i el o4 | 02 | 01 | 01 | 005 |

@ On joue avec un jeu de cartes de 32 cartes.

: Chaque carte habillée (Roi, Dame ou Valet) rapporte 10 points,
:chague cartede 10 & 7 rapporte le nombre de points inscrits
iet chague As rapporte 11 points.

{On tire de ce jeu une carte au hasard.

Etablir la loi de probabilité du nombre de points et calculer son
i espérance.

:@ On lance deux dés cubigues bien équilibrés dont les faces
Esunt numerotéesde 1 a 6.

éEtab!ir la loi de probabilité de la somme obtenue.

ECaIcuIer I'espérance u et la variance de cette loi.

gCumparer 44 4 la somme des espérances de chaque dé.

4'1 On lance deux dés, I'un cubique (de 1 a 6) et 'autre
itétraédrique (de 1 4 4).

EEtainr la loi de probabilité du dernier chiffre du produit des
i deux numéros obtenus, puis calculer I'espérance ef la variance.

Chapitre 6 — LOI DE PROBABILITE
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3__Pmb1émes.
1. Simulations et probabilité

@ % En utilisant la fonction RANDOM des calculatrices,
:0n a obtenu les nombres suivants

- SA239108169 LE799693138
- 3138556377 - Sr 29378567
- 4351835849 22084216306

- 487025449 « 0299349667
. roBR8633672 - 02967350826
« 56238559292 « J4839A328
- 62625168791 . 5145698728

;Dn admet que ces tirages donnent une simulation des nais-
 sances

ia un chiffre pair, on associe la naissance d'une fille et, 3 un
i impair, celle d'un gargon,

17 On imagine que cette simulation correspond aux naissances
i successives dans une maternité.

i Déchiffrer cette simulation.

i En déduire le nombre de filles et de gargons.

:2* On imagine que cette simulation correspond & une étude
i dans un pays ol les familles ont choisi d"avoir un gargon et un
i seul (dés qu'un gargon nait, il ne nait plus d'enfants ensuite).
 Déchiffrer cette simulation et donner la répartition des familles
:suivant le nombre d'enfants.

EDans ce pays, aura-t-on plus de filles que de garcons ?

3° On imagine que cette simulation correspond aux naissances
: successives dans les familles de deux enfants.

éa] Déchiffrer cette simulation. En déduire la répartition des
: familles suivant le nombre de filles.

‘b) A I'aide d'un arbre représentant une situation d'équiproba-
: bilité, déterminer la loi de probabilité du nombre de filles par
: famille.

: Comparer avec |a répartition obtenue par la simulation.

@ A I'aide de la calculatrice, on crée une liste aléatoire
ide S0 entiers 1, 2, 3 ou 4.

iSurT..83 : Seq(randint(1,4),K,1,50,1)=»L1
{SurT.l. 82 : Seq(Int(4xRand)+1,K,1,50,1)=pL1
{Sur Casio : seq (Int(4xRand#) +1,K,1,50,1)=»List1,

: 1% a) Trier la liste : pour cela, dans le menu (LIS

:SortA( surTl. et [SRT=A sur Casio.

b} En déduire la répartition en pourcentage.

i Comparer a la fréquence théorique 25 % pour chaque entier.

_Ez’ a) Créer de la méme fagon dix listes au total, trier et rele-
iver |a répartition obtenue pour chague liste,

: b) Existe-t-il des cas ol une fréquence est a l'extérieur de la
: fourchette [0,14 ;0,39] 7
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44 Jc % Un jeu simulé

: Un jeu consiste  lancer un dé & quatre faces dont on note le
i numéro, puis a lancer une pigce que 'on code 1 pour PiLe et
i 2 pour Fact. Enfin, on tire dans une boite 'un des trois jetons
i gu'elle contient, numérotés O, 1 ou 2.

i On fait la somme des trois nombres obtenus.

(l'n abtient ainsi un nombre de I'ensemble :

i E={2:3;4;5;6;7 8}

1* A I'aide d'une calculatrice, on simule 50 jeux a l'aide de
: trois listes :

@ enliste 1 :un nombrede 1 3 4;

' en liste 2 : un nombrede 14 2;

" enliste 3 : un nombre de 03 2 !

- ® en liste 4 : la somme des trois nombres obtenus sur la méme
ligne des trois listes précédentes.

a) Trier la liste L4 obtenue, et donner la répartition des sommes
! obtenues,

b) Calculer la muvcnnc x des sommes obtenues.

e ——

Lz Lz 1

ok B ek P P
S o e ek

i 1
i
3

’ i
£
2

LM

UL LS L 22

Par exemple, deux simulations sur T.I. 83 :

i Seq (randint (1,4),K,1,50,1) =»L1

Seq (randint (1,2),K,1,50,1) = L2

:Seq (randint (0,2),K,1,50,1)=p13

i L1+12+13 14 ‘
BBl 2 [ 3 [ a5 6] 78]
o | 4 8 5 19 5 6 2]
'?":2 2 5 M 1 1 8 z 1

2" a) Recopier et compléter I'arbre donnant toutes les possibi-
3+14+0=4

|tés de sommes.
0 somme :
< somme: 34+ 1+1=5

< < somme: 3+1+2=6

b] On admet que les 24 branches ont la méme probabilité.
: Déterminer |a loi de probabilité sur I'ensemble £,

1::] En déduire la moyenne théorique .
- Comparer a la moyenne ¥,




| 2. Loi de probabilité

45) X Dans un établissement scolaire, la mise en place des
TPE a un impact sur la fréquentation du CDI.

iLes documentalistes ont effectué une enquéte sur les 500 éleves
ientrant au CDI,

i18% des éléves consultent un seul ouvrage par visite et, parmi
iceux-ci, 90 % viennent au moins une fois par mois ;

1125 €léves viennent moins d'une fois par mois et 16 % d'entre
ieux consultent entre 2 et 5 ouvrages par visite ;

:4500 des éleves viennent au moins une fois par mois et consul-
itent plus de 5 ouvrages par visite,

T Reproduire et compléter |e tableau des effectifs ci-dessous.

nombre fréquentation par mois
d'ouvrages au moins moins total
consultés une fois d'une fois '
1
de2as !
plusde 5 '
total 500

52“ On suppose que la fréquentation reste la méme que lors de
icette enquéte,

Un éléve entre au CDI.

;On considere les événements suivants :

A + t I'éleve vient au maoins une fois par mois » ;

'8« l'éléve consulte de 2 3 5 ouvrages »;

C 1« I'éléve consulte au moins 2 ouvrages» ;

iD:«I'éléve vient au moins une fois par mois et consulte entre
:2 et 5 ouvrages ».

iCalculer la probabilité des événements.

A, B, C,Det AU B.

'b) £:« I'éléve consulte plus de 5 ouvrages ou vient moins
:d'une fois par mois ».

'¢) F: e I'éléve consulte un ouvrage ou vient au moins une fois
gpar mois ».

) Le trajet d'un VRP

,Un VRP doit se rendre
‘dans quatre magasins.
Il part de son entre-
‘prise situee en [1].

éLes lignes représentent
les routes par les-
‘quelles il peut passer
‘d'un magasin a l'autre.

diplome des BEt;::plﬁmc :ES parents

125 -39 ans ::EZHE?’ CAREER | 1 :EJS inconnu |ensemble
aucun 25,7 12,3 6,4 28,5 19
CEP 7.9 3,3 19 7.1 57
BEPC 9,5 1,2 84 59 9,7
CAP BEP 354 | 348 15 | 435 | G1.D
Bac 1.6 18,4 20,2 9,3 14,8

{ | Bac + 2 6.7 131 | @O | 31 n

supérieur 3.2 6,9 29 26 8,6

ensemble 56,5 @52 17.3 1 100

il fait ses visites totalement au hasard, sans repasser deux fois
i dans le méme magasin, ni passer devant un magasin déja visité,
ni revenir a l'entreprise ; par exemple, 17 = 3 = 4 = 5
“est une liste de visites possible de trois magasins, en partant
‘de I'entreprise.

1° A I'aide d'un arbre, indiquer toutes les listes possibles de
: visites de trois magasins.

i Vérifier qu'il n'y a qu'une seule liste ol il ne visite pas le maga-
isin [a].

2 Si toutes les listes ont la méme probabilité, déterminer les
i probabilites des evénements suivants :

LA s wle VRP visite le magasin [4] » ;

{ B« le VRP visite le magasin [4] en dernier » ;

| C:« le VRP visite le magasin [4] aprésle [3] ».

47 ) %% Le tableau de mobilité sociale ci-dessous pré-

:sente le diplome le plus élevé des Francais de 25 4 39 ans
i suivant le diplome le plus élevé de I'un des deux parents.

ECumme ce tableau porte sur la totalité des Francais de 25 3
:39 ans, alors les fréquences se modélisent en probabilités.

17 Décrire par une phrase les trois nombres entourés du tableau.

2° Calculer la part de cette population ayant le Bac (et pas plus)
iet dont le pére, ou la mére, a le Bac et plus.

3 On interroge au hasard un Francais de 25 4 39 ans.
ia) Donner la probabilité de chacun des événements suivants -

: %50n pere ou sa mere n'a pas le Bac » ;

2w il a juste le Bac (et pas plus) » ;

cwil @ au minimum le Bacw ;

A

B
C:uil ale Bac (et pas plus) et aucun de ses parents ne I'a » ;
D

E

1w il a le Bac, mais ses parents ont au mieux le CEP »,

Eh) En déduire la probabilité des événements :

D e AUB.
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3. Espérance d’une loi

48 ) X 0n lance un dé cubique.

£ 1° Si on admet I'équiprababilité, calculer I'sspérance i [théo-
irique) et la variance V=o?.

2 On a relevé la fréquence d'apparition de chaque face au
icours de 500 lancers et ce pour 2 simulations.

1 2 3 4 5 6
|| série1 | 0,192 | 0,174
! série2 | 0,168

0,190 | 0,138 | 0,146 | 0,160
0,154 | 0,158 | 0,176 | 0,202 | 0,142

éa} Pour la série 1, calculer la moyenne X, et I'écart type s, ,
i puis la variance V; . De méme pour la série 2.

fh] Comparer les deux séries et la loi de probabilité théorique.
:3° On fabrique une troisiéme série en considérant 'ensemble
ides 1000 lancers.

a) La moyenne X; est-elle la moyenne des moyennes ¥, et %,?
-b) La variance 1, est-elle la moyenne des variances Viet V,?

:@ Miryam et Medhi jouent avec une astragale de mou-
ton et deux pieces de monnaie. L'enjeu est un tas de cailloux.

| Régle du jeu : on lance I'astragale et les deux pices.

: Chaque piéce présentant le coté Pile (P) rapporte un caillou et
: I'astragale tombée dans la position droite (D) rapporte 4 cailloux.
: Sinon, le cdté Face (F) ne rapporte rien et I'astragale tombée en
 position couchée (notée C) fait perdre 2 cailloux.

: On écrit un résultat sous forme de trois lettres ; PFD et DPF
i indiquent le méme résultat.

£ 1" Miryam joue et obtient le résultat P FD , Medhi joue et
:obtient PPC.
: Calculer leurs gains ou pertes respectifs.

12" a) Dresser un arbre de choix donnant toutes les possibilités
: de résultats et les gains ou pertes associés a chaque résultat.
:b) On admet I'équiprobabilité de tous les résultats obtenus par
icet arbre. En déduire I'ensemble £ des gains ou pertes pos-
: sibles, puis la loi de probabilité sur F.

:3" Calculer I'espérance de cette loi.

- 50D % Une roue de loterie présente de nombreux secteurs
: munis d'une marque.

: Chagque secteur permet de gagner 100€,10€,5€ ou 1€
:ou ne rien gagner (0 €) :

{8 % gagnent 5 € ; le cinquiéme gagne 1€ ; le vingtiéme
igagne 10 € et plus, dont le dixieme gagne 100 € .

:On admet que la répartition des secteurs selon le gain définit
:une loi de probabilité.

:1° Déterminer Ia loi de probabilité par traduction des infor-
: mations données. Justifier que plus des deux tiers des secteurs
i ne gagnent rien (0 €).

2° a) Montrer que |'espérance de gain est 1,55 €.

144

£ b) Si le prix du billet est de 2 €, calculer I'espérance de recette
: par billet pour le gérant de cette loterie.

3° Les frais fixes se montent 3 1 500 €.
: Combien de billets au minimum ce gérant doit-il vendre pour
: réaliser un profit 7

. 51 % Au cours d'un jeu, on tire une carte au hasard dan
Lun jeu de 32 cartes :

:si la carte est un coeur, on lance un dé de 6 et on gagne le
: nombre d'euros correspondant ;

i la carte est un pique, on lance le dé de 6 et on perd le double
: du nombre correspondant ;

51 la carte est un carreau, on perd 3 € ;

s la carte est un tréfle, on gagne 2 €,

 Etablir I'ensemble des gains ou pertes possibles pour ce jeu,
i puis la loi de probabilité sur cet ensemble.
: On pourra utiliser un tableau.

- 52) %k pide 4 la décision
: Une société alimentaire GEL produit des plats surgelés, entre

i autres une pizza qu'elle fabrique & 500 000 exemplaires par an,
: Sa marge de bénéfice sur cette pizza GEL estde 1 €.

: La chalne de supermarché BAPRI lui propose de fabriquer des
i pizzas sous la marque BAPRI, vendues dans toutes leurs sur-
: faces de vente, avec une marge bénéficiaire de 0,3 €, tout en
: conservant sa propre marque,

 La société GEL sait que I'apparition de cette nouvelle marque
i lui fait perdre une partie de son marché. Mais le nouveau mar-
: ché est estimé au triple de ce que perd la société GEL

 Si la société GEL accepte, elle sait qu'clle perd 10 % de son
: marche, avec une probabilité de 0,3, ou 15 % de son mar-
 ché, avec une probabilité de 0,5, ou 20 % de son marché,
: avec unc probabilité de 0,2.

: Les pertes et gains de marché sont donnés dans le tableau.

: |cas C1 C2 €3
: |pertede marché GEL | -10% | -150% | -200%
: |gainde marché BAPRI | +30% | +450% | +60%
| probabilité 03 0,5 02

1* @) Dans le cas C1, calculer le nombre de pizzas GEL et le
: nombre de pizzas BAPRI prévues, et en déduire le bénéfice 81,
: b) Procéder de méme pour le bénéfice B2 et le bénefice 83,

{ pour les cas C2 et C3.

 ©) Caleuler I'espérance de bénéfice si la société GEL accepte de |
i produire des pizzas BAFRI, et comparer au bénéfice obtenu en
i gardant les 500 000 habituelles.

2° La société GEL, ayant appris qu'un concurrent risque d'ac-

i cepter le marché, cherche a négocier avec BAPRI un prix de
i 0,35 € de marge par pizza.
 a) Calculer la nouvelle espérance de bénéfice.

 b) Quelle est alors la perte de bénéfice pour BAPRI par rapport
i a |a proposition précédente ?
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| Probabilité conditionnelle p. 148
® faire le lien avec la fréquence

de B sachant A (vu en Premiére)
® traduire les données a |'aide

d'un arbre pondérée

et déterminer une probabilité

par la formule

des probabilités composées

ou des probabilités totales

' ‘“I Indépendance  p. 150
- ® savoir reconnaitre
deux événements indépendants
® reconnaitre des expériences
indépendantes
et appliquer le principe
multiplicatif a une liste
ordonnée de résultats

Loi binomiale  p. 152
® reconnaitre |a répétition de n
epreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes




‘B Tableau a double entrée

:Dans une ferme élevant des bovins, on trouve trois races : charolaise, limousine et normande.

Reguhérement. au printemps, a la fin de la premiére semaine au pré, I'éleveur a constaté qu'une
maladle bénigne apparait dans son troupeau.

1 a) Compléter le tableau ci-dessous sachant que 10 9% des charolaises sont atteintes
par cette maladie, 20 % des limousines et 12 % des normandes.

Charolaise Lin;ousine Norﬁtaude_ 7 total

vache
malade _ |
vache : ‘

¥ saine '

Ftotal [ 120 B0 | T

® 0. Beuf/BIOS

b) On note f.(M) la fréquence des vaches malades parmi les charolaises.

Donner fo(M), f,(M) et fy(M).

Comment écrire « la fréquence des charolaises parmi les vaches malades » ?

© €, Ruosa/BIOS

¢) Déterminer le nombre total de vaches malades dans le troupeau.

2° On examine une vache au hasard dans le troupeau, déterminer les probabilités que
cette vache soit :

a) charolaise et malade ; b) limousine et malade :

© . Halleux/BIOS

Nonnande ¢) normande et malade : d) saine.

P voir J L'éleveur prend au hasard la fiche d'une vache malade. Quelle est 1a probabilité que ce soit une
Eamteen ‘charolaise ?

1 a4

E'On reprend la situation précédente, mais 15 % des limousines sont malades,

5 - 1 Compléter I'arbre ci-contre en pondérant :
~® chaque branche rouge par les fréquences de chaque race de

bovms dans le troupeau ; /]\
~» chaque branche bleue par les fréquences conditionnelles f.(M),

P voir fL(M’ et fy(M).

Premiére ES
27 a) Vérifier que la part des vaches malades parmi les normandes
-est égale 4 la part des vaches malades parmi le troupeau. M ﬁ._:l

Le traduire en terme de fréquence.

B voir h] En est-il de méme pour les deux autres races 7 '
Erxercices |
547 3 a) Calculer la part des vaches malades parmi les vaches qui ne sont |

pas normandes. N

N
b} Compléter I'arbre ci-contre par les fréquences correspondantes.
:Qu'une vache soit normande ou non, que peut-on dire de la fréquence \
‘de cette maladie ?

=
=l

Vo
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)_ Un jeu multiple

Pour un jeu, on utilise trois boites parfaitement opaques, contenant chacune des billes unicolores. activités
La boite A contient 20 % de billes rouges et le reste en billes vertes ;
la boite B contient 60 % de billes jaunes et le reste en billes marron ;
laboite C contient 90 % de billes noires et le reste en billes orange.

On tire successivement de chacune de ces boites une bille, au hasard.

Ainsi, on note par la liste (R, M, N) le tirage successif d'une bille rouge de la boite A, puis d'un
marron de la boite B, puis d'une noire de la boite C.

I a) D'aprés I'énoncé, le tirage d'une bille jaune de la boite B dépend-il du tirage dans la boite
A? On parle de tirages indépendants.

b) Compléter I'arbre ci-dessous par les fréquences de chaque couleur par boite.

S SR v
/\ /\
boite B e L e | M J M
| AN N N
boite C ——-—---meeen N 0 N 0 N 0 o *

2" Calculer la probabilité d’obtenir la liste (R, M, N), puis la liste (V, J, 0).
Ces deux événements sont-ils contraires 7

D Toujours dans la méme boite

(n joue seulement avec la boite A.
{In tire au hasard une bille, on note sa couleur, puis on la remet dans la hoite.
Puis, on recommence encore deux fois ce tirage.

Les tirages sont donc identiques (car il y a toujours le méme nombre de billes dans la boite) et
indépendants I'un de I'autre.

0~ O ©
4 4
o o( i

On obtient alors une liste de trois couleurs ; par exemple : (R, V, V), (V, V, R) et (R, R, R).

" Réaliser un arbre comme dans I'activité précédente, ou les branches sont pondérées par les
probabilités d’'obtenir la couleur Rouge ou la couleur Verte.

) A I'aide de cet arbre, déterminer la probabilité d'obtenir chacune des listes :
J(R, V., V); b) (V, R, V) ; ) (V, V, R).
Existe-t-il d'autres listes contenant une seule fois la couleur Rouge ?

fn déduire la probabilité d'obtenir exactement une fois la couleur Rouge.

1" Quelle est la probabilité d'obtenir exclusivement la couleur Verte ; en déduire la probabilité
d'obtenir au moins une fois la couleur Rouge.




On considére une expérience aléatoire et I'ensemble E des résultats, muni d'une loi de probabilité P.

Soit A et B deux événements de E, avec A de probabilité non nulle.

m_probabilité conditionnelle définitiop

|
Ac'ri::::f La probabilité de B, sachant que A est réalisé, est notée P,(B) .

Elle est définie par le quotient :

P(A N B)

Dans d'autres ouvrages, on peut trouver les notations P(B/s) ou P(B/A).

Dans le cas d'une loi équirépartie, la probabilité de B sachant que E \
A est réalisé devient alors : P
P,(B) = P(AM B) _ nombre d'¢léments de A M B [An B ]

A P(A) nombre d'élémentsde A

J

Ainsi, I'ensemble de référence devient A et on retrouve la fréquence fa(B) vue en classe de Premiére

Hm exemple

Dans une classe de Terminale ES de 32 éléves, répartis en 18 filles et 14 garcons, il y a 20 éléves en spécialitt

SES, dont 8 filles. On prend au hasard une fiche d'un éléve de cette classe.

On sait que |a fiche est celle d'une fille, On cherche la probabilité qu'elle suive la spécialité SES. |

On pose A:al'éléve est une fille » et B :« ['éléve suit la spécialité SES ». |

On recherche la probabilité conditionnelle P,(B). |
PANB) _ 8 _ 8

-18_29 =8 _1. 4o = 432
Or A= 0 =%+ PANB)= £=1: doi P8 =~ e = 15

ormule des probabilités composées _ ‘

Si on connait la probabilité de I'événement A et la probabilité conditionnelle de B sachant que
A est réalisé, on en déduit la probabilité de I'événement « A et B»:

> voir P[AI"‘lB]-P(A]xPA[Bl.

1.D. 1

S
g -

Si A est un événement de probabilité non nulle et A son événement contraire,
alors les événements BM A et BN A sont incompatibles et leur réunion est B:

P(B) = P(AN B) + P(A N B) = P(A) x P, (B) + P(A) x P5(B).

> voir A et A forment une partition de I'ensemble E. Ce cas particulier se généralise,
Chapirre 6

m formule des probabilités totales o ]

Soit les événements A,, A,, A,, .. A, de probabilités non nulles
constituant une partition de E.

La probabilité d'un événement B de 'ensemble E peut se calculer
par la formule :

> voir P(B) = PA1[8] x P(A,) + PAz{B) x P(A) + ... + PAH[B] x P(A) .

Activité 2
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Probabilité conditionnelle

Une entreprise est spécialisée dans la vente de ballon de cuir.
Elle a trois fournisseurs, A,, A, et A, qui alimentent respectivement le stock dans les proportions
25%, 40 % et 35 %.

Le service qualité connait bien ses fournisseurs : une étude statistique, effectuée depuis les derniéres
livraisons, montre que la probabilité pour qu'un ballon ait un défaut sachant qu'il provient du pre-
mier fournisseur est de 0,04, du deuxiéme de 0,03 et du troisieme de 0,02.

a) Déterminer la probabilité qu'un ballon pris au hasard dans le stock ait un défaut. B voir
Erxercices
b) Le ballon a un défaut : quelle est la probabilité qu'il provienne du fournisseur A7 11 G 21

Connaissant une partition d'un ensemble £ muni d’'une loi de probabilité P, on traduit les données par
un arbre pondéré de la facon suivante :

chaque branche E

est pondérée par 2
la probabilité de PA) P(A;) +P(A,) +P(A 3) + P[A4) =1
I'événement A,
chague branche Ay Ay A Ay
est pondérée Y
sar taprobabite: (8 Pa,(B)+ P, (B)=1
conditionnelle : \ \ 5 5
R e S - e A s [T

Py, (B)
La probabilité de I'intersection A; M B est le produit des pondérations : P(A; N B) = P(A,) x Pa; (B).

On note E l'ensemble des ballons du stock, - a) On calcule P(B) al'aide de la formule des pro-
A, « le ballon provient du fournisseur A, » ;  babilités totales :

et B:«leballon aun défaut ».
; : P(B) = 0,04 x 0,25 + 0,03 x 0,4 + 0,02 x 0,35

On traduit les données : : = 0,010 + 0,012 + 0,007 = 0,029 .
P(A,) =0.25; P(A,)) =04 et P(A;))=035;

la probabilité que le ballon ait un défaut sachant
qu'il provient du premier fournisseur est : .
PA1{B] = 0,04 ; b) On sait que le ballon a un défaut.
: . On calcule la probabilité conditionnelle de A
d P, (B) = Pa.(B) = 0,02, 1
ememe Enle) = B et Sqte) = sachant que B est réalisé a l'aide de la définition :

La probabilité qu'un ballon ait un défaut est 0,029

On reporte ces informations sur un arbre pondéré, '
PylA,) = P(A;N B _ 0,25x 0,04
)=

oz R P(B)  ~ 0029
0.4
0010 _10 _
A e A T.0029 29 ~0aAan
i n.na/\ Lo - La probabilité que le ballon vienne du premier four-
\ \; \ B ! . 10
R B B B B nisseur, sachant qu'il a un défaut, est =g -
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Soit E un ensemble de résultats muni d'une loi de probabilité P.

On considére deux événements A et B de probabilités non nulles.

endants == FEHTOY

-

> voir Les événements A et B sont indépendants lorsque la probabilité de I'un ne dépend pas de la
G réalisation de 'autre.
Autrement dit : PA(B) =P(B) ou Pg(A) =P(A).
D'apres la définition d'une probabilité conditionnelle, on peut écrire :
PA(B) = P(B) <= %%ﬂ =P(B) <> P(AN B)=P(A)xP(B)
P(ANB) z
SEE - PA = Pl = PlA).
tre définition o
Deux événements A et B sont indépendants signifie que |a probabilité de leur intersection est
€gale au produit de leurs probabilités :
P(ANB)=P(A)xP(B).
BN remarque
Lindépendance de deux evénements se traduit par I'une des trois formules équivalentes ci-dessous :
PAB) =P(B) ; PglA)=P(A); P(AN B)=P(4)xP(B).
> voir m expériences indépendantes
Activité 3

Lancer une piece, puis un dé, puis tirer au hasard dans une boite ... ou les lancers successifs d'une pigce,
d'un dé, ... la répétition du tirage d'une bille dans une boite qui contient toujours le méme nombre de
billes, ..., sont des expériences indépendantes :

> voir la réalisation d'un résultat n'agit pas sur la probabilité du résultat suivant.

oo On admet alors le principe suivant :

principe multiplicatif

Dans le cas d'une succession d'expériences indépendantes, la probabilité d'une liste de résultats
est le produit des probabilités de chaque résultat.

> voir == exemple
Evercices 5 < o : 2 ' .
308 33 On lance une piece, puis un dé & 6 faces, puis une pitce, puis de nouveau une pitce, PiLe Face
puis un dé a 4 faces.
) 1234556
Si on a obtenu FACE sur la premiere pigce, cela n'agit pas sur le résultat du lancer du
dé a 6 faces, et ainsi de suite. /PLL{ FacE
La probabilité d'obtenir la liste de résultats (F, 2,P, P, 3) estalors: PILE  FACE
et bop log 400 1 AT
il e S S el 1234

Chapitre 7 - PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE



Indépendance

m en diagramme

A Dans le cas d‘une loi équirépartie sur I'ensemble E, sila part de B dans A
est la méme que celle de B dans E, alors A et B sont indépendants :

A o — ==

m en tableau des effectifs (ou fréquences)
Dans le cas du tirage au hasard d'un élément de £, d'effectif total T,

A A sl si = i. alors on obtient ;
B -m b a T
2 N S
effectif | @ T P(AN B) _T wioms __T 7= P(A) x P(B).

m en arbre pondéré
Si toutes les branches d'extrémités B ont la méme pondération, cela signifie que P(B) = P4(B) = Pz(B).
alors on obtient :

PW\ P(AN B) = P(A) x P4(B) = P(A) x P(B),

A A et P(A N B)=P(A)x P;(B) = P(A) x P(B) .
P(B) P(B) =
A et B sont donc indépendants, ainsi que A et B.
De méme A et B, et A etB.

o]

B B B

Dans une entreprise de 105 salariés, il y a 30 cadres et 70 salariés sont mariés, dont 20 sont cadres.
On rencontre au hasard un salarié de cette entreprise.
Les événements A:« étre cadre » et B :« &tre marié » sont-ils indépendants ?

méthode

On calcule d'une part P(A N B) et d'autre part P(A) x P(B) .
Si P(AN B) = P(A) x P(B), alors les événements A et B sont indépendants.

La situation est équiprobable, donc on utilise la for- ~ llya 30 cadres et 70 mariés, donc :
mule de Laplace pour le calcul des probabilités. 2 )
PA)= jo5 =5 ¢t PB)= qp =5
2

105
4

; ‘ol » B
A 30 . D'oli : P(A) x P(B) = Sxg=5 = P(AN B).
[ " ] On en déduit que les événements A et B sont
B - indépendants.

La part des mariés chez les cadres et chez les non

llya 20 cadres mariés parmi les 105 salariés el ootls fabine.

donc :
P(AN B) = 20, .. 4 Ne pas confondre événements indépendants
B T et événements incompatibles.
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-" Voir
Exercices
26 a 28




P‘ Voir

Achiviré 4

> oir

T.D. 4

." Voir

T.D. 5

m loi de Bernoulli définitior

Lorsqu'une expérience aléatoire n'a que deux issues appelées succes et échec, on la nomme

P-S
épreuve de Bernoulli : < g 3vecqg= 1=p.
q
La loi de Bernoulli associée a cette épreuve est la |oi de probabilité :
X S E
il e | g
mm_exemples
® On lance un dé cubique bien équilibré et on s'intéresse  I'obtention
ou nondu 6. ¥ S E
La probabilité de succés est 1. e
Dot la loi de Bernoulli donnée par le tableau ci-contre : ] 6 6

* Pour le lancement d'un nouveau produit, on interroge au hasard une personne. On lui demande si elle désire cu
non acheter ce produit, sans autre alternative de répanse.
S :xla personne répond oui » ; E:«la personne répond NON ».

Si 40 % des personnes répondent oul, et que I'on peut assimiler cette X S E
frequence 2 la probabilité de succés, on obtient la loi de Bernoulli, donnée p

. i 04 | 08
par le tableau ci-contre :

m répétition d’épreuves de Bernoulli

Lors de la repetition de n €preuves de Bernoulli, identiques et indépendantes, la probabilité p d'un
succes reste la méme a chaque épreuve.

En appliquant le principe multiplicatif, on obtient la probabilité d'une liste de succeés et d'échecs & la fin
des n épreuves.

Par exemple, la probabilité d'obtenir la liste (ordonnée) S £ E E S S E alafinde 7 épreuves est:
PXgxgxgxpxpxq=pxq*.

laliste S S S EEE E alaméme probabilité g* x g4, mais est une autre liste, 'ordre n'étant pas
le méme.

m loi binomiale _ | définition

Lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, on s'intéresse au
nombre de succes de la liste ordonnée obtenue a la fin des n épreuves.

On obtient alors I'ensemble des résultats: E={0;1;2;3;..;n}.

La loi de probabilité sur cet ensemble E est nommée loi binomiale de paramétres n et p, ol p
est la probabilité de succés de Ia loi de Bernoulli.

La probabilité d'obtenir une liste (ordonneée) de k succés et n - k échecs, 2 la fin de n épreuves, est
égale a pkxgqn-k,

La probabilité d'obtenir n échecs consécutifsestalors: P(EE E E.. E)=q" =(1-p)".
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Loi binomiale S S

Dans une loterie, une roue prr.scnte des secteurs gagnants.

A chaque lancer de la roue, la probabilité de gagner est 0,1 et ne dépend pas du lancer précédent.
On joue quatre fois de suite,

a) Déterminer la probabilité de gagner exactement une fois. > voir
b) Déterminer la probabilité de gagner au moins une fois. Sxcheines
36 a4 41
* On reconnait la répétition de 4 épreuves de Bernoulli, identiques et indépendantes, et on définit la
probabilité p du succés.
* On établit un arbre pondéré donnant toutes les listes ordonnées de succes et d'échecs obtenues a la
fin des 4 épreuves. &
* On applique le principe multiplicatif pour obtenir la probabilité d'une liste particuliére. Pm,:r::;{_ P

Chaque lancer de la roue est une épreuve de - a) L'événement A :«gagner exactement une fois »

Bernoulli : . est formé des listes SEEE, ESEE,EESE et
de succes 'événement S :« gagner », . EEE S (notées par une croix dans le schéma).
de probabilitt p=0,1. Chacune de ces listes a pour probabiliteé :

" P : XOgXxgxXg=px 3={)'1x0'93=0'0?29_
A chaque lancer, la probabilité de succés ne change -~ 0 0 <9 =pPx4

pas et ne dépend pas du lancer précédent. - Donc la probabilité de gagner exactement une fois
+ est:
Donc on a une répétition de 4 épreuves de P(A) = 4 x p % g3 = 0,2916

Bernoulli identiques et indépendantes. ; : - 7
- b) L'événement B : « gagner au moins une fois »

L'arbre pondéré ci-dessous permet d'établir les pro- - est le contraire de « perdre les 4 fois ».
babilités demandées en appliquant le principe mul- © |5 probabilité de la liste EEEE® est g%

tiplicatif. - Donc la probabilité de gagner au moins une fois

Le probléme résolu de la page 154 propose d'éta- : est :
blir une loi binomiale. : 1-q%=1-09%=0,3439.

début
P Q\

N A
ymemV\ /V /\ V\
o A /\ /\ ,,/\ /\ /\ /\
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:Prol:labilité conditionnelle et loi binomiale

Une société de location de matériel informatique
. propose exclusivement deux types de portable A |

‘ou B, avec ou sans lecteur DVD.

: Une étude statistique, sur I'ensemble des clients :
EIouant un portable dans les magasins de cette
i sociéte, a permis d'établir que 60 % de ces clients :
i louent un ordinateur portable de type A, et, parmi :

‘ceux-ci, 20 % désirent un lecteur DVD.

-En revanche, 70 % des clients louant un portable

B demandent un lecteur DVD.

- On choisit au hasard un client louant un portable :

. et on considére les événements :
:A:«leclient loue un portable A»;

:C: «le client loue un portable A avec lecteur :

EDU’D:.

17 a) Déterminer les probabilités de ces événe-

D : « le client loue un portable avec lecteur DVD ».

i ments.

 b) Déterminer la probabilité que le portable soit de

‘type A sachant qu'il a un lecteur DVD.

analyse de renc

L'énonceé indique une situation ou on s'intéresst
dans un premier temps a deux caractéeres :

- le type de portable A ou B,

- et avoir ou non un lecteur DVD.

Le fait que I'étude statistique porte sur un grand
nombre de clients permet de considérer que la pro-
babilité d'un événement est égale a sa fréquence

De plus, le tirage au hasard d'un client indique une
loi équirépartie sur I'ensemble des clients.

Les pourcentages de I'énoncé incitent & traduire
les données a I"aide d'un arbre pondéré.

Par exemple, « parmi ceux-ci, 20 %... » indique une
fréguence conditionnelle, sachant que le client lout
un portable A.

L'événement C est I'intersection des deux événe-
ments A4 et D.

17 a) L'événement D est demandé aprés C,on
peut penser qu'il est nécessaire de calculer P(C]
avant de calculer P(D).

b) On demande la probabilité conditionnelle FPp(Al

g i i 27 la situation décrite permet de dire que I'on 2
o :2° On suppose que le nombre de clients est suffi- | répétition de 3 épreuves de Bernoulli identiques
: samment important pour que la probabilité de louer : et indépendantes.
- un portable avec lecteur DVD soit identique pour 4 prigrj si on choisit un client, on ne choisit pas e
;chacun des clients et indépendant les uns des : méme par la suite ; mais le grand nombre fait que
gautfe'-‘v-_ s W la probabilité de chaisir un client ayant loué un
On choisit trois clients au hasard. . portable avec lecteur DVD reste P(D) d'un client
- On s'intéresse au nombre de clients qui ont loué : a l'autre,
:i'un portab[e aver un lecteur DVD. : Le résultat « 2 » de I'ensemble E signifie que, F}ﬂl'l'ni
i : : . les 3 clients, 2 exactement ont loué un portable
-Soit E I'ensemble de résultats possibles : avec lecteur DVD
:_ E={0:1:2;:3} . 2) On cherche la probabilité de la liste DDD.
> voir %a) Quelle est la probabilité que les trois clients b) On cherche la probabilité de toutes les listes
T.D. 2 i

louent un portable avec lecteur DVD ?

b) Déterminer la loi de probabilité sur E.
;Calculcr son espérance.

possibles.
L'espérance d'une loi est la moyenne des valeurs
x, pondérées par les probabilites p;.

* On traduit |a situation donnée en pourcentage par un arbre pondéré, et on utilise la formule des proba-
bilités composées ou la formule des probabilités totales.

 Si on reconnait une répétition d'épreuves identiques et indépendantes, on détermine la loi de Bernoulli
(succes - échec), puis on construit I'arbre pondéré afin d'établir |2 loi binomiale correspondante.
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1° On traduit la situation par un arbre pondére.

06 0,4
A B avec B=A
0,2 / o, %\
] L \
D D D D

PA[D] = 0,2 Et FB(DJ el D.? .

a) Comme on choisit au hasard un client parmi tous
les clients, la probabilité est égale a la fréquence.
© 1) Pour obtenir la loi binomiale, on dresse un arbre
de Bernoulli donnant toutes les listes possibles a

P(C) = P(A N D) et, d'aprés la formule des pro-

Ainsi
P(A) =06.

babilités composées :
P(A N D) = P(A) x P4(D)
=06x02=0,12.
A et B forment une partition de I'ensemble ;

d'aprés la formule des probabilités totales :
P(D) = P(A) x P,(D) + P(B) x Pg(D)

=06x02+0,4x07
=012+028=040.
b) On cherche la probabilité que le portable soit

de type A sachant qu'il a un lecteur DVD :
on cherche donc Py (A).

D'aprés la définiti ‘'une probabilité condition- . : ;
P ShinivaR cute.p condition . Avoir un seul succes, x =1, correspond a trois

nelle :

PyA) = PAND) _ 012

P(D) ga =0

2" Pour chaque client, le choix conduit a une expé-
rience aléatoire a deux issues : :
* succes : :
D:ule client loue un portable avec lecteur DVD » ;

* échec :

—

D :ele client loue un portable sans lecteur DVD »,

Daprés la question 1° a), la probabilité de succés
est p=P(D) =04, donc: *

g=1-p(D)=06.
0,4 o
0,6 -
D

: Comme chaque client est choisi indépendamment
¢ des autres, on a une répétition de 3 épreuves de
. Bernoulli identiques et indépendantes.

L'ensemble £ des nombres de succeés est muni
d'une loi binomiale de parametres (3 ; 0,4).

a) La probabilité que les trois clients louent un por-
- table avec lecteur DVD est la probabilité de la liste

DDD.

D'apres le principe multiplicatif, on obtient la pro-
babilité :
pxpxp=p3=043=0064.

la fin des trois épreuves.

D /\ D
D/ \5 D/ \ﬁ
u/ \n n/ \ﬁ n/ \E n/ \ﬁ

Le nombre de succés est :
Xx=0,1,20u3.

N'avoir aucun succés, x=0, correspond a la liste
DDD, alors :
P(x=0)=0,6°=0216.

listes, DD, DDD, DDD, alors :
Plx=1)=3x(04x062) =0432.

- Avoir deux succés exactement, x = 2, correspond

a trois listes, DDD, DDD, DDD, alors :
P(x=2)=3x(0,42%0,6)=0,288.

Avoir trois succés, x =3, a été calculé a la ques-
tion 2° a):
P(x=3) =0,43=0,064.
D'ou la loi binomiale :
X: 0 1 2 3

i
P; 0,216 0,432 0,288 0,064

L'espérance est :
=0216x0+0432%x1+0,288x2 +0,064x3
=0,12.
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<) Test de dépistage

' Un test de dépistage d'une maladie réagit positivement pour 99 % des individus malades et 1 % des
individus non malades.
On note M : « l'individu est malade » et T:« l'individu réagit positivement au test ».

E_’ On suppose que, & un instant, la probabilité pour qu'un individu soit atteint de cette maladie est
1 0,05.

a) Calculer les probabilités P(M N T) et P(M N T).
En déduire P(T). (On appuiera le raisonnement sur un arbre pondéré.)

- b) Déterminer |la probabilité gu'un individu seit non malade, sachant que le test est positif.

3) On suppose que la probabilité qu'un individu soit atteint de cette maladie est p.
99 p

_ Wp+1°

1) Etudier le sens de variation de cette fonction.

La représenter dans un repére orthonormal, d'unité 10 cm, pour p € [0 ;0,5].

~a) Montrer que Pr(M) =

¢} Déterminer pour quelles valeurs de p,ona P-(M) =09.
 Interpréter concrétement par une phrase le résultat.

) Pour une autre maladie, un test de dépistage réagit positivementa 100 % sur les individus malades
‘et 5% sur les non malades.

- a) Démontrer que la probabilité que I'individu ne soit pas atteint par cette maladie sachant que le test
est positif est donnée par :

o b=p
Hel= qgg4v

‘ol p estla probabilité qu'un individu soit atteint par cette maladie.
' b) Etudier le sens de variation de cette fonction. La représenter dans le repére précédent,

‘) On estime un test convenable si cette probabilité est inférieure 2 5 %,
Pour quelles valeurs de p ce test est-il convenable 7 Commenter.

) Retour a 'espérance =

Une boite opaque contient six jetons verts et n jetons rouges, n= 2.
| Régle du jeu : on tire simultanément deux jetons de la boite : s'ils ont la méme couleur, le joueur gagne
'1€,sinonil perd 1 €.

-) Déterminer la loi de probabilité de ce jeu, en fonction de n. (On pourra s'aider d'un arbre.)
F—— = '|' ==

oy 7 | 7
n?-13n+ 30

3 a) Montrer que I'espérance de gain est f(n) = W+6)(n+8 °

'b) En déduire pour quelles valeurs de n |'espérance de gain est nulle.

i0) Etudier le sens de variation de cette fonction f pour n € [2 ; + =[. Commenter.
‘ Déterminer la limite de f en + =.
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lans une entreprise, les emplois sont structurés suivant trois catégories A, B8 ou C.

le tableau suivant donne la répartition des salariés, dans chacune des catégories, suivant le sexe, et dans
lfensemble des salariés.

l_tcgclru: 14 = B I—E_W I ensemble

- homme | 0,2 0,5 03 || 025 |
femme | 02 | 035 045 | 075 |

1

On tire au hasard la fiche d'un salarié de cette entreprise.

0n note :
H:ule salarié est un homme » et F:«le salarié est une femme » ;
A:xle salarié est de la catégorie A» ; de méme pour les catégories B et C.

) Expliquer pourquoi les événements H et A sont indépendants.

“DTraduire ce tableau en un arbre pondéré @, puis déterminer I'arbre pondéré @.

®/\ il e

,/l\/1\ P T o Y O

;) n épreuves de Bernoulli B

Une machine permet de lancer une balle de fagon parfaitement aléa-
toire sur une cible circulaire de 100 cm de rayon comportant une zone
iouge de 80 cm de diamétre.

On admet que la probabilité d'atteindre une zone est proportionnelle
ason aire,

Le tir est réussi s'il atteint la zone rouge.

) Déterminer la loi de probabilité du tir

) Chaque lancer est indépendant des lancers précédents.
On effectue n lancers a l'aide de cette machine.
1) Exprimer la probabilité qu'aucune balle n'atteigne la zone rouge en fonction de n.

i) Déterminer le nombre de lancers nécessaires pour qu'au moins une balle atteigne la zone rouge au
tours de n lancers, avec une probabilité supérieure a 0,99.
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j)_LaLp.lanche_de_Galm_n_eLle_.tr_ian_gl.e de Pascal

travaux

L #
dll'lgES B La planche de Galton est un jeu d'obstacles formé de petits cylindres.
' On lache une bille en haut de |a planche : a chaque obstacle, elle peut passer indifféremment a gauch
‘ou a droite de ['obstacle. (%)
'On a ainsi une situation de Bernoulli a deux issues : on peut considérer comme « succes » le fait de pa-

‘ser a droite de |'abstacle.
®

droite gauche

.o.
[
° ; o.‘-

o Moo |8 il

a) On lance une bille dans ce jeu d'obstacles & 4 niveaux,
et on cherche combien d'itinéraires permettent d'arriver
achacune descases: 0,1,2,3,4.
Pour cela, on trace un arbre comme ci-contre :

v : LR ! La table de Galton ;
chaque ligne rouge correspond a un chemin pris a droite.  jilustration : Alain Paunier (Sciences et Vie Juniu]

Recopier et compléter cet arbre.

b) On admet que tous ces itinéraires sont équiprobables,
‘et on s'intéresse au numéro de |a case d'arrivée.
Déterminer la loi de probabilité.

"x,jn]1|2i3i4
= ‘ | : |

¢) Recommencer cet arbre pour 5 niveaux d'obstacles,
puis 6 niveaux.

- Remarqgue : le numéro de la case correspond au nombre de fois
o, durant l'itinéraire, la bille est passée a droite.

D Le triangle dit de PascaL (1623-1662) était connu des
Chinois depuis la fin du xu® siecle.

Les nombres chinois sont faciles a lire :
:un trait horizontal pour 1 : ainsi, — signifie 3 ;

“dés que I'on dépasse 5, onremplace 5 parun trait ver-
tical : ainsi, == signifie 7 ;

‘un trait horizontal surmonté d'un rond pour 10..
le reste peut se deviner !
~a) Traduire en nombres actuels le triangle ci-contre.

 Comparer avec les nombres trouvés pour la planche de
‘Galton au niveau 4, puis 5.

'b) Quel niveau peut-on atteindre avec le triangle ci-
-contre ¢

i Le triangle de Pascal
i (") il existe encore des « flippers » basés sur ce principe. dans un ouvrage chinois de CHOU CHI-TIE (1301
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Faire le point |
m Probabilité conditionnelle "Synthése

Soit E un ensemble de résultats, issus d'une expérience aléatoire, muni d'une loi de probabilité P,
et A et B deux événements, A de probabilité non nulle.

La probabilité de B sachant que A est réalisé est P,(B) = P!ﬁ{;\)ﬁ) .

i les événements A, Ay, As, ... A,, de probabilités non nulles, constituent une partition de E,
'a probabilité de B est donnée par la formule des probabilités totales :

P(B) = Py (B)X P(A;) + Py, (B) X P(A;) + Py (B) X P(A3) + .+ Py (BIXP(A,) .

m Evénements indépendants
les événements A et B, de probabilités non nulles, sont indépendants si, et seulement si :
PAT(B] =P(B) ou PglA) = P(A) ou P(A N B)=P(A) xP(B).

m Loi binomiale

Onrépete n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes. p
E={0:;1;2;3;..;n} estl'ensemble des nombres de succes <
q

obtenus dans la liste de résultats a la fin de n épreuves.

succes

échec

a probabilité sur E est la loi binomiale de parametres (n ;p)

partition A,. Ay Ay - , A, d'un ensemble
n événement B, on tradmt la situation par

ilité d'une intersection, on applique

pondéré ] ¥ | NB=p A\ (B) x P(A,)
T ilité de I'Bvénement B, on applique la formule
- -5* . ?‘Eﬁaaﬁaﬂune succession d'expériences indépendantes dont on
appliquer s | ".f"lﬂsﬁdr. chaque résultat
le pnm:ipe dﬁ_‘-_‘ e 2l
multlplicatif [ lité d'une liste de résultats est le produit des probabilités
.tal - résultat
“Ji ! & qﬁfiyl& répétltlon de n eépreuves de Bernoulli, identiques
T | pe ntes
reconnaitre “d nt ce que I'on appelle « succés » et on calcule sa

pmui dmt rester identique dans la répétition des expériences

n arbre pondéré par les probabilités p et g pour obtenir
C 'miiﬂede r&uitats ou la probabilité d'un nombre donné

un schéma P [
de Bernurullr A ;“_ifg? ;
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exercices

gLa_p_agejeJ:alcul___. -

1. Pourcentage de pourcentage

Pour les exercices 1 0 3, on évitera d'utiliser la calculatrice.

D Dans une boulangerie, le chiffre d'affaires est composé
Edc trois postes :

:le pain (35 %), les gateaux et viennoiseries (50 %) et la confi-
:serie (15 %).

140 % du poste pain proviennent de la vente de baguettes, et 20 %
:du poste gateaux et viennoiseries proviennent des croissants.
éa] Déterminer la part des baguettes dans le chiffre d'affaires,
i puis |a part des croissants dans le chiffre d"affaires.

%b} Déterminer la part de la confiserie dans les deux postes autres
ique le pain.

D % Au cours d'une réunion entre jeunes, 50 % sont des

Ech-écns. dont 60 % de filles, 30 % sont en activité, dont
:50 % de filles, et les 20 % restant sont inactifs, dont 30 %
:de filles. Calculer la part des filles dans cette réunion.

=B Unmélange A pour apéritif est composé de 30 % de
iraisins secs, 35 0 de mangues séches et le reste en autres
fruits secs.

:Un mélange B est composé de 50 % de raisins secs, 30 %
:de noisettes et le reste de mangues.

:Un mélange C est composé de 60 % de noisettes et le reste
i de raisins secs.

:a) On prend 200 g du mélange A, 300 g du mélange B et
i500 g du mélange C.

i Calculer la part des raisins secs et celle des noisettes dans ce kilo.
:b) On prend 500 g du mélange A, 100 g du mélange B et
:200 g du mélange C.

:Calculer la part de mangues dans ce nouveau mélange.

B Le tableau ci-dessous donne la répartition des voyages
i des Frangais selon le mode d'hébergement.

mode d'hébergement séjours (%)
: | Hébergement marchand 36,6
:11 Hotel, résidence de tourisme 44,8
i|2 Location, gite chambre d'hote 219
{13 Camping 15,8
: |4 Autre 17,5
: | Hébergement non marchand 63.4
: |5 Résidence secondaire 18
16 Famille, amis 82

Ea] Indiquer la signification des nombres 44,8 et 18.
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: |
i b) Calculer |a part de chacun des postes de 1 3 6 parrip.

: port & I'ensemble des séjours.
 Présenter les résultats dans un tableau.

!

| 2. Fréquence « sachant que... n

'B Pour la France en 2000, le tableau suivant indiqueli
répartition en effectif de la population féminine et le taux d'a
: tivité des femmes, pour la population de 15 ans et plus.  #

: age effectif taux d'activit
i|de 15ansa 24 ans 3810 700 26,5
{ de 25ans a 49 ans 10 794 500 79,6
i de 50 ans et plus 10179 350 248

 a) Calculer la répartition de la population de femmes de 153
i et plus suivant les trois classes d'age ci-dessus.

b) Calculer I'effectif des femmes actives pour chaque clas

: d'age, et en déduire le nombre total de femmes actives.

i ¢) Calculer la fréquence de la classe d'ige de 15ans3 243

‘ sachant que ce sont des femmes actives.

d) Etablir un tableau donnant la répartition de I'ensemble ¢

i femmes actives suivant la classe d'age.

i

;B Pour faire un plat, on utilise trois fromages F,, F, ¢
i F; contenant respectivement 50 %, 35 % et 40 % &
: matiéres grasses.

, Les proportions sont d'un tiers de £, un quart de F, et lers
ide F,

1

a) Quelle est la part de matiére grasse contenue dans ce plat’

: b) Quelle est |a part de matiére grasse venant du fromage
i dans le total de matiére grasse ? ,

D Une entreprise commercialise des jeux vidéo grav
: sur DVD. Le méme jeu est graveé chez guatre sous-traitants §,
55 Sy et S,

:30 % du stock viennent de S,, 20 % de S,, 15% de §
iet 35% de S,.

: Hélas, le service qualité détecte des défauts pour 3 % des V)
igravés chez S,, 1% chez S,, 4% chez S5, et 2 0b iy
iS5

a) Déterminer la part de DVD ayant un défaut dans ce st

1b) Quelle est la fréquence des DVD de chez S, sachant que
: DVD a un défaut ?




) Probabilités conditionnelles

1. Vrai - Faux

) Dans un groupe de 20 personnes, 15 sont parties en
vacances, dont 8 au bord de la mer, 12 habitent la région
parisienne, parmi celles-ci 9 sont parties en vacances.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
a) La probabilité qu'une personne ne soit pas partie en vacances
‘est de l .

-ﬁh] La probabilité qu'une personne soit partie en vacances sachant
‘qu'elle habite la région parisienne est de 0,75,

:t) La probabilité qu'une personne du groupe soit partie en
‘vacances au bord de la mer est de e

d) La probabilité pour qu'une personne soit de la région pari-
ssienne sachant qu'elle est partie en vacances est de 0,6.

&) Au moins une personne de la région parisienne est partie en
~vacances au bord de la mer.

3 On donne le tableau de répartition des garcons et filles
en Terminale générale suivant la série en 2000.

. série L | sérieES | sérieS | total

| gargon | 12599 | 34280 | 91613 | 128492

_fille 56733 | 57446 | 68715 | 182894
total | 69332 | 91726 | 160328 | 321386

‘Un enquéteur interroge au hasard un éléve en Terminale.
!Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier.

éa} La probabilité que ce sait une fille de Terminale est :
' 182 894

,: 321386

b) La probabilité que ce soit une fille de Terminale ES est :

| 91726

| 182 B94~

.t) C'est une fille, la probabilité qu'elle soit en Terminale ES est :
: 57 446

. 321 386°

:d) La probabilité que ce soit une fille de Terminale ES sachant

57 446

.qu'elle est en Terminale ES est g7 555 -

B % On considére trois événements A, B et C d'un

‘méme ensemble £ que I'on peut schématiser par le diagramme
‘d-dessous, On connait I'effectif de chaque partie.

A 10 K
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exercices

iL'ensembe E a 40 résultats et est muni d’une loi de probabi-
lité P équiprobable.
: Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a} P(Aﬂsl-fd ; b) P[Anf)::%;
9 PBNO =3 ; 4 PlA)= 2 ;
9 PalB) = 7 ) PO = 5
0) PelB) = % : h) PglA)= 2.

| 2. Probabilités conditionnelles

3 Dans un groupe de 50 personnes, on remarque les
- hommes portant la cravate ou ayant les yeux bleus.
: On compte 20 hommes portant la cravate, 15 hommes gui

i ont les yeux bleus, dont 8 portent la cravate.

; On discute avec une personne choisie au hasard dans ce groupe.
:0n note C: «c'est un homme & cravate »

‘et B: «c'est un homme aux yeux bleus ».

gDétf_-rmincr les probabilités P(C), P(B), P[CN B) et Py(C).

: 42 ) Au cours d'un concert improvisé, un amateur vidéo a

i enregistré 30 morceaux, 18 morceaux avec guitaristes, 24
i avec pianiste, dont 12 accompagnés de guitaristes.
: Il visionne au hasard un des morceaux enregistrés.

Quelle est la probabilité que ce soit un morceau :
?.a] avec guitaristes 7

c) avec pianiste et guitaristes ?
d) avec guitaristes sachant qu'il y a un pianiste ?

b) avec pianiste ?

13 ) Dans un lycée, 60 % sont des filles, 40 % sont des
éétéves de Seconde, dont 55 9% sont des filles.

: On prend au hasard la fiche d'un éléve de ce lycée.

i On note :

F: aléléve est unefille » et 5: « I'éléve est en Seconde ».
17 Traduire ces informations dans un tableau 4 double entrée.

2 En déduire les pondérations de l'arbre ci-dessous.

S | 5 |total

‘ <

total 100

F<§
- b}
F<§

- Préciser les probabilités P(F), P(S) et P(SN F).




exercices

3. Formules
des probabilités totales

3 * Un joueur de tennis réussit sa premiére balle de ser-
gvice 4 750k et saseconde balle 3 90 %.

Quelle est la probabilité pour gu'il commette une double faute
i (service faux a la secande balle) ?

15 ) Lors d'un sondage, on interroge des enseignants du pri-
- maire et du secondaire sur le transfert des cours du samedi
ématin au mercredi.

EBB % des enseignants du secondaire sont pour, mais seule-
iment 26 % du primaire,

{Un enseignant de cet échantillon est choisi au hasard.

f;On nate

A .« l'enseignant enseigne dans le primaire » ;

B u I'enseignant est pour le transfert ».

:1° L'échantillon comportait 40 % d'enseignants du primaire
éet B0 % du secondaire.

:;a] Donner les probabilités P(A), P,(B) et P;(B).

Indiguer ces probabilités sur un arbre pondéré.

éh] Déterminer la probabilité pour qu'un enseignant soit favo-
rable a ce transfert.

2° Mémes questions si 'échantillon comporte 70 % d'ensei-
i gnants du primaire et 30 % du secondaire.

:@ * Au cours d'un hiver assez rude, la probabilité pour
Equ'une personne quelconque d'une région soit atteinte de la
:grippe est de 0,20.

:On sait que 60 % des personnes atteintes ont 60 ans et plus
éet gue la population des 60 ans et plus représente 30 0o de
i la population de la région.

éDn note :

{A: «lapersonne a 60 ansetplusw;

G « la personne est atteinte de |a grippe ».

Ef_a] Calculer la probabilité qu‘une personne ait 60 ans et plus,
‘sachant qu'elle n'a pas la grippe.

b) Compléter |'arbre suivant par les pondérations.

Chapitre 7 — PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE

@ Dans un petit lycée comportant uniguement des classes
;dt‘ Seconde, Premiére et Terminale, il y a 500 éléves en Seconde,
:350 en Premiére et 400 en Terminale.

A chacun de ces niveaux, I'atelier Arts Plastiques est propost,
is'y inscrivent :

10 % des éléves de Seconde,

150 des éléves de Premiére

Eet 6 % des éléves de Terminale.

£ 1° Traduire les informations sur un arbre pondére.

2 On choisit au hasard un éléeve de Seconde.

%Quclle est la probabilité qu'il suive I'atelier Arts Plastiques 7

5;:3’ On choisit au hasard un éléve du lycée.

a) Quelle est |a probabilité que ce soit un éléve de Seconde qui
i suit cet atelier ?

gb] Quelle est la probabilité gue ce soit un éléve qui suit |'ate-
i lier Arts Plastiques 7

D Une équipe de basket est composée de © joueurs ayan!
 de trés grandes performances dans la réussite de paniers :
ideux de ces 6 joueurs réussissent & 80 %,

?truis réussissent a 90 %

et le dernier, Alfred, réussita 95 %.

f;Dn assiste 4 un match ot chaque basketteur a tenté le méme
i nombre de paniers et on choisit au hasard 'une des tentatives.
f;On note

A :w Alfred a tenté le panier» ;

R :u e panier est réussi ».

Ea] Déterminer les probabilités suivantes :
: P(A), P4R) et PANR).
ib) Déterminer P(R). On utilisera un arbre pondéré.

:‘1’D % Dans un magasin de matériel informatique, une
%étude de clientéle en ordinateur montre gue :

25 0b des clients achetent un ordinateur portable,

40 % des clients achétent un ordinateur fixe a moins de 1 000 €
et le reste achéte un ordinateur fixe 8 1000 € et plus.

‘ La probabilité pour qu'un client choisisse un ordinateur avee
élccteur DVD est de 0,8 pour les portables, 0,2 pour les ordi-
Enateurs fixes 4 moins de 1 000 € et 0,5 pour les autres.

Ea] Traduire ces données sur un arbre pondereé,
i En déduire la probabilité pour qu'un client achete un lecteur
: DVD.

;b] Quelle est la probabilité qu'un client achéte un ordinateur
: portable sachant qu'il a acheté un lecteur DVD ?
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:D ¥ Des enfants jouent avec deux dés, I'un bleu tétra-
édrique a 4 faces et l'autre blanca 6 faces.

‘Régle du jeu :

On lance les deux dés.

Si le bleu tétraédrique indique 4, la partie est gagnée ;
sinon, la partie est gagnée si le dé blanc indique 1 ou 6.
‘Toutes les autres configurations sont perdantes.

‘Un enfant joue une partie. On note :

:G: ula partie est gagnante » ;
‘At wle dé tétraédrique indigue une face autre que 4.

%l"a] Donner les probabilités P(A) et PA[G].
‘b) Calculer la probabilité P(G).

12° Déterminer |a probabilité gue I'on ait obtenu 4 au dé a
iquatre faces, sachant que la partie est gagnée.

ED %k Une chaine de magasins commercialise des vélos

tout terrain.

gEIIe s'adresse exclusivement a quatre fournisseurs F;, F,, F,
get F, qui produisent respectivement 10 %, 20 %, 30 % et
{40 %% du stock.

Mnce.

B Dans un groupe de 50 personnes, composé de 30 fem-

jmts et 20 hommes, 25 personnes ont moins de 30 ans, dont
115 sont des femmes.

‘On interroge au hasard une personne du groupe.

E{]n note :

F: udtre une femme » ;

J: «avoir moins de 30 ans ».

ELES propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

éa] Les évenements F et J sont incompatibles ;
DPIFN ) =03; ) P,(F) =06 ;
A Pe()) =05; e) P(F) =06.

B Dans une classe de Terminale ES, il y a 25 % de redou-
Ebiants,

La probabilité de réussir au Bac est de 80 % chez les non
‘redoublants.

20% des redoublants échouent au Bac.

i L'essentiel de ces vélos est vendu dans deux magasins et la pro-
i duction de chaque fournisseur est répartie selon le tableau ci-

i dessous :

Tfournisseur F Bl F,

| magasin A 0 08 05 04
. magasin 8 0,6 0 05 03

autres magasins 0,4 02 0 0,3

gfx:t:k?;ml 10% | 20% | 30% | 40%

{Un vélo est vendu dans |'un des magasins.

1 a) Quelle est la probabilité qu'il provienne du fournisseur
iF?

gb] Quelle est 1a probabilité gu'il soit vendu dans le magasin B,
i sachant qu'il provient du fournisseur F, ?

i¢) Quelle est |a probabilité qu'il soit vendu dans le magasin A
i et provienne du fournisseur F, ?

5'2" a) A I'aide d'un arbre pondéré, déterminer la probabilité que
le vélo soit vendu dans le magasin A.

i b) Déterminer la probabilité que le vélo provienne du fournis-
iseur F,,sachant qu'il est vendu dans le magasin A.

3) Py(8) - 02
‘) PBNR) =02;
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i Apres le Bac, on rencontre au hasard un €léve de cette classe.
éDn note :

B « 'éléve a e Bac »

‘et R: «I'éléve était redoublant ».

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 lustifier.

b) P(R) = 0,25 ;
d) P(B) =08 ;

ge) R et B sont indépendants.

:B Un jeu se joue a l'aide de trois dés a six faces.

: Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier
:a) Si on lance les trois dés simultanément, les expériences sur
i ces dés sont indépendantes.

%b) Si on lance le premier dé, puis le deuxieme, puis le troisieme,
‘ la probabilité d'obtenir & sur chacun des dés n'est pas la méme.

i¢) Si on lance le méme dé trois fois de suite, les résultats obte-
inus a chagque expérience ne sont pas indépendants.
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3 On donne la répartition des externes et demi-
épensionnaires dans un lycée (il n'y a pas d'internes), selon les
iquatre niveaux : Seconde, Premiére, Terminale et Post-bac.

i Seconde | Premitre Terminale |Post-bac | total
: lexterne 70 40 60 30 | 200

PRI o0 | 210 | 240 70 800

: |pensionnaire)

* [total 350 | 250 | 300 | 100 | 1000

On rencontre au hasard un éléve de ce lycée.

: Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier,
ga] Les événements E:« étre externe » et 5:u étre en Seconde »
isont indépendants.

éb} Les événements DP et T sont indépendants.

?C] Les événements E et B:a étre en niveau post-bac » sont
{indépendants.

) PEN'S) =007, e) P(DP N B) = P(B) x P(DP) .

2. Evénements indépendants

:'B Un hypermarché vend par paquet d'un kilogramme,
:des clémentines et des oranges, en provenance d'Europe (Italie,
i Espagne) et du Maroc.

:Le nombre de kilogrammes mis en vente est donné ci-dessous.

Italie Espagne Maroc
¢ clémentines 100 250 150
: joranges 300 550 650

: Déterminer le nombre de jetons verts numérotés 1 contenus
gdans la boite afin que les événements R et Z soient indé-
i pendants.

:R: «lejetonestrouge ; Z: «lejeton porte le numéro 0,

La part des filles dans cette classe est 5
: On choisit un éléve au hasard dans cette classe, On note

;Un acheteur prend au hasard un paguet de ces fruits.

1% a) Quelle est la probabilité des événements :
i C: «acheter des clémentines » ;
il : wacheter un paguet italien »,

Eb) Les événements C et [ sont-ils indépendants ?
2 a) Quelle est la probabilité p, d'acheter des clémentines,
:sachant que 'acheteur ne veut que des produits « européens » 7

b) Quelle est la probabilité p, d'acheter « européen » sachant
:que des clémentines ont été choisies ?

27 ) X Le tableau suivant donne la répartition de 150 sta-

igiaires en fonction de la langue étudiée et de |'activité spor-
itive choisie.

MMM WM F F F F

tennis | €quitation voile
Anglais 45 18 27
Allemand 33 9 18

Chapitre 7 - PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE

1% On choisit au hasard un stagiaire.

 Déterminer la probabilité des événements A, B et C:

{A: « ce stagiaire étudie I'anglais » ;

B : « ce stagiaire étudie 'allemand et pratique la voile » ;

C: « ce stagiaire pratique I'équitation ».

2 a) On choisit au hasard un stagiaire pratiquant le tennis.
;ﬂuelle est la probabilité pour qu'il étudie I'allemand ?

b) Les événements « étudier I'allemand » et « pratiquer le ten-
: nis » sont-ils indépendants ?

3" Les événements « étudier I'anglais » et « pratiquer la voile s
i sont-ils indépendants ?

@ Y Une boite contient des jetons rouges ou verts, tous
Esunt numeérotés 0 ou 1.

EII y a 100 jetons rouges, dont 50 portent le numéro 0, et
:30 jetons verts numérotés 0.

EDn prend au hasard un jeton de la boite,

29 ) Y % Dans une classe de Terminale ES, les €leves ont

 choisi I'une des spécialités : SES ou Maths.

3

M : « |'éléve est en spécialité Maths » ;
i F: o« l'éléve est une fille ».

1° On suppose que les événements M et F sont indépendants
‘et P(M) = . Etablir les deux arbres pondérés.

7 5

F F M

AN A A

7

2° On suppose que |/événement M a une probabilité de ]75
iet que |a probabilité qu'un éléve suive la spécialité Maths |
i sachant que c'est un garcon, est double de celle sachant que |
i c'est une fille. '
éa] Déterminer les probabilités Pz(M) et Pr(M),

'b) Sila classe a 30 éléves, donner la répartition dans un tablea
‘4 double entrée suivant le sexe et |a spécialité.
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3. Expériences indépendantes

130) On lance deux dés & 6 faces numérotées de 1 4 6,
l'un rouge et I'autre vert.

{Ces dés sont bien équilibrés et le résultat obtenu sur I'un ne
:dépend pas du résultat de I'autre. C'est la situation la plus cou-
rante.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir 6~ 1, puis 1- 67

b) Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre pair sur le dé
‘rouge 7 d'obtenir un multiple de 3 sur le dé vert ?

¢) Quelle est la probabilité d'obtenir un nombre pair sur le dé
rouge et un multiple de 3 sur le dé vert ?

E Au restaurant, la carte propose 3 entrées (dont crudi-

tés), 4 plats (dont steak) et 6 desserts (dont créme au chocolat).
Un client choisit un menu de facon totalement aléatoire, en
prenant au hasard une entrée, un plat et un dessert.

1) Quelle est la probabilité que son menu comporte un steak ?

b) Quelle est la probabilité que son menu comporte des crudi-
tes, mais pas de creme au chocolat ?

¢) Quelle est la probabilité qu'il choisisse :
crudités - steak - créeme au chocolat ?

fDJ.QiJ:immiale

;:B ¥ Un jeu consiste & prendre au hasard une carte dans

iun jeude 32 cartes, puis lancer une piece, enfin lancer un dé
ia 6 faces numérotées de 1 & 6.
-Chaque tirage est indépendant du tirage précédent.

Calculer la probabilité d'obtenir la liste -

ia) pique - Face - 6;

éb] carte rouge - PILE - numéro multiple de 3 ;
'c) As - FaCE - numéro pair.

33 ) % 1° Une boite contient dix jetons, dont un rouge.

Ea] On tire un jeton de la boite et on note sa couleur, puis on
i remet le jeton dans la boite.

:§De nouveau, on tire un jeton de |3 boite, et on note sa couleur.
:;(}uelle est la probabilité que I'on obtienne la liste Rouge-
i Rouge ?

;En deduire la probabilité d'obtenir au moins une fois une autre
 couleur.

Eh] On tire un jeton de la boite, on ne le remet pas dans 'urne,
i puis on tire un deuxiéme jeton de la boite.

%Cal-::uler les probabilites demandées en 1° a).

i 2° Mémes questions avec une boite contenant dix jetons, dont
i deux rouges.

:B Dans un jeu, on lance cing fois de suite un dé cubique
bien équilibré. On s'intéresse a |a face 3, etonnotex non3»
quand on obtient un autre nombre.

Les propesitions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier,

3) La probabilité d'obtenir |a face 3 au cours d'un seul lancer

ft.l_.
3

b) La probabilité d'obtenir successivement :
3-non3 -non3 -non3 - 3

ot (1)7(2).

15
¢ La probabilité d'obtenir cing fois une face non 3 est (3.
i) La probabilité d'obtenir au moins une fois la face 3 au cours

des cing lancers est lﬁ ;

¢) Cette situation correspond a la répétition de 5 épreuves de

gernoulli dont la probabilité de succés est ‘15 ,

Chapitre 7 — PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE

:B % Un employé d'un service hot-line traite toutes les
%demandcs qui lui sont faites par téléphone.

11 a remarqué qu'il traite la demande d'un client en moins de
2 minutes avec une probabilité de 0,3, indépendamment des
Ec[ients précédents.

ECinq clients appellent successivement.

i Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

Ea) Le succes est « la demande est traitée en moins de

12 minutes », alors ['échec est « la demande n'est pas traitée ».

b) La probabilité qu'aucun des clients ne voit sa demande trai-
{tée en moins de 2 minutes est 0,7.

d) La probabilité de succés ne peut étre 03, car Cest inférieur
14 05.

d) La loi binomiale associée a cette situation a pour parameétres
(5;03).
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_ 2. Ré ' étitions d,é preuves 39) ¥ Les électeurs d'une ville ont été répartis ::n trog

B Une télevendeuse prospecte par téléphone trois clients
: potentiels.
 Le comportement d'un client est indépendant de celui des autres

Eet la probabilité pour qu'un client contacté soit intéressé par
il'offre est de 0,2.

1° Préciser I'épreuve de Bernoulli répétée et |a probabilité de
isucces.

2 Calculer les probabilités suivantes :

éa] aucun client n'est intéressé ;

Eb] au moins un client est intéressé ;

éc] au plus un client est intéressé.

§3° A l'aide d'un arbre, déterminer la probabilité que, sur les trois
jgclients‘ deux clients exactement soient intéressés.

32 ) Au CDI d'un lycée, six ordinateurs sont a la disposition
ides éléves.

{Au cours d'un mois, la probabilité qu'un ordinateur ne fonc-
itionne pas est de 0,1, et ce, quel que soit I'ordinateur et les
i pannes des autres.

:Un éléve arrive et allume un a un les six ordinateurs.

:0n nomme succes : « I'ordinateur allumé ne fonctionne pas ».

£1° a) Quelle est I'épreuve répétée ?

i Peut-on donner un numero aux ordinateurs pour schématiser
ile fonctionnement des six ordinateurs ?

:b) Donner deux listes de résultats donnant quatre succés.

i Combien a-t-on d'échecs 7

ét} Calculer la probabilité de la liste :

: $-S-S-S5-E-E.

;jZ" a) Déterminer la probabilité que les six ordinateurs fonc-
‘tionnent.

ib) En déduire |a probabilité qu'au moins un ne fonctionne pas.

@ % 1° Un groupe de huit éleves est composé de cing

filles et trois gargons.

-a) On appelle successivement trois éléves, chaque éléve étant
i choisi au hasard dans le groupe total des éléves.

‘Quelle est |a probabilité Z que ce soit trois gargons ?
étlw:lle est la probabilite qu'il y ait au moins une fille ?

b) On choisit trois éléves successivement, mais sans reprendre
iI'éleve choisi précédemment.

i Quelle est la probabilité que I'on choisisse trois garcons ?

: Est-elle trés différente de 77

:2° Un groupe de 8000 éléves est composé de 5000 filles et
3 000 garcons.
i Reprendre les questions précédentes.

Chapitre 7 - PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE

i groupes selon leur age.
On connait le taux de participation de chague groupe d'age.

=T moins | de 35 plus de
groupe Fage de 35 ans a 60 ans 60 ans
| part a8 o : 43 % 19 9%
 |des électeurs ol

| taux [

; 81 0 84 % 69 9
| de participation = ’

1% On choisit un électeur au hasard ; quelle est la probabilitf
i que cet électeur ait voté ?

EQueL est le taux de participation a I'élection ?

2° On choisit au hasard un bulletin parmi les bulletins dépouille:
: aprés le scrutin. Quelle est |a probabilité que ce bulletin éman:
id'un électeur de 35 ans ou plus ?

37 Quelle est la probabilité que, dans un échantillon choisi a
 hasard de 4 personnes de plus de 60 ans, un seul n'ait pas voté |
i On fera I'hypothese d'indépendance des choix entre eux.

40 ¥ Un télévendeur prospecte de facon aléatoire,

La probabilite pour que |a personne qui répond au téléphon
i soit intéressée par son offre est de 0,03, quelle que soit la per-
ésnnne et indépendamment des personnes contactées préce
idemment. |l prospecte au hasard et n personnes répondent

: 1° Déterminer en fonction de n la probabilité pour qu'aucunt.
: des personnes ne soit intéressee. En déduire la probabilité qu'a
i moins une personne soit intéressée.

2° Déterminer combien de personnes doivent répondre pour
gu'au moeins une personne soit intéressée avec une probabilitt
isupérieure a3 99 9.

: 41 )  Un installateur de machines a café met en senvice
une machine de méme type dans chacun des trois lycées
i son secteur. Ce type de machine s'arréte de fonctionner des
i gu'elle manque de café ou de lait en poudre et ceci de manién.
i indépendante. On ne s'intéresse pas aux autres sources d'a-
: réts de fonctionnement,

: Au cours d'une semaine, il y a une probabilité de 0,1 qu'els.
manque de café et une probabilité de 0,05 gu'elle manque
i lait en poudre.

11" Quelle est la probabilité que la machine s'arréte au coun
id'une semaine ?

i 2° Chaque fin de semaine, la machine est réapprovisionnée.
i Sur une période de quatre semaines, quelle est la probabili
i que la machine s'arréte au moins une fais ?

£ 37 Sur les trois machines installées, quelle est la probabili
i que, sur une période de quatre semaines, deux des maching
‘exactement s'arrétent au moins une fois ?
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D Problémes

@ % Des enfants jouent dans une cour de récréation avec

deux dés (rouge et bleu) et une piéce de monnaie. L'enjeu est
twonstitué de billes. Chaque enfant a suffisamment de billes pour
jouer et ce qu'il gagne ou perd est pris dans un pot commun.

fégle du jeu pour une partie

|z joueur lance le de rouge : s'il obtient un numéro pair, il gagne
2 hilles ; sinon il perd 3 billes ;

puis il lance la piece de monnaie : s'il obtient Pite, il gagne 3
billes ; sinon, il perd 1 bille ;

puis il lance le dé blanc : s'il obtient &, il gagne 5 billes, s'il

.wbtient 1, il perd 6 billes ; sinon, il ne gagne ni ne perd de
‘bille.

On s'intéresse au nombre de billes gagnées ou perdues a la fin
d'une partie.

1" Eloi joue et obtient la liste : 3, Pite, 4.

(Camille joue et obtient la liste : 2, Face, 6.

;Hﬂhinjnue et obtient la liste : 6, Pie, 2.

(Calculer le gain (ou perte) en billes de chacun.

2 a) Recopier et compléter
larbre ci-contre par le gain ou
13 perte de billes & chaque
iniveau, puis en fin de partie.
'b) Retrouver les listes de résul-

‘tats obtenus par les trois
‘enfants.

'c} En déduire |a loi de probabilité des gains ou pertes 4 ce jeu.

X |-10/-6|-5|-4
Pi

1) Ce jeu est-il équitable ?

:@ Y9 Au cours d'une loterie, la mise est de 2 €.

On fait tourner une roue comportant trois secteurs non iden-
igues ; on obtient ;

It secteur rouge avec une probabilité de 0,5 ;

e secteur vert avec une probabilité de 0,4 ;

It secteur bleu avec une probahilité de 0,1.

Sion obtient le secteur rouge, on tire un billet dans un sac
wntenant 20 % de billets gagnant 5 €.

5ion obtient le secteur vert, on tire un billet dans un sac conte-
nant 10 % de billets gagnant 20 €.

Sion obtient le secteur bleu, on tire un billet dans un sac conte-
nant 5 % de billets gagnant 100 €.

a) Etablir les pondérations de I'arbre
i ci-contre. b1

| b) Endéduire laprobabiliteque s, 7\
 deuxiéme personne soit un Dupond. D2 D2

Chapitre 7 - PROBABILITE CONDITIONNELLE - INDEPENDANCE

£ 17 a) Traduire la situation par un arbre pondéré.

b) Déterminer la probabilité de tirer un billet gagnant a ce jeu.
i En déduire la probabilité de perdre sa mise.

2 a) Quels sont les gains algébriques possibles 4 ce jeu (on
inotera - 2 pour la mise) ?

b) Etablir la loi de probabilité sur 'ensemble des gains possibles.
 ¢) Calculer 'espérance de gain de ce jeu.

2. Indépendance

:@ Yk Au cours d'une réunion de famille, 15 personnes

:sont conviges ; cing portent le méme nom de famille Dupond,
i trois se prénomment Jacques dont un Jacques Dupond.

1° On rencontre au hasard une personne ayant assisté a cette
: réunion. Montrer que les événements « s'appeler Duponds et
i v s'appeler Jacques » sont indépendants.

2 On tire au sort une premiére personne, puis une deuxieme
i pour représenter ce groupe. On note :

:D1: «la premiére personne est un Dupond » ;

D2 : « la deuxitme personne est un Dupond »,

/\_\‘-_

D1
/\
D2 D2

45) * Au cours d'un jeu vidéo, le joueur doit traverser

i un ensemble de piéces, suivant le plan ci-dessous :

Entrée

i1l commence par |a piéce E et ne peut repasser par la porte
id'entrée,

- Dans chaque salle, étant désorienté, il choisit au hasard une
i porte, y compris celle qu'il vient de franchir.

‘ Une partie consiste & franchir trois portes, que I'on note par la
i liste des salles traversées.

‘Parexemple: E-B-A-E ou E-C-F-5.

17 a) Quelle est |a probabilité de passer dans la salle B sachant
iquel'onesten A?
:b) De sortir en S, sachant que I'on est en salle F?
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: 2* Construire I'arbre pondéré de tous les trajets possibles fran-
’Echissant trois portes.

;53' En déduire les probabilités des événements suivants :

a) faire le trajet E - B - A - E;

b) faire le trajet E - C - F - A;

‘c) faire le trajet E - C - F - S;

éd] étre en 5 aprés la troisitme porte

46 ) ¥ Dans un service de location de vidéo, on s'inté-

i resse au nombre de clients se présentant en dix minutes.
: La loi de probabilité P sur E={0;1;2} estdonnée par:

X; 0 1 2
| 02 | 05 | 03

éSi un client se présente, la probabilité qu'il loue un film d'ac-
ition est de 06.

:Son choix ne dépend pas du choix des autres clients.

:0n note :

‘A1 :«en 10 min, un seul client se présente » ;

:A2 : wen 10 min, deux clients se présentent » ;

iB: «en 10 min, un seul client loue un film d'action »,

1* Calculer I'espérance de cette loi.

52‘ Calculer la probabilité qu'en dix minutes, un seul client se
i présente et loue un film d'action.

3 On suppose que deux clients se présentent en dix minutes.
:a) Montrer que |a probabilité qu'un seul client loue un film
{d"action est de 0,48.

éh] En déduire Ia prebabilité qu'en dix minutes, deux clients se
: présentent et un seul loue un film d'action.

gfc} En déduire la probabilité qu'en dix minutes, un seul client
¢loue un film d'action.

| 3. Schéma de Bernoulli

: 47 ) + Dans une boite de ganaches (chocolats & trés forte
‘teneur en cacao), il ya 60 % de ganaches améres dont le quart
fest enrobé de poudre de cacao, et 12,5 % des ganaches non
:améres sont aussi enrobées de poudre de cacao.

1% a) Dresser un arbre pondéré qui traduise les données.

: En déduire la probabilité qu'une ganache soit enrobée de poudre
i de cacao.

ib) On note p la probabilité pour qu'une ganache soit amére,

ésachant qu'elle est enrobée de cacao. Montrer que p= % :

:2°On prend quatre ganaches enrobées de cacao et on les mange
iune 3 une. On admet qu'il v en a suffisamment dans la boite
: pour que la probabilité de prendre une ganache amére reste
itoujours égale 3 0,75 méme aprés avoir pris 10 ou 15
i ganaches enrobées de cacao.

i Déterminer la probabilité des événements suivants :

a) les quatre ganaches sont améres ;

b) au moins une ganache n'est pas amére ;

. ¢) on mange trois ganaches améres, puis une non amére ;
%d) on mange exactement une ganache non amére parmi le
 quatre.

3* Madé préfére les ganaches non améres enrobées de puudrr'
. de cacao. Elle prend et mange 10 ganaches enrobées de poudet
de cacao ... et se plaint ; toutes les ganaches sont ameéres |

a) Quelle est la probabilité pour que cet événement se réalise ]
t |
i b) Elle décide de manger n chocolats pour étre asiires d'avair
au moins un de ses préférés, avec une probabilité supérieure é
10,95

. Combien doit-elle manger au minimum de chocolats enrobé |
i de cacao ?

L

 48) ¥ Au cours d'un jeu, la mise est de 1€ . Une partic.
se joue en deux temps. On tire une carte d'un paquet conte-
nant un ceeur, deux tréfles et quatre piques :

si on tire le cceur, on gagne 11 €

si on tire un tréfle, on paye 5 € :
: et si on tire un pique, on tire une deuxiéme carte (sans avoi
i replacé la premitre).

Si la deuxiéme carte est le cceur, on gagne 8 €. Sinon, on per
seulement la mise.

i 1° a) Construire un arbre pondéré qui représente toutes les
éventualités de ce jeu. Compléter chaque branche par le gain
 algébrique obtenu (si on gagne 11 €, le gain algébrigue et
:de 10 €, car on perd la mise).

' b) Calculer la probabilité p d'obtenir un gain positif (le joueus
- est gagnant).

2° On s'intéresse a I'ensemble £ des gains algébriques pos
 sibles.

a) Par lecture de |'arbre, établir la loi de probabilité sur .
b) Calculer I'espérance de gain. Ce jeu est-il équitable ? |
3° On admet gue la probabilité de gagner p= % reste iden- |
 tigue quel gue soit le nombre de parties que I'on joue.
Morgan joue 4 fois de suite,

Déterminer la probabilité des événements suivants :

a) Morgan gagne les trois premiéres parties et perd la demniére;
b) Morgan ne gagne aucune partie ;

E_c] Morgan gagne au moins une partie ; |
- d) Morgan gagne deux parties sur les quatre. N
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:@ % ¥ Un jeu consiste & lancer une bille dans un cir-

it comportant cing butoirs : A, B, C, D, F marqués res-
| ipectivement de 1,

2, 3, 4, 5 points.

/Au départ, Ia bille frappe au hasard un des butoirs A, B ou
i C, puis :

g—de A, elle frappe au hasard B8 ou D ou E;

~de B, elle frappe au hasard D ou E;

-de C, elle frappe E.

Puisde D oude E, elle sort du circuit.

Lz joueur totalise alors les points marqués sur les butoirs heur-

| ités par la bille.

1" ) Faire un arbre indiquant tous les trajets possibles, avec

. les nombres de points obtenus.

;h) Calculer la probabilité d'obtenir 5 points.

| 12'Une partie consiste en trois lancers indépendants de la bille.
- a) Quelle est |a probabilité que le joueur réalise exactement un

lancer qui lui fasse gagner plus de 6 points ?

'b) Quelle est la probabilité que le joueur réalise au moins deux
lancers qui lui fassent gagner chacun plus de 6 points ?

') Quelle est Ia probabilite que ce soit seulement les deux pre-

. miers lancers qui lui fassent gagner chacun plus de 6 points ?

|
| 50) % Une machine remplit des paguets dont le poids

\prévu est de 250 g.

‘Larépartition du poids réel des paquets est donnée par le dia-
gramrne en boite ci-dessous :

On rappelle que, par lecture, 230 est le premier décile, 272
estle décile 9 et 248 est la médiane.

On préléve un paquet au hasard. On admet que son poids suit
laloi de probabilité donnée par |es fréquences obtenues & par-
tir du diagramme en boite.

. 1"3) Calculer la probabilité que le paquet ait un poids infé-
| rieur ou égal & 245 g.

éh] Etablir la loi de probabilité du poids du paguet par lecture
- dudiagramme.

[poids | [220:230] | 1230;245] | J245;248] |
|pj 0.1 |
ooids | J248;260] | J260:272] | 1272 ;280)
B 0,15

Chapitre 7 — PROBABILITE CONDITIONNELLE -

exercices

£ 2° On préléve trois paquets au hasard.

Ea) Quelle est la probabilité pour que les trois paquets aient un
i poids supérieura 245g ?

b) Quelle est |a probabilité pour que les deux premiers paquets

:aient un poids inférieur ou égal & 230 g et le dernier un poids
isupérieur a la médiane ?

£ 3° Tous les paquets sont contrélés avant leur fermeture.

:0On admet que la probabilité que le paguet soit signalé non
‘conforme au contrble est :

i1 si son poids est inférieur ou égal 4 230 g ;

‘0,9 si le poids est entre 230 g et 245 g (245 compris) ;
10,8 sile poids est entre 245g et 248 g ;

isinon, le paquet est déclaré conforme.

| Le codt de mise en conformité du paquet est de 0,6 €.
%Soit E={0,6;0} I'ensemble des coiits possibles.

‘a) A l'aide d'un arbre pondéré, déterminer a probabilité pour
iqu'un paquet soit déclaré non conforme.

'b) En déduire |a loi de probabilité sur 'ensemble E et calcu-
i ler son espérance. En donner une interprétation concréte,

4. Probabilités et fonction

. 51D  Dans cet probléme, les résultats seront donnés en

 fractions irréductibles.

 La petite Floriane 2 invité des amis pour son anniversaire.

i Sa Maman organise des jeux pour les occuper.

‘L'un d'eux consiste a tirer successivement sans remise deux
: bonbons dans un sac noir contenant 8 bonbons & la fraise et
‘4 3 l'orange.

ESi les bonbons ont des parfums différents, I'enfant qui a joué
‘a le droit de les manger.

| 1° ) Déterminer la probabilité de chacun des événements sivants :
‘A «les deux bonbons sont 3 la fraise » ;
B : « les deux bonbons sont a l'orange ».
Eb] En déduire la probabilité p de gagner.

1 2° La Maman cherche & augmenter la probabilité de gagner.
Pour cela, elle met n bonbons dans le sac (au moins 12 bon-
‘bons) dont 8 4 la fraise.

i Déterminer la probabilité p, de gagner en fonction de n.

i 3° On considére la fonction f définie sur [12 : + [ par :
i 1 8
fx)= 10 '[" i,
Jl'
ia) Déterminer sa limite a I'mﬂm. Si la Maman met une trés
igrande quantité de bonbons, que dire de la probabilité de
i gagner ?
Eb] Etudier le sens de variation de la fonction f sur [12 ; + oo,

Ec] En déduire le nombre de bonbons a mettre dans le sac pour
ique |a probabilité p_ de gagner soit maximale. A-t-on plu-
15|eurs solutions ? Calculer alors p, .

{ Préciser alors le nombre de bonbons a I'orange.

INDEPENDANCE



exercices

52) % % Une boite noire contient n billes rouges, deux

: billes jaunes et quatre billes vertes. Un joueur prend au hasard

{une bille de Ia boite :

0 si elle est rouge, il ne gagne ni ne perd ;

i ® 5j elle est jaune, il perd 5 € ;

 # si elle est verte, il prend une deuxiéme bille, sans avoir remis
la précédente et si elle est rouge, il gagne 8 € ; sinon i

i perd 1€.

i On considére I'ensemble des gains algébriques du joueur :

i E={-5;-1;0;8}.

1° Déterminer la loi de probabilité sur E, en fonction de n.

2° a) Calculer I'espérance de gain de ce jeu en fonction de n.

Eh] Pour quelles valeurs de n cette espérance est-elle positive ?

i On précisera le plus petit entier n pour lequel ceci est vrai.

 Calculer alors la loi de probabilité.

§3° On considére la fonction f définie sur [0 ; + o[ par:

: 22x-70

5 ﬂxl_x2+11x+3ﬁ'

:a) Etudier les variations de la fonction f.

:b) Déterminer la limite de f en + . En donner une inter-

i prétation.

 ¢) En déduire le nombre de billes n pour lequel I'espérance est

i maximale.

i Calculer alors cette espérance.

: 53) %k A la sortie d'un systéme d'irrigation, |a totalité
:de I'eau passe dans trois canalisations, A, B et C, puis est
i transmise par un réseau de rigoles 3 différents endroits d'un
i méme champ. Une vanne en A permet de régler le flux.

: Un objet flottant est placé sur I'eau et va prendre les canali
isations A, B et C suivant le flux.

ESnIt x la part de I'eau qui s'écoule par la canalisation A
le réglage est tel que la part qui passeen B est x+0,1 eth
i reste passe en C,
: La probabilité pour que |'objet arrive au champ est du quartd
x s'il vient de A, de la moitié de x s'il vient de B etdel
i s'il vient de C. '

 1° a) Décrire la situation par un arbre pondéré,

b) Calculer la probabilité que I'objet arrive dans le champ il
ivanne A laisse passer 20 %. '
:2° On note P(x) la probabilité que I'objet arrive dans le chan
en fonetion du flux x envanne A.

: a) Justifier que P(x) existe seulement sur [0 ;0,45).
;b] Déterminer P(x) en fonction de x.

i ¢) Résoudre 0,95x- 1,25x2 = 0,12. En donner une interprés
: tation.

 3° Etudier les variations de la fonction f définie sur [0 ;045
 par : ]
= Flx) = 095x - 1,252 .

En deduire la valeur exacte du flux x qui rend la probabilité
i P(x) maximale. 1
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CHAPITRE:

Définition et propriétés  p. 174
* faire le lien avec
la fonction logarithme
® ¢tablir la correspondance
avec les puissances
et les régles de calculs

* ¢tablir toutes les propriétés
analytiques de la fonction exp

e appliquer a la fonction exp
tous les théoréemes vus
sur la fonction composée

* faire le lien avec

les suites géométriques

et la fonction exponentielle
® introduire la racine n-iéme

® connaitre les limites de produits
ou quotients de fonctions de reférence
faisant intervenir x", Inx et eX



activitas

= voir

Chapitre 5

= voir

Erercices
508

;De nombreux phénomeénes économiques présentent une croissance « assez forte ».
:On se propose de rechercher des criteres mathématiques pour étudier ces croissances.

;Trois évolutions obtenues 4 l'aide d’un tableur

Graphique @ Graphique @ Graphique @
1 [ 1 etk | ¥ T : | |em
12 ot 30 +—F———|-228 6 ‘
w————+H— / 5 .
J 1 | fwif | | hies | / 571
8 | ki 20 4 Y |
3 . / : 15 : 3 1
a | _.15-43 10 ‘{;ﬁ 15 > +2.25
| ,){.?2 ! 25 | &l | $136 ]
2 105 ; ST==T | 1 50453 _s
u i T u T L} L T U 1
0 1 2 3 4 B & 0 1 2 3 4 5 & gi =1 -2 30§ B0E
production totale P(t), cofit total Clg), capital K(n),
en tonnes, d'une entreprise en millions d’euros, en k€, placé i intéréts
a chaque instant f, d'une production composes 4 la fin
exprimé en mois pour chaque quantité¢ g de chaque année n

:On utilisera les listes des calculatrices pour effectuer les calculs suivants .

- Etude de la production (graphique @)

:La production est continue. Pour chaque mois, calculer I'accroissement, en tonnes, de cette pro-
: duction. Calculer sa variation relative et I'exprimer en coefficient multiplicateur avec 2 chiffres
(aprés la virgule.

' Eremple pour le 4° mois :

. AP=P@)-P(3)=739-448 et AP_PW@-PO)_739-448 ., P4)_739

P PO 448 PG) 448"
- Comment évolue chacun de ces nombres ?

- Etude du coit total (graphique @)

+%1.:: coiit total en fonction de la quantité est donné par C(g) = g2 + 2,5, g€ [0; 5] .

éPour chaque nouvelle tonne produite, calculer 1'accroissement du cott, puis sa variation relative,
:Retrouve-t-on les mémes évolutions que pour la production ?

- Etude du capital (graphique @)

ELe capital de 500 euros au départ est placé dans un pays fictif 2 un taux composé de 65 % par
:an. Le capital n'est capitalisable qu'en fin d'année.

%Exprimer le capital acquis au bout de n années .

‘ Comment évolue le coefficient multiplicateur du capital d’'une année a la suivante ?

= Comparaison

:a) Comparer les croissances relatives de ces trois évolutions,
: L'une n'est pas a variation relative constante (aux arrondis prés). Laquelle ?

b) Si on regarde la valeur de la production @ au bout de chaque mois, par quelle suite peut-on
‘I'approcher ? On donnera la raison a a 0,01 prés. Comparer le nombre a trouvé a £

 ¢) Pour quelles évolutions peut-on parler de croissance exponentielle ?

"'2" -
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’ Vers une nouvelle fonction lié¢e d In

‘La courbe ci-contre est celle de la
fonction logarithme népérien.

1* a) Redonner le tableau des
‘variations de la fonction In.

activites

—r"“"""r—"
y=Inx

ot
.,m.-. :. Z_
>y ]

‘b) On considére un réel a quel-
‘conque, placé sur I'axe des ordon-
D'aprés le graphique, existet-Hun [ ibb o e R R R e R
réd b tel que In [b] =qa?7 | Vf}ir
Si oui, préciser combien, son signe Chepnieey
et 'ensemble auquel il appartient suivant le signe de a.
‘Donner les valeurs approchées de b lorsque a=1;puis a=0; a=-1;a=15; a=-15; P voir
Eﬂ =7 - Erercices
I et2
2* a) Compléter le tableau en utilisant au mieux la définition du nombre e.
- 2 I l f___ - [E —-_ ;____
| 3 1 3 ¢ & =3 v E Je /a3
| ) - — ¥ |
In(x) ‘
'b) En déduire le tableau suivant, afin que In(b) =a.
_ } _ T ) : . — |
_ﬂ_____ 2 3 1 0 3 7 2
: |
bleur
?Sur tableur, on a obtenu les valeurs approchées des images exp (x) pour quelques valeurs de x.
) ‘. .lﬁ__ = ,F—T_ 2 x‘: ',?'- P c:-.‘__ vy 3 .'-' g i.'"';\:v'r o il n-_ : ;.
2| 0 i| [ o i 5 148,41 5| 0,00674
3| 05| 1649 | -05] 06065 6| 40343 -6| 0,00248
4| 1] amsl | 1] 03679 710966 | -7|0,000912
5| 15| 4482 | 15| 02231 8| 29810 -8/ 0,000335
6| 2| 7389 2| 0,1353 10| 22026 10 4,54E-05
[ 7 | 25] 1218] | -25] o0s208 20(4,85E+08 -20| 2,06E-09
1 8 3] 2009 | -3] oo4978] | s50[518E-+21 -50] 1,93E-22
|8 | 35| 3312] | -35] 0030200 | 100[2,69E+43| | -100] 3.726-44
10 4] 5460 -4| 001832] | 200[7236+86] [ -200] 1,38€-87

1" a) En utilisant la calculatrice pour faire les opérations avec ces valeurs approchées, comparer
_exp[Z] x exp(1) avec exp(3); de méme, comparer exp(2) x exp(3) avec exp(5).

'b) Calculer exp (1,5) x exp(3,5) et comparer avec I'un des nombres de la colonne H.

é::) Faire une conjecture sur une propriété de cette fonction exp et la vérifier sur d'autres exemples.
2 a) Calculer exp(2) x exp(- 2), puis exp(10) x exp (- 10).
'b) Faire une conjecture et la vérifier sur d’autres exemples.

1" Conjecturer les limites de cette fonction exp en + %« eten -,

y g d




pfiniti ietes

Pour tout réel o de ]-=¢;+ o[, il existe un unique réel b de ]JO;+ =
tel que In(b) =a.

P voir Cette propriété permet de définir une nouvelle fonction, dite
Activiec 2 a réciprogue », de la fonction logarithme népérien.
m fonction exp définition

La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur I'ensemble des réels.
Pour tout x de R, on associe le réel y de ]O ; + o[ tel que :

y=exp(x) < x=In(y).

= Notation
> voir Pour tout entier relatif m, ona In(e™) =m, ce qui signifie que e™ = exp(m).
Chapltre; On convient d'étendre cette écriture 4 tout réel x.
e Ainsi, on écrit : exp (x) = e*, ™2, 3826
: ; 18. 86614907
etonlit : « exponentielle de x est égale 3 e exposant xn.
e proprietés
*® Pour tout réel x et pour tout réel y strictement positif, y=e* <= Iny=x.
® Pour tout réel x, e* > 0, c'est-a-dire « I'exponentielle est toujours strictement positive ».
® Pour tout réel x, In(e¥) = x.
® Pour tout réel x strictement positif, e"*=x.
mm _exemples d'utilisation
® p¥=] &= x=In1 < x=0. @*e*¥=53 <> x=In53. * e‘=0 n'apasde solution.
régles de calcul ——
Pour tous les réels o et b, et tout entier relatif n:
2 1 e n
.ea+b_teaxeb e B=EE ® el szE .cn:.l:[ea} ;
Em_preuve
* D'une part, In(e?+%) =g+ b, car In(e*) = x et, d'autre part, en utilisant la propriété fondamentale de In:
In(e?xeb)=In(e?) +In(eb) =a+b.
Ainsi, In(e?*%) = In(e?x e®) et, par conséquent, e?+? = e9xeb .
- voir ® Les autres propriétés se déduisent facilement de cette premiére propriété.
page 190 On peut remarquer que les régles de calcul énoncées ci-dessus sont analogues a celles sur les puissances.
mm exemples d'utilisation
- i 1 ey g
> voir o 3tinZ_giyelnZ_gdxp=2e3. o 23T L 23y 7 9y e =9/ .
e Pour tout réel x: :
PRPS SVIS2 S R o plXy pd-X_pxtd. - e_‘; _:_ =pl-% e g2 = (gX)2
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Définition et propriétés

Le lien fondamental entre les fonctions In et exp peut se traduire sur les inégalités.

Pour xER et y>0:

eX=y <> In(e*) =Iny, carlafonction In est croissante sur]JO;+[;or In{e¥)=x, donc x=Iny.

Ainsi : eX=zy < x = Iny

Résoudre dans R :

ef*<sy < x =Iny.

VS by

a) e2x-3=1; b) In(x-3)=-07; ¢) 2e2%=7e*+4; d) 2e2X<7eX+4, > voir
Exercices
méthode 114 19
On utilise le lien fondamental entre In et exp :
pour A réel et B>0, ef=B <> A=In(B).
Souvent, pour résoudre une équation avec e*, on pose X=e”*, avec X> 0, sachant que :
e2X = (62 = X2, eX=(eXP=X3,. ,e*¥= %zﬁl{_
a) e2%-3 existe toujours pour tout x. X=84 <> eX=4 <> x=In4,
eI e 2x-3minll o D'ou S={In4}.
=0: 2x-3=0 X= 5= L8 i e
a0 3 e 2 d) En posant X = e*, l'inéquation s'ecrit :
pon S={3}.
2eX < 7eX4+ 4 <= 2X2<7X+4
b) In{x- 3) existe pour x-3>0. <> 2X2-7X-4<0.
On résout 'équation dans 13 ; + o[ : D'aprés I'¢tude du polynome du 29 degré, on peut
|ﬂ (X" 3] S 0,7 <= x-3= E-D'? factuﬁscr *
= -0,7 -
< x=3+e " >3. alxSx 1 x-X7.
| Dou S= {3+e-97},
- Ainsi, on résout 2 (X * %) X-4<o0,
¢) e2X et e* existent toujours. 1
. ST X £ o X
On pose X = e*, avec X>0. e2x= (e c'est-a-dire 2(e +2)(e 4<0.
l'équation 2eX=7e*+ 4 s'écrit: On étudie le signe de chaque facteur en cherchant
2X2 =7X+ 4, équation du 2¢ degré ;  quand ce facteur est positif.
on résout 2X%2-7X-4=0. Comme, pour tout x, e* >0, alors e* + % > 0.
il Onrésout eX-4=0 <> eX =4 < x=In4
e*- = X
A=b%2-400=49+32=81=9%,
A>0, donc il y a deux solutions : X = . SRR i
2 oA 1
= o S S | ~b+vA _ 2[2"-!— i) it i P voir
e T aa e i e i e :
cx,_ 4 y- 0 + Erercices
] 21 €t 22
Comme X = e* , et une exponentielle est: Z2eX_-7eX-4 &= )
toujours strictement positive, X = -% ne .

peut convenir.

Dot S=]-=:In4].
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h" Voir

24g et 25

> voir

Acriviré 3

> Veir
Exercices
26 a 28

9 Fonction exp

m_fonction exp

* La fonction exp est dérivable sur R et exp’'(x) = exp(x).

* La fonction exp est strictement croissante sur R.

* dimexm e i ex=0
+ x 1
i, S e p AL AeE=0
X |- 0 +x |"axe des abscisses est asymp-
exp’ (x) + 1 % tote horizontale en — o ;
ex — |la tangente au point d'abscisse
g=—= 1 1 passe par l'origine.

EE_preuves
* Dérivée : On admet que la fonction exponentielle est dérivable sur [ .

Par conséquent, e* étant strictement positif, la fonction composée Inoexp est aussi dérivable sur R .
Or, (Inoexp)(x) = In(e*) = x, donc la fonction Inoexp et la fonction g : x — x ont la méme dérivée.

() = &P () Wil
Pourtout x de R, (Inoexp) (x) e et g'lx)=1.
Ainsi t:i?: [{:}] =1; d'od, en multipliant par exp(x), on obtient exp’'(x) =exp(x).

® Sens de variation : Comme e* > 0 sur R, alors la fonction exponentielle est strictement croissante sur R,

® Limites : On peut remarquer que, pour de grandes valeursde x, e* estun
grand nombre. Pour déterminer la limite en + %, on compare ¢* et x.

Soit h la fonction définie sur B par h(x) =e* - x.
h est dérivable sur R et A'(x) =e*-1,
On étudie son signe en résolvant I'inéquation :

AFlx)=0 < e*-1=0 < InleX)=In1 < x=0.

On en déduit le tableau des variations de h ci-contre : %

e (287
485165195.4
e~ (188>
2:.688117142e43
(2382

7. 722818539

e

Et, comme h(0) = 1 est strictement positif, on obtient : i
X

- 0 +

pour tout réel x, h(x)>0; donc e¥- x> 0, c'est-a-dire e¥> x.

Il = t i i X= hx
Or  lim  x=+% ; donc, par comparaison,  lim eX=+c. (x)

1

Pty

Comme e*= e I si x tend vers — =, alors - x tend vers + o et, en utilisant le théoréme sur la limite

i z i z -X _ o t i X —
d'une fonction composée, | lim  e™*=+. Ainsi, parinverse, lim eX=0.
Comme R = si x tend vers + o2, alo * tend vers + o et, par composé lim n{e?) =0

X = in(ex) " e , alors e* tend vers et, par composée, | lim , —5— =0.
Aiinsi, par inverse, on obtient i & + o, Cest-a-di li = o
i i T xMeipen ~+ T cotedie M =+%
O v T . el=x)

Comme xe*=- xS X tend vers - oo, alors - x tend vers + oo et, par composée, J‘,_ll,r'i],,,,m =400,

iRt E y - X . . .
Ainsi par inverse, on obtient lim - { - ,,] =0, c'est-a-dire lim_ xeX=0,

X o— = e K==
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Fonction exp

On considére la fonction f définie sur R par f(x) =05eX¥-2x-3.
% est la courbe représentative de f dans un repére orthornormal (0 ; ¥ T}.

X
1° a) Calculer les limites de f en - eten + % ; on fera apparaitre %— , Si nécessaire.
b) Montrer I'existence d'une droite & asymptote 4 la courbe % . Donner une équation de & .

2° a) Etudier les variations de f sur R , et dresser le tableau des variations.
b) Montrer que I'équation f(x) =0 admet deux solutions & et 8 (@>0 et B> 0).
Donner les valeurs arrondies de o etde S, a 10-1.

3°Tracer & et € dans le repére (O; T, j) et faire apparaitre « et .

Les méthodes vues aux Chapitres 1 et 2 pour I'étude d'une fonction s'appliquent.
Se souvenir que la dérivée de la fonction exponentielle est elle-méme.

1° a) Limite en - o

i = £ x )
Ona x_ly‘r_&mc =0, donc x_ILrgmG,Be =0;

lim (-2x-3)=+¢c; donc, par somme :
X =+ 4 00
. l'."lmf("') =+ 00,

Limite en + oo : par somme, on ne peut conclure.
On transforme I'écriture, pour x#0 :

f)=x (055 -2-3).

] - - * ﬁx
D'aprés un théoréme du cours, lim 5 =+,

et, xll"lm'% =0 ; par somme, on obtient :
. g 3
x_Ierim(O.ST—2—?)-=+OD.

donc, par produit, lim f(x) =+ .
2 X —* 400

b)Ona flx)=-2x-3+0,5e*, avec:
im_o05ex =o0.

Donc, on reconnait la forme f(x) = ax+ b+ €(x).

la droite & d'équation y = - 2x - 3 est donc
asymptote oblique a la courbe € en -,

2° a) La fonction f est une fonction avec
exponentielle, dérivable sur son ensemble de
définition R :

f'(x)=05e*-2.

05e*-2=0 <« e*=4 < x=In4.

X -0 =2 In4 3 + 00
f'(x) b 0 + |
i !
+80- i e+
f(x) =] =1
T BT

- En In4, la dérivée est nulle, donc la tangente 8 €

est horizontale.

b) Par lecture du tableau des variations :

®sur |- = ;In4], la fonction f est continue et

strictement décroissante ; de plus :

fl-2)=107>0 et f(in4=-1-2In4<0,

donc I'équation f(x) =0 admet une unique solu-

tion B dans [-2:In4].

esur [In4 ; + =[, la fonction f est continue et

strictement décroissante ; de plus :
f(3)=104>0 et fiin4) <0,

- donc, I'équation f(x) = 0 admet une unique solu-

tion & dans [In4 ;3].
Ala calculatrice : @=29 et fB=-14.

3=
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Dans ce paragraphe, u est une fonction définie sur un intervalle / et la fonction composée exp ov
est notée e".

ens de variz
> voir Soit v une fonction définie sur un intervalle /. u et eY ont méme sens de variation sur /.
Chapitre 1
= _preuve

exp est une fonction croissante sur [t . Par conséquent, d'aprés le théoréme sur les variations d'une fonction com-
posée, u et e” ont méme sens de variation sur I'intervalle ol la fonction v est définie.

- .

NEOLEIIE

> voir Soit v une fonction définie et dérivable sur un intervalle /.
Chapi
i La fonction e est dérivable sur / etsadérivéeest [(eY) =eYxu’.

=m_preuve

La fonction v étant dérivable sur /, on peut appliquer le théoréme de dérivation d'une fonction composée 4 Iz
fonction composée expouw .

P voir Ainsi, pour tout réel x de /, on obtient (exp o u)’ (x) = exp’{w(x)) x u'(x) = e “™ x u'(x) .
Erercices
40 et 41 mm exemple d’ufilisation

Sait f définie sur R par f(x) = e=3x%+10x
Dans ce cas, u(x) =-3x%+ 10x; v estdéfinie et dérivable sur R et u’'(x) =- 6x+10.
Donc f est dérivable sur B et £'(x) = (- 6x + 10), e~ 3x% +10x

m_limites de eY
a designant unréel ou +== ou —==, d'aprés |e théoréme sur la limite d'une fonction composée :

*sila limitede v en o est + =, alors la limite de e¥ en o est + % ;
autrement dit : si _lim ulx)=+«, alors lim e¥0) = 4 oo ;
X—a X —a
ou encore, si I'exposant tend vers + =, alors I'exponentielle tend vers + .
e silalimitede v en « est -, alors la limite de e¥ en @ est O;
autrement dit : si _lim u(x)==c, alors lim e*®=0;
X —» 00 X — O
ou encore, si |I'exposant tend vers - =, alors I'exponentielle tend vers 0.

mm_exemples
* Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e~005x+3 Comme _lim (- 005x+3)=-c=, alors:

lim e-005x+3 _q

N o— B

et Flx) =evld; y2=e Y

X4

* Soit w(x) = o

les fonctions u et f sont définies sur ]0 ; +=[.
Comme lim u(x)=-2, alors lim e*™=q.
x—=0 =0

o Ve x>0 x>0
Exercices i
42 & 44 Comme " _|an % u{x) =0, alors : l'.",! W ulx) _ el=1. w=z ¥=E.EZ1E-4y2
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Exponentielle d’une fonction

la courbe I, ci-contre, est celle d'une fonction u
définie et dérivable sur 0 ; + o[ .

On considére la fonction f définie sur JO ; + %[
par flx) = el

1° En s'appuyant sur des lectures graphiques :

a) déterminer les limitesde fen O eten +;
b) déterminer le tableau des variations de f;

¢) déterminer (1) et £(2).

2° Construire la courbe % représentative de la
fonction f dans un repére orthonormal.

méthode

Lorsque I'on reconnait la forme f=eY, ol u est une fonction connue, on utilise toutes les propriétés

de la fonction composée expou.

1° a) L'axe des ordonnées est asymptote verticale .

ala courbe I', donc IimD ulx) =+,
x"—.

o lim eX

X—b ¥

= + o ; donc, par composition :

x“—TD Flx) =+ .

* l'axe des abscisses est asymptote horizontale a

lacourbe I en + = ; donc x_ll_rgmu(x}=0.

O, lim
X— 0 :
xﬂruﬁf[x]:‘l.

b) Comme la fonction exponentielle est croissante -
sur R, les fonctions u et e¥ ont méme sens de

variation sur 10 ; + =<[.

Du tableau des variations de u, on déduit celui
de la fonction f.

X ‘[} 2 +

+ %

7 1 e

t)* Comme f'=e“xu', alors:
F(1) = e x u'(1).

eX=e%=1; donc, par composition : -

Or, u'(1) est le coefficient directeur de la tangente

T alacourbe I au point A d'abscisse 1.

On lit u'(1) =-2.Deplus, u(1)=0.D'd :
f(1)=e"%x(-2)=1x(-2)=-2.

* De méme, F'(2) = e¥? x y'(2).

Or, u'(2) =0, coefficient directeur de la tangente
T' alacourbe I au point B d'abscisse 2, et
ul2)= ' =-05. D F(2)=e"%5x0=0.
f'(1) et £'(2) sont les coefficients directeurs de
deux tangentesa €, courbe représentative de f:
I'une au point A" d'abscisse 1 et l'autre au point
B' d'abscisse 2.

2° De |'étude des limites, on déduit que € admet
deux asymptotes : I'axe d'équation x=0 (l'axe des
ordonnées) et l'autre d'équation y=1.

L
T e
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> voir
Exercices
56 & 58

P voir

Acrivire 1

> voir
Exercices
5a 8

On considére la population, en milliers d’habitants, d'une ville nouvelle, calculée par la formule P(t) = 1,2, oi t
désigne la durée, en années, écoulée depuis sa création,

On suppose que cette formule reste valable sur une période maximale de 10 ans.

On désire utiliser cette formule pour des valeurs non entiéres de ¢. Il est donc nécessaire de donner un sens & I'écri-
ture 1,234 par exemple. Or, pour tout réel x strictement positif, x=e"X  donc, en particulier :

12=¢e"22. daoi 12¢'= (eM12)t g pt. N2
Cette écriture se généralise :

o €tant un réel strictement positif, pour tout réel b, g% =eb:Ino,
On peut donc ainsi définir de nouvelles fonctions sur [R.

fonction exponentielle de base a B définition

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.

La fonction x — a*, dite exponentielle de base a, est définie sur R par :

aX= :x.lnu_

BN _remarques
* Pour tout réel x et o strictement positif, a* est toujours strictement positif.
* Les régles de calcul sur les puissances s'appliquent avec des exposants quelcongues.

* La suite (a") est une suite géométrique de raison a, et la suite (e”) est la suite géométrique de raison e.

m Etude des fonctions x — aX

Les propriétés de la fonction e, avec u(x) = x.Ina, permettent d'obtenir toutes les propriétés des
fonctions exponentielles de base a définies sur R par f(x) = a*.

Comme (eY) =u'xe’, pour Ff(x)=a*=eX"? alors F(x)=(Ina).eX"?=(Ina).a*.
Le signe de la dérivée dépend du signe de Ina.

Suivant le signe de In a, on obtient le sens de variation de la fonction x — ¢* et les limites en +
eten -,

M Pour a> 1, alors Ina>0 M Pour O<a<1, alors Ina<0

x|-—m 0 1 + o0 x[-—m 0 1 + o

g ——~ s




Fonctions exponentielles de base a

* Définition : pour tout entier naturel n, non nul, la fonction x ~ x" est une fonction continue
et strictement croissante sur [0 ; + =o[.

x|o Va + % Par lecture du tableau des variations, pour tout réel a positif,
X" Ef"* + %0 I'équation x" = @ admet une solution unique dans [0 ; + =[,
B e appelée racine n-iéme de a et notée 7o .

: 1
* Notation pour @ > 0 : pour tout réel a strictement positif, {'a = an.

En effet, cette notation est cohérente avec les propriétés des exposants :

1\A 1 1 - 3 -
(a ﬂ] =q"*7n =g, donc a7” est la solution de I'équation x" = 0.

* Application a la moyenne géométrique
Par définition, la moyenne géométrique de n nombres réels strictement positifs, x,, X, X3, .., X,,
est la racine n-iéme de leur produit :

= YRR X K, = O 3y R )T

On observe le taux d'inflation d'un pays sur une période de 4 ans. La premiére année, ce taux est de
2,1 %, la deuxiéme année de 1,2 %, la troisieme année de 3 % et |la quatriéme année de 4 % .

Calculer le taux moyen annuel d'inflation de ce pays.

méthode

On calcule les coefficients multiplicateurs correspondant a chaque taux d'inflation.
Le taux moyen annuel est alors la moyenne géométrique des coefficients multiplicateurs.

1
CM = (1,021 x 1,012x 1,03 x 1,04 )% ; ‘1. %1*1,

. o Zxl.842C1-4)

dol CM = 1,0257. Le taux moyen annuel d'in-

flation est donc d'environ 2,57 % . 1.825697282

Un capital de 8 000 €, placé durant 5 ans, a une valeur acquise de 10 450 €.
Déterminer le taux annuel x de placement a intéréts composés de ce capital.

Si x est le taux annuel du placement en écriture décimale, alors x vérifie la formule C= K(1 + x)",
ol C est la valeur acquise, K le capital initial et n la durée du placement.

1
x vérifie 10 450 = 8 000 % (1 + x)°, soit : On obtient x= Jﬁ%%&)s - 1=0,055,
5_ 10450 = :
(1+x) 8000 soit un taux de 5,55 % environ.
Or, 1 an est un cinquieme de 5 ans. (1845888881~
Ainsi 1+ x= (10450 5 > |, e54885349
1nsi +X= 8 000 ¥ L
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Lorsque x tend vers + %, les fonctions x —> Inx, x +> eX et x ~—> x", avec n entier naturel
non nul, ont toutes la méme limite : + %=,

Mais leur comportement est différent : elles vont plus ou moins « vite » vers + 2.

¥
8000+
4000+
1000+
0 ]
m Croissances comparées héoreme
Pour tout entier naturel n, non nul :
e Jim Inx_o e fim L=t e |im x"xeX=0
P xn x—b-}mxﬂ X —=-m

Autrement dit :

3 l'infini, I'exponentielle de x I'emporte sur toute puissance de x, et les puissances de X
I'emportent sur le logarithme de x.

EE_preuve
: : : In
= voir *Pour n=1, onsaitque lim =~ =0.
Chapitre 4. | |
. FRty, X
83 Pour n= 2, pour tout réel x>0, on peut écrire ‘:‘ﬁ{ - "T x }n]_T :
. Inx A 1 4 i Inx _
Comme  lim_—~ =0 et _lim_ T =0, alors, par produit, x-'-'-"lm? =0.
. X x _plnx
® Pour x>0, on peut écrire e_"= & —ex-ninx_ e‘"('F =l
x  aninx
Comme _lim_ "X —0, alors, par somme et produit, _ lim xl;1-n'“—"] I
X—‘-FQ‘:ﬂ 4 i 'p ' X —= 4 00 X ok '
In x X
Falh 4 i 21 =n—" . ract & _di & o
d'ou, par composition,  lim e | x ] =+ = c'est-a-dire .'l'll"nlﬂxn + @,
Xl‘l
®Si x —> -, alors -x —> +9, Enposant X=-x, on écrit x"xe*=(-X)".eX=(-1)" oX -
" eX = x" o o
Comme _lim £; =+, alos lim £— =0; dou lim_ x".eX=0.
X—= s+ X X—-q.me_x X
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Croissances comparées L

ATinfini, il arrive que I'on ait une fonction x —> e“() 3 comparer avec une fonction polynéme.
Pour déterminer la limite quand les théorémes sur les opérations ne permettent pas de conclure, on peut
transformer I'écriture pour faire apparaitre ;

b —E'-J-{x}ai ou ety (ulg)
ulx) (ulx)
m_exemples
*Soit flx)=€%*"1-4x+3. Alors _lim_e%2%-1-yoo et lim (-4x+3)=-o
eU el =43
Mais on peut écrire, pour x# 5, f(x) =(0,2x-1)
1 0 2x -1
o ] 2 en 2x =1
Comme ” _ll”lm (0,2x - 1) = + =, par composée et théoréme de comparaison, “ ll,ﬂl S TS Rk
D'aprés les théorémes sur les quotients de polynémes, Ilm =Axe3 . i i SRR B YT )

~+ex 02x-1 x—=4+® 02X 2
Donc, par somme, puis par produit, on obtient o Jim  f(x) = + oo

Ainsi, en + 22, e92X=1_ quij tend vers + o, I'emporte sur - 4x + 3 .

*Soit g(x) =x2.e=*X*3_ Alors im xZ=+ o et X_Ii_rrlme'“ann.
Mais on peut écrire, pour x# 3, g(x)

= {TXX%ET e=X+3 (-x+3)%,

Comme  lim _(-x+3)=-c°, alors, par théoreme, _ lim _e=**3.(- x+3)2=

De plus, _ lim bl o Jim x? = 1. Donc, par produit, on obtient _ lim x2.e-**+3 =0,
x-+m[ X+3]2 — 00 ( ]2 ¥ = 4 00

Ainsi, en + e, e=**3  quitend vers 0, I'emporte sur x2.

On admet que ['on peut généraliser :
a I'infini, I'exponentielle I'emporte sur tout polyndme ; on dit que |'exponentielle est prépondérante.

= ) : 4x? ;
Déterminer les limites suivantes : ~ a) , liM, o735 i  b) ,lim_ (x2- 4) e-0dx+1, P voir

i Exrercices
méthode 64 & 67
D'apres la forme de I'expression, on recherche le terme prépondérant 3 I'infini.

a)En +2, eX4+2 se compnrte comme e*, donc = b) En +, le terme prépondérant est e~ 04x+1
f(x) a méme limite que i - car l'exponentielle I'emporte sur tout polynéme.

Or, x-li"lm (-04x+1)=-2, donc:

Comme a I'infini I'exponentielle I'emporte sur toute :

puissance de x: im e-04x+1_qg
I'm —4X2 = 0 I dlﬂu 'm 4—"'2 = D : T & 2 —04x+1
x—-‘lb+m P et x_'.+xex+2 e D'ou x—IE-nlm[X -'4]E 3 =0.
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Erxercices
35 a 37 et 7O

2° On admet que f(x) = §
:a) Déterminer la limite de f en + 2 et en donner
-une interprétation graphique. :
: Déterminer la limite de f en - =,

b) Etudier le sens de variation de f.

-¢) Construire la tangente T et la courbe €. :
'3°Sur [0;6], lafonction £ traduit le bénéfice mar-
ginal (en k€) pour une quantité vendue x (en mil- :
liers d'unités).
- Déterminer graphiquement la quantité pour laquelle
le bénéfice est maximal. :

méthode

Comme (eY)'=eYx u'

Etude d’une fonction exponentielle

Soit f la fonction définie sur R par :
flx) =(ax+ b) e~**+1 -1
‘et € sa courbe représentative.

| 1° Déterminer les réels @ et b pour que la courbe
; 0) une tangente T :
 paralléle 3 |a droite @ d'équation y=-3x. :

é‘é’f admette au point A(1

(3-2x)e~**1-1,

La fonction donnée dépend de deux réels a et b
qu'il faudra déterminer.

1° Deux droites paralleles ont m&me coefficient
directeur et le coefficient directeur de la tangente
en A d'abscisse 1 est le nombre dérivé de f
en 1.

2° On donne f(x), ce qui indique qu'il faudra
certainement obtenir cette expression en 1°.

Lorsque les théorgémes sur les limites par opérations
ne permettent pas de conclure, on utilise les
croissances comparées.

Il faut tracer tangentes et asymptotes avant la
courbe € .

3° Le bénéfice est maximal lorsque le bénéfice
marginal (dérivée du bénéfice) s'annule en
changeant de signe, en étant positif, puis négatif.

, on met souvent |'exponentielle en facteur dans la dérivée.

Si la dérivée est sous forme d'un produit, on utilise le fait qu'une exponentielle est toujours strictement
positive.

P X

:Donc

17 La tangente en A(1;0) a pour coefficient direc- :
‘teur - 3 ; cela signifie que f'(1)=-3.
0r, flx) =

ge Xt1 L (-1) e %+ (ax+ b)
=(og-ax-b)e X1,

éAins't, f(1)=-3 < (0-0-b)e=-3

<> b=3.

éCnmme A(1:00E €, f(1)=0; donc:
(a+b)e?-1=0;
é[}'m'i fX)=(=2x+3)e-x+1.1,

:2°a)En +x, ona

im B-2x)=-= et

im e"**1 -0, carl'exposant tend vers — =,

 Par opération, on ne peut conclure, mais 2 l'infini :
: I'exponentielle I'emporte sur les puissances de x, :
idonc : :

lim (3-2x)e~**1=0 et

im (3-2x) =+ et
lim e"““—-rw car I'exposant tend vers + .
J|r_Is_rrlmi'(x]=+I:='t=.

PLLL

O=-b0+1=-3+1=-2.

oAim ) =-1.;

La droite A4, d'équation y=- 1, est donc asymp-
:tote horizontale & |a courbe €; en +o=., ;

‘En — o, ona

b)Ona f(x)=(3-2x)e"**1-1, D'ols:

fld==2e*+14(-1)e*+1,(3-2%
=(-2-3+2x) e X+*1=(2x-5)e-*+1,

Comme e~**150, f(x) alesignede 2x-5.

X |- 1 % + o
f'(x) - 0 +
3 =
Flx) ™ _2e2 —

i AL

-1

3” La courbe €, traverse I'axe des abscisses une seule
foisen x=1.Donc le bénéfice marginal s'annule en
1 en étant positif, puis négatif. Cela signifie que le
bénéfice est maximal pour mille unités vendues,
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P Coiits non linéaires et cofit total

fravaux

Le codt total, hors codts fixes, d'une production est assez bien décrit par la fonction C définie sur di rigés

Intervalle [0 ; + o[ par Clx) = E}‘%ET +X.

C(x) est exprimé en centaines d'euros et x en centaines d'unités.

La fonction f : x+— e—lc% décrit la partie non linéaire du colt total.

i a) Etudier la limite de f en + . En donner une interprétation économique.

b) Calculer f'(x), ot f' est la dérivée de f sur [0 ; + o[. Justifier que f'(x) a le méme signe que
(1- x)eX+1.

B Soit g la fonction définie sur [0 ; + o[ par g(x)=(1- x)eX+1.

a) Etudier le sens de variation de g sur [0 ; + =[.

) En déduire que |'éguation g(x) =0 posséde une unique solution e dans l'intervalle [1;2].
Donner la valeur arrondie de o 3 10-2. |

¢) En déduire le signe de g(x) sur [0 ;+ =[. |

9 a) A I'aide du signe de g(x), énoncer le sens de variation de f sur [0 ; + oc[.
b) En utilisant I'égalité g(a) = 0, montrer que fla) = ;—2 :
En prenant a = 1,28 , calculer une valeur approchée de f(a) .

<) Dresser le tableau complet des variations de f. Tracer la courbe €, de la fonction f dans un repére
orthonormal d'unité 1 cm ou 1 carreau.

:) a) Tracer la droite A, d'équation y = x, sur le graphique précédent.
Construire point par point la courbe I représentant le colt total.

o) Que représente A pour la courbe I"? Justifier.

¢ D'apres le graphigue, donner le sens de variation de la fonction de coit total C.

) On note C,,(x) le colt moyen de la production de x centaines d'unités.

:) Déterminer I'expression Cy,(x) en fonction de x sur ]0 ; + =[.
b] Sans calculer la dérivee, déterminer le sens de variation du colit moyen.
¢) Calculer la limite du colt moyen quand x tend vers + <. P voir

Exercices
71 et 72

)_ Fonction logistique B

D'apres les donnees statistiques de I'INsEg, le taux d'équipement des Francais en congélateur semble pou-
voir étre approché par une formule de la forme :

s,
1+be-02t
ol f(t) est exprimé en pourcentage et t en années, la date O étant fixée & la fin de 1970.

o et b sont deux réels a déterminer.

De telles fonctions sont des fonctions logistiques.
Le graphique de la page suivante présente I'évolution des taux d'équipement depuis 1955 pour plusieurs
biens d'équipement durables.
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travaux
dirigés

100 %

BO

T

Réfrigérateur

Automobile TV couleur Magnétoscope

Lave linge Congélateur

20

W[[Dtﬂu Lave-vaissel]e

Micro-andes
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0 I i = TERT AT B
1955 1960 1965 1970 1975 1980 1385 1980 1995 200

00—— et € sa courbe représentative
i 1+e” 4
~dans un repere orthogonal du plan, d'unités 1 cm pour 2 en abscisses et 1 cm pour 10 en ordonnées.

3 On considére la fonction g définie sur R par glx) =

;a] Etudier les limites de g en + % eten - =. En donner une interprétation graphique.
b) Calculer g'(x). En déduire le sens de variation de la fonction g.

c] Déterminer I'équation réduite de la tangente T & la courbe € au point d'abscisse 0.
Ed] Reésoudre g(x) = 80 et donner le plus petit entier solution de cette inéquation.

Ec] Tracer |a tangente T et la courbe . Comparer I'allure de cette courbe a la représentation du taux
gd'équipement en réfrigérateur en considérant la date 0 a la fin de I'année 1964.

a On cherche & déterminer les réels a et b pour le taux d'équipement en congélateur.

gLetaux estde 7% alafinde 1970, f(0) = 7, etde 41 9% & |a fin de 1988, f(18) = 41.

g ____.
1+ be 02t

-Déterminer b et en donner une valeur approchée par exces a 0,1 pres, puis calculer a.

ga) Ecrire un systeme dont @ et b sont les inconnues sachant que f(t) =

Eh} Calculer £(30) et comparer a la valeur réelle du taux en 2000, soit 47 %.
gc] Calculer f'(t), ot f' est la dérivée de f. En déduire le sens de variation de la fonction f.
~d) Résoudre f(t) = 30. En donner une interprétation.

éc] Déterminer la limite de f(t) quand t tend vers + .
-Que peut-on en déduire pour la valeur du taux d'équipement en congélateur pour les années & venir ?

mm Pour aller plus loin a l'aide de la calculatrice
Le tableau suivant donne |e taux d'équipement en automobile des ménages francais.

|année 1965/1969(1973 1977(19791981| 19841986/ 1988 1990|1991 11992/1993 1994|1998 2001
fang | 0 | 4 | 8 |12[14]16| 19|21 |23 25| 26|27 |28 293335
taux 47,5 554|616 66,1686 70 |729]73,4| 746 765 768 77 | 78 \79,5 80 | 80

_Entrer le rang x de I'année en liste 1 et le taux y en liste 2.

; ‘< - EDIT Mzms TESTS
-Sur T.. 83, demander le calcul de I'ajustement logistique : etTCubhicKEeg
: : i 7= QuartReg
CALC B:Logistic - @ a | g: tlEHEg{a+bx}
: (FilnkKeg
: Lire les coefficients obtenus a, b et ¢, avec 2 chiffres significatifs, EIEE:::F*EEEI

‘et écrire y = h(x) donnant I'ajustement logistique de ce taux en ﬂjLoglstlc
-fonction du rang x. rmtetie . s

%Entrcr la fonction h en Y1, puis visualiser le nuage de points et la courbe représentant h 3 la calcu-
 latrice. L'ajustement est-il bon ?
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)Eﬂnctions puissances

5 travaux
m Etude de deux fonctions x — x@ dII'IgES

‘On consideére les fonctions f et g définies sur ]0 ; + o[ par f(x) = x%8 et g(x) = x=08.

Soit € et %, leurs courbes représentatives dans un repére orthonormal d'unité 1 cm.

D 2) Ecrire f(x) & l'aide de la fonction exponentielle.
‘En déduire les limites de f en O et en + 2, ainsi que le sens de variation de f.

%h} Utiliser I'étude de la fonction f précédente pour dresser le tableau complet des variations de g.

“3 a) Ecrire une équation de la tangente T a % en son point d'abscisse 1, puis celle de la tangente
T a fﬁ"g en son point d'abscisse 1.

b) Déterminer les coordonnées des points d'intersection des deux courbes ¢ et €.
¢} Tracer les tangentes T et T' et les courbes €, et *’é’g sur le méme graphique.

= Ajustement puissance

élJnt entreprise, qui se lance sur le marché des jeux électroniques depuis cing ans, dispose de ses chiffres
de production et de son chiffre d'affaires.

| proficRion X 2 | @ 16 ‘ 20 ‘ 38
~ (en centaines de milliers) ; |
- [Sliffee G attaires -Vr_| 003 | 014 1,98 ‘ 3 ’ 1 ‘
[en millions d'euros) jl = 1 3 _ ||
9 Représenter cette série 4 deux variables dans un 12 q—— 7 e P voir
repére bien choisi. (Visualiser le nuage a la calcula- | ! l L 1 1| Chapitre 5
trice en utilisant le ZoomStat.) " ’ T i T = ,
| | | |
D On considére les deux séries statistiques : i i 1' ‘ T _‘
(x;:y,) et (nx;;lny). % ma ‘“L i— —*‘ -

A l'écran d'une calculatrice, visualiser 'un aprés l'autre e SRR SR — |
les deux nuages de points associés. ' I .
Des deux séries, quelle est celle pour laquelle un ajus- L = 1 1 [ I_ T 1 |
tement affine est justifié ? s e : |
ED a) Pour la série statistique (Inx;;Iny,), donner S+
la droite de régression de Iny en Inx par la méthode gl N | S S e
des moindres carrés. i : ‘ i ' ’ ! ,
(On donnera les coefficients a 102 prés.) At - | : l |
En déduire une relation entre x et y de la forme : o I I ’T_I' | 1|

y=Kx®, | 98| ; | |
'b) On suppose que la tendance observée se poursuit. 1,1 3 'p 14 i | '_ I
Estimer, a I'aide de I'ajustement trouvé en a), le chiffre L T
d'affaires si la production s'éléeve a 4 500 000 unités, 0 5 10 15 20 25 30 35 40 B voir

Exercice 73

7 Soit f la fonction définie sur ]0 ; + [ par f(x) = 0,008 x %8
Déterminer les limites de f en O eten +o. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représen-
tative dans le graphique du nuage de points (x;; ;).
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travaux
dirigés

> voir

Chapitre 4,
P. 79

= Voir
Evxercice 8

.‘Vbir

Exercice 74

P Rapidité de croissance )

m Etude du capital acquis dans un placement

) On place un capital C, a intéréts composés au taux annuel de 6 %
‘Soit C,, le capital acquis au bout de n années de placement.

a) Exprimer C,, en fonction de C, et n.
1) Combien faut-il d'années de placement pour que le capital acquis dépasse le double du capital initial
Gy 7 Cela dépend-il du capital initial ?

) Reprendre les questions précédentes avec un taux de placement de 3 % .
Trouve-t-on le double d'années ?

== Rapidité de croissance

' On se propose d'étudier I'influence du taux x de placement (en écriture décimale) sur la rapidité de
croissance du capital initial.

) Approche sur tableur

Dans une feuille de tableur, créer le tableau ci-
;-contrc ‘
® capital initial : B4 =B1 ;
~® capital aprésunan : B5 =B4* (1 + B$2) ;

= =05*%(1+B632)

1
u.u;.! 0,08 0,01

* puis sélectionner la cellule B5 1 tap:tlal L 1]
et tirer avec la poignée de copie, jusqu'a obtenir — —.
‘plusde 2. __1_11_05.. 1o 1,01
; * ) ] =B5*(1- 1,1664  1,0201
~a) Aprés combien d'années le capital a-t-il plus que 11576 i
“double ? +——

: 1,2155

b) Recommencer avec un autre taux, sur une autre -

- colonne, soit en augmentant le taux, soit en le dimi- 1 .2753

‘nuant. 1,3401]

5 1,4071 =

I 14775

=P Etude d'une fonction 1,5513 |

-On note x la valeur décimale du taux et y la durée 1,6289

~de placement nécessaire pour qu’un capital double 1,7103

s'il est placé au taux x (x strictement positif). 17959 — 1

i Uafndes —i. -
-@) En utilisant le logarithme, déterminer y en fonc- 1,8856

ftion de x. Soit F(x)=y. 1|979§ ] ]
Eb] Déterminer les limitesde fen 0 eten + . 2,0789

¢) Etudier le sens de variation de f.

_?d) Tracer la courbe % représentative de f dans un repére orthogonal, d'unités 1 cm pour 0,02 en
~abscisses et 1.cm pour 5 ans en ordonnées.

=) Une population a un taux d'accroissement naturel de 2 % par an. Combien faut-il d'années pour
~qu'elle double ?
-Méme guestion pour une population dont le taux d'accroissement naturel (TAN) est de 4 % ['an.
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Faire le point i

m Propriétés algébriques de la fonction exp j_' synthese

*Lien avec le logarithme :si xER et y>0, alors Iny=x < y=e¢e”*,
Ainsi, pour tout réel x, In(e*) =x et pour x>0, el™=x,

* Les formules sur les puissances s'appliquent sur la fonction exponentielle :

a
ed+b— e x b ed-¥= e = [}’
e

m Propriétés analytiques de exp

*la fonction exp est définie sur R et strictement positive sur R.
lafonction exp est strictement croissante sur R . Sa dérivée est elle-méme : exp'(x) = exp(x) .

L] i X = oo i X = i _= L2 i X =
Jim _eX=4 (Jim_eX=0 lim S =+ o Aim _ xeX=0.

m Fonction composée eY, avec v définie sur un intervalle /

les fonctions v et e¥ ont méme sens de variationsur [ et (e¥) =e¥ x u'.

réel A ettoutréel B>0, ona ef=B <> A=In(8)

' R .E'E.K E3X e X -
résoudre ' '
une équation -X ME_ X>0, en mterprétant
avec e* Pl = @P=X, er=L -1 .
étudier ictement positif, la fonction exponentielle de base o
g \ettre = exIna
une fonction | --séﬁsfa forme oX =eX
DX iw‘iﬂ une fonction composée.
f: x—>a :
, B == 1
::: h;‘.'\ﬁ My Pﬁqﬂﬁﬁﬂﬂ x" = @ a pour solution x= o =a”
calculer & !ﬁ C ﬂgﬁ le coefficient multiplicateur global sur n années,

T r
o

-qﬂr_lﬁmqkﬂphcateur annuel 1 + x est la racine n-iéme
_ mt multlpllcateur global ; d'ou le taux moyen x :

[f1+x,“—CM &> x=(CM]" -1

it MR I R

',"ﬂl.ir les opérations ou la fonction composée ne per-

une racine n-iéme
un taux moyen

b I:z;l_nj:'rﬁéﬂpﬁt:iure, on peut rechercher le terme prépondérant :
deterl.'nll_'m_r ‘e 4 I'infini, eX I'emporte sur x” et x" I'emporte sur Inx, avec n
une limite non nul
A I'infini i ol =iy -
a l'infini vl oy ns la somme d'une exponentielle et d'un polynéme,

(P .__.,ﬁﬁemét prépondérante
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exercices

La page de calcul

1. Equations avec In

:D Reésoudre en indiquant |'ensemble de définition :
éa) Inx=3; b) Inx=-2;

;f'f:] Inx-n% d) 2Inx-5=0:

%e] l-"-'; +6=0: f] In(1-x)=1.

B Résoudre en indiquant I'ensemble de définition :
b) In$ =-1;

B in 2L,

T
Ea} Ine =1:
Ec] 2Inlex)=1;

ge} In{-zfx] ==-3; f) Inlex+ 1) =0.

_ 2. Puissances

a et b étant des réels non nuls et, n et m étant des entiers
i relatifs :

i e glxgM=gn+m

o (axb)7= 07 b

D Indiquer les bonnes réponses parmi les réponses a, b,
ic et d proposées.

ona a b ¢ d
tizﬁ €8 e’ e’ e?
el
u‘*x.e‘r? 'E5 ,:3 e E?
€
etue? e6 (e2)? (e%? (€3
[2':-5}-5 25 x e° 25 % ed I 2e®
3 35 3 3(2¢)°° 3

ga] ”n=_l, et b=3;

B Simplifier au maximum les écritures suivantes pour

Eabtenir une forme k(o)", ol k est un réel.

: ]3"+2x32" ) h] 2n+15.2_2n )
a 3.‘11—3 ' {211}2 E
c] 4N % 201 d) (2 x 3)"
23!’?—1x3n 3 (zn_‘j:lz

Chapitre 8 — FONCTIONS EXPONENTIELLES

_ 3. Suites géométriques

suite géométrigque

i| terme general U, =Ugxb"
i | en fonction de n| u, est e terme initial et b la raison
| propriété entre taux d'accroissement constant :

"-"'n|1"un

TR =b-1, avec u, =0

avec u, strictement positif

Sens | ®si b>1: (u,) estcroissante
*siD<b<1: (u,) estdécroissante
*si b=1,lasuite est constante

B Les suites (u,) sont-elles géométriques ?
i Si oui, préciser leur terme initial v, et leur raison b.

éa} u, =3%2: b)) u=2n-1; ) u, =201,
: 3 _ . gha ; _ Up
d) un_4n-'| poe) bn=so7 ¢ f) Yner™= 3

u,=2.

B On considére la suite (u,) définie, pour tout enti
“naturel n, par:
: Uy = 31-2n

1° Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on pri

: cisera le terme initial et la raison.

2" Exprimer en fonction de n les termes :

u et Uy,_q-

n+1: L Uzpo Upnae

B La suite (u,) est une suite géométrique de raison |

| Exprimer le terme général u, en fonction de n dans chaw
i des cas suivants et indiquer le sens de variation :

b] Uoﬂz et b= 7

3 ]

Q) u;=3 et b=2; d) u,=24200 et b=1,

B 1° a) Calculer la valeur acquise d'un capital de 5 000¢
placé a un taux annuel de 5% pendant 5 ans.
i b) Au bout de combien d'années de placement le capital acqu

 dépassera-t-il 10 000 € ?
2° On place un capital de 20 000 € 3 un taux annuel de 74

Au bout de combien d'années de placement le capital acqu
i dépassera-t-il le double du capital initial ?




exercices

B péfinition et propriétés

3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
ustifier.
e ?<0;

1 3
3-In2 £
| e =&
) 2

b) elnl21] - 2,1
: d) Elﬂ2+ln3=6:

¢ pour tout réel x, ef*l=g4e*;

2Zx =3

i} pour tout réel x,
3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
lustifier.

i) L'éguation e* =0 a pour solution 0 ;

b) 'équation e* = -1 n'a pas de solution :

¢) pour tout réel x, In(e*) =x:

d) pour tout réel x de JO;+ =[, exp(-Inx) = ;. ]

¢ pour tout réel x non nul, In[exp[— x:l] = % =
flpour tout réel x, e~ *(eX+1)(2-e*)=1-eX+2e" %,

| 2.Equation
:3 Résoudre dans & :

) e leX¥-1)=0;
t:i E-2x43=1:

b) (ef-7)(2e*+4)=0;
d) (e¥-2)(e*+2)=0.

:@ X Résoudre dans R :

et i
) 8%+ 1 el

gx= =33 b) 2eX -1 .-
@* Résoudre dans R :
; x
e ¥= g3 b) 2e-05x+7_ 1.

d pl0lx+4 _ o2 : d] e—-04x+10 _ 51

:@ % Résoudre dans [? (on peut utiliser une factorisation).
a e _ge*=0; b) e2¥X-2eX4+1=0:
t) 2e¥ g eX=0; d) e?*+3eX=In05.

3 1 Déterminer les racines du polynome :
PX)=X?+4X-5.
' En déduire les solutions de I'équation :
¥4 4ef=5.

uation, étude de signe

3 Résoudre, dans R, les inéquations :
fa) 1-eX=0; b) 2-e-2%t1<;
i) 3e%-2=0; d) e95x+1i =1,

@ * Résoudre dans [ :

:: ..‘!.x
ia) 4-¢ 27 =0;
18] £7O0X <505

h] =—0,03x+ 0,1 =15:
d) e *x+4=10-2,

:18> 17 Déterminer les racines du polyndme :
P(X)=2X2+9X-5.

2 Etudier le signe de e* + 5 et de 2eX- 1.

3° A I'aide des questions précédentes, résoudre I'inéquation :
: 2e2X4+9eX-550.

- 19 ) K% Alaide de polyndmes bien choisis, résoudre :

E-a] eX= X412
Ec} JelX 4 4 < 13eX:

b) 2e?¥X-5e*X4+3>0:
d) Be *+e*-5=0.

:B a) Déterminer le plus grand entier naturel vérifiant :
i e-07n+1 =01,

: b) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout
iréel x supérieurd p,onait e®03x+2 = 1p2,

| 21 % 1° Résoudre dans I'ensemble des nombres réels
I'équation x2-4x-5=0.

i 2° En déduire la résolution, dans I'ensemble des nombres réels,
i des équations suivantes :

‘) In(x-3)+In(x-1)=3In2;
gb] (Inx)2-4Inx-5=0: c} eX¥-4=5¢e"*,
1 22) %k Soit P(0) = 2X? - 7X? - 5X+ 4.

1 Montrer que P(X) = (X +1) (X -4) (2X - 1).

2 Résoudre dans [ :

12) 2(InX)3 -7 (nX2-5(nx) +4=0;

Eb} 2e3¥_7e2X_5eX44=0;

Ecj In(2x) +In(x2=1) =In(x+1) +In(7x-4):

fd) (26%-1)(e2¥-3eX-4) = 0.
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exercices

ann_cﬂQn_exp_

1. Vrai - faux

:D Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
i ustifier.

éa) Si, pour tout réel x, f(x) =(x- 1) eX, alors f'(x) =¢e*;
ib) x = e*+ 2x-1 estune fonction croissante sur [ ;

i x

9 S =4 d)

gc} |Im et =1,

| 2. Dérivée

I Calculer la dérivée des fonctions  suivantes définies
EE-srt dérivables sur R données par :

'2) Flx) = x+3-eX; b) F(x)
éc] flx)=xe*; d) f)=1-x24 -L

Ex.’
er -
f) 0= St

lim_xeX =+o0;

xL._:c X —= oo

=x2-3x+e¥:

E] flx)=(2x+ 1) ex;

25 ) Calculer la dérivée des fonctions f suivantes définies
et dérivables sur R données par :
‘a) fl)=(1-2xYex; b) Flx) =(x?+1) (X -1);

'=]' flx)=(eX+1)(2e¥-3); d) flx)= --x—’i] :

ée} flx) =(001x-1)eX+3

f) flx) =

3. Limite

@ A |'aide des théorémes sur les limites, déterminer les
“ limites suivantes :

" I
¢
.
: e
-
.

éa} xﬂrl:_x[x2+f’f]; b) Ldim (- x + d4e¥);
: . : e+ X
), im, (x-3¢); 4 lm (5] -

3 Déterminer les limites suivantes :

: e : . X+ 1
Ea] yJim 1-7] ; b) L Pl
éc] bl_iﬁng@(x+1+xe"]: d) Jr_|i|_n_1m(3~w—‘!]u:"

28 ) On se propose d'étudier les limites en +2 eten -
g:de la fonction f définie sur B par flx)=x-1-2¢e*,

Chapitre 8 — FONCTIONS EXPONENTIELLES

'54*’ Construire & ,

- 1* Etudier la limite de f en - o,
;Montrer que la droite 2 d'équation y=x-1 est asymptot
: a la courbe représentative de f.

2° Justifier que flx) peut s'écrire f(x) = eX [;X S 2] .
i En déduire la limite de fen + .

- 29" % On considére la fonction f définie sur [ par:

o e
Flx) = 841

1° Etudier la limite de f en — oo
: Quelle est I'interprétation graphique de ce résultat ?
: 2° Montrer que, pour tout réel x

: T lee %
. En déduire la limite de f en + o .
 Interpréter graphiquement ce résultat.

: 4. Etude de fonction

30 ) On considére la fonction f définie sur R par:
flx)==x+1-¢e%,
i 1° a) Calculer les limites de f en + % eten - .

b) Montrer que la courbe représentative ¢, admet une asymp-
i tote dont on donnera une éguation. |

2° Sans calculer |a dérivée, étudier le sens de variation de |,

3" Montrer que % coupe I'axe des abscisses en un uniqut
i point A et construire €.

SEB  On considére Ia fonction f définie sur R par: |

flx) = —%-1.

: e+
1° a) Calculer les limitesde fen + % eten -, \
b] Montrer que |a droite & d'équation y= - 5 +4 e
asymptote a la courbe €; en -, |
;Etuduer la position relative de & et €.

. ¢) Montrer que %, admet aussi une asymptote A en +%,
: dont on donnera une équation.

 Etudier la position relative de A et €.

2 Sans caleuler la dérivée, étudier le sens de variation de f
53" Montrer que €. coupe |'axe des abscisses en un seul pn-r'_!
- Donner un arrondi & 0,1 prés de |'abscisse de ce point. |
Aet €, r



exercices

@ On considére la fonction f définie sur R par:
5 flx) =2x+5-2eX.

l Justifier que le théoréme de variation de la somme de
‘fonctions ne peut s'appliquer ici.

2 a) Calculer la dérivée f' de f.

b) Résoudre 2 - 2eX = 0. En déduire le signe de f'(x) sur R.
;::] Etablir les variations de f.

3 Etudiersur R les variations des fonctions suivantes en
gutHisant la dérivée :

b) flx) = xe*- 2;

d) flx) = X ;2 .

éa] flx)=eX~x+1;

%c] flx) =eX-elx:

34 ) X On considére la fonction f définie sur 0 ; + =[ par:

_ X+
flx) Fr

I a) Déterminer la limite de fenO.

:b) Donner la limite en + == que semble indiquer la calculatrice.
2 a) Calculer f'(x), ou f' estladérivée de f sur ]O;+[.
%_I?tudier son signe.

'b) En déduire que la fonction f est strictement décroissante
sur 0 ; + o[ etdresser le tableau des variations de f.

:39 ¥ & Dans un repére orthogonal du plan (0; 7, J),
EEa courbe € représentative de la fonction f, définie et
-dérivable sur [0 ; 4], passe par le point A(0;2) etadmet une
;tangentc horizontale au point d'abscisse 3.

Déterminer les nombres a et b, les images f(3) et f(4)
‘et tracer I'allure de |a courbe € pour chacun des modéles
iproposés :

éa}f{x)=[ax+b]e": b) f(x) =ax+ be*.

136 * On désigne par f la fonction de la variable réelle
x définie sur R par:

4e*

flx)=ax+b- e

-

?;Le plan % est muni d'un repére orthornormal (0 ;7 , J ) ;
:on note E le point de coordonnées (In2 ; In2) .

1 Déterminer o et b pour que la courbe représentative de f
‘passe par le point E et admette en ce point une tangente
Eparalll‘:lc 4 I'axe des abscisses.

52' Etudier les variations de la fonction f trouvée.

@ % Soit f la fonction de variable réelle x, definie sur

éR' pRrS flx)=e*(eX+a)+ b,

ém‘: o et b sont deux constantes réelles.

ELes renseignements X |- 0 + @
iconnus sur f sont £

i donnés dans le tab-
fx) \ /

ileau des variations
i 1° Calculer f'(x) en fonction du réel a.

 ci-contre.

2 a) Déterminer o et b en s'aidant des informations conte-
:nues dans le tableau ci-dessus.

ng Calculer f(0) et déterminer la limite de f en + =,
: ¢) Compléter, aprés 'avoir reproduit, le tableau des variations de .
3 Résoudre dans R I'équation f(x)=0,

Interpréter graphiquement les solutions de I'équation.

4° Se servir du tableau des variations pour résoudre :

Ea]fix)a-#; b) flx) <0,

(D'aprés BAC)

@ Le plan est muni d'un repére orthogonal (0;7, J).
EDans ce plan, la fonction f définie sur R par :

: Flx) = (x+2)e=x*1,

f est représentée graphiquement ci-dessous :

4

BN 8 EEd EX AN £

o

1° A I'aide du graphique, résoudre approximativement :
éa]f[x}-[); b) fix)=3; c) flx) =3.
:2° On appelle f' la dérivée de f. D'aprés le graphique :
éa] Résoudre f'(x)=0 et f'(x)=<0.

b) Donner le sens de variation de f.

3° Déterminer I'approximation affine de f au voisinage de 1,
i suggérée par le graphique.

{ En déduire une valeur approchée de £(1,1) et £(0,8) sans cal-
 culatrice.
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1. Vrai - faux

}B Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
éJustiﬁer,

ga] Si, pour tout réel x, flx) =e'=2%, alors f(x) = [e:I? ;
b] f: x —> e~ **1 pct une fonction décroissante sur B :

gc] f: x —> e*" est une fonction croissante sur ]-0¢;0];
%d] si flx)=e2*-1 sur R, alors:

fllx) =e2*=1 sur R;

Q) i

2x2-x+1 2 .

Jr—rn:u:e it
f} xi_:c—21+1=0:
i 1-x -

1g)  lim_ (x+2)e'"¥=0.

2. Dérivée

Dans les exercices 40 et 41, calculer la dérivée des fonctions
i f définies et dérivables sur R .

D o) i) -ert-2r;

b) flx)=e " *+x-3;

d) flx) = % .

5541) a) flx)=-e*-3¢7 3" b) flx)= i,

c] f[x]:ﬁe""; d) flx) = t_—::x_z-

EDans les exercices 42 a 44, déterminer les limites. (On admet
i qu'elles existent.)

-3x+2 i -3x+2.
E:n] Jim e et  lim_ e ;
:b li x li i
X X
) ding., € o, eR
x=0

2 2 3
gdx-1 et lim_ e3x*-1.
=0
1 li
— im_ —— .
S T S e L e
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a Exponentielle d’une fonction

44 *x
| H 2x H 2x .
E:al) im (xet*-1) et lim_ (xes*-1)
p2x+1 : e2x+1 i
:b) | lim et lim S——;
i x=0
x x H 2x X
:|:] im (e?* + 4e*+3) et lenjx (e%* + 4¢ +35..
1 x _ i 2x _
d) lim, B3 -x) et  lim_  (3e*-x)

@ Soit la fonction f définie sur R par:
flx)=e2%+2x-5. -
. Montrer que la droite &' d'équation y=2x-5 estasymp- |
 tote oblique 2 la courbe €.

: Etudier la position relative de & et €.

:“D W La fonction f est définie sur [0 ; + [ par:

f(x) = 10x - 300 - e~ 05x+1 |
i Déterminer la limite en + = de f. Montrer que la droite & |
i d'équation y=10x- 300 est asymptote a la courbe €.

: Etudier la position relative de & et €.

4. Etude de fonction

: &7 O Sans calculer la dérivée, étudier les variations de chaque
: fonction f sur I'ensemble indiqué :

éa] flx)=x+1+ex"? sur | ;
;b} flx) =—x+e-x+3 sur [ ;
%c] flx)=-e*"14+5-x sur R;

?d) Fix)=e~X+44 1 _ gur]-4;+0;

x+4

o) flx)=e"**1-2¢*  sur R,

- 48 ¥ La fonction f a le tableau complet des variations
| suivant :
i X l - 2 + =

LlInd et fl-1)=0.
F(x) ‘ P .

™

! 0

£ 1° En déduire les variations de la fonction g= e’ définie, pour
Ltout x de R, par glx) =efd,

2 Préciser la valeur de I'extremum local de g.

£ 3° Donner les limitesde g en + % eten -,

: En donner une interprétation graphique.

£ 4° Dresser le tableau complet des variations de |a fonction g.
i Tracer 'allure de sa courbe représentative.
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49 ) %K Soit f la fonction définie sur [- 4 ; + [ repré-

sentée graphiquement ci-dessous.

+in'5

In 10

1 Par lecture, dresser le tableau des variations de f.

12" a) Déterminer les variations de |a fonction expof définie,
‘pour tout x de [-4;+ [, par:

(expof)(x) =efld,

ib) Donner les images par expof des nombres :
-4;-2;-1;-05;0;1.

'éc) Quelle est la limite de expof en + %7

3 Tracer I'allure de la courbe représentative de expof dans

un repére orthonormal d'unité 1 cm, en tenant compte de tous
les résultats précédents.

@ W Soit f la fonction définie sur [ dont la représen-
-tation graphigue est ci-dessous.
giL'axe des abscisses est asymptote a € en + = J

y
4
1 €,
/‘ -2 01 X

l a) Lire les limitesde f en + > eten -,

b) En déduire les limites en + o et en - = de la fonction :
g: x> explf(x)] .

12* a) Résoudre graphiquement f(x) =0, puis f(x) = 0.
Etl:l En déduire les solutions de :

' explflx) =1, puis exp[f[x]] =1,

3 Dresser le tableau des variations de F, puis celui de g.

51D % 0On se propose d'étudier la fonction f définie
gsur R par: Flx) = eX2-2%,
11° On considére la fonction g définie sur B par:

5 glx)=x?-2x.

Tracer la parabole représentant la fonction g et donner les
‘variations de g.

i2° A partir de la fonction g:
ia) étudier les variations de f;
i b) déterminer les limites de f en + eten — .

§_3° Tracer la représentation graphique de f dans le méme
i repere que celle de g.

Dans les exercices 52 et 53, étudier les variations des fonc-
i tions f définies sur B en utilisant o dérivée.

B a) 0 = 1+ 0 €1-2%; b) Flx) = x%. e

fo) Flx) = e2¥-eX; d) flx) =3x-1-e%*2,

B53) a) fix) = 2x+ 3 —e2**1; b) Flx) = (x2 - 3x+ 1) e¥%+2;

_ X o e

ECJF{XJ— e d) flx)= = -

@ On considere la fonction f définie sur R par:
flx)=(x+2)e**1,

i€ est la courbe représentative de f dans un repére orthogo-
inal (0;7, J) d'unités 1em sur l'axe des abscisses et 0,5 cm
isur I'axe des ordonnées.

1% a) Déterminer la limite de f en -,

’;b] Mantrer que, pour x=1:

flx) = _—X)ﬁ% g%t~ ),

En déduire |a limite de f en + =.

 Interpréter graphiquement le résultat.

2 Etudier le sens de variation de f sur .

éB' Déterminer les points d'intersection de € avec l'axe des
: abscisses.

§4° Ecrire une équation de la tangente T au point d'abscisse 1.
55' Construire T et €.

E # On considére la fonction f définie sur R par :
flx)=e?X-5eX4+ 4,

:éet ¢ sa courbe représentative.

1% Déterminer les abscisses des points d'intersection de ¢ avec
: I'axe des abscisses.

§2° a) Calculer la limite de f en - = . Interpréter graphique-
i ment le résultat.

:b) Montrer que, pour tout réel x:

flx) =e*{eX-5)+4,

En déduire la limite de f en 400,

£ 3° Etudier le sens de variation de f.

4 Construire %’r.
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1. Etude de fonction

56 A l'aide de la formule a* = e*-"9, transformer

: I'écriture de f(x) et en déduire les variations sur R des
:fonctions f telles que :

ga] Flx) =1.2% :
c] fix)=a.(5)";

b) f(x) =200.0,9* ;

2 d) £(x) = 107. (1) .

:SE K De 1990 4 2000, on a suivi I'évolution de deux
{populations F et G de deux espéces animales.
i Ces populations sont données par :
ft)=24x12" et g(t)=4x15",
‘ou f(t) et gl(t) sontexprimées en milliers d'individus et t=0
ia la fin 1990.
17 Sur le méme graphique, tracer les courbes représentatives
: de ces deux fonctions.
:On choisira un repére orthogonal adapté.
2° a) D'apres le graphique, lire a partir de quel temps t Ia
i population G dépasse la population F.
-b) Montrer que I'tquation f(t) = g(t) a pour solution :
| _ _In6_
In 1,25 '
:On utilisera I'équation équivalente In [f{tl] =|n [g[t}]‘ ;

E % Le bureau d'étude d'une société de grande distri-
‘bution a établi une relation donnant la superficie v (en m2)
§de ses magasins en fonction du nombre x de clients (en mil-
:liers par jour) :
i Iny=0,096x+ 6,55.

:1° a) Déterminer y en fonction de x sous la forme y= k.o*,
‘ol o est une valeur arrondie &4 0,1 préset k arrondi a la
icentaine,

ib) Calculer la superficie d'un magasin pour une clientéle de 6
imilliers.

:2° Déterminer 4 partir de quel nombre de clients la superficie
‘est supérieure 3 2 500 mZ.

:On donnera une valeur approchée par excés @ 0,1 millier pres.

597 1° Taux moyen

ED: 1975 a 1985, le nombre d'étudiants dans les universités en
:France est passé de 808 000 a 968 000 . En 1992, il était de
i1 313 000, pour atteindre 1592 000 en 1996.

Chapitre 8 — FONCTIONS EXPONENTIELLES

D_Enn;tion:iﬂponenﬂglles_ de base a

 a) Calculer le coefficient muitiplicateur global de 1975 & 1985

 En déduire le taux moyen annuel de croissance du nombre d'étu-
:diants sur cette période de 10 ans.

b) Calculer le taux moyen annuel de croissance de 1992 & 199

ESi le taux se maintient, calculer le nombre d'étudiants prévi-
isible en 2002,

2 Capitaux
a) Calculer la valeur acquise par un capital de 2 000 € place
ia 7 % annuel durant six ans et cing mois.

gb) Deéterminer le temps de placement, au mois pres, pour un
i capital de 2 500 €, placé au taux annuel de 4,5 %, ayant
iacquis la valeur de 3 161,50 € .

i Taux équivalents
x étant un taux annuel en écriture décimale, par définition
:son taux mensuel équivalent x' est tel que :

1
(1+x)2=14+x, cest-a-dire 1+ x" = (1+x)72 .

3 a) Calculer le taux mensuel équivalent 3 un taux annuel
ide B,5%.

- On donnera la valeur arrondie au centieme de pourcent.

éb} Une année étant de 360 jours, calculer le taux équivalent
 journalier pour un taux annuel de 21 % .

:D A I'aide des fonctions racines n-iéme, résoudre
idans [0 ; + =[ les équations suivantes (donner une valeur

i arrondie de la solution avec 3 chiffres significatifs) :

ta) 240 (1 + /)12 = 935 ; b) 3,45q5 = 2747 ;

t 32
tQ) (14-55)7 =220 d) 50000 x7 =18000;

: 100
ge} 12=17(1-i)2;

)65

f) 1355=548 (1 - /)65,

61) % Un capital est placé a intéréts composés & un taux
éannuel de 8 % durant cing ans.

i A quel taux faut-il placer ce méme capital pendant six ans et

i demi pour obtenir la méme valeur acquise ?

:3 1 Déterminer les taux trimestriel, semestriel et annuel
équivalent & un taux mensuel de 1,5 % (exprimer les résul-
 tats en pourcentage, & 10°2 pres).

§2° Déterminer le taux mensuel équivalent & un taux annuel
ide 249,




exercices

1. Vrai - faux

B Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

lustifier.
g lim_ xde¥=-c b} lim €7 it
i I X = 4% xz
f) Ilmln—.f=—'a°: d) lim Iﬂf =0;
x—=0 x- X [V =
x>0 x =0
: In x x10 :
c]xrlr!-nli X _D' ﬂ m : -D,

X=s

Dans les exercices 64 0 67, déterminer fes limites.

y eX+1 . . 2x3-1
B 2, lim, T W w2

ég] !imx[1—x2]e““2]=0: h) _lim

53) On considére la fonction f définie sur B par :
| Flx) =+ 1)2e ",

' Partie A - Etude d'une fonction

l Calculer la limite de f en - =.

2 a) Montrer que, pour tout réel x:

. flx) =x?e*+2xe~*+e~*,

'b) En déduire la limite de f en + .

‘Quelle interprétation graphique peut-on en faire 7

13" Soit f' a fonction dérivée de f.

Montrer que, pour tout réel x, f'(x) = (1 - x?) e~X.

4" Donner une équation de la tangente T & la courbe % au
‘point d'abscisse 0.

'5* Etablir les variations de la fonction f sur R.

‘Résumer cette étude dans un tableau.

5" Montrer que l'équation f(x) = 1 admet une solution
unique x, dans l'intervalle [1 ;3].

Donner un encadrement décimal de x, d'amplitude 10-2.
7* Construire dans le repére (0 ; 7, J ) la courbe %, la tan-

‘gente T, ainsi que les tangentes horizontales 3 la courbe €.
[Unité graphique : 2 cm.)

1:] i

X[yd .
CimeX(x®-2x 4+ 1)

d) Jlf1i_|'511':[247t:+'!-312""}.

565) a]),li_rr,]mz-xexi?;” b)) lim (x4 1) emX;
' E0.01I+5

! 2
= . R—+4%® | _

Et] im_ Bx2-x+1)e2*3; d) lim

@ a) lim_(e'*-2x*+1); ) _lim (x2-3)e*T;

: 2
icd lim, (x?-5x+1-¢e**3); d) lim X +2

X = .0 N o= E‘”']

x2+2x-1

@a}x—ii-m In x

S X Ll : 2 .
El:]ﬂ_l!.rrlx[3lnx—-2-+3], d]xﬂnlx[x 4x+1-2Inx).

b)) lim (2x+1-1nx);

i ® Partie B - Etude de la fonction inverse

%1" Montrer que f est strictement positive sur [0 ; + [,
%2' On considére la fonction g définie sur [0 ; + =] par:
: glx) = fgx) :

: Calculer g(0), g(1) et glx), ol x, désigne le nombre défini
:a la question 6° partie A.

3 Déterminer la limite de g en + %,

4 Dresser le tableau des variations de g sur [0 ;+ =[, en
idonnant les justifications nécessaires.

@ % Le but de ce probleme est I'etude de deux fonctions qui
: modélisent les importations et les exportations d'une entreprise.
® Partie A - Etude de fonctions

;Les fonctions f et g sont définies sur [0 ; + =[ par:

' f)= g % et glx)=2In(x+1)+25.

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0 ; 7, ).
i (Unité :2cm)

:1° a) Etudier les variations de f et g.
Eb] Calculer les limitesde fet g en + =,
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i 2° Représenter graphiquement ces deux fonctions.
: On nommera leurs courbes respectivement € et €, eton
ise limitera aux valeursde x entre 0 et 6,

' Partie B - Etude de la fonction h=g - f

SLe but de cette question est d'étudier le signe de h'(x) afin
i d'établir le tableau des variations de h sur [0 ;+ [,

;1' Calculer la dérivée h' de h.

2¢¥ 36

X+ 1 {8 + e x]2 L

%b} On rappelle que, pour tout x&€ [0;+ =], eX=x+1.

: Etablir 'inégalité (8 +e™)? = 64.

%En utilisant successivement ces deux résultats, établir que :

X
= 25 -8 o eXp=2- 3

E x+1 16 16~
gc] Etablir le tableau des variations de h.

2 a) Veérifier que eX. h'(x) =

;d) Montrer que h(x) s'annule pour une seule valeur x, com-
iprise entre O et 6.

Déterminer un encadrement de x, de largeur 10-2.

' Partie C - Application
Notation : x désigne le temps en années.
él}n pose x =0 au 1% janvier 2000. Pour I'entreprise :

i f(x) désigne le montant, en centaines de milliers d'euros, des
iachats pour I'année x

‘et g(x) désigne le montant, en centaines de milliers d'euros,
Er:ie ses ventes.

£ 1° Quel est le montant des achats et des ventes de cette entre-
iprise a la fin de I'année 2000 7

:2° A partir d'une certaine date, les ventes I'emportent sur les
i achats.

:a) Déterminer I'année au cours de laquelle les ventes |'empor-
 tent sur les achats.

b) Indiquer alors le rang de la semaine.

:7.) * A 1°Soit a, b et ¢ des nombres réels.
; On définit une fonction g sur B par:

{ glx)=lox+b)le *+c.

EDn note g' la fonction dérivée de g.

Ea] Calculer g'(x) .

éh] Le tableau des variations de g est |e suivant :

EAinsi, pour la suite du probléme, g(x) =(x-1) e *+2.

2° a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution |
éuniquc dans l'intervalle [-1;0]. On note e cette solution.

i b) Déterminer a I'aide de la calculatrice la valeur décimale
i arrondie au dixi¢me de .

3 Etudier le signe de g(x) pour x appartenanta R .

B. Soit f la fonction définiesur R par f{x)=2x+1-xe™’
et € la représentation graphique de f dans un reper
i orthonormal (O ; T T}. d'unité 2 em.

1° a) Déterminer la limite de f en + oo,

: b) Déterminer la limite de f en - 2. On pourra mettre x en

X |- 0 1 2 +
- g'(x) + 0o -
-4 2
: 2
gl e \‘\\
: e .--"-1 » 2

i En utilisant les données numériques de ce tableau, établir que: |

g=1, b==-1 et c=12. :

 facteur dans I'expression de f(x).
5:2" a) Soit f' la fonction dérivée de f.
i Montrer que f'(x) = g(x).

b) Dresser, en le justifiant, le tableau des variations de f sur R, ‘

3 a) Montrer que la droite &, d'équation y=2x+1, est
i une asymptote @ € en + .

gh] Etudier la position de € par rapporta % .

i4° Tracer & et € dans le repére (07, J).

71 ) % On considére la fonction f définie sur [0 : + o[ par:

flx)=x+3+elx+2)

* 1 0n note ¢ ; la courbe représentative de f dans un repére

Ecrthnnnrmm @:7,7).

1 a) Calculer la limite de  en + oo,

gb] Montrer I'existence d'une droite & asymptote 3 €.

i Donner une équation de % .

gc] Etudier les variations de f sur [0 ;+ o[.

d] Tracer & et €, dans le repere d'unité 1 cm.

En utilisant le graphique, indiquer le nombre de solutions de
i I'tiquation  f(x)=8.

Donner une valeur approchee de ces solutions avec |a préci-
: sion permise par le graphique.

%e] Justifier que, sur |'intervalle [2 ; 6], I'équation fix) =8
gadmet une unique solution e, dont on donnera un encadre-
i ment d'amplitude 10-2.

2° Une entreprise industrielle produit chaque jour x centaines
i d'objets (1 < x < 20).

{ Le colt de fabrication de x centaines d’objets est donné par
i f(x) exprimé en centaines d'euros.
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:3) Calculer le colit de fabrication de 600 objets, 1 000 objets,
puis 1200 objets, arrondi a I'euro prés.

‘(uel est, dans chacun de ces cas, le codt de fabrication d'un
iobjet ?

'b) Quelle quantité d'objets doit-on fabriquer pour que le codt
.0z fabrication soit le plus proche possible de 800 € 7

é:] Montrer que le colt de fabrication est minimal lorsque I'en-
treprise fabrique une quantité g, d'objets.

Donner la valeur de gq;.

Quel est alors le colt, en euros, de fabrication d'un objet ?

72) Au 01/01/1999, une entreprise s'est équipée d'un
‘certain nombre de machines-outils identiques, coltant cha-
.cune a I'achat 40 000 €.

;Au boutde t années, chacune se revend en ayant perdu chaque
‘année 26 % de sa valeur de |'année précédente ; on désigne
par R(t) cette valeur de revente.

iOn estime que I'entretien d'une machine coiite forfaitairement
12000 €, pour toute |utilisation jusqu‘a sa revente.

‘On appelle codt d'investissement /(t} d‘une machine pour
‘l'année t, le codt d'achat de cette machine augmenté du
‘montant forfaitaire de son entretien diminué de sa valeur de
irevente I'année t.

:?Dn donne /(t) = 420 - R(t) , exprimé en centaines d'euros.
l Exprimer R{t) en fonction de ¢.

2 On modélise R(t) par la fonction définie sur [0 ; + %[ par:
R{t) = 400 e~ 03¢,

;;E}n désigne par C(t) le coit total d'utilisation d'une machine
iau bout de t années.

C(t) est donné par C(¢) = 420 - 400 =03t

éa] Calculer la limite de C(t) en + ==,

Calculer la dérivée de C(f) et étudier son signe.

EE'tudi:r les variations de |a fonction C pour tE [0+ =[.
éb] Verifier qu'au bout de 15 ans, le coit total est pratique-

gment égal au colt d'achat augmenté du colt d'entretien, 3
{500 € pres.

13" L'entreprise décide de revendre les machines dés que le coit
‘total d'utilisation d'une machine dépasse 33 000 €.

éa} Résoudre l'inéquation C(t) > 330. Denner la réponse en
gnomhre entier d'années.

Eb] Pour des raisons comptables, 'entreprise revend ses machines
‘au mois de janvier. En quelle année doit-elle le faire ?

‘Quel sera le prix de revente d'une machine & cette date, arrondi
3 la centaine d'euros 7
i D'apres BAC.

73 ) W Le tableau ci-dessous donne I'évolution de I'actif net
i d'une mutuelle de 1988 4 1997 :

X; 88 89 90 91 92
¥ 0,90 1,03 1,20 1,39 1,61

X; 93 94 95 96 97

¥ 187 | 212 240 | 2,73 3,37

éx,- est le nombre d'années écoulées depuis 1900, y; est
E!'actif net en milliards d'euros, et i un entier allantde 1 a 10.

A 1° Représenter le nuage de points M;(x; ; y;) associé 3 la
série statistique dans un repére orthogonal.

iUnités : 1 cm pour une année en abscisse, 5 cm pour un
i milliard d'euros en ordonnée ; 'origine correspondant au point
i A de coordonnées (86 ; 0).

2 Justifier pourquoi un ajustement affine, entre x et y, est
i envisageable.

23" Déterminer, par la méthode des moindres carrés, sous la
iforme y=ox+ b, I'équation 2 de la droite de régression de
ty en x (on donnera l'arrondi de o et b 4 103 prés).

4 Tracer & dans le repére précédent.

5 Estimer 'actif net prévisible de la mutuelle en I'an 2000.

B. On considere |a fonction f définie sur [88 ; + =[ par:

flx) = e0.143x- 12,685

éDn appelle € la courbe représentative de f dans le repére
i précédent.

117 Déterminer la limite de f en + .

Ez“ a) La fonction f est la composée de deux fonctions ;
{ préciser ces fonctions.

éb] En déduire le sens de variation de f sur [88 : + =[ et
 dresser son tableau des variations.

23" Construire .
iC. On admet que la fonction f est aussi un modéle mathé-

matique de |'évolution de ['actif net de la mutuelle,

%1‘ a) En utilisant f, déterminer, 3 10-2 prés, |'actif net
prévisible de la mutuelle en I'an 2000.

%h] Comparer ce résultat avec celui obtenu dans la partie A.

A partir de I'observation graphique, un des deux résultats
: est-il plus vraisemblable ? Pourquoi ?

Chapitre 8 — FONCTIONS EXPONENTIELLES




exercices

7B Kk

EA. Au 1% janvier 2002, le pays A compte 20 millions d'habi-
itants et sa population augmente en moyenne annuellement
dr. 1,6 %.

:On note F, le nombre d'habitants (en millions) au 1% janvier
dl: I'année 2002 +n.

: 1 Montrer que la suite (P,) est une suite géométrique.

: Préciser sa raison et son terme initial P, .

EIin déduire I'expression de P, en fonction de n.

=2' On décide de modéliser I'évolution de la population du pays
A par la fonction f définie sur [0 ; + %[ par:

{ flt)=20x1,016¢,

au t estle temps écoulé depuis le 1% janvier 2002 et (1) le
: ‘ nombre d'habitants au temps 2002 + t exprimé en millions,

Sa] Etudier [e sens de variation de f sur [0;+=[.
5!:] Calculer la limite de f en + ==,

1:] Tracer €, la rcprésentarlcn graphique de f, dans un repére
orthogunal[ﬂ 7.7). dunités 1em pour 5 ans sur I'axe des
:ahsnsscs et 1 cm pour 5 millions sur I'axe des ordonnées.

:B. Au 1% janvier 2002, le pays B compte 25 millions d"habi-
‘tants et I'évolution de sa population est modélisée par la
:fonction g définie sur [0 ; + =[ par :

. g(t) =25(1 + £)%11.
1° Etudier le sens de variation de g.
_52' Calculer I3 limite de g en + =,

3° Tracer %"9. 1a représentation graphique de g, dans le repére
(0; 7, J) de la partie A.

4" A l'aide du graphique, lire en quelle année la population du
ipays A dépassera celle du pays B.

C. Le but de cette partie est de retrouver par le calcul et avec
:plus de précision le résultat de |a question 4°, partie B.

11° On considére la fonction h définie sur [0 ; + | par:
: h(t) = tIn(1,016) - 0,11 In(1 + ) + In0.8 .
éa) Etudier le sens de variation de h.

b) Montrer que I'équation h(t) = 0 a une unique solution o
isur [0 ;+ .

?Bnnner un encadrementde @ & 10°" prés.
gc} En déduire le signe de h(t) sur [0 ; + =[.
2 a) Montrer que, sur [0 ; + =[ :

i flth=glt) < h(t)=0.

b] En déduire durant quelle année la population du pays A
‘dépassera celle du pays B.

Chapitre 8 - FONCTIONS EXPONENTIELLES

E * Elasticité instantanée

1* Fonction cube
 On considére la fonction f définie sur [1;+ %[ par f(x) =+

%a) Calculer f'(x), puis —=!

=rapporté x (voir p. 72).
: En donner une interprétation en terme de variation relative.

2° Fonction puissance
:On considére la fonction F définie sur [1; + o[ par:
ga] Calculer f*(x), puis

i P30 Applications
:a) On suppose que la fonction de demande d'un bien, pour uf

f'(x)
flx)
b) Déterminer I'élasticité instantanée de la fonction cubeﬂ

flx) = x%, ol a est un réel non nul.
f'lx)
flx)
b] Calculer I'élasticité de la fonction puissance par rapport}
x Dépend-elle de x 7

pmc unitaire x dans [2;8], :st dunnée par :
glx] = —...._.

: Calculer I'¢lasticité instantanée de la demande par rapport au
: prix. Compléter la phrase interprétant cette élasticité

 « Si le prix augmente de 1 %, alors la demande ... »

:b) On suppose que la production d'un bien est fonction de la
;:quantité de travail L, suivant la relation '

Y(l)=

Caicultr I'élasticité lnstantanee dc Ia production Y par rap-
: port au travail L. Interpréter cette élasticité.

) Offre et demande

Aprés une étude de marché, on a modélisé I'offre F(x) etla
idemande g(x) d'un produit en fonction de son prix unitaire

ix, pour x&[1;8] ;

fix) = 10e%85¢ et  g(x) = 600 e~ 035,

le prix unitaire étant exprimé en euros, et f(x) et g
. donnant le nombre d'objets offerts ou demandés en milliers.

i  1° Déterminer le prix d'équilibre du produit.

2' a) Etudier le sens de variation de f, puis de g sur

i[1;8].

s h] Tracer les représentations graphiques de f et g dans un
' repére orthogonal (0; 7, ).

. ¢) Vérifier graphiquement le prix d'équilibre trouvé a Is
| question 1°,

3" a) Déterminer I'élasticité - prix instantané de I"offre e
: fonction du prix x.

Calculer cette élasticité pour un prix unitaire de 4 €.

 En donner une interprétation en terme de variation.

: b) Méme question pour I'élasticité - prix de la demande.
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. Production a 'unité

i Une petite usine fabrique des casseroles toutes identiques.

A chaque casserole fabriquée, le service de gestion
calcule le cott de sa fabrication. Ce cofit est donne
en colonne B du tableau ci-contre.

Les cofits fixes se montent & 80 € .

Au fur et a mesure de la fabrication, on somme les
colits marginaux des casseroles déja fabriquées ; en
ajoutant les coits fixes, on obtient alors le cofit total

ot marginal

1° a) Lire le coat marginal de la 15° casserole.

b) Calculer la somme des cofits marginaux de la 1%®
ala 15% casserole. A quoi correspond ce nombre !
¢) Ou retrouve-t-on ce nombre sur chacun des
graphiques obtenus a 'aide d'un tableur ?

2° Faire de méme pour la 20° casserole et la somme |

95 1645

n 1337 1773 des cofits marginaux de la premiére a la 20° casse-
s | 167] 194]] role. |
L 2le 2152
263 2415 3° Quelle casserole a le plus petit cotit marginal 7

2735
311,8()
357

Quel est alors le cofit total de fabrication pour ce
niveau de production ?

gl 19 | 383
B 20 | 52

38 Production continue

P voir :
Chapitre 2, iDans une autre usine, on produit une péte a bois. Le coiit marginal, en euros par kg produit, es
p- 26 idonné par C,,(r) =0,3x% - 4,8x + 21,2 pour x € [0;20].

1° Calculer le colit marginal du 15% kg produit, du 20® et du 8%. Comparer
au cas précédent.

2° La courbe € ci-contre représente le colt marginal pour x kg produits;
elle est continue, car on peut produire quelques grammes,

a) Comment interpréter la somme des aires des rectangles dessinés sur ct
graphique ?

b) Calculer la somme des cofits marginaux des 8 premiers kg produits.
Que représente cette somme en terme de coiit ?

A quoi correspond cette somme sur le graphique ci-contre ?

3° On étudie la somme des colits marginaux des 8 premiers kg en calculant
ces coits pour chaque 500 g ou 0,5 kg .

a) A I'aide de la calculatrice, calculer les cotits marginaux de 0,5 kg 4 81g
de tous les 500 g, en euros par 0,5 kg, et les placer dans une liste.

SR S Lo B LR el b) Calculer la somme de ces cofits marginaux. A quoi correspond cette somn¢
6123458678 sur le graphique ci-contre ?

4 Procéder de méme en calculant les coiits marginaux tous les 100 g, en euros par 0,1 kg .
i r=48

E‘v’ériﬁer que la somme, pour x variant de 0,1 en 0,1, % : C,,(x) 0,1 est trés proche de l'air
:sous la courbe ci-contre. N
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1° Soit les fonctions f et g définies sur R par f(x) = x2 - 3xr + 4 et par g(x) = 2xr - 3. aCthtéS
Verifier que g est la dérivée de f. Trouver d'autres fonctions ayant g pour dérivée.

.! a) Quelles sont les fonctions définies sur un intervalle dont la dérivée est toujours nulle sur
cet intervalle ?

éb] Soit F et G deux fonctions de dérivées respectives f et g sur un intervalle I.
Quelle est la dérivée de F + G ? De la fonction x > F(r) + k, ou k est réel ?

5 A l'aide du tableau des dérivées, trouver une fonction F ayant pour dérivée la fonction f
.donnée dans chacun des cas suivants :

) f(r) = 5x* sur R; b) flr) =3 sur R; Jfl)=322-2r+1 sur R; B> voir
Erxercices
éd}f[,r]--;l_]—2 sur JO ; + %[ ; Elf[l‘]=-# sur J0;+[; f) flx) =6(2x-1)? sur R. one

. \.‘

;)_H' t primitive

| Fonction constante [y 5
la droite @ d'équation y = 3 est la représentation d'une fonction f 3| s

‘dans le repére ci-contre. 1 |

a) Calculer I'aire du rectangle vert, en carreaux. 0 T K

b) Donner une primitive F de f sur R et calculer F(6) - F(1). Comparer
-avec l'aire du rectangle.

B Fonction affine

1a droite @ d'équation y = 2 x + 2 représente une fonction f.
) Calculer l'aire du trapéze vert, en carreaux.

. b) Déterminer une primitive F de f sur R
¢t calculer F(4) - F(- 2).
(omparer avec l'aire du trapéze.

B Aire sous la parabole

ArCHIMEDE démontra a 'aide de suites que : y

«Un secteur parabolique compris entre une droite et une parabole | 1 Bl <0 D
stégal a 4 fois le tiers de 1'aire d'un triangle ayant méme base
¢t méme hauteur que ce secteur ». 1 ek by
Puis, il le vérifia expérimentalement en cherchant la masse d'une P 5 e S,
plague métallique ayant cette surface. Y 2 B et i v T s

lespoints O, A, B, C, D, E et F appartiennent 4 la parabole 2 e
{'equation y = - ‘]! x%+ 3. |

4) Calculer I'aire 7, du polygone bleu, puis 1'aire &/, du triangle ol |1 [ | T ) N
OCF. Vérifier que I'on a &/, < % ;.

b) Déterminer une primitive F de la fonction f définie sur R par f(x) = —% 1% +3zx.
talculer F(6) - F(0). Comparera 1 s7,.

Chapitre g — CALCUL INTEGRAL



Soit f une fonction définie sur un intervalle f.

B voir Par définition, une primitive de f sur /| est une fonction F dérivable sur / dont la dérivée est f;
Chapitre 2 ainsi, pour tout x de [, F'(x) = f(x).

On admet que si f est continue sur /, alors f admet des primitives sur /.

Si F est une primitive de f sur /, alors toutes les primitives de f sur [/ sont les fonctions G
définiessur |/ par Glx)=F(x) + k, ou k estun réel.

Autrement dit, deux primitives d'une fonction différent d'une constante.

Em preuve

e Soit G une fonction définie sur un intervalle / par G(x) = F(x) + k, ol k est un réel.

Alors, ona G'(x) = F'lx) + 0 = f(x), ce qui signifie que G est une primitive de f.

® Soit G une autre primitive de f sur /. On considére la fonction G- F, alors sa dérivée s'écrit : ,
(G-F)=G'-F =f-f=0. !

(G- F)' estdonc la fonction nulle sur /, ce qui signifie que G- F est une fonction constante sur /.

Ainsi, pour tout réel x de /, (G- F)(x) = k, ol k est un réel. Ce qui s'écrit encore G(x) = F(x) + k.

primitive vérifiant une condition -
Soit x, un réel de l'intervalle | et y, un réel quelcongue.

Si f est une fonction admettant des primitives sur /, alors il existe une unique primitive G de f

sur [ prenant la valeur y, en x,, c'est-a-dire Glxg) = yo-

__k\ ‘5F

M Interprétation graphique Y

® F étant une primitive de f sur /, les courbes de toutes les
primitives de f sur | se déduisent de celle de F par
translation de vecteur kj , ou k est un réel quelconque.

Yo

\\\

® Un point M(x,: y,) étant donng, il n'existe qu'une seule

courbe de |a famille passant par ce point. / ol 1 ¥
Pour la trouver, il suffit de translater la courbe % jusqu'a ce /_
qu'elle passe par M.

inéarité B DioDIiété.

Soit o et S deux réels quelconques.
Si F est une primitive de f sur l'intervalle / et G une primitive de g sur /, alors :
la fonction @F+ BG est une primitive de af+ fg sur I.

Chapitre o — CALCUL INTEGRAL



Primitives d’une fonction

Soit deux fonctions f et g définies sur R par:

—
fod gl = kst et gh)w =X tAcsl

(x2+1)?

2
1° a) Montrer que la fonction F, définie sur R par Flx) = x* - %— + X, est une primitive de f.

b) Montrer que la fonction G, définie sur R par G(x) = '"“:211 , est une primitive de g.

2° Déterminer la primitive H de la fonction g prenant la valeur % en 1.

3° Déterminer une primitive de 2f- 3g.

méthode

* Pour montrer que F est une primitive de f sur l'intervalle [, on vérifie que F est dérivable sur /
et que, pour tout x de /, F'(x) = f(x).

* Pour déterminer ensuite la primitive G de f prenant la valeur y, en Xx,, on recherche le réel k
tel que F(xp) + k=y,. Onaalors G(x) = F(x) + k sur /.

1° a) F est une fonction polynéme définie et - 2° La primitive H de la fonction g recherchée

dérivable sur R et : _ est définiesur R par:
F'(x]=4x3—27x+1= 4x3 - x+1="f[x). Hix) = G(x) + k,
= le réel k étant a déterminer.
F est donc une primitive de f sur R. =3
: =X = H{t}= @G[1]+k= Jes S kit
b) G est une fonction ratlunr]wile définie et déri- 2 1241 2
ulx Jo et =
vable sur R et G(x) = o . <:>-2+k-2 = k=1.
avec ux)=x-2 et ulx)=1 Ainsi, pour tout réel x
vix)=x2+1 et v'(x)=2x. Bl £=20 4 o X=2 w000 ok + k=1
Sie 64 1x2+1) - 2x(x - 2) x%+1 x2+1 x2+1
(x2+1)? 3° Une primitive de 2f- 3g est la fonction K
Jaa s définie sur R par :
e e e
i Sl
G est donc une primitive de g sur R. =X = XEh KT g

On sait que I'on peut approcher le colt marginal par la dérivée du colt total :
C.lg)=CT'(q)-
Lorsque la quantité produite est nulle, le codt total se réduit aux codts fixes.

Ainsi, le colt total est la primitive du cotit marginal qui prend la valeur des cotits fixesen 0.
Exemple : Soit un cot marginal donné (en euros par kg) par C,(q) =0349? - 69+ 35.
Si les colts fixes sont de 50 €, alors le colt total est :
3 2
CT(@)=03x % :

5 ~6x 5 +35q+ k, avec CT(0) =50, c'est-a-dire k= 50.
D'ols I'expression du cofit totai, exprimé en euros et g en kg, CT(q) =0,1g%-3g2+35q¢+50.

- voir

Erercices
19 a4 21

P voir

Chapitre 2

B voir

Activite 1

P voir
Erercices
22 a 27
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= Primitives des fonctions usuelles

On obtient le tableau ci-dessous par lecture inverse du tableau des dérivées.

-' Voir
Chapitre 2
I fonction donnée par _l une primitive donnée par I validité
f(x) = a, avec a réel Flx) = ax sur R
f(x) = x", avec n entier naturel Fix) = = l 3 LxM] sur R
flx) =1 . tier natu -
(x) =7 avec n entier naturel Fix) 1 = sur Joe 0l vusur Joreed
s | (n-1)x
flx) = lz Fix)= -1 sur - ;0[ ou sur JO;+ [
X X
.‘“ Viair 1 -
Chapitre 4 f[X} = x Flx) = Inx sur 10 ; + =]
." Vioir x
e s flx) = e* Fix) =e sur R
mm_exemple
3
Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10 ; + [ par f(x] = %ﬁxﬂ :
i x3 3x 32 1
On peut écrire flx)= -5 +° 7+ 55 =-x+3x % +2><* -
En utilisant le tableau précédent et la linéarité, on obtient une primitive F de f sur ]+ =]
x2 2
F(x) = - %xz+3lnx+2x [—%} = -5 +3Inx- %.
2
Toutes les primitives de f sont définies sur ]0 ; + o[ par Glx) = - ‘E +3Inx- % +k, ol kER.
m Primitives des formes usuelles
> voir On obtient le tableau ci-dessous a partir du théoreme de dérivation d'une fonction composée.
Chapitre 8

u est une fonction dérivable sur un intervalle /.

l condition fonction l une primitive
1
" ST " - n+1
n entier naturel f=u"xu F . I
n entier ,avec n>1 u' =1
: =y Fw e n=1
et u nes'annulant pas sur | u (n=1).u
ur
u ‘annulant pas s f= s 8
| ne s'annu pas sur / 7 F ;
e "
; . u
u strictement positive sur / f= F=In(u)
u définie sur / Ff=elyy’ F=¢4

Chapitre g = CALCUL INTEGRAL
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Recherche de primitives

A

Déterminer une primitive de chacune des fonctions f, g, h et € sur l'intervalle donné.

a]i‘{;r]=r5-x"i—”2 sur [1;+f; b]g(x]=x5f sur 13 ; + [ ;

) hix) = x(x2-4)2 sur R; dl(x)=e3*2 sur R. > voir
Erercices
i1 a 18

Dans I'écriture d'une fonction f continue sur un intervalle /, en multipliant ou en divisant par un
nombre, on fait apparaitre, I'une des formes suivantes :

L) ) '
ol sy PRl A Y o M

L .euxu'
T u? u

On en déduit alors une primitive de f sur /.

Esds Vil 1
Bx-12 % (ufx)?
avec u(x)=5x-1 et u'(x)=5.

] 3 ' . - On fait apparaitre la forme uxu':
On fait apparaitre la forme ., sans oublier i i

¢) Soit h(x) = x(x2 - 4)2 = x x (u(¥)?

avec ulx)=x2-4 et u'x)=2x.

a) Soit flx) =

u? ' . Alx) = (x2 - 4)2x 2x % L
de multiplier par un nombre pour rétablir I'égalité : 2
fix)=3x —= __x 1 : = 1 ((x2-4)2 x 2x).
( T _ 3 (2= 4) x 24)
= % X ﬁ i Or, une primitive de u? x u" est %ua. donc une
X —
: 1 primitive de h sur R est définie par :
Or, une primitive de Y est -1, donc une -
; u? = H(x) = %—(%[xz - 4}3] = ']é x (2 - 4)3. i
primitive de f sur [1;+ o[ est définie par : _ |
= 3 :
Flx) = £ X (— ?ix]— 1]= Sk - d) Soit €(x) = e3%x-2 = eulx
avec ulx)=3x-2 et u'(x)=3.
' -X =X :
b) Soit glx) = -9 b " - On fait apparaitre la forme €Y x u' dont une pri-
avec ulx)=x2-9 et u'(x)=2x. - Mitive est e,
x2 - 9 est positif sur l'intervalle ]3 ; + =[. : €lx) = e3X-2 % 3 x -:;— = %Eax‘le

: 2 u' :
On fait alors apparaitre la forme - -, avec 4>0:: ype primitive de ¢ sur R est donc définie par :

Lx) = 1 e3x-2,
gl = - —2X ><~1—=-1x( X s : e
Re=0 i3 27 \x2-9
7. D'une fagon générale :
Or, une primitive de w ost Inu, donc une primitive = o primitive sur R de la fonction x —> eox+t
de g sur ]3; + o[ est définie par : ~avec g#0, est:

: ,1_ X+ b
G[x]=—%ln(x2—9]. e aeu :




."' Voir

Activiré 3

h‘ Voir
Exercice
riésolu, 2%,
p- 209

';)Jnlégrale_&_m&fondhn—

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle /[, et a et b deux réels de cet intervalle.
Comme f est continue sur /, alors f admet des primitives sur /.

Quelle que soit la primitive F de f sur /, la différence F(b) - F(a) ne dépend pas du choix de cette
primitive. En effet, si G est une autre primitive de f sur /, il existe un réel k tel que :

Glx)=Flx)+ k et G(b)- Gla)=FI(b) + k- (Fla) + k) = F(b) - Fla).

F étant une primitive de f surun intervalle /, et o et b deuxréelsde /:
le nombre F(b) - F(a) est I'intégrale de la fonction f entre a et b.

b
Onnote F(b) - F(g) = Lf{x) dx etonlit «sommede a 3 b de f(x) dx.

B Propriétés immédiates

o a b

. L f(x) dx=Fla) - Fle)=0 . L f(x) dx = F(a) - F(b) = - (F(b) - F(a)) = —L f(x) dx
Dans un repére orthogonal (0; 7, J ), I'unité d'aire (u.a.) est l'aire du J K
rectangle unitaire 0/KJ défini ci-contre. _fE= qu """""

Une fonction positive est représentée par une courbe %, située au-dessus : il

de |'axe des abscisses sur l'intervalle [o; b]. G‘ ¥ '

m lien entre intégrale et aire

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b).

9 est le domaine limité par : 9 est I'ensemble des points M(x ; y)

® |a courbe €, d'équation y = f(x), e { asx<b

* |'axe des abscisses d'équation y=0, 0=<y=< f(x).

* et les droites verticales d'équations : -
X=0 e x=0, ——-w

|

L'aire de 2, exprimée en unités d'aire,
est égale a l'intégrale de  entre o et b:

et

: .

o J' £lid dx.
a

v 1
i b x

o |

.I. -l - I I’. I > ale 9 1ls

Soit f une fonction continue sur un intervalle /, et a et b deux réels de / vérifiant o =< b.

b
Si, pour tout réel x dusegment [a; b], ona f(x) =0, alors J; fx)dx=0.

A La réciproque est fausse.

EE_preuve

F étant une primitive de f sur [g; b], f est la dérivée de F.

Par conséquent, si f= 0 sur [a; b], cela signifie que F est croissante sur [o; b], d'oi F(b) = Fla).
On obtient alors J;b flx)dx= F(b) - Fla) = 0.
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Intégrale d’une fonction = . - --mp1i

e b
* Dans la notation de |'intégrale, J- f(x) dx, les réels o et b sont les bornes, et x est une variable
a

muette sans signification particuliére ; on pourrait aussi écrire :

b b
j fitydt ou [ f(m dm.
a a
* Une primitive de la fonction inverse sur ]O ; + =[ est la fonction ]
logarithme népérien. Par conséquent : Rietriova
X
f Ldt=Inx-1In1=Inx.
1 T
Inx est donc I'intégrale entre 1 et x de la fonction inverse.
Pour x = 1, Inx est aussi I'aire du domaine en bleu ci-contre.
Soit f la fonction définie sur ]- 1 ; + o[ par: 5tV
Fix) mx- —*—. T
(x + 1) |
et €, sa courbe représentative ci-contre. T
4 1+
1° Calculer fz f(x) dx. Interpréter graphiquement le résultat. _=1 ) 1
4 B voir
2° Calculer f f(x) dx. - x4 Exercices
0 4 | 304 37 er
j 48 a 53

méthode

* Pour calculer I'intégrale de la fonction f entre o et b, on recherche une primitive de f sur [a; b],
puis on calcule F(b) - Fla) .

b
* Dans le cas ol f(x) = 0 sur [a; b], alors l'intégrale J; f(x) dx représente une aire.

=

o ) 4 A u'(x) Sur [2;4], €/ est au-dessus de |'axe des abscisses,
*Ona flx)=x— =X—4x Y A
(x=1)2 () do:wc f(x) est positive sur [2;4].
avec ulx)=x+1 et u'lx)=1. J; f(x) dx représente donc l'aire du domaine
La forme —”5 admet pour primitive ..% . limité par la courbe €., I'axe des abscisses et
u les droites d'équations x=2 et x=4; cette aire

Ainsi, une primitive de f sur ]-1;+ o[ estdéfi-  est exprimée en unités d'aire.
nie par :

2 4
7 2 Par définition, [ " x) dx = F(4) - F(0).

Or F(4) = % et F(0) =4, donc:

4

Par définition, fz f(x) dx = F(4) - F(2).
4

L Fl)dx = 44 _4_44_20 24

o, Fg)= 2 4+2-48 ot F)- 10, 5 o i
4 Cette intégrale est positive, mais la fonction f n'est
dORCLfIXJdX=%1-13—U=%h%=%- pas positive sur [0; 4].
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> voir

Exercices
60 a 64

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, pour tous 4
les réels a, b et ¢ de /:

f: flx)dx + fbc flx)dx = f: flx)dx.

Interprétation dans le cas ol f est positive sur / et a= b= c: A+ e, =4

Cette relation se démontre facilement en utilisant la définition de I'intégrale :

F(b) - F(a) + F(c) - F(b) = F(c) - Fla) .
r__liﬂéalﬂé_@)_
S

oit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; 8] .

b b
® o étant un réel quelconque, f a - flx)dx = af flx)dx .
a a

b b b
. fa (fx)dx+ g(x)) dx = L fix) dx +fa g(x)dx.

m ordre ) -

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle /,
et o et b deux réelsde /, avec a=<b.

Si, pour tout x de [a; b],ona flx) < g(x), alors :

f: F(x) dx < f:’ alx) dx.

Interprétation dans le cas od f est positive sur [o; 6] : i, < sd,.

BN preuve b
Si f= g sur [a; 8], alors la différence g - f est positive sur [a; b], et, par suite, fu (g-fl(x)dx=0 .

b b
D'apres la linéarité, on obtient j glx)dx - f f(x)dx = 0, d'ou I'inégalité recherchée.
a a

;Mummnne
définition

La valeur moyenne d'une fonction f continue sur l'intervalle [a; b] est le nombre g défini par :

b
1
u= b-ﬂfa fx)dx.

M Interprétation
Dans le cas oli f est une fonction positive sur l'intervalle [a: b],

cette valeur moyenne u est la hauteur du rectangle ABCD, T e

de base (b - g), ayant la méme aire & que le domaine en bleu :

ci-contre : A
od=p.(b-a. o

() On peut sortir le réel & du signe somme, et I'intégrale d'une somme est la somme des intégrales,
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Propriétés de 'intégrale

7

f

- :’(. . L eLLLL qus | L B Ll

Dans le cas ol f Et g sont deux fonctions contlnues et pnsmves sur [a b]
s, j f(x)dx, .ﬂz-J’ g(x)dx et A= f (f[x] +g[x)] dx.

Laire s4 du domaine hachuré en rouge est égale a la somme

des aires o, et s,

(F+ g)(x) |--

Sur la figure ci-contre, on considére :

- la courbe €, représentant une fonction f continue

sur [2:12] ;

- la parabole % d'équation y= - ;xz +2x-3;

- la droite @ d'éguation y= %x+ 4

On considére |'aire, notée 4, de I'ensemble des points "f
MOx: y) vérifi 4=x=8
X y) verifiant 0<y<=flx 0
1° Avec |'aide de la figure, justifier que, pour tout x de [4;8], - :’ b ohitad
2° En déduire un encadrement de Iaire A . 57 & 59

méthode

conservation de I'ordre dans le calcul intégral.

On encadre la fonction f par deux fonctions g et h dont on connait des primitives et on utilise la

1° Par lecture graphique, la courbe €, est située

au-dessus de @ et en dessous de % sur l'inter-

valle [4 ;8] ; on en déduit :

SR el o -__::_1
g~ +2x-3 =< f(x) 2x+2.

2° Sur [4 ; 8], € est au-dessus de |'axe des
abscisses. Par conséquent :

o = ff f(x)dx .

Comme l'ordre est conservé par intégration,

de I'encadrement de f(x) on déduit :

By oy 8
L [+ g% +2x—3]dx = L fix)dx

= jf [%xz +2]dx

Une primitive de la fonction g définie sur R par:
g(x) = - %x2+ 2x-3
est la fonction G définie par :
G(x) =- iljf-xs+x2—3.
Une primitive de la fonction h définie sur R par :
h(x) = %x +2
est la fonction H définie par :
H(x) = %x* +2x.
Par conséquent :

ff("ﬁ“ +2x-3)dx = 6(8)- 6(2) =3 - % -4

et L EHz] dx = H(8) - H(2) = 32 - 12 = 20,

On en déduit que
I'aire & étant exprimée en unités daire.
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B oir
Exercices
65 d 68

méthode

Calcul d’aires

ESDit f la fonction définie sur R
ipar f(x) =-x+(2x+1)e™*,

:0n a tracé une partie de sa repré-
isentation graphique ¢ dans un
‘repére orthonormal (0 ; 7, )
:d'unité graphique 4 cm.

17 Soit G la fonction définie sur R
ipar G(x) = (ox+ b)e*, 00 oet b
isont des nombres réels.

© a) Déterminer @ et b pourque G

1°a) G estune primitive de g sur
R signifie que, pour tout réel x:

G'(x) = glx).
b) La fonction f est une somme,

Une primitive de v+ v est U+ V,
ol U est une primitive de v et V
une primitive de v.

2° |l faut s'aider du graphique
pour visualiser & et & et ne pas
oublier que, I'unité graphique étant

ésoit une primitive de la fonction g
‘définie sur R par :
i glx) = (2x+ 1) e,

;'bj En déduire une primitive de f sur R.

12°a) Soit € la partie du plan délimitée par €

I'aire des abscisses et les droites d'équation x= - ; :'

et x=0.
EUn note E l'aire, exprimeée en l:mz, de la partie & .
Calculer la valeur exacte de E.

b) En déduire 'aire S, en em?, de la partie du plan |

-, ensemble des points M(x, y) vérifiant :
| —% =x=0

-x=<y=< f(x)

* Le calcul d'aire s'interpréte en un calcul d'intégrale.

4 cm, l'unité d'aire est égale a
16 cm?.

a) On cherche I'aire & : on doit
vérifier que la courbe est située au-dessus de
I'axe des abscisses et on calcule I'intégrale :

0
f , fix)dx
2

On demande la valeur exacte : certainement le
nombre e va apparaitre dans I'expression.

b) Le systeme d'inéquations indique que |'on cherche
I'aire de [a partie entre la droite & et la courbe ¥

limitée par les droites verticales d'équations x = - ;
et x=0.

® On utilise la méthode d'identification pour déterminer @ et b en résolvant un systéme.

;1 a) Pour tout réel x, la fonction G est dérivable ; 2° ) Sur |_% :Olr fa-couibe B eobausdessusdi

G'(x)=0e*-(ax+ be*=(-ax+a-be™

Eﬁe (-ox+a-b)e X et 2x+ 1) e .
;Les réels o et b vérifient donc :

og=-2
b=-3

-g=2

a-b=1 =

Par conséquent, pour tout réel x:
i Glx) =(-2x-3)e*.

ide fsur R est définie par :

AWM= 6= - X 4 2x- e,
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Or. Flo)=-3 et F(—%] =

Done, E= (2,,-"'&_-

ECc—mme. pour tout réel x, G'(x) = g(x), on identi- Ve e alsclsses, done::

0
£ f_% flx) dx = F(0) - F(- 1).

1ok

23] u.a= (32,/e -46) cm?,

8

e b) On remarque sur le graphique que & est consti-
) Comme f(x) =~ x+ g(x), alors une primitive F tuée de f et dutriangle OAP, d'aire 2 cm?.

i Par conséquent , en cm? :

S=32,€ -46-2=32/¢ -48.




B Indice de concentration

travaux

La courbe ci-dessous, appelée courbe de Lorenz, rend compte de la concentration du revenu des ménages dingés
~en France.

en % du revenu

- Coefficient de Gini e

- Plus la courbe de Lorenz est éloignée
. de la premiére bissectrice, plus la concen-
 tration de la grandeur étudiée est forte ; 80
" on la mesure 4 'aide d'un indice : I'indice
. de concentration, ou coefficient de GINL.

C'est e quotient :

aire de concentration
aire du triangle OAB '

?=

ou la surface de concentration est la
- surface en vert comprise entre la courbe 40
© de Lorenz et la diagonale [0B].

Le coefficient de Gini est compris entre
‘D et1:

-si y=0, la répartition est parfaitement L e
. égalitaire ;

-si ¥=1, larépartition est parfaitement ey
- inégalitaire. V. . Al
e 3 20 40 60 80 100

en % des menages

Source : Insee, enquéte Actifs financiers, 1991-1992 paru dans
« Les données sociales de la France », 1996,

3 Un exemple de lecture sur la courbe

Les 40 % des ménages les plus pauvres en revenu se partagent 18 % du total des revenus des ménages.
ga} Sur la courbe de Lorenz du revenu, interpréter le point C(75 ; 50).

b) Quelle part du total des revenus les 20 % des ménages les plus riches se partagent-ils ?

3 On considére la fonction f définie sur [0 ;1] par f(x) = x3-0,5x% + 0,5x.

‘La courbe €, fournie une approche acceptable de la courbe de concentration du revenu. B voir
" Exercices
-a) Calculer les images de 0, de 1 etde 0,5. 75 et 76

gb) Calculer le coefficient de Gini du revenu obtenu & |'aide de cette fonction.

;) On considére la fonction g définie sur [0; 1] par g(x) = 0,2x.e16X = %x. Eg—x.

La courbe (Eg donne une autre approche a la courbe de LORENZ du revenu.

a) Calculer g(0), g(1) et g(0,5) a 0,01 pres.

h} Montrer qu'une primitive de g est la fonction G définie sur [0; 1] par G(x) = (%x - é‘i&) egx .

¢} Caleuler le coefficient de Gini du revenu obtenu a I'aide de cette fonction.
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travaux
dirigés

= voir
rercices
W2 et Fd

--)Su,rp_lus des consommateurs et des producteurs

Dans la théorie économique de |'offre et de la demande, un produit courant est offert sur le marché
par les producteurs suivant une fonction f, et ce produit est demandé par les consommateurs sui-
vant une fonction de demande g.

Au point E d'équilibre du marché, le prix p, .
demandé par les consommateurs correspond au priX
prix d'offre des producteurs, et la quantité échan-
gee sur le marché a ce prix est égale 3 go-
Cependant, tous les consommateurs qui étaient Pt
préts a payer plus cher (au-dessus du prix p,) réa-
lisent une économie. Ce qu'économise |'ensemble
de ces consommateurs est représenté par la région
en vert et sa valeur est le surplus des consomma- |
teurs, donné par: 0 s guantité q

Go
Sd=fn gixjdx =pgyxqg.

De méme, tous les producteurs préts a vendre & moindre prix (en dessous du prix d'équilibre Po)
réalisent un gain supplémentaire. Le gain total de ces producteurs est représenté par la région en

bleu et sa valeur est le surplus des producteurs, donné par So=PpXGg- f o f(x)dx.
0

demande

== Applications

-Sur un marché en concurrence parfaite, les fonctions d'offre et de demande d'un produit sont définies
sur [0;15] par flx) =08x+27 et g(x)=-0,1x%2=45, ol x estla quantité en milliers, et f(x) et
-g(x) sont des prix unitaires, en euros.

7B 2) Construire les courbes d'offre et de demande.
b) Calculer la quantité d'équilibre q,, et le prix d'équilibre Py-

9 Déterminer |e surplus des consommateurs et le surplus des producteurs en euros.

& Les quantités sont en milliers et le prix en euros par unité, donc le surplus est en milliers d'euros.
q p p

) Valeur moyenne (oapmsac

;Sur une portion de 6 km de boulevard périphérique, le trafic peut étre perturbé entre 7 h et 11 h du matin.
-Au début de cette portion, un panneau indique, 4 chaque instant, le temps de parcours d'un véhicule
:sur ces 6 kilométres.

EDn modélise I'évolution du trafic a I'aide de la fonction f définie sur [1 ;5] par f(t)= 8e '—“r—t +4

‘Le nombre £(t) est alors le temps de parcours indiqué sur le panneau, et exprimeé en minute, 4 un
‘instant t, exprimé en heure. Il est 7 h du matin a 'instant t= 1.

Le panneau indique « trafic fluide » s'il faut moins de 6 minutes pour parcourir les 6 kilométres :
il indique « trafic perturbé » s'il faut plus de 11 minutes.

;) a) Etudier les variations de £ sur [1;5] et dresser son tableau des variations.
;h) En déduire que le trafic n'est pas fluide 4 7 h 10 min et qu'il ne I'est plus jusqu'a 11 h.

D Soit g la fonction définie sur [1;5] par g(t) = (Int)2.
~a) Calculer g'(t) et en déduire une primitive de f sur [1:5].

-b) Déterminer, a une minute prés, la valeur moyenne du temps nécessaire pour parcourir les 6 kilométres
‘entre 7 h et 11 h du matin.
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m Primitives d’une fonction f sur un intervalle

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle /.

® Une primitive de f sur | est une fonction F dérivable sur [ telle que F'(x) =f(x).
® Les primitives de f sur / sontde la forme x+> G(x) = Fx) + k, ou k est réel.

» Les primitives s'obtiennent par lecture inverse du tableau des dérivees. P Voir Rabars
de couverture VI

m Intégrale d’une fonction entre a et b

Si F est une primitive de f sur [, I'intégrale de f entre deux réels a et b de / estle nombre :

fb f(x) dx = F(b) - F(a)

m Propriétés de Uintégrale

* 'intégrale d'une somme est la somme des intégrales.

*Si f))=0 sur [a;8], alorsf f(x)dx =0. ®Si flx) = g(x),alors I Flx)dx = f glddx.
a

trouver _
une primitive

Comment faire?

ve somme de fonctions dont on connait une primitive
.“smﬂmt est la somme des primitives

es formes u".u’ ; i T LT A
' u? u
rement en multipliant ou en divisant

ynction continue et positive sur un intervalle [o ; 6],

h tie du plan limitée par la !
. xe des abscisses et les €
tions x=0 et x=b ok
calculer e %ﬁ%«ﬂ’ﬁm de ce domaine & !‘/
une aire i a=x=b
- g1
sous une 5} b . 0=y=flx
courbe € a.'Ea ] f"*_m détermine une L ;
" sur [a;b], oncalcule o177 b
1; *lﬂglﬁérerme F{b) - Fla)
{";“; - : _-. L
e 1 g mii’fﬁd?ifre (1 unité de x) x (1 unité de y)
it*‘?'_-_'__!-:.'l L'i‘f' : hﬁuiﬂ‘—p-}“ i«
i : ' s gtm#contmuesur [a ; bl, la valeur moyenne de f
calculer “‘E%ﬁkﬁe nombre = — j flx) dx
une valeur o5
moyenne it _-; fﬁfﬁﬁ; I: prodmtdes umtrs de x etde y,etlavaleur
|
% e :
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exercices

La page de calcul

J Etudier |e signe des expressions suivantes

Al)=14 3 __2X-1 ¢, R ;

X-1 x%2_x
E(xl-g' :E sur [ ;
C{x}—%-xf—aﬂ sur ]0; + o[ ;
Dlx}—‘x 7 % sur 12 ; + o[

3 Etudier le signe des expressions suivantes :

o . .
:'%[x:l—x_1 2 sur JO; + o9 ;
3 .
B[x}-2x+1-;ﬁ sur J-eo:-1[;
Clx) = e2X_2eX-3 sur R ;
X
Dx)=—5" -2 sur JO ; + of.

ex -1

2. Transformation d’écriture

- I On considére Ia fonction  définie sur ]2 ; + e[ par :

-2x -1
flx) =
: { - Hl[x -2)°
- Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x de
(1240

flx) =a+ I WS
X -

B On considere la fonction f définie sur JO ; + o[ par :

) X E 2 g
: x[x + 1)
- Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x de
110+ ool : g

_ £
flx) = ax+ P

B On considére |a fonction f définie sur R par :

: et +2

i eX+1’

: Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x de [ :
: b e*

eX el

flx) =

flx) = a+
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3° Soit £(x) =

b) Flx) =

£ 3° Soit f(x) =

) Flx =

3% Soit £ =~ ]

;Puur les exercices 6 a 9, de quelle(s) fonction(s) F, la fonc-
i tion f donnée est-eile la dérivée 7

3 1° Soit flx) =3x2-4x+1:

16) F() = x(x-1)2;

1 2° Soit )=

b] Flo) =

x2(x - 132

) Fi= 2X2-1

x{x=-1)"

3 1° Soit f(x) = e®¥*-x+1 .

(Bx = 1)edx*-x+1.

12° Soit fl= 2XE1_

b) Flx) =(-2x-1)In(-x2-x+1};

eK
*+1'

In(e*+1):

91 Soit Flx)=2eX-2x+1:

;b] Flx)=2e*X— x2 4 x:

;2“ Soit f(x) = 6e2X— 2¢7¥:
'b) Flx) = 362X = 2¢°;

1

éb] Fix)==In{x+1)-1;

-2x242x-1, - T 1
:a) Flx) = xt%

a) Flx)

¢) Flx) =e*(3e*+ 2e-2%),

c) Flx) =

a) Flx)=6x-4:

c) Flx)=x3-2x2+ x-3.

a) Flx =

c) Flx) = J%

-1

-dx +2

¢) Flx) = =17

a) Flg=e®*-T;
) Flx)=8x-1+e¥x -x+1,
1
a) Flx)= ———
) X -x2-x41

c) Fixd=In(-x2-x+1).

a) Flx)=

ef+1

c) Flx) = X7

a) Flx)=e2¥_x

) Flx)

24 x:

=2e"-x?+ x-3.

=3e?¥4 20 %

a) F[x]l=|n[x+

7

In(x+1).

p—




exercices

P Primitives

8x - 2x2

1. Vrai ou faux - 13D % Soit £ la fonction définie sur 12 ; + <[ par :

3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
éa] Si f'(x) = g'(x) surun intervalle /, alors f et g sont des
i primitives sur [ d'une méme fonction.

:b) Soit f et g deux fonctions définies sur B par :

j Flx)=x+1 et gl¥)=x2+x-1.

ig est une primitive de f sur [ .

ic) Soit f et g deux fonctions définies sur J- 1;+ o[ par:

B 2x + 1
Flx) = X+1 x+1"

f et g sont des primitives d'une méme fonction.

et glx)=

3 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Ea] 5i, pour tout réel x, f(x) =e*, alors f est une primitive
ide fsur R.

Ehj Une primitive de la fonction logarithme sur 0 ; + =[ estla
:fonction inverse.

.¢) u étant une fonction dérivable sur | et ne sannulant pas

‘sur /, alors -,L est une primitive de 52

; u

id) Soit f et g deux fonctions définies sur R par -
: fd=In(x2+3) et g(x)= -22"3 .
i X< +

if est une primitive de g sur R.

| 2. Recherche de primitives

3 Pour chacune des fonctions f suivantes, trouver une
iprimitive sur l'intervalle donné :
‘a) sur R, flx) =3x%+5x-3;

éh]sur]0;+o-:[, f{x}=3-%;

: X

o) sur J-=; 0[, f{x}=—x2+iz;

C X

: P oh _ B
E-:1)*sur |3,+ [ flx) = x+1 [2x-3p2'
‘e)sur R, flx) = (2 - %)%,

-12) % Déterminer la primitive sur ]0 ; + =[ de chacune

:des fonctions f prenant la valeur y, lorsque x vaut x,.
|

a) flx) =3x+—,

2 Xp=12 et =1

EI:-] f[x]:?x—xsj-, Xp=1 et yy=0;

;t] flx)=-x24x-3,
d) Fld = x3 (x4 -1),

Xp=1 et y=2;
x3=0 et

ée) sur [1:10],

Flx) = :
h (x-2)?

éa] Pour quelles valeurs de x, f(x) est-elle positive ou nulle ?
Eb] Déterminer deux réels o et b tels que, sur ]2 ; + 2[:
: b

flx)=a+ 7
(x-2)

?c] En déduire la primitive F sur ]2 ; + =[ de f telle que
SF(3) =1.

3. Avec In et exp

}’ Connaissant la fonction logarithme népérien, détermi-
: ner une primitive de Ia fonction f sur l'intervalle donné :

3Ea]sur 105+, f[x]zax-1+%;
é:b]sur 13+, f(x}=x—13 +x-1;
EEJSW]'I:H'J[. f[x]=1fx+;;
'” - M=y

2 i
)= 222X20
X

15 ) On considére |a fonction fdéfinie sur ]3 ; + = par :

(x) = 2x+6
(x+1)(x-3)"

éa] Déterminer deux réels o et b tels que, sur 13 ; + =<[:

=
Iq{'ﬂ_m—3+)r+‘l '

é’h] En déduire une primitive de f sur |3 ;+ =[.

1-6 ) * On considére la fonction £ définie sur I— w ;- %{

 par : .
i f[x]=‘2x +Ex+2_
(1-x}2x+ 1)
éa] Determiner trois réels @, b et ¢ tels que, sur |~ w; - ;‘ :
: B S -
flx) = o+ T=x " 2x+1

%h] En déduire une primitive de f sur l- ;= ;[ .
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17 ) On considére la fonction g définie sur 0 ; + o[ par:
i glx) = xInx-x.
Ea] Calculer sa dérivée g'.

b) En déduire une primitive sur ]0 ; + =[ de la fonction f défi-
inie par flx} =3 Inx-2x.

@ Connaissant la fonction exponentielle x> e*, trouver
une primitive de la fonction f sur [ :

:Ea] flx)=e*-2x+1: b) flx) = x2 + e-2x+3 ;

E5':] flx) = e2¥ - 2e* 4+ 1 ; d) Fx) = 3(e991% 4+ 1),
B On considére la fonction g définie sur | par:
glx)=Inle*+1)-x

i:a] Calculer sa dérivée g'.

b} En déduire une primitive sur R de f définie par:

flx) = -“r T

20 ) On considére la fonction i définie sur R par:
h(x) = (x - 2) e95x,

éa] Calculer sa dérivée h'.

Eb} En déduire une primitive sur R de f définie par:

: f(x) = 0,03 x.e%5%,

21 ) W On considére la fonction f définie sur R par :
: flx) = (2x + 3)e?*.
ESOit g la fonction définie sur B par:
g(x) = (ax + b) e?¥,
‘ol a et b désignent deux nombres réels.

éDéterminer o et b pourque g soit une primitive de f sur .

4. Petites applications

@ * Un coit marginal, exprimé en centaines d'euros par
tﬂnrre. est donné par :

g(x) =50 - 6x2 + 4x3,

Elnrsque le volume de production est de x tonnes, x compris
‘entre O et 5.

{ Déterminer le coit total de production de x tonnes sachant
i que les colts fixes se montent @ 2 000 €.
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 que

B ¥ Les coits fixes d'une production sont de 7 500 € .
Le coit marginal, en € par unité, est donné par :

g(x) = 0,003 (x - 500)2 + 75, avec x € [0;1000].

Déterminer le colt total de production.

24) J K Le coiit marginal de production C,, est repré-
i senté par une partie de parabole ? pour g € [0 ; + =[.

D

LD L
L0+ @ 6/

1° Justifier que la courbe ¢ peut représenter le colit total
: de production correspondant.

o

a) Déterminer la fonction C,, du coit marginal sachant

Cqlg)=k.lg- a)?+ B,

Em} k, o et f sont des nombres que I'on déterminera,

éh) En déduire I'expression CT{g) du coit total pour g uni-
i tés produites.

25 ) ¥ Le coit marginal, en centaines d'euros par tonne, est:

C'lg)=e 0294+ 2q+5.

i Sachant que les coiits fixes sont de 3 000 €, déterminer le
: colit total en fonction de la quantité g en tonnes.

26) * Le prix marginal pour la demande d'un produit est :

LK
p'(x) =0,1e 500,

ol x est la quantité demandée en kilogramme et le prix est
i exprimé en euros par kg.

Déterminer la fonction de demande de ce produit, sachant que
i lorsque la demande est de 600 kg, le prix est de 30 €.

27 ) %K Le revenu marginal pour la vente d'un produit est:

166

R'(x) =50 -x+ 5 7 7.

Eou x est la quantité dans [0 ; 60] et le revenu marginal est
i exprimé en € par unité.

a) Etudier le signe de R'(x) .

{ En déduire le sens de variation du revenu R.

i b) Déterminer le revenu pour la vente de ce produit, sachant
i que le revenu est nul lorsque x=0.
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exercices

j)lntégra_les .

| 1. Vrai ou faux

:D Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

) F étant une primitive de £ sur [o: b] :

f ® fix) dx = Fla) - F(b) :

X
:;h]J; 2dt =2x pour tout réel x;

- 1
_éc]f xdx =0; d]f03x2dx=3;
R S8

24 1
ie]fidx=ln2; f]f efdx=e,
A 0

E Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
L2 ,

‘a) fz (x3-3x2 +4x-1)dx >0:

20 10

ib]J’ x2dx =0 et f x2dx =0:

i Jio 20

g 2

‘) fo = x)dx estune aire ;

i 4
d) L x2dx est |'aire, exprimée en unités d'aire, de la

portion de plan comprise entre I'axe des abscisses, la courbe
‘d'équation y=x? et les droites d'équation x=1 et x=4

2. Calculs de base

30 Calculer les intégrales suivantes -

: 2 ]

b t-—|dt
) f1 [ tEJ

2 1
=1+ Q]dr :
0.5 t

-y
;e]J; (0,03x2 - 2x + 1) dx .

'31) Calculer les intégrales suivantes :

a) J:ftz
:d] [—'z {xz-

—n-l]lzir,-l::]fI (x2
-1

—l}d:f;l:}fz—r
g

2 1
4 4
L dx ; dt: f —__d¢
x-!] 8 er {1+rr3 }Lft-zmz

| peut s'écrire sous la forme réduite gx+ b+ —

t:] joz[4ex+eldx -

rn51 x4
. esgdx o
ie]an:a '

2 ) X Soit f définie sur [0;+ =] par flx)= o Al

i (2x+1)3
- Mentrer qu'il existe deux réels a et b tels que :
: b
g —9 &
(2x + 1)2 12,1':+'|]3

1
- En déduire fﬂ flx) dx .

: 3. Avec In et exp

:B Calculer les intégrales suivantes :

i 2 2
3 X +X 2
ga]£1x+2dx b]f

::* a) Montrer que, pour tout réel x distinct de 2 :

3 1___x-86

TR e e
1
- b) En déduire la valeur de I'intégrale f Yool
14 (x “2}

35 ) Soit f la fonction définie sur ]- 1 ;2[ par :

2x2+x 13

f
= x2-x-2

SMuntrer que, pour tout x de ]-1:2[:

. 4
fld = 2 -2 k¥l

] 1
i Calculer alors l'intégrale f flx)dx .
! 0

36 ) Montrer que, pour  x#2, flx)= X2-2X+5

X—=2

x-2°

i 5
| En déduire I'intégrale [ Fx) dx .
H 3

3 Calculer les intégrales suivantes. (On donnera la valeur
 exacte, puis 1a valeur arrondie & 3 chiffres significatifs)

a} J:{e"—:ildx ;

1
b) f (2% -eXdx ;
-1

d) J:{ex—c“]dx :

in 2
ﬂfa (€2t 4 et - g)dt .
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:B % Calculer les intégrales suivantes. (On pourra utiliser

éla forme “ﬁ J

In6  @x fln 10 Je—X

a)l|] £ X:
;aJJ;nz eX+2 ax b) T+e*

In2 Ix

9f "

: Jo e +4

39 ) W Calculer les intégrales suivantes (on pourra utiliser

ila forme u'.u):

e In 10
a]f i"TMI:!):; b}j eX(eX-3)dx ;
1 In3

& x X
: 40 Montrer que, pour tout réel x, = —ex_ & .
; 1 +e* 1+e%

5;En déduire la valeur des intégrales :
i In2 2x in2 X
I=j e—xdx et J=J. & JE,
o 1+e Q

e+

. 441 H Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout

. .o 2eX-3 beX
g.wcii:]IZ).+=’“*[.II”"15"t eXx—1 Jtex—q-
In 4 i

:En déduire 'intégrale [= j 22; 3 dx.

= nz € =1

:Donner la valeur de | sousla forme Ing, ol c est un rationnel.

:B Soit f et g les fonctions définies sur JO ; + %[ par:
x2
flx) = ?-Inx et glx)=xInx-x,

éa] Calculer la dérivée de g.
:En déduire une primitive F de f sur ]O; +o[.

e
:b) Calculer alors l'intégrale L Flx)dx .

43 ) ¥ Déterminer la dérivée de la fonction h définie sur

]{} 4 par h(x)=(x-4)In(4-x) - xInx.

“Xdx .

En déduire la valeur exacte de |'intégrale f In "x_

:) Y 1° Calculer la dérivée de la fonction £ définie sur

R Pl flx)=In(4 +e-*
:Exprimer cette dérivée a l'aide de e" 3

In2
:2° En déduire la valeur de l'intégrale jﬂ —

ALEUL INTEGRAL

. 45 % 0n considére la fonction f définie sur R par:

fix) = (x% + 2x - 3) e*.

E'I" Déterminer les nombres o, b et ¢ tels que la fonction F
: définie sur [ par:

Flx) = [ox2? + bx + c) e¥

:'gsuit une primitive de f sur 2.

i 0
i 2° En déduire l'intégrale f 5 flx)dx .

46 ) % % 1° Soit g la fonction définie sur R par:

J:’

b glx = e"+]'

Ea] Déterminer une primitive G de g sur R.

i\ fa i P

éb] Veérifier que T 1=glx)sur R.

§2° Soit f la fonction définie sur B par:

: 4
flx)=x+2- a7

0
ta) Calculer Ha) = L flx)dx .

%h) Déterminer la limite de /{a) lorsque a tend vers — .

47 ) ¥ On considére la fonction £ définie sur R par:

Flx) = xe-002x,

E:1“ Déterminer les réels @ et b pour que la fonction F définie
isur B par:
: F(x) = (ax + b) e~ 002

i soit une primitive de f sur B .

: 100
: 2% En déduire |a valeur exacte de f fx)dx, puis la valeur
tarrondie & 1072 prés. .

4. Calcul d’aires

: 48) Calculer I'aire, en cm?, du domaine en rose.
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:D Calculer |'aire, en cm?Z, du domaine en rose.

§ ; y=4x2_[1 - x3)

®
0) %K Lacourbe € tracéea pour équation y=
{x2 F1)?2°
'|'1=H.-‘E[;+_:I.\J:E

1

f=1 ¥=.25

1° Déterminer 'aire </, du domaine limité par la courbe, I'axe
“des abscisses et la droite & d'équation x =1 [en unités d'aire).

2% a) Donner une équation de la tangente T 4 € a l'origine.
b) Préciser la position de ¢ parrapportd T sur [0;1].

-¢) Calculer I'aire .=/, du triangle déterminé par T, I'axe des
-abscisses et & (en unités d'aire).

§3° Déduire des questions précédentes I'aire =/ du domaine
limité par €, T et la droite & (en unités d'aires).

e
4° a) Calculer [(ex) = J

éstrittement positif.

dx , avec @ un réel
{x? + 1]2

éb] Déterminer la limite de /(@) lorsque @ tend vers + = .
‘Interpréter graphiguement ce résultat.

51) lacourbe % ci-dessous a pour équation :
{ S

| % 4 %X 2x+5;

‘et la courbe I a pour éguation y = 3% .
i X

= 1 y

(]
— =
m-
5

- est une primitive de la fonction g définie par g(x) =

- 1° Pour chacun des deux graphiques précédents, définir, a 'aide
: d'un systéme d'inéquations, I'ensemble des points M(x:y) du
 plan du domaine en bleu.

2° Calculer |'aire de ces domaines (en unités d'aire).

2) % Soit f la fonction définie sur 10 ; + =[ par :

fix) = 2’”’"H: ]

éct ‘¢ la courbe représentative dans un repére orthonormal
id'unité 2 cm. La droite & a pour équation y=x-1.

17 a) Montrer que f{x) =0 sur [1;+[.
 b) Montrer que la fonction G, définie sur 10 ; + o[ par :

G(x) = (Inx)?,

2Inx
e

 ¢) Calculer I'aire, en cm?, du domaine limité par la courbe €,
i I'axe des abscisses et les droites d'équations x=1 et x=¢.

2° a) Montrer que & est asymptote 8 € en + o,

b) Etablir les positions relatives de la courbe € et de la droite
{9 sur O+ .

 ¢) Calculer I'aire, en ecm?, du domaine limité par &, I'axe des
: abscisses et la droite d'équation x=e.

3° Déduire des questions précédentes I'aire, en cm?, du domaine
 limité par la courbe €, la droite & et les droites d'équations

x=1et x=

- 53 Soit la fonction f définie sur R par :

flx) = x;‘ X,

et €; sa courbe représentative ci-dessous.

: 0
:On pose J= I_ ] fix) dx

=il d e (Hr-4"
AN

=-1. T=1i

1° A I'aide d'une interprétation graphique, justifier |'encadre-
iment 1=J/=2.

2° a) Calculer la dérivée de la fonction F définie sur R par
F(x) = (x+ 2)e*.

b) En déduire une primitive de f sur R.

 ¢) Calculer la valeur exacte de J.
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@
»

égrale

1. Vrai ou faux

:ﬁ Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
ia) La valeur moyenne de x+> x sur [2 ;4] est 6.
b) La valeur moyenne de x> l sur [2;4] est In(y2).

;c] Si la valeur moyenne de f sur [o; b] est 3 et silavaleur
i moyenne de g sur [o; b] est - 3, alors la valeur moyenne
é’de f+g sur [a;b] est O.

2. Relation de Chasles

B5 ) La courbe € donnée ci-dessous est la représentation
égraphique de la fonction f définie et continue sur [0 ; 6] .
;Pcur xe[0:2], flx)=x2; y

i y=x+2
ipour x€[2;86], flx)=x+2.

2

17 Calculer L flx)dx,

6

 puis fz flx) dx

; o Jr=2

:2° En déduire f flxjdx . } 2
: A 0 1 6

@ On considére |a fonction f définie sur [- 2 ;4] par:

F) = - Jx +1 sur [-2:2] et fl)= 5 sur [2;4]

1° Représenter la fonction f dans un repére orthonormal (0:7,7).
: f est-elle une fonction continue sur [-2 ;4] ?

i 4
: 2° Calculer f ; flx)dx , si cela est possible.

| 3. Encadrement d’intégrale

D Dans un repere orthonermal (0 ; 7, J 7), ondonne une

;partle de la courbe € représentative d'une fonction f
i définie et dérivable sur R .
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:SE & 1° Calculer I = f X

i 1° a) Lire graphiguement '(3).
: En déduire I'équation réduite de |a tangente T & € en E.
b) Déterminer |'éguation réduite de la droite (AB) .

c) Justifier a I'aide du graphique que, pour tout xde [2:4]:
i 1 1

aX— 5 =fld= —x -3
:2° On pose = L flx) dx .
Déduire de ce qui précede que 2 = /= g :

58 ) Le graphique ci-dessous visualise, sur une calcula-
trice graphique, le tracé de trois courbes sur [- 1+ =[:

% d'équation y=x+1-xe™*
% d'équation y=x+1,
I la tangente a ¥ au point d'abscisse 1.

'|'1 H+1 H*e“( "o

=

1 L s 16321208

N

| =
P

i 1° a) Montrer que % est asymptoted € en + .

éb} Etudier la position relative de & et € sur [-1;+%[.
i 2° a) Déterminer I'équation réduite de T.

b) Montrer que la fonction x— xe™ admet ?_, pour maxi-
imumsur [- 1+ %[.

En déduire la position relative de T et € sur [- 1 ;+ =[.

3° a) Montrer que, pour tout x de [0;3]:

X+1-g<=x+l-xe=sx+1,

b) En déduire un encadrement de :

3
Fom fo (x+1-xe=Xdx .

o 1+ x?
R

| 2° Soit F2=f A%

o 1+ x2

 Calculer 1, + 1, . En déduire la valeur de 1, .
§3° Comparer x, x% et x? sur [0;1].

: En déduire un encadrement de /= = Sl

0 1+x?
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3_\[31e_u_unnyenne
@ On considére la fonc- ¥

ition f définie sur [0;10],
‘dont la représentation gra-
-phique est la parabole €
‘ci-contre. 204

1 Déterminer e et f tels
que flx)=(x-a)?+ 8.

_ ol .
-2° Calculer la valeur moy- . : X

‘enne u de fsur [0;10]. 0] 1 6 10
‘Représenter cette valeur sur le graphique.

3 La courbe € ci-dessous visualise |a coupe d'une zone
de collines : I'ordonnée du point M de % représente I'alti-
‘tude (en métres) d'un lieu situé & une distance horizontale x
(en kilomeétres) d'un village A.

hauteur (en m) c

400 -

25 35
distance (en km)

ét}n a modélisé cette altitude, pour x € [0 ; 35], par :
flx) =-008x3 +36x2-30x+ 150.

11° Calculer la hauteur moyenne sur ces 35 kilométres,
2° a) Etudier les variations de f sur [0 35].

b) Retrouver que la colline culmine & une hauteur de 400 m
et que le creux de la vallée est & 80 m.

b
@ * ok Surplus des consommateurs (voir T.D. 3)

‘La courbe d'offre d'un produit est définie par la relation liant
‘quantité offerte g (en tonnes) et prix unitaire p (en € par kg) :
p=10x1,019,

‘La courbe de demande est définie par la relation liant quantité
‘demandée et prix unitaire p= 50 x 0,989.

_:a] Déterminer la valeur exacte de la quantité d'équilibre, puis
‘sa valeur arrondie entiére g, .

?En déduire le prix d'équilibre p, & I'unité prés.

b) Calculer la valeur moyenne du prix d'offre des producteurs
‘pour une quantité de 50 ¢ & 60 t.

‘Comparer avec e prix d'équilibre p, .

'¢) En prenant iy pour quantite d'équilibre, calculer le surplus
‘des consommateurs ; en donner une valeur approchée entiére.

£ 63) ¥ Une culture de bactéries a un rythme de croissance

: modélisé par la fonction P’ définie par :

: ey 3000

: Pt = 5 025e

‘ol t estle temps écoulé en jours.

:Au temps t=0, la culture compte 1000 bactéries.

1° Evaluer, a 'unité prés, le nombre de bactéries apparues entre

ile 5¢ etle 10° jour.

?2“ a) Déterminer P(t), le nombre de bactéries aprés t jours.

b) Evaluer le nombre de bactéries aprés trois jours.

i) Aprés combien de jours le nombre de bactéries dépassera-

it-il 120007

:3° a) Etudier le sens de variation de la fonction P sur [0 ; + <[,

éh] Calculer la limite de P en + =,

) Tracer |a représentation graphique de P dans un repére

:orthogonal.

%4“ On consideére la fonction H définie sur [0 ; + =[ par :
H(t) = 48 000(1 + 0,25¢) In(1 + 0,25¢) - 11 000¢.

Ea] Montrer que H est une primitive de P sur [0; + =[.

{b) Calculer le nombre moyen de bactéries entre le 10° et le
120° jour

@ % A cause du manque d'oxygéne, les truites d'un lac
“sont en train de disparaitre,

Le rythme d'évolution de la population de truites est modélisé
;par la fonction P’ définie par : ;

:' P'(t)=-125¢ 20,

:Em.'l t est le temps en jours.

E'Pcur t=0, le nombre de truites s'éléve 3 2 500.

i 1° Evaluer, & l'unité pres, le nombre de truites qui disparais-
isent entre le 10° etle 20° jour.

§2° Déterminer P(t), le nombre de truites le t-ieme jour.

:3° Calculer la valeur moyenne de la population de truites sur
iles 30 premiers jours.

;4"' a) A partir de quel jour la population aura-t-elle diminué
ide moitié ?

Eb] A partir de quel jour pourra-t-on considérer qu'il n'y a plus
de truites dans le lac ?

555" a) Etudier le sens de variation de la fonction P sur
0+ o[

:b) Calculer la limite de P en + o,

Ecj Tracer la représentation graphigue de P dans un repére
‘orthogonal.
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1. A

partir
d’une lecture graphique

: §5 ) ¥ Dans le graphique ci-dessous sont tracées la droite

i9 etlacourbe € représantative de la fonction f définie sur

oy [ e 4_

(x-1)?

é]l t+oo[ par flx) = i'

LRI S

7o) EERHESENN FB0%" gt SAMRERE ISR conatenate s o mmadad el of
1° Donner I'équation réduite de & sous la forme y = g(x).
:Montrer que & estasymptotea € en + .

:2° Déterminer l'aire &/, de I'ensemble des points M(x ; y)

;du plan vérifiant {2 =xen
: glx) =<y =flx).

4

§3°Soitcrunrécldc [2 ;4 =2 a
L (=%

a) Exprimer, en fonction de «, l'intégrale ¥, =

%b] Interpréter graphiquement cette intégrale.

t:] Déterminer la limite de &/, lorsque ¢ tend vers + .

: 66 ) 1° On consideére la fonction f définie sur [0 ;6] par:

= (= x2
: flx) = 35 (- x +6x) .
ia) Tracer la représentation graphique de f dans un repére
i orthogonal.

b) Calculer j f(x) dx . Interpréter graphiquement ce résultat.

Ed Soit a et b deux réels quelcnnques de l'intervalle [0 ; 6]
itels que a < b. Montrer que 0= f fix)dx = 1.
:2° Une entreprise fabrique un produit et vend chaque semaine

:x milliers d'unités tel que 0 < x< 6.
;Smt a et b deux réels de I'intervalle [D:6], avec a=<b.

J' f(x) dx est alors la probabilité de vendre entre a et b

éml"ltl’S d'unités pour une semaine choisie au hasard.
i Déterminer |a probabilité de vendre :

éa] moins de 2 000 unités ;
‘¢) plus de 4 000 unités.

b) entre 2000 et 4000 unités ;
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67 ) XX A. La fonction h est définie sur l'intervalle [0 ;8]

par:

16x
2x+1

hix) = x2 + -BIn(2x+1).

2x(2x+5)(2x-3)
: 2x +1)2
i fonction dérivée de h sur l'intervalle [0:8].

1° Montrer que h'(x) = , h" désignant la
;2’ Etudier les variations de h sur l'intervalle [0:8].

3° Montrer que I'équation h(x)
 dans l'intervalle [g ;3} .

=0 aune solution unique «

En donner une valeur arrondie & 0,01 prés.

4° Déduire des résultats précédents le signe de h sur l'inter-
ivalle [0;8].

B La fonction f est définie sur l'intervalle [0 ;8] par:

8
f':x)-x+ 2X—+1 o

La fonction C est la primitive de la fonction f sur 'intervalle
i [0; 8] quisannule pour x=0.
:E:Calr:uler Crlx) .

: C. Une entreprise produit une quantité variable x d'appareils
: (x est exprimé en milliers d'appareils) dont le colit marginal f
i est la fonction définie dans la partie B.

i Dans la suite du probléme, tous les cots seront exprimés en
milliers d'euros.

. On modélise le colt total de production de x milliers d'appa-
reils, pour x appartenant a ll al par la fonction Cj défi-
i nie dans la partie B.

1° a) Vérifier que le colt moyen, par milliers d'appareils, est
i défini sur l'intewalleH ; B| par :

' In(2x + 1)

| Cyylx) = % +4 {f

b) Calculer Cy,'(x), 04 Cy," désigne la fonction dérivée de C.
i Montrer que C,,'(x) ale méme signe que h(x).

5:) Etudier les variations de la fonction Cyy et dresser son
: tableau des variations.

2° a) Pour quelle production, arrondie a |a dizaine pres, le coit
: moyen, par milliers d'appareils, est-il minimal ?

b) Vérifier que, pour cette valeur approchée de la production,
 le colit moyen et le colt marginal ont la méme valeur, 3 5€
: prés,




h] Calculer f[- -1—} ;

68 ) ¥ o et b étant deux réels que l'on va déterminer, la
fonction f est définie sur 1- 1 ;4 o[ par:
—G— + b -
(x+1)2

flx)=2+ —

:Son tableau des variations est donné ci-dessous, oi ' est la

dérivée de f.

| x| -1 1 + o
f'(x) + 0 -
flx) Hm__.a-—f"' 4 e T 5

E‘E’ a) Calculer f'(x) en fonction de o etde b
:b) En utilisant les données du tableau des variations, détermi-
inerles réels a et b,

§2° a] Montrer que f(x} peut s'écrire, pour tout x de

e

2
Fiic) = 2x +_5ga'_;_~_2 _
(x+1}

2

En déduire le signe de f(x) en utilisant le tableau des variations.
¢) Résoudre I'tquation f(x) =1 sur ]-1;+ [,

-En déduire qu'il existe une seule solution « sur cet intervalle.
:On donnera la valeur exacte de a.

-53" Le plan est muni d'un repére orthonormal (0;7,7) d'unité
:2em. Soit € la courbe représentative de f dans ce repére.
a) Justifier que € a deux asymptotes d, et d, indiquées par
le tableau des variations.

Tracer d, et d, etlacourbe €.

b) Déterminer une primitive de f sur J- 1;+[. (On admet-
traicique a=-b=1)

5-::] En déduire I'aire de 'ensemble des points M(x; y) du plan
(vérifiant :

y = flx]

;4’ Soit g la fonction définie Sur ]- 0,5 ; + =[ par:

g(x) = Inlflx) .

‘a) Justifier que g est définie sur ]- 0,5 ; + =[,
'b) Etablir le tableau des variations de g & partir de celui de f.
'¢) Préciser le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

69 ) % Soit les fonctions f et g, definies sur [1 ;+ =,

ipar:

glx)=1,1x+ } ‘

flx)=11x+Inx-In(x+1) et

;On désigne par € et [ leurs courbes représentatives
irespectives dans un repere orthonormal d'unité graphique 2 cm.

A. 1° Etudier les variations de f sur [1 ;4 =[.

 Trouver la limite quand x tend vers + o de In [x : 1) :

En déduire la limite de f en + ==,

%2" Mantrer que la droite €, d'équation y=1,1x, est une
: asymptote a 6 . Etudier la position de '€ par rapporta &.

53’ Tracer & et €.
' B. 1° Etudier les variations de g sur [1;+ %[ et la limite de
igen +%,

2° Vérifier que la droite % est une asymptote a la courbe I,
Quelle est |a position de [~ par rapporta &7

i 3° Tracer I” dans le méme repére que & et @

x de [1

Hix)=(x+ 1) In{x+1) = xInx .

4° On pose, pour tout e - - [

 Calculer H'(x) ; en déduire une primitive sur [1;+ o[ de la
: fonction :
: i x> glx) - flx).

5
: 57 Calculer I'intégrale L (g(x) - flx)) dx.
En donner une interprétation graphique.

C. Les fonctions f et g, données plus haut, modélisent
: respectivement la quantité d'objets produits par une entreprise
i et la quantité d'objets commandés i cette entreprise.

| Plus précisément, si t est la date exprimée en semaines,
i f(t) est la quantité d'objets produits 4 la date ¢ en milliers
iet g(t) laquantité d'objets commandés a cette méme date en
- milliers.

- 1° Lorsque l'on a f(t) =
i satisfaite a la date t».
- Démontrer que la demande n'est jamais satisfaite.

g(t), on dit que « la demande est

2° On admet que le nombre total d'objets, en milliers dont la
: demande n'est pas satisfaite entre les dates n et n’, avec
- n'>n, estdonné par:

f (gt) - Flt) ¢

Donner, 3 un objet prés, le nombre total d'objets dont la
: demande n'est pas satisfaite entre les dates 1 et 5.

3% On considere que « le niveau de fabrication est suffisant »
 lorsque moins de 20 demandes d'objets ne sont pas satisfaites,
i c'est-a-dire lorsque l'on a :

i glt) - flt) < 0,02.

En admettant que g- f est une fonction strictement décrois-
sante sur [1;+ [, & partir de quelle date le niveau de fabri-
i cation est-il suffisant ?
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_ 3. Avec exponentielle

70D Y% On considére la fonction f définie sur [ repre-

éSEﬂtéE ci-contre. y

SDn admet que f est
idérivable sur [,

17 Lire I'image de 0
ipar la fonction f. 0

EDn admet que :
fl-05)=23.

éPar lecture graphique, determiner les limites de |a fonction f
;en - eten + %, et dresser son tableau des variations.

§2° a) L'une des courbes ci-aprés est la courbe représentative
ide ', dérivée de f. Laquelle (justifier) ?

b) Déterminer alors F(0) et .F'{—%

ANE @ 4 @

| S

\Q.Q,//ri /G ] i

§3° L'expression donnant la dérivée ' de |a fonction f est de
ila forme :

; pour tout x réel, f'(x) = (ax+ b)je™*.
A I'aide du 2° b), déterminer les nombres o et b.

§4° a) Calculer la dérivée de la fonction g définie :
pour tout x réel, par glx) =(-x-1)e "
éh} En déduire une primitive de la fonction x+— x.e™*
EEn déduire |'expression f(x) en fonction de x.

:{On utilisera I'image de O par f.)

£ 5° Calculer I'aire du domaine limité par la courbe € repré-

Esentative de la dérivée f’, I'axe des abscisses et les droites
éd'équations x==-2et x= —% .

Ean donnera |la valeur exacte a l'aide de e, puis une valeur
iapprochée & 1077 prés,)

7‘1 ) YK Pour une famille de quatre personnes, la pro-

ipension marginale @ consommer a été modélisée par la
ifonction Q' définie par :

’ - 097

| ~ (x-13399)%0
Eavec x le revenu, en eures, et Q(x) la partie du revenu dépensé.

Q'(x) 5 Ppour x= 13400,

Chapitre 9 — CALCUL INTEGRAL

i Lorsque x =13 400, alors Q(x) =1, c'est-a-dire que le revenu
i est entierement dépense.

1° Déterminer Qlx], puis E(x) la partie du revenu épargne.
2° Utiliser ce modéle pour estimer la somme dépensée lorsqgue
ile revenu est de 26 000 £ .

£ 3° a) Etudier les variations de Q sur [13 400 ; 35 000] .

: b) Etudier les variations de £ sur [13 400 ; 35 000] .

Ec] Représenter Q et F dans un repére arthonormal d'unité
i graphique 5000 .

@ K Une société est spécialisée dans l'exploitation de
i graviéres (le gravier extrait est utilisé pour la construction d'au-
toroutes). Elle doit étudier le plan d'exploitation d'un nouveau
: site d'extraction.

éVchi les conditions d'exploitation définies par la direction :
u L'exploitation débutera le 1°7 janvier 2001. La production
iJournaliére de gravier devra rapidement augmenter pour
iatteindre son maximum aprés un an et demi de travail,
 puis elle devra décroitre lentement. »

On traduit en langage mathématique ces consignes afin de
madeliser |a production journalieére et la production totale.
On choisit habituellement, pour modéliser la production jour-
i naliere du site, une fonction f définie sur [0 ; + o[ par:
fit) = (at? + bt+ J e,

Eou a, b et c sont trois nombres réels.

f(t) représente la production journaliére de gravier extrait (en
- milliers de tonnes), t étant la durée écoulée depuis le début de
i I'ouverture du site (¢t est en années, c'est un réel positif).
EDn appelle € la courbe représentative de f.

Les consignes peuvent se traduire ainsi :

i passe par le point O de coordonnées (0 ;0) ;

' latangente 3 € en O a pour coefficient directeur 3;

ie |a courbe ¢ admet une tangente horizontale au point
id'abscisse 1,5.

17 Mantrer que, sous ces contraintes, f est définie par :

: flt)=(2t2+3t)e !,

%2" a) Déterminer la dérivée ' de f et montrer que :
F(t)=(-2t+3) (t+ 1) e,

ib) Calculer la limite de f en + =,

Et] Etudier les variations de la fonction f pour t = 0.

Ed] Préciser le signe de f sur [0;+[.

53" Calculer le maximum de £ sur [0+ =[.

En donner la valeur arrondie 4 1073 prés,

i Quelle est la production journaliere maximale prévue sur ce
i site, et a quelle date sera-t-elle atteinte 7

: 4° Tracer la courbe € sur une feuille de papier millimétré
id'unités 3 em sur I'axe des abscisses et 5 cm sur I'axe des
i ordonnées.




exercices

:5° Montrer qu'il existe une seule valeur f,, comprise entre 3
iet 4, telle que f(t;) soit égale & 1 (soit 1000 tonnes par
:jour). Donner, a I'aide de la calculatrice, une valeur de t, arron-
édic 4 102 pres.

:6° Montrer que la fonction F définie sur [0 ;+ [ par:
Fit)=(-2t2-7t-7)et

L est une primitive de f sur [0+ %[ .

i 7° Considérant que la graviére sera exploitée 200 jours par
‘an, on admettra gue la production totale prévue pendant la
‘durée t est donnée par la formule :

t
Plt) =200 x fD fix)dx .

:a) Transformer |'écriture de P(t) en utilisant le résultat de la
iquestion B° et étudier les variations de la fonction P sur I'in-
tervalle [0+ .

Eb] On prévoit que l'exploitation de ce site doit étre interrom-
:pue au bout de cing ans. Calculer, 4 1000 tonnes pres par
i défaut, la quantité de gravier qui aura été extraite, ainsi que
|la production moyenne annuelle sur cette période.

E * A. Une étude statistique portant sur la répartition
{des revenus d'une population a donné les résultats suivants :
i x représente un revenu annuel, exprimé en millions d"euros.

‘N représente le nombre, exprimé en milliers, d'individus dont
i le revenu est supérieur ou égal 8 x.

- |x; len millions de €)[035| 06 | 09 [ 15| 2 | 3

- N, (en milliers) 4,448|1,359| 0,557 | 0,181 | 0,148 | 0,039

‘Placer le nuage de points (x;; N;) dans un repere orthonor-
-mal d'unité graphique 4 cm. Soit z;=In(N,).

‘Donner une équation de la droite de régression de z en x,
i obtenue par la méthode des moindres carrés, & |'aide de la cal-
‘ culatrice. Les coefficients seront arrondis 3 10" prés.

B On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; + oo
EF}BF f[x] - e—1,Ex+ 13 .

if'l” Etudier le sens de variation de f sur l'intervalle [0 ; + o[
et déterminer |a limite de fen + o0,

:2° Tracer la courbe représentative de la fonction f dans |e
irepere orthonormal de la partie A.

EDonner le coefficient directeur de |a tangente a la courbe au
i point d'abscisse O et tracer cette tangente.

53" On définit la fonction g sur l'intervalle [0 ; + %[ par:
glx)=-xf"(x.
f;a] Vérifier que g(x) = 1,6xe 16x+13
:b) Montrer que la fonction G définie sur [0 ; + %[ par:
: e =5} a-16x413
Glx) = { X B]e ik

iest une primitive de la fonction g.

:C. 1° On admet que la fonction f définie dans la partie B
iest une bonne modélisation de |a situation présentée
dans la partie A, c'est-a-dire que :

i pour tout x de [0 ; + o[, le nombre, en milliers, d'individus
‘de la population, dont le revenu annuel est supérieur ou égal
i4 x millions d'euros, est égal & f(x) .

i a) Déterminer le nombre d'individus dont le revenu est SUpe-
 rieur ou égal 4 2 millions d'euros.

: b) Déterminer le nombre d'individus dont le revenu est supé-

irieur ou €gal @ 2 millions d'euros et strictement inférieur &
:2,5 millions d'euros.

£ 2° En économie, le nombre :
R=1 GOqugl[xJ dx,
p

iol g est la fonction définie dans la partie B, représente la
: somme des revenus annuels des individus dont le revenu annuel,
i en millions d'euros, est compris entre p et q.

a) Déterminer la somme des revenus annuels des individus dont
le revenu annuel est comprisentre 2 et 2,5 millions d'euros.

b) Calculer le revenu annuel moyen d'un individu de ce groupe.

74) * Ok Le plan est muni d'un repére orthonormal d'unité

i 2 cm. Sait les fonctions f et g définies sur [0 ; + [ par:

fiX)=(5-x)e*? et glx)=3In(X*9
: On nomme 6 et '-Es"g leurs représentations graphiques dans

 le repére choisi.
1° Etude de la fonction f

i a) Déterminer la limite de la fonction £ en + .

b) Déterminer la dérivée ' et en déduire le sens de variation
ide f. Dresser le tableau des variations.

i Préciser f(0), f(2) et f(4), puis f'(2) et f'(4).

c) Tracer la courbe G, en utilisant toutes les informations
i déterminées précédemment.

gd) Determiner les réels o et b tels que la fanction F, définie
isur [0;+ [ par:
F(x) = (ax + b)ex2
: soit une primitive de f.

: 2

i €) En déduire I'intégrale L fix)dx

On donnera la valeur exacte et |a valeur approchée a 0,01 pres.
2° Etude de la fonction g

‘a) Etudier la limite en + = et le sens de variation de la
i fonction u définie sur [0 ; + =[ par:

: x+6

5 x+1°

i b) En déduire le sens de variation de la fonction g et salimite
ien + . En donner une interprétation graphique.

i Préciser g(0), g(2) et g(4), puis en donner une valeur
i approchée a 0,05 prés.

ulx) =
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i¢) Tracer la courbe €, surle méme graphique que €, .
iDéduire graphiquement le nombre de solutions & 'équation
) =g(x).

{En donner une valeur approchée 2 I'unité.

:d) Soit G la fonction définie sur [0 ; + o[ par;
G(x)=(x+6B)In(x+86)-(x+1)In(x+1).
;Mnntrer que 3G est une primitive de la fonction g sur

(05 + oo
:3° Interprétation économique

:Sur l'intervalle [0 ;3] :

:la fonction g est la fonction de demande des consommateurs
:pour un produit courant

iet f la fonction d'offre des producteurs pour ce méme
i produit ;

‘la quantité x est exprimée en milliers de tonnes et le prix
funitaire f(x) ou g(x) est en euros par kg.

.Ea] Par lecture graphique, donner la quantité d'équilibre X
ia un millier de tonnes pres, et le prix d'équilibre Yo 2 1€ prés.

ib] Calculer le surplus des producteurs (voir T.0. 2).

ic) Calculer le surplus des consommateurs. On utilisera le
irésultat déterminé en 1° e).
:Comparer.

:75) pansun pays, la répartition des revenus est donnée
:par le tableau ci-dessous.

Revenu des ménages _
xi 0] 10| 25 50f 75| 90| 100

yi 0f 28 10| 30| &0| 83| 100
i : pourcentage cumulé des ménages
vi ! pourcentaqe cumulé du revenu

A I'aide d'un tableur, on a obtenu la courbe de Lorenz de cette
irépartition.
: 100 ] ] 00

90 | T (ﬁ'
451 i 7/
60 +— : A
i 23 | | /
30 T A :

20

\
1)
N,

10 -
0 ’E; T T 1

0 10 20 30 40 50 60 70 B0 90 100

i On desire calculer une valeur approchée de I'indice de Gini, en
{ajustant le nuage de points par la courbe % d'une fonction
i polynéme f du second degré de la forme :

flx) = ax2 + bx.

1° a) Déterminer les réels @ et b afin que la courbe G passe
i par les points :

(100 ; 100) et (50 :30).

Eb] Tracer la caurbe € de la fonction f obtenue.

EC} Cette courbe constitue-t-elle un bon ajustement ?
i Combien de points du nuage sont des points de cette courbe ?

£ 2° Calculer l'intégrale :

100
Io (0,0DB x2 4 U.zx] dx

En donner une interprétation graphique.

3° Calculer le coefficient de Gini pour les revenus de ménages
idans ce pays,

. 76 % 0n considére les fonctions f et g définies sur [0 1]
épar:

eX-1+x
X

f{x)="32“ oL i

1° Etudier le sens de variation des fonctions f et g sur [o:1].
i (Le calcul de la dérivée n'est pas nécessaire.)

£2° Dans un repére orthonormal d'unité 10 cm sur chague axe
: représenter avec soin les courbes €, et 6, représentatives |
ide ces deux fonctions.

Eﬂn précisera dans un tableau leurs points d'abscisses :

PSR s 8 07 setinds

gTrac:eria droite A d'équation y=x

§3° Calculer I'aire, en unités d'aire, de la partie du plan
i comprise entre |a droite A et la courbe €, delafonction g.
;En donner une valeur décimale arrondie a 0,01 prés,

§4° On admet que %, et €_ sont les courbes de Lorenz

:illustrant la richesse de deux pays :
ien abscisses x représente le pourcentage des personnes les

i plus pauvres par rapport 4 la population totale,

get en ordonnées f(x) ou g(x) représente le pourcentage des
i richesses totales qu'elles possedent.

é‘a] Pour chague pays, donner le pourcentage des richesses
ipossédées par 50 % des personnes en partant des plus
i pauvres.

:b) Que| est, de ces deux pays, celui pour lequel les richesses
i sont réparties de maniére |a plus égalitaire ?

:¢) Calculer le coefficient de GiNi pour chacun de ces pays.

 (Voir TD.1)
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CHAPITRE

Graphes :

Vocabulaire de base ~ p. 234

® représenter une situation
par un graphe

® comprendre |a signification
des sommets et des arétes

e connaitre les définitions essentielles :
ordre, degré, graphe orienté

" Matrice associée B i -
. aun graphe u2 Iy p. 23_6_
SN ® savoir passer de |'un 4 I'autre

® savoir lire sur la matrice
certaines caractéristiques du graphe




) Schématisation d’une situation

-Sept amies se rendent a leur salle de répétition de danse. Voici comment elles s'organisent, sachant
“que les temps indiqués correspondent aux temps de déplacement maximaux.

‘® Anne s'y rend directement en trois quarts d’heure ;

:® Doris attend trois de ses amies : Béatrice passe d’abord chercher Camélia en 10 minutes, puis
‘ elles viennent ensemble chez Doris en 10 minutes ; Emilie se rend chez Doris en un quart d'heure ;
- de chez Doris, le groupe des quatre amies rejoint la salle en un quart d’heure ;

-® en 10 minutes, Fatima rejoint Gaélle et les deux amies mettent alors une demie heure pour aller
-a la salle de danse ;

~» Anne, Béatrice, Emilie et Fatima partent a la méme heure.

'Qui peut prendre les clés pour ouvrir la salle la premiére ? Combien y a-t-il de réponses pos-
sibles ?

= Remarque

Si on a eu le réflexe de faire un schéma en représentant les amies par des points, en les reliant par des lignes
fléchées suivant leur déplacement et en notant sur ces lignes le temps mis pour ce déplacement, on « voit »
la réponse !

Ce reflexe de schématiser par un dessin une situation, ou un probléme, dont la recherche et la rédaction
-d’une solution - quand elle existe - sont souvent longues et complexes, a conduit 4 élaborer la notion de
- graphe.

»3) Des schémas performants . .

Cette activité présente dans les pages suivantes des schémas dans
diverses situations : tous représentent des liaisons.

1" Que représentent les points du schéma @ 7 les étiquettes du
schéma @ ? les bulles du schéma @ ? les bulles du schéma @ ?

2* a) S'il existe une ligne entre deux points du schéma @, que
signifie-t-elle ?

Méme question pour une ligne d'une étiquette r vers une éti-
quette y du schéma @ ; et pour une ligne fléchée d'une bulle r
vers une bulle y du schéma @,

© ¢, Frrath/JACANA

b) Sur le schéma @, donner la signification des sept lignes flé-
chées qui partent ou qui arrivent  la bulle « Europe occidentale »,

‘¢) Sur le schéma ®, quelle signification donner a une ligne pondérée par un pourcentage et qui
:descend d'une étiquette x vers une étiquette y ?

d) Sur le schéma @, comment a joué A
ipour que le jeu passe de I'état d a I'état
i?

. Remarque

. Ces schémas permetient de dégager la supé-
‘riorite du dessin sur le texte,

.« Un bon dessin vaut mieux qu'un long dis-
-cours » (NAPOLEON).

L'analogie de ces représentations graphiques
“tonduit &4 un méme modele : celui du graphe.
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?Schéma @ : Réseau de communications

L
A;accm Froprﬁ'ﬁ_d"““‘

‘Schéma @ : Qui épouse qui ?

— Lignes SNCM
—— Lignes Carsica [ Sardinia ferries

agriculteur artisan Sz e
Un | exploitant | | commercant i \ \ et
: ... a plus d'une chance
¢ sur cing d'épouser...
agricultrice artisan cadre i reais e
Une... | exploitante | |commercante| | supérieur ST } Hapye

.

// " Baisse .
-du prix des titres

(Bourse et immuhi[ir]/f

.r""'_'_—._
“-l-‘_‘_-
dtsin

du

—

ﬁ;n:atlon \'\)

Plus que le revenu, c'est le niveau de qualifiaction qui, & défaut de le déterminer, influence le choix du
‘conjoint.
‘Attention | le fait que nombre d’agricultrices exploitantes ne soient pas systématiquement comptabilisées
‘comme telles dans les statistiques explique que statistiquement le choix des hommes semble se porter rare-
-ment sur cette catégorie de femmes.

D'aprés Sciences humaines n° 6, septembre-octobre 1994,

‘Schéma @ : Le schéma de la déflation japonaise

P

\ﬂ*ﬂj&ﬁ &

Baim

R

f

de la demande agrégée " ——___
{ (demande intérieure
et ucpnrtatmln_s!/
\* g

—

-

-

de la u-leurmﬂe
dﬂdﬂiﬁ

Daprés Alternatives économigues nT'194, juillet-aoat 2001.
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Schéma @ : .y
Réseaux d’échanges occidentale

338
activites i
57)
Sl
A |
— &4
48) l
)R
da Monde
(en % du commerce = 1.8 >
mondial 1982) “g‘_—gx [Yasets BAT, Rapont 1963,
rayonnement " rayonnement
solaire Extimt solaire
l nutriments l
\\ dissous /
Ay phytoplancton 1 phytoplancton A,
interne

Schéma @ :

Fonctionnement énergétique
d’un écosysteme aquatique

zooplancten /=

predateurs prédateurs

predateurs
nagleurs

Schéma ® : L'organigramme du groupe Auchan en 2001

etvaisucnant —— G @ ramitae
International (1) Mulliez
Auchan
[ I = -
T T j00%|  Auchan 1009
100% m :_,ﬁ 0 s Immochan
100% m 100496 Paa e st 100% %:rgctn _l A.c’r;rd :
ENES 95,95% | 4,05%
Al 100% Alcampo 1004 Auchan
o BMS@) Direct Finances
96,779 A ]3.23 100% ’ u?dqchalr;ﬂ
: : .- . = 1 _“'u_
96,77%[ " Sabego | |%.23% 4,62% T 100% | Auchan
 Espagne |. WWRE_[S] Production
100% | amcfe) |
; 95,33% T an |
rt Alinéa
= lﬁm___ (1) Salariés du groupe : |
(2} International Supermarket Stores
Cofarma {3) Worldwide Retail Exchange
— I‘ {4) Auchan International Trade Company Source : Auchan
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;Schéma @ : Tous les cas de figures

éCelte arborescence décrit un jeu de Nim simplifi¢, avec 4 gauche une partie jouée.
‘Au départ, il y a cing allumettes.
- Chacun leur tour, les deux joueurs prennent soit une, soit deux allumettes.

ELE perdant est celui qui prend la derniere allumette.

BANE TVE
I l** B joue
I*Ajnue

*B joue et perd

Extrait d'un article paru dans « Pour la sciencev sur l'informatisation de la stratégie »

‘)J.eig[aphas_etj’jntarmati que

;Un considére le graphe G ci-contre, comportant 9 « points ». Graphe G
' (obtenu a I'aide de GringO)

éPour traiter informatiquement les données fournies par ce
.graphe, on le traduit en une matrice de format 9 x 9 avec

gles conventions suivantes :

- s'il y a une ligne directe entre le point { et le point j, > voir
-alors B  55- Chapitre 11,
p. 253

:® sinomn, afj=ﬂ.

Rappel :
L'élément a, d'une matrice A est le nombre situé a
- I'intersection de la ligne i et de la colonne j.

-1° Ecrire la matrice A associée au graphe G.
-2° On donne une matrice :

o 1 1 0 1
1 01 0 1
B=|1 1 0 1 1
o0 1 0 1
I 1.1 1 0

iDessiner le graphe correspondant.
;I.a disposition des points a-t-elle une importance ?

‘Le dessin ci-contre fournit-il une réponse ?
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wm.llai[e_de base

* Graphe : ensemble de points et de lignes reliant certains de ces points.
e Graphe orienté : graphe dont les lignes sont fléchées ou orientées,

* Sommet : point d'un graphe orienté ou non.

® Ordre d'un graphe : nombre des sommets.

¢ Aréte : ligne d'un graphe reliant deux sommets, appelés aussi les extrémités de |'aréte.
Pour un graphe orienté, on parle d'aréte orientée.

* Boucle : aréte dont les extrémités sont confondues,

m exemples

Le graphe @ représente un réseau non orienté de pistes cyclables reliant six points d'une agglomération et le
graphe @ un réseau orienté.

. Salle de S )
\\_,.5{ b s 3
Pt — Bide : B : B
G M G M
Graphe @ Graphe @

P, S, B, M, E et G sont les six sommets du graphe @ et du graphe orienté @.
Les graphes @ et @ sont donc d'ordre 6,

Le graphe @ comporte dix arétes : chaque aréte correspond a un trongon de piste cyclable reliant deux endroits
de I'agglomération, extrémités de I'aréte,
L'aréte reliant les sommets P et 5 est notée PS ou SP.

Dans le graphe @, chaque aréte correspond & un trongon de piste cyclable en sens unique, allant de son extrémite
initiale a son extrémité terminale. L'aréte allant de P vers 5 est notée P5.

Il n'y a pas de boucle dans ces graphes.

* Graphe simple : graphe sans boucle tel que, entre deux sommets, il y a au plus une aréte.
(Les graphes non orientés étudiés dans ce cours sont en général des graphes simples. On ne le précisera donc pas)

e Sommets adjacents : deux sommets reliés par une aréte. On parle de paire de sommets adjacents.

Dans les graphes @ et @, lessommets S et P sontadjacents, mais S et £ ne le sont pas, car il n'existe
pas de piste cyclable directe entre |a salle de sport et |'école.

® Degré d'un sommet : nombre d'arétes dont ce sommet est une extrémite

Lheoreme
e

a somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égale au double du nombre total d'arétes.

P voir C'est donc un nombre pair.
Exercice 5

mm exemple

Dans les graphes @ et @, le sommet £ est de degré 4 et le sommet G est de degré 3.

Le graphe @ d'ordre 6 comporte au total 10 arétes: -

la somme des degrés de tous les sommets est : et i [ O T, 8
4+2+4+3+4+43=20=2%10. degré 4| 2] 4

w
B
[ ]
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* Graphe complet : lorsque toutes les paires de sommets sont des paires de sommets adjacents, le graphe
est complet.

m_exemples

Les graphes @ et @ ne sont pas complets, car les sommets S et E ne sont pas
adjacents. En revanche, le graphe ci-contre est complet.

* Sous-graphe d'un graphe : graphe composé de certains sommets et des arétes qui relient ces sommets,

m exemples

Dans le graphe @1, s Dans le graphe S

si on supprime @,

le centre commercial M, si on supprime

on obtient le sous-graphe e i I'école, P B
ci-contre : on obtient le

sous-graphe
orienté ci-contre ;

ARAERE AR IR RS EEE PR R R R

* Chaine d'un graphe : deux sommets étant choisis, une suite d'arétes
mise bout a bout reliant ces deux sommets est une chaine.

* Chaine orientée d'un graphe orienté : dans la suite des arétes orientées, I'extrémité terminale de I'une
est toujours |'extrémité initiale de la suivante,

Il peut arriver qu'une aréte soit utilisée plusieurs fois.

* Longueur d'une chaine : nombre d'arétes constituant la chaine.

A La longueur d'une chaine n'a pas de lien avec une distance quelconque mesurée sur le dessin.

* Cycle dans un graphe : chaine dont les extrémités coincident, composée d'arétes toutes distinctes ;
on peut repasser plusieurs fois par le méme sommet.
Pour un graphe orienté, on parle de cycle orienté.

m_exemples

* Dans les graphes @ et @ , il y a plusieurs chaines reliant les sommets S et M,
La chaine, composée des arétes SB, BE et EM, est notée par |a liste des sommets SBEM.

S 5 5 S
P B P B P B P B
G MG MG MG M

* chaine SPBM ® chaine SPBEPBM ® chaine orientée SBEM  ® chaine orientée SBEPBM
de longueur 3 de longueur 6 de longueur 3 de longueur 5

* Pour reconnaitre un cycle, il faut penser qu'une aréte ne peut étre prise deux fois, et que I'on doit arriver au
sommet d'ol I'on est parti.
Ainsi, dans le graphe @, PSBP est un cycle dis-

. S S

tinct du cycle 5SBPS;

FSBE n'est pas un cycle, car les extrémités p P B

de la chaine sont différentes ; B

BEPEMB n'est pas un cycle, car l'aréte EP est prise

deux fois ; G M G 7
PSBEMBP est un cycle.

Dans le graphe @, PSBEMGEFP est un cycle orienté, Graphe @ Graphe @
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On considére un graphe & n sommets numérotésde 1 a n.

La matrice associée a un graphe d'ordre n est la matrice carrée A de format nx n dont I'élément

> voir a;; est égal au nombre d'arétes reliant les sommets / et j.
Activité 3 .
Pour un graphe orienté, le nombre a;; est égal au nombre d'arétes orientées allant de 7 vers j.

BN _remargues

* Si les sommets i et j ne sont pas adjacents, alors o;;=0.
* Le plus souvent, on étudie des graphes pour lesquels, d'un sommet vers un autre, il y a au plus une aréte :
dans ce cas, la matrice A est composée de 0 etde 1.

: (1 =
o1 100 0] °: 2
1o 111l 000 10
111 B . s
A=l 1006 1 1] : @ 3jﬂgé?gg
o 1 1 1 &1 : 000 1 0
0 00110 :
: &)
- -~y - -

m matrice AP et chaines de longueur p  FOTmS
| Soit AP la matrice puissance p-ieme de A, obtenue par le produit AP =AxAx .. xA. '
> voir L'élément Pij de la matrice AP est égal au nombre de chaines de longueur p reliant |les som-

Exercices mets f et j
37 a 39 J

Pour un graphe orienté, pj; est égal au nombre de chaines orientées de longueur p allant du
sommet i vers le sommet j.

mm_exemple

On considére le graphe orienté ci-dessous. On peut vérifier sur le graphe que :

. r .| 4 i | f
8o matFice-assotibe: eek's il n'y a aucune chaine orientée de longueur 2 partant

é de @ oude @ ;
01 00 11 * el n'ya qu'une seule chaine orientée de longueur 2 de
001000 S v -
A=10 O 0 1 0 O :r il . . :
000 000 : *ily a trois chaines orientées de longueur 2 de D vers .
001100
061010 ¢ A l'aide de |a calculatrice, on obtient A3 :
![ [ [ESEI B 8] |
A la calculatrice, on obtient le carré de la matrice A. : I %) %) ]
: L [B @ 8 8]
(le'g @1 1 @] s R
| (@ @ d g o8l ; S Bead6 all
i [0 @ 8 d 8 g] :
[ a al : Ily a peu de chaines orientées de longueur 3 :
. : unede @ vers @, uatre de @ vers @
i 8@ 1 28 8l : T
: etunede & vers @, |
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travaux
dirigés

»

= Transvasement

Ce probléme est inspiré de la premiére grande compilation imprimée de récréations mathématiques :
-« Problémes plaisants et délectables qui se font par les nombres» de Claude Gaspard BACHET de MEZIRIAC,
- publié en 1612.

éOn dispose de trois récipients A, B et C, de
-contenances respectives 8, 5 et 3 litres.
;Au départ A est plein, B et C sont vides.

Une opération de transvasement consiste a vider
“partiellement, ou totalement, un récipient en
‘remplissant I'un ou les deux autres a ras bord.

- (On suppose que I'on ne perd pas une seule goutte au cours d'un transvasement.)

Trouver par quelles opérations successives de transvasement, on peut répartir exactement 4 litres dans
‘A et 4 litres dans B.

Une méthode consiste & schématiser par un graphe toutes les opérations possibles, en choisissant ce que
-symboliseront les sommets et les arétes.

ﬂ a) On part de I'état 8 L dans le récipient A, OL dans B et OL dans C.

sl on verse les 8 L de A dans B etdans C, a quel état arrive-t-on 7
'ﬁh] Si ensuite on verse les 3 L de C dans A, a quel état arrive-t-on ?

@ Construire un graphe. Par lecture, en déduire une solution possible au probléme posé.

@ Repérer la solution la plus courte.

mm De I'histoire 3 I'actualité

L'histoire des graphes a commencé par des « casse-téte » et des « récréations mathématigues ».

.On s'entend pour situer ce début en 1736 lorsque EuLER a résolu le fameux probleme des ponts de
-Kénigsberg (voir chapitre 11, p. 256).

- U'histoire est restée longtemps a ce niveau : les noms des chercheurs sont alors associés aux problemes
-qu'ils ont cherché a résoudre.

* Quelques repéres :

EEn 1859, W.R. HamiLon pose le probléme qu'on peut traduire actuellement par celui de la recherche
‘d'une chaine passant une fois et une seule par tous les sommets d'un graphe. Ce probléme est toujours
“un sujet de recherche.

William Rowan HamILTON naquit 4 Dublin en 1805, fut astronome royal & I'observatoire de Dunsink et
I'initiateur de plusieurs théories physiques et mathématiques.

éEn 1879, Arthur CavLey, professeur a Cambridge, qui a déja élaboré la théorie du calcul matriciel, tra-
vaille au probléme des quatre couleurs dont on fait remonter 'origine a 1852 (voir chapitre 11, p. 258).

En 1926, André Sante-LAGUE publie « Les réseaux » (voir page 257).
En 1936, Dénes KoniG publie sa théorie des graphes a Leipzig.
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~® Les graphes depuis 1945

travaux A partir de 1946, les applications des graphes, a la physique et a |la gestion, foisonnent de: telle sorte

dil’i és “qu'une théorie générale s'impose : c'est le Frangais Claude BerGEe qui la rédige et la publie en 1958.
g - Cette théorie provogue de nouvelles applications (en particulier en « recherche opérationnelle »), les-

gquelles enrichissent a leur tour la théorie.

. C'est depuis 1960 une véritable explosion avec le développement du calcul informatique.

: La théorie des graphes, « patchwork » de problémes plus ou moins bien résolus, est un domaine actuel

- de recherche trés fécond aux nombreuses applications pratiques.

“Un des problémes non encore résolus est celui de la recherche d'une réponse efficace au probléme du

s voyageur de commerce » lorsque le nombre des « villes » a visiter devient trés grand :

« rechercher le plus court cycle passant une fois
et une seule par tous les sommets d'un graphe ».

En 1998, il a été déterminé le plus court cycle passant par les
-13 509 villes américaines de plus de 500 habitants.

‘Le « salesman » peut étre un faisceau laser et les « villes »
-des trous a percer dans un circuit imprimé et le plus vite
: possible !

Exemple . programmation d'une machine & broder

P Lecture d'un graphe
B voir Dn propose une solution du probléeme précédent. Le graphe est orienté. !
T.D. 1
Les sommets symbolisent un état des
trois récipients aprés un transvasement
et les arétes symbolisent I'opération de l
transvasement (changements d'états).
On s'arréte lorsque |'on a atteint 4.4.0.

B ) Que signifie passer de |'état 8.0.0 & I'état 5.0.3 ?

'b) Pourquoi a-t-on deux arétes orientées entre 8.0.0 et 5.0.3 7

Ec} Donner par une phrase les changements d'états possibles a partir de I'etat 5.0.3.

i;d] Expliquer pourquoi on peut passer de |'¢tat 6.2.0 a 'état 8.0.0, mais pas le contraire.

a a) Rechercher une chaine orientée passant de I'état 8.0.0 a I'état 4.4.0.
'b) Rechercher la chaine la plus courte. (Aide : elle nécessite sept actions.)
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On deésire réaliser un biscuit de Savoie aux quetsches.

Voici les instructions, pour confectionner ce gateau, élaborées par le laboratoire d'une chaine de patis-
serie. La durée minimale de chacune des opérations est indiquée en minute.

@ peser les ingrédients : 10 min ;
@ mettre le fromage blanc a égoutter : 2 min ;
@ casser les ceufs en séparant les jaunes des blancs : 3 min ;

@ fouetter les jaunes avec 100 g de sucre jusqu’a
ce que le mélange blanchisse et devienne mous-
sant : 10 min ;

® ajouter la farine et la fécule, et melanger :
8 min ;

® battre les blancs en neige : 10 min ;
@ les incorporer au mélange précedent : 5 min ;

® beurrer le moule et le saupoudrer de 30 g de
sucre : 3 min ;

@ verser le mélange dans le moule, mettre a cuire
35 min et laisser refroidir 10 min ;

@ préparer les quetsches : 15 min ;

@1 préparer le sirop et laisser réduire : 5 min ;
@ pocher les quetsches dans le sirop : 5 min ;
@ préparer la gélatine : 5 min ;

@ mélanger zeste de citron, fromage blanc, sucre glace et gélatine fondue : 10 min ;

@ couper et évider légérement le biscuit refroidi, le remplir de la préparation précédente, disposer les
quetsches et saupoudrer de sucre : 10 min

* Ingrédients pour ce gateau
4 ceufs, 130 g de sucre en poudre, 20 g de beurre, 50 g de farine, 50 g de feécule, 500 g de fromage
blanc 2 60 % de matieres grasses.

Pour la préparation et les quetsches : 100 g de sucre glace, 1 zeste de citron, 150 g de sucre, 500 g
de quetsches, 3 feuilles de gélatine.

On demande si ce gateau est realisable en moins de 90 min et déterminer le temps minimal de fabrica-
tion.

Dans ce temps, combien de personnes au minimum sont nécessaires 7 Proposer une répartition des taches
et calculer la durée de travail correspondante de chaque personne.

* Méthode proposée
Schématiser 'ordonnancement des opérations a I'aide d'un graphe en faisant apparaitre leur durée.

Pour cela, penser qu'une aréte orientée du sommet | vers le sommet j, pondérée par un nombre ¢,
signifie que I'opération / doit étre réalisée immediatement avant |'opération j et demande au
moins t minutes.

Attention ! un graphe ne se dessine pas du premier coup : il est souvent nécessaire de le remanier pour
étre clair.




exercices

B Vocabulaire de base

1. Lecture simple de graphe

- 1 ) Ces graphes sont-ils les mémes ?

b b

2 ) Ces graphes sont-ils les mémes ?

(D—2

3—@)

3 Associer |es graphes gui représentent la méme situation.

G@ﬂv

1 [ L >4
3 1 g€ 5 ;
&
AVAP ) ;” ] R
5 4 ] 3 4
2 g M

»—

) Donner le nombre de sommets et d'arétes de chacun des

;graphes suivants, décrivant des constellations.
iQuelle signification donner aux arétes ?

i . La Petite Ourse
- Polaris Kochab

Pherkad
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' Le Lion

‘Cher’can
e]

 Denebola
! 7

r{
D
X

Les Gémaux /]

Castor

Mebsuta

2. Représentation
en graphe simple

) 1° Dessiner un graphe non orienté d'ordre 4 compose
;de 3 arétes. Donner le degré de chaque sommet.
i Vérifier que la somme des degrés de tous les sommets est |e
- double du nombre d'arétes.

2° Mémes questions avec un graphe d'ordre 4 ayant 5 arétes
-et un graphe d'ordre 5 2 7 arétes.

:6> 1° Dessiner le graphe complet d'ordre 3, puis le graphe
%mmplet d'ordre 4.

Pourquoi peut-on employer l'article defini « le n 7

Dessiner le graphe complet d'ordre 5.

 2° Donner le degré de chague sommet du graphe complet d'ordre
4 puis d'ordre 5. En déduire le nombre d'arétes.

: En déduire une conjecture pour le nombre d'arétes du graphe
icomplet d'ordre n.




exercices

3 Quel est le nombre maximal d'arétes d'un graphe non
iorienté d'ordre n?

 Dans les exercices 8 et 9, on utilise fes trofs gmphes suivants.
® 2 3 2 3

N A
N 4

5 5] 5

8 ) Dans chacun des graphes, citer une paire de sommets
non adjacents.

‘Dessiner alors le sous-graphe obtenu en supprimant ces som-
imets et les arétes ayant ces sommets pour extrémités.

DD 3) Citer deux chaines reliant les sommets 1 et 5 et
;donner leur longueur.

éb] Citer une chaine de longueur 3 reliant les sommets 2 et 5.
c} Citer un cycle.

- 10 ) Pour chaque graphe orienté ci-dessous :
éa] citer deux chaines orientées allant de 1 vers 5;endonner
:la longueur ;

b) citer une chaine orientée de longueur 3 allantde 2 vers5:

L

ic) ¢'il en existe, citer un cycle orienté.

o | @ ®

i1

- 11 ) % Construire un graphe satisfaisant aux conditions
‘données, si cela est possible.

1° Graphe d'ordre 8, ayant 13 arétes, deux sommets de degré
5, deux sommets de degré 3, un sommet de degré 4, trois
isommets de méme degré pair.

2° Graphe d'ordre 8, ayant 13 arétes, deux sommets de degré
4, deux sommets de degré 3 et les autres de méme degré pair.

3 Graphe d'ordre 8, ayant 16 arétes, quatre sommets de
‘degré 4, un sommet de degré 6, un sommet de degré 5 et
‘deux sommets de degré 3.

- 12 ) Yok Construire un graphe d'ordre 10, ayant 15 arétes,
‘les sommets étant répartis en deux sous-ensembles E, et £,
de sorte que toute aréte ait une extrémite dans £, et l'autre
‘dans E,.

‘a) « est conjugué au méme temps que » ;

Ea] west le pere de » ;
éc] « met ses mains sur I'épaule de » ;

3. Mise sous graphe

13 ) On donne sept verbes conjugués : aimait, lisait, chan-
:tions, a vécu, avons mange, apprenions, viendrons.

EDessiner deux graphes qui traduisent les relations suivantes
i entre deux sommets :

:b) « est conjugué 4 la méme personne que »,

} On donne guatre graphes.

i Associer le graphe avec |a (les) relation(s) entre les sommets
iqu'il peut représenter.

b) « est plus grand que » ;
d) westlafilleden.

- 15 ) % Voici un ensemble de termes qui désignent actuel-
{lement, en France, des électeurs et des élus : sénateurs, citoyens
‘inscrits sur les listes électorales, députés, conseillers généraux,
Econse‘rllers municipaux, conseillers régionaux, délégués des
 conseils municipaux.

: Représenter par un graphe la relation définie dans cet ensemble
ipar u élisent directement »,

i 16 ) % ¥ Une suite ordonnée de 0 et de 1 est un mot
ibinaire.

:Ainsi, 010 est un mot binaire de longueur 3 qui différe du
imot 110 par un seul chiffre.

‘a) Ecrire tous les mots binaires de longueur 3.

gb] Représenter par un graphe la relation entre deux mots
:binaires, de longueur 3, x et y définie parale mot x ne dif-
:fere du mot y que par un seul chiffre ».

i Former des sous-ensembles de sommets non-adjacents.

ic) Il est possible qu'au cours d'une transmission, on ait une
:erreur, mais elle ne porte que sur un seul chiffre.

:Déduire des questions précédentes des sous-ensembles de
imots binaires de longueur 3 qui ne pourront étre confondus
iau cours d'une transmission.



exercices

17 ) Un grand magasin embauche cing étudiants : A, B, C,

gD et £, pour compléter I"équipe de caissiéres pour la fin
de I'année.
: Le responsable envisage de les affecter aux caisses @, @, @,
{@ et ®, mais il estime qu'il ne pourra affecter, d'une part, ni
B, ni E auxcaisses @ et @, et, d'autre part, ni C,ni D aux
icaisses @ et @,

Représenter par un graphe les différentes possibilités d'affec-
 tation des étudiants.

:3 % Pour habiller une poupée, le styliste doit choisir
: une robe, une parure de bijoux, un maquillage et une coiffure.
:Ses choix sont & faire entre trois robes R1, RZ et R3.
i trois parures B1, B2 et B3,

: deux maquillages M1 et M2

Eet trois perruques C1, C2 et C3.

i Mais il y a des associations 3 ne pas réaliser, données dans le
i tableau suivant :

B éiément W ne peut aller avec
R1 B1 M1 C3

R2 B1 M2 C2

R3 B2 M1 (1

B3 M1 C2

B2 C1 2

M2 C3

Hepréscntcr les désaccords 3 I'aide d'un graphe et en déduire
; les possibilités d'habillement de la poupée.

19 D % Jeux de plage avec deux cailloux blancs et trois noirs

?Régl: du jeu : prendre un seul caillou, ou prendre deux cailloux
: de couleurs différentes.

Marc et Félix jouent chacun leur tour : le joueur qui gagne est
cclur qui ramasse les derniers cailloux.

‘l Représenter tous les enchainements possibles du jeu a I'aide
d'un graphe : une étape du jeu sera représentée par un couple
(i /). o i désigne le nombre de cailloux blancs restants et J
Ic nombre de cailloux noirs restants.

| {2° En combien de coups le jeu s'arréte-t-il obligatoirement ?
Quel est le minimum de coups & jouer pour que I'un des deux
joueurs gagne ?

20 ) Une commune a consulté sa population pour 'organi-

i sation de la féte.

Cing initiatives sont proposées : ) @

: () cancert des éléves du conservatoire ;

: @ concert des groupes de la ville ;

: @ concert de gro térieurs ;

t:o. ; € groupes extérieurs ; @ @

i @ animation de rues par des profes-

: sionnels ; 6

& animation de rues par les habitants.

Les préférences du public sont représentées par le graphe ci-

 dessus : une aréte de | vers j signifiant que l'initiative | est

 préférée 3 lnitiative i,

 Choisir deux initiatives pour satisfaire au mieux la majorité de
Ia population.

1. Du graphe a la matrice

 Dans les exercices 21 & 25, écrire la motrice associée & cha-
run des grophes donnés.
{On donnera des numéros aux sommets si nécessaire.)
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01 1 1 01 1 0
1t 01 @ 1 0 1 1
C=11 1 0 o P=[1 1 o of
1 0 0 O 0O 1 0 0
i d 1% 1 01 1 0
A_|1 0 0 1. g_|0 0 1 0
i =11 0o 0 ol 10 0 1/
i 1 1 0 0 100 0
01 1100
L Bgiey [Eiayn
i32)4=|1 0 0 0 1|;8=|1 0 0 0 O 1
11 00 0 1T 0 0 0 1 0
o1 01 0 01 01 0 0
01 100 0

33 ) Pour chacun des graphes donnés par les matrices préce-
i dentes, donner la somme des degrés de chaque sommet et le
- nombre d'arétes.

:D Ecrire les matrices associées aux graphes de I'exercice 8. 34D Lelogiciel Grn40 donne une représentation particu-
i { liere de la matrice associée a un graphe.

i Les cellules vides équivalent a O dans la matrice et la diagonale
v 74 Ecrire la matrice associée au graphe complet d'ordre 3, i comporte toujours des 1.
:puis & celui d'ordre 4. {

: Faire une remarque sur la forme de la matrice.

28 ) Ecrire les matrices associées aux graphes orientés de
T'exercice 10.

29 ) ¥ Ecrire la matrice A du graphe

{orienté donné ci-contre.

i Dessiner le graphe non orienté correspondant.

i Construire le graphe de méme ordre dont
‘les arétes sont orientées dans le sens
icontraire, et écrire sa matrice B.

35 ) On donne la matrice A=

=200
Q=000 —
== =Ty
N == OO
coco—=0o

Quel est e lien entre A et B? i ; T
i : Peut-elle correspondre a un graphe non oriente :

iDonner la matrice C du graphe non orienté obtenu en effacant

: i Dessiner le graphe correspondant.
ile sens de parcours. :

i Dessiner le graphe non orienté obtenu en effacant le sens des

;Catcule:r A+ B et comparer le résultat & C. arétes, puis écrire sa matrice B,

2. De la matrice au graphe

Pour les exercices 30 @ 32, indiguer les matrices associées d des

: Comment peut-on I'obtenir directement a partir de A?

36 ) * Vérifier que, pour tous les graphes de I'exercice 10,

 graphes forcément orientés, et dessiner leur graphe. 'Sl A est la matrice associée au graphe orienté et B la matrice
éPﬂur les gutres, dessiner le graphe non orienté ossocié. Eassuciée au graphe non orienté obtenu en effacant le sens du
i parcours des arétes, alors ;

é 0 1 1 00 1 -’ .

:30> A=|1 0 0Of; E=10 0 1]. .: B=A+ Al

L LI iol AT estla matrice transposée de la matrice A.
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3. Puissance de la matrice

d’un graphe

E On donne le graphe orienté G 2 (3)
fci—contre.

1% a) Combien y a-t-il de chaines orien-

i tées de longueur 2 allantde @ a @7

de DA D?de @ 3 D? G

‘b) Dresser le tableau & 4 lignes et 4 colonnes tel gue :

‘les intitulés de lignes et de colonnes sont les sommets
E-Et,. dans la case située a l'intersection de la ligne i et de la
colonne j, figure le nombre de chaines orientées de longueur
2 allant du sommet / au sommet j.

;2‘ a) Ecrire la matrice A associée au graphe G.

 b) Calculer son carré A% = Ax A et comparer au tableau obtenu
fen1°

3 Par la régle de multiplication d'une ligne par une colonne,
: €crire |'opération qui permet d'obtenir I'élément ¢, de AZ,
: Vérifier qu'il donne bien le nombre de chaines de longueur 2
iallantde @ &4 @.

:4° Que peut-on prévoir pour la matrice A37?

. 21:)) 0n donne le graphe H, ci-
 contre, qui contient un cycle orienté.

1 Ecrire la matrice B associée au
i graphe H.

:2° Calculer D= B2,
Pourguoi n'obtient-on pas le méme résultat qu'a 'exercice 37 7
 Que représente le nombre d,, de la matrice D?

Donner une signification aux nombres non nuls de ce cube.

3 Dessiner un graphe orienté d'ordre 4 ne contenant pas de
 cycle orienté.

‘ Ecrire sa matrice associée E et vérifier que E* n'est consti-
ituée que de zéros.

:@ On donne le graphe non orienté

: K ci-contre.

i1° Dresser le tableau a 3 lignes et 3

: colonnes tel que :

les intitulés de lignes et de colonnes sont les sommets

iet, dans la case située a I'intersection de la ligne i et de la
colonne j, figure le nombre de chaines de longueur 2 reliant
ile sommet | au sommet |.

Chapitre 10 — GRAPHES : GENERALITES

ﬁ les chaines peuvent comporter plusieurs fois la méme
! aréte.

éPar exemple, @ peut é&tre relié & @ par la chaine
0-@-0.

2° a) Ecrire la matrice A associée au graphe K et calculer A2
éCumparer au tableau obtenu en 1°.

b) Par produit matriciel d'une ligne par une colonne, expliquer
éque I'élément ¢,, de AZ donne bien le nombre de chaines
i de longueur 2 reliant @ et @.

Donner une signification a chacun des nombres non nuls de la
: matrice A2,

3° Reprendre la guestion 1° en cherchant |les chaines de lon-
i gueur 3.

Calculer A? et comparer au tableau.

Donner une signification au nombre situé en [2C3 de A%

la chaine @ - @ - @ - @ est une chaine de longueur
3reliant @ et @

40 A.On considére les matrices A et B de I'exercice 31.

i a) Calculer A2 et B2. En déduire le nombre de chaines de lon-
égueur 2 reliant les sommets @ et @, ou allant de @ vers
@ s'il s'agit d'un graphe orienté.

b) Dans A?, donner la valeur a,,. Que signifie ce nombre ?

i Donner la valeur du premier élément du carré de B et en don-
i ner la signification. Vérifier sur le dessin.

c) Calculer le cube C de chaque matrice. Qu'indique |'élément
i 4, de cette matrice ?

i B. Méme exercice avec les matrices de I'exercice 32.

41 ) On donne le graphe ci-contre.

- 1° A l'aide de la matrice A associce,
i déterminer le nombre de chaines
 orientées

i;a] de longueur 2,

ib] de longueur 3 partant de @,
i la décrire ;

1:] de longueur 4 partantde @ ;
éd} de longueur 5 et la décrire.

: 2° Quelle est la chaine orientée de longueur maximale ?
i La décrire.
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5)_.Emb1éme_s_ |
1. Recherche opérationnelle

@ Implantation d'un magasin franchisé

EApr&s ¢tude, une chaine de magasins d'habillement a decidé
i du nouveau quartier ol elle va s'implanter.

Les taches suivantes s'imposent :

A : rechercher le local ;

B : rechercher le franchisé ;

i C: constituer le dossier bancaire du franchisé ;
D

: constituer le dossier des inscriptions obligatoires a la
chambre de commerce ;

™

: faire réaliser I'aménagement intérieur du local, jusqu'aux
peintures ;

: réaliser les rayonnages et la décoration ;

: réaliser I'aménagement extérieur avec 'enseigne ;
: faire livrer et installer les articles ;

: organiser la campagne publicitaire ;

: ouvrir le magasin a la clientéle.

: Certaines opérations doivent nécessairement étre réalisées avant
i d'autres. Le tableau donne en deuxi¢me ligne les taches x a
i réaliser immédiatement avant la tache y.

[taches y| A B ¢l bl 1 _# |
Etﬁchesx - - AB | AB A

gtﬁghgsy l:'_ G H / T
|thches x| B.E A G.F G |LHDC

éREpréStr‘lttr I'ordonnancement de ces taches par un graphe
forienté.

2. Graphe orienté par niveaux

Définitions

| * suivant et précédent :

| 5'il existe une aréte orientée d'un sommet x vers un
i sommet y, alors le sommet y est un suivant de x et le
i sommet x est un précédent de .

* piveau d'un sommet x :

. c'est |a longueur de la chaine orientée la plus longue arri-
i vant au sommet x.

43 ) 0On considére le graphe ci-dessous :

@@

11 Ecrire |]a matrice M associée a ce graphe.

12° Donner la liste des suivants de @, puis la liste des précé-
- dents de @,

3 a) Quel est le niveau du sommet @ ?

%b} Y a-t-il un sommet de méme niveau que @ ?

4 On remargue que la colonne 1 de |a matrice A ne cam-
i porte que des zéros.

:a) Calculer M2 En utilisant la signification des nombres de
: M2, que peut-on en déduire pour les sommets ne comportant
: que des zéros en colonne ?

%b] Poursuivre de la méme facon en calculant M3, puis M4,
: afin de déterminer le niveau de chaque sommet de ce graphe.

44 ¥ 1° On donne le graphe orienté ci-dessous :

EVériﬁtf gu'il ne contient pas de cycle orienté.

a) Reproduire et compléter les tableaux ci-dessous :

sommet suivants sommet précédents
1 345 1
: 2
3 1
4 13
i - |

i b) Aucune chaine n'arrive au sommet 1 : on dit que 1 est de
i niveau 0.

i Est-ce le cas d'autre(s) sommet(s) ?

Ec} Citer la (ou les) chainels) arrivant en 3. En déduire le niveau
- du sommet 3.Y a-t-il d'autres sommets de méme niveau que le
-sommet 3 ?

i d) Mémes questions avec le sommet 4.

i €) Donner les niveaux des autres sommets,
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i f) Redessiner le graphe en 'ordonnant par niveaux croissants des
‘ sommets de fagon a ce que tous les sommets de méme niveau
: soient dans la méme bande.

i niveau 0 | niveau 1 | niveau 2 | niveau 3 | niveau 4 | niveau 5

:2° La démarche précédente donne un algorithme pour déter-
i miner les niveaux des sommets d'un graphe orienté sans cycle
i orienté.

Elle peut s'informatiser pour des graphes d'ordre élevé en sui-
ivant les instructions suivantes :

Ea] Recopier le deuxiéme tableau

~sommet | précédents |

' Quels sont les sommets qui n'ont pas de précédent ? Quel est
ialors leur niveau ¢

b) Dans la colonne des précédents, barrer tous les sommets de
 niveau 0.

i Quels sont alors les nouveaux sommets qui n'ont plus de pré-
gcédent ? Indigquer leur niveau.

Ec] Recommencer |'étape b) avec les sommets de niveau 1, puis
{2, puis 3, ... jusqu'a épuisement des sommets. Retrouve-t-on
i les résultats du 1° 7

@ On reprend le graphe construit dans le probleme 42.

i a) Déterminer les niveaux de chaque sommet et les classer par
i niveaux croissants.

Eh} Redessiner le graphe en 'ordonnant comme au probleme 44.
i Rechercher une disposition de fagon & ce qu'il y ait le moins
i possible d'arétes qui se croisent.

Z@ * On suppose un réseau de circulations dans un laby-
rinthe de 10 carrefours, donné par sa matrice.

i 1° Que faire calculer a |'ordinateur (ou calculatrice) pour savoir
i 5'il existe un chemin (chaine orientée) allant du carrefour i vers
i le carrefour j?

£2° Que faut-il calculer pour savoir s'il existe un chemin revenant
ia son point de départ ?

£ 3* Que calculer pour savoir si on ne va pas tourner en rond quelque
ipart?

3. Vers des graphes pas simples !

i &7 ) Une petite représentation d'opération par un graphe :
iles sommets sont 0, 1 et - 1, et on nomme les arétes 0, 1
:ou - 1 de telle sorte qu'un sommet x est en relation avec le
i sommet y par I'aréte z si le produit de x par z donne y.

i Construire |e graphe de cette relation.

i Combien y a-t-il d'arétes ? Combien y a-t-il de boucles ?

i Donner le degré de chague sommet ; on peut considérer qu'une
 boucle est décomptée deux fois dans le calcul du degré.

Ecrire la matrice de ce graphe.

 \érifier le théoréme €noncé & la page 234

I‘.'].B ) WK Soit ABCD est un « vrai» rectangle, pas un carre,
‘decentre O et d et d' ses médianes. On considére les trans-
: formations suivantes :
e : I'identité du plan ;
i x 2 |a réflexion d'axe d;

5:la symétrie centrale de centre O;
y: la réflexion d'axe d'.

As s B

B , c

1° &) Par chacune de ces transformations, compléter :

ipar e: ABCD devient ..... par x: ABCD devient ... ;
fpar y: ABCD devient ... ; par s: ABCD devient ...
b) Si on compose |a réflexion d'axe d, puis la symétrie centrale,

i c'est-a-dire x, puis s, que devient ABCD? En déduire la trans-
: formation correspondant a x suivie de s 7

: ¢) Procéder de méme pour remplir le tableau de composition

B Bt

g [ (|
=

i 2° a) Construire le graphe orienté de sommets e, x, y et s
i dont les arétes se nomment e, x, y ou s, sachant que 'on
iva du sommet A vers le sommet C par I'aréte orientée B,
i si la transformation A suivie de B correspond 4 la transfor-
i mation C.

: Par exemple, x est relié vers y par |'aréte orientée s, x est
ireliéa x parlaréte e..

i b) Donner le degré de chaque sommet.

i Quel est le nom porté par chaque boucle ?
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