M. MONGE et M. GUINCHAN

mathematiques

4e

LIBRAIRIE BELIN



mathématiques

classe de 4°






M. MONGE M. GUINCHAN

Anclon 81ava de I'Ecole Normale Supérieure Licencié s Sciences
1'rolossour agrégé au Lycée Michelet Professeur de Colldge d’Enseigt Général

mathématiques

classe de 4°

PROGRAMME UNIFIE
Arrétd du 26 Qctobre 1964

LIBRAIRIE CLASSIQUE EUGENE BELIN.
8 rue Férou, Paris 6°



PROGRAMME*
(Arrété du 26 octobre 1964)

ARITHMETIQUE

Pratique, sur des exemples, de 1a décomposition d’un nombre enlicr en un produit
de nombres premiers; pratique de la recherche du plus grand diviseur commun
et du plus petit multiple commun de deux ou plusicurs nombres. Applications.

ALGEBRE

I. — Nombres relatits (positifs, nuls, négatils).

Orlentation d’un segment (vecteur); oricntation d’une droite, axe; mesure
algébrique d’'un segment orienté sur un axe; repérage d’'un point sur un axe
abscisse).

I1l. — Opérations élémentaires sur les nombres relatifs : addition et soustraction,
multiplication et division.

Exlension aux nombres relatifs des propriétés fondamentales établies pour
les nombres arithmétiques (classe de cinquiéme), concernant les sommes, les diffé-
rences, les produits, les puissances n®wes, Jes quotients, I’inverse d’un nombre non
nul. Condition pour qu’un produit seit nul.

Définition des exposants négatifs et de I’exposant nul.

Comparaison des nombres relatifs, inégalités.

Inégalités concernant la valeur absolue d’une somme ou d’une différence.

Formule de Chasles pour trois points situés sur un axe. Segment délni par les
abscisses des deux points qui le limitent : mesure algébrique de ce segment
orienté, mesure de la longueur de ce segment, abscisse du milieu de ce segment.

I11. — Notions de variable et de correspondance entre variables.

Expressions algébriques dépendant d’une ou plusieurs variables; calcul de la
valeur numérique d’unc expression algébrique pour des valeurs numériques données
aux variables.

Mondmes & une ou plusieurs variables, multiplication; addition de monémes
semblables.

Polyndmes : forme réduite. Polynémes & une variable : degré; polyndmes
ordonnés; addition; multiplication.

1dentités relatives aux produits : (z + p)*, (x — p)*, (z + @) (z — p).

IV. — Equations : position du probléme; signification du signe = dans ce
probléme.

Lquation du premier degré A4 une inconnue, & coeflicients numériques.
Résolution de problémes simples & 1'aide d’une telle équation.
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GEOMETRIE PLANE

I. — Rappel des définitions et des résultats acquis dans la classe de cinquié¢me.

II. — Inégalités dans les triangles. Régions séparées par la médiatrice d’un
segment.,

Comparaison des segments joignant un point aux diflérents points d’une droite;
distance d’un point a une droite.

II1. — Droites parallé¢les; angles formés par dcux paralléles et une sécante.

Angles 4 cOLlés paralléles.

Somme des angles d’un triangle, d’'un polygone convexe (angles intéricurs, angles
extéricurs).

IV. — Quadrilatéres particuliers; propriélés des angles du Lrapeze; propriétés
des angles, des cOlés, des diagonales du parallélogramme, du rectangle, du losange,
du carré; propri¢tés réciproques.

Médiane relative 4 ’hypoténuse d’un triangle rectangle.

V. — Positions d’un point par rapport a un cercle.

Positions relatives d’une droite et d’un cercle. Tangente a un cercle.

Comparaison des segments joignant un point aux différents points d'un cercle.
Positions relatives de deux cercles.

Cercles passantl par deux points. Cercles tangents a deux droites,

VI. — Comparaison d’un angle inscrit dans un cercle et de 'angle au centre
interceptant le méme arc.

VII. — Droites concourantes d’un triangle : médianes, médiatrices, hauteurs,
bissectrices. Cercle circonscrit 4 un triangle.
Cercles tangents a trols droites.

VIIIL Division d’un cercle en 4, 8, 6, 3 arcs égaux; carré, octogone régulier
convexe, hexagone régulier, triangle équilatéral inscrit dans un cercle donné; pour
chacun de ces polygones : calcul des angles, éléments de symétrie, existence d’un
cercle inscrit. -

Définition & partir de ces exemples, d’'un polygone régulier convexe inscrit
dans un cercle donné; inscriplion dans un cercle donné de polygones réguliers
convexes de 27 ou de 3 x 2% cotés (I’étude des propriélés de ces polygones n’est pas
au programme).

*Par arrété du 26 octobre 1964, le programme de mathémaliques de la classe
de Quatri¢me esL le programine, fixé par un arrdté du 31 juillel 1958, pour les

classes de Quatri¢me, augmenté, au chapitre « Géométrie plane », du paragraphe
VIIL






AVERTISSEMENT

I'nrrété do 26 octobre 1964 a unifié les programmes de quatriéme pour les
hyeoos, les C.E.G. et les C.E.S. Le présent ouvrage traite le programme prévu pour
toun low ¢léves des classes de quatriéme classiques et modernes de tous les établis-
nmonts scolaires. Il le fait dans un esprit conforme aux tendances actuelles de 1'ensei-
pnemenl des mathématiques.

ARITHMETIQUE :

La recherche des diviseurs communs a plusieurs nombres entiers est 1’occasion
(o molire en évidence certaines propriétés des ensembles, notamment l'associa-
tivité de l'intersection des ensembles. -

ALGEBRE :

Aprés avoir montré, & I'aide d’exemples concrets, 1'utilité des nombres relatifs,
nous avons pris appui sur les connaissances des éléves en arithmétique pour montrer
I'txlension aux nombres relatifs des propriétés opératoires des nombres arithmé-
Liques : associativité et commutativité de I’addition et de la multiplication, existence
d'un élément neutre pour chacune de ces opérations, distributivité de la multipli-
cotion sur 1’addilion.

Nous avons réservé pour le deuxiéme cycle de 1'enseignement secondaire la
nolion déja difMcile de classes d’équivalence. Nous pensons avoir cependant préparé
utilement l'avenir en mettant solidement en place plusieurs des éléments d’une
synihése que les éléves feront en classe de seconde.

1.’imprécision du vocabulaire est pour les éléves l'origine de difficultés parfois
insurmontables. Expressions algébriques, valeur numérique d'une expression algé-
brique, correspondance entre deux variables, identités, équations, autant de notions
entre lesquelles la confusion doit étre évitée. Nous avons défini ces notions avec
l¢ plus grand soin en offrant, aussildt apreés, exemples et parfois contre-exemples :
une définition ¢t un exemple ne suflisent pas toujours a 1'éleéve pour acquérir une
connaissance rigourcuse d'une notion nouvelle; un conire-exemple I'aidera parfois a
préciser cette notion et & éviter des erreurs,



AVERTISSEMENT

GEOMETRIE :

Révisions : deux chapitres reproduisent 1'essentiel des résultats établis en
cinquié¢me. Trés condensés, ils n'en respectent pas moins 'ordre logique de I’étude
afin de permettre 4 tout moment de retrouver une démonstration si le maitre le

juge utile.
Pour une meilleure concordance avec le texte, les nombreuses figures de ces
deux chapilres sont placées dans les marges, leurs dimensions sont réduites.

Les nolions nouvelles : Nous avons cherché A exprimer une pensée rigoureuse

dans une rédaction précise et soignée en refusant le style abrégé et incorrecl dont
I'exemple ne doit pas étre donné & 1’éléve.

Le nombre de pages de notre manuel s'en trouve augmenté, mais nous estimons
qu’ainsi présenté, il sera pour 1'éléve un guide sOr auquel le Professeur pourra faire

confiance s'il ne peut développer lui-méme la totalité du cours dans les limites
étroites de 1'horaire.

Comme pour les classes précédentes, les exercices ont été revus et reclassés;
la rédaction des énoncés a été modernisée.

Nous accueillerons avec reconnaissance les observations et les critiques de nos

collégues; nous en tiendrons compte, autant que possible, dans les classes ullérieures,
el nous les remercions 4 l'avance.

M.M. ct M.G.
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RAPPEL DU VOCABULAIRE ET
DES SYMBOLES DEJA ACQUIS

Notion d’ensemble.

On appelle ensemble une collection d’objets, de personnes, de choses, qul ont en
commun au moins une propriété qul permet de les distinguer des autres objets.

Par exemple, une collection de timbres, une troupe de scouts, les cercles que I’on peut
tracer dans un plan sont des ensembles. Chaque timbre, chaque scout, chaque cercle
cst un élément de I’ensemble envisagé.

En mathématiques, nous considérerons des ensembles de nombres, des ensembles de
points, des ensembles de lignes.

Symbole d’appartenance; symbole de non-appartenance.

Désignons par a et b des objets, par E un ensemble. Si a est un élément de I'ensemble E,
nous notons : a € E.

Le symbole € est le symbole d’appartenance; nous lisons : a appartient d E.
Si b n’est pas un élément de |'ensemble E, nous notons : b ¢ E.

Le symbole ¢ est le symbole de non-appartenance; nous lisons : b n’appartient pas
9 E

Par exemple, sl nous désignons par E I'ensemble des dix premiers nombres entiers,
nous écrivons : 3e€ E; 17 ¢ E.

Si M est un point d'une droite A, nous écrivons: M € A,

Ensemble vide.
On appelle ensemble vide tout ensemble qui ne contient aucun élément,
Un tel ensemble est désigné par la notation &.

Ensembles égaux.

On appelle ensembles égaux deux ensembles E, et E, tels que tout élément
de E, appartienne 2 E, et que tout élément de E, appartienne A E,.
Si deux ensembles E, et E, sont égaux, nous notons : E;, =E,.



Ensembles disjoints.

On appelle ensembles disjoints deux ensembles qui n’ont aucun élément
commun.

Par exemple I’ensemble des nombres entiers pairs et I'’ensemble des nombres entiers
impairs sont deux ensembles disjoints.

Intersection de deux ensembles.

On appelie intersection de deux ensembles A et B I’'ensemble C des éléments
qui sont communs aux ensembles A et B.

L'ensemble C, intersection des ensembles A et B, est désigné par la notation ANB, que
nous lisons A inter B.

Par exemple, si A est I'’ensemble des quatre lettres @, b, ¢, d et si B est I'ensemble des
cinq lettres : a, b, e, f, g, nous notons :

A={a,b,cd}; B={ab,ef,g}; C=ANnbL={a,b}.

Il résulte des définitions qui précédent que Pintersection de deux ensembles disjoints est
Pensemble vide.

Réunion de deux ensembles.

On appelle réunion de deux ensembles A et B I'’ensemble D des éléments qui
appartiennent a I'un ou a I’autre des deux ensembles donnés.

L'ensemble D, réunion des ensembles A et B, est désigné par la notation : A U B que
nous lisons A union B.

Avec I'exemple précédent, nous avons :

A={ab,c,d}; B={a,b,e,f,g}); D=AUB={aq,b,c,d,e.f,g}.

Symbole d’inclusion.

On dit qu'un ensemble F est inclus dans un ensemble E lorsque tous les élé-
ments de I’ensemble F appartiennent 3 I’ensemble E; nous notons : FCE.

Le symbole C est le symbole d’inclusion; nous lisons : F est inclus dans E; et nous
disons que I’ensemble F est un sous-ensemble de I’ensemble E.

Par exemple, I’ensemble F des entiers divisibles par 4 est inclus dans I'ensemble E
des entiers pairs.



Symbole de non-inclusion.

On dit qu’'un ensemble G n’est pas inclus dans un ensemble E lorsqu'il existe
au moins un élément de I’ensemble G qui n’appartient pas 2 I’ensemble E;
nous notons : G ¢ E.

Le symbole @ est le symbole de non-inclusion; nous lisons : G n’est pas inclus dans E.
Par exemple, I'ensemble G des entiers divisibles par 3 n’est pas inclus dans I'ensemble
E des entiers pairs.

Symbole d’'implication.

Lorsqu’une proposition B est la conséquence logique d’une proposition A,
nous disons que la proposition A entraine, ou implique, la proposition B;
nous notons : A=—> B

Le symbole == est le symbole d’implication.

Par exemple, si un entier a est divisible par 6, il est aussi divisible par 2.

. a est divisible a est divisible
Nous écrivons : — .

par 6 par 2

Symbole d’équivalence logique.

Si la proposition A implique la proposition B, et si la proposition B impli-
que la proposition A, nous disons que les propositions A et B sont logique-
ment équivalentes; nous notons : A <=—> B.

Le symbole <—=> est [e symbole d’équivalence logique.

Par exemple, si, dans un triangle DEF, les cdtés DE et DF sont égaux, les angles
opposés DFE et DEF sont aussi égaux; réciproquement si les angles DFE et DEF sont
égaux, les cétés DE et DF sont aussi égaux.

La proposition : « Dans un triangle deux cotés sont égaux » et la proposition : « Dans un
triangle deux angles sont égaux » sont des propositions logiquement équivalentes.

Nous notons : {DE=DE!<=>16'F\E=5'|$.






CHAPITRE PREMIER

Puissances.

Puissance d’un nombre entiexr ou fractionnaire.

Considérons les deux produits suivants :

2 2 2 2 2
A=TxTxTx1T; B=3x3x3x3x§-

A est le produit de quatre facteurs égaux A 7; B est le produit de cinq frac-

tions égales a .

3

Nous disons que A est la puissance quatriéme de 7, et que B est la puis-

sance cinquidéme de ;-

3

Nous convenons de noter :

b
A=t o B (2,

Les nombres 4 et 5 qui, dans chaque cas, indiquent le nombre des facteurs
égaux du produit sont appelés des exposants.

D’une fagon générale, désignons par n un nombre entier au moins égal a

2, par a un nombre entier, par - une fraction®.

d

DEFINITION : On appelle puissance d’exposant n du nombre entier a (ou

puissance d’exposant n de la fraction | le produit de n facteurs égaux a a

d

(oude n facteurs égaux @ g)

® Nous rappelons (classe de 5°) que lo dénominnteur d d'une fraction est essenticllement diflérent do zéro.
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4.

5.

ARITHMETIQUE

Nous notons I’exposant par un nombre placé en haut et i droite; s°i
g’agit de la puissance d’une fraction, nous plagons cette fraction entre
parenthéses,

Nous écrivons donc, par définition :

? x
d

(b)" b
A" =a X a X a@X  eoen x“; — =E

n facteurs

Carré; cube; puissance n-iéme.

La puissance d’exposant 2 d’un nombre entier ou fractionnaire est appelée
carré de ce nombre :
2 x h* b % b
a®=ga X a; =) =3% <
’ d d”d
La puissance d’exposant 3 d’un nombre entier ou fractionnaire est appelée
cube de ce nombre :

3 — . I_,a—_bx_bxl.’.
e°=a Xaxa; il TaXa%a

Lorsqu’on calcule la puissance d’exposant n d’un nombre, on dit parfois
qu’on éléve ce nombre 4 la puissance n-iéme.

Par exemple, pour élever 2 a la puissance cinqui¢me, nous écrivons :
2% = 32.

Cas particuliers.

Puissances de zéro : Si I'un des facteurs d’un produit est nul, ce produit
cst nul; il en résulte que la puissance n-iéme de zéro est égale & zéro quel
que soit ’exposant. Nous écrivons :

Puissances de 1 : Le nombre 1 cst un élément neutre pour la multiplication
des nombres entiers ou fractionnaires; il en résulte que la puissance
n-iéme de 1 est égale a 1, quel que soit ’cxposant.

Nous écrivons - |1" = 1'



PUISSANCES 13
Elévation d’une fraction a la puissance n-iéme.

Soit n un entier au moins égal 4 2; proposons-nous de calculer la puis-
n

sance n-iéme de la fraction 3- c’est-a-dire (3) .

Nous avons par définition :

bn_b b b b
] TaXaXaX Xy

n faoteurs

Nous savons que le produit de plusieurs fractions est une fraction qui
a pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominatcur
le produit des dénominatcurs.

Le second membre de I’égalité ci-dessus est donc une fraction dont le
numérateur est le produit de n facteurs égaux a b, c’est-a-dire b®, et dont
le dénominateur est le produit de n facteurs égaux a d, c’est-a-dire d".

Nous avons done P’égalité :

Nous énongcons :

TaEoriME : La puissance n-i¢éme d’une fraction est une fraction dont le
numérateur esl la puissance n-iéme du numérateur, et dont le dénominateur
esl la puissance n-iéme du dénominateur de la fraction donnée.

.2 ,
Par exemple, pour élever au cube la fraction 5’ nous écrivons :

2\P_2_ 8
(5 =5~ 125

OPERATIONS SUR LES PUISSANCES

Produit de deux puissances d’un méme nombre.

Soient deux entiers m et n au moins égaux a 2. Proposons-nous de calculer
. . - . i

le produit des puissances d’exposants respectifs m et n d’un méme nombre

entier ou fractionnaire.
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10.

11.

ARITHMETIQUE
Par exemple, si @ designe un nombre entier quelconque, proposons-nous
de calculer le produit : A = a™ X a”
Par définition nous avons :

A" =a X aXdX - X a; m=aXaXaX-r-- X a.

m fi n facteurs

Nous avons done :

A=@xexuXx- ---Xa)X@xaxax---Xa)

m n L]

Puisque la multiplication des nombres entiers est une opération associa-
tive, nous écrivons le produit précédent sous la forme :

A=axaxax- - X a.

+———— (m 4 n) factears ————»

Le second membre de cette égalité est le produit de (m -+ n) facteurs
égaux a e; il est donc égal a a(™+™),

Nous en déduisons : a™ X a® = a™t", 1)

REMARQUE : Puisque la multiplication des fractions est aussi une opération
associative, le méme raisonnement permet d’établir I'égalité :

(==

Pour traduire les deux égalités précédentes, nous énongons :

TnEoREME : Le produit de deux puissances d’'un méme nombre entier
ou fractionnaire est une puissance de ce nombre dont Uexposant est la
somme des exposants des deux puissances domnées.

8 I 944 7
Par exemple : 53 x 52 = 53+% = 5% (g) X (g) = (g) = (g) ’

Puissance d’exposant 1.

Soient m un entier au moins égal 3 2, et ¢ un entier quelconque.
Proposons-nous de calculer le produit : A’ =a™ X a.

Un raisonnement direct montre que A’ est le produit de (m + 1) facteurs
égaux a a; nous avons donc ;: 3™ X 3 = g™t (3)



12.

13.

PUISSANCES IS

Pour que le théoréme précédent (n° 10) reste valable, nous posons par

convention . I a1 =a

) ! 1 b
De méme, nous convenons de poser : ]
i

Nous constaterons, au cours des d.iﬂ'érents calculs, que ces notations
ne conduisent & aucune ambiguité, ni 3 aucune contradiction.

Lorsque nous désignerons un exposant par n, nous suppeserons donc que n
est un nombre entier au moins égal a 1.

Produit de plusieurs puissances d’un méme nombre.

Désignons par a un nombre entier ou fractionnaire, par m, n, p trois
entiers au moins égaux a 1.

Proposons-nous de calculer le produit : A =a™ X a" X a*.

Puisque, dans I’ensemble des entiers et dans I’ensemblc des fractions,
la multiplication est une opération associative, nous calculons d’abord
le produit : A’ = @™ X e", puis le produit : A = A’ X a”.

L’application du théoréme n°® 10 donne : A’ = a™+",

Il en résulte I’égalité : A = a™" x a? = (™2,

Puisque I'addition des entiers m, n, p est une opération associative,
nous avons : A = g™iniP,

Nous venons d’établir I’égalité .

l_ X a" X a” = a'”+"+”’

Nous admettons que cette égalité reste vraie quel que soit le nombre des
facteurs dv produit qui figurent au premier membre.

Par exemple, nous écrivons : 72 X 7 x 78 x 7= 724+143+1 =77,

Puissance d’une puissance d’un nombze.

Désignons par ¢ un nombre entier ou fractionnaire, par m et n deux
enticrs au moins égaux & 1. Nous nous proposons de calculer le nombre

= (a™)", c’est-a-dire d’élever a la puissance d’exposant n la puissance
m-i¢éme du nombre a.
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14,

15.

16.

ARITHMETIQUR

Par définition, nous avons :

B=a"xa™xa™x:-+-- X a™

n facteurg ————

Le second membre est le produit de plusicurs puissances du nombre e.
En appliquant 4 ce produit la formule précédente (n°® 12), nous écrivons :

B = a<— n termes —>

La somme de n termes égaux a4 m est le produit mn.
Nous avons donc : B =a™".

Nous venons d’établir I’égalité :

Nous énongons :

TrEoREME : Une puissance d’une puissance d’un nombre entier ou frac-
lionnaire est une puissance de ce nombre dont I’exposant est le produit
des exposants.

REMARQUE : Puisque la multiplication des entiers m et n est une opération
commutative, nous avons : mn = nm.

Nous en déduisons : (a™)® = a™" = a™™ = (a™)™.

3

w

9\ 274 9\4]2
Par exemple, les expressions [(—) ] et [(—) ] sont toutes deux égales a

Puissance d’un produit.

Désignons par a, b, ¢ trois nombres entiers ou fractionnaires, par n un
enticr au moins égal 3 1. Nous nous proposons de calculer le nombre
(abc)®, c’est-a-dire d’élever a la puissance n-iéme le produit abe.

Par définition, nous avons :

(abe)” = abec x abc X abe X ----- X abe.

n facteurs




17.

18.

19.

PUISSANCES 17

La multiplication est une opération commutative et associative; nous
avons donc :

(abe) = (a-a-a----- a)x (b-b--.. b) X (cocono- ¢)

«— n [ncteurs —» «— n locteura —> <— n focteurs —»

Il en résulte I’égalité :

| (abc)® =a"b"c"

Nous énongons :

ToEoREME : Pour élever un produit de facteurs & une puissance, on éléve
a cette puissance chacun des facteurs, puis on fail le produit des nombres
ainsi obtenus.

Par exemple, nous avons : (3 X 7 x 5)2=3% x 72 x 5%

Quotient de deux puissances d’un méme nombre entier non nul.

Désignons par a, m, n trois entiers au moins égaux a 1.
a™ et a™ sont donc deux entiers différents de zéro.

Nous nous proposons de calculer le quotient exact de a™ par a". Nous
distinguerons (rois cas suivant les valeurs des enticrs m et n.

Premier cas : m est supéricur i n.

Soit p la différence des cntiers m et n; nous connaissons I’équivalence
logique : {p=m—n} <> {m=n+p}.
D’autre part, nous connaissons 1’égalité :

a*t? = a” X a?,
c’est-d-dire : a® =a" X a”. 1)
L’égalité (1) exprime que le quotient de I’entier a™ par I’entier non nul
a” cst ’enticr a?, c’est-a-dire a™ ",
Nous écrivons donc, en désignant par N P’ensemble des nombres entiers :

aecN; a#0; m>nz21: a™:a®=a™ "

Par exemple, le quotient de 7° par 72 est égal 4 : 752 = 73
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20.

21.

22,

ARITHMETIQUE

Deuxiéme cae : m est égal & n.

Les nombres a™ et a” sont des entiers égaux et différents de zéro. Leur
quotient est égal a 1.

Nous écrivens :
aecN; a®0; m=n>1: a™:a"=1.
Par exemple, le quotient de 47 par 47 est égal A 1.

Troisiéme cas : m est inférieur & n.

Nous savons (classe de 5¢, n° 376) que nous pouvons considérer la frac-

. a . . .
tion — comme le quotient exact de I’entier a™ par 'entier a”.
a

Simplifions cette fraction en divisant simultanément son numérateur et
gon dénominateur par a¢™. Au numérateur, le quotient de a™ par a™ est
égal & 1 (n° 20). Au dénominateur, puisque n est supérieur a m, lc quotient
de a” par a™ est "™ (n° 19).

Nous écrivons donc :

aeN; a#0; 1<m<n: a"':a"=;i7-
P le, le quotient de 32 par 3% est la fraction
ar exemple, le quotient de 37 par 3 est la fraction 5

Quotient de deux puissances d’une méme fraction.

On démontre et nous admettons que les formules démontrées précédem-
ment (n% 19 a 21) restent valables pour le calcul du quotient de deux
puissances d’une méme fraction non nulle. Nous admettons donc que si
b, d, m et n sont des entiers différents de zéro, nous avons "une des trois
égalités suivantes :

. ;. b\™ (b\* _ [b\™"
10 Sim est superleurﬁn.(a) (d) _(d) .

. , . b\™ (b\" _
20 Simest égalan: (d) (d) =1.

. S\ 4 [d\"
30 Si m est inférieur a n : (a) (d) = _(I_)) .
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Par exemple, nous écrivens :
2\2 2\6 1 2\-8 27
(+3):(+3) = -(»—2--)-a,= (+3) = (+%)

Conclusion :

Pour traduire les égalités obtenues lorsque m est supérieur & n, nous
énongons :

THEOREME : Si Pexposant du dividende est supérieur a I’exposant du divi-
seur, le quotient de deux puissances d’'un méme nombre entier ou fraction-
naire non nul est la puissance de ce nombre dont Pexposant est la dif-
férence der exposants du dividende et du diviseur.

Pour traduire les égalités obtenues lorsque m est égal a n, nous énongons :

THEOREME : Si Pexposant du dividende est égal & Pexposant du diviseur,
le quotient de deux puissances d’un méme nombre entier ou fractionnaire
non nul est le nombre 1.

Exposant nul.

Si nous appliquons, bien que cela ne soit pas justifié, le théoréme n" 23
au cas ol 'exposant du dividende est égal a I’exposant du diviseur, nous
trouvons, en désignant par a un nombre entier ou fractionnaire non

pu :

am.am = am—m = ab.

Cette notation ne correspond pas a la définition que nous avons donnée
d’une puissance. Cependant pour des raisons de commodité, nous con-
venons de poser, pour a différent de zéro :

-a°=1

CoNVENTION . La puissance d’exposant zére d’un nombre entier ou frac-
tionnaire non pul est égale au nombre 1.

Nous constaterons, dane les différents calculs, que cette notation ne
conduit 4 aucune ambiguité ni 3 aucune contradiction.
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RESUME

1.

.Sim < n,eta 0, onal'égalité::—:=

On appelle puissance d’exposant n du nombre entier a (ou puissance
d'exposant n de la fraction g) le produit de n facteurs égaux au nombre

entier a (ou de n facteurs égaux a la fraction g)

. La puissance n-idme d'une fraction est une fraction dont le numérateur

est la puissance n-idme du numérateur, et dont le dénominateur est la
puissance n-iéme du dénominateur de la fraction donnée.

. Le produit de deux puissances d'un méme nombre entier ou fraction-

naire est une puissance de ce nombre dont l'exposant est la somme
des exposants des deux puissances :
am™x a*=a"™t",

Une puissance d’une puissance d'un nombre entier ou fractionnaire est
une puissance de ce nombre dont 'exposant est le produit des expo-
sants :

(am™yn = (an)m = gmn,

Pour élever un produit de facteurs & une puissance, on éléve i cette
puissance chacun des facteurs, puis on fait le produit des nombres ainsi
obtenus :

(abc)™ = a*b"c™.

. Si ’exposant du dividende est supérieur 4 l’exposant du diviseur, le

quotient de deux puissances d'un méme nombre entier ou fractionnaire
non nul est la puissance de ce nombre dont I’exposant est la différence

des exposants du dividende et du diviseur :

=am"n,

am
m> n; a#0; —
Si l'exﬁosant du dividende est égal A I’exposant du diviseur, le quotient
de deux puissances d’un méme nombre entier ou fractionnaire non nul
est le nombre 1.
1

gn—-m"

. Par convention, la puissance d'exposant zéro d'un nombre entier ou

fractionnaire non nul est égale au nombre 1.




PUISSANCES 2}

Exercices
- Calculer les puissances sulvantes :
1. 27; 3% 7%, 123, 2. 0,504; 0,25%; 1,05%; 2,1¢.
3. 45 6 ; B4 178, 4. 0,75%; 0,024; 3,142%; 1,032,

5 18 [3\% [9\2 [2\° KALI AL B 5\2
- (3): 6 6 6 6 6 (&) (3
— Calculer le carré, puis le cube, de chacun des nombres suivants :

7. 13; 19; 21; 45. 8. 0,01 ;0,41 ; 6,02 ; 10,3,

— Calculer le carré, puis le cube, de chacune des fractions suivantes :
1 3 1" 13 8 7 15 3

% 53 5% 7 g 0. x5

— Ecrire, sans les calculer, les produits sulvants A et B sous la forme de produits de puissances des
nombres 3, 5et 7 :

1. A=7x5x3x5x5x3x7x3; B= 3x7x15x 5x105x 21 x7

12, A=3X3IX7Tx5x5%x7x3x5; B=35x7x Ix21x 5x105x3.

— Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A et B sous la forme de produits de puissances des
nombres 4,7 et 15 :

13. A=28x15x 7x60x105x 4; B=4x7x10x14x15x 21.

14, A= 7X 4xX28x60x 15x28; B=4x6x 7x10x 21 x 140.

— Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A, B, C sous la forme d’'une seule puissance d'un
méme nombre :

15, A=122x 125 B =113 x 116 x 1% C = (0,25)* x 0,25 x (0.25)%.
16. A=174x 175; B=136x 13 x 13%; C=(0,1)"x (0,12 x 0,1.
17. A=d*xad%; B=4a% X a X a% C=a2Xaxa®xa.

18. Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A, B, C sous la forme d'une seule puissance d’une
méme fraction :

N R FR - P

— Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A, B, C sous la forme d’une seule puissance d'un
méme nombre :

19. A=22x8x25% B=5"x5x25; C =1 000 x 100.
20. A=4x4°x16; B=9x27x3; C=10,01 x 0,1 x (0,1)%.
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21. Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A et B sous la forme de produits de pulssances des
nombres 2, 3 et 5:

A=4x%x9%25x6x45x20; B =24 % 100 x 75 x 54 x 40.

22, Ecrire, sans les calculer, les produits suivants A et B sous la forme de produits de puissances
des nombres 9 et 14 :

A=7x236x21x128x 42 x63; B=127 x 42 X 49 x 56 x 126.

— Ecrire les produits suivants A, B, C sous la forme de produits de pulssances de plusieurs nombres :
23. A=2x2x 4x4; B= ax X a®x3x x%; C = 3a®bc x 3ab?c® x 3a.

24, A =ax?x a’x; B=3ax x 9a x 3x; C = 2ax% X Jaxy x ;axy’.

25. Ecrire 37 sous la forme du produit de deux puissances de 3; donner toutes les solutions.
26. Ecrire 59 sous la forme du produit de trois puissances de 5; donner toutes les solutions.

27. 10 Ecrire les nombres : 102, 109, 104, 105,
Comparer, pour chacun de ces nombres, le nombre de zéros et I'exposant.
20 Ecrire les nombres sulvants :

100 000, 50 000, 4 500 000, 10 000 000, 720 000 000

sous la forme d'une puissance de 10, ou du prodult par une puissance de 10 d’'un nombre
entier ou décimal compris entre 1 et 10.

— Ecrire les expressions suivantes sous la forme d’une seule puissance d’un méme nombre (entier ou
fraction) :

w eenenen o (TG
o ememorr o (T TETET

32. Comparer, sans les calculer, les trols nombres sulvants :
aoHn @ Bx T
33, Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d’un produit de puissances des nombres
2,3et5:
(2% x 32 x 5)% (3 x 2% x 59)9; (3% x 22 x 548,

34. Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d'un produit de puissances des

fraction: 1,3 t6-
Sivge 7.

(G ale [ <G <GIT: (6 =6 <67

35. Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d’'un produit de puissances des nombres
2,3et5:

(43 > 62 x 154 x 22)%; (8 x 12% x 302 x 5)%; (2 % 20% x 75% x 3%)4,
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Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d’un produit de puissances des nombres
9, 1et14:

(3¢ x 222 x 72 x 11)3; (9 x 337 x 212 x 4)3; (632 x 222 x 121 x 14)3.

Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d'une puissance de g :

(a®x @)% (0% x a®)%; (a® X a x a?)%; (a x a” X a%)3.

— Ecrire chacune des expressions suivantes sous la forme d'un produit de puissances des nombres

38.
39.

a,betc:
(a b*c?)3; (a®b ) (@® by x (b2 ct); (@®bc)® x (abdc).
(a*bc?)?;  (ab®c)5; (@SSP x (bc?)?  (abc®)? x (a®b ).

— Montrer que les expressions suivantes sont les carrés de nombres entiers et calculer ces nombres :

40.
4.
42,

21 x 5%, 3% % 84; 5¢x 72 x 29 16 x 49 x 81.
4% 36; T4 25; 64 % 3% % 25; 121 x 4 x 36.
Ecrire les expressions suivantes sous la forme du carré d’une puissance de a :

a® X a; a® x a’; a* X a® X a; a’ x a® x a®,

— Ecrire les expressions suivantes sous la forme du carré d’un produit :

43.
4.

25 a%; 4a2b%; a2 b4 c%; 9 a® b2 c4; 9a®°bc x abdch.
36 a8; 9 a? b8; at b ch; 16 @® b c3; Ba?b%c X 2a%bd (B

— Montrer que les expressions suivantes sont les cubes de nombres entiers et calculer ces nombres :

45.
46.

47.

3% x 5%; 79 % 2% 58 x 4% x 39; 49 x 25 x 35.
22 x 16; 27 x 58; 64 x 3% x 24; 25 x 36 x 30.
Ecrire les expressions suivantes sous la forme du cube d'une puissance de a :

a? X a4; a’ X a%; axa®xa; a® X a® X at.

— Ecrire les expressions sulvantes sous la forme du cube d'un prodult :

48.
49.

84d%; 27 o bS; a® bt b; 16a° b2 x 422 b2 3.
125 ¢%; 64 a® bs%; 84 bt 8; 27a* b2 X ab® .

— Effectuer les quotients suivants :

51.

52

wons oy e s @3 (0 @0

148 (1) 8 (8y3 5\¢ [S\®
8.4 - .94 . 5 . 48. 2. Q5 M M I .12 . (%] -
6:6; 2 :20; 44 9t : 95 (3).(3). 7.(7). (6) (6)
7.8, 5. a4, e s . gl ‘.’a.f . 2."’. ‘_’“.9’.
a’:a; a®:a%; K x :oxb (b)'b' 5 g’ )
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ARITHMETIQUE
Le cube d’un nombre est 12 167; son carré est 529. Quel est ce nombre?

On donne les puissances suivantes du nombre a :
¢, d’, a® a? db ab ab.

Par quelle puissance de a faut-il multiplier chacune d’elles pour obtenir o®2

On donne les puissances suivantes du nombre a :
a, d, a'l, a4, d° da*, o

Pour quelle puissance de a faut-il diviser chacune d’elles pour obtenir a®?

— Calculer les produits suivants :

56.

57.

12 . 53 5. 34 43. 72 §
(5) x 3 (i) x 2% (2) "(3)' (E) X7

b\2 x\4 @ b at b\®
2 - . - 4. — i — - .
a x(a). (y) Xy bsxa. b‘x(a)

— Calculer les quotients suivants :

-

60.

61,

62,

63,

PR
EREE )

Dans chacune des expressions suivantes mettre en facteur la puissance de a qui a le plus petit

exposant :
ab +a%; a4+ d; d—ga; a®+ a®—at.

10 La distance de la Terre au Soleil est 149 000 000 km; la vitesse de la lumiére est 300 000 km
par seconde.

Ecrire ces deux nombres sous la forme du produit par une puissance de 10 d’'un nombre
entier non terminé par zéro.

20 Quelle est {a durée du trajet parcouru par la lumiére du Soleil 2 la Terre?

La longueur d’un film est 1 500 m; la hauteur de chacune des images est 0,025 m.

Ecrire ces deux nombres sous la forme du produit ou du quotient d’un nombre entier de métres
par une puissance de 10.

Calculer ensuite le nombre d'images du film.

Le nombre des globules rouges contenus dans 1 mm® de sang humain est, en moyenne, 5 000 000;
le diamétre de chacun de ces globules est 0,007 mm.

10 Ecrire ces deux nombres sous la forme du produit ou du quotient d'un nombre entier
inférieur 3 10 par une puissance de 10.

20 On suppose les globules contenus dans 1 mm?® de sang accolés bout 3 bout; calculer en
centimétres la longueur ainsi représentée; exprimer le résultat sous la forme du produit d’un
nombre entier inférieur 3 10 par une puissance de 10.
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CHAPITRE 11

Nombres premiers.

MULTIPLES D’UN NOMBRE ENTIER

Ensemble des multiples d’un nombre entier.

Soit N I’ensemble des nombres enticers :
N={0,1,2,3...,n, ...}.

Désignons par a un entier quelconque non nul : acN, et a3 0.

IFormons un nouvel ensemble A en multipliant par a chacun des éléments
de Pensemble N :

A = {0, a, 2a, 3a, ..., na, ...}.

Nous disons que A est I’ensemble des multiples de a.

Par exemple, ’ensemble A’ des multiples de 5 est I’ensemble :
A’ ={o0,5, 10, 15, 20, ..., 5n, ...}.

Remarquons que, pour tout enticr non nul ¢, le nombre zéro appartient
a I’ensemble A des multiples de a.

Somme et différence de deux multiples d’un nombre.

Désignons par e, n, p, trois enticrs quelconques; les produits na et pa
sont des multiples de a.

Formons la somme na + pa. Puisque, dans I’ensemble des nombres entiers,
la multiplication est une opération distributive par rapport i I’addition,
nous écrivons :

na + pa = (n + p)a.
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Le nombre (n + p) a est un multiple de a; il en résulte que la somme de
deux multiples de a est un multiple de a.

Par exemple, 28 ct 64 sont des multiples de 4; leur somme 92 est aussi
un multiple de 4.

Si nous supposons n supérieur ou égal A p, nous avons : na > pa.
Formons la différence na — pa. Puisque, dans I’ensemble des nombres
entiers, la multiplication est distributive par rapport 2 la soustraclion,
nous écrivons :

na — pa = (n — p)a.
Le nombre (n — p) a est un multiple de a; il en résulte que la différence
de deux multiples de a cst un multiple de a.
Par exemple, 350 et 49 sont des multiples de 7; leur différence 301 est
aussi un multiple de 7.

Pour résumer les deux propriétés précédentes, nous énongons :

THEOREME : La somme et Ia différcnce de deux multiples d’un nombre
entier a sont des multiples de a.

Produit d’un multiple d'un nombre par un entier.

Soit na un multiple de a; multiplions le nombre na par un entier p; nous
obtenons le nombre (ra)p qui est un multiple de ra.

En utilisant les propriétés de commutativité et d’associativité de la mul-
tiplication dans P’cnsemble des nombres entiers, nous écrivons succes-
sivement :

(na)p = p(na) = (pn)a.

Le nombre p (na) est un multiple d’un multiple de g; le nombre (pr) a est
un multiple de a. Il en résulte que tout multiple d’un multiple de a est
un multiple de a.

Par exemple, 35 est un multiple de 7; tous les multiples de 35 sont des
multiples de 7.

Nous énongons :

TuforEME : Le produit d’un multiple ’un nombre entier a par un nombre
entier est un multiple de a.

En particulier le produit de deux multiples d’un entier ¢ est un multiple
de a.
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Lois de composition interne dans un ensemble.

Addition et multiplication : Dans I’ensemble A des multiples d’un entier
non nul @, les opérations d’addition et de multiplication permettent
d’associer 4 deux éléments quelconques de I’ensemble un élément du
méme ensemble. Nous disons que ’addition et la multiplication sont des
lois de composition interne pour ’ensemble A.

Notons que ces opérations sont définies pour tout couple d’éléments de
I’ensemble.

Nous écrivons * {macAetnacA}=—> {ma+nacAetmaxnacA}

Soustraction : La différence de deux éléments de A ne peut étre calculée
(Tue s le -p.r"éfnier élément est supéricur ou égal au second ; le résultat de
cette opération est alors un élément de A. Nous disons que la soustraction
est une loi de composition interne pour I’ensemble A.

Notons que cette opération n’est pas définie pour tout couple d’éléments
de I’ensemble.

Nous écrivons : { m>n; macAetnacA} —>{ma—nacA }

DIVISEURS D’UN NOMBRE ENTIER
Diviseur d’un nombze entier.

Si un entier a est multiple d’un entier d non nul, il existe un entier qqui
vérifie I’égalité : a = dgq.

La propriété « a est multiple de d » est donc logiquement équivalente a
chacune des propriétés suivantes :

le reste de la division de a par d est nul;
a est divisible par d;
d est un diviseur de a.

Divisibilité par un entier d de la somme
ou de la di.fférencg de deux nombres.

Soient @ et b deux entiers multiples d’un méme enticr d; posons par
exemple : @ > b. Nous avons montré que la somme (a + b) et la diffé-
rence (a —b) sont des multiples de d.

Nous énongons ce résultat sous la forme :

THEOREME : Si deux enliers ¢ et b sont divisibles séparément par un enticr
d, la somme (a + b) et la différence (a — b) sont divisibles par d.
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Par exemple, les nombres 45 et 27 gont divisibles séparément par 9; leur
somme 72 et leur différence 18 sont divisibles par 9.

Le nombre b est la différence entre la somme (a + b) ct le nombre a;
nous en déduisons que si (a + b) et a sont divisibles séparément par d,
le nombre b est aussi divisible par d :

Nous en concluons :
THEOREME : Si un entier d divise la somme de deux entiers a et b, et s’il
divise I'un d’cux, il divise Pautre.

Par excmple, considérons les nombres 54 ¢t 12, et leursomme 66. Le nombre
6 divise la somme 66 ct le nombre 12 ; donc il divise aussi 54.

Divisibilité par un entier d d’un multiple d’un nombre a.

Nous avons montré que le produit b d’un multiple ¢ d’un entier d par un
entier n est un multiple de d :

{b=na et e=n'd} =—> {b=nn'-d}.

Nous énongons ce résultat sous la forme :

THEOREME : Si un entier d divise a, il divise tous les multiples de a.

Par exemple, 7 divise 35; il divise donc 105 qui est un multiple de 35.
Nous énongons le méme résultat sous la forme :

TrEOREME : Si un entier a est un diviseur de b, tout cntier d diviseur de a
est aussi diviseur de b.

Par exemple, 8 est un diviseur de 40; 4 qui est un diviscur de 8 est aussi
un diviseur de 40.

ETUDE DES NOMBRES PREMIERS

Nombre premier.

DEFINITION : On appelle nombre premier un nombre entier, différent
de 0 et de 1, qui n’admet d’autres diviseurs que lui-méme et le nombre 1.
Par exemple, 7 n’est divisible que par 7 et par 1; c’est un nombre premier.
9 est divisible par 4, par 3 et par 9; ce n’est pas un nombre premier.

Il résulte de la définition précédente que les nombres enticrs 0 et 1 ne sont pas
des nombres premicrs.
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Ensemble des nombres premiers inférieurs a 100.

Pour former I'ensemble des nombres premiers inférieurs & 100, nous
écrivons la suite naturelle des entiexrs depuis 2 jusqu’d 100; puis nous
supprimons dans cette suite tous les nombres qui ne sont pas premiers.

Le nombre 2 est premier; nous le conscrvons, puis nous supprimons tous

lcs multiples de 2.

Le nombre 3 est premier; nous le conservons, puis nous supprimons tous

les multiples de 3.

Le nombre 5 est premier; nous le conservons, puis nous supprimons tous
les multiples de 5. Nous remarquons que le premier multiple de 5 4 barrer
cst le carré de 5; en effet, les multiples de 5 inférieurs a 52, c’est-i-dire
5%2, 5x3, 5x4, ont déja éLé barrés comme multiples de 2 ou de 3.

Le nombre 7 est premier; nous le conservons, puis nous barrons tous les
multiples de 7. Comme précédemment, nous remarquons que Ic premier
multiple de 72 barrer est 72, car les multiples de 7 inférieurs a 72 ont déja
été barrés comme multiples de 2, de 3 ou de 5.

Le nombre 11 est premier; le plus petit multiple de 11 que nous devrions
barrer est 112; ce nombre, égal 4 121, est supérieur a 100.

Les opérations que nous venons de fairc sont indiquées dans le tablecau
suivant, qui donne ’ensemble des nombres premiers inféricurs a 100 :

2 3 M 5 % 7 AN
R 13 M e 17 19
W 23 M| @R 29
31 3R 33 34 3§ 36 37
41 W 43 W A5 de 47
B B2 53 B4 - B5 B5& BL
61 B2 B B4 bE BE 67
77 R 73 M YE e K
B B2 83 B4 BS BE B
W92 V3 vq 95 94 97

g8 K4
BEEAEEELYE

79
89

EEEZZEELERE S

#

MONGE. MATU. 4°,
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Ensemble des nombres premiers.

Si nous avions écrit la suite naturelle des nombres entiers au-dela de 100,
nous aurions pu trouver des nombres premiers supérieurs a 97.

On démontre et nous admettons que, quel que soit Uentier a, il existe un
nombre premier supérieur & a. Nous pouvons donc prolonger I’ensemble
des nombres premiers aussi loin que nous le voulons.

L’ensemble des nombres premiers n’est pas borné.

Signalons enfin qu’on ne connait pas de formule qui permette de calculer
les éléments successifs de cet ensemble.

Nombres non premiers.

Les nombres qui ont été barrés dans le tableau ci-dessus forment I’ensemble
des nombres supérieurs a 1, inférieurs ou égaux a 100, et qui ne sont pas
premiers.

Nous constatons qu’ils sont tous divisibles par I'un au moins des nombres
premiers 2, 3, 5 ou 7.

Nous allons généraliser cette propriété et démontrer le théoréme suivant :

TuEOREME : Tout nombre entier a supérienr a 1 admet au moins un divi-
seur premier.

En effet, si a est premier, il est divisible par lui-méme; donc il admet un
diviseur premier.

Si @ n’est pas premier, désignons par d le plus petit de ses diviseurs autres
que 1. Si d n’était pas premier, il admettrait un diviseur d’ supérieur a
1 et inférieur & d. Le nombre d' qui divise d diviserait aussi le nombre a
(n® 41); cela est impossible puisque nous avons dit que d est le plus petit
diviseur de a autre que 1.

Par exemple, le plus petit diviseur de 713 est 23; le nombre 23 est premier.

D’une fagon générale, le plus petit dwzseur d autre que 1 d’'un entier a
est un nombre premier.

Comment reconnaitre si un nombre a est premier.

On trouvera, i la fin de ce livre, une table numérique qui donne ’ensemble
des nombres premiers inférieurs & 10 000.

Si le nombre a est inférieur au plus grand nombre de la table dont nous
disposons, il suffit de voir si le nombre @ est inscrit sur cette table,
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Supposons donc que a est supéricur au plus grand des éléments de
I’ensemble des nombres premiers dont nous disposons. Cherchons alors a
diviser le nombre a par chacun des éléments de la suite des nombres premiers :
2,3,5,7,11, ...

Si le reste d’une de ces divisions est nul, le nombre a n’est pas premier. Si
toutes ces divisions ont un reste différent de zéro, le nombre a est premier.

REMARQUE : On ne fait pas la division de a par 2, par 3, ou par 5. On
utilise les caractéres de divisibilité correspondants.

Par exemple, recherchons si le nombre 197 est premier.

Il n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5 (caractéres de divisibilité).
La division par 7 donne un quotient égal a 28 et un reste égal a 1.

La division par 11 donne un quotient égal a 17 et un reste égal a 10.

La division par 13 donne un quotient égal 4 15 et un reste égal a 2.

1l est inutile de tenter la division par 17 puisque le quotient que nous
trouverons sera au plus égal 415, et que tous lesnombres premiers inférieurs
a4 15 ont été essayés.

Cette remarque est générale : on arréie les divistons dés que I’on peut prévoir
que le quotient & obtenir sera inférieur au nombre premier que l'on essaie.
(Voir exercice n°® 77.)

Décomposition d’un nombre en un produit de nombres premiers.

Proposons-nous de montrer qu’un nombre entier, 84 par exemple, est égal A
un produit de nombres premiers.

Le plus petit diviseur de 84, autre que 1, est un nombre premier, c’est 2.

Nous écrivons : 84 =2 x 42.
De méme, 42 est divisible par 2.
Nous écrivons : 42 =2 x 21.

Le plus petit diviseur de 21 est le nombre premier 3.

Nous écrivons : 21=3x17.

Le dernier quotient, 7, est un nombre premier.
Il résulte des calculs précédents I'égalité :

84=2 x2x3Ix1T,
ou: 84 =22x3 x1.
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Nous disons que nous avons décomposé le nombre 84 en un produit de
nombres premiers.

REMARQUE : Quel que soit ’entier donné n, son plus petit diviseur supé-
rieur & 1 est un nombre premier; le quoticnt est inférieur 4 n. D’une
fagon générale, les quotients successifs vont en décroissant; ce sont des
nombres entiers; done, au bout d’un nombre fini d’opérations, nous obte-
nons pour quotient un nombre premier. La décomposition est alors terminée.

Unicité de la décomposition.

Pour décomposer le nombre 84 en produit de nombres premiers, nous
aurions pu remarquer que ce nombre est divisible par 3 (caractére de
divisibilité par 3) ; nous aurions écrit :

84 =3 x 28.

D’autre part, 28 est le produit de 7 par 4, c’est-3-dire par 22
Nous aurions écrit : 84=3x7x22

Puisque la multiplication des nombres entiers est une opération commu-
tative et associative, les deux décompositions obtenues sont les mémes.

On démontre et nous admettons que cette propriété est générale, et nous
énongons :

TufoREME : Tout nombre enticr admet une seule décomposition en produit
de nombres premiers.

Disposition pratique.

Pour décomposer un nombre entier, 84 par excmple, en un produit de
nombres premicrs, il est commode de disposer les calculs de la fagon sui-
vante :

8412  Nous tragons un trait vertical. Dans la colonne de gauche, nous

42 | 2 écrivons d’abord 84, puis au-dessous les quoticnts successifs; cha-

2113  cunde ces quotients devient dividende A son tour. Dans la colonne

117 de droite, nous écrivonsles nombres premiers successifs qui servent

1 de diviseurs; nous poursuivons ’opération jusqu’d ce que le
quotient obtenu soit égal a 1.

Nous lisons dans la colonne de droite :
84=22x3x1.



5. Si un entier d divise a, il divise tous les multiples de a.

9. Tout nombre entier a supérieur a 1 admet au moins un diviseur premier.
10.

. La somme et la différence de deux multiples d’'un nombre entier a sont
. Le produit d’un multiple d’un nombre entier a par un nombre entier est
. Si deux entiers a et b sont divisibles séparément par un entier d, la

. Si un entier d divise la somme de deux entiers a et b, et s’il divise 1'un

. Si un entier a est un diviseur de b, tout entier d diviseur de a est aussi
. On appelle nombre premier un nombre entier, différent de zéro et de

. Quel que soit 'entier a, il existe un nombre premier supérieur a a.

RESUME
des multiples de a.

un multiple de a.

somme (a + b) et la différence (a — b) sont divisibles par d.

d’eux, il divise l’autre.

diviseur de b.

1, qui n’admet pas d’autres diviseurs que lui-méme et le nombre 1.

Tout nombre entier admet une seule décomposition en produitde nombres
premiers.

TRAVAUX PRATIQUES

1. Ecrivez les ensembles A, B, C suivants :

A : cnscmble des dix premiers multiples non nuls de 13;
B : ensemble des dix premicrs multiples non nuls de 14;
C : ensemble des dix premiers multiples non nuls de 15.

2. Expliquez pourquoi les éléments ordonnés de A sont alternativement
pairs et impairs.
3. Expliqucz pourquoi les éléments de B sont tous pairs.

4. Expliquez pourquoi les éléments ordonnés de C sont terminés alter-
nativement par le chiflre zéro ct par le chiflre 5.

Ecrivez ensemble des nombres premiers compris entre 100 et 500.

Montrez, sans les effectuer, que les deux produits A et B suivants sont
égaux :

A =4 x15 x 35; B=14 x 25 x 6.
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Si un facteur premier figure dans un seul des entiers A ou B, son expo-
sant dans P est égal a celui qu’il a dans le nombre ol il figure.

Si un facteur premier figure dans les deux entiers A et B, son exposant
dans P est égal a la somme de ses exposants dans A et dans B.

REMARQUES : 1° Tous les nombres premiers qui figurent dans la dé-
composition du produit P appartiennent soit a la décomposition de A,
soit a la décomposition de B, soit aux deux décompositions simultanément.

Cela implique que les décompositions en facteurs premiers de A et de B
ne contiennent aucun facteur premier autre que ceux qui figurent dans la
décomposition du produit P.

20 Chacun de ces facteurs premiers admet, dans la décomposition de A ou
dans celle de B, un exposant au plus égal A celui qu’il a dans P.

Conditions de divisibilité.

Soit un nombre entier P; désignons par A un diviseur de P, par B le
quotient de P par A.

Nous avons I’égalité : P=AxB.
Décomposons chacun des nombres P, A, B cn un produit de facteurs
premiers. D’aprés le théoréme d’unicité, la décomposition du nombre P

et la décomposition du produit A x B comprennent les mémes facteurs
avec, pour chacun d’eux, les mémes exposants.

D’aprés les remarques précédentes (n® 62) I'’cnsemble des nombres pre-
miers qui figurent dans la décomposition de A est inclus dans I’enserble
des nombres premiers qui figurent dans la décomposition de P; et chacun
des facteurs premiers de A a un exposant au plus égal A I’exposant qu’il
a dans P.

1l en résulte que si la décomposition de P en facteurs premiers est :
P=a™ x b" x c?,

la décomposgition d’un diviscur A de P cst nécessairement de la forme :
A=a™ x b x c¥,

avec : 0S<m'<m; 0 n <ny 0<p' <p.

Réciproquement, soient deux entiers P et A dont les décompositions

en facteurs premiers sont respectivement :

P=a™ x b* x ¢
A=a™ x b x ¢¥, avec oS<m'<m; 0Kn'<n; 0K p Kp.
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Ces conditions suffisent pour affirmer que A est un diviseur de P; en cffet
P cst le produit de A par le nombre B égal a : a™-™ x b»-% x ¢?-7,
Remarquons que si 'un des exposants m’, n' ou p’ était nul, le nombre
premier correspondant ne figurerait pas dans A; et que, si 'un des
exposants m’, n' ou p’ était égal & m, ou 4 n ou a p, le nombre premier
correspondant ne figurerait pas dans le quotient B de P par A.

Nous énongons :

TutorEME : Pour qu'un cntier A soit diviseur d’un entier P, il faut
et il suffit que la décomposition de A en facteurs premiers ne contienne pas
®’autre facteur premier que ccux de la décomposition du nombre P, et
que dans A, chaque facteur premier admette un exposant inférieur ou au
plus égal a celui qu’il posséde dans P.

Application : Proposons-nous de déterminer si les nombres 132, 168 et
750 sont des diviscurs du nombre 2 520.

La décomposition de chacun de ces nombres en factcurs premiers est :
132 =22 x 3 x 11; 756 =22x 3P x 7;
168 =2x3 x 7; 2520=2"x 3 x5 x17.
La décomposition du nombre 132 contient le facteur 11 qui ne figure pas
dans celle de 2 520; donc 132 n’est pas un diviseur de 2 520.

Tous les facteurs de la décomposition du nombre 168 appartiennent a
celle du nombre 2 520; chacun des facteurs premiers de 168 a un exposant
au plus égal a cclui qu’il a dans 2 520; donc 168 est un diviseur de 2 520.

Tous les facteurs de la décomposition de 756 appartiennent A celle de
2520. Mais dans la décomposition de 2 520 ’exposant du facteur 3 est
égal 4 2, alors que dans la décomposition de 756, I’exposant de ce méme
facteur est égal a 3; donc 756 n’est pas un diviseur de 2 520.

Formation de l’ensemble des diviseurs d’un entier donné.

Proposons-nous d’écrire 1’ensemble des diviseurs du nombre 90.
Nous décomposons ce nombre en facteurs premiers :

90 =2 x 3% x 5.
D’aprés le théoréme précédent (n° 65), tout diviscur de 90 est de la forme :
2m % 3% x 57, ol m est égal 2 0 ou a1, ot n est égal 4 0, ou 3 1,0ud 2,
et ol p est égal A Ooua 1.
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Vous avez appris (n% 32 et 33) ce qu’est une loi de composition interne
dans un cnsemble.

Dans I’ensemble A des multiples nom nuls d’un entier a, ’opération
« élévation A une puissance » est-elle une loi de composition interne?
Expliquez avec précision ce quc vous entendez par la.

2. La restriction « multiples non nuls » est-clle importante?

Expliquez pourquoi.

Exercices

Reconnaitre sl les nombres suivants sont premiers, sans utiliser de table :
153; 277, 331; 479; 613; 751; 863; 907; 1271,

— Décomposer les nombres sulvants en produits de nombres premiers :

65.
66.
67.
68.
69.

45; 180; 312; 1728; 2730; 16 335.
84; 250; 632; 2184; 3 960; 34 521.
66; 276; 753; 2 835; 3 064; 56 805.
63; 534; 856; 3150; 4410; 72 924.
72; 240; 990; 1984; 5145; 82 032,

— Calculer les nombres suivants, donnés par leur décomposition en produit de nombres premiers :

70.
n".

2% % 3% 32 x 5; 2x5x7; 22x 7 x 112
2% 5; B x7 22x 3 %13, Vx5Tx78

— Ecrire les produits suivants sous forme de produits de nombres premiers :

72.
73.

4.

75.

76.

10 X 15 X 16 x 18; 17 % 48 % 25 % 32 x 63.
21 x 22 x 25 x 28; 8 36 X 20 X 18 x 40.

Ecrire le produit des quinze premiers nombres entiers non nuls sous la forme d'un produit de
nombres premiers.

On considére le produit P des six premiers nombres premiers :
P=2x3x5x7x11x13.

Démontrer que les douze nombres consécutifs :
P+2, P+3, P+4P+5 P+6, P+7, P+8, P+9, P+10, P+11, P+12, P4+ 13
ne sont pas des nombres premiers.

1° Démontrer que, quel que soit I'entier a supérieur i 1, le nombre 2a n'est pas un nombre
premier.

20 Quel est le nombre impair qui précéde 2a et quel est le nombre impair qui le sult?

3° Démontrer que lasomme de deux nombres impairs consécutifs n’est pas un nombre premier.
4° Démontrer que lasomme de trois nombres impairs consécutifs n’est pas un nombre premier.

1° Démontrer que, si le nombre a admet un diviseur premier p qui vérifie I'inégalité p® > a,
il admet aussi un diviseur premier p’ inférieur 3 p.

20 Quelle conclusion pratique peut-on en tirer lorsqu’on essale de reconnaitre si un nombre
est premier. Enoncer une régle analogue 2 celle du n° 50.
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Diviseurs communs
a plusieurs nombres entiers.

ETUDE DES DIVISEURS D’UN NOMBRE ENTIER

Produit de deux entiers décomposés en facteurs premiers.

Désignons par a, b, ¢ trois nombres premiers, et supposons que les décom-
positions en facteurs premiers de deux entiers A et B soient respective-
ment

A=a™ xb* xc?

B=a™ x b".
Nous nous proposons de donner la décomposition en facteurs premiers
du nombre :

P=A xB.

Nous écrivons :

P=(a™ x b" x ¢?) X (a™ x b™).
Puisque la multiplication des nombres entiers est unc opération commu-
lative et associative, nous écrivons :

P=(a™xa™) x (b* x b™) X c?.
Appliquons la régle de multiplication de deux puissances d’un méme
nombre; nous avons :

P= amtm X bn+n’ % cP.
Nous venons dec démontrer le théoréme suivant :
TuioREME : La décomposition en facteurs premiers du produit P de deux

cntiers A et B contient tous les facteurs premiers qui figurent dans A
ou dans B.
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Il est commode de conduire la recherche de la fagon suivante :

Sur une ligne L,, nous écrivons les puissances successives du facteur 2,
c’est-a-dire : 20 =1 et 21 =2,

Sur une ligne L,, nous écrivons les puissances successives du facteur 3,
c’est-a-dire : 30=1, 3FI=3et P=9.

Sur une ligne Ly, nous écrivons les puissances successives du facteur 5,
c’est-a-dire : 50 =1 et 5! =5.
Nous avons le tableau suivant :

L, 1,2
L, 1,3,9.
L, 1,5.

Multiplions chacun des éléments de la ligne L, par chacun des éléments
de la ligne L,. Nous obtenons I’ensemble des six nombres :

A={1,2,3,6,9,18)}.

Multiplions chacun des éléments de ’ensemble A par chacun des éléments
de la ligne L,.
Nous obtenons I’ensemble B de douze nombres :

B={1,2,3,5, 6,9, 10, 15, 18, 30, 45, 90 }.

On démontre et nous admettons que B est ’ensemble des diviseurs de 90.

ETUDE DES DIVISEURS COMMUNS A PLUSIEURS ENTIERS

Diviseurs communs 4 deux nombres entiers.

Considérons les nombres 30 et 45. Formons Pensemble A des diviseurs
de 30 et I’ensemble B des diviscurs de 45 :

A={1,2,3,5,6,10,15,30};

B={13,5,9,15,45).

Soit F l'intersection des ensembles A et B; nous avons :
F=ANB={1,3,513}.

Tout élément de ’ensemble F divise chacun des nombres 30 et 45; nous
disons que c’est un diviseur commun aux nombres 30 et 15.
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Réciproquement, tout diviseur commun aux nombres 30 et 45 appartient
A ’ensemble A et a ’ensemble B; donc il appartient & leur intersection F.
Il résulte de ce qui précéde que l'ensemble I est ensemble des diviseurs
communs aux nombres 30 et 45.

Le nombre 15, plus grand élément de F, est le plus grand diviseur commun
aux nombres 30 et 45.

Diagramme d’un ensemble.

Convenons de représenter les nombres A
entiers par des points, et entourons
d’un trait les éléments de ’ensemble
A, comme I'indique la figure 1. Une
telle représentation est appelée dia-
gramme de Iensemble A. On dit
parfois diagramme de Venn ou dia-
gramme d’Euler.

Représentons sur une méme figure le A

diagramme de I’ensemble A des divi- B
seurs de 30 et le diagramme de

I’ensemble B des diviseurs de 45. La

partiec commune est le diagramme de

I’ensemble F, intersection des ensem-

bles A et B. Cet ensemble F est

I’ensemble des diviseurs communs a

30 et & 45. Fig. 2.

Plus grand diviseur commun a deux nombres entiers.

D’une fagon générale, considérons deux entiers distincts non nuls e et b.
L’ensemble A des diviseurs de a n’est pas vide; il conticnt au moins les
éléments 1 ¢t a. De méme, ’ensemble B des diviseurs de b n’est pas vide;
il contient au moins les éléments 1 et b.

1’ensemble F, intersection des cnsembles A et B n’est pas vide : il contient
au moins I’élément 1. Comme dans P’exemple précédent, on démontre que
I’ensemble I’ est I’ensemble des diviscurs communs aux nombres a et b.

Les éléments de F sont au plus égaux au plus petit des nombres a et b.
Il existe donc dans F un élément D plus grand que tous les autres; cet
élément D est le plus grand diviseur commun aux nombres a et b.
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REMARQUE : Si le nombre a est un multiple de b, le nombre b apparticnt
a I’ensemble A ct A ’enscmble B, donc a lcur interscction F. C’est le plus
grand ¢élément de B, donc de F.

Lorsque a est un multiple de b, le plus grand diviseur commun aux
nombres a et b est le nombre b.

Par exemple le plus grand diviseur commun aux nombres 8 et 40 est égal

as8.

Plus grand diviseur commun i plusieurs nombres entiers.

Congidérons les trois nombres : a = 36, b = 60, ¢ =90,

Utilisons le procédé indiqué aux n% 67 ¢t 68 pour former I’enscmble A
des diviscurs de a, ’ensemble B des diviscurs de b, et I’ensemble C des
diviscurs de c.

Nous avons : 36 =22 x 32; 60=22x3 x5; 90=2 x 32 x 5.

Nous en déduisons :

A={1,2,3,4,6,9,12,618,36};

B={1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60 };

€={1,2,3,5,6,9, 10, 15, 18, 30, 45, 90 }.

Formons successivement I’ensemble E = A N B, puis I'cnsemble F = ENC.
Nous avons :

E={1,23,4,6,12};

F={123,6}

L’ensemble F est I’ensemble des diviseurs communs aux trois nombres
36, 60 ct 90; son plus grand élément, 6, est le plus grand diviseur com-
mun a ces trois mombres.

D’une fagon générale, considérons trois entiers non nuls, a, b, c.
Formons ’ensemble A des diviscurs de a, I’cnsemble B des diviseurs de b,
I’ensemble C des diviseurs de ¢. Aucun de ces enscmbles n’est vide; chacun
d’eux contient au moins 1’élément 1.

Formons successivement ’cnsemble E = AN B, puis I’ensemble F = ENC.
Aucun des ensembles formés n’est vide, puisqu’ils contiennent tous au
moins 1’élément 1.

On démontre que I'ensemble F contient un élément plus grand que les
autres, et quc cet élément D est le plus grand diviseur commun aux nombres
donnés a, b, c.



77.

78.

79.

0.

DIVISLURS COMMUNS A PLUSIEURS NOMDRES ENTIERS 41

REMARQUE : On démontre et nous admettons que ’ensemble F reste le
méme si nous formons les intersections des enscmbles dans un ordre qucl-
conque,

Par exemple, si nous formons I’ensemble G =BNC, puis I’cnsemble
H = ANG, les enscmbles F et H sont égaux.

Nous disons que pour les ensembles envisagés, I'intersection est une opé-
ration a la fois commutative et associalive. [Voir Iinterprélation a I'aide
des diagrammes aux T. P. no 103 ct 104.]

Calcul du plus grand diviseur commun a plusieurs entiers.

Proposons-nous de calculer le plus grand diviseur commun aux trois nom-

bres, 480, 720 et 1 400.
Nous décomposons ces nombres en facteurs premicrs :

480 =25 x 3 x 5; 720=24x 3 x 5; 1400 =23 x 52 x 7.

La décompasition en facteurs premiers d’un diviseur commun 3 ces trois
nombres ne peut contenir d’autres nombres que 2 et 5, seuls factcurs
communs aux trois nombres donnés.

Dans ce diviseur commun, I’exposant du facteur 2 est au plus égal a 3,
sinon le nombre ne diviserait pas 1 400.

L’exposant du facteur 5 est égal a 1, sinon le nombre ne diviscrait ui 480,
ni 720.

Il en résulte que la décomposition en facteurs premiers du plus grand
diviseur D commun i 480, 720 et 1400 est : 23 x 5.

Nous avons donc : D = 40.

Nous énongons :

RiGLE : Pour calculer le plus grand diviseur commun a plusieurs entiers,
on décompose ces nombres cn facteurs premiers. Puis on fait l¢ produit
des facteurs communs a lous les nombres proposés en prenant chacun de
ces facteurs une scule fois ct avec son plus petit exposant.

Diviseurs du plus grand diviseur commun a plusieurs entiers.

Reprenons I’exemple précédent. D’aprés le théoréme n° 40, si un nombre d
divise a, il divise aussi tous les multiples de a.

Les nombres 480, 720 ct 1 400 sont des multiples de leur plus grand divi-
seur commun 40. Done les diviscurs de 40 sont tous des diviseurs communs

a 480, 720 et 1 400.
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On démontre et nous admettons que ce sont les seuls diviseurs communs
a ces nombres.

Nous énongons :

TakorEME : L'ensemble des diviseurs communs a plusieurs entiers est
égal a Pensemble des diviseurs de leur plus grand diviseur commun,

Nombres premiers entre eux.

Considérons les trois nombres 45, 84 et 130. Décomposons ces nombres
en facteurs premiers :

45 = 3% X 5; 84=22x3x1T; 130 =2 x 5 x 13.
Il n’existe aucun facteur premier commun A ces trois nombres; I'inter-
section des cnsembles de leurs diviseurs communs comprend un seul

élément, le nombre 1. Le plus grand diviseur commun a ces trois nombres
est égal a 1.

Nous disons que ces nombres sont premiers entre eux et nous énongons :

DErFinNITION : On dit que des nombres sont premiers entre eux lorsque
leur plus grand diviseur commun est égal a 1.

REMARQUE : Il ne faut pas confondre I’expression : mombres premiers
avec I’expression : nombres premiers entre cux.

Des nombres premiers distincts sont nécessairement premiers entre eux;

mais des nombres premiers entre eux ne sont pas nécessairement des
. . . s . .

nombres premiers. Ainsi, dans I’exemple précédent, les nombres 45, 84

et 130 sont des nombres premiers entre eux; aucun d’eux n’est un nombre

premier.

Quotient de plusieurs nombres entiers
par leur plus grand diviseur commun.

Considérons les trois nombres 480, 720 et 1 400. Nous avons calculé
(n® 78) leur plus grand diviscur commun; il est égal a 40.

Nous avons écrit précédemment :
480 =2%x 3 x 5; 720 =21 x 3% x 5; 1400 =23 x 5% x 7;
40 = 22 x 5.
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Les quotients respectifs des trois nombres par leur plus grand diviseur
commun sont :

480 : 40 = 2% x 3; 720 : 40 =2 x 3%; 1400:40=5x 7.

Ces quotients sont premiers entre eux.

On démontre et nous admettons que cette propriété est générale (voir
T.P. n° 102 et Exercice n° 138).

Nous énongons :

THEOREME : Les quotients de plusieurs entiers par leur plus grand diviseur
commun sont des nombres premiers entre eux.

Exercice : Deux rapporteurs de méme diamétre sont appliqués l'un sur
Pautre. L’un est divisé en 180 degrés, Uautre en 200 grades. Quels sont sur

ces rapporteurs les nombres qui correspondent aux traits de division super-
posés?

Désignons par AB le plus petit arc mesuré simultanément par un nombre
entier n de degrés et un nombre entier m de grades.

Lorsque les deux rapporteurs sont superposés, les traits de division
intermédiaires qui sont superposés déterminent sur chaque rapporteur

un nombre N d’arcs égaux a AB.

Ce nombre N est donc un diviseur commun a 180 et a 200; puisque Parc
AB est le plus petit, le nombre N des arcs AB est aussi grand que possible.

Il en résulte que le nombre N est le plus grand diviseur commun aux
nombres 180 et 200.

180 =22 X 32X 5) ny_os w &
200 = 20 52 | N=22x5=20.

Il y a donc sur chaque rapporteur 20 arcs égaux 2 AB.
Chacun d’eux est égal 2 9 degrés ou a 10 grades.

Les nombres qui correspondent aux traits de division superposés sont
dongc :

0°et 0 gr, 9°et 10 gr, 18°et 20 gr, 27° et 30 gr, 360 et 40 gr...
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RESUME

. La décomposition en facteurs premiers du produit P de deux entiers

A et B contient tous les facteurs premiers qui figurent dans A ou dans B.

Si un facteur premier figure dans un seul des nombres A ou B, son exposant
dans P est égal A celui qu'il a dans le nombre ou il figure.

Si un facteur premier figure dansles deux nombres A et B, son exposant
dans P est égal 4 la somme de ses exposants dans A et dans B.

Pour qu'un entier A soit diviseur d'un entier P, il faut et il suffit que
la décomposition de A en facteurs premiers ne contienne pas d'autre
facteur premier que ceux de la décomposition du nombre P, et que dans
A chaque facteur premier admette un exposant inférieur ou au plus
égal A celui qu'il posséde dans P.

Lorsque a est un multiple de b, le plus grand diviseur commun aux
nombres a et b est le nombre b.

. Pour calculer le plus grand diviseur commun & plusieurs entiers, on -

décompose ces nombres en facteurs premiers. Puis on fait le produit
des facteurs communs a tous les nombres proposés en prenant chacun
de ces facteurs une seule fois avec son plus petit exposant.

L'ensemble des diviseurs communs A plusieurs entiers est égal a 1'en-
semble des diviseurs de leur plus grand diviseur commun.

On dit que des nombres sont premiers entre eux lorsque leur plus grand
diviseur commun est égal a 1.

. Les quotients de plusieurs entiers par leur grand diviseur commun

sont des nombres premiers entre eux.

83.

89.

TRAVAUX PRATIQUES

Décomposez le nombre 120 en un produit de nombres premiers; puis
utilisez cette décomposition pour écrire 120 sous la forme d’un produit

de deux nombres. Donnez toutes les solutions.

1. Décomposez le nombre 540 en un produit de nombres premiers.

2. On suppose le nombre 540 écrit sous la forme du produit de deux

nombres entiers. AetB: 540 = A x B.
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91.
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Utilisez la méthode de I'exercice précédent pour indiquer, sous la forme
de produits de nombres premiers, dix valeurs possibles pour le nombre A;
donnez, sous la forme de produits de nombres premiers, les valeurs corres-
pondantes du nombre B.

1. Décomposez les nombres 504 et 5042 en produits de nombres premiers.
Comparez ces deux décompositions.

2. Démontrez que le produit P =28 x 32 x 5 n’est pas le carré d’un
nombre entier. Indiquez le plus petit nombre entier k par lequel il faut
multiplier ce produit pour que le produit P X % seit le carré d’un nombre
entier.

1. Formez I’ensemble des diviseurs du nombre 360.
2. Rangez ces diviseurs par ordre de grandeur croissante.

3. Faites le produit du premier de ces éléments ordonnés par le dernier;
puis le produit du second par ’avant-dernier; et ainsi de suite, en décalant
chaque fois d’un rang par rapport aux extrémités de la liste.

Que remarquez-vous pour ces produits successifs ?
Expliquez cette remarque.

1. Formez I’ensemble E des diviseurs du nombre 126.
2. Rangez ces diviseurs par ordre de grandeur croissante.

3. Calculez la somme s de deux éléments quelconques de E. Cette somme s
appartient-clle a E?

Recommencez cette opération pour plusieurs couples d'éléments de E;
dites pour chacun de ces couples si la somme obtenue appartient 3 E.
Complétez la phrase suivante :

L’addition ... une loi de composition interne pour Uensemble des diviseurs
d’un nombre.

4. Calculez le produit p de deux éléments quelconques de E. Ce produit p
appartient-il 3 E?

Recommencez cette opération pour plusieurs couples d’éléments de E;
dites pour chacun de ces couples si le produit obtenu appartient 3 E.
Complétez la phrase suivante :

La multiplication ... une loi de composition interne pour Uensemble des
diviseurs d’un nombre.
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94.

95.

96.

ARITHMETIQUE

1. Eecrivez ’ensemble A des diviseurs de 512 et I’ensemble B des diviseurs
de 72.

2. Formez I’ensemble C = ANB.
Représentez ces ensembles A, B et C par un diagramme.

3. Vérifiez que les éléments de I’ensemble C sont des diviseurs de 1a somme
et de la différence des deux nombres 512 et 72.

1. Ecrivez les deux nombres 84 et 4032 sous la forme de produits de
nombres premiers.

2. Démontrez que le nombre 84 est un diviseur de 4 032. Calculez, sans
poser la division, le quotient de 4 032 par 84.

1. Ecrivez les deux nombres 792 et 3 344 sous la forme de produits de
nombres premiers.

2. Démontrez que le nombre 792 n’est pas un diviseur de 3 344.

1. On considére les deux nombres 168 et 144, et leur différence 24. Vérifier
que le plus grand diviseur commun aux nombres 168 et 144 est aussi le
plus grand diviseur commun aux nombres 144 et 24.

2. Choisissez deux autres nombres @ et b (@ > b) et vérifiez que le plus
grand diviseur commun 3 ces deux nombres est aussi le plus grand divi-
geur commun au nombre b et A la différence a — b.

3. Utilisez la remarque précédente pour simplifier la recherche du plus
grand diviseur commun a 3 275 et a 3 265.

1. Calculez le plus grand diviseur d commun aux nombres 396 et 468.

2. Vérifiez que d est aussi le plus grand diviseur commun au plus petit
nombre 396 et au reste 72 de la division de 468 par 396.

Vérifiez que d est aussi le plus grand diviseur commun a 72 et au reste 36
de la division de 396 par 72.

Vous pouvez donc obtenir le plus grand diviseur commun aux nombres
396 et 468 par une suite de divisions qu’on peut disposer comme ci-
dessous :

468 | 396 | 72 | 36

72 | 36 0




98.

100.

101.

DIVISEURS COMMUNS A PLUSIEURS NOMBRES ENTIERS 47

Le dernier diviseur utilisé, 36, est le plus grand diviseur commun cherché.

3. Utilisez la méthode précédente pour trouver le plus grand diviseur
commun aux nombres 912 et 1 070.

Dessinez, sur du papier millimétré, deux régles juxtaposées dont la lon-
gueur est 18 cm.

Divisez la premilre régle en six parties égales; & partir de I’origine commune
aux deux régles, numérotez les divisions de 0 a 6.

Divisez la seconde régle en neuf parties égales; comme précédemment
numérotez les divisions de 0 4 9.

1. Marquez d’un trait de couleur les divisions communes aux deux régles.
Quelle est la distance de deux de ces traits consécutifs?

2. En combien de parties égales les traits qui coincident partagent-ils les
régles? Que représente ce nombre pour les nombres 6 et 9?

Soit d le plus grand diviseur commun & deux nombres a et b.

1. Démontrez que le plus grand diviseur commun aux nombre a? et b2
est égal a d2.

2. En vous inspirant du résultat précédent, trouvez le plus grand diviseur
commun aux nombres a® et §3.

Admettez que les résultats précédents sont vrais quel que soit ’exposant n
et complétez la phrase suivante : Si d est le plus grand diviseur commun

& deux nombres a et b, le plus grand diviseur commun gux deux nombres a™
et b" est ...

Trouvez trois nombres non premiers mais premiers entre eux dans leur
engemble et compris entre 30 et 60.

On donne les trois nombres : @ = 72; b=96; c¢=108.

1. Calculez :

le plus grand diviseur d; commun aux nombres a et b;
le plus grand diviseur d, commun aux nombres b et c;
le plus grand diviseur dy commun aux nombres c et a;

le plus grand diviseur d commun aux nombres a, b et c.

2, Vérifiez que d est aussi le plus grand diviseur commun aux nombres
d,, d, et d,
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102. 1. Calculez le plus grand diviseur d commun aux trois nombres suivants :
a = 588, b = 630, c=13234.

Puis calculez les trois quotients :

a,=a:d; by=0b:d; c,=c:d.

Quel est le plus grand diviseur commun aux nombres a;, b, et ¢,?
2. Calculez le plus grand diviseur d commun aux quatre nombres suivants :

a = 315, b =180, c = 825, e = 990,

Puis calculez les quatre quoticnts :

a,=a:d; b,=>b:d; ¢ =c:d; ey=ec:d.

Quel est le plus grand diviscur commun aux nombres a,, b, ¢, et ¢;?

103. Commutativité de I’intersection de deux ensembles.

1. Ecrivez I’ensemble A des diviseurs de 60 et I’ensemble B des diviseurs
de 84.

2. Formez les ensembles E = ANB et E' =B N A, Comparez les éléments
des ensembles E et E’.

3. Marquez A l’intérieur des diagrammes figurés ci-contre (fig. 3) les
éléments de I’ecnsemble A et ceux de P’ensemble B.

Fig. 3.

Indiquez sur la figure les éléments des ensembles E et E'.

4. Quelle propriété venez-vous d’établir pour lintersection de deux
ensembles?
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104. Associativité de Pintersection des ensembles.

Reprencz les trois nombres donnés au n° 75 :

a=236; b=060; c=90.
Les diagrammes figurés ci-dessous contiennent les éléments des trois
cnsembles suivants :

A : ensemble des diviseurs de 36;
B : ensemble des diviscurs de 60;
C : cnsemble des diviscurs de 90.

1. A partir des diagrammes de la figure n® 4, représentez sur votre cahier
les diagrammes des ensembles E=ANDB, et ' =E NC.

Fig. 4.

Vous écrivez : F=[ANB]NC={...}.

2. Sur une autre figure, représentez les diagrammes des ensembles
G=BNCet H=ANG.

Vous écrivez : H=AN[BNC]={..}.

3. Comparez les éléments des ensembles F ct H.

Quelle propriété vencz-vous d’établir pour I'intersection des trois cnsembles

A, B, C?
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Exercices

— On donne les deux nombres A et B; sans calculer ces nombres, écrire sous la forme de produits

de nombres premiers le produit A X B et le quotient A : B.

A=2 x5% B=5
A=32x5x7% B=3 x52
A=2x3'x7% B=2 x3?x7

A=2tx3x5 x7; B=22x3'x7.
A=20x 34 x5 x 7% B=2 x5 x7

Décomposer 1 176 en un produit de nombres premiers. En déduire la décompaosition en produit
de facteurs premiers des nombres 1 1762 et 1 176® sans calculer ces nombres.

— Méme exercice que le précédent pour les nombres suivants :

84.
8é.
87.

9.
93.

2772; 4725. 85. 3960; 8261,
Trouver le nombre A tel que: A?2=24 x 32 x 53
Trouver le nombre A tel que : A3=2° x 3%,

10 Décomposer le nombre 254 016 en un prodult de nombres premiers.

2° Démontrer que ce nombre est le carré d’un nombre entier A. Quel est le nombre A?

10 Décomposer le nombre 91 125 en un produit de nombres premiers.

2° Démontrer que ce nombre est le cube d'un nombre entier A. Quel est le nombre A?
Quel est le plus petit nombre entier dont le carré est un muitiple de 1207

Par quels nombres entlers peut-on multiplier 140 pour que le produit soit un carré inférleur
490 000 ? Donner toutes les solutions.

Quel est le plus petlt nombre entier dont le produit par 588 est le cube d'un nombre entier ?

19 Décomposer les nombres A = 378 et B = 8 316 en produits de nombres premlers.

29 Reconnaitre si A est un diviseur de B.

— Méme exercice que le précédent pour les valeurs suivantes de A et de B :

94.
97.
98.

A =245, B=1960. 95. A=455 B=7605  96. A=1452, B=8712
Démontrer que le produit de trois nombres entiers consécutifs est divisible par 6.

Quel est le plus grand nombre entier dont le carré est un diviseur de 43201
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99. Par quels nombres entiers peut-on diviser 1 200 pour que le quotient soit un carré inférieur 3
100? Donner toutes les solutions.

— Former les ensembles de tous les diviseurs pour chacun des nombres suivants :

100. 150; 340. 101. 1528; 1725, 102. 2670; 4995.

— Calculer le plus grand diviseur commun aux nombres suivants, et, dans chaque cas, trouver le
quotient de ces nombres par leur plus grand diviseur commun :

103. 72et99. 104. 132 et 154. 105. 1092 et 1274,
106. 105 et 147, 107. 210 et 240. 108. 1848 et 2 541.
109. 405 et 495. 110. 462 et 546. 111. 1638 et 1 890.

— Calculer le plus grand dlviseur commun aux nombres suivants, et, dans chaque cas, trouver le
quotient de ces nombres par leur plus grand diviseur commun :

112, 32, 54 et 96. 113. 120, 216 et 360. 114. 1584, 2448 et 3 024.
115. 60, 70 et 90. 116. 252, 396 et 468. 117. 1 440, 3 600 et 8 400.
118. 64, 72 et 96. 119. 243, 504 et 567. 120. 1024, 2 560 et 8 448,

— Ecrire I'ensemble des diviseurs communs aux nombres suivants :

121. 120, 216 et 300. 122. 126, 198 et 234.

123. On divise 4 936 et 5 327 par un méme nombre a; on obtient respectivement pour restes 40 et
47. Quel est le nombre a! Donner toutes les solutions.

124. On divise 2 387 et 2 807 par un méme nombre a; on obtient respectivement pour restes 11 et 35,
Quel est le nombre at Donner toutes les solutions.

125. On multiplie plusieurs nombres par un méme nombre a. Que devient le plus grand diviseur
commun a ces nombres ?

126, Le produit de deux nombres a et b est P =1617; le plus grand diviseur commun 2 ces deux
nombres est D = 7. Quels sont les deux nombres a et b ! Donner toutes les solutions.

— Méme exercice que le précédent pour les valeurs suivantes de P et D :
127. P=1734, D=17. 128. P=4725, D=15. 129. P=30240, D=12.

130. La somme de deux nombres a et b est s =276; le plus grand diviseur commun i ces deux
nombres est D = 23. Quels sont les deux nombres a et b? Donner toutes les solutions.

— Méme exercice que le précédent pour les valeurs suivantes de s et D :
131. s=196. D=14. 132. s=165, D=15. 133. s=1270, D =18.
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— Décomposer chacun des nombres suivants en produit de deux facteurs premiers entre eux; donner

134,

137.

138.

139.

140.

141.

142,

toutes les solutions :
3528; 616. 135. 1400; 1800. 136. 3780; 420.

10 Démontrer que deux nombres entiers consécutifs sont premiers entre eux.

20 En déduire que, si n désigne un nombre entier, les nombres n et 2n + 1 sont premiers
entre eux, et les nombres n 4+ 1 et 2 n 4 1 sont aussi premiers entre eux.

10 Solent d un diviseur commun 4 deux nombres entiers a et b, a’ et b’ les quotients respectifs
de a et b par d. Démontrer que, si d n’est pas le plus grand diviseur commun 2 a et b, les quo-
tients g’ et b’ ne sont pas premiers entre eux.

2° En déduire que, si les quotients de a et b par un de leurs diviseurs communs sont premiers
entre eux, ce diviseur est le plus grand.

Deux boites contiennent respectivement I'une 301 crayons de couleur rouge et l'autre
210 crayons de couleur noire. On veut répartir ces crayons en paquets égaux de crayons d'une
seule couleur. Queli est le nombre de crayons contenus dans chaque paquet? Quel est le nombre
de paquets de chaque couleur?

Deux livres ont respectivement 960 et 1 216 pages. lIs sont formés de fascicules qui comportent
chacun un méme nombre de pages compris entre 50 et 70. Quel est le nombre de pages de
chaque fascicule ? Quel est le nombre de fascicules de chaque livre?

On dispose de 48 pommes, 72 polres et 240 oranges. Avec ces fruits on garnit le plus grand
nombre possible de corbeilles de méme composition. Combien remplit-on de corbeilles?
Quelle est la composition de chacune d’elles?

Les cotés AB et AD d’un champ rectangulaire ABCD ont pour longueurs respectives 120m et
90 m. On divise ces deux cdtés en segments égaux mesurés par un nombre entier de métres,
Par chacun des points de division de AB on méne les parall¢les & AD; et par chacun des points
de division de AD les paralléles & AB; on forme ainsi un quadrillage. On plante des arbres 3
chacun des sommets de ce quadrillage, y compris aux sommets situés sur le pourtour du champ.

10 Quelles sont les quatre plus grandes longueurs possibles pour le c6té d’un carré du quadril-
lage ! Calculer, pour chacune d’elles, le nombre d’arbres nécessaires pour la plantation.

22 Quel est le nombre d’arbres nécessalres dans chacun des quatre cas précédents si on ne
plante pas d'arbres sur le pourtour du champ?

3° On dispose de 90 arbres. Quelle solution faut-il adopter pour utiliser le plus grand nombre
de ces arbres?
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CHAPITRE 1V

Multiples communs
a plusieurs nombres entiers.

ENSEMBLE DES MULTIPLES COMMUNS
A DEUX NOMBRES ENTIERS

Multiples communs a deux nombres entiers.

Considérons les nombres 18 et 24. Formons ’ensemble A des multiples de
18 et I’ensemble B des multiples de 24.

Nous avons :
A = {0, 18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, 144, 162, 180, 198, 216, ...}.
B = {0, 24, 48, 72, 96, 120, 144, 168, 192, 216, ...}.

Soit I’ Pintersection des ensembles A et B; nous avons :
F=ANB = {0, 72, 144, 216, ...}.

Tout élément de I est un multiple de chacun des nombres 18 ct 24;
nous disons que ¢’est un multiple commun aux nombres 18 et 24.

Réciproquement, tout multiple commun aux nombres 18 et 24 appar-
tient A ’ensemble A ct i I'ensemble B; donc il appartient 3 leur inter-
section F.

11 résulte de ce qui précéde que Penscmble F est Uensemble des muliiples
communs aux nombres 18 ct 24.

Le nombre 72, plus petit élément non nul de F, est le plus petit multiple
commun aux nombres 18 et 24.
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Plus petit multiple commun 3 deux nombres entiers.

D’une fagon générale, soient deux entiers non nuls, a et b. Formons
I’ensemble A des multiples de @ et ’ensemble B des multiples de b :

A =/{0, a, 2a, 3a, 4a, ...};
B ={0, b, 2b, 3b, 4b, ...}.

Le produit ab est un multiple de a; donc le nombre ab appartient a
I’ensemble A.

Le produit eb est un multiple de b; donc le nombre ab appartient a
I’ensemble B.

Le nombre ab appartient donc a I’intersection des ensembles A et B.

Tous les multiples de ab appartiennent aussi a I'intersection de ces deux
ensembles.

Il en résulte que I’ensemble F = ANB n’est pas vide; il contient, outre
le nombre 0, le produit ab et les multiples de ce nombre.

Comme pour excmple précédent, on démontre que I’ensemble F est
I’énsemble des multiples communs aux nombres a et b. Les éléments
non nuls de F sont au moins égaux au plus grand des nombres a et b;
il existe donc dans F un élément non nul m plus petit que tous les autres
éléments non nuls; cet élément m est le plus petit multiple commun aux
nombres a et b.

Plus petit multiple commun a plusieurs nombres entiers.

Considérons plusieurs entiers a, b, ¢, ¢, non nuls.

Nous formons d’abord I’ensemble A des multiples de a, I’ensemble B des
multiples de b, I’ensemble C des multiples de ¢, 'ensemble E des mul-
tiples de e.

Formons successivement I’ensemble F = A N B, puis ’ensemble G = FNC,
et enfin I’ensemble H = G NE.

Aucun de ces ensembles n’est vide puisque F contient le produit ab,
puisque G contient le produit abe, et puisque H contient le produit abce.

On démontre que P’ensemble H est U'ensemble des multiples communs aux
nombres donnés, que cet ensemble H contient un élément m non nul plus
petit que les autres éléments non nuls, et que cet élément m est le plus petit
multiple commun aux nombres a, b, c, e.
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REMARQUE : Comme dans le cas des ensembles des diviseurs communs a
plusicurs nombres, lintersection des ensembles des multiples communs d
a plusieurs nombres est une opération & la fois commutative et associative.

Calcul du plus petit multiple commun a plusieurs entiers.

Proposons-nous de calculer le plus petit multiple commun aux trois
nombres 15, 18 et 40.

Nous décomposons ces nombres en facteurs premiers :
15=3x5; 18 =2 x 3?; 40=2%x5.
La décomposition en facteurs premiers d’'un multiple commun i ces

trois nombres doit contenir au moins tous les nombres premiers 2, 3 et 5 qui
igurent dans les trois nombres donnés.

Dans ce multiple commun, I’exposant du facteur 2 est au moins égal a 3,
sinon le nombre ne serait pas un multiple de 40.

L’exposant du facteur 3 est au moins égal & 2, sinon le nombre ne serait
pas un multiple de 18.

L’cxposant du facteur 5 est au moins égal a 1, sinon le nombre ne serait

pas un multiple de 15 et de 40.

Il en résulte que la décomposition en facteurs premiers du plus petit
multiple m commun & 15, 18 et 40 est : 23 x 3* x 5.

Nous avons donc : m = 360.
Nous énongons :

RiGLE : Pour calculer le plus petit multiple commun a plusieurs entiers,
on décompose ces nombres en facteurs premiers. Puis on fait le produit
de tous les facteurs qui figurent dans au moins une décomposition en pre-
nant chacun des facteurs une seule fois et avec son plus grand exposant.

Cas particuliers.

Premier cas : Si un nombre entier a est multiple d’un entier b, le plue
petit multiple commun a @ et b est le nombre a.

Deuxiéme cas : Si deux nombres a et b sont premiers entre eux, leurs
décompositions respectives en facteurs premiers n’ont aucun facteur
commun; le plus petit multiple commun 3 ces deux nombres est alors
leur produit ab.
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Multiples du plus petit multiple commun a plusieurs entiers.

Reprenons I’exemple précédent (n° 110).
D’aprés le théoréme n® 34, si un nombre m est un multiple de a, tous les
multiples de m sont aussi des multiples de .

Le nombre 360 est un multiple commun a 15, 18 et 40; donc les multiples
de 360 sont tous des multiples communs a 15, 18 et 40. On démontre et
nous admettons que ce sont les seuls multiples communs & ces nombres.

Nous énongons :

THEOREME : L’cnsemble des multiples communs & plusieurs entiers
est égal & Pensemble des multiples de leur plus petit multiple commun.

Exercice : Trois lignes d’autobus partent d’une méme station A ; les voitures

de la premiére ligne reviennent & leur point de départ au bout de 1 h 5 mn,
et séjournent 10 mn a la station avant de repartir ; celles de la deuxiéme ligne
reviennent au bout de 54 mn et séjournent 6 mn ; enfin celles de la troisicme
ligne reviennent au bout de 45 mn et séjournent 5 mn.

Trois autobus partent en méme temps de la station commune, un dans chaque
direction, le lundt matin & 7 h.

A quelle heure ces trois autobus repartent-ils ensemble de la station A?

La durée qui sépare deux départs consécutifs de la station A est :

pour un autobus de la 17¢ ligne : 4 h 5 mn + 10 mn = 75 minutes.

pour un autobus de la 2¢ ligne: 54 mn+ 6 mn = 60 minutes.

pour un autobus de la 3¢ ligne: 45 mn 4 5 mn = 50 minutes.

Les autobus des trois lignes repartent ensemble pour la premiére fois au

bout d’un nombre de minutes qui est le plus petit multiple commun aux

nombres 75, 60 et 50.

Or nous avons : 75 = 3 x 52%; 60=22%x3x5; 50 =2 x 52

La décomposition en facteurs du plus petit multiple commun m est :
22 x 3 x %2

Donc : m = 300. -

Les trois autobus repartent ensemble au bout de 300 minutes ou 5 heures.

L’heure de ce premier départ simultané est : 7 h + 5 h = 12 heures.
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RESUME

1.

. Si deux nombres a et b sont premiers entre eux, leur plus petit multiple

. L'ensemble des multiples communs A plusieurs entiers est égal a

Pour calculer le plus petit multiple commun a plusieurs entiers, on
décompose ces nombres en facteurs premiers. Puis on fait le produit
de tous les facteurs qui figurent dans au moins une décomposition en
prenant chacun des facteurs une seule fois avec son plus grand exposant.
Si un nombre entier a est multiple d'un entier b, le plus petit multiple
commun 4 a et b est le nombre a.

commun est égal & leur produit ab.

I’ensemble des multiples de leur plus petit multiple commun.

117.

118.

119.

TRAVAUX PRATIQUES

1. Vérifiez que les decux nombres 35 et 72 sont premiers entre eux.

2. Calculez le plus petit multiple commun & ces deux nombres ¢t compa-
rez-le a leur produit,

3. Comment expliquez-vous le résultat de cette comparaison?

Un pouce anglais est égal a 26,4 mm. Quellc est, exprimée en centimeétres,
la plus petite longucur mesurée i la fois par un nombre entier de centi-
métres et un nombre entier de pouces?

Quel est ce nombre entier de pouces?

1. Calculez le plus grand diviseur d commun aux deux nombres 108 et
504, et le plus petit multiple m commun 3 ces deux nombres.

2. Multiplicz les deux nombres 108 et 504 par un méme nombre, 6 par
excmple. Puis calculez le plus grand diviseur d commun aux nombres
108 X 6 et 504 x 6, et le plus petit multiple m commun i ces deux
nombres,

3. Comparez D & d, et M & m. Que remarquez-vous?

4. Admettez que le résultat précédent est valable quels que soient les
nombres e et b et le nombre k par lequel on les multiplic; complétez la
phrase :

Soient deux nombres a et b, leur plus grand diviseur commun d, leur plus
petit multiple commun m. Les nombres x = ka et y = kb admettent pour

plus grand diviseur commun le nombre D = ... et pour plus petit multiple
commun le nombre M = ...
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120,

121.

122.

ARITHMETIQUE

1. Reprenez les nombres 108 et 504 de I’exexcice précédent, leur plus
grand diviscur commun d et leur plus petit multiple commun m.

Divisez les deux nombres 108 et 504 par un diviseur commun, 9 par
exemple. Puis calculez le plus grand diviseur D’ commun aux nombres
108 : 9 et 504 : 9, et le plus petit multiple M’ commun 3 ces deux nombres,

2. Comparez D' a d et M’ & m. Que remarquez-vous?

3. Admecttez que le résultat précédent est valable quels que soient les
nombres a et b et le diviseur commun %’ par lequel on les divise; complé-
tez la phrase :

Soient deux nombres a et b, leur plus grand diviseur commun d, leur plus
petit multiple commun m, et k' un diviseur commun & a et b. Les nombres
x'=a: k' e¢ yy=b:k’ admettent pour plus grand diviseur commun le
nombre D' = ... et pour plus petit multiple commun le nombre M' = ...

1. Calculez le plus grand diviseur d commun aux nombres 252 et 396, puis
le plus petit multiple m commun a ces deux nombres.

2. Comparez le produit d X m au produit 252 X 396 des deux nombres.
3. Essayez de généraliser le résultat précédent.

Considérez, par exemple, deux nombres x et y de la forme :

x=a"XxX b" X c?; y=a" x b".
a, b, ¢ sont des nombres premiers; r, n, p, r', n’ sont des entiers tels que
i>retn<n'.

Calculez le plus grand diviseur d commun aux nombres x et y, et le plus
petit multiple m commun A ces deux nombres.

Comparez le produit d X m au produit x x y.

1. Formez les ensembles A, B, C suivants :
A : ensemble des vingt premiers multiples de 9;

B : ensemble des vingt premiers multiples de 12;
C : ensemble des vingt premiers multiples de 16.

2. Formez les ensembles : E=ANB et F = A UB.
Que représente ’ensemble E pour les nombres 9 et 12?
Définissez un caractére commun a tous les éléments de I’ensemble F.

3. Formez les ensembles : H=BNCet K=BUC.
Que représente ’ensemble H pour les nombres 12 et 16?
Définissez un caractére commun 3 tous les éléments de I’ensemble K.

-~
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4. Formez I’ensemble : J=[A NB]jNC.

Que représente cet ensemble pour les nombres 9, 12 et 16?

5. Pouvez-vous écrire, sans nouveaux calculs, les ensembles suivants :
ANBNC, [ANCINB, AN[CNB], BN[ANC]
[BNAJNC?

6. Reprenez les questions précédentes et dessincz pour chacune d’elles

les diagrammes correspondants. Chaque fois que vous le pouvez, énoncez
un théoréme sur la réunion ou sur I'intersection de plusieurs ensembles.

On donne les trois nombres : a =12, b=90, c¢=150.

1. Calculez :

le plus petit multiple m; commun aux nombres b et c;
le plus petit multiple m, commun aux nombres ¢ ct a;
le plus petit multiple my; commun aux nombres a et b;
le plus petit multiple m commun aux nombres a, b et c.

2. Vérifiez que m est aussi le plus petit multiple commun aux trois
nombres m,, m,, m,.

3. Calculez le plus grand diviseur d commun aux trois nombres b X ,
cxa, axb.

s . abc
Vérifiez la rclation : m = i
Exercices

— Calculer le plus petit multiple commun aux nombres suivants, et, dans chaque cas, trouver le

143.
146.
149.

quotient de ce plus petit multiple commun par chacun des nombres :

24 et 56. 144. 128 et 182. 145. 180 et 504.
72 et 45. 147. 714 et 364. 148. 270 et 720.
B7 et 78. 150. 225 et 600. 151. 324 et 405.

— Calculer le plus petit multiple commun aux nombres suivants, et, dans chaque cas, trouver le

152,
155.
158.

161.

quotient de ce plus petit multiple commun par chacun des nombres :

50, 75 et 80. 153. 90, 180 et 945. 154. 630, 770 et 1 155.
36, 51 et 68. 156. 36, 108 et 480. 157. 374, 510 et 1 020.
48,72 et 81. 159. 72, 180 et 270. 160. 464, 696 et 1 392,

Former I’ensemble des multiples communs aux nombres 8, 15 et 20 inférleurs 3 500.
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162.

163.

164.

165.
166.

167.

ARITHMETIQUR

Former I’ensemble des multiples communs aux nombres 6, 14 et 15 compris entre 400 et 1 000.

Trouver le plus petit entier qui soit divisible par chacun des dix premiers nombres entlers
non nuls.

Le plus petit multiple commun A deux entiers a et b est m = 210; le nombre g est égal 3 15.
Calculer le nombre b; donner toutes les solutions.

Trouver le plus petit entier qui, divisé par 6, par 8 ou par 9, donne pour reste 1.
Trouver le plus petit entier qui, divisé par 5, par 12 ou par 14, donne pour reste 3.
Si I'on divise un nombre entier a par un élément quelconque b de I'ensemble suivant :

{2,3,4,5,6,7,8,9}, le reste est égal 3 1.
Quel est le plus petit nombre a qui répond 2 la question?

— On désigne par n un nombre entier quelconque. Quel est le plus petit multiple commun aux

168.

170.

171.

172.

173.

174.

nombres suivants :
2et2n4+110 169. 4,4n4+2 et 6n+4 32

On compte deux par deux les marches d’un escalier : il reste une marche; sl on compte ces
marches trois par trois il en reste une; et si on les compte cing par cinq il en reste quatre.
Le nombre de marches de cet escalier est inférieur 3 100; quel est ce nombre ! Donner toutes
les solutions.

On a placé sur le bord d’une route, 3 partir d'un point A, des poteaux télégraphiques espacés
de 84 m et des bornes kilométriques. Quelle est la plus petite distance qu’on puisse parcourir
sur cette route A partir du point A pour trouver 3 nouveau ensemble un poteau et une borne?
Quel est le nombre de poteaux et quel est le nombre de bornes rencontrés sur cette distance?

Le périmétre des roues avant d'une voiture est 2,75 m; celul des roues arriére est 3,30 m.
Quel est fe plus petit trajet sur lequel chacune des roues accomplit un nombre entier de tours?
Calculer pour ce trajet le nombre de tours des roues avant et le nombre de tours des roues
arriére.

On distribue des billes aux 462 enfants d’'une colonie scolaire; les parts de tous les enfants
sont égales. Ces enfants partagent ensuite leurs billes avec 168 nouveaux camarades de telle
fagon qu'aprés ce nouveau partage les parts de tous les enfants soient encore égales. Quef est
le plus petit nombre de billes que devait posséder chacun des 462 enfants pour que le deuxi¢me
partage soit possible? Quel est, dans ces conditions, le nombre de billes que posséde chaque
enfant aprés le deuxiéme partage ?

Trois motocyclistes tournent sur la piste d'un autodrome; I'un parcourt un tour de pliste en
555, le second en 1 mn, le troisi¢me en 75s. lls partent ensemble d'un méme point et on suppose
que leurs vitesses sont constantes.

Aubout de combien de temps repassent-lls ensemble pour la premitre fois sur la ligne de
départ? Quels sont alors les nombres de tours de piste effectués par chacun d’eux?
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Un industrlel fabrique des palins de savon parallélépipédiques dont les dimenslons sont 7,5 cm,
5 cm et 2,25 cm. Il les emballe dans des caisses cubiques de dimensions aussi réduites que pos-
sible. Quelles sont les dimensions de ces calsses? Combien chacune d'elles contlent-elle de
pains de savon ! Combien faudralt-il de caisses pour que le contenu total de ces caisses puisse
étre partagé en paquets de 100 savons ?

Un phare émet trols signaux différents : le premier toutes les 16 secondes, le second toutes les
45 secondes, le troisi¢me toutes les 2 minutes 30 secondes. Ces signaux sont émis simultané-
ment 3 minuit.

19 A quels intervalles deux de ces signaux sont-ils émis simultanément (1°7 et 28, 2° et 3°,
3¢ et 101) 1

20 A quels intervalles les trols signaux sont-ils émls simultanément ?

Des autobus partent d’'une méme station dans trois directions différentes. Ceux de la premiére
ligne reviennent 2 la station de départ au bout de 1 h 36 mn et restent 4 mn 3 cette station
avant de repartir; ceux de la seconde ligne reviennent au bout de 1 h 48 mn et restent 12 mn;
ceux de la trolsi¢me ligne reviennent au bout de 2 h 10 mn et restent 20 mn.

Trols autobus partent ensemble & 7 h de la statlon commune, un dans chaque direction; a
quelle heure repartiront-lls ensemble de cette station pour la premiére fois?

Combien de trajets chaque autobus aura-t-il accompli?

Trois bateaux font le voyage aller et retour entre Marseille et trois ports distincts. La durée
du voyage aller et retour du premier est 15 jours, celle du second 18 jours, celle du troisi¢éme
60 jours. Ces trois bateaux quittent Marseille le méme jour.

1° Au bout de comblen de jours se retrouveront-ils ensemble 3 Marsellle pour la premiére fois t

20 Combien de voyages chacun d'eux aura-t-1l accomplis pendant ce temps ?
Le nombre des éléves d’une école est compris entre 500 et 1 000. Si I'on répartit ces éléves

en groupes de 18, ou en groupes de 20, ou en groupes de 24, il reste A chaque fois 9 é&léves
non groupés. Quel est le nombre des éléves? Peut-on disposer ces éléves en carré?

MONGE, MATIL. 4° 3



124.

125.

CHAPITRE V

Application aux fractions.

Simplification d’une fraction.

DEFINITION : Simplifier une fraction, c’est la remplacer par une fraction
égale dont les termes sont plus petits.

Nous avons établi en classe de 5° (p. 125) que, pour simplifier une fraction,
il suffit de diviser simultanément les deux termes par un de leurs divi-
scurs communs.

Considérons par exemple la fraction % Ses deux termes admettent pour

diviseurs communs les nombres 3, 5, 15. Le procédé que nous venons

. . - 0
d’indiquer permet de trouver trois fractions égales & — et dont les termes

105
sont plus petits; ce sont les fractions :

60:3 20 60:5 12 60:15 4

105:3° 35" 105:5 21° 105:45 1

c oo . 60
Mais il existe d’autres fractions égales 3 —— et dont les termes sont plus

105
16 24

tits; cit ions : —» o) o
petits; citons par exemple les fractions 1 28 a2

Fraction irréductible.

-

iy . 4 .
Considérons une fraction, telle que = dont les termes sont premiers entre

eux. Il n’est pas possible de la simplifier en divisant ses deux termes
par un diviseur commun.
On démontre et nous admettons que, si les deux termes d’une fraction

sont premiers entre eux, il n’existe pas de fraction égale & la fraction donnée
et dont les termes soient plus petits.
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Nous disons qu’une telle fraction est réduite & sa plus simple expression,
ou qu’elle est irréductible.

Il résulte des considérations précédentes une propriété importante :

THEOREME : Si les deux termes d’une fraction sont premiers entre eux,
cette fraction est irréductible.

Calcul de la fraction Ixréductible égale a une fraction donnée.

Nous savons (n° 86) que, si nous divisons deux nombres par leur plus
grand diviseur commun, les quotients obtenus sont premiers entre eux.
Il en résulte que nous obtenons la fraction irréductible égale 4 une fraction
donnée en divisant les deux termes de celle-ci par leur plus grand diviseur
commun,

‘12 . 92 _,
Considérons, par exemple, la fraction - Décomposons chacun de ses

termes en un produit de nombres premiz?-g :
792 =23 x 3 x 11; 936 = 23 x 3% x 13.
Le pius grand diviseur commun a 792 et 936 est 28 x 32
Divisons les deux termes de la fraction ;g—ﬁ par ce nombre; nous obtenons
la fraction ::—;y qui est la fraction irréductible égale a la fraction ;g.—i

REMARQUES : 1° Pour calculer la fraction irréductible égale & une fraction
donnée, il est souvent commode de simplifier d’abord par des diviseurs
simples qui sont en évidence.

Par exemple, proposons-nous de calculer la fraction irréductible égale a

la fracti 2016
a fraction 7o
L’utilisation des caractéres de divisibilité établis en classe de 5¢ montre
que les deux termes 2016 et 4977 sont divisibles par 9. Nous simplifions
d’abord la fraction par 9 :

2016 2016:9 224

4977 4977:9 553

C’est seulement aprés cette simplification que nous décomposons les
termes de la fraction en produit de facteurs premiers :

224 =25 % 7; 553 =7x19.
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ARITHMETIQUE

Le plus grand diviseur commun est égal a 7; la fraction irréductible égale

a la fraction 3977 est la fraction 75

20 Pour calculer la fraction irréductible égale a une fraction donnée, il
n’cst pas nécessaire de calculer le plus grand diviseur commun aux deux
termes; il suflit de décomposer chaque terme en produit de facteurs
premiers et de diviser simultanément le numérateur et le dénominateur par
les facteurs communs :

920
4312
Nous avons : 3920 =24 x 5 x 7%; 4312 =23 x 7% x 11.

3920 20x5x 7 _2x5_ 10
432 Bx Ex 11 11 1

Par excmple, considérons la fraction

Nous écrivons :

Fractions égales a une fraction donnée.

On démontre et nous admettons que 1’on obtient toutes les fractions
égales A une fraction donnée en procédant de la fagon suivante :

1° On cherche la fraction irréductible égale A la fraction donnée.

20 On multiplie simultanément les deux termes de cette fraction irréduc-
tible par un méme entier n non nul.

3° En donnant i n les valeurs entiéres successives, on obtient les fractions
cherchées; on dit que leurs termes sont des équimultiples de ceux de la
Jraction irréductible égale.

. . . 54 .
Exercice : Trouver toutes les fractions égales @ — et dont le dénominateur

90

est inférieur a 34.

Nous avons : 54 =2 x 33; 90 =2 x 3% x 5.

Le plus grand diviseur commun est 18; la fraction irréductible égale a
la fraction donnée est :
54:18 3

90:18 " 5
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. . 54 .
Pour obtenir toutes les fraciions égales a gg’ ous formons les fractions :

3. 3x2_ 6 3x3 9  3x4 12
5 5x2 100 5x3 15 5x4 20
3x5_ 15 3x6_ 18 3x7_21 .
5x5 25 5x6 30" 5x7 35
S , L 94 P e
Les fractions égales a 90 dont le dénominateur est inférieur a 34 sont :
3069 1 15 1
5° 10" 15° 20° 25° 30

Réduction de fractions au méme dénominateur.

Réduire des fractions au méme dénominateur, c’est former des fractions
égales aux fractions données, et qui ont toutes le méme dénominateur.

Proposons-nous, par exemple, de réduire au méme dénominateur les trois

. 1 . . . . . .
fractions 5 i et - Ces trois fractions sont irréductibles; il en résulte

4 7
L, 1 P .
que toute fraction égale a 3 a pour dénominateur un multiple de 2,
L .3 P .
que toute fraction égale a 3 @ pour dénominateur un multiple de 4,
que toute fraction égale a g a pour dénominateur un multiple de 7.

Le dénominatcur commun aux trois fractions doit étre un multiple
commun aux nombres 2, 4 et 7.

Afin d’avoir les fractions les plus simples possibles, nous choisissons pour
dénominateur commun le plus petit multiple commun @& ces trois nombres,
c’est-a-dire 28 dans I’exemple précédent.

Le dénominateur de la premiére fraction est 2; nous le multiplions par 14;
., 1 .1 . )
nous obtenons une fraction égale a 3 en multipliant aussi le numérateur

par 14:
1 _1x14 14

27 2x14 2

=
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ARITHMETIQUE

De méme, le dénominateur de la seconde fraction est 4; nous le multi-
plions par 7; nous multiplions aussi le numérateur par 7 :
3 3x71_ 21
1" 4x71 28
De méme, le dénominateur de la troisiétme fraction est 7; nous le multi-
plions par 4; nous multiplions aussi le numérateur par 4 :
5 5x4 20
T~ Tx4 28
14 21 20 R . . .
28’ 38’ 28 ont le méme dénominateur; elles sont respecti-

13 5
sy et 5+

274 7

Les fractions

vement égales aux fractions

REMARQUES : 1° Tous les multiples de 28 peuvent é&tre pris pour dénomi-
nateur commun; il y a donc d’autres solutions au probléme posé.

20 Avant de chercher le dénominateur commun a plusicurs fractions,
il est bon de remplacer chacune d’elles par la fraction irréductible égale.

30 Notons que, si deux fractions irréductibles ont pour dénominateurs
des nombres prcmiers entre eux, le plus petit dénominateur commun
est égal au produit des dénominateurs de ces fractions.

FRACTIONS DECIMALES

Rappel de définitions.

"

Une fraction décimale est unc fraction dont le dénominateur est une
puissance de 10.

Il est souvent commode d’écrire une fraction décimale sous forme de
nombre décimal. Pour cela on écrit le numérateur de la fraction décimale;
puis on sépare ce nombre en deux parties a ’aide d’une virgule, de fagon
a laisser & droite de cette virgule un nombre de chiffres décimaux égal
a Pexposant de 10 au dénominateur.

75

=835 {700

= 0,075.

Par exemple, nous écrivons :

B35
100
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Condition pour qu’une fraction irréductible
soit égale a une fraction décimale.

Dénominateur d’une !raclion' décimale.

La décomposition du nombre 10 en facteurs premiers est : 10 =2 x 5.

Appliquons la régle de calcul de I’élévation d’un produit A une puissance;
nous avons : 10" = 2" x 57,

Nous concluons :
TrEOREME : La décomposition en facteurs premiers du dénominateur d’une

fraction décimale ne contient que les {acteurs 2 et 5;-les exposants de ces
facteurs sont égaux.

Dénominateur d’une fraction irréductible égale a une fraction décimale.
, . . . a ,oe , .
Nous venons d’établir que si une fraction b est décimale, son dénomina-

teur est de la forme 2% x 5.

Pour obtenir la fraction irréductible égale, nous divisons a et b par un
diviseur commun. La décomposition en facteurs premiers du dénomina-
teur de la fraction irréductible ne peut donc contenir que les facteurs 2 et 5.

Nous énongons :

THEOREME : Si une fraction est décimale, le dénominateur de la fraction irré-
ductible égale ne contient que les facteurs premiers 2 et 3.

Proposons-nous d’établir sur un exemple la réciproque de cette propriété.

Considérons par exemple la fraction irréductible —. dont le dénominatcur

40
ne contient que les facteurs premiers 2 et 5; nous avons :
7 7
40 22x5

Nous savons (n° 137) que le dénominateur d’une fraction décimale doit
contenir sculement les facteurs 2 et 5, et que les exposants de ces facteurs

doivent étre égaux. Pour obtenir une fraction décimale égale 3 —, il sulfit

40
donc ici de multiplier les deux termes de la fraction par 5%
7 7 7x 5% 175

W= P xs= 3 x5 i000 = 17>

Nous écrivons :




68

141.

142.

ARITHMETIQUR

Nous admettons que ce résultat est général, et nous énoncgons :

THEOREME RECIPROQUE : Si la décomposition du dénominateur d’une
fraction ne conticnt que les facteurs 2 et 5, cette fraction est égale & une
fraction décimale.

14 1—4, et 24 sont égales o des fractions

Exercice : Reconnaitre si les fractions 35’ 33’ °t 33

déctmales.

19 Le dénominateur de la frac;ion ;—‘; est égal & 5%; cette fraction est donc

égale 1 la fraction décimale obtenue en multipliant les deux termes par 22 :
14 14 x 22 56
5= 5w 100~ %

20 La fraction g est égale A la fraction irréductible g; cette fraction est

donc égale & une fraction décimale :
14 2 2x2 4
B ETEx2 10 O

.24 - . , . .
30 La fraction 35 est irréductible; son dénominatecur contient le facteur 7.

Il n’existe donc aucune fraction égale telle que la décomposition du déno-

¢

minateur contienne sculement les facteurs 2 et 5; la fraction 35 n’est

pas égale 4 une fraction décimale.

RESUME

. Simplifier une fraction, c’est la remplacer par une fraction égale dont

. Si les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux, il n’existe pas

. Si les deux termes d’une fraction sont premiers entre eux, cette fraction

»

les termes sont plus petits.

de fraction égale a la fraction donnée et dont les termes soient plus
petits.

est irréductible.
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RESUME (suite)

4. On obtient toutes les fractions égales & une fraction donnée en écrivant

les fractions dont les termes sont des équimultiples de ceux de la fraction
irréductible égale a la fraction donnée.

5. Réduire des fractions au méme dénominateur c’est former des fractions

égales aux fractions données et qui ont toutes le méme dénominateur.

. Une fraction décimale est une fraction dont le dénominateur est une

puissance de 10.

1. La décomposition en facteurs premiers du dénominateur d'une fraction

décimale ne contient que les facteurs 2 et 5; les exposants de ces facteurs
sont égaux.

. Si une fraction est décimale, le dénominateur de la fraction irréductible

égale ne contient que les facteurs premiers 2 et 5.

. Si la décomposition du dénominateur d’'une fraction ne contient que les

facteurs 2 et 5, cette fraction est égale a une fraction décimale.

Exercices

— Calculer les fractions irréductibles &gales aux fractions sulvantes :

180.

182.

184.

186.

188.

190.

928 1020 18y, 1080 4545
1276' Jen2’ * 129’ 9999
738 1152 3, 2548 2160
1080° 2736 * 1764’ 2700
3182 2646 1. 6258, 7056
5676' 2205 * 7982’ 9072
2 x 3 x 5¢ 187 42 % 3 x 7" x8
25 x 5% x 72° e x2W x5 x7?
57 x 6 x 2 189 17x11x23x35-
3 x 55 x 627 ‘69 x77x8x 8
12 % 15 x 24 191, 12X 25 x 54 x 46
18 x 14 x 16° 40 x 18 x 23 x 12
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ARITHMETIQUE

Simplitier les fractions suivantes :

a"b"Q_
3ab?’

8a2b3 ¢t
6 a® bc®

@b
ab?’

— Tfrouver, s'il y a lieu, les fractions irréductibles égales aux fractions suivantes; puis réduire ces

193.

197.

198.

fractions au méme dénominateur :

23 35 23 35 wa . 126 574 884
45 60’ 90’ 75 * 840’ 630' 369’ 735’
75 63, 49 21 e, 2. 77 19 228
125° 27’ %'’ 63 © 77! 165° 35 315’

Quelles sont les fractions Irréductibles inférieures 4 1 et qui ont pour dénominateur 121

Trouver toutes les fractions irréductibles inférieures 3 1 et dont le dénominateur est inférieur
3 8. Classer ces fractions par ordre de grandeur croissante.

- Calculer les expressions suivantes :

199.

201.

203.

205.

207.

208.

209.

210.

211,

272.

8 35 28 17 1 7 30 39
stiatate 0. ptitEsTa
492 135 24 2_7 202 4 492 15 55
gt 90 "3t T mtaTim
22 35 25 2 15 18 32 5
P 6_0_7_5)"'3' 204. (2_7_4—5"'-?3 X3
75 , 60 _375) 1 206, (135, %1
125 280 750/ "4 12 427756

756
Trouver une fraction égale 2 1360 et dont le dénominateur soit 65.

132
Trouver une fraction égale 2 198 et dont le dénominateur soit 72.

E et dont le numérateur soit 117.

Trouver une fraction égale 3 864

Trouver une fraction égale a % et dont le numérateur soit 72.

Trouver les fractions égales 3 1%5 et dont le numérateur est supérieur 4 100 et le dénominateur

inférieur 3 200.

Trouver les fractions égales a %‘: et dont le numérateur est inférieur 4 218 et le dénominateur

supérieur a 351.
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2114.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

222,

223.
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192

240 et dont la somme des termes soit égale 2 108.

Trouver une fraction égale 3
. 160

Trouver une fraction égale 3 724 et dont [a somme des termes soit égale 3 96.
. 396 .

Trouver une fraction égale 2 &3 et dont la différence des termes solit égale 2 150.

6
Trouver une fraction égale 3 167—6 et dont la différence des termes solt &gale 3 330.

6
12 Trouver une fraction égale a 3%8 et dont la somme des termes soit égale a 70.

648
20 Trouver une fraction égale a 360 et dont la somme des termes soit égale 3 un nombre entier

donné a. Quelle condition le nombre a doit-il vérifier pour que le probléme soit possible?
. 648 .
3° Trouver toutes les fractions égales 3 360 et dont la somme des termes est comprise entra

15 et 77.

15
Trouver une fraction g égale a 18 et telle que le plus grand diviseur commun aux nombres

a et b soit 21.

45
Trouver une fraction Z égale i 705 et telle que le plus grand diviseur commun aux nombres

a et b soit 20,

a

7
b égale 2 is et telle que le plus petit multiple commun aux nombres a

Trouver une fraction

et b soit 1 260.

a 30 . .
Trouver une fraction | égale 3 — et telle que le plus petit multiple commun aux nombres a

b 65
et b soit 858,

10 Comparer les fractions suivantes :
8 8 +5 5 546

1 uss 7t Tye
20 Soient la fraction E et le nombre entier c.

Démontrer I'implication :

a+c>a

b+ c by

a

10 Comparer les fractions suivantes :

1_5et1s+2_ 1_1et11+6
7 7+2° 5 5+ 6

" . a .
20 Soient la fraction b et le nombre entier c.
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Démontrer I'implication :

a a_a+c
B>1!=$3B> !-

b+ c

— Dire quelles sont, parmi les fractions suivantes, celles qui sont décimales, puis exprimer ces

224.

226.

221.

228.

fractions décimales sous la forme de nombres décimaux :
84 126 75 225 36 175 ?:2_5
75 2257 36 © 75 84"’ 126

3
19 Pour quelles valeurs de I'entier p la fraction 1_p6 est-elle Inférieure a gl

3
est-elle supérieure a -1

1
20 Pour quelles valeurs de I'entier p la fraction P+ 3

30 Pour quelle valeur de I’entier p a-t-on la double inégalité :
p 3 _p+1
16 <5< 77
Lo

10 Pour quelles valeurs de I'entier p la fraction ; est-elle supérieure 2 1

7
1 est-elle inférieure 3 —-

29 Pour quelles valeurs de I"entier p la fraction P L 7

3° Pour quelle valeur de I'entier p a-t-on la double inégalité :

1 7 1'
b1 <m<p

a

2 . )
b = est un nombre entier n. Montrer qu'on peut

1° Le quotient d’une fraction 3

par la fraction

2n

. . a a
écrire la fraction j Sous la forme: -
a
b
sous une forme analogue i celle de la premiére question.

7 i . a
20 Le quotient de la fractlon - par la fraction 73 estun nombre entier n'. Ecrire la fraction A

3° Démontrer I'implication :

’

n 7$. P

.2— t -7_. —
S D ST S o8

a
b

4° Déduire de I'implication précédente la plus petite valeur de la fraction g

b dont les quotients

. 2 7
respectifs par 3 et " sont deux nombres entiers.

p+6

10 Pour quelles valeurs de I'entier p peut-on simplifier la fraction e 4
2° Pour quelles valeurs de I'entier n peut-on simplifler la fraction n+t ;! (Poser n — 2 = p).
n—
-5
o

3° Pour quelles valeurs de I'entier n peut-on simplifier la fraction P
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CHAPITRE PREMIER

Les nombres relatifs.

Nombres arithmétiques.

En classe de Cinquidme, nous avons étudié quelques propriétés de
Pensemble N des nombres entiers et de I'ensemble § des fractions.

En particulier nous avons montré que, pour les opérations élémentaires,
il 0’y a pas lieu de faire de distinction entre un élément de 'ensemble N
et un élément de ’ensemble ¥ de dénominateur 1.

Les éléments de I’ensemble 5 sont appelés nombres c;ithmétiques.
PP q

Insuffisance des nombres arithmétiques.

Premier exemple : Le long d’une voie rectiligne dc chcmin de fer, entre

deux localités A et B, se trouve une gare G. Sur la voie, une locomotive L
dont I’'avant se trouve dirigé vers A procéde a des essais de marche avant
et de marche arriére. Les déplacements sont repérés par rapport a la
gare G.

La locomotive part de G vers A; elle parcourt 14 kilométres en marche
avant, 8’arréte, puis parcourt 9 kilométres en marche arriére. Le conduc-
teur note alors que la distance GL, de la gare a la locomotive est égale
a 5 kilométres.

La locomotive part de la position L, et parcourt 8 kilométres en marche
avant; elle s’arréte et parcourt ensuite 18 kilométres en marche arriére.
Le conducteur note alors que la distance GL, de la gare a la locomotive
est égale a 5 kilométres.

Mais la position L, est située entre G et A; la position L, est située entre
G et B.
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Pour micux préciser les différents points d’arrét, le conducteur peut
convenir d’inscrire les distances sur son registre de la fagon suivante :
en vert &i la locomotive se trouve entre G et A, en rouge si la locomotive
se trouve entre G et B.

De fagon plus pratique, il peut convenir de faire précéder d’un signe, 4 par
exemple, les distances qui correspondent aux positions de la locomotive
entre G et A, et d’un autre signe, — par exemple, celles qui correspondent
aux positions de la locomotive entre G et B. Il notera donc la position L,
par le symbole + 5 et la position L, par le symbole —5.

Deuxi¢me exemple : D’une fagon analogue, le caissier d’un établissement

de crédit inscrit sur un registre, les uns a la suite des autres, les divers
mouvements de fonds. Par exemple, si le caissier inserit une somme de
150 F, il importe de savoir si cette somme est une recette (150 F entrent
dans la caisse), ou une dépense (150 F sortent de la caisse).

Le caissier peut convenir d’inscrire sur son registre les sommes en vert
g’il 8’agit d’une recette, en rouge s’il s’agit d’une dépense.

De fagon plus pratique, il peut convenir de faire précéder du signe + les
sommes qui correspondent aux recettes, et du signe — les sommes qui
correspondent aux dépenses. Il notera la recette par le symbole + 150 et
la dépense par le symbole — 150.

Il résulte de ce qui précéde que les nombres arithmétiques sont insuffi-
sants pour exprimer certaines situations et qu’il est nécessaire d’introduire
d’autres nombres que nous appclons nombres relatifs.

Nombres relatifs.

DErFINITIONS : 1° Zéro est un nombre relatif.

2° Tout nombre relatif différent de zéro est formé de Pensemble d’an
signe et d’un nombre arithmétique non nul.

Le nombre arithmétique est appelé valeur absolue du nombre relatif.

Les nombres relatifs dont le signe est + sont appelés nombres positifs;
les nombres relatifs dont le signe est — sont appelés nombres négatifs.

Par exemple, les nombres + 7 et + 2,5 sont des nombres positifs; leurs
valeurs absolues sont respectivement égales & 7 et a 2,5.

Les nombres — 3 et — 1,3 sont des nombres négatifs; leurs valeurs abso-
lucs sont respectivement égales 4 3 et 4 1,3.

La valeur absolue de zéro est égale i zéro; mais zéro n’a pas de signe.
5 4
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Notation : La définition précédente indique que, dans un nombre relatif,

la valeur absolue et le signe sont inséparables I'un de ’autre. C’est pour-
quoi on écrit souvent les nombres relatifs entre parenthéses :

(+7s (+2,5); (—3); (_ ;)

Cependant, si nous avons A considérer seulement la valeur absolue d’un
nombre relatif, nous utilisons une notation particuliére; nous convenons
de désigner la valeur absolue d’un nombre relatif ¢ par la notation : |a|.

Par exemple, nous écrivons :

|+71=T;  |+25/=25 |—3|=3 ~_%‘=§

Egalité de deux nombres relatifs.

DEFINITION : On dit que deux nombres relatifs sont égaux s’ils ont méme
valeur absolue et méme signe.

Opposé d’un nombre relatif.

DEriNiTION : 10 L’0opposé de zéro est zéro.

20 L’opposé d’un nombre relatif différent de zéro est le mombre relatif
qui a la méme valeur absolue et le signe contraire.

Par exemple, ’opposé du nombre relatif a égal & (4 3) est le nombre
relatif a’ égal a (— 3).
L’opposé du nombre relatif (— g) est le nombre relatif (+ %,)

Il résulte de la définition que tout nombre relatif a un opposé, et que si
Uopposé du nombre a est le nombre a’, ’opposé du nombre a’ est le nombre a.

Nous disons que les deux nombres a et a’ sont opposés.

Notation : Les nombres relatifs que nous venons de définir forment un
ensemble; il est d’usage de désigner cet ensemble par Q.

On convient aussi de noter QF ’ensemble des nombres positifs, et Q-
I’ecnsemble des nombres négatifs.

L’cnsemble Q est donc la réunion des ensembles Q+, Q— et de I'enscmble
formé par le scul élément 0.
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Entiers relatifs.

Il est commode de désigner sous le nom d’cntier relatif un nombre relatif
dont la valeur absolue est un nombre entier.

Il est logiquement équivalent de dire que @ est un enticr relatif ou que |e!
est un entier naturel.

Si nous désignons par Z ’ensemble des entiers relatifs, nous écrivons:

|{acZ} < {|a|eN}

RESUME

. Zéro est un nombre relatif.

. Tout nombre relatif différent de zéro est formé de I'ensemble d’un signe

. On désigne la valeur absolue d’un nombre relatif a par la notation |a|.

. On dit que deux nombres relatifs sont égaux s'ils ont méme valeur absolue

. L'opposé de zéro est zéro.

. L’opposé d’un nombre relatif a différent de zéro est le nombre relatif 3’ qui

. On appelle entier relatif un nombre relatif dont la valeur absolue est un

et d'un nombre arithmétique non nul.
Le nombre arithmétique est appelé valeur absolue du nombre relatif.

Les nombres relatifs dont le signe est + sont appelés nombres positifs
les nombres relatifs dont le signe est — sont appelés nombres négatifs.

et méme signe.

a la méme valeur absolue et le signe contraire. .

nombre entier.
Si Z désigne I'ensemble des entiers relatifs, nous avons :

{a€Z} «—— {]a|eN}.
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Exercices

Quelles sont les valeurs absolues des nombres relatifs suivants :

=i (+12: (=12 (+;) (—j) (-111):

— Quels sont les opposés des nombres relatifs suivants :

2,

3.

4.

(+6:  (+8 (= 05); (+§) (—:) (—i—)r
(=5 (+9;  (+03); (—;): (+g); (—111)2

Un caissier effectue successivement les mouvements de fonmds suivants :

encaissement : 1 250 F; paiement : 175 F; encaissement : 625 F;
encaissement : 930 F; paiement : 730 F; paiement : 150 F.

Exprimer chacune de ces opérations par un nombre relatif.

Les gains et les pertes d'un joueur au cours de parties successives sont les suivantes :
gain : 30 F; gain : 20 F; perte : 12 F; perte : 20 F; gain : B F.
Exprimer chacun de ces galns ou pertes par un nombre relatif.

Le tableau ci-dessous donne, en métres, d’une part les hauteurs au-dessus du niveau de la mer
de quelques montagnes, d’autre part les profondeurs de certaines mers ou fosses marines :

Mont Everest : 8 840 m; Fosse de Mindanao : 10790 m;
Chimborazo :6 250 m; Fosse du Cap-Vert : 6290 m;
Kénya : 5600 m; Détroit de Gibraltar : 450 m;
Mont Blanc  : 4810 m; Fosse du Chili : 7650 m.

Exprimer ces altitudes et ces profondeurs par des nombres relatifs.

On repére les dates 4 partir du 1°F janvier 1966 2 zéro heure et on choisit I'heure comme unité
de durée. Quelles sont les dates (jour et heure) qui correspondent aux nombres relatifs suivants :

(+ 35); (— 54); (+ 104); (— 52); (— 84); (+ 42)1

On repére les dates a partir du 1°T mai 1966 3 zéro heure et on choisit I'heure comme unité
de durée. Exprimer les dates suivantes par un nombre relatif :

25 avril 1966, 21 heures; 15 mai 1966, zéro heure; 1°r juin 1966, 3 heures;
30 avril 1966, 10 heures;  1°r avril 1966, 2 heures; 25 mai 1966, 7 heures.
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CHAPITRE 11

Addition des nombres relatifs.

SOMME DE DEUX NOMBRES RELATIFS

Le caissicr d’un établissement de crédit effectue successivement des
encaissements et des paiemecnts.

Il les inscrit sur un registre sous forme de nombres relatifs. Nous allons
examiner, selon les cas, le bilan de deux mouvements de fonds successifs, ct
nous conviendrons de dire que lc résultat de ce bilan est la somme des
deux nombres relatifs inscrits par le caissier.

Cas de deux recettes successives : Le caissier regoit d’abord 225 I, puis
345 I'; il regoit donc au total 570 F.

Nous écrivons ce résultat sous la forme :

(+ 225) + (+ 345) = (+ 570).

Cas de deux dépenses successives : Le caissier paie d’abord 225 I', puis
345 F; il paie donc au total 570 I
Nous écrivons ce résultat sous la forme :

(— 225) + (— 345) = (— 570).

Cas d’une recctte suivie d’une dépense : Le caissier regoit d’abord 225 T,

puis il paic 345 I; le bilan est une dépense égale a 120 I,
Nous écrivons ce résultat sous la forme :

(+ 225) + (— 345) = (—120).

Cas d’une dépense suivie d’une recette : Le caissier paie d’abord 225 T,
puis il regoit 345 I'; le bilan est une recctte égale & 120 F.
Nous écrivons ce résultat sous la forme :

(— 225) + (+ 345) = (4 120).




15.

16.

17.

18.

19,

ADDITION DES NOMBRES RELATIFS 81

Soient deux nombres relatifs a et b.

Nous donnons de la somme s de ces deux nombres la définiticn suivante,
avec laquelle les résultats précédents sont en accord :

D£FINITION : 1° La somme de deux nombres relatifs de méme signe est
un nombre relatif dont la valeur absolue est la somme des valeurs absolues
des deux nombres, et dont le signe est le signe commun.

20 La somme de deux mombres relatifs de signes contraires est un nombre
relatif dont la valeur absolue est la différence des valeurs absolues des
deux nombres, et dont le signe est celui du nombre dont la valeur absolue
est la plus grande.

I’opération qui permet de calculer s est une addition; le signe de I’addition
est le signe +. Nous écrivons : s =a + b, et nous notons que le signe -+
est ici un signe opératoire.

Propriété de la somme de deux nombres relatifs.

11 résulte de la définition précédente que la somme de deux nombres
relatifs ne dépend pas del’ordre danslequel nous écrivons ces deux nombres.

Désignons par a et par b deux nombres relatifs; nous écrivons I’égalité :

a+b=b+a

RicLE : La somme de deux nombres relatifs est indépendante de Iordre
des termes.

Commutativité de 1’addition des nombres relatifs..

La régle que nous venons d’énoncer est une propriété trés importante
de la somme de deux nombres relatifs. Nous I'avons déja étudiée, en
classe de Cinquiéme, en faisant la somme de deux nombres entiers, la
somme de deux fractions, la somme de deux scgments, la somme de
deux angles.

Pour exprimer cette propriété, nous disons que, dans ensemble Q des
nombres relatifs, 'addition est une opération commutative.
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Elément neutre pour 1’addition.

L’application de la définition n® 15 permet d’écrire :

(+15) + 0 =0 + (+15) = (+ 15);
(—13) + 0 =0+ (—13) = (— 13).

D’une fagon générale, si @ désigne un nombre relatif quelconque, nous
avons :

{:+0=O+a=a|

Nous traduisons ces égalités en disant que zéro est un élément neutre pour
Paddition des nombres relatifs.

Somme de deux nombres opposés.

Si nous appliquons la définition n°® 15 au calcul de la somme de deux
nombres opposés, nous obtenons pour résultat zéro; par exemple, nous
avons :

(+25) + (—25) =0;
(—12) + (+12) =0.

Nous savons que tout nombre relatif a admet un opposé a’; donc. @ tout
nombre relatif a nous pouvons associer un nombre relatif a' tel que la somme
a + a’ soit égale a U’élément neutre pour Paddition.

Pour traduire cette propriété, nous disons que deux nombres opposés
sont symétriques pour la loi d’addition, et que Lout nombre relatif posséde
un symétrique pour la loi d’addition. -

SOMME DE PLUSIEURS NOMBRES RELATIFS

Un caissier cnregistre les trois mouvements de fonds suivants -
une recette de 80 I', une dércase de 100 F, une recette de 160 F.

Il inscrit donc les nombres relatifs : (4 80), (— 100), (4 160).

Nous appelons somme des trois nombres relatifs (4 80), (—100) et
(+ 1060) donnés dans cet ordre le résultat du bilan de ces trois opérations.
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D’ I énéral ¢
une lagon générale, nous énongons :

DErFINITION @ On appelle somme de plusieurs nombres relatifs rangés dans
un certain ordre le nombre obtenu en ajoutant le second nombre au pre-
mier, le troisiéme nombre a la somme précédente, et ainsi de suite jusqu’au
dernier mombre.

Les nombres donnés sont les termes de la somme.

Désignons les termes par a. b, ¢, et la somme par s; nous éerivons :
s=a+b+e

Par exemple, pour calculer la somme : (4 80) + (— 100) + (4 160), nous

e (4 80) + (— 100) = (— 20);
(— 20) + (4 160) = (+ 140).
Nous avons donc *
(+ 80) 4+ (— 100) + (4 160) = (+ 140). (1)

Lorsque nous calculons la somme des nombres relatifs (4 80) et (— 100),
nous convenons d’indiquer le résultat du calcul par la notation :

[(+ 80) + (— 100)].
11 résulte de la définition précédente I’égalité :
(+ 80) + (— 100) + (+ 160) = [( -+ 80) + (— 100)] + (+160) = (+ 140). (2)

D’une fagon générale, si trois nombres relatifs a, b, c sont donnés dans cet
ordre, nous écrivons, par définition :

a+b+c=(a+b)+c|

Propriété de la somme de plusieurs nombres relatifs.
Reprenons les trois mouvements de fonds : recette de 80 I', dépense de
100 F, recette de 160 F.

Faisons d’abord le bilan des deux derniéres opérations; nous trouvons :

(— 100) + (4 160) = (+ 60).

Pour calculer le bilan des trois manipulations, nous ajoutons i la premiére
recette le bilan que nous venons de calculer; nous écrivons donc :

(+ 80) + [(— 100) + (+ 160)] = (+ 140). 3)
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La comparaison des égalités (2) et (3) donne :

[(4 80) + (— 100)] + (+ 160) = (+ 80) + [(— 100) + (+ 160)].

D’unc fagon générale, si a, b, ¢ sont trois nombres relatifs pris dans cet
ordre, nous admettons I’égalité :

|@+b)+e=a+(b+o)

Associativité de 1’addition des nombres relatifs.

L’égalité précédente montre qu’on peut former la somme de trois nombres
relatifs a, b, ¢ pris dans cet ordre soit en ajouwtant le troisicme nombre d la
somme des deux premiers, soit en ajoutant au premier nombre la somme du
second et du troisiéme.

Pour exprimer cette propriété, nous disons que, dans I’ensemble des
nombres relatifs, I’addition est une opéralion associative. Nous avons
rencontré cette propriété en étudiant la somme de plusicurs enticrs, la
somme de plusicurs fractions, la somme de plusieurs segments, la somme
de plusicurs angles. ‘

Conséquences de la commutativité et de 1’associativité
de J’addition des nombres relatifs.

Nous avons écrit (n° 24) ’égalité de définition :
at+btec=(a+b) +ec M

Puisque I’addition de deux nombres relatifs est une opération commu-
tative, nous avons I’égalité :

(a+b)+c=(b+a) +ec
Par définition, le second membre de cette égalité est la somme b+a+c.

Nous écrivons done ’égalité :

a+b+c=b+a+c

(4)

RitcLE : La somme de trois nombres relatifs est indépendante de I’ordre
de ses termes.




30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

ADDITION DES NOMBRES RELATIFS 85

Puisque I'addition est une opération associative, nous écrivons le second
membre de I’égalité (4) sous la forme : b + (a + ).

Nous avons done :

(a+b)+c=b+(a+c)|

D’unc fagon générale, toutcs les sommes telles que :
at+b+te, b+a+c, a+c+bd b+c+a, c+a+bd, c+b+a
sont égales.

11 cn est de méme pour les sommes telles que :

ct+(a+b), c+(b+a), b+(c+a), a+(c+b).

RicLE : La somme do trois nombres relatifs ne change pas si I’on remplace
deux d’entre eux par leur somme effectuée.

Addition d’une somme a un nombre relatif.

Nous avons établi I’égalité : e +(b+c)=a + b +c.
Nous traduisons cette égalité en énongant la régle suivante :

REGLE : Pour ajouter & un nombre relatif a une somme de deux nombres
relatifs b et ¢, il suffit d’ajouter au nombre a d’abord le premier terme b de
la somme, puis le second terme c.

Généralisation des propriétés précédentes.

On démontre et nous admettons que les propriétés précédentcs peuvent
étre généralisées pour une somme de plus de trois nombres relatifs.

En particulicr, nous admettons les trois propriétés suivantes :

THEOREME : Une somme de nombres relatifs est indépendante de Vordre
de scs termes.

TuiorEME : Une somme de nombres relatifs ne change pas si ’'on rem-
place plusicurs termes par leur somme effectuée.

TnEorEME : Pour ajouter a un nombre relalif une somme de nombres
relatifs, il suffit d’ajouter successivement a cc nombre chacun des termes
de la somme.
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Application au calcul d’une somme de nombres relatifs.

Dans la pratique, pour calculer la somme S de plusieurs nombres relatifs,
il peut étre commode de calculer d’une part la somme S, de tous les termes
positifs, d’autre part la somme S, de tous les termes négatifs, puis de calculer
la somme S, + S,.

Par exemple, pour calculer la somme :
S =(+460) + (— 34) + (+ 16) + (— 57) + (— 80),
nous calculons successivement :
S; =(+ 60) + (+ 16) = + 76;
S, = (— 34) + (— 57) + (— 80) = (— 170);
S =S,4+S,=(4+76) +(—171) = —95.
Avant de calculer les sommes S, et S,, il est bon de regarder si la somme S

ne contient pas dc nombres relatifs opposés et de remplacer alors par
zéro la somme de ces nombres opposés.

Par exemple, pour calculer la somme :
S=(+15)+(—8) +(+4) + (+8),

remarquons que la somme des nombres opposés (— 8) et (+ 8) est nulle.

Nous avons :

S =(+15)+(—8) +(+4) +(+8); v
S =(+15)+(+4) +[(—8) +(+8)]

S =(+15) + (+4);

S =(+19).

Simplification d’écriture.

Lorsque nous devons calculer une somme de nombres relatifs, nous
convenons de supprimer :

10 les signes d’addition entre les différents termes;

20 les parenthéses des nombres relatifs.

Si le premier terme est positif, nous convenons de supprimer aussi le
signe + qui le précéde.

Par exemple, au lieu d’écrire : s =(+25) +(—9) + (+8) +(—12),

nous convenons d’écrire : s=25—9+48—-12.
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Cette sumplification d’écriture permet de ramener une addition de nombres
relatifs a une suite d’additions et de soustractions de nombres arithmé-
tiques. Elle est une conséquence des régles d’addition des nombres relatifs.

En effet, pour eflectuer les additions : (4 25) 4+ (—9) + (+8) 4 (—12)
nous devons retrancher 9 a 25, ajouter 8 au résultat obtenu et retrancher
12 du nouveau résultat.

PROPRIETE DES EGALITES

Addition d’un méme nombre aux deux membres d’une égalité.

Considérons deux nombres relatifs égaux a et b.
Nous &crivons Végalité : a=». 1)

Ajoutons le méme nombre relatif ¢ aux deux membres de cette égalité;
le premier membre devient @ + ¢ et le second membre devient b +c.
La régle d’addition des nombres relatifs montre que les opérations eflec-
tuées pour calculer ¢ + ¢ et b+ ¢ conduisent au méme résuliat; nous
écrivons I’égalité :

at+c=b+ec. (2)

Nous énoncons »

TuiorEME : Si ’on ajoute un méme nombre relatif aux deux membres
d’une égalité, on obtient une nouvelle égalité.

Nous notons la propriété précédente :

|{a=b) —> {a+c=b+c}]

Simplification d’une égalité.

Considérons I’égalité :

at+c=b+ec. (2)

Désignons par ¢’ Popposé de ¢, et ajoutons le méme nombre ¢’ aux deux
membres de I’égalité (2). D’aprés le théoréme précédent, nous obtenons une
nouvelle égalité (3) *

(a+c)+c'=(b+ec)+c. (3)
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Puisque I’addition des nombres relatifs est une opération associative,
nous écrivons :

at+{c+c)=b+(c+ <)

La somme des nombres opposés ¢ et ¢’ est nulle, et le nombre zéro est un
élément necutre pour ’addition des nombres relatifs.

Nous écrivons donc 1’égalité (3) sous la forme : a = b. 1)

Nous énongons :
TutoREME : L’égalité a + ¢ = b + ¢ implique Pégalité ¢ = b.

Nous notons la propriété précédente :

{a+c=b+c} —> {a=b}

Lorsque nous remplagons I'égalité a+c¢=b +c¢ par I'égalité a=0»,
nous disons que nous simplifions la premiére égalité.

La réunion des deux théorémes précédents (n% 41 et 43) permet
d’énoncer :

THEOREME : Les deux égalités a=05b et a+ c= b+ c sont logiquement
équivalentes,

Nous notons :

{a=b}<—>{a+c=b+c} |

Notion d’élément régulier.

L’implication précédente {a +c¢=0b+c}=—>{a=>} a lieu pour toute
valeur des nombres relatifs a et b; chaque fois que, pour unc opération
donnée, nous pouvons écrire une telle implication, nous disons que 1’élé-
ment ¢ est régulier pour I'opération.

Par exemple, en arithmétique, nous avons vu que I’égalité a x 0 =b x 0
n’implique pas 1’égalité a = b. Nous disons alors que dans I'ensemble des
nombres arithmétiques le nombre zéro n’est pas régulier pour la loi de
multiplication.

Nous traduisons le théoréme n° 44 en disant que tout nombre relatif ¢ est
régulier pour la loi d’addition.
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Somme de deux nombres relatifs.

La somme de deux nombres relatifs de méme signe est un nombre relatif
dont la valeur absolue est la somme des valeurs absolues des deux
nombres, et dont le signe est le signe commun.

La somme de deux nombres relatifs de signes contraires est un nombre
relatif dont la valeur absolue est la différence des valeurs absolues des
deux nombres, et dont le signe est celui du nombre dont la valeur absolue
est la plus grande.

Dans 'ensemble des nombres relatifs, 1'addition est une opération com-
mutative : at+b=>b+a.

Le nombre zéro est un élément neutre pour l'addition des nombres
relatifs : a+0=04a=a.

5. Deux nombres relatifs opposés sont symétriques pour la loi d'addition.

10.

11

12.

13.

Tout nombre relatif posséde un symétrique pour la loi d'addition.

Somme de plusieurs nombres relatifs.

On appelle somme de plusieurs nombres relatifs rangés dans un certain
ordre, le nombre obtenu en ajoutant le second nombre au premier, le
troisiéme nombre A la somme précédente et ainsi de suite jusqu’au der-
nier nombre : at+b4+c=(a+b)+c.

Dans I'ensemble des nombres relatifs, 1'addition est une opération asso-
ciative : @+ b)+c=a+4 (b+c).

. Une somme de nombres relatifs est indépendante de 1'ordre de ses

termes.

Une somme de nombres relatifs ne change pas si 1'on remplace plusieurs
termes par leur somme effectuée.

Pour ajouter a un nombre relatif une somme de nombres relatifs, il suffit
d'ajouter sucessivement & ce nombre chacun des termes de la somme.
Propriété des égalités.

Les deux égalités: a=b et a4 c=b+ c sont logiquement équiva-
lentes : {a=b} <> {a+c=b+c}.

Tout nombre relatif est régulier pour la loi d’addition.
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Divisez en centimétres une bande de papier, et marquez un point O sur
I'une de ces divisions; puis, & partir du point O, et comme I'indique la
figure 1, graduez cette bande de zéro & (4 10) dans un sens, de zéro a
(— 10) dans l’autre sens. Collez cette bande de papier sur une régle A.

Fig. 1.

Répétez la méme opération sur une deuxiéme bande de papier, et collez
cette deuxiéme bande sur une régle B,
En faisant glisser I'une contre I'autre ces deux régles, vous pouvez effec-
tucr I’addition de deux entiers relatifs.

Par exemple, pour additionner (+ 4) et (— 7), vous placez le zéro de la
régle B en face de la division (+ 4) de la régle A. La somme (4 4) +(—7)
est égale & (— 3); vous lisez ce résultat sur la régle A en face de la division

(—17) de la régle B.
Utilisez les régles A et B pour effectuer d’autres additions d’entiers relatifs.

On considére la suite de nombres relatifs :
—18, —13, -8, —3, +2,..

Chacun des termes de cette suite est déduit du précédent par ’addition
a ce terme d’un nombre relatif constant r.

1° Trouvez le nombre r; puis calculez les cinq termes suivants de la suite.

20 Dans la suite de dix termes ainsi constituée, calculez la somme du
premier et du dernier terme, puis la somme du deuxidme et de I'avant
dernier, et ainsi de suite. Que remarquez-vous?

Reprenez I'exercice précédent avec la suite :

+ 10! + 7! + 4’7 + 11 - 21 nee
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Exercices

— Effectuer les additions sulvantes :

9. (+3)+(+7): (=2 +(=52;  (+86) +(—64).
10. (—7)+(-5) (— 49+ (+15; (— 0,5) + (— 2,5).
1. (+6) + (- 6); (=7 + (=34 (+82) + (—88).
12. (—5)4+(—9): (+7) + (- 25); (+62) + (— 9,5
13. =8+ (+7); (=5 +(+32) (— 10) + (+ 4.5).
14 (+3)+(=9; (+9 +(—81); (+ 16) + (— 1,2).

):

— Effectuer les additions suivantes :

s (oo D+l
w (el (Pel-d )
w el )

— Calculer la somme s = a + b + ¢ pour les valeurs suivantes de @, b et ¢ :

+
=

—

Nl= o w
—— —
|

il
—
+
&l W
e
+
—
1
WIN WIN
——

18. a=— 2; b=+ 3; c=+ 5 +6b 19. a=+ 5 b=+4+17; c=— 8.

20. a=—14; b=+ 8; c=— 6. -4 N, a=—-10; b=— 8; c=—16.
22. a=+4 3; b=—= 5; ¢c=+10. 23. a=+4+ 8; b=+ 2; ¢c=—15
24, a=— 6; b=— 1; c=-— 3. 25. a=4+ 4 b=4 7; c=—12

26. Un caissler a 1 253 F dans sa caisse. Il effectue les mouvements de fonds suivants :

paiement : 352 F; encaissement : 172 F; encaissement : 246 F;
paiement : 314 F; paiement : 246 F; encaissement : 130 F.
10 Exprimer chacune de ces opérations par un nombre relatif.
20 Quelle est I’encaisse 4 la fin de ces diverses opérations !

27. Un avion décolle du sol et monte i une hauteur de 5 400 m; puis il descend de 1 350 métres,
remonte de 900 métres, descend de nouveau de 1 910 métres et remonte enfin de 1 500 métres.

10 Exprimer chacune de ces montées ou descentes par un nombre relatif.
20 Calculer l'altitude 2 laquelle se trouve P'avion aprés ces montées et ces descentes successives,
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Soustraction des nombres relatifs.

Sommes algébriques.

SOUSTRACTION DES NOMBRES RELATIFS

Différence de deux nombres relatifs.

La définition de la différence de deux nombres relatifs est analogue a
celle de la différence de deux nombres arithmétiques.

Soient a et b deux nombres relatifs donnés dans cet ordre.

DEriniTION : La diffiérence des nombres relatifs a et b est le nombre relatif
d, ¢’il existe, qu’il faut ajouter & b pour obtenir a.

Le nombre d est défini par I'égalité : « = b +d. (1)

a cst le premier terme de la différence; b est le second terme. L’opération
qui permet de calculer d est une soustraction.

Le signe de la soustraction estle signe — ; nous écrivons: e —b=d. (2)
Notons que le signe — est ici un signe opératoire.

Les égalités (1) et (2) sont logiquement équivalentes :

[{b+d=a} < {a—b=d}|
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Calcul de la différence de deux nombres relatifs.

Soient deux nombres relatifs a et b donnés dans cet ordre.
Supposons que la différence d existe. Elle est définie par I’égalité :
a=>b+d,

ou, puisque 'addition de deux nombres relatifs est une opération com-
mutative :

a=d+b. (3)

Ajoutons aux deux membres de I’égalité (3) le nombre b’ opposé de b;
nous obtenons I'égalité :

a+b =(d+b)+b".

Puisque I’addition des nombres relatifs est une opération associative,
nous écrivons I'égalité :

a+b =d4+(b+5b).
La somme des nombres opposés b et b’ est nulle, et le nombre zéro est un
¢lément neutre pour ’addition.
Nous écrivons alors 1’égalité précédente sous la forme -

a+ b =d.

Il résulte de ce qui précéde que, si le nombre d existe, il est nécessairement

égal d a + b'.

Nous devons maintenant examiner si le nombre a 4 b', seule valeur
possible pour d, est la différence des nombres a et b.

Pour cela, nous devons calculer la somme (a + b’) + b et montrer qu’elle
est égale A a.
Nous avons en cifet : (¢ + b)Y+ b=a+(b'+b)=a+0=a.

Nous venons de démontrer lc théoréme suivant :

TrnionkME : La différence de deux nombres relatife @ et b existe quels
que soient ces deux nombres; elle est égale a la somme du pombre a
et de opposé &' du nombre b.

Notons que si a cst égal & b, la difflérence @ — b est égale a zéro.

Notons aussi que la différence de deux nombres est toujours définie
dans Pensemble Q des nombres relatifs, tandis que dans Pensemble F
des nombres arithmétiques elle n’cst définic que si le premier nombre
est supcricur an sccond.
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Dans les calculs pratiques, il est souvent commode de retenir le théoréme
précédent sous la forme :

RicLE : Pour soustraire d’un nombre relatii ¢ up nombre relatif b on
ajoute au nombre a Popposé du nombre b.

Exemples 1
(—515) — (+ 315) = (— 515) + (— 315) = (— 830);

4 2 4 2 12 10 2
(+3) = (+3)=(+3)+ (=3)=(+5) + (-5) = (+ &)
Convention d’écriture pour 1’opposé d’un nombre relatif.

Soient un nombre relatif b et son opposé b'.

Nous avons établi, quels que soient a et b, I'égalité :
a+bd =a-—0>.

Si a est égal & zéro, nous obtenons : 0 + b’ =0 —b.

ot
Puisque zéro est un élément neutre pour I’addition, le premier membre
est égal 4 b'. Nous convenons que le second membre peut s’écrire — b.

Nous en déduisons : b'=-—-b I

1l en résulte que PPopposé b’ d’un nombre relatif b peut &tre écrit sous la
forme —b.

REMARQUE IMPORTANTE : Lorsque nous écrivons — b, le signe — n’indique
pas qu’il s’agit d’un nombre négatif; il indique seulement que I’on change
le signe du nombre b.

Par exemple, si b est égal & + 3, nous avons : — b= — 3; et si b est égal
4 —5 nous avons: — b= +5.

Les nombres b et — b ont méme valeur ahsolue :

b= b]

Par exemple, 8i best égal & + 3, nous avons : {bj=i—b|=3.
Si best égal A — 5, nous avons : |b| =| —b|=5.
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SOMMES ALGEBRIQUES

Définition d’une somme algébrique.

DEriniTION : On appelle somme algébrique Pindication d’une suite d’addi-
tions et de soustractions de nombres relatifs.

Par exemple, (+6) —(—4) +(—10) —(+7) +(—5) est une somme
algébrique.

Calcul d’une somme algébrique.

Proposons-nous de calculer la valeur S de la somme algébrique écrite
ci-dessus.

Nous posons : S=(+6)—(—49)+(—10) —(+7) +(-5).
Appliquons la régle de soustraction des nombres relatifs; nous remplagons
chaque soustraction d’un nombre relatif par laddition du nombre
opposé.

Nous avons : S=(+6)+(+4)+(—10) +(—=T7) +(—5).

Ensuite nous simplifious la notation de la somme de nombres relatifs
ainsi obtenue en supprimawnt les signes d’addition et les parenthéscs.

Nous avons donc : S=6+4+4—10 -7 —5=(—12).

Sommes algébriques opposées.

Considérons une somme algébrique écrite sous forme simplifiée
S=—7T44—-5+3.

Ecrivons, sous forme simplinée, la somme algébrique S’ dont chaque
terme est 'opposé du terme correspondant de S :

S'=7—4+5-3.

Nous disons que S et S’ sont deux sommes algébriques opposées.

DiFiviTION : Deux sommes algébriques sont opposées si les termes do
Pune sont les opposés des termes de Pautre.
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Formons la somme S + S'; il résulte des régles d’addition et de soustrac-
tion précédemment établies que cette somme est nulle. La valeur numérique
de S’ est 'opposé de la valeur numérique de S.

Nous notons: S’ = —8.

Nous énongons :

THEOREME : Si deux sommes algébriques sont opposées, la valeur numé-
rique de Pune est Popposé de la valeur numérique de P’autre.

D’aprés la régle de soustraction des nombres relatifs, pour retrancher le
nombre relatif S, nous ajoutons le nombre relatif 5.

Nous énongons :
RitGLE : Pour retrancher une somme algébrique, on ajoute la somme
algébrique opposée.

Par exemple, pour calculer la différence 25 — (18 + 20 — 15), au lien
de retrancher la somme (18 + 20 — 15), nous ajoutons la somme opposée
(—18 — 20 +15).

Nous avons donc :

25 — (18 4 20 — 15) =25 + (—18 — 20 + 15) =25 — 18 — 20 + 15 = + 2.

Suppression des parenthéses.

Comme exemples d’application des régles relatives & I'addition et & la
soustraction d’une somme, nous venons d’écrire les deux égalités :

25 + (18 + 20 — 15) =25 + 18 + 20 — 15;
25 — (18 + 20 — 15) =25 — 18 — 20 + 15.

Nous déduisons de ces résultats les régles suivantes :

REGLEs : 1° Si une somme algébrique est placée entre parenthéses précé-
dées du signe 4, on supprime ces parenthéses sans modifier les termes de
la somme algébrique.

20 Si une somme algébrique est placée entre parenthéses précédées du
signe —, on supprime ces parenthéses, mais on change le signe de chacun
des termes de la somme algébrique.
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Soustraction.

La différence de deux nombres relatifs a et b est le nombre relatif d qu'il
faut ajouter & b pour obtenir a.

Les deux égalités : a=b + d et a— b=d sont logiquement équiva-
lentes : {a=b+d} < {a—b=d}.

La différence de deux nombres relatifs a et b existe quels que soient
ces deux nombres ; elle est égale A la somme du nombre a et de I’opposé
b’ du nombre b.

. Pour soustraire un nombre relatif b d’'un nombre relatif a, on ajoute au

au nombre a l'opposé b’ du nombre b.
L'opposé b’ d’un nombre relatif b peut étre écrit — b.

Les nombres opposés b et — b ont méme valeur absolue :
|b|=|—b]|.

Sommes algébriques.

On appelle somme algébrique l'indication d'une suite d’additions et de
soustractions de nombres relatifs.

Deux sommes algébriques sont opposées si les termes de 1'une sont les
opposés des termes de 1'autre.

Si deux sommes algébriques sont opposées, la valeur numérique de 1'une
est 'opposé de la valeur numérique de l'autre,

Pour retrancher une somme algébrique, on ajoute la somme algébrique
opposée.

Si une somme algébrique est placée entre parenthéses précédées du
signe 4, on supprime ces parenthéses sans modifier les termes de la
somme algébrique.

Si une somme algébrique est placée entre parenthéses précédées du
signe —, on supprime ces parenthéses, mais on change le signe de chacun
des termes de la somme algébrique.
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66. Expliquez comment vous pouvez utiliser les régles construites précédem-
ment (T.P. n° 46) pour calculer la différence de dcux entiers relatifs.

Calculez, par exemple, les différences suivantes :

(+7) —(+4); (+5)—=(=3); (=7 —(+5); (—4)—(—23).

67. Calculez, par des soustractions de nombres relatifs, les variations de
température indiquées par un thermométre qui passe :

de + 104 4 120; de +5%a — 39; de —7°a—20; de+ 3°a —150,

Exercices
— Effectuer les soustractions suivantes :
28. (+3)— (+2): H1)—(+7D; (+3.5—(+25)
W (+7)—(—6:  (+1)— (=8  (+43)—(+75)
0. (—H-(+4:  (—15)-(+ 6 (+TH— (-4
M., (+7)— (=5 (=10) = (—9;  (+21)—(—37).
N. =N—=-(-7 (—16) — (+8): (— 9.6) — (— 84).
33, (—8)— (—8); (+11) — (— 4); (— 4.8) — (— 3.8).

— Effectuer les soustractions suivantes :

o T R
B NS S R
o O R N A T R

— Calculer la différence d = @ — b pour les valeurs suivantes de a et de b:

3. a=+ 4 et b=-— 3; a= g et b=-—g-
38. a=— 9 e b= +12; ¢1=—1 et b=—§-
2 4
39. a=—125 et b= —12; a=—1 et b=+1--
3 6
40, o= +30 et b= —28; n=+£i et b=-—-z-
12 9
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— Calculer les sommes algébriques sulvantes :

a1, (— 25 + (—13) — (— 18) + (+ 36).
42 (+38) — (+12) + (— 15 — (— 29).
B, (+37) = (+ 54 + (— 2.8) — (— 49).

[+ [e - (-3 -
9 9=+
o [ (Y-

— Calculer les sommes algébriques suivantes de deux fagons différentes :

44,

FY

-9
(7]
b

1. (—5+ 8—44+12)—(3—15+ 2 +11—9~1).
B (+9-D—4+ D (=204 §—Q2—7+3-1).
1 3 2 5 1 5
. (—3“‘;)*(3*9‘3)““(3“‘72)‘
4 2 4 2 7\ 7 5
§+§)—(3+3—Ts)“(‘9+3‘¢.)'
51, 15— [—64+8—(34+5—20)+(3—19)]
52 —6—[4+(12—4—6—(—3+15—7)).

50. (5 -

— Calculer les expressions suivantes :

53, a—(b—a); (a—0b+ (-0 (20 + ¢) — (o + b).

54. b+ (a —b); 2b—a+ <) —c; (3a—b) + (b — a).

§5. (3c+2b—a)+ (20 —2b + ¢); b—c+20)—(a+b— ).
§86. (3a—2b+ <) — (2a + b+ 20); (@a—b+c)+(b—2c+a)

— Calculer I'expression : s = (o + b) — (c — d) pour les valeurs sulvantes de 0, b, ¢, @ :

57. a= —6; b=+ 7; c=+5; d= —8,
58. o=+ 3; b= — 4; c=—1; d= —9.
1 k] 3 1
59. a=+§, b=—-1—0, c=+4, d_._z.
7 1 5
60. a=—§. b='—4' c=—2; d=—§-
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La somme a 4 b + ¢ est égale 3 — 3; les nombres b et c sont respectivement égaux 2
— 4 et + 2. Quel est le nombre al

Calculer les deux nombres relatifs qui ont pour somme — 23 et pour différence — 17.
Calculer les deux nombres relatifs qui ont pour somme + 15 et pour différence — 25.

La premiére Guerre Punique qui opposa les Romains aux Carthaginois dura 23 ans. Elle s’est
terminée en |'an 241 avant |'ére chrétienne. En quelle année commenga-t-elle?

Le tableau suivant donne, en degrés Celsius, les températures les plus basses et les plus
hautes observées en différents lieux au cours de I’année écoulée :

Athénes : 4 19,5; 4 4203, Paris :— 70,5; 4+ 3006,
Budapest : — 80,9; + 23,5, Québec  : — 120,9; 4 2103,
Dakar : 4 80,7; 4 4506, Stockholm : — 7°,1; 4 16°,3.

Calculer, pour chacune de ces villes, I’écart entre les températures extrémes observées.

Le directeur d’une usine de fabrication d'automobiles communique le tableau suivant de la
production mensuelle pendant I'année écoulée :

Janvier : 18 251; Mai  :21004; Septembre : 17 877;
Février : 19 231; Juin  : 20 438; Octobre :21093;
Mars  :19120; Juillet : 15 387; Novembre : 20 132;
Avril  :20137; Aolt ; 9754; Décembre : 10 243.

Calculer les variations de cette production mensuelle :
1¢ d'un mois par rapport au mois précédent;
2¢ de chaque mois par rapport au mols de janvier.

Le tableau suivant indique, pour chacun des corps, sa température de fusion repérée dans
I'échelle Celsius des températures :

Hydrogéne : — 2500; Sodium : 979; Or : 1 0630;
Mercure :— 390; Etain  :2310; Cuivre :10830;
Glace : 0o; Plomb : 327¢; Fer : 1 5000;
Phosphore blanc : 440, Argent : 960; Tungsténe : 3 1000.

Le zéro de I'échelle absolue des températures correspond & — 273¢ dans Péchelle Celsius;
quelles sont les températures de fusion de ces divers corps repérées dans I'échelle absolue?

Un thermométre est gradué suivant |'échelle Celsius. Au cours de diverses expériences,
on lit les indications suivantes :

+ 150, —70; —120; 4 90°; 4+ 300; — 20°.

On prend comme nouvelle origine des températures le point de fusion du mercure (— 39°C);
par quels nombres les diverses températures précédentes sont-elles repérées?
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Comparaison des nombres relatifs.

Propriétés des inégalités.

COMPARAISON DES NOMBRES RELATIFS

Relation d’orxdre.

Considérons deux éléments a et b d’un ensemble, par exemple deux nom-
bres relatifs. Nous disons que nous établissons entre a et b une relation
d’ordre si nous donnons un moyen de les comparer et d’indiquer &’ils sont
égaux, ou, dans le cas contraire, lequel des deux est supérieur i I'autre.

Relation d’ordre entre deux nombres relatifs.

DirFinITION : On dit qu’un nombre relatif a est supérieur & un nombre
relatif b lorsque la différence ¢ — b est un nombre positif.

Pour écrire qu’un nombre relatif a est supérieur & un nombre b, ou que a
est plus grand que b, nous notons : a > b.

Si nous désignons par d la différence a — b, nous traduisons la définition
précédente en écrivant :

’ {a>b} —> {deQ+}|

REMARQUE : Soit la diflérence : a — b =d. Si d est un nombre positif,
Popposé d’ de d est un nombre négatif. L’opposé de a —b est b — a;
or nous avons : b —e=d’; donc b — a est un nombre négatif. Nous
disons alors que le nombre relatif b est inférieur a a, et nous notons: b < a.
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Inégalités.

Les relations a > b et b < @ sont des inégalités. Une inégalité comprend
deux membres écrits de part et d’autre du signe d’inégalité.

Deux inégalités telles que a > b et ¢ > d sont des inégalités de méme
sens; deux inégalités telles que a > b et ¢ < d sont des inégalités de sens
contraires.

Relation d’ordre dans 1’ensemble Q des nombres relatifs.

Considérons deux nombres relatifs quelconques a et b; formons leur diffé-
rence d =a — b.

d est un nombre relatif; nous savons que tout nombre relatif appartient
4 un et un seul des ensembles Q+, Q—, {0}.

Pour tout couple de deux nombres relatifs a et b, il existe donc une et une
seule des trois relations :a> b; a<b; a=5b.

On exprime cette propriété en disant que I’ensemble Q des nombres
relatifs est un ensemble totalement ordonné.

REMARQUE : Si nous savons que la différence a — b est un nombre positif,
nous disons que a est supérieur i b, et nous écrivons : a > b. Nous disons
que cette relation d’ordre est une inégalité an sens strict.

Si nous savons que la différence a — b est un nombre positif ou nul, nous
disons que a est supérieur ou égal i b, et nous écrivons : a 2> b. Nous disons
que cette relation d’ordre est une inégalité au sens large.

Relation d’ordre entre un nombre positif et zéro.

Désignons par a un nombre positif quelconque.

Nous avons I’égalité : ¢ — 0 =a.

La différence @ — 0 est un nombre positif; donc le nombre positif a est
supérieur a zéro.

Nous énongons :

TakEoriME * Un nombre positif est supérieur a zéro.

Nous notons :

{ @ est positif } — {a>0}\
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Relation d’ordre entre un mombre négatif et zéro.

Désignons par b un nombre négatif quelconque; nous avons : 6 —0=2b.

La différence b — 0 est un nombre négatif; donc le nombre négatif b
est inférieur A zéro.

Nous énongons :

THEOREME : Un nombre négatif est inférieur a zéro.

Nous notons : I { b est négatif} — {b< 0} l

Relation d’ordre entre un nombre relatif et zéro.

Nous admettons que, de la réunion des deux théorémes précédents, nous
pouvons déduire les deux équivalences logiques :

.{aeslpositif} <~ {a>0}
{ b est négatif } <= {b <0}

Transitivité de la relation d’ordre.
Désignons par a, b, ¢ trois nombres relatifs, et supposons que ces nombres
vérifient les deux inégalités de méme sens :

a>b et b>ec

Nous avons les deux implications :
{a>b} = {a—b>0};
{b>c} = {b—c>0).
Les deux nombres (a — b) et (b — ¢) sont positifs. Leur somme est un
nombre positif.
Nous écrivons : (a — b) + (b —¢) > 0,
c’est-a-dire a—b4b—c>0,
ou ' a—c>0.

L’inégalité : 6 — ¢ > 0 exprime que a est supérieur ac



104

80.

81.

82.

83.

ALGEBRE

Nous venons d’établir I'implication suivante :

a>b
et
b>c

—> {a> ¢}

Pour traduire ce résultat, nous disons que, dans I’ensemble des nombres
relatifs, la relation d’ordre est unc relation transitive.

Relation d’ordre entre un nombre positif et un nombre négatif.

Désignons par e un nombre positif, par b un nombre négatif quelconques.
Nous avons les inégalités : > 0 et b <0. Cette dcuxiéme inégalité
implique : 0> b.

Utilisons la propriété de transitivité de la relation d’ordre; nous avons
Pimplication :

a>0

et

0>b

=> {a>b}.

Nous énongons :

THEOREME : Tout nembre positif ¢st plus grand qu’un nombre négatif.

Relation d’ordre entre deux nombres relatifs de méme signe.

10 Cas de deux mombres positifs.

Considérons les deux nombres positifs a et b respectivement égaux 3 + 8

eta 4 5.

Leurs valeurs absolues respectives sont : |a| =8 et |b'=5.

La différence a — b est égale a (4 8) —(+5), c’est-a-dire & + 3.
Donc le nombre + 8 est supérieur au nombre + 5.

D’une fagon générale, soicnt a et b deux nombres positifs. Si ces deux
nombres ont méme valeur absolue, ils sont égaux puisqu’ils ont méme
valeur absolue et méme signe.



85.

86.

87.

COMPARAISON DES NOMBRES RELATIFS 10§

Supposons donc leurs valeurs absolues différentes, et posons, par exemple :
la|> | bl
Pour trouver une relation d’ordre entre les nombres positifs @ et b, nous
calculons la différence a — b.
Puisque a et b sont positifs, nous I’écrivons sous la forme |a| —|b|.
Or nous avons I'implication :
{la| >1b]} = {|a]—|b]>0}.
Il en résulte que la différence a — b est un nombre positif; nous en
concluons que le nombre a est supérieur au nombre b.
Nous énoncons :

TuiEOREME : Si deux nombres positifs sont inégaux, celui qui ala plus grande
valeur absolue est plus grand que Pautre.

20 Cas de deux nombres négatifs.

Considérons les deux nombres négatifs e et b respectivement égaux a3 —2
eta —17.

Leurs valeurs absolues respectives sont : |¢| =2 et |b|=7T.
La différence a — b est égale & (—2) —(—7), c’est-a-dire a + 5.

Donc le nombre — 2 est supérieur au nombre — 7.

D’une fagon générale, soient ¢ et b deux nombres négatifs. Si ces deux
nombres ont méme valeur absolue, ils sont égaux puisqu’ils ont méme
valeur absolue et mémec signe.

Supposons donc leurs valeurs absolues différentes, et posons par exemple :
la] <[b].

Pour trouver la relation d’ordre entre les nombres négatifs ¢ et b, nous

calculons la différence a — b.

Puisque a et b sont des nombres négatifs, nous écrivons cette diflérence
sous la forme: —|a|+|d

,ou:|b| —]al
Or nous avons Pimplication :
{lal <|b]} = {Ib] —]a|>0}.
Il en résulte que la différence @ — b est un nombre positif; le nombre a
cst supérieur au nombre b.
Nous énongons :

TuiorEME : Si deux mombres négatifs sont inégaux, celui qui a la plus
petite valeur absolue est plus grand que Pautre.
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PROPRIETES DES INEGALITES

Addition d’un méme nombre relatif
aux deux membres d’une inégalité.

Soient @ et b deux nombres relatifs inégaux; supposons, par exemple,
que a soit supérieur a b. Nous avons I'inégalité : a > b. (1)

Elle implique, par définition, I'inégalité : a—5b>0.

Ajoutons aux deux membres de I’inégalité (1) le méme nombre relatif c,

et proposons-nous de trouver une relation d’ordre entre les nombres a -+ ¢

et b + c. Pour cela, nous formons la différence (a + ¢) — (b + ¢).

D’aprs la régle de calecul d’une somme algébrique, nous avons
(e+ec)—(b+c)=at+c—b—c=a—b

Les deux différences (a +c) — (b +¢) et (a — b) sont égales; or, d’aprés

Pinégalité (1), la différence (¢ — b) est positive.

Nous en déduisons que la différence (2 +¢) —(b+¢) est un nombre

positif; ce qui implique I'inégalité : a+4+¢ > b+ . (2)

Nous énongons :

THEOREME : Si Pon ajoute un méme nombre relatif anx deux membres
@’une inégalité, on obtient une inégalité de méme sens.

Nous notons la propriété précédente :

|{a>b} ~> {a+e>b+e)

Simplification d’une Inégalité.

Considérons I'inégalité - atc>b+e (2)

Désignons par ¢’ I'opposé de ¢, et ajoutons le méme nombre ¢’ aux deux
membres de I'inégalité (2). D’aprés le théoréme précédent, nous obtenons
une inégalité de méme sens : fe+ec)+e>0b+¢c)+c¢. 3)

Puisque 'addition des nombres relatifs est une opération associative,
nous écrivons : a+ (c+c)>b+(c+¢). 3)

La somme des nombres opposés c et ¢’ est nulle, et Je nombre zéro est un
élément neutre pour I’addition des nombres relatifs.

Nous écrivons I'inégalité (3) sous la forme : a> b (1)
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Nous énongons :
TakoREME : L’inégalité : a +¢c> b+ ¢ implique Pinégalité : a > b.

Nous notons la propriété précédente :

{ate>btec} —> {a>b}]

Lorsque nous remplagons I'inégalité (2) par I'inégalité (1), nous disons que
nous simplifions I'inégalité (1).
La réunion des deux théorémes précédents permet d’énoncer :

TaEOREME : Les deux inégalités : a > b et a4 ¢ > b+ c sont logique-
menl équivalentes.

Nous notons :

{a>b} —> {a+c>b+cr:ﬂ

Transposition d’un terme d’un membre dans 1’autre.

Soit I'inégalité : at+b>c—d. (1)
Ajoutons aux deux membres le nombre relatif d — b; nous obtenons une
inégalité de méme sens (2) :

(@+8)+(d—b)>(c—d)+(d—b),
ou : a+b+d—-b>c—d+d-b.

Nous en déduisons I'inégalité :
at+d>c—b 2)

Lorsque nous remplagons I'inégalité (1) par I'inégalité (2), nous disons que
nous transposons le nombre d du second membre dans le premier, et le
nombre b du premier membre dans le second. Nous remarquons que,
lors de la transposition, nous avons changé le signe de tout nombre qui
change de membre.

Nous énongons :

TrEoREME : Dans une inégalité, si Pon transpose un terme d’un membre
dans Pautre en changeant le signe qui le précéde, on obtient une inégalité
de méme sens.
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Addition membre 3 membre d’inégalités de méme sens.

Considérons les deux inégalités de méme sens :
a>b et c¢c>d.

Proposons-nous de trouver une relation d’ordre entre les nombres a + ¢
et b 4d.
Nous avons les deux implications :

{a>b}=>{a-b>0};

{e>d}=—={c—d>0}.
La somme des deux nombres positifs (@ — b) et (¢ —d) est un nombre
positi{; nous en déduisons :

(e—=b)+(c—d)>0.

Appliquons au premier membre de cette inégalité les propriétés des
sommes algébriques; nous écrivons successivement :

a—b+c—d>0;
(e+¢)—(b+d)>0.

Cette dernidre inégalité exprime que le nombre (a + ¢) est supérieur au

nombre (b 4+ d).

Donc si nous additionnons membre & membre les inégalités de méme sens :
a>b et ¢ >d, nous obtenons 'inégalité de méme sens : a +¢>b+d.

Nous énongons :

THEOREME : Si Pon additionne membre & membre des inégalilés de méme
sens, on obtient une inégalité de méme sens.

Nous notons la propriété précédente :

\

=> {a+c>b+d}

a>b
et
c>d
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RESUME

1.

10.

Comparaison des nombres relatifs.
On dit qu'un nombre relatif a est supérieur a un nombre relatif b lorsque
la différence a — b est un nombre positif :
{a>b} «—= {deQt}.
L'ensemble Q des nombres relatifs est un ensemble totalement ordonné.

Un nombre positif est supérieur a zéro; un nombre négatif est inférieur
a zéro :

{aest positif } <> {a > 0}.

{bestnégatif } <——> {b <0}.

. Dans l'ensemble des nombres relatifs, la relation d'ordre est une relation

transitive :

a>bhb
et

b>c

=> {a>c}.

Tout nombre positif est plus grand qu’un nombre négatif.

Si deux nombres positifs sont inégaux, celui qui a la plus grande valeur
absolue est plus grand que l'autre.

Si deux nombres négatifs sont inégaux, celui qui a la plus petite valeur
absolue est plus grand que l'autre.

Propriétés des inégalités.

Les deux inégalités:a> b et a+4 c > b+ c sont logiquement équi-
valentes :
{a>b} <<= {a+c>b+c}.

Dans une inégalité, si 1’on transpose un terme d'un membre dans l'autre
en changeant le signe qui le précéde, on obtient une inégalité de méme
sens.

Si I'on additionne membre A membre des inégalités de méme sens,

on obtient une inégalité de méme sens :

a>b
et

c>d

<=-> {a+c>b+4d)}.
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TREVAUX PRATIQUES

Classez par ordre de grandeur décroissante les nombres relatifs suivants :

3 3

-6 — otz =3 +3 0 +5.

On donne les couples de valeurs suivants aux nombres relatifs a et b :

=41, a = 44, a=—3, a= —35,

b= +3. b= +2. b=—1. b= —11.

a=—28, a=—6, a=—2, a=—14,

b=+2. b= +4. b= +6. b=+4+38

1. Pour chacun de ces couples de valeurs, classez par ordre de grandeur
. . e+ b

rroissante les nombres relatifs : a, b, 5

2. Quelle remarque faites-vous pour chacun de ces classements?

En classe de cinquidme, vous avez vérifié les propriétés suivantes :

1. Si I'on ajoute la somme de deux nombres arithmétiques et leur diffé-
rence, on obtient le double du plus grand nombre.

2. Si 'on retranche la différence de deux nombres arithmétiques de leur
somme, on obtient le double du plus petit.

Recherchez si ces propriétés sont vraies pour les nombres relatifs. Choi-
sissez deux exemples : un nombre positif et un nombre négatif, puis deux
nombres négatifs.

Exercices

69. Quelle relation d’ordre y a-t-Il entre les nombres relatifs suivaqts :

1 2 1" 15
+4et +9; +3‘3t+ 5 +—9-'°'+1—4‘
3 5 18 13
—3et -7 hieg_ P "1_1“_"6_'
3 3 20 S
—5et +13 —:19‘:4‘%- —?et'l'z'
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Ranger par ordre de grandeur crolssante les nombres relatifs sulvants :

38 5 17

. : _7; - H ; = -2 7,
+6; +8 11 + 13 + 3 : + 3
2 5 14

—% 4% =% +1m o 40 +5: =3 -

Ecrire la relation d’ordre qui existe entre les deux sommes algébriques suivantes :
5 7 1M1 1 7 1

, 3
S$=—_-4 4 — =~ et S—+3—§+ﬁ_

6 12724 3 1

Trouver tous les entiers relatifs qui vérifient simultanément les deux inégalités suivantes :
x< 42 e x> =05

Trouver tous les entiers relatifs qul vérifient simultanément les deux inégalités suivantes :
x +1 et x> —7.

10 ExIste-t-il des nombres relatifs qui vérifient simultanément les deux Inégalités suivantes :
X< —4 et x> =21

20 Quels sont les entiers relatifs qui vérifient simultanément les deux inégalités sulvantes :
x> —4 et x<—21

Existe-t-il des entiers relatifs qui vérifient simultanément la double inégalité : — 5 < x < + 8§
et I'inégalité : x < — 11

7 3
Existe-t-il des entiers relatifs qui vérifient simultanément la double inégalité : — 3 <x<L — 3

8
et I'Inégalité : x > — gf
. . 15
Trouver les entiers relatifs qui vérifient simultanément la double inégalité : — 7 <x<L 42

et I'Inégalité: x < — ‘-::f

— Compléter les équivalences logiques suivantes :

78.

82.

{x+3<5)<={x<...}s 79. {x—4<2x+1} <= {x> ..}
{2—=x>3}<=—>{x<..}; 8. {2x+5<3x—1}={x> ..}
{x+2<2x—1 <x+9} <> {.<x<..}
{3x—4<2x+1<Ix+ 7} = {.. <x< .. }.

19 Pour quelles valeurs de @ V'Inégalité : a + b> b — a est-clle vérifiée?
2° Pour quelles valeurs de a I'inég;lité ib=a> a+ b est-elle vérifice?
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Notions sur les vecteurs.
Relation de Chasles.

VECTEURS

Notion de vecteur.

Considérons un point A sur une droite x'x que, pour des commodités
de langage, nous supposons horizontale (fig. 2).

{
g ! X
A

Fig. 2.

Nous voulons définir sur la droite x’x un point B situé a 5 cm du point A.
La donnée de la longucur du segment AB ne suffit pas pour déterminer
le point B. Nous devons indiquer dans quel sens il convient, a partir
de A, de porter une longueur égale & 5 cm.

Nous disons que nous devons orienter le segment AB. Le segment orienté

—_
AB est un vecteur; nous le notons : AB, et nous lisons : vecteur AB.

DiFiniTION : On appelle vecleur un segment de droile orienté.

Nous convenons de faire une distinction entre les extrémités du segment
AB et de les énoncer dans un certain ordre. Lorsque nous nommons un
vecteur, la premiére lettre énoncée est Porigine du vecteur; la deuxiéme
lettre est Pextrémité du vecteur.

. N B
Pour le vecteur AB, par exemple, Iorigine est le
point A; I'extrémité est le poirt B; le vecteur

AB ecst orienté de A vers B (fig. 3).

La distance AB est appelée longueur ou module
du vecteur AB; la droite AB est appelée le
support du vecteur AB. Fig. 3.
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—
REMARQUE : Le vectcur BA a pour origine le point B et pour extrémité le
point A; son module et son support sont respectivement les mémes que

—_—
ceux du vecteur AB.

Cas particulier : Si’extrémité d'un vecteur est confondue avec son origine,

il bl -
nous disons que ce vecteur cst nul, et nous le notons 0.
Nous avons I’équivalence logique :

{1?]; est un vecteur pul} <= {La distance AB est nulle}.

Vecteurs égaux (ou équipollents).

DEFINITION : On dit que deux vec-
teurs non nuls, de supports paralléles,
sont égaux (ou équipollents) si leurs
modules sont égaux et si les vecteurs
sont de méme sens.

Par exemple, les vecteurs ABetCD A c
de la figure 4 sont des vecteurs équi- Fig. 4
pellents; nous écrivons : AB = CD.

Une telle relation est une égalité vectorielle.

—_—
REMARQUE : Il résulte de la définition que tout veeteur non nul AB est
équipollent 3 lui-méme; nous notons :

e »

AB = AB.
Pour exprimer cette propriété, nous disons que I'égalité vectorielle est
une relation réflexive *.

L’égalité vectorielle posséde aussi deux propriétés importantes que nous
avons déja étudiées a propos des égalités entre nombres enticers :

Une égalité vectoriclle est une relation symétrique :
AB=CD| — |cD=2Bl.

Une égalité vectorielle est une relation transitive :

AB=CD et CD=EF| — |{AB=EF|.

*Notons qu'il existe des rclations non réflexives; par exemple la relation d'orthegonalité de deux droites n'est
pae réflexive : une droite n'csl pas perpendiculaire i elle-méme.
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Vecieurs opposés. B G

DEriviTION . On dit que deux vecteurs
non nuls, de supports paralléles, sont
opposés si leurs modules sont égaux et
si lee vecteurs sont de sens contraires.

Par exemple, les vecteurs ABetGHdo A H
la figure 5 sont des vecteurs opposés. Fig. 5.

—_— [ .
Les vecteurs AB et BA sont des vecteurs opposés.

Axe.

—_—
Soient un vecteur non nul AB et la droite x'z, support de ce vecteur.
Nous pouvons choisir sur cette droite deux orientations différentes : celle
de A vers B et celle de B vers A.

DErFIniTION * On appelle axe une droite orientée.

—
La figure 6 représente un axe 'n pour lequel nous avons choisi I’orien-
—
tation de x’ vers x; nous notons I’axe ainsi défini x'x. Le sens de o’ vers @
est le eens positif sur I’axe; le sens contraire est le sens négatif sur I’axe.

1 1 [l 1 [ ] 1 [l 1 Il Il »
x' Ll L) Ll ) 1 6 };‘ L L T v T
Fig. (.

Vecteur unitaire sur an axe.

DEFINITION : Sur un axe 7'z, on appelle vecteur unitaire un vecteur Ou
dont le module est égal 3 Punilé de longueur, et dont le sens est le sens
positif de ’axe »'s.

e~
Par exemple, si ’'unité de longueur est le centimétre, le vecteur Ou de la
figure 6 est un vecteur unitaire pour I’axe x'x.

REMARQUE : Aprés avoir choisi I'unité de longueur, il revient au méme de
—_—
fixer un sens sur la droite ¥’z ou de se donner un vecteur unitaire Ou.
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Mesure algébrique d’un vecteur porté par un axe.

i AR [ L D) o - —
Soit un vecteur AB porté par un axe 2’x muni d'un vecteur unitaire Ou.

Supposons que la longueur du vecteur Ou soit 1 centimétre, et que la
longueur du vecteur AB soit 4 centimétres.

Associons au vecteur AB le nombre relatif qui a pour valeur absolue 4, et

pour signe : le signe + 81 AB et Ou sont de méme scns;
. .3 L
le signe — si AB et Ou sont de sens contraires.

Nous appelons ce nombre relatif la mesure algébrique du vecteur AB et
nous le notons AB.

Par exemple, sur la figure 7, nous avons : AB = + 4, et CD = — 3.
Tttt —t——t——]—>
A B O u D c X
Fig. 1.

DEFINITION : Sur un axe muni d’un vecteur unitaire 61;, on appelle mesure
algébrique d’un vecteur AB le nombre relatif dont la valeur absolue est
la longueur du segment Al AB, et d dont le signe est le signe + ou le signe —
suivant que les vecteurs Ou et AB sont de méme sens ou de sens contraires.

Nous rappelons que la longueur du segment AB est le nombre qui mesure
ce segment 8i I'on prend pour unité de longueur la longueur du segment Ou.

REMARQUE : Sur la figure 7, nous avons :
AB=+4; BA=—14; CD=-3; DC=+3.

Deux vecteurs opposés ont pour mesures algébriques des nombres relatifs
opposés.

Notations : Distinguons les diverses notations relatives 4 un vecteur :

AB désigne soit un scgment, soit la longueunr de ce segment.

Un segment est un étre géométrique; la longueur du segment est un nom-
bre arithmétique.

AB désigne un vecteur; c’est un étre géométrique orienté.

AB désigne la mesure algébrique du vecteur AB sur Paxe x'x; c’est un
nombre relatif.
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Abscisse d’un point sur un axe.

—_—

Pour repérer sur un axe x'x plusieurs points A, B, C, il est commode de
choisir sur cet axe un point particulier O appclé origine, et un vecteur

—
unitaire Ou. Les points A, B, C, sont déterminés par la connaissance des

-_—r = . A .
vecteurs OA, OB, OC, ou, ce qui revient au méme, par la mesure algébrique
de ces vecteurs.

—_—
DEFINITION : Soit un axe x'x qui porte une origine O et un vecteur uni-
—
taire Ou;on appelle abscisse d’un point A de cel axe, par rapport i Porigine
—
0, la mesure algébrique do vecteur QOA.

Par exemple, sur la figure 8, les abscisses respectives des points A et B

sont : OA = +5; OB = — 4.

1 } }
7
x B

O

o

c

C) ==
3>
xy

Le point de ’axc x'x dont I'abscisse est égale & un nombre relatif donné
s’appelle P'image de ce nombre relatif.

Par exemple, sur la figure 8, le point C est I'image du nombre + 3; le
point D est Iimage du nombre — 1.

Correspondance entre un nombre relatif
et un vecteur d’origine O.

Nous insistons sur le fait qu’a chaque vecteur d’origine O porté par 'axe

—_

x'x correspond un nombre relatif bien défini, et que, réciproquement,
a chaque nombre relatif correspond un vecteur bien défini, d’origine O,

. )
porté par ’axe x'x.
Cette correspondance est trés importante; nous étudierons ses propriétés
dans une classe ultérieure.

Notation : Lorsqu’on veut indiquer I’abscisse d’un point donné sur un
—_

axe x'x, on convient d’écrire cette abscisse entre parenthéses.

Par exemple, A(+ 6) indique le point A dont ’abscisse est égale a + 6.
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RELATION DE CHASLES *

Somme géométrique
de deux vecteurs consécutifs de méme support.

—_— —_ =

Considérons sur un axe x'x deux vecteurs AB et BC; le point B, extrémité
du premier vecteur, cst ’origine du second vecteur. Nous disons que les
2

Ii [ N__»

1 T

¥ ¢ A B x
Fig. 9.

— —_— . . .
deux vecteurs AB et BC, pris dans cet ordre, sont des vecteurs consécutifs

(fig. 9).

DEFINITION : On appelle somme géométrique des deux vecteurs consé-

) = .o w2 . 3 0 0 -
cutifs AB et BC le vecteur AC dont I'origine est 'origine du premier vec-
teur et dont Pextrémité est I’extrémité du second vecteur.

Nous convenons de noter ** : AC = AB + I?E

Relation de Chasles.

Nous nous proposons d’établir une relation entre les mesures algébriques
—_— —_— — —

AB et BC des deux vecteurs consécutifs AB et BC et la mesure algébrique
—_— —

AC de leur somme géométrique AC.

Premier cas : Les vecteurs AB et BC sont de méme sens.

—_— — —
Le vecteur AC est de méme sens que les vectcurs AB et BC; sa longucur
AC est la somme des longueurs AB et BC.

Les nombres relatifs AB et BC sont de méme signe; la régle d’addition
des nombres relatifs montre alors que AC est la somme des nombres AB

et BC.
Nous écrivons : AC = AB + BC. (1)

® Chasles (Michel), mathématicien frangnis (1793-1800).
**Nous préciscrons daus une classe ultéricure ln signification des signes == ct 4+ qui figurcot dans sette relation.
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Sur la figure 10, nous avons : AB = (+4); BC = (+ 3); C=(+7).
L’égalité précédente s’écrit alors : (+ 7) = (+ 4) + (+ 3).

Sur la figure 11, nous avons :AB = (—6); BC = (—2); AC = (—8).
I°égalité (1) s’écrit alors : (—8) =(—6) + (—2).

} } S B RS f—p 4 ¢ »
x/ A B C X
Fig. 10,

7 €t {— f 4 ¥ + —,] —>
c B A
Fig. 11.

123. Decuxiéme cas : Les vectenrs AB et BC sont de sens contraires.
Le vecteur AC est de méme sens que le plus long des vecteurs AB et BC;
sa longueur AC cst la différence des longucurs AB et BC.

Les nombres relatifs AB et BC sont de signes contraires; la régle d’addi-
tion des nombres relatifs montre alors que AC est la somme des nombres

AB et BC.

Nous écrivons : AC = AB +BC. I v (1)
Sur la figure 12, nous avons : A_B=(+8); ﬁ:=(—3); E=(+5)'
L’égalité précédente s’écrit alor_s_: (+5) = (+_8) +(—3). .

Sur la figurc 13, nous avons : AB=(+4); BC=(—7); AC=(—-3).
L’égalité (1) s’éerit alors :  (—3)=(+14)+(—17).

4
A

X A c B X
Fig. 12.
} ' e} ' } } —>
/
x C A B X
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Conclusion : Considérons trois points A, B, C pris arbitrairement sur un
—_— —_— — —
axe x'x; ils déterminent en particulier les trois vecteurs AB, BC et AC.
—_— — —
Le vecteur AC est la somme géométrique des vecteurs AB et BC.

Les mesures algébriques de ces vecteurs vérifient I’égalité suivante, connue
sous le nom de relation de Chasles :

AC = AB + BC

Cas particuliers.

—
Premier cas : Le vecteur BC est le vecteur nul.

\ o>
x/ A B X
Fig. 14.

Les points B et C sont confondus (ﬁg 14-) le vecteurBCestle vecteur nul
Nous écrivons la relation : AC AB + BL sous la forme : AB = AB + 0

Le vecteur nul est un élément neutre pour le calcul de la somme géométrique
de deux vecteurs consécutifs.

Nous écrivons alors la relation de Chasles : AB = AB + 0.

Nous retrouvons ainsi la propriété :
Le nombre zéro est un élément neutre pour I'addition des nombres relatifs.

Deuxiéme cas : Les vecteurs AB et BC sont opposés.

C q ,

1

x/ A B X
Fig. 15.

Les points A et C sont confondus (fig. 15); le vecteur AC est le vecteur nul.
Nous écrivons la relation : AC = AB + BC sous la forme : 0 = AB + BA.

La somme géométrique de deux vecteurs opposés est le vecteur nul.
Nous écrivons alors la relation de Chasles : 0 = AB + BA.

Nous retrouvons ainsi la propriété :
La somme de deux nombres relatifs opposés est égale d zéro.
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Kutre forme de la relation de Chasles.

Soit la relation de Chasles : AC = AB + BC. .
Ajoutons aux deux membres de cette égalité le nombre relatif CA; nous
avons 1’égalité : AC 4+ CA = AB + BC 4 CA.

La somme des nombres relatifs opposés AC et CA est nulle; nous
écrivons donc la relation suivante :

AB4+BC+CA =0

Cette relation est aussi connue sous le nom de relation de Chasles.

Mesure algébrique d’un vecteur porté par un axe.

E— —

Considérons un axe x'x muni d’une origine O et d’un vecteur unitaire Ou.
Soit AB un vecteur porté par cet axe (fig. 16).
f t f€— t ; f ——t——>
x/ X
A 0] u B
I'ig. 16.

Appliquons la relation de Chasles aux trois points A, O, B.
Nous avons Pégalité : AB = A0 + OB. (1)
Le nombrerelatif AO est I'opposé du nombre relatif OA ; nous écrivons donc

AO = — OA.

Dans I'égalité (1), remplagons AO par — OA; nous obtenons I’égalité :

AB = 0B — 0A

Les nombres relatifs OA et OB sont les abscisses respectives des points
A ¢t B; le nombre relatif AB est la mesure algébrique du vecteur AB.

Nous énongons :

TuiorimE : La mesure algébrique d’un vecteur porté par un axe est égale
a Pabscisse de I'extrémité diminuée de Pabscisse de I’origine.

Sur la figure 16, nous avons : OA =(—35); OB =(+3); AB=(+8).
L’égalité : AB =0B — OA #’écrit alors : (4 8) = (4 3) — (—5).
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Module d'un vecteur porté par un axe.

Nous savons que le module d’un vecteur porté par un axe est la valeur
absolue de la mesure algébrique de ce vecteur.

Nous avons donc I’égalité : AB = |AB| =|0B — OA|.

Abscisse du milieu d’un segment.

—_ —
Considérons un axe x’x muni d’une origine O et d’un vecteur unitaire Ou.

Soit AB un vecteur porté par cet axe; désignons par M le milicu du segment
AB (fig. 17).

L 1 1 [ 1 1 L L
i + } } } i t —p—+—+—>
X’ A M o u B X
Fig. 117.

Appliquons la relation de Chasles aux trois ois points 0, A, M nous avons
Pégalité : OM = OA + AM. (1)

Appliquons la relation de Chasles aux trois points O, B, M; nous avons
Pégalité : OM = OB + BM. (2)
Additionnons membre & membre les égalités (1) et (2); nous obtenons
I'égalité * _

20M = (OA + AM) + (OB + BM).

Appliquons au second membre de cette égalité les propriétés des sommes
de nombres relatifs :

20M = (OA + OB) + (M + BH).
Puis_quc le point M cst le milien du segment AB, les nombres relatifs AM
et BM sont opposés; donc leur somme est nulle.
Nous en déduisons 1’égalité : 2 OM = OA + OB,

c’est-a-dire : OM = —A—;-E

*Damns ce parugraphe, nous admetions Iégalieé : oM + oM = 20M et I'implication :
zo—m=m+ﬁf —> | o - 2R+ 08

Ces propriétés seront justifiées dans 1'étude de la mulliplication des nombres relutifs,



122

132.

133.

13410

135.

136.

ALGRBRB

TrEOREME : L’abscisse du milieu d’un segment porté par un axe est égale
a la demi-somme des abscisses des extrémités de ce segment.

Sur la figure 17, nous avons : OA = (— 7); OB = (+ 3).
Nous avons donc: OM = (—L_;—(+_3) =(—2).

Valeur absolue de la somme de deux nombres relatifs.

Soient deux nombres relatifs a et b et leur somme s =a -+ b.
—_ —_—

—
Considérons sur un axe x'x les vecteurs consécutifs AB et BC dont les
mesures algébriques sont respectivement : AB =aet BC =b.

D’aprés la relation de Chasles, nous avons : AC = AB + BC.

La mesure algébrique du vecteur AC est donc : s =a + b.
La valeur absolue de s est la longueur du segment AC.

Cettelongueurest égale a la somme des longueurs des segments AB et BC
dans le cas ol les nombres relatifs a et b sont de méme signe; elle est
égale a la différence des longueurs des segments AB et BC dans le cas ou
a et b sont de signes contraires.

Or nous avons : AB = |a| et BC = |b|.

Nous en déduisons les deux égalités :

Si a et b sont de méme signe : |s| = |a|+|bl;

|
s|=|lal =l

Si a et b sont de signes conlraires :

Valeur absolue de la différence de deux nombres relatifs.

Soient deux nombres relatifs a et b, et leur différence : d =a — b. Dési-
gonons par b’ Vopposé de b; nous avons, par définition : d=a+b'.

Or les nombres b et b’ sont de signes contraires et leurs valeurs absolues
sont égales. Appliquons les résultats précédents; nous écrivons :

Si a et b sont de signes contraires : |d| = |a| 4+ |b|;

Si a et b sont de méme signe : |¢l|=||a|—|b[



RESUME

1. On appelle vecteur un segment de droite orienté.

2. On dit que deux vecteurs non nuls, de supports paralléles, sont égaux, ou
équipollents, si leurs modules sont égaux et 8'ils sont de méme sens.

3. On dit que deux vecteurs non nuls, de supports parall¢les, sont opposés
si leurs modules sont égaux et s'ils sont de sens contraires.

4. On appelle axe une droite orientée.

5. Sur un a.xe?;, on appelle vecteur unitaire un vecteur Ou dont le modﬂg
est &gal 4 1'unité de longueur et dont le sens est le sens positif de 1'axe x'x.

6. Sur un axe muni d'un vecteur unitaire 6{1, on appelle mesure algébrique

d’'un vecteur AB le nombre relatif dont la valeur absolue est la longueur
du segment AB et dont le signe est le signe 4 ou le signe — suivant que

les vecteurs Ou et AB sont de méme sens ou de sens contraires.

7. Sur un axe x'x qui porte une origine O et un vecteur unitaire Ou, on
appelle abscisse d’un point A de cet axe, par rapport a l'origine O, la
mesure algébrique du vecteur OA.

Relation de Chasles.

8. On appelle somme géométrique de deux vecteurs consécutifs AB et
BC le vecteur AC dont I' origine est l'origine du premier vecteur et dont
I'extrémité est l'extrémité du second vecteur.

9. Entre les mesures algébriques de deux vecteurs consécutifs et de leur
somme géométrique existe la relation de Chasles : AC = AB + BC.

10. 1 est souvent commode d’écrire la relation de Chasles sous la forme :
AB+4+BC-+CA=0.
11. La mesure algébrique d'un vecteur porté par un axe est égale a 1'abscisse
de l'extrémité diminuée de l'abscisse de l'origine : AB = OB — OA.
12. L'abscisse du milieu d'un segment porté par un axe est égale a la demi-
somme des abscisses des extrémités de ce segment :
B = OA -2|- oB
13. Si a et b sont de méme signe, ona :
Isi=|al+|b| et |di=|'al—b!'l;
Si a et b sont de signes contraires, on a :
[sl=1lal—1bl}| et |d|=]|a),+|bi
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—_—
Tracez un axe x'x; la longueur du vecteur unitaire de cet axe est 1 cm.

—r e —r —> ———> —
Placez sur cet axe les vecteurs AB, CD, EF, HK, LM dont les mesures
algébriques respectives sont :

AB=+4+5 CD=-3; EF=-5; HK=+445 LM=—6,.

Sur une droite, marquez quatre points A, B, C, D, qui se succédent dans
cet ordre, et tels que les longueurs respectives des segments AB, BC, CD
soient 2 cm, 5 ¢cm, 4 cm.

1. Orientez la droite de A vers D et choisissez sur cet axe un vecteur
unitaire dont la longueur est 5 mm.

Quelles sont les mesures algébriques des vecteurs suivants :
— — — P — — —
AB, BC, BD, CB, CA, DB, DA?
2. Orientez la droite de D vers A et choisissez sur cet axe un vecteur

unitaire de méme longueur 5 mm.
Quelles sont les nouvclles mesures algébriques des vecteurs précédents?

Sur une droite x'x, marquez quatre points A, 0, B, C qui se succédent
dans cet ordre, et tels que les longueurs respectives des segments AQ, OB, BC
soient 2 ¢cm, 1 cm, 4 cm.

.
Si vous orientez cette droite, vous obtenez un axe x'x sur lequel vous
choisissez le point O pour origine.

— —
1. Le vecteur unitaire de 'axe x'x est le vecteur OA. Queclles sont les
abscisses respectives des points B et C?

—_ —_—
2. Le vecteur unitaire de I’axe x'x est le vecteur OB. Quclles sont les
abscisses respectives des points A et C.

. . —_ —_
3. Le vecteur unitaire de 'axe x'x est le vecteur OC. Quelles sont les
abscisses respectives des points A et B.

—_—
Tracez un axe x'x; la longueur du vecteur unitaire sur cet axe est 1 em.

Marquez sur cet axe un point A, puis les points B et C tels que :
AB = + 4, BC = + 6.

1. Quelles sont les abscisses respectives des points A, B, C par rapport :
a) a Porigine A;  b) a 'origine B;  ¢) & Porigine C?

2. Soit M le milicu du segment AB. Quelles sont les abscisses respectives
des points A, B, C par rapport au point M?
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Sur une feuille de papier millimétré, tracez six axes paralléles que vous
orientez dans le méme sens; choisissez sur chacun de ces axes un vecteur
unitaire dont la longueur est 1 cm.

Marquez sur chacun de ces axes trois points A, B, C disposés dans tous les
ordres possibles, soit :

(AB,C); (ACB); (BAC); (B,GA); (GAB);  (CBA).

Vous obtenez ainsi six figures distinctes.
Mesurez sur chaque axe les longueurs des segments AB, BC, AC; puis
écrivez les mesures algébriques AB, BC, AC.

Constatez dans chaque cas, la relation :
AB + BC = AC.

Tracez un axe E: choisissez sur cet axe une origine O et un vecteur
unitaire Ou dont la longueur est 1 cm.

Marquez sur cet axe les points A(+1), B(+6), C(—6), D(+8),
E(—4.,5).

1. Utilisez la relation de Chasles pour calculer les mesures algébriques des
vecteurs AE, ED, DC, CB, DB; puis vérifiez sur le graphique les résultats
obtenus.

2. Constatez sur le graphique les égalités suivantes :

AB + BC + CD + DE = AE;

AC + CB + BD + DE = AE.
Tracez un axe E’, choisissez sur cet axe une origine O et un vecteur
unitaire dont la longueur est 5 mm. Marquez sur cet axe les points A (4 5),
B(—-3), C(+9), D(—9).
1. Marquez le point M milieu du segment AB; mesurez la longucur du

segment OM, puis écrivez ’abscisse du point M. Comparez cette abscisse
a la somme des absacisses des points A et B.

2. Marquez le point N milicu du segment BC; mesurez la longueur du
segment ON, puis écrivez I’abscissc du point N. Comparez cette abscisse
a la somme des abscisses des points B et C.

3. Calculez I’abscisse du milieu P du segment AD; puis vérificz ce résultat
sur le graphique.

MONGE., — MATH. 4°, 5



126 ALGREBRR

144. Utilisez la relation qui existe entre la mesure algébrique d’un vecteur,
Pabscisse de D'origine de ce vecteur et ’abscisse de son extrémité, pour
compléter le tableau suivant :

Abscisse de

Iorigine

+3 | =7 +5 -1

Abscisse de

Pextrémité

Mesure algébrique
—1 | +10| +2 | +6

du vecteur

145. Utilisez la relation qui existe entre ’abscisse du milieu d’un segment AB
porté par un axe et les abscisses des points A et B pour compléter le tableau

suivant :
Abscisse de A | +12 | —~6 +3 +2
Abscisse de B —4 —8 +7 + 4
Abscisse du 3 L 4 9
milieu de AB - + - -

Exercices

85, Un promeneur se déplace sur une route rectiligne d’'un mouvement de va-et-vient en faisant
des pas de 75 cm. |l fait alternativement dans un sens puis dans |'autre : 300 pas, 472 pas, 140 pas,
176 pas, 280 pas, 72 pas.
On choisit comme sens positif sur 1a route le sens dans lequel se déplace le promeneur au début
de sa promenade, comme origine son point de départ et comme longueur du vecteur unitaire
1 métre.
Quelles sont les abscisses des points ol le promeneur inverse le sens de sa promenade ?
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Sur un axe XT;, muni d'une origine O et d’un vectaur unitaire 6:: dont la longueur est 1 cm,
placer les points A, B, C, D d’abscisses respectives — 5, + 10, — 3, + 7.

—_ —> — —
1¢ Calculer las mesures algébriques des vecteurs AB, BC, CD, DA.
20 Vérifier la relation : AB + BC + cD + DA =0.

Sur un axe x_’;r, muni d’une origine O et d'un vecteur unitalre ou dont la longueur est 1 cm,
placer les points A, B, C, D d’absclsses respectives +4, —7, 4+ 5, —1.

10 Calculer les mesures algébriques des vecteurs —A_IS Bﬁ, B_é, CA.
20 Quelle est la somme de ces mesures algébriques

Soit un axe x_'; muni d'une origine O et d’un vecteur unitaire (—)::

12 On considére sur cet axe quatre points A, B, C, D d'absclsses respectives a, b, ¢, d. Calculer
en fonction de a, b, ¢, d, la somme : s = AB 4 BC + CD.

20 Soit b’ [labscisse d'un point B'. Calculer en fonction de a, b, ¢, d la somme
s’ = AB' 4 B'C + CD.

Comparer les sommes s et s'.

Soit un axe x’x muni d’un vecteur unitaire u dont la longueur est 1 cm. On considére sur cet
axe deux points O et O’ tels que la longueur du segment OO’ soit 5 cm. L'abscisse d'un point A
par rapport 3 O est égale 3 — 5; I'abscisse d'un point A’ par rapport 4 O’ est égale & 4 7.

Calculer la mesure algébrique du vecteur AA’ dans I'un et l'autre des deux cas de figure
possibles: 900" = +5; 20 00’ = —§.

Sur un axe x—’;, muni d’une origine O et d’un vecteur unitaire Ou dont la longueur est 1 cm,
on considére les trois points A (+ 6), B (— 6), C (+ 5).

1° Quelle est la position du point O par rapport aux points A et B?
20 Vérifier la relation ; CA 4+ CB= 2CO.

Sur un axe ;’-;, muni d’une origine O et d'un vecteur unitaire 6:1 dont la longueur est 1 cm,
on considére les quatre points A (—2),B (4 3),C (+ 1), D (+ 13). On désigne par M le
milieu du segment AB, par P le milieu du segment CD.

10 Calculer les abscisses respectives des points M et P.

20 Calculer les mesures algébriques des vecteurs suivants :

—_— = —

AB, AC, AD, BC, BD, CD, MA, MC, MD, PA, PB, PC.

Sur un axe x_’;, muni d’une origine O et d’un vecteur unitaire Ou dont la longueur est 1 cm,
on considére quatre points A, B, C, D. Les points A, B, C ont respectivement pour abscisses
+ 5, — 7, 4 4. Calculer I'abscisse du point D dans les deux cas suivants :

— — — —
1¢ AB = CD; 20 AB = DC.
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CHAPITRE VI

Multiplication des nombres relatifs.

PRODUIT DE DEUX NOMBRES RELATIFS

Définition du produit de deux nombres relatifs.

Nous convenons de donner du produit d’un nombrerelatif @ par un nombre
relatif b la définition suivante :

DErFINITION : Le produit d’un nombre relatif ¢ par un nombre relatif b
est un nombre relatif p dont la valeur absolue est le produit des valeurs
absolues des deux nombres a et b et dont le signe est + si a et b sont
de méme signe, — 8i ¢ et b sont de signes contraires.

a et b sont les deux facteurs du produit p; le premier facteur a est le
multiplicande, le second facteur b est le multiplicateur. L’opération qui
permet de calculer p est une multiplication. Le signe opératoire de la
multiplication est le signe X ; nous notons : p =a X b.

Mais nous notons aussi: p = a.h, ou méme: p = ab.

Par exemple, nous avons, par définition, les quatre égalités :

(+2) x (+3) =(+6);
(+3) x(=3)=(—9);
(=2) x(+49)=(—8);
(—3) x (—2) =(+0).

Nous allons montrer que, dans Pensemble des nombres relatifs, les
propriétés de la multiplication ainsi définie sont les mémes que celles
que nous avons étudiées dans I'ensemble des nombres arithmétiques :
commutativité, associativité, distributivité par rapport a I'addition.



148.

149.

150.

151.

MULTIPLICATION DES NOMBRES RELATIFS 129
Commutativité de la multiplication.

Les valeurs absolues de deux nombres relatifs sont des nombres arithmé-
tiques; leur produit est donc indépendant de I'ordre des facteurs. La régle
de calcul du produit de deux nombres relatifs implique alors que ce
produit est indépendant de I’ordre des facteurs.

Par exemple, nous avons les égalités :
(+9) x (—6) = — 543
(—6) X (+9)=—>54.

D’une fagon générale, désignons par a et b deux nombres relatifs quel-
conques; nous avons I'égalité :

axb=bxa|

Pour exprimer cette propriété, nous disons que, dans Pemsemble des
nombres relatifs, la multiplication est une opération commutative.

Produit nul.

Si I'un des facteurs est nul, la valeur absolue du produit est nulle; done
le produit est nul :
ax0=0xa=0.

Si aucun des deux facteurs n’est nul, la valeur absolue du produit n’est pas
nulle; done le produit n’est pas nul.
Nous énongons :

TatorEME : Un produit de deux nombres relatifs est nul si et seulement
si 'un au moins des facteurs est nul.

Nous écrivons ;

{axb=0} <> {a=0 ou b=0}l

Elément neutre pour la multiplication.

L’application de la définition n® 146 permet d’écrire les égalités .

(+15) X (+1) = (+1) x (+15) = (+ 15),
(—12) X (+1) =(+1) x (—12) = (—12).
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D’une tagon générale, si @ désigne un nombre relatif quelconque, nous

avons les égalités : Ia Xx{+1)=(+1)xa=@a

Nous traduisons ces égalités en disant que le nombre (+ 1) est un éiément
neutre pour la multiplication des nombres relatifs.

Produit d’un nombre relatf par (— 1).

Le produit d’un nombre relatif @ par (— 1) a pour signe le signe contraire
de a, et pour valeur absolue la valeur absolue de @; c’est donc I'opposé
de a.

Nous avons par exemple les égalités -

(+12) x (— 1) =(~12);
(—15) x (— 1) = (+15).

Le produit d’un nombre relatif par (— 1) est Popposé de ce nombre.

Symétrique d’un nombre relatif pour la multiplication.

Dans I’étude de I’addition de deux nombres relatifs, nous avons montré
qu’a tout nombre relatif a on peut associer un nombre relatif a’ tel que la
somme a -+ a’ soit égale d Uélément neutre de addition. Nous avons appelé
@’ le symétrique de e pour la loi d’addition.

Proposons-nous de chercher si, @ un nombre relatif a, il est possible d’asso-
cier un nombre relatif a” tel que le produit a.a” soit égal a I'élément neutre
de la multiplication.

Nous cherchons done 8’il existe un nombre relatif a” tel que le produit
a.a” goit égal & (+ 1). Nous appellerons ¢” le symétrique de a pour la
loi de multiplication.

Premier cas : Le nombre a est égal & zéro.

Nous savons que le produit de zéro par un nombre relatif quelconque
est égal a zéro; il ne peut étre égal a (4 1). Il n’existe pas de symétrique
de zéro pour la loi de multiplication.

Nous disone que I’élément neutre de I'addition n’a pas de syméirijuc
pour la multiplication.
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Deuxiéme cas : Le nombre a est différent de zéro.

Pour que lc produit de @ par a” soit égal a (4 1), il faut que a et a”
soient de méme signe; il faut de plus que le produit de leurs valeurs
absolues soit égal a 1, c’est-a-dire que ces valcurs absolues soient des
nombres arithmétiques inverses. Le produit de a par le nombre a” ainsi
défini est alors égal a (+ 1).

Nous énongons :

TrEorEME : Tout nombre relatif non nul a admet un symétrique a” pour
la multiplication. Le signe de ce symétrique est le signe de a; sa valeur
absolue est Pinverse de celle de a.

Nous disons que le nombre a” est Pinverse du nombre g.

Par excmple, les inverses des nombres relatifs (+ %), (—2)et (— ;) sont

respectivement (+ g)’ (— %) et (— 3).

REMARQUE : Il importe de poter que le symétrique ¢’ d’un nombre relatif
a pour la loi d’addition est ’opposé du nombre a, et que le symétrique
a” d’un nombre relatif non nul a pour la loi de multiplication est 'inverse
du nombre a.

PRODVUIT DE PLUS DE DEUX NOMBRES RELATIFS

DfriNiTION : On appelle produit de plusieurs mombree relatifs rangés
dans un certain ordre le nombre relatif obtenu en multipliant le premier par
le second, le résultat obtenu par le troisi¢éme, puis le nouveau résultat par
le nombre relatif suivant, ct ainsi de suite jusqu’au dernier nombre relatif.

Les nombres relatifs donnés sont les facteurs du produit; si nous désignons
ces facteurs par a, b, ¢, et le produit par p, nous notons :

p=axbxe

Lorsque les facteurs sont littéraux, nous convenons d’écrire : p =abe.
Par exemple, pour calculer le produit : (+6) x (—4) X (—5) nous
calculons successivement :
(+6) x (—4)=(—24);
(—24) x (—5) =(+ 120).
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Nous avens donc I’égalité : (+ 6) x (— 4) x (— 5) = (4 120).
Lorsque nous calculons le produit des nombres relatifs (4 6) et (— 4),
nous convenons d’indiquer le résultat du calcul par la notation :

[(+6) x (—4))-
Lorsque nous multiplions ce produit par (— 5), nous indiquons cette
opération par la notation :

[(+6) x (= 9] X (=5).

Il résulte de la définition n° 158 I’égalité :
(+6) x (=4) x (=5) =[(+06) x (= 4)] x (=5) =(+120).

D’une fagon générale, si trois nombres relatifs a, b, ¢ sont donnés dans cet
ordre, nous écrivons, par définition :

abc = (ab)c

Valeur absolue du produit de plusieurs nombres relatifs.

Il résulte de la définition n® 158 que la valeur absolue du produit de plusteurs
nombres relatifs est le produit des valeurs absolues des facteurs.

Nous notons : |abe)=|al.|b]|.|c!.

Produit nul.

Pour quun produit de nombres relatifs soit nul, il faut et il suffit que sa
valeur absolue soit nulle; donc il faut et il suffit que la valeur absolue de
I'un au moins des facteurs soit nulle, c¢’est-a-dire que I'un au moins des
facteurs soit nul.

Nous énoncons :

TREOREME : Un produit de nombres relatifs est nul si et seulement si
I'un au moins des facteurs est nul.

Signe du produit de plusieurs nombres relatifs.

Lorsqu’un produit de plusieurs nombres relatifs n’est pas nul, on peut
déterminer son signe avant de calculer sa valeur absolue.

En effet, lorsqu’on multiplie un nombre a par un nombre positif, le produit
est du signe de a; ce produit est du signe contraire lorsqu’on multiplie
e par un nombre négatif.
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D’autre part, puisque (+ 1) est un élément neutre pour la multiplication
des nombres relatifs, nous pouvons inscrire le nombre (+ 1) comme
premier nombre dans tout produit de nombres relatifs.

S’il 0’y a pas de facteur négatif, ou 8’il y en a un nombre pair, on effectue
zéro ou un nombre pair de changements de signes a partir du signe 4 de
(4 1). Le produit est positif.

S’ll y a un nombre impair de facteurs négatifs, on effectue un nombre
impair de changements de signes i partir du signe + de (+ 1). Le produit
est négatif.

Nous énongons *

RiEGLE : Dans an produit de nombres relatifs, ¢’il n’y a pas de factear
négatif, ou #’il y en a un nombre pair, le produit est positif.

$’il y a un nombre impair de facteurs négatifs, le produit est négatif.
5 8

produit (+ g) X (+ ;) X (— g) X (— 1;) est positif.

ReMARQUE : Il résulte de la régle précédente que, dans un produit de
nombres relatifs :

Par exemple, le produit (— g) X (+4) x (—- 4) X (— 3) est négatif; le

10 Si l’on change les signes d’un nombre impair de facteurs sans modifier
les valeurs absolues, le produit conserve la méme valeur absolue, mais il
change de signe.

20 Si ’on change les signes d’un nombre pair de facteurs sans modifier
les valeurs absolucs, le produit conserve la méme valeur absolue et le
méme signe.

Par exemple, nous avons ’égalité :

(+4) x (—=7) % (+2) x(—5) =(+280).
Changeons les signes des trois premiers facteurs -

(—4) X(+7) x(—2) x(—5) =(—280).
Changeons dans le premier produit les signes des quatre facteurs :

(—4) x(+7) x(—2) x(+5) =(4280).
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Hssociatlivité du produit de plusieurs nombres relatifs.

Désignons par a, b, ¢ trois nombres relatifs quelconques et proposons-
nous de montrer I'égalité des nombres :

Py = (ab)e, et p,=a(bc).
Si I’'un des trois nombres a, b, ¢ est nul, les produits p, et p, sont tous deux
égaux A zéro.
Si aucun des trois nombres n’est nul, nous allons comparer p, et p,.

Les nombres p, et p, ont le méme signe : + si dans ’ensemble {a, b, ¢}
il y a zéro ou deux nombres négatifs, — si dans 1’ensemble {a, b, c}
il y a un ou trois nombres négatifs.

D’autre part, nous avons les égalités :
|l =1(a-b)|.|¢c| = (la].|B).I¢],
et: |pal = |a|.[(b-c)| =a].(|b]-|c])-
Puisque, dans I’ensemble F des nombres arithmétiques la multiplication
est une opération associative, les nombres | p, | et | p, | sont égaux.

Nous en concluons que quels que soient les trois nombres relatifs o, b, ¢,
les deux nombres (ab)c et a(bc) ont méme signe et méme valcur absolue;
ces deux nombres sont égaux.

Nous écrivons : I (ab) e = a(bc) |

Pour exprimer cette propriété, nous disons que, dans Pensemble Q des
nombres relatifs, la multiplication est une opération associative.

Conséquences de la commutativité et de ’associativité.

Un raisonnement analogue a celui que nous avons fait pour 'addition
(n° 28 a 31) permet d’établir les deux régles suivantes :

RicLEs : 1° Le produit de trois nombres relatifs est indépendant de
Pordre des facteurs.

2° Le produit de trois mombres relatifs ne change pas si ’on remplace
deux des facteurs par leur produit effectué,

Multiplication d’un produit par un nombre relatif.

Nous avons établi la relation : (ab)c = a(bc).

Nous pouvons traduire cette égalité en disant que, pour multiplier le
produit (ab) par le nombre c, il suffit de multiplier par ¢ le facteur b, puis
de multiplier a pat le nombre relatif obtenu.
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On démontre et nous admettons que les propriétés précédentes sont vraies
pour les produits d’un nombre quelconque de facteurs :

1° Un produit de facteurs est indépendant de Pordre des facteurs.

20 On ne change pas un produit de plusieurs facteurs si I’on remplace
deux ou plusieurs d’entre cux par leur produit effectué.

30 Pour multiplier un produit de facteurs par un nombre relatif; il suffit
de multiplier 'un des facteurs par ce nombre.

Il en résulte que le produit de plusieurs produits de facteurs est égal au
produit de tous les facteurs de chacun des produits partiels.

Premier exemple : Pour multiplier le produit (— 5) (+ 3) (— 8) par (—2),
il suffit de multiplier par (— 2) I'un des facteurs :

[(=5)(+3) (= 8)](—2) = (+10)(+ 3)(—- 8) =(—240);

[(=5) (+3)(=8)](—2) =(—=5) (—06)(—8) =(—240);

(=3 (+3)(=8))(=2) =(=5) (+ 3)(+16) = (—240).

On peut aussi former un seul produit :

[(—58) (+3) (= 8)](—2) = (—5) (+ 3)(—8) (- 2) =(—240).

Deuxiéme exemple : Pour multiplier le produit (— 52;) X (— 2) X (+ ;)

par le produit (— 3) X (+ 13—0), il suffit de former un seul produit égal a:

(=3) < (=)< (+3) < (=2) x (+5)

Ce produit est égal & (— 2).

Inverse d’un produit de deux facteurs.

Considérons deux nombres relatifs non nuls a, b, et leur produit p = ab.
Désignons para” et b” les inverses respectifs de a et b, et formons le produit

p-(a”b").
Nous avons I’égalité : p.(a"b”) = (ab).(a"d").

Utilisons les propriétés des produits de facteurs; nous écrivons le second
membre sous la forme :

(ab).(a"b") = (aa").(bb").
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Par définition, chacun des produits aa” et bd” est égal A (+ 1); nous en
concluons que le produit p.(a"b") est égal a (4 1).

Donc le nombre (a”") est I'inverse p” du nombre relatif non nul p.
Nous énoncgons :

TaEoREME : L’inverse d’un produit de deux facteurs non nuls est égal au
produit des inverses de chaque facteur.

Nous admettons que cette propriété reste vraie pour le produit de plus de
deux nombres relatifs tous différents de zéro.

Considérons par exemple les trois nombres non nuls :

o= (+2); b=(—§-’); c=(_;).

Leur produit est: p = (4 2) (— g) (— i) =+ 1%

Les inverses respectifs de ces nombres sont :

o) va(-Gemon

Leur produit est : p” = (+ ;') (_ g) (—4) =+ %0

Le nombre p” est I'inverse de p.

. Le produit p d’un nombre relatif a par un nombre relatif b est un nombre

. Un produit de deux nombres relatifs est nul si et seulement si 1'un au

RESUME

Produits de deux nombzres relatifs.

relatif dont la valeur absolue est le produit des valeurs absolues des
deux nombres, et dont le signe est 4 si les nombres a et b sont de méme
signe, — si les nombres a et b sont de signes contraires.

Dans I’ensemble des nombres relatifs, la multiplication est une opération
commutative :
a.b=b.a.

moins des facteurs est nul :
{aXb=0}) «=—> {a=0 ou b=0}.
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RESUME (suite)

10.

11.

12.

13,

14.

15.

Le nombre (4 1) est un élément neutre pour la multiplication des
nombres relatifs :

aXx(+hh=(+1)xa=a.

L’élément neutre de l'addition n’a pas de symétrique pour la multipli-
cation.

Tout nombre relatif non nul a admet un symétrique a” pour la multipli-
cation. Le signe de ce symétrique est le signe de a; sa valeur absolue est
Finverse de celle de a.

Produit de plus de deux nombres relatifs.

On appelle produit de plus de deux nombres relatifs rangés dans un
certain ordre le nombre relatif obtenu en multipliant le premier par le
second, le résultat obtenu par le troisiéme, puis le nouveau résultat
par le nombre suivant et ainsi de suite jusqu'au dernier nombre relatif.

. La valeur absolue du produit de plusieurs nombres relatifs est le produit

des valeurs absolues des facteurs.

Un produit de nombres relatifs est nul si et seulement si 1'un au moins
des facteurs est nul.

S’il n’y a pas de facteur négatif, ou s’il y en a un nombre pair, le produit
est positif.
S'il y a un nombre impair de facteurs négatifs, le produil est négatif.

Dans I'ensemble des nombres relatifs, 1a multiplication est une opération
associative :

(ab)c = a(bc).
Un produit de facteurs est ndépendant de 1'ordre des facteurs.

On ne change pas un produit de plusieurs facteurs si 1’on remplace deux
ou plusieurs d’entre eux par leur produit effectué.

Pour multiplier un produit de facteurs par un nombre relatif, il suffit
de multiplier 1'un des facteurs par ce nombre.

L'inverse d’un produit de deux facteurs non nuls est égal au produit des
inverses de chaque facteur.
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TRAVAUX PRATIQUES

Avertissement.

Dans les exercices n% 175 A 180, nous considérons un point mobile qui se
déplace sur un axe x'x d’un mouvement uniforme, ¢’est-i-dire qui parcourt
des distances égales pendant des durées égales. (Classe de 6, chap. xx.)

Nous rappelons que la vitesse numérique du mobile est la distance parcou-
rue pendant I'unité de durée.

——
Sur I'axe x'x, nous choisissons un point O, origine des abscisses, et nous
énongons les conventions suivantes :

1. Vitesse algébrique : Nous affectons un signe & la vitesse numérique du
mobile; nous obtenons ainsi un nombre relatif v qui est la vitesse
algébrique. Par convention, ce nombre v est positif si le mobile se déplace

dans le sens positif de 'axe x'x; il est négatif si le mobile se déplace dans
le sens négatif de I’axe.

2. Date : La date de passage du mobile au point O est zéro. La date ¢
du passage du mobile en un point P de I’axe est un nombre positif si le
mobile passe en P aprés étre passé en O; cette date est un nombre négatif
dans le cas contraire.

3. Abscisse : La position P du mobile 4 une date t est déterminée par
I’abscisse OP.

1l résulte des conventions précédentes et de la définition du produit de
deux nombres relatifs que les trois nombres OP, v, ¢t vérifient la relation :

O_P = v.t.

Dans cette relation, la vitesse numérique ! v |, la distance OP et la date ¢
sont exprimées avec des unités cohérentes. (Classe de 6¢, chap. xx, n% 451
et 454.)

—
Un mobile se déplace sur un axe x’x muni d’une origine O et d’un vecteur
—
unitaire Ou dont la longueur est 1 cm. L’unité de durée est la seconde.

Marquez les positions A, B, C, D du mobile sur I’axe dans les quatre cas
suivants :
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10 le mobile se déplace dans le sens positif, sa vitesse numérique est
3 cmy/s; le passage en A a lieu 5 secondes aprés le passage cn O;

20 le mobile se déplace dans le sens positif; sa vitesse numérique est
3 ¢m/s; le passage en B a lieu 5 secondes avant le passage en O;

3° le mobile se déplace dans le sens négatif; sa vitesse numérique est
3 cm/s; le passage en C a lieu 5 secondes aprés le passage en O;

4° le mobile se déplace dans le sens négatif; sa vitesse numérique est
3 cm/s; le passage en D a lieu 5 secondes avant le passage en O.

—_—

Un mobile se déplace sur un axe x'x muni d’une origine O et d’un vecteur
—_—

unitaire Ou dont la longueur est 1 cm. L’unité de durée est la seconde.

1. Complétez le tableau suivant qui donne I’abscisse x du mobile pour
différentes valeurs dc¢ la date t lorsque la vitesse algébrique du mobile

est 4 3.

t —4 -2 +1 +3 +5

2. Dressez des tableaux analogues pour les valeurs suivantes de la vitesse
algébrique :
v=—4; v=—2; v=+1; v=+2.

3. Pour chacun des tableaux, dessinez un axe sur lequel vous marquerez
les positions du mobile aux dates indiquées.

Un mobile se déplace sur un axe +'x muni d’une origine O et d’un vecteur

unitaire Ou dont la longueur est 1 cm. L’unité de durée est la seconde.

Calculez, pour chacune des valeurs suivantes de la vitesse algébrique v :
v=-—3; v=+2; v=—1; v=+4;

la mesure algébrique du vecteur parcouru par le mobile entre les dates

suivantes :

+ 2et 4 6; —fdet —1; —8et —3; —3et 4 2.

Classez par ordre de grandeur croissante :
1. les nombres relatifs : — 7,4+ 6, — 12,4+ 3, + 8, — 4;
2. les produits de ces nombres par + 3;
3. les produits de ces nombres par ~ 3.

Comparez ces classements.
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179. Classez par ordre de grandeur croissante :
1. les nombres relatifs: — 5, —2, 0,+1,+4,—3,4+3,— 4,4+ 5,—1;
2. les carrés de ces nombres;
3. les cubes de ces nombres.

180. 1. Choisissez quatre nombres positifs a, b, ¢, d (entiers ou fractions) tels
que : a< b <ec<d.
Classez par ordre de grandeur croissante les inverses de ces nombres.

2. Reprenez l'exercice précédent avec quatre nombres négatifs.
Que remarquez-vous?

Exercices

— Effectuer les produits suivants :

923. (+7) (+5) (+15) (- 8); (—10) (+ 4: (= 85) (= 3).

PR P [N e T
o (Y0 AR el ()
_94. ::Ie;:( T:;)m:s_s::m | (— 49 (— %) (- 0.8)

7. -5 +n(-g -2 (+§)
AR I

— Calculer le produit P = a x b X ¢ pour les valeurs suivantes de a, b, ¢ :

9. a=+1i b=—4; c=+48
1 1 1
100. 0=-—i- b=—§, C=-——4—-

101, a=+42; b= —3; c= 49
102. a=-8; b=—-7; c=+43.
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Multiplication des nombres relatifs (suite).

PRODUITS DE SOMMES ALGEBRIQUES

Produit de la somme de deux nombres relatifs
par un nombre relatif.

Nous avons établi, en classe de Cinquiéme (p. 66 et 166), la propriété sui-
vante : Dans Uensemble 5 des nombres arithmétiques, entiers ou fractions,
pour multiplier une somme de deux termes par un nombre, on multiplie
chaque terme de la somme par le nombre, puis on fait la somme des produits
obtenus.

Désignons par a, b, k des nombres arithmétiques; pour traduire cette
propriété, nous écrivons I’égalité :

(a + b)k = ak + bk. (1)
Constatons sur quelques exemples numériques que cette égalité reste
vraie si a, b, k désignent des nombres relatifs.

Premier exemple : a=(—5); b=(+3); k=(-7).

Nous avons les égalités :
ak = (—5) (= 1) = (+35);
bk = (+3) (= 7) = (— 21);
ak + bk = (4 35) + (— 21) =(+ 14).
@+ b=(=5)+{(+3) =(-2);
(@+ bk =(=-2)(=7) =(+14);
L’égalité (1) est vérifiée.
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183. Decuxiéme exemple : 0 =

———
Wl b
S~

o=

[
——~

+
N =
S ———

&~

[
——

+
N w
S—

Nous avons les égalités :

ST -
- (] -0
ak+bk=(—1)+(+1) =(_2).
(1)

<
come(-)() (-

L’égalité (1) est vérifice.

184. On démontre et nous admettons que Pégalité : (a + b) k = ak + bk (1)

reste vraie quels que soient les nombres relatifs a, b, k.

Nous énoncgons °

185. REGLE : Dans ’ensemble des nombres relatifs, pour multiplier une somme
de deux termes par un nombre, on multiplie chaque terme de la somme

par le nombre, puis on fait la somme des produits obtenus.

’(a+b)k=ak+bk

Produit d’'une somme quelconque par un nombre relatif.

186. On démontre et nous admettons que la régle précédente est valable
pour le calcul du produit d’'une somme de plusieurs termes par un nombre

relatif.

REcLE : Pour multiplier une somme de nombres relatifs par un nombre
relutif, on multiplie successivement chaque terme de la somme par le

nombre, puis on fait ]a somme des produits obtenus.

Soient a, b, ¢, d, k des nombres relatifs quelconques, nous écrivons I’égalité :

(a+ b+ c+d)k=ak + bk + ck + dk
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REMARQUE : Puisque la multiplication de deux nombres relatifs est
une opération commutative, nous en déduisons I’égalité :

k{a+b+c+d) =ka+kb+ ke + kd.

Distributivité de la multiplication par rapport a 1’addition.

Les régles précédentes traduisent une propriété trds importante de la
multiplication des nombres relatifs par rapport a I’'addition.

Pour exprimer cette propriété, nous disons que, dans I’ensemble des
nombres relatifs, la multiplication est une opération distributive par rapport
a Paddition.

Produit d’une somme algébrique par un nombre relatif.

Soient les nombres relatifs a, b, ¢, d, k et la somme algébrique :
S=a—-b+c—d.
Nous nous proposons de calculer le produit : Sk =(a — b + ¢ —d)k.

Désignons par b’ et d’ les opposés respectifs de b et d.
Nous avons : S=a+b'+c+d'.

Appliquons la régle précédente; nous avons I'égalité :

Sk=(a+b +c+d)k=ak+b'k+ck+d'k. 1)
Les nombres relatifs bk et b’k ont méme valeur absolue, et sont de signes
contraires; nous notons donc : b’k = — bk.
De la méme fagon, nous avons : d'k = — dk.

Nous écrivons alors V’égalité (1) sous la forme :
Sk =ak — bk + ck — dk.

Nous avons donc établi I’égalité :

|(a— b+ c— d)k = ak— bk + ck — dk

Elle permet de généraliser la régle n° 186 au calcul du produit d’un
somme algébrique par un nombre relatif.
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PREMIERE REMARQUE : Puisque la multiplication de deux nombres
relatifs est unc opération commutative, nous en déduisons ’égalité :

k(a —b+c—d) =ka — kb + ke — kd.

DeuxiEME REMARQUE : La différence de deux nombres relatifs a et b
peut étre considérée comme une somme algébrique; nous avons donc :

(e —b)k =k(a — b) =ak — kb.

Ces égalités expriment que la multiplication des nombres relatifs est distri-
butive par rapport d la soustraction.

TROISIEME REMARQUE : L’égalité qui permet de calculer le produit d’une
somme algébrique par un nombre relatif n’a d’intérét que si certains termes
de la somme algébrique sont donnés sous forme littérale.

Par exemple, le produit de la somme algébrique @ — b 4 4 par le nombre
(—3)estégala —3a+3b—12.

8i tous les termes de la somme algébrique S sont connus sous forme numé-
rique, il est plus simple de calculer d’abord S, puis de multiplier la valeur
trouvée par le nombre k.

Par exemple, pour calculer :1e produit P = [(+ 5) +(—8) + (—3)] x (—2),
il est plus simple de calculer d’abord (45)+(—8)+(—3,) puis de

multiplier la somme obtenue par (—2) :

[(+5) +(—=8) +(=3)] x (—2) =(=0)(—2) =(+12).

Produit de deux sommes algébriques.

Désignons par a, b, ¢, k, h des nombres relatifs quelconques, et désignons
respectivement par S, et S, les sommes algébriques (& + b — ¢) et (k — k).
Nous nous proposons de calculer le produit : P =S§;,S,.

Nous écrivons :

P=(a+b—c)(k—h).

Si nous supposons que la somme S, est effectuée, nous avons I’égalité :
P=(a+b—¢)S,

L’application de la formule précédente (n° 189) donne *
P =aS, + b5, — ¢5,.
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S, désigne le nombre relatif (k — h); nous avons donc I’égalité :
P=a(k—hy+b(k—h)—c(k—h).
En utilisant la formule qui donne le produit d’un nombre relatif par la
différence (k — h), nous avons :
P =ak — ah + bk — bh — ck + ch.

Nous énongons

RiGLE : Pour multiplier une somme algébrique par une somme algébrique,
on multiplie chaque terme de ’une par chaque terme de 'autre en respec-
tant la régle des signes, puis on fait la somme algébrique des produits
ainsi obtenus.

REMARQUE : Si tous les termes de l'une des sommes sont connus sous
Jorme numérique, il est plus simple de calculer d’abord cetie somme,
puis de la multiplier successivement par chacun des termes de ’autre.

Par exemp.e, pour calculer P =(a —b) [(+3)+(—2) —(—35)], nous
calculons d’abord : [(+2) +(—2) —(—5)] =(+6), puis nous calcu-
lons : P =(a —b) (+ 6) = 6a — 6.

St tous les termes des deux sommes sont connus sous forme numérique, on
calcule d’abord séparément chacune des deux sommes avant d’effectuer la
multiplication.

Par exemple, pour calculer le¢ produit :
P=[(=2)+(+1+ (=31 [(+1)—(=3)—(-2)),
nous calculons d’abord les sommes :
Sy=(=2)+(+ 1) +(=3) =—2+1-3=—s,
et: Sz=(+1)—(—3)—(—2)=+1+3+2=+6.
Puis nous calculons le produit :

P=5,S,=(—4) (+6) = —24.

Mise en facteur commun.

Mise en facteur d’un nombre .elatif : Lorsque nous remplagons une

expression de la forme (a+b—c)k par Dexpression ak + bk —ck,
nous disons que nous développons les calculs.

Il est parfois commode de remplacer une expression de la forme
ak + bk — ck par D'expression (¢ + b —c)k. Lorsque nous faisons cette
transformation, nous disons que nous mettons le nombre relatif & en fac-
teur commun.
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Par exemple, pour calculer la valeur numérique de :
2 2 2

A==+ +o(-F)+ (-3

nous mettons le nombre { — g)en facteur commun; nous écrivons :
2 2

A= (=3t ++o+ (0= (-F+5=(-2

C’est I'opération que nous avons faite lorsque nous avons écrit (n® 131) :
OM + OM = 2 OM.

Mise en facteur d’une somme algébrique : Parfois il est possible de rempla-

cer une somme algébrique par le produit de deux sommes algébriques.
Par exemple, coneidérons la somme algébrique :

B=ab+ac—4b—4ec.
Mettons en facteur commun le nombre relatif a dans les deux premiers
termes et le nombre relatif — 4 dans les deux derniers.
Nous écrivons : B=a(db+c)—4(b+c).
Mettons en facteur commun le nombre relatif (b + ¢); nous écrivons -

B=(b+c)(a—4).

REMARQUE : Lorsque nous mettons une somme algébrique A sous forme
du produit d’une somme algébrique par un nombre relatif k, ou sous
forme du produit de deux sommes algébriques, nous disons que nous
mettons le nombre k en facteur commun, ou encore que nous factorisons
I’expression A.

EcALITES. INEGALITES

Multiplication par un méme nombre relatif
des deux membres d’une égalité.

Considérons deux nombres relatifs égaux a et b; nous avons 'implication :
{a=b} == {a—b=0}.

Soit k un nombre relatif; désignons par p le produit (a — b) k.
Nous avons les deux égalités : (a — b)k =p = ak — bk.
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De I’égalité (e — b)k = p, nous déduisons I'implication :
{a=b=0) = {p=0};

De I’égalité p = ak — bk, nous déduisons I'implication :

{p=0} — {ak— bk=0},
ou: {p=0} = {ak = bk}.

Il en résulte que ’égalité : @ = b implique 1’égalité : ak = bk.

Nous notons : |{a=b} —_ {ak=bk}|

Nous énongons -

TrEorEME : Si Pon multiplic par un méme nombre relatif les deux membres
d’une égalité, on obtient une nouvelle égalité.

Simplification d’une égalité.

Considérons I’égalité ka = kb; nous avons 'implication :
{ka=kb} —> {ka —kb=0},
ou: {ka=kb} — {k(a—b)=0}.
Le produit k(a — b) est nul; si le nombre &k n’est pas nul, le facteur

fa — b) est nul; nous avons 'implication :
{a—b=0} = {a=b}.

Nous notons : {ka=kb et k#£0} —> {a=10b}

Nous énongons .

TuEOREME - Si k est différent de zéro, ’égalité ka = kb implique Pégalité

a=b.

Lorsque nous remplagons 1’égalité (1) ke = kb par 1’égalité (2) a=0b,
nous disons que nous simplifions I’égalité (1) par le nombre nul k.

Nous avons vu une propriété analogue (n° 45) dans I’étude de I’'addition
des nombres relatifs; nous disons que tout nombre relatif différent

de zéro est régulier pour la multiplication des nombres relatifs.
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Multiplication par un méme nombre relaiif
des deux membres d’une inégalité.

Considérons deux nombres relatifs inégaux a et b; nous supposons par
exemple que a est supérieur a b; la différence a — b est positive :

{a>b} =» {a—b>0}.
Multiplions les deux membres de I'inégalité a > b par un méme nombre

relatif & et proposons-nous d’établir entre les nombres ak et bk une rela-
tion d’ordre.

Formons la différence ak — bk; elle est égale & (a — b) k.

Puisque la différence (@ — b) est positive, nous en concluons :

Si k est nul, le produit k(a — b) est nul; nous en déduisons : ka — kb =0,
¢’est-a-dire : ka = kb.

Si k est positif, k(e — b) est le produit de deux nombres positifs; il est
donc positif. De I'inégalité k(a — b) > 0; nous déduisons : ke — kb > 0,
c’est-A-dire : ka > kb.

Si k est négatif, k(a — b) est le produit de deux nombres de signes contrai-
res; il est donc négatif. De I'inégalité : k(e — b) < 0; nous déduisons :
ka — kb <0, c’cst-a-dire ka < kb.

Nous résumons ces conclusions en énongant :
TakorEME : 1° Si 'on multiplie les deux membres d’une inégalité par le
nombre zéro, on obtient une égalité;

20 Si Pon multiplie les deux membres d’une inégalité par un méme nombre
positif, on obtient une inégalité de méme sens;

3° Si 'on multiplie les deux membres d’une inégalité par un méme nombre
négatif, on obtient une inégalité de sens contraire.

Nous notons -

{a>b et k=0} > {ka=kb}
{a>bet k>0} =—> {ka>kb}
{a>bet k<0} — {ka<kb}
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Simplification d’une inégalité.

Considérons I'inégalité ka > kb; nous avons I'implication :
{ka>kb} —> {ka—Fkb>0},

c’est-A-dire :

{ka>kb} —> {k(a— b)> 0}

Puisque le produit k (¢ — b) n’est pasnul, k est différent de zéro et a est diffé-
rent de b.

Proposons-nous de trouver une relation d’ordre entre a et b.

Puisque le produit k(a — b) est positif, les nombres k et (¢ — b) sont de
méme signe. Nous concluons :

Si k est posilif, la différence (@ — b) est aussi positive; ce qui implique
Pinégalité : a > b.

Si k est négatif, la différence (a — b) est aussi négetive; o2 qui implique

Pinégalité : @ < b.

Nous notons :

{ka>kb et k>0} =—> {a> b}
{ka>kb et k <0} —> {a< b}

Lorsque nous remplagons I'inégalité ke > kb par linégalité a> b si k
est positif, ou par I'inégalité ¢ < b si k est négatif, nous disons que nous
avons simplifié I'inégalité ka > kb par le nombre non nul k.

Cas particulier : k= —1.

Si k est égal a (— 1) les inégalités : a > b et ka < kb sont des inégalités
logiquement équivalentes; nous notons la seconde : (— a) < (— b).

Nous en déduisons :

[ {a>b} <= {(—a)<(-b)} |

Nous énongons :

TutoREME : Si I'on change les signes de tous les termes d’une inégalité,
on obtient une inégalité équivalente en changeant aussi le sens de la pre-
miére inégalité.

Par exemple, 'inégalité : —x> +4 cst logiquement équivalente a
Pinégalité: x < —4.
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RESUME

Produits de sommes algébriques.

Dans l'ensemble des nornbres relatifs, pour multiplier une somme de
deux termes par un nombre, ou un nombre par une somme de deux
termes, on multiplie chaque terme de la somme par le nombre; puis on
fait la somme des produits obtenus :

(a+ b) k= k (a+ b) = ak + bk.

Dans !'ensemble des nombres relatifs la multiplication est une opération
distributive par rapport a 1'addition.

Pour multiplier une somme de nombres relatifs par un nombre relatif,
on multiplie successivement chaque terme de la somme par le nombre;
puis on fait la somme des produits obtenus.

Le produit de la somme algébrique (@ — b+ ¢ — d) par le nombre
relatif k est : :
(@a— b+ c—d)k=ak— bk+ ck— dk.

Pour multiplier une somme algébrique par une somme algébrique,
on multiplie chaque terme de I'une par chaque terme de l'autre en respec-
tant la régle des signes; puis on fait Ja somme algébrique des produits
ainsi obtenus.

Egalités. Inégalités.

. Si I’on multiplie par un méme nombre relatif les deux membres d’'une

égalité, on obtient une nouvelle égalité :
{a=b}) == [ak = bk}

. Si k est différent de zéro, I'égalité ka = kb implique 1’égalité a = b :

{ka=kb et k#0} —> {a=Db}
Tout nombre relatif différent de zéro est régulier pour la multiplication.

Si 1’'on multiplie les deux membres d'une égalité par le nombre zéro,
on obtient une égalité :

{a=b e k=0} => {ka=kb}-
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RESUME (suite)

10. Sil'on multiplie les deux membres d’une inégalité par un méme nombre
positif, on obtient une inégalité de méme sens :

{a>b et k>0} => {ka>kb}-

11. Si ]’on multiplie les deux membres d'une inégalité par un méme nombre
négatil, on obtient une inégalité de sens contraire :

{a>b et k<0} —> {ka<kb}

12. Si l'on change les signes de tous les termes d'une inégalité, on obtient
une inégalité équivalente en changeant aussi le sens de la premiére
inégalité :

{a>b} — {(—a)<(—b)}

Exercices

— Calculer de deux fagons différentes les produits suivants :

103. (—20+ 7+12)(=3); (—3+14+2—5)(+8).
104, (—10+12—-35(+7); (+4+11+8+2)(—6)

1 2 5 5 8 7 2 1
105. (+6—3—‘-?) (— 4 (—§+§—1—°+§)(+5)'

1 2 1 3 2 3
106. (+3_3+§)(_S); (_:‘+4+3_3)(_3).

— Calculer de deux fagons différentes les produits suivants :

107. (=247 (+1— 4 (—5+6—3) (+4—7—2).

108, (—7—6) (+1+4) ($247—1) (+3+4 5.
3 2 5. 2 7 3

109. (+3+5}(+;,—1); (+3+5—5)(+§+3—4)-

110. (_,_,_

L S [

‘ + )
L o [ I G R A ICE R S
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— Calculer de trois fagons différentes les produits suivants :

fr1-3)

I I
113, (—1+7)(+§—2)(+13): (+13—34+1)(—2+g)(+3—12)-

— Veérifier les égalités sulvantes : (a 4 b) (¢ + d) = ac + bc + ad 4 bd,
(@ — b) (¢ — d) = ac — bc — ad + bd,

pour les valeurs suivantes des nombres relatifs a, b, ¢, d :

114. a= +5; b=+ 3; c=+4; d= -+ 2.

115, a= —5; b= —3; c=+4; d= 4 2.
116. a = — 5; b=+ 13; c= —4; d=—2.

1 1 2 1
117. a=+§. b=—§. C=+i. d=—i-

— Trouver un facteur commun dans les sommes et les différences suivantes, puls factoriser ces sommaes
et ces différences :

M8, (=) (+7) +(— (=8  (+5)(=3) = (+ D (+ 5
9. (—6(=H+(—=N(+8: (= 4(=7)— (=D (+5)

— Méme exercice que le précédent pour les sommes algébriques suivantes :

120. 3x— 3y +3z; 4a — Bb + 4c; 4x 4 8y — 12z,
121. 3a 4+ 12b — 15¢; 7x — 14y + 282z; 8a — 4b — 10.

122. Que peut-on dire des signes des deux nombres relatifs a et b dans les deux cas suivants :

10 Le produit ab est positif et la somme a + b est négative?
20 Le produit ab et la somme a + b sont tous deux positifs ?

123. On considére les deux expressions : A= (a4 b)k et B =ak+ bk,
ol a, b, k sont trois nombres relatifs donnés.
1° On suppose k positif. Comparer les signes et les valeurs absolues des expressions A et B;
étudier tous les cas possibles pour les signes des nombres a et b.
20 Reprendre I'étude précédente en supposant k négatif.
3° Quelle propriété de la multiplication a-t-on démontrée?
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124. On considére, sur un axe F; muni d’une origine O et d’un vecteur unitalreaz quatre points
A,B,C,M,

10 Les abscisses des quatre points A, B, C, M sont :
OA=-5  OB=-—13; OC=+1; OM = +6.
Calculer la valeur numérique de I'expression suivante :
E = MA.BC + MB. CA + MC. AB.

20 | es abscisses des quatre points A, B, C, Msont :

OA=—5; OB = —3; OC=41; OM = m.
Calculer la valeur numérique de I'expression E.
3¢ Les abscisses des quatre points A, B, C, M sont :

OA = a; OB = b; OC = OM=m

Calculer la valeur numérique de I'expression E.

—_—
125. Sur un axe x'x, muni d’un vecteur unitaire dont la longueur est 0,5 cm, on considére un vecteur
—>
AC dont la mesure algébrique est 4- 6.

10 Construire sur cet axe les vecteurs Eé et BE dont les mesures algébriques sont :
— — 1 = — 1
BC = AC —=h DB = AB —z)
dl 3) dl 3

20 Vérifier les égalités :
CA = — 3CB; DA = +3 DB.

126. Que devient I'inégalité : @ > b

19 Quand on multiplie ses deux membres par la différence (@ — b)?

2° Quand on multiplie ses deux membres par la différence (b — a)?

11
— Classer par ordre de grandeurs croissantes les quatre nombres a, b, b pour les couples de valeurs

suivantesdeaetde b :

a= 43, a=+35, a= —2, a= —3,

127. b=+ 2; b= —4 128. b= +4+4; =05
a=+4 'a—+3 g1 am—1

129. 3 3 130. 3
b= 3. b= ! b 2. b= 1
—-+2- =-—3 =+§- =-3
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CHAPITRE VIII

Division des nombres relatifs.

Calcul des quotients exacts.

DIVISION DES NOMBRES RELATIFES

Quotient exact de deux nombres relatifs.

Nous convenons de donner du quotient exact d’un nombre relatif ¢ par
un nombre relatif b la définition suivante :

DEFINITION : Le quotient exact du nombre relatif ¢ par le nombre relatif b
est le nombre relatit ¢, sil existe, dont le produit par b est égal a a.

Le nombre relatif q est défini par I’égalité : a = gb. (1)
a cst le dividende; b est le diviseur.

L’opération qui permet de calculer ¢ est une division exacte.

Le signe opératoire de la division exacte est le signe :

Nous écrivons : a:b =gq. Rappelons que si a et b sont deux entiers
naturels, et si b est différent de zéro, la fraction% est le quotient exact
de a par b.

Nous convenons, si @ et b sont deux nombres relatifs, entiers ou frac-
tionnaires, et si b est différent de zéro, de noter ‘i le quoticnt exact ¢ de
a par b.

Nous avons donc les équivalences logiques :

{a=gb} <> (a:b=gq} ~—> §§=q§|
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Conditions d’existence du quotient exact
de deux nombres relatifs.

Soient deux nombres relatifs a et b donnés dans cet ordre. Nous nous
proposons d’étudicr les conditions d’cexistence ¢t dc détermination d’un
nombre relatif ¢ qui vérifie égalité : a = ¢b. (1)
Nous sommes conduits 4 considérer deux cas suivant que b est nul ou qu’il
est différent de zéro.

Premicer cns @ 7 b=20

Si b est nul, le produit gb est nul quel que soit le nombre relatif q.

Si a n’est pas nul, il n’existe aucun nombre relatif g tel que le produit g x 0
soit égal i a.

Nous énongons cette conclusion trés importante :

Le quotient d’un nombre relatif non nul par zéro n’existe pas.

Si a est égal A zéro, I’égalité : @ = qb est vérifiée quel que soit le nombre q.
Nous disons que si a et b sont nuls, le quotient de a par b n’est pas déter-
nminé.

Deuxiéme cas : | b# 0

Supposons que le quotient g de a par b existe; ce nombre doit vérifier
Pégalité : a =qb. (1)
Nous savons quc tout nombre relatif b non nul admet un symétrique
pour la multiplication. Ce symétrique b” est I'inverse du nombre b. lLe
produit de b par son inverse b” est égal 4 (4 1), I’élément neutre de la
multiplication.

Nous avons les implications :
{a=gqb} == {ab" = (gb) b" = q(bb")};
{ab" = q(bb") et bb" = (+ 1)} = {ab" =gq}.

Il résulte de ce qui précéde que, si le nombre q existe, il est nécessairement
égal a ad”.
Nous devons maintenant examiner si le nombre ab”, seule valeur possible

pour ¢ est bien le quotient exact de a par b.

Pour cela, nous devons calculer le produit (ab”) b et montrer qu’il est

égal a a.
Nous avons : (ab”)b=a(b"d) =a.(+ 1) =a.
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Nous venons de démontrer le théoréme suivant :

TrEOREME : Le quotient d’un nombre relatif a par un nombre relatif b
est défini si, et seulement si le diviseur b est différent de zéro; le quotient
est alors égal au produit du nombre a par 'inverse 4" du nombre non nul b.

Calcul du quotient exact de deux nombres relatifs.

Nous allons indiquer comment, dans un calcul numérique, on détermine
successivement la valeur absolue, puis le signe du quotient de deux
nombres relatifs.

Valeur absolue du quotient : D’aprés la régle de multiplication dc¢ deux

nombres relatifs, I’égalité : ¢ =qb implique Iégalité : .a)={ql.ib".
La valeur absolue du quotient q est donc égale au quotient exact de la
valeur absolue du nombre @ par la valeur absolue du nombre &.

Notons en particulier que, si @ est nul, le quotient de zéro par le nombre
relatif non nul b existe; il est égal a zéro.

Signe du quotient : Supposons e et b différents de zéro; I'inverse b” du

nombre b existe et a le méme signe que b.
Le nombre q = ab” est positif si ¢ et b” sont de méme signe, c’est-A-dire
ei a et b sont de méme signe.

Le nombre g est négatif si @ et b” sont de signes contraires, c’est-i-dire
si a et b sont de signes contraires.

De I’étude précédente nous déduisons la régle suivante :

REcGLE : Le quotient exact d’'un nombre relatif a par un nombre relatif b
non nul est le nombre relatif ¢ dont la valeur absolue est le quotient de la
valeur absolue de a par la valeur absolue de b. Ce nombre ¢ est nul si a est
nul; il est positif si les nombres a et b sont de méme signe; il est négatif
si les nombres a et b sont de signes contraires.

5

7;

3 5 3x17 21
(—a)'(—7)=+ x5~ T3

(+12)=(—?)=—12—xg=—18;

Nous avons, par exemple : (+5) : (—7) = —

2



219.

220.

DIVISION DES NOMBRES RELATIFS 157
Convention d’écriture pour I’inverse d’un nombre relatif.

Soit un nombre relatif non nul b et son inverse b".
Nous avons établi (n® 213) que, pour tout couple de nombres relatif:
a

a et b (avec b3 0), le quotient exact b

est le produit de a par l'inverse b’

du nombre b.

Nous écrivons ’égalité : ab” = ‘-;-
Si a est égal 4 (+ 1), nous obtenons I’égalité :
(+ = ED.

Puisque (4-1) est un élément neutre pour la multiplication, le premier
membre est égal a b".

.1
Nous convenons que le second membre peut s’écrire ;-

b

Nous en déduisons :

11 en résulte que Pinverse b” d’un nombre relatif non nul b peut &tre écrit

sous la forme --

b

Fractions algébriques.

On convient parfois d’appeler fraction algébrique une expression de la
‘—;. dans laquelle a et b sont deux nombres relatifs.

(+35)

Par exemple, =7 est une fraction algébrique; elle désigne le quotient

forme

exact de (+ 5) par (—7); elle est donc égale au nombre relatif (—g)

% dans laquelle a est égal a (+ g) et ba (— Z) peut étre

Une expression

considérée comme le quotient exact de |+ 5) par (— Z), elle est donc

p . 2x4 8
égale au nombre relatif : (— 3—x5) = (_ 1_5)

MONGE. — MATH. 4° 6
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Nous convenons, avant de faire un calcul, de transformer une fraction
algébrique en un nombre relatif.

Les opérations sur les fractions algébriques deviennent elers des opératicns
sur les nombres relatifs.

Il est important de remarquer que les deux fractions algébriques §+ g;
et ETT-_'?; donnent le méme nombre relatif (— g)

De méme le nombre relatif | 4 Z) peut étre considéré comme le quotient
exact de (4 3) par (4 4), ou comme le quotient exact de (— 3) par (— 4);

le nombre relatif (+ Z) est donc égal a la fraction algébrique E:::—Z; et
(=3)

(-4

a la fraction algébrique

CALCUL DES QUOTIENTS EXACTS

Nous avons étudié (n% 170 a 172, et 189 a 192) les régles du calcul du
produit d’un produit de facteurs par un nombre relatif, et du calcul du
produit d’une somme algébrique par un nombre relatif.

Nous avons établi que le quotient exact d’un nombre e¢ par un nombre
relatif non nul b s’obtient en multipliant a par I'inverse b” de b.

De ces deux études, nous allons déduire les régles de calcul du quoticnt
exact d’un produit ou d’une somme algébrique par un nombre relatif.
Quotient d’un produit par un nombre relatif.

Proposons-nous, par exemple, de diviser le produit (4 9) x (—15) x (+7)
par le nombre (— 3).

Il suffit de le multiplier par 'inverse de (— 3), c’est-a-dire par (— %)
Le résultatest: [(4+9) x (—15) x (4 7)] X (_ %)

Pour multiplier un produit de facteurs par un nombre relatif, il suffit
de multiplier un seul des facteurs par ce nombre; selon le facteur que
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.. 1 .
nous multiplions par ( — 5]+ nous obtenons le quotient sous trois formes

3

différentes :

[(+9>x(—15)x(+7>]x(— (—3) x (= 15) X (+7);

N —
fl

[(+9)x<—15)x(+7)]x(‘— (+9) x (+ 5) X (+7);

Qo1 QU = QO]
S —"
[

[+9) x (= 15) x (+ 7)1 x (—3) = (+9) x (=15) x (— 5)-

D’une fagon générale, considérons le produit @ X b X ¢ de trois nombres
relatifs et un nombre relatif d difflérent de zéro.

Nous écrivons les égalités :

a b c
s XbXc=ax-Xc=axbx--

(aXbXC):d=d d d-

Nous énongons la régle suivante :

RitcLE : Pour diviser un produit de facteurs par un nombre relatif non
nul, il suffit de diviser I'un des facteurs par ce nombre.

REMARQUE : Il résulte de ce qui préctde que pour diviser un produit de
facteurs non nuls par I'un de ces facteurs, il suffit d’écrire le produit des
autres facteurs.

Par exemple le quotient du produit a X b X ¢ par le facteur b est égal a
a X ¢; le quotient du produit @ x b x ¢ par le facteur a est égal a b X c.

Quotient d’une somme algébrique par un nombre relatif.

Proposons-nous, par exemple, de diviser par le nombre relatif (—3) la
somme algébrique : (—16) — (—7) 4+ (—12)
Pour diviser cette somme algébrique par (— 3), il suffit de la multiplier par

Pinverse de (— 3), c’est-a-dire par (— ;)

3
Le résultat est : [(—16) —(—7) +(—12)] % (._ %)
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Appliquons la propriété de distributivité de la multiplication par
rapport A une somme algébrique. Nous obtenons les égalités :

(= 16) = (= 1) +(—12)] x (= 3)

ce10 (=) e (D) e (=)
[(—16) — (- n+<1mx(—9

MR PR

D’une fagon générale, considérons unc somme algébrique a +b —c et
un nombre relatif d diflérent de zéro.

=&
d

0l o

+

Nous écrivons I’égalité : (a + b —¢):d = ?l

Nous énongons la régle suivante :

RiGLE : Pour diviser une somme algébrique par un nombre relatif non
nul, on divise chacun des termes de la somme par le nombre, puis on fait
la somme algébrique des quotients ainsi obtenus.

REMARQUE : Cette régle n’a d’intérét que si certains termes de la somme
algébrique sont donnés sous forme littérale.

Par exemple, le quotient de la somme algébrique 3a —6b 48 par le

nombre (— 3) est égal & —a +2b —g-

C’est I’opération que nous avons faite lorsque nous avons écrit (n° 131) :

ﬁm=m+@kﬁm=%%@-

Si tous les termes de la somme algébrique S sont connus sous forme
numérique, il est plus simple de calculer d’abord S, puis de diviser la
valeur trouvée par le nombre d.

Par exemple, pour calculer [(—16) —(—7)+(—12)]:(—3), il est
plus simple de¢ calculer d’abord la somme : {— 16 4 7 — 12), puis de diviser
le nombre obtenu par (—3) :

(—16) —(—7) +(—12):(—=3) =(—16 + 7 —12):(—3)
=(—21):(—=3) = (+7).



231.

EGALITES. INEGALITES. 161

Notons enfin que si I’on divise par un méme nombre non nul k les deux
membres d’une égalité ou les deux membres d’une inégalité, on obtient
des résultats analogues & ceux que nous avons établis au chapitre de la
multiplication.

a b
{a=betk;60}==>iﬁ=ﬁ
{a>betk>0} —> %>£$;
fa>betk<0}—> %<£(-

. Le quotient exact du nombre relatif a par le nombre relatif b est le

. Le quotient d’un nombre relatif non nul par zéro n’existe pas.

. Le quotient d’un nombre relatif a par un nombre relatif b est défini si

» Le quotient exact d"un nombre relatif a par un nombre relatif b non nul

. 1
. L'inverse b” d'un nombre relatif nonnul b est noté -

. Pour diviser une somme algébrique par un nombre relatif non nul, on

RESUME

Division des nombres relatifs.

nombre relatif q, 8'il existe, dont le produit par b est égal a a :

{a=qgb} —> {a:b=q} <—> ]%=qz.

et seulement si le diviseur b est différent de zéro; le quotient est alors
égal au produit du nombre a par l'inverse b” du nombre non nul b.

est le nombre relatif g dont la valeur absolue est le quotient de la valeur
absolue de a par la valeur absolue de b.

Ce nombre q est nul si a est nul; il est positif si les nombres a et b sont
de méme signe; il est négatif si les nombres a et b sont de signes
contraires.

b

Calcul des quotients exacts.

Pour diviser un produit de facteurs par un nombre relatif non nul, il
suffit de diviser I'un des facteurs par ce nombre.

divise chacun des termes de la somme par le nombre, puis on fait la
somme algébrique des quotients ainsi obtenus.




162

232,

233.

234.

ALGRBRE

TRAVAUX PRATIQUES
— Un point mobile P parcourt un axe x'x d’un mouvement uniforme. On
adopte les mémes conventions que celles des n% 175 a 180.
Compléter chacun des tableaux suivants :
Premier tableau : Vous connaissez I’abscisse £ du mobile & une date

donnée t. Calculez la vitesse algébrique v, et indiquez le sens du déplace-
ment du mobile.

b +9 +12 | —15 —6 +3 -1
t -3 +2 +5 -3 -2 -2
v
Sens du
déplacement

Deuxié¢me tableau : Vous connaissez 1’abscisse x du mobile et la vitesse

algébrique v. Calculez la date ¢ qui correspond a I’abscisse x.

z +8 —8 + 10 — 16 -3 +2

v +2 +4 -5 -2 +4 +1

14

On considére la suite ordonnée de nombres relatifs :

ey F+1,5; —=3; 4+6; —12;
Chaque nombre de cette suite est le produit du nombre précédent par un
méme nombre relatif a.

1. Trouvez le nombre a; puis écrivez les trois nombres qui précédent
+ 1,5 et les trois nombres qui suivent — 12.

2. La suite est alors formée de dix nombres. Faites le produit du premier
par le dixi¢éme, du deuxiéme par le neuviéme, et ainsi de suite.

Comparez ces produits.
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Exercices

— Effectuer les quotients suivants:
131. (+12): (-3) ;
133. (—60): (—4) ;

(—45) : (—3). 132
(—6,75): (+9). 134,

(—28) :
(—39

+7
(+3)

i (+ 35 :(+5).
: (=320 : (—8).

o o (< n (e o o) o)
oL =9 s (+3): e (——)- o -2 c(+3) = (+Y)
R R PR RS -
141, (+§):(—4): (+7) =2 1 (-3 -1 (-3) :
RN A NE I AE
w (D e A (3

147, (=12 :(=25); (4175 : (—025). 148.
149. (—3,4):(=0,17);; (+96) : (—06). 150.

— Calculer les quotients suivants

159, [(+15) (+5) +(+4) (—5) —5] : (+5)

152, [(— ;) +9+ (+g)(— CEE (+g)

8. [+7(+3) -0 D+ 3] -7

s [(o n- (D= (Dol 3

— Caleuler les quotlents suivants
155. [(— 35+ (—15)]: (+25):;
156. [(+ 125) — (+ 50)] : (—75);
157. (—3+542):(—8) ;
158, M —-184+7):(—3);

[(+3)—(—12)] : (—6).

(9—10 — 4) : (+5).

(+48): (—04):
(+1.5) :(—075);

[(+ 22) — (+ 72)] : (— 30).

(52425 —22) : (= 1).

(—1,6) : (—1,25).
(—0,39): (+1.3).



164 ALGEBRE

— Ecrire les fractlons algébriques suivantes sous la forme de nombres relatifs les plus slm‘ples
possibles :

—15, 427, —45 -85 417 -390
159. T3 -3 =I5 160. — 17 — F5.7
-2 +5, -1 — 16, -2 + 6,3
1"- _5. __7- j 162- -"_—2_4. '__28' -_—4'2'
— Calculer le quotient % pour les valeurs suivantes de g et de b :
163. a=>— 3; b=+ 2 164. o=+ 5; b= — 25,
165. a= + 16; b= — 48, 166. o= —21; b= —14,
1 3 4 8
167. a= + i; b=+ -a" 168. a= — g. b + 2—5'
9 12 1 2
169. o=~ z. b= —T' 170. a= + 7. b= —-21'
3 2 1 1
1M1, a= -+ z. b= — g' 172, a= + —2. b= — i.

— Mettre les expressions suivantes sous la forme de nombres relatifs les plus simples possibles:

-3 -8, -7_ +6 -2 -3 +6 —4
173. _—7X -1’ t*_—s X 13 174. =3 X - 11 X 55
-5 410 +11 444 —13 —26 +7 —128
115. +_3- _9' —_2-ﬁ 116- "__5-_—251 +_a-+_10
— Calculer les expressions suivantes :
. (—3+2-5)(-7), 4-7-9(-2-13)
(—-8+3—-9)(+3) B+7—-5C@+4-—-1)
g, VD (=H(+S (—4+H(—6-H+(#-1(=2-2)

+2(+H+ (=37 C—4+D(—6=-N+ 2—-4+7(-3)

— Calculer les expressions suivantes :

5 1 3 1 4 3
3—Z-4- 54> —= 2—_ —=
179. 72 12: ; 3: 5 2
4 3

34— [ T .
+7 3 5 4+3 2+5 3
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1 1 1 1
=3t — 33— 1=3—
145 142 11—z
180 3 3 3
e T T
1— 34— 14— —— g+ ——
3 1 1 3 1 1 3 1+1
3 3 3

—_—
181. Sur un axe x'x, muni d’une origine O et d'un vecteur unitalre dont la longueur est 1 cm, on
considére quatre points A, B, C, D dont les abscisses sont :

O—-A=—1; O_B=+5; O_C=-|-1: ﬁ):—l
12 Calculer les valeurs numériques des expressions :
cA DA A€ BC
cB DB AD BD
20 Calculer les valeurs numériques des expressions :
AB | AB Cb, €D
== — et — + =
AC AD BC BD
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CHAPITRE IX

Puissances des nombres relatifs.

Extension de la notion d’exposant.

PUISSANCES DES NOMBRES RELATIFS

Puissance d’un nombre relatif.

La définition d’une puissance d’un nombre relatif est la méme que la
définition d’une puissance d’'un nombre arithmétique.

Désignons par ¢ un nombre relatif, par » un nombre entier au moins
égal a 2.

DEFINITION : On appelle puissance d’exposant n du nombre relatif a le
produit de n facteurs égaux a a.

Nous notons I’exposant par un nombre placé en haut et a droite des
parenthéses qui entourent le nombre relatif.

Par exemple, la puissance quatriéme de (+ 2) est :

(+2) = (+2) X (+2) x(+2) x(+ 2) =(+16).

La puissance cinquiéme de (— 2) est :

(=5) = (=3) % (=8 (=) < (=5) % (=)= (i)

La puissance d’exposant n du nombre relatif ¢ est :

a"=axXxaXxX.... Xa.

n facteurs
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REMARQUE : La puissance d’exposant 2 d’un nombre relatif est appelée
carré de ce nombre.

La puissance d’exposant 3 est appelée cube de ce nombre.

Calcul de la puissance n-iéme d’un nombre relatif.

Pour calculer la puissance d’exposant n d’un nombre relatif ¢ nous devons
déterminer sa valeur absolue et son signe.

Valeur absolue de a” : La valeur absolue de a” est égale au produit de n
facteurs égaux 4 la valeur absolue de a.

Nous écrivons : |a"| =(|a|)".

Nous énongons :

La valeur absolue de a" est la puissance n-iéme de la valeur ahsolue du
nombre a.

REMARQUE : 1] en résulte donc que si a est nul, une puissance d’exposant n
est aussi égale 3 0; nous écrivons, pour n supérieur ou égal a 2, I’égalité :

=0

Sizne de a” : Si @ n’est pas nul, a® est différent de zéro.
g : P

Utilisons la régle des signes de multiplication des nombres relatifs :

Si le nombre ¢ est positif, le nombre a” est positif quel que soit I’expo-
sant n.

Si le nombre a est négatif, le signe de a® dépend de la parité de 'exposant n:
si n est un nombre pair, le nombre a® est positif;
gi n est un nombre impair, le nombre a” est négatif.

Nous énongons :

10 Les puissances d’'un nombre positif sont positives.

20 Les puissances d’un mombre négatif sont positives si I’exposant est
pair; elles sont négatives si I'exposant est impair.

Par exemple, nous avons : (4 4)2 =(+4) x (+4) =(+16);
(+ 42 =(+14) x (+4) x (+4) =(+64);
(=T =(=17) x (= T) =(+49);
(=P =(=7) x(=7) x (=7 =(—343).
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REMARQUES : 1° 11 résulte de ce qui précéde ’égalité suivante, valable
quel que soit I'entier n > 2: (+1)"=(+1).

20 Si nous élevons A une puissance paire le nombre (— 1), nous trouvons
(4 1). Si nous élevons a une puissance impaire le nombre (— 1), nous
trouvons (—1).

Nous savons (Classe de 5¢, n 194 et 195) qu’un nombre pair s’écrit sous
la forme 2 p, et qu’un nombre impair s’écrit sous la forme 2p 4 1.

Il en résulte les deux égalités : (—1)?? =(+1); (—1)¥H=(—1).

30 Le carré d’un nombre relatif non nul est un nombre positif non nul;
nous disons que ce carré est un nombre strictement positif.

OPERATIONS SUR LES PUISSANCES
DES NOMBRES RELATIFS

Nous avons établi, au Chapitre I d’Arithmétique (n° 8 a 24) les régles
de calcul qui concernent certaines opérations sur les puissances des
nombres arithmétiques.

Les mémes régles s’appliquent aux mémes opérations sur les puissances
des nombres reclatifs; les démonstrations qui permettent d’énoncer ces
régles sont les mémes que celles que nous avons données au début de ce
livre (p. 11 a 17).

Rappelons les principales régles, et donnons-en quelques exemples d’appli-
cation.

Produit de deux puissances d’un nombre relatif.

THEOREME : Le produit de deux puissances d’un méme nombre relatif
est une puissance de ce nombre relatif dont I'exposant est la somme des
exposants.

Si a est un nombre relatif, si m et n sont des entiers naturels au moins
égaux a 2, nous écrivons :

i a™ x a"* = a™t?

Par cxem.ple, nous avens: (— 3)? x (—3)3 = (— 3)® = (—243);

x5
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Puissance d’exposant 1.

Si nous multiplions par a le produit de m facteurs égaux i a, nous shicnors
le produit de (m + 1) facteurs égaux a a.

Nous avons donc 1’égalité : a™ x a = a™t1,

Pour que le théoréme précédent (n® 246) reste valable, nous posors, par
convention, pour tout nombre relatif a :

al=a

Nous constaterons que cette convention ne conduit & aucune ambiguité,
ni 3 aucune contradiction.

Lorsque nous désignerons par n exposant d’un nombre relatif, nous suppo-
serons donc que n est un nombre entier au moins égal @ 1.
Produit de plusieurs puissances d’un mé&me nombre relatif.

Désignons par @ un nombre relatif, par m, n, p trois entiers au moins
égaux a 1. Nous avons I’égalité :

a™ X a® X a® = q™+?

Nous admettons qu’une égalité analogue est vraie quel que soit le nombre
des facteurs du produit qui figure au premier membre.

Puissance d’une puissance d’un nombre relatif.

TuEOREME : Une puissance d’une puissance d’un nombre relatif est une
puissance de ce nombre relatif dont I’exposant est le produit des exposants,

Si a est un nombre relatif, et si m et n sont des entiers naturels au moins
égaux a 1, nous écrivons :

(am)n = (an)m = a™™

Par exemple, nous avons : [(— 3)21 : =[(— 3)3‘]2 =(—3)¢ =(+729);
[(=5)T= (=) = (+ai)

Remarquons que, si nous posons m =1 dans la formule générale, nous
avons I’égalité : (a!)* = gV’ = a™.
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Puissance d’un produit.

TrEOREME : Pour élever un produit de nombres relatifs & une puissance,
on éléve i cette puissance chacun des facteurs, et on fait le produit des
nombres relatifs ainsi obtenus.

Si a, b, ¢ sont dcs nombres relatifs et si n est un entier naturel au moins
égal a 1, nous écrivons :

(abc)® = a™b"c"

Par exemple, nous avons :
[(—5) X (+3) X (—2)]* = (= 5)° x (+3)° x (—2)},
c’est-a-dire :
[(—5) x (+3) x(—2)2=(—125) x (+27) (x — 8) =(+ 27000).

Quotient de deux puissances
d’un méme nombre relatif non nul.

Désignons par @ un nombre relatif différent de zéro; ce nombre appartient
a I'ensemble Q —{0}. Soient m et n deux entiers au moins égaux a 1.
Nous énongons les théorémes suivants :

THEOREME : Si Pexposant du dividende est supérienr & Pexposant du
diviseur, le quotient de deux puissances d’un méme nombre relatif non
nul est la puissance de ce nombre relatif dont Pexposant est la différence
des exposants du dividende et du diviseur.

Si a est un nombre relatif non nul, et si m et n sont des entiers naturels
tels que m > nr > 1, nous écrivons :

a™ m—n
priai
a
(— 7)5 2
Par exemple, nous avons : (=) =(— 7= (4 49).

Remarquons que, si nous posons n = 1 dans la formule générale, nous
avons :

m
_=a"'—-‘=a_.
a

TriorEME : Si Pexposant du dividende est égal a Pexposant du diviseur, le
quotient de deux puissances d’un méme nombre relatif non nul est égal

a(+1).
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Si a est un nombre relatif non nul, et si m est un entier naturel supérieur

ou égal & 1 nous écrivons : o _ (+1) .
. a™

—5)8
Par exemple, nous avons : :—:g—;s = (+1).

Rappelons enfin que st a est un nombre relatif non nul, si m et n sont
des entiers naturels tels que 1  m <n, nous avons I’égalité :

a”_(+1)

a'l aﬂ—ﬂl

L=+ (+1) (1
Par exemple nous avons : Cap (=0 (= 64) = (_ 6_4.-)

Remarquons que, si nous posons m =1 dans la formule générale, nous
@ _(F1) _e

avons :
a® an—l a®

EXTENSION DE LA NOTION D’EXPOSANT

Nous nous proposons d’établir une convention qui permette d’écrire la

. a™ . . .
relation : .= a™" dans le cas o I’exposant m est inférieur ou égal a n.

Exposant nul.
Nous savons que si a est différent de zéro, le quotient ng est égal & +1.

Si nous appliquions, bien que cela ne soit pas justifié, le théoréme n° 252

au cas ou I’exposant du dividende est égal a celui du diviseur nous trou-
. a”
verions : — = a™™ = al,
am

Cette notation ne correspond pas A la définition que nous avons donnée
d’une puissance. Pour des raisons de commodité, nous convenons de
poser pour tout nombre relatif a différent de zéro :

a®=(+1) l
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Par convention, la puissance d’exposant zéro d’un nombre relatif non
nul est égale au nombre relatif (4 1).

Cette convention ne conduit & aucune ambiguité, ni aucune contradiction
dans les calculs.

Nous avons : (a%)" =a"" =a®=(+1) et a® X a® =a™" =a".
Ces deux égalités correspondent respectivement a:e (+1)"= 4 let a:
(+1) X a" =a"

Exposant négatif.

Soit @ un nombre relatif non nul; Propesons-nous de calculer, par excm-

ple, - Nous savons (n° 254) que ce quotient est égal é —

Si nous appliquions, bien que cela ne soit pas justifié, le théoréme n? 252,

. a 25 -3
nous trouverions : - = a*%=ga"%
a

Cette notation ne correspond pas i la définition que nous avons donnée
d’unc puissance puisque l’exposant est négatif. Pour des raisons de
commodité, nous convenons de poser, pour tout nombre relatif a diffé-

rent de zéro: a™® = =5
a

D’une {agon générale, si p est un entier positif, nous convenons de poser,
pour tout nombre relatif a différent de zéro:

1

—P =
a —ap

m
11 résulte de cette convention que I’égalité : ::—” = a™ " est valable quelle

que soit la relation d’ordre entre les entiers relatifs m et n.

La convention ci-dessus ne conduit & aucune ambiguité ni & aucune contra-
diction dans les calculs.

n
Par exemple, nous avons : (a~™)" = (ai'") = alW. =a ™",

Applications.

Pour écrire de fagon plus simple des nombres trés grands, il est commode
d’utiliser des puissances de 10 & exposants entiers positifs.
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Par exemple, la distance de la nébulcuse d’Androméde au systéme solaire
a pour ordre de grandeur 7,1 x 108 kilométres; si nous n’utilisons pas
de puissance de 10 nous devons écrire : 7 100 000 000 000 000 000 km.

Pour écrire de fagon plus simple des nombres trés petits, il est commode
d’utiliser des puissances de 10 A exposants enticrs négatifs. Par exemple,
on exprime les longueurs d’onde des radiations lumincuses en angstrems;
un angstreem est égal 3 10~7 millimétre, c’est-a-dire a 0,000 000 1 mm.

RESUME

it
.

L

N

Puissances des nombres relatifs.

On appelle puissance d'exposant n du nombre relatif a le produit de n
facteurs égaux a a :
a"=axax...... X a
n facteurs

La valeur absolue de a" est la puissance n-iéme de la valeur absolue
dea:

la"| = (la])™
Les puissances d'un nombre positif sont positives.

Les puissances d’un nombre négatif sont positives si 1'exposant est
pair; elles sont négatives si 1'exposant est impair.

Le produit de deux puissances d'un méme nombre relatif est une puis-
sance de ce nombre relatif dont 1'exposant est ]a somme des exposants :
a™ x a" = amtn,
Pour tout nombre relatif a2, on pose par convention :
al=a.
Si n est un entier naturel au moins égala 1, ona :
0"=0 et (+1)*=(+1).

Une puissance d'une puissance d'un nombre relatif est une puissance
de ce nombre relatif dont I’exposant est le produit des exposants :

(@™" = (@»)™ = a™n,
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RESUME (suite)

9. Pour élever un produit de nombres relatifs a une puissance, on éléve
A cette puissance chacun des facteurs, et on fait le produit des nombres
relatifs ainsi obtenus :

(@abc)* =arbrcn.

10. Si l'exposant du dividende est supérieur 4 )'exposant du diviseur,
le quotient de deux puissances d’un méme nombre relatif non nul est
la puissance de ce nombre relatif dont ’exposant est la différence des
exposants du dividende et du diviseur :

11. Si I’'exposant du dividende est égal 4 1'exposant du diviseur, le quotient
de deux puissances d’un méme nombre relatif non nul est égal a (4- 1)

am

g = (1

Extension de la notion d’'exposant.

12, Par convention, la puissance d’exposani zéro d'un nombre relatif non
nul est égale au nombre relatif (4 1) :

az7#0; a'=(+1).

13. Par convention, si p est un entier positif, et a un nombre relatif non nul,
on pose :

87#0; a?= l

ar

m
14. Sia est différent de zéro, I’égalité :7, = a™" est valable quelle que soit

la relation d’ordre entre les entiers relatifs m et n.

TRAVAUX PRATIQUES

262. 1. Calculez les carrés de deux nombres opposés, — 6 et + 6 par exemple.
Que remarquez-vous?

Pouvez-vous faire la méme remarque pour d’autres puissances de ces deux
nombres?
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2. Combien existe-t-il de nombres arithmétiques dont le carré est égal
a 367

3. Combien existe-t-il de nombres relatifs dont le carré est égal a + 367
4. Existe-t-il des nombres relatifs dont le carré soit égal a — 367

1. Calculez les cubes de deux nombres opposés, — 4 et + 4 par exemple.
Que remarquez-vous?

Pouvez-vous faire la méme remarque pour d’autres puissances de ces d
nombres?

2. Combien existe-t-il de nombres relatifs dont le cube est égal & + 647
3. Combien existe-t-il de nombres relatifs dont le cube est égal & —64?

cux

Calculez le nombre négatif v défini par I’égalité suivante :

v,_z % 1,6 X 1020 x 8 x 10~
- 0,9 x 1027

Vous pouvez grouper les facteurs de fagon a effectuer le calcul sans utiliser
la table des carrés.

Exercices

— Calculet les quatre premiéres puissances des nombres suivants :

102.
183.
184,

185.

186.

(+1): (-1 (+2); (—2); (+3): (— 3
(+4): (—14):; (+3): (—35) (+6); — 6).

Calculer :

e

Comparer les valeurs numériques des expressions suivantes :

A= (a+b)? et A =a?+ 2ab + b
pour les valeurs suivantes de a et de b :
12g==5 b=+47; 2°a=—12. b=+1§-

Comparer les valeurs numériques des expressions suivantes :

B = (o — b)? et B’ = g% — 2ab + b?

pour les valeurs sulvantes deaetde b :
3
1°0=+3, b=+1: 2°0=—§v b=+g'
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187. Comparer les valeurs numériques des expressions suivantes :
C=(a+b)(a—Db) et C' = g% — b?
pour les valeurs sulvantes deaetde b :

3
1°a=—=4; b=-—3; 2°a=+%: b=—i-

— Calculer :

188, (—2Px (+2 (- P x (-3

(D

192.

189. (—2)® x (— 2%

Effectuer :

a? x ab; a % d%; at x a®;

193. Calculer ies valeurs numériques des quatre expressions :

A =2a?, B =(24q)%, C=-12d,
pour les valeurs suivantes da a :
109a=~—1; 20 a= -+ 2; 3°a=—-15;

— Calculer de deux maniéres différentes :

194. [(+3)(—D(+ D™
o [[+3 (-3 oo
— Calculer :

198. (+ 2)%(—3) (+ 5%
200. (—43(— 32 (+ 7).

m (3 (4

195.

197.

199.
201.

203.

e N I I
— Calcuter :

206. [(+ 2)°]%; [(— 3)%2 207. [(+ 49)%%
8 O (5 S (e
210. (a%)8; (a%*. 21, [(— a)']%;

(=52 x (—95.

o (s (o (3

a® X a.

D = (— 2q)?

P a= +1i

(=35 (=D {(+ 9P

[RECEICHIE

(=5 (— 3)*(+ 2
(— 9 (+3)*(—59).

(=3 (+3' (=3)

;r-

[(— 3]

)]

[(—aP.
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— Calculer :

22, [(— 3P (+ 5P [+ (=3) T [(+3) (-3
o oo on (T
ma [ e (-3) T [—2 (+3) (-3 T

— Calculer :

215. (—7)5 : (— D% (=51 :(—5). 216. (—3)* : (— 3)%; (—4 : (—4°
w (g ofeg)s (#3) (03} e (=5(=5)e (<))
219. a:ad; (— a)®: (— a)’. 220. (—a)® :(— a)%; (—a)f:(—a)

— Calculer :

21, (+3)-%; (—~ 32 (- 3)-s. 22. (+ 5 (— 6)1; (— 49

e R C R M R

— Calculer :
225. (—1) *(+2)*(+3)° 226. (— 7 (+6) (+ 92
3\ _ 3\ 4\-3 2\3 7\-3
wr. (+3) =0 (+3) . (+3)7(-3) (-3).
229. Comparer les nombres relatifs suivants : 32 et ;_—2: (4-2)% et %; (29)2 et %

— Effectuer directement, puis vérifier en utllisant la signification des exposants négatlfs :
230. ¢® x a-8; a2 x ai. 231. a?x a3 a? xXalL
232, a@®: a5; at:a, 233, a* :a3; a3 : ad,
— Ecrire sous forme de nombres décimaux ;

234. 5x10°%; 7 x 10-3, 235. 225 x 10-%; 3 x 104
236. 0,2 x 10-4%; 21 x 1071 237. 12 x 10-9%; 34 x 1072,

— Mettre les expressions suivantes sous forme de puissances de nombres entiers relatifs :

1 1 1\2 1\3 1 -1
238. +7- —g. (+ 'j) * 239. (—3) ' +Wz- 73"

1 1 1\ 1\—2 -1 1
MW o T “ﬂ' 2“(+ﬂ' = =

242. Ecrire les inverses des nombres suivants : a®; a?; a-1; a%; a?; a-’
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— Ecrire les nombres sulvants sous la forme du prodult d'un nombre entler ou décimel comprls

243,
244.
245.

246.

247.

248.

249.

450,

251,

entre 1 et 10 par une pulssance de 10 :

0,000 715; 3140000 ; 0,000 000 015;
0,000 005; 43 500 000; 0,000 000 003;
72 000 000; 0,000 001 5; 58 000 000 000.

Le dlamétre d’une molécule d’eau est 3.10-8 centimétre; exprimer ce dlamitre en angstreems.

La distance du Soleil 4 la planéte Neptune est environ 4.10 ? kilométres; la vitesse de la lumiére
est 3.10° km/s.

Combien faut-il de temps a la lumiére pour franchir la distance du Soleil 3 Neptune?

La vitesse de la lumlére est 3.105 km/s; la lumiére de I'Etolle Polalre met 47 années pour atteindre
la Terre. Quelle est la distance de I'Etoile Polaire 4 la Terre?

Un globule rouge du sang humaln a la forme d’un disque dont le dlamétre est 7.10—8 mm et
I'épaisseur 2.10-3 mm; il y a 5 litres de sang en circulation dans un corps humain; tous les globules
rouges de ces 5 litres de sang placés bout 2 bout formeraient un ruban dont la longueur serait
175.10° m.

19 Quel est le nombre des globules rouges contenus dans 1 cm® de sang?

29 Quelle serait |a hauteur de la colonne obtenue en empilant les uns sur les autres les globules
rouges contenus dans 1 dm® de sang?

On considére, sur un axe X x muni d'une origine O et d’'un vecteur unitalre 671 trois points
A,B,C.

10 Les absclsses des points A, B, C sont : OA= -5, OB = +5, OC=—4.
Calculer les valeurs numériques des trois expressions E, H, K :
E=CA.CB+OA’—~0C*; H=2CO"+20A"— (CA®+CB?);
K =CA® — CB" — 2AB.OC.
20 Les abscisses des points A, B, C sont : OA=a, OB=0», OC=uc
Calculer les valeurs numériques des trois expressions E, H, K.

On considére, sur un axe X'x muni d’une origine O et d’un vecteur unitaire 671, trois points
A, B, C dont les abscisses sont : OA = + 4, OB = + 13, OC=+7 OD = —5.

1° Quelles sont les abscisses respectlves du point M milieu du segment AB, et du point P
milieu du segment CD?

20 Calculer les valeurs numériques des expressions suivantes :

MA’—~MC.MD et  PC’—PA.PB.
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Expressions algébriques.

Notion d’expression algébrique.

DEFINITION : On appelle expression algébrique Pindication d’opérations
a effectuer sur des nombres relatifs donnés et sur des lettres qui repré-
sentent des nombres relatifs.

Sax x—3 xy?+4 2a8

— 2 —_— *
Par exemple, — 3a2b, 7' 45 x+y

sont des expressions
algébriques.

Nous ne considérerons, dans ce livre, que des expressions algébriques
dans lesquelles les seules opérations indiquées sont celles que nous avons
étudiées précédemment : additions, soustractions, multiplications, divi-
sions, élévations a des puissances relatives entiéres.

2
Une expression telle que (— g) X (+ g) X (— %) est une expression

numérique; elle ne contient aucune lettre qui représente un mombre
relatif; ce n’est pas une expression algébrique.

Notions de constante et de variable.

Parmi les lettres qui figurent dans une expression algébrique, il se peut
que certaines représentent des nombres relatifs fixés, déterminés, mais dont
on ne précise pas la valeur; on les appelle des constantes.

D’autres lettres sont susceptibles de prendre des wvaleurs numériques
différentes, choisies arbitrairement dans certains ensembles; on les
appelle des variables.
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Valeur numérique d’une expression algébrique
pour certaines valeurs des variables.

1
7 °t remplagons

dans cette expression la variable x par le nombre relatif (— 3).

2

x? 4+
Loy s . A

Considérons, par exemple, I’expression algébrique )

Le numérateur x2 + 1 est alors égal &3 +9 4+ 1 =(+ 10); le dénomina-
teur x2—4 est égal 4 +9—4=(4+5). Le quotient de (4 10) par
(+5) est égal a (+2).

Nous disons que, pour la valeur (—3) de la variable x, la valeur

2

numérique de ’expression algébrique zz — : est égale a (4 2).
x2 + yz
x—y
remplagons dans cette expression les variables x et y respectivement par
les nombres relatifs (+ 3) et (— 2).

Le numérateur x% 4 y2 est alors égal & + 9 + 4 = + 13; le dénominateur
x—yest égal & +3+4+2=(+5). Le quoticnt de (4 13) par (+ 5)

est égal A (+ 1—5:-—;) ou a (4 2,6).

Considérons, d’une fagon analogue, I’expression algébrique

y et

Nous disons que, pour le couple de valeurs (4 3) et (— 2) des variables

2.1 42
+ ;’, cst égale A

x et y, la valeur numérique de I’expression algébrique p
(+ 2,6).

D’une fagon générale, nous énongons :

DEFINITION : Si, dans une expression algébrique, on remplace les variables
par certains nombres relatifs, et si Pon effectue les opérations indiquées,
on obtient un nombre relatif que ’on appelle valeur numérique de I’expres-
sion algébrique pour les valeurs attribuées aux variables.

Expressions fractionnaires et expressions entiéres *.

Dans I’étude des opérations sur les nombres relatifs, nous avons vu que
Iaddition, la soustraction, la multiplication ct I’élévation a4 une puis-
sance entiére positive donnée sont des opérations toujours définics;

*Nous n'envisagerons, dans ce livre, que des exprossions algébriques fractionnnires ou des expressions entidres.
Mais il existe d’outres expressions algébriques; certaines d’entre elles acront étudifes dans les clagacs ulibrieures.
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par contre, une division n’est définie que si le diviseur est différent de
zéro.

Nous sommes donc amenés a distinguer deux catégories d’expressions
algébriques.

Expressions algébriques fractionnaires : Ce sont les expressions algé-

briques qui contiennent un dénominateur dans lequel figure au moins une
variable.

x?+1 ot XY=
x%—4 x2+y2+1
Si, dans la premiére expression, nous donnons & la variable x la valeur
(+2) oula valeur (— 2),le dénominateur x> — 4 prend la valeur numérique 0.

Par exemple, sont des expressions fractionnaires.

Puisqu’il est impossible de diviser par zéro, il est impossible de poursuivre
x4+ 1
x%—4
n’est pas définie pour les valeurs de la variable qui annulent le dénomi-
nateur.

le calcul. Nous disons que I’expression algébrique fractiopnaire

z—y—1

x2+y2 4+ 1
valeurs données aux variables x et y, les valeurs numériques de a2 et y2
gont positives ou nulles; la somme 22 4 y2 + 1 est au moins égale & (+ 1);
clle n’est pas nulle. Nous disons que ’expression algébrique fractionnaire
r—y—1

x2 + y2 + 1

Dans la deuxidme expression, quelles que soient les

est définie pour toute valeur des variables x et y.

Expressions algébriques entidres : Ce sont les expressions algébriques

qui ne contiennent pas de dénominateur, ou bien dans lesquelles le déno-
minateur est un nombre constant différent de zéro.

Si une expression algébrique contient un dénominateur, cette expression
n’est entiére que si aucune variable ne figure au dénominateur.

Par exemple, x2y3 est une expression algébrique entiére.

+5

L’expression

4 xy? est une expression algébrique entiére par rapport
a —

aux variables x et y, si a est une constante différente de + 4; ce n’est pas
une cxpression entiére si @ est une variable.
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Expressions algébriques équivalentes.

DEFINITION : On dit que deux expressions algébriques sont &quivalentes
lorsqu’elles prennent des valeurs numériques égales quelles que soient
les valeurs numériques données aux variables.

Par exemple, les deux expressions algébriques (x +y)(x —y) et (22 —y?)
sont équivalentes.

Notations.

Pour désigner une expression algébrique, il peut étre commode de la
représenter par une seule lettre. Nous emploierons assez fréquemment
la lettre P pour désigner une expression algébrique entiére, la lettre f
pour désigner une expression algébrique fractionnaire. Nous indiquerons
aussi, parfois, le nom de la variable, ou des variables, entre parenthéses,
a la suite de la lettre P ou f. Par exemple, nous écrirons :

z+1
P(x) = 322 —1; fl®) = P

La valeur numérique de I’expression algébrique P(x) pour x = + 2 est
égale & (4 11). Nous convenons d’écrire : P(4 2) = (4 11).

La valeur numérique de ’expression algébrique f(x) pour x = —2 est
égale & (+ 1); nous convenons d’écrire : f(—2) = (4 1).

Les notations P(+ 2)et f(— 2) représentent donc des nombres relatifs.

D’une fagon générale,

si f(x) désigne une expression algébrique de la variable x,

et st a est un nombre relatif pour lequel Uexpression f(x) est définie,

nous convenons de désigner par f(a) la valeur numérique de I’expression
algébrique f(x) pour la valeur a de la variable x.

Correspondance entre deux variables.

Désignons par «x la longueur du c6té d’un carré, exprimée en centimétres,
et par y I'aire de ce méme carré, exprimée en centimétres carrés.

A chaque valcur de x, nous associons ainsi une valeur de y.
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Nous disons que nous avons établi une correspondance entre la variable x
et la variable y.

Le tablcau ci-dessous donne quelques valeurs correspondantes des deux
variables x et y.

x| 1 2 25 3 31 4
y| 1 4 625 9 961 16

D’une fagon analogue, soit une expression algébrique f(x) qui contient
x+
x—2

Considérons une variable y telle que, pour toule valeur de x pour
laquelle f(x) est définie, la valeur numérique de la variable y soit
égale a la valeur numérique de f (x).

Nous définissons ainsi une correspondance entre la variable x et la variable y.

une variable x, par exemple I'expression f(x) =

Le tableau ci-dessous donne quelques valeurs correspondantes des deux
variables x et y :

x -3 -1 + +3 +

[JCIREN |

y +§ 0 —1  +4 410

Dans le tableau précédent, nous n’avons pas donné a la variable x la
valeur (+ 2) pour laquelle I’expression algébrique f(x) n’est pas définie.
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RESUME

—
.

On appelle expression algébrique l'indication d’'opérations a effectuer
sur des nombres relatifs et sur des lettres qui représentent des nombres
relatifs.

Si, dans une expression algébrique, on remplace les variables par
certains nombres relatifs, et si 1'on effectue les opérations indiquées,
on obtient un nombre relatif que l'on appelle valeur numérique de
I'expression algébrique pour les valeurs attribuées aux variables.

Une expression algébrique fractionnaire est une expression algébrique
qui contient un dénominateur dans lequel figure au moins une variable.

Une expression algébrique entiere est une expression algébrique qui
ne contient pas de dénominateur, ou bien dans laquelle le dénominateur
est un nombre constant différent de zéro.

. On dit que deux expressions algébriques sont équivalentes lorsqu'elles

prennent des valeurs numériques égales quelles que soient les valeurs
numériques données aux variables.

Si f(x) désigne une expression algébrique de la variable x, et si a est
un nombre relatif pour lequel I'expression f(x) est définie, nous conve-
nons de désigner par f(a) la valeur numérique de I'expression algé-
brique f(x) pour la valeur a de la variable x.

. On définit une correspondance entre une variable x et une variable y

si I’on considére une variable y telle que, pour toute valeur de x pour
laquelle f(x) est définie, la valeur numérique de la variable y est égale
a la valeur numérique de f(x).

278.

TRAVAUX PRATIQUES

Soicnt P le poids exprimé en grammes d’un corps homogéne, V le volume
exprimé en centimétres cubes de ce corps, d son poids volumique. Nous
connaissons, entre ces variables, la correspondance établie par I'une ou

Pautre des égalités :

P=V.d, ou: V=§-
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Complétez le tableau suivant pour la valeur d = 7,8 (fer) :

v
p

S 12 14,5 25 32,5 60

279. Reprenez 'exercice précédent et complétez le tableau suivant pour la
valeur d =2,5 (aluminium) :

P
v

5 12,5 14,25 25 32,5 60

280. On démontre en physique que, pour une masse d’air déterminée, & une
température donnée, le produit du volume V exprimé en centimétres
cubes par la pression P exprimée en centimétres de mercure est un nombre
constant k. Nous avons donc entre la variable V et la variable P, pour
une masse d’air déterminée, la correspondance établie par I’égalité -

PV =L

Complétez le tableau suivant pour la valeur k =360 :

P 180 120 90 80 75 50 40 30 30
v

Exercices

252, Calculer les valeurs numériques de I'expression algébrique suivante :
3x+1+2x—5 4x 41
15 3 5

1.

pour les valeurs suivantes de x :

x=+3; x= —5; Xe=+

253, Méme exercice que le précédent pour I'expression :
xt—3x2 44,
et les valeurs suivantes de x :

x==1; x=+%; x=0,
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254, Méme exercice que le précédent pour l'expression :
4x8— 6>+ 6x—4,

et les valeurs sulvantes de x :

1
=—=12; x=+ir x=+

w =

255, Méme exerclce que }a précédent pour I'expression :
x4 x— 6'
x2 —25
et les valeurs suivantes de x :
x= 4 2; xX=—13; x=0.

256. Calculer la valeur numérique de l'expression algébrique :

Xty , x—y
X—y x+y

pour les valeurs suivantes des varlables x et y :

1ox=+8 e y=-35; 20 x= - et y=+%~

N =

257. Méme exercice que le précédent pour I'expression ¢
a® — b® 4 2a?b — 2ab?
a—b :

et les valeurs suivantes des variables g et b :
Pa=+4+2 et =—13; 20a0=—1 et bs=—4.

258. Méme exercice que le précédent pour I'expression :

1 2 4x _
Ty iy e

et les valeurs sulvantes des varlables x et y :

T°x=—2 e y=-—1; 22x=-5 et y=-+2

259. On donne les expressions algébriques suivantes :
x—1 x?4+3x—10 x —x

2 —_
¥tx—6 Xt 2x—8 xXx=2" 2

10 Indiquer pour chacune de ces expressions sl elle est entiére ou fractionnaire.

20 On se propose de calculer les valeurs numériques respectives de chacune de ces expresslons
pour les valeurs suivantes de x :

=-3, = —1, x=+42, x=+1.
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Indiquer les expresslons qul ne sont pas définies pour certaines de ces valeurs; préciser ces
valeurs.

32 Donner les valeurs numériques des expresslons lorsque ces expressions sont définies.

Méme exercice que le précédent pour les expressions suivantes :

x2—9x + 20 4x2 —5x x4 2x—3
3 ! ¥ —3x—10 X2 —25 °

X +5x247x+43,

et les valeurs suivantes de x :

x= =13, X=—2, Xe=—1, x=+5,

Méme exercice que le précédent pour les expressions suivantes.

2 —_X —
—x=+3—2"—1i. (x— 5 + x(x +3), (;—2)—(x—4)(x+1), QH,—io—f

et les valeurs suivantes de x :

x=—1, Nu= — o X=+32' x= 45,

Sur un axe )?;, munl d’une origine O et d’un vecteur unitaire a, on considére quatre points
A,B,C,P.

10 Les abscisses des quatre points A, B, C, Psont :
OA=+42 OB=—1, OC=—3 OP=+4
Calculer la valeur numérique de I’expression E :
E—PA’.BC 4 PB*.CA 4 PC’. AB + BC.CA. AB.

20 Les abscisses des quatre points A, B, C, P sont :

OA=+2 OB=—1, OC=—3, OP=k;
k est un nombre relatif donné.
Calculer la valeur numérique de I'expression E.
39 Les abscisses des quatre points A, B, C, P sont :

OA =g, OB = b, OC=g¢, OP = k;

a, b, ¢, k sont quatre nombres relatifs donnés.
Calculer la valeur numérique de |’expression E.
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CHAPITRE XI

Monomes.

Opérations sur les monomes.

MONOMES

Définition d’un mondéme.

DErinITION : On appelle mondme une expression algébrique enti¢re donnée
sous forme d’un produit de nombres constants et de puissances de variables
dont les exposants appartiennent i I’ensemble N des entiers naturels.

. 3 N
Par exemple, les expressions 3=z, 5ax?, —gxzy sont des monémes;

Pexpression 3a + 4x® n’est pas un mondme.

REMARQUE : Si a et x sont deux variables, I’expression (3a 4 4)x?
n’est pas un mondme puisque, dans les opérations a effectuer sur les varia-

bles, figure I’addition 3 + 4.

Mais si a est une constante et x la variable, (3a+4) est un nombre
relatif, et I'expression (3 a 4- 4) 4% est un mondme, puisque c’est le pro-
duit de x? par le nombre relatif (3a + 4).

Puisqu’un mondme est une expression algébrique entiére, il est défini pour
toute valeur des variables qu’il contient.
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Mondme réduit.

L’expression algébrique 2 xy (— 3) x® est un mondme des variables x et y.
Utilisons les propriétés de commutativité et d’associativité de la
multiplication (n°®169); nous écrivons le monéme donné sous la forme :
2 X (— 3) xx?%y.

Appliquons la régle de calcul du produit de deux puissances d’un méme
nombre; nous écrivons : 2 X (— 3) xx?y = — 643y,

Nous disons que le monéme — 62’ est un mondme réduit, ou que c’est
la forme réduite du mondéme : 2 xy (— 3)22.

Lorsqu'un mondéme comprend plusieurs facteurs numériques et une
méme variable plusieurs fois répétée, il est d’usage dele réduire, c’est-i-dire
de I’écrire en mettant en téte le produit de tous les facteurs numériques,
et ensuite chaque variable, écrite une seule fois avec pour exposant la
somme de ses exposants dans le monéme donné.

Coefficient et partie littérale d’un mondme réduit.

Lorsque nous écrivons le mondéme réduit — 643y, le facteur numérique
(— 6) est appelé le coefficient du mondéme; le produit 3y est appelé la
partie littérale de ce mondme.

DEFINITION : On appelle coefficient d’un mondme réduit le facteur numé-
rique qui figure en téte de ce mondme.

On appelle partie littérale le produit de toutes les variables affectées de
leurs exposants.

Il en résulte qu’un mondéme réduit de la variable x est une expression
de la forme Ax", et qu’un mondme réduit des variables x ¢t y est une
expression de la forme Bx"y?, oii A et B sont des nombres relatifs, et ou
n et p appartiennent i ’ensemble N des entiers naturels.

REMARQUES : 1° Le nombre (+ 1) est un élément neutre pour la multipli-
cation; nous convenons dés lors de ne pas écrire de coefficient en téte
d’un mondme réduit, lorsque ce coefficient est égal & + 1.

Par exemple, nous écrivons le monéme (+ 1)x2y sous la forme x2y.
20 Le produit d’un nombre relatif par (— 1) est I’opposé de ce nombre;

nous convenons done, lorsque le coefficient d’un monéme réduit est égal
a (—1), de remplacer ce coefficient par le signe —.

Par exemple, nous écrivons le mondme (— 1) xy® sous la forme — xy3.

MONGE. — MATH. 42, 1



190

288.

289,

290.

291.

292.

ALGRBRE

Degré d’un mondme réduit.
DEFINITION : On appelle degré par rapport & une certaine variable d’uz
mondme réduit 'exposant de cette variable dans le mondme.

Par exemple, l¢ monbme 5%y est du troisitme degré par rapport A o
et du premier degré par rapport a y.

DEriviTioN : On appelle degré par rapport & plusieurs variables d’un
mondme réduit la somme des exposants de ces variables dans le mondme,

Par exemple, le monéme 5x est du quatriéme degré par rapport aux
variables x et y.

REMARQUE : Quel que soit le nombre relatif non nul e, nous avons posé,
par convention : a®= 4 1. Il en résulte que le monoéme 52% peut étre
écrit sous la forme 5x%yz%. Son degré par rapport a la variable z est égal
a zéro.

D’une facon générale, le degré d’un monéme par repport d une variable
qui n’y figure pas est égal @ zéro.

Mondmes semblables.

DErINITION : On appelle mondmes semblables des monémes réduits qui
ont la méme partie littérale.
Par exemple, les mondmes 423, —5a%2% 2%2 :3—2 x%y? gont des

mondémes semblables.

Mondmes opposés.

DEFINITION : On appelle mondmes opposés deux mondmes semblables
dont les coefficients sont opposés.

Par exemple, les monomes +%—7 xy3 et —%7:\:ya sont deux mondmes

opposés.
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OPERATIONS SUR LES MONOMES

Puisqu'un monéme est un produit de facteurs (numériques ou littéraux),
les régles de calcul sur les mondmes sont les conséquences des régles de
calcul sur les produits de nombres relatifs.

Produit de deux mondmes.

Proposons-nous de calculer, par exemple, le produit du monéme — 33y
par le monéme — 5axy?

Chacun de ces mondémes est un produit de facteurs. Pour multiplier ces
deux mondémes, nous formons donc un produit unique avec tous les
facteurs numériques ou littéraux des deux mondémes; nous écrivons ainsi
un mondéme que nous réduisons.

Nous écrivons : (— 32%y) (— 5axy?) = (— 3) (— 5) axPxyy? = + 15 axtyS.

Nous énongons :

THEOREME : Le produit de deux mondémes est un mondéme dont le coeffi-
cient est le produit des coefficients et dont la partie littérale est le produit
des parties littérales.

Propriétés du produit de deux mondmes.

Il résulte du théoréme précédent et des propriétés de la multiplication
dans I’ensemble des nombres relatifs que le produit de deux mondémes est
indépendant de P’ordre des facteurs. Nous disons que la multiplication des
mondmes est une opération commutative.

11 résulte de la régle de multiplication de deux puissances d’un méme
nombre que le degré d’un produit de mondmes par rapport & une
variable ou a plusieurs variables données est la somme des degrés de
chacun des mondmes facteurs par rapport a cette variable ou a ces variables.

Dans I'exemple précédent, le monéme — 3 2% est du troisiéme degré par
rapport A x et du premier degré par rapport a y; le mondéme —5 axy® est
du premier degré par rapport a x et du second degré par rapport a y.

Le produit + 15ax%y® est du quatridme degré par rapport a ® et du
troisiéme degré par rapport a y.
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Produit de plusieurs mondmes.

Le produit de plusicurs mondmes, donnés dans un certain ordre, s’obtient
en multipliant le premier mondme par le second, puis en multipliant
le produit ainsi obtenu par le troisiéme monéme, et en continuant les
multiplications de proche en proche.

Comme pour les produits de plusicurs nombres relatifs, on démontre
et nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : Le produit de plusieurs monémes est un mondéme dont le
coefficient est le produit des coefficients et dont la partie littérale est lo
produit des parties littérales.

Par exemple, le produit des trois mondémes — 3a2?h, — 2aa?, +g b2,
I3
ou a, b, x sont trois variables, est le mondme : (— 3 a%b) (— 2 ax?) (-{—% bz).

Nous I’éerivons : (—3) (—2) (+ z) a2a bb%x2, ou, sous forme réduite,

5 a3b3x2.

Propriétés du produit de plusieurs monémes.

Nous admettons aussi les deux propriétés suivantes :
1° La multiplication de plusieurs mondmes est une opération associative.

N

20 Le degré d’un produit de monémes par rapport & une variable ou &
plusieurs variables données est la somme des degrés de chacun des mondmes
facteurs par rapport a cette variable ou a ces variables.

Puissance d’un mondme.

Premier cas : L’exposant est un entier positif.

Lorsque I’exposant est un entier positif, une puissance d’un monéme est
le produit de plusieurs monémes; c¢’est donc un mondme.

Par exemple, le cube du monéme — 2xy? est :

(—2my2)° = (— 229" = — Bayo.
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Deuxiéme cas : L’exposant est un entier négatif.

Si n désigne un nombre positif, et @ un nombre relatif non nul, nous

posons (n° 258) : a™" = -

11 en résulte d’abord que si nous voulons élever un monéme A une puis-
sance dont ’exposant est négatif, les valeurs numériques attribuées aux
variables doivent toutes étre différentes de zéro.

Si cette condition est réalisée, le résultat du calcul est une expression
fractionnaire; ce n’est pas un monéme.

Par exemple, si x et y sont différents de zéro, nous avons

1 —1
| — )= =
(— 2xy?) (= 2xy%)P ~ 8ady

Quotient de deux monémes.

Premier exemple : Proposons-nous de calculer, par exemple, le quotient

du monéme — 3 x%y par le monéme -+ 5xy. Nous devons d’abord supposer
yp

que les valeurs numériques des variables du monéme diviseur sont toutes

différentes de zéro.

Nous écrivons alors le quotient sous la forme -

Ce quotient est un mondme.

Deuxiéme exemple : Proposons-nous de calculer le quotient du mondme

— 2xy3 par le monéme — 4x%y. Nous supposons que les valeurs numé-
riques des variables du mondme diviseur sont toutes diflérentes de zéro.

Nous écrivons alors le quotient sous la forme :
—2xy3 42
—4x2y ~ 2x
Ce quotient est une expression fractionnaire; ce n’est pas un mondme.

Nous admettons queles deux exemples précédents permettent de conclure :

Le quotient de deux mondmes est un mondme si et seulement si chacune

des variables du mondéme diviseur figure dans le monéme dividende avec

:]ljn exposant supérieur ou au moins égal a celui qu’elle a dans le monéme
viseur.
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Somme algébrique de mondmes.

Premier cas : Somme de mondmes semblables.

Proposons-nous, par exemple, de calculer la somme des quatre mondmes :
6x%y; — 3 x%y; 10 2%y — 5.
Nous écrivons * S = (6x%) + (— 3 x%y) + (+ 10 x3y) + (— 5 x%y).
Supprimons les parenthéses; nous avons :
S =6 2%y — 3x% + 10x2y — 5By,

Dans cette somme algébrique de produits, mettons en facteur la partie
littérale x2%y; nous avons : S =x2%y (6 — 3 410 — 5) = 8Ba?y.

Nous énongons

THEOREME : La somme de plusieurs mondmes semblables est un monéme
semblable dont le coefficient est la somme des coefficients.

Deuxiéme cas : Somme algébrique de monémes semblables.

Nous avons défini (n® 292) deux monémes opposés; ils ont méme partie
littérale et des coefficients opposés. Par conséquent, pour retrancher un
mondme, il suffit d’ajouter le mondéme opposé.

Nous ramenons donc le calcul d’une somme algébrique de monémes sem-
blables au calcul d’une somme de mondémes semblables.

Par exemple, pour calculer la somme algébrique »

S= (=32 = (+32°) + (— o) = (= 3o}

nous écrivons :
2

2 1 1 9
= —3xy — v — v b ayd =8| —3 — 2 _ 2l = — Zxyo.
S Jxy 30" — ay® + cxyt=2y ( 3 3 1+6) 3%

Nous énongons -

TrioriME : La somme algébrique de plusieurs mondmes semblables
est un mondme semblable dont le coefficient est la somme algébrique des
coefficients.
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Troisiéme cas : Somme algébrique de denx mondmes non semblables.

La somme algébrique de deux monémes non semblables n’est pas un
mondme. Par exemple la somme des deux mondmes 5x% et —3xy est
écrite sous la forme : 5x® — 3 xy; ce n’est pas un mondme.

REMARQUE : En général, la somme algébrique de plusieurs monémes qui
pe sont pas semblables n’est pas un mondme; mais dans certains cas, la
somme de plus de deux mondmes non semblables peut étre un monéme.

Par exemple la somme des quatre monémes : 2x2y; 6xy?s —gxzy nt

- %x’_y est le mondme 6 xy2,

RESUME

1. On appelle monéme une expression algébrique entiére donnée sous

2. Réduire un mondme, c’est I’écrire en mettant en téte le produit de tous

3. On appelle coefficient d’un monéme réduit le facteur numérique qui

4, On appelle degré, par rapport a une certaine variable, d'un mondéme
5. On appelle degrd, par rapport 4 plusieurs variables, d’'un monéme
6. On appelle mondémes semblables des mondmes réduits qui ont la méme

1. On appelle mondmes opposés des mondmes semblables dont les coeffi-

Mondmes.

forme de produit de nombres constants et de puissances de variables dont
les exposants appartiennent a 1'ensemble N des entiers naturels.

les facteurs numériques, et ensuite chaque variable, écrite une seule
fois avec pour exposant la somme de ses exposants dans le monféme
donné.

figure en téte de ce mondme.
On appelle partie littérale le produit de toutes les variables affectées de
leurs exposants.

réduit 1'exposant de cette variable dans le mondme.
réduit la somme des exposants de ces variables dans le monéme.
partie littérale.

cients sont opposés.
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. Le produit de plusiecurs monémes est un mondéme dont le coefficient est

. La multiplication des mondmes est une opération commutative.

10.

11.

12.

RESUME (suite)

Opérations sur les mondmes.

le produit des coefficients et dont la partie littérale est le produit des
parties littérales.

Le degré d'un produit de mondémes par rapport a une variable ou i
plusieurs variables données est la somme des degrés de chacun des
mondmes facteurs par rapport a cette variable ou a ces variables.

Le quotient de deux mondmes est un mondme si et seulement si
chacune des variables du mondme diviseur figure dans le monéme
dividende avec un exposant supérieur ou au moins égal a celui qu’'elle
a dans le mondme diviseur.

La somme algébrique de plusieurs mondémes semblables est un monéme
semblable dont le coefficient est la somme algébrique des coefficients.

312.

313.

314.

315.

TRAVAUX PRATIQUES

Calculez la valeur numérique dumondme 5 x pour les valeurs suivantes de x :

7
—5;  +88; —235; —

A : ;4 a x .
Méme exercice que le précédent pour le monéme — it les valeurs sui-

12

vantes de x : —12; +144; —672; +2__5.

o . . . Adx .
Méme exercice que le précédent pour le mondme T & «cs valeurs sui-

22
vantes de % : +33; —121; +3,74; +T'

Calculez la valeur numérique du mondéme 3xy pour les valeurs suivantes

de x et dey:
4
10 x=—4 et y=412; 2°x=—§ et y=—
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Méme exercice que le précédent pour le mondéme 222y et les valeurs sui-
vantes de x et de y.

2
19 x=—8 et y=—2,5; 2'?':|:=—,7 et y=-+49.

On donne les deux mondmes : 522y et — 3xy2

1. Calculez le produit : 5x%y X (— 3xy?).

2. Calculez la valeur numérique de chacun des mondmes et celle de leur
produit pour x =+3 et y=—2.

Vérifiez que la valeur numérique du produit est égale au produit des
valeurs numériques des mondémes.

On donne les deux mondmes : — Ta%y? et —124x%.

1. Calculez le quotient : (— 7x%2):(— 12 %).

2. Calculez la valeur numérique de chacun des monémes et celle de leur
quotient pour x = —3 et y=45.

Vérifiez que la valeur numérique du quotient est égale au quotient des
valeurs numériques des monémes.

Exercices

Dans les expressions suivantes, toutes les lettres sont des variables :
x2 7 ax 2

3—0; 3 H 5_y;
Indiquer celles de ces expressions qui sont des monémes.

x+2y; (=3a)(+2yyi (@—3xy

Dans les expressions suivantes, la lettre a est une constante, les autres lettres sont des variables;
indiquer celles de ces expressions qui sont des mondmes :

x2 7
30 T a2y @y CED saeg 2
a 3 [}
x ax? x 3axy
— - — 11— 2, 2 ; 8 .
(@—2p y x4 —a)y ax+y) axr1’ X+
On donne les mondmes sulvants :
5x8y; - tlixyz; X2 y3 —3y4; —:xy: — x¥-

Indiquer pour chacun de ces monémes :

10 le coefficient;

20 le degré par rapport i la variable x;

30 le degré par rapport a I’ensemble des variables x et y.
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266. On donne les mondmes suivants :
1 X322 2,22
xyz} —_— y’z; —_— §x3y| _z,.; - xyﬂza' -— .Xy_Z~ .
Indiquer pour chacun de ces mondmes :
10 le coefficient;
20 le degré par rapport i la variable x;
3¢ le degré par rapport i I'ensemble des variables x et y;
4° le degré par rapport 3 I’ensemble des variables x, y, z.

— Dans les mondmes suivants toutes les lettres sont des variables; rédulre chacun de ces mondmes,
puis indiquer son degré par rapport 3 I'ensemble des variables :

2
267. Bx'xg —Bx% ’-‘; x2ya 2Tx|

3 xy?(— 2) axiy-

a ., x® — Syx?
268. — p¥a § y (Sax) 2

Pl 7 g x%ady2

= Calculer les produits suivants :

2
269. (— 3a?) (6ab)1 ;azb x ;ab’x: "T"c) (= Sa2b)
nan 40 w3\ /T vy 2 3 2 7 2 )
Ziv. (OxY (S 7ax X iabn (3 x2y) (— xy) (5xy®)-
5 3 2H4B
W4, Adh) (— 6atb)e aay” X ga’yl (— 5a®b2c) (3abc?) (— 7 a%bic®)-

~ Caleular Yas carc&s, puls a3 cubes, des monSmes sulvants :

72, Sxy; —a'x; -5 B x?y
3. Y 2204 -2 1y
"4l A 3¢ 2
— Effectuer les quotients suivants :
7 14
274. Ba¥xiy : 2 a%x% (— 20b2x%) : 5b%x; 2a"b“’t: : (— 3 azb")-

2 3
275, 25x%y2 : Sxyj (= 120b2) : (— %) ( -1 a“xy‘) : (— 4—axy")-
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CHAPITRE XII

Polynomes.

Opérations sur les polynomes.

POLYNOMES

Définition d’un polyn8me.

DErFIviTION : On appelle polynéme une somme algébrique de mondmes qui

ne sont pas tous semblables.
2
Par exemple, Dexpression 522+ 7Tx —2xy + % est un polynéme des

variables x et y.

Les mondmes, avec les signes qui les préctdent, sont les termes du
polynéme.

Un polynéme est une expression entiére, il est donc défini pour toute
valeur des variables qu’il conticent.

Polynéme réduit.

Si un polyndme renferme des monémes semblables, nous remplagons
ces mondmes par leur somme algébrique.

Pax exemple, considérons le polyndme 2 une variable :

4x2 —5x+6x2—4x+43.
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Puisque ’addition est une opération commutative et associative, nous
écrivons le polynéme proposé : 4x2+6x2—5x—4x+43, puis
1022 —9x 4 3.

Lorsque nous remplagons les monémes semblables par leur somme algébrique,
nous disons que nous réduisons le polynéme.

Dans l’exemple précédent, le polyndéme 102? —9x+3 est la forme
réduite du polynéme 4x% —5x 4+ 6x% —4x + 3.

REMARQUE : Il se peut qu’aprés réduction des termes semblables un
polynéme soit réduit & un mondéme, ou i une constante (nulle ou diffé-
rente de zéro).

Par exemple, si nous réduisons le polynome
1 5
T aly — 4«8 +§x2y + %3 —§x2y + 3 29,

nous trouvons le mondéme 5x%y.

Sinous réduisons le polynéme 822 — 4 + 3xy +1 — 3 2% — 3xy — 522, nous
trouvons la constante — 3.

S1 nous réduisons le polynéme 8x +3xy —5x —3xy — 3, nous trou-
vons la constante 0; nous disons alors que le polyndme réduit est le
polynéme nul.

DErINITION : On dit qu’un polynéme réduit est le polynéme nul lorsque les
coefficicnts de tous les termes et le terme constant sont tous nuls.

Bindéme : Lorsqu’un polynéme réduit est formé de deux termes, on I’ap-
pelle un binéme.

Par exemple, les polynémes 3 x2 — 5xy2 et ax + b sont des bindmes.

Trinéme : Lorsquun polyndéme réduit est formé de trois termes, on
I'appelle un trinéme.

Par exemple, les polynémes 8x — 3y + 4% et ax? + bx + ¢ sont des tri-
némes. '
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Degré d’un polyndme réduit.
Degré par rapport & une variable : On appelle degré, par rapport & une

variable, d’un polyndme réduit ’exposant le plus élevé de cette variable
dans le polynéme.

Par exemple, le polyndéme x® — 3%y + 32?2 est du troisieme degré
par rapport 4 x et du second degré par rapport a y.

Degré par rapport & plusieurs variables : On appelle degré, par rapport a

plusieurs variables, d’'un polynéme réduit le degré, par rapport a ces
variables, du monéme de degré le plus élevé.

Par exemple, le polynéme x3y — 5x2y® + 4xy est du cinquidme degré
par rapport aux variables x et y.

Le polynéme 7a% + 22%?% — 4 y% est du sixidme degré par rapport aux
variables x et y; en effet, le monéme — 4 y® est de degré zéro par rapport
a x, dc degré 6 par rapport a y, donc de degré 6 par rapport aux
variables x et y.

Polyndme homogéne.

Lorsque tous les termes d’un polynéme réduit sont de méme degré par
rapport a plusieurs variables, on dit que le polynéme est homogéne par
rapport a ces variables.

Par exemple, le polyndme 4x%+4 7Txy —3y? est homogéne du second
degré par rapport aux variables x et y.

Polynéme ordonné.

IL’addition des mondmes est une opération commutative et associative;
nous pouvons done, sans modifier un polynéme, modifier ’ordre de ses
termes, et en particulier, écrire tous les termes d’un polynéme réduit dans
Pordre des exposants croissants ou dans 'ordre des exposants décroissants
d’une variable.

On dit alors que le polyndéme réduit est ordonné par rapport a cette
variable,

Par exemple, le polynéme 2 x3 — x2 + 4x + 3 est ordonné suivant les puis-
sances décroissantes de x. Sinous1’écrivons sous laforme 3 + 4 x — x% + 2 43,
il est ordonné suivant les puissances oroissantes de x.
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OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

Nous allons étudier quelques opérations sur les polynémes. Nous sup-
posons que tous les polynémes donnés sont des polyndémes & une seule
variable, la méme pour tous les polynémes; nous désigneroms cette
variable par x.

Nous supposons aussi que tous les polynémes, avant d’étre soumis aux
opérations, sont réduits et ordonnés suivant les puissances décroissantes
de la variable «x.

Puisqu’un polynéme est une somme algébrique de monémes, les régles de
calcul sur les polyndémes sont les conséquences des régles de calcul sur les
sommes algébriques de nombres relatifs.

Somme de deux polyndomes.

Proposons-nous de calculer la somme P(x) 4+ Q(x) de deux polynémes
réduits de la variable x :

Soient, par exemple :
P(x) =24+ 422 —2x + 5,
Q(x) =22%+5x —5.

Chacun de ces polyndémes est une somme algébrique de monémes.

Pour faire la somme de ces polyndmes, nous formons donc une somme
algébrique unique avec tous les mondmes des deux polyndmes; nous
obtenons ainsi un polynéme que nous réduisons et ordonnons.

Nous écrivons successivement :
P(x) + Q(x) =2% + 422 —2x + 5+ 24° +5x —5;
P(x) + Q(x) =323+ 4x2 + 3x.

Nous énongons .

La somme de deux polynémes est le polynéme obtenu en faisant la somme
des termes des deux polynémes a additionner.

Elément neutre. 11 résulte des énoncés précédents que le polyndme nul est
un élément neutre pour Uaddition des polynémes.
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Polyndmes opposés.
DziriniTION : On appelle polynéme opposé d’un polyndme P(x) le poly-
néme P'(x) tel que la somme P(x) 4 P'(x) soit le polynéme nul.
On démontre et nous admettons que tout polynéme P(x) admet un poly-

néme opposé et un seul; ce polynéme P’'(x) est le polyndme obtenu en
changeant les signes de tous les termes du polynéme P(x).

Par exemple, I'oppoeé du polynéme P(x) = — 523+ T2 —4x+3 est le
polynéme P'(x) =52 — Ta? + 42 — 3.

Il en résulte que si P'(x) est I'opposé de P(x), I'opposé de P’(x) est le
polynéme P(x); nous disons que les polynémes P(x) et P’(x) sont des
polynémes opposés; nous notons : P'(x) = — P(x).

Somme algébrique de polyndémes.

Considérons les trois polyndmes : P(x) = 42®—242—3x+5;
Q(x) = —228 4522 —4x+3;
R(x) = 34%—22%2—-2x+41.

Proposons-nous de calculer la somme algébrique : P(x) — Q(x) + R(»).

Désignons par Q'(x) le polynéme opposé de Q(x)
Q'(x)= 228 —5x2+4x—3.

La somme algébrique a calculer est : P(x) + Q'(x) + R(x).

Nous formons donc une somme algébrique unique avec tous les termes
des polynémes P(x), Q’(x), R(x); nous obtcnons ainsi un polynéme
que nous réduisons et ordonnons.

Le résultat est : 92 — 912 —x 4 3.

Disposition pratique : Nous supposons que les polynémes donnés sont
réduits et ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable.
Nous disposons alors les polynémes P(x), Q'(x), R(x) comme ci-dessous,
en laissant, ’il y a lieu, la place qui correspond a un terme absent dans
un polynéme. Le résultat est obtenu sous forme d’un polynéme réduit
et ordonné.

P(x) =42*—222—3x+5
Q'(x) =22 —~5x2+4x—3
R(x) =328 — 222 —2x+1

P(x) —Q(x) + R(x) =923 — 922 — =z +3.




204

337.

338.

339.

340.

ALGEBRE
Propriétés des sommes de polyndmes.

En remplagant, s’il y a lieu, la soustraction d’un polynéme par I’addition
du polyndéme opposé, nous ramenons le calcul d’une somme algébrique
de polyndmes au calcul d’une somme de polynémes.

On démontre et nous admettons que I’addition des polynémes est une
opération commutative et associative.

Soient P(x), Q(x), R(x) trois polynémes de la variable x; les propriétés
de commutativité et d’associativité sont traduites respectivement par

les deux égalités :
P(x) + Q(x) = Q(x) + P(x)
[P() + Q()] + R(») =P(x) +[Q(x) + R()]-

Remarquons que le degré de la somme de plusieurs polynémes est au plus
égal au plus haut degré des polynémes a additionner. (Voir ex. 330).

Produit d’un polynéme par un mondme.

Proposons-nous de calculer le produit du polynéme P(x) =522 — 32 45
par le mondme — 4x. Cette opération est analogue au calcul du produit
d’une somme algébrique par un nombre relatif. Nous multiplions chaque
terme du polyndéme par le mondme, puis nous faisons la somme algébrique
des produits ainsi obtenus.

Nous avons done :
(522 —3x+5)(—4x) = —204% + 1222 — 20 .

Nous énongons :

TaEOREME : Le produit d’un polynéme par un mondme est le polynéme
obtenu en multipliant chaque terme du polyndéme par le mondme et en
faisant la somme algébrique des résultats obtenus.

Mise en facteur commun d’un mondéme.

Il est parfois commode de remplacer le polynéme — 2043 41212 —20«
par le produit (522 —3x +5)(—4x). Lorsque nous faisons cette
transformation, nous disons que nous mettons le monéme (—4x) en
facteur commun dans le polynéme — 2043 4 124? —20x; nous disons
aussi que nous factorisons le polynéme.
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Produit de deux polyndmes.

Proposons-nous de calculer le produit du polynéme : P(x) =4x% — 7x + 3
par le polyndéme : Q(x) =2x —5.

Cette opération est analogue au calcul du produit de deux sommes algé-
briques. Nous multiplions chaque terme du polynéme P(x) par chaque
terme du polynéme Q(x), puis nous faisons la somme algébrique des
produits obtenus.

Nous avons donc :
P(x).Q(x) =823 —14x2 + 6 x — 2022 4 35x — 15.
Réduisons les termes semblables et ordonnons le polynéme produit :

P(x).Q(x) =82% — 34x® + 41x — 15,
Nous énongons :

TriorEME : Le produit d’un polynéme par un polyndme est le polynéme
obtenu en multipliant chaque terme du premier par chaque terme du
second et en faisant la somme algébrique des produits ainsi obtenus.

Disposition pratique : Nous supposons que les polynémes donnés sont
réduits et ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable.
Nous écrivons alors les deux polynémes I'un au-dessous de I’autre; puis
nous effectuons successivement les produits partiels du premier polynome
par chaque terme du second polynéme, et nous disposons ces produits
partiels de la fagon suivante : chacun des produits partiels sur une ligne,
et les mondmes semblables des différents produits sur une méme colonne.
Nous obtenons le résultat sous forme d’un polynéme réduit et ordonné.

Ainsi, pour calculer le produit du polynéme P(x) =23 —2x243x—5
par le ‘polynéme Q(x) =22 —5x + 4, nous disposons l’opération de la
fagon suivante °
23 —-2x24 3x — 5
22— 5x 4+ 4
ab — 228 33— 5a?
—5x% 4+ 1043 — 1522 4 25x
+ 423 — 8x%2412x—20
b — Tat 172 — 2822 372 — 20
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Propriétés des produits de polynémes.

On démontre et nous admettons que la multiplication des pelyndmes
est une opération commutative et associative; elle est distributive par rap-
port a ’addition.

Soient P(x), Q(x), R(x) trois polynémes de la variable x; les propriétés
précédentes sont traduites par les trois égalités :

P(2).Q(x) = Q(#)-P(x)-
[P(x).Q(x)])-R(x) = P(x).[Q(x).R(#)].
P(x).[Q(x) + R(x)] = P(%).Q(x) + P(x)-R(x).

Lorsqu’on calcule le produit P(x).Q(x), le terme de plus haut degré du
produit est obtenu en multipliant le terme de plus haut degré du poly-
noéme P(x) par le terme de plus haut degré du polynéme Q(x); dans le
produit, il n’y a aucun autre terme semblable a celui que nous venons
d’écrire.

Il en résulte que si nous désignons par m et n les degrés respectifs des poly-
némes P(x) et Q(x), le degré du polyndme P(x).Q(x) est égal a m + n.

. On appelle polynédme une somme algébrique de monémes qui ne sont

. On dit qu'un polynéme est le polyndme nul lorsque les coefficients de
. On appelle degré, par rapport & une variable, d'un polynéme réduit

. On appelle degré, par rapport A plusieurs variables, d’'un polyndéme

. Lorsque tous les termes d’'un polyndme réduit sont de méme degré par

RESUME
Polynémes.
pas tous semblables.

Réduire un polyndme, c’est remplacer tous les mondmes semblables
par leur somme algébrique.
tous les termes et le terme constant sont tous nuls.

I’exposant le plus élevé de cette variable dans le polyndme.

réduit le degré, par rapport a ces variables, du mondme de degré le
plus élevé.

rapport a plusieurs variables, on dit que le polynome est homogéne
par rapport a ces variables.
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RESUME (suite)

Opérations sur les polynémes.

7. La somme de deux polyndmes est le polyndme obtenu en faisant la
somme des termes des deux polynémes a additionner.

8. Le polyndme nul est un élément neutre pour l'addition des polynémes.

9. On appelle polynéme opposé d'un polynéme P(x) le polynéme P’(x)
te) que la somme P(x) + P’ (x) soit le polynéme nul.

10. Tout polyndéme P(x) admet, pour la loi d'addition, un polyndme opposé
et un seul.

11. L'addition des polynémes est une opération commutative et associative.

12. Le degré de la somme de plusieurs polynémes est au plus égal au plus
haut degré des polyndémes a additionner.

13. Le produit d'un polynéme par un mondme est le polyndme obtenu en
multipliant chaque terme du polynome par le mondme et en faisant la
somme algébrique des résultats obtenus.

14, Le produit d'un polynéme par un polyndme est le polynéme obtenu en
multipliant chaque terme du premier par chaque terme du second, et
en faisant lJa somme algébrique des produits ainsi obtenus.

15. La multiplication des polynémes est une opération commutative et asso-
ciative; elle est distributive par rapport a 1'addition.

16. Si m et n sont les degrés respectifs des polyndmes P(x) et Q(x), le
degré du polynéme P (x).Q(x) est égal & m 4 n.

Exercices

REDUCTION. DEGRE,

276. On donne le polyndme : 4x3 —5x5 + x4 —2x® - 3Ix4 —1 —x.
10 Réduire les termes semblables de ce polynéme.
20 Ordonner le polynéme réduit par rapport aux pulssances décroissantes de la variable x.
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— Méme exercice que le précédent pour les polynémes suivants :

2717.
278.
279.
280.

261.

283.

204.

7x2—3x342—=5x245—=2x+x2
2x4—4x2 4+ 6x—3+5x—2x4 432

432 —T7 4+ 3Ix == 4+2x2=5—7x2+42x.
6x34+10x2+12—=5x—7+4x*—=3x2=2.

3 0 2a 1 1
zx—x —sx +x—2x+7 4x

2 1 3
3 __ 2 —x— 85— x2 —_— .
Ix $X +2x 5 2x +9—7x8 4 4)X°

3 2x 5, X 3x 0
3——3—+5x +3—Bx“+?—7x"+4—x
x®  3x x8 x3 x5

f—T+T—6x_1_i+xa__3'+x'

— Réduire les termes semblables des polynémes suivants :

285.
286.

207.

288.

3x—4z+5y+4z4+7y—9x+6y—9z+5x

3z—2x—2y—6z43y4+4x—2x4+3z—y.
2 3 x

5x—§y+z-‘—'x+3y—82—5y-—g-

On donne le polyndme : 4 x% — 8ay®x + 5 x%? — 12 x% — 7 a2 4 4 ay®x.

19 Réduire les termes semblables de ce polynéme.

2° Ordonner le polynéme réduit par rapport aux puissances croissantes de la variable x.

— Méme exercice que le précédent pour les polynémes suivants :

289.

290.

291.

Sax —4ax® —3a*xt 4 2a%x* — ax® — 7a® + 2ax® — 5axb.
2 3 ax? 1

Lax® — > a? — 2 —ax— =X a.

39 3 x4+ x 2 2x3 —a%x 3 +a

On donne le polynéme : 3x2 + 2x% — xy? + y4 — 48,

1° Indiquer le degré de ce polynéme :

a) par rapport & x; b) par rapport 3y; c) par rapport 1 I'ensemble des variables x et y.
20 Ordonner ce polyndme suivant les puissances croissantes de x.

39 Ordonner ce polyndme suivant les puissances décroissantes de y.
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— Méme exercice que le précédent pour les polynomes sulvants :

292.
293.
294,

295.

296.

Ix —2x%34 2x3y —yd 4+ 32,
4xd — 2x%y? 4+ xy® — Syt 4 2x4,
2xy3 —2x44 5yt — I xdy 4 6 xy2,

Ecrire un polyndme rédult 3 deux varlables x et y, homogéne par rapport 3 I'ensemble de ces
variables, dans les quatre cas suivants :

10 ce polynéme est du premier degré par rapport 3 I’ensemble des variables x et y;
20 il est du deuxiéme degré par rapport 3 I’ensemble de ces variables;
30 il est du troisitme degré par rapport 3 I'ensemble de ces variables;
40 il est du quatrieéme degré par rapport 3 I’ensemble de ces variables.

ADDITION ET SOUSTRACTION

On donne les deux polynémes : 4 —x2+5x et —~2x+3x2—5,

19 Ordonner chacun de ces polynémes suivant les pulssances décroissantes de x.

20 Calculer la somme de ces deux polyndmes réduits et réduire, dans cette somme, les termes
semblables.

— Méme exercice que le précédent pour les couples suivants de polyndmes :

297.
299.

301.

4x—32+2x* et 17 —=2x—2x2, 298, B8x*—4x+6x2 et Ix—244 2x.
2x—3x34+13 et 4x—12+43x3, 300, 6x—5x243x3 et 124 5x2—3x3,

On donne les trois polyndmes :
Py(x) = x*— 5x2 + 4x% Py(x)=3—4x+2x% Py{x)=3x2—5Sxi+7.

Calculer la somme : P,(x) + P,(x) -+ Pg(x); réduire et ordonner cette somme.

— Méme exercice que le précédent pour les trols polynémes suivants :

302.

303.

304.

305.

P =9x® — Tx +2x%  Py(x) =2x® —8x® 4 3; Py (x) = 4x + 6x2 — 5;

1 2 1
Pl(x)=§x“+§x——

1 1 2 2 3 1
L [ o )& = = xBa Jr— Zxb — x4
R Pa(a) = gx+ 5t — 2% Py()=3x+gx*— gt

x x? X
Pl(X)=4x2+2x"—3: Pz(x)=x—z+2x“: P,(x)::—a—x"—Zx"‘-

1 x 1 .2
PO =30 +7x =35 Pl =3 +1— et Py = x— 3+ 3 x*
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306. On donne les deux polyn8mes :
Pi(x)=2x24x4—3Ix+1 ot Py(x) =x2—3x>4-2x8 —x 4 3.

19 Calculer la différence P,(x) — P,(x); réduire et ordonner cette différence.
20 Ecrire la différence Py(x) — P, (x).

— Méme exercice que le précédent pour les couples sulvants de polynmes :
307. P(x)=2x"+x*—3x+1 et Pyx) =x? =30+ 2x¢—x 43,
308. P(x)=4x*+7x—-8x2+4+9 et Py(x) =—3x24+2x8—5x48.
309. P(x)=x2—T7x24+2x—1 et Py(x) =2x*—4x48x3—3,

310. On donne les trols polynémes :
P(x)=4x—2x"43; Py(x) =2x®— 3 x + x%; Py(x) = x*—2+5x.
10 Calculer les quatre polyndmes :
Py(x) + Py(x) +Py(x);  Py(x) +Py(x) —Py(x);  Py{x)—Py(x} + Py(x);  —P;(x) + Py(x) + Py(x).

20 Faire la somme des quatre polyndmes obtenus, et comparer cette somme au polynéme
P,(x) + Py(x) 4+ Py(x). Expliquer le résultat.

311. On donne les trois polynémes : P, (x) = ;x“ —2xt 4+ ;x’ -7

P,(x)=§x“—~;x’+6x+4: P,(x)=—:—;x‘+5x‘+3x’—5x+9.
10 Calculer les quatre polynémes :
Pu(x) + Py(x) + Py(x);  Py(x) — Py(x) — Py(x);  Py(x) —Py(x) +Py(x};  Py(x) + Py(x) — Py(x).

20 Calculer la somme des quatre polyndmes obtenus.

312, On donne la somme algébrique de polynémes suivante :
2x2=3x4+4)—(24+5x=7)+ (x2—=7x+3).
Calculer cette somme algébrique; puis la réduire et 'ordonner suivant les puissances décrois-
santes de la variable x.

— Méme exercice que le précédent pour les sommes algébriques de polyndmes suivantes :
3. (—x®4+4x—2)— (4®—3x+1)—(—3Ix2—5x+6).
M4, (2x0—4x8) — (5x2—3x+5)+ (—2x*4+5x2—3x+7).

2 4 ) x3 Sx
— x4 _ —_ —_(— 2 — -—f — — .
315. ( RS 3x+1) (=30 +4x=2) (2 +3 3)

2 x2 3Ix2  x 5x3 X2
——4x+5)—(x3+ e "'i_'r’)"‘(T —3+5x—10).

316. ( 3
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— Calculer et réduire les sommes algébriques de polynémes sulvantes :

N1, (x+y)—(—z+x)+ x—2z+4+2y)—(2x—13y).

M8, x+(x—2y)—(x+y—32)+ (2x—y+2z).

M (y—z+x)+Qz—-3y—x)—(2x—y+32).

320, (4x—2y)+ (@—3x+2y)+ (2x—y+32).

M. x+QBy—22)+[2x—@By—2x+2)] + [2x—y+2)— (x—2y+32)]
322, 4x*—(*+3Ix—2)4+[(x®—4+5x)+ (x—2)] — [(x*—3) — (x —2x?)].
323. 7 =3y2—[(—=3xy + 2y + (y"— S xy)] + [ —y*) — (¥*— 3 xy)].

324. On donne le polyndme : — x® - 5x2 — 4x 4 3.
Ecrire ce polynéme en mettant les trois derniers termes dans une parenthése précédée du
signe —.

— Méme exercice que le précédent pour les polynémes suivants :

325. 7 —2x"45x—12. 326. 43 —6x2+x +7.

327. 3x44+2x—x +1. 328. x* +2x®44x2+ x

329. On donne les trols polynémes : Py(x) = x* — ;x“ +3x — ; + 4
15 3
Pa(x) = 2x6 — 58 + 6x3 — x + 8; Pax) = — 3xt 4 " — 9 + 7"—12-

1° Calculer les sommes algébriques suivantes :

Py(x) + Py(x); Py(x) + Py(x) + Pa(x); BPy (x) + Py (N Py(x) + Py(x) — Pa(x).
20 Montrer qu'il existe deux entiers relatifs a et b tels que :

Py(x) = a.P, (x) et P (x) = b.P,(x).

3o Utiliser cette propriété pour retrouver, sans calculs, les résultats de la premiére question.

330. On considére deux polynémes P(x) et Q(x) de degrés respectifs m et n.
1° On suppose m > n, Quels sont les degrés des deux polynémes :
S(x) =P(x) + Q(x) et D(x)=P(x) —Q(0)1?

20 On suppose m = n. Montrer que l'un au moins des deux polynémes S(x) ou D(x) est
nécessairement de degré m.

30 Si I'un de ces deux polynémes est de degré m’ 3£ m, quelle relation d’ordre existe-t-1l entre
metm'?
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MULTIPLICATION

— Effectuer les produits suivants d’un polynéme par un monéme :

331.
332.
333.

334.

335.

(x* = 3x) (+ 40
(x2 — 1) (— 22;
(2x+2) (—52);

[5-1) vz

) 2

x+y—7) (=3x.
= x+42) (—x).
(2 =24 3x) (+ 2x%).

(X; —xy+ ;) (+ 2xy%)

8x 3y 1 3.
(?—7+i)(+1ox)')

— Dans les polynémes suivants, mettre en facteur commun le monéme du plus haut degré possible :

336.
338.
340.
342,

8a%—24a 4 3248,
3a2x — 6ax? 4 12abx.
a%c — 2acx + cx2.

a%x4 — 6.a5x® 4 9a'x.

337. 15x¥4 5x2 —35x5,
339. 16a%b*+ 44% — 2ab.
341, Bax? —16a%x®+ 4a%4.
343, 5a'b® + 2a%b® — 3 a%b5.

— Effectuer les produits suivants de deux polynémes :

344,
345.

347.

348.

(x+3) (x—2);
=) (x+1);

(x®*—5x43)(—2x2 = 5x+1);

(x2=3x+4) (x—3).
(x24x—4) (x+2).

(2x2 4+ 8 —4x) (2x 4+ 4).

Py -4 1)

(5x% — 5x2 4 4x) (x® — 3x + 3).

— Calculer les carrés des polyndmes suivants :

349.
350.

a?4a+1;
X' =3 x+2;

2x2—x—1.

d®—a?—a~—1.

— Effectuer les produits suivants de plusieurs polynémes :

351.
353.
355,
357.

1) (x—2) (x4 3).
(x—1)(x+2)(x~3).
(x—a)(x—b)(x—c).
(x — a) (x + b) (x + a).

352, (3x—2)(2x+3)(5—x).
354, (®=5x+3)(x—1)(x—2).
356. (x®—3x+2)(x—3)2x—1).
358. (a— x) (x —b)(c + x) (d — x).
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On donne I'expression : a(x — b) — b (a —x) + x (a + b).
Effectuer les calculs; puis réduire les termes semblables du polynéme alnsi obtenu et ordonner
ce polyndme suivant les puissances décroissantes de la variable x.

— Méme exercice que le précédent pour les expresslons sulvantes :

360.
361.

362.

363.
364.
365.

366.

b(x+a—b)—a(x+b—a)— (a®—b?.
(x—1) x+2) + (x+1) (x—3) =2 (x—2) (x +3).

(x—;) (x+;)—(x—5) (x+3)—37?-

(x + a —b) (x 4 a) — (x — a) (x + a + b) — (a® + b?).
x—1)(x—a+b)—(1—x)(x+a—b)—2(x+a—b)(x—a-+b).
a(x+a—b)(x—b)—b(x—a<+b)(x—a)— (a—b) (x—a) (x—b).
On donne les binomes :

A)=x—2; Bx)=x+5 Ckx)=x-—3; Dx)=x41.
Calculer les produits suivants :

A(x) x B(x); B(x) x C(x); C(x) x D(x);
A(x) x C(x); A(x) x D(x); B(x) x D(x);
A(x) X B(x) x C(x); A(x) %X B(x) x C(x) x D(x).
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CHAPITRE XIII

Identités usuelles.

Notion d’identité.

Considérons les deux expressions algébriques (a + b))k et ak + bk,
dans lesquelles @, b et k désignent trois variables. Nous savons que ces
deux expressions algébriques sont équivalentes, c’est-a-dire que, si nous
donnons aux variables a, b, k des valeurs numériques quelconques, les deux
expressions considérées prennent des valeurs numériques égales. Si
nous écrivons, de part et d’autre du signe =, les deux expressions (a + b) k
et ak + bk, nous obtenons une égalité qui est vraie quelles que soient les
valeurs numériques attribuées aux variables a, b, k.

Nous disons que Iégalité : (¢ + b)k = ak + bk est une identité.

DEFINITION : On appelle identité une égalité dont les deux membres sont
des expressions algébriques équivalentes.

Nous connaissons déja un certain nombre d’identités; si les lettres e, b, ¢, k
qui figurent dans les égalités suivantes représentent des variables ou des
expressions algébriques entidres, ces égalités sont des identités :

a+b=0b+a;
(e+b+c=a+(b+¢);
axb=>bxa;
(ab)c =a(bc);
(@ — b+ c)k =ak — bk +ck.

Dans le calcul algébrique, on utilise fréquemment des identités qui
doivent étre sues parfaitement et appliquées sans hésitation.,

Dans les paragraphes qui suivent, les lettres x et y désignent soit des
nombres relatifs, soit des variables, soit des expressions algébriques
entiéres.
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Carzé de la somme de deux termes.

Proposons-nous de calculer le carré de la somme (x + ).

Nous avons, par définition : (x + )2 =(x +y) (x + ).

Appliquons la régle relative au produit de deux polynémes; nous écrivons :
(x+y) (x +y) =22+ 2y + zy + 52

Réduisons les termes semblables; nous obtenons l'identité .

(x+y)P =2+ 2xy +y?

Nous énongons ;

THEOREME : Le carré de la somme de deux termes est égal a la somme
des carrés des deux termes, augmentée du double produit de ces termes.
Par exemple, nous avons :

Bx+5P2=(3x)2+2x3x x5+ (5)3
¢’est-a-dire :

(32 +5)2=92%+30x + 25.

Carxré de la différence de deux termes.

Proposons-nous de calculer le carré de la différence (x — ).
Nous avons, par définition : (x —y)2 =(x —y) (x — ).

Appliquons la régle relative au produit de deux sommes algébriques ou
au produit de deux polynémes; nous écrivons :

(x—y)(x —y) =2* —xy —xy + 5

Réduisons les termes semblables; nous obtenons l'identité .

| (x —y)! =a? — 2xy +5°

Nous énongons :

TaioREME : Le carré de la différence de deux termes est égal a la somme
des carrés des deux termes, diminuée du double produit de ces termes.

Par exemple, nous avons : 2x—3y)2=(2x)2—2 x2x x 3y +(3y)%
c¢’est-d-dire : (2x—3y)2=4x%—12xy +9y%
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Produit de la somme de deux termes par leur différence.
Proposons-nous de calculer le produit de la somme (x +y) par la diffé-
rence (x —y).

Appliquons la régle relative au produit de deux sommes algébriques ou au
produit de deux polyndémes; nous écrivons :

(x+y) (x—y) =22+ xy —ay —y2

Réduisons les termes semblables; nous obtenons I'identité :

(x+y)(x—y)=2>—y*?

Nous énongons :
THEOREME : Le produit de la somme de deux termes par leur différence
est égal a la différence des carrés de ces termes.
Par exemple, nous avons :
(x+1)(x—1) =2 —1;
(5—3x)(5+3x) =25—9x2;

x NN (F_y\ ¥
(§+3)(§ 3)—4 9

APPLICATION DES IDENTITES USUELLES
AU CALCUL NUMERIQUE

Carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 1.

Proposons-nous, par exemple, de calculer le carré du nombre entier 31.
Nous écrivons 1'égalité : 31 =30 + 1, puis nous utilisons I’identité :

(x+y)2=2242xy +y2
Nous avons done : (30 4+ 1)2 =302 42 x 30 + 1 =900 4 60 + 1 = 961.

D’une fagon générale, considérons un entier n dont le chiffre des unités
est 1, et dont le nombre des dizaines est d.

Nous avons : n =10d 4 1.
Nous en déduisons : n?=(10d +1)2 =100d% + 2 x 10d + 1.
10d est le nombre entier qui précéde n, et 100d? est le carré de 10d.



357.

358.

359.

360.

361.

IDENTITES USUELLES 217
Nous concluons :

R2cLE : Le carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 1 est
égal au carré du nombre immédiatement inférieur, augmenté du double
de ce nombre, et de 1.

Carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 9.

Proposons-nous, par exemple, de calculer le carré du nombre entier 49.
Nous écrivons I'égalité : 49 =50 — 1, puis nous utilisons I'identité :

(x —y)2 =22 —2xy +y%
Nous avons done : (50 —1)? =502 —2 x 50 41 =2401.

D’une fagon générale, considérons un entier n dont le chiffre des unités
est 9; si (d — 1) est le nombre de dizaines de n, nous avons :

n=10(d—1)+9=10d —10 4+ 9 =10d — 1.
Nous en déduisons : n?=(10d —1)2=100d? —2 x 10d + 1.

10 d est le nombre entier qui suit n, et 100d? est le carré de 10d.
Nous concluons :

REGLE : Le carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 9 est
égal au carré du nombre immédiatement supérieur, diminué du double de
ce nombre et augmenté de 1.

Carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 5.

Considérons un entier n dont le chiffre des unités est 5, et dont le nombre
des dizaines est d.

Nous avons : n =10d + 5.
Nous en déduisons : n2=(10d 4 5)2 =100d2 + 1004 + 25.

Dans la somme 100 d2 4- 100d, mettons 100d en factcur commun; nous
avons : 100d2 + 100d =100d(d + 1).
Nous en déduisons : n2=100d(d + 1) + 25.

Cette égalité implique que le nombre des centaines de n2? est égal a
d(d + 1), et qu’a la droite de ce nombre nous inscrivons 25.



218

362.

363.

364.

oL
DU

ALGEBRB

Nous énongons *

RicLE : Pour écrire le carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités
est 5, on multiplie le nombre des dizaines par le nombre entier immédiate-
ment supérieur et ’on écrit 25 a la droite de ce produit.

Par exemple, pour écrire le carré de 75, nous multiplions 7 par 8 et nous
écrivons 25 a la droite du produit 56; nous avons : 752 =5 625.

Pour écrire le carré de 115, nous multiplions 11 par 12 et nous écrivons 25
a la droite du produit 132; nous avons : 1152 =13 225.

FACTORISATION D'UN POLYNOME

Nous avons appris, dans certains cas (n° 196 a 198) a factoriser une
somme algébrique de nombres relatifs, c’est-a-dire & remplacer la somme
algébrique donnée par un produit : produit d’une somme algébrique
par un nombre relatif, ou produit de deux sommes algébriques.

1l est souvent utile de transformer un polynéme en un produit de facteurs.
Cette transformation est une opération parfois difficile que nous étudierons
dans les classes ultérieures. Nous nous bornons 4 donner quelques exemples
de factorisation de polynomes.

Premier exemple : Proposons-nous de factoriser le polynéme :

Sat 4+ 15 23 + 20 a2

Nous constatons que dans chacun des mondémes nous pouvons mettre 5x?
en facteur commun; nous avons done :

5a8 + 1523 + 2042 =542(a2 + 35 + 4).

Deuxiénie sxompie : Proposons-nous de factoriser 'expression algébrique :
(x+3)2%+4x 412,
Mettons 4 en facteur dans les deux derniers termes :
(x+3)2+4x+4+12=(x+3)2+4(x +3).
Le bindme (x + 3) est alors un facteur commun; nous avons :
(+3)2+4x+12 =(x + 3)[(x + 3) + 4],
c’est-a-dire : (x+3)2+4x+12=(x+3)(x+ 7).
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Troisidme exemple : L’utilisation des identités usuelles permet parfois
de factoriser un polynéme; nous écrivons par exemple :

10 4922 —16 = (Tx +4)(Tx —4).

20 36 —(3+2x)2=[6+(3+22)][6 — (3 +21)],
36 — (3 +2x)2 = (9 +2x) (3 — 2).

30 (342 —(x—32=[(3x+2) +(x—3)][3x+2) — (x — 3)},
(3x+2)2— (v — 3)2 = (4x — 1) (2% + 5).

40 43 +8x2 +4x=0x(2+2x+1) =4x(x+ 1)

RESUME

. On appelle identité une égalité dont les deux membres sont des expres-

. Le carré de la somme de deux termes est égal A la somme des carrés

. Le carré de la différence de deux termes est égal 4 la somme des carrés

. Le produit de la somme de deux termes par leur différence est égal &

. Le carré d’'un nombre entier dont le chiffire des unités est 1 est &gal au

. Le carré d’un nombre entier dont le chiffre des unités est 9 est égal au

. Pour é&crire le carré d'un nombre entier dont le chiffre des unités est 5,

sions algébriques équivalentes.

des deux termes, augmenté du double produit de ces termes :
x+y)i=x2+2xy+y

des deux termes, diminué¢e du double produit de ces termes :
(x—y)l=x*—2xy+y2

la différence des carrés de ces termes :
@E+E—y)=x*—y

carré du nombre immédiatement inférieur, augmenté du double de ce
nombre et de 1.

carré du nombre immédiatement supérieur, diminué du double de ce
nombre et augmenté de 1.

on multiplie le nombre des dizaines par le nombre entier immédiatement
supérieur, et 1'on écrit 28 a droite de ce produit.
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Exercices

— Utiliser les identités usuelles pour calculer les carrés suivants :

367. (x+1)2; (4x = 3)%; (10x + y)2
368. (x—2); (x + 15)’; (xa _ ;)”
369. (; - 3)’)’: (; + ;)a: (2 + 2y%2
370. (2—;2+3y)2: 522 — 27 (3_;‘”_1’_;2 .

— Utiliser les identités usuelles pour calculer les produits suivants :

M. (x+3) (x—3); @x—5) @x+5); (3+42y) 3 —2y).
ML (1) (x—1); Bx—2) Gx+2): (6 +3y) By —6).
73, (54 x) (5—x); (5x+3) 3 —5x); @x—7) 2x+7).
374. (10x+y) (10x—y); (Ox+2y) 3x — 2y); (x +4y) 4y — x).
WS (1 4+ (= x2); 00 + %) (2 — )3 () ()

— Utiliser les identités usuelles pour calculer les expressions suivantes :

376, (x4+1)1 —(x—1)%; (3":2)’_(3"7—?)”.
WM. (@—3)P — @+ ("%")’ _(?‘%Y)”.

i T I )

379. On donne le trinéme : x2—éx + 9.
Montrer que ce trinéme est le carré d'un binéme. Quel est ce binéme ?

— Méme exercice que le précédent pour les trindmes suivants :

380. a244a+4; 4x2—4xy+y> 381. 2542 —-10a+41; 16x2 — 40 xy + 252
1 X2  xy y? 1 Xt 2xy  y?
- — ] i Wl r. 2 _ LT,
382. 3 x4+ x23 4+3 -l-9 383. 9«x +2x+9. 5 15 +25
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- Keconnaitre parmi les trinémes sulvants ceux qul sont le carré d’un binéme :
384. x?— Bx-16; x4 4x—4 385. 9x2— 6x+ 1; 25 — 20x + 4x2.
386. —1+10x—25x3; 9 —12x—4x% 307. —64+48x—9x% 25x?—40xy + 16y~

— On donne les deux termes du carré d’un bindme; trouver ce bindme, puis compléter le carré dans
les cas suivants :

388. a? 4 2aq; X2 —4x, 389. a?+6a; x2 4+ 5x.
390. 44?4 a; x2 —9x. 391. 9a? + 6a; X2+ px.
392, x+1; 1—nx 393, ~4x+9; x2 + 16.

— Vérifier les identités suivantes :

394, (a—b) (a®+ ab + b%) =a®— b,

395. (a -+ b) (a® — ab + b?) = a® 4 b®.

396. (a— b) (a®+ a®b + ab? + b%) = a® — b,

397. (a4 b2) (x®+ y?) = (ax + by)? + (ay — bx)>.

398. x(x+1)(x+2)(x+3)+1=0243x+1)2

399. a(b+c)2+b(c+a)2+c(a+b)?—4abc=(a+b)(b+c)(c+a)

400. (a®+ b2+ ¢?) (x4 y* + z%) = (ax 4 by + cz)® + (ay — bx)® + (bz — cy)? + (cx — az)%

— Vérifier les identités suivantes :

a? —1\2 2a ’_ a + b\? a— b\2

() + ) = o () - () -

a + b\? (a—b”_a”+b’ a4+b a—b_2(a®+bY
403. ( 2 ) T 1 )‘ 2 sy S iy e oy

— Factoriser les expressions suivantes :

405. 2x—3)(Sx—1)—2x—3) (x+1).

406, (7x—12—(Tx—1)(3x+2).

407. 2x—32—(2x—3)(5x—=7).

408. (4—-3x)2+3x)—2(1—2x)(3x—4).

409. QBx+1)2x—3)+CBx+1)(x+2)—Sx+4) 3x+1).
M0, 2x—3)@x+1)—Tx+4)@x+1)+ @x+1) (x+1).
M. (x—8) (4x—1)+x2—8x.

MONGE. MATIH. 4°. ’
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— Ultiliser les Identités usuelles pour factoriser les polynémes sulvants :

L1k R

Q4.

a* — 25; xl— 4y 5x®—80x. M3 12— 1 902 —16b%; adx?— b?y,

1_4; 2 _ gat — @ 2  a® 9b?
Pad—4;  Ax?—a%%; 94’ — 4xPy0 415, 49x2 — 25 3 3% 2T

— Utlliser les identités usuelles pour factorlser les expressions suivantes :

q16.
4117,
418.
419.
120.

474
"LV,

(a+1)2—a*; 9x? — (x + 2)2; (3x—4y)* — 25,

(x+ 32 —=(x+1)% (22 =12 —2x+ 1)%; x4+ 1)2— (3x— 4.

(Bx = 1) — (Sx + 3); (6x—T7)2 — (2x — 7)*; (3x — 5)2 — (x — 2)2,
@x+3)* = (1 — 4%)%; (x4 3)2 — (x + 9%; (Bx—4)? — 4(x+ 22
Sx—4?—(3x+2)%; 42x+ 32— (3x—2)"; 25(3x —1)2 —16(5x 4 32,

10 Caleyler les detx expressions suivantes et réduire les termes semblables :
(@a+b)2+ (a—b)? et (a + by — (@ — b)A

20 Utiliser les résultats précédents pour calculer simplement les deux expressions suivantes :
@x4+3y)°+ 2x—3y)? et (2x+3y)2— (2x—3y)2

— Factoriser les expressions suivantes :

422,
974.
426.

428.

429.

25x% — 30x%y + 9y2, 423. 9Ix y —12xy + 4y.
Ba+1)2 496 —1. 425. 4x? — 8Bxy 4+ 4y — 2.
11—+ 2x—=1)2 427. (x+3)(x—2) — 4+ x2

On donne I'expression : E (x) = (2x — 1) — (x — 3)%,
10 Effectuer les calculs; réduire les termes semblables du polynéme ainsi obtenu; puls ordonner
ce polynéme suivant les puissances décroissantes de x.

2° Factoriser V'expression E (x).
Bo Calculer les valeurs numériques de |’expression E (x) pour les valeurs suivantes de x :
x= —2; x=0; x=+13

Utiliser dans chaque cas la forme de I'expression E (x) qui donne les calculs les plus simples.

On donne I'expression : E (x) = (x2 — 16)2 — (x + 4)2
10 Effectuer les calculs; réduire les termes semblables du polynéme ainsi obtenu; puis ordonner
ce polyndme suivant les puissances décroissantes de x.

2° Factoriser I'expression E (x).
30 Calculer les valeurs numériques de !'expression E (x) pour les valeurs suivantes de x:
x=—4 x=0; x=+3; x=+5.

Utiliser dans chaque cas la forme de ’expression E (x) qui donne les calculs les plus rapides.
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CHAPITRE XIV

Equations.

Equation du premier degré a une inconnue.

EQUATIONS

Egalité numérique et identité.

Considérons les deux opérations : (+18) +(+4) et (4 25) 4+ (—3).
Nous savons que les résultats de ces deux opérations sont tous deux égaux
a (+22).

Lorsque nous écrivons : (+ 18) + (+4) =(+25) +(—3), le signe =
signifie que, si nous eflectuons les opérations indiquées, nous trouvons
dans chacun des deux membres de I’égalité des nombres relatifs égaux.
Nous disons que I'égalité : (+18) +(+4)=(+25)+(—3) est une

égalité numérique.

Considérons les deux expressions algébriques :
Bx—y)? et 942 —06xy 4 y2

Nous avons établi dans le chapitre précédent que ces deux expressions
algébriques sont équivalentes.

Lorsque nous écrivons : (3x —y)2 =922 — 6xy +y2, cette égalité est
vérifiée quelles que soient les valeurs numériques données aux variables
x et y.

Nous disons que D’égalité : (3x —y)2 =942 —6xy +y? est une identité.

Dans les deux exemples qui précédent, le signe = sépare deux membres
dont nous savons qu’ils ont toujours des valeurs numériques égales; nous
disons que dans une égalité numérique ou dans une identité, le signe =
a la signification d’une affirmation.
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ﬁquation.

Considérons les deux expressions algébriques —323+48x et 2+ 4.
Donnons A la variable x un certain nombre de valeurs numériques prises
dans Pcensemble Q des nombres relatifs, et calculons les valeurs numé-
riques respectives de chacune de ces cxpressions; nous obtenons le tableau
suivant :

p ~5 2 1 0 42 41 +2 +4

3
— 3% 4 8« +g1—85 +8 -5 0 +%0 +5 —8 —160

41 40

L’cxamen de cc tableau montre d’abord que les deux expressions algé-
brlqu(,s —34%+8x et x2 4+ 4 ne sont pas équivalentes pulsque, pour
certaines valeurs numériques de x, elles prennent des valeurs numériques
différentes.

Nous voyons aussi qu’il existe dans ce tableau trois valeurs de x
lesquelles les valeurs numériques des expressions sont égales.

* pour

Si nous mettons le signe = entre ces deux expressions algébriques non
équivalentes, nous écrivons une équation : — 3% +8x =22 4 4.
Chacune des valeurs de x pour laquelle ces deux expressions prennent des
valeurs numériques égales est une racine dc ’équation; on dit parfois
aussi que c’est une solution de I’équation.

D’une fagon générale, considérons deux cxpressions algébriques P(x)
et Q(x) qui renferment toutes deux unec scule variable x. Demandons-
nous s’il existe des valeurs de x pour lesquelles les deux expressions pren-
nent la méme valeur numérique, et recherchons ces valeurs de x.

Un tel probléme est ’étude de I’équation : P(x) = Q(x).

DEFINITION : On appelle équation & une inconnue une égalité condition-
nelle entre deux expressions algébriques qui renferment une seule variable x.
Les expressions algébriques sont les deux membres de I’équation; la varia-
ble x prend alors le nom d’inconnue.

*Nous verrous duns une clusse ultéricure que ce sont les senles valeurs de x pour leaquelles cette égulité a Lieu.
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Résoudre une équation c’est trouver toutes les racines, c’est-a-dire toutes
les valeurs de I'inconnue qui donnent aux deux membres des valeurs
numériques égales.

Il résulte de ce qui précéde que le signe = qui sépare les deux membres
d’une équation n’a pas la méme signification d’affirmation que dans une
égalité numérique ou dans une identité; dans une équation, le signe =
a la signification d’une interrogation et d’ume recherche : Existe-t-il des
valeurs de x pour lesquelles les deux membres prennent des valeurs numériques
égales? Quelles sont ces valeurs numériques?

REMARQUE IMPORTANTE : Il est souvent nécessaire de préciser I'ensemble
numérique dans lequel on cherche les racines d’une équation donnée.
Par exemple, nous avons considéré l’équation : — x4 8x =x2% 4 4.

Dans I’ensemble () des nombres relatifs, elle admet pour racines les nombres
2
- 2s + 3' + 1.

Dans I’enscmble Z des enticrs relatifs, elle admet pour racines les nombres

—2et 1.
Dans I’ensemble Q+ des nombres positifs, elle admet pour racines les nom-

bres +§et + 1.

Dans I’ensemble & des nombres arithmétiques, elle admet pour racines

les nombres g et 1.

Dans I’ensemble N des entiers naturels, elle admet pour racine le nombre 1.

f!quations équivalentes.

DEFINITION : On dit que deux équations sont équivalentes si toute racine
de la premiére est racine de la seconde, ct si, réciproquement, toute racine
de la seconde est racine de la premiére.

Par exemple, nous montrerons ultérieurement que les équationsx?2 —9 =0
et 242 =18 sont deux équations équivalentes; toutes deux admettent
pour racines dans I’ensemble Q les nombres + 3 et — 3. -

Mais les deux équations : (x —2) (x —1) =4(x —1) et x—2 =4 ne
sont pas des équations équivalentes; en effet la premiére admet pour
racines dans I’ensemble Q les nombres +1 et 4 6, la seconde admet
la racine + 6, mais n’admet pas la racine + 1.
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Remarquons dés lors que, si nous divisons les deux membres de la premiére
équation par ’expression algébrique (x — 1), nous n’obtenons pas une
équation équivalente.

Pour résoudre une équation & une inconnue, nous sommes donc amenés
a remplacer cette équation par une équation équivalente, mais plus simple
a résoudre. Nous ferons ce remplacement en utilisant les deux principes
suivants et leurs applications pratiques; nous admettons ces principes
sans démonstration :

Premier principe : Si ’on ajoute aux deux membres d’une équation une

méme expression algébrique définie, on obtient une équation équivalente.

Deuxiéme principe : Si Pon multiplie les deux membres d’une équation

par un méme nombre relatif non nul, on obtient une équation équivalente.

Application du premier principe.

Considérons par exemple ’équation : 15x — 6 =5x + 4. (1)

Ajoutons aux deux membres de cette équation I’expression algébrique
— 5 x + 6 qui est définie pour toute valeur de x.

Nous obtenons I’équation équivalente :

154 —6 —5x+6=5x+4—~5x2+6,

que nous écrivons, en faisant la réduction de certains termes :
15x —5x=4+6. 2)

Comparons 1’écriture des équations (1) et (2); les termes y sont groupés
différemment. Dans I’équation (2), les termes qui contiennent J’incon-
nue sont tous dans le premier membre, et les termes connus sont tous
dans le second membre. Nous disons que nous avons transposé 5x dans
le premier membre et 6 dans le second; nous constatons qu’au cours de
cette transposition nous avens changé les signes devant 5x et devant 6.

Nous admettons la régle suivante :
RiEcLE : Si, dans une équation, on Lranspose un terme d’un membre dans

Pautre en changeant le signe qui le précéde, on obtient une équation
équivalente.
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Bpplication du deuxiéme principe.

Considérons, par exemple, I’équation ;

22 5 e 3

Réduisons tous les termes de cette équation au dénominateur 12; nous
écrivons I’équation (1) sous la forme :
8 5 48x 6x 9
2 Bt T @)
Multiplions les deux membres par 12; nous obtcnons I’équation (2)
équivalente a I’équation (1) :
8x—5+4+48x=6x—9.

Nous admettons la régle suivante :

REGLE Si des dénominateurs numériques figurent dans une équation,
on obtient une équation équivalente & I’équation donnée en réduisant
tous les termes au méme dénominateur, et en multipliant ensuite les deux
membres par ce dénominateur comnun.

EQUATION DU PREMIER DEGRE B UNE INCONNUE

Equatiop entiére 3 une inconnue.

DEFINITION : On dit qu’une équation esl entiére et i une inconnue lorsque
ses deux membres sonl des polyndmes d’une seule variable.

Par exemple, I’équation 23 —2x 4+ 1 =4x 452 —9 cst une équation
entiére & une inconnue.

f:quation du premiex degré a une inconnue.

DirFiniTION : On dit qu’une équation entidre est du premicr degré a une
inconnue si, aprés transposition des termes et réduction des termes sem-
blables, elle est équivalente a I’équation : ax = b, o1 x est I'inconnue et ot
a el b sont des nombres relatifs connus.
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Considérons, par exemple, I'équation : (x +3)(x +5) =22+ 6x + 3.

Effectuons les calculs indiqués au premier membre; nous écrivons I'équa-

tion : 22 4+5x+3x+15=a2+6x43.

Transposons dans le premier membre tous les termes qui contiennent

I'inconnue, et dans le second membre tous les termes connus; nous obte-

nons I’équation suivante équivalente & 'équation proposée :
224+5x4+3x—a2—06x=3—15,

ou:

+2x=—12.

C’est une équation du premier degré a une inconnue.

Résolution dans l’ensemble Q de I’équation : ax = b.

Considérons, par exemple, ’équation :

x 3x
3~ 1= > +1- 1)
Proposons-nous de la résoudre dans I’ensemble Q des nombres relatifs.
Réduisons d’abord tous les termes au méme dénominateur 6 :

2x 6 9x 6

6 6616 @
Multiplicns les deux membres par 6; nous obtenons I'équation équiva-
lente :

29— 6=9x+6. )

Transposons les iermes inconnus dans le premier membre et les termes
connus dans le second; nous obtenons ’équation équivalente :

29 —9x=6+6. (3)
Réduisons les termes semblables; nous obtenons I’équation du premier
degré : —Tx=+12. (3)

Pour résoudre I’équation (3) dans I’ensemble Q, nous devons chercher
g’il existe des nombres relatifs dont le produit par — 7 est égal a 4 12,
et trouver tous ces nombres. C’est le probléme de la recherche du quotient
exact de 412 par — 7. Nous savons que ce quotient existe et qu’il est

unique; c’est le nombre relatif — 7

Nous en concluons que, dans I’ensemble Q, I’équation proposée admet

. . . 12
une racine unique égale a — =



386.

387.

388.

389.

EQUATIONS 229

Dans le cas général, proposons-nous de résoudre dans I’ensemble Q I’équa-
tion : ax = b.

Nous devons chercher 8’il existe des nombres relatifs dont le produit
par a est égal & b et trouver tous ces nombres. C’est le probléme de la
recherche du quotient exact du nombre relatif b par le nombre relatif a.
Nous savons que, si a est différent de zéro, ce quotient existe et cst unique;

’ . . . b
nous I’avons représenté par le notation : —.
[{]

Nous énongons :

TrEOREME : Si e m’est pas nul, 'équation : ax = b admet une racine
et une seule dans ensemble Q : le quotient exact de b par a.

REMARQUES : 1° Nous rappelons que si b est nul et si @ est différent de
zéro, le quotient de b par a existe et est égal a zéro.

Par exemple I’équation : —4x =0 admet dans ’ensemble () une solution
unique, le nombre 0.

20 Si I’on doit résoudre une équation dans un ensemble § autre que I’en-

semble Q, il y a lieu d’examiner si le nombre ;I: appartient a ’ensemble &.

Considérons, par exemple, I’équation + 7x +5 =0. Dans ’ensemble Q

des nombres relatifs, elle admet une racine unique égale 3 — - Dans

7

I’ensemble Z des entiers relatifs, cette équation n’a pas de racine.

Cas particuliers.

Premier cas : Proposons-nous, par exemple, de résoudre dans I’ensemble Q
Iéquation :
8 2x 16x  23»

Totg—=3 tpth @)
Réduisons tous les termes au méme dénominateur 15 :

1054 24 2x 80x 23x 15

ERE A R AU T ) @

Multiplions les deux membres par 15; nous obtenons I’équation équiva-
lente : 1052 4+ 24 —2x =80x + 23 x 4+ 15. (2)
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Transposons les termes inconnus dans le premier membre, les termes
connus dans le second; nous obtenons I’équation équivalente :

0.2 =—09. (3)

Le produit d’un nombre relatif par 0 est toujours nul;il n’existe donc aucun
nombre relatif dont le produit par zéro soit égal & — 9. L’équation proposée
n’a pas de racine dans ’ensemble Q.

Nous énoncons *

Si Péquation proposée esl équivalente & Péquation : ax = b oix a est nul
et b différent de zéro, elle n’a pas de racine dans Uensemble Q.

Deuxiéme cas : Proposons-nous de résoudre ’équation :

8 3 19 1
i tate—i=qp =y @)

Réduisons tous les termes au méme dénominateur 44 *
31:\: 33 4il~_x 44}_76;\;_11

ututu uw uw u )

Multiplions les deux membres par 44; nous obtenons I’équation équiva-
lente :
322 4+33 +44x— 44 =T61 —11. (2)

Transposons les termes inconnus dans le premier membre et les termes
connus dans le second; nous obtenons I’équation équivalente -

0.0 =0. (3)
Toute valeur de x est rucine de cette équation.

Il en résulte que les deux membres de 1’équation proposée prennent des
valeurs numériques égales pour toute valeur de la variable; ce sont deux
expressions algébriques équivalentes; I’équation proposée est une identité.

Nous énoncons :
Si Péquation proposée est équivalente a I’équation ax =b oliget b sont

tous deux nuls, ses deux membres sont des expressions algébriques équi-
valentes; I’équation proposée est une identité.



EQUATIONS 231

RESUME

1.

10.

11.

12.

On appelle équation & une inconnue une égalité conditionnelle entre
deux expressions algébriques qui renferment une seule variable x.
Les expressions algébriques sont les deux membres de I'équation; la
variable x prend alors le nom d’inconnue.

Résoudre une équation, c’est trouver toutes les racines, c'est-a-dire toutes
les valeurs de l'inconnue qui donnentaux deux membres de 1'équation
des valeurs numériques égales.

. On dit que deux équations sont équivalentes si toute racine de la premiére

est racine de la seconde, et si, réciproquement, toute racine de la seconde
est racine de la premiére.

Si I’on ajoute aux deux membres d’une équation une méme expression
algébrique définie, on obtient une équation équivalente.

Si I’on multiplie les deux membres d'une équation par un méme nombre
relatif non nul, on obtient une équation équivalente.

Si, dans une équation, on transpose un terme d'un membre dans l’autre
en changeant le signe qui le précéde, on obtient une équation équiva-
lente.

Si des dénominateurs numériques figurent dans une équation, on
obtient une équation équivalente & }'équation donnée en réduisant tous
les termes au méme dénominateur, et en multipliant ensuite les deux
membres par ce dénominateur commun.

On dit qu'une équation est entiére et & une inconnue lorsque ses deux
membres sont des polyndmes d'une seule variable x.

On dit qu'une équation entiére est du premier degré a une inconnue
si, aprés transposition de termes et réduction des termes semblables,
elle est équivalente & 1'équation : ax=b, o0 x est l'inconnue et ou
a et b sont des nombres relatifs connus.

Si a n'est pas nul, I’équation : ax = b admet une racine et une seule
dans )’ensemble Q : le quotient exact de b par a.

Si I’équation proposée est équivalente i 1'équation : ax=Db ol a est
nul et b différent de zéro, elle n’a pas de racine dans }’ensemble Q.

Si I'équation proposée est équivalente & 1'équation : ax=b ol a et b
sont tous deux nuls, ses deux membres sont deux expressions algébri-
ques équivalentes; cette équation est une identité.




Exercices

430. On donne les deux équations :
xX+1=3x—-2 1) et 2x2—6x+6=0.

Ces deux équations sont-elles équivalentes ?

— Méme exercice que le précédent pour les équations suivantes :

4. R 4+5x—1=0 (1) et 2x(x +5) =2

B2 x(x—2+4=0 (1) et X =4x2 —Bx.
5]

a3 XX ) ot 5x2—dx=—2.
T T2

434. xX*—4=x-—-2 m et x+2=1.

435. Indiquer celles des trois équations suivantes qui sont équivalentes :
23 —3x24+5x=0 (1), 2x2+2)=3x—1, (2) 6(x*+1)—9(x—1)=0.

— Méme exercice que le précédent pour les équations suivantes;

436, -9 —4x=0 (1), (x+2(x—2=9x(2), 2x(x—1)=82x+1).

]
7. 12-3x+§=o ), 2x(x—6)=—5 (2, 20=12x2—5x.
438, 4 —1=2x4+1 (1), 2x—1=1 @, x“—%—%:O.
439. 32 6x=3x+6 (1), x(x=1N(x+2)=(x—=1)(x+2),

B4 x®—2x=x24x—2.

440. Indiquer dans lequel des ensembles suivants :

N : ensemble des entiers naturels;

Q : ensemble des nombres relatifs;

Z : ensemble des entiers relatifs;

F : ensemble des nombres arithmétiques;

on doit résoudre une équation pour que les racines de cette équation représentent :

a) le rayon d’un cercle;

b) le nombre d’habitants d'une ville;

¢) une température dans |'échelle absolue;
d) le gain ou la perte d’un joueur de billes;
e) la longueur d'un vecteur;

f) Vabscisse d’un point sur un axe.

@

@
2

@
@

(©]

3

3

3

@
3
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441. Résoudre les trois équations sulvantes dans I'ensemble Q des nombres relatifs :

5(x42)— 2(x + 3) = 4(x +1).
S(x+2)—2(x+3)=3(x+1).
S5(x+2)—2(x+3)=3Ix+4

NOTE : Parmi les équations suivantes, n® 442 @ n® 481, certaines sont des identités, d’autres n’ont

pas de racine.

— Résoudre les équations suivantes :

442,
444.
446.

448.

450,

452.

454,

456.

10 dans I’ensemble Q des nombres relatifs;

20 dans 'ensemble N des entiers naturels.

x+15=3x421. 443,
Tx—21=9x—29. 445,
Tx+7)—4(x—H=177. 447.
8—3x—3(6—x)=2(5—2x). 449,
X X

2x+-2+§=17- 451.
3Ix 7x 9

7—T=2X—Z' 453.
16x 3x+4+9

3 " "% =3Ix—-7 455.
x 2 51—=x

3TES T 457.

— Résoudre les équations suivantes :

458.

1¢ dans '’ensemble Q des nombres relatifs;
20 dans 'ensemble Z des entlers relatifs.

2x 2x

X

5—1—2+3=7—3- 459.

3x 5 6—2x 49

Sog=w— 461.

9 7

X7 _Bx+7 5 s 463.
2 3

x+16_24—x_5x—28_3. 465.

3 2 T2

2x+27=7x—8.
7x—14= x—2.
3(x+8) —2(x+12) = 48.
6x— (11 —2x) =4x—3.

2 5
8x — - = —
x 7x+6

3
5x 2x
E—B=3—11-
2(x+1)
7 =x—4
4(2x—EI)_4 3(x—3).
3 7§
x 3x S
3 gt =4-3 -7
MNx 5 3x _ 25x 3
472788 2
x+7 x—9 3 Ix—16

3 5 15
4x —10 5x—1

- —3=

> 1
9 6 3
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— Résoudre les équations sulvantes :

19 dans I'’ensemble N des entiers naturels;

20 dans |'ensemble Z des entiers relatifs.

3(x 8) x—12 4(x+8) «x 3(x+5) x
466. =144 =205 e otk B G A Sl S
3t + B e A Ik
3 3x 5x 2 23 g x—2 1 2x—1
R R Bl S A T 9. o+ =0
a0. -16"1;' BT = 2("+56) 2x. an. 4(1—7_".) Ix+3 4—"_2(x+4).

— Résoudre les équatlons sulvantes :

1° dans I'ensemble Q des nombres relatifs;

2° dans I'ensemble F des nombres arithmétiques.

B8x+4 4 20—6x__4x—6
472, 3 T 15 =15 -1
2(5x—6) _3x+4_x+2 _
473. Ty g = 5
2x—2) 20—2x 3 _
4M14. 5 4—+i_ 7.
a5, 22x+5) _ 2x—1) __ 203x+1),
’ 15~ 75 G
27 — 5x 5(27—3x) _20x=¢
476, 5 3 9
’f.—_5_1_°+_2*
L LEX] \
— Résouare dans Pensembls Q les &guations sulvantes ¢
arp, WD O+ DA _x g
2 6 3
x=2x—=1N x+2)(x+1 =(11x—1)(x+3)_2_3.
479. w"—:s—'_""""”‘l— ' 12 3
x—2 () (=5  (x—2°_(x+3)@x=1)
w. -t 6 te = 6 +
g, UFD AN, B-29 @B+ 42— 20x+61

6 T4 T2
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— Dans les équations suivantes x est l'inconnue, a est un nombre donné (paramétre); résoudre
ces équations dans I’ensemble Q des nombres relatifs.

482 @+2)x—N=x-—-12 483. a®>x 4+ 4= 16x + a.
484. a(x—2)=x+4(a—1). 485, ax+416= 4x4 a°.

— Dans les équatlons suivantes, n° 486 3 n° 489, x est I'inconnue, aest un nombre donné (paramétre)
486. Pour quelles valeurs de a I'équation :

x+a_ ’%B =41

n’a-t-elle pas de solution dans I’ensemble Q?

437, Méme exercice que le précédent pour I'équation :

x—a x+5_25+a".
5 a  Sa

488. Méme exercice que le précédent pour I'équation :
aet ), 20— _Ba—Ax+(a+1)
2 3 . 2
489. Pour quelle valeur de a I’équation :

ax—2) , @a=1) (x—1) _ (9a+1)x—(7a—15)
7 T 2 =" 3

est-elle une identité?
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Résolution algébrique d’un probléme.

La résolution d’un probléme par une méthode algébrique comprend en
général quatre parties.

Choix de I'inconnue. L’énoncé d’un probléme fait connaitre certaines

nombres. Nous nous bornerons au cas ou 'on peut choisir pour incon-
nuc un seul nombre dont la détermination permet de répondre aux
questions de 1’énoncé.

Si cet énoncé fait intervenir des grandeurs mesurables, on doit indiquer les
unités utilisées pour exprimer toutes lcs grandeurs, connues ou inconnucs,
qui figurent dans le probléme.

Mise en équation. Aprés avoir choisi I'inconnue, on traduit sous forme
algébrique les indications de I’énoncé.

Toutes les unités ont été précisées au préalable; aucune indication d’unité
ne doit figurer dans ’équation. Cette équation est en général une condition
nécessaire que doit remplir I'inconnue pour étre solution du probléme.
Pour que la traduction de 1’énoncé soit compléte, on doit examiner
gi I'équation traduit une condition suffisante pour répondre aux
questions de I’énoncé.

Souvent la nature du probléme impose a 'inconnue d’appartenir 2 certains
ensembles que ’on doit préciser. '
La mise en équation est la partie la plus délicate dans la résolution du
probléme.

Résolution de Péquation. On résout ’équation comme il a été indiqué
dans le chapitre précédent, et ’on examine, éventucllement, si la racine
appartient a ’ensemble qui a été précisé lors de la mise en équation.
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Examen de la réponse (discussion). Si la mise en équation traduit cor-
rectement toutes les conditions de I’énoncé, la résolution de I’équation
conduit 4 une réponse acceptable pour le probléme. Cependant, il est
prudent d’examiner si la réponse obtenuc est bien solution du probléme;
éventuellement on peut interpréter cette réponse.

Premier exemple : Une personne qui dispose d’une certaine somme d’argent
en place les 3/8 a 5 %, pendant 6 mois et le reste & 4 %, pendant 8 mois.
L’intérét du deuxiéme placement est supérieur de 35 F a Uintérét du premier
placement. Quelle somme cette personne a-t-elle placée?

Choix de Uinconnue 1
Désignons par x la somme totale exprimée en francs.

Mise en équation 1

3z ... .. .
g Iintérét de cette somme en 6 mots est :

La somme placée & 5 9, est

3x 5 6 3x

8§ > 100X 127320
La somme placée a 4 9, est ég; Iintérét de cette somme en 8 mois est :

S_x % 4 8§ =
8 X100 27 60°
Si x est solution du probléme, ce nombre est nécessairement racine de
I’équation :
o 3x
60~ 320~ >

Réciproquement, si un nombre positif x est racine de cette équation,
la différence entre les deux intéréts est égale A 35 F; une racine positive
de I’équation est donc solution du probléme.
Résolution de Péquation 1
Nous réduisons tous les termes au méme dénominateur 960 :
1_6x __9x 33600
960 ~ 960 960
Nous réduisons les termes semblables dans le premier membre :
Tx 33600
960 — 960
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Nous en déduisons successivement :

Tx = 33 600;

o = 4 800.
Examen de la réponse

« est racine de I’équation; c’est un nombre positif; c’est donc la solution
du probléme. La somme totale placée est égale a 4 800 F.

Deuxi¢me exemple : Un pére ¢ 40 ans; son fils en u 16. Dans combien

d’années 'dge du pére sera-t-il triple de I'dge du fils ?

Choix de Uinconnue 1
Soit x le nombre d’années av bout duquel se produira cet événement.

Mise en équation »

Dans x années, I’dge du pére sera égal a (40 + x); I'dge du fils sera égal
a (16 + x).

Si x est solution du probléme, ce nombre est nécessairement racine de
Péquation : 40 + x =3 (16 4 x).

Réciproquement, si un nombre positif « est racine de cette équation,
I’age du peére sera triple de I’ige du fils; une racine positive de I’équation
est donc solution du probléme.

Résolution de I’équation 1

Nous effectuons les calculs indiqués au second membre :

40 4+ 2 =48 4+ 3 ».

Transposons les termes inconnus dans le premier membre, et les termes
connus dans le second; nous en déduisons successivement *
®—3x=48 — 40;
—2x=28;
g=—4.
Examen de la réponse »

La racine de I'équation est un nombre négatif; donc le probléme posé
n’a pas de solution.

Nous pouvons cependant interpréter cette réponse en disant qu’il y s
quatre ans, 'dge du pére était triple de 'dge du fils.

En effet, il y a quatre ans, I’dge du pére était : 40 — 4 = 36 ans; I'dgs
du fils était - 16 —4 =12 ans, et l'on a P’égalité : 36 =12 x 3.
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Troisi¢éme exemple : Peut-on former une somme de 50 F avec 20 pidces, les
unes de 1 F, les autres de 5 F?

Choix de Uinconnue :

Désignons par x le nombre de piéces de 1 F.

Mise en équation 1
Le nombre de pigces de 5 F est (20 — x).

La somme représentée par x pidces de 1 F et (20 — x) pieces de 5 F est
égale & x + 5(20 —12).

Si 2 est solution du probléme, ce nombre est nécessairement racine de
Yéquation : x4 5(20 — x) = 50.

Réciproquement, si un nombre x entier et inférieur & 20 est racine de
I’équation, il représente le nombre de piéces de 1 F qui vérifie les condi-
tions de P’énoncé.

Nous devons dopc résoudre I'équation : x + 5(20 — x) =50, en tenant
rompte des deux conditions : xeN; =» <20.

Résolution de I’équation .
Effectuons les calculs indiqués dans le premier membre -

o+ 100 — 5x =50.

Transposons les termes connus dans le second membre, et réduisons les
termes semblables; nous obtenons successivement :

@ — 5x» =50 —100;

—4x = — 50;
_.
®= 9

Fxamen de la réponse .

La racine de I’équation n’appartient pas i I’ensemble N des entiers natu-
rels; done la réponse a la question posée est non.

On ne peut pas former une somme de 50 F avec 20 pi&ces, les unes de 1 F,
lIes autres de 5 F.
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Exercices

Un avion part de Paris-Orly 4 7 heures et se dirige vers Marseille-Marignane; sa vitesse cons-
tante est 680 km/h. Un autre avion part de Marseille-Marignane 4 7 h 30 et se dirige vers Paris-
Orly; sa vitesse constante est 520 km/h. La distance de Paris-Orly a Marseille-Marignane est
720 kilométres.

19 A quelle heure les avions se crolsent-ils ?
20 A quelle distance de Paris-Orly le croisement a-t-1l lieu?

Deux cyclistes partent au méme Instant d’une ville A et se dirigent d’'un mouvement uniforme
vers une ville B. La vitesse du premier est 18 km/h, et la vitesse du deuxiéme 15 km/h. A
10 kilométres du point de départ, le premier cycliste fait demi-tour, et revient en A avec la
méme vitesse qu’au départ. Il reste en A pendant 20 minutes, puis il repart et arrive en B en
méme temps que le deuxi@me cycliste qui s’était reposé, en cours de route, pendant 40 minutes.
Calculer la distance AB.

Un cycliste va d’un village A a un village B, sa vitesse constante est 12 km/h. Il séjourne en B
pendant 1 heure, puis revient 3 pied en A avec une vitesse égale 3 4 km/h. Il est parti &
7 heures et il est de retour en A 210 h 20 mn.

10 Quelle est la distance AB?
20 A quelle heure le cycliste est-il repartide B?

Un cycliste part d’une ville A 3 8 heures; sa vitesse constante est 16 km/h. Un deuxiéme cycliste
part de A 4 8 h 45 mn et se lance a la poursuite du premier; sa vitesse constante est 30 km/h;
mais il ne peut soutenir cette allure et, au bout d'un certain temps, il doit s’arréter et se reposer
pendant 5 minutes; il repart ensuite avec une vitesse constante égale 4 24 km/h et rejoint
le premier cycliste 4 10 h 15 mn. Pendant combien de temps le deuxiéme cycliste a-t-il roulé
avec une vitesse égale a 30 km/ht

La distance entre deux villages A et B est 8,8 km. Deux cyclistes partent simultanément, I'un
de A, l'autre de B, et vont i fa rencontre I'un de I'autre. La vitesse constante de celui qui
part de A est égale 4 3/5 de la vitesse constante de celui qui part de B.

A quelle distance de A les deux cyclistes se rencontrent-ils ?

On verse de I’eau salée dans un récipient jusqu' 3/4 de la capacité de ce récipient; puis on ajoute
3 litres d’eau pure. Le poids volumique de I'eau salée est 1 080 g/dm®; celui du mélange est
1 070 g/dm?. Quelle est la capacité du récipient ?

Un commergant engage dans une entreprise un certain capital. Au cours de la premiére année,
il perd 5 %, de ce capital; puis au cours de la deuxiéme année il perd 8 9/, de ce qui lui reste.
Au cours de la troisiéme année, il regagne 10 %, de ce qui lui restait au bout de la deuxiéme
année; mais il lui manque alors 579 F pour avoir reconstitué son capital primitif. Quel était ce
capital?
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Deux personnes calculent I’intérét d'un méme capital placé pendant 96 jours 4 3 9. Les réponses
different de 3,6 F car I'une des personnes suppose I’année de 360 jours et l'autre la suppose de
365 jours. Quel est le capital ?

Deux capitaux, I'un de 48 000 F, I’autre de 54 000 F, sont placés le premier 3 5 9/,, le deuxiéme
4 49. Dans combien d'années les sommes de chacun de ces capitaux et de leur intérét respectif
seront-elles égales?

Une somme égale A 7 500 F est placée i un taux inconnu; une somme égale 3 2 500 F est placée
4 un taux égal 3 2 9, de plus que le premier taux. La somme des intéréts annuels est 500 F.
Quel est le taux de placement de la premiére somme?

La somme de deux nombres entiers est égale 4 360; le premier est un multiple de 9 et le
deuxiéme un multiple de 5. La différence entre le quotient par 9 du premier et le quotient
par 5 du deuxiéme est égale a 26. Quels sont ces deux nombres?

Un nombre entier de 6 chiffres commence 3 gauche par le chiffre 1. On transporte le chiffre 1
a la droite du nombre et V’'on obtient un nouveau nombre égal au triple du nombre primitif.
Quel est le nombre primitif? (Représenter le nombre cherché par 100 000 + x).

On divise par 6 un multiple de 6; 1a somme du dividende, du diviseur et du quotient obtenu
est égale 3 90. Quel est ce multiple de 61

Quel nombre relatif faut-il ajouter aux deux termes de la fraction 13/17 pour obtenir une
fraction égale 3 9/111

Quel nombre relatif faut-il ajouter aux deux termes de la fraction 53/67 pour obtenir une
fraction égale a 7/91

Quel nombre faut-il ajouter au dénominateur et retrancher au numérateur de la fraction 31/69
pour obtenir une fraction égale a 1/31
(J)",.Cf

(e

yi=x+3 et y,=—§+6. )')’]""

‘by'”‘,c

On donne les deux expressions algébriques :

ol x est un nombre relatif.

1° Calculer les valeurs numériques de y, et y, pour les valeurs suivantes de x :
x= —6; x= - 4; x= 4 14.
Indiquer, pour chacune de ces valeurs de x, si y, et y, peuvent étre les longueurs, exprimées en
centimétres, de deux cStés consécutifs d'un rectangle.
20 Peut-on choisir x pour que ce rectangle soit un carré?
3o Peut-on calculer x pour que le périmétre du rectangle soit égal 4 20 cm?

4° Peut-on calculer x pour que le périmétre du rectangle soit égal a 34 cm?
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CHAPITRE PREMIER

Révision des notions acquises.

LA DROITE ET LE PLAN

La droite.

Un fil trés fin et tendu entre deux points A et B nous
donne I'image d’une portion de droite (fig. 1).

Nous pouvons supposer que la distance qui sépare
les points A et B augmente sans cesse; nous arrivons
ainei i la notion de droite illimitée.

Nous rappelons les propriétés fondamentales des
droites :

10 deux droites qui ont deux points distincts communs
q P

coincident;

20 par deux points distincts, on ne peut faire passer

qu’une seule droite;

30 deux droites distinctes se rencontrent au plus en
un point.

Demi-droite.

Sur une droite xy marquons un point A (fig. 2); ce
point détermine deux demi-droites Ax et Ay; le
point A est la frontiére de chacune de ces deux demi-
droites.

Fig- 2
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Segment de droite.

Sur la droite xy marquons deux points distincts A et
B (fig. 3); ces points déterminent un segment de droite
AB. Les points A et B sont les frontiéres, ou les extré-
mités, de ce segment. La droite xy est le support
du segment AB.

Le plan.

Nous avons admis, en classe de 58, que les surfaces
planes sont les seules surfaces sur lesquelles une régle
puisse s’appliquer parfaitement dans toutes les direc-
tions (fig. 4).

Il en résulte que, si un plan contient deux points d’une
droite, il contient tous les points de cette droite.
Désignons par P un plan, par A et B deux points
distincts de ce plan; nous écrivons :

{AeP et BEP} == { Droite ABCP}.

Rappelons aussi que deux plans peuvent étre appli-
qués 'un sur I’autre; ils sont superposables.

Demi-plan : Dans un plan P, tragons une droite xy.

Cette droite partage le plan en deux régions I et IL
(fig. 5) que nous appelons demi-plans. La droite xy
est la frontidre des demi-plans.

Figures égales.

DiFinITION : On dit que deux figures sont égales si
elles sont superposables.

Considérons deux figures égales F, et F,. Prenons le
calque F; de F,; nous constatons que la figure F;
peut étre superposée a la figure F,.

Nous avons I'implication :

{Fi,=F, et I',=F,} — {F,=F,}.
Nous énongons :

L’égalité de deux figures est une propriété transitive.

Fig. 5
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Figures directement égales : Nous disons que deux
figures planes sont directement égales si elles sont
superposables par glissement de 1'une d’elles dans
le plan.

Figures inversement égales : Nous disons que deux
figures planes sont inversement égales si elles sont
superposables aprés retournement de I'une d’elles.

REMARQUE : Certaines figures sont a la fois directe-
ment égales et inversement égales. Il en est ainsi,
par exemple, de deux disques dont les rayons sont
égaux.

Points homologues.

Lorsque nous superposons deux figures égales F et
F’, un point M de F vient coincider avec un point

M’ de F'. Nous disons que M’ est ’homologue de M.

Comparaison de deux segments.

Rappelons que, pour comparer deux segments AB et
CD, nous calquons d’abord le segment CD a l'aide
d’un papier transparent; puis nous transportons le
calque de maniére que les points A et C soient super-
posés et que les segments aient une partie commune.
La position prise par le point D par rapport au point B
permet d’écrire une des trois relations :

AB > CD; AB =CD; AB <CD

Nous disons alors que nous avons établi entre les deux
segments unc relation d’ordre (fig. 6).

LES ANGLES

Notion d’angle.

DEriniTION : Un angle est la partie de plan limitée
par deux demi-droites qui ont une méme origine.

Les demi-droites sont les ¢btés de I’angle; leur ori-
gine commune en est l¢ sommet.

>

9]

>

(2}

>

O

247

=)

o

[}



248

14.

15.

16.

17.

18.

GEOMETRIE

Angle saillant; angle rentrant.

Tragons deux demi-droites Ox et Oy qui n’ont pas
le méme support; marquons un point A sur Ox et un
point B sur Oy. La partie de plan limitée par Ox et
Oy et a laquelle appartiennent tous les points du seg-
ment AB est appelée angle saillant (fig. 7). La partie
de plan limitée par Ox et Oy et qui ne contient aucun
des points du segment AB est appelée angle rentrant
(fig. 8).

Sauf indication contraire, lorsqu’il est question de
I’angle formé par deux demi-droites Ox et Oy, il 8’agit
de 'angle saillant xOy.

Angle plat; angle plein; angle nul.

On appelle angle plat un angle dont les cdtés sont
dans le prolongement I'un de I'autre. C’est I’angle qui
recouvre un demi-plan (fig. 9).

Si les demi-droites Ox et Oy de méme origine O sont
confondues, P’angle rentrant qu’elles déterminent
cecouvre tout le plan; on I'appelle un angle plein
{fig. 10).

L’autre angle formé par les demi-droites confondues
Ox et Oy est un angle saillant; la portion de plan
qu’il occupe est nulle; on dit que c’est un angle nul
(fig. 11).

Angles adjacents; somme de deux angles.

DEFINITION : On appelle angles adjacents deux angles
qui ont le méme sommet, un c¢été commun et qui sont
situés de part et d’autre de ce cété commun.

Par exemple, sur la figure 12, les angles AOB et
BOC sont des angles adjacents.

Nous disons alors que I’angle AOC est la somme des
angles AOB et BOC.

>\
Q

o

o

-<

Fig. 10

Fig. 12

Fig. 11
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Comparaison de deux angles.

Rappelons que pour comparer deux angles AOB et
CO'D, nous calquons d’abord I’'angle CO'D a I'aide
d’un papier transparent; puis nous transportons le
calque de maniére que les cdtés OA et O'C soicnt
superposés et que les angles aient une partic com-
mune.

La position prise par le ¢6té O'D par rapport a la
demi-droite OB pemet d’écrire une des trois relations :

m>m; @:m; 1@(@

Nous disons alors que nous avons établi entre les angles
une rclation d’ordre (fig. 13).

REMARQUE : Si nous comparons un angle plat sue-
cessivement 3 un angle saillant, puis & un angle
rentrant, nous constatons qu’un angle saillant cst
inféricur & un angle plat, et qu'un angle rentrant est
supéricur a un angle plat.

Bissectrice d’un angle.

DErFiNiTION : On appelle bissectrice d’um angle la
demi-droite issue du sommet et qui partage cet angle
en deux angles adjacents égaux.

Par exemple, sur la figure 14, la demi-droite Oz est
bissectrice de Pangle xOy.

Angle droit; angle aigu; angle obtus.

DiriniTIiON : On appelle angle droit un angle égal a la
moitié d’un angle plat.

Tous les angles plats sont superposables, donc ils sont
égaux; leurs moitiés sont égales; donc tous les angles
droits sont égaux (fig. 15).

DEFINITIONS : On appelle angle aigu un angle inférieur

a un angle droit (fig. 16).

249
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On appelle angle obtus un angle saillant supérieur a
un angle droit (fig. 17).

Angles complémentaires.

DErFiniTION : On appelle angles complémentaires deux
angles dont la somme est égale i un angle droit
(fig. 18).

REMARQUES : 10 Si deux angles sont complémentaires,
chacun d’eux est inférieur a un angle droit; ils sont
tous deux aigus.

20 Si deux angles aigus ont des compléments égaux,
ces angles sont égaux.

Angles supplémentaires.

DErINITION : On appelle angles supplémentaires deux
angles dont la somme est égale a un angle plat (fig. 19).

REMARQUES : 10 Il résulte de la définition que si deux
angles adjacents sont supplémentaires, leurs cotés
extérieurs appartiennent a3 une méme droite.

20 Si deux angles saillants ont des suppléments égaux,
ces deux angles sont égaux.

30 Si deux angles sont supplémentaires, et si l'un
est aigu, I’autre est obtus.

Si I'un des angles est droit, I’autre aussi est droit.

4° Rappelons enfin que les bissectrices de deux angles
adjacents supplémentaires forment un angle droit.

Angles opposés par le sommet.

DEFINITION : On appelle angles opposés par le som-

met deux angles non adjacents formés par deux droites
sécantes (fig. 20).

Nous rappelons que si deux angles sont opposés par
le sommet, ils sont égaux.

Fig. 17

Fig. 18

Fig. 19

Fig. 20
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Droites perpendiculaires.

DeériNiTION . On dit que deux droites sécantes sont
perpendiculaires si elles forment un angle droit (fig. 21).

Rappelons les deux propriétés suivantes :

12 st deux droites sont perpendiculaires, elles détermi-
nent quatre angles droits ;

29 par un point donné, il passe une perpendiculaire d
une droite donnée; cette perpendiculaire est unique.

Projection orthogonale d’un point sur une droite : On
appelle projection orthogonale d’un point A sur une
droite xy le pied H de la perpendiculaire abaissée
du point A sur la droite (fig. 22).

Distance d’un point 3 une droite : On appelle distance
d’un point A i une droite xy la longueur du segment
AH qui joint le point A A sa projection orthogonale
sur la droite (fig. 22).

Médiatrice d’un segment de droite : On appelle média-
trice d’un segment de droite AB la perpendiculaire xy
a ce segment en son milieu (fig. 23).

SYMETRIE PAR RAPPORT & UNE DROITE

Points symétriques par rapport & une droite.

DEFINITION : Si une droite x'x est médiatrice d’un
segment AA’, on dit que les points A et A’ sont
symélriques par capporl a la droite x'x (fig. 24).

Figures symétriques par rapport a une droite.
Considérons une figure F; cette figure est un ensemble

de points A;, A,, A,.. Construisons les points
Al, A; A;.. respectivement symétriques des

y

Fig. 22

>
o

Fig. 23

=
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Fig. 24
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points A,, A, A,.. par rapport A la droite x'»
(fig. 25). L’ensemble des points A;, A,;, A;..
est une figure F'. Nous disons que les figures F et I’
sont symétriques par rapport a la droite x'x.

Nous rappelons que, si deux figures sont symétriques
par rapport & une droite, elles sont inversement égales.

Conséquences : La figure symétrique d’une droite D
est une droite D', et la figure symétrique d’un scg-
ment AB porté par D est un segment A'B’ égal a AB
et porté par D’ (fig. 26).

La figure symétrique d’un angle MON est un angle
M'O’N’ égal a I’angle MON (fig. 27).

REMARQUE : Tout point qui appartient a la droite
x'x est son propre symétrique par rapport A cette
droite.

Il en résulte que si une figure F coupe la droite x'»
en un point O, la figure F' symétrique de F par
rapport A x'x contient le point O.

In particulier, si une droite D coupe l’axe x'x en
un point O, la droite D’ symétrique de D par rapport
a x'x coupe aussi I’axe de symétrie au point O.

BAxe de symétrie d’une figure.

Considérons la figure ¥ formée par la réunion des
figures F et F'.

La figure & est donc formée de deux parties F et F’
symétriques par rapport a la droite x'x. Nous disons
que la droite x'x est axe de symétrie de la figure F.
Par exemple, la médiatrice d’un segment de droite
e¢st axe de symétrie de ce segment.

Une figure peut admettre plusieurs axes de symétrie;
par excmple un cercle admet tous ses diamétres pour

axes de symétrie (fig. 28).

LES POLYGONES

DfFiNiTION : Un polygone est une ligne brisée fermée.

Le mot polygone désigne parfois aussi la portion de
plan qui admet cette ligne brisée pour frontiere.

=
-

Fig. 28
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Les différents segments qui forment la ligne brisée
sont les ¢tés du polygone (fig. 29).

Les extrémités des c6tés sont les sommets du polygone.
Le nombre des sommets est égal au nombre des cotés.

Polygone convexe : On dit qu’un polygone est convexe
lorsqu’il est tout entier situé d’un méme cété de
chacune des droites qui portent ses différents cotés.
Le polygone ABCDEF représenté par la figure 30
n’est pas convexe puisque le support de la droite BC
traverse le polygone.

Diagonale d’un polygone.

DEFINITION : On appelle diagonale d’un polygone
tout segment qui joint deux sommets non consécutifs.

Par exemple, sur la figure 31, les segments AC et AD
sont deux diagonales du polygone ABCDE.

Angles d’un polygone convexe.

Angle intérieur : On appelle angle intérieur d’un
polygone convexe I'angle saillant déterminé par
deux c6tés consécutifs.

Par exemple, sur la figure 32, ’angle ABC est un angle
intérieur du polygone ABCDE.

Angle extérieur : On appelle angle extéricur d’un
polygone convexe I’angle saillant déterminé par un
coté et le prolongecment d’un cdté consécutif au-deld
du sommet commun.

Par exemple, sur la figure 32, ’'angle CBx, formé par
le coté CB et la demi-droite Bx qui prolonge le c6té AB,
est un angle extérieur du polygone ABCDE.

Un angle extérieur d’un polygone convexe est le supplé-
ment de Uangle intérieur que lui est adjacent.

MONGE. MATIL. 4°

Fig. 31
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LE TRIANGLE

DeEriniTioN . Un triangle est un polygone qui a
trois cotés.

Un triangle a trois sommets et trois angles (fig. 33).
Un triangle n’a pas de diagonale; c’est toujours un
polygone convexe.

Les longueurs des trois cdtés et les mesures des trois
angles constituent les six éléments d’un triangle.

Triangles particuliers.

On appclle triangle isocéle un triangle dont deux cotés
sont égaux (fig. 34).

On appelle triangle équilatéral un triangle dont les
trois cotés sont égaux.

On appelle triangle rectangle un triangle dont un
angle est droit; le coté opposé a l'angle droit est
I’hypoténuse (fig. 35).

Segments remarquables dans un triangle.
Hauteur : On appelle hauteur d’un triangle un

scgmnent de perpendiculaire abaissé d’un sommet
sur la droite qui porte le coté opposé.

On donne alors a ce c6té le nom de base associée a la
hauteur considérée. Par exemple (fig. 36) le coté
BC est la basc associée A la hauteur AH. Le
point II ou la hautcur issuc de A rencontre la droite
BC, est appelé pied de la hauteur.

Un triangle a trois hauteurs.

Dans un triangle rectangle deux hauteurs sont
confondues avec les cotés de D'angle droit. Sauf
indication particuliére, nous appelons hauteur d’un
triangle rectangle la hauteur relative & I’hypoténuse.

Médiane : On appcelle médiane d’un triangle un

segment de droite qui joint un sommet au milieu du

¢oté opposé (fig. 37).
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Par exemple, sur la figure 37, le segment AM est la
médiane issue du sommet A. Le point M, milieu du B
segment BC, est appelé pied de la médiane.

o

Bissectrices : On appelle bissectrice intérieure la
bissectrice d’un angle intérieur du triangle.

(2]

On appelle bissectrice extérieure la bissectrice d’un
angle extérieur du triangle.

Par exemple, sur la figure 38, le segment AD est
une bissectrice intérieure du triangle ABC et le
segment AD’ est une bissectrice extérieure du trian- ’
gle ABC. Les points D et D' sont appelés pieds des

bissectrices. Les droites AD et AD’ sont perpendicu- Fig. 38
laires.

o

x

Médiatrice : On appelle médiatrice d’'un ¢oté la
droite perf)e—ndiculaire a ce c6té en son milieu (fig. 39).

Exercices
B M C

Fig. 39

SEGMENTS

On considére trois points non alignés.

1° Quel est le nombre des segments qui Joignent deux & deux ces trois points?

20 Quel est le nombre des segments qui Joignent deux 2 deux les milieux des segments dénom-
brés 3 la premiére question?

On considére quatre points parmi lesquels il n’y en a pas trols qui soient alignés. Quel est le
nombre des segments qui joignent deux 3 deux ces quatre points?

Quatre points A, B, C, D se succédent dans cet ordre sur une droite xy.

10 Ecrire I'ensemble E des segments déterminés sur Xy par ces quatre points pris deux 3 deux
de toutes les fagons possibles.

20 Ecrire tous les sous-ensembles de E formés de deux éléments distincts de E.

30 Pour chacun des sous-ensembles précédents, écrire I'union et I'intersection des deux élé-
ments de ce sous-ensemble.

Quatre points A, B, C, D se succédent dans cet ordre sur une droite xy.

10 Ecrire I’ensemble E des segments déterminés sur xy par ces quatre polints pris deux A deux
de toutes les fagons possibles.

20 On considére chacun de ces segments comme un ensemble de points. Ecrire toutes les rela-
tions d’inclusion qui existent entre ces ensembles.

Méme exercice que le précédent pour cinq points A, B, C, D, E qui se succédent dans cet ordre
sur une droite xy.
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Sur une droite xy, on marque successivement les points A, B, C, D dans cet ordre, tels que :
AB = 25 mm; BC = 12 mm; CD = 32 mm.

Ecrire les relations d'ordre qui existent entre le segment AB et chacun des autres segments

de la figure.

Quatre points A, B, C, D se succédent dans cet ordre sur une droite xy.

10 Démontrer I'égalité : AC 4 BD = AD + BC.
20 On désigne par M et N les milieux respectifs des segments AB et CD; démontrer I'égalité :
MN = AC -; BD

Un point M détermine sur une droite xy les deux demi-droites Mx et My. On considére un point
A sur la demi-droite Mx et un point B sur la demi-droite My tels que MA = MB. Soit O un point
quelconque de la droite xy. On désigne par m, a, b les longueurs respectives des segments OM,
OA, OB. Exprimer m en fonction de a et b dans les quatre cas de figure suivants :

1° O eAx; 20 O €Bx; 3o O eMA; 40 O eMB.

On considére un plan P, un point A de ce plan et deux droites distinctes de ce plan qui passent
par A. En combien de régions ces deux droites partagent-elles le plan?

Méme exercice que le précédent pour trois droltes distinctes du plan P qul passent par A.

On considére les trois droites auxquelles appartiennent les trois cétés d'un triangle. En combien
de régions ces trois droites partagent-elles le plan?

ANGLES

On considére dans un plan un point O et quatre demi-droites OA, OB, OC, OD qul se succé-
dent dans cet ordre autour du point O.
10 Quels sont les angles qui représentent les ensembles E, et E, suivants :
— e o,
E, = AOC | BOD, E,= AOC BOD?
— —— " — —
20 Quels sont les ensembles : E; = AOB | COD, E, = BOC N DOA1?

On considére un angle saillant AOB et, i l'intérieur de cet angle, les demi-droites OC et OD
— ——

telles que : AOC = DOB.

1o Démontrer que les angles AOB et COD ont la méme bissectrice Ol.

20 Soient Ox la bissectrice de I'angle AOD, Oy la bissectrice de I'angle COB. Quelle est la

bissectrice de I’angle xOy ?

Dans le plan les quatre demi-droites OA, OB, OC, OD se succédent dans cet ordre autour du

—— —— — —— ——— ——
point O et sont telles que : BOC = 2 AOB, COD = 2B0OC, DOA = 2COD.
Calculer la mesure en degrés de chacun des angles AOB, BOC, COD, DOA.

Dans le plan, les cing demi-droites OA, OB, OC, OD, OE se succédent dans cet ordre autour
du point O de telle fagon que les angles successifs AOB, BOC, COD, DOE, EOA soient égaux.
10 Calculer en degrés la mesure commune de ces cing angles.

20 On prolonge chacune des demi-droites au-dela du point O. Montrer que les cinqg demi-droites
obtenues sont les bissectrices des cinq angles donnés.
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On consid&re un angle saillant AOB et sa bissectrice Ox.
10 Soit OC une demi-droite 3 I'extérieur de I'angle. Démontrer I’égalité :

—— _——— ——
2 COx = AOC + BOC.

20 Solt OD une demi-droite 2 l'intérieur de I’angle. Quelle égalité peut-on écrire entre les
—_—— e T —_—
angles DOx, AOD et BOD?

On considére une droite xy, un point O sur cette droite et trois demi-droites OA, OB, OC
qui appartiennent 3 un méme demi-plan de frontiére xy.

10 Les angles xOA, xOB, xOC ont respectivement pour mesures 60°, 900, 1500,

Calculer Ia mesure de I’angle formé par les bissectrices des angles AOB et BOC.

2° On désigne par a, b, c les mesures respectives des angles xOA, xOB, xOC.

Calculer en fonction de a, b, ¢ la mesure de I'angle formé par les bissectrices des angles AOB
et BOC.

Dans le plan les quatre demi-droites OA, OB, OC, OD se succdédent dans cet ordre autour
du point O. Les angles AOB, BOC, COD ont respectivement pour mesures : 300, 500, 60°,
Calculer les mesures des angles formés par la bissectrice de I’angle saillant AOD avec chacune
des quatre demi-droites.

Dans le plan, les quatre demi-droites OA, OB, OC, OD se succédent dans cet ordre autour du
point O.

S
10 Démontrer 'égalité : AOC + BOD = AOD + BOC,
20 Soient OP et OQ les bissectrices respectives des angles AOB et COD. Démontrer I’égalité :

AOC + BOD
————
POQ = AOC + BOD,
2
Dans le plan, les six demi-droites OA, OB, OC, OD, OE, OF se succtdent dans cet ordre autour
du point O de telle fagon que I'on alt :

_—— —— _— —— —_—
AOB = 520, BOC = 382, COD = 50°, DOE = 92°, EOF = 380,

10 Calculer la mesure en degrés de I'angle FOA,

20 Nommer deux angles complémentaires.

3o Nommer des couples d’angles supplémentaires.

40 Nommer des angles opposés par le sommet.

50 On désigne par OM et ON les bissectrices respectives des angles AOB et DOE. Quelle est
la mesure en degrés de I'angle MON?

Soit un angle aigu AOB. Dans le demi-plan qui a pour fronti¢re la droite qui porte le c6té OA
et qui contient le c6té OB, on trace la demi-droite OA’ perpendiculaire 3 OA; dans le demi-
plan qui a pour frontiére la droite qui porte le c6té OB et qui contient le c6té OA, on trace
la demi-droite OB’ perpendiculaire 3 OB. Soient OM et ON les bissectrices respectives des
angles AOB’ et BOA'.

1 Démontrer que les angles AOB et A’OB’ ont la méme blissectrice.

20 L’angle AOB est égal 3 500, Calculer les mesures en degré des angles A'OB’ et MON.

3° La mesure en degrés de I'angle AOB est a. Exprimer en fonction de g les mesures des angles
A’OB’ et MON.
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22. Deux droites A’A at B'B se coupent en un point O. Solent OM et ON les bissectrices respec-
tives des deux anglas opposés par {a sommet AOB et A'OB’. On désigne par @ la mesure en
degrés de I'angle’AOB.

10 Exprimer en fonction de a les mesures des angles MOB, BOA' et A'ON.

—, o -——
20 Quelle est la mesure de la somme : MOB 4- BOA’ 4- A‘'ON? Déduire de ce résultat une
propriété des bissectrices de deux angles opposés par le sommet.

23. Les bissectrices de deux angles égaux de méme sommet AOB et COD appartiennent 3 une
méme droite. Démontrer que ces deux angles sont opposés par le sommet.

24, On considére deux angles adjacents AOB et BOC et leurs bissectrices respectlves OM et ON.
1° Démontrer que sl I'angle MON n'est pas droit les c6tés OA et OC n'appartiennent pas 3
une méme drolte.

— —— —
20 Démontrer Iimplication : | MON = 900] = |AOB + BOC = 180e].
30 Déduire des deux démonstrations précédentes une propriété caractéristique de deux
angles adjacents supplémentaires.

25. Deux droites AOA’ et BOB’ se coupent en un point O. On désigne par OM, OM’, ON, ON’
les bissectrices respectives des angles AOB, A'OB’, AOB’, BOA'.
1o Démontrer que les demi-droites OM et OM’ appartiennent 3 une méme droite, et que les
demi-draltes ON et ON’ appartiennent aussl 3 une méme droite. (Voir n°® 22.)
20 Calculer la mesure en degrés de I'angle MON.
30 Déduire des résultats précédents une propriété des bissectrices des quatre angles formés
par deux droites sécantes.

26. Dans le plan, les quatre demi-droltes OA, OB, OC, OD se succédent dans cet ordre autour
du point O. Les angles AOB, COD, BOC, DOA vérifient les relations :
—— ——, ———— o —
AOB = COD et BOC = DOA.

Démontrer que ces angles sont deux 3 deux opposés par le sommet.

SYMETRIE

27. On considére un angle saillant xOy dont la mesure est a.
10 Soient M un point qui appartient A l'intérieur de I'angle, M, et M, les symétriques respectifs
de M par rapport aux cdtés Ox et Oy. Exprimer en fonctlon de a la mesure de I'angle M,OM,.
20 Pour quelle valeur de a les polnts O, M,, M, sont-ils alignés ?

28. On considére une droite xy et deux points A et B situés de part et d'autre de cette droite.
Construire une droite D qui passe par A et une droite D’ qui passe par B telles que ces deux
droites soient symétriques par rapport 2 la droite xy.

29. Dénombrer les diagonales d'un polygone convexe de n ctés pour les valeurs suivantes de n :

n=4 n=3_5; n = 6.
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Révision des notions acquises (suite).

Egalité de deux triangles.

Si dcux triangles sont égaux, les trois cOtés et les
trois angles de 'un sont respectivement égaux aux
trois ¢oLés et aux trois angles de 'autre. Cependant,
il n’est pas nécessaire d’établir ces six égalités pour
démontrer que deux triangles sont égaux; il suffit
de trois d’cntre clles convenablement choisies.
Ce sont ces conditions suffisantes que l’on appelle
cas d’égalité des triangles.

Les deux premiers cas d’égalité des trlangles.

Premier cas d’égalité : Pour que deux triangles soient
égaux, il suffit que leurs éléments vérifient les trois
égalités suivantes : un coté du premier triangle est
égal a un c6té du deuxiéme triangle; les deux angles
du premier triangle dont les sommets sont les extré-
mités du coté considéré sonl respectivement égaux
aux angles correspondants du second triangle.

Soicnt deux triangles ABC et A'B'C’ (fig. 40). Nous
avons l'implication :
B'C' =BC
B'=B == { triangle A'B’C’ = triangle ABC }.

o~

¢=C

A

B c
A/

B’ c
Fig. 40
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Deuxi¢me cas d’égalité : Pour que deux triangles
soient égaux, il suffit que leurs éléments vérifient les
trois égalités suivantes : un angle du premier triangle
est égal & un angle du second triangle; les deux cétés
du premier triangle dont I'extrémité commune est le
sommet de P’angle considéré sont respectivement
égaux aux deux cdtés correspondants du second
triangle.

Soient deux triangles ABC et A'B'C’ (fig. 41). Nous
avons I'implication :

B'C’' =BC
B’=B }=—> { triangle ABC = triangle A’/B'C' }.
B'A’ =BA

Eléments homologues
de deux triangles égaux.

On appelle éléments homologues de deux triangles
égaux les éléments (angles, c6tés, hauteurs, médianes,
bissectrices) qui sont superposés lorsque les deux
triangles sont superposés.

Par exemple, dans le cas des triangles égaux des
figures 40 et 41, les angles A et A’ sont des angles
homologues; les cotés AB et A'B’ sont des cotés
homologues.

Si deux triangles sont égaux, les éléments de l'un sont
respectivement égaux aux éléments homologues de
Pautre.

Emplol des cas d’égalité
pour les démonstrations.

Pour démontrer, dans une figure, I’égalité de deux
segments ou I’égalité de deux angles, nous cherchons
deux triangles dont ces segments ou ces angles sont
des éléments. Si les hypothéses permettent d’affirmer
que les triangles satisfont & 1'un des cas d’égalité,
il suffit de montrer que les segments ou les angles
étudiés sont des éléments homologues dans les deux
triangles.

B

Fig. 41

/
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LE TRIANGLE ISOCELE

DEFINITION : On appelle triangle isocéle un triangle
dont deux cdtés sont égaux.

Le sommet A commun aux deux cotés égaux AB et
AC est parfois appelé sommet principal ; le c6té BC est
alors appelé base du triangle isocéle, et I’angle BAC
est appelé angle au sommet (fig. 42).

Propriété caractéristique d’un triangle isocéle.

Nous rappelons les propriétés suivantes, démontrées
en classe de 5° :

THEOREME : Dans un triangle isocéle, aux cdtés
égaux sont opposés des angles égaux.

Nous écrivons :

{ABC est un triangle; AB=AC}— { C=8 }

THEOREME RECIPROQUE : Si deux angles d’un triangle
sont égaux, ce triangle est isocéle.
Nous écrivons *

{ ABC est un triangle; B =6} =—>{ AC=AB}.

Equivalence logique : Dans un triangle, chacune des

”~ o
égalités AB = AC et C =B implique ’autre (fig. 43).
Nous disons que ces deux égalités sont logiquement
équivalentes, et nous écrivons :

{AB=AC} < {C=B}.

Propriétés de la bissectrice
de l’angle au sommet.

Nous avons démontré, en classe de 5¢, le théoréme
suivant :

Si un triangle est isoctle, la bissectrice de I’angle au
sommet est médiane, hauteur et médiatrice de la base.

Fig. 42

Fig. 43

261
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Donnons une rédaction résumée de la démonstration :

Soient un triangle isocéle ABC et la bissectrice AH
de l'angle au sommet A (fig. 44). Nous avons, par
hypothése, les égalités : AB =AC et BAH = HAC.
En outre, le c¢6té AH est commun aux dcux trian-

gles ABH et ACH.

Ces deux triangles satisfont donc aux conditions du
deuxiéme cas d’égalité; nous en déduisons les deux

égalités : BH =HC et BHA =CHA.
Le point H est milien du c6té BC; donc AH est
médiane du triangle ABC.

Les angles supplémentaires BHA et CHA sont
égaux; donc chacun d’eux est droit; AH est hauteur
du triangle ABC.

La droite AH est médiane et hauteur du triangle;
c’est donc la médiatrice du segment BC; c’est aussi
un axe de symétrie pour le triangle.

Nous venons d’établir I'implication :

AB = AC et { BH = HC et
iﬁi:ﬁ BHA = CHA =900 |

Le théoréme précédent admet trois réciproques;
nous les énongons, et nous donnons pour chacune
d’elles une rédaction résumée de la démonstration :

PREMIERE RECIPROQUE : Si, dans un triangle, une
hauteur est aussi médiane, ce triangle est isoctle.

Soit un triangle ABC dans lequel la hauteur AH est
aussi médiane (fig. 45).
Nous avons, par hypotheése, les égalités :

BH =HC et BHA =TIHA =90°.
En outre, le ¢c6té AH est commun aux deux trian-
gles ABH et ACH.
Ces deux triangles satisfont donc aux conditions du
deuxiéme cas d’égalité, ce qui implique V’égalité .
AB = AC.
Nous venons d’établir I'implication :

{AHLBC et BH=HC} — {AB=AC).

Fig. 44

H C
Fig. 45
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DEuxIEME RECIPROQUE : Si, dans un triangle, une
bissectrice est aussi hauteur, ce triangle cst isocéle.
Soit un tnangle ABC dans lequel la bissectrice AH
est aussi hauteur (fig. 40).

Nous avons, par hypothése, les égalités :

BAH =CAH et BHA =CHA =90c.
En outre le c6té AH est commun aux deux trian-

gles ABH et ACH.

Ces deux triangles satisfont donc aux conditions du
premier cas d’égalité, ce qui implique Iégalité .
AB = AC.

Nous venons d’établir I'implication :

(BAH=TAH et AHLBC}—> {AB=AC}.

TroISIEME RECIPROQUE : Si, dans un triangle, une
bissectrice est aussi médiane, ce lriangle est isocéle.

Soit un triangle ABC dans lequel la bissectrice AM
est aussi médiane (fig. 47).
Nous avons, par hypothése, les égalités -

MAB =MAC et BM =MC.

Soit A’ lc symétrique de A par rapport 3 M; nous
avons les égalités : BMA = CMA’, MA =MA’; de
plus MB est égal 4 MC.

Les triangles BMA et CMA' satisfont aux conditions
du deuxiéme cas d’égalité, ce qui implique les éga-
lités : AB =A'C et MAB =MA'C.

Les égalités : MAC = MAB et MAB = MA'C imph-
quent I’égalité : MAC = MA'C. Le triangle ACA' est
donc isocéle; les cotés A'C et AC sont égaux.

Les égalités : AB=A'C et A'C=AC impliquent
Iégalité : AB = AC.

Nous venons d’établir I'implication -

{MAB =MAC et MB=MC}-—>{AB =AC}.

Application a I’étude des angles
d’un triangle rectangle.

Considérons un triangle ABC dont I’angle A est droit.
Soit C' le symétrique de C par rapport au support du

263
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cdté AB; le triangle CBC’ est isocéle et la droite BA
est bissectrice de I’angle CBC'. Nous en concluons que
I’'angle ABC du triangle rectangle est la moitié de
Pangle saillant CBC’; ¢’est donc un angle aigu (fig. 48).

THEOREME : Dans un triangle rectangle, un angle
qui n’est pas droit est un angle aigu.

Propriétés du triangle équilatéral.

Nous rappelons les propriétés du triangle équilatéral
démontrées en classe de 5° :

THEOREME : Si un triangle est équilatéral, ses trois
angles sont égaux.

THEOREME RECIPROQUE : Si les trois angles d’un
triangle sont égaux, ce triangle est équilatéral.

Rappelons aussi qu’un triangle équilatéral ABC peut
étre considéré comme un triangle isocéle de sommet A,
de sommet B ou de sommet C (fig. 49) et que les
bissectrices respectives des angles A, B, C, sont aussi
hauteurs et médianes; un triangle équilatéral admet
trois axes de symétrie.

MEDIATRICE D'UN SEGMENT

Propriété des points
de la médiatrice d’un segment.

Nous rappelons les propriétés suivantes, démontrées
en 5¢, et nous donnons une rédaction résumée de
leur démonstration.

THEOREME : Tout point qui appartient i la médiatrice
d’un segment est équidistant des extrémités de ce
segment,

>

©
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Soient un segment AB, sa médiatrice A et P un point
de la droite A (fig. 50).

Désignons par M le milieu de AB; dans le triangle PAB,
la hauteur PM est aussi médiane; donc le triangle PAB
est isocéle, ce qui implique I'égalité : PA = PB.

Nous venons d’établir I"implication :
{ A médiatrice de AB; PeA } — {PA=PB}.

THEOREME RECIPROQUE : Tout point équidistant des
extrémités d’un segment appartient a la médiatrice
de ce segment.

Soit un point P équidistant des extrémités du
segment AB (fig. 51).

Par hypothése le triangle PAB est un triangle isoctle;
dans ce triangle, la hauteur PM cst aussi médiane;
le segment PM appartient donc A la médiatrice A du
segment AB.

Nous venons d’établir implication :
{PA=PB; A médiatrice de AB} = {PcA}.

Equivalcnce logique : Il résulte des deux théorémes
précédents que tous les points de la médiatrice d’un
segment sont équidistants des extrémités de ce segment
et qu’ils sont seuls d posséder cette propriété.

Cette propriété est donc caractéristique des points
de la médiatrice d’un segment. Nous énongons :

TaforEME : La médiatrice d’un segment de droite est
Pensemble des points équidistants des extrémités de
ce segment.

Soit A la médiatrice d’un segment AB et P un point
du plan; nous disons que les deux phrases :
« P est équidistant des points A et B »
et « P appartient a la médiatrice A de AB »
sont logiquement équivalentes, et nous écrivons :

{PA=PB} <= {PeA}.
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Troisiéme cas d’égalité des triangles
TaEOREME : Pour que deux triangles soient égaux,

il suffit que les trois cotés du premier soient respecti~
vement égaux aux trois cotés du second.

Soient deux triangles ABC et A'B’'C’ (fig. 52); nous

avons Vimplication :

AB=A'B’
AC=A'C’ } = { triangle ABC = triangle A'B'C' }.
BC =B'C’

CAS D’EGALITE
DES TRIANGLES RECTANGLES

On peut appliquer aux triangles rectangles les cas
d’égalité que nous avons énoncés pour les triangles
quelconques. Par exemple, si deux triangles rectangles
ont leurs c6tés de 'angle droit respectivement égaux,
ils sont égaux.

De plus, il existe deux cas d’égalité particuliers aux
triangles rectangles.

Premier cas d’égalité : Pour que deux triangles rec-
tangles soient égaux, il suffit que leurs hypoténuses
soicnt égales, et qu’un angle aigu du premier soit
égal a un angle aigu du second.

Soient deux triangles rectangles ABC et A’'B’C’ dont
les hypoténuses sont BC et B'C' (fig. 53).

Nous avons I’implication

~

A=2A=1 droitg

Y =—> { triangle ABC =
BC=PB'C triangle A'B'C’ }.

ABC =A'BC

A
B
AI
B/
Fig. 52
A

AI

N\

B/
Fig. 53

Cc
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Deuxiéme cas d’égalité : Pour que deux triangles rec-
tangles soient égaux, il suffit que leurs hypoténuses
soient égales et qu’up coté de 'angle droit du premier
soit égal a un c6té de ’angle droit du second.

Soient deux triangles rectangles ABC et A'R'C’ dont
les hypoténuses sont BC et B'C’ (fig. 54).

Nous avons I'implication -
A=24" =1 droit

BC =B'C/

AC=AC

—> { triangle ABC =
triangle A'B'C’ }.

BISSECTRICE D'UN ANGLE

Propriété des points
de la bissectrice d’un angle.

Nous rappelons les propriétés suivantes, démontrées
en 5¢, et nous donnons une rédaction résumée de leur
démonstration.

TREOREME : Tout point qui appartient a la bissectrice
d’un angle est équidistant des cotés de cet angle.

Soient un angle xOy, sa bissectrice Oz et un point P

de la demi-droite Oz (fig. 55).

Désignons par A et B les projections orthogonales
de P sur les c¢6tés de I’angle. Dans les triangles rec-
tangles PAO et PBO, I'hypoténuse PO est commune;
les angles aigus POA et POB sont égaux. Les deux
triangles satisfont au premier cas d’égalité des
triangles rectangles, ce qui implique I'égalité -
PA =PB.

Nous venons d’établix I''mplication :

{ Oz bissectrice de @; Pe0z}— {PA=PB}.

THEOREME RECIPROQUE : Tout point inlérieur 3 un
angle et équidistant des cotés de cet angle appartient
a la bissectrice de cet angle.

Bl
Fig. 54
o
A
P
z
Fig. 55

<
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Soit un point P équidistant des c6tés d’un angle xOy
et intérieur a cet angle (fig. 56). Désignons par A et B
les projections orthogonales de P sur les cotés de
Pangle; par hypothése, nous avons P’égalité : PA = PB.
Dans les triangles rectangles PAO et PBO, I’hypo-
ténuse PO est commune; les c6tés PA et PB sont
égaux. Les deux triangles satisfont au deuxiéme cas
d’égalité des triangles rectangles, ce qui implique
Pégalité : POA =POB; le point P appartient a la
bissectrice de 1’angle xOy.

Nous venons d’établir I'implication :

{ Oz bissectrice de xOy; PA =PB } — {PeO0z}.

Equivalence logique : Il résulte des deux théorémes
précédents que tous les points de la bissectrice d’un
angle sont équidistants des cétés de cet angle. Ils sont
seuls @ posséder cette propriété.

Cette propriété est donc caractéristique des points
de la bissectrice d’un angle. Nous énongons :

THEOREME : La bissectrice d’un angle est Pensemble
des points intérieurs a Pangle et équidistants des
cités de cet angle.

Soit Oz la bisscctrice d’un angle xOy, et P un point
du plan. Nous disons que les deux phrases :

« Le point P, intérieur @ Pangle, est équidistant des deux
cotés de Dangle »
et « P appartient @ la bissectrice de Uangle »

sont logiquement équivalentes; et nous écrivons :

{PA =PB} <> {PcOz}.

Ensemble des points équidistants
de deux droites concourantes.

Soient deux droites concourantes x'Ox et y'Oy; elles
forment quatre angles deux & deux opposés par le
sommet; soient Ou, Ov, Ou’, Ov’ les bissectrices de
ces angles (fig. 57).

Si un point M appartient a 'une des bissectrices, il

Fig. 56
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est équidistant des deux cétés de 1’angle correspon- x/ u y’/
dant; donc il est équidistant des droites x'Ox et
y'Oy qui portent ces cdtés. M

Réciproquement, si un point M’ est équidistant des
deux droites #'Ox et y'Oy, il appartient a celle des
demi-droites Ou, Ov, Ou’, Ov’ qui est bissectrice de /

Pangle a D'intérieur duquel est le point M'. lyl (¢)
v v

Nous en concluons 1

TeEEOREME : L’ensemble des points équidistants de
deux droites concourantes est formé par les quatre
bissectrices des angles déterminés par ces deux droites. y v x

Exercices

On considére deux segments de drolte AB et CD qui ont le méme milieu M.
10 Comparer les triangles AMD et BMC. En déduire I’égalité : AD = BC.
20 Comparer les triangles AMC et BMD. En déduire I'égalité : AC = BD.

—— ——
30 Démontrer I'égalité : ACB = BDA,

Soit un triangle ABC dans lequel I'angle A est aigu. Dans le demi-plan de frontiére AB et qui ne
contient pas C, on trace le segment AD perpendiculaire 3 AB et égal au segment AB. Dans le
demi-plan de frontiere AC et qui ne contient pas B, on trace le segment AE perpendiculaire a
AC et égal au segment AC. Démontrer I’égalité des segments CD et BE.

Soit un triangle ABC. On marque sur la droite AB le point D tel que A soit le milieu du
segment BD, et sur la droite AC le point E tel que A soit le milieu du segment CE.
12 Comparer les triangles ABC et ADE; en déduire I'égalité des segments BC et DE.

20 Soient M et M’ les milieux respectifs des segments BC et DE. Comparer les triangles ABM
et ADM’; en déduire I'égalité des angles BAM et DAM'.

3° Démontrer que les trois points M, A, M’ appartiennent 3 une méme droite et que le
point A est le milieu du segment MM’.

On considére deux triangles ABC et A'B’C’ dont les éléments vérifient les égalités :
B=7, tT=17, BC = B'C".

10 Soient AD et A’D’ les bissectrices respectives des angles A et A’. Démontrer 'égalité des

segments AD et A'D’.

20 Soient M et M’ les milieux respectifs des cdtés BC et B'C’. Démontrer I'égalité des médianes
AM et A’M’,

On considére deux triangles ABC et A'B'C’, et les bissectrices respectives BD et B'D’ des
angles B et B’. On suppose vérifiées les égalités suivantes :

BC = B'C’, BD = B'D’, ABC = A'B'C.
Démontrer que les triangles ABC et A’'B'C’ sont égaux.



272
35.

36.

7.

38.

9.

4.

42.

43.

GEOMETRIE

On considére deux triangles ABC et A’B’'C’, et les milieux respectifs M et M’ des cétés BC et
B'C’. On suppose vérifiées les égalités suivantes :

BC = B'C’, AM = A'M’, AMB = A'M'B’.
Démontrer que les triangles ABC et A’B'C’ sont égaux.

Soit un triangle isocéle ABC dont les cdtés égaux sont AB et AC. Les médianes BM et CN se
coupent en G.

10 Démontrer que les médianes BM et CN sont égales.

20 Quelle est la nature du triangle BGC? En déduire I'égalité : GM = GN.

Soit un triangle isocéle ABC dont les cdtés égaux sont AB et AC; les bissectrices BD et CE des
angles B et C se coupent en |.

10 Démontrer que les bissectrices BD et CE sont égales.

20 Démontrer que les triangles ADE et IBC sont isocéles.

Soient un triangle isocéle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC, M le milieu du c6té BC,
D un point du cété AB et E un point du c6té AC tels que AD = AE.
10 Démontrer que le triangle MDE est isocéle.

—— Pt
2° Comparer les angles MDA et MEA.

Soit un triangle isocéle ABC dont les cotés égaux sont AB et AC. Sur le prolongement du cété
BA au-deld de A, on marque un point E, et sur le prolongement du c6té CA au-dela de A, on
marque un point D tels que les segments AD et AE soient égaux entre eux et inférieurs aux
cdtés AB et AC. Les droites BD et CE se coupent au point O.

10 Démontrer les égalités suivantes : BD = CE et OD = OE.

20 Démontrer que la droite OA est la bissectrice des angles BOC et BAC.

Reprendre I'exercice précédent dans le cas ol la longueur commune des segments AD et AE
est supérieure A la longueur des cétés AB et AC.

Soit un triangle équilatéral ABC; on trace les demi-droites Ax, By, Cz, qui contiennent respec-
tivement les points B, C, A. On marque respectivement sur les demi-droites Ax, By, Cz les
points A/, B, C’ tels que : BA’ = AB, CB’ = BC, AC' = CA.

Démontrer que le triangle A’B'C’ est équilatéral.

10 On considére un triangle rectangle ABC tel que I’hypoténuse BC soit le double du c6té
AB. Démontrer que I’angle B est le double de I’angle C. (Construire le symétrique B’ du point
B par rapport 2 la droite AC et étudier le triangle BB'C.)

20 Réciproquement, démontrer que sl, dans un triangle rectangle, un angle aigu est le double
de I'autre, un des c6tés de I’angle drolt est égal 3 la moitié de I’hypoténuse.

On considére un triangle isocele ABC dont les cdtés égaux sont AB et AC. Les bissectrices des
angles Intérieurs B et C se coupent en I; les bissectrices des angles extérieurs B et C se coupent
en J. Démontrer que la droite I] est médiatrice du segment BC; en déduire qu’elle passe par A.

On considére un angle xOy et un point P. On construit le point A symétrique de P par rapport
3 la droite Ox et le point B symétrique de P par rapport 2 la droite Oy. Démontrer que la
médiatrice du segment AB passe par O.

Soit un angle saillant xOy. On marque sur le c8té Ox deux points A et B; puis, sur le c6té Oy,
on marque un point C tel que le segment OC soit égal au segment OA, et un point D tel que fe
segment OD soit égal au segment OB. Les segments AD et BC se coupent au point M.
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1o Démontrer I'égalité des segments AD et BC, :
20 Démontrer que le point M appartient 3 la bissectrice de I’angle xOy.
3o Démontrer que la droite OM est la médiatrice des segments AC et BD.

Démontrer que, dans un triangle ABC, les deux sommets B et C sont équidistants de la
médiane issue du sommet A.

10 Dans un trlangle isocéle ABC, les cdtés égaux sont AB et AC; démontrer que les hauteurs
BB’ et CC’ relatives 3 ces cotés sont égales.

20 Réciproquement, démontrer que, si dans un triangle ABC les hauteurs BB’ et CC’ sont
égales, ce triangle est isocéle,

3o Quelle équivalence logique peut-on écrire pour résumer les résultats précédents?

On considére un trlangle ABC, le milieu M du c6té AB, le milieu N du c6té AC. Les perpendi-
culaires menédes des points A, B, C 3 la drolte MN coupent respectivement cette droite aux
points D, E, F. Comparer les triangles ADM et BEM, puis les triangles ADN et CFN.

En déduire I'égalité : EF = 2 MN.

Solt un trlangle ABC. La blissectrice de I'angle A coupe au point P la médlatrice du c6té BC. Les
perpendiculaires menées de P aux droltes AB et AC coupent respectivement ces droites aux
points M et N.

12 Démontrer I’dgalité des segments AM et AN.

20 Démontrer I'égalité des triangles PBM et PCN.

30 Démontrer I'égalité : 2 AM = AB + AC.

On consldére un triangle ABC et le point d’Intersection O des bissectrices des angles Intérieurs
de ce triangle. Les perpendiculaires menées de O aux cétés BC, CA, AB coupent respectivement
ces cStés aux points A’, B’, C'.

10 Démontrer que les droites OA, OB, OC sont les médiatrices des cétés du triangle A’B'C’.
20 Démontrer que les demi-droites OA, OB, OC sont respectivement les bissectrices des
angles B'OC’, C'OA’, A‘OB’.

Soit un trlangle isocéle ABC dont les c8tés égaux sor.t AB et AC. On constrult a I'extérleur de
ce triangle les trlangles équilatéraux ABD wt ACE.

10 Démontrer I'égalité des segments DE et CD.

20 Les segments BE et CD se covsent au point |; démontrer que le point | appartient 3 la blssec-
trice de I'angle BAC,

32 Démontrer que la uroite Al est la médiatrice du segment DE.

Soient un triungle ABC, 1a hauteur AH et la médiane AM. On marque sur la droite AH le
point D tel que H soit le milieu du segment AD, et sur la droite AM le point E tel que M
sctic le milieu du segment AE,

Les droites BD et CE se coupent au point F.

1° Démontrer ’égalité des segments BD, BA et CE.

20 Démontrer que les triangles FBC et FDE sont isoceles. En dédulre que 12 droite FM ast ls
médiatrice des segments BC et DE.

On considére deux triangles ABC et A’'B'C’, les hauteurs AH et A’H’, les médianes AM et
A'M’. Démontrer que, si ces deux triangles vérifient les égalités : BC = B'C’_ AH = A'H’,
AM = A’'M’, ils sont égaux.



CHAPITRE III

Inégalités dans un triangle.
Perpendiculaire et obliques.

INEGALITES DANS UN TRIANGLE

Comparaison d’un angle extérieur
et d’'un angle intérieur non adjacents.

83. Considérons un triangle ABC et ’angle extérieur CAx formé par le c6té AC
et le prolongement Ax du c6té BA au-dela du point A (fig. 58). Propo-
sons-nous de comparer ’angle extérieur CAx & un angle intérieur non
adjacent, par exemple a I’angle ACB.

Tragons la demi-droite By qui passe par le milieu M du ¢6té AC; marquons
sur By le point D tel que M soit le milieu du segment BD et tragons le
segment AD.

N ot '

Fig. 58. Fig. 59.
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Le point D est i I'intérieur de ’angle MAx; nous en concluons :
MAx > MAD,
c’est-a-dire, puisque M appartient au segment AC :
CAz> MAD. (1)
Comparons les triangles MAD et MCB. D’une part les angles AMD et CMB

sont opposés par le sommet; donc ils sont égaux. D’autre part, puisque
M est le milieu commun des segments AC et BD, nous avons les égalités :

MA =MC et MD=MB.

Les triangles MAD et MCB satisfont aux conditions du deuxitwme cas
d’égalité; done ils sont égaux; nous en déduisons I'égalité :

MAD = ACB. @)
L’inégalité (1) et I’égalité (2) impliquent I’inégalité :

CAx> ACB.
De la méme maniére, nous démontrerions que I’angle extérieur BAz formé

par le c6té BA et le prolongement Az du c6té CA au-deld du point A est
supérieur & I’angle intérieur non adjacent ABC (fig. 59).

Les angles CAx et BAz, opposés par le sommet, sont égaux.

L’égalité : CA» = BAz et I'inégalité : BAz> ABC impliquent 1'inégalité :
CAz > ABC.

Nous concluons ;

THEOREME : Dans un triangle, un angle extérieur est supérieur a un angle
intérieur non adjacent.

Etude comparée des relations d’ordre
entre les c6tés d'un triangle
et entre les angles opposés & ces cotés.

Considérons un triangle ABC dans lequel nous supposons le c6té AB supé-
rieur au c¢6té AC. Proposons-nous de comparer les angles ACB et ABC
respectivement opposés aux cétés AB et AC.
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Marquons sur le segment AB le point D tel que les segments AD et AC
goient égaux, et tragons le triangle isocéle ADC (fig. 60).

Nous avons 'implication :

{AD = AC} —> { ACD =ADC}. )

L’angle ADC, extérieur au triangle DBC, est supérieur a I’angle intérieur
DBC; nous écrivons Iinégalité -

A/D\C>17PRI, ou . m>ﬁ (2)
Puisque le segment CD est a I'intérieur de ’angle saillant ACB, nous avons
Pinégalité :
ACB > ACD. (3)
L’égalité (1) et 'inégalité (2) impliquent Pinégalité .
ACD > ABC. (4)
Les inégalités (3) et (4) impliquent I’négalité . ACB > ABC.

Nous venons de démontrer que I’angle ACB, opposé au c6té AB, est supé-
rieur 3 I’angle ABC, opposé au cété AC.

Nous écrivons :
{AB> AC} —> {ACB> ABC}.
Nous énongons :

TaEorEME : Si deux cotés d’un triangle sont inégaux, les angles opposés
& chacun de cer c6tés sont inégausx, et au plus grand cété est opposé le plus
grand angle.




88.

89.

90.

91.

92.

INEGALITES DANS UN TRIANGLE. PERPENDICULAIRE ET OBLIQUES 275

Proposons-nous d’étudier la propriété réciproque : considérons un triangle
ABC dans lequel nous supposons I'angle ACB supéricur a ’angle ABC,

et comparons les c¢6tés AB et AC respectivement opposés i ces angles.
Nous écrivons I’hypothése : ACB > ABC.

Les segments AB et AC vérifient nécessairement ’une des trois relations
suivantes :

AB <AC, ou AB=AC, ou AB> AC.

L’inégalité : AB < AC, si elle était vérifiée, impliquerait, d’aprés le théo-
réme précédent, I'inégalité : ACB < ABC, qui est en contradiction avec
I’hypothése.

L’égalité : AB = AGC, si elle était vérifiée, impliquerait, d’aprés le théoréme
précédent, I’égalité : ACB = ABC, qui est en contradiction avec ’hypothése.
C’est donc I'inégalité : AB > AC qui est nécessairement vérifiée lorsque
I’angle ACB est supérieur & I’angle ABC.

Nous écrivons : {‘@>A/B\C} => {AB > AC}

Nous énongons *

THEOREME RECIPROQUE : Si deux angles d’un triangle sont inégaux, les
cdtés opposés a chacun des angles sont inégaux, et au plus grand angle
est opposé le plus grand cité.

Désignons par a, b, c les longueurs respectives des cétés BC, CA, AB, par
A,B,C les mesures des angles du triangle (fig. 61).

Nous admettons que les théorémes précédents permettent d’écrire :

{e>a>b} — {C>A>B}|

Cas d’un triangle rectangle.

Nous avons vu (n® 63) que, dans un triangle rectangle, les angles autres
que ’angle droit sont des angles aigus; I’angle droit est donc le plus grand
des angles d’un triangle rectangle. L’hypoténuse, c6té opposé a I’angle
droit, est donc le plus grand des cdtés d’un triangle rectangle.

Nous énongons -

TuforREME : Dans un triangle rectangle, I’hypoténuse est plus grande
qu’un coté de Vangle droit.
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Relations entre les longueurs des cétés d’un triangle.

Considérons un triangle ABC. Propo- c
sons-nous d’établir une relation d’ordre

entre la longueur d’un c6té, BC par
cxemple, et la somme des longueurs

des deux autres cotés.

Marquons sur le support du cété AB le B A 1 D
point D tel que A soit entre B et D et Fia. 62

que les segments AD et AC soient 8- 0%
égaux (fig. 62).

Tracons le segment CD; le triangle ADC est isocéle; nous avons I'impli-
cation : {AC=AD} —> {ADC=ACD}.
Le segment CA est intérieur a ’angle BCD; nous avons donc I'inégalité :

ACD < BCD.

Les deux relations précédentes impliquent I'inégalité :

m<ﬁ), ou B/D\C<]§(-]T)

Dans le triangle BCD, nous avons I'implication :

{BDC <BCD}—> {BC < BD}
Or le segment BD est la somme des segments AB et AC; nous en déduisons
I’inégalité : BC < AC + BC.

Nous venons d’établir que, dans le triangle ABC, le c4té BC est inférieur
2 la somme des deux autres cotés.

Nous énongons :

TaEOREME : Dans un triangle, la longueur d’un c6té est inférieure a la
somme des longueurs des deux autres cdtés.

Nous écrivons les trois inégalités qui traduisent les conclusions de ce théo-
by
réme :

a<b+c; b<a+c; c<a+b. 1)
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95. En changeant, si cela est nécessaire, les noms des sommets, nous supposons

96.

97.

98.

99.

100.

que les longueurs a, b, ¢ vérifient la double inégalité :
a>2b>ec 2)
Nous avons d’autre part 'inégalité : a < b 4. 1)

Retranchons b, ou ¢, aux deux membres de I'inégalité (1).
Nous obtenons les inégalités :

a—b<(b+ec)—b, ou: a—b<e, 3)
a—c<(b+c)—¢c, ou: e—c<b 4)
De plus, I'inégalité b < e implique : b—c<a. (5)

REMARQUE : Si nous ne connaissions pas la relation d’ordre cntre les cotés
du triangle ABC, nous remplaccrions les inégalités (3), (4) et (5) par les
inégalités : |a—b| <c; |a—c| < b; |b—¢]| < a.

Nous énongons :

Tri:oREME : Dans un triangle, la longueur d’un cété est supérieure a la
valeur absolue de la différence des longueurs des deux autres cétés.

REMARQUE : Si nous rapprochons les théorémes précédents (n% 94 et 97)
nous voyons que les longueurs des cotés d’un triangle vérifient les six iné-
galités :

[b—c|<a<b+e; fe—a|<b<c+as [a—b|<c<a+b

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

Pour que les six inégalités précédentes soient vérifiées, il faut et il suffit que
le plus grand cdté du triangle soit inférieur a la somme des deux autres.

Relation entre les longueurs des segments
déterminés par trois points A, B, C.

Considérons dans le plan trois points A, B, C. Quelle que soit la disposition
de ces points (sommets d’un triangle ou points alignés dans un ordre
arbitraire), nous déduisons de ce qui précéde les inégalités suivantes
dans lesquelles a, b, ¢ sont les longucurs respectives des segments BC, AC,
AB :

[b—c|<agb+e; |e—a|Lbge+ta; |a—b|gbga+b.
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ENSEMBLES DE POINTS DU PLAN DETERMINES
PAR LA MEDIATRICE D'UN SEGMENT

Considérons un segment AB et sa médiatrice A (fig. 63). La droite A est
la frontiére de deux demi-plans. Désignons par Q, le demi-plan qui contient
A, et par Q, le demi-plan qui conticnt B. Convenons que les points de la
frontiére A n’appartiennent ni au demi-plan Q,, ni au demi-plan Q,.
Nous partageons ainsi lcs points du plan en trois sous-ecnsembles disjoints :
Pensemble des points de la droite A, ’ensemble des points du demi-plan
Q,, 'ensemble des points du demi-plan Q,.

Nous avons rappelé (n® (69) que tous les points de la médiatrice A sont
équidistants des points A et B, et qu’ils sont les seuls points du plan a
posséder cctte propriété.

Nous avons dit que les deux phrases : « P est équidistant des points A et B »
et « P appartient & la médiatrice A du segment AB » sont logiquement équi-

valcntes : {PA=PB} < {PeA}.

A
P

Q1 Q2 Q1

M

X’ o) x/

Fig. 63. Fig. 64.

Soit M un point du demi-plan Q,. Proposons-nous d’établir une relation
d’ordre entre les distances MA et MB.

Supposons d’abord que, dans le demi-plan Q,, le point M n’appartienne pas
ausupportx’x du scgment AB (fig. 64). Puisque l¢ point B est dans le demi-
plan Q,, le scgment MB coupe la médiatrice A en un point C; nous avons
I’implication : {CeA} — {CA=CB}.
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Dans le triangle MAC, le c6té MA est plus petit que la somme des deux

autres cotés - MA <MC 4 CA,
ou, puisque les segments CA et CB sont égaux :
MA <MC + CB.
Le point C appartient au segment MB; nous avons donc :
MC + CB = MB.
Nous en déduisons * MA < MB.

Supposons ensuite que, dans le demi-plan Q,, le point M appartienne
au support x'x du segment AB. Désignons par O le milieu du segment AB.
Sile point M appartient au segment OA (fig.65), nous avons les deux égalités:

MA=0A-0OM et MB=0B+OM.
Puisque les segments OA et OB sont égaux, ces deux égalités smpliquent
I'inégalité : MA < MB.
Si le point M est en A, le segment MA est nul, et 'inégalité : MA < MB est

vérifiée.

Qi A Q2 Q1 A Q2
— — - -
x/ M O N X Xm A (o) B N X
Fig. 65. Fig. 66.

Si le point M appartient a la demi-droite Ax’ (fig. 66), le point A appartient
au segment MB; nous avons : MA =MB — AB.

Nous en déduisons l'inégalité : MA < MB.

Nous avons démontré que I’inégalité - MA < MB est vérifiée pour tout
point M du demi-plan Q,.

Nous énongons :

TukorREME : Si un point M appartient au demi-plan Q, qui contient le point
A et dont la frontiére est la médiatrice A du segment AB, le segment MA
est inférieur au segment MB.

Nous écrivons : {MeQ,} — {MA < MB}

REMARQUE : Le méme raisonnement montre que si un point N appartient
au demi-plan Q,, le segment NB est inférieur au segment NA.
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Propriété réciproque.

Soit M un point qui n’est pas équidistant des points A et B. Nous allons
montrer que, si nous connaissons une relation d’ordre entre MA et MB,
nous pouvons déterminer I’appartenance de M a 'un des demi-plans Q,
ou Q,. Par exemple, nous allons montrer que I’hypothése : MA <MB
suffit pour affirmer que M appartient au demi-plan Q,.

En effet, dans le plan, un point appartient nécessairement a 1’un des trois
sous-cnsembles disjoints A, Q, ou Q,.

Si le point M appartenait 3 A, nous aurions I’égalité : MA = MB, qui est
en contradiction avec I’hypothése.

Si le point M appartenait au demi-plan Q,, nous aurions, d’aprés le théo-
réme direct, I'inégalité : MA > MB, qui est en contradiction avec ’hypothése.
Puisque le point M, tel que : MA < MB, n’appartient ni a A, ni a Q,, il
appartient nécessairement au demi-plan Q,.

Nous énongons :

THEOREME : Si le segment MA est inférieur au segment MB, le point M
appartient au demi-plan Q, qui contient le point A et dont la frontiére est
la médiatrice A du segment AB.

Nous écrivons : {MA<MB} — {MeQ,}

Le théoréme précédent constitue la réciproque du théoréme n° 104. 11
en résulte que les deux propositions : « M appartient au demi-plan Q, »
et « Le segment MA est inférieur au segment MB » sont logiquement
équivalentes.

Nous écrivons : {MeQ,} <— {MA <MB}

Triangles qui ont deux cdtés respectivement égaux.

Considérons deux triangles ABC et A'B’C’ dans lesquels nous supposons
que sont satisfaites les trois relations :

AB=AB’; AC=A'C'; BAC>BAC.

Proposons-nous d’établir une relation d’ordre entre les cotés BC et B'C'.
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L’inégalité des angles BAC et B’A’C’ implique Iinégalité des cdtés BC et
B'C’, car, si ces deux cotés étaient égaux, les triangles ABC et A'B'C’
geraient égaux; en particulier les angles homologues BAC et B’A’C’ seraient
égaux.

Construisons la demi-droite Ax telle que les angles BAx et B’A’C’ soient

égaux et appartiennent i un méme demi-plan de frontiére AB; cette demi-
droite Ax est a 'intérieur de ’angle BAC (fig. 67).

Marquons sur Ax le point D tel que les segments AD et A’C’ soient égaux.
Les triangles A'B’C’ et ABD satisfont aux conditions du deuxiéme cas
d’égalité, ce qui implique I’égalité des c6tés homologues B'C’ et BD.
Pour comparer les segments B'C’ et BC, il suffit de comparer les segments
BD et BC.

Tragons la bissectrice Ay de I’angle DAC. Le support Ay est aussi la
médiatrice de la base CD du triangle isocéle CAD. D’autre part la demi-
droite Ay, intérieure a I’angle BAC, coupc le segment BC ¢n un point E,
et nous avons ’égalité :

BC =BE + EC. (1)

Le point E appartient 4 la médiatrice Ay de CD; nous avons done I’égalité :

EC =ED. (2)

Les égalités (1) et (2) impliquent I’égalité :
BC =BE + ED. (3)
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Oz, dans le triangle BDE, la somme des deux cétés BE et ED est supé-
rieure au troisiéme c6té BD; nous avons 'inégalité :

BE + ED > BD. (1)
L’6galité (3) et 'inégalité (4) impliquent I'inégalité
BC> BD, c’est-a-dire : BC> B'C'.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux triangles ABC et A'B'C’ ont deux cétés respectivement
égaux (AB = A'B’ et AC = A’C’), et si 'angle BAC est supérieur a I’angle
B'A’C’, le cdté BC est supérieur au cété B'C’,

Etudions la propriété réciproque : nous considérons deux triangles ABC
et A'B’C’ dans lesquels nous supposons que sont satisfaites les trois rela-
tions :

AB =A'B’; AC=A'C/; BC> B'C'.

Comparons les angles BAC et B’A’C’. Entre ces deux angles, existe néces-
sairement I’une des trois relations suivantes -

BAC<B'A'C’; .BAC=BA'C’; BAC>BAC.

Si I'angle BAC était inférieur a I’angle B'A’C’, nous aurions, d’aprés le
théoréme direct, 'inégalité : BC <B'C’, qui est en contradiction avec

I’hypothése.

Si I’angle BAC était égal A l'angle B’A’C’, nous aurions I’égalité :
BC=B'C’, qui est en contradiction avec ’hypothése.

Puisque ’angle BAC n’est ni inféricur ni égal a I'angle B’A’C’, il lui est
nécessairement supérieur.

Nous concluons :

TniorEME : Si deux triangles ABC et A’B’'C’ ont deux cdtés respectivement
égaux (AB =A'B’ et AC=A'C’), et si le cété BC est supérieur au coté
B'C', 'angle BAC est supérieur a angle B'A'C’.
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PERPENDICULAIRE ET OBLIQUES

Soient une droite A, un point O qui n’appartient pas a cette droite, et
le point H, projection orthogonale de O sur A (fig. 68).

Le segment OH est perpendiculaire a4 A; tout segment qui joint le point O
a un point A de la droite A distinct de H est un segment oblique.

Proposons-nous d’établir une relation d’ordre entre la longueur du
segment OH et les divers segments obliques issus du point O.

Comparaison du segment perpendiculaire
et d’un segment oblique.

Le triangle OHA est rectangle (fig. 68); son hypoténuse OA est plus
longue que le ¢6té de I’angle droit OH (n° 91); nous avons donc I'inégalité :

OA>0H ou: OH <OA.

Nous énoncons :

THEOREME : Le segment perpendiculaire OH est plis court que tout seg-
menl oblique.

(o] 0

W

A A H A C A H
Fig. 68. Fig. 69.

Comparaison de deux segments obliques
qui s’écartent également du pied de la perpendiculaire.

Considérons deux segments obliques OA et OB tels que les segments HA
et HB soient égaux. Le point H est le milieu du segment AB (fig. 69).

La droite OH est donc la médiatrice du segment AB; il en résulte (n° 69)
que le point O est équidistant des points A et B.
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Nous concluons :

TrHEOREME : Si deux segments obliques s’écartent également du pied de la
perpendiculaire, ils sont égaux.

Nous notons : {HA = HB} — {0A = OB}

Comparaison de deux segments obliques
qui s’écartent inégalement du pied de la perpendiculaire.

Considérons deux segments obliques OA et OC tels que les segments HA
ct HC soient inégaux (fig. 69); nous posons, par exemple : HA < HC.

Il existe sur A un point B tel que H soit le milieu du segment AB; d’aprés
le théoréme précédent (n° 117), les segments OA et OB sont égaux.

L’un des points A ou B appartient nécessairement au segment HC; sup-
posons que ce soit le point A.

Dans le triangle rectangle OHC, I’angle OCH est aigu (n° 63); il est égal a
Pangle OCA.

Dans le triangle rectangle OHA, I'angle OAH est aigu; son supplément,
I'angle OAC, est donc obtus.

L’angle obtus OAC est supérieur a I’angle aigu OCA. Il en résulte (n°® 89)
que, dans le triangle OCA, le c6té OC est supérieur au coté OA.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux segments obliques s’écartent inégalement du pied de
la perpendiculaire, ils sont inégaux; celui qui s’écarte le plus est plus grand
que Pautre.

Nous notons : {HC>HA} —> {0C> 0A}

Comparaison des écarts de deux segments obliques égaux.

Conservons les notations des théorémes précédents; nous avons une
droite A, un point O qui n’appartient pas a A, et deux segments obliques
distincts, OA et OB, de méme longueur.
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Le triangle OAB est isocéle; donc la perpendiculaire OH est médiatrice
du segment AB; nous avons donc I’égalité : HA = HB.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux segments obliques sont égaux, ils s’écartent également
du pied de la perpendiculaire.

Nous potons : {OA = 0B} —> { HA = HB}

Ce théoréme constitue la réciproque du théoréme n° 117.

Comparaison des écarts de deux segments obliques inégaux.

Considérons deux segments obli-
ques inégaux, OA et OC. Supposons, o
par exemple :  OC> OA.

Comparons les segments HA et HC.

Entre ces deux segments, existe
nécessairement ’'une des trois rela-
tions suivantes :

HC<HA; HC=HA; HC> HA.
Si le segment HC était inférieur au A C A H B
segment HA, nous aurions, d’aprés

le théoréme direct, I'inégalité . Fig. 69.

OC < OA, qui est en contradiction

avec I’hypothése.

Si le segment HC était égal au segment HA, nous aurions I’égalité :
OC=0A, qui est en contradiction avec I’hypothése.

Puisque le segment HC n’est ni inférieur ni égal au segment HA, il lui
est nécessairement supérieur.

Nous concluons :

TutoRrEME : Si deux segments obliques sont inégaux, ils s’écartent inégale-
ment du pied de la perpendiculaire; le plus grand s’écarte davantage que
Pautre.

MONGE. — MATI. 4°. 10



286 GEOMETRIE

Nous notons :

{0C>0A} —> {HC>HA)

Ce théoréme constitue donc la réciproque du théoréme n° 119.

124. Si nous réunissons les résultats des études précédentes, nous écrivons
les deux équivalences logiques :

{HA = HB} <—> {0A = OB}
{HC> HA} <> {0C> 0A}

RESUME

Inégalités dans un triangle.

1. Dans un triangle, un angle extérieur est supérieur a tout angle intérieur
non adjacent.

2. Si deux c6tés d'un triangle sont inégaux, les angles opposés & chacun de
ces cOtés sont inégaux, et au plus grand coté est opposé le plus grand
angle.

3. Si deux angles d'un triangle sont inégaux, les cdtés opposés a chacun des
angles sont inégaux, et au plus grand angle est opposé le plus grand coté.

4. Dans un triangle rectangle, I'hypoténuse est plus grande qu'un coété
de I'angle droit.

5. Dans un triangle, la longueur d’un cdté est comprise entre la somme et
la valeur absolue de la différence des longueurs des deux autres cotés.
6. Pour que les six inégalités : |b—c|<a<b+gc,
lc—al|<b<c+a,
la—b|<c<a+b.
soient verifi¢es, il faut et il suffit que le plus grand cdté du triangle soit
inférieur a lJa somme des deux autres.
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10.

11.

RESUME (suite)

Ensembles de points du plan déterminés par la médiatrice d'un
segment.

Pour qu'un point M soit dans le demi-plan qui contient un point A etquia
pour frontiére la médiatrice d'un segment AB, il faut et il suffit que MA
soit inférieur & MB.

. Si deux triangles ABC et A'B'C’ ont deux cétés respectivement égaux

(AB= A'B'et AC = A’'C’) et si I'angle BAC est supérieur a1'angle B'A'C’,
le coté BC est supérieur au cété B'C'.

Si deux triangles ABC et A'B’'C’ ont deux cbdtés respectivement égaux
(AB=AB’' et AC=A'C’) et si le cdté BC est supérieur au coté B'C’,
V’angle BAC est supérieur a l'angle B'A'C'.

Perpendiculaire et obliques.

Soient une droite A, un point O non situé sur la droite, le pied H de la
perpendiculaire menée du point O sur la droite A, et diverses obliques.
a) Le segment de perpendiculaire OH est plus court que tout segment
oblique.

b) Si deux segments obliques s’écartent également du pied de la perpen-
diculaire, ils sont égaux.

c) Si deux segments obliques s’écartent inégalement du pied de la per-
pendiculaire, ils sont inégaux; celui qui s’écarte le plus est plus grand
que 1'autre.

Si I'on considére une droite A, un point O non situé sur A, et tous les seg-
ments qui joignent le point O A tous les points de A :

a) Si deux segments sont égaux, ils s’écartent également du pied de la
perpendiculaire.

b) Si deux segments sont inégaux, ils s'écartent inégalement du pied de
la perpendiculaire ; le plus grand s'écarte davantage que l'autre.
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TRAVAUX PRATIQUES

1. Construisez un triangle ABC, puis le symétrique B’ du sommet B par
rapport 4 la bissectrice extérieure de I'angle A. A quelle droite de la
figure le point B’ appartient-il?

2. Marquez un point M sur la bissectrice extéricure de I’angle A. Comparez
les sommes MB + MC et MB'+ MC, puis les sommes AB 4 AC et
AB’ 4 AC. Pouvez-vous en déduire une relation d’ordre entre les sommes
MB 4+ MC et AB + AC?

1. Construisez un triangle ABC dont ’angle B est supérieur a I’angle C.
Complétez I'implication : B> C —> AB...AC.
2. Soit M le milieu du c¢6té BC. Comparez les c6tés des deux triangles

AMB et AMC: AM=AM; MB..MC; BA..CA.
En déduire une relation d’ordre entre les deux angles AMB et AMC; puis

complétez I'implication : B > C —s> AMB...AMC.

3. L’angle AMB est extérieur au triangle AMC; écrivez la relation d’ordre
entre les angles AMB et C : AMB...C.

L’angle AMC est extérieur au triangle AMB; écrivez la relation d’ordre
entre les angles AMC et B : AMC...B.

4. Vous avez écrit les trois relations d’ordre :

Pouvez-vous en déduire une relation d’ordre entre les angles M et C du
triangle AMC? En déduire alors une relation d’ordre entre le c6té AC et la
médiane AM.

Pouvez-vous, d’une manitre analogue, déduire une relation d’ordre entre
le c6té AB et 1a médiane AM?

1. Construisez un triangle ABC dont I’angle B est supérieur a I’angle C.
Ecrivez la relation d’ordre entre les cotés AB et AC.

2. Soit M le milieu du c¢6té BC. Marquez sur la droite AM le point P tel
que M soit le milieu du segment AP. Comparez les triangles AMC et PMB,

puis complétez les égalités : AC=... et MAC =...
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3. Ecrivez la relation d’ordre entre les c6tés AB et PB du triangle ABP.
En déduire alors une relation d’ordre entre les angles PAB et APB; puis
une relation d’ordre entre les angles MAB et MAC.

Complétez I'implication : B>C — MAB...MAC.

1. Construisez un triangle ABC dont les angles B et C vérifient la double

inégalité : 6<ﬁ<90°. Ecrivez la relation d’ordre entre les cétés AB
et AC.

2. Traccz la bissectrice intérieure AD de ’angle A. Marquez sur le ¢6té AC
le point B’ tel que AB'= AB. Comparcz les angles ABD et AB’D; en
déduire que I’angle DB’C est obtus.

3. Dans le triangle DB’C, comparez les angles DB'C ¢t B'CD; puis écrivez
la relation d’ordre entre les c¢6tés DB’ et DC.

Complétez alors I'implication : C <,]§ <90° — DB...DC.
Auquel des deux segments BM et MC le point D apparticnt-il?

Exercices

Démontrer qu'un point A appartient 2 un segment BC si et seulement si ces trois points
vérifient I'égalité : BC = BA 4 AC.

On considére un triangle isocéle ABC dont les c6tés AB et AC sont égaux, et un point D du
cdté AC. Démontrer I'inégalité : BD > DC.

Dans le triangle ABC, D est le pied sur le c6té BC de la bissectrice intérieure de I'angle A.
Démontrer les inégalités : DB < AB et DC < AC.

Dans le quadrilatére convexe ABCD, le c6té AB est le plus grand des quatre cétés, le co6té CD
est le plus petit.

10 On trace la diagonale BD. Ecrire la relation d’ordre qui existe entre les angles ABD et ADB,
puis la relation d’ordre qui existe entre les angles CBD et CDB. En déduire une relation d’ordre
entre les angles B et D du quadrilatére.

20 Quelle est la relation d’ordre qui existe entre les angles A et C du quadrilatére?

Le triangle ABC est rectangle en B; soient D le pied sur BC de la bissectrice de I'angle A, et H
le pied sur AC de la perpendiculaire menée de D 3 AC. Comparer les segments DB et DH,
puis les segments DH et DC. En déduire la relation d'ordre qui existe entre les segments DB
et DC,

Soit un triangle ABC; on marque un point A’ sur le c6té BC, un point B’ sur le c6té CA, un
point C’ sur le c6té AB. Démontrer que le périmétre du triangle ABC est plus grand que le
périmétre du triangle A'B'C’.

On considére un triangle ABC et un point M a I'Intérieur de ce triangle.

10 Soit D le point d’intersection de la droite BM avec le c6té AC. Etablir une relation d’ordre
entre les sommes MB + MC et DB + DC; puis une relation d'ordre entre les sommes DB + DC
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et AB + AC, En déduire la relation d’ordre qui existe entre les sommes MB + MCet AB 4 AC.
20 On désigne par 2p le périmétre du trlangle ABC. Quelle relatlon d’ordre existe-t-Il entre 2p
et la somme MA 4+ MB 4+ MC?

30 Démontrer la double inégalité : p < MA 4 MB 4+ MC < 2p.

Solent M un point situé a 'intérieur d'un quadrilatére convexe ABCD et H le point d'inter-
section des dlagonales de ce quadrilatére.

10 Démontrer que la somme des distances du point M aux quatre sommets du quadrilatére est
supérieure a la somme des diagonales.

20 Quel est le point dont la somme des distances aux sommets est la plus petite possible ?

Solent un quadrilatére convexe ABCD et H le point de rencontre des diagonales AC et BD; on
désigne par 2p le périmétre de ce quadrilatére.

1° On considére les triangles AHB, BHC, CHD, DHA. Des relations qui existent dans chacun
de ces triangles entre un c6té et la somme des deux autres, déduire la relation d’ordre :
p <AC+BD.

29 On consldére les triangles ACB, ACD, BDA, BDC. Des relations qui existent dans chacun
de ces triangles entre un c6té et la somme des deux autres, déduire la relation d’ordre :
AC +BD < 2p.

On considére un triangle ABC et ses médianes AD, BE, CK. On désigne par 2p le périmétre
de ce triangle,
10 Démontrer I'inégalité : p < AD + BE + CK.

20 On prolonge la demi-droite AD au-dela de D et on marque sur cette deml-droite le point M
tel que DM = DA. Ecrire la relation d’ordre qui existe dans le triangle ABM entre le cété AM
et la somme des cotés AB et BM. En déduire I'inégalité : AD < l&;ﬁ:

AD + BE + CK < 2p.

; puls I'inégalité :

On considére, sur une droite xy, trois points A, B, O qui se succédent dans cet ordre. Une
droite D coupe la droite xy au point O. Démontrer que, pour tout point M qui appartient 3 D,
on a I'lnégalité : | MA— MB| < OA — OB.

On considére une droite xy et un point A.
1° Soit B un polnt qul n’appartient pas au méme demi-plan de frontiére xy que le point A,
Trouver sur la droite xy un point M tel que la somme MA 4 MB soit la plus petite possible.

20 Soit C un point qui appartient au méme demi-plan de frontiére xy que le point A. Trouver
sur la drolte xy un point P tel que la somme PA + PC soit la plus petite possible.

On considére une droite xy et un point A.

1° Solt B un point qui appartient au méme demi-plan de frontiére xy que le point A, et tel
que la drolte AB coupe xy en un point O. Trouver sur la droite xy un point M tel que la diffé-
rence |MA — MB| soit la plus grande possible.

20 Solt C un point qul n’appartient pas au méme deml-plan de frontiére xy que le point A.
Peut-on trouver sur la droite xy un point P tel que la différence | PA — PC| soit la plus grande
possible?



CHAPITRE 1V

Droites paralleles.

AXIOME D’EUCLIDE

Droites perpendiculaires & une méme droite.

129, Sur une droite z'x marquoms deux
points distincts A et A’ (fig. 70 );
tragons la droite D perpendiculaire en
A a x'x, et la droite D’ perpendiculaire
en A’ A x'x. Les deux droites D et D’
ne peuvent avoir aucun point commun;
en effet, si elles en avaient un, nous
pourrions tracer par ce point deux
perpendiculaires distinctes a la méme
droite x'x.

x/ A AN X

Nous énongons : Fig. 70.

130. TrEOREME : Si deux droites distinctes d’'un méme plan sont perpendi-
culaires 3 une méme droite, elles n’ont aucun point commun.

Droites paralléles.

131. DermviTioN : On appelle droites paralléles des droites d’un méme plan
qui n’ont aucun point commun.

Pour indiquer, en abrégé, que deux droites D et D' sont paralléles, nous
notons: D/ D',

Par exemple, pour noter le théoréme n° 130, nous écrivons :
{DLx'x et D'Lx'x} — {Dy/D'}.
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Tracé d’une paralléle a une droite par un point donné,.

Soient une droite D et un point A’ X
qui n’appartient pas A cette droite i
(fig. 71). Proposons-nous de tracer par y
le point A’ une paralléle a la droite D. i~ © A

Nous menons par A’ la perpendiculaire

x'x 4 la droite D, puis nous tragons par ]

le point A’ la droite D’ perpendiculaire O
ax'x.

Puisque les deux droites D et D’ sont o A
perpendiculaires a x'x, la droite D’ est

paralléle a la droite D. Fig );1

Axiome d’Euclide.

La construction précédente a permis de tracer par un point donné A’
unc droite D’ paralléle & une droite donnée D. Demandons-nous si d’autres
procédés me permettraient pas de tracer d’autres droites qui passent
par A’ et soient paralléles 3 D. Aucune des propriétés admises ou démon-
trées jusqu’ici ne permet de répondre A cette question, ¢t pourtant, de
cette réponse, dépendent des conclusions trés importantes pour la suite.
Nous admettons la proposition suivante, appelée axiome &’Euclide :

Par un point qui n’appartient pas & une droite, on peut mener une seule
parali¢le a cette droite.

Euclide, géométre grec du me siécle avant 1’¢re chrétienne, tenta d’ordonner les connais-
sances mathématiques de son temps. Il ne put démontrer I'unicité de la paralléle menée
par un point a une droite, ¢t il demanda d’admettre cette propriété en attendant qu’elle
ftt démontrée. Aprés avoir longtemps cherché cctte démonstration, les géométres, vers
la fin du x1x° siécle, établirent deux faits trés importants :

10 Il n’est pas possible de démontrer I'unicité de la paralléle menée par un point 4 une droite
donnée; mais si I'on admet cette unicité, on construit une théorie, appelée géométric eucli-
dienne, qui est la géométrie usuelle.

20 Sil’on n’admet pas cette unicité, on doit remplacer la proposition d’Euclide par d’autres
propositions, posées a priori,  partir desquelles on établit des constructions logiques, appelées
géométries non euclidiennes et dans laquelle les figures ont des propriétés différentes de celles
que nous allons étudier.

D’une fagon générale, un axiome est une proposition de caractére intuitif, que 'on admet
sans démonstration ct & partir de laquelle on construit un édifice logique.
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Nous avons déji posé un certain nombre d’axiomes en géométrie.

Par exemple, les deux propositions suivantes sont des axiomes :

1° Si deux droites ont deux points communs, elles coincident.

2° Si un plan contient deux points d’une droite, il contient tous les points de cette droite.

PREMIERES CONSEQUENCES DE L’AXIOME D’EUCLIDE

Tous les théorémes que nous établirons dans la suite sont des consé-
quences de ’axiome d’Euclide. Etudions d’abord les conséquences directes,
que nous démontrons & I’aide de la proposition énoncée au n° 134.

Droites distinctes paralléles a une méme droite.

Considérons deux droites distinctes D; et D,, toutes deux paralléles a
une droite D (fig. 72). Etudions la position relative des droites D, et D,.
Si les deux droites distinctes D, et D, étaient sécantes en P, cela impli-
querait que I’on a pu tracer par ce point P deux droites distinctes paral-
leles 2 D, construction qui est en contradiction avec I’axiome d’Euclide.
Puisque les droites distinctes D, et D, ne sont pas sécantes, elles sont
nécessairement paralléles.

Nous énongons :

THEOREME : Si deux droites distinctes sont paralléles 3 une méme droite,
elles sont paralléles entre elles.

Nous notons : {D;# D, et D, /D et D,/D} — {D,/D,}.
Il résulte de I’énoncé précédent que si deux droites D, et D, sont paral-

leles & une droite D et si elles ont un point commun, les droites D, et D,
sont confondues.

D> D>

D,

D D,A/A

Fig. 72. Fig. 3.
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Droite A sécante a I’une des deux paralléles D, et D,.

Considérons deux droites paralléles D, et D, et une droite A qui coupe D,
en A (fig. 73). Etudions la position relative des droites A et D,.

Si les deux droites distinctes A et D, étaient paralléles, cela impliquerait
que I’on a pu tracer par A deux droites distinctes A et D, paralléles a D,,
ce qui est contraire  'axiome d’Euclide.

Puisque les droites distinctes A et D, ne sont pas paralldles, elles sont
nécessairement sécantes.

Nous énongons :

TrEOREME : Si deux droites sont paralléles, toute droite qui coupe I'une
coupe I’autre.

Conséquence : Soient deux droites
paralleles D, et D, et une droite A D}
perpendiculaire & D, en A (fig. 74). p B
La droite A coupe aussi D, en un 2
peint B. Si nous tragons par B la
perpendiculaire BD; a A, cette droite
est paralléle a D,. Or BD, est paral-
lele 2 A; les droites D, et D, sont D,
confondues. La droite A est donc per-
pendiculaire a D,. A

Si deux droites sont paralléles, toute Fig. 74.
droite perpendiculaire a I’'une est per-
pendiculaire & ’autre.

»>J

Nous notons :

{D,/Dyet A LD} —> {A L D,}.

PROPRIETES DES ANGLES
FORMES PAR DEUX PARALLELES ET UNE SECANTE

Angles formés par deux droites coupées par une sécante.

Tragons deux droites x'x et y'y, puis une sécante D qui les coupe respec-
tivement en A et B (fig. 75); nous formons ainsi quatre angles de sommet A
et quatre angles de sommet B,
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Asgsocions ces angles par couples, un angle de sommet A et un angle de
sommet B, et donnons 2 ces couples des noms en relation avec les positions
respectives des angles.

Les angles de sommet A et dont un cbté est la demi-droite AB sont dits
angles internes de sommet A; les angles de sommet B et dont un c6té est
la demi-droite BA sont dits angles internes de sommet B.

Les autres angles de sommet A ou de sommet B sont dits angles externes.

Angles alternes-internes : On appelle

angles alternes-internes deux angles
internes non adjacents placés de part et
d’autre de la sécante.

Par exemple, sur la figure 75, les angles 2\t
A, et B; d’une part, A, et B, d’autre
part forment des couples d’angles
alternes-internes.

Angles alternes-externes : On appelle 3N X
angles alternes-externes deux angles

externes non adjacents placés de part D
et d’autre de la sécante. Par exemple, Fig. 75.

sur la figure 75, les angles Ay et B,

d’une part, A, et B, d’autre part

forment des couples d’angles alternes-

externes,

Angles correspondants : On appelle angles correspondants deux angles
non adjacents, I’un interne, I’autre externe, placés d’un méme c6té de la
sécante.

Par exemple, sur la figure 75, les angles A, et B;, A etB,, AjetB,,
A, et B, forment respectivement quatre couples d’angles correspondants.

Angles internes d’un méme ¢oté de la sécante : Les angles A, et B, A, et B,
forment respectivement des couples d’angles internes d’un méme cété
de la sécante (fig. 75).

Angles externes d’'un méme cté de la sécante : Les angles AjetB,, A etB,
forment respectivement des couples d’angles externes d’un méme c6té
de la sécante (fig. 75).
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Angles formés par deux paralléles et une sécante.

Tragons deux paralléles x'x et ¥'y, et une droite D qui coupe x'x en A.
Cette droite D coupe aussi y'y en un point B (n° 138).

Sila droite D est perpendiculaire a x'x (fig. 76), elle est aussi perpendiculaire
a y'y; les huit angles formés sont tous droits; ils sont deux & deux égaux,
et deux a deux supplémentaires.

Sila droite D n’est pas perpendiculaire A x'x, elle n’est pas perpendiculaire
a y'y. Aucun des angles qu’elle détermine n’est droit. Pour chaque espéce
d’angles, comparons deux angles d’un méme couple.

y! B y >)y4
M

] .
x/ A X x/ 3 4 (od X
D

Fig. 76. Fig. 77.

Angles alternes-internes : Par le milieu M du segment AB, tragons la per-
pendiculaire commune aux droites x'x et y'y (fig. 77); cette perpendi-
culaire coupe x'x en C et ¥’y en E. Les angles MAC ¢t MBE sont alternes-
interncs. Comparons les triangles rectangles MAC et MBE.

Les hypoténuses MA ct MB sont égales; les angles AMC et BME, opposés
par le sommet, sont égaux. Les triangles MCA et MEB satisfont aux
conditions du premicr cas d’égalité des triangles rectangles; donc ils
sont égaux,

Nous en déduisons 1’égalité des angles homologues MAC et MBE, c’est-a-
dire des angles alternes-internes A, ct B,.

Les angles alterncs-internes A, et B,, respectivement supplémentaires des
angles alternes-internes A, et B,, sont aussi égaux.

Nous concluons .

TntorEME : Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante, deux
angles alterues-interncs sont égaux.
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Angles correspondants : Les angles opposés par le sommet A, et A,
sont égaux; les angles alternes-internes A, et B, sont égaux.

Les deux égalités : Ks = Xl et Xl = ]/3\3 impliquent 1’égalité : :&\3 = ﬁa.

L) o
Les deux angles A, et B; sont des angles correspondants.
Nous démontrerions de la méme fagon, pour chaque couple d’angles
correspondants, les égalités :
-~

-

A, =By; Xz=§z§ A,=B,

Nous concluons :

THEOREME : Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante, deux
angles correspondants sont égaux.

Angles alternes-externes : Les angles correspondants A, et B, sont égaux;
les angles opposés par le sommet B, et B, sont égaux.

Les deux égalités : A, =B, et B,=B; impli égalits : A, =B,
es deux égalités : A, =B, et B,=B, impliquent I’égalité : A, =B,.
Les deux angles A, et B, sont des angles alternes-externes.

Nous démontrerions de la méme fagon I'égalité des angles alternes-
externes A, et B,.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante, deux
angles alternes-externes sont égaux.

Angles internes d’'un méme cdté de la sécante : Les angles B, et B, sont
deux angles adjacents supplémentaires; les angles alternes-internes
B, et A, sont égaux.

Nous en déduisons que les angles A, ct By sont supplémentaires; ces
deux angles sont internes d’un méme c6té de la sécante.

Nous démontrerions de la méme fagon que les angles A, et B, internes
d’un méme c6té de la sécante, sont aussi supplémentaires.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux droites paralltles sont coupées par une sécante, deux
angles internes d’un méme cdté de la sécante sont supplémentaires.

Angles externes d’un méme c6té de la sécante : Les angles correspondants
A, et B, sont égaux; les angles A, et A, sont des angles adjacents supplé-
mentaires.
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Nous en déduisons que les angles A, et B, sont supplémentaires; ces deux
angles sont externes d’un méme c6té de la sécante.

Nous démontrerions de la méme fagcon que les angles A, et B,, externes
d’un méme c6té de la sécante, sont aussi supplémentaires.

Nous concluons :

THEOREME : Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante, deux
angles externes d’un méme cdté de la sécante sont supplémentaires.

Conditions nécessaires de parallélisme.

Les théorémes précédents traduisent des relations que vérifient nécessai-
rement les angles formés par deux paralléles coupées par unc sécante;
ce sont des conditions nécessaires de parallélisme,

Nous les résumons en un seul énoncé :

THEOREME : Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante,

10 deux angles alternes-internes sont égaux;

20 deux angles correspondants sont égaux;

3° deux angles alternes-externes sont égaux;

4° deux angles internes d’un méme cdté de la sécante sont supplémentaires;
5° deux angles externes d’un méme cété de la sécante sont supplémentaires.

REMARQUE : Deux droites paralléles et une sécante qui ne leur est pas
perpendiculaire forment donc quatre angles aigus et quatre angles obtus.
Les quatre angles aigus sont égaux; les quatre angles obtus sont égaux;
un angle aigu et un angle obtus sont supplémentaires.

Réciproques des propriétés z!
précédentes. —— B / y
y/ 3 7

Soient deux droites x'x et y'y coupées
respectivement aux points A et B par
une droite D (fig. 78).

Nous supposons que la droite D forme 37 A X
D/

avec x'x et y'y deux angles alternes-

internes égaux, par exemple les angles ,
Al et Ba- fig. 18,
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Menons par le point B la droite 2’z paralléle & 2'x; d’aprés le théoréme
dircet (n° 148) la droite I forme avec x'x et z'z des angles alternes-
internes égaux. Désignons par B, D’angle ABz'; nous avons donc

—~
Pégalité : A, =]§7u,
s <~ oy “w T . > » e s O =
Les éyalités : A; =B, et A; =B, impliquent I’égalité : B, = B,
Les angles By et By sont égaux; ils ont un c6té commun, BA, et sont
disposés de la méme fagon par rapport a ce ¢été commun, Donc les cotés

Bz’ et By’ sont confondus. Nous en concluons que la droite z'z et la droite
¥’y sont confondues, c’est-a-dire que la droite y'y est parallele a x'x,

Nous énongons :

THEOREME : Si deux droites coupées par une sécante déterminent des angles
alternes-internes égaux, ces deux droites sont paralléles.

Conditions suffisantes de parallélisme.

Une étude analogue a la précédente (n% 149 a 156) montre que chacune des
onze égalités suivantes implique I’égalité des angles A et By :

f&\z = /: (angles alternes-internes);

1/&\1 = ]/3:; 1/&\2 = i?;; A: = ﬁ:; A: = ﬁ: (angles correspondants);
Xa = ﬁ\l; 1’&: = 1/3; (angles alternes-externes);

Xl +§4 = 1 angle plat; Kﬂ +E =1 angle plat (angles internes d’un méme
coté de la sécante);

Xs +/PT2 =1 angle plat; K,, +E =1 angle plat (angles externes d’un méme
coté de la sécante),

Chacune de ces égalités implique donc le parallélisme des droites x'x et
y'y; ce sont des conditions suffisantes de parallélisme.

Nous les réunissons en un seul énoncé :

THEOREME : Pour que deux droites coupées par une sécante soicnt paral-
léles, il suffit que I'une des conditions suivantes soit réalisée :

deux angles alternes-internes égaux,

ou deux angles alternes-externes égaux,

ou deux angles correspondants égaux,

ou deux angles internes d’un méme c4té de la sécante supplémentaires,

ou deux angles externes d’un méme cété de la sécante supplémentaires.
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Notion de direction de droite.

DiriniTioN : On dit qu’une droite D’ a méme direction qu’une droite D
si la droite I’ est paralléle a D, ou si elle est confondue avee D.

La phrase « D’ @ méme direction que D » définit donc une relation entre
deux droites d’un méme plan. Nous indiquons trois propriétés trés impor-
tantes de cette relation.

Premiére propriété : La droite D @ méme direction que la droite D.

Pour traduire cette propriété, nous disons que la relation donnée est une
relation réflexive.

Remarquons que la relation : « D' est perpendiculaire ¢ D » n’est pas une
relation réllexive puisque D n’est pas perpendiculaire a D.

Deuxiéme propriété : Si la droite D' a méme direction que D, la droite D a

méme direction que D',

Pour traduire cette propriété, nous disons que la relation donnéc est une
relation symétrique.

Remarquons que la relation « D’ est perpendiculaire ¢ D » est aussi une
rclation symétrique, puisque, si D’ est perpendiculaire & D, la droite D
est aussi perpendiculaire a D',

Troisiéme propriété : Sila droite D' a méme direction que D, et si la drotte D"

a méme direction que D', la droite D" a méme direction que D.

Pour traduire cette propriété, nous disons que la relation donnée est une
rclation transitive.

Remarquons quelarelation: « D' est perpendiculaire @ D» n’est pas une
relation transitive, puisque, dans le plan, si D’ est perpendiculaire a D
et si D" est perpendiculaire 3 D’, les droites D" et D ne sont pas perpen-
diculaires, mais sont paralléles.

Sens de deux demi-droites de supports paralléles.

Soient deux droites paralléles x'x et y'y. Deux points A et B pris respec-
tivement sur x'x et sur y'y déterminent quatre demi-droites : Ax' et Ax,
By’ et By. La droite AB est la frontiére commune de deux demi-plans
P, et P, (fig. 79).

On dit que deux des demi-droites sont de méme sens si elles appartien-
nent 3 un méme demi-plan.
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On dit que dcux des demi-droites sont de sens contraires si elles appartien-
nent & deux demi-plans différents.

Par exemple, sur la figure 79, les demi-droites Ax’ et By’ sont de méme
sens; les demi-droites Ax et By sont aussi de méme sens.

Les demi-droites Ax' et By sont de sens contraires; les demi-droites Ax
et By’ sont de sens contraires.

xl
Py / P2
v/ B y 2
A/
o’ y’
x’ /A X
Py P2
(o] y
Fig. 9. Fig. 80.

Etude de deux angles saillants
dont les cdtés sont respectivement paralléles.

Soient deux angles saillants Oy et x'O’y’; nous supposons que les droites
qui portent les cdtés Ox et O’x’ sont paralléles; nous supposons aussi que
les droites qui portent les c6tés Oy et O’y’ sont paralléles.

Premier cas : Les cotés sont deux @ deux paralléles et de méme sens.

Dans tous les cas de figure, le support de la demi-droite O'y’ coupe le
support de la demi-droite Ox en un point A, ct les angles xOy et xAy’
sont des angles correspondants formés par les droites paralléles Oy et O'y’
coupées par la sécante Ox (fig. 80).

Nous avons donc I’égalité : ?O\y = m' .

De méme, les angles xAy’ et 'O’y sont des angles correspondants for-
més par les paralleles Ox et O'x’ coupées par la sécante O'y’.

Nous avons donc I'égalité : x/A?’ = m’ .

Les deux égalités précédentes impliquent 1’égalité : ;(3, = m .
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Nous énongons :

THEOREME : Si deux angles saillants ont leurs ¢61és respectivement paral-
léles et de méme sens, ces deux angles sont égaux.

Deuxiéme cas : Les cotés sont deux & deux paralléles et de sens contraires.
Considérons deux angles saillants xOy et x'O’y’; les demi-droites Ox et
O’x’ sont paralltles et de sens contraires; les demi-droites Oy et O'y’
sont aussi paralleles ct de sens contraires (fig. 81).

La demi-droite O'x" de méme support que O'x’ et de sens contraire,

et la demi-droite O'y” de méme support que O’y’ et de sens contraire

forment I’angle x"0’y". Les angles x0y et x"0’y" ont leurs cdtés paral-
———

Sk
léles et de méme sens; donc ces deux angles sont égaux : xOy = x"0'y".

Les angles x'O’y’ et x"O’y” sont opposés par le sommet; donc ils sont

. IO IOy
égaux : «"0'y" =40y,
YNNG

Les deux égalités précédentes impliquent 1’égalité : @:x"() y".

Nous énongons :

THEOREME : Si deux angles saillants ont leurs ¢dtés respectivement paral-
I¢les et de sens contraires, ces deux angles sont égaux.

X X
X" x’
o y (o] y
v’ o Y v’ 0 Yz
x’ .
Fig. 81. Iig. 82.

Troisiéme cas : Les cités sont respectivement paralléles ; deux sont de méme
sens ; deux sont de sens contraires.

Considérons deux angles saillants xOy et x'0'y’; les demi-droites Ox et
O’x’ sont paralléles et de méme sens; les demi-droites Oy et O'y’ sont
paralléles et de sens contraires (fig. 82).
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"

La demi-droite O'x’ et la demi-droite O'y”, de méme support que O'y’
et de sens contraire, forment I’angle x'O’y”". Les deux angles xOy et x'0’y”
ont leurs cotés paralleles et de méme sens; donc ces deux angles sont

— 205 = 70y

égaux : 20y =x'0'y".

Les angles x'O’y’ et x'O’y” sont supplémentaires; nous en déduisons
que les angles xOy et 'Oy’ sont supplémentaires.

Nous énongons :

THEOREME : Si deux angles saillants ont leurs c6tés respectivement paral-
léles, deux de méme sens et deux de sens contraires, ces deux angles sont
supplémentaires.

REMARQUE : Si deux angles sont tous deux aigus ou tous deux obtus, ils
ne peuvent pas étre supplémentaires; il en résulte que si deux angles
tous deux aigus ou tous deux obtus ont leurs cdlés respectivement paral-
léles, ces deux angles sont égaux.

RESUME

. Si deux droites distinctes d’'un méme plan sont perpendiculaires a une

. On appelle droites paralléles des droites d'un méme plan qui n'ont aucun

. Axiome d’Euclide: Par un point qui n'appartient pas & une droite, on

. Si deux droites distinctes sont paralléles & une méme droite, elles sont

6. Si deux droites sont paralléles, toute droite perpendiculaire & I'une est

Axiome d’Euclide.

méme droite, elles n’ont aucun point commun :
{DLx'x et D'Lx'x} —> {D/D’}).

point commun.

peut mener une seule paralléle a cette droite.
Conséquences de I'axiome d’Euclide.

paralléles entre elles.
{D;#D,etD /DetD,/D} = {D,/D,}.
Si deux droites sont paralléles, toute droite qui coupe 1'une coupe l'autre.

perpendiculaire a I'autre.
{D, /D, et ALD,}— {AlD,}
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RESUME (suite)

1.

10.

10.

11.

12.

Angles formés par deux paralléles et une sécante.

Si deux droites paralléles sont coupées par une sécante,
1° deux angles alternes-internes sont égaux;
2° deux angles correspondants sont égaux;
3° deux angles alternes-externes sont égaux;

4% deux angles intermes d’'un méme c6té de la sécante sont supplémen-
taires;

8¢ deux angles externes d’un méme coté de la sécante sont supplémen-
taires.

. Pour que deux droites coupées par une sécante soient paralléles, il suffit

que 1'une des conditions suivantes soit réalisée :

deux angles alternes-internes égaux,

ou deux angles correspondants égaux,

ou deux angles alternes-externes égaux,

ou deux angles internes d'un méme cété de la sécante supplémentaires,
ou deux angles externes d’un méme c6té de la sécante supplémentaires.

. On dit qu'une droite D’ a méme direction qu'une droite D si la droite D’

est paralléle a D ou si elle est confondue avec D.

Si deux angles saillants ont leurs cétés respectivement paralléles et de
méme sens, ces deux angles sont égaux.

Si deux angles saillants ont leurs cdtés respectivement paralléles et de
sens contraires, ces deux angles sont égaux.

Si deux angles saillants ont leurs cdtés respectivement paralléles, deux
de méme sens et deux de sens contraires, ces deux angles sont suppleé-
mentaires.

Si deux angles, tous deux aigus ou tous deux obtus, ont leurs cotés res-
pectivement paralle¢les, ces deux angles sont égaux.




178.

179.

180.

181.

DROITES PARALLELES 309

TRAVAUX PRATIQUES

Tracé de la paralléle 4 une droite donnée x'x par un point A qui n’appar-
tient pas a ceite droite.

Menez par A une sécante qui coupe la droite x’x en B. Dans le demi-plan
de frontiére AB qui ne contient pas la demi-droite Bx', construisez, a
I’aide d’une régle et d’un compas, I'angle BAC égal a I’angle ABx' (fig. 83).

Les deux angles ABx’ et BAC occupent la position d’angles alternes-
internes par rapport aux droites x'x et AC coupées par la sécante AB;

ces deux angles sont égaux par construction. Donc la droite AC est paral-
lele 2 1a droite x'x. '

A B
X B X

gz

Fig. 83. Fig. 84.

Accolez deux équerres identiques comme l'indique la figure 84.
1. Démontrez le parallélisme des cotés AB et CD.

2. Expliquez comment vous utilisez cet appareil pour tracer par un point
donné la paralléle A une droite donnée.

Soient une droite x’x et un point A qui n’appartient pas a cette droite.
1. Construisez la paralléle & x'x qui passe par A.

2. Construisez cnsuite une droite y'y qui passe par A et qui forme avec la
droite x’'x un angle égal a 60°. Combien de droites y'y obtenez-vous?

Dessinez deux droites non paralltles qui ne se coupent pas dans les limites
de la page de votre cahier. Comment pouvez-vous prooéder pour mesurer
Iangle de ces deux droites? Mesurez-le.
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1. Construisez un triangle ABC tel que : BC =35 cm, B =600, C=450.

2. Par chacun des sommets A, B, C, construisez, a ’aide d’une régle et
d’un compas, la paralléle au cété opposé. Les trois droites déterminent
un triangle A'B’C’. Mesurez les angles de ce triangle et vérifiez qu’ils sont
égaux aux angles du triangle ABC. Donnez une démonstration de cette
propriété.

Construisez un triangle ABC tel que I’angle B soit égal & 45° et que le
c6té BC et la hauteur AH aient pour longueurs respectives 7 cm et 5 cm,

1. Construisez un triangle ABC tel que la hauteur AH et les cotés AB
et BC aient pour longueurs respectives 5 cm, 8 cm et 7 cm,
Combien de triangles obtenez-vous?

2. On veut construire un triangle dont la hauteur AH et le c6té BC ont
encore pour longueurs respectives 5 cm et 7 cm. Quelle est la plus petite
longueur possible pour le c6té AB? Quelle est, dans ce cas, la nature du

triangle ABC?

1. Tracez un angle AOB, puis, sur du papier transparent, un angle CO’'D
tels que OA et O'C d’une part, OB et O'D d’autre part soient respecti-
vement paralléles et de méme sens.

2. Faites tourner I’angle CO'D de 90° autour de son sommet O’; il occupe
alors la position C'O'D’.

3. Quelles sont les directions respectives des cétés de I’angle C'O'D’ par
rapport aux c6tés de I’angle AOB? Quelle conclusion formulez-vous?

Reprenez les trois questions de 'exercice précédent (n® 185) en dessinant,
au début, deux angles AOB et CO'D tels que OA et O'C d’une part, OB
et O'D d’autre part soient respectivement paralléles et de sens contraires.

Reprenez les trois questions des exercices précédents (n° 185 et 186) en
dessinant, au début, deux angles AOB et CO'D tels que OA et O’C soient
paralléles et de méme sens, et que OB et O'D soient paralltles et de sens
contraires.

Exercices

On consldére deux droltes paralléles coupées par une sécante.

12 Démontrer que les bissectrices de deux angles alternes-internes sont paralléles.

2° Démontrer que les bissectrices de deux angles correspondants sont paralléles.

3° Que peut-on dire des bissectrices de deux angles Internes d’'un méme c8té de la sécante?



69.

70.

n.

7.

4.

75.

DROITES PARALLELES 309

Soient deux drolites paralléles x'x et y'y, un point A sur x'x, un point B sur y'y. On conslidére

un point C sur x'x et un point D sur y'y tels que les vecteurs K(E et—B—ls soient équlpollents.
10 Démontrer que les deux triangles ABC et DCB sont égaux.
20 Démontrer que les deux segments AB et CD sont égaux et paraliéles.

On considére deux droites paralléles x'x et y'y, et un point A sur x'x; une demi-drolte Issue
de A coupe y'y en un point B. Soient P et Q les points d'intersection avec y'y des bissectrices
des angles x’AB et xAB.

1° Démontrer que les triangles ABP et ABQ sont Isocéles.

20 Quelle est la nature du triangle PAQ? Démontrer que, dans ce triangle, la médiane relative

au coté PQ est égale 3 P—2°

On considére deux droites parali¢les x'x et y'y, et une perpendiculalre commune qul les coupe
respectivement en A et B. On désigne par O le milieu du segment AB et on trace une droite
qui passe par O et qui coupe respectivement les droites x'x et y'y aux points P et Q.

1° Démontrer I'égalité : OP = OQ.

20 La médiatrice du segment PQ coupe respectivement les droites x'x et y'y aux points R et T.
Démontrer I’égalité : OR = OT.

30 Démontrer que les segments RQ et PT sont égaux et paralléles.

Solent un angle saillant xOy, sa bissectrice Oz, un point A sur Oz. La médiatrice du segment OA
coupe Oy en B.

10 Démontrer que les droites Ox et AB sont paralléles.

20 Pour quelle mesure de I'angle xOy I'angle OBA est-il droit?

3° Pour quelle mesure de I'angle xOy I'angle OBA est-il égal 4 12007

On considére deux droites paralléles x'x et y'y et une sécante D qul coupe x’x au point A et y'y
au point A’ Les bissectrices de deux angles internes d’'un méme c6té de la sécante se coupent
en un point . On méne par | la perpendiculaire commune 2 x'x et yy; elle coupe x'x au point B
et y'y au point B’. Démontrer I'égalité : AA’ = AB + A'B’.

On considére deux droites paralléles x'x et y'y, un point A sur x'x, deux points B et C sur y'y.
Soit B le symétrique du point B par rapport 2 la droite x'x.

10 Démontrer I’égalité : AB 4 AC = AB' 4 AC.

20 Les points B et C sont donnés sur y'y; déduire de I'égalité précédente la construction du

point A tel que le périmétre du triangle ABC solit le plus petit possible. Quelle est alors la
nature du triangle ABC?

Par le sommet A du triangle ABC, on trace la droite x’Ax paralléle 3 la droite BC. Les média-
trices des c6tés AB et AC coupent respectivement [a droite x’Ax aux points P et Q.
Démontrer que la droite BA est la bissectrice de I'angle PBC et que la droite CA est la bissec-
trice de I'angle QCB.

On considére un trlangle ABC, la bissectrice intérleure Ax de I'angle A, la bissectrice exté-
rieure Ay de cet angle.

1° La paralléle 3 Ax menée par B coupe en D la droite AC. Démontrer que le triangle BAD est
Isocéle.
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20 La paralléle 3 Ay menée par B coupe en E le c6té AC. Démontrer que le triangle BAE est
isocéle.

Soit un triangle ABC; les bissectrices intérieures des angles B et C se coupent en I; la paralléle
a BC menée par | coupe respectivement les c6tés AB et AC en D et E.

10 Démontrer que les triangles BDI et CEl sont isocéles.

20 Démontrer que le périmétre du triangle ADE est égal 3 AB + AC.

La bissectrice intérieure de I'angle B du triangle ABC coupe le c6té AC au point D; la paralléle
au c6té BC menée par ce point coupe le ¢dté AB au point E.

1° Démontrer que le triangle BDE est isocéle.

20 Quelle relation les angles B et C du triangle ABC doivent-ils vérifier pour que les segments
DB et DC soient égaux? Que représente, dans ce cas, la droite DE pour le triangle BDA?

On considére un triangle ABC rectangle en A, et la droite A perpendiculaire en C au c8té AC,

1° On marque sur A, dans le demi-plan de fronti¢re AC auquel n'appartient pas le point B,
le point D tel que les segments CD et CB soient égaux, Démontrer que BD est la bissectrice
intérieure de I’angle B du triangle ABC,

20 La bissectrice extérieure de I'angle B du triangle ABC coupe la droite A au point E.
Démontrer que le point C est milieu du segment DE.

Soient un angle xOy, un point A sur Ox et un point B sur Oy tels que : OA = OB. On trace,
extérieurement 3 cet angle, les deux demi-droites Ax’ et By’ telles que les angles xAx’ et
yBy' soient égaux; et on considére le point C sur Ax’ et le point D sur By’ tels que : AC = BD.
1° Démontrer que les angles xOy et COD ont la méme bissectrice.

2° Démontrer que les droites AB et CD sont paralléles.

Soit un triangle isocéle ABC dont les cdtés égaux sont AB et AC.

1° Démontrer que la droite x’Ax, bissectrice extérieure de I'angle A, est paralléle au c6té BC.
20 Les bissectrices intérieures des angles B et C se coupent au point | et coupent respecti-
vement la droite x'Ax aux points P et Q. Démontrer les égalités suivantes :

AP=AQ et IP=IQ.

30 Les droites BQ et CP se coupent au point R. Démontrer que les trois points A, I, R sont
alignés.

Soient un triangle ABC, la bissectrice intérieure Bx de P'angle B, la bissectrice intérieure Cy

de I'angle C. Les paralléles 3 Bx et Cy menées par A coupent respectivement la droite BC
en D et E.

1° Démontrer que les triangles ABD et ACE sont Isocéles.
En déduire I’égalité : DE = AB + BC + CA.
2¢ Exprimer les angles du triangle ADE en fonction des angles du triangle ABC.

On considére deux angles saillants dont les cAtés sont deux i deux paralléles. Comparer les
directions des bissectrices intérieures de ces deux angles dans les trois cas suivants :

1° les cStés sont deux 3 deux de méme sens;
20 Jes cotés sont deux A deux de sens contraires;
3° deux cotés sont de méme sens, les deux autres sont de sens contraires.
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Somme des angles d’un polygone convexe.

SOMME DES ANGLES D’UN TRIANGLE

Somme des angles intérieurs d’un triangle.

Soit un triangle ABC; nous nous proposons de
construire un angle xAy de sommect A et égal
3 la somme des trois angles du triangle (fig. 85).
Pour cela, nous construisons deux angles, xAB et
yAC, adjacents a angle BAC et respectivement
égaux a I'angle ABC et a ’'angle ACB.

L’égalité des angles alternes-internes xAB et
ABC implique le parallélisme du support de la
demi-droite Ax et de la droite BC.

L’égalité des angles alternes-internes yAC et
ACB implique le parallélisme du support de la
demi-droite Ay et de la droite BC.

Fig. 85.

11 résulte de I’axiome d’Euclide que les deux demi-droites Ax et Ay ont

méme support; I’angle xAy est donc un angle plat.

Or, nous avons I'égalité :

ABC + BAC + ACB = %AB + BAC + CAy = xAy.

Nous concluons :

TuiorEME : La somme des angles intéricurs d’un triangle est égale a un

angle plat.
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Conséquences du théoréme précédent.

Puisque la somme des trois angles intérieurs d’un triangle est égale & un
angle plat, il y a au plus un angle obtus ou un angle droit dans un triangle.

Considérons deux triangles ABC et A'B'C’ (fig. 86) dans lesquels nous
supposons que les angles A et B sont respectivement égaux aux angles A’
et B’; nous avons donc : A=A" et B=PB.

/

A A

B C B’ Cc
Fig. 86.
Légalité : A+ B +C=4"+B +C implique alors I'égalité : C =C".
Nous en concluons que si deux angles d’'un triangle sont respectivement
égaux a deux angles d’un autre triangle, les angles de ces deux triangles
sont respectivement égaux deux a deux.

Triangles particuliers.
Triangle équilatéral : Les angles d’un triangle équilatéral sont égaux;

leur somme est égale a 180°; donc chacun d’eux est égal @ 60°.

Triangle isocéle : Si B et C sont les angles égaux d’un triangle isocéle ABC,

~ ”~
nous avons I’égalité : A + 2B = 1 angle plat. Cette égalité permet de cal-
culer I’'un des deux angles A ou B si on connait ’autre : dans un triangle
tsocele, il suffit de connaitre l'un des angles pour pouvoir calculer les deux
autres.

Triangle rectangle : Si A est I’angle droit d’un triangle rectangle ABC, la

somme des angles B et C est égale a un angle droit : les angles d’un triangle
rectangle, autres que Uangle droit, sont aigus et complémentaires.

En particulier, les angles d’un triangle rectangle isoctle sont respec-
tivement égaux a 90°, 45° et 45°,
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Angle extérieur d’un triangle.

Soit un triangle ABC; désignons par Bz
la demi-droite d’origine B qui porte le A
coté BC (fig. 87). L’angle ACz est un angle
extérieur du triangle ABC; il est le supplé-
ment de I’angle intérieur ACB; nous avons
Iégalité :
ACB+ACz=1 angle plat.

D’autre part, nous avons 1’égalité :

ACB +Kﬁ:+m= 1 angle plat. B c z
Ces deux égalités impliquent I’égalité : Fig. 87.

ACz = ABC + BAC.

Nous concluons :

TatorEME : Un angle extérieur d’un triangle est égal 4 la somme des deux
angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.

SOMME DES ANGLES D'UN POLYGONE CONVEXE

Somme des angles intérieurs d’un polygone convexe.

Soit un polygone convexe de n cbtés
ABCDE... Sur la figure 88 nous avons
supposé : n = 7. Marquons un point O a

A G
I'intérieur du polygone et tragons les seg-
ments qui joignent le point O aux diffé-
rents sommets. Nous décomposons ainsi, B
sans recouvrement et sans vide, le poly- F
gone en plusieurs triangles dont un som- ‘

met est O et dont la base associée est un

coté du polygone; le nombre de ces

triangles est égal au nombre n des cotés C E
du polygone convexe.

Désignons par S la somme des angles D
intérieurs de tous les triangles OAB, OBC,
OCD, ... Cette somme S est égale a la I'ig. 88.
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somme des angles intérieurs du polygone convexe, augmentée de la
somme des angles AOB, BOC, COD, ... Ces angles, de sommet O, sont

adjacents et leur somme recouvre le plan.
La somme des angles intérieurs de n triangles est égale a n angles plats.

La somme des angles adjacents de sommet O qui recouvrent tout le plan
est égale a deux angles plats.

Il en résulte que la somme S des angles intérieurs du polygone convexe
de n c6tés est : S =n angles plats — 2 angles plats,

ou: S=(n—2) angles plats.

Nous énongons :

THEOREME : La somme des angles intérieurs d’un polygone convexe de n
cOtés est égale a (n — 2) angles plats.

Somme des angles extérieurs d’un polygone convexe.

Soit un polygone convexe de n cotés F
ABCD... Sur la figure 89, nous avons sup- A

posé n = 6. Choisissons sur ce polygone un

sens de parcours, par exemple celui qui E
va de A vers B sur le segment AB, et
prolongeons tous les cétés du polygone
dans le sens indiqué. Deux demi-droites
consécutives déterminent un angle exté-
ricur du polygone convexe. B8 | —

Chacun de ces angles extérieurs est le

supplément de l'angle intérieur qui lui

est adjacent; la somme de ces deux angles Cc
est égale 4 un angle plat. La somme de tous
les angles intéricurs et de tous les angles
extérieurs est égale A n angles plats.

Fig. 89.

Désignons par S la somme de tous les angles intérieurs; cettc somme S
est égale 2 (n —2) angles plats. Désignons par S’ la somme de tous les
angles extérieurs; nous avons I’égalité :

S’ 4+ S = nangles plats.
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Nous en déduisons : S’ = n angles plats — S;
ou : S’ = n angles plats — (n — 2) angles plats;
c’est-a-dire : S’ =[n — (n — 2)] angles plats;
S’ =2 angles plats.

Nous énongons :

THEOREME : La somme des angles extérieurs d’un polygone convexe est
égale a deux angles plats.

Cette somme est donc indépendante du nombre des cétés du polygone
convexe.

RESUME

. Dans un triangle, il y a au plus un angle obtus ou un angle droit.

. Si deux angles d'un triangle sont respectivement égaux a deux angles

. Chacun des angles d'un triangle équilatéral est égal a 60°.

. Dans un triangle isocéle, il suffit de connaitre 1'un des angles pour pouvoir

. Les angles d'un triangle rectangle, autres que l'angle droit, sont aigus et

. La somme des angles intérieurs d'un polygone convexe de n cotés est

. La somme des angles extérieurs d'un polygone convexe est égale a deux

La somme des angles intérieurs d'un triangle est égale & un angle plat.

d’un autre triangle, les angles de ces deux triangles sont respectivement

égaux.

calculer les deux autres.

complémentaires.

Un angle extérieur d’un triangle est égal a la somme des deux angles
intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.

égale 3 (n — 2) angles plats.

angles plats.
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TRAVAUX PRATIQUES

201. Le tableaun suivant concerne les angles d’un triangle isocéle ABC dont les
cotés égaux sont AB et AC. Reproduisez ce tableau sur votre cahier et
complétez-le.

X intérieur K extérieur . B’e.t c
interieurs
120 -
e 71030’
. 1380
650 e
. 480
900

202, Le tableau suivant concerne les angles d’un triangle isocéle dont les cétés
égaux sont AB et AC. Reproduisez ce tableau sur votre cahier et complé-

tez-le.
K intéricur K extéricur .B’e?: c
interieurs
12 gr. I
oes ces 80 gr.
cen 138 gr. ces
65 gr. e ces
ces . 48 gr.
90 gr. cee
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Construisez un triangle équilatéral ABC et y
sa hauteur BH. Prolongez le ¢6té CA suivant 8
la demi-droite Ax et la hauteur HB suivant la
demi-droite By comme I'indique la figure 90.

Marquez sur la figure les mesures en degrés
des angles HAB, HBA, BAx, ABy.

Dans un triangle isoctle ABC, dont les cétés
égaux sont AB et AC, la longueur de la hau-
teur AH est 5 cm et la différence B— A x A H c
est égale a 480,

Calculez les mesures des angles A, B et C; puis
construisez le triangle ABC.

Fig. 90.

Soit un triangle isoctle ABC dont les cétés égaux sont AB et AC.

1. L’un des angles de ce triangle est égal 4 100°. Calculez les mesures
des deux autres angles. Combien trouvez-vous de solutions?

2. L’un des angles de ce triangle est égal a 40°. Calculez les mesures
des deux autres angles. Combien trouvez-vous de solutions?

28

3 Calculez les mesures en degrés des trois angles

3. L’angle A est égal a
A, B, C

Soit un angle droit xOy. Marquez un point A sur le ¢c6té Ox; puis construi-
sez, 4 'intérieur de I'angle xOy, le triangle équilatéral OAB. Tracer la
médiatrice Oz du c6té AB,

Démontrez que vous avez ainsi partagé I’angle droit xOy en trois angles
égaux x0z, z0B et BOy.

1. Construisez un angle xOy égal a 40°; marquez un point A sur Ox; puis
déterminez un point B sur Oy tel que ’angle ABy soit le triple de
I’angle xOy.

2. Construisez un angle xOy égal a 80°. Pouvez-vous refaire avec cet angle
la construction précédente?

3. Pour quelles valeurs de ’angle xOy cette construction est-elle possible?

-~

Construisez un triangle ABC tel que : AB =5 cm; A =420; B =700,
1. Calculez la mesure de I’angle C.

2. Calculez les mesures en degrés des angles extérieurs au triangle ABC
en chacun de ses trois sommets A, B et C.

3. Calculez la somme de ces trois angles. Donnez une démonstration du
résultat obtenu,
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1. Construisez en carton fort les deux équerres suivantes :
a) un triangle rectangle isocéle;
b) un triangle rectangle dont un angle est égal a 60°.

2. Utilisez ces deux équerres pour construire les angles dont les mesures
sont les suivantes : 459, 1359, 60°, 120°, 300, 150°.

3. Quelles sont les mesures des angles que I’on peut construire en asso-
ciant les deux équerres?

1. Dessinez un triangle ABC. Tracez la bissectrice intérieure Ax de
Pangle A et la bissectrice extérieure Ay de cet angle. Par le point C, tracez
la paralléle au c6té AB; cette droite coupe respectivement les droites Ax
et Ay aux points D et E. Quelle est la nature des triangles ACD et ACE?

2. Dessinez un triangle PQR et utilisez le résultat précédent pour tracer
les bissectrices de I’angle P de ce triangle.

1. Construisez les trois triangles suivants :
triangle ABC : BC =8 cm; C= 500; B= 700,

triangle A'B'C’ : A'B'=6 cm; B'C'=8 cm; C' =500,
triangle A’'B"C" : A’B" =8 cm; A"C"=T7cm; B'C"'=9 cm.
2. Dans le triangle ABC mesurez, 4 ’aide d’un rapporteur, I'angle A.

Effectucz la somme : S =A + B + ﬁ, puis calculez la différence entre
cette somme et 180°; vous obtenez ainsi ’erreur absolue sur votre mesure.
Calculer le quotient de ’erreur absolue d par la somme S; vous obtenez
ainsi ’erreur relative sur votre mesure. Répétez cette mesure et ces calculs

pour les triangles A'B’C’ et A"B"C".

3. Reproduisez sur votre cahier le tableau suivant :

Erreur Erreur

m 1 i
Somme des angles absolue | relative

Triangle ABC e F o+ =

Triangle A'B'C’

Triangle A"B"C”

Indiquez dans ce tableau les résultats précédents.
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1. Dessinez un triangle ABC. Sur la demi-droite CBx marquez un point D
qui n’appartient pas au segment CB et tel que BD =BA. Sur la demi-
droite BCx' marquez un point E qui n’appartient pas au segment BC et
tel que CE = CA. Comparez le périmétre du triangle ABC a la longueur
du ¢6té DE du triangle ADE. Comparez les angles A et D du triangle ABD
a l’angle B du triangle ABC, puis les angles A et E du triangle ACE a
I’angle C du triangle ABC.

2. Utilisez les remarques précédentes pour construire un triangle ABC
dont le périmétre est égal & 15 cm et dont les angles B et C sont respec-
tivement égaux a 76° et 62°.

Pour calculer la somme S des angles intérieurs d’un polygone convexe
et la somme S’ des angles extérieurs de ce polygone, vous pouvez utiliser
une méthode différente de celle qui est indiquée aux n 197 et 199.

1. Dessinez un pentagone convexe ABCDE et prolongez chaque cdté
comme I'indique la figure 91; les angles A,, B,, C;, D, E; sont les angles
extérieurs du pentagone.

Fig. 91.

2. Par un point O extérieur au pentagone, tracez les demi-droites Oa, Ob,
Oc, Od, O¢ respectivement paralléles aux demi-droites EA, AB, BC, CD,
DE.

Montrez que la somme des angles ainsi formés autour du point O est égale
a la somme S’ des angles extérieurs du pentagone.
Quelle est cette somme? Dépend-elle du nombre de c¢étés du polygone?

3. Quelle est la somme d’un angle intérieur et d"un angle extérieur de méme
sommet? En déduire la somme S + S’ des angles intérieurs et des angles
extérieurs du pentagone.

11
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4. Vous avez calculé successivement la somme S’ des angles extérieurs,
puis la somme S + S’ des angles intérieurs et des angles extérieurs. Quelle
est alors la somme S des angles intérieurs? Cette somme dépend-elle du
nombre de c6tés du polygone?

1. Construisez un triangle ABC dont les angles B et C vérifient la double
inégalité : C < B < 900.

Ecrivez la relation d’ordre entre les ctés AB et AC.

2. Tracez la hauteur AH et complétez I'implication :

AB..AC — HB.. HC.

3. Soit D le pied sur BC de la bissectrice de I’angle A. Entre les angles des
triangles BAD et DAC existent les relations :

BAD =DAC et ABD> ACD.
En déduire I'inégalité : ADB < ADC.

4. Les angles ADB et ADC sont supplémentaires et ’angle ADB est infé-
rieur a I’angle ADC; quelle est la nature de chacun de ces angles? Auquel
des deux segments BD et DC le point I appartient-il?

5. Utilisez les résultats précédents et ceux du n° 127 pour indiquer dans quel
ordre se succédent sur le support du ¢6té BC les cinq points B,C,D,H, M.

Exercices

Dans un triangle isocéle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC, 'angle A est le double de
I'angle B. Calculer les mesures en degrés des angles de ce triangle.

Dans un triangle ABC, I’angle B est égal 4 40° et I'angle C est égal 2 600.

1° Quelle est [a mesure de I'angle A1

20 La bissectrice Intérleure de I’angle A coupe en D le c6té BC. Calculer les mesures en degrés
des angles du triangle ABD. Quelle estla nature de ce triangle?

Solt un triangle équlilatéral ABC. On marque sur la droite BC un point D tel que CD = BC.
Calculer les mesures en degrés des angles du triangle ABD. Quelle est la nature de ce triangle?

Dans un trlangle ABC, I'angle A est égal 3 58° et I'angle B est é&gal & 70°. La bissectrice intérieure
de I'angle B coupe en D le c6té AC; la bissectrice Intérleure de I'angle C coupe en E le c6té
AB; les droltes CE et BD se coupent en I.

Calculer les mesures en degrés :

10 de I'angle C;

20 des angles ADB et BDC;

30 des angles AEC et CEB;

40 des angles de sommet .

Dans le triangle ABC, rectangle en A, calculer les mesures en degrés des angles suivants :
1° angle BIC formé par les bissectrices intérieures des angles B et C;
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20 angle BJC formé par les bissectrices extérieures des angles B et C;

30 angle BKC formé par la bissectrice intérieure de I'angle B et la bissectrice extérieure de
I'angle C;

4° angle BMC formé par la bissectrice extérleure de I'angle B et la bissectrice intérieure de
I'angle C.

Soit un triangle ABC. Les bissectrices intérieures des angles B et C se coupent en [; les bissec-
trices extérieures des angles B et C se coupent en J; la bissectrice intérieure de l'angle B et la
bissectrice extérieure de I’angle C se coupent en K.

10 Exprimer, en fonction de I'angle A du triangle, les mesures des angles BIC, BJC et BKC.
20 Par quelle relation les angles BIC et BJC sont-ils liés?

On considére un triangle ABC, la hauteur AH relative au c6té BC, la bissectrice intérieure AD

de I'angle A.

1° L'angle B est égal & 600 et I'angle C est égal 3 400. Quelles sont les mesures en degrés des

angles BAC, BAH, HAC et BAD ! Calculer la mesure en degrés de I'angle HAD; vérifier que
”~ ”~

cet angle est égal 3 B—;-E:

20 On suppose vérifiée, dans le cas général, la double inégalité : 1D > E> ’c‘ Démontrer les

deux égalités :

o~ AN
BAH=1D—B et ﬁ:=1o_5_';_c.
”~~ ”~
o Pdoali mas_B—C
En déduire I'égalité : HAD = — 1)

3° On suppose que I'angle B est obtus. Exprimer la mesure de I'angle BAH en fonction de
I'angle B et démontrer que I'égalité (1) est encore vérifiée.
4° Comment faut-il modifier I’égalité (1) quand I’angle B est inférieur 3 I'angle C?

Soient un triangle ABC rectangle en A et la hauteur AH. Démontrer les égalités :
—— ”~ —_— ”~
BAH=C et CAH =B.

Soit un trlangle isocéle ABC dont les cStés égaux sont AB et AC. On trace les hauteurs BB’ et
CC'; elles se coupent en H. Exprimer en fonction de I'angle A du triangle ABC :

12 les mesures des angles B et C du triangle ABC;

20 |a mesure de I'angle B'BC;

39 les mesures des angles BHC et B'HC.

Dans le triangle ABC, I'angle A est égal 2 la différence des angles B et C. Quelle est [a nature
du triangle ABC?

Soit un triangle isocéle ABC rectangle en A.

19 On trace par A une droite x'x extérieure au triangle. Les perpendiculaires menées par B et
par C 2 cette droite la coupent respectivement aux points D et E.

Démontrer I’égalité des triangles BDA et AEC. En déduire I’égalité : DE = DB + EC.

20 On trace par A une droite y'y qui coupe le segment BC. Les perpendiculaires menées par
B et par C A cette droite la coupent respectivement en D’ et E'.

Comparer les triangles BD'A et AE'C. Quelle égalité en déduit-on ?

Soient un triangle ABC rectangle en A et la hauteur AH. Les bissectrices intérieures des angles
BAH et CAH coupent respectivement le c6té BC aux points D et E.
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19 Quelle est la mesure en degrés de I'angle DAE?
2° Démontrer que les deux triangles ABE et ACD sont isocéles.
En déduire les égalités : AB = BE et AC= CD.

Soit un triangle ABC, rectangle en A, dans lequel I’angle B est le double de I’angle C.

10 Calculer les mesures en degrés des angles B et C.

20 Soit | le symétrique du point A par rapport a la bissectrice intérieure de I'angle B.
Démontrer que le point | appartient au c6té BC.

3° Quelle est la nature du triangle ABI? En déduire la mesure en degrés de I'angle IAC, puis
I’égalité des segments IA et IC.

4° Démontrer I'égalité : BC = 2 AB.

Soit un triangle ABC rectangle en A, dans lequel on suppose I'angle B supérieur a I'angle C.
1° La médiatrice du c6té AB coupe en M I'"hypoténuse BC. Quelle est la nature du triangle AMB?
En déduire I'égalité : AM = BM (1).

20 Démontrer I'égalité des angles MAC et MCA. En déduire I'égalité: AM = CM (2).

Dire, en comparant les égalités (1) et (2), quelle est la position du point M sur I'hypoténuse
BC; puis énoncer une propriété de la médiane relative i I’hypoténuse dans un triangle rectangle.

40 Soit AH la hauteur relative 3 I’hypoténuse. Démontrer que I'angle HAM est égal a B-¢
et qu’il a méme bissectrice que I'angle A du triangle ABC.

Dans un triangle ABC, la bissectrice Intérieure de I'angle B coupe en | la hauteur relative au
c6té BC et en D la perpendiculaire en A au coté AB.

1° Exprimer, en fonction de I'angle B, les mesures des angles AID et ADI. Quelle est la nature
du triangle IAD ?

20 Pour quelle valeur de I’angle B le trlangle IAD est-il équilatéral?

Soit un triangle ABC dans lequel I'angle B est aigu et égal au double de I'angle C.

12 Quelle relation d’ordre I'angle C doit-il vérifier pour que le triangle ABC existe?

20 Soit AH la hauteur relative au c6té BC. On trace par H la paralléle Hx 3 la bissectrice inté-
rieure By de I'angle B; cette droite Hx coupe en P le c6té AC. Démontrer que les triangles HPC
et HPA sont isocéles; en déduire que le point P est le milieu du c6té AC.

30 La droite Hx coupe en Q la droite AB. Démontrer que le triangle QBH est isocéle.

En déduire I’égalité : BQ = BH.

40 Soit D le symétrique de B par rapport & H. Démontrer que le triangle ADC est isocéle.

En déduire I’égalité : AB=HC — HB.

Soient un segment de droite AB et une droite xy qui coupe ce segment en un point C distinct
du milieu du segment.

On marque sur la droite xy un point A’ tel que CA’ = CA et un point B’ tel que CB’ = CB; les
points A’ et B’ n'appartiennent pas au méme deml-plan de frontiére AB.

10 Démontrer que les droites AA' et BB’ sont paralléles.

2° On trace par C la paralléle Cz aux droites AA’ et BB'; que représente cette droite Cz pour
les angles ACB’ et A'CB?

3° On trace la perpendiculaire en C 4 Cz; elle coupe en D la droite AB’. Démontrer que les
points D, A’, B appartiennent i une méme droite.

Soient trois points A, B, C alignés dans cet ordre, et deux demi-droites Ax et Cy paralléles et
de méme sens. On marque un point M sur Ax et un point N sur Cy qui vérifient les égalités :
AM = AB et CN = CB. Démontrer que le triangle MBN est rectangle en B.



102,

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

11,

112.

SOMME DES ANGLES D’'UN POLYGONE CONVEXE 321

Soient un triangle ABC et un point P de la droite BC. La perpendiculaire en P 3 la droite BC
coupe respectivement les droites AB et AC aux points D et E.

10 Démontrer I'implication : AB=AC —> AD = AE.

20 Démontrer I'implication : AD =AE —> AB=AC,

3¢ Ecrire I'équivalence logique qui résulte des deux implications précédentes.

Soient un triangle ABC et une droite xy qui coupe respectivement aux points D et E les droites
AB et AC.

10 Démontrer que, si la droite xy est paralléle i I'une des bissectrices de I'angle A du triangle
ABC, le triangle DAE est isocéle.

20 Démontrer que, si les segments AD et AE sont égaux, la droite xy est paralléle 3 I'une des
bissectrices de I'angle A du triangle ABC.

30 Ecrire I'équivalence logique qui résulte des deux démonstrations précédentes.

Soit un triangle isocéle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC. On désigne par x la mesure en
degrés de I'angle A de ce triangle. Les bissectrices intérieures des angles A et B se coupent au
point D.

10 Exprimer en fonction de x les mesures des angles du triangle ABD.

20 Pour quelle valeur de x le triangle ABD est-il un triangle isocéle ? Quelle est alors la nature
du triangle ABC?

Calculer I'angle intérieur d’'un pentagone convexe dont tous les angles sont égaux.

1° Quelle est la somme des angles Intérieurs d’un polygone convexe de 25 cotés?
2° La somme des angles intérieurs d’un polygone convexe et égale a 1800 degrés; quel est le
nombre de c6tés de ce polygone?

Tous les angles d'un polygone convexe sont égaux et chacun d’eux est égal a 1449, Quel est le
nombre de cétés de ce polygone?

Dans un quadrilatére convexe ABCD, les mesures des angles A, B et C sont les suivantes :
A=75, B=1232¢', ©C=102048"

10 Calculer la mesure de I'angle D.

20 Les droites AB et CD se coupent en |, les droites AD et BC se coupent en K. Calculer les
mesures des angles BIC et AKB.

30 Calculer les mesures des angles aigus formés par les bissectrices intérieures des angles sui-
vants :

a) angles A et B; b) angles B et C; c¢) angles C et D; d) angles D et A.

Démontrer que, dans un quadrilatére convexe, la somme de deux angles extérieurs est égale @
la somme des deux angles intérieurs qui ne leur sont pas adjacents.

Dans le quadrilatére concave non croisé ABCD, l'angle A est rentrant; démontrer que l'angle
saillant de sommet A est égal 4 la somme des angles B, C et D du quadrilatére.

Dans le quadrilatére croisé ABCD, les angles ABC et ADC sont égaux.
Démontrer que les angles BAD et BCD sont égaux.

Soit un triangle ABC; les hauteurs AA’ et BB' se coupent en H.
1¢ Démontrer que les angles A’AC et B'BC sont égaux.
20 Quelle est la relation qui lie les angles ACB et A'HB'?

Le nombre des ctés d'un polygone convexe est supérieur a quatre et tous les angles de ce
polygone sont égaux; démontrer que ces angles sont obtus.
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Trapézes. Parallélogrammes.
TRAPEZES

Définition d’un trapéze.

Soient x'x et ¥’y deux droites paralleles; sur la premiére, marquons deux
points A et B; sur la seconde, marquons deux points C et D. Tragons les
droites AD et BC.

Si les vecteurs AB et DC sont de sens contraires, noue disons que le quadri-
latére ABCD est un trapéze croisé (fig. 92).

y/ C D vy y/ D cC vy

XA B X X' A B X
Fig. 92. Fig. 93.

Siles vecteurs AB et DC sont de méme sens, nous disons que le quadrilatére
ABCD est un trapéze convexe (fig. 93).

Nous ne considérerons dans ce livre que des trapézes convexes. Si, excep-
tionnellement, nous envisageons un trapéze croisé, nous devrons le préciser.
Nous convenons donc de désigner un trapéze convexe sous le nom de tra-
péze, et nous énoncons :

DEFINITION : On appelle trapéze un quadrilatére convexe dont deux cétés
sont paralléles.
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Dans un trapéze ABCD (fig. 94), les segments paralléles AB et DC sont les
bases du trapéze; les segments AD et BC sont les cétés latéraux du tra-
péze; les segments AC et BD sont les diagonales du trapéze.

L’ensemble G des trapézes est inclus dans ’ensemble Q des quadrilatéres;

nous écrivons : GCAQ.
D (o] y’ D C vy
|
A B XA B X
Fig. 94. Fig. 95.

Trapézes particuliers.

Si la droite qui porte le c6té AD est perpendiculaire 4 la droite x'x, nous
disons que le trapéze ABCD est un trapéze rectangle (fig. 95). Remarquons
que le c6té AD est aussi perpendiculaire a y'y.

Si les deux cotés non paralléles AD et BC sont égaux, nous disons que le
trapéze ABCD est un trapéze isocéle. (Voir T. P. n° 257.)

Propriété des angles d’un trapéze.

Considérons un trapéze ABCD, dont les bases sont AB et DC.

Ces bases, coupées par la droite AD, détermi-
nent les angles A et D du trapéze (fig. 96); ces
angles sont des angles internes d’un méme cété
de la sécante AD; donc ils sont supplémentaires: D ¢

-~ ~

A + D =1 angle plat.
De la méme fagon, les bases, coupées par la
droite BC, déterminent les angles B et C du
trapéze; ces angles sont aussi des angles internes

d’un méme c6té de la sécante BC; donc ils sont
supplémentaires :

B + C=1 angle plat. Fig. 96.
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Nous énoncons :

TuiorEME : Dans un trapdze, deux angles dont les sommets sont deux
extrémités d’'un méme cété latéral sont supplémentaires.

Nous écrivons :

{AB /DC} —> {A + D =B + C =1 angle plat}

PARALLELOGRAMMES

Définition d’un parallélogramme.

Soient x'x et y'y deux droites paralléles; si nous tragons deux droites
u'u et v'v, paralltles entre clles et sécantes a x'x, ces droites coupent aussi
¥'y; clles déterminent un quadrilatére ABCD dont les cdtés opposés sont
paralléles deux a deux (fig. 97). Ce quadrilatére, que nous pouvons consi-
dérer comme un trapéze de deux fagons différentes, est un parallélogramme.

Nous énoncons :

DEFINITION : On appelle parallélogramme un quadrilatére dont les cotés
opposés sont paralléles deux a deux.

L’ecnsemble T des parallélogrammes est inclus dans I’ensemble G des tra-
. P g
ptzes; nous notons :

TCT.

Convexité d’un parallélogramme.

Puisque la droite y'y est paralléle au support x’x du c6té AB, le parallé-
logramme est tout entier dans le demi-plan de frontiére x'x qui contient
la droite y'y.

Le méme raisonnement peut étre repris pour le support de chacun des .
cotés.

Nous concluons :

TukoREME : Tout parallélogramme est un quadrilatére convexe.
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V
y’ D/ c

7/

u
Iig. 97. Fig. 98.

Propriété des angles consécutifs d’un parallélogramme.

Considérons un parallélogramme ABCD (fig. 98) et un couple d’angles dont
les sommets sont deux sommets consécutifs de ce parallé¢logramme. Pour
tout couple envisagé, reprenons le raisonnement fait au n° 218 pour cer-
tains angles d’un trapéze. Les paralléles AD et BC coupées par la sécante
AB déterminent les angles supplémentaires A et B; les mémes paralléles,
coupées par la sécante DC, déterminent les angles supplémentaires D et C.

Nous avons donc les égalités :

K+§=ﬁ+€=1 angle plat.

Les paralléles AB et DC coupées par la sécante AD déterminent les angles
supplémentaires A et D; les mémes paralléles, coupées par la sécante BC
déterminent les angles supplémentaires B et C.

Nous avons donc les égalités :
X +ﬁ =ﬁ+’d =1 angle plat.

Nous concluons :

TrEOREME : Dans un parallélogramme, deux angles consécutifs sont sup-
plémentaires.

Nous écrivons :

{AB /DCetAD /BC} —> {A+B=D+C=4+D =8+ C=1angleplat}
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Quadrilatére convexe dans lequel un angle est supplémentaire
de chacun de ceux qui lui sont consécutifs.

Considérons un quadrilatére convexe ABCD dans lequel I'un des angles,
A par exemple, est supplémentaire de chacun de ceux qui lui sont consé-
cutifs. Nous avons, par hypotheése, les égalités :

A +ﬁ =1 angle plat; A +f) =1 angle plat.

Les angles A et B sont supplémentaires. Puisque le quadrilatére est convexe,
ils sont internes d’un méme coté de la droite AB qui coupe les droites
AD et BC; ceci implique le parallélisme des droites AD et BC.

De méme, les angles A et D sont supplémentaires; ils sont internes d’un
méme cbté de la droite AD qui coupe les droites AB et DC; ceci implique
le parallélisme des droites AB et DC.

Puisque les couples de droites AD et BC, AD et DC sont des couples de
droites paralltles, le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

Nous énongons :

THEOREME : Si, dans un quadrilatére convexe, un angle est supplémentaire
de chacun de ceux qui lui sont consécutifs, ce quadrilatére est un parallé-
logramme.

Nous écrivons :

~ A

{ABCDconvexe,et A + B=A + D=1plat}—>{AB 7 DCet AD / BC}

Propriété des angles opposés d’un parallélogramme.

Considérons un parallélogramme ABCD et un couple d’angles dont les
sommets sont deux sommets opposés de ce parallélogramme, A et C par
exemple. Les angles A et C sont deux angles dont les c6tés sont respecti-
vement paralléles et de sens contraires, donc ces angles sont égaux.

Nous avons done 1’égalité : A = C.
Nous démontrerions de la méme fagon 1’égalité : B=D.

Nous concluons :

TaEoREME : Dans un parallélogramme, deux angles opposés sont égaux.
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Nous écrivons :

{AB/DC et AD/BC}—>{A=C et B=D)}.

REMARQUE : Le théoréme qui concerne I’égalité de deux angles opposés
d’un parallélogramme est une conséquence directe du théoréme qui
concerne la somme de deux angles consécutifs de ce parallélogramme.

En effet, l’egahte : A +B A + D 1mp11que I'égalité : B= ﬁ; et I'éga-
lité : A +B=B +C implique I’égalité : A=C

Quadrilatére convexe dans lequel
les angles opposés sont deux a deux égaux.

Considérons un quadrilatére convexe ABCD (fig. 99) “Tous supposons que

les angles opposés sont deux a deux égaux : A=C et B=D. (1)
La somme des angles du quadrilatére convexe est égale a deux angles plats :

A + B + ¢ 4 D=2 angles plats (2)
Les égalités (1) impliquent les égalités :
A+B+C+D=2A+2B=22+2D.

En tenant compte de ’égalité (2), nous D c
avons I’égalité :

K+§=K+ﬁ=1angle plat.

I’angle A du quadrilatére convexe

ABCD est done supplémentaire de cha-

cun de ceux qui lui sont consécutifs; il

en résulte (n® 227) que le quadrilatére

ABCD est un parallélogramme. A B
Fig. 99.

Nous énongons :

TaEOREME : Si, dans un quadrilatére convexe, les angles opposés sont
égaux deux a deux, ce quadrilatére est un parallélogramme.

Nous écrivons :

{ABCD convexe, et A=C, et B=D} — {AB/DC et AD /BC}
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Propriété des cotés opposés d’un parallélogramme.

Considérons un parallélogramme ABCD D
(fig. 100). Tragons la diagonale AC et 7
comparons les triangles ABC et CDA.

Puisque le parallélogramme est un qua-
drilatérc convexe, les angles BAC et
ACD sont des angles alternes-internes
formés par les supports paralléles des
cotés AB et DC coupés par le support .

7

de la diagonale AC; ils sont donc égaux: A B
T — Fig- 100-
BAC =ACD.

De méme, les angles BCA et DAC sont des angles alternes-internes formés
par les supports des c6tés BC et AD coupés par le support de la diagonale
AC; ils sont done égaux :

BCA =DAC.
De plus le cété AC est commun aux deux triangles ABC et CDA.

Les triangles ABC et CDA satisfont aux conditions du premier cas d’éga-
lité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique 1’égalité des cétés
homologues; nous en déduisons :

AB=DC et AD=BC.

Nous concluons :

TutorEME : Les cdtés opposés d’un parallélogramme sont égaux deux a
deux.

Nous écrivons :

{AB/DC et AD/BC} —> {AB=DC et AD=BC}

Quadrilatére convexe dont les cotés opposés
sont égaux deux a deux.

Considérons un quadrilatére convexe ABCD; nous supposons que les cotés
opposés sont égaux deux & deux : AB=DC et AD =BC (fig. 101).
Tracons la diagonale AC et comparons les triangles ABC et CDA. Le coté
AC cst commun aux deux triangles. En raison des hypothéses faites, les
trois c6tés du premier triangle sont respectivement égaux aux trois cotés
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du second triangle. Les triangles ABC et CDA satisfont aux conditions
du troisi¢éme cas d’égalité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui
implique I’égalité des angles homologues; nous en déduisons les égalités :

BAC=DCA et BCA=DAC

Puisque le quadrilatére ABCD est convexe, les angles BAC et DCA sont
des angles alternes-internes formés par les supports des cotés AB et DC
coupés par le support de la diagonale AC. L’égalité de ces angles impli-
que le parallélisme des droites qui portent les cotés AB et DC,

De méme, les angles BCA et DAC sont des angles alternes-internes formés
par les supports des cdtés BC et AD coupés par le support de la diagonale
AC. L’égalité de ces angles implique le parallélisme des droites qui
portent les cotés BC et AD.

Les cotés du quadrilatére ABCD sont donc deux a deux paralléles; ce qua-
drilatére est un parallélogramme.

Nous énongcons :

TuforEME : Si, dans un quadrilatére convexe, les colés opposés sont égaux
deux a deux, ce quadrilatére est un parallélogramime.

Nous écrivons en abrégé :

{ ABCD convexe, et AB=DC, et AD=BC}—> {AB/DCect AD /BC}

D C

L
7

I'ig. 101. Ilig. 102,

Quadrilatére convexe dont deux cdtés opposés
sont égaux et paralléles.

Considérons un quadrilatére convexe ABCD; pous supposons que les
supports des cotés AB et DC sont des droites paralléles, et que les scgments
AB et DC sont égaux (fig. 102).
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Tragons la diagonale AC, et comparons les triangles ABC et CDA. Le c6té
AC est commun aux deux triangles; les c6tés AB et DC sont égaux. Puisque
le quadrilatére ABCD est convexe, les angles BAC et DCA sont des angles
alternes-internes formés par les supports des c6tés AB et DC coupés par
le support de la diagonale AC; le parallélisme des supports des cotés AB
et DC implique 1’égalité des angles alternes-internes BAC et DCA.

Les triangles ABC et CDA satisfont aux conditions du second cas d’égalité
des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique I'égalité des angles
BCA et DAC. Ces angles sont deux angles alternes-internes formés par
les supports des cotés BC et AD coupés par le support de la diagonale AC.
L’égalité des angles implique le parallélisme des cotés BC et AD.

Les c6tés du quadrilatére ABCD sont paralléles deux a deux; ce quadri-

latére est donc un parallélogramme.

Nous énongons :

THEOREME : Si, dans un quadrilatére convexe, deux cdtés opposés somt
égaux et paralléles, ce quadrilatére est un parallélogramme.

Nous écrivons :

{ABCD convexe, et AB=DC, et AB/DC} —s> {AD /BC).

Propriété des diagonales d’un parallélogramme.

Soit un parallélogramme ABCD (fig. 103). Désignons par O le point d’inter-
section des diagonales AC et BD, et comparons les triangles AOB et COD.

Nous avons établi 1’égalité des seg-

ments AB et CD (n° 234), et 1’égalité

des angles BAO et DCO (n° 233); le D C
parallélisme des cotés BC et DA coupés 7

par la sécante BD implique 1’égalité des

angles ABO et CDO. Les triangles AOB

et COD satisfont aux conditions du

premier cas d’égalité des triangles; done

ils sont égaux, ce qui implique I’égalité

des c6tés homologues; nous en dédui- ,
sons : OA=0C et OB =O0D. A / B
Le point O est le milieu commun des Fig. 103.

segments AC et BD.
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Nous concluons :

THEOREME : Le point d’intersection des diagonales d’un parallélogramme
est le milieu de chacune d’elles.

Nous écrivons :

{AB _/DC et AD /BC et {0}=ACNBD} —> {0A=0C et OB=0D}

Quadrilatére dont les diagonales
se coupent en leur milieu commun.

Considérons un quadrilatére ABCD D C
(fig. 104) tel que le point O d’intersec-
tion des diagonales AC et BD soit le

milieu commun de ces deux segments; ’
nous avons donc, par hypothése, les
égalités : ‘
OA=0C et OB=0OD.
Les angles AOB et COD sont opposés A 8
par le sommet; donc ils sont égaux : Fig. 104,
AOB = COD.

Les triangles AOB et COD satisfont aux conditions du deuxiéme cas d’éga-
lité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique I’égalité des angles
homologues et 1’égalité des cotés homologues; nous en déduisons :

OAB=0CD et AB=DC.

Les angles OAB et OCD sont des angles alternes-internes formés par les
supports des cétés AB et DC coupés par le support de la diagonale AC;
I’égalité de ces angles implique le parallélisme des supports des cotés
AB et DC.

Puisque le point O est milieu commun des segments AC et BD, le quadri-
latére ABCD est un quadrilatére convexe; les deux cdtés AB et DC sont
égaux et paralléles; il en résulte (n° 238) que le quadrilatére ABCD est un
paraliélogramme.
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Nous énoncons :

THEOREME : Si les diagonales d’un quadrilatére se coupent en leur milien
commun, ce quadrilatére est un parallélogramme.

Nous écrivons :

{OA=0CctOB=0Det{0}=ACNBD} —> {AB 7/ DCet AD / BC}

SYMETRIE PAR RAPPORT K UN POINT

Points symétriques par rapport a un point.

DeriniTION : On appelle symétrique d’un point A par rapport 3 un point
fixe O le point A’ tel que O soit milicu du segment AA’,

Les vecteurs OA et OA’ sont opposés (fig. 105); nous avons I'égalité :
04’ = — 0A.

I1 résulte de la définition précédente que tout point A admet par rap-
port au point O un symétrique A’, et que le symétrique par rapport i O de
ce point A’ est le point A.

REMARQUE : Le point O est son propre symétrique par rapport au point O;
c’est le seul point qui soit confondu avec son symétrique.

A2

A A3

Aa
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Figures symétriques par rapport a un point,

Considérons une figure F (fig. 106); cette figure est un ensemble de points
A, Ay, Ay, A,... Construisons les points A;, Ay, A;, A,... respectivement
symétriques des points A,, A,, A,, A,,... par rapport au point O. L’ensemble
des points A}, A;, Aj, A, ... est une figure F'. Nous disons que les figurcs
F et F’ sont symétriques par rapport au point 0.

On démeontre et nous admettons la propriété suivante :

TaEOREME : Si deux figures sont symétriques par rapport a un point, elles
sont superposables sans retournement; ces deux figures sont directement
égalgs.

Centre de symaétrie d’une figure.

DEriNITION : Lorsque tous les points d’une figure sont deux 4 deux symé-
triques par rapport a un point 0, on dit que ce point est centre de symétrie
pour la figure.

Par excmple, le centre d’un cercle est centre de symétrie pour ce cercle.

Centre de symétrie d’un parallélogramme.

Soit un parallélogramme ABCD (fig. 107); D M’ o
désignons par O le point d’intersection
des diagonales AC et BD. Prenons sur
I'un des cotés du parallélogramme, le ’

c6té AB par exemple, un point M, et

tragons la droite OM. Cette droite, qui 4

coupe la droite AB, coupe aussila droite

DC qui est parallele & AB; désignons

par M’ le point d’intersection des droites A M B
OM et CD.

Comparons les triangles AOM et COM'.

Les angles AOM et COM’ sont opposés

par le sommet; donc ils sont égaux. Les angles OAM et OCM’ sont
deux angles alternes-internes formés par les supports des cdtés paral-
léles AB et DC coupés par la sécante AC; donc ils sont égaux. Le point O
est le milieu commun des deux diagonales; donc les scgments OA et OC
sont égaux.

Les triangles AOM et COM' satisfont aux conditions du premier cas d’égalité

Fig. 107.
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des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique ’égalité des cétés homo-
logues OM et OM'.
Les points M et M’ sont donc symétriques par rapport au point O.

L’étude précédente montre que toute droite qui passe par le point O
rencontre deux cotés du parallélogramme en des points qui sont symé-
triques par rapport a O; le point O est donc centre de symétrie du paral-
lélogramme.

Nous énongons :

TakoriME : Le point d’intersection des diagonales d’un parallélogramme
est centre de symétrie pour ce parallélogramme.

RESUME

. On appelle trapéze un quadrilatére convexe dont deux cotés sont paral-

. Dans un trapéze, deux angles dont les sommets sont deux extrémités

. On appelle parallélogramme un quadrilatére dont les cotés sont paral-

. Tout parallélogramme est un quadrilatére convexe.

. Dans un parallélogramme, deux angles consécutifs sont supplémentaires:

. Dans un quadrilatére convexe, si un angle est supplémentaire de chacun

. Dans un parallélogramme, deux angles opposés sont égaux :

Trapéze.

léles.

d’un méme coté latéral sont supplémentaires :
{BB/DC} —> {A+ D=8+ C=1 angle plat}.

Parallélogrammae.

léles deux a deux.

{AB/DC et AD /BC} —> {A + D=B + C=A + B=D + C=1angle plat}.

de ceux qui lui sont consécutifs, ce quadrilatére est un parallélogramme:

{(ABCD convexe, et A+ B=A + D=1angle plat} —> {AB /DC et AD /BC}.

~

{BB/DC et AD/BC} —> A=C et B=D).
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RESUME (suite)

10.

12.

13.

14.

15.

16.

11.

18.

. Si, dans un quadrilatére convexe, les angles opposés sont égaux deux a

deux, ce quadrilatére est un parallélogramme.

{ ABCD convexe et A=C et ﬁ:f)} —> {AB/DC et AD/BC}.

. Les cdtés opposés d'un parallélogramme sont égaux deux a deux.

{AB/DC et AD/BC} —> {AB=DC et AD=BC}.
4

Si, dans un quadrilatére convexe, les cdtés opposés sont égaux deux a
deux, ce quadrilatére est un parallélogramme.

{ ABCD convexe et AB=DC et AD=BC} =—> { AB/DC et AD/BC}.

Si, dans un quadrilatére convexe, deux cotés opposés sont égaux et paral-
léles, ce quadrilatére est un parallélogramme.

{ ABCD convexe et AB=DC, et AB/DC} —> {AD//BC)}.

Le point d’intersection des diagonales d'un parallélogramme est le
milieu de chacune d’elles :

{AB/DC et AD /BC, et {0} =ACNBD} => {OA=0CetOB=0OD}.
Si les diagonales d'un quadrilatére se coupent en leur milieu commun,

le quadrilatére est un parallélogramme.
{OA=0C et OB=0OD}— {AB/DC et AD/BC}.

Symétrie par rapport A un point.

On appelle symétrique d’un point A par rapport 4 un point fixe O le
point A’ tel que O soit milieu du segmenl AA'.

Si deux figures sont symétriques par rapport A un point, elles sont super-
posables sans retowrnement; ces deux figures sont directement égales.

Lorsque tous les points d’une figure sont deux a deux symétriques par
rapport a un point O, on dit que ce point est centre de symétrie pour la

figure.

Le point d'intersection des diagonales d’un parallélogramme est centre
de symétrie pour le parallélogramme.
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TRAVAUX PRATIQUES

Construisez un parallélogramme ABCD dont vous connaissez les éléments
suivants :

AB=5cm; BD=8cm; AC=6cm.
AB=8cm; AC=6cm; ABC = 400,

AC=7cm; BD =6 cm; BOC =600 (O est le point d’intersection
des diagonales AC et BD).

L’angle A d’un parallélogramme est égal a 50°. Calculez les trois autres
angles de ce parallélogramme.

La somme de deux des angles d’un parallélogramme est égale a 1429,
Calculez les angles de ce parallélogramme.

L’un des angles d’un parallélogramme est le double d’un autre. Calculez
les angles de ce parallélogramme.

1. Construisez un triangle ABC tel que :
AB =7 cm; AC =6 cm; BC =8 cm.

2. Marquez un point P sur le ¢6té AB. Pour ce point P tracez la paralléle
4 BC : elle coupe AC en D; puis tracez par P la paralléle & AC : elle coupe
BC en E. Comparez les longueurs des lignes brisées ACB et ADPEA.

Tracez un trapéze ABCD de bases AB et DC; vous désignez par AB la
plus grande base.

10 Démontrez que, si les cotés latéraux AD et BC sont égaux, les angles
ADC et DAB sont respectivement égaux aux angles BCD et CBA.

20 Démontrez réciproquement

que, si les angles ADC et BCD

sont égaux, les c6tés latéraux AD D C
et BC sont égaux.

30 Eecrivez I’équivalence logique
qui résulte de ces deux démons-
trations. On dit alors que ABCD
est un trapéze isocéle.

Pour démontrer les deux pre-
miéres questions, il pcut étre com-
mode de tracer par C la paralléle
CE au c6té AD (fig. 108). Fig. 108,
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Soit un trapéze isocéle (voir T.P. n° 257) ABCD de bases AB et DC et dont
les cotés latéraux AD et BC sont égaux.

Démontrez que les bases AB et CD ont méme médiatrice.

Soit un trapéze ABCD, de bases AB et DC.

10 Démontrez que, si les cdtés latéraux AD et BC sont égaux (trapéze
isocele), les diagonales AC et BD sont égales.

20 Démontrez réciptoquement que, si les diagonales AC et BD sont égales,
les c6tés latéraux AD et BC sont égaux.

30 Ecrivez 1’équivalence logique qui résulte de ces deux démonstrations.

Soit un trapéze isocéle (T.P. n° 257) ABCD, de bases AB et DC.
Les cotés latéraux et la base AB vérifient les deux égalités :

DA = AB = BC.

1° Démontrez que les diagonales AC et BD sont les bissectrices respectives
des angles BCD et ADC.

20 On vous donne la mesure x de I’angle ACD, exprimée en degrés.
Calculez en fonction de x tous les angles de la figure.

Exercices

Soit un trapéze isoctle (T.P. n® 257) ABCD, de bases AB et DC.

Les cotés latéraux et la base AB vérifient les deux égalités : DA = AB = BC.
On suppose de plus que la diagonale AC est égale 2 la base DC,

1° Quelle est la nature des triangles ACD et ABC?

20 Démontrer que la diagonale AC est bissectrice de I'angle BCD.

30 Calculer les mesures en degrés des angles du trapéze.

On considére un quadrilatére convexe ABCD tel que les c6tés AD et BC soient égaux et que
les diagonales AC et BD soient égales.

10 Comparer les triangles ABD et BAC. Ecrire les égalités qui résultent de cette comparaison.
20 Comparer les triangles ACD et BDC. Ecrire les égalités qui résultent de cette comparaison.
3° Quelle est [a nature du quadrilatére ABCD?

Soit un parallélogramme ABCD; on considére un point E sur le c6té AB et un point F sur le
c6té CD tels que : AE = CF.

12 Quelle est la nature du quadrilatére AECF?

20 Démontrer que le segment EF a méme milieu que les segments AB et CD.

On considére un parallélogramme ABCD et son centre O.
1° Une droite A qui passe par O coupe respectivement aux points E et F les droites AB et
DC. Démontrer que le point O est le milieu du segment EF.
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20 On désigne par M et N les polints d'intersectlon de la droite A avec les droites AD et BC.
Une deuxiéme droite A’ qui passe par O coupe respectivement les droites AB et DC aux points
H et K, et les droites AD et BC aux points P et Q. Quelles sont les natures des quadrilatéres
EHFK et MQNP?

On considére un parallélogramme ABCD et son centre O. Soient un point E sur le segment
OB et un point F sur le segment OD tels que : OE = OF. Quelle est la nature du quadrilatére
AECF?

Soit un parallélogramme ABCD. Une droite A qui passe par B coupe la droite AC au point M;
la paralléle A’ & A menée par D coupe la droite AC au point N.

19 Comparer les segments AM et CN. 7«

2° Quelle est la nature du quadrilatére BMDN?

Soit un parallélogramme ABCD. Par les sommets A et C on trace les paralléles a la diagonale
BD; par les sommets B et D on trace les paralléles 2 la diagonale AC. Ces quatre droites forment
un quadrilatére A'B’'C'D’,

10 Quelle est la nature du quadrilatére A’B'C'D’.

20 Montrer que les sommets du parallélogramme ABCD sont les milieux des cotés du quadri-
latére A'B'C'D’.

Solt un paraliélogramme ABCD. Sur la demi-droite AB d’origine A on marque un point M;
puis sur la demi-droite BC d’origine B on marque un point N, sur la demi-droite CD d’origine
C on marque un point P, sur la demi-droite DA d’origine D on marque un point Q tels que :
AM = BN = CP = DQ.
1° Quelle est la nature des quadrilatéres sulvants :

AMCP, ANCQ, BPDM, BQDN?
20 Démontrer que les segments AC, BD, MP et NQ ont méme milieu. Quelle est la nature du
quadrilatére MNPQ?

Soit un parallélogramme ABCD. La bissectrice de I’angle A coupe le ¢6té BC au point M; Ia
bissectrice de I'angle C coupe le c6té AD au point N.

12 Quelle est la nature du quadrilatére AMCN?

20 Démontrer que les segments AC, BD et MN ont méme milieu.

30 Quelle est la nature du quadrilatére BMDN ?

On considére un parallélogramme ABCD, le mllieu E du ¢6té AB, le milieu F du c6té CD. La
diagonale AC coupe respectivement les droites DE et BF aux points M et N.

10 Comparer les triangles AME et CNF, puis les segments AM et CN.

20 Laparaliéle 2 AB menée par N coupe la droite DE au point P. Quelle est la nature du quadri-
latére EBNP?

39 Comparer les triangles AME et NMP, puls les segments AM et NM.

40 Comparer les segments AM, CN et NM.

Soit un parallélogramme ABCD. On considére un polnt E sur le c6té AB et un point F sur le
c6té CD tels que : AE = CF. Soit H un point du c6té DA; la paralléle 3 la droite EH menée par
F coupe le c6té BC au point K.

1° Démontrer I’égalité des angles AEH et CFK.

20 Comparer les triangles AHE et CKF, puls les segments EH et FK. Quelle est la nature du
quadrilatére EKFH ?
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Soit un parallélogramme ABCD.

10 Démontrer que les sommets A et C sont équidistants de la diagonale BD, et que les sommets
B et D sont équidistants de la diagonale AC.

2° On méne de A et C les perpendiculaires a BD, de B et D les perpendiculaires a AC.
Démontrer que les quatre points obtenus sont les sommets d’un parallélogramme qui a méme
centre que le parallélogramme ABCD.

On donne trois points A, B, |. Construire une drolite D qui passe par |, qui soit équidistante de
A et de B, et telle que A et B n’appartiennent pas au méme demi-plan de frontiére D.

On considére un paraliélogramme ABCD dans lequel 'angle A est égal & 1200 et tel que la bissec-
trice de I'angle D passe par le milieu | du c8té AB.

1° Démontrer que le c5té AB est le double du c6té AD.

20 Démontrer que le segment DI est le double de la distance du sommet A au c6té CD.

3° Quelle est 1a mesure de I’angle CAD ?

Soit un parallélogramme ABCD; les bissectrices des angles B et C se coupent au point O,

19 Quelle est la nature du triangle BOC?

20 Soit E le point d’intersectlon des droites BO et AD. Démontrer I'égalité : AE = AB.

3o Soit | le point d’intersection des droites BO et DC, Quelle est la nature du triangle BIC?

On considére un triangle isoctle ABC dont les cdtés égaux sont AB et AC.

1° Soit M un point sur le c6té BC. La paralltle 3 AB menée par M coupe le ¢5té AC au point P;
la parall¢le & AC menée par M coupe le c6té AB au point Q. Démontrer que le périmétre du
parallélogramme APMQ a une longueur indépendante de la position du point M sur le cté BC.
2° Soit N un point de la droite BC mais qul n’appartient pas au segment BC. La paraliéle 3 AB
menée par N coupe la droite AC au point R; la paralléle 3 AC menée par N coupe la droite
AB au point S. Démontrer que la différence |[NS — NR| a une longueur indépendante de la
position du point N sur la droite BC, 3 I'extérieur du segment BC.

On considére deux parallélogrammes ABCD et ABEH qul ont un c6té commun AB. Démontrer
que les quatre points D, C, E, H sont, en général, les sommets d’un parallélogramme.

On considére deux parallélogrammes ABCD et AECH qui ont une diagonale commune AC,
Démontrer que les quatre points B, E, D, H sont, en général, les sommets d’un parallélogramme.

Soient un parallélogramme ABCD et le milleu | du c6té BC. Sur la demi-droite Al d’origine A
on marque le point M tel que : AM = 2 Al.

10 Démontrer que les trois points D, C, M appartlennent 4 une méme droite.

2° Démontrer que le point C est le milleu du segment DM.

10 Soient un angle saillant xOy et un polnt A 2 I'Intérleur de cet angle. Sur la demi-droite OA
d’origine O on marque le point B tel que : OB = 2 OA. La parall¢le 3 Ox menée par B coupe Oy
au point P; la paralitle 2 Oy menée par A coupe Ox au point Q. Etudier la disposition des trois
points P, Q, A

20 Soient deux droites sécantes D et D’ et un point A, Tracer une droite A qui passe par A
et qui coupe respectivement les droites D et D’ aux points P et Q tels que A soit le milieu du
segment PQ.

Soit un quadnlatére convexe ABCD. On trace par A le vecteur AE équipollent au vecteur CB

puis le vecteur “AF équipollent au vecteur cb.

1° Démontrer que les quadrilatéres AEBC, AFDC et BDFE sont des parallélogrammes.

2° Démontrer que chacun des angles BAE, EAF et FAD est égal 3 I'un des angles du quadri-
latére ABCD.
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Parallélogrammes particuliers.

Rectangles. Losanges. Carrés.

Généralités.

L’étude du chapitre précédent a montré que I’ensemble 6 des trapizes
est inclus dans I’ensemble Q des quadrilatércs, et que I’ensemble § des
parallélogrammes est inclus dans I’ensemble G des trapézes.

En raison de la transitivité du symbole d’inclusion, nous notons :
TcBGca.

Dans I’ensemble T des parallélogrammes, nous allons distinguer trois
sous-ensembles particuliers :

1° Le sous-ensemble R des parallélogrammes dont un angle est droit;
nous convenons d’appeler rectangle un élément de I'ensemble R.

20 Le sous-ensemble £ des parallélogrammes dont deux cdtés consécutifs
sont égaux, nous convenons d’appeler losange un élément de I’ensemble L.

30 Le sous-ensemble C des rectangles dont deux cdtés consécutifs sont
égaux; nous convenons d’appeler carré un élément de I’ensemble C;
nous allons montrer que C est l'intersection des ensembles R et £.

RECTANGLES

Définition d’un rectangle.

DirFiNITION : On appelle rectangle un parallélogramme dont un angle est

droit.
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Propriété des angles d’un rectangle. D C

Soit un parallélogramme ABCD dans lequel
nous supposons que l'un des angles, A par
exemple, est droit (fig. 109). Nous savons que
les angles consécutifs d’un parallélogramme
sont supplémentaires et que les angles opposés
sont égaux deux a deux. [ ] [
B

AT . A
Nous avons donc les implications suivantes : Fig. 109.

S‘X +B =1 angle plat et A=1 angle droit ‘ —_— ‘ B=1 angle droit ! 5

‘ A+D =1 angle plat et A=1 angle droit ’ — : D=1 angle droit E H
' ~ ~

A=C et A=1 angle droit : —_— i C=1 angle droit }

Nous énongons :

TutorEME : Dans un rectangle, les quatre angles sont des angles droits.

Parallélogramme dans lequel
deux angles consécutifs sont égaux.

Considérons un parallélogramme ABCD dans lequel deux angles consé-
cutifs (fig. 109), A et B par exemple, sont égaux; nous avons I’égalité :

A=B.

Or, dans un parallélogramme, deux angles consécutifs sont supplémen-

taires : A+B=1 angle plat.
Les deux égalités : A=BetA+B=1 angle plat
impliquent I'égalité : A =B =1 angle droit.

Dans le parallélogramme ABCD, I'un des angles est droit; ce paral-
lélogramme est un rectangle.

Nous énongons :

THEOREME : Si, dans un parallélogramme, deux angles consécutifs sont
égaux, ce parallélogramme est un rectangle.
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Propriété des diagonales d’un rectangle.

Considérons un rectangle ABCD et ses diagonales AC et BD (fig. 110).

Comparons les triangles ABC et BAD. Par hypothése ces deux triangles

sontrectangles:Aﬁ =BAD =1 droit; le c6té AB est commun aux deux
triangles; le rectangle ABCD appartient 4 I’ensemble des parallélo-
grammes, donc les cotés opposés BC et AD sont égaux.

Les triangles ABC et BAD satisfont aux conditions du deuxiéme cas
d’égalité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique I’égalité des
cotés homologues AC et BD.

Nous concluons :

TaEOREME : Dans un rectangle, les diagonales sont égales.

Fig. 110. Fig. 111.

Parallélogramme dont les diagonales sont égales.

Considérons le parallélogramme ABCD dans lequel nous supposons que
les diagonales AC et BD sont égales (fig. 111).

Comparons les triangles ABC et BAD. Par hypothése les segments AC et
BD sont égaux; le c6té AB est commun aux deux triangles; les segments
BD et AD, cotés opposés du parallélogramme ABCD, sont égaux.

Les triangles ABC et BAD satisfont aux conditions du troisiéme cas d’éga-
lité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique I’égalité des angles
homologues ABC et BAD.
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Ces angles égaux sont deux angles consécutifs du parallélogramme ABCD;
il en résulte (n¢ 266) que ce parallélogramme est un rectangle.

Nous concluons :

TrEOREME : Si, dans un parallélogramme, les diagonales sont égales, ce
parallélogramme est un rectangle.

Eléments de symétrie d’un rectangle.

Centre de symétrie : Puisqu’un rec- D c
tangle appartient a 'ensemble des paral-
lélogrammes, le point O d’intersection
des diagonales est centre de symétrie N
pour le rectangle.

Axes de symétrie : Le point O est le
mibeu commun des segments AC et BD
(fig. 112); puisque ces segments sont A A B
égaux, nous avons les égalités :

0A =0B =0C =0D.

Fig. 112,

H en résulte que les deux triangles AOB et DOC sont isocéles.

Les angles AOB et DOC sont opposés par le sommet; les bissectrices
intéricures des deux angles AOB et DOC appartiennent donc a une
méme droite A.

Puisque les triangles AOB et DOC sont isoctles, cette droite A est la
médiatrice commune du segment AB et du segment DC; c’est donc un
axe de symétrie pour le rectangle.

Nous montrerions de la méme fagon que le support A’ des bissectrices
intérieures des angles AOD et BOC est la médiatrice commune des seg-
ments AD et BC; c’est aussi un axe de symétrie pour le rectangle.

Nous énoncgons :
THEOREME : Un rectangle admet le point d’intersection des diagonales pour

centre de symétrie, et les médiatrices des cotés opposés pour axes de
symétrie.
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Cercle circonscrit & un rectangle.

Soit un rectangle ABCD, dont les dia-
gonales AC et BD se coupent au point O
(fig. 113). Nous avons les égalités : D

OA =0B = 0C = 0D.

Le cercle de centre O et de rayon OA

passe donc par les quatre sommets du (3)
rectangle. Nous disons que ce cercle est le

cercle circonserit au rectangle, ou bien

que le rectangle est inscrit dans ce cercle. A

Remarquons que les segments AC et BD \—/
sont des diamétres du cercle circonscrit.

Nous énongons : Fig. 113,

THEOREME : Le cercle qui admet pour diamétre une diagonale d’un rec-
tangle est circonscrit a ce rectangle.

APPLICATION AU TRIANGLE RECTANGLE

Propriété de la médiane relative a ’hypoténuse.

Considérons un triangle ABC, rcctangle en A, et la médiane AM relative
A 'hypoténuse BC (fig. 114). Soit A’ le symétrique du point A par rapport
au point M. Les diagonales du quadrilatére ABA’C se coupent en leur
milieu M; le quadrilatére ABA'C est donc un parallélogramme. Puisque
P’angle BAC est droit, ce parallélogramme est un rectangle. Les quatre
segments MA, MB, MA’, MC sont donc égaux; nous en déduisons

Iégalité : MA = ]%
Nous énongons :

THEOREME : Dans un triangle rectangle, la médiane relative a ’hypoténuse
vst égale a la moitié de I’hypoténuse.
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. A’ A
Fig. 114. Tig. 115.

Triangle dont I’une des médianes est égale
a la moitié du c6té correspondant.

Considérons un triangle ABC dans lequel nous supposons que la médiane
AM relative au c6té BC est égale 4 la moitié de ce c6té (fig. 115). Nous
avons done I’égalité : BC =2 AM.

Désignons par A’ le symétrique du point A par rapport au point M; nous
avons I’égalité : AA" =2 AM.

Ces deux égalités impliquent 1’égalité : BC = AA'.

Les diagonales AA’ et BC du quadrilatére ABA’C sont égales et s¢ coupent
en un point M qui est leur milieu commun. Le quadrilatére ABA'C est
un rectangle; ses quatre angles sont droits; en particulier I'angle BAC
est droit. Le triangle ABC est un triangle rectangle.

Nous énoncons :

THEOREME : Si, dans un triangle, une médiane est égale a la moitié du cété
correspondant, ce triangle est un triangle rectangle.

Propriété caractéristique d’un triangle rectangle.

La réunion des théorémes n% 277 et 279 permet d’énoncer une propriété
caractéristique d’un triangle rectangle :

Un triangle ABC est rectangle en A si et sculement si la médiane AM est
égale a la moitié du coté BC.



346

281.

282.

283.

284.

285.

GEOMETRIE

Nous écrivons :

<~ )AM=E(—:

A =1 angle droit 5

Cercle circonscrit a un triangle rectangle.

Considérons un triangle rectangle A
ABC, et la médiane AM relative a
I’hypoténuse BC (fig. 116).
Nous avons les égalités :

MA =MB = MC.
Le cercle de centre M et de rayon MA B '
passe par les points B et C.

Nous disons que ce cercle est circons-
crit au triangle ABC, ou bien que le
triangle ABC est inscrit dans ce cercle.

Remarquons que le segment BC est

un diamétre de ce cercle. .
Fig. 116.

Nous énongons :

TrEOREME : Le cercle qui admet pour diamétre ’hypoténuse d’un triangle
rectangle est circonscrit a ce triangle.

Triangle Inscrit dans un cercle

qui admet un des cdtés pour diameétre.

Considérons un cercle de centre M et de diamétre BC. Joignons un point A
pris sur le cercle aux deux points B et C.

Dans le triangle ABC, la médiane AM est égale a la moitié du coté corres-
pondant BC; 1l en résulte (n° 279) que ce triangle est un triangle rectangle
d’hypoténuse BC.

Nous énongons :

TrEOREME : Si un triangle est inscrit dans un cercle qui admet pour dia-
métre un des cdtés, ce triangle est un triangle rectangle.

Nous disons aussi :

THEOREME : Si ’on joint un point quelconque d’un cercle aux exirémités
&’un diamétre, le triangle ainsi déterminé est un triangle rectangle.
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LOSANGES

Définition d’un losange.

DEriniTiON : On appelle losange un parallélogramme dont deux cotés
consécutifs sont égaux.

.

Propriété des cdtés d’un losange.
Soit un parallélogramme ABCD (fig. 117) dans lequel nous supposons que

deux cétés consécutifs, AB et AD par exemple, sont égaux.

Nous savons que les cdtés opposés d’un parallélogramme sont deux & deux
égaux; nous avons donc les égalités : AB =DC et AD =BC. L’égalité
des segments AD et AB implique les égalités : DC = AB = AD =BC.

Nous énongons :

TatorEME : Dans un losange, les quatre cdtés sont égaux.

A
A A
/
B D A L
B D
C C
Fig. 117. Fig. 118.

Propriétés des diagonales d’un losange.

Considérons un losange ABCD et tragons les diagonales AC et BD (fig. 118).
Désignons par A la médiatrice du segment BD ; nous avons les implications :
{AB=AD} — {Aec A};
{CB=CD} =— {Ce A}.
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La droite A, médiatrice du segment BD, est donc le support de la diago-
nale AC.

De méme, si nous désignons par A’ la médiatrice du segment AC, nous
avons les implications :

{BA=BC} —> {BeA'};
{DA=DC} — {DeA'}.

La droite A’, médiatrice du segment AC, est donc le support de la diago-
nale BD.

Nous énongons :

TrEOREME : Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires.

Dans chacun des triangles isocéles ABC, ADC, BAD, BCD, la médiatrice
de la base est aussi bissectrice de I’angle au sommet.

Nous énongons :

TuEoREME : Dans un losange, chacune des diagonales est bissectrice des
deux angles dont elle joint les sommets.

Parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires.

Considérons un parallélogramme ABCD dans lequel nous supposons
que les diagonales AC et BD sont perpendiculaires (fig. 119).

Le point d’intersection O des diagonales est le milieu de chacune d’clles;

A A
1l _\ 1]
B L L1 D
S B D
o c

Fig. 119. Fig. 120.
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le segment OA est donc perpendiculaire au scgment BD en son milieu, ce
qui implique I’égalité : AB = AD.

Dans le parallélogramme ABCD, deux cétés consécutifs sont égaux; ce
parallélogramme est un losange.

Nous concluons :

TuEOREME : Si, dans un parallélogramme, les diagonales sont perpen-
diculaires, ce parallélogramme est un losange.

Parallélogramme dans lequel

une diagonale est bissectrice d’un des angles.
.

Considérons un parallélogramme ABCD dans lequel nous supposons que

la diagonale AC est bissectrice de I’angle BAD (fig. 120).
Nous avons I’égalité : BAC = CAD.

Les angles CAD et BCA sont des angles alternes-internes formés par les
droites paralléles AD et BC coupées par la sécante AC; donc ces angles

sont égaux : CAD =BCA.
Nous avons I'implication :
BAC—(CAD o CAD —BCA| —» |BAT=BCA|.

Les deux angles BAC et BCA du triangle ABC sont égaux; donc ce triangl
est isocéle : BA = BC.

Danps le parallélogramme ABCD, deux c6tés consécutifs sont égaux; c
parallélogramme est un losange.

Nous énongons :

TaEoREME : Si, dans un parallélogramme, une diagonale esl bissectrice
@’un des angles, ce parallélogramme est un losange.

Eléments de symétrie d’un losange.

Centre de symétrie : Puisqu’un losange appartient a I’ensemble des paral-
lélogrammes, le point O d’intersection des diagonales est centre de symé-
trie pour le losange.

MONGE. — MATI. 4° 12
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Axes de symétrie : La diagonale AC a pour support la médiatrice A du
segment BD, et la diagonale BD a pour support la médiatrice A’ du seg-
ment AC (fig. 121). Il en résulte que
les points B et D sont symétriques
par rapport a A, et que les points A
et C sont symétriques par rapport
a A’. Les droites A et A’ sont donc

A
des axes de symétrie pour le losange. N /
B\

A

Nous énongons :

TaEorREME : Un losange admet le
point d’intersection des diagonales
pour centre de symétrie, et les sup-
ports des diagomales pour axes de
symétrie. Fig. 121.

CARRES
Définition d’un carré.

DEFINITION : On appelle carré un parallélogramme dont un angle est droit
et dont deux cdtés consécutifs sont égaux (fig. 122).

»

11 résulte de I’étude des chapitres précédents que nous pouvons aussi
définir un carré de I’'une des deux fagons suivantes :

On appelle carré un rectangle dont deux cétés consécutifs sont égaux,

ou bien :

On appelle carré un losange dont un angle est droit.

A B A B
) []
c ' D C D

Fig. 122 Fig. 123.
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Propriétés d’un carré.

L’ensemble des carrés est l'intersection de I’ensemble des rectangles et
de I’ensemble des losanges.

Un carré posséde donc toutes les propriétés d’un parallélogramme, toutes
les propriétés d’un rectangle et toutes les propriétés d’un losange.

Propriété des angles : Dans un carré, les quatre angles sont droits.

Propriété des cotés : Dans un carré, les quatre cotés sont égaux.

Propriétés des diagonales : Dans un carré, les diagonales se coupent en
un point qui est leur milieu commun; elles sont égales; elles sont perpendiculai-
res; ce sont les bissectrices des angles du carré.

Eléments de symétrie : Un carré admet le point d’intersection des diagonales
pour centre de symétrie; il admet pour axes de symétrie les médiatrices des
cotés et les supports des diagonales (fig. 123).

RESUME

. Dans un rectangle, les quatre angles sont droits.

. Si, dans un parallélogramme, les diagonales sont égales, ce parallélo-

Rectangle.

On appelle rectangle un parallélogramme dont un angle est droit.

Si, dans un parallélogramme, deux angles consécutifs sont égaux, ce
parallélogramme est un rectangle.

Dans un rectangle, les diagonales sont égales.

gramme est un rectangle.

Un rectangle admet le point d'intersection des diagonales pour centre
de symétrie et les médiatrices des cbtés opposés pour axes de symétrie.

Le cercle qui admet pour diamétre une diagonale d’'un rectangle est
circonscrit & ce rectangle.

Triangle rectangle.

Un triangle ABC est rectangle en A si et seulement si la médiane AM est
égale a la moitié du cété BC :

~ BC
A =1 angle droit{ <—- 3AM=?
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RESUME (suite)

9.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

11.

18.

19.

20.
21.
22.

Le cercle qui admet pour diamétre I'hypoténuse d'un triangle rectangle
est circonscrit & ce triangle.

Si un triangle est inscrit dans un cercle qui admet pour diamétre un des
cotés, ce triangle est un triangle rectangle.

Sil’on joint un point quelconque d'un cercle aux extrémités d’un diamétre,
le triangle ainsi déterminé est un triangle rectangle.

Losange.

On appelle losange un parallélogramme dont deux cdtés consécutifs
sont égaux.

Dans un losange, les quatre cotés sont égaux.
Dans un losange, les diagonales sont perpendiculaires.

Dans un losange, chacune des diagonales est bissectrice des deux angles
dont elle joint les sommets.

Si, dans un parallélogramme, les diagonales sont perpendiculaires, ce
parallélogramme est un losange.

Si, dans un parallélogramme, une diagonale est bissectrice d’'un des
angles, ce parallélogramme est un losange.

Un losange admet le point d’intersection des diagonales pour centre
de symétrie, et les supports des diagonales pour axes de symétrie.

Carré.

On appelle carré un parallélogramme dont un angle est droit et dont deux
cdtés consécutifs sont égaux.

Un carré est un rectangle dont deux cotés consécutifs sont égaux.
Un carré est un losange dont un angle est droit.

Un carré admet le point d’intersection des diagonales pour centre de
symétrie; il admet pour axes de symétrie les médiatrices des cotés et
les supports des diagonales.




305.

306.

308.

309.
311.

313.

314.

315.

PA RALLELO;;RAMMES PARTICULIERS 353

TRAVAUX PRATIQUES

1. Construisez les rectangles ABCD et A’'B’C'D’ dont vous connaissez
les éléments suivants :

AB =6 cm; AD =4 cm; A'B' =3,5 cm; A'D' =4,8 cm.

Tracez les angles de ces rectangles avec une régle et un compas, sans
utiliser de rapporteur.

2. Calculez le périmétre et I’aire de chacun de ces rectangles.

On désigne par O le point d’intersection des diagonales d’un rectangle
ABCD. Construiscz avec une régle et un compas, sans utiliser de
rapporteur, le rectangle ABCD dont vous connaissez les éléments suivants :

AB =58cm; AOB=120°. 307. BD =64 cm; AOB = 75°.

Dessinez un quadrilatére convexe qui a deux angles droits et qui n’est
] L g q
pas un rectangle. Combien de cas de figure obtenez-vous?

Construisez un losange ABCD dont vous connaissez les éléments
suivants :

AB =5 cm;
AC=6cm;

= 560, 310. AC=7cm; BD =54 cm.
= 600, 312. BD =6 cm: A = 600,

B> )

Construisez un triangle ABC, rectangle en A, tel que le c6té AB soit égal
a5 cm et la médiane AM 4 4 em.

Construisez un triangle ABC, rectangle en A, tel que la médiane AM soit
égale 4 4 cm et la hautecur AH a 3 cm.

1. Construisez un parallélogramme ABCD tel que :
AB=AC=5cm et BAC =900,
2. Construisez un losange ABCD tel que : AB = AC =5 cm.

Quelle est alors la mesurc de I'angle BAC?

Quelles sont les mesures des angles du losange?

3. Pouvez-vous construire un rcctangle ou un carré tels que :

AB=AC=5cm?
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Exercices

Soient deux droites paralléles x'x et y'y coupées respectivement en A et B par un sécante. Les
bissectrices des angles BAx' et ABy’' se coupent en P; les bissectrices des angles BAx et ABy se
coupent en Q.

1° Quelle est la nature du quadrilatére APBQ1

20 Démontrer que la diagonale PQ est paralléle aux droites x'x et y'y.

Soit un parallélogramme ABCD.

10 Les bissectrices des angles A et B se coupent en E. Quelle est la nature du triangle AEB?
20 On trace les bissectrices des quatre angles du parallélogramme. Quelle est la nature du
quadrilatére formé par ces quatre droites

On considére deux angles adjacents supplémentaires xOy et yOz, et un point A de leur c6té
commun Oy. Soient B et C les projections orthogonales respectives du point A sur les bissec-
trices des angles xOy et yOz.

1° Quelle est la nature du quadrilatére OBAC?

20 Démontrer que la diagonale BC est paralléle i la droite xOz.

Soient un rectangle ABCD et un point P du c6té AB. La parali¢le 2 BD menée par P coupe AC
au point M; la parallele 3 AC menée par P coupe BD au point N.
Démontrer I'égalité : 2 (PM + PN) = AC.

Soit un parallélogramme ABCD.

10 On trace une droite x'Ax telle que le parallélogramme appartienne & un méme demi-plan
de frontiére x'Ax. Démontrer que la distance du sommet C 4 la droite x’Ax est égale 3 la somme
des distances des sommets B et D A cette droite.

2° On trace une droite y’Ay telle que les sommets B et D du parallélogramme appartiennent 3
deux demi-plans différents de frontiére y’Ay. Quelle relation existe-t-il entre les distances des
trois sommets B, C, D i la droite y’'Ay? -

Démontrer que, si un quadrilatére a trois angles droits, ce quadrilatére est un rectangle.

On considére un cercle et deux diamétres de ce cercle.
Démontrer que les quatre extrémités de ces diamétres sont les sommets d’un rectangle.

Dans le quadrilatére convexe ABCD, les angles A et C sont droits.
Démontrer que le milieu O de la diagonale BD appartient 3 la médiatrice de la diagonale AC.

On consldére un triangle ABC rectangle en A, la hauteur AH et la médiane AM relatives 2
I’hypoténuse. Soient P et Q les projections orthogonales respectives du point H sur les coté::
AB et AC.

19 Quelle est la nature du quadrilatére APHQ?

20 Démontrer I’égalité des angles MAC et PQH.

3° Démontrer que les droites PQ et AM sont perpendiculaires.

4° Démontrer que les angles opposés du quadrilatére PBCQ sont supplémentaires.
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Solt un losange ABCD. Les perpendiculaires menées des sommets A et C aux cdtés du losange
déterminent un quadrilatére AECF.

1° Quelle est la nature du quadrilatére AECF?

2° Comparer les angles du quadrilatére AECF aux angles du losange ABCD.

Soient un losange ABCD et un point P 2 I'intérieur de ce losange. Démontrer que la somme
des distances du point P aux quatre c6tés du losange est indépendante de la position du point P.

Soit un losange ABCD; les diagonales AC et BD se coupent au point O.

10 Démontrer que le point O est équidistant des quatre cdtés du losange.

20 On méne de O les perpendiculaires aux cétés.

Démontrer que les pieds de ces perpendiculaires sont les sommets d’un rectangle.

Dans le quadrilatére convexe ABCD, la diagonale AC est la bissectrice des angles A et C.

1° Démontrer que la diagonale AC est un axe de symétrie pour le quadrilatére.

20 A quelle condition le quadrilatére ABCD admet-il aussi la diagonale BD comme axe de
symétrie ? Quelle est alors la nature de ce quadrilatére?

Soit un carré ABCD. On marque un point A’ sur le cté AB, un point B’ sur le c6té BC, un point
C' sur le c6té CD, un point D’ sur le c6té DA, tels que : AA’=BB'=CC'=DD'.
Quelle est la natyfe du quadrilatére A'B'C'D’1

Soit un carré ABCD. On marque un point M sur le c6té AB, un polint N sur le c6té AD, un polint
P sur le c6té CB, un point Q sur le c6té CD, tels que : AM=AN=CP=CQ.

10 Démontrer que le quadrilatére MPQN est un rectangle.

2° Démontrer que le périmétre du rectangle MPQN est égal au double de Ia diagonale du carré
ABCD.

On considére un rectangle ABCD et les bissectrices des quatre angles A, B, C, D. Ces quatre
droites déterminent un quadrilatére Q.

1¢ Démontrer que les sommets du quadrilatére Q appartiennent aux médiatrices des ctés du
rectangle ABCD.

20 Quelle est la nature du quadrilatére Q?

30 Démontrer que la longueur des diagonales du quadrilatére Q est égale 2 la différence des
longueurs des c6tés du rectangle ABCD.

On considére un triangle ABC rectangle en A,

10 Soient D le pied sur BC de la bissectrice de I'angle A, et P et Q les projections orthogonales
respectives du point D sur les c5tés AB et AC.

Démontrer que le quadrilatére APDQ est un carré.

20 Réciproquement, soient M un point de I’hypoténuse BC, et P et Q les projections ortho-
gonales respectives du point M sur les c6tés AB et AC.

Démontrer que, si le quadrilatére APMQ est un carré, la droite AM est bissectrice de I'angle A.

On considére un carré ABCD et un point P de la drolte AB te! que le point B appartienne au
segment AP. La perpendiculaire en D 4 DP coupe la droite BC au point Q.

1o Démontrer I'égalité des angles ADP et CDQ. En déduire I'égalité des triangles ADP et CDQ.
20 La perpendiculaire en Q 4 DQ et la perpendiculaire en P 3 PD se coupent en H. Quelle est
la nature du quadrilatére PDQH?

On considére un carré ABCD, le milieu M du c6té AB, et le milieu N du c6té BC. Démontrer
que les segments CM et DN sont égaux et perpendiculaires.
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Applications des propriétés
des parallélogrammes.

PARALLELES EQUIDISTANTES

Distance de deux droites paralléles.

Soient D et D' deux droites paralléles (fig. 124); marquons sur D deux
points A et B, et tracons les droites Ax et By perpendiculaires aux deux
droites D et D’. Les droites Ax et By rencontrent D’ respectivement
en A’ et B'. Dans le quadrilatére ABB’A’, les c6tés opposés sont deux a
deux paralléles; ce quadrilatére est un parallélogramme. L’angle A’AB
est droit; le parallélogramme ABB’A’ est donc un rectangle.

Nous en déduisons I’égalité des segments AA’ et BB'.

Or les longueurs de ces segments sont les distances respectives des points

A et B a la droite D’.

Nous concluons :

ToiorEME : Si deux droites D et D’ sont paralléles, la distance d’un point
de la droite D i la droite D’ ne dépend pas du point choisi sur D.

Ce théoréme permet d’énoncer la définition suivante :

DEFiNiTION : On appelle distance de deux paralltles la distance constante
d’un point quelconque de PPune des droites a Pautre droite.
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Bande. Largeur d’une bande.

Soient D et D' deux droites paralléles (fig. 124).

DErFINITION : On appelle bande limitée par D et D’ Pintersection du demi-
plan de frontiére D qui contient D’ et du demi-plan de frontiére D' qui
contient D.

La distance des droites paralléles D et D’ est la largeur de la bande.

X y
D’ |A/ B’ x’ D (o]
h
-
1 []
D A B X A B
Fig. 124. Fig. 125.

Hauteur d’un trapéze.

Soit un trapéze ABCD dont les bases sont les segments AB et DC
(fig. 125). On appelle hauteur du trapéze la distance h des droites x et
x', supports respectifs des bases.

Hauteurs d'un parallélogramme.

Soit un parallélogramme ABCD

(fig. 126); soient x, et y, les Vi D/ C/
gupports des cotés AB et DC.
La distance k, des droites x, et

¥, est la hauteur relative aux
cdtés AD et DC.

Soient x, et y, les supports des
cotés AD et BC. La distance h,

des droites x, et y, est la /A /B
X Yy

hy

hauteur relative aux c¢otés AD
et BC. Fig. 126.
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Paralléles qui déterminent sur une sécante des segments égaux.

Considérons trois paralleles d’
Ay, Ay, Ay qui déterminent sur
une sécante d des segments A 5 \A’

d
, a2
égaux : M
AB=BC. (1)

. ' B B’
Une autre sécante d’ coupe A,
les paralléles A}, A;, Ay respec- E N
tivement en A’, B’, C’ (fig. 127).
Proposons-nous de comparer A c c’

3

les segments A'B’ et B'C’.

I

Si la droite d' est paralléle a N

la droite d, les quadrilatéres Fig. 127.

ABB’A’ et BCC'B’ sont des

parallélogrammes, ce qui implique 1’égalité des cdétés opposés :
AB=A'B’ et BC=B'C'.

Ces deux égalités et V’égalité (1) : AB = BC impliquent I’égalité :

A'B'=B'C'.

Si la droite d’ n’est pas paralléle a d, tragons par A et B les paralléles a d'.
Ces paralléles coupent A, et A, respectivement aux points E et F. Dans
les quadrilatéres AEB’A’ et BFC'B’, les cdtés opposés sont paralléles;
ces quadrilatéres sont des parallé¢logrammes, ce qui implique I’égalité des
cdtés opposés :

AE=A'B’ et BI=B'C. 2
Comparons les triangles ABE et BCF. Par hypothése les c6tés AB et BC
sont égaux; les cotés des angles BAE et CBF sont deux 4 deux paralléles
et de méme sens, ce qui implique 1’égalité : BAE = CBF; les cotés des
angles ABE et BCF sont deux a deux paralléles et de méme sens, ce qui
implique I’égalité : ABE = BCF.
Les triangles ABE et BCF satisfont aux conditions du premier cas d’éga-
lité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique I’égalité des cdtés
homologues :

AE = BF. (3)

Les égalités (2) et (3) impliquent ’égalité : A’'B’ = B'C/.
Le raisonnement précédent reste le méme si le nombre des paralléles qui
découpent sur d des segments égaux est supérieur a trois.
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Nous énongons :

»*
TaEOREME : Si des paralltles déterminent sur une sécante des segments
égaux, elles déterminent sur toute autre sécante des segments qui sont aussi
égaux.

Paralléles équidistantes.

La propriété précédente est encore vraie si la sécante d’ est la perpendicu-
laire commune aux paralléles données. Les longueurs des segments MN
et NP découpés par ces paralléles sur une perpendiculaire commune sont
les distances respectives de ces paralléles.

, [ 3
Nous énongons :

DEriNITION : On appelle paralléles équidistantes des paralléles qui déter-
minent des segments égaux sur une perpendiculaire commune.

Ensemble des points équidistants D, Ay Hi
de deux droites paralléles.

Considérons deux droites*paralléles D, et
D,. Tragons une perpendiculaire commune
qui les rencontre respectivement en A, et
A, (fig. 128). Soit D la médiatrice du seg-
ment A A,. Par construction, les droites
D, D,, D, sont des paralléles équidistantes. Ao Ho
Il en résulte que tout point M de la droite 2
D est équidistant des droites D, et D,.

Fig. 128.

Montrons que, réciproquement, tout point équidistant des droites paralléles
D, et D, appartient a la droite D.

Seit M un point équidistant des droites paralléles D, et D, (fig. 128).
Menons par M la perpendiculaire commune H,H, aux droites D, et D,.

Par hypothése, M est le milieu du segment H,H,; or la droite D, paralléle
équidistante des droites D, et D, coupe H,H, en son milieu; donc elle
contient le point M.

Il résulte de I’étude précédente que tous les points de la droite D sont équi-
distants des droites paralléles D, et D, ct qu’ils sont les seuls points & possé-
der cette propriété.
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Nous énoncons :

THEOREME : L’ensemble des points équidistants de deux droites paralléles
D, et D, est la droite D, paralléle équidistante des droites D, et D,

APPLICATIONS AU TRIANGLE

Segment qui joint les milieux de deux cétés d’un triangle.

Soit un triangle ABC; désignons par B’ et C’ A

les milieux respectifs des cotés CA ct AB

(fig. 129). Marquons sur la droite C’'B’ le point

M tel que B’ soit le milieu du segment C'M. ,

Tragons les segments MA, MC et CC'. c M
Les diagonales AC et C'M du quadrilatére ‘
AC'CM se coupent en leur milieu commun

B; donc ce quadrilatére est un parallélo- g C
gramme : ses cOtés opposés AC’' et MC sont Tig. 129.

paralléles, égaux et de méme sens.

Puisque le point C’ est le milicu du segment AB, les scgments C'B et MC
sont aussi paralléles, égaux et de méme sens.

Le quadrilatére C'BCM est donc un parallélogramme; cette propriété
implique le parallélisme des supports des segments C'M et BC, et ’égalité
de ces segments : C'M = BC.

Puisque le point B’ est le milieu du segment C’'M, nous avons I’égalité :
1 1
B'=-CM=" .
CB' = 2C M 2BC
Nous énongons ;

THEOREME : Le segment qui joint les milicux de deux cétés d’un triangle
est paralléle au troisiéme cdté; il est égal i la moitié de ce troisiéme coté.

Paralléle a un cété d’un triangle menée parle milieu d’un autre
coté.

Désignons par B’ et C’ les milicux respectifs des cotés CA et AB d’un triangle
ABC. Par les points A et C’, tragons les droites Ax et C’'x’ paralléles au
support du c6té BC (fig. 130). Ces trois paralléles déterminent sur la
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- 3

gécante AD les segments égaux AC’ et C'B; elles déterminent donc sur la
sécante AC des segments égaux; la droite C'x’ passe par le milieu B’ du
segment AC,

Nous énongons :

THEOREME : Si, par le milieu d’un ¢6té d’un triangle, on méne la paral-
Iele au support d’un autre cété, cette droite rencontre le troisiéme ¢oté en
son milieu.

D C
V \N
A B
Fig. 130. Fig. 131.

Segment qui joint les milieux des cotés non paralléles d’un
trapéze.

Soit un trapéze ABCD, de bases AB et DC. Désignons respectivement
par M, par N, par P les milieux respectifs des segments AD, BC et AC
(fig. 131).

Le segment MP qui joint les milieux des c6tés AD et AC du triangle ADC
est paralléle au co6té DC et égal a sa moitié; nous écrivons I’égalité :

MP =% DC. (1)

Le segment PN qui joint les milieux des ¢6tés AC et CB du triangle ABC
est paralléle au c6té AB et égal A sa moitié; nous écrivons I’égalité :

PN =% AB. (2)

Les segments PM et PN passent par le point P et sont respectivement
paralléles aux bases DC et AB du trapéze; donc ile ont méme support.
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La diagonale AC est intérieure au trapéze ABCD ; doncle point P appartient
au segment MIN; nous écrivons I’égalité :

MN=MP +PN. (3)
DC + AB
—
On dit parfois que le segment MN est la base moyenne du trapéze.

Des égalités (1), (2) et (3), nous déduisons : MN =

Nous énongons .

THEOREME : Le segment qui joint les milieux des c6tés non paralléles d’un
trapéze est paralléle aux bases du trapéze; il est égal a leur demi-somme.

Propriété des médianes d’un triangle.

Soit un triangle ABC; désignons par
A’ et B’ les milieux respectifs des cotés
BC et CA. Soient D et E les milieux
respectifs des segments AB’ et B'C.
Nous avons les égalités :

AD=DB’'=B'E=EC (fig. 132).

Tracons les médianes AA’ et BB’, et
désignons par G leur point d’intersec-
tion. Soient A, A;, A,, A, les droites
paralleles a la médiane BB’ qui passent

respectivement par les points A, D, E,C. JAP

Les droites A, A, et BB’ déterminent A

sur la sécante AC des segments égaux; 3
donc elles déterminent aussi sur la Fig. 132.

sécante AA’ des segments égaux entre
eux. Nous en déduisons que la droite A, passe par le milieu K de AG;
nous avons I’égalité :

AK = KG. ()

Les droites BB', A, et A; déterminent sur la sécante AC des segments
égaux; elles déterminent aussi sur la sécante BC des segments égaux;
donc le milieu A’ du segment BC appartient A la droite A,.

Les droites A;, B'B et A, déterminent sur la sécante AC des segments

égaux; elles déterminent aussi sur la sécante AA’ des segments égaux,
KG et GA’; nous avons donc :

KG = GA'. @)
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Les égalités (1) et (2) impliquent I’égalité des trois segments AK, KG et
GA':

AK=KG=GA'.
¥

Le segment GA’ est le tiers du segment A’A,
Une démondtration analogue permet de montrer que le segment B'G
est le tiers du segment B'B; de méme nous montrerions que la médiane CC’
passe aussi par G et que le segment C'G est le tiers du segment C'C.
Nous avons : GA’=; AA’s GB'=3BB'; 6C'=;CC.

Nous énoncgons

THEOREME : Dans un triangle, les trois médianes concourent en un point
qui est situé au tiers de chacune d’elles a partir de son pied.

RESUME

. Si deux droites D et D’ sont paralléles, la distance d'un point de la droite

. On appelle distance de deux paralléles la distance constante d'un point

. On appelle bande limitée par les paralléles D et D’ l'intersection du

. 51 des paralléles déterminent sur une sécante des segments égaux,

. On appelle paralléles équidistantes des paralléles qui déterminent des

. L'ensemble des points équidistants de deux droites paralléles D, et D,

Paralléles équidistantes.

D a la droite D’ ne dépend pas du point choisi sur D.

quelconque de 1'une des droites a l'autre droite.

demi-plan de frontiére D qui contient D’ et du demi-plan de frontiére D’
qui contient D. La distance des droites paralléles D et D’ est la largeur
de la bande.

elles déterminent sur toute autre sécante des segments qui sont aussi
égaux.

segments égaux sur une perpendiculaire commune.

est la droite D, paralléle équidistante des droites D, et D,,
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RESUME (suite)

Applications au triangle.

1. Le segment qui joint les milieux de deux cétés d’un triangle est paralléle
au troisiéme c6té; il est égal A la moitié de ce troisiéme coté.

8. Si, par le milieu d’'un cété d'un triangle, on méne la paralléle au support
d’un autre coté, cette paralléle rencontre le troisiéme cété en son milieu.

9. Le segment qui joint les milieux des cotés non paralléles d’un trapéze
est paralléle aux bases; il est égal a leur demi-somme.

10. Dans un triangle, les trois médianes concourent en un point qui est situé
au tiers de chacune d’elles a partir de son pied.

TRAVAUX PRATIQUES

337. Partage d’'un segment en parties égales.
1. Tracez un segment AB, puis une demi-droite Ax. Marquez sur la demi-
droite Ax, 4 partir de A, les cinq points C, D, E, I¥, G tels que :
AC=CD=DE=EF=FG (fig. 133).

AI L — ] ] JB

Tig. 133.

Tracez la droite BG; puis, par les points C, D, E et I, les paralléles a la’
droite BG. Ces paralléles coupent respectivement le segment AB aux
points C’', D', E" et F'.
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Démontrez que les cinq segments A'C/, C'D’, D'E’, E'T’ et I'B sont

égaux.

2. Tracez uwsegment AB dont la longueur est 9 cm. Partagez ce segment
en sept parties égales. -

1. Dessinez un triangle ABC. Tracez les médianes BB’ et CC’'; elles se
coupent au point G. Marquez le milieu M de GB et le milieu N de GC.
Démontrez que les segments MN et B'C’ sont paralléles et que 1’on a les
égalités :
BC .~y BC

MN = - et B'C' = -
En déduire que le quadrilatéere MNB'C’ est un parallélogramme et que
I'on a les égalités :

BB’ , cc’
;- et GC'=GN==

2. Quel théoréme sur les médianes d’un triangle venez-vous de démontrer?

GB'=GM =

1. Tracez deux droites paralléles x'x et y'y dont la distance est égale a
4 cm. Puis marquez sur la droite y'y deux points B et D tels que la lon-
gueur du segment BD soit égale 2 6 cm.

2. Marquez deux points A et A’ sur la droite x’'x; puis construisez les
deux parallélogrammes ABCD et A’'BC’D qui admettent pour diagonale
le segment BD.

Quelle est la nature du quadrilatére AA'CC’? Qu’en résulte-t-il pour les
droites x'x et CC'?

3. Construisez un troisidme parallélogramme A’BC’D qui a pour diago-
nale BD ct dont le sommet A” appartient aussi i la droite x'x. A quelle
droite le sommet C” appartient-il?

4. Pouvez-vous placer le point A sur x'x pour que le parallélogramme
ABCD soit un losange?

5. Pouvez-vous placer le point A sur x'x pour que le parallélogramme
ABCD soit un rectangle?

6. Pouvez-vous placer le point A sur x'x pour que le parallélogramme
ABCD soit un carré?

1. Dessinez un quadrilatére croisé ABCD dont les cétés opposés, AB
et CD d’une part, BC et AD d’autre part, sont égaux :

AB=CD et BC=AD.

Ce quadrilatére est appelé un contre-parallélogramme.
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2. Démontrez les égalités suivantes :
”~ fa) ol

A=C e B=D

3. Soit O le point d’intersection des droites AD et BC. Démontrez que
les triangles AOC et BOD sont isocéles.

4. Démontrez que les droites AC et BD sont paralléles.

Exercices

Soient une droite xy, un polnt A qui n’appartient pas 2 cette droite, H la projection du point A
sur xy. On joint le point A 2 un point quelconque B de xy.

10 Démontrer que la médiatrice du segment AH passe par le milleu M du segment AB.

2¢ Démontrer, réciproquement, que la droite qui joint les milieux des segments AH et AB est

médiatrice de AH.

Solent un segment AB de milleu | et une drolte D. Trois droites paralléles entre elles passent
par les points A, B et I. Ces trois droites coupent respectivement la droite D aux points A,
B'etl.

10 Démontrer que le point I’ est le milieu du segment A’B’.

20 La droite I'A coupe la droite BB’ au point Q; la droite I'B coupe la droite AA’ au point P.
Quelle est la nature du quadrilatére APQB?

10 Soient un triangle ABC, la médiane AM relative au c6té BC, une drolte D non paraliéle 3
AM, et les droites Bx et Cy paralléles 3 AM. Les droites Bx, AM et Cy coupent respectivement
la droite D aux points B/, M’ et C'. Démontrer que le point M’ est le milieu du segment B'C’,
20 On considére une droite D et trois points non alignés A, B et C dont aucun n’appartient 2
la droite D. Faire passer par ces trois points trois droites paralléles qui déterminent sur D des
segments égaux. Donner toutes les solutions.

10 Solt une droite D. Démontrer que, st un point M est situé 3 la distance donnée d de la droite
D, il appartient i I'une ou 'autre de deux droites D, et D, que I'on précisera.

20 Démontrer que sl le point M n’appartient ni 4 la droite D, ni 4 la droite Dy sa distance a la
droite D n’est pas égale a d.

32 Quel est I’ensemble des points situés 3 la distance d de la droite D?

Soient deux droites paralléles D; et D, dont la distance est g, et un point M qui n’'appartlent
pas 3 la bande de frontiéres D, et Dy. On désigne par H, et H, les projections orthogonales
respectives de M sur D, et D,, et par b la somme des distances MH, et MH, du point M aux
droites D, et D,.

1° M et D, appartiennent 3 deux demi-plans différents de frontiére D,.

Calculer MH; en fonction de b et a.

20 Met D,appartiennent au méme demi-plan de frontigre D,. Calculer MH, en fonction de b et a.
3° En déduire que I'ensemble des points M dont la somme des distances aux droites D, et Dy
est égale 3 une longueur donnée b est formé de deux droites paralléles 3 D, et Dy que V’on
précisera.
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On considére une bande de frontiéres D, et D, et de largeur a.

10 Soit un point M qui appartient 2 la fande. Calculer la somme des distances de ce polnt aux
deux droites D, et D,.

20 Soit un point N qui n’appartient pas 3 la bande. Comparer 3 g la somme des distances du
point N aux deux droites D, et D,.

30 Quel est I’ensemble des points dont la somme des distances aux deux droites D, et D, est
égale 4 al

Soient un triangle ABC et les milieux respectifs M, D, E des cétés BC, CA, AB. Démontrer que
le quadrilatére ADME est un parallélogramme.

Soit un parallélogramme ABCD; on joint le sommet B au milieu M du c6té AD et le sommet D
au milieu N du c6té BC.

12 Démontrer que les droites BM et DN partagent la diagonale AC en trois segments égaux.
20 Soient P et Q les polnts d’intersection respectifs des droites BM et DN avec la diagonale AC.
Démontrer que le quadrilatére MPNQ est un parallélogramme.

30 A quelles conditions le parallélogramme ABCD doit-l satisfaire pour que le parallélogramme
MNPQ soit : a) un rectangle; b) un losange; c¢) un carré.

Dans un quadrilatére convexe ABCD, on désigne par E, F, G, H les milleux respectifs des c5tés
AB, BC, CD, DA, et par M et N les milieux des diagonales BD et AC.

1°¢ Démontrer que les quadrilatéres EFGH, EMGN, FNHM sont des parallélogrammes.

20 A quelles conditions le quadrilatére ABCD doit-ll satisfaire pour que le quadrilatére EFGH
solt : a) un rectangle; b) un losange; c) un carré.

3¢ Démontrer que les segments EG, FH et MN ont le méme milieu.

On considére un triangle ABC, la bissectrice intérieure Bx de I’angle B, le milleu M du c6té AB.
La paralléle 3 BC menée par M coupe la droite Bx au point I

12 Quelle est la nature du triangle MBI?

20 Démontrer que le triangle AIB est rectangle en I.

On considére un triangle Isocdle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC, et un point M de la
base BC. La paralléle 34 AB menée par M coupe en D le c6té AC; la paralléle 3 AC menée par M
coupe en E le cdté AB.

1° Démontrer que le périmétre du parallélogramme ADME est égal 3 AB + AC.

20 Pour quelle position du point M sur BC le parallélogramme ADME est-Il un losange?

3o Quelles conditions le triangle Isoctle ABC doit-il remplir pour que le parallélogramme
ADME soit un rectangle? Pour quelle position du point M sur BC ce rectangle est-il alors un
carré?

Soit un triangle isocéle ABC dont les cStés égaux sont AB et AC. On considére un point M de la
base BC et les projections orthogonales respectives H et K de ce point sur lés cotés AB et AC.
La paralléle 3 AB menée par C coupe la drolte MH au point P.

10 Démontrer que les points K et P sont symétriques par rapport 2 la droite BC.

20 Démontrer I'égalité : MH 4 MK = PH.

En déduire que la somme des distances du point M aux cétés AB et AC du triangle est indépen-
dante de la position du polint M sur le ¢c5té BC; comparer cette somme i I'une des hauteurs du
triangle ABC,
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Soit un triangle isocéle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC. On considére un point M de
la droite BC extérieur au segment BC; on désigne par H et K les projections orthogonales
respectives du point M sur les droites AB et AC. La paralléle 3 AB menée par C coupe la droite
MH au point P.

10 Démontrer que les points K et P sont symétriques par rapport 3 la droite BC.

20 Démontrer que la longueur du segment PH est égale 3 la différence des longueurs des seg-
ments MH et MK.

En déduire que la différence des distances du point M aux droites AB et AC est indépendante

. de la position du point M sur la droite BC, & I’extérieur du segment BC; comparer cette diffé-

rence a I'une des hauteurs du triangle ABC.

On considére un rectangle ABCD et un point P 2 I'intérleur de ce rectangle.

1o Soient M et N les symétriques respectifs du point P par rapport aux c6tés AB et BC. Démon-
trer que les trois points M, B, N sont alignés et que le point B est le milleu du segment MN.
20 Soient R et S les symétriques respectifs du point P par rapport aux cétés CD et DA. Compa-
rer les longueurs des diagonales du quadrilatére MNRS aux c6tés du rectangle ABCD.

30 Peut-on choisir le point P 3 Pintérieur du rectangle pour que le quadrilatére MNRS soit
un parallélogramme ? Quelle est alors la nature de ce parallélogramme?

Soient un triangle ABC, les milieux respectifs M, N, P des cétés BC, CA, AB, et la hauteur AH
relative a BC.

1° Démontrer que le quadrilatére HMNP est un trapéze dont les cotés latéraux sont égaux
(trapeze isoctle).

20 Etudier le cas particulier oll le triangle ABC est un triangle isocéle dont les cdtés égaux
sont AB et AC.

Dans un trapéze ABCD, de bases AB et CD, on désigne par M, N, P, Q les milieux respectifs
des cotés AD et BC et des diagonales AC et BD.

10 Démontrer que les quatre points M, N, P, Q sont alignés.

20 Démontrer que le segment PQ est égal a la demi-différence des bases.

On considére un trapéze ABCD dans lequel le c5té AD est perpendiculaire aux bases AB et DC
CcD

et dont les c6tés AD, AB et CD vérifient la double égalité : AD = AB = -5

1° Quelles sont les mesures des angles de ce trapéze?

20 On trace la hauteur BH. Démontrer que les segments AC et BH ont méme milieu M.

30 Démontrer que les segments AH et BD ont méme milieu N.

40 Comparer le segment MN 2 chacune des bases AB et CD.

On considére un segment AB et les droites x'x et y'y respectivement perpendiculaires 4 ce seg-
ment en A et B. Soit M un point de la médiatrice de AB. Une droite A qui passe par M coupe
respectivement les droites x'x et y'y en P ot Q.

1 Démontrer que le point M est le milleu du segment PQ.

20 Démontrer que, pour toute droite A telle que les points P et Q appartiennent 3 un méme
demi-plan de frontiére AB, la somme AP 4 BQ est constante; calculer cette somme en fonction
de la distance MH du point M au segment AB.

3o Démontrer que, pour toute droite A telle que les points P et Q n’appartiennent pas au
méme demi-plan de frontiére AB, la différence | AP — BQ | est constante; calculer cette diffé-
rence en fonction de la distance MH du point M au segment AB.
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Soient un parallélogramme ABCD et un point P qui n’appartient ni a la droite AC, ni 3 la
droite BD.

Démontrer que les triangles PAC et PBD ont le méme centre de gravité,

On considére un triangle ABC et les milieux respectifs A’, B’, C’ des cdtés BC, CA, AB.

10 Démontrer que la droite AA’, médiane du triangle ABC, est aussi une médiane du triangle
A'B'C'.

20 En déduire que les deux triangles ABC et A'B'C’ ont le méme centre de gravité,

On considére un triangle ABC, les milieux respectifs A’, B’, C’ des cétés BC, CA, AB, et le centre
de gravité G.

1o Démontrer I'égalité : AA’ 4 BB’ 4 CC’ =; (GA + GB 4 GC)-

20 Démontrer linégalité : GA + GB + GC > w‘?.

En déduire l'inégalité : AA’ 4 BB’ 4-CC'> ‘—:: (BC + CA + AB)-

30 Soit N le symétrique du point A par rapport au point A’. Quelle relation d’ordre existe-t-il

dans le triangle ABN entre le c6té AN et la somme des deux autres cotés ?

AB + AC
2

En déduire 'inégalité : AA’ < » puis I'inégalité : AA" 4+ BB’ 4 CC' < BC 4 CA + AB.
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CHAPITRE IX

Le cerxcle.

Positions relatives d’une droite et d’un cercle.

LE CERCLE

Notions fondamentales.

Nous rappelons les définitions et les propriétés élémentaires étudiées en
classe de 5¢, en les précisant lorsque cela est possible.

DEFINITION : On appelle cercle ’ensemble des points du plan qui sont a
une distance constante d’un point donné de ce plan.

Le point donné O est appelé le centre du cercle. La distance constante
du centre O & un point A de ce cercle est le rayon de ce cercle (fig. 134).

On appelle aussi rayon le segment de
droite OA qui joint le point O a un
point quelconque A du cercle.

@)

Tous les rayons d’un méme cercle sont

égaux. A A 1 ) ] { A/

Pour désigner le cercle de centre O et de
rayon R, on écrit parfois : « le cercle
(O, R) ». Il est souvent commode de
désigner un cercle par une seule lettre,
par exemple, le cercle C. Fig. 134.
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Sécante diamétrale; diamaétre.

Une droite A qui passe par le centre du cercle est une sécante diamétrale
(fig. 134). 11 existe sur cette droite, de part et d’autre du point O, deux
points A et A’ tels que la longueur commune des segments OA et OA’
soit égale & R. Ces points appartiennent au cercle (O, R). La longueur du
segment AA’ est constante et ne dépend pas de la sécante diamétrale A;
cette longueur est le diamétre du cercle; c’est le double de la longueur du
rayon.

On appelle aussi diamétre le segment AA’.

Corde; arc.

Marquons sur un cercle C deux points A et B. Nous disons que le segment
AB est une corde du cercle.

La corde AB partage le cercle en deux parties appelées arcs de cercle.
Nous disons que la corde AB sous-tend les deux arcs d’extrémités A et B

(fig. 135).

Pour distinguer les deux arcs sous-tendus par la méme corde AB, il est
commode de marquer sur chacun de ces arcs un point distinct des extré-
mités, par exemple le point M sur 'un des arcs et le point M’ sur I’autre.
Ainsi, nous distinguons sans ambiguité les arcs AMB et AM'B.

. — —
Nous unotons ces arcs, en abrégé : AMB et AM'B.

Angle au centre. C

Nous rappelons que, pour un cercle donné, on A
appelle angle au centre un angle dont le sommet

est le centre du cercle. Par exemple, sur la
figure 135, I’angle AOB est un angle au centre
pour le cercle C.

L’arc intercepté par I’angle saillant AOB est YK
I’arc AMB. Fig. 135.
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Intérieur et extérieur d’un cercle. P

Tragons le cercle C de centre O, de rayon N
R; nous déterminons dans I’ensemble des

points du plan trois sous-ensembles :

10 I’ensemble des points dont la distance

au centre O est égale & R; c’est le cercle C; 6/

20 I’ensemble des points dont la distance

au centre O est inférieure a R : ¢’est Pinté-

rieur du cercle; M
30 I’ensemble des points dont la distance au Fig. 136.
point O est supérieure & R : ¢’est I’extérieur

du cercle.

Par exemple, sur la figure 136, le point M appartient au cercle, le point N
appartient a D'intérieur du cercle, le point P appartient a Pextérieur du
cercle. Si nous désignons respectivement par C, J, & les ensembles précé-
dents, nous écrivons les équivalences logiques :

{MeC} ——= {OM=R};

{Ned} <<= {ON<R};

{Pe&} == {OP >R}
La réunion de I’ensemble des points du cercle et de I'’enscmble des points
intérieurs a ce cercle est appelée disque.
Nous admettons que si deux points N et P appartiennent I'un a Pintérieur,

Pautre a Pextérieur du cercle, le scgment NP coupe nécessairement le
cercle en un point. ‘

REMARQUE : Les ensembles C, J, & sont disjoints deux a deux :
CNi=gw; JN&E=g; ENC=g.
La réunion des trois ensembles C, J, § est I’ensemble des points du plan.

Nous disons que ces trois ensembles forment une partition de I’ensemble
des points du plan.

Eléments de symétrie d’un cercle.

Centre de symétrie : Soit M un point d’un cercle (O, R). La droite OM est
sécante diamétrale; elle rencontre le cercle en un deuxiéme point M’
tel que OM’ soit égal 3 OM. Le point O est le milieu du segment MM';
il en résulte que, dans la symétrie de centre O, a tout point M du cercle,
nous associons un point M’ de ce cercle.

THEOREME : Le centre d’un cercle est centre de symétrie pour ce cercle.
Y
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Axes de symétrie : Soient M un point d’un cercle (O, R) et une sécante
diamétrale A qui coupe le cercle en A et A’; nous avons ’égalité : OM = R
(fig. 137). Désignons par M’ le symétrique de M par rapport a A. Par
définition la droite A est médiatrice du segment MM'; nous avons donc
Pégalité : OM’' = OM.

Les deux égalités : OM = R et OM’ = OM impliquent 1’égalité : OM' = R.
Le point M’ appartient donc au cercle.

Il en résulte que, dans la symétrie d’axe A, A tout point M du cerele nous
associons un point M’ de ce cercle.

Nous énongons :

THEorEME : Toute sécante diamétrale d’un cercle est axe de symétrie pour
ce cercle.

B
Aa o] H YA A 0’ o o
/ %
Fig. 137. Fig. 138.

Cercles qui passent par deux points donnés.

Etudions s’il est possiblc de construire un ou plusicurs cercles qui passent

par deux points donnés A et B (fig. 138).

Le centre O d’un tel cercle doit étre équidistant des points A ct B. Donc
il doit appartenir 4 la médiatrice A du segment AB.

Réciproquement, un point arbitraire de la médiatrice A est équidistant
des points A ¢t B; ¢’est done le centre d’un cercle qui passe par A et par B.

Nous concluons :

TaiorEME : La droite A, médiatrice du segment AB, est ’ensemble des
centres des cercles qui passent par les deux points A et B.
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Cercle qui passe par trois points donnés.

Etudions s’il est possible de construire un ou plusieurs cercles qui passent
par trois points donnés A, B, C.

Désignons par A et A’ les médiatrices respectives des segments BC et
CA. La droite A est I’ensemble des centres des cercles qui passent par
B et par C; la droite A’ est I’ensemble des centres des cercles qui passent
par C et par A. Donc le centre d’un cerele qui passe par A, par B et par C
doit appartenir aux deux droites A et A’.

Nous distinguons alors deux cas :
Premier cas : Les points A, B, C appartiennent 2 une méme droite x'x.

Les médiatrices A et A’ des segments alignés BC et CA sont deux droites
paralléles; elles n’ont aucun point commun.

Nous concluons :

THEOREME : Par trois points distincts qui appartiennent 3 une méme
droite, on pe peut faire passer aucun cercle.

Ce théoréme implique la propriété suivante :

Une droite et un cercle ont au plus deux points communs.

Deuxiéme cas : Les points A, B, C n’appartiennent pas 4 une méme droite.
Les droites A et A’ sont respectivement perpendiculaires aux droites

concourantes CB et CA; elles ne sont pas paralléles; elles se coupent donc
en un point O (fig. 139).

: ( :

Fig. 139.
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Ce point O est le seul point qui puisse étre le centre d’un cercle qui
passe par A,par B et par (; montrons qu’il posséde cette propriété.
Nous avons les implications :

{O0eA} — {OB=0C};

{OeA’} = {OC=0A}.
Les deux égalités OB =0C et OC=O0A impliquent les égalités :
OA =0B =0C. Le cercle de centre O et de rayon OA passe par B

et par C; ce cercle est unique.

Nous concluons :

TaEOREME : Par trois points qui n’appartiennent pas & une méme droite
passe un cercle, et un seul.

Ce théoréme implique la propriété suivante :

Deux cercles distincts ont au plus deux points communs.

Propriété des médiatrices d’un triangle.

Soit un triangle ABC (fig. 140); désignons par A et A’ les médiatrices res-
pectives des cotés BC et CA. Nous venons d’établir que ces deux droites
se coupent en un point O centre d’un cercle qui passe par les trois points
A, B, C. Nous avons donc I'égalité : OA = OB. Cette égalité implique
Pappartenance du point O A la médiatrice A" du c¢dté AB.

Le cercle de centre O qui passe par les points A, B, C est le cercle circonscrit

au triangle ABC.

Nous énoncons :

THEOREME : Dans un triangle, les trois médiatrices concourent en un
point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle.

POSITIONS RELATIVES D’UNE DROITE ET D’UN CERCLE

Considérons une droite A et un cercle C de centre O, de rayon R.
Désignons par H la projection orthogonale du point O sur la droite A.
La longueur du segment OH est la distance d du point O a la
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droite A. Si nous comparons les longueurs R et d, trois cas peuvent se
présenter :

Premier cas : d est supérieure & R. Le point H est extérieur au cercle.

Désignons par M un point de A distinct de H; I’oblique OM est plus longue
que le segment de perpendiculaire OH (fig. 141).

Nous avons D'implication :
{OM>O0H et OH>R} —> {OM> R}.
Le point M appartient done a Pextérieur du cercle (O, R).

Tous les points de la droite A apparticnnent & ’extérieur du cercle. Nous
disons que la droite A est extérieure au cercle C, ou quc Uintersection de A
et de C est Uensemble vide; nous notons :

ANC=g.

Deuxi¢me cas : d est égale a R. Le¢ point H appartient au cercle.

Désignons par M un point de A distinct de H (hig. 142); Uoblique OM
est plus longue que le segment de perpendiculaire OH.

Nous avons I'implication :

{OM>OH et OH=R} — {OM> R}.

A

Fig. 141. I'ig. 142. I'ig. 143.

Le point M appartient donc a ’extéricur du cercle (O, R).

Tous les points dela droite A autres que le point H apparticnnent a Pexté-
rieur du cercle; le point H est le seul point d’interscction de la droite A et
du cercle C; nous notons :

ANC={H}.
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Nous disons alors que la droite A est tangente au cercle C et que le point H
est le point de contact de la droite et du cercle.

Nous énongons donc :

~

THEOREME : La tangente a4 un cercle en un point est perpendiculaire au
rayon qui aboutit & ce point.

Troisiéme cas : d est inférieure & R. Le point H est intérieur au cercle.

Le point H détermine sur la droite A deux demi-droites Hx et Hy (fig. 143).

Marquons le point M sur Hx et le point M’ sur Hy tels que les longueurs
des segments HM et HM' soient égales & R. Dans le triangle rectangle
OHM, I'hypoténuse OM est plus grande que le coté de ’angle droit 1IM;
dc méme, dans le triangle rectangle OHM’', I’hypoténuse OM’ est plus
grande que le coté de ’angle droit HM'.

Nous avons les implications :
{OM >HM et HM =R} — {OM >R}
{OM'>HM' et HM'=R} — {OM'>R}.

Les points M ¢t M’ appartiennent donc & ’extéricur du cercle.

Le point H appartient A I'intérieur du cercle. Nous avons admis (n° 345)
que, dans ces conditions, chacun des segments HM et HM’ coupe le cercle
en un point. La droite A et le cercle C ont donc deux points communs
K ¢t K’; nous avons vu (n° 356) qu’une droite et un cercle ont au plus
dcux points communs. Nous en déduisons que ’ensemble des points
d’interscction de A et de C est formé des deux points K et K'.

Nous écrivons : Anc={K,K'}

Nous disons alors que la droite A est sécante au cercle C.

Nous rassemblons les résultats précédents, et nous énongons :

TuiorEME : Soit d la distance du centre d’un cercle C de rayon R a une
droite A.

Si d est supérieure a R, la droite A est extérieure au cercle C.
Si d est égale a R, la droite A est tangente au cercle C.

Si d est inférieure a R, la droite A est sécante au cercle C.
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Supposons qu’une droite A soit extérieure au cercle C de centre O, de
rayon R. Comparons au rayon R la distance d du centre du cercle a la

Si d était égale A R, la droite A serait tangente au cercle (n°® 364), ce qui
Si d était inférieure & R, la droite A serait sécante au cercle (n° 366), ce
Nous en concluons que d n’est ni égale, ni inféricure 3 R; nous avons donc

Nous ferions un raisonnement analogue dans le cas ou la droite A est
tangente au cercle, et dans le cas ot elle est sécante au cercle.

si A est tangente au cercle, nous avons I’égalité: d=R;
si A est sécante au cercle, nous avons l'inégalité : d <R.

Nous énongons le théoréme réciproque du théoréme n° 367.

THEOREME RECIPROQUE : Soit d la distance du centre d’un cercle C de

Si la droite A est extérieure au cercle C, d est supérieure a R.
Si la droite A est tangente au cercle C, d est égale a R.
Si la droite A est sécante au cercle C, d est inférieure a R.

RESUME

On appelle cercle I'ensemble des points du plan qui sont & une distance

Une droite qui passe par le centre d'un cercle est une sécante diamé-
trale pour ce cercle; la longueur du segment déterminé sur la sécante
diamétrale par le cercle est un diameétre du cercle.

378
Propriétés réciprogues.
368.
droite A.
est en contradiction avec I’hypothése.
qui est en contradiction avec 'hypothése.
I'inégalité : d > R.
Nous démontrerions alors que :
369.
rayon R a une droite A.
1.
constante d’un point donné de ce plan.
2.
3.

L'ensemble des points du plan dont la distance au centre est égale au
rayon est le cercle; I'ensemble des points du plan dont la distance au
centre est inférieure au rayon est l'intérieur du cercle; I’ensemble des
points du plan dont la distance au centre est supérieure au rayon est
l'extérieur du cercle.
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RESUME (suite)

11.
12.

13.

14.

15.

. Le centre d'un cercle est centre de symétrie pour le cercle.

. Par trois points qui n’appartiennent pas a une méme droite passe un

Si deux points N et P appartiennent ]’un 3 l'intérieur, 1'autre a I'extérieur
du cercle, le segment NP coupe nécessairement le cercle en un point.

Toute sécante diamétrale d'un cercle est axe de symétrie pour ce cercle.

La droite A, médiatrice d'un segment, est I’ensemble des centres des
cercles qui passent par les extrémités du segment.

Par trois points distincts qui appartiennent & une méme droite, on ne peut
faire passer aucun cercle.

Une droite et un cercle ont au plus deux points communs.

cercle, et un seul.
Deux cercles distincts ont au plus deux points communs,

Dans un triangle, les trois médiatrices concourent en un point qui est le
centre du cercle circonscrit au triangle.

Positions relatives d’une droite et d’un cercle.

Soit d la distance du centre d'un cercle C de rayon R a une droite A.
Si d est supérieure a R, la droite A est extérieure au cercle C.
Si d est égale a R, la droite A est tangente au cercle C.
Si d est inférieure A R, la droite A est sécante au cercle C.

La tangente & un cercle en un point est perpendiculaire au rayon qui
aboutit & ce point.

Soit d la distance du centre d’un cercle C de rayon R & une droite A.
Si la droite A est extérieure au cercle C, d est supérieure a R.

Si la droite A est tangente au cercle C, d est égale A R.

Si la droite A est sécante au cercle C, d estinférieure a R,
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TRAVAUX PRATIQUES

Sur une feuille de papier quadrillé dessinez un cercle de centre O et dont
le rayon est égal a 4 cm; puis tracez, sur 'une des lignes du quadrillage,

un vecteur V dont la longueur est égale 4 6 cm. Marquez sur le cercle
cinq points A, B, C, D, E; puis tracez les vecteurs H’, B—ﬁ’, C_C>’, li)”,
EE’, 00’ équipollents au vecteur V.

1. Vérifiez que les points A’, B, D', C’, E’ apparticnnent A un cercle de
centre O’ dont vous préciserez le rayon.

2. Etudiez la nature des quadrilatéres AA'0'O, BB’O’O, ... et donnez une
démonstration des résultats vérifiés précédemment.

Tracez deux cercles C et C' de méme centre O et dont les rayons R
et R’ sont respectivement égaux 4 3 cm et 4 5 cm. On désigne respecti-
vement par J et par & l'intérieur et I’'extérieur du cercle C, par J’ et
par & l'intérieur et 'extérieur du cercle C’, par st I’ensemble des points
extérieurs A C et intérieurs a C'.

1. Complétez les égalités suivantes :
INY =..; Jng' =...; INgE=..; ENE =..

2. On désigne par d la distance d’un point M au centre O. Ecrivez les
relations d’ordre qui peuvent exister entre d, R et R’. Puis indiquez,
suivant la relation d’ordre qui existe entre d, R et R’, celui des ensem-
bles précédents auquel appartient le point M.

Tracez un segment AB dont la longucur est égale a 4 cm.

1. Tracez un cercle G, qui passe par les points A ct B; a quelle droite
le centre O de ce cercle appartient-il? Pouvez-vous tracer d’autres cercles,
distincts de C,, qui passent aussi par les deux points A et B?

2. Construisez un cercle G, qui passe par A et B et dont le rayon R est
égal 3 3 cm; expliquez comment vous construisez ce cercle.

Pouvez-vous tracer un cercle qui passe par A et B et dont le rayon R est
égala 1l cm?
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Quelle est la plus petite valeur de R pour laquelle vous pouvez construire
un cercle qui passe par A et B et dont le rayon est égal 3 R?

3. Construisez un cercle C; qui passe par A et B et par un point P distinct
de A et B; expliquez comment vous construisez ce cercle.

Cette construction est-elle possible quelle que soit la position du point P?

Construction de la tangente i un cercle en un point A de ce cercle.

Tracez le rayon OA, puis la droite x’x perpendiculaire en A 4 OA. La
droite x'x n’a pas d’autre point commun avec le cercle que le point A.
(Voir exercice n° 181.)

Sur une droite £y marquez un point A.

1. A quelles droites les points dont la distance & xy est égale & 3 cm
appartiennent-ils? Tracez ces droites.

2. Construisez le, ou les cercles qui ont un rayon égal 4 3 cm ct qui sont
tangents en A 3 xy.

1. Sur une droite xy marquez un point A.

A quelle droite les centres des cercles qui sont tangents en A 4 xy appar-
tiennent-ils?

2. Marquez un point B qui n’appartient pas 3 xy; puis tracez un cercle
qui passe par B et qui est tangent en A i xy.

Tracez un cercle dont le rayon est égal A 3 cm, et une droite D. Puis, avee
une régle et un compas, construisez les droites suivantes :

1. tangentes paralleles a D;
2. tangentes perpendiculaires a D;

3. tangentes qui font avec D un angle égal 4 60°.

1. Construisez un triangle isocéle ABC dont les cdtés AB et AC sont tous
deux égaux a4 5 cm et dont la hauteur AH est égale a 4 em.

2. Tracez les cinq cercles dont le centre est lc point A et dont les rayons
respectifs sont :

R,=3cm, Ry=4cm, R;=4,5cm, R,=5cm, R; = 6 cm.

Indiquez pour chacun de ces cercles le nombre des points d’intersection
avec chacun des segments AB et BC.

MONGE. MATH. &° 13
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1. Tracez une droite D. A quelles droites D, et D, les points qui sont a
une distance de D égale 4 5 cm appartiennent-ils? Tracez ces droites.

2. On désigne par E la bande limitée par D, et D,, par E, le demi-plan de
frontiére D; qui ne contient pas D, par E, le demi-plan de frontiére D, qui
ne contient pas D. On appelle C un cercle dont le rayon est égal 4 5 cm.
Dites auquel des ensembles D, D,, E, E,;, E, doit appartenir le centre O
du cercle C pour que :

a) le cercle C et la droite D aient deux points communs;

b) le cercle C et la droite D aient un point commun;

c) le cercle C et la droite D n’aient aucun point commun.
Tracez un cercle C dans chacun de ces cas.

Tracez deux droites perpendiculaires D et D’. On désigne par C un
cercle dont le rayon est égal 4 5 cm et par O le centre de ce cercle. Indiquez,
suivant la position du point O dans le plan, le nombre de points de chacun
des ensembles CND et CND'.

Tracez deux droites paralleles D et D’ dont la distance est 4 cm.

1. Marquez un point A sur D; puis déterminez un point B sur D’ tel
que le segment AB ait une longueur donnée a; effectuez cette construction
pour les valeurs suivantes de a :

a, = 6 cm, a, = 4 cm, a; = 2 cm.
Combien de points B trouvez-vous dans chacun de ces cas?
2. Marquez un point P qui n’appartient ni 4 D, ni 3 D’. Tracez par ce
point unc droite A qui coupe respectivement les droites D et D’ en deux

points Q et Q' tels que le segment QQ’ ait une longueur donnée b.
Dites pour quelles valeurs de b vous avez zéro, une ou deux droites A.

Tracez un segment AB dont la longueur est 4 ¢cm, puis le cercle de centre A
et dont le rayon est 3 cm.

On désigne par D le disque limité par le cercle A, et par §, &, &, les
ensembles de points M ainsi définis :

& : {MecD et MA<MB};

&: {MeD et MA> MB};

&: {M¢D et MA <MB)
1. Marquez par des hachures de coulcurs différentes chacun de ces troie
enscmbles.
2. Quel est ’ensemble §, U §,?
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Exercices

Soit un cercle C de centre O et de rayon R. A tout point M du cercle C on associe le point P
milieu du rayon OM. Quel est I'ensemble des points P associé au cercle C1?

On considére deux points A et O et I'ensemble E des droites D qui passent par O. A toute
droite D on associe le point A’ symétrique du point A par rapport i D. Démontrer que I'en-
semble des points A’ associé 3 I'ensemble E est un cercle dont on préciserale centre et le rayon.

Soient un cercle C de centre O et de rayon R et un point A qui n'appartient pas au cercle C.
A tout point M de C on associe le point P milieu du segment AM.

10 Soit | le milieu du segment OA. Quelle est, en fonction de R, la longueur du segment IP?
20 Démontrer que I’ensemble des points P associé au cercle C est un cercle dont on précisera
le centre et le rayon.

Soient un cercle de centre O et de rayon R, et une corde AB de ce cercle. On considére sur la
droite AB le point C tel que B appartienne au segment AC et que la longueur du segment BC
soit égale 3 R. La droite CO coupe le cercle aux points D et E (D entre C et E).

—— ——
10 Démontrer I'égalité : AOE =3 ACE.

2° On suppose que Ja longueur de la corde AB est R; calculer en degrés la mesure de I'angle
AOE.

On considére I'ensemble E des cercles qul passent par deux points donnés A et B.

10 Soit une droite D. Construire le cercle C, élément de E, dont le centre appartient i la droite D.
Discuter.

20 Soit un point P. Construire le cercle G,, élément de E, qui passe par P. Discuter.

Soient un segment AB, un point H sur ce segment, et la droite D perpendiculaire en H 2 AB.
A tout point P de la droite D on associe le point P’ diamétralement opposé 2 P sur le cercle qui
passe par les trois points A, B et P.

1° Démontrer que le point P’ appartient 2 la droite D’ symétrique de D par rapport i la média-
trice de AB.

20 Quel est I'ensemble des points P’ associé 2 I'ensemble D des points P?

On considére I'ensemble des cercles € qul passent par un point donné A et qui ont un rayon
donné R.

10 Démontrer que I’ensemble des centres O des cercles C est un cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

20 Soit une droite D. Construire les cercles C dont le centre appartient  la droite D. Discuter.

Soient un cercle de centre O, un point A sur ce cercle, une droite D qui passe par A et n’est pas
perpendiculaire 2 OA.

10 Soit H le pied de la perpendiculaire menée de O i D. Comparer les segments OA et OH.
En déduire que la droite D coupe le cercle en un deuxiéme point A’.

2° Enoncer une propriété caractéristique de la tangente a un cercle.
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R
On donne deux cercles de centre O et dont les rayons respectifs sont R et 3 Une drolte est

tangente au petit cercle en un point A et rencontre le grand cercle en B et C.
10 Comparer les longueurs des c6tés OA et OB du triangle AOB. En déduire la mesure de
I'angle BOA, puis celle de I'angle BOC.

20 OB et OC coupent respectivement le petit cercle en B’ et C’; la demi-droite OA coupe
le grand cercle en |.

Quelle est la nature du quadrilatére OBIC 1 Démontrer que les droites IB’ et IC’ sont tangentes
au petit cercle.

30 [B’ et IC’' coupent respectivement BC en D et en E.
Démontrer les égalités : BD = DE = EC.

40 Quelle est la nature du quadrilatére ODIE?
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Positions relatives de deux cercles.

COMPARAISON DES SEGMENTS QUI JOIGNENT
UN POINT P AUX DIFFERENTS POINTS D'UN CERCLE

Considérons un cercle (O, R) et un point P de son plan.
Si le point P est en O, la distance de P a tout point M du cercle est égale
au rayon R.

Si le point P n’est pas confondu avec le point O, la droite OP est une
sécante diamétrale; elle rencontre le cercle en deux points A et A’ diamé-
tralement opposés. Désignons par A celui des deux points qui appartient
a la demi-droite OP, d’origine O et qui contient P,

Si M est un point du cercle distinct des points A et A’ I'angle POM est,
dans tous les cas, confondu avec I’angle AOM. Nous nous proposons de
comparer la longueur du segment PM aux longueurs des segments PA
et PA’ déterminés par le cercle sur la sécante diamétrale.

Premier cas : Le point P appartient a Pextérieur du cercle.

Dans ce cas, le point A est situé entre les points O et P (fig. 144).

Dans le triangle POM, le c6té PM est compris entre la somme et la diffé-
rence des deux autres ¢otés :

PO — OM < PM < PO + OM.
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Les segments OM, OA et OA’ sont égaux au rayon de ce cercle; nous
écrivons la double inégalité précédente sous la forme :

PO —OA <PM <PO +0A/,
c’est-a-dire * PA <PM < PA’.
Nous concluons :

La longueur du segment PM qui joint un point P extérieur @ un cercle d
un point M de ce cercle est comprise enire les longueurs des segments PA
et PA’ déterminés par ce cercle sur la sécante diamétrale OP.

Deuxiéme cas : Le point P appartient au cercle (0, R).

Dans ce cas, le point A est confondu avec P (fig. 145).

Dans le triangle POM, le c6té PM est compris entre la somme et la
différence des deux autres c6tés; dans ce deuxiéme cas, la différence des
cotés PO et OM est nulle :

0 <PM < PO + OM.

Les segments OM et OA’ sont égaux au rayon R du cercle; nous écrivons
la double inégalité précédente sous la forme :

0 <PM < PO +0A/,
c’est-a-dire : 0<PM <PA’.

Nous concluons :

La longueur du segment PM qui joint deux points distincts d’un cercle
qut ne sont pas diamétralement opposés est inférieure au diamétre de ce cercle.
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Pour traduire cette propriété, nous énongons auesi :

TaEOREME : Une corde d’un cercle est inférieure ou égale au diamétre de
ce cercle.

Troisi¢me cas : Le point P appartient a Pintérieur du cercle (0, R).

Dans ce cas, le point P est situé entre les points O et A (fig. 146).

Dans le triangle POM, le c6té PM est compris entre la somme et la diffé-
rence des deux autres cdtés :

OM — OP < PM < OM + OP.

Les segments OM, OA et OA’ sont égaux au rayon du cercle; nous
écrivons la double inégalité précédente sous la forme :

OA —OP <PM < OA’' 4+ 0P,
c’est-a-dire : PA <PM <PA’.

Nous concluons -

La longueur du segment PM qui joint un point P intérieur @ un cercle @ un
point M de ce cercle est comprise entre les longueurs des segments PA et
P A’ déterminés par ce cercle sur la sécante diamétrale OP.

Dans tous les cas de figure ou le point P est distinct du centre O du cercle,
nous avons établi le théoréme :

THEOREME : La longueur du segment PM qui joint un point P distinet du
centre & un point M d’un cercle est comprise entre les longueurs des seg-
ments PA et PA’ déterminés par le cercle sur la sécante diamétrale OP.

POSITIONS RELATIVES DE DEUX CERCLES

Cercles concentriques.

Si deux cercles ont méme centre, nous disons que ces cercles sont concen-
triques.

Si deux cercles ont méme centre et si leurs rayons sont égaux, ces deux
cercles sont confondus.
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Soient deux cercles C et C’' de méme centre O et de rayons respectifs R
et R’ (fig. 147). Supposons, par exemple : R’ < R. La distance du point O
a un point quelconque M de C’ est inférieure au rayon R du cercle C;
tout point M de C’ est intérieur au cercle C. Nous disons que le cercle
C’ est intérieur au cercle C.

V4 K

Fig. 147. Fig. 148.

Axe de symétrie pour deux cercles non concentriques.

Nous supposons, dans la suite de ce chapitre, que les centres O et O’ des
deux cercles C et C’ sont distincts. La droite des centres OO’ est un axe
de symétrie pour chacun des deux cercles C et C'.

Cercles distincts qui ont deux points communs.

Soient A et B deux points distincts; nous avons vu (n° 352) que la média-
trice A du segment AB est I’ensemble des centres des cercles qui passent
par les points A et B.

Nous avons vu aussi (n° 359) que deux cercles distincts ont au plus deux
points communs.

Il en résulte que si deux cercles distincts (O, R) et (O’, R’) ont en com-
mun un point A qui n’appartient pas a la droite des centres OO’ (fig. 148),
ils ont aussi en commun le point B symétrique de A par rapport a la droite

00’; l'intersection des deux cercles est formée de I’ensemble des points
A et B.

Si nous désignons ces cercles par C et C’, nous notons :
CNC ={A,B}

DEriniTION : On appelle cercles sécants deux cercles distincts qui ont deux
points communs.
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Désignons par « la distance des centres O et O’ des cercles C et C'; écri-
vons que, dans le triangle OAQ’, le c¢6té OO’ est compris entre la somme
et la valeur absolue de la différence des deux autres cétés; nous avons la
double inégalité :

IR—R'|<e<R+ R’

Nous énoncons :

TaktorEME : Si deux cercles sont sécants, la distance de leurs centres est
comprise entre la somme et la valeur absolue de la différence des rayons.

Cercles distincts qui ont un seul point commun.

Soient deux cercles distincts (O, R) et (O, R') qui ont en commun un
point A situé sur la droite OO’ (fig. 149 et 150).

Montrons que ce point A est le seul point commun aux deux cercles.
En effet, si les cercles (O, R) et (0O’, R’) avaient un autre point commun
A’ qui appartienne a la droite OQ’, ces deux cercles admettraient le segment
AA’ pour diamétre commun; les deux cercles seraient donc confondus.

Si les cercles (O, R) et (O’, R’) avaient un autre point commun A’ qui
n’appartienne pas a la droite O0’, ils auraient aussi en commun le point
A" symétrique de A’ par rapport a la droite des centres. Les cercles
(0, R) et (O', R’) auraient alors en commun les trois points distincts A,
A’, A”; done ils seraient confondus.

Les deux cercles distinets (O, R) et (O, R’) n’ont pas d’autre point com-
mun que le point A. La perpendiculaire AT en A a la droite OO’ est tan-
gente aux deux cercles; nous disons que les deux cercles sont tangents,
que le point A est leur point de contact, et que la droite AT est une tan-
gente commune. Désignons ces cercles par C et C’, nous notons :

ene ={A}.

DEFINITION : On appelle cercles tangents deux cercles distincts qui ont en
commun un point situé sur la droite des centres.

Cercles tangents extérieurement : Supposons que le point A appartienne

au segment O0’'; nous disons alors que les cercles sont tangents extérieu-
rement (fig. 149).

Nous avons I'implication :

{A € segment 00’} —3 {00’ =0A + AO'}.
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Désignons par a la distance des centres OO’ ; nous écrivons P’égalité précé-
dente sous la forme :

a=R+ R

Nous énongons *

THEOREME : Si deux cercles sont tangents extérieurement, la distance de
leurs centres est égale a la somme des rayons.

>

Fig. 149. Fig. 150.

Cercles tangents intérieurement : Supposons que le point commun A,
situé sur la droite O0’, n’appartienne pas au segment QO’; nous disons
alors que les cercles sont tangents intérieurement (fig. 150). Supposons,
par exemple que le point O’ appartienne au segment OA; nous avons
Pinégalité : O'A < OA, c’est-a-dire : R’ < R.
Nous avons aussi I’égalité : 00’ = OA — O'A.

Désignons par a la distance des centres OO’; nous écrivons I’égalité
précédente sous la forme :

a=R—R’

Nous énongons :

THEOREME : Si deux cercles sont tangents intéricurement, la distance de
leurs centres est égale a la différence de leurs rayons.

Cercles distincts qui n’ont aucun point commun.

Soit un cercle (0, R) que nous désignons par C. Nous allons montrer qu’il
existe au moins deux fagons de tracer un cercle C' qui n’a aucun point
commun avec le cercle C.
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Cercle C’ intérieur au cercle C : Sur un rayon OA du cercle C, marquons
un point O’ et tragons un cercle C’ de centre O’ et dont le rayon R’ est
inférieur au segment O'A (fig. 151). L’inégalité : O’'A > R’ implique que
le point A appartient a ’extérieur de C’; le segment O’A rencontre done

C’ en un point A’. Sur le segment OA, les points se succédent donc dans
I’ordre O, O', A’, A.

Nous en déduisons I’égalité :

OA =00’ + 0'A’ + A'A. (1) w
Soit M un point du cercle C’; nous avons (n°100) A ;

la relation: OM € 00’ +~ O'M, A

c’est-a-dire, puisque les segments O'M et O'A’
sont égaux : OM < 00’ + O'A’ (2) C

L’égalité (1) et 'inégalité (2) impliquent I'iné- )
galité : OM < OA. Fig. 151.

Tout point M du cercle C’ appartient donc 3 I'intérieur du cercle C.

Les deux cercles C et C’ n’ont aucun point commun; nous notons -

CNC' =g.

DfEriniTION : On dit quun cercle C’ est intérieur & un cercle C lorsque
tout poiut du cercle C’ appartient & Pintérieur du cercle C.

Désignons par a la distance O0’. L’égalité (1) implique P’égalité :
00’ =0A —O'A" — AA".
Nous en déduisons : 00’ < OA —-0O'A/,

c’est-a-dire a<R-—-R

Nous concluons :

THEOREME : Si un cercle C’ est intérieur a un cercle C, la distance de leurs
centres est inférieure a la différence des rayons.
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Fig. 152.

Cercles extérieurs : Une demi-droite Ox rencontre le cercle C en A. Mar-

quons sur Ox un point O’ extérieur au segment OA et tragons un cercle
C' de centre O’ et dont le rayon R’ est inférieur & O’A (fig. 152). L’inégalité
O’A > R’ implique que le point A appartient a 'extéricur de C’'; le seg-
ment O’A rencontre donc C’ en un point A’. Sur la demi-droite Ox, les
points se succédent dans I’ordre O, A, A’, O'.

Nous en déduisons I’égalité : 00’ = OA + AA’ 4+ A'O’. 1)
Soit M un point du cercle C’; nous avons (n° 100) la relation :

OM>|00'—-0'M|,
c’est-a-dire, puisque les segments O'M et O'A’ sont égaux :

OM > | 00’ —O'A"|. 2)
L’égalité (1) et P'inégalité (2) impliquent I’inégalité :

OM > OA.
Tout point M du cercle C’ est donc extérieur a C.
Les deux cercles n’ont aucun point commun; nous notons :

CNC' =g.

Nous montrerions de la méme fagon que tout point du cercle C appar-
tient a I’extérieur du cercle C'.

DirFiNITION : On dit que deux cercles C et C’ sont extérieurs lorsque tout
point de 'un appartient a Pextérieur de I’autre.
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Désignons par e la distance OO'. L’égalité (1) implique I'inégalité :
00’'> 0A + A0/,

c’est-a-dire : e>R 4+ R

Nous énongons :

THEOREME : Si deux cercles sont extérieurs, la distance de leurs centres
est supérieure a la somme des rayons.

Propriétés réciproques.

Soient deux cercles C et C’ de centres respectifs O et 0, de rayons res-
pectifs R et R’. Supposons par exemple que la distance des centres soit
comprise entre la somme et la différence des rayons.

Montrons que ces cercles sont nécessairement sécants.

D’aprés les théorémes précédents (n% 393, 397, 399, 404 et 408), toute
autre position relative des deux cercles impliquerait entre la distance de
leurs centres et leurs rayons une relation d’inégalité ou d’égalité qui serait
en contradiction avec I’hypothése.

Nous démontrerions les autres réciproques de la méme fagon.
Remarquons que si les cercles C et C’' sont égaux, on ne peut avoir
Iinégalité : a< R —R’.

8i deux cercles sont égaux, l'un d’eux ne peut étre intérieur @ Uautre,

Conclusion.

Si nous supposons que le rayon R est supérieur au rayon R’, nous
rassemblons les résultats précédents dams le tableau suivant :
{ C et C' extérieurs} «<—— {e> R+ R'}.
3 Cet C’ tangentsz
extéricurement
" {C et C’ sécants } <-=->{R—R’<a<R+R’}.
Cet C' tangents ; {a=R—R'}.
mterieurement

{C' intérieur d C} <=> {a<R-—-R'}.

<= {a=R+R'}.
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RESUME

10.

11.

. La longueur du segment PM qui joint un point P distinct du centre a un

point M d’un cexcle est comprise entre les longueurs des segments PA
et PA’ déterminés sur le cercle par la sécante diamétrale OP.

Une corde d’un cercle est inférieure ou égale au diameétre de ce cercle.

Positions relatives de deux cercles.

On appelle cercles sécants deux cercles distincts qui ont deux points
communs.

Si deux cercles sont sécants, la distance de leurs centres est comprise
entre la somme et la valeur absolue de la différence des rayons :
[R—R'|<a<R+R'.

On appelle cercles tangents deux cercles distincts qui ont en commun
un point situé sur la droite des centres.

Si deux cercles sont tangents extérieurement, la distance de leurs centres
est égale a la somme des rayons :

a=R+4R'

. Si deux cercles sont tangents intérieurement, la distance de leurs centres

est égale a la différence des rayons :
a=R—R'"

On dit qu'un cercle C’ est intérieur a un cercle C lorsque tout point du
cercle C’ appartient a l'intérieur du cercle C.

Si un cercle C’ est intérieur A un cercle C, la distance de leurs centres est
inférieure a la différence des rayons :

a<R-—R.
On dit que deux cercles sont extérieurs lorsque tout point de 1’'un appar-

tient & I'extérieur de l'autre.

Si deux cercles sont extérieurs, la distance de leurs centres est supérieure
4 la somme des rayons :
a>R+R.
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12. Les équivalences logiques entre la position relative de deux cercles

et la relation qui lie a, R, et R’ sont résumées dans le tableau suivant :

Position relative des deux cercles

Relation entre a, R et R’

C’ intérieur 4 C <>
C et C' tangents intérieurement <«——>
C et C' sécants D
C et C’' tangents extérieurement <—>
C et C' extérieurs —

IR—R|<a< R+FR

a<|R—R'|
a=|R—R'|

a= R+R
a> R+ R

412.

413.

TRAVAUX PRATIQUES

Soient deux cercles C et C’, de centres respectifs O et O’, de rayons R et
R'. Indiquez le nombre de points de I’ensemble § = CN C’ dans chacun

des cas suivants :

1. 00’ = 8 em; R= 5cecm; R'= 4cm.
2. 00’ =47 mm; R= 60mm; R'= 13 mm.
3. 00’ =12 c¢m; R= 3em; R'= 5cm.
4. 00’ =36 mm; R =2,1cm; R'=1,5 cm.
5. 00' = 2 cm; R= 5cm; R'= 3ecm.

Faites une figure dans chaque cas.

On considére deux cercles de rayons respectifs R et R’. Si on trace les cer-
cles de maniére qu’ils soient tangents extérieurement, la distance de leurs
centres est égale & 10 cm; si on les trace de maniére qu'’ils soient tangents
intérieurement, la distance de leurs centres est égale a4 4 cm. Calculez les

rayons R et R’ de ces deux cercles.
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1. Marquez deux points A et B tels que la distance AB soit égale 3 6 cm.
Tracez les cercles C, et C, de centre A et de rayons respectifs 2,5 cm et
3,5 em; puis les cercles C; et C; de centre B et de rayons respectlfs 2,5 cm
et 3,5 cm.

2. Indiquez le nombre de points de chacun des ensembles suivants :

¢,NE, GNCi, CNGCi, CNC, CNC;, CNC.

1. Tracez un cercle C, dont le rayon est 2 ¢cm; puis un cercle C, égal au
cercle C, et tangent a ce cercle.

2. Tracez un cercle C, égal aux cercles C, et C, et tangent a ces deux cercles.
Combien pouvez-vous tracer de cercles C; ?

Tracez un cercle C de centre O et dont le rayon est égal a 3 cm.

1. Marquez un point A sur le cercle C. Puis marquez le centre M du cercle
C, tangent intérieurement a4 C en A et dont le rayon est égal 4 2 cm, et le
centre N du cercle C, tangent extérieurement 3 C en A et dont le rayon
est aussi égal 4 2 cm. Tracez ces deux cercles.

2. A tout point A du cercle C vous associez un cercle C, et un cercle C,.
Quels sont les ensembles & et &, des points M et N? Tracez ces deux
ensembles.

Tracez un cercle C de centre O et dont le rayon est égal a 3 cm.

1. Quel est I’ensemble D, des centres des cercles tangents & C au point A?
Tracez D,.

2. Marquez un point B sur C. Quel est I’ensemble D, des centres des cercles
qui passent par A et B? Tracez D,.

3. Tracez un cercle C’ qui passe par B et qui est tangent en A a C. Cette
construction est-elle toujours possible?

4. Sile point B appartient au cercle C, quelle remarque faites-vous pour
le cercle C'?

5. Si le point B est a l'intérieur du cercle C, quelle remarque faites-vous
pour le cercle C'?

Tracez un cercle C de centre O et dont le rayon est égal 3 3 em; puis tracez
une droite D dont la distance a O est égale 4 6 cm.,

1. Quel est ’ensemble des centres des cercles dont le rayon est égal 4 2 cm
et qui sont tangents a D?

2. Quel est I’ensemble des centres des cercles dont le rayon est égal 2 2 cm
et qui sont tangents a C?
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3. Construisez tous les cercles dont le rayon est égal 4 2 ¢cm et qui sont
tangents a la fois a D et a C.

Marquez deux points O, et O, tels que la distance 0,0, soit égale 4 6 em.
Tracez le cercle C, de centre O, et de rayon 0,0,, puis le cercle C, de centre
0, et de rayon 0,0,; ces deux cercles se coupent en deux points M et N.
On désigne respectivement par J; et & Dintérieur et ’extérieur du cercle
C,, par J, et §, I'intérieur et I'extérieur du cercle C,.

1. Marquez par des hachures de couleurs différentes les ensembles 4, B,,
By, & suivants :

A=3,N3,, B=3,N8&, B=3NE, E=ENE,.
2. Que représente la droite MN pour le segment 0,0,?

3. La droite MN partage ’ensemble £ en deux sous-ensembles : le sous-
cnsemble s, qui contient le point O,, le sous-ensemble s, qui conticnt
le point O,.

On désigne par P, le demi-plan de frontiére MN qui conticnt le point O,,
par P, le demi-plan de frontitre MN qui contient le point O,.
Soit Q, un point du plan. Indiquez, suivant I’appartenance de ce point
Q, a chacun des ensembles suivants :

Ay Ay By, By ENTy, ENG,

la relation d’ordre qui existe entre les trois segments QO,, QO, et 0,0,.

Construisez un triangle O,, O,, O, dout les cdtés sont respectivement :
0,03 =5 em, 0,0, = 7 cm, 0,0, = 6 cm.

Tracez le cercle C, de centre O, et dont le rayon est égal & 4 cm; puis le

cercle C, de centre O, et dont le rayon est égal & 3 cm; et enfin le cercle C,

de centre Oy et dont le rayon est égal & 5 cm. Les trois cercles sont deux a

deux sécants. On désigne par J;, J,, J; les intérieurs respectifs de ces trois
cercles.

Reproduisez cette figure pour chacune des questions de chacun des trois
exercices suivants; puis hachurez sur chacune de ces figures les ensembles
indiqués dans la question correspondante.

1. a) 3,N3; et I NI,
b) 3,03, et I,073,
¢) N3, et I,N3JI,
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Quelle propriété de I'intersection de deux ensembles venez-vous de mettre
en évidence?

2. (3NI)NJT, et I;N(I,N Ty).

Quelle propriété de l'intersection de trois ensembles venez-vous de mettre
en évidence?

1. a) J,UJ; et FU 3,

b) 33U3, et J U,

) JUJ et J,UJ,.
Quelle propriété de 'union de deux ensembles venez-vous de mettre en
évidence?
2. (3U3)U 3, et JU(JU Jy).
Quelle propriété de I'union de trois ensembles venez-vous de mettre en
évidence?

3,0 (3,U 3,); J,U(IN Ip); J,U (3, N 3,).

Exercices

On conslidére quatre points A, B, C, D alignés dans cet ordre, et les deux cercles de diamétres
respectifs AB et CD.

10 Démontrer que le segment AD est le plus long de tous les segments qui joignent un point
de I'un des cercles 2 un point de I'autre.

20 Démontrer que le segment BC est le plus court de tous les segments qui joignent un point
de l'un des cercles 3 un point de |'autre.

On considére deux cercles C et C’, de centres respectifs O et O', tangents extérieurement en
un point A. Démontrer que tout point M de C est extérieur 3 C’ et que tout point M’ de C’
est extérieur 3 C.

On considére deux cercles C et C’, de centres respectifs O et O’, tangents intérieurement en
un point A; le point O’ appartient au segment OA. Démontrer que tout point M’ de C’ est
intérieur 3 C.

Deux cercles de centres respectifs O et O’ sont tangents en un point A. Une droite qui passe
par A coupe respectivement ces cercles en B et B’.

1° Démontrer que les rayons OB et OB’ sont paralléles.

20 Démontrer que les tangentes aux cercles en B et B’ sont paralléles.
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10 Démontrer que, sl deux cercles égaux sont sécants, la corde commune 3 ces deux cercles
est la médiatrice du segment qui joint les centres.

20 Enoncer et démontrer la réciproque.

Deux cercles C et C' se coupent en deux points A et B. Soient O et O’ les centres respectifs
de ces cercles, M et M’ les points diamétralement opposés au point A sur le cercle C et sur le
cercle €',

1° Quelle est la nature du trlangle AMB et quelle est la nature du triangle AM'B? En déduire
que les trois points M, B, M’ appartiennent 3 une méme droite.

20 Démontrer I'égalité : MM’ = 2 OO'.

Soient un cercle de diamétre AB et un cercle de centre B dont le rayon est inférieur a AB. Ces
deux cercles se coupent en deux points C et C'. Démontrer que les droites AC et AC’ sont
tangentes au cercle de centre B.

Deux cercles C et C', de centres respectifs O et O’, se coupent en deux points A et B; les rayons
OA et O'A sont perpendiculaires.

10 Démontrer que la droite OA est tangente au cercle C’ et que la droite O’A est tangente
au cercle C. .

20 Soit | le milieu du segment QO’. Démontrer que les quatre points A, B, O, O’ appartiennent
4 un méme cercle de centre I.

Soient un cercle de centre O et la tangente en un polint A de ce cercle. On considére sur cette
tangente deux points B et C tels que le point A soit le milieu du segment BC. Le cercle de centre
B et de rayon BA recoupe le cercle O au point M; le cercle de centre C et de rayon CA recoupe
le cercle O au point N.

1 Démontrer que les deux cercles (B, BA) et (C, CA) sont tangents en A.

20 Comparer les triangles BAO, BMO, CAO, CNO. En déduire que les droites BM et CN sont
respectivement tangentes au cercle O en M et N.

30 Démontrer que les trois droites BM, CN et AO sont concourantes.

Deux cercles C et C’, de centres respectifs O et O, se coupent en deux points A et A’. Solent
H la projection orthogonale de O sur la tangenteen A & C', H' la projection orthogonale de O’
sur la tangente en A 3 C.

10 Démontrer que les médiatrices des segments AH et AH’ passent par le milieu | du seg-
ment OO'.

20 En déduire que les quatre points A, A’, H, H' appartiennént 3 un méme cercle de centre I.

10 Soit un cercle C de centre O et de rayon R. On désigne par O’ le centre d'un cercle C' de
rayon donné R’ et tangent 3 C. Démontrer que I'ensemble des centres O’ est formé de
deux cercles si R’ n'est pas égal 3 R et d’un cercle si R’ est égal A R.
20 Solent deux cercles concentriques de rayons R et R’; on suppose R supérleur 3 R'.

R+ R’ R—R’

2ou52

Démontrer que le rayon d’un cercle tangent a ces deux cercles est égal 4
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CHAPITRE XI

Arcs et cordes d’'un méme cercle.

Comparaison de deux arcs d’un méme cercle.

Rappelons que, pour comparer deux arcs AMB et CND d’un cercle C,
nous calquons d’abord I’'are CND 4 I'aide d’un papier transparent; puis
nous transportons le calque de maniére que les extrémités A et C soient
superposées et que les deux arcs aient une partie commune (fig. 153).

La position prise sur le cercle par le point D par rapport a I'arc AMB
permet d’écrire une des trois relations :

AMB = CND; AMB > CND; AMB < CND.

Fig. 153.

Nous disons alors que nous établissons entre les deux arcs AMB et CND
du cercle C une relation d’ordre.

Si les points A et B sont diamétralement opposés, les deux arcs AMB et
AM'B qu’ils déterminent sont égaux & un demi-cercle.

Si les points A et B ne sont pas diamétralement opposés, I'un des arcs,
AMB, est inférieur 3 un demi-cercle; I’autre arc, AM’B, est supéricur a un
demi-cercle (n° 343).
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Dans ce chapitre, nous convenons, sauf indication contraire, de considérer
les arcs inférieurs a un demi-cercle; les angles au centre associés sont alors
des angles saillants.

Milieux des arcs déterminés par deux points d’un cercle.

Considérons les deux arcs de cercle déterminés par deux points A et B de
ce cercle (fig. 154).

Les points M et M’ qui vérifient les égalités MA =MB et M'A=MB
sont les milieux respectifs des arcs AMB et AM'B.

Opérations sur les arcs d’un méme cercle.

Nous supposons connues les opérations suivantes, effectuées sur les arcs
d’un méme cercle : addition de deux ou plusieurs arcs, soustraction de
deux arcs, multiplication d’un arc par un nombre entier ou par une
fraction.

Nous rappelons en particulier que, sur un cercle donné, I’addition des arcs
est une opération commutative et associative.

M A

M/
Fig. 154. Fig. 155.

Angles au centre et arcs interceptés.

Nous rappelons aussi deux propriétés qui concernent, dans un cercle,
les angles au centre et les arcs interceptés (fig. 155).

19 Dans un cercle, @ des arcs égaux sont associés des angles au centre égaux.

20 Si on utilise des unités concordantes pour les arcs et pour les angles,
un angle au centre et U'arc qu’il intercepte sont mesurés par le méme nombre.
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Cordes qul sous-tendent des arcs égaux.

Considérons dans un cercle C, ou dans deux cercles égaux, deux arcs
égaux AB et A'B’, et comparons les cordes qui sous-tendent ces arcs.
Nous rappelons que les arcs sont inférieurs a4 un demi-cercle et que les
angles au centre associés sont des angles saillants. Comparons les triangles
AOB et A’'OB’ (fig. 156). L’égalité des arcs AB et A'B’ implique
I’égalité des angles au centre AOB et A’OB’. Les quatre segments
0OA, OB, OA’ et OB’ sont égaux au rayon. Les deux triangles AOB
et A’OB’ satisfont aux conditions du deuxiéme cas d’égalité des
triangles; ces deux triangles sont égaux, ce qui implique I’égalité des
cotés AB et A'B’.

Nous énongons :

TuEOREME : Dans un cercle, ou dans deux cercles égaux, si des arcs sont
égaux, les cordes qui sous-tendent ces arcs sont égales.

Nous notons : {E =ﬁ’} —> {AB=AB'}.

B/
A ! L /
1 3) A
Cc
B
Fig. 156. Fig. 157.

Cordes qui sous-tendent des arcs inégaux.
Considérons, dans un cercle C ou dans deux cercles égaux, deux arcs inégaux
AB et A'B’, tous deux inférieurs a4 un demi-cercle (fig. 157).
Nous posons, par exemple, I'inégalité .

AB<A'B. ()
Comparons les cordes AB et A'B’.
L’inégalité (1) implique, entre les angles au centre saillants AOB et A’'OB’,

Pinégalité : AOB < A'0B".
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Les quatre segments OA, OB, OA’, OB’ sont égaux au rayon.

Dans les deux triangles AOB et A’OB’ nous avons donc les trois relations :
OA=0A’; OB=OB’; ADB<AOB’.
Nous savons (n® 110} que ces trois relations impliquent Jinégalité -
AB< A'B'.

Nous énongons :

THEOREME : Dans un cercle, ou dans des cercles égaux, si deux arcs infé-
rieurs & un demi-cercle sont inégaux, les cordes qui les sous-tendent sont
inégales, et au plus grand arc est associée la plus grande corde.

Nous notons :

"Afﬁ<1r]3\’<;cercle

— Jan<an]

Propriétés réciproques.

Dans un cercle C, ou dans deux cercles égaux, considérons deux cordes AB
et A’'B’ et les arcs inférieurs & un demi-cercle que ces cordes sous-tendent.
Nous allons montrer que la connaissance d’une relation d’ordre entre les
cordes implique la connaissance d’une relation d’ordre entre les arcs.

Supposons que les cordes AB et A'B’ soient égales; les arcs sous-tendus
sont nécessairement égaux. En effet, d’aprés le théoréme précédent
(n® 431), I'inégalité des arce impliquerait I'inégalité des cordes qui les
sous-tendent, ce qui est en contradiction avec I’hypothése.

Nous énongons :

THEOREME : Dans un cercle, ou dans des cercles égaux, si deux cordes
sont égales, les deux arcs inférieurs & un demi-cercle sous-tendus par
ces cordes sont égaux.

Nous notons : I,A/I}=X’F f=>;AB=A'B’E
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Supposons maintenant que les segments AB et A'B’ vérifient 1'inégalité :
AB> A'B’.

Entre les arcs sous-tendus par ces cordes, existe nécessairement une
des trois relations suivantes :

AB< A'B, AB=A'B, AB> A'B.

L’inégalité AB < A’B’ impliquerait, d’aprés le théoréme direct (n°® 430),
I'inégalité : AB < A'B’, qui est en contradiction avec I’hypothése.

~ p—
L’égalité AB = A'B’, impliquerait (n° 428) l’égalité : AB = A'B’, qui
est en contradiction avec I’hypothése.
Puisque ’arc AB n’est ni inférieur ni égal a I’arc A'B’, il lui est nécessai-
rement supérieur.

THEOREME : Dans un cercle ou dans des cercles égaux, si deux cordes
sont inégales, les deux ares inférieurs a un demi-cercle sous-tendus par ces
cordes sont inégaux, et a la plus grande corde est associé le plus grand are.

Nous notons : {AB> AR} — {ﬁ>ﬁ'}

Réunissons les résultats des études précédentes; nous écrivons, pour des
arcs inféricurs & un demi-cercle, les deux équivalences logiques :

(AB = A'B} < {AB=A'B}

{AB > A'B'} <= {AB > A'B}

Diameétre perpendiculaire a une corde.

Soient, dans un cercle C, une corde AB et la sécante diamétrale A perpen-
diculaire a cette corde (fig. 158). La droite A coupe AB cn H etle cercle C
en M et M.

Puisque OA et OB sont deux rayons, le triangle AOB est isocéle; la
hauteur OH est donc médiatrice de la corde AB.

La hauteur OH est aussi bissectrice de I’angle AOB -

AOM = MOB.
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Cette égalité implique I’égalité des arcs interceptés :
AM = MB.
Le point M est donc le milieu de I’'un des deux arcs AB; le point M’ diamé-
tralement opposé 3 M est le milieu de I’autre arc AB.

Il résulte aussi de ce qui précéde que la droite A est axe de symétriec pour
la figure formée par le cercle C et la corde AB.

Nous énongons :

TrEOREME : Dans un cercle, la sécante diamétrale perpendiculaire a une
corde est médiatrice de cette corde; la sécante diamétrale passe par le
milieu des arcs sous-tendus par la corde, et elle est axe de symétrie pour la
figure formée par le cercle et la corde.

MA A

Fig. 158. Fig. 159.

Arcs compris entre deux cordes paralléles.

Soient un cercle C et deux cordes paralléles AB et A'B’ (fig. 159). Tracons
la sécante diamétrale A perpendiculaire A I'une des cordes; la droite A
est aussi perpendiculaire a I’autre corde. D’aprés le théoréme précédent,
la droite A st axe de symétrie pour la figure formée par le cercle C et les
deux cordes paralléles AB et A'B’. Les arcs AA’ et BB’ sont symétriques
par rapport 3 A; donc ils sont égaux.

Nous énongons :

Tri:orREME : Dans un cercle, les arcs compris entre deux cordes paralléles
sont des arcs égaux.
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Comparaison des distances au centre de deux cordes égales.

Soient, dans un cercle C, deux cordes égales AB
et A'B’; tragons les segments OH et OH’ respec-
tivement perpendiculaires & ces deux cordes
(fig- 160). Les longueurs des segments OH et OH'
sont les distances respectives du centre O aux
deux cordes égales AB et A'B’.

Nous avons vu (n° 433) que I’égalité des cordes
AB et A’B’ implique I’égalité des arcs AB et
A'B’ inférieurs 3 un demi-cercle sous-tendus
par ces cordes.

L’égalité des arcs AB et A'B’ implique I’éga-
lité des angles au centre : Fig. 160.

AOB = X'0B".

D’autre part, les quatre segments OA, OB, OA’, OB’ sont égaux au rayon
du cercle.

Les triangles AOB et A’OB’ satisfont aux conditions du deuxiéme
cas d’égalité des triangles; donc ils sont égaux, ce qui implique ’égalité
des hauteurs homologues OH et OH'.

Nous énongons :

TuEOREME : Dans un cercle, si deux cordes sont égales, leurs distances au
centre sont égales.

Propriété réciproque.

Soicnt, dans un cercle C, deux cordes AB et A’'B’ dont lecs distances au
centre sont les longueurs des segments OH et OH’. Nous supposons que
ces segments sont égaux. Comparons les triangles rectangles OAH et
OA'H’. Par hypotheése, les segments OH et OH’ sont égaux; les seg-
ments OA et OA’ sont des rayons égaux. Les triangles rcctangles OAH
ct OA'H’ satisfont au deuxiéme cas d’égalité des triangles rectangles;
donc ils sont égaux, ce qui implique I’égalité des coétés AH et A'H'. Ces
deux segments sont les moitiés des cordes AB et A'B’; ces cordes sont done
égales.
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Nous énongons :

444. TuEoREME : Dans un cercle, si les distances du centre 4 deux cordes sont
égales, ces deux cordes sont égales.

445. Réunissons les résultats des deux théorémes précédents (n% 442 et 444);
nous écrivons ’équivalence logique :

{AB=A'B'} < {OH=O0H'}

RESUME

1. Dans un cercle, ou dans deux cercles égaux, et pour des arcs inférieurs
& un demi-cercle, nous avons les équivalences logiques :

{AB=AB'} «—> {AB=A'B'}.

{RB>A'B'} — {AB>A'B'}.
2. Dans un cercle, la sécante diamétrale perpendiculaire a une corde est
médiatrice de cette corde; cette sécante diamétrale passe par le milieu

des arcs sous-tendus par la corde, et elle est axe de symétrie pour la figure
formée par le cercle et la corde.

3. Dans un cercle, les arcs compris entre deux cordes paralléles sont des
arcs égaux.

4, Dans un cercle ou dans deux cercles égaux, deux cordes sont égales si
et seulement si leurs distances au centre du cercle sont égales.

{ABB=A'B'} «—= {OH=OH'}.
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TRAVAUX PRATIQUES

Tracez un cercle C de centre O et dont le rayon est égal 4 5 cm.

1. Tracez plusicurs cordes de ce cercle égales 4 8 cm. Marquez le milien
de chacune de ces cordes; puis vérifiez que tous ces points appartiennent
2 un méme cercle C’' de centre O; quel est le rayon de ce cercle. Que
représente pour le cercle C’ chacune des cordes tracées?

2. Soit H un point du cercle C'. Tracez une corde du cercle C qui a pour
milieu H. Quelle est la longueur de cette corde?

1. Tracez une droite D, puis un cercle C dont le rayon est égal a 2 em et
qui intercepte sur D une corde BC dont la longueur est 3 cm.

2. Pouvez-vous tracer plusieurs cercles C? Tracez ’ensemble des centres
de ces cercles.

Tracez deux droites D et D’ qui se coupent en un point A.

1. En utilisant les résultats de l’exercice précédent, tracez I’ensemble
des centres des cercles dont le rayon est égal a4 2 cm et qui interceptent
sur D une corde dont la longueur est 3 ¢m; puis ’ensemble des centres des
cercles dont le rayon est aussi égal 4 2 cm et qui interceptent sur D’ une
corde dont la longueur est 3 cm.

2. Tracez un cercle C dont le rayon est égal & 2 ¢cm et qui intercepte
respectivement sur D et sur D' deux cordes dont la longueur commune
est 3 cm. Combien trouvez-vous de cercles C?

Tracez un cercle de centre O, puis deux cordes AB et AC de ce cercle
qui appartiennent 4 un méme demi-plan de frontiére OA et telles que la
corde AB soit supéricure a la corde AC. Désignez par H et I les projections
orthogonales respectives du point O sur AB et AC (fig. 161).

1. Démontrez que le point D d’intersection c
des droites AB et OI appartient au segment
OI. Comparez les segments OD et OI, puis I

les segments OD et OH. Etablissez une rela- H
tion d’ordre entre les distances respectives du A D\l B
point O aux cordes AB et AC.

2. Enoncez et démontrez la réciproque de la
propriété précédente.

3. Ecrivez I’équivalence logique qui résulte
des deux démonstrations précédentes. Fig. 161.
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Exercices

Soient un cercle de centre O, une corde AB de ce cercle dont la longueur est 2 a, M le milieu
de I'arc AB inférieur 4 un demi-cercle. Comparer 2 a la longueur de la corde AM.

Soit un cercle de centre O; quatre points A, A’, B’, B se succédent dans cet ordre sur ce cercle
et sont tels que les cordes AB’ et A’B soient égales; on désigne par | le point d’intersection de
ces deux cordes, et on suppose que A et A’ appartiennent 3 un méme demi-plan de fron-
tiere Ol

10 Comparer les arcs AA’ et BB/, puis les cordes AA’ et BB'.

20 Comparer les triangles AA'B’ et BB'A’; en déduire I’égalité des angles AB’A’ et BA'B’. Quelle
est la nature du triangle A’IB’?

30 Démontrer les égalités : IA’ = IB’ et |A = IB.

40 Démontrer que les droites AB et A’B’ sont paralléles. Quelle est la nature du quadrilatére
AA'B'B?

Soient un cercle de centre O et deux cordes égales AB et A’B’ qui se coupent en un point |
intérieur au cercle.

10 Quelle est la nature du quadrilatére convexe qui a pour sommets les extrémités de ces
cordes ? (Voir exercice, n° 195.)

20 Quelle est la nature de ce quadrilatére dans le cas particulier ol les cordes AB et A’B’ sont
des diamétres ! Comment faut-il alors choisir ces diamétres pour que ce quadrilatére soit un
carrél

On considére un cercle de centre O, un diamétre AB de ce cercle, et deux cordes paralléles
AC et BD.

10 Démontrer I'égalité des cordes AC et BD.

20 Démontrer que la corde CD est un diamétre.

30 Quelle est la nature du quadrilatére ACBD ?

On considére un cercle de centre O et deux points K et K’ & I'intérieur de ce cercle et symé-
triques par rapport 32 O. Soient PQ et P'Q’ deux cordes paralléles qui passent respectivement
par K et par K’; on désigne par P et P’ les extrémités de ces cordes qui appartiennent a un méme
demi-plan de frontiére KK'.

10 Démontrer que les points P et Q' d'une part, P’ et Q d’autre part sont diamétralement
opposés sur le cercle de centre O.

20 Quelle est la nature du quadrilatére PP'Q'Q?

Deux cercles C et C’ se coupent en deux points A et B. Une droite D qui passe par A coupe
respectivement ces cercles en P et P’; la paraliéle 3 D qui passe par B coupe respectivement
ces cercles en Q et Q'.

12 Démontrer que les quadrilatéres ABQP et ABQ'P’ sont des trapézes isocéles. En déduire
la nature du quadrilatére PP'Q'Q.

20 Pour quelle position de la droite D le quadrilatére PP'Q’Q est-il un rectangle?
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Soient deux cercles sécants C et C’, de centres respectifs O et O, et A un de leurs points
d’intersection.

1¢ Ladroite paralltle 3 OO’ qui passe par A coupe respectivement les cercles C et C' aux points
P et P’. Démontrer I'égalité : PP’ = 2 OO'.

2° Une droite non paralléle 3 OO’ et qui passe par A coupe respectivement les cercles C et
C' aux points Q et Q'. On désigne par H et H’' les milieux respectifs des cordes AQ et AQ'.
Démontrer que les droites OH, O’H’ et la médiatrice du segment HH’ sont paralléles. En
déduire que, pour toute sécante QQ’ qui passe par A, la médiatrice du segment HH’' passe
par le milieu | du segment OO'.

Soient deux cercles concentriques C, et C,, et une droite D qui coupe respectivement C, en
A et B et C,en E et K. Démontrer I'égalité : AE = BK.
Etudier le cas particulier ol D est tangente au cercle dont le rayon est le plus petit.

On considére un cercle de centre O, un point P, et la sécante diamétrale PO qui coupe le cercle
en A et A’; on désigne par A le point situé sur la demi-droite d’origine O qui ne contient pas le
point P. Soient M et M’ deux points du cercle.

10 Démontrer que si les arcs AM et AM’ sont égaux, les segments PM et PM’ sont égaux. Etudier
les trois cas de figure possibles : P extérieur au cercle, P intérieur au cercle, P sur le cercle.
20 Enoncer et démontrer la réciproque de cette propriété.

30 Ecrire I’équivalence logique qui résulte des deux démonstrations précédentes.

On considére un cercle de centre O, un point P, et la sécante diamétrale PO qui coupe le cercle
en A et A’; on désigne par A’ le point situé sur la demi-droite d'origine O qui ne contient pas le
point P. Soient M et M’ deux points du cercle.

1° On suppose que l'arc AM est inférieur a I'arc AM’ et que les points M et M’ appartiennent 3
un méme demi-cercle de diamétre AA’. Démontrer que le segment PM est inférieur au segment
PM'’. Etudier les trois cas de figure possibles : P extérieur au cercle, P intérieur au cercle, P sur
le cercle.

20 On suppose que I'arc AM est inférieur i I'arc AM’, et que les points M et M’ appartiennent 3
deux demi-cercles limités par le méme diamétre AA’. Comparer les segments PM et PM’.
Ecudier les trois cas de figure possibles : P extérieur au cercle, P intérieur au cercle, P sur
le cercle.

39 Enoncer et démontrer la réciproque de la propriété démontrée aux deux questions précé-
dentes.

40 Ecrire I'équivalence logique qui résulte des démonstrations précédentes.
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CHAPITRE XII

Angles inscrits.

Définition d’un angle Inscrit dans un cercle.

DiriNiTION : On appelle angle inscrit dans un cercle un angle saillant
dont le sommet est sur le cercle el dont les co1és coupent le cercle en un
deuxiéme point ou sont tangents au cercle.

v

A A X

u
Fig. 162. Fig. 163. Fig. 164.

I’angle saillant xAy (fig. 162 et 163) est un angle inscrit dans le cercle C.

L’angle saillant uMv (fig. 164) n’est pas un angle inscrit dans le cercle C’
parce que la demi-droite Mv n’est pas tangente au cercle C' et ne coupe
pas ce cercle en un point autre que M.

L’arc BC du cercle C, intérieur a I’angle xAy, est Parc intercepté par
I’angle inscrit.

L’angle BOC qui intercepte le méme arc (fig. 162) ct dont le sommet est au
centre du cercle est Pangle au centre associé a Pangle inscrit.

Remarquons que I'are BC peut étre supérieur ou égal a deux quadrants
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(fig. 165); il en résulte que I'angle au centre BOC peut étre un angle rentrant
ou un angle plat.

Dans le cas de la figure 163, I’angle au centre associé est ’angle AOC.

Fig. 165. Fig. 166.

Comparaison d’un angle inscrit et de I’angle au centre associé.

Nous nous proposons de comparer un angle BAC inscrit dans un cercle C
a Pangle au centre associé BOC. Pour cela, nous envisageons successive-
ment les différents cas de figure.

Premier cas : Un cté de I’angle inscrit est un diamétre, Pautre coté est
une corde.

Nous supposons que le centre O du cercle appartient au c¢6té AB de
I’angle inscrit BAC, et que I’autre c6té de cet angle inscrit est la corde AC
(fig. 166).

Tragons le rayon OC; les c6tés OA et OC du triangle AOC sont égaux,
ce qui implique I’égalité : OAC = OCA.

L’angle au centre BOC, associé 4 I’angle inserit BAC, est un angle extérieur
pour le triangle AOC; il est donc égal 4 la somme des angles intérieurs

qui ne lui sont pas adjacents : B/O\C = (m + O/CTX
BOC = OAC + OCA

Nous avons l'implication : e — BOC =2 0AC.
0OAC=0CA ,

Puisque le point O appartient au segment AB, nous écrivons cette der-

niére égalité : BOC =2 BAC,

c’est-a-dire : BAC = BOC.

ol
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Nous venons d’établir que, si le centre du cercle appartient d un cété de

Pangle inscrit, et si autre coté est une corde, cet angle inscrit est égal a la
moitié de 'angle au centre associé.

Deuxiéme cas : Les deux cdtés de I’angle inscrit sont des cordes; le centre
du cercle est a Pintérieur de Pangle.
Utilisons le résultat précédent (n° 452) pour étudier lc cas ou les cétés de
I’angle inscrit sont les cordes AB ¢t AC et ou le point O est & I'intéricur
de I’angle (fig. 167).
Tracons le diamétre AOD; Pangle inscrit BAC est la somme des deux
angles inscrits BAD ¢t DAC.

—  BOD —  DOC
Nous venons d’établir les deux égalités : BAD = T. et DAC= 5

BOD | DOC _ BOD + DOC
—— L s, g
Nous en déduisons : BAC = BAD + DAT=—- + —~'= ;
La somme des angles BOD et DOC est I’anglc au centre BOC associé &
I’angle inserit BAC.
BOC
Nous avons donc : BAC = —
Nous venons d’établir que, st les cotés de Uangle inscrit sont des cordes, et
st le centre du cercle est a Uintéricur de Uangle inscrit, cet angle est égal a
la moitié de I'angle au centre associé.
L'ig. 167.

Troisiéme cas : Les deux cotés de 'angle inscrit sont des cordes; le centre

du cercle est a P’extérieur de Pangle.

Nous utilisons encore le résultat du n° 452 pour étudier le cas ot les cotés
de I’angle inscrit sont les cordes AB et AC et ou le point O est a I’extérieur
de I’angle (fig. 168).

MONGE. MATH. 4% 14
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Tragons le diamétre AOD; I'angle inscrit BAC est la différence des deux
angles inscrits DAB et DAC.

o DOF EOY: ITO\C
Nous avons établi les égalités : DAB = D;)_B' et DAC="—r—

Nous en déduisons : .
— _ B
BAC = DAC — DAB = ﬂ — D98 _DOC DO

La différence des angles DOC et DOB est I'angle au centre BOC associé
a I’angle inscrit BAC.

Nous avons done : BAC = ]}(2)—0

Nous venons d’établir que, si les cétés de Iangle inscrit sont des cordes
et si le centre du cercle est & Uextéricur de Uangle inscrit, cet angle est égal a
la moitié de 'angle au centre associé.

T A T/ T A T/

I[O
&/

B c
Fig. 168. Fig. 169. Fig. 170.

Quatriéme cas : Un cdté de Pangle inscrit est un diamétre; Pautre coté
est porté par une tangente.

Nous supposons que le c6té AB est un diamétre et que ’autre c6té AT est
porté par la tangente T'T au cercle (fig. 169).

Le diamétre AB est perpendiculaire & la tangente T“T; Pangle inserit
BAT est un angle droit; I’angle au centre associé est ’angle plat BOA.

Nous avons donc : BAT — %

Nous venons d’établir que, si I’un des cétés de I’angle inscrit est un diamétre,
et st Uautre coté est porté par une tangente, ’angle inscrit est égal & la moitié
de Uangle au centre associé.
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456. Cinquiéme cas : Un cdté de I’angle inscrit est une corde; I’autre cdté est
porté par une tangente.

Nous supposons que le c6té AB de I’angle inscrit est une corde du cercle;
le point A détermine sur la tangente T'T les deux demi-droites AT et AT'.
Les deux angles BAT et BAT' sont deux angles inscrits, adjacents et sup-
plémentaires (fig. 170). Puisque le ¢6té AB est une corde et non un diamétre,
l'un des angles, BAT par exemple, est aigu; ’autre angle, BAT', est alors
obtus.

L’angle au centre associé a I’angle BAT est I’angle saillant BOA ; I’angle
au centre associé a ’angle BAT' est I’angle rentrant BOA.

Pour comparer I’angle inscrit et ’angle au centre associé, nous utilisons
les résultats précédents (n% 452 et 455).

Tragons le diamétre AOC. L’angle inscrit BAT est la différence des angles
inscrits CAT et CAB; I’angle inscrit BAT' est la somme des angles inscrits

BAC et CAT'.
——— COA — /\:B
Nous avons établi les égalités : CAT = %&. et CAB= CT

Nous en déduisons :
COA OB COA— 0B
2 2 2
La différence des angles COA et COB est ’angle au centre saillant BOA
associé a I’angle inscrit BAT.

BAT =CAT —CAB =

.

Nous avons donc : BAT =BTA; dans cette égalité BOA est I’angle
saillant dont les e¢6tés sont OB et OA.

" COA T ﬁ-(T
Nous avons aussi les égalités : CAT' = C(z)—A. et BAC= —2—C

Nous en déduisons :
]?A\T’ =C/A'\I" +B/A\C =COA+B_OC=COA+BOC'
2 2 2
La somme des angles COA et BOC est ’angle au centre rentrant BOA
associé a I’angle inscrit BAT'.

———

Nous avons donc : BAT' =]%; dans cette égalité, BOA est Pangle

rentrant dont les cotés sont OB et OA.
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Nous venons d’établir que, si I’'un des cotés de ’angle inscrit est une corde
et st Uautre coté est porté par une tangente, Uangle inscrit est égal a la moitié
de angle au centre associé.

Conclusion de Pétude précédente : Nous venons de comparer un angle
inscrit dans un cercle et angle au centre associé; dans tous les cas de
figure nous avons obtenu le méme résultat; nous énongons :

TaiorEmE : Un angle inscrit dans un cercle est égal a la moitié de I’angle
au centre associé.

Conséquences.

Angle inscrit dans un demi-cercle : Si un angle est inscrit dans un demi-
cercle, angle au centre associé est un angle plat.

Nous énongons done :
THEOREME : Si un angle est inscrit dans un demi-cercle, cet angle est droit.

Angles inscrits qui interceptent des arcs égaux : Si des angles inscrits
dans un méme cercle interceptent le méme arc ou des arcs égaux, les
angles au centre associés interceptent aussi des arcs égaux. Ces angles
au centre sont égaux; il en résulte I’égalité des angles inscrits.

’ »
Nous énongons :

TuforEME : Si des angles inscrits dans un méme cercle interceptent le
méme are ou des arcs égaux, ces angles inscrils sont égaux.

REMARQUE : Nous avons rappelé (n® 426) que, si 'on utilise des unités
concordantes, un angle au centre et ’arc intercepté sont mesurés
par le méme nombre. Nous en déduisons que, si ’on utilise des unités
concordantes, un angle inscrit dans un cercle a méme mesure que la moitié
de Uarc qu’il intercepte.

Par exemple, si un arc est égal & 120 degrés, tout angle inscrit qui inter-
cepte cet arc cst égal a 60 degrés.
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QUADRILATERE INSCRIT DANS UN CERCLE

Notion de quadrilatére inscrit dans un cercle.

Soient quatre points A, B, C, D qui apparticnnent a un cercle C. Nous
disons que le quadrilatére ABCD est inscrit dans le cercle, ou que le cercle
est circonscrit au quadrilatére.

Si le point D appartient 3 'arc ABC, le quadrilatére inscrit ABCD est
croisé (fig. 171) ; sile point D appartient a ’arc AC qui ne contient pas B,
le quadrilatére inscrit ABCD est convexe (fig. 172).

A

Fig. 171.

Propriété des angles opposés d’un quadrilatére croisé inscrit.

Considérons un quadrilatére croisé ABCD inscrit dans un cercle C (fig. 171).
Les sommets opposés sont A et C d’une part, B et D d’autre part.

Les angles opposés A et C sont des angles inscrits qui interceptent le
méme arc BD; donc ils sont égaux.

Les angles opposés B et D sont des angles inserits qui interceptent le méme
arc AC; done ils sont égaux.

Nous concluons :

Tui:oREME : Si un quadrilatére croisé est inscrit dans un cercle, les angles
opposés de ce quadrilatre sont égaux deux i deux.
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Propriété des angles opposés A

d’un quadrilatére convexe inscrit.
: ‘Q/\ D

Considérons un quadrilatére convexe ABCD

inscrit dans un cercle C, et deux angles opposés

de ce quadrilatére (fig. 172), par exemple les g @
angles BAD et BCD. L’un des angles inscrits est

égal a la moitié de I’angle saillant BOD, I’autre

angle inscrit est égal a4 la moitié de l'angle <94
rentrant BOD. C

La somme de I’angle saillant BOD et de I'angle
rentrant BOD est égale 4 un angle plein. 1l en
résulte que la somme des angles BAD et BCD
est égale a un plat.

Dans le quadrilatére convexe ABCD, les angles opposés BAD ct BCD sont
donc supplémentaires. Puisque la somme des angles intéricurs d’un
quadrilatére convexe est égale 3 deux angles plats, les angles opposés
ABC et ADC sont aussi supplémentaires.

Fig. 172.

Nous concluons :

TufoREME : Si un quadrilatére convexe est inscrit dans un cercle, les
qu >
angles opposés de ce quadrilatére sont deux a deux supplémentaires.

Quadrilatére dont deux angles opposés sont droits.

Considérons un quadrilatére ABCD dans lequel nous supposons que
dcux angles opposés sont droits, par exemple les angles BAD et BCD
(fig. 173).

Tragons le cercle C qui admet BD pour dia- A
meétre; nous avons les deux implications :

{BAD =900} —> {A c€};
|BCD =900} == {C ec). B - D

I1 en résulte que les quatre points A, B, C, D
appartiennent au cercle C; le quadrilatére
ABCD, convexe ou croisé, dans lequel deux
angles opposés sont droits peut donc &tre ins-
crit dans un cercle; nous disons que ce qua-
drilatére est un quadrilatére inscriptible. Fig. 173.




470,

471.

472,

473.

ANGLES INSCRITS 419

TaEOREME : Si, dans un quadrilatére, deux angles opposés sont droits, ce
quadrilatére est inscriptible dans un cercle.

REMARQUE : Ce théoréme constitue, dans le cas particulier ot les angles A
et C sont égaux a 909, une réciproque des théorémes n% 466 et 468.

L’étude des réciproques dans le cas général ne sera pas faite dans cet
ouvrage; nous nous bornons a énoncer les résultats :

Si, dans un quadrilatére croisé, deux angles opposés sont égaux, ce qua-
drilatére est inscriptible dans un cercle.

Si, dans un quadrilatére convexe, deux angles opposés sont supplémen-
taires, ce quadrilatére est inscriptible dans un cercle.

RESUME

. On appelle angle inscrit dans un cercle un angle saillant dont le sommet

. On appelle arc intercepté par un angle inscrit dans un cercle l'arc de
. Un angle inscrit dans un cercle est égal a la moitié de 1'angle au centre

. Si un angle est inscrit dans un demi-cercle, cet angle est droit.
. Sides angles inscrits dans un méme cercle interceptent le méme arc ou

. Si un quadrilatére croisé est inscrit dans un cercle, les angles opposés
. Si un quadrilatére convexe est inscrit dans un cercle, les angles opposés
. Si, dans un quadrilatére, deux angles opposés sont droits, ce quadrilatére
. Si, dans un quadrilatére croisé, deux angles opposés sont égaux, ce qua-

10.

Engle inscrit.

est sur le cercle, et dont les cotés coupent le cercle en un deuxiéme
point, ou sont tangents au cercle.

cercle intérieur a l'angle.

associé.

des arcs égaux, ces angles inscrits sont égaux.

Quadrilatére inscrit dans un cercle.

de ce quadrilatére sont égaux deux a deux.

de ce quadrilatére sont deux a deux supplémentaires.
est inscriptible dans un cercle.

drilatére est inscriptible dans un cercle.

Si, dans un quadrilatére convexe, deux angles opposés sont supplé-
mentaires, ce quadrilatére est inscriptible dans un cercle.
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TRAVAUX PRATIQUES

Tracez un cercle; puis marquez sur ce cercle les points A, B, C, dans
cet ordre et tels que les arcs AB et BC aient respectivement pour mesu-

res 170° et 1000,
1. Calculez les mesures des angles du triangle ABC.

2. Tracez la tangente Ax au cercle au point A ; puis calculez les angles de
cette tangente avec chacun des cétés AB et AC du triangle.

3. Tracez la tangente By au cercle au point B; puis calculez les angles de
cette tangente avec chacun des cétés BC et BA du triangle.

4. Tracez la tangente Cz au cercle au point C; puis calculez les angles de
cette tangente avec chacun des cétés CA et CB du triangle.

Tracez un cercle de centre O et de diamétre BC; désignez par A I'un des
points d’intersection du cercle avec la médiatrice du rayon OB.

1. Quelle est la nature du triangle AOB ?
2. Calculez les angles du triangle ABC.

4

Tracez un cercle; marquez un point P a D'intérieur de ce cercle et deux
points A et B sur ce cercle, non alignés avec P. L’angle APB a son sommet
a D’intérieur du cercle; les cdtés PA et PB recoupent respectivement le
cercle aux points C et D. Tracez la corde AD, puis démontrez I’égalité :

APB = ADB + CAD.

En déduire, qu’avec des unités concordantes, P’angle APB a méme
mesure que la demi-somme des arcs AB et CD interceptés par ses cotés.

Tracez un cercle; marquez un point P a ’extérieur de ce cercle et deux
points A et B sur ce cercle, non alignés avec P. L’angle APB a son sommet
a D’extérieur du cercle; Jes cotés PA et PB recoupent respectivement le
cercle aux points C et D. Utilisez une méthode analogue a celle de ’exercice
précédent pour démontrer, qu’avec des unités concordantes, Pangle APB
a méme mesure que la demi-différence des arcs interceptés par ses cotés.

Tracez un segment BC dont la longucur est 6 ¢m; puis dessinez plusicurs
angles droits BAC. Vérifiez que tous les points A, sommets de ces angles
droits, appartiennent & un méme cercle. Quels sont le centre et le rayon
de ce cercle?

Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal 4 4 em. Marquez
un point A tel que la distance OA soit égale a 10 cm. Tracez par A plu-
sicurs sécantes au cercle; marquez les milieux M, M’, M"... des cordes



4380.

481.

482.

483.

ANGLES INSCRITS 421

déterminées sur ces sécantes par le cercle. En utilisant les résultats de
Pexercice précédent, démontrez que tous les points M appartiennent a
un méme cercle dont vous préciserez le centre et le rayon; tracez ce cercle.

Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal & 4 cm. Marquez
un point A sur le cercle, puis tracez un angle xAy dont la mesure est 40°
et dont les cotés Ax et Ay coupent respectivement le cercle aux points B
et C.

1. Tracez plusieurs angles B'AC’, B"AC"... égaux a Vangle BAC. Compa-
rez les arcs BC, B'C’, B"C’"... puis les cordes BC, B'C’, B"C”, etc...

2. Soient M, M’, M"... les milieux respectifs des cordes BC, B'C’, B"C”...
Démontrez que ces points appartiennent & un méme cercle de centre O.
T'racez ce cercle.

Tracez un cercle dont le rayon est égal & 3 cm. Marquez sur ce cercle trois
points A, B, C. Tracez la bissectrice intéricure de ’angle BAC; elle coupe
le cercle en E et la corde BC en D. Tracez les cordes EB et EC.

1. Marquez sur la figure les angles égaux; utilisez une couleur différente
pour chaque groupe d’angles égaux.

2. Comparez les angles des triangles ABD, CED, AEC.

3. Trouvez deux triangles qui ont leurs angles égaux a ceux du triangle

ACD.

Construiscz quatre quadrilatéres inscriptibles Q;, Q. Q3 Q, qui pos-
sédent les propriétés suivantes :

Q, : deux angles consécutifs sont égaux.

Q, : deux angles opposés sont égaux.

Q, : deux cotés sont paralléles.

Q, : deux cotés opposés sont égaux.

Indiquez, s’il y a lieu, le nom du quadrilatére particulier obtenu.

Tracez un cercle; marquez sur le cercle quatre points A, B, C, D, dans
cet ordre. Le quadrilatére convexe ABCD est un quadrilatére inscrit.
Marquez le milieu M de ’'arc AB qui ne contient pas les points C et D,
le milieu N de I’'arc BC qui ne contient pas les points D et A, le milieu P
de I’arc CD qui ne contient pas les points A et B, le miliecu Q de I’arc DA
qui ne contient pas les points B et C. Tracez les cordes MP et NQ; elles
sc¢ coupent en I. Utilisez les résultats de l’exercice proposé en travail
pratique au n° 476 pour démontrer que les cordes MP et NQ sont per-
pendiculaires.
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Exercices

Soient un cercle C, deux cordes paralléles AB et CD, et un point P qui appartient au cercle C
mais n’appartient pas 2 la bande limitée par les droites AB et CD.
—— T —— —_——
10 Démontrer les deux égalités : APC=BPD et APD = BPC.
20 Démontrer que les angles APB et CPD ont la méme bissectrice.

Une corde AB détermine sur un cercle de centre O les deux arcs AMB et ANB qui vérifient

—— —
la relation : ANB = 2 AMB.
1o Calculer les mesures en degrés de chacun de ces arcs.
20 Calculer les mesures en degrés de chacun des angles du triangle AOB.
30 Démontrer que la distance de la corde AB au centre du cercle est égale a [a moitié du rayon.

Une corde AB détermine sur un cercle de centre O les deux arcs AMB et ANB qui vérifient

— —

la relation : ANB =3 AMB.

10 Calculer les mesures en degrés de chacun de ces ares.

20 Calculer les mesures en degrés de chacun des angles du triangle AOB,

3° Démontrer que la distance de la corde AB au centre du cercle est égale a la moitié de cette
corde.

On considére un cercle de diamétre AB, un point P de I’un des arcs AB, le milieu I de l'autre
arc AB. Soient M et N les projections orthogonales respectives des points A et B sur la droite
Pl. Démontrer que les angles PAM et PBN sont tous deux égaux a 45°.

Soient un cercle de centre O et trois points A, B, C sur ce cercle. La bissectrice intérieure et la
bissectrice extérieure de I'angle BAC coupent respectivement le cercle aux points M et N.
10 Démontrer que les points M et N sont les milieux des arcs déterminés sur le cercle par la
corde BC,

20 Démontrer que la corde MN est un diamétre.

On considére un cercle et trois points A, B, C de ce cercle tels que le triangle ABC soit équi-
latéral. Soit M un point de I'arc BC inférieur 4 un demi-cercle.

1o Démontrer que MA est la bissectrice de I'angle BMC.

2¢ On marque sur le segment MA le point D tel que les segments MD et MC soient égaux.
Quelle est {a nature du triangle MCD?

3° Démontrer I’égalité des triangles BMC et ADC. En déduire I'égalité : MB = DA,

4° Démontrer I'égalité : MA = MB + MC.

On consldére un cercle et deux cordes égales AB et AC de ce cercle. Les bissectrices intérieures
des angles ABC et ACB se coupent en | et coupent respectivement le cercle aux points D et E.
1o Démontrer que le quadrilatére ADIE est un losange.

2° L’angle BAC est égal a 40°. Quelles sont les mesures des angles du losange ADIE?
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Deux cercles C et C’, de centres respectifs O et O, se coupent en deux points A et B. La
paralléle i la droite OO’ menée par A coupe respectivement les cercles C et C' en M et N.

1° Démontrer que les points M, O, B appartiennent 32 une méme droite, et que les points N,
©O’, B appartiennent aussi 3 une méme droite.

20 En déduire I’égalité : MN = 200’ (voir exercice n° 200).

Deux cercles C et C’ se coupent en deux points A et B. Une sécante variable qui passe par A
coupe respectivement les cercles Cet C’' en Pet Q.

Démontrer que, pour toute sécante PQ, les angles QPB et PQB ont une mesure constante
En déduire que, pour toute sécante PQ, I'angle PBQ a une mesure constante.

Etudier les différents cas de figure sulvant les positions relatives des points A, P, Q.

Soient un demi-cercle de diamétre AB, une corde AC, le milieu M de I'arc AC. Les cordes MB
et AC se coupent en |; la perpendiculaire MD au segment AB coupe AC en H.

10 Comparer les angles MBA et AMD, puis les angles MBA et MAC. Quelle est la nature du
triangle AMH !

20 Démontrer que les trois points A, M, [ appartiennent 3 un cercle de centre H.

Soient un cercle et trois points A, B, C de ce cercle. Les tangentes au cercle respectivement
en A, en B et en C déterminent un triangle A’B’C'. Calculer, en fonction des angles A, B, C du
triangle ABC, les mesures des angles A’, B’, C’ du triangle A'B'C'.

Soient un demi-cercle de centre O et de diamétre AB, une corde AC, le point D
milieu de I'arc BC.

- —_—
1o Démontrer I’égalité : ACD — CAD = 900,
20 Démontrer que les droites AC et OD sont paralléles. En déduire que la tangente en D au
demi-cercle est perpendiculaire 3 AC.

Soient deux cercles C et C' tangents extérieurement en un point A et leur tangente commune
Ax en ce point. Deux sécantes qui passent par A coupent respectivement les cercles C et ¢’
’'une en B et B’, I'autre en K et K'. La tangente & C au point K et la tangente 3 C’ au point K’
coupent respectivement la tangente Ax aux points T et T'.

10 Comparer les angles ABK et TAK, puis les angles AB'K’ et T'AK'. En déduire que les drol-
tes BK et B’K’ sont paraliéles.

20 Démontrer que les tangentes KT et K'T’ sont paralléles.

Soient un triangle ABC et les cercles de diamétres respectifs AB et AC. Démontrer que le
deuxiéme point d’intersection de ces cercles appartient au c6té BC,

Soient un triangle ABC rectangle en A et un point M de I’hypoténuse BC. On désigne par P
et Q les projections orthogonales respectives du point M sur les cétés AB et AC. A tout point M
on associe le cercle C circonscrit au triangle MPQ.

1° Démontrer que le point A appartient au cercle C.

20 Soit H le deuxiéme point d’intersectlon d’un cercle C avec I'hypoténuse BC. Quelle est la
mesure de I'angle AHM ? En déduire que tout cercle C passe par H.

32 Quel est I’ensemble des centres des cercles C?

On considére un demi-cercle de centre O et de diamétre AB, et le demi-cercle de diamétre AO.
Une droite qui passe par A coupe le demi-cercle de diamétre AO en C et le derni-cercle de
diamétre AB en D.
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10 Démontrer que le point C est le milieu du segment AD.
2° Démontrer que les tangentes en C et D aux deux demi-cercles sont paralléles.

39 Construire la sécante AD de fagon que la tangente en C au demi-cercle de diamétre AO
passe par B.

Soient un cercle de centre O et une corde AB. Les tangentes en A et B se coupent en un point D.
Démontrer que les quatre points A, O, B, D appartiennent 3 un méme cercle dont on précisera
le centre.

Soient un demi-cercle de centre O et de diamétre AB, le rayon OC perpendiculaire & AB,
un point M de I’arc CB. La corde AM coupe le rayon OC au point P. Démontrer que les quatre
points O, B, M, P appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre.

Soit un cercle, trois points A, B, C de ce cercle et la tangente AT en A i ce cercle. Une droite D
paralléle A AT coupe respectivement les droites AB et AC aux points B’ et C'.
—— -— - —_——
10 Démontrer les égalités : AB'C' = ACB et AC'B' = ABC.
20 En déduire que le quadrilatére BCC'B’ est inscriptible.

Soient un triangle ABC rectangle en A, la hauteur AH relative & I'hypoténuse, les points M et N
respectivement symétriques du point H par rapport aux cétés AB et AC.

19 Démontrer que les trois points M, A, N appartiennent 3 une méme droite.

20 Démontrer que les quatre points A, M, B, H appartiennent a un méme cercle tangent 3 AC
et que les quatre points A, N, C, H appartiennent 3 un méme cercle tangent a AB.

3° Démontrer que le cercle de diamétre BC est tangent en A 3 MN et que le cercle de diamé-
tre MN est tangent en H a BC.

Soient un demi-cercle de diamétre AB, la tangente Cx en un point C de ce demi-cercle, un
point D du diamétre AB. La perpendiculaire en D @ AB coupe la tangente Cxen N, la droite AC
en E, la droite BCen F.

1° Démontrer que les quadrilatéres BCED et ACFD sont inscriptibles.

20 Démontrer que les triangles CNE et CNF sont isocéles.

Soit un triangle isocéle ABC rectangle en A. On construit extérieurement 3 ce triangle les
triangles rectangles isocéles BCA’, CAB' et ABC’ qui ont respectivement pour hypoténuses
les cétés BC, CA, AB.

10 Démontrer que les quatre points A, B, A’, C appartiennent & un méme cercle dont on
précisera le centre O et le rayon.

2° Démontrer que la demi-droite AA’ est la bissectrice de I'angle BAC.

3o Démontrer que les trois points B, A, C’' appartiennent 2 une méme droite et que la droite
B'AC’ est perpendiculaire 2 la droite AA’. Quelle est la nature du quadrilatére BCB'C’?

Sur les c8tés d'un triangle ABC, et 3 ’extérieur de ce triangle, on construit les triangles équi-
latéraux BCA’, CAB' et ABC'. Les cercles circonscrits respectivement aux triangles BCA’ et
CAB’ se coupent en C et en un deuxiéme point M.

10 Quelles sont les mesures en degrés des angles BMC, CMA, AMB?

20 Démontrer que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle ABC'.

3o Démontrer que les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourantes au point M.

40 Comparer les triangles AA'C et BB'C, puis les triangles BB’A et CC'A. En déduire les
égalités : AA’ = BB' = CC'.
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227. Soit AM la médiane relative au c6té BC d'un triangle ABC. Le cercle C, circonscrit au trian-
gle ABC coupe la demi-droite AM, d’origine A, au point A'.
10 On suppose d'abord que la médiane AM est inférieure i la moitié du c6té BC. Dans quel
ordre les points M, A, A’ sont-ils disposés? Ecrire une relation d’ordre entre les angles BAM
et CA’M, puis entre les angles CAM et BA’M, En déduire une relation d'ordre entre les angles
BAC et BA'C. ’
20 On suppose ensuite que la médiane AM est supérieure a la moitié du c6té BC. Dans quel
ordre les points M, A, A’ sont-ils disposés ? Ecrire une relation d’ordre entre les angles BAM
et BA’M, puis entre les angles CAM et CA’M. En déduire une relation d’ordre entre les angles
BAC et BA'C,

BC
3¢ Déduire de ce qui précéde que la relation d’'ordre entre AM et ) implique une relation

d’ordre entre I'angle BAC et un angle droit.
40 Etudier la propriété réciproque.
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Cerxcles tangents a plusieurs droites.

Cercles tangents a deux droites distinctes.

Considérons deux droites distinctes D; et D,. Si un point O est le centre
d’un cercle tangent a ces deux droites, ce point est équidistant de D, et D,.

Réciproquement, si un point O est équidistant de deux droites D, et D,,
le cercle de centre O et tangent a D, est aussi tangent a D,.

11 en résulte que I'ensemble des centres des cercles tangents a deux droites
distinctes D, et D, est 'ensemble des points équidistants de ces deux droites.

Nous allons étudier successivement le cas ot les deux droites distinctes
D, et D, sont concourantes, puis le cas ou elles sont paralleles.

Premier cas : Les droites D, et D, sont concourantes en un point P.

Nous avons montré que I’ensemble des points équidistants des droites
D, et D, concourantes au point P est formé des bissectrices x'Px et y'Py des
quatre angles, deux 4 deux opposés par le sommet, déterminés parles droites
D, et D,; ces bissectrices x'Px et y'Py sont deux droites perpendiculaires.

Tout point de I'une de ces droites est centre d’un cercle tangent aux droites
concourantes D, et D,, et tout centre d’un cercle tangent a D, et D, appar-
tient A I'une des droites x'Px ou y'Py (fig. 174).

Dy

X/

Fig. 174. Fig. 175.
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Deuxiéme cas : Les droites D, et D, sont paralléles.

Nous avons montré que ’ensemble des points équidistants des deux
droites paralléles D, et D, est la droite D, paralléle équidistante des
droites D, et D, (fig. 175).

Tout point de la droite D est centre d’un cercle tangent aux deux droites
D, ct D,, et tout centre d’un cercle tangent a4 D, et 4 D, appartient a la
droite D.

Tangentes a un cercle issues d’un point donné.

Considérons un cercle C, de centre
0, de rayon R, et un point P. Pro-
posons-nous de construire, si elles
existent, les droites qui passent
par P et sont tangentes au cercle
C. Nous savons que, si une droite
est tangente au cercle enun point A,
elle est perpendiculaire au rayon
OA; nous avons aussi montré
(n° 364) que, si une droite est tan-
gente 3 un cercle, tout point de
la droite, autre que le point de
contact, est extérieur au cercle.

Il en résulte les deux conséquences suivantes :

10 Sile point P donné est intérieur au cercle C, il n’existe aucune tangente
au cercle C qui soit issue du point P.

20 Si le point P appartient au cercle C, il existe une seule tangente 4 C
issue du point P : c¢’est la perpendiculaire Px a la droite OP.

Nous supposons donc P extérieur au cercle C (fig. 176). Désignons par A le
point de contact d’une tangente & C issue de P, I'angle OAP est un angle
droit; réciproquement, si A est un point de C tel que I’angle OAP soit
droit, la droite AP est tangente au cercle.

Nous écrivons :

{ PA tangente au cercle C} <——»> {(/)A\P = 90v z
Pour que le triangle OAP soit rectangle en A, il faut et il suffit que le point
A apparticnne au cercle C’ de diamétre OP.

Puisque le point P est extérieur au cercle C, les deux cercles C et C' se
coupent en deux points A et B. Les droites PA et PB sont donc les tangentes
au cercle C issues du point P.
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La droite OP est un axe de symétrie pour la figure; il en résulte les trois
égalités : PA =PB; OPA = OPB; POA = POB.

Nous ooncluons :

THEoREME : Il existe deux tangentes i un cercle issues de tout point donné
a Pextérieur du cercle; les segments de tangente compris entre le point
donné et les points de contaclt sont égaux.

La droite qui joint le point donné au centre du cercle est une bissectrice de
Pangle formé par les tangentes; c’est aussi une bissectrice de 'angle formé
par les rayons qui aboutissent aux points de contact.

Cercles tangents aux supports des trois cétés d’un triangle.

Considérons trois droites distinctes D;, D,, D, qui sont les supports des
trois ¢dtés BC, CA, AB d’un triangle ABC.

Cherchons s’il est possible de construire un ou plusieurs cercles qui soient
tangents aux trois droites D;, D, et D,.

I’ensemble des centres des cercles tangents 4 D, et 4 D, est ’enscmble des
bissectrices des angles dont les c6tés sont portés respectivement par D,
et par D,.
L’ensemble des centres des cercles tangents a D, et & D, est ’ensemble des
bissectrices des angles dont les c6tés sont portés respectivement par D,
et par D,.

Donc, si un point est centre d’un cercle tangent aux trois droites, il est
nécessairement D'intersection de deux des bissectrices précédemment
définics, ct issues de sommets différents.

Premier cas : Bissectrices de deux angles intérieurs du triangle ABC.

Tracons la bisscctrice Bv de I’angle B et la bissectrice Cw de I’angle C. La
somme S des angles ACB et ABC du triangle est inférieure a un angle plat;

la somme des angles CBv et BCw, qui cst égale a 5" est aussi inférieure 3 un
angle plat. Les demi-droites Bv et Cw se coupent donc en un point I.

Ces demi-droites sont respectivement intérieures aux angles CBA et BCA;
le point I est donc intérieur au triangle ABC (fig 177).

Tragons les segments ID, IE, IF respectivement perpendiculaires aux
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cotés BC, CA, AB; les longueurs respectives de ces segments sont les dis-
tances du point I aux cétés BC, CA, AB.

Nous avons les implications suivantes :

{IeBv} — {ID=IF};

{I1eCw} = {ID=1IE}.
Les deux égalités : ID =1IF et ID =1IE impliquent D’égalité : IF =1IE.
Le point I est équidistant des cotés AB et AC; donc il appartient A la

bissectrice Au de I'angle A. Puisque I est intérieur au triangle ABC, la
demi-droite Au est la bissectrice intérieure de I’angle A.

Fig. 177.

Nous venons de démontrer que les bissectrices des trois angles intérieurs
d’un triangle sont concourantes en un point I.

Ce point I est équidistant des trois c6tés du triangle; le cercle de centre I
et dont le rayon est égal a ID est donc tangent aux trois cdtés du triangle;
nous disons que ce cercle est inscrit dans le triangle.

Nous énongons :

THEOREME : Dans un triangle, les bissectrices des trois angles intéricurs
concourent en un point qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Deuxiéme cas : Bissectrices de deux angles extérieurs du triangle ABC.

Tragons la bissectrice Bv' de I’angle extérieur CBM, et la bissectrice Cw’
de I’angle extérieur BCN (fig. 178).
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La somme S’ des angles CBM et BCN est inférieure a deux angles plats; la
!
somme des angles CBv' et BCw’, qui est égale a Sz—, est inférieure & un

angle plat. Les demi-droites Bv’ et Cw’ se coupent en un point J.

Ces demi-droites sont respectivement intérieures aux angles CBM et
BCN;; le point J est donc intérieur au contour MBCN; le point J est inté-
rieur i ’angle MAN.

Tragons les segments JD', JE’, JF' respectivement perpendiculaires aux
droites BC, ABM, ACN; les longueurs de ces segments sont les distances
respectives du point J aux supports des c6tés du triangle ABC.

Nous avons les implications suivantes :
{JeBv'} — {JD'=JE'};
{JeCw'} — {JD'=JF'}.

Les deux égalités JD’ = JE’ et JD’ = JF’ impliquent I’égalité : JE' = JF'.

Le point J est équidistant des droites ABM et ACN; donc il appartient
a la bissectrice Au de I'angle A. Puisque J est intérieur a I’angle MAN,
la demi-droite Au est la bissectrice intérieure de I'angle A.

Nous venons de démontrer que les bissectrices extérieures des deux angles
B et C du triangle et la bissectrice intérieure du troisiéme angle A sont concou-
rantes en un point J.

Ce point J est équidistant des supports des trois cotés du triangle; le cercle
de centre J et de rayon JD' est tangent aux supports des trois cdtés du
triangle. Nous disons que ce cercle est exinscrit au triangle ABC dans
Uangle A.

REMARQUE : D’une maniére analogue, nous montrerions que les bissectrices
extéricures Au’ et Cw' des angles A et C se coupent en un point K qui appar-
tient 4 la bissectrice intérieure Bv de I'angle B ¢t qui est le centre d’un cer-
cle exinscrit au triangle ABC dans P’angle B (fig. 179).

Nous montrerions aussi que les bissectrices extérieures Au’ et Bv’ des angles
A et B se coupent en un point L qui appartient a la bissectrice intérieure
Cw de I’angle C et qui est le centre d’un cercle exinscrit au triangle ABC
dans l’angle C.
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Nous énongons :

TrEOREME : Dans un triangle, les bissectrices de deux angles extérieurs et
la bissectrice du troisi¢me angle intérieur concourent en un point qui est
le centre d’un cercle exinscrit au triangle.

w/
WA p’
a2 A K

Fig. 178 Fig. 179.

Tangentes communes a deux cercles.

DEFINITION : On appelle tangente commune a deux cercles donnés une
droite qui est tangente & ces deux cercles.

Si les deux cercles C et C' appartiennent 4 un méme demi-plan qui a pour
frontiére la tangente commune, nous disons que cette droite est une fan-
gente commune extérieure.

Si les cercles C et C’ appartiennent & deux demi-plans différents qui ont
pour frontiére la tangente commune, nous disons que cette droite est une
tangente commune intérieure.

Par exemple si nous tragons le cercle inscrit dans le triangle ABC et le
cercle exinscrit a ce triangle dans I’angle A, le support du ¢6té BC est une
tangente commune intérieure; les supports des c6tés AB et AC sont des
tangentes communes extérieures.

Le nombre et la nature des tangentes communes a deux cercles dépendent
des positions relatives des deux cercles.
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498. On démontre et nous admettons les résultats suivants :

Si deux cercles sont extérieurs (fig. 180), ils admettent quatre tangentes com-
munes : deux tangentes communes extérieures et deux tangentes communes
intérieures.

St deux cercles sont tangents extérieurement (fig. 181), ils admettent trois
tangentes communes : deux tangentes communes extérieures et une tangente
commune intérieure.

AT

Trig. 180, IFig. 181.

Si deux cercles sont sécants (fig. 182), ils admettent deux tangentes communes
extérieures.

St deux cercles sont tangents intérieurement (fig. 183), ils admnettent une tan-
gente commune extérieure.

St Pun des cercles est intérieur é Uautre (fig. 184), ces cercles n’admettent pas
de tangente commune.

w

Fig. 182. Tig. 183. Fig. 184.
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RESUME

1. I’ensemble des centres des cercles tangents & deux droites distinctes D,
et D, est I'ensemble des points équidistants de ces deux droites.

2. 1l existe deux tangentes a un cercle issues de tout point donné a I’extérieur
du cercle; les segments de tangente compris entre le point donné et le
point de contact sont égaux. La droite qui joint le point donné au centre
du cercle est une bissectrice de ’angle formé par les tangentes; c'est
aussi une bissectrice de 1'angle formé par les rayons qui aboutissent aux
points de contact.

3. Dans un triangle, les bissectrices des trois angles intérieurs concourent
en un point qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

4. Dans un triangle, les bissectrices de deux angles extérieurs et la bissec-
trice du troisiéme angle intérieur concourent en un point qui est le centre
d’un cercle exinscrit au triangle.

5. On appelle tangente commune a deux cercles donnés une droite qui est
tangente a ces deux cercles.

6. Tangentes communes a deux cercles C et C' (R < R').

Nombre de tangentes

Relation entre Position relative communes
a, RetR’ des deux cercles
extérieures | intérieures
a<R—F ¢’ intérieur A C 0 0
s C’ et C tangents
a=R—R intérieurement 1 0
R—R <a<R+4+R C' et C sécants 2 0
— : C’ et C tangents
8=R+R extérieurement 2 1
a>R+R C’ et C extérieurs 2 2
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TRAVAUX PRATIQUES

Construction d’un trisecteur.

1. Sur une feuille de papier calque, tracez un segment AB dont la lon-
gueur est égale & 6 cm; puis marquez sur ce segment les point I et C tels
que : Al =1C = CB =2 cm. Tracez le demi-cercle de centre I et de rayon
IA, puis la perpendiculaire A en C a AB (fig. 185).

Soient M un point de A, et MP la deuxiéme tangente menée de M au
demi-cercle. Démontrez que les trois angles PMI, IMC et CMB sont égaux.

2. Dessinez un angle xOy sur votre cahier et utilisez le calque précédent
pour partager cet angle en trois angles égaux. Pour cela vous disposez ce
calque de maniére que le point O appartienne & A, que I'un des cdtés
de P'angle, Ox par exemple, soit tangent au demi-cercle, et que I'autre
¢dté Oy passe par B; les droites Ol et OC partagent I’angle donné en trois
angles égaux.

Tracez un cercle C de centre O et dont le rayon est égal 4 3 cm.

1. Marquez un point A sur ce cercle, puis tracez une corde AB dont la
longueur est 5 cm. Construisez le cercle de centre O tangent 3 AB; précisez
le point de contact.

2. Marquez un point P tel que le segment OP soit égal a4 4 cm. Tracez
par ce point une droite D qui coupe le cercle C en deux points Q et R tels
que la longueur de la corde QR soit égale 4 5 em. Combien de droites D
pouvez-vous tracer?

A
M ,D

x’ A/ X
P ° 0
B y/ /B y

Fig. 185. Fig. 186.
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Tracez un cercle de centre O dont le rayon est égal & 4 cm. Marquez un
point A tel que la distance OA soit égale a 3 cm; puis tracez une corde MN
qui passe par A.

Construisez une deuxiéme corde M'N’ qui passe par A et qui est égale a
MN.

Construisez, dans les deux cas suivants, un triangle isocéle ABC dont les
cdtés égaux sont AB et AC :

1. Le rayon du cercle inscrit est égal & 2 cm et la longeur du cété BC est
égale a 6 cm.

2. Lerayon du cercle inscrit est égal 2 cm et la longueur de la hauteur AH
est égale & 7 cm.

Construisez un triangle ABC dont les angles B et C sont respectivement
égaux a 500 et a 60°, et dont le rayon du cercle inscrit est égal a 3 cm.

Tracez deux droites paralléles x'x et ¥’y dont la distance est 2 cm, puis
une sécante D qui les coupe respectivement en deux points A et B (fig. 186).
1. Construisez les deux cercles tangents a la fois aux trois droites x'x,
y'y et D. On désigne par O et O' les centres de ces cercles.

2. Quelle est la nature du quadrilatére AOBO’? Comparer la direction du
segment OO0’ a celle des droites x'x et y'y.

3. En déduire une construction simple des points O et O’.

Tracez deux droites paralléles, x'x et y'y, dont la distance est égale a 4 cm.
Marquez un point A a I'intérieur de la bande de frontiéres x'x et y'y.
Construisez un cercle C qui passe par A et est tangent a la fois a x'x et y'y.
Combien de cercles C pouvez-vous construire ?

Tracez deux cercles extérieurs C et C’, et leurs quatre tangentes communes.
Soit M un point du plan et D I’ensemble des droites obtenues en joignant
le point M aux différents points du cercle C.

Classez les points du plan en trois sous-ensembles définis de la fagon sui-
vante :

&, : ensemble des points M tels que ’ensemble associé D et le cercle C’
n’aient aucun point commun;

&, : ensemble des points M tels que toute droite de I’ensemble associé D
rencontre C';

&; : ensemble des points M tels que certaines droites de ’ensemble D ren-
contrent C’ et que certaines droites de D ne rencontrent pas C'.
Hachurez de fagon différente les trois sous-ensembles §,, &,, &,.
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Exercices

Soient un cercle de centre O et de rayon R, et la tangente Ax en un point A de ce cercle. On
marque sur Ax un point P tel que AP soit égal a R, et on trace la deuxiéme tangente PB au
cercle. Quelle est la nature du quadrilatére APBO?

Soient un cercle de centre O et de rayon R, un point P tel que OP soit égal a 2R, et les tangen-
tes PA et PB au cercle.

10 Démontrer que le triangle APB est équilatéral.

20 Le segment OP coupe le cercle en |. Quelle est la nature du quadrilatére AOBI? Calculer les
mesures en degrés des angles de ce quadrilatére.

Soient un cercle et trois points A, B, C sur ce cercle. Les tangentes en B et C se coupent au
point D; la paralléle menée par D a la tangente en A coupe respectivement les droites AB et
AC aux points B’ et C'.

1° Démontrer que les angles B'BD et BB’D sont égaux a l'angle ACB. En déduire I'égalité :

DB = DB'.
20 Démontrer que les angles C'CD et CC’'D sont égaux a I'angle ABC. En déduire I’égalité :
bC=DC.

30 Démontrer que le point D est le milieu du segment B'C'.

Soient un demi-cercle de centre O et de diamétre AB, les tangentes Ax et By en A et B i ce
demi-cercle; une troisi¢me tangente en un point M de ce demi-cercle coupe respectivement les
demi-droites Ax et By aux points C et D.

1° Quelle est la nature du quadrilatére ACDB?

2° Démontrer I’égalité : CD = AC + BD.

3o Démontrer que le triangle COD est rectangle.

On considére un cercle et quatre points A, B, C, D qui se succédent dans cet ordre sur le cercle
Les tangentes au cercle en ces quatre points déterminent un quadrilatére convexe. Démontrer
que la somme de deux cétés opposés de ce quadrilatére est égale a la somme des deux autres.

Soient un angle saillant xAy et un point D sur le c5té Ax.

1° Construire un cercle C tangent en D 4 Ax et tangent 3 Ay.

20 On désigne par O le centre de ce cercle, par E son point de contact avec Ay. Soit M un point
de I'arc DE qui appartient au méme demi-plan de frontiére DE que le point A, La tangente en M
au cercle C coupe respectivement en B et C les demi-droites Ax et By. Démontrer que le péri-
métre du triangle ABC est indépendant de la position du point M sur I'arc DE considéré; quel
est ce périmétre?

30 Démontrer que la mesure de I'angle BOC est indépendante de la position du point M.

Soient un triangle ABC rectangle en A, et un point M de I’hypoténuse BC.
1¢ Construire le cercle €, qui passe par M et est tangent en B 2 AB, et le cercle C, qui passe
par M et est tangent en C 3 AC,
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20 Soit N le deuxiéme point d'intersection des cercles C; et C,. Comparer les angles BNM et
ABM, puis les angles CNM et ACM. En déduire la mesure de I'angle BNC.

3o Démontrer que les quatre points A, B, N, C appartiennent 3 un méme cercle dont on préci-
sera le centre.

Soient deux cercles de centres O et O’ tangents extérieurement en un point A. On désigne
par B et B’ les points de contact respectifs de ces deux cercles avec une de leurs tangentes
communes extérieures, par M le point d’intersection de BB’ avec la tangente commune inté-
rieure.

1° Démontrer I'égalité : MB = MA = MB'.

20 Démontrer que le triangle BAB’ est rectangle en A.

30 La droite B’A recoupe le cercle de centre O au point C; démontrer que BC est un diamétre
de ce cercle. La droite BA recoupe le cercle de centre O’ au point C’; démontrer que B'C’ est
un diamétre de ce cercle.

40 Démontrer que le triangle OMO’ est rectangle en M et que la droite BB’ est tangente en M
au cercle de diamétre OO’.

10 Soient deux cercles concentriques C et ¢’ de centre O et de rayons respectifs R et 2R,
et un point P extérieur au cercle C. Le cercle de centre P et de rayon PO coupe le cercle ¢’
en deux points A et B. Soient | et ] les milieux des cordes OA et OB. Démontrer que les droi-
tes Pl et P] sont les tangentes menées de P au cercle C.

20 En déduire une construction des tangentes a un cercle issues d'un point donné. (Euclide.)
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Droites concourantes dans un triangle.

Médianes d’un triangle.

Considérons un triangle ABC; désignons par A', B/, C’ les milieux respec-
tifs des cdtés BC, CA, AB, et tragonsles médianes AA’, BB’, CC’ (fig. 187).
Nous avons établi (n® 335) que ces trois médianes sont concourantes en
un point G, et que ce point G vérifie les trois égalités :
GA’=§AA’; GB’=;BB’; GC’=51,;CC’.

Nous avons énoncé (n° 336) le théoréme suivant :

Dans un triangle, les trois médianes concourent en un point qui est situé
au tiers de chacune d’elles a partir de son pied.

A
A// A’
B C
A
Fig. 187. Fig. 188.

Médiatrices d’un triangle.

Considérons un triangle ABC, et tragons les droites A, A’, A" médiatrices
respectives des cétés BC, CA, AB (fig. 188).

Nous avons établi (n® 360) que ces trois médiatrices sont concourantes
en un point O et que ce point O vérifie les deux égalités :

OA =0B =0C.



510.

31l

DROITES CONCOURANTES DANS UN TRIANGLE 439

Ce point O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Nous avons énoncé (n° 361) le théoréme suivant :

Dans un triangle, les trois médiatrices concourent en un point qui est le
centre du cercle circonscrit au triangle.

Hauteurs d’un triangle.
A N

A

Considérons un triangle ABC; par
chacun des sommets A, B, C tragons
la paralléele au support du coté
opposé (fig. 189).

P
Les trois droites ainsi tracées déter-
minent le triangle MNP. B

Dans le quadrilatére PACB, les cdtés
opposés sont deux a deux paralléles;
ce quadrilatére est un parallélo-
gramme. Ceci implique 1'égalité des
cotés opposés :

PA =BC.

M
Fig. 149,

Dans le quadrilatére NCBA, les ctés opposés sont deux i deux paralléles;
ce quadrilatére est un parallélogramme. Ceci implique I’égalité des cétés
opposés : BC = AN.

Nous avons I'implication :
{PA=BC et BC=AN} => {PA=AN}.
Le point A est le milieu du segment PN.
La hauteur AA,; du triangle ABC est perpendiculaire au support de BC;

nous avons 'implication :
{PN/BC et AA,LBC} =3 {AA, 1PN}

La droite AA, est perpendiculaire au segment PN en son milicu A; c’est
la médiatrice du segment PN.

Il en résulte que la hauteur AA, du triangle ABC appartient a la média-
trice du c6té PN du triangle MNP.
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Nous démontrerions de la méme facon que les hauteurs BB, et CC, du

triangle ABC appartiennent respectivement aux médiatrices des c6tés MP
et MN du triangle MNP.

Puisque les médiatrices des cdtés du triangle MNP sont concourantes,

les hauteurs du triangle ABC sont aussi concourantes en un point H; on
appelle ce point H l’orthocentre du triangle ABC.

Nous énoncons :

TuEorREME : Dans un triangle, les trois hauteurs concourent en un point
qui est Porthocentre du triangle.

REMAROQUE : Si le triangle ABC est un triangle rectangle d’hypoténuse BC,
les cotés BA et CA sont deux hauteurs pour le triangle.

Nous en concluons que, dans un triangle rectangle, ’orthocentre est le
sommet de P’angle droit.

Bissectrices d’un triangle.

Nous avons démontré dans le chapitre précédent (n% 492 et 496) les deux
théorémes suivants :

Dans un triangle, les trois bissectrices intérieures concourent en un point
qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Dans un triangle, les bissectrices de deux angles extérieurs et la bissectrice du
troisi¢éme angle intérieur concourent em un point qui est le centre d’un
cercle exinscrit au triangle.

Longueur des segments déterminés sur les c6tés d’un triangle
par les points de contact du cercle inscrit.

Considérons un triangle ABC et le cercle inscrit dans ce triangle (fig. 190).

Soient D, E, F les points de contact de ce cercle avee les cotés BC, CA,
AB.

Désignons par a, b, c les longueurs des cotés BC, CA, AB, par x la longucur
commune des segments AE et AF, par y la longucur commune des seg-
ments BF et BD, par z la longueur commune des segments CD et CE,
var 2p le périmétre du triangle.
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Puisque les points D, E, F appartienncnt A
respectivement aux segments BC, CA, AB,
nous avons les égalités :

BD -+ DC =B(C,
CE +EA =CA,
AF 4+ FB = AB.
Nous les écrivons :
y+z=a,
zto=b, Fig. 190.
x+y=c.

Nous en déduisons, en ajoutant membre 3 membre ces trois égalités :
2x+2y+2z2=a+b+c=2p,

ou encore : 2»+y+4z=p.

Les égalités : x +y +z=p et y + z = a impliquent I’égalité : x =p —a;

les égalités : s +y + 2z =p et z+ x = b impliquent I’égalité : y =p — b;

les égalités :x+y+ z=p et x +y = c impliquent I’égalité : z=p —c.

RESUME

Dans un triangle, les trois médianes concourent en un point qui est situé
au tiers de chacune d’elles a partir de son pied.

Dans un triangle, les trois médiatrices concourent en un point qui est le
centre du cercle circonscrit au triangle.

Dans un triangle, les trois hauteurs concourent en un point qui est l'ortho-
centre du triangle.

Dans un triangle, les trois bissectrices intérieures concourent en un point
qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Dans un triangle, les bissectrices de deux angles extérieurs et la bissec-
trice du troisiéme angle intérieur concourent en un point qui est le centre
d'un cercle exinscrit au triangle.
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TRAVAUX PRATIQUES

1. Construiscz un triangle ABC dont le c6té AB et la médiane AM sont
respectivement égaux a 8 cm et & 5,7 cm, et dont 'angle BAM est égal 4
300,

2. Marquez sur la médiane AM le point G tel que GM soit le tiers de AM;
puis vérifiez que les médianes relatives aux cotés CA et AB passent par
ce point G.

Construisez un triangle ABC dont le c6té BC est égal &4 7 cm et dont les
médianes BM et CN sont respectivement égales & 6 cm et 4 5,7 cm.

Construisez un triangle ABC dont le c6té AC est égal 4 5 cm et dont les
médianes BM et CN sont respectivement égales 4 6 cm et 4 4,5 cm.

Tracez un cercle de centre O dont le rayon est égal 4 5 cm; marquez un
point A sur ce cercle, puis tracez une corde dont la longueur est 8 cm.

Marquez sur cette corde le point G tel que la longueur du segment AG
soit 4 cm.

Construisez le triangle ABC inscrit dans le cercle de centre O et qui admet
le point G pour centre de gravité.

Tracez trois droites x'x, y'y et 2’z concourantes en un point G. Marquez
un point A sur x'x. Puis construisez le triangle ABC dont les trois médianes
sont portées par les trois droites x'x, y'y, 2'.

Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal 4 5 cm; marquez un
point A sur ce cercle, puis tracez une corde AM dont la longueur est 7 em.
Marquez sur cette corde le point H tel que le segment AH soit égal a 3 cm;
puis tracez la médiatrice du segment MH. Cette droite coupe le cercle
en deux points B et C.

1. Vérifiez que le point H est ’orthocentre du triangle ABC.
2. Démontrez cette propriété.

Tracez trois droites x'x, y'y et z'z concourantes en un point H. Marquez
un point A sur x'x, puis construisez le cercle de diamétre AH; ce cexcle
coupe ¥’y en B’ et 2’z en C'. Les droites AB’ et z'z se coupent en C; les
droites AC’ et y'y se coupent en B.

1. Vérifiez que les droites AH et BC sont perpendiculaires.
2. Démontrez que le point H est Vorthocentre du triangle ABC.
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Construisez un triangle ABC dont les c6tés BC et CA sont respectivement
égaux 4 6 cm et 7 cm et dont le rayon du cercle circonscrit est égal a
4 cm.

Construisez un triangle ABC dont les cotés BC, CA, AB sont respective-
ment égaux 4 3 cm, 2,6 cm et 2,2 cm.,

1. Tracez le cercle inscrit dans ce triangle et les trois cercles exinscrits.

2. On désigne par I le centre du cercle inserit, et par J, K, L les centres
respectifs des cercles exinscrits dans les angles A, B, C. Démontrez que le
point I est I'orthocentre du triangle JKL.

1. Tracez un triangle ABC; puis le cercle inscrit dans le triangle.

2. On désigne par I le centre du cercle inscrit; tracez un cercle de centre 1.
Vérifiez que les cordes déterminées par le cercle sur les droites BC, CA,
AB sont égales. Démontrez cette propriété.

3. Tracez un cercle qui détermine sur les trois c6tés du triangle des cordes
dont la longueur commune est égale a 4 cm.

Exercices

Soit H I'orthocentre d’un triangle ABC. Démontrer que chacun des quatre points A, B, C, H
est I'orthocentre du triangle formé par les trois autres.

Soit un triangle ABC. Le cercle de diamétre AB coupe respectivement les supports des cStés
BC et CA en A’ et B', Les droites AA’ et BB’ se coupent en H. Démontrer que les droites AB
et CH sont perpendiculaires.

Soit un triangle isocéle ABC dont les c6tés égaux sont AB et AC et dont I'angle A est aigu.
On considére les hauteurs AA’, BB’ et CC’, et I'orthocentre H de ce triangle.

10 Démontrer que les quatre points A, B’, H, C’ appartiennent & un méme cercle C dont on
précisera le centre O.

20 Démontrer I'égalité des angles AC'O et HC'A’; puis calculer la mesure en degrés de
I'angle OC'A’. En déduire que la droite A'C’ est tangente en C' au cercle C. Quelle est
la deuxiéme tangente menée de A’ 3 ce cercle?

Deux cercles C et C’ se coupent en deux points A et B, Soient P le point diamétralement opposé
dAsurlecercle C, Qle point diamétralement opposé a A sur le cercle C’. La droite AQ recoupe
le cercle C en R et la droite AP recoupe le cercle ¢’ en S.

10 Démontrer que les quatre points P, Q, R, S appartiennent 4 un méme cercle dont on préci-
serale centre.
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20 Démontrer que les trois points P, B, Q appartiennent 3 une méme droite.

30 Les droites PR et QS se coupent en H. Démontrer que les trois points A, B, H appartiennent
3 une méme droite.

Soient un demi-cercle de diamétre AB, un point H sur ce diamétre et la demi-droite Hx perpen-
diculaire en H 4 AB et qui appartient au méme demi-plan de frontiére AB que le demi-cercle,
On considére le point P de Hx tel que les segments BA et BP soient égaux. Les droites PA et
PB recoupent respectivement le demi-cercle en | et M.

10 Démontrer que le point | est le milieu du segment AP.

20 Démontrer que les droites PH, Bl et AM sont concourantes.

3o Démontrer 1’égalité des segments AH et PM.

4° Quelle est [a nature du quadrilatére AHMP ?

Soient un cercle de centre O, trois points A, B, C sur ce cercle, les milieux respectifs A’, B', C’
des cordes BC, CA, AB.

10 Démontrer que le point O est I'orthocentre du triangle A'B'C,

20 Démontrer que les deux triangles ABC et A’'B'C’ ont le méme centre de gravité. (Voir
exercice n° 172.)

Soit un triangle ABC; on désigne par O le centre du cercle circonscrit, par H P'orthocentre,
par M le point ol la hauteur AH recoupe le cercle circonscrit.

1¢ Démontrer que le triangle HBM est isocéle.

20 Quelle est la position relative des points H et M par rapport au c6té BC? En déduire que les
symétriques de I'orthocentre H par rapport aux cétés du triangle appartiennent au cercle
circonscrit.

30 Soit O' le symétrique du point O par rapport 3 BC. Démontrer I'égalité : O'H = OM.
En déduire que le point O’ est le centre du cercle circonscrit au triangle BCH et que ce cercle
est égal au cercle circonscrit au triangle ABC,

4° Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles CAH et ABH sont égaux aux deux
cercles précédents.

On considére un triangle ABC dont les trois angles sont aigus, les hauteurs AA’, BB’ et CC/,
Porthocentre H.

1° Démontrer que les quatre points A, B, A’, B’ appartiennent & un méme cercle.

- —

En déduire ’égalité : ABB' = AA'B'.

20 Démontrer que les quatre points A’, B, C’, H appartiennent 4 un méme cercle.
—_—— ———

En déduire I'égalité : ABB’' = AA'C'.

3 Démontrer que AA’ est la bissectrice intérieure de I'angle A’ du triangle A’B'C’.
40 En déduire que le point H est le centre du cercle inscrit dans le triangle A'B'C’. Que repré-
sentent, pour ce triangle, les sommets A, B, C du triangle ABC?

On considére un triangle ABC dont 'un des angles, I’angle A par exemple, est obtus. Reprendre
I'exercice précédent en I’adaptant au nouveau cas de figure.

On considére un triangle ABC rectangle en A et le centre | du cercle inscrit dans le triangle.
Soient D, E, F les points de contact respectifs du cercle inscrit avec les cotés BC, CA, AB.
10 Démontrer les égalités suivantes :

BD = BF, CD = CE, AF=AE=IE=IF.
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20 En déduire que, dans un triangle rectangle, la somme des c6tés de I'angle droit est égale 3
la somme des diamétres des cercles circonscrit et inscrit.

Soient un triangle ABC, le centre | du cercle inscrit, le centre ] du cercle exinscrit dans 'angle A.
On désigne par M le milieu du segment |j.

12 Démontrer que les quatre points |, B, ], C appartiennent & un méme cercle dont on préci-
sera le centre.

B+C

—~—

20 Démontrer I'égalité : BIC = "2' .

En déduire la mesure de I'angle BMC en fonction de celle de I'angle A du triangle ABC.
30 Démontrer que les quatre points A, B, M, C appartiennent 4 un méme cercle.

40 Soient K le centre du cercle exinscrit dans I'angle B, et L le centre du cercle exinscrit dans

I'angle C. Démontrer que le cercle circonscrit au triangle ABC coupe les segments IK et IL en
leurs milieux.

On considére un triangle ABC, son cercle Inscrit, et le cercle exinscrit dans I'angle A, Soient
D, E, F les points de contact du cercle inscrit avec les cotés BC, CA, AB, et D', E’, F' les points
de contact du cercle exinscrit avec les cotés BC, CA, AB.

10 Calculer les longueurs des segments AE’, AF', BF/, BD’, CD’, CE' en fonction des cétés a,
b, ¢ du triangle ABC.

20 Démontrer I’égalité : EE’' = BC.
3° Démontrer que les segments BC et DD’ ont méme milieu.

MONGE. — MATH. 4°.
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Polygones réguliers inscrits dans un cercle.

Division d’un cercle en quatre axcs égaux. Carré inscrit.

Soit un cercle C de centre O, de rayon x
R. Tragons deux sécantes diamétrales
perpendiculaires £'Ox et y'Oy; la pre-
miére rencontre le cercle en A et C;

la seconde rencontre le cercle en B
et D.

Comparons les arcs déterminés par les
points A, B, C, D (fig. 191).

Les angles au centre AOB, BOC, COD,
DOA sont des angles droits; ils sont

égaux, donc ils interceptent des arcs
égaux.

Nous écrivons les égalités :

AB =BC=CD=DA.

Nous énongons :

THEOREME : Si deux sécantes diamétrales sont perpendiculaires, leurs points
&’intersection avec le cercle divisent ce cercle en quatre arcs égaux.

REMARQUE : L’égalité des arcs AB, BC, CD, DA implique I’égalité des
cordes qui sous-tendent ces arcs. Les quatre cétés du quadrilatére ABCD
sont donc égaux :

AB = BC = CD = DA,
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Calcu des angles du quadrilatére ABCD : Chacun des angles du quadrila-
tére est inscrit dans un demi-cercle; done c’est un angle droit.

Nous avons les égalités :
DAB = ABC =BCD = CDA = 90°.

Dans le quadrilatére ABCD, les quatre c6tés sont égaux et les quatre angles
sont droits; ce quadrilatére est donc un carré.

Puisque les quatre sommets du carré ABCD appartiennent au cercle C,
nous disons que le carré est inscrit dans le cercle C, ou que le cercle C est
circonserit au carré ABCD.

Eléments de symétrie : Nous rappelons que, dans un carré, le point d’inter-
section des diagonales est centre de symetne, et que les deux supports
des diagonales et les deux médiatrices des cotés sont axes de symétrie.
Pour le carré ABCD, le centre O du cercle circonscrit C est done centre de
symétrie; les sécantes diamétrales x'Ox et y'Oy qui portent les diagonales
AC et BD sont deux axes de symétrie; la sécante diamétrale 2’0z qui joint
les milieux H et K des c6tés AB et CD est un axe de symétrie; la sécante
diamétrale u'Ou qui joint les milieux I et J des cotés BC et DA est aussi
un axe de symétrie.

On démontre et nous admettons qu’un carré n’admet pas d’autre élément
de symétrie que ceux que nous venons de mettre en évidence.

Cercle inscrit dans le carré : Les cordes AB, BC, CD, DA sont égales
(fig. 191); donc les distances du centre O A ces cordes sont égales; ces dis-
tances sont les longueurs des segments OH, OI, O], OK.

Les quatre points H, I, J, K appartiennent donc & un cercle C’ de centre O.
Puisque les supports des ¢étés AB, BC, CD, DA sont respectivement per-
pendiculaires aux rayons OH, OI, OJ, OK a leur extrémité, ces supports
sont tangents au cercle C’.

Nous disons que le cercle C’ est inscrit dans le carré, ou que le carré est
circonscrit au cercle C'. ‘

Par définition, la longueur du rayon du cercle C’est 'apothéme du carré
inscrit dans le cercle C.
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Division d'un cercle en huit arcs égaux.
Octogone régulier convexe imscrit.

Soit un cercle C de centre O, de rayon
R. Tracons d’abord deux sécantes
diamétrales perpendiculaires, x'Ox et
y'Oy; puis tragons les droites 2’0z et
u'Ou qui portent les bissectrices des
quatre angles formés (fig. 192).
Désignons par A, B,C, D, E,F,G, H
les points d’intersection consécutifs
du cercle C et des quatre droites
tracces.

Comparons les arcs déterminés par
ces huit points.

Les angles au centre AOB, BOC,
COD, DOE, EOF, FOG, GOH, HOA Fig. 192
sont tous égaux a 45°; donc ils inter- g o
ceptent des arcs égaux.

Nous écrivons les égalités :
AB=BC=CD =DE =EF =FG =GH =1IA.

Nous énongons :

ToforEME : Dans un cercle, deux sécantes diamétrales perpendiculaires
et les bissectrices des angles formés par ces sécantes déterminent sur ce
cercle huit arcs égaux.

REMARQUE : L’égalité des arcs AB, BC, CD, DE, EF, FG, GH, HA impli-
que D’égalité des cordes qui sous-tendent ces arcs.

Les huit cotés de ’octogone ABCDEFGH sont donc égaux :

AB =BC=CD =DE ==EF =FG =GH =HA.
Puisque A et B sont deux sommets consécutifs et puisque I’arc AB est
inférieur 3 un demi-cercle, les six points C, D, E F, G, H appartiennent

au méme demi-plan dont la frontiére est le support de AB, et qui contient
le centre O du cercle.

Cette propriété est vraie quels que soient les deux sommets consécutifs
envisagés; 'octogone ABCDEFGH est donc un polygone convexe.



536.

537.

POLYGONES REGULIERS INSCRITS DANS UN CERCLE 449

Calcul des angles de I'octogone ABCDEI'GH : Chacun des angles de ’octo-
gone est inscrit dans le cercle C; chacun de ces angles, par exemple I’angle
ABC, intercepte six arcs égaux a ’arc AH.

Or 'angle au centre AOH est égal a 360° : 8, c’est-a-dire a 450, L’angle
au centre AOC qui intercepte le méme arc que ’angle ABC est donc égal
a 45° x 6, c’est-a-dire a 2700.

L’angle inscrit ABC est la moitié de I’angle au centre AOC qui lui est
associé; il est donc égal a 1350,

Dans l'octogone convexe ABCDEIFGH, les huit cdtés sont égaux et les
huit angles sont égaux a 1350°.

Nous disons que le polygone ABCDEFGH est un eoctogone régulier
convexe. Puisque les huit sommets de I’octogone appartiennent au cercle C,
nous disons que Poctogone est inscrit dans le cercle C, ou que le cercle C
est circonscrit a I’octogone.

Eléments de symétrie : Dans 'octogone ABCDEFGH, les sommets A et E
24 g

forment un couple de points diamétralement opposés; il en est de méme

pour chacun des couples suivants : BetF, CetG, Det H.

Il en résulte que, pour octogone ABCDEFGH, le centre O du cercle C

est un centre de symétrie.

La sécante diamétrale x'Ox est un axe de symétrie pour le cercle; dans la
symétrie d’axe x'Ox, le point A est son propre symétrique; il en est de
méme pour le point E.

Puisque les arcs AB et AH sont égaux, les points B et H sont symétriques
par rapport a x'Ox; d’une fagon analogue, les points C et G sont symé-
triques par rapport a x'Ox; il en est de méme pour les points D et F. Il
en résulte que la droite x'Ox est axe de symétrie pour I'octogone.

Nous démontrerions de la méme fagon que toute sécante diamétrale qui
joint deux sommets diamétralement opposés est un axe de symétrie pour
Poctogone régulier convexe.

Tragons la médiatrice »’Ov de la corde AB; elle rencontre le cercle C en I.
Les points A et B sont symétriques par rapport a v'Ov, ce qui implique
I’égalité des arcs IA et IB.

Nous en déduisons I’égalité des arcs IH et IC; les points H et C sont done
symétriques par rapport a v'Ov; d’une fagon analogue nous démontrcrions
que les points G et D sont symétriques par rapport a v'Ov, et qu’il en est
de méme pour les points F et E.

Il en résulte que la droite v'Ov est axe de symétrie pour ’octogone. Nous
démontrerions de la méme fagon que toute sécante diamétrale qui est
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médiatrice d’un cté est un axe de symétrie pour ’octogone régulier convexe.
On démontre et nous admettons qu’un octogone régulier convexe n’admet
pas d’autre élément de symétrie que ceux que nous venons de metire
en évidence.

Cercle inscrit dans I’octogone régulier convexe : Les cordes AB, BC, CD,
DE, EF, FG, GH, HA sont égales; donc les distances du centre O A ces

cordes sont égales.

Désignons par K le milieu de la corde AB. Comme nous ’avons fait
pour le carré (n® 532), nous démontrerions que le cercle C' de centre O
et de rayon OK passe par les milieux des huit c6tés de I'octogone, et que
les supports de ces cotés sont tangents au cercle C'.

Nous disons que le cercle C’ est inscrit dans Poctogone régulier convexe,
ou que Poctogone régulier convexe est circonscrit au cercle C'.

Par définition, lalongueur du rayon du cercle C’ est 'apothéme de ’octo-
’ » g . » y P
gone régulier convexe inscrit dans le cercle C.

Division d’un cexcle en six arcs égaux.
Hexagone régulier inscrit.

Soit un cercle C de centre O, de rayon R.
Proposons-nous de diviser ce cercle en six
arcs égaux.

Les angles au centre associés a ces arcs
doivent étre égaux; la mesure de chacun
d’eux doit étre 360° : 6, c’est-a-dire 60°,
Désignons par A et B les extrémités de I’'un
des arcs. Dans le triangle isocéle AOB,
I’angle AOB est égal a 60°; ce triangle est
donc équilatéral (fig. 193).

Nous avons les égalités :

AB=0A=0B=R.

Nous énongons :

Fig. 193.

TrEoREME : Dans un cercle, si une corde sous-tend un arc égal a 60,
cette corde est égale au rayon.

Par suite, pour diviser un cercle en six arcs égaux, nous tragons six cordes
consécutives égales au rayon de ce cercle.

Les six cotés de I’hexagone ABCDEF sont donc égaux.
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REMARQUE : Puisque A et B sont deux sommets consécutifs, et que I’arc
AB est inférieur A un demi-cercle, les quatre points C, D, E, I' appartien-
nent au méme demi-plan dont la frontiére est le support de AB et qui
contient le centre O du cercle.

Cette propriété est vraie quels que soient les deux sommets consécutifs
envisagés; ’hexagone ABCDEF est donc un polygone convexe.

Calcul des angles de ’hexagone ABCDEF : Chacun des angles de I’hexa-
gone est inscrit dans le cercle C; chacun de ces angles, par exemple I’angle
ABC, intercepte quatre arcs égaux a I’arc AF.

Or I’angle au centre AOF est égal 4 3600 : 6, c’est-a-dire a 60°.

L’angle au centre AOC qui intercepte le méme arc que I’angle ABC est
donc égal a 60° X 4, c’est-a-dire A 240°; c’est un angle rentrant.

L’angle inscrit ABC est la moitié de I’angle au centre AOC qui lui est
associé; il est donc égal a 1200,

Dans I’hexagone convexe ABCDETF, les six c6tés sont égaux et les six angles
sont égaux a 1200,

Nous disons que I’hexagone ABCDEF est un hexagone régulier.

Puisque les six sommets de ’hexagone appartiennent au cercle C, nous
disons que I’hexagone est inscrit dans le cercle C, ou que le cercle C est
circonserit a I’hexagone.

Eléments de symétrie : Dans ’hexagone ABCDEF, les sommets A et D
forment un couple de points diamétralement opposés; il en est de méme
pour chacun des couples B et E, C et F.

Il en résulte que, pour I’hexagone ABCDEF, le centre O du cercle C est un
centre de symétrie.

Comme dans I’étude de I'octogone régulier convexe, nmous montrerions
que toute sécante diamétrale qui joint deux sommets diamétralement
opposés est un axe de syméirie pour P’hexagone régulier, et que toute
sécante diamétrale qui est médiatrice d’un c6té est un axe de symétrie pour
I’hexagone régulier.

On démontre et nous admettons que I’hexagone régulier n’admet pas
d’autre élément de symétrie que ceux que nous venons de mecttre en évi-
dence.

Cercle inscrit dans Phexagone régulier : Les cordes AB, BC, CD, DE, EF,

FA sont égales; donc les distances du centre O A ces cordes sont égales.
Désignons par K le milieu de la corde AB. Comme nous ’avone fait pour
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le carré et 'octogone régulier convexe, nous montrerions que le cercle C’
de centre O et de rayon OK passe par les milicux des six cotés de I’hexa-
gone et que les supports de ces c6tés sont tangents au cercle C'.

Nous disons que le cercle C’ est inscrit dans I’hexagone régulier, ou que
Phexagone régulier est circonscrit au cercle C'.

Par définition, la longucur du rayon du cercle C' est I'apothéme de ’hexa-
gone régulicr inscrit dans le cercle C.

Division d’un cercle en trois arcs égaux.
Triangle équilatéral inscrit.

Soit un cercle C, de centre O, de rayon R.
Proposons-nous de diviser ce cercle en trois
arcs égaux.

Nous savons (n° 540) qu’en tragant six cordes

A
consécutives égales au rayon R, nous détermi-
nons six points A, B, C, D, E, F qui divisent p
le cercle en six arcs égaux. Considérons les }
arcs AC, CE, EA; chacun d’eux est le double ‘
de I'arc AB; nous en concluons que les points g S}

A, C, E divisent le cercle en trois arcs égaux.

L’égalité des arcs AC, CE, EA implique 1’éga-
lité des cordes qui sous-tendent ces arcs. Le Fig. 194,
triangle ABC est donc un triangle équilatéral

inscrit dans le cercle C (fig. 194).

Angles; éléments de symétrie : Nous savons que les trois angles du triangle

équilatéral sont égaux a 600,

Nous savons aussi que les bissectrices des angles sont les médiatrices des
cOtés opposés, et que ce sont des axes de symétrie pour le triangle.

Remarquons que le centre O du cercle C n’est pas un centre de symétrie.

Cercle inscrit dans le triangle équilatéral : Le point O, point d’intersec-
tion des bissectrices des angles du triangle cstle centre du cercle C' inscrit
dans le triangle; le rayon du cercle C’ est I'apothéme du triangle équila-
téral.
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Notion de polygone régulier convexe inscrit dans un cercle.

Soit un cercle C de centre O, de rayon R. Supposons quc nous ayons pu,
par une construction géométrique ou a ’aide d™un rapporteur, déterminer
sur le cercle un certain nombre p de points A, B, C, D,... qui divisent le
cercle en arcs égaux.

Joignons les points de division consécutifs; nous déterminons un poly-
gone P de p cotés dont les sommets apparticnnent au cercle C.
Par définition, nous disons que ce polygone P est un polygone régulier
de p cotés inscrit dans le cercle C.

Egalité des cotés; convexité : L’égalité des arcs déterminés sur le cercle C

par les sommets du polygone implique I’égalité des cordes qui sous-tendent
ces arcs; les cotés du polygone P sont donc égaux.

Considérons deux sommets consécutifs, A et B par exemple. Puisque
I’arc AB estinférieur 4 un demi-cercle,les (p —2) sommets autres que A et B
appartiennent au méme demi-plan dont la frontiére est le support de AB,
et qui contient le centre O du cercle C. Cette propriété est vraie quels que
soient les deux sommets consécutifs envisagés; le polygone P est donc un
polygone convexe.

Calcul des angles du polygone P : Chacun des angles du polygone P est
inscrit dans le cercle C; chacun de ces angles intercepte (p — 2) ares égaux
a Pare AB. Or Pangle au centre AOB est égal a 3600 : p. L’angle au centre
qui intercepte le méme arc que I’un des angles du polygone est donc égal a

3600 x *—— (p—2) b 2), - L’angle inscrit est la moitié de I'angle au centre associé.

Chacun des angles du polygone P est donc égal @ 1800 x —— p=2

Eléments de symétrie : Nous admettons les résultats suivants :

Si p est un nombre pair, le centre O du cercle C est un centre de symétrie pour
le polygone régulier.

Si p est un nombre tmpair, le centre O du cercle C n’est pas un centre de symé-
trie pour le polygone régulier.

Nous admettons aussi que toute sécante diamétrale qui passe par un sommet,
ou est médiatrice d’un cété, est un axe de symétrie pour le polygone.
Nous admettons enfin que le nombre des axes de syméirie est égal au
nombre p des sommets du polygone.
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Cercle inscrit dans le polygone régulier : Les cétés du polygone régulier
sont des cordes égales; donc les distances du centre O a ces cordes sont
égales. Comme nous I’avons fait précédemment, nous montrerions qu’il
existe un cercle C’ qui passe par les milieux des c6tés du polygonc et qui est
tangent aux supports de ces cdtés.

Nous disons que le cercle C' est inscrit dans le polygone régulier ; par défi-
nition le rayon du cercle C' est ’apothéme du polygone.

Inscription dans un cexcle d’un polygone régulier
convexe de 2" ou de 3 x 2" cotés.

Considérons un cercle C dans lequel nous supposons inscrit un polygone
régulier convexe P dont le nombre des cétés est p.

Tragons les médiatrices des c6tés du polygone P; ces droites passent par
les milieux des arcs déterminés par les sommets du polygone.

Les p sommets du polygone P et les p milieux des arcs sont des points
qui divisent le cercle C en 2p arcs égaux. Ils permettent donc de construire
un polygone régulier convexe Q, dont le nombre des cotés est égal a 2p.

A partir du carré inscrit, nous avons ainsi déterminé 'octogone régulier
convexe dont le nombre des cétés est 8 ou 23.

A partir de I'octogone régulier, nous construisons de proche en proche
des polygones réguliers convexes dont les nombres des c6tés sont respec-
tivement : 16 ou 24, 32 ou 25, 64 ou 29, etc...

A partir de ’hexagone régulier, dont le nombre des c6tés est 6 ou 3 x 2,
nous construisons de proche en proche des polygones réguliers convexes
dont les nombres des cétés sont respectivement : 12o0u3d x 22, 24 ou
3 x 23, 48 ou 3 x 24, ete...

RESUME

1.

2.

3.

Si deux sécantes diamétrales sont perpendiculaires, leurs points d’inter-
section avec le cercle divisent le cercle en quatre arcs égaux.

Dans un cercle, deux sécantes diamétrales perpendiculaires et les bissec-
trices des angles formés par ces sécantes déterminent sur le cercle huit
arcs €gaux.

Dans un cercle, si une corde sous-tend un arc égal & 60°, cette corde est
égale au rayon.
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RESUME (suite)

4.

a

Si un cercle est divisé en arcs égaux par p points, et si ’on joint les points
de division consécutifs, on obtient un polygone régulier convexe P, de
p cotés, inscrit dans le cercle.

. Les c6tés du polygone P sont égaux; chacun des angles du polygone P est

&gal a 1800 xp—;-?-

. Si p est un nombre pair, le centre du cercle est centre de symétrie pour le

polygone P.
Si p est un nombre impair, le centre du cercle n'est pas centre de symétrie
pour le polygone P.

Toute sécante d.iamétrale qui passe par un sommet, ou est médiatrice d’un
c6té, est un axe de symétrie pour le polygone P.

. Le nombre des axes de symétrie est égal au nombre p des sommets du

polygone.

Il existe un cercle tangent a tous les c6tés du polygone P; ce cercle est
inscrit dans le polygone P. Le rayon du cercle inscrit est 'apothéme du
polygone.

554.

359.

TRAVAUX PRATIQUES

Tracez un cercle de centre O ct dont le rayon est égal & 4 em, ct un dia-
métre AA’ de ce cercle.

Tracez la médiatrice du rayon OA; clle coupe lc cercle aux points B et B'.
Tracez la médiatrice du rayon OA’; elle coupe le cercle aux points C et C'.
Vérifiez, puis démontrez, que le polygone ABCA’C'B’ est un hexagone

régulier.

1. Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal & 3 cm; puis cons-
truisez un triangle équilatéral ABC inscrit dans ce cercle.

2. Comparez I’apothéme du triangle ABC au rayon du cercle.
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Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal & 4 cm; puis marquez
les huit points qui divisent ce cercle en huit arcs égaux.

1. Joignez ces points de division de trois en trois a partir de I'un d’eux,
le point A par exemple : vous aboutissez au point A aprés avoir tracé un
certain nombre de cordes; vous obtenez ainsi un polygone croisé.

Vérificz que le nombre des cordes tracées est égal & huit. Comparez les
longueurs de ces cordes, puis comparez les mesures des angles du polygone.

On appelle ce polygone un octogone régulier étoilé.

2. Joignez les points de division de cinq en cinq a partir d’un point autre
que le point A. Obtenez-vous un polygone différent du précédent?

Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal A 4 cm; puis marquez
six points qui divisent les cercles en six arcs égaux.

Pouvez-vous, par un procédé analogue & celui de I'exercice précédent,
construire un hexagone régulier étoilé?

1. Tracez un cercle de centre O et dont le rayon est égal 4 4 cm. Construi-
sez un polygone régulier convexe de douze cdtés inscrit dans le cercle. Ce
polygone est un dodécagone.

2. Tracez un deuxiéme cercle de centre O’ et dont le rayon est égal 4 4 cm;
puis marquez les sommets du dodécagone régulier convexe inscrit, sans
tracer les cdtés. Joignez ces sommets de cing en cing a partir de I'un d’eux;
vous obtenez un polygone régulier étoilé. Quel est le nombre des cotés
de ce polygone?

Pourriez-vous obtenir le méme polvgone en joignant les sommets d’une
fagon diflérente?



Principaux procédés de démonstration.

Relations d’égalité.

Pour démontrer I’égalité de deux segments det d’ :

1° Vous pouvez essayer de démontrer que les segments d et d' sont deux
cotés homologues de deux triangles égaux.

Dans certains cas vous pouvez utiliser 'une des propriétés suivantes :

2° Deux des cdtés d’un triangle isocéle sont égaux.

30 La hauteur principale d’un triangle isocéle est aussi médiane.

4° La bissectrice de I’angle au sommet d’un triangle isocéle est aussi
médiane.

50 Les cdtés opposés d’un parallélogramme sont égaux.

6° Les diagonales d’un parallélogramme se coupent en un point qui est
leur milieu commun,

7° Dans un cercle, des arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales.

8° Dans un cercle, si deux cordes sont a égale distance du centre, ces deux
cordes sont égales.

99 Les segments des tangentes menées d’un point 4 un cercle, compris
entre le point donné et les points de contact, sont égaux.

Pour démontrer I’égalité de deux angles A et A’ :

Vous pouvez essayer U'un des procédés suivants :

10 Les angles A et A’ sont deux angles homologues de deux triangles
égaux.

20 Les angles A et A’ ont le méme complément.
30 Les angles A et A’ ont le méme supplément.
4° Les angles A et A’ sont opposés par le sommet.
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ans certains cas, vous pouvez utiliser 'une des propriétés sutvantes :
D tains cas, til r de été: t

50 Les angles a la base d’un triangle isocéle sont égaux.

6° La hauteur issue du sommet principal d’un triangle isocéle est bissec-
trice de I’angle au sommet.

7¢ La médiane issue du sommet principal d’un triangle isoctle est bissec-
trice de I’angle au sommet.

82 Deux angles alternes-internes, ou deux angles correspondants, formés
par deux paralléles et une sécante sont égaux.

90 Si deux angles, tous deux aigus ou tous deux obtus, ont leurs cdtés
respectivement paralleles, ces angles sont égaux.

100 Dans un cercle, deux angles inscrits qui interceptent le méme arc ou
deux arcs égaux sont égaux.

Relations de position.

Pour démontrer que trois points A, B, C donnés dans cet ordre, sont alignés:

Vous pouvez essayer d’établir 'une des propositions suivantes ¢
10 L’angle ABC est un angle plat.

20 Les demi-droites BA et BC forment avec une droite qui passe par B
des angles opposés par le sommet.

Pour démontrer que deux droites D et D' sont perpendiculaires :

Vous pouvez essayer d’établir 'une des propositions suivantes 1

1° L’une des droites porte la hauteur d’un triangle, 'autre porte la base
correspondante.

20 Les deux droites portent les bissectrices de deux angles adjacents
supplémentaires.
Dans certains cas vous pouvez utiliser une des propriétés suivantes :

30 La bissectrice de ’angle au sommet d’un triangle isocéle est aussi
hauteur.

4° La médiane issue de ’angle au sommet d’un triangle isocéle est aussi
hauteur.

59 Si deux droites sont paralléles, toute perpendiculaire a I'une est perpen-
diculaire a I'autre.
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6° Les diagonales d’un losange sont perpendiculaires.

70 Une tangente 3 un cercle est perpendiculaire au diamétre qui passe
par le point de contact.

Cas particulier : Pour démontrer qu’une droite xy est médiatrice d’un
segment AB, on peut démontrer que deux points distincts de cette droite
sont 'un et I’autre équidistants des points A et B.

Pour démontrer que deux droites D et D’ sont paralliles :

Vous pouvez essayer d’établir 'une des propositions suivantes 1

1° Les deux droites coupées par une sécante forment des angles alternes-
internes égaux, ou des angles correspondants égaux, ou des angles internes
d’un méme coté de la sécante supplémentaires.

2° Les deux droites D et D’ sont perpendiculaires & une méme droite.
3° Les deux droites D et D’ sont paralléles & une méme droite.

Dans certains cas vous pouvez utiliser la propriété suivante :

40 Le segment de droite qui joint les milicux de deux c6tés dun triangle
est paralléle au troisiéme coté.

~

Pour démontrer que trois droites sont concourantes :

Vous pouvez essayer d’établir I'une des propriétés suivantes 1

1° Ces trois droites sont les trois médiatrices, ou les trois hauteurs, ou les
trois médianes, ou les trois bissectrices intérieures d’un triangle.

20 Le point d’intersection de deux de ces droites posséde une propriété
suffisante pour qu’il appartienne & la troisidme droite.

Pour démontrer qu’un triangle est isocéle :

Vous pouvez essayer de démontrer que ce triangle satisfait d U'une des condi-
tions suivantes i

10 Deux des c6tés sont égaux.

2° Deux des angles sont égaux.

30 L’une des hauteurs est aussi bissectrice.

4° L’une des bissectrices est aussi médiane.

5° L’une des médianes est aussi hauteur.
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Pour démontrer qu’un triangle est un triangle rectangle :

Vous pouvez essayer de démontrer que ce triangle satisfait d Uune des condi-
tions suivantes :

19 Un de ses angles est droit, ou deux de ses angles sont complémentaires.
2° La médiane relative a un c6té est égale a la moitié de ce cdté.
30 Ce triangle est inscrit dans un demi-cercle.

Pour démontrer qu’un quadrilatére est un parallélogramme :

Vous pouvez essayer de démontrer que ce quadrilatére posséde Uune des
propriétés suivantes :

10 Les cdtés opposés sont deux & deux paralléles.

20 Le quadrilatere est convexe, et ses coiés oppposés sont deux A deux
égaux.

39 Le quadrilatére est convexe, et deux cdtés sont égaux et paralléles.

4° Le quadrilatére est convexe, et les angles opposés sont deux a deux
égaux.

52 Les diagonales se coupent en un point qui est leur milieu commun.

Pour démontrer qu’un parallélogramme est un rectangle :

Vous pouvez essayer d’établir que ce parallélogramme possdde l'une des
po : Ly q p g p
propriétés suivantes :

10 Un de ses angles est un angle droit.
2° Ses diagonales sont égales.

Pour démontrer qu'un parallélogramme est un losange :

Vous pouvez essayer d’établir que ce parallélogramme posséde Uune des
PTopriétés suivantes :

19 Deux c6tés consécutifs sont égaux.
20 Ses diagonales sont perpendiculaires.

30 Une des diagonales est bissectrice d’un angle.



Quatriéme Partie

NOTIONS D’ASTRONOMIE






Notions d’astronomie.

LE SYSTEME SOLAIRE

1. Nous savons que le Soleil n’est qu’une étoile parmi les millions d’étoiles
qui forment la Voie Lactée. La Terre et d’autres planétes tournent autour
du Soleil en sens inverse du sens de rotation des aiguilles d’une montre;
elles tournent en méme temps sur elles-mémes.

2. Les neuf planétes principales sont, en commengant par la plus rapprochée
du Soleil :

Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus, Neptune et Pluton
(fig. 1). Certaines sont accompagnées d’un ou plusieurs satellites qui
tournent autoar d’elles.

Le Soleil, Jes planétes et leurs satellites constituent le systéme solaire.

Pluion

Fig. 1.
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LES PLANETES

Les plandtes sont beaucoup plus petites que le Soleil. Si nous voulions
représenter le Soleil par une grosse orange, nous devrions utiliser des
plombs de chasse pour représenter les planétes & une échelle comparable.
Les astronomes ont montré que les trajectoires des planétes autour du
Soleil sont des courbes appelées ellipses (T. P., n° 13). Toutes ces trajec-
toires sont sensiblement situées dans un méme plan. Pour un obser-
vateur terrestre, les planétes accessibles a sa vue semblent se
déplacer dans une étroite bande du ciel : le Zodiaque.

Mercure est la planéte la plus proche du Soleil; la durée de sa rotation sur
ellc-méme est égale a la durée de sa révolution autour du Soleil; Mercure
se comporte donc vis-a-vis de celui-ci comme la Lune vig-a-vis de la Terre;
elle préscnte toujours la méme face vers le Soleil.

Il en résulte que sur ’'hémisphére éclairé la température est trés élevée,
alors que I’autre hémisphérec demeure dans une nuit perpétuelle avec des
températures extrémement basses.

Vénus est la planéte qui, par ses dimensions, ressemble le plus a la Terre;
’observation du sol est difficile car la planéte est enveloppée de nuages.

Mars posséde vraisemblablement une atmosphére, mais le climat, sec et
glacé ne semble guére favorable a la vie. On distingue 2 la surface de Mars
des canaux. Pendant longtemps on a cru que ces canaux étajent dis 2 la
présence d’étre vivants; il parait aujourd’hui probable que ces canaux
sont des phénomeénes naturels.

Jupiter est la plus grosse planéte du systéme solaire; son diamétre est égal
a onze fois le diamétre terrestre. Cette plandte, qui n’est pas encore a
I’état solide, posséde onze satellites analogues a la Lune.

Saturne est trés remarquable par les anneaux concentriques qui I’entou-
rent sans la toucher. Ces anneaux sont formés d’une multitude de satel-
lites trés petits et trés rapprochés.

Uranus, comme Jupiter, n’est pas encore a I’état solide.

La découverte de Neptune (1846) et celle de Pluton (1930) ont été le
triomphe du calcul astronomique.

C’est I’astronome le Verrier qui, aprés deux ans de calculs difficiles,
annonga, en 1846, I'existence de Neptune en indiquant sa position pro-
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bable dans le ciel. Quelques jours plus tard, on observa la nouvelle pla-
néte trés prés de I’endroit fixé par Le Verrier.

De méme, en 1930, Pluton fut découverte par photographie a la place que
lui avaient assignée les calculs de I’astronome anglais Lowel (1915).

Cométes : Il existe aussi des astres nébuleux, les cométes, qui décrivent
autour du Soleil des trajectoires situées en dehors de I’écliptique. Une
cométe est généralement constituée par un noyau et une queue brillante
dont la direction est toujours opposée au Soleil.

Certaines cométes reviennent périodiquement : 'une des plus connues
est la cométe de Halley qui apparait tous les soixante-seize ans. Sa pro-
chaine apparition aura lieu en 1986.

Le systéme solaire n’est pas unique dans I’Univers. Les étoiles visibles
sont des soleils qui entrainent probablement autour d’eux des planétes.
Mais les moyens d’observation dont disposent les astronomes ne permet-
tent pas de voir ces planates.

TRAVAUX PRATIQUES RELATIFS AU SYSTEME SOLAIRE

Tracé d’une ellipse.

Fixez une feuille de papier sur une
planchette. En deux points F; et IV,
plantez deux punaises. Reliez ces
deux punaiscs par un fil plus long

que la distance de ces deux points;
tendez ce fil 4 I’aide d’un crayon de
maniére que la pointe de ce crayon
glisse le long du fil constamment
tendu (fig. 2). Vous tracez ainsi une
ellipse. Les points I, et F, sont les
foyers; la distance F,F, est la dis-
tance focale.

1. Lorsque la pointe A du crayon
trace )’ellipse, que pouvez-vous dire
de la somme des Jongueurs

AF, + AF,?

Enoncez une propriété commune a
tous les points d’une ellipse. Fig. 2.
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2. Dessinez différentes ellipses en conservant la méme longueur
AF; + AF,, mais en faisant varier la distance focale F, F,. Quelles remarques
faites-vous sur la forme des ellipses obtenues? Que devient Vellipse si la
distance focale est pulle?

3. Les trajectoires des planétes autour du Soleil gont des ellipses pour

lesquelles la distance focale F'\F, est trés petite par rapport a la somme
AF, + AF,.

A quelle courbe pouvez-vous, en premiére approximation, assimiler la
trajectoire d’une planéte?

REPERAGE D'UNE ETOILE
PAR SES COORDONNEES £QUATORIALES

Vous avez appris que les astronomes appellent sphére céleste une sphére
qui aurait la Terre comme centre et A la surface de laquelle seraient placées
les ‘étoiles. 1) apparait donc naturel de repérer une étoile sur la sphére
céleste comme on repére une ville sur un globe terrestre, ¢’est-a-dire par
deux coordonnées analogues a la longitude et a la latitude.

Rappelons qu’on appelle axe du monde la droite autour de laquelle s’effec-
tue le mouvement diurne, c’est-a-dire la rotation apparente de la sphére
céleste en vingt-quatre heures sidérales.

L’axe du monde perce la sphére céleste en deux points P et P’ qui sont les
poles célestes; le péle Nord est trée voisin de I’Etoile Polaire.

L’équateur céleste est le grand cetcle de la sphére céleste dont le plan est
perpendiculaire a ’axe du monde.

Les astronomes ont divisé la sphére céleste par des demi-grands cercles qui
passent par les podles et qui peuvent étre comparés aux méridiens d’un
globe terrestre.

Le demi grand cercle PEP’ qui passe par ’axe du monde &1 i’étoile E eet
Y& cercle horaire de I’étoile E; il coupe I’équateuar ep up point A (fig. 3).

Op convient de prendre comme cercle horaite origine celui qui rencontre
I’équateur en un point nommé le point y (gamma). Ce point sera défini



NOTIONS D’ASTRONOMIE 467

dans une classe ultérieure. Il représente sensiblement la position occupée
par le centre du Soleil au 21 mars. On appelle ascension droite de Uétoile E
la mesure de I’arc yA.

L’ascension droite d’une étoile est donc analogue a Ja longitude d’un lieu
terrestre.

On exprime les ascensions droites en degrés, minutes et secondes de 0° a
360° en sens inverse du sens de rotation des aiguilles d’une montre.

Fig. 3.

18. La connaissance de I’ascension droite d’une étoile ne suffit pas pour définir
la position de cette étoile puisque tous les points d’un méme cercle horaire
ont la méme ascension droite. Il faut donc une autre coordonnée analogue
a la latitude d’un lieu terrestre. Cette coordonnée est la déclinaison de
Pétoile E; c’est 1a mesure de I’'arc AE. On exprime la déclinaison en degrés,
minutes et secondes de 0° (équateur) a 900 (pdles) : elle est Nord ‘ou Sud.

Par exemple les coordonnées de ’étoile de la Grande Ourse sont : ascension
droite : 165°; déclinaison : 62° Nord.

Les coordonnées équatoriales d’une étoile ne dépendent ni du lieu, ni de
I’époque de I’observation.
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TRAVAUX PRATIQUES PREPARATOIRES
A L’ETUDE DES ECLIPSES

19. Disposez une sphére opaque, une balle par exemple, entre un globe lumi-
neux et un écran. Vous constatez sur I’écran I’existence de trois régions

(fig. 4).
1. Une région de pleine lumiére.

2. Une région de lumiére plus ou moins atténuée appelée pénombre.

3. Une région d’obscurité compléte : 'ombre.

Placez un petit miroir successivement dans chacune de ces régions; il
réfléchit 'image de la source lumineuse telle qu’on la voit du point ol est
placé cc miroir.

cbne d'ombre

globe lumineux

pénombre

Fig. 4.

Aprés cette expérience, indiquez dans quelles régions sont situées les points:
a) d’ou I'on voit un hémisphére entier de la sphére Jumineuse;

b) d’ou I’on voit une partie de ’hémisphére de la sphére lumineuse;

¢) d’oti I'on ne voit aucun point de la sphére lumineuse.

Comparez ces résultats avee ceux du T. P. n° 506.
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LES ECLIPSES DE LUNE

Le Soleil est une sphére dont le rayon est supérieur a celui de la Terre.
Les points de I’espace situés dans I’ombre appartiennent donc a un cone
de révolution dont les génératrices sont des tangentes communes aux deux
cercles.

Le calcul et ’observation montrent qu’il est possible que la Lune se trouve
tout entiére a l'intérieur du céne d’ombre terrestre au moment d’une
pleine Lune. On dit alors qu’il y a éclipse de Lune. Théoriquement, la
Lune devient invisible (fig. 5).

L’observation montre que par suite de la déviation des rayons lumineux
venant du Soleil et traversant I’atmosphére terrestre, la Lune est vue, lors
d’une éclipse, sous forme d’un disque orangé sombre.

Terre Lune  cone d’ombre terrestre

Si I’orbite de notre satellite était située dans le plan de I’écliptique, il y
aurait éclipse de Lune a chaque pleine Lune. Il n’en est rien, car I’orbite
lunaire est inclinée par rapport a I’écliptique; aussi la Lune passe-t-elle
tantét au-dessus, tantét au-dessous du céne d’ombre terrcstre et les
éclipses de Lune sont des événements astronomiques assez rares; il y a
deux a cinq éclipses de Lune par an.

LES ECLIPSES DE SOLEIL

Lorsque la Lune passe entre le Soleil et la Terre au moment d’une nouveclle
Lune, il y a éclipse de Soleil. C’est 'inclinaison de ’orbite lunaire par rap-
port a Décliptique qui empéche qu’une éclipse de Soleil ne se produise a
chaque nouvelle Lune.
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L’expérience que vous avez réalisée en travaux pratiques (n® 19) permet
de comprendre ce qui s¢ passe lors d’une éclipse de Soleil. Dans cette expé-
rience le globe lumineux figure le Soleil; la balle et 1’écran représentent
respectivement la Lune et la surface terrestre.

Pour tous les points de la Terre situés dans le céne d’ombre lunaire, le
Soleil est complétement invisible : ’éclipse est totale (fig. 6).

Fig. 6.

Pour tous les points de la Terre situés dans la pénombre lunaire, i¢ Soleil
est visible en partie; ’éclipse est partielle.

Les génératrices des cones d’ombre et de pénombre lunaires sont des
tangentes communes extérieures et intérieures aux deux sphéres que sont
le Soleil et la Lune.

Le calcul et I’observation montrent que la tache d’ombre lunaire est sensi-
blement circulaire et que son diamétre est au plus égal a 400 kilométres.

Les mouvements combinés de la Terre et de la Lune provoquent un dépla-
cement rapide de la tache d’ombre lunaire sur la surface terrestre; aussi
P’éclipse totale en un lieu donné ne dure-t-elle que quelques minutes.

Si I’éclipse est totale, au moment oi le Soleil est complétement caché par
la Lune on peut voir la couronne solaire que ’éclat du Soleil empéche
habituellement de contempler. Cette auréole éblouissante de lumiére, de
forme capricieuse et qui s’étend trés loin autour du Soleil est I'un des plus
beaux spectacles que la Nature puisse nous offrir.

Les éclipses de Lune et de Soleil reviennent 3 peu prés périodiquement
tous les dix-huit ans.

Les éclipses totales de Soleil en un licu donné sont rares. La derniére éclipse
totale de Soleil visible en France a eu lieu en 1961.

La prochaine se produira le 11 aoit 1999 : elle sera visible dans le Midi de
la France.
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