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PREFACE

1. Parcours de I’auteur : Orienté en 2003 en classe de seconde
scientifique, il fut un excellent éléve et obtient le baccalauréat en
2006. 11 fait sa carriére universitaire a I’Université Alioune Diop de
Bambey en Maths-Physiques-Chimies-Informatiques ou il obtient une
licence ; il s’inscrit ensuite en formation professionnelle a I’Ecole
Supérieure Polytechnique de Dakar et obtient le Master II en
Management de la Qualité de la Santé et Sécurité au travail et de
I’Environnement.

Aprés cet excellent parcours universitaire il s’engage dans
I’enseignement en 2012 comme professeur vacataire de
mathématiques avec premier poste le lycée de Bambey, sorte de retour
au royaume d’enfance avec certainement beaucoup d’ambition.

2. qualité professionnelles et humaines: Sa compétence, sa
disponibilité et son sérieux dans le travail lui ont valu la grande estime
de son administration et de ses éléves.

3. Sur le plan pédagogique : Par son humilité et son esprit
d’ouverture, il a bénéficié de la franche collaboration des collégues de
mathématiques au sein de leur cellule ce qui fait que :

- Le contenu est conforme au programme de seconde scientifique
en vigueur au Sénégal dont il s’efforce d’atteindre les objectifs
fondamentaux tant sur le plan méthodologique que sur le plan des
connaissances.

- Les types d’exercices proposés sont intéressants et variés
- Ce document, « XY-MATHS », sera trés utile non seulement aux
¢leves mais également aux professeurs.

4. Perspective : Brillant éléve, brillant étudiant, 1’honnéteté
intellectuelle la curiosité et le gott de la recherche qui I’anime feront
de lui un brillant professeur de mathématiques.

: Lycée Bambey le 22 /04 /2016
45717 Le proviseur Ndongo SENE



AVANT-PROPOS

On s’accorde désormais sur le fait que I’éléve doit étre au centre du
processus éducatif, mais il ne faut pas croire qu’il suffit de présenter
les mathématiques, ou des situations supposées contenir des
mathématiques pour susciter [’apprentissage. Une démarche
didactique volontariste est nécessaire pour guider le plus grand
nombre sur le chemin de la réussite.

Sans rien refuser qui soit de nature a susciter et renforcer 1’intérét
de I’¢léve, nous pensons qu’un apprentissage solide des
mathématiques nécessite une construction intérieure des savoirs,
qu’on ne peut pas obtenir sans effort, ni patience : « il faut une longue
et calme fréquentation des concepts pour réussir leur appropriation. »
(F. Reynes). Une premicre étape dans ce processus d’appropriation
doit étre une étape de construction du sens, qui nécessite d’abord une
maitrise du langage et des techniques de base, mais aussi un
développement et une canalisation de I’activité mentale de I’éléve. Le
monde Mathématique de chaque éléve s’élabore en grande partie a
travers une pratique permanente de calcul, d’argumentations, de petits
raisonnements et de démonstrations.

Pleinement conscients de ce que de nombreux éléves parviennent
désormais en classe de seconde Scientifique sans étre suffisamment
armés pour mener a bien ce processus d’apprentissage, nous sommes
néanmoins convaincus que la diminution des exigences ne saurait étre
une solution pour I’avenir.

Pour atteindre ces exigences, nous avons construit chacun des
chapitres selon une structure simple.

% Un cours clair et détaillé ou I’essentiel est donné (définition,
remarques, théorémes, propriétés)

¢ A la fin de chaque sous-titre du cours; des exercices
d’applications résolus pour appliquer le cours.

© Une série d’exercices est proposée pour chaque cours pour
mettre en application les méthodes étudiées.

% Exercices corrigés sur chacune des séries : exercices - types
qu’il faut savoir résoudre pour aller plus loin.
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© Des Devoirs a la maison : des exercices classiques et de
recherches permettant d’aller a la frontiére du programme. Ils mettent
les ¢leves dans une situation de chercheur et de rédacteur de solutions.

Nous espérons que cet ouvrage, aidera de maniére efficace les
¢leves et les professeurs dans leurs taches quotidiennes. Nous
remercions par avance les utilisateurs de nous faire part de leurs
remarques, critiques et suggestions dont nous tiendrons le plus grand
compte lors de prochaines développements de ce manuel XY-MATHS.
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phabet grec pour l'écriture scientifique

ettre lettre Lettre latine

recque grecque equivalente

mnajuscule |fminuscule
A o alpha a
B B beta b
I Y gamma g
A o delta d
B € epsilon
Z § zéta
H 1 éta h
2 ) théta q
I ! iota i
K K kappa k
A A lambda 1
M u mu m
N v nu n
X %* xi ou ksi C
O o omicron o
I1 n pi P
P p rhé 1
»2 (5] sigma s
T T tau t
Y U upsilon u
(s o] ¢ phi f
= & chi ou khi X
R v psi y
Q (0] omega w
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HISTORIQUE DES SYMBOLES
MATHEMATIQUES

« Plus et moins : (+; —) WIDMANN (Allemagne), 1489 dans un
traité d’arithmétique commerciale.

<+ Multiplication : (X et.) William OUGHTRED (1574-1660,
Angleterre), en 1631 pour X et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -
1716, Allemagne), en 1698 pour le point (.).

+ Exposants : Nicolas CHUQUET (15¢éme siécle), (mais généralisé
bien apres)

< Plus-ou-moins (+) a ét¢ employé par William Oughtred (1574-
1660) dans Clavis Mathematicae, édité en 1631.

<+ Le symbole de produit (]]) a été introduit par René Descartes,
selon Gullberg mais Cajori indique que ce symbole a été présenté
par Gauss en 1812.

<+ Racine carrée ( ﬂ par Christophe RUDOLFF (Allemagne), en
1525.

+ Addition ) Le symbole d'addition ( } ) a été¢ employé la premiére
fois par Leonhard Euler (1707-1783) en 1755 :

+ X, Pour le produit de vecteursa ét¢ employé en 1902
dans Vector Analysis de J.W. GIBBS par E.B. Wilson.

<+ (.), Le point pour le produit scalairea été employé en 1902
dans Vector Analysis de J.W. GIBBS par E.B. Wilson.

+ utilisation des lettres. Maurolico, dit Francesco de Messina (début
16e) et Frangois Viete (1540-1603, France) en sont les principaux
acteurs.

+ Albert GIRARD (1595-1632) utilise les notations "'sin, cos et tan"
en 1626, dans Tables de sinus, tangentes et sécantes. Mais c'est
I'Allemand REGIOMONTANUS (15¢éme siécle), qui est le créateur du
mot sinus dans ses travaux sur la trigonométrie (De Triangulis
omnimodus en 1464, publié en 1533

+ Les parenthéses (.) Raphaél BOMBELLI (Bologne, 1522-1572)

+ Egalité (= ). Robert RECORDE (1510-1558, Angleterre), en 1557.
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<,> inférieur stricte, supérieur stricte. Les symboles < et >
apparaissent dans Artis Analyticae Praxis ad Aequationes Algebraicas
Resolvendas de Thomas Harriot (1560-1621), publi¢ de fagon
posthume en 1631 :
"Signum majoritatis ut a > b significet a majorem quam b" and
"Signum minoritatis ut a <b significet a minorem quam b."

+ < =, inférieur ou égal, supérieur ou égal.
£ 2 Pierre BOUGUER (1698 -1758) utilise ces symboles en 1734.

En 1670, John WALLIS utilise des symboles similaires avec une seule
barre horizontale. Le symbole actuel est sans doute le fruit d'une
évolution typographique plus moderne.

@ #, différent de. EULER (1707 - 1783) utilise une graphie proche
de celle usuelle (barre verticale pour EULER).

« =~ presque égal. Ce symbole a ¢été employé en 1875 par Anton
Steinhauser dans der Mathematik de Lehrbuch,« Algebre ». Le méme
symbole a été employé en 1832 par Wolfgang Bolyai pour signifier
I'égalité absolue.

« symboles intersection et union : N et U . Les symboles N and U
sont utilisés pour la premiére fois par le mathématicien
allemand GRASSMANN Hermann (1809-1877) dans Die
Ausdehnungslehre von (1844) mais il les utilise comme symbole
d'opération, pas nécessairement pour désigner I'union et l'intersection.
Puis c'est le mathématicien italien PEANO Giuseppe (1858-1932) qui
les utilise a cet usage en 1888 dans Calcolo geometrico secondo
I'Ausdehnungslehre di H. Grassmann ([Cajo] page 298).

<+ symbole "il existe" : 3 C'est le mathématicien italien PEANO
Giuseppe (1858-1932) qui utilise le symbole 3 dans Formulaire de
mathematiqués, en 1897.

« symbole "appartient 2" : €. Le mathématicien italien PEANO
Giuseppe (1858-1932) utilise le symbole € (epsilon) dans ses
Arithmetices prinicipia nova methodo exposita, en 1889 et
dans Formulaire de mathematiqués,en 1897, pour désigner
l'appartenance a un ensemble. Cela viendrait en fait de la premicre
lettre du mot grec qui signifie est. Le symbole € pour désigner
l'appartenance apparaitrait dans le trait¢ du mathématicien
anglais RUSSELL Bertrand Arthur William (1872-1970), Principles
of Mathematics en 1903.
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CALCUL DANS IR

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Connaitre la définition de valeur absolue.

¢ Savoir interpréter les solutions des équations et inéquations
¢ Savoir utiliser les radicaux dans des situations diverses
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1. PUISSANCE DANS IR
1.1. ACTIVITE
1) avec une calculatrice calculer et compléter le tableau suivant

s T i 1 o R R = a
n a B s -~ an

n fois
2| 3 3X3=-- 32 =...
51| 4 4X4X4X4X 4= 45 = ...
3|25 25%x25%x25="--- 253 =...
4| -5 (-5)X(=5)X(=5)%X(=5)= | (=5*=--

2) comparer les résultats trouvés de la colonne trois et de la colonne
quatre puis conclure.

1.2. DEFINITION ET PROPRIETES
1.2.1. Définition

Soit a un nombre réel (@ € IR) et nun entier naturel non nul
(n€INY)
On appelle a exposant n noté a" le réel défini par :

@Y == GO DTN

n facteurs

Exemples

453 =45x%x45x%x45

(=2)° = (=2) x (=2) x (=2) x (=2) x (-2)
1.2.2. Propriétés

Pour tous nombres réels a etb non nuls (a € IR* etb € IR") et pour
tous nombres entiers relatifs met p(m,p € Z) on a les propriétés
suivantes :

CALCUL DANS IR
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ARSEabi— i meD
o (aD)E="allsP

*

¢ (axb)™=a™xb™
a\a e

=

L . a"""';ﬂ = gMm~P
am aP

N.B : conventionnellement on a pour tout réel a :
sa“=a
¢ a% = laveca #0

Remarque :
a" si n est pair
(~a)=
—a" si n est impair
Exemples
(-2)*= 2*
(-5)°*= - 5°

P Exercice d’application
Simplifier les expressions A et B suivantes

_ (3*x273)° _ (=3)*x(-27)?
A= (9-1x22)* etB = (—8)3x (24)-2
Solution Succincte
320 310
=2 B=-%

CALCUL DANS IR
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1.3. NOTATION SCIENTIFIQUE
DEFINITION

La notation scientifique c’est I’écriture sous la forme du produit
d’un nombre décimal ayant un seul chiffre non nul avant la
virgule et d’une puissance de 10 d’exposant un entier relatif.

Exemples :

41000 = 4,110*
325,751075 = 3,25751072
0.00537 = 5371073

1.4. RAPPELS ET COMPLEMENTS
SUR LES IDENTITES REMARQUABLES

1.4.1. RAPPELS

¢ (a+b)?= a%?+2ab+ b?
¢ (a—b)?= a%?—2ab+ b?
¢ (a+b)(@a—b)= a%— b?

1.4.2. COMPLEMENTS

¢ (@a+b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3
¢ (a—-b)?® = a® — 3a%b + 3ab? — b3
¢ a’+ b® = (a+b)@% - ab+ b?)
¢ a®—- b3 = (a—-b)@%+ ab+ b?)

» Exercice d’application

1) Développer et simplifier les expressions A et B suivantes

A= (x+1)°3—-x(x—-2)?B= (3x+1)3*—- (2x—1)3

2) Factoriser les expressions C et D suivantes :

C=x3-274+2x-3)x+1)D= (x—-2)*-8(x+1)3
Solution Succincte

1) Développons et simplifions les expressions A et B
A= 7x*—x+1B= 19x* + 39x%> + 3x + 2
2) Factorisons les expressions C et D

C= (x—-3)x%2+5x+11) D= (—x—4)(7x* + 4)

CALCUL DANS IR
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2. ORDRE ET OPERATIONS DANS IR
PROPRIETES

Soient aetbdeux réels (a; b €IR) on a les propriétés
suivantes :

¢ Sia< bpourtoutréelc;a+c<b + ¢
Ajouter (ou soustraire) un nombre ne change pas I’ordre.
¢ Sia< bpourtoutréelc> 0;axc< bXxc

Multiplier (ou diviser) par un nombre strictement positif ne
change pas ’ordre

¢ Sia< bpourtoutréelc< 0;axc= bxc

Multiplier (ou diviser) par un nombre strictement négatif change
Pordre.

¢+ Pourtousa,b,cetd des réels positifs

Sia< betc < dalorsac < bd

+ Pour tous réels a et b positifs on a :

¢ a<b® a’?< b?

Le passage au carré conserve ’ordre pour des nombres positifs
¢ a<b®Va<+b

Le passage a la racine carré conserve I’ordre.

+ Pour tous réels a et b négatifsona:a < b < a? > b?

Le passage au carré inverse I’ordre pour des nombres négatifs.

+ soient a et b deux réels non nul de méme signe

1

b

Le passage a linverse change ’ordre pour des nombres
strictement positifs ou négatifs

a<bols
a

N.B : Pour comparer deux nombres on peut étudier le signe de
leur différence.

Sia— b < Oalorsa < b
Sia— b = Oalorsa b
Sia—b > 0Oalorsa > b

CALCUL DANS IR
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» Exercice d’application
1. Soita,b et c trois réels ; Justifier que :
Sia<betsib<calorsa<c
2. Soit a et b deux réels positifs Prouver que Sia < b alors :
i.a? <b?
ii. Vva <vb
Si0<a<balors= >
3. Soit a un réel positif démonter que :
Sia> lalorsa < a? <a®
Si0<a<1lalosa®<a’<a
Solution intégrale
1. Soit a,b et c trois réels ; Justifions que sia < betsib < calorsa<c¢
Onaa<balorsa — b <Oet
b<calorsb — c < Qainsi(a—b)+ (b —c¢c) <0®
a—c<0doua<e
2. Soit a et b deux réels positifs Prouvons que :
< Sia < b alors a? < b?
Onaa<balorsa — b <0
eta?—b%? = (a — b)(a + b) oraetb deux réels positifs ainsi
{a -b<0
a+b>0
(a—b)a+b) < 0®a?-b%< 0doua®<b?
% Sia<balorsva <vb
Onaa<balorsa — b <0
i~ 6 = S = w

a—b<0
{\/_+\/—>0donc\/_\/_<0¢i>\/— Vb < 0d’ouva <vb

’.°S|0<a<balors; >E

Onaa<balorsb—a>0

1 b - . .
o= Ta or a et b deux réels positifs

1
b
{b a>0donc >0¢$———>0d’ou—>—
ab >0

donc

or a et b deux réels positifs

CALCUL DANS IR
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3. Soit a un réel positif démontrons que :

% Sia>1lalorsa<a?<a’
Onaa>1lalorsl—a<O0eta— a2 = a(l1—a)or

{ a>0 donca(l1—a)<0® a— a? <0d’oﬁa<azl

1-a<0

2

a’— a® = a?(1—-a)or

2
{ a® >0 donca?(1—a) <0« az—a3<0d’0l‘1a2<a3
1-a<0
De[JetBona:a<a?<a?
#Si0<a<1lalosa®<a’<a
Onaa<lalorsa—1 < Oeta® — a? = a%(a—1) or

2
{ a® >0 doncaz(a—1)<0¢$a3—az<0d’oua3<azl
a—1<90

- a>0
eta?—a = a(a—l)or{a_1 <0
donca(a—1)<0®a?—a <0doua’<al
De[JetPona:a® <a?<a
3. CALCUL AVEC LES RADICAUX

3.1. DEFINITION

Soit a un nombre réel positif ou nul(a € IR,), on appelle
racine carrée de a, notée va, le réel positif ou nul dont le carré
est égal a a.

Ona:(\/5)2= a

CALCUL DANS IR
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3.2. PROPRIETES

+ soient a et b deux réels positifs

Ona:vVa xb = \/EX\/Bet\E =\/£;avecbunréelnonnul

+ soient a un nombre réel positif et n un entier naturel
Ona:vVa" = (\/Z)n

¢ soient a un nombre réel et b un réel positif.
Ona:Va? = |a|;Va?b = |alVb

+ Pour tout nombre réel positif a et toute variable xon a :
x2 = a®x= Yyaoux= —+Va

4 Exercice d’application
35x0,00001 102x 32 25 x 39
On donne A = B= <+
2x153 16 x 52 6

Ecrire A et B sans symbole du radical
Solution Succincte
Ecrivons A et B sans symbole du radical

— ___ 2 4
A= z3><S4B 2°x3

4. VALEUR ABSOLUE D’UN NOMBRE REEL
4.1. DEFINITION ET PROPRIETES
4.1.1. Définition

Soit un nombre réel x ; on appelle valeur absolue de x le nombre réel
positif noté | x | qui est égal au plus grand nombre entre x et —

On a ainsi :
xsix =0
[x|= )
—xsix <0
Exemples
I-31= —(-3)=3;17|=7

CALCUL DANS IR
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> Exercice d’application

Ecrire sans le symbole de la valeur absolue les réels et expressions
suivants :

I-51;121;11-v2];|3-V8]|;|2x —1];|-3x - 5|
Solution Succincte
Ecrivons sans le symbole de la valeur absolue les réels et expressions
e |-5| =5
e 2| =2
s 11-v2|
Etudions d’abord le signe de la quantité 1 — V2

12=1 2 2
2 2 rarey
Ona{(mz=2,1<2®1 <(\/2)dou1 (\/2) <0

Alors 1 — 2 < 0 donc
[1-V2|=-(1-V2)= -1+2

. |3-V8|

Etudions d’abord le signe de la quantité 3 — V8

3% =9

Ona 2

(V8) =8
3% > (V8) dou3?— (VB)" > 0alors 3— VB > 0 donc
[3-v8|=3-v8
. | 2x —1]
Elaborons le tableau de signe de I’expression 2x - 1
1

Posons 2x-1= 0&x = =

;9>8

1
i —od 3 400
2x — 1 L (i +
|2 — 1] —2x/+ 1 + 2x — 1

CALCUL DANS IR
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° |—3X = 5|
Elaborons le tableau de signe de I’expression —3x - 5
Posons —=3x-5= 0&®x = —§
3
a —oc 3 —+ oo
—3x — 5 —- -t
|—3x — 5| —3:1:—5T 3ax + 5

Ainsi ;

4.1.2. Propriétés

.

*
*
*

.
.

Pour tous réels a, b et n un entier naturel on a les propriétés
suivantes :

|a] = 0 (La valeur absolue d’un réel est toujours positive

ou nulle)

la] = 0®a=0

la] = |-al

|azl — Ialz = a2

|a"| = |a|™, avec a et n non simultanément nuls
la| = |b|<®a = boua = —b

labl = lallb|; [3| = = (avecb # 0)

la-b| =|b-al
Pour tout réel a positif et x une variable on a :
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> x| <a®x<aetx>-a® -—a<x<a
» |x|=>a®x < —aoux = a

Inégalités triangulaire

Lo x+yl x| +1yl

i |x-y| <|x| +1y|

iii. (x| |y] )l <|x-y|

Preuves Inégalités triangulaire
Prouvons les inégalités triangulaires
. Ix + yl < Ix| + lyl
Méthode 1
Vxety € IRona:
X < |x|let—x < |x]|
y < |ylet—y < |y|;effectuons somme membre en membre
x+y < x| +lylet—x—y < [x| +]y| ® = (x+y) < [x| +1yl
Ainsix +y < |x|+|ylet— (x+y) < [x| + ]yl
alors |[x + y| < |x| + |yl
Méthode 2
Elevons au carré les expressions |x + y| et [x| + |y|
(x +yD*= (x + y)* = x* + 2xy + y?
(xl + lyD? = x>+ 2xllyl + Iyl* = x* +2[xy| + y°
Oorv (xy) € IR xy < |xy|
@ 2xy < 2|xy|x? + 2xy + y?
< x2+ 2kxyl + y2 S (Ix + yD? < (Ixl + lyD?
@ JIx + yI2 < JUxI+ lyD2dou|x + yl < Ix| + lyl;
o Ix — yl < Ix| + |yl
V(x;y) € IR?ona:x < |x]et—x < |x|
—y < |ylety < |y]|;effectuons la somme membre en membre
x—y <[xl+lylet—x+y < x|+ |yl ® — x—y) < x| +1yl
Ainsix—y < x|+ |ylet— (x—y) < [x] + |yl
Alors [x — y| < x| + |yl
. [xI = lyll < Ix -yl
Vv (x;y) € IR?0na:
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[x] = [x=y+yl|l < Ix=yl+ |yl<Ix|-]y|] < |x-y]
lyl=ly—x+x| < ly=x|+ x| |y|l- |x|] < |y—x|
@ = (Uxl=1lyD) < ly—x|Orly—x| = | x—y|ainsi

—(Ixl=1lyD < Ix—-yl
onaainsi | [x| — |yl| < |x —y]|

4.2. RESOLUTION D’EQUATIONS ET
D’INEQUATION COMPORTANT UNE VALEUR
ABSOLUE
» Exercice 1
Résoudre dans IR les équations suivantes
a) |x] = 2b)|-2x+5| =5
c) [x—3| =2x—4d)|2x +1]| =-1
e) [3x—2]| —=2|x—=2]|=01)|3x — 1] = —2x+1

Solution Succincte
a) |x| =2®x=20ux= -2; sp= {-2;2}
b) |—2X+5| =5; SIR = {0;5}
¢) |x=3| =2x—-4
L’équation admet de solution si et seulement 2x —4 >0 & x > 2
Pour tout X € [2; +oo[
|x=3] =2x—4&
X—3=2x—4o0ux—3 = —2x+4x= 1loux = g
1n’appartientpasa [ 2; +oo[; sjg = {g}
d) |2x +1| = —1impossible s;g = @
e) |3x—2| -2|x-2|=0®|3x-2]| =2|x-2|
@3x—-2=2(x—-2)ou3x—2 = -2(x —2)
& x = —-20ux = 53 SR = {—2;2}
f) I3x —4| = —2x+1
L’équation admet de solution si et seulement —2x+1 > 0 ® x <

N

2
3x —1] = -2x+1&

3x —1=-2x+1o0u3x -1 =2x—-1&x =-§-oux =0

Pour tout X € ]—00; l]

2 . \ 1
;appament a ]— 0 ; E]

Oappaniemé]—oo;%] = {032}
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P Exercice 2
Résoudre dans IR les inéquations suivantes
a) |x] <3 b)yléx—1| > 2
c) |x-=3| < =5
Solution Succincte
a) x| £3® -3 <x<3sp=1[-3;3]
b)|6x—1| > 2®6x—1 >20ubx—1<—2

1 -1 =1 1
X > Zoux < 7y SR = ]—OO;T[ U]E; +°°[
¢) |x—3| < —5impossible s;g = @
IMPORTANT :

Pour résoudre une inéquation du type |ax + b| < con procéde
comme suite

¢ Si ¢ £ 0,linéquation n’admet pas solution ; s;p = 0
¢ Sic>0,onrésout—c < ax +b<c

Pour résoudre une inéquation du type | ax + b| > con procede
comme suite

¢ Si ¢ < 0,linéquation est vérifiée pour tout x de IR ; sjg = IR
¢ Si ¢ = 0, Pinéquation est vérifiée pour tout x de IR sauf
_Tb: SIR = |R/{_Tb}

¢ Si c > 0, onrésout les inéquations
ax +b<-—couax +b> ¢

5. DISTANCE SUR IR

5.1. DROITE REELLE (DROITE NUMERIQUE)

pour X =

Une droite réelle est une droite caractérisée par :
+ Une origine O d’abscisse 0

+ Un sens positif indiqué par une fléche

¢ Une unité de mesure

0

e s " " &

-2 -1 0 1 2

Y
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5.2. DISTANCE
5.2.1. Définition

Soit xet ydeux réels quelconque, on appelle distance de xa
ynotée d(x;y) le réel positif ou nul définie par:
dx;y) = |x—y|

PROPRIETES

Soit X ; y et Z trois réels quelconques on a les propriétés suivantes :
¢+ dixy) =0

+dxy)=02x=y

dxy)=d(y; %

s dxy) < d(x;z)+ d(zy)

>

6. PARTIE ENTIERE

6.1. DEFINITION ET PROPRIETE
6.1.1. Définition

La partie entiére d’un réel, notée E(x) est le plus grand entier
relatif inférieur ou égal a x autrement c’est I’entier relatif noté
E(x) vérifiant EX) <x < E(x) + 1

NB:x € Z®EX)=x

Exemple

E(3,2) =3 E(—4,1) = -5

E G) =1 E(r) = 3
6.1.2. PROPRIETES

+ n est la partie entiére de x signifie que : n est un entier et
n<x<n+1lonnoteE(X)=n

¢ Ex+1)=EX +1

¢ x—1 <EX)<x
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SERIE D’EXERCICES

THEMES : CALCUL DANS IR
» EXERCICE 1

1) Ecrire les nombres suivants a I’aide de puissances entiéres de
nombres premiers :

A= (0,6)>x125x54% B = 102x3% | [25x39 e (0,009)"3x(0.016)*x250
T 9253(0,8)3(0,4)* ° 8x52 6 > (0,00075)-1x(810)3x30

2) soit a, b et ¢ trois nombres réels non nuls, Ecrire les nombres
suivants sous la forme a™b"cP ou m, n et p sont des entiers relatifs

byt scy\2 ray3 b\t [(c2\ [at\”’
o-(3) @) @ =) *(m) *(&)
P (a%2c)™* x (=b?%c)® x (a®bc~1)2
~ (=a?b73¢)3(-b*)(a 5¢)?

(8"*1 + 8")2

3) soit n € N; simplifier I’expression @)y a l'aide de
puissance de 2 et de 3

» EXERCICE2
1) Factoriser les expressions suivantes

a) a’b?— 1+ a? — b?

b) y? — x>+ 2x — 1

¢) a’xy + aby? + b%xy + abx?

d) a®+8 — 2a% + 4a

&) iy )=y

f) 3a? + 3b%— 12a%? — 6ab

2) Démontrer les égalités suivantes

(ax+by)? + (ay — bx)? = (@ + b)) (x% + y?)

(ax +by)? — (ay + bx)? = (a% - b?)(x* —y?)
(@+b+c)*+(b-c)+(c—a)>+@—-b)>=3@%+b?+c?)
» EXERCICE 3 Soient x et y deux nombres entiers réels strictement
positifs ; On donne : a = x+§; b =y+§ etc= 3+§

: s 3 1
1) Calculer a? puis en déduire que: x% + == a-2

2) Calculer b?, ¢? et abc Déduisez que : a2 + b? + ¢ —abc = 4
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3) Montrerque:a=>2;b>2;c>2

4) Déduirequea+b+c>6etabc>8

5) Est-il vrai que : a? +b%? +¢? >127?

» EXERCICE 4

Soienta, b, c et d quatre réels appartenant a I’intervalle ] 0 ; 1]

1. Démontrer que a? + b? > 2ab En déduire que :
3) 24050
a
b c
b) - + = + 3 +-=>4
2. Démontrer que : (ab — 1)(ac — 1)(bc —1) <0
En déduireque:a+b+c+ = s Zapla opahe
abc a b ¢
» EXERCICE 5 Soienta,betc
1) Développer (a + b + ¢)?
2) Prouverquesia + b + ¢ = 0 alors
a? + b? + ¢?=-2(ab+bc+ca)
3) On suppose que a, b et ¢ sont non nuls ;

Montrerquesii + % +% =0alors (@ +b + ¢)? = a2 + b? + ¢?

oln oI

d
c

4) Pourab + bc+ ca = 0 calculer la quantité S telle que :
b+c | c+a a+b
g= ¢ 2, 2
b c
» EXERCICE 6

1 Etudier le signe, puis calculer les carrés des réels suivants :
X=V5 —V6;Y=V5-V2etZ=V6+ V2
En déduire une écriture s’simplifiée des nombres :

A=+11-2V30:B= V7 -2V10etC = V8 +4V3

2. Ecrire le plus simplement possible les nombres suivants :

G=VV7 —VEVV7 + V5 + V5 — V3 et = Y2 p Ve
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» EXERCICE 7 (corrigé )

soit a et b deux réels strictement positifs ; on considére A et B définis
par :

A= + a? (‘/__J_)z

B=$,(\/7+\/§2 /r Vi)’

1. Montrer que A = 2a’etB = F

42 (B3’
8

2
2. Montrer que A X B = 4V3 (%) etg = ‘/?_(ab)z
» EXERCICE 8

1. a) Montrer que : 5 — 2v5 = 45 —20V/5

b) Déterminer le nombre positif X tel que

X? = (5 — 2V5)(85 — 38V5)

2. Mettre les nombres suivants sous la forme vx + \/; ouVx — ﬁ
avecxety € IR,; V11 —2v30;v/7 + 2\/_0et\/8 —4J‘

1
Ji1+2v30 \/7-2\/_ J8+4J'

3. En déduire la valeurde : Y =
» EXERCICE 9
1. SoitA=+/5—-2vV6— 5+ 2V6

Calculer A? en déduire la valeur de A

2. Le nombre noté¢ @ = HT‘B est appelé le nombre d'or.
1) Vérifier les égalités suivantes :
02=0+1;;=0-1:0°=20+1

s o Vo | V-1
11) Montrer ainsi que \/_+ 73 =5

» EXERCICE 10 On donne les quatre expressions suivantes :

A=atvb:iB= [FED  afoT

a+VaZ-b a-Va?-b
C= a—\/B,D—J . —J 5

1) Vérifierque A=BetC =
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2) On suppose que a et b sont deux rationnels et que a2 — b = ¢? ou
c? est un rationnel positif

Montrer que les expressions A et C peuvent s’écrire sous la forme :
A=VX+YetB = VX - VY

3) en déduire un s’simplification \/7 +4/3 + \/7 - 43
» EXERCICE 11 (corrigé )
Soit x et y deux nombres réels strictement positifs tels que x < y

Onposea=x+7y;g=\/ﬂeth= 2

1

-+
1) Démontrerque : x < heta<y
2) Démontrer que: g < a

<=

3) prouver que : g? = ah puis déduire:h < g
» EXERCICE 12 (corrigé )

Soient 4 entiers naturels consécutifsn,n+ 1,n+2,n+ 3
(avecn > 0)

1) Démontrer que (n+ 1)(n+2) =n(n+3) + 2

2)Onpose (n+1)(n+2)=a

Exprimer en fonction de a le produit p = n(n+ 1)(n + 2)(n + 3)
3) En déduire que p + 1 est le carré d’un entier.

» EXERCICE 13

1) On donne les expressions A ; B et C suivantes :

N 1

1
+a;B=1 betC=1+C
b+c toh a+b

Calculerlasomme X =A+B+C

" . X t
2) On donne les expressions suivantes : A= — ;B = et
t+z Z+X
z
x+t
x? t2 z?

Calculer les expressions : [ =

» EXERCICE 14

255’ ¥ ~ - K = cioamy

1. Soit n un entier naturel ; rendre rationnel le dénominateur des
R . 1 1 1

expressions suivantes : A = T B= N C = i

2; En utilisant la question 1, simplifier le nombre :
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1 1 1 1
itEatEet Y e

. . - 99 1
3. Déduire la valeur de la somme suivante },°_ , =ik
4. Soit X un nombre réel

a) Prouver Pégalité : x° — 1= (x— D+ x* +x3+x2+x+1)

b) En déduire la valeur exacte de chacun des nombres suivants :

A=1+ 424244 ZB=1434+2 4+ + 4=
2 4 8 16 32 3 9

27 ' 81 ' 243
» EXERCICE 15

1. Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :

a. [2x+7]=4b. |x+3]|—-[1—x|=0c. |x+1]=2x—1d.
2x—1] <2

2. Résoudre dans IR les équations suivantes
|x+1|+3-x| =4 E(x-3)=4

Vi +2x+1=2x+3 |—3x+3|<4

3. Soit I’expression ; f(x) = |x — 2| + |-3x + 9|
a) Ecrire f(x) sans les valeurs absolues
b) En déduire la résolution de f(x) = 2

» EXERCICE 16 Résoudre dans IR les équations et inéquations
suivantes :

1°Ix—=1| = |x-3]|2°) I3x+ 1| > —4.3°) |[-4x—-2| < 3
4°) |5x - 3| < -2

5°)|2x—3|=56°) |-3x+2| =5x—27°) |-x+ 6| +[3x—2| <3
8°) |5x+ 7| — |4x— 1| = x + 59°) [14x — 18] — |-7x + 9| = — 4.
10°) |2x— 1] + |3x— 1| < 4.

» EXERCICE 17

Soit0 <0,1<1;-2<-1<0;
0<01<1;-4<-34<-3:;1<+2<2

1. Déterminer E(0,1) ; E(—1) ; E(—3,4) ; E(ﬁ)

2. Démontrer que : E(x+ 1) = E(x)+ 1

3. Construire dans un repére orthonormé (0;1;7)

a)f(x) = EX)x € [-3; 3]

b) g(x) = E(%x) x € [-8; 8]
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» EXERCICE 18 Soit I’expression définie par f(x) = x- E(x)
1) Calculer les images par f des nombres réels suivants
27:4; =318,

2) a) Montrer que E(x + 2) = E(x) + 2.

b) En déduire f( x + 2) en fonction de f(x) .

3) Représenter f dans un repére orthonormé pour x élément de
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

Théme : Calcul dans R

» EXERCICE 17

A= 20543 L 2 (5-V3)'
8 8

B=2 /(«z—+ Vi)' +2 |(vZ -3’

2V3

1) Montrons que A = 2a’etB = =

az(‘/g "'8‘/§) + az(‘/g_g‘/g)

A=

A =%((«/§ +v3) + (V5 - \/@2)

a2
A= ?(5+2\/E+3+5—2\/E+3)

A=§(16)=2a2 A = 2a?

B=$/(\/2_+\/§)2+$,\/7—\/§)2
8= 5z({(Z+ 3)' + (2 - V3)')

B= o (VZ+ V3 —vZ + V3)

1 2V3
a 2
2)  Montronsque A X B= 43 (E)
23
b2

A XB=2a%% 2b_2\/§ = %=4\/§(%)2Ax B=4‘/§(%)2

Ona:A = 2a%etB =

3) Montrons que g = ? (ab)?
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A_ E_z_ _ 2a?xb? - (ab)? » (ab)?y3 A_ (ab)%y3
B 21’_2_»/5 2V3 V3 3 B 3
4 EXERCICE 11
Onposea— Y.g= \/—eth—l 1
X'y

1) Démontrons que :

x<heta<y
<> x<h

Onx<y®l>11+1>l +l®3>l+l®
X y X > < X =y

1 1 X 1 5
-§<$¢>5<m®x<l+_dou x<h
X X'y Xy Xy
<> a<y

X+y 2y
X<yex+y<y +yex +y<2y®T<7

& xzﬂ < yor %=ad’oﬁ a<y
2) Démontrer que : g < a
Comparons les valeurs g et a

a=%etg=\/_

g—a:\/x__L 2‘/—___y=__(x_2\/—+y)
2

g—a=—%(\/;—ﬁ) <0ainsig—a<0

Doug<a

3) prouver que : g? = ah puis déduire:h< g

Prouvons que g2 = ah ; calculons gZet ah

&= (V) =x

2 —

g =Xy
X+ 2 > % 2 X+ 2X
ah = T"x T =Tyx X—W—Tyx yah xy Donc g2 = ah
Xy Xy

Déduisons que:h < g
Onag <a$ g?<a xgorg?=ah
Ainsiah <a Xxgdouh <g
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» EXERCICE 12

Soient 4 entiers naturels consécutifsn,n+ 1,n+2,n+ 3
(avecn > 0)

1) Démontrons que : (n+ 1)(n+ 2) =n(n+ 3) + 2
m+1)Mm+2)=n*+2n+n+2=n’+3n+2
Ainsi(n+1)(n+2)=n(n+3)+2

2) Onpose(n+ 1)(n+2)=a

Exprimer en fonction de a le produit p = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
Onap=nn+1)(n+2)(n+3)or
m+1)(n+2)=n(n+3)+2 =aalorsn(n+3 = a —2d’ou
p=n(n+1)(n+2)(n+3)=a(a -2)p=a%-2a

3) Déduire que p + 1 est le carré d’un entier
Onap=a’—-a®
p+l=a?-2a+1(@a—-1%or(n+1)(n+2)=a

d’ou p + 1 est le carré d’un entier
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CALCUL VECTORIEL

PARTIE I : VECTEURS
COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Utiliser les propriétés des vecteurs et relations vectorielles dans de
figures géométriques.

¢ Décomposer un vecteur a I’aide de la relation de Chasles.

¢ Utiliser les relations vectorielles pour démontrer des propriétés
géométriques (distance, alignement, milieu, parallélisme).

PLAN DU COURS

PARTIE I : VECTEURS 43
) TR TONINES s o ot nEo 45
1.1 VECTEUR ..o ees e e s seeeseseeseenaeee 45
12 REEATION DECHASEBS oo smnmsanemesm: 46
2. EGALITE DE DEUX VECTEURS .....covuoeeeeeeeeeeeeeeesesese s 46
21 DEEINITION Scoccnansmmnsnsasannaa s 46
2.2. VECTEUR ET MILIEU D’UN SEGMENT ......ooovvveeerrereerennne. 47
2.2 1. PrOPIIELES ...ttt eae e e eae e e saenaeennens 47
52 50 30 8 5 1201451 Y | ARSI 48
2.2.3. VECTEUR ET PARALLELOGRAMME ........coooeerererreane. 48
3. SONIME DE DEUX VECTEURS o o 49
3.1. RELATION DE CHASLES ......ooioioeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseseeseeseenans 50
3.2. REGLE DU PARALLELOGRAMME ........coooooimiereerereerennn. 50
B BROPRIE FES ovcc.ceocensiivinsses oo st s et 50

CALCUL VECTORIEL : VECTEURS




44

4. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR
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APERCU HISTORIQUE

Il est trés vraisemblable que la notion de vecteur soit issue de la
mécanique avec GALILEE, ou pet étre déja avec les Grecs. Mais elle
ne fut explicitée qu’a la fin du XIX® siécle. La « composition des
forces et des vitesses » par la régle du parallélogramme semble
connue depuis longtemps : ROBERVAL [utilisait déja vers la fin du
XVII® siecle, et on en trouve 1’énoncé correct dans un ouvrage de
BEZOUT (1770) . C’est a GAUSS (1777 — 1855) que I’on doit
I’addition des vecteurs. En 1832 Giusto BELLAVITIS (1803-1880)
développe la «théorie des équipollences ».

Au XIX€® siécle se développent les méthodes vectorielles, avec
HAMILTON, MOBIUS et GRISMANN, en particulier. Vers 1920

la notation AB apparait, et, en 1925, le mot « vecteur » figure dans
les programmes de I’enseignement du secondaire

Source : collection perspectives 2¢

1. DEFINITIONS
1.1. VECTEUR

Soient Aet B deux points du plan, on note AB se lit
&« vecteur AB > caractérisé par :

¢ Sa direction : celle de la droite (AB)
+ Son sens : celui de A vers B

+ Sa longueur ou sa Norme: notée |AB| est la longueur du
segment [AB]

Représentation

A

Remarque : on peut aussi noter un vecteur avec une lettre de
I’alphabet : U ; V...
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Dans ce cas il n’est plus désigné par son origine et son extrémité

U -
v
—m—

NB:

v le vecteur AA = BB = CC = 0 est appelé vecteur nul

v le vecteur BA est I’opposé du vecteur AB ; le vecteur AB est
aussi I’opposé du vecteur BA on le note :
BA = —ABou AB = —BA

1.2. RELATION DE CHASLES

Pour tous points A, B et C du plan ona; AB + BC = AC

En remplagant AB + BC par "AC ; on effectue une simplification de
la somme des vecteurs AB + BC par le vecteur AC
Exemple : simplifier I’expression AC + 2CB - AB

AC +2CB-AB = AC+ CB+ CB+BA = AB + CA
AC + 2CB- AB = CA+ AB = CB

AC + 2CB - AB = CB
< En remplagant AC par AB + BC on effectuc une
décomposition du vecteur "AC en faisant apparaitre le point B.

Exemple:ﬁ + AC = AB + AB + BC =2AB + BC
AB + AC =2AB + BC
2. EGALITE DE DEUX VECTEURS

2.1. DEFINITION :

Soient A;B;CetD quatre pomts du plan ; AB = CD si et
seulement si les vecteurs AB et CD ont :

¢ Maéme direction : (AB)// (CD)

¢ Méme sens : sens de A vers B est celui de C vers D

¢+ Méme Norme : ||ﬁ|| = ||C_D'||
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2.2. VECTEUR ET MILIEU D’UN SEGMENT
2.2.1. Propriétés

Soient trois points A ;I et B du plan ; les propriétés suivantes sont
équivalentes :

+ I milieu du segment [AB | &

o Al = ﬁ@

¢« TA + IB=0o0uAl + Bl = 0
. 2ﬁ=ﬁouﬁ=%ﬁ

A I B
(. x 4

’ Exercice d’application
Soit le triangle ABC tel que I milieu de [AB ] et J milieu de [AC ]
a) Faire la figure

b) Prouver que 7= %ﬁ’
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Résolution intégrale

a) Faisons la figure
A
/N
/ . 3 7
I ,/ o S =
‘/ \
B -
b) Prouvons que l_]. = %ﬁ.

On a I milieu de [AB]® 1A = %ﬁ et J milieu de [AC]

e

¢>A_]' = % AC ; effectuons la somme membre en membre ; on a ainsi
== & oo Aieeeen T e e A ')_l—-
IA + A] == BA+;AC d’ou l]—;(BA + AC _2BC
doul] = 5 BC CQFD

2.2.2 THEOREME

Soit ABC un triangle quelconque ; s’il existe deux points I et J tel
que I milieu de [AB ] et J milieu de [AC |; alors 1] = %Tc

2.2.3. VECTEUR ET PARALLELOGRAMME
Propriété

Soient A;B;CetD quatre points du plan; les propositions
suivantes sont équivalentes :

+ AB =DC
+ ABCD est un parallélogramme
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Remarque : on doit bien tenir compte du sens des vecteurs ; pour le
parallélogramme ABCD I’égalit¢ de vecteur est AB = DC et non
AB = CD
4 Exercice d’application :
Soit ABCD un quadrilatére et I;]; K et L les milieux respectifs des
segments [AB]; [BC]; [CD]; [DA]
a) Faire la figure
b) Démontrer que IJKL est un parallélogramme

Résolution intégrale
a) Faisons la figure

b) Démontrons que IJKL est un parallélogramme

Considérons le triangle ABC; I milieu de [AB] et J milieu de [BC]
alors Tf = éﬁ

Considérons le triangle ADC ; L milieu de [AD ] et K milieu de [DC]
alors LK = %E

Ona I_f = IK par conséquent IJKL est un parallélogramme

3. SOMME DE DEUX VECTEURS

Soient U et V' deux vecteurs du plan ; on peut alors définir le vecteur
"W somme des vecteurs U et v’ de deux maniéres différentes :
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3.1. RELATION DE CHASLES

— JR—

sitw = AB etV = ACalorsw = u + v =AB + BC = AC

3.2. REGLE DU PARALLELOGRAMME

— | e e—

sit = ABetv = BCalors W= u + v=AB + AC = AD
ou ABCD est un parallélogramme

3.3. PROPRIETES

Pour tous vecteurs U ; V et W ; on a les quatre propriétés suivantes
en additionnant des vecteurs
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P; : L’addition de vecteurs est commutative: U+ V =V + u

P, : L’addition de vecteur est associative :
(U+V)+w=u+(V+w)

P;: W+ 0=0+1u = u (0 est ’élément neutre de
I’addition)

P, : Tout vecteur U du plan admet un vecteur opposé (—u) tel
queT +(—td) =-d+u =0

N.B : le vecteur (— 1) @ méme direction et méme Norme mais de sens
contraire que le vecteur U’

4. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN
NOMBRE REEL
4.1. DEFINITION

Soit U un vecteur non nul et k un nombre réel non nul.

Le produit du vecteur U par le réel Kk est le vecteur Ku tel que :
les vecteurs U et Ku sont de méme direction et :

¢ Si k >0 alors U et ku sont de méme sens et la longueur
(norme) de K est celle de U multiplié par |K|

¢ Si k <0 alors u et ku sont du sens opposé et la longueur
(norme) de Ki est celle de u multiplié par |K|

4.2. PROPRIETES

Soient deux vecteurs U et V' ainsi que deux nombres a et 8 ; on a les
égalités suivantes :

¢ a(W+7V) = au + av
¢ au + Bu = (x+B)u
+ a(fu) = (ap)u

e ai= 0 a=0outi=0
e 1u=1
o |Ikull = [k|/|dl|
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5. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS
5.1. DEFINITION

Deux vecteurs non nul du plan, U’ et v sont colinéaires lorsqu’il
existe un nombre réel k non nul tel que v = Ku (out = K'vV)

3 Exercice d’application :

Il
o

Soient U ; V et W trois vecteurs tel que : {Fj V_T 43’ 20!
—-u+v+w=0
Démontrer que le vecteur W’ est colinéaire a U eta v’
Résolution intégrale
Démontrons que :

e Le vecteur W est colinéaire a U’

. {- V+4W=10
Onaju t VvV - 4w = gﬁ—_ﬁivﬁio &
- T+ V+W=0 AR W =

—

By s . o g
W= W d’ou les vecteurs u et W sont colinéaires

e Le vecteur W est colinéaire a v

e

—5. 8. 5 . 3 —_— = o =
Onau=;walors;w+v—4w=0¢-’>v= w

N W

—_—

3 — gy S s,
Vesis "W d’ou les vecteurs V et ' W sont colinéaires
REMARQUE :

¢ Le vecteur nul (F) est colinéaire a tous les vecteurs

¢ Pour tout vecteur Wona 0 = 0U
5.2. THEOREME

¢ Prouver que des points A; B;etC sont alignés revient a
déterminer un réel k non nul tel que AB = KAC

+ Prouver que des droites (AB) et (CD) sont paralléles revient a
trouver un réel k non nul tel que CD = kBA
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» Exercicel:

Soit ABC un triangle quelconque ; on considére les points I ; ] et K tel
que

B = 1BCA =

_ —

AB et AK = % AC

Nlw

a) Faire la figure

b) Démontrer que les points I ; | et K sont alignés
» Exercice?2 :

ABC un triangle ; les points I et ] sont tel que :

F= 178’ = 3AC
a) Faire la figure

b) Montrer que les vecteurs B_]‘ et I1C sont colinéaires ; en déduire que
les droites (B]) et (IC) sont parall¢les

Résolution intégrale

» Exercicel:
a) Faisons la figure
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b) Démontrer que les points I ; J et K sont alignés

e — —
Choisissons les vecteurs JK et |I

N.B : le choix des vecteurs est libre sauf que s’il est imposé par
I’énoncé

Exprimons le vecteur JK en fonction des points de la figure de base A
:BietC
3 = e

Ona:AK = = AC et A] =
Tk=]JA+AK == BA +
Exprimons le vecteur ]_l' en fonction des vecteurs BA et AC
Ona:T].= %ﬁetﬁ=

+AB+BI=§BA +§T3K+§XC’ ainsi

K=2BA +2AC=3(BA+14AC) =27 d’ou
3
k B

JIdonc les vecteurs Jk et JI sont colinéaires par conséquent

2
les points [; J ; et K sont alignés.

Exercice 2 :
a) Faisons la figure
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b) Montrons que les vecteurs B_]' et IC sont colinéaires ; en
déduire que les droites (B]) et (IC) sont paralléles

Ona Al = iﬁetf]’= 3°AC
B =BA+A] =31A +3AC =3(1A + AC)=31IC

ET = 31C alors les vecteurs —BT et IC sont colinéaires par
conséquent les droites (B]) et (IC) sont paralléles.
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SERIE D’EXERCICES

THEME : VECTEURS

» EXERCICE 1 le segment suivant est partagé en 6 parties de méme
longueur.

L ]
[ ]

me

6

> 9
o
lw)
me
Me

Compléter les résultats suivants :

a) E.. = —2EF;
b)A_B'—gﬁ;
c)a+j].=6,
d) CE = ..AB;
¢) AD = ..BF;
f) DE= ..BF

» EXERCICE 2 Les questions sont indépendantes

1) Simplifier

i = AB + 2BC +3CA +CB ;v=AB—CD —AC+BA

W =CD + AB + EF —AB—ED

2) ABCD est un quadrilatére quelconque avec I et J les milieux
respectifs de [AB] et [CD]

Démontrer que : AC + BD = Zﬁ

3) ABC est un triangle quelconque avec I milieu de [BC]. Prouver que
pour tout point M du planona: 2MA — MB' — MC =2IA

» EXERCICE 3 Soit A ; B et C trois points.

Placer les points D et E tels que :

AD = ZAB+ > ACet BE = 0.5AD — 0.8 BC

1) Soit ABC un triangle quelconque donné ; placer les points E ;
F;G;etHtels que:

a) AE = AB+ 2AC

b) AF = —2AB+ AC
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¢) AG = 2AB + 3AC
d) AH = —3AB + BC
» EXERCICE 4 Soit ABC un triangle quelconque ; exprimer le

vecteur AM en fonction des vecteurs AB et AC puis construire le point
M dans chacun des cas suivant :

a) AM + BC = AB

b) 2MA + AC = AB

¢) MA+MB = AC

d) MA+MB+ MC = 0

» EXERCICE 5 ABC un triangle, I et J sont les milieux respectifs
des segments [AB] et [AC] .

a) Construire les points K et L tels que : IK= ;I_f etCL = %EE
b) Démontrer que les points A, K et L sont alignés

» EXERCICE 6 ABC est un triangle ; I est le milieu de [AB]
1 — a) construire le point ] tel que A_f =—AC

¢) déduisez — en que l_f = - %ﬁ —AC.

2 - on note K le point tel que 2KB+KC= 0
a) Exprimer BK en fonction de BC puis construire le point K
b) Déduisez-en que K= %ﬁ + %R
¢) Montrer que les points I, Jet K sont alignés

» EXERCICE 7 (corrigé)
On donne le triangle AE; so_ie.nt I_lc; mﬁu de [BC], PetQ deux
points du plan tels que : AB + AC = AP + AQ

1) Démontrer que I est le milieu de [PQ] .

2) Quelle est la nature du quadrilatére BPCQ .
» EXERCICE 8 Soit ABC un triangle et I milieu du segment [BC] .

Placer les points D et E définie par BD =BC+2BAet BE = —2BA
Démontrer que I est le milieu de [DE]
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» EXERCICE 9 Soit ABC un triangle

1 — On considére les points K et L définie par AK = 17\—§ et AL = %KE
a) Faire une figure

b) Démontrer que les vecteurs KL et BC sont colinéaires

2 — Démontrer que si K et L sont définis par AK = a AB et AL = a AC
avec a € IR alors les vecteurs KL et BC sont colinéaires.

» EXERCICE 10 Soit ABC un tnangle quelconque On considere les
points M et N tel que AM = 2BCet AN = AC

Démontrer que les droites (CM) et (BN) sont paralléles.

» EXERCICE 11 (corrigé)

Soit ABC un triangle ; P et Q les points du plan tels que :

AP = 2AB et AQ = 2AC

1. Construire les points P et Q .

2. Montrer que 5 PQ = 2BC.

3. Placer les points R et S tels que :

= AP+ AQ ctAS = AB +AC.

4. Montrer que les droites (PR) et (BS) sont paralléles.

5. Montrer que les points A, R et S sont aligné.

P EXERCICE 12 Soient A, B et C trois points non alignés.

1) Construire les points M, N et P tels que : AM = iﬁ :
N=1TheaTF=1TC

2) Exprimer les vecteurs MN et MP en fonction de AB et AC.

3) En déduire que les points M,N et P sont alignés et que N est
milieux de [MP].

4) Construire les points Q et R tels que : BQ = lB_A: etCR = ;a?:
Démontrer que (MN) et (QR) sont paralléles

P EXERCICE 13 On donne quatre points O, A, B et C et on définit
lestroispointsD,EetFpar:w= ﬁ + OB - W;
OE = OA — OB + OC et; OF = —0A + OB +0OC .

1. Exprimer AD et AE en fonction de OB et OC.
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2. Démontrer que A est le milieu de [DE].

3. Démontrer que B est le milieu de [DF] et C celui de [EF].

» EXERCICE 14 (corrigé )

ABCD est un parallélogramme ; [ et] sont les milieux respectifs de
[AB] et [CD]

1) a) Montrer queﬁi = ]—B:

b) en déduire la nature du quadrilatére DIB]J

2) a)Construire les points M et N tels que AM = iﬂf et AN = %R

b) Exprimer IM et ID en fonction de IC et IA

¢) En déduire que les points I, M et D sont alignés

d) Montrer que les points |, N et B sont également alignés

3) Soit E le point défini par : AE = AB — AD

a) Construire E

b) Prouver que E est un point de la droite (AB).

» EXERCICE 15 Soit ABC un triangle et x un nombre réel. On
considere les points I et ] tels que : Al = %ﬁ + xAC et

AT = xAB + LAC

1) Faire une figure pour x = %

I = (% - x) BC'; déterminer pour quelles valeurs de x a-t- on :
a) I et ] confondus

b) BCJI parallélogramme

» EXERCICE 16

1. Dans chaque cas , dire si les vecteurs U et V sont colinéaires.

a) U(2; —3) etV(—l; g)

(s IN v 8033
D (5 3) e (5 5)
o) T(VZ; V3) et ¥(=2; VB)
2. Dans chacun des cas ci-aprés, déterminer le réel m pour que les

vecteurs U et V soient colinéaires. si cela est possible, exprimer 'un
des I’un des vecteurs en fonction de 1’autre.

a) u(2; 6) etv(m; 3)
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b) U(—m; 4m — 3) et V(1; —3)

¢) u(27; 2m) et v(2m; 3)

» EXERCICE 18

Soit ABC un triangle tel que AB = 3cm ; AC = 4cm et BC = 2cm.

M, N et P les points définies vectoriellement par AM = %A_C' ;

AN = 1AB et BF = 208

1) Faire une figure et exprimer MN et PN en fonction de AB et AC
2) En déduire que les points M, N et P sont alignés.

3) Soit I le milieu de [AC] et le symétrique de C par rapport a B.

Exprimer 1j en fonction de de AB et AC puis montrer que les vecteurs
l_f et MN sont colinéaires. Quelle est position des droites (I]) et (MN)
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : VECTEURS
» EXERCICE 6
1) Démontrons que I est le milieu de [PQ]
9." a@ +EC =E!’ +E o
Al+1B +Al+ IC =Al+ IP +
2A1+ IB +1IC =2AI+ IP + IQ
IB+IC=1P +1Q

P Q

e

I Milieude [BC] < IB +IC=0alors0 = IP + IQ
IP 4+ IQ = 0 ainsi I est le milieu de [PQ]
2) Précisons la nature du quadrilatere BPCQ
Ona IP + W =0
IB+BP+IC+CQ =0 ®
=0

IB+IC +BP +CQ

Or 1B +IC = 0 alors BP + ﬁf =0

BP = Q_C’ donc quadrilatére BPCQ est un parallélogramme
» EXERCICE 11

1. Construire les points P et Q
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2. Montrons que5ﬁj= 2BC
OnaAP = gﬁet@= %C—A)

QA + AP =§CA+ EAB

@ = ZBC = 50 = 28C

3. Plagons les points R et S tels que :

AR = A_P'+A_Q’etE= A_B.+R.(.voirﬁgure)

4. Montrer que les droites (PR) et (BS) sont paralléles.

PR = PA+ARorPA = gﬁetﬁ= ﬁ"+mainsi
§ﬁ+A_P'+A_Q'=m=§A_C’ Car §ﬁ+ﬁ=6
BA+AS =BA+AB +AC = AC

5ﬁ= EE On conclut que PR = %ﬁ; les vecteur PR et

BS sont colinéaires par conséquent les droites (PR) et (BS) sont
parall¢les.

|

]
I

N

5. Montrer que les points A, R et S sont alignés.
AR = AP+AQ = ZAB+ -AC = =(AB+ AC) orAB+AC = AS

—_

d’ou AR = EAS : les vecteur AR et AS sont colinéaires par conséquent
les points A, R et S sont alignés.
» EXERCICE 14

_ —

1) a) Montrons que DI =]

\ayd

(=
.

L

M

° / =
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On al et ] les milieux respectifs de [AB] et [CD] alors
Alome=%A_B'et5].=%ﬁ

Al +Dj=AB®

AD +DI + DB + B =AB &

AD + DB +DI + B] = AB

AB +DI + B =AB ®

DI + Bf =0douDI = ]JB

b) déduisons la nature du quadrilatére DIB]

DI = JB alors le quadrilatére DIB]J est un parallélogramme

a) Construire les points M et N tels que AM = ;R etAN = ;E

b) Expﬁmermetmen fonction de IC et IA

. Exprimer IM en fonction de IC et IA

AM = ZAC ®AT +IM =2Al+ICIM =21A +31C

. Exprimerl_ﬁen fonction de IC et IA
Onaﬁl'=]_l§®]_l§= ]_(f +CB

]_B.= ]_(f +CI + ﬁOr]_C.=ﬁ3.=Kl.ainsi_l' =2AI+Cl®
ID =2IA+1IC

¢) déduisons que les points I, M et D sont alignés

Ona:ID =2A+IC®

21D =2IA+;1C =1M d’oa ID = 3IM'

Les vecteurs ID et IM sont colinéaires par conséquent les points
I, M et D sont alignés

d) Montrer que les points J, N et B sont également alignés.
OnaDi = ]T§

JB = DI = DA + Al

OrlA = %/_\_5 etDA = CB

1 — —

JB = CB +;AB<]B = CA + AB + ; AB

CALCUL VECTORIEL : VECTEURS



—

JB = CA +>ABOrAN =

2 2

g Bleap  Fug
JB ==NA + = AB

— 3 — — 33—
JB=>(NA + AB)]JB = ;NB

Les vecteurs JB et NB sont colinéaires par conséquent les points
J, N et B sont alignés.

d) Soit E le point défini par :

AE = AB - AD

a) Construisons E (voir figure)

b) Prouvons que E est un point de la droite (AB)

onaAE = AB — AD

AE=AE+ EB—-AD©®EB-AD=0®

EB = AD or AD = BC d’ou EB = BC

Ainsi B milieu du segment [EC] donc E est un point de la droite (BC)
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DEVOIR A LA MAISON N°I

#¢ EXERCICE 1

On considére quatre réels strictement positifs a;b; cetd tels que
a [

Py < -

b ~d

1) Démontrer que bc — ad > 0.

a+c Cc
2) Démontrer que— = i el

2 : 2.3
3) En déduire la fraction comprise entre selo

#5 EXERCICE 1
Soita etb deux réels telsquea # 0

1. Calculer (\/_ \/—)2 puis montrer quea + b = 2vab
2. En déduire que — \/_ < = +

3. Etablir que (\/_ + \/B) = 4\/_b et en déduire que 2

8
oy T
4. De la question 1) et 2) déduire un encadrement de la quantité \[% en
fonctionde aetb

25 EXERCICE 1

Le plan est reporté a un repére orthonormé o; 1; j on considére les
vecteurs :

U(-1;3);V(3;1+ v2); W(3 + 3V2;3+2v2) et5(11V2; 36)
1) Etudier la colinéarité des vecteurs :

a)uetv

b)Vetw

c)vets

2) Montrer que I’on peut exprimer § sous la forme 5" = au + bv
avecaetb € IR

4 EXERCICE 1

Soit ABC un triangle quelconque. Les points I ; J et K sont les milieux
respectifs des segments [BC] ; [AC] et [AB] . L le point du plan tel que

=5
a) Faire une figure.
b) Démontrer que les droites (CL) et (AI) sont paralléles
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DEVOIR A LA MAISON N°II

&5 Veérification de connaissances

Répondez aux questions suivantes, indiqué sur votre copie le numéro
de la question suivi de la lettre en minuscule juste parmi les
propositions proposées. ( 0,75pts X 6)

1. Une  expression  plus simple de la  somme
BC—BA+2CD—ADest:a:CDb:BDc:0d: autre réponse

2. Dans un parallélogramme ABCD on a toujours
a:AB=CDb:DA+DC=ACc:AC=BDd:CB+AD =0

3. Le point I est le milieu du segment [AB] si et seulement si :

a:Al+1B=ABb:Al=Bic:Ai+1B=0d:TA+IB=0
4. Soit ABCDEF un hexagone régulier de centre O.

B

E F
a:EB =
b:DB = —T1+7
c:FD = ff +7
5. Soit ABC un triangle, soient R et S deux points tels que
(AR)[I(CS)

Si AR = 3AB — 2AC et CS = kAC — 5AB alors :
atk=Tb:k=-333c:k=2d:-75

6. Soient ABCF et FCDE deux parallélogramme représentés ci-
dessous

\—-4
|
—_

"‘L
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#{ EXERCICE 1

Partie A

Résoudre les équations et inéquations suivantes ;
[2x+ 5| —|3x— 1] =0;|2x—-1|=0
x+1]|>2;|x+1|<0

Partie B

Démontrer les inégalités suivantes

a) Ix +yl < Ix| + 1yl

b) [Ixl — Iyl < Ix +yl

Déduire que ||x] — |y|| < Ix +yl < Ix| + Iyl

#S EXERCICE 2

Le nombre noté @ = -HZ—‘/Eest appelé le nombre d'or (dit @ (phi)) en

hommage a Phidias ; sculpteur grec du V€ siécle avant notre ére qui
s'en servit dans les proportions du Parthénon a Athénes.
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Ce nombre est le seul nombre qui justifie les égalités suivantes.
Vérifier que.

1) 0’=0+1
2) 3=0-1
3) °=20+1

VB Vo1 _
4) Montrer queﬁ+w =5

25 EXERCICE 3
Soit ABC un triangle quelconque On considére les points M et N tel
que AM = 2BC et AN = %TC, Démontrer que les droites (CM) et
(BN) sont paralléles.
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DEVOIR A LA MAISON N°III

#S EXERCICE 1

Soit a, b et c trois réels et X, y et z des réels quelconques

1) Démontrerquea+b+c=0=a*>+ b® + ¢ = 3abc

2) En déduire que :

G-y +06-2+@Ez-x*=3x-y -2 -
3) Application : calculer (V2 — 1)3 +(V3- \/5)3 +(1- \/§)3

25 EXERCICE 2

SoitE(x) = |2x — 4| + |5 — x|

1. Ecrire E(x) sans le symbole de valeur absolue.
2. Résoudre dans IR les équations et inéquations :
a)Ex)= 9

b)EXx)=x+ 5

Ex) < -3

4 EXERCICE 3
Soit (0; 1;7) un repére orthonormé du plan d’unité 1cm. On considére
les points A (—1;5) ; B(3;7); C(7;5) et D(—3;0)

1) justifier que les vecteurs ABet DC sont colinéaires. On

_—

déterminera le réel k tel que : DC = KAB; En déduire la nature du
quadrilatéere ABCD.

2) On considére le point M(1; @) ou a est un nombre réel.
Déterminer a tel que les points C,D et M soient alignés. Quelle est
alors la nature du quadrilatére ABMD ? (Justifier)

3) On considére le point F défini par I'égalité : 3FA — 5FB = 0
L'objectif est de construire le point F par deux méthodes différentes.

a) Premiére méthode : a l'aide du calcul vectoriel.

En utilisant la relation de Chasles, exprimer le vecteur AF en fonction
du vecteur AB et placer le point F.

b) Deuxiéme méthode : a l'aide des coordonnées.

A partir de I'¢galité¢ vectorielle 3FA—5SFB =0, déterminer les
coordonnées (Xg ; yg) du point F.
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DEVOIR A LA MAISON N°IV

& EXERCICE 1
1. SoitX=vV7+4V3 — V7 — 43

a) Etudier le signe de X puis calculer X? .
b) En déduire la valeur de X.

2. Soient a et b deux nombres telsque 0 < a < b :

Montrer que : a < Vab < ? <b

3. a) Rendre rationnel le dénominateur

1 *
Ve € N

b) En déduire une écriture simplifier de
1 1 1

rERTEGT e

#¢ EXERCICE 2

Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes
1) I3x+ 1| —|4x— 1] =0

2) x—1|=x-3

3) I7x+1]|<0

4) |-x+3|>2

5) |[-2x+4|<1

45 EXERCICE 3
Soit le parallélogramme ABDC

de I’expression

—

1) Placer les points I et ] tels que Bi=- %fﬁ. et A_f = 3AD

2) Exprimer I—f en fonction de AB et AD

3) Exprimer IC en fonction de AB et AD
4) Montrer que les points I, ], et C sont alignés.
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DEVOIR A LA MAISON N°V

&5 EXERCICE 1
1) Soita,b,x ety quatre réels ; montrer 1’égalité :

(ax +by)? — (bx +ay)? = (a? — bH)(x* — y?)
2) En utilisant 1’égalité précédente calculé :
(2V3 +5v7)° — (2V7 +5V3)°

. . 1
3) Soit n un entier naturel non nul ; montrer que Vn + 1 — vn < e

4) En déduire le plus petit entier naturel n vérifiant :
1
vn+1-— \/ﬁ < T
5) Soit a et b deux nombres réels distincts et strictement positifs

Développer et réduire I’expression (a\/— - b\/_) (\/5 + \/E)

gia 35 & s : avb -bva 2V3-3V2
6) En déduire une simplification de de : vt Puis celle de A7z

£S5 EXERCICE 2
1) Calculer et donner sous la forme la plus simple possible les réels X
etY

x= |V VB - |(2VZ -V5)°

= (/(\/i—s/ﬁ)z)2+ (V0 +1)°

2) Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :
a)1< |x — V2| <2;b)Ix+3| = 2v2 -3

o)|3x =2+ V5| <0;d) x| +Ix — 1| =5

45 EXERCICE 3

Soit ABC un tnangle K milieu de [BC] , L et M les points définie par :
KL = ABetKM = —AK.

. Faire une figure puis exprimer CM en fonction des vecteurs AC et AK .
2. Démontrerqueﬁ =-AC + metqueﬁ =-AC + 2AK
3. En déduire CL en fonction de AC et AK .
4. Justifier que M est milieu de [LC].
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DEVOIR A LA MAISON N°VI

45 EXERCICE 1

1) Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes.
a)|3—3x|=5;:b)|2x+ 1] =x;
¢)|2—-4x|<3:;d)[4x—5|>3;

2) Soit ’expression f(x) = |2x — 4| + |5 —x] .

a) Ecrire f(x) sans le symbole de la valeur absolue

b) En déduire la résolution dans IR de f(x) = 9.

45 EXERCICE 2

1) Montrer que : a? + b? > 2ab ; quels que soient les réels a et b.

2) Démontrer que pour a, b, ¢ ; trois réels strictement positifs

(@® + b?)c+ (b% + ¢?)a + (a%? + c?)b > 6abc.

3) a) Développer (Vx — ﬁ )? avec x et y deux réels positifs.
TR T X+

b) Déduire I'inégalité ﬁ < Ty

¢) En utilisant I’inégalité précédente, démontrer que :

x+y)x+2z)(y+2z) =8xyz

4) On désigne par @ le nombre d’or : @ = i

2

Vérifier les égalités suivantes :
) P2=0+1b)z=0—10)d3 =20 +1.
1

5) Calculer (\/f - 1)(\/7 + 1) : Endéduire V2 =1+ —

1+42
25 EXERCICE 3
Soit ABCD un rectangle tel que, I’unité étant le centimétre, AB = 5 et
BC=3
1. Placer les points I, ], K et L tels que :
AT =17B,B] =1BC,0k =1 T DL = 1 DA

2. Exprimer IB’ en fonction de AB’ puis démontrer que

I =-AB+:BC.

3. Quelle est la nature du quadrilatére IJKL ? justifier

4. Démontrer que le centre du rectangle ABCD est le milieu du
segment [IK].
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INTERVALLE ET CALCUL APPROCHE

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Utiliser une calculatrice.

¢ Connaitre pour un intervalle borné : le centre et le rayon,
I'inéquation associée.

¢ Trouver l'encadrement d'une somme, d'une différence et d'un
produit.

¢ Déterminer pour un réel : une valeur approchée, un arrondi, une
approximation décimale.
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1. INTERVALLE DANS IR

1.1. VOCABULAIRE ET NOTATION
1.1.1. Vocabulaire

Soit a et b deux nombres réels telquea < b

¢ On appelle intervalle borné tout intervalle du type
fa:bl[a; bl la;b] la:b]

¢ On appelle intervalle non borné tout intervalle du type
]|-»;al,]-o;al,[a; +o[,]a; +of

N.B: IR et @ (I'ensemble vide ) sont aussi des intervalles en
effet IR=]—o0; +o[et@ = ]a; al
1.1.2. Notation

Soit a et b deux réels tel que a < b on a soit un intervalle borné soit
non borné

Intervalles bornés

Intervalle Inégalité Appellation
x € [a;b] a < x < b |Intervalle borné et fermé

Intervalle borné semi-fermé
a gauche

Intervalle borné semi-fermé
a droite

x € Ja;b| a < x < b | Intervalle borné et ouvert

x € [a; b as<x<h»h

IA
S

X € Ja;b] a<x

Intervalles non bornés

Intervalle Inégalité Appellation

Intervalle non borné et
fermé a droite

XE|]—;al] x < a

Intervalle non borné ouvert

X €]-o0;al X a droite

Intervalle non borné fermé
a gauche

v
o

X €E[a; +o X

Intervalle non borné ouvert

X € Ja; +o[ | x> a a ganche
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1.2. INTERSECTION ET REUNION DE DEUX
INTERVALLES

1.2.1. Intersection de deux intervalles

L’intersection de deux intervalles I et ] est ’ensemble des réels
appartenant a I’intervalle I et en méme temps a P’intervalle ] ; on
lanotel N J

Exemples :

v ]=0;10] n[-4; +o[ = [—4;10]

v [-5;0[Nn]2;+0[ =0

Jmo;1]n[1; +o[ =1

|-;50] n[-10; 20 = [-10; 20|
1.2.2. Réunion de deux intervalles

AN

AN

La réunion ou Union de deux intervalles I et ] est I’ensemble des
réels appartenant a ’intervalle I ou a Pintervalle J ; on la note
1U]j

Exemples :

v ]J-0;2] U[-4; 4o = ] —0; 4o
[-7;0[u]-2;10[ = [-7;10]

J-0;1] U [2; +o[ = ]-0;1] U [2; +oo|

J=;50] U [10; 20[ = ]—;50]

1.3. CENTRE ET RAYON D’UN INTERVALLE FERME
BORNE

=

<

AN

1 On appelle Centre Cde Dintervalle fermé [a; b] ou de

= 2 +b
Pintervalle ouvert | a; b [leréelc = 2=

1 On appelle rayon rde lintervalle [a; b] le réel positif
b-a
2

r =

NB:
< L’intervalle fermé de centre C et de rayon r est noté par I(C; r)

< L’Amplitude A de Pintervalle fermé [a; b] est le réel positif
A=b-a
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Propriété
Soit aetb deux réels tel que a < b et x une variable ; les écritures
suivante sont équivalentes :

Nomination Forme d’écriture
En termes d’intervalle X € [a;b]
Eg t’erm.es d’encadrement ou =
d’inégalité

En termes de valeurs absolue [x —¢c] <r
En termes de distance dx;c)<r
En termes de représentation a b
graphique sur une droite 2400 107
graduée r P EL LELY
» Exemples:

1) Déterminer le centre et le rayon de chacun des intervalles suivants
[—2: 175];[0; 20]:[-7; —1];[-8; 8]
2) Pour chacune des conditions suivantes écrire sous forme de valeur
absolue et de distance
L =[-1;5]:,=]-3;7[;I3=]-o0; —1]U [3; +oo[;
Iy = ]—00; =3[U]7; +oo[

Solution intégrale

1) Déterminons le centre et le rayon de chacun des intervalles.
] e=a =t

[0;20]; C=10 et r =10

[-7;, -1];€ = —4 et r=3

[-8;8]; C=0 e r=8

2) Ecrire chacune des conditions suivantes sous forme de valeur
absolue et de distance

I, =[-1;5]

Déterminons le centre Cet lerayonr; C= 2etr = 3

X € [-1;5]© |x — 2| < 3 en terme de valeur absolue

X € [—1; 5] © d(x; 2) < 3 en terme de distance
*L=1-3;7]

.
o

B
Il

)
o

.
o
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Considérons I’intervalle fermé [ —3; 7] calculons le centre Cet le
rayonrC= 2etr = 5

X €]-3;7[©|x — 2| < 5en terme de valeur absolue

x € [-3; 7] © d(x; 2) < 5 en terme de distance

% I3=]-0w; —=1]U[3; +oo[

Considérons I’intervalle fermé [ —1; 3] calculons le centre Cet le
rayonrC= letr = 2

X € |-o0; —1]U[3; +o[® |x—1]| = 2;

en terme de valeur absolue

X € |-0; —1]U [3; +o[© d(x; 1) = 2; en terme de distance

@ I, = ]—0; =3[U]7; +o[

Considérons I’intervalle fermé [ —3 ; 7] calculons le centre C et le
rayon r

C=2etr=5

X€E |-0; =3[U]7; +o[L|x—-2]| > 5;

en terme de valeur absolue

X €E]—00; =3[U]7; +oo[ @ d(x; 2) > 5;

en terme de distance

2. ENCADREMENT ET OPERATIONS
2.1. DEFINITION

Encadrer un réel xc’est trouver deux réel aetbtel que
a<x<b

Les réels a et b sont appelés bornes de I’encadrement ;
¢+ a:estlaborne inférieure
¢+ b : estla borne supérieure

N.B : P’encadrement est réalisée a a prés dit Amplitude de
I’encadrement donné para = b—a

Exemple :

Le nombre V5 est encadré par 2,236 et 2,237

2,236 < V5 < 2,237 ; L’amplitude de I’encadrement est égale a
2,237 — 2,236 = 0,001 soit 1073
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2.2. PROPRIETES
+ Encadrement d’une somme: X+ y
Soitlesréels xetytelsquea < x< betc < y < dalors
atc<x+ty=<b:+d
+ Encadrement d’une différence: x — y
Soit lesréels xetytelquea < x< betc < y< d

Régle : Pour encadrerx — y , on encadre tout d’abord la
quantité — y puis x + (—y)

c<y<d® —-d<—-y< —c¢
a<x<bet—d < —y< —calors

amdisix = yvi<b =
¢+ Encadrement d’un produit: xy

Régle : on multiplie membre en membre des inégalités de méme
sens que lorsque tous les membres de ces inégalités sont de méme
signe positif.

« Cas ou toutes les bornes sont de signe méme positif

Soit les réels xetytelquea < x < betc < y < dalors

ac < xy<hd

¢ Cas ou toutes les bornes de I’'une au moins de I’encadrement
sont de méme signe négatif

Soit les réels xetytelquea < x< betc < y < d(avec aetbdes
réels négatifs)

On encadre d’abord — x puis —Xxy et ensuite Xy

Exemple :

Ondonmne 3 £x< 7et—4 < y < —2; encadrer Xy

Solution intégrale

Encadrons xy

Encadrons d’abord — y

-4 <y -2&82< -y< 4

3<x=<7et2 < —y< 4alors6 < —xy< 28© -28 < xy<-6

e Cas ou les bornes de I’'une des encadrements au moins sont de
signes contraires
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Régle : on scinde I’encadrement dont les bornes sont de signes
contraires afin d’avoir deux encadrement ou les bornes sont de
méme signe

Exemple :

Ondonne =3 <x < 2et2 <y < 6 encadrer xy

Solution intégrale

Encadrons xy

-3 <x<2& -3 <x<0etd <x< 2

Cas1: -3 <x<00=<—x<3

0 <—x< 3et2 <y< balors0 <—xy< 18 -18 <xy< 0
Cas2:0 <x< 2et2 <y< balors0 <xy< 12

Ainsi —18 <xy< Ooul <xy< 12 —18 <xy < 12

: 1
¢+ Encadrement d’un quotmnt:% = X X 3

soit les réels xetytelquea < x< betc < y < dsiles bornes
des encadrements sont de méme signe positif ; pour encadrer$ 3

L. 1
on encadre d’abord - puls X X =

<

Oln—i

1
d

1
A=< beta_

1
cy<sde® S
y
<

IA

< I
IA
nlo

ol

Exemple :
Ondomne 3 <x< S5et—3 <y< -1 encadrer§
Solution intégrale

1 1

-3 <y<-1®1< -y< 3®§ - |
y
3 <x<5et:<—2<lalosl<—2<5dou-5<3< -1
3 y y y

¢+ Encadrement d’un nombre défini par une expression
algébrique
Pour effectuer un encadrement d’un nombre défini par une expression

algébrique ; on effectue une suite d’opérations dont chacune est I’'une
des opérations élémentaires étudiée ci-dessus.
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Exercices d’applications
» Exercice1:

1. Sachant que% < x < 4:encadrer 2 + ;

2. Comparer A, A% et A3avecA = 5 — 2xet2 < x< 25
» Exercice 2 :
Soit lesréels xetytelque2 < x< S5etl < y< 3

o
Ondonne X = 4
X+y

X
1) Encadrer x2 ; = ; — et —
y’x+y  X+y

2) Déduire un encadrement de X
Solution intégrale
» Exercice 1

1. Sachant que%S X < 4 ; encadrons 2 +%

2 + 3 =2+ 3 xi;encadrons d’abord%

SSXS4® S-S 2®I< < 6®2+ 1< 2+°52+6
Donr<2+:<8

2. Comparer A, A’ et A3avecA = 5 — 2xet2 < x< 2.5
Encadrons A

2 <x<25&® -5<-2x< 4&0<5-2x<1
dou 0 <A< 1

Ona0 <A< 190 xA<AXA< 1xAdoul <A’< A
0 SA2< A®0 XA <AXA’< AxAdou0 <A®< A?
Alors A< A’< A

» Exercice2 :

X X
1. Encadrons x?; =; et —
y x+y x+y
o x?

Ona2 < x< 5©4 <x%2< 25

X
o -

y
1
Encadrons 7
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N
IA
>
IA
wn
et
I
IA

*,
o

X+y
Encadrons x +y
2 <x<5etl £y<3alors3 <x+y< 8
1
8

3<x+y<8&

1 1 1 1 x 5
2 <x< 5et=-< < -alors - < ===
8 X+y 3 4 X+y 3
0.0 y
’ X+y
Onal < y< 3et
1 1 1 1
- < < -alors - <L <1
8 X+y 3 8 LY.
< Déduisons un encadrement de X
_X-y _ X y
- X+y - X+y X+y
Encadrons — —~
X+y
Y e R
8 X+y X+y 8
1 5 1 3 x- 37
=< <Zet-1< - <--alos—==s—2L<=
4 X+y 3 x+y 8 4 x+y 24

3. APPROXIMATION DECIMALES D’ORDRE
n PAR DEFAUT PAR EXCES

Soit le nombre réel x = 1,2473

e Un encadrement d’Amplitude 0,1 ou 10~ ou 1—10 de x est

12 <x< 13

< 1,2 est I’approximation décimale d’ordre 1 par défaut de x

%+ 1,3 est I’approximation décimale d’ordre 1 par excés de x

» Un encadrement d’Amplitude 0,01 ou 1072 ou ﬁ de x est
1,24 <x< 1,35

< 1,24 est ’approximation décimale d’ordre 2 par défaut de x
< 1,35 est I’approximation décimale d’ordre 2 par excés de x
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» Exercice d’application :

1) Déterminer une approximation décimale 2 107 prés par excés de V5
2) Déterminer une approximation décimale V6 par défaut a 103 prés
Solution intégrale
1) Déterminons une approximation décimale 2 10~ prés par excés de

V5

OnavV5 = 2,23606797749979

2,236068 est I’approximation décimale a 107 prés par excés de V5
2) Déterminer une approximation décimale de V6 par défaut a 1073
prés

OnavV6 = 2,449489742783178

2,449 est I’approximation décimale de V6 par défaut a 1073 prés

4. ARRONDI D’ORDRE n

Pour arrondir a I’ordre n un nombre dont on connait le début de
I’écriture décimale, on procéde comme suite :

Sile (n + 1)mechiffre aprés la virgule est 0;1;2;3 ou4 on
arrondit ainsi par défaut

Exemple :

Les nombres 1,73230; 1,73205; 1,73249 donnent 1,732 en
arrondi d’ordre 3

Sile (n + 1)*Me chiffre aprés la virgule est 5;6;7 ;8 0u9 on
arrondit ainsi par excés en majorant d’une unité le n'*™® chiffre
concerné

Exemple :

Les nombres 1,73158; 1,73162; 1,73199 donnent 1.732 en
arrondi d’ordre 3

5. VALEUR APPROCHE
5.1. DEFINITION

Soit X un nombre réel et r un réel strictement positif. On dit que
le réel C est une valeur approchée de x a r prés, lorsque :

x€[C-r;C+rjoulx —C| <roud(x;C)<r

» Exercice d’application :
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Soit 4,5 une valeur approchée du nombre réel x a 3.107? prés et 7,51
une valeur approchée du nombre réel y a 2. 1072 prés.

Déterminer une valeur approchée du produit xy et préciser
I’incertitude associée
Solution intégrale
Déterminons une valeur approchée du produit Xy et précisons
I’incertitude associce
On a 4,5 une valeur approchée du nombre réel x a 3.107* prés alors
Xx €[45-03;45+03]9x € [42;48]
42 < x <48
et 7,51 une valeur approchée du nombre réel y a 2. 1072 prés alors
y€ [7,51 —0,02; 751+ 0,02] ®y€E [749; 7,53]
749 <y< 7,53
42 < x < 48¢t749 <y< 753alors
31,458 < xy < 36,144 < xy € [31,458; 36,144 ]
Calculons le centre C et le rayon r

31,458 + 36,144 36,144-31,458
C= — = 33,86letr = ——

Ainsi 33,861 est la valeur approchée de xy et 2,343 est ’incertitude
associée

= 2,343
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SERIE D’EXERCICES

Théme : intervalle et calcul approché

» EXERCICE 1
Voici 5 fagons de décrire une propriété
eX € [—1;5]: en terme d’intervalle
e—1 < x <5 :enterme d’encadrement
e |[x — 2| < 3:en terme de valeur absolue
e d(x,2) < 3:en terme de distance
e —[ > :parune représentation graphique
Traduire pour chaque fagon les propriétés suivantes :
a)x € [0;4];b)—-8<x<-2
o)lx—2| <2;d)|3—-x| <4
e)—-5<2x<5:;Nd(x,4) <05
g x € [-7;1]:h)d(x,—1) <2
» EXERCICE 2 (corrige)
1) Soient les réels x et y tels que d(x; 2) < 1,d(y; 3) < 2. Donner un

encadrement de : X + y; X — y; xy; X% —y?%; 3
2)3<x<5;-2<y<—1.Encadrerx +y,x — y,xy, x* — y?
3)1<x<2,-3<y<4.Encadrerx+y,x—y,xy,x? —y?
» EXERCICE 3
1. Reproduisez le tableau Suivant en complétant les cases vides.

I ] Inj U]

[5:19] |]—o0;0[
]—o0; =2] | ]-2;3]
Pour les propositions suivantes, écrire chacune a I’aide de valeur
absolue, d’encadrement et de distance

a)x € [—4;6]

b)x€]-1;5]

¢) X € ]—o0; =5] U [=1; 400
d)x € |—; 3[U]5; 4|
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» EXERCICE 4

A T'aide des encadrements de x et de y suivants :1,2 < x < 2,
etl1<y<45

Donner un encadrement de x — y ; xy et %

1. Montrer que les valeurs 3 + ;—g et3 + % réalisent un encadrement
du nombre m dont on précisera I’amplitude de I’encadrement.

Donner sous forme décimale et de puissance de 10 I’amplitude de cet
encadrement

N.B :m = 3,141592
» EXERCICE 5 On donne [a+3| <Zet|o—3| <3
Encadrer a,b,2a — 4b et a’b.
Donner une valeur approchée de a?b en donnant la précision
On considere les réels x ety telsque : 0,3 <x<0,4et—-52<y<-5,1
Donner un encadrementde x +y; X —y; Xy et — 2x + y2.
» EXERCICE 6 Donner un encadrement du nombre
x> + y* + 4x—2ySachantque'ona:3 < x < 4et—5 < y < 2.

1. Donner un encadrement de chacun des nombres xy et x?y sachant
quel’ona: —1<x <let—1< y < 1.

2. Ondonnea =2:b = 4 et un nombre X tel que :
dx,3)= |x—3| = 1,2.

x Est-il dans I’intervalle ] a, b[ ?

» EXERCICE 7 (corrigé)

2 . 3 1 3 1
Soient x et y deux nombres réels tels que |2x - ;l = Iy - ;| <=

1) Prouver que X et y appartiennent a I’intervalle E - 1[.

2) Vérifierque:xy—3x—2y—1 = (x—2)(y—3)—-7.

3) En déduire que: —5 < xy—3x—2y—1 < — =

» EXERCICE 8 On considére trois réels x; y; z tels que 2,7 soit
une valeur approchée de x a 0,1 prés 3,51 une valeur approchée par

exceés de y a 0,05 pres et 4,593 une valeur approchée par défaut de z a
0,002 pres.
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1) Encadrer x,y,z

2) En déduire un encadrement des réels suivants : X +y; X—2; 2 3
x?—3y;xyz.

» EXERCICE 90Ondonnea = 2; b = 4, et un nombre x tel que
dx,3)=|x-3| = 1,2.

x est-il dans I’intervalle ]a, b[ ?

1) Dans chacun des cas suivants, encadrer avec le plus de précision
I’aire A et le volume V du solide donnés.

a) Pavé droit de coté a, b, c. On rappelle que :

A = 2(ab + ac + bc)etV = abc

Données :

3,15 est une valeur approchée de aa 5 x 1072 prés
2,35 est une valeur approchée de b a 5 X 1072 prés
4,25 est une valeur approchée de C a

5 X 10~ 2prés

b) Cylindre de rayon R et de hauteur h.

On rappelle que A = 2R(R + h) et V = nR?h
Données : R ~ 422 x 10 %prés.

INTERVALLE ET CALCUL APPROCHE




87

CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : INTERVALLE ET CALCUL APPROCHE
» EXERCICE 2
Soient les réels x et y tels que
d(x;2) < 1,d(y;3) < 2.
Ecrivons  sous forme  d’encadrement les  expressions
d(x;2) <1letd(y;3) <2
dx;2) <1 x—-2|<1®1<x<3
diy;3) <2®@|ly-3|<1©1<y<5
< Encadrons x +y
1 <x<3etl <y<S5alors2 <x+y<8
< Encadrons x — y
Encadrons d’abord —y
l1<y<5&®-5<-y<-1
1 <x<3et-5<—-y<-lalos—4<x—-y <2
< Encadrons xy
1 <x<3etl <y<S5alorsl < xy <15
+ Encadrons x? — y?
1<x<391<x2 <91 <y<5a01<y <25
1< y?2<250-25 <-y? <-1
1< x?<9et—25 <—y? <—1Alors —25 <x*—-y? < -9

> Encadronss

Encadrons d’abord i

1 <y<5a]ors§<i<1

1 <x<3et: < )1, < 1lalors ¢ < 3 <3

D3<x<5;-2<y<-1.

< Encadrer x +y,
3<x<5Set-2<y<-lalors1<x+y<4
< Encadrons x —y,
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Encadrons —y

=2<y<-1R1<-y<2
3<x<5etl<-y<Zalors4<x—-y<7

< Encadrons xy
-2<y<-1®1<-y<2;3<x<5etl <-y<2alors
3<—xy<10dou—-10<xy< -3

« Encadrons x? — y?
3<x<5®9<x2<25;1<-y<2O1<y?<4
1<y?<4® -4<—-y?<-1
9<x?<25et—4<—-y*<—lalorsb6<x’—y’<24
291<x<2,-3<y<4.

< Encadrons x +y

1<x<2et—-3<y<4alors—2 <x+y<6

< Encadrons x —y

—3<y<4&-4<-y<3
1<x<2et—4<-y<3alors=3<x—y=5

< Encadrons xy
—3<y<4®-3<y<0Ooul=<syc<4

Cas 1

—-3<y<0&0=-y<3
1<x<2et0<—y<3alors0<—xy<6d ou—-6<xy<0
Cas2

1<x=<2et0<y<4alors0<xy<8

on obtient =6 < xy <8

4 EXERCICE 7

Soient x et y deux nombres réels tels que : |2x — %l < %et |y = %l < i.
1) Prouvons que x et y appartiennent a I’intervalle ]% - 1[.

e x appartiennent a I’intervalle ]% = 1[

|2x—§| <seo-l<ax-Icie-liicwmciiio

1 §.. 3 z T 1
R 1 ; ainsi x appartiennent a I’intervalle ]; : 1[
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e yappartiennent a I’intervalle E ; 1[
p-f<ientcr-iciodiicy <]
% < y < 1;d’ouy appartiennent a I’intervalle E, 1[

2) Vérifions que : xy —3x—2y—1 = (x—2)(y—3)—7
Développons : (x —2)(y—3)—7
x—2)(y—3)—-7=xy—3x—2y+6—7
(x—2)(y—3)—7 = xy—3x— 2y — 1; ainsi
xy—3x—2y—1 = (x—2)(y—3)-7

3) Déduisons que :

-5 <xy—3x—-2y—-1< ——173
Ona:Xy—3x—2y—1= x—-2)(y—3)—-7

Encadrons x — 2

S<X<1®3-2<x-2<1-2
S-2<x-2<1-2®-3<x-2< -1

Encadrons y — 3

Ona:; <y<1®:-3<y-3<1-3®-><y-3< -2
Encadrons (x — 2)(y — 3)

—§<x—2< —1¢$1<—(x—2)<§®—§ Ly € 28
2<-(y-3)<3

1<—(x—2)<§ et 2<—(y—3)<§

alors 2 < (x—2)(y-3)<1T5

Encadrons (x — 2)(y —3)—7

2-7< x-)(y-3)-7< 2-7®

-5< x-2(y-3)-7< =2

Orxy—3x—2y—1 = (x—2)(y —3)— 7 alors

—5<xy—3x—2y—1< ——?
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DEVOIR A LA MAISON N°I

#S EXERCICE 1
1) a)Comparer —12vV2 et - 17

a+b
2

Soientx ety deux réelstelsque : x+y = 1

c¢) Exprimer y en fonction de x En utilisant a) ; montrer que 4xy < 1
2) aetb sont deux réels tels que 1,3 soit une valeur approchée de a a
107! prés et 2 soit une valeur approchée de b par excés a 5.107* prés

<b

b) Montrer que : sia < b, alors

encadrera + b;a—b.

#{ EXERCICE 2

Voici 4 fagons d’écrire une méme propriété :

* x € [1,3]: en terme d’intervalle ®* 1<x<3: en terme
d’encadrement

® |x — 2| < 1: en terme de valeur absolue ® d(x,2 <)1: en terme de
distance

Traduire pour chaque fagon les propriétés suivantes :
a)Xx€[3;7]:b)—-6<x<-2;

o) x+2]<5:d)d(x2)<3

f)x € ]—o0; —4] U [—2; +oo[

45 EXERCICE 3

Soient A, B et C trois points non alignés.

1) Construire les points M, N et P tels que :

AM =178, ON = 1CAet TP = 1BC.

2) Exprimer les vecteurs MN et MP en fonction de AB et AC.
3) En déduire que les points M,N etP sont alignés et que N est
milieux de [MP].

4) Construire les points Q et R tels que : B_Q =

— — 1—

BAetCR = ;CB.

[

Démontrer que (MN) et (QR) sont paralléles
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DEVOIR A LA MAISON N°II

#¢ EXERCICE 1

1. Reproduisez le tableau Suivant sur votre copie en complétant les
cases vides.

| ] Inj 1U]

[5:19] | ]—oo;0[
J-o0;-2] | ]-2;3]
2. Pour les propositions suivantes, écrire chacune a 1’aide de valeur
absolue et de distance

a)X€ [-4;6]b)x€ ]-1;5]

€)X € ]-o0; =5]U [-1;4+[d)x € ]—o0; 3[U]5;+o0[
#{ EXERCICE 2
1. A I'aide des encadrements de x et de y suivants
12<x<2letl<y<45

o
Donner un encadrement de x — y ; xy et ﬁ

10 10 ; 5.
2. Montrer que les valeurs 3 + 7o ©t 3+ = réalisent un encadrement
du nombre

Donner sous forme décimale et de puissance de 10 I’amplitude de cet
encadrement

N.B:m = 3,141592

45 EXERCICE 3
Partie A (3 pts)
Encadrer I’aire d’une couronne délimitée par deux cercles

concentriques de rayons respectifs R er r par deux réels sachant que
17,5 <R<176¢t95 <r<9,6

On vérifiera que A = w(R? — r?)
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Vous prendrez pour le calcul ™ = 3,14

s
—

Partie B (3 pts)
Soit 5,4 une valeur approchée du nombre réel x a 2.1072 prés et 8,3
une valeur approchée du nombre réel y a 3.107* prés.

Déterminer une valeur approchée du produit xyet préciser
I’incertitude associé.
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CALCUL VECTORIEL

PARTIE II : BARYCENTRE
COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Avoir une bonne connaissance de la notion de Barycentre

¢ Connaitre le barycentre de 2 ou 3 points et savoir utiliser les
propriétés pour résoudre des problémes.

¢ Construire le barycentre de 2 points ou 3 points

PLAN DU COURS
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3.2. REDUCTION DE LA SOMME DE TROIS VECTEURS

oaMA + BMB + yMClorsque o +B +y #F 0 .o 102
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APERCU HISTORIQUE

La notion de barycentre qui vient du Grec barus qui signifie lourd,
massif a été introduite par Archiméde au I11'¢™€ siécle avant J.C alors
qu’il s’intéressait a I’équilibre des leviers. Il apporte ainsi une solution
au probléme proposé ci-dessous

A [ &= F =g
Tre / rTre
rticye

prrovot o7

Sur cette tige de masse négligeable, on suspend deux masses m; et m,
aux points A etB. Comment positionner le pivot G pour que
I’ensemble soit en équilibre ?

= En physique : 1’équilibre est obtenu avec la loi d’Archiméde
m;GA = m,GB

= En Mathématique : les vecteurs GA et GB sont de sens opposé ;
I’équilibre est obtenu si les vecteurs m, GA = — m, ﬁ'équivaut a
m; GA +m, GB = 0

Le point G sur la tige vérifiant I’équilibre est dit Barycentre des
points A et B affectés des masses respectives m; et m,

1. BARYCENTRE DE DEUX POINTS PONDERES

Préliminaire : point pondéré
Soit le point A et a un réel non nul ; On appelle point pondéré

tout couple (A; ) formé d’un point A et d’un réel « ; on dit que
A est affecté d’un coefficient o

1.1. ACTIVITE
Soit A et B deux points du plan

a) Montrer qu’il existe un et un seul point G tel que 2GA+3GB = 0
puis placer le point G sur la figure.

b) On considére deux réels a et § ; existe-t-il un unique point G tel que
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aGA+BGB = 0?
¢) Soit M un point du plan, écrire en fonction du vecteur MG la
somme de vecteurs 2 MA + 3 MB

Solution intégrale

a) Montrons qu’il existe un et un seul point G tel que 2GA +3GB = 0
puis plagons le point G sur la figure.

2GA+3GB =0
2GA+3(GA + AB) = 0
5GA+3AB = 0
AG = g AB; Les points A et B étant fixes il existe donc un et un seul
point G vérifiant AG = g AB
Plagons le point G sur la droite (AB)

A

b) On considéi deux Légls « _?t f3 ; montrons s’il existe un unique
point G tel que x GA+BGB = 0

OnaaGA+BGB = 0 aGA+B(GA + AB) = 0

aGA+BGA + BAB = 0

(¢ + B)GA + BAB = 0

% Sia + B = Oalors (a + B)GA + BAB = BAB= 0
B=00u AB=0

L’égalitécxa\.+[3a3. = One dé_p?nd pﬂdu pgintG,il n’existe pas
donc un unique point G tel que x GA+ 3 GB = 0

<+ Sia + B # Oalorsona AG = %ﬁ AB donc il existe un et un

seul point G vérifiant I’égalité « GA + PGB = 0
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¢) Soit M un point du plan, écrire en fonction du vecteur MG la
somme de vecteurs 2 MA + 3 MB
Pour tout point M du plan ;
2MA+3MB = 2MG+ 2GA +3MG +3GB
2MA+3MB=2MG +3MG+ 2GA+3GB or 2GA+3GB= 0
alors
2 MA + 3 MB = 5MG

1.2. DEFINITION DU BARYCENTRE

Soient A et B deux points a et B deux réels tel que la somme
a+ B# 0 , il existe alors un unique point Gtel que

a GA + Bﬁf =0

Le point G est dit Barycentre des points pondérés (A; a)
et (B; B), on dit aussi que G est barycentre de A et B affecté
respectivement des coefficients a et § ou encore G est barycentre
du systéme {(A; a); (B; B) }

On le note G = bar{(A; a); (B; B) } ouencore G=bar [, [
1.3. PROPRIETE a|B

G est barycentre des points pondérés (A; a) et (B; B) équivaut
a:

sea+B+0

+ aGA+BGB =0

. E=%pﬁoufc=a%sﬁ
+ Le point G est sur la droite (AB)
REMARQUE :

+ SiG =bar{(A; «); (B; B) }, le point le plus prés du point G est
celui dont le coefficient est plus grand en valeur absolue.

< Le point G appartient au segment [AB] si et seulement les
coefficients a et 3 sont de méme signe.

1.4. REDUCTION DE LA SOMME DE VECTEURS
aMA + BMB LORSQUE a + B # 0
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THEOREME :

Soit G barycentre de deux points pondérés (A; a)et (B; B) on a
pour tout point M du plan : « MA + B MB = (a + B)MG

Preuve :

G=bar{(A; a); (B; B)}alorsaﬁ+BG_B' =0
Poir. tout M_@ plan_,. . . L
aGA+PBGBE=aGM+aMA+ BGM + BMB = 0
=aMA+BMB+ aGM + BGM = 0d’ou
oaMA + BMB = (a + B)MG

REMARQUE :

Le point M peut étre n’importe quel point du plan, en particulier
le point Aou le point B

SiA=MalorsonaaMA +BMB = (a + B)MG &
aAA+BAB = (a + B)AG ®
B AB = (x + B )E Ainsi on retrouve AG = %B AB
» Exercice d’application
Soit deux points du plan A et B
1) Construire le point C = bar {(A ;2); (B; 3) } et
D =bar {(A;3); (B; 2)}
2) Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que :
|2MA +3MEB|| =10
3) Déterminer I’ensemble des points N du plan tel que :
|2NA+3NB| =|3NA+2NE||
Solution intégrale
1)  Construisons les points C = bar {(A;2); (B; 3) }et
D = bar{(A;2); (B; 2)}

C= bar{(A;2); (B; 3)} ®AC= §AB
—_— 2—-———»
D= bar{(A;3); (B; 2)} < AD = §AB
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2) Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que :
|2MA + 3ME|| =10
OnaC = bar {(A;2); (B; 3) }alors pour tout point M du plan

2MA +3MB = 5MC

|2MA + 3MB|| = ||SMC || = SMC et [|2MA+3MB| =10 dou
SMC = 10 <> MC = 2

Le point C étant fixe, I’ensemble des points M cherché est le cercle de
centre C et de rayon 2.

3) Déterminer I’ensemble des points N du plan tel que :
[2NA+3NEB| =|3NA+2NEB||

C = bar {(A;2); (B; 3) } Alors pour tout point N du plan
2NA+3NB = 5NC

|2NA+3NEB|| = |[|SNC|| = 5NC

D = bar {(A;3); (B; 2) } Alors pour tout point N du plan
|3NA +2NB|| = ||SND|| = 5ND

D’ou SNC = 5ND & NC = ND

Les points C et D étant fixes ; I’ensemble des points N cherchés est la
médiatrice du segment [CD].
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1.5. DROITE ET BARYCENTRE
Activité :
Soit M un point de la droite (AB),
a) Justifier qu’il existe un réel k tel que AM = KkAB

b) Déduire que M est barycentre de A et B affectés des coefficients
que I’on déterminera.

Solution
a) Justifions qu’il existe un réel k tel que AM = KAB
Soit M un point de la droite (AB) alors les vecteui AM et_AT?; sont
colinéaires par conséquent il existe un réel k tel que AM = KAB

b) Déduisons que M est barycentre de A et B affectés des coefficients
que I’on détermine.

OnaAM = KkAB © kAB = AM
kAM + kMB = AM

kAM — AM + kMB = 0
—kMA + MA + kMB =
(1-K)MA + kMB = 0
La somme des coefficients 1 —k +k =1 # Oalors le point M est

barycentre des points A et B affectes respectivement des coefficients
1-ketk

THEOREME :

0

Soient A et B deux points d’un plan, la droite (AB) est
I’ensemble des points M barycentre de (A; 1-—-Kk) et
(B; K) lorsque k décrit un réel

2. PROPRIETES DU BARYCENTRE

21; HOMOG!::NEITE DU BARYCENTRE DE DEUX
POINTS PONDERES

Le barycentre de deux points reste inchangeable lorsqu’on
remplace les deux coefficients par des coefficients proportionnels
non nuls

G =bar {(A; a); (B; B)} alors pour tout réel k non nul
G = bar {(A ; ka); (B;kpB) }
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Preuve :
Soit G = bar {(A;a); (B; B)}
Alors a GA + B@ = 0k € IR" alors
k(«GA+BGB) = kO
ka GA + kB GB = 0
ka+ kB = k(a +B) #0Cark # 0Oa + # 0 alors
G =bar {(A; ka); (B; kB)}
2.2. ISOBARYCENTRE DE DEUX POINTS PONDERES

Le barycentre de deux points pondérés A et B affectés du méme
coefficient a non nul (e € IR* )est le milieu du segment [AB], on
I’appelle isobarycentre des points A et B

Preuve :

Soit G =bar {(A; «); (B;a)}alors

aGA+aGB = 0

a(ﬁ+ﬁ§)=60ra # 0 donc GA + GB = 0 d’ou G est le
milieu du segment [AB]

3. EXTENSION AU SYSTI‘Z\I\IE DE BARYCENTRE
DE TROIS POINTS PONDERES

Les propriétés et théorémes précédents pour le barycentre de deux
points pondérés se généralisent dans le cas de barycentre de trois
points pondérés
3.1. BARYCENTRE DE TROIS POINTS PONDERES
3.1.1. Théoréme

Soit les trois points pondérés (A; a) 5 (B; B)et (C; y) du plan.
Lorsque a+ B+y # 0. Alors il existe un point G unique tel que
oaGA™ + Bﬁf + YGC = 0;le point G est dit barycentre de
(A; a) 5 (B . B)et (C; y) ; noté souvent

G= bar{(A; a),(B; B),(C; v)}

3.1.2. Position du point G sur le plan

B AB+—1AC
a+B+y a+B+y

G=bar{(A; a),(B; B).(C; y)} ©AG =
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3.2. REDUCTION DE LA SOMME DE TROIS
VECTEURS aMA + BMB + yMClorsquea + B +y # 0
3.2.1 Théoréme :

Soit G = bar {(A; a) ,(B; B), (C; y)} alors pour tout point M
du plan ; aMA + BMB + yMC = (« + B +y)MG

» Exercice d’application : Soit ABC un triangle équilatérale de coté
S5cm

1) Construire G le barycentre de (A;l) ke (B - —1) et (C o 1) puis
prouver que ABCG est un parallé¢logramme.
2) Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que :

|IMA -MB + MC|| = 22
3) Vérifier que le milieu du segment [AC] appartient a cet ensemble
de points puis le tracer

Solution intégrale
1) Construisons G le barycentre de (A 8 1) 5 (B; —1) et (C; 1) puis
prouvons que ABCG est un parallélogramme
« Construisons G le barycentre de (A ; 1) X (B < —1) et (C ; 1)

G= bar{(A; 1),(B; -1),(C;1)} ©AG = —AB + AC
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< Prouvons que ABCG est un parallélogramme
OnaAG = —AB + AC®AG = —AB + AB + BC = BC
Ainsi AG = BC d’ou ABCG est un parallélogramme

2)  Déterminons I’ensemble des points M du plan tel que :

|IM& -MB + MC|| = 2

G = bar {(A : 1) 5 (B - —1), (C : 1)} , pour tout point M du plan on a :
IMA -MB + MC|| = [[MG]| = MG = %2

MG = 52—‘5; le point G étant fixe, I’ensemble des points M cherchés

; ; 5V3
sont les points qui forment le cercle de centre G et de rayon T‘/— .
3) Vérifions que le milieu du segment [AC] appartient a cet ensemble
de points puis le tragons.

% Vérifions que le milieu du segment [AC] appartient a cet ensemble
de points

Posons O le milieu du segment [AC]
Considérons le triangle GOC rectangle en O
D’aprés le théoréme de Pythagore CG? = 0C? + 0G? &

2
0G2 = CG%- 0C2 ¢ 0G2 = 5% — (5) —25_25_175
2 4 4

062 = 2 06 = J?d‘oﬁOG= "’zﬁ = MG

Donc O milieu du segment [AC] appartient a cet ensemble de points.
% Tracons I’ensemble de ces points ( voir figure si dessus)

3.3. ISOBARYCENTRE DE TROIS POINTS
PONDERES

Si G=bar{(A; a),(B;B),(C;y)} alors G est appelé
isobarycentre des points A, B et C ou centre de gravité du triangle
ABCsi et seulementsia= =y
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3.4. BARYCENTRE PARTIEL OU ASSOCIATIF
Théoréme

SiG = bar{(A; a),(B; B),(C; y)} et si la somme a +f8 # 0
alors on peut définir un point Gy barycentre partiel des points
(A; a)et(B; B) tel que : G = bar {(Gy; a+B),(C; v)}

N.B : le Théoréme de I’associativité du barycentre est réversible

Si G=bar{(Gy; a+B),(C;y)} et Go=bar{(A; a),(B; B)}
alors

G = bar{(A; «),(B; B).(C; v)}

Preuve : G = bar {(A a) (B; B).(C;y)}®

oGA + BGB + yGC =0

Sia +f # 0soit Gy —bar{(A; a),(B; B)}<i>

aGoA + BGoA = 0

aGoG + aGA + BG,G +BGB = 0

aGA + BGB = (a + B)GGy; remplagons oGA + PGB par
(a + B) GGy

(« + B) GGy + YGC = 0;or(ax +PB) + y # 0donc

G =bar {(Go; a+B).(C; v)}

Exercices d’applications :

P Exercices 1 :

soit ABC un triangle ; on donne

I le barycentre de (A;2) et (C; 1) ;] le barycentre de (A; 1) et (B;2)
et K le barycentre de (C;1) et (B; —4)

1) Montrer que B est le barycentre de (K;3) et (C; 1)

2) En déduire le barycentre des points (A;2),(k;3) et (c;1).

3) Montrer que ] est le milieu de [IK].

CALCUL VECTORIEL : BARYCENTRE




105

» Exercices 2 :

ABC un triangle et I milieu de [BC].

Soit G = bar {(A; -1),(B; 2),(C; 2)}
1. Monter que G appartient a la droite (Al) .

2. Soit H le symétrique de A par rapport a B, monter que les points
C,Get H sont alignés.

Solution intégrale

» Exercice 1

1.  Montrer que B est le barycentre K; 3) et (C; 1)

OnaKde (C;1) et (B;—4) alors KC — 4KB = 0

KB + BC — 4KB= 0

—3KB + BC = 0

3BK + BC=10;3+1#0

alors B est le barycentre (K;3) et (C; 1)

2. Déduisons le barycentre des points (A ;2), (K;3)et(C; 1).
Posons G = bar {(A; 2),(K; 3),(C; 1)}

OnaB = bar {(K; 3) . (C . 1)} d’ aprés le théoréme de
I’associativité du barycentre G = bar {(A ; 2) ,(B ; 4)} :

] = bar {(A; 1) ; (B : 2)} d’aprés I’homogénéité du barycentre

J= bar{(A; 2),(B; 4)}d’ou] = G ainsi

] =bar{(A; 2),(K; 3),(C; 1)}

3. Montrons que F est le milieu du segment [IK]

Onaj= bar{(A; 2),(K; 3),(C; 1)} et1= bar{(A; 2),(C; 1)}
d’aprés I’associativité du barycentre F = bar {(1; 3),(K; 3)} d’ou
F I’isobarycentre de I et K par conséquent F milieu du segment [IK].
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1) Montrons que G appartient a la droite (AI)

G= bar{(A; -1),(B; 2),(C; 2)}; I Milieu de [BC] &

1= bar{(B;2),(C; 2)}

D’apres le théoréme de I’associativité du barycentre

G = bar {(A; —1) , (l ; 4)} donc G appartient a la droite (Al) .
2) Montrons que les points C, G et H sont alignés.

H le symétrique de A par rapport a B équivaut B milieu [AH].
= bar{(A; -1),(B; 2),(C; 2)}¢> —GA + 2GB +2GC = 0
—GH —HA + 2GH +2HG + 2GC = 0;
B Milieu [AH] <& HA = 2HB
GH —2HB + 2HB + 2GC = 0

GH = — 2GC ainsi GH et GC colinéaires d’ou les points C, G et H
sont alignés.
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SERIE D’EXERCICES

THEME : BARYCENTRE

» EXERCICE 1 Dans chacun des cas suivants, donner les
coefficients a et B tels que M soit barycentre de (A; a) et (B; B).

£ 2MB + AB =0

2 MA = 2AB

3. AM + MB = %A—B'

4.  —-3MB + 2AM = 2AB
» EXERCICE 2 (corrigé)

Soit ABC un triangle et I le milieu de[BC]. Soit G le barycentre de
(A; —1) (B; 2) et (C; 2).
1) Montrer que G appartient a la droite (AI)

2) Soit H le symétrique deA par rapport a B. Montrer que
C,G et H sont alignés.

» EXERCICE 3 Soit A et B deux points du plan

On note I le milieu du segment [AB]

1) Soit G le barycentre de (A; —1) et (B; 3). Construire G

2) a) construire le point ] symétrique de G par rapport a .

b) Montrer que KT = - %ﬁ

¢) En déduire deux réels aetf3 tels que ] soit le barycentre de
(A; @) et (B; B)

» EXERCICE 4 Soient A et B deux points du plan tels que
AB = 4cm

On considére le barycentre G du systeme {(A;1),(B;3)} et le
barycentre K du systéme {(A; 1), (B; 3)}

1) Exprimer les vecteurs AG et AK en fonction de AB’

2) Placer les points A, B,Get K

3) Montrer que les segments [AB] et [GK] ont méme milieu.

» EXERCICE 5 Dans le plan P muni d’un repére (0,1,7) , on donne
les points A(—1; 3) et B(2; —1) et C(3; 4).
1) placer les points A, B et C dans le repere.
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2) Déterminer les coordonnées des points G isobarycentre des points
A, B, C puis placer G dans le plan.

3) Construire les points I, ] et K définis par :

I = bar {(A;1)(B; 2)}] = bar {(A; 2)(C; 1)} et

K = bar {(C; 1)(B; —4)}
4) Démontrer que B est le barycentre de (K . 3) et (C ; 1).

5) Démontrer que I est barycentre de (A; 2), (K; 3) et (C; 1).

6) En déduire que I,] et K sont alignés et que I est le milieu de [JK].
» EXERCICE 6 Soit ABC un triangle, I et] les points définis par :
Ai= 2 ACetA] = 3B

On note G la symétrique de B par rapport a |

1) Faire une figure et placer les points I et J.

2) Exprimer GB en fonction de GA et AC

3) En déduire que G est le barycentre de (A, 2) , (B,—3) et (C,4) .
4) Montrer que les points G, C et ] sont alignés.

» EXERCICE 7 (corrigé )

Soit ABC un triangle, I et J les points définis par Al = EA—C et

A] = 3AB

On note G le symétrique de B par rapport a I.

1) Faire une figure et placer les points I et J.

2) a) Exprimer GB en fonction de GA et AC

b) En déduire que G est le barycentre de (A, 2) (B,—3) et (C4)
Montrer que les points G, C et J sont alignés.
Aide : Exprimer J comme barycentre de A et B.

» EXERCICE 9 (corrigé )

1) Déterminer I’ensemble Dg des valeurs du réel k pour que le
barycentre Gy de {(A; 2k? — 3),(B; k), (C; —k)} existe

2) Montrer que, pour tout réel k de Dg on a I’égalité :

AGk = m BC

3) Représenter sur une figure les points A, B et C ainsi que I milieu de
[BC].
4) En utilisant la question 2) placer les points G; et G_; .
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5) Prouver que A est le milieu de [G,G_,].

6) Déterminer I’ensemble (E) des points M de I’espace tels que :

| M8 -+ B — M| = ||V -V + ]

EXERCICE 10

Soit A, B et C trois points non alignés du plan et o un réel .

1) Construire le point I barycentre du systéeme {(A; —1),(B; 3)}.

2) Pour quelle valeur de ale systeme {(A; —1),(B; 3),(C, o)}
n’admet pas de barycentre

3)On pose a = 4 construire G; barycentre du systéme
{(a; -1),(B; 3),(C,0)}

4) On pose a = —1 construire G, barycentre du systéme

{(A; -1),(B; 3),(C)}

5) Démontrer que G; ; Gyet I sont alignés.

6) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :

a) ||-MA + 3MB + 4MC|| = 12
b) ||~V + 385 — M¢]| = [[¥G;
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : BARYCENTRE
» EXERCICE 2
1) Montrons que G appartient a la droite (Al)
[ le milieu de [BC] <> I isobarycentre des point B et C par conséquent
= bar {(B;2); (C;2)} or
G = bar {(A; —1); (B;2); (C;2)} d’apres I’associativité du
barycentre

= bar {(A; —1); (I;4)} ainsi les points G; A et I sont alignés donc
G appartient a la droite (Al)

2) Montrer que C, G et H sont alignés.

G = bar {(A;-1); (B;2); (C;2)} &

—GA+ 2GB + 2GC =0

—GH — HA + 2GH + 2HB + 2GC =0

H Symétrique de A par rapport a B & HA = 2HB ainsi
—GH +2GH-HA+2HB+2GC =GH+ 2GC= 0 &
GH = —2GC

Donc les points C, G et H sont alignés

» EXERCICE 7

1) Déterminons I’ensemble D des valeurs du réel k pour que le
barycentre Gy de {(A; 2k? — 3),(B; k), (C; —k)} existe .

Gy existe si et seulement si
2k’ -3 +k—-k # 0®

2k2—-3% 09k # Zouk¢—\/§

-

2) Montrons que, pour tout réel k de Dg on a I’égalité :
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G ={(A; 2k? - 3),(B;k),(C; —k)}&
(2k% —3)GA + KGyB —kGC =0
(2k%? —3)GyA + KG,C +KCB—kG,C= 0
(2k? —3)G,A + KCB = 0d’on

-k

Aly = 2300

3) Représentons sur une figure les points A, B et C ainsi que | milieu
de [BC].

G

B

4) En utilisant la question 2) placer les points G; et G, .

OnaAGy = s>—BC

e k=1

G = gy =3 = PO AG; = B¢

ek= -1

— 1 — —, EEEE———
AG_l = m8c=—BCAG_1=—BC

5) Prouvons que A est le milieu de [G,G,].
On aA_G; = ﬁfetAG_l =—BC

Ainsi AG, = —AG_, d’ou
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AG, + AG_, = 0 donc A est le milieu de [G,G_,].

6) Déterminons I’ensemble (E) des points M de I’espace tels que :
| ¥ + B — C]| = || M - 18 + Wic]

Onapourk =1

G, = {(A; -1),(B;1),(C; —-1)}

Pour tout point M du plan

VA + VB - MG = MG; || M+ ME - M| = |G

Pourk = —1

Pour tout point M du plan

—MA — MB + MC = MG_, © |-MA — MB + MC|| = ||MG_;|| or
|-MA + MB - MC|| = ||-MA -MB + MC|| ainsi
[[MG;|| = [MG_{]| © MG; = MG_,; les points G, et G_; étant

fixes ; I’ensemble (E) des points M de I’espace cherchés est la
médiatrice du segment [G;G_,].
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» EXERCICE 8
1) Construisons le point I barycentre du systéme {(A; —1),(B; 3)}.

1= {(a; -1),(B; 3)} Al =32 AB

G2
2)Les valeurs de oapour les quels le  systéme
{(A; —1),(B; 3),(C,a)} n’admet pas de barycentre.

Le systeme {(A; —1),(B; 3),(C,)} n’admet pas de barycentre si et
seulementsi—1+ 3+ a =0~ a = =2

3)On pose a = 4 construire G; barycentre du systéme

{(A; -1),(B; 3),(C,a)}

Gy = {(A; -1),(B; 3),(C,4)} et

I= {(A; —1),(B; 3)} D’aprés le barycentre partiel.

G = {(; 2, G =21C

4)On pose a = —1 construire G, barycentre du systéme
{(A; -1),(B; 3),(C,a)}

G; = {(A; -1),(B; 3),(C,-1)}

I= {(A; —1),(B; 3)} d’apres le barycentre partiel.

Gz = {(5; 2),(C,-1)}*1G; = =IC

5) Démontrons que G, ; Gyet I sont alignés.
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3
IG,=—-IC®IC =-IG,
Alors %ﬁ = —@.®E= —g E. les vecteurs E' et E. sont

colinéaires par conséquent les points G; ; G, et I sont alignés.
6) Déterminons 1’ensemble des points M du plan tels que :

a) ||-MA + 3MB + 4MC|| = 12

G, = {(A; —1),(B; 3),(C,4)} ; pour tout point M du plan
—MA + 3MB + 4MC = 6MG,

|| -MA + 3MB + 4MC]|| = ||6MG, || = 12

MG; = 2; le point G, étant fixe, les points M cherchés est I’ensemble
des points du cercle de centre G, et de rayon

b) ||-MA + 3MB — MC|| = [IMG,||

G, = {(A; —=1),(B; 3),(C,—1)}; pour tout point M du plan
—MA + 3MB - MC = MG, ©

[[-MA + 3MB — MC|| = [[MG| = [|MG,]|

MG, = MGy ; les points G, et G, étant fixes ; I’ensemble des points M
de I’espace cherchés est la médiatrice du segment [G;G,]
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DEVOIR A LA MAISON N°I

4 EXERCICE 1

Soit le systéme de points pondérés {(A; 1); (B; —2) et (C; 5)}.

1. Justifier que le systéme admet un barycentre appelé G

2. Soit I le barycentre de {(A; 1); (B;-2) } ] celui de
{(B;=2); (C;5)} et K celui de {(A;1); (C;5)}. En utilisant
I’associativité du barycentre, démontrer que

a) Ge (IC)

b) Ge (JA)

c) Ge(KB)

3. Déduire que les droites (IC), (JA) et (KB) sont concourantes

25 EXERCICE 2

ABC est un triangle de centre de gravité G (isobarycentre de A, B, C).
On appelle I le milieu de [BC]. La parall¢le a (BC) passant par G
coupe (AC) enE.

1. Faire la figure et construire le point D défini par AD = 2AB

2. On donne AE = gATf; trouver les coefficients « et B tels que E soit
barycentre de (A; @) et (C; B).

3. Montrer que B est barycentre de (A; 1) et (D; 1) .

4. Montrer que I est barycentre de (A; 1); (D; 1) et (C; 2).

5. Déduire que les points I,D et E sonts alignés puis préciser la
position de I sur le segment [DE]

#{ EXERCICE 3

Partie A

Soit ABC un triangle, on donne [ le barycentre de (A; 2) et (C; 1) ;

F le barycentre de (A; 1) et (B; 2) et K le barycentre

de (C;1) et (B;—4);

1) Montrer que B est le barycentre de (K; 3) et (C; 1)

2) En déduire le barycentre de (4; 2), (K;3) et (C; 1)

3) Montrer que F est le milieu de [I K]
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Partie B Soit ABCD rectangle tels que AB = 3 et BC = 4

p B Déterminer les coefficients o, B, ¥ tels que D soit barycentre du
systeme (A; a); (B; B) et (C;¥)
2: Déterminer 1’ensemble des points M tels que

|IMA" — VB + M| = 5
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DEVOIR A LA MAISON N°II
#{ EXERCICE 1 Q.C.M (Question a Choix Multiples )

Sim désigne un
réel, le barycentre

de E]m:l E]mao E]m:‘/.

(A,3m) (B,5m —
2) n’existe que si

Le barycentre de . . . . _ .
(A2)(B3)estle |[a]AG=2AB |[b]GA=3GE |[c|]5AG=3AB
point G tel que

Le barycentre de E] le symétrique [E le symétrique E] i
(B,1) et (C,—2) est | de C parrapport | de B par rapport

aB ac segment [BC]
Le barycentre de
(A.0)(B.3)estle E] A @ B E] n’existe pas
point

& EXERCICE 2
Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB=4cm et AC=6cm

1. Placer le point G tel que AG =AB + % AC. Calculer la distance
AG.

2. Exprimer G comme barycentre des ponts A, B et C affectes des
coefficients que I’on déterminera.

Déterminer I’ensemble des points M tels que
|[-MA + 2MB + MC|| = 10

#{ EXERCICE 3

Dans un plan muni d’un repére orthonormé (0,1,7) On considére les
points A(—=1; 1)B(2;-1)C(3; 2)

1) Calculer les cordonnées des vecteurs AB . AC et BC

2) Soit G(-3;-5) le barycentre de
{(A,a), (B, B), (C,—2)} Déterminer les réels a et 3

3) Soit G, le barycentre de {(A,1),(B,2),(C,m)} m € IR

a) Pour quelles valeurs de m G, existe-t-il

b) Déterminer les coordonnées de (X, ; Ym) de Gy, en fonction de m
¢) Prouver a partir de b) que m = % etm = ?'1“—;"1
d) Trouver une relation indépendante de m liant les coordonnées de G

CALCUL VECTORIEL : BARYCENTRE




119

EQUATIONS — INEQUATIONS
DU SECOND DEGRE

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Résoudre une équation du second degré par la méthode du
discriminant

¢ Résoudre des équations se ramenant au second degré.

¢ Résoudre une inéquation du second degré

¢ Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit.

¢ Trouver le signe d'un trinome du second degré.
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1. FORME CANONIQUE D’UN TRINOME
DU SECOND DEGRE
1.1. DEFINITION
1.1.1. Monome

Soit a un réel et n un entier naturel (n € IN); on appelle
monome toute expression de la forme ax", il est caractérisé par :

@ son coefficienta (a € IR);
1 savariable x (qui peut étre toute lettre de I’alphabet) ;
! sa puissance ou degré n.

Exemples : 7x2 ; x> ; V5 y?
1.1.2. Trinome du second degré

On appelle trinome du second degré toute relation de la forme
ax? + bx + c ou a, b et c des nombres réels aveca # 0

« Les réels abetc sont les coefficients du trinome;
X représente sa variable

« Leréel c est dit valeur indépendant.

« Si le coefficient b et ou ¢ est nul le trindome est dit trindome
incomplet

Exemples :
v —-2x*+3x—-5;a=-2,b=3,c=-5
v mx(-2;a=mn,b=0,c= -2

v x2+(1—\/§)xa=l,b=(l—\f§),c=0

N.B : si le coefficient a = 0 alors on a plus un trinome du second
degré.
1.1.3. Racine ou zéro d’un trinome

On appelle racine ou zéro d’un trindme toute valeur de la variable
X qui annule le trindme

Exemples :
1 est racine du trindme x% — 3x + 2
— 2 est racine du trindme x% — 4
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1.2. FORME CANONIQUE D’UN TRINOME

1.2.1. Rappels
Ona(a + b)? = a?+2ab+b%? < (a + b)2—b%? = a?+2ab
a’ + 2ab est le début du développement ou début du carré de
(a + b)?
De méme (a— b)? = a?—2ab+ b?® (a—b)?— b? = a2 —2ab
a? — 2ab est aussi le début du développement ou début du carré de
(a — b)?

1.2.2 Etapes d’élaboration de la forme canonique
Soit le trindme T(x) = 2x? — 3x + 1; élaborons la forme canonique
de T(x).
Mettons 2 en facteur T(x) = 2 (x2 = gx + %) (Y]

2

2
s 3 ; ; ; 3
Considérons x* — 3 X qui est le début du développement de (x = ;)

( 3)2_2 3+9®( 3)2 9 ..z 3
X73) T T T T T16 T T2

2_3 , i _3°_ 2
Remplagons x* — >x dans I"expression (1) par (x 4) -

T(x) =2[(X—%)2—%+%]¢>T(x) =2 [(x—%)z—l—la

ainsi T(x) =2 [(x - 2)z — 2 | est Ia forme canonique de
4 16

T(x) =2x>—-3x+1

Cas Général

Soit le trindme T(x) = ax? +bx+c(a # 0), élaborons la forme
canonique

de T(x)

Mettons le coefficient a en facteur

T(x) = a(x2 +§x+§) 1)

2
Considérons x? + Ex qui est le début du développement de (x + z—ba)

b2 _ ., . b b2 b2 b2 _ 5, b
(X+£) P +ax+432¢>(x+23) 432—)( +ax
by : b\2 b2

Remplagons x“ + —x dans I’expression (1) par (x + Z) =
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T(X)=a[(X+ %)2— b—z+§]®T(x)=a[(x+ %)2—

4a?

b%- 4ac
4a2

Pour simplifier cette écriture on pose A (delta) = b% — 4ac
La quantit¢é A= b? — 4ac est appelée discriminant (Qui permet
d'établir une distinction ) du trindme ax? + bx + c;

a [(x eE L)2 = iz est la forme canonique de ax? + bx + ¢
2a 4a

Exercice d’application :

1) Elaborons la forme canonique des trindmes suivants :

a) x? —4x—45

b)  VZx?-2x+V2

2) Déterminer les réel a et  tel que x* —5x—6 = (x— a)? + Ben
déduire une écriture factoriser de x? — 5x — 6

2. EQUATION DU SECOND DEGRE

2.1. DEFINITION ET EXEMPLES
Définition

Soit les réels a,betc(avec a # 0); toute relation du type
ax? + bx + ¢ = 0 est dite équation du second degré.

Exemples
vV -7x*—-x—4 =0
vV xX2-mt=0
v 3x(-(V2-1)x-5=0
2.2. RESOLUTION D’UNE EQUATION DU SECOND
DEGRE ax? + bx+c¢c =0

b2 A e st s
ax’+bx+c=a [(x + Z) — 2| Ainsi résoudre [I’équation
ax?+bx+c=0 revient a résoudre I’équation de la forme

. b\2 A
canonique a [(x + Z) =ieg) = 0

a[(x+2—ba-)2—i =0©(x+%)2—i=0Car a#0; les

4a? 4a2
solutions de I’équation sont déterminées en fonction de la valeur
algébrique du discriminant A du trindme ; on a les solutions selon les
conditions suivantes :
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Si A< 0; Péquation ax? + bx + ¢ =0 n’admet pas de solution
réelle Sigp = @

Preuve :

b2 A b2 _ A
(xhor) ~m=iou(Ed o) =
OrA< Oalors la quantité‘,’iaz < 0 ainsi

(x+ _,_,_)2 =L (x+ -l-)—)z < 0 ; Impossible car le carré d’un
2a 4a? 2a 2

nombre n’est jamais négatif donc 1’équation n’admet pas de solution
réelle ainsi S;g = 0.

Exemple : résolvons dans IR I’équation : —x? +2x — 5=10
Calculons A
A= b%- 4ac = (2)2-4(-1)(-5) = -16

A= —16; L’équation —x? + 2x — 5 =0 n’admet pas de solution

réelle Sig= 0

Si A= 0; ’équation ax? + bx + ¢ = 0 admet une solution double
=B

Xp = g

Preuve :
b2 A b\?2 A

(x+ ) —m=0e(x+3) =

S A 8
Or A = 0 alors la quantité o 0 ainsi

b 2 A b 2 b b
b2a 4a b 2a 2a 2a

X+ —=0o0ux+ —=0®
2a 2a

b b ¢ :

Xx=—_ou x=— - I'équation ax’+bx+c=0 admet une
. -b

solution double x, = =y

Exemple : résolvons dans IR I’équation : 4x* + 4x + 1 =0
Calculons A

A= b?— 4ac = (4)*-4(4)(1) =0

A= 0:1’équation 4x*> + 4x + 1 = 0 admet une solution double

.
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Si A> 0; Péquation ax?+bx+c =0 admet deux solutions
distinctes

X, = -b+VA ¢ X = -b-vVA
1= ¢ 2=
Preuve :
b\ A v i
(x + —) — — = 0;A> 01I’¢quation peut s’écrire sous la forme
2a 4a
suivante :
Va\* . B VA 5B +\/' -
2a) *T 2 2a 2a " 2a
LR b+ VA
X+ =0
" 2a
x+b—2f Ooux+b+‘[— 0d’ou
-b+Va -b-\/_
= oux = ——
2a

Exemple : résolvons dans IR I’équation : —x?> + 2x + 3 =0
Calculons A

A= b?—- 4ac = (2)>-4(-1)(3) =16

A = 16 ; I’équation admet deux solutions distinctes X; et X,

-b+VA -2+4 -b-Va -2-4
X1=_Za =ﬂ=—letx2= = =ﬁ=
SIR= {—1; 3}

REMARQUE :

¢ Si les coefficients aetcdu trindmeax? + bx + c associé d’une
équation du second degré ax?+ bx+ c = 0 sont de signes contraires
alors I’équation admet deux solutions distinctes x; et X,.

¢ pour résoudre une équation du second degré dont le coefficient b et
ou ¢ du trindme associé est nul (trindbme incomplet) le calcul du
discriminant A n’est pas nécessaire.

» Exercice d’application :

Résoudre dans IR les équations suivantes
a) x2—2V2x +3=0

b) —x*+4x—7=0

c) —xX*+4x—4=0
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d x2-7=0

e) —-3x*’+x=0

DISCRIMINENT REDUIT :

Soit le trindme ax? + bx + ¢, si le coefficient b est un nombre

paire alors pour résoudre I’équation associée ax*>+bx+c=0
on peut utiliser le discriminant réduit donné par

A’'( delta prime) = (b))’ —ac (avecbh’ = ; <b=2b")

A= b2 — 4ac A= (Zb’)z —4ac=4 (b')2 — 4ac
A= 4((b")? — ac) Ainsi A = 4A’

A< 0 A'<0 Péquation ax’>+bx+c=0 n’admet pas de
solution réelle S;g = 0

Exemple : résolvons dans IR I’équation : 2x?> + 6x + 5=10
Calculons A’
A'=(b')2—ac = (3)2-2(5)= -1

A= -1
Sm — ¢
A= 0 < A'= 0, ’équation ax? + bx + ¢ = 0 admet une solution

=y
double xy = =

Exemple : résolvons dans IR I’équation : 4x*> —12x +9 =0
Calculons A’

A'= (b')? —ac = (6)*> —4(9) = 0, I’équation admet une solution
double x,

-b" 6 3 3
%= =37 Sm= {3
A>0®A>0 , Péquation ax*+bx+c=0 admet deux
solutions distinctes x; = L :met Xs= -b' - VN

Exemple : résolvons dans IR Iéquation : —x? —2vV3x +1 =0

2
A'= (b))% —ac = (\/3 ) —(—1)(1) =4.A'= 4 [I’équation admet
deux solutions distinctes x; et X,

_ b+ VN  -V3 +2

X = =+v3 -2

a -1
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X, = - F \/—2— -3 +2

Sk= {- w/_+2 —J_ 2}

2.3. EQUATIONS SE RAMENANT A UNE EQUATION
DU SECOND DEGRE
La résolution de certaines équations passe nécessaire par un
changement de variable aboutissant a une équation du second degré
ax?+bx+c=0

2.3.1. CAS DES EQUATIONS BICARREES

Toute équation de la forme ax* + bx? + ¢ = 0 est dite équation
bicarrée. Pour résoudre ce type d’équation, on effectue un
changement de variable en posant X = xz. les solutions de
I’équation bicarrée ax* + bx? + ¢ = 0 sont déduites de celles du
second degré.

» Exercice d’application :
Résoudre dans IR les équations suivantes
) x*—x?2-6=0
2) x*+6x2+5=0
3) —x*+x2-2=0
4 x*-6x2+8=0
Solutions succinctes
Résolvons dans IR les équations
x*—x?-6=0
Effectuons un changement de variable
Posons X = X? I’équation devient :
X2-X-6=0
X;=3etX, =-2
X=X2=3®X?=3alorsx= V3oux= —V3
X =X? = -2 ¢ X? = —2 Impossible
S = {\/?, = \/3_}
1) x*—6x2+5=0
Effectuons un changement de variable
Posons X = X? I’équation devient :
X2+6X +5=0
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X;=—1letX, =-5
X =X? = —1 & X% = —1 Impossible
X =X? = -5 ¢ X% = =5 Impossible
Sm = 0
3) —x*+x2-2=0
Effectuons un changement de variable
Posons X = X? I’équation devient : —X? +X—2 =10
A= -7
L’équation —X? + X — 2 = 0 n’admet pas de solution, par conséquent
I’équation — x* + x? — 2 = 0 n’admet pas de solution.
Sm = ¢
4) x*—-6x2+8=0
Effectuons un changement de variable
Posons X = X? I’équation devient :
X2-6X +8=0
Xy = 2etX, =4
X=X2=2®X2=2alorsx= VZoux= —2
X=X?=4®X?=4alorsx= 20ux= —2
Sm= {—‘/7; =p45 \/2_; 2}
2.3.2. AUTRES CAS

A Pinstar des équations bicarrées, ils existent d’autres équations
qui nécessitent un changement de variable.

» Exercice d’application :
Résoudre dans IR les équations suivantes
1. x*2—4|x| —9=0
2. x+2x-3=0
2
3. (x+1) _5(x+1) +6=0

X=2 X=2

Solutions intégrale
Résolvons dans IR les équations
1. x2—4|x| = 9=0
Effectuons un changement de variable
Posons X = |x| I’équation devient : X> —4X + 8 =0
X, = 2—-V13etX,=2+V13
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X= |x| =2 —+V13 & |x| = 2 — V13 impossible

X= x| =2+V13e x| =2++V13alorsx = 2+ V13 ou
x= —2—-+13

Sk = {2+V13; -2 -V13}

2. x+2vx-3=0

Effectuons un changement de variable
PosonsX=\f)?l’équation devient : X?+2X =3 =0

X; = -3etX; =1

X=+Vx=-3&Vx=-3 impossible
X=Vx=1®Vx=1lalorsx=1

Sir = {1_}
3. (55) -5 (23) +6=0

Effectuons un changement de variable
Posons X = % I’équation devient : X2 —5X + 6 =0
X, =2etX,; =3

X—zt;— 2¢>xt1= 2alorsx=5
=Xt1_ 30X 3aosx= 4
x—-2 X- 2
S = {5 7}
IR — '2

3. FACTORISATION D’UN TRINOME

DU SECOND DEGRE

Pour trouver la forme factorisée d’un trindbme du second
degré ax?+bx+c(a #0) et si les coefficients b et csont non

nuls il sera nécessaire de calculer le discriminant A de 1’équation
associée ax’ + bx+c=0etona:

Si A < 0 alors le trindme ax? + bx + ¢ n’est pas factorisable

Preuve :

b)? ;
On a ax? +bx+c = a[(x+ —) = Lz , factoriser ax? + bx + ¢
2a 4a

. 4 : b\?2 A
équivaut a factoriser a [(x + —) = —z]
2a 4a
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O iz b\2 A
On a A< 0; alors la quantit¢ — — >0 d’ou a[(x+——) =
4a 2a 4a

n'est pas factorisable donc le trindme ax?+ bx+c n’est pas
factorisable.

Exemple : factorisons le trindme —3x? + 3v2x — 4

Calculons A

A= b%— 4ac = (3V2)" —4(-3)(—4) = 30

A = —30 alors le trindme —3x? + 3v2x — 4 n’est pas factorisable

Si A= Oalors le trindme ax?+ bx + ¢ est factorisable et sa
forme factorisée est : a(x — x,)?

Preuve :
2 b\2 A .
On A ax“+bx+c = a (x + —) e )| factoriser
2a 4a
2 g . e N . b B A
ax“ + bx + c équivaut a factoriser a (x + —) - =
2a 4a

g sz A e
Ici A= 0 alors la quantité e 0 ainsi

2 2 2
a[(x+£) —iz =a(x+£) =a[x—(—£)] Or—£=xo
2a 4a 2a 2a 2a

2

. b A o e

D’ou a[(x+ —) — —| = a(x—x0)®* ainsi le trindme
2a 4a

ax? + bx + c est factorisable et sa forme factorisée est : a(x — Xq)2.

. A 3
Exemple : factorisons le trinome —x? — V3x— =
Calculons A

A= b2— dac = (=V3)’ - 4(~1) (—Z) =0

Calculons x

_-b V3
=22 " "2
2
3 3
—xz—\/3_x—z =—(x+\/7_)

Si A> 0 alors le trindme ax? + bx + ¢ est factorisable et a pour
forme factorisée : a (x — x{)(X — X5)
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Preuve :

2
On a ax? +bx+c = a[(x+ 3) — 2|, factoriser ax? + bx + ¢
2a 4a

2
- 4 : b A
€équivaut a factoriser a [(x + —) =

2a 4a

sy 8
A > 0 alors la quantité i 0

ansa(c+ 2" 8] = (e 2" ()

[(x+ Z—t;)z—i =a(x+ 2 -2)(x+ 2+2)

4a? 2a 2a 2a ' 2a

6 2 - = oo =22 ) (- =)

2a 432

D’ou le trindme ax?+bx+c est factorisable et a pour forme
factorisée a (x — x1)(X — X3)

[(x+ E)2— i =ax — x)E — x3)

< s i 1 1
Exemple : factorisons le trinome x? + s X~z

Calculons A
A= b?— 4ac = (%)2—4(1) (-3)=2

4
Calculons x; et x,

X; = —letx, = %
1 1 1
200 O e
x+2x 2—(x+1)( 2)
4. SOMME ET PRODUIT DES RACIN!ZS
D’UN TRINOME DU SECOND DEGRE
Soit ax? + bx+ c (a # 0) un trindme du second degré ; s’il admet

deux racines distinctes ou confondues alors celles-ci sont liées par
des relations : somme S et produit P avec les coefficients du trinome

C
S=x1+x2=T et P=xIxe=;

Preuve :
-b+Va -b-vVa -b+VA -b-Va -2b
+ = = —_—
2a 2a 2a 2a

*S=x; + X, =
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douS = x; + x; = '-Tb
~b+vE  -b-VE _ (-b+VA)(-b-VA) _ b?—(VA)’

2a 2a 4a? 4a?
b?-A _ b?-(b?-4ac) _ b*-b?+4ac _ 4ac c

4a2 4a? 4a? T 4a2 = a
* \} c
douP = X1 X Xp = .

.:. xl x x2 =

XlxX2=

Exercices d’applications
» Exercice 1
Soit I’équation E(x): x*+ (2 + m)x +2m =0
1) Vérifier que —2 est solution de I’équation E(x) = 0.
2) Sans calculer A , déterminer Iautre solution de I’équation E(x) = 0
3) En déduire la forme factorisée du trindme x? + (2 + m)x + 2w
» Exercice 2
Soit I’équation 3x? + 7x—2 =0
1) Sans calculer A , justifier briévement que I’équation admet deux
solutions distinctes.
2) Sans déterminer les solutions X; et X,, calculer la quantité des
expressions  suivantes A =x;°+ x,° B=x3+ x° et
C = (2%, — 5%3)(2x, — 5%4)

Solutions intégrale

» Exercice 1
1) Vérifions que —2 est solution de I’équation E(x) = 0
Calculons E(—2)
E(-2)= (-2)?+ 2+ n)(-2) +2n =4—-4-2n +2n=0
Donc —2 est solution de I’équation E(x) = 0
2) Déterminons 1’autre solution de I’équation E(x) = 0

C
P=x1xx2=;©—2x2=2ﬂ¢i>xz=—‘u

3) Déduisons la forme factorisée du trindme x? + (2 + m)x + 27
XX+ 2+ mMx +2n =(x + 2)(x + n)
» Exercice 2

1) Justifions briecvement que I’équation admet deux solutions
distinctes.
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L’équation 3x? + 7x — 2 = 0 admet deux solutions distinctes car les
coefficients a et ¢ sont de signes contraires.

2) Calculons la quantité des expressions suivantes
® A=x%+ x,?
A= xlz + XZZ - (xl + Xz)z _— 2X1 Xy = (S)z — ZP

AvecS = ? =%etP = %= %
A=(S)? — zpz(i)z _2(F)-2. L e
3 3 9 3 9 9

¢ B=1x,+ x;3

B=x:3+ %% = (x; + x2)(%12 — X1 X, + X32)

B = (x; + x2)((x; + X2)® — 2X; X — X1 Xp)

B=®©? - 3) =5 —357 = () -3(2)(2)

3 3 3

_ -469

B=-77

% C = (2x; — 5x,)(2x, — 5x,)

C = (2%, — 5%;)(2%x, — 5%;) = 4%,X, — 10x,% — 10x,2% + 25x,X,
C = 4%;X; — 10(X1% + X52) + 25X, X, = 29%;%, — 10((%; +x,)? —
2x1 X2)

C=29P —10((S)? — 2P) = 29P — 10(S)? + 20P = 49P — 10S?

C=49P_1052=49(%)_10(%)2=—784 - 784

==
9 9

5. TROUVER DEUX NOMBRES CONNAISSANT

LEUR SOMME ET LEUR PRODUIT

Trouver la valeur de deux nombres x ety connaissant leur somme
2 i X+y=S
S=x+y et leur produit P =xy formant le systeme{ % y_ P

équivaut a résoudre I’équation du second degré X2 —SX+P =0

On calculera tout d’abord la quantité S? — 4P et si :

S2 — 4P < 0 alors I’équation X? — SX + P = 0 n’admet pas de

solution par conséquent le systéme {xx-;y==PS n’admet pas de

solution ainsi les réels xetyde somme S et de produit P
n’existent pas d’out S;pz = 0
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Exemple : déterminer si possible la valeur des réels x et y dans les cas
suivants :

x+y=—-4 X+y=2
a){ x;': 9 b){ ny= 4
Résolution
Déterminons la valeur des réels x ety
Xx+y=-4
a) { x;/= 9
Calculons S? — 4P
S2—4P = (-4)2-4(9) = -20

S2—4P= -20

Sirz = 0
X+y=2

b){ xy = 4

Calculons S? — 4P
S2 — 4P = (2)% - 4(4) = —12

S2—4P= -12

Spe=0
S2—4P =0 alors I’équation X?—SX+P =0 admet une
solution double X, par conséquent le systéme {x * y==PS admet

un couple de solution S;;: = {(X,; Xo)}

Exemple : résoudre dans IR? les systémes suivants si possibles.
2V2

Xt+ty=— x+y=+3
P

2 3
Xy =3 Hea

a)
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Résolution intégrale
Résoudre dans IR? les systémes suivants si possibles.

X+y= 2;—2

wicy &
Xy—;

Calculons S? — 4P
e (2 4=

S2—4P=0
Les réels x et y de somme S = 23£ et produit P = %sont aussi
solution de I’équation du second degré X? — %EX +§ =0
=0;Xp = g
swe = {(3:9)}
x+y=+3
Xy = i

Calculons S? — 4P
2 _ap— Iy ¢\
s?-4p= (v3) -4(3)=0
S2—4P= 0
Les réels x et y de somme S = V3 et produit P = %sont aussi

solution de I’équation du second degré X? — V3 X + % =0

A= 03X, =2

s = (2:2)

S2—4P >0 alors I’équation X?—SX+P =0 admet deux
solutions distinctes X; et X, par conséquent le systéme
x+y=S
{ xy =P
Sirz = {(X1; X2), (X2 ; X4)}

admet deux couples de solution

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE



136

Exemple :
o fxky=—3
Résoudre dans IR? le systéme suivant si possible
Xy = —;
Résolution
Résolvons dans IR? le systéme
x+y=-2
,° ; Calculons S? — 4P
Xy = _E
2
2 AP = () il i) o 22
S¢—4P= ( 2) 4( 2) T4
s2—4p=2
4
Les réels x et y de somme S = —get produit P = —%sont aussi

solution de I’équation du second degré X? + ; X - ; =0

4= %% = fa ks =3 su={(5 3)(-31)
6. INEQUATIONS DU SECOND DEGRE
6.1. DEFINITION

Une inéquation du second degré est une expression de I’une des
quatre formes suivantes.

Inégalités strictes Inégalités larges
®ax’+bx +c >0 ¢ ax’+bx+c =0
¢ax?+ bx +¢c <0 ¢ ax’+bx+c <0

Exemples : 2x2 +7x > 0; | Exemples: —3x*—V2x +120 :
T x2+2x+1 <0

6.2. I’IP'ZSOLUTION D’UNE INEQUATION DU SECOND
DEGRE

La solution d’une inéquation est déduit du tableau de signe du trindme
associé

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE



137

6.2.1. Etude de signe d’un trinéme du second degré
CAS GENERAL Soit le trinome du second degré suivant
t(x) = ax? + bx + c; étudions le signe de t(x)

2
Ona:ax?+bx+c = a[(x+ L) sl
2a

4a?

; . i A b2 e
Si A< 0; la quantité —§>0et (x+ Z) = 0 ainsi

A

b\? . - .
(x + Z) > 0 alors le signe du trindme t(x) est le signe

du coefficient a sur ’intervalle IR

@ —_—0 —+-oo

amz + bax + C signe du coé fficient a

» Exercice d’application : ¢tudier le signe des trindmes suivant
a) 2x*—x+ 3
b) —x? + 2x-5
Solution intégrale
Etudions le signe des trindmes
a) 2x*—x+ 3

Calculons A
A= =23
e —O0 +o0

22 —x+ 3 +
Pour tout X € ]—o0; 40o[ ;

2x2—-x+3>0

b) —x? + 2x-5

Calculons A
A= —-16
o —O0 +oc

—x?2 42— 5 —_—

Pour tout X € ]—oo;4oo[; —x% + 2x-5<0
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SiA=0;1 ﬁt'—i—Ot(+i)2>o-A"|
i A= 0; la quantitét — — = Oet (X+ -] > 0; Ainsi le
signe du trindme t(x) est le signe du coefficient a sur ’intervalle
IR sauf en X, ou il est nul

T —O0 Iy +00

azx? + bx + ¢ |signe du cofficient a +.~,,,,,. du coéf ficient a

P Exercice d’application : étudier le signe des trindmes suivant
a) x2—2V2x + 2
b) —x? + 2mx -m?
Solution intégrale
a) x2—-2V2x + 2
Calculons A
A= 0
Calculons X,

Xo=\/§

@ o V2 o

x? — 2/ 2x + 2 -+ ‘P +

Pour toutx € |—o0;vV2[U|VZ; +oo[;
xX2=2V2x +2>0

Pourx = V2;x2—-2V2x + 2=0
b) —x? + 2mx-m?

Calculons A

A= 0
Calculons X,
Xo= T
@ — 00 T 4+
—x?2 + 27 — w2 - 1) —

Pour tout x € ]—OO;H[U]T[; +oo ;
—x? + 2mx-m? <0
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Pourx = m;—x? + 2mx-m? =0

2
Si A>0; ax’+bx+c =a[((x+ 2—: - ﬁ)] =a(x— x)(x— Xx3)3
Ainsi le signe du trindme t(x) est le signe du coefficient a a I’extérieur des
racines ; du signe opposé du coefficient a a I'intérieur des racines et nul en x4

et X,

supposons x, Z &

T —00 Ty T2 400

azx® 4 bx + ¢ | signe du coé fficent a + 8:%}}’:;}73:5 :“ +signe du coé fficient a

» Exercice d’application : étudier le signe des trinOmes suivant
a) x*+(1-mx—-m
b) —x%*— (2—- V3)x+2V3
Solution intégrale
Etudions le signe des trindmes
ax’+(1-mx —=
Calculons A

A= (m+1)?
Calculons x; et X,
X; = metx, = —1
@ —00 —1 ™ 400

S (L ) e + + - + +
Pourtoutx € ]—oo;—1[U ]m; +oo[;
X+(1-mMx-nm>0

Pourtoutx € ]—1;7[:
¥+(1-mx-n<0

Pourtoutx = —loux = m:;x*+(1-mx—-n =0

b)—x?— (2- V3)x+2V3
Calculons A

A= (2+V3)

Calculons x; et X,

x1 = ﬁ et XZ = '_2
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x —00 —2 V3 +oo
—:’—:2—\/5):4-2\/5 — + + + =

Pour toutx € ]—o0;-2[U|V3; +oo[; —x*—(2— V3)x+2V3 < 0
Pour tout X € ]—2;\/§[; —x?% — (2— \/§)x+2\/§ >0
Pourtoutx = —2oux =vV3; —xz——(Z— \f§)x+2\/§ =90
6.2.2. Application a la résolution d’inéquation
Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
a) —x?+6x —5>0
b) 2x> +8x+ 8 <0
c) 2x2-3x+1<0
Solution intégrale
Résolvons dans IR les inéquations
a) —x*+6x—-5>0
Posons —x? + 6x —5=0
Calculons A ;A= 16
Calculons x4 et x,
X; = Setx; =1

T —o0 +oo

1 5
—x?4+6x—5 — + - 4 —

Sr = [1;5]

b)2x* +8x+ 8 <0
Posons 2x%> + 8x+ 8 =0
Calculons A; A= 0
Calculons x,

X = —2

& —o0 -2 “+oco

2x* +8x + 8 -4 + -+

S|R=¢
)2x2—3x+1< 0
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Posons 2x* —3x+1=0
Calculons A; A= 1
Calculons x; et X,

1
X = jetXp = 1

= —oo % 1 4o
22? — 3x + 1 + * — + +
1
Sk = [E; 1]
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SYNTHESE

avec a ,bet ctrois réels telque a0 on:

A>0 A=i0 A<
. o " L I'équation T(x)
lutions de Deux (2) solutions réelles distinctes | Une solution unique (double) pasdes
(x) = 0 ou racine _-bwE _ _ -b-E _=b (le trinome T(
inbme T(X) £ = 2a S 2a . 2a =
risée de T(x) T(x) = a(x — x;) (X — X3) T(x) = a(x — Xg) T(X)n'est pas
Casoule \
coefficient
a>0
Xy
e
Xo
un
Casoule
coefficient Xo
a<o0
1 X5
trinéme  T(x) n 2 e T ot o e
X X -0o X X ]
T(0] ignode ad sgne do- S sgnede d || ) _signedea Q signede @ ) .
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7. EQUATIONS PARAMETRIQUES
7.1. DEFINITION

Une équation paramétrique est une équation dans laquelle I’'un
au moins des coefficients du trindme associé dépend d’un
parameétre noté souvent m

Exemple :

E:(m —1x* +x—-m+3=0

Ey:kx? +(k+1)x —5=0

» EXERCICE D’APPLICATION

Résoudre dans IR les équations suivantes

) x*-Cm+3)x+m?>+5=0

2) mx! —Cm+1Dx+m=0

3) (m-1x?-2mx+m+3=0
Solution intégrale

D x*-0Cm+3)x+m?>+5=0

Calculons A

A= 12m-11

Etudions le signe de A

Posons 1Zm—-11=0& m = -

m —oo 1 —+oo

12
12m — 11 p— + —+

Sime]—oo;l—l[alorsA< 0
12

Sm = ¢

. 11
Slm=EalorsA= 0

Calculons x,
-b  2m+3 29

=% T "2 T 12
29
S = {13}

Sime]%; +00[alorsA> 0
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Calculons x; et x,

_ 2m+3-y12m-1 i 2m+3+V12m-11
g = PSSRty Seesee—s
S {2m+3—\/12m—11 2m+3+\/12m—11}
IR = ’
2 2

2) mx —(Cm+1x+m=0
Pour m = 0 ; I’équation n’est pas du second degré, elle devient :
0)x? + 2000+ 1Dx+(0)=0x =10

Sr= {0}
Pour m # 0 I’équation est du second degré
Calculons A
A= 4m + 1
Etudions le signe de A
m —oo -3 0 400
am + 1 - ¢ + [ +

Sime]—oo;— i[alorsA< 0
Sm =¢
Sim=—%alorsA= 0

Calculons x,
-b _ (@m+1) _
2a  2m
Sk = {-1}
Sime]—%;o[ UJ0; +0[:A> 0

Calculons x; et x,

X = -1

2m+1-vV4m+1 2m+1+vV4m+1
1 = —¢tXxy = —m/
2m 2m
_ 2m+1-vVa4m+1 2m+1+V4am+ 1
Sm - 2m ; 2m

2) (m-1Dx*-2mx+m+3=0

Pourm —1 = 0 & m = 1 ;[’équation n’est pas du second degré ,
elle devient

1-Dx2-21Dx+14+3=0-2x+4=0&x = 2

Sk = {2}

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE



145

Pour m # 1 ; I’équation est du second degré
Calculons A

A= —8m + 12

Etudions le signe de A

Posons —8m + 12 = 0 & m = %
m —00 1 :: 400
~8m + 12 + || - + -

SimE]%; +00[alorsA< 0
SIR =¢
Sim=§alorsA= 0

Calculons x

s =D S2MA! o
Xo = 2a 2(m-1)—
Sk = {3}

Sime]-»; 1[ U ]1;;[;A> 0

Calculons x; et x,
_2m-V—8m+12 _ m-vV-—2m+3

1= 2(m -1) m-1 B
y, = ZMAVBMFIZ _ m+V-2m3
2= 2(m-1) - m-1
_ fm-v-2m+3 m+vV-2m+3
Sik = m-1 2 m-1

3) (m-1Dx*-2mx+m+3=0

Pourm —1 = 0 & m = 1 ;I’équation n’est pas du second degré,
elle devient

1 -Dx2-21Dx+14+3=0-2x+4=0x = 2

Sir = {2}

Pour m # 1 ; I’équation est du second degré

Calculons A

A= —8m + 12

Etudions le signe de A

Posons —8m + 12 = 0 & m =§
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Sime]%; +00[alorsA< 0;
Sm =0
Sim=§alorsA= 0

Calculons x,

o ashe 2y
= 2a Z(m—l)_
Sk = {3}

Sime]-o; 1[u]1;3[;A> 0

Calculons x; et x,
2m-vV-8m+12 _ m-v-2m+3

X = 2(m-1) m-1 et
5 _2m+Vy-8m+12 _ m+vV-2m+3
2= 2(m-1) - m-1

_ m-v-2m+3 m+vV-2m+3
Sik = m-1 ! m-1

7.2. ETUDE DE L’EXISTENCE ET DU SIGNE DES
SOLUTIONS D’UNE EQUATION PARAMETRIQUE

Pour discuter sur I’existence et les signes des solutions d’une équation

paramétrique, on élabore sur un tableau: le signe du discriminant
z -b
A=b? — 4ac, du produit P = get de lasomme S = =

I L’existence des solutions est déterminée par le signe du discriminant
As;ona:

4 siA< 0;D’équation n’admet pas de solutions

¢ SiA> 0;’équation admet deux solutions

! Dans Pintervalle ou A> 0; les signes des solutions x; et X, sont
déterminées en étudiant les signes du produit P et de la somme S

4 Si P < 0 dans intervalle ou A > 0; alors x4 et X, sont de signe
contraire.

4 Si P > 0 dans intervalle ou A > 0; alors x; et X, sont de méme
signe.

! dans PintervalleouldA> 0;P > Oet
4 SiS < 0 alors x4 et X, sont de méme signe négatif.

4 SiS > 0 alors x4 et X, sont de méme signe positif.
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» Exercice d’application
Soit I’équation (E,) = (m+ 1)x? = (m+3)x+3-m=0
1) Résoudre dans IR I’équation (E,;,) suivant les valeurs de m
2) Déterminer si  possible [’ensemble des réels mpour que
I’équation(E,,) ait :
a) Deux solutions de signe positif.
b) Deux solutions de signe contraire.
Solution intégrale
1) Résolvons dans IR I’équation (E,,)

Pourm+1 = 0 m = —1;1’équation n’est pas du second degré,
elle devient

(F1+Dx* = (-1+3)x+3-(-1)=0&x = 2

Sir = {2}

Pour m # — 1 ; I’équation est du second degré
Calculons A ;

A= 5m? -2m-3

Etudions le signe de A

Posons 5m? —2m—3 = 0

Calculons A,

A, = 64

Calculons m; et m,

-3
m; = ?etmz =1

m - _] =

5m*-2m-3 -I- -|— — _I_
Sime]?; 1[alorsA< 0;

SR =0
Sim=_?3oum=1alorsA= 0

-3
Calculons xo pour m = < etm= 1

% Pourm=1;
m+3 4

s gt

Xo =
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=3
< Pourm = -

_ m+3
X0 = ZmeD
Se={1;3}

Sime€]—w;—1] U]—l; -?3[ UJl;40[A> 0

Calculons x; et x,

_ m+3-vV5m?-2m-3 o, = m+3 + V5m?-2m-3
a 2(m -1) = 2(m -1)

Sir = {x1; %2}

3) Déterminer si possible [’ensemble des réels mpour que
I’équation(E,,) ait :

a) Deux solutions de signe positif

b) Deux solutions de signe contraire.

Etudions les signes du produit P et de la somme S dans I’intervalle

=00 ;=1 U]—l;?[ U ]1; +oof

p=3 Mg = 23

m+1 m+1

m — o0 3 1 7; 1 3 400
3 —m = —+ + /, + 9 i
m + 1 = — ¢ + 4 + +
NN K

m + 3 A/ -+ E = e

m + 1 /7 7. i . 74 -+
s b b~

L’équation admet deux solutions de signe positif si :
-3

m € ]—1,?[ U l1;3[

L’équation admet deux solutions de signe contraire si :

m € ]—oo; —1[ U ]3;+ o[
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SERIE D’EXERCICES

THEME : EQUATION — INEQUATIONS
DU SECOND DEGRE

» EXERCICE 1 Elaborer la forme canonique des trindmes suivants.
a) x?+4x—45
b) V2x2 —2x + V2
3. Déterminer les réels a et B tel que x> —5x — 6 = (x — a)? + B; en
déduire une écriture factoriser de x2 — 5x — 6 .
» EXERCICE 2 Résoudre dans IR les équations suivants.
a) X2 +4x—-5=0
b) x2-2V2x+3=0
¢) (x2-5x+4)(x*—4x+3)=0

2
X“4+x+1 X+5
d) =

X2+1  x+3
» EXERCICE 3 Déterminer une équation du second degré de
solution X, et X, dans chacun des cas suivants.

X, =—15etx, =14;x; =a—betx, =a+b

x1=1—%etx2=1+g

» EXERCICE 4 Factoriser les trindmes suivants si possibles

. —2x2+x-3
5

. 7x% —3x
. 3x%2—12x+12

» EXERCICE 5 En effectuant un changement de variable ; résoudre
dans IR les équations suivants.

X2 —4|x|-9=0
b X+Vx—3=0

c)(ﬁ‘)2 -5(2)+6=0

a0 o
>
~n
+
N
B
|
5

X-2 X=2
d X*—13X2+4+36=0
4X*—-3=0

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE




150

» EXERCICE 6 Soit I’équation : 3x> + 7x —2 =0

1. Sans calculer le discriminant du trindme associé, justifier que
I’équation admet deux solutions distinctes x; et X,

2. Sans déterminer les solutions x; et x5, calculer les expressions
suivantes

X= 2oz iovexln oT=
Z=(2x; —5x3)(2x; —5x)

» EXERCICE 7

1. Calculer deux nombres connaissant leur somme S et leur produit P
S=28etP=195;S=2V5etP =3

2. Trouver la somme S et le produit P des solutions des équations
suivantes sans les résoudre.

a. 3x°+xvV2—-4=0

b.2mx> —(mM+3)x—-m=0;m#0

3. Résoudre dans IR? les systémes suivants :

[x+y=—2‘{ xty=1 ‘{xy2+x2y=—30
xy =-15" Xy +x+y=-13

1 1
X1=2  Xp=2~

x>+ y3=-15"
» EXERCICE 8 Résoudre dans IR les inéquations suivantes
a. 2x2-3x+1<0
b. x> +6x—5>0
c. (4x? —4x+1)(-5x*+3x—2)<0
2x2+9x—

e 0

» EXERCICE 9 Soient les équations de paramétre réel m suivantes ;
étudier I’existence et le signe des solutions de chacune

. x%>-(2m+3)x+m?>+5=0

2. mx?—-Cm+1)x+m=0

3. m—=1x?*-2mx+m+3=0

» EXERCICE 10 On considere le trindme du second degré
Ex)=(m-1)x2—-2(m+1)x+m—4 ; m Etant un paramétre
réel.

1- Etudier suivant les valeurs de m [I’existence et le signe des
racines X; et X,.
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2- Pour quelles valeurs de m, I’équation admet deux racines de signe
contraire

3-Pour quelles valeurs de m, I’équation admet deux racines positives.
4- Déterminer m pour que 2 soit une solution de 1’équation de E(x)
Trouver I’autre racine.

» EXERCICE 11 (corrige)

Soit I’équation (Ep): (m + 3)x* + 2mx+m—5=0

1. Discuter suivant les valeur du paramétres réel m les solutions de
I’équation (E):

2. Déterminer m pour que les racines x; et x, de (E,,) vérifient
Iégalité : 2x, —1)(2x,—1) =6

3. Déterminer une relation entre X, et X, indépendante de m.
4. Déterminer m pour que I’équation (Ey,) admette :

a) Deux solutions de signes positifs.

b) Deux solutions de signes contraires.

» EXERCICE 12

1 - . 2 .
1. Calculer x? + 72 » S1 Xy est une racine de I’équation
1

1\2 1
(x+3) —6(x+3)+9=0
2. Soit I’équation paramétrique kx? — (k — 1)x + k — 2 = 0 telle que

2 3
+ = —; trouver le
X;#3  x;+3 2’

ses racines X, et X, vérifient la relation

parametre réel k
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : EQUATION - INEQUATION
DU SECOND DEGRE
» EXERCICE 11
Soit I’équation (E): (m+ 3)x* + 2mx+m—5=0
1. Discutons suivant les valeur du paramétres réel m les solutions de
I’équation (E):
¢ Pourm+3=0&m = -3

(Ep,) est une équation de degré 1—6x — 8 =0x = §

su ()

¢ Pourm # -3

(E,y) est une équation de degré 2
(Ep):(m+3)x2+2mx+m—-5=0

Calculons A

A= b? — 4ac

A= (2m)? — 4(m+3)(m—-5)=8m + 60 =4(2m +15)
Etudions le signe A

m —loo = +00

= —3
2m + 15 — 1) + ” +

: 5 -15 s s .
¢ Si m € a lintervalle ]—00; T[; alors A< 0 ainsi I’équation
n’admet pas solution S;p = 0
¢ Sim =-TlsalorsA= 0 ainsi I’équation admet une solution double x,

5 (=15
=2 _2m =‘(2)=-_55 ={‘_5}
7 2a 2(m+3) 2(—215+3) 3

¢ Sim € al’intervalle ]_Tls —3[ U ]-3; +oof

Alors A > 0 ainsi I’équation admet deux solutions distinctes x; et X,

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE




153

-b+ VA -2m+./42m +15) -m + VZm +15

X, =

2a 2(m + 3) m+3
< = -b-VA _ -2 -J4(@m+1 ) _ -m-V2m+15
2™ 22 2(m+3) - m+3

s —m+\/2m+15.—m— 2m + 15
L m+ 3 . m+ 3

2. Déterminons m pour que les racines x; et X, de (E,) vérifient
I’égalité :

3. 2x,-1)2x,—-1)=6

Développons (2x; —1)(2x, — 1)

2x;—1)2x,—1)=4%%, —2(%; + %X;,) +1=6

4%, — 2(x, + X)) = 5=0®4(2=2) —2(Z)-5=0®

m+3
4m—- 20+4m—-5m—-15=0<3m-35 =0
35
i

4. Déterminons une relation entre x, et X, indépendante de m .
m-5 -2m

OnaP= —etS= —
m+3 m+3

Exprimons m en fonction de P et de S

e . -5-3P
0P=m—5®Pm+3P=m—5d’oum= ==c
m+3 P-1
oS=22&Sm +35= —2mdoim = —=:
m+3 S+2
-5-3P _ -3

— _m®(—5—3P)(S +2)-35(P - 1) &
3P +45+5=0

3x:1X; +4(xX; +X)+5=0

5. Déterminons m pour que I’équation (E,,) admette :
¢) Deux solutions de signes positifs.

d) Deux solutions de signes contraires.

Etudions les signes du produit P et de la somme S dans I’intervalle
—-15
]T: =3| U ]-3; +oo[

m-5 -2m
P= —etS= —
m+3 m+3
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Tre g —3 9 5 + oo
m — 5 — - — 1) t
m + 3 = | | g

J =is B —_ e

—2m | vz 7272 e
m + 3 — / 7/%
s - |ZZZ 2

e VY m € a 'intervalle

-

]—715; ‘3[ U ]—3; +oo[ I’équation n’admet pas deux solutions de
signes positifs

e Si m € a 'intervalle |—3; 5[ alors I’équation admet Deux solutions
de signes contraires.
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DEVOIR A LA MAISON N°I
%5 EXERCICE 1

On donne les trindmes suivants
A(X) = 27x% + 24x — %
B(x) = 7x?— 3x + 1

C(x) = —16x% + 24x — 9

a) Elaborer la forme canonique des trindmes suivants
b) En déduire la résolution dans IR des équations

AX)=0:Bx) =0:C(x)=0
&5 EXERCICE 2
1) Résoudre dans IR x? — 4x + 3

2) En déduire la résolution de xi‘ -

=0

4

== 3=

X

3) On donne I’équation 3x* + 5x —1 = 0.

Sans calculer les racines x; et x, calculer les quantités des
expressions suivantes : X= (4%, —1)(4x, —1);
Y X1 -5 X2 =5 .

+ 223 7 =

X2 X1

&5 EXERCICE 3
Résoudre dans IR?

8 x+y=—£ 2 2
5 {x+y—— 3;C){x +y° =29

Xy=5 b) xy:ﬁ-3 x+y=7 d)
3
xty=2 x+y=1
1,1 39{3 3_7
g 3 X’ +y’ =
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DEVOIR A LA MAISON N°II

#S EXERCICE 1
1) Résoudre dans IR les équations suivantes :

a) x2+ %x - 2 =0

b) —x%+ (1 + \/§)x— V3 = 0; on remarquera 4 — 23 =(V3- 1)2

¢) —x2+ 4/3x—-12=0

2) En déduire :

a) de la question 1.a) la résolution de I’équation x* + -z-xz . % =0;
b) de la question 1.b) la résolution de I’équation

—X +(1+ @\fi— V3 =0

3) On donne le trindme T(x) = —2x? + 3x + 4.

a) Etudier les signes de T(x).

b) En déduire les solutions des inéquations : T(x) < 0 puis T(x) = 0.

45 EXERCICE 2

1) Résoudre dans IR? les systémes d’équations suivantes :
: §

) XIXX2=; ){X1+X2=—2
a): .
1,11 g24 x,2= -26
X1 X2 3

2) Soit I’équation du second dégrée suivant : —3x? + x+ 1 =0

a) Sans calculer son discriminant A, justifier briévement que
I’équation admet deux solutions distinctes X; et X;.

b) Sans déterminer x; et X, calculer la quantit¢ des expressions
suivantes :

A=(2x -1D(2x;—1);B = = + =
X1 X2
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25 EXERCICE 3 Soit ABC un triangle, I et J les points définis par
Xf=§A75 et A_f=3K§ . On donneAB = 4cm, AC = 5cm et
BC = 7cm

On note G le symétrique de B par rapport a I.

1) Faire une figure et placer les points I et J.

2) a) Exprimer GB en fonction de GA et AC

b) En déduire que G est le barycentre de (A, 2), (B, —3) et (C, 4)

3) a) Exprimer J comme barycentre de A et B.

b) En déduire que les points G , C et J sont alignés.
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DEVOIR A LA MAISON N°III

£S5 EXERCICE 1 Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 10x2-3x—-7=0

b) ;x +VIIx+11=0

€) 5x2—V2x+1=0

45 EXERCICE 2

Soit (Epy):(m+ 1D)x?+2(m—2)x+m—-1=0

1) Résoudre dans IR suivant les valeurs de m ; I’équation (E,,) = 0

2) Déterminer une relation indépendante de m liant les racines x; et
X, de (Ep,) au cas ou elles existent.

3) Pour la suite on suppose m = 0. Sans chercher les racines x; et X,
de I’équation obtenue ; calculer les expressions suivantes :

X= (% +2)2+ @ +2)2;Y=—+-—etZ= (X — Xp)?
X1 X2

#S EXERCICE 3

Soit ABC un triangle quelconque

1) Construire les points suivants :

G = bar{(A, 3); (B,3)}; E = bar{(B,3) ; (C, 1)} ;

F = bar{(A,3); (C,1)}

2) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :
a) ||3MA +3MB|| =9

b) [|3MB + MC || = ||3MA + MC||

3) Soit le point I = bar {(4, 3); (B, 3); (C,1) }

a) Construire le point I

b) Montrer que les droites (AE), (BF), et (CG) sont concourants en |
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DEVOIR A LA MAISON N°IV
#S EXERCICE 1
1. Soit le trindbme du second degré P défini par :

P(x)=2x>+5x —3
a) Elaborer la forme canonique de P(x).
b) En déduire une écriture factorisée de P( x).
c) Trouver les racines de P(x).

2. On donne le trindme T (x) = x? —3x — 4
a) Résoudre dans IR I’équation T (x) = 0
b) En déduire la résolution des équations

x*-=3x? —4=0;x-3Vx—-4=0

#¢ EXERCICE 2

1. Résoudre dans IR?
{ X+y=-2 b{xxy=—12
a) xz_xy+y2=13 ) X3+y3=13

2. Soit I’équation (Epp): (m — 1)x? —2mx+m—3 =0
a) Discuter suivant les valeur du paramétres réel m les solutions
de I’équation (E,)

b) Déterminer m pour que 2 soit solution de ((Ep,)).
¢) En déduire I’autre solution sans calculer le discriminant.

45 EXERCICE 3
Soit le systéme de points pondérés [(A; 1); (B;—=2) et (C; 5)}.
1. Justifier que le systéme admet un barycentre appelé G
2. Soit I le barycentre de {(A; 1); (B;—2) }; ] celui de
{(B;=2); (C;5)} et K celui de {(A; 1); (C;5)}.
En utilisant I’associativité du barycentre, démontrer que
a) Ge (IC)
b) Ge (JA)
c) Ge (KB)
Déduire que les droites (IC), (JA) et (KB) sont concourantes.

EQUATIONS — INEQUATION DU SECOND DEGRE
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ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Convertir les degrés en radians et inversement

¢ Déterminer la mesure principale d'un angle orienté

¢ Connaitre la définition du cercle trigonométrique.

¢ Déterminer cosx , sinx, tanx (x étant la mesure principale d’un
angle orient¢). En utilisant les angles remarquables, les angles
associés, la calculatrice.

¢ Connaitre et utiliser la relation fondamentale cos?a + sin®a = 1
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1. RAPPELLE ET COMPLEMENTS
SUR LES ANGLES GEOMETRIQUE
1.1. RADIAN
1.1.1. DEFINITION

On appelle mesure en radian d’un angle Xoy la longueur de I’arc
interceptée par cet angle sur le cercle de centre o et de rayon 1

N.B: si la mesure en radian de Dangle Xoy est «;
on note Xoy = arad

1.1.2. CONVERSION DES DEGRES EN RADIANS
ET DES RADIANS EN DEGRE
Les mesures d’un angle plat dans les deux systémes d’unités sont
180° et mrad(avec m =3,14159...). Plus généralement Ila

correspondance entre mesure en degrés 0 et mesure en radiant o est
g 2 i S : (¢} a
obtenu a I’aide de la proportionnalité suivante : — = =

180 m
Oxm 2 £ .
oo rad Conversion des degrés en radians et
a x 180° o . .
0 = — Conversion des radians en degré

ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE
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Exemple :

< La mesure en degré de I’angle 6 =81,34° < a = 1,42rad en
radian

< La mesure en radian de I’angle a = 2,347rad & 0 = 134,47° en
degré
< La mesure en degré de I’angle 6 = 90° & a = % rad en radian

1.2. ORIENTATION DU PLAN
1.2.1 SENS DIRECT ET SENS INDIRECT
Orienter le cercle (C) c’est choisir un des sens de parcours sur (C)

< Le sens direct, positif ou trigonométrique est le sens contraire
des aiguilles d’une montre

< Le sens indirect ou rétrograde est le sens des aiguilles d’une
montre.

sens direct(+) sens indirect(—)

1.2.2. ANGLES ORIENTES DE DEMIES DROITES
Soit Ox et Oy deux demi droites de méme origine. Le couple
(0x,0y) détermine I’angle orienté de demies droites Ox et
Oy noté (0x, Oy) .
Les demies droites Ox et Oy sont respectivement le coté Origine et
le coté extrémité ; une fléche sur I’arc indique le coté extrémité.

o)
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1.2.3. ANGLE ORIENTE DE DEUX VECTEURS
Soit un couple de vecteur non nul (U; V) et A ; B deux points du plan
tel que T = OA et V = OB avec M un point d’intersection du cercle de
centre O avec la demie droite [OA) et N un point d’intersection du
cercle avec la demie droite [OB)

N/

L’ensemble des couples de vecteurs (U; V) pour les quelle I’'arc MN
garde la méme mesure et est parcouru dans le méme sens de M vers N

est appelé Angle orienté noté (U, V).
REMARQUE :

¢ L’ensemble des couples (u; V) pour les quels les vecteurs u et
Vv sont colinéaires et de méme sens est égale a I’angle orienté nul

¢ L’ensemble des couples (U; V) pour les quels les vecteurs U et
vV sont colinéaires et de sens opposé est égale a I’angle orienté plat

e

v

w
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N.B : les angles orientés (u; V) et (V; U ) sont deux angle opposés
W V)= - @)
2. MESURE PRINCIPALE D’UN ANGLE
ORIENTE
2.1. DEFINITION

Soit (ﬁ; O_B.) un angle orienté ; Met N les points d’intersections

respectifs des demies - droites [OA) et [OB) avec un cercle de centre O
B

La mesure principale en radian de I’angle orienté (ﬁ', @.) notée

mes (b—ﬂfb—ﬁ ) est définie par mes (ﬁ’,“ﬁs‘ ) = mes AOB

% Lorsque le sens de déplacement de M vers N sur I’arc MN est le
sens direct; cette mesure ¢égale a mes (EKAWB') et est égale a
— mes (b—ﬁAGK)

% Lorsque le sens de déplacement de N vers M sur I’arc NM est le

e

sens indirect ; cette mesure égale a (@. ’ m) .
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REMARQUE :

< Si I’angle orienté (0_. OB ) est I’angle nul alors la mesure

principale de angle (OA ; OB ) est égale 0 rad
) est I’angle plat alors la mesure

< Si ’angle orienté

>
o
=}

|
g

principale de I’angle (0 est égale rad

Important :

Un triangle ABC est dit direct si a partir de du point A on
rencontre d’abord le point B puis le point C

0>

£ i

B C

mes (ﬁAR) + mes (RAEA') + mes (ﬁf\CB) = w+ 2km
2.2. PROPRIETE

Un angle orienté (ﬁ) a une infinité de mesures en radians ;
parmi ces mesure celle appartenant a Pintervalle |—1t; 1] est dite
mesure principale de (ﬁ'), les autres mesures sont des
nombres de la forme a + 2kmaveck € Z

2.3. METHODE DE DETERMINATION
DE L’ANGLE PRINCIPAL

Activité :

Calculer la mesure principale d’un angle orienté (Ox; Oy) dont une
2 . 17

mesure est égale a Tﬂ rad

ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE
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Résolution
Calculons la mesure principale d’un angle orienté (Ox ; Oy) dont une

. . 17m
mesure est égale a — rad
Posons a la mesure principale de I’angle orienté (Ox; Oy ); il existe
5 g 17 17
un entier relatif k tel queTn =a+ 2kne@a = Tﬂ — 2kn &

17
Or—n<a$n®—n<7"—2ann

@16—*< k < ?@2,33< k <333donk = 3ainsia= =

REMARQUE

< La mesure principale en degré d’un angle est exprimée par
un réel de l’intervalle |— 180 ; 180] ; une mesure quelconque en
degré d’un angle 8° est: 8 + 360k aveck € Z

<  Deux angles orientés sont dit égaux s’ils ont la méme
mesure principale

3. LIGNES TRlGONOMETRlQUES
3.1. DEFINITION DU CERCLE TRIGONOMETRIE

Dans le plan orienté, on dit qu’un repére orthonormé (O ; 1; J) est
direct si (ox; oy ) = 2

Le cercle Cde centre O et de rayon 1 est le cercle trigonométrie
associé a ce repere
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3.2. DEFINITIONS DU SINUS, DU COSINUS ET DE LA
TANGENTE D'UN ANGLE ORIENTE

SoitC un cercle trigonométrique et I’angle orient¢ a donné par

(OF; OM )

Sin (a) = OP
Cos (o) = 0Q
Tan (o) = EI

-1

3.2.1. DEFINITION

On appelle cosinus et sinus de ’angle a noté cos a et sina les
coordonnés d’un point sur le cercle trigonométrique dans le
repére orthonormé (0 ; 1; J) ; on a ainsi M(cos «; sina)

N.B : la tangente de I’angle « notée tan a est I’intersection de la

droite (OM) avec la droite tangente du cercle au point I, elle est

définie par tana = s
cosa

ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE
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3.2.2. PROPRIETES

Pour tout angle a de lintervalle |—m; 1] et pour tout nombre
entier relatif kK (k € Z) on a les propriétés suivantes:

1 cos?a + sin?a =1 et tana = — 2(aveccx;;tE oua # '—")
cosa 2 2

I =1 < cosa < let—1 < sina <1

¢ cos(ax + k2m) = cosaetsin (a + k2m) = sina

¢ tan (x + km) = tana (aveca¢goua¢ _—2")

3.2.3. SIGNE DU COSINUS ET DU SINUS

0 0
0 nY/,' x )
1/ 1 &
Q Q
M(@) Af(a) y
T a T a

ccloid  acld  aclfo  aclm-g
cos(a) >0 cos(a) <0 cos(a) >0 cos(a) <0
sin(a) >0 sin(a) >0 sin(a) <0 sin(a) <0

3.3. LIGNES TRIGONOMETRIQUE DES ANGLES
REMARQUABLES

Mesure o " T T | m s
principal de — — = — T
I’angle a 6 s 2 &
sina 0 l Q E 1 0
2 2 2
1
cosa 1 ﬁ \/_E — 0 -1
2 2 2
V3 Non
tana o [ s S

ANGLES ORIENTES - TRIGONOMETRIE




171

3.4. LIGNES TRIGONOMETRIQUE DES ANGLES
ASSOCIES

Soit a la mesure principale d’un angle dans le cercle trigonométrique ;

. hL T .
les angles suivants —a ; T — o; T + a; 2 =g e + a sont dits
angles associés a I’angle a.

Azxe des sinus

Azxe des
cosinus

Pour les angles associés on a les égalités suivantes :

1 cos(—a) = cosa ;sin(—a) = —sina

g n - . (T
il COS(E— )=sma;sm(5—a)=cosa

fl cos(§+ a) = - sina;sin(§+ a) =cos«a
1 cos(m — a) =—cosa;sin(t — a) = sina
¢ cos(m+ a) =—cosa;sin(m+ a) = —sina
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CERCLE TRIGONOMETRIQ
i

Azxe des|sinus

/

/

UE

azxe des

tangentes

K 1

/%

1

are des

cosinus

“&

K —1
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SERIE D’EXERCICES

THEME : ANGLE ORIENTE - TRIGONOMETRIE
» EXERCICE 1 Soit (C) un cercle 0 et de rayon 4 cm. Soient A et B
deux points du cercle (C) tels que mes(AOB) = 60°

1) Construire les points A et B

2) Quelle est la mesure de I’angle AOB en radians.

3) Calculer la longueur de I’arc AB.

» EXERCICE 2

1) Convertir en radian les angles suivants 345°; 72°; 21°; 1575°
N.B : le nombre trouvé sera donné sous la forme %n avec a et b des

nombres entiers.
M St M T S5m

2) Convertir en degrés AR T T

» EXERCICE 3

1) L’une des mesures de I’angle orienté (ﬁ' : V) en radian est .
Déterminer sa mesure principale a, dans chaque cas suivant :

25T 19
e =The ==
37 47
c)a = —“d)a ==
3 6

2) L’une des mesures de 1’angle orienté(ﬁ) en degréest 0 .
Déterminer sa mesure principale 8 dans chaque cas suivant :
a)8 = 405°b)0 = —6150°c) 6 = 3167°
3) les nombres réels suivants sont — ils des mesures du méme angle
orienté ?

15m _, 57w
a) = et i
b) Ul 22X

6 6

» EXERCICE 4
L’angle orienté (U ; V) a pour mesures — g + 2kn(keZ)

En faisant un figure ; donner les mesures des angles orientés suivants.
(—u; v); (W; —V)et(-u;-V)
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» EXERCICE 5 On donne la figure suivante

1) Parmi les réels suivants quels sont ceux qui repérent le point E a
. 4T 4T 4m 2m Sm

partirde A? —; —;— —;—;—
1273 37%i3" %73

2) Quels points sur le cercle trigonométrique sont repérés par les

. 3. _m_Sm_  7m _1im
nombressulvants.-z—,n,g,—é-,— o

» EXERCICE 6 (corrigé)

1) Vérifier que : Z;E = Jg:ﬁ
2) On donne : sin (%) E ‘/_;ﬁ

; n V6 +v2
a) Démontrer que cos (E) =

etquetan(l—"z) =2-+3

. . 11 pe 1 S
b) En déduire les valeurs exactes de cos (1—2") ; sin (—") ; COS (—")

sin (51—:)
» EXERCICE 7

1. Soit X un nombre réel, en utilisant les relations trigonométriques
exprimer les relations suivantes en fonction de cos x et sin x

a) 2sin (4m — x) — cos(x + g) - sin(g — X) + cos (g -X)

b) Cos (51 + x) + sin(5m — x) — cox(7m — x) + sin(7m + x)
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2. Prouver que pour tout nombre réel x :
(cosx + sinx)? + (cosx — sinx)? = 2

. 1
3. Sachant que : cosx — sinx = >
En déduire la valeur de sinx et cosx

» EXERCICE 8 On donne sin = Jio=2je

4
n VE+1
a) Montrer que : coso = —

b) En utilisant les relations trigonométriques, donner les valeurs
. 4w M . 6T 6m . . 7m 7T
exactes de : sin—; cos—;sin—=

; COS— ; sin—; cos —
5 5 10 10

» EXERCICE 9 (corrigé)

Soit :

L g8 5m 7 3n 11w
E = cos? (ﬁ) + cos? (Z) + cos? (ﬁ) + cos? (ﬁ) + cos? (T) + cos? (ﬁ)

Montrer que E est un entier

On remarquera ue: = = =X +3;
q ue-n =272
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : ANGLE ORIENTE - TRIGONOMETRIE
» EXERCICE 6

V2+V3 _ V6 42
2 4

2+‘/3_2 2443 VG +v2\2 6+2V12 +2 8+ 43
Ona = et( ) = =

1) Vérifions que

2 4 4 16 T 16
(J2+J?)2_ 243 e (J2+\/?)2_(\/'6‘+s/'2')2
= ainsi =
2 4 2 4
d’oﬁ"z‘;‘ﬁ - w/G_:-\ﬁ
2) On donne sin (1"—2) N ‘/6_;‘/5
a) Démontrons que cos (132-) = ﬁ:ﬁ et que tan (1—";-) =2-43
< Démontrons que cos (12) = ‘/6—:‘/2

1
On a cos? (%) + sin? 1) =1 < cos? (1) =1 — sin? (ﬁ)

cosz(l—nz) =1- sinz(l) =1- (ﬁ_ﬁ) Ll

(M)Z d’ou cos(%) = S

4

_ (V& -V2)(V6 -v2) _ 8-4v3

_ sm( ) — \/z _ \/_
tan () = or(l) TELE T e T Vere-vD) - s
Ainsi tan (1"—2) =2-+3
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’ . 11w . 11w
b) Déduisons les valeurs exactes de cos (?) ; sin (?) 3

sin (5 ")
12

117 12t-m 127 T
Ona — = ———= — =

= =——-==m- —et
12 12 12 12 12
ST _6m-mM_6mM W _m T
=T T 12 12 2 12

% Déduisons la valeur exacte de cos ( 2“)
( ) = cos(n— 1—’;) = - cos(l_’;) _ _Ve+v2
V6 + 2
COS( = -

1w
< Déduisons la valeur exacte de sin ( T )

(1) =sn(x- 2) = sn(2) = S
(11m V6 — V2
s'"(12)= 7

» Déduisons la valeur exacte de cos (51—:)
cos( )— cos '-122) sin (17;) =¥
cos (—) = e

Déduisons la valeur exacte de sin ( 2)

sm( ) = sin(3 - 2) = cos(f) = 2
( ) \/_+\/'

o

S5m
12

):
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» EXERCICE 9 Soit :

St 7 3m 11w
_ 2 2 2 2
E = cos (12)+cos (4)+cos (12)+cos (12)+cos (4)+cos (12)

Montrons que E est un entier

2
cos? (Z—;) = cos (1n2 E) = sin (11;)
cos? (?T“) = cos? (: - g) = sin? ( ) et

2(111t)_ (51I+1t) (Sn)
cos IV = cos 12 > = sin P

E = cos (—)+cos ()+cos ( )+sm (—)+sm ( )+sm (:’2‘)
E = cos? (12)+sm (12)+cos (4)+sm (4)+cos (i—:)+

. 57
sin? (—
12

E=1+1+1=3E=3
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POLYNOMES —
FRACTIONS RATIONNELLES

COMPETENCES EXIGIBLES

¢ Connaitre le vocabulaire : polynome, coefficient, degré.

¢ Vérifier qu'un nombre réel est zéro d'un polyndéme.

¢ factoriser un polynéme par la méthode d'identification des
coefficients, par la méthode de Horner ou par division euclidienne.

¢ Etablir la condition d'existence d'une fraction rationnelle
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4.2. CONDITION D’EXISTENCE D’UNE FRACTION
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1. GENERALITES

1.1. DEFINITIONS
1.1.1. Monome

Soit a un nombre réel non nul et n un entier naturel

Toute expression littérale de la forme a x" est appelé monome
Elle est caractérisée par :

1 Son Coefficient a ;

! Sa variable x ;

© Sa puissance (ou degré) n

Exemples :
5x3;a = 5etn = 3
—x;a=-letn =1

1.1.2. Polynome

n ; toute expression de la forme :

P(x) =a,x" + a,_(x" ' +a, ,x"%+...+a;x+ agaveca, # 0
Les réels a,; a,_1;ap5-2;...... aj; ap sont les coefficients du
polynéme.

Exemple : —2x* + 7x® — 5x + 2 est un polyndme de variable x .
Les coefficients du polynome sont : —2,7 ,—5,2

On désigne souvent un polyndéme par une lettre majuscule en
indiquant sa variable en lettre minuscule entre parenthése.

Exemples :

P(x) = —x3 + 2x? + x+ 3, désigne un polyndme de variable x .
Q(y) = —3y* + 7y? — y + 1, désigne un polyndme de variable y .
N.B:

— Un mondome est un polynome

— Le réel zéro (0) est un polynome appelé polynéme nul.

— Les expressions suivantes ne sont pas des polynomes

AR) = Ix|3B() = VX;C(0) = =
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1.2. DEGRE D’UN POLYNOME NON NUL

Le degré d’un polynome est égal au degré du monome le plus
élevé.

Exemple : P(x) = —x* + x% — 4x + 3 est un polyndme de degré 4 .
On note d°P(x) = 4

Cas Général : si P (x) est un polynome de degré non note
degré P (x) = noud°P(x) =n

REMARQUE :

¢ Un polynéme P(x) donné est ordonné suivant les puissances
décroissantes ou croissantes de sa variable x ou désordonné.

v Polyndme ordonné suivant les puissances décroissantes de x
Exemple : P(x) = 3x* + 2x% +1

v Polynome ordonné suivant les puissances croissantes de x
Exemple: P(x) =7 +x + 2x%? — x*

v Désordonné si les puissances de x ne sont pas ordonnés
Exemple: P(x) =5+ 7x® +x + x?

¢ Un polyndome P(x) donné est soit complet ou incomplet
v Polynome complet

Exemple : P(x) = —x3 + 5x? —x+2

v Polynome incomplet

Exemple : P(x) = 4x3 —x+ 3

P Exercice d’application :

Soit I’expression K définie par K(x) = (2x> —5x)(—x>—-3x%2+4)
Prouver que K est un polynome dont on précisera le degré

Solution succincte
Prouvons que K est un polynome dont on précisera son degré
Développons I’expression K(x)
K(x) = —2x° — 6 x* + 13x3 + 15 x? + 20x
D’ou K(x) est polynome de degré 5.
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2. CALCUL SUR LES POLYNOMES

2.1. EGALITE DE DEUX POLYNOMES
Propriété

Deux polynomes P(x ) et Q(x ) sont égaux si et seulement si :
¢ Ils ont le méme degré ;
1 Les coefficients des monomes de méme degré sont égaux.

» Exercice d’application :

Soit PetQdeux expressions données par: P(x) =x% + 3x—35 et

Q= (x-?+B

Comment choisir les valeurs de a et § pour que P et Q soit égaux ?
Solution intégrale

Les valeurs de a et 3 pour que P et Q soit égaux.

P(x) =x? + 3x—5etQ(x) = (x — 0)? + B

Développons I’expression Q(x)

Q(x) = x> —2ax+ a*+ B

P = Q) @ {2 2%~ 2 g

-3 —29
B on o
2.2. SOMME ET PRODUIT DE DEUX POLYNOMES
2.2.1. Somme de deux polynomes
Activité
soit les polynomes p(x) = —=5x% +x? —2x+6etq(x) = x> — x+2
calculer p(x) + q(x)
p(x) + q(x) est un polynome appelé somme des polynomes

p(x) et q(x): onlenote (p + q)(x) = p(x) + q(x)

la somme deux polyndomes P(x) et Q(x) est un polynéme noté
(P + Q).

le degré du polynome (P + Q)(x) est inférieur ou égal a celui du
polynéme qui a le plus grand degré.
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2.2.2. PRODUIT DE DEUX POLYNOMES
Activité
Soit les polyndmes P(x) = —x3 +3x? —x+ 1etQ(x) = x* — 7x+3
Calculer P(x) X Q(x)

P(x) X Q(x) est le polynome produit des polyndomes P(x) et Q(x) :
on le note (P X Q)(x)

Le Produit deux polynémes P(x) et Q(x) est un polynome noté
(P x Qx).

Le degré du polynome (P X Q)(x) est égal a la somme des
degrés des polynomes P(x) et Q(x).

2.3. FACTORISATION D’UN POLYNOME
2.3.1. Zéro ou racine d’un polynéme
Activité Soit le polynéme P(x) = x3 + 2x? —x — 2

Calculer P(—2) ; P(—1) et P(1)

Soit P (X) un polynome de degré n (n < 4) et a un réel non nul
(e€IR")

a est dit racine ou zéro de P (X) si et seulement P (a) = 0. Ainsi
le polynome P(x) est factorisable ( divisible ) par (x — a) et
peut s’écrire sous la forme factorisée : P(x) = (x — a)Q(x) avec
Q(x) le quotient de P(x) et de degré d P(x) — 1.

2.3.2. Détermination du quotient Q(x) de P(x) Par (x — a)
Il existe trois méthodes pour déterminer le quotient Q(x) de P(x) par
x -
v' Méthode de la détermination des coefficients indéterminés
v' Méthode par la division Euclidienne
v' Méthode de Horner
.\IETHODE PAR LA DETERMINATION DES COEFFICIENTS
INDETERMINES
» Exercice : On donne le polynome H(x) = —x3 — 2x— 12
a) Calculer H(—2) puis conclure.

b) Factoriser par la méthode de la détermination des coefficients
indéterminés le polynome H(x).
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Solution intégrale
a) Calculons H(—2) puis conclusions.
Hx)=—-x*>- 2x-12
H(-2)=—-(-2)3-2(-2)-12 =8+ 4-12=12-12=0
H(—2) = 0 alors — 2 est racine de H(x)
b) Factorisons par la méthode de la détermination des coefficients
indéterminés le polynome H(x).
On a — 2 racine de H(x) alors H(x) est factorisable par (x + 2) et
peut s’écrire sous la forme H(x) = (x + 2)Q(x) avec d'Q(x) = 2
Posons Q(x) = ax? +bx+c¢
Hx)= (x+2)(ax?+bx+c)
H(x) = ax® + (b + 2a)x*> + (c+ 2b)x + 2¢
Hx)=—-x3+0x*— 2x—12
Par identification des coefficients

a= -1 a= -1
b+2a=0 b=2 ,... 2
ci o 2¢$ ) 6AmSIQ(x)——x +2x—6

2c= -12
Dot Hx) = (x+2)(—x*+2x—6)
METHODE PAR LA DIVISION EUCLIDIENNE
» Exercice :
On consideére le polynome P définie par
P(x) = —2x3—3x2+12x+ 20
a) Vérifier que — 2 est racine de P(x).
b) Factoriser P(x) par la Méthode de la division Euclidienne
Solution intégrale
a) Vérifions que — 2 est racine de P(x).
Calculons P(—2)
P(-2) = —2(-2)3 —3(-2)?+12(-2) + 20 = 16 — 12 — 24 + 20
P(-2)= -36+36= 0
P(—2) = 0 alors — 2 est racine de P(x) .
b) Factorisons P(x) par la Méthode de la division Euclidienne

— 2 est racine de P(x)alors P(x) est divisible par (x+ 2) et peut
s’écrire sous la forme P(x) = (x + 2)Q(x) avec d°Q(x) = 2
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Régle :

¢ ordonner le dividende et le diviseur suivant les puissances
décroissantes en complétant si nécessaire

¢ procéder a la division

¢ écrire le résultat sous la forme: D = d.Q + R

(Dividende D) (diviseur d)
—22% — 32 + 122 + 20 T+ 2
- 1
—23 — 422 ; :
0+ 22 + 12 —2z" +x+ 10
P 1
x© + 2x ; (Quotient Q)
0 + 10x + 20
10x + 20
0+ 0
(Reste R)

Ainsi Q(x) = —2x% + x+ 10
P(x) = (x+2)(—2x%+ x+10)
REMARQUE :

Le degré du quotient est égal a la différence des degrés du
dividende et du diviseur

METHODE DE HORNER (William George Horner)

» Exercice : Soit le polynome P(x) = 3x> +2x—5.

a) Vérifier que 1 est racine de P(x).

b) Factoriser par la méthode de Horner le polynome P(x).
Solution intégrale

a) Vérifions que 1 est racine de P(x).

Calculons P(1)

P(1)=3(1)*+2(1)-5=3+2-5=5-5=0

P(1) = 0 donc 1 est racine de P(x).

b) Factorisons par la méthode de Horner le polynome P(x).
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1 est racine de P(x) donc le polynéme P(x) peut s’écrire sous la
forme P(x) = (x — 1)Q(x) avec d°Q(x) = 2
P(x) =3x>+0x*+2x-5

0 2 -5
3 3
3 5 0

Q(x)=3x>+3x+5

Px)= (x—1)(3x*+3x+5)

P Exercice d’entrainement

1) On donne le trindme x? — x — 2

a) Factoriser x> — x —2

b) Déterminer les réels a et b pour que le polynome

P(x) = 3x* — 2x® — 6x? + ax + b soit divisible par x* — x — 2
2) Soit le polynéme H(x) = x®> —5x? +3x+ 1

On note a ; B ety ses racines

a) Ecrire en fonction de a; B ety la forme factorisée de H(x) .
b) Montrerque a+ B+ y= 5;af +By+ay= 3etafy=-1
c¢) Calculer les valeurs des expressions suivantes :

R I |
o + Bz +YZCI;+§+;
d) Sachant que a = 2 —+vV5etp = —1; calculer la valeur de y puis
donner la forme factorisée de H(x).

Solution intégrale
a) Factorisons x? — x —2
Calculons A
A= 9
X; = —letx, = 2
x2-x-2=(x-2)(x+1)
b) Déterminons les réels a et b pour que le polynome
P(x) = 3x* — 2x3 — 6x% + a x + b soit divisible par x? — x — 2
P(x) = 3x* — 2x3 — 6x% + ax + b divisible par x* — x — 2 alors les
racines —1 et 2 de x? — x — 2 sont aussi racines de P(x) donc on a
P(-1) =0etP(2) =0.
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P(-1) =3(-1D*-2(-1)*-6(-1)*+a(-1)+b=0&
—-1-a+b=0®-a+b=1
P(2)=3(12)*-2122)*-6(2)*+a(+b=0®
8+2a+b=0&®2a+b= -8

on a le systéme suivant : { 2;a+-;b_=_18
{ —2a+2b=2
2a +b= -8

3b = -6&b = -2
Remplagons b par sa valeur dans I’équation 1
—-a+b=1®-a-2=1®a=-3
a=-3etb = -2
3) Soit le polynéme H(x) = x3 —5x> +3x+ 1
On note a ; B ety ses racines
a) Ecrivons en fonction de o ; 8 ety la forme factorisée de H(x) .
a; Bety étant des racines de H(x) alors H(x) peut s’écrire sous la
forme factorisée : HX) = x— a)x — B)E — y)
b) Montronsquea+ B+ y= 5;af +By+ay= 3etafy=-1
OnaH(x) = (x— )(x — B)(x — v)
Développons H(x)
Hx) = x> — (a + B + )x* + (af + By + ay)x — aPyet
H(x) =x3-5x>+3x+1
Par identification des coefficients on a :
a+B+y=5
af +By+ay= 3
afy = -1
c) Calculons les valeurs des expressions suivantes :
Sa? + B2+ y?
Onaa+ B +y=5®(a+ p +y)>=25
(@a+B+y)i=(a+B+y)atpB+7)
(@a+ B +y)?=0c®+B*+y?> +2(ap +Py+ay)= 25
af + By + ay = 3 ainsi
+B+vyP+23)=250a* + B2 +y? =25-6=19
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Dou a® + B2 + y* = 19

1 | G O, . " ; .
o = + 3 +;;redu1sons I’expression au méme dénominateur

1,11 _@ o« By _ aBibria
a * B v By aBy +(xBy afy or
aB"‘BV‘*'aY:3etaﬂy=—lainsi&+%+$=%=—3
1 1 1

—+=+==-3

a B vy

d) Sachant que a = 2 —+V5etB = —1 ; calculons la valeur de y puis
donnons la forme factorisée de H(x).

Onaa+ B + y= Salors2—V5 -1 +y =75
douy = 4 +V5
H(x) devient : H(x) = (x — 2+V5)(x + 1)(x —4—/5)
3. POLYNOME SYMETRIQUE OU
RECIPROQUE

3.1. DEFINITION

Soit polynéme P donné par :
P(x) = agx" + ap,_x" 1+ a,_,x" 2+ ..+ a;x+ ag

de degrén, P est dit symétrique ou réciproque lorsque les
égalité sont vérifiées :

a, =ag;a,q = ay;...a,_x = ay pour toutk € [0; n]

Exemple

v x*+3x3 + x? + 3x+ 1 est un polynéme symétrique de degré 4
v 3x3 — 2x% — 2 x + 1 est un polyndme symétrique de degré 3
REMARQUE :

v Un polyndome symétrique n’admet pas de racine nulle.

v Si son degré est impair alors il admet —1 comme racine.

» Exercice d’application :

Soit le polyndome P(x) = x* —2x3 +2x? —2x+1

1) Montrer que 0 n’est pas racine de P(x) .

2) Prouver que P(x) = O si et seulement si

(+3)-2(x+3)+2=0
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3) En posant X = x + i déduire de la question 2°) que P(x) =
est équivalente a I’équation : X> —2X = 0
4) Résoudre 1’équationX? —2X = 0 puis déduire en les racines de
P(x).
Solution intégrale
Soit le polynome P(x) = x* —2x3 +2x? —2x+1
1) Montrons que 0 n’est pas racine de P(x) .
Calculons P(0)
P(0) = (0)*-2(0)*+2(0)??-2(0)+1 =1
P(0) = 1 donc 0 n’est racine de P(x).
2) Prouvons que P(x) = 0 si et seulement si
(x+3)-2(x+3)+2=0
Ona P(x) = x* — 2x® + 2x? — 2 x + 1 ; mettons x? en facteur

2 s &
P(x)=x2(x2—2x +2 —;+x—2)

P(x) =x2((x2+ xlz) —2(x + %) - 2)

1 1
P(x)=0¢>x2((x2 - x_Z) —2(x + ;) + 2) = 0or
x2 # 0 Car 0 n’est racine de P(x)
¢ 2 1 1 o
d ou(x +§)—2(x +;)+2 =0
3) Enposant X = x + idéduisons de la question 2°) que P(x) =
est équivalente a I’équation : X2 —2X = 0
— 2 1 1 —

OnaP® =0 (x> +5)-2(x+3)+2=0
Enposant X = x +i

2 2
(x+3) =x*+2+3e(x+3) -2=x2+3

X2 + = =(x + )2— 2 ; remplagons x? +—par(x + )2— 2:

(v _2)= ( 1)+2=(x+%)2—2(x+%)=0

2~
+
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PE)=0oX*-2X=10

4) Résolvons I’équation X2 —2X = 0 en déduisant les racines de

P(x)

« Résolvons I’équation X2 —2X = 0

X2-2X=09X(X -2 =0&X=00uX = 2

Sk = {0; 2}
« Déduisons les racines de P(x)
OnaX = x +

x%+1

Mol X

X=0®x+-=0&

x2

x=2®x+§=2@

X=-2x+1=Exx-Dx-1)=0%&
x—-—1)=0o0ux—-—1=0

= —1 Impossible
x?+1

La racine de P(x) est 1

4. FRACTION RATIONNELLE

4.1. DEFINITION

=0ex2+1=0&

=2®x2-2x+1=0

On appelle fraction rationnelle le quotient de deux polynomes
N(x) par D(x) ; ou D(X) un polynéme non nul.

Exemples
x+1

Ix) = —; AX) =

’
X

x+1
2x+3

Q) =

2x3+4x+ 1
x242x+ 3

4.2. CONDITION D’EXISTENCE D’UNE FRACTION

RATIONNELLE

Soit la fraction rationnelle Q (x) =

seulement le dénominateur D (x) # 0.

N(x)
D(x)

; Q (x) existe si et

L’ensemble des réels pour les quelles Q(x) existe est appelé

Domaine ou Ensemble de définition noté Dy .

» Exercice d’application
x2+1 7x%42x -5

Soit A(x) = -
définition de A(x) et k(x)

x2-2x-3

et k(x) = ——— déterminer le domaine de
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Solution intégrale
Déterminons le domaine de définition.
" x?+1
¢ AKx) = =
A(x) existe si et seulementsi3x# 0 © x# 0
D, = IR'{0}

7x242x -5

S kx) =
k(x) existe si et seulementsix? —2x — 3 # 0
Posonsx? —2x — 3 =0

x2-2x-3

Calculons A

A= 16

X, = letx, = 3
Dk = IR'{1; 3}

4.3. SIMPLIFICATION D’UNE FRACTION
RATIONNELLE

Simplifier une fonction rationnelle f (x) = :E:; c’est I’écrire pour
tout x appartenant a D¢ sous la forme f (x) = :E:; ou n(x) et

d(x) sont des facteurs respectifs de N(x) et D(x)

N.B: une fonction rationnelle n’est simplifiable que si le
numérateur et le dénominateur ont au moins un facteur en
commun.

P Exercice d’application
Simplifier les fonctions rationnelles suivantes

_ x242x-3 _ x*+(3-mx-3m
f(x) = x2-1 h(x) = x+3

Solution intégrale
Simplifions les fonctions rationnelles

e f(x) = B

Factorisons x% + 2x — 3etx? — 1
Posons x> +2x — 3= 0

Calculons A
A= 16
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X; = letx, = 3
x2+2x — 3= (x—1)(x-3)
x2 — 1= (x—-1Dkx+1)

_ (x-1)(x-3) _ x-3
) = D xi

x—3
s
& h(x = x?+(3—-m)x - 31

X+3
Factorisons x% + (3 — m)x — 3m
Posons x>+ (3— m)x — 3m =0

Calculons A
A= (m+ 3)?
X = —3etx, = m

x*+B-mMx —3n=x-n)Ex+3)

_ (x-m)(x+3) _ _
h(x) = TR e
hx) =x—-n

4.4. ETUDE DU SIGNE D’UNE FONCTION
RATIONNELLE

N(x)
m s
étudie dans un méme tableau les signes du numérateur N(x) et
du dénominateur D(X) puis le signe de f (x).

Pour étudier le signe d’une fonction rationnelle (x) =

» Exercice d’application

Etudier le signe des fonctions rationnelles suivantes
- x% — 5X+6 —x%+ 2x—1
h(x) = s

X=2
—x+1’f(x) - X+1 etk(x) = 2x2—-x+3

Solution intégrale

Etudions le signe des fonctions rationnelles
& h(x) = ==2%

-Xx+1
Posons:x — 2=0&e x=2;—-x+1=0=x=1

- > 1 2 T
x — = (1)) —+
—a - 1 + o
Fr(ax) — ] 4 C -
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Sur I’intervalle ]—o0 ; 1] U]2; +o0 [; h(x) <0
Sur ’intervalle ]—1; 2[ h(x) > 0
Six=2;h(x) =0

o __ x%-5x+6

* ) = X+1
Posons : x2 — 5x+ 6= 0
A=1

X;= 2etxy; = 3
x+1=0& x =-1

x oo —1 2 3 +oc
x? — 5x + 6| — (l) Q@ —
x4+ 1 —I()+ i +
J(x) ¥ *(P*() =

Sur I'intervalle ]—o0 ; —1[ U |2; 3 [; f(x) > 0
Sur Iintervalle |—1;2[ U ]2; +o0 [; f(x) <0
Six=2oux=3;f(x)=0

= —x%+ 2x—-1
“ k(X) = —Zx_l-——;(—+—_3-
Posons : —x%> + 2x—1= 0
A= 0
Xo=1
2x2—=x+3=0
A= =23
@x — OO 1 “+-ocC

—x22 42— 1

2:!:2—$+3 _+_ _+_

k(x) o ? —

Sur I’intervalle |—oo ; 1] U]l; +00 [; k(x) >0
Six=1;k(x)=0
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4.5. DECOMPOSITION D’UNE FRACTION
RATIONNELLE

Décomposer une fonction rationnelle f (x) = :gg, c’est la réécrire
sous la forme f(x) = A(x) + % avec A(X); n(x) et d(x) des

polynomes tels que d°n(x) < d°d(x)

» Exercice d’application
Décomposer les fonctions rationnelles suivantes :

—-x%+4 2x-3 2x3+1
) = =7 W = %3

Solution intégrale

Décomposons les fonctions rationnelles

X : - effectuons la division euclidienne de f(x) = 1
—2+2x -3 T +2
—z? — 2z -z +4
0 4z—3
4r + 8
. 0 —13
100 = == =

Complétons le polyndme du numérateur et du dénominateur puis

effectuons la division euclidienne de Q(x)

_o2x3+1 _ 2x3+0x%+40x+ 1
QX = X2-1  x2+40x-1
223 + 022 + 0x + 1
22% + 022 — 2z
2x+1 B
Q) = 2x+ x2= 0+ 0z + 2z + 1
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SERIE D’EXERCICES

THEME : POLYNOMES — FRACTION

RATIONNELLES

» EXERCICE 1 Soit P(x) le polynome défini par

P(x) = —3x* — x* + 8x- 4

a) vérifier que — 2 est une racine du polynéme P.

b) En déduire une factorisation compléte de P(x).

¢) Résoudre dans R; P(x) = O puis P(x) < 0

» EXERCICE 2 Soit le polynbme p  défini  par

P(x) = 6x3- 17x*-x- 6
1. calculer P(3) . En déduire une factorisation de P(x)

2. Résoudre dans IR I’équation P(x) = 0 puis P(x) <0
Soit f(x) =

X2-5x+ 6

simplifier f(x).

» EXERCICE 3 Soit P le polynéme définie par

P(x) = x*—4x3+6x>—-5x +2

1) Calculer P (1) ; P (2) et P (—2) puis conclure.

2) En déduire une factorisation de P(x)

3) Résoudre dans IR :

a) L’équation P(x) = 0

b) L’équation P(—2x+3) = 0

¢) L’inéquation P(x) < 0

» EXERCICE 4 On donne les polynomes
P(x) = —2x3+7x?-2x—-3etQ(x) = —x?>+4x*-3

1. Déterminer les réel a et b tels que pour tout réel x

P(x) = (ax + b )Q(x) en utilisant :

a) La méthode par identification des coefficients indéterminés.

; Déterminer le domaine de définition de f puis

b) La méthode par la division euclidienne.

¢) La méthode Horner

2. Etudier suivant les valeurs de x le signe de P(x).
3. Résoudre dans IR :
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v L’inéquation P(x) < 0

v L’inéquation P(x) = 0

» EXERCICE 5 Soit P(x) = x® + 2x? —x — 2.
) Calculer P(— 1) et P(2) puis conclure.

) Factoriser au complet P(x) .

3) Résoudredans IR : P(x) =0;P(x) <0

4) En déduire de la question 2.) la résolution de I’équation P( i) =0

g

Pour la suite on considére le polyndme Q(x) = x* + 6x? + ax + b.

5) Déterminer a et b pour que —1 et —2 soient des racines de Q(x)
6) On donne f(x) = %.

6 .a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

6 . b) Simplifier ; f(x) puis résoudre dans IR f(x) > 0
» EXERCICE 6 On considére le polynéme
P(x) = —3x3 + 4x% + ax + b ou a et b deux nombres réels.
1) a) déterminer les valeurs a et b pour que 1 et —2 soient des racines
de P(x).
b) factoriser alors P(x) puis résoudre I’équation P(x) = 0.

P(x)

2x24+5x+2
a) Déterminer I’ensemble des réels x pour les quelles Q(x) existe.

b) Simplifier Q(x).
¢) Résoudre dans IR les équations:
d Qx)=0Q(x) = —-5x+5
e) Résoudre dans IR I'inéquation Q(x) = 0.
» EXERCICE 7 (corrigé) Soit le polynome P définie par
P(x) = x*+ax?—x +b
1) Déterminer les réels a et b pour que VxeIRona:
P(x) = (x + D(x + 2)Q(x)
2) Déterminer le polynome Q(x)

2) Onposea = 13 etb = —14 et on donne Q(x) =

3) Factoriser au complet le polynome P(x).
4) Résoudre dans IR I’équation P(x) = 0.

5) En déduire les solutions de I’équation P (%) =0.
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6) Résoudre dans IR les inéquations
a)Px)< 0
b) P(x) > 0
» EXERCICE 8 (corrige)
Soit K(x) = 2x* — x> —10x%? + 3
1. Déterminer un polynéme Q(x) et un polynéome R(x) du premier
degreé tels que :
K(x) = (x*-2x—-1)Q(x) + R(%)
2. En déduire le quotient et le reste de la division euclidienne de K(x)
par (x —e]== \/7)
3. Calculer la valeur exacte de K(1 — v2).
» EXERCICE 9 Soit P(x) = x* —5x?> + 4

1) Sachant que P(x) admet 4 racines a, b, c et d que I’on ne calculera

pas ; calculer

X=a+b+c+d,Y=ab+ac+ad+bc+bd +cd,Z= abcd

2) Sachant quec=1etd =2, en utilisant la premiére question

déterminer a et b

3) On suppose a = —1,b = —2 résoudreP(x) < 0,P(|x—3]|) =0
xP(x)

3x2-9x +6

Déterminer D, puis simplifier q(x)

4) Soitq(x) =

5) Soit f(x) I’expression simplifiée de q(x).

a) Vérifier que f(x + 1) — f(x) = x? + 3x + 2.
b) En déduire que
2X34+3X4+4%x5+-+Mm+1)(n+2)=

» EXERCICE 10

1. a) déterminer un polynome P(x) de degré 2 tel que P(0) =0 et
pour tout réel x ; P(x + 1) — P(x) = x(1)

b) dans la relation (1) en remplagant x successivement par les entiers

naturels 1;2;3;.....n et en additionnant membre a membre les
¢égalités obtenues ; montrer que pour tout entier naturel non a :

14243+ +n= 200

(n+1)(n+2)(n+3) =
3

2
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2. a) déterminer un polyndme Q(x) de degré 3 tel que Q(0) =0 et
pour tout réel x ; Q(x + 1) — Q(x) = x? (2).
b) dans la relation (2) , montrer que pour tout entier naturel non a :

n(n+1)(2n+1)
P2 R e
3. a) déterminer un polynome h(x) de degré 4 tel que h(0) = 0 et
pour tout réel x ; h(x + 1) — h(x) = x3 (3)
b) dans la relation (3) , montrer que pour tout entier naturel non a :

2 2
13428 £ 38 Joifqd = O

1
x(x+1)

» EXERCICE 11 Soit la fonction rationnelle : f(x) =

T 1 1
a) Montrer que f(x) peut s’écrire sous la forme f(x) = = i e POV
toutx #0etx = —1.

1

b) Vérifierque : f(1) + f(2) + -+ f(n) =1 — —

n+1
cdui o NI BT A |
¢) En déduire que : e + e + ot e st
» EXERCICE 12
i 3x%+ 9x +5 1 1
Soient P(x) = T qx)= 3 + i

1) Montrer que :
a) P(x) et q(x) ont le méme ensemble de définition.
b) Pour tout réel x différent de —2 et de —1 ; P(x) = q(x).
2) Démontrer que :
a) P(0) + P(1) +P(2) + - +P(n) = 3(n+1) +——1.
b) En déduire la valeur exacte de :
P(0) + P(1) + P(2) + ---+ P(1000)
» EXERCICE 13 (corrige)
Soit le polyndome K défini par K(x) = x* + px? +q
1. Déterminer les réels p et q pour que le polyndme K(x) soit divisible
parx? —6x+5
2. En déduire une factorisation compléte de K(x).
3. Résoudre dans IR les équations et inéquation suivantes
a)Kx) <0
b)K(|-3x+2]) = 0
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» EXERCICE 14
1. Ondonne Z (x) = 2x* — 13x3 + 24x? — 13x + 2
a) Vérifier que 0 n’est pas racine de Z.
b) Montrer que si « est racine de Z (x) alors i est aussi racine.

c¢) Calculer Z (2) puis résoudre dans IR I’équation Z (x) = 0
2. Soit le polynome
P(x) = x*—13x® + 48x? — 52x + 16
a) Justifier que 0 n’est pas racine P(x )
X = $+ X
b) Montrer que P(x) = 0 < ouQX) = X2 - 13X +40
QX) = 0
¢) Résoudre dans IR I’équation Q(X) = 0
d) En déduire les solutions de P(x) = 0
» EXERCICE 15 On donne le polynéme P définie par :
Px) =x>—(3+ 3V3)x*+ (8 + 6V3 )x—6—-2V3
1) Onposex = X + V3
Préciser le polynome en X tel que H(X) = P(X + \/§)
2) Calculer H(1) et H(—1)
3) En déduire une factorisation de H(X).

4) Montrer que pour tout x réel , P(x) peut s’écrire sous la forme
factorisée de produit de trois polyndme de premier degré en x
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : POLYNOMES - FRACTIONS
RATIONNELLES
» EXERCICE 8 Soit K(x) = 2x* —x3 —10x? + 3
1. Déterminons un polynéme Q(x) et un polyndme R(x) du premier
degré tels que : K(x) = (x? —2x — 1) Q(x) + R(x)
Effectuons la division euclidienne de K(x)

22t — 2% — 102 + 0z + 3 " —-2r-2
2z* — 42® — 227 3
_ —2x°+ 3¢ —2
0+32°-82%+ 0z
32° — 622 — 3z

0 -222+3x+3
222 + 4z +2

0-z+1
Kx)=x?—2x—-1)(2x*+3x—-2)+ (—x + 1)
Ainsi Q(x) =2x% +3x—2et Rx) =—-x+1

2. Déduisons le quotient et le reste de la division euclidienne de K(x)
par

(x-1-+2)

Ona:K®) =x?—-2x—-1)(2x2+3x—=2)+ (—x + 1)
Factorisons x? — 2x — 1

Posons x> —2x—1= 0

A= 8VA= 2V2

X, =1-vV2;x, =142
x2-2x-1=(x-1-v2)(x-1-v2)

Kx) =(x-1-v2)(x—-1-v2)(2x*+3x—-2)+ (-x + 1)
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Ainsi le quotient est :

(x—1-V2)(2x*+3x-2)=2x>+ (1 +2V2)x* + (3V2 —-5)x+2-2V2
Leresteest: —x + 1

3. Calculons la valeur exacte de K(1 — v2)

K1-v2)=R(1-V2) = —(1-V2)+1= -1+V2+1=V2
K(1-v2) = V2

» EXERCICE 13

1. Déterminons les réels pet qpour que le polynome K(x) soit
divisible par x? — 6x + 5

K(x) divisible par x> — 6x + 5 alors les racines de K(x) sont aussi
celles de

x?—6x+5
Posons x> —6x+5=10
A= 0
X =1letx; =5
1 et 5 racine de K(x) alors K(1) = 0 et K(5) =0
K1) =0 (D*+ p(1)2+q=0
ep+q=-1
KG5)=0 < 5)*+ p(5) +q=0
< 25p+q=—-625
p+q=-1
25p+q = —625
Ainsip = —26etq =25
D’ou K(x) = x* — 26x% + 25
2. Déduisons une factorisation compléte de K(x).

on a le systéme suivant {

1 et 5 sont des racines de K(x) alors K(x) peut s’écrire sous la forme
factorisée :

K(x) = (x—1)(x—5)Q(x) avec Q(x) = ax?* + bx + ¢
K(x) = x* + 0x3 — 26x% + 0x + 25
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a=1;b=6etc=5

Q(x) =x*+6x+5

KX) = (x=1)(x—=5)(x*>+6x+05)

Factorisons x*> + 6x + 5

x2+6x+5 = (x+5)(x—-1)

Kx)= x—-1DE-5Ex+5)x-1)

3. Résolvons dans IR les équations et inéquation suivantes
a) Kx) <0

Kx) = (x* —1)(x*> - 25)

a —oo0—5 | —1 1 5 +0o0
2?1 - - - 6
x>+ 25 + 9 191 -
K(x) +q—++¢—?+

Sr = [-5; —=1] U [1;5]

b) K(|-3x+2))=0

K(-3x+2])=(-3x+2| - 1)(|-3x+ 2| -5+ 5)(-3x+
2|-1)=0

& |-3x+ 2| =50u|-3x+ 2| =1 ou |-3x + 2| = — 5 impossible
ou

|-3x + 2| = —1 Impossible
|-3x+2|=5ex= —1loux = g

|-3x+2|=1 x= loux=§

S = {115 3}
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DEVOIR A LA MAISON N°I

#{ EXERCICE 1 Soit f(x) et g(x) les polynomes définies par
f(x) = —2x> +7x* +5x —4etg(x) = 2x3 +x—1
1. Factoriser f(x) sachant qu’il a une racine avec g(x).

2. On pose h(x) = %

a) Pour quelles valeurs de x ; h(x) existe - t —il ?
b) Simplifier h(x) .
¢) Résoudre dans IR;h(x) >0.

25 EXERCICE 2 On considére la fonction rationnelle f(x) = .

2
1. Déterminer le domaine de définition D¢ de f(x) . = i
2. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x de Dy : 3 - x_l+)1 :
3. En utilisant les deux expressions de f(x) montrer que :
% 221+2 3 321+3 T n21+n = ﬁ
4. En déduire la valeur exacte de : % + i + é + 21—0 + -+ 1—10

45 EXERCICE 3
Partie A
On donne dans le plan orienté & , un demi-droite Ox

1. Construire les demi- droites Oy , Oz et Ot telles que :
(Ox;Oy) . 2?"; (Ox;Oz) E— %; (Ox;Ot) — E
2. Déterminer la mesure principale en radians des angles orientés
(0y;02) ; (070t ) et (05 0y )
Partie B les questions sont indépendantes.
1. Démontrer que pour tout réel t

a) (cost + sint)? = 1 + 2costsint

b) (cost + sint)? + (cost — sint)? = 2
2. Soitt € [0; 12—'] etsint = %calculer costettant

. 6-vVZ ., : . . (23
3. Sachant que sin = ‘/_—‘/—; Déterminer sin (— 1) et sin (—")
12 4 12 12
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DEVOIR A LA MAISON N°II

#{ EXERCICE 1
On considére le polynome P(x) = ax® + bx? +ax+b —4
1) Déterminer les réels a et b pour que P(x) soit divisible par
Q(x) =x?—3x+2

2) Déduis-en les racines de P(x) puis résoudre dans IR
I’inéquation P(x) < 0
3) On pose k(x) = P(x* +x+ 1)

a) Quel est le degré de k(x) ?

b) Déterminer les racines de k(x).

¢) Déduire de la question 2) I’ensemble des solutions dans IR
I’inéquation k(x) < 0

#{ EXERCICE 2
. . _ 5x3-3x24+x+7
Soit I'expression K(x) = ————
1) Déterminer le domaine de définition Dy de K.
2) Déterminer les réels a; b ; c et d telque pour tout réel x appartenant

N c d
aDg:K®X) = ax+b+’-:2—+;—l-

4 EXERCICE 3
1) L’une des mesures de I’angle orienté (ﬁ’; V) en radian est « .
Déterminer sa mesure principale a, dans chaque cas suivant :

251 191
a)a = 4 b)a = -
37 47
ca = —“d)a = —
3 6

2) L’'une des mesures de I’angle orienté(ﬁ) en degré est 0 .
Déterminer sa mesure principale 6 dans chaque cas suivant :

a)0 = 405°b)6 = —6150°¢c) 0 = 3167°

3) les nombres réels suivants sont — ils des mesures du méme angle
orienté ?

15m 57

a) - et -
41 191

b)—et — —
6 6
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PRODUIT SCALAIRE

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Connaitre les définitions du produit scalaire, de la norme et de
l'orthogonalité de vecteurs.

+ Utiliser le produit scalaire de vecteurs pour :

- calculer des distances et des normes ;

- développer des expressions vectorielles ;

- déterminer des mesures d'angle géométrique ;

- démontrer des propriétés géométriques (alignement, parallélisme,
orthogonalité) ;

¢ Déterminer une équation de droite connaissant un point de cette
droite et un vecteur normal a cette droite.

+ Déterminer une équation de cercle.
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APERCU HISTORIQUE

Le produit scalaire, introduit au dix-neuviéme siécle par Grassmann
et Bellavitis, posséde de trés nombreuses applications en mécanique et
en électromagnétisme En mathématiques, il permet de caractériser
I’orthogonalité et d’établir aisément des relations entre les angles ou
les longueurs des cotés d’un triangle. Ces relations connues depuis
I’Antiquit¢é au moins, permirent aux astronomes Delambre et
Méchain de calculer, a la Révolution frangaise, la mesure d’un arc de
méridienne donnant ainsi naissance a une nouvelle unité : le métre.

1. DIFFERENTES EXPRESSIONS

DU PRODUIT SCALAIRE

Prérequis :

< Projection orthogonale d’un point

Soit (d) une droite donnée du plan et A un point du plan n’appartenant
pas a (d). On appelle projeté orthogonal de A sur la droite (d) I"'unique
point H de (d) tel que (AH) soit perpendiculaire a (d).

Si A appartient a la droite d, il est son propre projeté orthogonal sur (d)
2 Projection orthogonale d’un vecteur

On considére une droite (d) donnée. Si un vecteur V est défini a I’aide

de deux points A et B tel que Vv = AB , on peut projeter les points A et
B orthogonalement sur la droite (d). On obtient les points A’ et B’. On

dit que le vecteur A’B’ est le projeté orthogonal de V sur la droite (d)
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1.1. EXPRESSION ALGEBRIQUE DU PRODUIT
SCALAIRE

Soient U et V deux vecteurs du plan.

On considére trois points O ; A et B tels que : OA = liet OB = v

On appelle produit scalaire du vecteur U par le vecteur V le
nombre réel noté U. v lit U « scalaire » V tel que :

v Sii= Oouv= Oalorsi.v= 0
v Siti# Oetv= 0
Soit le point H le projeté orthogonal de B sur la droite (OA)

2]

H O i A

¢ Siles vecteurs OA et OH sont de méme sens alors .V = OA X OH

¢ Siles vecteurs OA et OH sont sens contraire alors i.v = — 0A x OH

REMARQUE :

» Soit 9 I’angle AOB autrement I’angle formant les vecteurs U et V
lors qu’ils sont non nul alors on a les cas de suivants :

B I
o
_____ <% Y LY
O 24 « i A O 17 “ A
Si O est angle aigu le Si 9 est angl'e S1 O est angle droit le
produit scalaire uw.v obtus le_.p:odmt produit scalaire w.v
est positif scalaire u.v est est nul

négatif
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Soient C et D deux points du plan tels que CD = OB , et si C’ et D’
sont les projetés orthogonaux de C et D sur la droite (OA) , alors
on dit que C'D’ est le projeté orthogonal de CD sur

CD = OH ;
(0A).

.A0

.AD
ABx AH

» Exercice d’application

Soit ABCD un carré de centre O tel que AB = a

Déterminer en  fonction de ales  produits

AB A_(f; ﬁﬁ, Rﬁ A_C..A_O';af.m'etﬁ.OB

&l &l

&l &l
2| &l

scalaires
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Solution intégrale

«

@

Déterminons en fonction de a les produits scalaires :

% AB.AC ; Le projeté orthogonal de C sur (AB) est B ainsi

AB.AC = AB x AB = AB? = a?

Donc AB.AC = a?

<> A_B_;f\_D‘ ; L’angle formé par les vecteurs AB et AD est un angle donc
B.AD = 0

% 0C.0D ; Les diagon_alcs d_’l.m carré¢ ¢tant pcrpcndiclllz‘li& I’angle
formé par les vecteurs OC et OD est un angle droit donc 0C.OD = 0

l

>

3

% AC.AO : Les vecteurs AC et AO sont colinéaires et de méme sens

donc AC.AO = AC X AOOrAC = avZetAO = %i

Donc AC.A0 = av2 X ? = a2 AC.AQ = a?

< 0C.0A ; Les vecteurs 0C et OA sont colinéaires et de sens contraire
donc 0C.0A = —0C X OA
avZ a2 1

OCOR = - V2, V2 _ 1 .
' 2 2 2 ’ 2

< AD.OB Le point O a pour projeté orthogonal sur la droite (AD) le
milieu I de [AD].Le point B a pour projeté orthogonal sur la droite
(AD) le point A.

Ainsi AD.OB = AD.IA = —AD xXIA= —aXx ;a= — -a?

[y

AD.OB = — -a?

N
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1.2. EXPRESSION TRIGONOMETRIQUE

DU PRODUIT SCALAIRE
(produit scalaire, normes de vecteurs et angles orient¢)
1.2.1. Norme
La norme d’un vecteur i = AB est le nombre réel positif noté :
llull = AB
N.B:

Si le vecteur U a pour coordonnées: u(a;b) alors
[ld]] = vaZ + b2

On appelle vecteur unitaire tout vecteur de Norme égale a 1

Le carré scalaire d’un vecteur U est le nombre réel U. U, noté u?

—_ —2
Siu = AB,alors i? = ||i||? = AB = AB?

PROPRIETE : pour tous vecteurs et v tel que u# 0
et V# 0 ; ’expression trigonométrique du produit scalaire est :
u.v = |[ull x [IVll X cos(u; V)

REMARQUE : Pour tous vecteurs Uet Vona: U.v = V.ucar le
cosinus d’un angle orienté ne change pas si I’angle change de sens
(cos(x) = cos(—x))

» Exercice d’application

Soient deux vecteurs U et V distincts non nuls.. on note « la mesure en
radian de I’angle orienté (U ; V).

Pour chacun des cas suivants calculer U. v

5 i =
DIl = 51Vl = 2eta =
— — 3 ™
2) ldll = 3; IVl = Jeta =— =
— 3 - 5 27
3) Il = 5,||V|| = Jeta = -
o » n
4 llull = 15|Vl = 2eta = — >
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Solution intégrale
Calculons u. vV

D ldll = 5; 19| = 2eta =4E
R = 3 w0 5
u.v = [[ull x |IV|| X cos(u; V) =5 X2><cos(%)= 10 xg
uv = 5v2

- = 3 o
2) llill = 3; 15l = Jeta =—=
u.v = [[ull x [IV]| x cos(u; V) =3 x;xcos(— g)zgxgz%i
== 9V3
uv = T

— 3 - 5 2m
3l = 21150 = Seta = &
uv T = 3.5 2n 15 1 -15
u.v = ||u||s>< [IVl] X cos(u; V) _EXEXCOS(T)_TX(_ 5)_T
— = -1
uv = T
4) [l = 1;19ll = 2eta = _21
u.v = ||l x ||Vl X cos(u; ¥) =1x2xcos(—25)=2x0=0
uv=0
N.B:

¢ Si ’angle orienté (i ; V) forme un angle aigu alors le produit
scalaire U.V est positif.

¢ Si I’angle orienté (u; V) forme un angle obtus alors le produit
scalaire U.V est négatif.

+ Si I’angle orienté (u; V) forme un angle droit alors le produit
scalaire U.V est nul
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1.3. EXPRESSION METRIQUES DU PRODUIT
SCALAIRE

1.3.1. Relation DAL KASHI (théoréme de Pythagore
généralisé)

Soit un triangle quelconque ABC A

~— C
Ona: B

1 BC? = AB%? + AC? — 2 x AB X AC x cos(BAC) de méme
1 AC? = AB? + BC? — 2 x AB x BC X cos(ABC) et
1 AB? = AC? + BC? — 2 x AC x BC x cos(ACB)

Preuve :
D’aprés la relation de Chasles, on :

BC: = (BA +AC)" = (AC — AB)’

BC2 = (BA +AC) = (AC - AB)’

AC? — 2x ACXAB + AB?

AC?2 — 2x AC X AB + BA?

Or AC x AB = AB x AC x cos(BAC) ainsi
BC? = AB% + AC? — 2 X AB x AC x cos(BAC)
REMARQUE :

Ces formules permettent de faire des calcules de longueur dans un
triangle qui n’est pas obligatoirement rectangle ; contrairement a
Pythagore. A noter cependant que le théoréme de Pythagore est
un cas particulier de la relation d’Al Kashi , puis que le cosinus de
I’angle droit est égal a zéro (o)

» Exercice d’application
Soit ABC un triangle tel que AB = 7 ; AC = 9 et (BAC) = 60°
a) calculer la longueur BC
b) calculer la mesure de I’angle ACB
Solution intégrale
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calculons la longueur BC

BC? = AB? + AC? — 2 X AB x AC X cos(BAC)

SoitBC? = 72+ 92 — 2x7x9%0,5 = 67douBC = 8,2
a) calculons la mesure de I’angle (A”C\B)

AB? = AC? + BC? — 2 x AC x BC x cos(ACB) d’ou

— ABZ- AC2- BC2 49 -81 —67 11 ., . ma .
cos(ACB) = == = S 75 = 7o $ouACB = 47,8
1.3.2. PROPRIETE

Soit trois points O, A et B non alignés ; d’aprés le théoréme de
Pythagore généralisé :

0A x OB x cos(0A,0B) = >(0A? + OB? — AB?) <
0A.OB =§(0A2 + OBZ — AB?) d’ou
—_— 1 —_— 2 —_ Z —_— —_— 2
0A.0B =3 (|[0A]" + |[0B|" - [[0B - 0A|")
En posant i = OA et V = OB on obtient :
1

v = (ll|l? + IVl = IV - ull?) ou

— — 1. =3 — =
uv = (lld+ Vi - [l|)® - V)%

» Exercice d’application

On considére un triangle ABC telque AB=7;AC= 5¢etBC= 6

1) Donner la valeur du produit scalaire BA.AC . En déduire celle de
AB.AC

2) Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) ; déterminer la valeur de
AH.

3) Déterminer une valeur approchée de la mesure en degré de I’angle
HAC.

Solution intégrale
1) Donnons la valeur du produit scalaire BA.AC
PosonsU = BAetV = AConaainsii+ v = BA + AC = BC
Oru.v = %(Ilﬁ+ vIIZ = Il = 11V

T C—

& o —n2 —p 2 csueitran 2
Ainsi BAAC = 3 |IBE||” - [|BA]” - [|AC||" | = 3 [Bc? - BA® - AC?]
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—— 1 I——
BA.AC = 5(36 — 49 — 25)= —19 BA.LAC= —19

Déduisons celle de AB. AC

On sait que AB.AC = —BA.ACd’ou AB.AC = 19

2) Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) ; déterminons la valeur
de AH.

Le produit scalaire AB.AC étant positif , si H le projeté orthogonal de

C sur (AB); on a: AB.AC= AB xAH = 19 < AH =2=

" AB
ZAH = 2.71
3) Déterminons une valeur approchée de la mesure en degré de I’angle
HAC.
1

Ona cos(FAC) = 7 = = x: HAC = 57.12°

1.4. EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT
SCALAIRE DANS UN REPERE ORTHONORME

DEFINITION

Dans un repére orthonormé (O; 1; J). le produit scalaire de deux
vecteurs U et V de coordonnées respectives (x; y) et (x; y') est :

iv =xx' + yy'
On peut aussi utiliser la relation matricielle :

’

(G)=
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» Exercice d’application Déterminer le produit scalaire : AB.AC

ak

A
2 4
(_.*"‘jk
Jo
2 1 O 0 i 1 2 3B 4
-1 4

Solution intégrale

AB.AC = (32))- (72D = ()

AB.AC = 1x(-3) x(-2)(-1) = -1 AB.AC = -1
2. PROPRIETES DU PRODUIT SCALAIRE
2.1. OPERATIONS VECTORIELLES

P; : VU etV deux vecteurs du plan ;onu.v. = v.u
P, :soit U,V et W trois vecteurs du plan et k un réel non nul on a :
v (ku).v = k(u.v)
u(kv) = k(u.v)

SN
E
<!
+
|
TS
Il
el
<l
+
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2.2. PROPRIETES
Pour tous vecteurs U et V du plan,on a :

v U+ V)? = u? + 2U.V + v
v (- V)2 = u? - 2u.v + ¥2

v ([l+ V)iU-v) =u? - v?

v ld+ V1% = [ldl* + 2.9 + V]2
v ld - VIIZ = [ll? - 26V + [IV]I?

v bl — IIVI? = @+ 9@ - V)

2.3. PRODUIT SCALAIRE ET ORTHOGONALITE
(PERPENDICULARITE)

Propriété : le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,) .

soient U(X; y) et V(x'; y') ; les vecteurs U et vV sont orthogonaux
si et seulement si xx’ + yy' = 0

N.B : Ne pas confondre avec la colinéarité xy’ — yx' = 0
» Exercice d’application
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,7) . Soient u(2;1) ;
vV(3; —6) etw(l; 3)
1) Calculer U.V . Que peut- on déduire pour les vecteurs U et v ?
2) Calculer U.w ; ||u ]| : |IW|| . Que peut- on en déduire pour I’angle
T w).
Solution intégrale
1) Calculer u.v
U et V ont pour coordonnées (2 ;1) et (3; —6)
UV =2%x3+4+1x(-6)=6—-6=0uv=0
On déduit que les vecteurs U et V sont orthogonaux

2) Calculeru.w ; [[u || ; [IW]|

<> uw

U et W ont pour coordonnées (2 ;1) et (1; 3)
UvV=2x1+1x3=5uw=2>5

[l = Y22 + (1)? = V5[l = V5
* Wl = J(1)? + 3)% = VIO ||l = V10
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Déduisons I’angle (U, w).

Onat.v = |G|l x |Vl X cos(li; V) & 5 = V5 x V10 x

- 5 1 V2 oo = V2
cos(U; V) ©cos(u; V) = =5 Tamsncos(u; V) =%
s = = = E 5 = =_£
d’ou (U, w) = ;[2m] ou (0, w) ;2]

3. APPLICATION DU PRODUIT SCALAIRE
PRELIMINAIRE : vecteur directeur ; vecteur normal

¢ On appelle vecteur directeur d’une droite tout vecteur de
méme direction que la droite

¢ On appelle vecteur normal a une droite (d) de vecteur
directeur U tout vecteur non nul il orthogonal a

3.1. EQUATION DE DROITE
PROPRIETES

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0; 1’; )

P; - La droite (d) passant par A(X,; ya) et ayant pour vecteur
normal le vecteur n(a; b) est I’ensemble des points M(x;y ) tels que
AM.1i = 0 ; elle a pour équation a(x — x,) +b(y — ya) =0

P, - Une droite (d) ayant pour vecteur normal le vecteur n(a;b) a
une équation de la forme ax + by +c=10

P; - Une droite (d) ayant une équation de la forme ax+by+c=0a
pour vecteur normal n(a; b)

PREUVE Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0; T'; J)
P; - Soit droite (d) passant par A et ayant pour vecteur normal le
vecteur 7i , (d) est I’ensemble des points M(x; y) tels que AM.%i = 0

Le vecteur AM a pour coordonnées (X — X, ; ¥ — ya et le vecteur
1 a pour coordonnées (a; b) . Le repére étant orthonormé on a ainsi :

AME =0 & a(x — x,) + b(y — ya) =0 donc la droite (d) a
pour équation a(x — x,) +b(y — ya) =0

P, - Soit droite (d) ayant pour vecteur normal le vecteur ﬁ(a : b) .on
note A (x Y yA) un point de la droite (d), d’aprés le résultat

précédent , (d) a pour équation a(x - xA) = b(y - yA) =10
ax+by — axpa — bya = 0
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En posant C = —ax, — by, on a alors I’équation de la droite (d) :
ax+by+c=0
P; - Si la droite (d) a pour équation de la forme ax + by + c = 0; on
ainsi (a;b) # (0;0) et (d) a pour vecteur directeur u(—b; a) le
vecteur Ti(a; b) est non nul et orthogonal a U puisque
—bxa +axb = 0doncn(a;b) est vecteur normal a (d)

» Exercice d’application Dans le plan rapport¢ a un repére
orthonormé (0; 1°; ) : on donne les points A(—1; 2) et B(3; 4).
Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice de [AB]

Solution intégrale
Méthode 1

Soit I le milieu de [AB], et (d) la médiatrice de [AB]. Tout point
M(x;y) du plan appartient a la droite (d) si et seulement les droites
(IM) et (AB) sont perpendiculaires. Autrement dit; on a M(x;y) €

(d) & (IM) perpendiculaire (AB) < IM.AB = 0

Le point I a pour coordonnées (1;3) e vecteur IM a pour
coordonnées (x— 1;y —3) et le vecteur AB a pour coordonnées
(4;2) par conséquent ; on a:

Mx;y)€ ()= IMAB =0 (x -1)x4 + (y—3)x2 =0
& 4x + 2y —10 =0 & 2x +y — 5 = Oainsi une équation
cartésienne de la médiatrice [AB]est:2x + y — 5 = 0

Méthode 2

Soit I le milieu de [AB] . La médiatrice de [AB] est la droite
perpendiculaire a la droite (AB) passant par le point I milieu de

[AB].On a H?:(4; 2) donc une équation cartésienne de la médiatrice de
[AB] est de la forme 4x + 2y + C = 0 de plus I(1; 3) appartient a
la médiatrice de [AB] donc 4(1) + 2(3) + C =0 & C =-10
ainsi I’équation devient :

4x+2y-10=02x+y—-5=0
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3.2. EQUATION DE CERCLE
3.2.1. PROPRIETES

Dans le plan P muni d’ un repére orthonormé (0; 1; j) ;

“Le cercle de centre Q(Xq; yq) et de rayon r est I’ensemble des
points M tels que @M = r ou encore ( 2M)? = r? ; cette égalité
permet de trouver son équation: (x — Xg)? + (y — yq)? = r?
“Le cercle de diamétre [AB] est I’ensemble des points M tels que
AM.BM = 0. Cette égalité permet de trouver son équation :

(x — x)(x — xg)+ (y — ya)(y — yg) =0

44

3.2.3. THEOREME

Tout cercle a une équation cartésienne de la forme:
x? +y? +ax+by+c=0

REMARQUE : une équation de cette forme n’est pas toujours
celle d’un cercle.

Exemple: x? + y> —10x+4y+33 =0

x? —10x+ y?> +4y+33=0

& (x—5)2 —-25+ (y+2)*-4+33=0s
x—=5)+(@[y+2?+4=0
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& (x—5)%+ (y+ 2)? = —4 impossible,

donc x? + y? — 10x + 4y + 33 = 0 n’est pas une équation d’un

cercle.

EXERCICES D’APPLICATIONS

» Exercice 1 Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0; T; J),

déterminer une équation du cercle de diamétre [AB] sachant que les

points A et B on pour coordonnées respectives (1; —1) et (3; —2)

» Exercice 2 Dans le plan rapport¢é a un repére orthonormé

(0; T; 7),on donne les points A(—2; 1) et B(2; 3) . Déterminer une

équation de la tangente au cercle de diamétre [AB] et passant par A.
Solution intégrale

» Exercice 1

Déterminons une équation du cercle de diamétre [AB] sachant que les

points A et B on pour coordonnées respectives (1; —1) et (3; —2)

Tout point M(x; y) du plan appartient au cercle (C) de diamétre [AB]

si et seulement si le triangle ABM est rectangle en M, autrement dit on
a:

e x —1\/x -3
M(x;y) € (C) < AM.BM = 0 < (y+ 1)(y+2)= 0

Sx-Dx-3)+F+Dy+2)=0 &x—4x+y*+
3y + 5 = 0, une équation du cercle de diamétre [AB] est :
x2—4x+ y?+3y+5=0

-~
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» Exercice 2

Déterminons une équation de la tangente au cercle de diamétre [AB] et
passant par A

Posons I milieu de [AB] ; soit (C) le cercle diamétre [AB] et soit (T) la
tangente a (C) en A.

Tout point M(x;y) du plan appartenant a (T) si et seulement si
AM.BM =0

Ona:1(0;2);Al(2; 1) et AM (x+2; y — 1) par conséquent on a
M(x;y) €(T) © ALLAM =0 & 2(x+2) + 1(y—1)=0

< 2x + y + 3 = 0 ainsi une équation cartésienne de la tangente
(T) au cercle (C) de diamétre [AB]est2x + y + 3 = 0

w
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SERIE D’EXERCICES

Théme : Produit scalaire
» EXERCICE 1
1) Soit ABC un triangle telque AB= 2;AC= 3etBC= 4

Déterminer AB. BC
2) Le plan est muni d’un repére orthonormal (0 ; 1; J)
Dans chacun des cas suivants déterminer 4.V

a) u( 32) et V(s)
b) u( )etv( Ji—)

m+1

o) U(1*3) etv(3 %) avecm € IR

> EXERCICE 2

On considére les vecteurs Uet V tels que |[d]l = 2 ; |[V]| = 3 et

uv =1

Calculer

a) (2u + V).(U —-V);

b) b) (U + 2v)?

) (= 3u +Vv)?

d) @ - v)? - U+ v)?

» EXERCICE 3 Dans chacun des cas suivants déterminer la ou les
valeurs de x pour que les vecteurs U et V soit orthogonaux.

a) l_'i(;) et V(xil)

b) ﬁ(2x —1) et v 2 3xx++12

) (zx +1) et V( )
» EXERCICE 4
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O ; T; J) ; k est un réel.
Soitu(k; —5)etv(2k—1; k+4)
Existe-t-il des valeurs du réels k pour les quelles U est perpendiculaire
av
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» EXERCICE 5 (corrigé)
ABD et BCD sont deux triangle équilatéraux avec AB = 4

Calculer les produits scalaires : AB.AD ; BA.BC et DO.CD
D

» EXERCICE 6 (corrigé)

Soit un triangle ABC

Calculer AB. AC et BC dans chacun des cas suivants :

1) AB = 6¢cm ; AC = 5¢cm et BAC = 60°

2) AB = 7cm ; AC = 4cm et BAC = 120°

» EXERCICE 7

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (0; 7; 7).

Soient i(2; 1) ; V(3; —6) et w(1; 3)

1) Calculer U.V que peut-on en déduire pour les vecteurs U et V.
2) Calculer U.W; ||[d]l ; |[W|| que peut-on en déduire pour I’angle
Uu;w)?

» EXERCICE 8

Dans le repére orthonormé (O; 1;7]) on considére les points
suivants : A(2;1) ;B(7;2) et C(3;4).

Les questions suivantes sont indépendantes
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1) Calculer les coordonnées du barycentre G de : (A;3); (B;2) et
(C;—4).

2) Déterminer une équation de la médiatrice de [BC]

3) Calculer AB.AC ; I’angle A est —il droit ?

» EXERCICE 9 (corrigé)

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0; 7; j) ;

1) On considére le point A(2 ; —3) et le vecteur 71(3 ; 5).

Soit M un point de coordonnées (x; y)

Déterminer les coordonnées du vecteur AM en déduire I’équation de la
droite (d,) passant par A et de vecteur normal 7.

2) Déterminer I’équation de la droite (d,) passant par B(3;2) et de
vecteur normal 7(1; —3).

3) Déterminer 1’équation de la droite (d3) passant par C(—1;4) et de
vecteur directeur (4 ; 2).

» EXERCICE 10 Le plan est rapport¢ a un repére
orthonormé (0; 7; J) .

1. Déterminer une équation du cercle (C;) de centre le point A(—2; 1)
et de rayon 5

2. Déterminer une équation du cercle (C,) de diamétre [BC] avec
B(—1;2) et C(3;-1)

3. Déterminer la nature de I’ensemble (E;) de I’équation

x2 +y2+7x —8y+8=0

4. Déterminer la nature de I’ensemble (E,) de I’équation

x2 +y*+6x —10y+ 34 =0

» EXERCICE 11 Le plan est muni d’un repére orthonormé
(0; 7; J); on considére les points A(1;—1); B(3;3); C(4;4) et
D(2;1).

Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

» EXERCICE 12 Dire si les droites (d;) et (d,) sont
perpendiculaires dans chacun des cas suivants :

1. (d,) et (d,) ont pour équations respectivement
(dy):2x + 3y — 5 =0et(d,): 6x— 4y+ 5 =0
2. (d,) et (d;) ont pour équations respectivement
(d):x—y+3=0et(dy):2x +y =0
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» EXERCICE 13 (corrigé)

On considére un triangle ABC dans un repere orthonormé avec
A(—1;2);B(3;1)etC(2;4)

1) Déterminer une équation de la médiatrice de [AB]

2) Déterminer une équation de la hauteur issue de A dans le triangle
ABC.

» EXERCICE 15

Examiner si les équations suivantes sont des équations du cercle et si
c’est le cas , préciser le centre et le rayon du cercle.

Dx2+y2-2x —6y+5=0

2)x?+y? —x -3y+3 =0

» EXERCICE 16 (corrigé)

Dans le repére orthonormé (0 ; 7; J) on donne un point I(2; —3)

1. Déterminer I’ équation du cercle (C) de centre I et de rayon r = 5.
2. Démontrer que le point A(—2 ; 0) est un point du cercle (C).

3. Déterminer une équation cartésienne de la tangente en A au cercle

©.
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

THEME : PRODUIT SCALAIRE
» EXERCICE 5

Calculons les produits scalaires : AB.AD ; BA.BC et DO.CD

<« AB.AD

AB.AD = ||AB||||AD|| cos (AB;AD) = 4x 4x.= 8AB.AD = 8
+ BA.BC

BA.BC = ||BA||||BC|| cos (BA;BC) = 4 x 4 x cos (- ) = -8
_A'_c'

0.CD
(D_ﬁ') = (ﬁ) + n(2n) = g + 1(2m) or
Cos (ﬁ)' H)’) = cos (g - Tt(ZTt)) = —cos (2)

DO0.CD = [D0]|[[CD]| cos (D0; CB) = 2x 4 x (-1) = —4
DO.CD = —4

» EXERCICE 6

1) Calculons AB.AC

AB.AC = ||H}.||"E" cos(BKC) & AB.AC = 6 X5 X cos(60°) = 15

AB.AC = 15
Calculons BC

D’aprés la formule d’Alkashi

BC2 = AB% + AC2—2AB.AC & BC2= 62+ 52-2x15= 31
d’ou BC = V31cm

2) Calculons AB.AC

AB.AC = ||AB||||AC|| cos(BAC) <

AB.AC = 7 X4 X cos(120°) = —14

AB.AC = —14
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Calculons BC
En utilisant la formule d’Alkashi

BC2 = AB2 + AC?2 —2AB.AC < BC? = 72 + 42 -2 x (—14) = 93
BC = V93 cm
» EXERCICE 9

1) Déterminons les coordonnées du vecteur AM.

Le point A a pour coordonnées (2; —3) soit M un point de
coordonnées (x ;) : AM a pour coordonnées (x — 2; y + 3)
Déduisons 1’équation de la droite (d;) passant par A et de vecteur
normal 7.

Méthode 1

La droite (d,) passant par A et de vecteur normal T(3;5) est
I’ensemble des points M tels que AM L i < AM.T =0
Sx-2)xB)+ F+3)x(B5)=0=3x+5y+9=0

La droite (d;) passant par A et de vecteur normal n(3;5) a pour
équation 3x +5y+9=0

Méthode 2

La droite (d,) passant par A et de vecteur normal 1(3;5) donc une
équation cartésienne de (d,) est de la forme 3x + 5y + C = 0 or
A(2;—3) appartient a la droite alors 3(2) + 5(-3) + C = 0 &
C = 9 ainsi I’équation de la droite (d;) est3x + 5y + 9= 0

2) Déterminons I’équation de la droite (d,).

Le point B a pour coordonnées (3; 2) soit M un point de coordonnées
(x;y) BM a pour coordonnées (x — 3; y — 2)

La droite d, passant par B et de vecteur normal V(1;—3) est
I’ensemble des points M tels que BM L V& BM.V =0
Sx-3)x1) +(-2)x(-3)=0 &x -3y +3=0

La droite d, passant par B et de vecteur normal V(1;—3) a pour
équationx —3y +3 =0

3) Déterminons I"équation de la droite (d3).

Le point C a pour coordonnées (—1;4) soit M un point de
coordonnées (x ; y), CM a pour coordonnées (x + 1; y — 4)
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La droite d; passant par C et_qe vecteur directeur U(4;2) est
I’ensemble des points M tels que CM soit colinéaire a U

CM soit colinéaire a1 < (x+ 1) x (2) — -49H)x4)=0

&2x +4y +18=0=x -2y +9=0

» EXERCICE 13

1) Déterminons une équation de la médiatrice de [AB]

Soit M(x;y) un point dt?_!.a ﬂédiatrice de [AB] et I milieu de [AB]
alors (MI) L (AB) & MILAB =0

Calculons les coordonnées des vecteurs Mi et AB

[ milieu de [AB] alors l(l s g) s Mia pour coordonnées (1 -X; ; —y)
et AB a pour coordonnées (4; —1)

AinsiMi.AB =0 & (1 -0 x (@) + (3 -y)x(-D =0

= —4x+y + ; =0e8-2y—5=0

D’ou une équation de la médiatrice de [AB] est8x—2y — 5 = 0

2) Déterminons une équation de la hauteur issue de A dans le triangle
ABC

Soit M(x;y) un point de la hauteur issue de A dans le triangle ABC <
(MA) L (BC) & AM.BC =0 On a AM(x + 1; y—2) et
BC(-1;3)

AMBC =0 x+ Dx(-1) +(y-2)x(3)=0&

—Xx + 3y — 7 = 0 une équation de la hauteur issue de A dans le
triangle ABCest x—3y+ 7=0

» EXERCICE 15

1) Déterminons I’ équation du cercle (C) de centre [ .

1(2; —3) centre du cercle donc 1’équation du cercle devient :

(x— x)? + (y— y1)? = r? d’ou I’équation devient :

(x—2)% + (y+3)?= 25

2) Démontrons que le point A(—2; 0) est un point du cercle (C)
Remplagons x par —2 et y par 0 dans le membre de gauche de
I’équation du cercle

(-2-2)24+(0+3)2=16 +9 = 25d’ou le point

A(—2; 0)appartient au cercle (C).
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3) Déterminons une équation cartésienne de la tangente en A au cercle
© o

Calculons les coordonnées du vecteur Al ; Al(4; —3)

Soit M(x ;y) un point de la tangente en A a (C) alors (MA) L (AI)
& MA.Al = 0avec Al(4; —3) et MA(-2 —x; -y)

MA.AI =0 e (-2-x)x@ + (- x(-3)=0 =
4x—3y+ 8=0

une équation cartésienne de la tangente en A au cercle (C) est
4x—3y+ 8=0

La droite d; passant par C et de vecteur directeur U(4;2) a pour
équationx —2y +9=0
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FONCTION NUMEBIQUE
D’UNE VARIABLE REELLE

COMPETENCES EXIGIBLES :

+ Connaitre la définition de fonction et d'application.

+ Déterminer I'ensemble de définition d'une fonction.

+ Représenter graphiquement les fonctions au programme.

+ Interpréter la représentation graphique (sens de variation, ¢léments
de symétrie, extrema).

+ Déterminer la parité d'une fonction.

+ Faire le lien entre parité de la fonction et symétrie de la courbe
représentative d'une fonction.

+ Utiliser les formules de changement d'origine pour représenter des
fonctions.

+ Déterminer le sens de variations des fonctions au programme
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APERCU HISTORIQUE

Jusqu’au 17éme siécle, la notion de fonction n’est pas définie avec
rigueur, le concept reste assez vague ; Le terme a été introduit par le
mathématicien allemand LEIBNIZ Gottfried Wilhelm (1646-1716)
dans un cadre géométrique. Il désigne par ce terme des grandeurs
géométriques dépendant d’autres grandeurs géométriques ; C’est
Leibniz (1646-1716) qui utilise le mot fonction pour la premiére fois
en mathématiques en 1673, et J.Bernouilli (1654-1705) en donne une
premiére définition.

La notation :

= BERNOULLI Jean (1667-1748) propose la notation : ®x ;

= Le symbole f (x) pour désigner une fonction de la variable x, voit
sa premicére utilisation avec Leonhard EULER (1707-1783) en 1734
dans Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae.

1. GENERALITE SUR LES FONCTIONS
NUMERIQUES
1.1. DEFINITION ET EXEMPLES
1.1.1. Définition

soit A et B deux ensembles non vide ; on appelle fonction de A
vers B tout procédé qui pour tout x élément de A ( ensemble de
départ ) on associe au plus un élément y de B ( ensemble de
d’arrivé ) on note :

X—y: f(X)

On dit que f est une fonction de A vers B

¢ x est ’antécédent de y par la fonction f
¢ y est ’image de x par la fonction f

N.B : pour une fonction f , un antécédent x ne peut pas avoir plus
qu’une image ; cependant une image y peut avoir plu qu’un
antécédent
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1.1.2. EXEMPLES
Soient les graphes (diagrammes sagittaux) suivants

¢ f est une fonction de A vers B
¢ g n’est pas une fonction de A vers B
REMARQUE :

Si I’ensemble de départ A est inclus dans I’ensemble IR ou égale a
I’ensemble IR (A € IR) et I’ensemble d’arrive B aussi inclus dans

I’ensemble IR ou égale a ’ensemble IR (A € IR) ; on dit alors que
la fonction est numérique a variable réelle

Exemples : f:R R
t —>2>+3c+5

g:R'{-1;1}——R
x

x —

2 -1
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1.2. ENSEMBLE OU DOMAINE DE DEFINITION
OU D’EXISTENCE D’UNE FONCTION

Activité
Calculer les valeurs numériques en complétant le tableau suivant pour
chacune des fonctions suivantes si possible

: = 75| 2 | 1] 2 |7
Fonctions
f(x) = x*+3x-5
g(x) =Vx+2
X+ 4
h(x) =

1.2.1. Définition

Soit f une fonction; on appelle ensemble ou domaine den
définition ou d’existence de la fonction f noté souvent Dg;
I’ensemble des réels x appartenant a I’ensemble de départ et qui
ont une image y dans I’ensemble d’arrivée par la fonction f;

Df = {x € I'’ensemble de depart tels que f(x) existe }

Propriétés

Toute fonction polyndme est définie dans son ensemble de
départ,
Toute fonction rationnelle f(x) = :E—g est définie pour tout

X appartenant a son ensemble de départ tels que D(x) # 0;

Une fonction irrationnelle f(x) = /A(x) est définie pour tout
x appartenant a son I’ensemble de départ tels que A(x) > 0

N.B: Dans la suite de ce chapitre et sauf indication contraire,
pour une fonction d’une variable réelle, ’ensemble de départ est
I’ensemble IR

» Exercice d’application
Préciser I’ensemble de définition des fonctions suivante

f(x) = x> + 7x-2 ; PX)=+v3x + 1

Q) = iz__zl : Z(x) = ’xz + 2x-3
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X+ 5 Xi—id
e ¢ TS
2_

g( )-x2+4 ’ k(X) 2x2 ))(( 1

Solution intégrale
Précisons I’ensemble de définition des fonctions suivante
% f(x) = x? + 7x -2 la fonction f est une fonction polyndme par
conséquent Df =1IR

% Q(x) = —— ; h est fonction rationnelle ; elle existe si et seulement
X — 2 #:0 & x # 2ainsi Do = IR'{2}
@ h(x) = — £ ; h est fonction rationnelle ; elle existe si et

seulement

x2—x—2#0

Posons x? —x— 2 =0

Calculons A ;

A= 9

Calculons x; et x; ;

X, = —1let xz = 4ainsi D, = IR'{-1; 4}
+g(x) = 5~
x? + 4 & x* # — 4toujours vraie Dg = IR

% P(x) =/3x + 1; P estune fonction irrationnelle ; elle existe si et
seulementsi3x + 1> 0 & x >—-Dp [—- +00[

REMARQUE : Ici il est important de tenir bien compte du sens de
I’inégalité qui va devoir changer de sens si le coefficient de la
variable porte un signe négatif.

@ Z(x) = ’xz + 2x -3 ; Z est une fonction irrationnelle ; elle existe

si et seulement si x? + 2x -3 > 0 ; élaborons le tableau de signe de
x? + 2x-3

Posons x? + 2x-3 = 0

Calculons A ;

; g est fonction rationnelle ; elle existe si et seulement
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A= 9
Calculons x; et x, ;
X; = —3etx; =1
z -0 -3 1 +o©
2+2-3] + § - § +

Dz =]—o; =3]U[1; + o]

>0
X+ 2

=7 s x+2#0 X#F =2
e Tx) = m;Texnste si et seulement { x-7 o x-7

X+2
. . x=7
Elaborons le tableau de signe de —

x —00 —2 7 +o0
— = - ¢ +
z-+2 — @ =E 5
xr—T7
xr+2 b _ ‘* g
Dy =]-o0; —2[U[7; + |
. 3 . 2x2—x—1%#0
2 k(x)_ZXZ_X_1 ,hexnstesnetseulement{ —2x+3 >0
Posons 2x2 —x—1= 0
Calculons A ;
A= 9
Calculons x4 et x; ;
1
xl = —E et XZ = 1
y X #* G
3 . (2x*—x—1%#0
-2x+3 20 & x< = { =
X+ BE L, ePeadisg Dl
XS~
1 3
~ 2 1 2
O -
s |

=3 21

=0
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N.B: la tracé de la droite est une facilit¢é pour bien retrouver
I’intervalle correspondant a I’ensemble de définition cependant
elle n’est pas toujours nécessaire

2. EGALITE DE DEUX FONCTIONS

Propriété

Soit f et g deux fonctions d’ensemble de définition D¢ et Dy. Les
fonctions f et gsont égales si et seulement si Dy = Dget VX €

Ds ; f(x) = g(x)

» Exercice d’application

2x+ 3 1
e PRS2 e

Prouver que f et g sont égales.
Solution intégrale

Soit les fonctions f(x) =

Prouvons que f et g sont égales.

Déterminons les ensembles de définitions de fetde g .

2x 3. . .
f(x) = :Tz existe si et seulementsix +2 #0 & x # -2

Df = IR'{-2}

gx)=2 - ﬁexiste sietseulementsix +2 # 0 & x # -2
Dy = IR'{-2}

D¢ =D, = IR'{-2}

Vérifions queV x € IR'{-2}; f(x) = g(x)

Méthode 1
=2 1 _2(x+2)—1_2x+3
BV X +2 X +2 T ox+2
g(x) = 2= f(x)
g(x) = f(x)
Df =Dy = IR'{—2} et g(x) = f(x) donc les fonctions f et gsont
égales.
Méthode 2
_2x#3 _ 2x+4-1 _ 2(x42)-1 _2(x42) 1 _ ., 1
f(x) = X+2  x+2  x+42  Xx+2  x+2 X +2
1
f(x) = Z—m = g(x)
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f(x) = g(x)

Df =Dy = IR'{=2} et f(x) = g(x) donc les fonctions f et gsont
égales

3. RESTRICTION D'UNE FONCTION

DEFINITION

Soit f une fonction définie de A — B et I un sous ensemble de
A(Ic A

On appelle restriction de la fonction f en I ; la fonction g définie par :

g:1 — B
x — fx)

N.B : la fonction f est appelé prolongement de g sur A.

» Exercice d’application (les questions sont indépendantes)

1) Prouver que la fonction g définie sur IR* par g(x) = Vx + 4 est
la restriction de f définie sur IR par f(x) = /|x| +4.

2) On consideére la fonction f définie par f(x) = 3|2x + 1| + [5x — 1]

Déterminer un sous ensemble I de IR sur le quel la restriction de f est
la fonction h définie par h(x) = x + 4.

Solution intégrale
1) Prouvons que la fonction g définie sur IR* par g(x) =

VX + 4 est la restriction de f définie sur IR par f(x) = /|x| + 4.
Ecrivons la fonction f sans les symboles de valeur absolue

L+ — 00 0 -+0O0

z - ¢ .

|.I'| —_ T

Vx| + 4 vV—x+4 vVr+4

g(x) = Vx + 4 est la restriction de f(x) = Vx| +4 surIR*.

2) Déterminons un sous ensemble I de IR sur le quel la restriction
de fest la fonction h définie par h(x) = x + 4.

Ecrivons la fonction f sans les symboles de valeur absolue
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—1 1
T — o0 T F‘ —+-o0
2x + 1 — d) + -+
|22 + 1| —2x — 1 2x + 1 20 41
5z — 1 . . (1} +
|52 — 1| —5x + 1 —5x + 1 5x — 1
Sf(x) —11x — 2 r+4 1lx + 2

Sur I’intervalle [—% ; é] f(x) =x+4=hx)doncl = [_% ; i]
4. COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS
4.1. DEFINITION

Soit A; B et C trois ensembles non vide et, f et g deux fonctions
définies par

f:A — B g:B — C
x — f(x) x — g()

La composée des fonctions f et g noté gof «lit g rond f « désigne

la fonction définiede / gof :A — ¢
x — gof(x)

» Exercice d’application
On considére les fonctions f(x) = 2x —3 et g(x) = x% +1
Déterminer fog (x) ; gof (x) et fof (x).

Solution intégrale
Déterminons fog (x) ; gof (x) et fof (x).
f(x) =2x—3etg(x) =x? +1
fog(x) =f(g(®¥))=2(x* +1) -3 = 2x* —1fog(x) =2x*—-1
gof ®) =g(f(®)) = (2x—3)2+1= 4x>—12x+9+1
gof (x) = 4x? —12x+ 10
fof x) = f(f(x)) = 2(2x—3) -3 = 4x—6—-3=4x—9
fof (x) =4x—-9
N.B : Généralement fog (x) # gof (x)
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4.2. ENSEMBLE DE DEFINITION D’UNE FONCTION
COMPOSEE

La fonction composé fog (x) est définie pour tout les valeurs de
x €D
g

g(x) € D¢

X tel que :{

» Exercice d’application
On donne les fonctions f et g définies par f(x) = Vx + 3 et g(x) = ﬁ
a) Déterminer I’ensemble de définition de fet g puis déduire

I’ensemble de définition de gof (x).
b) Déterminer la fonction gof (x).
Solution intégrale
a) Déterminons I’ensemble de définition de f et g puis déduisons
I’ensemble de définition de gof (x).
e I’ensemble de définition de f
f(x) = VX + 3 existe si sculementsix+3>0 & x> -3
D= [-3; + o[

e I’ensemble de définition de g

gx) = ﬁexiste siseulementsix —1 #0&e& x # 1

D, = IR'{1}

¢ I’ensemble de définition de gof (x)

gof (x) existe si seulement si{ EiE O = {x € [Fags]
f(x) € Dg Vx+3 # 1

x € [-3; +oof X € [-3; +oof
‘i’{wm)zae(nz ={ Wi
m{x € [-3; + oo

X# —2
Dgos = [=3; =2[U]2; +oof

b) Déterminons la fonction gof (x).
1

g(x) = —et f(x) =Vx+3
1

VX+3 -1

Pour tout X € Dy ; gof (x) = g(f (x)) =

gof (9 = 75—
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5. PARITE D’UNE FONCTION

Préliminaire : intervalle symétrique par rapport a 0

Un intervalle est symétrique par rapport a 0 (zéro) lorsque pour
tout x de l’intervalle son opposé (— x) appartient aussi a cet
intervalle.

Exemples
e [—20; 20] ; est symétrique par rapport a 0
e ]—00; 4oo[ ; est symétrique par rapport a 0
e [—10; +oo[ ; n’est pas symétrique par rapport a 0
5.1. FONCTION PAIRE
5.1.1. Définition

Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy ; la fonction f est
dite paire si et seulement les deux conditions suivantes sont
simultanément vérifiés :

it D¢ symétrique par rapporta 0 (Vvx € Ds; —x € Dy)

2 Pour toutx € D¢; f(—x) = f(x)

» Exercice d’application
Soitg: IR = IR
2|x|
x2 -4
Montrer que g est une fonction paire
Solution intégrale

X ==y

Montrons que g est une fonction paire

g est définie si et seulementsix? —4 # 0 & x # —2etx # 2
Dy =IR{-2;2};vx € Dy; —x € D,

Calculons g(—x)

. 2=-x _ 2lx| _ accomemy
8(—X) = Tois T = (X ainsig(—x) = g(x)
donc la fonction g est une fonction paire.

5.1.2. Interprétation graphique

Si f est une fonction paire alors sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (0; 7; j); est symétrique
par rapport a I’axe des ordonnées (y'y)
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-

médiatyice du segment [M'M)|

5.2. FONCTION IMPAIRE
5.2.1. Définition

Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy ; la fonction f est
dite impaire si et seulement les deux conditions suivantes sont
simultanément vérifiés :

D¢ symétrique par rapporta 0 (Vx € D¢; —x € Dy)

¢ Pour toutx € Dy ; f(—x) = — f(x)

» Exercice d’application
Soith: IR - IRetk: IR = IR

X = x3+xx 2 5
X +1

Montrer que les fonctions h et K sont des fonctions paires
Solution intégrale

% hest définie sur IR ; Dy, = IR

VX € Dp; —x € Dy

Calculons h(—x)
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h(=x) = (—x)*+(—x)= —x3— x = = (x®* +x) = — h(x) ainsi
h(-x) = —h(x)

donc la fonction h est une fonction impaire.

% K est définie si et seulement si x> + 1 # 0 < x? # —1 toujours
vraie donc Dy = IR

Vx € Dp; —x € Dy

Calculons k(—x)

_ =7(=x) _  7x _ R S e
k(_x) T (-x)24+1 x2+1 X2+1 k(x) —
k(—x) = —k(x) alors la fonction K est une fonction impaire.

5.2.2. Interprétation graphique

Si f est une fonction impaire alors sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repére orthonormé (0; 7; j) ; est symétrique
par rapport a I’origine O du repére.

M-z f{-2))
-4 f(-2)

T U -
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6. VARIATION DE FONCTION

6.1. TAUX DE VARIATION OU D’ACCROISSEMENT
Activité
Soitf: IR = IR
X = x?
a) Calculer f(1) ; f(2)

b) Exprimer en fonction de x le rapport L )

uis calculer 22—
p 2-1

Solution mtegrale
a) Calculons f(1) ; f(2)
f(1) = (1)? =1 N
f(2) = (2)*=41(2) = 4

b) Expnmer en fonction de x le rapport w
fx)-f(1) _ x*-1_ (x-1)(x+1)

ey —x_l— e =x +1(avecx # 1)
f(x) - f(1) =

x—-1
Calculons M
- _ 5,41 3: f@-f) _ _ 4

2-1 2-1

6.1.1. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle D ; X et y deux réels
distincts de D. On appelle taux de variation ou taux
d’accroissement de la fonction f sur D entre les réels x et y noté

T¢(x,y) défini par : Te¢(x,y) = %:,(y)

Remarque : T;(x,y) = T¢(y, x)

Exercice d’application

Soient les fonctions g et h définies par: g: x = vxeth: x - x3

a) Calculer en fonction des réels x,y le taux de variation fonctions g
eth

b) En déduire le taux de variation associ¢ a g entre % et 3 et de h entre

—let 4
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Solution intégrale

a) Calculons en fonction des réels x,y le taux de variation fonctions g
eth

®g:x- \/;

Dg = [0; +oof

Soit x et y deux réels distincts de Dg, on a:
f(x) - fly) _ Vx—\y _ Vx -y

To(x.y) = = =
A T A T A RN TN R SR

Tg(x'Y) = (&im

e h: x - X3

Dh = IR

Soit x et y deux réels distincts de IR, on a :

Th(x, y) = f(x) — f(y) - x3 - y3 _ (x_y)(x2+2xy+yz)

X-y x-y X-y
Ta(x,y) = x% + xy +y?
b) En déduire le taux de variation associé a :

= x? + 2xy +y?

: 1
%+ g entre - et 3

onaTg(x,y)=malorsTg(%,3)= ! =§(\/§—2\/§)

1
2+

3

(.3)=-1(2-2)
< h entre —1 et 4
onaTy(x,y) = x% +xy + y2alors T,(—1,4) = (=1)% + 2(=1)(4) + (4)?
Th(xy) =13

6.2. TAUX ET SENS DE VARIATION D’UNE
FONCTION USUELLE

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ et X ; y deux réels
del.

Onasi:

¢ Tp(x,y) > 0 alors la fonction f est croissante sur I.

¢ Ti(x,y) < 0 alors la fonction f est décroissante sur I.
¢ T;(x,y) = 0 alors la fonction f est constante sur L.
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» Exercice d’application

Etudier le sens de variations des fonctions suivantes :
1 o 1
tX > -:gi X o th:x - —=
f: x =381 X xX%': hiesx =
Solution intégrale
Etudions le sens de variations des fonctions

1
oef: x - -
X

Df = ]—00;0[ U ]0; +oo[
Soit x et y deux réels distincts de I’intervalle |—oo0; 0[

1 1
_fO-fy _x"y_ y-x _-1
Ti(x,y) = x—-y x—-y xy(x—-y) xy

Vx;y € |-;0[; T(x,y) = ;—yl < Odonc f est décroissante sur
|—o0; 0[

Vx;y € ]0;+0o[; Te(x,y) = ;—; < 0donc f est décroissante sur
]0; +oo[

On résume les résultats obtenus dans un tableau dit tableau de
variation

a — OO O oo

T(x, y) m— 2

" 3 ~ | T

og:x—)xz

D, = IR
Soit x et y deux réels distincts de I’intervalle |—oo; 0]

_g-gy) _ x*-y* _ (x+y)x-y) _
Te(x,y) = Sy e X+y

VX;y € |]-;0]; Tg(x, y) < 0 donc g est décroissante sur |—oo; 0]

Vx;y € [0;+0[; Ty(x,y) > 0 donc g est décroissante sur [0; +oo[

a — OO O oo

T,(x, ) — &

S TR /
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1

eh: x - —

vX
Dp = ]0; +oof
Soit x et y deux réels distincts de I’intervalle ]0; +oo[

11 oW R
h(x) = h(y) vx |y Xy y—-vVx 1
— — — — X

LEN =55 =5y Ty T D H)

-1

WY = S

Vx;y € ]0; +oof; Tg(x,y) < 0 donc h est décroissante sur
10; +oof

x O ‘oo

11/: (-Iv-~ .f/) o

oo TT——

7. COURBE REPRESENTATIVE
D’UNE FONCTION
7.1. DEFINITION

Soit P un plan muni d’un repére orthonormé (0; 1; ) et f une
fonction numérique a variable réelle f : IR — IR

x - f(x) =y

L’ensemble des points M(x; f(x)) du plan tels que x € Dy est

appelé représentation graphique de f ou courbe représentative
de f notée souvent (Cy)
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NI (5 F ()

v

¢ L’axe horizontal (x'ox) s’appelle ’axe des abscisses
+ L’axe vertical (x'oy) s’appelle I’axe des ordonnées
7.2 COURBE REPRESENTATIVE DE QUELQUES

FONCTIONS USUELLES
¢+ FONCTION CARRE f:IR - IR

x - f(x)= x?
Df=1R

La fonction carré est strictement décroissante sur |—oo; 0] et
strictement croissante sur [0; +oo[
Son tableau de variation est :

f(z) = a2 \ /

La fonction carré est une fonction paire ; sa courbe (Cf) a pour axe de
symétrie I’axe des ordonnées elle s appelle une parabole
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Tableau de valeurs

courbe parabole

3 -2 1 o o ; 1 2 3 4
¢+ FONCTION CUBE f: IR > IR
x - f(x)=x3
Df = IR

La fonction carré est strictement croissante sur |—oo ; +oo[
Son tableau de variation est :

xr —OQ 400

La fonction x* est une fonction impaire ; sa courbe (Cf) a pour centre
de symétrie le point O
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Tableau de valeurs

<G f(x)

D =:(1.52, 3.5)

=(.1

¢ FONCTIONINVERSE f. g - |R

X - f(x)=i

D¢ = IR'{0} (Df = ]—o0; 0[ U ]0; +oo[ en termes d’intervalle)

La fonction inverse est strictement décroissante sur ]—oo; O[ et
strictement décroissante sur ]0; +oo[

Son tableau de variation est :

@x —oQ 0 +oo

\\ \
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La fonction inverse est une fonction impaire ; sa courbe (Cf) a pour
centre de symétrie le point O elle s’appelle hyperbole.

Tableau de valeurs
X -2 -1 -05 |-05 |1 2
Y -0.5 | -1 2 (2 1 0.5

H=(05 2)
courbe
/l///w rbhole

E= (2,05

¢ FONCTION RACINE CARRE
f:10; +o[ - IR
x = f(x) =vx
D¢ =[0; +oof
La fonction racine carré est strictement croissante sur [0 ; +oo[
Son tableau de variation est :

= —po o0

f(:n)=\/?c_ /
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Tableau de valeurs

Cf(x)

Sy

ﬂ.l

8. RESOLUTION GRAPHIQUE

A partir de la courbe représentative d’une fonction, on peut répondre a
plusieurs types de questions :

¢ variation de la fonction ;
** résolution d’équations ;
¢ résolution d’inéquation ;
+¢ signe d’une fonction . . .

Cependant la résolution ne peut qu’étre approchée et ne peut avoir que
la précision du graphique. Ce type d’exercice a pour but de se
familiariser avec la relation entre la représentation graphique et les
propriétés d’une fonction.
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8.1. VARIATION D’UNE FONCTION A PARTIR
DE SA REPRESENTATION
Lorsqu’on étudie les variations d’une fonction f, on cherche a
savoir sur quels intervalles la fonction est croissante et
décroissante.
+¢ fonction croissante
on dit qu’une fonction f est croissante sur un intervalle, si pour
toutaetbdeltelsquea<b;onaf(a) < f(b)

+* fonction décroissante

on dit qu’une fonction f est décroissante sur un intervalle I, si
pour tout aet b de I telsquea < b ;onaf(a) > f(b)
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REMARQUE :

¢ on dit qu’une fonction croissante ne change pas la relation
d’ordre car a < b alors f(a) < f(b)

¢ on dit qu’une fonction décroissante inverse la relation d’ordre
cara < b alors f(a) > f(b)
Exemple : étudions les variations de la fonction f suivante

™ | < f

On remplit généralement un tableau de variation pour présenter les
résultats de la variation de la fonction

@ —oo —1 1 ‘oo
0.6 —“+-oco
r@ | T N
— OO — 0.6
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8.2. RESOLUTION D’EQUATIONS

Résoudre I’équation f(x) =a, revient a déterminer tous les
antécédents du réel a.

Pour résoudre graphiquement cette équation :
© on trace la droite horizontaley = a
© on recherche les points d’intersection de la droite horizontale
avec la courbe de la fonction f

on détermine les abscisses de ces points d’intersection qui sont
les solutions de I’équation.

Exemple
Résoudre graphiquement les équations f(x) = Oetf(x) = —4
J s
y = —4
ef(x) =0

On trouve deux points J; et ], d’intersection entre la courbe Cs et la
droite d’équation y = 0.

On trouve alors deux solutions Sjg = {—1; 2}

e f(x)=-4

On trouve deux points I; et I, d’intersection entre la courbe C fet la
droite d’équation y=—4

On trouve alors deux solutions S;p = {—2; 1}

REMARQUE :
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On peut aussi étre amené a résoudre des équations de la forme
f(x) = g(x) ou f et g sont des fonctions définies sur un
intervalle I. La solution est 1'ensemble des abscisses des points
d'intersection des deux courbes.

8.3. RESOLUTION D’INEQUATIONS

Pour résoudre les inéquations f(x) > a ou f(x) = a, on
trace la droite horizontale y = a. Les solutions sont les abscisses
des points qui sont au-dessus de la droite et éventuellement sur
celle-ci.

Pour résoudre les inéquations f (x) < a ou f(x) < a, on
trace la droite horizontale y = a. Les solutions sont les abscisses
des points qui sont en dessous de la droite et éventuellement sur
celle-ci.

Exemple : Résoudre graphiquement I’inéquation : f (x) < 2

-2 4

On trace la droitey = 2.

On considére les abscisses des points qui sont en dessous et sur cette
droite.

is = ["’3.1 H 0.3] U [2: +oo[

FONCTION NUMERIQUE D’UNE VARIABLE REELLE



260

REMARQUE :

On peut aussi étre amené a résoudre des inéquations de la forme
f(x=> g(x) (respectivement (x)<gkx) , fx) > gkx) ,
f(x) < g(x)). La solution est I'ensemble des abscisses des points
de la courbe C; situés au-dessus de C; (respectivement I'ensemble
des abscisses des points de la courbe Cs situés au-dessous de Cg ,
I'ensemble des abscisses des points de la courbe C; situés au-dessus
de Cg sans les abscisses des points d'intersection, 1'ensemble des
abscisses des points de la courbe Cy situés au-dessous de C; sans
les abscisses des points d'intersection).

8.4. SIGNE D’UNE FONCTION

Il s’agit de savoir quand une fonction est positif, négatif ou nul.
On présente, en général, les résultats sous forme d’un tableau de
signe.

4

-3

-2

On remplit généralement un tableau de signe pour présenter les
résultats

@x — oo —1 0 oo

f@ |+ @ — @ +
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SERIE D’EXERCICES

THEME : FONCTION NUMERIQUE
D’UNE VARIABLE REELLE

» EXERCICE 1
Déterminer dans chaque cas, I’ensemble de définition des fonctions
suivantes :

() = —5x% +1;6,(0) = =+ =

f3() = —3x +1— -'f4(x) ——

fs(x) = 2+3 s fe(x) = lx+1l

f,(x) = V=2x + 1;f(x) = V=xfo(x) = ’ () = \/—1
Fa() = 23 fis00 = 2]

» EXERCICE 2

1) une fonction f ayant ensemble de définition Dy = [—4; 2] peut-
elle étre paire ? impaire ? justifier.

2) Soit la fonction h définie par h(x) = x? — 3 et g(x) = x|x|

a) Prouver que h est une fonction paire.

b) Prouver que g est une fonction impaire.

» EXERCICE 3
Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes :

fi(x) = Ix|;Hx) = x*+1

f3(x) = x*+ x;f,(x) = 4x> —3x+1
fs(x) = 5x? +§; fo(x) = 4x3 —3x+2
f,(x) = 4x° —1;f(x) = x> +1

fo(x) = 2|XI —5;fo(x) = ﬂ;"jf

fi:(x) = == fo(x) = Vx

fiz(x) = ,,XZ +x 5 fia(x) = ,‘ ==
fis(x) = \/Jg::z,ﬂs(x) = ,’ Z_o
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» EXERCICE 4 Dans chacun des cas suivants ; dire si les fonction f
et g sont égales sur I'intervalle IR ou non.

a) f(x) = VxZ;g(x) = x

b) f(x) = |xI+1,g( x)= |x| -1
¢) f(x) = x;8(x) = :z:,;

—y2 1 sy
d) f(x) = [x* — 4| ; g(x) = {szf -+: ssil: ee [[—22-'22]]

» EXERCICE 5 Dans chacun des cas suivants ;

étudier le sens de variation de la fonction f sur I’intervalle D ; en

() )

utilisant le signe du rapport ———— ou a et b sont des nombres réels

distincts de D.

a) f(x) = —3x2+2x+1; D = E ; +oo[

b) ,(x) = VxZ+4x+7;D = [-o0; =2[

o) f(x)=x+ ;;D = [O; \/g[

» EXERCICE 6

Soit f'la fonction définie par f(x) = |x+ 1| + |x — 1]
1) a) monter que f(—x) = f(x)

b) interpréter graphiquement ce résultat

2) Ecrire f(x) suivant les valeurs de x, sans le symbole de la valeur
absolue.

3) a) étudier les variations de f sur 'intervalle |—oo ; —1] ; [—1; 1 ] et
[1; +oof

b) Dresser son tableau de variation.

4) Représenter graphiquement f

» EXERCICE 7

Voici un tableau de variation

- -3 -1 1 3
-03

‘ 0.5
L \-n.s/ N 0.3
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Dessiner la représentation graphique d’une fonction f vérifiant ce
tableau

» EXERCICE 8

L’égalité f(x) = —5 se traduit par un vocabulaire différent pour la
fonction f et pour la courbe Cg.

Fonction :

«» L’image de 3 par la fonction f est —5.

<+ 3 est un antécédent de —5 par f

Graphique

¢+ Le point d’abscisse 3 de la courbe C¢ a pour ordonné —5.
¢ 3 est I’abscisse d’un point de la courbe C¢ d’ordonné —5.
1) Comme indiqué ci-dessus , traduire les égalités suivantes :
f(—=2) = 0;f(0) =3 et f(—V2) = -1

2) Traduire les phrases suivantes a I’aide d’égalités

a) Par la fonction g ; —5 est I’image de 4

b) 2 a pour image 0 par la fonction f.

¢) Un antécédent de —3 par h est 5.

d) Les image par f de —3 et 5 sont nulles.

» EXERCICE 9

Soit f la fonction définie par

f(x) = —2x2+1

1. Quel est I’ensemble de définition D de f.

2. Quelles sont les images de —2 ? de 5?2 de 0 ? et 2v/2 ?

3. Quels sont les antécédents éventuels de =3 ?2de 0 ?et5?
» EXERCICE 10

On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = —x? + 3x — 2
1) Calculer les images de 2 ; 0 et —3 par la fonction f.

2) Calculerf(— l) ;f(V2) setf(V2 + 1)

3
3) Déterminer le (ou les ) nombre(s) dont I'image par f est —2.
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» EXERCICE 11
On définit la fonction f par son tableau des variations

o

4 ¥ —10 0 2

f(x) \ P ' S

Sur quels intervalles, la fonction f est —elle

a) Croissante ?
b) Décroissante ?
» EXERCICE 12 On donne le tableau des variations d’une fonction

T -5 —2 0 3

f@| S \/

1) A l'aide du tableau des variations ; indiquer si les égalités ou
inégalités suivantes sont vraies, fausses ou si le tableau ne permet pas
de conclure, en justifiant la réponse.

a) f(-1)=0

b) f(1) =0

¢) f(=4) > f(-2)

d) f(1) > £(2)

e) f(-3)>1

) f(=5) <f(2)

2) Donner I’allure de la courbe représentative d’une fonction f dont le
tableau des variations ci-dessus peut convenir.

» EXERCICE 1 On définit une fonction f par son tableau des
variations.
T 6 -1 4 6
10 0

@ "™ N\

1 —4

1. Quel est I’ensemble de définition D de f ?
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2. Quelles sont les images de —1 ? de 4 ? de 6 ?

3. Donner un encadrement par deux entiers consécutifs de ’image de
0.

4. a) donner un antécédent de —1.

b) —1 a t-il d’autres antécédents dans [—6; 6].

5. Combien 0 a-t-il d’antécédents ?

6. Combien 2 a-t-il d’antécédents ?

» EXERCICE 1 La courbe ci-dessous est la représentation graphique
d’une fonction f

1) Déterminer I’ensemble de définition D¢ de la fonction

2) En utilisant la courbe (C¢) ; donner les valeurs def(—2) ; f(—1):
f(0) ; f(1)

3) Dresser le tableau de variation de f'sur I'intervalle [—2; 1]

4) Résoudre graphiquement

a) f(x) =0;b)f(x) =3

o) fx)>0;d)f(x) <0

~

-3 2 -1 0 1 2 3

-1

-2
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» EXERCICE 15

T
|
|
(
|
|
|
|
r
|
|
|
|
3

on graphique d’un

¢ fonction

£ d

'
N

steduvsmeboisodseasc il vakessndecsnsbancodlas

1) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f ?

2) Déterminer f(2) ; f(0) et f(—1)

3) Déterminer les antécédents éventuels de 1.

4) Combien 1 a-t-il d’antécédent s ?

e S e e P b L e i

| e

cqrecccpecccqeccccpeceNNecccqecccepece

5) Donner le sens de variations de f (faire des phrases).
6) Dresser le tableau des variations de la fonction.

e B B e L e e
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REPERAGE CARTESIEN

COMPETENCES EXIGIBLES :

¢ Connaitre la définition de repére cartésien et de mesure algébrique.
¢ Retrouver et utiliser les formules de changement d’origine ;

¢ Utiliser le déterminant pour étudier la colinéarité ;

¢ Déterminer I’équation cartésienne d’une droite connaissant un
vecteur directeur et un point de cette droite ;

¢ Donner le systeme d’équations paramétriques d’une droite ;

¢ Reconnaitre qu’un systéme d’équations paramétriques est celui
d’une droite ;

¢ Déterminer une équation cartésienne d’une droite a partir d’un

systéme d’équations paramétriques et inversement.
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APERCU HISTORIQUE :

A partir du [X siécle, les mathématiciens du monde arabe
développent des méthodes algébriques tout en s'appuyant sur une
représentation géométrique des grandeurs impliquées dans leurs
calculs et transformations. La géométrie analytique nait de la
rencontre de l'algebre et de la géométrie. Pour représenter les objets
dont elle veut étudier les propriétés. Bien que déja en partie présente
chez Archiméde et Apollonius (les Coniques) au Illéme siécle avant
J.-C., c'est a I'époque de Descartes (premiére partie du XVI“™ siécle)
que la méthode est systématisée et permet alors de représenter les
courbes algébriques et les figures a l'aide de systémes d'équations ou
d'inéquations. Elle utilise le fait que toute propriété géométrique peut
s'exprimer algébriquement et que, inversement, tout résultat
algébrique posséde une représentation géométrique. Dans le plan, on
parle dés lors des coordonnées d'un point, de I'équation d'une droite,
de celle d'un cercle ou d'une courbe en général.

1. REPERAGE SUR UNE DROITE

1.1. REPERAGE SUR UNE DROITE :
ABSCISSE D’UN POINT, MESURE ALGEBRIQUE

ACTIVITE
a) On donne les coordonnées des points M(0,5) ; N(—2) et
P(2.25) , placer M,N et P sur la droite graduée.

L L L
g ® g B R T 5 Do -

-2 =1 0 1 2 3

b) On donne les points A, B, C sur une droite et un segment

unitaire (O, I) ; graduer la droite et donner les abscisses de ces

points. B O A Cc
-+ ~}= 3= -} i~ -+
0 I
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DEFINITION : Un repére d’une droite (D) est un couple
(0,1) dans le quel O est un point fixé de la droite (D) et 1
un vecteur directeur de (D) ou vecteur de base . A tout
point M de la droite repérée par (0,1 ), on peut associer un
nombre réel x telque OM = xi.ce nombre x s’appelle
abscisse du_point M dans le repére (0,1 ) noté M(x). la

mesure algébrique notée OM du vecteur OM relativement a 1

,est égale a x ainsi OM = x

OM = x1; Dans cette égalité, X est un nombre réel qui peut

étre positif, négatif ou nul.

* Lorsque M appartient a la demi-droite |0x), OM est positive.
¢ Lorsque M appartient a la demi-droite (x'O[,W est négative.

e Lorsque M est en O, OM est nulle.

NB : on peut aussi repérer avec deux points de la droite

Exemple : sur la droite (D) muni du repérer (B,1)

A B C G E F

~B— -
i
= P ’ 1 — 1
BA = — -1 équivautaA(— =) ou BA =— -
2 2 2
BG = T équivauta G(1) ou BG =1
= Ty . 1 i |
BC = ;1 €quivauta C(E) ou BC = =
BE = 37 équivaut a E(E) ou BE =2
2 2 2
BF = 27 équivauta F( 2) ou BF =2
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1.2. PROPRIETES ANALYTIQUES REPERE
SUR UNE DROITE

Soit la droite (D) muni d’un repére (0,1) avec A(X,),
B(xg) C(xc) trois points quelconques de (D). u etV deux
vecteurs colinéaires 2 1 de mesures algébriques respectives x
et X' ; K un réel alors :

« La mesure algébrique du vecteur AB est AB = Xg — Xa
« L’abscisse du milieu 1 de [AB] est <2 *A

« La mesure algébrique du vecteur U + V relativement a 1 est
x+ x'

«uU et V sont égaux si et seulement si leurs mesure
algébriques relativement a1 sont égales: x = x’

« La mesure algébrique du vecteur Ku relativement a 1 est kx.

e Relation de Chasles des mesures algébriques :
AC = AB + BC

«|AB|= AB et BA = — AB

«AC = «AB équivaut a AC = aAB

P Exercice d’application
Soit (D) une droite graduée de repére (O, I)

A B o ¢ | D

a) Donner les abscisses des points A,B,C etD
b) Donner la mesure algébrique des vecteurs AB ,AD, CA et BD
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Résolution
a) Donnons les abscisses des points A, B,C etD
A(-2) . B(-1).C(3) et D(2)
b) Donnons la mesure algébrique des vecteurs AC ,AD,CB et BD
-— 1 5
- () -

e
()
I

@)- (-2)=+4
B=(n- (3)=-3

2 2

BD= (2)- (-1)=3
2. VERSION ALGEBRIQUE DU THEOREME

DE THALES

2.1. VERSION ALGEBRIQUE DU THEOREME
DE THALES

ABC étant un triangle, K un nombre réel , M un point de la
droite (AB) et N un point de la droite (AC).

Si (MN) et ( BC) sont paralléles et AM = KAC alors
AN =KAC et NM =KkBC

2.2. PROPRIETE RECIPROQUE

ABC étant un triangle , M un point de la droite (AB) et N un
point de la droite (AB) et N un point de la droite (AC). S’il
existe un réel k tel que AM = KAB et AN = KAC alors ( MN) et
( BC) sont paralléles
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3. REPERAGE DU PLAN
ACTIVITE 1:

/
(LA AL R I L ] ]
ATV AT AT AT AT AT,

SESENNSETSESENE
HIVEINEIFIVEIVEIVA.

AVETAVAVA: A, VAVAVAYAUSTIN e,
FVSVEVEVEWEVEW,
AT STEATEATL/ AT
/a7 &% /7 % (a7 4 (ay k) (a7 kw7 k8 (a7

////////////
ST S AR AR i B A K

/

a) Indiquer les coordonnées des points :

Al ifama) 5 Blawsiue) 88 € luaiiumss)

b) Placer les ponts D(3;5), E (—4;6) et F(—1; —3)

¢) Construire les points A’, B' et C' symétriques respectifs de A ,
B et C par rapport a 'axe des abscisses puis indiquer leurs

coordonnées approximative
Allcasnm) ¢ Biladana) et €l
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ACTIVITE 2 :

X >

Q X
o X

a) Indiquer les coordonnées des points :

AGiniianns) 5 Blewwiewn) 86 € Cmnssjums)

b) Placer les ponts D(2;3), E (—4;3) et F(5; —2)

¢) Construire les points D', E' et F' symétriques respectifs de D ,
E et F par rapport a I’axe des abscisses puis indiquer leurs

coordonnées approximative
DG 5 ElGsagan) e Flaaiss)
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3.1. BASE DE VECTEUR DANS LE PLAN

Une base de vecteur dans le plan est un couple (1,] ) de
vecteurs 1 et J non colinéaires. Dans le cas ou 1L J on dit
que cette base est orthogonale , si de plus [[i]l = [[j]| on dit
que cette base est orthonormale.

A N

Base quelconque Base orthogonale Base orthonormale

3.2. REPERE DU PLAN

Un repére du plan est un triplet (O; 1,J ) dans le quel O est
un point fixe du plan et 1, ] sont deux vecteurs non
colinéaires du plan. Si (1,]) est une base de vecteur du plan et
O un point fixé du plan alors (O; 1,] ) est un repére du plan.

A tout point M de ce plan il existe deux uniques points M, et
M, tels que M, €(0,i);: M, €(0,j) et OMMMy est un
parallélogramme
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DEFINITION Soit le plan P de repére (0;1,j) et M un
point du plan , on peut associer un seul couple de réel (x;y) tel

que OM = xi + y] ce couple réels s’appelle coordonnées du
point M dans le repére (0; 1,7 )

e X est appelé abscisse du point M.
e y estappelé ordonné du point M

3.3. TYPE DE REPERE DU PLAN

Repére quelconque Repére Orthogonal Repére Orthonormal
J
= J+ J +
J °1 L]
J J
—-i- —} o >
(y i of 7 ol 1

(01)L(0J) (01)L(0J)
OI=0J=1unité de longeur

A chaque fois que c’est possible on préfére choisir un repére
orthonormale (R.O.N) parce que d’une part c’est le repére le plus «
régulier » (donc facile a utiliser) et d’autre part parce que certaines
formules ne sont utilisables que dans un R.O.N. Pour des raisons
pratiques on est cependant parfois obligé de choisir un repére

orthogonal.
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3.4. CALCUL DANS UN REPERE ORTHONORME
(0; 1,)):DISTANCE ET MILIEUX
3.4.1. Distance

PROPRIETE : soit A(X,; yg) et B(Xg; yg) deux points du
plan muni d’un repére orthonormé (O; 1,j); la distance

entre  les points A et B est :

AB = /(xg — Xa)? + (Vg — Ya)?

P EXERCICE D’APPLICATION

Dans un repére orthonormé (0; 1,7 ) on donne C(-1;2) et

D(3; —4) ; calculer la distance CD
Résolution

Calculons la distance CD

CD = \/(XD— xc)? + (yp — yo)? = V52
CD = V52

3.4.2. Coordonnées du milieu d’un segment
dans un repére orthonormé

PROPRIETE : soit A(X5; ya) et B(xg; yg) deux points du

plan muni d’un repére orthonormé (O; 1,j);le milieu du
Xpt+ Xg | yat YB)
22

segment [AB] a pour coordonnées: (

P EXERCICE D’APPLICATION
Dans un repére orthonormé (0; 7,7 ) on donne C(1;5) et

D(—1; 3); calculer les coordonnées de I milieu [CD].
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Résolution

Calculons les coordonnées de I milieu [CD].

_ Xct+ Xp __ 1+(-1)

X = 2 —T=0 X = 0
345
yI=YC+TYD=%=4 Vi = 4
100;4)

3.5. COORDONNEES DU BARYCENTRE
3.5.1. Coordonnées du barycentre de deux points

Activité : Dans le plan muni d’unrepére (O; 1,]);on donne les
points A(Xa; ya)et B(xg; yg) . soit

G = bar {(A; ), (B; B)} tel que G(x¢; y¢) -

1) Ecrire la relation vectorielle traduisant que G est barycentre du
systeme : {(A; ), (B; B)}

2) En déduire les coordonnées de G en fonction de cellesde A et B

PROPRIETE : Dans un plan muni d’un repére (0;1;J) tel que
les points A(X, ; ya) et B(Xg ; yg) du plan ; si
G =bar {(A; a); (B;B)} alors les coordonnées du point G dans

le repére sont :
axp + Bxg
a+B

aya + Bys

X = et Yo = a+B

Preuve :

Soit G = bar {(A ; a) ; (B ; B)} , pour tout point M du plan
aMA+BMB = (a + B)MG

Si M = O (origine du repére )

.y A =4 A~ a = B ~n
Ona:aOA+BOB = (« + B)OG & 0G = —= 0A + —— OB
XG—I' + yGT =‘(%BXA-I' +a:By‘AT +a_f-BxB-l. +aEByBT
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a
Xp + x)T
a+BA oz+[3B

o (G%BYA 35 #'BYB)T

Xgl + y¢l =(

- - axp + Bxg - aya + Byg -
o — :
Xgl + Yg) 8 1 T )
Deux vecteurs sont égaux si et seulement leurs coordonnées sont
. S axp + Bxp aya + Bys
X, ainsli = — — e L Gl e
€gaux, ains Xg «t B etyg P

» EXERCICE D’APPLICATION :
Dans un plan muni d’un repére (0;7;]). on considére les points
A(1;4)etB(4;1)
Soit G = bar {(A;2); (B; 1)}
1) Construire le point G puis calculer ses coordonnés
2) Soit H le point tel que G soit aussi barycentre de (H;2) et (0; 1)
Calculer les coordonnées de H
Solution intégrale
1) Construisons le point G
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= axa + Bx (2x1) +(1x4) 6
Calculons ses coordonnés xg = XA+ X6 _ == xs=2
a+p 2+1 3

aya + Bys _ (2x4) +(1x1) _ . _ . . )
rrEi s =5 = 3Yc = 3ainsi G(2;3)

Y6 =

2)  Calculons les coordonnées de H puis démontrons que les droites
(AH) et (OB) sont paralléles

< Calculons les coordonnées de H
2XH + 1Xg 2YH + 1¥o

X=—>3 & Yg=—73 — o Xo=Yo =0

o s 2x 2
Ainsi2 = ZHe3 = 21

3 3
5 5 9
douxy = 3;y4 = =

3.5.2. Coordonnées du barycentre de trois points pondéres

PROPRIETE :Dans un plan muni d’un repére orthonormé
(0;|; i); les coordonnés du barycentre G des points (A; a) ;
(B; B)et(C; y) sont:

axp + Bxg+ yXc
o+ B+C

aya + Bys+ y¥c

Xe:= € Ye= = oipic

» EXERCICE D’APPLICATION :

Dans un plan muni d’un repere orthonormé (O S o T) ; on donne les
points A(1; 2),B(—3;4) et C(—2;5) et

G= bar{(A; 3),(B; 2),(C; —4)}

Déterminer les coordonnés du G puis placer le dans le plan.

—
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Solution intégrale

Déterminons les coordonnés du G puis plagons le dans le plan
axa + Bxp+ YXc 3x(1)+ 2(=3)+ (-4)(-2)

X6 = —aipic 3+2-4 - Xg =5
_ aya+Bystyye _ 3@+24+(-4)() _ o
¥ = o+ B+C - 32— =D Y= —6

ot
-J
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3.6. CHANGEMENT DE REPERE PAR TRANSLATION
ACTIVITE :

y=Y +y Yl .
;1
* *
Yo Al K
b 2l
—
0 : Zo r=X+ux

Soit A(Xg; Yo ) et M (x ;y) dans un repére orthonormé (0; 7,7 ).
On considere les coordonnées X et Y de point M dans le repére
(A;1,7).

a) Exprimer AM en fonction des vecteurs OM et OA .

b) Déduire -enque AM = (x— X, )i + (v — ¥o)]

X= x—Xp

V==Y

PROPRIETE: Soit le plan P muni d’un repére
R=(0;1,]),o0n considére le repére R' = (0’;1,] ) avec
O’ un point de coordonnées (Xg; Yo ) dans le repére R . le
nouveau repére a une nouvelle origine de méme vecteurs de
base que R . Soit M un point quelconque du plan, (X;y) ses
coordonnées cartésiennes dans le repére R et (X;Y) ses
coordonnées cartésiennes dans le repére R’ on a  ainsi:
{x = X+Xp
y= Xt ¥o

¢) Prouver que {

Qui est la formule de changement de repére par

la translation.
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PREUVE ; O un point de coordonnées (Xq; y, ) dans le repére
R=(0;71,])donc 00’ = Xol + YoJ

M de coordonnées ( x;y) dans le repére R donc  OM = xi + yj;
M de coordonnées ( X;Y) dans le repére R donc O'M = Xi + Yj.

D’aprés la relation de Chasles, on a
OM= 00 + OM & OM =x, + Vo] +Xi + Yj

OM = (xo +X)T + (yo +Y)J , par unicité des coordonnées d’un
x= X+Xp {X= X — Xp

vecteur dans une base on : {y = Y+y, Y=y-y,

P Exercice d’application
Soit A(—1;2) et B(5;3) dans un repére (O; 1, J). Calculer
les coordonnées de A dans lerepére (B;1, J)

Résolution
Calculons les coordonnées de A dans le repére (B; T, J)
Soit X, et Y, les coordonnéesde A; ona:
OA = OB + BA
& 0A = xgi +yg] + Xal + Xal
& Xal +ya) = Xpl +yp] + Xal + Xul

{XA = XB + XA

= yg + Y
={v;

": doil X, = —6 et Yo = —1; A(—6;—1)
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4. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS :

4.1. CONDITION ANALYTIQUE
DE LA COLINEARITE

THEOREME : Soient u et V deux vecteurs de coordonnées
respectives (X; y) et ( x'; y') dans un repére (0;1,])
alors les deux vecteurs U et V sont colinéaires si et

seulement si:xy' — x'y=0

PREUVE :

Supposons que les deux vecteurs U et V de coordonnées
respectives (x; y) et ( x'; y") dans unrepére (0; 1,7 )
colinéaires , alors il existe un réel k tel que V. = ku

e xT + y] = ki + kyj

& {x’ = kx & {yx, = kxy o {—yx, = —kxy

y &= Ky xy’ = kxy xy' = kxy

effectuant la somme membre en membre

xy' — X'y = kxy —kxy = 0, par conséquentsi U et V sont
colinéaire alors xy’'— x'y = 0

’EXERCICE D’APPLICATION

Déterminer toutes les valeurs du réel m pour que les deux

En

g 1 g3 . g
vecteurs U (m; ;) et v (; ; V2) soient colinéaires.
Résolution

Déterminons les valeurs du réel m pour que les deux U et V'

soient colinéaires.

— 1 = Siopis . .
u(m; ;) et V(= ; V2) colinéaires si et seulement si

N w
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3) (1
m)(2)- ()G)= o
R 3VZ o e .
o my2 = % d’ot m= —5 ainsi il y-a qu’une seule valeur de m

vérifiant la condition que les vecteurs U et V' soient colinéaires.

4.2. DETERMINANT DE DEUX VECTEURS
4.2.1. Cas Général

DEFINITION : Le déterminant de deux vecteurs U et V du

plan (P); noté dét(u; v) est défini de maniére
géométrique par : dét(ﬁ; \7) = |[d||.||V]lsin(ud; V) si les

deux vecteur U et V sont non nuls sinon dét(u; V) =10

PROPRIETE : Deux vecteurs U et Vd’un plan (P) sont

colinéaire si et seulementsi dét(u; v)=0

Preuve

e Sil’'undes vecteursentre U et V est nul alors la propriété est
¢vidente.

e Si U et V sont colinéaires alors (fi; V) = 0[n] et

sin ( u; \7) =0.

Il vient alors que dét(u; v) = [[dll. |[Vllsin(U; V) =0
N.B: le déterminant est antisymétrique autrement si u et v
sont deux vecteurs du plan alors :

dét(u; v)=—dét(v; u)
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4.2.2. Expression du déterminant dans une base
orthonormale directe

Soit (1; ) une base orthonormale directe et soientu et V
deux vecteurs du plan de coordonnées u (x;y) et V(x';y')

alors dét(u; v)= xy' — yx'
’
On notera |§ ;f| le déterminant dét(ﬁ; ‘7')

x X
y vy

r

On adonc dét(u; v)= | | = xy' — yx

5. EQUATION DE DROITE
5.1. VECTEUR DIRECTEUR D’UNE DROITE
Soit (D) une droite du plan déterminée par un point A et un

vecteur U non nul qui indique la direction de (D) .

(D)

Un tel vecteur non nul U est appelé vecteur directeur de (D).Si A

et B deux points distincts d’une droite (D) , le vecteur AB est

aussi vecteur directeur de (D).

NOTATION : La droite (D) passant par le point A et de

vecteur directeur U est notée D(A; U)
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NB:

e Toute droite admet une infinité de vecteurs directeurs qui sont
tous colinéaires.

e Un vecteur directeur indique la direction d’une droite donc
toutes les droites ayant comme vecteur directeur un méme vecteur
u sont paralléles.

PROPRIETE

Dans le plan muni d’un repére (0,1, ), soit (D) une droite
passant par le point A et de vecteur directeur u alors
v P € (D)< AP et U sont colinéaires.

Autrement le déterminant des vecteurs AP et

—

u s’annule.

P(x;y) € D(A; i) e dét(AP; 1) =0

5.2. EQUATION CARTESIENNE D’UNE DROITE
5.2.1. Equation générale : ax + by +c=0
Soient A(X4; ya) € (D)et P(x;y) un point du plan et
U (Xy; Yu) un vecteur directeur dans un repére quelconque
(0,1,7 ) alors d’aprés la propriété ona :

P(x;y)e (D) & AP (x -

et U (Xy; sont colinéaires.
y yA) ( u YU)

équivaut a det(ﬁ;ﬁ) =0

Xu

det(AP ;1) = 0 @l;(:;: yal = 0

© (x—Xa)yu — (y—yadxy =0
S YuX —XuY — XaVu T YaXy =0

En posant a = y, , b = —x, et c= — Xayy + YaXy
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On obtient P(x;y) € (D) & ax+by + ¢ =0 onditque

ax+by + ¢ =0 est une équation cartésienne de (D)

Le plan étant muni d’un repére (0,1; ), P’ensemble des
points M du plan p dont les coordonnées x ety sont telles
que : ax+by+c=0 aveca #0etb # 0est une
droite de vecteur directeur u(—b;a)

P EXERCICE D’APPLICATION
a) Ecrire une équation de la droite D(A; U ) sachant que A(g s2)

et u(1;2)
b) Ecrire une équation de la droite (D) passant par les points A (-1;3)
et B (2,5)

Résolution

a) Ecrivons une équation de la droite D(A; U)
3
X— E 1
y—2 2
d’ou MD: 2x-y—-1=0

dét(AM; i) =0 =0 2x—-y—-1=0

N.B: on peut aussi déterminer 1’équation d’une droite connaissant
deux points A et B distincts de cette droite

M
B

A

(D)
M(x;y) € D(A;B) & dét(AM; AB) =0

b) Ecrivons une équation de la droite (D) passant par les points
A(—=1;3) et B(2,5)
Soit M(x;y) un point la droite (D) alors dét(m; 7@) =0
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x+1 3
y—3 2

Ainsi (D) : 2x—3y+11=0

=0 2x—-3y+11=0

5.2.2. Vecteur Normal d’une droite

DEFINITION : On appelle vecteur normal d’une droite (D)

tout vecteur n (avecn # 0 ) qui est orthogonal a tout vecteur
directeur de (D)

e Pour déterminer I’équation de la droite (D) il suffit de connaitre
un point A € (D) et un vecteur 1 normal a (D)

SiA(xs;y4), M € (D)et n(X,; yn) dans un R.O.N alors
— X — Xj 3
M(x;y) € (D) @ AM (j _ %)L & (xai ya)

X — XA Xn ) —
= (y—yA)'(yn)_o
e x - xA)xn + (y = YA)Yn =0
S XpX+ YnY — XpXa— YaYa= 0

Enposant a = X, , b=y, et c= — X,Xs — YaVa ON
obtient I’équation :
M(x;y) € (D) © ax+by + ¢ =0  avec ni) =0

vecteur normal a (D).
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P EXERCICE D’APPLICATION
Déterminer la droite (D) passant par le point A(—4; 3) et de vecteur

normal 1n(2;—13).

Résolution
Déterminons la droite (D) passant par le point A(—4; 3) et de

vecteur normal 1(2;—13).

Soit M(x;y) € (D) & AM (;‘,t g) L w(2)
& (x+ 9)2+ (y=5)(-13)= 0
& 2x— 13y + 83 =0

(D): 2x— 13y + 83 =0
Notes :

Si (D):ax+by+c=0 alorsu (_ab ) est un vecteur
directeur de (D) et n (:) est un vecteur normal a ( D).

Exemple :
Pour (D): 4x—11y +29=0
e U (141 ) est un vecteur directeur de (D).

e T ( _‘;1 ) est un vecteur normal a (D) .

5.2.3. Equation Réduite

Le plan est muni d’un repére (0; 1, ) , soit (D) la droite dont

une équation cartésienne est ax+by+c=0 . lorsque

b # 0 la droite n’est pas paralléle a I’axe des ordonnées et

I’équation de la droite peut s’ écrire sous la forme réduite
~C

y=mx+p avecm = :-E— et p= —

b

REPERAGE CATESIEN



292

e Leréel m estappelé le coefficient directeur de (D)
e Leréel p estappelé 'ordonné a I’origine de (D)
e U(1;m) est un vecteur directeur de (D).

P EXERCICE D’APPLICATION :
soit (D) la droite dont une équation cartésienne est 4x+ 2y —5=0
Déterminer son coefficient directeur et son ordonnée a I’origine
Résolution

Déterminons le coefficient directeur et I” ordonnée a ’origine de la
droite 4x+2y—5=0

4x+2y—5=0 & 2y= —4x+5

= =-2x+ >
y - X 2
e le coefficient directeurest m = —2

gy eitie 5
e l’ordonnée a I'origine est P = =

e 1(1;-2) est un vecteur directeur de (D)

5.3. DROITE PARALLELES - DROITES
ORTHOGONALES
5.3.1. DROITES PARALLELES

Soient (D)et (D')deux droites tel que (D): ax+bx+c=0
passant par le point A de vecteur directeur u et
(D) : a’x+b'x+c" =0 passant par le point B de vecteur
directeur V . les droites (D) et (D') sont paralléles si et
seulementsi dét(u; v) =0

D(A;u) //D(B; V) & dét(u;v)=0
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'EXERCICE D’APPLICATION :
On donne les droites (D;) = 3x+ 2y —6 = 0 et

(Dy) : x4+ gy —6 = 0 deux droites ; montrer que (D;) et
(D,) sont paralléles

Résolution
Montrer que (D;) et (D;) sont paralléles

(D;): 3x+2y—6 = 0 apour vecteur directeur u(—2; 3)

(Dy) : x+ gy —6 = 0 apour vecteur directeur V(—§;3)

=
dét(ﬁ;V)=| 3 |=-242=0

3 1

dét (u; v) = O0donc les droites (Dy) et (D2) sont paralléles .
5.3.2. DROITES ORTHOGONALES

DEFINITION : Soient (D)et (D')deux droites tel que
(D): ax+bx+c=0 et (D'): a’x+b'x+c =0.les droites
(D) et (D) sont orthogonales si et seulement si aa’ + bb’ = 0

P EXERCICE D’APPLICATION :
On donne les droites (D) = §x+ y+2=0et

(D;) : =7x+4+ 6y + 10 = 0 deux droites ; montrer que (D;)
et (D,) sont orthogonales.

Résolution

Montrons que (D;) et (D) sont orthogonales

(D)= Sx+ y+2 =0et (D) : —7x+ 6y + 10 = 0

(g) (=7) + (1)(6) = =6+ 6 = 0 Donc les droites sont

orthogonales.
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5.4. REPRESENTATION PARAMETRIQUE
ANALYTIQUE D’UNE DROITE

Soit (D) la droite passant par le point A(X ; yp) et de
vecteur directeur u (o ;).

M(x;y) € D(A; u) alors il existe ununique t € IR tel
que AM = tu

Y e X —Xo = at xS et Ay
AM = tu alors{ At {
Yy — yo= Bt y = Bt +yp
{x = at + Xo avec t € IR est I’expression paramétrique
y = Bt +y 3 E :

analytique de la droit (D).

P EXERCICE D’APPLICATION :
Soit A(—4;3) et B(2;5) deux points du plan rapporté a un repére
(0;1,7).

Déterminer la représentation paramétrique analytique de la droite
passant par Aet B .

Résolution

Déterminons la représentation paramétrique analytique de la droite
passant par Aet B

M(x;y) € D(A; U) alors il existe un unique t € IR tel que
AM = tAB

P — X —4 = 6t X = —4 +6t
{’;254:% avec € t IR
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Notation :
f: IR = IR x IR
t— (xo + at: yo + Bt)
La représentation paramétrique de la droite (D)

5.4.1. Utilisation d’une représentation paramétrique
Exemple : Dans le repére (0; 1,7) la droite (D) ayant par
représentation paramétrique

f: IR - IR xIR
t -=(4-1;-3t+3);
Donner I’abscisse du point P d’ordonnée 1 de la droite (D).
Résolution
Donnons I’abscisse du point P d’ordonnée 1 de la droite (D).

La droite (D)passe par le point A(—1;3) et apour vecteur
directeur U (4; —3).

Soit P(x;1) € D(A; @) @{’{=_4t_3‘t13
x=4t -1 o s
ol ainsi X = =
= = 3
3
, 5.
d’ ou P(;, 1)

5.4.2. Passage d’une représentation paramétrique d’une
droite a une représentation cartésienne et vice versa

e Passage d’une représentation paramétrique d’une droite a une
représentation cartésienne

Exemple : soit (D) la droite dontune représentation analytique
est f: IR - IRxIR

x= 5+ 2t
t = (xy)telque {y=—7 %
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Déterminer une équation cartésienne de ( D)
Résolution

Déterminons une équation cartésienne de (D)

X—'5
6 {x=5+2t R ek
e y=-7-12t PR

2
Ainsi x—25 = %_7 dou x+y+ 2= 0

(D): x+ y+2 = 0 est ’équation cartésienne de (D)
e Passage d’une représentation cartésienne d’une représentation
paramétrique d’une droite.

Exemple : soit la droite (D) d’équation cartésienne
3x+2y -4 =0

Déterminer une représentation paramétrique analytique de (D) .
Résolution

Déterminons une représentation paramétrique analytique de (D)
d’équation cartésienne 3x +2y —4 = 0

Soit A(2; —1) unpoint de (D) etU (—2;3) un vecteur directeur
de (D).

M(x;y) € D(A; u)alors il existe ununique réel t tel que

] x Xx —2 = -2t
AM =tu ‘:{y+1 - 3t
{ ; Z_3ztt tzl t € IR est la représentation paramétrique

analytique de (D)
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5.5. INTERSECTION DE DEUX DROITES

Soient deux droites (D): ax+by+c =0 et
(D): a’x+b'y+c =0 données par leurs équation
cartésienne alors : Ix;y) € D)Nn(D) e (x;y) est
ax+by+c =0

ax+by+c =0

solution du systéme {

N.B : déterminer Pintersection de (D) et (D’) et résoudre le

ax+by+c =0

revient au méme .
ax+by+c =0

systéme {

On a trois possibilités :

eSi(D) n (D)= {1}, ((D) et (D) sont sécantes ), ainsi le
systéeme a une seule solution : les coordonnées de I

eSi(D)n (D)= 0,( (D) et (D) strictement paralléles )
alors le systéme n’a pas de solution .

eSi (D) n (D)=M)= (D), ( (D) et (D)sont
confondues) le systéme a une infinie de solution.

REMARQUE : Soient deux droites (D): ax+by+c =0 et
(D) : a'x+b'y+c =0 alors:

s (D) (D) o |: :' = 10

s (D) et (D') sécante < |:, [l:'l =0
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P EXERCICE D’APPLICATION :
1) Résoudre les systémes d’équations suivants puis interpréter

géométriquement les résultats.
{5x+17y—1 =0 b{7)(—8y—11 =0
Y x=-2y —11=0 )l-21x + 24y +5 =0
{ 3x—5y+4 =0
) -6x+10y — 8=10
2) Soit le plan muni d’un repére orthonormé (0; 1,7 ) . on donne

—t+2

. n. X =
deux droites (D):2x + y — 1 =0 et (D).{y= 3t —3

Prouver que les droites (D) et (D) sont sécantes puis
déterminer les coordonnées du point d’intersection .

Résolution

1) Résolvons les systémes suivants puis interpréter géométriquement
les résultats.
5x+17y—1 =0
a) {x—Zy—11=0 S—{(7v_2)}
Interprétation géométrique : les deux équations du systeme sont les
équations de deux droites sécantes qui se coupenten I (7; —2)

7x—8y—11 =0
b) {—21x+24y+5=0 5=10
Interprétation géométrique : les deux équations du systéme sont les
équations de deux droites strictement paralléles (disjointes).

3x—5y+4 =0 5 4
){—6x+1)(1)y " =0 S={Gy —5:v)avecy e IR}
Interprétation géométrique : les deux équations du systéme sont les
équations de deux droites confondues.
2) Prouvons que les droites (D) et (D) sont sécantes
Soit U (—1;2) un vecteur directeur dela droite (D) et

Vv (—1;3) un vecteur directeur de ( D")
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da@; v)= |3} F=-3+2=1

dét(u; v ) # 0 donc les vecteur U et V n’ont pas la méme
direction ainsi les droites (D) et (D’) sont sécantes en un point

I(x;y).
Déterminons les coordonnées du point d’intersection
Les droites (D) et (D) sont sécantes en un point I(x;y ) alors

X =—t+2
y= 3t -3 ;remplagons x et y par leurs valeurs
2x+y—1=0

dans I’équation 2x + y — 1 =0

On aainsi 2(—t+2) + (3t —3) — 1 =0dout= 0
t=0 alors x=2 et y= -3
I(Z57=3)
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SERIE D’EXERCICES
» EXERCICE 1:

K 3 HO | L M
x *a3 £a3 a3 a3 Pa3

a) Déterminer 1’abscisse du point M dans le repére (O,I)
a) Déterminer I’abscisse du point M dans le repére (0,])
b) Déterminer I’abscisse du point M dans le repére ( O, K)
a) Déterminer 1’abscisse du point M dans le repére (O, L)

» EXERCICE?2:

On se place dans un repére (O; 1,] ): on considére les points

A(2; -1) ,B(-1;3) C(1;3) etD(-1;4).

1) Faire une figure

2) Déterminer les coordonnées de tous les points de la figure ;

a) Dans le repére ( B,C,D)

b) Dans le repere ( B, D, C)

3) Placer le point K de coordonnés (2;1) dans le repéere
(051 ):

4) Déterminer les coordonnés de tous les points de la figure dans le
repere (L K,])

P EXERCICE3:

1) Déterminer si les vecteurs U et V sont colinéaires dans les cas

suivants :

— 4 — [—6
a)u( ) et V(i
—(2 - [ -4
au (_6) et Vv (_12
B 32 ﬁ) = ( 3-V6 )
b)u(3+\/3 S W \Erb
2) Déterminer la valeur de x pour que les vecteurs U et V soient
colinéaires

)u(F) et V(1)
b) (3) et V(5
¢ u (x 1-2 et V( x9—2)
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P EXERCICE4:

Soit (A) une droite de repére (0,U) et A, B, C et D quatre points de
(A) donnés par leurs abscisses  respectives: —12 ;—2;-5; 3 et
soient I, J et K les milieux respectives de [AB], [CD] et [I]]

1) Calculer les abscisses des points I, J et K

2) Soit M un point de (A) d’abscisse x. Exprimer en fonction de x le
nombre réel a défini par: « = MA + MB + MC + MD

3) Calculer a dans chacun des cas suivants:a)M =1 b) M =] c¢)
M=K

P EXERCICE 5 (CORRIGE)

On considére un nombre réel m et on note (D,,) la droite
d’équation: 2m —1)x—my +3x+1=0

1) Tracer (Do) ; (Dy); (D2) et (D—y).

2) Montrer que toutes les droites (D) passent par un meme
point I dont on précisera les coordonnées.

3) Existe-t-il des droites (D,,) passant par A(—1;4) ? sioui, les
quelles ?

4) Existe-t-il des droites (D) de vecteur directeur fi( _21) ? sioui, les
quelles ?

» EXERCICE 6

Le plan est muni d’un repére (0.1,7). Dans chacun des cas suivants
déterminer un systéme d’équation paramétrique de la droite (D)

1) (D) passe par A(—1;2) et B(1; —4)

2) (D) passe par C(—1;2) et a pour coefficient directeur —3.

3) (D) passe par 1(3;—1) et est parallele a la droite d’équation
2x—y+4=0

4) (D) passe par E(1;3) et est perpendiculaire a la droite d’équation
y=x+1

P EXERCICE 7: (CORRIGE)

Déterminer I’intersection des droites (D); et (D), avec

(Dl):{y:fttl 5 (teR) (Dz):{’;;t*fl (te IR)
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P EXERCICES: (CORRIGE)

Déterminer une équation cartésienne puis une équation paramétrique

de la droite (D).

1) Passant par A(2;1) etde vecteur normaln (1; —1)

2) Passant par A(1;0) et de vecteur directeur U (1; —2)

3) Passant par A(1;2) et B(—2;3)

4) Passant par I’origine et parallele a la droite (D"):x+y—1=10

5) Passant par A(1;1) et perpendiculaire a la droite
o)fXZ1T X cen

» EXERCICEY:

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0.1,7). On considére la

x=-2+3t

y=1+4t (avec t€

droite (D) de représentation paramétrique {

IR).
1) La droite (D) passe t-elle par A(—2; 1)? par B(2; —3)? par C(1;5)?
2) Quelle est le point de (D) qui a pour abscisse 0 ?
3) Quelle est le point de (D) qui a pour ordonnée 0 ?
4) Donner une équation cartésienne de la droite (D)
P EXERCICE 10:
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0.1,7),_les droites (D) et

r . . ) ) x=-2+3t
(D) définies par : (D).{y= 1+ 4t (teIR)

N, [X=-1+t
(D"): {y=b+mt (teIR)
1) Peut —on trouver des couples (m; b) tels que (D) et (D) soit

paralléles ?
2) Peut —on trouver des couples (m; b) tels que (D) = (D") ?

P EXERCICE 11 :
Soit ABCD un carré de c6té 4cm le point E est défini par 4AE = AC ;
F est le point d’intersection des droites (AD) et (BE) et G est le point
d’intersection des droites (AB) et (DE)

1) Justifier que (A ;AB ;m est un repere.

2) Déterminer les coordonnées des points A, B,C et D dans le repére
(A; AB; ﬁ)

3) Déterminer les coordonnées des points F et G dans le repére

4) Démontrer que les droites (BD) et (FG) sont paralléles
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CORRECTION
DE QUELQUES EXERCICES

P EXERCICE 5
1) Tragons (Do) : (D;) : (D;) et (D_y).

1(Dg): 2x + 1=0 ou encore x = —
:(Dl): 4x—y+ 1=0 ou encore y= 4x+1
'(D,): 6x—2y+ 1=0 ou encore y = 3x+%

I
1 (D_)):y+ 1=0 ou encore y= —1

2) Montrons que toutes les droites (D) passent par un
méme point | dont on précisera les coordonnées.

4

3

Sl

=3 2 e

-2

-3

Graphiquement , les quatre droites (D,,) tracées passent par
1 i 5
I(— = —1), vérifions si c’estle cas pour toute valeur de m:
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3) Vérifions s’il existe des droites (D) passant par
A(—1;4) .sioui, donnons les.
A(-1;4) € Dp) © Cm-1)(-1)-4m-3-1=0

©-6m-3=0¢&e m=%

1
1
1 1
I Pour m = = alors (Dl): 3x—1y+1=0 !
S S U S
4) Vérifions s’il existe des droites (D,,) de vecteur directeur
ﬁ(_zl). si oui , donnons les .
Une équation cartésienne de (Dp,): 2m—1)x—my+3x+1=0a
pour vecteur directeur Uy (4, ); U dirige (Dy) d’ou U et Up
colinéaire alors 2(2m+ 2)+ m=0

s 53 4
Ainsi m = -

P EXERCICE : 7
Déterminer les coordonnées du point I intersection des droites (D),

et (D),
METHODE 1

On prend deux paramétres distincts t et u et on égale les
abscisses et ordonnées pour obtenir le systeme:

2t — 1=u+2 2t —u=3 ., . _ 1

Lt e 20 3u41® 1ot suc oy T u= =
Ondéduit x= —2 +2= 2 ¢t y=-2+1=2
7 7 7 7
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METHODE 2
Déterminons [’intersection des droites (D); et (D), avec

O S (33 S GO X A (110

Soit U (2; —1) un vecteur directeur de (D;) et T (1; 2) est un
vecteur normal de (D;). Ainsi une équation cartésienne de (D;) est
Xx+2y +c=0or poutt=0; M(-1;2) €(D,)d’ou c=3

En traduisant un point de (D,) vérifiant cet équation de (D) on

obtient: (t+2)+ 2(3t+1)=3 dou t= % par suite en

. 13 4
remplagant t par sa valeur on obtient x = =y

: (D) 0 (0) = 1(=5
P EXERCICE 8

1) Une droite (D) Passant par A(2;1) et de vecteur normal

n(1; -1

o Déterminons une équation cartésienne de (D).

Comme (D) admet n(1; —1) comme vecteur normal alors une

équation cartésienne de (D) est de laformex —y +c¢c =0 avec

c € IR,comme A € (D);alors c= —1d’ou

o Déterminons une équation paramétrique de la droite (D).
Un vecteur directeur a (D) passant par A(2;1) est celui de
coordonnées (1;1) donc une équation paramétrique de ( D) est :

2) Une droite (D) passant par A(1;0) et de vecteur directeur
u(1l;-2)
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« Déterminons une équation cartésienne de (D).

Comme (D) est dirigée par U, elle admet comme vecteur normal
celui coordonnée (—2; —1) ou encore ( 2;1). Une équation de (D)
est donc de la forme 2x +y+c=0c € IRor (D) passe par
A(1;0)ainsi c =2

MD): 2x+ y+2 =0

o Déterminons une équation paramétrique de la droite (D).

3) Une droite ( D )passant par A(1;2) et B(—2;3)

« Déterminons une équation cartésienne de (D).

Les points A(1;2) et B(—2;3) sont des points de la droite (A),
le vecteur AB ('13) dirige (D) et le vecteur 1 (;) dirige (D) . une
équation cartésienne de (D) est alors de la forme x+3y +¢c=0
avec ¢ €IR.A(1;2) € (D) ontrouve ainsi c = —7

(D): x+ 3y-7=0

o Déterminons une équation paramétrique de la droite (D).

4) Une droite ( D )passant par 1’origine et paralléle a la droite
(D):x+y—1=0

« Déterminons une équation cartésienne de (D).

(D) et (D") sont paralléle, le vecteur ﬁ(:) normal a ( D") est

aussi normal a ( D) et donc une équation cartésienne de (D) est de

laformex +y +c=0 avec ¢c €IRor 0(0;0) € (D) ainsi

c=0

(D): x+y=0

o Déterminons une équation paramétrique de la droite (D).
Une vecteur directeur a (D) passant par 0(0;0) estu(—1;1) et
une équation paramétrique de (D) est:
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5) Une droite ( D )passant par A(1;1) et perpendiculaire a la
droite (D'): {;‘:_1 T2 cen

Un vecteur directeur de (D") est ﬁ(Z - 1) qui est normal a (D)
car les deux droites sont perpendiculaires. Une équation de (D) est
donc de la forme 2x+y+c=0avecc €IRor A(1;1) € (D)
alors ¢ = —3 ainsi

. Déterminons une équation paramétrique de la droite ( D).
Une vecteur directeur de (D) passant par A(1;1) estu(—1;2)
et une équation paramétrique de (D) est:
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