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PREFACE

Le présent manuel est le résultat d'un travail collectif réalisé par les enseignants-chercheurs
de 1 Insmut de Recherches Mathématiques {IR'HA] 11 répond au souci du Ministere de
r Nationale et de la Recherch de Cote-d'Ivoire de mettre 4 la
disposition des enseignants et des éléves un outil de travail fonctionnel et adapté au conlexte
socio-culturel ivoirien et africain,

Son élaboration repose sur de b expéri éalisées dans des classes
1émoins réparties sur I'ensemble du n:ml.mrc afin de tenir compte des \-'anante< SOCie-
culturelles et des modes de perception et de compréhension des pts i Par
ailleurs. des comp: ichi ont été égal éali avee d'autres pays
africains francophones et angupimnes engagés d.ms des recherches s\mnl.'mes

A travers son contenu, son support d i s£5 il et sa p ce manuel,

destiné aux classes de Seconde C et T se propose datteindre I.rm,s objectifs essentiels ©

® Le premier consiste, compte tenu de I'hétérogénéité du niveau et de la formation des

éléves accédant aux classes de Seconde C et T, & mettre laocenl SuE les notions de base

indispensables pour une bonne ilation des progs de et de sciences

physiques du second cvele.

® Le second vise & rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant l'enseignement des

mathématiques en érabhmnl dans la mesure du possible une relation permanents entre les
les méthod ion et leurs applications dans le vécu quotidien des

Eleves.

» Le troisieme Objl.‘ﬂl[ est d'offric aux éleves et aux maitres un instrument gui permette,
d’une part, la tr et P'ac duelles du contenu du programme et, d'autre
part. I'auto-entrainement des éleves grice & des progressifs et des probl variés
capables de tester en permanence le niveau de compréhension et de maitrise des notions
fondamentales,

Nous sommes conscients que malgré limportance de I'effort consenti par les auteurs de ce
manuel des imperfections demeurent que nous demnndnm a tous les utilisateurs de nous
signaler afin de pouvoir y apporter les &l qui s'imp al ion des
prochaines éditions

L'IRMA est ouvert 3 toute contribution susceptible d'enrichir le contenu et la forme des
manuels de sa collection.

SALIOU TOURE



— Au moyen d'une étude praphique, si possible complétée par le calcul :
® ensemble des antécédents d'un nombre réel par une fonction ;
® image d'un intervalle et image réciprogue d'un intervalle par une fonction,

Activités

— Encadrement de la valeur prise par une fonction en un paint donné.

V — ETUDE SUR QUELQUES EXEMPLES, DE FONCTIONS USUELLES
Fonetions affines, fonctions affines par intervalles,

: a
fonctions : x —= ax’; x b—e — x —» V
x

Activités

— Rey i phique des sinus el cosinus.
— Exemples de fonctions TR x /R & valeurs dans R,

STATISTIOUE

Sur des exemples de documents récents: 3 2
— Introduction du vocabulaire et des notions statistiques: effectifs, effectifs cumulés,
fréquence cumulée.
— Caractéristiques de position : mode, moyenne, médiane (utilisation d_c I).
T "une distril

— Tableaux statistiques; rep 1o jues d'u ; que : dia-
gramme en biltons, secteurs circulaires, histog , courbes l
GEOMETRIE
1 — POURSUITE DE L'ETUDE DES VECTEURS DU PLAN
— Combinaison linéaire de 2 ou 3 vecteurs,
— Décomposition d'un vecteur selon une base.
11 — PRODUIT SCALAIRE
— Définition, propriétés, . i 1
— Expression analytique dans un plan vectoriel muni d'une base orthonormée.
111 — POURSUITE DE L'ETUDE DU PLAN EUCLIDIEN
— Repré i éuri et ions cartési d'une droite du plan rapporté d un

r:p;‘:m. 4 i
— Barycentre de 2, 3 ou 4 points.
— Applications du produit scalaire au triangle.
— Equation d'un cercle du plan rapporté & un repére orthonorme. s iz
— Orientation du plan. Angles orientés définis 4 partir de couples de demi-droites.
— Cercle trigonométrique.

Activités
— Licux géométriques usuels.



PROGRAMME DE SECONDES CET T

ALGEBRE ET INTRODUCTION
A L'ANALYSE

1 — CALCUL DANS IR
— IR 1 ses sous-ensembles :

Approximation décimall d'ordre n, arrondi d'ordre # d'un nombre réel.
H Valeur absolue et nce sur la droite réelle.
— Ordre de grandeur d'une valeur numéngue. ;
— Maj , mi i ini d'un ble fini dans R,

Activités:

— Différentes écritures d'un nombre décimal, d'un nombre rationnel, d'un nombre réel.

— Encadrement d'un nombre réel

— Ecriture d'un nombre réel strictement positif sous la forme a - 107, a étant un nombre réel
appartenant & [1: 10 [et p un nombre entier relatif.

11 — FONCTIONS POLYNOMES, POLYNOMES, FONCTIONS RATIONNELLES
— Zéro d'une fonction polyndme.
— Dnife éeritures d'un p 0
® forme développée ;
® forme factorisée ;
® forme canonigue du polyndme de degré 2.
— Calcul sur les fonctions rationnelles.

Activités
— Exercices utilisant Ia hode des

111 — EQUATIONS, INEQUATIONS ET SYSTEMES A COEFFICIENTS NUMERIQUES

— Recherche de sal pour des ég | et divers.
jons du 2 degré (résolution sans discriminant)
- Quelques ples d'équations |

les simples

— Inéquations dont la résolution se ramiéne i 1" :md: du ﬂgne de produits ou de quotients de
pol\-nomes. du 1™ degré.

— Eq vl d'équations
lingaire ou par substitution ),

— Interprétation graphigue d'une indguation ou d'un systéme linéaire dans IR*; applications,

dans IR* et IR (résolution par combinaison

Activités
— Initiation & la Progmmmaficn linéaire.
= lution et 1l ion hique d'inéquation des types :

lt—al<a et |x—a|>a

.1\" — POURSUITE DE L'ETUDE DES FONCTIONS DE IR DANS R AMORCEE EN 3"
— Sens de vanation,
— Extremum d'une fonction sur un intervalle.



v— I’DURS_U_ITE DE L'ETUDE DES TRANSFORMATIONS DU PLAN
- d'une i étrie comme produit de 3 symétries orthogonales au plus

{IIIéOEélrne admis),
— Partition de Tensemble des isométries en isométries positives et négatives (théoréme

admis}.
— Rotation plane.

Activités
Exemples de composées d'une isométrie et dune homothétie.

v — GEOMETRIE DANS L’ESPACE

— Description et repré ion de l'espace p
comme mode de représentation)

__ Positions relatives de droites, de plans, de droites et plans; parallélisme.

— Repérage d'un point dans l'espace.

hysique: (la perspective cavaliére sera utilisée




1 Nombres réels

Legon 1: ENSEMBLES DE NOMBRES
Legon 2 : DIFFERENTES ECRITURES D'UN NOMBRE
Legon 3 : COMPARAISON DES NOMBRES REELS

1 Ensembles de nombres

Ensembles N, Z. ©. R
Nous avons manipulé des nombres tels que :
25
—§214; 44 m VE =
4
a) 44 est un nombre entier naturel
L'ensemble des nombres entiers naturels est noté N @
N={0; 1: 2; 3; ..}
Etant donné deux nombres entiers naturels @ et b, leur somme a+ b est-clle un
cntier naturel?
L "addition dans I est une loi de compaosition interne.

La multiplication est-elle une loi de composition interne dans IN?
La soustraction n'est pas une loi de composition interne dans M. Pourguoi?

b) —8214 est un nombre entier relatif
L'ensemble des nombres entiers relatifs est noté & :

E={| ;=2 =112

44 est-il élément de E?

Tout nombre entier naturel est aussi un nombre entier relatif.

Lensemble N est inclus dans 'ensemble & On écrit : NCZ. .
L'addition, la i la Itiplicati t des lois de composition
imerne dans 7

La division n'est pas une loi de composition interne dans Z. Pourguoi?
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21 _
<) - est un nombre rationnel

L' le des b est noté Q.

Un rappelle que |

| 1l existe un nombre entier relatif p

a est un nombre rationnel {’c’qm\.'ml 4 et un nombre entier relatif non nul

q tels que a-E-
q

Soit n un nombre entier relatif. Trouver des nombres entiers relatifs p et g tels que
.

q
Lensemble Z est inclus dans I'ensemble ©: ZCO.
La division est-elle une loi de composition interne dans €7 dans Uensemble ©F des
nomhres rationnels non nuls?

d} Nous savons que 'ensemble © est insuffisant pour mesurer tous les segments.
Soit un rectangle ABCD el que AB=2 et BC=1.
La mesure d de la diagonale [ BD| est telle que d* =35, Pourquoi?

o £

On démontre, et nous avons admis, qu'il n'existe pas de nombre rationnel dont le

carré est 5.

Le nombm V3, qui est la mesure de la dlagnnahe [BD)], est un nombre réel Plus
tous les b que nous P sont des bres réels.

L'ensemble des nombres réels est noté IR,

Les de b PF di sont inclus dans I'ensemble R. Ona

NCcZcOcCR.
En classe de Quatriéme, nous avons vu quune graduation d'une droite (D} est une
bijection de (D) sur I' des bres réels. Nous rep souvent IR

4 l'aide d'une droite gradude,

(o}




1iNombres réels

Exercice | Parmi les nombres suivants ©
& 13
=4 5 -V Via; T 048 AL
I indiguer :
| @) les nombres enticrs naturels;
{ b} les nombres entiers relatifs;
¢} les nombres rationnels;

1 d) les nombres réels

2 Différentes écritures d’'un nombre

On voit facilement que :

50

Vit
1; = VI5—V16; 04 sin 907 ;
13 1

+v3'
sont différentes écritures d'un méme nombre réel.

Mais reconnaitre deux écritures d'un méme nombre n'est pas toujours un probléme
simple, ce qui justifie 'étude ci-dessous.

1) Ecriture sous forme de fraction
On rappelle qu'une écriture sous forme de fraction d'un nombre est une écriture de
1a forme £ dans laquelle p appartient 3 Z ef g appartient 3 Z*.
q

Exercice | Parmi les deritures suivantes ©

12 3
=} D4l = —
<13 vE 5' —24

quelles sont les écritures sous forme de fraction?

!
}
!

2) Ecritures décimales; nombres décimaux

" 5
Connait-on une écriture non fractionnaire de 5‘;‘

- 5
2.5 est I'écriture décimale de 3

11 est facile, & partir d'une écriture décimale d'un nombre, d'en trouver une écriture
sous forme de fraction,

- 7
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Par exemple :
a="T485
1000 g =T485
7485

o

Cette fraction a pour dénominateur une puissance de 10, En effet | 0H = 10"
341
Inversement, soit le nombre réel b tel que b=W-

Ce nombre a-t-il une écriture décimale’

Les nombres réels 5 T.485; TJT admettent une écriture décimale ou, ce qui
revient au méme, une écriture sous forme d'une fraction dont le dénominateur est
une puissance de 10 (d’exposant positif),

On sait que -

|_ __ xétantun nombre réel quelconque |
S—— Il existe un nombre entier relatif p

et un nombre entier naturel n tels

décimal P
que =0
L’ ble des 1 déci est moté D
On a évidemment: ZCDCQ.
L'addition, la soustraction, la iplis la division t-elles des lois de

composition interne dans D7

Remargue 1. Les déci sont les bres qui une écriture
décimale. C'est ce critére qui nous servira, en pratique,  rec les by
décimaux. Ainsi 1,41; 13,095, — 12 sont des nombres décimaux.

Hemargue 2. En dehors des mathématiques, on n'utilise en général que des
nombres décimaux. C'est en effet sur ces nombres que nous savons effectuer le plus
simplement les calculs usuels : calcul d'une somme, d'une différence, d'un produit,
d’un quotient approché

On dit couramment que 4.013 est un nombre «qui & trois décimales ». Mathémati-
quement, 3,013 posséde une écriture sous forme d'une fraction de dénominateur
100

4013
0=

On dit que 4,013 est un nombre décimal dordre 3.
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4,013 possede egalement une écruure sous forme d'une fraction de dénominateur
10° En effet :

40130
A0 im—
1w

4013 est aussi un nombre decimal d'ordre 4.

4413 possede-t-il une éeriture sous forme d'une fraction de dénominateur 10°7
Est-il un nombre décimal d'ordre 27

Définition

x étant un nombre réel quelcongue,
n étant un nombre entier naturel,
© est un nomhre deécirmal . 11 existe un nombre entier
igmiie que’y

d'ordre n 4 4 relatif p el que 12%'

Pratiguement, un nombre décimal d'ordre n est un nombre décimal dont I'écriture
décimale comporte 0, 1. . ou n décmales,

L'ensemble des nombres dtclm,aux d' ordm n est noté D,

Quel nom a-t-on donné aux b d'ordre 07 C désigne-t-on
encore I'ensemble D7

3) Ecritures décimales illimitées

a) Peut-on trouver une écriture décimale du nombre réel

Essayons d'effectuer la «division & virgule» de 45 par 37.

45 a7
&0
60 1,2162
230
80
L

Au quotient, les chiffres 2 - 1 - 6 vont se répéter, dans cet ordre, indéfiniment, o2
que l'on indique en écrivant :

43
=126
a7 T

1.216... est appelé écriture décimale illimitée de ﬁ’ on dit qne 7 2 admet une
deriture décimale illimitée periodique.
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Remargue importante

Une écriture décimale illimitée N'est PAS une écriture décimale,

Ainsi, peut-on trouver un nombre entier relatil p €t un nombre entier naturel a tels
que

s I A
3o

ﬁ n'est pas un nombre décimal; il n'admet pas d'écriture décimale,

by VT posséde également une écriture décimale illimitée. Mais elle n'est pas
périodique. Elle commeneé par 2,236067
Le nombre réel w posséde-t-il une écriture décimale illimitée?

) On peut idérer que les i F
décimale illimitée.

Ainsi une écriture décimale illimitée de 1,07 est 1,070 ... On considére que le chifire
0 se répéte indéfiniment & partir de la troisiéme décimale.

eédent aussi une Ecriture

d) On désigne par a le nombre réel 0.3,

Donner une écriture sous forme de fraction de a

En utilisant cette écriture sous forme de fraction, calculer 3a
Donner une écriture décimale illimitée du résultat obtenu.

Reprenons I'écriture 0,3... du nombre réel a

Ona:

03x3=09

0,33 % 3=049

0,333 X 3=0,999 On imagine ce qui se passerait si 'on pouvait

(0433, )% 3=0,999.. elfectuer la multiplication avec une «infinité » de
= - décimales.

Ainsi, le nombre réel 1 posséde deux écritures décimales illimitées : 1.0... et 0.9...
Une écriture décimale illimitée ne comportant que des ¥ & partir d'un certain rang
est dite impropre.

Dans le cas contraire, elle est dite propre.

Nous admettrons le théoréme suivant :

# Tout nombre réel passéde une unique écriture décimale illimitée propre
» Toute écriture décimale illimitée représente un nombre réel

Sauf i nous ne id 4 s que des
décimales illimitées propres; nous les app impl : & I
illimitées.



HNembres réely

4) Classification des nombres réeis suivant
feur écriture décimale lllimitée

a) Nombres récls admettant une écrilure décimule illimitée périndigue.

Soit a= 105494
b= —2863..
Vocabulaire ©

partie non périodique
= partie périodique
-2.% bl

partie décimale

Déterminons une autre écriture de a ;
a=10504 .
10000 a = 10 594,059 4.

10000a—a=(10594,0544..)— (10594 )
9999 2= 10594+ (0,0594...)|— |1 4+ (0,0594,..)]

= 10594 4 (0,054 4 )= 1 — (0,059 4...)

=10593

_los93

T ’

d'ou

Nous avons ainsi obteny une écriture de a sous forme de fraction.
a est un nombre rationnel. Cette fraction peut étre simplifide.

' o7
En effet 10593 =37X 11X 107 et 999%=3% 11 X 101 donc a-:{—n-
Remargue. Nous avons étendu aux écri décimales illimitées ines techni-
ques de calcul pratig sur bes écri i Nous que cette

extension est légitime.

De méme, déterminons une autre écriture de b, c'est-i-dire de — 2,863,
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Nous avons ici une difficul || ire car la partic décimale de 'éeritue
décimale illimitée a une parlle non périodigue.
=—12863.,

10 b= —28b3..

permet  d'e éliminer . g
100X (10 b)= — 2R63.63... partie non périodigue
1000 b= —2863,63...
10006 — 10 b= (—2863.63 )+ (28.63.)
YUl b= —2EEI—(1L63. )+ 28 +(0,63...)
= —21863+428
= —1815
2835
oo

Comme dans le cas précédent, nous obtenons une écriture de b sous forme de
fraction. b est aussi un nombre rationnel.
De plus 2835=31XSXT et 990=2X ¥R 5K 11.

- 63
Finalement b= ~3"

Reéciproquement, nous avons vu que la division & virgule permettait d'obtenir
I'écriture décimale illimitée périodique d'un nombre rationnel & partir de son
écriture sous forme de fraction. C'est la méthode que nous avons employée au début
de ce paragraphe.

Nous admettons que les nombres réels dont I'écriture décimale illimitée est
périndique sont les nombres rationnels.

Exercices (1) Déterminer I'écriture décimale illimitée des nombres suivants ©

i 125 458 131

! ETRTTR TS

52)'De'lerminer une écriture sous forme de fraction des nombres
! suivants :

} 29487 312376 4,322245..

b) Nombres réels admertant une écriture décimale illimitée périodique particuliére.
Soit le nombre réel a tel que a=71
L'écriture décimale illimitée de a est pémd:qu: et, de plus, sa partie décimale ne
comporte que des z6ros. a est le nombre entier 71,

Soit le nombre réel b tel que b=30410..

L éeriture décimale illimitée de b est périodique ct, de plus, sa partie décimale ne
comporte que des zéros 4 partir du quatriéme rang.

b est le nombre décimal qui a pour écriture décimale 3,041,
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c) Nombres réels dont Pécriture decimale illimilée est non périodigue.

D tels nombres sont bien sir des nombres réels. mais ne sont pas des nombres
rationnels © ce sont les mombres irrationnels.

Souvent, on ne connait que les premiéres décimales de I'éeriture décimale illimiée
de ces nombres. Mais ce nest pas toujours le cas (voir exercice 27)

Les plus courants dentre eus sont désignés par des symboles speciaus ou comme
images d'un autre nombre réel par une fonction : m V2, V3, sin 187,

Exercices | 1) Deux methodes powr montrer que | =%2 est un nombre
| irrationnel.

a) Donner le début de 1'é ure décimale illimitée de \a‘rf

 Cette écriture décimale illimitée est-elle périodigue?

En déduire le début de V'écriture décimale illimitée de V2—1, de
1-v2,

| Sont-elles périodiques? 1 —%2 est-il un nombre rationnel?

| b} Montrer que 1—V2 ne peut pas étre rationnel.

| Pour cela, supposer que 1—V2 soit le quotient de deux nombres
| entiers relatifs p et g

Montrer qu'alors W2 admettrait une écriture sous forme de fraction.
Conclure.

1-372 peut-il érre rationnel?

2) Soit A le sous-ensemble de R défini par :

A=[\/2_ :g:ﬂ—.!;:—f;\/ﬁ]

¢ Ecrire en extension : ANMN:; ANZ; AND: ANG; ANR,

5) Réflexions sur les différentes dcritures des nombres

Mous avons classé les nombres suivant leur écriture décimale illimitde. Celle-ci
présente |'intérét d'étre générale ; tout nombre réel posséde une unique Ecriture
décimale illimitée propre. Mais souvent cette écriture n'est pas la plus pratique
lorsque 'on veut effectuer des calculs sur ces nombres.

Par exemple le calcul de (0,67..)" ou de 493 (0142857 ) sera beaucoup plus
simple si nous utilisons des écritures de ces nombres sous forme de fraction

En général :

— Vécriture décimale est adaptée aux calculs sur les nombres entiers et décimaux;
— P'écriture sous forme de fraction est commode pour les calculs sur les nombres
rationnels;

— en ce qui les irristi les écritures les plus pratiques sont
celles qui rappellent les propriétés du nombre, ou la manicre dont il a été ohtenu

2, sin 1
La des diffé bles de b et des méthodes pour passer
d'une écriture d'un nombre & une autre est indispensable si l'on veut pouvoir
organiser un calcul et l'effectuer en un minimum de temps.

13
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Exercices | 1) Calculer ;

(067 F:

49 % (1,142 857 )
(027 )4 (0407 )
(0.3} +sin* 15 +-un".|'<"

y
§
!
’
¥

2} Caleuler :
(0.3.)% V6 2's+:|1 6..) % 2,5,

H>((u1 }+ s
4 k= mw

4
—X6X 5 X (0,16...).
) 20 (Bdo)

3 Comparaison des nombres réels

1) Rappels

Pour comparer deux nombres réels nous disposons essentiellement des régles
suivantes,
a) Riégles fondamentales.

Ordre et addition.
Pour tous nombres reels & ¥ z:

<y équivaul_ '_
Ordre er multiplicarion,
Pour tous nombres réels x, y, z:

] >0 et xy xlnr;:.‘ L

5|| z<0 et xy | lors zEy

xtrgy+z

b) Deux conséquences.

Ordre et élévation au carré,
Pour tous nombres réels positifs x, y

xy ( equwuuta vy gy
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Aurre formulation.
Pour tous nombres réels pasinfs x, v ©

Iy .l|lll\'illl|h./ ViV

Somme « membre a membre s
Pour tous nombres réels x y oz 1

j'.s .~|.| Sy etz ;alur\..- xtzgy+r
2) Exemples

Exemple 1

Comparer les nombres récls a et b tels que

2 341
a=— gl h=—
7 14

MNows connaissons des écritures sous forme de fraction de @ et b nous pouvons
déterminer une doriture sous forme de fraction de a— b :
2‘ kS|

s e Nt}

R
M %23-341 %7

= 7% 104
_232-2387

7= 104
5

—-——
7104
Nous avons a—b>0
donc azb
341 |

‘est-a-di
c'est-a-dire 04

Exemple 2

Comparer V5—V2 et 2 -3

Comment aborder cet exercice?
Nous remarquons que %3 — V2 et 2—%'3 sont des nombres positifs.

De plus, pour comparer : \r"_ \.-’r Tet2—v3

il faudrait savoir comparer : ? et (2—V3F
Clest-a-dire : 5+2—w" Seta+3—2%2V3
clest-a-dire : 2VI0 et 7—413

il faudrait savoir comparer : ( 2v10et —4V3

ou encore Wi0et 2v3

{attention, on a divisé par un nombre négatif);
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il faudrait savoir comparer : etdx3

cest-a-dire : 10et 12

Or, on sait que 10<"12, On peut ainsi rédiger la solution définitive.

On sait que =12,

On en déduit successivement que
VI0=<v12 (ordre et racine carrée |
VIn<2V3

—2VI> —4 V3 (ordre et multiplication)
T=2V10>7—4V3  (ordre ct addition)
542—-2V2Vi443=2Xx2X%XV3
(VE—VIE>2—Vi3)2

Comme d'autre part, Vi—wvlzuer 2—% 3>0, on obtient finalement :

AE-VI>2-ViE |

Comparer les nombres réels V7 +V10 et V& +11

Pour résoudre V'exercice proposé dans Iex:mpl: 2 nous avons procédé en dcun
drapes : la p iére est la « au », la deuxidme est la
définitive.
En fait, nous aurions pu faire une synthése de ces deux étapes.
Par exemple, soit deux nombres réels a et b; méme si I'on ne sait pas laquelle des
deux phrases mathématiques :

e<b, amb

est vraie, la régle « ordre et addition » permet d'affirmer que pour tout nombre réel
c, @ €t b sont rangés dans le méme ordre que a+ ¢ et b4 c
Donner des énoncés analogues pour les autres régles rappelées au début de ce
paragraphe
Nous pourrons rédiger Fexercice de la fagon suivante :
VT4 V10 et VE4+VTT sont deux nombres positifs, done :
V74 V10 et V&4 /11| sont rangés dans |
! le méme ordre que | (V7 +VIOP et (VE+ VITP
| {ordre et élévation au carré}
: c'est-d-dire dans
! le méme ordre que
!

17+ 2 V70 ét 17+w’ﬁ

c'est-d-dire dans

Jlr. méme ordre que |2V 70 et 2 V66
1 ition )
H {ordre et addition
: c'est-i-dire dans i

Ie méme ordre que | V70 et V66

{ordre et multiplication}

70 et 66

(ordre et élévation au carré)

H
i
i
i
i
I
1
|
i
I
|
|
1
|
‘I
i
le méme ordre que |
|

I
[
: c'est-a-dire dans
|
|
|
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Or 70> 6f.

Par conséquent : | VT VTN Va4V
Exercice | Comparer :

1 213

! ot g

{ T u.2s

| VERVTE e VI+VIE

22
Vo 7l
et =

!

Exemple 4

@ et b désignant des nombres réels queleong parer les nombres réels a® 4+ b7
et Zah

Comparer a‘+ b er 2ab

revient & comparer a’+b*—2ab et 0 (ordre et addition)

c'est-a-dire la=h) et (L

Or. nous savons que, pour tout nombre réel x 3?20

Do (a— by =0
e, par conséquent a*+ b >2ab
Exercice Soit @, b deus nombres réels de Uintervalle J0; 1],

1} Quel est le signe de (1 —a){l—b)?
1l

' |
12) 14— et —+—
) Comparer o et i

Exemple 3
Quelle est la valeur de vérité (vrai ou faux) de la phrase mathématique :

1
2-VIL3?

= 1
Commengons par comparer 2 — %2 et 3

}—\/ier%

sont rangés dany

|
|
i
| le méme ordre que

!
—Wiet-—2
3

3
¢'est-h-dire que —vIet -3

22 et% sont rangés dans

s H 3 3
lordre contraire de 1 Viet 3
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51 i
I-Viers | sont rangés dans | 3
2 | ) | 3 _
| e méme ordre que | et Vi
] |
i
2—V2et= | sont rangés dans ! 9
e méme ordre que i :el 2
cest-a-dire que i 225e1?

Or 2,252 Nous avons done démontré que
=_1
2=V2>-.
2
La phrase mathématique -
1
2—v€q5

est donc une phrase fausse

Langage et logique |
Notion de proposition

Dans I'exercice précédent, on nous demandait d'établir la valeur de vérité d'une
phrase mathématique.

Consid. les phrases

P 2—\.5.:%-

P) x+1=0.

P,) Pour tout nombre réel x (x+ 1 =x"4+2x+41,
P,} Soit (D) la droite passant par A er B

P,) 7 est un nombre irrationnel”

Nous p affirmer que ines de ces phrases sont vraies; lesquelles?
Nous po affirmer que i de ces phrases sont fausses; lesquelles?
Savons 5 répondre 4 la ion ; « Quelle est la valeur de vérité de la phrase
P a?

La phrase Py a cependant une valeur de vérité bien déterminée,

Par contre. la phrase F, est une phrase de désignation : nous appelons ( D) la droite
passant par A et B; cette phrase n'a évidemment pas de valeur de vérité,

La phrase P, en tant que telle, n'a pas de valeur de vérité. Mais que peut-on dire
des phrases :

P}) Pour tout nombre réel x, x-+1=0;

P3) Tl existe un nombre réel x tel que x4 1=07



HNambres réels

En mathémantgques, on appelle proposition une phrase qui 2 une valeur de vére,

c'est-a-dire une phrase qui esf, sans ambiguité, soit vraie, soit fausse.

Ainsi P, P, Py, P}, P3 sont des propositions; P, P, ne sont pas des

propositions (*).

| Parmi les phrases suivantes reconnaitre celles gui sont des propaosi-

: 10ns.

; 1) A, B étant deux points distincts, construire la médiatrice de | AB]. (|
12) 3 est solution de I'équation : x€R, 2x—4=2.

i <

{3) (D), (D), (D") étant trois droites du plan,

(DYA(D) et (D)4(D") [alor) (D) (D)

) Quels que soient les nombres réels a et b
{a+ b =a"+2ab+ 5"

} 11 existe des nombres réels @, b tels que :
(a=hi=g’=32ab+ b*

Jla+ b)la—b)=a’— b

| 7) 11 existe un nombre réel a tel que a'=7.

| ) (1; 3) est solution de Véquation (x, y)eR >R, 3x—2y+2=0.

Exercice

A

{*) En fait, ke mathématicien Legendre 3 montré en 1794 que P. est une proposition wraie. Mas nous
n'avans pas besoin de le savolr pour affirmer que P, est une proposition

ion. Une autre écrilure de ceraing bres réels :

Exe

Un probleme résolu en troisieme. Un probléme non résolu,

Il existe un carré Aréte du cube?
dont la mesure de I'aire Existe-t-il un cube
est un nombre réel positif donné. ayant pour volume un
nombre réel positif dormé" == _|
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Nous admettrons que - —I

1} Quel que soit le nombre réel positif A, il existe un unique nombre réel positil
atel que a’=A

'
Cest la racine cubique de A. notée VA,

2) Plus généralement. n désignant un nombre entier naturel supérieur ou égal &
2, quel que soit le nombre réel positif A, il existe un unique nombre réel positif o
tel que :

a*=A. »

"
C'est I racine n-iéme de A, notée VA

neMN—{i: 1) AeRt; aeR* |

a=VA -{é_qul.vuut a .:) am= A,

Exempley

3

£
V125=35 car §'=125; VIZ=2 car =32

‘
Montrer que VA=A, A l'side d’une table des carrés, donner une valeur

B
approchée de V2.

Quelles sont les proy des pui que vous issez? En iculi
que vaut (a")™ (aeR, nelN* melN*)?

Soit A un nombre réel positif,
Caleuler (VAR, (VA), VAL, VAT,
3 L.} 3 5
(VAY, (VAr, VA, VaF,
) .1
On voudrait écrire VA, V’?\. VA, ... comme puissances du nombre réel A.
Quels blerai ir?

Nowation

Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2,
A un nombre réel positif.

"
Le nombre VA est noté A4°

i
Attention, la notation A" n'a de sens que si A Z0.
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Proprivics
Toutes les propriétés des puissances restent valubles,
En particulier :

Atﬂl=f.-\ﬂ}'l'

De plus, si E w5t une deriture sous forme de fraction d'un nombre rationnel
q

r L
(q=0), il n'y a aucun inconvénient & noter A7 le nombre (A"} (ou encore
(AF)).
Nous avons i it une i ion, Quelle peut étre son utilié?

» Certains calculs sont plus rapides.
Par exemple, soit A un nombre réel strictement positif.

2

VA 5=
Montrer que ——= VA

VA

ify j] edent une touche

» Certaines ice: ices
A l'aide de cette ll:mi.'hc on peut éwdemmcnl r.nlculer al, gt .

mais aussi caleuler al, al, .. cest-a-dire V3, \-"5,

Exemple

On rappelle que le volume V d'une sphére de rayon r est donné par -
4
V== 1r.
=3
1) Calculer le volume d’une sphére de rayon 2 5.

Sur une calculatrice utilisant la i gébrigue, en apy SUF :

25 ] 3 [x] 34 ] 4 53 [E

on obtient 65,42, qui est une valeur approchée de ce volume.

2
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2) Caleuler le rayon d'une sphire de volume 104,

4
La relation V=3 ar' permet de calculer le rayon en fonction du volume -

k1
:I_"“ Ad.__‘ mla
‘__S a|<| 1<

Sur une ice utilisant la 1 &n sur ;

wo [x] 3[4 Ens E . 0333333 [5]

on obtient 2,88 qui est une valeur approchée du rayon.
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Exercices

1 {2]. Donnes des écritures sous lorme de
fraction des nombres rationnels sulvants

21 3205 3Ix0!

Chague fois qu'un lément da A est élamant
d'un ges ensembles du tableau ci-dessous,
Vindiquer par une croix.

2417 4 4

4 (2). Trouver [écriture décimabe illimitée
périodique de

25 25 B 41 B W
N T e T 2

8 (2). Trouver une écriture sous forme de
fractlon des nombres réels sulvants

128 2267 412471
—03537 : —1323.

6 (20 Bolt A ls sous-ensemble de R défini
par

21

a--{ — 5 VTP w804 VB — 20, 20,

25
vz vz - 2

35 B Nz (Do o|R|
2xE-% {". 4 -3 P ¥
3 N0 Y3
2 (2} Parmiles dorilures sui P =314 P
tre celles qul désignent le nombre rdll 3 V2
5 ; 21
143 5 ot \ .
LAVE g DVEE = / ¥
3+33 [ ! A
. M3 14NV 20 \ -.
=7 avE 9+3v3 20 N
sin® 30 =
0 4 \
Wzt
:’EJ. Méma exercice pour I8 nombre réel V2
sy 25
*a s x 4
\-_"_: 7 sin 457 1g 45", cos 45%;
Vi1 VB V3 T (2. Donnar I'écriture décimale fllimitée de
N NE

£03.)+106..): 10,41..)+0.21;
10,

10837 (4270 (1234013 7.
B (2). Donner I'écriture décimala de
53% 10774 4% 1075
w0 27x0*
T TEmwe
® (2} Calouler

3. (06, )+ &in® 20° + cos® 207
1 SinF 20° 4 5in TP

10 (2} Calculer
(030212, )% % 02% (27, )% m
v|.uxl?x(ozs}. Vix

(0.}

in?
iill!ﬂox’m ao,

:: (2). Donner I'écriture décimale ilfimitde

10.36585. ) — (0,36, .);
(1714385 ) +(0.274752 ).
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. 12 (7} Soita b ¢ el 0 quatre nombraes reels
Sait m b nombee réel défing par

44t d
me —_—
4

Mantrer que
{m —a) 44m —bP 4im—cF +{m—df _

F4 et +a”
a

=
m

13 (2). Soit a, b et  frois nombres reeis et k,
[ &t A trois nombres enfiers naturels non Auks
On désigne par N el M les nombves réels
dafinis respectivemant par

ha + i+ ne
= [

Ne=k4idn at M

Montrer gue
kiM—af + ) (M=bF +n(M—cf

=kl’+]l‘:+ nl:’_ o

148 (3) Comparer les nombres réels
23 o3 990

23 -
35 ¥ g P 5 '

02 a2,
9 9

el VE—VE e VA= VE
d) 2v3 et 3VE:

1 ot 1
VE=VE 2-v3
1 VT3 VE ot Vid4 T
gl 3" et &

L]

418 (3). Ranger par ordre crolssant :
) 23462, 23462, 23462 ; 23462
b) 57‘E 5789 5,?153 7189,

16 (3. & b c & d Sont qualre nombres réals
strictement positits tels que :

Comparer .

a4
b4 d”
¢ a+c

Ao

El
I]Eal

A7 {3} & boet o etan frois nombres enters
naturels non nuls. companer

a a+n
1 —at

b b4n

a4 al 4 b
EJ{T &l o

18 (3) Damontrer gua 18 produll 98 18 somere
de doux nombras réels striclement posiits par
la somme de leurs inverses gst un nombes reel
SupAiaur 3 4

19. iLangage et logique ) Parmi les pheases
SUVANTES, reconnaitre celies qui Sont des pro.
positions

1) ABC est un trangle aquidatéral

2) dedx droites paralleles n'ont sucun point
commun;

3) x<2,
4) 5 e8! un nombre décimal dordre 4
5) paur tous nombres réels strictement positis
xoly s xSy alors — @
=y

6] fout nombre réel est solution de | equation
xeR, Ox=1

T}l existe des nombres réels a tels que
Ja+izm-2

8} & étant un nomore réel. le double de &
Augmenté de 7 est 9.

Problémes

20. Soit x un nombre rationnel positt gons
une #criture sous forme de fracton est

Ewsu; qeN’)

Maonirer que & la décomposition de g en
facteurs premiers ne compore que des 2 ou
des 5, alors x est un nombre décimal
21. Soit I'application :
fN— o
']
Al 1w
a} Montrer que § est une bijection.
b) Montrer gue si p<p alors fph<{ip')

c} Existe-t-il un Alément de N strictement
compris antre p et p+ 17
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Exisle-t-il un ulnmanr de D, strictemant com-

pres entre — et —?
1w w*

‘ﬂl Soif 1n nombre entier naturel n et I'spplica-
o

9 N— D}
L
B — i
no"
Reprendre les queshom @), B, ¢} en rempla-
ant | par g 3 par
22. 8) ol deux nombras eniens naturels » st
m tels que nem
Maontrer que  D,.CD,,
b) Seit n un nembre enter naturel.
Maonirer gue P'addition est ung lol de composi
tion interne dans D,
) Soit daux nombres entiers naturels n at m, ¥
Bl y deux nombres décimaux.

Montrer que s xeD, & yeD. slors
welo,m

23. a) Existe-t-il un Im.eruill da IR na conte-
nant aucun  alemant Z7 Donner un
exemple

D) Existe-1-d un intervalle ge R ne contenant
autun élérment de D7 Donner un exemple.

] Existe-1-il un intsrvalle de IR ne contenant
aucun élément de D,7 Denner un exemple.

d) Soit meM, Determiner un intervaile de B
ne contenant aucun ¢lément de D, {on pourra
J-:srs« ﬁ' frguver un intervalie de la forme
10 ]).

24. 3} Scit & et b deux nombres décimaus

tels que a<h

Determiner un nombre décimal d fal que :
a<d<hb

b) Soit & b deux nombres réeis fels que a <&
On veult illustres ia théoréma sulvant
il existe wn nombre décimal o 18l gue :

a<d<b

Déerire {4 I'alde de son écriture décimale) un
nambre décimal compris. au sens sirict. entre 4
et b

25, Soit & b deux nombres réefs Strictement
posilifs tals que a<h
On pose :
- a+b 3
. 2
g=\ab
2an

h o —

1) Comparer a et g g et m, m et b

1. 161 1

2) Manirer gue ;—5( =
% 1 |

LIS RN

nhoa

3) Dars quel ordre les nombres a, & m. g et h
s0nt-ils ranges?

26. 1) On weu! montrer Que !e carrd dun
nomore décimai non enfier @5t un Rombora
dacimal mon entier,

Soil aeD 1ol que & £N.

Il existe alors neM® el que agD,_, et
aeD,

&) Montrer qu'il existe pe B tel que

..F

w0

® P WESt pas divisible par 10,

) Rappeler la caractére de divisibilité pas 10,
£} p* ast-il divisible par 107

d) a® peul-ll #tre un nombre entier?

il Appucannn Mantrer que V2 n'est pas un
nombre déc

27, Soit le numum réel & dont l'écriture déci-
male illimitée es

[ 1] 00‘ 000 100 0O1..
= i )
quatre zéros
trois zéros
deux 26705
un zéro

Los 1 sont places aux rangs :

Le nombre fiel & es1-il un nombre rationnel®
Peut-on prévoir quelle ast la 57* décimale oo
a7 la 136%7
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Pour rafiéchir

28. Lorsque l'écriture décimale illimitée dun

nambre réel est périodique, on appelle période

une suile de chillres qui se répate indéfiniment,

Ainsi lorsgque x=0,142 . une période de x

ast: 1=4=-2,

Soit & ie nombre réel dont Iécritere décimale

illimitée st : 0340509090 .. les chiffres 9—-0

50 répetant ensuite altarnativemant et indéfini-

ment.

On demande & iroks éléves de déterminer une

#criture sous forme oe fraction de a

L'éléve A all - «'éeriture décimale illimide de

& esl périodique & partic de la troisieme

gecimale el la période est 0—9. -

L nlm & ﬂ lelult dicimale illimitéa de
riod & partir de la quatridme

oéclmnle Bt Ia période est 9 — 0.«

Lelove Cdit = l'écriture decimale illimitee de

Terminer les calculs fails par les trois dleves
powr déterminer une ecrilure sous forme de
{raction de a .

Les ¢léves A B et © ont-iis fous trois raison?
Commanter,

28, Commen! utiliser intelligemment
ealculairice. Trouver une fraction de dlnom-—
nateur 53 qui soit une éeriture du nombre réel -

1,905 660377 3564 .,

Trouvédr une fraction de denominateur 78 qui
soit une écriture du nombra réel -

2,607 594 935 7088 ..




2 Sous-ensembles de R

Legon 1: DISTANCE SUR R
Lecon 2 : INTERVALLES
Legon 3 : MAJORANTS. MINORANTS. MAXIMUM. MINIMUM

1 Distance sur R

1) Valeur absolue

Rapy
» La valeur absolue d'un nombre :ég_l__po li!_ est ce réel
azx(  équivauta o |a|=a

 La valeur absolue d'un nombre réel négatif est son opposé :
asglh équivauta / |a|=—a

® Pour tout nombre réel a et pour tout nombre réel b :

1) |alz=0.

2) |al=0 a={
3 |—al=lal

4) |a|=a

s) |a|=1b| (équivaura’} a=boua=—h

6) |ax b|=|a] X 8]
7) |la+ bl<lal+| b
Démontrons, a titre d'exemple, les propriéiés 4 et 7.
Démonstration de la propriété 4 :
1 cas : agzl
Dans ce cas - |a|=a
L'inégalité a<|a| est donc vraie dans ce cas,
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2 cay  as )
Dans ce cas, @l par hypothise e 0= |a| d'apres la propriété |
L'inegalité a<s|a| est donc vraie dans ce cas
Conclusion | pour tout nombre reel o, a< |a

Démaonstration de la propriété 7 |

1% cas - a+ bzl 2% cas - a4 bl
Comme a+ bZ21l, par défimtion, Comme a4+ b0, par délinition,
a+b=|a+h| —a—b=|a+b|
Or asglal Or —as|—a
b= |b| (propriéé 4), — b | = b| (propriété 4},

De plus | —a|=|a|
| = bl =8| (propriété 3)

Don —axgla|
—b|b]
Done : a+ b |al+|b| (ord, +). Done : —a=—b<la|+|b| (ord. +).
Clest-a-dire : |a+ b|<|a|+|b| Clest-hi-dire : |a+ b|sg|a|+|b|.

Hemargue La propriété 7 peut étre complétée par la propriété 7'

Propriété 7°. Pour tous nombres réels a, b -
Ja+ bl =la|+|6] (équivauta ) aet b sont de méme signe.
Démaontrer cette propriété revient & étudier I ble des solutions de I'é
(x y)eR =R, |x+ yl=|xl+|yl

Nous ferons cette étude dans le chapitre 6.

2) Distance sur IR

a) Distance de deux nombres réels.
Soit (D) une droite graduée;
%, ¥ deux nombres réels;
A le point de (D) d'abscisse x;
B le point de (D) d'abscisse y

Que représentent les nombres x=y y—x |x— ¥
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Définition

x et y étant des nombres réels quelconques, on appelle distance de x & y et on
note d(x y) le nombre réel positf ou nul |x = y|.

Exercice | Quelle est la distance de 4,7 4 2,37
| Evaluer d(3; 4,25),
Trouver graphiquement quatre nombres réels dont la distance & 3 est
strictement inférieure & 5:

1)
4
H
{
|
wl
H
i
1
L}
!
T
t
L}
1
1
1
:
]
"
!
!
1}
!
H
¢

&) Application distance,
Etudions 'application
d:RxXR — R A
(% ¥) — |x—y|.

5, ¥ z étant trois nombres réels quelcongues,
1) diz y)z=0;

) d(z =0 (&
3) dix y)=d{y xk

4) dix z)dix y)+diy z)

Démontrer ces propriétés & l'ade de celles de la valeur absolue.

Remargue. Pour tout nombre réel x, d (0, x)=|x|
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2 Intervalles

1) Rappels
a, b désignent deux nombres réels tels que a << b,
L . désigne  Fensemble
Lécriture se it des nombres réels x qui est représenté par
tels que
intervalle ouvert |
labl |op a<i<h —_——
a b
intervalle fermé
[a #] ab asx<h _—
@ &
intervalle semi-ouvert
[a. 8] a, b ouvert & droite o rh a b
intervalle semi-ouvert
lab] b ouvert & gauche a<igb i 5
intervalle d'extrémité
l<vaf 4, ouvert en a x<a —— =
a
intervalle d'extrémité
J+-. al a. fermé en a x=a a
intervalle d origine
la=l |4 ouverten a Lot ——— =
intervalle d'origine
la—={ a, fermé en a agx a

Remargue a et b désignant deux nombres réels tels que a<<bh, b— a est appelé
amplitude de chacun des intervalles suivants :

la bl; [a b la Bl ]a ]

2) Caractérisation d'un intervalle fermé a l'aide de la distance

Soit [a, &] un intervalle fermé (on suppose implicitement a << b).
Soit x un nombre réel quelconque.
On pose : .

A=a—=x, B=x—b
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Calculer A + B
Exprimer d (g, x), d(x b). d{a b) en fonction de A et B
» On suppose que x€[a b
Quels sont alors les signes de A et BY
Comparer |A + B et |A|+]|B|
Comparer d (a x)+d(x b) et d{a b).
» Réciproquement. on suppose maintenant que
die x)+dix b)=d(a b).
Que peut-on dire des signes de A et BY
Peut-on avoir a— x 20 et x— b2 07 Pourquoi?
Montrer que x€[a, b}

Théorime

Soit [a, b] un intervalle fermé, |

x un nombre réel guelcongue.
—_—

re(a b] ¢ dquivanrd ) d(a x}+d(x b)=d(a k) |

En géométrie, nous

3) Intervalles fermés et intervalles ouverts : centre et rayon

Soit [a, b] un intervalle fermé;
atb
2

¢ le nombre séel

Quelle est la distance de @ & ¢? de b & ¢?
Quelle est 'amplitude de Vintervalle [a, &)

Appelons ¢ le nombre réel tel que r= ?-

r »

..... -
[' |
i H
a ¢

oot
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Deéfinition

| Soit fa, b] un intervalle fermé. ‘
|

a4 b
On appelle centre de Uintervalle [a, b] le nombre réel o tel que i
| Onappelle rayon de lintervalle [a, b| le nombre réel strictement positil r tel que
_b—a ‘
T

R, —

P

Inversement, soit ¢ un nombre réel et r un nombre réel strictement positif; étudions
il existe des intervalles fermés [a, b] ayant ¢ comme centre et r comme rayon.
Autrement dit, peut-on trouver un couple (& b) élément de R >R tel que :

a<<h et

"

On voit facilement que le systéme d'inconnue (a, b) ci-dessus admet comme unique
solution le couple (c=r.c4r)et que c—r<c+r

Ainsi, l'unique intervalle fermé de centre ¢ et de rayon r est lintervalle
[e=rne+r]

Nowton Llintervalle fermé de centre ¢ et de rayon r sera noté I(c; r).
Représentons graphiquement Uintervalle T(c; r).

On constate que T{c; r) est 'ensemble des nombres réels x tels que dix, c)= r On
énonce :

Théoréme

Soit ¢ un nombre réel,
£ un nombre réel strictement positif,
Pour tout nombre réel x,

xelie;r) -’;éqnivaul a } dix cler
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Conclusion

Un intervalle fermé F

peut étre donné par — son ongine a — son céntre ¢
— son extrémité b — Son rayon rir>i).
| ta<t)
On le note [a &] Tiei )
e qui se lit intervalle fermé a b intervalle fermé de
centre ¢, de rayon r.

: a4+ b
Son centre est c tel que ¢ B -

b—a
Son ravon est rel que r=
Son origine est atelque a=e—r
Son extrémité est bel que b=c+r

Soit F un intervalle fermé. Avec les notations précédentes, pour montrer qu'un
nomhu' lée! x apparucm a F. on pourra montrer que x vérifie I'une des cing

. QX G by

o dia xi4dix b)=d(a b);

o dixclr

e |x=cl|r;

s c—rexscH4r
Une érude analogue a la précédente peut éwre faite dans le cas des intervalles
ouverts.
Nous définissons de méme le centre ¢ et le rayon r d'un intervalle ouvert |a b].
Par contre, l'intervalle ouvert de centre ¢ et de ravon r est I'ensemble des nombres
réels x tels que d(x c)<"r On le note I{c; r).
En résumé

Un intervalle ouvert U/

peut étre donné par : — son origine @ — son centre ¢

— son extrémité b — son rayon rir>0).

(a<lb)
On le note |a b[ ey r)
oo qui se it intervalle ouvert a, b intervalle ouvert de cen-

tre ¢, de rayon r.
b
Son centre est e tel que c=°:—
b

Son rayon est r el que r=
Son origine est tel que a=c—r
I_Son extrémité est tel que b=c+r




Mathématigues seconde - Algtbre

Spit U un intervalle ouvert: Avec les notations précédentes, pour mantrer qu'un
nombre réel x appartient & U, on 0 pourra montrer que x vérific I'une des quatre

prop: q
. a-::r‘\:b:
s dixe)<r
e lx—cl<r
o c—r<x<c+r
Exercices | 1) A I'nide d'une rey higue de | R détermi-
| nele centre et le rayon des intervalles suivants :
! 153 [7—] |=2i2; (V2 V3]
\ 2) A I'aide d'une rep ique de I' IR détermi-

!: ner l'origine et extrémité des mlenmlles suivants ;
|

:; 1(2 —); IV VI, 1(VEZ; 107, F(s l).

44

Remargue. S0l r un nombre réel .sniclemem positif.
Soit @ et x dewx nombres réels tels que d (@ x)<r
Cette inégalité exprime que :

s aelix r)

o xella;r)
I ! T 1 t '
] i X p 1 oy ..J
4 e iy W (SN, A S—
! g ek
B e -

Ainsi, pour tous nombres réels a, x:

xel(air) {équivautd 5 ael(x:r).

Exercice | Enoncer et démontrer un résultat analogue dans le cas d'un intervalle

fermé.
i

4) Résolution graphique de certaines équati ou iné i

Soit @ un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.
a) Résoudre :
(E) x€R,

Le revient a ck I des bres réels x dont Ia distance au
nombre réel @ est v, cest-i-dire tels que dia x)=r
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|
4 | H
= a a4 r

L'ensemble des solutions de I'équation (E) est fa—r, a+r}

b) Résoudre :
(L) x€R, |[x—a|<r

Le probléme revient & chercher ' le des bres réels x dont la distance au
nombre réel a est stri inféri & r, cest-i-dire tels que dia x)<ir

PRI o e e o

1 ! .

a=r a atr

L ble des solutions de P'inéquation (I,) est Ja—r, a+r[,
c) Résoudre :

(L) xeR, |z—alz2r
probl revient & 1" ble des bres réels x dont la distance au
nombre réel a est supéricure ou égale & r, c'est-d-dire tels que d(a x)=r

e = ——— - ——— = ———— -
: | i
a—r a at+r
L des solutions de I ion (1) est |« a—r|Ula+r, —=|.

d) Remargue Soit a et b deux nombres réels, @ étant non nul.
La résolution de :

xeR, |ax+bl=r

xeR, |ax+ bj<r

xeR, |lax+blZr

se raméne & I'étude précédente. En effet, pour tout nombre réel x
b
|ax+ b|-ta}x|x+;|.
Par exemple, I'"équation ; ! _ s A 4
x€R, |ax+bj=r
est équivalente & © '

b
xR, x+-|
a

c'est-a-dire & :

35
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Exercice Reésowmdre pr

HER, [v—d]=5; v€R, |z 4 V<1

et

)
i

1
PrER Za=3[<1 xeR, |s +\-’i1)3:

!
r
H

hrem, |=2x+ I|}-—:-

3 Majorants. Minorants. Maximum. Minimum

1) Majorants et minorants d'un sous-ensemble de IR
a) Définitions.
Soit le sous-ensemble E de R défini par
[: 18 —7 ™ V'_}
Peut-on trouver un nombre réel pfu:gmnd qul: chacun des éléments de E? Donner

un exemple.

Peut-on trouver un nombre réel plies petit que chacun des éléments de E7 Donner
un exemple.

Définitions

J Soit E un sous-ensemble non vide de IR;

un nombre réel a est = \
ignifie que )

pour tout élément x de E

un minorant de E asx
un nombre réel b est (simmilic guey, Pour tout élément x de E
un majorant de £ NEVC U xh

« Donner un exemple de sous-ensemble de R dont 3 est un minorant.

15
@ Soit un sous-ensemble de R dont 7 mtun majorant. Peut-on trouver un autre

majorant de ce sous-ensemble? Donner un exemple.
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® Soit A et B les sous-ensembles de R définis par ©

_.\=[—1-. ——-]-. B=ANZ.

il
Le nombre réel —— est-il un élément de A7 de B?

Est-il un majorant de A" de HY

Exercices 1) L'ensemble {1,325, 1024, V130} admet-il un majorant? un
minorant’
2) Soit A er B deus sous-ensembles non disjoints de R,
Montrer que si A admet un majorant, AN B admet un majorant.

Soit le sous-ensemble E de R défini par

E=[—". 52:v4 121]

—14,008; —
9
; ) 5
Nous voulons déterminer =i le nombre réel — et un majorant de E.

Compléter la troisieme ligne du tableau suivant en indiquant la valeur de vérité { V'
pour vraie, F pour fausse) de la proposition indiquée :

. | 7 1
Elément de E = 52 V4l 13— — 14,005 %
1] 1 — 111711 11 121 _11
iti —Ta—|5la—Vils—|—s— [—14 - =
Proposition T 3 L 3 = e 1 0‘}5(2 3 < =
Valeur de
[\Enlé

La proposition :
11
pour tout élément x de E, x(T

est-clle vraie? Pourquei?
11

— est-il un majorant de E?

2

Montrer qu'un nombre réel b a'est pas un majorant d'un sous-ensemble non vide A
de R revient & trouver un (ou plusieurs) élément(s) x de A vérifiant £> b,

De méme, montrer qu'un nombre réel @ n'est pas un minorant d'un sous-ensemble
non vide A de IR revient & trouver un (ou plusieurs) élément(s) x de A vérifiant
r<a

7
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Exercices | 1) Trouver un minorant de 'ensemble N,
':: 2075
| 2) Le nombre réel — estil un majorant de N7

j Pourguoi?

! On démontre et nous admettrons gue :

:| — IN n'a aucun majorant;

|— Z,D, 0 R nont ni majorant, ni minorant.

) Maj "

N 3
Llintervalle ]— I; 5[ admet-il un majorant? Admet-il un minorant?
Mémes questions pour intervalle [—4; — 3], pour Vintervalle [—1; 7[.
Soit deux nombres réels a, b tels que a<<h
Montrer que :
® a est un minorant des intervalles : [a, &); | bl: [a b]; Ja b];
® b est un majorant des intervalles : [a b]; Ja. 8[; [2 b[; |a ]
Si un nombre réel B est un majorant de [a b, on a nécessairement b B
Réciproquement, si 8 est un nombre réel tel que B2 b, B est un majorant de [a, b].
Pourquai?
En d'autres termes, 'ensemble de tous les majorants de [a. b] est I'ensemble des
nombres réels @ fels que b B, c'est-d-dire I'ensemble (b [,

a b B

Trouver de méme ;
— I'ensemble des minorants de [a, b];

— l'ensemble des majorants et I'ensemble des minorants de chacun des intervalles
1a b[, [a b]. |a b

® Considérons un ensemble E non vide inclus dans un intervalle [a, 8]

Momr:r que @ est un minorant de E et que b est un majorant de E.

. soit E un non vide de IR, a un minorant de E et
b un ml}oranl de E. On suppose a<lb

Soit x un élément quelcongue de E

Par hypothése, asgx et x5 b

Par conséquent, x€[a. b).

Dong, chaque élément de E est un élément de [a, b].

D'ois EC[a, 5],

Conclusion

4 est un minorant de E
[et]
b est majorant de E.

EC(a, b] ( équivau ?
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Exercice | On considere un sous-ensemble non vide A de R,
| On ne sait pas quels sont les éléments de A, mais on sait que tout
{ élément de A est solution de I'inéquation :
§ xeR, |x—1|<4
b
[ 1) Représenter graphiquement un intervalle fermé dans lequel A est
| inclus.
| 2) En déduire un majorant et un minorant de A.

2) Maximum, minimum d'un sous-ensemble de R

2 1.1 Lol
Sait E_{I'E' Frve Il
1 est un majorant de E car :

1) 1 1 1 1 1
{1z=1)et (:I };,-) et (1};) et (l};)ct (I);) el(i)z) el(l);).
DFautre part 1 est un élément de E
1 est donc un élément de E, supérieur ou égal & tous les éléments de E : c’est le plus

grand élément de E.
Nous dirons que 1 est I'élément maximum de E

; 1 i
De méme, ;est un élément de E. inférieur ou égal & tous les éléments de E. Nous

1
dirons que 7 est l'élément minimum de E.

Définitions

| Soit E un sous-ensemble non vide de R.

Un nombre réel a 'aeE

est I'élément minimum f:slsnilic que let]

de E
pour tout élément x de E,
gy X

Un nombre réel b beE

est I'élément maximom :
signifie que
ph Guieqe) (@]

pour tout élément x de E,
i<h
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Hemegie 1. 8iun ensemble E posséde un élément maximum, celui-ci est unigue
(voir exercice 30), 11 en est de méme d'un minimum,
Loutilisation de Farticle défini dans la définition est ainsi justifice,

Remargue 2,

a est I'élément minimum
de E L _éﬂvanl

; a€E [ef] a est un minorant de E

b est I'élément maximum T =
| déquivaut & ) b€ E [et] b est un majorant de E.

de E e

Naoraticns

Si un ensemble E posséde un élément maximum, celui-ci sera noté Max E

Si un ensemble E posséde un élément minimum, celui-c sera noté Min E

u et v étant deux nombres réels, Max {w, v] pourra étre noté Max (u, v), Min{u, v}

pourra étre noté Min(u, v).

Exercices | 1) Dé iner fe i et le mini de [
¢ 79
[2: —0.5; ;\fltu;dqd.

| 2) 0 est-il le minimum de IN?
! 3) Montrer que, pour tout nombre réel x |x|=Max(x, —x).

On désigne par I T'intervalle ]0; 1.
Donner la valeur de vérité de la proposition :

09%el

Donner la valeur de wérité de la proposition :

0,99 est un majorant de I
0,99 est-il I'élément maximum de I?
Donner 1a valeur de vérité de la proposition @

lel
Donner la valeur de vérité de la proposition :
1 est un majorant de I
1 est-il I'élément maximum de J?
Un nombre réel b est I'élément maximem d'un sous-cnsemble A de R lorsque la
proposition
beA [ef] bestunmajorantde A

est vraie, cest-i-dire lorsque les deux propositions :

beaA
b est un majorant de A

sont toutes les deux vraies.
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Démaontrer qu'un nombre b n'est pas [élément maximum de 'ensemble A revient 3
démontrer que I'une des deux propositions ci-dessus est fausse; il sagn donc de
démontrer ;

— que béA;

— ou gue b n'est pas majorant de A,

Exercices 1) Koffi pense avoir trouvé I'élément maximum de |0; 1[.
Son professeur lui dit :
i « Sans connaitre le nombre que vous avez trouvé, je peux démontrer
que ce o'est pas le maximum de ]0; 1
{ En cfict, appelons b ce nombre, Nécessairement b appartient 3

L jo: 1. or

b1 . . .
3 est strictement supéricur & b et cest encore un

élément de ]0; 1[. Done b o'est pas I'élément max:mum de |0; 1[.»
Jusufier ch. des affi ! faites par le
On a ainsi démontré que |0; 1| n'admer pas d'élément mazimum.

2) Dans chacun des cas suivants, étudier si le nombre réel b est le
; maximum de I'ensemble A : -

i

5

?

E 7 i

; b=5; A=F(3;E]:
; bn;; A=]1;225]nD,.
¢

|

{

3) Dans chacun des cas suivants, étudier si le nombre réel a est le
minimum de l'ensemble A :
a=314; As=|m 3[;
a=14 A=]VZ 3ND,;
a=15 A=]VI 3inD,

Langage et |opﬂ

Les connecteurs logiques [€i] [ou]
Il est fréquent qu'une phrase mathématique soit de la forme :
P Q

ob P et Q sont des propositions.
Une telle phrase posséde une valeur de vérité :
— si P, @ sont des propositions vraies, la phrase P [€1] @ est une phrase vraie;
— si I'une des propositions P, O est fausse, ou si les deux propositions sont fausses,
P [ci] @ est une phrase fausse.
P [e1]| O est donc une nouvelle proposition, obtenue en reliant les propositions P, O
a l'aide du connecteur logique [t
41
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Exemples
e On donne deux droites sécantes (D), (D'}
La propasition :
(D)#(D) [ef] (DN(D)# &

est une proposition vraie.
® Dans R >R, on donne un couple (g, b) tel que a X b=10.
La proposition :

akd b#0
est une proposition fausse,
De méme, étant donné les propositions P, O, la phrase mathématique :

P e
€5t une proposition.
La valeur de vérité de cette propasition est telle que :
— si l'une des deux propositions P, @ est vraie, ou si les deux propositions sont
vraies, P [U] Q est une proposition vraie;
— si les deux propositions P, Q sont fausses, P Q est une proposition fausse.
P [ou] Q est la propositicn obtenue en reliant les propositions P, @ & V'aide du
connecteur logique [ou’.
Exemples
® On donne deux droites paralléles (D), (D').
La propasition :
(Dy=(D") (D)D)=

est une proposition vraie,
# Dans R =R, on donne un couple (a, b) tel que (a, b) # (0, 0).
La proposition :

a#0 b#0
esl une proposition vraie.
» On donne deux nombres réels a et b inverses I'un de l'autre
La proposition :

a=1{ b=0
est une proposition fausse,
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Exercices

11 &) nmmna! qm quels qua soient les
nomuras réels x el r
|#+ r+:!c1NI+IyI+IzI
Dans quel cas a-t-on
[+ y+2|=|xl+ ||+ (217

b} Démontrer qua, quels que soient les nom-
bres réels x el y

{1l =¥l <l — v

\Ll {1). Démontrer gua. qual gua soit la nombre
réel x

a) |[3x—Bjg|2x—4]+|x 42
&) o4 x| =% + [

"l A1) Bi & e b sont deux nomores réels
distinets. montrer que -

+b

4 (1) Existe-t-il des nombres réels a tels
8

™ qu
la=52ma=52 7

Donner deux xemples,
Existe-1-il des rombres réels x tals que

[e=3Tj#x—3T7 7
Donner deux exemples.

5 (1). Existe-t-il des nombres réels & égale
digtance des trois nombres :

=51 —837 an 7

8 (1), Calculer d(3,01

d

al—

al—

al—
T2 [ I
! dew nombras réels x tals que :

je—1]=1,

x étant Lt
& lade de Ia ruprmnmn gmnhnquc un

ancadra dix —1
Exprimar u:x —1) & laide oe k& valeur
absoiue.

E'\aéamnmmx—ifm alors | % — 1] <3,

| bres réels x vérifiant la proprigté indiguie :

8 (2). Dans chacun des cas suivanis. écrirg
us forme d'intarvalie 'ansemble nam-

) =1 147

bl xeRY el |x|eg2:

e} |x| <8

d) xeR* et |x|>1475
&) k> —21;

M xeR & |x]=357,
o) xeBT el |x|<4.31;

h) keR=[3; =]
i) kel N[ —56; 13,42);
1} xe e, =3[u]—4a; 5]
®(2), Soit x un nombre réel quelcongue.
Montrer que :

8i|x—2j<1 alors [x—4|<5
10 (2} Trouver le centre et le rayon des
ntarvalles suivanis. Vérifier & l'aide d'une
maprésantation graphigue.
[0: 5] [2: 4.7, |—3; 2[: |—4; —O0S5[;
V2, VE], |— 100, —10[.

11 {2). Trouver l'origine el l'extrémité des
intervalles suivants ©

R () S (S

E VE) of 32

im 2k J(zv’i.T), J(—;.E .

12 (2). Chacun des ensembles suivants est un
intervalia dﬂarmlmr l'ortigine,

an
Textrémite, e centra of la rayon
ifo: 3ynigz 5y

iz 5Jm'(1- 1)-

=g anif—2
t-sani(-22)
=z 2)nijmzm

13 (2). &) Ecrie en extension les ansembies
[0 8l MN;

2. 10]AN;

12 20NN

335, 341NN

Quel est le nombre d'ééments de chacun de
BB ansembles?

43
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-
b} ol n un nombre entier natural
Guel Bst le nombre d'diéments de l'ensemble
[m n+8]NNT
) Soil m, n dewux nombres entiers naturels taks
que m<n.
Quel est |a nombre d'dléments de I'ensemble
[m nlNMN? de 'ensemble |m, AjNIN? deo
T'enzemble |m, n[NMNT
On ne demande pas de |ustifier les résultats
donnds aux questions b et ).

14 (2). Solf ¢ ' dous nombres réels,
£, I deux nombres réels sirictement positifs.
Montrar gue |

1) 8l je—e'|=r+r alors :
er'+e'r
7 el rk
2) 8l jc—c'|<r+ r alors
e’ +e'r
rr

€lje; ANIe; ).

15 {3} On considére 'ensambie £ défini par -
1111 !}

= { 23 a5s)

Lrwm un majorant dé £ qui solt &lément de

Trouver un majorant de £ qul ne seit pas
lémant da E

18 (3). Oudunnn 188 ensemidis
=57 67
|—5 8l [—-58nZx

Pour chacun de ces ensemblos, étudier si 7 en
st un majorant.

17 (3) Flangsr par ordre croissant les nom-
bres suivants

78
2 05 VIO, 4

13 est-il un majorant de l'ensemble de ces
nombras? Pourquei?

18 [3). On considére un sous-ansemble non
vide A de R. On ne sail pas quels sont les
#léments da A mais on sait que chague &la-
mant da A ast solution de |indquation

xeR, |x+2{<3

ap b ot
un intervalle fermé dans lequel A est inclus.

B} En deduire un majorant 8t un minorant oe
A

©) Sachani gue I'un des ensembles sulvants
vt l'ensembie A, déterminer leguel

19 {3)
dud\n«:unmanmmﬁ B8 mee

A,{‘;a;n.s;i};

B={1; VZ V7.0,
C=]—15 437[NN.

- — o).

¥ 20 {3). Dans chacun des cas suivants, étudier
1 " la nomore & est le minimum de P'ensembie

R
e ami)
s==3 a=[-Lu[nz

7
o= A={34VE 28 Lw+2 V)

321 (3). Dans chacuri des cas suivants, dtudier
aei I8 nombre b est le maximum de I'ensemble
b=28; E=[0.

b=2vE  E=]-2VE|
b=—318,| E=]—7, —m[

17

—1=vIf|

22 (3). Aeprésentar graphiquamen:
rlﬂe des solutions ﬂng::gguqm des
suivantas ;

®eR, |x+2)=4;

1
xeR, +*|=3i
XTs

xel, |[—x—1|=4;
xeR, [2x+1|=1; ,
xeR, |[4—3x|=5.




2 Sous-ensembles de R

| 23 (3l Representer graphiquement |'ensem-
bile des solutions de chacune des inédguations
Suivantes

xel,
feM,

¥ =27

2
|x=05[=
" I"z

*€R, [Ax=2j<5

24 (3} On_recherche des sous-ensemblas
non vides £ de R teis que -

® =3 soit un minorant da £
® 1 soit I'élément maximum de E;
« E contignne lintervalle ouvert de centre 0 et

da rayon —-
5'0"2

Donner frois sxemples de sous-ensambles de
R satisfaisant & ces conditions.

25 (3). Soit & &1 B deux nombres entiers

naturels non nuls.

‘Soit 0, 'ensemble des diviseurs de a dans N,
D, P'ensemble des diviseurs de b dans B,

1) Quel est le minimum o I'ensemble 0,7

Quel es1 le maximum de 'ensemble 0,7

2) Déterminer  le minimum de 'ensemble
0.,
Commert  appelle-t-on  ls  maximum de
o,ng,?

3) Comment faut-il choisir & &1 b pour que be
minimum ¢ O, M D, $oit aussi le maximum de
0,n0,?

28 (3] Sol & b deux nombres entiers natu-
rels non nuls

Soit M, l'ensemble des multiples de a dans
N‘ &t M, 'ensemble des multiples de b dans

1} Quel st le minimum de Immlﬁl M7

2} Comment appalle-t-on le minimum da
MNM?

3 Commant (lulul choisir & gl b pour gue le
minimum de M, 1 M, soit ax b7

4) Commant tmlt choisir 8 8t b pour que e
minimum de M, N M, sait 87

b+c
2
Comment faut-i choisir les nombres a o b

ela bl o "_3.'.5:»:.

a+b
Four que Ts]q. u[?

28 (3} Solt ¢ un dlément da Vintervalie |2: 3]
Determiner un intarvalle cuvert de centrs ¢
inclus dans 12 3]

Pour réfiéchir

29 Soit A un sous-ensembie non vide de R
agmettant un alamom minimum m el un dlé-
mant maximum M

Soll 1&, & un intervalle cuvert de IR contenant

Monm qu'il existe un majarant de A autre
que M e appartenant & |a, b[.

EL sou E un sous-ensemble non vide de R,
deux nombres réels.

Par au pmuldu différents, on a montré que

8 & b élaient tous los doux des éléments

maximums de £

Montrer qu'en fait a = b

31 Soll A, 8 deux sous-ansembles non vides

Snﬂ @ un majorant de A b un majorant de 5 et
K le maximem de {a, &)
Monirer que k est un majorant de AUB

82 Suﬂ A B deux sous-ensembles non vides

Son © un minorant de A, d un minorant de &
:‘o?nr que Min(c, d) est un minorant

33 Le nombre VE est-ll un majorant de
'ensemble des nombres rafionnels dont e
carré est infirisur 3 27 Estil P'élément
maximum de

34 Soit Mix, y,) 8t N{x, y) deux points
qualconques du plan muni du repére (O, | J).
On note §(M. N} le nombre réal définl par

BM N =y — ]+ = wal
&) Montrer que

o 5(M N)=0 M=N

o BiM N =8N M)

ensambln?

27 (3). Soit]a blun mleﬂrallc ouvert de R, b) Soit A(2; 3} B{3; 5). C(—1. 4}
+ so«tc’ un Bl ]mmi a, b Calculer §(A B): 8(8, C). 8{A C).
L ok €} . O, & étam tris points quelconaues du
¥ Sy "c-\:c plan, semontrer a
A les SiP. 014 5(0, MY8(P. A
i1 e & 45
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as 1) Donner deux exemples de  sous-
ensambles A el 5 de R tals qus
ANB={1] &t AUB=R.

2) On veut détermines las sous-ensembles £, F
de B el que :

e ENF={1):
® EUF=

® pour tout x élément de £ &t pour tout
slement de F. x gy s s
a) Montrer que tout dlément de £ est inlériaur
En déduire quet ! EC e,

Maontrer, de miéme, que : Fc[! -[.

by Suut:un&éﬂlmlqwlwnqul da | =, 1],
Montrer que * n'appartiant pas & F
Endtdulrlm]-— ![cEpunquo].— 1cE
€) Montrer que -

E=ja 1] @ F={1, |

Pour s'amuser

36 Prenez une calculatrice. Qual est le plus
grand nombre qu'ells paut afficher? Quel est le
plus patit?

Que! est 8 plus petit nombre strictemant Doﬂcllf
qui peut étre affichd par la caloulatrice’
Appelons A 'snsemble nombras = um:n-
bles par la calcularices. On & détarming
Max A, Min A Min(ANR**),

Soil @ tal que &= Max A Essayez d'eHectuer
avec vobre calculatrice @ a4-3 aXa Cue
constatez-vous? L'addition, la multipiication
a‘c;al-elm des lois de composition interne dans

On sait que, pour tous nombres réels x, y :

sizxgOotygOalors xXy#0.

Soit b 18l que b=Min(ANR*") Effectues
nxb’m votre calculatrice. Que constatez-
vous

La= ion = da la I incid
Eﬁ;-la {sur Ax A) avee la muitiplication dans

Une touche (et sans doute une seulement) da
wolre calculatrice permet d'exdcuter une fon:
than nul coincide sur A aves la m

Laquelie?




Calculs approchés

Legon 1: APPROXIMATIONS DECIMALES
Legon 2 : VALEURS APPROCHEES

Legon 3 : CALCULS PRATIQUES

A l'mde d'une calculatrice, on effectue :

1) 32,584 X 51,231,

La calculette affiche :

[ 1669310504 | e

Est-ce le résultat exact?
Contrdler.

3) 9RT 654321 X 123456 789,
La calculette affiche :

1,2193 17
C'est sa fagon d'éerire @

12193 % 107
Est-ce le résultat exact?

V285714286

€8 @ () 0 (2
BEEE
CEEEO
LEEE
HEoEE

RS,

2)2:7

La calculette affiche :

0,285 714 286

Est-ce le résultat cxact?
Justifier.

4) 0000875 % 0,000625.
La calculette affiche !
54688 =07

Cest sa fagon d'écrire

54688 % 1077,

Est-ce le résultat exact?
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Au cours de physique. pour une expérience, on a branché dans un circuit électrique
un ampéremétre €t un voltmétre,

AMPEREMETRE VOLTMETRE

Sur l'ampéremétre, on lit Iintensité I du courant (unité : l'ampére}; sur le voltmétre,
on lit la différence de potentiel L' (unité : le volt). Sachant que la puissance P est
donnée par la formule :

P=UXI,
peut-on donner la valeur exacte de la puissance dissipée dans le circuit érudié
(unité : le watt)?

1 Approximations décimales

1) Introduction

48

3,14159265.. est le début de I'écriture décimale illimitée de m; de plus -
3,14159265 X 3=9,42477795.

Pourtant 9,424 777 95... n'est pas le début de I'écriture décimale illimitée de 3w En

effet, un calcul plus poussé permet de montrer que 9,424 77796... est le début de

Téeriture décimale illimitée de 3 7 Des nombres réels non décimanx tels que T,

sin 18%, .. interviennent dans divers calculs (mesure de I'aire d'un disque, mesure

d'un cbtd d'un trangle rectangle, ..).

Or pour effectuer ces caleuls, que ce soit 4 la main ou I ald.e d'une calculette, nous

sommes ints de 1 ces par des i aprochess.

Le résultat ainsi obtenu n'est évidemment pas le résultat exact. Il convient alors de

préciser la position du résultat exact relativement au résultat obtenu par calcul.

C'est pourquoi il est important de pouvoir :

— situer les nombres réels par rapport aux nombres décimaux;

— indiquer le «degré de proximité» d'un nombre réel relativement & un nombre

décimal.
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2) Comparer deux nombres réels

Soit @ et b deux nombres récls i comparer.

Si ces deux b sont des b i lewr écriture décimale permet de
les comparer aisément (voir manuel de Quatriéme )

Si I'un au moins de ces deux nombres n'est pas un nombre décimal, nous avons vu
dans le chapitre 1 divers moyens de procéder pour les comparer. Aimsi, pour

2% 33 . . z ; ;
comparer ? el o peut réduire ces AU méme de puis
comparer les numérateurs ainsi obtenus, On peut cependant procéder différem-
ment 3

2
o7 #st un nombre compris entre 3 et 4; en effet %{?‘(?.

23 16 23 24
« 5 est un nombre compris entre 2 et 3; en effet ?<?<-ﬂ--

1 2 a 4

%

23 22
En conclusion : — =
8 7
[ T
Comparons IT_';‘Z et en utilisant la division & virgule.

w0z | 14
102

—_— ;6
Done 1‘;EIS, [
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102 | 19 0 ‘ 11

102 0
Done ’—9~s]5,3;5.4[- Done -ﬁ-e]S,]:S.I{.

102

102
Done T 15.36; 5,37,

S3+

& B 2 3 2
W oW Wi v
: 02 70
Ces derniers encadrements de kT3 et n permetient de conclure que :
102 _70
b PR
AETINTY
102 70)
. 0.914.:!( 1913 <0,03.
Plus g I pour P deuy bres réels a et b, on peut procéder
comme suit :
1) on cherche un intervalle I, :  — auquel appartient a,

— dont l'origine et I'extrémité sont des
nombres décimaux;
2) on cherche un intervalle I, : — disjoint de 1,
— auquel appartient b,
— dont U'origine et P'extrémité sont également
des nombres décimaux.
La position de l'intervalle I, relativement & lintervalle I, permet de comparer les
nombres réels @ et b et de donner un encadrement de la distance d(a b)
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Evemple
Siwe|2,31; 2,32 et be|2,33; 2,34],

&

on peut conclure gque :
1) a<b

et
2) 00 =<d{a b)<0,03.

Exercice cm - 196 (l“s
omparer oy ',

Danncr un encadrement par des nombres décimaux d'ordre 3 de
d(lgﬁ IAiS)
2317
3) Partie entiére d'un nombre réel

La méthode exposée ci-dessus est d'un emploi simple lorsqu'il s'agit de comparer
deux nombres rationnels; la division & virgele fournit les encadrements par des
nombres décimaux consécutifs de méme ordre Le probléme est plus complexe
lorsqu'on veut parer deux t ir Is. En effet, étant donné un
nombre irrationnel, est-il possible de 'encadrer par deux nombres décimaux

consécutifs de méme ordre?

Rappelons l'axiome d'Archiméde.

sin 187

| Quel que soit le nombre réel x, il existe un nombre entier relatif z ¢t un seul tel
que :
rx<z+l
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Ce nombre entier relatif est appelé partie entiére du nombre réel x et noté : E (x).
Ainsi,

PESE . ze &
Etvi=z | signific que’) [e1)
| zRx<z+1.

L'axiome d'Archiméde peut s'énoncer plus simplement, comme suit :
tout nombre réel peut &tre encadré par deux bres entiers relatifs

Exemples
1) E(31,365)=31 car 31 e Z et 31,365€[31; 32; autrement dit, 31 est le plus
grand nombre entier relatif qui soit inféricur ou égal & 31,365,

2) E{—54)= —6; justifier

3) E(—3)==13; E(0}=1; E(1)=1; justifier.

Exercices 1) Justifier : E(V133)=11;

o(-Z)--

!
! 2) Compléter et justifier : E({5% 10~*
{

A chaque nombre réel x, on peut associer sa partie entiére E(x); on définit ainsi
I"application =
E:R— R
x —» E(x)

qu'on appelle fonction partie entiére.
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Une représentation graphique partielle de cente fonction est donnée ci-dessous,

3 —
|
1
2 —t
i |
.
1 ! i i
1 i
S e ] i ! |
H H | o 1 2 3 4
1 ]
1 ! 2 S
|
L) }
1 1
T et L2
1
1
)
i L3

Exercices | 1) Trouver cing nombres réels qui ont pour partic entiére 2.
! Quel est I'ensemble des nombres réels qui ont pour partie enticre
=37
| Trouver cing valeurs de x telles que E (3 x)=4.
| 2) Montrer que, si z est la partie entigre du nombre réel o, alors
i a—l<zga
! 3} Plus généralement, a et b étant deux nombres réels, montrer que
; a€lb; b+ 1] '_'_équivauli Y bela—1;al

Remarque. Testez votre calculatrice!

touche . Appliquée au nombre
21,347 elle donne 21 & l'affichage, c'est-
a-dire E{21,347); mais, appliquée au
nombre —21,347 elle donne —21 &
I'affichage, c'est-a-dire :
E{—121,34T)+1.

[
[ ||
ag
[
(i
oo

Avec une telle calculette, on vérifiera que :

» lorsque le nombre introduit appartient 8 RTUZ~, la touche |I
partie entiére du nombre;

fait afficher la
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» lorsque le nombre introduit appartient 4 R~ = Z ™, la touche [INT] fait afficher
la partie entiére du nombre augmentée de 1. -

Dans chaque cas, cette touche [INT] fait apparaitre & U'affichage, le nombre obtenu
en supprimant les chiffres apres Ta virgule du nombre introduit.

4) Approximations décimales d'ordre n

a) Approximations décimales d'ordre n par défaut, par excés.
Considérons le nombre réel V13,
Comme (3.6)°=12.96 et (3,77 =136% ona:
36<VI3<3,7  (justifier),
3.6 et 3,7 sont deux nombres décimaux consécutifs d'ordre 1 qui encadrent V13,
On vérifiera que 3,605 <<V13<3,606; 3,605 et 3,606 sont deux nombres décimaux
consécutifs d'ordre 3 qui encadrent V13,
Est-il possible de trouver deux nombres décimaux consécutifs d'ordre 10 qui
encadrent V137
Plus généralement, montrons que, quel que soit le nombre réel x et quel que soit
Fordre n choisi, on peut encadrer le nombre réel x par deux nombres décimaux
consécutifs d'ordre n; il s"agit la d'une conséquence de I'axiome d'Archiméde.
En effet, soit x un nombre réel et n un nombre entier naturel.
Désignons par z la partie entiére de 10" X x
Par définition de la partie entiére d'un nombre réel, on a :
IR0 X x<z 41
Comme 107" >0, on a également ;
XA (g4 1) % 107",
X 107" et (z+41)x 107" sont des nombres décimaux d'ordre r. Leur distance
vaut 107"; ce sont deux éléments conséeutifs de D,
En conclusion, quel que soit l'ordre n choisi, on peut encadrer tout nombre réel x
par deux nombres décimaux d'ordre n, consécutifs. Par définition, le nombre

2% 107" est appelé approximation décimale d'ordre n par défaut du nombre réel x
Autrement dit,

d et x étant deux nombres réels,
n étant un nombre entier naturel,

d est 'approximation déci- o
¢ équivaut a_>

male d'ordre n par défaut
de x.

deg x<d+107"

Par définition, si d est I'approximation décimale d'ordre n par défaut du nombre
réel x on dit que d + 107" est son approximation décimale d'ordre n par excis.
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Exempie

2,37 est Fapproximation décimale d'ordre 2 par défaut de 23785413 : Cest e plus

grand nombre décimal d'ordre 2 inférieur ou égal a 2378541 3.
2,38 est I'approximation décimale d'ordre 2 par exceés de ce nombre.

Le raisonnement qui précede les définitions des
par défaut et par excés suggére les programmes dc caleul suivants.
Pour obtenir Iapproximation décimale d'ordre n d'un nombre réel x,

PAR DEFAUT PAR EXCES
placer en entrée le nombre x : placer en entrée le nombre x :
— le multiplier par 107, — le multiplier par 10",

— prendre la partic enticre, — prendre la partie entiére,
— multiplier par 107" — ajouter 1,

— multiplier par 107"
On sché e ces deux p comme suit :

]
®

=

=

O 00

B

~ Exercice ilusliﬁer:
23
a) 1,76 est I'approximation décimale d'ordre 2 par défaut de ﬁ"

23
b) 1,77 est 'approximation décimale d'ordre 3 par excés de — 3

décimales dordre n

€} 2,23 est l'approximation décimale d'ordre 2 par défaut de VE.
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56

Pratiquement, lorsquon connait le début de D'écriture décimale illimitée d'un
nambre réel positif. on obtient Fapproximation décimale d’ordre n par défaut ¢n ne
conservant de cette écriture que les n premiers chiffres aprées la virgule,

17
Ainsi, par exemple, sachant que ~I-Iw 1, 54..., on trouve facilement I'approximation
17
décimale d'ordre 2 par défaut de ﬁ : clest 1,54,
Pour trouver 'approximation décimale d'ordre 3 par défaut de ce méme nombre, on

tiendra compte du fait que 1,5454._ est le début de I'écriture décimale illimitée de
1,54,

Attention!

En procédant de méme pour un nombre neégatif n'appartenant pas & D,
c'est-d-dite en ne conservant du début de I'écriture décimale illimitée de ce nombre
que les n premiers chiffres aprés la virgule, on obtient l'approximation décimale
d'ordre n par excés.

Ainsi, — 1,54 est I'approximation décimale d'ordre 2 par exces de —13; som

11
approximation décimale d'ordre 2 par défaut est —1,55.
En effet :
-3 €[ =155 —1,54]
11 e SENY
=154 Vi ? Ei 1,54 1,55
Is rd'd
17
1
Exemplex
! 0142859 2 0714285
== P L
7=0 i3 ; i
Approximations 1 =
g lniy 7
d | par défaut Par gxces par défaut | |par excés|
dordre 0 0 1 -1 o
1 0,1 0.2 —08 —0,7
2 014 0,15 =072 =071
3 0,142 0,143 =015 —0,714
4 01428 0,1429 —0,7143 —0,7142
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Exercices | 1) Quelle est Jappm:unalmn déoimale d'ordre 5 par défaur de
{341 de —2,713

! 2) Trouser Vensemble des nombres rée]c qui ont pour -‘Pmnl-mannn
| deécimale dordre 3 par défaut, le nombre 2,714 |
1 3) Lapprosimation décaimale d'ordre 3 par défsut de Vopposé d i

| nombre réel est-elle Vopposé de Vapprosimation décimale dordre 3
{ par défaut de ce nombre réel? Justifier

L'approximation décimale d'ordre n par défaut d'un nombre réel x
défimit un encadsement d’amplitude 107" de ce nombre réel :
st et Papproximation décimale d'ordre n par défaut de x alors re[d d4 107",

Inversement. un encadrement d’amplitude 1077 d'un nombre réel © permet-il de
trouver Fapprosimation décimale d'ordre n par défaut de ce nombre?

Exercice } Soit [2,363; 2,373 un encadrement d'un nombre réel a
il

a) Duelle est Famplitude de cet encadrement?

¢ B La donnée de cet encadrement de o permet-elle d'affirmer que

{ 2,36 est I'approximation décimale d'ordre 2 par défaut du nombre
réel a? Pourguai?

| ) Quelles sont les approximations décimales par défaut de a que cet

encadrement permet d'obtenir? Préciser Pordre de ces approxima-

1 thons.

En pratique, pour trouver lapproximation décimale d'ordre n par défaut d'un
nombre récl, il faut un encadrement de ce nombre par deux nombres décimaux qui
omt en commun les a premiers chiffres apres la virgule,

b Arrondi d'ordre n M= v

Pour obtenir la mesure de 'aire d'un disque, on multiplie par 7 le carré du rayoen de
ce disque. Duns la pratique, on remplacera 7 par une de ses approximations
décimales. Afin de limiter la durde du caleul, on Tixe généralement 'ordre de cette
approximation; il reste alors & choisir entre I'spproximation par défaut et celle par
exces, Il convient, évidemment, de choisir « [a meilleure s, c'est-i-dire celle qui est la
plus «proche » de

Par exemple, on décide de remplacer o par une de ses approximations décimales

d'ordre 3.
0IHMI5
Le début de I'écriture décimale illimitée
141 de o étant 3,141 59 ona
Atios M) S << d (7r; 3,141 )<<0.0006
mEEESA R et 0NN << o (7 3,142) <0000 5
[EXLITTES

3,142 est plus prés de o que 3,141, on dira que 3,142 est la meilleure
appraximation deécimale d'ordre 3 de 7 ou encore que 3,142 est Parrondi d'ordre 3
de m
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Plus généralement, soit x un nombre réel, et d son approximation décimale d’ordre
n par défaut.

—n

1g—n St xe[d, d’+%[ Papproximation
".‘ !H—T * E“ décimale d'ordre n par défaut est plus
S — prés de x-gue son approximation déci-

” miale d'ordre n par excés.
'\‘—j d est la meilleure approximation déci-
- male d'ordre # de x ou encore, d est

l'arrondi d'ordre n de x

Ainsi 2,6 est I'arrondi d'ordre 1 de V7 26 b 27
car VT e[2,6; 2,65[ (véritier).

i)

=" . L —n
4 A+ e Si xe]d+—2—-—,d+1n ]
—— d+ 107" est la meilleure approximation
o décimale d'ordre n de x ou encore
Kz d+107" est Parrondi d'ordre n de x

164 1,645 2,65
L i 1

Ainsi 2,65 est l'arrondi d'ordre 2 de VT
car :
V7 €e]2,645; 2,65).

10~"
Si x=d+—-2-—‘ les deux approxima-

1
d dt— i1 tions décimales d'ordre n de x sont &
et ] s ¢gale distance de x. Par convention, dans
ce cas on choisit comme arrondi d'ordre
@ n, approximation décimale qui a la plus
. grande valeur absolue.
Ainsi :

324 3,245

® 3,25 est I'arrondi d’ordre 2 de 3,245;

325
& =325 est larrondi d'ordre 2 de

-3,245 =324
—3,245. . s
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En pratique, pour obtenir Farrondi d'ordre a1 d'un nombre dont on connait le débuy
de V'écriture décimale on procede comme suit @

— sile (n 4 1™ chilfre apres la virgule est 0. 1.2, 3 ou 4, il suffit de ne conserver
que les n premicrs chiffres apres la virgule; dans ce cas, Varrondi d'ordre n est
Tapproximation décimale dordre n qui a la plus petite valeur absolue;

— sile {m4 1) chiffre aprés la virgule est 5, 6, 7. & ou %, 'arrondi d'ordre # est
Vapproximation décimale d'ordre n qui a la plus grande valeur absolue.

Adnsi -

— Tarrondi d'ordre 2 de w est 3,14;

3,14 | 154

|

umnduduu!u .dt. Ll

| le ¥ chiffre apres la virgule est |

= Tarrondi d'ordre 3 de r oest 3,142;
314159,
}

L_1e 4° chiffre aprés la virgule est s

3,142 : arrondi d'ordre 3 de

- ;- 1.285714.

® Le début de V'écriture décimale illimitée de V7 est 2,645 751 ..
« Le débur de I"écriture décimale illimitée de — r est — 3,141592 .,

ARRONDI de ; V7 -7
d'ordre 0 1 3 -3
1 13 26 —31
2 1,29 2,65 =314
3 1,286 2.646 = 3,142
4 1,2857 26458 —31418
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¢} Arrondis d'ordre n et encadrements.

Recherchons les nombres réels qui ont pour arrondi d'ordre deux, 7,42.

7,42 est I'approximation décimale d'ordre 2 par défaut de tout nombre appartenant
& Pintervalle [7,42;7.43].

7,42 est I'approximation décimale d'ordre 2 par exces de tout nombre appartenant i
Vintervalle [7,41; 7.42]

141 7,43

Pour tout nombre réel appartenant i Uintervalle |7.415; 7,425[, 742 est Ia
in imation déci d'ordre 2
De plus, par convention 7,42 est I'arrondi d'ardre 2 de T.415.

Danc 7,42 est arrondi d'ordre 2 de tout nombre réel appartenant 3 lintervalle
[7.415; 7.425][.

Plus généralement, on peut montrer que :

e si @ est l'arrondi d'ordre n d'un nombre réel positif x alors

!n- a+ Instun
2 IR

de x;
e si a est larrondi d'ordre n d'un nombre réel négatif ¥ alors

1" 10"
a— 3 <a+T est un encadrement de .

On voit ainsi que la donnée de Iarrondi d'ordre n d'un nombre réel détermine, pour
ce nombre réel, un encadrement d'amplitude 10—",

Exemples

2,714 érant V'arrondi d'ordre 3 d'un nombre réel x on & 271355 x<2.7145
—=2,714 étant l'arrondi d'ordre 3 d'un nombre téel ¥ on &
—2T145 <y —2,7135.

= Exercices | 1} Sachant que l'arrondi d'ordre 4 de sin 32° est 0,5299 donner un
é encadrement d'amplitude 10~ de sin 32¢
| 2) Sachant que — 0,342 est I'arrondi d'ordre 4 de cos 1107, donner
| un encadrement d'amplitude 107* de cos 1107

Remargue. 51 on connait Papproximation décimale d'ordre 4 par défaur d'un
nombre, on obtient facil les approximati imales d'ordres 3, 2, 1 et 0 par
défaut de ce nombre. Il n'en est pas toujours de méme pour Narrondi : de Parrondi
d'ordre n d’un nombre on ne peut pas toujours déduire Parrondi d'ordre (n=1) de
ce nombre,
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Faemple Les nombres 2,148 et 2,151 ont tous deux pour arrondi d'ordre deux 2,15
Mais. Parrondi d'ordre 1 de 2,148 est 2.1 alors que Varrondi d'ordre 1 de 2,151 est
2.2
Exercices | 1) Sachant que 3.142 est larrondi d'ordre 3 d'un nombre récl x
| déduire i possible les arrondis d'ordres 2, 1 et [} de e¢ nombre x
§ HEg . r
| 2) Sachant que 2,45 ext Varrondi d'ordre 4 d'un nombre réel y
| déduire si possible les arrondis d'ordres 3. 2, 1 et 0 de ce nombre y.

5) Approximations décimales et addition

2.23 est l'approximation décimale d'ordre 2 par défaut de V5 (vérifier)
2,64 est lapproximation décimale dlordre 2 par défaut de V7 (vérifier).
Le nombre (2,234 2,64) est-il Papproximation décimale d'ordre 2 par défaut de
(VF VT2
» Par définition des approximat décimales d'ordre 2 par défaut, on a :
— 223 V<224
(/ORDRE S 5 ﬂ_‘: i <7ﬁs
~_ADDITION —_—
— $RTS VI VT <489

[4,87; 4,89] est un enea,dmmem de t\-"‘_+ \.r"_] d al'llph:ude 2% 1072 1l ne permet
done pas de d P'app d'ordre 2 par défaut de
(V34VT)

» Poussons plus loin nos investigations et montrons que 4,87 n'est pas l'approximi-
tion décimale d'ordre 2 par défaut de (VEEVT)

2,236 est 'approximation décimale d'ordre 3 par défaut de /3 (vérifier),

2,645 est 1" appmxlmutnn décimale d'ordre 3 par défaut de V7 (vérifier).

définiti décimales d'ordre 3 par défaut, on a :

2236 V3 <2237
@g@ 26455 VT <2646
S BBL VS V<4883
[4,881; 4,883 est un encadrement de (V'3 +V/7) qui permet de trouver I'approxi-

mation décimale d'ordre 2 par défaut de ce nombre.
En effet [4,8R1; 4 BR3[ C[4,88; 4,89].

« Par

6l
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Exercice | Le débur de écriture décimale illimitée de V'S est 2236067497
| celui de VT est 2,64575131...
| Comparer la somme des approximations décimales d'ordre 3 par
| défaut de V'S et VT et I'approximation décimale d'ordre 3 par défaut
| de la somme (V3 +V/7),

Can

lusicn — La somme des approximations décimales d'ordre a par défaut de deux
nombres a'est pas toujours Papproximation décimale d'ordre n par défaut de la
somme des deux nombres.

Les approximati décimales des h réels sont trés utiles pour situer ces
nombres. Toutefois, lorsque, dans un caleul on remplace des nombres réels par des
approximations décimales, le résultat obtenu n'est gé i pas une approxi
tion décimale du résultat exact : la notion d'approximation décimale ne suffit plus
pour situer le résultat, On utilise alors une notion plus générale : celle de valeur
approchée.

2 Valeurs approchées

1) Définition
a) Les caleuls qui précédent ont montré que :

V5447 el4,881; 4,883

Ce nombre réel appartient donc @ lintervalle fermé de centre 4,882 et de rayon
0,001,

— -
0,001 0,001

On en déduit que : d(4,882; V5 + V7)< 0,001,
On dira que 4,882 est une valewr approchée de V3 +V7 & 0,001 pres.

Définition

Etant donné un nombre réel x et un nombre réel strictement positif £, an dit que
le nombre réel o est une valeor approchée & f-prés de x lorsque :

dio. x)e .
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Le nombre réel strictement positil £ est appelé incertitude associée @ la valeur
approchée & ou incertitude sur x

¥
. - —
T T T
a=1{ L] a+i
4———-‘:‘-—---4-————-4

Autrement dit

{ désignant un nombre réel strictement positif, & et x désignant deux nombres

réels,

a et une  valeur IR

approchée & E-pris { équivaura |Te|a—{;u+ff
Hiihibismid il

de X

[ Lge
L

Exercices | 1) Trouver un nombre distinct de VE+vT qui a pour valeur
approchée 4,882 a (LW prés.

\

E 2) Quel est I'ensembie des nombres réels qui ont pour valeur
E approchée 4,882 & 0,001 prés?
}
!
i

! 3) Trouver trois valeurs approchées & 0,002 prés de V3 + V7.

i 4) Le seul renseignement x€[4,881; 4,883] permet-il de trouver une
4 valeur approchée & 0,001 prés de x autre que 48827 Pourquoi?

Remargue
— L'approximation décimale d'ordre n par défaut d’un nombre réel x est unc
waleur approchée & 107" prés de ce nombre réel {justifier).
1w
— L'arrondi d'ordre n d'un nombre réel y est une valeur approchée 8 —— prés de

ce nombre réel {justifier).
63
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2) Comment montrer qu'un nombre réel « est une valeur approchée a
¢{~prés d'un nombre réel x

a) Par calcul, on peut essayer de montrer que |x— a|<f,

Exemple 1
Montrons que 5,38 est une valeur approchée & 53 107" prés de %» c'est-a-dire que

70
il o=t
l” 38|<,5>u

Effectuons la division & virgule.

70 13 On peut donc écrire :
0 5,38 Th=13x 5384006
“2 Ou encore
70 0,06
=538+—
13 13
De cette égalité, on déduit que :
;9-—5 3sl 6)< lO

6% 102
1l reste & montrer que —-—(5)( 10673,

On sait que 163415 c'est-a-dire 1—<5)( o=t

7
Donc I——S.Jﬁlis X 10

T0
On conclut ainsi que 5,38 est une valeur approchée & 5% 10~ prés de o

§ 12
Exercice | Montrer que 1,7 est une valeur approchée & 2 1077 prés de —--
!

Exemple 2
Montrons que 11 est une valeur approchée 4 5x 107% prés de V122
V122=11|=V121 =121
(V122 =V121){V122 4+ V121)
-

Vi22+ V121
_12-12
V122411
1

“Vim+u
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1l reste & montrer que

On sait que VIZZ>11.
Done VIZ2411>2%11.

On en déduit que

V122411

L5X 1075

V122411 E

Eaad 1
Or —<— donc —_——
2 VI122411 20
En conclusion, [v1zZ- iliq;—ﬂ.
cest-2-dire WIZZ=11|<5x 10

Exercice Montrer que 2 est une valeur approchée & 3% 1077 prés de VA

b} Pour montrer que o est une valewr approchée a {-prés de x, on peut rechercher
un intervalle d’amplitede ¢ qui comprend & la fois o et x

En effet, considérons un intervalle fermé d’amplitude £, soit ¢ son centre. Son rayon

est évidemment 3

ofi o f
On désignera donc cet intervalle par I(c'. -2-)

- 4
Supposons que @ el x appartiennent tous deux 4 J(c: E)

dim %)
x @
A T 0
i A-
Bih e TS
TF 3
- f

t ¢ .
Done Iﬂ—;|<§+i c'est-a-dire :

Exemple

Ona:
la—xl=la—c4e—x|
|a— x| |a—c|+}e — x| (justifier}

- £ 4
Draei(c: 5] équivaut & ia-—clii:

i £ &
xu(c-. -2-) équivaur & |e—x| ‘5‘

dia x)¢

Le début de I'écriture décimale illimitée de 7 est 3,141 59 lu division & virgule

22
permet d'obtenir pour encadrement de = [3.142; 3,143]

o 22
Llintervalle [3,141; 3,143] damplitude 2% 107" comprend a la fois 7 et =

{justifier ).

65
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Done n‘(-fr;?)ﬁleﬂ"

22
En conclusion : —- est une valeur approchée de 7 & 23 107" pres

Exercice | Sw:hfnl gue 1414213 est le début de I'éeriture décimale illimitée
de V2etque 1449137 . est le début de Décriture décimale illimitée
maontrer que V7 est une valeur approchée & 4% 10°7 prey

3) Comment trouver une valeur approchée d'un nombre rée! dont on
ne connaitl qu'un encadrement

a) Soit [a, b] un encadrement du nombre réel x Les propriétés des intervalles vues
dans le chapitre précédent, permettent de montrer que :

()

ath

b
et ainsi de conclure que est une valeur approchée i 7 q prés de x

Etant donné un encadrement d'un nombre réel, on peut choisic pour valeur
approchée de ce nombre réel, le centre de I'intervalle fermé que détermine
I'encadrement et pour incertitude associée, le rayon de cet intervalle,
Cependant, dans la pratique, on procéde parfois de fagon différente.

b) Exemple.

1
Soi [ 1:," 77 | un ensadrement d'un nombre réel x On souhaite obtenir pour valeur
approchée de x un nombre décimal d'ordre 3, lincertitude associée étant également
un nombre décimal.
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La division & virgule permet d’écrire :
1
n,ussiﬁﬂu.uso

1
et 0,058 <= 0,059,

11
Comme [ﬁ-' |—1] est un encadrement de x, on peut résumer la situation par le
schéma suivant :

i e

0055 0,056 0,057 1,058 0,054

Pourquoi ne peut-on pas choisir [0,056; 0,058] comme nouvel encadrement de x?
L'examen du schéma et les propriétés de I'ordre sur R permettent de conclure que
0,055, 0,059] est un nouvel encadrement de x qu'on peut déduire de 'encadrement
donné.

0057 0,059

%1077 | 2x 101

On en conclut que 0,057 est une valeur approchée de x & 2 1077 prés.

Exercices 1) []]_8 %] étant un encadrement de x, on décide de choisir comme

!
| valeur approchée de x le nombre 0,056.
| Parmi les nombres suivants quels sont ceux qui peuvent &tre des
| incertitudes associées & 0,0567 Pourquoi?
SX107% 2107 3107 107%

4x107% 28Bx107 T

12} [2.37.
| a) A chacune des valeurs approchées suivantes de ¥ associer unc
| incertitude gui convient :

g 2,37 2.39; 2.4; 2394

1 2,38, 2.41; 2,3; 2,392,

.41...] est un encadrement de y.

ar
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| ) A chacune des incertitudes suivantes, associer (si possible) une
| valeur approchée de y

1072, 10~ 25%10~% 107%
2% 107 IX10-Y sx107Y 4x 107

4) Valeur approchée de I'image d’'un nombre par une fonction affine

a} Prablime.
Un relevé de température a donné pour résultat en degrés Celsius 29,3 3 0,2 prés.
Exprimer ce méme résultat en degrés Fahrenheit,

: . : 9 .
Pour information : si x désigne la température en °C d'un objet, H x+ 32 désigne la
température en °F de ce méme objet.

b} Plus généralement, soit ¢ une valeur approchée a €-prés d'un nombre récl r.

Calculons une valeur approchée de l'image de r par la fonction affine :

Par définition,

a est une valeur approchée

de r & dopris -.\équ:vaia » a—Egrgatd

On a successivement :

fla)+mée
sim>0 -
a—{gr sati flay—mé

mia—Eys mr = mia+f)
mie—f+pamrdpsmia+f)+p
(ma+p)l=mé<mr+p(ma+t pl+ mé
fle)=—mé<flr)  <fla)+mé;

justifier; /
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siom <0
a—fgr o+l
mia+fimmr Smia—1i)
mia+f)+pmmr+pamia—{ii+p E‘\
(ma+pi+ mi mr+ psima+ p)—mt
flay+mi<fir) <fla)—mé; J
Justifier. fla)+ mi

fla)—mi
1 1

Puisque, si m >0, |[m]=m et si m<0, |m|= —m, on résume les deux cas par la
double inégalité :

flak—|m|x S Firy flal+|m|x €

flex) est donc une valeur approchée & |m| X {-pres de fir).

Exercice | Sachant que 1,41 est une valeur approchée de Vviasxio pres.
| calculer une valeur approchée et Uincertitude associée de 'image de
V2 par la fonction affine -

fTR— R
X b—= dx—35

| En déduire une valeur approchée et l'incertitude associée de Iimage
| de %2 par la fonction affine :

R — R
X p—e 45432
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5) Valeurs approchées de la somme et de la différence de deux
nombres réels

al Probléme.

Sait un triangle ABC 12,8 est une valeur approchée & (L4 prés de la mesure en m
de son périmetre; 4.2 et 3.5 sont des valeurs approchées a 0,3 pres des mesures en
m, respectivement de [AB] et de [ BC], Est-il possible que la mesure exacte du cdié
[AC] soit 4.3 (en m)?

b} Plus généralement ;

soit @ une valeur approchée a £-prés d'un nombre réel r,

soit B une valeur approchée & k-prés d'un nombre réel s
Cherchons une valeur approchée de (r+4 5) et Uincertitude associée.
Par définition :

a—E [ - = a4l
A—k = 5 = B+k
dob: la+pl—if+k) = rt+s o= fa+ B+ +k)

On déduit que :
{a + B) est une valeur approchée de (r+ 5) & (£ 4+ k) prés.

On énonce :

La somme des valeurs app de deux réels est une wvaleur
approchée de la somme de ces deux nombres, l'incertitude étant égale & la
somme des incertitudes sur chacun des nombres réels.

Cherch i une valeur approchée de (r— s) et U'incertitude associée.
Par définition de la différence de deux nombres réels,
r=s=r4(—1).

sfethas 0 tel]

—_—

—g=k —B+k B—k B4k

De plus, st 8 est une valeur approchée de 5 & k-prés, (— @) est unc valeur
approchée de (—s) & k-prés
En effet :
B-k=s=f+k (équivaud ) —B—k=—s<—p+k
Par application de 'énoncé qui précide,
a 4 (— B) est une valeur approchée de r+( —s) & (£ + k) prés.
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On énonce :

La différence entre les valeurs approchées de deux nombres réels est une valeur
approchée de la différence entre ces deux nombres, Vincertitude associde dant
égale & la somme des incertinides

Pour encadrer Ia différence (r— x), il suffit de :
1) donner un eéncadrement de opposé du nombre réel s,
2) donner alors un encadrement de la somme r4 (= 5).

6) Valeurs approchées du produit et du quotient de deux nombres
réels

al Probléme.

Soit un rectangle ABCD 5,3 et 8,4 sont des valeurs approchées 4 2 X 1077 prés des
mesures (en m), respectivement du coté [ AB| et du coté [ BC|. Trouver une valeur
approchée et l'incertitude associée de la mesure {en m®) de Paire de ce rectangle.

b) Plus généralement, soit @ une valeur approchée a £-prés d'un nombre réel r et
soit @ une valeur approchée a k-prés d'un nombre réel 5. Recherchons une valeur
approchée du produit rx 5 et incertitude associée,

Par définition des valeurs apy ona:
a—iSra+t
Bk Btk
Supposons que (o ={) et (= k) soient tous deux positifs.
10 vient :

la=t)(p=k)re(a+E)(B+k)
clest-a-dire -

aff +kf—ak—Bforsaf+ ki ak+ 8L

(7)
| | L& L
a—f B=k Atk
(r2)
L ok + 3 l ok 4+ @i
___________________ -
a4kt

kit
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Le centre de Vintervalle fermé définl par cet encadrement de rs n'est pas le produit
des valeurs approchées. L'incertitude associée @ la valewr approchée ofi + k§ ne se
calcule pas de fagon simple. De plus, ce résultat n'est valable que dans le cas oi
(a—{) et (B—K) sont tous deux positifs

C'est pourquoi, pour calealer une valeur approchée du produit ou du quotient de
deux nombres réels dont on ne connait que des valeurs approchées, on procéedera
par encadrements. selon le schéma suivant :

| APPROXIMATIONS DECIMALLS |
ARRONDIS

VALEURS APPROCHEES

‘A \r-:'rm('m'-_J-._ INCADREMENT |
1) Traduction des valeurs app en termes d'encadrement.
2) Détermination d'un d du résultat par application de «Ordre et
Multiplication ».

3) Détermination d'une valeur approchée et de Pincertitude associde, i l'aide de
I'tncadrement obtenu,
(Voir « comment trouver une valeur approchée d'un nombre réel dont on ne connait
qu'un encadrement =, )

Rappelons quelques régles utiles.

a, b e et d étant quatre nombres réels strictement positils,
si x et y sont des nombres réels tels que :

agsgh et cEy<d,

alors | 1) ac = xyeg bd,
1 .11
2) ;{;(:.

3) ;{‘ﬂ;

Exemple

Soit 5,3 une valeur approchée du nombre réel r, & 2% 107" prés et soit 8,4 une
valeur approchée du nombre réel s & 3% 10~ prés. .
Recherch une valeur app du produit rs et Uincertitude associée.
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1. T ion des valeurs approchées en termes d'encadrement !

S50 r5.5
LR E-=S L. 8

2, Application des propriétés «ordre et multiplications ;
4131 s g 4T85

3. Détermination d'une valeur approchée 3 partir de I'encadrement précédent.

413 44,58 4788

41,31 44785 4785—4131
;-44.58; —_—327
2 2
44,58 est une valeur approchée & 327 pris du produit rs
Cet il permet égak . de trouver une valeur approchée décimale
d'ordre 1
En effet [41,31; 47.85]C[41.3; 47,9,
(=)
41,3 ./\_/ 479
L il J
33 446 i3

44,6 est une valeur approchée du produit rs & 3,3 pres.
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Reésume

el

r Fn xelz; z+1] = est la partie enticre de ¢

T " de

d d4 1" x€|d; d+ 107"

d est lapproximation déci-
deD, male d'ordre n par défaum
o d+107"  en
l'approximation  décimale
dordre n par exces de x

aeD%*
1= jg==f | est larrondi d'ordre o
'E["—TLG+T[ de x
aeD%
10— 1-n1|@ est larrondi d'ordre n
"E]“— 5 = de x
w feR"
_— aelR @ est wne valeur appro-
=i ar=1{ x€la—1i; a+i] chée a f-prés de =

3 Calculs pratiques

1) Introduction

En classe de Troisiéme, nous avons appris & résoudre des problémes; le caleul

hé va nous de pléter cette étude. En cffet, les données
numer!ques d'un probléme sont des résultats de mesures obtenues @ partir
d'appareils : ce sont des valeurs approchées exprimées dans un systéme d' unités.
Quant & la solution du problé obtenue par d'é jons ou d'indqua-
tions, clle peut se prés:mer sous une forme qui satisfait fe ma:Mma:m:n mais qui
peul ne pas etre exploitable dans la pratique.
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Exemple
Une feuille de format A0 a pour aire 1 m*; sa longueur L, et sa largeur £, sont
telles que ii- 2. Avec une telle feville, on obtient seize fevilles de format A 4,

de Iongucnr" L et de largeur {. Le couple (L, £) est ainsi la solution du systéme

d'équations :
x
—m V3
(o yleR* xR, | ¥
i 16ay=1.
Apris résolution de ce systéme.
Ay on ahtient, ten m),
1 =
pour L : T V2
1 {VE
pour £: V=
A, A, 2

1 =
On vénfiera que (1,297 est une valeur approchée & 5 % 107* prés de i VI et que

1 f'v'i
0,21 est aussi une valeur approchée & §X 107* pris de i e

En pratique, on dit gue [a feville de format A4 a pour longueur 29,7 cm et pour
largeur 21 cm.

2) Ecriture normalisée et ordre de grandeur

) Ecriture d'un nombre sous ls forme a X 107

La vitesse de la lumicre dans le vide, exprimée en m-57" est 300000 0040,
La charge de I'électron, exprimée en coulomb est (0,000 000 004 000 000 000 160 2,
La nécessité d'utiliser un systtme cohérent d'unités conduit & définir des unités
parfois trés grandes, parfois trés petites,
Duuln: part, on & besoin, avec la méme unité d'exprimer des grandeurs trés
Par ple, P'unité de long étant le métre,
— la largeur d'une feuille de papier de format A 4 est 0,21,
— la distance moyenne de la terre au soleil est 149 00 DO0 000,
11 semble nécessaire d'éerire de tels nombres sous une forme «condensée
MNous avons vu que tout nombre décimal peut s'écrire sous forme du produit d'un
nomhbre décimal et d'une puissance de 10 d'exposant entier refatif.
Ainsi 145 (N0 OD0 0N = 149 % 10"
=149% 10"
0,000 D00 000 D00 000 000 160 2 = 1,602 X 10~
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Remarquons gu'une telle criture n'est pas unigue.
On pourra, dans une écriture sous la forme aX 107, imposer une condition
supplémentaire

Exemples
® On impose & @ d'étre un nombre cntier
0,21=21% 102
IO =31 % 107
31000 = 310 % 107,

» Onimpose & p d'étre un multiple (positif ou négatif) de 3. Ceci rend la lecture du
nombre plus facile car les puissances de 10 d'exposant multiple de 3 'expriment
facilement dans le systéme de numération

1n*: 10=%1 ardiéme
e 10~" : millionizme
1 mille 10=" - millieme

Ainsi 000312=312x 107"
I0x10m"
2EAD O = 2,84 % 10°
=32 840 x 10"
® On chowit @ pour que |a| appartienne & U'intervalle [1; 10]. On obtient alors
Técriture normalisde du nombre
0.000315=315% 10~
F213000000= 3213 % 10°.

Exercices 1) Donner les écritures normalisées de 2 300; 0,000 007 23; 312,45,
| 2) Donner I'écriture normalisée de 2,3 % 104 45,1 % 10",
. 3) Comparer !
f T+ax 10 9 x 10— et 1422x 1077 —1. 21 x 1074
| 4) Donner I'écriture décimale de :

I=3X 10 142X 107+ 5% 10 —10"%

#) Ordre de grandeur d'un nombre décimal.

Dans un caleul pratique, il est souvent utile, afin de contréler un résultar, d'en
calculer rapidement et mentalement une valeur approchée grossicre. Pour cela, on
utilisera la notion d'ordre de grandeur

1. Ordre de grandeur d'un nombre décimal

Soit @ X 107 ['écriture normalisée d’un nombre décimal x; soit & Parrondi d'ordre 0
de a On dira que kX 107 est lordre de grandeur de x
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Exemple
Le nombre 0,000 5761 a pour écriture normalisée 5,761 % 10~ et pour ordre de
grandeur 6 X 107%

Exercice | Donner les ordres de grandeur de chacun des nombres suivants :
i 2345685, 137.5% 10", 97452;
{ 0,0009521; 00000000253, 91243000,

2. Estimation de l'ordre de grandeur du résultar d'un calcul
Exempile
On propose le nombre 0,2324427 comme résultat du calcul approché de

(000 068 Y X 8043

L0016

Afin de contrdler si ce résultat n'est pas trop éloigné du résultal exact, nous allons
effectuer le méme calcul mais en remplagant les nombres 0,000068; 8043 er
0,001 6 par leurs ordres de grandeur

Recherchons l'ordre de grandeur de chacun des nombres qui interviennent dans le
caleul.

Nembres Ecritures Ordres de
normalisées grandeur
0,000 065 6.8 10~ Tx107%
a04.3 8043 % 107 8% 10°
0,001 6 16X 107" 2x 10

— Effectuons les calculs «de proche en proche = en remplagant chaque résultat
partiel par son ordre de grandeur :

{7 XI_U"Tii‘ X (8% 10%)
(2x10=%)
(7X 1075 =49 x 101"

=49 1070
L'ordre de grandeur de ce résultat partiel est 5 107",

(2x107%)
(5% 107" (B x 10 )= 40 % 1077
=4x 107"
L'ordre de grandeur de ce résultat partiel est 4 1(~".

(4% 1075 : (2% 10~") =2 % 10~
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™

— Comparons l'ordre de grandeur ainsi obtenu et I'ordre de grandeur du résulat

proposé.
L'ordre de grandeur de 0,2324427 est 2% 107,

L ordre de grandeur du résultal proposé et Pordre de grandeur obtenu par le ealeul
ci-dessus sont trés différents, le premier vaut 1H) fois le second : il est certain que le
(0,000 068 )% X R4, 3
0,001 6
plus grande attention et une meilleure organisation de ce calcul on obtient :
de ce calcul on obtient
(685 107 % (8,043 % 10°7) 46,24 X 107" x B,043 x 107
1L6% 107" 16x10-"
46,24 X 8,043 % 10717 % 17
16 107

371,908 32 o
=.—=6—x 10~

résultat proposé est faux. En effectuant le caleul de avec une

=1324427x 1077
=0,002324427.
L'ordre de grandeur de ce résultat est bien 2% 1077
Remuargue L'ordre de grandeur du résultat d'un calcul n'est pas nécessairement égal

& l'ordre de grandeur obtenu en effectuant les calculs sur les ordres de grandeur
mais il en est « voisins.

Exemple
L'ordre de grandcur du résultar de 34R7 X 2493 est :
9% 10" (vérilier).
Cependant le calcul effectué sur les ordres de grandeur donne ;
(3Ix 10") X (2% 10")=6x 10°,
9% 10" et 6% 10" sont «relativement » peu différents.
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3) Tables numériques

a) Tables trigonométriques.

Degrés | Radians E;nu_sl Casinus - | Tangente

15 02618 L2588 Y6549 026749 37321 1,309 0 75
155 | 02705 | 02672/ | 09636 | 02773 | 36059 | 13003 | 725
16 02793 12756 0461 3% 01,2867 14874 12915 74
16,5 02880 | 0,2840 Y5H K 0,2952 33759 1,2R28 T3.5
17 02967 0,2924| 04563 03057 32709 1.2741 EE]

17,5 | 03054 | 03007| | 04537 | 03183 | 31716 | 1,2654 | 725
i8] 03142 [ [D.3000] | 09511 | 03249 | 30777 | 1,2566 | 72
IB.S | 03230 | 03177 | 09483 | 03346 | 29887 | 1,2479 | 715
19 H3316 | 03256 | 09455 | 03443 | 29042 | 1,2392 (71
195 | 03303 | 03338 | 09426 | 03541 | 28239 | 1.2305 | 70,5

Cosinus | Sinus Tangente| Radians |Degrés

Drans le tableaw ci-dessus, on a repris un extrait de ka table trigonométrigue
Le schéma indigue comment obtenir I'arrondi d'ordre 4 de sin 157

Rappelons que 0,308 érant arrondi d'ordre 4 de sin 187

10— 10—
U309 — Tq sin 18" <0300 4 T

'est-i-dire |
(308 95 sin 18" =<<0,309 05,

Exercices | 1) A l'aide de Ia table, donner les arrondis d'ordre 4 de sin 35"
| cos 217 tan 48°
E
eE 2) A l'aide de la table et des propriétés du sinus d'un angle, donner
| Tarrondi d'ordre 4 de sin 1037,
E 3) Quelles sont les approximations décimales par défaut de sin 28"
| qu'il est possible de déduire de la lecture de la table?
Méme question pour sin 27"
™
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5} Tuble des racines carrées.

Leaines

Unités

LU | 34!67|8|9

0.0000(3.162 3 5,4772/6.324 6/ 7,071 1{7.746 08,366 6 89443 9,486 5
1000103, 316 6] 5567 86,403 1/7.1414|7.5102 R.JZE]I‘!.”U““. 394

I I T A

1.414213,464 1{4.,6904(5.6569(6,480 77,211 1[7.8740{8.485 3{9,0554 9,591 7|
1.7321|3,6056/4,T95 815,744 66,557 4| 7,280 1 | 7,437 3[8.544 09,1 llldl‘ﬂ_l‘a-ﬁ |
2000003741 /4399 (05,831 06,633 2| 7348 58,0000 8,602 3[4, 1652|9695 3
2236138730/ 5.0000(5,916 1 6,708 2(7.4162 8,062 3 B.6603 0.2195 0.T46%
2,449 54,000 0 5,099 ({6000 (116,782 3|7 483 3 8124 0K TITR[ 42736 0. T80
2645 814,123 1(5.1962 (6082 §|6,855 7| 7,549 81K, [BS 4|8, TT50(9.327 4 Y R4k 4|
2,828 414.2426(5.291 5[0, 1644|6928 2|7 6158(8.246 2 (8831 B9 3808 9899 3|
3000043589/ 5385 2(6.2450( 70000/ 7,681 1 4,306 615 888 2 ‘I_43-\|I|E!,‘)‘4‘} 'Jj

]

Le schéma indigue comment obtenir "arrondi ci'crdre 4 de la racine carrée de 21.
Rappelons que 4,5826 étant l'arrondi d'ordre 4 de V21 :

1= 0
5826 —— SVII<4.5826+ —
c'est-a-dire :

458255 V21 <4,58265.

Les propriétés de la fonction racine carrée permettent de trouver, a P'aide de Ia
table, des valeurs approchées de racines carrées de nombres qui ne figurent pas dans
cette table,

Recherchons une valeur approchée de V525,
Remarquons tout d'abord que 525=25x21;
done V325 =VET% 21
=5x V21,
Comme 4,582 6 est |'arrondi d'ordre 4 de WZ1 cest-a-dire une vaJ:ur approchée a

1w 10~
3 prés de W21, 5% 4,582 6 est une valeur approchée a Sx-—prtsde V525
Exemple

Recherchons une valeur approchée de 3% 17 —2V7.
De la lecture de 'la table, on tire |

. —+ 2
e 41231 est une valeur approchée & L prés de V17; done 3% 4,123 1 est une

104
valeur approchée a 3 XT prés de 317,
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= =
# 20158 est une valeur approchiée —5— prés de V7 done 2% 2,6458 est une
1ot =
valewr approchee it 23 —— pres de 2VT

= o
IRANIIN =2 XK 26458 ext une valeur approchée i 3 XT+2 x’—”z__ pros de
IVIT=2VT justifier).
Caleulons :
AN 2N =22 2,6458= 12,360 3= 5291 &
=70777
L= [V 104
L A, T AR i
2 g 2
=25%x 10~
En conclusion : 70777 est une valeur approchée & 2,5 % 10 prés de :
ERVIR R AVER
Exercices | 1) Déduire du résultat qui précede Papproximation décimale d'ordre
| 3 par défaut de 3V17=2V7

1 2) A Faide d'une caleulatrice, on & trouvé pour 3VTT—2V7 le
ultat suivant @ T.0TT814258; cette valeur approchée est-elle en
| désaccord avec le résultat obtenu ci-dessus?

Remarque. Bien qu'en apparence plus précis, ce résultat obtenu avee la calculatrice
est une valeur approchée dont on ne connait pas l'incertitude © 7,077 814 258 ne
permet pas de donner un encadrement de 3V 17 =27

4) utilisation d'une calculatrice

La trop grande diversité des caleulatrices de poche ne permet pas d'aborder ici le
mode demploi,

En effer. pour effectuer un caleul sussi élémentaire que 17 —4 X 3 on peut procéder
selon la celculatrice comme suit ;

UOE0EM

Les calculs devront donc étre isés en foncti des particularités de la
caleulatrice utilisée, on se référera au mode d'emploi.

L'affichage d'un résultat différe également d'une calculatrive & Pautre.
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ines calculatri flich IO.EESSE.ESlc'm-i-dimruppmi-

2 : .
mation décimale d'ordre 7 par défaut de 7 dtatres calculatrices  affichent

DBEEEEET | c'est-i-di

Parrondi d'ordre 7 de %

Sachons également que lorsqu'd aflichuge nppa;—ail §

cela signifie que le résultat du caleul elfectué a l'aide de la caleulatrice est :
23545 10"

Pour utiliser correctement une ecaleulatrice :

— il faut savoir organiser le caleul en fonction du mode d'emploi propre de la
caleulatrice;
— il faut savoir interpréter laffichage.

Remarque L'utilisation d'une calculatrice ne nous met pas & I'abri de fautes :
mauvaise introduction d'un nombre au clavier (on frappe par mégarde sur une
touche plutdt que sur une autre!), dépassement de la capacité de la machine.
On accompagnera toujours un caleul réalisé a 'side d'une caleulatrice d'un contréle
effectué mentalement (vérifier par exemple que l'ordre de grandeur du résultat
alfiché correspond 4 l'ordre de grandeur obtenu par un caleul mental),

On choisira les éori des L qui i le mieux pour obtenir un
résultat valable.

Par exemple, effectuons avec une calculatrice qui permet un affichage de
10 chiffres -

0,002 53 % 0,005 41.
On obtient 0000013687,

On voit que le résultat affiché n'est pas le résultat exact de la multiplication.
Remarquons que 0,00253=253 % 107

0,00541=541x 107",
Done :
0,002 53 % 0,00541=(2,53 % 1077) % (5,41 X 10—,
Avec la calculatrice, effectuons 2,53 % 5,41.
On obtient : 13,687 3 (résultat exact).

En utilisant ainsi la calculatrice comme aide au caleul, on obtient le résultat exact
que la machine n'avait pu afficher directement :

0,002 53 % 0,00541 = 13,6873 x 10~°

Exemple de calcul numérigue
Dans le calcul qui suit, nous utiliserons une calculatrice comme aide pour obtenir

une valeur approchée et incertitude associée du résultat d'un caleul et non comme
un instrument qui affiche une valeur approchée sans en indiquer l'incertitude.
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Probleme : Calculer une valeur approchée et Vincertitude associée de limage de
sin 18° par la fonction [: R — R

Lo —
1<%
1. La table {p. 00} donne Uarrondi d’ordre 4 de sin 18 © 0,309 ), Cela signific donc
que :

0,308 95 < sin 1R =<0, 309 (05

Comme le calcul de 'image de sin 18 par f fait intervenir un quotient, nous allons
procéder par encadrements,

2. Chaoix d'une éeriture appropriée de f{x)

Afin de diminuer le nombre d'introductions de données au clavier (source de fautes
de frappe!) transformons 1'écriture de f{x). Comme les nombres dont on calcule
I'image par f sont différents de 0), on peut écrire ;

pour 1 # 0, fm=+‘
A(z-9)
x
S 1
c'est-a-dire flx)=
L]
x

De cette nouvelle écriture de f{x) on déduit le programme suivant pour calculer
Image d'un nombre réel r:

— introduire le nombre réel r;
a) prendre son inverse,
b) retrancher 2,
) prendre Uinverse.

a) Encadrons Uinverse de sin 187

Puisque 0,308 Y5 = sin 18°<0,300 05,

1 1 1
o3 0505 s 16 ~D.30895

Pour CI,JI:IIS‘ T la calculatrice affiche 3,83 S ?E E ‘1’

( justifier),

daitic 3.2357 «:0‘3;“"5<3;235 8

Pour fﬁg I caleulatrice affiche |3 2357597
1

donc 3,236 T{m

x]



Maghématigues seconde - Algébre

Nous obtenons ansi Pencadrement suivant powr T .
s b

3,235

32367 —
3,230 K el

b) Retrunchons 2.

32357 = 24_—t-——~w 2<32368—12
sn
cest-a-dire

1
1,235 T e = 201 236 8.

sin 18°
1
Encadrn Vinverse de | —— ._1)
Puisque 1.2357=<— = —2<1,2368,
sin 18"
1 1 1
ona
1.2368 1 1,2357
sin 18°
1 .
Four s I calculatrice affic 080853872
e—— 1
d RIS 5 <0,8086.
one L —]<1,2368 808 s
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Bir Tlur n calculatrice atfiche | F.80925 19

1
1LE09 2 =<
donc (L,E09 2 12357

<{ngom 3y
On obtient ainsi un encadrement de fisin 187).
0,808 5 << f(sin 18)<Z0,800 3.

Présentarion du résultar sous forme dr valeur a 2 hee.

Le centre de Uintervalle d'encadrement de f(sin 18") est -
0,808 540,804 3
——— = () R08 Y,
2
Le rayon de cet intervalle est ;
0,804 3 —(LBUE 5
——— =004
2
3 . sin 187
En conclusion, 0,808 4 est une valeur approchée & 4 % 107° prés de TR
=2 sin 187

Conirdle

Nous avons vu que utilisation d'une calculette ne met pas a I'abri de fautes.
Contrdlons donc notre résultat i 'aide d'un caleel mental sor les ordres de grandeur.
sin 18" a pour ordre de grandeur, 3% 107",

1

sin 18"

une estimation de l'ordre de grandeur de est 3 (justifier).

1
Une estimation de I'ordre de grandeur de m—l est 1.
1
Une estimation de I'ordre de grandeur de = est 1.
——2
sin 18°

L'ordre de grandeur du résultat obtenu 08089 est 8X 10~ Il n'y a donc pas
discordance entre 'estimation de l'ordre de grandeur de f{sin 18°) et l'ordre de
grandeur du résultat calculé.

Remargue. On aurait pu effectuer le caleul directement en utilisant Marrondi de
sin 18" donné par la table,

EOALRE@mBE W E.

A Taffichage, on aurait obtenu : 08 08 9 D 0 5

Cente fagon de p donne une valeur approchée du résulat mais
elle ne donne aucun i sur I i associée & cette valeur
approchée.

Elle peut constituer un contrdle du résultat obtenu par encadrements.
85
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Exercices

1 (1) L'arrondi d'ordre 5 d'un nombre réel est
D465 Donner si c'est possible les arrondis
dordres 4, 3, 2, 1 &t 0 de ce nombre

2 {1). La débul ge Mécriture décimale lllimitée
de x es1 5 381 755 .. Donner |85 approxima-
tions décsmales d'ordee 0, 1.2, 3, 4 et 5 par
défaut ainsi que les arrondis de mimes ordres
de x of do - x
3} Seirg R — R

X — x—E(x)

1) Calouler les images par g de :

2 21 % a5 3 3332 35 =2 —1%;
1 5. —3 —28 —2B —25
2] Montrer que quel que sait le nombre réel £

o glx) <1

4 (1} Comparer

{1.000006)% @1 {1,000005) * (1,000007)
Comparer

10.999984F ot (D559595) x (0,999953)

Indigation : écrire chacun de ces nambies sous.
la lorme 14 p

51 Soit a=241. 6l b=3,

Calculer I'approximation décimala d'ordre 4
par défaut :

de a+b. dea—b;

de 2a: dedb, de2a+30

617 Sort a=237 . et be 3856

Calculer |'approximation décimale d'ordre 3
par détayt

de a+b, dea—
de 2a: de5b;

aaznsn

T i1). Seit a un nombre réel, d son apprexi-
matian déclmnie @'ordre o par défaut et d' son
approximation décimale d'ordre n+1 par
détaut

Mentrer qua m;r.!'

B (1} Sachant que 2.1 est larrong) d'ardre 1
de & et que 1.9 est l'arrondi dordre 1 de b
donner un encadrement de | abscisse du bary-
centre de (A, a) et (B, b) dans be repére (A, B)
da la droite passant pas ces daux points.

Le milsu da |.48| peut-il #tra lo barycentre da
(A 5] et (8, o}

8 (2]. Dans chacun oes cas suwama paut-on
déterminer I'arrondi d'crdre 3 de 1

&) :37!55 est une valewr spprochée de x &
2x 1ot

b) Esasoz esl une valewr approchée de x &
ax W

) 21.‘545 esl  |'approximation
dordre 4 par délaut de x

o) 124,23 est I’ apprwmauon décimaie d'orare
4 par excas de

) —4735 est I'armnﬂl dordre 4 da x,
f] 7.3445 ast I'arrondi d'ordre 4 do x,

décimale

10 {2} Dans chacun des cas suivants, on
donne des valeurs approchées ou des approxi-
mations décimales des nombres x el y. Compa-
rer, lorsgque cala st possible, ks nombres x et
¥

&) \rallur approchée de x & 2% 10~* prés
2,341

valeur approchée de y & 5x 10— prés
23384
b Valew approchés de x & 0,008 pras - 7314
valew approchée de y 4 2x107° pras
73134

:; Valeur approchén de x & 25% 10~ pra
E;

i 205
valeur approchée de y & 107 prés : Evrg
d} Approwimation décimale d'ordre 3 par

difaut de x - 31,719
984

valeur approchés de i 1

nrés

par detaut do«drus 0.1, 2, 3 e & du nombre
réel 271828,

Ecrire en I

tiors decimales d'ordre n uar defaut de
271828, n deécrivant N,

b) Bail @ un nembre réal et A 'snsemble des
approximations décimales d'ordre n par défaut
de 4, n décriva
Daterminar un majorant oe l'ensemble A

] i unmmﬁ- d'ordre 2 par
difaut da x : —4,7
approximation décimalo d'ordre 4 par axcés de
¥ —47201,
1} Arrond| d'ordre 4 de x - 8883 1;
approximation décimale d'ordre 5 w'l-m o
¥ | B5630S
) Arrondi d'ordra 4 de x

8,563
approximation décimale d'ordre 5 par defaut
de y - 8,563 15

Ll #
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41 {2). On a eflectud au méme instant, au
mbme endiod deux releves de lemgérature |
'un n "F, Nautre en °C. On & obtenu pour 'un
BA2°F & 0A°F prés, pow [Bute 29°C &
0.2 °C pres.

Qusl ur le releve |8 plus precis?

42 {2). Sachant que 154 est I'approximation
décimale dordra 1 par défaut de x &l que 21,3
est approximation décimale d'ordre 1 par
dilawt de y, déterminer parmi les valeurs

ceiles oqui
pour 2
il
¥
77 8107 prus. Wsazx’lo ’mes
TTA5X 0 aw?

07532)(10 ’Drée n?ﬁsaaxm ‘
0,75 8 5% 10-7 préa

13 (2). Les arrondis deedre 2 de V2 V3 |t
W6 sont respectivement 141, 173 2.24
Trouver une vaieur approchée de @ @t une de b
saehant que

e=2Vi+3V2 &t b=6VE—2VE
Utiliser ces valeurs approchéss pour comparer
aeth

14 (2} Les errondis d'ordre 1 de V2, V3 o1
B sont respectivernent 1.4; 1.7; 2,2, Trouver
une valeur approchée de a ot une de b sachant
que a=2V3+3V2 ot b=6V5—-aV2

Est-il possible d'utilises ces valewrs approchées.
pour comparer a el b7

15 (2} Les arrondis d'ordre 1 de VZ et V3
sont respeciivement 14 et 1.7, Trouver une
waleur approchee de & 1 b sachant que

a=10vZ-8V3 et n-?.

Peut-an utiliser ces valeurs approchées pour
comparer a at b7

Les arrondls d'ordre 2 de V2 et V3 sont
respectivement 1,41 at 1,73; faire le méme
exercice.

16 (2). Les arrondis d'ordre 2 de sin 26% et
o2 287 sonl respectivement 0,44 et 09, A
l'aide de ces arrondis, donner un sncadrement
da sin® 267, de cos® 26° el de -

sin® 26°+ cos® 26°.
En déduwe une veleur Bpprochés de
sin® 26° + oo’ 26°

ot l'incertitude associde,
Quedle est k2 valeur exacte de :

sin® 26 4 cos® 267

Ca résuitat est-H compatible avec la valeur
approchés obtence par caleul?

17 (2) Montrer que

1002 st une valeur
spprochée & 10 o

prés de V1004

18 (2) a) ¥ e y éfant deux nombres reals

Strictamant posstifs fels que ¥y montres
que

e a4
LA *‘vﬂ—é-—c ¥
{vair Fexsrcice 25 du chapitre 1)
b) Soita um valeur approchee de V2 & Lpris
telie
En apnhquan: le résultal démontré & la ques-

tan 8} aux nombres — el & montrer que
1 z
1 MZ(E {e +;).
1 2 P
2} 5 (a+;J &5t une valeur approchee de V2 4

i
res.
2—9

17
€} Application —2 ast una valgur approchie
do VEa 3% 102 prés. Ddlermw une valeur

approchée de V2 & 1,5 1077 pres
48 (2). Démenwer que, quel que soit la nom-
bre naturel non aul n - =
WAt E —u|<5

En doduire qua ;

1) 100 est una ualnur approchee & 5x 1077
prés de 10
2) !\GIEE une veleur Bpprochie & 5x 1077 pres

e V257
20 (2). - Transitivité= des valewrs appro-
chies
Soit x o @t { trois nombres réels, k 81 § deux
nombies réets sirictement positifts,
1) Montrer que, &l o @21 wne valaur approchee
de x & k-prés et i § est une valaur approches

de e & {-prég, alors § est une valeur approchée
de x & (k+) prés.

2) Applications.

8] % st une valeur approchée & 5% 1074 prés
d'un nombre réel x

Montrer qua |'arrondi d'ordre 3 de ET st Une
valour approchée & 10-2 prés d- . Balcul-roﬂ
ulm«d

o3 1— €5t une valeur spprochée de W &

3% 10°7 prés. En déduirs ung valeur appro-
chee & 43 10~ prés de = appartenant & B
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1 (3} Sachant qua | 28 [3). Sachant qua re|— 0,1, 0,1] donner un
a=0,0012; o =0,003 pricadrement de I'imaga de ¢ par chacune des
b=00005; 8 =0.000001 pagrang
= 0,006, fH R

atb o’ | P -
calculer ———-
c'e P —
A ]
22 (3). Résoudre les équations X ——
1
*eR, Ax 04 EX 0 =220 +x
4 i x
xER, X0 x4 2% 10 "=4ax 10 B =

* e (14 )
23 (¥} Ecrire les séquances da touchas qu'on
pout utiliser pour effectuer avec une calcula-
Irice les calculs suivants et donner ie résuliat

24%3IS 452X 1Y 26 (3) Sachant gue  a=1.0000004:
325 +4BT)>x 125

BAEX 41— 3 TE% 24T ::gx:z'
255 (431+542) o = 0555957

05x0.25

a ¢
somparec = et =
24 {3) Denner I'ecriture normalisée de

M2 044,121 % 10— 3142 Indication | écrire chacun @8 nombres a, b o,

—42,35% 104 A
i ik 3 d sous ta forme 14 x et donner |'écriture
125X 1074443 07 a6 %
0,555 % 102 Exemple : com 1=6% 10",

27 (3) La séquence suvanie permed de calculer limage par une fonction | d'un nombre réal ¢
differant de —2 & l'aide d'une caleuiatrice

qualle est cetta fonction?

Sachant que 3.4 est I'srrondi d'ordre 1 d@'un nambre réel r, Irouver une valeur approchée de
I'image da r par f et Vincertitude assocwe.

28 (3) Sohi: R — R La séquence gui suil permel de ecalculer
=1 limage d'un nembre réel r par {8 Vaide d'une
®—= ek calculatrice |

UEOE0E®EE 0]C)

warifier.

raprésente ia sere de touches gu'il faut utiliser pour introduire le nombee ¢ En sinspirant de
catte sequence, montrer que 0,76 est une valeur approchée & 23 1077 prés de image par f d'un
nombre réel qui & 2.7 POUr approximation cécimale d'ordre 1 par défaut.




FCalenly approchs

29 (3} a) A lawe dune calculairice, etlec-
tuer

TSR+ 12 182V T
32267 +SBEAINT.
Ces doux nambres sont-ils agaux? Pourguai?
b} On sat que 26457 . est e débul de Vécri-
ture decimale dlimidee de V7. Pour chague

romore entier naturel n de Vinlervalle (1) 8]
determingr un encadrement de VT de la

P
Baviel2l hem
n n

Parmi tous les nomedes rationnels ans) deter-
mines. quel @1 celui uI réalise la meilieurs
valeur approchee do V'

Sait 1 ce nombre Dunner un encadrement de
d(vT, rl

€] Soi & et b deux nombres féels vériliant les
propriétes suivantes

» il existe des nombres &
et g tels que |

a=p+avT

iers relafils p, g, p

b=p'+a VT |a—gl=E:

- dis B)GI0"
Maontrer que 8 et b som éuaux lon paurra
distingues 185 cas q= g ef g g

Pour réfiéchir

30 Kovame vient d'acheter un cyclomotew
quil wlilise uniguement pour effeciuer des
trajels entra chez lui et le Iyede,

Le cyclomoteur 881 equpé d'un comptewr qui
indigque |a parte enlitte du nombre de kilome.
1r8S PAFCOUTLS par ealui-gi,

Pour connailre la distance de sa maison au
tycée, Kowame a note pour chague trajel ce
auindiquait le compleur & larrivee Il a objeny
Bes nombres suivants :

— au départ du premier trajet : 0

— ensuile, & l'arrivée de chacun des frajats
1:2:3,5:6:7:9:10: 11 13,

A l'3ige de ces données, Kouame & pu rouver

un encagrement 4 amplitede inhéneurs & 40 de

la distance (en m} de chez fui au lycee

Refaire les calculs de Kouamea et déterminer

ool encadrement




Fonctions

Lecon 1: GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Legon 2 ;: COMPOSITION, DECOMPOSITION DE FONCTIONS

Legon 3 : IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE PAR UNE
APPLICATION

Legon 4 : SUITES NUMERIQUES

qw&%
IR R
WF@MWMMMM

5 S S

La courbe ci-dessus donne, en fonction de la date, la latitude du point de la terre &
la verticale duquel se trouve le soleil.



Villes Latitudes
Dakar Is"N
Ahidjan N
Brazzaville 408
Rio de Janeiro 238
Athénes "N

i Fancrony

A guelle(s) date(s) approximativeis) le
soleil sera i I verticale de chacune des
villes du tableas?

Passera-til & la verticale d"Athenes!

Quelle est (approximativement) la période
de Pannée pendant laguelle le  soleil
indique @ Abidjan, & midi, la direction du
nord? fa direction du sud?

soleil

sodeil

REN

Le 1% mai (120° jour) le soleil passe ala  Le 21 mars (79 jour) c'est le point D
verticale du point A situé & la latitude  situé & la latitede 0° (Equateur) qui

15% Nord.

soleil

regoit les rayons du soleil verticalement
& midi.

Le 21 novembre (324° jour) c'est le
point E situé 4 la latitude 20° Sva qui
regoit les rayons du soleil verticalement
& midi.

9
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1 Généralités sur les fonctions

1) Rappels

r
On appelle fonction de A vers I toute relation de A vers B qui, & chague
clément de Femsemble de départ A, ass
darrivée B

e (0 ou 1 élément de lensemble

L bl de definirion de [ est 1" ble des élé de A qui ont une image
par f

On le note O,

Le graphe de f est Uensemble des couples (x y) éléments de A % B tels que :

xeD, et y={fix)
On le note G

2) Détermination d'une fonction

Line fonction est déterminge par la donnée :

— de son ensemble de départ A;

— de son ensemble d'arrivée B,

— et d'un procédé.

Ce procédé doit permetire, poer chaque élément de A,

— de savoir 8%l a une image dans H;

— de trouver cette image lorsqu'elle exmste.

Les procédés | de dé iner une fonction sont varids,
En voic quelques-uns.

Exemple 1
Fonction déterminée par un programme de construction.

Soit dans le plan &, un point O, un cercle (€) de centre © et une droite (D) ne
passant pas par O



4}Fonuiam

On considére la fonction [ delt’) vers ( [2) qui, & chaque point M du cercle (C)
associe, s'il existe, le point d'intersection de la dreite {OM) avee (D).

D)

F E

Ainsi f(K)j=F, f(L)=E (voir ligure).

Trouver f{5).

Soit [AB] le diamétre de support paralléle & (D).
A ne posséde pas d'image par f Pourquoi?
Trouver l'ensemble de définition de f

Evemple 2
Foncrion déterminée par une formule explicite.

Soit la fonction [ 1R —= R
1
—x
On dit que [ est déterminée par la formule explicite :

f=—

X p—

7
Quelle est I'image par [ de 37 de _E?

Le nombre | n'a pas d'image. Pourquoi?
Quel est 'ensemble de définition de f7

Remargue. Lorsque nous définissons une fonction, la lettre utilisée pour représenter
un élément quelconque de l'ensemble de départ n'a aucune importance. Ainsi les
Ecritures :

R— R; R— R; R — R;
1

1 1
X f— —— lh—e — U
1—x 1=} 1—u

désignent la méme fonction,
93
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Evemple 3
Fonction deéterminee par un ablean de valeurs.
e
L] -
. .
- .
L .
- .
L4 L]
L L
L -

Espérience ;

— Un petit objet pesant est lancé verticalement vers le haut.
— Un observateur muni d'instruments de mesure fait des relevés.

 désigne l'instant de I'observation (en secondes).

h désigne I'altitude (en métres) de I'objet & l'instant de I'observation.
L'instant 0 est celui du lancer,

Laftitude 0 est celle de I'objet a l'instant du lancer.

Releveé de valeurs.

¢ 0|04 08 )12 (1,6 2 |24(28 32|36 4 |408

B0 [721129) 17 | 195204 | 198 (176 |139| 86| 1.7 | 0

® On considére la fonction fde R vers IR, qui & chaque nombre réel de la premicre
ligne du tableau associe le nombre correspondant de la deuxieme ligne de ce
tableau.



4 Fonctions

f a pour ensemhble de définition :
i 04 085 1,20 1.6; 25 2.4: 2.8; 3.2 3.6, 4; 4,08},
Adnsi 0 (LK) =129 Trouver f({2.5).
Pourrait-on de méme définir une fonction en associant & chaque nombre réel de la
deusiéme ligne du tableau, le nombre correspondant de la premiére ligne?
» On constate que :
— le nombre 3 n'a pas d'image par f;
— le nombre 18 n'a pas d'antéeédent par f
Cependant :
— 3 secondes aprés le lancer de l'abjet, il est certain que celui-ci se trouve 3 une
altitude comprise entre 17,6 m et 13,9 m;
— de plus il est certain que I'objet est passé au moins une fois a altitude de 18 m.

La fonction [ déterminée par le relevé de valeurs ci-dessus permet de décrire

parti Ie ph physique lié & cette expérience,

Exemple 4

Foncrion dé inde par une repre: i b

Sopit. dans le plan & muni d’un repére (O, 1, J}, un sous-ensemble (C) tel que toute
droite paralléle & () coupe (C) en 0 ou 1 point.

On définit une fonction [ de R vers R
en associant au nombre réel x le nom-
bre réel y (x y) étant le couple de | — ()
coordonnées d'un point de (C).

La fonction [ est déterminée par sa 3 ~
représentation graphique (C) relative au /
repére (3 L J). o 1
A
P4
E

Le sous-ensemble (E) représenté ci-
i i contre détermine une fonction £




Mathématiques seconde - Algébre

On a represente cidessous troms sons-ensembles (G, ), (K ) dans le plan, Ce ne
sont pas des représentations: graphigues de fonctions, Pourguot?

= 5 Y il
(G)|
N ! () A
P [0 G d )
§ I
L
i 7
of l oy 7

Exercice | On considere dans le plan Y. les quatre points A, B. C. D tels que
(AD} et (BC) sont paralléles, ( AB) et (D) sont sécantes en O

Frogramme de construction ©

Soit M un point du plan.

Par B on méne la droite (dg), paralléle & (AM).

Par C on méne la droite (A.), paralléle & (DM).

Si (4,) et (A.) sont sécantes, on désigne par M’ leur point
dintersection,

Soit la fonetion [ & —s o

! Mi— M

{ = Trouver I'image par [ des points O, B, C

— Les points de Ia droite (AD) ont-ils une image par f7




dlFanctions

3) Coincidence de deux fonctions sur un ensemble

a) Critére d'égalité de deux fonctions.
Intreducrion

&
Soit A I'ensemble [wv’_", ‘;\ﬁ]
On considére les fonctions

f:A— R D g A— R
X— —x'4+3x X — —%x’+2.
Comparer : . "
Ft=v3)jet g(— Vi) {(;)elg(;); VI et g(V3)

En déduire que les fonctions f et g, toutes deux de A vers [R. ont le méme graphe.

Bien que définies & l'aide de deux procédés différents, f et g sont égales.
Dans la pratigue on pourra utiliser le critére suivant :

Soit f et g deux fonctions ayant méme ensemble de départ A, méme ensemble
d'arrivée B.

T * Dy=D,
f=g (équivauta ) et
= & Pour tout élément x de D,
flz)=gix).
|
b} Coincid de deux sur un
Exemple 1
On considére les fonctions -
fR— R : g:R— R
- .
X st X pb—e x+1.
x=1

Trouver les ensembles de définition de f et de g

En déduire que les fonctions f et g ne sont pas égales.

Vérifier que, pour tout nombre réel x différent de 1, f(x)=gix).
On dit que [ et g coineident sur R —{1}.

Exemple 2
On considére les fonctions :

f:R — R; gR— R, hR— R
x p— |x—1| — x—1 e =
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Le tableiw ci-dessous permet de trouver les expressions de f (1) sans le symbuole ||

x - ] —
Signe de x—1 - 1] +
lx—1] —x+1 0 i—1

Verifier que :

— les fonctions et g co
— les fonctions [ et h col

wdent sur [1, = |;
ident sur fe, 1].

iV

1D
(§2¢] !
(C) est la représentation graphique de f
(D} est la représentation graphique de g
(') est la représentation graphique de h
Défimition
Soit les fonctions f: A —s B; g E— F
X —s f{x) x b= pix)
Soit © un sous-ensemble de DN D,

f et g coincident

sur O Q‘

ifie qE) pour tout x élément de C,
i flxi=gixh




A Forctions

2 Composition, décomposition de fonctions

1) Schémas de calcul

Exunipd
Eaemple

Soit la fonetion

Calculer f(3).
Quelle ion d’opérations peut-on eff: pour caleuler f{3)7

Plus généralement, pour calculer I'image par f d'un nombre réel guelcongue, on
peut exécuter le programme de caloul suivant :

V=3
Prog de calcul de x .
5x
1) Prendre un nombre ; 2) Prendre le méme nombre |
— I'élever au carré; — multiplier par 5;
— ajouter {—4); — prendre inverse,

— prendre la racine carrée.

3} Faire le produit de ces deux résultats.

Trouver l'image de 2 par [

Le nombre 1 a-t-il une image par f? Pourguoi?

Le nombre 0 a-t-il une image par f7 Pourquoi?

Dans le programme de calcul de f(x), quelles sont les opérations dont I'exécution
n'est pas toujours possible?

Mous nous prop d'i ire un symbaoli de mieux visualiser un
tel programme de caleul.

a) Schémas de calcul associés & imes foncti 1

Les f: i seront appelées foneti I ires. Nous leur associe-
rons des schémas de caleul & une ow @ deux entrées,
+ Lés Thness £1e . "
GD r—*
X — x4k
D rR—~r
X
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G Bw w28
G "—er @D nn
neN* £ x —= E(x}

seront associces § des schémas du type ;

fnll!{% |
D Les schémas de ce type comportent une entrée

& Les T = &1

RXR — R @ RxR — R

(& ¥ —> x4y (¥} —= xv
seront assocides aux schémas sujvants ©

- entrées -— entrées —|

Les sch de ce type

P deux entrées

Exemple

Le schéma de caleul associé a la fonction : R* —s R est:
1

] tat
(o
-




4 Foncrigns

En plagant successivement les nombres 5; ¥ Ax" 42 en entrée on obtient ;

Exercice | Faire un schéma de caleul pour Vapplication :
] RxR — R
(x ¥) — xx
. (‘ump!é:er ce schémsa de calcul en plagant en entrées : 2x—3 et
1

\'

:- 1+2

b) Schéma de calenl associé @ vne lonction.

Exemple |

fonction [ de R vers

Voici un schéma de caleul associé & une [
Placer en entrée le nombre (1,

Quelle est 'image de 0 par f7 !
Compléter ce schéma en plagant en
entrée le nombre réel x

Donner Uexpression algébrique de f{x). I |
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Eaceple 2

Le schema ci-contie représente un pro-
gramme de caleul qui déternune une
fonetion £ de R vers R

On indique & Vaide du symbolisme |

que le nombre placé en entrée est
ensuite tecopié dans les deux cases
marquées en rouge.

Compléter ce schéma en plagant en
entrée le nombre 1.
Quelle est 'image de 1 par 7

En plagant en entrée le nombre — 1, ce
schéma de calcul ne peut pas étre com-
plété

En effet —6 n'appartient pas a I'ensem-
ble de départ de I'application :
R* — R
£ — Vx

Le nombre 4 a-t-il une image par 7 Pourquoi?
Compléter ce schéma de calcul en plagant ¥ en entrée. Donner 'expression

algébrique de [(x).




i Fonctions

que Dans Vexemple 1, le schéma de calcul ne fait intervenir que des
fomctions élémentaires de R vers R, c'est un schéma sequentiel

Dans 'exemple 2, le schéma de calcul fait intervenir une fonction de R >R vers
R ce n'est pas un schéma séquentiel.

Exercice | Compléter les schémas 1, 2, 3 pour qu'ils soient respectivement des
:: schémas de calcul associés aux fonctions :
[ fiR— R i R— R LR — R
} 3 1 (x+3)
3 X p— X b— X p— L,
2x41 Vax 43 Sx—12

Schéma 1 Schéma 2

Exemple 3

Soit la fonction [ IR — R

x —= (2x4+3)Vx—1,

Nous nous proposons de lui associer un schéma de calcul.

103
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La derniére opération effectuée pour
obtenir (2x43)Vx—1 est la multipli-
cation,

Le schéma de calcul associé & [ se
termine par @

En considérant les dernitres opérations
effectuées pour obtenir respectivement :
2x+3 et Vx—1, on obtient :

En id fes op
pour obtenir respectivement: 2x et
x—1, on obtient :

Zx+NVE=T
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En récapitulant on obtient le schéma de
calcul associé & la fonction f.

-]

(Zz+3)va—1

1) Soit la fonction f; R —= R

V=4
x :
S5x
Vil—4

A l'aide du programme de caleul de

établi au début du

paragraphe, réaliser un schéma de calcul associé 4 Ja fonction f

2) Réaliser un schéma de calcul associé & chacune des fonctions
suivantes !

ffR—R i gR—R
X145 5
X p— P X 4x'—5x+6.

105



Mathématigues seconde - Algébre

2) Détermination de I'ensemble de définition

d'une fonction numérique

Exempie 1

Sont la fonction ;

[fR— R
x = (2x=1){x+5)

1
Trouver Uimage par f de 3, de <
Réalisons un schéma de caloul associé &

Sur ce schéma on voit que tout nombre
réel admet une image par f, donc ;

D=R.

Soit la fonction [ : R —s R
1

R
Le prog de caleul sc isé ci-
contre peut étre exécuté lorsque @
Sx—2#0,

et seulement dans ce cas.

— - 2
Or: Sx=250( équivaut & _\xqig-

| e

o=r-{2}

o] Fuli-|

Sr—2%0
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Evemy

Soit la fonction f : R — R

1—2x
Le p de caleul sch iné ci-
mnne peut étre exécuté lorsque -
1—2x0,

et seulement dans ce cas.

o 1
Or: l—2x}ﬂ.'_équ'wuut é_.-x{i-

1
2
1
pi=]e3]:
Exercice | Trouver I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes
i fTR—R 8 R — R
'l X - S HL, - i
{ 2x=1 =4

3) Composition, décompaosition de fonctions

a) Composition de fonctions.

Définition

Erant donné A, B, C trois sous-ensembles de R, [ et g deux fonctions telles

que ;
frA—= B ; g:B—C
£ = [lx} £ — glx)
on appelle composée de f par g, la fonction de A vers C notée g=§, définie par : ‘
g=f(x)=g[f(x).

gef

£
A—eB—C
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Pour que g|f(x)] désigne un nombre réel élément de C il faut nécessairement que x
appartienne 3 D, et que f(x) appartienne a D,
Un élément x de A n'a pas d'image par g=f si £ n‘appartient pas 3 Dy ou si [(x)
existe mais n'appartient pas a D,
Exirrriple
Soit les fonctions
ffR— R ; g:R—R
1
x—s x4 5 X — =

On veut réaliser un schéma de caleul pour gof.
On sait que si x a une image par gof. gof(x)=g[f{x)].

e Ee

fonction [ fonction g

schéma de calcul
associd & [
x+5

Caleul de g|fix)|

schéma de calcul

assoc & g
i+ 5
schéma de calcul associé a g=f J
gof est la fonction : R — IR
1
X — Frey

Remarque Un schéma de caleul associé 4 f suivi d'un schéma de caleul associé 4 g
permet d'obtenir un schéma de calcul associé & gef
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Exercice | Soil f et g deux fonctions de IR vers IR définies respectivement par
1

:f(x}-[.!x-lvll‘ et glx)=

} =4
| — Réaliser un schéma de calcul associé 4 chacune des fonetions | er
£
En déduire des schémas de calcul associés & g=f @ fop
| — Donner une expression algébrique de g=f(x), de fog(x)
| — Préciser Vensemble de définition de chacune des fonctions © f, g
' gt I8

b} Décomposition d'une foaction.

Décomposer une fonction f, c'est écrire f comme composée de deux (ou plusieurs)
fonctions.

La méthode utilisée précédemment pour réaliser un schéma de caloul associé a une
composée de deux fonctions, peut fre facilement adaptée & la recherche d'une
décompaosition de fonction.

Exemple
Soit la fonction f: R —

R
X —e Vix42

sch. 2

Schéma de caloul Sch. 11 schéma de caleul Sch. 3: schéma de caleul
associé b f associE @ assOCid A g x e S
gizr— Sc+l Seh. 4 : schéma de caleul
Sch. 2! schéma de calcul RSOCiEd gyt x b x4 2
associt & rox—s Vi Sch. 5 schéma de caleul
fomrag, mssocié & rox — W

F=rogeg

reg;
" L) "
R—R—R —R
B:"Ex

regiE 100
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3

Wemargue 1. Réaliser un schéma de caleul associé & f, c'est écrire [ comme

de 1

Remargue 2. Soit les applications f:R —= R et g: R — R
r—e x+12 X x44
gof est l'application élémentaire : R — R
X —+ x+6.
Les applications élémentaires peuvent aussi étre décomposées.

Exercice | Soit la fonction [ : IR —s R
1

! X— —
1 Vr+1

H

| — Quel est 'ensemble de dé[lmlbon dc lf"
! — Ecrire f comme de

Image directe, image réciproque par
une application

1) Rappels

On appelle application de A dnn B, toute relation de A vers B gui, 3 chaque
élément de I'ensemble de départ A, associe un unique élément de I'ensemble
d'arrivée B

Remargue Toute application de A dans B est une fonction de A vers B
On donne une fonction [ 1 A —s B
x b—= flx)
d'ensemble de définition D). A cette fonction on peut associer I'application :
¢: D —» B
£ f{x).
¢ est 'application associée a f

f étant une application de A dans B,

chaque  élément  de

f est une application . I'ensemble darrivée B
jective { signifie que ) est Iimage dun et
" fe s d'un seul élément de
I'ensemble de départ A.
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2) image directe d'un sous-ensemble par une application

Trverosdnic tiom
Soit dans le plan o, dews droses (D) et (127) et une droite (3} sécante a (D) et a
(o)
Soit p la projection sur (1) paraliclement & (4)

[F24) DY

N
n j \

A
’

wl | A 4
/
B B By \ &
c [
S I O i ST S RS

On a vu en classe de Quatrieme que :

— l'image d'un point quelcongue de [ AB] est un point de [ A'E]:

— un point quelconque de [A’B’] admet un antécédent appartenant a [AB]
Ainsi [A’B'] est 'ensemble des images par p des points de [AB|.

On dit que [A'B'] est I'image directe {ou image) de [AB] par p

On écrit : [A'B[=p([AB]).

De méme, tout point de (4) a pour image le point C',

L'image directe (ou image) de (4) par p est {C7).

On éerit © p(A)={C"}.

Définition

Soit une application f de E dans F, A un sous-ensemble de E.
On appelle image directe (ou image) de A par f, et on note f{A), I'ensemble des
images par f de tous les éléments de A

f étant une application de E dans F,
A un sous-ensemble de E,

il existe un élément x de

£l d o
;(:; ek { e que ; A tel que ;
y=fix)

1
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En particulier 51 A est l'ensemble de départ, fi A ) est appelé ensermble image de [

Exemigile 1
Soit Vapphcation [ : R —s I?
X p—a x*

Soit A le sous-ensemble

(=4 =2;1;2:4)
de R
» Trouver flA)
= Vérifier que :

1e[—12; 3] et 12¢[4;9]
» Liimage de Fintervalle | —2: 3] est-
elle égale & l'intervalle [4; 9]7

zxerple 2
Considérons l'application de | —3; 4] dans R déterminée par la représentation
graphique ci-dessous

Trouver sur ke graphique, Vimage par |
de chacun des nombres suivants

-0 0, 1.5 4

Mous nous prop de trouver i I'image directe par fde|—2; 3]
A cet effet, suivons le film de construction ci-dessous,



4i Fonctions
1. Représenter sur Paxe des abscisses

Pintervalle | —2; 3]

2. Hachurer en rouge l'ensemble (E)
des pmnta M du plan dont les couples de

(x ¥) sont tels que :
xe[=2; 3]

3. D iner I'i ion de la repré-

sentation graphique (C) avec l'ensemble
{E).

4. Soit (F) l'ensemble représenté en
rouge

Comment l'ensemble (F) a-t-il été
obtenu?

5. L' ion de | ble (F) avec

I'axe des ordonnées représente l'image
directe par [ de [—2; 3]

113
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L'image directe par f de [ —2; 3] est [0; 3]
f1=2: A =10; 31,
Quelle est Vimage par [ de chacun des itervalles suivants
=20k [—12)k ;3 [—%3]7

Exemple
Soit Vapplication [ : R — R
Er—s —2x+43
On veut trouver par le caleul, Fimage directe par f de | —4: 1]
# Soit r un élément guelcongue de [=4; 1]

Onou:
| —dgagl

T —2a+ 311
On a démontré que :

si | xel—41] [alors ) flaelii ]

cest-d-dire que :

fil=4 1pefr; 11}
L'image directe de [ —4; 1] par [ est-elle égale & [1511] 7
» Montrons que [1; 11]Cf([=—4: 1))
Soit y un élément de [1; 11]. L'application [ est bijective.
Pourgquoi?
y admet donc un antécédent unique @ X

114
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On obtient | x= _;‘U'--’U-

Comme y appartient & [1; 11], on a;

|_; 1}|

Ainsi 'antécédent x appartient & [ —4; 1]
On a démontré que tout élément y de [1; 11] est I'image d'un élément x de
[—4; 1], c'est-a-dire que :

[ e f(—4 1))

Conclusion :
fil—=4 1)=[1; 11).
Exercice | Construire dans le plan & muni d'un repére orthonormé, la représen-
tation graphique de lapplication :
f:R— R
X+ 2x+1.

A I'aide de cette représentation graphigue trouver l'image directe par
fde [—1;3[
| Vérifier par le calcul le résultat trouvé,

des técédents d'un élément par une application

Introduetion
Etant donné une droite (D) et une droite (A) non paralléle a (D) considérons la
projection p sur { D) parallélement a {4)
(a)
Soit A un point de (D).
Trouver trois points ayant pour image
par p le point A.
Quel est 'ensemble des antécédents par
p du point A7 (D)

/ A

115



Mashémutigeees seconde - Algébre

116

Exernple |

Soit l'application [ de | =3;4] dans R,
de repré i hi i L

Mous nous prop de trowver graphig I des antécé par fdu
nombre réel 2.

A cet effer, suivons le film de construction ci-dessous

=3 1. Représenter sur axe des ordonnées
1] le point d'ordonnée 2.
T
1 2. Tracer la droite d'équation :
v y
3. Dé i T { de cette
B droite avec la représentation graphigue
T de f
- i) 4. Soit (E) l'ensemble représenté en
L || TOUgE.
LR Comment a-1-il été obtenu’
O JIEN
\ B 2 5. Llintersection de I'ensemble ( E) avee
m I | T'axe des abscisses représente I'ensemble
1 I des antécédents de 2 par [
NAT Pourquai?
1 A Fq L]

L'ensemble des antécédents par f de 2 est {—2}U[1; 3]
Quel est I'ensemble des antécédents de 3,57 de 57 de 17
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Exemple 2
Soit application g : R — R

X —e X
L'ensemble des antécédents de 9 par g est I'ensemble 6:5 nombres réels x tels que
gix)=9; cest donc I' des sol de I' %

xeR, x*=9
reR, =19 Résolution de 'équation,
¥ =Y=0

" (x—3)(x+3)=0
x—3=0|ou | x+3=0

L'ensemble des antécédents de 9 par g
est {—3; 3).

Remarque

f étant une application de E dans F et b un élément de I'ensemble F, 'ensemble
des antécédents de b par foest |' Ie des solutions de 1'ég

xeE, flx)=b

Exercices ﬂ Soﬂ i I‘appllc.nllon d: |—3 4| dans R déterminée par la

Qu:! est 1 des soluti de I
f; xe[—3; 4], flx)=2?
| 2) Soit l'application f de R dans R telle que ;
| si xe]e; 1] flx)=x
sl xe]l; ] flx)=—2x+5
E! — Construire la représentation graphique de f dans le plan & muni
| dun repére (O, 1, J).
{ — A l'aide de la représentation graphique de f, trouver l'ensemble
! des antécédents de chacun des nombres réels : —1; L 4.

]
1
1
1
|
1

4) Image réciproque d'un sous-ensemble par une application

Introduction
Etant donné une droite (D) et une droite (4) non paralléle & (D), considérons la
projection p sur () parallélement & (4). (4)

Soit [A'B'] un segment de (D). Trouver
trois points dont les images par p sont
distinctes et appartiennent & [A'B']7 . B D)
Quel est I' (E) des 4 a e __&
par p. des points de [A’B]? [

L'ensemble (E) est I'image réciproque par p du segment [A'B'].

1n7
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Définition

Soit [ une apphcation de E dans F, B un sous-ensemble de F
On appelle image réciproque de B par f I ble des antécédents par | dy
tous les éléments de B

Soit f une application de E dans F,
B un sous-ensemble de F,
x un élément de E

x appartient & l'image e,
signif
réciproque de B par f bl nl fix)e B
————————

Soit I'application [ de [ —3; 4] dans R, dé inée par la repré i hi
ci-dessous, '
I
(&) I
-

Nous nous p
[==1;3)
A cet effet suivons le film de construction ci-dessous.

p de trouver graphi I'image réciproque par f de

118
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|:L' 1. Représenter sur Faxe des ordonnées

lintervalle [1: 3]

2. Hachurer en rouge l'cnsemble (E)
des points M du plan dont les couples
de coordonnées (x, ¥} sont tels que

== yell; 3]
] ]
3. Déterminer l'intersection de la repré-
ion graphique de f et de I'ensem-
ble (E).
I
o I

4. Soit (F) l'ensemble représenté en
Touge.
C

T’ ble (F) a-t-il éeé

obtenu?

5. L'intersection de I'ensemble ( F) et de
I'axe des abscisses représente l'image
éeiprogue par f de [1; 3]

1 Pourquoi?

[s] f

L'image réciproque par f de [1; 3] est [—3; —1]U[1; 3]
Quelle est I'image réciproque par f de chacun des intervalles :
[-105 [—2; —1] 2
Quelle est l'image réciproque par [ de {2} 7
Quelle remarque peut-on faire?
19
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E ple 2
Soit l'application { : R — R
X Tyx=1,
Soit A l'image réciproque de [1; 3]
A est 'ensemble des antécédents par f de tous les éléments de [1; 3]
Ainsi :

e { _,.ignii_i_e_q_;\- fixielt; 3

~EA LR ST
A est done 'ensemble des solu systeme d'inéquations :

t€R, I f(x)s3

xeR, 1K2x—13 Résolution du systéme

1<

1. L'image réciproque de [1: 3] est [1: 2]
femargue Soit E et F deux sous-cnsembles de IR:

f étant une application numérique de E dans F, [ b] un intervalle inclus dans F.
I'image réciproque de [a &) par f est l'ensemble des solutions du systéme
d'inéquations :

xeE asfixigb

Exercice | Considérons 'application [ de R dans B définie par :
f six€le: =2 flxl=x+2
] 1
|osixe]=2 f{:}w—ix_
: - C i é ion graphique de f dans le plan & muni
3 dunrtpcretO.LJ’j
}

— Trouver graphiquement I'image réciproque de chacun des ensem-
bles [—=2; 0] et {—1).

§) Exercice résolu

Considérons P'application f de | —2; 3] dans 8 définie par :
A sixe[=2 1),  flo)=3

. si x€|1; 2], flx)=1
si xe2; 3], fix)=8=2x
1. C ire la rey phigue de f dans le plan & muni d'un repére

(0. L.
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Solution

(o] ]

2, Trouver graphiquement l'image directe de chacun des intervalles [=2; =1) et
[1; 3]

Solurion
/|
i
; ) I
[
.|I|.!| '||'|
[3) 1 o i
fl—=2; —1])={3). Filn: 3 ={1ju(z; 4.
3. Trouver graphig I ble des antécéd de chacun des nombres 1.5;
2; 3
Solution
A
l I'I| Il. Il
J
i I 5] I
.+
— L'ensemble des antécédents de 1,5 | — L'ensemble des antécédents de 3 est
est l'ensemble vide. 5
— L'ensemble des antécédents de 2 est [=2: 1y )

i 11




Mathématigues seconde - Algébre

Remargue. On a vo que fi|—2; =1])={3}.
On constate cependant que 'ensemble des antécédents de 3 n'est pas [=2; —1]
[=2; —1] est [un] ensembie ayant pour éléments antécédents de ;

3
=% iIU[ﬂ est [I] ayant pour [tes] antéce de 3

4. Trouver ig 'image réciproque de chacun des intervalles [2; 4] et
|—2: 0.5)

Solution

L'image réciproque de [2:4] est L'image réciproque de [—2; 0.5] est
=2 1[u]2: 31 I'ensemble vide.

4 Suites numériques

1) Introduction

M. Kouvassi place, le 19 janvier 1985 une somme de 100 000 F a un taux de 10 %,

Le 17 janvier 1986, au bout d'une année, le capital placé rapporte un intérét de
0,1 % 100000 F c'est-d-dire 10000 F. Cet intérét est ajouté au capital, au
1" janvier 1986 de sorte que, le capital de M, Kouassi est alors de 110000 F, 1
s'agit d'une capitalisation annuelle,

De méme, ce nouveau capital de 110000 F rapporte, durant 'année 1986 un intérét
de 0,1 X% 110000 F c'est-a-dire 11000 F,

Le eapital, au 17 janvier 1987 est alors de 121000 F.



4 Fanctiong

Pour un placement sur 5 ans, on obtient le tableau de capitalisation suivant

Date Durée du placement | Capital
01.01.85 [ o | 100000 |
01.01.86 I | | 110000
01.01.87 2 121000
01.01.88 A 133100
01.01.89 4 146410
01.01.90 s 161051

Aux nombres entiers naturels 0, 1, 2, 3, 4 et 5, on peut faire correspondre le
montant du capital obtenu aprés 0, 1, 2, 3, 4 et 5 années, On définit zinsi une
fonction de N vers R qu'on appelle suite numérigue.

Définition
On appelle suite numérique toute fonction de N vers R.

2) Exemple 1

s Considérons la fonction :

N—R
npb—s (m=d)(n41)

Cette fonction est une suite numérique.

Une suite numérique est en général désignée par une lettre entre parenthéses,
Ainsi la suite précédente pourra étre notée (u).

L'image de ( sera alors notée w, (lire « & indice zéro» ou « u zéros) et sera appelée
terme d'indice 0 de la suite {u).

L'image de 1 sera alors notée u, et sera appelée terme d'indice 1 de la suite {u).
Plus généralement, n étant un entier naturel, 'image de n sera notée w, (s u indice
ns) et sera appelée terme d'indice n

e Combien I'indice prend-il de valeurs de 1 a 8977 (autrement dit quel est le
nombre d'éléments de [1; B97]NINT), de 0 & 8977 de 5 & 8977 Trouver le terme
d'indice 125,

Compléter le tableau suivant :

n a 1 2 & 4 5 6 ] T
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Dans le plan muni d'un repére. construire la représentation graphique de by suite
{u)
La formule explicite

M,={n—a){n1),

détermine Ia suite {u).
O dit nussi que la suite (1) est définie par lexpression de son rerme geeral,

3) Exemple 2

C 1 I’ ple donné en i X
Pour constituer le tableau de capitalisation nous avons procédé comme suit.

Cupital
apres a4 1 années

Considérons la suite (¢} ' N —= R
n— c,

telle que - » o= 100000;

® pour toul nombre entier naturel ¢, =11X¢,

On peut établir un schéma de calew! associé i (c).

- Pour culeuler ¢, , on place ¢, en entrée.
(__E(LD On sait que ¢, = 161051,
Caleuler ¢, ¢y

On dit que l'égalité e, = 1.1 ¢, est une formule de récurrence.

On voit que la donnée de ¢, et de cette formule de récurrence détermine la suite
(e)
Exercice Caleuler les termes d'indices 1, 2, 3, 4 des suites numériques (u), (v),
( w} définies par :

a)| wy=3
. pour tout nombre entier naturel n, w, . =
b ve=1
g pour tout nombre entier naturel n, v, ., =% (v,,+ui.).
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{ el wa=1
pour tout nombre entier naturel n, W =2—5w,

Remargue. Les ples 1 et 2 ill deus procédés permettant de dé

suite numérique -
— suite définie par I'expression de son terme général,
— suite définie par un terme d'indice donné et une formule de récurrence.

n en enfréc

La suite {u) est définie par l'expression | La suite (v) est définie par v,=3 et |a
de son terme général : formule de récurrence :

u,=tn+4+3 Vepr=2w,+3,

Caleuler wg, &), 3, vy ¥y, Vo
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Exercices

‘1 {1} On consicére dans be plan 7, la figure

suvante :
8
[+
M
M oo
PERBREE L L
o A

A tout point M de [AB], on ranl cofrespondre,
&'l existe, le point M el que

M'& (OM)N[CD),
On a ainsi défini une Tonction f de o vers o
— Quelle est I'image de A par 17
— La point B &l une image par 7
Pourgqueod?
— Quel est I'antécédent par f du paint C7
— Le point O a-t-il un antécédent par f7
— Quel ext I'ensembie de définitlon de 171

2 (1. On donne dans Io tan . deux d
~{0) ot (4) sécantes an 0. e

\-

(4) M
xA

Ll

(D) o c M,
/

Aes et A¢{D)
Baid)
CelD)

Solt f la lonction de ¥ vers o qul & chaque
paint M du plan associe. s'il exista, le point M*
oblenu par ko programme de construction
suivant ;

— placer le peint M, appartenant & (D} et tel
que (MM,] soit paraliéle & ()

— placer le point M 18l que Wzgm

a) Trouver kes images par f des points A et B,
Le point C admet-l une image par (7
Pourquoi?

b) Quel est I'ensemble de definition de 17

<) Trouver ies antécédents par / des points A,

3 {1} Le plan & &tant muni d'un rIpém
10 L J), parmi les courtes »

ligures ci-dessous. dire celles qui sunl m
représentations graphiques de fonctions
Pour chacune de ces fonclions trouver ;

— l'ensemble de ﬂMIﬂHbDﬂ

— l'ensemele ima

— une valeur appmcnse de l'image de 2.

— une valeur approchée de chacun des-ant-
cedents de 1

126
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——
AT A—
s | = s
4 B | | |
11 - ._ : |
4 — o S S T~ E
H i e '| T | *I7 !
I atti s H
a[,
I\
11 Il i L
11 B R
A xn iy M3 R
7 it = 1
T 11 -]
" L | & 1 i
+H t T i
I o I
0] o ] o |

4 (7). On donne !a fonction [ de R vers R
deédinie par e formule expiicite -

-5x42
VTR

Quel esi l'ensemble de détiniion de 17
Trouver limage par | de chacun des nombres -

1=

v 2
=% 0 =

3 V3 025
On pourra compléter le tableau suvant -
| P=Ext2 | VT | k)
-1| A v
L
2 (53
3=
Vi
025
B (1), Soit A l'ensemble [0; 1; 2: 3; 4; 5:8; 7}

Soit { I'application de A dans lui-méme définie
par e tabieau sulvant

tix)

n
w
o
w
-
w
o

@) Quelle est I'image par f de chacun des
nombres suivants -

1 3 BT
M ost il?mbl. image de 7 b
dlns ie plan & muni d'un repére (0, §, J),
b) Trauver l'ensemble des antécédents par |
de chacun des nombres sulvanis |

S0 T
) Soit q I'application idantique-de A "
Trouver la des elm dn A pour

lesquets [ et g ont méme image.

Danner une interprétation graphique dan résul-

« tats obtenus.

o) Définir I'application f=, :
Trouver Fensemble des #léments de A pour
lesguels f=f et f ont méme image.

&) Quel est l'ensamble imags de I'application -

H:A— R 7
X e Tk
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1T que ies fonctions | s

Détinir het
Trouve? |ensemiie des elemenis de A pour
lesquels hef &l f ont mame image.
& (1) Dans chacun des cas suwanis monirar
de B vers IR géhinies
ESQECIVEMENT par | Gxpressaon oe §{x) e celle
de gix) sont egales.
1
)=t @
l#] 41

glaye|xj=1

x

s
2] Hxl=2 o glr=—
P

e

¥ 43 £

3 Hxjm—— & ginl=V 4,
V43 “

==
| M= sixg

Irm-z
st gixjmxd

2 1 1
§) Hxl= —
MHirt=— ot gin=— -

T (1} On donne les fonctions | et g de F% vers.
aefinies par

Hxb=vo" e gln)={vx?
) Trouver les ensembles de détinition de f o1

8 g
En dédusre gue f @1 g ne Sont pas égales.
b) Veritier que

3= gi3) . ML2)=gi112)
Trouver le plus grand sous-ensembia de IR sur
lequel [ el g coincidant
¢} Construire dans i plan J muni d'un repére
[C, 1 J). la représentation graphiqus de el
celle de g

B {1 On donne les lonctions | el g de R
vers IR défimes par -

x
flxb=— : =—1
[} T alx)

a) Trouver les ensembles de géfinition de | et
8 g B
En déduire que ! Bf g ne sont pas egales

b} Ecrire Uexpression de | (x) sang utiliser le
symboie | 1.

En dédusre le plus grand sous-ensemble de IR
sur lequel [ et g coincident

&) Construire dans le plan &, muni d'un rapére
[0, L J). la représentation graphiqua de f el
celle de g

#® (1) Ondonne les fonchions | et g de I vers
F delinies par

5
fa=r7 et atn=l

a] Trauver les ensembies de deélinition de f ot

En géduirl que |8l g me 800l pas égales

B) Monirer que, pour toul nOmbre réel x ©
st

En déduire le plus grand sous-ensembie de R

sur lequal f el g coincidant.

) Construire dans le plan 4, muni d'un repare

{0, 4 J) la représentation graphigue de [ et
calle de g

~10 (2} On donne les fonctions | et g de R

wers IR aelinies par

Hxl=E(|x[}. gix)=|E{x)}
a} Trouver les pnsembles de définition de f e1
de g f

&) Caiculer les images par § 8f g de chacun
des nombres sulvanis -

=25 =1 015 1

€] Rechercher 'ensemble des nomores réels x
tels que :

el gix)
En géduire la plus grand sous-ensemble de R
sur lequal f et g coincident

41 (2} Dans chacun des cas suivants réaliser
uh schéma de caloul associé & la fonction | de
R vars R définie par 'expression de fix).

1 Hal=2—3
2) H{x)=5x"41

3 =

4 M=m—

) M) =vEx—2 .
7) i =vTE !

8) Iix)=

g} fix)=

10) flxj=1++




A/ Fonitiimy

1) Fa)m 4 a*
Al
12) Hx)= -

130 Fxd={x=1F
143 F(adm (x+ THx—13)
18) Fx}=2a"=3n+5
=1

18 Hx=
¥

W 12 (2} Dans chacun des Cas SUIVanIs, ouver
_1‘ T'ensemtie de définition de ia fonction | oe B
vers R définie par Uespression de f{x].

1) Hy)=3x"—5x+2
— 2 Hx)y= l!+ﬂl2*—5} u
i+
I=TH
1
W= s -

5} Hxl=vx+5

5 8) Hrl=

P s i

Va2

7 Hxl=

VR
¥

L8 Hr}=—-—=-|m-
Vi3

=
10) rixanv'mnaﬁ
1) eV =x
12) )=V —E(x)

8 le)—

1
13) Ha)=——
) Hx) =Em
1) Fixp=x"+1.
+ 15} [ X) = e
] TYEE
W =T

N —_——
V=

1) et
=2+ VEFER

19) Hnp=VT=x VExF1,

) i —— =,
VER T VI—x

3 =

18 {3)

21} Tiwp=E(x"}
72} Fiw) = E (x4 5]
23} 1) = E(Vx)

1
) Hx)=——
I+E(x)
13 (#) Dans chacun @es CAS Sulvants, on
donne les fonclions [ et g os B vers R,
dafinies par s pxpressions do f[x) ol de qfx)
Aéaliser un scheéma de caloul pssocié & Fel un
sChema de calcul associe & g
En déduire un schiéma de calcul associe & g f
© un schéma de caloul assuc.e & fag

W Ma)=2a 48

Fle}=

3“-2'
2u+1
' ; i
2) Hn)= Py gixj=5x=2 |
N Iix)=2=3x gixl=2x41
1
4) Tix)= P glxi=3x+2
Vel
8} Hix=v2 41 glxh=3x"41
6) I{x)m glxl=1=x
1
7) flxh=(x+ 37, g{xrﬂz”'2
8) Hxl=E[x),  glxl=+
o) fHx)=x—13; aix)=E[x).

14 (2} Dans chacun des cas suants. on
donne la fonction { de R vers R, définia par
Vexpression da f{x)
Réaliser un schéma de caicul associe & £
Trouver Iensemble de délinition de !

crirg | comme composée de fonchions élé-
mentaires.
1) flx)=m3=5x

2 le?u?l"+1.

2x+l
4) F(x)m(Sx+2F.
5) Hx)=VEx+3

B) Hx)=

vt i
flx)={x+3)"—

o

flxjmd 4
] 5
On donne ci-dessous |spplication |
de [1.7] dans KR, par =4 raprésentation
araphigue

T




Mathématigues seconde - Algébre

Trouver graphiquement, |'image directs par |
des intervalles suvanis -

[2: 3], 125 5] 9.5 15

| 18 {3). On considére I'application :
Fi[0:8] — R
x — f(x
telle que -
sie[0; 2] Mxl=—x+1
=i ]2 3] Mx)=2
Sixe[3;6] fix)mx—3,
Trouver graphiquement, I'image directe par |
des intervalies suivants :
[0: 11: 12:3); }4: 6}

A7 {3, On gonne l'application -

Trouver 'ensambla das lnhoéd-m par ! de
chacun des nombres réels suivants

36 =10 =1 -2.

18 {3]. On donne Iapplication
PRI — R
x+1

Trouver 'ensemble des antécédents par [ de
chacun des nombres réels Suivanis

Hu k2

49 (3). Selt E rapplication partie entiere

a} Trouver l'ensemble des antéeédents par £
de chacun des nombres réels suivants .

3

3 080 e

e

20 {3} On donne ci-dessous 'application [
de [1,6] dans par sa représentaton
graghicps.
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Trouver graphiquerment, |'image reciprogue pas
f des intervalies suivants

[0: 5], |2: 4], [4:55]
21 (3} On considére I'application
1008 — R
x e Hx)
Hx=2x—-1)
Hxy=—x+3

" telie que
sl xe[0; 2]
sixe): 3]

s weld 6] f!ll=2(§v— ‘).

Trawver graphiquament, I'image réciprogque par
! ges intervalies sulvanis 3
J= 00 =10k J=1 1k s Al
22 {4). Dans chacun des cas sulvants, la suite
{u) @5t cefinie par 'expression de son lerme

général. .
Trouver |85 Cing premiers larmes de cetts suita.
Faire une représanietion graphique partkalle de
la suite (u) dans le plan mun d'un repbre
({8

n=3

4) uy =140,

5} up={=1"

8} up={n—3){n+2}
23 (4). Dans chacun des cas suivanis. la suite
{u) est détinie par un terme et son indice, ot
une formule de récurrence.

Trouver les cing premiers termes de cette suite.
Faira une représentation graphique partiells de
}:J‘J-u.j}' {u} dans le plan muni d'un repén

1 ug=2
paur tout 7 élément de N

Uppr™= .
T+

=5
paur fout o élément de N

H..+.=t+s(%)

w=1
pour tout  élément de IN® -

1
U=t Foe

Al Bt by

A [y
pom mm n plamant e BN*

) [y =1
pour 1oul n dldment de N

L + 1,
v

+1
B uy
Dour 1uu| n dkment da N*

1
U™ by

24 {4} Un capital da 750000 F est place by
tnux annuil ds 12 % Au boul do chagues annds
da placemant. I'intdrdl ost calould en pranant in
partie antibre du produll du capitol et du taux
Liintérél acquls s'ajoute au cepHal (c'est la
capitalisation anauells),

1) Guel est lintérdt obteny 8w boul de fa
premidre annde de placemant?

Quel est ls nouveau capital & la fin de cate
premidre annde?

2) Quel esl linterét ootenu su bout de la
deuxigme annéa de placemant?
Quel est la nouveau capital & t fin de cetle
deuxigme annda?
3) Dere parmi las suites (u), {v). (w) calie qui
permet e frouver de procha en proche |
capital au bout de ln 1'%, de ta 2°, ., da la 0
annéa de placement,
(w) | uy= 750000 |

pour lout 0 eldment de N - |

Ugpy= EVLIZX W),

!
|
(vh = T50000
Wur fout 1 dlément di -
Vasr=012% v,

(w) [ wy= 750000 —
pour toul i elemant de N

Wy = 0,125 w4 E (W),

Oual est le capital au bout de la 4* annde do
placement?

25 (4). On considére la suite (u) définie pa-
=1
[pw tout # Glément deo N, v,

T,
1) Calculer u,, wy, Uy
2} On considére fa suite (v} de terme géndral

1
¥, tel que pour tout o dlément da N, Lt

13




Mahémuriques seconde - Algébre

&) Exprimet v, ., en lonction de v,

b Calculer v,
En deduira 18 valewr de u.q

26 (4). M. Koffi emprunte 100000 F aupres
d'une banque. Celle-ci lui indique que |8 taux
dintérét du prét est de 12 % par an. Il rem-
bourse cet amprunt en versant chagus mais 3
la barque la somme de BB85F, le premiar
versement ayant lieu un mois aprés la cate de
l'emprunt.

Nous voudrions calculer le nombre de verse-
ments que M Kolli devra effectuer,

Le principe du calcul de la bangue est le

suivant
Soit € le capital ampruntd, | % be taux dintérét
annuel, montant 0es remboursaments
mensugks,
Le montant ¥ du premier remboursement
mensuel 58 SECOMpoSe &n
iy interéts produits en un mais par fe capital
" - 1 1
4, st lasrond d'ordre O de — ¥ — % &)
12 100
ry . remboursement d'une partie du capital;
o= Vi,
Ainsi g capnul restant du aprés le pramier
versement st ¢, tal que
cy=C—ry
Pour be deuxime remboursemeant, le calcul ast
& méma, be capital C étant remplace par ¢, On
oblent iy, r; el ¢, De méma, pour c
vessement, on efleciue le méme caloul, la
capital considérd atant le :.bpnal restant di
apris e Si
porte la numéro k, on obtient ainsi L. I Bt Gy,
Etanlir un fableau damortissement  de
I'smprunt contracté par M Koffi, c'est-a-dire
un tableau donnant les fermes des suites (1), (r)
et {c), les valeurs de C, J et V étant celies
indiquées ci-dessus

Mathématiquamant, las suites (i), {r] =1 (o)
peuvent &tra deéfinies sur IN®. Guel est le critire
qui permetira de reconnaitre e dernser indica
ayan! une signification pratique?

Determiner l& nombre de versements que devra
effectuer M. Kolfi Ouella remargue peut-on
faire Bur |8 dernir versement?

27 (4). {Principe du calcul
cédent.}

M. Kouamé emprunte 1000000 F auprés d une
BENGuA.

Celle-ci i indigue gue le Eux d'intérét du prét
est de 9 % par an ot qu'il devra remhourser en
30 versemenis mansuels de 37340 F

M. Kouamé décide de rembourser par anticipa-
tion le capital restant di aprés la sixiema
mensualite.

Quelle somme M. Kouame devra

VoI BYEITICE pré-

payer?

Pour réfléchir

28. Le psychroméire st un instrumant per
mettant de mesurer Phumidité relative de
ratmosphere. Cet appareil es! constitué de
deux ihermométres. Le premior indique |a
température de l'air ;|2 second, dont e
réservolr est maintenu mouilld & Paide d'ure
mache trempant dans un réservoir  d'eau
indiqua une valeur ' inferiure & & L'écart
antre ¢ ot I est dautant plus grand que I'air est
plus sec de sorte que la connaissance de fat '
permel le calcul de I'humidité retative de Pair
On peut ainsi définir i3 lunc,bun

U:RxR
(18] l—b Ull 3]
, & chagqua couple {1 [) de lempeératures
associe 'humidité relative correspondante {an

).

En pratiqua, la calcul de U{1, ') ¢1ant compii-
qué, on utilise des régles @ calcul constituees
de la fagon suivanie

Utitisation de |8 régle
— en géplagan la réglette mobile, on aligne 1a

graduation de la partle lixe correspondant & f

Bt la graduation de la réglette mobile corres-
pondant & 1.

— on lit alors I'humidité relative LT ) en
tace e I'index de la réglette mobile,

a; Constituer une régielie mobile en recopiant
sur le bord d'une Teullle de papier les gradu-
tions de la réglette de (@ figure ci-dessus

B) Trouver ai'aide de l& reghe ainsi conshitugs |
LI A0); U{20; 17) U(32: 27): 131 21.5)
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A Fonciong

) L'numidité telative os! de £0%. Trouver ) Dans le plan muni d'un repare orthonormi
eing couples possitles pour (£ &) [0, L J} on représenia un couple (£ 1) o le
point de coordonnées (L I} Hachurer e
domaine du plan corespondant aus couples
o) On sait que humidite relative est de 70 % (r. '} doot limags peut &tre calculoe i |'aide do
&t que [ vaul 24° Trouver ', la régle & calcul ci-dessus.

THEME D'ETUDE N® 1

B4

Ligme ge
Soit une application | E —
M — f{lﬂ

Solt 8 un nomore réel

Designons par L, I'ensamble des antécédents par  du nombre réel a.
L, &5t appelé ligne de nivesu ce [ relalive au nombre reel a
llllul:l 1

donng un paint O dans le plan
Gnnsloémm \'application f: & —e R
M— OM

Qualla est la ligne de niveay relative & checun des nombres suivants

1
= % 225 0 —1.7

&
Faira una figure. o
Exercies 2 .
On donne une droite (D) dans le plan 4. )
Soit M un point quelconque de f, N ls brojete
orthogonal de M sur (D). N

" On rappelle que MN est la distance du point M & la drolte (D).
Considérons I'application 1 : & —= B

M p—s MN
MN étant la distance de M & (D).
Quelle st 12 ligne de niveaw relative & chacun des nombres 2,0 -3 7
Faire une figure,
Exercice 3
a) Considérons I'application @
I'R*XR — R
1% ¥l —= x+y )
Ousalle est fa ligne de niveau de f relative & chacun des nombres suivants
s ks Y
Faira une ligure.
b Méme guestion pour les applications sulvanies :
g RxA — R Do RAxR— R .
(5 ¥) == Zxt3y—1 1 ) e 2
k. RxR — R P RXRT — R
(x ) == ||+ 1y (X ¥) e ;

133



Mudhémuatigues seconde - Algéhre

THEME O'ETUDE N° 2
Hechetche graphique dos tormes 0'une guits (u) determinos par un ferme dindice donna af
une formule de récurrance du fype
Uy g Ay b
= Soil (1) une suite défine par -
sk
[uwr tout element de N, ., =au, +b
k. & el b &ant des nombres réels donnes
On calcule alors | @0 PIEACKNE U, 8N BNIrGR dANG & Schema suivant |

Ce schéma est le schema de caleul pour la lonction affine .

R — R
X p—s ax+b

dont la représentation graphique as! la droite (0} d'égquation :
y=ax+hb
Soit (4] la droite d'équation y=x




4/ Fonctions

Consigerons le point A, de la droite (D), ayant pour abscisse u; |
San ordonnde est alors .

Le peint B, de |1} de mame ordonnee que A, a donc pour abscisse u,

Soit 4, I8 point () de méme abscsse que B, il a pour ordonneée o,

On abiient ainsi ge Droche en proche 6s points A, (b, o), Aule,. ) Aslus o),

Daonner un}pfugmmmu de construction du point A, (U, v, Connassant le point
A (e W)

» Applicafions.
a) On considéra la suite (v) define par -
=1
3
pour tout n élément da N, v, =2 w,+1.

2
Construire par le procédd ci-dessus, bes points correspondant aux cing pramiers termes de ia
suite (u)
Donner une valeur approchée de ces lermes.
b) On considérs la suite (v) delinie par ©
[ Vp=12

1
pour tout n élément de M, v,,,.-i Vy=1,

Mémes questons qu'en a)




5 Fonctions polyndmes
Fonctions rationnelles

Legon 1: FONCTIONS POLYNOM
Legon 2 : POLYNOMES

ES

Legon 3 : FONCTIONS RATIONNELLES

1 Fonctions polynomes

1) Introduction

a) Exemple.

Considérons les fonctions

[iR— R ;. g R—R

T (5x41){3=Tx) >

A ces fonctions on associe les schémas de caleul sui

Fonetion f.

Quelles sont les i I ires qui intervi

X 225
vants

Fonction g

dans ces schémas de calcul?

Trouver 'ensemble de définition de f et celui de g
[ et g sont des fonctions polynémes.



— e

h) Comment itre une foncti fyni

’_Lh:e fonction polyndme est une fonction de R vers R qm aﬂm:t un schéma de
caleul ne faisant intervenir que les f

Y Y

Par conséquent :

Toute fonction polynéme est une application de IR dans R,

» Les fonctions f, g h de IR vers IR, définies respectivement par :
1 1
f(x]=v’§x+;» s(x)-3f+s. hix)={(2x—1)(x+3}

sont des fonctions polynémes. Pourquoi?

Remargue

Toute fonction constante de IR vers R est une fonction polynéme.
Toute fonction affine est une fonction polyndme.

« Considérons la fonction h: R — R
(51+!)i1 +1)

41
Le schéma ci-contre est un schéma de .
calcul associé & h
Pourquoi? -

h est donc une fonction polyndme.

g
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Muthémariques seconde - Algébre

» Les fonctions @

ffR—mR i g R— R o [=22] — R
5
xp—--'x-!-l1 x—s Vir42 X+ 3247
=
ont des bles de définiti i de R

Ce ne sont done pas des fonctions polynamies.
» Nous pourrons montrer witérieurement que des fonctions telles gue :
R—R ; R—R: R— R

1
X—s —— x e |x| x — FEix)
41

ne sont pas des fonctions polyndmes,

€} Détermination d'une fonction polyndme.

Pour définir une fonction. on donne :

— lensemble de départ,

— l'ensemble d'arrivéé,

— un procédé permettant de trouver les images.

Par une fonct lyndme étant une application de IR dans R, elle est
enticrement déterminée par ln donnée de 1'¢xpression de I'image par f d'un nombre
réel quelconque.

La phrase ;

«fesl]afﬂnl:hon polyndme telle que f(x)=3x+5.
détermine done I'application R —= R
x — 35745

2) Image d'un nombre réel par une fonction polynbéme

Exemple 1

Considé la fonction polynéme [ définie par :
flxy=(9x41)(6x—3F=1—Ux
® On sait écrire f{x):
— sous forme factorisce ;
flxyma(9x41)(3x=2){3x—1),
— sous forme développée réduite et ordonnée :
Jix)=324x"—288 s + 36 x4+ 8.
= Selon le caleul & effectuer, on choisira I'écriture de Fix) qui convient le mieux.
Ainsi @

— pour caleuler f{0); FI0L1) F(0,01); F{0,001); ., la forme développée. réduite et
ordonnée seta la mieux adapiée.



3 Fonctions polynémes - Fonctivns rationnelles

En effer, par exemple -
floj=8
FIO) =324 107 =288 X 107 4 36X 107" 48
=324 —288 +3.6+8
=4 [4

— pour trouver le signe de f:\/ﬁ) Ia forme factorisée sera la micux adaptée.
En effet !

FIVIA =4 VTA+ D3 VIA=2)(3VTA=1)

of on a 1421

ce qui entraine Via=>1

donc GVTAHIZ0; 3VTA—220 WTA—12>0
par suite FIVTA =0,

Trouver le signe de f{—V'1,4), de I(;)

Exemple 2

Soit Ta fonction polyndme f définie par :
flr)=2x"—=5x4+3x+4

On veul trouver une écriture de f(x) p de P le plus rap
possible le tableau suivant -

ra
wn

fix)

A cet effet, écrivons f(x) sous une forme ne faisant apparaitre aucune puissance de
x d'exposant supérievr & 1.

Transformons la forme PF réduite et ord de f(x) de la fagon
suivante :

flay=2x"—5c'+3x+4

flxy=]2x"—=5x+3]x+4

fl [{2a—5)x+3]x+4.
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Cette écriture de f{x) permet d'obtenir e schéma de caleul ci-dessons, aussi appelé
schema de Hivener.

® Calcul de [(0,4)
FION=[12%04 =504+ 30,444

|
g

flo4)=4,528.



S!Fonctions polynames - Fonctions rationnelles

e Organisation du caleul de f{x):
Fix)=[{2x—5ic+3|x+4
302 |

flx}
On pourra utiliser le tableau ci-dessous.
Compléter ce tableau,
x A B € D E fix)
arrondi
2x A—5 Bx C+3 Dx E+4 d'ordre 1 de
fix)
0.4 08 —42 | =168 1,32 | 0,528 4,528 4,53
1
3
2
3
5 5 1 25 2 & 113 419
6 3 3 9 ] 21| 2 *
1 2 =3 -3 0 0 4 4
11
4
k|

Exercice | Considérons la fonction polyndme [ définie par :

Mx)=Tx'+327=2.

Mettre [{x) sous la forme correspondant au schéma de Hirner.
5
Caleuler f{1.4), f(j)

(E1]



Mashématigues seconde - Algébre

3) Zéros d'une fonction polynéme £ signe de f(x)
suivant les valeurs de x

Definition

g ——y
{ étant une fonction polyndme. a un nombre reel, |

o est un zéro de [ fla)=0

Ainsi 3 est un ze¢ro de la fonction polyndme [ définie par
flxy=x'—5x+6

Remargues -

« Rechercher les zéros d'une fonction polyndme f. c'est résoudre I'é
xeR, fix}=0

« Etudier le signe de f{x) suivant les valeurs de x. cest trouver :

— l'ensemble des nombres réels x pour lesquels f(x)=0,
— l'ensemble des nombres réels x pour lesquels flx)>0,
— l'ensemble des nombres réels x pour lesquels fix)<<0.

Exemple 1

Considérons fa fonction polyndme f définie par f(x)=1—1 "

Nous nous proposons d'érudier le signe de f{x) suivant les valeurs de x

— Factorisons f(x):

flx)={1=3x)(143x).

— Etudions le signe de chacun des facteurs :

1 1
1=3x=0 pour x=z I+.\x-0pour:=—3

1 1

1=3x>0 pour ﬂ]-—:;[ |+]1>0pﬂurx(}—i1~[

1 I
1—3r<0pourxﬁ]~i;—~[ 1+ 3x<0 pour xE]-:—;['
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5/ Fonctions polvndmes - Foncnons rationnelles

— Reportons ¢es résultats dans le tableau ci-dessous. f(x) étant le produit de
(I—=3x)et (14 3x), application de la regle des signes permet de trouver le signe

de fix)
X o —1 l —
3 3
1=3x + + + 0 =
143x - ] + + +
fix) - 0 + 1 —

— Concluons :
flx)=0 pour xe[ —.—]
3%

J(x)=>0 pour :’E]—li =

=

flx)=<0 pour xs]-—: —%[U]
Donner le signe de f{—0.4); f(—0,33) F(0.3); F(0,4).

Remirgue On donne la fonction affine f définie par [f{x}=ax+ b], a et b étant
des nombres réels

Soit { D) la droite repré hi la ion affine [ dans le plan &
muni d'un repére (O, 1, J).

a>0 ¢ \ a<(
fix) i - fia)
b ™~ b
o A NG
x, al I £ x [+]
fixy) fix) |
m .

/

x‘(—f x,b'—-b x,ﬁ—f :,}———b
a a a a
fixy<n flx)>0 flx)=0 flx)<n
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— Comparer le signe de a et le signe de f{x) lorsque x est élément de
b
] a

Compléter les tableaux suivants -

ey

b b
x -— - — x -— =l —
o a
axth | — 0 lax+s | o 0
Exercice | Dans chacun des cas suivants,  est une fonction polynéme.

Etudier suivant les valeurs de x le signe de f(x)
a) flad=2{3xs4+ 15— )4+ 35— x){1—3x)
b) flx)=(Tx41)(2=x)(3x+5)

Remargue. Pour
remarquables ci-dessous.

Pour tous nombres réels @ b, ¢, on a:
(a4 bF=a42ab+ b
tat+b+clf=a'+b+c'+2ab+2 b+ 2ea
af— b =(a—b)(a+b)
(a4 bf=a"43a'b4Iab’ 4 b’
a'=b'=(a=h)a'+ab+ b
a*+ b'=(a+ b)la*—ab4 b*).

=

certaines factorisati on pourra utiliser les égalités

En remplagant dans certaines de ces égalités b par — b, trouver le développement
de (@ —b¥, (a—b+cP, (a—b)

Exemple 1

Consi la fonction polyndme f définie par f{x)=3x>+ 1.
Nous ne pouvens pas factoriser (3% + 1), cependant, la démarche suivante permet
de trouver le signe de f(x) suivant les valeurs de x



S{Fonctions polyndmes - Fonctions rationnelies

Pour tout nombre réel x ona:

¥ 0

duone Irz0

A1zl

et Ax41>0
Conclusion ; L' des L} réels ¥ tels que flx)>0 est R

1l n'existe aucun nombre réel x tel que :

flo=0  [ou] fx<o.

Exercice | Dans chacun des cas suivants, [ est une fonction polyndme.
:‘. Etudicr suivant les valeurs de x, le signe de f{x).

1
flx)=5x"+3; flx)= _x!_g;
T =224 3574 5¢  f(x)==3x'=x=1;
Ll =2a4 34T )= —(xt 5P -2

2 Polynomes

1) Notion de polynéme

a) Monames.

« n étant un nombre entier naturel pon nul et @ un nombre réel quelconque, on
appelle sme le p de calcul ad le schéma suivant :

On ient de rep e p de calcul par : aXx®,

— s a# 0, on dit que aX" est un mondme de degré n et de coefficient a;
— si @a=0, 0 X" est appelé mondme nul; on le note : 0.

Notation ; aX' gécrit aX,
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# nétant un nombre réel q [

fe p de caloul suivant

— i @& 0, le programme de caleul a X" est appelé mondme constant de coefficient

a On le note @ a;
— &1 am 0, on obtient le mondme nul.

Remargue Notons que Iécriture 0° ne désigne rien
Néanmoins pour le programme de calcul aX”, nous convenons que son exécution

peut s'étendre & tout nombre réel.

b) Polyndmes.
» Somme et produit de mondmes -

le programme de calcul ainsi schématisé
cst représenté par -

aX"4 bX™
on dit que c'est la somme des mondmes
aX® et bX™

le programme de calcul ainsi schématisé
est représenté par :

aX" X bX™
on dit que c'est le produit des mondmes
aX" et bX™

— Considérons les programmes de calcul ©

aX"+ bX"

et (a+b)X"
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Ces deux programmes, exécutés avec le méme nombre réel, donnent le meme
résultat

On éerin

aX"+hbX " =la+ b) X"

— Considérons les programmes de calcul
axX X hX™ et (ab) X"+
Ces deux programmes, exécutés avec le méme nombre réel. donnent le méme

résultat.
On écrit ©
» Définition

On appelle polynome, toute somme de mondmes.

Remargue

— Un monome est un polyndme.
— Le mondme nul est aussi appelé polynéme nul

Exemple

Le schéma de calcul ci-dessous est un schéma du polynéme 3 X7 —4 X +46.

-
L}
.
[ 1]

Donner un autre schéma de caleul de ce polyname.
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Plus genéralement. tout polvndme A (X) admet une éeriture de Ia forme ;

terme terme terme terme
en X" en X! en X constant
T ] T 1 f 1 T
A(X)= a, X" + a_ AN"'+.+ a X + a,
L S—
polyndme

® Sia =0, on dit que A{X) est un polynome de degre m

on ecrit - d' A(X)=n,

on lit: degré de A(N) égale
G @,y 0 by ody sont les coefficients de A{X)
L'écriture :

a X" +a, X'+ FaX+a,

est appelée forme developpée, reduite et ordonnee de A (X) suivant les puissances
décrossantes de X

Exemple

{— X"+ 8 X*—5) est un polynéme de degré 3 :

le terme en X' a pour eoefficient —1,

le terme en X7 a pour coefficient 8.

le terme en X a pour coefficient .

le terme constant a pour coefficient — 3.

—1: 8: 0t — 3 sont les coefficients du polvndme [ — X'+ 8 X —5).

buer un degré au polyndme nul

@ Dans cette erude 1l n'est pas nécessaire d'ar

femarque Dans I'ecriture d'un polynéme. X ne désigne pas un nombre réel, mais
le prog de caleul adi le schéma suivant :

Exercice | Considérons le polynome A (X) tel que :
AfX)ymaX'+ X 4 e X+ d
A quelles conditions A (X)) est-il un polynome de degré 37 de degré
27 de degré 17

¢} Polynomes et & o
Le polyndme A (X) tel que ;
ANI=2X =3X+1,
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est un programme permettant de calevler Uimage d'un nombre réel quelcongue
par la fonction polyndme @

ffR— R
X b—e 2x =3 x41.

Nous dirons que le polyndme A (X) est associé 4 la fonction [,
Plus généralement, nous dirons qu'a la fonction polyndme [ défi
f=ax"+a,_,x" "+ . +a,x+a,
est associé le polyndme A (X) tel que :
A(X)=a,X"+a,_, X" ' +..+a X+a,

d) Dé d'un polyné

Activite

Trouver un polyndme de degré 3 dont :

— le terme en X a pour coefficient — 5,
— le terme en X* a pour coefficient 3,

— le terme en X a pour coefficient 2,

— le terme constant a8 pour coefficient —2.

Plus général on que gu'un polynome est entic déterminé par la
donnée des coefficients de chacun de ses termes.

Critere d'égalité de polyndmes

Etant donné des polyndmes A (X) et B(X) tels que :

AX)=a,X"+a, X'+ . +a,X+a,
B(X)=b,X"+b,_, X" ' +..+ b X+b,

a, = b,

< et = e

JR] g jalors ) A(X)=B(X)
ay=b,
g = by

, Exercice Considérons les polyndmes A (X) et B(X) tels que :
AX)=aX + bX 4 cX+d
B(X)=—5X"4 X413,

§ a, b, ¢ d étant des nombres réels.
1 Trouver des valeurs de a, b, ¢, d pour que :

A(X)=B(X).
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2) Somme ot produit de polynomes

@) Somme de polynimes.
Exemple
Considérons les polynomes A (X) et B{X) tels que :
A(X)=—5X'+3X=TXx—=1
B(X)=1X'=X"431X+4
# Lasomme de A (X)et B(X), notée A (X)+ B(X).est un polynéme de degré 4.
Trouver le terme en X° de A (X)+ B(X).
o Pour effectuer la somme de A { X) et B{X) il est pratique d'adopter la disposition
suivante
—5X FIXI—TX—1
+ X' — X'43X+44
—SXIF2XN 42N =4 X 43

A(X)4BIX)==5X'"42X"+2 X" —4X+3

Hemargue On démontre et nous admettrons que :

A(X) et B(X) étant des polyndmes non nuls et de somme non nulle :
d“{A(X)+ B(X))<Max(d" A (X); d° B(X)).

Exercices | 1) Effectuer la somme des deux polyndmes suivants :
! IX - X44 et —aX 45X+ X1
|, 2) Trouver le terme en X° de la somme des trois polyndmes
| suivants :
$ SXI=IX42 —2X0=X141; 6XT44,
| 3) Soit A(X) et B(X) deux polyndmes tels que :
A(X)=2X*=5X4T,
B(X)=(14+a) X 4+4 X — X+3.
:;—Tmu\er les valeurs de @ pour que A(X)4+ B(X) soit un
| polynéme de degré 3 )
! — Comment faut-l choisitr a pour que A(X)+ B{X) socit un
| polynéme de degré 27

1
1}
]

b) Produit de polynimes.
& Exemple
Considérons les polyndmes A (X) et B(X) tels que :
AX)=2X " —X"+3X+4
B{X)=4X—13.
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Le produit de A { X) et B{X), noté A (X)X B{X), est un polynome de degré 4,

Le coefficient du terme en X' de A (X)X B (X) est obtenu en faisant la somme des
produits suivants ¢

|'w;!ilcn:m du terme en X' ]

coefficient du terme comstant |
de ALX)

L [ de B(X)
coefficient du terme en X* [
de A (X) [

AlX)x BtXJ—(Ex'-x +IX+ X -3

coefficient du terme en X' : [21 — 1J|+l: —=1)4)

Trouver le coefficient du terme en X* de A(X)X B(X)
Pour effectuer le produit de A (X) et B{X) il est pratique d'adopter la disposition
sulvante |

melilﬂml du terme en X
e BiX)

2x'—x? +3iX+4
x 4X-=13
—6X'+3 N —9x—2

BX =a X 12X 16X
BX'— 10X 415X +TX—12

A(X)X BIX)=8X'— 10X +15 X +TXx—12.

Remurque On démontre et nous admettrons que :

|
A (X}et B(X) étant des polynémes non nuls,

d"(A(X)X B(X))=d"A(X)+d"B(X)

Exercices { 1) Effectuer les produits suivants :
(3X=2MX43); (2X435)(3—4X)

-' 2) A l'aide de la disposition pratique, effectuer le produit :

5 (BX =5X42)(— X +TX—4)

| Comment est obtenu le terme en X° de ce produit?
3) Trouver le terme en X du produit -

(X —3X =5 X+1}—2X 44 X=T).
4) Quel est le degré de A(X)+ B(X) et de A (X)X B(X), dans
chacun des cas suivants

a) A(X)=2X=5X+1; B(X)=X—4

B) A(X)==3X'4+2X'—4Xx+1;
BiX)=m3ix* =2 X'+ X =1,

) AIXI=3—2X45X%
B(X)=2X—4X4+7—5X"
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3) Méthodes de lactorisalion d'un polyndme

@) Mise en factewr d'un polynime du 17 degré.
o Introduction

E donné un polyndme A (X) et un polyndme du 17 degré (aX + b}, peut-on
écme A(X) comme produit de (aX+ b) par un polyndme?
dit, existe-t-il un polynd QX)) tel que ;

A(XN)=(aX+ b} Q(X)?

Exemnple |
Soit A(X) un polynéme tel que -
AlX)=5X'—13X—6.
Montrons que I'on peut trouver un polynome Q(X) tel que :
A(X)=(X=3)Q(X)
A cet effet, transformons (5 X? — 13 X — &) pour faire apparaitre le facteur (X — 3).

AlX)=5X—13X -8 or :
o (X=3)(5X)=5X"—15X;
o =13 Xm—15X4+2X

A(X)=SX'—15X4+2X=6
A(X)=5X(X=3)+2(Xx=13)

A(X)=(X=3){5X+2)
Maontrer que 3 est un zéro de la fonction polyndme associée & A (X)

Exercice | Trouver un polyndme Q(X) tel que : \
L a) 2 X — 10X 43X —15=(X—5)Q(X). =
| b) SX'—6X—8=(X=2)0(X).

Exemple 2

Soit A(X) un polynéme tel que :

A(X)=2X"—4 X 43X =6 =

Peut-on trouver un polyndme Q(X) tel que : _

A(X)=(X—1)Q(X) ? ~

Solution :

Soit B(X) un polyndme quelcongue.
Soit f la fonction associde & A (X) et,
£ la fonction associde & (X —1) B(X).

Ona fil)==5 et g(l)=0.
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Par conséquent. quel que snit le polynéme B(X):
ALX)F(X=1)B(X).

Conclusion = 1l nexiste done pas de polyndme Q(X) tel que
ALXN)=(X—1)10(X)

& Critere de forarisation.

Soit A(X) un polyndéme, o un nombre réel,

— §'il existe un polynome Q(X) tel que :
A(X)=(X—a)Q(X),

alors, @ est un zéro de la fonction polyndme associée & A (X))
Pourguor?

— Réciprog on dé et nous ad que ;

A(X) étant un polynome, & un nombre réel, si @ est un zéro de la fonction
polynome associde a A (X), alors il existe un polyndme Q(X) tel que :

AfX)=(X=a)Q{X)

j A (X} étant un polyndme, & un nombre réel,

il existe un polyndme - — a est un zéro de la
QX) tel que : { équivaut i ) fonction polyname asso-
AlX)=(X—a)Q(X) cide 4 A(X)
< |
Exemple
Soit A(X)=2X"'—5XT+4X—1. )
On vait que 1 est un zéro de la fonction polynome associée 3 A (X). '

Donc, il existe un polyndme Q(X) tel que :
AlX)=(X—=1}Q(X).

Déterminer Q{X).
Existe-t-il un polyndme Q'(X) tel que A(X)=({X=2)Q'(X)?

Exercice '5 Soit A(X) un polyndme tel que :

§ A(X)=4X"+7Xx~2

}. — Weérifier que — 2 est un 2éro de la fonction polyndme associde &
A(X)

? — En déduire une factorisation de A (X))
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o Line méthade pratigue de mise en faciewr d'un polynime du 17 degré.

Exeimple
Soit ALN) un palyndme tel que ;
ALX)=B8 X' 10 X 4 X +6.
It existe un polyndme Q(X) tel que A(X)=(2 X+ 1) Q(X). Pourquoi?
Le polyndome Q(X) est de degré 2. Pourquoi?
On peut écrite a priori ;
Q(Xy=aX '+ bX+ec
Trouver Q(X) revient i déterminer des nombres réels a, b et ¢ tels que :
A(X)=(2X+3)(aX*+ bX +¢),

c'est-a-dire tels que ©

EXTHI0X + X46=2aX"+(3a+2b) X +(3b4+2c) X+

Un polyndme étant entierement déterminé par la donnée des coeflicients de chacun
de ses termes, pour réaliser 'égalité précédente il suffit que :

— les coelficients des termes en X* soient égaux
2a=8 doi a=4,

— les coefficients des termes en X* soient égausx :
Ja+2h=10

or a=4 donc b= —1,

— les coefficients des termes en X soient ¢gaux ©
Ibtle=1

or b= =] donc c=2,

— les coefficients des termes constants soient égaux ©

Je=n

on retrouve ¢ =21,

Par suite
ALX)=(2 X+ X =X +2),
Exercice | Soit A (X) un palynime tel que :
!
! A(X)=5XK'—3XN=14
| — Werifier que 2 est un réro de la fonction polyndme associée 2
| A(X)
| — En déduire une factorisation de A [X).
b) tidi d'un | ame par un polynime du 1'' degré.

Soit A (X) un polyndme tel que :
AlX)=2X'—5X"4+ X432



SiFanctions polvadmes - Foncttons rattonnelles

Soit f la fonction polyndme associée & A (X)),
Ona: fi2y=1, .
Ou’en déduire?
Considérons le polynéme B(X) tel que :
B(X)=A(X)—1
On remarque que 2 est un zéro de la fonction polyndme associée & B(X).
1l existe donc un polyndme Q(X) tel que : B{X)=(X=2)Q(X)
c'est-a-dire tel que : A(X)—1=(X—2) Q{X}
ou encore : A (X)=(X—2)Q(X)+ 1

Plus pénéral on dé et nous ad que :

A(X) étant un polyndme, (aX 4+ b) un polyndme du 1% degré, il existe un
polyndme @ (X) et un polyndme constant R {X) tels que :

A(X)=(aX+b)Q(X)+ R(X).

On admettra que les polyndmes Q(X) et R ( X) sont déterminés de maniére unigue.
Trouver QiX) et R{X), c'est effectuer Iz division euclidienne de A(X) par
(aX + b); Q(X)est le quoriens, R (X) fe reste de la division euclidienne de A (X)
par {aX + b).

une i pour

cette division euvclidienne.

Exemple 1
Soit A(X)=5X"—12X*—7X—4.

F par de 5X'—=12X*=7X=4 pour faire
apparaitre (X —3)

A(X)= SXT—12X'=TX

Polyndme de degré 2 1
=5X7(X=3)+ IN'=TX—14

=5XNX—3)+IX(X =)+ 2X—4

=SXC(X—DEIXX=DHX-B+ | 2 |
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Disposiifon prafigus |
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SX'T=12X — TX —4
—(SXT—=15 X7

FEgalites -

A(N)=SX —12X =TXx—4

IAT— TN —4 ALX)=5X (X —N+IN—TXN—4
=X —9x) !
2x—4 A(X]-i_.Y—j]fS.\'1+.‘Xj+2.\'—4
—(2 N =)
2 | AKI=(X =I5 X I X+ 242

On a ansi effectué la division cuclidienne de A (X)) par (X =3}
— le quotient est le polyndme (S X743 X +42);

— le reste est le polyndme constant 2.

Ces polynomes vérifient I'égalité -

A(X)=(X=3N5X+3X4+2)+2.

Utilisons la

pratique pour la division Tidh de :
(=3 + 10X 411 X —1)par (3X+2).

=3X'4 10X 411X —1
—(=3X'= 2x%)

=X 4AX 4
12X +11X—1
—(12X* + 8X) 2 i L=
sl il oA A 7 .
X -1 e e e e 2
=(3X42)
-3

Eerire les €galités correspondant & chague étpe de cette division euclidienne.
Quels sont le quotient et le reste de cette division euclidienne?

Hemarque

Soit A(X) un polyndme et (aX 4 b) un polyndme du 1% degré.

b
Lorsque (——) est un zéro de la fonction polyndme associde & A (X), on sait

a
qu'il existe un polyndme Q(X) tel que :
AlX)=(aX+ b)Q(X)

La division euclidienne de A (X) par (aX + b) donne pour quotient Q(X) et
pour reste le polyndme nul.

On dit alors que A (X) est divisible par (aX + b).
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Exercice | Effectuer ln division cuclidienne
| a) de (5X74 X —2) par (X—2);
by de (=15 X'4SXT—12X+1) par (=3X41;

Ded de (ZX 4 13XTHIB N —1) par (2X+5)

4) Cas particulier des polynémes du second degré

i hode spécifique de f: iiation des pol i

MNous allons
second degré.

une

Exermple 1
Soit A(XN) le polyndme tel que :
AlX)=X"+4X—12
Soit f la fonction polyndme associée & A (X).
On sait que (X7 +4 X) est le début de la forme développée réduite et ordonnée de
(X425,
On peut donc écrire |
AlX)=(X"+4X+4)—16
AlX)=(X+42F =16
On dit que - (X +2)7— 16 est la forme canonigue de A (X).
Mettre A (X) sous une forme factorisée.
Etudier le signe de f{x) suivant les valeurs de x

Exemple 2
Soit A (X) un polyndme tel que -
A(X)=X'=3X+6,
et f la fonction polyndme associée & A (X).
isons la méthode p ée dans I'

A(X)=X"—3X+6 (X7 —3X) est le début du développe-

342
ment de (X_E) . en effet

L 3\
i3 _=(_\-_-)
X X+4 F

EARE
) x*-sx:(m—i) -5
A{x)-(x—z)!—gn-
2 4
A(X]-(x—'—‘)2+£-
2 4
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ER R b §
(.\'—;) +T est fa forme canonique de A (X)),

Montrer gque pour toul nombre réel & flx) est strictement positif
w Plus généralement on peut montrer que, étant donné un polynome X+ bX 4 ¢,
il existe deux nombres réels @ et § tels que :
N4 bXte=(X—a)+8
On dit que (X —a) + 8 est s forme canonigue du polynome X*+ bX 4 ¢
o La sikthad Sedd, peut 'appli i un palynd du second degré de la

forme aX?+ bX + ¢ 1l suffit pour cela de commencer par mettre @ en facteur.

Exercices | 1) Dans chacun des cas suivints, A{X) est un polyndme et [ sa
| fonction polyndme associée.

— Mettre A (X) sous la forme canonique
— Etudier le signe de fix) suivant Jes valeurs de x

La) ALX)=XTH+6X+T
LB} AX)=XT—6 X+ 10,

} 1 5
A(X)= X == X o=
€) AlX)= 3 +]

2) Dans chacun des cas suivants f est une fonction polyvnéme définie
par lexpression de f{x).

’

Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x
| a) fley=32"—x+5.
| B) flr)=—UxT 12545

5) Application & la recherche des zéros d'une fonction polyndme f
et a I'étude du signe de f(x) suivant les valeurs de x

Exemple 1
Soit A (X} un polyndme tel que :
A(X)=X'"— X"+ X—6

et soit [ la fonction polyndme associée & A (X))
Etudions le signe de f(x) suivant les valeurs de x
A (X) est un polynéme de degré 3.
# Cherch d'abord a iser A (X)
— Nous ne connaissons, a priovi, aucun zéro de f(x). Cherchons done un éventuel
zéro parmi les valeurs simples telles que :

L =4 3 =2 3 —3.
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On vénilie successivement que |
iy fl=11#0 f(2=n
AN est done divisible par (X —2)

— Effectuons la division cuclidienne de A (X} par ( X =2).

R e ) =1 ¥
— (N =2 N} NN+

[T
—INT=2N)

N

i .

"

Par suite A(X)=(X=2)(X*+ X +3).

— Le polynéme (X°4 X 4 3) est de depré 2:

mettons-le sous sa forme canonique

1 2
x4 '\"H'[X'"EJ

(x3)
1711
Done A:x;=<x~2)[(x+5) +=|

o Certe derniére écriture de A (X)) permet d'Erudier le signe de f(x) suivant les
valeurs de x:

”1]=(1-—23[(l+%),+|‘—l].

Montrer que :

quel que soit le nombre réel x - —_
|)‘ 11
e —_=
(H'z *i
D'oi le wableau :
x -— 2 —_—
x=2 - o +
1 )’ 11
(X-I-2 + 1 +: + +
fix) - 0 + —I
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o Conclusion ;
fle)=0 pour xef2};
fle)>0 pour x€]2, =[;
Fle)=<0 pour x€]=, 2.

Exemple 2
Soit A{X) un polyndme tel que -
AIX)=5XK'—8 X'+ X+2
et soat f la fonction polynome associée & A (X)),
Etudions le signe de f{x) suivant les valeurs de x

A LX) est un polyndme de degré 3

# Cherchons d'abord & factoriser A (X).

— On voit que f(1)=10. A (X) est donc divisible par (X —1).

La division euclidienne de A {X) par { X = ) permet d'écrire I'égalité suivante :
AlX)=(X=1)(5X"=3X=2),

— Le polynome (5 X7 —3 X —2) est divisible par (X —1). Pourquai?

On a done :

SXI=3XN=2={X=1)(5X4+2) en effet -
SXT=3IX=2=(X—1){aX+b)
el on a nécessairement :
am5; bmm3],

Par suite ALXI={(X=1H{X=1)(5X+2)
A(X)=(X=1P(5X+2).

» Cette derniére écriture de A ( X) permet d’étudier le signe de f{x) suivant les
valeurs de x

flay={x—=1P(5x+2)
d'oidl le tableau :

2
* -— —= 1 —_—
5
(x=1) + + + 0
5x+42 i u + +
fix) - it + i o
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o Conclusion @

flx)=0 pour xe[—%‘. I}:
Flx)=>1 pour xe]—%; ][U] 1 ﬂ'['.
Fix}<0 pour xe]-—'. —-:—[

Exercices \ 1) Soit A{X} un polyndme tel que :
ANI=X TN HT 406,

et sait f la fonction polynéme associée & A{X]

— Caleuler f{—6).

— Etudier suivant les valeurs de x le signe de f(x).

2) Dans chacun des cas suivants, [ est une fonction polyndme défine

:: par 'expression de fix).

| — Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

La) flxd=a' =3 =28 460, — (e -0 %al1 4 1l

Db) flrd=2' =54 3x4, o (®=3) (-5 p

TS % +3),
< =L WL i [Ty . -
W= 4 + (ee) [ — ! ;+ = *

2l =T+ ey il T

\ Y | ! |

Lt — + {e-4) — .r T

i 1 1
| { A -
g —¥FY — 4 ) { ¥g=9 #
oo

a1
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3 Fonctions rationnelles

1) Introduction

162

a) Exemples.

Considérons les fonctions
(R — R et g R— R
1 Ir—35
X — = X —
43 x42

A ces fonetions on assoce les schémas de caleul suivanes ;

Fonction {

Fonction g

Quelles sont fes | qui intervi dans ces schémas de calcul?
Trouver les ensembles de définition de f et de g
f et g sont des fonctions ratiennelles

b} Comment une

Une {unction rationnelle est une fonction de R vers R qun admzt un schéma de
caleul ne faisant intervenir que les [ i

o e o B S
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«Les fonctions :

[TR— R et g:R — R
1 S -IH
x
— 2x=]— —_
& % +x—4 x Sx+2

sont des fonctions rationnelles. Pourguoi?
Quel est Vensemble de définition de f! celui de g?

Remargue Toute fonction polyndme est une fonction rationnelle. Pourquoi?

2) Image d'un nombre réel par une fonction rationnelle

Exsnple |
Soit la fonction rationnelle :
[:R— R
44152 +8x=3
gl '

On veut calculer les images par f des nombres suivants ;

X

3 8
P 06 =1 = 18 —3; 35 -
T, 08 1 3 1.8 3 5 3
» Considérons les polyndmes A (X) et B{X) tels que :
AlX)=4 X" 15X 48X=3
BiX)=X4+4X+3
— Montrer que : B{X)={X+3)(X+1)
— Veérifier que - A (X) est divisible par (X + 1),
et ALX)=(X+ 14X+ 11 X=3)
Vérifier de méme que (4 X%+ 11 X —3) est divisible par (X 43), et
4XTH1IX—3I=(X+3I){4X—1)
Par suite AX)I=(X+IHX+I)(4X—1)

® Ces écritures des polyndmes A (X) et B(X)p de trouver I bie de
définition de [ et une Ecriture simplifiée de f{x) sur cet ensemble de définition.

— Ensemble de définition de f

Soit D, Pensemble de définition de f
(x+1)(x+3)(dx—1)
(x43)(x41)

On a flx)=
Montrer que Dy=R—{—3; —1].
163
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— Ecriture simphifice de f(x) sur D,
1 }_{t+l|lx+.1l(-lx— ”.
o VETTL A
En déduire que :
quel que soit x élémentde R—{=3; — 1}
flxij=dx—1
e Unliser cette écriture de f{x) pour compléter le tableau suivant ©
4 8
- - -3 35 -
x 7 6 I 3 1.8 3
4x=1 ] i |
flx) | 2 1.4
Rewrgie. La fonction f n'est pas une fonction polyndme, néanmaoins, elle coincide

sur R—{—=3, —1] avec la fonction polyndme g définie par glx)j=4x—1.
Dans le plan muni d'un repére, construire la représentation graphique de g et celle
de

Exercice | Trouver 'ensemble de définition de f et donner I'écriture simplifiée
de f(x} dans chacun des cas suivants

a) [ R — R

! x' 48

| X .

5; x+2

(B R — R

1 20T 4B x+3

! e ———er

5 A (ke — {

tebf:R— R

{ It45u—2

x e i
T Sytiix+s { ¢
Exemple 2
Soit la fonction rationnelle
TR — R
21’+51+4I

On veut caleuler les images par f des nombres suivants :
10% 10% 104 10% 10%.
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5aba
« Monirer que Fensembic do-définition de f ast R — = {}.at que 25 ++ : a9

Pécriture simplifice de f(x).
Peut-on trouver une anlra éeriture de f(x) mecus adoptée nu ealenl de frio7);

FO0: FO07)..2

# Considérons les polyndmes A (X) et B{X) tels que :
LALX)=2XHEXHA B(X)=X+)

Ef la division idi de A(X) par B(X)
22X+ SN+4 X+1
g £.2 i 122 Sy
AN+
—(3X+3
1
Par suite AlX)=(X+12X++1.

o Cette derniére écriture de A { X) nous permet d'obtenir une nouvelle écriture de

flz).
14 5x+4
Ona H”_T

=!x+l)f2x+3]+1

x+1

_EHDex+d 1

= x+1 x+1
1

2eib—-
== x+1

Done quel que soit x élément de R—{H 1}
1

f(x}n21+3+ T+l

Utiliser cette écriture de f(x) pour compléter le tableau suivant

x 10 e 104 0% 10"
flx) 2003 4 —
ST om
arrendi
d'ordre 2 2003
de f(x)
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On donne la fonction rationnelle ©
ffR— R
— 34 x—5
3x—1
Soit A (X) et B(X) les polyndmes tels que :
A(X)=—3X"4+4X—5
B(X)=3X-1
a) Effectuer la division euclidienne de* A ( X) par B(X).
b) En déduire une fmu\-;:llc écriture de fix)

Exercice

X p—+

3) Zéros d'une fonction rationnelle f, signe de f(x)
suivant les valeurs de x

Exemple 1
Soit la fonction rationnelle :
ffR— R
=24+ 13x4+6
25 —x—1 ’
On veut étudier le signe de f{x) suivant les valeurs de x

X p—

=« Montrer que -
1
— l'ensemble de définition de f est R-[-—-zv'. l];
1
— et guel que soit x élément de R—-[-E: 1] .

__U—xllx+2}_
x

foy=——

» Etudions le signe de f{x)} suivant les valeurs de x
— On sait que :

. quel q'ue s0it x élément de R — [ - %; 1 ] '

“equivautd ) (3—x)(x+2)=0.

flx)=0

Par conséquent :
flxy=0 pour xe{3; —2}



1
— Sachant que pour tout ¥ élément de R —[-‘2» I] .

“x]wll—x)q('xl'-k LN

Fapplication de la regle des signes sur I'ensemble de définition de f permet de
trouver le signe de f(x).
Sur la représentation graphique de Dy, plagons les zéros de f.

-2 -t 1 3
z
D'od le tableaw :
1
— -2 - —

x 3 1 3
3—x + |+ + |+ + | o | -
x+2 -0 + + |+ | o+
x—1 = - = ] o F: | * +
fix) + | 0 - - + |0 =

= Concluons :
fix)=0 pour xe{—2; 3);
flx)>0 pour xe]e; —2[U]1; 3[;

flx)=<0 pour xe]—Z; —%[U] 3 1[U]3;—-[-

Exercice | Etudier suivant les valeurs de x le signe de f(x) dans chacun des eas

isu:'\ram.i:

? a) f:R— R

3 . 28452 =2x—5

‘ F4dx+3

18) f1R— R f

;’- X' =x'—6x $ {;
] X —e 12 . - 3 ] s 5
! : T

Ll R—R

¢ 4127

! x+3

167



Mathémangues seconde - Algébre

Exemple 2
Soit o fonction rationnelle ©
[TR— R

|
x— T4

2et+1y
On veut étudier le signe de f{x) suivant les valours do o«

|
a Montrer que Pensemble de définition de [ est R—[—EI-

® Pour etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x nows pouvons procéder
comme dans Uexemple précédent.
Cependant, la démarche suivante permet de trouver directement le signe de fix).

1
En effet, pour tout x élément de R— -3

Q2xF1P>0,

En déduire la conclusion suivante
i
quel que soit I'élément x de IR — [ - il '
fixi=0o
Exercice | Etudier suivant les valeurs de x le signe de f{x) dans chacun des cas
| suivants : :
{
fa) [:R— R
§ 1
F— F il
X

i
§
H

by f:R— R

{ X -2x‘———3—,-
t {14 x)
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Exercices

2 1 {1). n &lant un nombre entied naturel, on
considére la fonction numérique

Lel=t1— R -
X (R =VT=2 "+ [+ VT2
Montrer que 1, 1 e [, coincident sur [—1;

1
avec des lonctions polyndmes que l'on préci-
sora,

_~«2 (1), On donne la fonction polyndme | éfi-
nig par |

Hx)=3x"—2x+5
— Montrer la_somme des images de
{5+ w2} el TS”— V3) par f est un nombre
raticnnel. .
— Plus généralement, les nombres a, b, ¢, o 6,
¥ eant des nombres rafionnels et T oune
fonction polyndme définie par :
flx)=ax®+ba+c,
montrer_que la somme des images de

la+ BV ot [a= BV par f est un nombre
rationnel.
«3 (1) On donne la fonction polyndme ! défi-
nis par - am=T1
fmax+n b=
Trouver des valeurs de & et b pour que deux

fla= —x"+4x—2
fx)=3x"—dx
flxp=2x"4+3x"—5

Flae)m (254 1132 —8).
Hxp=(2—3xH5%7 +7)
fayman®=dx{x+1)+2x—3

7
8)

iz_m. On donma la fonction polynbme | défi-
e par

=

fix)=x L 5aT 4 Tu 41
Calculer F10~') F10-%); F(10-%).
Danner I'arrondi d'ordre 3 de chacune da ces
waleurs,

'@ (1). On donne la fonction polynéme f défi-
fie par ;

flx)=x+3x67—4,
a) Montrer gue pour loul nombe réel x |
=[x —1F+6(x— 1P +3{x—1)
En déduste une écriture lactormde da f(x)

b) Parmi les trois écritures dittérentes da f(x),
choisir la plus adaptée pour répondre & cha-
cune

numrbru ophosés awnt des images
par
Donnes une interprétation géométrigue.

[
4 (1) On donne la fonction polyndme | deli-
nia par

fixj=ar'+br+c
Trouver des valeurs de a, b et ¢ pour que, qual
que soit la nombre réel x x 81 —x aient la
méma image-par I

5 (1), On donne 13 fonction polynome § oefi-
nie par :

flx)=ax?+ bxt 4 ox 4o
Trouver des valeurs de &, b, € el @ pour gue,
quel que soit lo nombre réed x, x 8t — x aient
des images opposess par |

8 {1). Dans chacun des cas Suivants, la fonc-
Ll:nr?n:yn&m  est definia par unm exprassion
x).

_ Mettire {{x) sous la forme correspondanta au
schéma de Horner

Calzuler {{=6,7).

1) flx)=5x"+3x—8
L 2) Hxj=2x"— x" 4 x4 4,

—A

— Wouver Iapproximation désimale dordre 3
par défaut de F(0,967);

— trouver I'arrondi d'ordre 3 da 1{10~%);

— trouver, sans calcul, ls signe de f(1,079)

'8 (1). Dans chacun des cas suivanis. on
anne une lonction affine 1. Eludier le signa de
#{x} survant les valeurs de x Faire un tableau.

0 Hx=6x—2
2) fx)=dx+VE
3) fxj=3—4x

4 Hx)=—2x—m

40 (1} Dans chacun des cas suivants, frouver
sans calcul le signe de [(x) suivant les valeurs.
da x f étant une tonction affine telle que -

0 f(2=0 et f@)=1
2) f{—41=0 ot f(0)=5.
) f—1=0 &t f{)=—2
4) I([T)=0 et /{5)=-3
s =0 et Ho)=—1
B) f{—2)=0 at H{—3)=6.
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41 (1), Dans chacun des cas suwvanis, |a
tonction polyndme | esl délinie par une
#xpression da f{x),

— Ecrira {(x) sous lorme factorisée,

— Trouver I'snsemble des zéras de |

— Etudlier le signe de f|x] suvant les valeurs
de x

1) He=9=4x%
42 Hr) =52+ 3{x=2)—10.
3) Hx=a+ix+ 12+ —4(x+ 1)+ 1.
) M) xt = a6
5 fx)=3x"—2V3x+ 1
6) Mxl=—2x"—2VEx—1
R EEE S -E S
B fx)= o'+ B+ B
9) flx)m =927 =120 =4
310 tlx=x'=1.

m’ (1). Dans chacun des cas suvants, la
. lonction palyndme | est délinie par une
axpression oe f(x)

— Monlrer gue ! n'admet pas de zéro
— Etudier e signe de f{x) suivant les valeurs
de x

1) Hxp=(2x— 1 +3.
2) Hxh=—54"—
) Hx)=(3x—dfF 41
4) fim)= =T x"—(1—2xF.

*5) Hxh=(x+3F +{527— 1P
6) Hxp=Bx"+ a4 1
T Hx)= =xt=T7,
B) fxw)m = (S =17 =3

. 13 (1) On donne |3 fonction polyndme |
définia par :

flxp=x"44x"—

Seit @ un nombre réel,
) Montrer que, quel que soil fe nombre résl x -
)= Flahm (6 = o) + & " — a®) - 3(x— a}
En déduire une facibrisation de f{x)— f{a).
b) Caleuler f(2).
En déduire une factorisation de f({x).
:’a iluﬂiur le signe de f(x) sulvant les valaurs

3x-18.

14 (1), Denaner |a torme développée de
(+af; (1+a+of (1+af;
(1—af (1—aP

En déduire une méthode de caloul qui permet

Uou!'mr sans l'awe dune calculatrice, el e
possibie, |

aeclmaia d'ordre 3 par détaul de

0877, {1,012)% (0,092
(0.9977% (1,03

18 {1} Donner |'approximation  décimale
dordre 2 par délaut de la mesure en litres du
voluma d'un cube de 5.8 cm de coté

18 (1} Donner  lapproximation  décimale
d ordre 2 par défaut de la mesure en litres du
voluma d'une sphére de 10,3 om de rayon

i 17 (2} Trouver le polyndme du pramier degra
associé 4 fa lonction altine f telle que

HAy=7 et f—a)=2

48 {2} Trouver le polyndme du premier degré

ant 3 pour eoefficient du terme &n X, dont la
I'gnc!ion polyndme associée admet —2 pour
zéro,

419 {2} Trouver le polynéme du second degra
A(X) associé a la fonction polyndme | telle
qua

fiD)=0, f(=2}=23 o f(5)=4
~20 (2). Trouver le nombre résl a pour que

—7 soil I'mage de —2 par la fonction poly-
nima associde au polymdme

3N H{aX—3) X—(5+a) X+ 1.
~21 {2} On donne les palyndmes A(X) et (X}
“ tels que

ARy =(a—1F X +3 X5 X+ 1,
BiX)={a—)X+3X=5X+1,
a étanl un nombre réal,

= Trouver une valeur de o pour laqualie A[l’]
ot 8(X} sont des polyndmes égaux de degr

— Trouver une valeur de a pour quiulln Ai!’]
@1 8 X) sont des polynbmes égaux de degre 2

;& 22 (2) Dans chacun uumwuunls trouver
les nombres réeis @ b ¢ d pour que les
polyndmas H(X}ul BiX) au-emngw.
1) A(X)=5X—
sm--x+mzx+u
2) AlX)=3 X7~
B(X)=aiX* = s:+mx-u+c #
3 AN =~ XA X4
B{X)=ak s X(bX—c)—2X+d
£ AX) =X +3X
Btn-;k’+s)|‘+cx+a+|

5} A(X)={5X+2)(ax!+ bX +c)+d
}eiﬂ-'—sﬂl:lﬁux-vs.
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les

23 (21 On wnn- les polyndmes 4(X). 8(X)
gt C{X tels
.nm—-!x‘-‘+5x° IN4T
E(X)=6X" 44X~
CiX=3x+x— 2
Calculer -
AlX}+ BiX)+ C(X)
A(X)— BiX)+C(X)
—ALX+BIXN—CiN,

i a8 {2). On donne les polynames A(X) et 8| X)

= tels que -

AN =X —2X4+6
B(X= -3 +4X-2

Calculer A(X) % B(X)
{On pourra utiliser 1a QISPOSITION pratgue.)

28 {2). On donna les polynbmes
AlX)=4x—3k+2
BiX)=—3X"+5

Quel est te degré da A(X)x B(X)7

Sans calculer A(X)x 8(X). trouver le coefti-

cient de son terme en X* et le coefficient de

son terme en X

26 |2). Dans chacun des cas Suivanis, cal-
culee bes polyntmes -
JA(X)+58(X) et 2A(X)—B(X)
1) AX)=2X—3X+1
B{X}=4X~T

2} Am=ax+4
BX)=— K +2X =1
4} AL =VE X (144 F)
BX)=5x"— 2x+\/:!m

27 i2). Dans chacun des cas suivants, on
deésigne par f la tonction polyndme associee au
polynbme A

— Weriier que f(aj=0.
— Trouver un polyndme B(X) tel que

ALX)={X—a)BIX).
AN =30 =N+ 11X=2
a=2

2 lm-s-rx‘-sx‘nx-o-s
= =3

AN = - OS2 N
=S,

) A(K)=2 X4 X412
am=2

51 AL =~ X +3X-\7

a=va

B) Al X’ El 2
Pl e

28 (2). Dans chacun des cas suivanis elfec-
* tuer la division euciidienne du polyndme A (X)
par le polyname du 1% degre BiX).
Praciser lg quotient Q%) ot le reste n::’; de
cette division
Ecrire #4(X) sous la forme

A(K)= B(X)x QX+ RIX)
1 AN=5X 43N =2 X+ T
BiXj=X+2

2) AN =—2X LN X =]
B(X)=X-1

3) AfX)=X"+3IXT=5X+1
BiXI=Xx+1.

4) AX)=2X0 AN - X4 2
Bixl=2Xx+1.

5) A[X)=3X"+5X+3
BiX)=2X=

B) ALX)=X"+5
BiX}=3x+2

)
29 (2). Effectuer la division euclidienne de
(X% — 1} par {X— 1}

En déduire une méthode de
somme

calcul de la

1
'+z+4+u+ |s+sz

a0 [2). On congigére b polyndme A(X) tel
que

AlX)=aX "+ 67 +eX+d
Seit | la tenction polyndme associée & A[X)
&) Monirer que

atbtctd=0 \':euuwsura\l) =0
&) Dans chacun des cas suivants. rouver un
polyndme B{X) tel que
AlX)y={X=18(X).

) A(X)=T X' =4 X"+ 5% 8
2) AX)=—X+2X7 43 X=4,
3) A=VIL+ [ 1= VI X =2
4 A= +2VIR— 3+ VE X +2-VE

31 (2). On considére lo polyndme A{X) tel
que

A{X) = aX? 4 bX b oX o+ d
Seit 1 la tonction polyndme assoclée & ALX).
@) Montrer gue

—a4b—e+d=0 (equvaut ;) 1=1=0

17
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o) Dans chacun des cas suwvants, frouver wn
polyrdme B(¥) tel que |

AN =X+ 1) B(X)
AKX =S +AXT— X+ 1.
2) AN = — X' +2X—TX—10.
NAK=—eX+aX+5X+ 17
4) ALXI=(1+VE X+ VEX I X 44

32 (2) Ondonne ke polyndme A{X) el que :
AlX)=(14a) X4 X' 4 X +6
Trouver les valewrs de & et b pour que A[X)

s0it divisible par (X+2) ot par (X =3}

Soit I la fancton nu!yrvame ALEOCIED A
A1X) Etudier e signe de {x) suivant les
valewrs de x

33 (2). Ondonne le polyndme A(X) tel que -
AX)=2ax*+(3a’—a—6X—3(3a—1)
Yim

3
— Montrer que : st un zéro de la
fonction polyndma f associde & A{X).
— En deduire une factorisation de A|X).
34 |2) Dans chacun des cas sulvants. on
donne un polyndme A | X) et un nombre réel o

— Warifier que o est un zéro de la tonction
palyndme [ associds & A{X)

— En dieduire une lactorisation de A(X).

;— Etudier le signe de f({x} suivant les valeurs
o x

N AX)=3 X+ X—10
-—3
*2) A(Xjmd X4 {3—dm)X=37
o=
A ALK =3 —(2-3VE| Xx—1+VE
a=$—\£ f )
2_ 8
4 Atmasx'-i-sx—s
.2
"3
5) AlX)= — 4P +5VEX -3
a=V3
35 (2), On considéra le polyndme A(X) tel
que :

AlMj=ax +bX+c
Soit f la fonction polyméme essociée & A(X)
a) Montrer que -

b) Factoriser  chacun  des  polyndmes dy
second degre suvants :

AX-5x+32
—2XT AKX+
VI - X4 1-V3

a 5.1
= REL
2 3 +5

‘38 (2) Ondonne e polyndme A [X] el que
AlX)=8d"—(1+Za) X+ 1+a
@ gfant un nombre rée! non nul
Cuelle est la somme des coefficients du paly-
e A[X)
En déduire une tactorisation de A [X).

AT (2) On considire le polyndme A(X) tel
que

AiMj=ax"+ X+ c
Soit f la fonction polyndme associée & A(X).
@) Monirer que :
a—b+ec=0 -‘equwauta-> fi—1=0
bj Factoriser chacun des polyndmes du
sacond degré suivants |
IN=TA—
2X*+5X+3
M+VEI X +ax+2—vE
38 (2} Dens chacun des cas SuVants, trouver
la forme canonique du polyndme A(X),
1 AlM)=x+X—6
2) AlX)=x"+3x+2
3) A{X)= X =3 X120,
4] A= X4 X
5} AX)=X'4+2x|
B) AlX)=x'42x43
T A=+ 14V X+ VE
B A(X)= X =B X+ 1.
o) ALK)=K+2X+6,
10) A(X)=x2—2VIX+4.
39 (?). Dans chacun des cas suivants, A(X)
un polyndme du second degra.
Mettre le costficient du terme en X* an facteur,

Puts trouver |a forme canonigue du pofyndma
obtenu,

) A= — X4 X412

2) AlX)=2X°=3X=2,

3) A(M)=—2X+4X+3

4) AN =S X" ~BX+4

B AfX)=2 X" +2VEX+3. J
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40 (2] On donne (e polyndme A(X) tel que ;
A =5X"—3X+3

&) Monmat que ALX) peut secms comme
combinaisen Imn-rs des polyndmes

EFXE0 (X1,
o eet-d-dire qu |h wxigte des nombres réels 5 b
c tals que |
AlXy= aix“+x+n+bu+|1+=.

) Montrer de méme que A(X) peut s'écrire
comme combinaison Imum des polyndmes -

DO (X1 (X=1) 1.
Una telle écriture est-alla. unique?
41 (2) On donne la polynome A {X) assock &
la fonction polyndme | et tel que -
A= -3 x50 41,
al Trouver les nombres rdels a, b, € o fols
que
AlXi=a(X— 1P+ b(X=1P+ecix—1)+d

En déduire un programme da caicul de 1{1.01),

b} Compléter sans 'aide d'une calculatrice le
taleau sunvant

|— x 1 wr |10 |
| ) l

m

42 (21 On donne be polyndme & {X) associé &

la fonction polyndma { at tel que :
ALX|=B+3X(X+ 1) =2 X{X+4)

1) &) Monirer que A[X) est un polyndme du

second degré.

Ecrire .l{x} sous les formes sulvantes |

= larme développée réduite et ordonnée sul-

want les pulssances eroissantes de X

— forme canonigue;

— forme factorisée;

— #eriture  correspondant au

Harner,

bj Pour chacune de ces écritures, établir ln

schéma de calcul curmaﬂgnna

Préciser cafles dont le schéma de calcul est un

schéma séquential.

2] Chotsi I'éeriture in plus adaplés pour traiter

les guestions suivantas, Justifiar ce choix,

&) Trouver, sans calcul, Je signe de 1(2.26).

5} Compliter sans I'side d'une calculatrice, i

tableay suivant ©

l?ss | 1005 |5+'\fa|

R N R

schéma de

o) Montrer gua la fonction f admat un
mbnimum sur 17

Oual est co minimum?

Pour qualie valeur ce minimum est-il atwint?

o} Compléter, sans I'aide d'una calculatrice le

tableaw suivant |
Al

:

43 (2). Dans chacun des cas suivania, ! est
une fonctien polyndme silinie par 'expression

x 1 0 L il

Hxp

da f{x}. ps
Etudier le signe de f{x) suivant les valeurs de
x

n
2

Hx)=x"—3x—a
flx)=n—x41,
Hxy= x4 x41,

3 1
fx)= = e m g
=) :’+ax &

fx)= —x*+2vix—2
Hx=vExt+ 1+ VT x+ 1.
7 Hxr=327+2VIx=-1

B) flxj=x"+1,

9) Hx)=x'—1,

10} By 2T 42427

1) Hix=2x2+9 5"+ 12545
12) Hx=x"+3x 43542
13) fix) (3w 1) = (2437,
W) Hx=x'—B

s
18) rix:='—+v.

W) ’+;r'4 4ok
) flx)e=x x 7

A7) rm=x'+n"r'+anav'§.
S8 e =3at—1.

44 (2). Trouver un nombre tel que la somme
da ca nombre et do son inverse soit égale a 2.

Soit la pulyrl\m A(X) tel que :
AlX)= X410
Soit ! la fenction polyndme associée & A|X).

2) Montrer que !m osl strictamant positil
pour tout nombra réel

— Montrer que A{X) est la produil de deux

as (2),

du sacond degré.
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|On pourra écrire & prioei |
AlX)= (X" +aX+ X"+ 0K+ 1),
puis trouver les nombres réals & et b}
1] Cnnsuuarons les fonctions polyndmes g et b
nies respectivement par
g{x}nx’-l— VExt 1, »1x1_x=—v'ix+|.
déduire de I'dtude falte en &) gque g et A
nagmettent aucun réro.
46 (3). On donne la fonction rationneile |
rHR—R
o= =T x4 15
fe—2){x+3}

el est 'ensemble de définition de 17
‘d_n' tudeer |e signe de f{x) suivant les valeurs
x

X —

= Manirar qu'il mxiste trots nombres réels o, b
€ tels que. pour tout dlément x de l'ensemble
e définition da f:

C
flx)m —
=) IX+D+'_2
Compiéter I tableau suivant :
¥ F(10) | (0% |0 |1t
arrondi
d'ordre 1
de f(x}

a.l?ﬁ[sh Dans chacun des cas suivants, f est
une fonction rationnells.
— Trouver I'ensemble & definition de f.
— Eludlsr Ie gigne de f{x) sulvani les valeurs

1
) Mxy= m e

=1 x=1
(4= — 1)
e+ i —2xsd)
(@57 —25 ) {182 — 125 #d)
u—sxf:[astn*'

L5 Hixp=

8) I{x)=

L1
== —
7 fxj=2x + Ty

3.
+
@ rm=' =

S22
8} =)=

10) Hxy=g—0r—

2-3x llx+1
" o
1) fix ‘+: g
i) 5
1
12) f{!fil-x+2+w+3

+48 (3). On donne I fonctlon rationnells
fR — R
- —Ax—Tx47

2(2x—1)

— Quel est l'ensemble de définition de 17
— Considérons les polyndmes A[X) et B(X}
tels que - .

¥ —

AlX)= —4XT—TX 47
Blx)=2{2x-1).

Effectuer la division euchidienne de A(X) par

B(x).
Er|| dhduira |a valeur des nombres réels &, b ¢
tols

[

fg)=ax+ b +m-

. #9 (3} On donne l fonction rationnelle ©
IHR—R

2x7—8x+4

—

~ Qual est I'ensembla de détinition e 17

— Montrer gu'il existe trois nombres réels & b,
© tels que |

X

Fix)= ax+ b ——
=1
50 (3) On donne la fonction rationnelle &
fR— R
2
! | R B ot
— Qusl est I'ensembie de définition de 17

— Montrer gu'll exisie deux nombres réels & af
* b tels que :
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51 (3} ©On gdonne la fanction rationnelie :

tR— R
2x*—3x 4 5x41

=17
) Ousl est l'ensemble de définition de 17

b} Considérons |8 polyndme A [X) 18l gue :
AX) =23 =3X + 5K+

Ecrire A(X) comme combinaison linéaire des

polyndrmes ;
(H= 1) (X =1 (x=1) 1,

c'asi-a-dire, trouver les nombres réelz a, b o d
fols que

AlX)m @ (X =1+ B (K= 17+ elX—1)+d
— En déduira la valour des nombres réels | a
#oy & tels que

¥ &
flx}= -1 —_—
[x}=alx H-.EH-‘_ |+[x- T
c) Compheter. sans Faide d'une caloulatrice, e
tableau Suivant :

| x | 11 101 Ilml |

ECH I |




1 Généralités

Equations. Inéquations

Lecon 1: GENERALITES

Legon 2 : ETUDE DE CERTAINS TYPES D'EQUATIONS DANS
Legon 3 : EQUATIONS DANS IR?, R*

Legon 4 : INEQUATIONS

Yo dispose de 1000 F pour acheter des fournitures
seolaires. Un cahier codite 230 F, un stylo 50 F et
une regle 185 F. Avant de se rendre & la librairie,
Yao veut établir une liste de ce qu'il va acheter,
Proposer une liste possible.

1) Introduction

176

a) Exemple

On considere les deux fonctions de R vers R

x=1

Fie—e (1—0)Va—3; Bix—s

=5
Le nombre réel 2 a-1-il une image par I Le nombre réel 2 a-t-il une image par
7 gt
La phrase mathématique :
fiZ)=g(2)
est-clle une proposition?

Le nombre réel 6 a-
7 Caleuler fi6)

| une image par Le nombre réel 6 a-t-il une image par
g7 Calculer gi6).

Quelle est la valeur de vérité de la proposition :
6)=g(6) *

Le nombre réel 4 a-t-il une image par I Le nombre réel 4 u-1-il une image par
I Caleuter f(4). gt Caleuler gi4).



O Equations, Inéguanions

Quelle est la valeur de vérité de la proposition :
fla)y=gi4) 7

En fait, nous nous i is 4 |'dg

x=1

(E) xeR, (1=x)Vx=

=5
Dans I'égalité ci-dessus, lorsqu’on remplace la lettre x par un nombre réel a

=

— Fun au moins des deux membres ne désigne rien;
ou
— les deux membres sont définis; on obtient alors une proposition (vraie
ou fausse).
Avons-nous trouvé des solutions de (E)? Lesquelles?
Le nombre réel 1 est-il une solution de ( E}? Pourquoi?

b) Définitions.

Soit f et g deux fonctions d'un ensemble A vers un ensemble B, D, et D, leurs
ensembles de définition.
(E) xe A, flx)=g(x) est une équation de référenviel A

Soit a un élément de A

Siag Dy SiagD, Si ae DN Dy,

fla) n'a pas gla) n'a pas

de signification. de signification.

Dans les deux cas, I'égalité - Pégalité :

flay=g(a) fla)=g(a)

n'a pas de signification, est une proposition.

Silap ition : | Si la prog
fla)=gla) fla)=gla)

est fausse, @ nlest | est vraie, a est une

a n'est pas une solution de (E) pas une solution | solution de (E).
de (E).

L'ensemble D,N D, est appelé ensemble de validité de T'équation (E).
Notons-le Dg,
L'ensemble des éléments a de Dy tels que I'égalité :

flay=g(a)
soit vérifide est 1" le des solutic de I'é ion (E).
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Exemple

dx+3
Soit I'équation (E) xe &, ==T.
X —
inconnue référentiel premier deuxiéme
| membre membre
' sx43
x € z, = =7
x=2

fonction associée au pre- | fonction associde au

mier membre | deuxiéme membre :
[ — R g:Z —R
4543 s =7
X — —
=1

Lensemble d'arrivée des fonctions f et g n'est pas précisé par I'énoncé, Nous
convenons qu'il s'agit de 'ensemble R,

On remargue que g est une fonction constante.

Ona: D=2, D=Z—{2}

Par conséguent, D, = Z —{2}.

Exercices | 1) 5oit A et B deux points distincts du plan
| Quels sont les bles de définition des foncti
[ F— R ; grir— R
M —= d(A M) M— diM B) 7
Déterminer P'ensemble de validité et I'ensemble des solutions de
T'équation :

H
!
§
|

Med dia Mi=d(M, B)
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O Equettions. Inéguations

¢+ 2) Quel est l'ensemble de validité de V'équation -
(E) (xy)ERXR, ¥*4+4y—=2x+8y=20 7
Parmi les couples suivants, quels sont ceux qui sont solutions de {E)

(0 0% (45 1003, VIR (= 2; 1)

(6; = 1) (1; lI!;{—%-%);(l- -%) ?

2) Equations équivalentes

Nous avons vu en classe de Quatrieme que deua équations équivalentes sont deux
équations avani le méme de Mais en de, nous aurons
souvent besoin d'une notion plus large.
Par exemple, les deux équations :

(E) xeR, 3|x|=2x'=2

(E') xeR, 3x=1x'=2
ne sont pas équivalentes, En effer, — 2 est solution de ( E) et n'est pas solution de
(E"),

Cepéadant. comme, pour tout x élément de R™, |x{=x ( E) et (E') ont les mémes
solutions dans R*, Nous dirons que (E) et (E’) sont équivalentes sur R

Définition

| Soit (E) et ( E') deux équations de méme référentiel
D et D leurs de validité respectif ‘
| P étant une partie de DN Dg.,

(E) et (E') sont équivalen- = o o (E) et (E') ont les mémes |
tes sur P il solutions dans P. |

On désigne par S(E) et S{E') les ensembles de solutions de (E) et (E’). Avec les
hypothéses précédentes, on dit que (E) et (E’) sont équivalentes sur P lorsque
S(E)NP=S(EINF

De méme, résoudre I'équation { E) dans F, ¢’est déterminer 'ensemble des solutions
de (E) qui appartiennent & P, clest-a-dire S(E)NP.

R jue. La inition | d étend celle donnée en Quatriéme. Nous
continuerons & appeler &g i deux Equati ayant le méme

ensemble de validité et le méme ensemble de solutions
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Exercices | 1) a) Quel est I'ensemble des nombres réels x tels que :

y
H

!

! lx—1]=1—x 7

I3

| b) En déduire un sous-ensemble A de IR tel que les équations :
1

xeR, |x—1|=3+=x
t€R, 1—x=3+4x

soient équivalentes sur A,

' 2) Les deux équations :

| |
| (E) xelR, r=x4x |
! (E') xeR, r=z+4l

|
' sont-elles équivalentes? Pourquoi? {

3) Transformer une équation

1 4 " " ;
—sesl-ﬂ solution de I'équation xelR, (x+1F=4x 7

Pour résoudre cette équation, un €léve derit ;

a41=2x
=1
s={1},
A-t-il raison? Pourgquoi?
Pour résoudre une équation, on doit en général ff i f
d'nbtenir final une équation dont la ion est évidente. Mais

chﬂqnl fois que l'on transforme une :quumn. on doit se poser la question suivante

L'équation que I'on est-elle équi sur son ble de validité
& la nouvelle équation obtenue?




& Eguations. Inéquations

aux é i les p iéeé ’.:ig
d” énnnu:r les théorémes -auwsnls

Soit £, g i trois fonctions d'un ensemblie A vers IR; |
D Uensemble de validité de I'équation :

xeA [lx)=gix)
Théoreme 1

» si [pour tout élément x de D, h{x) désigne un nombre réel

| Faloe 3 . |xeA, flx}=glx}
alors  les équations |, o 4 (x) 4 hix)=glx)+ hix)
sont équivalentes sur D
Théoreme 2
S si |pour tout élément x de D, h{x) désigne un nombre réel non mul
¢
€A flx)=gix)
xe A, flx)hix)=g(z)h(x)
sont équivalentes sur D

|alul‘s  les équations

Exercice | Dans chacun des cas suivanis, déterminer l'ensemble de validité de
I'équation (E) et étudier si (E) et (E’) sont équivalentes sur
I'ensemble de validité de (E) :

a) (E) xeR, x+Vi+l=2x+Vx+1;
(E'Y xe€R, x=1Ix,
| B) (E) xeR, x+x'=dx,

1 1
{E") x€R, x+x+-=d4x+—;
x x

=1 3zx+1
L Sl =0
(E") zeR, x—1=3x+1
R 7 Deux i en app :m dﬂérem.es peuvent étre équivalentes.
Par ple, en résol les deux éq

xeR, F4dx+d=0

xeR, |x—1|=x+35
on trouvera gu'elles ont toutes deux pour ensemble de validité IR et pour ensemble
de solutions {—2]. Elles sont donc équivalentes sur [R. Mais cette équivalence ne

peut pas étre éablie & I'aide des théorémes 1 et 2. En fmt le but de ces théorémes
est de déduire d'une équation donnée une 4 la

premiére; ils permettent de transformer une équation en vue de sa résolution.
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2 Etude de carlains types d'équations dans IR

1) Equations se résolvant par factorisation

Nous avons appris en Troisicme & d i équations du type :
xeR, flxl=glx).

o [ et g sont des fonctions polynomes.

Exempile

Résoudre l'équation (E) xeR, 2x'=Tx+5=x'—4x+35.

xeR, 2 =Tx4+5=2"—4x45 (E) a pour ensemble de validité 1R,
2 —Tx+5—(¥—dx+5)=0 { E) est équivalente sur IR & chacune des
P=3r=0 équations ci-contre (théoréme 1),
xlx—3)=11 On sait que :
a=0
U] §-3e0 axb=0 {ctquivauta )
=0 [ou] x=3 | bm=mo

L'ensemble des solutions de { E) est {0; 3)
Cette méthode de résolution par f isation peut étre généralisée.
Soit p et g deux fonctions de R vers R. Pour résoudre 1'équation :
xeR, plx)=q(x),
il est souvent intéressant de I'écrire sous la forme équivalente :
xeR, plx)—gqlx)=0
et de chercher a factoriser p(x)=— g (). On obtient alors une équation de Ia forme ©
xeR, f(xiglx)=0
Pour résoudre cette équation on peut utiliser la propriété suivante :

Propriété

Soit f et g deux fonctions de R vers R, -
L’ ble des soluti de I'éq

| (E) xeR, f(x)g(x)=0
est [n réunion des ensembles de solutions dans Dy des équations :
xeR, f(x)=0; xeR, glx)=0




& Eguations. Inéquations

Cette propricté est évi une de la
pour tous nombres réels a, b2

a¥ b=0

b a=0[ou] b=0.
Exempie
Résoudre Péquation (E}) xelR, 2Vi—2=(x+1)Vx—2

Chacune des fonctions associées aux deux membres de (E) a pour ensemble de
définition [2. [

Done lensemble de validité Dy de (E) est [2, = [.

xR, IVr=3T=(r41)Vx—2 { E) est équivalente sur |2, -=| &
IVr=2—(x4+1)Vx=2=0 chacune des éguations ci-contre.

[2=(z+1)]VEi—2=0 On factorise le premier membre.

(E) xeR. (1—x)Vi—2=0

la propriété pré pour dre (E°) :
(E}) xeR, 1—x=0 {E}) xeR, Vx=2=0
a pour ensemble de solutions 5, tel que | a pour ensemble de solutions S, tel que
§={1) 5, ={2}. Pourquoi?
§,U8,={1; 2}. Etudions quels sont les é1é de §,U S, qui appartiennent 3 D,

Ona;: De=[2,=[

1¢ Dg; donc 1 n'est pas solution de 'équation (E).
2€ Dy, done 2 est solution de I'dquation (E).

Par q I’ ble des soluti de (E) est {2}

Exerci { Résoudre les éq :
a) xeR, (x—1)(4x=T)= 1.
| b) xeR, 22 =6+ 10=22+1,
c) xeR, 2(|x|+1)=3x|x[+2

2) Equations se r 4 une équation du type
xelR, ﬂ:u
q(x)

Nous avons vu qu'étant donné une équation :
xeR, f(x}=g(x)

dans laquelle f et g sont des fonctions numériques, il est souvent intéressant de
Iécrire sous la forme équivalente :

xeR, flx)—glx)=0.
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Nous nous | 5 dans ce paragraphe aox éq qui cond A une
équation équivalente du type
(
(E) xeR. LAt
qix)

D'apris le théoreme 2, cetie derniére é ect équival sur son hie de
validitd & :

reR, plx)=0

Les solutions de ( E') sont donc les solutions de I'équation x€R, p(x)=0 qui

apparticnnent & I:mcmhlc de validité de (E).
5’ Torsque f et g sont des fonctions rationnelles

Cetie méthnd
Nous allons 11||ujtr:r par deux exemples.
Exrmple |
2x=-7
Résoudre I'équation (E) xeR, x - =
—

L'ensemble de validité D de (E) est R—{2;

4x—11
2x—4

£

On écrit ( E) sous la forme équiva-
lente xelR. f{x)—gix)=0

{E) est équivalente sur D, &
chacune des équations ci-contre.

( E) est équivalente @ une équation
pix)
de la forme x€R, ——=10.
qix)
(EY et (F\} sont equivalemies sur
D, Mais il est plus naturel de
résoudre (E,) dans .

Résolution de (E,) dans R,

2x—7 4x—11
RR T Py
2x—=7 4x—11 0
=5 2x—4
f2x—-1‘){2x-iﬂ—l4x—1[]!1—5}‘u
(x—5)(2x—4)
! J
4 =22x+28—4x431x—355 0
(x—5)(2x—4)
Yr—127 i
(x—5)(2x—4)
(E,) xeR, 9x—27=0
xeR, 9x—27=0
r=3=0
=3
S(E,)={3}
S(E) est I' ble des sol de (E,) qui
R—{2; 5}.
Or 3eR—1{2; 5}
Par ble des sol

pparti & Dy, cest-i-dire @

de (E) est {3}.



O Egquations. Inégquations

Exemgple 2
4x? 1 2x+1

Résoudre I'équation (E R, — ——
b &) ke 2x—1 2x—1" 2z

1
L'ensemble de validité D, de (E) est R-—[lh 5]

45
xeR, —— : Zkt On utilise la méme méthode gue

Zx=1 2x-1 1x | dans l'exemple précédent,
( E) est équivalente sur D &
chacune des équations ci-contre.

2x(4xa7=1)—(2x—1)(2x+1)_ Il est important de garder une
2x(2x—1) =4 £eriture du numérateur qui per-
mette une factorisation.

2x(2x=1)(2x41)—(2x—1){2zx+1)
2x(2x—1)

@x-D@ex+DiEn-1]_,
2x(2x—1) s

0

(2x—1F(2x+1)
1x(2z=1)

(E) 2R, (2x—1P(2x41)=0 (E) et (E,) sont équivalentes sur
Dy
xeR,(2x—1P{2x+1)=0 Résolution de (Ei) dans IR.
. T = On applique la méthode wue au
Ra-=0 AERT=Y paragraphe précédent.
2x—1=0 2x+1=0

1 1
r=s [o0] x=—3

sy )

S(E) est 'ensemble des solutions de (E,) qui apparti 3 Dy, clesteadire &
: :
R-{o.1).
1 1 3 _l i i]
or Ler—{o.}); ~tem-{o5}
Par I ble des solutions de (E) en[—ll_
) 2
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Exercices | 1) Dans I pic 2. In 1 éurite est éguival Sur
H De &
H 2x+1
{ E- R 2 ] = =0
| (E') xe x+ T
} Pourquei?

! Résoudre (E') pour obtenir les solutions de (E).
{ 2) Résoudre les ; ; 3

¥ 5 Gy
1 A = 3 | I b
La) xelR, —A—,-‘—‘:II=2 e X
3 =5
| | | A
R e e
{ x+6 5x—60
et i T e
i+ 3) Montrer que IR —{0; 3} est I ble des soluti de I'éq
¢ Jx—12 2 2
o 14
} <R 5% tso—a t¥=s

3) Equations faisant intervenir des fonctions affines par intervalles

Nous nous 1 dans ce | T
xeR, flx)=g(x)
Fune au moms des deux fonctions f et g étant alfline par intervalles,

du type :

a) Equations du type xeR, |fix)|=|g(x)|
f et g étant des f ions affines, idé I'équati
(E) xeR., [f(x)=|g(x)|
On sait que, pour tous nombres réels a, b :
|a|=|8| {_tquivaut.i) a=b a==nh

Par £ 1 ble des solutions de {E) est la réunion des ensembles de
solutions des équations :

x€R, fixj=glz); xeR, flx)=—g(x)

Exemple

1
Résoudre I'équation (E) xeR, [2x+4|= ‘ix+l4’ '

L'ensemble de validité de (E) est R.
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Nous appliquons la  méthode

1
xR, [2xtd|= Ex+“| expose précédemment

1 1
Tx+d4==-x+14 2x44=—-x—14| Nous résolvons les deux équa-
2 2 tins obtenues.

1 1
2:——2 x=14—4 [ou] 2x+i r=—14—4

3 5
- =ID§:: —x==18
2" 7%

0 6
= 3 [ou] x=— 3
L ble d de I ' 2 36]
et | = ——
es e prop 3 3
Remargue 1. A l'aide d'une rep i hique de | ble IR nous avons

résolu dans le chapitre 2 des équations de Tune des formes :
xeR, |x—a|=r. x€R, |ax+b|=r

Ces équations peuvent étre rtésolues algébriquement & l'aide de la méthode
précédente.
Par exemple, pour résoudre x€MR, |x—35|=7 nous écrirons :

xeR, |x—5|=7 Comme |7|=7, I'équation donnée peut
|x—5|-l1‘| s'écrire aussi sous la forme ci-contre.
MNous nous ramenons ainsi @ une équa-
x—5=7[ou] x—5=-7 tion du type étudié.

x=12 [ou]x=-2

L'ensemble des solutions de x€R, |x—5|=7 est {12; —2).

Remargue 2 On sait que, pour tout nombre réel a, |a*=a®.
|a| et |b| étant deux nombres positifs, on a

laj=1b]  équivauta ) a*=p2

Ainsi, f et g étant des fonctions affines, les équations :

i xeR, |f(x)|=|g{x); xeR, (f(x)=(glx))
sont équivalentes.
C les des de lution de ces deux é
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Exercices x
= 1) Résoudre xR, |3x—7{=-|5—5|.

3

| 2) Résoudre xeR, |2 x—7|=I-

| A l'aide d'une représentation graphique de 'ensemble IR, vérifier les
| résultats trouves,

- b} Autres équations,

L'¢tude de 'exemple suivant va nous permettre de dégager une méthode générale
pour aborder les équations dans lesquelles interviennent des fonetions affines par
intervalles.

ple :
Résoudre (E) xeR, 3—|x+i|=2x
L'ensemble de validité de (E) est R.

Nous p trouver une équation (E’) équival a (E) dont le premier membre

est [x4 1]

(E)xeR. 3—|x+1|=2x Les i i-contre sont équi
—|x+1]=2x-13 tes sur IR (théorémes 1 et 2).

(E') xeR, |x+1|==2x43
Sit ffR—R , g:R—FR

X |x+1| x— —2x43
(E') est I'équation xelR, f(x)=g(x).

Exprimons fix) sans le symbole de valeur absolue.

x e = —
x+1 - o +
[x+1] —x—=1 x+1

Sur |+, — 1}, f coincide avee Ia fonction | Sur [— 1, [, f coincide avec la fonction

affine x —» —x—1, affine x —» x4+ 1.

Sur Ja-, —1], (E} est équivalente & | Sur [—1, [, (E) est équivalente 3

I'équation du premier degré : I'équation du premier degré :
(E)xeR, —x—l=—=2x43 (E;)xeR, x+1=—2x+1
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Résolvons (E,) dans R, Résolvons (E,) dans R.
2
5 ={4], =1{=
(E)=14) se={3}
Dans e, —1], (E) et (E,) ont les| Dans [—1,-=[, (E) et (E;) ont les
mémes solutions. mémes solutions.
S(E)N]e, —1]=2. S(E)N[—1,=[= ;

2
L'ensemble des solutions de (E) est {E]

Illustration graphique

Pour résoudre une équation oi intervi des fonctions affines par intervalles,
on peut | éder de la ié i 4

— on détermine l'ensemble de vslidilé de I'équation;

— lorsque cela est possible, on I'équation pour obtenir une équation
équivalente, plus slmple & érudier;
— on détermine des intervalles dont Ia réunion est 'ensemble de validité de
T'équation donnée et tels que, sur chacun d'eux‘ I'équation soit équivalente & une
équation du premier degré;
— on résout dans IR les équations du premier degré obtenues;
— parmi les soluti , on ine celles qui somt effectivement
solutions de (E).
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Exempie

Soit et g les fonctions suivantes :

ffR— R g:R— R
| si JE[—S. —%] flx)==13x |I si xe[—5 —=2] glx)==x+11
l i xE]—%; 5] flx)=3x412 ‘ sixe]—1; 3] glx)=3x+5

Résoudre I'équation (E) xeR, fix)=g(x). -~

f et g étant définies sur [—5; 5], (E) 2 pour ensemble de validité [—5; 5].

On veut déterminer des intervalles :
— dont la réunion est [—35; 5];

— tels que, sur chacun d'entre eux, (E) soit équivalente & une équation du premier
degré.

Les «valeurs-pivots » {origine ou extrémité de chacun de ces intervalles) sont

1
w5, g 5, —2, cest-i-dire par ordre croissant :

1
=5 = =35
3

On peut constituer le tableau subvant :

1
x -5 -2 —3 5
fix) -3z —3x Jx+2
Bix) —x411 Jx+5 Jx+5
flrl=gie)| —3x=—x+11 —3x=3x+5 Ix42mIxts
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Sur [—5, =—2] (E} est équivalente i
(E) xeR, —dam—x+11,

si={-1]

Sur]—l“;-%]iﬁl est équival i
(E,) xeR, =3x=3xr+5

scea={-3}

VY

SW]—%-S] ( E) est équi a
(Ey) zxeR, 3x42=3x+45

S(E)=2.

L'ensemble des solutions de (E) est

(-3

-4
—% '/OLI 5

S[E)n]—%-5]=ﬂ

Y AV

o] tage

P

En tracant dans un méme repére les
P i graphiques des i

[ et g on voit que I'équation admet une

solution, et que celle-ci appartient &

Pintervalle [—2, —-%]

En noir : représentation graphique de f
En rouge : représentation graphique de
.3

9
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| =2x—|3=V3a)
20 St f ln fonction de R vers R définie par ©
sixe[—1; 0] flxy=—a+1

Exercices | 1] Resoudre I'éy

': sioxe|u 2| flx)=x=2
{ Wi xe]2: 3 fix)=2
: g R — R

X 2x—4.

Résoudre équation xelR, f(x)=g(x).

4) Equations dans lesquelles I'inconnue figure sous un radical

Nous avons déji résolu une équation de ce type au paragraphe 1.

Lorsque Is méthade de factorisation ne peut pas s'appliquer, on pourra appliquer
une autre méthode, que nous allons dégager & partir de Pexemple suivant,

Exemple
Résoudre (E,) xe€R, 2Vx45=x42. ~
L'ensemble de validité de (E|) est [ — 5, —=[. Pourquoi?

Pour résoudre ( E, ), I'idée intuitive est de o se débarrasser » du radical en élevant les
deux membres au carré, c'est-a-dire d'écrire !

(E) zeR. 2Vitsi=x+2

(E;) seR, (2Vx+3sr=(x42)

(E) xeR, 4(x+5)=x"+4x+4
et de résoudre (E,) sur R,

En fait, toute solution de { E, ) est aussi solution de { E.) et de (E,) car il est é\ri;iem
que si a=b alors a®=b%

Réciproquement :
— une solution de ( E;} n'est pas nécessairement une solution de (E, ); en effet nous
AVons vu que
=4 {équivauty ) a=b[oa]a=—b
— {E,) et (E,) ont-elles le méme ensemble de validité?
Nous ne pouvons pas affirmer que (E,) et ( E,) sont équivalentes.

Mais nous savons que l'ensemble des solutions de (E,) est un sous-ensemble de
I'ensemble des solutions de (E,).

Résolvons (E;) dans R,
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xR, 4lx+S)=r+dx+4 Nous utilisons la méthode exposée uu
d{x+S5)=(xr+4x4+4)=0 paragraphe 1.
dx420m=r=dx=a4=0 Toutes ces équations sont équivalentes.
— 1=

{4—x) {4+ x)=0

4—x=0[ou] 44 x=0

L'ensemble des solutions de (E,) est
{—4; 4}

L'ensemble des solutions de (E,) est un sous-ensemble de Pensemble {—4; 4.
Recherchons les éléments de | —4; 4} qui sont solutions de (E,).

o 48[ —5; =[; 4 est un élément de l'ensemble de validité de (E,).

La proposition 24 4+ 5=4+41 est vraie.

Par conséquent, 4 est une solution de (E,).

o —4€[—5 -+|; —4 est un élément de l'ensemble de validité de (E,).

La proposition 2%V —4+ 5= —4+1 est fausse.

Par conséquent, —4 n'est pas solution de (E;).

L'ensemble des solutions de ( E,) est {4}

Pour résoudre une équation ( E) dans laquelle l'inconnue figure sous un radical ;

— on détermine I'ensemble de validité de (E);
— on transforme (E) pour obtenir une équation plus simple (£') dont
I'ensemble des solutions contient celui de (E);
— on résout (E');

= » appartiennent a I'ensemble de

validité de (E);

— on recherche les solutions de (E) qui et
» sont solutions de (E).

On remarquers qu'en général I'équation ( E') qu'on résout n'est pas équivalente &
I'équation ( E) de départ.

Exercice Résoudre :
a) xR, Ix4d4=Vie—1
P b)) xeR, x4+3I=VEx+5

5) Méthodes graphiques

a) Fonctions définies @ I'aside d'une représentation graphigue.

Soit f et g deux fonctions d'une partie A de R vers R,
193
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Lorsgue l'une au moins des dewx fonctions [ et g est définie & Taide de sa

représentation graphigue, on utilise une méthode graphigue pour dre 1'équa-
tion :

{E) xe A, flzx)=glx)
Rappelx

Soit {F) et {G) les représentations gra-
phigues de f et g dans le plan muni d'un
repire (O, I J).
L ble d

luts de I'ég
reA, flx)=g(x) est l'ensemble des
abscisses des points d'intersection de (F)
et (G).

,r £tant urle apphcatlon de A dans R
des de I'é

x€e A, flx)=b

est 'ensemble des antécédents de b par
[ Nows avons appris & le rechercher &
I'aide d'une représentation graphique
dans e chapitre 4.

Remurgue On peut traiter la deuxiéme situation comme un cas particulier de la
premicre.
11 suffit d'introduire la fonction constante g : R — R

x+—= b

La représentation graphique de g est la droite d'équation y= b

L'utilisation d'un graphique permet le plus souvent de déterminer -

— le nombre de solutions de 1'équati é
— un encadrement de chacune des salutions.




O Eguutions. Inéquations

Exemple

Soit Fapplication [ de [—-- . ] dans IR définie par ka représentation graphigue

suvante ;

Les solutions de I'équation :

(E) xE[—;»%]. flx)=0

sont les
la droite (OF).

( E) a donc trois solutions a, b, ¢ dont on peut donner des encadrements d'amplitude
ks

des points d'i ion de la rep: i hique de f et de

—24agas—23; OISSASOLS 2I<e22

b) Méthode utilisant une représentation graphigue.

Soit f et g deux fonctions d'une partie A de IR vers R, définies a I'aide de formules
explicites.

Soit (E) 'équation x€ A, flx)=g(x).

Lorsque 1'on sait tracer les représentations graphiques de [ et g,

1) on peut utiliser le graphigque pour :

— déterminer le nombre de solutions de (E);
— déterminer un encadrement de chaque solution et éviter ainsi des calculs inutiles;

2]-nn achéve la lution par une méthode algébrique sur chacun des intervalles
ainsi déterminés,
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Exempie
Soit f et g les fonctions suivantes ©

[fTR— R

e R—R
six€le — V3| fixy=—2x NETICS| glx)=x+5
i = = 1
si v€]= V32, V3] flo=2%3 »ixE]-I,_-’[ glxl=—2x42
i 5 g ) 1 5
si xe[V2, = flxi=2yx sixe|s - gt:]--;x+_-‘

Résoudre Péquation (£} xelR.
(E} a pour ensemble de validité R,

fixy=glx)

Tragons les représentations graphiques (F) et (G) des fonctions f et g dans le plan
muni du repére orthonormé (O, 1 J).

— Féquation proposée admet deux so-

lutions @ et b dans [—4; 4]; en admet-
elle dautres dans R? ”
— a appartient & ]« = V2[:

1
— b appartient & ]—l.;[.

® 4 appartient 4 Je-, — V3]

Or, s 2€ | — V2|, flz)=—2xet glx)=x+5
a est la solution de 1'équation du premier degré :

(E)) xeR, —2x=x+5
-] 5
2L Do ae= =2,
S(E|)='[ 3] nc a 3
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1
» b appartient ]—L -2-[

Or, si I!]—l,%[. flx)=2%T et gle)=—22+2.

b est [a solution de P'éguation du premier degré :
(E3) xeR, 1VIs=—2x+2

S(E)={1=V7}. Donc b=1-V2

Conclusion. L' ble des solutions de I'équats (E]ml[-—;:l—\ﬁ]-

Nous ne pouvions évidemment pas lire sur le graphique les valeurs exactes de a et b,
mais cetle représentation nous a évité de nombreux caleuls, En effet. la méthods

algébrique exposée page 189 aurait nécessité la résolution de cing équati du
premier degré.
Pour résoudre une égquation ol intervi des fi affines par intervalles, |

on peut procéder de la manigre suivante :
— on détermine l'ensemble de validité de I'équation;

— on trace les rep praphig: des [ i ides aux deux
membres de I'équation;
— on dé ine, a I'aide du graphique, le nombre de solutions et la position de

chaque solution relativement aux « valeurs-pivots »;

— I'étede du graphique et des expressions caractérisant les fonctions assocides
aux deux membres permet de trouver les équations du premier degré qui
donnent les valeurs des solutions.

1) Soit [ l'application de [ —4; 3] dans IR définie par la représenta-
tion graphique ci-dessous

Exercices
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Soit I'application g : R — R
x+6
i R e e
{ 4
| Résoudre I'équation xeR, f(x)=g(x)
2) Soit [ Vapplication de [(0: §| dans IR définic par flx)=Eix)
(partic enti¢re de x).
| Soit lapplication g : R — R
Ix41
&,
) Repré i les applications f et g
| b} Résoudre 'équation xeR, fx)=g(x).

X —

3 Equations dans R’, R’

1) Introduction

x et y étant deux nombres réels, on dit que (x ¥) est un couple de nombres réels.
L'ensemble de ces couples est noté R >R
De méme, x, y et z étant trois nombres réels, on dit que (x, ¥, z) est un ripler de

nombres réels.
L'ensemble des triplets de nombres réels peut étre noté : R xR >R. Cependant,
pour alléger I'écriture, on le notera généralement R (lire : R-trois).

Ainsi R'=RxRx<R.
Par analogie nous pourrons également noter R7 (lire : R-deux) l'ensemble R xR,

2) Equations dans [R?
a) Equations du premier degré dans R’
Rappel

a, b, ¢ étant des nombres réels donnés, I'équation : |
(x y)eR?, ax4 by+c=0
est appelée équation du premier degré dams R
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Remargue L'ensemble de validité d'une telle équation est évidemment IR

MNous avons étudié en Troisieme deux méthod, de trouver des solutions
d'une équation du premier degré dans R%
Considé par e, 1 ion :

(E} (x. y)eR, Ix—Sy—4=0

Nous savons représenter dans le plan & muni d'un repere (O, L J) Pensemble des
solutions de {E).

La représentation graphique de 'ensem- *
ble des solutions de ( E) est la droite (D}
passant par A(—2; —2) et B{i 1)

Nous savons « écrire I'une des composantes du couple (x y) en fonction de l'autre ».

(x yeER', 3Ix—5y—d=0 Toutes ces équations sont équivalentes
Jx—d4=5y (Théorémes 1 et 2).
Ix=4
5 e
3x—4

(E)) (= y)eR, y=

Soit 1 un nombre réel quelconque. L'unique solution de (E) ayant pour premiére

Jr—4
compasante | est (c. )

Bl
L le des solutions de (E) est 1 "d:smnplel(t. 2 )on:déwi:
R
b i
Remargue La droite (D) est aussi la droite passant par C'(CL et de vecteur

directeur v {1;%) - On voit que I'application r : R — R?
-4
t—s (1. BIT)
est une représentation paramétrique de la droite (D).
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de 1 le des sal

Exercices [ 1) Donner une rey phig
 des équations suivantes

L a) vIER, Tx—2y—12=0;

§ V3

i b) (x y)eR, u+-— —s—1z+— +1.
{ i ¥ ¥

! 2] Trouver dix couples solutions de I'équation :

:: (x y)eR?, _l-‘x+.1y—4=0.

b) Un autre exemple d'équation dans IR,
Nous avions admis dans le chapitre 2 que, pour tous nombres réels x et y,
|x+ yl=|xl+ |y ¢ équivaut i) et ¥ sont de méme signe.

Pour démantrer cette propriété, résolvons Véquation
(E) (x V) ER®, |x+ y|=|x|+|yl.

L'ensemble de validité de (E) est R*.

(E) (x y)eR?, x4 y|=|x|+]y| Puisque, pour tous nombres réels x et y
on a |x+y|=0, |1 +|y|20, (E) est
équivalente & I'équation (E")

(EHx y)eRE, [x+ yF=(|x|+|y|} | On rappelle que [af' =4’

Tty b 2xy=x4y + 22| x|yl

2xy=2|x| %yl
xy=|x|X|y| On sait que pour tous nombres réels x et
y |l X [yl=layl.
(E")(x y) R, xy=|xy|. (E) et {E") sont équivalentes.

On sait que, pour tout nombre réel a,

lal=a { équivauta,\ az0.
L'ensemble S(FE) des solutions de (E) est I'ensemble des couples (x v} tels que
xy =20,

Awrement dit, §(E) est 'ensemble des couples (x, y) éléments de IR7 dont les deux
composantes sont de méme signe.
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S(E) est 'ensemble des couples {(x y)
de IR* tels que :

20 [ef] y=0. —_— e ——
@<_w€n @] y=n

La propriété admise dans le chapitre 2 est ainsi démontrée.

3) Equations du premier degré dans R*

a) Introduction.
On considére Vapplication f: R' — R

Eyz)r— 2x=4y4z=3
Calculons les images par [ des tripless © (—153:4)  (1:0:1).

Ona:
fle y2)=2x—dy+:—-3
flmli 3 )=2X(—1—4X3I+4—0 f(— L 4)=—13
Fl1L0; 1)=2X1=4X0+1=3 Fr1z0: )=
Calculer les images par f des triplets (l- 1. -1). (VFZL- 3) et (1‘1.2)
2 V2 354

Existe-1-il des triplets de R dont l'image par f soit 07
Ecrire une équation ayant pour solutions les antécédents de 0 par f.

Définition

@, b, ¢, d étant des nombres réels donnés, I'équation ;
(x y.z)eR', ax+by+ecr+d=0
est appelée équation du premier degré dans R,
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Exemple
Soit I'équation :
(E) (zyz)eR, 3x42y—5z—d=0
Trouver une sviuuon de cette équation.
Trouver une solution ayant pour premiére composante 3.
Trouver une sclution ayant pour premitre composante —2 et pour troisiéme
composante —1,

b) Obtenir une isation de I' des solutions d'une équation du
premier degré dans R,

Nous pouvons procéder comme dans le cas d'une équation du premier degré dans
R et wécrire I'une des composantes du triplet (x ¥ z) en fonction des deux
autress.

Exemple

Reprenons I'équation (E)  (x ¥ )eR, 3x42y—Sz—d=0
Ecrivons «z en fonction de x et yu

(x yz2)eR*, 3x4+2y—5z—4=0 Toutes ces équations sont équivalentes
Ix42y—4m=m5z (théorémes 1 et 2).
Jrdly—4

(E) (x p 2)eR, 2= =

est 'unigue solution

. Is42i—4
Soit 5 et ¢ deux nombres réels quelconques. {5, ¢, e

de (E) ayant pour premiére compesante £ et pour deuxiéme composante t

. . Is+21—4
L' le des solutions de (E) est ' des triplets | 5, — ol
(s 1) décrit R
Exercices | 1) Trouver dix triplets solutions de I'équation :

(x y2)eR', 4x—2y+2=2x+12
! 2) Résoudre chacune des équations suivantes
; a) xeR, Sa—3=0;
| b) (x yleRY, Sx—3=10
L) i p2)eR, Sx—3m0
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4) Inéquations

1) Généralités

f et g étant deux fonctions d'un ensemble A vers R,
xe A, [lx)<glx)
xeA,  flosgln)

sont des indquarions

On définit de la méme fagon que pour les éguations :

— le référentiel

— l'ensemble de validité | d'une inéquation

— l'ensemble des solutions [

— I'équival de deux inéquati sur un

Rep les ions et les hypothéses des théorémes 1 et 2 du paragraphe 1.

De la méme fagon, on a :
5i | pour tout élément x de D, k() désigne un nombre réel

XEA, flx)<g(x)
x€A, flx)+h{x)<gl(x)+hix)

sont équivalentes sur D

N : "
alors @ les infquations

En effet, les propriétés [ égali 3
Les propriétés -:égahﬁ_, X) et
la propriété (ordre, X).

On en déduit, pour les inéquations, le théoréme suivant :

‘ordre, +) ont des énoncés analogues.
| ont-elles des énoncés analogues? Rappeler

Théoréme

Sait f. g, h trois fonctions d’un ensemble A vers R,
D I'ensemble de validité de I'inéquation :

xeA, [lx)<g(x)
S si | pour tout £lément x de D, h(x) désigne un nombre réel strictement positif

xe A, flx)<glx)
xe A, flx)h(x)<g(x)hix)
sont equivalentes sur D

almr) les indéquations
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o si pour tout élément x de D, h(x) désigne un nombre réel sirictement néganif |

: : xe A, flx)<g(x)
Alors ) lesinéquations | o o Fia)h(x)>g(x) hix)

sont équivalentes sur D J

femargue On peut évidemment énoncer des : 1 en I
les inégalités strictes par des inégalités larges.

Exercices | 1) Quel est Pensemble de validité de l'inéquation :

i 1
i seR T stk
: x
! 2) Dans chacun des cas suivants, déterminer les ensembles de validité
i | de (I} et (I') et étudier si (1) et (I') sont équivalentes sur I'ensemble
! | de validité de (n.
ja)(n xeR, £“43x—4<Tx—4
(I xeR, ¥4+32<Tx

!
§ i+1

| b)Y (D) xER, m;o

L) xeR, x+130.

L) (D) xeR, x(x+1)<(2x—1)x
oI xeR, a+12a—1.

2) Inéquations dont la résolution se raméne a |'étude du signe de
I'image d'un nombre réel par une fonction polynéme ou une
fonction rationnelie

Exemple
1 1 3
Résoudre I'inéquation (I eR, —f—g—
Sxodie Piocquanioa ()., % P ey gy
L'ensemble de validité de (I) est R—{—2; 2]
xER.—-}-—+-L——-—-3—~(0 On écrit (I) sous la forme équivalente

42 x—2 x'—4
x=3 " x+2
(x+2){x=2) " (x+2){x—2)

3

xelR, f{x)—g(x)<0.

TeThe=n
r—24r4+2-13

A=
2x—3

I R ————0 "iné i ! 5 équivalente & 'iné-
(I =ze (x+2]{1‘—2}< :\:ﬂ::a{l}u;( ) est équivalen i
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Etudions, suivant les valeurs de x, le signe de hix), h étant la fonction rationnelle
telle que :

N 2x=—3
O
= he-2
On obtient le tableau suivant *
T = I
x s -2 = 2 i
2x-3 = - U +
x42 - 0+ +
x=2 - = — III +
hix) - | + 0 - I +
Li ion prof (1) est équi i l'inéquation x€ R, h(x)< 0 Lensem-
3
ble des solutions de (1) est donc |-, -au[i.z
© Comparer la résolution de linég)
2x=3
% . e g}
(I relR Ex+2]{x~2:€
et la résolution de I'équation :
2x—3
R, ———————=.
BTt
L ion ob ipliant les deux bres de (1) par (x4 2)(x—2)

n'est pas équivalente & ”} sur R —|=12; 2] Pourgquoi?

Soit f et g deux fonctions rationnelles,
Pour résoudre I'inéguation -

|
| i xeR, fixi<gix)
— on détermine l'ensemble de validité de (7);
— on écrit I'inéguation sous la forme équivalente x€R, f(x)— g(x)=0, puis

sous la forme équivalente —-——-{[!

{ }
‘ — I"érude du signe de P{ 3 permet de trouver 'ensemble des solutions de (1),
qlx
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Exercioe § Résoudre les inéquations suivantes
i 2

-4‘=+ i{ 2 :

¥+ x+1

[ b)) xeR, (2xtl)g(x—a)

| a) xR,
¢

3) Inéquations du premier degré dans [R*

Mous avons vu en classe de Troisiéme que :

a, b, ¢ étant des nombres réels donnés, les inéquations :
(x, yIeR?, ax+ by+ =<0
(x yJeR, ax+by+es0
sont appelées inéquations du premier degré dans IR°,

Le «régionnement du plans étudié en classe de Troisieme permet de donner une

F graphique de I ble des soluti d'une telle inéq
Exemple
Donner une repré i phigue de ' des solutions de l'inég)
n (2 y)eR?, 3x—5yzd4x—2y—3.
Linéquation proposée est ivall a:

(& y)eR, x+3y—3<0.

Dans le plan muni du repére (O, L J), tragons la droite (A) d'équation
x+3y—3=0

Choisissons un point du plan n'appartenant pas & (A). Le point O convient-il?
On appelle ', le demi-plan ouvert de bord (A) contenant O, 5 I'autre demi-plan
ouvert de bord (4).
Les coordonnées du point O vérifient-elles I'inéquation :

(% y)eR?, x+3y—3g0 7
Le résultat relatil au régionnement du plan nous indique que :

¥, est I'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient x4 3 y—3<0;
i, est 'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient x+3 y— 3> U;
(4) est I'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient x+3 y—3=10
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L' ble des solutions de (1) est I ble des couples de coordonnées des
points du demi-plan fermé o, U{4).

iy
I

| Langage et logique
1) Formules
Considé les phrases hé 1]

(1) (% y)eR", Ix42y=5

(2) rel, X €51 pair

(3) xeM, FHIx+li=(x+1)

(4) reR*, =2
1
(5) xeR*, =>0
X
& désigne une direction de droites du plan:
(6) (D) (D)) e s 8, (D) est sécante a (D)
(7) (6. w)e V% U u et w ont méme direction.

Ces phrases sont toutes ites de manicre identig

— elles font mention d'un référentiel;

— lorsqu'on remplace les lettres par certains éléments du référentiel (ceux de
I'ensemble de validité), on obtient une proposition — vraie ou fausse.
Nous dirons que de telles phrases sont des formules,

Remargue Toute équation est une formule,

2) Quantificateurs

a) Reprenons la formule (1) :
(3) xe€R, F+2x+I={x+1)
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Chaque fois que 'on remplace la lettre x par un nombre réel, on obtient une
proposition et celle-ci est vraie. Pour exprimer cech, nous disons que ©
pour tout nombre réel £ 2 +2x+ 1 =lx+1F
est une proposition veiie
Cette proposition pourra s'éerire :
YxeR x'42x41=(x+1)"

¥ est un symbole qui se lit :
«quel que soit un élément. . » ou « pour tout élément... »

Reprenons la formule (2):
(2) xelN, xestpair

Chaque fois que I'on remplace la letire x par un nombre entier naturel, on obtient
une p ition. Mais ines de ces p itions sont vraies, d'autres sont fausses,
La phrase mathématique !

YxeN xestpair

est une proposition et efle est fausse.
Le méme procédé ne permet pas d'écrire une proposition & partir de la formule (5).
Pourquoi? Quelle proposition peut-on cependant écrire?
b) Reprenons la formule (4) :

{4) xeR*, x'=2.
Nous savons depuis la classe de Quatrieme que :

il existe un élément x de R™* tel que ¥*=2

est une proposition vraic,
Cette proposition pourra s'écrire :

[1xem* =2
J est un symbole qui se lit
«il existe un (ou plusicurs) élément(s).. tel(s) que.. »
A partir de [2 formule (6), nous pouvons, de méme, construire la proposition :

JUD), (D))e8xE (D) est sécante a (D').
Quelle est la valeur de vérité de cette proposition. Pourquoi?
Les symboles Yf et J sont appelés quantificateurs.
¢) Reprenons la formule (1) :
(1) (x y)eR?, 3x+2y=5.
A partir de cette formule, nous pouvons évidemment comstruire les deux
propositions -
Yix y)eR® 3x42y=3

Jix y)eR? 3x42y=5
Quelles sont les valeurs de vérité de ces deux propositions?
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Mais la proposition — vraie — ;
pour tout élément x de IR, il existe un élément y de R tel que Ix+2y=35

est plus ressante que les deux propositions précédentes.
Nous "écrirons

jreR JyeR 3x+2y=5

Remargue La phrase &

xeR, JyeR 3x+42y=5
est aussi une formule. Nous dirons que cette phrase est une formule particliement
quantifiée.

Les symboles § et 1 obéissent & des rigles de syntaxe précises. On se
bornera & éerire & Paide de ces symboles des propositions ou des
formules telles que :

YxeE Pix) . JxeE Pix)
Ainsi, T"écriture formalisée correcte d'une proposition telle que -
x° est positif ou nul pour tout nombre réel x

YreR x'=0.

Notons en particulier qu'il est tout a fait incorrect d'écrire & I'aide de ces symboles
une phrase interrogative,

3) Eeriture d'un ensemble en compréhension

Soit A et B deux points du plan o'
Considérons la formule -

(1) Med, d{A, M)+d(M, B)=d(A, B).

La proposition :

YMed diA, M)+d(M, By=d(A, B)
est une proposition fausse Trouver un point O permettant de le justifier,
<est-d-dire tel que :

d(A, C)+d(C B)#d(A, B).

Par contre, la proposition ©

IMed diA, M)+d(M. B)y=d(A, B)
est vraie. Trouver un point [ permettant de le justifier
Plus précisément, on sait que, pour tout point M du plan,

4(A M)+d(M B)=d(A, B) équivauts ) Me[AB]
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Lossque, dans la formule (1), on remplace la lettre M par le nom d'un point du plan,
on obtient une proposition gui, de plus, est :

— wvraie i ce point appar i [AB
— fausse si ce point n'appartient pas a [A#]
On dit que [AB| est l'ensemble des points M du plan tels que -
diA M)+d(M By=d(A B)
et on éerit
[AB]={Meqid(A M)+ d(M B)=d(A, B).

On dit que :

[MedidiA, M)+ d(M, B)=d(A, B)]

est une écriture en compréhension de Pensemble fAaB)

Plus généralement, soit E un ensemble et :

xeE, Plx)
une formule ayant comme ensemble de validité E
Considérons |'éeriture suivante

{xe E/ P(x)}
i e

variahle référentiel  formule

Cette écriture désigne l'ensemble formé des éléments de E pour lesquels on obtient
une proposition vraie lorsqu'on les substitue & x dans la formule :

x€E, Plx).
On dit que I'écriture ci-dessus est une écriture en comprehension de cet bl
Activités
a) A et B désignent deux points disti du plan. R itre les bl

{MesJkeR AM=kAB)
{Med/AM = BM].
b} Reconnaitre les ensembles -
{reRi—1<x<2) {xreR/d(x 3)=4}
€) En utilisant le théoréme suivant ;

Soit A et B deux points distincts du plan et € le cercle de diamétre [AB].
Pour tout point M du plan,

Mee { équivauta s AM-BM =0

donner une écriture en compréhension du cercle de diamétre [ AB]
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Exercices

1 (1) Soit A lensemble i0; 1. 2.3, 4, 5. 6. 7).
Son | lapplication de & gans ui-méme défi-
nie par e tableau suivant -

8) Aésoutre xg A fix)=5
ned Iix}=0
sed fix)=

|E} xe R,

e

2 (7). Dans chacun des £as Sunants, détarmener l'ensemble de valigité de l'éguation :

b) Resoudre 'équation - e A f{x)=x

) Dlinii Vapplication f«f Aésoudre §'égua-
tion

xed  (efix)=I{x)
Id} Quel esl Fansamble image de Fapplica-
ion
9:A— R 4
e T—x
Resoudra |'équation
HEA T(x}=T(T—x)

fixi=glx}

graphigue de 1.

Reprasentation graphique de g

En noir - représentation graphique de I

En rouge : représentation graphigue e g
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En rouge | représentation graphique de f
g R —R
E .
x
3 (1). Déterminer l'ensemble de validit d
iq[luiliom suivantes - = " @) xeR, -l'+2
1
' R, — =
a)xe x—1+x+| f xeR, VIF2xe=—: H
Ix4+1  d—x
XER, e = e xel, 2vVi—3=3vi—x
pLyeR 241 3y o
P progr Y o 4 (1) Soit f, g h et k les fonctions de R
el xeR. V' 1=Vr+d, vars IR données par les représentations gra-
d) xeR. TaVy=3=x=—8 phigues ci-dessous.

En rouge : représentation qmquu do I, J En rouge ; représantation graphique da b

En noir - représentation graphique de g En noir : représentation graphique de k.

12
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|— Soit (E) 'squation xe R, f{x)=g(x)
{F) réquation xeM, hix}={x)

(E) et {F} ont-slies le méme ensembla de wvalidite®
Sont-glles équivalentes?

[n I‘.\-ns chacun des cas Suivanls, déter- | b) a désignant un nombre réel, réscudne -
*mi onsgmbles de validitg des équa- | xeR, Tx—3=8
l-ons tEl ot (E') ef dtucier si (E) et (E7) anm
éguivalentes sur lensemble de validid de ¢} L'ordre dans |ague! ont été pos
(E} questions &) &l b} vous sal;sralt Il?

a) {E) ¥eR Iad1=5x+3
(E)seR, Ix=5x+2 |

9 (2} Résoudre les équations suivantes -

LA "‘“-2”‘;" &) keR, (2x— 1P +{3x45)(2x—1)=0;
(E) xR, 22"+ 1=dx; b) ke, (3x+2F={Gx+4)(x+2%

)} (E) R, Otx=2 €) xeR {4 x=1){x+3)42x+5)(1 = 4x)=0;
SRR ) reR, 4= x w2 4] (x+5)

d) (€} xeR, "+‘=T‘: 8) XER, 25 x = 70 x* 4 43 =0,

) el (x43f ={2x— 1"
g) x€R, A 4+4x—5=0;
h} #€R, ¥ —8x—0=0

[E] xeR, x+4+

[.—::J:.Alsoil I.“g h trois applications de 10 {2} En utilisant les égalités remarguables

On suppose que : wues au char .5 résoudre les équations
— leguation (E) xeM, f(x)=gix] 8 deux el '
solutions. a) vl 4 daxnd1=0

— P'equation (E') x€R, f{x}=h{x) es1 équi- 1
walante sur [—4; 4] & I'dquation (E). | b) xeR, f!x'+\.-"§'+;-o_
&) En représentant graphiquement les fonc- | el we R, 2?=2%;
tiong . g el h sur un mame dessin donner 5
un exemple d'une telle sitation, d) xR, x4 Ea 4 1204 8=0;
b) Oue peut-on dire de l'ensermble des so- Bl xR, 27 07— 542+ 3B —Bm0;
lutions de | équation - 1ok BT H125=0,

(E) xeR, gix)=hix) 7 gl weR, x'=4
7 (1) Kouamé sest frampé an  recopiant 11 (2} @) Factoriser los polyndmes  A(X).
I'dquation qu'on lus & demandd de resoudie B(X) et C{X) tets qua
il a oublié un coefticient pumériqua devant A= — X' +3 X7 44 X=12:
I bindme {x—3) - BiX)=X1—4 X 4 X +6;
weR, 3(x+2)-[THx-N=3-22 cn=x—sxlitkos

Retrouver I'équation proposée sechant qu'il b) Résoudre les équations

XeR, —x'+3x 4 dx—12=0,
xeR, P =axl b=

aurail di trouver comme solution —?
e, =G fax—

=T x4

e“[“,as 8) Risoudrs lss dix dqustions aul- 12 (7). Résoudre bes dguations suivantes ©

g = B, {2+ 2 —d|={2x 4+ 1) |x =4}
NER, 2x—3="5; xeR, 2x—3=0; =l.xe ey
| (Ea—3=—1 b) kel xVE—2=3VE-Z,
x -g:-:g: :§E £) kel (x-S VT—x=2%—10;
*ER, 2x—3=1 x¢R, 2x—3=—4 ) xeR, x|Tx+1|=[18x 42| |

3
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13 (2) Jos @ b} Déterminer ln nombre réel m de lacon
x4z 1 gue |'éguation .
R, ==
a) xe Yyt e a 3 _mx—5
Zxel Zx-1 4w—1

+3
b) kel ”_-.=1;

‘c) xR, w:.q...z_
X

x=3
) xen.x—t—;- w

R T

1\' 14 (2). Resoudre les équations suivantes
2x+ I“ 41
x=1 a1
12 8
bl xeR, cud ;
4x+3
¥

Sl
c) xeR, 42-1
x

.

a) xeR,

x42
(x=2F—(2x+3)ix—2) 7
Slneny Ex+5F—(x+7F 1B
X44 x—5 2

&) xel,  r —l]
w=5x48

1—2_1—3_

18 (2) Soit & et b deux nombres réels non
nuts,

a) Déterminer l'engemble de validite de
'éguation :

¥W—2x—3 a b
15] :EH."—_—1+;—_-T+;-+—‘-

b} Déterminer & et b de fagon qua 0 et 2
soeent solulions de (E). COuel est alors
'ensemble des solutions de (E)7

16 (2). a) Déterminer ls nombre réel a de
fagon que I'équation
x42 x=2 2x'4a

R, —— b T2

% -2 ¥tz W
admette 0 comme sclution, puis résoudre
'#quation obtenus en remplagant 8 par la
valaur trouvée.

admaite au moins une solution non nulie,
puis résoudre 'dquation obtenue en rampla-
ant m par la valeur trouvés.

17 (2). Montrer gue S un nombre  réel
augmenté de T est égal & son carré, alors,
ce méme nombre réel. diminué de 1 est égal
& 5on inverse

Quels sont les nombres réals veriliant cette
propriété?

18 (2). a} Trouver une égquation de référen-
tiel R dont Pensembbe des solutions soit
[—1%2:3)

b) Trouver une éguation de ntiel R
dont I'ensemble des solutions soit {0, 1; V31

¢) Trouver une fonction polynome [ telle

qu
— les cosfficients du polynéme associ & /
soient des nombres entiers,

— e nombra réel V2 soit une solution de
I'equation -

xeR, Hx)=0.

d) Trouver une équation de référentiol R
dont I'ensemble des solutions soit vide.

&) A-t-on déja rencontré un polyndme A|X),
& coefficients entiers, tol que = soit un zéro
de [a fonction associée 4 ce polynbme?

18 (2). Résoudre algébriquement les éwa
tions ot véritior g
rawl!a\a trouves -

a) xelR, [x—3|=5

b) xeR, |2 42|= -3
c) xeR, [3x41|=86;
d) xeR, [1-2x|=3

o) xem, u(:, §)=§

20 (2). Résoudrs I'équation :
xeR, |x+3|=x[x+1]

21 (2). Réscudre los dquations sulvantes
a) xeR, Ve 1=2VI—x

b} xeR, VIx+i=vir—5

c) xeR, 2Vr—1=Vi—2

) xeR, VIEFI=VEFD

4
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P
;. 22 (2) Aesoudre les dquations Suivantes
a) kel VEE—Bx=x—3

bl kel
¢l xe R,
d) xeR. 2VEx+2-3

o) xelR x4+ V2n=2

1 weR, x—1=vx—1
gl xeR x+1=vEr=1,
) xeR 1=V FI=x

23 {2). Soit l'appheation ! [-33] — R
ddtinie par -

L}
8l =3 xe — 1 alors -‘b(!:E x43;
1
= T<xEt alors fx)=— 2 x

slgxgd  alors :m-; x—3

Aesoudre, en ublisant une représentation
graphiqua de la fonction 1, les équations
xeR, Nx)=0;
R, f{x)=4
24 (2} On considére I'égquation .
*€MR, |x+1]+|x—3|=4
8] Réssudre celle équation.

b] Ecrire I'éguation précédente & |'aide de
I'application destance sur .

£) En utilsant e (hésréme oe la page 31
trouver une autre méthode pour résoudre
I'équation proposés.

25 (2]. On considére les fonctions | el g de
R vers R telles que, pour toul’ nombra réel
w:

flehmx+2{+|x—3]
gixt=ls+ ||+|x—4|_
a) Représenter graphiguement [ et o
b) Régsudre 'équation :
xEM, x4 2|+ |x—3|=|x4 1|+ [x—4L

286 {2]. Résoudre algébriquement, en s'ai-
dant d'une représentation graphique ['égua-
tign -

xER, |3x—5=3|x=5

27 (2). Solt | et g les lonctons alfines par
intervalles définies par -
sixe]e 1] alors f(x)m —2x+1;
s xe]1al alars f{x]=x+2.
sixe[d =] alors f{x)=8—x
5w e —=2] alors gixj=2x43
sixbf=22] alors gix)=3x+1
s € |2 =] alors gixj=x—4a
Fésoudre I'aquation |

xeR, f(x}=glx}
28 (2. Soil ! et g deux fonctons de R

wers onnéss par les représentations gra-
phigues suivantes
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En rouge | représentation graphigue e |
En noir - représentabion graphique de g

&) Aésoudre |'égquation
*eW, fix)=glx)

b) Résoudre |'équation |
xeM, (1) =gl

29 (7} Soit [ ja lenction de B vers B don-
nae par la reprasentation graphigue ch.
dessous.

En whilisant la representation graphique, gon-
ner des encadrements damplitude 2 10
da chacune des soiutions de I'éguation

xeR, Mxj=1

30 (2). Soit { la lonction de R vars B donnee par la -t

Soitg R — R
X e X
A l'pide de [a représentation graphique, frou-
ver des encadrements damplitude 02 de
chacune des solutions de l'égquation
xeF, fix}=gix)

216
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31 (2). Dans chacun des doux cas suivants,
les équations (E) @1 (E') son! équivalentes
sur R Pour lo constater, résoudre (E) et
(E).
aHEl usn 12x—3==2x+5
ER. Fx-d=—2x+5
nHE] xeR A 4T7=0
(E) xel, ¥4 1=0
Cet example montre gue deus équations. en
BpPErENce rms du!rmmea peuvent &u
avcun

permat de la munlrw La seule manidre a\a- Jb
montrer €3t de resoudre chacune des deux
#quations.

32 (3} &) Trouver trovs solutions de I'égua-
tion :

[x, ¥1eR2, x?y—xy'=0
b) Résoudra

{ap)eR®, a4+ 2x 414 +6p+5=0

33 {3). Seit l'equation :
(B} (ny)eR, ¥4y
a) Determiner una solution de |'éguation (E)

b} Quelles sont les solutions de (£) dont la
premiése composanie est 17 est — 17 est 07
€] Déterminer une solution de (E) dont la
premeire composante est 5 Trouver, sans

calculs, sept autres selutions de {E].
1
d] Méme question pour 3

8] Déterminer une solulion de [E} dont la
premire composante est sin 20° Donnar
larrondi d'ordre 3 de chacune des compo-
santes de cette solution.

34 (3} On considers ranullcamn T
1 B
(myzh— 21-3y+5: +7
Caleular
F(0; 1, ) F(— 12, 85 1O, 0; 2

i
1[=wZ 0, —v3).

L — ) (36— 1) r(‘

35 (3). On considére I'dguation |

1
[y, 2le R, X=gy+3z—d=0

Parmi les tripiets sulvants, indiquer ceux qui
sont solutions de Féquation donnés

L-2 }12|n.
|
|
|
|
|

20 {

{71 2; — 1) (—36; 100; 30); (-‘-; ¥, 3}.
(VE+3VT —a42vE -V
111 .
Gk (-
36 (1) On considére I'égquation

{x,y 2jeR®, —x42y—dz+B=0

a) Quatles sont les solutions de cette équa-
tion ayanl pour premiers composanie 4 @t

1
pour dEuxidme Somposants 5"

b) Quelles sant ts solutions de celte dqua-
tlon ayant pour deuxieme composante 2 el
pour trolsieme composants 57

c) Quelles sont s solutions de calte égua-
tion ayant pour pramiére composante 2 el |
pour troisieme compesanta — 27 |
37 (3). On considére l'dguation :

IE} (% y 2leR’, 2x—Ty+9z—31=0
Determiner ks solutions de {E] ayant deux |
compesantas nulles. |
Determinar les solutions de (£) ayant deux |
composantes égales 4 3.

Oéterminer les solutions de (£) ayant lews
frois composanies égales entre elies.

28 (3} On considérs 'dguation

(E)] xp zle x—yp+VEz4vE=0
&) Donner une solution de (E) ayant pour
premigre composante 4

b) Doaner une scluion de (E) dont les deux
premiéres composanies sont dgales.

) Donner une solution ce (E) dont & troi-
siéma composante st égale a la somme des
deux pramiéras.

39 (3). On considora 'dquation

(B) {xy 2R’ 2x—dy+3z+21=0
Existe-til des solutions de (E) dent & |
deuxibme composante est le double de fa
pramiere et dont la irolsléms composanie es!
ie triple de la secande?

des solutions de (E} domt la
deuxitme composants esi égale & la somme
de la premiére et ge la troisieme el dont la
troisieme composante est égale au produst

de la premiére par 3"

a7



Mathématiques seconde - Algdlee

40 (3). On consmére |'dquation :
[E} [xp 2R 2x=3y=5
Déferminer Fensambla des solutions de (£}
ayan! pour seconds composants 1.
Déterminer I'ensemble des solutions de (£}
ayant pour premiére composanie 4
Déterminer |'ensemble des solutions de (E}

46 (4] L'Inequanon-

(i xeR,

-1
3| 1+2

est-gila equivalents & linéquation
) xeR, 3x42<—3|xj—2 7
Pourgual?

dant les deux p sont

doales,

Exista.t-il des sulullm d. (E) de la farme
" 5t oul, lesquelles’

ds wlmmns cn {Er da la forme
il —| m Si oui, lesquells

41 {3). Donner une caraclérisation de [l'en-
semile des solutions des éguations sui-
vantes -

alle y z)eR, —R2x—3p43z=1.
1 1

B) (¥ 2R, x—n ymsi 2=l

RER fospmiml;

) {x p 2R, Sx—3y+Bzr=—10
d} {x y. 2ha R VEx—3y+ VEz=VE
o) (% ¢ 2R Zx=5y+Bz=16
Nixp2jeR”, x—9y—2zm =12

42 {3} Soit 5 l'ensemble des solutions de
I'égquation
(. pleR®,
& l'aide du 5
R’ 'ensemble des salutions de I'equation
(% ¥ z}eR?, 2x—2=5

2x—y=5.

43 (3} On consigéra |'indguation sulvants -
xeR, (0.2)[{0.4) x + 15] —{0.B) x 0,12,

a) Varifier que ls nomore 10 est solution de
cette inéquation.

b) Donner P'ansemble des solutions de cette
inégquation,

A4 (4). Une socidlé veut imprimer des livres.
La location de la machine revient & 100000 F
par jour. Les irais de papier s'élévent &
300 F par livre. Combien faut-il imprimer de
livres par jour pour que le prix_de revient
d'un livre soit infériewr ou égnl & TEOF?

48 (1) On consigére les deux indquations ©
() xe R, x*— x4 250;
() xeR. ¥ — ¥ +250,

Sachant que I'une de ces Indquations a pour

ensemble de solutions |'ensemble vide, résou-
dra (i} et (L)

A I'side d'une représentation gra-
phique |'ensemble des salutions de (),

| 47 (4) Raésoudra lBs indquations suivantes :
a) xeR, (2x+ 1P (x—4f

o) ke, (3x+ 2168+ )20,

o) xeR, ¥'—dx2a—

d) xeR, (2x—1){x+2F=Ex+1F2x—)
o) xeR, ¥ +ax>5;

f} xalR, x*>64;

3 ¥
g) xel, S)F-r;xﬂﬁx +§

48 (4} Aésoudre les indquations suivanies :
2x—3

| Va) xeR, S E =0

—x+7

dx+1

*VE—1

b) xR, <o,

o) xelR,

2x—43

d) xeR,

49 (4} RAésoudre les indgquations sulvantes ;
3 4
1—3‘31+2'
x&d
a
2x+1 x—§
2x—1" x+2'
dx41 5
bt o]
k42 +x-2
Bx—1 il
[1=2x}{x~2)

a) xeR,

b) xeR,

~e) xeR,
il

dj xelR,

e} xeR,

50 (4) Raéscudre les inéquations sulvantas

a) xR, +2*;o

il




Al Equations. Inéguations

2e—2
b xeR, ' i F< :

! 0
.:rxeR T =

=17

@ wem ey

R =2 22411 7
R P TFE TN

W4 EE+E

P QO . e a5k

x+3 43

= gq {4) Ecrire sous forme canonigue ke poly-
Al B,

X} 18l que A[X)=X—2X+
Hésouuru linaguation
-4 =13
—_— e,
xeR. P o

<82 (4] a) Le nombre réal ; est-il solution de
I'dguation
(E) weR, 25— —x—3=0 7
&) Aésoudre I'équation (E).
c} Résoudre l'inéquation :
23 —x?—x—3

R —————=<0
i ¥ —dx42

B3 (4). 8) Le nombra réel 5 estil selution
de I'éguation :
(E) xR, (¥ =2w){2x"—
b) Résoudra 'équation (E).
&) Rézsoudre |indquation -
(¥ —2x@x®
P

9x—B)=0 7

Bx—5
xeR, ]{0

84 (4} On reprang les fonctions £ et g déti-
mies graphiquement dans |'exercice 28
Résoudre les indquations

xeR. fimsglx)
welR, !:r]( gix}
xeR, flxj

§8 (4} On reprend la fonction | détine gra-
phiguament dans 'exercica 28,

Donner U'ensemble des solutions de l'inégqua-
tion

xR, fx)21
(pour certeines Bomes dlintervalles, on se

cantontera da valéurs approchées)

B8 (4). On reprend |a fonclion | délinie gra-

phiguemant dans 'ewercice 30

Soit (i) Vinéguation . xR, x>0

Trouver deux intervalles fermes J et K tels

que

» l'ersemble 5 oes solutions da (1) varifie
Josck

= la dillérence enire l'amplitude de K et cells
de J soil inférisure ou &gele & 0.3

57 (4). Seitf R — R
X |x—a|=[x 41
8) Trouvar un nomore réef m, el que
I'équation -
e, fx)=m,

ait une solution unique
b} Trowver un nombre réed m; tel
I'équation

que

el
n'ait ducune salution.

c} Trouver un nombre réel my tel que
I'équation |

Fix)=rmy

xeR,
et linequation
el f{x)@m;,

aient le mime ensemble de solutions.
On consailla de représenter graphiquement 8
tonction .

fla)=rmy

58 (4} On consigére linéquation

(. yleR?, —4x+4+2y+7>0
a) Trouver cing wuphs solutions ayant pour
premiéra composan|
Trouver |'ensemble 633 solutions . ayant pour
premigre composan
b} Trouver deux nombres réels a et b fals
que, pour foul nombre réel négatit ¢ le cou-
ple (&0 bi) $oit Solution

Vo
B8 (4) Asprésentar graphiquement dans le

plan muni d'wn repére (O, ), J} Pensemble
des solutions de I'inéquation @

(n yIER® Ia—Gy@éx—2y=31
Ecrira en extension I'ensemble des solubons
de lindguation -

(x yleMxMN, Ix—Syzde—2y—3

ne



Variation d’une fonction

Legon 1: MAXIMUM, MINIMUM D'UNE FONCTION NUMERIQUE
Legon 2 : VARIATION D'UNE FONCTION NUMERIQUE
Lecon 3 : ETUDE DE FONCTIONS AFFINES PAR INTERVALLES

On remplit successivement six récipients de méme havteur (80 cm) et de méme
capacité (735 1) dessinés ci-dessus
On étudie la variation du niveau de l'eauv entre le début et la fin du remplissage (le

robinct ayant un débit de (.25 litre par seconde ).
On en fait une représentation graphique

Reconnaitre parmi les rep graphig . celle qu pond a
chacun des récipients ci-dessus
el o = e R Ll -
T G & 7l
. f; .
r ,’/ 1 .-"'r‘ —
7 - -
/ e e, o
+— +—t ———t S+
n 5 i 5 ol 5
A1) i i 50+
4 | 7
7 A o
o £t
of H % M ] 5




PVarigtion d'une fonction

1 Maximum, minimum d'une fonction numérique

1) Introduction

Considérons la fonction [ de IR vers R définic par la représentation graphique
ci-dessous,
L'ensemble de définition de [ est [1; 5]

« Trouver graphiquement © ({1}, f(5), fi[1; 5]}

» Trouver :

— U'élément maximum M de P'ensemble f([1; 5]},

— l'élé t mini m de 1% ble f{[1; 5]},

— un antécédent de M par f, ¢'est-a-dire un élément & de | 1; 5| tel que fla)= M.
— un antécédent de m par f, c'est-a-dire un élément @ de [1; 5] tel que f(B)=m.

On dit que :

M est le maximum de la fonction f sur [1; 5]
Ce maximum st atteint en o

m est le minimum de la fonction f sur [1; 5]
Ce minimum est atteint en .

pril
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Définition

Soit { une fonction de R vers R,

A une partie de I'ensemble de définition de [
— Lorsque l'ensemble f{A) admet un maximum M, on dit que M est e
maximom de [ sor A
Ce maximum est atteint en o si @€ A et fla)=M

— Lorsque l'ensemble f(A) admet un minimum m, on dit que m est le
minimum de f sur A
Ce minimum est atteint en @ si B A et f(B)=m

Saoit [ une fonction de R vers R,
A une partie de I'ensemble de définition de f
M et m deus nombres récls.

M est le maximum p—y
de fsor A ( signifie que) M=max f(A).

m est le minimom
de [ sor A

¥ m=min f{A).

2) Comment trouver le maximum ou le minimum d'une f ti

a) Soit f une fonction de IR vers R,

A une partie de 'ensemble de définition de f
» Pour trouver le maximum de fsur A, on peut procéder de la maniére suivante -
Trouver : — 'ensemble f{A),
— le maximum de f(A).
On peut hercher dans 1's ble A, les valeurs pour lesquelles ce
maximum cst atteint.
De méme, donner un procédé permettant de trouver le minimum de f sur A

Exemple 1

Soit f la fonction de R vers IR définie par la table des valeurs ci-dessous :

£ 1 2 3 4 5 3 7 8| 9
2 8
i |3 —433 | 63 | 2VI | 266 | 2VI | —43 %
| # 3




T Wariation d'une fonction

On a:

Dr={1;2;3;4,5,6,7: 89}
Soit A=1{45:6; 7; B}

B
Veérifier que rm)={2\f§; 2.66; —4.3-.5]
8 —

et —4,]{2,1\6(;(2\"2
par suite :

2W2 est le maximum de fsur {4; 5; 6; 7; 8}
ce maximum est atteint en 4 et en &,
— 4.3 est le minimum de fsur {4; 5; 6; 7. B);
ce minimum est atteint en 7
o Trouver le maximum et le minimum de [ sur son ensemble de définition,

Exemple 1
Un magasin possede un parking dont le prix d'accés est de 500 [rancs; les frais de
parking sont remboursés a partir de 100K francs d'achat dans ce magasin,

On se rend en voiture pour y faire un achat d'un montant de x francs.
— Si x<"1 000, on paie en tout {x = 500) francs,
— i x2= 1000, on ne paie que « francs, puisque le prix du parking est remboursé,
La fonction f: R —= R
x = [lx]

telle que @ si xe[i; 1 00| flx)=x+ 500,
sioxE 100, | fle)=x

permet de calculer le montant 4 payer.

Representation graphique de f.

m
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Compléter la table suivante -

x A0 Si0 G950 i 1000 | 13060 | 1450 | 1500 | 2aon

flx) 10000 | 1450 1300 1 50Hp

Considérons [0; | 200]; cet intervalle est inclus dans 'ensemble de défimtion de
Vérifier graphiquement gue :
£ 1 2000)=[500; 1 500[.
1504 est-il un élément de Uensemble f([0; 1200]) 7
1500 est-il 1élé de 1 le fO[0; 1200 7
En déduire que 1500 n'est pas le maximum de f sur [(; 1200)
Cependant, vérifier que 1500 est un majorant de I'ensemble f([0; 1200]).
On dit que 1500 est un majerant de f ser [0 1200]
Trouver d'autres majorants de f sur [0, 1 200].

Vérifier que 450 est un minorant de ensemble fi[0; | 200]).

On dit que 450 est un minerant de f sur [00; 1200].

Vérifier que 500 est aussi un minorant de fsur [0; 1 200] et que 500 est I'image de 0
par f.

500 est done un minorant de f sur [0; 1200] qui appartient a f{[0; 1200])

S0 est Je minimum de [ sur [0; 1200].

Définition
Soit f une fonction de R vers R,

A une partie de l'ensemble de définition de f,
a et f deux nombres réels. |

o est un majorant
de fsur A

o est un majorant

':ignific qu!._‘- de f(A)

£ est un minorant LY B est un minorant ‘
de fsur A \ﬂgf_llfeq"e d_c fla).

Exercices | 1) Soit E la fonction partie entiére.

:I — Représenter graphiquement E.
— Trouver le maximum et le minimum de E sur [—2; 2]

Préciser les valeurs ol ce maximum et ce minimum sont ateines.
— Wérifier que 1,8 est un majorant de E sur [—2; 2.

1,8 est-il le maximum de E sur [—2;2] 7

— Donner un intervalle I sur lequel E admet comme majorant 2,5 et
comme minorant — 0.5,
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{21 Soit [ Ia fonetion définie dans Uexemple 2.

{ Considérons Vintervalle [0; 1 500]

| — Trouver graphiquement f([0; 1 500])

— En déduire le minimum et le maximum de [ sure [0; 1 500],

+ — En quelles valeurs la fonction [ attemt-elle. son maximum? son
Lominimuem!

| — Trouver, 8l existe, e maximum de [ sur Uintervalle [0 204)]

B} Soit [ une fonction de R vers IR,
A une partie de U'ensemble de définition de f

» Pour trouver le maximum de [ sur A, on peut aussi procéder de la maniére

suivante :

— trouver un majorant de f sur A, cest-i-dire un nombre réel M tel que !
powr tout x élément de A, fx)= M,

— puis Etudier si M appartient & f{A)

St Mef(A)alors M est le m

Ce maximum est atteint en ¢

mum de [ sur A
que clément o de A tel que fla)= M

® Donner de meme un procedeé permertant de trouver le minimum de f sur A

Exemple 3
Soit [ la fonction polynome définie par f(rl=x"+2x 42
Cherchons, s'il existe. le mimmum de | sur R
Montrer que flx)=(x+ 17 +1.
# Recherche d'un mmorant de | sur R,
Quel gue soit le nombre réel x,
(x+1P=0
(x+1F+121
flxiz1.
1 est done un minarant de [ sur R
e | est-il le mimmum de f sur R?
Autrement dit, existe-t-il un nombre réel o tel que fla)=17
Reésolvons I'équation :
xeR,  fix)=1
(x+1r+1=1
(x4 1y=0
r==1
Par conséquent,
fl=1)=1 et quel quec soit le nombre réel x flx)=1.
1 est done le minimum de f sur R, ce minimum est atteint en — 1

s
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Exercices tl 1) Reprendre l'exemple | de ce paragraphe.
¢ — Trouver un majorant et un minorant de f sur {2; 3 4; 5},

| — Trouver un ensemble sur lequel [ admet comme minorant —4 et
comme majorant 3,

| 2) Soit f la fonction polyndme définie par :

; flxj=—x"+dx—3

| — Montrer que 1 est un majorant de [ sur R,

| — Montrer que 1 admet un antécédent par f

! Que peut-on conclure?

2 Variation d’'une fonction numérique

1) Fonctions croissantes sur un intervalle, fonctions décroissantes
sur un intervalle

a) Introduction.

Considérons la fonction f de R vers R définie par sa représentation graphigue,

Figure 1
Sur la figure 1, on constate que :

— quels gue soient u et v éléments de [a b]:
& s w<v lalors ) Fl0)FOV);

e f{u) et f{v) sont dans le méme ordre que u et v.
On dit que la fonction f est croissante sur [a, b].



7Variation d'une forction

= -

Figure 2.

Sur la figure 2. on constate que :

— quels que soient u et v éléments de |a b]:

® s u<v alors o flu)Efiv)

ou encore

® flu) et f{v) sont dans Uordre contraire de w et v

On dit que la fonction [ est décroissante sur [a. b

{‘J

Maontrer que la fonction de IR vers R représentée sur la figure 3 est non croissante
sur [a b] et non décroissante sur [, b,

Figure 3

On constate néanmoins que ©
 est décroissante sur [, ¢]

[ est croissante sur [c, b].

27
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Définition

o4 un intervalle inclus dans ensemble de

| Soi | oune lonction de R v
deéfinition de f.
5 Fquclﬁ que soient w et v élements de |,

| €5l croissante I Csignifi ) i .
|r issante sur SR que, u{iliu]nﬂ y fluyeCfiv).

bx
quels que soient w et v éléments de [
[ est décroissante sur | signific que o ——— T .

il ) Ju{r alors b flulzzfiv)

]quuru que soient et v éléments de I
fluy=fiv)

f est constante sur [ nifie que -

Remargue

fest strictement y I quels que soient w et v éléments de 1
roissante sur | \gignific quc, osi [ ¥
c st | i ju<vlalors © flu)<<f(v).

Définir de méme une fonction strictement deécroissante sur un intervalle 1

h) Exemple de fonction croissante sur IR,

Considérons la fonction affine [ définie par f{x)=2x—3.
Soit w et v deux nombres réels quelconques.

v

2uiy

FTu- I<Iv—3

Donc, quels que soient les nombres réels u et v :
O osiju< v falors ) flu)< f(v)
f est strictement croissante sur IR,

Plus généralement, montrer que |

f €tant une fonction affine définie par f(x)=ax+ b
si @a>0 alors f est strictement croissante sur IR,
si a<I{ alors [ est strictement décroissante sur [R.

228
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¢} Exemple de fonction non croissante sur un intervalle.

Consderons ka fonction -
f:l—6:2 — R
X 2x+|c+3+ |1 —2x|
® Montrons par le caleul que [ on'est pas croissante sur | —6; 2]
10 suffit pour cela de montrer que la proposition :
(P} wquels que soient u ot v éléments de [—6; 2].
Csi lu v alors ) Fu) Flv) s
est une proposition fansse
Considérons les nombres réels —5 et — 2 éléments de [—6; 2] ¢
f(—5)=3. f{=2)=1
par suite =5<=2[et] f{=S)>f(=2).
La proposition () est donc fausse,
f est une fonetion non croissante sur [ —6;

1}_
® La fonction [ est-elle décroissante sur | = 6: 2|7
Veérifier que ;

—3=C1 et fi—S5)<fil)
En déduire que f est non décroissante sur | —6; 2]
Remargue Soit f une fonction de R vers R,
I un intervalle inclus dans lensemble de définition de f

Pour montrer que § est une fonction nen croissanse sur 1, il suffit de trouver deux
éléments u et v de [ tels que

wlv et flu)>flv)
Comment montrer que | est une fonction non décroissante sur [7

Exerci + Consid s la fonction polyndme f définie par f{x)= x4 x—=2.
! Caleuler f{=3). f(1), fi4).

n déduire que :

f est non croissante sur R,

[ est non décroissante sur R,

2) Sens de variation d'une fonction

Considérons la fonction :
f:[—6:2] — R
£ 2x4|x 43|41 22|
Nous avons vu que cette fonction est non croissante sur [ —6; 2] et non décroissante
sur | —6; 2] Nous nous proposons de décrire, de maniére précise et le plus
simplement possible, la variation de f

m
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& Montrons gque fest une fonction affine par intervalle. A cen effer, exprimons f{ 1)
sans le symbole | |

x4 3=x43 Céquivauta ) x+ 320
eest-d-dire =3

ot 3= —ix+1 f"t?qhi\'znl A, x43g0

c'est-i-dire e —13
N=2i=1—2x Cdquivauta b 1—2x30

1
c'est-a-dire x (E

h=2xl==(1=2x)

Céquivauta  1—2x<0

1
cest-&-dire x }5 4

Rep sur [a rep i phi d:{—ﬁ;z]lesnumhrcsrﬁcls-3&:%-
1
-6 -3 3 2
- Ry -— - —
x -6 -3 & 2
2
5'5’:‘;9 - 0 + *
Signe de
ik + + 1
[x+31 —x=3 143 x+3
|=2x+1]| —2x+1 —2x41 2x—1
9
flx) 4 —~x=2 1 x44 3 Sx42 12

Sur [—6; —3] [ coincide avee la fonction affine :
R—R
X —x—32

f est donc strictement décroissante sur | —6; — 3| Pourquoi?
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I
Sur [—3-. E] [ coincide avee la fonction alfine :

R— R

xr—» x44.
1
[ est done strictement croissante sur {—3; 5] Pourquoi?
1
Sur [E; 1] [ eoincide avec la fonction affine :

R — R
£ Sx+2

1 3
[ est done strictement croissante sur [E; 2] Fourquen?
& Nous avons ainsi trouvé une subdivision de intervalle [—6; 2] ¢
f 3 - 2
—6, "3

Cette subdivision détermine trois intervilles
1 1
—6; =3 [—3;—]. [—; 2]
I I 3 13

— la réunion de ces intervalles est égale @ Dy

tels que :

" ® s0it strictement croissante,
— : valles e 2

sur chacun de ces intervalles, | est | o S0it strictmtient, dectaistants;
On dit qu'on a étudié le sens de varation de f

Le sens de variation de [ est résumé dans le tableaw suivant, appelé tableau de
variafion de |

Pl =

H S 3 .

ral s

Exercices | 1) f désignant la fonction ci-dessus, nous avons vu gque | oest

. 1 _ ..
Jés‘:ri(:l:m:m. croissante sur [—3;5] et strictement croissante sur

[+

231
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;; Dans chacun des cas suivanis w et ¢ sont des nombres réels
| guelconques tels que w<w

| Comparer f(u) et f(v), lorsque :

al we[-33] et ve[-33]
) ui[%; z] et .-s[%; 2]
P P ()

| En déduire que f est une fonetion strictement croissante sur | — 3: 2).

" . 2) Les figures ci-dessous sont des représentations graphiques de
| fonctions de R vers R, Etablir pour chacune d'elles, un tableau de
! variation.

3 Etude de fonctions affines par intervalles

Pour étudier une fonction numérique, nous adopterons le plan suivant :

— Rech de I’ de définition de f

— Eventuellement, simplification de Ieapusswn de fix) et mise en évidence de
certaines propriétés de f

— Etude du sens de variation de [

— Représentation graphique de f dans un repére (O, £, J)'convenablement choisi.

Exemple 1

Etude de la fonction f de IR vers IR définie par : 1 L
sioxe[£4 =2 flo)=—3x—d

si xe[=2; 1] flx)=—x;

si xe[1;5], fla)y=x—4.

X-uag
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s Ensemble de définition de f: w

Dy =| =4, =2[U[~2i 1[U[1; §]
Dy=|—a; 5] ~

® f est une fonction affine par intervalles.

4 —3 1

it

& Etude du sens de variation de f :
sur | —4: = 2|, f coincide avec la fonction affine

fi:R— R
X—s =3x—4

f est done décrowssante sur [ —4: 2[5

sur [—2; 1], f coincide avec la fonction affine

fiR— R

X p— —X

[ est done décroissante sur [ —2; 13

sur [15 5], f evincide avec la fonction affine :

H:R— R

£ —e x—4

f est done croissante sur [ 1: 5]

Montrer que f est décroissante sur [ —4; 1],

Tableau de variation de [ :

—4

fix)

B

—nl_ 3 —

Mantrer que 8 est le maximum de',l’sm | —4; 5] etque — 3 est le minimum de f sur

[—4: 5]

® Représentation graphique de f
Soit € la représentation graphique de f dans le plan o muni d'un repére (o LI
La définition de f montre que € est la réunion de trois segments :

tels que :

et

|AB[; [CD[: [EF]
|AB[ y==3x—4 et —dgrx<-1
|cD]: y=—1x et —2=x<l;
[EF]: y= 4 et lmxss
Al—=48), B(—2;2)
C(—2:2) D(l; =1} C=8
E(1; =3) Fi5: 1)
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— Choix du repére.
Si nous voulons obtenir un dessin oo figure entic I é ion graphig
de f il est nécessaire de faire apparaitre sur ce dessin les |nler\ralles

| —4; 5] sur I'axe {OF)

[ — 31 8] sur Paxe (€M),

En prenant :
K= —5§  x., =06
Y= 4 Y=Y
on obtient
Kiin = Fie = 11
Fima ™ Youin = 13,

Pour cette représentation graphique, on
pourra choisir un repére orthonormé.

— Choix des unités.
Sur le dessin, on pourra prendre 0,5 cm comme unité sur l'axe ( OF) et sur I'axe (OJ).

— Tracé de la représentation graphigue de f,




TiWariauon d'une fonciton

Exemple 2

Etude de la fonction [ de R vers R définie par :
si x€[50.5 53] flx)=m22x—7T03
s xe|53; 55] flx)=—12x+1059
si x€]55; 57| flx)=—36x+2472
si x€]5T059.5]  flx)=12x—264.

& Ensemble de definition

Montrer que Fensemble de définition de [ est |50.5; 59.5]

® Etude du sens de variation de |

Montrer que [ est une fonction affine par intervalles admettant le tableau de
variation suivant

x 50,5 53 55 57 59.5

L 463 g 450
3 ggg 4—"] e 43y s a20+—T

® Représentation graphique.
Soit €, la représentation graphigue de [ dans le plan o muni d'un repére (O, 1, J).

La définition de | montre que €, est la réumon de quatre segments -
|AB}: |CDl: |EF], 1GH|

tels que :
[AB] : y=22x—703 et 50,5 r 53,
ICD] : y=—12x+ 1089 et $3<x<S5;
JEF] : ym= —36x42472 e1 55<xr<57;
IGH] : py=12x—1264 et 57T<CrgL50.5;
et A (50,5, 408); B(53; 463)

C(53;,463); DI(55439); C=8
E(55; 492);  F(57; 420)
G(57; 420);  H(59.5; 450); G=F

Mantrer que 442 est un majorant de f sur [50,5; 59,5] et que 408 est le minimum de
f sur [50,5; 59,5].
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— Choix du repire.
Si nows voulons obtenir un dessin ou figure entic lix repré jom grapl
de f, il est nécessaire de faire apparaitre sur ce dessin les intervalles

| 500,55 59,5] sur 'axe (1)

[408; 492] sur Paxe { OJF).

En prenant -

K =50 x,, =60
Foin =400, y,,,, = 500;

on obtient :

s = K = 10
Ynan ™ Yonim = 1000

Pour cette repré: ion on pourra
choisir un repére orthogonal.

— Choix des unites.

Sur le dessin, on pourra prendre 0.5cm pour unité sur laxe (OI) et 0.5 em pour
10 unités sur l'axe {QJ).

Remargue 1l ne sera pas possible de faire figurer les axes {( OF) et { OJ) sur le dessin.

— Tracé de la représentation graphique de |,

!. il S

j.
iy
S




FiVariation d'une fonction

C i ire la é d'une fi

Pour réaliser dans le plan 7, le tracé de la repré
on procéde de la manire suivante

— Une étude préalable de la fonction permet de définir :

graphique d'une fonction f,

Xpiae qui st la plus petite abscisse que l'on désire voir apparaitre sur le dessin,
Xaes qui st la plus grande abscisse que I'on désire voir apparaitre sur le dessin,
Fmine qui €5t la plus petite ordonnée que I'on désire voir apparaitre sur le dessin,
Yonuas QUi €5t [a plus grande ordonnée que I'on désire voir apparaitre sur le dessin

— La comparaison de (%= Xt 3 { ¥us= Yain) permet de choisir un repére
orthonormé ou orthogonal,

— La comparaison des deux nombres réels |
(= Tiin) 8 (Yo Yoz}

# la largeur et & la longueur du rectangle du plan réservé au dessin, permet de choisir
les unités sur les axes.
— La position des axes se fera de fagon & faire apparaitre sur le dessin :

i

mine Xmans ¥min €1 ¥maws

::'Hﬂlf et logique
L implication
1) introduction

Nous avons étudié dans ce chapiire la définition de la phrase @

« [ est upe fonction croissante sur Lo

Rappel.

Soit [ une fonction de R vers R,
I un intervalle inclus dans D

[ est croissante
sur |

quels que soient w et v
éléments de I, si u<<v
alors flu)sfiv).

:‘sigml'ie que‘ y

Une fonction f et un intervalle | inclus dans son ensemble de définition étant
donnés, Ia phrase !

quels que soient u et v éléments de I,
Vsi | w<v alors) flu)<f(v)
est une proposition.
Dire que [ est croissante revient & dire que cette proposition est vrate

Dians ce paragraphe, nous allons, sur des exemples, préciser le sens que 'on attribue,
en mathématiques, & des phrases de ce type.

7
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2) L'implication

Considé la phrase

pnurtnutnomhreréelx.; ”x)I] alurs:".-_r'-p;:su_

Cette phrase est une proposition.

» On peut montrer que cette proposition est vraie.

x désigne un nombre réel quelconque,

On sait que : x*={(x")

Par conséquent @ x* =10,

D'oi, en additi A bre les inégalités x>0 et x* 20 :

x4 x>0

® Voici un tableau de valeurs de la fonction :
ffR— R
x— x4z

3 1 3
¥ |=3=2] =3 | =z |01 5 vz w 4
111 7 105
X B |14 | =ce | == | D prusa IR
fla) 755 T T +V2 [m47 | 260

Les nombres réels strictement positifs sont-ils les seuls nombres réels dont I'image
par f soit strictement positive?

» Dans le paragraphe p d nous avions it des p itions & partir de
formules. La proposition éiuduée ici est construite & partir de la formule :

xeR, x>0 |nlors ) x>0

En substituant 2 la lettre x des nombres réels du tableau de valeurs ci-dessus, on
obtient des propositions telles que |

) si[1>0 [ators ) 23>0
3 105
| 5)0 alors ﬁ> 0.

Ces propositions sont évidemment vraies
On peut également, par le mému procédé, construire des propositions telles que :

— 1. = 7
si —Ebnlaioub -15>0

Dsi| =30 [alors ) 78>0,
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Puisque la proposition =
pour tout nombre réel x, 0 st x>0 alors © x'+ x>0
est veaie, nous devons attribuer la valeur vrai aux propositions ci-dessus.

» Notation en langage formalisé,
La proposition

pour tout nombre réel x. st a0 alors x4 x>0
pourra Ctre notée

TxeR [x>0 e x4 x>0
L -

| | est un connecteur logique qui se it o implique »

Plus géneralement, soit £ un ensemble en
xeFE, Plxh xeE Of(x)

deux formules, d'ensemble de vahdite
A l'aide du connecteur logigue =+ _ on peut former ka formule

(1) xek [Pix) —= O(x)]

Désignons par Pla) et Qia) les propositions obtenues en substituant @ x un
élément @ du référenticl E dans les formules Pix) et Q(x). La phrase ©

Pla) == O(a)
est une proposition et celle-o est

— wvraie lorsque Pia) et O4a) sont des propositions veaies;
— wrate lorsque Pla) est unc proposition fawsse;
— fuusse lorsque Pla) est veaie et Qfa) est fousse

On peut également, & partir de la formule (1), former la proposition quantifiée ©
YxeE [Plx) == Qix)]

® Dire gue cette proposition est veaie revient a dire que, chague fois que l'on
considére un élément a de E:

— ou bien Pla) est fawusse;
— ou bien P{a). Q(a) sont toutes deux vraies,

® Dire que cette proposition est fausse revient a dire que 'on peut trouver un
élément @ de E tel que Pla) soit vraie et que Q{a) soit fausse
Remargue. Les formules :
xeE, Plx); xeE OQ(x)
permettent de définir, par leur écriture en compréhension, les ensembles :
[xe E/Pix); {xe E/Q(x)).
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La proposition :

fxeE [P(x) == O(x)]
est vraie dans le cas ou ¢

{re E/P(x)|Clxe E/Q(x))
et seulement dans ce cas. Pourquoi?

5 C D
[ == Z—

[eerwn] [Reeroi] [1zeeipian ]| [feErota]

JxeE |Plx)—> Qx)|estfaussecar [freE |[Plx)—> Q(x)]estvraic.
Pia)est vraie alors que Q(a) est fausse. .
3) Sens de variation des fonctions

Soit f une fonction de IR vers R et T un intervalle inclus dans D,
Rep Ia proposition donnée en introduction :

quels que soient u et v éléments de [
i a<u | alors ) flu)fiv).
En langage formalisé, on pourra écrire ;

Wl v)eIxX Tl |u<y —s fl_u)ﬁﬂrﬁ_

Dire que f est croissante, c'est dire que cette implication est vraie; le montrer
consiste & établir que, chaque fois que 'on prend deus éléments a et b de | tels que
Ia proposition :

a<"h

s0it une f vraie, la

P proy

fla)yf(b)

est également vraie

Au contraire, dire que f n'est pas croissante sur I, c’est dire que cette implication est
fausse; le montrer consiste & trouver deux nombres réels a et b appartenant i T tels
que

a<h s0it une proposition vrale

fla)= f(b) soit une proposition fausse
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;5] —= R

H Xr—= x'=9x
| Caleuler f10) f(1); f(4)
| f est-elle croissante sur [0; 5]7

| f est-elle décroissante sur [0; 5]?

Exercice Soit la fonction [ - [

d4) Un parndoxe

It est souvent plus facile de démontrer qu'une implication du type :
Yx€E [Pix) — Qix)]
est vraic que de trouver un élément @ de E tel que les propositions Pla), Qla)
soient vraies.
Par exemple, s0it n un nombre entier naturel supérieur ou égal & 3, Considérons
I'équation :
(E) (xpz)eN*XIN*XIN', 1"+ )y'=z"
et appelons § 1 de ses sol
La proposition :
fleynz)eN*XIN*XIN* [(x y.2)€S —= (252 ) 22)€S5]
est une proposition vraie. Pourgquoi?
Par contre, & part pour cerfaines valeurs particuliéres de n, aucun mathématicien ne
peut, actuellement, montrer qu'il existe un triplet solution de cette équation ni,
évidemment, en trouver un explicitement,

Remarque Trouver des solutions de I'équation :
(5 oy 2)eN*XN*XN®, '+ y'=z"
Exercice | Choisir I'une des frois propositions ci-dessous et établir sa valeur de
| vérité,
a) VI>1,414213562
B) 2>(1,414213562)
) VI>1,414213562 — 23>(1,414213562)°

1
H
'
H
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Exercices

1 (1) On donne ci-dessous, des lonclions de
IR vers R par leurs

Trouver il axistent, la meximuem st e

dans Im plan O muni du rapére (O | J)

| sur [a, b] de chacune g ces fonc.
thons.

]
.
;

iam Soitf R — R
1
A =
1

Maontrer que - est un majorant de fosur

15 1.
31 Seit M — R
1

A . —
x4

;[mu\'sr un majorant 1 un minorant de fosur

0: [

41 Senf R—-R
*o—e 21—

Trouver un majorant de f sur (00 1)

M2

8N Seitt R

— R
— 2xt—da

Trouver un majorant & un minorant de § sur
i3]

& {1 Set/ R — R

x e k1= x)
a) Compléter af justifiar

® 80 U(n(% alors

1 1
§<|—x(| #t ncr’ci

1 1
done. si G<x (E alors x’(fix](;




TiVarnon d'wne fonciion

1 alr'
.u;-.‘.lcinus.

1

;{I-l(. @ <t’(%

1 3
donc. 8 S xS alors LT E T

» S ;‘x{! alors |
Ogi—xe. e Ot
3

donc. si X< alors S ()

b} En deduire que O 51 le minimem de ! sur
1
[0; 1) et que ; &5 un majorant de f sur [0, 1],

ti, 7 (1], Dans chacun des cas suivants, f a5t une
tonction de R vers R deline par |

10 {2). On donne la fonction
(R —R
e

Manlrur que ! el une lonstion constante s

* et constanie sur R

o i de |
K1 421 On donne la tonction
'R — R
4 e || |

Quel est Fensemide de delinition de 17
Montrer que pow lout & non nul, flx} a e
signe de x. |
Montrer qua | est croissante sur e, O] el
cromssante sur [0 -

Maontrer que ! est crossante ser 57 Elanlu- fa
tableau de variation de f

de flx)

Trouvar be minmum de { sur 7.

Pour quelles valeurs ce minimum est-il attaent?
nirer que 10" nesi pas un majorant de |

sur R

N fixp=2|x|+7.

2) tm=(5x—1+2.

3 Hixp=3a"+1

4) ) =(Tx+aF 44

5 M= —6x+10
6) Hx)=9x*+ 125 +2

8 (1) Dans chacun des cas suvanis, f st une
fonction de R vers IR délinie par 'expression
de f(x}

Trouver le maximum de f sur R

Pour quelles valeurs ce maximum est-il atieint?
Monlrer que — 107 n'est pas un mmarant de !
sur R

10 Hxp=1—|x|

2) Mxy=2—3|x+5|.

3 Hm=3={2x=1F
A flx)=6—x"

5 fa)=—Gu'—Bux—4
B) Hx)=—3x"+2x+3.

8 (1), Solt | lalonction potyndme define par
fx)m =¥ 42243

2) Trouver ls maximum de | sur R
Pow guelle valaur ce maximum est-il atteint”

:L Etudier te signe de 1 {x) suivant les valeurs
x

‘IEZ {2 G Ia fonction partie enlire

a) Quelle 51 Image par £ de chacun das
nombres suivants :

5% ¥ —T4 -2 0
b) Compléier e tableau sulvant

) I

em| | ] A 7=

&) Montrer que E esi une fonction crolssante
BUr [—1;

La la«ncwn E ust-alle strictemeant croissanie
Bur |—| 217

sur [—1: 2],
o) n élant un nombre entier, dtudier la varia-

tion de £ sur [r; o0+ 1)
Montrer que la tonetion E est croissante sur IR

w

de £

13 {2). Considérons ka fonction -
ti|=22) —R
X —= x—E(x}

a) Quelle est I'image par | de chacun des
nembres suivants

115 & -12
b) Compléter le wbleau suivant :

n -2 T 1 ;]
Etx) S

*—Eix)
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] Montres que [ est une foncion sincloment
croigsante sul chacun des intervalies

[=2 =] =0 02
La fanction | est-etle crossante sur | — 2, 2]7
est-olie docroissante sur [ —2; 2]7
o) Construire lo representation graphiguo de f

14 (3). Dans chacun des cas suivanis, | ost
une foretion de B vers IR didinie par l'expras-
sion de f{x).

a) Maontrer que ! esl una lenclion affine par
intervalles,

| b} Trouver son sens @8 variation, a1 construine
sa raprésentabon graphique dans |8 plan 5
muni d'un repere (G | J) convenahlemaent
chesi

£) Trouver giaphiguement |'image directe par
de Vintarvalie [—1; 2],

d) Trouver geaphiquement l'enssmble  des
antéchdents du nombre réel —3. Vérifier les
fésultats par je calcul

8] Trouver graphiquement |'smage réciprogue
par f de lintervalle [2; 5],

Nsicels, =2, flx)=2x—3
sixe]=2,1) Flay=1=x
sl xe]n, 3], Ix)=—3
siveld =], flx)=x+2

2) fx)=—v'n"
3) Huy=2|x|=23
4) fixy=|ax+1|
) Hx)=5x+3—|x+1|
B) flx)=[2x+1|+[3— x|

18 {3). On donne fes. ron:nm

ti]-3 31
* EE|’II

ot gi]=33 —
X — |Elx:||

E #tant la fonction partie entiére,
&) Etudiar ia sens oe variation oo f et celul e
-3

b) Faire les représantations graphiques da f et
de g dans le plan & muni d'un repéra (8 [ J)

£) Résoudre les dquations suivantes -
=2

giaj=2
Fix)mgix)

18 {3} On donne la fonction
Hl-34— R
" e xE(x),
E (%) #tant la partie enticre de x.
) Compléter a tablaau

y -3

|

! at-glle afline par intervalles?

b) Etudser le sens de variation ce ! et cons.
fruire sa reprasentation graphique

«c} Calculer I''mage par { de chacun des infer-
vailes sulvanis &t trouver, s'ils existent, le
mazimum et le minimum de f sur chacun
deun -

I0: 10 [0: ) I 2 [0 2)

17 {3). On donne ia lonctien | de R vers R,
definie par

Bi K€ - 200],

s 2 200 210),
50w €210 =,

2 200
1) =2 4 —
i) b
f{x}= —2x+4B00
F{x)=13x— 450

1} Quel est I'ensamble de définition de (7
Etudier e sans de variation de [ éablic son
tableau de varniation.

2) On veut résoudre graphiquement |'équa-
tion ;
(E) xeR, r{x)=180

&) Construite dans le plan I la représentation
graphique (C,) de  sur [0; 250], relative & un
ropéra (O, |, J) convenablement chois
Peut-on utiliser 1a représentalion graphique
(€} pour résoudre dquation (E}7 n<-nnor un
ancadremant de chacune des solutions de (E}

b) Construire dans le plan I |a représentation
graphique (C,) de [ sur | 150, 250) relative & un
repare (O, I', 1) convenablamant choi.
Utiliser ta représentation graphiqua (C .| pour
résoudre 'équation (E). Donner un eniadre-
ment do chacune des solutions de (£}

c) Comparer les résultats obtenus dans jes
questions a) et &) Oue conclura?

o) Vérifiar par la calcul les résullats obtanus
dans la question &}
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maxif{x), g{x}

48 (3). On donne la lonction f de R vers B,
définia. par

8l ww |- —10], Flx)=5x+ B50
siwe]—10 10  fxl=—10x+500
si we[t0; =], f(x) =400,

1) Quel est l'ensemble de déhinition de 17
Etudier i@ 5ans de variation de I

2} Résoudre graphiquement 'équation |
{E) welR. f(x)=x+ 200

18 {3} On donne les fonctions

fR— R sigR— R
X r—s 2241 Xr—s —x+4,
a) Trouver ©
max{f {2 g2}, max{f{—3) g{—3

max {0}, @O)];  max|f (1) g{1}
:]] Comuh‘e dans i plan & muni d'un repare
10, Ld:
1a droite (D) d'équation : ywm 2 x4+ 1,
18 droite (D) d'éguation © y= = x 44

Trouver I'abscisse a du point dintersection das
droites (D} et ().

el A laide de la représentation graphigue
précédants, completer la tableau suivant

" .-

Wirifior par le calcul, les resultats oblenus
graphiqual

) Considérons la fonction -
h-R— R
x e max{f{x) gix)}
Donner |es images par h de chacun des
noembres suivants :
—4; -3 =15:0.0.5 1515
Tracer fa représentation graphigue de f dans
le plan & muni d'un repare (O, L J)
20 {3). ©n donne ies fonetions
rR— R
¥ r—s max [x; 1—x}
g R—R
* —= min{x; 1—x].
&} Trouver
P2y fi=1k flak oy
gish gl—3) giah gl

b) Quals somt les ansambies de définition des
fonctions f et g7

422 (3. On donne ia fanction

423 (3). On donne la fonction :

) Donner une oxpresskon de flx} at de gix}
5ans ies symboles max et mi

En déduire qua | el g sonl des fonctions
aflines par intarvalles,

) Etudier ie s6ns de variation de et ubau dn

o
et celie do g
21 {31 On donne les fonctions
R — R
!l—-ma!i{ al’+3 :!K-I-z‘
2 i h
3
;’*'J'
giR— R
!‘b—-mm{ 2 +3 ,x+2‘
i
a Sf
3
&) Trouver

F30 HOE F(= 1) @[5k g9 g —2)
b) Quels sont les ensembles de définition des
fonctions | et g7
«) Donner une expression de f(x) of de gix)
dans lagquelie les symboles max et min ninter-
wignnen! plus. En déduire gue [/ et g sont
alfines par intervalles.
Dresser le tableau de varation de f et g
o) Aeprésenter f 8t g graphiquamisnt
2] A l'aide du graphique, trouver les ensem-
bies suivants
file 2l
HiE 4N
gle0k gt =k

HEl=23  HilE: -0 fR)

giR). gil=1 2]

R R
ot x =2
xt2
1) Quel est 'ensemble de délinition de- 17

2) Etudier le signe de [« + x — 2] suivant les
wilgurs o8 x, puis scrirg |x* 4 x—2| sans |8
symbole | |,

3) Trouwer une écriture simplifise da f(x)

4) Etudier e sens de varistion de { et faie (&
représentation graphigus de f dans le plan &
muni d'un repara (. | J}

IR — R
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1) Ouel o3t lansemble de délinilion de 17
2} Trouver une ecriiure simplitise de f(x)

3) Etudiar Ie sens de variation de f et faire la
raprésentalion graphiqua de f dans le plan
muni d'un repere (O, L J)

4) Résoudre |'dguation
=eR. fixl=1
Donner une interprétation graphique.

24 {3) On donne la fonction {7 — R

E{x) &tant la partie entitre de x.
1) Ouel est Fensemble de délinition de 17
2) Résoudre 'équation ;
xelR, Eixj=x
n étant un nombre entier relatil, rouves 1 (n)

3) Etudier |s fonction f et faire sa représenta-
tion graphiquae sur | —2; 3] dana le plan & muni
dun repbre (O 1, J)

i;ia; On donne un segment [A8] tel que
Sait {C) un demi-cercle de diamétra [AS), M un
point de [AR] On pose AM=2x

A M B

Sal {C,) le demi-cercle de diametre [AM] et
(Cy) le demi-cercie de glamétre |MB] comme
lindique la figure 1
1) On considére les fonctions

I'R— R otg:R— R

* — f{x} * —= gix}

f{x) étant (a longueur de (C,) et g(x) 1a
langueur de (C,),
n]‘ !{onm« lexpression de f{x) et cella de
glx
bl Etudier e sens de variation de ! et celui de

Faer les représentations araphiques de f et g
dans e plan & munl d'un repare (O, [

x
— ——
Elx)

2} Calculer la somme 5 des langueurs dey
deux demi-cercies (C,) a1 (C,) Compares 5 of
ia longueur du demi-carcla {C)

3} La figura 2 donne le cas partculiar ou M ey
e milieu de [AB
Soil E el F |88 milieus respectils des segmenty
[AR] ot [ME]
Consldérans les demi-carcles [T}, {£7), (C3) et
(€3] de diaméiras respectils [AE], [EM], [ MF] &t
FE] comme |'indique la figure 2

lculer la somme 5' des lenguewrs des demi.
cercles (C9) (G310, (€4, (C3)
Comparer 5 et la longueur du dami-cercle | O}

Fig. 2,

A E M F B

26 (3). On considére la lonction aMing par
intervalles définie par

sixe[=2: 1, Tix}=x+1;

2
sixef1; 4], ff:t}:arl—x)-!-s.
sixe[d,6, flxjm2x=T
&) Etudier ia fonction f et construire sa repré-
sentation graphigue dans le plan & muni d'un
repére (O, ), J).
) Wérifier que f(1)e]25; 350
Désignons par E I'image réciproque par [ de
125, 3,5]. Construlre E.
Paut-on trouver un intervalle ouverl de centie
1 contenu dans £7
Pourquoi?
c} Véritier qua fid4)e]0.5; 1,5
r F I |llw ip

]0.5 1 5[ Cunslrune
. Troumr un mnarvalae ouvert | ge centre 4
contenu d
Veritier gue f{J‘,IC|05 15]
o) Plus généralement, & &tant un nombre reel
strictement positif, vérilier gue |

Haje 1 —a 14al
Dosignens par H l'image réciproque par f de
J—w 14a
Montrer sur e graphique, qu'il existe un inter-
valle ouvert | de centra 4 et conteny dans H.
Veérifiar qua f{NC]1—a; T4 al

par f de
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27 (3). Voici un schéma de caltul permetiant
d'exprimer en degrés Celsius une température
axprimée en degrés Fahraaheil.

-@
.
=P

1) Litiliser co schim pour Bxprimer en degris
Calzius a8 températures suivantes expriméss

an dagrés Fahranhait |
3, N, 5

2) La programme de calcul représenté par le
schéma ci-dessus permet de dédinir la fone-

ton

FFR— R

x = f{x)

tolle que =i ¥ exprime en degrés Farenheit une
température donnéa, !{x) exprime en degréa
Celgius cette méme lampératura
&) Donner 'expression da !(x]
) ia 7 de t.
3) &) Virifier & l'aide de cetbte représsmation
graphigue, bes résultats frouvés au 1)

ﬂ {3) Un r:y:lmc part d'une ville A &
6 heures, vitasse 20 kmih, pour sa
rendre & un- ume B distante da 140 km. Un
automobiliste part & B hewes pour faire la
méme trajat.
Arrivé en B, il reste une heure puis revient en
A Sachant qu'il roule & Ia vilesse moyenne oo
BO km/h, & qualie heurs double-t-il ke cyclista?
Lo rencontre-t-Il gu retour? Si oui, & quelie
haure et & quelle distance da 87

30 (3). On considers un trapeze rectangle
ABCD dont les cbtés paraliéles sont [AB] &1
[DCL [AD] dtant ls chbé perpendiculaire aux
bases.
On poss
diA By= 2 diD C)=4VE diA D)=3VE
Solt £ un point quelcangue du segment [BC].
La droite (4) perpendiculaire & (BC) en E
rmt:nm la sagment [AD] ou le segment [DG]
en F
On pose

{8 Ey=x.

&) Exprimer en fonction de x, la longueur f{x)
du sagment | EF].

B} ﬁlumer la fonction ! et construire sa repré-
dans le plan & muni d'un

b) Utiliser catte pour
mxprimar &n degrés Faranhoit les températures
suivantes exprimées en degrés Calsius

ar, 25 41
28 (3).
AB E C F

Un automobiliste va du point A au point F de la
tagan sulvants :

— Il parcourt la trongon [AB] en 30 minutes &

la vitesse constante de 60 km/h.

— Il parcourt le frongon [BC] en 1 heure & la

vitesse constante de 120 k

— Arrivé au posnt C, il sanoreo-t qu'll & oublié

qualgue choss au point £, milieu de [BC] et

revient en £ & 120 km/h.

— W parcourt la trongon [EF] an 2 heures & la
vitesse constante de 100 km/h.

Soit £(1) la distance (en km) entre la point A &1
I'sutomobiliste & Vinstant ¢ (f est exprimé an
heures et =0 lorsque Fautomobiliste quitte

Donner |'ensambie de définition de 1, tracer |3
représentation graphique de { et donner
Pexpression de f(f}

repire.

&) Quel st le maximum de | sur son ensemble
de définition?

Trouver i valeur o ol c& maximum est atteint,
Donner une interprétation ghomélrique o ce
résultat,

o) Trouver jes entécédents de 3. Situer ces
antécédents par rappert & o Donner une
interpritation geomitrique de ce résultal
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31 (3) Considérons le rectangle AGCO tel
que

diA Bl=4: d{A DI=3

Soit P le point de la demi-droite | FX) el que

d{8 P=7
Une droite {4) passant par P rencontre [ BC] en
M. [CD] B0 N el [AD) an O
On pose - @(B, M}=x
a) Calculer oA Q) n fonction da x.
Donner un encadrement de x pous que

b} Calcular @ (G, N} &n lonetion de x

Cuelle valaur faul-il donner & x pour que N soit

le milieu de [CD)?

c) Caleuler @{D, O) en fonction de x

Seit { la fenction de IR vers B lelle quo
Hx)=d(D. O).

Etudier la fonction | 81 construite sa représen-

tation graphique dans le plan § muni dun
repéra (O, 1 J}

o) Powr quelle valeur de x & droie (4] est-slla
parallale & (BO)7

Qefan)
e
D N c
M
PoX
A




8 Systéemes de contraintes

Legon 1: GENERALITES

Legon 2 : SYSTEMES D'EQUATIONS DU PREMIER DEGRE DANS R’
Legon 3 : SYSTEMES D'EQUATIONS DU PREMIER DEGRE DANS R’
Legon 4 : PROGRAMMATION LINEAIRE

1 Généralités

1) Définitions

Soit (C)). (C;) deux équations ou | ions de méme référentiel A, §'t
aux solutions communes a () et { ;) dans A c'est étudier dans le référentiel A le
(Cy)

e d convaies |
1)

Le mot «<contrainte » désigne ici une équation ou unc inéquation.

11
(5) veR, | 7! )
| H=40 (0y)
est un systéme de contraintes dans R
Remplagons la lettre x par le nombre réel 4 dans chacune des contraintes () et
(C;). Les phrases :
14

o S P R v
4

sont des propositions, On dit que 4 est un éément de l'ensemble de validité du
systéme (E).
La proposition ¢

l%:i=| ]

est fausse car 472>4; 4 n'est pas solution du systéme (X).
249
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Lorsqu'on remplace x par 0 dans les contraintes (C,) et (C,), obtient-on des
propositions?

3
Les phrases obtenues lorsqu’on remplace x par 3 dans les contraintes (C,) et ()

3
sont toutes les deux des propositions vraies 3 est une solution du systéme (X)

D'une maniére générale :

| o lensemble de validité d'un systéme est l'intersection des ensembles de validite
des contraintes qui le composent;
® lensemble des solutions d'un systéme est l'intersection des ensembles de
ions des i qui le P

Remargue. Les définith données ci-dessus §
comportant un nombre quelconque de contraintes,

2) Systémes de contraintes dans R

Exempie 1

m-l ()
x

40 (C).

Résoudre le systéme i

dans le

(X) xeR,

Résolution de (C,)
L'ensemble de validité de (C,) est R*.

Sur R*=, (C,) est équivalente & _T’= 1. S(CHNR*—=g.
Sur IR*+, (C,) est équivalente & iI‘=1_ S(C)INR** =R**.
Par conséquent, §{C,)=R**.

Reésolution de (Cy).

L'ensemble de validité de (C,) est IR, L'ensemble de ses solutions s'obtient en
étudiant le signe de x*— 4 suivant les valeurs de x
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x — -2 2
=2 — — ]
x+2 — ] +
¥—4 + ] = ]I
S(C)=|-22|.

Soit §(X) l'ensemble des solutions de (X).
Ona S(X)=8(C)NS(C)
S(X=R**n|-212|

Conclusion S(X=]0; 2{.

Pour résoudre un systéme de contraintes dans IR, on peulspuvent procéder de la
maniére suivante :

— on résout chacune des contraintes qui Je composent:
— on dé ine I'i ion des bles de solutions obtenus.

Exemple 2

R dx—x*=0" (E)
Résoudre le systeme (X) xelR, [l—x’bl-{l | (F)

(X} a pour ensemble de validité IR,
Résolution de (E).

xR, 4x=x"=0 {E) est une équation se résolvant
x{d=xY)=0 par factarisation,

X(I—=xM2I4+x)=0

x-ﬂ@l-—x-ﬂli-xzﬂ
x=0[ou] x=2[ou]

-2

S(Ed={0;2; —2).
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Comme (E) n'a qu'un nombre fini de solutions, il est inutile de résoudre (F). Nous
pouvons déterminer directement §{E)N 8(F) en étudiant quelles sont les solutions
de (E) qui sont aussi solutions de (F).

La proposition 1 —0">( est vraie. (0 est une solution de (F).

La proposition | = 2" >{) est fausse. 2 n'est pas solution de (F)

La proposition 1 — (= 2)">>( est vraie. — 2 est une solution de ( F)

Conclusion : L ble des solutions de (X) est {0; —2}.

Exercice | Bésoudre les svstémes suivants -

1 1
| 4+2+r—2q

ul velR,
]x+1{‘1.
*=1
|p—u+u—n=z
1k xeR, | 3I-2x
! —_—Z
! ][:—2}’<[
i r4i=6x
c) xeR. 4
-
x
4 (=1 =) =0
d) xeR, | 2x+3>0
! I— ¥,

3) Systemes équivalents

Pour résoudre, par exemple, le systeme ©

x4 y=8
—x=3y=1

les méthodes précédentes sont difficiles & appliquer. Pourquoi?

Pour résoudre (X), on transformera ce systéme en un systéme (X') plus simple,
éguivalent a (X).

® xyer, |

Définition

Soit { X,) et [ £;) deux systémes de contraintes ayant méme référentiel et méme
ensemble de validiré

; K (%) et (%) ont le
{ signifie que ) méme ensemble de so0-

{‘El) et (X;) sont
Equivalents lutions,
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Exempile
On considére les deux systémes -

Jx—50x=7
Ix—=5>v=7 eR. I

2x—1=0 ].u;é\

Sont-ils équivalents? Pourquoi?

wer |

2 Systémes d’équations du premier degré dans R’

1) Introduction

Etant donné 2, 3, .. équations du premier degré dans IR°, le systéme formé par ces
équations est appelé systéme de 2. 3. .. équations du premier degré dans R°.
Ainsi a, b, ¢, @', b’ étant des nombres réels donnés,

. Jax+by+ec=0
. |
(xp)e axt+ by+c'=0
est un systéme de deux équations du premier degré dans R°.
L'ensemble de validité d'un tel systéme est évidemment [R°.

o 3 3

2) Résolution d'dnﬁsystémé-'de delx équations
du premier degré dans R*

Mous avons appris en Troisié a ire de tels é @ lawde de deux

éthodes : la méthode de substitution er la méthode par inai; Mais nous ne
pouvions pas, en général, justifier I'équivalence des différents systémes écrits. Nous
allons maintenant énoncer des théorémes permettant de justifier chaque éape de la
résolution.

a) Méthode de substitution.

Pour par la hode de substitution un systeme de deux équations du
premier degré -

— on exprime (par exemple} x en fonction de y dans la deuxiéme équation: cette
équation est alors de la forme :

(x y)eR  x=g(yh

N
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— on peut alors utiliser le théoréme suivant :

Théoreme («de substitation »)

Soit 4, b, ¢ trois nombres réels;
£ une application de R dans R. |
Les systémes :

ax4 by+c=0 ag(y)+by+ec=0n
(r. y)eR%, [ et (x yleR?
x=g(y} # =gy |
sont équivalents
On peut facil 4, ce th en vérifiant que toute solution duy

premier systéme est aussi solution du second systéme et réciproquement.

Remurque On obtient un gue en éch les réles de x et p
Enoncer ce théoréme,

éthode de substitution pour résoudre :
6x—5Sy=m10 (E)

(B} ENERY | grpaymsz  (F)
Résolution :
6x=5y=10 (E,)
(&) [8x+3y=52 (E)
(Z,) et (X,) sont équivalents.
Gx—5Sy=10 (E) Pourquoi?
(%) 52—3y
BT (F3) L'équation (F,) s'écrit x=g(y)
avee g: R —
s1—3y
¥ b= 3

On obtient (X,) par application du théo-
réme de substitution.
Par conséquent, ( £;) et ( X,) sont équi-

52—3
—-‘-v)_jy=|0 (Es) valents.

(5} o
523y

3 (F:)

{X,) et (X,) sont équivalents.
Pourquoi?
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(X

5

(5

= |

156—9y—20y=40 (E,)

s2—1y
3

W y=116
51—3y
8

=

y=4
52-13
yadi=dy

x=9

(F3)

y=4 |(E;}

(Fy)

(E.)
(F2)

(E.}
(Fy)

{Es)
(Fy)

(X.) est équivalent a (X,).
Pourqum?

On peut évidemment remplacer y par 4
dans (F;). C'est une application — tris
simple — du théoréme de substitution.
L'équation (E,) s'écrit y=h(x) avec
h:R— R

X 4
Par conséquent, (Z,) et (X,) sont équi-
valents,

(X;) peut encore sécrire sous la forme
ci-contre

Conclusion : Mous avons montré que fe systeme (X ) admet une solution unique : le
couple (5; 4)
L'ensemble des solutions de () est {{5; 4)}.

|
" |
\ oy (2)
\
\'\ ‘
J K J4

A |

ol 1 1]

a0y 14
Systemes (X)) et (Z;) Systemes (X,), (E,), Systéme (3,)

(Z)et ()

Le théoréme de substitution a permis de passer de (5,) & (5,) etde (504 (E).
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Exemple 2
Reésoudre le systeme

An43
12 (x vieR, [\ ey

n4 VA

Resolution

11 est facile d'exprimer v en fonction de y duns o devxicme équation. Utilisons Ty
méthode de substitution.

(=) Vig4iy=Vis (E)
T+ Viy=VE (Fy)
= | Vix+3y=V1s (Ey)
I e=Vvi=\3y (F.) Appliquons  le  théoreme  de
| VIVE—Viy)+3y= V5 (Ey) substitution.
r=vVEi—\v3y (Fa) Transformons Iéquation ( E,).
= lly=l'l_ ~ (E,) Ié..eilsysu':mﬂ‘s (X) et (X') som
= x=\E=V3y (F) quivalents,

L'ensemble des solutions de 'équation (E,) est R,
L'ensemble des solutions du systéme (X) est donc l'ensemble des solutions de
I'équation (F.). Par | le systéme (X} est équivalent @ 1'équation

(F) (& pleR?, x=v3=VTy

Conduswrl L'ensemble des solutions du systéme (X) est I'ensemble des couples
IV5—%3r r) o r décrit R

N
;\

Le plan est muni d'un repére (O, 1, J). (E,) et ( F,) sont deux équations d'une méme
droite (D). Pourguoi?

(¥:h]
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Exercice | Résoudre, en utilisant la hode de substituti les
'{suivan{s:
' Tx=3y=35=0
R, [
? (9 Sx—=fy—=12=0
Vit vIy—ve=0
; (x yjeR, [ *Hvly =
VItViyte=0

b) Méthode par combinaison.

Pour résoudre par la méthode de combinaison un systeme de deux équations du
(E)

'

— on forme une lle éq par binaison des deux éguati les
coefficients étant choisis de maniére que l'une des deux composantes du couple
inconnu (x, ¥) ne figure plus dans I'équation ainsi obtenue;

— on résout le systéme obtenu en remplagant 'une des équations par Ja nouvelle
équation.

premier depré [

Le théoréme suivant permet d'affirmer que le nouveau systeme obtenu est
équivalent au systeme proposé.

Théoréme («de combinaison »)

Soit f et g deux applications d'un ensemble A dans R.
k ¢t k' étant des nombres réels les systemes ©
f(n=o [!(UJ“U
UeA, 5 Ue A,
[S(U}=U kf(U)+k g(U)=0

sont équivalents.

Démaonsiration :

Les deux systémes écrits ci-dessus ont pour ensemble de validité A. Pourquoi?
D'autre part, ils ont le méme ensemble de solutions.
En effet :
— Soit a une solution du premier systéme.
Ona: flay=0et gia)=0
D'oi: kfla)+k'gla)=0.
a est donc aussi une solution du second systéme.
— Réciproquement, soit b une solution du second systeme
Ona: f(b)=0ct kf(b)4 Kg(bl=0
Do : k'g(b)= —Kkf(b)
=0,
Comme k's£0, on a g{b)=0
b est donc une solution du premier systéme
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Ainsi les deux systémes envisagés sont équivalents.

Newwons. Appelons (E) l'équation Ue A, f(U)=0;

{(F)l'équation Ue A, gi(l)=0.
L'équation UeA, kf{U)+K& g(L)=0 sera désignée symboliquement par
k{E)+ K'(F)

Let de binai prime que, si k et &' sont dewx nombres réels non
nuls, les systémes
[iE: ot [:‘E)
(F) k(E)+ K (F)

sont équivalents.

femargue Dans la pratique, l'ensemble A sera souvent IR? ou R’ L'inconnue
(notée ici U) sera alors évidemment un couple ou un triplet.

Exemple 1

Résoud

par la hode de binaison :

2x—5 !
i
(5) (x yleR?, 2
x—1ly=—1

Reésolution
1
(5,) 21—5.“"’5 (Ey) Ffmnons_la combinaison 3 (E;) —2(F,),
c'est-d-dire la combinaison :
Ix=1ly=—1 (F)
k(E)+K(F,)
ol ;
® k est le coefficient de x dans (F,);
e k' est l'opposé du coefficient de x
dans (E, ).
6x=15y=3  3(E)
—6x+22y=2" (—2)(F)
7
Ty-a I(E)—2(F)
1
1x—35 y=z (E} D'aprés le théoréme de combinaison,
(%) = (X,) et (X,) sont équivalents.
7)’=E (F3)




HiSyxttmes de contrainies

“_E_.'. On peut alors terminer Ta résolution de
(£ 22 fa méme fagon que pour bk méthode de
5 14 peoes’
1 substitution
¥=3
a : :
x=5 (X, et (X,) sont équivalems
() R
=2

3
Conclusion : L'ensemble des solutions du systeme (X, ) est [(E . E)J

(D)
(o,
It e 1 I
T4, . — -
14,1
/er ] /e T 6] T
Systéme (X,) Systeme (X,) Systéme (X,)
Le théoréme de combinaison a permis de passer de (X,) 4 (3,).
Le théoréme de substitution a permis de passer de (X;) & {E,).
Exemple 2
Résoudre le systéme :
2 1=VE) y=
@) (s peme, |PXHO=VIY=2 (E)
U+VEx—2y=3V5 (F).
Résolution
Essayons d'utiliser la méthode précéd i les équations (1 +V3)(E) et
—2{F):

A+VE)(E) 2004+VE)x—d4y=2(14+V3)
—2F) =204 VEjxtay=—6VE
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Le systéme @ B
. : I+ VR —dy=1014+VE (1IN E)
¥ wwery | TV TN AE s
alent aw systeme (X), )
Drautre part an voit facilement qu'aucun couple de IR? n'est solution de ce systeme

est

Conclusion : L'ensemble des solutions de (X) est ensemble vide.
Nous avons pu conclure sans utiliser le théoréme de combinaison,

/

Dans le plan & muni dun repére (O, I, J), les droites (D) et (A) déquations
respectives. (E) et (F) sont deux droites disjointes.

Exercice | Résoud

. par inai les suivants ;
i —3y=3
€R?, [‘

Him Zaxtdy=0,
i +y=8

b) (x, y)eR?, {‘
§ ¥ —x=3y=2
; —g—_—:+4-(l
1 e)(x y)em?,
i I 2ia=0
L 4 2 )
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3) Nature de l'ensemble des solutions d'un systéme de deux
équations du premier degré dans R*

a boe o', B, ¢ sont des nombres réels donnés; considérons le systeme
ar+ by+e=0  (F)

b3 R*, {
() tryle ax4 by+c'=10 (E)

On suppose (a b} (0; 0) et {a', &) s (0; (1), cest-a-dire -
'[nﬁl)@ b#0] [er] [a-;en@ B 0]

Le plan ' étant muni dun repére (O. L J). le couple (x y) représente les
coordonnées d'un point du plan, Comme (a, b) = (0; () et (@' Wy 0L (Eyet
(E") sont des équations de deux droites (D) et ( D') du plan i

Nous savons que deux droites peuvent étre :

(D) sécantes @ (paralléles et) (@) (paralicles et)
disjointes égales
f
I 4 Fi
L ] ;
f T 0 T 0 T
|
B
= D'} e
{
(D, (D) Dl e
Le systéme (X) a une Le systéme n'a aucune Les deux éguations (E)
solution unique. solution. et (E') somt équi-
S={(a, A2} S=g. valentes.

(X) est équivalent &
T'une des deux égua-
tions.

= ' —b iy
Le wecteur w, de coordonnées ( . ) dans la base (OI, OJ) est un vecteur
directeur de la droite (D).

- =8
De méme u’( o ) est un vecteur directeur de la droite (D').

261
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Nous savons que :

. Z e u et u ne sont pas de
(2] et (') sont sécantes | équivaul a. it et
ou encore

(D) et (D) sont sécantes  équivauta | dét{u, u') 3 0.

—_— R —-h =b
Dans la base (OF, ©J) on a : dét(u, u bl
a a
—h
Remarquons que = — pa' 4 ab'
. h|
- a b 3

Le nombre réel

a b
& b est appelé déterminant du systeme ( X). Notons-le dét( X).
Le raisonnement précédent permet d'affirmer que -

() admet une solution Lequivanta ) dét(Z)# 0.
unique b dioidiol?

Lorsque dét({X)=(, le systéme n'a pas une solution unique (situations @ et @}
(D) et { I¥) sont deux droites paralléles. On sait que deux droites paralléles sont :

disjointes

~
g

Dans ce cas, on pourra choisir un couple (@, 8) solution de la premiére équation et
étudier si ce couple est solution de la deuxiéme équation :

— si (e, #) n'est pas so]ullon de la seconde équation, (D) et (D) ne sont pas
égales; elles sont donc disjointes { ion () L’ ble des solutions de ( X) est
Pensemble vide;

— si (e fA) est solution de 1a seconde éqnaum (D) et ( D’) ne sont pas disjointes,
elles sont donc égales (si @) L des solutions de () est I'ensemble
des sol de la p i quation (c'est aussi I'ensemble des solutions de la
deuxieme équation),

soit

Exemple 1

Résoudre (5) (x y)eR?, [”H"_s'lJ (B}

12z49y+1=10 (F)
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Resolution
4 3
Ona: d:IIE:I-II: \Il
=i

<
Le couple (:L‘) est solution de (E,).
Est-il solunon de (F, )7
5 5 )
La proposition I:x:+l=ﬂ] est fausse (: ll) n'est pas solution de (F,)

(E,) et (F,) sont des équations de deus drostes disjointes du plan & muni d'un
repére (O, L 1)

Conclusion . L'ensembie des solutions de ( X, ) est l'ensemble vide :
Sifi=@

Exemple

Ertudier 'ensemble des solutions du systéme :

-2 3=0 2
(Z) (= y)eR, I AT (&)

1 3
i A
| FX+Y=3 (F.)

Reésolution
1 =2 :
Ona:dét(X)= o 1 pdét(X) =10
2
Le couple (= 3: 0) est solution de (E;).
Comme la proposition [(—-;-}Xi—!}—;=0] est vraie, {—3;0) est aussi

solution de (F.).

(E.) et (F.) sont deux équanons d'une méme droite du plan muni d'un repére
(o LTy

(E.) et (F,) ont le méme ensemble de solutions, qui est aussi I'ensemble des
solutions de (X,). r désignant un nombre réel quelcongue, (2 r— 3, r) est Punique
solution de (E.) ayant pour deuxiéme composante r.

Conclusion : L' ble des soluth de (X,) est Tensemble des couples
(2r—3, r) ob r décrit R
Quelle est la valeur de r pour laquelle Ie couple obtenu est { —3; 07
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%

\J r J1
D \J\ G |
,
Systeme (X} Systéme ( X,)

Exercices | 1) Résoudre les systémes suivants aprés en avoir caleulé le détermi-

| nant.

s fr+l=vIT)y=2

L) (xpers, [FHOZNVEI=2

| 2 4 1

H = *+§ y=z

LB (xpeR,

| 51+2 y=03

| 2} On considére le systéme sulvant :
Tx+5y=0

{ eR?, [

i Rk Jxdy=0

| a) Caleuler son déterminant.

| b) Déterminer, sans aucun calcul, I'ensemble de ses solutions,

4) Systémes de trois équations du premier degré dans IR’

Exemple 1
Ix+2y=1 (E)
Résoudre (X} (x y)eR?, lx—y=—4 (F)
1x43y=4.  (G)
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Dans le plan muni d'un repére (O, I, J), tragons les droites (D), (DY) et (D7)
d'équations respectives (E). (F) et (G).

(23] (D)

Sur le dessin, nous constatons que :

— (D), (D) et (D") semblent concourantes;
— leur paint de concours éventuel peut étre obtenu comme point d'intersection des
droites (D) et (D).

Ces ions nous dui a résoudre (X) de la

Remarquons que les solutions de (X) sont les solutions de :
Ix+2y=1 (E)
O 2
(2} (x p)eR’, Zi—y=—4 (P
qui vérifient 1'équation (G).

i 2
or, dét{£'1=| Sy | s et )= —7.
(X') admet une solution unique.
Vérifier que S{Z'}={{—1; 2)}

D'autre part, le couple (—1; 2} est solution de | ton (G) car la p
[23(—=1)43x 2=4] est vraie.
Ainsi, { — 1; 2) est I'unique solution commune aux trois équations { EJ. (Fl et (G).
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Conclusion © L'ensemble des solutions du systeme (X) est {(—1; 2)) Les dr
(). (') et (DY) sont effectivement concourantes au point A (—1; 2)

Exemple 3
i y=4 (E)
Résoudre (X) (x y)eR?, 2x—y=§ (F)
r—3y=—1 (G)
Dans le plan muni d'un repére (0, L J), tragons les droites (D), (D¥) et (")
d'équations respectives (E), (F) et (G).

Dy

11 semble que ;

— (D), (D) et (D") sont deux & deux
sécantes;

— (D), (D'} et (D") ne sont pas con-
courantes.

i ) E 3 4
Vérifier que le systéme (X7) [iﬂ} admet une solution unique et que celle-ci est

(4; 0).

La pmposirion [4=3% 0= —1] est fausse,

(4; 0) n'est pas une solution de I'équation (G).

Aucun couple de IR n'est i aux équations (E), (F) et (G).

Concle : LY des soluti de (X) est I'ensemble vide.




o Equanons. Inéquations

|
|
» Si I'on peut former avec deux des equations de (X)) un syvsteme (2" de deus

équanions ayant une solution umique il suffit, pour resoudre (X) -

Soit (X) un systzme de mrois équations du premier degré dans IR’

— de résoudre (X'):

— d'érudier si la solution de { £') est également solution de la troisieme equation
du systéme (X))

® Dzns le cas contaire. les trois équations de | X) sont des équations de trois
droftes paralléles du plan & muni d'un repére { O, I J). 11 faut alors étudier si ces
trois droites som confondues ou si deus d'entre elles au moins sont distinetes.

d

Exercice Chacune des & graphiques A 4 G ci-d P
4 T'un des systzmes (£, a ( 5-). Faire correspondre i chaque systeme
la représentation graphique qui lui est associde et le résoudre
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(%) (x yleR?,

(%) (x ylelR?,

(%) (5 y)eR?,

(X)) (= prem?,

00x—D4y=2
x—=05y=305
y—=2x=—61

s+ Vip=4
IVIx+hy=12V2
3 1 Ve




NiSystémes de contrantes

(X)) (x yleRY

(5) (x MeR?, {

(B (=neR Sx—Ty=341

2x=—3y=l

3 Systémes d'équations du premier degré dans R’

1) Systémes de deux équations du premier degré dans R*
a) Trulvcr solutions d’un systéme de deux équations du premier degré dans
R

On considére le systéme suivant @

Ixty—z=
x4+2y—3z=4
Existe-1-il une solution de (X) ayant pour troisiéme composante 37

(3) (xy 2)eR, {

5i un tel riplet existe, ses deux premitres composantes forment un couple solution
du systéme :
2x+y—3i=1

(2) (e eR | ay—oma

On voit facilement que (X') admet comme solution unique le couple (-—; 33—2) ‘Le
vérifier,
i le systéme (X) admet une solution ayant pour troisitme composante 3, cette
solution est nécessairement “;' g‘;' 3)‘
Ce triplet est-il solution de (X)?
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27

La proposition :
5 22 5 12
=2 )43 ——IA——ANF=
“( 3)+ 3 B =gaxs 4
est vraie,
Conclusion : Parmi les solutions du systeme (X), une (et une seule) a pour

troisicme composante 3 : c'est le tripler (—;- 3 3).

. Existe-t-il une solution de (X) ayant pour deuxiéme composante — |
| el pour troisicme composante — 67
| Existe-t-il une solution de ( X) ayant pour deuxiéme composante 47

Exercice

b) C ériser I' ble des sol d'un systeme de deux équations du premier
degré dans R,

Reprenons le systéme (X) précédent

lxdy=—z=1
x4+2y—3z=4.
Nous voulons caractériser I'ensemble des solutions de (X). Pour cela, nous allons

5 liser la méthode précéd

(X) (x 3 2)€R’,

Désignons par r un nombre réel quelconque et recherchons les triplets solutions de
(X} ayant pour troisiéme composante r,
Si un tel triplet existe, ses deux premiéres composantes forment un couple solution
du systéme :
2x4y—r=i]
x4+2y=3r=4.
Résolvons ce systéme par la méthode de substitution :
2xty=r+1
(AT Rl
x==2y+3r44
H=2y+3r+d)+y=r+1
(Z) | _
x=—2y+3r+4
_5r47
g
x=—2y+3r+d
Sr47
P

(2) (% YeR?, {

Théoréme de substitution.

(ZE,)

dans la

S5r47
On remplace y par e

(29 deuxi¢me équation,

Ainsi, le systéme (X,) admet une solution unique s'exprimant a l'aide du nombre
—r=25 7
réel r: le couple (-—’é—. r;— )




2) Sys

8/Systémes de contraines

Si le systéme (X) admet un triplet solution ayant pour troisiéme composante r,

celui-ci est nécessairement (

Ce triplet est-il solution de (X)7?

Ona

ot

=r—3 Sr47 —2r—445r+7=3r
r

[ i
) 3
=1
—r—2I25r+7 eI 2410r414—0r
3 T3 r 3
=4,

Par conséquent, ce triplet est solution de ().

Conclusion : Nous pouvons caractériser l'ensemble des solutions de (X) de la

maniére

—r—2 5r47

Exercices

:ec'est 1 le des uiplets( S r) ou rdéerit IR,

| 1) Utliser le résultat précédent pour trouver dix solutions du systéme
;i (X).
2) s) 5 désigne un nombre réel quelconque.
h les triplets soluti de (X) ayant pour deuxiéme
‘ oomposame s En déduire une autre caractérisation de I'ensemble des
,' solutions du systéme (X).

b] ¢ désigne un nombre réel quelcongue.
les triplets solutions de (X) ayant pour premiére compa-
snnle t. En déduire une troisiéme caractérisation de I'ensemble des
] sohmcns du systeme (X).

temes de trois équations du premier degré dans R’

a) Exemples de systémes simples.

Exemple 1

Résoudre le systéme ;

dx—3=0
(%) (xR, [2x42y+1=0
Ixdly+z=0

Quelle particularité ce systéme présente-t-il?

m
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ritd

Pour résoudre (X) nous allons procéder de la maniére suivante :

3
=g
(%) (2x+2y+1=0 3
l Ix+2y+z=0 On remplace x par I dans la deuxieme
équation. On obtient :
3 5
2 X:+‘2 y+1=0 cest-i-dire y= =%
A=
4
5
(%) y=—=
4 3 5
Ix+2y4z=0 Onn:mplaoexpar;etypar—zd;msia
troisiéme équation.
3
On obtient 3 )(I+2 x (—;)-1-::0
1
c'est-d-dire g==-
4
ot
i
5
(&) {y=-73
1
I=—
4

Le systeme (X) admet une solution unique.
L'ensemble de ses solutions est [{2_ --E- l)]
4 4 4

Remarque Dans le cas des systémes dans [R?, nous avions vu que « remplacer x par

—w... c'était en fait fi le théoré de sub
De méme, les SFN‘MES (I\]. (), (2 ) sont équivalents et nous pouvons le justifier
4 l'aide d'un thé s'applig aux dans R*,
Enoncer ce théoréme.
Exemple 2
Résoudre Je systéme :
x4 y=2
(%) (= oy z)eR?, x4+2z=
Sx+3z=3



SiSysiémes de contraintes

Nous l que y n's its pas dans les deux dernitres équations du
systéme (X}
Considérons le systeme
x4+2z=1
b L z)eRY, [
(2) (x32) S 4 3g=3.

Etablir (par exemple 4 I'aide de la méthode de substitution) que (5) est équivalent
a:

_.'i
: |*=3
(X)) (x yz)eRY,
: sl —
=7
Le systeme (X) est donc équivalent au systéme
x+y=2
3
(5) (eyaer, |77
vy
" 8 . " 312
On voit facilement que (X)) admet la solution unigue -
i S " 32
Conclusion : L'ensemble des solutions du systeme (X) est Fromiad]

Remarque Soit (E). (F), (F'), (G), ( G') des équations du premier degré dans R*

Lorsque les systémes [:2l et "':,J) sont équivalents, il en est de méme des
(E} (E)

systemes (F) et {F):
(G) (K]

En effet, si S{F)NS(G)=58(F)NS{F) on a évidemment aussi :
S(E)NSIFINS{G)=8S(E)NS{F)NSIG)

| Résoudre les suivants :

E Jx—z=12

| a)(x oy e Ty+3=0

1] Ja—dy+1=0.
!

¥—2y—z=—12
dxt+dy==—9Y

1 8) (x oy eR,
4 X—=d y=—h

m
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M

b) Méthode de Gauss(*).

Soit (X) un systéme de trois équations du premier degré dans R’
Lorsque (Z) ne présente aucune particularité intéressante, la résolution se fera en
deux étapes |
— transformation de (X) en un systéme équivalent {3') plus simple que (X);
— résolution de (X')
La méthode de Gauss, exposée dans I'exemple ci-dessous consiste 4 chercher un
systeme (E°) du type
x+by+cz=d

y+e'z=d

z=d"

Un systeme de ce type sera appelé sysiéme triangulaire.
Nous verrons toutefois qu'il n'est pas toujours possible de trouver un tel systéme.

(x y z)eR’,

Exemple |

Résoudre le systeme :

Qx4 y—z==2 (E))
(X)) (& p2)elR, Ax—=3y+3z=126 (F,)
Ix42y+z=0. (G))
Résolution
Pour obtenir la premis | du systéme triangulai Itipli les deux

1
membres de ( E,) par s (c'est-d-dire par l'inverse du coefficient de x dans (E,)). On

obtient :
1 1
itsy—zi==1 (E)
(%) (x p2)eR?, 4x—3y+3z=26 (F})
Ix+2y+z=9 (G)
Dans un systéme triangulaire, x ne «figure s que dans la premitre équation. Pour
«éliminer» x de la deuxié équati pl: (F,) par la combinaison
—4(E;)+(F,) (c'est-a-dire par la binai —k(E))+(F,) ol k est le

coefficient de x dans (F)). On a:
(—4)(Ey) —4x=2y+4+2z= 4
(F) dx—Ty+3z=26
(=4 E)+(F) —Sy+5z=30
On obtient :

1 1
+oy—cz=-—1 E.
*tsy—cz (Ex)
15) (xpz)elm’, —Sy+S5z=30 (F)
Ix42y+z=9 Gy
1*) Cart Friedrich Gauss, mathématicien allemand {1777-1853), Bien qu'elle porte son nom, la méthade
expue ici il déjh utiliste par les mathématiciens chinois vers 220 avant Jésus-Christ.
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Procédons de méme pour « éliminer» x de la tros q Remplagons (G, )
par — M E)4(G,).

1 1
Spmepm=tl (B
rgy=3z 2}
(L) (xyz)eR, —Sy+5z=30 (Fy)
1 5
5y+;z-12. (Gy)
Pour obtenir la deuxiéme équation d'un systeme triangulare. multipbons les deux

1
membres de (F;) par -—E {c’est-a-dire par U'inverse du coefficent de y dans (F.))

On obtient :
1 1
x+i'}‘—51=-! (F.)
(%) (mpz)eR?, y—z1=—8 (Fy)
I 5
5)‘+‘:':_12 (G
Pour «éliminer» y de la troisie Juati pl (G} par la b

1
—E(F,}Hc;) (c'est-adire par la combinaison —k(F.)+(G,) ou k est le

coefficient de y dans (G,)). On obtient -

1
x+ y—-z=-1 (E.)
(L) (xpz)eR, y—z-———ﬁ (Fs)
3z=15. (Gy)
Enfin, pour obtenir un systéme triangulai Itiplions les deux bres de (G.)

par 3 {c'est-a-dire par l'inverse du coefficient de z dans (G.)). On obtient :

x+% ym%z=‘—l {E,)
(%) (x yz)eR?, y—z=m—6 (F3)
z=35. (G,)

Le systéme (%;) est un systéme triangulaire. De plus, (X,) et (E,) sont équivalents
En effet, les seules transformations que nous ayons cffectuées consistaient & :

~— multiplier les deux membres de I'une des equatbons par un nombre réel non nul;
— ] l'une des i par une bi a fici non nuls de
cette derniére et de I'une des deux autres équations.

La premitre étape de la résolution est ainsi achevée. Il reste & résoudre le systéme
(X

Nous avons déja résolu des systémes de ce type. 11 est facile de voir que (Z;) 3 pour
solution unique (2; —1; 5)

Conclusion : L'ensemble des solutions du systéme proposé est {(2; —1; 51}
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Remuorgues Le systéme résolu dans l'exemple précédent n'avait aucune particulariié
quable. En pratique, il est indisp ble d'utiliser les particularités du systeme

proposé pour éviter des calculs inutiles.

® Pour appliquer la méthode de Gauss & un systeme tel que :
Zydzm =1

Zx—y=3z==3

Ix+5y—Sz=-—14

il suffira de commencer par permuter les deux premiéres équations.

« Dans d'autres cas, une telle permutation permettra d'alléger les caleuls. Ainsi, par
exemple, comment transformer le systéme :

(xyz)eR3,

x—4y+5z=2
(x, pz)eR, Ix+Ty—4z=8
y—iz=3s
pour obtenir un systéme dans lequel le coefficient de y dans la deuxiéme équation

est 17

e La méthode fait jouer des réles différents aux trois composantes du triplet
inconnu. Il est parfois intéressant de permuter les réles des trois composantes (voir
I'exemple d'application n” 2).

» En le sy proposé, on peut faire apparaitre un systéme qu'il est
plus simple de résoudre par une autre méthode.

11 est alors inutile de poursuivre la méthode de Gauss (voir 'exemple ci-dessous).

Exemple 2

Résoudre le systéme :

—y42r==5
() (xyz)elR?, x=5z=7
—2x+4+5y=11
Résolution
Pour pouvoir appliquer la méthode de Gauss, p les deux p
équations :
x=5z=7 (E)
(Z) (xpz)eR, —y4+2z=—5 (F)
—2x45y=11. (G)
Pour « éliminer» x de la troisi quati pl (G) par la combinaison
HE)+(G):

x—=S5ze=7 (E)
(E) (xp2)eR?, —y+2z==35 (F)
Sy—10zm2s. (@)
On voit facilement que les deux équations (F) et (G') sont équivalentes. Le systéme
(£') est équivalent au systéme de deux équations dans BR° -
x=5z=7 {E)

3, 3
(%) (mp2)eR b drmms ()
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Ii est inutile ici de poursuivre la méthode de Gauss.
Il est préférable d'utiliser la méthode wvue au paragraphe | pour obtenir une
caractérisation de I'ensemble des solutions de (X,)

A laide de cette méthod ue 1% le des soluti de (X) est
I'ensemble des triplets (T+5r, 5421, r} oh r décrit R,

Remargue 11 n'aurait pas été possible de déterminer un systéme triangulaire
équivalent & (X).
En effet, un tel systéme admet une solution unique, ce qui n'est pas le cas de ().

Exercice F Résoudre les systémes suivants |
_l T=ytr=-—1
La) (nyz)eR, 2x4y—52=4
{ —xFLy—gm},
E lx—y+dz=—4
'b} (nyz)eR', |3x42y—3z=10
Sx=3y—8z=-9
€) Applications.
Différents probl se ramé ah lution de & d'é ! du

premier degré dans IR*. En voici deux exemples,
Exemple 1
Soit f la fonction polyndme définie par :
flx)=25"—2x—6,
Peut-on trouver une écriture de f(x) de la forme :
a{x=1P+b{x—1)+c?

Solution
Le probléeme posé revient & étudier 8'il existe trois nombres réels a, b et ¢ tels que
V'on ait ['égalité de polyndmes :
22X = X—bma(X—1P 4+ b(X—1)+¢
développ le second !
2X = X—6maX+(—2a+b)X+{a—b+c)
Pour que cette égalité de polynomes soit vérifice, il suffir que :

2=a [et] —1=—2a+5 —f=a—b+c o

ou encore en

Autrement dit, toute solution du systéme : o il
a=12 %%
(o b c)eR7, —2a4b=—1 ‘

a—b+c=—6

fournit une solution au probléme posé.
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78

On voit facilement que le systeme précedent a une solution umigue = Je iphes
(2; 3; —35)
On a done
pour toul nombre réel ¥
flx)=2(x=1P+3(x—1)—5§

Frercice Utiliser cette nouvelle écriture de f(x) pour compléter le tableau de

valeurs
« | o8 oo oss | 1 | s | a1z
|

fix) I

FEaemiple 2

Dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, [ J) on considere les points
Mi6; —S5) N(—1:2), P(B; —1)

Montrer qu'il existe un cercle unique passant par M, N et P et déterminer une
équation de ce cercle

Solution

M, N. P sont_trois points non alignes.
En effet dét(MN, MP)#0
Par conséquent les points M, N et P déterminent un cercle (I7) et un seul. () admer
une équation de la forme :
(E) '+ +ax+by+e=0

et il s'agit de déterminer a, b, ¢ sachant que les coordonnées des points M, N et P
vérifient I'équation (E)

Me(l donc 36+25+6a—5b+c=0

Ne(l') done 1+4—a+2b+c=0

Pe(l) donc 644148a—b+c=0
Le probléme revient donc & résoudre le systeme (X) d'inconnue (& b ¢}
appartenant & R formé par ces trois équations,

Reésolution du systéme (X)
On constate que le coefficient de ¢ dans chacune des équations est 1. On utilise ls
méthode de Gauss en écrivant le systeme (X) de la fagon suivante :
c+ba—5b=—06] (E)
(X) (abc)eR, c—a+2b=—=5 (F)
c+8a—b=—65 (G)

Résoudre le systéme (X) et montrer que l'ensemble de ses solutions est
{(—6:2; —15)}

Conclusion : Le cercle (I”) admet pour équation :
P4yl —bx42y—15=0
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En écrivant cette équation sous la forme ©
(x=3F+i{y+1)V =5

on constate que son centre o pour coordonnées (31 = 1) et que son rayon est égal
a s

Exercice | La construction de (I} fournit une autre méthode pour en déterminer
une équation. Laquelle?

4 Programmation linéaire

1) Un probléme pratique

Un atelier fabrique deux produits A et B

L’atelier doit produire chaque jour au moins 300 kg de produit A et 200 kg de
produit B

La fabrication de 1 kg de produit A entraine une dépense de 30 F, et la fabrication
de | kg de produit B entraine une dépense de 10 F.

Le budget de I'atelier ne permet pas de consacrer plus de 22000 F par jour i cette
fabrication.

La fabrication de 100 kg de produit A nécessite 1 h de travail et Ia fabrication de
100 kg de produit B nécessite 2 h de travail.

Llatelier travaille au maximum 16 h par jour.

wn
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1} Rep raphig 1 ble des couples (x, y) de R’ qui correspon-
dent aux maﬁse-: {eﬂ kg) de produits A et B que V'atelier peut produire en une
journée.

2) Ln pruduna A et B sont conditionnés séparément en sacs de 100 kg et la
1i doit correspondre @ un nombre entier de sacs.

Ind-qncr sur le graphique les points qui pondent aux producti ibl,

Parmi ces points, quels sont ceux pour lesguels fa masse totale de produits fshnqm:u,

est maximale?

3) On installe dans Uatelier un dl:&pusltll' dc sln:lmgc temporaire. De cette fagon, il
n'est plus nécessaire que la prod cor de & un nombre entier
de sacs, A partir de constatations gmphlquﬂ dclcrmmer I'ensemble des couples
(x y} de nombres réels pour lesquels la masse totale de produits fabriqués est
maximale.

Solution :

i 1) x désigne la masse (en kg) de produit A
fabriqué par jour

¥ désigne la masse {en kg) de produit B fabriqué
Choix des inconnues, < par jour,

Evidemment 20 et y20

Un couple (x y) sera appelé programme de pro-
duction.

L

- .
Premiére contrainte.

L'atelier doit produire chague jour au moins
300 kg de produit A :

=30 @
Latelier doit produire chague jour au moins
200 kg de produit B :

y=200 @

Deuxiéme contrainte.

La d par la fabri de x kg de
pmduut Aety kg de produit B est, en F:

Watlly

Celle-ci ne doit pas dépasser 22000 F ¢
30 x4 10 y< 22000

c'est-i-dire iz y=2200 (3

Etude des contraintes, <

Troisiéme contrainte.

Le temps de travail nécessaire & la fabrication de
x kg de produit A peut étre abtenu en complétant
le tableau de proportionnalité -
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Résolution graphique.

Masse produite Temps de travail

1in} 1

x

x
Crest évidemment 00 {en heures)

De méme pour le produit B ¢

Temps de travail J
|

100 .

, ]

Clest évidemment 5—{' {en heures).

Masse produite

Ainsi, pour fabriquer x kg de pmdnil Aety kg de
produit B, I'atelier travaille m"’ﬁ[l heures,
L'atelier travaille aw maximum 16 h par jour :

x ¥
—4+Lgie
H.H.I+ Sﬂq

x+2y=1600 (@)

Synthése. Le couple inconnu (x, y) doit étre
solution du systéme de contraintes :

c'est-i-dire

x2300 (0
y>200 &)
(X} (ny)eR?, x4 y<2200 (D
x+2y<i600 (3

["Dans le plan muni d'un repére orthonormé d'ori-

gine O I des i du
systéme {X).

Pour chacune des inéquations (D) & (). hachurons
V'ensemble des points du plan dont les coordonnées
ne sont pas soluti de i

L'ensemble des solutions de (S} est alors n:pré-
L_senté par la région du plan qui n'est pas hachurée.
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|

1 (ewr

S0

1My

1 (W1 3y

Trouver le maximum d'une
fonction  del sur  un
ensemble fini et ses antécé-
dents.

M

SO0 106

" 2) Les programmes de production possibles et
correspondant & un nombre entier de sacs de
chaque produit sont les couples de coordonnees des
points représentés en noir ou en rouge sur e
graphique.

La masse totale de produits est évidemment x 4 ¥
Les trois points représentés en rouge ont pour
coordonnées respectives ©

(60 4000 (500: 3000 (400: 600).

Pour ces trois points, le nombre x4 v vaur 1 000,
On peut vérifier que, pour les points représentés en
noir, le nombre x4 y est strictement inférieur i
1000,

L Ces trois points donnent les solutions cherchées

["3) L'ensemble des programmes de production pos-
sibles n'est plus représenté par un nombre fini de
points. Nous allons devoir adapter notre méthode
Appelons (E) la région du plan qui n'est pas
hachurée

Choisissons un point M de (E), par exemple
M (450; 350).

Ce point correspond @ un programme produisant
unec masse totale m telle que m =450 4 350, c'est-
a-dire m =80} (en kg)
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Trouver l¢ maximum d'une
fonction définie sur un
ensemble infini et ses anté-
cédents.

<

Tous les points de (E) situés sur la droite (4,,)
d'équation -

x+ y=80
cor i aussi @ lu g ton d'une masse
totale égale & 800,
Les points de ( E) situés dans le demi-plan ouvert
de bord (4,,) et ne contenant pas O correspondent
4 la production d'une masse totale strictement
supérieure i &(K).
Soit (4) une droite paralléle & (4,,) et telle que
(A)N(E)#= @. Une équation de (4) est:

x4 y=m'

MNous pouvons faire les remarques suivantes

# Tout point de (4)N( E) correspond a la produc-
tion d'une masse totale égale & m'

® Soit ¥, le demi-plan ouvert de bord (4) et ne

contenant pas O.

Si #,,,"(E) est non vide, les points de {E}
LR pondent & la pi

d'une masse totale strictement supérieure @ m'.

Nous en déduisons que :

— s fiaiN{E)s @, slors il existe des programmes
produisant une masse totale strictement supéricure
a m'; les points de (A)N(E) ne correspondent pas
# une masse totale de produits fabriqués maximale;
— st $iayN(E)=@, alors, il n'existe aucun pro-
gramme produisant une masse totale strictement
supéricure & m'; tout point de (A)M(E) corres-
pond & une masse totale de produits fabriqués
maximale.

Pour d i il une
masse totale de /\ Lt B maximale. il suffit de
trouver une droite (A) :
— paralléle & (4,);
— passant par (au moins) un point de (E);
— telle que (E)N, 4, soit vide.
On constate graphiquement qu'une scule droite
remplit ces conditions : la droite (4,) paralléle &
(Ay) et passant par K (voir figure),
De plus (4, )N(E)={K}. K est le point d'intersec-
tion des droites d’équations :

x4 y=2200 et x+2 ym=1600

Ses coordonnées sont {560; 520).
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Conclusion : La masse totale de produits A et B
fabriqués est maximale lorsque l'on fabrigue ;

560 kg de produit A
520 kg de produit B

Cette masse est évidemment 1 080 kg.

2) Programmation linéaire

L'étude du probléme pratique précédent nous a conduits i résoudre un probleme
mathématique du type suivant :
Trouver le maximum ou le minimum
Sur un sous-ensemble ( E) de IR* d’une fonction de IR* dans R
Plus précisément, étant donné un systéme de contraintes du premier degré dans IR :
a,x+ by
(X} (xy)leR?, ax+ b yge,
a5+ b, yse,
il s'agit d'étudier si une application du premier degré de R? dans R :

R —= R
(5y) —= ax+ By
admet un i (ouw un mini ) sur I’ ble des solutions de (Z).
De tels problemes sont appelés p de prog ion lindaire. On les
dans les applications des mathématiques & I i

Langage et logique !

Formules oblenues & I'aide des connecteurs logiques EI. E

Nous avons, dans ce chapitre, résolu des systémes de contraintes tels que :
x4 x>0

(I) xR {Haia<0.
Les inéquations :

xeR, P4+x>0, rxeR, 2x43<0

sont des formules que nous pouvons noter :

x€R, Pix); xe€R, Q(x)
En substituant & la lettre x un nombre réel a, on obtient les deux prapasitions :

Pla);, Qfa)
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Dire que a est solution de (X), ¢'est dire que P(a), @ (a) sont toutes deux vraies, ou
encore que la proposition :

P(a) [ct] Of(a)
est une proposition vraie.
Certe derniére proposition a été ob en substil le bre réel a a la lettre x
dans la formule ;

xeR, [F4x>0 @ 2;+3€0}.I|

Ainsi, étant donné deux formules :
xeE, P(x); xeE Q(x)
on peut former une nouvelle formule en les reliant i I'aide du connecteur logique

@ »
xeE Pix) El Qix)

L'ensemble de validité de la f 1 est 1 ion des bles de
validité des formules xe E. P(x); x€ E Q(x)
En substituant & la lettre x un élément a de I'ensemble de validité, on obtient la

proposition :
P(a) [et] @(a)

On peut, de méme, construire & 1'aide du connecteur logique iCIF la formule ;

xeE, [P(x) Q(x)].
Cette fm—mule a le méme ensemhle de validité que la précédente
La prop par ion 4 la lettre x d'un élément 2 de l'ensemble

de validité est :

P(a) Q(a).

Remargue | Lorsquon résout, par factorisation, une équation telle que :
xeR, —1=0
on est conduit, « naturellement», & écrire la formule :

xeR, [x—1=0 x+1=0]

Remarque 2. On considére deux formules :
x€E, P(x); xeE Q(x)
toutes deux d'ensemble de validité E.
Comparer :
{xe E/P(x)|Ulxe E/Q(x)) et {xe E/P(x) Qxk
{xe E/P(x)}N{xe E/Q(x}| et {xeE/P(x) El Q(x))
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Exercices

1 (1) Resoudre les systemes sulvants
|tr—|prx—z;|-c|:r~3:[-—-n

a) xaR, | x—2 4
]!"2

[etAmaxte
o) xeR, R &
|**3™3% %5

49
e) xeR, 4<(2x—5Fg—-

dl xeR.
|x—8}{2x —T)ag (3% —5) B - x]
Tlx45x—2)—4x{x—2)<x-2)

Ix—1 2x+ 11
<3

o) *ER, {2~+|~+1|<—r+|z-,|
e xt2at— 2w

) xeR, {\32_141-14?{2 |
4 (1) a) Trouver. parmi les nombres réets
suvants |

—4

ceux qui $ont solutions du sysieme

B +art— 120

[ —dx|=2

b} Trouver, parmi les nombras réels suivants |

wer |

6 2 [
14 2!
. —5 3 Vitz 2Viits x
|[z:—5p(2:——}1x-v’§|-0 2
e) xeR, a ceux qui sont solutions du systame :
Jx—235—-2x
| S i 2 x4
‘ 201 Hasnur.!:a!u !‘ysbemnsanulvanls. '¢RI| FF e
g 2 VX —E)Z2(x+ 1) — 12
| eem x+2 x—2‘x*—4 L)
: : :4\(‘ <} Trouver parmi les nombres réels suivants |
[ o -3, -1 —VE& !'. 2; 4
| x+2 1. 2 4 3
| b) xeR, [r—? x x[x—2) caux qu- sont solutions du systéme ;
| 2x4120 — 4 x4 (4 —B){x=2)
EIatl +3 _ ax
x+3 -
c) xeR. |
A
® x) 4x ‘2.
x x
42 3x
2-!;2-1
d) xeR, ¥ Soit f la fonction da R vers R telle que
1
I T Ll rlxl=%-La nombre résl § est-i une valeur
1
| 3 (1} Resoudre les systémes de contraintes approchée & — prés da f[VE|7
| suivants | 3
=2 & (1) Soit f la lonction de R vers IR définie
| @) xeR par fix]=3—2x
T —x4+3>0, Résoudre lg syshunn
KD {5} xsR, —0,02</{x)—-5<002
b} xe R, ‘ Tas =0 memblu des solutions de () est un inter-
FH 1+ VE x+VE=0 Dnmmmar son centre 8 son rayon.
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7 (1), On cons:dere ia fonction

'R R
i—x

E——
Za4

a) Calcuter 1]—1)

b} Trouver un systeme 1] de deux indguations
ayant les mémes solutions qua |inéguation

xeR, |Hxl—1{—1)=005

) Resoudre le systeme (1) Trouver un infar-
wvalle ouvert oe centré — 1inclus dans | ensem-
ble des solutions de (1)

d) Donner un nombre ratisnnel a différant de
E ‘J“ tel que F1— 1] s0il l'arrondi d ordre 1 de
3

8 (1) On considers be systeme
x4 3n=2=0

(X xeR, »
2 — g ==l
| 33

8) 5i un nomore réel est soiution de (1) ce
nombre st aussi solution de | equation -

1
IE} xe R, ?1‘+!1—2=21’—§:+5

Pourquai®

#) Résoudre | equation [E). La solution trouves
esi-elle une solulion de {17

En deduire les solutions de (1)

9 (2) Unliser la méthode de subistubion pour
réscudre les systomes suivants
y+5

!.-___

a) (x yleR?
1k yle | A=
3
- Fr+Ty=14
Bl ix, yhe R
He —3x+dy=8
|i%;!_,=2
el e yleR®
k=y
= e . 5
T2
Ix—By=—4a
o tx preme, |27
2x—dy=5

Dans chague cas. on dlustrera les gtapes de la
e par oS

10 [2). Utiliser 3 mérhode par cambinassons
pOUr rESOUdre MBS SySIEmes suivants

l'+r-e
Za-2y=5
dr—NMy=23=0
Ir—By—13=0
{14—3;«:0
Vik-sy=2

al (x yleR7
o) (x pleR® {
el ix yle R
|5 empme

di s pleR?

Jix 4yl X
ol IR SPEC, ¥ S PR
] 2 QR

11 (2) Reésgudre |85 systemes suivants

xtdy=5
3 B
iyl Sx—2y=17
4xdy+2=0
) (x yle R, {
(x e Fr+3y—1=0
|2rsay=s
3 1
ol ix yle BT, ]_‘7y=_
2 4
aipent | ay=10

2ixd1=8ly-2)

12 (2) a) Parm les coupies

1 — 1k (% (20 (4:2)
indiguer ceus gui sont solulions du systame
2+ N =4(2p+ mE=2x
A= +22y+Ym1=2p
B} Méme gsercice en considerant les couples

33 (? —;}

el e sysieme

[n pleR,

(2 0.0

a—2qy=p—a-1
2x—S=by—2442
©) M&me exprcice en considerant les couples

=1 =1 (4.2 (0. 0) {‘-I '!}

e yle R, [

T
ol e systeme |
|x pleR®,
5 w=5y—1
B
5 B 2
e 2%3y W3
|\-‘3tt—y|=—-&2-j—
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443 (2) Dans chacun des cas suvanis. #ludier

&i le systeme indiqué a une solution unigue,
puis i résoudre

< O R <
;I".-— v—;:n
|Gl+8r—5=0
{?~—5r=?
—Gx—Gy=8
Mx—23y=10
{19x+|4r=?|.

&) (% yIeR
b} {x. yleR?,

£} (& yIeR?.

d} (% yleRY
14+
|+—‘ x+2y=2
3
3 — =
| = x4 (1=VT y= 1=V

14 |2} Soit I'équation
(x pleRY 2x—By=—4.
a) Determiner une solutien de cette dguation.

b) Trouver un systome ac deux équations du
premier degré dans R? qui admette comme
unigue solution e couple frouvé précadem-
ment

15 {2} a) Placer dans ke plan & muni d'un

ropere (O, | J) e point A de coordonnées
15

(_5.; ;

b) Détermingr un systeme de deux &quationg

du premier degré dans R qui admette comme

15
solution unigue le couple E:)

1

18 (2} &) Véritier que (-1.5) est une
solution o 'éguation :

7
4 9
b} Diéterminer |8 nombre réel a pour que le

1

couple (— 1. 5} sait solution du systéme

{x yleR?, x+§

sly=-l
(x pere, AT

i-+!}x-lae—zpy-g-

17 {21 On consigére le polyndme A(X) tel
que

AlXj=aX’—4X4b

) (x yheRY, i\}

I)e;ermu‘ﬂel a8t beachant que 4 — b =3 el quo
=2 881 un pero de la fonction polynd
associes & A(X) N e

18 {2). Trouver un couple {a b) de nombres
réels, 18l que la fonction associss i
O i au polyname

ETE IR R Sy
ait pour 2éros les nombres —4 gl 2

19 {2} Dans chacun des cas suivants, infer-
preur raphiquement chacune des trois équa-

r&ecmﬂr! be gysteme indiqué et inferpré-
let grsphluwmmr b résultat frouve.

E—y+9=0
al {x yleR?, zz+y—5=n
—2x+2y+20=0
Axty)=14x
2!:+!}—‘—
x=a4hy
—y=—3
—::: 2y=18
s+3y=—19,
n\rb
Ty=vT_
Bx—2p=13,

=y
5x+g 7
2:-—3,- 1.

b) {x pleR?,

) {x yleR?,

&) [ yleF?

20 (2} Méme exercice pour les systémes sui-
wants :

Sy=2
8) (x pleR?, z:+3y-2--sx+ar
dx+Ty=—dx+12p+1
st2y=4
b) (x y)eR?, 2: y=—13
+3y=6
el yleR?,
4x—6y+2 1Tx+13
P P LR LS
3
2n—y=-T
dx=By—12.
-k p=4
d) {x p)elR?, [dx—5ym1
—Ox+13y=2

x=6x=3y+4
8} (x yleR?, 2x-n Iy+4a

Ax=Bx—3y+4




29 (2. Soit m un nombre réel

Dtermingr |a valeur de m sachant que e

systemn ©

|2x—y=5
x+2y=10

| mtim =ty =11

admel una selution.

(x pIeR7,

22 {2} Existe-i-Il un nombre réel a tel que le
systixme -
ym— s
-: -3
+2}x +1ae—4;,ug+g.
admefle une solution?

{x yleRE,

23 (3). Dans chacun des cas sulvanis, carac-
tériser l'ensemble des solutions du systeme
indiqué :

3x—Ty+bz=3
2x—y=2
[4x—y+B2=5
1 5
]—x+;y—2z= =g

&) (x p 2R,

o) {x. y. Z)eR’,

VIx=Viptz=1
2x—VEy+vRz=2
—dx—Sy+z=1

c) (% p. z)eR?,

d} ix . z)eR*, [

¥—3y+z=5
24 (3} Les systames -
i —y+2z=—5§
(5) (& p 2)eR7, 2x+r—z 3
2x+2y—4z=10

E—y42r=-5
2xry—r=3

so0nt equivalents. Pourguai?
Trouver cing triplets salutions du systame (X))

el {3 (= y. £leRT, {

25 (3} Aésoudre les systames suivants @

—3x42p—z=1
Bl lx y zieR". (Zx—y+2z=4
—2x=3
X—y=zm2
blix pz)eR?, [ —xty—z==3
—x—y+z=4
Jxdy—3zr=8
¢l y2jeR, | —3y+5zm —3
~Sy—%z=T
2:— —z=2
) [x y z)eR?,
2r+sz—|

A

x

26 (3} On considarae le systeme suvant

x=p+z=5=0
¥ry—z+2
—x+2y+2—3=0 (G)
Faormer les combinasans (E) +|F et (F]+{G)
Reésoudre ce systame

[x . Z)eR?, i

27 (3} Aéscudre los systemes Suivanis

[x+
a) (w p 2heRY lya.
Bl ix y 1R
e ix p e,

d) {x . 2ieR% by

28 {3} Résoudre les systémes suivants
|x—?r—z=o

alixy zieRY, 12—y —Ir=—2

|[3s4psaz=—1
|:+2y+2z-2
By ix p 2jeR®, lax—2y—2=5

|2r—5y+32=—4
| +4y+6z=0
x+2y+22=2
l A=dy—zmh,
+y+z=1

g ey 2ery [yoyiozmg X
x+y+dr=3

o} (x y rjeR?,

29 {3} Montrer qun le sysr,em E
+r=13
5:: + 2y~z=§
—Ax=4y+iz=1
85t dquivalent @ un systeme de deux equations
du nrsmlsr degra dans IR? gue l'on détermi-

() [x y. 2)eR?

r u!slgnanl un nembre réel quelconque, quel-
les sont les solutions de (1) ayant pour trok-
sieme composante r?

30 (3} Parmi les triplats suivants

010 0 2.2 22 (294

quels sont couk qui sont solutions du systéma
—z=2
—Zx43z=0 ¥

(% y. e, 1
Z3ym -3
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31 (3) Parmi les tripiets suivants ;
(01, =2h (12 =)
1
{—;-3-.0. {1: 6: 0}

quels sont ceux qul S0t selutions du sysiéme |

| —pt2rm =5
2:+y z=3 9

(= y 2peRY,
| ¥bydz=—1

32 (3} Sodt A(X) un polyndma du second
degré @1 [ la lcu\c.hnn polyndme qui lul est
associée

Determiner les coelficients de A(X) sachant
que

=2, H=tl==2 ([&=7
33 (3). On conswdere la fonclion polyndme |
1ollo que, pour tout nombre réel x ;

Hxl=2x"—3x+2.

Montrer qu'il existe trois nombres réels a, b, ©
tels que I'on ait. pour toul nombre rée! x -

fixi=aix+1F +bix+1)+c
Compléter le tableau de valeurs :
# |=-12|-n1] -1 | 09 |-0e

e} En déduirs :

— une équation du cercle [~;
— & nombre de solutions du systeme {X).

38 (3} Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (3, 4 J)

Monires qu'il exista un unique cercle  passant
par O, A{=1; 3} a1 B{2;5)

Dénerminar une équation da ca cercla,

{3} Le plan est muni d'un repére ortho-
narmd (O, 1, J)

Montrar qu exigle un umuul carcle " passant
par A{3;0) B(—4; 7) et C[5

Déterminer una aqmlmn de ca carcle.

a7 (4} Représenter gl'lphlmnl I'ensam-
ble §{X) des solutions du systém,

¥30
¥=0
y=3xg1
Zy+irg 18
Gatyg15
Trouver graphiguement le minimum sur ${%)
de ta fonction :

R R

(% ¥} — Ix=2p
Donmr un couple solution de (I} en laquel ce
i est aftaint.

(2} {x yle®?,

wal | [ ]

34 (3). a) Le plan est mum d'
narmé (3 | J) Montrer gu'il

n repére ortho-

unique passanl par A(3.2); B(7. —1] &
Cin =3)
a7 31 60
b} Le m{ —————— ) il saluti
} Le trip '35 73/ oSt solution du

sysieme

Ja42b4c=-11
Ta—b+e==50 7
a=3b4tc= =10

(X} la b cleR?,

iste un cercle

38 (4} Tmuur graphiquement is maximum
de la fonctio
I R — R
(2 y)— 2+y

sur I'ensemble des solutions du systéme de
contrainta -
g3
2 | ¥&7
(5 bR 15,0 3y g8
Ax+Iygie,

Donner un (ou des) couple(s) wmbnnl de (%)
@n lesquels ce maximum est ataint




SiSystémes de contraintes

Problémes

39, Une nabl-nthdque de prét propose frois
optians & ses

option A nburmwrmﬂi 1500 F par an ef 50 F
par livra amp
option 8 abonnement B00 F par an et 100 F
par livee ampruntd;
option G - pas .d'abonnemant, mais 200 F par
liwra emprunbé
&) Kofti peut consacrer 2000F par an &
Fempeunt de |ivres. Quakle option doit-il choisir
Pour pouveir emprunter le plus grand nombne
de livras possibie?
b) Cuelle est, suivant le nombre de livres
ampruntés dans Vannés, 'option la plus avan-
tageuse?

40, Volci tros notes de bar d'une cafétaria ;
2 bigres et 3 cocas 1130 F
3 biéres et § cocas . 1655 F
4 biéres et 2 cocas . 1620 F
a) Dans I'une de ces trols nofes, le caissier
g'ast trompé.

Justilier cette affirmation.

b) En admettan! que |'une seulemant d'entre
| elles soit fausse, peut-on détesminer laquelie
— & l'aide d'un raisonnement mathématique?
— @n écartant les solutions ne convenant pas
au probléme pratiqus pose?

44. On considiste le systame sulvan!
cos 307 x —sin 30° = cos 457
cos 457 x —sin 45° = cos 807
cog 60° x —sin §0° y=cos 75°
&) Dans le systéme lormé par les deux premsé-
res équations, remplacer cos 30°, sin 307, elc.
par leurs valours. Adsoudre ce systame.
On designe par (a, b) la soiution trouvbe
bl A l'aide dune calculatrice, bouver les
arrondls d'ordre 4 de & o b
Recharcher dans la table irigonomitrigue
I'arondi dordre 4 de cos T5%
(4, b) sembie.t-il dtre une selution de la troi-
sime équation?
£} Peut-on frouver un nombre réel p tel gue |
'arrendi d'ordre 4 de & soil 'arrondi d'ordre
4 de cos
— larrondi d'ordre 4 de b soit I'arrendi d'ordre
4 de sin p°7
d} Choisic un nombre entier différant de 30, 45
L-r 60 dans lintervaile |0.90[ Sait g ce
nomre.

(x ¥l

pproches, etudier si be

A laide do calculs m
couple [i b) sembla ére une solution de
I'équation

[ES y]en’, cos g% x 48in gy =coslg+ 15

az. 36

2 3 1

Le tableau de correspondance cl-dessus ast
incomplet.

Le compléter sachan! que les deux suites sont
proportionnailes ot que 36 est la somme des
\erimes manguants oo la premiére sulle,

43. Tross personnes se partagent 15120 F,
2
La part e la premiire est les i da calle de

deuxidme ot la part de la troisléme est e tiers
de fa somme do celles des deux aulres.
Trouver la part de chacung d'elles.

a4, Datrminer tros nombres sachan que

— deux d'entre eux sont positifs, |e oisliéme
négatif;

— leur somme est 4;

— la somme de leurs valewrs absoiues est 12;
— la valeur absolue de ia différence entre las
deux nombres positits est la valeur absolue du
traisiame nomore.

&5. Dans un musie, || y & rols tarifs pour les
tickets d'antrée -

— g tarif = aduttes~;
— & tarif = enfants=;
— o tarid « groupes de plus de dix personness.
De plus. la dimanche, les tarils «adultes- at
-anlmln sont recuits de 50 % de leur prix

Ponuanl trois jours consécutifs, on note ke
nambre da tickets déliviés de uuqut sorte et
la racette de la journda.

La pramier 1our on délivre 70 tickets = adul-
tea., 28 tickets -enfants- et 140 fickets

- GrEHses -
La recetio o5t de 78400 F.

L& deuxiéma |our, on défivre 120 tickets « adul-
tes, 40 tickets wenfantse of 60 lickets
= GrOUpEs -

La recetis est de 36000 F.

L troisieme jour ast un dimanche. On dalivre
150 fickets « &dultes «, 150 tickets « anfants « et
75 fickets = groupes-. La recefie est de
B2500 F

Quels sont les tarils des entrées  ca muséa?

Fall



Mathématigues seconde - Algébre

#8. Un aniant dit

-la somme da men dge, de celui de mon péra 8l de celui de mon grand-péra est 107 ans; I'dge de
man grand-pére est aujourd'hui cing fois le mien; il y & 10 ans, c'¢tait le double de celui que mon

pore svall alars «.

Quels sont las lges de l'enfant. de son pare ot da son grand-pére?

47. Trois éiéves comparent les notes qu'ils ont obtenwes et leur moyenne samestrialie

Devoir n” 1 Devoir n° 2 Devaoir n°3 Moyenne
Premier gléve 12 T 3 85
Deuxiéme éléve g " " 135
Troisigme élave 8 0 " 1w

Cas données permetient-elles da trovver les costlicients que le professeur a attribués & chacun des

devoirs pour calculer la moyenne?
Quelie est la solution la plus vraisemblable?
A guoi correspondent les autres solutions?

48, Dans le plan & muni d'un repére ortho-

normé (0 | J), on considére les points

Al—1.2) et B(2;5).

&) Déterminer une équation de la droite (AB) a1
une équition de la droite 1D: ap wecteur

diracteur u (2; — 1) et passant pal

Feprésanter graphiguement la drol!l (AB), la

droite {D) et la droite (D) d'équation :

Axdy= 13m0

Le point 8 sppartient-il & 18 droite (0')7
Soit C le paint d'intersection de [D}OI de (D)
Déterminer les coordonnées de C

b) Hachurer la partie du dessin

[Drautre part, ia charge maximum de lavion st
3000 kg.

Enfin, on veul que le nombre de paquels de
couverturas 500 su moins le double du nombre
de caisses de matérial médical,

a) On désigns par x le nombre de paquets de

euwlrh;ras &t par y la nombre de caisses de
isl médical,

Ecrire un systéme d'indgquations correspondant

aux contraintes imposées.

Bb) Reprisanter, dans la plan muni d'un repére
arthonormé l'ensemble des solutions de ce
systame,

l'ensemble dm points de & dont les coordon-

nées virifia
2 X=y+3>0
SR {x+2y—v3>0.
Quelle est la région du plan caraclérisée par
Vinéquation

[% yleR? 4x+y—13>0 7

Qunlla &5t la rbgion du plan caractérisée par
ion ©
(% ¥)eR2, 4x4y—13<0 ?

£} Donner un systéme &'indgquations dans 77,

caractésisant lintérieur du triangle ASC (cités
compria).

a9, Un avion doit apporter des couverturas el
du matériel médical dans une zone sinisirds.
Les couvertures sont emballées en paquets de
150 kg chacun, le matériel madical en caisses
pesant 50 kg chacune,

Le chargement da I'avion doit comporter au
minimum 300 kg de couvertures et 200 kg de
matérial madical,

c) Ie (ou les} char-
Memﬁs} de 'avian correspondant & un pms
total maximum

Draprés International Baccalaureate
Subsidiary Level Mathematical glm‘li;;
Bl

50, Dans un atelier, on fabrique deux predults
A ot B. Cet atelier o2t dquipd de trols machines
My, My, My,

Pour tabriguer 1 kg de produit A :

— on utilise M, pandant § mn;

— on utilise M, pendant 10 mn;

— on utilise M, pendant 11 mn.

Pour fabriquer 1 kg de produit 8 :

— on utilise M, pendant 15 mn;

— on ufilise M; pendant & mn;

— on utilise M, pendant 20 mn.

On appelle x 13 masse {en kg) de produit A
fabriquée &n un mois, ¥ la masse (en kgl de
produit B fabrigquie an un maois.

a) Calculsr, &n fonction de x et y, les temps
{en mn} pendant lesquels sont utilisées ks
machines M, M 8t M,

S

potrd




BiSystémes de contraintes

b} Par suile des ndcessités do I'eniratien |
M, mest disponible que
i

51 disponible  que
— la  maching M’,
150 hewres par mais
Ecrire las mnqmllnns dinconnue (x, ¥} coras-

eulmmhas concarnant les lamps
BU

n'sst  disponible  que

cmi:( dos unim ua llmas;.

¢} Reprasenter, dans le plan muni d'un repere
oethonormé Pensemble des solutions du sys-
teme lormé par ces froks inéguations
deux indquations ;
(2 yleR:, 220 (x yleR° y20
d} Le bénéfice est de S00F pour 1k
prodult A &t de 650F pour 1kg de prodult &,
cn:ulur e biénitica total an lonction de (= y).
o béndfice fotal est de 100000
mm-un wirilis le oouph 1%, ¥)7 Représanter

81, Dans un zoo, I'slimentation d'une certaine
sorle d'animaux doit abligatairement comtenis
qua[;rl saftes de composants nulritits - A B, ©

On trouve dans le commerce deux sortes
d'aliments préparés M et N gul contienment ces
composants.
Un kitogramme d'aliment M contient :
— 100 g de composani A;
— 100 g de composant C;
— 200 g de composant O,
Un kilogramma d'alimant N contient
— 100 g da composant B;
— 200 g g8 composant C;
— 100 g de composant D,
La ration alimentaire quotidsnne d'un animal
doit con

raphiquement  sur  ls  dessin
unumhdo das solutions de cete équation.
A Iaide d'une autre coulour, représenter gra-
mble des solutions du m-

— les cing indquations précadentas;
— l'éguation établie au dibul de cattn ques-
tion.

&) Detarminer @ l'side de la roprésantation
gupm ue fes couplss (x, ¥) qui cormespondent
nélice maximum.

.Y A en guantis ou
éuah 8 0.4 kg
000 F. Quelle 8 on quantité i ou
mun.skg
€ en guantité o
agalebakg
D en guantite ou
ma 1.7 k.

a) Ecrire un systame d'inéguations correspon-
dant & ces diverses confraintes.

&) L'sliment H' codie 500 F he kg, aliment N
colte 200 F

A l'aide ﬂuna mnmmrallon ?'sphlque éva-
Iuer las quantités <'aliments N que l'on
doit utifiser par animal e1 par jowr pour réalser
Valimentation la moins colteuse.

—
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9 Etude de fonctions
numériques

Legon 1: ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS ELEMENTAIRES
Legon 2 : EXEMPLES D'ETUDE DE FONCTIONS

Les fonctions :
R— R, R— R ; R—R,
g+ ax X+ x+b xi—e —x
sont des fonctions affines.
La fonction R— R,
x — |x|
est une fonction affine par intervalles.
De telles fonctions ont déja été éudiées au chapitre 7.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les foncti 16

R— R, R—R; R— R, R—R

1
e x—e WV r— o oz -

1 Etude de quelques fonctions élémentaires
__classiques

1) Etude de Ia fonction f: IR —» R
x —» x*

« Ensemble de définition de f:

254



W Ede de fonctions numérigues

o Etude du sens de variation de [
On sait que ;

Pour tous nombres réels positifs @ et b

a<<h équivaut :‘ at< bt

ou encore en écriture formalisée :

YaeR* {heR* [a<bh = a'<b']

Soit u et v deux nombres réels,

si g u<y

g u®<v?
Adinsi, pour tous nombres réels u et v de
[0; =]

alors

w<v| alors ) flu)<f(v)

si u<<vegl
e