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Notions d’arithmétique




1) Nombres pairs - Nombres impairs

Activité 1 :

Parmi les nombres : 216 ; 73 ;2025 ;1 ;88 ;50;0:3;5;8,2; x/§ :

1) Déterminer les entiers naturels.

2) Déterminer les nombres pairs.

3) Déterminer les nombres pairs.

4) En remarquant que 216 =2x108; 88=2x44; 50=2x25; 0=2x0 puis 73=2x36+1; 1=2x0+1;
2025 =2x1014+1, déterminer une propriété qui caractérise les nombres pairs et une propriété qui caractérise

les nombres impairs.

Définitions 1 :

e En regroupant les nombres entiers naturels on obtient I’ensemble des nombres entiers naturels noté N .
On écrit N={0;1;,2;3;........}.
e L’ensemble des entiers naturels non nuls est noté N'et on a N* = {1;2;3; ........ } .

e Tout nombre entier naturel n s’appelle élément de I'’ensemble N, on dit que n appartient a N et on écrit
nelN.

e Si un nombre n n’est pas élément de N, alors on dit que n n’appartient pas & N et on écrit n¢ N .

e Tout nombre entier naturel n s’écrit sous la forme n =2k tel que ke N est appelé nombre pair.

e Tout nombre entier naturel n s’écrit sous la forme n=2k+1 tel que k€N est appelé nombre impair.
Exemples 1 :
1) e 70 est un nombre pair car 70 =2x35 =2k (k=35eN)
e 65 est un nombre impair car 65=2x32+1=2k+1 (k=32eN)
2) Soit neN
e Le nombre A tel que A=2(7n"+3n+5)est pair car A= 2k (k=7n"+3n+5eN)
e Le nombre B tel que B=2(4n+3)+ 1est impair car B =2k+1 (k=4n+3eN)

3) Soit n e N, étudions la parité des nombres : C'=12n+8 et D=16n"+6n+15

Ona C=12n+8 On a D=16n"+6n+15
=2x6n+2x4 =2x8n° +2x3n+2x7+1
=2(6n+4) =2(8n° +3n+7)+1
=2k [k= 6n+4eN =2k +1 k= 8n"+3n+7eN
Donc C est pair Donc D est impair

Remarques 1 :

e La somme de deux nombres impairs est paire.

e La somme de deux nombres pairs est paire.

e La somme d’un nombre pair et un nombre impair est impaire.

e Le produit de deux nombres impairs est impair.

e Le produit de deux entiers naturels, dont l'un est un nombre pair est pair.
e Le produit de deux nombres naturels consécutifs est un nombre pair.

Application 1 :

Soit n e N, étudier la parité des nombres suivants :
A=20n+18 , B=6n"+9 , C=22n"+8n+23 et D=n(n+1)

Application 2 : Montrer que la somme de deux nombres impairs et paire.

Exercice : Exercice 1 de la série 1.



2) Multiples d’un entier naturel - Plus petit commun multiple

Activité 2 :

1) Cocher les réponses justes :

6 | 21 | 14 [111] 16 | 63 |[120] O

Multiple de 3

Multiple de 5

Multiple de 1

2) En remarquant : 6=3x2; 21=3x7; 0=3x0; 63=3x21; 111=3x37 que peut-on déduire si un entier
naturel m est un multiple de 3 7

Définition 2 :

Soit @ € N : Le nombre m est un multiple de a §’il existe un entier naturel k tel que m=axk
Exemples 2 :

e 30est un multiple de 6 car 30=6x5=6xk (k=5eN)

e 56 est un multiple de 7 car 56 =7x8=7xk (k=8eN)

e Pour tout ne N, le nombre 3" —4x3"est un multiple de 5, on effet :

3" —4x 3" =3"x3"—4x3" =3"x(3" -4 =3"x(9-4)=3"x5=5x3"=5xk (k=3"eN)

Remarques 2 :

e Tous les entiers naturels sont des multiples de 1 (Car pour tout neNon a n=1xn)
e 0 est un multiple de tous les entiers naturels (Car pour tout neNon a 0=nx0)

e Les multiples d'un entier naturel a sont : {0;a;2a;3a;4a; ........ }

e Tout nombre entier possede une infinité de multiples.

Application 3

1) Déterminer les multiples de 7 inférieurs a 60.

n+3

2) Soit n e N, montrer que le nombre 4" —4" est un multiple de 9.

Application 4 :

Montrer que si m et n sont des multiples de a, alors m+mn est aussi un multiple de m

Activité 3 :

1) Donner les multiples de 6 inférieurs a 60.

2) Donner les multiples de 8 inférieurs a 60.

3) Déterminer des multiples communs entre 6 et 8.

4) Quel est le plus petit commun multiple non nul entre 6 et 8 7

Définition 3 :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Le plus petit commun multiple de a et b est leur plus petit multiple commun non nul, on le note par
ppem(a;b) ou avb.

Remarques 3 :

Soit a;beN" :

e avi=a : e b est un multiple de ¢ < avb=0>

Exercice : Exercice 2 de la série 1. ———

Le symbole < se lit « équivalent »




3) Diviseurs d’un entier naturel - Plus grand commun diviseur
Activité 4 :
1) Cocher les réponses justes : | 12 | 7 | 10 | 11 | 42 | 8 9

2 est un diviseur de

3 est un diviseur de

5 est un diviseur de

7 est un diviseur de

1 est un diviseur de

2) a) Déterminer les diviseurs de 12.
b) Quand-est-un nombre d est un diviseur de 12 ?
3) a) Déterminer les diviseurs de 18.
b) En déduire le plus grand commun diviseur de 12 et 18.

Définitions 4 :

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

e Le nombre d est un diviseur de a (d divise a ) s'il existe un entier naturel k tel que a=dxk

e Le plus grand commun diviseur de aet b est le plus grand entier qui les divises simultanément, on le note
par pgcd(a;b) ou aAnb.

Exemple 3 : 1) Déterminer les diviseurs de 15 ; 2) Déterminer 24 A36 et 5 A 20

Remarques 4 :

e Tous les entiers naturels sont des diviseurs de 0 (Car pour tout deN ona 0=dx0)

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

e anb>1 : e anl=1 : e Si a divise b alors a<b

a divise b < anb=a

;e q divise b < b est un multiple de a

a est divisible par b < b divise a
e Sia=zxy et z;yeN, alors = et y sont des diviseurs de «a
Pour tout ke N: (kxa)A(kxb)=kx(aAb)

Si d=anb, alors d divise a et d divise b

a=dxa
e Si d=anb, alors il existe a; e N" tel que <b=dxp
anpf=1

Application 5 : Déterminer a et b sachant que a+b=40 et anb=5

Criteéres de divisibilité :

e Un entier naturel est divisible par 2, si son chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8.

e Un entier naturel est divisible par 3, si la somme de ses chiffres est divisible par 3.
e Un entier naturel est divisible par 5, si son chiffre des unités est 0 ou 5.
e Un entier naturel est divisible par 9, si la somme de ses chiffres est divisible par 9.

Application 6 : Déterminer I'entier naturel a sachant que 14a5 est divisible par 9.

Remarques 5 : Nombres premiers entre eux

On dit que a et bsont premiers entre eux si a Ab=1
Par exemple, 9 et 16 sont premiers entre eux car 9A16 =1 (facile a vérifier)
Mais 12 et 8 ne sont pas premiers entre eux car 12A8=4 (facile a vérifier)

Exercices : Exercices 3 et 4 de la série 1.



4) Nombres premiers
Activité 5 : Déterminer les diviseurs des nombres suivants : 2 ;7 ;9 ;11 ;13 ; 15 ; 17.
Définition 5 :

Un nombre entier naturel est dit premier, s’il admet exactement deux diviseurs 1 et lui-méme.

Remarques 6 :

e Le nombre 1 n’est pas premier, parce qu’il n’a qu’un seul diviseur.

e Les nombres premiers inférieurs a 40 sont : 2 ;3 ;5 ;7 ;11 ;13 ;17 ;19 ;29 ;31 ;37.

e Si un nombre a s’écrit sous la forme a=zxy et (z#1ou y=1) alors a n’est pas premier.
Test de primalité (algorithme de Crible d’Eratosthéne)

Il existe différents tests pour savoir si un nombre donné est premier, le plus ancien est la Crible d’Eratosthene.
Pour tester la primalité d’un entier naturel a par I'algorithme de Crible d’Eratosthene :

On calcul +Ja et on détermine tous les nombres premiers inférieurs a Ja

» Si a est divisible par I'un de ses nombres, alors a est n’est pas premier.

» Si a est n'est pas divisible par aucun de ses nombres, alors a est premier.

Exemple 4 :
Déterminons la primalité du nombre 101 :

On a :4/101=10,05

Les nombres premiers inférieurs a 10,05 sont : 2 ;3 ;5 ;7

Alors 101 est un nombre premier.

Application 7 :

Déterminer la primalité des nombres suivants : 57 ; 87 ; 91 ; 293

Exercice : Exercice 5 de la série 1.
5) Applications de la décomposition en produit de facteurs premiers

5-1 Théoreme fondamental

Activité 6 :

Ecrire les nombres suivants sous forme de produit de nombres premiers : 21 ; 15 ; 75 ; 36 ; 30 ; 37
Théoréme 1 :

Tout nombre entier naturel non premier et supérieur a 2 peut se décomposer d’'une maniere unique en un
produit de facteurs premiers.

Remarque 7 :

Décomposer un nombre entier naturel en produit de facteurs premiers, c¢’est ’écrire sous la forme d’un produit
de puissances de nombres premiers.
5-2 Démarche de la décomposition en produit de facteurs premiers
Démarche
Soit @ un entier naturel non premier supérieur a 2.
Pour décomposer l'entier a en produit de facteurs premiers on commence par diviser a par son plus petit
diviseur premier, puis, on divise le quotient ¢, de I'étape précédente, par son plus petit diviseur premier.
On refait successivement, par analogie, la méme démarche jusqu'a ce qu'on obtienne le reste 1.

Alors, le nombre a est égale au produit de tous les diviseurs premiers trouvés.



Exemple 5 :

Décomposons le nombre 1344 en produit de facteurs premiers : 1344
672
336
168
84
42
21

N W NN NN N

Donc : 1344=2°x3x7 1

5-3 Applications de la décomposition en produit de facteurs premiers
Activité 7 :
1) Déterminer les diviseurs de 84 et 120 puis déduire 84 A120.
2) Décomposer 84 et 120 en produit de facteurs premiers
3) Déterminer le produit des facteurs premiers communs entre les décompositions de 84 et 120 affectés de leur
plus petit exposant.
4) Que peut-on conclure ?
Théoréme 2 :
e Le pged de deux entiers naturels est le produit des facteurs premiers communs de leurs décompositions
affectés de leur plus petit exposant.
e Le ppem de deux entiers naturels est le produit des facteurs premiers communs et non communs de
leurs décompositions affectées de leur plus grand exposant.
Exemple 6 :
Sachant que a=2"x3x7x11 et b=2"x5x7"x13, déterminer a Ab et avb
Application 8 :
On pose a = 2160 et b=4860

1) Décomposer a et b en produit de facteurs premiers.
2) Déterminer aAb et avb

3) Vérifier que (a Ab)x(avb)=ab
4) Ecrire % sous forme d’une fraction irréductible.

5) Simplifier ab

Remarques 8 :

e Pour tout a;beN" ona: (anb)x(avb)=ab

e La décomposition en produit de facteurs premiers permet de déterminer le pged, ppem, réduction des
fractions, simplification des racines carrées......

Exercices : Exercices 6 et 7 de la série 1.

Complément de cours : Le carré parfait : Voir 'exercice 10 de la série 1.

Pour la recherche :

e Criteres de divisibilité par 4 et par 11.
e Détermination du pged par l'algorithme d’Euclide.

e Le nombre de diviseurs d'un entier a partir de sa décomposition en produit de facteurs premiers.



Résumé 1 : Notions d’arithmétique

Nombre pair — Nombre impair

e Tout nombre entier naturel n s’écrit sous la forme n =2k tel que k€N est appelé nombre pair.
e Tout nombre entier naturel n s’écrit sous la forme n=2k+1 tel que k€N est appelé nombre impair.

Multiple — Diviseur — pged - ppcm

e Le nombre m est un multiple de a s’il existe un entier naturel k tel que m=axk

e Le nombre d est un diviseur de a (d divise a ) s'il existe un entier naturel k tel que a=dxk

e Le plus grand commun diviseur de a et b est le plus grand entier qui les divises simultanément, on le note
par pgcd(a;b)ou anb.

e Le plus petit commun multiple de @ et b est leur plus petit multiple commun non nul, on le note par
ppem(a;b)ou avb.

Critéres de divisibilité :

e Un entier naturel est divisible par 2, si son chiffre des unités est 0, 2, 4, 6 ou 8.
e Un entier naturel est divisible par 3, si la somme de ses chiffres est divisible par 3.

e Un entier naturel est divisible par 5, si son chiffre des unités est 0 ou 5.

e Un entier naturel est divisible par 9, si la somme de ses chiffres est divisible par 9.

Nombre premier

Un nombre entier naturel est dit premier, s’il admet exactement deux diviseurs 1 et

Test de primalité

Pour tester la primalité d’un entier naturel a :

On calcul vJa et on détermine tous les nombres premiers inférieurs a Ja -
» Si a est divisible par 'un de ses nombres, alors a est n’est pas premier.
» Si a est n'est pas divisible par aucun de ses nombres, alors a est premier.

Décomposition en produit de facteurs premiers

Tout nombre entier naturel non premier et supérieur a 2 peut se décomposer d’'une maniere unique en un
produit de facteurs premiers.

Démarche de la décomposition en produit de facteurs premiers

Soit @ un entier naturel non premier supérieur a 2.
Pour décomposer l'entier a en produit de facteurs premiers on commence par diviser a par son plus petit
diviseur premier, puis, on divise le quotient ¢, de I'étape précédente, par son plus petit diviseur premier.
On refait successivement, par analogie, la méme démarche jusqu'a ce qu'on obtienne le reste 1.

» Alors, le nombre a est égale au produit de tous les diviseurs premiers trouvés.

Détermination du pged et ppem a partir de la décomposition en produit de facteurs premiers

e Le pged de deux entiers naturels est le produit des facteurs premiers communs de leurs décompositions
affectés de leur plus petit exposant.
e Le ppem de deux entiers naturels est le produit des facteurs premiers communs et non communs de

leurs décompositions affectées de leur plus grand exposant.
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Série 1

Notions d’arithmétique

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Nombres pairs - Nombres impairs

1)

suivants :

A=16n+2  B=4n*+8n+1 : C=4n’+10n+3

D=n"+n+4 ; E=n(n+1)(n+2) ;F=n"+1In

G=Bn+7)3Bn+8) ; H=n"+4n+8

2) Montrer que la somme de deux nombres pairs est paire.

3) Montrer que la somme de deux nombres impairs est
paire.

4) Montrer que le produit de deux nombres impairs est
impair.

5) Montrer que le produit de deux entiers naturels, dont
I'un est un nombre pair est pair.

6) Montrer que le produit de deux nombres naturels
consécutifs est un nombre pair.

7) Montrer que si a est pair, alors a’® Dest aussi.

8) Montrer que si @ est impair, alors a® Dest aussi.

Soit n un entier naturel, étudier la parité des nombres

Exercice 2 : Multiples d’un entier naturel

1)
2)

Donner les multiples du nombre 6 inférieurs a 85.
Soit 7 un entier naturel, On pose a=2"" —5x 2"
montrer que a est un multiple de 3.

Déterminer le nombre b sachant que le nombre 5b74
est un multiple de 3.

Montrer que si m et m' sont des multiples d’'un
nombre a alors 2m+3m" 'est aussi.

Soit @ un nombre impair, montrer que a® —1 est un

multiple de 8.

Exercice 3 : Diviseurs d’un entier naturel

1)

a) Déterminer les diviseurs de 28.

b) Montrer que la somme des inverses des diviseurs de
28 est un entier naturel.

281520 est-il divisible par 2,3,5,9 7

Déterminer les entiers confinés entre 301 et 389 qui

sont divisible par 5 et 3.

Montrer que pour toute n € N le nombre

b=7""x2"" est divisible par 7 et par 56.

a) Déterminer les diviseurs de 12.

b) Montrer que n+m et M—m ont de méme parité.

¢) En déduire les solutions de ’équation -y’ =12

Déterminer b sachant que 8150 est divisible par 2 et 9.

Déterminer le nombre ¢ pour que le nombre ¢921 soit
divisible par 3 et non par 9

a) Montrer que 111 est un diviseur de 10101.

b) Vérifier que (a2 +a+ 1)(a2 —a+ 1) =a'+a’ +1

¢) En déduire que 111 est un diviseur de 10° +10" +1
Soit n e N”

a) Déterminer six diviseurs du nombre 4n

b) Déterminer huit diviseurs du nombre 2n° + 2n

¢) En déduire quatre diviseurs communs des nombres :
dn et 2n° +2n

Exercice 4 : Le plus grand commun diviseur

1) a) Déterminer les diviseurs de 63 et de 84
b) En déduire 84 A 63

2) Déterminer a et b sachant que a+b=117 et anb=13
Exercice 5 : Les nombres premiers

)

Déterminer les nombres premiers parmi les nombres
suivants : 291 ; 119 ; 341 ; 503 ; 49 ; 14 ; 2491

5 2
2) a) Soit a € N, vérifier que a' +4 =(a2 +2) —(2a)2
b) En déduire que a’ +4 n’est pas premier.
Exercice 6 : Décomposition en produit de facteurs premiers

On pose a=1176 et b=7425
Décomposer aet ben produit de facteurs premiers.

2) Déterminer a Ab et avb
a
3) Simplifier 3 et Vab
4)  Déterminer le plus petit entier m tel que ma soit un
carré parfait (voir la définition dans I’exercice 10)
5) Déterminer le plus petit entier n tel que nb soit un cube.

Exercice 7 : Décomposition en produit de facteurs premiers
On pose a=216x10"et b=4x6x11

1) Décomposer aet b en produit de facteurs premiers.

2) Déterminer aAb et avb
3) Déterminer le dénominateur commun des nombres 2—8€t %
Exercice 8

Les gérants d’une association de solidarité décident de
distribuer 920 cahiers et 10143 stylos aux écoles primaires
d’un village.

1) Donner mentalement deux nombres premiers diviseurs de
920 et un diviseur premier de 10143.

2) Décomposer 920 et 10143 en produit de facteurs premiers.
3) Le président de I’association partage équitablement ces
fournitures scolaires entre les écoles. Quel est le plus grand
nombre d’écoles qui peuvent bénéficier de cette fourniture 7
Exercice 9

1) Soit ne N. Montrer que n’ +5n+14=(n+3)(n+2)+8.
2) En déduire toutes les valeurs de n pour que le nombre
n® +5n+14 soit divisible par (n+ 2)

Exercice 10 : Complément de cours
Un carré parfait est un entier naturel qu’on peut écrire sous
forme d’un carré d’un autre entier naturel,

Exemple : le nombre 49 est un carré parfait parce que 49 =7"
1) Déterminer les carrés parfaits parmi les nombres suivants :
81; 121 ; 169 ; 196x49 ; 225x17"

2) Soit k un entier naturel :

Montrer que A=k’ +4k+4 est un carré parfait.

3) Méthode : Pour prouver qu’un entier n'est pas un carré

parfait, il suffit de montrer que ce nombre est strictement

Correction

encadré entre deux carrés parfait consécutifs.
a) Le nombre 15 est-il un carré parfait ? justifier.
b) Montrer que k°+4k+5 n'est pas un carré parfait BExe3
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Calcul vectoriel
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1) Egalité et somme de deux vecteurs - Relation de Chasles
Activité 1 :

1) Soient A, B, C, D, M, N et O des points du plan.

Simplifier les expressions vectorielles suivantes :

AB+BC+CA ; OA+BO+CB ; MO+AM+O0A ; MN+ON+OM ; AM-NM

2) On considere la figure ci-dessous :

&

a) Construire le point B tel que u=AB.

b) Construire le point C tel que AB=CD et justifier la méthode de construction.

3) Construire le vecteur AB+AC . 4) Construire le vecteur AB+CD .

‘ B

c <« "
/ G

Définition 1 et Propriétés 1 : Egalité de deux vecteurs :

1) On dit que deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.
2) Soit ABCD un quadrilatere :

AB=DC équivaut & ABCD est un parallélogramme.
3) Soit A un point du plan et 4 un vecteur non nul.

Il existe un unique point M tel que : AM =
4) Quelque soient les points A, M et N on a :

> AM=0 équivaut a M =A .

» AM=AN équivaut & M =N .
Propriétés 2 :
1) Relation de Chasles : P
Quels que soient les points A, B et C on a : AB+BC=AC . A

2) Somme de deux vecteurs : Régle du parallélogramme :

Soient. A, B et C trois points non alignés.

La somme des vecteurs AB et AC est le vecteur AD tel que le quadrilatere

ABDC' est un parallélogramme. On écrit AB+AC=AD ou u+v=w

Remarque 1 : La norme d’un vecteur U est noté ”'&” et pour tous points A et B on a : ”@” =AB

Exercice : Exercice 1 de la série 2.
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2) Construction du vecteur au+bv - Propriétés des vecteurs

ABC' un triangle.
1) Placer les points M, N et E tels que :

AM =340 ; AN=-14¢ : AF=24B+[-14C
2 4 2 4
2) On a AM =%A—B, on dit que le nombre % est I'abscisse du point M dans le repére (4, B).

a) Déterminer I'abscisse du point N dans le repere (4,C).

b) Déterminer I'abscisse du point [ dans le repere (4, B).

Définition 2 :

e Soient O un point, ¥ un vecteur non nul du plan et & un réel non nul.

Soit A le point du plan tel que u=0A et M le point de la droite (OA) d’abscisse @ dans la droite D(O ;A).

On appelle vecteur produit de u par a et on note a.u le vecteur OM.

(s

Sia<0 Sia>0
M o A O A
@ < O @ O
«
i —
[a%71 ol

e Le vecteur a.u est de méme direction que le vecteur u et on a:

Si a >0, alors le vecteur a.uest de méme sens que u et ”au” = ax”u”.

|

Si a <0, alors le vecteur a.u est de sens opposé que u et ”au” =—a><||u

Remarque 2 : Pour tout vecteur v et pour tout réel kona: e Ou=0

Définition 3 : L’abscisse d’un point dans un repére

Soient A et B deux points distincts du plan et C un point tel que AC=aAB oi

Le réel a est appelé 'abscisse du point C dans le repere (4, B) .

Méthode pour construire le vecteur au + bv:

Etape 1 Etape 2 Etape 3

-
au

b’

Etant donné deux On construit les deux On costruit un parallélogramme
vecteurs non nuls 7 et ¥ vecteurs aii et bi pour représenter le vecteur

On les rameéne de sorte (Dans cette figure a et b =g+ b

qu'ils aient la meme sont positifs)

origine.
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Exemple 1 :
Soit ABC' un triangle, construire les points D, E, Fet G tels que :

@:%@ . BD=_2BC - ﬁ:g@%@ . CC=CF+ED

Propriétés 3 :

» Quels que soient les vecteurs u et v du plan et les nombres réels a et b, on a :
o lu=1.
e a(bu) = (ab)u .
J (a+b)12:a{a+b{¢ .
. a(a+'_z}) =au+av .
» Pour tout vecteur u et pour tout nombre réel @, ona: au=0 équivaut a (=0 ou u=0 ).
Exemple 2 :
Soient u et v deux vecteurs.
1) Simplifier : U = 2(u+5v)+3(u—v) et V =13u+2v+3(4v—u) .
2) En déduire que : V=alUou a est un nombre que l'on déterminera.

Exemple 3 :

Soient ABCD un parallélogramme, I et J les points tels que BI = éA—B et AJ=4AD .
1) a) Montrer que ﬁ=@+éﬂ?

b) En déduire que CI =—§CT)—E

2) Montrer que CJ =CD+3AD .

3) En déduire que CI =aCJ tel que «a est un nombre que I'on déterminera.

Exercices : Exercices 2 et 3 de la série 2

3) Colinéarité de deux vecteurs et ses applications
Activité 3 :

ABC un triangle. On considere les points D, E et I tels que :
AD=2AB+AC | E:%E’%R . BF =4AB+24C .
1) Montrer que AE =§E, et déduire que les points A, D et E sont alignés.

2) Vérifier que BF =2AD . Que peut-on dire sur les droites (4D)et (BF) ?

Définition 4 et propriété 4 :

e Deux vecteurs v et v non nuls sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction.
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e Deux vecteurs u et v sont colinéaires si, et seulement s’il existe un réel a tel que v=au .
e Le réel a est appelé le coefficient de colinéarité.

Remarque 3 : Le vecteur nul est colinéaire avec tous les vecteurs du plan.

Propriétés 5 : Parallélisme et alignement

Soient A, B, C' et D des points du plan.

e Deux droites (AB)et (CD)sont paralleles si, et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.
Autrement dit : (AB)|| (CD) < 1l existe un nombre réel o tel que CD=aAB .

e Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
Autrement dit A, B et C sont alignés < Il existe un nombre réel a tel que AC=aAB.

Exemple 4 :

A, B, C" et M sont des points du plan.

On pose : uw=MA+2MB-3MC et v=—6AB+9AC .
1) Montrer que uw=2AB-3AC

2) Montrer que u et v sont colinéaires.

Exemple 5 :

ABC' un triangle.

On considere les points M et N tels que AM =é§4 et AN =§B—C’—éTC !

Montrer que les deux droites (MN)et (BC)sont paralleles.
Exemple 6 :
ABC un triangle.

On considere les points D et E tels que AD =%A—B et DE =2R’ .

Montrer que les points A, C' et E sont alignés.

Exercices : Exercices 4, 5 et 6 de la série 2.

4) Détermination vectorielle du milieu d’un segment
Activité 4 :

Soit ABCD un parallélogramme.

Soit E le point du plan tel que AE=AB+2AD .

1) a) Montrer que les points B, C'et E sont alignés.

b) Justifier que le point C' est le milieu du segment [BE]

2) Soit M un point du plan, montrer que MB+ ME =2MC'.

Propriété 6 :

Soient A et B deux points distincts du plan.

Le point I est le milieu du segment [AB] si et seulement si I'une des conditions suivantes est réalisée :

0E=2ﬁ ou ﬂ:éA—B. A

OEZE ou I_AAIEI’
o [A+IB=0.
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Exemple 7 :
Soit ABC un triangle, le point M est le milieu de [AB]et N celui de [A C].

- 1 .
Montrons que : MN == B(C . /\\
d 2 M )

On a d’apres la relation de Chasles : \
MN = MA+ AN .

:éﬂ+éﬁ (Car M est le milieu de [AB] et N celui de [AC])

-2 (BA+AC)
2
EYTe
2
Remarque 4 : Théoréme des milieux A
ABC un triangle. /‘/\t\
o 1 I
Si M est le milieu de [AB] et N celui de [A C’] alors MN=5BC. \’\
B C
Exemple 8 :

ABC un triangle, E et F les points tels que AE=CB et AF=AB+AC
1) Construire une figure convenable.
2) Montrer que B est le milieu du segment [EF].

Remarque 5 : La propriété caractéristique du milieu d’un segment

Soient A et B deux points distincts du plan.
Le point I est le milieu du segment [AB ] si et seulement si pour tout point M du plan MA+MB=2MI .

Exemple 9 :
ABC est un triangle quelconque de centre de gravité G .

A" et B' sont les milieux respectifs des segments [BC’] et[CA].
On considere le point M tel que MA+MB+MC=0.

1) a) En utilisant la propriété caractéristique du milieu d’un segment montrer que : MA'= _EMA

b) En déduire que M appartient a la médiane issue de A .
2) a) De la méme maniére, démontré que M appartient a la médiane issue de B.
b) En déduire que M =G .

3) En déduire que GA+GB+GC =0 ; GA=—-2GA’ ;@:—é@ : A—'G:éﬂ :

2l

()
Il

W
S
>

Remarque 6 : Détermination vectorielle du centre de gravité d’un triangle

» Le centre de gravité d’un triangle est le point d’intersection de ses médianes.

» Le point G est le centre de gravité du triangle ABC' si et seulement si 'une des conditions suivantes est
réalisée : &

¢ GA+GB+GC =0

e AG =§ﬁ (avec est le milieu de[ BC]) N

Exercices : Exercices 7 et 8 de la série 2.

Complément de cours : La droite D’Euler : Voir 'exercice 13 de la série 2.
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Résumé 2 : Calcul vectoriel

Egalité de deux vecteurs

e On dit que deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

e La norme d’un vecteur u est noté ”1]” et pour tous points A et B on a : ”A—B” =AB

e Soit ABCD un quadrilatere : AB=DC équivaut a ABCD est un parallélogramme.

Relation de Chasles : B
Quels que soient les points A, B et C on a : AB+BC=AC . 3 &

Régle du parallélogramme :

Soient A, Bet C trois points non alignés.

La somme des vecteurs AB et AC est le vecteur AD tel que le quadrilatere
ABDC' est un parallélogramme. On écrit AB+AC=AD ou u+v=uw

Différence de deux vecteurs :

La différence des vecteurs u et (dans cet ordre) s’obtient en ajoutant au

vecteur u 'opposé du vecteur v : u—v=u+(-v).

Multiplication d’un vecteur par un réel

Le produit du vecteur u par le réel a est le vecteur au tel que : au et u ont méme direction.

Lorsque o >0 Lorsque a <0
e qu a le méme sens que u e qu est de sens opposé a celui de u
* o] =ax{] * o] = -]

Reégles de calcul

Quels que soient les vecteurs v et v du plan et les nombres réels a et b, on a :

o lu=u. o a(bu) = (ab)u .

0(a+b)1;=a7;+b1;. 0a(71+5)=a1;+a5.
Pour tout vecteur et pour tout nombre réel @, on a: au=0 équivaut & (a=00u u=0 ).
Colinéarité de deux vecteurs

e Deux vecteurs u et v non nuls sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction.

e Deux vecteurs u et v sont colinéaires si, et seulement s’il existe un réel a tel que v=au .

Parallélisme et alignement

(AB)|I(CD) si et seulement s’il existe un nombre réel a tel que CD=aAB .

A, B et C sont alignés si, et seulement s’il existe un nombre réel a tel que AC =g

Milieu d’un segment :

2\ &
\_'_..0.)-3 U(v

Le point I est le milieu du segment [AB] si et seulement si I'une des conditipng’s ai:fgeé est réalisée :
e AB=2AI ou A—[:éA—B A

e Al=1B ou IA=BI.
o IA+IB=0. b
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Exercice 1 (construire, égalités et sommes de vecteurs)
1) Soit A, B, C, D et E des points du plan
Simplifier BE+DF+ EF+AB+ED+ FA
2) Soit A, B, Cet D quatre points du plan.
a) Construire M et N tels que AN =AC+AD et BM =AC
b) Montrer que BD = MN
3) Soit ABCD un parallélogramme de centre O.
a) Construire le point M tel que OM = AB+ AD
b) Montrer que CM = A0
Exercice 2 (construction du vecteur au+bv B
1) Soit ABC un triangle, on pose u=AB et v=AC
Construire les vecteurs suivants :

O e ]~ 5- 2.
3u;—2v;3u + (—2v);—u; —v;— =
3 3

2)  Construire M tel que AM = AB+2AC
3)  Construire N tel que BN = BA-3BC
Exercice 3 (propriétés des vecteurs)
Soit ABC un triangle, M, N et P les points tels que

ngﬂz, ﬁ:éﬁc et AP=24C
e e e
1) Montrer que MNZEBC’—gBA et NP=§BC—BA .

2) En déduire que NP =aMN tel que «a est un nombre que
I’on déterminera.
Exercice 4 (colinéarité de vecteurs)

ABC un triangle. On considere les vecteurs suivants :

w=2AB+BC—-340C et ;:_ﬁ+§@+gm.

1) Exprimer u et v en fonction de ABet AC .
2) Montrer que les vecteurs u et v sont colinéaires.
Exercice 5 (parallélisme de droites)

Soit ABC un triangle, I et J les points tels que
Al =2 AB et 4J=3AC
1) Exprimer IC et BJ en fonction de ABet AC .
2) En déduire que (IC)]|(BJ)

Exercice 6 (alighement de points)

Soit ABCD un parallélogramme, P et @ les points tels que
RN 1 . R 3
BP=5AB et AQ=3AD

1) Exprimer CP et @ en fonction de ABet AD .
2) En déduire que les points C, P et @ sont alignés.

Exercice 7(détermination vectorielle du milieu d’un segment)
ABC un triangle.
1) Construire les points D et E tels que EB=BA et
ED =2BC
2) Montrer que C est le milien du segment [AD]

Exercice 8
Soit ABC un triangle, I le milieu de [AB] et M le point tel

que MA+MB+2MC =0
Montrer que M est le milieu de [10].

Exercice de renforcement
Exercice 9 Correction

Soit ABCD un parallélogramme

. 3.
Construire F tel que AFE = EAB

Construire F tel que AF =3AD
. 3. . 9 .
Montrer que CE =§AB—AC’ et F'E =§AB—3AC’

En déduire que les points C, F et F sont alignés.
Exercice 10
Soit ABC un triangle, on pose u=AB et v=AC
On considere les points M, N et P tels que :

BM =-1BC, N -1 e aP=1;
4 4 5
Montrer que AN = 55 et AM = é&—ii;
4 4 4
a) Exprimer BN et CP en fonction de uet v
b) Montrer que (BN) 1 (CP)
Soit I le milieu de [BN] et K le milieu de [CP]
a) Exprimer Al et AK en fonction de u et v
b) En déduire que les points A, I et K sont alignés.

4)  Soit E le point tel que BE = g% , montrer que E € (1K)

Exercice 11

Soit ABC un triangle, I et J les points tels que :

alA+BIB=0 et BJA+aJB=0 Avec a;BeR" et a+f#0
Montrer que IJ et ABsont colinéaires.

Exercice 12

Soit ABC un triangle, M un point de (BC) d’abscisse z dans le
repere (B ; C)

1) Montrer que AM =(1-2)AB+zAC

2) Soit N le point du plan tel que AN =(1-7)AC +zAB

Montrer que les points B, C'et N sont alignés.
Exercice 13 (Complément de cours)

Soit O le centre de cercle circonscrit et G sont centre de
gravité d’un triangle ABC.
Construire le point D symétrie de O par-rapport a (B C )
Montrer que 0D =0B+0C
Construire le point H tel que OH =0A+0B+0C
Montrer que AH = 0D et en déduire que (AH) L(BC)
Construire le point F symétrie de O par-rapport a (A C )
Que représente le point H pour le triangle ABC ?
Montrer que OA+0B+0C =30G (rappel
GA+GB+GC=0)
En déduire que les points O, G et H sont alignés.
La droite passant par les points O, G et H est appelée droite
d’Euler.
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1) Projection sur une droite parallelement & une autre

Définition 1 :

Soient (D)et (A) deux droites sécantes, M un point du plan et M"' le point tel que : M'e (D)et

(MM ]1(A)
7 / M
/ )

M (D

M" est appelé la projeté de M sur la droite (D) parallelement a (A).

On écrit : By (M)=M'ou P(M)=M"

Remarques 1 : Soit P la projection sur (D) parallelement a (A)

o P(M)=M"'< M'e(D) et (MM')]1(A)
e Si Ae(D) alors P(A)=A
e Si Ae(A) alors P(A)=0 avec O est le point d’intersection de (D) et (A)

Exemple 1 :
ABC un triangle et E un point de (AC). Soit Fun point de (AB)tel que (BC)//(EF).
Soit. P la projection sur (AC)parallelement a (BC)
Déterminons P(F), P(A), P(B), P(E) et P(C)

B

C A

/ E
Ona: P(F)=FE car E€(AC) et (EF)I/I(BC)

On a: PA)=A car Ae(AQ)

On a: P(B)=C car P(B)=C et (BC)/I(BC)

On a: P(EF)=F car Ee(AQ)

On a: P(C)=C car Ce(AC)

Application 1 :

Soit ABCD un losange de centre O . P est la projection sur la droite (BC) parallelement a(AB).
Déterminer P(A), P(D) et P(O)
Projection orthogonale

Si (D) L(A) et FpynyM)=M'
Alors M' appelé la projection orthogonale du point M sur (D), et on écrit F, (M)=M"

(A)

M

M (D)
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2) Propriétés de la projection
La projection conserve le coefficient de colinéarité
Soit P une projection du plan sur une droite (D) parallelement a une autre (A).

Soient A, B, Cet D quatre points du plan et k£ un réel.
Si AB=kCD alors P(A)P(B)=k.P(C)P(D)

On dit que la projection conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.

La projection conserve le milieu :

Soit P une projection du plan sur une droite (D) parallelement a une autre (A).

Soient A et B deux points distincts du plan.

Si I est le milieu du segment [AB], alors le point P(I) est le milieu du segment [P(A)P(B)]
On dit que la projection conserve le milieu d’un segment.

Exemple 2 :

ABCun triangle, I est le milieu du segment [AC], E un point de (4C)tel que :

IE:éE et F le point tel que F,p 1py(E)=F

1) Construire une figure convenable. 2) En utilisant la projection montrer que BF :iﬁ
3

Soit P la projection sur (AB)parallelement a (IB)

]
On a IFE :EA] et puisque la projection conserve le

coefficient de la colinéarité alors : P(I)P(E) = é P(A)P(I)
Et puisque P(E)=F,

P(A)=A car Ae(AD),

P(I)=B car (IB)//(IB) et Be(AB),

E

Alors ﬁ = é@

Application 2 :

Soit ABCun triangle et M le point tel que AM =§E

Soit N le projeté de M sur (AC) parallelement a (BC). Montrer que N—C’:—éﬁ.

3) Théoréeme de Thales
3-1 Théoreme de Thales

Théoréme 1 :

(D)) et (D,) deux droites sécantes en un point 4.
Soient B et M deux points de (D,), € et N deux points de (D,).
Si (BCO) I (MN)

AN ;;/ N J/ \\

(L)

AB _AC _BC

Alors = =
AM AN MN
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Remarque 2 :

Le théoreme de Thales s’applique pour le calcul des longueurs.
Exemple 3 :
ABCD est un parallélogramme, AB=8, AD=4,5 etAE=1,5. (Voir la figure ci-dessous)
Calculons la distance AM.
On a :(AM)||(DC), donc d’apres le théoreme de Thales :
ED _ DC , ¢’est-a-dire EA+AD _ AB
FA AM FEA AM !
Done  AM = EBxEA  8x1,5

EA+AD 15445

E

Traduction vectorielle du théoréme de Thalés :

(D,))et (D,) deux droites sécantes en un point 4.
Soient B et M deux points de (D)), C' et N deux points de (D,).
Si (BO)||(MN)
AM =kxAB
Alors il existe un réel non nul & tel que AN =kxAC
MN =kxBC
Application 3 :
Soit ABC un triangle, M et N deux points tels que AE[BM], Ae[CN] et (MN)||(BC).
Sachant que MN =13, AM =12, AN=x, AB=18, AC=30 et BC=y
1) Déterminer z et y.

2) Déterminer le nombre k tel que MN =kxBC.
- 3-2 Théoreme de Thales réciproque

Théoréme 2 :

(D)) et (D,) deux droites sécantes en un point 4.
Soient, B et M deux points de (D,), €' et N deux points de (D,).

Tels que les points A, M et B sont alignés dans le méme ordre que les points A, N et C.

. AB AC
Si —=—
AM AN

(D)

Alors : (BC)||(MN)

Remarque 3 :

Le théoreme de Thales réciproque s’applique pour démontrer les droites paralleles.

Exemple 4 :

O




2) Montrer que (EC) || (AN) :
On a les droites (DE)et (DC) sont sécantes en D, les points D, A, E et les points D, N, C' sont

alignés et de méme ordre, or :

DE _DC (... DE_DA+AE 45+15 4  DC_AB _ AB _4
DA DN DA DA 45 3 DN zDC jAB 3

Alors d’apres le théoreme de Thales réciproque : (EC)||(AN)

Traduction vectorielle du théoréme de Thalés réciproque :

(D)) et (D,) deux droites sécantes en un point 4.
Soient B et M deux points de (D,), €' et N deux points de (D,).

Tels que les points A, M et B sont alignés dans le méme ordre que les points A, N et C.

AM =kxAB
S’il existe un réel non nul k tel que ¢ __.

AN =kxAC
Alors :(BC)||(MN)

Application 4 : C

Dans la figure ci-contre :
AB=11, AM=7, AC=13,2et AN =8,4
Les droites (MN)et (BC) sont-elles paralleles ? A M B

3-3 Théoreme de Thales par la projection

Théoréme 3 :

Soient (L) et (D)deux droites non paralleles a une troisieme droite (A) .

Si A, B et Csont trois points distincts de la droite (L) et les points :

A', B'et (" sont respectivement leurs projetés sur (D) parallelement a (A),
AC _A'C

Alors == -2~
AB A'B'

Traduction vectorielle du théoréme de Thalés par la projection :

Soient (L) et (D) deux droites non paralleles a une troisieme droite (A) .
Si A, Bet Csont trois points de la droite (L) et les points A', B'et C' sont respectivement leurs

projetés sur (D) parallelement a (A),

AC =kxAB
A'C'=kxA'B'

Alors il existe un réel non nul £ tel que {

Exemple 5 :

Dans un trapéze ABCD de bases paralléles [AB] et [CD], M est un point sur
(AD)et N est son projeté sur (BC) parallelement a (AB).

Donc il existe un réel ke R" tel que AM =kAD et BN =k.BC

Application 5 :

ABCD est un parallélogramme, I le point tel que Al zgﬁ et J le projeté de I sur (DC) parallélement a (AD).

Montrer que DJ = %D—C; .
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Résumé 3 : Projection

1) Projection sur une droite parallélement & une autre

Soient (D)et (A) deux droites sécantes, M un point du
plan et M’ le point tel que : M'e(D)et (MM)//(A)

7 /
/ M (D)

M’ est appelé la projeté de M sur la droite (D)
parallelement a (A) .

On écrit : By (M)=M"'ou P(M)=M'

2) Projection orthogonale

Si (D) L(A)et By ayM)=M"

Alors M' appelé la projection orthogonale du point M
sur (D), et on écrit F,,(M)=M"

3) La projection conserve le coefficient de colinéarité

Si AB=kCD alors P(A)P(B)=k.P(C)P(D)

4) La projection conserve le milieu :

Si I est le milieu du segment [AB], alors le point
P(I)est le milieu du segment [P(A)P(B)]

5) Théoréme de Thalés :

(D)) et (D,) deux droites sécantes en un point A .

Soient B et M deux points de (D,), €' et N deux
points de (D,).
Si (BO)||(MN)

\

/

B
/(Dl)

P

Théoréme 1 :

Si (BO)Y||(MN)

Alors AB = AC - BC
AM AN MN

Traduction vectorielle :

Si (BO)||(MN)

M N
(

c
)

D,)\

AM =kxAB
Alors il existe un réel non nul k& tel que AN =kxAC

MN =kxBC

6) Théoréme de Thalés réciproque :

(D)) et (D,) deux droites sécantes en un

point A .
Soient B et M deux points de (D,), C et

N deux points de (D,).

Tels que les points A, M, B sont alignés dans
le méme ordre que les points A, N, C.

(D)

Dy

Théoréme 2 :

Ap _AC
AM AN
Alors : (BCO)||(MN)

Traduction vectorielle :

AM =kxAB
S’il existe un réel non nul £ tel que { . X_
AN =kxAC

Alors : (BO)||(MN)

7) Théoréme de Thalés par la projection :

Soient (L) et (D)deux droites non paralléles a
une troisieme droite (A) .

Théoréme 3 :

Si A, B et (Csont trois points distincts de la
droite (L) et les points :
A', B'et ("' sont respectivement leurs projetés

sur (D) parallelement a (A),

Alors ﬂzﬂ
A'B'

Traduction vectorielle :

AC=kxAB
A'C'=kxA'B'
24
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Niveau : TCSF Projection Matiere : Mathématique

Exercice 1 3) Calculer la distance ME
Soit  ABC un triangle et M un point du plan défini || 4) Montrer que 4EM +12AN =3DB
par : AM = 2@ Exercice 5
3 Soit ABCD un trapéze, dont ses deux bases sont
Tracer le point M' le projeté du point M sur (AC) [AB]et [DC].

Parallelement a (BC) I
9 M un point du plan tel que : BM =—BA et soit N le
1) Montrer que : AM'==AC 3
3 5 projeté de M sur (BC) parallelement a (AC)

2) En déduire que : MM 'ZE BC Soit P le projeté du point N sur (DC) parallelement

Exercice 2 a (DB)
Soit ABC un triangle, on considere le point A/ tel 1) Tracer une figure.

_— 2 —3 .
que : AMngB 2) Montrer que DP=§DC'

Soit M, le projeté du point M sur (A C) parallelement
a (BQC)
Soit M, le projeté du point M, sur (BC) parallélement
a (AB)
Soit M 'le projeté du point M, sur (A B) parallélement
a (AC)

1) Tracer une figure.

3) Construire @ tel que FQzém

4) Montrer que MNP(Q est un parallélogramme.

Exercice 6
Soit ABC un triangle et M un point de [BC]

Soit N le projeté du point B sur (A4C) parallelement a
(AM)
o Soit E'1e projeté du point C sur (AB) parallelement a
2) Ecrire BM" en fonction de BA (AM)

3) Montrer que [AB]et [MM ont le méme milieu. 1) Tracer une figure. Correction

Exercice 3 MA CM
2) Montrer que : — = ——
Soit ABC un triangle. NB CB
MA BM
CE (B
La parallele a (FC)passant par F' coupe (AB)en un 1) Déduire que : R N 1
point 1. " MA NB CE
5) Enoncer un algorithme de construction d’un segment

E et Fles points tels que Ezéz‘l—B et ﬁ:%ﬁ 3) Montrer que :

La paralleéle & (BF) passant par E coupe (AC)en
dont sa longueur est h qui vérifie I’égalité suivante :

: 11 1 ,
1) Tracer une figure. —=—+— (avec a et b deux longueurs données)

— — h
2) Ecrire AJen fonction de AF . .
B S Exercice 7
3) Ecrire AIen fonction de AE
4) Montrer que : AIxAC=AJxAB
5) Déduire que (BC) et (IJ) sont paralléles.

Exercice 4

un point J .

ABC un triangle et (A)une droite du plan qui coupe
(AB), (AC)et (BC) respectivement en P, Net M.
La parallele & (AB) passant par C coupe (A) en F .

. 1) Tracer une figure.
ABCD un trapeze rectangle en A et D, tel que

2) Comparer les deux rapports :
DC>AB et AD=5 ) Comp bp

MB BP
a) — et —
MC CE
NC E
le projeté de M sur (AB) parallelement & (BC) b) — et C—

NA AP
Soit FE le projeté orthogonal de M sur (DC) MB NC PA

3) Déduire que : ——Xx——x——=
MC NA PB

M le point du plan tel que : AM =§R’ et soit N

1

1) Tracer une figure.

2) Montrer que HVzéA—B et W\/:iCB
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Exercice 1 (Notions d’arithmétique)

(Pour les questions de 1 a 16) Choisir la ou les réponses justes :

A B C D

1) | 2017 est un nombre : pair impair premier n’est pas premier

Pour tout n € Nle nombre
A=14n+ 28 est :
3) | Tous les entiers naturels sont des : | multiples de 1 multiples de 0 deviseurs de 1 deviseurs de 0
4) | Le nombre de diviseurs de 12 est : 2 6 infini 8
Soit a;b €N tel que axb est a et bsont a et bsont
5) | . ) E ¢ ) son .e 'son a+b est impair a+b est pair
impair, donc : pairs impairs
Pour tout neN : 5n(n+1) est
6) pair impair divisible par n premier
un nombre :
7) | 945 A1176 = 210 21 52920 1323
8) | 945v 1176 = 21 52920 1323

Pour tout a;beN", ab anb ab

2) pair impair un diviseur de 7 un multiple de 7

9
) ona: avb= avb ab ab anb

Pour tout neN :

7" —7"est un multiple de :
11) | anl= 0 a 2
12) | avl= 0 a 2
13) | Si a divise b alors : anb=a avb=a avb=b

10) 3 5 6

a est un diviseur b est un multiple de

14) | Si a divise b alors : a>b do b .

d est
15) [ Si d=aAb, alors : d divise a .es u d>1 d>a
multiple de @

Si @ et b deux nombres premiers
16) P anb=1 avb=ab a+b est premier axb est premier

distincts alors :

17) Déterminer le nombre b sachant que 815b est divisible par 2 et 9.
18) Montrer que si a est impair, alors a® est impair.
19) Déterminer @ et b sachant que a+b=66 et anb=11
20) Montrer que la somme de trois entiers naturels consécutifs est un multiple de 3.
Exercice 2 (Calcul vectoriel)
Soitt ABC un triangle, E, F et P les points tels que : ﬁ:gA—B ; AF =3AC : AP=2AB-AC

Correction
-

Montrer que CP=2CB

Montrer que ﬁ’z—%ﬁh’)’ﬁ et PF=-2AB+4AC

)
) Construire une figure convenable.
)
)

4

5) Soit I le milieu du segment [AB] , montrer que EF et CI sont colinéaires.

En déduire que les points F, F et P sont alignés.
Exercice 3 (Projection)
ABCD un parallélogramme, E un point tel que AE =§E et H la projeté de E sur (BC) parallelement & (AB).
- . R 1 N
1) Montrer que CHzéCB et EH=§AB

2) Soit F' un point tel que FBzéﬁ montrer que (EF)//(BC’)
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1 (12 pts)

1) On considere les entiers naturels suivants : @ =3900 et b=495.
a) En utilisant la méthode de décomposition en produit de facteurs premier montrer que :
A= 27X 3XE7 K13 €6 D= 37 X5 X LD e et et e e e e e
D) EN dAUITe @ AD €6 GV D oo et et et et e e e

13x2* 11
¢) Simplifier les nombres suivants : %, \ab et 3% +7
a

2) Soit neN, on pose : A=5"7-5" et B=7x3"+3""
Montrer que A est un multiple de 4 et que 10 diviSe B ..ottt 2.
3) Déterminer la primalité du nombre 299....... ..ottt L

4) Soit n un nombre impair, montrer que n° —1 est un multiple de 8.,
Exercice 2 (5 pts)

Soit ABCD un parallélogramme, M et N les points définis par : BM = —éﬂ et AN=3AD.

1) Construire une figure CONVENADIE .. .......... .ottt e et et ettt et

2) Montrer que CM = —E—% 0t ON = —AB+2BC oo e e e e e

)
)
3) En déduire que les pomts C,Met N sont alignés....
4) Soit I le milieu de [DN].

Vérifier que DN =2AD puis montrer que D le milie de [ AL ] i
5) Soit K le point défini par AB = BK .
Montrer que les vecteurs BD et KI sont colinéaires...

Exercice 3 (3 pts)

Soit ABC un triangle, E le point défini par BE = §OA et soit F' le projeté du point F sur (AB)

parallelement a (BC) .

1) Construire une figure CONVENADIE .. .......cc.covwt i ieriie ettt ettt

2) En utilisant la projection montrer que BF :éﬂ e ere e enssun s svs s enssn anssansesans s ens s ngame
3) Soit I le milieu de [A C ] et P le point du plan défini par IP = éﬁ

a) Montrer que ]TD:éﬁl OO SR SOOI |

b) Montrer que AF_AP et e e et e e 0 e8¢ e et e e 0 e e e e e e e e e s e e R
AB Al :

) QUE PEUL-ON CONCIUTE ..ottt e e N <o g e e
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1) Ensembles des nombres

Rappel :

L’ensemble des entiers naturels est noté N, on a N ={0;1;2;3; ........... }

Définition 1 :

L’ensemble des entiers relatifs contient les entiers naturels et leurs opposés, on le note par Z , on a

Remarque 1 :

Tous les entiers naturels sont des entiers relatifs positifs, on dit que « N est une partie de Z » ou « N

est inclus dans Z » et on écrit NcZ.

Exemple 1 : Répondre par vrai ou faux : -7 €% ; ge 7 ; \/ﬁ e’

Notations :

e 7" est I'ensemble des entiers relatifs positifs. (Z" =N)
e 7 est 'ensemble des entiers relatifs négatifs.

e 7' est 'ensemble des entiers relatifs non nuls.

e 7 est 'ensemble des entiers relatifs positifs et non nuls. (Z7 =N")

e 7’ est I'ensemble des couples d’entiers relatifs (z;y), on écrit (z;y) € Z® ou =y eZ

Activité 1

Ecrire si possible les nombres suivants sous la forme Lﬂ tel que ae Z et neN : 2,15, —0.347; 9; —1,

L |~

Définition 2 :

s . . Ve O a
Les nombres décimaux relatifs s’écrivent sous la forme —tel que a€ Z et neN, forment un
10

ensemble noté ID, on a ID:{%.n/ae Z et neN}

Remarques 2 :

e ID ={Les nombres dont les chiffres apres la virgule est finis}
e Tout nombre relatif est un nombre décimal (car si ae Z alors a= - LO elD)

Donc Z < ID, ainsi NcZ c ID

Exemple 2 : Répondre par vrai ou faux :

5,6eID ; 123e€lID ; —24,845€ID ; -%EID; geID :NcID; N elID"; Z'cID:; IDcCZ

Définition 3 :

Tout nombre s’écrit sous la forme de quotient d’un nombre entier relatif par un nombre entier naturel est

appelé nombre rationnel.

L’ensemble des nombres rationnels est noté Q, On a : Q ={%/ ae 7 et be N*}
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Exemple 3 :
1 -3 4 —-136 4 5

—4
—-€Q; —e€Q; —=—€Q,; -1,36=——€Q; 4=-€Q;, —
3 @ 8 Q -7 7 Q 100 Q 1 Q 10

Remarques 3 :

€Q

e Tout nombre décimal est un nombre rationnel, donc ID c Q, ainsi NcZ c ID cQ

e V22Q; 7¢Q;V32Q ;52Q
e SiaeQ et beQ alors atbeQ, axbeQ et a" €eQ pour tout neN

e [L’ensemble des nombres rationnels s’écrit aussi de la fagon suivante Q = {%/ ae Z,beN" et anb= 1}

Introduction :

Il existe des nombres qu’on ne peut pas s’écrit sous la forme % tel que aeZ et beN”

(Exemples N2, 7, 3 ) on les appels les nombres irrationnels.
Définition 4 :

L’ensemble des nombres réels est constitué des nombres rationnels et des nombres irrationnels, on le

note par R | on a R= {les nombres rationnels et les nombres irrationnels}

Exemple 4 :
o V2eR : /2 estla longueur de la diagonal d'un carré de coté 1.

e 7R : 7 est aire d’un cercle de rayon 1.

Remarque 4 :

NcZclDcQcR

Exercice : Exercice 1 de la série 4.

2) Opérations dans I’ensemble IR

Activité 2

Simplifier et calculer les nombres suivants :

i—i 0,03—1(1)0+0,3
A=—-~——2 H B=
16 32 24 4 100
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Activité 3

Soit a;b;c;d e R, simplifier les expressions suivantes :

A=[(a=c)=(a=b)]-[(c—a)—=(b—c)]et B=(a—b)(c+d)—5(3a—0)

Activité 4 : Soient a et b deux nombres réels. Montrer que :

1) (a+0b)’ =a’ +3a°b+ 3ab” + 1’ ; 2) (a-b)’ =a’ —3a°b+ 3ab’ —b’
3) (a+b)(a@® —ab+b”)=a’ +b’ : 4) (a=b)(a’ +ab-b")=a’ -V’

Propriétés 1 : Soit a, b et ¢ des nombres réels

— L’addition dans R :

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a
a+(—a)=(-a)+a=0

— La multiplication dans R:
axb=bxa
ax(bxc)=(axb)xc

axl=1xa

Si a#0 alors axl=lxa=1
a a

Si b#0 alors 2=axl
b b

Propriétés 2 : Soit a, b et ¢ des nombres réels, on a :

ax(bxc)=
(axb)xc=
(a+b)(c+d)=

Propriétés 3 : Soit a;b;c,deR, on a :

+

2|0 alo o

X

Qo =le s o

. X
Si ¢c#0 alors %€ _

bxc

Propriétés 4 : Les identités remarquables : Pour

1) (a+b)° =

(a+b)(c—d) =
(a=b)(c+d)=
(a=b)(c—d)=

—+

oo Mo o

0

e o o o e
Il
o

axb=0<
a+c=b+ce>

tout a;belR on a:

5) (-t =
6) o’ +b° =
7) o’ —b’ =

Si ¢c#0 alors axc=bxc<
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Remarque 5 :

Application 1 :

Simplifier et calculer le nombre suivant : A=

Application 2 :

Développer et simplifier les expressions suivantes :
A=(z+2)°-22" ; B=(z+1)°’—(z-10"; C=2z-1)°-(22+1)°

Application 3 :

Factoriser les expressions suivantes :
A=31+2)°-9; B=92"+6x+1; C=(x+2)(x+1)—2-2; D=5(2"-4)—(z—2)° +2° -8

Exercices : Exercices 2 et 3 de la série 4.

3) Puissances — Ecriture scientifique d’un nombre décimal

Définition 5 :

Soit aeR* et neN ,ona: a’ =1 : o' =a
. L1 (1Y 1 1 1
Pout tout n>2 : a” =axa............ Xa eta =—=—| ==X—....e. X —
My a a a a a
n fois « — J
n fois
Exemple 5 :
(-2)'- (-5 -
_475: —32:

Remarques 6 :

e L’écriture 0’ n’est pas définie.
e Soit a;beR et neN", on a :

n

Si n est pair et a#0 alors (-a) #-a
Si n est impair alors (-a) =-a

Propriétés 4 : Soit a;beR" et n;meN

a"xa" = (axb)" =

Si n est pair alors a" >0

Si n est impair alors le signe a" est le méme signe de a
Si a"=b" et n est pair alors a=0 ou a=-b

Si a"=b" et n est impair alors a=>5

a"=0<a=0

,ona:

Application 4 : Simplifier et calculer les nombres suivants :

3 -5
A:W ; B=8x(7x5) x
77 %10 x8

32 x7?

77

77 %
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3-2 Ecriture scientifique d’un nombre décimal

Propriété 5 et définition 6 :

Tout nombre décimal non nul peut s’écrire sous la forme x=ax10" tels que p€Z et a un nombre décimal tel
que 1<a<10 ou —10<a<-1

Cette écriture est appelée I’écriture scientifique du nombre z.
Exemple 6 : Donner ’écriture scientifique des nombres suivants :
2025 = ; 23,001= ; —0.00007 =
Application 5 : Donner ’écriture scientifique des nombres suivants :

2,11x10" x5x107°
3 x10°

A=12x10"x5x10° B=3x(1()—2)3x4,5x108 . (=

Exercice : Exercice 4 de la série 4.

4) Les racines carrées

Activité 5 : Simplifier les nombres suivants :

2
A= TFNT5(2) 0 BN 0=F(VB ) i p=YETS
g J5x2

Définition 7 : Soit a e R*

La racine carrée de a est le nombre réel positif z tel que z° =a on le note par \/E et on écrit == \/E

Propriétés 6 :

Soit a;be R et neN”
() =

‘ a
(ﬁ)zz\/aj:a Ja=\bh =

Jaxb =Jaxb Jo=0s
\/* Sizzx/g alors z° =a
a_N~Na

= . 2 ] _ _
b \/5 Si 2=a et a>0 alors 2=+a ou z=—a

-

Application 6 :
1) AxB, A’et B sachant que A=\/3+2\/§—\/3—2\/§ et B=\/3+2\/§+\/3—2\/§

2) On pose X =y17+124/2 ot Y =+17-124/2
a) Montrer que X.Y =1
b) Montrer que X*+Y~ =34
¢) En déduire la valeur de (X+Y)Qet de (X—Y)2
d) En remarquant que X +Y >20et X —Y >0 déduire la valeur de X +Y et de X =Y
(X+Y)+(X-Y) (X+Y)—(X-Y)
2 2

e) En remarquant que =Xet =Y , déduire la valeur de X et de Y

Remarques 8 :
(\/;4_\/3)2:&_'_2\/%4_5 Si aeR" alors a:\/gx\/g

(\/E—\/g)2=a—2\/%+b Si aeR™ alors a:—\/;x\/g
Ja+Jb>Ja+b Si a;beR* alors Vaxb =axb

Ja—b>Ja—+b Si a;beR™ alors Jaxb =~—ax~-b

Exercices : Exercices 5 et 6 de la série 4.
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Résumé 4 : Ensembles des nombres

Les ensembles des nombres

e [’ensemble des entiers naturels :

e [’ensemble des entiers relatifs :
Z.={..;=3;=2,-1,0,1;2;3;...}

e [’ensemble des nombres décimaux relatifs :

ID={L/ae 7 et neN}
10”

e [’ensemble des nombres rationnels :
Q={%/ae Z et beN*}

e [’ensemble des nombres réels :
R = {les nombres rationnels et les nombres irrationnels}
e Ona NcZcIDcQcR

L’addition dans IR

a+b=b+a

a+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a
a+(—a)=(-a)+a=0

La multiplication dans IR

axb=bxa
ax(bxc)=(axb)xc
axl=1xa

Si a#0 alors axizlxazl
a a

Développement dans IR
ax(btc)=axbtbxc

(axb)xc=axctbxc

(a+b)(c+d)=axc+axd+bxc+bxd
(a+b)(c—d)=axc—axd+bxc—bxd
(a=b)(c+d)=axc+axd—bxc—bxd
(a=b)(c—d)=axc—axd—bxc+bxd
Les identités remarquables

1) (a+b)’ =a’ +2ab+b’

2) (a b’ =a’ —2ab+b’

3) a®—b” =(a—b)(a+b)

4) (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ +b’

5) (a—b)’ =a’ - 3a°b+ 3ab” - b’

)

7)

6) a’+b* = (a+b)(a’ —ab+b)
a’ —b* =(a—b)(a® +ab+b")

Ecriture scientifique

L’écriture scientifique du nombre z € ID est z=ax10" ou
peZ et aelD tel que ( 1£a<10 ou—-10<a<-1)

Les racines carrées Soit a;beR et neN”

Six:\/g alors z° =a
Si z’=a et a>0 alors z=+a ou z=-a

Opérations sur les fractions

a ¢ a+c

—_—t =

b b b

faC_2-C

b b b

g+£_a><d+b><c

b d bxd

Q_E_axd—bxc

b d bxd

a ¢ axc

_X—_—=—

b d bx

a

b o d

< C

d

Si c#0 alors #X¢_¢
bxe b

E=£<:>a><d:b><c

b d

g=c<:>a=b><c

b

axb=0<a=0 ou b=0
a+c=b+ca=b
Si c#0 alors axc=bxce a=5b

Les puissances

n+m

a‘fL Xam =q

n

a

n—m

m

a
(axb)" =a" xb"

a n a/n
(gj = b‘ll
(an )HL — a’/LX?TL

1 n .
pa— frd a
a
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Prof : Aissa HIYAB
Niveau : TCSF

Série 4

Ensembles des nombres

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 :
1) Compléter par : (e ou ¢ ou < ou )

Q---Q;

3
J49 .. N

10..N; 3,5..2;—..1D; R

93
125°

.ID; 0..R ; N..ID ;

—/12

J3

2) Parmi les nombres :

o R..Z;, ID.R ; 7..Q

Z...Q

s—— ¢ 3,14 ¢ \/—
7

107 —10% « 3587 « 4x107 ¢ 1 ¢ _3

100
1 21
J0,25 « =« ===« 16
3 6 V16

a) Déterminer les nombres décimaux.

b) Déterminer les nombres rationnels non décimaux.
¢) Déterminer les nombres irrationnels.

Exercice 2 :

40,43,
35 5 4

20 3
+_

28 14
Log) [y
3

5

1) Calculer :

A
9

1

5 3
1.3
7+7
210

_(37x1r)” y 33"
(3" x11°)* 3 x11™
2) Développer et simplifier :

A:Gz_zjg ~(dr-1)(4+1)

B=2(z+1) -3(1-51)~42* ; C=(52-1)

—(z+6)2;

D=£(4x—1)2 +2(20-1)’

3) Factoriser :

A=(x+2)2+(x2—4) :
C=82"+1 ; D=2"+1"-2"-1
E=1'-8+4(z" -4)-3(z-2) ; F=o’+125-5z(z+5)
H:

B=1’+1

G=22"-1"+2" ; z°—1

Exercice 3 :

Soit : a;b;ceR

1) Développer et simplifier :
A=-2(a+b-c)-3(a—b+c)+4(5a—0b) T
_ab- b’

D=(a+b+c)’
ab—a’ ( )

C=(a+b+ec) ;
2) Montrer que :

a) @’ +b” +¢’ —=3abe=(a+b+c)(a’ +b° +c° —ab—bc—ca)
Y a’(b—c)+b*(c—a)+c*(a—b)=(b—a)(a—c)(c—D)

3) a) Simplifier par deux méthodes le nombre E tel que :

Exercice 4 :
1) Donner 'écriture scientifique des nombres suivants :

b) En déduire que :

(a=b) +(b—c)’ + 3(a—b)(b—c)(c—a)

b= 5000x0,000025 0
_720x10°
0,00002

a = 3600x% 40000

¢c=13%x10"7"x0,014

2) Simplifier :
(77

10° x 2
3) Soit a;be R,

(xzy)"‘ g
- x(yz2 )2 y"
a’b’ (ab2 )3 +a’b?
a’ +b°

27 x 57
4x25

|

on pose :

E=

a) Simplifier F

b) Donner ’écriture scientifique de E sachant que :
a=100000 et b=0,04

Exercice 5 :

1) Simplifier les nombres suivants :

A=3112 =27 +5J28 24411

J5-205
3
NN

B=

D=——— ¢

C=(3+2=5)N3+42++5) ;

() )

145 2 10-3J11 10+ 3411
2) Montrer que : 12° —(9+\/_) ( —\/3)3

Exercice 6 :

N et

Correction

On pose A:\/7—\/@+\/7+\/£ et B:\/9—4 \/3_\/94.4 J5
3) En déduire que A=4 et B=—
J \/5«f 7 [ (9" +9")’
b

1) Donner le signe de A et de B (sans utiliser la calculatrice).
2) Calculer et simplifier A° et B’
Exercice 7 :
1) Montrer que :
——— €
5\/§+7 \/34_2\/_ (32n+1_32n)2
2) Soit a;b € R’ tel que \/%+\/E=\/§
a
a
a) Montrer que : —+—=3
b a
@ b
b) Calculer b—2+a—2 e
3) Soit z;y;2€ R tel que zyz=1
LY
zy+x+1 yz+y+1

4) Soit a;b e R" tel que a’ +b? =6ab

a) Montrer que a et b sont de méme signe.

X

Montrer que : =
zr+z+1

+b
b) Calculer <

E:((a—b)+(b—c)+(c—a))3

a—
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1) Ordre

Activité 1 :

Comparer les nombres réels a et b dans les cas suivants

1) a=2J3 ; b=3J2 4) a=3+/2 ; b=1+6
2
2) a:E ; b=% 5) a=2"+y° ; b=2zy telque zyeR
3) a:i : b=l 6) a= 2n ; b=2n_1 tel que neN”
17 15 2n+1 2n

Définition 1 :

Soit a et b deux nombres réels.

e On dit que a est inférieur ou égal a b, si b—a est positif. On écrit a <b

e On dit que a est inférieur strictement a b, si b—a est strictement positif. On écrit a <b
Remarques 1 :

Soit a et b deux nombres réels.
e b>a=a<bh ; b>a<a<b

o b—a est positif ©@b—-a>0

e b—a est strictement positif < b—a>0

e a<b & (a<boua=h)

e Si a<b alors a<b (le contraire est faux)

Exemples 1 :

3 5 5 3 35-24 11
1)Ona —<— car: ——== =—>
7 8 7 56 56

2) Soit z;yeR
On a 4xy£(x+y)2 car : (:L'+y)2—4xy=(x2+2xy+y2)—4xy=x2—2xy+y2 =(x—y)2 >0

. , . " 1
Application 1 : Soit x un nombre réel strictement positif. Montrer que : x+—>2
x

Exercice : Exercice 1 de la série 5.

Propriété 1 : Ordre et addition : Soit a;b;c;d € R

e Si a<b alors a+c<b+c
e Sia<b et c<d alors a+c<b+d

Propriété 2 : Ordre et multiplication
Soit a;b;c;d e R

e Si a<b et ¢>0 alors axc<bxc

e Sia<b et c<0 alors axc>bxc

e Si 0<a<bet 0<c<d alors axc<bxd

Propriété 3 : Ordre et le carré - Ordre et la racine carrée
e Si a’<b’ et a;beR” alors a<b

e Si a’<b’ et a;beR™ alors a>b

Sia<b et a;beR" alors a’ <b’

Sia<b et a;beR™ alors a’ >b’

Si a;beR" alors : a<beJa<b
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Propriété 4 : Ordre et ’'inverse :

Soit a et b deux réels non nul et de méme signe. Si a<b alors ! 2%
a
Remarques 2 : Soit a;b;ceR
1
e Sia<b et b<c alors a<c e Si a>0 alors —>0
a
e Si a<b alors —a>-b e Si a<0 alors l<0
a
Exemples 2 :
1 1 1 1 1
1) Ona 1128 donc —<— 4) On a 3<8<11 donc —<—<=
11 8 1 8 3
2) Ona 2>0 donc i>0 5) On a —3>-4 donc (=3)° <(-4)® car —3 et —4 sont négatifs.
2 2 2 2
. 6)()nzx<3J§) =18 et(2J§) =16 donc(3J5) 2(2J§)<fou 32> 243
3) Ona —2<0 donc — <0
-2 Car 3+/2 et 24/3 sont positifs.

Propriété 5 : Soit a;beR et ¢;d e R”
e Sia<z<b alors a’ <z <b’ : e Si c<z<d alors d° <z°<¢’
e Si —a<z<b alors 0<2’ <maz((—a)’;b’)

Application 2 :

1) Soit a;beR tel que a>2et b<§

a) Montrer que —5b>-3 et 3a>6 ; b) En déduire que 3a—-5b> 3

-1 .
2x—13

3) Soit ye R tel que y>4. Montrer que y° +9> 25 et déduire que «/yz +92>5

2) Soit z € R tel que z>7. Montrer que

—y=z+(-y)
4) Soit zeR tel que —3<2<2. Donner un encadrement de 2°.

=IX—

Application 3 :

< |y 8

Soit et y deux nombres réels tel que 1<z <5 et 2<y<8

) x
Donner un encadrement de chacun des nombres suivants z+y, z—y, Txy et —

Yy

Remarque 3 :

Si a<z<b et c<z<d alors 'encadrement le plus précis de z est maz(a;c) <x <inf(b;d)

Exercice : Exercices 2 et 3 de la série 5.

2) Valeur absolue
Activité 2 :

1) Calculer \/4_2et J(=5)°

2) Soit z € R, a-t-on \/x_2=a: ?

3) a) Sur une droite graduée D(O;I) représenter les points O(0), A(4) et B(-5)
b) Calculer les distances OA et OB

4) a) Soit M (z) un point de D(O;I) . Déterminer la distance OM en fonction de z .

b) Soit N(y) un point de D(O;I). Montrer que MN :|x—y|

Définition 2 :

Soit z un nombre réel, M est un point d’abscisse x sur une droite graduée D(O;T).

La valeur absolue de z, notée |:I7| , est le nombre réel positif égal a la distance OM.
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Remarque 4 :

Soit zeR : Si x>0 alors|x|:x et Siz<0 alors|x|:—x

Exemples 3 :
Ecrire sans symbole de la valeur absolue les nombres suivants : |12|, |—3, 2|, |1—\/§ |, |5 — 2| et |2 —5|

Propriétés 6 : Les propriétés de la valeur absolue

Soit z;y€R on a :

o 20 ¢ [oxa] =<}
o7 <[ -
o ol =l o

b == e
+ i<k

° |x—y|:|y—x| ° —|:E|S$S|:E|

e Si z et ysont les abscisses respectives des points M et N sur une droite graduée D(O;I)alors MN = |x—y|

Application 4 :

1) Ecrire sans symbole de la valeur absolue le nombres suivant |(3 —7r)(2\/§ —3)|

2) Soit z;yeR tel que <2 et y>3

Simplifier le nombre A tel que A= \/(:1:—2)2 +\/(y—3)2

Propriétés 7 : Soit z;yeR et re R’

. |x|=|y|<:>x=y ou =~y
. |a:|=rc>x=r ou r=-r
] |:1:|Src>—r£x£r

] |:1:|Zr<:>x2r ou r<—r

Application 5 : Résoudre dans R :

1) |3z—-5|=4 5) |3—12>2
2) |3x-5|=|4z+7| |6) |3-2[>2
3) J[e—2|<1 7) |z|>-8
4) |e-2|<1 8) |z|=-8

Exercice : Exercices 4, 5, 6 et 7 de la série 5.

3) Intervalles de IR

Activité 3 :

Représenter chaque fois sur une droite graduée D(O;I) I'ensemble des nombres réels x dans les cas suivants :
2<x<5 ; 3<z<7 ;. 1<z<4 ; -2<zx<-1 ; =22  x>3 . x5 ; z<l

Définition 3 : Soit a;b e R tel que a<b

L’ensemble des nombres réels x tel que a <z <b est appelée 'intervalle d’extrémités a et b, on le note [a;b]

la; b]
[ 1
L ]
a b

Ont défini les intervalles de ’ensemble R par la maniere suivante :
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L’ensemble des nombres réels = tel que L’intervalle

a<z<b [a; b] Intervalle fermé

a<z<b [a;b[ Intervalle fermé a gauche et ouvert a droite
a<zr<b ]a;b] Intervalle ouvert a gauche et fermé a droite
a<r<b Ja; 9] Intervalle ouvert

r>a [a;+00[ Intervalle fermé a gauche et ouvert a droite
T>a ]a; +00[ Intervalle ouvert

r<a ]—Oo;a] Intervalle ouvert a gauche et fermé a droite
r<a ]—00; a[ Intervalle ouvert

rzelR ]—00; +00[ Intervalle ouvert

Remarques 5 :

e Les symboles +oo(plus l'infini) et —oo (moins U'infini) ne sont pas des nombres réels.

e Le crochet est toujours ouvert du coté de +oo et —o dans les intervalles de R

e [’ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ’ensemble vide on le note par : &
o R=]-ooj+0[ ; R'=[0;+0] ; R =]-0;0] ; R.=]0;40] ; R’ =]-o00[

Définition 4 : Intersection et réunion de deux intervalles

Soit I et J deux intervalles
e [’ensemble des éléments communs de I et J se note INnJet selit « I inter J »

Ainsi xe[mJ@(xe[ et er)

e L’ensemble des éléments qui appartiennent & I oua J se note [ UJ et selit « [ union J »

Ainsi xe[uJ@(ze[ ou er)
Exemple 4 : Déterminer [3;5]ﬂ[2;4] et [3;5]U[2;4]

Application 6 :

Ecrire si possible sous forme d’un intervalle les ensembles suivants :
1) [2:6]n]-1L3]et [2;6]U]-1;3]

2) [2;+oo[m]—oo;1] et [2;+oo[u]—oo;1]

3) [3:7] N[5+ et [3;7][5;+00]

Remarque 6 :

R* =R\{0} =R* UR’, = |-o0; 0[ W ]0;+00] ; R\{a} =]-o0;a[ U]a;+o0]

Remarques 7 : Centre, longueur et rayon d’un intervalle

Soit I 1'un des intervalles suivants :[a;b], [a;b[, ]a;b]et ]a;b[

H — o
] ]
! B — 2 I
) r—qi__‘?f —_———,
cr cr 4 Fa2 >
=

a+b

e On appelle centre de 'intervalle I le nombre réel

e On appelle I’amplitude (ou la longueur) de l'intervalle I le nombre réel b—a .

b—
e On appelle rayon de l'intervalle I le nombre réel TQ.

e Les nombres a et b sont appelés les bornes ou les extrémités de U'intervalle [ .

Exercice : Exercice 8 de la série 5.
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4) Approximations

Définitions 5 : Approximation par défaut et par excés

Soient a et b deux nombres réels tels que a <b
e Chaque inégalité parmi les doubles inégalités suivantes a <x<b , a<x<b , a<z<b et a<x<b est

appelée un encadrement de r d’amplitude b—a
e Le nombre a est appelé une approximation (ou valeur approchée) par défaut de z & b—a pres.

e Le nombre b est appelé une approximation (ou valeur approchée) par excés de z a b—a pres.

Exemple 5 :

On sait que 3,14< 7w < 3,15 .

Donc 3,14 est une approximation par défaut de 7 & 3,15—3,14 =107 prés, et 3,15 est une approximation par excés
de 7 & 107 pres.

Définition 6 : Approximation a la précision

Soient z un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.

Tout réel a vérifiant |x—a| <r est appelé une approximation (ou valeur approchée) de z a la précision r

pres (ou a r pres).

Remarque 8 : Exemple 6 :
|£L‘ — a| <r A Tlaide de la calculatrice : ~/2 = 1,414213...
\ On a |\/§—1,415| <5x 107, donc 1,415 est une valeur approchée de

la précision J7 3 5% 10° prés
valeur approchée

Exemple 7 :
Soit & un nombre réel tel que 2< <3

Montrer que — est une approximation de z a la précision 5 pres.

Propriété 8 :
Sia<z<b , 6 a<zrx<b ,a<zx<b et a<x<b

a+b . - . fin b=a
est une approximation de z a la précision 7 pres.

Alors

Définition 7 : Approximation décimale

Soit & un nombre réel tel que Nx10™" <z <(N+1)x10"avec peNet neZ

e Le nombre Nx10™" est appelé ’approximation décimale par défaut de z & 107" pres (ou d’ordre p).
e Le nombre (N +1)x10" est appelé 'approximation décimale par excés de z a 107" prés (ou d’ordre p).

Exemple 8 :

A Taide de la calculatrice % =0,269 ...,donc 0,26 < % <0,27
456 456

Alors 26x 107 <322 < 27%107 . Cesteandire 26x107 <125 < (26+1)x107°
456 456

Dot le nombre 26 x 107 est approximation décimale par défaut du nombre % a 107 prés, et le nombre 27 x 1077 est

. . s . N 123 -2 s
Papproximation décimale par exces du nombre prval 107" pres.

Application 7 :

1) Donner 'approximation décimale par défaut de % a 1077 pres.
2) Donner I'approximation décimale par exces de /10,5 & 107 prés.
Exercices : Exercices 9 et 10 de la série 5.

Exercice d’olympiade : Exercice 11 de la série 5.
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Résumé 5 : Ordre dans IR

Comparaison - Ordre et addition

e On dit que a est inférieur ou égal a b, si b—a est
positif. On écrit a <b

e On dit que a est inférieur strictement a b, si
b—a est strictement positif. On écrit a <b

e Si a<b alors a+c<b+c

e Sia<b et c<d alors a+c<b+d

Ordre et multiplication - Ordre et ’'inverse

e Si a<b et ¢>0 alors axc<bxc
e Si a<b et ¢<0 alors axc>bxc
e Si0<a<b et 0<c<d alors axc<bxd

e Soit a et b deux réels non nul et de méme signe.

1 1
Sia<b alors —>=
a

Ordre et le carré - Ordre et la racine carrée

e Si a?<b’ et a;beR* alors a<b

e Si a’<b? et a;beR ™ alors a>b

e Sia<b et a;beR" alors a’ <b’

e Sia<b et ajbeR ™ alors a’ > b’

e Si a;beR" alors : aSb@ﬁs\/g
Propriété : Soit a;beR et ¢;d e R™

e Sia<z<b alors a’ <z” <b

e Si c<x<d alors d* <z° <¢’

e Si —a<z<b alors 0<2” <max((~a)’;b*)

La valeur absolue ;

e Si >0 alors |x|:x : Si <0 alors |x|:—x

e Si M est un point d’abscisse x sur une droite
graduée D(O;I), alors : |x| =0M

Les propriétés de la valeur absolue :

* [o]20  loxy|=[zlx|y
* Vi’ =] a| I
o || =] vl [yl
o lof =|a?|= " * [o+y|<le|+]y]

 [ol=lyl <[z~

Ty =y—T
| | | | 0—|x|£a:£|x|

o 2=l & w=y our=—y

e Si z et ysont les abscisses respectives des points M
et N sur une droite graduée D(O;I)alors MN :|x—y|
e Si reR’ alors :

—>|x|=r<:>x=r ou r=-r

—)|a:|£r<:>—r£ac£r

—>|x|2rc>:1:2r ou r<—r

Les intervalles de IR :

L’intervalle
[a:0]
[a:t]
Ja:b]
Jaso[

[a;+oo[

L’ensemble des nombres réels x tel que

a<z<b

a<zr<b

a<z<b

a<zr<b

Tr=a

r>a ]a;+oo[

r<a ]—Oo;a]

r<a J-o0;a]
relR

R=]-o0;400] ; R*=[0;400] ;

R™=]-00] ; R’ =]-o00[

R*=R\{0} =R* UR’, = ]—o0;0[ U |0;+00]

R\{a} = ]—oo;a[u]a;+oo[

Intersection et réunion de deux intervalles :

|-o0; 400

]R*+ = ]0;+oo[

Soit I et J deux intervalles
o xe[mJ@(me] et er)

e zeluJe(zel ouzel)

Approximation par défaut et par exces :

e Chaque inégalité parmi les doubles inégalités
suivantes a<z<b , a<z<b , a<z<b et a<z<b
est appelée un encadrement de r d’amplitude
b—a

e Le nombre a est appelé une approximation (ou
valeur approchée) par défaut de z & b—a pres.
e Le nombre b est appelé une approximation (ou
valeur approchée) par exces de £ a b—a pres.
Approximation i la précision :

Soit zeR et reR’

Tout réel a vérifiant |x—a| <r est appelé une

approximation (ou valeur approchée) de z a la
précision r pres (ou a r pres).

Approximation décimale :

Soit zeR tel que Nx107" <x<(N+1)x10"avec
peN et neZ

e Le nombre Nx107" est appelé approximation
décimale par défaut de z a 107" pres (ou d’ordre p).
e Le nombre (N+1)x107" est appelé
I’approximation décimale par exces de  a 107" pres
(ou d’ordre p).
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Prof : Aissa HIYAB Série 5 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : TCSF Ordre dans IR Matiere : Mathématique

Exercice 1 (Comparaison)

Comparer les nombres réels a et b dans les cas suivants
b=

Correction
-

7) a=(z+y)’ ; b=4zy (xyeR )
Exercice 2 (Encadrement)
1) Soit aet b deux réels tels que —3<a<4 et 2<b<7

Donner ’encadrement de a+b, a—b, axb et %
2) Soit xet y deux réels tels que 2<x <5 et —4<y<1

Donner un encadrement de —z+2y, —z° +3y°, zy—4,

+y+3
.Tetl‘y

y+5 T=y
Exercice 3 (Encadrement)
1) Soit aet b deux réels tels que —2<a<3 et —4<b<1
a) Montrer que —22 <a’ +b” —2a+4b< 33
b) Vérifier que a” +b” —2a+4b=(a—1)" +(b+2)" -5
¢) En déduire un encadrement plus précis de :
a’ +b” —2a+4b
2) Soit x et y deux réels tel que z<y<3
a) Montrer que z+y—6<0
b) Comparer ¢=1z"—6z+1 et d =y’ —6y+1
Exercice 4 (Valeur absolue)
1) Ecrire sans symbole de la valeur absolue les nombres

suivants :
\3—2@\, \2\/5—3\/5\, \\/5—2\, |~(a=0)?| et \(5-242)?

2) Résoudre dans R
[z -5|=1, |-32+7|<2, [dz—-9|>1, |-3z+7|>-2,

|22+ 1| =|-z+5|, |¢=7|=0, |z+5|<—4,
Exercice 5 (Valeur absolue)

) 1
Soit (z;y)eR” tels que arZE, y<let z—y=3

1) Calculer la valeur de E tel que E = \/(2:1:—1)2 +\/(2y—2)2
2) Vérifier que %SxS‘l et %SSyS 1
3) Calculer la valeur de F' tel que F =|x+y—5|+|x+y+2|
Exercice 6 (Valeur absolue)
Soit a;be ]J;Z[tel que a>b, on pose :
A=ab+a’-b et B=ab+b’-a
1) Encadrer A, B et comparer-les.
2) En déduire que |A-B|<7

Exercice 7 (Valeur absolue)
Résoudre dans R I'équation |:L‘—7|+|x+1| =8

Exercice 8 (Les intervalles)

1) Ecrire sous forme d’un intervalle les ensembles suivants :
r<-3 ; x=2-1; <8 ; —-T<zx<ll ; —4<x<6

2) Ecrire si possible sous forme d’un intervalle les ensembles

suivants :
a) [-3;3]n]0;5] et [-3;3]U]0;5]
b) [0;5] N ]4;+o0 et [0;5] 0 ]4;+00]
¢) o1l n[-3;3[et J-oo;1]U[-3;3]
3) Déterminer le centre, le rayon et I'amplitude des intervalles
suivants : [2,9] 5 [-57] 5 Jois] 5 ]5i-2]
4) Déterminer 'intervalle ouvert de centre 2 et de rayon 4.

5) Déterminer 'intervalle fermé de centre —1 dont l'un des
bornes est 2.

Exercice 9 (Les approximations)

. S iy AN . IR
Soit a une approximation de S8 la précision 15 Pres.

5
1) Montrer que —<a<—
12 12

2) Encadrer le nombre )
7=

13
3) En déduire que X5 une approximation de
.8
précision 9 pres.

Exercice 10 (Les approximations)
Soit z un nombre réel.

2
1) Montrer que Iva” 1. Il et NV1+z° +1>2
T 1427 +1

NIE

2) On pose E =

T
1 1| 1
a) En déduire que |E——|< 5|x|
T

b) En déduire une valeur approchée de J2 & 5x107 pres.

Exercice 11 (Exercice d’olympiade)
Soit z, y et z des réels strictement positifs, montrer que :

2 2
1) x+y22\/z7 Dot 4yt > 2ay ;x+122 ;Jm ;y Zw;y
x

A 1 1 1
2) P4y’ + 2 aytyztar [ rHy+zt—+—+—>6
Ty z

3) (" +y° +2°) 2 (r+y+2) ; (r+y+z)(£+l+£J29
Ty z

4) (z+y)y+2)(z+x)>28zyz ; 2° +y’ +2° > 3zyz

)

: +y 1,1 1
5) (z+y+2) =272y ; x ~<—(—+—
) (#+y+2) v z? +y° 2(:10 y
T+y < T LY
r+y+1 z+1 y+1

7) [el=lol <lzl =l <[z =o] et [x+y]<[a]+]y] <[z +y]+]z-1]
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Droite dans le plan



1) Rappel

Repére dans le plan :

1) Tous trois points O, I et J distincts non alignés déterminent un repere du plan notée (O;I;J)ou (O;m; @)
2) Si on pose i=0I et 5 = 5], alors ce repére se note également (O;;; 3) )
Le couple (;, 3) est appelé une base du plan.
Si (OI) L (OJ) on dit que (;, 3) est une base orthogonale et que (O;E; 3) est un repere orthogonal.
Si OI =0.J on dit que (i, 7) est une base normée et que (O;%; f) est un repére normé.
Si (OI) L (0OJ) et OI =0J on dit que (i,7) est une base orthonormée et que (O;%; f) est un repére orthonormé.

Coordonnées d’un point :

Le plan est rapporté a un repére (O;;; 3)
Pour tout point A du plan, il existe un unique couple (z,,y,)de nombres réels tel que OA=z ” .E+y y 3

(z,,y,)est appelé couple de coordonnées de A dans le repére (O;;; 3) et on écrit A(z,,y,)

Al 4510 4)

T4 f

On a donc: A(z,,y,) < OA= $A.E+ ij

Coordonnées d’un vecteur :

Le plan est rapporté a un repére (O;E; 3)
1) Pour tout vecteur u du plan, il existe un unique couple (a;b) de nombres réels tel que : u=ai+ b.}
(a;b) est appelé couple de coordonnées du vecteur u dans la base (;, 3) et on écrit ’ZL(G; b)

On a donc : &(a;b) Su=ait+bhj

T 2_—/_’

2) Soit k€ R les coordonnées du vecteur ku est le couple (ka;kb) : ;L(a;b) < &(l{:a;kb)
3) Si A(z,,y,) et B(xy,y,;) deux points du plan alors les coordonnées du vecteurs AB est A—B(xB — T, Y —Y4)

Coordonnées du milieu d’un segment :

Si A(z,,y,) et B(xy,y,) deux points distincts du plan alors les coordonnées du point I le milieu du segment [AB ] est

[ $A+1L’B yA+yB
2 2

Egalité de deux vecteurs :

w(ab)=v(ab) < a=a'et b=b'
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Vecteurs colinéaires :

e Deux vecteurs u et v non nuls sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction.

}

o

e Deux vecteurs u et v sont colinéaires si, et seulement s’il existe un réel a tel que v=au .

Points alignés :

Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs ABet AC sont colinéaires.

Distance entre deux points :

Si A(z,,y,) et B(zy,y,) deux points d'un repere orthonormé alors AB = \/(% —z,) + (W, —v,)
Exercices : Exercices 1 et 2 de la série 5.

2) Condition de colinéarité de deux vecteurs

Définition 1 :

Soient, &(a;b) et E(a';b') deux vecteurs du plan rapporté a un repere (O;E; 3) .

Le nombre ab'—a'best appelé déterminant des vecteurs u et v dans cet ordre, on le note par det({t;a)

a
b b

ou et on écrit : det(vjb;zj) =

a a
=ab'-a'b
b b'

Remarque 1 :

det(v;u) = —det(u;v)

Propriété 1 :

1) det(u;v) =0 < u et v sont colinéaires

<

2) det(ﬂ;a) £0< u et v ne sont pas colinéaires

Exemples 1 :

) ‘ ‘ 1 ~1 3 06
1) Calculer les déterminants suivants : et

4 1 2

2) Etudier la colinéarité des vecteurs u et v dans les cas suivants :
a) i(1;3) et v(-14)
b) @(1;2) et v(2;4)

Déterminant et alignement

1) det(AB; AC)=0 < Les points A, B et Csont alignés.

2) det(TB;E) # (0 <> Les points A, B et C ne sont pas alignés.

Exemple 2 :
Etudier I'alignements des points A(O;l), B(—l; —2) et 0(2,3)

Remarque 2 :

Si les cordonnées a' et b'sont tous non nuls, alors :
- - o, . . b
Les vecteurs u(a;b) et v(a';b")sont colinéaires si et seulement si : ﬂl =;
a

Exercice : Exercice 3 de la série 6.

46



3) Equation cartésienne d’une droite

Définition 2 : . ~

1) Soit (D) une droite du plan. Tout vecteur non nul u et de méme / 2
direction de (D) est appelé vecteur directeur de la droite (D). . /

2) Toute droite du plan est définie par I'un de ses points et une / /

de ses vecteurs directeurs. A

Propriété 2 :

A un point du plan et u un vecteur non nul.
L’ensemble des points M du plan tel que AM =tu est la droite passant par A et de vecteur directeur u , on
le note D(A;z;)

Propriétés 3 et définition 3 :

e Toute droite (D)du plan est un ensemble des points M (z;y) qui vérifient I’équation (D): az+by+c=0tel
que a, b, ceR et (a,b)=(0,0).
o [’équation (D): azx+by+c=0 est appelé une équation cartésienne de la droite (D).

e Le vecteur ZL(—Z);(I) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne (D): ax+by+c=0

Remarque 3

On peut déterminer I'équation cartésienne de la droite (D) passant par A(z,,y,) et de vecteur directeur

Z(a';b') en remarquant que (D) est I’ensemble des points M tel que det(m;a) =0

(x—z,) d
(y—yy) U

Exemple 3 : Compléter le vide :

Clest-a-dire : M(z;y) e (D) <

j_,S:J‘} Aol g

L’équation cartésienne de la droite (D) | Vecteur directeur de (D)
3x+5y—-2=0 &(...;...)
dx—2y—3=0 u(..;..n)

z+2=0 u(...;..)
3y—1=0 u(..;...)
(.)z+(.)y+c=0 w(2;1)
(.)z+(.)y+c=0 u(=5,-3)

Exemple 4 :

1) a) Déterminer par deux méthodes I’équation cartésienne de la droite (D) passant par A(I;3)et de vecteur
directeur v(2;3).

b) Déterminer parmi les points £ (0;3 ), F (2;—1) et G(2;7) ceux qui appartiennent a (D)
2) a) Déterminer ’équation cartésienne de la droite (AC') passant par les points A(1;3) et C'(2;-5)

b) Vérifier que D(3,-13)e(AC)

Remarque 4 :

Pour tout nombre réel £ non nul, les équations ax+by+c=0et kazx+kby+kec=0sont des équations
cartésiennes de la méme droite.

Exercice : Exercices 4 de la série 6.
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4) Représentation paramétrique d’une droite

Propriétés 4 et définition 4 :

Soit A(z,,y,) un point du plan et ?;(a ") un vecteur non nul du plan rapporté a un repére (O;E; 3) .

e La droite (D) passant par le point A(z,,v,) et de vecteur directeur 1;((/ 50") est P'ensemble des points M (z;y) du

o . r=1,+axt
plan qui vérifient le systeme . lteR
y=y,+bxt
. =1, +axt , . . frs :
e Le systeme (D): ‘ b /teR est appelé une représentation paramétrique de la droite (D).
Y=y, +ox
Exemple 5 : Compléter le vide :
Représentation paramétrique de la droite (D) Vecteur directeur de (D) Point appartenant a (D)
T= it -
{ u(1;3) A(=3,7)
=t
z=-5+31 -
/teR : 13—
{y=4—2 V(o) )
T=..+8¢ —
/teR T c(5;...

Exemple 6 :

1) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (MN)tel que M(2;1) et N(1;,-3)
b) A-t-on E(2;3)e(MN) ?
. . , . L . r=1+2¢
2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D): . lteR
y=-
3) Donner une représentation paramétrique de la droite (D') 3r+5y—-2=0

Remarques 5 :

e Une droite admet une infinité de représentations paramétriques.
o Le réel test appelé le parametre de la droite (D) et on peut le noter aussi par : k, «, f..... etc

e Pour vérifier que A € (D), il suffit de remplacer z et y par les coordonnées de A et s’assurer par la suite qu’on
obtient la méme valeur du parametre ¢ dans les deux équations de la représentation paramétrique.
Exercice : Exercice 5 de la série 5.

5) Positions relatives de deux droites

Propriétés 5 : Le plan est rapporté a un repere

u et v sont deux vecteurs directeurs respectivement de deux droites (D) et (A) .

o (D)et (A)sont paralléles si et seulement si det(&;a) =0

o (D)et (A)sont sécantes si et seulement si det(u;v) # 0

Remarque 6 :

Pour déterminer le point d’'intersection de deux droites, on résout un systeme dans leque
représentations paramétriques, soit des équations cartésiennes qui définissent chaque droite.

Exemple 7 :
Etudier la position relative des droites (D) et (A) en déterminant leurs intersections si elles sont sécantes :
1) (D):3z—4y+1=0et (A):iz—-y+7=0

2) (D):éx—yzOet (A):{wz;/f_l__ft (teR)
3) (D):2zc-y+7=0et (A):{iijiz(te]}%)
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Exemple 8 : Droites concourantes dans le plan

Montrer que les trois droites suivantes définies par ces équations cartésiennes :

3
(D):z—4y+3=0, (D,):3z-2y—6=0et (D,): 51: + 3y —9=0se coupent en un méme point et déterminer son couple

de coordonnées :

On dit dans ce cas que les droites (D,), (D,) et (D,) sont concourantes.

Exercice : Exercice 6 de la série 5.

Résumé 6 : Droite dans le plan

Le plan est rapporté a un repére (O;E; })

1) Déterminant de deux vecteurs :

Soient {L(a;b) et E(a';b') deux vecteurs du plan.

det(ﬁ;gz): =ab'-a'b

a
b b

2) Déterminant et colinéarité :

1) det(u;v) =0 < u et vsont colinéaires.

2) det(u;v) # 0 < u et v ne sont pas colinéaires.

3) Déterminant et alignement :

1) det(AB; AC) =0 < Les points 4, B et C sont
alignés.

2) det(AB;AC) #0 <> Les points 4, B et C ne sont

pas alignés.

4) Vecteur directeur :

Soit (D) une droite du plan. Toute vecteur non nul u
et de méme direction de (D) est appelé vecteur
directeur de la droite (D).

5) L’ensemble des points M tel que AM = t.% :

A un point du plan et u un vecteur non nul.
L’ensemble des points M du plan tel que AM =tu
est la droite passant par A et de vecteur directeur u ,

on le note D(A;’l_i)

6) Equation cartésienne d’une droite :

e Toute droite (D)du plan est un ensemble des
points M (x;y) qui vérifient I’équation

(D): ax+by+c=0tel que a, b, ceR et (a,b)#(0,0).
o L’équation (D): ax+by+c=0 est appelé une
équation cartésienne de la droite (D).

e Le vecteur z;(—b;a) est un vecteur directeur de la

droite d’équation cartésienne (D): az+by+c=0

e Pour déterminer I’équation cartésienne de la droite

(D) passant par A(z,,y,) et de vecteur directeur
v(a’b)

On utilise la relation :
(x—z,) d

W—y.) b’

7) Représentation paramétrique d’une droite :

M(z,y) e(D) =

Soit A(z,,y,) un point du plan et ’l_J:((l';b') un vecteur non
nul du plan rapporté a un repeére (O;_z:; }) )

e La droite (D) passant par le point A(x,,7y,) et de
vecteur directeur 1:((1 "0") est 'ensemble des points

M (z;y) du plan qui vérifient le systéme

T=1,+0axt
y=y,+bxt

[teR

T=1,+a'xt

e Le systeme (D): { /teR est appelé une

y=y,+b'xt
représentation paramétrique de la droite (D).

8) Positions relatives de deux droites :

e u et v sont deux vecteurs directeurs
respectivement de deux droites (D) et (A) du plan.
(D) et (A)sont paralleles < det(u;v) =0

(D) et (A) sont sécantes < det(&;ﬂ) =0

e Pour déterminer le point d’intersection de deux
droites, on résout un systeme dans lequel on prend
soit des représentations paramétriques, soit des
équations cartésiennes qui définissent chaque droite.
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Niveau : TCSF

Série 6

Droite dans le plan

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Rappel

Le plan est rapporté & un repére (0:4:7)

On considere les points A(1;2) ; B(1;-2); C(L;1)
Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et AC
Déterminer les coordonnées des vecteurs u et v tels que
=4AB et 1=AC-3AB

3) Déterminer les coordonnées du point I le milieu de [AC]

1)
2)

Exercice 2 : Rappel

Soit ABCD un parallélogramme de centre 0. Compléter le
tableau suivant en calculant dans chaque case le couple de
coordonnées du point considéré dans le repere considéré :

(4;AB;AC) | (0,04,0B) | (0;04;0D)

QT QW |~

Exercice 3 : Colinéarité et alignement
1) Etudier la colinéarité des vecteurs u et v dans les cas

suivants :
a) (6;1) et v(~12;-2)

- - 1
b) a(2;-1) et v(—é’;—)
2
2) Etudier I'alignements des points A4, B et C' dans les cas

suivants :
3
a) A(L2) 5 B(2;0) ; 0(5;1)
b) A(=L1) ; B(0;-2) ; C(2;-1)
c) A(LD) ; B(2-1) ; C(-ILm)tel que meR
Exercice 4 : Equation cartésienne
Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) dans

les cas suivants :
1) (D) passe par le point A(2;3) et de vecteur directeur 7;(1; 2)

2) (D) passe par les points A(L;—1) et B(I;3)
5
3) (D) a une équation réduite s’écrit : (D):y = ZCE+§
4) (D) passe par le point A(3;1) et paralléle & la droite
r=—-2+3t
(A): /lteR
y=2t
5) (D) passe par le point A(-3;2) et paralléle a la droite
(A): z—y+4=0
6) (D) a une représentation paramétrique s’écrit :
r=1+1
(D) :{
y=2—t

Exercice 5 : Représentation paramétrique

IteR

Donner une représentation paramétrique de la droite (D)

dans les cas suivants :
1) (D) passe par le point A(2;3) et de vecteur directeur n(1;2)
2) (D) passe par les points A(L;-1) et B(I;3)

3) (D) a une équation réduite s'écrit : (D):y = 3x+é
4) (D) passe par le point A(3;1) et parallele a la droite
(A):{x=_2+3t/teﬂ%

y=2t
5) (D) passe par le point A(-3;2) et parallele a la droite
(A): z—y+4=0
6) (D) a une équation cartésienne s’écrit (D): 2z—-5y+4=0
Exercice 6 : Positions relatives de deux droites
Etudier la position relative des droites (D) et (A)en
déterminant leurs intersections si elles sont sécantes :
1) (D):22-~2y+1=0et (A):N2z—y+1=0
2) (D):5z+3y—1=0et (A):2+2y+4=0

—k
3) (D):z—dy+3=0et (A):{x /keR
y=-3+k
Y —k
H Oy Jier e ()" IkeR
y=2-5t y=—-3+k
o
[teR e (A):{"’ T rer

5) (D) :{

z=

y=t+2
Exercice 7 : Exercice de renforcement

Le plan est rapporté a un repere (O;g; 3)

On considere la droite (D) d’équation z+3y—3=0et (A)la

droite passant par les points A(-1;-2)et B(-2;0)

1) Montrer que 2z+y+4 =0est I"équation cartésienne de (A)

2) Montrer que (D)et (A) sont sécantes en un point que 1’'on

déterminera

3) Tracer les droites (D)et (A) dans le repére (O;g; })

4) Soit (L) la droite définie par la représentation paramétrique
r=1+2t

y =341 lteR

Montrer que (L) || (A) puis construire la droite (L) .

suivante {

Exercice 8 : Exercice de renforcement
Le plan est rapporté a un repere (O;g; 3)
On considere les points A(=3;-2) ; B(3;-1); C(L;1); D(5;4)
1) Déterminer les coordonnées des vecteurs AC et AD
2) En déduire que les points A, C' et D sont alignés.
3) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AC)
)

4) On considere les droites (D) et (A) définies par :
=-3+4

! lteR
y=1+t

(D): 3z—y—1=0et (A) :{
a) Montrer que (D) et (A) sont sécantes en un point que 1’on
déterminera,

b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(D") passant par A et parallele a (D)

¢) Déterminer une équation cartésienne de la droite (A’)

Correction
-

passant par C' et parallele & (A)
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Exercice 1 (Ensembles des nombres)

1) Compléter avec I'un des symboles € ou ¢ : %N X %2 X Y/ F...ID ; \/5(@ o o7...Q
2) Soit A= \/5 -26 —\/5 +2:6 Correction
Calculer A* puis déduire une écriture simplifiée de A.

45%10° x3x(107)’

(2x102f

3) Donner écriture scientifique du nombre : B =

4) Simplifier 'expression : C'=2(z+ 1)3 —(1- 5:1:)3 —42°
5) Factoriser I'expression : D=272"+64+(2z+5)(3z+4)

6) Montrer que %GID, %gﬂ)} (\/g_\/g)e@7\/2\/5\/§—7+5\/3—2\/§ N

S
502 +7 3+242

Exercice 2 (Ordre dans IR)
2y—1

1) Soit = et y deux réels tels que |x—1|<é et ye[3;4], on pose A= ;
y+

1
a) Montrer que z e —;E et Ae 1;Z
2 2 4
4 . . Y T
b) Montrer que 3 est une approximation de z a la précision G pres.

c¢) Vérifier que A= 2—i puis déduire que Ae{é;z}
y+1 45

2) Résoudre dans R les équations suivantes : |2:1:—3|=|x+1| ; |5:1:+7|=10 ; |1—x|:

3) Résoudre dans R les inéquations suivantes : |2:1:—5|39 ¢ |1:—5|Z2 ; |8x—3|£—3 ; |7:z;—5|2—4

4) Ecrire sous forme d’un intervalle les ensembles : [-2;3]N]-1;4], [-3;+00] M ]-o00;—4] et [-3;+o0] U J-o0;—4]

. 2 b2 2+b2 b2+ 2 2+ 2
5) Soit a;b;c e R | comparer a;b et 1/@ ; puis déduire que ¢ P + 2C 4|6 2a >a+b+c

Exercice 3 (Droite dans le plan)

Le plan est rapporté a un repére (O;g; 3)

On considere les points A(3;-1), B(6;—4), C(2;5), D(3;-5) et G(-2;0)

1) a) Déterminer I’équation cartésienne de la droite (D) passant par A et de vecteur directeur E(—l;l).
b) Vérifier que Be (D)

r=1+2t

y=—3_ 2t /(teR)

2) Soit (A) la droite définie par la représentation paramétrique suivante (A):{

a) Les points C'et D appartiennent & (A) 7 justifier
b) Montrer que (D) || (A)
3) Soit (D")la droite d’équation cartésienne z—4y+3=0
Montrer que (D)et (D) sont sécantes en un point £ que I'on déterminera.

4) Déterminer les coordonnées du points F tel que le quadrilatéere ABDF soit un parallélogramme.
5) Soit F' la symétrie du point F par-rapport a O.

a) Déterminer les coordonnées de F'.

b) Montrer que F'e (D), A est le milieu de [F'B]et (F'G)L(A)
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1 (6 pts) -
0,8x10" x1,5x107° x4
T x 12 A

2) On considere les nombres a = VI+45 et b=+9—45

a) Montrer que a” +b° =18 et AXb =1 oo e Moo
b) En déduire que (a+b)° =20 et (a—5)" =16 oo Ao A

1) Donner ’écriture scientifique du nombre : A =

c¢) Déduire la valeur de @40 et @ —b .o e N g e N ety

3) z et y des nombres réels. Montrer que z” —y” = (=)’ +32y(x =) o . N2 g &

Exercice 2 (8 pts)

1) Résoudre dans R I’équation et 'inéquation suivantes : |3x+2|:|x—2| et |x+5|210

1
2) a et b des nombres réels tels que |a—]4 SE et be[é;g}

1

a) Montrer que ESaS
b) Montrer que —lSa—bSZ et iﬁg
6 4 b

4 . . 1 L R
¢) Montrer que 3 est une approximation de — a la précision 3 PICS et ettt et et e e e
a

3) Soit a;beR. Comparer |a|+|b| et |a+b| (Rappel pour tout z€R on a : (|ac|)2 =27 et x£|a:| I

Exercice 3 (6 pts)

Le plan est rapporté a un repere (O;g; 3)

On considere les points M(17;2), N(Q;l), P(—5;0), Q(l;O) et G(—2;0)

1) Montrer que I’équation cartésienne de la droite (NM) s’écrit sous la forme (NM):z—-8y—1=0.....1pt
2) Le point P appartient-il a la droite (VM) 7 Justifier. ... e

3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par P et de vecteur directeur
4) Montrer que les droites (NM)et (D) sont sécantes en un point E que l'on déterminera. ...............2pt
5) On suppose que E(-7;-1)

Montrer que le quadrilatere NMQE est un parallélogramme. ... LPE
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Polynomes
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1) Définition d’un polynéme — Egalité de deux polynémes
1-1 Définition dun polynome
Activité 1 :
Soit £ un nombre réel, on pose P(z)=(z+I1)(z—1)(z—3)
Montrer que P(z)=1z° +32° + (=1)z" + (=3)
— L’expression P(z)est appelée polynéme de 3-iéme degré.
— On note le degré du polynéme P(z) par deg(P(z)) et on écrit deg(P(z))=3
— Les nombres Iz°, 37°, (-1)z' et (=3)z" sont appelés les termes du polyndéme P(z)
— Les nombres 1, 3, (1) et (—3) sont appelés les coefficients des termes du polyndéme P(x)

Définition 1 :

e On définit un polynéme P(z)comme une somme des termes de la forme : az™, bz", ca’ ..., tels que a, b, c.....sont
des nombres réels et m, n, p....sont des entiers naturels.
P(z)=az" +bx™ +cz’ +....
e Les nombres a, b, c.....sont appelés les coefficients des termes az™, bz", cz” ..., respectivement.
e Le degré d'un polyndéme est la puissance la plus élevée de ses termes, on le note par deg(P(x))
Exemple 1 :

1) Déterminer les polyndémes parmi les expressions suivantes :

A($)=4x3_75(32+72'.22+2 ;B(ﬂ7)=g:5—4\/;+3 ; C(x):(x_l)(4x+l) ;D(x)=$4+|:r;|2
B@=3JF  F0)=5 : H@=32 147 § G0 ~NE 4
Zz

2) Déterminer deux polynémes de deuxieme degré puis déterminer la formule générale des polynémes de deuxiéme degré

Définition 2 et propriété 1:

e On dit qu'un polynéome P(z) est nul si tous ses coefficients sont nuls. On écrit P(xz) =0
e Deux polyndmes sont égaux si et seulement si, ils ont le méme degré et les coefficients des termes de méme degré sont
égaux.

Exemple 2 :
1) On pose P(z) =—2z'+ 42° + 5x—1 et Q(z) =5z+2-2(z° — 1)’ — 1. Montrer que P(z)=Q(z)

2) Déterminer a, bet csachant que polynémes P(z)et Q(z) sont égaux dans les cas suivants j
a) P(x)=32"+(b-3)z+4 et Q(z)=(a—1Nz’+c
b) P(z)=(x—2)(az” +bz+c) et Q(z)=3z" —8z" +3x+2
¢) P(x)=(a+b)z’ +(b—c)z’ +(a—c+ 1)z et Q(z)=0
Exemple 3 :
On consideére les polyndmes P(z)et Q(z)tels que P(z)=42" -3z+1 et Q(z)=-32" +1x
1) Calculer deg(P(x)) + deg(Q(x)) et deg(P(x) + Q(a:))
2) Simplifier P(z)xQ(z) puis déduire deg(P(z)xQ(z))
Remarque 1 : Pour tous polyndémes non nuls P(z)et Q(z)on a : deg(P(:r) X Q(x)) = deg(P(J:))+deg

Application 1 :
On pose : P(z)=z" -2z +42° =2z + 3 et soit Q(z) le polynome tel que P(z)=(z" +1)Q(z)
1) Vérifier que deg(P(z))=deg(z’ + 1) + deg(Q(z)) et déduire que deg(Q(z)) =2

2) Déterminer I'expression Q(z)

Exercices : Exercices 1 et 2 de la série 7.
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2) Racine d’un polynoéme -Division euclidienne
Activité 2 :

On consideére le polynéme P(z) =1’ —212-52+6

1) Calculer P(-1), P(0)et P(3)

2) Le nombre 0 est-il racine de P(z) ?

Définition 3 :

Soit @ un nombre réel. On dit que a est une racine du polynéme P(z) si P(a)=0.

Exemple 4 :

Déterminer le nombre b sachant que 2 est une racine du polynéme P(z)=2"—22" +bz+6

Activité 3 :

On consideére le polynéme P(z) =2’ —61° +137—12

1) Calculer P(1)

2) On pose Q(z)=2" -5z +8, vérifier que P(x)=(z— l)Q(x) + P(1)
— Le polynome Q(z) s’appelle le quotient de la division euclidienne de P(z) par (z—1
— Le nombre P(1) s’appelle le reste de la division euclidienne de P(z) par (z—1)

Remarque 2 : Division euclidienne

On peut déterminer le polynome Q(z) tel que P(z)=(z—1)Q(z)+ P(I) on utilisons la division euclidienne du polynome

P(z) par (z—1) :

2 —62° +132x—120 rz—110
+_ 3+ ZD 2
L T U - —=5x+8 0
0 _—522+13z0
0 *452° =520 0 \
0 Le quotient
i +81—12 1 q
0
—-8zx+8 0
Le reste = o B 1]
> —4="P(I)

Exemple 5 :

1) Effectuer la division euclidienne du polynéme P(z) précédent par (z—3)en précisant le quotient et le reste.

2) En déduire la valeur de P(3)sans le calculer.

Propriété 2 et définition 4 :

Soient P(z) un polynome de degré n avec neN"et a un nombre réel.

11 existe un polynome Q(z) de degré n—1 tel que P(z)=(z—-1)Q(z)+ P(I)

e Le polynome Q(z) s’appelle le quotient de la division euclidienne de P(z) par (z—a)
e Le nombre P(a) s’appelle le reste de la division euclidienne de P(z) par (z—a)

Définition 5 et propriété 3 :

On dit que P(z)est divisible par (z —a), si le reste de la division euclidienne du polynéme P(z) par (z—a)est égal a 0
Le polynéme P(z) est divisible par (z—a) si et seulement si P(a)=0
Exemple 6 :

1) Sans effectuer la division euclidienne déterminer si le polynéme P(z) est divisible par (z—a) dans les cas suivants :
a) P(z)=2z"-32" —42° —45 et a=3 : b) P(z)=37" —2° —62+2 et a=-2
2) Effectuer la division euclidienne du polynéme P(z) par (z—a)dans les cas précédents.

Exercices : Exercices 3, 4 et 5 de la série 7.
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3) Factorisation d’un polyndéme

Exemple 7 :

On considere le polynéme P(z) =2’ —22° —~51+6

1) Montrer que P(z) est divisible par (z—1)

2) Déterminer par deux méthodes le polynéme Q(z) tel que P(z)=(z—1)Q(z)
3) Montrer que 3 est une racine de Q(z)

4) Factoriser le polynéme Q(z)

5) Donner une factorisation de P(z)en produit de trois binomes.

Remarque 2 :

e Tout polynéme de premier degré s’appelle binéme et il s’écrit sout la forme R(z)=az+b ot a=0
e Tout polynome de deuxiéme degré s’appelle trindme et il s’écrit sout la forme R(z)=az’ +bz+c ol a#0

Pour la recherche : La méthode de HORNER pour la division euclidienne

Exercices : Exercices 6, 7, 8 et 9 de la série 7.
Résumé 7 : Polynémes

Définition d’un polynome

e On définit un polyndéme P(z) comme une somme des termes de la forme : az™, bz", cz’ ..., tels que
a, b, c....sont des nombres réels et m, n, p....sont des entiers naturels.
P(z)=az" +bx™ +cz’ +....
e Les nombres a, b, c....sont appelés les coefficients des termes az™, bz", cz’ ..., respectivement.
e Le degré d'un polynome est la puissance la plus élevée de ses termes, on le note par deg(P(x))

Egalité de deux polyndmes

e Un polynome est nul si tous ses coefficients sont nuls.

e Deux polynomes sont égaux si et seulement si, ils ont le méme degré et les coefficients des termes de méme
degré sont égaux.

Degré du produit de deux polynémes

Pour tous polynémes non nuls P(z) et Q(z) on a : deg(P(z)xQ(x)) = deg(P(x))+deg(Q(z))

Racine d’un polynéme

Soit @ un nombre réel. On dit que a est une racine du polynéome P(z) si P(a)=0.

Division euclidienne par z-a et factorisation d’un polynéme

Soient P(z) un polynome de degré n avec neN"et a un nombre réel.

Il existe un polynéme Q(z) de degré n—1 tel que P(z)=(z—-1)Q(z)+ P(1)

e Le polynome Q(z) s’appelle le quotient de la division euclidienne de P(z) par (z—a)

e Le nombre P(a) s’appelle le reste de la division euclidienne de P(z) par (z—a)

e On dit que P(z)est divisible par (z—a), si le reste de la division euclidienne du polynéme P(z) par (z-—a)
est égal a 0

e Le polynome P(z) est divisible par (z—a) si et seulement si P(a)=0

Bindéme - Trindme

e Tout polynéme de premier degré s’appelle binéme et il s’écrit sout la forme R(z)=az+b ol a=0

e Tout polynome de deuxieme degré s’appelle trindme et il s’écrit sout la forme R(z)=az’ +bz+c ol a=0
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Niveau : TCSF

Série 7

Polynémes

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 :

Déterminer les polynémes parmi les expressions suivantes :

A(a:)=:v2—\/§x3+2; B(x)=33:3—i+4 ; C’(m)=(1—:v)3
x

J2

1 )
D(r)=a’ ~lal+4 ; B)=3u-a"+2= 5 F)=a -+

Exercice 2 :

Déterminer aet b sachant que P(z)=Q(x) tel que :
P(z) =22 —52° —4z+ 3 et Q(z) = (z+ 1)(z - 3)(az +b)
Exercice 3 :

On considére le polyndéme P(z) =2z —5z—-3

1
1) Vérifier que — 5 est une racine de P(x)
1
2) Déterminer le polynome Q(z) tel que P(z)=(z+ E)Q(:L‘)

3) En déduire une autre racine de P(z)
Exercice 4 :
On considére le polynéme Q(z) = 22° —5z+2
1) Calculer Q(2), le polynéme Q(z) est-il divisible par z—2 ?
2) Déterminer le polynome R(z) tel que Q(z)=(z—2)R(x)
Exercice 5 :
1) Montrer que le polynome P(z) est divisible par x —a dans
les cas suivants :

a) P(zx)=2"-32" +4dx—4 et a=2

b) P(z)=z'-32"+z2-2 et a=-2

¢) P(x)=2"+32"+4x+12 et a=3
2) Déterminer aet b sachant que le polynéme :
P(z)=2" — 22" + 32° —42”° +az +b est divisible par z—2 et par
r+3
Exercice 6 :
1) Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne
de P(z) par (z—a) dans les cas suivants :

a) P(z)=12"+42" +4z+3 et a=-3

b) P(z)=3z"—2" —6z+2 et a =§
¢) P(z)=2"-32-2 et a=1
2) En utilisant la méthode de Horner déterminer le quotient et
le reste de la division euclidienne de P(z) par (z —a) dans les
cas suivants :
a) P(x)=22"-52"-1z-2 et a=3
b) P(z)=3z" -2’ +22-52 et a=-2
¢) P(z)=32"-22"+3z—11 et a=—4
Exercice 7 :
On pose P(z)=12" — (33 + Dz’ +m(2+/3)z—6
1) Déterminer m pour que —2 soit une racine de P (z)
2) Déterminer m pour que P(z) soit divisible par z—1
3) On suppose que m =3
a) Déterminer le polynome Q(z) tel que P(z)=(z—1)Q(z)
)

b) Vérifier que V3 est une racine de Q(z) puis factoriser P(z)

Exercice 8 :

On considere le polynéme P(z) = 22" +52° —1—6

Correction
-

1) Montrer que —2 est une racine de P(z)
2) Déterminer le polynome Q(z) tel que L1
P(z) = (¢ +2)Q(x) s
3) Montrer que Q(z) est divisible par (z—1) [m] by
4) Factoriser le polynéme Q(z)

5) Donner une factorisation de P(z)en produit de trois

binémes.
Exercice 9 :
On considere le polynome P(z) = 2z' —92° +142° —9z+2

1) Montrer que 0 n’est pas une racine de P(z)
1

2) Montrer que si « est une racine de P(z)alors — est
a

aussi une racine de P(z) .

3) a) Montrer que 2 est une racine de P(z)
b) Déterminer le polynéme Q(z) tel que

P(z) =(z-2)Q(2)

¢) En déduire que Q(éj =0
4) a) Déterminer par deux méthodes les réels a, b et ¢

tel que Q(z) = (m - éj(aaf +bx+ c)

b) En déduire une factorisation de P(z)en produit de
quatre bindmes.
Exercice 10 :
Soit P(z) un polynome et n e N
1) Vérifier que :
(PU+1)-P@)+(PE2+D-P(2))+..+(P(n+1)—P(n)) = P(n+1)— P(1)
2) a) Déterminer un polynéme Q(z) de degré 3 tel que
Qz+1)-Q(z) = 2*
b) En déduire que I° +2° +.....+n° =Q(n+ 1) — Q(1)
o n(n+1)(2n+1)

c¢) En déduire que 17 +2° +....+n
6

Exercice 11 : Exercice d’olympiade

Propriété : Soit neN"et z,;2,;....;2, €R

Si P(x) est un polynéme de degré n et admet n racines
distincts z,;z,;.....et z alors

P@)=a(z—z,)x(x—2,) X ... x(z—xz,) Avec aest le
coefficient de son plus grand termes az"

Application : Soit Q(z) un polynome de degré 3 et
admet 3 racines distincts a, fet 6.

On pose Q(z)=az’ +bz” +cx+d

Montrer que :

a+p+5=-L": apspsroa=S; aps--2
a a

a
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1) Equations du premier degré 4 une inconnue
Activité 1
Résoudre dans R les équations : 22—-5=0 ; 3z-7=5z+8 ; 5(z+2)—-2x=3z+10 ; 3z—1=3(x+1)

Définition 1 :

Toute équation qui se ramene a I'équation de la forme ax+b=0 est appelée équation du premier degré a
une inconnue ou z est 'inconnue, a et b sont deux réels donnés.

Propriété 1 :

On considere 'équation (F): az+b=0 d’inconnue z et soit S I'ensemble de solutions de (F) dans R

, . . . b b
e Sia # 0, alors I'équation (£) admet une unique solution z=—— et S = {——}
a a

e Sia=0etb=0,alors tous les nombres réels sont des solutions de I'équation (F) et S =R

e Sia=0et b # 0, alors 'équation n’admet aucune solution et S =9

Exercice : Exercice 1 de la série 8.

2) Inéquations du premier degré & une inconnue

Activité 2

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

—2z+6<0 ; 3r—4<-5z+8 ; Sx—-2x+1)=23z+1 ; dx+5>Tx+1-3z
Définition 2 :

Toute inéquation qui se ramene a 'inéquation de la forme ax+b6>0 ou arz+b>0 ou ar+b<0 ou ax+b<0,

s’appelle inéquation du premier degré a une inconnue ou z est l'inconnue, a et b sont deux réels donnés.

Exercice : Exercice 2 de la série 8.

3) Signe du binéme ax + b
Introduction

Soient a et b deux réels tel que a #0 .

e On a a:z:+b:0<:;>ac:—2
a

ax+b>0<:>:c>—ﬁ

e Si a>0, alors a

cmt+b<0c:>:zt<—2
a

On résume les signes précédents de az+b dans un tableau appelé tableau de signe il s’écrit sous la forme :

b
€T —00 —-— +00

ar+b - i ——

cm:+b>0<:>av<—é

. a
e Si a<0, alors

cwz:+b<0<:>a:>—é
a

Donc le tableau de signe s’écrit :

T —

ar+b — + -
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Propriété 2 :
Soient a et b deux réels tel que a #0.
Le tableau de signe du bindme az +bsur R est le suivant :

b
T —00 —_— +w
a
ar+0b Signe de —a + Signe de a

Exemple 1 :
Dressons le tableau de signe de =32 +6 et déduisons les solutions dans R des inéquations —32+6>0 et —32+6 <0
e Ona —3z+6=0& x=2, d’ou le tableau de signe de =3z +6 s’écrit :

€T —o0 —+00

-3r+6 — i —

e Donc 'ensemble de solutions dans R de I'inéquation =32+6 20 est : S, = ]—00;2]
e Donc 'ensemble de solutions dans R de I'inéquation —32+6<0 est : S, = [2;+oo[

Exemple 2 :
1) Dresser le tableau de signe de 5z+15, —xz+1 et (5z+15)(—z+1)
2) En déduire les solutions dans R de l'inéquation (5z+15)(—z+1) <0

Remarques 1 :

Soient z et y deux réels tel que y #0

1 x
1) Le signe de — est le signe de y. : 2) Le signe de — est le signe de xxy.
Y

Exemple 3 :
5x—10
1) Dresser le tableau de signe de dx—10, -4z +2 et ‘
—4z+2
P . A , dr—10
2) En déduire les solutions dans R de l'inéquation 112 >0
4z +

Exercice : Exercice 3 de la série 8.
4) Systémes de deux équations du premier degré a deux inconnues
Activité 3

1) En utilisant la méthode de substitution ou la méthode des combinaisons linéaires résoudre dans R” les systémes :

T+y=2 dx—-5y=2 3rx+2y=41
(5)) ; (5)) . (S,)

20+y=3 —r+3y=3 4z —15y =239

5 —z+3y=1
2) En utilisant la méthode graphique résoudre dans R” le systeme : (S,)
2r—-6y=-3
Définition 3 et propriété 3 :
. . ar+by=c .
e Toute systéme qui se ramene au systeme de la forme () b . s’appelle systéme de deux
a'z+b'y=c

équations du premier degré a deux inconnues ou (z;y) est I'inconnue, a, a', b, b', ¢ et ¢' sont des réels donnés.

a
e Le nombre ab'—a'b s’appelle déterminant du systéme (S), noté D et s’écrit D = =ab'-a'b

a

e Si D#0alors le systéme (S) est appelé systéme de Cramer et admet une unique solution (z;y) dans R”tel que :

c b a c

_ I b a ¢

) ’ )
e Si D=0, alors le systéme (S) admet une infinité de solutions ou n’admet aucune solution.
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Exemple 4 :

1) En utilisant la méthode des déterminants résoudre dans R’ les systémes suivants :

2z -6y =1 20 -3y =1 r+2y=17
(5) o (9) o (5)
3r+4y=7 —4r+6y=>5

ny - . ’+2y° =17
2) En déduire la solution du systeme : (S,) [ ‘
20" — 4y’ =2
Exercice : Exercice 4 de la série 8.

5) Inéquations et systémes d’inéquations du premier degré
Définition 4 :

ar+by+c<0, s’appelle inéquation du premier degré a deux inconnues ou (z;y) est 'inconnue, a et b
sont deux réels donnés.

Propriété 4 : Régionement du plan

Soit (D) une droite d’équation (D): ax+by+c=0 dans un plan rapporté a un repere (O;E; 3).
La droite (D) partage le plan (P) en deux demi-plans (D) et (D) tels que :
(D7) est I'ensemble des points M(z;y) du plan tel que az+by+c >0
(D7) est 'ensemble des points M(z;y) du plan tel que az+by+c<0
Remarque 2
Pour résoudre graphiquement I'inéquation (D) ou (D7), on procede de la fagcon suivante :
e On trace la droite (D) ;
e On choisit un point en dehors de la droite (D) et on teste s’il appartient au demi-plan cherché ou pas.
(Le plus souvent, quand la droite ne passe pas par l'origine, on choisit 0(0,0) qui fournit le résultat facilement,
mais si la droite passe par 'origine du repere on choisit un autre point).
e On colorier le demi-plan cherché (a partir de I'inéquation demandée).
e Les solutions graphiques de I'inéquation (D) ou (D7) sont les couples (z;y) de coordonnées des points
situés dans la partie colorée.

Exemple 5 :

Résolvons graphiquement dans R’ I'inéquation 2z—-y—4<0

C’est-a-dire déterminons le demi-plan (D) tel que (D) la droite d’équation (D): 2z —y—4=0

e On trace la droite (D) (il suffit de trouver deux points apparten- ol
-ant a (D)) 3] (D).

(1)
e On a 0(0;0) ¢ (D)et puisque 2z, -y, —4=2x0-0-4=-4<0 N

Alors : 0(0;0) e (D)

e Donc les solutions graphiques de 'inéquation 2z —y—4<0 sont les

couples (z;y) de coordonnées des points situés dans la partie colorée.
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Exemple 6 :

1) Représenter dans un repere (O;f; 3) les droites (D):3z—2y—6=0 et (D):2z+3y=0.
2) Résoudre graphiquement dans R”les inéquations 3z—2y—6<0 et 2z+3y >0
3x-2y—6<0

3) En déduire les solutions graphiques dans R”du systéme
2x+3y >0
Exercice : Exercice 5 de la série 8.

6) Equations du second degré a une inconnue

Propriété 5 et définition 5 : Forme canonique d’un trinbme

Soient a, b et ¢ des réels avec a#0 .

< 2_4
Pour tout zde R, on a: ar?+br+c=a [x+ij b iw
2a (2(],)_

Cette écriture s’appelle forme canonique du trinéme az’ + bz +c

Définition 6 :

e Toute équation de la forme az’ +bz+c=0 ol a, b et ¢ sont des nombres réels avec a #0 , s’appelle équation
du second degré a une inconnue z.
e Les nombres réels a, b, et ¢ s’appellent coefficients.

e Le nombre réel A=0b"—4ac s’appelle le discriminant du trinéme az’ +bz+c et de 'équation az” +bz+c=0

Propriété 6 :

On considére Péquation (E): az” +bz+c=0 ot a#0 et A=0b"—4ac son discriminant et soit S l'ensemble de
solutions de (F) dans R

e Si A<O0 alors I'équation (F) n’admet aucune solution et on a S =&

e Si A=0 alors I’équation (£) admet une solution unique (dite solution double) : z, = b etona S ={—2i}
a a

:_Z);L—\/Zet x)ZM et on a S:{xl;%}
a

e Si A>0 alors 'équation (£)admet deux solutions distinctes : z,

2a
Exemple 7
1) a) Résoudre dans R les équations suivantes : 3z° +2x+1=0 ; 42° +122+9=0 ; 2°-3z+2=0

b) En déduire les solutions des équations suivantes : ' —32° +2=0 ; z—3Jz+2=0
2) Résoudre dans R les équations suivantes 2?—5r=0 ;427 =25=0 ; *+1=0 ; z°-2z+1=0

Remarques 3

e Si ac<0 alors A>0 et I'équation az®+bz+c=0admet deux solutions distinctes.

e Les équations de la forme : az® +bx=0; az’ +c=0; a’z2+ 2abx+b° = 0 peuvent étre résolues directement
sans passer par le discriminant A .

Activité 4 : Soient u et v deux réels

1) Vérifier que z° —(u+v)z+uv = (z—u)(z—v)

2) En déduire les solutions dans R de I'équation z° — (u+v)z+uv =0

Propriété 7 : Soient v et v deux réels

L’équation z° — (u+v)z +uv = 0 admet deux solutions dans R sont u et v

Exemple 8

Sans calculer le discriminant A résoudre dans R les équations suivantes :
2~ B+ Dr+4x3=0 ; 2°-92+8=0 ; 2°-32-10=0 ; 2°—102+25=0; 2 —(J§+J§)x+£=0

Exercice : Exercice 6 de la série 8.
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7) Somme et produit des deux solutions d’une équations du second degré
Activité 5 :

On considére dans R 1'équation (E): az” +bz+c=0 tel que a#0 .

On suppose que (£) admet deux solutions distinctes z, et z, .

1) Calculer la somme , 4+, en fonction de a et b .

2) Calculer le produit z, %, en fonction de a et c.

Propriété 8 :

. . . . . b c
Si z, et z, sont les solutions distinctes de 'équation az” +br+c=0 alors : 7, +z, =—— et x,xz, =— .
a a
Exemple 9

On considére dans R 1'équation (E): 22° —z-3=0

1) Montrer que I'équation (F) admet deux solutions distinctes z, et x, (sans les calculer).
2) Caleuler z,+x,, z,xz,, =/ z,+zz,’, z°+z,et z’°+z,°.

3) Sachant que —1 est une solution de 'équation (£), déterminer autre solution.

Exercice : Exercice 7 de la série 8.
8) Factorisation du trindéme ax? + bx + ¢

Propriété 9 :
Soit. A le discriminant du trindme P(z) = az’ +bx+c

e Si A>0, alors le trindme P(z) admet deuz racines distinctes T, et x, et on a : az’ +br+c= (J,(ZIZ—.’EI)(,T—ZL’Q)
. . A . b 2 2
e Si A=0, alors le trinéme P(z) admet une seule racine z, = o0 etona: ar’ +br+c=a(r—1z,)’
a

e Si A<O0, alors le trindme P(z) n’admet pas de racine dans R et ne peut étre factorisé en produit de deux binémes.
Exemple 10

Factoriser si ¢’est possible le trinome P(z) en produit de deux bindémes dans les cas suivants :

P(x)=22>—-z-1 ; P(z)=—4"+4J32-3 ; P(x)=2’+z+1

Exemple 11

1) Factoriser le polynéme z° —6z+8 et déduire une factorisation du polynéme z*—61°+8.

2) Factoriser le polynéme z° —3z —10 et déduire une factorisation du polynéme z* —3z° —10.

3) Factoriser le polynéme 2z” +322—11z—6 sachant qu’il admet 2 comme racine.

4) Factoriser le polynéme P(z) =2’ +12° -2

Exercice : Exercice 8 de la série 8.

9) Inéquations du second degré a une inconnue
Activité 6 : On considére le trindme az® +bz+c et soit A son discriminant.
1) On suppose que z, et z, sont deux solutions distinctes de I’équation az’ +br+c=0 et que z, <,

Compléter le tableau de signe suivant :

x —o0 T, T, +00

r—x

; S

r—1,

a(z—1z,)(z—x,)
(si a<0)

T
(e —z,)(z—1,) +
(si a>0)

—0—{—0




2) Si A =0, déterminer le signe de az” +bz+c (on pourra utiliser la factorisation az’ +bz+c=a(z—x,)* )

3) Si A<0, montrer que le signe de az’ +bz +c est le signe de a (on pourra utiliser la forme canonique)

Propriété 10 : Signe du trindme ax? + bx + ¢

Soit le trindme P(z) = az® +bx+c et A son discriminant.

1) Si A<0, alors P(z) est de signe de a pour tout zeR.

X —00 +00

az® +br+c Signe de a

2) Si A=0, alors P(z) est de méme signe que a pour tout z€R et P(—

b
-— +o0
! — 2a
ar’ +br+c Signe de a + Signe de a

3) Si A>0 et z,, z, les deux racines de P(z) avec z, <z,, alors :
o P(z) est du signe de —a pour tout = € |z,;z,[

e P(z) est du signe de a pour tout z e ]—oo;:cg[u]xl;+oo[

x —0 z, z, +00
2 : : B )
ar” +bx +c Signe de a + Signe de —a + Signe de a

Exemple 12
Etudier le signe des trinémes suivantes : P(z) =-32°+2-2 ; Q(z)=22"-z-1 : R(z)=162" —8V3z+3

Exemple 13
Dresser le tableau de signe des expressions suivantes :
1 —22% +52—-3 2° —9z+8
Gr)=—F——— ¢« HO)=——F— ¢« K@)=——"—
T =7Tr+12 322 — 23J67+ 2 z(x—4)

Définition 7 :

Toute inéquation de la forme az® +bz+c>0ou az” +bx+c>00u az’ +br+c<0ou az’ +br+c <0, sappelle
inéquation du second degré a une inconnue avec a, b et ¢ sont des réels donnés, a # 0 et x est I'inconnue.

Remarque 4

Pour résoudre une inéquation du second degré a une inconnue on utilise souvent le tableau de signe.

Exemple 14

Résolvons dans R les inéquations : 2° =72+12>0 ou 2° =7x+12>0 ou 2° —=72+12<0 ou 2° -7x+12<0,
e Dressons premicérement le tableau de signe du trinéme z° —7z+12

On a (Facile a vérifier) :

T —o0 3 4
T’ —7x+12 _|_ + - + —+—

Donc I'ensemble de solutions de l'inéquation z° =7z +1220 est : S, =..ocvveuee.

Donc Pensemble de solutions de l'inéquation #° =7z +12>0 est : Sy =i
e Donc 'ensemble de solutions de 'inéquation ° =72 +12<0 est : S, =.oovvvuene.n.
e Donc 'ensemble de solutions de I'inéquation z° =7z +12 <0 est : S T e
Exercice : Exercice 9 de la série 8.

Remarque 4 : Ensemble de définition d’une équation/inéquation : Voir ’exercice 10 de la série 8.

Complément de cours : Détermination de deux nombres dont la somme et le produit sont connues : Voir

I'exercice 11 de la série 8.
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Résumé 8 : Equations, inéquations et systemes

Equations du premier degré 4 une inconnue Equations et inéquations du second degré
On considere I'équation (E): az+b=0d’inconnue z | e Discriminant du trindome az’ + bz +c et de 'équation
. . 2 2
et soit S lensemble de solutions de (E) dans R ar” +br+c=0 est A=0"—4ac
2
. b ) b A
e Sia#0,alors §=4—— e Forme canonique az?+br+c=a|| r2+— | — .
q 2
a 2a (2(1)
e Sia=0et b=0,alors (E) et S=R = -
e Sia=0et b#0,alors S=0 g B =
= =
Inéquations du premier degré & une inconnue = =7 =
E = =
Pour résoudre une inéquation du premier degré a < = o B 1
" xS
une inconnue on utilise souvent le tableau de signe < wn = @ o
EE— +
du binéme az+b o =T | =
z 2 1+
b il =] i
z —0 —— +00 = = =
a
azr+0b Signe de —a + Signe de a g1 o
LY} +
Systémes de deux équations du premier degré E .:L?
( ax+by=c e, == g
— - =
—, -5 .
a'z+b'y=c' B L Il'“ =
- 5B E
[ | = =
a [ i n =
e Lenombre D=| | s’appelle déterminant du =] = 9 =
b i = b S
3 + =
systéme (S), . 20
= ax
e Si D#0alors le systéme (S) admet une unique - =
[~
. . 2
solution (z;y) dans R tel que : =
==
c b a c &
¢ b a' ¢ +] = T
T = Y= = =
D D = 2
e Si D=0, alors le systéme (S) admet une infinité de & =
i i —— S =
solutions ou n’admet aucune solution. — - ©l = =
A : - : =1 3 T I S
Inéquations du premier degré a deux inconnues i|= 1 -~ w5 =
, . . 9 . T — = * =
Pour résoudre graphiquement I'inéquation " — £ & S
+) - -\ - k = e e k=l — .
(D7): az+by+c>00u (D7): ax+by+c<0 : Y =] = - =
= = =3 =
Y + | =3 I o s
e On trace la droite (D): az+by+c=0 dans un - 2 = == |
T I = & [ &
repere (0;1;7) . = _* Fl= 5 -
pere (037 7) — 4 s =
e On choisit un point en dehors de la droite (D) et on = . - Z
+ =
teste s’il appartient au demi-plan cherché ou pas. =| 3 =
T‘IH '_.':'
e On colorier le demi-plan cherché (a partir de = %,.
Z
I'inéquation demandée). =
o =1 =
. . P . = — [— .—-
e Les solutions graphiques de I'inéquation (D*) ou S = - = g . - B =
- : 4 : 2 T 2 |82 #|l= o #| 2% > E|=
(D7) sont les couples (z;y) de coordonnées des points =2 = 5|15 E 51T g =518 5 2|3
.y . , 2. EFEET|ge F|EZE €l
situés dans la partie colorée. L2 EE 8 =] 2ELE 2 ==
_ = . Sl T =Slon & =Sl o E I,__'O

Remarques :
e Si ac <0 alors 'équation az” +bz+c =0 admet deux solutions distinctes.
e Les équations : az’ +bx=0; az’ +c=0 ; a’22+2abs+b° =0 ; 2° —(u+v)r+uv =0 peuvent étre résolues sans A .

66



Prof : Aissa HIYAB
Niveau : TCSF
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Série 8

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

ons et systémes

Exercice 1 : Equations du premier degré a une inconnue

1) Résoudre dans R les équations :

3z+6:0;1+2w:J§Q—x);3i;2—£il=

(Bz+5) =(z+1)° ; 42° =100 ; 22° -72=0
3x+2_3_—1+23: 45 13 g
5 2 =3 z+1 ' 9z+6
5a:+7:5a:—7 ; 2:1:+3:0 oa(r—1) = (z+3)(z—1)
r+1 r—1 r—2
Az+3)=2"-9 ; 22° —z+1=2+1 ; |z|=5
|20-3|=13 ; |z+2|=|1]; |[1-2]=|22+3

|z =1 +|z+1+]z|=2 ; 2|e+1|-3|22-1=5

z—7

2) Discuter selon les valeurs du parametre réel m les
solutions dans R des équations suivantes :

a) (m—1)z=2m—1

b) (2-m)z+3mz+2(m—-2)-6=0

¢) (3m+3)z+3m=(2m-5)z+m+1

Exercice 2 : Inéquations du premier degré a une inconnue

1) Résoudre dans R les inéquations :
Sx+1_ 3xz-3

20—-620 ; —x+5<-2z+3 >

T+3

v+l >2-3z
3

. 3x—2_z>
2 3

|z|<3 ;px—q<§ D [3z+125 V2043 -Vz+2>0

|lz—1|-3lz—2|<22-3 ; |z—1|]+|3-2]|<6

2) Discuter selon les valeurs du parameétre réel m les
solutions dans R des inéquations suivantes :

a) (m’ —4)<m+2

b) (m+2)z—223m

) (3=m)z—m’+2m=>0
Exercice 3 : Signe du binéme az+b

1) Dresser le tableau de signe de :
1 —4r+8

612 Gu+2
2) Résoudre dans R les inéquations :
(z+D(-2z+3)<0 ; (2:1:—3)(41:—5)20
(3x+2)(4x—1)
Sx—2
307 —20<0 ; (22-1)(1-3z)(z-~2)*20

—dx+8 ;

20

Exercice 4 : Systémes de deux équations du premier degré
A) En utilisant la méthode des déterminants résoudre

dans R’ les systémes suivants :

1){
3>{

B) 1) Résoudre dans R’ le systéme (.5,): {

10x+y=7
cooyg

100z +y=1
3x—2y=6
z_ Yy

2 3

Sbr—2y=4
—3r+4y=6

3r+4y=1

4)
r—2y=2

3x+2y=4
-z+y=-3
3|z|-2]y-1] =4
il
Ne—1-Jy+2=7
~r—1+2y+2=-17

2) En déduire la solution du systéme (52)

C) Résoudre dans R’ le systéeme (S):{

20+y=1

D) 1) Résoudre dans R? 1 te
) 1) Résoudre dans e systéme {3m+y=5

{

Correction
-

2) En déduire les solutions des systémes :
2|x| + |y| =1
3 |£U| + |y| =5

_ Nz +fy=1
" 3Vr+fy =5
g+l=1
3. 1_.

_+_
r oy

22" +y° =1
317 +y’ =5

. (m-Dzx+y=m+1

E) On considére le systeme (S5,):

z+(m-1Ny=3
1) Montrer que le déterminant de (S, ) est D=m(m-2)
2) Discuter selon les valeurs du parametre réel m les
solutions dans R’ du systeme (Sm)
Exercice 5 : Inéquations du premier degré a deux inconnues
1) Résoudre graphiquement dans R*les inéquations

20-y=-5<0 ;2-2y20 ; 2+y-3<0 ; 4o-3y+7>0

2) Résoudre graphiquement dans R’ les systémes :

20-y-3<0 r—=2y<7
S (S
( 1) {z—2y+120 ’ ( 2) {z+y£3
(5,)

(%){ y—z—-1<0

z—220

y+1<0 y+2x—2<0

2y+x+120
r+y+3<0
—2r+y+2>0
—2rx+3y+2<0

4dr—-3y—8<0
2+ 5y+3=20
y<0
x>0
y=0
r+y<4

S,

6

(5:)

7’

(57)

3) Résoudre graphiquement dans R’l'inéquation

(2r—-y+D)(z-y-3)<0
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Exercice 6 : Equations du second degré a une inconnue

A) Résoudre dans R les équations :
20" +2-1=0
o’ -82+16=0
~22% + 2\22-1=0
7’ —2|x|—3=0
o' 4207 +6=0
32t — 4307 +4=0
—31+5\r —4=0
" +3=2x-1
m=x+1

B) Sans calculer le discriminant A résoudre dans R

Correction

les équations :
1) 327 -2z=0
2) 72°-3=0
3) 2°-10z+16=0
4) 2~ 3+5)r+15=0
5) @ —4\32+9=0
C) On considere 1’équation :
(E): ' -52° +82° —5x+1=0

1) Montrer que 0 n’est pas une solution de (E)
1

2) On pose t=z+—, montrer que t* —5t+6=0©(E)
T

, , . 2 s 1.
3) Résoudre I'équation t° =9t +06 =0 et déduire les
solutions de I'équation (E)
Exercice 7 : Somme et produit des solutions

227 4224 2=0

1) Montrer que ’équation (E) admet deux solutions

A) On considére I'équation (£):

distinctes @ et B (sans les calculer).

9) Calculera+ 8, axf, i+%, B +af’,
o

a’+p, g+£ et a’+p’.
f «

B) Montrer que Péquation (E): z°-3z+1=0 admet
deux solutions distinctes T; et I, puis calculer
1 N 1
o
Exercice 8 : Factorisation d’un trinbme

Factoriser si ¢’est possible les trindmes suivants :
P(z)=22"+32-2 ; P,(z)=-32" +72-2

P,(2)=252" —10z+1 ; P,(z)=32" +6:/32+9

b

P(z)=-32"+1z-2 ; P,(z)=-32"+2° -2

Exercice 9 : Inéquations du second degré a une inconnue

A) Etudier le signe du triné6me P (l’) :
P(@)=2"-7z+12
P(z)=-2"+62-9
P(z)=-2"+22-3
P(x)=72"+122+5
P(r)=2"+z+1

B) Résoudre dans R les inéquations :

2 =524+6>0 ;27 =8x+5<0 ; 492° =70z +25>0

2’ +1+3<0 ; —975° +6:/22-2>0 ;

<0 ; 3,52°-0,52+0,15<0 ;

2’ —-62+9

" 327 +10z-8
3

R ¢ >0

=627 + 122 -8

S3(x+3) Nzt +35+4 Sém+2

1172+£I3 X

>0 dr—3Jr+1<0

r+1

Exercice 10 :

No?l =7z +12 =

a) Déterminer D D'ensemble des réels L pour lesquels

1) On considére dans R D'équation (FE):

'équation (E) est bien définie (& un sens).
b) Résoudre dans D 1’équation (E) (étudier les cas :
z20et z<0)

2) Résoudre dans R l'inéquation vz° —71+12 >x

Exercice 11 : Complément de cours
Propriété 11

Soient U et U deux réels.
utv=>5

admet une solution (U;

w=2P

seulement si S° —4P >0

U et U dans ce cas sont les solutions de 1’équation
2 -Sr+P=0

Exercice :

U) dans R’ si et

Le systéme {

Résoudre dans R’ les systémes :
r+y=-9 ) r+y=16
zy =20 ) zy=—1024

2 2=1
z) T +y 0
Ty =-3

z° +1y° =98
xy=15
{x +y’ =7 6){I+Iy+y=11

zy=1 *y + xy® = 30

oF—ay+y’ =13 8){$2—xy+y2=0

T+y=-2 T+y=-2
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1) Cercle trigonométrique — Abscisses curvilignes
Activité 1 :

Le plan est rapporté a un repeére orthonormé (0;@; W) . 7
On considere le cercle (U)de centre O et de rayon R =1 (Voir la figure ci-contre).
1) Déterminer les coordonnées des points I, J, I'et J'dans le repére (O;&;m) : v . /
2) a) Calculer le périmetre du cercle (U)et en déduire la longueur de Parc . © i
b) En déduire la longueur des arcs 17 et 17\' qui ne contient pas [’
c¢) Déterminer la longueur des arcs 17 et ff’ qui contient /"' . J'

Définition 1 : Orientation d’un cercle

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O;w; 5]) .

e Orienter un arc du cercle c'est choisir un méme sens de parcours circulaire.

e On prendra comme sens positif le sens contraire de déplacement des aiguilles d'une montre, il sera appelé sens
direct ou sens trigonométrique, 1'autre sens sera appelé sens indirect ou négatif.

Définition 2 : Cercle trigonométrique

Le cercle trigonométrique est un cercle orienté, muni d’un repere orthonormé (O;W;@) , de centre O, de rayon 1

et muni d’un point origine : (le point I ).

J ] \\+

u|

Définition 3 : Abscisses curvilignes :

Soit (U)un cercle trigonométrique.

e Tout réel z est représenté sur (U) par un unique point M .

e Le nombre z est appelé une abscisse curviligne du point M et on écrit M(z) .
o M se déplace sur le cercle a partir de I vers le sens positif avec la distance x (si >0 ) ou vers le sens négatif avec
la distance —z (si <0)

Exemple 1 :

e Le nombre 0 est une abscisse curviligne du point I (c’est-a-dire I(0) ).

e Le nombre g est une abscisse curviligne du point J (c’est-a-dire J (g)). Z \+

e Le nombre —% est une abscisse curviligne du point J' (c’est-a-dire J '(— g))

e Le nombre 7 est une abscisse curviligne du point I' (c’est-a-dire I'(7)). A e

e Le nombre —z est une abscisse curviligne du point I' (c’est-a-dire I'(-7)).

3T
e Le nombre ey est une abscisse curviligne du point J' (c’est-a-dire J '(37“))

e Le nombre 27 est une abscisse curviligne du point I (c’est-a-dire I(27)).

Propriétés 1 :

e Si z est une abscisse curviligne d’un point M , alors tout nombre s’écrit sous la forme =+ 2k7 tel que k € Z est
aussi une abscisse curviligne du point M .
e 1 et ¥ sont deux abscisses curvilignes d’un méme point si et seulement s’il existe k € Z tel que ©—y = 2kx .

e On écrit dans ce cas = = y[27r] et on lit : x est congru a ¥ modulo 27 .
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Exemple 2 :
Dans chacun des cas suivants, vérifier que si z et y sont deux abscisses curvilignes d’'un méme point :

2 - 1 4 12 2
8 8 6 6 ' 12 12

Remarques 1 : Pour tout réels z, y et z on a :

e s=y[2z]|e w=y+2kn kel

o yzx[27r]<:> xzy[27r] .

e Si xEy[2ﬂ'] et ysz[27r], alors xsz[27r] :
o Si :L’Ey[27r] et :L'Ez[27r], alors yzz[2ﬂ] .

Définition 4 : L’abscisse curviligne principale :

Si M(z) et ze ]—7r;7r] alors z est appelé 1'abscisse curviligne principale du point M .

Remarques 2 :

e [’abscisse curviligne principale d’un point M du cercle trigonométrique est unique.

0
A

e Si z est I'abscisse curviligne principale d'un point M alors la mesure de 'angle 1O M en degré est IOM =

180
—
V2

Exemple 3 : Technique d’encadrement pour déterminer ’abscisse curviligne principale :
537w

Déterminons 1'abscisse curviligne principale du point M (T) .

53 53
Soit z' I'abscisse curviligne principale du point M (Tﬁ-) , donc il existe k€ Z tel que x'= Tﬂ--i- 2krr et —m<zx'<rw

Donc —7[<53—”+2/€ES7[ , donc —1<§+2kél , c'est-a-dire 1 —1—§)<kﬁi l—ﬁj
5 5 2 5 2 5

Clest-a-dire —5,8 <k <—4,8 et puisque k€ Z alors k=-5. Donc : z'= 5377[+2k‘72 = 53T7Z+2X (-5 = 3?7[
Exemple 4 :
1) Soit z une abscisse curviligne d’un point M, déterminer I'abscisse curviligne principale de M :
a):ls=67—7z b)x=@ c)x=41—7[
3 4 6
d) o =2024x e) z=31Tx f) x=20227” .

2) Représenter sur le cercle trigonométrique le point M dans chaque cas précédent.

Autre technique pour déterminer 1’abscisse curviliene principale :

Soit M (%) un point du cercle trigonométrique tel que aeZ, be N \{0;1} et |a| >b.
1) Si % n’est pas un entier relatif impair :

a . . a
On encadre — par deux entiers consécutifs n et n+1 tels que n< 3 <n+1.

L’un des deux entiers n ou n+1 est pair : soit N cet entier.

L’abscisse curviligne principale de M (%) est % —Nr .
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Exemple 5 :

En utilisant la technique précédente déterminer I’abscisse curviligne principale de M(z) dans les cas suivants :

1) x=337r 2) x=2677r
4 5

3) x=—437z 4) x=—117l’ .
6 3

Exercices : Exercices 1, 2 et 3 de la série 9.

2) Angle orienté de deux vecteurs

Définitions 5 : Unités de mesure des angles

® Le degré est le grade sont deux unités de mesure pour les angles.

e [’angle plat & pour mesure en degré : 180° et en grade : 200gr .

e Le radian est une autre unité de mesure des angles, 1 radian est la mesure d’un #=1rad

angle au centre interceptant un arc de longueur égale a I'unité. 1

e Si la mesure d'un angle est exprimée en radian, on fait suivre le nombre par 'abréviation " rad "

Propriétés 2 :

e Un arc d’'un cercle de rayon R a pour longueur Rx 6 ou € est la mesure en radian de I’angle au centre interceptant

larc.
—~ M
c’est-a-dire IM =R X 0. ?i i
I

e Onafd =
0 R

= |3)

2
e Un secteur d’un cercle de rayon R a pour aire

ol @ est la mesure en radian d’un angle au centre interceptant

I’arc du secteur.

e Si 7, y et zsont les mesures respectives d’'un méme angle géométrique en degré, en radian et en grade alors on a
Ty oz

180 7 200

Exemple 6 :
Compléter le tableau suivant :
Degré 0° |30° | 45° | 60° | 90° 120° 135 150° | 180°
Radian 3
5
Grade 145

Remarque 3 :

e ['unité d'angle dans le systeme international est le radian.

o 180°= x (rad)

Définitions 6 : Angle orienté de deux demi-droites ayant méme origine - angle orienté de deux vecteurs

Soit A, B et O trois points du plan.

e Un angle orienté de sommet O est un couple de 2 demi-droites de méme origine [OA) et [OB).
e Les deux demi-droites sont appelées les cotés de 1'angle.

e Cet angle est appelé aussi angle orienté de deux vecteurs OA et OB. On le note par (m,@)
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e La mesure de ’angle orienté (b?f,ﬁa) est noté (@;073) il est précédé du signe + si Iangle orienté est

de sens positif et du signe — dans 'autre cas.

e Si o est une mesure de l'angle orienté (2)71’,@) alors tout nombre s’écrit sous la forme a+2kzx tel que

keZ est aussi une mesure de cet angle. On écrit (OA;OB) = al2x] .

Définition 7 : La mesure principale d’un angle orienté.

Si (ﬂ,@) = a[27z] et e ]—7z;7z] alors o est appelé la mesure principale de I'angle orienté (O—A),@)

Propriétés 3 :

Soit u, vet w trois vecteurs non nuls du plan orienté. On a :

L G
° (&E)+(55) = (&5)[27[] (Relation de Chasles)

Remarques 4 :

1) u, vet w trois vecteurs non nuls du plan orienté. On a :

g s S 4

o (0= (wo)2e] 7

<l

(e

2) a et b deux réels non nuls. On a
o (aubo)=(wo)[27] si ab>0

° (aﬁ;b{/)sﬂ+(1ﬁ)[27r] si ab<0

Exemple 7 : On considere la figure ci-contre :

Déterminer les mesures suivantes : (ﬁ) : (E) : (7{;; —517)) : (217; 4@7}) .

Propriétés 4 :

Soit A(a)et B(b) deux points sur un cercle trigonométrique de centre O et d’origine I , on a :

. (W(TA) =a[27] . Autrement dit Pabscisse curviligne d’un point A du

cercle trigonométrique est une mesure de I'angle orienté (57,54))

° (W)Eb—a[2ﬂ] .

Exercices : Exercices 4, 5, 6, 7 et 8 de la série 9.

3) Cosinus, sinus et tangente d’un nombre réel

Définitions 8 : Cosinus et sinus d’un nombre réel

Le plan est muni d’'un repere orthonormé (0;01;0.J) et (U) le cercle trigonométrique de centre O .

Soit z un réel et M le point de (U)d’abscisse curviligne z .

e On appelle 'abscisse du point M dans le repere (O;@;W) par cosinus

du nombre réel z et on le note par : cos(z)

e On appelle 'ordonnée du point M dans le repere (O;E;ﬁ) par sinus

du nombre réel z et on le note par : sin(z)

J

(x)

C087 T
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Exemple 8 :

Déterminer a I’aide du cercle trigonométrique les valeurs suivants
cos(0), sin(0), cos(%), sm(%), cos(r), sin(r), cos(—g) et sin(—%)

Propriétés 5 :

e Pour tout 7eR ona —1<cos(z)<1; —1<sin(z)<1 et cos’(x)+sin’(z) =1
e Pour tout ze€R et pour tout k€Z on a cos(z+2kr) =cos(x) et sin(z+ 2kx) =sin(zx)

Propriété 6 :

Tableau de signe de sin(z)et cos(z) sur I'intervalle [—71';71'] :

AT —ar — g 0 g T
s X o - —|— —|— o
cos{x)| | —— ¢ — —+ ¢ —

Exemple 9 :

2
1) Calculer cos(z) sachant que sin(x) :—E et x e|:—g;0|:

. 7
2) Calculer sin(@) sachant que cos(a) =—? et ae }—72';—%:|

Exemple 10 :
. 20257
1) Vérifier que 4(97” = % + 241 puis montrer que 605(49771) =0 ; 2) Montrer que sin( )=—1

Les lignes trigonométriques usuelles : Soit a e{();%;%;%;%}, ona:

\/Nombre de doigts au dessus de o
e cos(@) = 5

\/Nombre de doigts en dessous de a
2

o sin(a) =

\/Nombre de doigts en dessous de o
o tan(a) =

\/Nombre de doigts au dessus de o

Exemple 11 :

Définition 9 : Tangente d’un nombre réel

(0 oI, W) un repére orthonormé du plan et (U)le cercle trigonométrique de centre O .
V4
Soit. z un réel tel que $¢E+l€ﬂ' ou keZ

On note M le point de (U)d’abscisse curviligne z .

Soit M" le point d’intersection de la droite (OM) et la droite (A) tangente & (U)en I .
On considere la droite (A) est graduée d’origine I et de méme unité OI =1

L’abscisse du point M "sur la droite (A) est appelée tangente 2 on le note tan(x) ()




Remarque 5 :

Tangente n’existe pas pour les nombres %—i—lm’ pour tout keZ car (OJ)et (OJ")ne coupe pas (A)

Propriétés 7 :

Pour tout k£ eZ et pour tout z e R\{%+lm} on a :

sin(x)

o tan(z) = . e I+tan’(x) = ;e tan(z+ 2kx) =tan(x)

cos(x) cos’(z)

Propriété 8 :

Tableau de signe de tan(z)sur I'intervalle [-7;7]

,.<

|

=y

|
[ ]
b3 5
=

Ltan{X)| 4 —~— — 0 + —_ D

Exemple 12 :

2
1) Calculer tan(z) sachant que cos(x)zg et ze}—%;O}

2) Calculer sin(ar) sachant que tan(a) =5 et E:l%;ﬂ}

Remarque 6 :

cos’ (z) = (cos(x))2 , sin’(z) = (sm(x))2 et tan’(z) = (tcm(x))2

Exercices : Exercices 9, 10, 11 et 12 de la série 9.

4) Les relations entre les lignes trigonométriques
Activité 2 :

Soit z un réel tel que x € }0;%} et M le point de (U)d’abscisse curviligne z (Voir la figure ci-contre)

[}

1) a) Vérifier que les coordonnées des points P, N et @) dans le repere (0;01;0.J)
sont : P(cos(x);—sz’n(x)), N(—cos(x);sin(x))et Q(—cos(x);—sin(x))

J

b) Vérifier que (OI;0P) =—-z[27], (ON;0I')=z[27] et (OI';0Q) = z[27]

2) a) En déduire que les abscisses curvilignes des points P, N et ¢ dans le : ;

cercle (U) sont : P(—z), N(7—z) et Q(7+x)

=

b) En déduire que {cos(—x) = cos(z) {cos(;r —x) =—cos(x) ot {COS(]Z’ +1) = —cos(x)

sin(—z) = —sin(z)" | sin(r —z) = sin(z) sin(z +x) = —sin(z)

Propriétés 9 :

) cos(—x) = cos(x) cos(m—1x) =—cos(x) cos(z +1x) =—cos(z)
Pour tout réel z on a : et

sin(—z) = —sin(z)" | sin(r - z) = sin(z) sin(z +z) = —sin(z)

Exemple 13 :

T T T T 37 dr
Calculer : cos(——), sin(——), cos(zt——), sin(r——), sin(—)et cos(—
alculer ( 6) ( 6) ( 3) ( 3) (4)6 (3)
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Propriété 10 :

tan(—z) = —tan(x)
Pour tout k£ e€Z et pour tout reR\ {% + /{372'} on a :4tan(xw —x) = —tan(z)
tan(z + z) = tan(x)

Exemple 14 :
7 2r
Calculer : tan(-Z , tan L , tan r+ = , tan(—) et tan(=—=
( 3) ( 3) ( 4) ( 6) (3]

Activité 3 :

Soit z un réel, on considere les points M et N d’abscisses curvilignes z et 5_$ respectivement (Voir la figure)

1) a) Montrer que les triangles OMK et ONK 'sont égaux

b) En déduire que cos(% —z)=sin(z) et sin(% —1z)=cos(x)

N

M

K

2) En écrivant % +z= % —(—z) déduire que cos(g +z) =—sin(z) et sin(g + 1) =cos(x) q *
Propriétés 11 :
cos(Z —x) = sin(z) cos(z + ) =—sin(x)
Pour tout réel z on a : 2 et 2
V4 V4
sm(E —1) = cos(z) S’zn(g + ) = cos(x)
Exemple 15 :
T T T T T T . T T
Calculer cos(——=), sin(——=) , cos(=+—) et sin(—+=)
2 3 3 2 4 2 4
Exemple 16 :
Vs V4 1 V4 1
Montrer que pour tout k€ Z et pour tout x € R\< =+kz;kzrona: tan(——1z)= et tan(—=+z)=—
2 2 tan(x) 2 tan(x)
Propriétés 12 :
1
Pour tout k£ €Z et pour tout z e R\ + kmkm pon a : tan(— —1)= et tcm(Z +x)=—
tan(z) 2 tan(x)
T 7Z' 4
Exemple 17 : Calculer tan(———) et tan(=+=) T
2 06 2
2_"1 VI E
Exercice : 3 z 3
3w = T
Calculer les valeurs suivantes : ry 4
i T T i ! z
cos(g +80r) ; cos(g +81x) ; tan(g +407) = P
V4 V4 V4
sin(——=80x) ; sin(——=81x) ; tan(——-40r
(3 ) (3 ) (3 )
Vi 1 L L
sin(807z+£) ; cos(817z—£) ; tan(£+ 41r) il z 2 : =10 -
3 3 3
cos(807x — %) ; sin(81z + %) ; tcm(£ —41r)
008(15”+£)  cos (157r_1) (157z_£) e
2 3 . 1 -z
sm(—15 +_) (_157r_£) (157z+£) 3 7 w
2 4 ! 4
2w i T
Exercices : Exercices 13, 14 et 15 de la série 9. Y 3
| 2
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Résumé 9 : Trigonométrie 1

e Le cercle trigonométrique est un cercle orienté, muni d’'un repere orthonormé (O;&;W) , de centre O,

de rayon 1 et d’origine I .

e Tout réel z est représenté sur le cercle trigonométrique (U) par un unique point M . Le réel z est appelé

une abscisse curviligne du point M et on écrit M(z) .

e Si z est une abscisse curviligne d’un point M ;| alors tout nombre s’écrit sous la forme z+ 2kz tel que

ke Z est aussi une abscisse curviligne du point M .

e 1 et y sont deux abscisses curvilignes d’'un méme point si et seulement s’il existe ke Z tel que

x—y=2kr .

e Si M(z)e(U) et :L‘E]—ﬂ;ﬂ'] alors z est 1'abscisse curviligne principale du point M .

e Il existe deux techniques pour déterminer l'abscisse curviligne principale (voir la page 71)

e Le radian est une unité de mesure des angles, on a : 180° = 7 (rad)

M

e Si [ et M deux points d’'un cercle de rayon R alors : 6 (rad) = % C'est-a-dire [IM = R X 8.

e [aire du secteur M est

R’ x

(0 est exprimé en radian)

o R

e Si M est un point d’abscisse curviligne z et de coordonnées (z,;v,,), alors : cos(z) =z, et sin(z)=vy,,

e Les relations entre les lignes trigonométriques :

+ 2k + R e
X — — T+ — —
4 T T—x 2 3
sin sin(x) —sin(x) sin(x) —sin(x) cos(z) cos(z)
cos cos(x) cos(x) —cos(x) —cos(x) sin(x) —sin(z)
1 1
tan(z —tan(z —tan(z tan(z -
tan (2) (2) (z) (z) Jan (@) 1an (@)
e Propriétés trigonométriques : e Tableau de signe desin(z), cos(z)et tan(z)sur [—72';72'] :
—1<cos(x) <1
aT T
—1<sin(z) <1 X 3 0 2 o
cos” (z) +sin’ (z) = 1 sin{ X)| ¢ — o —1 o)
cos(z) cos{(X)| | T ® + _|_ ¢ —
1
1+tan’® (r)= m ter{ X)) _|_ — D —|— - ¢

e Les lignes trigonométriques usuelles :

e La mesure de 'angle orienté (ﬁ,ﬁ}) est noté (ﬂ;@)
; tan(m) =0

; sin(r)=0

—_— cos(mr)=-1
e L’écriture (OA;0B) Ea[27r] se lit « la mesure de ’angle orienté

(54’,0_3’) est congru a o« modulo 27 »

o (04;0B)=a[27] & (04;0B)=a+2kzx kel

o Si (@;@)Ea[2ﬂ] et aE]—ﬁ;ﬂ] alors a est la mesure principale

de I'angle orienté (ﬁ)
» (0B:04)=~(04;08][2]

Soit a e O;Z;Z;Z;Z ,ona:
6 4 3 2

B \/Nombre de doigts au dessus de o

o (OC OB) = (OC@) + (@;Oé)[?ﬂ] (Relation de Chasles) cos(a) = 2

e Si A(a) et B(b) sont deux points sur un cercle trigonométrique de sin(cr) = \/N ombre de doigts en dessous de a

centre O et d’origine I alors : 2

(W(TA) =a[27] et (OA;OB)Eb_a[Qﬂ] _ tan(er) = JNombre de doigts en dessous de a
\/Nombre de doigts au dessus de &




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : TCSF

Série 9

Trigonométrie 1

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 :
Représenter sur le cercle trigonométrique les points
d’abscisses curvilignes suivants :

7 937 20227 — 4 % z. 3z 2z dx,

4 4 3 3
Z on Tx Tx 17z 137w 21w —237m
66" 6 3 4’ 47 6 2

Exercice 2 :

Soit x une abscisse curviligne d'un point M, déterminer
I’abscisse curviligne principale de M dans les cas suivants :

—214
7 5
1577 =31z 111x
4) g=2% =2 g =7
3 4 6

Exercice 3 :

r=1b7

Vérifier si la relation = = y[Zﬂ] est réalisée :

Correction

Exercice 4 :

Compléter le tableau suivant :

En degrés 15

En radian

En grade 20 120

Exercice 5 :
On congsidere la rosace ci-dessous ou les points 4, B, C, D,
E et F sont les sommets d’un hexagone régulier inscrit dans

un cercle de rayon 3.
3

2
1) Calculer la longueur du plus petit arc AB.
2) Calculer la longueur du plus petit arc BF.

)
)

3) Calculer la longueur totale de la rosace.
4)

Calculer I'aire de la rosace.
Exercice 6 :

ABCD un carré de centre O tel que (ﬁ,@) = %[27[]

Déterminer : (@,O—C'.) ,(D—O,Ei),(ﬁim) ,(E,A—d)
Exercice 7 :
ABCD un trapéze rectangle de bases [AB] et [CD] .

Trouver la mesure principale de chacun des angles orientés :

1) (D_?J:EZ) 3) (B_'E*,-\EZ)

1) (CD:CB)

2) (A_B;\ZZ*)
5) (Bﬁ’))

Exercice 8 :
Soit uet v deux vecteurs tel que (a a) y [27[]
Déterminer les mesures suivantes :

() ¢ () (o) ¢ (5 s (ot [_5—_%

Exercice 9 :

A Taide d’un cercle trigonométrique, montrer que :

T 1 LT \/5
cos(—)=— et sin(—)=——-
(3) 2 (3) 2

Exercice 10 :

Calculer tan(lgTﬂ-), sin(= 4271') . 008(802172')

Exercice 11 :

1) Calculer cos(z)sachant que tan(z)= J2-1et ze [0;%[

2) Calculer tan(y) sachant que sin(y) = —é et ye :|g;7r:|

3) Déterminer tan(z)sachant que tan”(2)+ 24/3tan(z) - 1=0
Exercice 12 :
Soit z€R tel que cos(z) =0
1
1) Montrer que 1+tan’(z) =—;
cos” (x)
1
+ 2
tan” (z)

2) Supposons que tan(x) # 0 montrer que ——— =
sin” (z)

Exercice 13 :

sin(——42”) et 003(80(2172-)

2) Soit z un réel montrer par deux méthodes que :

1) Calculer tan(lgTﬂ-),

3
cos (?ﬂ —x) =—sin(x)
Exercice 14 :

Calculer cos(% +97), sm(% —81rx), sm(% —2021r) et

tan(% +20217)

Exercice 15 :
1) Ecrire en fonction de cos(z) et sin(x), les expressions :

A=sin(z+xz)+cos(37 —x)—sin(z — 27) + cos(z + 9r)

B =sin(z+37)+sin(z+127) + sin(z — 7) + sin(37 — )

T 37 .
—sm( + )+sm 7r+x)+cos(7—x)+sm(27r+x)

D=cos($+—)+cos(x—%rj

2) Ecrire en fonction de tan(z) les expressions suivantes :

E= tan(llﬁ — ac) + tan(37z + x) + t(m(% + xj

F= tan(BT” —:v) + tan(z —57[) —t(m(m —97”)
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Statistiques
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1) Généralités sur une série statistique
Activité 1 :
Ce tableau statistique organise les notes d’un contrdle de Maths, obtenues par les éleves d'une classe de TCSF :
Notes 205 |7 10 [13]15|18]19

Nombres d’éleves 5 13 |8 |7 6 |5 |9 |5
1

Déterminer le caractere étudié z et effectif n.
2) Déterminer les caracteres z,, z, et w,.

3) Déterminer les effectifs n,, n, et n, .

5) Déterminer l'effectif total N .

6) Calculer la fréquence f, du caractere z,.

)
)
)
4) Dresser le tableau de effectifs cumulés N, puis déduire N,, N, et N, .
)
)
7) Dresser le tableau des fréquences f, .
)

8) Calculer les pourcentages p,, p, et p, des caractéres z,, z, et =, respectivement.

Définitions 1 :

e Population statistique : '’ensemble des individus objet d'une étude statistique.

Individu statistique : un élément de la population statistique

Caractere z : une propriété commune aux individus d’une population statistique.

Le caractere peut étre quantitatif (dge..) ou qualitatif (couleur...).

e Classe I : quand les valeurs d’un caractere quantitatif sont nombreuses et voisines on les regroupe dans
des intervalles semi-ouverts appelées classes.

e Effectif n: le nombre d’individus ayant la valeur du caractere z (ou du classe I )

e Série statistique : L’ensemble de couples des caractéres (ou des classes) et d’effectifs (z,;n,) (ou (I,;n,))

e Une série statistique (:ztk;nk)est représentée dans un tableau statistique.

Définitions 2 :

Soit (z,;m, ) une série statistique (tel que 1<k<p )

Caractere i 0Fs | | By | i | T T,
Effectif n, n, n, e | T np_l Tlp
Effectif cumulé N, N | Ny | | Ny |, Np—l N,=N

o Effectif total N : la somme de tous les effectifs de la série statistique : N =n, +n, +....4+4n, =N

o Effectif cumulé N, : d'une valeur du caractere z, est la somme des effectifs des valeurs inférieures ou

égalesa z, : N, =n,+n,+....+n,

e Fréquence f d’une valeur du caractere z, est f, = % ou n, est leffectif de z, .

e Fréquence cumulé F, d'une valeur du caractere z, est Fj = % ou N, est 'effectif cumulé de z, .
ng

 Pourcentage p, d'une valeur du caractére ; est p, = —*x 100%.

Remarques 1 :

e Dans le cas de caractere quantitatif les z, sont classées en ordre croissant z, <z, <....<z,_, <z, dans le

tableau statistique.
e Les définitions 2 restes valables dans le cas d’une série statistique définie par des classes.

Exercices :

Exercices 1, 2 et 3 de la série 10.
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2) Représentation graphique d’une série statistique

Introduction :

Pour mieux visualiser et interpréter une série statistique on représente graphiquement les données de son tableau

statistique par des diagrammes (en batons, circulaire...) ou par un histogramme.

Un diagramme en batons (ou a batons ), également appelé diagramme en barres (ou & barres), est
un graphique qui présente des variable qualitative avec des barres rectangulaires avec des hauteurs ou

des longueurs proportionnelles aux valeurs qu'elles représentent. Les barres peuvent étre tracées verticalement ou
horizontalement.

Un diagramme en batons montre des comparaisons entre des catégories quantitative. Un axe du diagramme montre les
catégories spécifiques comparées et 1'autre axe représente une valeur mesurée. Certains diagrammes en batons présentent
des barres regroupées, indiquant les valeurs de plusieurs variables mesurées.

Exemple 1 :

Ce tableau statistique organise les notes d’un controle de langue arabe, obtenues par les éleves d’'une classe.
Caractere w, 8 19 (10|11 |12 13|14 15|16 |17 |18

Effectif n, 31214 |3 |3 |4 (5 |4 ]2 |6 |4
Effectif cumulé N,

|| Effectit

B

I .
4

en batons |
2 |- IS IO U WS N S

2 .4 6.8 10

Exemple 2 :

Ce tableau statistique organise les notes d'un contrdle de langue francais, obtenues par les éleves d’une classe.
Caractere 1w, 516 |7 |8 9 |10 1112|1314 |15|16

Effectif n, 4 19 (1016 [12]14|8 |6 |7 |5 |3 |2
Effectif cumulé N,

18 ~ Effectif
16 4

caraciére

12 3 4 85 &6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

L’histogramme permet de décrire les effectifs observés. Il est utilisé pour présenter des données
quantitatives discretes et quantitatives continues groupées en classes. Les caractéristiques de 'histogramme sont les
suivantes :

e Les bandes sont collées les unes contre les autres.

e Sur l'axe vertical, on indique la fréquence (ou leffectif) de chaque valeur.

e Sur 'axe horizontal, on indique les classes.
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Exemple 3 :

Ce tableau statistique organise le nombre de battement de coeur en une minute de 60 personne.
Classe I, [45;55] | [65;65] | [65;75] | [75;85] | [85;95]
Effectit n, 16 10 13 11 10
Effectitf cumulé N,

Effsctir
| qo

194

18 9 S o Saygone
17 ¢ §

L de] ] /

15 4 $—t—4 ‘ —4¢ :
14 4 '

13 4

i

10 4 ﬁ

10 . 20 30. 40. 50 . 60 70 . 80 . 90 . 100!

Le diagramme circulaire permet d'illustrer un tout partagé en parties. On l'utilise pour représenter des
données qualitatives. Les caractéristiques du diagramme circulaire sont les suivantes.

e Chaque secteur du cercle est en lien avec une modalité généralement présentée avec un pourcentage.

e [L’angle au centre d’'un secteur circulaire représente la proportion d'une catégorie par rapport au tout 360°.
e [l doit y avoir un titre et une légende qui associe le contenu des secteurs a une modalité.

Remarque 2 :

Dans le diagramme circulaire chaque valeur du caractere z, est représentée par un secteur angulaire de

mesure d’angle a, proportionnelle a l'effectif n, par la relation e M (ou a la fréquence f, par la relation

@ . o, D
— =17, OU au ourcenta e . ar la relatlon —_—
360 b P 8¢ B P 360 100)
Exemple 4 :

On a interrogé 160 éleves d'une école secondaire au sujet de leur saison préférée. Voici le tableau de

distribution des résultats obtenus.

z

Caractere z, Hiver | Automne | Printemps Eté

Effectif n, 48 24 16 72

Fréquence f,

Angle au centre ¢,

. Printemps
30%

Exercices : Exercices 4 et 5 de la série 10.

82


https://www.alloprof.qc.ca/fr/eleves/bv/mathematiques/les-types-de-caracteres-des-variables-m1347#caractere-qualitatif

3) Parameétres de position d’une série statistique

Introduction :

Les parametres de position indiquent la valeur “typique” autour de laquelle les observations sont réparties. Les
parametres de position les plus importants sont le mode, la médiane et la moyenne arithmétique.

Activité 2 :

On considere la série statistique de I'exemple 1 :

Notes 2 |5 |7 |10 |13 15|18 |19
Nombres d’éleves 5 13 |8 |7 6 |5 |9 |5
Effectif cumulé N,

1) Déterminer le mode M de cette série statistique.
2) Déterminer la médiane Me de cette série statistique.
3) Calculer la moyen arithmétique T cette série statistique.

Définitions 3 :

Soit (xk;nk) une série statistique
e Le mode M de la série statistique (:L’k;nk)est la valeur du caractere ayant le plus grand effectif
e La médiane Me de la série statistique (xk;nk) est la premiere valeur du caractere dont I'effectif cumulé est
supérieur ou égal a %

. L. - , . .. - n1x1+n2$2+”'+npxp
e La moyenne arithmétique = d’une série statistique (flfk;nk)est le nombre : z = N

Remarques 3 :

Dans le cas d'une série statistique ([ k;nk)définie par classes :
e Le mode M est appelé classe modale, c’est la classe ayant le plus grand effectif.

e La médiane Me est appelé la classe médiane, c’est la premiére classe dont 'effectif cumulé est supérieur ou égal a

N | =

e Pour calculer la moyenne arithmétique =, on remplace les z, par les centres des classes I, .

Exemple 5 : On considére la série statistique de 'exemple 3 :

Classe I, [45;55] | [55;65[ | [65;75] | [75:85] | [85;95]
Effectif n, 16 10 13 11 10
Effectif cumulé N, 16 26 39 50 60

1) Déterminer le mode M de cette série statistique.
2) Déterminer la médiane Me de cette série statistique.
3) Calculer la moyen arithmétique T cette série statistique.

Remarques 4 :

e La médiane Me d'une série statistique est la valeur telle que 50 % des valeurs de la série sont inférieures ou égales a
Me et 50 % des valeurs de la série sont supérieures ou égales a Me .

e Le mode (la classe modale) est aussi la valeur du caractere (la valeur de la classe) ayant la plus grande fréquence.
o [l peut y avoir plusieurs modes et plusieurs classes modale.

Exercices : Exercices 6 et 7 de la série 10.

4) Parameétres de dispersion d’une série statistique

Introduction :

Les parametres de dispersion mesurent combien les observations s’éloignent de la moyenne arithmétique. Les

plus important sont ’écart-moyen, la variance et ’écart-type.
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Définitions 4 : Soit (xk;nk)une série statistique de moyenne arithmétique z.

nq | =X +nz X2 —X |+ +np | xp—%|
N

— — —\2
. - - ) , fe 1y (61 =%)% +15 (X2 =%)* 4+ +1p (xp =X
e La variance de cette série statistique est le nombre réel, noté V| défini par : V = - p(p=%)

e L’écart-moyen de cette série statistique est le nombre réel, noté e, défini par : e, =

e L’écart-type d’'une série statistique de variance V est le nombre réel noté o défini par : o = \/V

Remarques 5 :

e Pour simplifier les calculs de I'écart-moyen et la variance on ajoute au tableau statistique des lignes pour déterminer

les valeurs de |x, — X[, n, X |x, — x|, (xx —X)? et n,(xx — x)?

Caractere , Ty | Ty | e | T | s | T z,
Effectif n, L T N I I n,
|2, — x|

ng X |xk —El

(xx —%)?

ny (g — %)?

e Pour calculer 'écart-moyen e, , la variance V et I’écart-type o dans le cas d'une série statistique définie par
classes, on remplace les z, par les centres des classes I, .

Exemple 6 : On considére la série statistique de 1'exemple 1 : (Rappel r=11,69 )

Caractere 1, 2 5 7 10 13 | 15| 18 | 19
Effectif n, 5 3 8 7 6 5 9 5
|l — x|

ng X |x, — x|

(xx — x)?

ny (g = %)?

1) Calculer 'écart-moyen e, de cette série statistique.

2) Calculer la variance V' de cette série statistique.

3) Calculer I'écart-type o cette série statistique.

Exemple 7 :

Calculer 1'écart moyen, la variance et 1'écart type de la série statistique de I'exemple 5.

Remarques 6 :

2 2 2
nx,” +n,r, +---+nx -2
. ;. Y, . . e oLo
e La variance d'une série statistique ne change pas si on utilise la formule V =— N EE g

e L'écart moyen, la variance et 1'écart type sont appelés parametres de dispersion, ils sont toujours positifs.

e Si I'écart moyen est grand, les données sont éloignées de la moyenne arithmétique. Inversement, plus 1'écart
moyen est petit, plus les données sont concentrées autour de la moyenne arithmétique.

e Si une variance est nulle, cela veut dire que toutes les observations sont égales a la moyenne arithmétique,
ce qui implique qu'il n'y a aucune variation de celles-ci. Par contre, plus une variance est élevée plus la
dispersion des observations est importante.

e L'écart type sert a déterminer la dispersion des données d'un échantillon par rapport a la moyenne
arithmétique. Un écart type grand indique que les données sont dispersées autour de la moyenne arithmétique.
Cela signifie qu'il y a beaucoup de variances dans les données observées. A l'inverse, plus les valeurs sont
regroupées autour de la moyenne arithmétique, plus I'écart type est faible. Si I'écart type est proche de zéro,
les données sont alors tres peu dispersées par rapport a la moyenne arithmétique.

e La majorité des valeurs d’'une série statistique se trouvent dans l'intervalle [E—o;5+o-]

Exercice : Exercice 8 de la série 10.
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Résumé 10 : Statistiques

Vocabulaires et parameétres d’une série statistique :

es

énéralité

2

G

Population statistique

L’ensemble des individus objet d’une étude statistique.

Individu statistique

Un élément de la population statistique.

Caractere z

Une propriété commune aux individus d’une population statistique.

Le caractere peut étre quantitatif (age...) ou qualitatif (couleur...).

Classe [

Quand les valeurs d’un caractere quantitatif sont nombreuses et
voisines on les regroupe dans des intervalles semi-ouverts appelées

classes.

Effectif n

Le nombre d’individus ayant la valeur du caractere (ou du classe)

Série statistique

L’ensemble de couples des caracteéres (ou des classes) et d’effectifs.
On la note par (%mk)( ou ([k;nk))
Elle est souvent présentée dans un tableau statistique avec les caracteéres

z, classées en ordre croissant.

Effectif total N

La somme de tous les effectifs N =n, +n,+...+n

Effectif cumulé N,

Est la somme des effectifs des valeurs inférieures ou égales a z,

N, =n,+n,+...+n,

Fréquence f,

Fréquence cumulé F,

Pourcentage p,

Dy = " %100 %.
N

Le mode M (ou la classe

Est le caractere (ou la classe) ayant le plus grand effectif.

L’écart-type o

)
b modale)
£ 3 La médiane Me (ou la classe Est la premiere caractére (ou classe) dont Ueffectif cumulé est supérieur
£ 2 T , N
7 2 médiane) ou égal a —
=5 2
5: . D, . - _ ni{xq + NnyXx, +-- +npxp

La moyenne arithmétique = X = N
g ; nylxy — x| +nylx; — x|+ +n,[x, — %
T L’écart-moyen ¢, e = 1% |+ 712lx, |+ 4 p| 14 |
% g m N
o S
% B —\2 —\2 =
< g . ny(x; —X)° +n(xp — %)%+ +ny,(x, — X
s 2 La variance V — 10 ) 2 (%2 ) p( p )
c A N
E:' )
= o=V

e Pour simplifier les calculs de I'écart-moyen et la variance on ajoute au tableau statistique des lignes pour déterminer

les valeurs de |x, — X[, ny X |x, — x|, (xx —X)? et n,(xx —x)?

e Pour calculer la moyenne arithmétique =, I’écart-moyen e

la variance V et lécart-type o dans le cas d’'une série

m?

statistique définie par classes, on remplace les x, par les centres des classes [, .

Représentation graphique d’une série statistique :

e Pour mieux visualiser et interpréter une série statistique on représente graphiquement les données de son tableau

statistique par des diagrammes (en batons, circulaire..) ou par un histogramme.

e Dans le diagramme circulaire chaque valeur du caractére z, est représentée par un secteur

a
angulaire de mesure d’angle «, proportionnelle a l'effectif n, par la relation ﬁ =

a
(ou & la fréquence f, par la relation ﬁ = f) ou au pourcentage p,

Nk
N
Dk

. Ok
par la relation — = —)
360 100
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Prof : Aissa HIYAB Série 10 Lycée qualifiant : Almajd
Niveau : TCSF Statistiques Matiere : Mathématique

Généralités 1) Représenter graphiquement par un histogramme la
Exercice 1 série statistique.
Les notes des éléves d'une classe en un devoir surveillé || 2) Dessiner I'histogramme des effectifs cumulés.
sont : 6-8-10-10-12-14-10-15-12-12-20-8-6-18-20-14- 6- Parametres de position
8-10-10-12-14-10-15-12-12-20-8-6-18-20-14. Exercice 6
1) Représenter ces notes dans un tableau statistique. ||Considérons la série statistique suivante :
2) Compléter ce tableau par la ligne des effectifs Valeurs | 8 10 12 13 16
cumulés. Effectif | 2 4 3 3 5
3) Dresser le tableau des fréquences et fréquences 1) Déterminer le mode de cette série statistique.
cumulées. 2) Calculer la moyenne.
Exercice 2 3) Déterminer la médiane
Les groupes sanguins des personnes qui sont présentés || Exercice 7
un jour au centre de don de sang sont : A ; A; AB; Considérons le tableau statistique suivant :
AB;A;B;B;B;B; A A A AB; AB; B B ||| Classe | [3:4] | [45] | [5:6] | [6:7] | [7:8]

B;4B; 0; 0. Effectif |40 [20 |12 |10 |6
1) Représenter ces informations dans un tableau

1) Déterminer la classe modale.

statistique. 2) Déterminer la classe médiane.

2) Compléter ce tableau par les effectifs cumulés. 3) Calculer 1a moyenne arithmétique
3) Calculer les fréquences et pourcentages des groupes
Aet O.

Exercice 3

Parametres de dispersion
Exercice 8
Considérons le tableau statistique suivant, :
Valeurs | 1 2 3 4 5
Effectif | 10 5 8 12 5

1) Calculer la moyenne arithmétique.

Le nombre d’enfants chez les familles d’un batiment :
2-1-0-0-1-2-2-1-0-3-2-1-0-0-1-2-2-1-0-3-2-1- 0-0-1-2-2-1-
0-3.

1) Organiser ces données dans un tableau statistique.

. y L 2) Calculer I’écart-moyen.
2) Quel est le caractére de cette série statistique ? . i
3) Calculer la variance et ’écart-type.

uel est son type ?
Q yp Exercice 4 de DL3

3) Quel est leffectif total de cette série statistique ?

4) Donner l'effectif de 2 et calculer sa fréquence. LSrerstee &

s ,
5) Calculer le pourcentage des familles qui ont 2 Les notes obtenues par les éleves d'une classe de TCSF
en Arabe et en francais sont :

Arabe 7 12 116 | 7 16 | 8 14 |12 | 7 16
Francais | 15 | 6 11 |15 |6 10 |11 | 6 11 | 15

1) Organiser pour chaque langue un tableau de caractere,

enfants.

6) Compléter le tableau précédent par les effectifs

cumulés.

Représentation graphique
= — p srapalq effectif, effectif cumulé, fréquence et fréquence cumulé.
xereice o ) o . 2) Représenter Veffectif de langue Arabe par un
Ce tableau indique la répartition des éleves selon leurs

o o diagramme en barres.
disciplines préférées
Math SVT EPS Arabe | Francais | Anglais
10 7 12 6 5 8

1) Représenter cette série statistique par un

3) Déterminer la médiane de chaque série statistique.

4) Calculer la moyenne arithmétique de chaque série

statistique.

52 : ) 4
diagramme en barres. 5) Calculer I'écart-moyen, la variance et I'écart-type de

2) Représenter cette série statistique par un chaque série statistique.

. . . )
diagramme circulaire. 6) Qu’il sont les points les plus dispersées autour de la

moyenne arithmétique 7 Correction

Exercice 5

Considérons le tableau statistique suivant :
Classe | [0;5] [5;10] | [10;15]
Effectif | 7 15 13
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Exercice 1 (polynoémes)
On considere le polynéme P(zr)=21" + ma’ —317-2

1) Déterminer la valeur de m pour que 1 soit une racine de P(z) | ¢) Factoriser le polynéme Q(z)

2) Dans la suite on suppose que m =3 d) Donner une factorisation de P(z)en
a) En déduire qu'il existe un polynome Q(z) (a déterminer) tel | produit de trois bindmes.

que P(z)=(z-1)Q(x) e) Résoudre dans R 1'équation P(z)=0

b) Vérifier que —2 est une racine de Q(z) f) Résoudre dans R linéquation P(z)>=0

Exercice 2 (Equations, inéquations et systémes)

1) a) Résoudre dans R les équations : 4) Sans calculer le discriminant A résoudre dans R
317 —=52-2=0 et 2°(z+3)=0 les équations suivantes : 2° —8z+7 =0,

o —8x+15=0, 2°—Te+10=0, 2> —10z+24=0

5) Factoriser le trinéme z° —5z+4 et déduire une

¢) En utilisant le tableau de signe résoudre dans R factorisation du trindme z¥—=5z% +4 .

b) Déduire les solutions de I'équation 3z* —5z° —2=0

2
3z"=5x—-2 >0 6) Propriété 11 (complément de cours)

I'inéquation
4 2 (z+3)

Soient u et v deux réels.

u+v=.5

2) a) En utilisant la méthode des déterminants résoudre . )
Le systéme admet une solution (u;v) dans R

drx+y=6

2z —-3y=—4
b) En déduire les solutions des systemes : u et v dans ce cas sont les solutions de ’équation

4z +94° =6 dlx—1+ly—2|=6 2 _
(52){2 2 32_ 4 et (SJ) 2||_1|_|3|| _2||__4 .’17 S$+P 0 )

=9y == 5 y - Application : Résoudre dans R” les systémes :
3) Résoudre graphiquement dans R’ linéquation x+y=-9 x+y=16
35— 2y—6<0 ){ xy = 20 b) {xy=—1024

uv =

dans R” le systéme suivant : (51):{

si et seulement si S —4P >0

2

Exercice 3 (Trigonométrie 1)

267 -238 25
1) a) Déterminer l'abscisse curviligne principale de chacun des points suivants : A ( . ”) , B ( . ”) et C (Tn

b) Placer les points A, B et C' dans le méme cercle trigonométrique.
¢) Soit O le centre du cercle trigonométrique.

Déterminer la mesure principale de I'angle (O—:lj\ﬁ?)) et déduire COS(OT‘i;@)

d) Déterminer la mesure principale de 'angle (Wﬂm) Correction
e) En déduire la mesure principale de 'angle (ﬁ)
2) Déterminer les valeurs des nombres suivants : sin (”Tn) , COS (%) et tan (%)
7
3) Soit x un réel on pose A(z) = sin(—z)xsin(57 + ) — sin(;ﬂ- —x)cos(x—11x)

a) Montrer que pour tout réel 7 on a A(z)=1-2cos’(z)

b) Sachant que tan (g) =+/2—1 calculer 4 (g) et A (7?11)
4) Soit a un réel tel que a e }—ﬂ;—g[ et tan(a) = J7 . Calculer cos(a) et sin(a)

1

5) Soit y un réel tel que tan(y)#0 et sin(y) #0. Montrer que ———=1+—
sin” (y) tan” (y)

Exercice 4 (Statistiques)
Exercice 9 de la série 10

)
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (8 pts)
On considere le polynéme P(z)=-22" —2° +132—-6

Vérifier que 2 est une racine de Q(z) .

2) En déduire qu’il existe un polynome Q(x) (a determlner) tel que P(x) (a: 2)Q(3:)

4) Donner une factorisation de P(z) en produit de trois bINOMES. .. ..o oot
5) Résoudre dans R 1équation P(z)=0 ..
6) Résoudre dans R D'équation —22° —2° + 13z — 6+(:1: 2)(a:+3) 0.

1)
)
3) Montrer que é et —3 sont les solutions de I'équation (Q(Z) =0 ...cocoocvvrieiiiiiiiiiiii e
)
)
)

Exercice 2 (9 pts)
1) a) Résoudre dans R les équations —22+6=0 ; 42+8=0 ; 2°—z-2=0..... j
(=22 +6)(z° —2-2) >0 *
dr+8
2) Résoudre graphiquement dans R’ I'inéquation 32—2y=2>0 wocooooefocs oo oo cg o 2D
3x+2y=4

b) Résoudre dans R 1'équation

3) a) Résoudre dans R” le systéme suivant : (5’1):{

3|x|—2|y—1|=

b) En déduire les solutions du systéme : (SZ):{ | | | 1|
—|a|=|y—1=-

Exercice 3 (3 pts)

On considere les séries statistiques suivantes :
Valeurs 01 04 09
Effectif 06 06 06 06

Série 1

Valeurs 03 07 09 13
Effectif 06 06 06 06

1) Montrer que les deux séries ont la méme effectif totale et la méme moyenne arithmétique...............1pt

Série 2

2) Calculer la variance de chaque Série StAtISTIQUE. .. ..o ..ot io ettt st e LD
3) Quelle est la série qui présente le moins de dispersion autour de la moyenne arithmétique ?.............1pt
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