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PREFACE

Dans le contexte de 'Education en Situation d’Urgence engendrée par la crise
sécuritaire dans notre pays depuis 2016, le Ministére de 'Education nationale,
de I'Alphabétisation et de la Promotion des Langues nationales (MENAPLN) a
vu la nécessité de recourir a des alternatives pédagogiques pour assurer la
continuité éducative des éléves en rupture de scolarité.

Cet impératif s’est exaspéré en fin de second trimestre de I'année scolaire 2019-
2020 par une crise sanitaire due a la pandémie de la COVID-19 qui a entrainé
la suspension des activités pédagogiques pendant trois (03) mois. Durant cette
période, mon département a produit des ressources pédagogiques numeriques
qui ont été diffusées par la radio, la télévision et une plateforme WEB éducative
au profit des éléves des classes d’examen du primaire, du post-primaire et du
secondaire.

Pour ceux d’entre eux qui n’ont pas accés a ces canaux de diffusion et par souci
d’équité et d’inclusion, il est apparu nécessaire de produire des résumeés suivis
d'exercices corrigés pour leur permettre de s’exercer en vue des examens
scolaires.

Pour se faire, les équipes pédagogiques disciplinaires du MENAPLN ont été
mises a contribution pour concevoir des supports pédagogiques adaptés aux
besoins de maintien et de réussite des apprenants.

Qu'il me plaise de rappeler une fois encore que les supports didactiques ne
remplacent pas I'enseignant dont le réle est essentiel. lls permettent aux éleves
de poursuivre leur apprentissage en dehors de la classe afin de ne pas rompre
avec le savoir dans les situations de rupture scolaire.

A tous les acteurs et partenaires qui se sont investis pour produire ces chefs
d’ceuvre dans les conditions d’urgence, je leur réitére ma gratitude et mes
remerciements et adresse mes vosux de succés aux candidats et aux futurs
utilisateurs de ces bréviaires.

Le Ministre de 'Education nationale, de I' Alphabétisation

et de la Promotion des Langues nationales-_
\dm'usatmn ot dﬂ}
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AVANT-PROPOS

La présente annale destinée a la classe de terminale C/E a pour but d’aider le professeur dans
son enseignement et le candidat au baccalauréat C ou E de se préparer a I’épreuve de
mathématiques.

Cette annale comporte trois parties :

Premiere partie : résumé du cours par chapitre ;

Deuxieme partie : énoncés des épreuves du baccalauréat C/E ;
Troisieme partie : propositions de corrigés des épreuves.

Les candidats ne tireront profit qu’en résolvant et trouvant par eux-mémes les solutions sans
avoir recours aux corrigés. Les corrigés sont pour confirmer leurs justes réponses ou donner
d’autres pistes de résolution qui ne sont peut-€tre pas les leurs. Le succes résulte de 1’effort et
de la méthode.

Nous vous souhaitons du plaisir dans vos activités mathématiques et attendons vos critiques et
suggestions pour des améliorations futures d’autres ceuvres.

Les auteurs






RAPPEL DE COURS



Chapitre : ARITHMETIQUE

Propriétés dans IN
1) Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.
2) Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.
3) Propriété d’Archimede : pour tout entier naturel a et tout entier naturel non nul b, il
existe un entier n tel que nb>a
4) Axiome de récurrence
"Pour démontrer par récurrence qu'une propriété est vraie pour tout entier
n= n,, il suffit de montrer que :
a) la propriété est vraie pour n=n, .
b) la propriété pour un entier quelconque n implique la propriété pour I'entier
suivant n+1."
Division euclidienne

1) Dans IN : pour allIN et bLIN*, il existe un unique couple (q,r) de INXIN tel que:

a=bq +r et 0<r<b
2) Dans Z: pour a [J Z et b [ Z*, il existe un unique couple (q,r) de ZxZ tel que
a=bq + r avec 0<r<|p|

Multiples et diviseurs

Soit a et b éléments de Z
Définitions

- On dit que a est un multiple de b si et seulement s’il existe un entier k tel que a= kb
- Sib#0, on dit que b est un diviseur de a, ou que b divise a, si et seulement si a est un
multiple de b

Notation : I’ensemble des multiples de a se note az
Propriétés : az C bz < a est multiple de b
Congruence modulo n (n € IN*)

Définition : x et y étant deux entiers, on dit que x est congru a2 y modulo n et on note x =y [n]
si et seulement si x —y [I nZ

Propriété : x =y [ n ] si et seulement si x et y ont le méme reste dans le division euclidienne
par n

Compatibilité avec les opérations
Six =x"[n] ety =y’[n] alors x+ y=x"+y” [n]
et xy=x"y [n]
et x’*=x’k[n] (k € N¥)



Caracteres de divisibilité

PPCM
a et b éléments de IN*
Théoreme- définition :
PPCM (a,b) = le plus petit élément strictement positif de aZ N bZ
Théoréme

L’ensemble des multiples communs a deux nombres est I’ensemble des multiples de leur

PPCM, c’est-a-dire : lorsque PPCM (a,b)=p on a jazNbz = puZ

Propriété :
Soit k € IN*, PPCM(ka,kb) = kPPCM(a,b)
Remarque : si a et b sont éléments de Z*, alors PPCM (a,b) =PPCM (|a|, |b])
PGCD
On note Dy, ’ensemble des diviseurs d’un entier n. Pour la suite, a et b sont éléments de IN*.
Définition :
PGCD (a,b) = le plus grand élément de D, N Dy,
Théoreme :

L’ensemble des diviseurs communs a deux nombres est I’ensemble des diviseurs de leur PGCD.
C’est-a-dire lorsque PGCD (a,b) =6, on a

1) Da N Dy = Ds ou encore
2) Pour tout d € Z*d/a et d/b < d/6
Propriétés :
e (P1) pour k € IN*, PGCD(ka, kb) = kPGCD(a,b)
e (P2) supposons : a > b, PGCD (a,b) = PGCD(
e (P3) supposons:a>b,Sia=bq+ravec 0 <r <b alors PGCD(a,b) = PGCD(b,r)
Recherche pratique du PGCD :

+ A I’aide de la propriété (P2)
e Alaide dela propriété (P3) (algorithme d’Euclide)



Nombres premiers entre eux
a et b éléments de IN*
Définition :
a et b sont dits premiers entre eux si et seulement si PGCD(a,b)= 1
Théoreme de Bezout
PGCD(a,b)= 1 si et seulement s’il existe (u,v) € ZxZ tel que ua+vb= 1
Théoreme de Gauss

Si un nombre divise un produit de deux facteurs et s’il est premier avec I’un des facteurs
alors il divise I’ autre.

Si (a/bc et PGCD (a,b) = 1 alors a/c)
Propriétés

e (P1) si un entier n est divisible par deux entiers a et b premiers entre eux, il est
divisible par leur produit ab.
Si PGCD (a,b) = 1 et a/n et b/n alors ab/n

* (P2)siun entier a est premier avec deux entiers b et c, il est premier avec leur produit
bc
Si PGCD (a,b) = 1 et PGCD(a,b) = 1 alors PGCD(a,bc) = 1

Relation entre PGCD et PPCM
PGCD(a,b)xPPCM(a,b) = ab
Nombres premiers
Définition

- dans IN : soita € IN\{ 0 ;1 } ; a est premier si et seulement si D.={ 1 ;a }
- dans Z:soita € Z\{ -1 ;0 ;1 } ; a est premier si et seulement si D= { -1 ;1 ;a;-a }

Remarque : Dans toute la suite on se placera dans IN
Théoréemes

e (T1) tout entier naturel a strictement supérieur a 1 admet au moins un diviseur premier

* (T2) tout entier a non premier et strictement supérieur a 1 admet au moins un diviseur
premier p tel que p?<a

* (T3) I’ensemble des nombres premiers est infini

Méthodes de recherches

- Rechercher les nombres premiers inférieurs ou égaux a un entier n
- Déterminer si un nombre donné est premier



En utilisant le crible d’Erathosthene dont le principe repose sur : « si aucun nombre
premier n tel que 2 < n<+/a ne divise a, alors a est premier »

Nombres premiers et divisibilité

* Tout nombre premier est premier avec tout entier qu’il ne divise pas

* Tout nombre premier divisant un produit d’entiers divise I’'un au moins des facteurs du
produit

*  Siunnombre premier divise un produit de nombres premiers, alors il est égal a I’un des
facteurs du produit

Décomposition en un produit de facteurs de produits

* Tout entier naturel non premier et strictement supérieur a 1 peut s’écrire de maniere
unique en un produit de facteurs premiers



Chapitre : CALCUL VECTORIEL

Relation de Leibniz

Soit M un point quelconque de E ; E étant le plan ou I’espace.

Réduction de la somme » a,MA?.

i=1
1¥ cas : Zal. #0
i=1
Soit G le barycentre du systeme des points {Ai(ai) } aveciallantde 1 an;ona:

ia,.MAi2 = iaiGAi2 + (iai IMG”.

i=1 i=1 i=1

2°me cas Za’i =0 ; dans ce cas i:a'l.MAi2 = Z a0A.>-20M.V ol O est un point fixé

i=1 i=1 i=1

quelconque et V = ZaiO—Ai.

i=1

Produit vectoriel

Définition1 : Si A, B et C sont 3 points non alignés de I’espace orienté, le produit scalaire de
AB par AC dans cet ordre, noté ABOAC est le vecteur AD défini par :

a) la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC) ;

b) le repere (A, @, A—C, Xﬁ) est direct ;

¢) la longueur AD est égale 2 AB.AC.sin0 (0 mesure en radian de 1’angle géométrique
(ABC)




Définition3 : U et V étant 2 vecteurs de I’espace orienté tel que : U= AB et V= AC, le
produit vectoriel de U par vV dans cet ordre, noté u [ v, est le produit vectoriel

ABOAC.
Propriétés

1. Pourtous vecteurs u et V,ona: u [l v =-v[u)
2. Pour tous vecteurs U, Vv et W et pour tous réels aetb, on a:
a)(au) UMb v)=ab(u U v)
b) u (v+w)=(u U v)+(u U w)
3. Le produit vecteur de 2 vecteurs est nul si et seulement si ces 2 vecteurs sont
colinéaires
Expression analytique du produit scalaire

On considere dans un repere orthonormal direct (O, i , 3 , f() les points AetB ;ona:

OA [JOB = (YAZB-ZAYB) i - (XAZB-ZAXB) j + (XAYB-YAXB) Kk



Chapitre : NOMBRES COMPLEXES

Théoreme (admis)

Il existe un ensemble, appelé ensemble des nombres complexes et noté C , contenant [R et
vérifiant :
i) € est muni d’une addition et d’'une multiplication qui vérifient les mémes propriétés que
I’addition et la multiplication dans [R.
ii) L’équation x°+1=0 admet une racine dans C que 1’on note i, appelée solution
imaginaire.
iii) Tout élément z de C , s’écrit d’une maniére unique sous la forme z=a+ib,ou a et b
sont des réels.

Vocabulaire
Soit z = a +ib un nombre complexe.

Le réel a est appelé partie réelle de z. On le note Re(z).
Le réel b est appelé partie imaginaire de z. On le note Im (z) .

L’écriture z=a+ib s’appelle forme cartésienne ou forme algébrique du nombre complexe
Z.

Notations

Pour tout nombre naturel non nul n, on pose : 7" =zxzX...xz(n fois). De plus si z est un
—n 1 0

nombre complexe non nul, on pose : z = Z_n et on convient que Z = 1

1. Opérations sur les nombres complexes

a) Le nombre complexe i étant solution de I’équation x> +1=0,ona:i*=-1 ; (-i)2 =-1.

b) L’addition et la multiplication suivent dans [/ , les mémes regles que dans [ .

Si z=a+ib et 7 =d'+ib' sont deux nombres complexes, alors : z+z' =(a+d')+i(b+b') ;
2z’ =(ad' —bb') +i(ab' +ba') (cari® = -1)

c¢) Pour tout nombre complexe z=a+ib, il existe un unique nombre complexe z' appelé
opposé de zetnoté —z tel que z+z =0 etona: —z=—a—ib.
d) Pour tout nombre complexe non nul z, il existe un nombre complexe unique z' appelé
. 1 ' 1 a . b
inverse de z et noté — tel que zz'=1,etona:—=———5-i———.
Z z a +b a +b
e) 2=0 sietseulementsi a=b=0.
f) Si =0 alors z est réel.

g) Si a =0 alors z est dit imaginaire pur.




Propriétés

» Deux points du plan P sont confondus si et seulement s’ils ont méme affixe.
» Le nombre complexe z =0 a pour image le point O.

» Le nombre complexe z est réel si et seulement si M (Z) appartient a la droite (0, ﬁ)

» Le nombre complexe z est imaginaire pur si et seulement si M (Z) appartient a la droite

(0.%).

» La transformation du plan P qui, & un point M d’affixe z associe le point M' d’affixe —z
est la symétrie centrale de centre O.

Théoreme

Soit v un vecteur du plan. Soient A et B deux points tels que v=AB.Ona: .= 2372, ou

7. =25~ 2, OU Z, et z, sont les affixes respectives des points B et A.

AB

Translation
Soit T un vecteur d’affixe 7. L’image d’un point M d’affixe z par la translation de vecteur T
est le point M' d’affixe z+¢.

Théoreme

Pour tous nombres complexes zet z',ona:
ozt =z+7

0:0 E: z

. 1 -

< RC(Z) :E(Z + Z)

X4 Im(z) Z%(Z —E)

% zestréel si et seulement si 7z =7z

+¢ z est imaginaire pur si et seulement si z = -z

Théoreme

R — —_— —\n
Pour tous nombres complexes zet z ,ona: zz' =zxz ; (Z") = (Z) , n’étant un entier relatif

non nul.

(—j =z , (Z_") = (Z) , h étant un entier relatif non nul.
Z



Définition
Soit z =a+ibun nombre complexe d’image M. On appelle module de z la distance OM et on

note |z| =OM =+a’+b*.

Cas particulier

Si b =0, alors z est réel et |z| = \/a_2 = |a| (valeur absolue de a).

Conséquences
Pour tout nombre complexe z, on a :

I =Vzz ;

Si M (z) est I'image de z alors OM =|z|.

b 9

Re(z) <z

q=]z Im ()| <.

Si A et B sont deux points du plan complexe alors : AB = |ZB -z A| .

1
Pour tout nombre complexe z non nul,ona: —= | |
7 |z

Théoréme

1. Pour tous nombres complexes zet z',on a:

|Z| =0 équivauta z=0

|Z + Z'| < |Z| + |Z'| (inégalité triangulaire)
A2 = ||z

2. Pour tous nombres complexes zet z',ona:

, pour tout réel A

n

N I n » . .
|ZZ | = |Z| |Z ;127 = |z| ; n étant un entier relatif non nul
' 1
3. Pour tout nombre complexe non nul z et pour tout nombre complexe z , on a:|—| = | ;
Z Z
Z’ _ |Z | . -n| — -no 2 . .
—| = |— vz | = |z| ; n étant un entier relatif non nul
Z Z

Théoreme (admis)

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans P. On a : z =|z|(cos @+isin8) avec

0:(& ; O—M)[Zﬂi



Réciproquement si le nombre complexe z s’écrit z = r(cos6’+isin 0) avec >0 et 8 réel,

alors : 7 = |Z| et = (& ; O—M)[Zﬂ] ou M est I'image de z dans le plan complexe P.

Vocabulaire
L’écriture Z=r(cosé? +isin 6’) ou r>0 est appelée forme trigonométrique du nombre

complexe z.

Notation
On note parfois z = [r, 9] .

Définition
Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans P. On appelle argument de z et on
note arg(z), toute mesure de 1’angle orienté (& , O—M) .On écrit : arg (Z) = 6’[2721 =@+2kit

kO Z

Arg (Z ) est la mesure principale de arg (Z ) non utilisé dans ce document.

Conséquence
Pour tous nombres complexes non nuls z et z', z=z2 si et seulement si |Z|:|Z'| et

arg(z) =arg(2')[277].

Propriétés

Pour tout nombre complexe z non nul et tout réel @ strictement positif, on a :
+ arg(2) = are(2)[27]

- arg(—z) =arg(z) +7271]

» arg(az) =arg(2)[277]

» arg(-az)=arg(z) +7]27]

Cas particulier
Soit @ un réel strictement positif.

. arg(a’):O[Zlﬂ
» arg(-a)=n27]

* arg (ia) =7—2T[2ﬂ]

arg(—ia') = —g[Zﬂ]



Théoreme

Soient z et z' deux nombres complexes non nuls. On a :

- arg(z)=ar ()+arg( )27
e ——

- g 2 ) =arg () are ()2

<

* arg (z ) n arg [27T] n étant un entier relatif

Propriétés
p . . i(6+6 ' ig i(9-¢) _ €
Pour tous réels @ et @ et pour tout entier relatif n, on a: e’( ) = e xe? e’( ) ==
e
_ 1 o\n
e ig :7 . em@ :(619)
e
Remarque

Soit z un nombre complexe non nul. Soit M son image dans le plan complexe. Si r :|Z| et

0=(57, 07\2)[277] =arg(z) alors z = re”.

Conséquence

z z i0 _ i(6+ i6 _ —if
Pour tout réel 7 >0 et tout réel &, ona:—re = re'?* s re’” =re .

Propriété

Soient trois points A, Bet Ctelsque B#Z A et C# A.
= c—a

AB , AC)=ar

( ) g(b—a}

Propriété

Soit un réel &.L’image d’un point M d’affixe z par la rotation de centre O (origine du repére)
et d’angle & estle point M' d’affixe 2z’ telle que : z' = z(cos@+isinB) =e“z.
L’applicationf: C - C

7> 7' estdite associée a la rotation de centre O et d’angle &.

Formule d’Euler
i0 -i0 i0 -i0

. e
Pour tout réel @, on a : cos® =



Conséquences

in® -in® in® 0

_ e t+e . -e™
Pour tout entier », on a : cosn = T ; Sinn0 =

2i

Vocabulaire

Le procédé qui consiste a écrire cos” x ou sin” x en fonction de cosx ou de sinx est appelé
linéarisation.

On vient donc de linéariser cos®* x et sin’ x.

Théoreme

L’équation az’+bz+c=0 (a, b et ¢ complexes et a Z0) admet deux solutions dans [J
-b+0 -b-0 : 3
2 22— et z, =2— ol A =5h>—4ac et OTest une racine carrée de A
a a



Chapitre : TRANSFORMATIONS DU PLAN

1) Définition d’une transformation du plan

Une transformation f du plan est une application bijective du plan dans lui-méme.
2) Propriétés
a) Transformation réciproque

Si f est une transformation du plan, alors 1'application réciproque f ! de f, est aussi une
transformation du plan f (M) = M’signifie que M = f -1 (M.

b) Composée de transformations

Si f et g sont deux transformations du plan, alors l'application notée g o f appelée
composé de g et de f ou composée de f par g, est aussi une transformation du plan.

M Myt X M (gof)(M) = lf(M]] = glM;) = m*
gof

Isométries du plan
1) a) on appelle isométrie du plan, toute transformation du plan qui conserve la distance.
b) on appelle déplacement, toute isométrie du plan qui conserve les angles orientés

c) toute isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé est appelée un
antidéplacement (ou isométrie négative).

2) Effets sur les configurations. Par une isométrie :

- une droite, un segment, un cercle a pour image (respectivement) une droite, un
segment, un cercle de centre O’ image de O ; ou O est le centre du cercle de départ.

- Le milieu d’un segment, les points d’intersection, les points de contact, les aires, les
mesures des angles, le parallélisme, 1’orthogonalité, sont conservés.

3) a)

Points invariants Nature de I’isométrie
Aucun Translation ou symétrie glissée
Un seul point invariant Rotation de centre O

Deux points invariants A | Symétrie orthogonale d’axe (AB)
et B et #Zidp

Trois points invariants non | Application identique
alignés




b) classification a partir de la conservation des angles orientés.

Nature de I’isométrie

Conservant les angles
orientés

Déplacements (ou isométries positives)

Transformant les angles
orientés en leurs opposés

Antidéplacement (ou isométries négatives)

En fonction des points invariants.

isométrie Ne possédant aucun point | Possédant au moins un
invariant point invariant

Déplacement translation rotation

antidéplacement Symétrie glissée Symétrie orthogonale

20




Chapitre : SIMILITUDES PLANES DU PLAN
Définition

Une similitude directe du plan est une transformation du plan qui multiplie les distances

par un réel A strictement positif et qui conserve les angles orientés.
Le réel A strictement positif est appelé le rapport de la similitude directe.

Pour tous points 4, B, C et D tels que A # B et C # D, d’images respectives A, B’, C' et D'

par une similitude directe de rapport A, ona: A'B’ = AAB et (A'B’,C'D") = (AB,CD) .
Théoreme

Toute similitude directe de rapport k (k > 0) est la composée d’une homothétie de rapport k

et d’un déplacement.
Similitudes directes et configurations

% Une similitude directe transforme : un segment en un segment, une droite en
une droite, un cercle en un cercle, une conique en une conique de méme
excentricité.

¢ Une similitude directe conserve : le parallélisme, 1’orthogonalité, le contact, les
barycentres.

¢ Une similitude directe de rapport k (k > 0), multiplie les distances par k et

les aires par k2.
Transformation définie par: z—az+ b (a # 0).

La transformation f dont une écriture complexe est de la forme : z = az + b avec a € C* et

b € C, est une similitude directe du plan :

- Sia =1, alors f est la translation de vecteur d’affixe b.
. . . . b
- Sia # 1, alors f est la similitude directe de centre () d’affixe w = P de rapport

|a| et d’angle 8. ( 6 étant un argument de a). On dit alors que f est une similitude a

centre.



Dans ce cas f peut s’écrire f = hor = r o h ou h est une homothétie et r une rotation de

méme centre que h. On dit alors que h o r est la forme réduite de f.
Propriété
Soit f une similitude directe de centre (), de rapport k et d’angle 6.

OM' = kM

Pour tout point M et M du plan distincts de Q,ona: M' = f(M) & § —— .
aM,aM") =6

Théoréme (admis)

Etant donné quatre points A, B, A" et B' tels que A # B et A’ # B’, il existe une similitude

directe f et une seule telle que f(4) = A" et f(B) = B'. Le rapport de f est % et son
angle (AB,A'B).
Remarques

- SiA’B’ = 4B alors f est la translation de vecteur A4,
- SiA'B =k.AB (k # 1), alors f est une homothétie.
- SiA'B’' # AB et A'B' = AB alors f est une rotation.
Définition
Soit f une similitude directe du plan de rapport k et d’angle 6.
L’application ¢ de $ dans  qui au vecteur ¥ = AB associe le vecteur
W)= vV =4ABou A= f(A) et B" = f(B) est appelée similitude directe

vectorielle associée a f.

Remarque
> (p(6) = 0.

> Si® # 0 alors le vecteur v = (%) est caractérisé par : ”v’” = k|7 et

#,v') = 0 [2n].

L’application ¢ est appelée similitude directe vectorielle de rapport k et d’angle 6.



Linéarité
Soit ¢ la similitude vectorielle associée a une similitude directe f.
Pour tous vecteurs U et ¥ et pour tout réel A,

Ona:@(u+7v)=¢(uU)+ @) et pAV) = Ap( V). On dit que ¢ est linéaire.



Chapitre : TRANSFORMATIONS DE L’ESPACE

Ce sont:

La translation de vecteur u notée ¢. est I’application de I’espace dans lui-méme qui, a tout

point M associe le point M’ tel que : MM '=u.
L’homothétie de centre O et de rapport k est une application de I’espace dans lui-méme qui a
tout point M associe le point M’ tel que : OM' —k.OM

La réflexion d’axe la droite (D) : c¢’est la transformation qui laisse invariant chaque point de
(D) et qui a chaque point n’appartenant pas a (D) associe le point M’ tel que (D) soit la
médiatrice de [MM’] dans le plan défini par M et (D).

La réflexion de plan (P) : c’est la transformation qui laisse invariant chaque point de (P) et
qui, a chaque point M n’appartenant pas a (P) , associe e point M’ tel que (P) soit le plan
médiateur du segment [MM’].

( D) est une droite et K un vecteur unitaire de (D) orientant la droite (D) (ainsi tout plan (Q)

perpendiculaire a (D) est orienté). La rotation d’axe (D) orienté par K et d’angle a est la
transformation définie par les conditions suivantes :

- Si M n’est pas sur (D), soit m le projeté orthogonalité de M sur (D) et par (Q) le plan passant
par m et orthogonal a (D). Le point M’, image de M par la rotation est le point du plan (Q) tel

que : mM’=mM et %ﬁ,mM')= o;
-Si M est sur (D), alors M’=M

La rotation d’axe (D) et d’angle & est la réflexion d’axe (D) ; on appelle cette transformation
le demi-tour d’axe (D)

Propriétés

Ces transformations :

-conservent le barycentre

-conservent le parallélisme

-conservent 1’orthogonalité

Les translations, les réflexions et les rotations sont des isométries ; elles conservent la
distance, ainsi que les aires planes et les volumes, alors qu’une homothétie de rapport k
multiplie les distances par [k|, les aires par ket les volumes par k[



Chapitre : CONI Q UES
Définition

Soit (D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et e un réel strictement positif.
Pour tout point M du plan, on note H le projeté orthogonal de M sur (D).

L’ensemble (C) des points M du plan tels que % = e est appelé conique de foyer F,

de directrice (D) et d’excentricité e.

- Sie =1, la conique est appelée une parabole.

- Sie > 1, la conique est appelée une hyperbole.
- Si0 < e < 1,laconique est appelée une ellipse.

Axe focal

a. Définition
Soit (C) une conique de foyer F et de directrice (D).

La droite (A) passant par F et perpendiculaire a (D) est appelée axe focal de la
conique (C).

b. Propriété

Toute conique admet son axe focal comme axe de symétrie.

2 2
Les éléments caractéristiques de ’ellipse (E) d’équation z—z + Z—Z =1lavec(a>0eth >
0) dans un repére orthonormal (0;1,)) sont :

Le centre : O ; les axes : (Ox) et (0y) ; les sommets : A(a,0), A'(—a,0), B(0,b) et
B'(0,—D).

2

c =+ a? — b?
Excentricité : e = 2
Foyers : F(c,0) et F'(—c,0)
2

2
Directrices : (D):x = aTet (D):x = _aT

Axe focal : (Ox)

3

. ., C
Excentricité : e = >

Foyers : F(0,c) et F'(0,—c)

. . b? , b2
Directrices : (D):y = —et (D):y = ——

c

Axe focal : (Oy)




Grand axe : [AA]
Petit axe :[BB']
Cercle principal : C(0; a)

Cercle secondaire :C(0; b)

Grand axe : [BB']
Petit axe :[AA"]
Cercle principal : C(O; b)

Cercle secondaire :C(0; a)

/ | \
‘/ \

——
>
.>4 —
|

\
\ ,
N /
.
. £ . R 5z . xr y? xz  y?
Les éléments caractéristiques de I’hyperbole (H) d’équation Pl lou — St

1 avec (a > 0 et b > 0) dans un repére orthonormal (0;1,j) sont :

. P b b
Le centre: O ; ¢ = Va? + b? ; asymptotes :les droites d’équations y = —xety=-—-x

Excentricité : e = 2
Sommets : A(a,0) et A'(—a, 0)

2 2
Directrices : (D): x = aTet (D:x = —a?

2 2
(H): ——2+—=1
a

. ., C
Excentricité : e = >

Sommets : B(0, b) et B'(0; —b)

. . b? b?
Directrices : (D):y = —et (DY):y=——

c




Foyers : F(c,0) et F'(—c,0)

Axe focal : (Ox)

(H)

Foyers : F(0,c) et F'(0,—c)

Axe focal : (0y)

(H)




Représentations paramétriques de I’ellipse

2 2
Dans un repere orthonormal (0;71,]), I’ellipse (E) d’équation réduite z—z + % =1lestla

x(t) = acost

y(t) = bsint’ t €0; 2m].

courbe paramétrée dont une représentation paramétrique est : {

4 & s : s 4 : (x_a)Z (y_ﬁ)z — 442
Plus généralement, I’ellipse d’équation —— + = 1 est la courbe paramétrée dont
a b?

x(t) = acost + a

y(8) = bsint + g £ € 10521l (NB:On peut

une représentation paramétrique est : {

prendre tout intervalle d’amplitude 27.)

Lien entre cercle et ellipse par une affinité orthogonale plane.

2

2
Soit (E) I’ellipse d’équation réduite x—z + y—z = laveca > b > 0; de sommets A et A’
a b

situés sur 1’axe focal.

L’ellipse (E) est I'image du cercle de diamétre [AA'] par I’affinité orthogonale d’axe
(AA") et de rapport g.
Remarque : si I’on note B et B’ les sommets de I’ellipse non situés sur 1’axe focal alors

(E) est I'image du cercle de diametre [BB'] par I’affinité orthogonale d’axe (BB") et

de rapport %.



Chapitre : PROBABILITES

Définition.

Des événements sont dits équiprobables lorsqu'ils ont les mémes chances de se réaliser.

Soit E 1'univers associé a un phénomene aléatoire et A un événement, on définit la probabilité
CardA
CardE

Remarque: toute probabilité appartient a [0;1].

de A par: P(A)=

Propriétés.

A et B étant des événements de E, on a:

P(ALOB) =P(A) + P(B) - P(ANnB) ; P(Z) = 1-P(A);

si A et B sont deux événements incompatibles, alors P(ALIB) = P(A) + P(B).

Variables aléatoires réelles
Définitions

Définition1:

soit E l'univers associé a un phénomene aléatoire.

On appelle variable aléatoire réelle, toute application de E dans IR.

Soit X: E — IR une variable aléatoire réelle.

X(E) est appelé l'univers image de la variable X; c'est I'ensemble des valeurs que X peut
prendre. Elle est dite discrete si X( E ) est dénombrable.

Définition2:
soit X: E — IR une variable aléatoire réelle avec X(E) = {X1,X2,...,Xn}
La loi de probabilité de X est I'ensemble des couples (xi, P(X=xi)) pour i= 1,2,...,n

Fonction de répartition d'une variable aléatoire.

Définition3:

soit X: E — IR une variable aléatoire réelle.

On appelle fonction de répartition de X, la fonction réelle F: IR — [0;1] définie par:
F(x) = P(X<x).

Remarque: la représentation graphique de F est une fonction en escaliers.



Espérance mathématique, variance et écart type d'une variable aléatoire.

Définitiond:

soit X une variable aléatoire réelle avec X(E) = {x1,X2,...,Xn}.

On appelle espérance mathématique de X, le réel noté: E(X) = Z X, XP(X =x,)
i=1

Définition5:

soit X une variable aléatoire réelle avec X(E) = {Xx1,X2,...Xn}.

i=n

On appelle variance de X, le réel positif noté: V(X) = Z (x, —E(X))*.P(X =x,).
i=1

Remarque. On peut aussi utiliser la formule suivante : V(X) = E(X?) -[E(X)]%.
De méme 1'écart type de X est: 0(X) = {V(X) .

Probabilité conditionnelle

Soit E 1'univers associé a un phénomene aléatoire et B un événement tel que P(B) # 0, alors la
probabilité conditionnelle de I'événement A sachant que B est réalisé est: P(A/B) = %
ce qui est équivalent a P(AnB) =P(A/B) . P(B)

Deux événements A et B sont dits indépendants si et seulement si : P(AnB) =P(A).P(B)

Conséquence: si A et B sont indépendants, alors P(A/B) =P(A)

La loi binomiale.

Le phénomene ici est caractérisé par:

l'existence de n épreuves identiques, chaque épreuve étant indépendante de la précédente et ne
comportant que deux issues possibles; donc la méme épreuve est répétée n fois.

En prenant une épreuve, on a deux éventualités: le succes S avec une probabilité P(S) = p,

p LJO;1[ et 1'échec E avec une probabilité P(E) = 1-p. Ainsi, on dit que 1'on a une loi
binomiale de parametres n et p définie par:

X(E) ={0;1;...;n} et pour tout k [1{0;1;...;n}, P(X=k) = C,Il‘ pk . (l—p)“'k.

L'espérance mathématique d'une loi binomiale est : E(X) = n.p
La variance mathématique d'une loi binomiale est : V(X) = n.p.(1-p).



Chapitre : LIMITES-CONTINUITE-CALCUL DIFFERENTIEL-
ETUDE DE FONCTIONS

Définitions
U Soit fune fonction définie sur un intervalle / de IR contenant x,. On dit que f est continue

en x, sietseulementsi lim f = f (xo).
R

[ Soit fune fonction définie sur un intervalle du type [xo s X +h[ (h>0). On dit que f est

continue a droite en x, siet seulement si lim f = f (xo) .
X0

[ Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]xo -h; xo] (h>0). On dit que f est

continue a gauche en x; sietseulementsi lim f = f (xo) .
X0

Remarque

Soit fune fonction définie sur un intervalle / de [l contenant x, . Pour que f soit

continue en x,, il faut et il suffit qu’elle soit continue a droite et a gauche en x,

Théoreme

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle /, alors elle est continue sur /.

Remarque

La réciproque du théoréeme précédent n’est pas vraie ; c¢’est-a-dire :si une fonction est continue

en un point x,, elle n’est pas nécessairement dérivable en x, .

Propriété et définition
Si une fonction f, continue sur ]a ; b] admet une limite / en a, alors la fonction g définie sur
glx)=f(x) si xZa
[a ; b] par ( ) ( )
g(a)=1

prolongement par continuité de fen a. (résultat analogue sur un intervalle du type[a ; b[ ).

est une fonction continue sur [a;b] appelée

Théoréme admis

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7/ de [] .
Si fest strictement monotone sur / alors :

1. L’image f (I ) est un intervalle et fréalise une bijection de I sur f (I ) .

. L . -1 . A . .
2. La fonction réciproque f  de fest strictement monotone et a le méme sens de variation que

f
3. Dans un plan muni d’un repere orthonormal, la courbe représentative de f~' est symétrique

de celle de fpar rapport a la droite d’équation y =x (premiere bissectrice).



Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de L.

Tout nombre réel compris entre f(a) et f(b) a au moins un antécédent par f compris enter a et b.

Conséquence 1

Soit f: [a;b] — IR une fonction continue et vérifiant f(a).f(b)<0. L’équation

f (x) =0 admet une unique solution ¢ D]a ; b[ .

Conséquence 2 (contraposée de la Conséquence 1)

Soit f une fonction continue sur un intervalle L.
Si f ne s’annule pas sur I, alors f garde un signe constant sur I.
Inégalité des accroissements finis
Etant donné une fonction f dérivable sur un segment [a, b],
-sim<f'(x)<Metsia<balors: m(b —a)<f(b) —f(a) <M(b —a)
- si |f '(x)| < M alors [f(b) — f(a)| < M|b — a
Théoreme

Soient f'et u deux fonctions.

Si u est une fonction dérivable en x, et f une fonction dérivable en u (xo) ,alors f ou estune

fonction dérivable en x, et ( f ou)' (x,) = f'(u (xo)) xu'(x,) .
Théoreme

¢ Soit # une fonction non nulle dérivable sur un intervalle / et n un entier relatif
. La fonction u" est dérivable sur / et (u") =nu"" xu'.

* Soit u une fonction strictement positive dérivable sur un intervalle / et @ un réel.

La fonction u“ est dérivable sur / et (u”) =au’" ' xu'.

Plan d’étude d’une fonction

Pour étudier une fonction f, on procéde comme suit :

1.Ensemble de définition

2 .Parité-Périodicité (éventuellement)

3.0n dresse le tableau de variations de f.

Cela exige souvent de dériver la fonction f, de déterminer le signe de f' et d’étudier les limites
de faux bornes de I’ensemble d’étude.

Un tableau de variations doit indiquer (si possible) :

— Les points ou les tangentes sont horizontales ou verticales

— Les points anguleux



— Les asymptotes horizontales et verticales

4.0n étudie les branches infinies

a et b désignent respectivement les limites, lorsque x tend vers +oo (ou - o), de ID ot de

f(x) —ax. i

a= 400 0u a= -o© Branche parabolique de
direction celle de (OJ)

a un réel b un réel La droite d’équation y =
ax+b est asymptote

b=+40oub=-© Branche parabolique de
direction celle de la droite
d’équation y = ax

b n’existe pas Direction asymptotique, celle
de la droite d’équation y=ax

A n’existe pas Ni asymptote, ni direction
asymptotique, ni branche
parabolique

5.0n détermine (si possible) les points ou la courbe représentative de f coupe les axes des
coordonnées et les asymptotes.




Chapitre : PRIMITIVES

PRIMITIVES D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE
1. DEFINITION
Théoréme 1 : Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f admet des primitives
sur I.

Théoreme 2 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f admet une primitive F sur I,
alors I’ensemble des primitives de f sur I est I’ensemble des fonctions de la forme F + k ou k
décrit IR. En particulier, si xo est un réel de I et yo un réel quelconque, il existe une unique

primitive de f sur I prenant la valeur yo en xo.

A RETENIR
I est un intervalle tel que | Fonction f Primitives F (k ¢IR )
I 0IR x—0 x>k
I 0IR x> 1 x> x+k
I |:| IR n o3 n+l
x> x"(nJIN*) PN Tk
n+l
I 0IR* 1 1
X — x=-——+k
X X
I [JIR* 1 -1
x> —mUIN*etn £1) X ———+k
x" (n—-Dx
[0 IR%, yis L x> 2Vx +k
Jx
I IR XH>cosx x> sinx+k
I 0OIR X sinx X —cosx+k
+
IDIR\{’—T+k7r,kDZ} xb>— ou xis T+tantx | ¥ EATK
2 COoS™ X
I est un intervalle tel que Fonction & Primitives H
I IR af + bg(aetbdesréels) | aF + bG + k
I IR f'f’ IN n+l
(melN) A
n+l
I U IR et f ne s’annulant pas sur I f! N ) I' Tk
P etn=> I —
f (n=1f""
I U IR et f strictement positive sur I | f 2f +k
Jr
I UJIR etax + be]) > ag(ax+b) x> Glax+b)+k
I IR gof.f' Gof+k




Chapitre : FONCTIONS LOGARITHME NEPERIEN
1) DEFINITION ET CONSEQUENCES

Définition : La fonction « inverse » est une fonction définie et continue sur ]O ; + oo[ . Elle
admet donc une primitive et une seule définie sur ]0 ; +oo[ et s’annulant en xo = 1. Cette
primitive, notée In, est appelée logarithme népérien.

Propriété 1 :

¢ L’ensemble de définition de la fonction In est O ; + oof.
* La fonction In est dérivable sur ]O ; +oo[ et pour tout nombre réel x de ]0 ; +oof,

o) =4
(In) (x)—x

e Inl=0.

1
In est dérivable sur ]O ; +oo[ donc In est continue sur ]JO ; +oo[. On a (ln) '(x)=— et
X

1 ) ) ) )
Clx D]O : +00[ ,— >0 donc In est strictement croissante sur ]0 ; + oo[ ; ce qui permet de dire
X

que In est une bijection de ]0 ; + o[ sur In(]O ; + oo[)
Propriété 2 : Quels que soient les nombres réels a et b strictement positifs :

* Ina=Inbsietseulementsia=">b
e Ina>Inbsietseulementsia>Db

Remarque : Puisque Inl = 0, la propriété 2 implique que :

e Inx<OsietseulementsiO<x<1
e Inx>O0sietseulementsix > 1

2) PROPRIETES LIEES A LA DERIVATION

1
La fonction In est dérivable sur ]O ; + o[ et (ln) ' :I =1

=1

+ —_—
(n)'(1) = lim In(1+A4)—1Inl
70 h

- (o) =i 1n(1h+ h)

- (o) =tim ln(1h+ h)

Exemple : Soit f la fonction définie par f(x) = xIn (1 + lj . Calculer lim f(x).
X

X — +oo

1
ln(1+j 1
Solution : Ox >0, f(x) =+ or lim —=0 donc lim f(x)=1.
xﬂ+oox X - +oo

X



a) Dérivée de Inou

Si u est une fonction strictement positive sur un intervalle I, la fonction Inou est dérivable
I/[ 1

sur I et (lnou)' =— .
u

+3
Exemple : Soit f la fonction définie sur ]- oo ; - 3[ par f (x) =InX . Calculons f ’(x).

x+3 -5 - x=2 -
donc u'(x)= ; alors f'(x) = 13
> onc u (x) (x—2)2 alors f'(x) (x—2)2 x+3 (x=2)(x+3)

Posons u(x) =

b) Recherche de primitives

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors les primitives

de la fonction f = % sont les fonctions Fx définies sur I par F, (x) =(Inou)(x)+k ol k est
u

une constante réelle.



Chapitre : FONCTIONS EXPONENTIELLES - FONCTIONS
PUISSANCES

Définition

La fonction exponentielle, notée exp, est la bijection réciproque de la fonction logarithme
népérien.

In:]O; +oo[ -IRetexp:IR -]0;+x[ ouencore:

Pour tout réel x et pour tout réel y >0, y =expx sietseulementsi x=1Iny.

U En particulier on a :

> exp0=1 car In1=0
> expl=e car Ine=1

> exp(-l):% car ln%:-l

Conséquences

e Pour tout réel x, ln(expx) =X
* Pour tout réel x de ]0 ; +00[ , exp(lnx) =X

* Pour tout réel x, expx > 0

Remarque
La fonction exp : IR -0 ; +oo[ est, comme la fonction In, strictement croissante sur

) . On déduit : lim exp(x) =400 et lilp exp(x) =0.

X oo
Notation e*
Pour tout entier relatif n, Ine¢" = n . Par définition de la fonction exp .
Ine" =n = ¢" :exp(n).
On convient d’étendre cette égalité a tout réel x.
Définition
Pour tout x [ IR, on pose " =exp(x).D’otiona:,
1

o e =e

. eozl

. e_lzl
e

e Pourtoutréel x, Ine* =x
Inx

e Pourtoutréel x>0 x, " =x
Pour tout réel x, e¢* >0



e lime* =0

X - =00

lim e = +o0

X — +0o
Formules fondamentales
Pour tous réels a et b, on a :

° ea+b - ea Xeb

s 1

(] eb=_b
€

a
€

. eab=_b
€

. (e“)p =e” ; pUIR

Ces formules montrent I’intérét de la notation e*, car ces résultats se retiennent en utilisant les
regles habituelles sur les exposants.
Théoréme

imé& L=
x-0 X

Théoréeme

X

. e . X . .
lim —=+00 ; lim —=0 et lim xe* =0

X — +0o X xﬂ+ooe X > —00

Ensemble de définition

Soit u une fonction définie sur un intervalle /. L’ensemble de définition de la fonction x = e”(x)

est I’ensemble de définition de la fonction x — u (x) .

Limites

a. Soient u et f deux fonctions numériques définies sur un intervalle 1. Soit x, L[] U{ —; + °°}

« limu(x)=-o = lime™ =0

X - Xy XXy

o limu(x)=+0 o lime"") = +o

X - Xg X - Xg

limu (x) =q00 o lime"t =¢

X - Xy XXy



Théoréeme

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction ¢“ est dérivable sur [ et :

I
(e” ) =u'e"

Théoréeme

Soit une fonction u dérivable sur un intervalle /. La fonction f définie sur / par f (x) =u' (x) et

admet des primitives sur [ et ces primitives F sont définies par : F (x) =" 4k xOZ

Equations
o ¢"=¢" = a=b,aetbsont des réels.

e ¢'=ag e x=Ilna, a>0

Inéquations
o ¢“<e’ = a<b,aetbsontdes réels.
e ¢'<a e x<lna,a>0

Définition

blna

Pour tout réel a >0 et pour tout réel b :a” =e

Reégles de calcul

Sia>0,b>0, xOU et yOO , alors :

a'* =(ab) ; a" @ =a™ ;a" W™ =1; (a")y =a” ; a—y—ax_y
a

Définition
On appelle fonction puissance @ (alJIR) la fonction : f, : ]JO ; +o[ — 1R

— alnx

x> x7 avec x? =e

Conséquence
Pour tout x>0, x? >0.
Théoréme

Si u est une fonction définie, dérivable et strictement positive sur un intervalle /, alors pour tout

oJIR* la fonction u“ est dérivable sur I et (u”) =au”'u'

Conséquence
Sur lintervalle I, u“ est une primitive de au”"'u', ce que I’on peut énoncer :



. 1 . ,
Si a #-1, alors lu”” est une primitive de u”u' (4 >0).
a+

Cas particulier

I U

. LU - u
Sia=-1lona:u'u"' =— etune primitive de — est ln|u|+k ; kZ
u

u
Théoréeme
. Inx . a
Pour @ >0, lim —=0 et limx“1lnx=0.
X — +oo xa x-0*
Théoréeme

X

) . e
Pour tout réel @', lim — =+ et.

X — too x

lim x%¢™* =0

X — too



Chapitre : SUITES NUMERIQUES

I. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Le raisonnement par récurrence permet de justifier qu’une proposition P(n) dépendant

d’un entier naturel n est vraie pour tout entier n > no ou no est un entier naturel donné. Il

se résume en trois étapes :

- Initialisation : vérifier que P(no) est vraie.

- Hérédité : établir que pour tout entier k donné, k > no, si P(k) est vraie alors P(k + 1)
est vraie.

- Conclusion : une fois que les deux étapes précédentes sont établies, on conclut que
P(n) est vraie pour tout n > no.

II. SENS DE VARIATIONS D’UNE SUITE NUMERIQUE

1) DEFINITION

Soit (Un) une suite définie sur une partie E de IN
» (Up) est croissante si Uny1 > Uy pour tout n de E.
» (Uy) est décroissante si Uns1 < Uy, pour tout n de E.
» (Up) est constante si Uns1 = U, pour tout n de E.

2) METHODES PRATIQUES
Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique (U,), on pourra :

* Etudier le signe de la différence Un+1 - Uy

. . N . .- . U
* Si la suite est a termes strictement positifs, comparer le quotient # et 1.

n

* Etudier le sens de variation de la fonction f si (Un) est définie par U, = f(n)
* Faire un raisonnement par récurrence.

III. SUITES MAJOREES-SUITES MINOREES

Définition

Soit (Un) une suite définie sur une partie E de IN.
» (Uy) est majorée s’il existe un nombre réel M tel que U, <M pour tout n de E.
» (Uy) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que U, > m pour tout n de E.
» (Uy) est bornée si (Un) est majorée et minorée.



LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE

1) NOTION DE LIMITE D’UNE SUITE

* Pour certaines suites numériques (Uy), tous les termes a partir d’un certain rang
sont aussi proches que 1’on veut d’un nombre réel {. Dans ce cas on dit que la
suite (Un) a pour limite £ et on écrit : lim U, = L.

n— +oo
* Pour certaines suites numériques (U,), tous les termes a partir d’un certain rang
ont leur valeur absolue aussi grande que I’on veut. Dans ce cas on dit que la
suite (Un) a pour limite + o ou - co et on €crit : lim U, =+ ou lim U, =—o.

2) DEFINITION

Une suite numérique (Un) est convergente si elle admet une limite finie.
Une suite non convergente est dite divergente.

3) PROPRIETES

v" Si une suite numérique admet une limite alors cette limite est unique.
v' Soit (Uy) la suite numérique de terme général U, = f(n), ol f est une
fonction définie sur un intervalle de la forme
[a;+ oo[. Si lirEO f(x)= L (réel ou infini) alors lim U, = .

n— +oo

4) CONVERGENCE D’UNE SUITE NUMERIQUE

v Une suite croissante et majorée est convergente
v Une suite décroissante et minorée est convergente.

SUITES ARITHMETIQUES- SUITES GEOMETRIQUES

Suite arithmétiques de Suite géométrique de
raison r raison q

Définition Ui =Up+r Unt1 = qUn

Relation entre U, et Up U=Up+(n-p)r Un=Upq" P

(p=n)

Somme de termes N-p+\\U +U 1=g" "

p _17q .
consécutifs S= ( )2( ? N) S = 1-¢ U,,siq#1
S= Up+Upsi+...+Un ( .
™ P S=(N—p+1)Upsiq=1
N —p + 1 termes




CONVERGENCE DES SUITES ARITHMETIQUES ET DES SUITES
GEOMETRIQUES
Propriété 1

Soit (Un) une suite géométrique de raison q. U, est de la forme U, =k x q"
* Siq=1, alors la suite (U,) converge vers son premier terme.
* Siqe]l-1;1[, alors la suite (Un) converge vers 0.
* Dans tous les autres cas, la suite (U,) est divergente
Propriété 2

Soit (Un) une suite arithmétique de raison r. U, est de la forme Uy =b + rn.
e Sir=0, alors la suite (Uy,) est convergente
e Sir#0, alors la suite (U,) est divergente

*Quelques énoncés admis sur les limites :

-Si, a partir d’un certain rang, Xn = un et si lim u, =+, alors lim x, =+

n — +oo n — +oo

-Si, a partir d’un certain rang, Xo < up et lim u, =-c0, alors lim x,=-o

n - +oo n - +oo
-Si, a partir d’un certain rang, | xn - L| < u, et

lim u,=0 alors lim xn=L.

n— +o n— +oo
-Si a patir d’un certain rang, vn < X < Up et

lim vo= lim up=L alors lim x,=L.

n — +oo n — +oo n — +oo

-Si a partir d’un certain rang, Xp < U, etsi lim xp,=L et lim uy,=L"alors L<L’.

n - +oo n— +o0o
*Toute suite croissante et majorée converge.
*De méme, toute suite décroissante et minorée converge.
*Soit la suite u de 1\ vers [N définie par : u(n) = a".

Sia < -1, alors u n’admet pas de limite

Si—-1<a<1,alors lim (un)=0

n - +oo

Sia =1, alors u est constante et u(n) =1 pour tout n de [/ .

Sia>1,alors lim (un) =+ etudiverge
n - +oo

* lim In(n) = +00

n — +oo

*.Sia <0, alors lim n%= 0 ; en effet n® = "™

n— +oo

-Sia=0,alorsn“=1et lim n°=1

n — +oo



-Sia>0,alors lim n%= +o

n— +o

*Résolution d’équations f(x) =0

La méthode de dichotomie

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] tel que f(a).f(b) < 0, alors 1’équation
f(x) = 0 admet au moins une solution dans 1’intervalle [a,b].

. . . a+b
En supposant 1’existence d’une unique solution xo dans [a,b], on peut calculer f(T ). En

comparant son signe avec ceux de f(a) et f(b), on peut préciser dans lequel des deux

a+tb

. atb . . e 1z . .
intervalles [a, T] ou [ ,b] se situe la solution xo. En réitérant ce procédé plusieurs fois,

on obtient un encadrement de plus en plus fin de xo.



Chapitre : Calcul intégral

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, et F' une primitive de f sur /. Etant donnés
b

deux éléments a et b de I, on pose : J. f (x) dx = F(b) —F(a) :

Notation

b b
Ce nombre est appel€ intégrale de f entre a et b. On note souvent L f (X)dx = [F (X)]a .

Remarque 1

La fonction g: x> I f (t) dt est la primitive de f définie sur I, s’annulant en a.

Remarque 2

Dans I’ ecrltureJ. f dx , on peut remplacer la lettre x par n’importe quelle lettre. On a :

If X dx:I f t a’t=I f a’u I f dz— .On dit que x est une variable ""muette''.

Théorémes

Soit fune fonction continue sur un intervalle 7 ; a, b et ¢ sont trois réels de I. F et G des
primitives respectives des fonctions fet g ; @ et [ deux réels quelconques. On a :

)
0 [ (x)dx==["f(x)dr (inversion des bornes)
0 [ f(x)dx= j f(x)dx+[ f(x)dx (relation de Chasles)
0 ['(af (x)+Bs(x))dx=a[ f(x)dx+ B[ g(x)dr (inéarité de Pintégrale)

O Sia<b et f=0 alors j f(x)dx =0 (positivité)

Remarque
La réciproque est fausse.

Conséquence

. b b . .
Sia<bet f<g alors I f(x) dxsj g (x) dx (comparaison d’intégrales).

Remarque
La réciproque est fausse.



Propriété 1

Soient m et M des nombres réels. Soit f une fonction continue et bornée sur [a ; b] telle
que pour tout réel x de [a ; b] , m=sf (x) <M. Si a<b alors
m(b=a)< [ f(x)dv<M (b-a).

Propriété 2

Soit k un nombre réel positif, f une fonction continue et bornée sur [a ; b] telle que pour

tout réel x de [a ; b] ,

<[|f (x)dx<k(b-a).

Lb f (x) dx

f (x)‘ <k, alors

Théoréeme

Soit f une fonction continue sur un intervalle 7 centré en 0. Soit @ un élément de 1.

» Si fest paire alors I_aa f (t)dt = 2.[:]‘ (t)dt.

» Si fest impaire alors J‘_aa f (t)dt =0

Théoréme

Soit f une fonction continue sur [R, périodique de période 7. Pour tout réel a, on a:
I:+Tf(t)dt :L)Tf(t)dt

Théoreme

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et dont les fonctions dérivées
sont continues sur /.

Si a et b sont deux éléments de , alors : I

"u () v(t)dt=[u(t)v(t)] - [u(t) v (t)dt

a

Théoréeme




Soit f une fonction continue et positive sur[a ; b] . Dans un repere orthogonal (O ;:’ ; }),

a<x<b

I’aire du domaine défini par
Osysf (x

) est ij(t)dt .u.a

Théoréeme

Soit f une fonction continue sur [a ; b] telle que pour tout x de [a ; b] , f (x) <0.Dans

un repere orthogonal 1’aire de la surface limitée par la représentation graphique de f et les
deux droites d’équations respectives x =a et x =b est : Jj -f (x) dx uld

Théoreme 3 (admis)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b] telles que pour tout x de [a ; b],
f (x) <g (x) . Dans un repere orthogonal I’aire de la surface limitée par la représentation

graphique de f et g et les deux droites d’équations respectives x=a et x=b est:

e ZI:‘g (x)—f(x)‘dx uld




Chapitre : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

L. DEFINITION

On appelle équation différentielle, une équation ou I’inconnue est une fonction f de
IR vers IR et dans laquelle apparait au moins une des dérivées successives de f.
Exemples : y’ + 2y = x” est une équation différentielle du premier ordre et

y’ —4y’ + 7y = 0 est une équation différentielle du second ordre.

Remarque : résoudre ou intégrer une équation différentielle, c’est déterminer toutes
les fonctions solutions de cette équation.

IL. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DUTYPE y’-my=0(meIR).
= La fonction nulle est solution de (E).
= Déterminons les solutions non nulles de (E).

Al

Ona:y#0,y -my=0 < y'=my - Lem o Inlyl=mx+c;celR = |y|=e™
y

te. celR
e y=e™*“ouy=-ee€™ = y=Ke™ avec K e IR*.
Propriétés

* Les solutions de I’équation différentielle y’ — my = O sont les fonctions
x> Ke™ avec K e IR.

= ]I existe une unique solution de cette équation différentielle vérifiant la condition
initiale y(xo) = yo (Xo et yo sont des réels donnés).

II1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE : ay”’ + by’ +cy =0

.Soit I’équation différentielle sans second membre (F): ay’”’ +by’ +cy=0;o0n
appelle équation caractéristique, 1’équation : ar’+br+c =0.
Les solutions de ( F ) vont dépendre des racines de cette équation caractéristique.

-b-B

et (F)a
2 (F)

) . -b+~A
1°" cas : A >0, alors on a 2 racines réelles r; = tr = .
a
comme solutions y(x) = Ae'* + Be™* .
5 . . b
2°M¢ cas : A =0, alors on a une racine double réelle r = —2— et (F)acomme
a

solutions y(x) = (Ax + B)e™.

Les solutions de I’équation différentielle y’” + w?y = 0 (o € IR*) sont les fonctions :
x> Acoswx + Bsinwx avec A et B des nombres réels.
I1 existe une unique solution f de cette équation différentielle vérifiant des conditions

initiales données.
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Série C-E Durée: 4 heures
. Coefficient: 6

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte trois (3) pages.
Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Exercice 1 (4 points)

Le clavier d’un téléphone portable comporte dix touches numériques notées 0;1;2;...;9.
Ce téléphone est activé par une puce électronique dont le code PIN de quatre chiffres
deux & deux distincts, composé & partir du clavier, est imposé par 'opérateur de
téléphonie mobile. Ce code secret peut étre par exemple 0425.

Le propriétaire a oublié le code secret de son téléphone.
1) Quelle est la probabilité qu’il ouvre le téléphone par hasard au premier essai 7

2) Un matin, on constate que la touche <« 8 >> est devenue défectueuse et ne s’affiche plus,
de sorte que lors de la validation d’une combinaison contenant 8, le téléphone émette
un signal sonore.

Quelle est la probabilité que le téléphone émette un signal sonore?

3) Le clavier a été réparé et la touche < 8 >> fonctionne maintenant & merveille.
a) Le propriétaire se rappelle que le code commence par un multiple non nul de 3.
Quelle est la probabilité qu’il ouvre le téléphone au premier essai ?
b) On désigne par X la variable aléatoire qui, & chaque combinaison testée par le
propriétaire, donne le nombre de chiffres pairs non nuls contenus dans la combinaison.

Déterminer la loi de prdbabilité de X puis calculer ’espérance mathématique E (X),
la variance V (X) et I'écart-type o (X) de X.

Exercice 2 (4 points)
Soit 7 un réel strictement positif et ¢ un réel appartenant a l'intervalle 10; 7.
On considere la suite complexe (z,) définie sur N par : 2z, = re et pour tout

entier naturel n, zp4; = 5 (zn + |2al)-

On pose : pour tout entier naturel n, U, = |z,|.

1)

a) Démontrer que la suite numérique (U,,) de terme général U, est décroissante.
b) En déduire que la suite (U,) est convergente.




2)
. 5 z
a) Démontrer que pour tout réel z, on a : ¥ +1 = 2e'z X cos 5

: rsind .0
b) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : 2z, = ————< X €'7".

0
27 sin (52
¢) En déduire Re (z,) et Im (2,) pour tout entier naturel n ; Re(z,) et Im (2n)
désignant respectivement la, partie réelle et la partie imaginaire de z,.

3) Déterminer 11141_1 Im (z,).

4)
i : e il B _
a) Démonter que nhrfw <2 sin (—2—11->> =40.

b) En déduire liril Re (2,).
5) Déterminer liT Un.
Probléme (12 points)

Le plan affine euclidien P est rapporté 4 un repére orthonormal direct R = (O, 7, 7)
(unité graphique : 2 cm).
A tout point M de coordonnées (z, y) dans ce repére, on associe le nombre complexe z = z+iy.

Partie A

On appelle (C) 'ensemble des points M du plan P dont les coordonnées (=, y)
vérifient, 8(z + y)* + 36(z — y)® + 36(z — y)? — T2zy(x% + y2) = 0 et on considere
'application f de P dans P qui, & tout point M(z,y) d’affixe z = = + iy associe
le point M’ (X,Y) d’affixe Z = X +1Y avec

X=z—-y+1
Y=z+y ’
1) Montrer que f admet un unique point invariant noté My dont on précisera les coordonnées.
2)
a)Exprimer MoM’ en fonction de MM, M étant un point quelconque de P.

. S
b) Montrer que le cosinus et le sinus de I’angle orienté de vecteurs (MgM , MM ’)
sont indépendants du point M.

——
En déduire la mesure principale en radians de angle (MOM , MoM ’).

3) On admet qu’il existe un nombre réel k strictement positif et un nombre réel 6
tels que pour tous points distincts M et N de P d’images respectives M’ et N’ par f ;ona:

M'N' = kMN
Ty
(¥, M’N’) =0 (2n)

2




Déterminer les valeurs de k et de 4.

4)
a) Démontrer que f = hor ol k est 'homothétie de centre M, et de rapport k et r

la rotation de centre M, et d’angle de mesure 6, k et 6 étant les réels déterminés & la question 3).
b) En déduire la nature de I'application f et préciser ses éléments caractéristiques.

5) Déterminer I'expression de Z en fonction de z et en déduire les résultats de la question 4-b).

6) On note (I') 'image de (C) par 'application f.
a) Démontrer que (T') est I'ensemble des points M (X,Y) de P tels que : Y4 = 9(X2 —1)2.
b) En déduire que (T') est la réunion de deux coniques (I'1) et (I's) dont on précisera les
équations (on notera (I'y) la conique dont l'excentricité est la plus petite).
¢) Construire (') dans le repére R.
d) Calculer en cm?® le volume V' engendré par la rotation de (T';) autour de ’axe des abscisses.

Partie B
On note (I'}} 'image de (I';) par I'application ¢ définie de P dans P qui,
o' =x
a tout. point M (z,y) associe le point M'(z’, ") tel que : L V3
¥y=—=v
3

(I'1) est la conique de la partie A, question 6-b)
1) Montrer que g est une application bijective.

2) Montrer que (I'}} est le cercle de centre O et de rayon 1.

3) Construire (I'}) dans le méme repére que (I).
On note par la suite (I'}’) la partie du plan constituée de points d’ordonnées
positives et limitée par (1}) et Uaxe des abscisses.

4) Soit e un réel appartenant & U'intervalle [0;7]. On note P, le demi-plan formé
des points M (z,y) dont les coordonnées vérifient {cosa)y — (sina)z < 0.

a) Etudier la position du point de coordonnées (1,0) par rapport & P,.

b) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (I'f) avec la droite
d’équation (cosa)y — (sina)z =0.

5) On note A () I'aire, exprimé en cm?, de P, N (T,
Tr "Cos O
Démontrer que, pour tout a € [0, 7], A{a) = A (5) +sin 2e — 4 [ 1 — 22dz.

. b T
On distinguera les trois cas o € [O; % T L= 3 et o € ] —21, 7T] .
L

6) Démontrer que la fonction a — A (a) est dérivable sur [0; 7] puis déterminer A {a)
pour tout o € [0, 7].
En déduire, pour tout « € [0;#], Uexpression de A (a) en fonction de a.

Fin
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Cette épreuve comporte trois (3) pages.
Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Exercice 1 (4 points)

Pour tout entier naturel n > 2, on considére la fonction polynémiale P, définie
pour tout x € R, par :

Po(z) = -1+ Z.’Ek.
k=1

1)
a) Btudier le sens de variation de P, sur R, et préciser P,(0) et P,(1).
b) En déduire que, pour n > 2, P, admet une racine unique o, dans ]0; 1[.

Donner la valeur exacte de ay.

2)
a) Démontrer que pour tout entier n > 2, on a : FPy(any,) < 0.
b) En déduire le sens de variation de la suite (o). La suite (a,) est-elle convergente ?

3)
a) Démontrer que pour tout z # 1, on a :
"l — 22 41
Pf(r)=2 "7
n() z—1
En déduire que pour tout n > 2, 0on a :

aft! — 20, +1=0.

b) Justifier, pour n > 2, que ap, < ag <1let 0 < 2a, —1 < ot
c) En déduire lim a,.
n—-+4o0

Exercice 2 (4 points)
7 _", ?) , on considére

Dans I'espace £ rapporté 4 un repére orthonormé (o,
les points suivants :

A(1,-2,3), B(2,0,-3), C(—1,1,0) et D(3,1, —2).




On désigne par (7 le barycentre des points pondérés (A, —1) et (B,2) ; H le
barycentre des points pondérés (C; 3) et (D;2).

1)
a) Déterminer les coordonnées de chacun des points G' et H.
b) Déterminer 'ensemble {(A) des points M de £ vérifiant :
— — — — —
(-MA+2MB) A (3MC +2MD) = 0.
c) Le point N(0,0,—1) appartient-il 4 (A) ? Justifier.

2) Soit P le plan défini par la droite (GH) et le point N (0,0, —1).
a) Déterminer une équation cartésienne de P.

10286

b) Etudier la position relative de P et de la sphére S de centre C et de rayon 43

Probléme (12 points)
Partie A

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle I de R.

On dit que [ est concave sur { si pour tout couple (z,y) de I x I, f z ; Y > f(z)+ fy)

2

On dit que f est strictement concave sur I si pour tous = et y de I tels que z # v,
z+y) _ f2)+f)

! 2 > 2 :

1)
e +e
e

a) Déterminer le signe de , a et b étant des réels.

La fonction z — e* est-elle concave sur R 7

b) Montrer que la fonction logarithme népérien est strictement concave sur )0, 4-co[.
2) La fonction z + /T est-elle strictement concave sur Rt 7 justifier.
3) Soit h la fonction définie sur [0, 7] par h{z) =sinz.

Montrer que la fonction k est strictement concave sur [0, 7).

Partie B

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R telle que pour tout réel z, f*(z) < 0.
Soit a un réel fixé et g la fonction définie par :

o = LI _ (),

1) Montrer que g est dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée g'.




2)
a) Montrer que :
(1) siz>a, g'(x)<0.
(#) siz<a, g'(z)>0.
b) En déduire que pour tout réel z, g(z) < 0 et que f est une fonction concave sur B.

3) On considére la fonction ¢ définie sur [0, 7] par ¢(z} = sinz + 2sin z
a) Etudier les variations de ¢ sur [0, 7] et dresser le tableau de variations.

b) En déduire que pour tout z € [0,7], p(z) < %
c) Construire la courbe représentative (C) de ¢ dans le plan muni d’un
repére orthonormal (O, T, ?) (unité : 2 cm).
d) Calculer en cm® le volume V engendré par la rotation de (C) autour de I’axe des abscisses.

Partie C

Dans le plan affine euclidien, on considére, la figure ci-dessous ot A, B,C, D et E
sont des points tels que EB=ED =pet EC = EA=q.

Soit a = (E, 5C) ; 6 — (BC, ED) et = (ED, EA).

Figure

1) Faire une figure en prenant p = dem, g = 5cm, a =8 =+.
2) Calculer I'aire S de la figure initiale en fonction de p, g, o, et 5.

3) Montrer, en utilisant A-3) et B-3) que :

3pgV3

SS?’—p%-\/EetqueS‘( sia# Q.

4) Pour quelles valeurs de «, 3, et v I'aire .S est-elle maximale ?

Fin
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Les calculatrices ne sont pas autorisées.
Cette épreuve comporte trois (3) pages.

Exercice 1 (4 points) (Réservé aur candidats de la série C)

On considere dans Z x Z l'équation (E) - 3z + 4y = —15.
1) -

a) Vérifier que (~1, —3) est une solution de (£).

b) Resoudre I'gquation (E).
2) Dans le plan rapporté & un repére orthonormal (O: ?, 7), on considére la droite (A) dont
une équation est 3z — 4y + 15 = 0 et on désigne par A le point de (A) d’abscisse —1.

a) Montrer que si M est un point de {AA) & coordonnées entidres alors AM est un multiple
de 5. -

b} Soit NV un point de {A) de coordonnées (z, ) vérifier que AN = _91 T~ 1}

¢) En déduire que st 4N est un multiple de 5 alors o et y sont entiers.
Exercice 2 (4 points) (Réservé aux cendidats de la série E)

Dans le plan orienté, ABC est un triangle quelconque de sens direct.
I et J sont les milieux respectifs des cotés [BC} et [AB]. R est la rotation de centre J et

; T : : . o
d'angle — A’ et €’ sont les images respectives des points A et ¢ par la rotation R. 5 est la

similitude directe qui transforme le point I en C* et le point J en A"
On pose h = R~105.

1)

a) Déterminer les images respectives des points I et J par h.

b} En déduire la nature et les éléments caractéristiques de h.

2)
a) Montrer que (1J) est perpendiculaire & (A'C') et que A'C" = 2IJ )
b) Déterminer le rapport et Vangle de la similitude S et construire son centre €.

Exercice 3 (4 points) {Commun & tous les candidats)

TUne boutique vend 1000 sacs en cuir parmi lesquels certains présentent un léger défaus.
Ces sacs sont fabriqués par trois maroquiniers de Xaya : Ali ; Boureima et Charles. Ali a livié
200 sacs dont 10 sont défectueux ; Boureima a livré 350 sacs dont 14 sont défectueux et
Charles a livré le reste dont 2% sont défectueux. On choisit au hasard un sac parmi ces 1000
sacs et on considére les évinements, suivants :
A : Le sac choisi est fabriqué par Ali 2>
#H:< Le sac choisi est fabriqué par Boureima >
C :« Le sac choisi est fabrigué par Charles 2>




iu'.

D :« Le sac choisi est défectuewx >
Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.
1) Déterminer P (A) ; P(B); P(C); P(D/A); P{D/B) et P(D/C).
2)
a) Prouver que P(DNA) = 1

b) Calculer les probabilités suivantes :

P(DNB),P(DNC) et P (D).

3) Sachant que le sac choisi n’est pas défectueux, quelle est la probabilité qu'il soit fabriqué
par Ali.
4) Le sac est vendu & 5000 F sl est fabriqué par Ali, & 6000 F s’il est fabriqué par Boureima
et & 8000 F s'il est fabriqué par Charles. )

Une réduction de 30% est faite sur le prix de chague sac défecteux. On désigne par X la
variable aléatoire égale au prix final d’un sac choisi au hasard.

a) Déterminer les valeurs prises par X

b} Déterminer la loi de probabilité de X.

Probléme (12 points) (Commun d tous les candidats)
—_— -
Le plan affine euclidien P est rapporté & un repére orthonormal direct R = (O, 1,4 )
# est un nombre réel.

Partie A (5 points) I

Pour tout réel 8, on déﬁnjtl’a.pplication fa de P dans P qui, & tout point M de coordonnées

;) associe le point M’ de coordonnées (z'; y') vérifiant :

{ g=(0+1)z+(0-1Dy
=({0+2)c+(6-2)y

1) Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles l’apphcatmn fs est bijective.
2) On suppose que 1'application fp est bijective.
a) Déterminer 'application réciproque de fs, notée f;, en donnant les coordonnées de
M en fonction de celles de M".
b) Déterminer les valeurs de 8 pour lesquelles P'application fp est involutive (c’est & dire
oo fo=idy).
3) Déterminer, suivant les valeurs de 6, 'ensemble des points invariants pa.l‘ fo-
4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fo pour & = 1
5) Dans cette question, on prend 6 = 0 et on s'intéresse & I'application fn
a) Déterminer ’ensemble (A) des points M’ qui sont images par fy d’au moins un point
M de P. i
b) Un point M’ de (A) &tant donné, déterminer I'ensemble des points M de P tels que
fo(M) =
c) Montrer que fp est la composée d’une projection et d'une homothétie, dont on
précisera les éléments caractéristiques.




6) On pose f§ = fy o fp et, pour tout entier n supérieur & 2, f5 = foo f7~". Soit A, le point de
coordonnées {1,1). On pose A; = fe (A,) et, pour tout entier n supérieur ou égal 2 2,

An = f§(4,). On note (2, yn) les coordonnées de A,. Montrer, par récurrence, que pour tout
entier naturel n, T, = y, = P, (), oit P, (f) est un polynome en 6 de degré n que l'on
précisera.

Partie B (7 points)
Dans cette partie, on prend ¢ dans intervalle |0, 7[. On considére la suite de points

(M.} de P définie de la maniére suivante : M, = 0, M; a pour affixe 1 et pour tout entier
naturel nen nul n,

. My Mnyr = (sin 8) M-y M)
—— —3
(MM, MaMass) =6
On note z, l'affixe de M, pour tout entier naturel n.
1)
a) Veérifier que le nombre complexe (sin8) e® n’est pas un réel.
b) En déduire que 1 —sin 8 & = 0.
2)
Soit n un entier navurel. On pose a, = zn41 — Zn.
a) Montrer que. pour tout entier naturel non nul », a, = (sin §) e ana.
b) En déduire que : a, = (sin" ) &' "
- a) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel non nul n.
o
Zy =ag+ a1+ as+ ...+ Gp—1.
1 (sin™ 8) e™?
b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, 2z, = — — L
) qué. b = ‘:g" 1—ginfe® 1—ginfe?
1 (sin™ @) e
¢) Vérifier que la relation z, = — — —— est valable pour n = Q.
) ) q 1 —sinfe® 1 — sin@e? P .
4 ‘

a) Montrer qu'il existe une unique similitude plane directe S telle que : S (My) = M; et
S (M) = M.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

c) Montrer que, pour tout entier naturel n, S (M,) = M.

NB : La partie A et la partie B du probiéme sont indépendantes 1*une de L’autre.

Fin
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Exercice 1 (4 points)

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct (O, ?, 3’ .

On désigne par U 'ensemble des nombres complexes de module 1 et par U* I’ensemble
des nombres complexes de module 1 privé du réel 1.
1) Soit u un élément de U*; on pose u = cos8 + isiné avec 8 € ]0;2n].

a) Déterminer le module et un argument de 1 — u en fonction de 8.

b) Déterminer le module et un argument de 1 1
2) Montrer que :

a) L’ensemble des points M de P d’affixe z = 1 — u ou » décrit U, est le cercle de centre
A d’affixe 1 et passant par O,

b) L’ensemble des points M de P d’afixe z = I !
—u
(D) de [0A].

3) Soit B le point d’affixe b (b £ 0), M le point d’affixe z. Interpréter le module de z —b en
terme de distance.

a) Quel est 'ensemble des points M d’affixe z = b(1 — u), u décrivant U ?
b) Quel est Pensemble des points M d’affixe 2z = 1

ol u décrit U* est la médiatrice

, % décrivant U*?
—u
Exercice 2 (4 points) -

Une étude a révélé que, pour un jour donné, une machine peut &tre défectueuse a cause
de deux déréglements seulement, l’un électronique et 'autre mécanique. On suppose qu'un

déréglement ne peut se produire qu'une seule fois dans la journée.

3
La probabilité que la machine subisse un déréglement électronique est égale & 1000°

7

La probabilité que la machine subisse un déréglement mécanique est égale au 3 de celle
d’un déreglement électronique.

De plus, on sait que la probabilité que la machine subisse un déréglement mécanique
sachant qu’elle a subi un dérdglement électronique est égale & —.
On note E 1'événement < la machine est déréglée électroniquement > et M I'événement < la
machine est déréglée mécaniquement >>. Ainsi, E (respectivement M) est I'événement
contraire de E (respectivement de M). -
1) Définir chacun des événements suivants : ENM, EUM, ENM.
2)

a) Veérifier que la probabilité que la machine soit déréglée électroniquement et

) mécamquement., est égale 3 3000°




Partie C

On pose I = [-1;0] et J = f(I). )
Soit h la restriction de f a I et (C') sa courbe représentative dans le repére (O,?,?).
1) ‘
a) Montrer que h est bijective.
b) Soit A1 la bijection réciproque de h.
Dresser le tableau de variation de A~ puis construire sa courbe (I') dans le méme repére
que (C).
2)
a) Déterminer h~! (z) pour tout z de J.
b) Calculer ffi h1(z) dz.
3) Soit A P'aire du domaine plan délimité par la courbe (I, la droite d’équation y = x et les
droites d’équations z = —l et z=0.
a) Calculer A.
b) En déduire l'aire A’ du domaine plan compris enfre les courbes €Y et (D).

Partie D

On considére la suite (u,) définie par :

1 1
2Nt — = =
Un nE (n+k l),neN

k=0
1)
a) Montrer que pour tout k € {0,1,...,n}
on a:
-9 —
_151 n_ 1 Hl_“l nSO
2n n+k n

2) Montrer que pour n € N*.
ntl, (1—2n) <u < n+l (1 —n)
n 2n n n
3) En déduire la limite de (un).
On donne : 1n2=10,693 ;In3=1,099; In5=1,609 ;In7+1,946 ;In13 = 2, 565.

Fin
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Exercice 1 (4 points)
Soit f la fonction définie sur R par: f(z) = z

em—-l

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, ?, ?) du
plan d’unité graphique 2 cm.
1)

a) Calculer les limites de f en +co et en —oo.

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

¢) Tracer la courbe (C).
2} Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel z, on pose :

glz) =14z +z2+ . +2"

{ Su(z)=1+2z+...4+nz"!

a) Exprimer pour tout z # 1, g, (%) en fonction de n et z, sous forme d’une fonction
rationnelle.

b) En déduire une expression de S,(z) en fonction de n et z.

3) Pour tout n € N*, on pose : %, = f(1)+ f(2)+ ...+ f(n) = Zn:f(k).
k=1

a) Donner une expression de u,, en fonction de n.
b) Quelle est la limite de u, quand n tend vers 400 ?

Exercice 2 (4 points)
On considere la transformation f du plan qui & tout point M d’affixe # associe le point M’
15y
d’affixe f(z) tel que f(z) = ( L
1) Résoudre dans C 1'équation f(z) = 2.
2) Donner la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
3) En posant z = z + iy et f (z) = X +14Y, montrer que
r=X-Y +4
y=X+Y
4) On considére la courbe (C) d’¢quation zy — 2z — 3y —1 = 0.

1 2 3 2 .
Montrer que l'image de (C) par f est la courbe (C') d’équation (X - 5) - (Y - 5) =7

5) Quelle est la nature de (C').
Préciser 'excentricité e,

z—2+ 25




Probléme (12 points)

Partie A

5

Soit la fonction numérique g définie et dérivable sur ]—1;1[ par g(z) =1n ( =

1)

_H

a) Calculer les limites de g en —1 et en 1.
b) Calculer g'(z) et en déduire le sens de variations de g.
c) Montrer que g est une bijection de ]—1; 1] vers R.

2) On désigne par h la bijection réciproque de 2g

=
a) Montrer que pour tout réel z, h(z) = Z

b) Montrer que kb est impaire.
h(z) + h(y)

3) Montrer que pour tous réels x et yon a: Az +y) = T+ h(@) Ay

Partie B

Soit [ une fonction définie sur R et vérifiant la propriété :

Pour tous réels z et y, f(z +y) = lf—f’;}(:)—%% ().

1) Montrer que s’il existe un réel ¢ tel que f(c) = 1 ou f(c) = —1 alors la fonction f est
constante.
On suppose dans toute la suite du probléme que f est non constante.
2)
Tz

a) En écrivant © = ~ + =, montrer que pour tout réel z, on a: —1 < f(z) < L.

b) Etablir que f(0) = 0 et en déduire que f est impaire.
3) Montrer par récurrence que pour tout n € N et pour tout réel x, on a :

1+ f(nz) _ (1+f($))".

1-flnz) ~ \1- flz)

4) On pose %f—;% =a

a) Exprimer pour n € N, puis pour n € Z*, la valeur f(n) en fonction de a.
b) On pose z = o p € Z et ¢ € N*, Exprimer f(z) en fonction de a.
q




Partie C

La propriété (I) étant toujours satisfaite par f, on suppose de plus que f est dérivable en 0.

On note a le nombre dérivé de f en 0. Clest & dire o = l%—f—?

1) Montrer que f est dérivable en tout réel x et que f'(z) = a (1 - F(@)?).

2) Montrer que f est strictement monotone sur R.

3) On appelle f~! Ia bijection réciproque de f et on admet que f~* est dérivable sur |-1;1[.
a) Calculer la dérivée de fff_l et en déduire que pour tout réel y € ]—1,1|,

IV
VPV W= w) = et -y

b) Vérifier que pour tout € ]—1,1[,on a:

1o_1/1 1
1—z2 2\1—-z 14z/°

sur |-1;1]

En déduire une primitive de z +—— 7
¢) En déduire f73, puis f.

—

Fin
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Exercice 1 (4 points)

Lors d’un incendie survenu dans une piéce, des fumées toxiques dégagent du CO (monoxyde
de carbone).

Une étude montre que le pourcentage f (£) de C'O présent dans la pidce 4 Pinstant ¢ (t exprimé
en mn) vérifie 'équation différentielle

(E): () = a(100 — £(t))

ol a est une constante réelle non nulle.
1) En posant z {t) = 100 — f (), écrire I'équation différentielle (F) d’inconnue z (t).
2) Donner la solution générale de (F).
3) Déduire la solution générale de (£
4) Sachant que f{0) = 0,001 et f'{0) = 0,33333.10~2 exprimer f(t} en fonction de ¢
5) Sachant que le seuil de haute toxicité du CO pour l'organisme est de 0,02%, calculer le
temps au bout duquel ce seuil sera atteint
On donne :

99,98
s = -1,9.1074
" (99,999) '

Exercice 2 (4 points)

On dispose d’une urne contenant (n + 2) boules dont 2 vertes et n jaunes n=3)
indiscernables au toucher et dune roue divisée en 3 secteurs inégaux numérotés 1 ; 2 et 3.
La roue est telle que lorsqu'on la tourne les probabilités de s’arréter sur les secteurs 1 ;2 et
3 sont respectivement p, py et ps.

. PP . 1
Les réels py, p; et p; forment dans cet ordre une progression géométrique de raison 5

1) Calculer py, py et py.
2) Un joueur mise 500 I et tire simultanément et au hasard 2 boules de 'urne.
7l tire 2 boules de couleurs différentes il ne recoit rien.
§l tire 2 boules jaunes il regoit 500 F.
'l tire 2 boules vertes le joueur continue le jeu sans miser 4 nouveau.
On lui fait tourner la roue.
S'il obtient le secteur 1 il ne recoit rien,
5’1l obtient le secteur 2 il recoit 500 F,
S'il obtient le secteur 3 il regeit 1000 F.
On désigne X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
a) Quels sont les gains possibles du joueur.
b} Déterminer en fonction de n. la loi de probabilité de X.




3) Dans cette question n,prend la valeur 5.
a) Calculer B{X).
b) ' Déterminer'et construire, la fonction de répartition F de X,
Probléme (12 points)
Le plan (P) est rapporté An repére orthonormal (O, i,7 )
On 'désigné par () T'ensemble des points M du plan (P) dont les'coordonnées (z,y)
vérifient la relation y? = mz® + 2(m + 1)z + 2 ol m est un paramétre réel.
NB: Dans la représentation graphique et les figures, on prendra pour unité 2 cm.
A)
1) On considére la fonction f de la variable réelle z définie sur

E=]—oo;-2—\/§] U [42+\/§;+oo[
par:y:f(a:)=\/:_r_"’+4—:c—|—2. .

“"a) Calculer les limites en —oo et en +oco de la fonction f. Montrer que les droites (D) et
(Do) d’équations respectives y = —z — 2 et y = z + 2 sont asymptotes & la courbe (C) de f
en —oo et en 4-o00. " .

b) Etudier les variations de £, puis dresser le tableau de variation de f.

¢) Construire la courbe (C) de f dans (P).

d) Démeontrer que la courbe (C) admet un axe de symétrie.
2)

a) Montrer que Uensemnble (H;)} est P'union de (C) et d’une courbe (C') dont on donnera
une équation dans le repére (O, ?, 7:)

b) Construire (Hy).

¢) Montrer que (H;) admet un centre de symétrie.
B)
1)

a) Quelle est la nature de 'ensemble {H_;) 7

b) Construire (H_;} dans (P).
2) On considére Papplication S de (P) dans lui-méme, qui & tout point M de coordonnées
(z,y) et d’affixe z, associe le point M’ de coordonnées (z',y') et d’affine 2’ définie par :

(z+y)
—z+y+2).

T =

I

y =

B | 0| e

a) Déterminer les coordonnées du point I invariant par S

b) Exprimer z en fonction de z.

¢) Donner la nature de S, puis déterminer ses éléments caractéristiques

d} Quelle est I'image par S de (H_;) 7

e) Donner une équation de (H), transformé de (H;) par S. Préciser la nature de (Hy)-
C)

1)

a) Montrer que, quelque soit le réel m, lensemble (H,,) passe par deux points fixes A et
B dont on donnera les coordonnées.

b) Ecrire les équations des tangentes & (H.,,) aux points A et B.




2)

a) Construire (Hp). _ )

b) Calculer Paire de la'portion du plan {P) limitée parl'ensemble:{Hp)et I'sxe des
ordonnées '
D) .
1) Quel est 'ensemble ((;) des valeurs de m, pour lesquelles I’ensemble (H,) est une
ellipse 7
2) Exprimer alors en fonction du réel m de (Q1), la longueur des axes de Vellipse {H,) et
préciser suivant les valeurs de m, le grand axe et le petit axe.

Fin
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PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1

1.Calcul de probabilité

L
5040

La probabilité qu’il ouvre le téléphone par hasard au premier essai est : AL“
10
2. Calcul de probabilité

La touche « 8 » étant défectueuse, la probabilité que le téléphone émette un signal sonore

4
est: l—ﬁj‘ = 1——3024 = g
A 5040 5

3. Le clavier est réparé et la touche « 8 » fonctionne a nouveau.
a) Calcul de probabilité

La probabilité que le propriétaire ouvre le téléphone au premier essai sachant que le

. 1 1
code commence par un multiple nonnulde3est: — = ——

34] 1512

b) Détermination de la loi de probabilité de X puis calcul de I'espérance
mathématique E(X), la variance V(X)) et |'écart-type 0(X) de X .

L’ensemble des valeurs prises par X est:{0,1,2,3,4}, d’ou la loi de probabilité de

X
X, 0 1 2 3 4

PX=x) | 1L [8 [3 ][4 | L
14 21 35 210

8

E(X) =—

(X) 5
16 64 16

V(X)=E(X?-[E(X)]?;o0r E(X? =? et [E(X)]? =2—5, donc V(X) =2—5

o(X)=,V(X),donc g(X) :g




Exercice 2

1. a) Démonstration du fait que la suite numérique (U,) de terme général U, est
décroissante.

. 1 1
SOIt nDN’ Un+l - Zn+l _‘E(Zn + Zn _5 Zn + Zn
Or, |z, +|z,||<]z.] +]z|| (inégalité triangulaire)
Comme Hzn” =|z,|, on obtient ‘zn +|an <2|z,| ou encore ‘zn +|zn” <2U,

En multipliant chaque membre de l'inégalité ‘Zn +|Zn” <2U, par 5 on obtient

1
z, t
2

1 . ,
Z,||IsU, .Or Sl +|z,||=U,.,, donc on obtient finalement pour tout nIN

U, <U, etonen déduit que la suite numérique (U,) de terme général U, est

décroissante sur N.

b) Déduction du fait que la suite (U,) est convergente
Pour tout nlIN, U, =20 grace a la définition du module d’'un nombre complexe. Donc la
suite (U,) est minorée par 0. De plus, la suite (U,) est décroissante sur N d’apres la
question précédente. Par conséquent, la suite (U, ) est convergente car toute suite

décroissante et minorée est convergente.

X
, . s i i X .
2. a) Démonstration de I'égalité : ¢” +1 = 2¢ % X COSE , pour tout réel x.
. i PR _i* i _ix X
Soit x unréel,ona: e”+1=(e?2)’+l=e2(e>+e 2),0re2+e 2 :2c0s5 ; donc

X
) ; iz X
on a bien " +1 = 2¢ 2 % cosE.

. , . bkt rsin@ i :
b) Démonstration par récurrence de I'égalité: z, = — g X e? , pour tout entier
2" Sln(?)
naturel »
. .0
) L rsin @ i
Pour n entier naturel, notons P, la propriété: z = — g5 X e
2" sm(?)




6

i—

Y 4 . . —_ 19 . .

F, s’écrit: z, = re"”, ce qui est vrai
. . rsin @ :
Supposons que P, est vraie a I'ordre n, c’est-a-dire z, = e? et

-
2 s1n(?)
: .6
rsin @ i

n+l
n+l .
2" sin S

démontrons qu’alors P, est vraie, c’est-a-dire z

), or d’apres I’hypothése de récurrence,

Zn

27)

Par définition de (z,), z,., ‘%(Zn +
rsin@

. .6
rsin@ i
e +

1
(———
2" sin —

rsin @ 2
z, = Xez,donczm:z
2" sin(— 2" sin(—
(2”) (2”) X
o 1 rsin@ & r|sin 9|
=1, alors z,,, =—( z e?
2 2" sin— 2" sin?

i~
Comme |e ?'
2’1

6

donc %D]O, 71 et par suite sin— >0,
1 rsmﬁ(ei; 1) =

Or, 800]0, 71, donc sin&>0. De plus, 0<H< T entraine 0<—<—< 7 car n20 ;

. N3
rsin @ @7 +1).

, 1 rsinf i rsind 1

dou s, = gt )=

2" sin? 2" sin? sin? 2" sin?
0 9
o ey .
Or d’apres la question 2. a), e > +1=2cos—e? ', ce qui permet de noter que
. 4
rsin @ vy
Zys1 = X 2cos S e
n+l _:
2 Sll’l?
cos
. . e .8 7 ntl 1
En remarquant que sin— =sin(2 ) =2sin cos——, alors 2
2n 2n+1 2n+1 2n+1 0 )
sin—  2sin
2n n+l
rsin@ i . . .
el = 7 #" ; ce qui permet de dire que P, est aussi
n+l -
2" sin S

Par suite, on a finalement : z

vraie.




En conclusion : P, est vraie ; en supposant P, vraie, on aboutita P, vraie ; Donc, pour tout
. N

. L rsiné i

entier n[IN, P, est vraie ; c’est-a-dire que pour tout nU0, 7, = ———F5 Xe’.

2n Sln(?)

c) Déduction de la partie réelle Re(z,) et de la partie imaginaire Im(z,) de z, .
rsin @ 2
- 00X 2 .

Soit nL1J ; d’aprées la question 2. b)ona: z, = g
2" sin(?)

rsin 8cos— .
n rsin @
et Im(z,)= o

On a donc par déduction : Re(z,) =
2" sin—
27[

3. Détermination de lim Im(z,)

n— +oo

in @ .1 .
Pour tout nON, Im(z,) = rs;l ;or lim T 0, donc lim Im(z,) =0.

4. a) Démonstration de I'égalité lim (2" sm(y)) =6

: sin? .6 . sinX
Pour tout nIN, 2" sin—= x @ ;or, lim—=0 et lim =1 ; donc
2" 6 0t QM X0
2n
sin—- sin—
lim 9 =1 et par suite lim x@=1x60=26.
2" 2"

On a bien lim (2" sin(z;‘;)) =0

n — +oo

b) Déduction de lim Re(z,)

n— +co

rsin 8cos—
2’1

Pour tout nCIN, Re(z,) =
2" sin—
27[

.0 ) o . .
lim — =0, donc lim cos— =1 ; de plus, on a déja d’apres la question 4 a) :

nﬂ+oo2 n— +oo

rsin @

lim (2" sin(zﬁn)) =6 ;dou lim Re(z,) = p

n— +oo




5. Détermination de lim U,

. g :
rsin@ i, r|sin @
Pour tout nLIN, z, =—0e ¥ ,donc U, =|z,|= | |
2" sin—- 2" |sin —
2 2"
fes s . } . rsin @
Or, on a déja vu a la question 2.b que : sin@>0 et sin—>0,donc U, =
2 2"sin—
2

) in @ in @
D’apreés la question 4. a), on a lim (2" sin(—)) =&, donc lim reny _ rsim
n— +oo 2" n — +oo 271 . 9 9
Sll’l?

On obtientalors: lim U, = rs;r)lH.

n — +oo

Probleme

Partie A
1. Démonstration de I'existence d’un unique point invariant M, par f dont on précisera les

coordonnées.
M (x,,y,) estinvariant par f sietseulementsi f(M,)=M, ;se traduisant par :

Yo=Xo*Yo

{200 drou M, (0,).

2. a) Expressionde M /M ' en fonction de M M

MM =/x2+(y—1)?

MM = J(x—y+12+(x+y—12 =<2[x2+(y =172, d'ou MM ' =2 MM

b) Démonstration de I'indépendance de cos!ﬁOM,MOM ) et sin!ﬁoM,MoM "y de M.

cos T = MMM o i = 3 37,3
ooz, ar°

%_ 24 y2-2v+
done cosT MMM = \/Ex(x%l)-)yz E)2)))-1%1) i \/25

. . detMM MM |y
B e




sinb i = YD 0Ty ) @eyimayel 2
Y V2024 y2-2y+1) V2024 y2-2y4D) 2

S

cos M MM ")y=—— _— . .

Y fi alors HéoM,MOM ") est un angle constant dont la mesure principale
sin%’ﬁ,MOM')ZT

, T .
est égale a Z radians.

3. Détermination des valeurs de k et de 4.
Pourtous M, Nde P, M'N'=k MN et }ﬁ}v,M'N'):H 2mn.

En particulier pour N =M, f(M,)=M,,etona:

MM =k MM et (MM, M M,) = (MM MM ) =6 (27)

D’aprés 2.a), k =\/§ etd’aprés2.b), & :%T

4. a) Démonstration du fait que f= ho r ol hest ’homothétie de centre M|, et de rapport
k et r larotation de centre M|, et d’angle de mesure &.

Soit M OP telque r(M)=M"et h(M"Y=M", cequirevienta(ho r)(M)=M".

r(M)=M"donc M\M =M M ' et HéoM,MOM =6

h(M')=M" donc MM "=kM,M"

. MM "=[k|M M '=|k|M M =kM M car k>0 PN
Par suite { %, """ A o d'ou(ho r)M)= f(M
M3 MM = 47 kMM =W 3 MM =6 car k>0 ( (M) = f(M)

La composée h 0 r étant bijective, f= ho r.
b) Déduction de la nature de I'application f et précision de ses éléments caractéristiques.

f=ho r donc f estune similitude plane directe dont les éléments caractéristiques

T
sont : centre M,(0,1) ; rapport k =\/§ ; angle de mesure Z

5. Détermination de l'expression deZ en fonction de z et déduction des résultats de la

question
4. b).
Z=X+i¥ = (x—-y+D)+i(x+y) =(+i)z+1

Z=az+b avec a=1+iet b=1; f estune similitude plane directe de centre M, d’affixe




b

1-a

% = =i, de rapport k =|a| = J2 et d’angle de mesure @=arga :%T (2m)

6. a) Démonstration du fait que (I')est I’'ensemble des points M (X,Y) de P tels que

YY=9(X*-1)>.

Y=x+y

{}Z)7" donne: x+y =Y x-y=X -1 x:%(x +Y -1); y:%(—x +Y +1) ;

Xy =i(—X2 +Y?+2X —1); x2+y? :%(x2 +Y?=2X +1) ;
“T2xy(x2+y2) =9(X* -Y*-4X’ +6X* -4X +1) ;
36[(x—y)’ +(x—y)*1=36X> -72X* +36X
f est bijective
8(x+ ) +36(x—y)’ +36(x— y)* —72xy(x2+ y2) =0 équivauta Y* =9(X* -1)*
M (x,y)d(C) équivauta M '(X,Y)O(M):Y* =9(X*-1)*.
b) Déduction du fait que (') est la réunion de deux coniques (I',) et (I',) donton
précisera les équations.

Y*=9(X*-1)* équivauta Y>* =3(X> -1 ou Y’ =-3(X*-1)

Y2

(/3)

YZ

(/3)

(I',) estune ellipse et (I',) est une hyperbole.

(M= HUT,) avec: (M): X+ =let(l,): X" - =1

c¢) Construction de (I)
(M =rpu,)
(I',) estune ellipse de centre O(0,0) et de sommets les points de coordonnées
(0,4/3); (0,~V3); (1,0); (=1,0)

(I',) est une hyperbole de centre O(0,0) ; de sommets les points de coordonnées

(1,0) et (—1,0) ; d’asymptotes les droites d’équations Y =\/§X ;Y = —\/§X .




d) Calcul en cm’ du volume V' engendré par la rotation de (I',) autour de I'axe des

abscisses.
! 2 |
V=87 (3-3X7)dX =247X - X1 =320

V =321 em’

Partie B

1. Démonstration du fait que g est une application bijective

x'=x 7 . N x=x'
{ 55 equivauta {y:ﬁy,
3

y'=—=y

Sachant (x',y'), alors (x,y) est unique. Par conséquent, g est une application bijective

car

g est une application dont la réciproque est également une application.

2. Démonstration du fait que (') est le cercle de centre O et de rayon 1.
2
. Yy _
(rl) . )C2 +? =1

() xos &3
1/ 3

=1 équivauta (F''):x”+y” =1 ; par suite, (I'',) est bien le cercle de

centre O et de rayon 1.




3. Construction de (I'',) dans le méme repére que (I') (voir figure)

4 . a) Etude de la position du point de coordonnées (1,0) par rapport a P,
En remplagant x et y respectivement par 1 et 0 dans (cos@)y —(sina@)x, on obtient
—sina .
Comme a UJ[0,77], —sina <0, donc le point de coordonnées (1,0) appartienta P,
b) Détermination des coordonnées des points d’intersection de (I'',) avec la droite

d’équation (cosa)y—(sina)x =0

x2+y2=]
(cosa)y—(sina)x=0

La résolution du systeme d’équations { donne (x =cosa et y =sinQ) ou
(x=-cos@ et y=-sinQ).
Par conséquent, les points d’intersection de (I'',) avec la droite d’équation

(cosa)y—(sina)x =0 ont pour coordonnées (cosa,sinQ) et (—cosq,—sinqa).

5. Démonstration de A(a) = A(%T) +sin 2a - 4J.OCM\/1 —x2 dx, pour tout a [0, 7].

1¥cas: a D[O,%T]

Ay = A -4 [ W= -2 9 o dx = A +2cosasing -4 [ =32 dx
2 0 cosqa 2 0

or sin2a@ =2cosasina, donc A(a) = A(%T) +sin 2a —4j0°°”(\/1 —x2) dx
2eme cas: g =L

A(a) = A(%T) ; mais comme sin2a =sin77=0 et cosa = cosl—zT =0 pour donner

[ =32 dx =0 ; alors A(% = A(%T)J’Sinzxg_“ﬁ% V1o dx

3tme cas: D]%T, 7T]

A@ =A)+4) (=2 -0 0 de=AC) +sin2a -4 " V=2 .
2 cosa cosa 2 0




6. Démonstration du fait que la fonction a +— A(a) est dérivable sur [0, 77] puis
détermination

de A'(a) pour en déduire A(Q).
Pour tout a ([0, 77], A(@) = A(%T) +sin2a 4" V1= dx
La fonction : @+ sin 2@ est dérivable sur [0, 77]. De méme, la fonction

cosa L. , , .
a— .[0 V1= x2 dx est dérivable sur [0, 77] car c’est la composée de deux fonctions

dérivables sur [0, 77] (x Ov avec v(a) =cosa et u(Q) :J‘:M dx ). Par conséquent, A
est dérivable sur [0, 77] en tant que somme de fonctions dérivables sur [0, 77].
Pour tout a [0, 7], A'(a) =2cos 20—4m><(—sin a)= 2cos2a +4sin*a, ce
qui donne A'(a) =2(1-2sin*a)+4sin’ a =2.
Pour tout a UJ[0,77], A'(a)=2

Comme pour tout a [0, 77], A'(a) =2, alors pour tout a [0, 771, A(a) =2a cm’.
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PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1

Pour tout entier naturel n=2 et pour tout xOIR*, P (x) =—1+ Z x*
k=1

1. a) Etude du sens de variation de P,.

La fonction P, : x+— -1+ Zxk est une fonction polynomiale définie sur IR*, donc
k=1

dérivable sur IR*. Pour tout xOIRY, P,'(x) =Y k x* et P,'(x)>0 ; donc P, est
k=1

strictement croissante sur IR".
PO)=-letP(1)=n-1
b) Déduction de I'existence et de I'unicité d’une racine a, de P, dans]0,1].
P est continue et strictement croissante sur [0,1] ; de plus, P,(0)x P, (1) <0 car
P(0)=-1et P(1)=n—-1avec n—=1>0 pour n=2.0n en déduit que P, admet une

racine unique @, appartenanta ]0,1[.

P,(x) =x2+x—1 ; par suite, on obtient a, =

_1+\/§

2. a) Démonstration de P,(a,,,) <0 pourtout n=2.

n+l n
P..(a,,) =0 équivauta -1+ > a, " =0 ;cequidonne -1+a,,"" +> a," =0 ou
k=1 k=1

n+l
n+l

encore a,,"" + P, (a,, ) =0.0n obtientalors P (a,,)=-a avec a,,,"" 0J0,1[ car

n+l
a,. ol ;dou P(a,)<O0.
b) Déduction du sens de variation de la suite (a,) et étude de sa convergence.

Ona P(a,)<P(a,car P(a,)<0et P(a,)=0.Deplus, P estune bijection

strictement croissante sur IR*. Par conséquent, P (a,,,) <P (a,) entraine a,,, <a,.

Comme pour tout entier natureln=2, a,,, <a,, la suite (a,) est strictement




décroissante sur N- {0 ;1}.
La suite a, est minorée par 0 au regard de I'appartenance de &, a ]0,1[.

La suite (a,) est convergente car elle est décroissante et minorée.

n+l _ +
3. a) Démonstration de P, (x) :x—ZXI pour tout x #1 et déduction de

n+l _
n

a 2a,+1=0 pourtout n=2.

_n n+l _
1er(l x):x 2x+1'
1-x x—1

Pourtout xZ1, P(x)=-1+x+x>+x’ +..+x" =~

a"' =2a, +1

Comme a, L0,1[, alors a, #1 ; et P (a,) =0 équivaut a n
a, -

=0, ce qui

donne a,"" -2a, +1=0.

b) Justificationde a, <a, <let 0<2a,-1<a,"" pour n=2.
Comme la suite (@, ) est strictement décroissante sur N- {0 ;1}, alors pour tout n=>2,
a, <a,.Deplus, a, 0,1, donc pour tout n=22, a,<a, <1.
Ona0<a,<a,,cequientraine @,"" <a,”".Ord’apres 3.a), a,”" -2a, +1=0 ; ce
quidonne a,"" =2a, -1avec a,"" >0 car a, J0,1[ . Par conséquent, on a bien
0<2a,-l<a,”".

c) Déduction de lim a, .

n— +oo

Ona: 0<2a, -1<a,"" pourtoutentier n=2 ;or lim @,"" =0 car a, 0]0,1[ . Par

n— +oo

passage a la limite, on obtient d’aprés le théoréme des gendarmes, lim (2a, —1)=0 ;

n— o

n — +oo

dou lim a, =
2

Exercice 2
1. a) Détermination des coordonnées de G et de H.
Soit G(x;,y;,2;) le barycentre des points pondérés (A,-1) et (B,2)

_EDXI+2x2 o (SDX(2)+2X0 _,  _(-DX3+2X(=3) _

9

2z

G

142 e —-1+2 < 142




Ainsi, on obtient : G(3,2,-9).

Soit H(x,,yy,z,) le barycentre des points pondérés (C,3) et (D,2)

B _3x(=D+2x3 3  _3x1+2x1 _ - _3x0+2x(=2) -4
i 342 5701 T T34y 0 342 5
Ainsi, on obtient : H(%,l,_?él)

b) Détermination de (4).
—~MA +2MB = (-1+2)MG = MG et 3MC +2MD = (3+2)MH =5MH
(-MA +2MB)A(BMC +2MD) =0 équivauta 5 (MG A MH) =0 ; ce qui donne
(W AN W) =0.0r MG A\ MH =0 équivaut a MG et MH sont colinéaires.
(A) =(GH) : c’est la droite passant par les points G et H .

c) Position de N par rapporta (4).

L 3em e —— 42 - 27
Ona:NG=3i+2j—8k;NH=§i+j+—k;NG/\NH=—i—?

9]
9]
9]

Comme NG A NH # 5, alors N n’appartient pasa ().
2. a) Détermination d’une équation cartésienne du plan P.

Le vecteur NG A NH est un vecteur normal au plan P.

Alors P :ﬂx—£y+2z+k =0.
5 5 5

GUP donne k:%'

Ainsi P : 14x-9y+3z+3=0.
b) Etude de la position relative du plan P et de la sphere S
[14x(-1)=9x1+3%x0+3| _ 20 _ 104286

La distance du centre C de S a Pest: = =
(142 +(=9)2 +32 V286 143

Comme cette distance est égale au rayon de S, alors P esttangenta §.

Probleme

Partie A

2f(X)+f(y)

+
f concave sur [ si pour tout (x, )17, f(xzy) 5




a b atb

1. a) Détermination du signe de —e?
a+b a b
a b a+b a b T e 5\2
, e te = e'te —2e? (e?—e?) .
Pour tous réels a et b, —-e? = 5 = 5 ; d’ou
a b a+b
e +e
-e? 20

2
e +e’ P A : ©

5 —e 2 =20 équivaut a >e 2 ,donclafonction x> e¢* n’est pas concave
sur [ .

b) Démonstration du fait que la fonction In est strictement concave sur ]0,+ o[
Soit (x,y) 1 ]0,+ o[ x]0,+ 0o[; posons a=Inx et b=1Iny, ce qui équivaut a
x=e‘ety=e".

a+b a b a+b

=Ine ? .Comme >e¢? etla

+ ¢4 eb + +
X y)=ln(e e ) et In x lny:a b
2 2 2

In(

a b atb

)=Ine 2 ,cequirevient adire

. . e
fonction In est croissante sur ]0,+ o[, alors In(

x+ Inx+In . .
y) > Y ; la fonction In est donc concave sur ]0,+ o [. De plus, si

que In(

x # y, I'inégalité devient stricte car In est strictement croissante sur ]0,+ oo[. Par
conséquent, la fonction In est strictement concave sur ]J0,+ .

2. Etude de la concavité de la fonction x— \/; sur IR,

xty  (xty) _xty-2Jxy _(x-y)
2 4 4

4

Soit (x, y) LJIR*X IR*, on a:

>( ouencore a

~x =) x+y (Wx+y)?
4 2 4

Pour x#y,ona >( et cela équivaut a

X+y>(\/;+\/;)2,d’ot| X+y>\/;+\/; car x+y=( Xry

)2
2 4 2 2 2 2 0

La fonction x+— \/; est donc strictement concave sur [J *.

3. Démonstration du fait que & est strictement concave sur [0,T1.

Soit (x,y) UJ[0, 1] % [0,T] tels que x# y




BO)Hh() _sinxtsiny _ o xby o xmy g xty o oxoy
2 2

2 2 2 2
Comme (x, y) 1[0, % [0,T4, alors —%T x;y %Tet donc 0<Cosx—y <1 ; par suite,

+ +
h(x) zh(y) < h(x 5 y) car x# y. h est donc strictement concave sur [0, (.

Partie B

1. Démonstration du fait que g est dérivable sur IRet calcul de sa dérivée g'

a L. - .
) est dérivable sur IR par composition. La fonction g est

. x+
La fonction x> f(

dérivable sur J comme somme de fonctions dérivables sur IR et pour tout réel x,ona:

1 1 1 1
)=—f'x)——=
g'(x) 2f( ) 5
2. a) Démonstrationsde g'(x)<O0six>aet g'(x)>a six<a

a .
) car f' strictement

X dou [l < i

I at
(i)Si x>a, 2x>a+x, x>

)] <0, c’est-a-dire g'(x) <0

décroissante ; par suite, on obtlent

+x , o L, Latx R . .
,d’ou f'(x)>f( ) car f' strictement décroissante ; par suite,

(i) Si x<a, x<Z

on obtient !
2

b) Déduction de g(x) <0 pour tout réel x et que f est concave sur [
L’étude du signe de g' permet de dire que la fonction g est strictement croissante sur

]-00, a] et strictement décroissante sur [a ,+o[ ; ¢ admet de ce fait un maximum absolu

en a, de valeur g(a)=0. Par conséquent, pour tout réel x, g(x)<0.

f(x)+f(a) ; donc f est concave sur IR.

Or, g(x)<0 équivaut a f(

3. a) Etude des variations de ¢ sur [O,TT.
@ est continue et dérivable sur [0,1] et pour tout x [0, 77],

@'(x) = cos x +cos > = 20053—xcos£.
2 4 4




><
:;

Comme 0< x <77, alors 0<Z Z et donc cos%>0 ; par suite, @' est du signe de
3x
cos—.
4
2
@'(x) =0 pour x=Tn

21T . . 27T
Pour 0< x <?, @'(x) >0, donc ¢ est strictement croissante sur [O,?]

21T . L. 21T
Pour ? <x<71, §'(x)<0,donc ¢ est strictement décroissante sur [?, ]

Tableau de variations de ¢ sur [0,T7.

* 0 2 T
3
@'(x) + 0 -
P(x) ﬂ
2
0 2

b) Déduction de @(x) s% pour tout x [0, 77]

. 21T L 21T . . . 2T
@ croit sur [0,?] et décroit sur [?,IT] ; il en résulte un maximum absolu en EX de

33 33

valeur ¢(?)—— Par suite, pour tout xU[0, 7], @¢(x )<—

c) Construction de la courbe (C)de ¢




(©)

d) Calculde V en cm?’
_ n 20 m o X LN ) X L, X
\% 87TJ.0 (@(x))"dx 87TJ.0 (sin x + 2sin 2) dx 87TJ.0 (sin2x +4sin x sin 5 +4sin z)dx
. _I—=cos2x . X X 3x X
Or, sin2x =———— ; 4sinxsin— =2(cos——cos—) ; 4sin?—=2(1-cosx) ; donc
2 2 2 2 2

_ 7 1 X 3x
V= 87TJ.0 [5(1 cos2x)+ 2(cos§ cos 7) +2(1—cos x)]dx

Vv =8ﬂ[lx—lsin2x+4sin£—isin£+2x—25inx]g
2 4 2 3 2

12
V =02 +T8ﬂ) cm’
Partie C
C
D
y H
B

1. Figure A E

2. Calcul de S enfonctionde p, g, et 8

S =aire(ADE) + aire(ECD) + aire(EBC)




S =%pq(sin0’+sinﬁ+siny) ;ora+ [+ y=rdonne y=m—(a+ [)etdonc
sin y =sin[77—(a + )] =sin(a + [) . Par conséquent, S = % pqlsina +sin B +sin(a + f)].

3. Démonstrations de § s@ et S <# siazp

+ —_—
S=%pq[sina+sin,8+sin(a'+,8)]=%pq[sinaz’gcosaz’g+sin(a’+ﬂ)].
- - +
Or, —gsazﬂsg,donc OSCOSa 'BSI.ParSUite,SS%pq[ZSina ’8+sin(a+ﬁ)]

+["+sm<a+ﬁ>]:§pq #(a+f) donne S <= pq ¢(@+ ).

3 pqx/g

4

1 .
et qu[Z sin a

Comme pour tout x [0, 77], ¢(x) s%, on en déduit que S <

<1 et dans ce cas, on aboutita S <# .

. a-—
Si a# [, alors 0<cos 2’8

4. Recherche des valeurs de a, [ et y pour lesquelles S est maximale.

33

S est maximalesi § :¥pq ; or cela n’est possible que lorsque @(a + [3) 273, ce qui

. o . a ’
nécessite d’une part que a = £ pour réaliser cos B =1et d’autre part que

a+fp=—.

On en déduit que y=7m—(a +[) :%T et finalement o = B = y:%T.

: T
S est maximale lorsque g ==y =—.

3
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PROPOSITION DE CORRIGE

Exercice 1

1. a) Vérification
3(-1) + 4(-3) = -15, donc (-1 ;-3) est une solution de ( E)
b) Résolution de ( E)

(E) = 3(x+1)+4(y+3)=0
= 3(x+1) =-4(y+3); 3 divise 4(y+3) et 3 st premier avec 4 ; d‘apres le théoreme de
Gauss, 3 divise y+3. Il existe donc un entier relatif k tel que : y+3 = 3k;
alorsy = 3k-3 et x = -4k-1.
S={(-4k-1;3k-3), k LUO }

2. a) Démonstration du fait que AM est multiple de 5
Comme M appartient a (A ) et est a coordonnées entiéres, alors il existe k tel que :
xv = -4k-1 et ym =3k-3;0na : AM? = (xm+1)? + (ym+3)?; ce qui donne AM?= 25k?
d’ot AM =5]|k]| ; donc AM est un multiple de 5.
b) Vérification

5
AN = = |x+1]|
4

-15-3x

25
AN? = (x+1)% + (y+3)?; soit AN? = (x+1)% + ( +3)%; et AN? = e (x+1)?; donc

5
AN =— |x+1].

4
c) Déduction

4
D’aprés 2.b) |x+1| = gAN. Donc si AN =5k, alors |x+1]|= 4k.
Alors x+1 est un entier et x est un entier.
3

Ona y+3 = _Z (x+1) et x+1=4p, p LU0 ;alors y+ 3 =-3p;y est aussi un entier.

Par suite, si AN est multiple de 5, alors x et y sont des entiers.

Exercice 2

1. a) Détermination des images de | et J par h
Images de | et J par h.
*h(l) = R 20S(l) = RYC’)=C. *h({J) =R 10S(J) = RL(A’) = A.
h(l) =C eth(J) =A.
b) Déduction de la nature de h et éléments caractéristiques de h

R* et S étant des similitudes planes directes, on a : R 10S = h qui est aussi une




— CA
similitude plane directe. Son angle est E]L,CA) et son rapport F

Comme | et J sont les milieux respectifs de [BC] et [AB], alors EC—AFO et CA =2lJ.

Conclusion : h est I’'homothétie de centre B et de rapport 2.
a) Démonstration
() O(A'C')et A'C’ =21)

R(A)=A'
{R(C):C'
ona: AC=A'C' et AC=2lJ.

b) Détermination de I'angle, du rapport de S et construction de son centre

= (AC) J(A'C") et comme (AC)//(J), donc (IJ) O(A'C));

T
h=R0S, donc S =Roh ;R est une similitude plane directe d’angle E et de rapport 1.
h est une similitude plane directe d’angle 0 et de rapport 2.
i yis
Alors la composée S =Roh est d’angle §+0 = 5 et de rapport 2X1=2,

Construction de Q.

Soit H le point d’intersection des droites (lJ) et (A’C’). Soient (C1) et (C2) les cercles
circonscrits respectivement aux triangles HIC' et HIA’. Q est alors le deuxieme point
d’intersection des cercles (C1) et (C2).

i B
4
()
a
o R
2
(c,)
c T T .
O 4




Exercice 3
1. Détermination de probabilités

200 1 350 7 450 9
PA)=-""=—; PB)=— = ; PC)=—=—;
1000 5 1000 20’ 1000 20
P(D/A):ﬂ:i' P(D/B):E:L’ P(D/C):L:L
200 20 350 25 100 50
2.a) Calcul de P(D[1A)
1 1 1
P(DNA)=P(A) X X =
(DM A)=P(A) Xp(D/A) s%50"100"
b) Calcul de P(D(1B), P(D(1C) et P(D)
7 1 7
* P(D(B) = P(B) X - —X—=—
(D1B) =P(B) Xp(D/B) 025 300"
9
* (D C)= P(C) X —x—=—
(D1 C)=P(C) Xp(D/C) = 20 50 =~ 1000
10 14 9 33
* P(Df1A)+P(D[1B)+P(D[]C); P(D)= + +
P(D) = P(DA1A) +P(DMB) + PIDMIC) 5 PID)=000+ 1506 * 1000 1000
3. Calcul de P(A/D).
1 19
_ P(AﬂD) 5 20 _ 190
P(A/D) = 57 ~ o °
1000
4. a) Valeurs prises par X
X(Q ) ={3500 ; 4200 ;5000 ;5600 ; 6000 ; 8000}
b) Loi de probabilité de X
1 7
P(X=3500)= P(D[ |A) = — ; P(X=4200)=P(D[ |B)=——;
( )=P(DNA) 0 ( )=P(DB) =00
P(X=5000)= P(DﬂA)— 19 ; P(X=5600) = P(D(1C) = 9
100 1000
— 42 = 441
P(X=6000)=P(D(1B) =—— ; P(X=8000) = P(D()1C) =——.
( )(0)125( )(ﬂ)1000
Xi 3500 4200 5000 5600 6000 8000 Total
Pi 10 14 190 9 336 441 1
1000 1000 1000 1000 1000 1000




Probleme

Partie A
1. Valeurs de 0 pour lesquelles f; est bijective.
f, est bijective si et seulement si le déterminant o+l g_; est différent de zéro.
or | 0T g n0-2)-@+2)0-1)=—20.
0+2 6-2

Ainsi, f, est bijective lorsque 00, c’est-a-dire 001 ".
2. On suppose f, bijective.
a) Détermination def,”, application réciproque de f,, en exprimant x ety en

fonctionde x’ et y’.
(0+1)x+(0 -1 y=x'
(0+2)x+(0 —2)y=y'

1
X =2—e[(2—0)x'+ ©0-Dy]]

On aboutit a: )
=—[@O+2)x'-(O+1)y’
y 26[( )x'=(O+Dy]

b) Valeurs de 0 pour lesquelles f, est involutive.

f, est involutive lorsque f,of, =idp. Pour tout M LIP (f,of,)(M)=M ; dans ce cas,

£, =f,. Il s’en suit :

3. Ensemble des points invariants par f, suivant les valeurs de 0

Soit M(X.y) DP, f(M) = M est réalisée si et seulement si les coordonnées de M
(0+1)x+(0 —1)y=x
O+2)x+(0-2)y=y °
0x-+(0-1)y=0
(0+2)x+(0-3)y=0
Le déterminant de ce dernier systéme est : 0(6-3)-(6+2)(6-1)=2(1-26)

1
si 07 E, il yaun seul point : le point O origine du repére.

vérifient le systeme : {

Ce systeme équivauta: {




1
1 _(X‘Y) = 0
2
Si 6=§’ le systeme devient
E(X-Y) =0

dans cas, 'ensemble des points invariants par fy estla droite (D) d’équation : y=x.

4. Détermination de la nature et les éléments caractéristiques de fy pour 0

Dans ce cas, a la lumiere des résultats obtenus aux questions 1., 2.b) et 3., fy est
une application bijective, involutive et admettant la droite (D) d’équation y=x comme

ensemble des points invariants ; par conséquent fy est une symétrie d’axe (D).
5. On prend =0 et on s’intéresse a fo. L'application fo est définie par:
{ X'=Xx-y

y=2(x-y)
a) Détermination de (A), ensemble des points M’ qui sont images par fo d’au moins
un point de P.
Tout point M’(X,y) est tel que y’=2x’ ; par conséquent I'ensemble des points M’(x,y’)
est inclus dans la droite d’équation y = 2x.
Réciproquement, étant donné un réel x’, le point de coordonnées (x’,2x’) de la droite
d’équation y = 2x est I'image d’au moins un point de P, a savoir le point de
coordonnées (x’,0). On peut donc conclure que (A) est la droite d’équation y = 2x.
b) Ensemble des points M de P tels que fo(M)=M’.
Soit M’(x’,y’) un point donné de (A), on a d’'une part y’ = 2x’ et d’autre part

X-y=x' i

{Z(X—y):y' P dou y=x-x";
par suite M(x,y) appartient a la droite d’équationy =x—x’
De méme, on vérifie que tout point M(x,y) avec y = x — x’ a pour image M’(x’,y’). En
conclusion, un point M’(x’,y’) de (A) étant donné, I'’ensemble des points M de P tels
que fo(M) = M’ est la droite d’équation y=x—-x’
c) Démonstration du fait que fo est la composée d’une projection et d’une
homothétie et détermination de ses éléments caractéristiques.
A la lumiere des résultats obtenus aux 5.a) et 5.b), on a : fop = poh ol h est
I’'hnomothétie de centre O et de rapport (-1) (ou encore la symétrie centrale de centre
0) et p est la projection sur (A) parallelement a la droite (D) d’équation y = x. (On
remarquera que poh= hop)
6. Démonstration par récurrence que, pour tout entier naturel n, xn = yn = P.(0) oy
P (0) sera 3 préciser.

*Pour n=0, on a Ao(1,1), ce qui donne bien xo =yo=1; on pose P, (0) =1
*Pourn =1, onaA; =fo(Ao), dol x1 = (8+1)xo +(6-1)yo=(6+1)+(6-1) = 26 et
y1=(60+2)x0+(0-2)yo=(6+2)+(6-2)=26 ; on a donc x1 = y1 = P1(8) ou P1(6) = 26.




*Supposons que I'on ait : Xn-1 =yn-1= Pn-1(0), que peut-on dire de x, et yn ?

On a An(xn,yn) avec An = f"o(Ao)=(fo0f"1e)(Ao)= fo[ " 16)(Ao)]= fo(An-1).

X, =(0+Dx,, +(6-Dy,,

y, =O0+2)x , +(0-2)y ,

Or Xn-1=Yn-1= Pn-1(8); donc xn =20x%n-1 = 20yn.1=20P-1(0) et yn =20xn-1 = 20y,-1=20P.1(06)
On obtient bien x, = yn = Pn(0) avec Pn(8)= 20P,.1(0).

En conclusion, on a : pour tout n de [, X, = yn = Pn(0)

La suite (Pn(8)) est une suite géométrique de raison 20 et de premier terme Po(0)=1 ;
d’ou P,(8) = (20)" = 2"@" d°Pr =n.

Par suite : {

Partie B

oL ]0,7:[

1. a) Vérification que (sinB)e® (3.

(sinB) e® = sinB(cosB+isinB)= sinBcosB + isin20

Comme 9 N ]0,75[, alors 0<sinB <1, ce qui entraine sin?0 # 0 ; la partie imaginaire
de (sinB) e ne s’annulant pas, (sinB) e® ne peut étre un réel.

b) Déduction du fait que 1 - (sinB) e®# 0

1 - (sinB) e® = 0 équivaut a sinB e® =1 ; ce qui est impossible car d’aprés 1. a)
sinB e'® 0J3. ; donc 1 - sinB e® 20.

2. Soit n 0, on pose an = Zn+1 - Zn

a) Démonstration du que pour tout n OO, ona: an = (sinB) e®an.

MnMn+1 = Sin@ Mn.1My ; donc | zn+1- zn|=sinB|zn — zn-1]| ; soit |an| = sinB|an1] ;

or Mn.1# My, donc ant # 0, d’ou |——|=sinb (1)
n-1
% I Zon™Zy | a, |-
n-1 n’MnMn+1) =0 ; donc g (ﬁ} =0 (27[) ; soit arg[a_J =0 (27[) (2)
n “n-1 n-1

a, _ . A ,
De (1) et (2), on tire que 4 sin fe” ; d’ou an = (sinB) e®. an.1.

n-1
b) Déduction du fait que : an = (sin"8) ei"®.
L’égalité an = (sinB) e®. an.1 de la question 2. a) permet de dire que (an ) st une suite
géométrique de raison sinB e® et de premier terme aop = z1 — 20 = 1. Il en résulte que :
pour tout nO0, an = (sinB e® )"ap; soit an = sin"O e"®.
3. a) Démonstration par récurrence du fait que pour tout entier naturel non nul n,
Zn=ap+ai1+ ..+ an1.
* On a bien z1=ao
* Supposons que z,=ap+ a1 + ... + an-1; que se passe-t-il pour zps1 ?
Par définition , an = zn+1 — zn, ce qui donne zps1=an+2zn;0rzn=ap+ai+..+an1;
donc zn=ap+ai+..+an1t+an

»On peut conclure que pour tout nO0%, ona:zy=ao+a1+... + an1.




1 (sin" 0)e™
1-sinfe” 1-sin0e®
Zn=ap+ a1+ ... + an-1 est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de

b) Déduction du fait que, pour tout nO0", Z, =

premier terme ao = 1 et de raison sinB e'®; d’ou

1—(sin 6619)n 1 sin” O™
- x ) __ _
1-sinfe®  1-sin0e® 1-sinOe®
On rappelle que d’aprés la question 1. b), on a 1 - sinB ez 0.
c) Vérification immédiate pour n =0 ; on trouve zo = 0.
3. a) Démonstration
Il existe une similitude plane directe S telle que S(Mo) = M1 et S(M1)=M,.
S existe si et seulement si il existe deux nombres complexes a, (a# 0) et b tels que :
pour tout M P avec S(M)=M’, 2’ =az + b.
S(Mo) =Mjidonnezi=azo+b,doib=1carz =0
S(M1) =M donne z; =az+1, or z1=1,donc z;=a+ 1. Or d’apres la question 3. b) on

1 _ sin’ 0e™® (1 —sin 0e” ) (l +sin 0e" )

V4

n

a: %, -

1-sin®e® 1-sin0e® 1 =sin 0c" 1+sinBe

sinBe® =a +1 donne a=sinBe®.
En conclusion, S existe et I'application complexe qui lui est associée est telle que :
27 = (sinBe® )z +1
b) Détermination des éléments caractéristiques de S.
Le rapport de Sestr = | sinB e® | =sinB et I'angle de S est a = arg(sinB e®) = 6.
1
1-sinfe” -
c) Démonstration du fait que pour tout entier naturel n, S(Mn) = Mn+1 0U Mp et Mnsa
ont pour affixes respectives z, et zn+1.

. B 1_Sinn eie B 1_ Sinn+l eei(n+1)9
On sait que Z, — et Zny ~

Le centre de S est le point Q d’affixe

1 -sin0e" 1-sin0e”
L’expression complexe de S étant: ZH>Z'=(sinB e® )z + 1,

1-sin" fe™ j P sin™" ge'™ 1’

= Zn+l1.

1—sin0e®

. . i0
ona sinBe®z,+1 = sinbe s
n 1—sin6e®

On a bien zy+1 = 1 + sinB ez, ; ce qui traduit le fait que S(Mn) = Mps+1.
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Exercice 1.
1. a) Détermination du module et d’un argument de 1-u
i0 i0 i0

_io 9
lu=l-¢“ =-e2 (ez —e 2 j = —2isin($)e?

o
=2sin($)e ?

Comme %D]O,n[; sin%>0 ; d'oull -yl ZZSin(g) et arg(1-u) :%“

b) Détermination du module et d’un argument

De a), iIvientque:I ! |= 19 et arg(Lj=n—_e.
I-u 2sin(2) I-u

2. a) Démonstration
luf=1 = |1-z]=1 = AM=1 = M LC(A;1); de plus OA =1, donc O LI C(A;1)
b) Démonstration
Pouru [ U7, Z:LSUZ—
1-u z
Ainsi: *Si |u|=1, alors |z-1| =|z| et AM =0OM ; donc MLI(D)

*SiMLI(D), alors AM=OM et |z-1| = |z| ; d’oU zl =1.
Z
. z-1 .
Soit u=—, alors ulLlU" et z=
zZ I-u

3. Ona |z-b] =MB
a) Détermination de I'’ensemble
u=EDU ;
b
ce qui implique MB=0B et M LIC(B ;OB).
Si MB = OB, alors |b-z| = |b|
En posant u=—% =%, alorsu LU et z = b(1-u)
L’ensemble des points M d’affixe z=b(1-u) est C(B ;OB).
b) Détermination de I'ensemble




wdu udu’
b =1 zb=|zb=|=BM=0M
u=—-

1-u z

b -b .
De méme, BM=OM implique |z-b|=|z]| et z:l— avec u="20U
-u z

Ainsi, I'ensemble des points M est la médiatrice de [BO].

Exercice2

1. Définition des événements
EM est I'événement « la machine est déréglée électroniquement et
mécaniquement »
EUM est 'événement « la machine est déréglée »
ENM est I'événement « la machine n’est pas déréglée »
2. a)Calculde p(ENM)
3 .1 3

p(EMM)=p(E) % p(M/E):m xS =

Comme p(E)p(M) = p(E)X%p(E)=% ;alors p(E(YM) # p( E ). p(M)

On en déduit que E et M ne sont pas indépendants.

b) Calcul de p(EUM)
17
p(EUM)=p(E)+ p(M)—p(EﬂM)—m

3. Calculde p(E[YM/EUM)

p[(ENM)N(EUM) ] _ pENM)

car ENMMOEUM et donc
p(EUM) p(EUM)

p(ENM/EUM) =

(ENM )N (EUM)=ENM ; ainsi p(ENM/EUM) = %

4. Calcul de p(ENM)
Eﬂﬁ est I'événement contraire de EUUM ; par conséquent
p(ENM) =p(EUM)
=1-p(EUM)




5. Détermination de loi de probabilité de X et calcul de E(X)
L’ensemble des valeurs prises par X est {0, 1, 2}
1983

p(X=0) = p(EﬂM)=m ;

p(X=1) = p(ENM)+p(MNE)
=[p(E)-p(ENM)IENM + [p(M) —p(E(NM)]
.3 3 .7 3
1000 2000 1000 2000

7
X=1) = ——
P=1)= 1550
3
X=2)= p(ENM) = ——
p(X=2)=p(EMNM) 5000
Xi 0 1 2
P(X=xi) 1983 7 3
2000 1000 2000
EX)=0. 2283 11 T 4o 3 ke
2000 1000 2000 100
Probleme
Partie A
1. Continuité defen0
lim f(x)=lim——=——=0 ; lim f(x)=lim| VX In(1+x)~vx Inx | =0.
B x-0

x-0 Xﬂ01+ ll_XZ x-0"

On a donc lim f(x)= lim f(x)=f(0) ; donc f est continue en 0.
x>0 x-0*

2. Dérivabilité defen0

lim f()-1(0) =lim ! =l ; donc f est dérivable a gaucheen O et f 'g(0)=l
x-0" X Xﬁ01+ /1_X2 2

1

In| 1+—

. f(x)-f(0 . ( ) . \

lim (0-10) =lim X/ = 4o ; donc f n"est pas dérivable en 0 a droite.
x-0" X x-0" \/;

Conclusion : f n’est pas dérivable en 0.

Interprétation géométrique : ( C)admet au point d’abscisse 0 deux demi-

, . , - . 1
tangentes ; I'une verticale et I'autre de coefficient directeur E




3. Dérivabilité de fen -1

2
lim f(x)-f(-1) - lim x+1++v1-x

R 6 +1)(1+\/1—x2)

1 1-x
= + =400 ;

1+\/1—x2 (1—\/1—x2) 1-x° ’
f n’est pas dérivable en -1.
4. Variation de f sur [-1 ;0]

La fonction f est dérivable sur ]-1 ;0[ et pour tout x []-1 ;0],
1

(HM)W

Pour tout x ]-1 ;0], f ‘(x) > 0, donc f est strictement croissante sur [-1 ;0].

f(x) =

Partie B

1. a)Lesvariationsde gsur]0;+o]
x-1

x(x+1)* '

La fonction g et dérivable sur JO; + [ et pour tout x [1]0; + [, g ’(x) =

Ona: g (1)=0; g‘(x)>0pourxd]1;+%[;g‘(x)<0pourx1]0; 1.
Ainsi, g est croissante sur [1; + [ et décroissante sur]0; 1].
2. Limitesdegen+o etenO.
) ) 1. 2 ) . 1 2
lim g(x)=lim | In(I+—)-—[=0; limgXx)=Im|In(l+—)———|=+0.
X = o0 X =+ X x+1 x=0° x=0" X x+1

3. a) Tableau de variationde g

X 0 1 +00
g ‘(x) - 0 +
g(x) +00 0

b) Solution unique
g([1;+9[)=[-1+In2; 0] et 0 O[-1+In2; O[ ; donc I’équation g(x) = 0 n"admet pas de
solution dans [1; +0o[ .

g est continue et strictement décroissante sur]0; 1[ et 0 [1]-1+In2 ; + co[=g(]0 ;1[).
Donc I’équation g(x)=0 admet une unique solution dans ]0 ;1[ ; en définitive,
I’équation g(x)=0 admet une solution unique @ dans]0; +[.

g(0,25) >0 et g(0,26) <0, donc a 1J]0,25; 0,26].




4. Signe de g(x)
gla)=0;x0]0; al, gx)>0 et xO]a ;+o [, g(x)<O0.

1
5.3) f ' X)=——=2g(x)
N
La fonction f est dérivable sur] 0 ; +co].
1 1 -1
Pourtoutxde]0;+0oo[, f'(x)= In(1+— +\/§><
] [, ') N ( X) ot D)
1
f'(x)= (x).
N

b) Variation de fsur ] 0 ; + o[
Pour toutx de ] 0; +0o[, f /(x) et g(x) ont le méme signe, donc f est croissante sur
]0; a]etfestdécroissante sur[a ;+ |.
6. Limite defen +o
+ +
In(1+X) - lim \/iln(l X) 0

\/i X 0"

lim £x) = lim 220X = i (X —1“(1; 2 =g
X

X — +oo ~0* 1/X X 0%

Tableau de variation

lim f(x) = lim
X-0"

X — +oo

X -1 0 a + 00
f(x) + | + 0 -

1 0

7.Représentation graphique




Partie C

1. a) h bijective
La fonction h est continue et strictement croissante sur [-1 ; 0], donc h est une
bijectionde [-1; 0] surJ=1[-1;0].
b) Tableau de variation de h!
La fonction h étant croissante sur |, alors h™! est croissante sur J.

X -1 0

0
hi(x) /

2. a) Détermination de h'(x)

y=h(X) = y+y 1-x’=x = x= zy
y +1
2 2X
Pourtoutxdel h (x)=—;
X" +1
0
b- Calcul de j h™' (x)dx
-1
0 -1 2 0
j h™' (x)dx =[ In(x +1)]_1 =—In2
-1

3. a)Calcul de A.
(') est en dessous de la droite d’équation y = x sur [-1;; 0],

0 1 0 1
donc A= f[X-h'l(x)]dx ; A= {Exz +ln2:—5+ln2
-1 -1

b) Déduction de I'aire A’
Les réflexions conservent les aires, alors A’ =2 A; alors A’ =-1+2In2.

Partie D

1. a) Démonstration

Ona n<n+k<2n, n0OO" :Lsisl
2n n+k n
:L—ISL—IS——I
2n n+k n
Or i>——1 et l—ISO, alors —IS@SL—ISESO
2n n 2n  n+k n

b) Déduction

La fonction h™ étant croissante, h™' (@j <h™ (L —1j <h! (l_nj
2n n+k n




2. De larelation précédente,

[ 1-2n Lo l;n
S5 Er (e )= 2 (5
D’ou (n+1)h“(@j52h“( —1jg(n+1)h—l(1;nj
2n n+k n

k=0

ot n_-|-1h (1 2nj<uI1 n+1h (1 nj
n 2n n n

3. Limite de (un)

IN

‘ ~

. . n+l
Comme ht est continue et que lim — =1 ; alors

n - +oo n
im 2Ly (l'znj_lmﬂh (Mj h'(-1) = -
note 2n note n
car lim 220 = fim 1=
n — +oo n n — +oo n
De I'encadrement de 2., il vient que : lim u, = -1.

n — +oo
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EXERCICE 1

1) a) Calcul de limites

f(x) = —— =exe™. lim f(x)=ex lim xe™* =0. lim f(x) = lim exe™ = —co.

ex 1 X - +00 X = —00 X ——00

b) Variations de f

x=1 _ x-1 _ x-1 —_
f'(x) = ¢ zfze = (l( 52')62 = ! x_f . Le signe de f’ dépend exclusivement de celui
e e

de
1—x.f'(x) >0 sur]-o, 1], f est donc croissante sur |’ intervalle ]-o, 1]; f'(x) <0 sur

]1, +oo[, f est décroissante sur I'intervalle [1, +oo[ . f'(1) = 0.

X -00 1

+00
f'(x) + 0 -
f(x) / 1

-00

0

c)Tracé de la courbe ©

(©




2) a) Expression de gn(x) en fonction de x
xn+l _1
x—1
b) Déduction de I'expression de Sn(x)

gn(x) =

(n+Dx"(x-D-1xx"" -1) _nx""' —(n+1)x" +1

Sn =gn’ =
(x) = gn'(x) oD -1

3) a) Expression de un

’ _1+2+ 3 +4 N n T—(m+De+n
R P

P 62 63 .............. en_l n e 1 en—l (1 _ 6)2

1 n
—(—-n-H+1 ,
e"(e ) _€

b) Limite de un

. . e =(m+De+n _ 2l e
lim u, = lim n_l( )2 = lim € —€¢ = lim —car
a1 newe (I-e) nre (1—¢)

limMXI{m[l—f(x)f(xO)] :

X = Xg x—xo

EXERCICE 2
1) Résolution de I’équation
fiz)=z = (%)z -2+2i=7z;z=4i donc So={4i}
2) Nature de f et éléments caractéristiques
f est une similitude plane directe de centre Q(4i) de rapportT2 et d’angle—g.

3) Démonstration
1 1 x=X-Y+4
X+Y==(x+y-4)+—=(—x+y+4) = .
2 2 y=X+Y
4) Démonstration
Xy -2x—3y—1=0 = (X=-Y+4)(X+Y)-2(X-Y+4)-3(X+Y)—1=0. En développant
ontrouve : X?-Y2+4X +4Y-2X+2Y-8-3X-3Y-1=0. Soit X>- X—(Y2-3Y)-9=0.

1
La courbe (C’) a donc pour équation (X - 5 )2- (Y- % )2-7=0.

] (]

5) Nature de (c’)

(C’) qui a pour équation réduite : =1 est une hyperbole

équilatere d’excentricité JE .




PROBLEME

PARTIE A
1) a) Limites
lim g(x)=-c0 ; lim g(x) = +o0
x--1* x-1"
b) Calcul de g’(x) et déduction du sens de variation de g
2
(1-x%)
5 [L+x
g'(x) = I-x - - . 8'(x) est positif sur]-1, 1[. g est croissante.
1+x 1-x
1-x
c) Bijection

g est une fonction continue et strictement croissante sur]-1, 1[. Elle est donc
bijective. g réalise donc une bijection de ]-1, 1[ sur IR.

2) a) Démonstration
1+x I+x _ , o -1 e -1
=In(,|[——) & —— =¢"7. On peut ainsi tirer x = .Onadonch(x) = .
y=InC 1—x) 1-x P e” +1 ) e +1
b) Démonstration
2x _ _ 2 2x _
h est définie sur IR. Donc si x[IDh = -x[IDh. h(-x) = e_ ! = Ll =-¢ ! = - h(x).
2x 2x 2x
e "+l l+e e’ +1
h est donc impaire.
Démonstration
e -1 N e -1
3 HOTEO) L el el
L+h(0h(y) |, e -1 e -1
e +1 e® +1
(€ =) (e +D) +(e™ +1)(e 1) (e +1)(e™ +1) _
(¥ +1)(e™ +1) (¥ +1)(e + D)+ (e =D(e™ - 1)
282x+2y _2 er+2y _
262x+2}' + 2 - 62x+2)' +1 = h('x + y)
PARTIE B
1) Démonstration

Pour tout réel x, on peut trouver un réel y tel que x + y = c. On aura alors :

fle)=fix+y) = LT b r ()= FO)+ FOF Q) ().

1+ f(x)f(y)

= f(x)[1 = f(c)f(y)] + [f(y) = f(c)] = O.




-Pour f(c) = 1, cette égalité est [f(y) — 1][1 — f(x)] = 0. Donc, pour tout x, réel f(x) = 1 ou f(c — x)
= 1. f est alors constante et égale a 1.

-Pour f(c) =-1, on a [f(y) + 1][f(x) + 1] = 0. Donc, pour tout x, f(x) = -1 ou f(c-x) = -1. f est alors
constante et égale a -1. Dans les deux cas f est constante.

Autre méthode :

Supposons qu’il existe un réel c tel que f( c) = 1. (1) a un sens lorsque f ne prend pas la valeur

(-1).
Par suite, pour tout réel x, f(x+c) = f+(e) _ o+l

1, ce qui montre que f est constante
1+f(Of(c)  1+f(x)

et égale a 1.
Démarche analogue pour le casou f(c ) =-1.

2) a) Démonstration

X
X, X 2f(§) x 2u
f(x)=f(=+=)=———=— _En posant f(=) = u I'expression devient - . Cette
2 2 X2 2 1+u

1+[f(5)]

expression peut étre encadrée en disant u? - 2u +120 <2/ u<u?+1et par suite
2 2

lts 1donc-1 5—”2s 1. Comme f est non constante, alors u #1 et u #-1. En

1+u 1+u

conclusion -1 < f(x) < 1.

b) Etablissement et déduction

Posons x =y = 0. Il vient que f(0) = LO)Z donc f(0)[f(0)*>-1] = 0. Comme f(0) Z 1 et

1+ £(0)
-1, alors f(0) = 0.

flx + (-x)] =f(0) = % =(0implique que f(x) + f(-x) = 0 et donc f(-x) = - f(x). f est

donc impaire.

3) Démonstration
La formule est vraie pour n = 0 et pour n =1. Supposons que la formule est vraie pour
L fow _[1+f(x)j"
1= f(nx) (1-f(x)

L4 S+ 1()
I+ fl(n+Dx] _1+ flx+x) _ 1+ f(n0) f(x) _ 1+ f(x0) f(0)+ f(nx) + f(x)
1= fln+Dx] 1= flx+x) [ SO0+ 1+ f(mx) f ()= f(nx) = £ (x)
1+ f(nx) f (x)

_ [+ FEl+ f] _ 1+ f (o) 1+ £ () :{Hf(nx)j" ) :(Hf(nx)jm.
(- felll-f] 1-fx) 1-f (I=fow)) 1-fx) (1-f0w)

La formule est donc vraie pour n + 1.




4) a) Expression de f(n) en fonction de n

Faisant x = 1 dans la formule précédente, on obtient pout tout nJIN.

+ + ’ " -
I+ _(1+/0) =a".On entiref(n) = a -1 pour nLIIN. Prenons un entier
I=f(m) \1-fQ) a"+1

négatif k et posons k = -n. Comme f est impaire, f(k) =f(-n) =
a"-1_ 1-a" _a"-1_ at -1

a1 1+a" a"+1 at+1

b) Expression de f(n) en fonction de a

1+ f (nx) :{Hf(x)

x=2 o p = gx. f(p) = f(gx). Dans la relation j on peut tirer, en
q

1= f(nx) \1-f(x)
prenant n = g, f(p) = f(qx) = 1=/ —= az L On en déduit que f(£) = _az aLy
{wmj g 4 T
1= f(x)

PARTIE C

1)

2)

3)

Dérivabilité de f

f @G L FEFFER) L fm ) F0)f ()]

X - Xg x_x() X=Xy x—xo X - Xg x_x()

= limwxlim[l+f(x)f(—x0)] = limMXIim[l—f(x)f(xo)] =ax [1

Yex X=X, t% s X=X, XX

- (f(x0))?]. D’ou, f(x) = o [1 + (f(x))?]. En effet f étant impaire f(-xo) = -f(xo).
Démonstration

-1 < f(x) < 1 donc f'(x) est du signe de a. f’(x) ayant un signe constant, f est
strictement monotone.

a) Calcul et déduction

[fof](x) = x. [fof1]'(x) = 1 = (f1)’(x).f' (f(x)). On en tire (f1)'(y)=

1 _ 1

ST ad-y

b) Vérification et déduction
11+x+1—x 1

1 1 1 1
Sy y=_ = . Une primitive de x - sur ]-1, 1[ est
2(1—x 1+x) 2 1-x° 1-x° P 1-x° Al

L@+ x)-Ind-x]=1n /“—x = g(x)
2 1—x

c) Déduction

fix) = %g(x) +K.Sia=1etK=0,f(x) = h(x).
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PROPOSITION DE CORRIGE

Exercicel

1) Ecriture de I’équation différentielle (F)

(E) : (100 —x(t))" = ax(t) ; soit -x'(t) = ax(t) ; d’ou x'(t) + ax(t) =0.

L’équation différentielle (F) s’écrit donc : x’(t) + ax(t) =0

2) Solution générale de (F)

La solution générale de (F) est : x(t) = Ce?" ol C est une constante arbitraire de [J .

3) Déduction de la solution générale de (E)

La solution générale de (E) est alors f(t) = 100 - Ce™

4) Expression de f(t) en fonction de t

Si f(0) = 0,001, alors 100—-C =0,001 et C=99,999 et f'(t) =(100—-99,999 e )’ =99,999 ae’

at .
’

~33,333.10° _10™

donc f'(0) = 99,999a = 33,333.10* et a
99,999 3

_107

on a alors f(t) =100 —99,999¢ ? t
5) Calcul du temps

Il s’agit de résoudre I'équation : f(t) = 0,02.

_107 _107

Ona: 100- etp3=99,999e * = 0,02;s0it—99,999¢ * =-99,98; c'est-a-dire

0, + 4
. 99.98 ., . _10 tsh{ 99’98j;soit 10

3L ; d’ou —
99,999 99,999

_ -4
s 1,9.10
-10™

t<-1,9.10" ;ona:

x3 ; ce quidonne t=5,7mn.

Exercice2

1) Calcul de p1, p2 et p3
Comme p1, p2 et ps dans cet ordre, forment des termes d’une progression géométrique de

1 1 1
raison q=§, on a: p2=qp1 et p3=q?p: ; c’est-a-dire p> =§ p1 et p3=Z p1. On a alors pi+ E

+l =1: soit —i'd'ou —zet =—
p1 4p1 ; p1 7 p2 7 P3 7

2) a) Gains possibles du joueur




Les gains possibles sont : -500; 0; 500. On pourra les déterminer a I'aide d’un

arbre.

b) Détermination de la loi de probabilité de X en fonction de x

GG, , C; A _ 28048

P(X=-500) = —% > =
C, C., 7 7Tmn+2)(n+l)
2 2 2
P(X=0)= Czr1 N C22 D%= Tn”-Tn+4
o Co, 7 T(n+2)(n+1)
2
P(X=500) = (“;2 o - 2
C., 7 Tn+2)(n+l)
Xi -500 0 500
P(X=xi) 28n+8 Tn?-Tn+4 2
7T(n+2)(n+1) 7(n+2)(n+1) 7(n+2)(n+1)
3.n=5
a) Calcul de E(X)
Sin=5,0ona:
Xi -500 0 500
POX=x) 148 144 2
294 294 294

E(X) = - 248,3

b) Détermination et construction de la fonction de répartition

Si x [1]-00;-500[, alors F(X)=0

si x LI[500; 0], alors F(X)= —
294
si x LJ[0; 500], alors F(X) = 292
294

Si x L1]500; +00[, alors F(X) =1

Construction de F




Ppt=xi]

1
292{294]

148/294

¥

| i
-500 [1} 500 .
i

Probleme

A) 1. y=f(x) = Vx*+4x+2 sur]-oo ;-2-\/5] U[-2+\/§ ; +00[
a) Calcul de limites et détermination des asymptotes

* lim f(x)=+0 car lim (xX2+4x+2) = lim x2=+0 lim et lim +/X =+

X - —00 X — =00 X — —00 X — —00 X o +o0

De méme lim f(x)=+00,

X — too

* fim [0 = (-x =2)] = lim | Vx> 452 + (x +2) |

[\/ K AHAXAD +(x + 2)}[\/ X2 — (x + 2)}
= 1‘
o VX2 H4x+2 = (X +2)

= lim 2 -0

xome 4 2 2
—x| I+ =+ +1+=
X X X

De méme lim [f(x) —(x +2)] =

Conclusion : les droites (D1) : y=-x-2 et (D2) : y=x+2 sont asymptotesa (C)en -00 gt
en+%,
b) Variations de f et tableau de variations

X+2

VX +4x+2 ’

f est dérivable sur ]-o0 ;-2-\/5[ U]-2+\/§ ;+0[ etona: f'(x)=

doncf’ (x) estdusigne de x+2.




*Six L ]-00 ;-2-\/5 [,alorsf‘(x)<0et feststrictement décroissante sur]-oo ;-2-\/5
]

*Si x D]-2+\/§ ; +00[ , alors f ‘(x) >0 et f est strictement croissante sur [—2+\/§ ; +00[
*f est non dérivable en -2-v2 eten 2442 et

) f(x) . f(x)
lim —— = —00; m = 400
X (223 x4244/2 X~ (202" x42-4/2

La courbe ( C) admet aux points d’abscisses -2-42 et -2 +\/§ des tangentes

verticales.

f(-2-v/2)=f(-2++/2)=0

Tableau de variation
X -0 2-2 2+4/2 +

(¢¢]

f’(x) - (-o0 \ \ \ \ | (+00) +

WA

*f est du signe positif. En effet, sur]- . —2—x/§ 1, f(x) L [0;+%etsur [-2+\/§ ;
+oo[ f(x) J [0 +00[,

c) Construction de ©




Voir figure

d) Démonstration

Appelons O’ le point de rencontre des deux asymptotes ; O’(-2 ;0) ; menons par ce
point O’ des axes paralleles aux anciens. On écrira alors une équation de ( C) dans le
repere

X=x+2

(0; i ,3 ). Les formules de changements de coordonnées sont : { Y=y

( C) aura pour équation dans ce nouveau repére Y=V X2 ; la fonction F(X) =

VX*-2 étant paire, ( C ) admet I'axe des ordonnées (O’y) comme axe de symétrie.

2) a) Démonstration

(Hi):y?2=x2+4x+2 < (C):y=f(x)= VX' +4x+2 ou (C'):y=g(x) =-Vx +4x +2
g(x) = - f(x). Donc (H1)=(C) L] (C); (C) estlacourbe defet(C)celle de g telle
que:

g(x) = -f(x). (C’) se déduit donc de ( C) par une symétrie orthogonale par rapport a

I’axe (Ox).




b) Construction de (H1)

(H)

c) Démonstration

(H1) admet I'axe (O’y) pour axe de symétrie. De plus (O’x) est aussi un axe de
symétrie de (Hi) (construction). Donc O’, point commun a ces deux axes de symétrie
orthogonaux, est centre de symétrie pour (Hi).

On peut aussi remarquer que (H1) est une hyperbole équilatere.

B)

1. a) Nature de (H-1)

(H-1) : x2+y?2=2; (H.1) estle cercle de centre O et de rayon \/5 )

b) Construction de (Ha)




1
X'==(x+y)
2. M_(x,y) > M'(x\y) telle que: | 2
y' :5(—X+y+2)

a) Détermination des coordonnées de |
I(x,y) pointinvariant = S(l)=I © x=1ety=1;dou i(1;1).

b) Expression de z’ en function de z
1, 1y 1 1 :
Z=X"+y'= 5 (X+y)+§1(—x+y+2)

=%(1—i)(x+iy)+i

1 ..
7z = 5(1-1) Z +i

c) Nature et éléments caractéristiques de S




L’application complexe de S s’exprime sous la forme z’ = az+b aveca = 5(1'1) etb=

i. Elle est donc une similitude plane direte. Son centre est le point invariant | ; son

V2

2

1. .
angle estarg[E(l'l)]= 4 etson rapport |§(1'l)|=

d) Détermination de I'image par S de (H1)

1
X= 2 (X+y) {X:X"yl'i'l

y'= % (-x+y+2) y=x+y-1

L'image par S de (H-1)

(Ha) x4y2=2; (H) =S[(Ha)] : (X-y+1)2+ (X +y'-1)2 = 2 ; d'ols (Ha') 1 x2+(y-1)2=1
(H-1’) est le cercle de centre Q (0;1) etderayon 1

e) Equation de (H’1) et nature de (H'1)

(H1) : y? =x2+4x+2

(H'1) : (X+y’-1)%=(X-y’+1)? +4(X'-y'+1)+2

avec x'#-1

(H2): Y5500

(H’1) est une hyperbole équilatére d’asymptotes d’équations: x' =-1 ety =2.

C)
1. a) Démonstration

(Hm) : y2 = mx2 +2(m+1)x+2

(Hm) : y2 = m(x? +2x)+2x+2 ; cette égalité est vérifiée pour tout réel m si et seulement si :

2x+2-y?=0et x>+2x=0; d’'oll x=0ety= \/5 ou x=0 ety=—\/§.0naalors A(0; \/E)et

8(0;-V2)




b) Equations des tangentes

(Hm) D y= f1(X) = \/mX2+2(m+1)X +2 ou y:fz(x) = -\/mX2+2(m+1)x +2

m+1

Au point d’abscisse A ol y1>0, on aura f; '(0) :f ; au point d’abscisse B ol y2<0, on aura

-m-1 m+1 -m-

1
fl'(O):f. (TA):y=fx+\/§; (TB):y=fx-\/§

2. a) Construction de (Ho) voir figure

(Ho) : y? = 2x+2 ; (Ho) est une parabole de sommet K(-1 ;0) et d’axe focal (Ox).

b) Calcul de I'aire

0
Soit A I'aire considérée, onaura: 8= 2I V2x +2dx y 4
-1

Azgx/zu.a - drou O :§\/§CH12




D)

1.Ensemble (Q1)

2 2
+
2 m

X=x-——
En faisant un changement de coordonnées : 2 et en prenant comme nouvelle
Y=y

m+1 X2 Y?

ine JCE10) ona: ——
origine J( > ), ona: el il
m> -m

=1 et (Hm) est une ellipse si m<0; donc Qi1 =]-

;0L
2. Expression de la longueur des axes de I'ellipse et précision du grand et du petit axe suivant

les valeurs de m de (Qa)

m? +1

2
2 _ , _m”+1
Onaurad =——— et b™ =
m

-m

Si -1 <m <0 a2 plus grand que b? et e grand axe est (Ox)
Si ™@<m<-1, b? plus grand que a2 et le grand axe est Oy)

Sim=-1, (Hm) est un cercle.
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