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PREFACE

Cet ouvrage est un outil destiné a vous, éleves de Terminale S2,
pour vous aider a préparer les devoirs de classe, mais aussi le
Baccalauréat. 11 comprend :

v’ des résumés de cours pour servir de fiches de lecons, vous
facilitant la rétention des notions fondamentales du
programme.

v’ des exercices d’application prenant en charge les
compétences exigibles du programme, et leurs corrigés pour
vous apprendre a répondre a des questions types.

v' des exercices d’entrainement gradués et variés, pour le
renforcement de vos capacités durant 'année scolaire.

v' des problemes et des sujets de Baccalauréat, pour vous
permettre de jauger votre niveau par rapport a ce qui vous
attend a I’examen.

Il ne fait aucun doute, que cet ouvrage, bien utilisé, contribuera
grandement a votre réussite au Baccalauréat.

Nous accueillerons avec reconnaissance les remarques, critiques et
suggestions qui nous permettront de 'améliorer.

Nous remercions M. Youga Mbengue inspecteur de

Mathématiques de Ienseignement moyen secondaire et tous nos
collegues enseignants pour leurs contributions.

Nous dédions cet ouvrage a nos familles bien-aimées.

Les auteurs
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Chapitre O: RAPPELS

Le second degré
Soit a b, ¢ des réels (a # 0), f un trindbme du second degré defini
par f(x) = ax? + bx + ¢ et A= b? - 4ac son discriminant :

» Factorisation et équation

e Si A> 0, alors le trinbme f peut étre factorisé et sa forme
-b—VA etx, = —b+\/Z.
2a

Ainsi, I’équation ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions que sont
les réels x, et x,.

e Si A= 0, alors le trinbme f peut étre factorisé et sa forme
-b
Z .
Ainsi, I'équation ax?+ bx + ¢ = 0 admet une solution: le réel x,.

e Si A<O,alors le trinéme f ne peut pas étre factorise et

Péquation ax? + bx + ¢ = 0 n’admet pas de solution dans R.

factorisée est a(x-x,)(X-x,) oux, =

Factorisée est a(X-x,)(X-x,) = a(x — xy)? ol x, =

» Signe d’un trindbme

e Si A> 0, alors le trindbme f est du signe de «a» a
I'extérieur des racines et du signe de «- a» a DIitéricur des
racines.
En supposant que x, < x,, on obtient le tableau de signe suivant

X -00 X4 X, +00

ax®+bx+c |signe dea O signe de—a 0 signe dea




e SiA=0, alors le trindbme f est du signe de «a », sauf en x,,
ou il s’annule.

X -00 X +o00
ax? +bx+c |signe dea 0 signe dea

e SiA<O0, alors le trindbme f est partout du signe de « a »
X -C0 +00
ax?+bx+c signe de a

Remarque :

Pour résoudre une inéquation du second degré, on peut établir le
tableau de signe du trinbme associé a I'inéquation et lire les
solutions sur le tableau.

Factorisation d’un_polynome
Soit P un polynbme et a un nombre réel.
» aest une racine de P ssi P(a) =0
» Siaest une racine de P alors il existe un polynéme
Q tel que P(x) = (x-a)Q(x) ou degQ =degP —1
Remarque
On peut utiliser la méthode de Horner pour déterminer Q dans le
cas ou P est un polynéme de degré supérieur ou égal a 3..

Equations et inéquations avec valeur absolue
> [fe)] = lg(x)] ssi f(x) = g(x) OL(J fSX) =0- 9(x)
_ . gx) =
7 101= 9005 {1y 0 o r ) = —g00
» Siaun réel positif ou nul
o |f(x)|=assif(x)=aouf(x)=-a.
o [f(X)|<assi a< f(x)<a
o |f(X)]=assi f(x)=aouf(x)<-a.




» Siaest un reel strictement négatif

o |f(x)|=a Iégalité est impossible ;I'ensemble des
solutions S = ¢.

o |f(X)] < a I'inégalité est impossible ; 'ensemble des
solutions S = ¢.

o [f(X)] = a l'inégalité est toujours vraie ; I'ensemble des
solutions S = R NDs ou Dr est 'ensemble de définition de f.

Rappel
f(x)si f(x) =0

f0l = {—f(x) sif(x)<0

Equations et inéquations irrationnelles

- (T = e ssi |/ 20 (st =0)

f(x) = g(x)
>0
» =g { 2050
()20
> JFO) <gix)ssi{ gx)=0
f() < 82()

. (g(x) <0 gx)>0
> Jf) =9k s {f(x) >0 {f(x) > g*(x)

Fonction partie_entiere
» Définition
Soit k € Z. On appelle fonction partie entiere la fonction notée E
définie sur R par E(x) =k, Vx € [k ; k+1][.
» Propriété
VxER, x —1< E(x) < x.




Trigonométrie
» Valeurs remarquables :

o dek> z
2 2
X 0 n T 3_7T T 0
2 2
sinx | 0 1 0 -1 3
[
cosx |1 0 -1 |0 Py

Remargue
- Sia€]0 ;g], cosa et sina sont positifs

- Sia € [5- ] cosa est négatif et sina est positif
- Sia€lm; ] cosa et sina sont negatifs
- Sia € [7; Zn], cosa est positif et sina est négatif

e des multiples irréductibles deg

. ., . 2
Les muttiples irréductibles de - = z
T 271' 4-71' 571:
(==, ...) ont pour COSIiNUS
3 3 3’
1 4 5
+1 et pour sinus +% . = =
2 2 3 3

Selon que le multiple est dans [0; 7], dans [; 7], dans
[ ; 32—"] ou dans [32—"; 2m], on détermine la valeur du cosinus et du

sinus de ce multiple en appliquant la remarque ci-dessus.

o des multiples irréductibles de =

- P P s
Les multiples irreductibles de ~ 7 T\

. 1 .
ont pour sinus i; et pour cosinus i

|5
:\l/ml:‘




e des multiples irréductibles del—’

Les multiples irréductibles def il "
: - v
ont pour sinus et pour cosinus i;
51 7T
4 4
» Cosinus et sinus d’angles associés
cos(—a) = cosa
{Sin(—a) = —sina’
cos(m+ a) = —cosa cos(m — a) = —cosa .
{sin(n +a) = —sina’ { sin(mr — a) = sina
cos (g — a) = sina cos (g + a) = —sina

sin (g — a) = cosa sin (g + a) = cosa
» Formules d’addition

e cos(a + b) = cosacosb — sinasinb ;

e cos(a —b) = cosacosb + sinasinb ;

e sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa ;

e sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa ;

e (0S2a = cos?a - sin*a ;

e (C0S2a =2cos*a —1=1-2sin’a;

e sin2a = 2sinacosa ;

e sina = 2sincos: ;

e Cosa = 2cos? % —1d’ou 1+ cosa = 260523 ;

e cosa = 1- 2sin? % d’oU 1- cosa = 2sin? % .




Equations trigonométriques

COSX = cosa SSi X = a+2Km ou X = - a+2Km, kE Z.
sinx =sing ssix = B + 2km ou x = - B + 2km, kKE Z.
tanx = tany ssix =y + km, k€ Z (avec x ¢§+kn).

Autres formules
VY a € R, cos?a +sin*a=1.

Va€e R -1< cosa <1let-1< sina <1
cos(a + 2km) = cosa
{sin(a + 2km) = sina’
acosx + bsinx = va? + b2cos(x — ¢) ol

a
a“+b

EZ.

cosp =

_ ,  (ce systeme permet de déterminere).
SING =TT+
tana = 32% existe ssi a # =+ krr.
cosa 2




Chapitrel: LIMITE-CONTINUITE-DERIVATION

1.1. RESUME DU COURS

Dans ce chapitre, on désigne par I'infini « 0o », + o 0U - oo et par Ct
la courbe de f dans un repére ortho normal (O, 7, J)

Limite_ d’un_polynéme ou d’une fonction rationnelle
» A D'mfini, la limite d’un polyndme est égale a la limite de
son mondme de plus haut degré.
» A Tinfini, la limite d’une fonction rationnelle est égale a la
limte du rapport du mondme de plus haut degré du
numérateur sur celui du dénominateur.

Formes indéterminées
Dans un calcul de limite, si on obtient «+ oo - 0o » ou «0.00» oU

0 0 - , -y
«—»0U«o», alors on aune forme indéterminée.
o0

Pour lever 'indétermination, on fait une transformation d’écriture.

Formes_indéfinies
Dans un calcul de limite d’un quotient, si on obtient «%» , avec

a=0, alors on a une forme indéfinie.

Dans ce cas la limite est égale a I'infini ; pour déterminer dans quel
cas on a +oo 0oU - oo, on étudie le signe du dénominateur et on
calcule les limites a gauche et a droite.

Théoremes de comparaison
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Soit f, g, u, v des fonctions, L, L’ des nombres réels et a un réel ou
+ 00 OU - o0, AU Voisinage de a :

» Sif(x) <g(x), f tend vers L etgtend vers L,
alorsL< L.

» Sif(x) = u(x)etsiutend vers +oo, alors f tend vers + .

» Sif(x) <v(x)etsiv tend vers - oo, alors f tend - 0.

» Si|f(x)—L|<u(x)etsiutend vers O, alors f tend vers

» Siu(x) < f(x) <v(x),utend vers L etvtend vers L,
alors f tend vers L.
Remargue : Les suites numériques étant des fonctions particulieres,
ces théoremes restent valables dans le cas des suites.

Limite et nombre dérivé

> Silim Z2=r2r gif et g sont dérivables en xo et si
x—»xog(x)
[O-fae)
f( )_ lim X—Xo —_ f (x0)
Q(X)-g(xo) - g’(xo) '

g'(x,) # 0alors lim

x-x9 99X X=X

» En particulier si lim L&) —wln ot 6j f est dérivable

x—)xo x—xo

en Xo, alors lim 1) iy LD/ @) _ "(x0)-

x—>x0 x—xo x—)xo X—XO

Limite et composee de fonctions
Chacune des lettres a, b, ¢ désigne un nombre réel, +oo0 ou - oo. Pour
calculer lim g[f(x)], on procede ainsi :

x—a

Silim f(x)=betsi lim g(x) =c alors
x-a x-b
lim g[f(x)]=c.

12



Asymptotes
Soit xo, a, b des nombres réels, f et g des fonctions, Ct la courbe de

f et Cqy celle de g.
» Si lim f(x)=oco alors la droite d’équation X = Xo est
X=X

une asymptote a Cs, parallele a I’axe des ordonnées.
» Silim f(x)=a alors Ia droite d’équation y = a est
X—>0

une asymptote a Ct, paralléle a I'axe des abscisses a I'infini.
» y=ax +bestune asymptote oblique & Csa I'infini ssi

lim [f(x) — (ax+ b)] =
X—00
» Cg d’équation y = g(x) est une asymptote a Cr d’équation
y =f(x) alinfini ssi lim [f(x)— g(x)]=
X—00

Branches infinies

Soit a et b des nombres réels

» Si lim f(x)=ocoetsi lim £ = 0 alors Cy

x—+00 xX—+o0 X
admet une branche parabolique de direction asymptotique I'axe des
abscisses a +oo,

» Si lim f(x)=ocoetsi lim LX) = » alors C

X—+oo xX—>+00 X

admet une branche parabolique de direction asymptotique I'axe des

ordonnées a + oo.

> Si lim f(x)=o, lim 9 = a (a0) etssi

X—+00

13




lirP [f(x) —ax] = oo, alors Ct admet une branche parabolique de

direction asymptotique la droite d’équation

y=ax a+ oo.

Si lim f(x) = oo, lirP fi—x): a (a=0) et si
X—+00

X— 400
lim [f(x) —ax] =D, alors Ctadmet la droite d’équation
X—+ 0

y = ax + b comme asymptote a +oo.
Remargue : On ales mémes conclusions quand x tend vers - co.

Continuité en un point
Soit f une fonction définie sur un

intervalle ouvert | et Xo
appartenant a |.
» Définition
f est continue en Xo ssi 9}“2 f(x) =1f(x,).
—Xo

» Theoreme
f est continue en xo ssi- lim,_ f(x) = lim_ f(x) = f(x,).
X=X X—Xq

Dérivabilité en un point
Soit a, b et ¢ des nombres réels, f une fonction définie sur un

intervalle 1 et xo un élément de I.

> Définition

14



f est dérivable en xo ssi lim L= &)

= a; a est appelé nombre
X—>Xg x—xo

dérive de f en xo et est noté f ’(xo).

Dans ce cas Ct admet au point d’abscisse Xo une tangente de

coefficient directeur a.

» Théoréme 1 : f est dérivable a gauche en xo ssi

lim L@ &) - ; b est appelé nombre dérivé de f a gauche en xo

x-xy  X=Xg

et est noté fq'(xo).

Dans ce cas Cradmet a gauche au point d’abscisse Xo une
demi-tangente de coefficient directeur b.

Théoréme 2 : f est dérivable a droite en Xo Ssi

x-x§ X=X

= c; c est appelé nombre dérivé de f a droite en Xo
et est noté fq’(xo0).
Dans ce cas Cr admet a droite au point d’abscisse Xo une
demi-tangente de coefficient directeur c

» Théoreme 3 : Sif est dérivable a gauche et a droite en Xo
et si fg'(xo) = fd ’(xo0) alors f est dérivable en Xo.
Dans ce cas Ct admet au point d’abscisse Xo une tangente de
coefficient directeur fq’(xo) ou fd’(x0)

» Théoréme 4 : Sif est dérivable a gauche et a droite en xo

et si fg’(xo) # fa’(xo0) alors f n’est pas dérivable en Xo.

15




Dans ce cas Ct admet au point d’abscisse Xo deux demi-tangentes de
coefficients directeurs fg’'(xo) et fa’(xo) qui forment un point

anguleux.

» Théoreme 5: Si lim LG = o ou

x-x,  X~Xg

= oo alors f n’est pas dérivable en Xo.
x-x§ X Xg

Dans ce cas Ct admet au point d’abscisse Xo une demi-tangente

d’équation X = Xo, parallele a 'axe des ordonnées.

Equation de la tangente

> Latangente ala courbe de f en xo ou au point(xo ; f(xo0)) a
pour équation y =f ’(Xo)(x-Xo) + f(Xo).
Remarques
e f ’(xo0) le nombre dérivé de fen xo est le coefficient directeur
de la tangente.
e Sif ’(xo) = 0 alors la tangente est paralléle a I'axe des
abscisses.
e Pour obtenir I'équation de la demi-tangente en Xo, on
remplace f ’(xo) dans I’équation ci-dessus par fq’(Xxo) ou
fa '(xo0).

16



Théoremes généraux sur la continuité et la dérivabilité

>

u>20

>

Les fonctions polyndmes, sinus et cosinus sont continues et
dérivables surR.
Les fonctions rationnelles et tangente sont continues et

dérivables sur leur ensemble de définition.

La fonction +/u est continue si u > 0 et est dérivable si

(u étant une fonction).

La somme ou Il produit de fonctions continues
(respectivement dérivables) sur un intervalle 1, est continue
(respectivement dérivable) sur 1.

Sifetgsont 2 fonctions continues (respectivement

dérivables) sur un intervalle 1 et si g(x)# 0 sur I, alors le quotient

5 est continue (respectivement derivable) sur I.

>

La composée de deux fonctions continues sur leur

ensemble de définition est continue sur son ensemble de définition.

>

Sif est dérivable sur un intervalle | et si g est dérivable

sur un intervalle contenant f(I), alors gof est dérivable sur I.

Remarques :
Pour étudier la continuité (respectivement la dérivabilit€)  d’une

fonction définie par intervalles (par exemple

17



h(x) {f(x) six €]— o; a]

g(0)si x € [a; +00] ) on appligue les théoréemes
généraux de la continuité (respectivement de la dérivabilité), sur les
intervalles ouverts | — oo ;a[ et ]a; +oo[; ensuite au point a, on
applique le théoreme de la continuité (respectivement les théoremes

de la dérivabilité) en un point.

Prolongement par continuité

Soit f une fonction définic au voisinage d’un point Xo et Dt
I'ensemble de définition de f.

Si X, € Dy et si }in}’cl f(x) =L (L étant un nombre réel) alors f admet un
X0

prolongement par continuité en Xo et ce prolongement est définie

. f(x)sixeD
ar la fonction g, g(x ={ . r,
P 9.9() L six=x,

Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement

monotone
Soit a et b des nombres réels ou + oo ou - co. Si f est une fonction
continue et strictement monotone sur un intervalle 1, alors le

tableau suivant donne f(I), 'image de I par f.

| f(T)

f est strictement croissante f est strictement décroissante

[a;b] [f(a) ; f(b)] [f(b) ; f(a)]

[a;b[ [f(a) ; Lim £ ()L 1 lim f(x) ;f(a)]

18



la b] 1lim £ (x) ;(b)] [f(b) 5 lim FC)[

T Bl | Tl f G0 lim FGOL Tl F(0) 5 lim GO

Conséguence du Théoréme des valeurs intermediaires

Si f est continue sur un intervalle [a; b] et si f(a)f(b) <0, alors
I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution « appartenant a [a ;
b].

Bijection
> Théoreme 1: Sif est continue et strictement croissante

(ou strictement décroissante) sur un intervalle 1, alors f est une
bijection de I vers f(l).
» Théoreme 2:
f est une bijection d’un intervalle I vers f(l) ssi
Vyef(l), 3! x el y=1(x).

» Théoréme 3 : Sif est continue et strictement croissante
(ou strictement décroissante) sur un intervalle I, alors f est une
bijection de 1 vers f(l); de plus si un nombre A (en particulier 0)
appartient a f(I) alors I’équation f(x) = A (en particulier f(x) = 0)
admet une unique solution a € 1.

» Théoréme 4 : Sif est continue et strictement croissante
(ou strictement décroissante) sur [a; b] et si f(a)f(b) < O, alors
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « appartenant a [a ;
b].

» Théoreme 5 : Sif est une bijection sur I, alors elle admet
une bijection réciproque f -1, définie sur f( I ), continue sur f( 1) et
qui varie dans le méme sens que f.

» Théoréme 6 : Sif est une bijection

o y=f(x)ssix= f-1(y).




e (fof 1)(y) =yet (f 1of )(x) = x.
e Dans un repere orthonormal C; et C,-1 la courbe

de f~* sont symétriques par rapport a la droite d’équation y =X .

Fonctions dérivées
Soit u, v et f des fonctions dérivables, k, a et b des constantes,

re Q-{0; 1}.

fx) | K X | x" 1 Vx| sinx COSX tanx
X
)| o 1 [ ™t -1 1 | cosx -sinx 1
x? 2Vx P
cos“Xx
Fonction u+v ku uv 12 z u”
v v
Dérivée w+v | ko’ uv+v'u __;‘ uv—vu | rpu?
% 172
1 vu sinu cosu tanu vou
u”
—ru’ u u’cosu -u sinu u’ u’(v’ou)
W] 2Vu

Dérivée de la réciproque d’une bijection
» Théoreme : Soit f une bijection d’un intervalle 1 vers
f(1). Si f est dérivable et de dérivée non nulle sur | alors f -1 est
- , 1 _ 1
dérivable sur f(l) et [f 1(y)] =it
(car f-1(y)=x).
» Remargues :




e Pour montrer que f -1 est dérivable sur un intervalle J, on
détermine I'intervalle 1 tel que J = f(I), puis on montre que f
est dérivable sur | et de dérivée non nulle sur I.
e Pour montrer que f -1 estdérivable en un point yo, on
détermine le réel xo tel que yo = f(xo), puis on montre que f est

dérivable en xo et que f ’(xo) # 0.
1

Dans ce cas (f 1)'(yo) = a0

*

Inégalité des accroissements finis
» Théoreme : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle I. S’il existe un nombre réel k tel que |f '(x)] < k sur I,
alors pour tous réels x1 et x2 appartenant a |,
[f(x1) — f(x2)] < k[x1 —Xz2].
1.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercicel
Soit ls fonctons f, g, h, i et j définies par
f(x) = -3x3+2x+1; g(x) = == ; h(x) = ijc e

iX)=Vx2+1-2x; jX)=x-2vx—1.

1. Pour chacune de ces fonctions, détermmner I’ensemble de
définition, les limites aux bornes de I'’ensemble de définition et en
déduire les éventuelles asymptotes.

2. Montrer que la droite (d) d’équation y = 2x+1 est une asymptote
oblique & Ch la courbe de h.

3. Etudier les branches infinies de Cia- coetde Cj a + co.

Exercice 2
Déterminer la limite de f ena dans les cas suivants
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1) f(x) = 3"_2 a=2:2) f(x)= 52 =1

x+1
3) f( ) — smx' — O, 4) f(X) — X+5;‘(n;€2+_$11;l3x ' a — 0 ,
5) f(X) ~ 24cos2x a=+oc.
Exercice 3

Soit les fonctions f et g définies par
x?+x+1 six< -2
f(x)= V7—x si—2<x=<1 ¢

2_
x =1 six>1 glx) =
x—1

gx) = —51x<0

—1+cost

six>0

1. a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f aux points — 2

et 1.

b) Interpréter graphiquement le résultat de I'étude de la  dérivabilité
defen-2.

2. Etudier la continuit¢ et la dérivabilit¢ de g sur son ensemble de
définition.

Exercice 4
Soit la fonction f, f(x) =
continuité en O ; définir ce prolongement.

1-cosx

. Montrer qu’on peut prolonger f par

Exercice 5
Déterminer 1’ensemble de dérivabilité, la fonction dérivée et le
signe de la déerivée de chacune des fonctions suivantes.

1) f(x) = x3+x2-5x+3 ; 2) g(x) = 237 a1, 3) h(x) = (%)3 ;

X2 4+x+1
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4)i(x) = x-1+ == 5) j(x) = 7oz ;
6) k(x) = (1+cos2x)sin®x; 7)I(x) =/|x? —1|.

Exercice 6

Soit la fonction f définie par f(x) = x3 —3x + 8.

1. Déterminer I'image par f des intervalles [-3; -2], ]-1;0] et [1;
+oo].

2. Montrer que I'équation f(x) = O admet une unique solution « ;
donner un encadrement de a a 10 - prés.

3. En déduire le signe de f(x).

Exercice 7
Soit la fonction f definie par f(x) =

2x—1
x-3

1. Etudier les variations de f ; soit g la restriction de f sur
J-o0 5 3].
2. Montrer que g est une bijection de ]J-co ; 3] vers un intervalle J a
déterminer.
3. En déduire que g admet une bijection réciproque g -!; préciser
son ensemble de définition et son tableau de variation.
4. Calculer g(0); montrer que g -lest dérivable au point § et

calculer (g -1y (%).

5. Résoudre Iéquation g -(x) = 1.
6. Déterminer I'expression explicite de g 1.
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13. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 8

Déterminer la limite de f ena dans les cas suivants :
2x+1 -1

1)f(x) = — - ;a=+w;a=l;a=—.

2)f(x)—x(\/xz—l-\/x2+1;,a:-oo
3)f()—"‘ ca=-1. 4) fx) =22 a=q.

(x-m)? "’
2c052x 1 _T — —
B) fx) ==>——;a=7. 6) f(x)=x? sm;,a—O.
DW= aswias e
8) f(x) = ’;C:Sf,a—-oo a=+ oo,

Exercice 9

Soit les fonctions f, g et h définies par f(x) = x? —x+1
2
g(x) = Vx—1 et h(x) = =% . Déterminer pour chacune des

fonctions ci-dessus I'ensemble de définition, les limites aux bornes
de l'ensemble de définition et en déduire les éventuelles branches

infinies.

Exercice 10
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Soit la fonction f définie par f(x) = 3x-E(x).
Montrer que 2x < f(x) < 2x+1 et en deéduire la limite de f & + co et a

- 00,

Exercice 11

Soit les fonctions f et g définies par
VitxZ-1 . x%+x .

fx) = Slxioetg(x): o Six<-1
f(O)_O X+ Vx2+3x+2six>-1

1. Etudier la continuit¢ et la dérivabilité de f en O; interpréter
graphiquement le résultat.

2. a) Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur son ensemble
de définition.

b) En déduire I'équation des deux demi-tangentes en -1.

Exercice 12
\/M—z

Soit les fonctions f et g telles que f(x) = et

g(x) =
en 3 et gun prolongement par continuité en 0.
Definir ces prolongements.

Exercice 13
Calculer la dérivée de la fonction f dans les cas suivants :

1)f(x)=x3+l+i . 2) f(x) = (—=3x% + 2x + 1)5.
3) f(x) = x+1- 4) f(x) =tan3x. 5)f(x) =xv2x+1.

(2x +1)3 '
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6) f(x) = —2X

sinx+cosx

Exercice 14

Soit la fonction f, f(x) = 1+ &;H

1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

2) Montrer que f est une bijection de R+ vers un intervalle | a
déterminer.

3) Montrer que I’équation f(x) = 1,5 admet une unique solution sur
[0; + oof.

4) Déterminer I'expression de f - la bijection réciproque de f.

Exercice 15

Soit la fonction f définie par f(x) = sinx.

1) Montrer que f admet une bijection réciproque f -1 sur [0 ; g];
préciser I'ensemble de définition de f L.

2) La fonction f -1 estelle dérivable en0?en1?

3) Démontrer que f -1 est dérivable sur [0; 1 et que sa fonction

dérivée est définie par (fY)’(x) = «117:
Exercice 16
Soit la fonction f telle que f(x) = g

1) Etudier les variations de f.
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2) Sans résoudre I’équation, montrer que f(x) = x admet une unique
solution « appartenant a [1 ; 2].

3) Montrer que |f ’(x)]si sur [1; 2].
4) En déduire que [f(x) - a|< - [x - a], ¥x € [1;2].

Chapitre2 :GENERALITES SUR LES FONCTIONS

2.1. RESUME DU COURS

Dans ce chapitre f est une fonction de Rvers R D est son
ensemble de définition et Ct sa courbe dans un repére (O, 7, ).

Ensemble de définition

» L’ensemble de définition de toute fonction polynbme
(x= ax"+ a,_x" '+ ..+a;x +a, oU a,, a,, ...,a, sont des
réels et n un entier naturel non nul) est R.

» Une fonction rationnelle (quotient de deux polyndémes)
est definie si son dénominateur est différent de zéro.

» Une somme de fonctions ou un produit de fonctions est
défini si chaque fonction qui constitue la somme ou le produit est
définie.

» Un quotient de fonctions est défini si le numérateur et le
dénominateur sont définis et si le dénominateur est différent de
zZéro.
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> U étant une fonction donnée, la fonction
x— Ju(x) est définie si u(x) existe et u(x)= 0.

Parité d’une fonction

> festpaire ssi Vx € D, - x € D, et f(- x) = f(x).

> festimpaire ssiVx € Dy, - x € Dy etf(- x) = - f(x).
Remarque : Si f est paire (respectivement impaire), l'axe des
ordonnées du repére est axe de symétrie (respectivement I’origine
du repére est centre de symétrie) de Cr. Dans ces deux cas on peut
restreindre I'étude defa Dy N[0; +oof.

Périodicité d’une fonction

» festpériodique s’il existe un réel T non nul tel que
Vx € D¢, x + T € Dy et f(x+T) = f(x) .

Le plus petit réel T strictement positif vérifiant I'égalité
ci-dessus est la période de f.
Remargues :

e SiT est la période de f, alors pour tout entier k, KT est
une période de f.

e Sif est périodique de période T (> 0) alors on peut
restreindre I’étude de f & Drnl ou | est un intervalle de longueur T
(la longueur de I'intervalle [a ; b]est b —a).

e Sif est périodique et paire ou périodique et impaire alors

on peut restreindre I'étude de f & DfNIN [0; 4+oo[ ou | est un

intervalle de longueur T (la période) et de la forme [-a; a].

e Soita€ R* etb € R; la période de la fonction
2

" et celle de la fonction

lal

X— sin(ax+b) ou x— cos(ax+b) est

x— tan(ax+b) est |%|

Centre et axe de symétrie
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» Le point I(a ; b) est centre de symétrie de Cs ssi
vx € Dr, 2a-x € Dr et f(2a-x) + f(x) = 2b.
» Ladroite (d) : x = a est axe de symétrie de Cs ssi
Vx € Dy, 2a-x € Dr et f(2a-x) = f(x) .
Dans ce cas on peut restreindre I'étude de fa Dr N [a; +oof.

Intersection de courbes
Soit Ct la courbe de f d’équation y = f(x) et Cy la courbe de g
d’équation y = g(x).

» Pour déterminer I'intersection de Ctet Cg, On résout
I’équation f(x) = g(x).

» Pour déterminer I'intersection de Cravec la droite
(d) : y = ax+b, onrésout I'équation f(x) = ax+b.

» Pour déterminer I'intersection de Ctavec I'axe des
abscisses d’équation y = 0, on résout I'équation f(x) = 0.

» Le point d’intersection de Ctavec I'axe des ordonnées
d’équation x =0 est le point (0 ; f(0)), dans le cas ou 0 € Dx.

Position relative de deux courbes

Soit Cs:y =f(x) la courbe de f etla droite (d): y = ax+b.
Pour déterminer la position de Ct par rapport (d) , on
étudie le signe de h(x) = f(x) - (ax+b).

e Sih(x)>0sur I, alors Crest au dessus de (d) sur 1.

e Sih(x) <Osur I, alors Csest en dessous de (d) sur I.
Remarque : on applique les mémes résultats dans le cas de la
position de Cs par rapport a Cq: y = g(x), en remplacant ax+b par
g(x) et (d) par Cq .

Résolution graphique de ’équation f(x) =m, me R
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Le nombre de solutions de cette équation est égal au nombre de
points d’intersection de la courbe de f avec la droite d’équation

y = m ( droite parallle a I'axe des abscisses, qu’on fera coulisser
du bas vers le haut pour déterminer le nombre de points
d’intersection suivant les valeurs du paramétre réel m).

Fonctions_associées
Soit a et b des réels, f et g des fonctions, Ct et Cq leurs courbes
respectives dans un repére orthogonal (0,7, ).

» Sig(x) =f(x-a) + b, alors Cg est 'image de Cs par la
translation de vecteur ai + by.

» Sig(x) =-f(x) alors Cq est le symétrique de Cs par
rapport a Paxe des abscisses.

» Sig(x) = f(-x) alors Cgq est le symétrique de Ct par
rapport a 'axe des ordonnées.

» Sig(x) =-f(-x) alors Cq est le symétrique de Ct par
rapport a O I'origine du repere.

> Sig(x) = |f(x)| alors
{ C, et C; sont confondues si C; est au dessus de ' axe(x'x)

C, est le symétrique de C;/(0x) si C; est en dessous de (x'x)

Extrémums — Point d’inflexion
> Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert
contenant Xo.
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f admet un extrémum relatif en xo ssi la dérivée de f s’annule en Xo
en changeant de signe. Cet extrémum f(xo) est un maximum ou un
minimum.

Dans ce cas, Ct admet au point (xo ; f(Xo)) une tangente parallele a
(xx).

» Si fest une fonction deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert contenant xo et si la dérivée seconde de f s’annule en Xo en
changeant de signe, alors le  point  (xo; f(xo)) est un point
d’inflexion de Cr.

Dans ce cas, Ct traverse sa tangente en ce point.

Représentation graphique d’une fonction
Pour représenter la courbe d’une fonction, on peut procéder comme

suit :

- Représenter les points particuliers de la courbe.
( points figurant sur le tableau de variation, points d’intersection
avec les axes, ...).

- Représenter les droites particuliéeres de la courbe
(Asymptotes, tangentes, ...).

- Tracer la courbe en s’appuyant sur les variations de f sur
chaque intervalle du tableau de variation.
Remarques
- Si f admet un extrémum en Xo. , alors la courbe admet au point (xo.,
f(Xo0.) une tangente parallele a I'axe des abscisses.
- Si les points particuliers et les droites particulieres ne sont pas
suffisants pour tracer la courbe, on peut dresser un tableau de
valeurs permettant de représenter quelques points de la courbe.

Représentation graphique d’une bijection réciproque f-!
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» Sif est une bijection sur un intervalle 1et si (C) estsa
courbe sur cet intervalle, alors (C) et Ct sont confondues dans le
casou | =Ds; sinon (C) est la portion de Cr représentee sur |.

» Soit f une bijection sur un intervalle 1 et (C) sa courbe
sur cet intervalle dans un repere orthonormal.

Pour représenter C,-1 la courbe de f -, qui est le symétrique de (C)
par rapport a (d) : y = x, on peut procéder comme suit :
- Tracer la droite (d) :y = x.
- Représenter les symétriques par rapport a (d) des points
particuliers de (C) .
- Représenter les symétriques par rapport & (d) des droites
particulieres de (C) (asymptotes, tangentes, ...)
- Tracer C,-1 en reliant les symétriques des points particuliers de
(C), en utilisant le fait que le symétrique d’une droite particulicre
de (C) est une droite particuliere de C,-1 et en tenant compte du fait
que f -1 varie dans le méme sens que f.
Remarques : Soit la droite (d) :y = x dans un repére
orthonormal.
= Le symétrique par rapport a (d)

- d’un point A(a ; b) est le point A’(b ; a).

- d’une droite (A): x = aest la droite (A"):y=a.
= Pour représenter (A") le symétrique par rapport a (d)
d’une droite (A): y = ax +b, on peut représenter les symétriques de
deux points quelconques de cette droite par rapport a (d). (A") est la
droite passant par ces deux symétriques.
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2.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Soit la fonction f définie par f(x) = x3-3x2+4 et Cr sa courbe dans
un repére orthonormal.

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

2. a) Montrer que f admet sur [2 ; +oo[ une bijection réciprogque

f -1 dont on précisera I'ensemble de définition.

b) f -1 est-elle dérivable en 0 ?

3. Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution sur
[2 +oo[.

4. Déterminer les points d’intersection de Cr avec les axes de
coordonnées.

5. Déterminer I’équation de (T) la tangente a Cren xo = 1.

6. Tracer Ct, la tangente (T) et C;-1.

7. Résoudre graphiquement Iéquation f(X) = m ou m est un
paramétre réel.
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Exercice 2

2
Soit la fonction f telle que f(x) = 1% et Cr sa courbe.
1. Deéterminer Df Tensemble de définition de f et montrer qu’il
existe trois réels a, b, c tels que f(x) =ax +b + ﬁ
2. Déterminer (d) Pasymptote oblique a Ct et étudier sa position
par rapport a Cr.
3. Etudier les variations de f et tracer sa courbe.
4. Montrer que le point d’intersection des asymptotes est centre de
symétrie de Ct.

5. Soit la fonction g définie par g(x) = %; Tracer Cg la courbe de

g a partir de Cs.
Exercice 3
Soit la fonction f définie sur [-2 ; 2] par

f(x) = {2_ X six#0

X

0six=0
1. Etudier la continuité¢ et la derivabilté de f en O et en 2;
interpréter graphiquement les résultats.
2. Etudier la parité de f et les variations de f sur [0 ; 2].
3. Tracer Cs la courbe de f et les tangentes a Cr en O et en 2, dans
un repere orthonormal d’unité 2cm.

Exercice 4

Soit la fonction f, f(x) = cos4x + 2sin2x et Ct sa courbe
1. a) Justifier que I'étude def peut étre restreinte a I'intervalle
[0; m].
b) Montrer que f '(x) = 4(1-2Sin2X)C0S2X.
2. Résoudre sur [0 ; ] I'équation f ’(x) =0 et en déduire le
tableau de variation de f.
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3. Démontrer que la droite d’équation X = f est axe de symétrie de

Ct.
4. Construire Cssur [-m; ).

2.3. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 5
Soit la fonction f définie par f(x) =

2x+2

> et Cr sa courbe.
x“+2x-3

1. Etudier les variations de f.

2. Déterminer les coordonnées de I, le point d’intersection de Ct
avec I'axe des abscisses.

3. Montrer que le point | est centre de symétrie de Cr.

4. Tracer Cx.

5. Discuter graphiquement suivant les valeurs du parametre réel m,

le nombre et le signe des solutions de I’équation
mx2 + 2(m-1)x - (3m+2) =0.

Exercice 6
On considére la fonction f définie par f(x) = [x+2| + xzj et Cr sa

courbe.
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1. Etudier la dérivabilité de f en — 2 et interpréter graphiquement le
résultat obtenu.

2. Dresser le tableau de variation de f.

3. Démontrer que Cradmet deux asymptotes obliques.

4. Construire C.

Exercice 7

Soit f la fonction définie par f(x) = x + Vx2 — x et Cs sa courbe.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité¢ de f sur son ensemble de
définition.

2. Etudier les variations de f et etablir son tableau de variation.

3. Montrer que la droite (d) : y = 2x- % est une asymptote oblique a

Cra + oo et déterminer lautre branche infinie.

4. Tracer Cx.
Exercice 8
. . 1 3
On considére la fonction f, f(x) = ;’Z:jxx et Cr sa courbe.

1. Déterminer I'ensemble de définition de f et justifier le choix de
D=[0 ;g [U]g ; ] comme ensemble d’étude.
2. Calculer les limites de f aux bornes de D et en déduire les

éventuelles asymptotes.
(3sinx) (1—2cosx)

cos*x

3. Montrer que f '(x) = et dresser le tableau de

variation.

4. Détermmer sur D les coordonnées des points d’intersection de
(C) avec I'axe des abscisses.

5. Tracer (C) sur [-m; m].

Exercice 9
Soit la fonction f définie par
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f(x) = {Zx —b 49;2 * 4 six<0 et Cr sa courbe.
x+1+1+x2 six>0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. Etudier les branches infinies de Ct.
4. a) Justifier que f réalise une bijection de R vers un intervalle | a
déterminer.
b) f -1 la bijection réciproque de f est- elle dérivable en 1 ?

c) Calculer f(1) puis (f )(2).
5. Tracer Cret Cp-1 dans un repere orthonormal.

Exercicel0

1. Soit la fonction g définie par g(x) =- xv1+x2 — 1.

a) Etudier les variations de g, puis montrer que I'équation

g(x) = 0 admet une solution unique a sur R. Déterminer la valeur
exacte de a.

b) En déduire le signe de g(x).

2. Soit la fonction f définie par f(x) = %3 — V1 + x? et Cr sa courbe.

a) Calculer f ’(x) enfonction de g(x) et dresser le tableau de
variation de f.

b) Déterminer I'équation de (T), la tangente a Cr au point
d’abscisse O.

c) Etudier la position de Cs par rapport a (T) sur [0 ; +oo].

3

d) Montrer que f(a) = ;2‘ .
e) Tracer Cr.
Exercice 11
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A. Soit la fonction htelle que h(x) = 2x3 — 3x2 — 1.
1. Etudier les variations de h.
2. Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une unique solution «
dans R et que a appartient a]1,6 ; 1,7].
3. Déterminer le signe de h(x).
B. Soit la fonction f définie par f(x) = {1 +19-Cx\/__3.6 sr=0
o Stx > 0
1. a) Déterminer Df I'ensemble de définition de f.
b) Etudier la continuité et la dérivabilit¢ de f en O; interpréter
graphiqguement le résultat.
c) Calculer les limites aux bornes de Ds et déterminer les
éventuelles branches infinies de Ct la courbe de f.
2. Calculer f ’(x) , puis établir le tableau de variation de f.
3. Soit g la restriction de f a I'intervalle]- o; 0].
a) Montrer que g "1(x) existe sur un intervalle Ja déterminer.
b) Déterminer I'ensemble de dérivabilité de g L.
¢) Déterminer I'expression de g 2.
4. Representer dans un repere orthonormal la courbe de f et
celle de g L.

Exercice 12 : Soit une f une fonction numérique dont le tableau de
variation est le suivant :

X -3 -1 0 2 +00
S - | | - 0 + -
f +00 +oo| |+ o0

\2\ _2/ ~

1. Donner Ds I'ensemble de définition de f, les limites aux bornes
de Ds et les équations des asymptotes a Cs la courbe de f.




2. Donner I’ensemble de dérivabilité de f.

3. Justifier que f admet un extrémum sur Ds.

4. a) Montrer que I'’équation f(x) = 0 admet deux solutions « et 8
sur Dx.

b) En déduire le signe de f(x).

5. Sott g la restriction de f a I'intervalle [O ; 2].

a) Montrer que g admet une bijection réciproque g - définie sur
un intervalle 1 a déterminer.

b) Etablir le tableau de variation de g -! et déterminer son

ensemble de dérivabilité.

6. Sachant que lim %

x--1" X
de la courbe de f et celle de g 1.
Exercice 13
Le graphique suivant donne Ct¢ Ia représentation d’une fonction

= +oo et que fq’(-1) = 0, donner l'allure
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1. Donner Df Tensemble de définition de f, les limites aux bornes
de D et les équations des asymptotes.

2. Donner la solution de I'équation f(x) = O et I'ensemble de
dérivabilité de f.

3. Ecrire I'équation de la tangente a Csen 0.

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Soit g la restriction de f a 'intervalle ]-oo; -1[ ; montrer que g
admet une bijection réciproque g dont on déterminera I'ensemble
de définition.

Exercice 14
Le graphique ci-dessous donne la représentation de f ’la
fonction dérivée de f.

1. Donner le signe de f ’(x) et en déduire les variations de f.
2. Donner la valeur de f ’(1) en justifiant.
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3. Sachant que f est un polynéme de degré 3 et que la courbe de f
passe par le point A(O ; 1), déterminer f(x).
4. Montrer que le point d’abscisse 1 est un point d’inflexion de Ct.

Chapitre 3 :FONCTIONS LOGARITHME
NEPERIEN ET EXPONENTIELLES

24. RESUME DU COURS
2.4.1. Fonction logarithme népérien

Domaine de définition et dérivée
» Soit u une fonction ; Inu(x) existe ssi u(x) existe et
u(x) > 0.
» Siuest une fonction strictement positive et dérivable sur
un intervalle I, alors la fonction x— In[u(x)] est dérivable sur | et

’ — u,(x)
()] =5
Remarque :[ln|u(x)U’:%.
Propriétés Soit a, b € R} etr € Q*.

1
> Inab=1Ina+Inb; In;z-lna; In%:Ina—Inb.

> In\/_:glna; Ina"=rlha;In1=0;Ine=1.
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> Ina=Inbssia=b;
> Ina<Inbssia<b; Ina>Inbssia>bh.
> Inx<0ssi0<x<1; Inx>0ssix>1.

Limites
> limlnx=-o0;limxlnx=0.
x—-0 x-0
x—0 X
» lim Inx=+o; ; lim nx — o,
xX—+ 00 x—to0 X

Fonction_logarithme décimal
» La fonction logarithme décimal est la fonction notée log et

définie sur ]0, + oo[ par : logx = ;‘—1’; :

2.4.2. Fonctions exponentielles

Domaine de définition et dérivée
> Soit uune fonction ; e“(*) existe ssi u(x) existe.
» Si u est dérivable sur un intervalle I, alors e* est dérivable
sur let[ e =u'(x) e¥™,

Propriétés Soit a,b € Retr e Q*

» @ath = ga pb ;e—azeia ;ea—b::_b; (ea)r:ear;
ed=1;: el=e.

> e*=ePssia=h.

> e%<elssia<h; e*>ePssi a>h.

> Vx€R, e*>0.

> VXxER, lne*=x; Vx>0, e™=x.
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» Va>0etVx €R, a*=e*ne,
» y=e*ssix=lny.

Limites
> lim e*=0: lim xe* =0.

X—>— 00 X——00
X
. . e
» lim e¥*=+o00; lim —=+ 0.
X—+ 00 x—>+o0 X
. e¥-1
» lim =1.

x—0 X

Racine n.ieme Soit X, y € R+ et n € N*-{1}.
1

> ”x=x%; (Vx )= (x%)'=;x1_%.

> Wx="1fyssi x=y.

> Wx<ify ssi x<y; Vx >1fy ssi x>y.
> y=4/x ssix=y"

> lim %/x=+ oo.

X—+ 0o

Fonctions puissances
On appelle fonction puissance, toute fonction f,, définie sur
]0; +oo[ par f,(x) =x* = e g€ R.

Croissance comparée

» Soit @ un nombre rationnel strictement positif
ex
e Jlim —=+00.
xX—+o00 X

e Jim —=+o00,
x—>+oolnx
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e lim x%lnx=0.
x—-0t

> Soit n un entier naturel non nul ; lim x™e* =0.

X—>— 00

ex
> lim —=+00,
xX—+ 0o inx

Remarque : Pour les quotients dont on a calculés la limite a + oo,

la limite de leurs inverses a + c est égale a 0 ;
en particulier lim x%e™*=0.

xX—+00

2.5. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Résoudre :

1) In(2x-5) + In(1+ x) = 2In2.  2) 2Inx + 3 =0.

3) (Inx)® - Ix® =- 2. 4) Inx -In(2-x) = 0. 5) (=) <0.

6) (Inx)?-2Inx - 3> 0. 7) e2e ™™ —eX ~*=0,

8) e¥ —2e™* = —1. 9) (e* 1) > e* .

10){2lnx—31ny=5 ){e".ey—e5=0
Inx + 2lny =—-1" Inx + Iny = In6 -~

Exercice 2
Déterminer Df I'ensemble de définition de f, les limites aux bornes
de D, la dérivée f ’(x) et le tableau de variation de f.

1) fx) = xInx—x.  2)f() =In(2Z).  3)f(x) =

4)f(x) =22 5)f(x) = -2x+1 + In| . e)f(x)=x+e ™.

Inx+1

Inx-1"

1-e*
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NI =Ser. 8) (=5, 9) f(x)=x-In(1+e").

eX +e™*

Exercice 3
Soit la fonction f, f(x) = In(cosx) et Cs sa courbe.
1. Etudier les variations de f sur ]- ~; 7 et dresser son tableau de

variation.

2. a) Résoudre dans R I'équation cosx + +/3sinx = 0.

b) Soit la fonction g, g(x) = In(cosx + +/3sinx) ; montrer que Cq la
courbe de g peut se déduire de Cs par une transformation simple a
preciser.

Exercice 4

A. Soit la fonction f définie par f(x) = %xz - x2 Inx.

1. Déterminer Dr I'ensemble de définition de f et calculer les limites

de f aux bornes de Dr.

2. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0. Définir ce

prolongement.

B. On considére la fonction g définie par

{g(x) = %xz — x?lnxsix>0
g(0) =0

orthonormal d’unit¢ 2 cm.

1. Etudier la dérivabilité de g sur [0 ; + oo.

2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. a) Montrer que la restriction h de la fonction g a lintervalle

[1; +oo[ admet une fonction réciproque ht dont on précisera

I'ensemble de définition.

b) Sur quel ensemble h-! est— elle dérivable ?

et (C) sa courbe dans un repere

45




c) Résoudre dans R I'’équation h-1(x) =e.

d) Construire la courbe de g et celle de hl (on représentera les
points d’intersection de (C) avec l'axe des abscisses et la
demi-tangente en 0).

Exercice 5

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (2x+1) e et (C)
sa courbe dans un repére (0, 7).

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

2. Montrer que (C) coupe la droite A:y = X en un unique point
d’abscisse a appartenant a [1 ;%] :
3. Tracer (C).
4. a) Montrer que f admet une bijection réciproque f~* sur
155+ o[,
b) Déterminer I'image de I'intervalle 0 ; a] par f~1.
5. Déduire du tracé de (C) la courbe de la fonction g définie par
g(x) = [2x+1le ™ .
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26. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 6
Résoudre
1) In|1-x| - Inx = 0. 2) In(2x-1) + In(3x+7) > In3.
3) 1-In(2-x) < 0. 4)In(-x+2) > 3Inx.
5) e3¥*1 - 4e2**1 4 o*¥*1 + 6 =0. 6) e* +e* -6 < 0.
7) 2.3%2% —3.3¥ =2 43.37% =
2logx+3 _ 8 exzey2 =el3
) logx+1 3 ) {lnx +Iny =In5"

Exercice 7
Déterminer Dr I’ensemble de définition de f, les limites aux bornes
de Dy, et f’(x) la dérivée de f dans les cas suivants :

1) f(x) = x2 —Inx. 2)f(x) =2 3)f(x) =

2lnx ’

4) f(x) = (“‘") L B)f(x) = 2x + In(e~*-1).  6) f(x) = xex .
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7)E(x) = x%e~%. 8) f(X) = —— - In(1+e*). 9)f(x)=x—2+e"*.

1+e*

Exercice 8  (Bac 2007)

A. Soit la fonction g définie sur JO ; +oo[ par g(x) = 1+ x + Inx.

1. Dresser le tableau de variation de g.

2. Montrer qu’il existe un unique réel a solution de I'équation g(X)
= 0. Vérifier que a appartient a]0,2 ; 0,3[.

3. En déduire le signe de g sur ]O ; +oo].

4. Etablir la relation Ina =-1-a.

xlnx

B.On considere la fonction f définie par f(x) = {E stx >0
O0six=0

1. Montrer que f est continue en 0O, puis sur ]O ; +oo].

2. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement ce

résultat.

3. Déterminer la limite de f en+ oo.

4. Montrer que quelque soit x élément de ]O ; +oof,
£60) =22 - en déduire le signe de £’(x) sur ]O ; +ool.

(1+x)?
5. Montrer que f(a) = - a.
6. Représenter la courbe de f.

Exercice 9

Soit la fonction f définie par f(x) = (2x + 1).e ™ et (C) sa courbe.

1. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

2. Montrer que (C) coupe la droite (d) : y = x en un unique point A

d’abscisse a appartenant a 1=[1; Z].
3. Tracer (C).
4. Montrer que pour tout x appartenant a I, |/"(x)|< % :

5. En déduire que pour tout x appartenant a I,
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f(x) - al< 2 [x - at].

Exercice 10 : (Bac 2008)
A. Soit la fonction f définie par :
f(X):{x+2 +ln|%| six < O.
2+x)e™* six=>0
1. Montrer que f est définie sur R-{-1}.
2. a) Calculer les limites aux bornes du domaine de définition de f.
Préciser les asymptotes paralleles aux axes de coordonnées.
b) Calculer xlimm [f(x)— (x+ 2)]. Interpréter

graphiquement le résultat.
3. a) Etudier la continuité de f en 0.

¢ 1o fetlim2® =g,
X x—0 X

b) Démontrer que : lirr})
X—

c) En déduire que f est dérivable en 0 a gauche et a droite.
festelle derivable en 0 ?
3. Calculer f ’(x) pour
a) X €]0; +oof .
b) x €] — ow;—1[U] —1; O[.
5. Etudier le signe de f ’(x) pour x €]0; +oo[ et pour
X €]—o0;—1[U]—1; O].
6. Dresser le tableau de variation de f.
7. Montrer que I'équation f(x) = O admet une unique solution «
appartenant a ]-3;-2[.
8. Tracer (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (0, 7,7 ) d’unit¢ lcm .
(mettre en évidence Tallure de (C) au point d’abscisse 0 et les
droites asymptotes).
B. Sotit g la restriction de f a]-co; —1J.
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1. Montrer que g définit une bijection de ]-co; —1[ sur un intervalle
J a préciser.

2. On note g! sa bijection réciproque.

a) Calculer g(-2). Montrer que g ! est dérivable en In3.

b) Calculer (g -1)’(in3).

c) Représenter la courbe de g - dans le repere précédent.

Chapitre 4 : NOMBRES COMPLEXES
SIMILITUDES DIRECTES

1.1. RESUME DU COURS

Dans ce chapitre (O, u,?) est un repére orthonormé orienté du
plan.

1.1.1. Nombres complexes
Dans cette partie a, b, a’, b’ sont des nombres reels et z , 2 des
nombres complexes.

Forme algéebrique
> Tout nombre de la forme a+ ib oui? = - 1 est appelé
nombre complexe.
» L’écriture z=a + ib est appelée forme algébrique du
nombre complexe z
» aest la partie réelle de z et est notée Re(2) ;
b est la partie imaginaire de z et est notée Im(z2).
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» Tout nombre réel a est un nombre complexe.
» Tout nombre complexe de la forme ib, est appelé
imaginaire pur.

Egalité de deux nombres complexes
Soit deux nombres complexes z=a +ibetz’ =a’+ib’.
z=z'ssia=a’'etb=>b".

Calcul dans C

Dans I'ensemble des nombres complexes C, les regles de calcul de
I'addition et de la multiplication sont les mémes que dansR.
Remarque : Les nombres complexes de la forme a + ib avec b# 0
n’ont pas de signe et on ne peut pas dire que I'un est plus grand ou
plus petit que l'autre.

Nombre complexe conjugué
» Le nombre complexe conjugué de z=a + ib, est
z =a-ib.
» Propriétés :

e Sizestunréel alors z=2
e Sizestun imaginaire pur alors z=-z
e Siz=a+ibalorsz+z=2a, z-z=2ib et
zZ = a® + b2,
» Remarque : Pour déterminer la forme algébrique d’un
quotient, on multiplie le numérateur et le dénominateur du quotient
par le nombre complexe conjugué du dénominateur.

Affixe d’un point ou d’un vecteur
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» A tout point A(a ; b), on peut associer le hombre
Complexe z, = a + ib et réciproquement.
z, est appelé affixe de A et A est appelé point image de z,; on
note A(z,) eton lit A d’affixe z, .

> A tout vecteur w (a ; b), on peut associer le nombre
complexe z, = a + ib et réciproquement.
z, est appelé affixe de w et w est appelé vecteur image de z, ; on
note w (z,) eton lit w d’affixe z,.

» SiA(z,) et B(zp) alors AB apour affixe z 45 = Zp - Z,.

> SiG(z;) estle barycentre de (A; a), (B; b)et (C;c)

1 N
e (az,tbzgt+cz,) ou z,, zg et z, sont les affixes

respectives des points A, B et C.
> Sil(z)) est le milieu de [AB], alors z, = 2422 o)

z, et z, sont les affixes respectives des points A et B.

alors z; =

Module d’un_nombre _complexe
» Définition : Soit z = a + ib I'affixe d’un point M dans
le repere (O,u,v);
le module dezest |z|=0OM=+va?+ b2.
» Propriétés :
o |z|=Vzz;|Z|=|z|IZ|; | Z|=|z|.
e |[z]|=0ssiz=0.
e [2]|20;|z+Z]| <[z[+]Z].
|3 — |zl

—et|(z)"|=|z'|"ouz# 0 etn e Z".

z1 |z'|

e Sizestun réel alors le module de z est la valeur absolue

e Siz,etzgsont les affixes respectives des points A et B,
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alors | z; —z, | = AB.
On s’appuie sur cette égalité pour interpréter graphiquement le
module d’un nombre complexe.

Argument d’un_nombre complexe non nul
» Définition : soit z un nombre complexe non nul et M(2)
son point image dans le repére (O,u,7). On appelle argument de z,

une mesure en radians de Pangle (i,0M ).
Onnote argz = (i, OM ).

» Propriétés : Soit z et z” des nombres complexes non nuls
et n un entier naturel non nul.

o arg(zz) =argz +argz ; arg( =) = argz — argz’ .
zl

e arg(-)=-argz; argz =-argz ; argz™ = nargz.

» Autres propriétés :
Soit z,, zg, z. les affixes respectives des points A, B, C dans le
repere (O, U, D).
Siz, #zgetz, # zalors :

o arg(zz-2,)=(d; 4B).

. arg(ﬁ)#ﬁ:ﬁ)-
On <s’appuic sur l'une de ces ¢égalités pour interpréter
graphiquement Pargument d’un nombre complexe non nul.

» Siz=a+ibetz+ 0, alors on peut déterminer 6 un

a
cosf = —
|z

, b -
sinf = —
|z

argument de z a partir des égalités

Forme triconométrique d’un nombre complexe non nul
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» Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous la
forme z = r(cos@ + ising), ou r est le module de z et 6 un de ses
arguments.

Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z.

» Pour obtenir la forme trigonométrique d’un complexe
z = a + ib, on calcule son module et on détermine 6 un de ses
arguments ; ainsi z = | z |(cos@ + ising).

Attention

e z=r(cosf + isind) n’est une forme trigonométrique
dezquesi r> 0.

e z=r(cosh -isind) ou z = r(sinf + icosB) ne sont pas des
formes trigonométriques de z.
Remargue : on peut aussi déterminer la forme trigonométrique d’un
nombre complexe non nul z = a + ib en procédant comme suit :

z=vVa? + b* (== ) =Va? + b?(cosh + sing),
Va%+b \/a +b‘
cosf = = a+b
6 étant un réel qui verifie { b
sind = e

> Formule de Moivre :Vn € Z, V8 € R,
(cosB + isinB )™ = cos(nf) + isin(nb) .

Forme exponentielle d’un_nombre complexe non nul
» La forme trigonométrique d’un nombre complexe non
nul est z=r(cosd + isind) our=|z|eth =argz .
En posant cos@ + isind = e, on obtient z = re®?,
Donc tout nombre complexe non nul peut s’écrire sous la forme
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z=reour=|z|etf=argz;
cette écriture est appelée forme exponentielle du complexe z.
i0
> Propriétés : elf, gl = i(6+6) %: ei(6-0" .
’ el ’
(e!Hn=e" vnelL.
> Formules d’Euler : V6 € R,
el eif e

cosf = —— : sing = -
2 21

Linéarisation — Opération inverse de la linéarisation

> Pour linéariser cos*x ou sin®x, ke N*-{1}, on utilise
les formules d’Euler etla formule du bnéme de Newton.

» Pour écrire coskx ou sinkx, (ke N*-{1}) en fonction des
puissances de cosx et sinx, on utilise la formule de Moivre et la
formule du binbme de Newton.

Réel et imaginaire pur
Soit Z un nombre complexe
» Propriété 1
« Z est un réel ssi Im(Z) = 0.
= Z est un imaginaire pur ssi Re(Z) = 0.
» Proprietée 2
«Zestun réel ssi Z =Z.
= Z est un imaginaire pur ssi Z = - Z
» Propriéeté 3
= Zestun réel ssi (Z=0)ou(Z=+0etargZ =0 (m)).
= Z est un imaginaire pur ssi (Z = 0) ou
(Z#0etargZ = g () ).

» Propriéte 4
= Z est un réel strictement positif ssi argZ =0 (2m).
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= Z est un réel strictement négatif ssi argZ = (2m).
~Z=hi,b > 0ssiargZ = g (2m).
~Z=hi,b < 0ssiargZ = -§(2n).
Remargue : Dans le repére (O, u, V)
e Tl'axe des abscisses (O, ) est I'axe des réels.

e l'axe des ordonnées (O, ¥) est 'axe des imaginaires
purs.

Ensemble_de points
Soit A et B deux points distincts et r un réel positif. L’ensemble des
points M tels que :

» MA = MB est la médiatrice du segment [AB].

» MA =rest le cercle de centre A et de rayon r.

» (MA; MB) =0 (r) est la droite (AB) privée de A et B.

> (MA; MB) =0 (2m) est la droite (AB) privée de [AB].

> (MA; MB) = (2m) est le segment [AB] privé de A et B.

> (MA; MB) = 7 (m) est le cercle de diamétre [AB] privé des
points A et B.

» (MA; MB) = ~ (2m) est I'un des demi-cercles de diametre

[AB] privé des points A et B.
> (MA; MB) = - ~ (2m) est I'un des demi-cercles de diamétre
[AB] privé des points A et B.
Remarques : Soit a, b des nombres réeel et r un réel positif.
e L’équation du cercle de centre I(a; b) et de rayon
rest: (x—a)?+ (y—b)? =r?
o xrax=(x+92-(D%ixt-ax=(x -2 - (9>
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Ces deux égalités nous permettront dans les exercices d’obtenir la
forme ci-dessus de I’équation d’un cercle, afin d’indiquer son
centre et son rayon.

Racines n-iemes

» Définition : Soit ¢ un complexe non nul etn € N*-{1} ;
On appelle racine n-iéme de c, tout complexe z tel que z" =c¢

» Theoréme : Soit 8 un réel et r un réel strictement positif.
Les racines n-iemes du nombre complexe re!® sont les nombres

l(2+2k_ﬂ:) N
complexes z, = Yr.e"n" n ‘ouke{0;1;...;n1}.

> En particulier : Les racines n-iémes de 1 (1 =1.e%?),
appelées racines n-iemes de I'unité sont les nombres complexes z,

2km

= e ol kef0;1;...;n1}

» Proprietés

e Lasomme desnracines n-iémes d’un complexe est nulle

e SiMo, My, ..., Mn.1 sont les points images respectifs des
racines n-iemes zo, z1, ...,zn-1 d’un nombre complexe dans le
repere (0,4, V), alors ces points sont les sommets d’un polygone

régulier an cotés, inscrit dans le cercle de centre O et de rayon /7.

» Racine carrée d’un nombre complexe de la forme

a+ib
Pour trouver les racines carrées d’un nombre complexe de la forme
a + ib, on détermine les complexes z = x + iy tels que z%? = a +
ib ; ce qui revient a résoudre le systéme suivant :

x2+y? =+va? +b?
x2—y?=a
2xy=0>b
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Remarque
Ces racines carrées sont au nombre de deux et I'une est 'opposée
de l'autre.

Equations du second degré dans C
Soit I'équation (E): az®> + bz + ¢ = 0 (ou a, b, et ¢ sont des
nombres complexes avec a# 0) et A = b? - 4ac le discriminant.

» SiA=0,alors (E) a une solution xo = % .

» SiA+0,(E) a alors deux solutions distinctes

-b-§ -b+§
et

o , 0U & est un nombre complexe dont le carré est égal

a A, c'est-a-dire une racine carrée de A.

Remarque :
Soit k un réel strictement positif, a et 8 des nombres réels.

e SiA=k alors A = (+k)?; on choisit § = k.

e SiA=-k alors A=i%k=(ivk)?;on choisit § = iVk.

e SiA=a+if, (8 + 0)ondétermine alors § une racine
carrée de A en résolvant le systeme ci-dessus.

e Dans le cas A = k (respectivement A = - k) on pouvait
choisir la racine carrée opposée § = —/k (respectivement § =

—ivk).

1.1.2. Similitudes directes
Sott z, z’, a, b, w des nombres complexes, k et 6 des nombres reels,
M(z), M’(z’), 2(w) des points du plan et w(b) un vecteur.
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Expression complexe

» d’une translation t =ty .
M =tM)ssi z’=z+b.

» d’une homothétie h=h[Q(w); K],k # 0.
M =hM)ssi z—w=Klz—w) .

» d’une rotation r =r{Q(w); 0].
M =rM)ssi z—w=e%z—-w).

» d’une similitude directe s =s[Q(w); 0; k], k> 0.
M =sM)ssi z’—w =ke®(z—w) .
Remarques : Soit k le rapport de ’homothétie.

e Sik> 0,alors s=roh=hor= s[Q(w); B;k].

e Sik<O0,alors s=roh=hor = s[Q(w); 8+ m —k].

e De maniére générale, une similitude directe est une
translation ou une homothétie ou une rotation ou la composée
d’une homothétie avec une rotation.

e Le centre Q d’une similitude directe, son angle 6 etson
rapport k sont appelés éléments caractéristiques de la
similitude.

Expression réduite_d’une similitude directe

» Toute application f du plan dans le plan, qui a tout point
M(z) associe le point M’(z’) tel que z’ =az + b ou a € C* et
b € C est une similitude directe.

e Sia=1alors festla translation de vecteur w(b).

e Siae€ R-{1} alors f est ’lhomothétie de centre

Qw = f:) et de rapport a.

e SiaeC\Retsi|al=1alors festla rotation de
centre Q(w = 1bTa ) et d’angle arga.
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e SiaeC\Retsi|al # 1alors festla similitude
directe de centre Q(w = 1”: ), d’angle arga et de rapport [a|.
Remargue : Le centre Q d’affixe w de la similitude ou de la rotation

ou de 'hométhétie est le point invariant de f;
c'est-a-dire le point d’affixe z Vérifiant z’ =z

Propriété caractéristique d’une similitude directe

Soit la similitude directe s de rapport k (k > 0), d’angle 6 et A, B,
C trois points du plan.

Si s(A) = A et si s(B) = C, alors s est la similitude de centre A, de

rapport k = % et d’angle 6 = (AB; 4C).

Détermination d’une similitude directe

Pour déterminer la similitude directe s telle que s(4) = A’ et

s(B) = B’, ou A, B, A’ et B’ sont des points, on peut procéder de
cette maniere :

s(A)=4" _.(az,+b =2z,

s(B) =B’ {aZB +b =1z

La résolution du systtme d’inconnue a et b donne I'expression de
la similitude s.

So'rts.-z’:az+b;{

Autres propriétés
Soit A, B, Q des points et la simitude s =s[Q(w); 6; k], (k> 0)
» L’image d’une droite (d) par s est une droite (d’) .
Si (d) est la droite (AB), alors son image (d’) est la droite (A’B’) ou
A’ =5s(A) et B = s(B).
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» L’image d’un cercle (C) par s est un cercle (C’).
Si (C) est le cercle de centre I et de rayon r, alors son image (C’)
est le cercle de centre I’ et de rayon kr, ou I'= s(I) et k le rapport de
S.

1.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
i-3

1
1. lem et ZZ:T—Zi'
2. Z,=(z+2)(2z- i) et Z, =

zZ+1-i

z—2

(onposeraz=x +iyoux,y € R).

Exercice 2

Ecrire sous forme trigonométrique et sous forme exponentielle les
nombres complexes suivants :

1)z=1-iv3;2) z=-1-i; 3)z=-V6+ 2

4)z = - sin26 + 2icos?6 , 0 €]0; n.

5)z=1+cosx + isSinx, x € |m; 2 m|.

Exercice 3

On considére les points A, B, C de coordonnées respectives
(1;-3),(4;5) et(-3;2).

1. Quels sont les affixes des points A, B et C et des vecteurs
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AB ,AC et BC.
2. Déterminer I'affixe de I le milieu du segment [AB] et celui de G
le barycentre de (A; 1), (B ; 2) et (C; 3).
3. On définit les points D et E par AD = 24B + AC et
3BE = BC ; déterminer Iaffixe des points D et E.
4. Démontrer que les points A, D et E sont alignés.

Exercice 4

On donne les nombres complexes a =5v2 (1 + i) et
b = -5(1+ W3).

1. Déterminer le module et un argument de a, b et Z.

2. Soit Z le nombre complexe tel que aZ = b ; écrire Z sous forme

algébrique et sous forme trigonométrique.

, . 13 - 13
3. En déduire les valeurs exactes de cosl—: et sml—:.

Exercice 5

On considére le complexe z = (V6 ++/2) +i(v/6 — V2)

1. Calculer z2.

2. Déterminer le module et un argument de z2. En déduire le
module et un argument de z.

3. Déterminer les entiers n tels que z™ soit un imaginaire pur.

Exercice 6

Dans le repére (O,u, ), soit les points A(1+ i), B(-3- i) et C(2i)

1. Placer les points A, B, C et déterminer la nature du triangle
ABC.

2. Déterminer le point D tel que ADBC soit un parallélogramme.
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3. Déterminer I'ensemble des points M(z) du plan tels que
a)lz-2i=3. b)|z-1-i=|z+3+1i. ¢) |z-1+1i =1.

d) iz +2| = 3.
Exercice 7
A tout complexe z # 2i, on associe le complexe Z = szzll :

Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que

1. Z soit un réel.

2. Z soit un imaginaire pur.

3. Z soit un réel strictement positif.

4. Z soit un imaginaire pur dont la partie imaginaire est négative.
51Z|=1.

Exercice 8
1. Exprimer sin5x en fonction de sinx.
2. Lingariser cos3xsin?x.

Exercice 9

Résoudre dans C , les équations suivantes

1)-==1+2i. 2) z2+2-6=0. 3) 4z2+4z+1=0,
4)z2+z+1=0. 5)z2=3-4i. 6) z2+2iz—1-i=0.

Exercice 10  (Bac 2007)

Dans C on considere I'équation

(E) : z3- (3+2i)z2%+ (1+4i)z +1-2i=0.

1. a) Vérifier que (E) admet une solution réelle.

b) Achever la résolution de I'équation (E).

2. Dans le plan complexe on deésigne par A, B, C les points
d’affixes respectifs z, =1;zp=1i;z,=2+1i.
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a) Déterminer le module et un argument de —zc_zA :
BT 4A

b) En déduire la nature du triangle ABC.
¢) Déterminer I'affixe du point D, image de A par la rotation de

centre B et d’angle ..

d) Montrer que A, B, C et D sont sur un cercle dont on déterminera
le centre et le rayon.

Exercice 11  ( Bac 2005)

1. Résoudre dans C : z3 = 1.

2. a) Développer (V2 —iv/2)3.

b) Soit 'équation (E): z3 = 4v/2 (-1 - i). En posant u = ﬁ :
déterminer sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique
les racines de I’équation (E).

, - 5 . 5
3. En déduire les valeurs exactes de cos % et sin % )

Exercice 12
1. Résoudre dans C, z7-1=0.

L2TC
2.Soit u=e'7 , calculer 1+ u+u?+ ... +u®.
/ . 2 4 6
3. En déduire que 1+ 2cos7” + 2cos7” + 2cos7” =0.

Exercice 13

Soit f Tapplication du plan complexe qui a tout point M(z), associe
le point M’(z") défini par z = (1+1i)z - 1.

1. Montrer que f est une similitude directe dont on précisera ses
éléments caractéristiques.
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2. Soit la droite (d) : x—y + 2 =0 et (C) le cercle de centre I(1-i) et
de rayon 2. Déterminer (d’) et (C’) les images respectives de (d) et
(C) par la similitude f.

Exercice 14

Soit A(-1), B(-2+ 1), C(i) et D(1-2i) des points du plan,

1. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe s tel que
s(A) =B et s(C)=D.

2. Déterminer les éléments caractéristiqgues de la similitude directe
s’ qui laisse invariant A et transforme B en C.

3. Déterminer I'expression analytique de la similitude s’ de centre

C, d’angle ~ et de rapport 2.
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1.3. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 15

Soit z = r(cos@ + isind) et z’ = r’(cos@’ + isinf’) ou r, r’ sont des
réels strictement positifs et 8, 6’sont des réels.

1. Démontrer que

a)|zz’| =1|7|2’| etarg(zz’) = argz + argz’.

b) |z| = |z| et argz = - argz.

2. Application : soit ¢ = -5(1+ i/3).

a) Déterminer le module et un argument de c.

b) En déduire le module etun argument de =c.

Exercice 16  (Bac 2000)

On considére les points A1, A2, Az d’affixes respectives
21:1;22:1+\/§+i\/§;23:#.

1. a) Donner une écriture trigonométrique des nombres complexes
Zo—Z1etZz3—2a.

b) Donner une écriture algébrique et une écriture trigopnométrique
de 272 En déduire les valeurs exactes de cos(:>) et sin(:).

ZZl
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2. Soit S la similitude directe transformant Az en Az et A1 en A1

a) Préciser les éléments caractéristiques de S.

b) On désigne par M’ d’affixe Z’, I'image par S du point M
d’affixe Z. Exprimer Z’ en fonction de Z; en déduire 'image par S

—im

du point B d’affixe 1-4v2e7s .

Exercice 17 (Bac 2003)

Dans lensemble C des nombres complexes, on considére
Péquation : (E) : Z3 + (1- 8i)Z%- (23+4i)Z — 3+ 24i=0.

1. a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure et la
déterminer.

b) Montrer que 1+ 2i et -2+ 3i sont solutions de (E).

c¢) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2. Dans le plan rapporté a un repere orthonormal direct

(O, 4, v), soit les points A, B, C d’affixes respectives 1+ 2i, 3i,

-2+ 3i et G la barycentre des points A, B, C affectés des
coefficients respectifs 2, -2 et 1.

a) Montrer que les vecteurs GA,GB et GC ont pour affixes
i i3m

respectives v/2e+ , 2i et 2v/2e+ et que ces affixes sont dans cet

ordre en progression géométrique ; déterminer la raison de cette

suite.

b) En déduire les éléments caractéristiques de la similitude directe

qui transforme AenBetBen C.

Exercice 18
A tout complexe z # -i, on associe le complexe f(z) = — . Soit le

z+i

point A(-i), r le module de z + i et « un de ses arguments.
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1. Donner une forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et
.

2. Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M(z) tels que
) i =v2.

3. Déterminer et construire I'ensemble (d) des points M(2) tels que
f(z) — i soit un réel strictement négatif.

Exercice 19

1. Démontrer que I'équation 2z?2 - 2(1-cos2a)z +1- cos2a = 0,
ae|]o; g[n’admet pas de solution réelle.

2. Déterminer alors les solutions complexes de cette équation.

3. Calculer en fonction de a, le module et un argument de ces
solutions.

Exercice 20

1. Montrer que la somme des racines cinquiemes de l'unité est
nulle.

2. a) En utilisant la question (1), montrer que

1+ 2c0s 25—" +2c0s T =0,

b) En déduire que cos g est solution de I’équation
4x?-2x—-1=0.

c) Déterminer les valeurs exactes de cos g oS 25—” et cos f—o :

Exercice 21 (Bac 2011)

1. Soit x et y des réels, z=x + iy un nombre complexe

a) Sous quelle forme est écrit z? Quelle est sa partie réelle ? Quelle
est sa partie imaginaire ? Quelle est le module de z ?
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b) Soit a un argument de z pour z € C* ; déterminer le cosinus et le
sinus de a en fonction de z.

¢) Soit M(z) un point du plan complexe et M’(z’) I'image de M par
la rotation de centre O et d’angle 6 ; exprimer z° en fonction de z et
0.

2. On considére I'équation (E) %zz +4z/3+32=0.

a) Résoudre dans C I’équation (E).

b) Soit les points A(-4v/3 - 4i) et B((-4v3 + 4i) dans le repére
orthonormé (O,u, v). Calculer OA, OB et AB ; en déduire la nature
du triangle OAB.

¢) Soit le point C(v/3 +1i) et D son image par la rotation de centre
O et d’angle g Déterminer I'affixe de D.

3. Soit G le barycentre des points pondérés (O ; 1), (D;-1) et (B; -
1).

a) Montrer que G a pour affixe g = - 44/3 + 6i.

b) Placer les points A, B, C et G dans le repére (O,u, ).

¢) Déterminer une mesure en radians de langle (GA, GC). En
déduire la nature du triangle GAC.

Exercice 22

1. Soit I'application f: M(z) - M’(2).

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f dans les
cas suivants :

a) 7z =(-V3+ )z -i). ib)z —3i=2+z

07 =-5iz d)yz =i+te iz

2. Soit la similitude directe f définie analytiguement par
{ x'=x-y3

y' =xV3+y-2vV3 '
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Donner Iécriture complexe de f.

Exercice 23

Soit f Tapplication du plan qui a tout point M(z), associe le point
M’(Z) tel que 2 =- iz + 4i .

1. Montrer que f admet un unique point invariant Q dont on
déterminera son affixe w.

2. a) Exprimer z’- w en fonction de z — w.

b) Reconnaitre I'application f et déterminer sa forme analytique.

3. Déterminer I'image par f de la droite (d):y = 2x-1 et celle du
cercle (C) : x% +2x + y? - y=1.

4. Déterminer I'ensemble des points M(z) dont les images

M’(2’) par fest sur 'axe (x X).

Exercice 24
On définit les nombres complexes Z,, de la maniére suivante :

Z, =1 et, pour n entier naturel supérieur ou égal al,
Zypr =3 Zq +21.
1. Pour tout entier n, on pose U, = Z,, —i.
a) Exprimer U, , en fonction de U,, et en déduire la nature de
(U)-
b) Montrer que v n>1,U, = (1-)(3)".
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2. a) Exprimer en fonction de n la partie reelle x,, et la partie
imaginaire y, de U, etcalculer les limites des suites (x,,) et (y,,).
b) Soit A,, le point d’affixe U,,. Montrer que les points A,, sont
alignés.

Chapitre 53 SUITES NUMERIQUES

1.1. RESUME DU COURS

Soit (U,,) une suite numérique définie sur E, une partie de N.

Suites monotones
» (Un) estcroissante ssi U,,,-U,>0,vn €E.
» (Un) est décroissante ssi U,,,,-U,<0,Vn €eE.
» (Un) est constante ssi U,,, -U,=0,Vn €E

n

Suites bormées

> (U,) estmajorée s’il existe un nombre réel M,
U, <M VneE

> (U,) estminorée s’il existe un nombre réel m,
U,=zm,Vn€E

» (U,) estbornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Suites convergentes

» (U,) estconvergente sielle admet une limite réelle
(quand ntend vers + ).

> (U,) estdivergente si elle n’est pas convergente.
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» Toute suite croissante et majorée est convergente.

» Toute suite décroissante et minorée est convergente.

> Soit (U,)) une suite définie par U, , = f(U,,) ou fest une
fonction continue. Si (U,,) converge vers L (L € R), alors L est une
solution de I’équation f{x) =x.

Théorémes de comparaison ( voir chapitre 1)

Suites arithmeétigues — suites geométrigues
» Définition :
e (U,) estarithmétique ssi U,,., - U, = constante ;
cette constante est la raison de la suite et elle est en général notée r.
e (U,) est gtométrique s’il existe une constante q telle que
U,.1=9U,.qest la raison de la suite.
» Proprietés
Soit (U,,) une suite de premier terme U, de raison r ou g selon que
la suite est arithmétique ou géométrique.

Suite arithmétique Suite géomeétrique
Relation | U, =U, +nr U,=U,.q"
entre les U, =U, +(n—p).r U, =U,.q"P
termes
Somme de
termgs _ (nbdet)(1¢" t + dern.t) (1ert)[1 qmP ] q=1
consécutifs 2
Limite -Sir>0,limU, =+ - Si-1< g < 1alors
-Sir<0,limU, =-o limq™"=0
-Si g>1alors lim q"™ = +o0
-Sig=1lalors limq™ =1
- Si g<-1 alors lim q™ n’existe
pas
Remargues :

o «1° t»signifie premier terme et « dern.t » signifie
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dernier terme .
e «nb det » signifie nombre de termes et
nb de t = indice du dern.t —indice du 1°" t + 1.
e a, b, cdans cetordre sont en progression arithmétique
ssia+c=2b.
e a, b, cdans cetordre sont en progression geométrique
ssi ac = b2 .
Démonstration par récurrence
Pour montrer qu’une propriét¢é (P,) est vraie pour tout entier
naturel n > n, , on procéde par étapes :
- On vérifie que la propriété est vraie au premier rang n,.
- On suppose que la propriété est vraie aun rang p = n,.
- On montre que la propriété est vraie au rang p+1 (en utilisant le
plus souvent la supposition appelée hypothése de récurrence).
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5.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1
U, =1 )
Soit les suites (U,,) et (V,,) définies par {U _ U, etV =—.
n+1 = Up+1 Un

1. Calculer U, U, V, etV,.

2. Montrer que (Vn) est une suite arithmétique dont on indiquera sa
raison et son premier terme.

3. Exprimer Vn en fonction de n, puis U,, en fonction de n.

4. Exprimer en fonction de n, Sp= Vo+Vi+...+Vh.

5. Etudier la convergence des suites (Vn), (Un) et (Sn).

Exercice 2
U, =2

1 et
+1 =§Un_2

U.

n

Soit les suites U et V définies par{
V,=U, + 3.

1. Montrer que V est une suite géométrique dont on précisera sa
raison et son premier terme.

2. Exprimer U, en fonction de n.

3. Déterminer en fonction de n, Sp = Vi+Va+...+Vn et
S’nh=Ui+Uz+...+Un.

4. Calculer la limite de Vn, Un, Sn et Sn.
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Exercice 3

Soit la suite U définie sur N par U= 4 etU,, ,= /30, — 2.

1. Montrer par récurrence que U est minorée par 2.

2. Etudier la monotonie de la suite U.

3. En déduire que U converge vers un nombre réel dont on
déterminera sa valeur.

Exercice 4 (Bac 2004)
Soit la suite géometrique U de premier terme Uo = 4 et de raison %

et V la suite arithmétique de premier terme Vo= f et de raison g .
Pour tout n, on note z, le nombre complexe de module U, et dont
un argument est Vn.

1. a) Exprimer U, et Vn en fonction de n.

b) En déduire zn.

2. Deémontrer que (zn) est une suite géométrique de raison % i et de
premier terme zo=2v2 + 2i/2 .

3. Pour tout n, on pose Z,, = z,z, ... z,,. Exprimer en fonction de n,
un argument de Z,,.
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53. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 5 (Bac)

A. Soit (U,,) la suite réelle définie par U, fixé et pour tout n € N

U, =1,05U, _, + 1000 et soit (V) la suite définie par

v, =U, + 20000.

1. Démontrer que (V,,) est une suite géometrique.

2. Calculer V,, en fonction de V,et n. En déduire U,, en fonction de
U, etn.

B. En fvrier 1995 la population électorale d’une commune était de
20.000 électeurs. Chaque année cette population électorale
augmente de 5 % et de plus, 1000 électeurs supplémentaires
viennent s’y établir définitivement.

1. Préciser la population électorale en février 2000 dans cette
commune.

2. Etant donné que le taux d’abstention est de 20 %, déterminer le
nombre de votants dans cette commune en 2000.

Exercice 6

Soit la fonction f définie par f(x) = %x + 1.

1. Représenter la courbe de f dans un repére orthonormal.
U, =2

Unyr = f(Un)

Calculer U,, U, et en déduire le sens de variation de (U,,).
Vo =3

Varr = F (V)

2. Soit la suite (U,,) définie par{

3. Soit la suite (V) définie par{
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a) Représenter sur I'axe des abscisses du repére précédent les trois
premiers termes de la suite (V).

b) Démontrer que la suite (V) est minorée par 2.

c) Etudier la monotonie de la suite (V).

d) En déduire que (V) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 7
Soit la suite U définie par U, = 1 et U, ,, =

20,—-1
n—  On se propose
2Up+5

d’étudier la limite de la suite U par deux méthodes :
Premiere_méthode :

1. Justifier que U, > _71 ,vVn.

2. Etudier les variations de U.
3. En déduire la limite de la suite U.
Deuxieme méthode :

Soit la suite V définie par Vn = 25":11 ,n €N,
1. Démontrer que la suite V est géométrique.
2. Exprimer Un en fonction de n et en déduire la convergence de la

suite U.

Exercice 8 (Bac 2004)
On considére les suites numériques (Un) et (Vn) définies sur N par :

{ Uo=e® v In(Un) — 2
e n=1N(Unp)—~2.
U+1:e\/Un

n

1. Calculer U,et V.

2. Démontrer que (Vn) est une suite géométrique dont on précisera
la raison et le premier terme.

3. Ecrire Vi puis U,, en fonction de n.

4. Etudier la convergence des suites (U,,) et (Vn).
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Exercice 9 (Bac 2008)

Soit le complexe a=-1-iet(Z,) la suite définie par
Zy=0etZ,=1i

{ZM1 =(1-a)Z,+aZ, ;,,VneN~

1. Déterminer Z, et Z; sous forme algébrique.

2. Soit (U,)) la suite définie parU,=Z2,,, - Z,, Vn € N,

a) Déterminer U, et U, sous forme algébrique.

b) Démontrer que (U,,) est geométrique de raison — a.

c) Exprimer U,, en fonction de n et a.

3. Soit S,, = Uo + U1 +...+ Un-1. Exprimer S,, en fonction de Z,,.

En déduire que Z,, =-1+ (1 + )™

Exercice 10 (Bac 1999)
Soit la suite (U,,) définie par U,, = exp(1- 2) ; ne N.
1. a) Montrer que (U,,) est une suite géométrique. En
préciser le premier terme et la raison.
b) Justifier que la suite (Vn), définie sur N par Vn = InU,, existe et
est arithmétique.
2. Onpose Sn=Uo + U1 +...+ Un et Ph = Uo.U1....Un
a) Exprimer Sn et Pn en fonction de n.
b) Déterminer la limite a I'infini de Sn et de Pn.

Exercice 11

Uy=1
Un+1 = Une_Un
1. Montrer que la suite (U,,) est positive.
2. Etudier la monotonie de (U,,).

On considere la suite (U,,) définie par{
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3. En deduire que (U,,) est convergente et calculer sa limite.

4. Soit S, = Y5_oU, ; montrer que Vn €N,U,,,; =e . En
déduire la limite de (S,,).

Exercice 12

1.a) Etudier les variations de la fonction f définie par :

f(x) = e?* — 1.

b) Démontrer que sur [-1; _73] I'équation f(x) = x admet une
solution unique A.

c) Montrer que pour tout x de I'intervalle [—1; _73], | f(x) < %

2. On considere la suite (Un), n € N telle que { — o2 _ 1"
+1 — -

U.

n

. . -3
a) Démontrer par récurrence que pour tout n, - 1< U, < —=.

b) Montrer que pour tout n,ona: |U,, - 4| < §| U, —4.

1
2n+2 )

c) En déduire que | U,,- 1| <
d) Etudier la convergence de la suite (U,,).
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Chapitre 6 :|PRIMITIVES — CALCUL INTEGRAL
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

6.1. RESUME DU COURS
6.1.1. PRIMITIVES

Définition :
Une fonction F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle |
si F est dérivable sur | et F'(x) = f{x), Vx €.

Théoreme :
Toute fonction continue sur un intervalle 1, y admet une infinité de
primitives.

Propriétés :
» Si festune fonction qui admet F comme primitive sur
un intervalle 1, alors
- toutes les primitives de fsont de la forme F + k
ou k est un nombre réel.
- pour tout couple (x,; y,)oUx, €1 ety, € R, f admet
une primitive et une seule F, qui prend la valeur y, en x,.
» Siuest une fonction dérivable sur un intervalle 1 etsiv
est une fonction dérivable sur un intervalle contenant u(l), alors la
fonction u’(v’'ou) admet sur | la fonction vou comme primitive.
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Primitives de fonctions usuelles :
Soit f et u des fonctions, F une primitive de f, k, a et b des nombres
réels (a# 0), n € N*-{1} etr e Q*-{-1}.

f(x) [0k | xr 1 1 [cosx| sinx L
F ﬁ cos2x
FOX) [ k| kx | ™! -1 24/x | sinx | -cosx | tanx
r+1 (n —_ l)xn—l
L ex | eax+b cos(ax+b) | sin(ax+b) L —
x cos?(ax+b)
Infx] | ex %ea"”’ = sin(ax+b) | = cos(ax+b) | tan(ax+b)
a a

Opérations sur les primitives
Soit f, g et u des fonctions, F et G des primitives respectives de f et
g, kun nombre réel, ne N*-{1} etr € Q*-{-1}.

Fonction | f+g | kf | uu” u_’ u_’ i’ uwe' | u'cosu | u’sinu
u™ N u
Primitive | F#G | kF | ¥ -1 2vu | Inful | e™ | sinu -cosu
r+1 (n—l)un_l

6.1.2. CALCUL INTEGRAL

Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1, a et b deux éléments
de I. On appelle intégrale de f, de aa b le nombre réel

f; f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur
l.
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Remargues :
> [JfGdx =[P f®dt = [ fdu=...

> ff f(x)dx existe si f est continue sur [a;b] ou[b;a].

Interprétation graphigue d’une intégrale
Soit f une fonction continue sur [a ; b], (a <b) et Cs sa courbe dans
un repére orthogonal (O, 7,7 ).

> Sif est positive sur [a; b] alors ff f(x)dx est I'aire du
domaine limité par Cs, I'axe des abscisses, les droites d’équation X
=—aetx=bh.
Ce domaine est aussi défini par 'ensemble des points
{Mx;y),as<x<bet0<y<f(x)}

a b
> Sifest négative sur [a ;b] alors — f;’ f (x)dx est Iaire
du domaine limit¢é par Cr I'axe des abscisses, les droites
d’équation X =aetx =h.
Ce domaine est aussi défini par 'ensemble des points
{M(x;y),a<x<betf(x) <y <0}
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Remargue :
Laire A = | f: f(x)dx | est exprimée en unité daire.
- Si (O, 1, J ) est un repére orthogonal d’unités m et n
centimetres alors A = | f; f(x)dx |.(m.n) cm?.
- Si (O, 7, J ) est un repére orthonormé d’unit¢é m

centimétres alors A = | f;’ f(x)dx|.(mm) cm?.
Propriétés

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | ; a, b, ¢ des
éléments de | et a une constante..

> [Cf)dx=0; [ f(x)dx = - [7 f(x)dx .

> [Cf(dx + fcb f(x)dx = f; f(x)dx. (relation de Chasles)
> [0+ g@)ldx =[] f)dx+ [ g(x)dx.

> [Paf(x)dx=af’ f(x)dx.

Aire du domaine compris entre deux courbes
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Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b], Cs et Cg leurs
courbes respectives.

Sif(x) < g(x) sur [a; b] , alors l'aire du domaine compris entre Cr,
Cy, les droites x = a et x = b est ff [g(x) — f(x)]dx.

Ce domaine est aussi défini par I’ensemble des points

{M(x ;y),a< x < betf(x) <y <g(x)}

Inégalités et intégrales
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | ; a et b des
éléments de I tels que a < b.

> Sif(x) =0sur [a;b],alors f: f(x)dx = 0.
> Sif(x) < g(x)sur[a;b],alors f;’ f(x)dx < f:g(x)dx.
> f, fodx < [ 1f (0)ldx.

Remarque :
| = fff(x)dx, implique que a< x < b;

donc pour encadrer | on peut commencer par a < x < b, encadrer
ensuite f(x), puis I'intégrale I en utilisant la deuxiéme propriété de
la rubrique « Inégalités et intégrales ».

Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1et a, b des
éléments de I tels que a < b.

S’il existe deux réels met M tels que m< f(x) < M sur |,

alors m(b - a)< f; f(x)dx < M(b- a).

Fonction intégrale
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Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a un élément de 1.
La fonction ¢ définie sur | par ¢(x) = f: f(t)dt est appelée
fonction intégrale de f.

Cette fonction ¢ est la primitive de f sur I qui s’annule en a.

Intégration par parties
Soit u et v des fonctions dérivables sur un intervalle | et a, b des
éléments de I.

[P (v de = [u()v(0]5 - 2 u()v' (x)dx.

Calcul de volume

> Soit (O, U, ¥, W) un repére orthogonal de I'espace d’axes
(Ox), (Oy) et (02).
Si S(t) est I'aire de la section d’un solide par le plan d’équation
z =t alors le volume de la partie du solide limit¢ par les plans
d’équations z=aetz=b (@<t<b)estV= ffS(t)dt en unité
de volume.

» Sionfait tourner autour de I'axe des abscisses la portion

de Ct (la courbe de f ) dont les abscisses des points sont comprises
entre aet b (a < b), alors le volume décrit par Cr est

V=[] mlf (ol

6.1.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Définition

Une équation différentielle est une équation faisant intervenir
comme inconnue une fonction f et ses dérivées. L’inconnue f est en
général notée .

Equations _différentielles du premier ordre
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Soit a, b des nombres réels tels que a # 0.
Les solutions de I'équation différenticlle ay’” + by = 0 sont les

—x

fonctions f, définies sur R par f,(x) = kea
constante.

, ou k est une

Equations _différentielles du second ordre

Soit a, b, c des nombres reels, a # 0 etay’'+ by’'+ cy =0 (1)

une ¢quation diffrentielle d’ordre 2.

Si son équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet

- deux racines réelles distinctes 1, et r,, alors les solutions de (1)
sont les fonctions f, , définies sur R par

faop(%) = ae™ + fe™* ou a et B sont des nombres réels.

- une racine double 7, alors les solutions de (1) sont les fonctions
fa,p définies sur R par

fap() =(ax+ B)e™ ol « et § sont des nombres reels.

- deux racines complexes conjugués u + iv etu - iv, alors les
solutions de (1) sont les fonctions f, ; définies sur R par

fa,p (%) = e"*(acosvx + Bsinvx) ou a et B sont des nombres réels.

6.2. EXERCICES D’APPLICATION
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Exercice 1

Déterminer une primitive de la fonction f dans les cas suivants :
1) f(x) = 3x4-2x2+ x-1.  2) f(x) = sinxcos3x.

3)f(t) = sin(wt + @). 4)f(x) = vx —=.5)f(x) = .

6)f()=2+--—— . 7)f(x)="E. 8)f(x) = e+,

3
x—-1 (x+1)?

0)f(x) = Sex. 10)f()= 1.

Exercice 2

1. Soit f(x) = (xsz)z . Déterminer la primitive de f qui s’annule en
1.

2. Soit g(x):\/%.

a) Sur quel intervalle g admet-elle des primitives ?

b) Déterminer la primitive de g qui prend la valeur 4 en 2.
3. Soit h(x) == .

X

a) Déterminer un intervalle 1 sur lequel h admet des primitives.
b) Préciser dans ce cas ’ensemble des primitives de h sur 1.

Exercice 3
Calculer les intégrales suivantes :

1) folvlLszt- 2) [} 3xe* ldx. 3) Jz cosxsin®x dx.

4) fr tanu du. 5) f_21|1—x|dx.

Exercice 4
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1. Calculer a l'aide d’une (ou d’une double) intégration par parties
les intégrales suivantes :

a) [z xcosx dx. b) ffl:—fdx.

c) fol x%e?* dx. d) J; e*sinx dx.
2. Déterminer les primitives de f dans les cas suivants :
a) f(x) =Inxsur[1;+oo[. Db)f(x)=(x+1)e *surR.

Exercice 5
Soit f la fonction définie par f(x) = cosx et C¢ sa courbe dans un
repére orthogonal d’unités 2 et 3 cm.

1. Calculer en ¢m?, Tlaire du domaine D limité par Cs , 'axe des

abscisses, les droites d’équation X =0etx = i—n

2. Soit la fonction g définie par g(x) = % .

Montrer que - I< f glx)dx < 2= ”‘/_

Exercice 6

Soit (O, 7,7, k) un repére de I'espace.

1. Détermmer le volume d’une boule de rayon R.

2. Soit la courbe (C) d’équation y =+/x ol 1< x < 4.

Calculer le volume de la figure obtenue en faisant tourner (C)
autour de I'axe des abscisses (O, 7).

Exercice 7
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1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

8)2y-3y =0. b)y'=Zy. ¢)y™+y-6y=0.

2. Résoudre les équations differentielles Vérifiant les conditions
posées :

a)y+2y=0;y(-1)=2.

b) y’+ 4y’+ 4y =0; y(0) = 1 ety’(0) = 1.

c)y’-2y+ 5y=0;y(m) =1lety(m) =0.

Exercice 8

1. Déterminer f la solution de I’équation differentielle

y’- 2y’'+ y =0, vérifiant f(0)=1etf '(0) = 3.

2. En deduire F une primitive de f.

3. Verifier que la fonction F trouvée est une primitive de f.

Exercice 9

Soit 'équation différentielle (E) :y’+ y = cosx

1. Déterminer les réels p et q tels que h(x) = pcosx + gsinx soit
solution de (E).

2. Résoudre I'équation diférentielle (E’) :y’+y = 0.

3. Montrer que g est solution de (E) si et seulement si g — h est
solution de (E’).

4. En déduire les solutions de (E).

5. Déterminer f la solution de (E) dont la courbe passe par

A@© ;1).

6.3. EXERCICES D’ENTRAINEMENT
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Exercice 10

Soit les fonctions f, g et h définies par f(x) = —, g(x) = m
hix )_ eX+1 "

1. Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢, d, e, aetf tels que
f() = ax+ b+ ==, g(x)=——+—= et h(x)=a+ §+1.

2. En déduire I'ensemble des primitives de f, de g et de h.

.Exercice 11

Soit la fonction f définie par f(x) = cos*x + sin® x.

1. Linéariser f(x).

2. En déduire la primitive de f qui s’annule eng .
Exercice 12

Soit les fonctions f et g definies sur ]-1; + oo par
f(x) = xIn(x+1) et gx) = X2 -2,

Montrer que g est une primitive de f sur ]-1; + oo.

Exercice 13

On considere les fonctions f et g définies sur R par

f(x) = cos?xcos2x et g(x) = sin® xcos2x .

1. Montrer que f(x) + g(x) = cos2x et f(x) — g(x) = cos?2x.
2. En déduire une nouvelle expression de f(x) et g(x).

3. Déterminer des résultats précédents ’ensemble des primitives F
defetG deg.

Exercice 14




T T
Onpose | = [+ x?cos?xdx et J= [+ x?sin’x dx.
1. Calculer 1 +J.

2. Calculer al'aide d’une intégration par parties I —J.
3. En deduire les valeurs de | et de J.

Exercice 15
Soit la suite u définie par U, = [P e~*sinx dx.

1. Calculer U, al'aide d’une double intégration par parties.
2. 0n pose Sn = Uo+U1+...+Un ; calculer la limite de Sp.

Exercice 16

Soit f la fonction définie par f(x) = xe'™* et (C) sa courbe.

1. Etudier f et tracer sa courbe (C).

2. Utiliser une intégration par parties pour calculer

L= 01 f(x)dx. Quelle estl'interprétation géométrique de I, ?

3. Pour tout n > 1, on pose I,, = fol x"el™* dx.

a) Montrer que V x € [0; 1], onax™ < x™el™ < x"e.

b) En déduire que — <1, < —— et étudier la convergence de
n+1 n+1

(L.

c) Utiliser une intégration par parties pour montrer que Vn = 1, on

al,.; =0+, - 1.

Exercice 17
Soit f Tapplication de ]-1 ; + oo[ vers R définie par

i) = [ =

143 7
1. Justifier lexistence de f et déterminer sa dérivée.
En déduire le sens de variation de f.
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n dt
0 1+¢t3°

et en déduire que U est

2. Soit la suite U définie sur N* par U,, =

a) Montrer que U,,,= U,+ ["'-%

n 1+1¢3

croissante.
b) Démontrer que U; < 1.

Exercice 18

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = x? et (C) sa courbe.
1. Montrer que f admet une bijection réciproque f 1.

2. Calculer Taire du domaine définie par I'ensemble des points

{M(x;y),0<x<1letf(x)<y<f 10}

Exercice 19

On considére la fonction f définie sur [0 ; + oo[ par f(x) = x2e™* et
on désigne par (C) sa courbe dans le plan rapporté a un repere
orthonormé (O, 7,7 )avec ||T]|| = |lJ || = 2¢cm.

1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe (C).

2. Soit g la restriction de f a [0; 2]; montrer que g admet une
bijection réciproque g~' et construire (C’) sa courbe.

3. A étant un réel strictement positif, on pose I(2) = [ 0’1 f(x)dx.
a)Interpréter graphiquement 1(1).

b) Calculer 1(1) en procédant a une intégration par parties.

c) Calculer la limite de I(A) lorsque A tend vers + oo,

4.0npose A =2.

a) Calculer 1(2).

b) En déduire la valeur en cm? de l'aire du domaine limité par (C’)

et les droites d’équation y =0, x =0etx = iz .
e

Exercice 20
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Soit 6 un nombre réel tel que 0< @ <~ . Résoudre Iéquation
différentielle (1+ cos28)y”’- (2sin28)y’+ 2y = 0.

Exercice 21
1. Résoudre I'équation différentielle y’*-y’'+ iy =0.

2. Trouver f la solution particuliere de cette équation dont la
courbe (C) passe par le point A(O ; 4) et admet au point d’abscisse
2 une tangente horizontale.

Exercice 22

1. Résoudre I'équation différentielle (E) :y’'*-y- 6y =0.

2. Soit (E’) I’équation différentielle y'- y’- 6y = -6X - 1.

Déterminer les reels a et b tels que la fonction h définie par
h(x) = ax + b, soit solution de (E”).

3. a) Démontrer que g est solution de (E’) si et seulement si g - h
est solution de (E).

b) En déduire I'ensemble des solutions de (E’).

c) Déterminer la solution f de (E’) telle que f(1) =2 etf (1) = 4.

Exercice 23

Soit a résoudre dans R I'équation (E) :y’ +y = x?% + X.

1. Déterminer g un polynéme de degré de 2, solution de (E).

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Démontrer que f + g est
solution de (E) si et seulement si f est solution de

(E) :y +y=0.

3. Résoudre (E’) et en déduire sur R les solutions de (E).
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-DENOMBREMENT- PROBABILITE.

7.1. RESUME DU COURS
7.1.1. DENOMBREMENT

Réunion — intersection — complémentaire
Soit A et B deux parties d’un ensemble (0.

» La réunion de A et B, notée AUB est la partie de Q
constituée des éléments qui sont dans A ou dans B.

AU B

SXeoure

» L’intersection de A et B, notée ANB est la partie de Q
constituée des élements qui sont a la fois dans A et dans B.

\Q

> Le complémentaire de A dans (, notée A est la partie de
Q constituée des eléments de Q qui ne sont pas dans A.

- '
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Propriétés des cardinaux

Soit A et B des parties d’un ensemble fini ().
» cardAuB = cardA + cardB - card ANB.
> cardA = card Q - cardA.

Les p-listes
» Définition : Une p-liste ou p-uplet d’un ensemble fini Q

est une suite ordonnée de p éléments de Q, chaque élément pouvant
étre répété.

» Exemple : Soit Q ={a, b, c}. les 2-listes de Q sont (a, a),
(@, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b) et(c, c).

» Théoréme : Le nombre de p-listes d’un ensemble an
élements est n”.

Les arrangements
Soit Q un ensemble fini ayant n éléments.
» Définition : Un arrangement de p éléments de Q (p < n)
ou un p-arrangement est une p-liste d’¢léments de (, distincts
deux a deux.
» Exemple : Soit Q = {a, b, c}. les arrangements de 2
éléments de Q sont (a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (c, a) et (c, b).
» Théoreme : Le nombre d’arrangements de p éléments
d’un ensemble an élments (p <n) est noté AP ;
AP =n(n-1) x...x(n- p+1).

Les permutations
Soit Q un ensemble fini ayant n éléments.

» Définition : Une permutation de Q est un arrangement
desn éléments de Q.
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» Exemple : Soit Q = {a, b, c}. Les permutations de Q
sont : (a, b, c), (a ¢, b), (b, ac), (b,c,a),(ca b)et(c b, a).

» Théoréme : Le nombre de permutations d’un ensemble a
n éléments est noté n!;
n' =n(n-1) x...x2x1.
Par convention : 0! =1.

Les combinaisons
Soit Q un ensemble fini ayant n éléments.
» Définition : Une combinaison de p éléments de Q
(p < n) est une partie de Q ayant p éléments.
» Exemple : Soit Q ={a, b, c}. les combinaisons de 2
éléments de Q sont {a, b}, {a, c} et {b, c}
» Théoréme : Le nombre de combinaisons de p éléments

> Y . AP
d’un ensemble an élments (p < n)estnoté CF; CP=—=2.
p!

Propriétés des AP et des C?
> AP=—""_: A%=1: Al=n; A"=nl

o (n-p)t’

P=—T 0=1; 1 .
> G T GEnhz1);

Cyrll:l, Cﬁ:CTTll—P.

Remarque : L’écriture de AP comporte p facteurs; pour calculer
AP, on écrit n, puis les facteurs suivants en retranchant chaque fois
1, jusqu’a ce qu’on l'on ait écrit p facteurs.

Difféerence entre une p-liste, un arrangement et une
combinaison
Dans un exercice de dénombrement

» Siun élément peut étre répéte, alors on a des p-listes.

» Sinon on a des arrangements ou des combinaisons
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- Si l'ordre des ¢léments est pris en compte, alors on a des
arrangements.
- Sinon on a des combinaisons.

Autrement : En traitant un exercice de dénombrement, pour savoir
si on a des p-listes, des arrangements ou des combinaisons, on peut
se poser ces questions ?

|Un élément peut-il étre répété 7

I
1 |
Si Non Si Oui

!

On a des arrangements |
ou des combinaisons [On a des p-listes|
Les element’s sont-ils __
ordonnés ? l
Si Oui On a des combinaisons

}

Onades arrangements

Les Tirages
» Sile tirage est successif avec remise, on a des p-listes.

» Sile tirage est successif sans remise, on a des arrangements.
> Sile tirage est simultané, on a des combinaisons.
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Vocabulaire

» « Au moins » correspond a I'inégalité « = » ; sa négation
est « moins de » et correspond a I'inégalité « < ».

» «Au plus » correspond a I'inégalité « < » ; sa négation
est « plus de » et correspond a I'inégalité « > ».

» Si A =«Au moins une boule noire (par exemple) » alors
A=«moins d’une boule noire » = « pas de boule noire ».

Principe _multiplicatif — principe additif

> Si une expérience A résulte de deux actions
indépendantes et successives B puis C, alors on a multiplication.
C'est-a-dire cardA = cardB x cardC.

» Siune experience A résulte de deux actions disjointes B
ou C, alors on a une addition.
C'est-a-dire cardA = cardB + cardC.

Formule du binbme de Newton
Soit a, b des réels et n un entier naturel non nul ;

(a+b)"=X3_,Cy a™ PhP.

7.1.2. PROBABILITES SIMPLES

Vocabulaire

» Une expérience aléatoire est une épreuve dont I'issue ne
peut étre déterminée avant sa réalisation.

» L’ensemble de toutes les éventualités ou possibilités
d’une expérience aléatoire est appelé univers et est en général
noté Q.

» Toute partie de 'univers Q est appelé événement.
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» Un événement élémentaire est un événement ayant un
élement.

> Deux événements A et B sont disjoints ou incompatibles
si AnB = 9.

> Les événements Aet A sont disjoints et AUA = Q.

Définition
p est une probabilité¢ sur Q signifie que :
e p@)=1, p@)=0
e pour tout événement Ade Q,0<p(4)<1.
e si A = {e, e,...e,} ou les e; sont des évenements
élémentaires, alors p(A) =X, p({e;}D

Propriétés

Soit A et B deux événements de Q
> P(AUB) =p(A) + p(B) — p(ANB).
» Si A et B sont disjoints alors p(AUB) = p(A) + p(B)
> p(A) =1-p(A).

Equiprobabilité

» Définition : Dans une expérience aléatoire, si tous les
événements élémentaires e; ont la méme probabilité alors il y a
équiprobabilité.

» Théoreme : Dans le cas d’équiprobabilité, la probabilité

cardA _ nombre de cas favorables

d’un événement A est p(A) = = ; :
cardQ nombre de cas possibles

Cas de non équiprobabilité
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Dans ce cas les événements élémentaires e; n’ont pas la méme
probabilite.

Ces probabilités p; = p(e;) seront données de maniere explicite ou a
travers une ou plusieurs relations qui permettront de les calculer.
Pour ce calcul, on exprime chaque probabilitt p; en fonction de p,
(par exemple) et on utilise I'égalité Y™, p; =1 pour déterminer p;.
Ensuite on en déduit toutes les probabilités p; qui permettront de
calculer la probabilit¢ d’événements quelconques.

7.1.3. PROBABILITES CONDITIONNELLES

Définition
Soit A et B deux événements tels que p(A) # 0. La probabilité de
B sachant que A est réalisé est p(B/A) = %.

p(B/A) est aussi notée p,(B) .

Propriété
Soit A et B deux événements tels que p(A) # 0 et p(B) # 0.
P(AN B) = p(A)p(BIA) = p(B)p(A/B).

Evénements _indépendants

> Définition : Les événements A et B sont indépendants si
p(B/A) = p(B) ou p(A/B) = p(A).

» Théoréme : Deux événements A et B sont indépendants
ssi p(AN B) = p(A)p(B).

Attention
Il ne faut pas confondre événements disjoints et éveénements
indépendants.
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Formule des probabilités totales
Soit A et B deux événements de Q.
A =An Q=An(BU B )= (AnB)U(AN B).

» Théoréme 1:

P(A) = p(ANB) + p(An B ) = p(B)p(A/B) + p(B)p(A/B ).

» Théoréme 2 : De maniere générale si
Q=A,UA,U..UA, etsiles 4, sont disjoints deux a deux alors
P(A) =p(ANA,) +p(ANA) + ... +p(ANA4,)

= p(A)P(A/AL) + P(A,)P(AA,) + ... + p(A,)P(AA,) .

7.1.4. VARIABLES ALEATOIRES

Définition
Une variable aléatoire est une application notée X en général, qui &
tout résultat d’une expérience aléatoire, associe un nombre réel.

Exemple
» On lance trois fois de suite une piece de monnaie.

L’application X qui a tout résultat obtenu, on associe le nombre de
fois que « pile » apparait est une variable aléatoire.

» Cette variable aléatoire prend les valeurs 0;1;2et3;
on les appelle valeurs prises par la variable aléatoire X.

» (X =2)par exemple désigne I'événement
« pile est sortie 2 fois lors des trois lancers ».

Loi de probabilité
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Soit X une variable aléatoire et x1, X2, ..., xn les différentes valeurs
prises par X. On appelle loi de probabilité I'application qui a X, 1<
i <n, on associe pi = p[(X= xi)] la probabilit¢ de I’événement (X=
Xi).

Cette loi est présentée dans un tableau de la maniére suivante :

Xi X1 X2 - --- Xn

Pi |p1 |p2 [----- Pn

Remarque : p1+ p2+...+ pn=1.

Espérance mathématigue — variance — écart-type
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xi, X2, ...,xn et
p; =pP[C=xi)], 1< i < n.

» L’espérance mathématique de la variable aléatoire X est
le reel E(X) = XL, x;p; -

» La variance de la variable aléatoire X est le réel positif
V(X) =X x2p; - [E(x)]%

» L’écart-type de la variable aléatoire X est le réel positif

o(X) =/ V(X).
Remarques :
- Lorsque les valeurs prises par X sont des gains d’un jeu de hasard,
alors E(X) traduit I'espérance de gain moyen par partie lorsqu’on
joue.
- Un jeu équitable est un jeu ou I'espérance de gain est nulle.
- Un jeu ou lespérance de gain est positive avantage le joueur,
contrairement a un jeu ou I'espérance de gain est négative.

Fonction de répartition

» Soit X un réel, 'événement (X < x) est la réunion des
événements (X=x;) pour les valeurs xi, Xi < x.

» La fonction de répartition de la variable aléatoire X est la
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fonction F définie sur R par F(x) = p( X < x).

F est une fonction en escalier qu’on définit de la manicre
suivante :

X1, X2, X3, ..., xn €tant les valeurs prises par X dans I’ordre croissant,
- Si X € | —oo; x1[ alors F(x) = 0.
- Si X € [x1; X2[ alors F(x) = pa1.
- SiX € [x2 ; x3[ alors F(x) = p1 + p2.

-SiX € [Xn:+oo[ alors F(X) = p1+ p2t ...+ pn=1.

Loi binomiale

» Définition 1: Une épreuve de Bernouilli est une
expérience aléatoire ayant exactement deux issues, I'une appelée en
général « succes » et 'autre « échec ».

» Définition 2: Ondit qu'une variable aléatoire X suit la
loi binomiale de parametres n et p si X est la variable aléatoire
définie par le nombre de succes obtenus en répétant n fois et de
maniére indépendante une épreuve de Bernouilli; p désigne la
probabilit¢ d’un succes.

» Théoréme 1 : Si X suit la loi binomiale de parametres
n et p alors la probabilit¢ d’obtenir exactement k succes
(0< k<mn)est p[(X=Kk)]=Ck.p*.(1-p)"*.

» Théoréme 2 : Si X suit la loi binomiale de paramétres
n et p alors I'espérance mathématique de X est E(X) = n.p et sa
variance est V(X) = n.p(1-p).
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7.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1
10 delegués de classe se réunissent pour former le bureau du foyer.
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1. Sachant quun bureau est composé de 3 membres, quel est le
nombre de bureaux possibles ?

2. Sachant qu’un bureau est composé d’un président, d’un trésorier
et d’un secrétaire, quel est le nombre de bureaux possibles

a) si 'on suppose qu’il n’y a pas de cumul ?

b) si 'on suppose qu’il y a cumul ?

Exercice 2
8 athletes parmi lesquels Hussein Bolt, s’alignent pour la finale de
100 m des jeux olympiques. Sachant qu’il n’y a pas
d’ex aequo,
1. Quel est le nombre de podiums possibles ?
2 .Quel est le nombre de podiums dans lesquels
a) Bolt est premier ?
b) figure Bolt ?

Exercice 3
Dans un jeu de 32 cartes, combien de « mains » de 5 cartes
peut-on avoir comportant :

1) Exactement 2 valets ? 2) 3 carreaux ?
3) Plus de 2 dames ? 4) Au moins un roi ?
Exercice 4

Une urne contient 5 boules rouges (BR), 3 boules blanches (BB) et
2 boules noires (BN).

A. Ontire simultanément 3 boules de 'urne.

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Quel est le nombre de tirages comportant :
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a) 3BR ? b) 3BN ? c) 2BB et 1BN ?

d) 2BB ? e) Au moins 1BB ?

f) des boules de méme couleur ? @) des boules tricolores ?

B. Ontire successivement sans remise 3 boules de I'urne.

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Quel est le nombre de tirages comportant :

a) 3BR ? b) 3BN ? C) 2BB suivies d’une BN ?

d) 2BB et 1BN ? e)2BB ? f) au moins 1BB ?

C. On tire successivement avec remise 3 boules de [I'urne.
Répondre aux mémes questions que dans (B).

Exercice 5
On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. Calculer la
probabilit¢ d’obtenir :

1) le roi de trefle. 2) un roi. 3) un trefle.
4) un roi ou un trefle. 5) ni roi, ni trefle.
Exercice 6

On considere deux urnes U1 et Uz. U1 contient 3 boules blanches et
2 boules noires. Uz contient 5 boules blanches et une boule noire.
L’expérience (E) consiste a tirer une boule dans chaque urne. Le
tirage étant équiprobable, calculer la probabilit¢ de tirer
exactement :

1. a) deux boules blanches. b) deux boules noires.

c) une boule blanche et une boule noire.

2. On appelle A Tévénement « les deux boules tirées sont de la
méme couleur ».

a) Démontrer que la probabilité deAestg.
b) On répéte l'expérience (E) 5 fois de suite en ayant soin de
remettre les boules tirées apres chaque tirage dans leur urne
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d’origine. Quelle est la probabilit¢ d’obtenir exactement 3 fois
I'événement A ?

c) On répete I'expérience (E) n fois de suite dans les mémes
conditions. Quelle est la probabilit¢ pn d’obtenir au moins une fois
I'événement A ?

d) Trouver le plus petit entier n tel que pn = 0,999.

Exercice 7

On dispose d’un dé pipé dont les faces sont numérotées de 1a 6 et
on note pi la probabilit¢ de I'événement « le résultat du lancer est
i »

1. Calculer p1, p2, ps, p4, ps et ps sachant que p2= p1; pP3= 3p1;
pa= 2p1 ; Ps= 2pPs ; P6= 2P3

2. Calculer la probabilit¢ de I’événement «obtenir un numéro
pair ».

3. On lance 5 fois de suite le dé. Quelle est la probabilit¢ d’obtenir
4 fois un numéro pair.

Exercice 8
On répartit les éleves d’une classe de Terminale S selon le tableau
suivant :

Matheux | Non matheux

Garcons 3 15

Filles 2 10

1. Calculer la probabilité qu’un éléve de la classe soit

a) un matheux. b) un garcon. ¢) un garcon et un matheux.

d) un matheux sachant qu’il estun garcon.

2. Les événements « étre un gargon » et « étre un matheux » sont ils
indépendants ?

Exercice 9




Pour prévenir I'extension d’une certame maladie, on vaccine 60%
d’une population a risque. Le vaccin n’étant pas totalement
infaillible, 10% des personnes vaccinées attrapent la maladie. En
revanche 30% des individus non vaccinés ne sont pas malades.

1. On choisit une personne au hasard. Quelle est la probabilité

a) qu'elle soit malade sachant qu’elle est vaccinée ?

b) qu'elle soit malade et vacciné ?

c) quelle contracte la maladie ?

2. Calculer la probabilit¢ qu’un individu bien portant soit

vaccine.

Exercice 10

On dispose de 2 urnes U1 et Uz. Ur contient 4 boules blanches et 1
boule noire. Uz contient 2 boules blanches et 3 boules noires. On
choisit une urne au hasard, puis une boule dans I'urne choisie.

1. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire :

a) sachant que I'urne choisie est U1 ?

b) sachant que 'urne choisie est Uz ?

2. En déduire la probabilité de tirer une boule noire.

Exercice 11

On jette deux dés ayant la forme d’un tétraedre régulier dont les
faces sont numérotées de 1 a 4. On note X la somme des numéros
obtenus.

1. a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Représenter la loi de probabilit¢ de X.

2. a) Définir F la fonction de répartition de X.

b) Représenter F.
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3. Calculer I'espérance mathématique, la variance et I'écart-type de
X.

Exercice 12

Une urne contient 5 jetons blancs et 3 jetons rouges. Un jeu
consiste a twrer simultanément 5 jetons de 'urne. Pour chaque jeton
rouge tiré, le joueur gagne 100 francs et pour chaque jeton blanc
tirg, il perd n francs (n >0). Soit Y la variable aléatoire
repreésentant le gain algébrique du joueur.

1. Déterminer en fonction de n, la loi de probabilit¢ de Y.

2. Calculer en fonction de n, E(Y).

3. Déterminer n pour que le jeu soit équitable.

Exercice 13

Lors de I’épreuve du Bac d’Anglais, un candidat doit répondre a un
QCM composé de 10 questions. Pour chacune d’elles il est proposé
4 réponses possibles, mais une seule est correcte. On suppose que
le candidat répond au hasard a chacune des 10 questions.

1. Calculer la probabilit¢ qu’un candidat, a I'issue de ce QCM

a) trouve uniqguement la premiere question.

b) obtienne exactement une réponse correcte.

2. Soit X la variable aléatoire qui a toute grille de réponses rendues
par un candidat, associe le nombre k de réponses correctes.

a) Déterminer en fonction de k la probabilit¢ qu’un candidat ait k
réponses exactes.

b) calculer p(X < 1) et en déduire p(X = 2).

3. Calculer E(X).

A-t-on intérét a répondre au hasard a ce QCM ?
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7.3. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 14 (Bac 2001)

Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10. Une partie
consiste a tirer successivement et sans remise 2 jetons de I'urne et a
noter dans lordre les deux nombres iscrits. Tous les tirages sont
supposés équiprobables.

1. Quelle est la probabilité des événements suivants :

A = « les deux nombres inscrits sont strictement inférieurs a5 ».

B = «le premier nombre inscrit est strictement supérieur au double
du second ».
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2. Un joueur effectue 7 parties successives, les parties étant
supposées indépendantes, quelle est la probabilit¢ pour qu’a Iissue
de la 7°™¢ partie I'événement B soit réalisé 2 fois exactement ? au
moins une fois ?

Exercice 15 (Bac 98)
Une boite contient 5 jetons: 2 jetons noirs et 3 jetons blancs
indiscernables au toucher.
1. On extrait simultanément au hasard 2 jetons de la boite :
a) Calculer la probabilité des événements suivants
E = «on extrait 2 jetons noirs »
F = «on extrait 2 jetons de méme couleur »
b) On designe par X la variable aléatoire égale au nombre de jetons
noirs obtenus.
Définir la loi de probabilté de X et calculer son espérance
mathématique.
2. On effectue un tirage successif de 2 jetons de la boite de la
maniere suivante :
On tire un jeton de la boite ; on note sa couleur et on la remet dans
la boite en ajoutant en plus dans la boite un autre jeton de la méme
couleur que celui qu’on a tiré ; on tire ensuite un second jeton de la
boite.
Soit les événements suivants :
N1 = «on obtient un jeton noir au premier tirage ».
N2 = «on obtient un jeton noir au second tirage ».
B1 =« on obtient un jeton blanc au premier tirage ».

a) - Calculer la probabilitt de N2 sachant N1 : p( N2/N1)

- Puis la probabilité¢ de N2 sachant Bz : p( N2/B1)
b) En déduire p(N2)
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Exercice 16 (Bac 2010)

Un tiroir contient péle-méle, 5 paires de chaussures noires, 3 paires
de chaussures vertes et 2 paires de chaussures rouges. Toutes les
paires de chaussures sont de modeles différents, mais
indiscernables au toucher.

I. On tre simultanément 2 chaussures au hasard et I'on admet
I’équiprobabilité des tirages.

a) Calculer la probabilit¢ de I'événement

A : «tirer 2 chaussures de la méme couleur ».

b) Calculer la probabilit¢ de I’événement

B : « tirer un pied gauche et un pied droit »

c¢) Montrer que la probabilit¢ de I'événement

1 P A \ 1
C : « tirer les deux chaussures d’un méme modeéle » eStB

2. On ne conserve plus dans le tiroir quune paire de chaussures
noires et une paire de chaussures rouges. On tire successivement et
sans remise une chaussure du tiroir jusqu’a ce que le tiroir soit
vide.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la
deuxieme chaussure noire.
a) Justifier que X prend les valeurs 2, 3, 4.
b) Montrer que la loi de probabilité de X est :

1 1 1

pX=2)==; p(X=3)=2; p(X=4)=

6 3 2
c) Calculer son espérance mathématique et son écart-type.

Exercice 17

3 machines A, B, C produisent respectivement 60%, 30% et 10%
de la production des piéces fabriquées dans une usine. La machine
A produit 2% de pieces défectueuses, B en produit 3% et C 4%. On
choisit au hasard une piéce a la sortie de I'usine.

1. Quelle est la probabilité que la piece
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a) soit défectueuse sachant qu’elle est produite par A ?

b) soit défectueuse et produite par A ?

C) soit défectueuse ?

2. Une piece prise au hasard est défectueuse. Quelle est la
probabilit¢ qu’elle provienne de B ?

Exercice 18  (Bac 2000)

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. Lorsqu’on tire au
hasard un jeton de I'urne, on note pi, i€ {1, 2, 3, 4, 5, 6} la
probabilit¢ de tirer le jeton numéroté i. On suppose que les
probabilités p1, pz2, ps, ps, ps et ps sont dans cet ordre en
progression arithmétique de raison %

1. a) Montrer que p1= %
b) En déduire pz, ps, ps, ps et ps.

2. On tire 3 fois de suite et avec remise un jeton de cette urne et on
désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jetons
portant un numéro pair.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Déterminer I'espérance mathématique de X puis son

écart-type.

3. Un joueur tire simultanément 2 jetons et note S la valeur absolue
de la différence des numéros que portent les deux jetons tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de S.

b) On gagne a ce jeu lorsque S > 4. Déterminer la probabilité de

gagner.

Exercice 19  (Bac 2006)

1. a) Résoudre dans C I'équation (E) : z2-2z+ 2 =0.

On désigne par z1 la solution de (E) dont la partie imaginaire est
positive et par z2 'autre solution de (E).
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b) Dans le plan muni d’un repére orthonormal (0, i, ¥) d’unité
graphique 2 cm, on considére les points A, B et C d’affixes
respectives z1, z> et /3 + 1. Placer ces points dans le repére et
démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

2. Résoudre I'équation diférentielle :y’’- 2y’ + 2y =0.

3. On considere I’équation différentielle (1) : ay’’- by’+ cy = 0 ou
a, b et c désignent 3 paramétres, éléments de I'ensemble

{1, 2,3, 4,5, 6}.

Pour déterminer a, b et ¢, on lance trois fois de suite un dé cubique
parfaitement équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on
note a chaque fois le chiffre marqué sur la face supérieure du dé.

Le premier numéro sorti donne la valeur de a, le deuxiéme donne la
valeur de b et le troisieme celle de c.

a) Justifier que I’équation différenticlle (1) a pour solution les
fonctions de la forme x — (Acosx + Bsinx) e*, ou A et B sont des
réels si et seulement si 1 + i est solution dans C de I'équation du
second degré en z, az%- bz + ¢ = 0.

b) Calculer la probabilit¢ de I'événement : les solutions de (1) sont
les fonctions de la forme x — (Acosx + Bsinx) e*, ou A et B sont
des constantes réelles.

Exercice 20 (Bac 2011)

I. On considére Q T'univers associ¢ a une expérience aléatoire, A et
B deux événements. Dans le cas d’équiprobabilit¢ rappeler les
probabilités des événements suivants :

A, Asachant B, An B et (An B)U(ANB).

Il. Une société de distribution d’€lectricité¢ ayant une production
insuffisante en électricité pour assurer une alimentation continue
dans tout le pays, procéde a des délestages. Ainsi a partir d’un
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certain jour les délestages ont débuté dans une ville a un rythme
décrit comme suit :

- Le premier jour la ville est délestée.

- Si la ville est délestée un jour, la probabilit¢ qu’elle soit délestée

. . 2
le jour suivant est 5"
- Si elle n’est pas délestée un jour, la probabilit¢ qu’elle soit
, , . . 5
délestée le jour suivant est .

On désigne par Dn TI'événement «La ville est délestee le n-ieme
jour » et pn la probabilité de I'événement Dn ; pn = p(Dn).
1. Montrer les egalités suivantes :

5

pPO)=1; pOma/Dr)=5: pOr/D,) =2

=
2. Exprimer pn+1 enfonction de p(Dn+1NDn) et p(Dn+1N D,,).
3. En deduire que vn € N*,onap,,, = _1—181pn +§ .

4.0n pose U, = 6p, —=, pour n € N*.

a) Montrer que la suite (U,) est géometrique. Préciser sa raison et
son premier terme.

b) Exprimer U,, puis p,, en fonction de n.

¢) Un match de football doit se jouer le 20%™¢ jour. Quelle est la
probabilité pour que les habitants de la ville le suivent sans
délestage.

Exercice 21  (Bac 2007)

1. On considere un dé cubique trugué dont les faces sont
numérotées de 1 a 6. On note pi la probabilit¢ d’apparition de la
face numérotée i. Les pi Vérifient : p1=p2 ; ps= ps= 2p1 ;

Ps= ps= 3p1 ;

a) Montrer que p1= %
b) Montrer que la probabilit¢ de I'événement
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. , . 5
A : «obtenir 3 0u 6 » est égale a o

2. Un jeu d’adresse consiste a lancer le dé décrit ci-dessus puis a
lancer une fiéchette sur une cible fixe.

-Si le joueur obtient 3 ou 6, il se place a 5m de la cible et lance la
fléchette sur la cible; a 5m la probabilit¢ d’atteindre la cible est
alors % :

-Si I'événement A n’est pas réalisé, il se place a 7m de la cible et
lance la flechette ; @ 7m, la cible est atteinte avec une probabilité
égale a%.

On note C I'événement « la cible est atteinte ».

a) Déterminer p(C/A) et p(C/A). En déduire que p(C) = 2

b) Déterminer p(A/C).

3. Le joueur dispose de 10 fléchettes qu’il doit lancer une a une, de
facon indépendante, dans les mémes conditions que précedemment
définies. Calculer la probabilit¢ pour qu’il atteigne la cible
exactement 4 fois.
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Chapitre 8 1|SERIE STATISTIQUE DOUBLE

8.1. RESUME DU COURS

Definition
L’étude simultanée de deux caracteres X et y d’une population
donne une série statistique double.

8.1.1. SERIE STATISTIQUE DOUBLE
Définition
Soit x ety deux caracteres observés sur une population,
X1, X2, ..., Xp les valeurs prises par x et y1,V2, ..., yq les valeurs
prises par y ; soit n;; le nombre de fois qu’on observe le couple
(X1, ¥j) 1<i<p et 1<j<q 92NS la population.

> ny; est appele effectif du couple (x;, y)).

> {(x0 ¥, cizp et 1524 €5t apPelée série statistique
double.
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Exemple
L’¢tude simultanée des notes de sciences physiques(x) et de

mathématiques (y) de 11 éleves d’une classe de Terminale Sl
donne les resultats suivants, présentés dans le tableau a double
entrée ci-dessous appelé tableau de contingence ou de

corrélation:

\ 10 12 15 18 Totaux
X

11 1 1 0 n
3
0

15 2 1 0 n, =..
19 0 O 1 n3. =..
Totaux [n 4=.. |n,=.|n3=.[n,,=. [N=11

» Le nombre 2 se trouvant dans la case grisée signifie que 2
éleves ont obtenu 11 en Sciences physiques et 12 en Maths.

» Effectifs partiels
Ny =Nyt Ny +Ny3+Ngy

= 1+ 2+ 1+ 0 = 4 ; c’est le nombre d’¢leves ayant obtenu 11 en
Sciences Physiques.
Ny =MNyq v Ny, +Ny3 1Ny,

=2+ 3+ 1+ 0 =6; c’est le nombre d’éléves ayant obtenu 12 en
Sciences Physiques.

Ny =Ny +Ny +ngy

1+ 2+ 0 =3; c’est le nombre d’¢éleves ayant obtenu 10 en
Mathématiques.

My =Nyt Nyt Nz TNy,
=0+ 0+1=1;c’est le nombre d’éleves ayant obtenu 18 en
Mathématiq ues.
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Effectifs partiels — Effectif total
> n = Z?=1 N, N ;= Z?=1 n;
> Leffectif total N=Y"_ n, =X n;

=XI_in;
— P q
== =1 T
Fréquences
— Nij . N, . _nj
> fyE 0 = =Y
A it . :ﬁ.’j_ . :EJ_
» Fréquences conditionnelles .fxi/yj n fy]./xl. e

Série statistigue_marginale

> La série statistique simple{(x; ,n; )},;<,, appelée
premigre  série statistique marginale est présentée a Il'aide du
tableau ci-dessous :

X [X1 [ X2 | -mmmmeemeemem | Xp

N, M, [Ny, | mmmmmememe [ 1y,

Los - _1op :
Cette série a pour moyenne x =— 3", n; x; , pour variance

V() = =3 n xZ — 22 et pour écart-type o(x) = \/V(x) .
> La série statistique simple{(y; ,n;)}1<;<,. appeke

deuxieme  série statistique marginale est présentée a I'aide du
tableau ci-dessous :

y y1 y2 el I £

N, [Ny | Ny | e n

-J -9

Cette série a pour moyenne y = %Z?ﬂ". ;j¥; » pour variance V(y)

=139 n;y? - 72 et pour écart-type o(y) = V(7).




Covariance de x ety

La covariance de x ety est

1 _
cov(X, ) :;Z?ﬂ ?=1nij X yj—x.y

Représentation graphigque
> Pour représenter la série double
{(x,¥j 1) 1sisp et 1<j<q » ON Place dans un repére orthogonal les

x; en abscisse et les y; en ordonnée. Le tripket (x;,y;,n;;) est
représenté dans le repere par le point pondéré M;;(n;;) de
coordonnées (x;, y;). L’ensemble des points M;;(n;;) constitue la
représentation graphiqgue de la série; cette représentation est
appelée nuage de points.

» On appelle point-moyen du nuage de points, le
barycentre G des points pondérés M;;(n;;).

8.1.2. CAS PARTICULIER : SERIE DOUBLE
INJECTIVE

Definition
Si les caractéres x ety prennent le méme nombre de valeurs

o _ 1sii=j . :
P=9g=netsi n;= {O Sii% ] alors la série double est dite
injective ; elle est notée {{(x; ¥;)}i<i<n €t ces résultats sont
présentés dans un tableau de cette forme :

X |X1 [ X2 |---m-mmmmmmee- | Xn

y yi | Y2 | --m-mmmmemmee—- | Y
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Effectif total
Deffectif total N de la série est égal au nombre de colonnes du
tableau ou bien au nombre de valeurs du caractére x ou du caractére

y.

Série marginale
> La premiére série marginale {(x;,n;)};<;<, @pour

— 1 - 1 —
moyenne x = —3L,x; , pour variance V(x) = XL, x?; - x* et

pour écart-type  o(X) =/ V(x) .

> La deuxiéeme série marginale {(y;,n;)},<;<, @ pOUr
moyenne y = ~3, y; , pour variance V(y) = 3 y2, - 32 et

pour écart-type  o(y) =/ V() .

Covariance
La covariance de x ety est cov(x, y) =

% =1 XY - XY
Représentation graphigue

> Le couple (x;,y;) est représenté dans un repere
orthogonal par le point M;(x; y;). L’ensemble des points M;
constitue le nuage de points de la série double.

» Le point G de coordonnées (x,y) est le point-moyen du
nuage.

Ajustement linéaire
Si les points du nuage ont I'allure d’une droite, on peut trouver une
droite « trés proche » de ces points.
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Par la méthode des moindres carrés on trouve deux droites, 'une
appelée droite de régression de y en x, notée d,, ,,. et 'autre appelée

droite de régression de x eny, notée d

Vv /x

x/y"

Equations des droites de régression

. _ N N _cov(x, y)

> dy/x.y-y—a(x-x)oua—W
. _ _ N _cov(x, y)

> dx/y.x-x—a(y-y)oua—Ty)

Remargue :
Les droites de régression passent par le point-moyen G(x, ¥).

Coefficient de corrélation linéaire
Le coefficient de corrélation linéaire des caracteres x ety est
— cov(x, y)
C o@e(y)
Remarqgues :
> r’=aa; -1<r<1.
» Si|r| tres proche de 1, on a une bonne ou forte corrélation
entre les caracteres x ety.

Estimation

Pour estimer la valeur de y (respectivement x) connaissant celle de
X (respectivement y) on remplace x (respectivement y) par sa valeur
dans I'une des équations des droites de régression.
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8.2. EXERCICES D’APPLICATION

Exercice 1

Dans cet exercice, on donnera les formules utilisées pour répondre
aux questions. Les résultats seront donnés a 102 prés.

Le tableau ci-dessous donne y le taux de réussite au Bac en
pourcentage de 2006 a 2010 d’un lycée du Sénégal.

Annee 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Rang de I’année X 1 2 3 4 5
y 27,6 34,8 37,2 35,6 43

1. Représenter le nuage de points de cette série statistique.

2. Déterminer le coefficient de corrélation r et interpréter le
résultat.

3. Donner une équation de la droite de régression de y en x et la
tracer.

4. Estimer le taux de réussite au Bac de ce lycée en 2014.

Exercice 2 : (Bac 2008)

123




Dans une maternité, on a relevé, pour chacune des 20 naissances
d’une journée, I’age X de la mére (en années) et le poids y du
nouveau-né (en kilogrammes). Les résultats sont regroupés dans le
tableau ci-dessous :

X | 16 18 20 22 26 Totaux

y

2,6 0 0 0 0 1 1

2.8 1 1 0 3 0 5

3 0 2 0 2 2 6

3.2 0 0 3 1 0 4

34 0 2 0 0 0 2

3.6 0 0 1 0 1 2
Totaux |1 5 4 6 4 20

Donner les formules avant d’effectuer les calculs puis les réponses
a 1072 prés par défaut.

1. Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et'y.
2. Déterminer les moyennes et écart-types respectifs de ces séries
marginales.

3. Déterminer le coefficient de corrélation de x et'y. La corrélation
est-elle bonne ?

Exercice 3 (Bac 2006)

Les parties A et B sont indépendantes.

A. Une étude du service des transports donne la distance de
freinage (Y en métre) d’une voiture sur une route en bon état en
fonction de sa vitesse (X en knvh).

X 40 50 60 70 80 90 100 | 110 | 120

Y 8 12 18 24 32 40 48 58 72

1. Représenter le nuage de points (on commencera en abscisse les
graduations a partir de 40kmv/h et en ordonnée les graduations a
partir de 8m).

2. Déterminer I'équation de la droite de régression de Y en X.
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3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous
une bonne corrélation ?

4. a) On suppose que cette évolution se poursuit. Un automobiliste
roulant a 150 kmh entame un freinage a 85 m d’un obstacle
immobile. Percutera —t-il 'obstacle ?

b) Quelle devrait étre sa vitesse maximale au moment du freinage
pour ne pas heurter I'obstacle ?

B. Une autre étude sur les causes des accidents donne les résultats

ci-contre.
Type de transport Y Particuliers Transporteurs
Vi en commun Y,
Cause des accidents :X
Accidents liés a 'excés de vitesse :x1 | 440 360
Accidents a cause mécanique : x, | 110 90

1. Déterminer Ieffectif total des accidents enregistrés lors de cette
étude.
2. Déterminer les fréquences conditionnelles Fyy e, € fyry, -

3. Déterminer les fréquences marginales f, et f,
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8.3. EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 4  (Bac 1999)
L’¢tude du poids P de la larve d’un mnsecte mesuré en fonction de
I'age X a conduit au tableau suivant :

X (mois) |1 2 3 4 5

P (mg) 7 13 25 a7 88

1. On pose Y = InP ou In désigne le logarithme népérien.

a) Calculer les différentes valeurs prises par Y a 1072 prés.

b) Tracer le nuage de points représentant les couples (X, Y) dans
un systétme d’axes orthonormés (unité 2cm); y placer le barycentre
G du nuage.

2. Déterminer une equation de la droite de régression de Y en X.

3. Si I’évolution se poursuit dans les mémes conditions, quel sera le
poids de la larve au bout de six mois.

Exercice 5

Soit la série statistique double suivante :
x; |0 i 2 3 Z 5 6
y;, | 10 25 a1 K 69 80 86

1. Calculer x puis y en fonction de k .
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2. Déterminer la valeur de k sachant que la droite de régression de x
enyestd,,, :x=0,075y-0,9.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série.

Exercice 6 (Bac 2002)

63 candidats se sont présentés au Baccalauréat comportant une
épreuve de Maths et une épreuve de Sciences physiques : SP.

On appelle X = (xi) la série statistique des notes de Sciences
Physiques et'Y = (yi) la série des notes de Mathématiques.

Le tableau statistigue suivant donne le nombre de candidats ayant
obtenu un couple de notes donné :

ote en Math | 2 6 10 14 18 Totaux
Note en S
6 4 2 1 0 0 7
8 2 5 2 0 0 9
10 1 6 16 5 1 29
12 0 2 3 6 2 13
14 0 1 0 1 3 5
Totaux 7 16 22 12 6 63

1. Déterminer pour chaque xi la moyenne z de la série
conditionnelle y/xi.

2. On considere la série double (xi, z).

a) Dans le repére orthonormé, construire le nuage de points M(Xi,
z).

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre la série

X = (xi) et Z = (z).

c) Déterminer une équation de la droite d’ajustement linéaire de Z
en X par la méthode des moindres carrés.

d) Tracer cette droite.

Exercice 7 : (Bac 2005)
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Une entreprise a mis au point un nouveau produit et cherche a en
fixer le prix de vente. Une enquéte est réalisée aupres des clients
potentiels ; les résultats sont donnés dans le tableau suivant ou yi
représente le nombre d’exemplaires du produit que les clients sont
disposes a acheter si le prix de vente, exprimé en milliers de francs,
est Xi.

Xi 60 80 100 [120 [140 |[160 | 180 |200

Yi 952 | 805 (630 |522 |510 |324 |[205 |84

On appelle x la variable statistique dont les valeurs sont xi et y celle
dont les valeurs sont les vyi.

1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de y et x. La valeur
trouvée justifie t-elle la recherche d’un ajustement linéaire ?

2. Déterminer I’équation de la droite de régression dey en X.

3. Les frais de conception du produit se sont élevés a 28 millions de
francs. Le prix de fabrication de chaque produit est de 25000
francs.

a) Déduire de la précédente question que le bénéfice z en fonction
du prix de vente x est donné par I'égalité

z = -5,95x2+1426,25x-59937,5 oU x et z sont exprimés milliers de
francs.

b) Déterminer le prix de vente x permettant de réaliser un bénéfice
maximum et calculer ce bénéfice.

N.B : Prendre 2 chiffres aprés la virgule sans arrondir.

Rappel : Bénéfice = Prix de vente — prix de revient.
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PROBLEMES D’ENTRAINEMENT TYPE
DE BACCALAUREAT

Probleme 1  (Bac 2001)
On considére la fonction g définie par :
{g(x) =x(1—Inx)?six>0

g(0)=0
(ou Inx designe le logarithme népérien de x) et soit (C) sa courbe
dans un repére orthonormé (O, 7,7).
1. a) Etudier la continuité et la dérivabilitt de g sur son ensemble
de définition.
b) Etudier les variations de g.
c) Tracer (C).
2. a) Soit a un réel appartenant a I'intervalle ]0; e[. Calculer a
laide de deux intégrations par parties, I'aire A(a) du domaine plan
limit¢ par l'axe des abscisses, la courbe (C) et les droites
d’équation X= «a et x=e.
b) Calculer lim A(«).

a-0%
3. a) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la
courbe (C) et de la droite (A) : y =X.
b) Pour quelles valeurs de m la droite (A,,) : y = mx

recoupe —t-elle la courbe (C) en deux points M1 et M2 autres que
0?
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c) La droite (A,,)coupe la droite (D) d’équation x = e en P.
Montrer que OM1.OM = OP2.

4. a) Montrer que la restriction h de la fonction g a I'intervalle [e ;
+oo[ admet une réciproque h~' dont on précisera Iensemble de
définition.

b) Sur quel ensemble h~? estelle dérivable ?

Calculer h(e?) ; en déduire (h™1)'(e?).

c) Construire la courbe de h~! dans le repére (O, 7,)).

Probleme 2 (Bac 2006)

1.On considére la fonction f définie sur R par: f(x) = x(1 + e%).
On note (C) sa courbe dans un repere orthonormé (O, 7, 7). (Unité :
2cm)

1. Soit h la fonction définie sur R par: h(x) =1+ (1-x)e?*.

a) Etudier les variations de h (on ne déterminera pas de limites aux
bornes de Dn).

b) En deduire le signe de h(x) sur R.

2. a) Etudier les limites de f en + oo et en — oo.

b) Préciser la nature de la branche infinie de fen- oo,

c) Calculer xl—l>r-|l:loo [f(x) — x], puis interpréter le résultat obtenu.

d) Préciser la position de (C) par rapport a la droite Ay = x.

3. a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que fadmet une bijection réciproque f~* définie sur R.
c) f 1 estelle dérivable en4?

d) Etudier la position de (C) par rapport a sa tangente au point
d’abscisse 2.

e) Construire (C) (on tracera la tangente a (C) au point d’abscisse
2).

f) Construire (C’) la courbe de £~ dans le repere précédent.
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Il. Soit A un réel strictement positif. R, est la région du plan
délimitée par les droites d’équations respectives X = 0 et x = A et
les courbes d’équations respectives y = f(x) et y = x. Soit a(1) l'aire
de R, en cm?®.

1. Calculer a(4) en fonction de A.

2. Déterminer a = llirfw a(A). Interpréter géométriquement le

résultat obtenu.

Probleme 3 (Bac 2000)
Soit f la fonction de R dans R définie par :

1
{ f(x) =xex six <0 . Le plan est muni d’un repére
f(x)=xn(1+x)six=0

orthonormé (O, 7,7) (unité graphique 2 cm). On désigne par (C) la
courbe représentative de f et (A) la droite d’équation y = X.

Partie A

1.a) Montrer que f est continue en xo = 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

2. a) Montrer que pour x < 0,onaf ’(x)> 0.

b) Etudier les variations de f "sur [0 ; +oo].

En déduire que pour x > 0, f ’'(x) > 0.

c) Donner le tableau de variation de f.

3. a) Déterminer xli@m x(ei - 1) (on pourra poser u = i ).

b) Montrer que (D) : y = x + 1 est asymptote a (C) au voisinage de
- o0, Onadmettra que (C) est en dessous de (D).

4. a) Construire (C). On précisera les coordonnées de I, point
d’intersection de (C) et (A) pour x > 0.

b) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe (C)

en + oo,

Partie B
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1. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x de R,

x2

“—=ax+b+—.
x+1 x+1

2. En dédure au moyen d’une mtégration par parties que la
fonction F telle que F(x) = — In(x+1) - - (x — 2x) est une

primitive de f sur R

3. Calculer l'aire A en cm? de la partie du plan limité par (A), (C)
et les droites d’équation X =0etx =e—1.

Partie C

1. a) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f 2.

b) 1 est-elle dérivable en 0 ? Préciser la nature de la tangente en
0 ala courbe de 1.

2. Construire (C”) la courbe représentative de f~! dans le repére
©.%7).

3. Déduire du B.3) l'aire du domaine (D) ensemble des points

M(x ;) tels que {f( )<<xy<<ef_11(x)

Probléme 4 (Bac 2005)
Partie A
Soit f la fonction de la variable x définie par

f(x) = :7 - In(1+e™).

1. a) Etudier les variations de f.

b) Montrer que xlirfw[f(x) —1 + x] = 0. Que peut-on déduire pour
la courbe représentative de f ? Tracer cette courbe.

(unité : 2cm)

c) Montrer que f réalise une bijection de ] -co,+oo[ sur ] -0, 0].

2. Soit g la fonction de la variable réelle x définie par :

g(x) = e *In(1+e*)

a) Démontrer que g est dérivable sur R.
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b) Montrer que quel que soit le réel x, g’(x) = e *.f(x).
c) Montrer que lirf gx)=0et lim g(x)=1.
X—+ oo X——00

d) Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative dans
le repére précédent

e—x

ex 1+e‘x )

3. a) Montrer que -

b) A tout réel A, on associe le réel I(1) = fo’lg(x)dx. Justifier
I'existence de I(A). Calculer 1(1) a Taide d’une intégration par
parties.

c) Calculer Al_l)rpool(l).

Partie B

1. Montrer que g est une bijection de R sur un intervalle J a
préciser.

2. a) Calculer g(0).

b) Montrer que g~ est dérivable au point In2.

c¢) Déterminer I'équation de la tangente a Cy -1 au point d’abscisse
In2.

Probleme 5  (Bac 2003)
A. On considére la fonction u: [0; +o[—- R

X - ln|i1| -
1. Déterminer I'ensemble de définition de u Calculer u(0) et
lim u(x).
X—+ 0o

2. Etudier les variations de u.

Dresser son tableau de variation (il n’est pas nécessaire de calculer
la limite de uen1).

3. Déduire des résultats précedents que

a) Vx € [0; 1], u(x) = 0.

b) Vx € [1; 4oo[, u(x) < 0.
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B. Soit g la fonction définie parg:[0; +oo[— R

X —>xln|%|-l :

1. Déterminer Dg (le domaine de définition de g), puis étudier la

limite de g en 1.
2
x-1"

2. a) Vérifier que E =1+

Montrer que lim =2 1n (1 + L) =1.
2 x—1

X—+00
b) En déduire que xl_i)erg(x) = 1. Interpréter graphiquement ce
résultat.
c) Dresser le tableau de variation de g.
d) Montrer qu’il existe un réel a unique appartenant a ]0; 1[ tel
que g(a) = 0. Donner un encadrement d’ordre 1 de a.
3. Tracer la courbe Cg de g dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (unité = 2cm).
C. Soitf:[0 ;1] » RIa fonction définie par

x+1

f(x) = (x* — DIn( )
1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; 1] et que /’(x) = g(x)
Vx € [0;1].
2. Déterminer I'aire du domaine plan limité par la courbe Cg, 'axe

des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite d’équation
X=a.
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SUJETS TYPE
DE BACCALAUREAT

1. EPREUVES DU PREMIER GROUPE
1.1. BAC 1999

Exercice | (05 points)

On considére le plan (P) muni d’un repére orthonormal direct

(O, 4,v).

1. Résoudre dans C, I'équation (E): - z3 + 6z — 20i = 0 sachant
qu'elle admet une solution imaginaire pure a.

2. Notons b et ¢ les autres solutions de (E), b ayant la partie réelle
positive et soient A, B, C les points d’affixes respectives a, b, C.

7 - b— S
Déterminer le module et un argument de =—= . En déduire la nature

c—a
du triangle ABC.
3. Soit r la rotation de centre O et d’angle de mesure g rad ; et f
Papplication qui a tout point M de (P) d’affixe z # i — /3 associe
z—2i
z+3-i "
a) Donner I'écriture complexe de r puis I'affixe du point
A’ =1(A).
b) Determiner (E), 'ensemble des points M de (P) dont les images
par f ont pour affixe un réel négatif.
c) Détermmer (F), I'ensemble des points M de (P) dont les images
par r appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1.

le point M’ d’affixe z’ définie parz’ =
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Exercice Il (04 points)

Afin de mieux gérer ses stocks, une entreprise décide d’estimer son
beson en maticres premires par I'intermédiaire d’une grandeur
dont la valeur peut étre connue rapidement (chiffre d’affaires ou
total des salaires). On note X la quantité, en tonnes, de matiéres
premieres ; Y le chiffie d’affaires en milliers de francs; Z le total
des salaires en milliers de francs. Le relevé des 6 mois précedents
est le suivant :

Numéro du mois 1 2 3 4 5 6
X 09 12 0,6 05 14 1
Y 37 40 33 33 41 35
Z 39 37 3,2 33 3,6 37

1.a) Calculer les coefficients de corrélation lineaire r; entre X et Y
et r, entre X et Z

b) Est-ce un ajustement entre Y et X ou entre Z et X qui permettra
la meilleure estimation de X ?

2. Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X et
en déduire une estimation du besoin en matieres premieres pour Y
=39.

Probleme (11 points)
Partie A
Soit la fonction numérique f définie sur R par :
fx) = e;_zl six €] —o0; 0[
f(x) =In |§| si x € [0;1[U]1; +oof .
Soit (C) la courbe de f dans le plan rapporté a un repére
orthonormal (unité graphique 2cm).




1. Etudier la continuité de fenO.

2. a) Montrer que pour tout x €]0; 1],

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

c) En dédure que (C) admet au point d’abscisse 0 deux
demi-tangentes dont on donnera les équations.

3. Etudier les variations de f.

4. Tracer la courbe (C).

Partie B

Soit g la restriction def a]l; + oof.

1. Montrer que g est une bijection de ]1; + oo[ sur un intervalle J a
préciser. Onnotera g~ la bijection réciproque de g.

f(x) _In(1-x) In(1+x)
x  x x )

2. Montrer que I’équation g(X) = - e admet une solution a sur
I'intervalle |1 ; + oo[ (on ne demande pas de calculer «).
2e*

3. Montrer que pour tout x € J, g 1(x)=1- -
4. Tracer dans le repére précédent la courbe de g~1.
5. Calculer en ¢m? Tlaire A de l'ensemble des points M(X ; V)

défini par —-In7< x<-1et0<y<g '(x).

1.2. BAC 2008

Exercice 1 (05 points)

1. Soit I'équation

(E) : z3+ (-6 —4i) z% + (12 + 21i)z + 9 - 45i = 0.

a) Déterminer la solution imaginaire pure zo de

I'équation (E). (01pt)

b) Achever la résolution de (E). (01pt)
(on appellera z1 la solution dont la partie imaginaire est positive et
22 la troisiéme solution).

2. Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé




(O, u,v). On considére les points A, B et C d’affixes respectives
3i, 3+3i et 3-2i.
a) Placer les points A, B et C dans le repere.
(0,5pt)
b) Calculer ZA~2E  En déduire la nature de ABC. (01,5pt)

Zc—Zp
3. Soit f la similitude directe qui laisse invariant le point B et qui

transforme A en C.

a) Donner une écriture complexe de f. (0,5pt)
b) Donner les éléments géométriques caractéristiques de f.

(0,5pt)
Exercice 2 (05 points)

1. Soient les équations différentielles (Eo) : y’+ y =0,
(E) : y'+ y=e*cosx et la fonction h,
h(x) = (acosx + bsinx) e~*.
a) Trouver les réels a et b pour que h soit solution de (E).
(0,5pt)
b) Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f — h est
solution de (Eo). (0,5pt)
c) Résoudre (Eo). (0,5pt)
d) Déduire des questions précedentes les solutions de (E).
(0,5pt)
e) Déterminer la solution g de (E) telle que g(0) = 0. (0,5pt)
2. Soit L la fonction définie par L(x) = e *sinx.

a) Exprimer cos(x + f) en fonction de cosx et sinx. (0,5pt)
b) Etudier les variations de L sur [0 ; 2m]. (01,5pt)
c) Calculer 1= fOZ” L(x)dx . (0,5pt)

Exercice 3 (05,5 points)
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On dispose de 3 urnes Uz, Uz et Us. U1 contient 3 boules vertes et 2
boules rouges. Uz contient 4 boules vertes et 5 boules jaunes. Us
contient 5 boules jaunes, 4 boules rouges et 1 boule verte.
L’¢épreuve consiste a tirer une boule dans Us.

- Sielle est verte on la met dans Uz, puis on tire une boule dans Us.
- Si elle est rouge, on la met dans Us, puis on tire une boule dans
Us.

A)

1. Calculer la probabilt¢ d’avor une boule verte au deuxieme
tirage sachant que la premiére tirée est verte. (0,5pt)

2. Calculer la probabilit¢ d’avorr une boule verte au deuxieme
tirage sachant que la premiere est rouge. (0,5pt)

3. En déduire la probabilit¢ d’avoir une boule verte au deuxieme
tirage. (01pt)

4. Calculer la probabilit¢ d’avoir une boule jaune au deuxieme
tirage. (0,5pt)

5. Calculer la probabilit¢ d’avoir une boule rouge au deuxieme
tirage. (0,5pt)

B) Au cours de cette épreuve si on obtient au deuxieme tirage :

- une boule verte, on gagne 1000 F.

- une boule jaune, on gagne 500 F.

- une boule rouge, on perd 500 F.

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque boule obtenue au second
tirage, associe un gain défini ci-dessus.

1. Déterminer la loi de probabilité de X. (0,5pt)

2. Calculer I'espérance mathématique de X. (0,5pt)

C) Cette épreuve est faite par chacun des 15 éleves d’une classe
dans les mémes conditions et d’une maniére indépendante. Les
résultats seront donnés au centieme preés par défaut.
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1. Calculer la probabilitt pour que 8 éleves obtiennent une boule
verte au deuxieme tirage. (0,5pt)

2. Calculer la probabilit¢ pour que seulement les 8 premiers
obtiennent une boule verte au deuxieme tirage. (0,5pt)

3. Calculer la probabilit¢ pour qu’au moins un éléve ait une boule
verte au second tirage. (0,5pt)

Exercice 4 (04,5 points)

Dans cet exercice, le détail des calculs n’est pas exigé. On donnera
les formules utilisées pour répondre aux questions. Les résultats
seront donnés & 10~! prés. Le tableau ci-dessus donne le poids
moyen (y) d’un enfant en fonction de son age (X).

x(années) | 0 1 2 4 7 11 12

y(kg) 35 |65 |95 |14 21 325 | 34

1. Représenter le nuage de points de cette série dans un repeére
orthogonal. (unité graphique : en abscisse 1cm pour lannée et en

ordonnée 1 cm pour 2 kg) (01pt)

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G et placer

G. (0,5pt)

3. a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r.  (0,5pt)
b) Interpréter votre résultat. (0,5pt)

4. Donner une équation de la droite de régression (D) dey en Xx.
Tracer (D). (0,5+0,5pt)

5. a) Déterminer graphiquement, a partir de quel age le poids sera
supérieur a 15 kg. Expliciter votre raisonnement. (0,5pt)

b) Retrouver ce résultat par le calcul. (0,5pt)
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1.3. BAC 2009

Exercice | (03 Points)

1. (X, Y) est une série statistique double. Soit (D1) la droite de

régression et (D2) la droite de régression de X enY. On suppose que

(D1):y=ax +b, (D2):x =a’y + b’ et que r est le coefficient de

corrélation linéaire entre X etY.

Etablir que 7% =aa’. (01 point)

2. Dans une entreprise une étude simultanée portant sur deux

caracteres X et 'Y donnent les résultats suivants :

- la droite de régression de Y en X a pour équation : 2,4x -y =0

- la droite de régression de X en Y a pour équation :

35y-9x+24=0

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y,

sachant que leur covariance est positive. (0,5 point)

b) Calculer la moyenne de chacun des caractéres X et Y.
(0,75+0,75 points)

Exercice 1l (05 Points)
Une urne contient quatre jetons qui portent le nombre 1, deux qui

portent le nombre e et six qui portent le nombre 3 . On tire

successivement avec remise deux jetons de I'urne et on note par X
et y les nombres lus, respectivement sur le premier et le deuxieme
jeton tirés. A cette expérience, on associe le point M d’affixe z =
Inx + ilny.

1. Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O, T, J), déterminer
la probabilit¢ de chacun des événements suivants :

A : « M appartient a I'axe des abscisses ». (0,5point)
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B : « M appartient a I'axe des ordonnées ». (0,5point)
C : « M appartient aux deux axes ». (0,5point)
D : « M n’appartient a aucun des axes ». (0,5point)
E : «langle (OM,7) est égal & _4—” » (0,5point)
F : «le point M appartient au cercle trigpnométrique ».

(0,5point)
2. Soit X la variable aléatoire réelle qui a chaque tirage associe la
distance OM.

a) Déterminer la loi de probabilit¢ de X. (1 point)
b) Déterminer la fonction de répartition de X. (1 point)
Exercice 111 (05 Points)

1. Résoudre I'équation différentielle (E) : y’+ 2y’+ y =0 (0,5pt)
2. Soit (E’) I’équation diferentielle y’+ 2y’+ y =X+ 3.
Déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie par

h(x) = ax+ b, soit solution de (E”). (0,25)
3. a) Démontrer que g est solution de (E”) si et seulement si g-h est
solution de (E). (0,5pt)
b) Résoudre alors (E). (0,25pt)
c) Déterminer la solution f de (E’) telle que
f(0)=2etf’©0)=-1. (0,5pt)
4. Sotit la fonction k définie par k(x) = (x+2)e™™
a) Etudier les variations de k. (01,5pt)
b) Déterminer I’équation de la tangente (T) a la courbe (C) de k au
point d’abscisse 0. (0,25pt)
c) Démontrer que le point 1(0 ; 2) est un point d’inflexion
de (C). (0,5pt)

d) Tracer (C) et (T) dans le repere orthonormé (O, 7, 7). (0,75pt)
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Exercice 1V (07 Points)
1.a) Etudier les variations de la fonction f définie sur]-1; + oo[ par :

f(x) = 2In(x+1). (01,5pt)

Tracer sa courbe (C) dans un repére orthonormal. (01pt)
1.b) Démontrer que sur [2; + oo I'équation f(x) = x admet une
solution unique A. (01pt)

2. On considere la suite (Un), n € N telle que

{ Uy=5

U,;1 =2In(1+U,)°

2.a) Sans faire de calcul, représenter les quatre premiers termes

de la suite sur le repere. (0,5pt)

b) Démontrer par récurrence que pour tout n, U, = 2. (0,5pt)

c) Montrer que pour tout x de I'intervalle [2 ;+ oo,

fl<=. (0,5pt)

d) En déduire que pour toutn,ona:| U, ;- 4| < §| U, — 4, que |

Upsz- A1 2(5 )" etque la suite (Un) converge vers 2.
(0,5+0,25pt)

e) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que

| U, — 2] < 1072. Que représente U, pour 1?  (0,5+0,25pt)
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14. BAC 2012
Exercice 1 (5x 0,25 = 02,5 points)
1. Comparer les nombres complexes — i et (%)3.

2. Résoudre dans C, chacune des équations suivantes.
a)z3-1=0;b)z3=-i;0)u?-{1-dJu—-i=0;
dyzé-@1-iz3-i=0.

Exercice 2 (0,75 x 4 = 03 points)
Dans chacun des cas suivants, 'une des propositions a), b), ¢) ou d)
est vraie. Recopie le tableau

ci-contre et indique dedans Cas Proposition vraie
la proposition vraie. cas N°1

cas N°2

cas N°3

cas N°4

Cas N° 1. Soit A et B les pomts d’affixes respectives z,= 1 et zg=
i L’ensemble des points M(2) tels que g soit un imaginaire pur,

est:

a) le cercle de diametre [AB].

b) le cercle de diametre [AB] privé de A.
c) la droite (AB) privé de A.

d) le cercle de diamétre [AB] privé de B.

Cas N° 2. Soit (U,)),,ey la suite définie pour tout n, par

Upio = %Unﬂ - % U, . La suite (V,),,cy définie par

V,=U,;, — U, est:
a) une suite constante.

b) une suite arithmétique.
C) une suite géométrique.
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d) une suite divergente.
Cas N° 3. Onpose | = fle xInx dx. On aalors :

_ e?41,
a)l = el
b)l=e;

_ée -1,
c)l= Yo
dl=e-1.

Cas N° 4. Dans une culture de microbes, le nombre de microbes en
un instant t exprimé en heures, peut étre considéré comme une
fonction numérique y a valeurs réelles de la variable t. La vitesse
de prolifération a I'instant t du nombre de microbes est la dérivée
y’ de cette fonction. On a constaté que y’(t) = (In2)y(t) et qua
I'instant t=0 la culture contient 200 microbes.

Alors le nombre de microbes dans la culture au bout de 5 heures
est :

a) 1000. b) 1200. c) 6000. d) 6400.

Exercice 3 (04,25 points)

Le gardien de but doit faire face, lors d’une séance d’entrainement,
a un certain nombre de tirs directs. Les expériences précedentes
révelent que :

- S’il a arrété le n®™e tir, la probabilit¢ qu’il arréte le suivant
(le (n+1)*m¢)est0,8.

- S’ a laissé passer le n®™ tir, la probabilit¢ qu’il arréte le
suivant  (le (n + 1)%™®) est 0,6.

- La probabilit¢ qu’il arréte le premier tir est 0,7.

On note A, 'événement « le gardien arréte le n'e™e tir ».

1. a) Donner pour n>1, les valeurs de p(4,), p(4,.,/4,) et
P(Ans1/Ay ). (0,75pt)
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b) Exprimer p(4,,., N 4,) en fonction de p(4,,) et p(4,,, N 4,) en

fonction de p(4,,). (0,5pt)
c) En déduire que pour tout entier n > 1 ona
P(An41) =0.2p(4,) +0,6.. (01pt)

2.0nposepourn=>1,p,=p(4,) etU, =p, - 0,75.
a) Démontrer que (U,,),,»; €St une suite géometrique de raison

q = 0,2 et de premier terme U,=- 0,05. (0,5pt)
b) En déduire une expression de U, en fonction de n, puis une
expression de p, en fonction de n. (01pt)
c) Montrer que (p,,),>; admet une limite que I'on calculera.
(0,5pt)
Probleme (10,25 points)
Partie A
On considére I'application g de [0 ; +oo[ dans R définie par :
_ 2t 2
9(x) = =7 - In(x* + 1).

1. a) Déterminer la limite de g(x) quand x tend vers + oo. (0,5pt)
b) Calculer la dérivée de g et donner son tableau de variations.
(0,5+0,5pt)

2. Montrer que sur I'intervalle [1, + oo I’équation g(x) = 0 admet
une solution unique aetque 1,9 <a < 2. (0,5+0,25pt)
3. Préciser le signe de g sur [0 ; +oof. (0,5pt)
Partie B

( f(x) =xe%six< 0
Soit la fonction f définie sur R par : f(0)=0

Lf () :m(xxﬂ six>0
et (C) sa courbe dans un repére orthonormé (O, 7,)), avec
E]]=2cm.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0. (01pt)
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2. Montrer que la droite d’équation y = X + 1 est asymptote a (C)

en - o, (0,5pt)
3. Calculer la limite de f(x) quand x tend vers + oo. Interpréter
graphiquement le résultat. (0,5+0,25pt)

4. Calculer f ’(x) dans chacun des intervalles ou f est dérivable et
donner une relation liant f ’(x) et g(x) pour x > 0. (01+0,5pt)

5. Etablir que f(a) = 2%_ et en déduire un encadrement de f(a).

a?+1
(0,5+0,25pt)
6. Donner le tableau de variation de f et tracer la courbe (C).
(On prendra a = 1,95 et f(a) = 0,85) (0,5+01,5pt)

Partie C
Soit h la restriction de f a I'intervalle ]- o0,0].
1. Montrer que h est une bijection de ]- oo, O[ sur un intervalle J a

préciser. (0,5pt)
2. Représenter (C,-1), la courbe de h™*, dans le repére
O, ). (0,5pt)
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2. EPREUVES DU DEUXIEME GROUPE

2.1. BAC 2005

Exercice 1 (03 points)
On considére I'intégrale I = fol e* cos(%x) dx. Calculer I a l'aide de

deux intégrations par parties successives.

Exercice 2 (06 points)

- . 7 . . ZO == i
Soit la suite (Z,,) définie par : {Zn+1 — (14027, +2i
1. Calculer Z, et Z,. (02pts)
2. On considere la suite (U,,) définie par U, = z,, + 2.
a) Montrer que : U, = 2+ (1 + i)™ (01pt)
b) Exprimer Z, en fonction de n. (01pt)
3. Soit M,,,,M,, A et B les points d’affixes respectives: Z, .,

- 1 1. ,

Z,, let-———i. Demontrer que :
A;Z“ =2 etque : (BM, AMn+1)- (02pts)
Exercice 3 (06 points)

Un arrondissement de m habitants compte 48% d’hommes. Des
études statistiques montrent que : 4% des hommes et 7% des
femmes sont atteints de paludisme. On choisit un individu au
hasard parmi ces habitants. Calculer la probabilité pour qu’il soit :

a) un homme atteint de paludisme. (01pt)
b) une femme atteinte de paludisme. (01pt)
C) une personne atteinte de paludisme. (01pt)
d) un homme non atteint de paludisme. (01pt)
e) un homme sachant qu’il est atteint de paludisme. (01pt)

148



f) une femme sachant que cet individu est atteint de paludisme.

(01pt)
Exercice 4 (05 points)
1. Trouver la fonction f solution de I’équation différentielle
y’+ 25y =0 vérifiant f(0) =1etf () = 5. (02,5pts)

2. Soit g la fonction numérique définie sur [0, 2] par

g(x) = cosdbx — sin5x et (C,) sa courbe. Déterminer les points

d’intersection de (C,;) avec I'axe des abscisses. (02,5pts)
22. BAC 2011

Exercice | (05 points)
On considére le nombre complexe z=1++/3+i(v/3 - 1).
1. Calculer z2. (01pt) .
2. a) Ecrire z? sous forme trigonométrique. (01pt)
b) En déduire le module et un argument de z. (01,5pt)
3. Calculer z°. (01,5pt)
Exercice 1l (04 points)
1. Déterminer les nombres réels a et b tels que pour x+ 0 et

1 _a b
x# —1ona D) = + 1 (Olpt)

_ 2 dx
2. Caleuler 1= [/ et (01,5pt)
3. En utilisant une intégration par parties calculer
_ r2In(x+1)

J= f1 = dx. (01,5pt)
Exercice 111 (06 points)
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U, =1

Soit la suite (Un)nzl définie par : {Un+1 = %Un + 1,n € N*-

1.0nposeV, =U, — % Montrer que (V,,),,»; €st une suite

géometrique dont on précisera la raison et le premier terme V.
(02pts)

2. Exprimer alors V,,, puis U, en fonction de n. (01+01pts)

3. Etudier la convergence de la suite (V,),., et en deduire celle de

la suite (U,,);,51- (01+01pts)

Exercice 1V (05 points)

Dans un jeu, on dispose d’une urne contenant 3 boules vertes et 2

boules blanches et d’un dé parfaitement équilibré dont les faces

sont numérotées de 1 a 6.

Une partie consiste pour un joueur a prélever au hasard une boule

de l'urne ;

- Si la boule tirée est blanche, il lance le dé et gagne la partie si le

numéro obtenu est inférieur ou égal a 4.

- Si la boule tirée est verte, il lance et gagne la partie si le numéro

obtenu est pair.

On considére les événements B: «le joueur tire une boule

blanche »

et G : « le joueur gagne la partie » .

1. Calculer la probabilité que le joueur tire une boule blanche.
(O1pt)

2. Montrer que la probabilité de gagner la partie est % (02pts)

3. Le joueur gagne la partie, quelle est la probabilit¢ qu’il ait tiré
une boule blanche ? (02pts)
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CORRIGE DES EXERCICES

.D’APPLICATION-

Chapitrel: LIMITE-CONTINUITE-DERIVATION
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Exercice 1 :
1. Ensemble de définition, limites aux bornes et asymptotes ?
> f(x) = -3x3+2x+1 ;
f étant un polyndme, Di=R =] - 0o ; + oof.
. xl_i)mwf(x) = xl_i}moo —3x3 =+ o,

e lim f(x)= lim —3x3=-o0,
X—+ 00 X—+0o

> g0 ==
g(x) existe ssi 2-x#0 ssi x#2 ; Dg = R-{2} =] - o0 ; 2[U]2 + oo].

e lim g(x)= lim ==-1.

X—>—00 X—>—00 —X

o hm g(x) = 11m ==-1,

oo —X

D’ou la dr01te d equatlon y = -1 est une asymptote parallele a I'axe
(xx).

o limg(x) =« % » ; on obtient une forme indéfinie :
x—

signe du dénominateur : X [-00 2 400
2-x| + 0 -

limx—1=1et hm(Z—x) 0+,

x—2

par quotient hm g(x) =+ oo,
lm%x— 1= 1et 11m L(2—x) =07,
x—

par quotient lim g(x) =- 00,
x—-2%

D’ou la droite d’équation X = 2 est une asymptote paralcle a I'axe
).
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2
> h(x) =222,

h(x) existe ssi x-1#0 ssix#1 ; Dh = R-{1} =] - oo ; 1[U]1 + oo.

2
o llm h(x)= lim 2 = lim 2x

x—>—o00 X X——00

= - 00,
Zx2 .
e [im h(x)= lim —= lim 2x
xX—+ x—+00 X xX—+o

=+ o0,

. llm h(x)=«=»;

X -0 1 +00
Signe du dénominateur : x-1[ - 0 +

lim 2x%-x-6=-5¢et lim x—1=0",

x—-1 x-1

par quotient lir?_ g(x) =+ oo,
X—

lim 2x%-x-6 =-5et lim x — 1= 0%
x—1F

x—-1

par quotient 111111_ g(x)=- oo,
X—

D’ou la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale.

> ix)=vat+1-2x;
i(x) existe ssi x2+1>0 toujours vrai, Di= R =1]- oo ; + oo[.
e lim vx?2+1=+o00 et lim —2x =+ oo,

X——00 X——00
par somme lim i(x) =+ oo.
xX——00
e Ilim Vx2+1=+o00 et lim —2x =- oo,
X—+ o0 X—+00

par somme lim i(x) estune forme indéterminee.
X——o00

Levons I'indétermination :
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’ 2 R
xl—1>r-Poo l(x)—thoo x (1+x2) 2X

. 1
= lim |x|( 1+x—2)-2x

xX—+00

. 1
= lim x( 1+;)-2x (carx— +oo, |x| =Xx)

X— 400

1
= lim x( 1 t= -2);

X—+00

or im x = +ooet lim 1+xiz -2=-1,

X— 4+ X—> 400

par produit lim i(x) = - co.

X—+0co

» JX)=x-2Vx ;

J(x) existe ssix —1 > OSSI Xx=>1;Dj=[1;+oo].

o lm}](x)—l-Z\/l— =1
X—

e Parsomme lim j(x) estune forme indéterminée.

xX—+00
I'indétermination :

lim j(x)= lim (vx)?—2yx [1—2

xX—+ o xX—+0co X
= lim Vx({/x-2 1—1);

X—+00 X

lim /x =+ooet lim \/)_6—2/1——)_+oo
X—+ 00 xX—+00

par produit hT j(x) =+ oo,
X—>+00

2. (d) :y=2x+1 asymptote oblique a Cy, »
> Montrons que lirf [A(x)— (2x+1)] =07?

Levons
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Jim [h() = @1)] = lim (227276 (oxa1)]

x—+o00 x—1

donc (d) : y = 2x+1 est une asymptote oblique a Ch.

3. Branches infinies ?
> Branches infinies deCia- o ?

e lim i(x)=+o00;
X——00
[ 1
-X 1+x—2—2x
x

1
-X ( 1+x—2+2 )

. i(x .
o lim ¥ = |im
xX——o X X——00

= lim

x——00

. 1
= lim —( 1+x—2+2):-3;

xX—>—00
e lim [i(x)—(—3x)]= lim Vx?2+1+4+x="?
X—>—o00 X——0
En factorisant pour lever I'indétermmation, on obtient une forme
indéterminée de la forme «0.c0 ». On doit donc utiliser une autre
transformation d’écriture, celle qui consiste a multiplier par
I'expression conjuguée ; ainsi on a
. . s (\/x2+1+x)(\/x2+1—x)
xll{l:l)o[l(X) ( SX)] B xl—l>m 1(m—x)

— 00

= lim
X——00 X“+1—x
=0;
donc la droite d’équation y = 3x est une asymptote oblique a Ci a
- .
» Branches infinies de Cja+ o ?

e lim j(x)=+o;

X—+ oo
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o lim ¥ = jjy =21
x—+oo X X—+o00 x
2Wx ([1-= )
= lim 1- 5
x— 00 Vx
2 [1-<
Jip -2
e lim [j(x)— 1(x)]= lim x — 2vx—1—x
x—+ 00 X—+00

= lim —2vx—1=-oc0;

X—+0o0

donc Cj admet une branche parabolique de direction asymptotique

la droite d’équation y = X.

Exercice 2 :

Pour les fonctions des questions 1 & 4, en remplagant x par a, on

H H A TAA 113 0 . H H
obtient la forme indéterminee 5 ce qui explique
transformation d’écriture pour lever I'indétermination

1. f(x) = 3i‘§ :

_ (x 2)(x+1)
hm f(x) x 22(x 2)(x+ )

= lim CAE
x—2 2x+3 7

(on a factorisé le numérateur par la méthode de Horner)

Vx+5-2
2. f(x) =222
- (VA¥5-2) (Va+5+2)
Jcll)mlf(x) x—>—1 (x+1)(Vx+5+2)

(x+1) _1

xll)rr_ll (x+1)(Vx¥5+2) 4

(on a multiplié par I'expression conjuguée)

la
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3 f(X) — sinx ;

x
lim sinx = lim sinx -0 = lim g(x)—g(0)
x-0 X x->0 x-0 x-0 x—0
Or g étant dérivable en 0 et g’(x) = cosx, donc
sinx s _
=g(0) =1
sinu

NB : lim—— = 1 est un théoréme a retenir et a appliquer dans les

u—>0 u
calculs de limite.
4. f(X) — x+sinx+sin3x

ou g(x) = sinx ;

lim
x-0 X

’
X

. BT sinx sin3x
i ) = Jig 1+ 75+ 323
=1+ 1+3(1) =5.

— x -
5. 1(x) = 2+cos2x

lim f(x) = ? En remplacant x par + oo, on obtient dans le calcul

X—+ 00

« €0S(+o) » qui n’a pas de sens, d’ou I'utilisation des théoremes de
comparaison :
ona -1<cos2x <1ssi 1< 2+c0s2x <3 ssi <

2+cos2x
x

ssi - < <x (car x» + oo = x> 0). Il résulte de cette

derniere double inégalité que f(x) > g ; or lim ;—‘ = + oo, d’ou

X—>+0oo

lim f(x)=+oo.
X—+ 00

Exercice3 :
2+x+1 six<-2
1. f(x) = Vv7—x si—2<x<1
2
X 1ogix>1
x+1
a)
» Continuité de fen—2?
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o f(-2)=(-22+(-2)+1=3.
. lir_ré_f(x): lir_nz_(x2+x+1):3.
o liliré+f(x)= li£r12+\/7—x =3.
lim_f(x)= lim, f(x)=1f(-2), donc f est continue en
X—>—2 X—>—2
-2.
» Continuité de fenl1?
e f(1)=V7-1=+6.
o limf(x):lim \/7—x =6.

o hm f(x)= hm

-1t x+1 =0.
f(1) = lirrll_ f (x) * hrgl+ f (x), donc f n’est pas continue en 1.
xX— xX—
> Dérivabilité de fen-27?

— - 2 -— -
« lim Fx)-f( 2): lim xTHx=2 _ li (x—1)(x+2)

x—>—2" xX+2 x—>—2" x+2 x—>-2" xX+2
= lim x—-1=-3.
xX—>-2
. (X)-f(-2 . 7—x—3
* lim I0-7(=2) lim
x_>—2+ x+2 x—)—2+ x+2

— i (V7=x-3) (V7-%+3)
xos—2t  (x+2)(N7=x+3)
= lim ——&*» _-1
x> —2F (x+2) (W7=x+3) 6
f’9(-2) # f’4(-2) donc f n’est pas dérivable en — 2.
» Dérivabilité de fenl1?
f n’étant pas continue en 1, f n’est pas dérivable en 1.
b) Interprétation graphique ?
La courbe de f admet au point d’abscisse — 2, deux demi-tangentes
de coefficients directeurs —3et- =

gx) = Lsixe]—OO;O]
g =

1+cost

Si x €]0; 4oo[




» Continuité et dérivabilité de g sur Dg ?

e Sur]— ;0] g(x) existe ssi x-1# 0 ssi X#1;
toujours vrai sur | — co0; 0]; donc D1 =] — o0;0].

Sur ]0; + oo[, g(x) existe ssi x = O toujours vrai sur ]0; + oof;
donc D2=]0; + oof .
D’ou Dg =D1U D2 =]- o0 ; +oo].

e Sur]— ;0] g étant une fonction rationnelle, g est
continue et dérivable sur son ensemble de définition, en particulier
sur | —oo; 0J.

e Sur]O0;+ oof, gestun quotient de fonctions continues et
dérivables sur ]O ; + oo[ ; la fonction x— 2x étant non nulle sur
]0; + oo[, donc g est continue et dérivable sur O ; + oo.

e Continuité degen0?

g(0) =, =0.
* hm g(x) = hm = =0

x—1
. . —1+cos2x . —2sin®x
« lim g(x) = lim ———= lim ———
x-0% x-0% 2x x-0+ 2X
sin.
= lim &= (=sinx) ;
x—>0+ X

Or lir(r)1+si%— let 11m+( sinx) = 0, par produit hm g(x)=0.
111101_ g(x)= 1113)1+ g(x)=9(0) donc g est continue en O.
X— X—
e Dérivabilitt degen0?

9=9 _ o T -

= lim = lim
x-0" x—0 x-0" x—0  x-0~ x(x-1)
. 1
= lim —=-1.
x—-0" x—1
( ) (O) —1+4cos2x 2 .2
. x)— . T . —2sin®x
« lim £592 = lim —2—= i -
x—-0t x-0 x—0t x x—0+ 2x
. sinx
= lim —(S™y2=_1,
x-0% x
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f’9(0) = f’4(0) donc f est dérivable en 0.

Exercice 4 :
> f(x) =125 - f prolongeable par continuité en 0 ?

X
o f(x) existe ssi x #0; Df = R-{0}. Donc f est definie au
voisinage de O et O & D
2(sin§)2 L

Esin;—c . x
=lim 2% (Sln— )Z
x x—0 = 2

=l

or lim STZ =1letlimsin g =0, donc par produit

x-0 3 x—0

lin(l) f(x)=0.
X—
0 étant un réel fini, f est prolongeable par continuité en 0.
» ce prolongement est la fonction g définie par
1—cosx

Osix=0

Exercice 5:
Ensemble de dérivabilité, dérivée et signe de la dérivée des
fonctions suivantes ?

1. f(X) = x3+x2- 5x+3 ;

= f étant un polyndme, f est dérivable sur R et

f /() = 3x24+2x-5 = 3(x-1)(x+ ).

=Signe de f '(x) : X
f '(x) +

1 +00




_ 2x%-x-1 .
2. g(X) T o+x+l ]

« g(x) existe ssi x2+x+1 # 0;A = (1)?-4(1)(1)=-3;A<0donc
Dg = R'(]’) =R.
= ¢ etant une fonction rationnelle, g est dérivable sur son ensemble

de définition R et
o (=D (P +x+1)-x+1D)(2x% —x-1) _  3x(x+2)
g = (x%+x+1)2? T (x%+x+1)2

=Signe de g’(x):

X -00 -

2
g + 0 -

3.h(x) = (==7)% ;
= h(x) existe ssi x-1+0 ; Dnh = R-{1}.
= h étant la composée d’une fonction rationnelle dérivable sur

R-{1} et de la fonction cube dérivable sur R, h est dérivable sur R-

{1} et
iy ar—2(x-1)—- (1) (-2x+1)q,~2x+1y2 _ 3 —2x4152
h (x) - 3[ (x_l)z ]( x—1 ) - (x_l)z x—1 )

*h’(x) = 0sur Dn .

4.i(X) = -1+ —— ;
x+1
= 1(X) existe ssi x+1+0 ; Di = R-{-1}.
= | étant la somme de fonctions dérivables sur R-{-1}, i est

- 2_
dérivable sur R-{-1} eti’(x) = 1 + —=1 - G+~

x+1)2  (x+1)? '
. _ (x+3)(x-1)
) = (x+1)?
. Signe dei'x): 2 "© -3 -1 1+
e de i) T 0 - - 0 #
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5.j(x) = m ;

« j(x) existe ssi x2+2x+1> 0etVx2 + 2x + 1 #0

ssi Xx2+2x+1> 0ssi (x + 1)2> 0ssix+1# 0 ; Dj = R-{-1}.

= ] est le quotient de fonctions dérivables sur  R-{-1}, la fonction
X— Vx2+2x +1 étant non nulle sur R-{-1}, j est dérivable sur

R-{-1} et

2x+2
’(x) _ (1)(Vx +2x+1) ( m)(x)
J (VaZr2x+1)?

(sz+2x+ 1)2—x(x+1) _ x+1
(ZrzxrD)® (W rexr)?

Signe de j'(x) :

X -00 -1 +00

Jo ] - [ +

Remarques :

= ; mais pour calculer sa dérivée on écrit

J(x) _\/(xT2 |x+1|

J(x) sans le symbole de valeur absolue
e Le carré, la valeur absolue et la racine carrée d’une
fonction u étant positifs ou nuls, donc > >0 (ou |u/>0 ou

Jlul > 0)ssiu=+0.

6. k(X) = (1+cos2x)sin®x ;
= K(x) existe pour tout reel x; Dk = R.
= Kk étant le produit de fonctions dérivables sur R , k est derivable
sur R et k’(x) = (-2sin2x)(sin’x) + (2cosxsinx)(1+cos2x)
k’(x) = (-2sin2x)(sin? x) +(sin2x)(2cos?x)
= (2sin2x)(cos?x-sin® x)
= 2siN2Xc0s2x = sin4x.
Dk est un domaine d’étude de k, déterminons une restriction de
D« ; pour cela étudions la périodicité et la parité de k.
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»Vx €Dk =R,onam +x € Dx;
k( +x) = [1+cos2( +x)]sin?(m + x )
= [1+c0s(2 m+2x)] (—sinx)? = k(x).

Donc k est périodique de période m et on peut restreindre son étude
a un intervalle de longueur la période
(par exemple [0; ] ou [-=;7])
*Vx EDk =R, ona-Xx € Dk
k() = [1+co0s2(-x)]sin* (—x) = [1+cos(-2x)] (—sinx)?

= k(x), d’ouk est paire ;
par conséquent on peut restreindre I'étude de k a I'intervalle
[0; +oo[. Finalement on peut étudier k sur
De = kN[5 21 N[0; +oo[ = [0 7],
= Etudions le signe de k(x) sur De = [0 ; g].
k’(x) = 0 ssi sindx = sin0 ssi 4x = 0+2k wou 4x = m-0+2k 7

. k k
ssix==—oux ==+ k€ Z
2 4 2
i

Sur [0 ; ~] les solutions de k'(x)=0sont:0; ~; =

X 0 72_r La dérivée garde un signe

r
4
0

o0+ - o ] constant entre deux valeurs

consécutives qui  annulent la
dérivée. Donc

ge [0; f];k’(g) > 0donc k’(x) > 0sur[0: f].
3 T T g . 1,50 37 , T .7
?e[z,;],k(g )>0donck(x)<03ur[4 ,2].
Remargue : On peut aussi résoudre I'inéquation

k’(x) = 0 pour déterminer le signe de la dérivée.

7.1(x) =/|x%2 - 1] ;

« |(x) existe ssi [x2-1| = 0 ; toujours vrai, donc D) = R.
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« | étant de la forme vu, |est dérivable ssi[x2-1| > 0 ssi

x2-1#0ssix#letx#-1.
= Pour calculer [’(x), on écrit 1(x) sans les barres de valeur absolue.

X - -1 1 + oo
x2_1 + —
|x?—1] x2—-1 -x%+1 x?>—1

I(x)=+x2—1 six €] —o0; —1] U [1; 4oo[
I(x) =+—x%2+1 six€e [-1;1]

l(x)—z\/_z_ six €] —o0; —1[U]1; +oo[
l(x)=2msixe]—1;1[
Signe de /'(x) :
«Sur | —oo; —1[U]1; +oof , X -
I'(x) = 0ssix = 0. L) | - *
«Sur]-1;1[, I’(x) = 0 ssi X 1 0
X =>0ssix <0. ') [T + 0 -
D’ou le signe de /’(x) X o 1 0 1 foo
sur R-{-1;1}. I | -[[*0-] 7 =

Exercice 6: f(x)=x3-3x+8;
Etudions les variations de f:

= f étant un polyndme, Df= R =]-o0 ; +oof .
* hm f(x)— lim x3=-co.

xX— X——0

* hm f(x)= hm x3=+ o0,

X— 4+




= f étant un polyndéme, fest continue et dérivable sur R et
f '(x) = 3x%2 — 3= 3(x-1)(x+1).

-00 -1 +00

X 1
f'x) + 0 - 0

f -00/10\ 6/'+oo

1. Image par f d’intervalles ?
» f([-3; -2]) = [f(-3); f(-2)] = [-10; 6]. (car f est continue et
strictement croissante sur [-3;-2])
» f(J-1:;0]) = [f(0); f(-1)[ = [8; 10[. ( car est f continue et
strictement décroissante sur ]-1;0])
> H[L1; +oo[ ) = [f(1); lm fCO[ = [6; +oof. (car f est
continue et strictement croissante sur [1 ; +oo])
Remarque : [1; +oo[ apparait dans le tableau de variation de f, son
image par f peut étre déterminée directement a partir du tableau de
variation.

» f(x) =0 admet une unique solution a ?
= Sur J-oo; -1[ f est continue et strictement croissante ; donc f est
une bijection de ]-oo ; -1] vers
fQ-c0;-11) =] lim £ (x); f(-1)] =]-00 ; 10].
Or 0€ J-o0; 10], donc TI'équation f(x) = O admet une unique
solution « appartenant a ]-oo ; -1].

= Sur ]-1; 1], f est continue et strictement décroissante ; donc f est
une bijection de]-1;1] vers f(]-1; 1]) =[6; 10[.




Or O ¢ [6; 10[, donc I'équation f(X) = 0 n’admet pas de solution
appartenant a ]-1; 1].
= Sur J1; +oo[, f est continue et strictement croissante ; donc f est
une bijection de ]1; +oo[ vers ]6; +oo[. Or 0 & ]6; +oo[, donc
I’équation f(x) =0 n’admet pas de solution sur ]I ; +oo] .
Finalement I'équation f(x) =0 admet une unique solution a sur
Dt = R et que cette solution appartient a ]-oo ; -1].

> Encadrement de a a 10! prés ?
«q € J-oo; -1], cherchons deux réels a et b appartenant J-oo ; -1]
tels que f(a)f(b) < O (ou f(a) et f(b) de signes contraires) pour
appliquer le théoréme 4 de la rubrique « bijection ».
{f (;(3_)2;;610  1(-3)f(-2) < 0 donc « € [-3; -2].
= on calcule ensuite I'image du centre de I'intervalle [-3;-2] :
f[E2D =125 =- 06
f(=25)<0
{ f(=2)>0
On contnue la méme démarche jusqua Tobtention de

I'encadrement de a a 107 prés.

L 22940 - -2,25 = -2,2 ( puisqu’on cherche un encadrement a

donc «a € [-2,5; -2].

un chiffre apres la virgule)
f(=25)<0

f(-2,2)=3.9 {f(—z ) < o donc @ €[-25; 2.2
{f(—2,5) <0

LE2ITE2D - 5354 031 £(-2,3) 22,7 ; 23>0

2
donc a €[-2,5;-2,3].

L (=28)+(=23) _ f(—=25)<0
2 F(=2,4)>0
a€[-25;-24]; dou-25<a<-24.

2,4 f(-2,4)=13; { donc
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3. Signe de f(x) ?

X -00 o -1 1 +o0

f ') - |+

=
-00 | 6

) 0 -

f(x) < O0sur]-oo ; af.
f(x) >0sur]a;-oo].
f(x)=0six=a

2x—-1
x-3 '

Exercice 7: f(x) =
1. Variations de f?
» f(x) existe ssix-3 # 0 ssix # 3 donc
= R-{3} =]- 0 3[UJ3; +oo[,
» f étant une fonction rationnelle, f est continue et dérivable

sur

, _2(x-3)-(D(2x-1) _ -5
Dret f'(x) = 3 =Gt

» f’(x) <0, dressons le tableau de variation ;

X -00 3 + o0

f'(x) - -
f 2 +00
\ \ )

e lim f(x)= lim Z=2.

X——00 xX—>—00 X

2x _




lim f(x) =« 5»?
x—3 0

Signe du dénominateur :

X

-00 3

+o00

X-3

- 0 +

» lim 2x +1=5et hm x —3 =07, par quotient

x—3"

hm f(x)=-o0.

* hm 2x +1=5et hm x —3=0%, par quotient

x—-3*

lim, £(x) =+ o,

2.9g="1/]- o0 ; 3[ bijection de J- oo ; 3[ versJ?

g est la restriction de f sur ]- o ; 3[ signifie que g(x) = f(x) sur

]- o ; 3.

g est continue et strictement décroissante sur ]- oo ; 3[, donc g est

une bijection de ]- oo ; 3[ vers f(]- 00 ; 3[ ) =]-00;2[=J.

3. g admet une bijection réciproque ?
g étant une bijection sur J- oo ; 3[ , g admet une bijection réciproque
g -1 définie sur g(J- oo ; 3[ ) = J-o0; 2[ et qui varie dans le méme
sens que g ; d’ou son tableau de variation.

-0

4

X
H®

g—l

-0

\

3

2(00-1 _ 1

> Caleul de g(0) ? 9(0) ===

3

> Dérivabilité de g-lenl =g(?)

= g(0) ; or g étant dérivable en 0 et g’(0) = 0 ( g’(0)=- = ) donc

1
3
gl est dérivable en g(0) :—et gty ( )=

g (0)

_9

c
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5. Résolution de g1(x)=17?
gl(x) = 1 ssi x = g(1) (d’aprés le théoréme 6 de la rubrique
bijection) ; org(1) = - % ,donc x = % douS={- %}.

6. Expression de g1 ?

g étant une bijection de ]- oo ; 3[ vers ]-co ; 2[ , résolvons I’équation
d’inconnue X, g(X) =y oux €] —o0;3[=1ety €] —oo; 2[ =f(l).

y = g(x) ssi % =y ssi 2x-1 = yx -3y ssi X(2-y) = -3y+1 ssi

x:_233_’;1;(cary €] — o0; 2[donc y # 2)
dougl:y->x= _Z;l ; par conséquent g1(x) = % .
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Chapitre2 :GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Exercice 1: f(x) =x3-3x?+4

1. Variation de fet Tableau de variation ?

~Di=R.

= f étant une fonction polyndme, f est continue et dérivable sur R et
f ’(x) = 3x2-6x = 3x(X-2).

X -00 0 2 +00
T ’'(x) + 0 - 0 +
f 4 /+oo
_oo/ 0
«f0)=4; f(2)=0.
« lim f(x) = lim x3 = —oo.
X——00 X—>—00

« lim f(x) = lim x3 = 400,
xX—+00 x—+00

2.

a) fadmet une bijection réciproque ?
f étant continue et strictement croissante sur [2; +oo[, donc f est
une bijection de [2 ; +oo[ vers f([2 ; +oo[,) = [0 ; +oo] ;
par conséquent f admet une bijection réciproque f - définie sur [0 ;
+ool.

b) Dérivabilité de f-1en0?
0 = f(2); f est dérivable en 2, mais f ’(2) = 0 donc f -1 n’est pas
dérivable en 0.
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3. f(x) =1 admet une unique solution dans [2 ; + oo ?

f est une bijection de [2 ; +oo[ vers [0 ; +oo[ ; de plus 1 appartient a
[0; +oo[, donc I'équation f(x) = 1 admet une unique solution «
appartenant a [2 ; +oo.

4. Points d’intersection avec
e I’axe des ordonnées ?
f(0) = 4 donc on a le point A(O ; 4)
e D’axe des abscisses ?
f(x) = 0 ssi x3-3x2+4 = 0; I'équation étant de degré 3, cherchons
une racine évidente de f(x).
f(-1) = 0 donc f(x) = (x+1)g(x) ;
déterminons g(x) avec la méthode de Horner :

1 [-3[0 [4 | f(x)=(x+1)(x2-4x+4)
(-1) 114 141 fx)=0
11414 10 ] x=-1oux24x+4=0

X=-1loux=2;

donc on a les points B(-1 ; 0) et C(2 ;0).

5. Equation de la tangente en 1 ?
(T) :y =1 ’(x0)(X-Xo0) + f(Xo) ; xo = 1 donc
(M :y=,()x-1)+f1).0rf (1) =-3et f(1) =2 donc
(T):y=-3x+5.
6. Tracé de Cr, de (T) etde €1 ?
Soit (d):y=x
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= (C) la courbe de la bijection passe par les points A(2; 0), son
symetrique Cp-1 passera par A’(0 ; 2).

= (C) admet en A une demi-tangente horizontale, son symétrique
C;-1 admet en A’ une demi- tangente verticale.

« f étant croissante sur [2 ; +oo[, f -1 est aussi décroissante sur

f([2 ; +oo[) =[0; +oo[ ; d’ou le tracé de Cp-1.

¥

Légende : — Tracé de Ct
— Tracé de Cf-l

7. Résolution graphique de I’équation f(x) =m ?
-Sime€ ] — o0;0[ , on a une solution.
-Sim =0, on a deux solutions.
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-Sime]0 ; 4[, on atrois solutions.
-Sim =4, on a deux solutions.
-Sime ]4; +oo[, on a une solution.

. x2
Exercice 2 : f(x) = T

1. Dreta, b, ¢ tels que f(x) = ax+b + i ?

> f(x) existe ssix-1#0;Df=]- o0 ;1[U]L ; +oo] .

> f(x) = ax+b + - = (axtD-D+c
1-x 1-x

2

_ —ax*+(a-b)x+b+c _ x

x—1 1-x

—a=1 a= -1
par identification {q —p =0 SSi{b = —1

b+c=0 c=1

d’ot f(x) = -x-1+ —.

(on pouvait obtenir ce résultat par la division euclidienne).

2. Asymptote oblique et position par rapport a Ct ?
» Montrons que lim[f(x) — (—x—1)]=07?

lim [f () = (=x = 1)]
d’ou (d) : y = -x-1 est une asymptote oblique a Ct,
» Etudions le signe de h(x) = f(x) — (—x—1)?
1
h(x) = P
h(x) > 0 ssi 1-x > 0ssix < 1. Donc
- Sur ]-oo;1[, h(x) > 0 d’ou Ct au dessus de (d).
- Sur]1;+oo[, h(x) < 0 d’ou Cren dessous de (d).

lim —=0;:

x— o000 1—Xx

» Variation de f?
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~ f étant une fonction rationnelle, f est continue et dérivable sur Ds

2x (1—x)—(—1)(x2) _ —x(x-2)

et f'x) = ZE0

(1-0?% °

= f’(x) ale méme signe que son numérateur.

X -00 0 1 2 +00
f'x) - 0 + + 0 -
+ o0 + o0 -4
f ~ 0/ / \
- o0 - 00

* hm f(x)= lim i lim —x

xX—>—00 —X X—— 00

= + o0,

* lim f(x)= lim —x=-

X—+00 x—>+oo

11m f(x)= «— »?

S|gne du denomlnateur ;

X

-0 1 +oo

1-x

+ 0 -

« lim x? =1et llm (1 —x) = 0%, par quotient

x-1

lim f(x) = +oo.

* xhﬁr% x?=1et )}Lr?+(1 —x) = 07 par quotient

lir{gr f(x)=- oo.

d’ou (A): x = 1 est une asymptote parallele al'axe (y’y).

> Tracé de Ct?
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Légende : — Tracé de Ct
— Tracé de Cq

4. Point d’intersection des asymptotes centre de symétrie ?
Soit 1 ce point, ces coordonnées sont les solutions du systeme

x=1 y ]
{y:_x_l,doul(l ;-2).

Montrons que Vx € Dy, 2a-x € D, et f(2a-x) + f(x) = 2b
C'est-a-dire Vx € Dy, 2-x € Dpetf(2-x) + f(x) =-47?
® X € Dpssix# 1ssi—x #-1ssi2-x # 1 d’ou2a-X€ Dy.

a2 _ 2
. f(2-X) _ (2=x)° _ 4-4x+x

T1-(2-x) -l+x

_ —4+4x—x? |

B 1-x !

_ —4+4x—x2 x? _ —4(1-x)
f@x)+100 = ———+5=—

=-4;

donc f(2-x) + f(x) = - 4 d’ou I est centre de symétrie de Cr.




5. Tracé de Cg g(x) =—

1+x
g(x) = =f(x);

d’ou Cg est Ie Symetrlq ue de Cst par rapport a I'axe des
ordonnées.

2—\/4-—x2 .
Exercice 3 : f(x)={ —— Stx#¥0 -p=[-2;2].
0 six=20
1.
» Continuité de fen0?
= f(0) = 0.
T o 2—Va—x? — 4—(4—x?)
fim 7o) = lim I =)
- }c—>0 (2+V4 x°) =0

liIT(l) f(x) =1(0) donc f est continue en 0.
X
» Dérivabilité de fen0?

. fO=f0) _ . 2—Va-x7 _ .. 4—(4-x?)
}Cl_r,r(l) x-0 Ll_r,% x? T x50 x2(2+VE—x2)

=lim ———==.

x—0 (2+Va—x%7) a4
i étant fini, f est dérivable en 0 et Cs admet au point d’abscisse 0
une tangente de coefficient directeur %.

> Continuité de fen2?
f)= 2oy

VAT

* hm f(x) = hm

hn% f (x) = f(2) donc f est continue en 2.
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> Dérivabilité de fen2?

_Ja_x2
i L@@ o o i 22V
x—-2 X2 x—2 x—2 x-2 x(x-2)
_ 2—-x —Va—x?
- x—2x(x=2) - x(x—2)
i —(x=2)  —(x-2)(x+2)

B x>2x(x=2)  x(x—2)Va4—x%

-1
=+ (+0)=+ 0 :
- (oo) 0 ;

donc f n’est pas dérivable en 2 et C+ admet au point d’abscisse 2
une demi-tangente verticale.
Remarque : f étant définie sur [-2; 2], c’est la continuité¢ et la
dérivabilité a gauche de 2 qu’on a étudiées.

2.

» Parité de f?

e Vx€ D,montrons que -x € D?
XE DsSi—-2<x<2ssi-2<—-x<2ssi-x € D.

2—/4—(—x) 2—Va—x~

s f) ="
f(-x) = - f(x), donc f est impaire.
Par conséquent on peut I'étudier sur DN[0; +oo[ = [0; 2] et
compléter le tracé de Cr sur [-2; O] par symétrie par rapport a
I'origine du repere.

» Variation de fsur{0 ; 2]
f est le quotient de fonctions continues et dérivables sur J0; 2[; la
fonction x— x2 étant non nulle sur ]0; 2[, f est continue et

dérivable sur ]0; 2[ et

—(=2x)
D e AR Yo )
(x) - 2 -

x x*Va—x
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f'(x)=0ssi —2V4—x2 +4>0 ssivd—x2 <2

ssi 4 - x? < 4 ssix? > 0; toujours vrai.

X 0 2
f'(x) + |
1

f S

3. Tracé de Cssur[-2 ;2]

SOOI OO OO A OO OO0 OO ST O SO
.................... ediad bbbt
} } | } } j

N et - S O i 1o 2 5 31X
....................... ...1__
......................... Lod i

f étant impaire, la portion de courbe sur [-2; 0] est obtenue par
symétrie par rapport a Porigine O du repere.

Exercice 4 : f(x) = cos4dx + 2sin2x
1.
» Domaine d’étude ?
Dr = R. Les fonctions x — cos4x et x — 2sin2x étant périodiques de

périodes respectives g et , montrons que m (qui est un multiple

de ) est la période de f.

*Vx ER,onax +meR.

= f(x+ ) = cosd(x + m)+2sin2(x + 1)
= COS(4x+4m)+2sin(2x+21m)
= c0s4x +2sin2x = f(x).
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Donc f est périodiqgue de période 7 et par conséquent on peut
I’étudier sur De=R N[0 ; 7] = [0 ; m].

» Dérivée de f?
f étant une somme de fonctions continues et dérivables sur R, f est

continue et dérivable sur R
f ’(x) = - 4sindx + 4co0s2x = - 4(2sin2xc0s2X) + 4c0S2X
= 4(c0s2x)(1-2sin2x).

» Solution de I’équation f ’(x) =0 ?
f ’(x) = 0 ssi cos2x = 0 ou sin2x = %
COS2X = cosg ou sin2x = sin g
2X= g +2Km ou 2x = - g +2km ou 2x= g +2km ou 2x=rm- g +2km

. 5
SSi x:£+knoux:-f+knoux:f—2+knoux: £+kn,kEZ

m _ 3m , T 5w
S[OTL’] { T’E’E}

» Variation de fsur [0 ; 7] ?

Tx T i L 3n

( 0 12 4 12 4 T
M x) + 0 0 0 0 +

O e 3

) 2\ / 2 \ / .

4. Ty _ 3, TN _ 4 . 57y _ 3, 3Ty _ .
=1 =7 Q=1 I=3: f)=-3;
f(r) = 1.

3. xzfestaxe de symétrie ?

e Vx € R, montrons que 2a-x € R?
2a—x=§-x;xe]Rdonc g-xe]R{.
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e f(2a-x)=1f( g —X) = cos4( g— X) + 2sin2( g —X)
= €0S(2m-4x) + 2sin(m-2x) = cos(-4x) + 2sin2x
= c0s4x + 2sin2x = f(x) ;
donc la droite d’équation X = % est axe de symétrie de Cr.
4. Tracé de Cesur [-m; m] ?
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Chapitre 3 : FONCTIONS LOGARITHME ET
EXPONENTIELLE

Exercice 1 Soit S 'ensemble des solutions

1) In(2x = 5) + In(1+ x) = 2In2
= [’équation existe ssi 2X-5> 0etl+x > 0
D=]3;+0[n]-1;+0[=]2;+ocof.
« In(2x = 5) + In(1+ x) = 2In2 ssi In(2x- 5)(1+ x) = In22
ssi (2x-5)(1+ x) =4 ssi2x% -3x -9=0

A=81; x,=3etx, ==
don S={3;2}nD ={3}.

2)2Inx+3=0
= L’équation existe ssiXx > 0;D=]0; + oof.
= 2lnx + 3 =0ssilnx = _2—3 ssi Inx = _2—3 Ine ssi Inx = Inez_3
six=ez ;
-3 -3
douS={ez }nD={ez }.
3) (Inx)3 - Inx3 =-2
« L’équation existe ssiX > 0etx3>0ssix >0 ;D=]0;+ ool.
« (Inx)3 - Inx3 =- 2 ssi (Inx)3 - 3Inx +2=0;
en posant X = Inx, on obtient I’équation X3 -3X+2=0.
-2 étant une racine évidente, donc X3 - 3X + 2 = (X+2) Q(X) ;
déterminons Q(X) par la méthode de Horner :

TT70 [-3]2] QX)= X2-2X+1=(X—-1)2.
(-2) . 2|4 |2 | Donc X3-3X+2=0

21110 ssiX=-20uX=1:

or X =Inx , donc
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Inx = -2 ou Inx = 1 ssi Inx = Ine~2 ou Inx = Ine
ssix=e2oux=ecdouS={e?;e}nD={e?;e}.
4)Inx-1In(2-x) =0

= L’inéquation existe ssi X > 0et2-x>0;
D=]0;+0co[N]-o0;2[=]0; 2[.

*InX — In(2-x) = 0ssilnx > In(2- x) ssix = 2- X ssix > 1
douS=[1;+o[ND=[1;2[.

x+1

5In(—)<0

. x_l. ) . x+1 X -0 -1 1 +4oo
~ L’inéquation existe ssi — >0 x+1| + 0 - ¥
D=]-00;-1[U]1; + o[, x=1
s In(EEy<ossiln(ZL)y<nlssi 22 <1ssi 22-1<0

x-1 x-1 x-1 x-1

ssi —— < 0ssix-1<0ssix<1;
douS=1]-00;1[ND =]- o ; -1J.
6) In®x - 2Inx—3> 0
= L’inéquation existe ssiXx > 0;D=]0; + oof.
« [n?x - 2Inx — 3> 0 ; en posant Inx = X, on obtient I'inéquation
X?-2X-3>0. X,=-1; X o -1 3+
Or X,X, ==, donc X, =3 X?-2x-3 [ + [ - | +
X2 -2X-3>0ssiX €]-0o0;-1[U]3; + o[
ssiX<-1louX>3ssilnx<-1loulnx>3
Inx < Ine~1 ou Inx > Ine3
x<eloux>e3;
douS=(] o;e ule?; +o[)ND =]0; e [U]e3 ; + oo|.
7Nete*—eX4=0
e2.e* — X "t = 0 ssi e27% = ¥ ~*s5i 2- Xx=x2 — 4
ssix?+x—6=0;x,=2,0r 2x, =- 6 donc x, = -3
douS=1{2;-3}
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8)e* —2e*=-1

e¥ —2e ¥ =-1ssi ex-eix+1:Ossi e +e*—2=0
ssi (e*)?+e* -2=0;enposant X = e*, on obtient
X?+X-2=0.

X,=1;1X,=-2 ssiX,=-2;0r X=e*, donc

e*=1 ou e* =-2
e* =ef impossible
x=0

D’ou S = {0}.

2
9) (e Ht>e*
2 . 2 .
(e* ) = e* ssi et > e* ssidx- 4 > x?
sSi-x2+4x-4>0

A=0,x,=2; X -0 2 +00
S={2}. - x2 +4x- 4 - 0 -
2lnx - 3lny =5
10) {lnx +2lny = -1
= Le systeme existe ssi x > 0 ety > 0.
— _ . 2X-3Y=5,
= En posant X = Inx et Y = Iny, on obtient {X oy =1

Par la méthode d’addition, on trouve : X =1etY =-1;
orX=InxetY =Inydonc Inx =1etlny =-1

Inx = Ine et Iny = Ine~?

x=eety=el,;

Ore>0et e* >0doncS={(e;e M)}
1) { e.e’—e*=0
Inx + Iny = In2 + In3
= Le systeme existe ssi x > 0 ety > 0.
*{ e*.e?—e®>=0 Ssi{ e*tY =¢e? i {x+y=5
Inx + Iny = In2 + In3 In(xy) = In6 xy==6




Si les nombres x et y existent alors ils sont solutions de I’équation

t?-5t+6=0.0rt,=2donc 2t,=6dout, =3;
2 et 3 étant positifs donc S={(2;3);(3;2)}

Exercice 2
1) f(x) = xInx - x
= f(X) existe ssix > 0;Df=1]0; + oo|.
*lim f(x)="7?
x—0
lim xInx = 0 et lim x =0, par somme lim f(x) = 0.
x—0 x—0 x—0
»lim f(x)= lim x(Inx- 1)="7?
X—+00 X—+ 00
lim x=+oc0et lim Inx —1=+ oo,

X—+ 00 X—+00

par produit hT f(x) =+ oo,

£ 60) = (Dhnx+ x(2) = 1= Inx.
f’(x)=0ssilnx = 0ssilnx > Inlssix > 1.
= Tableau de variation

X 0 1 + oo
fX) - 0 +
f 0 + oo

~_ 1

LS
2) 1) = In(1) I
« f(x) existe ssi ——~ > 0. L2 — R -
1-x 1—x

Di=]-1;1[

= lim fx) =7
lim (2X)=0% et lim, lnx =- oo,
x->—1t " 1-x x-07

donc xEr_111+ f(x)=-o0.

* linll_ f(x)=7?
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. 1+x .
lim (—)=+oet lim Inx=+oo,
x-1" "1-x xX—+ 0

donc linl1_ f(x)=+oo,

1+x 1
(=) _ (Da-x0)-(-1(1+x) (1—x)
(%’z) B (1-x)2 1+x

* f ’(x):

=—2__ xeDf donc 2> 0; or ce quotient a le
(1—x)(14x) 1—x

méme signe que le produit (1- x)(1+ x), donc (1- x)(1+ x) > 0, d’ou
f’(x)>0.
= Tableau de variation

X
NEY) +
f

3) f(X) - Inx+1

Inx-1
= f(x) existe ssix > 0etlnx —1+ 0ssix > 0etx #e;
d’ouDf=1]0; + oo - {e} =]0; e[U]e; + oo.

1 1
. o () (14— +—
«lim f(x) = lim ——% = lim —%* ;
x—0 x—0 (lnx)(l—ﬁ) x—0 1_W

or lim Inx = - o0, donc lim — = 0, d’ou lim f(x) =1 par quotient.
x>0 x—0 Inx x=0

. (lnx)(1+lL) . 1+lL
» lim f(x)= lim ———%== lim X
xX—+ oo x—+ oo (lnx)(l—w) x—+ o 1_W
. . 1 .
or lim Inx=+oo,donc lim —=0,d’ou
X—+ o0 x—+ oo Inx
lim f(x) =1 par quotient.
X—>+ oo

*lim f(x)="7?
x—e

limlnx+1=2;limlnx—-1=0

xX—e xXx—e
Signe du dénominateur X 0 e +oo
Inx -1>0ssix>e Inx-1 - 0+
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» lim Inx +1=2et lim Inx —1 =07,

x—e xX—e

par quotient lim_f (x) = -co.
x—-e

= lim_Inx +1=2et lim, Inx —1 =01,

x—et x—e™t
par quotient lim_f (x) = +oo.
xX—e
1 1
, __jhm—ﬂ—;hm+n
~f (x) = (Inx—1)? x(lnx 1)2
= Tableau de variation

Orx>0,doncf ’'(x) <O0.

X
f'(x) - -
f 1 +00

\-oo \1

1+e*
4) () =
« f(x) existe ssi 1- e* # 0 ssi x # 0 ; Df=]-00; 0[U]0 ; + oo] .
* lim fx)=2

hm e" =0, donc hm f(x) =1 par quotient.

X—>— 00
. - e* (Z+1) i 1
x—l>rPoo f(x) a x—1>+oo ex(i—l) - x—1>r-l¥loo i—l’
Or lim e* = + oo, donc lim — = 0, d’ou lim f(x) = -1 par
X—+ 00 xX—+00 €
quotient.
*liml4+e*=2etliml—e*=0;
x—0 x—-0
Signe du dénominateur : X o 0 oo
1—e*>0ssie* <1ssix<0 1 —eX + 0 -

« lim 1 +e*=2et lim 1—e*=0"%,

x—0 x—0
par quotient lir(r)1_ f(x)=+00.
X
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* lim+1+ex:2et lim+1—ex:0_

x—0 x—0

par quotient lim_f(x)=- oo.
x—0%

* f %£):

e*(1-e®)-(-eX)(1+e*) _ 2 | .,
o2 = e f’(x)>0.

~ Tableau de variation

X - 00 0 + 00
f'x) + +
f +00 -1

1—

x+1

5) f(x) = -2x+1+ In| —|
= f(X) existe ssi |"xj| >Ossixxi¢ Ossix#-letx+0;

douDr=R-{1;0}=]o0;-1[U]-1;0[U]O ; + od].

= lim f(x)="7

X—— 0

im 22 = lim £ = 1; lim|x|= 1 et limlnx = 0, donc
x——oo X x——0o0 X x-1 x—1

lim In]==| = 0; de plus lim —2x +1 = + oo , par somme
X—>—00 X—>—00

lim f(x)=+ oo.

X——00

*» lim f(x)="7?

X—+ 00

lim 22 = lim £ = 1; lim|x|= 1 et limlnx = 0, donc
x—-+00 X xX—+00 X x—1 x—1

lim ln|ﬁ| = 0; de plus lim —2x+1 = - oo par somme
X—+ oo X X—>+00

lim f(x)=- oo.

X—+ 00

*» lim f(x)=7?

x--1

lim |Z2|= 0" et lim Inx = - o, donc

x-—-1 X x—0%t
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x+1

llm1 ln|—| =-o00;deplus lim —2x+1=3
xX—— x--1
d’ou hm f(x) = - 0o par somme.
* lim f(x)

x—0

|i1|— +oo et lim Inx = + oo, donc

x—>0 X xX—+ 0

llmln|—| = +o0 ; de plus llm —2x+1=1

x—0

d’ou lm(l) f(x) =+ oo par somme.
X—

(D) - (x+1)
- 2z -1

«f (x)—'z"'T:'z"‘ provers
y _—Zx —-2x—-1
f (x) B x(x+1)

= Signe de f '(x)
N=-2x2-2x-1;

AN =(-1)%-(-2)(])=-1

A’< 0, N est du signe de a=-2

X -0 -1 0 +oo
—2x2-2x—-1] - [ - | -

X(x+1) + 0 -0 +

f &) - I+ 11

= Tableau de variation

X -00 -1 +00

f'x) - +

f +oo __wto +00

-00 -00 -00

6)f(x) =x+e7*
«f(x) existe Vx € R;Df=R =]-00; +oo.

= lim f(x)

X—+ 0o

lim x = 4oc0 et lim e ™ =0; par somme

xX—+ 00

=7

X—+00
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lim f(x)=+o.
X—+ 0o

«lim f(x)= lim e *(=+1)
X——00 X——00 e
= lim e™(xe* +1);

xX——00

Or lim e™*=+o et lim xe* =0, donc par produit

X—>— 00 X—>—00
lim f(x)=+o.
X——00
«f'X)=1-e™. f'(x)=0ssie™ <1ssi—x<0ssix=0.
= Tableau de variation

X -0 0

f'x) - 0+

f +oo + oo
\1/

1 1
7) f(x) =zex
« f(x) existe ssix = 0etx2 #0ssix 0 ;
Df =]- 00; O[U]0 ; +oo] .

= lim f(x)=7

1
lim ~=0etlim e* =1,donc lim ex=1;
xX—>—00 X x-0 X——00
deplus lim —=0,d’ou lim f(x) =0 par produit
X——00 X—>—00
= lim f(x)=7
X— 400
1
lim ~=0etlim e* =1,donc lim ex=1;

x—+00 X x—0 X—>+0o0
de plus lim iz =0,d’ou lim f(x) =0 par produit.
x—>+00 X X—+co
* 1 = 7
Jim £ G
1

. 1 . . =
lim ==+ et lim e* =400, donc lim ex = +oo
x—0t X x—+00 x—0

. 1 5 N . — ¥
de plus leI;I)lJr — = oo, d’ou xllr{# f (x) = +oo par produit.




« lim f(x) = lim XZeX:O(avecX=i).

—2x-1 X
ex;

«f(x) —_—ex +—ex(—) =
f’(x) = 0ssi-2x-1 > 05ssix 37.

» Tableau de variation

X -00 _71 0 + oo
70 0 - -
f -2
0/ 4\0 +00 — .

_ef-e”
8) f(X) T e te %
= f(X) existe ssi e* + e~ # 0, toujours vrai (car on a une somme de
termes strictement pos'rtifs); Di=R=]-00; +oo|.

. *e-1) _ ., e?* -1 |
hm f(X) - llm —x(62x+1) X oo e2X 41 '
or lim e? —1:-1et lim e?* +1 =1, donc

X——00 X—>—00

11131 f(x) = -1 par quotient.

2x

e*(1-e . 1-e
: xl—1>moo f(x) - h -0 exgl‘"—_zx; = X—>too 1+e™2¥ !
or lim 1—e Ca =1let lim 1 +e~%* =1, donc
xX—+00 X—+ 00
xl_i)r_’r_loo f(x) =1 par quotient.
(e +e ™) (eX+e ) —(e¥—e ) (e¥-e* 4
of )= e S e
f'(x)>0.
= Tableau de variation
X - 00 + oo
f ') +
f 1
-1 /
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9)f(x) =x — In(1 + e%)
= f(x) existe ssi 1 + e* > 0 ; toujours vrai, Df=
* lim f(x)=7?
X— —o00
lim 14+ e*=1etlim lnx =0,

X—>—00 x—1

donc lim In(1+ e*)=0.

X— —00

R=]- o0 ; +ool.

Or lim x =- oo, donc 11m f(x) = - oo par somme.

X—— 00

= lim f(x)= hm X — ln[ex(—+ 1]

X—+0co
= 11111 x — [Ine* + In(e™ + 1)]
xX—+0o0
= lim x—[x+ In(e™ +1)]
xX—+00
= lim —In(e™*+1)=0.
x—>+oo
«f(x) = 1-1+e 1+x, f’(x)>0.
= Tableau de variation
X - 00 + oo
f'x) +
f 0
- 0 /
Exercice 3

f(x) = In(cosx)
1. Variations de fsur]-% > [?

= f(x) existe ssi cosx > 0 ; toujours vrai sur ]- g;
d’étude De = ]- 5 2.
22

g[,donc le domaine
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< ) = =2 Or cosx > 0 sur J- ~ [ donc f(x) est du signe de —

cosx
sinx.

Or sinx < 0 sur ]- g; O[ etsinx >0 sur]0; g[ (on peut montrer ces
résultats ou les déduire a partir du cercle trigonomeétrique) il en

résulte le tableau suivant :
» Tableau de variation

X _z 0 +E
2 2
f'x) + 0 -
f 0
-m’//l T~ - 0

* lirr}ﬁf(x):?

x—)—;
lim cosx =0% et lim Inx = - oo,
Tt x_>0+
xX——=
2
donc lim f(x)=- co.
x—>—;

« lim f(x)="7
x—o=
2

lim cosx =0" et lim Inx =- o,
Xt x-0%
2

donc lim_f(x) = - oo.

x-=

2
2.a) cosx ++/3sinx=07?
cosx + 1/3sinx =0

5 cosQ =
12 ++/3" cos(x — @) =0 ol

c'est-a-dire ¢ = g
sing =

NG e

2cos(X - g) =0 ssi coS(X - g) =0 ssi cos(x - g) = cos( %)
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ssix-Z=Z42kmoux-Z2=-242kn
3 2 3 2
5
x:?"+2knoux:—§+2kn;

L’ensemble des solutions S = {56—” + 2kt ; —§+ 2km , k € Z}.
b) g(x) = In(cosx + v3sinx) , C4?
g(x) = In(cosx + v/3sinx) = In[2cos(x - g)]
= In2 + In[cos(x - )] = f(x - 7) + In2;
d’ou Cq est 'image de Cr par la translation de vecteur
> ->
SLT (In2);.

Exercice 4
A f(x) = %xz — x%Inx
1. Dret limites aux bornes ?
= f(x) existe ssix > 0 ;douDf=]0;+ oo
*lim f(x)=7?
x—0

1 .
lim =x2 =0 et lim x2%Inx = 0, par somme
x—0 2 x—0

lim f(x)=0.
x—-0
* |1 = | 201 _ =7
xl}l;rnoo f(x) xggnoo X (2 Inx) ="
lim x2=+oet lim +— Inx=- o,
xX—+ o0 x—+ 00 2
par produit liﬂn f(x) =- oo,
xX— [e¢]
2. prolongement par continuité de fen0?
0 & Dr et lirrcl) f(x) = 0; 0 étant fini, f peut étre prolongee par
X—
continuité en 0.
Ce prolongement est la fonction k définie par
K(x) = {%xz —x%lnx six >0 .
O0six=0
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B {g(x) = %xz —x*Ilnxsix>0
g)=0
1. Dérivabilité de g sur [0; + oo ?
= Sur ]0; + oo[ , g étant la somme de fonctions dérivables sur
]0; + oo[, g est dérivable sur ]0; + ool.
= Dérivabilité degen0?

. (x)-g(0 .1
lim 90)-9(0) _ lim-x —
x—0 x=0 x—0

xlnx =7
.1 .

lim =x = 0 et lim xInx = 0,

x—0 2 x—0

par somme lin(l)w =0;
X—

x— k)
d’ou g est dérivable en 0 et g’(0) =0.
2. Variations de g ?

*Dg = [0; + oo et liin gx) = liin f(x) =- oo.
«g'(x) = x - [2xInx + = (x?)] = -2xInx.

Orx =0,doncg’(x) = 0ssi—2Inx > 0ssi Inx <0ssix <1.
= Tableau de variation

X 0 1 +00
gx) |0 + 0 -
g I
////’ 2\\\\\‘
0 -00
3. h=g/[L;+oo]

a) h admet une bijection réciproque ?
h étant continue (car dérivable) et strictement décroissante sur

[1; +oo[, h est une bijection de [1; +oo[ vers |- oo ; %] et par
conséquent elle admet une bijection réciproque h~! définie

I o]
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b) Dérivabilité de h™1 ?
h étant dérivable et de dérivée non nulle sur ]J1 ; +oo[, h™1 est
dérivable surh(]l; +oo[)=]- o ;%[.

¢) Résolution de ’équation h™1(x)=¢e ?

h~1(x) = e ssi x = h(e) =—

2
d’ou I'ensemble des solutions S ={ %}.

d) Tracé de la courbe de getcellede h™1?

.
¥
41
34

SRt .

‘VN

Légende : — Tracé de Cy;
— Tracé de Cp,-1
Exercice 5
f(x) = 2x+1) e~
1. Variation de f?
= f(x) existe sur R; D= R =]- oo ; +oo[.
«f(x)=2e™* - (2x+1) e™* = e™* (1- 2x).
f ()= 0ssil-2x = 0ssix < .

= Tableau de variation
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X -0 % +00
f'x) + 0o -
f 207
e 2
T~y
* lim f(x)=7?
X——00

lim 2x+1=-oe€t lim e™ =+ oo,
X—— 00 X—>—00
par produit lim f(x) = - co.
X——00
* lim f(x)= lim 2xe™ +e™* =7
X—+00 X—+ 0o

Or lim xe™*=0et lim e ™ =0, donc par somme

X—+ oo xX—+00

lim f(x)=0.

X—+ 00

2. (C) coupe (A) : y=xenun unique point ?

(C) coupe (A) :y = x en un unique point d’abscisse a sur [1; %] ssi

I’équation f(x) = x admet a« comme une unique solution sur [1;
3

2 ] .

2

ssi 'équation f(x) — x = 0 admet a« comme une unique solution sur
.3

Soit g(x) = f(x) — x ;

g étant la somme de fonctions continues et dérivables sur

[1; %] , g est continue et dérivable sur [1 ;%].

g'(x)=f"(x)—1;o0rf ’(x) <O0sur[l ;S],

donc g’(x) < Osur [1;2].

3

ol) = 3e71-1=01; g(3) =4e z-2= 06

g est continue et strictement décroissante sur [1 ;%]; de plus

196




g(l)g(%) < 0, donc TI'équation g(x) = O admet une unique solution
a sur [1; %]. Par conséquent (C) coupe (A) en un unigue point

d’abscisse a appartenant a [1 ;%].

3. Tracé de (C)?

.-\.“ I I I F
“
P

3

n
LII
tat
i

L
i
b
L

4]

Légende : — Tracé de Ct
— Tracé de Cq

4. a) f admet une bijection réciproque sur]% ;+ oo ?

f étant continue et strictement décroissante sur ] % ; + oof , f est une

-1

bijection de]= ; +oo[sur f] > ; +oo[)=]0; 2e=;
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par conséquent elle admet une bijection réciproque f~! définie sur
10;2e7 [

b) Image de ]0 ; a] par f~1?

f~1 est continue et strictement décroissante ( car elle varie dans le
méme sens que 1) ;

d’ou f71(q0 ;@] ) = [f (@) ; lim fE GO

Org(a) =0 donc onaf(a)=a d ou a fYa).

D’autre part f(] ;+o0[)=]0; 292[

ssi f71(10527 ) =12 ; + oo

s6i1f7@e) s lim fA (=15 5+ ool

d’ou lin(l) f~1(x) = + o et par conséquent
xX—

71005 al) = [a; + o]

5. Tracé de la courbe de g ?

g(x) = [2x+1le ™ = |2x+1|le 7|

= |(2x+1) €77 = )] s doi ¢06) = {

Par conséquent :

- Si f(x) = 0 (c'est-a-dire Cs au dessus de I'axe (x x) ) alors Cq et
C+ sont confondues.

- Sif(x) < 0 (c'est-a-dire Cr au dessus de I'axe (x X)) alors Cq est le
symétrique de Cr par rapport a 'axe (x X).

fx)sif(x)=0
—fx)sif(x)<0°

Chapitre 4 : NOMBRES COMPLEXES
SIMILITUDES DIRECTES

198



Exercice 1
Forme algebrique de :

1 1(2+iV3 \ 2 . .3

1) * zy = — =X C);d’ouzl=—+l£.
2-iV3 2.3 7 7

i-3 (z 3)(—1+2i 1 7.

*Zy = 2( 2 ) . d’ _———l.
-1- 21 142 5 5

D)xZ,=@2Z+2)2z-1)=[(x+ 2) + iy][2x + i(2y — 1)]
= [2x(x+2) - y(2y-1)] + i[y(2x) + (x+2)(2y-1)]
= (2x%2 +4x - 2y% +y) + i(2xy + 2xy —x + 4y — 2)
= (2x2 +4x -2y +y) +i(4xy —x + 4y - 2) .

z+1-i _ x+1+i(y—1)

*x Ly = -
z-2 x—=2+1iy
_ [Ge4D+i(y-D][(x-2)-iy]
(x—2)2+y?
_ [+ (e—2)+y (y—D]+ i[(y—1) (x—2) =y (x+1)]
(x—2)%2+y?

_ xz—x+y2—y—2 . —X—3y+2

T (-2)%4y? (x-2)%+y?
Exercice 2

Forme trigonométrique et exponentielle de :
z=1-iV3=12+V3 (:+220
= 2fcos( ) +isin( = )] =2¢ 75 .
2)z=-1-1=VI?+12 (5 + %
:\/E(cosi—”ﬂsin i—”):ﬁeii_n.

3)z:-J€+iﬁ:,/\F +VZ (_+F')

:2\/7(_7‘/§+2 2\/_(cos—+|sm—)
.5T
=242e's.

199



4) z = -sin20 + 2icos?O = (2cos B)( - sin O + icos H)
Ler cas: Si 6 €]0; 2[, cos 6 > 0, d’ou
z = (2cos )[cos( g + 0) + isin( §+ 6)] = (2cos 9)e“§+9) .
2eme cas: Si 6 €];m],cos 6 <0 d’ou
z = (-2cos 0)( sin 6- icos )

= (-2cos 6)[cos( - — ) - Bin( >~ 6)]

= (-2c0s B)[cos(6 — ) + sin(6 — )] = (-2cos 0)e'® 2 .
3eme cas: Si 6 =§,c059 =0douz=0.
5) z = 1+ cosx + isinx = 2cos*(5) + 2isin (5 )cos( 5)

=2 cos(g)[ cos(’z—‘) + isin( ’2—‘)] .

Orn<x<2ndonc§<§<n,
d’od cos( 5 ) < 0 et par conséquent
z="-2cos( g )[-cos( g) - isin( g )]
i(r:+32—c).

= -2 cos( 5[ cos(m + %) + isin(m +>)] = -2 cos(> e

Exercice 3

A(1; -3) , B(4; 5) et C(-3; 2)

1. Affixe de A, B, C, 4B, AC et BC?
*2,=1-3l. *zp=4+5i. *xz.=-3+2i
*Zag = Zp-Z,=3+8l*xz4p=2,-2,=-4+5i

*Zgp = Z¢c- Zg=-1-3i.

2. Affixe de | milieu de [AB] et de G barycentre de (A; 1), (B ;
2), (C;3)?
Zptzp _ 5+20 " _ (Wz+(Dzp+(3)z¢ _ 13i

2 2 Y% T 6 6

*ZI=
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3. AD=2AB+ ACet3BE = BC, zetz.?
x AD =2 AB + AC ; en passant aux affixes, on obtient

Zp-Z,=22Zg-24) * Zp -2, 8812y = 22 -22,+ 2z, =3+ 181

+ 3BE = BC ; en passant aux affixes, on obtient
3(zg - zg) = z¢ - 2 SSi zp = = ZBYzc 5+312i .

4. A, D, E alignés ?

Montrons qu’il existe un nombre réel k, tel que AD = k 4AE ?
En passant aux affixes, on obtient z, - z, = k(zg - z,) ;

douk= 22224 QOrZ2%a =3 donc k= 3;
ZE~=Z4 ZE~Z4p

k étant un réel, les points A, D et E sont alignés.

Exercice 4
a=5V2(1+1i)etb=-51+i/3)

1. Module et argument de a,bet 9 ?
~a=5vV2[V2 (= (% ] = 10(cos + isin —)

d’ou |a] = 10 et arga :Z

«b= 5[12 + V3 (2 +122)] = 10(cos 2 + isin 1),
d’ou |b] =10 et argb = 4—”

21221 arg (2 ) argb- arga—13—"

a lal

2. Forme algébrique et trigonométrique de Z ?

_b_-1-iy3 _ (-1-i3)(VZ-iv2)
Z=- = e ,donc Z = =
douz =220 2 )
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*Z-2 or|—|—1etarg( )— —

donc Z = cos == + isin 13—" (2)
2

13
3. Valeurs exactes de cos =% et sin —" ?

D’apres les égalités (1) et (2), on a

13 —V2—-+6 13 2—6
oS 1_: = ‘/—4 et sin 1—: = ‘/—4‘/— . (car deux nombres

complexes sont égaux s’ils ont la méme partic réelle et la méme
partie imaginaire).

Remarque

Pour déterminer le module et I'argument de Z, il était possible
d’utiliser la forme exponentielle de a et b comme ci-dessous :

41'[

108 3 .131

douZ—e( )—el?;d’ofl

Z:—_
a 10e4

_ _ 13m
|Z|—1etargZ—?.

Exercice 5

2=(V6+V2)+i(V6—+2)

1. Calcul de z2?

22 = (V6 +v2)? + *(V6 - V2)* + 2i( V6 + V2) (V6 - V2)
= 8+/3 + 8i

2. Module et argument de z% ?
=8[JV3 +12 (C+20)] =16 (cos = +isin Z);
d’ou |z?| =16 etarg z2 ==
= Module et argument de z ?
|z%| = 16 ssi |z]*> = 16 ssi |7 =
arg z? :gssi 2arg z:§+2knssi argz:f—2+kn;

donc arg z = —
12
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3.n? z" imaginaire pur ?

z™ € iR* ssi arg z™ :§+ km ssi narg z:§+kn

ssin(—) =>+knssin=6+12kn, ke Z.

Autre méthode

z"=[4 (cosf—2 + isin f—z)]n = 4”(cos + isin —) ( Moivre)

™ imaginaire pur ssi Re(z™) =0 ssi cosE =0 ssi — E = g + Kt .

Exercice 6

AL+ 1) ; B(-3-1) ; C(20)
1. Pour placer ces points, on détermine leurs coordonnées :
A(l 1) B( 3; 1) et C(O 2)

Nature du triange ABC ?
AB =z - z,| = |-4 - 2i, d’ot AB = V42 + 22 =+/20.
C=lzc- 24l = |- 1+, o0 AC =VIZ+ 17 = 2.
C =z - zg| = |3+ 3{, ot BC = V32 + 32 = V/18.
AC?*+ BC*=2+18=20
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=+/20 = Bc? ; donc ABC est un triangle rectangle en C.
Autres méthodes
En représentant les points, on voit que ABC est un triangle
rectangle en C et pour le démontrer :
a) il suffit de prouver que AC.BC = 0?
AC (-1;1)et BC (3;3). AC.BC=(-1)(3) + (1)(3)=0d’ou
AC et BC orthogonaux et par conséquent ABC est un triangle
rectangle en C.
b) il suffit de prouver que ( C4,CB) = g

=)

donc ( C4,CB) = arg(- 3i) = arg( 3e"z ), d’ou ( CA,CB) = -~ et
par conséquent, le triangle ABC est rectangle en C.
2. D ?, ADBC parallélogramme.

ADBC parallélogramme ssi AD = CB ; en passant aux affixes, on
obtent z,-z,=zz-2z,SS1z, =25 -2,+2z,=-2-2i

3. Ensemble des points M(z) tels que

a)lz-2i=37

Soit z=Xx+1ly.

220 =3ssi[x+i(y —2)|=3ssi/x?+ (y—2)2 =3

ssi x?+ (y—2)?2=9.dou cet ensemble est le cercle de centre

I(0 ; 2) et de rayon 3. (on remarque que | est le point C)

Autre méthode

|z —2i =37 0r M(2) et C(2i),

donc |z — 2i| = 3ssi |z, — z-| = 3 ssi CM = 3; d’ou I'ensemble des
points M est le cercle de centre C et de rayon 3.
b)|lz-1-i|=[z+3+i|ssi|z— 1+ 0| =|z—(-3-0)

SSi |z —z4| = |zy— zg| sSi AM = BM; d’ou cet ensemble de
points est la médiatrice du segment [AB].

—-3-3i

(CA,CB) = arg( ;2= Zc)-ag(
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C)|z-1+i|=1ssi|z— T+ =1ssifz-1-i =1
SSi |zy —2z4| =1SSiIAM =1
d’ou cet ensemble est le cercle de centre A etde rayon 1.
d) liz + 2| =3 ssi |i(z +2?)| =3ssiiljz —2i =3 ssi |z, —z-| =3
ssi CM = 3; d’ou I'ensemble des points M est le cercle de centre C
et de rayon 3.

Remarque
On retrouve les mémes résultats pour les questions b), c) et d) en

posant z=x + iy et en calculant les modules.

Exercice 7
_z+1
Z - z-2i "

1. Z soit un réel ?

Ensemble des points tels que :

(x+D+iy _ [(x+D)+iy][x—i(y-2)] . KL

Sott z=x+1iy;Z= x+i(y-2) x%+(y-2)? et
7 = D +y =2+ ilyx— @41 (r=2)] _ (Pt y® - 2y) +iC2x—y+2)
- x*+(y-2)? - x*+(y-2)? '

Z est un réel ssilm(Z) = 0 ssi2x —y + 2 = 0; d’ou cet ensemble
est la droite (d) : 2x —y + 2 = 0 privée du point A(2i).
Autres méthodes

a) Soit z = x+ iy. Z est un réel ssi Z = Z ssi Z+21i = (Z+le)
z— z—
. Z+1 Z+1
ssi 2t = 22
z—21 Z+21

ssi2iz+z)—(z-z)+4i=0;
orz+z=2x, z-z=2iyet zz =x?+ y?donc
2z +7z)—(z-z)+4i=0ssi 2x—y+2=0;
d’ou T'ensemble des points M est la droite (d):2x —y + 2 =10
privée du point A(2i)
b)z =21 =22CD - Zm=%8 oy A(2) et B(-1).
ZM~—Za

z—21 z—2i

Z est un réel
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i — ZM~ZB \ —
ssi z,, = zg ou arg( ﬁ) = 0(rr) dans le cas z,, # z.

ssi z,, = z, ou ( MA, MB) = 0(r)
Donc cet ensemble est B ou la droite (AB) privée de AetB ;
Autrement, I'ensemble des points M(z) tels que Z soit réel est la
droite (AB) privée de A.
2. Z soit un imaginaire pur ?
_ (x2+x+y2—2y)+i(2x—y+2)
2= x2+(y-2)?
Z est un imaginaire pur ssi Re(Z) =0
ssi x2+x+y2—2y=0
ssi (x+ 22— (5)2+ (y — 12— (1)?=0
ssi (x 4—%)2 + (y—1)2% = %; d’ou cet ensemble est le cercle de

centre J( % ; 1) et de rayon ‘/Z—g , privé du point A.

Autres methodes

a) Z est un imaginaire pur ssi Z = - Z . On procéde comme pour la
question 1), en faisant apparaitre z+ z , z- z et zz et en posant z =
X + 1y pour obtenir I'équation du cercle.

b)yZ = M

ZM—Zp
Z est un imaginaire pur
ssi z,, = z ou arg( X2 ) =Z (1) (z,, # 2p)

Zy—Zg 2

ssi z,, = z ou (MA, MB) =~ (m)
Donc cet ensemble est B ou le cercle de diamétre [AB] privée de A
etB;
Autrement, I'ensemble des points M(z) tels que Z soit un
imaginaire pur est le cercle de diamétre [AB] privé de A.
3. Z est un réel strictement positif
ssi arg(ﬁ) =0(2m)

206



ssi (M4, MB) = 0(2m) ;
d’ou cet ensemble est la droite (AB) privée du segment [AB].
4.Z=hbi, b <0 (ou bien Z€ iR*)
i ZM~2p \ = T
ssi arg( zM—zA) =5 (2m)
ssi (M4, MB) = —(@2n);
d’ou cet ensemble est 'un des demi-cercles de diametre [AB],
privé des points A et B.

Remarque
Pour déterminer de quel demi-cercle i s’agit, on représente le

cercle de diametre [AB], puis on détermine lequel des
demi-cercles a ses points M qui Vérifient ( M4, MB) = _2—" .

5.2 =17
7 =M~%p .
Zy=Zy '

1| = 1SSI|ZM—L 1
M

B

ssi 22 =1 ssi AM = BM ;
AM
d’ou cet ensemble est la médiatrice du segment [AB].

Exercice 8

1. sin5x en fonction de cosx et sinx ?

* (cosx + isinx)® = cosbx + isin5x (1) (en utilisant la formule
de Moivre)
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* (cosx + isinx)® = cos®x + 5(cos*x)(isinx) + 10(cos3x)(isinx)? +
10(cos?x)(isinx)® + 5(cosx)(isinx)* + (isinx)>.  (en utilisant la
formule du binbme de Newton)
Donc (cosx + isinx)® = cos®x - 10cos3xsin?x + 5cosxsin® x

+ i( 5cos*xsinx - 10cos?xsin3x + sin®x)  (2)
D’apres (1) et (2) ona
sinbx = 5cos*xsinx - 10cos?xsin3x + sin®x.
2. Lingariser cos3xsin®x ?

i, —ix o —ix
cos3xsin®x = (¢ +29 )3 zj )2

- ;_; [ (ei3x +3eiX 43I 4 e—3ix)( e2iX _ 94 e—zix)
- ;_21 [(GSix + e—Six) + (e3ix + e—3ix) _ Z(eix + e—ix)]
= ;—21 (2cos5x + 2c0s3x — 4c0sX)

-1
=— (cos5x + c0os3x — 2C0SX).

Exercice 9

Résoudre dans C :

1) ﬁ =1+ 2i.I’équation existe ssiz # - I.

2 -1+ 2issiiz = (z+ 1)1+ 2i) ssi z(1+ i) :2—issiz:1_73i

z+i
L’ensemble des solutions S ={ % }.
2)z2+z-6=0;A=(1)%-4(1)-6) = (5)2

_-1-5 _ —1+5

Z)=——=-3,2, =— =2douS={-3;2}
3)4z2 +4z+1=0;A"=(2)2—(4)(1) =0

-2 - . -
zp=—===,douS={=>}.
4)z2+z+1=0;A=(1)%-41)1) =-3.A=3i%=(iV/3)?
zZ,= _1;1'\/? 1 Zy = —1-;i\/§ d’ouS={ _1;\/5 X _1_2H§ }.
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5) z> = 3 — 4i; résoudre cette équation revient a déterminer les
racines carrées de 3 —4i. Soit z=x + iy ;

x%+y? = 32+42 €Y

7?2 =3 —4issi xz—y2=3 (2)
2xy = —4 3)
En calculant (1) + (2) et (1) — (2), on obtient :
2x2=8 _ _
on obtient < 2y% = 2 ssi { x=—_21 ou {x _ 12 :
xy = —2 Y Y

DouS={2-i;-2+i}
6) 2% +2iz-1-i=0;A"=()? - ()(-1- i) =i.
Déterminons les racines carrées de A’, c'est-a-dire les complexes
§=x+iytel que 62=A".
x2+y?2= 02+ 12 (1)
8% =A'ssi x2—y2=0 (2)
2xy =1 (3)

En calculant (1) + (2) et (1) — (2), on obtient :

2x2=1 oz vz
2y? =1 g; x_Tou )
1 vz Nol

Xy =:; y=- y=-=
Dou A’ = (‘/2—5+ i g)z . Par conséquent
le-i+g+i\/2—7; Z2:-i-g—i\§ et
S={Z+i(Z-1);22+i(C2- 1},
Exercice 10
B):22-@B+20)z22+(1+4i)z+1-2i=0
1. a) (E) admet une solution réelle ?
Soit a cette solution réelle : ona
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a®—(3+2)a*+(1+4i)a+1-2i=0
a-3a’+a+1+i(-2a*+4a-2)=0
a> —3a*+a+1=0 (1)
{—Zaz +4a-2=0 (2
Résolvons (2). (L’équation la plus simple).
—2a* + 4a-2 = 0ssi-2(a—1)2=0ssi a=1.
Vérifions si 1 est solution de I'équation (1) :
(1) — 3(1)* + (1) + 1 =3 - 3 =0 donc (E) admet une solution
réelle a=1.
b) Résolution de (E) ?
a =1 solution de de (E) donc (E) : (z-1)Q(2) =0.
Déterminons Q(2) par la méthode de Horner :

1 -3-2i 1+4i 1-2i
1 1 -2-2 -1+ 21
1 -2-2i -1+ 20 0

douQ(z) =z*+(-2-2))z-1+2i.
Par consequent (E) @ z=10ou z%+(-2-2))z-1+2i=0
A =(—1-1)?-(1)(-1+2i)

=1= (1)
z,=1+i-1=1i; z,=1+i+1=2+i
S={1;2+i;i}
2.z,=1; zg=1; z,=2+1.
a) Module et argument deﬁ?
Ze—Zy :2+i—1: 1+i ;doncﬂz_ i:e_ig.

Zp—Zy i—-1 —-1+i Zp—Zyg
\ Zr—Z Zr—Z -1
Dou |2 |=1letarg(*—2)= —.
Zp—Zy Zp—Zy 2

Remarque : En calculant quotient 2<~4 sj on obtient une forme

Zp—Zyp
algébrique pour laquelle on ne peut pas déterminer I'argument,
alors on contourne la difficult¢é en déterminant d’abord un
argument du numérateur, puis un argument du dénominateur.
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b) Nature du triangle ABC

P ZeTEa = ] goi emZal o lSS|——1SS|AB AC ;
Zp=Zy |zg=24l

d’ou ABC est un trlangle isocele en A (1)

« arg( EC_EA )= == ssi (AB,AC) ===

d’ou ABC est un trlangle rectangle en A )

Il résulte des propositions (1) et (2) que ABC est un triangle
rectangle isocéle en A.

c)r:r(B;g).zD?,r(A):D

[(A) = Dssi 2, - 2, = e (2, — z5) SSi 2y = i(L —i) +i=1+2i.

d) Montrons que A, B, C et D appartiennent a un cercle dont
on déterminera le centre et le rayon?

= ABC étant un triangle rectangle A, donc les points A, B et C
appartiennent a leur cercle circonscrit qui est le cercle (C) de
diamétre [BC].

= Soit | son centre et R son rayon :

| est le milieu de [BC] etR = E ,d’ou

_ZptZc _ — |Zc zp|
ZI_T_1+ R=— - donc R = 1.

= Montrons que D appartlent a(C), C'est-a-dire ID =17
= |z, —z;] =1 donc D € (C) et par conséquent les points A, B,
C et D appartiennent a (C).

Exercice 11
1. Résoudre z3 =17
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Résoudre cette equation revient a déterminer les racines cubiques
.2km

de 1 qui sont les complexes z, = e' ol k € {0;1;2} Donc les
solutions sont :
zy=e =1, zl—ezefr —_71+§ etzz=ei4Tn :j-g.
2. a) (\/_—l\/_)3 =?
(2= VD) = (VD -3(V2) (V2) + 3WD) (WD)? - (W2)’
=- 42— 402 = 42(-1-1)
b) Solutions de (E) : z3 = 4v/2(-1—1i) ?
z3 = 4/2(-1— i) ssi z3 = (V2 —iv2)3ssi(

on obtient u® =1.

Z 0
) T

En posant u = \/_ A

D’aprés la question 1) les solutions de cette équation sont les
.2km

complexes uk =e's ouk € {0;1;2};

oru, = donc les solutions de (E) sont les complexes

i
:(ﬁ_iﬁ)uk:(ﬁ—iﬁ)eiTone (0;1;2} .

= Forme algébrique des solutions de (E) ?

2,=(V2-iV2) (1) =V2 - iv2.
z2,=(W2- W2)(2 +H)—f“ i( L2y,

z,= (2 IWZ)(T - i) = 282 4 (22

= Forme trigonométrique des solutlons de (E) ?

.2km

=VEI(1 - i) €7 =VINTEF (L4 i 0y e

T 2km

=2e “e's .D’ou
= 2e"rel® = 2714 : donc z, = 2[cos( == ) + isin( )]

5
z,=2e” 4e3—2612 dOI’lCZl—Z(COS—n + isin —)
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L =z 137 .. 137
z,=2e +e 3 =2e 1z ;donc 21:2(cos? +isin ?).

5 5
3. Valeurs exactes de cos 5 et sin 5 ?

D’apres la question 2.b)

5 .. 5 6—1/2 . 6++/2 - ;
z, =2(Cos = + isin Sy = VOVZ e YEHVZ ) - on résulte

12 12 2 2

5 6—/2 5 6—/2

2cos£ =‘/—2\/— cos £=V—4‘/—

d’ou :

. 5 6++/2 . 5 6++/2

2sin 3 = Y612 sin 3 = Y62
12 2 12 4

Exercice 12
1.z7 =17
Résoudre cette équation revient a déterminer les racines septiemes

.2km
de 1 qui sont les complexes z, =e'7 ol
2T
k € {0;1;...;6} . Donc les solutions sont: z, =1;z, =e'7 ; z, =
A Pl & ;1o 2
€7 ,Zz3=e7 ,Z,=e7 Zg=e 7 , Zg=¢e 7.
2

2. Calcul de 1+ u! +u? + -+ ub ,ollu=e7?

Soit S cette somme ; S est la somme de termes consécutifS d’une
V2T
7 N7
suite géométrique de raison u, donc S = 1( 11_1; )= e 7

2T .
Or(e'7 )”=e"" =1,donc S=0.
3.1+ 2cosz7" + 2cos47” + 2c0567" =07

I+ut +u® +--4+u®=0
21 41T 121

1+e7 +e7+...+e"7 =0
121

2 4 12 ., 2 . 4 .
1+ cos7” + cos7" +ot cosTn +i (snn7" + snn7" +..Fsin=) =0,

s N 2 4 6 8 10 12
D’ou 1+ cos7” + cos7” + cos7” + 0037" + cosT” + 0057” =0
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1+ cos%ﬂ + 003477I + 00367” +cos(2m — 67”) + cos(2r — 47”) + cos(2m — 27") =0

2 4 6 6 4 2
1+ 0037” + cos7” + cos7” + cos7" + 0057" + cos7” =0

2 4 6
1+ 2c057" + 2cos7" + 2cos7" =0.

Exercice 13

f M@ -M(2), 2=>1+1)z-1.

1. f similitude directe ?

z estdela forme az+bou a=1+ieth=-1.
aeC etbeC,donc festune similitude directe.
= Eléments caractéristiques de f ?

Soit Q(w) son centre, k son rapport et 8 son angle :

b _
w=—=-1.
1-a

k=lal;ora=vIZ+ 12(L+iL)=yZe's donc k=2
V22

s

Z .

2. Image par fde (d) : x-y+2=07?

Déterminons 2 points A et B de (d) a l'aide d’un tableau de valeurs

et leurs mmages A’ etB’ :

0 =arga =

x [-2 |0 Soit A(-2) et B(2i) ; la droite (d) est la droite (AB).

Yy 10 12 | 4 =@+i)(-2)-1=-3-2i; z; =(1+D(20)-1

= -3+ 2i.

L’image de (d) par f est (d’) la droite (A’B’).

= Image par f du cercle (C) de centre I(1- i) et de rayon

R=2?

Soit I’ =f(), onaz, = (1+n(1-) -1=1.

L’image par f de (C) est le cercle (C’) de centre 1'(1) et de rayon
kR = 2/2; k étant le rapport de la similitude.

Exercice 14
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A(-1) ; B(-2 + i) ; C(i) et D(1- 2i)
1.s?,s(A)=Bets(C)=D

Soit z” = az + b, écriture complexe de la similitude s:
s(A)=B _.(az,+b=2z5 (1)

{S(C)=D {azc+b=zD 2)

(1) — (2) entraine que a(z, —z;) = z5 — Zp

dona=22"%2 =_3j:
Zp—2c

oraz, +b =zzdonc b=z, -az, =-2-2i
d’ou I'écriture complexe de s estz’ =-3iz -2 -2i
2. Eléments caractéristiques de s’ ?

Soit Q son centre, k son rapport et 8 son angle.
=S’(A) = A donc A= Q.

«s’(B) = C donc k = ——|ZC ZA|et9 (4B, AC) = arg(ZC ZA)
Or 7% = ML _ i donc 2€%4 = 7% @rouk =1 et 6 = =~
ZB—ZA —14i ZB_ZA 2

Remargue : la similitude s’ de centre A, de rapport 1 et d’angle _z—n
est la rotation de centre A et d’angle _2—” .

3. Expression analytique de s*’?
s’> a pour centre C, pour angle g et pour rapport 2, donc elle a pour

écriture complexe z’- z, = Zeig(z - Zc);

douz =(1+1n/3)z++/3.

Posons z’ =x’+ iy’ etz =x+ iy,

onax’+ iy’ = (I1+ i/3 )(x+iy) + V3

=X-yW3+V3+i(xV3+y);
Foi {x =x — yV3++3
y' =xV3+y

Chapitre 5 : SUITES NUMERIQUES

est Pexpression analytique des’’.
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Exercice 1

U, = 1
v, et V, =—
{U"“ T U+ "ol

1. Calcul de U,, U,, VetV ?

Uy _1 _ U _1 _ 1 _1_
17 ygp+1™ 27 2_U1+1_3'V0_ L.V 2.
2. (V,,) suite arithmétique ?

Vpsr = Vp= o= - — =2 —donc V. - V——":l.

Unt1 Un Un n n

1 étant une constante, (V,)) est une suite arithmétique de raison
r=1et de premier terme V, = 1.

3.V, etU, enfonction de n?

() étant une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier terme

Vozl,onaV =1, +nr:1+n.
OrVn— , donc U,, =,

Va 1+n’
4.5,¢en fonctlon den?

Sp=Vo + V. F V= (n+ (R

1+1+n) - (n+1) (n+2)

d’ou S, =(n + 1)( >
5. Convergence des suites (V,,), (U,,) et (S,,) ?
* lim V,= lim 1+n=+o;

n—-+oo n->+oo

donc (V) est divergente.

« lim U, = lim ——=0;donc (U,) est convergente.

n-—+oo n-+co N+l
. (n+1)(n+2
x lim S, = lim 2202 -

n—+oo n—-+oo

donc (V) est divergente.

+ 00,
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Exercice 2

U, =2
1 etVvV,=U,+3
{Unlzgun_z " "

1.V suite géométrique ?

_ _1
Vn+1_Un+1+3_§Un+1
_Up+3 _ V.
3 3

doulV, ;= V et par consequent la suite V est une suite
géométrique de raison q = ; et de premier terme V; = U; +3=5.

2. U,, enfonction de n ?
Pour déterminer U, en fonction de n, on commence par déterminer
V,, en fonction de n.

(V) étant une suite géometrique de raison q = % et de premier
terme V, =5,onal, = qun—l = 5( 3i)n—1.
OrV, =U, + 3, donc Un:Vn-3:5(31)n—1_
3.5, etS’, enfonction de n ?
5Tt = R (L)
1n
=S =R - (.
# S SU U+ o+ Uy = V-84 15-3+ .4 1,-3
= 5,,-3n=12—5[1_(§)n]_
4. Limite de V,,, U,, S, etS’,
* lim V, = lim 5( )”1—

n—-+oo n—-+oo

(car—1<—< 1, donc |Im(§)n 1 =0)
* lim U, lirf V,-3=-3(carlimV, =0)

n-+oo
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« lim S, =lim 2 [1-(3)"==.

n—-+oo

* lim §', = lim S, -3n=-o
n—+oo n-—-+oo

Exercice 3

Up=4etU,,,=30,-2
1. Montrons par récurrence que U,, > 2, VneN?

* Vérifions que I'inégalit¢ est vraie au premier rang; c’est a dire
Uy=27

Uy=4,donc U, = 2.

* Supposons que I'inégalité est vraie & un rang p, Ssupérieur au
premier rang ; c'est-a-dire U, = 2.

* Montrons que I'inégalité est vraie au rang p+1, c'est-a-dire

Upr1 227

OnaU, =2 ssi 3U, =26 ssi3U, —2 =4ssi /30U, -2 =2
d’ou U, =2.

L’inégalité étant vraie au rang p+1, donc elle est vraie Vn € N.
DoulU, =2, VneEN.

2. Monotonie de U ?

Uy -U, =30, -2 -U, =

3U,—2-U,% |

J3U,—2+U, "’
U,., - U, ale méme signe que —U,?* +3U, — 2.
Posons U, = X et cherchons le signe de - X% + 3X - 2.

-2 .
X1:1;1X2=__155|X2=2- X -0 1 2 +oo

XZ+3X-2 | - [ + [ -

U,=>2, vYneNdonc X>2;0r-X?+3X-2<0sur

[2; +oo[,donc —U,2+3U,—2<0,VneN;

d’ou U,,,; - U, <0, VneN et par conséquent la suite U est
décroissante.
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3. En déduire que U converge vers L ?
La suite U étant décroissante et minorée, donc elle converge vers
L. Déterminons L ?
«U, ., =fU,) ol f(x)=v3x— 2.
f etant la composée de fonctions continues sur leurs ensemble de
définition, donc f est continue sur son ensemble de définition
[2;+0co]
= Résolvons I'équation f(X) =X ;

. . x=0 . x>0
f(X) =xssi V3x—2=xssi {Sx— 5 = x235| {x= Loux=?2
S={1;2}.
L étant une solution de I’équation f(x) = x et f étant continue en L,
doncL=1oulL =2
OrU, = 2,donc limU,, =2 d’ou L=2.

Exercice 4
1

U suite géométrique de premier terme Uy = 4 et de raison q = 3

V suite arithmétique de premier terme Vo = get de raisonr = g
lz,| =U, etargz, =V, .
1.a) U, etV, enfonction de n ?
1 T T
Un:UOq”:4(5)". Vn:VO+nr:Z4‘(;)n.
b) z, en fonction de n ?
z, =U,e'™. Donc z, =4( %)”ei[fr (Fm
2. (z,,) suite géometrique?

, T
e l(Vn+;)

iv,., =1
Zn+1 = n+1—2U

n+1€

1 i ;
=2¢'@ Uy et =
2

3

iz

N |-

n-
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D’ou (z,) est une suite géometrique de raison q = % et de premier
terme z, = Uje'o = 4e's
=4(cos 7 +1isin 7) =2V2+12v2 .
3.Z,=2yz, ..z, ;arg Z, enfunction de n?
argZ, = arg(zyz, ...z,) =argz, +argz, +...+targz,
=V +Vy + o+ V= ()R

_r 2
—4(n+1) :
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Chapitre 6 : PRIMITIVES — CALCUL INTEGRAL
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercicel
Primitive F de fdans les cas suivants ?

1) f(x) = 3x*- 2x% + x -1 ; F(x) = §x5—§x3 +§x2—x.

2) f(x) = sinxcos3x ; f ressemble a la forme u’u™ ol

u(x) = cosx. Or u’(x) = - sinx donc f(x) = -(- sinxcos3x), d’oli
F(x) = - %cos‘*x.

3) f(t) =sin(wt + ¢) ; f(x) est de la forme sin(ax+b), donc
F(t) == cos(wt + ¢) .

4) f(x) :\/_—x%= x5—2xl—3; onala forme x” et — , donc
FOO=5x2—2(25) = (V2P + 5 .

2

5. f(X) = 2 f ressemble a la forme % “ ol u(x) = X2 +x - 2.

2x+1

Oru (x) 2x + 1 donc f(x) = 2( = ), d’ou
F(X) = 2In| x2 + x — 2|

— 3 4 .
610022 2~ i = +3() - [(xﬂ)z] ,

— est de la forme ¥ et

- est de la forme =, donc
( ) u

F(x) =2X + 3In|x-1| + m.
7.f(x) = 1"7" = —(Inx) ; ona la forme u " donc
F(x) =2 (Inx)2.

8.f(x) =e3**1; onalaforme e®**? donc
1 — -1 _
F(X): _—6’ 3x+1:?e 3x+1.
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1
9.f(x) = xlzeE ; T ressemble ala forme u’e™ ou u(x) :i
Oru'x)=- iz donc f(x) = - (- %e;) d’ou F(x) =- ex .

1

10. f(x) =——=-%: on a la forme ¥, donc
xlnx Inx u
F(x) = In]Inx|.
Exercice 2
1. f(x) = )2 ; T ressemble & la forme — ouu(x)=x%+1.
Oru (x) 2x donc f(x) == [ 2+1)2 ], d’ou I'ensemble des
_ -1 _ -1
Primitives de f est F, (x) = (W—H)Zl) m+ K.
OrF,(1)= Odoncz(12 D k—O,douk—Z
_ 1
F(x) = m +
2.909 = s

a) g(x) existe ssi 4x + 8 >0, donc D, = ]-2 ; +oo[. g est le quotient

de fonctions continues sur ]-2; +oo[; V4x+ 8+ 0 sur cet
intervalle, donc g est continue sur ]-2 ; +oo[ et par conséquent elle
admet des primitives sur cet intervalle.

b) g ressemble a la forme % ou u(x) = 4x+1. Or u’(x) = 4, donc

)d’ou I'ensemble des primitives de f est

100 =3 (Grms
Fe(x) =1 (2VAx+8 )+ k== (Vax+8 )+ k.

De plus F,(2) =4 donc ~(/4(2) +8)+k=4;douk=2et
F) == (Vax+8)+2
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3.h(x) =~

a) h étant une fonction rationnelle, h est continue sur son ensemble
de définition Dn = ]-00; 0[U]0; +oo[. Par conséquent h admet des
primitives sur ]-oo; O ou sur ]0; +oo[. (mais pas sur Dn qui n’est
pas un intervalle).

b) Soit Hk I'ensemble des primitives de h ; on a Hk(x) = In|x| + k ou
k est un nombre reel.

- Sil=]-00;0[, alors Hk(x) = In(-x) + k

-Si1=1]0; 4oo[, alors Hk(x) = Inx + k

Exercice 3

Calcul d’intégrales ?

Soit f la fonction a intégrer ; déterminons F, une primitive de f en
procédant de la méme maniere que les exercices précédents.

1)1 = f01 L_dt ; Soit f(t) :\/% , déterminons F.

1+t

f(t) = %(J%z ), donc F(t) =v1 + t2; d’ou
I=F(1)-FO0)=v2- 1.
2) I'= le 3xex2—1 dX, Soit f(X) = Bxexz_l = % (erxz—l), donc

Fo=2 (e* 1) : doul=F() - FQ) = 2(1-¢?).

3) I = Jz cosxsin®xdx ; Soit f(x) = cosxsin*x ;ona
F(x) = Zsin*x douT=F(5) - F(0) = .

3
4) I = fEO tanudu ; Soit f(u) = tanu = sinu -, ona f(u) - —sinu ’
4 —

cosu ' cosu

d’ot  F(u) =-In|cosu] et1=F(0)-F(%)= |n(\2_7).
1—xsix<1

5)I:f_21|1—x|dx;Soitf(x):|1-x|:{x_1six>1

En utilisant la relation de Chasles on a
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=1 11— x|dx+ [7|1—x|dx

:fl (1—x)dx+f2(x—1)dx
5

[x——x] +[x —x]? =3

Exercice 4

Calcul a ’aide d’intégration(s) par parties ?
1.a)l = [z xcosx dx ; Soit u(x) = x et v'(x) = cosx,
onau’(x)=1et v(x) = sinx, d’ou

| = [u(x)v(x) fz u' () v(x)dx

A

= [xsmx]f) fg sinx dx = [xsinx]f) - [-cosx];
3
=—-1

TL' T

b)I fgl"xdx SOItu(x)——et v(x) = Inx.
On a u(x) —7etv(x) —;,donc

I =[u()v()]3 - ff u(x)v'(x)dx.

Dot | = [inx]3 - [[ Zdx = [Zinx]i - [ ]}

_ 2-In3
ra

ol= f01 x*e**dx ; Soit u(x) = x* etv’(x) = e**
Onau’(x) =2x etv(x) = % e

\ 1
doul —[ xe®]g- [ xe® dx.

Soit J = fo xe?* dx ; posons u(x) =x etv’(x)= e*
Ona u’'(x)=1etv(x) :iezx ,d’ou

J=[xe]§- 5 [y e dx = [[xe™]§ -5 ;™15 ;
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il en résulte que | =~ ([x?e® — xe™ + ~e*]3)=
d) 1= [ e*sinxdx ; Soit u(x) = sinx etv'(x) = e*.
Onau’(x) = cosx etv(x) =e* ,d’ou

| = [e*sinx]f - [, e*cosxdx;

Soit J = fo e*cosx dx ; posons u(x) = cosx etv’(x) = e*.
Onau’(x) =-sinx etv(x) =e*, d’ou

J=[e*cosx]|§ - f: — e*sinx dx = [e*cosx]|§ + |.

Il en résulte que | = [e*sinx]7 - [e*cosx]; — 1 ;
> N T — [e¥ (sinx—cosx)]§ _ e"+1
d’oul 2 ==

2. Primitives de f dans les cas suivants:

a) f(x) =Inxsur[1; + oo|.

f est continue sur ]0; +oo[, en particulier sur [1; + oo[ et donc f
admet des primitives F, définies sur [1 ; + oo par

F(X)= [7f()dt ,a€[l;+ oo]

Calculons F(x) = f: Intdt alaide d’une intégration par parties.
Soit u(t) =Intetv’®)=1,0na

u't) == et v(t) =t , d’ou F(x) = [tint]* f 1dt = [tint]% - [t]X
.Donc F(x) = xIlnx —x + alna — a = xInx - x + k ou k est une
constante.

b) f(x) = (x+1) e ™ sur R.

f étant le produit de fonctions continues sur R, f est continue sur R
et admet par consequent des primitives F, définies sur R par
FO)=[(t+1e " dt aeR.

Calculons F(x) a I'aide d’une intégration par parties ;

soit u(t)=t+1letv'@)=e*.Onau’t)=letv(t)=-et;

donc F(x) =[—(t+ 1)e )% +f e tdt
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= [-(t+ e )X — [e7F]X = e™ (- x- 2) + k ou k est une

a

constante.

Exercice 5

f(x) = cosx

1. Aire du domaine D ?

La fonction cosinus étant positive sur [O; g] et négative

m 3T . .
[— ; —], I'aire de ce domaine est
31

A= f2cosxdx+( fn cosx dx ).

77.'

Dot A = [sinx]] - [sinx]z =

4—+2
-

JENE

En cmz,cﬁl=#x2x30m2 =12 - 32 cm?.
2. Encadrement de fOZ g(x)dx?

g(x) =
Onal0<x < f . la fonction cosinus étant décroissante sur

Ccosx

- 2
[O0; E], on a cos E < cosx < cos0 ssi £ <cosx<1

_\/_,
d
Il en résulte que = < z i;

0 cosx — 4

dou 7 < f(;* g(x)dx < T\/—'

sur
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Exercice 6
1. Volume V d’une boule de rayon R ?
Z“
t r(t)

Prenons comme origine du repére le centre O de la boule ; le plan
d’équation z =t (t € [-R; R] ) coupe la boule suivant un disque
(D). Soit r(t) son rayon ; Paire de (D) est S(t) = m[r(t)]?.
D’aprés Pythagore, onar?(t) +t? = R?, d’ou
S() = m(R? — 1) etV = [* s(dt = n[R? — L%,

_ 4mR®

3

2.(C):y=+x oul<x<4.Volume de la figure obtenue en
faisant tourner (C) autour de I’axe (x’x)?
Soit V ce volume ;
V= ffn(\/a_c)zdx = nffxdx

x? 151
=l =S
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Exercice 7
Résolvons :
1. a) 2y~ 3y = 0; Les solutions de cette équation sont les

fonctions f, (x) =k o7,

by y’ = _?1}1 ssi y'+ gy = 0; d’ou les solutions de cette équation
1

sont les fonctions £, définies par f, (x)=kes ™,
©) y’+y-6y=0 (1);

Résolvons I'équation caractéristique de (1), 7> +r—6=0:

r; = 2 est une racine évidente ; 2r, = —"ssir, =- 3.

L’équation caractéristique admettant 2 racines distinctes, les
solutions  de TI'équation differentielle (1) sont les fonctions f,.;,
définies par f,.5 (x) = ae® + Be™ ol a et S sont des réeks.
2.2)y’+2y=0,y(-1) =22

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f,
définies par f, (x) =k e ?*;

or f,(—1)=2donc k e 20D =2ssik=2e72;

d’ou la solution Vérifiant la condition posée est la  fonction f
définie par f(x) =2e72. e 72¥ = 2¢72* 2,

b) y’+4y’+4y=0 (1),y(0)=1ety’(0)=17

Résolvons I'équation caractéristique de (1), 7> +4r+4=0:

A= (4)* 4(4)(1) =0,donc 1, =-2 .

L’équation caractéristique admettant une solution double, les
solutions de T'équation différentielle (1) sont les fonctions f,.z,
définies par f,.; (x) = (ax + B)e™** .

Déterminons f la solution vérifiant  les conditions posées: or

flap (0) = ae™ = 2(ax + fle™ et {;{753((%))2 11
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:1 . :1 5 A —2Xx
donc {a —BZﬁzlsSI {§= 3douf(x):(3x+1)e 2x

)y’-2y+5y=0 (1),y(m)=1ety(m)=07

Résolvons I'équation caractéristique de (1), 7 2-2r+5=0:

A= (—1)% (Q)(5) =-4;A"=4i?=(2i)? donc

z,=1-2ietz,=1-2i.

L’équation caractéristique admettant 2 solutions complexes, les

solutions de T'équation différentielle sont les fonctions f, ., définies

par fo.p (x) = e*( acos2x + Bsin2x).

Déterminons f la solution Vérifiant les conditions posées :

Or f'y.p (x) = e™( 2x + Psin2x) + e* (—2asin2x + 2fcos2x) et

{fa;ﬁ (m) =1 donc{ ae™ =1 ssi { a =_f_n .
flap(m =0 ae™ +2Be™ =0 p=—e™"

d’ouf(x) = e* ™ (cos2x — %sian).

Exercice 8

1. T ? solution de y”’- 2y’+y=0 (1), f(0) =1letf @) =3.
Résolvons I'équation caractéristique de (1), 7%-2r+1=0:
r2-2r+1=0ssi (r—1)?2=0ssir=1.

L’équation caractéristique admettant une solution double, les
solutions de T'équation différentielle sont les fonctions f, ., définies
par

fap (x) = (ax + B)e*.

Déterminons f la solution Vérifiant les conditions posées :

orf'x) = ae +(ax + e’ et {j}:'((%))zzl?)
donc {a f_; i 3 SSi {'f{ z ; .D’ou f(x) = (2x + 1) e*.
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2. Déterminons une primitive de f?
f étant un produit de fonctions continues sur R , f est continue sur R
et par conséquent, elle admet des primitives sur R, F. Déterminons
les.
f est une solution de (1) donc f "(t) — 2f '(t) + f(t) =0
ssi f(t) = 2f '(t) - f (1) ;
dou [T f(O)dt=2 [T f'(dt- [T f"(t)dt,a€ R,
Il en résulte que F(x) — F(a) = 2[f(x) —f(@)] - /f'x)—f(@)] ;
d’ou F(x) = 2f(x) — f(x) + k, k étant une constante. En remplacant
f(x) et /’(x) par leurs valeurs, on obtient pour k =0, F(x) = (2x - 1)
e”.
3. Veérifions que F primitive de f?
F'(x)=2e*+(2x-1)e* =e*(2+ 2x - 1)

= e*(2x + 1) = f(x) ; donc F est bien une primitive de f.

Exercice 9

(E) : y’+ y=cosx

1. petq?, hsolution de (E)

h solution de (E) ssi #’(x) + h(x) = cosx

SSi — pSinNX + (COSX + PCoSX + gsinX = COSX

ssi (g + p)cosx + (q — p)sinx = cosx ; il en résulte :

1
= p=
{q+p 1ssi

2

— =0 _1

q-p q=
d’ou h(x) = % (cosx + sinx).

2.(E): y’+y=0?
Les solutions de (E’) sont les fonctions f, , définies par
fi(x)=ke™* keR.
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3. g solution de (E) ssi g — h solution de (E’) ?
g —hsolution de (E’) ssi [g(X) — A(x)] '+ [g(x) —h(x)] =0
ssi g'(x) + g(x) =h'(x) + h(x)
ssi g’(x) + g(x) = cosx (car h solution de (E))
ssi g solution de (E).
4. Solutions de (E) ?
Soit g, une fonction telle que g, (x) - h(x) = f, (x).
f étant solution de (E’) donc g, — h est solution de (E’), d’ou g,
est solution de (E) d’aprées la question précédente ;
Or g, (x) - h(x) = fi, (x), donc g, (x) = fi (x) + h(x).
Il en résulte que les solutions de (E) sont les fonctions g, définies
par g (x) = ke ™* + = (cosx + sinx),

5. Détermination de f?
La courbe de la solution de (E) passe par A0 ; 1) ssi g,(0) =1

ssi ke® +§(c050 +sin0) = 1 ssi k = %

d’ou f(x) = % e ™+ % (cosx + sinx).
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Chapitre 7 : DENOMBREMENT - PROBABILITE

Exercice 1

Soit A, B, C,..., I, J ces 10 délégués.

1. Comme bureaux possibles on a ABC, DAF, ...

- Répétons un élément pour voir si un bureau est une p-liste :

Le burcau AAB n’est pas possible car i est composé des 2
délégués A et B, au lieu de 3 comme I'exige I’énoncé.

- Changeons lordre des ¢éléments pour voir si on a des
arrangements ou des combinaisons :

Le bureau ABC étant le méme que le bureau BAC (car les deux
bureaux sont composés des mémes délégués) donc I'ordre
n’intervient pas et par conséquent un bureau est une combinaison

de 3 éléments d’un ensemble a 10 éléments.

, 10x9x8
Il en résulte que le nombre de bureaux est €3}, = —— = 120.

2. Supposons que le président occupe la lere place, le trésorier la
2eme et le secrétaire la 3eme.

a) Comme bureaux possibles on a DIC, JOB, ...

- Répétons un élément pour voir si un bureau est une p-liste :

Le bureau BOB n’est pas possible car le délégué B a cumule 2
postes, contrairement a I’énoncé qui interdit le cumul.

- Changeons Tl'ordre des ¢éRments pour voir si on a des
arrangements ou des combinaisons :

Le bureau DAF est différent du bureau FAD car dans le 1°", D est
président alors que dans le 2¢ c’est F qui est président. Donc I’ordre
est pris en compte et par conséquent un bureau est un arrangement
de 3 ééments d’un ensemble a 10 éléments.

Il en résulte que le nombre de bureaux est A3, = 10x9x8 = 720.
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b) Comme bureaux possibles on a EIB, JAF, ...

- Répétons un élément pour voir si un bureau est une p-liste :

Le bureau ABB est possible car B cumule a la fois les postes de
trésorier et de secrétaire. Donc un bureau est 3-liste d’un ensemble
de 10 élements.

Par conséquent le nombre de bureaux est 103= 1000.

Remarques :

e Ce type de raisonnement est utilisé pour savoir si on a des
des p-listes, des arrangements ou des combinaisons dans le cas ou
on I'ignore; mais il n’est pas exige.

e On peut retenir pour des exercices de dénombrement
concernant un groupe de personnes faisant partie d’une entité plus
large (‘bureaux, comité, ...) que :

- si les postes ou places ne sont pas précisés, on a des
combinaisons.

- si les postes ou places sont précisés et s’il n’y a pas cumul, on a
des arrangements.

- si les postes ou places sont précisés et s’il y a cumul, on a des p-
listes.

Exercice 2

1. Un podium est constitu¢ d’un groupe de 3 athletes ; les places
étant précisées ( 1°7, 2¢ et 3% ) et du fait qu’il n’ y a pas cumul (un
athlete ne peut pas occuper 2 places), un podium est un

arrangement de 3 éléments d’un ensemble a § éléments ;

par conséquent le nombre de podiums est A3 = 8x7x6 = 336.

2. a) Bolt est 1°" donc on choisit pour la lere place Bolt (A1), puis
(principe multiplicatif) 2 athletes parmi 7 pour les places restantes
(42)

Il en résulte que le nombre de podiums est
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Al X AZ = 1X7x6 = 42.

b) Bolt est dans le podium, donc il est 1°" ou 28 ou 3. Donc avant le
choix de Bolt, on lui choisit 1 place parmi 3,

(C3 possibilités) ensuite on choisit Bolt (A7), puis 2 athletes parmi
7 (A%2). llen résulte que le nombre de podiums est

C3x A} X A% = 3xI1X7x6 = 126.

Remargue :

Si on doit choisir p éléments et que ces p éléments peuvent
occuper p places parmi n, avant le choix des p éléments, on leur
choisit p places parmi n (C? possibilités).

Exercice 3

Un jeu de 32 cartes est composé de :

8trefles (7;8;9;10;as; roi ; dame ; valet)

8 piques (7;8;9; 10;as; roi ; dame ; valet)

8 ceeurs (7;8;9;10; as ; roi ; dame ; valet)

8 carreaux (7;8;9; 10;as ;roi ; dame ; valet)

Une « main » de 5 cartes est une combinaison de 5 éléments.

1. Pour une «main» de 5 cartes comportant 2 valets, on choisit 2
valets parmi 4 (CZ), puis (principe multiplicatify on compléte la
main avec 3 cartes, qui ne sont pas des valets, parmi 28 (C3).

D’ou le nombre de « mains » est
_ 43 _ 28xX27x26 _

CZXCH==—=X =19656.

2.1 3x2x1
En utilisant le méme raisonnement, on obtient pour les autres

questions :
3 2 _ 8X7x6 28x27
2. C3xCyy =

= 15456 .

3x2x1  2x1

3. Une «main» comportant plus de 2 dames ( > 2) est une
« main » comportant 3 dames ou bien (principe additif)
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4 dames ;

d’ou le nombre de « mains » est C2 x CZ + C;} x CJy = 1540.

4. Une «main» comportant au moins un roi ( = 1) contient soit 1
roi ou 2 rois ou 3 rois ou 4 rois. (principe additif).

D’ou le nombre de « mains » est :

CiXChgt+ CEXC3+ C3XC+Cf X Clg=103096.

Autre méthode

Soit A =« au moins un roi », ona A = « pas de roi ».

Or cardA = cardQ - card4 , donc cardA = C3, - C5; = 103096.

Exercice 4

Une urne contient 5BR, 3BB et 2BN.

A. Tirage simultané de 3 boules (on a des combinaisons)

1. C3, = 120.

2.a) €3 =10.

b) 0 (car c’est impossible et cardg = 0).

c)C?xC;} =6.

d) «2BB»: on tire 2BB, puis on complete par une boule non
blanche pour avoir 3boules.

Donc le nombre de tirages est C2 x C1 = 21.

e) A=« Au moins 1BB »;ona A=« pasdeBB »

Or cardA = cardQ - card4 , donc cardA =C3, - C3 =85.

) «des boules de méme couleur » : on aura 3BR ou 3BB ou

3BN ; donc le nombre de tirages est :
C3+C3+0=10+1+0=11

g) «des boules tricolores» = «1BR, 1BB et 1BN »; donc le
nombre de tirages est: Cd x €3 x C; = 30.

B. Tirage successivement de 3 boules (on a des arrangements)
1. A3, =10x 9 x 8 =720.
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2.a) A2 =60. b) 0. c) A2 x A} =12.

d) 2BB et 1BN ?

Les 2BB peuvent occuper les 2 premieres places ou les 2 dernieres
ou la lere et la 3% place; donc avant le choix des 2BB, on leur
choisit 2 places parmi 3 (CZ choix).

Par conséquent le nombre de tirages est: CZ x A3 x A} = 36.

e) «2BB» = «2BB et 1boule non blanche ». Donc comme pour la
question précédente on aura le choix de places.

Par conséquent le nombre de tirages est: C2 x A3 x A} = 126.

f) «au moins 1BB » signific qu’on a 1BB ou 2BB ou 3BB. Donc
le nombre de tirages est :

C3 X A3 X A3 + CZ x A3 x A} + A3 =510.

Autre méthode

Soit A=«au moins 1BB »;ona A =« pasde BB »

Or cardA = cardQ - card4 , donc cardA = A3, - A3 =510.

C. Tirage successif avec remise de 3 boules (on a des p-listes)

1. 103 = 1000.

2.) 53 =125. b) 23 = 8.

c)32x2t=18. d) CZ x 32 x 2! =54.

e) C? x 32 x 7' =189.

f) Soit A = «au moins 1BB », ona A = « pas de BB ».

Or cardA = cardQ) - card4 , donc cardA =103 - 73 =657.

Exercice 5

Chaque carte ayant la méme chance d’étre tirée, le tirage est
équiprobable ; en outre le tirage d’une carte peut étre considéré
comme des p-listes ou des arrangements ou des combinaisons.
cardQ =321 =32,

1. A:«tirer leroidetrefle »; cardA =11

_cardA _ 1
donc p(A) = a0 32
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2.  B:«tirer 1roi »; cardB =4'donc p(B) = ;iz = % :
3. C : «tirer 1tréfle » ;cardC =81 donc p(C) = % = % .
4. D :«1roioultréfle »; D=BuUC donc
p(D) =p(B) +p(C) -p(BNC) ;

4 8 1 _11

orBNC = A, il enrésulte: p(D) =—+—-—=

32 32 32 32°

5. E:«niroi nitrefle »;E=D donc p(E) =1-p(D) = z_i

Exercice 6
(3BB . . (5BB . Celygglo
Ul.{ZBNetUZ.{lBN ; cardQ = 51 x 6 = 30.

_3x5 _ 1 _2x1 1
layp,= =5 bp,=.=1-

c) «<1BB+1BN» la BB vient de U, oude U, ;

doup, =22 22 =2
¢ 5x6 5x6 30 °

2.a) A = « 2 boules de méme couleur » ; on a

A:<I1BB et1BN». Dol p(A)=1-p(d)==.

b) Obtenir 3 fois A au cours des 5 lancers, c’est obtenir 3 fois A et
2 fois A . On peut obtenir A lors des 3 premiers lancers ou lors des
3 derniers ou ...etc; c'est-a-dire obtenir AAAAA ou AAAAA ou

AAAAA, ... ;donc le choix de places s’impose.

D’ou la probabilit¢ d’obtenir 3 fois A lors des 5 lancers est
17

C3X(3 ) x(1— =)*=034.

c) B : «obtenir au moins A lors des n lancers » ; on a
B = « ne pas obtenir A lors des n lancers »
= « obtenir A lors des n lancers » ;




Or p(B) = [p(4)]"= G)" et p, =p(B) =1-p(B),
_ 13
Donc p,, =1- (5)” .
d)n? p, = 0,999
P = 0,999 ssi 1- ()™ = 0,999 ssi ()" < 0,001,
In (0,001)

In(g)” <In(0,001) ssi nln(ﬁ) < In(0,001) ssi n = InE)

30

(car In(52) < 0)ssin>8,26; doun=9.

Exercice 7

1. Exprimons toutes les probabilités en fonction de P;.
P,=P,;P,=3P,;P,=2P,; P,=2P,= 6P, ; Ps=2P,=12P,.
Or ¥ P; = 1donc 25P, = | d’oi P, = .

2 12 6
—:P.=—=:P, =—,
25 "5 257767 35

2. On obtient un numéro pair, siona2ou4oub ;
donc la probabilité d’obtenir un numéro pair est :

Py+ Pyt Pg=—.

3. De la méme maniére que la question 2.b) de I'exercice 6, Ila
probabilit¢ d’obtenir 4 fois un numéro pair lors des 5 lancers est :

CEX(Z)' x(1— =)' =0,05.

On en déduit que P,=— ;Py=—=; P, =

Exercice 8

Matheux | Non matheux

Garcons | 3 15

Filles 2 10




Soit M : « étre un matheux » et G : « étre un gargon ».

On lit le tableau pour donner les résultats suivants.

On a 30 éleves et le nombre de choix possibles d’un €leve est
cardQ = 307,

l.a)p(M)="?

On a3+ 2=>5matheux donc p(M) :%:%,

b) p(G) =7

Ona3+ 15 = 18 garcons donc p(G) = % :E .

c) p(MNG) =?

On a 3 éleves qui sont a la fois « matheux » et «garcon», donc
_ 3 _1

p(MnG) 3 1o

d) p(M/G) =?

Sachant que I'éleve est un garcon, le nombre de cas possibles est
18 et le nombre de cas favorables a I'obtention d’un « matheux »
est 3.

1

> -3 _
D’ou p(M/G) 8 &
2. M et G indépendants ?
p(M / G) = p(M) donc les événements M et G sont indépendants.

Autre méthode
p(M)P(G) = (£ () ==
=p(MNG) ; d’ou M et G indépendants.

Exercice 9
Les probabilités de certains événements étant données dans
I’énoncé, on peut définir avec des lettres ces évenements et utiliser
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un arbre de choix, pour trouver les probabilités qu’on peut en
déduire.
Soit V : « étre vacciné » et M : « étre malade ».

M
0
06~V
0,9 M
0,7 M
0,4 >V <
0, M
p(V) = 0,6. p(V) =0,4. p(M /V) =0,1.
p(M/V)=0,9. p(M/V)=0,7. p(M/V)=0,3.

l.ayp(M/V)=0,1
b) p(MNV) = p(V)p(M /V)
=(0,6)(0,1) = 0,06.

c) D’apres le Théoréme des probabilités totales
p(M) =p(V).p(M / V) + p(V).p(M / V)

=(0,6)(0,1) + (0,4)(0,7) = 0,34.
2. L’individu est bien portant, donc non malade ; la probabilité
p(vaM) _ p(\Np@#/V) .

qu’il soit vacciné est p(V/ M) =

p(M) p(M) '
d’ou p(V/M) = % ~0,81.
Exercice 10
4BB 2BB
lh{lBN’ lb{BBN'

Soit N : « tirer 1BN » et U,: « U, est choisie ».




1

Lp(N/Uy) = ===
2 pNT) = 5= 2.

3. p(N) = p(U;)p(N/U,) + p(U;)p(N/U;)
= () + DO =%

Exercice 11
Dé2 |1 2 3 4
Dé 1
1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8

1. a) Déterminons la loi de probabilité de X

X étant la somme des numéros, x; les differentes valeurs prises par
Xsont2;3;4;5;6; 7; 8. (les valeurs obtenues dans le tableau
ci- dessus qui donne la somme des numéros des 2 dés).

X le numéro qui apparait sur le dé 1 et y celui qui apparait sur le dé
2 forment le couple (X ;y) aqui on associe la somme x +y.

- Obtenir une somme ¢égale a 2 correspond a I'événement (X =2)
qu’on obtient avec le couple de numéros (1 ; 1).

- Obtenir une somme égale a 3, correspond a I'événement

(X =3) qu’on obtient avec les couples (1;2)et (2; 1)

- etc.

La probabilit¢ d’obtenir un couple de numéro étant %Xi = 11—6 ,

X =2}=5.  p{X=3=2x =1
pIX=4}=3x-=—.  p{(X=5}=4x-=—.
p{X=6)}=3x—==. p{(X=7}=2x—-=—.
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p{(X =8} =~
On obtient ainsi la loi de probabilité définie ci-dessous.

x; 12 |3 |4 [5 |6 |7

8
P; 1| 2 3 ) 3 | 2 |1
16 16 16 16 16 16 116

on remarque que Y. p; = 1.

b) Représentation graphique
..... Y} i1 i LoideprobabilittdeX : : i : i |

On. représeﬁte‘ la. l(;i de ‘pr(‘)ba.bi]i:cé .51 i’ai&e .d’im ‘dizigramme en
batons.

Echelle : lunité correspond é% sur 'axe des ordonnées.

2. a) Définissons la fonction de répartition F, F(X) = p(X< x)

- SiX € ] — o0;2[ , alors F(x) = 0.

- Six € [2;3[, alors F(X) = p, :%.

- Six € [3;4[ , alors F(X) =p, +p; =f—6-
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6

-Sixe[4,5[,alorsF(x):p2+p3+p4=g

-Six €[5;6[, alors F(x):p2+p3+P4+P5:12
-Six € [6;7] , alors F(X)=pz+p3+P4+Ps+P6:§
-Six € [7; [alorsF(x):p2+p3+p4+p5+P6+P7:E

- SiX € [8;+0o[,alors F(X) =p, +p3 + -+ pg = 1.
b) Representons F Ia fonctlon de repartltlon ?

o L1 5 r
Echelle : 1 unité correspond a— sur 'axe des ordonnées.

La représentation graphique de la fonction de répartition F est une
fonction en escalier.

3. Calcul de E(X), V(X) et 6(X) ?

Pour ces calculs, on peut compléter le tableau définissant la loi de
probabilité de cette maniere :
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xZ |4 9 16 |25 |36 |49 |64

x, |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8

p | L[ Z [ 3222 ] [somme
16 | 16 | 16 [ 16 | 16 | 16 | 16

x| 2|6 [ 122018148 5
16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16

Xpi| A [ 18|48 [100]108] 98 ot 275
16 | 16 | 16 | 16 1 16 | 16 | 16

> E(X) =X x;.p; =5.
> V(X) =X x2.p; — [ECD]? = 27,525 ; d’ot V(X) = 2,5
> o6(X) = /V(X) = 1,58

Remarque
On peut aussi pour ces calculs, écrire les formules et ensuite utiliser une

calculatrice pour avoir les résultats.

Exercice 12
U {SIB ; Tirage simultané de 5 jetons
3JR’
1. Loi de probabilité de Y ?
Le joueur peut tirer 5JB ou (4JB et 1JR) ou (3JB et 2JR) ou
(2JB et 3JR).
- S’il tire 5JB, il aura un gain algébrique de — 5n.
- Sl tire 4JB et 1JR, il aura un gain algébrique del00 — 4n.
- Sl tire 3JB et 2JR, il aura un gain algébrique de 200 — 3n.
- S’il tire 2JB et 3JR, il aura un gain algébrique de 300 — 2n.
Par conséquent les valeurs y; prises par la variable aléatoire Y
sont : - 5n; 100 —4n ;200 —3n; 300 — 2n. D’ou
ce 1 CsxCy _ 15

p(Y:-Sn):C—Bszg. p(Y:100-4n):T=56.
p(Y:200-3n):%: p(Y:300-2n):%

30
56

10
56




On obtient ainsi la loi de probabilité de Y, présentée dans le tableau
suivant :

Vi -5n 100 - 4n | 200-3n | 300-2n
pi=p(Y=y) | 1 15 30 10
56 56 56 56

On remarque que ), p; = 1.
2.E(Y) =X y,.p; = % 4 1500-60n _ 6000-90n 3000 -20n

56 56 56
_10500-175n
56 )

3. Le jeu est équitable ssi E(Y) =0 ssi 10500 — 175n =0
ssi n = 60.

Exercice 13
1. Pour chaque question, la probabilit¢ d’obtenir une réponse

correcte est % et celle d’obtenir une réponse incorrecte est %.
a) Le candidat trouve la premiére question signifie qu’il obtient une

réponse correcte pour la premiere question et des réponses fausses
pour les 9 autres questions. Par conséquent la probabilité de trouver

la lere question est : (+)(>)? = 0,018.

b) Le candidat obtienne une réponse correcte ; la réponse correcte
peut étre obtenue a la lere question ou a la 2eme ou ...etc. Donc le
choix de places se pose, d’ou la probabilit¢ d’obtenir 1 réponse
correcte est

Cih(3)(2)° = 0,18,
2. a) X suit la loi binomiale de paramétres 10 et i , donc la
probabilit¢ d’obtenir k réponses correctes en répondant aux 10
questions est p(X = k) = CX (DD .
b) « p(X < 1) = p(X = 0) + p(X = 1) = (3)1°+ CL (3 )(3)°

= (,23.
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«P(X>2)=?
XZD=(X>1)=(X=>2);

doup{X=2)}=p{(X =D}=1-p{(X< 1)}
= 0,77.

3. X suit la loi binomiale de parametres 10 et% donc
E(X) =10(3) =25.
E(X) = 2,5 signifie qu'un candidat qui répond au hasard a ce QCM,

obtient en moyenne 2,5 réponses correctes sur 10.
Par conséquent on a pas intérét a répondre au hasard a ce QCM.

Chapitre 8 : SERIE STATISTIQUE DOUBLE

Exercice 1
1. Nuage de points ?
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[P
-
-

!
T
1 2

2. Calcul de r ?
_ cov(xy) . 1 as
r = ——=— . Donc pour calculer le coefficient de corréelation r on
o(x)a(y)

commence par le calcul des moyennes de x et y, leur variance, leur
écart-type et la covariance de x ety.

J?:%Z’Ci:& }7=%2yi=35,64. V(X):%inz—fzzz.
V(y) =23y} - 7% = 24,39, 5(x) = V() = 141,

oy) =V = 493, cov(X ;y) = - N x;y;- £y = 6,32.
d’our =0,90;|r | proche de 1, donc on a une bonne corrélation.

3. Droite de régressionde yenx ?

X x |0
dy/x:y':)_]:a(x'f)()fJ Yy y | 26,16
a= i =316,
Dou d,, , 'y =3,16x + 26, 16.
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d, . passe par G(x; y), pour la tracer il suffit de déterminer un

autre point de la droite de régression dey de x .

Pour x =0 onay=2616; doud,,, estla droite passant par les

points G et A(0 ; 26,16), représentée sur la figure.
4. Taux de réussite en 2014 ?
En 2014 le rang de 'année x = 2014 — 2006 +1 =9.
Pour x =9, le taux de réussite y = (3,16)(9) + 26,16 = 54,6.

Donc le taux de réussite au Bac de ce Lycée est estimé a 54,6 % en

2014.
Exercice 2
X |16 18 20 22 26 Totaux
)2/,6 0 0 0 0 i =n,
28 1 1 0 3 0 5=n,
3 0 2 0 2 2 6=ns,
32 0 0 3 1 0 4=n,
34 0 2 0 0 0 2=ns,
36 0 0 i 0 il 2=ng
Totaux [1=n,; [5=n, [4=n; [6=n, [4=ns [20=N
1. Séries marginales ?
La premiére série marginale est {(y;,n; )},<;< définie par :
vi 126 2.8 3 32 34 36
n; |1 5 6 4 2 2

La deuxiéme série marginale est {(x;,n; )};;<s définie par:

Xj

16

18

20

22

26

n;

1

5

i

6

)
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2. %, ¥, 6(x) et o(y) ?

- _1

x=- *_NX; doncx:—(1x16+...+4x26)=21,1

j=1M %)
. }7:% i6=1ni.)’iid0nc
y == (12,6 + ... +2x3,6) = 3,07
o V(X)—— 1n]x ; =8,99 d’ou

5(x) = ,/V(x =299

. V(y)——Zl ¥ -y*=0,07dou

o(y)=V(y)=0,27

3. Coefficient de corrélation ?

_ cov(x;y) . 1 Vv o~ -
F = ety OF COV0:Y) = 5 Bi X nyyx; — §.X = - 0,07
d’our = - 0,09. | r | n’étant pas proche de 1, la corrélation n’est
pas bonne.

NB: Une calculatrice scientifigue donne tous les résultats sauf
celui de la covariance qu’on peut obtenir en partie avec ), xy .

Par conséquent la maitrise de la calculatrice en mode statistique est
un atout de taille.

Exercice 3
A. 1. Nuage de points ?




- } } } } - } - } - } - }
30 S0 &0 7O =0 a0 100 110 1zn0

2. Equation de d,, . ?

cov(x;y)
V(x)

Calculons x, y, V(x) et cov(X ;).

£=:%x,=80. y=Yy,;=3466.
V(X) = gzxzi - %2 = 666,66.

d,,y-y=ax-x)oua=

cov(x ;y) = %Z X;y; - X.y =522,22.

D’ou a=0,78 et dy/x 'y =0,78x — 28.
3. Coefficient de corrélation ?

_ cov(x;y) . _ l P .
r= c(X)aoy) or COV(X ) y) = Nzxiyi xX.y 522,22 :

6()=V(x)=2581; V() ==;%y? -y*=41866 et
o(y) =+/V(y) = 20,46 donc r = 0,98.
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| r | proche de 1 donc on a une bonne corrélation.

4. a) L’automobiliste roulant a 150km/h, donc x = 150 et par
conséquent la distance de freinage de son véhicule est

y = (0,78)(150) — 28 =89m ;

I'obstacle étant a 85m, automobiliste va percuter I’obstacle.

b) Vitesse maximale ?

Pour ne pas heurter I'obstacle, la distance de freinage y doit étre
inférieur 85m.

y < 85ssi 0,78x — 28 < 85 ssi x < 144,87 ;

donc la vitesse maximale au moment du freinage est 144kmv/h a

I'unité prés.
B.

Y1 Y2 Totaux
X1 440 360 n, = 800
Xa 110 90 n, = 200
Totaux n 4 =550 n, =450 N = 1000

1. Effectif total ?

L’effectif total étant égal a la somme des effectifs n; T
N =440 + 360 + 110 + 90 = 1000.

2. Fréquences conditionnelles ?

fy e, :%:% donc fy,/x, = ==45%
* fesy :%:% , donc £, . :iz 20 %
3. Fréquences marginales ?
o fi="2=22done fy == =55%
* fz-:%:fooooo donc f;. = :20%'
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