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«La pensée mathématique est belle parce qu’elle est possible n'importe ot »

(Daniel Tammet)

Situation d’Apprentissage 1

CONFIGURATIONS DE L'ESPACE

Situation de départ : e Opérer sur 'objet mathématique que tu as identifié pour
chaque probléme;

Texte: Le pont de Codji

Reliant les deux rives d'un fleuve, le pont réalisé par 'ingénieur
PIKO est un chef d’ ?2uvre que les pécheurs contemplent chaque
jour. Les travaux ont duré deux ans et une vingtaine de pécheurs | Activité 0
riverains ont été des ouvriers spécialisés en plongée. Sonon,
I'un des ouvriers, a du plaisir a raconter a la jeune génération
les longues journées de travail sur le chantier. Lingénieur PIKO
dirigeait simultanément tous les ateliers : il exigeait partout la
précision dans les mesures et s’en assurait. La qualité du sol, la

o Améliorer au besoin ta production.

o Lis le texte de la situation de départ.

e Reformule le probleme ou la situation-probléme en tes

> . S o propres termes.
qualité du béton, les précisions du dosage, la forme et la qualité
des poutres, I'implantation des piliers, le flux et le reflux du cours » Formule toutes les idées et questions que t'inspire la situa-
d’eau; rien n'échappait au contrdle de I'ingénieur PIKO. Les tion de départ.

travaux achevés, le pont fut livré a la circulation. Les riverains
sont encore fiers de ce pont qui n’a rien perdu de sa solidité des
décennies durant. Sonon s’'interroge encore aujourd’hui sur les « Anticipe éventuellement sur la réponse au probleme.
méthodes et les procédés qui ont permis a 'ingénieur PIKO de
réussir ce chef d’ ?uvre.

e Reconnais des situations similaires.

n Vecteurs de I’espace

m Vecteurs colinéaires, coplanaires et
orthogonaux

Activité 1.1
Consigne 1.1

La représentation ci-dessous est un extrait du chainage exploité
pour la construction du pont réalisé par I'ingénieur Piko.

F J
A E I
Tache : c G K
Tu vas te construire de nouvelles connaissances en mathéma- : ! *
tiques. Pour cela, tu auras tout au long de la situation d’appren-
tissage a :
D H L

o Exprimer ta perception de chacun des problémes posés;

1. Examine attentivement la figure ci-dessus.
o Analyser chacun des problemes posés;

(a) Exprime le vecteur Al en fonction du vecteur FJ.
o Mathématiser chacun des problémes posés; On dit que les vecteurs Al et F] sont colinéaires.




(b) Donne alors une définition de deux vecteurs coli-

néaires.

Enumeére trois vecteurs qui ont leurs représentants
dans un méme plan.
On dit que ces trois vecteurs sont coplanaires.

Les vecteurs AB et EF sont-ils colinéaires?
C'est une condition suffisante pour dire que les trois vec-
teurs AB, EF et IK sont coplanaires.

(b)

(©

Donne alors une définition de trois vecteurs copla-
naires.

Définition 1 : Vecteurs colinéaires
¢ Deux vecteurs sont colinéaires s’ils ont la méme di-
rection ou sil’un deux est le vecteur nul.

e Deuxvecteurs ii et U sont colinéaires si et seulement
silexiste a e R/l = aV

%; Définition 2 : Vecteurs coplanaires

Trois vecteurs i, U et i sont coplanaires lorsque deux
d’entre eux sont colinéaires ou lorsque 'un d’eux est
combinaison linéaire des deux autres. Autrement dit #, U
et W sont coplanaires s'il existe («, ) € R%/ii=ab+ Bib.

\ J

% Définition 3 : Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs non nuls de 1'espace sont dits orthogo-
naux lorsque leurs directions sont orthogonales.

\ J

12 J

Définition 1

W désigne 'ensemble des vecteurs de I'espace.

e Une base de # est tout triplet (6}, 5}; &é) de vec-
teurs non coplanaires de #'.

Dans ce cas chacun des quadruplets
(O;OI;O];OK) et (O;I;];K) est appelé un re-
pere de I'espace.

o Le trlplet (x; ¥;2) z) de réels tels que I'on ait OM =
xOI + yO J+ ZOK est appelé triplet de coordonnées
du vecteur OM dansla base (OI, OJ; OK) et on note

O_J\;[(x; ¥; 2); et triplet de coordonnées du point M
dans le repere (O; I; J; K), on note M(x;y; z).

X X
e Ona: M|y danslerepére( 7;7&) — OM y
z z

> dans la base (Z i %)
Définition 2
¢ Une base est orthogonale lorsqu’elle est constituée
de trois vecteurs deux a deux orthogonaux.
(7; f; 75) est orthogonale si et seulement si : il f, fJ.
k kLi.
e Une base est orthonormée lorsqu’elle est orthogo-
nale et constituée de trois vecteurs unitaires.
(?; 7; 75) est orthonormée si et seulement si : i L J,
JlkkLiet|il=ljl=lkl=1
" Propriété
Soit (17; f; k| une base de # , k un nombre réel, i et U deux
vecteurs.
X x x+x kx
Sit|yl|etv|y' | alors (ii+D)| y+y | et (ki) | ky
z z z+7 kz
Evaluation formative
-2 1
Soitlesvecteurs zi| 3 |, 7| —1]etw| 1 | danslabase (i;j;k).
—4 1 -2

1. Calculeles coordonnées des vecteurs: ii—20+ w, ii+20— i,
U—U+21.

2. Démontre que i, U et t sont coplanaires.
(on pourra exprimer i comme combinaison linéaire de i et

D).
II.
1 2 3
Soitlesvecteurs #i| 2], 7|0 et | 1| dans labase(i;j;k).
7 2 3

1. Démontre que (i; U; i) est une base de #'.

2. Calcule les coordonnées des vecteurs 7, fet k dans cette
base.
I1I.
Lemballage d'un cadeau a la forme d'un parallélépipede rec-
tangle ABCDEFGH (Voir figure). On appelle respectivement
, J et P les milieux respectifs des segments [CD], [EF] et [AB], Q

— 11—
le point défini par AQ = 3 AD. Lespace est rapporté au repere or-

thonormal direct (A4; ﬂ;; E; E).
I

g

©Prof AVIANSOUC. B. £

WIEX prod... acobries@gmail.com




1. Détermine les coordonnées de chacun des points A, B, C, D, v/ aucun point M du plan ne vérifie I'équation

E,EGH,L]J, PetQ. aMA+BMB=0,sia#0.et A#B.
2. Justifier que les quatre points A, B, I et ] ne sont pas copla- e Si a+f # 0 alors 'ensemble des barycentres des
naires. points A et B est la droite (AB).

e G = bar{(A,a),(B,p)} < aMA+ MB = (a +

a Barycentre de n points pondé- B,

rés(neN,n=2)

— _'_L—>
G=bar{(4,a),(B,f)} = AG = "2 AB.

Activité 1.2

Sonon araconté a son fils Job, éleve en classe de terminale, qu'un
jour I'ingénieur Piko a fait déposer sur I'un des piliers, une barre | Consigne 2.2
fine de fer, portant a ses extrémités deux boules de masses res-
pectives m; et my et 'ensemble piliers-barre était en équilibre. | Soit deux points A et B.
Mais Job a pu expliquer le phénomene de la facon suivante : <«
Si on désigne par A 'extrémité de la barre portant la masse m;
et par B celle portant la masse m, et si on suppose que la masse
de la barre est négligeable, alors le point de contact de la barre de 2. Construis le point G', barycentre des points pondérés
fer et du pilier est gainemg l'linique solution de I'équation (A;—1) et (B:3).

d’inconnue M : miMA+ myMB =0 >.

1. Construis le point G, barycentre des points pondérés (A;2)
et (B;3).

Consigne 2.1 f .
O%)‘; Définition
1. Iustlﬁe que pour tout point M del espaceona: Soit @,z ay(n € N*,n = 2) des nombres réels
miMA+ myMB = (my + mz) MA+m; AB. de somme non nulle et Aj, A,,---,A, des points de
2. Déduis-en n qu il ex1ste un unique point G solution de I'équa- I'espace.
tion : my MA+ my MB=0. On appelle barycentre des points pondérés
(Ar,a1),(Ag, a2),--, (An, an), lunlque p01nt G véri-
3. Dis ce que représente le point G pour les points A et B. fiant la relation @y A1 G + @2 A2G + - + OCnAnG 0.
Définition )
e On appelle point pondéré tout couple (A;a) o A / Propriété
est un point et @ un nombre réel; a est appelé coef- Soit G le barycentre du systéme des points pondérés
ficient du point A. (Ai,@i)1<izn-
e Soit (A;a) et (B; ) deux points pondéfés tels qu/e . Si Z a; #0, alors :
a+ f # 0. On appelle barycentre des points pondé- iz
rés (A; a) et (B; B) I'unique point G tel que : aGA + n
BGB =0 v Y aiGA;=0.
On note G = bar{(A ), (B,f)} ou G = bar i=1
A | B N n
a | p et on lit G barycentre des points pondérés v YOe&, 0G=— (Z OAi .
(A; @) et (B; B). Z -

v YMeé&, Za (Zal)

i=1

/ Théoréme
Soit (A, a) et (B, ﬁ) deux points pondérés et M un point
tel que aMA+ ﬁMB 0.

n
e Si ) a;=0alors'application
=1
' n
M— Y a;MA,; est constante.
e Sia+pB=0alors: i=1
o L'ensemble des barycentre de trois points non ali-

v' I'ensemble des points M vérifiant 1'équation .
gnés A, B et C estle plan (ABC).

am+ﬂm =0estl'espace,sia =00u A= B.

©Prof #AUVIANSOUC. B. E
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Consigne 2.3

On considere les points pondérés (A, a); (B, ) et (C,y) tels que
a+pB#0eta+ f+y#0.0n désigne par G et G; les barycentres
respectifs de (A, @), (B, B), (C,y) et (A, a) et (B, B).

1. Traduis par une égalité vectorielle chacune des informa-
tions suivantes :
G =bar{(A, a),(B,B),(C,y)} et G1 = bar{(A, a), (B, B)}.

2. Démontre que si k est un réel différent de 0 alors G est le
barycentre de (A, ka); (B, kB)et(C, ky).

3. Démontre que G est le barycentre des points pondérés
(Gr,a+p) et (C,y).

Propriété
o Le barycentre de trois (ou n, n = 0) points pondé-
rés est inchangé lorsqu’on multiplie tous les coeffi-
cients par un méme nombre réel non nul.

G = bar{(A)al))(Braz))”'r(Nran)} — G =
bar{(A) kal)r (Br kaz)) ) (N! kaﬂ)}r k # 0.

o Soit (A, a); (B, B) et (C,y) trois points pondérés tels
que a+f #0eta+pf+y #0.Si H est le ba-
rycentre des points pondérés (A, a) et (B, ) alors
bar{(A a),(B,p),(C,y)} = bar{(H,a + ), (C,y)}. H
est appelé barycentre partiel.

Consigne 2.4

On considére un triangle ABC. Construis le barycentre G des
points pondérés (A, -2), (B,1) et (C,4) :

1. En exprimant AG en fonction de AB et AC.

2. En utilisant le barycentre partiel.

%; Définition : Isobarycentre des points pondérés

Soit G le barycentre du systéme des points pondérés
(Aj,ai)1<izn-
Sia;=az=-=ap, (neN,n=2) alors 'unique point G

n P —— —
de & tel que Z a;GA; = 0 estappelé isobarycentre des

i=1
points pondérés (A;, a;)1<i<n.

Remarque

o Lisobarycentre de deux points A et B est le milieu
du segment [AB].

» Lisobarycentre de trois points A, B et C non alignés
est le centre de gravité du triangle ABC.

o Lisobarycentre des sommets d'un parallélogramme

.

est le centre de ce parallélogramme. J

e/‘ Propriété Coordonnées du point barycentre de n points

pondérés

Lespace étant muni du repere orthonormé (O, i, j, k).

Si (x;, ¥, z;) sont les coordonnées du point A;(1 <i < n)
et (xg, Y6, zg) celles du point G, alorson a:
n n

n
Z,a'ixi _Zaiyl' Zaizi

Il
—
1l
—
Il
—

-

Méthode

v Pour déterminer le barycentre de plusieurs points
pondérés, on peut remplacer certains d’entre eux
par leur barycentre partiel, affecté de la somme de
leurs coefficients, a conditions que cette somme
soit différente de zéro.

v Pour démontrer que trois points sont alignés, il suf-
fit de démontrer que I'un est barycentre des deux
autres.

v" Pour démontrer que deux droites (I]) et (KL) sont
sécantes en un point G, on peut démontrer queG
est ala fois barycentre des points I et J et barycentre
des points K et L.

Evaluation formative
Dans l'espace, on considere un triangle ABC. On désigne par G
le barycentre des points pondérés (4;3), (B;2) et (C; 1).

1.

Détermine puis construis le barycentre H des points pon-
dérés (B;2) et (C;1).

Construis le point G.

Démontre que les points A, H, G sont alignés.
L est le barycentre des points pondérés (A;3) et (B;2), et K
est le barycentre des points pondérés (A;3) et (C; 1).

Démontre que les droites (CL), (BK) et (AH) sont concou-
rantes.

Lespace étant muni d'un repeére, on suppose A(1;0;2),
B(1;1;3) et C(2;2;0).
Détermine les coordonnées du point G.

a Produit scalaire

Activité 1.3
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Lingénieur Piko arrive méme a estimer 'effort fourni par un ou-
vrier pour déplacer par exemple une charrette remplie de pa-
quets de ciment d'une position A a une positon B, dit Sonon a
Job. Ce dernier déclare que cela peut se faire en calculant le tra-
vail effectué par I'ouvrier.

Consigne 3.1

Désignons par F la force exercée par 'ouvrier pour déplacer la
charrette du point A au point B comme l'indique le schéma ci-

dessous.

*
A

1. Exprime W en fonction des vecteurs F et AB.

2. Exprime en fonction de F , AB et 0 le travail W effectué par
I'ouvrier pour déplacer la charrette.

Définition

Soit U et v deux vecteurs de l'espace orienté # . Le pro-
duit scalaire de 7 et U estle réel noté 7 . v et défini
par:

o Expression trigonométrique
U.T=Ux |V | xcos(U, V)
o Expression analytique
Soit U (x; y;2) et U (x';¥'; 2).

—

U.V=xx+yy +z7z

o Expression vectorielle

Posons 7 = AB et T = AC. Soit H le projeté ortho-
gonal de C sur (AB).

Onaalors 7 . v = ABx AH

—

— — —
e u et v sont orthogonauxlorsque u . v =0.

" Propriété
Soit U, v et w trois vecteurs de I'espace et @ un nombre
réel.Ona:

% Définition
On appelle norme d’un vecteur % le nombre réel noté
| 7 || etdéfinipar: | W |=V u.u
Si U (x;y;2) alors || U ||= \/x2 + y2 + z2

a Représentation paramétrique
d’'une droite - Systeme d’équations
cartésiennes d’une droite

Définition : Définition vectorielle d’une droite

A et B sont deux points distincts de I’espace.
Me (AB) <= AM =kAB, keR
Le couple (A, AB) est appelé un repere de la droite (AB).

Activité 1.4

On considere la droite (AB) de I'extrait du chainage ( Consigne
1-Activité 1). On donne A(x4,ya,24) et B(xp, yB,2B)-

Consigne 4.1

Soit O et P deux points distincts de 'espace. (A) I'ensemble des
points M de l'espace tel que OM +5MP = 0. Démontre que (A)
est une droite dont tu donneras un repére.

m Représentation paramétrique d’une
droite

Consigne 4.2

1. Que représente le vecteur 1@ pour la droite (AB)?

2. Pour tout point M(x; y; z) de la droite (AB) tradu1s par une

égalité vectorielle que les vecteurs AM et AB sont coli-
néaires.

3. En utilisant les coordonnées des points A, B et M, trouve
une relation pour x, y et z.
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J* Propriété
Soit (2) une droite de repéere (A, ) avec A(xo Y0, 20)
et i(a,b,c) dans la base orthonormée (z J» k) Soit
M(x,y,2) un pomt de l’espace tel que M € (2).
Me (D) = AM=al
X=aa+ Xy
— < y=ab+y ;aeR
z=ac+z
X=aa+ xy
Lesysttme y=ab+y, ;a€R
zZ=ac+ 2
est appelé une représentation paramétrique de la
droite (2)

m Systeme d’équations cartésiennes
d’une droite

Consigne 4.3

A partir de la représentation paramétrique de la droite (AB) ob-
tenue dans la consigne 2, établis des relations entre les coordon-
nées x, y et z d'un point M de (AB).

('Tu pourras éliminer le parameétre existant entre x, y et z ).

" Propriété

Soit (2) une droite passant par le point A(xy, yo, zo) et di-
rigée par un vecteur non nul #(a, b, ¢).

Un systéme d’équations cartésiennes de la droite (2) est
obtenu sous I'une des formes ci-apres :

e SiaZ0,b#0etc#0,0na:

X—Xp _ Y—JYo _
a b c

(@): Z—20

e Siparexemple,a=0,b#0etc#0,0ona:

0
@):{ ¥y—)o _ %%
b c
o Siparexemple,a=b=0etc#0,0na:
X=X
(@):{ 0
Yy=JYo

Evaluation formative
1.

Lespace est muni d'unrepere (O, v I ) On considere le point

A(1;1;2) etle vecteur % définipar: =i -2 ] —3 k.

1. Détermine une représentation paramétrique de la droite
(D) de repere (A; ).

2. Donne un systeme d’équations cartésiennes de la droite
(D).

II.
Soit (2') la droite ayant pour systéme d’équations cartésiennes :
y+2 -1-2z
x-1=4—"—=—"7"
3 -2

Trouve une représentation paramétrique de la droite (2).

a Equation cartésienne d’un plan
Représentation paramétrique d’un
plan

m Equation cartésienne d/uniplan

Définition 1 : Vecteur normal & un plan

g On appelle vecteur normal a un plan, tout vecteur direc-
teur d'une droite perpendiculaire a ce plan.

Définition 2 : Plan médiateur d’'un segment

On appelle plan médiateur d'un segment, le plan pas-
sant par le milieu du segment et qui est perpendiculaire
au segment.

Activité 1.5
On considere le dessin de I'extrait du chainage ( Consigne 1-

Activité 1 ). On suppose que (EH) L (AE) et (EH) L (EF). On
donne le point A(x4, y4,z4a) etle vecteur EH(a, b, ¢).

Consigne 5.1
1. (@) Quelle estlaposition relative de la droite (E H) par rap-

port au plan (AEF)?

Déduis-en la position relative de la droite (EH) par
rapport a la droite (AM), pour tout point M du plan
(AEF).

(c) Que représente le vecteur EH pour le plan (AEF)?

(b)

2. (a) Soit M(x;y;z). Caractérise la position relative donnée

ala question 1.(b), en utilisant le produit scalaire.

(b) Calcule cette caractérisation.

/ Propriété : Equation cartésienne d'un plan
Lespace est muni d'un repeére orthonormé.

« Soit A un point de I'espace, 7 un vecteur de l'es-
pace. Le plan (2?) passant par A et d'un vecteur nor-
mal 77 est’ensemble des points M de I'espace véri-
fiant AM.7 = 0.

o Toute équation cartésienne d'un plan (2?) est de la
forme ax+ by+cz+d =0,0u a, b, c et d sont des
nombres réels tels que (a; b; ¢) # (0;0;0).
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Un vecteur normal 72 au plan (£?) a pour coordon-
nées (a; b; c).

e Réciproquement, pour tous nombres réels a, b, c et
d tels que (a; b;c) # (0;0;0), 'ensemble des points
M(x; y;z) de I'espace vérifiant la relation ax + by +
cz+d =0estun plan.

=

Définition : Définition vectorielle d'un plan

A, B et C sont trois points non alignés de 'espace.

M € (ABC) <> AM = aAB + BAC, (a, p) € R. Le triplet
(A; A—B); RJ est un repere du plan (ABC).

Consigne 5.2

On considere le plan (ABC) de l'extrait du chainage. On donne
A(xa,ya,24), B(xp, yp, zp) et C(xc, yc, zc).

1. Que représentent les vecteurs AB et AC pour le plan (ABC)?

2. Pour tout point M(x;y;z) du plan (ABC), traduls par une

égalité vectorielle que les vecteurs AM AB et AC sont co-
planaires.

3. En utilisant les coordonnées des points A, B, C et M, trouve
une relation pour x, y et z.

/ Propriété : Représentation paramétrique d’'un plan
Lespace est muni d'un repere orthonormé. Soit (£2) le
plan de repére (A;u; V) avec A(xo, yo,0), ia,b,c) et
v(a, b, c).

M(x,7,2) € (@) < AM = ali + 7, (a; ) € R2.
x=aa+pa +x
y=ab+pb +y,
z=ac+fc +z

— (a,B) € R? Le

x=aa+ pfa +xg

systéme suivant{ y=ab+pb' +y, (a,p)€ R? est ap-

z=ac+fc +zp
pelé une représentation paramétrique du plan (22).

r Informations

¢ Détermination d'une représentation para-
métrique d’'un plan défini par une équation
cartésienne
Soit (22) un plan d’équation
ax+by+cz+d=0.

cartésienne

v 187¢ méthode

Choisir deux des inconnues x, y et z et poser
chacune d’elles égale a un parametre réel.
Tirer la 3° inconnue en fonction des deux
autres.
On forme donc une représentation paramé-
trique de (£2).

v 2% méthode
On détermine un repere (Q, 2, v) de (2?) avec
Q un point de (2), U et U deux vecteurs non
colinéaires et orthogonaux au vecteur normal
7 (a,b,c) de (P).
On constitue donc le systéme donnant une re-
présentation paramétrique du plan (£2).

v 3% méthode
On détermine trois points non alignés de (2?)
(A, B et C par exemple).
Former un repere (A, zﬁ, TC) du plan (£2).
On trouve alors une représentation paramé-
trique du plan (£2).

¢ Détermination d’'une équation cartésienne d'un
plan défini par une représentation paramétrique
x=aa+pa +xo
y=ab+pb +y
z=ac+pc' +zo

Soit () : (a, B) € R?

v 1°7¢ méthode
On élimine les parametres a et § dans le sys-
teme d’équations paramétriques.

v 2¢ méthode
On détermine un point et un vecteur normal
de (27).

\ J

Evaluation formative
I

Lespace est muni d'un repere (O; I J; K). On con51dere le p01nt
A(1;1;2) et les vecteurs | U et U définis par U = OI+20] 50K
etv = —OI+80]—80K.

1. Détermine une représentation paramétrique du plan (P) de
repére (A;U; V).

2. Déduis-en une équation cartésienne de ce plan.

II.

Soit (P) le plan d’équation cartésienne : 8x+9y +5z =11.
Détermine une représentation paramétrique du plan (P).

II.

Etablis une équation du plan médiateur du segment [AB]. On
donne les points A(1;2;—-1)etB(0;1;3).

/ Propriété : Positions relatives de droite et plan de l'es-
pace
o Deuxdroites sont orthogonales si et seulement si un
é vecteur directeur de 'une est orthogonal a un vec-
teur directeur de 'autre.
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o Deux droites sont paralleles si et seulement si un
vecteur directeur de I'une est colinéaire a un vec-
teur directeur de I'autre.

¢ Une droite est perpendiculaire a un plan si et seule-
ment si un vecteur directeur de la droite est coli-
néaire a un vecteur normal au plan.

¢ Une droite est paralléle a un plan si et seulement si
un vecteur directeur de la droite est orthogonal a un
vecteur normal au plan.

e Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si
un vecteur normal a I'un est orthogonal a un vec-
teur normal a l'autre.

¢ Deux plans sont paralleles si et seulement si un vec-
teur normal a I'un est colinéaire a un vecteur nor-
mal a l'autre.

Consigne 5.3

Démontre les propriétés énoncées ci-dessus.

a Produit vectoriel

m Base orthonormée directe de 7 - re-
pere orthonormé direct de I’espace &

%Régle du bonhomme d’Ampere

(i, U, ib) est une base de 'espace. soit O un point quel-
conque de l'espace et A, B, C les points définis par :
0A = u, OB =7 et OC = W. Les physiciens imaginent
un observateur ( appelé "observateur d’Ampere") placé
le long de la droite (OC), les pieds en O, la téte du coté de
C et regardant vers A. Lorsque le point B est a gauche de
'observateur, on dit que la base (7, V, w) est directe et

le repére (O, U, v, w) est direct.

—_— — —> . —_— — —> . .

(u, 7, w) estdirecte (u, 7, w) estindirecte
Orienté I'espace, c’est distingués deux types de repeére :
les reperes directs et les repéres indirects.

Activité 1.6

Consigne 6.1
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Soit ABCDEFGH un cube tel que (A_B), A—ﬁ; EE)) est une base di-

recte de 'espace #'.

Précise si chacune des bases suivantes est directe ou indirecte.
1. (B—(:’,B—A,ﬁ) 3. (CTB),Gﬁ,a)?)

2. (ﬁ,ITE),I?B)) 4, (ﬁ,ﬂ,gﬁ)

m Produit vectoriel de deux vecteurs

é??; Définition : Produit vectoriel

Soit 7/ et v deux vecteurs de I'espace orienté #, A, B, C
trois points de I'espace tels que 7 = AB et ¥ = AC.

Le produit vectoriel de 7 par v est le vecteur noté 7 A
7 défini par :

. — — e s . — — -
e Si u et v sont colinéaires, alors u A v = 0
. — — s e
e Si u et v ne sont pas colinéaires, alors :

v Levecteur @ A U estorthogonal a U eta v
v Labase (U, V,u A V) estune base directe

VI TEAT =l U |l x| 7 || xsin ol O est une
mesure de 'angle géométrique BAC.

&

AMT

inC
i
» B
A u

Consigne 6.2

On considére un triangle ABC tel que AB = 5cm, AC = 2v/3cm
et| ABAAC |=15cm.

1. Détermine mes (A_C), E)

2. Construis le triangle ABC.

" Propriété
Soit U, v et w trois vecteurs de # et a@ un nombre réel,
ona:




Consigne 6.3

Soit u, v et w trois vecteurs de # orienté et A, B, C, D quatre
points de I'espace orienté.

1. Démontre que les vecteurs 7 et v sont colinéaires si et
seulementsi Z AT = 0.

2. Démontre que les points A, B et C sont alignés si et seule-
mentsi ABAAC= 0.

3. On suppose que les points A, B et C sont non alignés. Dé-

montre que AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC).

4. Démontre que les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et
seulementsi u.(V A W) =0.

5. Démontre que les points A, B, C et D sont coplanaires si et
seulement si AB. (AC A AD) =0.

' " Propriété

Soit U, v et w trois vecteurs de # orienté et A, B, C, D
quatre points de I’espace orienté.

e (7 et T colinéaires) < U AT = 0.
e (A, BetCsontalignés) < 14_55/\14—6: =0.

e A, B et C sont non alignés, AB A AC est un vecteur
normal au plan (ABC).

(U, V et w coplanaires) < u.(V A w) =0.

e ( A B, C et D sont coplanaires )
AB.(AC n AD) -

—

Consigne 6.4

Soit (i, J k) une base orthonormée directe de # orienté,

U(x,y,2) et V(x,y,z) deux vecteurs de # .
1. Démontre que si ( i ; ] | k) une base orthonormée directe
de#alors iAj=k, kni=jetjnk=1i.

2. Démontre que le vecteur Z AT a pour coordonnées (yz' —
zy,zx —xz,xy yx).

f Propriété
o Si (7 _>, 7{) une base orthonormée directe de #
alors i Aj=k, kni=jetjnk=1i

o Soit ( i,j, k) une base orthonormée directe de #

orienté. Si les vecteurs 7 et U ont respectivement
pour coordonnées (x, ¥, z) et (x', ', z') alors :
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— I —
aav= x x/'
z 2 x X y y
TZ/\T;=(yz’—zy’)_i)+(zx’—xz’)7+(xy’—yx’)7c)
Consigne 6.5

L'espace est muni d'un repere orthonormé direct (07775)
On con51dere les pomts M(4;6;2), N (2 2;6), R(2 3;1) et les vec-
teurs 7 = 1 +2] —S5ketT=-51 +8]—8k

1. Démontre que :

(@) les points M, N et R ne sont pas alignés.

(b) les vecteurs u, I\W\l et M’z sont coplanaires.
2. Soit S(4;7;0) et (A) la droite de repere (S; u).

(a) Démontre que (A) n'est pas parallele au plan (M NR).
(b) Détermine les coordonnées du point d’intersection T
de la droite (A) et du plan (M NR).

3. On considere la droite (D) définiepar: x=2ety—1=z.

(a) Démontre que (A) et (D) sont non coplanaires.

(b) Etudie la position relative de (D) et (M NR).

-

Consigne 6.6

Lespace est muni d'un repere orthonormé direct. A, B et C sont
des points non alignés de I'espace et u un vecteur non nul de
I'espace. Soit (D) la droite passant par A et dirigée par U et (P)
le plan déterminé par les points A, B et C. M est un point quel-
conque de I'espace.

1. Par définition la distance de M a (D) est MH ou H est le
projeté orthogonal de M sur (D).

En écrivant m =MH+ FA,

(a) Démontre que :
| MAAY |=| MHA W |= MHx | 4 |.

(b) Déduis-en la distance du point M a la droite (D).



2. Onpose U = ABA AC

(a) Démontre que AM.T = HM.7 . (Tu pourras utiliser la
propriété de Chasles: AM = AH+ HM).

(b) Démontre que )WT})‘ = HMx || 7 || puis déduis que
)va]

(A

ul.

(c) Déduis que la distance du point M au plan (P) est :
AN (48 0 2C)
d(M,(P)) = —— ul.
| ABAAC|

Propriété : Distance d’un point a une droite - Distance
d'un point a un plan
« Soit (2) une droite de repére (A, 1) et M un point
de 'espace. La distance du point M a la droite (2)
notée d(M,2) est donnée par :

IAMAT |

d(M,2) = =
Il

e Soit (22) un plan de I'espace, de vecteur normal 7 et
passant par le point A. Soit M un point de 'espace.
La distance du point M au plan (£?) notée d(M,2?)
est donnée par :

NB: ul/= unité de longueur

Consigne 6.7

Soit un tétraedre ABCD.

C

. Démontre que l'aire du triangle ABC est :

1 - —
,«z{:EIIAB/\ACII ua

. Exprime DH en fonction de fﬁ, AC et A—ﬁ

. Démontre que le volume du tétraedre est :

¥ = <|(AB A 4C) AD | ua
6

Propriété: Aires - volume
Soit A, B, C et D quatre points de 'espace.

o Laire de la surface d'un triangle ABC est:
]_ —_— —_—
o = 3 | ABAAC | ua
e Laire d'un parallélogramme ABCD est:
o =| ABAAC | ua
e Le volume d'un tétraédre ABCD est:
1](— —\ —
V= |(4B A AC).AD| uv

NB : ua= unité d’aire et uv= unité de volume

Positions relatives de droites et plans de I'es-
pace : Récapitulatif
o Positions relatives de deux droites
Soit (2) et (2') deux droites de 'espace, de repéres
respectifs (A, i) et (B, ).

V' (2) et (2') sont paralleéles lorsque # et U sont
colinéaires soit ii A U = 0.

V' (2) et (2') sont orthogonales lorsque 2.7 = 0.

v’ Si i et U sont non colinéaires et si de plus :

* A_é, 7l et U sont coplanaires alors les
droites (2) et (2') sont sécantes.

* zﬁ, i et U sont non coplanaires alors les
droites (2) et (2') sont non coplanaires.

« Positions relatives d’'une droite et d’'un plan
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Soit (2) une droite de repere (A, i) et (£?) un plan
passant par B,de vecteur normal (B, 7).
V' (D) et (2?) sont paralleles lorsque .7 = 0.
Side plus:

*x AB.7i # 0 alors (2) et (¢7) sont stricte-
ment paralleles.
x AB.7i =0 alors (2) est incluse dans (£2).
V' (D) et () sont sécants lorsque .7 # 0.

V' (D) et () sont orthogonaux lorsque # et 7i
sont colinéaires (i A 7i = 0).

« Positions relatives de deux plans

Soit (£?) un plan passant par A, de vecteur normal 71
et (2?') un plan passant par B,de vecteur normal r’.

V' (2P) et (2?') sont paralleéles lorsque 7i et n' sont
colinéaires.
Side plus:
* AB.7i # 0 et AB.1' # 0 alors (2) et (&)
sont strictement paralleles.

x AB.7i = AB.n' = 0 alors () et (27') sont
confondus.

v (2) et (2') sont sécants lorsque 7i et n’ sont
non colinéaires.

V' (2) et (&?') sont orthogonaux lorsque i =
0.

6.4 J

c/‘Quelques lignes de niveau usuelles

S

A et B sont deux points donnés et # un vecteur non nul
donné.

Ensemble des points M
du plan tels que :

Ensemble des points M de
I'espace tels que :

1. AM=rr>0
I'ensemble des points
du plan tels AM = r est
le cercle de centre A et
de rayon r

1. AM=rr>0

I'ensemble des points de
I'espace tels AM = r est la
sphere de centre A et de
rayon r

2. AM=BM
I'ensemble des points
du plan tels AM = BM

2. AM =BM
I'ensemble des points du
plan tels AM = BM est le

I'ensemble des points
du plan tels
AM.BM = 0 estle cercle

estla médiatrice duseg- | plan médiateur du segment
ment [AB] [AB]
3. AM.BM =0 3. AM.BM =0

I'ensemble des points du
plan tels AM.BM =0 est la
sphére de diametre AB

AM.1 = 0 est la droite
passant par A et de vec-
teur normal

de diametre AB

4. AM.ii=0 4. AM.ii=0

I'ensemble des points | 'ensemble des points du
ciu_)plan tels plan tels AM.ii = 0 est le

plan passant par A et de
vecteur normal 7

5. AMA#i=0

I'ensemble des points du
plan tels AM A i =0 est la
droite passant par A et de
vecteur directeur ii

6. AMABM =0
I'ensemble des points du
plan tels AM A BM = 0 est
la droite (AB)

Remarquons que :
AMABM =0 <
ABAAM=0

/ Cas général : détermination de 'ensemble des
points M tels que : a MA? + BMB? + yMC? =
k,(keR)

On utilise la relation MN? = MN? pour réduire le
nombre aMA? + BMB? + yMC? = @(M). Deux cas
peuvent se présenter :

e Casouta+f+y=0
Dans ce cas, les points pondérés (A, a), (B,f) et
(C,y) nadmettent pas de barycentre : on introduit
dans ¢ (M) = a M A? + BMB? + yMC?, un des points
A, Bou C et on obtient :
(M) = 2MA. (ﬁﬂa’ + y/TC’) + BAB? +yAC2.
On détermine 'ensemble des points M tels que :
@(M) =k, (k € R), en se ramenant aux cas usuels.

e Casouta+f+y#0
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Dans ce cas, les points pondérés (A, a), (B,p) et
(C,y) admettent un unique barycentre G qui véri-
fie la relation aGA + ,Bai’) + ya:’ = 0. On introduit G
dans ¢(M) = aMA? + BMB? +yMC? pour obtenir
@(M) = (@ +B+y)MG? + aGA? + BGB? + yGC?.

On détermine I'ensemble des points M tels que :
@(M) = k, (k € R), en se ramenant aux cas usuels.

W Remarque
On peut généraliser au cas a;MA? + apMAS + - +
anMA? =k, (keR).
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m Dans un repere orthonormé direct de l'espace, on

considere les points A(5;—5;2), B(—1;1;0), C(0;1;2) et
D(6;6;—1).
1) Déterminer la nature du triangle BCD et calculer son
aire.
2)a) Montrer que le vecteur 7i(-2;3;1) est un vecteur nor-
mal au plan (BCD).

b) Déterminer une équation cartésienne du plan
(BCD).
3) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (2) orthogonale au plan (BCD) et passant par le
point A.
4) Déterminer les coordonnées du point H, intersection
de la droite (2) et du plan (BCD).
5) Déterminer le volume du tétraedre ABCD.

Lespace est rapporté a un repere orthonormé direct
(0, i7 E).
On donne les points A(1;0;-1), B(1;2;3), C(-5;5;0),
D(1;1;-2).
Les points I et ] sont les milieux respectifs des segments
[AB] et [CD].
Le point K est défini par BK = %B_é
1)a) Déterminer les coordonnées des points I, J et K.

b) Démontrer que les points I, J et K définissent un
plan.

¢) Montrer que le vecteur 72 de coordonnées (3;1;4) est
un vecteur normal au plan (IJK).
En déduire une équation cartésienne de ce plan.
2) Soit (£?) le plan d’équation 3x+ y+4z—8 = 0.

a) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (BD).

b) Démontrer que le plan (£2) et la droite (BD) sont
sécants et donner les coordonnées de L, point d’inter-
section du plan (£?) et de la droite (BD).

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé (0, L7, %),
on considere le tétraédre ABCD dont les sommets ont
pour coordonnées A(1;—v/3;0), B(1;v/3;0), C(-2;0;0);
D(0;0;2V2).

1) Démontrer que le plan (ABD) a pour équation carté-
sienne : 4x + zv2 = 4.

2) On note (2) la droite dont une représentation para-
métrique est :

a) Démontrer que (2) est la droite qui est parallele a (CD) et
passe par O.

b) Déterminer que les coordonnées du point G, intersection
de la droite (2) et du plan (ABD). 3)a) On note L le milieu du seg-
ment [AC].

Démontrer que la droite (BL) passe par le point O et est orthogo-
nale a la droite (AC).

b) Prouver que le triangle ABC est équilatéral et déterminer le
centre de son cercle circonscrit.

4) Démontrer que le tétraedre ABCD est régulier c’est-a-dire un
tétraedre dont les six arétes ont la méme longueur.

m Dans I'espace muni d'un repére orthonormé, on consi-
dere les points A(1;2;7), B(2;0;2), C(3;1;3), D(3;-6;1) et
E(4;-8;-4).

1) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2) Soit ©(1;b;c) un vecteur de I'espace, ou b et ¢ dési-
gnent deux nombres réels.

a) Déterminer les valeurs de b et c telles que # soit un
vecteur normal au plan (ABC).

b) En déduire qu'une équation cartésienne du plan
(ABC)est: x—2y+z—4=0.

¢) Le point D appartient-il au plan (ABC) ?
3) On considere la droite (2) de I'espace dont une repré-
sentation paramétrique est :

x=2t+3
y=-4t+5 oufestunnombre réel.
z=2t-1

a) La droite (2) est-elle orthogonale au plan (ABC)?
b) Déterminer les coordonnées du point H, intersec-
tion de la droite (2) et du plan (ABC).
4) Etudier la position de la droite (DE) par rapport au
plan (ABC).

m Soit (2), (2", (2") les droites de représentation para-
meétriques respectives :

x=3 xX=2u
y=141 (A € R y=—4u+2 (u € R)
z=-21 Z2—2=2|L
x=1
y=1-2p (BeER)
z=—1+4p
1) Démontrer que les droites (2) et (2') sont strictement
paralleles.

2) Démontrer que les droites (2') et (2”) sont sécantes
en un point A dont on calculera les coordonnées.
3)a) Démontrer que les droites (2) et (2') sont non co-
planaires.

b) Démontrer que les droites (2) et (2') sont orthogo-
nales.
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m Soit (2) et (2') les droites de représentation paramé-

trique respectives :

x=2-2A
y=21 A € R) et
z=2-31

x=1-pu

y=2-2p (LER)

z=1+2u

Soit (2) le plan d’équation cartésienne 2x+y+2z—4 =0
1) Démontrer que la droite (2) et le plan (£?) sont
sécants en un point A dont on déterminera les coordon-
nées.

2) Démontrer que la droite (2') et le plan (£?) sont
strictement paralléles.

3) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (A) passant par A et orthogonale a (22).

Soit (22) et (2?') les plans d’équations cartésiennes res-
pectives 2x+ y+2z—-6=0et2x—-2y—z+3=0.
1)a) Démontrer que les plans (22) et (2?') sont sécants
et déterminer une représentation paramétrique de leur
droite d’intersection (A).

b) Démontrer que les plans () et (2?') sont perpen-
diculaires.
2) Déterminer une représentation paramétrique du
plan (IT) passant par le point A(0;2;1) et parallele au
plan (£2).

Soit (2) et (2?') les plans de représentations paramé-
triques respectives :

x=-14+21+p
y=1+A—p (ALw € R et
z2=1-21+pu

x=2-1-2u

y=1+A-p (LweR?

z=21—-pu

1) Déterminer une équation cartésienne de chacun des
plans (2) et (2?') et démontrer qu'ils sont sécants.

2) Déterminer une représentation paramétrique de leur
droite d’intersection.

Soit (2) la droite qui a pour systeme d’équations carté-
siennes
X+y—2z+1=0
X—-2y+z+1=0
et () le plan de représentation paramétrique
X=A+u
y=2-1 (A, ) €R?)
z=-1-2pu

Démontrer que (2) et (£?) sont sécants en un point dont on dé-
terminera les coordonnées.

m ABCDEFGH est un cube d’aréte de longueur 1. On se
place dans le repere orthonormé (A;AB;AD;AE).
1 2 3
On considére les points 1(1;5;0), ](0;5;1), K(Z;O;l)
et L(a; 1;0) avec a un nombre réel appartenant a I'inter-

valle [0;1].
Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

1) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (IJ).

2) Démontrer que la droite (KL) a pour représentation
paramétrique

i¢e3)
x==-+t|a—-

4 4
y=t
z=1-1

(' eR)

3) Démontrer que les droites (IJ) et (KL) sont sécantes

. . 1
si, et seulement si, a = —.

Partie B ]
Dans la suite de I'exercice, on pose a = 7

1
Le point L a pour coordonnées (Z’ 1; O).

1) Démontrer que le quadrilatere IKJL est un parallélo-
gramime.
2) On désigne par M le point d’intersection du plan (IJK)
et de la droite (BF) et par le point d’intersection du plan
(UK) et de la droite (DH).

a) Prouver que le vecteur 72 de coordonnées (8;9;5) est
un vecteur normal au plan (IJK).

b) En déduire que le plan (IJK) a pour équation carté-
sienne 8x+9y+5z—-11=0.

¢) En déduire les coordonnées des points M et N.

m ABCDEFGH est un cube d’aréte de longueur 1.
Dans tout I'exercice, I'espace est rapporté a un repere
orthonormal (D ;D_A ;FC ;ﬁ[).
On note K le point de I'espace tel que FK = %F—D)
Partie A

2 2
1) Montrer que le point K a pour coordonnées (§; 5; §)'
2) Montrer que les droites (EK) et (DF) sont orthogo-

nales.
3) Calculer la distance EK.
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Partie B

Soit M un point du segment [HG].

On note m = HM (m est donc un réel appartenant a [0;1]).

1) Montrer que, pour tout réel m appartenant a 'intervalle [0;1],

le volume du tétraedre EMFD, en unités de volume, est égal a 5

2) Montrer qu'une équation cartésienne du plan (MFD) est (—1+
m)x+y—-mz=0.

3)a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite
passant par E et perpendiculaire au plan (MFD).

En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E’ du point E

sur le plan (MFD) en fonction de m.
1

\/Zmi—zm+2‘
V2mZ—2m+2

On admet que d,, est la plus courte distance du point E a un
point du plan (MFD). Le nombre d,, s'appelle la <« distance du
point E au plan (MFD)>>.

c) Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour la-
quelle la distance d,,, est maximale.

d) En déduire que lorsque la distance d,, est maximale, le point
K est le projeté orthogonal de E sur le plan (MFD).

b) Montrer que EE’=

On pose d,, = EE' =

m Dans I'espace muni d'un repere orthonormé (O;z?;]?;%),
on donne les points A(2;1;3), B(-3;-1;7) et C(3;2;4).
1) Montrer que les points A, B et C sont non alignés.
2) Soit (d) la droite de représentation paramétrique

x=-7+2A

y=-31 AeR).

z=4+A7

a) Montrer que la droite (d) est orthogonale au plan
(ABC).

b) Donner une cartésienne du plan (ABC).
3) Soit H le point commun a la droite (d) et au plan
(ABC).

a) Montrer que H est le barycentre de (A;-2), (B;-1) et
(C;2).

b) Déterminer la nature de’ensemble I'; des points M
del'espace tels que (—2W—FB+2]\7(E) (MB-MC) =0.

¢) Déterminer la nature de 'ensemble I'y des points M
de I'espace tels que || — 2MA—MB+2MC| = v/29.
En préciser les éléments caractéristiques.

d) Préciser la nature et les éléments caractéristiques
de I'intersection des ensembles I'; et I'.

e) Le point S(-8;1;3) appartient -il a 'intersection des
ensemblesI'; et IT'5?

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O ;f;f;%).
Soient (P) et (P’) les plans d’équations respectives x +
2y-z+1=0et—-x+y+2z=0.

Soit A le point de coordonnées (0;1;1).

1) Démontrer que les plans (P) et (P’) sont perpendicu-
laires.
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2) Soit (d) la droite dont une représentation paramétrique est :

Démontrer que les plans (P) et (P’) se coupent selon la droite (d).
3) Calculer la distance du point A a chacun des plans (P) et (P)).
4) En déduire la distance du point A a la droite (d).

m Lespace est a un repeére orthonormé (O;f;f;%). On
donne les points A(8;0;8), B(10;3;10) ainsi que la droite
(2) de représentation paramétrique :

= SR ]
y=1+2a (x eR)
2= 2

1)a) Donner une représentation paramétrique de la
droite (A) définie par A et B.
b) Démontrer que (2) et (A) ne sont pas coplanaires.

2) On désigne par (£2) le plan parallele a (2) et contenant (A).
Démontrer que qu'une équation cartésienne de (2?) est:2x—2y+
z—24=0.

3) Soit (Q) le plan défini par: x+2y—z—-3=0et (Q1) : x—y—2z+5=
0.

a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite
(Ap), intersection de (£?) et (Q); on précisera un repére cartésien
de (Ap).

b) Justifier que (Q) et (Q;) sont perpendiculaires.

4) On considere les plans (£) et (#) d’équations respectives : x —
2y+z=-2etx+y+z=1
Déterminer () N () N ().
5) Soit J(26;1;-26).
a) Déterminer la distance de J au plan (Q).
b) Calculer I'aire du triangle AB]J.

m Lespace orienté muni d'un repere orthonormé
O ;7;;;7&). On considere les points A(3;-2;2), B(6;1;5),
C(6;-2;-1) et D(0;4;-1).

1) Démontrer que le triangle ABC est rectangle.
2) Soit (2?) le plan déquation cartésienne
X+y+z-3=0
Démontrer que (£2) est orthogonal a la droite (AB) et
passe par le point A.
3) Soit (2?') le plan passant par le point A et orthogonal
a la droite (AC).

a) Déterminer une équation cartésienne de (&?').

b) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (A), intersection des plans (2) et (2?').

¢) Déterminer la distance du point B a la droite (A).



4) Démontrer que les points A, B, C et D sont non coplanaires
puis déterminer le volume du tétraedre ABCD.

5) On considére le systeme de points pondérés : { (A;1), (B;-2), m
(C;-1), (D;3) }.

Justifier que ce systeme admet un barycentre G puis déterminer
les coordonnées de G.
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«Il n'y a pas de troubles mathématiques. Il n’y a que des enfants troublés »

Situation d’Apprentissage 2 (Stella Baruk)

Situation de départ :

Texte: Les nombres dans le Fa

Dansou est un brillant éléve de terminale D. Cependant, a I'ap-
proche de son examen du baccalauréat prévu pour le 18 juin
2007, sa maman lui demande de consulter le F4, comme il est de
coutume dans la famille a1’occasion des événements importants.
1l se rend le 14 mars 2007 chez Gouton, un devin du Fa. Pour
réaliser la consultation, Gouton utilise quatre cauris dont les dos
sont rognés. Apres les rituels d'usage, il jette les quatre cauris sur
la surface préparée pour la circonstance. Il obtient trois cauris
fermés et un ouvert.

1l reprend 1'opération et obtient les quatre cauris fermés. Alors
il annonce a Dansou qu'il lui faut faire beaucoup de sacrifices
avant d’obtenir le baccalauréat. Il lui demande si le marché de
Tokpa qui a une périodicité de 4 jours s’animera 'un des trois
jours que durera la composition du bac et quel est, le cas échéant,
le jour de la semaine qui correspondra a ce marché.

Entre autres sacrifices, il lui demande de disposer de 1069 citrons
qu’il amenera au marché d’Adjarra, conditionnés de la facon sui-
vante :

e avec sept citrons, il constitue un tas.
e avec sept tas, il constitue un filet.
« avec sept filets, il constitue un panier.

Dansou, pris de peur, décide d’aller consulter Adandé, un autre
devin du Fa. Adandé utilise également quatre cauris comme
Gouton, apres les rituels d'usage. Adandé jette ses quatre cauris
une premiere fois. Il obtient deux cauris ouverts et deux cauris
fermés. 11 jette une deuxieme fois les quatre cauris et en obtient
trois ouverts et un fermé. Il dit alors a Dansou qu’au vu des
signes obtenus, il réussira son baccalauréat avec une trés bonne
mention. Dansou se pose alors plusieurs questions.

Tache :

Tu vas te construire de nouvelles connaissances en mathéma-
tiques. Pour cela, tu auras tout au long de la situation d’appren-
tissage a:

o Exprimer ta perception de chacun des problémes posés;
o Analyser chacun des problemes posés;
o Mathématiser chacun des problemes posés;

e Opérer sur I'objet mathématique que tu as identifié pour
chaque probléme;

ORGANISATION DES DONNEES

o Améliorer au besoin ta production.
Activité 0

o Lis le texte de la situation de départ.

e Reformule le probléeme ou la situation-probleme en tes
propres termes.

o Formule toutes les idées et questions que t’inspire la situa-
tion de départ.

e Reconnais des situations similaires.

¢ Anticipe éventuellement sur la réponse au probleme.

n Nombres complexes

Activité 2.1

Dansou se rend compte que les travaux des deux devins qu’il a
consultés sont surtout basés sur l'utilisation et I'interprétation
des nombres. Il s’exclame :«tout est possible avec les nombres».

Consigne 1.1

Au stade de tes connaissances actuelles, le plus grand ensemble
de nombres que tu as rencontré est R.

1. Peut-tu trouver un nombre réel x tel que x? + 1 = 0?2 Justifie
ta réponse.

2. Pour résoudre ces types d’équation, les mathématiciens du
XV ¢ siecle eurent I'idée d’introduire des nombres < ima-
ginaires > dont le carré est négatif. Aumilieu X V I11¢ siecle,
Euler désigne par i le nombre « imaginaire > dont le carré
est —1.

En posant i®> = -1, résous I'équation x% + 1 = 0.

Résultat attendu
1) Vérifions si on peut trouver un nombre réel x tel que x> +1 = 0.
x> +1=0 <= x* = —1 (absurde) donc on ne peut pas trouver un
nombre réel x tel que x* + 1 = 0 car le carré de tout nombre est
positif.
2) En posant i? = —1, résolvons I'équation x* + 1 = 0.
P+1=0=x*-i’=0

< x=ioux=-i
Par la suite d’Alembert montre que tous les nombres imaginaires
inventés sont de la forme a+ib ou a et b sont des nombres réels.
Ces nombres sont appelés les nombres complexes.



Consigne 1.2

Tu viens de faire ta découverte d’'un nouveau nombre. Tu vas,
comme Dansou a eu a le faire, apprendre a manipuler ces
nombres.

Définis un nombre complexe puis donne quelques exemples de
nombre complexe.

%)‘; Définition
Un nombre complexe est tout nombre pouvant se mettre
sous la forme de a + ib avec (a; b) € R2.
Lensemble des nombres complexes est noté C.
Exemples:1+1i,-37,0,2, —-1-2i

m Forme algébrique d’un nombre com-
plexe

s N

Définition

Soit un nombre complexe z :

e Lécriture z = a+ ib ol (a;b) € R? s'appelle forme
algébrique d'un nombre complexe ou forme carté-
sienne du nombre complexe z.

o Le réel a est appelé partie réelle de z et on écrit
Re(z)=a

o Leréel b estappelé partie imaginaire de z et on écrit
Im(z)=b.

e Quand b =0, z s'écrit z= a. On dit que z est un réel.

e Quand a = 0, z s’écrit z = ib. On dit que z est un
imaginaire.

e Quand a=0et b #0, z s’écrit z = ib. On dit que z
est un imaginaire pur.

o L'ensemble des nombres complexes imaginaires est
noté iR.
e Lensemble des nombres complexes imaginaires

purs est noté iR*.

¢ Lensemble des nombres complexes réels est noté
R.

" Propriété
Soit deux nombres complexes z et z’. On a:
, Re(z) = Re(Z)
z2=7 <
Im(z) = Im(z)

Consigne 1.3

Soit z un nombre complexe tel que z = a+ ib ol a et b sont des
réels.
Démontre que z = 0 si et seulement si Re(z) =0 et Im(z) =0.

Résultat attendu
Démontrons que z = 0 si et seulement si Re(z) =0 et Im(z) =0.
z2=0=2z=0+i0
<~ a+ib=0+1i0
a=0
b=0

Re(2)=0
=
Im(z)=0
D’ou1 le résultat.

" Propriété

Soit z un nombre complexe, On a:
{Re(z) =0
z2=0<=

Im(z)=0

Consigne 1.4

Existe-t-il des couples de nombres réels (x;y) pour lesquels le
nombre complexe x+ y+ixyestégalad—5i?

Résultat attendu
Vérifions s’il existe des couples de nombres réels (x; y) pour les-
quels le nombre complexe x + y+ ixy est égal a 4 — 5§

. . x+y=40
X+y+ixy=4-5i <

xy=-5

x et y sont les solutions de 'équation x> —4x—-5=0
A=36donconax=5ety=—-loux=—-lety=>5
Donc les couples solutions sont (5; —1); (—1;5).

Consigne 1.5

Soit z et z’ deux nombres complexes tels que z=a+ ib et
Z =d +ib oua,b,ad,b sontdesréels.

1. Ecris sous forme algébrique les nombres complexes z + z’ et

zz'.

2. On suppose que (a, b) # (0,0) et on pose z; = a—ib.

(a) Calcule zz;.

(b) Ecris sous forme algébrique le nombre complexe A

y4|
puis déduis la forme algébrique du nombre complexe
1
z
Résultat attendu

1. Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes
z+7Z =(a+a)+i(b+b)etzz =(ad —bb)+i(ab +ba)
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2. (a) Calculons zz;
zz) = a® + b?
. z
(b) Ecrivons sous forme algébrique =L
Y74
21 a b

= = —i
zz1 a*+b? a’+b?
Déduisons la forme algébrique du nombre complexe

1

z

1 a . b

—_ = —1

z a*+b*> a’+b?
Consigne 1.6

On considére les nombres complexes z; =2+ i et zp =2 — 5i.

Ecris sous forme algébrique chacun des nombres complexes

1
21+ 22, 2120, — et —.
<1 <2

Consigne 1.7

Soit z et z’ deux nombres complexes tels que z = a+ ib et
Z=a +ib oua,b, a,b sontdesréels.

1. Démontre que si z =0 ou z’ =0 alors zz' = 0.
2. Démontre que si zz' =0 alors z=0ou z’ =0.

Résultat attendu

1. Démontrons que si z=0ou z' =0 alors zz' =0
Supposons que z=0ouz' =0
e z=0=2zz'=0x2
=2z7' =0
e 7/ =0=72z=0x2

=z7' =0

Doncsiz=0o0uz =0alors zz/' =0

2. Démontrons que sizz' =0alorsz=0ouz =0
Supposons que zz/ =0

Soitz #0
1 1
-(zZ) = =x0
z z
Z =0 (1
Soitz #0
1 1
;(zz ) = = x0
z =0 (2)

De (1) et (2) on en déduit que si zz' =0 alors z=0ou z’ = 0.

" Propriété

Soit z et z’ deux nombres complexes, on a :
e zZ' =0sietseulementsiz=0ouz =0.
o Pour tout entier naturel n, on a:
(z+2)"=X7_, Ckzk x z/n=k

C’est la formule du bindme de Newton. Les coeffi-
cients CX s’'obtiennent a I'aide du triangle de Pascal.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8

n

0|1

1 |11 1

211 2 1

3|1 3 3 1

4 |1 4 6 4 1

5|1 5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1

7|1 7 21 3 35 21 7 1

8 |1 8 28 56 70 56 28 8 1

Triangle de Pascal

m Représentation géométrique d’un
nombre complexe

Consigne 1.8

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, i, V). On consi-
dére les nombres complexes z; = 3 —i et z; = -2 + 21, les points
M(3;-1) et N(—2;2) etles vecteurs U (3;-1) et V(=2;2).

1. Représente les points M et N et les vecteurs U et V.

2. Donne les coordonnées des points M’ et N', symétriques
respectifs des points M et N par rapport a 'axe (O, i).

3. Donne deux nombres complexes z| et z, tels que Re(z]) et
I'm(z)) soient respectivement 'abscisse et I'ordonnée de M’
et que Re(z,) et Im(z)) soient respectivement I'abscisse et
I'ordonnée de N'.

Définition
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; ii; V). Soit le

point M(x; y) etle nombre complexe z = x+iy ol (x;y) €
R

e Le point M de coordonnées M(x;y) est appelé
image du nombre complexe z = x +iy.

¢ Le nombre complexe z est appelé affixe du point M.

o L'axe des abscisses est appelé I'axe des réels et I'axe
des ordonnées est appelé I’axe des imaginaires.
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e Le plan (P) o1 'on repere les points par les affixes
s’appelle plan complexe ou plan de CAUCHY.

e Soit le point M d’affixe z et le point M’ d’affixe z'.

T+
Laffixe du milieu du segment [M M’] est < 2Z .

e Le vecteur U(x; y) est appelé vecteur-image du
nombre complexe z = x+1i}y.

e Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du
vecteur U(x; y).

 Soit M un point d’affixe z et M’ un point d’affixe z’ :

v Le vecteur OM a pour affixe z et OM' a pour
affixe z'.

v' Le vecteur MM’ a pour affixe z' — z.

v Levecteur OM + OM' a pour affixe z + z’.

Consigne 1.9

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, #i, 7). A, B et C sont
les points d’affixes respectives 2 — i; —v/3 —2i et 5+ 3i.

1. Donne les affixes des vecteurs A_B) et B_C’
2. Calcule les affixes des milieux des segments [AB] et [CB].

3. Calcule I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélo-
gramme.

m Conjugué d’un nombre complexe

%} Définition
% Soit le nombre complexe z = a+ib ou (a;b) € R%. On

appelle conjugué de z le nombre complexe z tel que
z=a-1ib.

Consigne 1.10

Soit z et z/ deux nombres complexes tels que z = a+ ib et z’' =
a'+ib' ou a,b,a’, b’ sont des nombres réels.

1. Calcule: zz'; z+z'; z— 2z’ et prouve que : z+Z = 2Re(z) et
z—z=2ilm(z).

2. Démontre que:

@) zeR<—=>z=2
(b) z€iR* <= Zz=-zetz#0

© z=z
3. Soit @ un nombre réel, justifie que az = az

4. Compare:
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@ z+z2 etz+z
(b) zZ etz x 7.

5. Démontre que :

1 1
@ (—)::(z;«ém
Z Z
T_E ;
(b) (;)—;(z;m)

6. Soit n un entier relatif, démontrer que 2% = z" avec z # 0.

" Propriété

Soit z et z’ deux nombres complexes :
e Siz=a+ib;(a;b) e R? alors :
v zz=a’+b?
v z+Zz=2a=2Re(z)
vV z-z=2ib=2iIm(z)

e ZER—7Z=12

o zEIR*<—ZzZ=-zetz#0

[ ]
||

=z
e PourtoutaeR, az=az
e z+2 =7+7

z

o E::,(z/;éO)

z! z!

e PourtoutneZz,z"=z" (z#0)

Consigne 1.11

Sans chercher a mettre sous forme algébrique, donne directe-
ment le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :
1+i)3

z21=(1-20)2% 20=A+3)1—10), 23 = i
—1

m Module d’un nombre complexe
Consigne 1.12

Le plan est muni d'un repere orthonormé d’origine O. Soit les
points A et B d’affixes respectives zy =3+ 2i et zg = 1+ 3i.
Calcule les distances OA et AB.

% Définition

Le module du nombre complexe z = a + ib; (a,b) € R?
est le nombre réel positif ou nul noté |z| tel |z| = Vzz =

va? + b2



2

[§ J
" Propriété
Soit z et z’ deux nombres complexes et n un entier relatif,
ona:

o |z|=0<—=12z=0

|zl =1z| = -zl =] -Z]

|z2'| = |z| x | 2]

1 1

LA :—,(Z¢O)
z |z|
z2p_ladl
21712 (2" #0)

|2"] = |z|", (z #0)

lz+ 72| < |z|+ 12|

|Re(z)| < |z| et |[Im(2)| < |z|

Consigne 1.13

Calcule le module de chacun des nombres complexes suivants :

. . . 7-35i
z1 = 17+ 51i, 2o = (7+35i)(3 + 2i), z3 = T et z4 =
-2i
5+30)(1+10)°
4+ ’

_J

Consigne 1.14

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé (O; ii; 7). A et
B sont deux points d’affixes respectives z, = 2v/3+2i et zg = 2/3.

On désigne par ¢ une mesure de I'angle (ﬁ; OA).
1. Fais une représentation.
. Ecris z,4 en fonction de OA, cosg et sineg.

. Calcule le module de z,4 = 2V/3 + 2i.

= W N

. Calcule cosg et sing puis déduis une mesure de 'angle
orienté (ﬁ; OA).

é%f) Définition

e Soit z un nombre complexe non nul qui a pour
image M dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O;ii; V). On appelle argument de z et on
note arg(z), n'importe quelle mesure, exprimée en

radian de I'angle 6 = (ii; O—M)

o Tout nombre complexe non nul z a une infinité
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d’arguments, si 6 est I'un d’entre eux, tout autre ar-
gument de z s’écrit: arg(z) =0+2kn; k€ Z. Lame-
sure principale de cet angle est appelée argument
principal de z qu'on note Arg(z).

o Lécriture z = |z|(cosO+isin0) est appelée forme tri-
gonométrique de z.

¢ Soit z un nombre complexe non nul de forme algé-
brique z=a+ib, (a,b) € R2 et de forme trigonomé-

a

cosO = ﬁ

. .. z
trique z = |z|(cosO + isinf),on a: b
sinf = —

|z]

L J

Consigne 1.15

z21=V3+i,zp=iV2etz3=2-2i.
Ecris sous forme trigonométrique chacun des nombres com-
plexes z1, 2 et z3.

I N

Remarque
Soit z un nombre complexe non nul.

e zeR* = arg(z)=kn, keZ
e zeR* < arg(z)=n+2kn, ke”Z

o zeR} < arg(z)=0+2kn, keZ

. b4
. zez[R*c»arg(z)=§+k7r,k€Z

. b4
. zElIRi(:»arg(z)z—§+2kn,k€Z

7
. zei[Rj:@arg(z)=§+2kn,k€Z

J* Propriété
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls et n un
entier relatif.

., |z = |2'|
o z=7 &=
arg(z)=arg(z)+2km, kez
o arg(-z)=n+arg(z)+2kn, keZ

o arg(z)=—arg(z)+2kn, ke”Z

e arg(zz)=arg(z)+arg(z)+2kmn, keZ

1
. arg(;) =-arg(z)+2kn, ke”Z

e arg (5) =arg(z)—arg(z)+2kn, kez

o arg(z")=narg(z)+2kn, ke”Z

e Pourtoutréeld,ona:
(cos@ +isinB)" = cosnb + isin nb




l \ cette égalité est appelée formule de Moivre J

l \ Ces égalités sont appelées les formules d’Euler J

Consigne 1.16
Soita=1+iv3,b=v2(1+1i) etc=ah.

1. Détermine le module et un argument de chacun des
nombres complexes a et b.

2. Déduis-en le module et un argument de c.

11n
3. Déduis des questions précédentes les valeurs de cos 5D et

117
de sin—.
12

m Forme exponentielle d’un nombre
complexe non nul

Consigne 1.17

Soit les nombres complexes z; = —-1+ietz = - — —i.

N | =
DN =

1. Ecris z; et z, sous forme trigonomeétrique.

2. Pour tout réel 0, on note ¢? le nombre complexe cos6 +
isinf.
Ecris chacun des nombres complexes z; et z» sous la forme
re'? ot1 r est un nombre réel positif.

%} Définition

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’ar-
gument . Lécriture z = re’? estappelée forme exponen-
tielle de z.

" Propriété
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que
; oo
z=relP etz =r'e? otur>0,r'>0,0,0 sont des réels.
Soit n un entier relatif, on a:
o 27 = 11! ei@+0)

o —z=relt+0)

£ _T ie-0)

Z/ r/
oz = rneine
i0 —i0
eV +e
cosf =
o Pour toutréel 9, 0i0 Ze_ig
sinf = -
21

Consigne 1.18

T R 57

. 11— et A it

1. Soitz;=e 3,zp=2¢ 3etzz=v3e 6.
Donne une forme exponentielle des nombres complexes

suivants : z) zp23, — et zz.
22

2. Détermine le module et un argument des nombres com-

lexes: 2 = 17T o _1+iV3
pexes.zl—l_ie etzp = 31
e 4

Consigne 1.19

Ecris chacun des polynomes cos* x et sin x comme une somme
de acos px ou bsingx ol a et b sont des nombres réels, p et g
des nombres entiers naturels.

m Equation dans C

m Racine 7/°"¢ d’'un nombre complexe non nul
Consigne 1.20

Soit Z un nombre complexe non nul et z= a+ib, (a,b) € R?, un
nombre complexe tel que z° = Z.

1. Exprime Re(Z), |Z| et Im(Z) en fonction de a et b.

2. Onpose Z = 12i-5. Détermine tous les nombres complexes
z tels que z° = Z.

Définition
¢ Onrappelle racine carrée d'un nombre complexe Z
non nul tout nombre complexe z tel que z% = Z.

e Soit Z un nombre complexe non nul et # un entier
naturel non nul (n = 3). On appelle racine carrée de
Z, tout nombre complexe z tel que z”" = Z.

" Propriété
¢ Tout nombre complexe non nul admet deux racines
carrées opposées.

e Soit Z un nombre complexe non nul.
Siz=a+ib,(a,b) € R? est une racine carrée de Z,

ona:
a?—b?=Re(2)
a?+ b =\Z|

2ab=Signelm(Z)

« Soit Z = re’” un nombre complexe non nul (r > 0)
et n un entier naturel non nul (n = 3). Z admet n

racine n'®™¢ z;. tels que :
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.(9 2km

i|—+
§ zr=re'\n n )aveckE{O;l;Z;“';n—l}-
WRemarque

Pour (n = 3), les points images de ces racines nitme sont
les sommets d'un polygone régulier a n coté inscriptible
dansle cercle de centre O et de rayon {/7. O désigne I'ori-

gine du repére choisi dans le plan complexe.

Consigne 1.21

1.

2.
3.
4.

Détermine les racines 4°7¢ de Z = 2(~1+i+/3).
Ecris chacune de ces racines sous forme algébrique.

Détermine les racines cubiques del.
Calcule (2 +1)3.

Déduis les racines cubiques de 2 + 111.

Consigne 1.22

Soit le polynome P(z) = iz% — (2+1)z% + (=1 - i)z—6i +2.

1.

Résous dans C les équations suivantes :
(Ey):iz?—iz—3—i=0et(F):2%2-2iz-2=0.

. Calcule P(-2i).

. Détermine un polynéme Q du second degré tel que P(z) =

(z+20)Q(2).

. Résous dans C I’équation P(z) = 0.

m Nombres complexes et configura-

tions planes

-

" Propriété

Le plan est muni d'un repeére orthonormé direct (O,1,]).
Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan.

o mes(&;ﬂ%) = arglzgp — z4) + 2km,k € Z et

2C — %A

mes(fTé;/T(:’) =arg( +2kmn, ke”Z.

ZB — ZA
o Les points A, B et C sont alignés si et seulement si
ZC—ZA
C— € [R* .
<B —<ZA
o Le triangle ABC est isocele en A si et seulement si
ZC—ZA o . ZC—ZA
ZB—Z2A ZB — ZA

=e =e % aveca # km, ke Z.

¢ Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si
7 b2
Zc—2A i~ ZC—2A i
X _e3outt o, 3,
ZB —ZA 2B — <A

o Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si

ZC—ZA _ .
——— € iR*.
ZB —ZA

o Le triangle ABC est rectangle et isocele en A si et

. RC—ZA Z2C —RA
seulement si = =
ZB —ZA ZB — A

iou —1i.

¢ Les points A, B, C et D sont cocycliques (sont situés
2D — %A
N . . ZC—ZA
sur un meéme cercle) si et seulement si —=——- €
D~ ZB
2C—ZB
R*.
e ABCD est un parallélogramme si et seulement si
ZB—2ZA=2C—ZD.

Retenons

Pour démontrer qu'un quadrilatere ABCD estun :

o Rectangle : on pourra montrer que ABCD est un
parallélogramme dont le triangle ABC est rectangle
en B.

e Carré : on pourra montrer que ABCD est un pa-
rallélogramme dont le triangle ABC est rectangle et
isocele en B.

¢ Losange : on pourra montrer que ABCD est un pa-
rallélogramme tel que (AC) L (BD).
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2) Vérifier que 1 + i est solution de (E).

a) En déduire que P(z) se factorise sous la forme du produit de
deux polynomes a coefficients réels.

b) Résoudre I'équation (E).

m 1. Mets sous forme algébrique chacun des nombres m Pour tout b )
our tout nombre complexe z, on pose :

complexes. _ 3 p_ o2 ome ]

2= QR+)E1+D+1+20), 2=01+iv3P ) = =(ia= e s (= e rters '
1-3i 1) Montrer que I’équation f(z) = 0 posséde une solution

B=73; imaginaire pure que I'on déterminera.

2. Détermine le module et un argument de chacun
des nombres complexes.

V6 V2 1 V3
zo=—-1+iV3, z1=—-i—, Zp=——+i—,
0 V3, z > > 2 2 2

21
T=z1%x2, P=—
22

3. Mets sous forme trigonométrique chacun des
nombres complexes.
13 9 .
1 V3 (V3+i) 1-1)
a=|s-i—|, ="—T"7"75)
2 2 (1+1i)2
zg=sina+i(l+cosa), acl0;x

4. Soit @ un nombre réel élément de ]0; z[. Détermine
le module et un argument de chacun des nombres
complexes suivants.

. . 20
zo=1+e'* z1=1-¢e'"% Z=—, T=2zyx2z
21

Résous dans C les équations suivantes :
Z2—2z+4=0, z>—14z+170=0,
222-2(1+cos0)z+1+cosd =0, z*cos*0-2zcos’0+1 =
0, .
Z2tan?0 —2ztan30 + 1 + tan*0 = 0 avec 6 # 0(5),
i1 /1
z2—2z—tanf = 0 avec -5 <f< 2
72 —2zc0s0+1=0, iz2—-2Z+2-i=0.

1. Déterminer les racines carrées des nombres com-
plexes suivants :

1+i VB V2

2. Déterminer les racines cubiques des nombres
complexes suivants :

8i, —V2+iV6.

3. Déterminer les racines quatriemes du nombre
complexe : 2(—1 +i/3).

4. Déterminer les racines sixiemes du nombre com-
plexe : 4v/2(—1+ ).

9
Soit P(z) = z*—323+ =z2—3z+1, z€C.

1) Montrer que si z est solution de I'équation (E) : P(z) =
0 alors z est également solution.
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2) Démontrer qu'’il existe trois nombres réels a, p et g
tels que : pour tout z € C, f(2) = (z— ia)(z%+ pz+q).
3) Résoudre I'équation f(z) = 0.

Soit f un nombre réel vérifiant 0 < 6 < 7, on pose :

(Ep): 2% +22%(1 — cos0) + z(1 — 4cosB) +2 = 0.

Résoudre I'équation (Ep) sachant qu’elle admet une so-
lution réelle indépendante de 6.

Pour quelle valeur de I'entier n, (v/3 +i)" est-il :
o réel positif?

o réel négatif?

¢ imaginaire pur?

1) Expliciter sous forme trigonométrique, les trois ra-
cines de chacune des deux équations :

2n

i

° u3:e 3
2m
=

° u3 =e 3

2) Etablir pour tout réel a, l'égalité : 1 + ' =

a

a\ i~
2cos(—)e 2

2
3) Résoudre I'équation : (z— 1)+ (z—1)2+1 = 0 (On
pourra poser (z —1)3 = v).

0 étant un nombre réel de I'intervalle ]0;27[, on consi-

3 42
dere les deux nombres complexes z = e¥ et Z =

1-z’
et on note | Z| le module de Z.

0
1) Montrer que : Z = icotan—.
2) Pour quelles valeurs de 6 'argument de Z est-il dé-
fini? A quoi est-il alors égal?
(On distinguera deux cas suivant les valeurs de 0).
3) A quoi est égal | Z]?

a est un élément de [0; ].

1) Résoudre dans C I'équation :

(E): 2% —2zsin*a+ sin*a=0.

2) Préciser le module et un argument (lorsqu’il en existe
) des solutions de (E).



m 1) Déterminer sous forme algébrique, les solutions dans

C del'équation: (E):z°+z+1=0.

2) On note j la solution de (E) dont la partie imaginaire
est positive.

Vérifier que : jZ=—j—1.

= 1
3) Vérifier que j% = j = — et que j° =1.
)

a un réel appartient a [—; 7].

1) Résoudre dans C, 'équation : z> —4zsina+4 = 0.
Désignons par z; et zp les deux solutions de cette équa-
tion.

Calculer le module et un argument de chacune d’elles.

1 1
2) Calculer:S= —+ —etS' = z‘l1 +z‘21.
21 22

1) On donne les points B et C d’affixes respectives zp =
2+2iV3etzc=2-2iV3.

Vérifier que B et C appartiennent au cercle de centre O
et de rayon 4.

2) On considere le point A d’affixe définie par : z4 =
ZC — ZB

2
Calculer z 4.
3) Déterminer la nature du triangle ABC.

Dans le plan P rapporté a un repere orthonormé
(O; 1i; D), on considere Z = j—f} avecz=x+iyoux,yecR.
1) Déterminer I'ensemble des points M du plan, images
de z tels que | Z] = 1.

2) En déduire I'ensemble des points M du plan, images
de z tels que [£4| = 1.

3) Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z
en fonction de x et y.

4) Déterminer 'ensemble des points M du plan, images
de z tels que Z soit un réel.

5) Déterminer 'ensemble des points M du plan, images
de z tels que Z soit imaginaire pur.

6) Déterminer 'ensemble des points M du plan, images

de z tels que arg(Z) = 7 [2n].

Partie A
1. Déterminer le nombre complexe a tel que
a(l+i)=1+3i

ia®=-4+3i
2. Pour tout nombre complexe z, on pose f(z) =
z2 = (1+3i)z+ (-4 +3i).
a. Montrer que f(z) s'écrire sous la forme
fR=(z-a)(z-ia).
b. En déduire les solutions sous forme algébrique de
I’équation f(z) =0.

Partie B
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé du plan
complexe (O, ii, V) (unité graphique : 5cm)
3. On consideére les points A et B d’affixes respectives a =2 +1i et
b=-1+2i.

a. Montrer que b = i« et en déduire que le triangle OAB est un

triangle isocele rectangle tel que (OA,OB) = g(Zn)

1
4. On considere le point C d’affixe ¢ = —1 + —i. Déterminer I'af-
fixe du point D tel que le triangle OCD soit un triangle isocele
—_ VA
rectangle tel que (OC, OD) = Pl (2m).

H="

1
5. Soit M le milieu de [CB]. Prouver que oM _ ~;,
Z[TA 2

6. Donner une mesure en radians de 'angle (DA, OM).

1
7. prouver que OM = EDA'

8. On appelle J,K et L les milieux respectifs des segments
[CD], [DA] et [AB].

On admet que le quadrilatere JKLM est un parallélogramme.
Démontrer que JKLM est un carré.

m 1. Calculer (2 - v/3 - i)?
2.a. Résoudre dans C I'équation :
222 -(2+V3-30)z-(1-V3)-i(1+V3)=0
On désigne par zj et z; les racines de cette équation
telles que Re(zp) < Re(zy).
b. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe

utel que:
2016
V3 1.
u=|—-=i
2 2

3. On considere le polyndme P défini dans C par :
7
P(z)=2- (—2— 5i)z2 -~ (3+5i)z+3.

a. Démontrer que I'équation P(z) = 0 admet une solu-
tion zy de la forme zg = x(1 + i), ol x est un nombre réel
a calculer.

b. Déterminer la plus grande valeur de 'entier naturel
ny strictement inférieur a 103 pour laquelle (1 — i)™ est
un nombre réel négatif.

m On consideére le nombre complexe z défini par: z =2 -
V3+i.
1. Ecrire z sous forme trigonométrique

2. Déduire de la question précédente la valeur exacte de
57

cos(ﬁ).
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m 1. Résoudre dans C I'équation : Z2-7Z+1=0 m
b4

2.0n pose u = ¢ 3

Ecrire sous forme trigonométrique les racines cubiques
de u puis celles de son conjugué u.

3. Démontrer que, pour tout réel 6, on a : 1+ e¥ =

0y i-
(Zcos(—)) e 2
2
4. Déduire des questions précédentes, I'écriture expo-

nentielle de chacune des solutions de I’équation : (z —
D—(z-13+1=0

m 0 étant un parametre réel appartenant a l'intervalle
127,47, on considére dans le corps C des nombres com-
plexes I'équation (E) d'inconnue z telle que :

1
(B): = (1+ tanz(g))zz—22+2=0.
2 4

1. Résoudre dans C I'équation (E) Le plan complexe (£?)
est orienté et rapporté a un repere orthonormé direct
(O, 7, f), z1 et zp désignent les solutions de (E), M) et M,
sont les points du plan complexe (2?) d’affixes respec-
tives z; et z.
2.a. Déterminer en fonction de 0 le module et un argu-
ment de chacun des nombres complexes z; et z,.

b. Déterminer 0 pour que le triangle OM; M soit rec-
tangle en O.
3.0n pose O =3n
Déterminer I'affixe du point A de (£2) tel que le quadri-
latere OM; AM> soit un carré.
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B} rrobabilités

Activité 2.2

2.1 ]

O%)f) Vocabulaire des probabilités

* Une épreuve ou une expérience aléatoire est une
expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat.

Exemple : On lance un dé cubique dont les faces
sont numérotées de 1 a 6 et on note k le numéro de
la face supérieure. A priori, on ne peut pas prévoir
quel sera le nombre k : on dit qu'on a effectué une
expérience aléatoire.

e Le résultat d'une expérience aléatoire est appelé
éventualité ou issue ou encore un cas possible.

Exemple : Pour le lancer d'un dé cubique, les éven-
tualités sont 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

e Lensemble de toutes les éventualités est appelé
univers associé a 'expérience aléatoire. On le note
souvent 2.

Exemple : 'univers associé au lancer d'un dé cu-
bique est 2 =11,2,3,4,5,6}.

e On appelle événement tout sous-ensemble de
I'univers.
Si A est un événement de Q, I'événement contraire
de A est noté A.

Exemple : Le sous-ensemble {2,4,6} est un événe-
ment de Q.

e On appelle événement élémentaire un ensemble
formé d’'une seule éventualité.

e ¢ est un événement impossible par contre Q est un
événement certain.

¢ Si A et B sont deux événements, I’ensemble

AN B correspond al’événement "A et B" tandis que
I’ensemble AU B correspond a I'événement "A ou

B".
e Si AN B = ¢ on dit que les événements A et B sont
incompatibles.
Remarque

Dans une épreuve, un événement est réalisé s’il contient
le résultat de I'expérience

O%)‘; Définition
Soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire. Une
probabilité sur Q est une application p de 22(Q) vers l'in-
tervalle [0;1] qui a toute partie A de Q, associe le nombre
réel p(A) probabilité de I'événement A et qui vérifie les
conditions suivantes :

. pQ)=1

¢ SiA et B sont deux événements incompatibles alors
p(AuB) = p(A) +p(B)

Propriété
Soit p une probabilité définie sur un univers Q. A et B
deux événements :

e 0=p=1l

. p(A)+p(Z]=1

e Si Ac Balors p(A) < p(B)

e p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

e Si Ay, Ap,--+, Ay(n =2) sont des événements deux a
deux incompatibles alors :

p(UL, Ai) =X, p(A).

Remarque
Si Q = {w;,w7,-+,w,} alors, en posant p; = p({w;}), on
a:
pr+pzt-+pp=1
Consigne 2.1

Un dé a été truqué de telle sorte que la probabilité de sortie du 5
et celle de sortie du 6 soient le double de la probabilité de sortie
du 1. Les numéros 1, 2, 3 et 4 ont la méme probabilité de sortie.

1. Calculer la probabilité de sortie de chaque numéro.

2. Calculer la probabilité de I'événement A : « Obtenir un nu-
méro supérieur ou égal a 4 ».

Résolution

1. Calculons la probabilité de sortie de chaque numéro.

Lunivers est {1,2,3,4,5,6}.
Ona:p;=p2=p3=psetps=ps=2p;.
p1+ P2+ p3+pst+ps +1P6 =1 alors;lpl +2ps=1

donc 8p; =1 soit p; = — ainsi p5s = — =
p1 p1 8 Ps 3

A

. 1
D'Oup1:p2:p3:p4:getp5:p6:
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2. Calculons la probabilité de l'’événement A : « Obtenir un nu-
méro supérieur ou égal a 4 ».

Ona A={4,5,6} donc p(A) = ps+ ps+ ps =

RN
I o

1
+-+
4

x|~

Consigne 2.2

1. Soit un univers U et deux événements incompatibles A et B
tels que: p(A) =0,3 et p(B) =0,5.
Calculer p(An B), p(AUB), p (Z).

2. Soit un univers U et deux événements A et B tels que :
p(A)=0,3, p(B)=0,5et p(ANB) =0,1.
Calculer p(AUB), p(Z), p(E), p(AnB) et p(AuB).

m Equiprobabilité

%)‘;Déﬁnition
Lorsque les événements élémentaires d'une expérience
aléatoire ont la méme probabilité, on dit qu'il y a équi-
probabilité.
Les situations d’équiprobabilités sont généralement
suggérées par des expressions comme : « dé parfait », «
dé équilibré », « dé non pipé », « piece parfaite », «boules
indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « ti-
rage au hasard ».

" Propriété

Soit p une probabilité définie sur un univers fini non vide
Q.

Si tous les événements élémentaires de QO sont équipro-
bables alors pour tout événement A de Q, on a:

B Card(A)

PA= Cora@

Consigne 2.3

Une urne contient dix boules indiscernables au toucher dont
cing blanches, trois rouges et deux vertes. On tire simultanément
trois boules de I'urne.

Calcule la probabilité des événements suivants :

E : "obtenir deux boules blanches et une boule rouge"

F : "obtenir trois boules de mémes couleurs”

G : "obtenir trois boules de couleurs différentes"

H : "obtenir au moins une boule rouge"

Résolution
Calculons la probabilité des événements.

Soit Q I'univers associé a cette expérience

A}y 10x9x8

_~3 _ 10
Card(Q)-ClO— 3 5 =

* Card(E)=C2 xCi =30

Card(E) 1
plE)= Card(Q) :i
*x Card(F) = Cg +Cg =11 ainsi p(F) = % = ﬁ
* Card(G) = C} x C x C} = 30 ainsi p(G) = Card(G) _1
“' Card(Q)) 4
* Card(H) = (C3 x C3) + (C5 x CJ) +(C3 x CY) =85
Card(H) 17
PUD= Cora "2

m Probabilité conditionnellé

%Déﬁnition
Soit p une probabilité définie sur un univers Q, A et
B deux événements de Q, B ayant une probabilité non
nulle. La probabilité que 'événement A soit réalisé sa-
chant que I'événement est réalisé (probabilité de A sa-
chant B) est le nombre réel noté p(A/B) ou pp(A) et dé-
fini par :

p(AnB)

A) =
ps(A) »(B)

Consigne 2.4

Les 37 éleves d’'une classe de Terminale se répartissent de la fa-
¢on suivante :

Filles Gargons
Apprennent I'anglais 18 10
N’apprennent pas 'an- | 5 4
glais

1. On choisit un éleve de cette classe au hasard.
Quelle est la probabilité pour que ce soit :

(a) ungarcon?
(b) une fille?

(c) une fille qui apprennent I’anglais?

2. Léleve choisie étant une fille, quelle est la probabilité qu’elle
apprenne I'anglais?

Résolution
1. La probabilité pour que ce soit :
@ ‘ 14
a) un garcon est —.
garg 37

23
(b) une fille est —.
37

18
(c) une fille qui apprennent I’anglais est 37
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2. Laprobabilité qu’elle apprenne I’anglais sachant qu’elle est

une fille est —.
23

" Propriété
¢ Si A et B sont deux événements tels que p(A) # 0 et
p(B) #0 alors
p(ANB) = p(B) x pp(A) = p(A) x pa(B) (C’est la formule
des probabilités composées pour deux événements)
e Si {A},Ay,---,A,} est un systeme complet d’événe-
ments de Q, pour tout événement B de Q,on a:
pB)=pBNnA)+pBNA)+:-+pBNA,)
p(B) = p(B/ A1) x p(A1)+p (Bl A2)x p(Ag)+-- -+ p(B/ Ay) x
p(An)
C’est la formule des probabilités totales.

Consigne 2.5

Trois sacs A, B et C contiennent des boules de deux couleurs. Les
pourcentages des rouges sont respectivement 50%, 30% et 40%.
On tire une boule au hasard dans un sac choisit au hasard.

On choisit un sac au hasard et une boule dans ce sac.

1. Quelle est la probabilité pour que la boule soit rouge?

2. Sachant que la boule est rouge, quelle est la probabilité pour
qu’elle vienne de A?

m Evénements indépendants

%} Définition

Soit p une probabilité définie sur un univers Q, A et
B deux événements de Q. A et B sont indépendants
lorsque:

p(AnB) = p(A) x p(B)

Consigne 2.6

On jette deux dés. On considere les deux événements :

E : «le total des nombres obtenus est 8 »

F : « obtenir au moins un 3 »

Les événements E et F sont-ils incompatibles ? sont-ils indépen-
dants?

" Propriété
A et B sont deux événements tels que p(A) #0 et
p(B) # 0. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. AetB sont deux événements indépendants
2. pp(A) =p(A) lorsque p(B) #0
3. pa(B) = p(B) lorsque p(A) #0.

" Propriété
Deux événements A et B sont indépendants si et seule-
ment si A et B sont indépendants.

m Variable aléatoire réelle

%Déﬁnition
Soit Q I'univers des possibles d'une expérience aléatoire.
Lorsque a chaque événement élémentaire de Q on asso-
cie un nombre réel, on dit que 'on définit une variable
aléatoire sur Q.
Lensemble des valeurs prises par une variable aléatoire
X, noté X(Q) s’appelle I'univers image.
On note {X = a} I'événement constitué par 'ensemble
des événements élémentaires w de l'univers Q ayant a
pour image parX. Ona:

X=a={weQ/X(w)=a}

Consigne 2.7

Une urne contient cinq boules numérotées 1,2,3,3 et 4. On tire
simultanément deux boules de I'urne. On considere la variable
aléatoire X qui a chaque tirage associe la somme des chiffres ins-
crits sur les boules tirées.

1. Détermine I'ensemble des valeurs prises par X.
2. Définis I’événement {X = 5}.

3. Calcule la probabilité pour que X prennent chacune des va-
leurs de I'ensemble X (2).

Résolution
1. Lensemble des valeurs prises par X est X(Q) = {3;4;5;6;7}

2. Définissons I'événement {X = 5}
{X =5} ={{2;3},{1;4}}

3. Calculons la probabilité p(X = x;) avec x; € X(Q)
* p(X =3)
{X=3t={1;2}}
Card(Q)=C:=10

Cl x C}

X=3)=—2_"1_-
p( ) 10

El~

* p(X =4)
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[X =4} = {{1;3}
N4 _CxCy
pX=D ==

S

* p(X =5)

X=5t=tZ3} L4

p(X=5)= (CixCy) +(Ci < Cy) _3
10 10

* p(X =6)
{X =6} ={{2;4},{3;3}}
(CixC)+C5 2

p(X=6)= T = E
*xp(X=7)
{X=71={{3;4}}
CixCl 2
pX === =1
On peut regrouper les différents résultats dans un tableau.
X 3 4 5 6 7
- | LTZ[2[Z[Z
10 | 10 | 10 1 10 1 10

Ce tableau définit une correspondance appelée loi de probabi-
lite.

Loi de probabilité d’'une variable
aléatoire réelle

%)‘;Déﬁnition
Q est I'univers des possibles d’'une expérience aléatoire
et X une variable aléatoire réelle sur Q telle que X(Q) =
{a1,az,--+,a,}. On appelle loi de probabilité de la va-
riable aléatoire réelle X I'application définie par :

pX(Q —I[0;1]
a; — pX=aj)

m Espérance mathématique, variance
et écart-type d’unevariable aléatoire réelle

Définition
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur 'univers Q
tel que X(Q) = {alv az,---, an}-

e On appelle espérance mathématique de X le
nombre réel noté E(X) tel que :

n
EX)=) aixpX=a)

i=1

e Onappelle variance de X le nombre réel positif noté

V(X) tel que :

V(X) = EX?)-I[EX)?
n

VX) = Y p(X=a)la;- EX))?
i=1

¢ Onappelle écart-type de X le nombre réel noté o tel

que:
o(X)=vV(X)

Consigne 2.8

Calcule 'espérance mathématique, la variance et I'écart-type de
la variable aléatoire de la consigne 6.

Résolution )

2 3 2
EX)=3x —+4x —+5%X — +6x — +7x —
10 10 10 10 10

52
EX)=—
10

, A, 2, 3 L, 2 2 (52)
VX)=3"x —+4“x —+5°x —+6“°x —+7“x —— | —
10 10 10 10 10 (10

156

VX)= —
Am

156

100
o(X) = @
A

o(X)=

m Fonction de répartition d’une va-
riable aléatoire réelle

‘%)‘;Déﬁnition
X est une variable aléatoire réelle définie sur 'univers
Q. on appelle fonction de répartition de X I'application
F:R —[0;1] Si
x —FXx)=pX=x)
X(Q) ={ai,ay,---,a,} avec a1 < ay < --- < a, alors on
a:

F définie comme suit :

e Six€]—oo;a;[alors F(x)=0
e Sixe€[ay;axlalors F(x)=p(X =a)

e Sixe€[ay;azlalors F(x)=pX=a1) +p(X = ay)

e Sixe€l[a,;+oolalors F(x)=1

Consigne 2.9

Définis et représente la fonction de répartition de la variable
aléatoire de la consigne 6.
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Résolution
Loi de probabilité de X
X; 3 4 5 6 7
e [ LTZ[3TZ(Z
Pl “li1ol10 10110110

Définissons la fonction de répartition de X.
F:R —[0;1]
x —F(x)=pX=x)
Six€el—o0;3[[F(X)=0

Six€[3;4F(X) =

telle que :

Sixe[4;5[F(X)=

Sixe[5;6[;F(X)=

S| es| oz ws |~

Sixe[6;7;F(X) =
Sixe[7;4o00[[ F(X)=1

Représentons la fonction de répartition de X.

11.0 4

10.0 + @

—J

Définition

F est une fonction en escalier strictement croissante sur
R.

¢ On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience
aléatoire a deux éventualités : l'une est appelée «
succes » et 'autre « échec ».

e On appelle schéma de Bernoulli une suite de n
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

(ﬁ( Remarque

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves et p la proba-
bilité du succes dans une épreuve. Le couple (n; p) est
appelé parametre du schéma de Bernoulli, on dit qu'on
a une loi binomiale de parametre (n; p).

9.0 +

7.0 T

5.0 +

4.0 +

3.0 +

2.0

-1.0 0 1.0 2.0 5.0 6.0 7.0

1ol

3.0 4.0

Remarque

é F est une fonction en escalier strictement croissante sur
R.

v

" Propriété
Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves olt pour
chaque épreuve la probabilité du succes est p. La pro-
babilité d’obtenir exactement k succes au cours de ces n
épreuves est :

pi=Crp*-p"*

W( Remarque

o Le coefficient CX indique le nombre d’ordre dans
lesquels on peut réaliser k succes.

o Laprobabilité d’obtenir k succes dans un ordre pré-

cisest:

I N

Espérance mathématique et variance d’'une
variable aléatoire qui suit une loi binomiale de
parametre (7; p)

E(X) nxp

V(X) nxpl-p)
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m Cing motos constituent les lots a gagner. Firmin joue

cinq fois a la tombola.
On suppose qu’il y a indépendance entre deux jeux
quelconques et que la probabilité pour que Firmin
gagne une moto lors d'un jeu est 0, 1.
1. Détermine la probabilité pour que Firmin :

a. ne gagne aucune moto

b. gagne au moins une moto

c. gagne exactement trois motos.
2. Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le
nombre de motos gagnées par Firmin.

a. Détermine la loi de probabilité de X

b. Détermine l'espérance mathématique E(X) et

I'écart-type o (X) de X.

En prévision d'une élection entre deux candidats A
et B, un institut de sondage recueille les intentions
de vote de futurs électeurs. Parmi les 1200 personnes
qui ont répondu au sondage, 47% affirment vouloir
voter pour le candidat A et les autres pour le candidat
B. Compte-tenu du profil des candidats, I'institut de
sondage estime que 10% des personnes déclarant vou-
loir voter pour le candidat A ne disent pas la vérité et
votent en réalité pour le candidat B, tandis que 20% des
personnes déclarant vouloir voter pour le candidat B ne
disent pas la vérité et votent en réalité pour le candidat
A.

On choisit au hasard une personne ayant répondu au
sondage et on note :

e A l'évenement " La personne interrogée affirme
vouloir voter pour le candidat A "

e B I'évenement "La personne interrogée affirme
vouloir voter pour le candidat B "

e V 1'événement " La personne interrogée dit la vé-

rité "

1. Construire un arbre de probabilités traduisant la si-
tuation.

2.a. Calculer la probabilité que la personne interrogée
dise la vérité.

b. Sachant que la personne interrogée dit la vérité, cal-
culer la probabilité qu’elle affirme vouloir voter pour le
candidat A.

3. Démontrer que la probabilité que la personne choisie
vote effectivement pour le candidat A est 0,529.

m Un éleve doit se rendre a son lycée chaque matin pour

8h00. Pour cela, il utilise, selon les jours, deux moyens
de transport : le vélo ou le bus.

Léleve part tous les jours a 7440 de son domicile et doit
arriver a 8100 a son lycée. Il prend le vélo 7 jours sur 10
et le bus le reste du temps. Les jours ou il prend le vélo,
il arrive a I'heure dans 99,4% des cas et lorsqu’il prend
le bus, il arrive en retard dans 5% des cas.

On choisit une date au hasard en période scolaire et on
note V I'événement " I’éléve se rend au lycée a vélo ", B
I'événement " I'éléve se rend au lycée en bus " et R1'évé-
nement " I'éleve arrive en retard au lycée ".

1. Traduire la situation par un arbre de probabilités.

2. Déterminer la probabilité de 'événement V N R.

3. Démontrer que la probabilité de I'événement R est
0,0192.

4. Un jour donné, I'éleve est arrivé en retard au lycée.
Quelle est la probabilité qu'il s’y soit rendu en bus?

Pour engager des stagiaires, une entreprise organise des
tests de sélection. Parmi les candidats qui se présente
aux épreuves il y a 60% de garcon. Aprés avoir pris
connaissance des résultats aux tests, 'entreprise engage
70% des garcons candidats et 80% des filles candidates.
On choisit au hasard un candidat.

1. Quelle est la probabilité que ce candidat soit un gar-
con et qu’il engager comme stagiaire? 2. Quelle est la
probabilité que ce candidat soit une fille et qu’elle soit
engager comme stagiaire? 3. Calculer la probabilité que
ce candidat soit engager.

4. Sachant que le candidat choisit a été engagé, calculer
la probabilité que ce soit un garcon.

Dans un atelier, une machine A coupe, chaque jour 500
plaques d’aciers dont 3% sont rejetées car leur longueur
ne convient pas.

On lui adjoint une machine B qui, chaque jour coupe
400 plaques d’aciers dont 9% sont rejetées.

On prend une plaque au hasard.

quelle est la probabilité qu’elle soit rejetée?

A et B sont deux événements tels que p(A) = 0,3, p(B) =
0,5et p(AUB) =0,65.

1. Calculer p(A/B)

2. A et B sont-ils indépendants?

On donne la fonction de répartition de X qui prend les
valeurs 0, 1,2, 3.

X 0 1 2
pX=<x) | 03]05]08 |1

Déterminer la loi de probabilité de la variable X, puis
calculer E(X) et o(X).

©Prof #AUVIANSOUC. B. E
WIEX prod... acobries@gmail.com m



1. Détermine la loi de probabilité de la variable aléatoire X ?

2. Calculer 'espérance mathématique et I'écart-type de X.
m Une urne contient deux boules numérotées (1), deux

boules numérotées (—1) et trois boules numérotées (0). m
On dispose en réserve d'une boule numérotée (—1).
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Jean participe au jeu suivant : il tire au hasard une boule
del'urne:
« Sila boule tirée porte le numéro (1), il gagne 500f et le
jeu s’arréte.
« Sila boule tirée porte le numéro (—1), il perd 500f et le
jeu s’arréte.
¢ Si la boule tirée porte le numéro (0), on introduit la
boule de réserve numérotée (—1) dans 'urne sans re-
mettre la boule numérotée (0) que Jean vient de tirer, et
Jean procede a un nouveau tirage d'une boule de I'urne :
v Silaboule tirée porte le numéro (1), il gagne 500f et le
jeu s’arréte.
v’ Sila boule tirée porte le numéro (0), il gagne 250f et le
jeu s’arréte.
v’ Si la boule tirée porte le numéro (1), il perd 500f et
le jeu s’arréte.
1.a. Calcule la probabilité de chacun des événements
suivants :
A :"Jean gagne 500f au premier tirage"
B :"Lejeu s’arréte au premier tirage"

b. Soit'événement C :"Jean perd au jeu".
Démontre que p(C) = o
2. On considere la variable aléatoire X égale au gain al-
gébrique du joueur.

a. Détermine la loi de probabilité de X.

b. Calcule I'espérance mathématique de X. Que peut-
on en déduire?
3. Jean effectue une série de trois parties.
Calcule la probabilité qu’il gagne au moins une partie.

m Un sac A contient 9 boules dont 5 rouges, un sac B
contient 5 boules dont 3 rouges.
On choisit un sac au hasard et une boule dans ce sac.
1. Quelle est la probabilité pour qu’elle soit rouge ?
2. Sachant que cette boule est rouge, quelle est la proba-
bilité pour qu’elle vienne de A?

m Les faces d'un dé cubique sont numérotées: 1, 2, 2, 3, 3,
BIEl3"
Les faces d'un second dé cubique sont numérotées : 1,
1L, 25258}, ) Gt 3
Soit X la variable ainsi définie : a chaque lancé des deux
dés, on associe le nombre égal a la valeur absolue de la
différence des points obtenus par les deux dés. On ad-
met, pour I'un et 'autre dé, I'équiprobabilité d’appari-
tion de chaque face. Les lancés des deux dés sont indé-
pendants.
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a Limites et continuité
Activité 2.3

Dansou sait que, pour un BAC D, il aura a étudier des fonctions.
Pour une bonne préparation, il a commencé par s’entrainer sur
les limites et continuités sur les fonctions.

Tu vas te mettre sur les pas de Dansou a travers les consignes qui
suivent.

m Limites
Consigne 3.1

Calcule chacune des limites suivantes.
lim@x® +3x — 1), lim (-x°> + 3x%> + 4x — 1), lim (-x% +
X——00 X—+00

x—2

5 . S_x2-1 X X-x2-1 . xX-x2-1

3x“+4x-1), lim , lim , ,

x—1  x+1 x—-o0  x+1 X—+oo  x+1

x3 -

lim .

=2 x—2

Consigne 3.2

Calcule chacune des limites suivantes.

lim (Vx2+2x+1-x],

X—+00

. Vx+2-2
lim —.
X=2\/x+7-3

lim
X——00

(\/4x2+x—3+2x),

m Propriétés de comparaison

Propriétés propriétés de comparaison
f, g et h sont des fonctions définies sur un méme inter-

valle I, a une borne de I ( a est soit un nombre réel, soit
—00, S0it +00 ).

e Si pour tout x appartenant a I, f(x) =
)l(irr(ll g(x) = +oo alors chin}lf(x) = +o00.

g(x) et

IA

e Si pour tout x appartenant a I, f(x)
)lciircllg(x) = —oo alors chilréf(x) = —o0.

g(x) et
¢ Sipour tout x appartenanta I, g(x) < f(x) < h(x) et
)lciil}lg(x) = )lciil}lh(x) =1[(l € R) alors )lcig},f(x) =1.

o S’il existe unnombreréel [ telque Vx e I,|f(x)—1| <
g(x) et )161_% g(x) =0alors L@lf(x) =1

e Si pour tout x appartenant a I, f(x) < g(x) et
lim f(x) = et lim g(x) = U'alorsl<l.

Consigne 3.3

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 3x +2sinx.

1. Montrer que pour tout x € R,3x -2 < f(x) <3x+2.

2. Endéduire lim f(x)et lim f(x).
X——00 X—+00
Consigne 3.4
On considere la fonction f définie sur [2;+oo[ par f(x) =

3x+sinx
x—1

4
1. Montrer que pour tout x = 2,|f(x) - 3| < =1
X—

2. En déduire la limite de f en +oo.

Consigne 3.5

Xcosx
2+1
X x

<fx)=
x2+1 f& x2+1

Soit la fonction f définie sur R par f(x) =

1. Démontre que VxeR,,—

et lim .
x—+00 x2 +1

2. Calcule lim - Zx
X—too  x=+1

3. Que peux-tu dire dela limite de f(x) quand x tend vers +oco?

m Limite de la composée de deux fonctions

" Propriété
go f étant la composée d'une fonction f par une fonc-
tion g, a un élément ou une borne d'un intervalle sur
lequel go f est définie.
Silim f(x) =betlimg(x)=17alors limgo f(x)=1(a, b
x—a x—b x—a

et [ peuvent étre des nombres réels ou —oco ou +00).

Consigne 3.6
L s . s 4x®+1
On considere la fonction f définie par f(x) = 21
. . o 4x%+1
Soit les fonctions g et h définies par g(x) = vx et h(x) = i1

1. Démontre que Vx € R, f(x) >0 et que f(x) = go h(x).

2. Calcule lim h(x) etlim g(x).
X—+00 x—4

3. Déduis-en lim f(x).
X—+00

m Limite d’une fonction monotone sur un in-
tervalle ouvert

Propriétés
o Soit f une fonction croissante sur]a; b[ (a € R, a € R,
a<b).
v Si f est majorée sur ]a; b[ alors f admet une
limite finie a gauche en b.

v' Si f est non majorée sur ]a; b[ alors f a pour
limite +oco a gauche en b.

v' Si f est minorée sur ]a; b[ alors f admet une
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limite finie a droite en a.
v Si f est non minorée sur ]a; b[ alors f a pour
limite —oco a droite en a.

¢ Soit f une fonction décroissante sur]a; b[ (a€R, a €
R, a< b).

v' Si f est majorée sur ]a; bl alors f admet une
limite finie a droite en a.

v Si f est non majorée sur |a; b alors f a pour
limite +oo a droite en a.

v Si f est minorée sur ]a; b[ alors f admet une
limite finie a gauche en b.

v' Si f est non minorée sur ]a; b[ alors f a pour
limite —oco a gauche en b.

EXY continuite

m Prolongement par continuité

Consigne 3.7
V2 — +1-—
Soit la fonction f définie par f(x) = le
X —

1. Détermine le domaine de définition D de la fonction f.

2. Calcule lin% fx).
x—

gx)=f)six#1

1
gl) = 3
Démontre que g est continue en 1.

3. Soit g la fonction définie par:

Définition

Soit f une fonction de domaine de définition D et xp un
nombre réel tel que xp ¢ D et xllrgcl fX)=1IeR).
—X0

On appelle prolongement par continuité de f en xp, la
gx)=f(x)sixe D
glxo) =1

fonction g définie par: {

Consigne 3.8
. . V3x2+1-2
Soit la fonction f: x — — 1
x —

1. Calculer la limite en 1 de la fonction f.

2. En déduire une fonction g, prolongement par continuité de
fenl.

m Continuité sur un intervalle

Propriété
» Soit f et g deux fonctions continues sur in intervalle
K.
v' Lesfonctions f+g, f x g, kf(k€R) et|f| sont
continues sur K.

v Si g ne s’annule pas sur K alors les fonctions

1
—et I sont continues sur K.
§ &

v Si f est positive sur K alors la fonction /f est
continue sur K.

o Soit f une fonction continue sur un intervalle K et g
une fonction continue sur un intervalle K’ telle que
f(K) cK'. Lafonction go f est continue sur K.

Consigne 3.9

Démontrer que la fonction f est continue sur son ensemble de
définition dans les cas suivants :

1. fix— V1-—x?
2, fix—|2x 5|

3 f sinx+1
Cfix— ———
sinx+1
4. f:x— Vitan®x+1

m Image d’un intervalle par une fonction conti-
nue

" Propriété
e Si f est une fonction continue sur un intervalle J
alors f(J) est un intervalle.

e Si f est une fonction continue sur [a;b] (a € R,b €
R, a < b) alors il existe deux nombres réels m et M
(m < M) tels que f([a; b)) = [m; M].

Consigne 3.10

Soit la fonction f définie sur [1;+oo[ par f(x) = vx—1-2
1. Etudier la continuité de f sur [1;+oo0l.
2. Justifier que Vx € [1; +ool, f(x) = -2.

3. Démontrer que tout élément f de [-2; +oo[ a un antécédent
«a dans [1;+ool.
En déduire I'image par f de l'intervalle [1; +ool.

m Théoréme des valeurs intermédiaires
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n/‘ Propriété Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b
deux éléments de K.
Tout nombre réel k compris entre f(a) et f(b) aau moins

un antécédent ¢ par f compris entre a et b tel que f(c) =
k.

Preuve
Soit f une fonction continue sur K, a et b deux éléments de K.
SoitkeR/f(a) < k< f(b)
flay<k<fb)y=a<f ' k)<b
= a<c<bavec f(c)=k
D’ot le résultat.

Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle K.

o S’il existe deux éléments a et b (a < b) de K tels que
f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors I'’équa-
tion f(x) = 0 dans K admet au moins une solution
appartenant a ] a; bl.

e Si f ne s’annule pas sur K alors f garde un signe
constant sur K.

Preuve

Soit f une fonction continue sur intervalle K.

* Supposons qu'il existe deux éléments a et b (a < b) de/K tels
que f(a) et f(b) sont de signes contraires.

0 est compris entre f(a) et f(b) et f est une fonction continue
sur ]a; bl.

Dongc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires;lI’équation
f(x) = 0 admet au moins une solution appartenanta | a;b|.

D’ot le résultat.

* Supposons que f ne s’annule pas sur K.

0¢ f(K) alors Vy € f(K), on a y <0ou bien y > 0 car f(K) est
un intervalle. Or Vx € K, f(x) € f(K) alors Vx € K, f(x) <0 ou
f(x)>0.

D’ot1 le résultat.

gf Remarque

Si f ne s'annule pas sur un intervalle K et a et b deux
nombres réels éléments de K.

Pour prouver que I'équation f(x) = k admet au moins
une solution dans l'intervalle [a;b] (a < b), il suffit de
prouver que k est compris entre f(a) et f(b).

Consigne 3.11
. . P . 3 2 2
Soit la fonction f définie par f(x) = x° +2x°+ x+ .
1. Démontre que I'équation f(x) = 0 admet au moins une so-

1
lution dans l'intervalle [— 1;- 3 ] .

2. Démontre que I'équation f(x) = 4 admet au moins une so-
lution dans l'intervalle [—1; +ool.

3. Démontre que 'équation f(x) = 0 admet au moins une so-
lution dans R.

J* Propriété
Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. Si f est
% continue sur [a; b] alors le sens de variation de f sur
[a; b] est celui de f sur ]a; bl.

m Image d’un intervalle par une fonction conti-
nue et strictement monotone

Propriété

a et b sont deux éléments de R tels que a < b. f est une
fonction admettant une limite a droite en a et une limite
agaucheen b.

Intervalle f est continue et | f est continue et
K strictement  crois- | strictement décrois-
sante sur K sante sur K

la; b] fK) =1[f(a); f(b)] fK) =1fb); f(a)]

la;bl | f(K) = | fK) =
[f(a); lim f(x)[ ] lim f(x); f(a)]

x—b< x—b<

la; b] fK) = | fK) =
] im £ (x0); f(D)] [f(b); lim f(x)l

la;bl | f(K) = | f(K) =
]xgn(}> f (x);xlinbl< Sl ]xlinzi f (X);J}Hi FI

Consigne 3.12

Déterminer f(K) dans chacun des cas suivants :

I. fx)=x*>+x-2,K=[-2;3]
x—2
2. fx) = —5= K=]0;+ool

3. f)=vVxt—x+2,K=R

" Propriété
a et b sont deux nombres réels tels que a < b, f une
fonction continue sur un intervalle [a; b] et (E) 1'équa-
tion f(x) =0.

» Si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors1'équa-
tion (E) admet au moins une solution dans [a; b].

e Si de plus f est strictement monotone sur [a; D]
alors 1'équation (E) admet une solution unique
dans [a; b].
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Consigne 3.13

Dans chacun des cas suivants, démontrer que 1'équation (E) ad-
met une solution unique dans K.

Consigne 3.14

Déterminer f(K) dans chacun des cas suivants :
1. (B):x*-3x=1,K=]1;2]
2. (E):cosx=x,K=R

m Bijection et fonction réciproque

" Propriété
Soit K un intervalle non vide, f une fonction numérique
définie sur K et g une fonction définie de K dans f(K)
telle que pour tout x € K, g(x) = f(x).
Si f est continue et strictement monotone sur K, alors g
est bijective et g~! varie dans le méme sens que g (sens
de variation).

\ J

Preuve

La fonction g ainsi définie est une application.

soit y € f(K)

Démontrons que g(x) = y admet une solution unique dans K.

f est continue et strictement monotone sur K alors
Vx € f(K),3x € K/f(x) = y. Or Vx € K,g(x) = f(x) donec
dxeK/gx)=y.

D’oul’équation g(x) = y admet une solution unique dans K. Par
suite, g est une bijection.

Consigne 3.15

1. Démontrer que la fonction f : x — tanx définie de

jT jT . .
] ~3i3 [ vers R est une bijection.

2. Dresser le tableau de variation de f~'.

W( Remarque

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O; z?; f), la
courbe représentative de g~! est symétrique a celle de
g par rapport a la droite d’équation y = x.

m Fonction racine n-ieme
Consigne 3.16

n est un entier naturel (n = 2). Soit f la fonction définie sur R,
par f(x) = x".

1. Démontre que f est une bijection de R, sur R, .

2. Détermine I'expression de f~'(x).

Définition
o Pour tout entier naturel n (n = 2), la fonction f, dé-
finie sur R; par f(x) = x” est continue et stricte-

ment croissante sur R, . On appelle fonction racine
n-iéme, la fonction réciproque f~! de f définie sur
1

R, par f'(x) = W:x;.
Ona:

vV VxeRy, (¥Vx)" = Vx"=x.
Y xeR; — yeER:
y=vx x=y"

e Soit a un réel non nul, b un entier strictement posi-
tif et x un nombre réel positif. On appelle puissance
a

a z
d’exposant 3 de x et on note x b, le nombre réel
a 114

défini par : xb=|xb

" Propriété
Soit r et ' deux nombres rationnels non nuls, x et y deux
nombres réels strictement positifs.
o X' xy =(xp".

’ !
° (xr)r :xrxr.

x" (xr
vyl

" Limites trigonométriques

. sinx . tanx . 1—cosx 1
lim = 1; lim = 1; hm—2 = —;
-0 X =0 X x—0 X 2
. 1l-cosx . Sinax . tanax

li = 0; lim = a; lim = a;
x—0 X x—0 X x—0 X

. l-cosax a? . l—cosax

lim = —; lim =

x—0 x2 2 x—0 X

©Prof #AUVIANSOUEC. B. E
WIEX prod... acobries@gmail.com




m Soit la fonction ¢ définie sur [0;+oco[ par ¢(x)
VX +cosx
x2+1

VE-1

x2 +

1) Montrer que pour tout x > 1,

Vx+1
VX +1.

2) En déduire la limite de ¢ en +oo.

m Soit la

< px) =<

—

fonction f définie par f(x)

mvx2+3-2mlx| .
7 si|x|#1
x-—1
2x3 +px+1 six=1

Déterminer m et p pour que f soit continue sur R.

[ 03 } ViZi3-2
Soit la fonction f définie par f(x) = —————
U par f(x) xX3—7x2+x+5
xeR~{1}et f(1) = a.
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) Déterminer le réel a pour que f soit continue en 1.

(04 ViRl
Soit la fonction f définie par f(x) = %
X —
1) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) Peut-on parler de limite de f en 0? Justifier.
3) Déterminer le domaine de continuité D, de f.
4) Calculer linll f(x) et me fx).
x—1s —+00

161/ x — /x—3v2x—42

16(x — 4)?

Calculer lim
x—4

On consideére la fonction g définie par g(x) = —x> +x+3.
1) Etudie les variations de g.

2) Démontre que I'équation g(x) = 0 admet une unique
solution a dans R appartenant a l'intervalle ]1;2[.

3) Détermine une valeur approchée de a 2 10~! pres.

4) Etudie le signe g(x) suivant les valeurs de x.

m Calculer les limites suivantes quand elles existent.

lim xsin|—
x—0 X

1-sinx+cos®x

im ———————

T sinx+coscx—1

X——

1 1

lim -

x—02(1—cosx) sin’x

. sin3x
lim ———
x=04/1— cos3x1

lim —
X—n §in2x tanx

m Calculer les limites suivantes :

1-x*+3x
im ——
x—+o00 1+x—X

lim Vx2+3x—x

*=3/x+6-3
lim—\/}_\/g+ X3

x—3 ,/x2_9

. x2+2—-/3x

lim ————

x—1 x—1
VX+7-3

lim —

X=24/x+2-2
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2cosx—1

im ————

b3 4sin’x—3
3

X

X+ sinx
im ———
X—+00 2 —Sinx

1-tanx

im ——
T cos(2x)
xX——

) (x+1)sinx
lim —
X—+00 xc—1

my{sin ) - )
limx|sin|—|—-—
x—0 x) sinx

lim vV x2+3x—2x
X—+00

2—x+x%
im ————
x—114+x—-2x

lim Vx2+x—Vx2—x

|x|—+o00

. V4+sinx—2
lim ———
x—0 X

lim Vx2+3x-3x+1

X—+0o0

/ 1
limx( 4+——2)
x—0 X



n Dérivabilité - Etude de fonctions

m Dérivation
Activité 2.4

Consigne 4.1

Soit la fonction f définie par f(x) = |x%—4].

1. Calcule le nombre dérivé de f en xp = 1 et donne une inter-

prétation géométrique du nombre dérivé.

2. Ftudie la dérivabilité de f en xq = 2.

m Interprétation géométrique du nombre dé-

rivé

%)‘; Définition
f est une fonction de courbe représentative (¥). Le
nombre dérivé de f en un point x, est le coefficient di-
recteur de la tangente a la courbe (€) de f en xp.

x)— f(x
¢ Si lim M = —oo alors une équation de cette
X=X X—Xg

X = Xo

¥ = f(xo)

eSi lim LX)
X=X X—XQ

X =X

¥ = fxo)

)= flxo)

¢Si lim —————— = —oo alors une équation de cette
x—=Xos X —XQ

tangente est {

= +oo alors une équation de cette

tangente est {

X = X0
¥ = fxo)

eSi lim W/
xX=Xo. X —XQ

tangente est {

= +oo alors une équation de cette

X = X0

tangente est
¥ = f(xo)

Point anguleux

%)‘; Définition
f est une fonction de courbe représentative (%), My un
point de (¥) d’abscisse xp. My est un point anguleux
lorsque la courbe (¥) admet en My deux demi-tangentes
de supports distincts.

Point d’inflexion

Définition

f est une fonction de courbe représentative (%), M un
point de (¥¢) d’abscisse xy. My est un point d’inflexion
lorsque la tangente a (¥) en M traverse (6).

C’est le cas lorsque f’(x) s’annule sans changer de signe
et C’est aussi le cas lorsque f”(x) s’annule et change de
signe.

m Demi-tangentes verticales

" Propriété

Soit f une fonction de courbe représentative (¥) défi-

nie et continue sur un intervalle K contenant xy. Lorsque

la limite a gauche ou a droite en xj de la fonction x —

J(x) = f(x0)
X— X0

tangente verticale au point M (xo; f (xp)).

est infinie, la courbe (¥) admet une demi-
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Consigne 4.2

Soit la fonction f définie par :

x—1 X .
fo={ Grpesn SrETooll
x—1—-vx—1 sixe][l;+oo[

1. Détermine I'ensemble de définition D de f.

2. Etudie la dérivabilité de f en 1.
Donne une interprétation géométrique du résultat obtenu.

m Dérivabilité sur un intervalle

Définition

Une fonction f est dérivable sur un intervalle K si elle est
dérivable en tout point de K.

" Propriété
é Une fonction dérivable sur un intervalle K est continue
sur cet intervalle.

m Fonctions dérivées d’ordre n (n € N*)

% Définition

Soit f une fonction 7 fois dérivable. On appelle dérivée

seconde de f, la fonction dérivée de la fonction f’. On

note " ou f? ou %

On définit d63 méme)lca dérivée troisieme de f notée "’
af

ou ¥ ou e et la dérivée n-ieme de f notée Y ou
X




arf
< dxt J

Consigne 4.3

f:001] — [R
x —xt
flexion de la représentation graphique de f.

Soit la fonction 9y Etudie les points d’in-

m Développement limité d’ordre n, n€{1,2,3}

%)‘; Définition
Soit f une fonction n-fois dérivable sur un intervalle
contenant 0. Pour tout x voisinde 0, on a:
e f(x) = f(0)+ xf'(0) + x&1 (x) avec lintl)el(x) =0.C’estle
X—

développement limité d’ordre 1 de f(x) au voisinage de
0.

o flx) = f(0)+xf’(0)+

0.C’estle developpement limité d’ordre 2 de f(x) au voi-
sinage de 0.

o flx)= f(0)+xf'(0)+

limeg(x) =
x—0

f”(O) +x2%€,(x) avec 11n(1) £2(x) =

53
f”(0)++ 3 " (0)+x3e5(x) avec

0.C’estle developpement limité d’ordre 3 de

f(x) au voisinage de 0.

Consigne 4.4

1. Donne le développement limité d’ordre 2 de la fonction
f(x) = cosx au voisinage de 0.

2. Donne le développement limité d’ordre 3 de la fonction
f(x) = sinx au voisinage de 0.

3. Donne le développement limité d’ordre 3 de la fonction

f(x) =+v1+ x au voisinage de 0.

m Dérivation de la composée de deux fonc-
tions

J* Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, g une
fonction dérivable sur intervalle contenant f(K). Alors la
fonction go f est dérivable sur K eton a:

(gof)’ = f’xg’of

Consigne 4.5

) ) e X
?01t la fonction f définie par f(x) = sin (xz " 1)

Etudie la dérivabilité de f sur son ensemble de définition puis
calcule f'(x).

m Dérivation de la bijection réciproque d’une
bijection

" Propriété
Soit f une fonction numérique dérivable et strictement
monotone sur un intervalle K telle que Vx € K; f'(x) #0.
Soit g l'application définie de K dans f(K) par g(x) =
f(x). La bijection réciproque g~! de g est dérivable sur

f(K)etona:
1
-1y _
&) = glogfl
_ 1
g'[s7"]
Lensemble de dérivabilitt de g ! est

{xref/g'[g7 ()] #0}

ou f(K)\{f(x)/f'(x)=0}.

Autrement dit, g’1 est dérivable sur 'ensemble f(K)
privé des images dont 'antécédent annule la dérivée
premiére f’.

Consigne 4.6

b4
f:[O;—] — [1; +o0]
Soit la fonction 1

—

CoSx

1. Démontre que f admet une fonction réciproque 1.

2. Déterminer 'ensemble de dérivabilité de f~! et démontrer

que sa dérivée est x —

wWAi-1

m Théoréeme des inégalités des accroisse-
ments finis

" Propriété 1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et
b deux éléments de K (a < b). S’il existe deux nombres
réels m et M tels que Vx € [a;b],m < f'(x) < M alors
m(b—-a) < f(b)— f(a)< M- a).

Consigne 4.7
V1+x.

1. En appliquant le théoreme des inégalités des accroisse-

Soit la fonction f définie sur [1;+oo[ par f(x) =

1 1

ments finis, démontre que : Vx € |0; —] ,—=X< f(x)-f(0) <
2l Ve

1

—X.

2

2. Déduis-en que: Vxe |0

1+ ! <f()<1+1
=1, —x=<f(x)=< —X.
2 NG 2
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" Propriété 2
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b
deux éléments de K (a < b). S’il existe un nombre réel M
tel que Vx € [a; b, |f'(x)] < M alors | f(b) — f(a)l < M|b -
al.

Consigne 4.8

Soit la fonction f définie sur [-1; +oo[ par f(x) = V1 + x.

1. Démontrer que I'équation f(x) = x admet une solution
unique xg dans [1;2].

2. En appliquant le théoreme des inégalités des accroisse-
ments finis, démontrer que Vx € [1;2],|f(x) — f(x0)| <

1
—|x—xol.

2V2

m Etudes de fonctions
m Parité - Périodicité

O%)f; Définition

Soit f une fonction, (¥) sa courbe représentative dans
un plan muni d'un repere orthonormé (O; 17; f) et D son
domaine de définition.

o f est paire si et seulementsi Vxe D,—xe Det f(-x) =
fx).

e f est impaire si et seulement si Vx € D,—x € D et
f=x)=~f(x).

o f est périodique de période T si et seulement si Vx €
D,(x+T)eDet f(x+T)=f(x).

Remarque
e Les fonctions x — cos(ax+ b) et

. L. 2n
x+— sin(ax+ b) ont pour période T = —.

|al

e La fonction x — tran(ax + b) a pour période T =
b

lal

Consigne 4.9

1. Etudier la parité de la fonction f sur son ensemble de défi-
nition dans chacun des cas suivants :

(©) fx)=|x=2]+]|x+2]|

(d) f(x)=sin2xcosx

© f0)= cosx—1

1
(a) f(x)—x—;

7+ x%
(b) f(x) = W

-2 5—-2cosx

2. Dans chacun des cas suivants, démontrer que la fonction f
est périodique de période p.

(@ f(x)=sinx,p=n | (b) f(x)=cos2(g),p=2ﬂ

3. Donner une période de la fonction, dans chacun des cas sui-
vants.

(@) f(x)zcos(g) (b) f(x)zsin(5x+%)

() f(x)=sinx+sin2x

m Les éléments de symétrie

%)% Définition

Soit (¥) la courbe représentative de la fonction f dans
un plan muni d'un repere orthonormé (O; 17; f). Soit
A(xp; yo) un point du plan et (A) la droite d’équation
X=a.

¢ On dit que le A(xp; o) est un centre de symétrie pour
la courbe (€) si et seulement si: Vx € Dy, (2xo—x) € Dy
et f(2xo— x) + f(x) = 2yo.

{X =X—Xp

¢ On pose

Y=y-yo

v/ On obtient une fonction Y = f(X + xo) — 0.

v On étudie la parité de la fonction

Y = f(X + x0) - yo.

v Si Y est impaire alors le point A(xg; yp) est un centre
de symétrie pour la courbe (%).

¢ On dit que la droite (A) : x = a est un axe de symétrie
de la courbe (€) si et seulementsi Vx € Dy, (2a—x) € Dy
et f2a—x) = f(x).

¢ Si la fonction Y = f(X + a) est paire alors la droite
(A) : x = a est un axe de symétrie de la courbe (¥).

Remarque

si chaque élément de cet ensemble a encore son opposé
dans cet ensemble.

g Un ensemble est dit symétrique par rapport a zéro (0)

Consigne 4.10
. . - PP 2x+3
Soit les fonctions numériques f et g définies par f(x) = . et
) 1 1
X)=——-—.
g x 1l-x

. 1 -
1. Montre que le point Q (2) est un centre de symétrie pour la

courbe représentative de la fonction f.

1
2. Démontre que la droite d’équation x = 3 est un axe de sy-
métrie de la courbe représentative de la fonction g.
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J* Propriété

Soit (¥) la courbe représentative d'une fonction f dans
un repere orthonormé.

« Si f est une fonction paire, on peut I'étudier sur le do-
maine Dy N [0;+oo[ puis compléter sa courbe par la sy-
métrie d’axe (O; f) sur Dy.

e Si f est une fonction impaire, on peut I'étudier sur le
domaine Dy N [0;+oo[ puis compléter sa courbe par la
symétrie centrale de centre O sur Dy.

¢ Si f est périodique de période T, on peut I'étudier sur

ouDnI[0;TI.

. T T
le domaine Dy N [_E; 5
¢ Si f admet la droite d’équation x = a pour axe de sy-
métrie, on peut I'étudier sur le domaine Dy nla;+ool
puis compléter sa courbe par la symétrie d’axe (S; f) avec
S(a;0).
¢ Si f admet le point Q(a; b) pour centre de symétrie, on
peut I'étudier sur le domaine D¢ N [a; +oo[ puis complé-
ter sa courbe par la symétrie centrale de centre Q(a; b).
Enrésumé, si f est paire ou impaire et périodique de pé-
riode T, on peut réduire son domaine d’étude a I'inter-

ValleDszﬁ [0; +o0[N
T'T]
2’2

ouD =Dgn]-o0;0lN

de I'infini (+00 ou —o0).

e Lorsque lim C) =a(acR" et lim[f(x)—ax]=b
X—o0o X X—00

b € R), on dit que la droite y = ax + b est une asymptote

oblique a la courbe (€f) au voisinage de I'infini (+o00 ou
—00).

Branches paraboliques

" Propriété

e Lorsque hm f (x) =

fx

oo et hm —— =00, on dit que la
courbe (<€f) admet une branche parabollque de direc-
tion celle de I'axe des ordonnées au voisinage de I'infini
(+00 0u —00).

e Lorsque )}ijlgof(x) oo et 11m f(T =0, on dit que la
courbe (€f) admet une branche parabolique de direc-
tion celle de 'axe des abscisses au voisinage de I'infini

(+o00 0u —00).
e Lorsque lim m =a(acR) et lim[f(x) - ax] = oo,
X—00 X—00

on dit que la courbe (<€f) admet une branche parabo-

m Branches infinies

Soit f une fonction de courbe représentative (6).

Asymptote verticale

" Propriété
Xp étant un nombre réel, lorsque xhn)} f(x) = oo ou
— X0
lim f(x) =coou lim f(x) = oo, on dit que la droite
X—=Xp< X—Xp>

d’équation x = xp est une asymptote verticale a la
courbe (6¥).

Asymptote horizontale

lique de direction celle de la droite d’équation y = ax.

Position relative d’une courbe par rapport a

la droite (D) d’équation y=ax+b

" Propriété
Soit I une partie du domaine de définition de la fonction
f.
¢ SiVxe I f(x)— (ax+ b) <0 alors on dit que la courbe
(6¢) est en dessous de la droite (D) sur I'intervalle I.
e SiVx eI f(x)— (ax+ b) > 0 alors on dit que la courbe
(6f) esten dessus de la droite (D) sur l'intervalle I.
¢ SiVxe I, f(x)— (ax+ b) = 0 alors on dit que la courbe
(6) et la droite (D) se coupent en un point d’abscisse

" Propriété
b étant un nombre réel, lorsque xlim f(x) =b, ondit que
—00
la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale

a (6f) au voisinage de I'infini (+oo ou —o0).

Asymptote oblique

Propriété

e Soit (A) la droite d’équation y = ax+ b (a € R*,b € R)
lorsque )}1_[})10 [f(x) — (ax+ b)] =0, on dit que la droite (A)
est une asymptote oblique a la courbe (€¢) au voisinage

©Prof #AUVIANSOUC. B. E
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m Tangente a une courbe

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Si f est
dérivable en un point a de I alors la courbe (%f) admet
une tangente au point d’abscisse a d’équation

y=f(a(x-a)+ f(a)




r Information

Pour étudier une fonction f, en 'absence de consignes
particulieres, on peut adopter le plan suivant.

e Déterminer I'ensemble de définition de f ou détermi-
ner le domaine d’étude de f apres avoir signaler la parité
ou la périodicité de f.

e Etudier la continuité et la dérivabilité de f en tout point
de cet ensemble.

e Calculer la fonction dérivée f’ de f et en déduire son
sens de variation.

o Etudier le comportement de f aux bornes de l'en-
semble d’étude et en déduire les éventuelles asymptotes.
 Dresser le tableau de variation de f.

o Tracer la courbe représentative de f.

Consigne 4.11

Soit f la fonction définie par f(x) = xvx(x+1).

1.

Détermine le domaine de définition Dy de f.

. Etudie la dérivabilité de f sur D ¢ et détermine f’(x).

. Etudie les variations de f.

Construis la courbe de f. (On précisera une équation des
demi-tangentes aux points d’abscisses —1 et 0).

" Propriété

Soit (¥) la courbe représentative d'une fonction f dans
le plan muni d'un repere orthonormé.

 La courbe représentative de la fonction x — f(—x) se
déduit de celle de (¥) par la symétrie orthogonale d’axe
on.

¢ La courbe représentative de la fonction x — — f(x) se
déduit de celle de (€¢) par la symétrie orthogonale d’axe
(on.

e La courbe représentative de la fonction x — — f(—x) se
déduit de celle de (¥) par la symétrie centrale de centre
0.

¢ La courbe représentative de la fonction x — | f(x)| se
déduit de celle de (¥) par la symétrie orthogonale d’axe
(OI) avec y = 0.

e La courbe représentative de la fonction x — f(|x|) se
déduit de celle de (¥) par la symétrie orthogonale d’axe
(OI) avec x = 0.

Consigne 4.12

Soit f une fonction de représentation graphique (%) dans un re-
pére orthonormé (O; 7; j) ci-dessous.

Construire les courbes des fonctions ci-dessous : f(—x), —f(x),

—f(=x), 1 f)| et f(x]).

43 J

Définition
La partie entiére d'un nombre réel, noté E(x) est le plus

grand nombre entier relatif inférieur ou égal a x.
Exemple: E(4,8) =4 et E(—4,8) = -5

" Propriété

Pour tout nombre réel x et pour tout entier relatif k, on
a:

e E(x)e”Z

e E(x)<x<E(x)+letx—1<EX)<x

e E(x)=x<—=x€”Z

exelk,k+1l<— E(x)=k
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m Etudier et représenter la fonction f définie par f(x) =

X%+ |x =2

|x+ 1|
(On étudiera la continuité et la dérivabilité de f au point
d’abscisse 2).

1. Donner le développement limité a I’ordre 3 et au voi-
sinage de 0 de chacune des fonctions suivantes définies
deR— Rpar:
a. f(x) =cos3x
c. h(x)=vV1+2x

2. En utilisant ces résultats, calculer les limites sui-

b. g(x) = sin2x

vantes :
. cos3x—1+4x? L —sSin2x-2x+7
a. lim — b. lim ———
x—0> x3 b4 ( n)Z
Y D

1
VAIRE200 == Exz
c. lim

x—0 x3

1. On considere la fonction g définie par :
b1
g: [0, g] — [-1;2]
X ~——cos3x

a. Etudier les variations de g.
b. En déduire que g réalise une bijection de l'intervalle

b1
[0; §] sur un intervalle K que I'on précisera.

c. La fonction g est-elle une bijection?
2. On considere la fonction f définie par :
/2
f: [0, §] — L1
X +~——Co0Ss3x

a. Démontrer que f est une bijection. On note f~! la bi-
jection réciproque de f.
b. f~! est-elle dérivable en —1 et en 0.
c. Déterminer (f‘l)/ (0).

Soit la fonction f définie sur
3 2

B 2%

(x) = —5——

f x2_1 . b 2 L

dans le plan muni d'un repere orthonormé (unité

graphique :2cm).

R - {-1,1} par

et (6r) sa courbe représentative

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définie sur R par g(x) = x> —3x —4.

1. Etudier les variations de la fonction g.

2. Démontrer qu'il existe un nombre réel a unique tel
que g(a) = 0 vérifiant : 2,1 < a < 2,2 puis déterminer
une valeur approchée 2 10~2 prés de a.

3. Etudier le signe de g sur R.

Partie B : Etude de la fonction f

4. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de chacun

des intervalles de son ensemble de définition.

5. Démontre)r que pour tout x élément de R\ {-1,1},
ey - X8

f (x)= m

En déduire le tableau de variation de la fonction f.

6.a. Démontrer que, pour tout x élément de R\ {—1,1},

xX+2
fX)=x+2+ P

b. En déduire que la courbe (¥¢f) admet une asymptote
oblique (D) en +oco et en —oco.
Donner une équation de la droite (D).
c. Etudier la position de la courbe (‘tg”f) par rapport a (D).
7. Tracer la droite (D) et la courbe (<€f).

Partie C : Nombre de solutions d'une équation

8. Déterminer I'abscisse des points de la courbe (€¢) ou la tan-
gente est parallele a la droite d’équation y = x + 2.

9. Déterminer une équation de chacune de ces tangentes.

10. En déduire graphiquement, suivant les valeurs du parametre
réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = x+ m lorsque
m > 2. Donner le signe des solutions.

m Soit la fonction f définie sur [—1;1]\{0} par
v1-x2

fX) =1+

1. Etudie la dérivabilité de f aux points d’abscisses x = 1
et x = —1 puis interprete les résultats obtenus.

2. Etudie les variations de [ sur [-1;1]\{0}.

3.a. Montre que f réalise une bijection de ]0;1[ sur un
intervalle I a préciser.

1
b. Montre que Vx € I; f‘l(x) =

VaZ—2x+2

4. Soit g la fonction définie sur [0; g [ par
g(x) = f(cosx).
b/
a. Montre que Vx € [0; 5 [ ;8(x)=1+tanx.

A ey T
b. Montre que g réalise une bijection de [0; 2 [ sur un
intervalle J que I'on précisera.
c. Montre que g~ ! est dérivable sur J et

m Soit la fonction f définie sur [1;+oo[ par
fx)=x+vVx2-1.
1. Etudie les variations de f sur [1;+ool.
2. Etudie la dérivabilité de f a droite en 1 et interpréte
géométriquement le résultat obtenu.
3.a. Montre que f réalise une bijection de [1; +oo[ sur un
intervalle I que I'on précisera.

1+ x2

b. Montre que Vx € I; f‘l(x) = 5
X
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cos(x) )
b. Montre que

4. Soit g la fonction définie sur [0; g [ par g(x) = f(

1+ sin(x)
cos(x)

g réalise une bijection de [0; g [ sur un intervalle J a préciser.

a. Montre que Vx € [0; g [;g(x) =

c. Montre que g~ ! est dérivable sur J et pour tout
!/
x€J; (g‘l) (x) =

1+x2°

m Soit la fonction f définie sur ] —%; % [ par f(x) = tanx.

P . T T
1. Montrer que f réalise une bijection de ] 52 [ sur R.

2. Soit h la fonction réciproque de f. Montrer que h est
dérivable sur R et calculer /'(x) pour tout x élément de

R.

3. Soit ¢ la fonction définie sur [0; 1[ par
1+x

px)=nh —)
1-x

a. Montrer que ¢ est dérivable sur [0;1[ et calculer
¢’ (x) pour tout x € [0; 1[.
b. En déduire que Vx € [0; 1[, @ (x) = % + h(x)

4. Soit g la fonction définie sur [0; 1[ par

1+x
gx) —h(ﬁ)—(1+2x)h(x).

a. Montrer que g est deux fois dérivable sur [0;1] et
calculer g'(x) et g"(x).

b. Etudier les variations de g’ sur [0;1[ puis en déduis
celles de g.

c. En déduire qu'’il existe un unique réel c¢ €]0; 1] tel

7T
que c = tana.
5.a. Montrer que 1'équation k(2 — x) = 2h(x) admet au

moins une solution a € R.
b. Montrer que a vérifie 'équation : a®—a®-3a+1=0

1. Soit la fonction g définie sur R par g(x) =2x— V1 + x?
a. Etudier les variations de g.
b. Résous dans R I'’équation g(x) = 0.
c. En déduire le signe de g sur R.
2. Soit la fonction f définie sur R par
fx) = 2V1+x? - x et (6y) sa courbe représentative
dans le plan muni d'un repere orthogonal. On note (D)
et (D) les droites d’équations respectives y = —3x et

¥y =X

a. Etudier les limites de f en +oco et en —oo.
g(x)

VitxZ

b. Démontre que, pour tout nombre réel x, f’(x) =

c. En déduire le tableau de variation de f.

d. Déterminer la limite en —oo de f(x) — (—=3x).
Quelle conséquence graphique peut-on déduire de ce résultat?

e. Démontrer que la droite (D') est asymptote a la courbe (€)
en +oo.

f. Etudier la position de (€¢) par rapport aux deux droites (D)
et (D).

g. Tracer les droites (D) et (D') ainsi que la courbe (€5).

On considére la fonction [ définie par
f:[-25] —R
E(x)

1. Déterminer le décmaine de définition D¢ de f.

2. Le plan est rapporté a un repere (O; [; J). On désigne
par () la courbe représentative de f.

Construis la courbe (6r).

3. Résoudre dans [-2;5['équation f(x) = 1.

On considere la fonction f définie par
f:00;4 —R
x — fl)=x*-E(x)
Le plan est rapporté a un repere (O; I; J). On désigne par
(€5) la courbe représentative de f.
1. Construis la courbe (€).
2. On considere la fonction g définie par
g:[0;4[ —R
x g =(x-3)(x*~E)
a. Ftudier la continuité de g aux points d’abscisses 1,
2 @S,
b. La fonction g est-elle dérivable aux points d’abs-
cisses 1,2 et3?
On considere la fonction
f:-33 —R
x — E(lx])
1. Exprimer f(x) suivant les valeurs de x.
2. Le plan est rapporté a un repere (O; [; /). On désigne
par (€) la courbe représentative de f.
Construis la courbe (6f).

f définie par
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a Primitives
Activité 2.5

Tu sais désormais calculer I'expression de la dérivée d’'une fonc-
tion. Tu vas, dans cette partie, apprendre a déterminer une pri-
mitive d'une fonction continue sur un intervalle.

Consigne 5.1

Déterminer une primitive de la fonction f surl'intervalle K indi-
qué.

I f)=—x3+x*+3,K=R
2. f)=@2x-13K=R
1
3. f(x)=x3—x2+ﬁ—2,K=]0;+00[
Consigne 5.2

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (2x—1)3.
Déterminer la primitive Hy de f qui prend la valeur 0 pour x =
-2.

Consigne 5.3 démonstration

J* Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, f’ sa
dérivée et n un nombre entier naturel non nul.
e La fonction ﬁ f"*! est une primitive sur K de la
fonction f x f.
e si f ne s’annule pas sur K alors la fonction ﬁ fir

!
est une primitive sur K de la fonction % (n#1).

« Si f est strictement positive sur K alors la fonction /f
!

est une primitive sur K de la fonction

" Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, f’ sa
dérivée, g une fonction dérivable sur un intervalle L avec
f(K) c L. La fonction go f est une primitive sur K de la
fonction f' x g'o f.

Consigne 5.4

Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle K indi-
qué.
2x+1

———, K=R
(x? +x+1)?

1. f(x)=

2. f)=Rx+1)(x*+x+1), K=R

3. fx)= K=]1-L1[

X
Vi—xZ
Consigne 5.5

Détermine la primitive F de la fonction f sur l'intervalle K qui
vérifie la condition indiquée.

1. f(x)=3x*(x*+6), K=Ret F(-3) =2

2. f(x)=2xsin(x?*), K=Ret F(0) =2
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m Soit la fonction f définie par f(x) =

m Déterminer une primitive de la fonction f sur l'inter-

valle K indiqué.
. f)=(-2x+3)(x-1),K=R

1-x?
P

NS

L fx) =

, K =]0; +o0]

3. fx) 2x+1 K=R
. X =, =
VxZ+x+1

x+1

m, =]-2;0[

4. f(x)=
5 f(x)——L K =]0; +o0]
. =—z K=o oo

6. f(x)= —\/7}, K =]0; +o00[

m Déterminer une primitive de la fonction f sur l'inter-

valle K indiqué.

3

1. f(x) =sinx.cos’x, K= [-m;n]

2 f)= sinx_ o _ _E.Z[
. Veosix 22
3. f(x) =sin2x.cos’2x, K=R
nom
4. f(x)=tan3x,K=]—§;—

T T
5. f(x) = tan®x+ tan®x, K = ]_E’E[

6. f(x)=QRx+1Dsinx*+x+1),K=R
7. f(x) =sinx+xcosx, K=R

1
sin’x

8. f(x)= , K=10;7[

9. f(x) =cosx.cos2x, K=R

Xcosx +Sinx
10. f(x) = —————, K=]0;+00]
37

m Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xcosx.

1. Déterminer la dérivée de la fonction g définie sur R
par g(x) = xsinx.
2. En déduire une primitive de f sur R.

8x
(x? —4)%
1. Prouver qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout

xeR\{=2;2}, onait: fx) = — %+ L
o T x-22 7 (x+2)2°

2. Déduire les primitives de f sur ] —2;2[.

m Soit la fonction f définie sur I =] — oo; 2] par
£ x(x—4)
x)=——.

(x—2)?

1. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x € I, on

ait: f(x) =a+———.

fx) x_2?

2. En déduire la primitive de f sur I qui s’annule en 1.

Soit f la fonction définie sur

f) = +x+1)v3-2x.
,_B-2x° 3B-2x9 9

par

—00; =
2

1. Montrer que x~ = e
4 2

. . . 3 :
2. Détermine alors la primitive de f sur |—oo; 7| qu
s'annule en 1.

07 . 1
1. Montrer que la fonction f : x — 5 admet des
1+x

primitives sur R.
On notera F la primitive de f vérifiant F(0) = 0.
2. Etudier la parité de F et préciser le sens de variation
de F sur R.
3. Etudier les variations de la fonction F sur ]0; +ool.
4. En déduire qu’il existe une constante c telle que, pour
1
tout x >0, on ait : F(x) = c—F(;).
5. Montrer que lim F(x)=c.
X—+00

T
6. On pose, pour tout x € ] _E; E [ ,8(x) = tanx.
a. Montrer que la fonction ¢ : x — Fo g(x) — x est
. T ,
dérivable sur ] 5 s 7 [, et calculer ¢’ (x).

b. En déduire que pourtoutxe]—g;g[,Fog(x) =X.

8

c. Déterminer F(1), F(v/3) et F

b/
d. Montrer que ¢ = 2

m Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par
2+1
X2+x+1

1.a. Calculer la limite de f en +oo.

b. Etudier le sens de variation de f sur [0;+oo] et
dresse son tableau de variation.
2. Soit F la primitive de f sur [0; +oo[ telle que F(0) = 0.
On ne cherchera pas a exprimer F(x).

a. Pourquoi peut-on affirmer 'existence de F sur
[0; +o0[?

b. Quelles sont les variations de F sur [0; +oo[?
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3. On définit sur [0; +oo[ les fonctions H et K par H(x) = F(x) — x

2
etK(x)—F(x)—gx. m

a. Etudier sur [0; +oo[ les variations de H2et K.
b. En déduire que pour tout x =0,on a: gx < F(x) < x.

c. En déduire la limite de F en +oo.
4.a. Démontrer que 1'équation F(x) = m admet une solution

unique a dans [0; +ool.

3
b. Montrer que I'on peut préciser 7 < a < 57[.

m On considére la fonction définie sur R par : f;,(x) = x> +
m?x —5, m étant un parametre réel.
Déterminer les valeurs de m pour lesquelles f;,, est une
primitive sur R de la fonction g définie par: g(x) =2x+3.
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a Fonction logarithme népérien
Activité 2.6

Dans cette partie, nous allons étudier les propriétés et tracer la
. o . 1

courbe représentative d'une primitive de la fonction x — — sur
X

I'intervalle ]0; +oo|.
m Définition - Propriétés
Consigne 6.1

1. Justifie que la fonction définie sur l'intervalle ]0;+oo[ par

1
x — — admet des primitives sur ]0; +ool.
X

2. Comment appelle-t-on celle qui s’annule en 1?

Définition
La fonction logarithme népérien, notée In, est la primi-

1

tive de la fonction x — — sur l'intervalle ]0; +oo[ qui
X

s‘annuleen 1 (Inl1 =0).

Consigne 6.2

Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f définie de
R vers R par:

2x—3)
5x-2

5. f(x) =Iln(x-4)+In(5x+2)

1. f(x)=1In(-x)
2. f(x)=1In(2-3x)

4. f(x) = ln(

3. f(x)=In|x*-1|

Consigne 6.3

Soit a € R} et soit x € R}.
Ondonne u:x— axet f: x— In(ax).

1. Justifie que Vx e R}, f(x) = (Ino u)(x).
2. Démontre que f est dérivable sur R} et que

1
Vxe R:,f’(X) = ;

3. Déduis-en I'existence d’'une constante c telle que
VxeR:, f(x)—Inx=c,ceR.

4. Détermine c puis justifie que
VxeR},In(ax) =Ina+Inx.

Consigne 6.4
Soit x et y deux éléments de ]0; +oo].
1
1. Justifie que ln(—) =-Ilnx
x

1
Tu pourras remarquer que 1 = x (—)
X

2. Justifie que ln(g) =Inx—-Iny

J* Propriété
Pour tout nombres réels strictement positifs x et y et
pour tout nombre rationnel r, ona:
o ln(x.y)=Inx+Iny

1
o ln(—) =-Inx
X

X
. ln(—) =lInx—Iny
y

eln(x")=rinx

Consigne 6.5

1. Exprimer en fonction de /73 et de [n5 chacun des nombres

suivants :
25
b) In|—
| (b) ”(3)

2. Exprimer en fonction de [n2 et de /n3 chacun des nombres
suivants :

(a) [n45

(@) In32 (© In(3v?2)

2
(b) 2In 3 (d) In27+2In8-31n108

Consigne 6.6

1. Justifie que la fonction In est strictement croissante sur
10; +o0l.

2. On se propose de démontrer que la fonction /7 est non ma-
jorée sur ]0; +ool.
(a) Onsuppose que la fonction /7 est majorée sur ]0; +oo].
i. Justifie qu’il existe [ € R tel que thP Inx=1.
—+00

ii. Justifie que si on pose u(x) = 2x alors, on a :

lim lnu=1Iet lim lnu=In2+1.

u—+oo u—+oo

(b) Que peux-tu conclure?

3. Détermine lim [nx.
X—+

Consigne 6.7

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = Inx—x+1.
1. Etudie le sens de variation de f.
2. Déduis-en que Vx €]0; +oo[; Inx < x.
3. Soit x un élément de [1; +ool.

(a) Sachantque0<Iny/x<x.

Justifie que 0 < nx 2
qued=— T Vx
Inx
(b) Déduis-en lim —.
X—+00 X
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m Limites usuelles

" Propriété
Soit n et m deux entiers naturels non nuls.
lim [nx=-oco0 lim Inx=+o0

x—0> X—+00
. Inx . Inx
lim —=0 lim——=1
X—+00 X x—1x—1
In(x+1) . r
m———-=1 lim x"Inx = 0 avec
x—0 X x—0s
rea;
. In"x .
lim =0 lim x"in"x=0
x—+oo xM x—05

Consigne 6.8

1. Dresse le tableau de variation de la fonction /7.

2. Démontre que le réel 1 admet un unique antécédent par
fonction In ( cet antécédent est noté e). e =~ 71828---.

3. (a) Ecris une équation des tangentes a la courbe (€) de
la fonction In aux points d’abscisses 1 et e respective-
ment.

(b) Construis la courbe (%) dans le plan muni d’'un repéere
orthonormé (O; i; j).

m Le nombre ¢

Définition

Le nombre e est 'unique nombre réel tel que /ne=1. On
appelle base du logarithme népérien.

m Dérivée - Primitive

Propriété

« Sila fonction u est strictement positive et dérivable sur

un intervalle I alors ll’/l ou est dérivable sur I etona:
u'(x

Vxel,(lnow'(x) = )

ulx)
e Si la fonction u est dérivable sur un intervalle I sur le-

quel elle ne s’annule pas alors [n o |u| est une primitive
/

u
sur [ de —.
u

Consigne 6.9
Pour chacune des fonctions f de R vers R définies ci-dessous :

fx)=ViInx+3x
f(x)=1nyx-5x

fx) =In(x?-2x+1)

F(x)=1In(1-3xl)

1. Détermine I'ensemble de définition D¢.

2. Justifier que f est dérivable en tout élément de Dy et calcu-

ler f'(x).
Consigne 6.10

Dans chacun des cas, détermine les primitives sur K de la fonc-
tion f.

In

1 f)= ——, K =12 +ool =22 Kk =10;
'fx_Z—x’ =]2;+00 3. f(x)—T, =]0; +oof

2 fl= T2 kg 4 0= —— K =15+
' 2+x+1" 1 ’ T xinx T
m équutlon-lnequutlon

Consigne 6.11

Soit a et b deux réels strictement positifs.
Démontre que :

1. (a<b) < lna<lInb

2. (a=b) <= lna=1Inb

" Propriété
Pour tous réels a et b strictement positifs.
% e (a<b)<=lIna<Inb
e (a=b) <= lna=Inb

Consigne 6.12

Résoudre dans R les équations suivantes :
1. In(x-3)=0
2. InBx-1)=1In4+3x)
3. In|lx—=1|+In|2x+1|=0

Consigne 6.13

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. InRx-1)<In(x+1)
2. In2x+1|>1

3. In(x®—x+1)=1nR2-x
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m Fonction logarithme décimale
Consigne 6.14

La fonction logarithme décimale, notée log est la fonction défi-
Inx

i 0; + l =—,
nie sur | oo[ par log(x) 110

1. Etudie les variations de cette fonction.
2. Calcule logl et log10.

3. Démontre que pour tous réels x et y strictement positifs et
pour tout nombre rationnel r, on a:

(@) log(x.y)=1logx+logy
(b) log(g) =logx—logy

(©) log(x")=rlogx

Définition

l
notée [og définie sur ]0; +oo| par log(x) = nx

g On appelle fonction logarithme décimale, la fonction
In10’

" Propriété
Pour tous réels x et y strictement positifs et pour tout
nombre rationnel r,on a:

e log(x.y)=logx+logy
X

. log(;) =logx—logy

e log(x")=rlogx
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m 1. Soit g la fonction définie sur ]0;o00[ par: g(x) = xlnx—
x+1.
m Déterminer en discutant suivant les valeurs du para- L Etudi’er lfn‘ SleIe 'de variation de g.
metre réel m, le domaine de définition D,,, de la fonc- b. En déduire le signe de g.
tion fi,(x) = In(mx+1). 2. 0On C?Ziidére la fonction f définie sur ]1;+oo[ par :
fe="7
m Déterminer en discutant suivant les valeurs du para- a. En déduire les limites de f en +ooeten 1.
metre réel m, le domaine de définition D,, de la fonc- b. Dresser le tableau de variation de f.
tion f,(x) = In el ) c. Tracer la courbe de f dans un repere orthonormé
- (unité : 2cm)
KXY caicule leslimites fuivantes : KXY 1. soit la fonction g définie sur ]0;+oo[ par : g(x) =
l.xlirp xln(1+—) 2xv/x-3Ilnx+6.
* * e 71 a. Etudie le sens de variation de g.
2. linll (x=Dinx*-1) 3. xlimooT b. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de
x—1s —-
: 1+x . . X.
4. XIH(T)L In T 5. XEIPOO In(x"—11x+2) 2. Soit la fonction f définie sur ]0;+oo[ par : f(x) =
6. i x+1 7. Tim (2 + 1)1 3lnx+x_1
" x50 Inx Pl e VX
8 1 Inx 9. lim (5%+3—4] a. Déterminer le sens de variation de f.
=8 x—Ilnx ’ x—1>I-Poo( SRS L) b. Dresser le tableau de variation de f.
VO G Cer ) 11. lim Inx 3. La courbe représentative (€) de f admet la droite (A)
H==Ge X—+00 3x +2 pour asymptote.
12. lim (x—Inx) 13. lim (x —ln (E)) a. Donner une équation de la droite ().
4 Inx+3 15. 1i 1 vt b. Etudier les positions relatives de (€) et (A).
 x o Inx+1 oo X n x 4.a. Déterminer la dérivée de la fonction / définie sur
16. lim Inx 10; +o00[ par : h(x) = 6v/xInx.
X—+00 \/x b. En déduire la primitive F de f sur ]0: +ool, qui s’an-
nuleen 1.
m 1. Calculer en discutant suivant les valeurs du parametre
ol T LG+ D — 103 LX) partiea
reelm, xL”% Xx—m Soit la fonction f définie sur [1;4] par f(x) =3 —x—[nx.
2. Calculer en discutant suivant les valeurs du parametre 1. Etudie les variations de f.
réel m, lim In(x+1)—in3 2. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution
E=ls Xx—m unique a dans [2;3].
Donner une encadrement de a 2 1072 preés.
m Résoudre dans R, les équations suivantes : 3. Déterminer le signe de f(x) sur [1;4].
Lin(x+1)+In(x—1)=1n2+x) 2. In(x* -2x+2)FE1
1 1 q
3. ln\/2x—3=ln(6—x)—§lnx 4, ln|§+x|:ln| | Pa-rtleB . -
5. In((x—-5)(x—1)) =3In2 6.InBx+2)—Ink=1 S fonct;ongdeﬁme sur [1;4] par:
7.ln(x-2)+In(x+2)=In2x+11) gx) = (1 - ;) 2-Inx).
4. Calculer g'(x) sur [1;4] et montrer que g'(x) = G
m Résoudre dans R, les inéquations suivantes : : § ’ que g0 = x2
Inx)? — 4 / x+2 5. En déduire les variations de g.
IRy — il ol x—2 L 6. En utilisant I'égalité f(a) = 0, montrer que g(a) =
3.In(-3x+4)<3 4.1n(lnx) >0 (a—1)?
5. In(x%—4) < In2x(x+2) 6. Vinx>?2 a . :
7.0 =Inx)3+1nx) =0 8. (Inx)2<1 g.OIZn déduire un encadrement de g(a) d’amplitude
8. Ftudier le signe de g(x) sur [1;4].
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m Partie A m

Soit la fonction g définie sur I = [1;5] par
1-xlnx

glx)=———.

1. Etudie le sens de variation de g sur I.

2. Dresser le tableau de variation de g.

3. Montrer qu'il existe un réel a € I tel que g(a) =0.

Montrer que 1,76 < @ < 1,77.

4. Donner le signe de g(x) suivant les valeurs de x sur I.

Partie B

Soit la fonction f définie sur I par f(x) = x+ (1 — x)Inx.
On désigne par (¥) la courbe représentative de f dans
le repere orthonormé (O; ?; f) ayant comme unité gra-
phique 2cm.

5. Déterminer la fonction dérivée f’ de f.

6. Etudier les variations de f sur I.

7. Tracer la courbe (¥) dans le repére (O; i; f).

8. Soit la fonction k définie sur [ par :
2

k(x) = %(1 —2Inx) - x(1 - Inx).

a. Calculer la fonction dérivée k' de k.
b. Vérifier que pour tout x > 0, k' (x) = f(x) — x.
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n Fonction exponentielle népé-
rienne

Activité 2.7

On désigne par fonction exponentielle népérienne et on écrit
exp la fonction réciproque du logarithme népérien.

m Définition - Dérivabilité
Consigne 7.1

1. A partir de I'étude de variation du logarithme népérien,
dresse le tableau de variation de la fonction exp.

2. Démontre que:

(@ VxeR,exp(x)>0
(b) VxeR}, exp(inx)=x
() VxeR,Inlexp(x)]=x

3. Détermine les limites de la fonction exponentielle en —co et
en +oo.

4. Démontre que la fonction exp est une bijection de R sur R}

5. Démontre que la fonction exp est dérivable sur R et calcule
exp'(x) pour tout x € R.

Définition
La fonction exponentielle népérienne notée exp, est la
bijection réciproque de la fonction logarithme népérien.

\ J

q,/‘Conséquences de la définition

e VxeR,exp(x) >0

e VxeRY, exp(lnx) =x

e VxeR, Inlexpx)] =x

« La fonction exp est une bijection de R sur R} . Elle est
strictement croissante sur R.

Q,/‘Dérivabilité

La fonction exp est dérivable sur R et elle est égale a sa
propre dérivée.
VxeR,exp’ (x) =exp(x)

m La notation ¢*

Consigne 7.2

Soit r un élément de Q.
Démontre que r = [n(e") < exp(r)=¢’.

" Propriété
Pour toutr € Q,7 = In(e’) < exp(r)=e¢'.
On convient d’étendre cette écriture a tout nombre réel
X.
Onaalors: VxeR, exp(x) = e*.

m Equation - Inéquation

Consigne 7.3

Soit a et b deux nombres réels et r un nombre rationnel. Dé-
montre que :

b

1. ev=e’ <= a=b

b

2. el<e’ = a<b

3. elath) = o x gb

1

a
5. ela=b) — F |
. o

6. (eY) =e'@

" Propriété
Pour tous nombres réels a et b, on a:
eel=el = yg=p
eel<el = a<b
. e(a+b) =% x eb
e 4= e_lll

a
. e(d—b) = €

e
e(eMN'=e""Vre@

Consigne 7.4

Résoudre dans R, les équations et inéquations suivantes :

1. e¥ 1 = g2-3x 3. 2% < ¥

= 4. 3e** +e*—420
e
m Dérivée - Primitive
Consigne 7.5

Montre que si u est une fonction dérivable sur un intervalle K
alors la fonction exp o u est dérivable sur K et Vx € K, (expo
w)' (x) = u'(x) x explu(x)].
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J* Propriété

e Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K
alors la fonction exp o u est dérivable sur K et on a :
Vx€eK,(expou)(x)=u'(x)x (expou)(x)].

« Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K alors
la fonction exp o u est une primitive sur K de la fonction
u' x expou.

Consigne 7.6

Déterminer la dérivée de la fonction f sur I'intervalle K donné,
dans chacun des cas.

1. f=e" K=R 3. f(x) = e2*Inx, K =]0;+oo]
ex X
— (+3 — _ - —
2. f =P +He " K=R | 4 f)=_——72 K=R

Consigne 7.7

Déterminer les primitives sur R, de chacune des fonctions sui-
vants :

1. f(x)=e ¥ 3. f(x)=3xe" !
X
—(_ —x%+3x-1 4. f(x) =
2. f(x)=(-2x+3)e @)=
Consigne 7.8
e)C
1. Justifie que lim — = +oo.
+oo x
2. Démontre que:
X
(@) lim = +o00.
x—+oo [nx
(b) lim xe®=0.
X——00
. et -
(¢) lim =1.
x—0 X
m Limites usuelles
J* Propriété
lim e* =400 lim e*=0
X—+00 X——00 X
lim xe*=0 lim — =+o0
X——00 X—+00 X
X e* -1
lim =+00 lim =1
X—+00 lrnz;cc x—0 X
lim — =+o0, Vn,meN*
x—+oo xM
lim x"e"™ =0,Vn, meN*
X——00

Consigne 7.9

On se propose de construire la courbe représentative (6) de la
fonction exp dans le plan muni d'un repére orthonormé (O; 7; J).

1. Ecris les équations des tangentes a la courbe (€) aux points
d’abscisses 0 et 1.

2. Ftudie les branches infinies de la courbe (€).

3. Construis la courbe (€).
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m Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur
1
10; +o0[ par f(x) =exp (4x— ;)

m 1. Résoudre dans R les équations suivantes :
eSx e
€ _ iy
e2x =
2. Résoudre dans R?, le systeme d’inconnue (x;y) :
{lnx— Iny=1In2

b. e?)x—l x ex+2 -1

ef—e¥=2

m On considere la fonction définie sur R par f(x) = X 3x,
1. Etudier les variations de f et dresse son tableau de va-
riations sur I'intervalle [-2;2].

2. Tracer la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (O; 7; f).

3. En utilisant la courbe, donner en fonction du réel m,
le nombre de solutions de I'équation f(x) = m sur l'in-
tervalle [-2;2].

m f estla solution définie sur R par f(x) = e** —2e*.
1. Etudier les variations de f.
2. Dresser le tableau de variation de f et donner la va-
leur exacte de son minimum.
3. Donner une équation de la tangente au point d’abs-
cisse 1.
4. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet exactement
une solution sur R, .

m Le repere (O; ?; f) est orthonormé. Soit f la fonction dé-
finie par : f(x) = x—1+;,s1xs !

1-(Inx)? six>1

1.a. Démontrer que f est continue et dérivable en 1.

b. Calculer les limites de f aux bornes de son en-
semble de définition et préciser les branches infinies de
la courbe représentative (¢) de f.

c. Etudier les variations de f puis démontrer que le
point d’abscisse e est un point d’inflexion de (€).

d. Tracer (¥).

2. Soit h la restriction de f a l'intervalle ]1; +ool.

a. Démontrer que h réalise une bijection de ]1;+oo[
vers un intervalle que I'on précisera.

b. En déduire que h admet une fonction réciproque
h~! dont on précisera le sens de variation.

c. Tracer la courbe représentative de 7~
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m Soit la fonction f définie par :
— 2 i <
Fl) = 1 2ln(x_x+ 1.), six<1
—x“+e tsix>1
On désigne par (%) sa courbe représentative.
1. Etudier la dérivabilité de f en 0.
2. Etudier les branches infinies de (%), démontrer que la
parabole (I') d’équation y = —x? est asymptote a (¥) en
+00.
3. Compléter I'étude de f et construire (') et (6).
4.a. Déduire de cette étude que (¥¢) coupe (OI) en deux
points dont I'un a une abscisse négative que I'on calcu-
lera.
b. Déterminer une valeur approchée a 10~! prés de
I'abscisse du deuxieme point d’intersection.

m On considere la fonction f définie par
fx)=e* -1, six €] —o0;—1]
f)=(x+1in(x+2),sixe]—-1;+oo]
f=1)=0,six=-1

+1
Soit u la fonction définie par : u(x) = x_+2 +In(x+2).
X

Partie A

1. Etudier le sens de variation de u.

2. Calculer u(-1) et étudier le signe de u(x) en fonction
des valeurs de x.

Partie B
3. Quel est 'ensemble de définition de la fonction f?
4.a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point
=1l,

b. Démontrer que f est dérivable sur chacun des
intervalles | —oo;—1[ et ] — 1; +ool.
5.a. Etudier les variations de f.

b. Tracer la courbe représentative (¢) de f dans le
plan muni d'un repere orthonormé (O; z?; f) (unité : 2cm

).

Partie C

Soit g la fonction définie de R dans f(R) par: g(x) = f(x)
pour tout x élément de R.

6. Démontrer que g est bijective.

7. (€") est la courbe représentative de g~'. Construire
(") sur le méme graphique que celui de (¥).

8. Démontrer que le point A(2/n3;1) appartient a la
courbe (¥’) et donner une équation de la tangente en
A(2In3;1) ala courbe (¥").

m Déterminer en discutant suivant les valeurs du para-
metre réel m, le sens de variation de la fonction définie
par: fi(x) = In(e™* — e ™).



m Partie A m

On désigne par f la fonction définie sur R par :
X

f(x) = e2 —e* et (€) sa courbe représentative dans le
plan muni d'un repére orthonormé (O; 7; f).

1. Etudier les variations de f. Préciser les limites de f
en —oo et +oo.

2. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

3. Tracer la courbe (¥).

Partie B

On considere la fonction g définie sur R\ {0} par: g(x) =
X

In|e2 —e*| et (¥) sa courbe représentative.

4. Préciser les limites de g en —oo, +co et en 0.
5.a. Calculer g’(x) et déterminer le signe de g’ (x).
b. Dresser le tableau de variation de g.

6. Démontrer que pour tout réel strictement positif,
X

gx)—x=1In l—eE .

7.a. Montrer que la droite (D) d’équation y = x est
asymptote a la courbe (&) de g.

b. Etudier la position de la courbe () par rapport 4 la
droite (D), pour tout réel strictement positif.
8. Démontrer que pour tout réel strictement négatif,

d
g(x)—gzln(l—ez).

. Y . X
9.a. Montrer que la droite (D') d’équation y = % est

asymptote a la courbe (%) de g.

b. Etudier la position de la courbe (&) par rapport a la
droite (D), pour tout réel strictement négatif.
10. Construire (&), (D) et (D) dans un repere ortho-
normé différent de celui de la partie A.
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n Fonctions exponentielles - Fonc-
tions puissances

Activité 2.8

m Puissance d’exposant réel d’un
nombre réel strictement positif

Consigne 8.1

a est un nombre réel strictement positif et @ un nombre réel. Le

nombre réel a® est appelé puissance de a d’exposant a. On écrit
a® = ealna

1. Montre que alna = lna®.

2. Soit a et b deux nombres réels strictement positifs, a et
B deux nombres réels. Démontre chacune des égalités sui-
vantes :

a

@ a%xb%=(ab)"® @ 5= ()
(b) a® x af = al@a+P

a
(© (a%P =aF (& &5 =al P

aP

%} Définition
Soit a est un nombre réel strictement positif et a un
nombre réel quelconque.On appelle puissance de a
d’exposant a, le nombre réel noté a® et défini par :
a% =e%na gelit< a exposant a >.

" Propriété
Pour tous nombres a et b deux nombres réels stricte-
ment positifs et pour tous nombres réels @ et §, ona:

a®x b* = (ab)* a® _(a)a
a® x af = a\@+h) pr tb
a(l
(a®)P = a®P —=a*P
a )
Consigne 8.2

Soit a un nombre réel strictement positif. Ecris les nombres sui-
vantes sous la forme a? , oll b est un nombre réel.

_ _ -17
1. a®xa? 3. a?*x+ya 5 9
1 To348
1 as
2. azxa’ 4. —
a

m Fonction exponentielle de base a (a >
Oeta#l

Consigne 8.3

a est un nombre réel strictement positif et différent de 1. On note
exp, la fonction x — a*. On convient que pour tout nombre
réel x, a* = e*lna,

1. Etudie les variations de la fonction exp, (Tu distingueras
deuxcas:si0<a<letsia>1).

2. Montre que la fonction exp, est une bijection de R sur R .

3. Construis la courbe représentative de exp,.

Définition
Soit a est un nombre réel strictement positif et différent

de 1. La fonction exponentielle de base a est la fonction
x— a”, elle est définie sur R et est notée exp,.

/ Variation de la fonction exp,

La fonction exp, est dérivable sur R et

VxeR, (expy) (x) = Inax expy(x).

¢ Si 0 < a <1 alors la fonction exp, est strictement dé-
croissante sur R.

¢ Si a > 1 alors la fonction exp, est strictement crois-
sante sur R.

J Bijection
a étant un nombre réel strictement positif et différent de
1, la fonction exp, est une bijection de R sur R .

\ J

m Equation - Inéquation
Consigne 8.4

a est un nombre réel strictement positif et différent de 1, a et
deux nombres réels.

1. Démontre que (a® = af) <= a = .
2. Démontre que :

(@) Si0<a<1alors (a% < af) = a>p.

(b) Sia>1alors (a® < af) = a < B.

" Propriété
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1,
a et f deux nombres réels.
e (@a*=af) = a=p.
«Si0<a<1alors (a% < af) = a > p.
oSia>1alors(a“<aﬁ)(:>a<ﬁ.
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2

L J

Consigne 8.5

Résous dans R, les équations et inéquations suivantes :

1. 2%l =g 3. (x+3)%=1 5.3 1227
2

2. 32 =23 4. 3+ =9 6. 1057 —10% <2

m Fonction puissance d’exposant réel

a

Consigne 8.6

un nombre réel. On considere

—R*

a est
Ja:RY
x —x“

I'application

1. Etudie les variations de f, (Tu distingueras deux cas :
sia=0etsia #0).

2. Montre que f, est une bijection de R} sur R}.

Définition

Soit a est un nombre réel. On appelle fonc-

tion puissance d’exposant réel a, l'application

Ja:RY
x —x®

Vx € RY, fy(x) = e®* = x%,

—R*

f Sens de variation - Bijection

La fonction f, est dérivable sur R}.

e Sia <0, fy eststrictement décroissante sur R} .

e Sia >0, fy eststrictement croissante sur R} .

e Soit & un nombre réel différent de 0. La fonction puis-
sance d’exposant a est une bijection de R} sur R}.

Consigne 8.7

«a est un nombre réel différent de 0, a et b deux nombres réels
strictement positifs.

1. Démontre que (a® = b%) < a=Db.
2. Démontre que:

(@) Sia<o0alors (a* < b%) < a>b.

(b) Sia>0alors (a% < b%) < a<b.

" Propriété
Soit a est un nombre réel différent de 0, a et b deux
nombres réels strictement positifs.
e (a*=b% << a=b
eSia<0alors (a*<b*) < a>b
eSia>0alors (a*<b*) < a<b
Ja:RY
X
VxeR:, (f2) (x) = ax® L,

m Dérivée - Primitive

" Propriété

« Si g est une fonction dérivable et strictement positive
sur un intervalle K alors la fonction g%(a € R) est déri-
vable sur K etona:

VxeK, (g9 (x) = ag'(x) x g¥ 1 (x).

¢ Soit @ un nombre réel différent de —1.

—R*

« La fonction e est dérivable sur R} .

v Une primitive sur ]0; +oo[ de la fonction x — x% est
1
la fonction x — ——x
a+1

a+1

v’ Si g est une fonction dérivable et strictement posi-
tive sur un intervalle K alors une primitive sur K de
ga+1'

1
la fonction g’ x g% est la fonction
a

Consigne 8.8

«a est un nombre réel différent de 0.

1. Démontre que si @ > 0 alors:

(b) lim x%Inx=0

x—0>

. . X .
2. Démontreque: lim — =0et lim [x]%e* =0
x—+oo X X——00

m Limites usuelles

" Propriété
Soit a € R*.
eSia>0alors lim x*=0et lim x%=+oc0
x—0> X—+00

eSia<Oalors lim x* =4+ocoet lim x*=0
x—05 X—+00

xa
eSia>0alors lim — =0
x—+oo eX

Inx
eSia>0alors lim — =0
x—+oo x@

e Sia>0alors lim x%*Inx=0

x—0>

eSia>0alors lim |x|%e*=0
X——00
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m On considere la fonction f définie de R vers R par :
f(x)=x37*%.
On désigne par (¥) la représentation graphique de f
dans le plan muni du repére orthonormé (O; i; f).
1.a. Déterminer la limite de f en —oco.

b. Détermlingr la limite en +oco de la fonction définie
xln

exin3’

En déduire la limite en +oo de la fonction f.
2. Etudier les variations de la fonction f sur R.
3. Construire la courbe (6).

par: x—

m On considere la fonction f définie de R vers R par :

5)(
f(x) = m
1. Justifier que f est définie sur R*.
2. Démontrer que f estimpaire.
3. Etudier les variations de f sur ]0; +ool.

En déduire les variations de f sur ] —oo;0[.

2
4.a. Résoudre dans R I'équation : f(x) = Bl

2
b. En déduire les solutions de I'équation : f(x) = —c
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a Calcul intéegral

Activité 2.9

m Intégrale des fonctions continues
sur un intervalle

Consigne 9.1

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x* — 2x.
Déterminer les primitives F de f sur R puis calcule F(2) — F(-1)

%)‘; Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, F une
primitive de f sur I, a et b deux éléments de I. On ap-
pelle intégrale de a a b de f, le nombre réel F(b) — F(a).

On note:
JP fodx = (Fo1L = F(b) - Fla).

% Vocabulaire

o Lécriture [ f f(x)dx se lit « somme ou intégrale a et b
de f(x)dx».

o Lécriture [F(x)]2 se lit « F(x) pris entre a et b».

e Les réels a et b sont les bornes de I'intégrale.

o La lettre x peut étre remplacée par toute autre lettre (
sauf par a et b). x est appelé la variable muette.

J* Propriété

Si f est une fonction continue et positive sur un inter-
valle [a; b] et (¥) sa courbe représentative dans le plan
muni d’'un repére orthogonal, le nombre |, f f(x)dx est
l'aire, exprimée en unité d’aire du domaine 2 limitée par
la courbe (€¥), I'axe des abscisses et les droites d’équa-
tionsx=aetx=>b.

:-:a/‘

3

of = (fff(x)dx) x uaavecua=| 1| x| Jl.

% Remarque

Si le plan est muni d'un repére orthogonal (O; i; f), une
unité d’aire est I'aire du rectangle de coté || i | et || j |-
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Consigne 9.2

f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b
deux éléments de 1.

1. Démontre que :
@ [P fdx=—[f f(x)dx
b) [ fxdx=0

2. Soit c un élément de I, démontre que :

f;f(x)dx:fff(x)dx+fbcf(x)dx

3. Soit @ un nombre réel, démontre que :

@ [P(f+@wdx= [P fdx+ [P g(x)dx
® [Pafmdx=af’fwadx.

m Propriété algebrique de I'intégrale

Propriété
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I.
eVYael,VYbel,ona:

v P fdx=- [ f(x)dx

v [ fx)dx=0

eVYael,Vbel,Ycel,ona:
f;f(x)dx:fff(x)dx+fbcf(x)dx
C’est la relation de Chasles.
eVaelLVbel,VaeR,ona:

v f:(f+g)(x)dx:f:f(x)dx+f:g(x)dx

v [Pafwdx=af’ fdx.
Ce sont les propriétés de linéarité de I'intégrale.

Consigne 9.3

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b
deux éléments de I (a < b).

1. Démontre que si f est positive sur I alors |, f fx)dx=0.
2. Démontre que si f est négative sur I alors |, f fxdx<o.
3. Démontre que si f > g sur I alors f:f(x)dx > f:g(x)dx.

4. Démontre que :
Ji f@dx| = [} |f )] dx.

5. On suppose qu'il existe un réel M tel que pour tout
x€[a;bl,|f(x)| < M.
Démontre que : fab |f(x)| dx < M|b-al.

m Propriété de comparaison




J* Propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I.
« Si f est positive sur [ alorsona:

VaeI,¥be I(a<b), [’ fx)dx=0.

« Si f estnégative sur [ alorsona:

VaeI,Vbel(a<b), [’ f(x)dx<0.
eSif=galorsona:

VaeI,Ybe I(a<b), [’ fdx= [P gx)dx.
eVYael,VYbel(a<h), fff(x)dx| < [P\ f)dx.

« S’il existe un nombre réel M tel qu’on ait :

Vx € [abl(a € ILb € I,a < b), |f(x)| = M alors
f2|f0)|dx < Mib-al.

m Inégalité de la moyenne

" Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle
la; bl(a < b), m et M des nombres réels :

e Si Vx € [ablm = f(x) < M alors m <
I b
mfaf(X)dXSM.

C’estI'inégalité de la moyenne.

o Il existe au moins un nombre réel ¢ de [a; b] tel que :
I
fle)= ﬂf“ fxodx.

Le nombre f: fx)dx est appelé la valeur

moyenne de | sur [a; b].

Consigne 9.4

Calculer la valeur moyenne sur I'intervalle K de la fonction f dé-
finie ci-dessous :

1. f(x) =x%K=[1;2] 3. f(x)=e % K =[In2;1n3]

) ()_simer_[O'l]
fx)= 5 K=10:5

m Intégration deés fonctions paires et
des fonctions impuaires
Consigne 9.5

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant 0, a
un élément de 1.

1. Démontre que si f est paire sur [ alors :
@ f°, fdx= [ fxdx
b) [4 fxdx=2[] f(x)dx.

2. Démontre que si f est impaire sur I alors :

@ S, fodx=— [ f(dx
b) [¢ fdx=0.

©Prof AVIANSOUC. B. E
WIEX prod... acobries@gmail.com

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle I conte-
nant les nombres O et a,ona:

¢ Si f est paire sur [ alors:

v f?af(x)dx = Jo fodx
v o [C fdx=2[fxdx
¢ Si f estimpaire sur [ alors:

v [0 fwdx=— [ fodx

v [ fx)dx=0

m Intégration des, fonctions pério-
diques
Consigne 9.6

Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T, a
et b deux nombres réels.

1. Démontre que:fffgf(x)dx:fff(x)dx.

2. Montre que: [“*T f()dx= [*T f(x)dx.

3. Déduis-en que : f;”Tf(x)dx = —fOTf(x)dx.

Propriété

Soit f une fonction continue sur R et périodique de pé-
% riode T.

Pour tout réel @, ona: [“*T fxdx=— [ f(x)dx.

Consigne 9.7

Utiliser la parité ou la périodicité pour calculer les intégrales sui-
vantes :

2m T
1.[ (x—sinx)dx 2 .
27 3. fn(cosx—sznx)dx
2
T
2n ) 4. f‘?[ tanxdx
2.[ (x“—cosx)dx =
-2n 3

m Intégration par parties
Consigne 9.8

f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b] telles
que les dérivées f’ et g’ sont continues sur [a; b].

b b
Démontre que:f fl(x)gx)dx = [f(x)g(x)]Z—f g f(x)dx.
a a



J* Propriété
Soit f et g sont deux fonctions dérivables sur un inter-
valle [a; D] telles que les dérivées f’ et g’ sont continues
sur [a;b],ona:

ff(x)g(x)dx [fgw], —f g x) f(x)dx.

Cest la formule d’intégration par parties.
Pour calculer On pose
f:P(x)lnxdx f(x)=P(x) et g(x) = lnx
[P P(x)etdx f'(x) = e* et g(x) = P(x)
ffP(x)cosxdx f'(x) = cosx et g(x) = P(x)
[P P(x)sinxdx f'(x) = sinx et g(x) = P(x)
Consigne 9.9

A l'aide d'une intégration par parties, calcule les intégrales sui-
vantes :

/4

2
1. I= Inxdx Py
_[1 4, szz x*sinxdx
0

2 1
2. ]:f (x+2)e* dx 5. M:f xV1-xdx
-1 0

VA

6. N= f4 e**cosxdx
0

/4
3. K:f (2x2—1)cos3xdx
0

EXD caicul daire

Consigne 9.10

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] (a <
b) telles que Vx € [a; D], f(x) = g(x). On désigne par (6¥) et (€g)
les courbes représentatives respectives de f et g.

Calcule I'aire de la partie du plan limitée par les courbes (€) et
(6y) etles droites d’équations x = a et x = b.

" Propriété
Si f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]
(a < D) telles que Vx € [a; b], f(x) = g(x). On désigne par
(‘€7) et (€y) les courbes représentatives respectives de f
etg.

Laire de la partie du plan limitée par les courbes (6) et
(6,) etles droites d’équations x = a et x = b est :

b
o = (f (f)-gx)dx|xua

m Calcul de volume

Propriété
Soit un solide de I'espace délimité par les plans (P,) et
(Pp) d’équations respectives z=aetz=>b (a < b).

On note 7 le volume de ce solide et s(t) 1'aire de la sec-
tion du solide parle plan (P;) d’équationz =t (a< t < b).
Sila fonction t — s(#) est continue sur [a; b] alors,ona:

b
V= (f s(t)dt) X UD.
a

Lespace étant muni d'un repére orthogonal (O; I; J; K),
I'unité de volume noté uv est le volume du parallélépi-
pede construit a partir des points O, I, J et K.

" Propriété
Soit f une fonction de courbe représentative (¥). Le
volume 7 du solide engendré par la rotation autour de
I'axe des abscisses de la portion de (€¢) limitée par les
droites d’équations x =aet x =best:

7/=(fabn[f(x)]2dx) X Uv

Consigne 9.11

Soit la fonction f définie sur [0;2] par f(x) = x2—2x+2.

1. Etudier les variations de f ettracer sa courbe représentative
() dans un repeére orthonormé (0; 7; ).

2. Calculer I'aire &/ du domaine plan D limité par la courbe
(%), 'axe des abscisses et les droites d’équations x = 0, x = 2.

3. Calculer le volume 7 de la portion de 'espace engendrée
par la rotation de D autour de I’axe des abscisses.

m Valeur approchée d’une intégrale
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( % Retenons ) m Méthode des trapézes
Soit une fonction continue et strictement croissante sur 1 o
un intervalle [a; b]. / Pr opriete
Pour déterminer une valeur approchée de
o = fff(x)dx par la méthode des rectangles puis
par la méthode des trapeézes, on partage I'intervalle [a; D]

—-a
et on pose

en n intervalles de méme amplitude
n
o = f;g‘f(x)dx+ f;lzf(x)dx+ et ;;”_1 f(x)dx avec

b—a .
Xo=a,xp,=betxj,1=——+x; 0<i<n-1).
n

On prend pour valeur approchée de f;i"“ f(x)dx laire
b-a

de la surface du trapeze de hauteur , de petite base
m Méthode des rectangles f(x;) et de grande base f(xj41).
b—an-1 )+ .
r ‘ . Donc f:f(x)dxz a Z [f(Xz) f(XL+1)] )
* Propriété noi=0 2
n-1 i)+ i
Y M est une valeur approchée de «f =

i=0 2
/. f f(x)dx par la méthode des trapezes.

| Consigne 9.12
‘ Calcule par la méthode des rectangles et des trapezes, l'intégrale
On prend pour valeur approchée de [, *! f(x)dx l'aire %2
i |1\
de la surface du rectangle de base a et de hauteur I= f e 2dx

0
fx). On subdivisera l'intervalle [0;1] en 5 intervalles de méme ampli-

—_an-1
Donc fabf(x)dxz %720 Fxo). tude.
i=

m Fonctions définies par intégrale

" Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle I conte-
nant a. La fonction F définie sur I par F(x) = f;f(t)dt
il estl'unique primitive de la fonction f qui prend la valeur
Oena.

On prend pour valeur approchée de f;"“ f(x)dx laire

a
de la surface du rectangle de base et de hauteur

Consigne 9.13

f (Xi41).

b b—anz1 x ol
Donc [, f(x)dx = — 'Zo f(xig1). Soit F la fonction définie de ]0; +oo[ vers R par : F(x) = f Tdt

i= 1
Posons s, = b-a nilf(xi) o et (6F) sa courbe représentative.
n o=
b—an-1 =0 1. Détermine I'ensemble de définition Dr de F.

Sp= Y flxiv). . X L.

n =0 2. Etudier le sens de variation de F sur Dp.
sn et Sy, sont des valeurs approchées de o/ = [, f fdx 3
par la méthode des rectangles. 3. (a) Etudier le signe de la fonction f définie par : f(x) =
« Sila fonction f est strictement croissante sur [a; b], on F(x) = Inx.
a:s, <o <8§,. (b) En déduire lim F(x) et lim F(x).
« Si la fonction f est strictement décroissante sur [a; b], x=0> Koo
ona:S,sd <sj. ] 4. Etudier les branches infinies de (6r) et tracer cette courbe.
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Calculer les intégrales suivantes :

% U dx
A= | (—x“+4x+1)dx B= —_—
0 0o 1+x
7T T
szﬂ?’ tanxdx D= | 2 cos®xdx
z 0
67r
2
COSX 2x+1
B [7 2 4, f 2y
Vsinx 1 X2 +x+1
L x sinx
G= dx H= n 520057
o 2+1 casx

xVx2 +1dx J= E}?))c3\/§dx
=) J

1

L dx
K=| Ve ®dx L:f
f 0 vVx+1

On considere la fonction f définie par : f(x) = x +
[1—e7%|.

1
Calculer sz fx)dx.
-1

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) =
sinx.
1. Exprimer sin’x et cos®x en fonction de cos2x.

2. Exprimer sin®*x en fonction de cos2x et de cos4x.
7

3. Calculerf8 f)dx.
0

Soit I,, = f(x -1 "dx.

1. Démontrer que pour tout n=1,2n+ 1)1, = —2nl,_;.
2. En déduire I'expression de I, en fonction de n.

Soit la fonction f:[0;1] — R

X— X2 —2x+2
1. Démontrer, a I'aide de ses variations que f est une bi-
jection de [0; 1] sur [1;2].
2. Calculer I'aire du domaine plan D limité par la courbe
(¥) etles droites d’équations x =0, x=1et y = 1.
3. Calculer le volume de la portion de 'espace engen-
drée par la rotation de D autour de I'axe des ordonnées.

1. Quel est le solide engendré par la rotation, autour de
I’axe des abscisses, de la portion de la droite (D) d’équa-
tion y = ax limitée par les droites d’équations x = 0 et
x=nh?

2. Calcule le volume de ce solide.
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1. Quel est le solide engendré par la rotation, autour de
I'axe des abscisses du cercle de centre O et de rayon a
(a>0)?

2. Calcule le volume de ce solide.

On considere la droite (D) d’équation y = c,c € R*.

1. Quel est le solide engendré par la rotation, autour de
I'axe des abscisses, de la portion de la droite (D) d’équa-
tion y = ax limitée par les droites d’équations x = 0 et
x=H?

2. Calcule le volume de ce solide.

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, [, ). On
considere la fonction f de R vers R définie par : f(x) =
e *cosx.

On désigne par (6) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de f et construire (€f) sur

T T
53]

2. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :
(acosx+ bsinx)e™” soit une primitive de f.

3. Calculer I'aire de la partie du plan limitée par (€y) et

7T
les droites d’équations x = i etx= o

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, /). On
considere la fonction f de R vers R définie par : f(x) =
x+1+—.
(x—2)?

On désigne par (%) la représentation graphique de f.

1. Etudier les variations de f et construire (¥).

2. Calculer I'aire de la partie du plan limitée par (¢) et
les droites d’équations y = x+1, x =3 et x = 15.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J). On
considere la fonction f de R vers R définie par : f(x) =

X et
[-2a
o l+et

1. Indiquer sans calcul f'(x) et f(0).

2. Etudier les variations de f.

3. Démontrer que pour tout nombre réel x, f(x) = x +
In(e*+1)—1In2.

En déduire que la droite d’équation y = x — [n2 est une
asymptote a la représentation graphique (%) de f.

4. Construire (€).

On consideére la fonction F définie par :
dt

X
F(x):[; In(t-2)

1. Justifier que F est définie et dérivable sur [4; +oo].
2. Quel est le sens de variation de F sur [4; +ool.



3. Parla méthode des rectangles, donner un encadrement de F(5)
par deux nombres décimaux d’ordre 3.

(On subdivisera l'intervalle [4;5] en cinq intervalles de méme m
amplitude).

m On consideére la fonction H définie de [0; +oo[ dans R
X
par: H(x) =f In(1+e?Ydt.

l.a. Détermin(ier I’ensemble de définition Dy de H.
b. Etudier le sens de variation de H sur Dp.
2. Soit B un réel strictement positif.
a. Démontrer que pour tout réel ¢ appartenant a I'in-

<-=<1

1+ ¢t
<In(1+p)=<p.

tervalle [1;1+ B],on a:

b. Etablir que : h
1+p
c. Déduire que :

X e—2t X
VxeDH,f —dtsH(x)sf e ?tdr.
0o 1+e2t 0

d. Justifier que :
Vxe Dy, ln (

o e_Zx) <2Hx) < (1-e%).

m Partie A

On considere la fonction g définie sur R par g(x) =
=87
——— et (¥) sa courbe représentative dans le plan

1+e3x L _
muni d’un repére orthonormé (O; i; j) avec || i ||=2cm.
1. Etudier les variations de g.

2. Tracer (6). .
3. Soit @ € R*, on pose I(a) = f g(x)dx.
0
a. Trouver le signe de I(a) puis donner une interpré-
tation géométrique de I(a).
b. Exprimer I(a) en fonction de a.
c. Calculer la limite de I(a) lorsque « tend vers +oo.

Partie B
Soit k la fonction définie sur ] —oo; 0[ par :
r+1
X ( )lnz
k(x):f e\ I —t+1]|dt.
=1

4. Montrer que k est dérivable sur ] —oo;0[ et calculer k' (x).

5. En déduire le sens de variation de k.

6. Calculer une valeur approchée de k(—2) par la méthode des
trapezes (on subdivisera l'intervalle [-2;—1] en 4 intervalles de
méme amplitude).
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m Equations différentielles li-
néaires a coefficients constants

Activité 2.10

W( Vocabulaire

» Une équation différentielle est une « relation entre une
fonction inconnue et certaines de ses dérivées succes-
sives ». La fonction inconnue est souvent notée y et ses
dérivées successives ', y" -

e Lorsque le plus grand ordre de dérivée intervenant
dans cette équation est n, on dit que I'équation différen-
tielle est d’ordre n.

« Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur
un intervalle K est appelée solution sur K de cette équa-
tion différentielle.

» Résoudre ou intégrer une équation différentielle sur un
intervalle K, c’est déterminer 'ensemble des solutions
sur K de cette équation différentielle.

Consigne 10.1

1. (a) Résoudre dans R, I'équation différentielle
(E):y' =2x-el™.

(b) Détermine la solution (E)) vérifiant y(1) = 0.

2. (a) Résoudre dans R, I'équation différentielle
(Ey):y" = e** — cosx.
(b) Détermine la solution (E,) vérifiant y'(0) =0 et y(0) =

0.

Equation différentielle du typ€ a)' +
by =0 ou a et b sont des constantes réelles
avec a # 0

J* Propriété

Soit a et b deux nombres réels avec a # 0.

« Les solutions sur R de 1'équation différentielle ay’ +
b

by = 0 sont les fonctions x — ke dx, avec k une

constante réelle.

 Pour tout couple (xp; yo) de nombres réels, I'équation

différentielle ay’ + by = 0 admet une solution unique sur

R qui prend la valeur yy en xjp.

Consigne 10.2
1. Résous dans R, les équations différentielles suivantes :

(@ (E):2y'-3y'=0
(b) (E2):y +V2y=0

2. Résous dans R, I'équation différentielle vérifiant la condi-
tion indiquée (E) : —y' +2y =0et y(3) = —2.

Equation différentielle du type )" +
by +cy =0 ou a,b et c sont des constantes
réelles avec a # 0

m Equation caractéristique

% Définition
On appelle équation caractéristique de 1'équation dif-
férentielle ay” + by’ + cy = 0 (ol a,b et ¢ sont des
constantes réelles avec a # 0), 'équation d'inconnue
rrar’+br+c=0.

m Résolution de I'équation ay” + by’ + cy =0

J* Propriété
Soit ar? + br + ¢ = 0, I'équation caractéristique de I'équa-
tion différentielle (E) : ay” + by’ + cy =0 et A = b* —4ac
son discriminant.
e Lorsque A = 0, I'équation ar?+br+c = 0 admet une so-
lution double rg. Alors les solutions de (E) sont les fonc-
tions x — (Ax + B)e'* ol A et B sont des constantes
réelles.
e Lorsque A > 0, 'équation ar? + br + ¢ = 0 admet deux
solutions distinctes r; et r,. Alors les solutions de (E)
sont les fonctions x — Ae"* + Be™* ou1 A et B sont des
constantes réelles.
e Lorsque A < 0, 'équation ar? + br + ¢ = 0 admet deux
solutions complexes conjuguées de la forme a + if et
a —if. Alors les solutions de (E) sont les fonctions
x — (Acosfx + Bsinfix)e®™ ol A et B sont des
constantes réelles.

~

" Propriété
Pour tout triplet (xo; yo; z0) de nombres réels, I'équation
(E) admet une solution unique sur R telle que y(xo) = yo
et y' (xo) = 2.

Consigne 10.3

1. Résous dans R, les équations suivantes :

@ (ED:y"-y'-2y=0
b) (E2):y"+2y' +y=0

() (B3):y"—=2y'+5y=0
(d) (Es):4y"+6y=0

2. Détermine la solution de (E3) vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 3.
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m On considere I'équation différentielle :

(B):4y"+4y' +y=x+2

1. Prouve que la fonction g définie par: g(x) = x —2 est
une solution de (E).

2. On note (E7) I'équation différentielle 4y" +4y' +y = 0.
Démontre qu'une fonction f est solution de (E) si et
seulement si la fonction & = f — g est solution de (E).
3. Résoudre (E;) et en déduire les solutions de (E).

4. Détermine la fonction fj solution de (E) qui vérifie les
conditions : f(0) =0 et f;(0) = 1.

On considere 1'équation différentielle (E) : y" + y =

3 . x
—Sin—
2 2

. . X .
1. Démontre que la fonction u : x — 2sin— est solution

de (E).

2. Démontre qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et
seulement si la fonction (¢ — u) est solution de I'équa-
tion différentielle (E;) : y"" + y = 0.

3. Résoudre (E;) et en déduire les solutions de (E).

4. Détermine la fonction f solution de (E) qui vérifie les
conditions: f(0) =1 et f'(0) = 1.

Soit 'équation (E): " =5y’ +4y = x> - 1.

1. Détermine la fonction polynome f de dégré 2, solu-
tion de (E).

2.Soit g = h— f. Montre que si & est solution de (E) alors
g est solution générale d'une équation différentielle (F)
a préciser.

3. Résoudre (F) et (E).

On considere les équations différentielles :

(E):y'+y +y=1let(Ex):y"+y +y=0.

1. Détermine une fonction constante ¢ solution de (E7).
2. Soit g une fonction deux fois dérivable sur R. Dé-
montre que g est solution de (E;) si et seulementsi g—¢
est solution de (E>).

3. Résoudre I'équation (E») puis déduis-en les solutions
de (El)

4. Détermine la solution particuliere de (E;) dont la
courbe intégrale admet en son point de coordonnées
(0;2) la droite d’équation y = —2x + 2 comme tangente.

m n est un entier naturel non nul. On considere les équa-

X

tions différentielles: (1) : u'+ 1 u=e net2:u+ 1 U=
i n n

1. Résoudre I'équation différentielle (2).

2. Détermine 1;1 constante réelle a pour que la fonction

h:x— axe N soitune solution de (1).

3. Montre qu’'une fonction u dérivable sur R est solution
de (1) si et seulement si la fonction (uz — k) est une solu-
tion de (2).

4. En déduire toutes les solutions de (1).

5. Détermine la solution de (1) qui vérifie : #(0) = 0.

On considere I'équation différentielle suivante : (E;,) :
(m+2)y" —2my' + (m+6)y =0 ol m est un paramétre
réel.

Résoudre sur R I'équation différentielle (E;;) en discu-
tant suivant les valeurs de m.

Soit I'équation différentielle (E) : y' +2y' + y = 0.

Déterminer la fonction f solution de (E) dont la courbe
(¥) passe par le point R(—1;0) et admet en ce point une
tangente paralléle a la droite d’équation (A) : y = ex — 4.

Déterminer la solution f de I'équation différentielle
1
f-f'+ 1 f = 0sachant que sa représentation graphique

passe par le point A(0;4) et la tangente a cette courbe au
point d’abscisse 2 est parallele a I’axe des abscisses.

On donne I'équation différentielle : (E) : f”"+2f"+ f =0.
On pose pour tout nombre réel x, h(x) = e*k(x).

1. Démontrer que k est solution de (E) si et seulement
si, pour tout nombre réel x, h” (x) = 0.

2. Résoudre I'équation différentielle 4" (x) = 0 3. En dé-
duire les solutions (E).
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m On considere les équations différentielles :

(E):y"+2y' +2y=0et(F):y" +2y +2y=—x2.

1. Résoudre I'équation différentielle (E) et en déduire la
solution f de (E) telle que la tangente a la courbe (%) de
la fonction f al'origine O soit la droite d’équation y = x.
2.a. En observant que si g est solution de (E) alors g =

1
_E(Zg’ + g!/)'
Donner alors une primitive de g en fonction de g et g'.

b. En déduire alors une primitive de la fonction
x — e *sinx et puis déterminer l'intégrale F(x) =

X
f e !sintdt en fonction de x.
0

3.a. Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonction
u: x — ax®+ bx + ¢ soit une solution de I'équation (F).
b. Justifier que si une fonction & est solution de (E),
alors (h + u) est une solution de (F).
c. Résoudre I'équation (F).

Partie A
1. Résoudre I'équation différentielle (E) : y” — y = 0.
2. Déterminer la solution f de I'équation différentielle

qui vérifie f(0) =0 et f'(0) = %

Partie B
2 2

Soit la fonction G définie par : G(x) = f —dt,
0 V4arz+1
pour tout x € R.

3.a. Déterminer que G est dérivable en tout point de R
et calculer G’ (x).

b. Déterminer le sens de variations de G.

c. En posant ¢ = —u, démontrer que G est une fonc-
tion impaire.

1 1
4.a. Démontrer que V¢ =0,0ona: <,
d 2t+1 V4241
e )
b. Calculer H(x) = ——dt et en déduire

0o 2t+1
lim G(x).
X—+00
5. Démontrer que G est une bijection de R sur R.
6. Soit F la bijection réciproque de G.
a. Démontrer que F est dérivable en tout point de R et

1
que pour réel x,ona: F'(x) = > V1+4(F(x))?.

b. En déduire que F est deux fois dérivable sur R et ex-
primer F”(x) en fonction de F(x).
7. Calculer F(0) et F'(0). En déduire la fonction F.

m Partie A

Soit I'équation différentielle (E) : y' +2y = 4e' 2%,

1. Démontrer que la fonction u définie sur R par :
u(x) = 4xe'=2* est une solution particuliere de (E).

2. Résoudre I'équation différentielle (Ep) : y' +2y = 0.

3. Démontrer qu'une fonction v est solution de (E) si et
seulement si (v — u) est solution de (Ejp).

4. En déduire toutes les solutions v de (E).

5. Déterminer la solution vy de (E), qui prend la valeur
—2een0.

Partie B

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = 2(2x—1)e! =¥
et (6¢) sa courbe représentative dans un repére ortho-
normal (0;7; J).

6. Etudier les limites de f en —oo et +oo et en déduire
que la courbe (€) admet une asymptote horizontale.
7. Etudier le sens de variation de f et dresse son tableau
de variation.

8. Justifier que I’équation f(x) = —1 admet une solution
unique a dans R et donner une valeur approchée de a
210! pres.

9.a. Déterminer une équation de la tangente a (€5) au
point d’abscisse Z—)

b. Déterminer une équation de la tangente au point
d’intersection de la courbe (€r) avec I’axe des abscisses.
10. Tracer la courbe (€f) et les tangentes déterminées
précédemment. (unité graphique : 2cm).

Partie C
Soit y = g(x) I'équation réduite de la tangente T a (€5)
au point d’abscisse a. On note ¢(x) = f(x) — g(x).
11.a. Exprimer ¢'(x) en fonction de f’(x) etde f’(a).
b. Montrer que : ¢ (x) = f" (x).
12. Résoudre "' (x) =0.

N W

13. Dans cette question, on pose a =

a. Etudier les variations de ¢’ et en déduire le signe de
@' (x).

b. Etudier les variations de ¢ et en déduire le signe de
P (x).

c. Déterminer la position de (67) par rapport a sa tan-
gente T.
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m Suites numériques

Activité 2.11

m Raisonnement par récurrence

%} Définition
Le raisonnement par récurrence est un procédé qui per-
met de démontrer qu'une proposition P(n) est vraie
pour tout entier naturel n supérieur ou égal a un entier
naturel ny donné. Il se fait en deux étapes :
187¢ étape : On démontre que la proposition P(n) est
vraie pour le premier rang ng de n.
28me étape : On suppose que pour tout entier naturel
k(k = ng), P(k) est vraie et on démontre que P(k + 1) est
vraie puis on conclure.

Consigne 11.1

nn+1
1. DérnontrequeVneN*,1+2+3+-~-+n:%.

2. Démontre que Vn € N*12 +22 + 3% + ... + p?
nn+1)2n+1)

6

n —Dnn+1
3. Démontre que VneN*, ¥ k(n—k) = %
k=1

m Généralités sur les suites

%} Définition

On appelle suite numérique toute fonction définie de N

vers R.

—R

n —3n-1
La suite U ainsi définie se note (U,,).
Limage d'un entier naturel n se note U, au lieu de U(n).
U, est appelé terme général de la suite (U,) ou terme de
rang 7.
11y a deux manieres de définir une suite :
 On définit les suites par une formule explicite : C’est le
cas de la suite définie par U, = f(n) ou f est une fonc-
tion numérique.

Exemple : Soit la suite

2_

n-—1
Exemple: U, = mis ona U, = f(n) avec
X% -1

flx) = .
2x+5 .
e On définit les suites par une formule de récur-

rence : C'est le cas de la suite U, définie par :

Up=3
Up+1=3U,-2,Yn=0

m Suites majorées, suites minorées, suites
bornées

" Propriété
Soit (Uy) nen une suite numérique.
e (Uy) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que
VYneN,U, <M.
¢ (Uy) est minorée s'il existe un nombre réel m tel que
VneN, U, =m.
e (Uy,) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

\ J

Consigne 11.2

3n

n+l’
Etudie si (U,) est majorée, minorée ou bornée.

Soit la suite (Up,) yeny définie par U, =

m Suites monotones (Sens de variation)

" Propriété
Soit (Uy) ner une suite numérique.
eSiVnel, U, <U,+ alors (Uy,) est croissante sur I.
eSiVnel, U, =U,s alors (U,) est décroissante sur I.
eSiVnel, U, =U,. alors (Uy,) est constante sur I.
e (U,) est stationnaire sur I lorsqu’elle est constante a
partir d'un certain rang.

Consigne 11.3

1

Soit les suites (Up) nen* €t (Vi) neny définies par: U, = —— et
nn+1)

Vo=-1
VneN, Vs = V2+V,+1
Etudier le sens de variation de chacune des suites (U,,) et (V;,).

~

¢/7 Remarque

o Sila suite (U,) esttelle que U,, = f(n) ou f estune fonc-
tion numérique alors (U,,) et f ont méme sens de varia-
tion.

o Si la suite (U,) est définie par une formule de récur-
rence, on utilise le raisonnement par récurrence pour
étudier sa monotonie.

m Suites arithmétiques - suites géomé-
triques

m Suites arithmétiques

©Prof AVIANSOUC. B. £

WIEX prod... acobries@gmail.com




%} Définition

Une suite arithmétique (U,,) est définie par récurrence
par son premier terme U, et la relation Uy = Uy + 71
, pour tout entier naturel n = p (r est une constante
réelle). Le nombre réel r est appelé la raison de la suite
(Un).

Exemple : Soit (U,)pen la suite définie par

Uy=-1

VneN, Uy, =U, -3
(Uy) est une suite arithmétique de raison —3 et de
premier terme —1.

J* Propriété caractéristique

e a,b et ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arith-
" . . a+c
meétique si et seulement si b = —

e a,b et ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite géo-
métrique si et seulement si b% = a x c.

" Propriété
Soit (Uy) une suite arithmétique de premier terme U), et
de raison r.
« Pour tout entier naturel n = p, U, = Up +r(n—p). C'est
I'expression du terme général de la suite (U,,).

n n-p+1
.Y U= (L

k=p 2

termes consécutifs de la suite (U},).

)(Up +Up). Cest la somme des n

m Limite de la suite géométrique (¢")

" Propriété
Soit g un nombre réel strictement positif.
eSig=1lalors lim ¢"=1.
n—+oo

e Si i n_
Si g > 1 alors nl—l}}rlooq +00.

m Suites géométriques

%} Définition
Une suite géométrique (U,,) est définie par récurrence
par son premier terme Uj et la relation Uy, = g x Uy
, pour tout entier naturel n = p (g est une constante
réelle). Le nombre réel g est appelé la raison de la suite

(Un).
Exemple : Soit (U,)pen la suite définie par
5
Up=-
074

VneN,Upsy =-2U,
(Uyp) est une suite géométrique de raison —2 et de

5
premier terme 2

J Propriété
Soit (Uy) une suite géométrique de premier terme U, et
de raison g.
« Pour tout entier naturel n = p, U, = Up x q"7P. C'est
I'expression du terme général de la suite (U,).

n 1- qn—p+l
e X Ur=Up si g # 1. C’est la somme des n
k=p 1-q
termes consécutifs de la suite (U;,).
n

Upr=nUpsig=1.
k=p

eSi0<g<1lalors lim g"=0.
n—+oo

m Suites convergentes - suites diver-
gentes

Définition

Une suite (U,)est dite convergente si 11111 U,=1(€eR).
n—+oo

Une suite est dite divergente si elle n’est pas conver-

gente.
Consigne 11.4
el’l
Soit la suite (U,) définie par: VneN, U, = ——.
-n+en

Etudier la convergence de la suite (U,,).

m Limites des suites convergentes

" Propriété
« Toute suite décroissante et minorée est convergente.
« Toute suite croissante et majorée est convergente.

\ J

/ Propriétés : Propriété de comparaison

Soit (Up,), (V) et (W,,) trois suites numériques.

« S’il existe un entier naturel ny tel que pour tout n = ny,

onaitU, < V,etsi lim U,=1et lim V, =1 alors
n—+oo n—+oo

<.

« S’il existe un entier naturel ny tel que pour tout n = ny,

onaitU,<V,<W,etsi lim U,= lim W, =1 alors

n—+oo n—+oo
lim V,=1

n—+oo

¢ S’il existe un nombre réel n et un entier naturel n tel

que pour tout entier naturel n = ng on ait |U, — I| < Vj et

si lim V,=0alors lim U, =1.

n—+oo n—+oo
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Limite d’une suite de type U, = f(n) ou [ est une fonc-
tion numérique

Propriété
Sila suite (U,) est telle que U, = f(n) ou f est une fonc-
tion numérique et si xLHP f(x)=1alors nl_lgl U,=1

Limite d’une suite de type V,, = f(U,)

" Propriété
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle
I et (U,,) une suite a valeur dans I.

Si lim U,=aetlimU,=1[alors lim V,=1.
n—+oo X—a n—+oo

d’une suite de type U, = f(U,)

" Propriété
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle
I et (Uy,) une suite a valeur dans I définie par sa formule
de récurrence U1 = f(Up).
Si (U,) converge vers [ alors [ est solution de I’équation
f(x)=xdans I.

m Limites des suites divergentes

" Propriété
 Toute suite décroissante et non minorée est divergente.
« Toute suite croissante et non majorée est divergente.

\ J

f Propriété : Propriété de comparaison
Soit (Uy,) et (V;) deux suites numériques.
« S'il existe un entier naturel ny tel que pour tout entier
naturel n = ng, on ait U, = V,, et si nlirfm V, = +oo alors

« S'il existe un entier naturel ny tel que pour tout entier
naturel n = ny, on ait U, <V, et si lirP V, = —oo alors
n—+00

lim U, = —oo0.
n—+oo

m Croissances comparées

" Propriété
Soitae R} et @ e R,.
n

. . a
eSia>1alors lim —
n—+oo p%

eSi0<a<1alors lim
n—+oo

= +00.
n

a
— =0.

na
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m W est la suite définie par
Up=0

= ,Vn=0

U,+4
l.a. Démontrer par récurrence que : pour tout entier
naturel n>1,0< U, < 1.

b. Démontrer que la suite (U,), est croissante.
U,-1
U,+3"

a. Démontrer que (V) , est une suite géométrique.
Préciser sa raison ¢ et son premier terme V.

b. Exprimer V,, puis U, en fonction de n.

c. En déduire la limite de la suite (Uy,) ;.

2. Soit (V;,) , 1a suite définie par: V,, =

m On considere les suites (Uy) n>0 et (Vi) =0 définies par :

Up=2 n
et V, =1+3" pour tout n = 0.
Up1=3U0,-2

1.a. Calculer V; et V;.

b. Calculer U; et Uy.

c. Peut-on dire que les suites (Uy) ;>0 et (Vy) =0 sont
les mémes?
2. Démontrer par récurrence que pour tout nombre n =
0,U, =V,.

m Soit (Uy), la suite définie par : U, =3 —2n.
1. Démontrer que (U,), est une suite arithmétique et
préciser sa raison.
2.0npose: T, =U; +Up +---+ Uy.
a. Exprimer T, en fonction de n.
b. Déterminer n tel que T, = —8.
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m Statistique

Activité 2.12

m Série statistique a deux variables
KXY psfinition

O%f) Définition
Une série statistique a deux variables étudie conjoin-
tement deux caracteres distincts ( noté souvent X, Y)
d’'une méme population. On parle du couple (X, Y).
X est la premiere variable statistique et Y la seconde va-
riable.
A chaque individu de la population correspond un
couple deréel (x;; y;) ol x; est une modalité du caractere
X et yj celle de Y. On note My I'ensemble des modalités
du caractere X et My celuide Y.

Consigne 12.1

Les relevés du mois de Juin 2017 en consommation électrique x;
exprimé en kw et en eau y; exprimé en m?® des 18 ménages d’'un
quartier ont permis d’avoir les couples (x;; y;) suivants :

4;3)  (89) 67 (AL1D)  (&7)

6,7 (11,100 (10;9) (6;7) &7

1. (@) Quelle estla population étudiée?

(b) Quelle est sa taille?

(c) Quels sont les caracteres étudiés?
2. Quelles sont les différentes modalités de chaque caractere?

3. Ftablis le tableau des effectifs de chaque série marginale
(xi;ni) et (yj;nj).

m Tableau linéaire,a deux variables
statistiques

Les couples de modalité des deux caractéres de la consigne 1
peuvent étre présentés dans un tableau comme suit :

Consommation électrique x;jenkw | 4 | 8 | 6 | 11 | 8

Consommation y; en eau m3 3157|117

8

6|11 |10 | 6
71109 | 7|7
Ce tableau est appelé tableau linéaire a deux variable statistique
ou série double en données individuelles.

m Tableau a double entrées a deux va-
riables statistiques
A chaque couple de modalité (x;;y;) du tableau précédent, on

associe le nombre de ménages ayant consommé x; kw d’élec-
tricité et y; m?® d’eau. Ce nombre noté n; j est appelé effectif de

©Prof AVIANSOUC. B. E
WIEX prod... acobries@gmail.com

la modalité (x;;y;). On obtient ainsi une série statistique notée
(xi; ¥}, nij) représentée par le tableau suivant :

Yilygle| 8|10 11| Total
Y
3 1lo0l0] 0] 0| 1
5 olo|1]lo0 o0 1
7 03|20 0] 5
9 olojo| 1|0 1
10 olojolo |1 1
11 0ololo] o0 1] 1
Total |13 3] 1] 2| 10

Ce tableau est appelé tableau a double entrée a deux variables
statistiques ou série double en données groupées.

En général, une série statistique a deux variables se définit a
l'aide d’'un tableau linéaire-a deux variables statistiques ou a
I'aide d'un tableau a double entrée a deux variables statistiques.

m Nuage de points ( ou diagramme de
dispersioft ) associé a une série double

%)‘; Définition

Soit (x;,yj,nij) une série statistique a deux carac-
teres quantitatifs. On appelle nuage de points asso-
ciées a la série statistique double, 'ensemble des points
M;(x;;y;) d’effectif non nuls représenté dans un plan

—_ —
muni d'un repére orthonormé (O; i ; j).Cenuage estre-
présenté de deux facons :

+ Représentation par points pondérés: On indique a
coté de chaque point M;; I'effectif n; ;.

 Représentation par taches : Chaque point M;; est
remplacé par un disque dont l'aire est proportion-
nellean ij-

m Point moyen

O%f; Définition
Soit (x;,yj,n;;) une série statistique a deux caractéres
quantitatifs. On appelle point moyen du nuage de
points représentant cette série, le point de coordonnées
(x;7) ol X et y désignent les moyennes respectives des
séries marginales (x;, n;) et (¥}, n;.

Consigne 12.2

Représente le nuage de points et le points moyen de la série sta-
tistique de la consigne 13.1



m Variance d’une variable statistique

~

Définition

Soit (x;, n;) une série statistique d’effectif total N. La va-
riance de cette série est le nombre réel noté V(x) défini
par:

1 & )
Vm—ﬁgmm—a

ou

V(x)—(linxz) i
=N ix: |-

i=1

m Covariance d’un couple de variables

statistiques

-

Définition

Soit (x;,yj,n;j) une série statistique a deux caracteres
d’effectif total V. La covariance de cette série est le
nombre réel noté Cov(x; y) défini par :

1k
Cov(x;y) = ~ > nij(xi =% (=)
i=1

ou
1 & —
Cov(x;y)=|— D> nijxiyj|-Xy
N5
Formule de Koenig
Consigne 12.3

1. Calcule la covariance V(x) et V() des séries marginales de
la consigne 13.1

2. Calcule la covariance du couple de la variable statistique de
la consigne 13.1

m Droite d’ajustement linéaire

%)‘; Définition

Soit (x;,yj, n;j) une série statistique a deux caracteres.
Faire un ajustement de cette série consiste a tracer une
courbe simple et réguliére passant le plus « pres possible
» des points du nuage. Quand la courbe est une droite,
on parle d’ajustement linéaire.

On distingue trois méthodes d’ajustement linéaire :

o 1°"¢ méthode : méthode empirique

Elle consiste a tracer a 'aide d'une regle la droite
qui passe la plus proche possible du maximum des
points du nuage sans calcul.

« 2¢ méthode :

Mayer

Elle consiste a partager la série en deux deux
groupes d’effectifs le plus voisin possible en respec-
tant 'ordre des données et a déterminer les points
moyens G; et G, de chacun des groupes. La droite
(G1Go) est la droite de Mayer. On parle aussi de la
méthode des moyennes discontinues de Mayer.

méthode d’ajustement affine de

« 3% méthode : méthode des moindres carrées :
droite de régression
Elle consiste a déterminer la droite (2) d’équation
Cov(x;y)
V(x)
Cette droite est appelée droite de régression de y en
X.
On définit de méme la droite de régression (2') de
Cov(x;y) "
— e

V(y)

y=ax+baveca= etb=7y—-ax.

xen ydéquation x=a'y+b' avec a =

b=X-ay.

m Coefficient de corrélation linéaire

simple

% Définition

Soit (x;, yj, n;;) une série statistique a deux caracteres x
et y telle que V(x) # 0 et V() # 0. Le coefficient de cor-
rélation linéaire de cette série statistique est le nombre
réel noté r tel que :

Cov(x;y)

V0V

ou

. Cov(x;y)
S o(x).0(y)

~

Propriété Intensité de liaison (Interprétation d’une
corrélation)

Le coefficient de corrélation linéaire donne une estima-
tion de l'intensité de relation entre les deux variables
dans un échantillon.

o Si|r| =1 alors tous les points du nuage sont alignés
(sont sur une droite). L'ajustement linéaire est dit
parfait. Les résultats obtenus a partir de cet ajuste-
ment sont fiables.

e S5i0,87 <|r| <1, onditqu’ily a une forte corrélation
entre les variables x et y (L'ajustement linéaire se
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justifie). Les résultats obtenus sont encore fiables.

e Si0,5<|r| <0,87, la corrélation linéaire est mau-
vaise. Les résultats obtenus ne sont pas fiables.

o Si |r| est trés voisin de 0, alors il y a une indépen-
dance linéaire statistique.

Consigne 12.4

Détermine le coefficient de corrélation linéaire de la série
statistique de la consigne 1. Commenter le résultat obtenu.

Propriété
Le coefficient de corrélation linéaire r est un nombre de
méme signe que Cov(x;y).Ona:

r?=ad
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m Une entreprise a mis au point un nouveau produit et
cherche a fixer le prix de vente. Une enquéte est réalisée
aupres des clients potentiels; les résultats sont donnés
dans le tableau suivant, ou y; représente le nombre
d’exemplaires du produit que les clients sont disposés a
acheter si le prix de vente, exprimé en millions de francs
est x;.

x; | 60 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200

yi | 952 | 805 | 630 | 522 | 510 | 324 | 205 | 84
1.

a) Représenter le nuage de points associé a cette série.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire. La va-
leur trouvée justie-t-elle la recherche d'un ajuste-
ment linéaire ?

2. Déterminer la droite de régression de y en x.

3. Donne une estimation du nombre d’exemplaire du
produit lorsque le prix de vente est de 85 millions de
francs.
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Situation d’Apprentissage 3

Situation de départ :

Texte: La coupe d’'une tenue

Codjo est un éléve en classe terminale. Son frere ainé Adotévi,
un étudiant, I'envoie chez son couturier pour la confection
d’'un gilet. Il dessine la coupe du gilet sur une feuille de papier
et la lui remet avec le tissu. Impressionné, Codjo désire savoir
les principes mathématiques ayant guidé son frére dans la
réalisation de ce dessin.

Tache :

Tu vas te construire de nouvelles connaissances en mathéma-
tiques. Pour cela, tu auras tout au long de la situation d’appren-
tissage a :

o Exprimer ta perception de chacun des problémes posés;
¢ Analyser chacun des problemes posés;
o Mathématiser chacun des problemes posés;

e Opérer sur I'objet mathématique que tu as identifié pour
chaque probleme;

o Améliorer au besoin ta production.

Activité 0
o Lis le texte de la situation de départ.

o Reformule le probléeme ou la situation-probléme en tes
propres termes.

o Formule toutes les idées et questions que t'inspire la situa-
tion de départ.

e Reconnais des situations similaires.

» Anticipe éventuellement sur la réponse au probléeme.

«Lessence des mathématiques, c’est la liberté »
(Georg Cantor)

UX GEOMETRIQUES DANS LE PLAN

n Application des nombres com-
plexes aux transformations du plan

Activité 3.1

m Ecriture ¢cothplexe d’une transforma-
tion plane

m Définitions

Définition

¢ Une transformation est une bijection du plan sur
lui-méme.

e Le plan est muni d'un repere orthonormé direct
(O;U; D).

A toute transformation 9~ du plan, nous pouvons
associer une fonction unique f de C dans C.

Si z est I'affixe du point M on associe f(z) affixe z’
du point M’ image de M par J".

z' = f(z) est appelé écriture complexe de la trans-
formation 9~ dans le repére (O; ii; V).

m Ecriture complexe d’une translation

O%)‘; Définition

Soit # un vecteur non nul. La translation du vecteur i est
une transformation qui a tout point M associe un point

M’ tel que MM’ = ii.

" Propriété

(O; i1; ) est un repere orthonormal du plan et f une
transformation du plan. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

o f estlatranslation du vecteur d’affixe b(b € C*).




o Lécriture complexe de f dansle repere (O; #i; V) est :
; z'=z+Db.

Consigne 1.1

Donne I'écriture complexe de la transformation f dans chacun
des cas suivants :

1. f estlatranslation du vecteur d’affixe 1 + 21.
2. f estlatranslation qui transforme le point A d’affixe 2 —i en

le point B d’affixe 1 —3i.

m Ecriture complexe d’une homothétie

Définition

L’homothétie de centre Q et de rapport k(k € R*) est une
transformation du plan qui a tout point M associe un
point M’ tel que QM’ = kQM.

Propriété

(O; i1; V) est un repere orthonormal du plan et f une
transformation du plan. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

o f est’homothétie de rapport k(k € R*) et de centre
d’affixe w.

o Lécriture complexe de f dansle repére (O; #i; V) est :
Z —w=k(z—w)avec ke R* etweC.

Consigne 1.2

Détermine I’écriture complexe de 'homothétie f de centre d’af-
fixe 2 + i et de rapport —3.

Corollaire
Si I'écriture complexe d'une transformation f est z’ =
kz+bavec k€ R*\{1} et b € C alors f est une homothétie
de rapport k.

Remarque

Pour trouver I'affixe du centre, qui est 'unique point in-
variant, il suffit de résoudre I'’équation z’ = z c’est-a-dire
kz+b=z.

Consigne 1.3

Détermine la nature et les éléments caractéristiques de la trans-
formation d’écriture complexe : 2’ =2z -3 + .

m Ecriture complexe d’une rotation
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Définition
La rotation de centre Q et d’angle « est une transforma-

tion du plan qui a tout point M associe un point M’ tel
que:

e SiM=Qalors M'=Q

o SiM#Qalorsona:

GM = QM et (QM, QM) = @

Propriété

(O; i1; V) est un repére orthonormal du plan et f une
transformation du plan. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

o festlarotation d’angle « et de centre d’affixe w.

o Lécriture complexe de f dans le repere (O; ii; ) est :
Z-—w=e"%(z—w)avecaceRetweC.

Consigne 1.4

/4
Détermine I'écriture complexe de la rotation d’angle 5 et de
centre d’affixe 2 + i.

Corollaire

Sil'écriture complexe d'une transformation f est

z' = ez +bavec a € R* et be C alors f est une rotation
d’angle a.

Remarque

Laffixe du centre de cette rotation est 'unique solution
deI'équation z' = z c’est-a-dire e'*z+ b = z.

\ J

Consigne 1.5

Détermine la nature et les éléments caractéristiques des trans-
formations d’écriture complexe z' =iz+1—1i.

m Similitude plane

%)% Définition
Soit k un nombre réel strictement positif. On appelle
similitude plane de rapport k toute transformation du
plan telle que pour tous points M et N d’'images respec-
tives M’ et N, la distance M'N' = kM N.

m Similitude plane directe




Définition
On appelle similitude plane directe toute similitude
plane qui conserve I'orientation des angles.

\ J

" Propriété
o Toute similitude plane directe de rapport k(k > 0) a
une écriture complexe de la forme z’' = az + b avec

aeC*,|lal=ketbeC.

e Réciproquement toute écriture complexe de la
forme z' = az+ b avec ae€ C* et b e C est celle d'une
similitude plane directe de rapport |al.

v' Si a =1 alors cette similitude est une transla-
tion de vecteur d’affixe b. Si de plus b = 0 alors
cette similitude est I'identité du plan c’est-a-
dire I'application identique.

V' SiaeC*\{1} et|a| =1 alors cette similitude est
la rotation dont les éléments caractéristiques
sont :

b
* Le centre Q d’affixe T
* Langle a avec a un argument de a.

v’ SiaeR*\ ({1} alors cette similitude est ’homo-
thétie dont les éléments caractéristiques sont :

b
* Le centre Q d’affixe .
a
* Le rapport qui est a.

v SiaeC\{R} et |a|] # 1 alors cette similitude
est la composée commutative de la rotation

de centre Q d’affixe 1 b

et d’angle un argu-

a
ment de a, et de '’homothétie de méme centre
centre Q et de rapport |al.

Consigne 1.6

Le plan complexe (2?) est muni d'un repére orthonormé
(0; é1; €>) d’unité 2¢m. On considére les points E', F’ et G’ images
respectives des points E, F et G par la transformation s définie
par:s=go f ouf estl'application du plan dans lui-méme qui
a tout point M(x; y) d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle

X'=-x-y+3
que: { , Y . etles points E et F sont d’affixes respec-
y=x=y-

tives 3 +1 et 2i.
1. (a) Démontre que I'écriture complexe de f est
Z=(-1+iz+3-1i.
(b) Détermine I'affixe du point Fj tel que f(Fp) = F.

(c) Démontre que f est la composée d'une homothétie h
et d'une rotation r dont tu préciseras les éléments ca-
ractéristiques.

b2
2. gestlarotation de centre E et d’angle 7

(a) Détermine une écriture complexe de g.
(b) Détermine 'affixe du point G tel que g(F) = G.

3. (a) Calcule LG EE

EFG.
(b) Calcule I'aire «# en m? du triangle EFG.

, puis déduis-en la nature du triangle
ZF — ZE

4. Donne I'écriture complexe de s.
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m Dans un repeére orthonormal direct du plan complexe

(O, ii, V) (unité graphique : 2cm), on considere les points
A, B, C et D d’affixes respectives z4 = -V3-1i, zg =
1-iV3,zc=V3+ietzp=—-1+iV3.
1.a. Donner le module et un argument de chacun des
nombres complexes z4, zp, z¢ €t Zp.

b. Construire les points A, B,C et D dans le repere
(O, i, D).

c. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD?
2. On considere la rotation r de centre B et d’angle .

Soient E et F les points du plan définis par: E = r(A) et
F=r(C).

a. Donner |'écriture complexe de r.

b. Déterminer les affixes des points E et F.

m Partie A

On considére I'équation : (E) : 22— (4+10)z%+ (13 +4i)z—
13i = 0 ou1 z est un nombre complexe.

1. Démontrer que le nombre complexe i est solution de
I'équation (E).

2. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour
tout nombre complexe z, on ait :

22— (A+1)z2+(13+40)z—13i = (z—i)(az® + bz + ¢).

3. En déduire les solutions de I'équation (E).

Partie B

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonor-
mal direct (O, i, U), on désigne par A, B et C les points
d’affixes respectives i, 2 + 37 et 2 — 3i.

4. Soit r larotation de centre B et d’angle % Déterminer

I'affixe du point A’, image du point A par r.

5. Démontrer que les points A’, B et C sont alignés et dé-
terminer I'écriture complexe de 'homothétie de centre
B qui transforme C en A'.
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