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Avertissement au lecteur

Cet ouvrage vous propose ce qu’un éléve de Terminale S doit assimiler pour
aborder dans les meilleures conditions I’examen du Baccalauréat.

Nous nous sommes attachés a clairement préciser les notions clés, de manigre a

ce que vous disposiez d’informations précises en vue de la résolution d’exercices
ou problemes.

Ce tome est consacré aux nombres complexes et a la géométrie.
Quatre chapitres concernent plus particulierement I’enseignement de spécialité.
Chacun des huit chapitres est composé :

_ d’un résumé de cours trés complet, contenant les définitions, théoremes
et formules utiles ainsi que les principales méthodes a mettre en ceuvre.

_ d’exercices résolus, regroupés par themes, avec solutions détaillées
et commentées, largement assez nombreux pour illustrer les différents
aspects du chapitre abordeé.

Les sujets sont adaptés aux programmes de 1994. Nous avons essayé de tenir
compte de la diversité des questions a aborder et de la fréquence présumée ou
constatée des sujets proposés au Baccalauréat.

Nous espérons que cet ouvrage est assez clair et complet pour vous apporter une
aide efficace tout au long de I’année.

Les Auteurs.
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Chapitre |

Nombres
complexes

Trigonométrie

I - Le Corps des nombres complexes
A. Définition

d.1 |Ilexiste un ensemble, noté C, muni d’une addition (+) et d'une multiplication (x), et tel que:

1. C contient R. 5

2. ’addition (+) et la multiplication (x) de C ont les mémes propriétés que I'addition et la multiplication de R.
3. pourtousréelsx,y: x+y=x+y SERYSRRY , '

4. C contient un élément, noté i, tel que =1, m in’appartient pasa R.

5. Tout élément de C s’écrit a + ib ou a et b sont des réels.

Les éléments de C sont appelés nombres complexes.

Remarques

La propriété 2. se traduit en disant que C (+, x) est un corps. ,

La propriété 3. se traduiten disant que l'addition + et la multiplication x dans C prolongent respectivement
l'addition et la multiplication usuelles dans R.

En conséquence, les opérations dans C sont notées + et x comme dans R.

B. Partie réelle, partie imaginaire

Théoréme .

t.1 |Sia @', betb sontréels,
a+bi=0 < a=0et b=0 , a+bi=a +bi <= a=d et b="b

Définitions :

d. 2 |Pourtout nombre complexe z, il existe un couple unique (a, b) de nombres réels, tel que z = a + bi.
a estappelé la partie réelle de z, notée Re(z), b est appelé la partie imaginairede z, notée Im(z).

d.3 |Un nombre complexe est réel siet seulement si sa partie imaginaire est nulle :

zeR < Im(2)=0
Un nombre complexe de partie réelle nulle est dit imaginaire pur. Leur ensemble est noté i R

ze iR < Re(2)=0

Formulaire :

f. 1 | Partie réelle, partie imaginaire et opérationsdansC a, a’, b, b’ étant des réels :
(a+ib)+(ad +ib')=(a+ad)+ilb+Db')
(a+ ib)a' +ib') = (aa’ — bb') + i(ab’ + ba')

a—ib

) 1
Si a et bsont non tous d f— =
us deux nuls =T m
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II - Conjugué — Module j

Définition :

On appelle conjuguédu nombre complexe z, et on note Z, le nombre complexe z = Re(z) — iIm(2).
Siz=a+1ib, aet bréels, alors z=a—ib.

d. 4

Propriétés :

p. 1 « ZIF¥=214Z2 = (2)=2 u ZHZ3=Z1 Zg

. (%):% pour z # 0. . (El—)=% pour z # 0.

1 1
s Re(z) = Q(z +Z) » Im(z) = ﬁ(z —/Z):
z eCest réel sietseulementsiz =2 Il estimaginaire pur sietseulementsiz+z = 0.

Définition :

-

d.5 2 2 o
PourtoutzeC, zz-= (Re(z)) + (Im(z)) est un réel positif.
Le nombre réel positif /ZZ est appelé module de z et noté |z| : |2| = VZZ
Remarques
= SizeR, module de z et valeur absolue de z sont le méme nombre réel positif. Ceci justifie la notation |z,
= PourtoutzeC, |z|=[Z]|=|-2 =|-Z|
Propriétés :
P § B | ' 1
w Z =|_|2 pour tout z # 0. ¥ lzlis b gt 2
z
B4 1 1 z| |7
'] E=H z#0 (] |ZZ}I=|Z[|Z’| = ?-.:m z’;{;{)
Corollaire PourtoutneZetzeC*," |z”l = |2|™, C*=C\ {0}.
p.5 [ = |[Re(@)] =<zl « [Im(2)| <]z = |z+Z| <|g+|Z| (Inégalite triangulaire)

Corollaire ||z - |Z|| <|z+Z| <z + |Z|

III - Représentation géométrique j

Le plan & est rapporté au repére orthonormal (

O.€1.3), V est I'ensemble des vecteurs du plan.
Deéfinitions :

d.6 |Au point M(x, y) de P, on associe z=x + iy €C. Ondit

que zest l'affixede M : z = aff(M).
Au nombre complexe z, on associe le point M(Re(z), Im(

z)) - On dit que le point M est I'imagede z

—_—
d.7 |Au vecteur U(x, y) de ", on associe le nombre complexe z =

. C : X+ 1y.
On dit que z est I'affixe du vecteur @, z= affi ) y
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Propriétés :

p.6 |Soit M et Ndeuxpointsde P, U et T des vecteurs de ¥’

. aﬂ(m)zaﬁIN)—-aﬁ‘(M) o afflu + ) = aff{w@) + aff( 7).

Remarque : aflOM) = afitm). '

P-T | v z=afM) |2 =|OM| » z=af(@) _|4=-|7|
p.8 |Le cercle de centre Q) (d"affixe zq) et de rayon r est I'ensemble des points M, (d'affixe z), tel que: |z — zg|=T.

p.9 |SoitM d'affixez: » Z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a (O, 1)
» —2z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport 4 . :
= —Z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a (0, &3).
Représentations graphiques

y 1]
i'Vf;gg,(—E)lr ................................ M(2)
' =3 12X
) €1 i
A i i
& i i
IS SEEEE—— H
My(—2) M(Z)

p. 10 |Soit T un vecteur de ¥ d’affixe a.
Pour tout point M d'affixe 2, I'image de M par la translation de vecteur U apour affixe z + a.

IV - Argument — Exponentielle complexe

[1. Argument d’un nombre complexe non nul|

Définitions :
d.8 l On appelle plan complexe un plan & orienté, rapporté a un repére orthonormal direct (O, &1, €3).

d.9 |Soit T un vecteur non nul d’affixe z. Une mesure de I'angle (1. U } s'appelle argument de z.

—_—

Onnote (&, U)<argz

Propriétés :

—

p. 11 e
rique 6, de centre O et 6= (e;, OM). Alors

Soit M un point du cercle trigonomét
s affiM) =cos 6 +isinf « O=arg ( aff(M))

P- 12 |Soit z # 0, d’argument 0.

= z=|2|(cos 0 +isin 8) (forme trigonométrique d'un nombre complexe).

Re(z) . Im(z2)
= cosf= T » sinf=-—Tr—
Remarque

—

arg(-]%) = argz provientde (&].fu) = (1. W) pour k> 0.
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Yy
|2| sin@f---=-======"=""""7 IM (z)
» ;
(0] e |2| cosd X

B ™ T mo '

Un nombre complexe est imaginaire pur si il a pour argument: o ou —75 4 2mprés (oug5 am pres).

Un nombre complexe est réel si il a pour argument: %

0 (nombre réel positif) ou m (nombre réel négatif) a 2 m pres.
p.- 14 1
« z20: arg(z) = —argz

Conséquence de :
1

mn—e =cos 6 —isin 0= COS(— 8)+ isin(— 9)

p- 15 | « arg(zZ)=argz+arg?

Conséquence de :

(cos 0 +isin 8)(cos 8’ +isin 8') = cos 8 cos ' — sin 0 sin 8’ +i(cos 6 sin 6’ +sin 6 cos 8")

= cos(® + 0') + isin(® + 8")

p. 16 ) :
« arg(z) = —arg(z) n arg(—z)=m+argz e Z 2073 arg (5) =argz—arg?
p. 17 .

H : C— —_—
Soit a, b, ¢, des complexes d’images A, B, C telsque A#B,A#C: = arg (bTZ) =(AB, A_C’)

p. 18 | Formule de Moivre
« PourtoutzzOetneZ, arg(z")=n argz
« PourtoutBeRetneZ, (cos® +isin )" =cos(n6)+ isin(n 6).

[2. Exponentielle d'un nombre imaginaire pur|

Définition :
d. 10 ] Pour x eR, onnote  e* =cosx + isinx
Propriétés :
p-19 = Pour tout réel x, |eD‘| =1
» Lenombre complexe znon nul, d’argument 6, s’écrit: z = 2| elf
p- 20
0 o’ . . —— {0
elfel® — Li0+0") . e~ 0= ()1 = () . el0=0) _ el
i’
>\ (% ) €
| , m € —B . L . 82i1T=1 )<

p.21 |p i i
I ormule de Moivre: (e!®)" = i@ pourtoutneZ
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p. 22

Formules d’'Euler a cos = } i0 —i0 )
3" +e™ o sing= (el - o~ 1)

[3. Interprétation géomé’rriq@l

Le cas général z — az, a
& » avec a quelconque, sera étudi¢ dans le chapitre 7 : Similitudes

p. 23 [Soit a un nombre complexe de module 1 et d’argument §: q = o'
2 =e

Pour tout point M d’affixe z l'image de M i
, » par la rotation de centre O et d’angle 0 i ®
Rotation de centre A : R BRI et
Le point A ayant pour affixe zj,
affixe zy + (z — z) €.

I'i r o bt .
Image M" de M d’affixe z par la rotation de centre A et d’angle 6, a pour

Y

M(zy +(z — zg)e'®)

M(z)

Alzp)

V - Equations du second degreé

Théoréme :

t.2 |Tout nombre complexe non nul z admet deux racines carrées, solutions de I'équation: Z e C, ZZ=2
[

; i ; 0 is 9
Si z = re’®, avec r = |z| et 8= arg z, ses racines carrées sont: = Jre? et . —/Tel.
Remarque
» Le nombre complexe 0 admet 0 pour seule racine carrée.
« En dehors du cas ot z est un réel positif, on nutilisera jamais le symbole radical pour la notation
de 'une ou de l'autre des racines carrées de 2.

Propriété : v

p. 24 |Si p est un nombre réel positif, ses racines carrées sont /p et —/p. \
Si r est un nombre réel négatif, ses racines carrées sont iy/—r et — iv/—r.

Théoréeme :

t. 3 |[Soit a, b, ¢ trois nombres réels, a # 0.

Le discriminant A = b? — 4ac de I'équation E : z€C, az® + bz + ¢ = 0 est un nombre réel.

—b—VA —b+VA

« A=0 Les solutions de E sont les nombres réels ——5 et oa (résultat familier).

—b—ivV-A " —-b+iv-A

= A<O Les solutions de E sont les nombres complexes conjugués —p——— € -
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Propriétés :

p- 25

Soit z; et zg les deux racines de I'équation E : zeC, az® +bz+c=0, ab,c réels, a # 0, alors :

C
s Z1+ 2 =—a ] 2122=E

Avec b =2b' (et dans le cas ot le nombre b’ est simple), on utilise le discriminant réduit A’= b — ac.
H-VE _ —H+VE
a a

G- (i Fiip ,f_ i e i I
s A'<O les racines de E sont Bt = et b5 5
a a

« Al=0 les racines de E sont

Théme d’exercices — Méthode

Recherche algébrique des racines carrées d’'un nombre complexe

Soitz=a+ib, aetbréels. <
= OnchercheZ =x+1iy, xetyréels,tel que Z? = z. Cela s'écrit :

(1) = yz = a (parties réelles de Z2 et 2)
(3) 2xy = b (parties imaginaires de Z2 et z)
(2) P T P (modules de Z2 et z)
1
X = 3 (2| + @)
s De (1) et(2), on déduit: 1 Ce qui donne |x| et |y|.
vV = g(2d-a)

(3) indique si x et y sont de méme signe ou de signes contraires (suivant le signe du réel b).

VI — Trigonomeétrie

A. Formulaires

[1. Valeurs utiles|

Formulatire :
f.2
i T ™ T T 2w 3m 5m
¢ 5 | 4 | 3|2 | 3| T |®|"
P R Lol v2 | v8 | . | V8| V2| 1
sin 2 |7 | z |2 |2 |°
3
cos 0 1 £ l/—ﬁ l 0 _l _@ _[% =7
2 2 2 2 2 ~2
V3 3
tan 8 0 3 1 V3 -3 -1 _g 0
V3 V3
cotan 6 V3 1 5 0 g -1 —+/3

2. Principales relations|

Notation :

n. 1 | La notation 81=03 [o] signifie que 8;=05 +l o, 0wt k est un entier relatif.
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Formulaires :
£3 T sin 0
t0# 5 [m], tan6=
Pour tou 5 [7] an e Pour tout 9= 0 [7], cotan 6= &Sg
. g o sin
u T |- tanb=s ——_ C
Pour ? 2 - cotan 0 et cotan 6= tan -
4 Pour tout 6, sin® 0 +cos? g=1
m
Pour tout 8+ - [w], 1+tan?p= . 2
9 woZs Pour tout 8+ 0 [w], 1+ cotan® 6= Sine
£.5
sin(— 8)=—sin® | cos(— 6) = cos B tan(—- 6) = —tan 0 cotan(— 6) = —cotan 6
sin(f + m)=—sin 6 |cos(@ + 7)=—cos B |tan(® + m)= tan ©§ |cotan(® + m)= cotan 8

sin(m — 0)= sin 6

cos(m — 8) = — cos

tan(w — 8)= —tan @

cotan(m — 0) = —cotan 6

sin(f +7ﬂ)= cos A

cos(d +-211) =_s5in@

tan(@ +~2Tr—) = —cotan 6

cotan(f +-2T7r) = —tan 6

sin(;— 8)= cos 6

TT .
cos(HQ—— 8)= sin 6

tan(w;—— 8) = cotan 6

cotan(;— f)= tan 6

[3. Formules d’addition |

Formulaires :
f.6
cos(d + 0') = cos 8 cos 6’ — sin 0 sin 8’ | cos(® — 8') = cos 0 cos 8’ + sin 6 sin 6’
sin(® + 6') = sin 0 cos ®' + cos 8 sin 0’ | sin(8 — 8') = sin 6 cos 8" — cos B sin 6’
tan 0 + tan 6’ tan 0 — tan 6’
N —— tan(@ — 0 ) =——— ———
fand + 1) 1—tan6 tan 6’ - ) 1+tan 0 tan §’
£.7
) . 2tan 0
sin(2 #)=2sin 6 cos 0 tan(2 B)=1—_m
cos(2 8)=cos® 0 — sin? 0=2cos? 6 —1=1 - 2sin” 0

4. Equations frigonométriques |

Formulaires :

f.8 |Etant donné a réel, les solutions de I’équation :
« xcR, sinx=sina sontlesréels « +9) et m— a +2k m aveck el.

sont les réels o +2Jcm et — o +2lcm, aveck elZ.

s xeR, cosx=cosa

£.9 | Etant donné  réel, différent de —;— [], les solutions de I'équation :

x eR, tanx =tana sont les réels o +lcm aveck eZ.
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[5. Transformations usuelles]
1) Transformation de somme en produit
‘Reégles :
: + p—4q SR T P+q . p- q
w1 Etant donné p et g réels, cosp +cosq = 2cos p__2 a cos —5 cosp —cosq=—2sin g Sin —;
Pp—q pP+q

sinp+sinq=2sin‘lw2rqcosg—:,):-2 sinp — sing = 2sin —5— cos —;

o % o
1 —-cosa= 231n2 o

r.2 9
Etant donné o réel, 1+ cos a= 2 cos 5 5

2) Linéarisation
Régle :
r.3 | Etantdonné 0 et 8’ réels,

; 1.
= sin 6 cos 8'= 5 [sm(e +0") +sin(® — 9’)]

= sin #sin §'= % [cos(ﬁ —0') — cos(0 + 6’)]

1
s cos0cosf'= 3 [cos(e — 8"} +cos(8 + 9’)]

B. Tangente de 'angle moitié

Regles :
r.4 T o 2t
Pour touta#m (2m)eta# 5 (m), enposant t=tan -, tan a= T
b § { o ; — tz
Pour touta#m (2 ), enposant ¢ =tan o sin a= 7 COSa= 5
1+¢ 1+t

C. Themes d’exercices — Méthodes

Utilisation de la formule de Moivre

Objectif Exprimer cosn 6 ousinn 0 a I'aide de cos 8 ou sin 6.

Méthode « cosn 6 estla partie réelle de cos(n ) + isin(n 8) c’est-a-dire de (cos 0 +isin 6)".
= deméme sinn 6 est la partie imaginaire de (cos 8 +isin §)"
= Ondéveloppe (cos 6 +isin )" suivant la formule du binéme de Newton.

n
: k Jepn—
» Remarque:(a+b)" = Z Cn a*p>k s'applique lorsque a ou b sont dans C.
k=0

Utilisation des formules d’Euler

g?;ztéi BEEPEim?rtF;:‘o_s 9" ou (sin 6)", ou leur produit, a 1'aide des cosinus ou sinus de multiple .
' - ela s'utilise en pratique pour n entie ' Siettaa i roduits |
trigonométriques prabque p I naturel et s’appelle une linéarisation de p

Méthod n e’ +e®\" o _—i\"
ode « {(cosO)" = —— | . nez . (sinB)”—(e —e neZ
- 2i '
4 1] = i i SO
: g;::VElOppe (e + &™) ou (! e~ " suivant la formule du binome de Ne¥ tl?i 2
métriques. C'est un arqtue : Cette méthode permet de traiter algébriquement des problemes trig? e
conaissance claire 4 ufre aspect ’du c.alcul trigonométrique qui, par ailleurs, peut se traiter par L
©s tormules d’addition et de leurs conséquences immédiates.
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VII - Racines.n

d’un nombre complexe

Définition -

4. 11 |Soitzun nombre complexe et n un entier naturel, n = 2.
iemes
Les racines n de z sont les nombres complexes Z tels que z" =
Remarque

. i o l8me
= Oestlaseuleracinen de0. w Les racinescarrées de —1 sont i et —i.

Théorémes :

t.4 |zeC'.neN,n=2:zadmetexactement n racines n i#mes

Enécrivant z=|z]e® |, les racines n ™S 5o . Z = ¥/]7e ( +2kﬁ) Osk=n-1
Remarque '
« Lesymbole s ‘applique exclusivement 4 un nombre réel positif, et ne doit jamais étre utilisé pour une
racine n **™® d’un complexe non réel positif.
» Lesracines 4 ™ de 1sont 1,i, —1 et —i.

t.5 : iemes L
Les racines n de lsontlesnombres e N, 0<j<n—1 Leurensembleestnoté Un.

Leurs images, dans le plan complexe, sont les sommets d’un polygone régulier, 2 n cotés, inscrits dans le cercle
trigonométrique et dont un sommet est l'image de 1.

Propriétés :

p- 27 R
Soit ZelUp alors Z = elUn.

Soit Z et Z' éléments de Un, alors ZZ' est dans Un.

N =

p- 28 2im

Soitw=e n  alors Up={l,0,0% - "1}

p.- 29 |Soit z € C et Z; une racine ni®me de 2,
On obtient toutes les racines n ‘¢ de z en multipliant Z par chacun des éléments de Un.

Les racines n 2™ de z, z # 0, ont pour images les sommets d‘un polygone régulier a n cotés inscrit dans un
cercle de rayon 1/|z| et de centre O.

Racines cubiques de I'unité Racines quatriémes de ['unité Racines cinquiémes de ['unité
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Exercices résolus

> tias éométriques, le plan est supposé rapporté a un repere orthonormal direct (0.3
Pour les applications g '

Forme algébrique — Corjugué — Module

EX 1 |

; Bzl
Déterminer z e C\ {1} telque ——5 soit el
3z+1 3z+1 3z+1

-1 o réel sietseulementsi ——y = 5_—7-

= - testediedli fel
Cest-a-dire 32Z—3z+z—1=322—3z+z—1 donc z=2 clest-a-dire Z rée

Les solutions sont donc les nombres réels autres que 1.

EX 2

DéterminerzeC telque z-— 22 Lol

Onécrit z=a+ib alors z—2z=a+ib—2(a— ib)=—a+3ib (a,b)eR x R

2
donc z—2Z=2i donne a=0, b‘=§

c’est-a-dire z= ER
Autre solution

z — 2Z est imaginairepur donc z—2z+(z — 22) = 0. 2i est imaginaire pur.
rl

Clest-a-direz—2z+ZzZ—2z=0 ou z+Z=0;zestdonc imaginaire pur.
Onadonc 2z-2Z=3z etl’équationselit 3z=2i
. 21
C’est-a-dire  z = 3

[ EX3 |

Résoudre zeC, z+2Z=6+1i
e A

A\

" A\

1°'® solution ‘

Soit z=x+1iy, (xetyréels), d’oi z+ 2% = 3x — iy
Onadonc z+2Z=6+1{ sietseulementsi 3x— y=6+i

c'est-a-dire { =6 =i
-y = 1 = -—1
Iy a donc une solution et une seule : 2 — .

" x
ou encore {

2°™€ solution

Ona z+2Z=6+1{ sietseulementsi Z+2z=6-i 2+2Z=2+22z, B+i=6—1i
= ) i=6—i

etdonc si et seulement si { Z+2Z = 6+
22 +zZ = 6 — 1
En ajoutant, il vient 3z +2) =12 soit zZ+2 - zZ+Z
elenretranchant z—Z=-2; ouencore 2 z — Z—Z
21 ! o = Im(2)

etdonc z=2-—1.
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EX 4 ]

7

[honrerave [z +[2 = 2P =2 1o+ |2

|

(z+Z)XZ+2)
Z+27 +27 +3%7
|2)* + |z’|2 + 2 Re(zZ)

|z+ZI|2

De méme, On @ lz_zllz=|Z|2+|Z[|2-—2Re(z?)
d’ot le résultat |z+z’|2r+‘2_21|2=2(|Z|2+IZ’|2)-

EX 5

car 27 est le conjugué de 27

Soit u et v deux nombres complexes de module 1tels que up % —1.

' - u+vo ( réel
1) Montrerq 1+ ©Streel
2) Que vaut ce réel quand u et v sont en outre conjugués ?

U+ U+ Uubl+ Uuvl— U — U — U — Uuo

|1+r_w|2
U+ v+U+0—U—v—U—1U

|1+u.u|2
u+uv .
et donc est réel.
1+uv
. 1 _ 1 =
On peut aussi noterque — =U. - =D
1 1
—_—— — — —
u+v D u v+u u+v i
= i —— Bt
et donc 1 =1 T+ réel
—+1
uv

2)Siv=1u, ona 1+uw=1+uu=2, et u+v=u+u=2Re(u)
u+u

u+v L
on compare ——— el son conjugue
PATe T v =

car uu=1, vo=1

car égal & son conjugué

et L ayant pour module 1

en divisant par uv

car égal a son conjugué

d’ou 1w = Re(w). qui est réel
EX 6
Soit 21, 2o, . . ., zn une famille de n nombres complexes deux a deux distincts et tous différents de 0.

k=1 n

n
2)  Montrer que, pour tout z € C, Z |z)c| = Z |z — 2ic|-
=1 k=1

1)  Montrer que Z @z — zj) estun réel négatif pour tout z € C.

< 5 :
On pose ar. = —% pourl < k < n, et on suppose que a1+a2+---+an=0~
S
n

1) Avec @z - z;) = @z — @ezie = Gz — | 2kls

n n n n
il vient Za_k(z —2z) = Z(Z ﬂ_k) - Z |Ze| = — Z ||
le=1

) Je=1 =1 k=1
n

Par suite, on a Z @z —2) <0
Je=1

n n n
2)Ona ) |zl = > Wlz - 2) et Y Az — z) =
k=1

k=1 le=1

n

alze — z)
1

Je=

avec la définition de
n
puisque Z a.=0
k=1
tous les | zj| sont strictement positifs
n

calcul précédent et Z iz —2)>0
k=1



hiers du BAC | Terminale S | Algppy, _

Les Ca Géoméf
18 .
joration usuelle, inégalits 1,;
'Zl ( )| < im—(z Z)[ majora v négalite .',nangmqt.m
Avec aelze — 2)| = 12y — :
k=1 Je=1
n n
et |ax| = 1, il vient Z |z)| = Z |z — 2|
Je=1 k=1

Représentation géometrique

EX 7 ]

Interpréter géométriquement I’égalité

|2+ 2 +|z- z’I2 =2 |z|2+|z’| ) _-.(V.'(_nr_exe_rcme 4).

Soit A et B les points d’affixe zet Z'.

oC = OA OB OACB est un parallélogramme
On construit C : = OA + OB.

z+7Z = aff(C)=afR0C) z—7 = afflBA) y Clz+ )
lz+7| = oC =2 = 4B .
|7l = OA=BC e = OB=4C /
|z+z’|2+ |z—z’[2 est la somme des carrés des diagonales de OACB ; B(Z) /

2 (|z|2 + |z’[2) est la somme des carrés des cOtés.

Conclusion ) )
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale a la

somme des carrés des cOtés. _ A2)

0c2 + AB? = 0B? + BC? + CA% + AO?

e[ EX8 | |
3%l

Déterminer I’ensemble des points M de 2, d'affixe z, tels que = soit imaginaire pur. ;

3z+1 32+1 3z+1

;7 ©stimaginaire pur lorsque z # 1 et z—1+ﬁ-0‘ zeiR<= 2z+2=0
c’est-a-dire 32z2+zZ-83z—1+322+2z—-3zZ-1=0 et toujours z # 1

_ . 2 1
ouencore 6zZ—2z-2zZ-2=0 soit |z]° - 3 Re(z) - 3=0 2Z=|2®, z+Z=2Re®
Cette condition s’écrit : x =Re(z), y=Im(2)

2 1 1\2 4
2

x+y2-§x—.3-=0 ou (X-g) +y2=—g_ y

On reconnait le cercle de centre 0 (-1— 0) etde :
3 rayon :.3)'

De cet ensemble, il faut éliminer le point d’affixe 1, ¢’est-a-dire I(1, 0), qui

fait effectivement partie du cercle ( Q, %)

En conclusion, I’ensemble demandéest ¢ ( Q, g) \ {1}
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2
Remarque Ona [z —al|” = |22 _ 9 Recgy) 4 la?. lz—a?* =(z-a)z-@)
Donc, pour a reel =zZ — (za+az)+aa
i R L T P
On a donc dans cet exemple  |z|? — gRe(z) _i_ 1 4 g 2 1 1 : 1 1
3 371273 — g |z|—§Re(z)—§=z——3 ~§F
En conséquence :
2 1 o 1/
2_ZRe(z2)— 5 =0 équivauta sxh o= B 1] 2
|2 3 3 q A 2 3| g ou |z- 3|55 sans avoir & utiliser les coordonnées de M
o " ; 1 2
Ce qui permet de retrouver le cercle de centre Q) d'affixe 3 etderayon 3
EX 9
On considére les nombres complexes: 2y = x — 4 + i(y+ BY et 2o =x+dril—ip
oll x et y sont des nbmbres réels. ?
; Soit M le point d’affixe z = x + iy dans le plan complexe rappoue au repére orthonormal (O, &7, &3 ).
1) Pour quel point M a-t-on z; = 325 7
2)  Déterminer et représenter I'ensemble 9 des points M tels que z; — zg soit un nombre réel.
~3) Onappelle A le point d’affixe —2i. Montrer qu'il y a equwa]ence entre :
w (a). 27z est 1mag1na1re pur et
#(b) |z+2i= _
En dedulre I’ ensemble ‘G des pomts M tels que 21 2 soitun imaginaire pur.
1) 21 = 329 équivauta x — 4 + i(y + 5) = 3(x +4) + 3i(1 — y)
. x—4 = 3(x+4)
so1t. y+5 = 3(1—y) car deux nombres complexes sont égaux si et seu-
- 9% = —16 lement si ils ont méme partie réelle et méme partie
soit { 4y = -2 imaginaire.

2
2) z; — zp estréel si et seulement si Im(z; — z3) =0 z1—2p=—-8+i2y+4)

L'unique point tel que que z; = 323 est donc M( -8, - l) | -

soit 2y+4=0 ouencore y=-2.

L'ensemble des points M tels que z; — 2 soit réel est donc ladroite @ : y = -2
3) 2125 est imaginaire pur si et seulement si Re(z;25) =0 Or Re(zy 2y)
=(x—4)x+4)—(y+5)X1 -y
=x* 16+ +4y—5

=X+ +4y—21
On en déduit que 23z, estimaginaire pur si et seulement si x*+y?+4y—21 = 0| Représentation graphique
soit 2+ +4y+4-4-21=0
AL y

soit Vx2+(y+2)2=5

R
soit Ix+(y+2)i|=5 el

O & X
soit |Z+2i|=5 Al D:y=-2

Or, |z +2i = |z - (-20)| = AM i
donc z; z, est imaginaire pur si et seulement si AM =5 ¢ est-a-dire
M est sur le cercle € de centre A et de rayon 5.
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z+zZ=|2|.

O -
met"‘i‘n

, ) » z, tel que
Déterminer I'ensemble des points M atie B

|zi= X2+y

2
Soit x=Re(z). y=Im(2). 2% Z=2x
z+Z=|2z| sclitdonc:
5 OI | ¢’est-a-dire {x ? ’
{4.\'2:,\'2+y2 ‘ 3x “UZ:O
" x=0 { x=0
$0it encore {\\/5 _y=0 ou 3+ y= 0 R
L'ensemble des points M cherché est donc la réunion des demi §
xV/3-y=0, et xV3+y avec x = 0.

\\‘ y:X\/B—

=¥
X

y=—xV3

[ EX 11

2x = |z| donne x = 0.

{x?O
(X\/g—y)()(\/g+y):()

Ces deux demi-droites song Symés
i 5 r”flf )
rapport a laxe des abscisses, €

1) Soit: = 2z = —?(—1 +1) = A My M, 1es'p'o'_@htg d’affix
Montrer que A, My et M sont alignés. el o
2)  Déterminer I'ensemble des points P d’affixe 2 tel que les points -

ﬁ(l).M(z _,,\1), M’-(z2 + 2) soient alignés.

1) A_-MB a pour affixe z, Am a pour affixe zg + 1.

a s 5 : & / —
A, My, My sont alignés si et seulement si il existe A réel tel que AM(’) =\ AMy

. . Z+
et donc si et seulement si le rapport

est réel,

[ =

c’est-a-dire lorsque zp + — est réel.

&

Or, =1 etdonc — =7
r |zl k]

1 o
2+ =2 + 7y = 2Re(zy) est bien réel, donc A, My et M}, sont alignés.
2) L’ensemble € des points P(z) tel que A(1), M(z+ 1), M'(22 + 1) soient alignés

contient P(zy)

La méme démarche que dans 1) montre que A, M, M’ sont alignés

- ; 1
si et seulement si z + = estréel ousi z=0.

1 T . 1
Pourz#0, z+ 5 st réel sietseulementsiz+ = =74 =
z
donc si et seulementsi  (z — 2|2/ — 1) = 0
L'ensemble € demandé est donc la réunion de la droite réel|
cisses) et du cercle unité centré a I'origine des axes.

e (axe des abs-

aff(AM) = aff(M,) — aff(A)

zg# 0

l—1+l| :'\/§J

question précédente

[ignes

siz=0,A=Metdonc A M, M’ sont
propriétés Let 2

z+%—2—%=(z-§)(1’§1§)

cest-a-dire Z réel ou z de module 1
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[EX 12 ]

21

Le plan estrapporté a un repére orthonormal (0, &, ).

Déterminer I’ensemble £ des points M d’affixe z tels que les points A d'affixe I, M et M" d’affixe z% soient alignés.

| ) Remarquons d’abord que si deux des points sont confondus alors ces points

A M, M’ sont alignés. Les points M correspondant 4 cette situation font donc
partie de I’ensemble cherché.

. M=A équivauta z=1
. M =A équivauta 2% = 1cesta-dire z=1 ouz=jouz=j2
) . M =M équivauta 2% = z C’est-a-dire 2(z* ~ 1) = Ddone z= 0 on
z=1louz=-L
Ainsi I'ensemble & contient les points O, A, A',J et J’ d’affixes respectives
0.1,-1.j.—J-

2) Pour M distinct de O, A, A, J ou J', les points A, M, M’ sont deux 2 deux

est réel.
-] réel

distincts, et sont donc alignés si et seulement si

2 +z+ 1estréel.
Pour z = x+iyavec x et y réels,ona: Ziz+l= xz—y2+x+1+i(2xy+y)

C’est-a-dire si et seulement si

donc Z2 + z+ L est réel si et seulementsi  y(2x + 1) =0
. 1
c'est-d-dire y=0 ou x= -3
3) En remarquant que les points J et J' sont sur la droite %; d’équation
1 : . ‘
x = —5 el que les points O, A, A’ sont sur la droite @y d’équation y = 0
(c’est-a-dire le support de I’axe (O, 1) ), on conclut finalement que I’en-
: . 1
semble cherché est la réunion des droites % (x = ——2-) et Dy (y = 0).
y
901
M(z)|
pis
g afi] {5\
‘o /. x
D

Soit My, Mg, M3 trois points deux & deux dis-
tincts d’affixes respectives Zy, 23, Z3.
ces trois points sont alignés si et seulement si
' .
M]_Mg. M1M3) = 0 [’IT]
cest-a-dire si et seulement si

B8 -0

ar
g Z5 — 21

ou encore si et seulement si
Z3— 2
Z9 — 21

est réel.

2 -1=(z-1E2+z+1)

mTea'S ANS QJE JE
REDOVBLE, JAMALS

vucﬁ.u
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€0, -
22 et

Déterminer le module et I’argument de ( e

Module - Argument ’
1+ 1’\/5 ) 17_

’1+i\/§|2=1+3=4

1+iV3 2 .12
I)—f=—-—=\/§, |1_1|=1+1=2
1—i V2
1403\ " ?
+1
dOD.C (-—1—;[—) = (\/_2—) l217| = IZI 11
= 256V2
2) Soit 6;= arg(l + iv/3), ona:
1
cogdy = 3 @ 2 1 prés
donc B]_= Gl

. V3 3

sin Bl = T
Soit 6= arg(l — i), ona:

1
cosy = —
2 \/Ql donc  Bg9= —Iﬂ. a 2 1 prés
sin 82 = —\/—§ 7
i . T Zy
En conséquence arg (lfi\{g) = %r — (_717-) =I5 ; arg (Z) =argz; —argz
17
i 7

etdonc arg [(1;:\{5) ] =171—;T=10¢r—-l-g—. argz" = nargz

1+v3\ "
. . +1 _ ™ o ™
En conclusion : ( T3 ) = 256/2 (cos 75 — i sin ﬁ)

On peut compléter le calcul avec :
T m ow) 1+ V3 . om V3-1
COSlZ—CUS(F—I)— 2\/§ et Sl'ﬂl—g-: 2\/§ .

EX 14

Soit j':_—§+t§. Calculerj~1, ;2 ety

propriété 3
27

3 toujoursa 2 T prés

- 2) Soit 8 = arg(j), cosf=—
b= 1P =1

: N_ 4
arg(j?) = 2arg(j) = ?ﬂ- a 2 prés.

B3| =
7]
-

B
f==]
I

onadoncg =

2 "
donc aussi arg(j2) By a2 mwpres

2
On a donc j? = cos _3_1r = tain _.3_"

Clest-a-dire  j2=].
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RS S

3)Ona I 5 5 =aRd
et 2=1il"=1 ,
I, (d'affixe 1), A, (fj affixe j), B, (cl’al'ﬁxc:j2 ou j), sont les sommets d'un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle ¢(0, 1),

EX 15 |

23

. Calculerle mo-dule et 1’afgdmen_€ de ;j‘%;., .
) 5+11iV3 o
s 41'&/35 _
2) —‘-"(1 = 1
1-iv3)

256+363 = 388

Il

5+ 11iV3

1) \
’5+ 11u/3_|
7—4iV3

|7— 41‘\/3|2

2
donc =

49 + 48 97

5+ 11ivV3 (5 + 11iV/3)(7 + 4iV/3)

7-4iv/3 72 4 (4v/3)°
_ —97+974V3

97
—1+iv/3

2 (—% + 1?)

2iT
= 2Ze 3

2w .
Le module est 2 et I’argument —— a 2 1 pres.

™ -3iT
2)1—i=v2e 4 etdonc (1-i=2v2e "4

i1 —4iT
1-ivV3=2¢ '3 etdonc (1- iW/3) =16e 3

En conséquence :

.

1- ov2e 21
Py~ Sl Ere
(1-i/3) 16~

L a2 mpres.

Le module est et 'argumentest g

arg(5 + 11i/3) 3 > i n'est
a pour cosinus '\/—, qut
388

pas usuel.
cela s’arrange bien pour le module,
mais pour 'argument, on ne peut
raisonnablement pas utiliser les
arguments du numérateur et du

dénominateur
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i ’areument de :
L ¢ Z. Déterminet le module et l'arg

Soit 6 un réel, 8 # 5
1+itan 6

1) T_itan®

(1+itan 0)>

i A B

1+ tan”

2)

|Z| :|E|. 1+itan [

[)Ona 1—itan6=1+itan9 0
|1+ itan 6] 1 y

= Ti— itanf|

=1 (z=x0)

NI~

1+itan 0

d'ot |7 ”7tana

. ) B _isin®
(cos @ +isin 6), 1—itan 8= cose(cosB isin 0)

1
el 1+itanf= i

1+itan 6  cos @ +isip g o

1+itan 2i0 ‘ 1—ttan® oee— T
g e —itan 6 —i = —
dol T 7tan 6 08 6 —isin § o

1+itan xréel, || =1

1 —itan®

On retrouve

l+itan® Dey . )
elenoutre arg (m) =286 argle” ) =x, (a2 mpres)

. 2
1+itan6 (1+itan 8)2 (1+itan 8) ( ) . 9
= = a+lb)(a— b) = 2
2) Titan® (1—itan6)(1 + itan 0) 1+tanZ 0 tb) = a” + b

Ce qui donne d’aprés le 1) :

(1 + itan 8)°

1+ tan? 9

(1 + itan 6)
=1, arg| ———— | =26
1+tan® @

Complément
(1+itan6)? 1—tan’6  2tan®
= +
1+tanZ @ 1+tan® 6 1+tan® 9

|zl =1, a=s8rg2
Z=X+1y X Yyréels
X=cosa, Y=sina

1 - tan® 0 2 A
On adonc : cos2 6= ———— sin28=——ﬂ-§— coSx = 1-t sinx = 2t
S " l+tan®s 1+ tan? 6 1+ L+t
qui expriment classiquement les cosinus et sinus d’un nombre en fonction de
la tangente de la moitié de ce nombre. avec t = tan =
5

EX 17

1) Calculer le module et I'argument de (1+i l
: 1+ ). En dédui 8
2)  Caleuler (1 + ) au moyen de la formule du binﬁm:lm e

3)  Endéduire les valeurs respectives des sommes Cg et E2 % [:4 R Es % Cg i Cl [:3 C5 Eq-
4)  Vérifier ces résultats en calculant les coefficients 8TLg—Lg+lLg el Lg— Lg+lLg—Ls

k
Cs. 0 <k <8 au moyen du triangle de Pascal.

I') Soit

) petd le module el I"argument demandés, g oS
Il faut se laisser guider par énonce:: _
rame’

maginai’®

jer @ ¥
question va tout naturellement sé

l » p \/_ ] l S b 2 » 81N B = t arties ;ee”es €
iden.tiﬁcafiwl exc l ¢ !

5 »donc § = T'n

Ainsi, on peut écrire : 1+ i = /3e'd donc, (1 + )8 = (\/f g Ju
soit (1+ 1)® = 16, ) °
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2) On a d’autre part: (1+i)s=Cg+[~[:;+l.2Eg+ +f7[:;+ia[:8
: &

ceque l'on peul écrire : (1+10)® ZE

k=0
Celle formule s cml auw

* (1+ 08 ‘CS—E3+C8 E9+Es+‘(C3—E3+E8 [:a)

D’aprés le 1), en identifiant les pames réelles el imaginaires, on obtient :

Cs C8+C3—C3+C3—16 et Es—[:s‘”[:g Cs"o

3) Le triangle de Pascal jusqu’a I’ordre 8 s’écrit:

11

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 2 15 6 1

1 7 21 3 3 21 7 1
1 8 28 5 70 5 28 8 1

0 2
Donc (g—Co+(s—Co+(5=1-28+70-28+1
3| 3
Cs—Ca+Cs—Cg=8—56+56—8

a0 2 a4 6 (8
soit (g—Cg+Cs—Cs+(Cs=16 et C;—Cg*'tg“[:;:()

Equations du second degré

EX 18

25

d'aprés la formule du binéme

compte tenu de : i2 —l =1 =-1
etde:3=—t B=0( ("=~

cest-a-dire plus généralement
2k — (_1)’(' ot f2k+1 = (_1).’(1

voir Tome 1 - Chapitre 1 : Dénombrement

- ET ENGoRE,
ON EN Egrc?u’/\u

Résoudre 'équationE  z €C, Z —6z+10=0.

. Lediscriminant réduitest A'=9-10=-1= (i)%.
Les racinesde E sont donc  3+i et 3-L
« On peut aussi remarquer que 2 _6z+10=(z—-37+1
L’équation se lit donc  (z — Po-l= 2
Onendéduit z—3=i ou z—3=-L
soitencore z=3+i ou z=3-1L

théoréme 3

_ LEX 19

Résoudre dans C les équations du second degré suivantes :

1) 2x*-10x+13=0 (Ep)
2, x®—2xcosf+1=0 (Ep) 0 donné dans R.
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1)Onaici A'=25 -2 x 13 donc A'=—1.

Géomé trip

Il s'agit la d'équations du secongd degre

; @ cog
cients réels : on calcule A (on A puis, fh

; 12 : tdonc: e

En conséquence A'= i : les solutions de I'équation Ey son lisant éventuellement les nombyes compler:-mr.
5 — i - 5+1 détermine § tel que 52= A foud 2= A % on

: 4 9 . Al = Sin2 f. voir théoréme 3

2) Dans ce deuxiéme exemple, A’= cos® B —1 soil encore =

Deux cas se présentent : : i g ;

« 5i 60 [, alors A< 0, A’= (isin 0)2, et les solutions de I'équation
(E5) sont : T

cos 0 +isin 8 et cos O —isin 8, c’est-d-dirce” et e

a 5i0=0[w], alorsA =0. . 2_¢
Pour 6 =0 [2 7], Es s'écrit: x% — 2x + 1 =0, c’est-a-dire (x — 1)* =0,
elle admet donc 1 pour racine double. 5
Pour 8 =n [2 7], Ej s’éerit: X2 +2x+1=0, ¢’est-a-dire (x + 1) =0,
elle admet donc —1 pour racine double.

| EX 20 e

Soit @ un nombre réel;

2 = ‘ 25 } ; \ -_,’f-- ., : i w . ,;. : A L .20 ”
Déterminer le module et I’argument de chacune des racines de I'équation: z €C, 2 zz =2(esina)z+e® g

—_— |

Le discriminant réduit de cette équation du second degré a coefficients réels
est
A’'= (e”sin a)z T (Sin2 a —1)

etdonc A'=—cos? a ¢® = (icosa €)%,

Les racines de cette équation sont donc les complexes conjugués
e“(sin o +icos o) et e%(sin & —icos &)

que I'on peut écrire :

o (mn(3-) ccin(4))
o o 52) -ten3-2))

i E-.a) —i(ﬁ—a)
ouencore e%e (2 et e%e \2 '
Ces deux racines ont méme module e et pour arguments :

™ o
7 et 7—- Q.

o —

[ EX 21 ]
Soit  P(z) = z* — 622 + 132 _ 10,
Calculer P(2), et résoudre I’équation

z2eC. Pz) =0,

= P(2)=23-6x22+13x2_10=0,

» Oncherche a et b tels que :
22 -622+132-10 = (z-2)2% + az + b)

= z3-(2—a)22—(2a-—b)2—-2b
b=5.

P(z) =(z— 2022 — 4z + 5), les solutions de P(z) = 0 sont donc -

Onadonca=-4 et

: (erx)2 = 2o

le discriminant est réel négatif.
théoreme 3

P(2) est une fonction polynéme a coefficients il
qui admet la racine réelle 2.

2% —6x22+13x2—10=8-24+26-"
On factorise parz — 2,

2-a=6, 2b=10, h—2a=13
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zp = 2 et les valeurs d’annulatjon de 22 — 4z 4 5

Léquation, z €€, 2 —4z+5 = 0 a un discriminant réduit récl négatif, les
racines de cette équation du second degré sont donc o

2+i et 2-—1i,

En conclusion, les racines complexes de P(z) sont
2, 2—-1 2+i

[(EX22]

27

Al=4-5=-1

théoréme 3

Résoudre I'équation x €C, x* +6x% + 25 = 0

2
Onax4+6x2+25=(x2+3) +16 =

cest-d-dire x* +6x°% +25 = (x2 +3+ 41‘) (x2 +3— 4i)

En remarquantque 3 +4i=4+4i— 1= 2+

il vient

2 +3+4i= 3242+ 07 = [x+ i@+ 0] [x - 12+ 0] = (0= 1+ 200e+ 1~ 20
et, de méme,

213—4i=x2+2—1)% = [x+i(2—i)] [x—i(2— i)] = (x+1420)(x—1-20)
on voit que les racines de I’équation sont :

—1+2i, -1—-2i, 1—-2i et 1+2i

forme canonique d'une expression bicarrée,

comme pour un polynéme du second degré
A%+ B% =(A+ (B)YA— iB)

etdeméme 3 —4i=(2 — i)2

A% 4 82 = (A + IBYA — iB) a nouveau

/ NoMBRES CoMPLEXES

CA J'AVRAIS DU ME
\ MEFER .~

Formules de Mowre~ -d’l?u_Let:f,;Linéaﬁsation'

EX 23

Exprimer cos30 alaidede cos®.

cos3 8 =Re [(cos B +i sin 8)3]

X ol 2 - 3
(cos 8 +isin 0)° = cos® 8 +3cos? 6 (isin #) + 3cos 6 (Lzsm 0) +gl sin 9)
= cos® 8 +3icos® 8 sin 8 —3cos ® sin® 6 —isin” 0

D'oti cos36=cos® § —3cosH sin® 8,

0 : Sg
enutilisant sinZ 8 = 1 — cos® 8, on obtient €053 8 = 4 cos® 6 —3 cos 6.

De méme, on obtient sin3 6=3sin 6 —4 sin® 6.

(cos 9 +isin 8)3 = cos3 6 +isin3 0

formule du binome

2=-1, =-t

Identification des parties réelles

EX 24

Linéariser en utilisant

1)  cos?x

2) sindx

a) les formules d’Euler,

b) les formules usuelles de trigonométrie :
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.
2 -\ L ; rsiles & Bulér :cosx = ST € b
1) a) cos? x = (eu+e u) _l[(eix)2+26ixe—w+(e-!x)2 formu e
‘ =\—7 =2 J°1%
i - _ ]
= l ( 2l'.X + 2 +e 21)() e e
!
~ 1 e2”‘ +e-—-2|‘..\ +l
=3 5 )
: formules d’Euler a nouveau
= 5 cos 2x + 5
b) En se rappelantque cos2x =2 cos? x — 1, on obtient :
1 1
2cos®x=1+cos2x etdonc coszx:§c052x+ 7
e 3 formules d’Euler : sin x = i‘_‘ii
2) El) Sl..Il3 X = —2,-__ =

= [(e 3(ew)ze'ix+3eix(e_"x)2—(e—ix)a]

) =—% (e —3e™ +3e” r""—e_aix)

1 A B
=71 ( 21 — 3

< : 1 . )
c’est-a-dire  sin® x = — Z(sm 3x — 3sinx)

b) Enutilisant sin 3x = 3 sinx — 4 sin® X,

. . 1 . .
on obtient sin® x = _Z(Sm 3x — 3 sin x).

EX 25

formule du bindme

formules d’Euler & nouveau

voir exercice 23

Linéariser 2(1 + sinZ x) cos? x.

1%"® méthode : Formules de trigonométrie

: 1 .
2cos?x+2sin? xcos?x =1 +c082x + = sin2 2x

2

1—cosdx

etensuite sinZ 2x = 5

permetde conclure  2(1 + sin? x) cos? x = g +co82x — % cos4x.

2é’me méthode : Formules d’Euler

i  —ix\ 2 ; .9
2(1 +sin® x)cos? x =2 1+(e 2? ) (e”‘+e lx)
L]

1l

(6 ~ Pl e‘ZD‘) ( 20c | o~ 2ix P 2

W] =t 00| = OD] b=

(5 + 4 cos 2x — cos 4x)

[10 +4 (ez"" + e—zf") = ( doc e—m”

cos 2x = 2 cos? x— 1, 2cos?x = 1+cosl

sin 2x = 2sin x cos X,

sin? x cos?

1 . 5
X =—
4sm 2x
. 1 —cos2t
cos2t=1-2sint, sin®t=—5—

a

) i —20X -
on développe sans oublier que e =1
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EX 26 |

Linéariser cosxsin 2x cos 3x.

i

. e +e—ixe2'.x_ =2ix _3ix —3i
cosxsin2xcos3x = -__—€¢€ e g~ o
2 21 g
= & (e(ﬁx +e¥ _ g~ _ -3ix 3 ;
8i —-e€ —=e )(e'X_,_e—er)
_ Ly s dix, —9; . ) it | —it it —it
T BI\E tl+etyemA_Q2b —dix_; -6 g 48 ; e —e
6i A € cost = 5 sint = 37
~ 1 [ &5 _ e—ﬁlx eqix _ e"‘”"' e%f e_‘%‘ {
a2 — = =
4 21 e ———
- ol 2i
1 . .
= Z(_ Sin 2x + sin 4x + sin 6x)
EX 27
* . el . ar e w
Pour n e N*, calculer .Sn:smF +8in — +-.- £ sin e (n l)'rr-
n ann n
i 2m kT -
On forme Cﬂ=cos—r-l—+cos—n-—+---+cos—_+...J,cos__(rl DW_
; n n
Ona Sp=Im(Cn +iSn).
; mo, . W Iem L okm
Ch+iSh = COS — +1i8ln— | +---+ | cOS — + isin —
n n n n
(n—1Dm (n—1Dm iz us i(n-1)%
+::-+C08 n——m—m— =en4+...4+e N e n
2 ke n-1
iz i im i
= eN4+|en 4.4 |len +. .4+ ]len
On reconnait la somme des n — 1 premiers termes d’une suite géométrique
; iz - il
de raison e N et de premier terme e n.
n-1
iX
en -1
iZ i
On en déduit : Ch+iSpn=ent——-t— en#1
R
=
€ 1 {(n=1)mw {(n—=1mw _ln=1m
iTe 2n 2n = o 2n
i(n—1)mw —en —
s n = i f 3l -
i— e
donc Cn+isn =en = ezﬂ ezﬂ_e 2n
s
en—1
n=-Dw
_« Sin
iy 2n
=e —_—
. i
sin —
2n
S (n=1Dm
sin
= 2n (n-Dm = ™
L on . 2 2a
Smiﬁ n—1m cos'rr
M= Eq
m
- s - cos 5~ 1
d’oii finalement Cp =0 et Sp=cotang— == —.
sin — tan —
. 2 2n
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E ia
Racines n’ mej
EX 28

Déterminer les racines carrées de :

13- "1

2) 1+iV3 | |
- o

m
1) ia pour module 1 et pour argument 5

i7 i théoreme 4
Ses racines sont donc les nombres e 4 et —e 4, i
\/§ 9 ' T i m \/§
F § — = —_— = —
¢’est-a-dire —2—(1 +1i) et ——2—(1 + 1) COs 4 2

On peut aussi remarquer que :

A2 )
(1+0?=2i etdonc i= A = (E) , el on retrouve que

2 V2
I . e il Tsont 1+1i g 1+
€s racines carrees de 1 son — (= —_——
‘ V2 V2

v
2) 1+ iv/3 a pour module 2 et pour argument T

T
- 2 L= PR
Ses racines carrées sontdonc v2e 6 et —2e 6 théoreme 4

i 3 i V3 . i
c¢’est-a-dire /2 (@ . %) et —/2 (% + %) cos g = o, sin %r =3

[ EX 29

Déterminer et représenter les racines cubiquesde 1.

; : 203 407 '
Les racines cubiquesde 1 sont I,e” 3 ete 3. théoréme 5
. 213
On note j le nombre e 3, voir exercice 14
4iT 9 =
ona e 3 =j=j
_ 2 2 y
o = COST‘i'lSln 3 B 2i%
1 V3 J=e
1 = =gwigs
. 1 V3
= =l
2 2

Les points d’affixes respectives 1, j et j2 sont les som

W IR . mets d’un triangle
€quilatéral inscrit dans le cercle trigonométrique.
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’ Déterminer les nombres complexes z tels que 2P=3 (E).

De 7° = . on déduit |2|° = [z], ¢’est-a-dire |2 (|z|4 = 1) =0.

Onendéduitque  z=0, (|z] =0),
« 0 vérifie I'égquation E,
» les nombres complexes de module égal a 1 sont caractérisés par le fait
que leur conjuguc est égal a leur inverse.

ou |zl =1,(z*=1)

f_z gaivasd BV oo 6
Pour|z| =1, 2z =2 déquivauta 2z’ = ; est-a-dire  z” = 1.
En conclusion, les solutions de (E) sont 0 et les éléments de Us, ¢’est-a-

ko

]
dire les nombres e 3 0=k <5

Leurs images sont O ct les sommels Ag. Ay. Ag. Az, Aq, Ay de I'hexagone
régulier représenté ci-contre.

[ EX 31

2] = 1ar
propriété 3 Yy
Ag —TT— Aq
d h)
Aa g % 0
0 X
Ay =7 As

3+ Ti
Déterminer les racines cubiquesde  z = 5 _t B
; : ; £
ap =g R e (245002 - 50 = 2 — 512 = 29
- 3w (B +70(2+5i) =—-29 + 291
Onadonc |z|=v2, argz= - A2mpres.
iz \ G
Une racine cubique de zest  Z; = v/2e 1 vV V2 =92
e il BT = R Y.
Les autres sont 2y = jZ; = V2e ("+ - ) el Zy =_,f22; = V2e (4 3 ) propriété 29, j=e '3

1Z1] = |1 22| = 25| = V2

11 5w, . 197 5
argZzz—lTﬂ argZy = =4y a2 mpres T_gﬁ__l_z_
V2 =1,1225.1073 pres.
[ EX 32 |
1) Calculer (2 + i)°. On donnera le résultat sous sa forme algébrique.
2)  En déduire les racines cubiques complexes du nombre 2 + 11i.
1) (2+ P =8+3x4xi+3x2x a0l Avec j = g # iT, les racines cubiques com-

@+0°=8+12{—6—i
2+ 0% =2+11i
2) 2 + i est une racine cubique de 2 + 111, les deux autres racines sont donc :
J2+D et 22+
V3

1 V3 , 1 _
¢'est-a-dire : (_§ + :‘~Q—)(2 +1i) et (—-2- - tT)(Z +1)

V3 1 V3.1
soit encore : (=1 — —2—)+z‘(—§+\/§)_ et (_1+T)+,(_§_ V3).

plexes de l'unité sont : l.j.j2.

Etant donné un nombre complexe @ non nul, si b
est une racine cubique de @, alors les trois racines
cubiques de a sont : b, bj, !:3)‘2 :

voir propriété 29
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GEOme‘tr te

EX 33
[Ex s | R i
On se propose de résoudre I'équation : Z =j2#, zeCavecj=—g+ig

Soit z un nombre complexe tel que :
En déduire les solutions de I’équation proposec.

1)
2)

Z =jzz. Calculer le module de z. \

1) Le module d’un produit étant égal au produit des modules, I’égalité¢ Z =j22

donne : |z| = (|z|)2.
Donc |z| (|z| — 1) = 0 soit : ||

2) D'aprés le 1) si zest solution de Z =jzz, alors nécessatrement
z=0ouz=e"
Réciproquement :
0 est évidemment solution de 1'équation.
Pour 8 réel, ' est solution

=0ou |z| = 1.

2:11
On sait que j= € 3, ja pour module | Doy
re

part, pour tout nombre complexe z, [Z| = l2|

Tout nombre complexe de module 1 s's¢riy ol
8 réel défini & 2  pres.

Qe

. 2iw . , _ 2im

si et seulementsi e ® = e 3 €2, donc si et seulement si €3 = ¢~ 3

. . S 1T o' _ b 5 ;
soit encore si et seulementssi il existe k € Z tel que 3 6 = ——— + 2k m, e = e = 0=0"a2mprs

: 2 2k . : 5
c’est-a-dire tel que : 6= -——9—17 + —-3—'“ L’équation a donc trois solutions de
la forme em, a savoir :
_2im dim 10im

e 9 (k=3p) e (k=3p+1) e 9 (k=3p+2) peZ

Finalement I'ensemble des solutions de 1’équation proposée est :
_ 2w 4im 10iw
{0.e 9 .9 e 9 }
EX 34
Soit AGx, y) = x® — 15x* 4% + 15x%y* = 1S, Bx, ) = 6xPy — 20531 + 6:x0°.

En formant  A(x, y) + iB(x; y),  déterminer I’ ensemble des couples de réels tels que
L e
Calculons Z = A(x, y) + iB(x, i) : P=-1, B=_i #A=1
z =x8+60ly—15x" % — 2003y + 15x%* + 6y — o Pet -1

On reconnaitalors Z =(x+ iy)G
Ay =1 et Blxy=0 selit Z=Alxy)+iBx, y) =
Ax,y)=1 et Blxy =0 équivaula (x+ iy)ﬁ =1
c'est-a-dire  x + iy e US
1, -1- + iﬁ 1 \/§
Les éléments de Ug sont 2 2 T2ty
=1, %‘ = iig-_ _}_ = i@
2 3 Pl
Les couples (x, y) de réels cherchés sont dong :
1 V3 1 3 1 V3
1.0 =z | e M8 1 V3
(1,0), (= )(2 2)(2 5 | 2,2).(__5___2_

x® 4+ 6x°(iy) + 15x*(i)? + 203 (1% + 15:% (i) + 6x(iyy)® + (i)®

formule du binéme

donc ;
Racines 6 18mes g,
jfem
ed, 0<sk=<5
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Application aux transformations planes

[(EX35 |

e

33

1) SoitAle point de coordonnées (1, 2) ;

calculer I'affixe 2’ de M" image de M par Ja ro(

En déduire les coordonnées x’ et y de M’ en fonctior
2)  Déterminer une équation cartésienne de la droite 9’

ation R de centre A et d*angle Eﬂ

1 de cellesde M : xet y.
, image de % d’équation

2x +y+1=0, par larotation R.

J

1) Aayantpour affixe 1+ 2i, on sait que :

Z-(1+20=e'8[z— (1420

d’ot 2:(?+%)z+2-—§+i(;~\/§)

L'identification des parties réelles et imaginaires donne alors :

/ \/§ y \/5
X = =X - 5 p
2 2 2
(1
o X \/E 3 \/g
¥y = 3 * 37V + 3-
2) Un point M'(x', y') appartient 2 9’ si et seulement si son antécédent par R,
c'est-d-dire M =R™Y(M’) appartient i 9.
_iT
Commeen l),ona z=1+2i+e 6(Z —(1+20)
d’ou on tire ’
V3 y V3
X = ——X’ + 7 = T
(2) =
B x' V3 5 3
y = —7 + TL + i =5
Ainsi  M'(x’. ) appartienta @' si et seulement si

GF_%)z+(ul§)g+%-m@=o

EX 36 |

voir propriété 23

i%_\/ﬁ i

e= =gty

V3 i _
~?"~+§ (x+1y)
_\/§ y x V3
=ErgttlET s

en fait, on a besoin, non pas des formules précé-

dentes, mais des formules inverses qui donnent X
: /

et Ly en fonction de X' et J

™
R~ est la rotation de centre A et d'angle — 5

on peut aussi résoudre le systeme (1)
en X, Y

R

I

X V3 5
+(—'§'+T E—\/ﬁ)+1=0

isocéles APB, C@QB, CRD, ASD tels que :

Montrer que PQRS est un parallélogramme.

Soit A, B, C, D quatre points du plan orienté. Sur les c6tés du quadrilatere ABCD, on construit les triangles rectangles

() -3 . (G8.22)-7 . ()5 (OF)-F
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Soit a, b, ¢, d les affixes respectives de A, B, C, D.

Le triangle APB est rectangle isocéle avec (ITé FA) =
Ainsi PA est image de PB par la rotation d’angle %T ce
— iz —
aff(PA) = ¢'2 aff(7B)
c’est-a-dire: a—p=ilb—p) ou p(l—i)=a—ib

done :
De méme :

« QC imagede OB par la rotation d’angle —211 donne :

a=5[c1+04b1-0] @

m

« RC image de RD par la rotation d’angle g donne :
1
r=g[dl+d+dl-9] (3
« SA image de SD par la rotation d’angle —;—r donne :

s= % [al+D+d(1-0] (4
Les relations (1), (2). (3). (4) permettent de vérifier que :

p+r= —é- [(a+c)(1+i)+(b+d)(1—i)] et

q+s=%ﬂa+dﬂ+ﬂ+W+dXL—M

Do p+r=qg+s,

2

2p=(a—ib)(1+i) etenfin p= %[a(1+i)+ b(l—i)] (1)

ce qui est la conclusion souhaitée.
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On rapporte le plan a un repére orthonormg,
(0, e1. @3) ce qui permet de repérer tout po,
par son affixe.

Pour que PQRS soit un parallélogramme,

il faut et il suffit que les segments diagonayy [PR§
et [@S] aient méme milieu.

M

Si p.q.r s sont les affixes respectives de .
quatre points, le milieu K de [PR) est défiy; -

920K = OP + OR

1
son affixeest donc: k= 3 (p+1r)
Laffixe du miliew L de [QS] est de e

€=%(q+5)

Donc PQRS est un parallélogramme si et spy,.
p+r=qg+s

ment st
donc PB = PA.

qui se traduit par :

La formule (2) s'obtient sans calcul, il suffit en

effet de remplacer dans (1) p par q aparceth
parb

- [ATORMULE
S'oBTiENT SANS CALvL
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[(EX37]7

35

o . 5
Onposcj=e€ 2, lesracines cubiques de 1'unité sont donc 1,jetj?
1) Vérifierque 1+j+5%=0,
Etant donné a, b, c complexes, vérifier que :

N C
(a+hbji+g“Xa+bj +q)=a2+b2+c2—bc—ca—ab

Montrer que ABC est équilatéral si et seulemen s
En déduire que ABC est équilatéral si et seulement sj
ou encore si et seulement si

a2+b2+02—ab—bc—ca=0.

2) Soit ABC un (riangle dont les sommets ont pour affixes respectives a, b, c.

c—a=—jb—a) ou
a+bj+cj2:0 ou

c—a=—j*(b— a)
a+bf+c=0

2i % 1 V3 1 V3
_— R R R .
1)De j=€ 2% ot =g iy,
ondéduit 1+j+j°=1.
On dé\'eloppe ¢

(a+bj+g”Na+bi®+c) = a®+ b2 +c2 +ab(j+ A+ be( %)+ calj+ )
(a+ bj+g2)(a+bj2+q)=a2+b2+c2— ab — bc — ca
2) = ABCestéquilatéral sietseulementsi CestI'image de B par la rotation

'n ;
de centre A et d’angle 3> Ou par la rotation de centre A et d’angle — %
c’est-a-dire si et seulement si
i3 —iX
c—a=e3(b-a) ou c—a=e 3(b-—a)
ou encore

C_a:—jz(b—a) ou c—a=—jlb—a)

= Les conditions précédentes s’écrivent aussi
a(—1 —j2)+j2b+c=0 ou a(—-1—-j+jb+c=0
soit encore
aj+bj2+c:0 ou cy‘2+jb+c=0
Il en résulte que ABC est équilatéral si et seulement si
a+bj+¢?=0 ou a+ty‘2+cj:0

D’apres le 1), cette condition équivaut a

a?+b2+ct—ab-bc—ca=0

EX 38

on peut aussi utiliser que 1 + j +j2 est la somme

des trois premiers termes d'une suite géométrique

3
N

1+j+j°= - =

F=1 j+f=-1

;T _iT

ed=—2 ¢ '3=oj

—1-j=j -1-j=/

en multipliant les éguations précédentespar_j2 et
J respectivement

u=0ouv=_0¢éuivaut ¢ uv =0,

m » . s 1
1)  Etant donné 8 réel, 6 # - (), on note sp la réflexion d'axe Dy d
réflexion d’axe (O, E{) ), et 1y la rotation de centre O et d’angle 0.
Exprimer s; en fonction de sq et ryg.
2)  Soit M d’affixe z fixé et n eN*.

Pour tout entier p tel que

équation y = xtan 0, (su désigne donc la

Etant donné M d’affixe z, calculer affixe Z de M = so(M) en fonction de z et 8.

. S Ph %
0= p=n-1 onnote zp I'affixe de so, (M) ot Bp= (1 + ﬁ) o

Calculer S, = Zy+z1+--+2p-1
L Calculer  lim EP-I
n—+x n

ey
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1) On sail que Spo Sg = Trag

Il enrésulte spo SpoSp=ragoe So

et donc So = rogo Sp
M; = so(M) , onaalors affM; =Z .
donc 7 = &% aff(My) = 202

i(1+2)-rr
I

Notons
M = so(M) = rog(My)

. % = 210, _ =
2) D’aprées le 1), on a, pour tout p, zZp=ze" " =2ze
n-1 ( p) n-1 .p
f(1+=Jo  _ (=
Donc Sn=EZe ") =Fe" en
p=0 p=0
' _n—»l i
soit Sp=-% en
p=0

On reconnait la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de

LT
. ; L=
premier terme 1 et de raison e 1,

i 2z
donc Sp=-% =
iZL iz
l—-en en —1
; 2|z
Finalement |Sp| = 12
=
48
.M
[— q . ™
Or en —1=cos— —1+isin—,
n n
. 2
i— " . m
donclen —1| =, cos;—l +sin% —

< I
| =\/2—~20051=\/4sin2—w-
n 2n

. ; ‘ .o
soit encore e — 1| = 2sin »—
2n

. |SAl |z|
On en déduit =
n oo
n sin —
2n
.o
sin —
P .oom ™ ; : s
En écrivant nsin 57— = =+ x 2n ,onobtient lim n sin — = —"
2n 2 n— +x 2n 9°
2n
[Sn| 2|2

d’oill finalement  lim
n—+= n T
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voir Isométries planes

Soo$0=Id

ei’n‘ = =1
p n
, T LT
elﬁﬂ = elFl 5 t‘.”.E = ei“ = -]
Z=z |2|= |21
"oz |zl

plus astucieusement, on peut écrire
LS

L G _im
ent—1l=e2n [eg2n _p 2n

-7 I 14

1= a T

en —1=¢g2n x 2isin —
2n

(1]

. T
1= . T
donclen —1 = 2 |sin —

= N =— car
5n 2 sin g O
.
SN 5—
> 0.
™ sin x
On tend vers O et on sait que lim =1
x—0 X
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Systémes
linéaires

A

’.I
gy |

(NovS H‘UEZ_‘IQEE
MAIS LA, MEME
LA SoliTioN M'ET

INCONNUE /£
\ "

it

I - Généralités

A. Systeme linéaire de p équations a n inconnues

Définitions :
d. 1 |Unsystéme linéaire de p équations-a n inconnues dans R est de la forme :
apxy + - + aQipxn = by (E1)
agixy + e + agpxn = by (E5)
b
G T e R + apnxn = bp (Ep)
Lesréels aj, 1<i<p l<j<net b, 1<is<p, sont les coefficients du systéme 3,
Xfisars a5 xn sont les inconnues.
Une solution de ¥ est un élément (xj...., xn) de R™ vérifiant simultanément chacune des p équations
Ey.E;.....Ep.

Résoudre 3, c’est trouver ’ensemble Sy de ses solutions.

=  Sipar exemple n = 3, on évite la notation (x1, X, x3) et on lui préfere (x, y, 2).
» Lesytme I est complétement défini par la donnée des deux tableaux de coefficients :

an

apl

et B=

donc aussi par celle du tableau global :

[ an
asi

5 apl

(75T, R ain
App e apn
agg  eeeee- ajn b
a22 ...... a2” bZ
ap‘Z ...... dpn bn

d.2 |[Le tableau A est appelé la matrice du systeme X
Le tableau B est appelé la colonnne des seconds membres.

by

bn
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sy est le coefficient de I'inconnue x dans I'équation Ei. bi est Iel se;zlzji:ﬁ:if;e Véquation E;,
LyéqU.']l'lOU E; est completement définie par la donnée de la i ig
(2 T ain, bi) ‘ _ . _ . .
Dansla prathue du clélcull on pourra confondre I’équation Ei ﬁt laelslgne L; de ses coefficients : o Parler,
ainsi de transformation du systeme par manipulation sur ses 1gnes.
B. Systémes équivalents
Définition :

i 5 olutions, c’est-a-dire lorsque
d.3 |[Lessystemes X et 3’ sont équivalents lorsqu ils ont méme ensemble de s ] q

Sy = Sy

On note alors : ey

II - Opérations élémentaires :I

On considére un systeme linéaire de p équations a n inconnues:
apnxy t.e.. ... + QpXn = bl (El)

2 -
ap1X1 Frenw 1o nid + QapnXn = bp (Ep)

(o | (T ajn bl T
A9  aeeoes asn, by
M =
L apl ...... apn bn _

|1. Permutation de deux équations|

Théoreme :

t. 1 ‘ Tout systeme 21 déduit de % par permutation de deux équations E; et E; lui est équivalent.

Notation :

n. 1 |Le tableau global M; associé au systéme %, se déduitde M
On symbolisera cette transformation par :

L — L

par permutation, ou échange, des lignes L; et L

[2. Multiplication d’une équation par un réel non nul|
Théoréme :

t.2 |Toutsysteme 2, déduit de 2 par multiplication des deux membres d'une &

est équivalent. quation E par un réel A non nul, 1u!

Notation :

n. 2 |Le tableau global My associé au systéme Zg se déduit de M
L; par \, on dit aussi que la ligne i a été multipliée par A.
On symbolisera cette transformation par :
Li — A Ly
Ce qui signifie que la nouvelle ligne i du tableau est 'ancienne ligne i multiplige par A

par multiplication de tous les éléments de la lign®
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[3. Ajout a une ligne d'une autre ligne multipliée par un réel

Théoreme :

t.3 |Toutsysteme 23 déduitde X en remplagant I'¢quation E; par I'équation obtenue en ajoutant membre & membre

E: et Ej, j # i, multipliée par un réel quelconque, est équivalent a 3,

Notation :

n.3 |Letableau global M3 associé au systéme 23 se déduit de M en ajoutant i i ; tiplié A
On symbolisera cette transformation par : Aontanbald ligng ko le Hgnely mulaphice par i

Li — Li+ \ L
Ceci exprime que lanouvelleligne L; du tableau est I'ancienne 3 laquelle on a ajouté la ligne L; multipliée par A.

[4. Transformations élémentaires]

Définition :

d.4 |Une transformation élémentaire sur un systéme 3 est une transformation de 'un ou de l'autre des types
définis dans les théorémes 1, 2 ou 3 précédents. : :

III - Méthode de Gauss

Appliquer la méthode de Gauss a un systéme X consiste a effectuer sur ce systéme une suite de transforma-
tions élémentaires, qui le transforme en un systéme a inconnues échelonnées, qui pourra alors se résoudre

en cascade.
Remarquons qu’un systéme 3% de n équations a n inconnues est a inconnues échelonnées si, aprés une

indexation correcte des inconnues, il s'écrit :

ajjxy + aigxg + e + Qpxn = b
agaXg + - + QopXn = b1

b
annXn = bn

Ce qui revient a dire que la matrice A de ce systéme ne comporte que des zéros en dessous de la diagonale

ail,. a12, ---, Qnn-

f@gy A1e  -ecvvees ain
0 ag '

: dp-1,n-1 Qn-1.n
| O i we 0 ann =

Théoréme :

t.4 |Etantdonné un systéme linéaire 3, tout systeme £’ quis’en déduit par la méthode de Gauss lui est équivalent.
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Exercices résolus 1

Méthode de Gauss

[ EX 1

Résoudre dans R® le systéme :
x + 4y + 5z = 15
Y 3x + Ty - 2z = 19
-2

4x + y + 3z

Résolution par la méthode de Gauss.
On obtient les systémes équivalents suivants:

x + 4y + bz = 15
DR - By - 17z = -26

- 15y - 17z = -62
x 4+ 4y + bz = 156
29 { - by - 17z = -26
— 10y = -36
On en déduit la solution unique :
18 8 149
y=%.2=17.X=—3§

. s . 149 18 8
c’est-a-dire (x, y, 2) = -85 B 17

[ EX 2 |

——— |
Le systéme ne présente pas de particularits sim.-
plificatrice
Ly — Lp — 311
L’d — L3 — 4L1
Ly — Lg— Iy

Résolution d’un systéme trieangulaire en cascade

Résoudre dans C? le systeme :
x + Iy - 2z = 10
b { x — y + iz iz 90
ix + 8y — (@A+Dz = 30

Résolution par la méthode de Gauss.
On obtient les systémes équivalents successifs :

x + iy - 2z = 10
X3¢ { - (+dy + 2(1+0dz = 10
1+3)y + (-1+idz = 30-10i
x + iy - 2z = 10
S { y - 2z = —-5+5i

(1+3dy + (—1+idz = 30— 10i

x + iy - 2z = 10
33 y - 2z = —5+b5i
(1+7d)z = 50

On 2 ainsi un systéme triangulaire, équivalent a 2.
Sa solution unique est donnée par :
50
= 1-"7i

z = T
y 22—-5+5i —-3-9i

x = 10—iy+2z = 3- 1l

1]
I

IQ‘_LQ—Ll
LS"“_-D._J,—EL]_

1
Ly — —*1-+—II.Q avec

10 1001-0 ,
_1+l"—'_ ) =—-5+5i

Ly — Lz — (1+3i)L,
Résolution en cascade

(1+7i)(1—7i)=50
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EX 3

Résoudre dans R3 le systéme :

D%, = g w 3
xSt 9 .y
Résolution par la méthode de Gauss.
On obtient les systémes équivalents suivants:
T - L— L
Sy + VA = =7 L2 L L2 i 21)3
- 9y - 3z = 22 R
X - zy = 4
Sy 4+ z = =7
22
- 1
3y + z = e
Les équations Ly et L sont visiblement incompatibles, le systéme n’a donc | on dit aussi que le systéme est impossible
pas de solution.

Problémes conduisant a des systémes linéai

EX 4

Trouver les fonctions polynémes f, de degré inférieur ou égal a 3, vérifiant f=-4, f(-1)=4, f(2)=1 et
présentant un minimum en —1.

Toute fonction polynéme f de degré inférieur ou égal a 3 s’écrit :
fixe— ax® + bx® + cx+d aveca, b, c, dréels
Les conditions f(1) = —4, f(—1) =4 et f(2) = 1 sont alors équivalentesa :

a + b + ¢ + d = —4
{—a + b - ¢ + d = 4
8a + 4b + 2¢ + d = 1
D’autre part, si_f présente un minimum en —1, f' s’annule en ce point. La condition f'(—1) = 0 est nécessaire mais non
suffisante pour que [ présente un extremum en
-1

Ainsi (a, b, ¢, d) doit étre solution du systéme :

a + b + ¢ + d = -4

—a + b - ¢ + d = ¢

% 8a + 4b + 2¢ + d 1
3a¢ — 2b + ¢ = 0

Par opérations élémentaires sur les lignes, on transforme 2 en un systéme
i inconnues échelonnées. On sait que les systémes successifs obtenus sont

équivalents.

(a + b + ¢ + d = -4
1 a + -4
Lp — — 3 (Lp — Lq) 31 9 ta 4 85 + @ 5 On notera que les coefficients de d étant les plus
Ly — I3 -1, simples, on a préféré commencer par éliminer d
(3a — 2b + ¢ - 0 dans trois des équations.
1 (a + b + ¢ + d = -4
Ly — 3 (Lg — Lp) ~ s a + c = =4
1 2 2a + b = 3
Ly — 5Ly —Lp) L & = b =. 9
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(a + b + ¢ + d —4

a + C = -4

by o= Ly iy % 42(:1 + b = 3
34 = 5

( b 2 d = 0

a + C = —4

Ly — L -1 24 9a + b = 3
L3a 5

On déduit que I'unigue solution de 24, donc de £, est :
5 1 171
(@bcd=|g-3.-73

En conséquence : si le probléme admet une solution, ce ne peut-étre que :
B g 15 17 1
; 9 8. 1 8 g
i x— 3 X 3 X g X+ 3

Pour vérifier que f est solution effective, il faut s’assurer qu’elle présente un
minimum en —1,

On a f'(x) = 5x% — -gix— —131 donc f'(x) = (Bx— g) (x+1).

On est maintenant en mesure de donner le signe de f/(x) et le tableau de
variation de f.

x |—o® -1 %—g- + o0
0 + 0 - 0 4+
fx) 4 0 Ny, 0 P

On s’apergoit que f présente en — 1 un maximum et non un minimum comme
souhaité : le probléme n’a pas de solution.

[ EX5 |
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La réduction @ une forme échelonnge est tery,
née, cependant, aw moyen d’une :ran.sfo,.mmm;
supplémentaire, il est encore possible d, Simpy;
fier utilement le systéme.

: LTINS
On sait que — L est racine de f* d'oit la factoris,
tion de f'(x) sans calculs ou presque,

(A FACToRiSATion

CHoveFE £ |

On considére les polynémes A et B :
A =x>+x2+x—1 et Blx) =x?~x+2
Montrer qu’il existe un couple unique (P, Q) de polynémes vérifiant l’éga
A(X)P(x) + Bx)Q(x) = 1
avec degP=1 degQ=?2
(deg P désigne le degré du polynéme P.)

lit€ polynomiale :

o

En écrivant P(x) =ax+ b et

Q)= +dx+e on est ramené i un
probléme d’identification.

Alors :

A(x)P(x) + B(x)Q(x)
A(x)P(x) + B(x)Q(x)

I

(a+c)x4+(a+b—c+d)x3+(a+b+2c "

Donc I'égalité polynomiale annoncée équivaut i :

a + c = 0
a + b - ¢ + d 0

b a + b + 2 - d + e = g
—-a + b + 2d -~ e = 0

= b + 2e = 1

O3 422 +x — Lax + b)+(x2~x+2)(cx2+dx+e)

d+e)X2+(-—a+b+2d—e)x—b+2€
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On applique @ X la méthode de Gauss : on obtient des systémes successifls

équivalents.

(a + € = M
b — 2c + d = 1f
2 b + - d + = 0
b + + 2d — e = 0
- b + 2e = 1
(a + = 0
b + - d + e = 0
P b - 2¢ + d 0
1 b + ¢ + 2d — e = 0
= R + 2 = 1
(Q + = 0
b + - d + e 0
s 3c — 2d + e 0
3
3d — 2e 0
c — d + 3e =1
\
(a + = 0
b + - d + e 0
24 - d + 3e 1
3d - 2e 0
\ 3¢ — 2d + e = 0
(a + = 0
b + ¢ - d + e 0
b c — d + 83 = 1
3d — 2 = 0
\ d — 8e = -3
(a + =0
b + ¢ — d + e 0
6 ¢ c — d + 3e 1
3d - Z2e 0
\ 226 = 9
3 est a inconnues échelonnées et donne :
9 3 1 2 il
e=-§§. d-‘—'-ﬁ.C:ﬂ. b=—ﬁ,a:—ﬁ

D’oil I'unique solution (P. @) du probléme :

1 2 o B
P(x)=_-2-§x_ﬁ Q(x)—ggx +ﬁx+ﬁ.

[ EX 6

Ly +— Ly =Ly
Ly — L3 -1y

Ly — Ly + 14

Ly — g

Iy — ~Lg+1Ip
Ly — Lg—Lp

Lse— Ls+1Lp

Ls — Lg

Ls — Ls — 3L
145*——3[.54-144

43

— Ay
L'espace ¢ est rapporté au repere % (O, i . e

On prend les points A, B, C de coordonnées respectives (-3,-2,3),(4,0,-12)et (-1,-2,9).

1)  Vérifier que (O, OA, OB, OC) est un repére &' de €.
2)  Soit M de coordonnées (x, y, z) dans %i.

Exprimer les coordonnées (x’, i/, Z) de M dans ' en fonction de x, y et z.
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1) Les vecteurs OA et OB ne sont pas colinéaires, donc (O, OS-A .
repere de € si et seulement si C n’appartient pas au plan (0. A, B).
C appartient au plan (0, A, B) se traduit par : ,

AN # 4p = =L
il existe N, p réels tels que -2\ = -2
3n - 12p =9
Ce systéme est équivalent a :
-3\ + 4p = -1
A =z A1
— 8 Bo= 8

Et on constate aisément que ce dernier n’admet pas de solution.

2) OM = X' OA+yOB+20C selit 3 + 4 - 7 =x
-9y - 22 =y
83X - 124 + 97 =z

On obtient les systémes éq'u'walenls
X v+ 2 = =3
=3 + 4y - Z = x
3 - 12 + 97 = 2
X + Z = —g
-3 + 4y - Z = x
—6sd + 67 = z+3x
Les équations Ly et Lg se lisent :
y / X oy z
X+ ==-3 o ==
2 et donnent ¢ 4 12
3 X X U,z
¥ =z ==g-3 o it B

2
‘ - . X y z
etensuite 'équation Ly 4y =x+3x' +72 donne y = 3-

EX 7 |

OB, 0C) est un

du BAC | Terminale S | Algébre - Ge‘oméme

6_C'=7\—O7\+IJ~OB

1
L — —gle
Ly —La+ Ly
Les équations 2 et 3 donnent A= 1, ¢t
= —1, valeurs qui ne conviennent Pas poy
léquation 1

en exprimant 5I_VI) = XT + yj’ " Z_kh y
X OA+yOB+20C

en fonction de T T F

on sait qu'il existe un triplet . g ) -
L'objectif est de le calculer et pas de savoir 55

existe

1
L— -5l . L1 — I

Ly — Ly + 3L,

4 24
Trouver trois nombres tels que

= le premier avec la moitié des autres,
= le deuxiéme avec le tiers des autres,
= le troisieme avec le quart des autres,

donne le nombre 17. ‘

1
X+ §(y+z)= 17

Soil (x, y, z) un systéme de Lrois nombres (els que y+ %(x +2)=17

1
z+ Z(X +y)=17
C’est un systéme d’inconnues (x, y, 2) succcssivemcnléquivalem A

2x + y + z = 34
{ x + 3y + z = 51
x + y + 4z = 68
y + Tz = 102
2y — 3z = =17

x + y + 4z = 68

Malgré les mémes seconds membres, il n’y ¢ F%

de particularité simplificatrice apparente.

transformations élémentaires

Ly — -1y + 214
L—1 -1,
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y + Tz = 102
17z = 221
x + y + 4z = 68
On obtient un systéme échelonné de solution unique :
z=13

y=-Tz+102 doncy=11
x=68-y—4z doncx=5
D’oil la solution  (5,11,13).

EX 8 |

45

Ly — —Lp+ 2L

équation 2
équation 1

équation 3

—

Cet exercice nécessite la connaissance du logarithme népérien.

s Ph =2 2
Trouver les systémes (x, y, z) de nombres réels tels que < xy4 gananly
X3 = 3y

La deuxieme ¢quation montre que x, y ou z ne peuvent pas étre nuls. En outre,
x, y, z sont tous du méme signe. Enfin, si (x, y, 2) est solution, il en de méme
pour (—x, —y, —2).

En conclusion, il suffit de chercherles solutions (x, y, z) formées de trois réels
strictement positifs. :

Pour x, y, z strictement positifs, le systéme se lit :

—2¢nx + 3y + 5z =62
nx + 4y + 3lnz =0
3hx — ¥fny + 2z =4n3
Ce systéme est successivement équivalenta :
ny + fhz = % n2
hx + 4y + 3z = 0

~13ény — Ténz = {n3
1
bhy + €z = ﬁ€n2
hx + 4y + 3énz = 0

13
6inz ﬁ€n2+€n3

On a obtenu un systéme équivalent triangulaire,

. 13 1,
ce qui donne Enz=%€n2+g£n3
- 1 7 1
puis (fnyzﬁ(’n.Z—fnz:—gg(fnZ—g{’nS
1 1
et Enx=—-4€ny—3€nz:—€€n2+—6€n3
3\6 -x -1 13 1
cesi-a-dire x=|3| , y=2 663 6, 2z=26636

Les solutions sont donc :

3\¢ _7 _1 131 gyg .2 .1 131
5| .27%376, 28638 et |5 -2 863 6, —26638

(=2]

yz(yzz4) =92, yz>0
xz(y4zz)=1, xz>0
x(x*Z2) =3y, xy>0

Putilisation de €n transforme le systéme proposé
en systéme linéaire d’inconnues

thx tny hz

transformations élémentaires

1
Ly — ﬁ(Ll +2Lp)

Ly — I3 — 3Ly
Ly — Lz + 131
équation 3
équation 1

équation 2

unique solution telle que x>0,y >0,z> 0




46

Le probléme des baeufs de Newton
75 beeufs broutent en 12 jours I'herbe d’un pré de 60 ares.
81 becufs broutent en 15 jours I'herbe d'un pré de 72 ares.
Combien de beeufs un pré de 96 ares peut-il nourrir en 18 jours ?
On suppose que :
= le nombre de rations quotidiennes disponibles au départ par
» le nombre de rations quotidiennes poussant chaque jour p

= tous les beeufs ont la méme voracité.

Soit n le nombre de beeufs cherché, :

= X le nombre de rations quotidiennes consommées par un baeuf,
y le nombre de rations quotidiennes disponibles au départ par arc,
» 2z le nombre de rations quotidiennes repoussant par arc et par jour.

Le triplet (x, y, z) est solution du systeme:

TBx12xx — 60xy - 60x12xz 0
8lx15xx — T2xy - T2x15xz = 0
nx18xx - 96xy - 9%6x18xz = 0

Apres simplifications le systéme précédent s’ écrit :

15% == y — 12z = 0
1356x — 8y — 120z = 0
3 — 16y - 288z = 0

En appliquant a ce systéme la méthode de Gauss, on obtient les systémes
équivalents suivants :

15x -y - 12z = 0
15x - 24z = 0
(3n — 240)x — 9%z = 0
15x -y — 12z = 0
5x - 8z = 0
(n—80)x - 32z = 0
15x -y - 12z = 0
5x - 82z =0
{(n —100)x = 0

Si n # 100, ce dernier systéme admet pour unique solution (0,0, 0) : en
conséquenccon a n = 100.

arc est le méme pour chaque pré, |
ar are cst le méme pour chaque pré,
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g e
(x, y, 2)est solution d'un systeme linéaire 4, trois
équations dans lequel n joue un réle de Paramggr,
On détermine T pour que ce systeme admeyy, ke
solution différente de (0,0, 0)

pour chaque pré, on éerit que la consomngy,,
du troupeau introduit est égale & la somme des
rations disponibles au départ et des rations o
gendrées par la repousse de Uherbe pendon; |,
période considérée

1
L]_ — ELI

1

1

Ly — L, — 8L
L3 — L3 — 161,

1
L‘Z*—gbz

1
Ly — 3lg
Ly — Ly — 4L,

n > 100 : les baeufs meurent de faim
1< 100 : ils meurent d'indigestion

w Bo ALORS ON LE’FAPQ/
PeriT Botuf
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Chapltre 1] [ ...g€ sens auE CEST )
UNE SPEGALITE QUE jf VAIS

LAISSER AUA AUTKES

Barycentres

Angles (Spécialité)

p

I - Barycentre

Dans cette section, on se place dans le plan & ou dans |"espace %.

A. Définition

Définitions :

d. 1 |Un point pondéréest un couple (A, a), ol A est un point et o est un réel.

Un systéme pondéré est une famille finie ¥ = (Ai, 0ti)1<i<n de points pondérés.
= .

Le nombre a= Z «; est le poids de ce systéme pondéré.

i=1

d.2 | Fonction vectorielle de Leibniz associée a un systéme pondéré & :
n —y
c’est la fonction qui, a un point M quelconque, associe le vecteur f (M) = Z ai MA;
i=1

Théorémes :
On considére un systéme pondéré & = (Ai, ai)1<i<n de poids , et la fonction vectorielle f associée.

t.1 Quels que soient les points M et P, T(M) — f(P)=a MP
.2 Si a= 0, la fonction T est constante.

1] existe un vecteur V tel que, pour tout point M, fM) =

t3 lgiax 0, la fonction T est une bijection.

Pour tout vecteur _.L}’, il existe un point M et un seul tel que T(M) =
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Définitions :
TS sy
d.3 i : ¢ ai GA; = 0
Sia# 0, le barycentredu systeme & est I'unique point Qe s [§=:1
* G estl'unique point tel que f (G)= 0.
44 i 6 , le barycentre du systeéme est appelé

Quand tous les coefficients aj sont égaux et non nuls { @i = 7 LAY i
isobarycentre ou centre de gravité du systeme (Ai)1<i=n

»  L'isobarycentre d’un couple (A, B) est le milieu de [AB.
= EtantdonnéA, B, Cdes points non alignés, I'isobarycen tre
du triangle ABC.

B. Propriétés

de A, B, Cestle point de concours des Médianes

[1._Produit des coefficients par un réel non nul]

Etant donné un réel non nul \ et un systéme pondéré ¥ = (Ai, ai)i<i=n de poids a0,
le barycentre du systéme ¥ = (A Aati)j<i<n est le méme que celui de &.

p.1

2. Commutativité ]

P-2 |La fonction vectorielle associée & un systéme & ne dépend pas de l'ordre dans lequel on prend les points

pondérés ; le barycentre, lorsqu'il existe, de ce systéme ne dépend pas non plus de cet ordre.

[3. Associativité |

p.3 p

Soit un systéme ¥ de poids non nul et un entier p strictement compris entre 1 et n ; on suppose que Z aiz 0.

i=1

Alors le barycentre du systéme obtenu en remplagant les p premiers points par leur barycentre partiel Gp, avec

1 P
pour coefficient Z a; (et en conservant les autres points pondérés)

)L estle méme que celui de .
i=

|4. Repérage d’un barycentre |

Théorémes :

t.4 | Etantdonné G barycentre du systeme &% = (Ai, @i)1<i<, de poids as 0
n I

pour tout point 0, Z Qq OTA_I =a 0G
i=1
t.5 | Affixe du barycentre

Etant donné G barycentre du systeme & = (4

ke C’(k} << de ids x -
du plan, I<ksn @€ poids a= 0 et yn repére orthonormal (O, e1. €2/
si on note zy l'affixe de A, pour tout k compris entre 1 et p

I'affixe 2 de G est - 20 = _1_ En:
G o Qe 2y
k=1
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t. 6 coordonnées du barycentre
t donné G barycentr dme P — = =u
Etan ¥ re du S)’StemL F= (Ai»(li)lsi___:_n de pOidS a# 0 et un repére (0, i, j ydu plan,

si on note (xi , yi) les coordonnées de A;, pour tout i compris entre 1 et n
’

T n
les coordonnées (x;, yg) de G sont : XG = —1— (Z o xl) ye = i (Z o yg)
a ’
i=1 « i=1

Dans le cas de poi ’ . R — .
. points dans | espace, muni du repére (O, i , 7 I ), si zi est la troisigme coordonnée de

n
Aj, alors la troisiéme coordonné .
; nneezGdeGestz(;:E Za;zi
i=1

5. Droites ef plons\

Etant donné deux points distincts A et B, la droite (AB) est 'ensemble des barycentres des systemes (A, ), (B. B),

t.7
ou a et B sont des réels quelconques de somme non nulle.
= M appartient a (AB) si et seulementsi il existe t € R tel que : OM = tOA + (1 — )AB
t. 8 |Etant donné trois points distincts A, Bet C, le plan (ABC) est I’ensemble des barycentres des systémes

(A, a), (B, B),(C.v), ot a, B ety sont des réels quelconques de somme non nulle,

= M e (ABC) siet seulementsi il existe t et t' réels tels que: OM = tOA+t0B+(1—t— thoc

C. Lignes de niveau classiques

Etant donné un réel k et une fonction g qui, & un point M du plan ou de I'espace, associe un nombre réel,

la ligne de niveau k de la fonction g est I'ensemble des points M tels que g(M) = k.

[T, Fonction numérique de Leibniz|

On considére un systéme pondéré & = (Ai, ai)1<i<n de poids a.

Définition :

d.5 |La_fonction numériquede Leibniz associée au systeme & est la fonction ¢ définie par :

n
pour tout point M, ¢ (M) = z o MA?
=h |

Théoremes :
Si a= 0, il existe V tel que, pour tout point M, T(M) = W

Si az 0, le systeme & admet un barycentre G.

t.9 ISi a= 0, quels que soient les points MetN, ¢ (M) =¢ (N) + ZIE_/I—NV

t. 10 | Formule de Leibniz
Si a# 0, quel que soit le point M, ¢ (M) =¢ (G)+ « MG2
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[2. Lignes de niveau de la fonction de Leibniz

wpe & b Ared O = : .
o associée a un systéme pondéré F = (Ai, ai)1 <<, de pojg, i

On note 'y la ligne de niveau I de la fonction

1 g =0etsi V = 0, T} est soit vide, soit @ entier (ou 6 entier, en dimension 3).
— =%
Sia=0etsi V# 0, I'jest

= Pt ‘
une droite orthogonale a V' en géométrie plane

= .
i sion 3.
ou un plan de vecteur normal V endimen

t. 12 |Sia# 0, T estsoit @, soit {G},
soit un cercle de centre G (dans le plan)
ou une sphere de centre G (dans l'espace).

MA
3. m=k>0

Soit A et B deux points distincts et k un réel strictement positif.

On note 3y la ligne de niveau k de la fonction R : M — wp
Propriétés :
p-4 I Sik =1, 3 estla médiatrice de [AB] (dans ?) ou le plan'médiateur de [AB] (dans ).

p.5 |Sik# 1, on considére le barycentre G de (A, 1), (B, k) et le barycentre Gy de (4, 1), (B, —k).
) est le cercle de diamétre [G1Gy] (dans P) ou la sphere de diametre [G1 G] (dans ¥).

II - Déterminant

A. Base orthonormale directe

Définition :

d.6 e »
Une base orthonormale ( i, j ) de I'ensemble V' des vecteurs du plan est dite directe lorsque l'angle orienté

— — i
(i, j)admet < pour mesure (en radians).
Théoréme :

t. 13 2 = [ —
Etant donné unebase ( i , j ) orthonormale directe, un vecteur non nul X et

@ une mesure de 'angle (7, ?),

— — = =¥
alors X = (|| X || cos a) N (|| X || sin a) J

B. Déterminant de deux vecteurs

Définition :

d. 7 - —
Etant donné une base ( i , j ) de ¥, on considére deux vecteurs X et Y de coordonné
’ é

(a/,b'Ydanslabase (7, ).

Le déterminantde X et Y dans (T, 7) est:

es respectives (ab

det (}}’.?)= a o

.

=ab' —a'p

= Sil'undes vecteurs X ou Y est 0, leur déterminant est ny|

) et
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Théoremes :

(

~
—
1

. J ) désigne une base orthonormale directe de ¥

t. 14 t donné deux vecteurs X et ¥ X+0 = -
Etan urs X et Y, avec X # 0, on construit le vecteur X', directement perpendiculaired X

—
et de méme norme que X .

det _, _, (?,?) = X’.?

G Ewd D

t.15 | X et Y sont tous deux non nuls,

det _, _,
ST

C. Angle de deux vecteurs non nuls

(X.Y)=|| X ||| ¥ ||sin(X, ¥)

L'ensemble V" des vecteurs du plan est muni d’une base orthonormale directe (1, T).

Théorémes .
t. 16 . By
Etant donné des vecteurs nonnuls X et Y, ;
: s
== det ., . (X,Y)
— — XX T T %
cos(X,Y)= ——— SR V= (1__’,;)'_"
XY | XYl
t.17 | Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.
Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.
D. Interprétation géométrique
Le plan est muni d"un repére orthonormal (O, i, j ).
Théoréeme :
t.18 Laire s d’un parallélogramme ABCD est égale a la valeur absolue de det(__., iy (AB, AC).

g )

D’aprés le théoréme 14 :

det _. _, (AB,AC)= AB' - AC
T

donc det _, _,)(AB,AB)=AH-AB.
€t

La conclusion résulte donc de :

C

|AB || = || AB| “‘qz’“““h‘“'m]
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III - Projections — Théoréme de Thales E |
A. Description

[1. Dans le plan]

Soit 9 et A deux droites du plan, non paralléles.
Definition :

d.8 |La projection py sur% parallélement @ A donne pour image d’un point M le point d’intersection de D et de
la droite passant par M et parallélea A.

= @ est’ensemble des points invariants par po

|2. Dans I'espace|

Soit & et P une droite et un plan, non paralléles.

Définition :

d.9 = La projection p; sur® paraliélement @ % donne pour image d’un point M le point d’intersection de %
et du plan passant par M et parallele a %.

= La projection py sur® parallélement a % donne pour -image d’un point M le point d’intersection de ?
et de la droite passant par M et paralléle a 9.
= L'ensemble des points invariants par p; est %
= L'ensemble des points invariants par p, est %

B. Théoréeme de Thalés

Les théorémes suivants sont applicables 3 toute projection p

qu’elle soit py, p1oupy .
Théorémes :

t. 19 [Soit A, Bet C des points d'images A’, B' et ¢’ par p.

S'il existe k réel tel que AC = kAB, alors A'C =kA'B

» 1'équipollence.
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@oints cocycliques ou alignés (Spécialité)

A. Alignement de points et angles de vecteurs

Théoremes :

t. 21

t. 22

t. 23

Trois points A, Bet C deux a deux distincts sont alignés si et seulement si

(AB,AC)=0 am prés.

cdeRnEd 2 e 1
Etan _o_}nn__}eux points A et B distincts, I'ensemble des points M tels que :
5 (I\_sz, I\E) =0 a2mwprés estladroite (AB) privée de [AB]
« (MA,MB)=wa2mprés estlesegmentouvert]AB|
—_— )
« (MA,MB)=0 ampres est la droite (AB) privée de Aet B

o

Etant donné deux points A et B distincts, la droite (AB) partage le plan en deux demi-plans.
Pour tout point My de l'un, (MlA, MlB) €l0,m[ a2mprés.
Pour tout point Mp de lautre, (M2 A, Aﬁ) e]— mw, 0] a2mpres.

My

My

B. Cercles et angles de vecteurs

On considére, dans le plan orienté, un cercle ‘6 de centre O.

[1. Angle au centre et angle inscrif

Définition :

d. 10 | Etantdonné A, B et M

deux a deux distincts et pris sur ‘6,

—_— — )
» langle (OA, OB) est I’angle au centre,

« langle (Aﬂ, I\Té) est un angle inscrit,
qui interceptent l'arc AB.

Théoreme :

t. 24

Théoréme de I'angle inscrit  Avec les notations de la définition précédente,
(OA, OB) = 20MA, MB), 22 prés

s
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2. Lignes de niveau|

Théorémes':
On considére deux points distincts A et B.

t. 25 |Etant donné e 0 & m pres, I'ensemble des points M tels que
(MA, MB) = & & prés

est un cercle passant par A et B, privé de Aet B. C'est le cercle capable d’angle o construit sur A et B.

t. 26 |Etant donné o 0 a 7 prés, I'ensemble des points M tels que

(MA,MB) =a &2 7 pres
estun arc de cercle passant par A et B, limité par A et B, privé de Aet B. C’est I’arc capabled’angle o construit
sur A et B. :

t. 27 Or; considére quatre poi
points A, B, C et D tels que trois d’ i '
; P ) entre igné atre poin®
appartiennent a un méme cercle si et seulement si cyaiie i el S

(CA,CB) = (DA, DB), a m pres
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[

Exercices résolus

Barycentre, constructic)rq
[(EX1 ]

:-j

e

On note 8 I’angle BAC.

7
1) Vérifier que cos 6= 3

!

Calcule 2
) LGNt

Dans le plan, étant donné un réel a > 0, on considére un triangle ABC tel que BC =2a, AB=AC = 3a.

Soit A’ le milieu de [BC], H I'orthocentre de ABC et B’ le projeté orthogonal de B sur (AC).

et trouver des réels a et vy tels que B’ soit le barycentre de (A, @), (C -

3) Trouver trois réels x, y et z tels que H soit le barycentre de (4, x), (B, y), (C, 2).

1) Le triangle ABC est isocéle de sommet A.

Dans le triangle rectangle ACA’, on obtient sin g = %
s 7 3
On en déduit cos 8= g - B> G
2) Pour calculer B'C = AC — AB' T o

il reste a calculer AB', qui est AB' = ABcos 8 ¢ '

B'A

7 . 2 7"
Parsuitc,AB’:% puis B’Cz%etdonc Fo-3" A9

: , BA . .
Puisque B’ est entre A et C, le rapport To est négatif ‘
BA 7

Ainsi, Sc- 2

et donc 2BTA' + 7B_’(T,‘ - 0 et B est le barycentre de (4, 2)(C, 7).

6
3)OnaB'H = B'Atan 7

OrBA= 7—3(1- et AA' = 2aV/2

7
etdonc B'H = —1—2-a\/§

4
En outre, BB = §a\/§

— 8
CAA' = =, AC=3a CA' = a

21
]
cos B= 1 — 2sin? 7

le point B' appartient a [AC] car les trois angles
du triangle sont aigus
pour cela, on se place dans le triangle rectangle

ABB'

on connait le signe et la valeur absolue

2B/A+TBC=0

dans le triangle rectangle AB'H

vu dans la question précédente et théoréme de
Pythagore dans le triangle rectangle ACA’

4

wn D _AC_ 1
2" AA 2V/2

dans le triangle rectangle ABB, théoréme de Py-

thagore
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J
I : H est entre Bet B
On endédujy 2B _ BB _ 16

B 7 O e
e e . B'B = HB — HE
ctdonc 78'B— 16B'H =0 ouencore 7THB + 9HB' =
. L . B’ est barycentrede (A, 2),(C, 7), vy en Prem;,,
Etenfin, 9HB' = 2HA + THB question '
permet d’obtenir 2HA + THB + THC = 0 .

H est le barycentre de (4, 2), (B, 7), (C, 7).

~/
EX 2 A

o S oints A(0
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O, 1, j ), on considére les-poirl
1) Déterminer les coordonnées du point D tel que DA = DB = DC. : ©n o
2)  Trouver les réels m et n tels que D soit le barycentre de (A. 1)"(5- ”:'L)' St

,3), B(—1,0) et C(3, 0).

I') Le point D est le point de concours des médiatrices du triangle ABC.
La médiatrice de [BC] est la droite d’équation x = 1.
La médiatrice de [AC] est la droite d’équation y = x.

Le point D a donc pour coordonnées (1, 1).

2) Les coordonnées du barycentre de (A, 1), (B, m), (C, n) sont
—m+3n 3 )

l+m+n'1l+m+n

théoreme 6

dans la mesure o0 m et n vérifient 1+ m+n =0, pour que ce barycentre existe
l+m+n#0

Lesysttme ¢ 1+m+n=-m+3n

l+m+n=3

. 3 5

admelt pour solutionm= -, n = - 1

4 4 M—=MN=—_

2

m+n=2
'.,—F{,'/
(Ex3) .
; 1 ' ;

Soit X un réel, A # — 3 €t A, B des points distincts, TR
On considére I"application f;, du plandans lui-méme, qui_ 3 Un poi ! l
1) Quelle est la nature de f_; ? 44l aunpoint M associe le barycentre M’ de (A,1),(B,\), (M, 2\)

2)  Quelle est la nature de f; ?
3) Montrerque,sih# —1eth#0, alors
4) Onprend X = 3 et on considére C tel que ABC soit isoca]

AB = 4), Celrectangleen 4 Construire f3(C) (on pourra prendre

L

A estune homothétie.
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e point M’ est défini par MA+\M'B+2\MM=0

— 1
[)Quand?\=—1, ona MM = EAB
slati 1y
f-q estdonc la translation de vecteur 5AB,
2) Quand A = 1, considérons le milieu I de [AB].

Larelation M'A+M'B+2M'M = 0 sclitaussi MT+MM=T0
—_— 1__ !
ou encore M = §IM

fy estdonc "homothétie de centre I et de rapport % :

3) On suppose A # -1

Si f, estune homothétie, son centre () vérifie /=0,
etainsi, O A+ A 0B=0.

Le centre de |"homothétie fy ne peut étre que le barycentre de (A, 1), (B, A)
Considérons donc ce barycentre ).
MA+\MB+2\MM= 0 selitaussi:

=3

A+ MM Q+2A MM=0

— 2 R
A QM.

I
etdonc O M = 173N

" i 2\
Si A # 0, f, est 'homothétie de centre {) et de rapport 7=~ -

4) On suppose A = 3et AB=4.

Le centre Q est le point de [AB] tel que A ()= 3

C

A

On caleule Q C par le théoréme de Pythagore : Oc=5

Le point €', image de C par f3 est le point de [ C) tel que. 2 C' = 3.

[ EX 4

57

le poids du systémeest 1 +3 X # 0

MA-MB-2MM=10

MA+MB=2MI

M est le miliew de [IM]

et bien entendu, N # — 3
le centre d’une homothétie est invariant

on cherche des informations sur cette homothétie
présumée
A +1 # 0 dans le cas étudié

M A+ N\ M'B =1+ )M Q

|

MM = 'Q+!Tﬁ

=

siAn=0 Q= Aet M = A: une application
constante rn'est pas une homothétie, qui est, par

nature, de rapport non nul

[ est une homothétie de rapport 5

—_—

&—),_;HSQB:TD_'

dans le triangle A Q) C

‘—_
QC—SQC

Etant donné trois p

1)
2)

oints non alignés A, B et C, on construit les points M et N définis par AM = 3ABet AN = %K&

Soit G = (BN) n (CM). Trouver des réels a, B ety tels que G soit le barycentre de (A, ), (B, B). (C, ).
En déduire des réels B’ et y' tels que le point P = (AG) N (BC) soit le barycentre de (B, ). (C.Y").

£ ettt et ) LR i
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m. n et p des différents points.

idé s affixes a, b, ¢, @, .
Considérons les , b, ffixes de vecteurs

1) Pour les points M et NV, en utilisant les

m—a=3b-a) c'est-a-dire m=3b-2a
3 1
3 n.=.‘4‘0+ Za

n—a= Z(C == G.)
o 5 Is que :
Puisque G appartient 2 la droite (BN), il existe des réels x et y (€15 G

g=xb+yn , avecx +y=1.

g Y 3y
Il vient alors g = jzja + xb + <z

De méme, G appartenant a la droite (CM), il existe des réels \ et . tels que

g=hc+pm, avec A + p=1,
Cest-a-dire g=-2pa+3pbtAic

y —
11 suffit donc d’avoir x=3u (2)
gy =A (3)

Avec (1) et (3), il vient A +6 p= 0.

. 6 1
On obtient A = et p=—¢

. 2 6
ce qui donne g = Fa-— Eb +gC
2 3 6
et G est le barycentre de (A, £),(B, —£).(C, 5).
P
G
A B M

2) P appartenant  la droite (AG), il existe u el v réels tels que :
p=ua+vg, u+v=1,

st (2 3v. 6u

c'est-a-dire p= (gm- u) a— —5—b+ ¢

P appartenant aussi a la droite (BC),

il existe B’ et 4/ ¢ .
PP bryc, Bayel B" ety réels tels que :

Su+2v=0 (4)

Pour que ces deux conditions soit vérifiées, on choisit —é v =g’ )
3 5 —_
6 /

gU=Y (6)

.. 3
ce qui donne —putgu=1 eldoncu:-g.

etdonc B'= —let /=2

Ainsi, P est le barycentre de (B, -1).(c,2)
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Géo

e[rip

affAM = m

— Qet 5
de méme Pour les o,
I"eS

G est barycentre de B et N avee deg
de somme non nulle Coemc"-’n!s
théoréme S et propriété 1

3 1
g=xbry| ge*zh

g=kc+ 1 (3b-2a)

en tenant comptede N + =1

avec l'expression de g obtenue ci-dessus

B'+vy'=1
avee (B) et (6)

P est le symétrique de B par rapport aC
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On considére un triangle ABC rectangle en A et on pose BC = 2a.
1) Construire le l;arycentre G du systéme (A,4),(B, -1),(C, —1).
2) Calculer 4GA? — GB? — GC? en fonction de a.

3) Etudier I’ensemble des points M tels que 4MA% — MB? — MC? = —4a2.

1) Le barycentre G du systéme (A, 4), (B, —1), (C, —1) vérifie
2AG = —AB — AC
ou encore, en utilisant le milieu I de [BC] : AG = —Al.

G est donc le symétrique de I par rapport a A.

2) La médiane [AI] a pour longueur a, et donc GA = a.

En outre, BG? + GC? = IB? + IC® + 2GI
Avec GI = 2GA = 2a el IB = IC = a, il vient GB? + GC? = 10a?
et enfin, 4GA? — GB? — GC? = —6ad>. '

3) Notons ¢ (M) = 4MA? — MB2 — MC2. On vient de voir que ¢ (G) = —B8a”.

La formule de Leibniz nous donne ¢ (M) =¢ (G) + 2MG?

Par suite ¢ (M) = —4a? équivauta MG? = a®.

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre G et de rayon a.

=

b

EX 6

le poids du systéme est 2, G existe

théoreme 4, avec O = A

MB + MC = 2MI

[AIl @ pour longueur la moitié de U'hypothénuse

(BC]

sans calculer séparément GB ou GC

2 notation de la définition 5 .~

théoréme 10

en appliquant le théoréme 12, on est en mesure de
dire que c'est un cercle de centre G ; on constate
que ¢ (A) = ~AB? — AC? = —4a®et que, par

suite A appartient & ce cercle

Soit a, b et ¢ des réels tous non nulsettelsquea+b+c= 0.

On considére des points A, Bet C tels que, pour tout point M, aMaA +
1) Montrer que A, B et C sont alignés. .
2)  Montrer que, pour tout point M, aMA? + bMB? + cMC? = aAB -

bl\ﬁ+cM_‘C=ﬁ}.

— == =

AC=bBA-BC=cCA-CB. -

théoréme 10, avec le barycentre Ide (B, 1).(C, 1),
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1) Puisque le poids du systéme (A, q)
que T (M) = aMA + bMB + cMC est constante.
Ici, pour tout M, T = - I
En particulier, T(A)= 0,cequiselit: bAB+ cAC= 0.
On en déduit que AB et AC sonl colinéaires

et donc que A, B et C sont alignés. \
2) Posons o (M) = aMAZ + bMB? + cMC?.

Ainsi, quels que soient les points M et N, ¢ (M) =¢ (N).

La fonction ¢ est constante et, en particulier, pour tout M, ¢ (M) =¢ (A).

c
Nous avons ¢ (A) = bAB? + cAC? et AB? = ?AC?‘

Ainsi, @ (A) = %(C-&- BAC?

etdonc ¢ {(A)=a (—%K&) AC = aAB.AC

Par symétrie des notations, les deux autres expressions de ¢ (M) sont immé-

diates.

e

EX 7

(B. b),(C. ¢) estnul, Ia fonction [ telle

Géom’-"r'h
e

définition 2 et théoreme 2

b#0etc#0

définition B dans le contexte dy, théorem, g
=fne

—

carici V.= 0

AB = — = AC, a la question Précédent,

2
@ (A) = (%+C)AC2

b+c=-a

On considere le barycentre G de (A, ), (B, b),(C,c),ouaq, betc vérfienta+ b+ c#0.

Montrer que ¢ (G) = aGA? + bGB? + cGC2 a pour valeur m(abABZ + beBC? + caCA?).

Avec les notations de ce chapitre, posons ¢ (M) = aMA2 + bMB? + cMC?

@ (M) =0 (G)+ ¢ MG? donne :
¢(A)=¢ G+ g AG® ¢ (B)=¢(G)+c BG? ¢ (C) =9 (G}+ o CG

En formant a ¢ (A) + b ¢ (B) + ¢ ¢ (C), on obtient :

a(p(A)+b(p(B)+ccp(C)=2mp(G)

¢ (A) = bAB? + cAC2
Avec ¢ (B) = aBA? + ¢BC?
¢ (C) = aCA? + pCB2

o 1
il vient ¢ (G) = —U(a.bﬂus2 +beBC? + caCA2).

définition B, dans le contexte de la formule de
Leibniz : théoréme 10

enposantd=a+ b + ¢

avee ¢ (G) = aGA? + bGB? + cGC?

@ (M) = aMA? + bMB? + cMC?

w ET MiNTm

R (A):bAB% cAC? — VN PEU DE SILENCE, Novs

ARRIVONS Av CENTRE

¥ (13): aBA’+ B @;",‘E/

cf(b):adﬁhbdgl
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donné. : '
() a) Construre le point Gy barycentre de (A, 1), (B, 2), (C, 1).

b) Construire le point Gy barycentre de (4, 5), (B, 2).(C _3)
¢) Calculer la longueur Gy Gy en fonction de d. '

b) Construire (E) lorsque Ic = §d2.

i nc é i
onside .
Dans le plan, 0 reun triangle ABC rectangle en A et (el que AC = 2AB = 2d, ou d est un réel strictement positif

Déterminer, suivant le & ) "
2) s valeurs du réel k, I’ensemble (Ey) des points M tels que MA% + 2MB* + MC? = 4ic.

s crer )
B
d
y 2d N ¢

1)a) Quelque soit le point O, 4@; = OA +20B + OC.

En particulier, 4BG, = BA + BC et, en utilisant le milieu B de [AC],

BGy = 5BB

G, est donc le milicu de [BB'].
b) Quel que soit le point O, 40G, = 50A + 20B — 30C.
LT = les 83—
En particulier, AGa = §AB = C
Aves BT, = SAB '+ LAG et BG) = 3AB - JAC
c) Avec A 1—§AB+Z etAGQ—g —ZC
il vient G;Gy = —AC etdonc GGy = 2d.
2) a) Le point G; étant le barycentre de (4,1).(B.2),(C 1),
] vient MAZ + 2MB? + MC? = 4MG? + G1A% + 2G1B” + G1C”.

V10

2
Avec GiA=Gi1B= d-g et GiC = d—z—

il vient MAZ + 2MB? + Mmc? = 4MG% +4d®.

L ensemble (Ej) est donc I’ensemble des points M Lels que MG% = fo—d?
. k<d® (B =@
. k=d? : (B ={G}

k>d? : (E)estlecercle de centre Gy el de rayon /I — d?

b) Pour i = —g-dQ, on obtient le cercle de centre G, et de rayon d —-

2 . .
En se rappelant que G1A = Gy B = d—-, on voit que ce cercle contient A et

B (ainsi que B').

théoréme 4

on a aussi AGy = QAB + ZAC

BA+BC=2BB

4AG, = 2AB — AC

G]_GQZEEQ—A_G;_

théoréme 10

avec le théoréme de Pythagore dans le demi-carré
ABB' et dans le triangle G1JC, ot J est le mulieu

de [AB']

. Fd i, CEST DuR
VE DECOWRR Guion
NE SAPPEULE PAS




Les Cahiers du BAC / Terminale S / Algebre o
62 -

% ’Tlé[,.m
[EX9 ] !

On considére un carré ABCD du plan.

1) Construire le barycentre G du systeme &

ble I des points M tels que I OMA —

j 3) On considére I'application f qui a tout point M associe le point M’ tel que GM = 2MA — MB + ¢

Déterminer la nature de f.

=(4,2).(8, =1 (1.

VB + MC| = | AB|.
2) Construire I'ensem

J 13 Lc.: barycentre Gde I = (A,2), (B —1), (C, 1)est défini par le poids du systéme est 2
NS — ONVIA — MB + MC pour tout point M

2MG = 2MA — MB +

| Ve 1B+ AC avece M = A

} [l vérifie en particulier 2AG = —AB +AC

C’est-a-dire AG = %E'(_: = %A_ﬁ G est donc le milieu de [AD].
2) Légalité || 2MA — MB + MC|| = || AB|| selit 2| MG|| =l AB]|
T est donc le cercle de centre G passant par A.
A

2m=2J\TA—A—d_’B+ATC

L
G

D C
3) L'égalité GM = 2MA — MB + MC selit:
= 9MG ou encore GM' = —2GM
‘ L application f est donc I’homothétie de centre G et de rapport —2.
i [EX 10 s
1, Dans le plan @, on considére un triangle ABC isocele et rectangle enA et on note AB = a.
1) Construire le barycentreGde (A, 2), (B 1), (C, 1) ' i - ‘

2) Montrer que —2MA + MB + MC est un vecteur V mdependa.ntde M et construire le point D tel que AD = V. |
Calculer || AD || et || AG|| en fonction de a.

j 3)  Construire 'ensemble I' des points M tels que || — ZMA + MB + MC | =1l OMA + MB + MC II-
4) Construire I'ensemble ¥ des points M tels que —2MA? + MB? + MC? = &2

1) Le barycentre G de & = (A, 2), (B, 1), (C, 1) est défini par: AT T—

4MG = 2MA + MB + MC

7 = + MB + MC pour tout point M
Tl vérifie en particulier 4AG = AB + AC avee' M = A
Introduisons le milieu I de [BC]. 1l vient alors AB + AC = 247

«C'6ST LA Gu'oN
RESSENT TouTE LA
ERAVITE DU ProBiéme!,




Chapitre 3 - Barycentres Angles (Spécialité)

— 1
Onen déduit AG = QN' G est donc le milieu de [AI.

C D

2) —2m+h—/f§+ﬂ_/f_c)=r8+m= Zm
Le vecleur V est donc indépendant de M.

Le point D tel que-AD = V estle symétrique de A par rapport a I.
On en déduit AD = av/2

— 1= . .
Avec AG:ZAD il vient AG:a?
3)Larelation||—2ATA+M§+R7IE[|=|]2E§+FB+W|| se lit :
2
MG:a—\/‘i:

Lensemble T est donc le cercle de centre G et de rayon a—-; .

4) Notons ¢ la fonction définie par ¢ (M) = —2MA? + MB? + MC?.

Nous avons ¢ (M) =¢ (A) + OMA.V

Comme ¢ (A) = 242, 1a condition _oMA? + MB? + MC2 = a? équivauta
OMA - YV =—a*
2
—_— —F a
c’est-a-dire AM - AD = 5~
L’ensemble & est donc une droite perpendiculairea la droite (AD).

2
a

-
contient G et, en conclusion, & esl

Remarquons que- AG-AD =

Ainsi ’ensemble & la droite passant par

G et perpendiculaire  (AD).

63

avec —VIA + MB = AB et —MA + MC = AC

théoreme 2 dans cette situation

AD = 2A1
diagonale d'un carré de cté a
6= 1Al = ;AD

— g et = E

4ﬁ_45=2M_'AfM'E+J\_/Ié_*
ot —2MA + MB + MC = 2AI

ce cercle passe par I et par A

fonction numérique de Leibniz associée au sys-

teme (A, =2).(B. 1).(C, 1) de poids 0

théoreme 9 avec le vecteur V rencontréa la ques-
tion 2)

—_— —

V =AD

théoreme 11

e e g
AG = ZADetAD=a\/§

EX 11

On donne deux points A et B tels que AB = 6.

: MA _
C'onstruire I’ensemble des points M tels que MB - 3

I : 5 2
La condition imposée équivaut a MA? — 3MB® = 0,et M # B.

Considérons la fonction ¢ associée au systeme (A, 1), (B, —3).

La formule de Leibniz nous conduil i construire le barycentre Gde ce systéme.

e Blcs
G est défini par AG = QAB.

on étudie sur exemple ce qui fait Uobjet de la pro-
priété 5
définition 5 ; le poids du systéme est —2

théoréeme 10

—9MG = MA — 3RTB, avee M en A
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Omé[”‘?
— ]_ —_—
On a, de méme BG = -—§BA.

3 o
2 — 54,
On en déduit ¢ (G) = GA? - 3GB° = _ZAB =54

2
Il s’ensuit que ¢ (M) =54 — 2MG~.
MAZ — 3MB% =0 équivautdoncd MG = 3v3

N
U

3 est donc le cercle de centre Get

A

: ; [ MA
L'ensemble des points M tesl que yrz =
de rayon 3v/3.

EX 12 ]

Dans le plan %, étant donné a > 0, on considére un triangle ABC lel:qu_e AB=AC=3aet BC = 3aV/3. ,

e 5
Déterminer I'ensemble I des points M tels que : 4MA? — 3M32 + 2MC> ;='~36a .

1) Le triangle ABC est isocéle et rectangle en A.
Soit G le barycentre de (A, 4), (B, —3).{C, 2) de poids 3

Le barycentre By de (A, 4), (C, 2) appartient i [AC] et AB; = a. 9AB; + CB; = 0

G est alors le barycentre de B; . 6). (B, —3) propriété 3

C’est donc le symétrique de B par rapport a By car 2G_B{ ~GB=10

B
da 3av/2
A: aLaTa {C
r L
3ai Voo
i 5 | /
i i
| M
By leememeazas v
» 2a G

2) La formule de Leibniz nous assure que I" est u
Lafo q n cercle de centre G, ou {G) | theoreme 12

Plutdt que de calculer 4GA% — 3GB2 + 2GC?, cherchons un pointde I"
Soit By le symétrique de B par rapport i A,
Avec BpA=3a , ByB=6a el ByC=3av2, onobiien
4ByA% — 3B,B? + 2B,C? = _3642
et le point By appartienta I'.

En conclusion, I" est le cercle de centre G et passant par By
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—
Dans le plan‘comp'!exe, ¢tantdonné un entier n > 1, on consideére | i i il 2m
1) Déterminer I'isobarycentre de ces n points espoints A d’affixesz, =e n pour0 <k <n-—1
» s [ . n-1
2) Déterminer I'ensemble T'y des points M tels que | Y A ||
C =n.
k=0
. . 3 5 n—1
3) Déterminer ensemble T’z des points M tels que S | A2 = 2n
C = .
Ie=0
Les 2y sont les racines n®™ de I'unité. On a z;. = 2k 2%
< 1 ZO = 1‘ Z1=e€ n
1 =1
i e I'isobarycentre de il
1) Laffixe d ry s A est nzzk
=0
1 n-1 ‘
C
ou encore — E z
Ile=0
g L1
¢restaa-Aie nl—z somme des termes d’une suite géométrique, avec

la raison z1 # 1 et le premier terme 29 = 1

Cette somme étant égale a 0, I'isobarycentre cherché est I'origine O du repére | zf = 1
orthonormal (O, e, e3) du plan.

n—-1
2) Avec Z AM = nOM ; ' O barycentre du systéme de poids 1t
le=0
n—1 ‘
la condition || Z ArM || = n équivauta nOM = n.
k=0
L'ensemble I'y est donc le cercle de centre O et de rayon 1.
n-1 _ n-1 ‘
3) La formule de Leibniz nous donne Z | A |2 = Z | A0 ||* + nMo?
k=0 k=0
n-1
et donc Z | AcM||% = n+ nMo® OAi = |zi| = 1
=0
Un point M appartient donc a I'y si et seulementsi n+ noM? = 2n
c'est-a-dire si et seulementsi OM = 1. Ainsi, 'y =T.
4) Exemple Avec n = 5, les points Ay, 0 < Jo < 4 sont les sommets d’un B
C

pentagone régulier.
Le cercle circonscrit a ce pentagone €
|MA+MB+MC+MD+ME| =5 L,

C’est aussi I’ensemble des points M lels que : 5
MA2 + MB2 + MC? + MD? + ME® = 10

st I'ensemble des points M tels que :
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Projection
EX 14 parallele & aucun des cotés du triangle.

On considére un triangle ABC et une droite A qui nest
Soit P =An (BC), Q =An (CA), R =An(AB).

B OC RA = |
2) SoitS, TetU des%glrﬁ?apparlenanl i (BC), (CA) et (AB) respectivement et distincts des sommets dy riang],. |
la droite (TU) n et’mt pas parallelc i (BO).

= _ T 1L alignes.
; SC TA UB = 1. Montrer que S, et U sor
On suppose que q

1) Monlrerque =

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Ménélaiis.
1) Soit I1 la projection sur (BC) parallélementa A.

Les points P, Q et R ont le méme projeté P.
Beet C sont invariants par I1. Posons A’ =II (A).

Le théoréme de Thalés nous donne : théoréeme 19
QC PC RA _PA
0A " PA RB ™~ PB

.. PBQCRA PBFC PA .ET LA SOWTION
et ainsi ?Caﬁ—ﬁm@ DES JEU&7

Le résultat annnoncé en découle immédiatement. 00 C 51- geee
2) Construisons la droite A’= (TU). Elle coupe (BC) en S'.
CA
.%\\‘YU
a— N
y 7.
S (I
B g C
T
oE TS
La question 1) permet d’écrire 2 g i_{l =1
TA UB /f,

I %)
O

Avec I’hypothése §_2 E 2 1
SCTAUB

o S'B _ SB o,

il vient SC - SC et parsuite S' =8,

Les points S, T et U sont donc alignés.
S', Tet U le sont par construction
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[(EX 15 ]
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67

2 des vecteurs non nuls W et o =5 - A
1 E_[Em_:j?nne d uls W et U, comparer les angles (— T TN, -t - 3 Fangle
(u, v

2) Montrer que, dans un triangle ABC, (AB, AC) + (BC.BA) + (CA, CB)

= aun multiple entier prés de 2 .
- T i
) La relation de Chasles nous donne (=@, 0) = (-0, W) + (W, ) il s'agit de résultats vus en Premiére
Avec (=T, w)=m a2 mpres, onobtient (-0, ) = (W, T)+ (1)

On obtient de méme :
@: (T,-0)=(d. o)+ m et 3): (-u,-7)
2) Dans le triangle ABC, il vient alors :

avec la relation (1)
A

(AB,AC) = (BA, AC)+ ™

(BC.BA) = (CB, BA)+

(CA,CB) = (AC, CB)+ 7

B

En additionnant membre & membre ces trois égalités, il vient : avec la relation de Chasles
(E,E)+(ﬁ,ﬁ)+(a,€3)=ﬂ & 2 7 prés

EX 16

On considére un triangle ABC non rectangle et H son orthocentre.
Montrer que le symétrique de H par rapport a (BC) appartient au cercle I circonscrit au triangle ABC

Remarque

La notation [m] (resp. [2 7] ) aprés une mesure d’angle signifie qu’il s’agit
d’une mesure a un multiple entier prés de - (resp. 2 ).
S Nertsnts ”’:IE' }TC’) _ (H_B.E) s (A_'C, A_é) " (A_E. I-_I—C*) Relation de Chasles
Avec (ITB-A_rC) = _%I [n] et (A‘_"_B, I‘T’C) = %T [] (HB) et (HC) sont des hauteurs
il vient: (HB, HC) = %T +(AC,AB) + '; [w]
et donc (I*T'B.H—'C) = (AC. A-_é) (7]

2) SOt K le symétrique de H par rapport a la droite (BC).
(KB.KC) = —(HB, H®) (]

une réflexion change un angle en son opposé

Nous avons alors ; (KB, K¢) = (AB, AC) [,

€€ qui montre que les points A, B, C et K appartiennent 3 un méme cercle. | théoréme 27
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En conclusion:
le symétrique de I’orthocentre d’un triangle
par rapport a un cdté du triangle ‘
appartient au cercle circonscrit a ce triangle.
EX 17 " =
' : Sy i p Ats -
i Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (0, i,j)on considére les points
VB . N3
A2,0), B (1+ L] et c(1,+/3)
1)  Déterminer les angles (OA, OB) et (BO, BA). En déduire (AB, AO).
2) Calculer (CO, CA). Qu’en déduire pour les points O, A, Bet c?
V3 — BY s s
1) Tl est immédiatque OA=2 et OB = (1+T V2 OB = 1+T (T +J) et OA=27
{ Avec OA.OB = 2 (1 + —é_?-’) il vient :
j
4 L
l cos(04, OB)= g théoréme 16
V3 2 1+ ﬁ
Destons o Aokl o ABABEG=IL) vy | orfent s det . _ (OA, OB = 3
(i.j) Tath 75
0 1+ T
e BB = 2 théoréeme 16 également

De méme, avec BA=|[1- g) T = (1 + —\;—g) T, on obtient :

2 —§ i
BA=—5— , BO-BA=3 (14.\/5) d’oll cos(BO,BA)=%

: | V3 V3
t etavec det _. __ (BO,BA)=2 1+ﬁ —1——3- 1——3—
cedd ’ J3 V3
. /3 _1_T 11—
il vient sin(B_’o,ﬁ):_z_.

Et ainsi, on obtient (BO, BA) = g (2 ).

Sans avoir 4 faire des calculs analogues, on obtient (AB, A0) = Sm 2 )
AQ) = 45 27

griced (OA, OB) +(BO, BA) + (AB, A0) =m (2 )
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2) Pour déterminer I'angle (CO, C_fl), nous pouvons utiliser :

CO=-1-V3) ,CA=T-v37
pourobtcnir CO=2 ,CA=2 et CO-CA=4,

etaussi CO-CA=2 , det(_., __.;)(CTC’).ai)=2\/§
t.J

>

ST | —
pour déterminer cos(CO, CA) = g et sin(CO, CA) = -

— — s
puis (CO, CA) = (2 .

11 reste 2 remarquer que (CO, CA) = (BO, BA)
pour assurer que les points O, A, B et C sont cocycliques.

[ EX 18 ]

69

méme démarche que pour les deux premiers
angles de la question précédente

théoréme 27 et O, A, B ne sont pas alignés
— —
puisque (BO, BA) # 0 [w]

Déterminer I’ensemble des points

affixe z, tels qﬂé arg(

)

Dans le plan complexe, on considere les ﬁointg_A, Bet C d'affixes respectives z4 = 1,25 =letizo=2+1i.

2—i

z— : :
1) L'argument de - n'estdéfiniquesiz#letz# 2+

¢’est-a-dire si M est différent de Betde C.

— — —2—i . N
Avec z— 2 —i=affCMetz— 1= aff BM, arg (%) s’interpréte

comme étant une mesure (2 2 m prés) de I'angle (MB, MC).

—_— — ™
2) La figure laisse penser que (AB, AC) = (2 7).

: Zpa—2—1
Pour vénfier cela, calculons arg =1 ;

zp—2—-1i -2 ir
gt =——=14+i=/2e%
Za - 1 i—1 .

ce qui montre le résultat espéré.

3) On sait que I'ensemble des points M tels que (MB, MC) = %-est un arc de

cercle limité par Bet C.

Nous avons vu que A appartient & cet ensemble, et ainsi il s'agit de I'arc du
cercle circonscrit au triangle ABC, arc qui contient A, les extrémités B et C
étant exclues.

on ne définit pas Uargument de 0

théoréme 26
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/| séc Aet B.
ntres 0 et O, sécantsen

/!
On considére deux cercles 6 et €', de ce At
Une droite passant par A coupe @enM et

Montrer que (OB, OM) = o'B,0'M) 27

théoreme 24 de l'angle inscrit

(OB, OM) = 9(AB, AM).

| ) Dans le cercle “%,ona

/ i e A
De méme, dans le cercle¢’, ona (O'B,O'M') = 2(AB, AM ).
Ainsi (OB,OM)—- (O B,OM)=2|(AB,AM) — (AB,AM) pour comparer les deux angles, on étudie leur dif
férence

2) Avec (AB, AM) — (AB, AM') = (AB, AM) + (AM’_K"B) _ (AMI'ATW) S P

il vient (OB, OM) — (0'B,0'M') = 2(AM' , AM).

3) Il reste a remarquer que (AM', AM) = 0 (] A, M et M’ sont alignés

pour obtenir 2(AM’, AM) = 0 (2 7]
etdonc (OB, OM) = (0'B, O'M}) 2 7).

.. CENTRE DE GEAVITE




Chapltre |V .~JE NE SAISPAS Povquor

MAiS 3'Ai LE VAGUE PRESENTIMENT

QUE LE SCALARE NE/

Produit scalaire %@

dans I'espace (% %

I - Produit scalaire et orthogonalité

€ désigne l'ensemble des points de l'espace.

A. Produit scalaire de deux vecteurs

De’ﬁn_itioné 5

d-1 |50t T et T des vecteurs de I’espace : on choisit un point A et on construit les points B et C tels que:

v

AB= u et AC=

Le produit scalaire AB - AC, calculé dans un plan contenant A, B et C, ne dépend pas du choix de A dans .

On dit que c’est le produit scalaire des vecteurs U et ©.Onlenote U - 0

T —s == —3 = , . — 2
« Sil'undes vecteurs W ou U est 0,alors U - U =0. » Lecarréscalaire W - & senote @ .

d-2 |55it 7 un vecteur et A, B des points tels que AB=T.

« Lanormede U estlalongueur AB. « Onnote| T | = AB.

B. Regles de calcul

Propriétés :

P-1 | Quels que soient les vecteurs o, 0 et le réel \, :
T-T=T-" OWT="w-QAV)=A(U D)

e s e d B e R el I el S e Al

— b — =3 =
: — — ' =u-:-v+u-w
p. 2 |Quels que soient les vecteurs U, U et W, o (U + W)
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| C. Orthogonalité de vecteurs, de droites

Définition :

i ire est nul.
d.3 | Deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit yenlne

Propriété :

{ ceulement si des vecteurs directeurs de chacune d'elles ont yn Produit

p.3 |Deux droites sont orthogonales si ¢
scalaire nul.
D. Perpendicularité de droite et plan
Propriété :

CT), sont ;wrpendiculnires si et seulement si

p.-4 |Unedroite 7, de base u, et un plan @, de base (v
- T=0ct U -w=0
Définition :
d. 4 I Un vecteur est normal 3 un plan lorsque ¢'est un vecteur directeur d'une droite perpendiculaire A ce plan.

Propriété :

p-5 [Soit P unplanet W unvecteur 1 est un vecteur aormal 3 # et sewlement si
Westnonnul, e U st orthogonal b deux vecteurs non colinéatres de P

E. Surfaces de niveau de m— u anm

Il existe un plan et un seul passant par un point donné ¢t admettant un vecteur normal donné

Théoréme :

t. 1 [Soit A unpointet W un vecteur non nul.

Le plan passant par A et de vecteur normal T est 'ensemble des pownts M tels que w-AM=0

t.2
pour

Soit un point A et un vecteur non nul u . Les surfaces de niveaude M — u - AM sont les plans ayant ur

vecteur normal.

—

* Siu=0,pourtout Mnousavons 0 - AN =0

Ou bien k = 0, et tout point vérifie 0 - AM = ( oy bien k # 0, et aucun point ne vérifie 0. AM =k
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[ﬁ:problémes de distances

A. Distance d’'un point a une droite

Soit P une droite, définie par la donnée d'un point A et d’un vecteur directeur d .
Etant donné un point M, notons H son projeté orthogonal sur 9.

Propriété :

p.6 e = §
Le point H est déterminé par AH = d_;AI\;’
| d |

La distance MH de M 4 & s’obtient alors avec MH? = MAZ — AH?.

B. Distance d’un point a un plan

M Soit ? un plan, défini par la donnée :
= d'unpoint A

« et d’un vecteur normal n.

Hw'ﬁ'
/ A Etant donné un point M, notons H son projeté orthogonal sur &.
&

Propriétés :
P 7 b ey ¢
Le point H est déterminé par MH = —— n
Sk
.8 Sl =y
P n - MA
La distancede M a PP est MH = ” = |
n

i FAUT
SAVOIR. LASSER
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e ——

alaire dans un repére orthonorma]

III - Produit sC

A. Repeére orthonormal

—_ =

), soit I, J, K les points définis par Ol=1,00= 7 - T
droites (O, (0J), (OK) sont deux a deux Perpendicyly
Ireg

Etant donné unrepére (O, T,
Ce repére est dit orthonormal lorsque les

et que ol=0J=0K=1

Théorémes :
&3 \Un repére (O, 7.7, k) est orthonormal siet seulomenifl e
ITI=ITIeTF =T s ik s st
*® | Etant donné unebase orthonormale( i . j . k)desv_ecteurs e espace,e esvecteurs u, v decoordonnge
respectives (x, U, 2), (X, y #) dans cette base,
W=+ y_L/ + zz’
t.5 . e e s LR —
Etant donné une base orthonormale (i , j , k) des vecteurs de I'espace, et un vecteur u de coordonnées
(x, y, z) dans cette base, P
S |
lu | = VR + R+ 22
B. Applications
Propriétés :

pP. 9 |Longueur d’un segment.
s % 2 ¥ —_— o —
L'espace étant rapporté a unrepere orthonormal (O, i, j , k), soit Aet Bles points de coordonnées respectives
(xa. Ya, 2a), (xB, Yp. zB)

La longueur du segment [AB] est AB=/(xg — xs)% + (Us — ya)? +(zg — z4)?

Soit u et v des vecteurs non nuls et un point A ; on construit B et C tels que A—B’ = et ac= "

L'angle (non orienté) des vecteurs u et v est BAC. Ceci est indépendant du choix de A.

p- 10 | Angle de deux vecteurs
Soit des vecteurs Tetv
non nuls ' et v, de coordonnées (x, y, z) et (x', Yy, Z') dans une base orthonormale:

L'angle 8 de ces vecteurs est déterminé par: cos = 0+ yy’ w24

x2+y2+22\/x’2+y'2+212
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@quations cartésiennes de plans, de sphéres

A. Equations cartésiennes de plans

e —

Théorémes -

t. 6 |Soit@ le plan passant par un point donné A et de vecteur normal .

Lespace étant rapporté a un repére orthonormal, soit (x,, YA zp) les coordonnées de A et (a, b, ¢) celles de .

Un point M(x, y, z) appartient a & si et seulementsi : alx —xp) + bly — ya) + oz — z4) = 0

Endéveloppant a(x—xa)+b(y—ya)+c(z—2z4) = 0, on obtient ax+by+cz+d = 0,avec d = i B ezl
['objet du théoréme suivant est d’étudier une réciproque.

t.7 |Etant donné a, b, c et d réels, avec a, b et c non tous nuls, 'ensemble des points M(x, y, z) tels que

ax+by+cz+d=0
est un plan de vecteur normal W(a, b, ¢).

On dit que ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésiennedu plan.
Pour tout A réel non nul, (A a)x + (X b)y + (A c)z+ A\ d = 0 est une autre équation du méme plan.

Propriétés :

Etantdonné a, b, ¢, det a', b, ¢/, d’ réels, avec a, b, ¢ non tous nuls et @’, b’, ¢’ non tous nuls,
p.1 |ax+by+cz+d=0 et a'x+b'y+c'z+d =0sontdeséquations de plans paralléles
si et seulement si il existe A réel nonnul tel que @’ =ha , b'=Ab, ' =xc
p.12 |ax+by+cz+d=0 et a'x+by+cz+ d’ = 0 sont des équations d’un méme plan

si et seulement si il existe A réel nonnul telque @’ =ha , b'=Ab, ¢ =\c et d' =\ d.

p. 13 |Soit® et @' des plans d’équations respectives ax+by+cz+d=0 et ax+by+cz+d =0.
P et P’ sont perpendiculaires  si et seulement si aa’ + bb’ +cc’ = 0.

B. Distance d’un point a un plan

Soit ® un plan, d’équation cartésienne ax + by+cz+d=0..

Théoreme :

t.8 |axg + byo + czp + d|

La distance d'un point M(xp, Yo. zp) a P est Va2 +b2+c2

C. Equations cartésiennes de spheres

Propriété :

hére de centre () (cL b.c) et de rayon r si et seulement si
x—a)l+y— b)? +( (z—cP =

1 hére de centre () et de ra ,
(x — a)2+(y— b)2+(z—c)2 — 2 est |'équation normalede la sphére de centre {1 e yon r

2
En développant (x — a? +(y— by +(

2
avec d=a2+b2+c2—f-

P.14 | Un point M(x, y, z) appartient a lasp

z— o2 =12, ilvient x2+y2+22-2ax—2by—2cz+d=0,
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Théoréme :

t.9 |Etantdonné a, b, ¢, d réels, I'ensemble d’équation  x? + y? + 22 — 2ax — 2by—2cz+d=0
« estvide lorsque a® + b? + ¢ < d,
» est{Q(a b, )} lorsque a® + b% + c? = d,
= est la sphére de centre () (a, b, ) et de rayon \/a2 +b2+c2-d lorsque a?+b%+c2— d>0.

D. Intersection d’'une sphére et d’un plan

Soit une sphére , de centre () et de rayon r, et un plan %.

Soit H le projeté orthogonal de () sur %.
Choisissons un repere orthonormal (H, W, U, W), ot :
« (U, ) est une base orthonormale de ®
» et W est un vecteur unitaire normal a . :
—
[ H &l
Dans ce repeére, les coordonnées de () sont (0, 0, 8),
ol & est la distancede 0 &4 P,
leplan ® a pour équation z =0,
la sphere & a pour équation x2 + y? + (z— 8)% = r?

HQ.

Si Q) n’appartient pas 4 ?, on choisit W =

Propriété :

P- 15 | Soit ¥ une sphére, de centre () et de rayon r, un plan %, et & la distance de () a . intersection de & et P est :
= vide lorsque 8> r,
« réduitea un point lorsque 8=r,

un cercle lorsque 8< r, et le rayon en est \/r2— §2

= Lerayon maximum de & n @ est r, valeur obtenue lorsque 8= 0.
= 5i8=0, c’est-a-dire si P passe par le centre ) de &, le cercle ¥ n @ est appelé un grand cerclede .

Definition :
d. 5 I P est un plan tangent a la sphére ¥ lorsque leur intersection est réduite 3 un point.

Un plan & est tangent & une sphere & lorsque la distance du centre () de ¥ 3 P est égale au rayon de ¥.

.. By CETEFois Si TAi
MoN BAc C'EsT DE

L' HYPERRoLE /.

Z
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Exercices résolus

nention contraire explicite, l'espace

<
s € est rapporté a un repére orthonormal (0,

produit scalaire, orthogonalité et angles
T i

o AG.—2.4), B(=2,1,8)et (1, 1, ).
|) Comment choisir a pour que ABC soit un triangle rectangle en A 7
2) Calculer alors la mesure en degrés de I'angle ABC.

e

0 ABel AC ont pour coordonnées respectives: (=5,3, —1) et (=2,3,a —4). | en particulier, ni lun ni lautre n'est nul
uurpmduil scalaire est 23— a. (=5) % (=2) +3 x 3 +(—1) x (& —4)
Le triangle ABC est rectangleen A si et seulement si o= 23. AB-AC=0

2) Les coordonnées de BA et BC sont respectivement (5, —3, 1) et (3, 0, 20). avee o= 23

[l vient alors : BA-BC = 35, BA =+/35 et BC = /409.

déduit cos ABC = ES— soit cos ABC =0,2925 3 10™% pre = _ BA-BC
Onende =\ 409" =0, a prés. cos ABC = 57— pc
Une calculatrice donne alors ABC = 73 2 1072 prés. i g,

EX 2 |

On considére trois points non alignés A, Bet C.
Déterminer I'ensemble des points M tels que (Z.HTA — 3MB+ 51‘\_/175)) - (2NTA — 5MB + SATC) =0.

Soit G le barycentre de ((A, 2),(B, =3),(C, 5)). la somme des coefficients est non nulle
On peut écrire 2MA — 3MB + 5MC = 4MG.
Avec 1, barycentre de ((A,2),(C,3)), il vient: OMA + 3MC = 5MI

ONA — 5MB + 3MC = 5MI — 5MB = 5BI.
La condition proposée équivaut ainsi a MG - IB =0. 20MG - IB =0

L'ensemble cherché est donc le plan passant par G ct de vecteur normal IB. | théoréme 1

EX 3

=T, — 2 ¢
Etant donné az 0, on considére les vecteurs u (-7 a.8a,=3)et U4, -3a,2a)

1) Délerminer 1'angle (non orienté) 0 de ces vecleurs. A
2)  Peut-on choisir a pour que ces Vecteurs soient orthogonaux !

1) Le produit scalaire de T et T est —2a (14 a® +12a +3).

Avee | T = VI3 a2 49 et || || = lal V16 a? #13,il vient:

théoréme B

14 “2 +12.a +3 o= z: est le signe de «
% = ~1n 113 «2 +9V 16 o +13
14 0:2 +12a¢ 43 =0. produit scalaire nul et oz 0

2 g S
) Les vecteurs T et T sont orthogonaux lorsque - o o
Cette équation n’admettant pas de racine réelle, il n'existe donc aucune valeur| son discriminant réduit est —6

R —

de az 0 telle que les vecteurs soient orthogonaux. sia=0, v =0
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Produit scalaire et norme

EX 4
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Soit U et v des vecteurs non nuls.

—y

1) Dans quel(s) cas est-il vrai que | u

2) Th=NT+TN?

Dans quel cas est-il vrai que || o +

T =NTUNTN? qued T =NT =)

Les égalités proposées sont vraies dés qu'un des vecteurs est nul.
1)De W -0 =||w| x| 0| xcos8, ondéduitque:

] . I— ||| x| 0| sietseulementsi |cos8|=1,

c’est-a-dire si et seulementsi U et T sont colinéaires.
[B9(h0

De méme, U- 0 = | @
et de méme sens.

v || sietseulementsi U et T sontcolinéaires

(1o’

T=[Tx [T

2) |Idv+7T = |+ 7| équivauta | o + ||

c’est-a-dire , en développant et en simplifiant, &

Ainsi, | U+ || =||lu

et de méme sens.

U ||+]| 0 || sietseulementsi W et T sontcolinéaires

EX5|

dans la suite, on suppose U et U non nuls
0 est langle (non orienté) des vecteurs non nyq
—3 —
uetv
leur angle est nul (cos 6= 1)
ou plat {cos 6= —1)

cos 6= 1

comparer des réels positifs équivaut & comparer

leurs carrés
O P ]
1T+ TN = (T +7)
2

2
v +2U -

— —
=u + v v

voir la question précédente

Soit U et v deux vecteursnon nuls : {?" i
2
1) Montrer que | TE=2(| T+ T 4
Interpréter cette égalité en termes de paralielogramme

Montrerque | @+ T|? = || & = 7|2
Interpréter cette propn_ete en termes de parallélogramme.

7+ +|lw

2)

si et seulementsi W et 0 sont orthogonaux.

1) Développons les carrés des normesde W + U etde W — T :

En ajoutant membre 4 membre les égalités suivantes :

II llz—fful|2+ll P+27 - T et

TIP=IZ P+ TP -2T T,

1T+ DI T =TI =2(I TN+ T )2).
Etant donné un point A, construisons les points B, C et D tels que :

—_— — —_— —* e e |
AB=u ,AC=v et AD=u+ v

il vient :

@ + T || et | @ — T || sont les longueurs des diagonales du parallélo-
gramme.

avec || W £ U || =(u':|: U)

AD = A—FB'*'A_Ci. ABDC est un parallélogramme

<l

I
%l
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char

- s’interpréte donc en disant que, dans un parallélogramme,
¢

z CD=AB= u, BD=AC= v

! des carrés des diagonales est égale i la somme des carrés des cotés,
vauta : 47 - 0 =0.

alité gquivauta: 4T -

. en utilisant les développements obtenus dans la
nc vraie si el seulementsi u et v sont orthogonaux.
0

question précédente

Lé
2 Elle est d

jnterpréte en disant que les diagonales d'un parallélogramme sont| parallélogramme ABDC dont les cotés (AB) et
g inte

Celd ii el seulement sice pamllélogramme est un rectangle. (AC) sont perpendiculaires
sonles S1EHT i L ) B
= Jns que ces deux égalités sont vraies lorsque I’un des vecteurs o
-marquot
Re — est le vecteur nul.
ou :

onsidére la droite @ passant par A(—1,2, 1) et de vecteur directeur (1,1, 1),

c 3

On’1 5(2.1,—3) un point de I’espace. o L ‘ :

?)O'l ni;ler les coordonnées du point H, projeté orthogonal de B sur %, ainsi que la distance de B a cette droite.
élert

Le point H est définipar AH = —— g U propriété 6
' 1|
A= oW =2W AB(3,-1,-4)
donc AH=g U = s
On en déduit les coordonnées de H : Xp — XA = ,Z _H_ w2
XH = 1, Y = 4 , zy = -1 H A

La distance de B 2 @ est BH, elle est définie par:

BH? = AB® — AH? propriété 6 : le triangle ABH est rectangle en H.
D'oi BH=Vv14

EX 7 |

On considére un tétraédre ABCD et on note I et J les milieux respectifs de [AD] et [BC].

i i |AC| = || BD| et | AB|| = || CD
Montrer que les arétes (BC) et (AD) sont orthogonales & (IJ) si et seulementsi || AC|| = || BD| et || AB|| I I

EXPIimon ; ] 1 araitre IJ : pour comparei e
[) 5 ” AC || ll BD || en faisant app

#¢’ ~BD = (ac+BD). (AC - BD)

A

J
C .
Avec AC =21+ TJ + JCet BD = BJ + JI + D, il vient:

o =, AG-BD=20
AC+BD=AD+BC et AC-BD=2
11's’ensui que AC?2 — BD? =21J - (AT)+ BC).

A5 - BC) ABz—CD2=Zﬁ-(A_ﬁ+a§)
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2) La condition AC = BD et AB = CD est ainsi équivalente a :
i (AD+BC) =0 et T - (AD-BC) =0,

c'est-a-dire IJ-AD=0 et ﬁ-l?é:O

et ceci exprime que (AD) et (BC) sont orthogonales a (IJ).

EX 8 |

D
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& |

demi-somme et demi-différence des ¢, equationg P
Tp.

cédentes

Tétraédre orthocentrique.

On considére un tétrasdre ABCD tel que les arétes (AB) et (AC) soient orthogonales a (DC) et (DB) respectivement,
On appelle hauteur de ABCD une droite issue d’un des sommets et perpendiculaire @ la face opposée.

1) Montrer que (AD) et (BC) sont orthogonales. .

2) Montrer que les quatre hauteurs sont coucourantes. Leur point commun H est lPorthocentre du tétraedre.

I') Transformons le produit scalaire AD - BC a I'aide de la relation de Chasles.

" AD - BC = (AB + BD) - (BD+DC)
_AB BD+AB DC+BD BD+BD DC

=AB. BD+BD BD+BD DC
=(AB+BD+DC)- BD
=AC-BD

=0

2) Notons A', B, C' et D' les projetés orthogonaux respectifs de A, B, C et D

sur les faces opposées.

Montrons tout d’abord que deux hauteurs sont sécantes.
La droite (DC) est orthogonale aux droites (AA) et (AB)

Elle est donc perpendiculaire au plan (ABA').
La droite (BB') est perpendiculaire au plan (ACD) et donc orthogonale 2
(DC). Ainsi, (BB') appartient au plan passant par B et perpendiculaire  (CD),

c’est-a-dire (ABA").

Les droites (AA") et (BB') sont ainsi coplanaires et, bien évidemment non

paralleles. Elles sont donc sécantes.

pourutiliserA_Tg . 65 = Oet;’%_é- BD=0

AB-DC=0
factorisation apparente

relation de Chasles

deuxiéme hypothése

(AA") et (BB') par exemple

& (AB) par hypothése, et (AA”) est orthogonale
toute droite du plan (BCD)

sinon les plans (BCD) et (ACD), qui leur sont
respectivement perpendiculaires, seraient paral-
leles

~ALORS M TouTA FAIT
D'AGCRD AVEC CE
A GV'ILS DISENT /.
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Montrons maintenant que trois hauteurs ne sont pas coplanaires,

sielles étaient coplanaires, les plans (BCD), (ACD) et CABIDY seeatait
rpcndICLl]aI['CS au plan @ qui les contient,

(AA"), (BB )et (CC') par exemple

qui leur sont orthogonaux

pe

Orthogonales a ce plan 2, les droites (BD) et (CD) seraient paralleles, ce qui| (BD) = (BCD) n (ABD)
l - ’

gst exclu. (CD) = (BCD) n (ACD)

1l reste 2 rappeler que trois droites non coplanaires et deux 3 deux sécantes
sonl concourantes.

tient aussia (CC) et & (DD')

Equations de p_la'n;l
 [EX5o |

Ainsi le point commun i (AA") et (BB') appar-

On considére les plans P-et Dd: €quations respectives 2x dy+3z+5 = 0 et X— 2y +3z—-2=0.

1) Vérifier que & et 2 ne sont pas paralléles. -
2) Déterminer un systéme d’équations paramétri ques de leur mtersecllon 9. :
3) - Former une equatlon cartésienne du plan %R passant par A(2, —2,0) et perpendlculaue a%Peta 91

1) Les plans 2 et 2 admettent pour vecteurs normaux w(2, —4, 3)et T (1, -2, 3)
respectivement. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires. Les plans 2 et 2 ne sont
donc pas paralleles.

2) Soit 9@ I'intersection de P et 2.

d estun vecteur directeur de @ si et seulementsi il est non nul et orthogonal
A etd s

L'orthogonalité de det uetcellede d et v s’expriment par :
2a—4b+3c=0 et a—2b+3c=0

Une solution non nulle est _d+(2. 1,0).
2x —4y+3z+5=0

x—2y+3z—2=0
La droite 9 passe par le point B(—7,0, 3).

Une solution de { est (=7,0,3).

La droite @ admet donc pour représentation paramétrique (=7 + 2t, t, 3).

3) Le plan 9% passant par A et perpendiculaire 3 @ et 2 admet pour vecteur

normal le vecteur d (2, 1,0) directeur de 9.
1 a donc pour équation cartésienne : 2x+y — 2 =0.

[ EX 10 ]

le parallélisme ou Uorthogonalité de plans se dé-
cide au vu de vecteurs normaux @ l'un et a l'autre.

déterminons un tel vecteur par ses coordonnées

(a, b, ¢)

en cherchant une solution telle que y = 0
pour achever de déterminer @, il reste a en donner

un point.
ol t décrit R.

2.x—2)+1-(y+2)+0-(z—-0)=0

Etant donné m réel, on considére le plan Pm d’équation m2x+@m—Ly+mz—-3=0.

Montrer qu’il existe un'point et un seul appartenant a tous les plans Pm -

Un point My(xg, yo. zo) appartient 3 Pm si et seulementsi :
m x0+m(2y0+zo)— yo—3=0
Moy(xg. yo, 2p) appartient  tous les plans #m si et seulement si

xg=0
2yp+20 =0

Le point Mo(0, —3, 6) appartient & tous les plans Pm et c’est le seul.

polynéme de la variable m

le systéme admet une solution et une seule
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Etant donné m réel, on considere le plan @, d'équation x +(2m — 1)y+ mz—-3 =0. ‘
Montrer qu'il existe une droite 9 et une seule, incluse dans (ous les plans P m -

Un point My(xy. yo. 2) appartient 3 P, si et seulement si :
m2yo +2) +xp — Yo — 3 =0 _
My(xp. Yo, 29) appartient  tous les plans @, si et seulement si ;

{ . 2Yyp+2z =0

X —Yyp—3=0 )
Les points qui appartiennent a tous les plans P, sont donc ceux de la droite
<, intersection des plans 9 et Py d’équations :

2y+z=0 et x—y—3=0
x=t+3
Une représentation paramétrique de D est { y=t¢

z= -2t

Cette droite passe par A(3,0, 0) et admet d(, —2) pour vecteur directeur.

EX 12

en prenant t = Y pour paramétre

Plan médiateur d'un segment.
Soit A et B deux points distincts.

Montrer que I’ensemble des points
(AB]. : :

Donner de ce probléme une solution analytique et une sd}utioﬁsvectodelle.

M iéls-qtjeAM = BM est le f:'lan"j:)-erp:éndiéi\i]aii'é a (AB) et passant par le milieu I de

|

- = ~ &
1) Soit(A, i, j . k) unrepére orthonormal tel que: i =——
| AB|
(Jj . k) est alors une base orthonormale du plan perpendiculaire en A i la
} droite (AB).
J
A > B

3

Les coordonnées de A et B sont (0, 0, 0)et (0,0, a).
Etant donné un point M(x, y, z), ona :
jthi\af2=)¢'2+g2+z2 el BM2=(x—d)2+y2+zz.

On en déduit que AM = BM si et seulement si d? — 2dx =0,

L d
c’est-a-dire x = ~

2

A 2 . s - d
On reconnaft une équation cartésienne du plan passant Parle milieu I(§ .0,0)

de [AB] et de vecteur normal AB(d, 0,0).

autant se placer dans un repére ot les calculs sont
allégés par rapport & ceux effectués dans un repire
moins adapté au contexte

oud = AB

propriété 9
AM = BM équivaut ¢ AM? = BM?

d=0

d(x—g)+0(y—0)+0(z—0)=0
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' —2 2
2 La condition AM = BM se litencore: AM — BM =0
suencore: (AM — BM) - (AM + BM) = 0 soit AB- (AM + B) =
Soit I le milieu de [AB). La condition précédente se lit aussi : AD - M =0

On reconnaitune caractérisation du plan passant par I et perpendiculaire a la
droite (AB)

83

2 —
AM? = AM , BM? = BM

AM + BM = 2IM

théoréme 1

On considére les plans & et 9. d’équations respectives :

Déterminer I’ensemble des points équidistants de % et 9.

3x—4y+1=0 et 6x—2y—38z+2=0

1) Etant donné M(x, y, z), ladistance de M a P est : d = M .

|6x — 2y — 3z + 2|

; 7
M est équidistantde P et @ si et seulementsi :

3x—4y+1 6x—-2y—3z+2
5 - 7
3x —4y+1 6x—2y—3z+2
5 - 7 ‘
Aprés simplification, il vient :
3x+6y—5z+1=0 ou 51x—38y—15z+17=0
L'ensemble des points équidistants de P et 2 est donc la réunion de deux
plans.
Notons que ces deux plans sont perpendiculaires, en examinant des vecteurs
normaux a I'un et a I'autre, W (3,6, —5)et v (51, —38, —15).

De méme, la distance de M 4 9 est 8=

ou

EX 14

|3x — 4y + 1|

V32 + (—4)2

|3x —dy+1|  [|6x—2y—3z+2
5 B 7

Ixb51-6x%x38+5x15=0

Soit ABC un triangle.

1) Déterminer I’ensemble des points M tels que || MA +3MB|| = | MB + 3MC ]]
2) Donner une solution analytique lorsque A, B et C sont de coordonncesrespecnves( 1,0, 2) (0,1,1)et(3,0,0).

1) Soit I le barycentre de ((A, 1. (B. 3)),
etJ celui de ((B. 1);4C, 3))-

Il vient || MA + 3MB|| =4|]1\_/ﬁ|| et || MB+3MC|| = 4] MJ||.
La condition imposée équivaut donc a : MI = MJ.
L'ensemble demandé est donc le plan médiateur de [1J].

2) Etant donné M(x, y, 2), les coordonnées de AM + 3BM sont :
(4x+1,4y—3,4z-5)

Celles de BM + 3CM sont (4x — 9,4y — 1.4z — 1).
La condition imposée s'exprime donc par :

(x+ 12 4 (dy — 3)% + (dz — 5)2 = (4x — 9)? + (4y — D>+ (42 = D7,
C'est-a-dire 80x — 16y — 32z - 48 =0.
Ouaussi 5x—y—-2z—-3=0

On reconnait I'équation du plan de vecteur normal w5, -1.-2)

13

€l passant par K(1, 57

I

ﬁ+3ﬁ=—

E+3(J_é=3'

voir lexercice 12

comparer les normes équivaut a comparer leurs

carrés

en développant et réduisant

K est le milieu de [IJ]




84

Sphéres—'
EX 15 |

Soit A et B deux points distincts dans I’espace.

1)

Montrer que la sphére & de diamétre [AB] es

Les Cahiers du BAC / Terminale S /  Algébre - Géomety,,

{ I'ensemble des points M tels que MA - MB = 0.

0,1,1)et(2,2 -1)

2)  Donner une équation de cette sphere lorsque A et B ont pour coordonnées ( |

4553

1) Soit I le milieu de [AB]. Etant donné un point M, nous avons :

MA=TA—IM et MB=IB—IM donc:
MA-MB=TA- B+ - (i + B,

c’est-a-dire MA - MB = H_VI'2 - ﬁz.

L'ensemble des points M tels que MA - MB = 0 est donc aussi I’ensemble

des points M tels que IM = IA,

c’est-a-dire que c'est la sphere de centre I et de rayon IA.
2) Les coordonnées de AM et BM sont (x,y—1,z— Det(x—2,y—2,z+ 1),

Une équation de la sphére de diamétre [AB] est donc :
L+ —2x—38y+1=0

EX 16

il est naturel de faire intervenir le centre g, |,

sphere

sphere de diamétre [AB]

avec M(x, y, 2)
MA-MB=x2+12+2% —2x—3y+1

1)

2)

centre A et le rayon.

Montrer que I’ensemble d’équation X+ o+ —2x+4y+6z+5=

:
0 est une sphere &, dont on précisera le

Etant donné un peint Mg(a. b, ¢) de ¢, former une équation cartésienne du plan & tangent en My a la sphére .

1) 2+ 2 +2%2 —2x+4y+62+5 = 0 s'écritaussi (x—1)2+(y+2)2+(z+3)2 = 9.

On reconnait une équation de la shére de centre A(1, —2, —3) et de rayon 3.
2) Le plan tangenten My 2 ¥ est I'ensemble des points M tels que MoM-AMp = 0
Une équation de % est donc
XXg + Yyo + 220 — X+ Xo + 2y — 2yo + 32 — B2 — x§ — yf — Z5 = 0.
Avec x§+yg+zg — 2xp +4yg +62y +5=10, il vient:
xxg + Yyo + 229 — (x +x0) + 2(y + Yyp) +3(z + 25) + 5= 0

EX 17

X2 —2x=(x—12-1y2+4y = (y+2)* -4
zz+62=(z+3)2— 9

plan passant par Mg et perpendiculaire ¢ (AMp

(x = xp)(xg — 1) + (y — yg)(yg + 2)
+(z — zg)(zg +3)=0

My appartient a &

3)  Préciser le centre et le rayon de ce cercle.

1) On considére I’ensemble d’équation 4 y2 +2% —dx - 2y+6z+5=0.
Montrer que c’est une sphere &, dont on précisera le centre et le rayon.
2)  Montrer que le plan @ d’équation 2x — y + 3z — 2 = 0 coupe & suivant un cercle.
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ey P+ —4x—2y+62+5=0 s'crit (x— 224 (y—1)2 4 (2432 = 9,

On reconnaitune équationde la sphére # de centre (2, 1, —3) e( de rayon 3.

7) La distance de Q au plan % d’équation 2x — y+32 -2 = e :

85

[4—1-9-2

8
V14’

Lintersection de J et % est donc un cercle 6.

1) Le centre H de 6 est le projeté orthogonal de () sur 9.

Le rayon de ‘€ est r? —d? cest-a-dire %

La droite (2 H) passe par ) etelle admet 7 (2, —1, 3) pour vecteur directeur.
Elle a donc pour représentation paramétrique (2 + 2¢,1 — , —3 + 3¢).
Le point H est le point de cette droite qui appartient a @,

c’est-a-dire celui de paramétre ¢ = -

~J] ©

: 22
Les coordonnées de H sont donc (7 % — )

-

EX 18 |

Vd+1+9

la distance d est strictement inférieure au rayon

de F

propriété 15, le rayon de Fest r = 3

et la distance de a Pest d =

2l
N

22+20)-(1-t)+3(-3+3)—2=0

On considére la sphere ¥ d’équation x? + 12 + 22 — 2x + dy+4z+5= Oetle plan % d’équation x — 2y + 2z+ 1= 0.
1) Montrer que I'intersection de & et @ est un cercle 6 dont on précisera le centre w et le rayon.
2) Etant donné un point M(a, b, ¢) de 6, écrire, en fonction de a, b et ¢ une équation du plan [T tangenten M 4 &.
3) Déterminer les coordonnées du pomt N intersection de TI et de la droite (Q0w), ou 1 est le centre de . Que

constate-t-on ?

N+ +22 —2x+4y+4z+5=(x— 12 +(y+2°%+(z+27° -4
L'équation de & s’écritdonc (x — 1)? + (y+ 22 +(z+ 22 =4
¢ est la sphére de centre () (1, —2,—2) etderayon R = 2. -

2
La distance de €1 a % est 3"

La distance de ) i % étant strictement inférieure au rayon de &, I'intersection

4/2

de ¥ et @ est un cercle 6, de rayonr = —5—

Pour déterminer le projeté orthogonal w de £} sur %,

formons une représentation paramétrique de la droite passant par €2 et de
vecteur directeur (1, =2, 2):
x=1+t, y=-2-2t, z=-2+2t

Le point de coordonnées (1+1, —2—2t, —2+2t) appartienta % si et seulement

. 2
Sit= -—g

7 14 22
Les coordonnées de w sont donc (g “9'7 9

)

[1+4—-4+1|
vV1i+4+4

propriété 15

4
4-3

c'est le centre de 6

— ”
n est un vecteur normal @ glb

t réel

1+t—2(-2-20+2(-2+2)+1=0
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2) Le planIl a pour équation: (a— 1}x—a)+(b+2) y—b)+(c+2Xz—c) = 0| plan passant par M et de vecteur normal
.(W(a— 1,b+2,¢c+2)

¢’est-a-dire , aprés simplification, (a—1)x+(b+2)y+(c+2)z—a+2b+2c+5 = 0| Me ¥:a®? +b?> + 2 =2a —4b— 4c—5
voir Uexercice 16

représentation paramétrique utilisée en question
précédente

3) Le point N(1 + t, —2 — 2t,—2 + 2t) de la droite Qw appartient a IT

si et seulement si
(a—1DA++(b+2)-2—-20)+(c+2X-2+2t)—a+2b+2c+5=0,
c’est-a-dire tla—2b+2c—1)—4=0 ouencore —-2t—4=0. en tenant compte de Uappartenance de M a % :|
a—2b+2c+1=0

Les coordonnées de N sont donc (-1, 2, —6). t=_9

On remarque alors que tous les plans tangents & ¥ en un point de € ont le

point N en commun.

[ EX 19

1) Montrer que la dro:tc QD passant par A3, 3 1) etde vecteur du*ecteur d (=2, 1,2) est tangente 2 la sphére ¥
d’ equat1011x2+g,r2+z2 x+2y—4z+3=0.

2) Caractériser les vecteurs unitaires U(a, b, o) tels que la droite passant par A et de vecteur directeur o soll
tangente & ¥

N ne dépend pas du point M pris sur ‘6

1) En écrivant I'équation de & sous la forme

2
(x_%) +(y+1)2+(z—2)2=g

1 3
on voit qu’il s’agit de la sphére de centre Q (i' -1, 2) et de rayon 5

o
x=3-2t

Une représentation paramétrique de Dest { y=-3 +t t paramétre réel
z=1+2¢t
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Etant donné sur @, le point M de paramétre t, la distance de M a ) est donnée

pﬂf .

9

aOM® =9 _18t+ 25

g Ouencore 9(t - 1)% 4

Lc projeté orthogonal H de {1 sur 9 est donc le point de paramétre 1.

g s 9
|l reste a constater que () H® = Z Ppour conclure que H appartient i &, et

donc que 9 est tangente a la sphére.
x=3+at
7) La droite A passant par A et de vecteur directeur @ admet y=-3+bt
z=1+ct

pour représentation paramétrique.

Etant donné le point M de A, de paramétre t, la distance de £ 4 M est donnée
par:

QM2=t2+(5a—4b—2c)t+45

4

. 2
sifeticore € M= (t— -5a+4b+2c) 45 — (5a — 4b — 2¢) _

2 4

Le projeté orthogonal H de ) sur A a donc pour paramétre :
_— S5a+4b+2c

=
45 — (5a — 4b — 2¢)°

1 ;
La droite A est tangente a & si et seulement si H appartient a la sphere & ,
c’est-a-dire si et seulementsi :
45 — (5a — 4b — 20)°
4

et le carré de la distance de () a A est QH? =

= g Ouencore |5a—4b—2c| =6

s 21 2 )
Remarque : la droite % admet le vecteur u (_E' 7 3) pour vecteur directeur

unitaire.
1 2

2
On constate que 5 x (_3) -4x 3 2 x §="6-

Fonction de Leibniz
L; -

__ [EX20]

87

—1+2¢

/
celui qui réalise le minimum de la distance d'un

point de 9 a {)

il est inutile de se servir des coordonnées

(1,-2.3)de H
5
. §+at
QM —2+ bt
—1+ct

a? + b% +c® = 1: U est unitaire

méme commentaire qu'a la question précédente

(5a — 4b — 20) = 36

on vérifie la régle générale obtenue sur le cas par-

ticulier traité

Soit deux points A et B. On considére la fonction f qui, a un p
S(M) = 2MA? + MB2.

2) Déterminer le minimum de f.

: 2
1) Etant donné le barycentre G de ((A,Z),(B,l )) _montrer que f(G) = 3MG" +

oint M quelconque de I'espace €, associe le réel

2 2
-B-AB.
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1) Pour tout point M, on a: L 2__2_ o
VAl = MG2 + GA2 + 2MG - GA et MB®=MG®+GB*+2MG-GB | MA" = M4 _(MG+GA)

et de méme pour MB?

—_— — 9 9
2 4 OMG - B) (M) = 2MA% + MB
Il vient alors f(M) = 3MG? + 2GA” + GB® + 2MG (2GA +B

' 9GA +GB = 0 et f(G) = 2GA2
etdone f(M) = 3MG? + f(G). et f(G) = 2GA? 4 g2

De 2GA+GB= 0,ondéduit GA=—5AB el GB=7AB
2 52,08 oo 4. 4
Il s’ensuit : f(G) = %AB?“ et donc f(M) = 3MG2 + EABZ' 2GA° = QAB  GB? = gAB

2
f(M) = 3A82 et f(M) = §A32

2) On en déduit que la fonction f atleint son minimum en G et que ce minimum
quand 3MG% =0

est f(G) = %AB?

EX 21 ]

Soit A et B les points de coordonnées respectives (1, —1,4) et (2, -1, -4) I
et & ensemble des points M tels que MB'= 2MA. : Rt
Montrer que & est une sphére et que son centre appartient a la droite (AB).
Donner deux démonstrations ; I'une analytique et I’autre vectorielle.

1) Etant donné M(x, y, z), la condition MB = 2MA se lit : MB? = 4MA?
(x—22+(y+12+(z+4)2 =4 ((x— 1)2+(y+1)2+(z—-4)2),

4 40

ou encore :c2+y2 Ty . §x+2y— ?z+17=0 3.x72+3yz+3z2 —4x+6y—40z+51=0

2 S - = 2 ? 20 ? 260
On reconnait une équation cartésienne de la sphére x—=z| + (1P + [z=0] = -
d qQ 2 1 20 P 2v/65 8

¢ centre (E-_ T) etderayon —s
— 1— . —
Comme A () = —gAB, on peut dire que {) appartient i la droite (AB). AB(1,0,-8), E_ﬁ( - % 0, g)
I
2) En factorisant MB — 4MA | la condition proposée se lit : MB = 2MA équivaut a MB? — 4MAZ =0
! 2

(ATB+2m)-(M—B—2nTA)=O ouanﬁz—@_ﬂ =0

c'cslja_-dire Mi-MJ =0, On peut,  ce stade, dire que P est la sphere de
en utilisant I barycentre de ((B. 1). (A 2)) et Jceluide ((B, 1). (A, _2))_ diamatre [IJ], voir lexercice 15

— 2 s 2
Ceci équivaut i (MI+ MJ) = (MI - MJ) (A_fﬂ' + Wf - (ﬂ_ﬁ - W)z =4MI - MJ
2 _32
c’est-a-dire 4M 2 = IJ , ennotant ) le milieu de [IJ].
J .. . " IJ
M Q= - caraciérise les points de la sphére de centre (2 et de rayon 5
I'et J appartenant a la droite (AB), il en est de méme pour leur milieu . propriété du barycentre de deux points distincts

[ EX 22

On considere les points 1(1,0,0), J(0, 1,0) et K(0, 0, 1). Soit f et g les fonctions réelles définies sur € par:
S0 = M + MJ% + MK? et g(M) = MI% + MU2 — 2MK2.
1)  Déterminer I'ensemble & des points M tels que f(M) = 3.
2) Déterminer I’ensemble & des points M tels que g(M) = 4,
Donner, pour chacune des deux questions, deux approches de cette étude : 'une analytique et I'autre vectorielle.
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1) méthode vectorielle |

Etant donné un point G, MI? = GM? + GI? — 2GI - GM M2 = mz = (5} - @)2

Par suite, f(M) = f(G) + 3GM? — 2GM - (a’ + Gl % ﬁ{)

gj G est I'isobarycentre de I, J, K, on obtient (M) = f(G) + 3GM2. L Bl eCR=T

* L : re . » 2
Le triangle IJK étant équilatéral, GI = GJ = GK = 3 it o Bipnnr s R W i
V3 2
de la médiane V2 x 5 %73 |
On en déduit f(M) = 2 + 3GM? 1O =2 ,

L'ensemble & est I'ensemble des points M tels que f(M) = 3.

C’est donc la sphére de centre G et de rayon % - Elle passe donc par O. 3GM? = 1

Méthode analytique
Etant donné M(x, y. 2), il vient: f(M) = 3x2 + 32 +32% — 2x — 2y—22+3.| ME=(x - 1D? +? + 22, MJ? = ...
o +0J%+ OK?2 = 3 montre que O appartient

a¥
' G o 2 2 2
L'ensemble & a pour équation : 2+ gg $2F - gX—gy—gz= 0
2 2 2
o encore - 1 1 1\ 1
uencore: |x—3 | +|ly-g] +|{z-3) =3
. 1§ 1 .
¢ est donc la sphére de centre G | 7. 7.7 | et derayon —= G est, au vu de ses coordonnées, l'isobarycentre
3'3'3 V3
de I J, K
2) Méthode vectorielle
Etant donné un point A, MIZ = AM? + AI® — 21 - AM MZ=M = (AI = AM)
MJ2 = AM? + AJ? — 2AT - AM, MK® = AM? + AK® — 2AK - AM
Par suite, g(M) = g(A) — 2AM - (Fﬁ + A —~ ZAK)
On prenant A = O, il vient : g(M) = —20M - (Ei ® O = 26&) g(0) = or? + 0J2 —20K? =0
L'ensemble @ est donc un plan, de vecteur normal T+ 7 8%k théoréme 2
. e e e _.2
Avec Ae R et My défini par OMg =k OK, on obtient: g(Mp) =4\ OK-0OI=0K  0J =0, OK =1
Pour avoir g(Mj) = 4, il suffit de prendre A= 1. Le plan % passe donc par K.
Méthode analytique -
Avec les expressions de MIZ, MJ2 et MK2, déja utilisées, il vient :
gM) = —2x —2y+4z
L'ensemble % admet donc pour équation: x +y— 2z+2 = 0. —2x—2y+4z=4

C'est le plan de vecteur normal 7 (1, 1, —2) et passant par K(0.0,1).

EX 23

Soit a> 0 et A, B deux points tels que AB = 3a, et e un réel.

1) Déterminer, vectoriellement et analytiquement, I'ensem
2)  Traiter analytiquement ce probléme lorsque les coordonnées

ble des points M tels que : MA? + 2MB? = k.
de Aet Bsont, respectivement, (1. -5,2)et(—2,1,2).
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| ) Méthode vectorielle. . -
: snect GA+2GB= 0
Soil G le barycentre des points A et B, de coefficients respectifs 1 et 2. ;
g8 foet =
. MA? = (MG + GA)
Avec MA? = MG? + GA® + 2MG - GA
2
9 e
oy MB? = (MG + CB)

et MB? = MG? + GB? + 2MG - GB

il vient MA2 + 2MB® = 3MG? + GA? + 2GB” + 2MG - (GA + 2GB)

etdonc MA? + 2MB? = 3MG? + GA® + 2GB®. puisque GA + 2GB = 0

De GA+2GB = 0, ondéduit GA= zBA ¢t GB= 5AB. GA+2|GA+AB) = 0

Il s'ensuit que GA? = 4a® et GB? = d?, AB=|AB| =a

puis MAZ + 2MB? = 3MG? + 6a°.

1

Ainsi MA® + 2MB? = I équivaut A MG? = gl - 6a?).

a) si k< 6a?, I'ensemble cherché est vide,

b) si k= 6a?, il est réduit a G,

; 2 3 k — 6a’

¢) sifc>6a”, c'estlasphere de centre G et de rayon 3
2) Méthode analytique.

Etant donné M(x, y, z) :

MA% = (x — 12+ (y+5)% + (z — 2)

el MB? = (x+ 22 +(y - 1)% + (z — 2),

ctdonc MA® +2MB? = 3x% + 32 + 6x + 6y + 3(z — 2)° + 36,

ou encore 3(x + 1) + 3(y+ 1) + 3(z — 2)% + 30.

11 s’ensuit que MA? + 2MB? = I sécrit : notons que AB® = 32 + 62, soit a? = 5

I
(x+ 12+ (y+ 1P + (2 -2 = 5 - 10.
a) k<30, I’ensemble est vide,
b) Il = 30, I'ensemble est réduita G(—1, -1, 2), on vérifie sans peine que G est barycentre de.
points A et B, affectés des coefficients 1 et 2
¢) Ic> 30, I'ensemble est la sphére de centre G el de rayon 1/ :3—( —10.
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Chapitre V

Produit vectoriel

E— Orientation de I'espace

Dansll’espace physique usuel %, on dispose d‘un observateur noté DG ayant le sens de la droite et de la
gauche.

A. Reperes directs, indirects

Soit (0, i, j . k)unrepere de %, d’axes Ox, Oy, Oz; I, J, K les points définis par :
Oi=7,0J=j ,0Kk=1k
Suppposons l'observateur DG placé sur Oz, les pieds en O, la téte en K et regardant le point I.
Le plan (OIK) partage 'espace € en deux demi-espaces et deux cas se présentent :
(1) : J se trouve dans le demi-espace situé a la gauche de DG,
(2) : J se trouve dans le demi-espace situé a la droite de DG.
Ce procédé permet de partager I'ensemble 9 des reperes de € en deux sous-ensembles disjoints Ry et Rg

correspondant respectivement au cas (1) etau cas (2).
Définitions :

——

d. 1 — — — 3 B T : 1
Deux reperes (O, i, j . k) et (0, i, j .K') sont dits de de méme orientation si et seulement si ils

appartiennent tous deux au méme sous-ensemble 31 ou Rgy. Sinon, ils sonts dits d’orientations contraires.

d.2 Pour distinguer %, et 9y, on convient de qualifier les éléments de l'un d’eux — choisi arbitrairement — de
repéres directs, les éléments de I'autre étant alors qualifiés de repéres indirects.

Lorsqu’on a fait ce choix, on dit que l'on a orientél’espace.

Usuellement, on convient de choisir comme reperes directs les éléments de R, c’est-a-dire les reperes orthonor-
maux correspondants au cas (1).
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Théoreme :
' de €.
L Soit (1 , ¢) une base de W et deux pomts Oet O de
Les repéres 0. 7.7 J Tyet@, i, F ¢ ) sont de méme orientation.
Définition :
‘i1 exi oint Ode$ tel que(o. | 7 =
d.3 Une base ( i , k)de"w est dite directe(resp. indirecte) sil existe un p que(0, 7,7 ’CJS(,”
un repeére d1rect (resp. indirect) de ‘€.
Propriétés :

Soit® = (1. j . k) unebasede W.
p.1 ‘ On ne change pas l'orientation d'une base de W' lorsqu‘on opére sur ses vecteurs une permutation cireyljy,
By = . KT )et By =( .1, ') sont de méme orientation que %.

p- 2 { On change |'orientation d'une base de W lorsqu‘on permute deux de ses vecteurs.

Bo=(j. 1,0k) By= (7.7, et BY =( &, . 1) sont d’orientation contraire de celle de 5
p.3 l On change I'orientation d"une base de W lorsqu’on remplace 1'un de ses vecteurs par son opposé.
Ry = (-1, T F), Py = (T. —7. Je)et %g’ = (T 7 Ef) sont d’orientation contraire de celle de

B. Orientation d’'un plan par un vecteur normal

Soit ? un plan de € et V I'ensemble des vecteurs de %.
P est orienté comme on a appris 2 le faire en géométrie plane.

Rappelons qu’une base orthonormale ( i , j ) de ¥ est directe si et seulement si la mesure principale de
langle( i, j)estégalea o
Dans W, il existe deux vecteurs unitaires normaux 3 % ; is sont opposés I'un de l'autre.

Théoréme :

t.2 o
Il existe un vecteur unitaire W normal 3 P et un seul tel que, quelle que soit ( 1, j ) base orthonormale directe

de ¥, ( i, j.n ) soit une base orthonormale dlrecte de W.

Al toute b I - o St
- Ponrionic base orienounale 1nd1recte( 0.7 )de¥, (i, , n)estune base orthonormale indirecte
de “W.

Définition :
d.4

Le vecteur n du théoréme 2 permet de reconnaitre les bases orthonormales directes de "
On dit que P est orienté par le vecteur n .

Remarques
* Levecteur — " définit I'orientation contraire de celle définje par

»  (i.j)estunebase orthonormale directe de ¥ sj et seulementsi( { ale

directe de ‘W. + J . n)est une base orthonorm

—

n

DG
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Chap 93

11 - Produit vectoriel
A. Etude géometrique

Théoreme :

t.3 |Etant dorme des vecteurs u et C
o de €, on le
e ur associe un vecteur w de la fagon suivante :
« si U et v sont colinéaires, w=0

’
—

- si u et v nesont pas colinéaires, soit O un point de %, P le plan de repére (0, @, 1), & un vecteur

unitaire normal a & et 6 unemesure de 'angle (U, v) dansle plan @ orienté par k :

on pose w = (ll w ||l vl sin B) k.

Le vecteur w ainsi défini est indépendant du choix de O et de T ; il ne dépend que de Letv.

Définition :

d.5 i i iRt 2
Le vecteur w défini dans le théoréme 3 est appelé le produit vectorielde u et v .

Onlenote u A v.
Propriétés :
p-4 | U AU estorthogonal a chacun des vecteurs et

p.5 |Si U et U sont non nulset si § est 1a mesure de I'angle non orienté des vecteurs U et U, @ e [0,7]),
| T AT =217 lisind

Interprétation géométrique de cette norme

— —  —
Soit O, A, B et C des points tels que OA=u,0B= T et OC— u+uv.
B C Lanorme de u A v est égale au double de l'aire du triangle

OAB ; elle est égale a l'aire du parallélogramme OACB.
Si H est le projeté orthogonal de B sur (OA),

A 4 BH = OBsin6=|| 7 ||_sin’é | )
I‘aire de OACBest OAx BH = || |||| U || sin®

p.6 |Si T et U nesont pas colinéaires, T A T est I'unique vecteur W tel que:

« W est orthogonala Teta U,
| u—’H—H 7 ||| 0 Il sin®,

« (.U, w)estunebase directe de W.

—

TATD

onaux, (T, U, W) est une base orthonormale directe de W

P-7 |Si T et T sont des vecteurs unitaires et orthog

siet seulementsi w = U A V-
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JESE: ¥ =
BAT = 0.8 i sont colinéaires.
P8 uAv =0 si et seulementsi u et v

Corollaire

AAC=T0.
Trois points A, B et C de % sont alignés siet seulement si AB

p.-9 |Antisymétrie du produit uectonel

T T
Quels que soient les vecteurs TWetw, AU u
p. 10 |Bilinéarité du produit vectorie[
i g T, W et leréel A,
Quels que soient les vecteurs w, v, ey 00
(W+D)AW= TATD+DAW i (:w v ! W
NTIAT =N (TAT)  UAR D) =AU ATD)
B. Coordonnées du produit vectoriel
Théorémes :
L4 g (i, J, ) est une base orthonormale directe, . | S
Tde Fomk. f o Rl i A S
t.5 Soit ( § ._A Jc ) une base orthonormale directe et des vecteurs u o de coordonnées respectives (x, y, z) o

(x'.y , Z') dans cette base.
Y —(Jz’ zg/): (2 —x2)] +(xy' yx)k

Si L, M et N sont les coordonnées de u A u’, on voit que L, —M et N sont les trois determlnants obtenus en

5 S X
supprimant successivement la premiere, la deuxiéme et la troisiéme colonne du tableau ( 7 ) ;

x’Jz’

III - Produit mixte

Définition :

d.6 | Le produit mixte de trois vecteurs T, U et W est le nombre réel produit scalairede W A T et .
Onlenote [W, D, Wl

[w. v

U..U.LU]:(U_/\ U)-LU

Propriétés : )

p-11 | Le produit mixte de trois vecteurs est nul si et seulement si ces vecteurs sont coplanaires

p-12 |[(w, 0, W) est une base de W si et seulementsi [, T, W] 0.

» Si[W, U, W] >0, cette base est directe » Si[W, T, W) <0 cette base est indirecte
p. 13 . X
Soit A, B, C et D des points non coplanaires. L.
tétraédre ABCD. C'est aussi le volume

e produit mixte [AB AC, AD] st deal 3 aiv Fai » du
al a six fois le volume
du paralléleplpéde admettant pour arétes [AgB], [AC] et [AD).
H . .
Soit K le‘proplate orthogonal de D sur la drojte passant par”’ o
perpendiculaire au plan (AB(), Le volume de ABECDFHG
le produit de AK par l'aire du parallelogrammeABEC-

C'est-a-dire que c’est le produit | AB A AC || AK ||-
On reconnait alors la valeur absolue d produit scalaire de

A_éA‘EEetAB.
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p- 14

p- 15
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Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :

(.7, W =[7.%. %) =0, 7, T)

Lejprodulf muxte-est changé €n son opposé si on échange deux vecteurs :
(W, 0.8 =~[7. %, B = -[¥. B, 7 = (@, 7, ]

) (W, V. w)estunebasedeW sietseulementsi [W, T, W] =0

2) W, U étant orthogonaug et unitaires, (0, 0, w) est une base orthonormale directe de W si et
seulementsi w="u A V.

B. Calculs de distances, aires et volumes

1) Distance d’un point 4 une droite.

) . ) . U AAM

Etant donné un point M et une droite % de repére (A, ), la distance de M a9 est -—-——” u” =1 I :
u

2) Aire d’un parallélogramme ou d’un triangle.
L'aire d'un parallélogramme ABCD (AB = DC) est I ABAAD II-
L ¥ - 1 pyoe-. s
L'aire d’un triangle ABC est §|| AB A AC||.
3) Volume d’un tétraedre.

Le volume d’un tétraédre ABCD est % ‘[FBZE‘ ID] .

C. Plans

1) Vecteur normal
Connaissant deux vecteurs non colinéaires U et U d'unplan®, T AU est un vecteur normal

au plan 2.

2) Equation cartésienne d’'un plan
Si T et U sont des vecteurs non colinéaires, le plan passant par A et de vecteurs directeurs ,

T est I’ensemble des points M tels que [AM, u. v]=0.

3) Intersection de deux plans |
Si P et @ sont des plans non paralléles de vecteurs normaux n et n’, un vecteur directeur de leur

—

; - = !
intersectionest n A n.

D. Calcul d’'un sinus

e |ABAAC|
Etant donné A, B et C distincts, sin =
| AB| | AC|

s de A, B et C dans un repere orthonormal direct, calculer les coordonnées de AB,
i

Avec les coordonnee :
alculer || AB|| et || AC|| ; elles permettront aussi de calculer les coordonnées de

AC. Elles permettront de ¢

AB A KE puis la norme de ce vecteur.
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Exercices résolus |

Propriétés du produit vectoriel

EX 1

Soit T et T des vecteursde I’'espace orienté et xq, Y1, X2, Y2

1) Calculer Wy A Wy en fonction de x, X, Yy, Yg et L A U

desréels. Onpose Wy =x1 U +yg U et Wy = x5 +Y T

—_— ==t A Era E ent si — =
2) Onsuppose W et U non colinéaires. Montrer que Wy €l Wy sont colinéaires si et seulement si x1 1 — xgy; =

1) En développant (x; @ +y; D) A (U +yz ), on obtient :
XX UAU+XYo WA D +Y1Xo UA U +YiYyg U A L.
etdonc: Wy A Wy = (x1ys — xey1) U AT

2) Les vecteurs Vl—fl et Wy, sont colinéaires si et seulementsi leur produit vectoriel
est nul.

Ainsi, W; el Wg sont colinéaires si et seulement si xjys — xoy; =0

EX 2

par bilinéarité, propriété 10

avec Uantisymétrie, propriétés 8 et 9.

— i

uA v # 0, puisque U et U ne sont g

colinéaires.

Montrer que, quels que soient les vecteurs U et U,

B) = E T

1) Si i ou v est nul, la relation est vraie, les deux membres de I’égalité étant
nuls tous les deux.

% o e e = =T
2) Supposons maintenant que ni @ ni U n'est 0 et notons 8 la mesure de
I'angle non orienté des vecteurs o et U

Ona@ -v=||T||Tlcosbet | TAT|=|T||T|sinb

llvientalors | A T+ (T T) =17 | 7 I

EX 3

Le produit scalaire et le produit vectoriel sont nul
deés qu'un des vecteurs est nul. Et la norme d
vecteur nul est 0.

8e [0, ]

propriété 5

sin? @ +cos? f=1

Etantdonné une base orthonormale directe ( i

(744418 4 8

1 !
5:-9 "9 (g —g glet(s. g —g) Montrerque B= (T,

+J+ Je), onconsidere les vecteurs T, et W de coordonnées respectives

Ty [ . ~
U, w) est une base orthonormale. Est-elle directe

On vérifie que I et T sont unitaires et orthogonaux.

Tin 1 T = = e 3
CdlLUlOllsuAu=—8—l(7:—4J —-41()A(4[-_J.+8k)
On obtientalors W A T = 1 Iy T =y
' LAV =g(-47 -8+ )
De U AU = -, on déduit W, 0. =e
st wtque (W', o, — ) est une base orthonormale

On en déduit alors que B esy une base orthonormale indirecte

_ 1

| |? = 5149 + 16 + 16), e
_ 1

170117 = g7(16 + 1+ 64),

— =z W
u- v =-8-—l(28+4—32)

d!’aidede(7 =4 *4)
4 -1 8§

e Tl . qleuder 0
avec la propriété T, il n'est pas utile de calt ul

— . L. jfe auet
normede W, ni de vérifier son orthogonalt
les deux autres
propriété 3
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r—;)—il (.7, & ) une base orthonormale directe de |'c ble W
1 nsemble W des vecteurs de 1"espace
[) Montrer que les vecteurs o = —l-( 1 = .
V3 {47+ BT = ﬁ( T =27 + k) sont orthogonaux et unitaires.
‘terminer les ¢ Ses de =
2) Déctermi s coordonnées de W tel que (T, T, W) soit une base orthonormale directe de W
e aiséme T2 = 5 112
On vérifie aisémentque || w [|“ = 0 ||* = — 1 =, 1
1 ol 1T )2 = gL+ 14D, || T |2 = g(1+4+1)
ctque w - v =0 T .
T (L~ 241)
o 3v2
Ces deux vecteurs sont donc unitaires et orthogonaux
7) Le seul vecteur w tel que (L, F_ w) soit une base orthonormale directeest | Méthodes A-2)
W=uA7T

UAD = T (i+J+k)IACi —2T+_a‘;). Les coordonnéesde w A T
sontalors —=(3,0, -3) c’est-a-di = _
§ \f ire w \/_( i k)
EX 5
On considére des vecteurs w, U el w.
1) Montrerque (U A D)A W =(U - W0 - (D -w.
2) Montrerque U A(D AW)=(U - W7V —(u - v)w.

1) L'égalité proposée est immédiate dés que 'un des vecteurs proposés est nul.

. Ic ) une base orlhonormale d1recte telle que:
et w=ai +bJ‘ +ck

Soit (i i,

u:xi s

v=yi +zj

u
On obtient alors U AU =xzk pl.llb(l_l ADIAWw=—xzbi +x2aj .
D’autre part, avec U w=xaet v w=ya+zbon obtient :
= (ya + zb)x {

w)u—xa(J1+z_;)el(u-wJu :
Ww)u = —xzb i +xza j , ce qui montre

(u -
Il vicnlalor‘:(—r- w)u —(v-

I’égalité demandée.

2) Notons que @ A (U A T)=—(TAWAU.
(T A WA w=(v" )W —(w-uw)v.

On obtient alors :

On choisit [ unitaire et colinéaire @ w, et j

unitatre tel que u, v et J sotent coplanaues

Il reste alors @ prendre ¢ = 1 A _j ;

Les calculs seraient plus lourds dans une base

orthonormale directe quelconque

en utilisant le résultat précédent, et lantisymétrie

En remplagant W par U, U par W et w par

Avec ces deux égalités, on obtient le résultat proposc.

U dans légalité ci-dessus
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EX 6 |

Soit (T. T -I?) une base orthonormale directe de I’ensemble W

Etant donné un réel \, on considére les vecteurs :

—_F

ic

—_
U =

—_

. —  —
uw=AN_=t+j+
. 0. w) estelle une base de W ?
1)  Pour quelles valeursde A (u, v, w)est-€
2) Dans quels cas est-clle directe ?

des vecteurs de I’espace orienté €. ﬁ i

T+}\7+_I; ct_rIJ=

i

+_]+?\F

, c’est-a-dire

1) Les coordonnéesde u A v sont

1 1‘ ‘ 1 ?\‘ .n 1

x 101 1171 X
TAT =(0-NT+1-NTF +A2 Dk

Le produit mixte [, T, w] est donc égal a (1— ) + (1— N+ A (% —1)

cest-a-dire (1— A)2— A — AZ) = (1— M2(\ +2)

(T, D, W) est donc une base lorsque A est un réel différent de 1 et de —2.

2) Lorsque A¢ {1,—2}, la base (', 0, W) est directe si \> —2 et indirecte si
A< —2.

N A |
& partir du tableau ( I ) 1)

définition 6
en factorisant par (1— \)
Méthodes A-1)

Le signe de (1— N)(2— X\ — A2 est celui de
(2+ \), et on utilise la propriété 12

EX 7

Lo — Sl
Soit u et v des vecteursdonnés, u = 0,

2)

L réels.

1) Montrer que s’il existe X tel que W A X = D, alors U et D sont orthogonaux.
On suppose T et U orthogonaux. En utilisant I'exercice 5, montrer que X =

En déduire que les vecteurs X qui vérifient W A X = U sont les vecteurs X5+ A T, oit A décrit I’ensemble des

5 U AU vérifie UAXy = 0.

(e

1) C’est la propriété 4.
2)yNousavons U AT A W)=("W - W)T - (W -

A?’) =7U.

U AXg.

; o =5 1
Il vient alors W A X5 = uA(:—ZT
Il |l
32 . —_ —_— —_— 5. s — —_
L'équation u A X = v s'écritdonc @ A X =
Cest-d-dire u A(x —xg)= 0.

Cette équation équivaut alors 3 X — Xg =\ U, avec A réel.

—

Les solutions sont les vecteurs X = T T AU+ N T, ol \ estun réel.

|l

Applications du produit vectoriel

EX 8

en utilisant lexercice 5-2)

car U et U sont orthogonaux

par bilinéarité

propriété 8

Soit A, Bet C des points de I'espace.

2)  Déterminer I’ensemble des points M tels que (2MA + MB) A (2MB —

1) Déterminer I'ensemble des points M tels que (2MA + MB) A BC = 0

MCO) = 0.

1) Soit G le barycentre de ((A, 2),(B, 1)).

La relation proposée équivaut alors 3 MG A BC=10
Si1 B = C, tout point M convient.

2MA + MB = 3MG
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SiB# C. MG A BC = 0 ‘csl vrai st et seulement si M appartient a la droite | MG est colinéaire & BC, propriété 8
passant par G et paralléle a (BC).

2) Construisons en outre le point H, barycentre de ((B, N ol _1)). BH = —BC
La relation proposée équivaut A MG A MH = 0. IMB — MC = MH
Lorsque G = H, tout point M convient. Avec B'_G- = %ﬁ on vérifie que G = H st et

seulement si 2BA + 3ETCi7 = 6

Lorsque G # H, MG A MH = 0 est vrai si et seulement si M appartient a la MG et MH sont colinéaires, propriété 8
droite (GH).

EX 9

Déterminer I'angle des droites 9 { hg=d et G { 3x—-2y—2z+2=0

x+2y=5 x—2y—-2z-3=0

La droite @ admet pour vecteur directeur le produit vectoriel de (0, 1,1) et| Méthodes C-3)

(1.2,0), c’est-d-dire (2. 1,—1). On peut prendre d (2, —1, 1) pour vecteur
directeur de 9.

De méme, un vecteur directeur de @’ est (0, 2, —4) ou encore d'(0, 1, —2).

—b
!

: : o — o - =
Déterminons I'angle 8 non orienté des vecteurs d et L'angle non orienté des vecteurs d et d

appartient a [0, 7).

Si Be [0, %T], langle avde @ et %' est 8.

0
Si Be ]T.ﬂ].!’angleade@etgﬁ’ est ™ — 0.

Avec d -d =] d ||| d' || cos 6, nous déduisons cos 6= — 10°
: 3 , m ) ’ o
Nous en déduisons que 6 est I’angle de cosinus — 1 compris entre - et| puisque son cosinus est négatif

.

: /| 3
L'angle non orienté de & et 91)’2 est‘donc m — 8, une calculatrice donne, pour | cos(m — 6) = 10
valeur approchée, 1 rad a 107~ pres.

EX 10 l
L’espace étant rapporté a un repere orthonormal direct (O, i, j . k), onconsidére les points A, B et C de coordonnées

respectives (1,1,0), (2,1, -1)et (3.2, 1). o
1) Calculer les coordonnées du produit vectoriel de AB et AC.
2)  Calculer la distance de C a la droite (AB).

Les coordonnées de AB et AC sont (1,0, —1) et
(2,1, 1) respectivement.

On s'aide alors du tableau (1 0 _1).

R

0 10‘
1 1 1 2

2 1

I') Les coordonnées de AB A AC sont

¢'est-a-dire (1, -3, 1).
2 1 1

Méthodes B-2)

_ . ]
~2) Laire du triangle ABC est .2.” AB A AC||. C'est-a-dire —5—.
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ié 2 hAB
En notant h la distance de C a la droite (AB), celte aire est aussi égalea 5 AB.

11
Avec AB = v/2, on obtient alors h = o

EX 11
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h est la longueur de la hauteur issue de C.

Méthodes B—1) Le principe de cette régle ps;
ici revu sur un exemple.

B e, I e -
Montrer que AB A AC = BC A BA = CAA CB.
b oote
sinp =~ siny’

1)
2)

a
En déduire que — =
M Shna

On considére un triangle ABC et on pose a = BC, b= CA, ¢ = AB, a= BAC, p=

CBA et yz@.

. —3 —— s
1) Avec BC = AC — AB, il vient :

BCABA=ACABA—ABABA
BCABA =ABAAC

De méme, avec CB = AB — AC, il vient: CA A CB = ABA AC.
2} En éerivant I’égalité des normes de ces trois produits vectoriels, il vient :

bcsin o= casin B= absin v.

- . sina sin sin
En divisant par abe, on obtient g B =— L

, .a b c
11 s’ensuit = — = —.
sSina  sinff  sinvy

Pour comparer ABAACet BC A BA, on ramén,
tout & A par la relation de Chasles.

par bilinéarité.

3 . e
par antisymétrie: ABA BA= 0
— =4

et ACABA = —BAAAC = ABA AC

Par exemple :

| ABAAC|| = AB- AC sin CAB = besin o,

dans le triangle ABC, abc # 0

dans le trianglee ABC, aucun angle n'est nul ni
plat.

L'espace € est rapport€ a un repére orthonormal (O, i,

o k). On considere le 'poir:lt'A(l, 0,1) etle vecteur ?(1. 1,2)

1) Calculer le carré de la distance d’un point M(x, y, z)  la droite 9 de repére (A, ).
2)  En déduire une équation cartésienne du cylindre de révolution d’axe & et de rayon 1.
. g o U N AM
1) Le carré de la distance de M a 9 est =
[

Les coordonnées de E’/\A_ﬁsont (z=-2y—-12x—-z— l,—x+y+1)
On en déduit :

— =D

u AAM 1
”____2_” = 56 + 5% +22% — 2xy — dxz — dyz — 6x + 6y + 3)

Il wl

2) On en déduit que le cylindre de révolution d’axe 9 et de rayon 1 admet pour
équation cartésienne :

5x2+5y2+222—2xy—4xz—4yz—6x+6y—3=0

EX 13

Méthodes B-1)

avec la tableau( 1 1 2
x—-1y z-1

lul?=6

Ce cylindre est l'ensemble des points M tels que la
distance de M a la droite D soit égale a 1 (rayoh
du cylindre)

L'espace € est rapporté 4 un repére orthonormal direct o,
On considere les points A(1,1,1), B(2,0, -2) et O(—1, 1,5).
1) Montrer que A, B el C ne sont pas alignés. On note % le plan contena

2)  Calculer la distance du point D(1, —1, 1) au plan® ap
3)

NS

i int D L1 artir du volume du tétraédre ABCD.
Calculer la distance de D & % a partir d’une €quation cartésienne de ce plan

nt ces trois points.




Chapitre 5 : Produit vectoriel

N = _SF‘eIA—C_z ~2'1 +47¢, on déduit -
ABAAC=-41 +27 2%

I)DCJETB:

AB A AC n’élant pas nul, les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et les
points A, B, C ne sont pas alignés.

2) Laire S du triangle ABC est §|| ABA AC||, ¢’est-d-dire /6.

Le volume V de ABCD est 3 ‘[AB,AC.AD] , c’est-a-dire E(ABA AC) - AD.

g.
Soit H le projeté orthogonal de D sur @ et h = DH.

Ainsi, avec AD = -2 j , on obtient V = 2

Le volume de ABCD est aussi égal i %hs On en déduit que h = \/g

3) Le plan passant par A et de vecteurs AB et AC est I'ensemble des points
M(x, y, z) tels que [A_B.R. ATJ] =0.

Avec AM = (x— 1) § +(y—1)J +(z— 1), on obtient 2x — y+z—2 =0
pour équation de 2.

On en déduit que la distance de D & P est \/g

EX 14

101

avec ( el )
-2 0 4

propriété 8

Méthodes B-2)

Meéthodes B-3)

D

A
B

Méthodes C-2)

Soit (2, —1,1) et M(xq. yg. 29)- La distance [
|20 — Yo + 20 — 2| i
|7l

de M a P est

L espace est rapporté a un repére orthonormal direct (O, j , j . k).

sont (1, —1, 1) et (2, 3, 0) respectivement.

Donner une équation cartésienne du plan % passant par A(2, —3, 1) et de base (t, ) ou les coordonnéesde W et U

Un vecteur normalau planPest T = WA D,
- -1 1|1 1 T =l s e s
Sesde T t , ¢’est-a-dire :
Les coordonnées de 7t sont 3 0 ‘ 0 9 e 5 3
T(=3,25)

Un point M(x, y, z) appartient 2 & si et seulementsi n - AM =0

On obtient alors —3x + 2y + 5z + 7 = 0 pour équation de .

Méthodes C-1)

1
2

-1
3

1

avec le tableau (
0

)

Meéthodes C-2)

EX 15

Déterminer 'intersection des plans @ et @' d’équations respectives 2x + 3

y—4z—-1=0etx+y+z—-3=0.

—_—
Les plans @ et @' admettent 7 (2,3, —4) el n'(1,1,1) pour vecteurs normaux
respectifs. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires et ainsi & et P’ ne sont pas
paralléles. Leur intersection est une droite. Notons-la %.

Un vecteur directeur d de @ est n A n'.

Les coordonnées de d sont (7,—6,-1)

Un point A de 9 est celui de coordonnées (8, =5, 0).

Méthodes C-3)
2 3 -4

avec
(1 1 1)

2x+3y—4z=1
en prenant z = 0 dans

X+ y+ z=3
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; " —5,0) et de
Lintersection de @ et @' est donc la droite passant par A(8,

vecteur directeur d (7, =6, —1).

Les Cahiers du BAC /| Terminale S | Algébre - Géométra’e

EX 16

_

=
L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (@ i, Jvk)

Etudier leur intersection.

—z—3=0. \\

- = -2
On considére les plans @ et @' d’équations respectives 3x — 2y — Z+ D= et o 2 )

Les plans @ et @ admettent respectivement (3, =2, —1) et n'(1,~2,—1)
pour vecteurs normaux.

el ;1-; n'étant pas colinéaires, les deux plans ne sont pas paralléles.

Leur intersection est donc une droite. Notons & cette inte_rseciion.

Un vecteur 8 directeur de 9 est colinéaire au vecleur—r_{ An.

Les coordonnées de ce produit vectoriel sont :

-2 -1 -1 3 3—2)
' 1 -2

-2 -1 -1 1
Un vecteur directeur de 9 est aussi T —2%.

Cest-i-dire & = 27 — 4.

Il reste a déterminer un point de %. On peut chercher le point de @ de
troisitme coordonnée nulle, ¢'est-d-dire celui dont I'abscisse et I’ordonnée

. 3x—2y=-2
sont les solutions de
x—2y=3

11
On obtient le point A(—g. == 0).

EX 17 |

il n'est pas utile de former leur produit vectorig 1

=¥

=
il est orthogonala n eta mn .

1
%
cette droite n'étant pas paralléle au plan d'équa-
tionz=0

B

L'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (0, T 7 T«:’).
Calculer I'aire du triangle ABC dans les cas suivants :

1) A@2,-1,1), B(0,-3,2), C(®6,3,-1).

2) A2, =1.1) " B, =8,2)- - Cc2:=314)

1) Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées respectives :
(=2,-2,1)et(4,4,-2)
IIs sont colinéaires et le triangle ABC a une aire nulle.

2) Les vecteurs AB et AC ont pour coordonnées respectives -

(=2,-2,1)et(0,-2,3)

Les coordonnées de leur produit vectoriel sont :

-2 1 1 -2 -2 -2
(—2 3 3 0 0 -2
Ce produit vectoriel a pour norme 2v/17.

) c’est—a—dirc(—4.6.4).

L'aire du triangle ABC est donc /17.

réservons les calculs aux cas oit ils sont utiles !

ils ne sont pas colinéaires

cest l'aire du parallélogramme ABDC construi!
sur ABC
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Isométries planes

aQz
(Spécialité)

—ﬁ} SAIS, DANS
Wl /L EDITION LS ONT
oS DES NEGRES,

On note ? 1'ensemble des points d'un plan. Ce plan est orienté.

I - Isométries - Rappels

d. 1 ‘ Une application du plan dans lui-méme sera appelée une application ponctuelle.

d. 2 l Une application ponctuelle bijectivesera appelée une transformation ponctuelle.

A. Définitions

* la transformation identité du plan se note Idg.

d.3 ' Une isométrieest une application ponctuelle qui conserve les distances.

= Soit f une application ponctuelle. On dit qu‘elle conserve les distances lorsque :
quels que soient les points M et N, d’images respectives M’ et N’ par f, M'N’ = MN.

B. Translations, réflexions, rotations.

Propriétés :

p-1 | Toute translation, rotation ou réflexion est une bijection de P sur lui-méme.

P2

p.3

P.5

P.6

—_
: - ] ; - =
= La composée des translations de vecteurs u et u estla translation de vecteur u + u'.

La réciproque de la translation de vecteur U est la translation de vecteur — I .

= Lacomposée des rotations de méme centre O, d'angles 6 et 8’ est la rotation de centre O et d’angled + @’
La réciproque de la rotation de centre O et d’angle 0 est la rotation de centre O et d’angle — 8.

= Lacomposée de deux réflexions d’axes & et %', sécants en O, est une rotation de centre O.

»  Lacomposée de deux réflexions d’axes & et %' paralléles est une translation.

Une réflexion est sa propre réciproque.

Toute translation, réflexion ou rotation est une isométrie.

Une translation de vecteur non nul n‘admet aucun point invariant.
Unerotation d’angle non nul admet son centre pour unique point invariant.
L'ensemble des points invariants par une réflexion est son axe.

Toute translation, réflexion ou rotation conserve :
« lorthogonalité et le parallélisme, » les distances et les aires,
» l‘alignement de points, » le milieu d'un segment,
« le contact entre une droite et un cercle, entre deux cercles.

Toute translation, réflexion ou rotation transforme :
s une droite en une droite, = un cercle en un cercle de méme rayon.

Une réflexion change un angle orienté en son opposé. Une translation ou une rotation conserve les angles

orientés.
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II - Isométries planes

A. Décomposition d’'une isométrie

Théoremes :

t.1 |Lacomposée de deux isométries est une isométrie.

: e g une translation.
t.2 | Toute isométrie est la composée d'une isométrie ayant un point 1n?far1ant., et dd’ = isom;trje i
4 ]
Etant donné un point 0, une isométrie est la composée, d'une maniére unique d'u xant O et d'yp,
translation, dans cet ordre. .
= Soit f une isométrie. Il existe une translation t et une isométrie 1 admettant au moins un point inVarja,

tellesque: f=tou
B. Isométries admettant un point invariant

t

ol SR ; :
t.3 ‘ Si une isométrie admet au moins trois points non alignés invariants, c'est Idg.

t.4 | Une isométrie fixant un point O du plan est Idy ou une réflexion dont 'axe passe par O ou une rotation de

centre O. '

C. Synthese

t. 5 | Toute isométrie Jest: » lacomposée d'une rotation r et d’une translation ¢ : S=tor,
= ou la composée d'une réflexion s et d'une translation t : [ = fo s.

Ce théoreme contient le cas d'une translation de vecteur nul ou d“une rotation d’angle nul.

t.6 | Etant donné un point O, toute isométrie est, d’une maniere unique, la composée

= d’une rotation de centre O et d’une translation, dans cet ordre,
= ou d’une réflexion d’axe passant par O et'd’une translation, dans cet ordre.

III - Propriétés d'une isométrie

Propriétés :
p.7 ’ Toute isométrie est une bijection du plan et sa réciproque est une isométrie.
p-8 | L'image d'un cercle par une isométrie est un cercle de méme rayon.

P-9 | Touteisométrie transforme: w une droite en une droite,
= une demi-droite en une demi-droite,
= unsegmenten unsegment (de méme longueur).

p- 10 | Toute isométrie conserve :

= l'alignement de points et leurs positions relatives,
= l'orthogonalité et le parallélisme,

= les angles non-orientés,

» lemilieu d’un segment,
= les aires,

le contact entre cercle et droite, ou entre cercles.

p. 1 |T0ute isométrie conserve I'équipollence.

p. 12 l Toute isométrie conserve le barycentre.

Etant donné des réelsaet b, a + b # 0, des

ant e points A et B, soit G |e barycentre de (A, a) et (B, b), et A" B,
G les images respectives de A, B, G p

ar une isométrie f. Alors G’ est Je barycentre de (A, a) et (B'. b)
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Evj)ecomposnion a I'aide de réflexions

Théorémes : |

A. Décomposition d’une translation

t.7 |Toute translation, de vecteur

T non n > _ ) B
- ul, est la composée de deux réflexions d‘axes paralléles, dirigés par un
vecteur orthogonal a o, : |

| My = s5(M)
M = (M) = sg:(My)

e Si%’ estlatransformée de % par la translation

1,
de vecteur 5 U,

alors t__. = Sagpt 0 Sg
v

B. Décomposition d’'une rotation
\

t. 8 | Toute rotation, de centre O et d’angle non nul, est la composée de deux réflexions d‘axes sécants en O.
M, = SU‘,(M)

'r M’ = R(O. 8)(M) = sg(M;)
| = S5i 2’ estla transformée de 9 par la rotation
l

de centre O et d’angle -29 |

alors R(0O,8) = sg/ 0 5g

C. Composée d’'une rotation et d’'une translation

\ t.9 |Lacomposée [ = tor d'une rotation r et d'une translation t est :
s une translation, si l’angle de la rotation r est nul,
| = une rotation, si 'angle de la rotation r est non nul.

D. Synthese

t. 10 | Toute isométrie plane est soit Idg, soit une réflexion, soit la composée de deux ou trois réflexions.

- |V - Déplacements
‘ A. Ensemble des déplacements

) La composée d’un nombre pair de réflexions est une isométrie qui conserve les angles orientés, alors que
la composée d'un nombre impair de réflexions est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son

opposé.
Définition :
d.4 | Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.

Théorémes -

[ tn |T01Jl‘ déplacement est Idg, une translation ou une rotation.

.12 | La composée de deux déplacements est un déplacement. La réciproque d’un déplacement est un déplacement.
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B. Angle d’un déplacement

Définition :

d. 5 | L'angle d'un déplac

Théoréme :

t. 13

ement [ est 'angle nul, si [ est une translation, I'angle 8, si f est une rotation d’angle .

s M’ et N’ par une translation ¢,

Quels que soient les points Met N, M # N, d'images respective

(MN, M'N’) est I'angle nul.

: s 1 / . y
Quels que soient les points M et N, M # N, d'images respectives M’ et N’ par une rotation R d’angle g

(MN.M'N') =6.

Soit f et g deux déplacements du plan, d’angles respectifs 6 et 0'.

’ P2 e |
» Langle du déplacement go f est 8 + o', « Langledu déplacement f~° est — .

C. Détermination d'un déplacement

Etant donné un réel 6 et deux points A, A’, il existe un déplacement et un sgul, d’angle 6 et transformant A en

Théorémes :
t. 14
Af
t. 15

Soit A, B, A’ et B' quatre points tels que AB= A'B’ et AB+# 0.
Il existe un déplacement plan et un seul qui transforme Aen A’ et Ben B'.

Si (AB,A'B') = 0 [2 ml, alors f est la translation de vecteur A—E '

Si(AB,A'B) # 0 [2 m), posons (AB, A'B") =8. Alors f est une rotation d’angle 6.

Si A, A', Bet B sont alignés, 8=, la rotation est une symétrie-point dont le centre est le milieu (commun)
de [AA'] et de [BB'].

Sinon, le centre est le point d’intersection des médiatrices de [AA] et de [BB'].
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Exercices résolus

Réflexions et translations

[(EX 1]

—

Montrer quef est une réflexion qu on caractérisera.

Etant donné un vecteur unitaire & etun point O, on considére I’ apphcatlonf du plan dans 1u1-meme telle que I'image

d'un point M du plan soit le point M' défini par oM = 2(OM k ) k - OM o

) Un point M est invariant si et seulement si OM =(OM - K) k.

: : 7 —_
C’est donc un point de la droite 9 passant par O et dirigée par k.

OM = 2(0M - kK)k — OM

il reste & vérifier 5'il s'agit de la droite entiére

Soit M un point de % : il existe X réel tel que OM =\ I.

—

Son image M’ par f vérific alors: OM' =20\ & - )& — X &
c’est-a-dire OM’ = AT = OM. Tout point de % est donc invariant. ¥k -K=1

2) Le milieu I de [MM'] vérifie : OI = 5(OM + oM')
c’est-a-dire OI = (OM -
3) MM = OM — OM = 2(0M - k)& — 20M

Y
Ils ensunqueMM K =2(0M - k)k

appartienta 9 et MM est orthogonal 2 9. Ainsi [ est la réflexion d’axe 9.

EX 2

7 ) & . C’est donc un point de 9.

—20M -k =0.
En conclusion, pour tout point M, d’image M’ par f, le milieu de (MM']

. lA TRANSLATION
(AVA MAS Aloks
M REAEXion £

é\?’/

A

culaire a D
<2

—

& nouwveau, Ik =1

MM' permet d'examiner si (MM') est perpendi-

Montrer que f est une réflexion.

Le plan étant rapporté  un repére orthonormal (O.

(x, ), associe le point M’ de coordonnées (x', y) tel que:

T T), on considére I’application f qui, au point M de coordonnées
, 1 3B
X = gx = —2—y +1

V3 1
Y=g gl + 3

L-—-—_——_
1 V3

_.__x——-—-J+1

2% 7 2
V3

1) Les coordonnées de MM’ sont :

3
—gx— gy Ve
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Remarquons que i — y = V3(x' = x).

2) On en déduit que M(x, ) est invariant si ses coordonnées vérifient :

43 %y+\/§=0

—_——_—X —

2

[ensemble des points invariants par f est donc la droite % d’équation
x+vV3y—-2=0

3) Les coordonnées (X, Y) du milieu I de [MM'] sont :
3 3 1 V3 1 V3
ZX_TLH'?‘HTX'*ZH‘F—Z_

On constate que X + V/3Y — 2 =0, ¢’est-a-dire que I appartient a 9.

Il reste a constater que, si M n'est pas invariant, la droite (MM") est dirigée

par le vecteur 3 (1,v/3)

[ est donc la réflexion d’axe %. -

T EX3 ]

rs du BAC / Terminale S / Algébre - Géométri,

Vétude de MM’ permet la recherche des points )

7
invariants : MM = 0

droite de vecteur directeur E(w V3. 1)

x+x y+y
9 " 2

wi { <%
V3(x — x')
les vecteurs _5— et E sont ortkq_gonaux

puisque leur produit scalaire est nul

SZFE
Dans un repére orthonormal direct (O, i

e =—\/2—§(x+ y+2)

oD
Yy :-Q—(x—y—z)

. j ). une application f est définie zinaly_tiquemtém'par_ :

Montrer que f est la composée d’une réflexion et d’une translation dont le vecteur dirige I'axe de la réflexion.

V2
X1 = T(x+y)

V2
Yy = T(X—y)

1) Soit g I’application définie analytiquement par

et ¢ 1a translation de vecteur @ (V2, =2,
f est alors la composée de get L.

2) Etudions g.

V2 V2
T -1 x+ —z—y
Les coordonnées de MM sont
V2 V2

7ty
On en déduit que M est invariant par g lorsque x; — x =0,
¢'est-a-dire lorsque (1 — V2)x +y=0.
L'ensemble des points invariants par g est donc la droite %4 passant par O et

de vecteur directeur d(1,v2-1)

—_X -

2

Lorsque M n’est pas invariant par g, la droite MM, esl dirigée par le vecteur

Tx’(l.—(1+\/§))

et la droite (MMy) est alors perpendiculaire a @,

M(x, y) = M0, yy)

K=+ V2 =y, —/2:f=tog

O est manifestement invariant par g
{ X1 — X
Y1—y
’)
en constatant que Yy — y = —(1 + V2)a =X

MM, {

d-nm=0

(X‘_[ — Xx)

—(1+V2)x; —x)
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V2 9
’ . T(\/E + Dx+ ﬁy
Le milicu J de [MM;] a pour coordonnées 4

V2 V2
T+ (V2-1y
et appartientdonc a @,.

Ainsi g est la réflexion d'axe %,
3) Exprimons le vecteur i comme somme d’un vecteur v =\ d colinéaire a
d et d'un vecteur w orthogonal i d .
= =3 =% S u-d
De u =\ d + w, on déduit \= — -
| Id |

| Avec u - d =2V2-2 et ”_Cf|l2=4—2\/§,0n0btient?\:ﬁ,
{ Jﬁ ﬁ

=2 ia
puis v et w
V2
T(\/i—l) —\/TE(\/E+ 1)

4) Considérons la droite %, image de %4 par la translation de vecteur

B =
gl

% passe par (), image de O par cette translation.

Les coordonnées de ) sont donc ( \2_ \/_(1 \/_))

La composée des réflexions g, d’axe %1, et s, d’axe 9, est la translation de
vecleur w.

5) Désignons par {j et tp les translations de vecteurs respectifs v =\ d et w.
Det=tjolyp et f=tog,ilvient:

f=losogog
etdonc [ =tjos
J est ainsi la composée de la réflexion d’axe % et de la translation de vecteur

W colinéaire a d et qui est donc un vecteur directeur de 9.

109

vérifier que (1 — /2)x; +yy =0

pour préparer une translation de vecteur qui soit

un vecteur directeur de %94
U-d=Ad -d+w dew -d=0

w—u—)\d

on vérifie que d-w=0

W est orthogonal & 9y

B =

. = 5So0g théorémeT
w

t est la translation de vecteur W
et u =0 + LU
b =s0g

gog=1Idg

9, image de WD par une translation, est parallele

@ D1 et admet les mémes vecteurs directeurs que

91

EX 4

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (0O, T, J i

{ X' =ax+bhy+c

le repere %t par

y =bx—ay+d

Exprimer f comme composce de g et d'unc translation t: f = to g.

Montrer que f est une isométrie.
A quelle condition a-t-on f = go t?

1) Soit aet bdes réels tels que a? + b% = 1. Montrer que I"application g qui, a tout point M de coordonnées (X, Y)
dans la base ( © . T) associe le point M’ de coordonnées (X', Y') telles que { est une réflexion.

2)  Avec en outre les réels ¢ et d, on considére I"application f du plan dans lui-méme, définie analytiquement dans

X'=aX + by
Y =bX - ay

Ll 7 A /! .
1) Etant donné des points My (u;, vp) et Ma(up, vg), leurs images My et My par g
ont pour coordonnées respectives :
| (q =au; + buy, yy = by — avy) et (xg = aug + bvy, ys = bug — avs)

——
MM, a pour coordonnées (a(uz — up)+blvg — vy ). blug — uy)—alve —uvy)

pour comparer || M{Mj || et || My M, ||
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2
. 2 2 2 1200 —u)2+at(ug—v1)
Il vient alors MMy~ = ag(ug—ul)z-rb (vg—v1)”+b(ug uy) 2

% - 2
¢’est-a-dire M‘iM"Z‘2 = (ug — up)? + (g — v1)" = M1My
g est donc une isométrie. :
Pour tout point M(x, y) et My = g(M), les coordonnées de MM sont:

((a — 1Dx+ by, bx—(a+ 1)y>

b
—(a+1)

a—1
b

De

par g sont ceux de la droite % d’équation bx — (a + Dy
directeur

dla+1,b)

Notons que d - MM1 = 0 et que le milieu J de (MM, ], de coordonnées :

(a+ 1)x (a—1y
T8 — 2

by bx
tgg T
appartienta 9.

g est donc la réflexion d’axe 9.

2) En désignant par t la translation de vecteur 3 (¢, d), il vient immédiatement

que f =tog.
Comme g et t sont des isométries, il en est de méme pour leur composée f.
L'image M"' de M(x, y) par go t a pour coordonnées

{ X' =alx+c)+bly+d)

On en déduit que to g = go t si et seulement si :
ac+bd=0

{bc—ad:O

Ceci est réalisé si et seulementsic=d =0

y' =blx+c)—aly+d)

= —a?+1-b% = 0,ondéduitqueles points invariants

= () de vecteur

Les Cahiers du BAC | Terminale S | Algébre ~ Géf’métrie

les termes 2ab(ug — u1 vy — v1) se Simplifion,

avec a2 + b2 =1

(g —xy— Y

(a—Dx+by=
déterminés par le systéme { y=0
bx —(a+1y=q

) q aussi pour équation (@ — 1)x + by =0

bx; —(a+1yy=0

, X =

M' =M, cest-a-dire ,

y=y
ax+by+c=alx+c)+bly+d
bx —ay+d=blx+c)— aly+d)

en résolvant en ¢ et d ce systéme de déterminant

a b
=a?+b2=1
b —a
EX 5
=]
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, i, j ). On considére I"application f qui au point M de coordonnées
| 3 4 13
, , e .l Ui 3
(x, y) associe le point M’ de coordonnées (x', i) tel que
4 3 6
T_-/ = Ex + Ey + g
1)  Quel est I’ensemble des points invariants par [ ?
2) Montrer que [ est une isométrie. Est-ce un déplacement ou un antidéplacement ?
3) Déterminer la composée [ o f.
P . — ¥ - [ —
4)  Déterminer un vecteur v et une droite & dirigée par U telsque f = so t = to s, ol ¢ est la translation de vecteur
U et sest la réflexion d’axe 9.

R
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— x! = 13
g i TXE—EX4 Ey+ &
1) Les coordonnées de MM’ sont : { ; 5
Y ouspr-gutg
i [ ; 8x — 4y =
M(x, y) est invariant par f si et seulement s; - x—4y=13
8x — 4y =-12

[ n"admet donc pas de point invariant.

2) Soit M(x, y) et N(xy, yy) des points d'images M' = f(M), N’ = [(N).

3 4
— —glg =x)+ =(y; — y)
.
Les coordonnées de M’ N’ sont 0 g1

4 3
2 5 =X+ ly; -y
On en déduit que M'N'® = MN?, et donc que [ est une isométrie.

3) Etant donné M(x, y), M'(x", y) = f(M) et M"(x", /') = f(M"), nous avons :

w_ 3 3 4 13\ 4({4 3 6\ 13
XETE\TE Y Y gl grrEuts ]t

3. ,4 18) 3(4 3 6\ 6
5*TEYTF | *5l5XtEYtE| s

X'=x+2

1

1
5

) S o f est donc la translation de vecteur w (2, 4).

y'=y+4
4) S'il existe v et D telsque f =tos=s0ot,

¢’est-a-dire {

nous avons nécessairement: fo f = toSosol = (ol

t o t étant la translationde vecteur 270, le vecteur o a done pour coordonnées
(1,2).
De [ =tosondéduits=t"tof.

Les formules analytiques de s : M(x, y) = Mj(xy. y;) sont alors :

3 4 8
x1=—5x+ §y+§

4 3 4
Y =g5X*t5Y=5

L'ensemble des points invariants par s est la droite d’équation2x—y—2 = 0.

C’est done une droite @ dirigée par v k

En conclusion, s est une isométrie ayant une droite de points invariants: c’est
donc une réflexion. o

sel t vérifient, par construction, f = (o s. Il reste a vérifier que f = so L :

Les formules analytiques de so t sont:
(“{) Py hlg"
y

On en déduit immédiatement que f = so L.

4 8
_g(x+1J+ g(y+2)+g

3 4
;x+n+3w+m—g

111
MM =0
MN? = (x — x)? + (1 — y)2
3 4 13
’ [ — — o —
X = 5)(' + 5y’ +
4 3 6
o = R 2
Y’ = 5x’ + 55{ +E
avec les notations du texte
SoS= Idgz
27U = U, puisque fo [ est la translation de
vecteur U
t~ 1 est la translation de vecteur — O
x=x -1
y1=y —2
8 5 4 8
X]—X=—gX+FYy+
MM; = 0 et Z é 2
2 4

composée des isométries [ et 1T 1
d'axe %

L'iSoMETRIE PLANE
MARNTENANT OU
VA-T-ON, J"Vous

/ o
A,
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Rotations et réflexions

/ Terminale S | Algébre ~ Géomg i
e

Dans le plan orienté %, on considére un triangle équilatéral dir

X ) T oo
On note Ry la rotation de centre A et d’angle T Ro

Pour tout point M du plan, on pose : N = Ry(M), M' = Ro(NN).

1)  Soit D le symétrique de C par rapport i la .
2) Montrer que R est la symétrie centrale par rapport au milieu Q,
3)  Montrer que 'ensemble T des points M du plan tels que M, M

€. (on pourra considérer I'angle (M €2, MA)) ;
Montrer que T’ admet [AD] pour diamétre et qu’il contient le mi

de [BD]

EX 6 | ™ ik 53 ™ e
ect ABC: (AB,AC) = +7-.

a rotation de centre B et d’angle —— et R=Rg o R,

droite (AB). Déterminer R(D) et R_(B).

et N soient alignés est un cercle passant par A et

ilieu I de [AB]. Construire le cercle I'.

2@

1) Le triangle ABC étant équilatéral direct,

AB = BC = CA et (AB, AC) = +§,(BC.BA) = +%’-, (CA,CB) = +-

On en déduit: R1(B) = C et Ry(C) = D, d’oui : R(B) = D.
De méme, Ry(D) = B et Ry(B) = Bdonnent : R(D) = B.

R = Ry o R; est un déplacement d’angle ?ﬂ + 2Tﬂ c’est-a-dire .
C’est donc une symétrie centrale.

Puisqu’elle transforme B en D, son centre est le milieu O de [BD).
2) Supposons M, M’ et N alignés. N est sur la droite (MM') qui contient le
milieu  de [MM']. Les points M, N et { sont alignés et, le triangle MAN
étant équilatéral, (M Q, MA) = —SE [r].

Réciproguement, supposons (M O, MA) = —g— [].

On en déduit alors : (NM, N Q) = 0 [n].

n (..OTIC]LLI( » M A

d’angle de droites 3 construit sur A et (2.

Il n'y o & mettre en ceuvre, dans un premier temps,
que la définition d’une rotation. Iy a, implicite.
ment, deux autres données d'angles. Penser ¢ log
utiliser, en vérifiant, sur une figure, le sens des

angles orientés.

Face & un déplacement, une excellente informs:
tion est de trouver son angle.

(NM, M Q) = (NM, MA) + (MA, M )
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3) Comme (D {2, DA) = El (2 =], le point D appartient au cercle I', cercle
circonscrit au triangle AD () rectangle en ().

La droite (A ) est médiane et hauteur, relative au c61é [BD], du triangle
¢équilatéral ABD

I" est le cercle de diameétre [AD].

Le milieu I de [AB] appartient a ce cercle. puisque Uangle (IA, ID) est droit

EX 7

Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0. i, T).

On considere les points A(1,0), B(1 + /2, 0), A'(2,2) et B'(3. 3).
Caractériser le déplacement f transformant A en A’ et B en B

) Les coordonnées de AB et A'B' sont (v/2, 0) et (1, 1) respectivement, théoreme 15

Puisqu’ils ont. méme norme, /2, il existe effectivement un déplacement
transformant A en A’ et Ben B'.

b= 1=t P i n .
De AB# A'B' on déduit que f ne peut étre qu’une rotation. n’étant pas Idg, [ ne peut étre qu'une translation

ou une rotation

Son angle est 8= (AB, Fg) voir la définition 5
Il est caractérisé par : cos 8= @ et sin 6= M ||AJ_B;| =|| E |
1B 14B*
c’est-a-dire cos A= -\g_ﬁ el sin 0= g, et donc A= zﬂ, a2 pres. AB - A'—B! = /2, det(AB, ATI:';’) =2
2) La médiatrice de [AA'] est I'ensemble des points M tels que MA = MA’. voir le commentaire du théoréeme 15
C’est donc I'ensemble des points M(x, y) tels que 2x + 4y ="17. MA? = (x— 1)2+y2, MA® = (x—2)% +(y—2)2

De méme, la médiatrice de [BB'] a pour équation :
2v/2 — 2)x — 6y =2v2-15

L'intersection de ces deux droites est le point £} de coordonnées. : ' ot
1-2V2 3+V2 ,LES Co“"f"-s/:“?'
72 LANGLE LRoi T Gvi

h [J
| | - FaiBu ./,
En conclusion, f est Ja rotation de centre ) et d’angle T m/" '
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[ EX8 | S ﬁ
uilatéral ABC tel que (AB, ACQ) = 3

Dans le plan orienté, on considére un mriangle €q e s coug Tet Aoy
On considére le cercle I circonscrit au trianglc ABC. La mecd)latl'lce e
On appelle A’ le point d’intersection des droites (BD) et (A C'
1) Démontrer que A’ est le symétrique de A par rap_port a’ .
2)  On désigne par Sgp, Spc, Sca et Sap les reﬂexm.ns d’axe
Préciser les éléments caractéristiques des-applications Ponctue A
Soit A la paralléle 3 (DC) passant par 4, et Sy la réflexion d’axe 8.
Monurer que : Sgp © Spc = Spc 0 Spa et Sca© SaB N SB.D.O ol S Sca © Sag (qu’on caractérise
3)  Retrouver le résultat de la question 1) en utilisant I'application t = SBD_O DC © SCA | AB ra).
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s respectifs (BD), (DC), (CA) et (AB).
lles Spp o Spc et Sca © SaB-

1) Examinons les angles de sommet D.
Les angles (DC, DA), (DA, DB) et (BC, BA) sont des angles inscrits intercep-

. " T
tant des arcs orientés de mesures ER

Les vecteurs DA’ et DB étant de directions opposées,ona:
) S —— T T
(DA',DC) = (DC,DA) =

A

Al

La hauteur (DC) du triangle ADA’ relative au c6té (AA') est aussi la bissectrice
. —
de I’angle (DA, DA").

Le triangle ADA’ est donc isocéle et C est le milieu de [AA'],

! 5
) _ . A est bien le symétrique de A par rapport & C.
2) La composée de deux réflexions d’axes sécants est une rotation dont le centre

Pour une rotation donnde par| se de dett
est I'intersection des deux axes. PP e
3 : xes s réflexions, le plus facile est d’en donner le centre.
L’angle de cette rotation est le double de I’angle des axes des réflexions.
Nous en déduisons :

En notant R(O,8) la rotation de centre O ¢
d'angle 9

3
2@

el  SpcoSps= R(D, ——-—) sont égales

SBDOSDC:R(D'%) i SCAOSAB=_R(A,2_T')
) ;

SBD (o] SDC = R(D,

2T 2
Sca 0Sap = R(A, -3—) el Sppo Sy = R(A. "3—‘") sont égales
3) Onendéduit: t = SgpoSpcoScpoSyp = SpcoSpaoSppoS, = SpcoSy. | avee Sgp o Spc=Spco S
: = Spc o Spa

. . . o . et S =
Composée de deux réflexions daxes parallgles, ¢ est une translation CA ©SaB = Spa 0 Sy

(AC) est perpendiculaire a (DC) et a A. Et par suite, |e vecteurde t est 2AC. | a appartient a A et C appartient a (DC)
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it le symétrique de A A .
On:eonsta Y q RAL tapporta €, 1l appartient, bien entendu, a la droite (AC) ; il

. : ' reste & montrer qu'il appartient aussi a (BD)
A estinvariant par Sap et par Sca, et donc invariant par leur composée

Il vient alors : t(A) = Sgp o Spc o Scp o Sap(A) = Sgp o SpclA).

5 : / cissgcl ) 5 v oty
B potant A" le:Symetnins de.A par rapport a C, il vient : Spc(A) = A'. puisque (AC) et (DC) sont perpendiculaires

Nous avons donc t(A) = Sgp(A”). Or tA) = A, puisque 2AC = A_A;
Ainsi : Sgp(A’) = A’, ce qui montre que A’ appartient a (BD).

EX 9

Dans le plan orienté, on donne deux droites paralléles 3, A et un point A n’appartenant ﬁ{h_u_'cuhe de ces droites.
Construire un triangle ABC vérifiant simultanément les conditions suivantes : - i ;
s ABCestrectangleen A,

= ABC est isoctle,
= Bestsur% et Cest sur A.
Préciser le nombre de solutions au probléme posé.

. . L ‘n’ :
1) Soit Ry et Ry les rotations de centre A et d’angles 7 et — i respectivement. | premiére étape, analyse : on suppose que le pro-
Si le triangle ABC est direct, alors Ry transforme Ben C. bléeme a une solution et on cherche des propriétés

du point C par exemple.
Si le triangle ABC est indirect, alors Ry transforme B en C.
C est donc I'intersection de A et de R1(%) ou de A et de Ry(%).

EQDI ggﬂg
B i i By 9D
E A
Cii 1Ca
i !
2) Construisons les images 9%, et Doy de @ par Ry et Ry respectivement. deuxiéme étape, synthése : on construit les points

C répondant aux conditions ci-dessus décrites, et

on examine s'ils conviennent.
%, et By sont perpendiculaires a A et coupent AenCyet Cy I.Pespectlvement.
Les antécédents B; et Bp de Cp et Cp par R; el Ry, respectivement, appar-

tiennent a 9. -
Les triangles AB, C et ABy Cy sont deux triangles rectanglesen A qui répon-

dent a la question.
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EX 10

Dans le plan rapporté a un rcpere orthonormal direct (O, 1
C(1=VBx—-(1+VBy=0

/
Déterminer la composée sg o 55 des réflexions d’axes 2 et &

et @

BAC /| Terminale S [ Algeébre - Géomélrie

| ), on considere les droites & et %' d’équations :
. xV/3-y+3=0

1) Lintersection des droites 9@ et 9’ est déterminée par le systeme

(1-v3)x—-1+V3y=0
xV/3-y+3=0

1l vi S8

vientx = —5 el y=

3
52— V3).

L'intersection 2%’ est donc le point £} de coordonnées :

(%.%{2— Jﬁ))

2) Les droites 9 et &' admettcnlrespectivement?f(l+\/§. 1—v/3)et d(1,v/3)
pour vecteurs directeurs.

=T
Nous avons: sin 8= de_tl(d._c:[)=12+\/\g§
| dlld |
d-d  V3-1
el cos 8= — — = 2\/5
I dlld
15v3 vB-1 -1
On en déduit sin2 =2 —— =
i vz 2v2 2
2
V3-1 V3
el cos2 0=2 =1l= =
(2\/5 2
Ilvienl:28=5cf‘"

3) En conclusion, la composée sg/ o S est la rotation

de centre {2 et d’angle 5% :

/ =
suivant que D et D' sont sécantes ou parallsjes lo
composée Sgyi o Sgy est une rotation ot une Irtiig

lation

(1—+3)x-(1 +\/§)y =0 équivaut &
x+(2+V3y=0

on cherche une mesure, &  prés, de langle 0 deg
L /!
droites % et D

1+\/— 1
1-v3 V3

182 = a+v/B2+—VE? | |2 =143

'det(d d)_

d =2(/3-1)

la composée de deux réflexions d’axes sécants est
une rotation

Uangle de cette rotation est 2 0

et sin 2 6= 2 sin 6 cos 6

cos2 8= 2(:052 0 -1

lignes trigonométriques usuelles

T N ————a S
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[ EX 11

ms le plan orienté, on considére un triangle ABC isocéle et rectangle en A, I'angle (AB, A) i 7’”

pour mesure.

On note R Ia‘ rotation de centre A, transformant B en C, et T la translation de vecteur AB
1) Déterminer Ig nature et les éléments caractéristiquesde F; = Ro T et Fy = To R |
2)  Soit M un point, M; son image par Fy, et My son image par Fy. -

Quelle est la nature du quadrilatére BCM; M, ?

| ) Toutes deux composées d’une translation et d’une rotation d’angle 711* théoreme 13
Fy et F sont des rotations d’angle -21
Construisons les droites 9 et @y, images de 9 = (AC) par les translations de | pour décomposer T en produit de réflexions, théo-
vecteurs — %A—B et %E respectivement. réme 7
Construisons €galementles droites A, et Ay, images de % par les rotations de | pour décomposer Ren produit de réflexions, théo-

, i T @
centre A et d’angles —-7::— et  respectivement. D

De T = sg 0 53, et R = sp, o Sg , on déduit F1 = sy, o 5g),..
Soit I I'intersection de 91 et As.

. 5 m -
La transformation Fy est la rotation d’angle - et de centre I.

Soit J 'intersection de Do et Ay. T=sg,0Spet R=sg08sy,,
. , b et [y = 85,05,
La transformation Fy est la rotation d’angle —- et de centre J. g

2) Larotation Fy transforme un point M en M; tel que : remarque suivant la définition 5
_ — v
(AM,CM)) = &
AM = CM;
—_— — m™
. (AM. BMQ) = 7
De méme, 7, transforme M en My tel que:
AM = BMsy
On en déduit (CM;.BMg)=04a2m prés (CM,, AM) + (AM, BMs)

€l CM]_ = BM2
ls’ensuit que CM; = BMj, ¢'est-a-dire que BCM, My estun parallélogramme.
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[ EX 12 ]

=
Le plan est rapporté a un repére orthonormal du'lect (O, i .rj ).
Etant donné un réel a > 0, on note A et B les points de coo

p—

/
5 Stri : B, et R
' ? a symétrie de centre 5,
Soit R la rotation de centre A et d’angle 5 Slasy

% !
On note F la composée R ¢ So R. . s AL
1)  Quelle est la nature de F ? En préciser les éléments caractenstiqu
puis construire C = R~ X(B) et I'image de C par F.

onnées respectives (a, 0) et (a, @).

sAexi ; d iner la transformation so F.
2)  Soil @ la droite d’équation x + y = a et s la réflexion d’axe &. Détermin

B

m

_

la rotation de centre O et d’angle —

1) Composée de trois déplacements, F est un déplacement.

L'angle de ce déplacement est .

F est donc une symétrie centrale.

Avee C = R™(B), il vient F(C) = R' 0 So R(C) = R' 0 S(B) = R'(B).
Notons C' = R'(B).

p 3 1
Le centre de F est donc le milieu I de [CC'], de coordonnées (Q-a. — ia) g
4
y
B
A
o) P X
c

2) Composée d’une rotation et d’une réflexion, so F est un antidéplacement,
Invariant par F et par s, le point I est invariant par so F,
So F est donc une réflexion dont I’axe contient I.
La droite (CC') est invariante par F et par s.

En conclusion, so F est la réflexion d’axe @ch).

S est la rotation de centre B et d’angle 7

T

.7.+ =5 théoreme 13

le centre est le miliew I de [MM'], ot M
7 '

point quelconque, d'image M' par F

R(C)=Bet S(B)=B

est un

les coordonnéesde C sont (2a, Q)
celles de C' sont (a, —a)

perpendiculaire a 9, g droite (CC’) est inue-
riam:e par s




Chapitre VII

Similitudes directes

(Spécialité)

I - Définition

Soit N un réel strictement positif.

Définition :

d.1 |Onappelle similitudedirecte de rapport \ une transformation qui conserve les angles orientés et qui multiplie
les distances par A.

= Idgy, une rotation ou une translation sont des similitudes directes de rapport 1.
= Une homothétie de rapport k est une similitude directe de rapport |k|.

Propriétés :
p.-1 | La composée de deux similitudes directes, de rapports A et \’, est une similitude directe de rapport A\’

p-2

v o ; 1
La réciproque d’une similitude directe, de rapport A, est une similitude directe de rapport et

II - Décomposition d’'une similitude directe

Etant donné \ réel strictement positif, on considére une similitude directe S de rapport \.

Théoreme :

t.1 |Sestla composée d'un déplacement et d'une homothétie de rapport A.

« Etant donné un point O et H 'homothétie de centre O et de rapport X, il existe des déplacements D
etD telsque S=HoD' =DoH. - .
=« Dans ces décompositions, D et D' ne sont pas nécessairement les mémes.

Propriéteés -

P.-3 |Sconserve: . ; ~
l'équipollence = lesbarycentres = le parallélisme et l'orthogonalité

P-4 | S transforme :

« une droite en une droite

« un cercle de rayon R en un cercle de rayon A R

« une conique en une conique de méme excentricité
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III - Ecriture complexe d'une similitude directe 1

Propriétés :

. s sformé par R d'un point M d’affixe ;
p. 5 |Etant donné une rotation R de centre £}, d'affixe zy, et d’angle 0, le transforme p P est

. b 3hs Ef . |
le point M’ d’affixe Z' tel que: J =6z — g 2

i1, 3 rmé par H d'un point »
p.6 |Etant donné une homothétie H de centre Q, d‘affixe zy, et de rapport I, le transformé p point M,
d‘affixe z, est le point M' daffixe 2’ tel que :

Z =lkz+(1-ldz
Théoréeme :

. T o v 4 a : ]
t.2 | Etant donné des nombres complexes a # 0 et b, I'application qui, a un point M d'affixe z, associe le point i
d'affixe 2’ tel que:

ZiI =az+b
est une similitude de rapport |al. —
« Sia=1,c’estune translation. s Si|al = 1, c'est un déplacement.
= Si a estréel, différent de 0 et de 1, ¢’est une homothétie.
Propriéie :
p.7

Etant donné les points A, A’, Bet B’ tels que A # Bet A’ # B, il existe une similitude directe et une seule qui
transforme Aen A’ et Ben B'.

Théoréemes :

t.3 | Toute similitude directe, autre qu’une translation, admet un point invariant et un seul.

t.4 |Toutesimilitude directe admettant () pour pointinvariant est la composée, de maniere unique, d"une homothétie
de rapport positif et d’une rotation de mémes centres () et qui commutent.
= Lerapport de I'homothétie est le rapport de la similitude.
= Langle de la rotation est aussi appelé I"angle de la similitude.
t. 5

La composée de similitudes directes est une similitude directe.
Son angle est ]a somme des angles des similitudes composantes et son rapport est le

produit de leurs rapports.
= Sielles ont le méme centre, la composée a aussi le méme centre.

IV - Descriptions d'une similitude directe J

Une similitude directe est déterminée -

1 Parladonnée d'une relation # = az + b,
= Son rapport est |al.
= Sia=1,cest une translation.

avec a # 0 et b complexes,

» Sia#1,son centre a pour affixe — .

1

= Sonangle 6 est défini par e'’

_m.

2) Par la donnée de deux points distincts et de leurs transformeés

3)  Parla donnée de son centre, de son rapport et de son angle

4)  Parles formules analytiques, en repere orthonormal direct :

X = x— B Y+ xg
Y =Bx+a Y+ yp e quiestéquivalenta 2 =az+ b

[}
; oyl
avec a =g +IB ) b:xo-i-[yo L, Z=X+1UY, Z’:,\ +1Y
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Exercices résolus

Lc plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0, § 7.'}

Reconnalitre une similitude—\

EX 1

—

respectives :
1) Z=iz+1
2) * Z ==38z+2

3) Z=01-iv3)z+3

éterminer les €lér $Hst T = r .
D ments caractéristiques des similitudes f7, f; et f3 suivantes, données par leurs écritures complexes

On est en présence de similitudes décrites par leurs écritures complexes.
- L
I) /7 est une rotation d’angle -5

Le centre de cette rotation est le point ) d’affixe z; = —1; =

2) fo est I'homothétie de rapport —3. L'affixe de son centre {25 est %

C’est aussi la similitude de rapport 3, d’angle . L’affixe z3 du centre est 5

3) f3 est la similitude directe de rapport 2 et d'angle — %T :

L affixe de son centre Q3 est —iv/3.

EX 2

voir la description 1) d'une similitude directe

i = letargi= -

_1+[
SR

1
1-1i

propriété 6 et théoreme 2

2
|-8| =3, arg—3=m, 2z = 73

‘l—i\/§|=2 argl_;\/g:—éIT

Décrire I"application du plan dans Jui-méme, définie par les formules analytiques suivantes : {

X =4x+3y—9
Y =-3x+4y-17

On reconnait les formules analytiques d’une similitude directe.

: 4 .
Son rapport est 5. Son angle 6 est défini par cos 6= ¢ et sin b=—¢

8

Son centre est le point {2 d’affixe zg = 5 + gl'-

voir la description 4) d’une similitude directe

a4 3

, o _ = _ .Y

|4 —3i| e =5 ig
—-9-Ti 9+ 7i

I—-@d-30 o=1

EX 3

Déterminer la forme comp

lexe d’une similitude directe qui transforme A en A’ et Ben B' dans le cas suivant
A(1.2). B(3,—1), A'(0,=3), B'(1,1) Décrire géométriquement cetlc similitude directe.

Dans le cas proposé, on a bien A # Bel A # B'. 1l existe donc une similitude
i directe et une seule transformant A elg A'etBenB.
\ Soit Z = az + b la forme complexe d’une similitude directe.

Elle transforme Aen A’ et Ben B’ siectseulementsi :

_3i=a(l+20+b (1)
1+i=aB-0D+b (2)

recte

aff(A) = 1+ 2i, affla’) = =3i
affiB)=3—i, afflB)=1+1i

propriété T et description 2) d’une similitude di-
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Ce systeme admet pour solution unique (a, b) :

1+4i 10 11 . g 22 - 3
=g = -3+ qgietb=-3i-a(l+20= 13 ~ T3

. 17
Le rapport de la similitude est 13

10 . 11
L’angle 8 est défini par cos 6= EVENGY] et sin 0= /1317

41 — 13i

L'affixe du centre est —7o5
5

EX 4

e
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avec (2) — (1)

1+4i
2 —3i

Re(a) sme—m
cos B= Il = Tqa]
b
l1—-a

Mémes questions que dans ’exercice ci-dessus lorsque :

A0,1), BO.3), A'2,2), B(=1,=1)

i

Avec laméme démarche et les mémes notations que dans I’exercice précédent,

on obtient :

a=%(—1+i) et b=%(1+i)

3
Le rapport de la similitude est ST\/E son angle est —4‘5

]
Son centre a 1—7(1 + 4i) pour affixe.

[_EX5

2+2i=ai+b
—1—i=3ai+b

module et argument de a
i (1+1)
=(1+1i
2

1 3(1 )
+§ — [

On considére les points A(0, 4), B(2,2) et C(3, 3). e
Montrer qu’il existe une similitude directe S et une seule telle que : -
Déterminer le rapport, I'angle et le centre de cette similitude.

. S(0)=B et SA)=C.

Soit Z = az+ b la forme complexe d’une similitude.

1) Une telle similitude transforme Oen Bet Aen C si et seulement si :
20+0)=b
3(1+i)=4ai+b

c’est-a-dire siet seulementsi b=2(1+1i) et a= %(1 =t
Soil S la similitude directe d’écriture complexe Z = %(1 —Dz+92+92i

2
2) Le rapport de S est — etson angle est -

4

8
Le centre de Sa 3(2 + i) pour affixe.

méme démarche que dans les deux exercices pré-
cédents

aff(A) = 41, aff(B) = 2(1+1), aff(C) = 3(1+0)

unique similitude transformant O en Bet Aen C

module et argument de a

b
1-a
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‘ Etudier dans quels cas deux similitudes directes commutent.

Soit fy et [ des similitudes directles d’expressions complexes :
Z1=a1z+ by el zp = asz+ by
La similitude f3 o /1 a pour écriture complexe : 7 = agay z + aghy + by
De méme, I"écriture complexede fi o f; est: 2/ = ajasz + ay by + by.
On en déduitque fiofo= f0f; sietseulement si aghy + by = a;by + by,
c'est-a-dire bylag — 1) = bala; — 1)  (R).
Premiercas:ay=1,as = 1.
La relation (R) est vraie, indépendamment de by et de bs.
Deuxtéme cas : ay = let ag # 1.
La relation (R) est vraie si et seulement si by = 0, c'est-a-dire f1 = Idg.

Troisiéme cas : a; # lelay # 1.

by _ b
_ l1—-a;  1-ay
st les deux similitudes f et f; ont le méme centre.

Larelation(R) s écrit :

etelle est donc vraie si et seulement

EX 7

z! = az(a12+ b1)+ bg

deux translations quelconques commutent

une translation et une similitude autre qu'une
translation ne commutent que si la translation
est de vecteur nul

en particulier, deux rotations d'angles non nuls
ou deux homothéties de rapports différents de 1
commutent si et seulement si elles ont le meéme

centre

(on choisit a tel que Ima = 0).
2)  Soit Ty et Ty les transformations d’écritures complexes respectives :
21=CI'.Z+b 22=b2+a
Caraclériser géométriguement Ty et T.
3) Comparer To o Ty et Ty o Ty et caracténser (Ty o To)~ L.

1) Résoudre, dans C, I'équation : 27% — 2z +5 = 0 et déterminer le module et I"argument des solutions a et b,

1
1) L'équation proposée se lit | z — 5

) 1 8. 1 3
Les solutions sont : a = §+-2-l et b= 3~ ik

Il vient alors |a| = [b| = —5—

1 : 3
Si on désigne par 8 I'argument de a, cos = i et sin = 715

b admet — 0 pour argument.

V10

2) Ty est la similitude d’angle 6, de rapport —5—

Son centre admet 1 pour affixe.
V10 _
Le rapport de T est —5— el son angle est — 0.

2

Son centre admet 1 pour affixe, ¢'est donc le méme que celui de Ty,

les solutions de cette équalion @ coefficients réels

sont complexes conjuguées, non réelles

a est celle de partie imaginaire positive

A N -2 R
une calculatrice donne 0= 1,25 a 107~ pros, en

radians

argument et module de @

b

avec a+ b =1
1-a

module et argument de b, conjugudé de a

a
1-b

avee A+ b =1

{
|
|
[ 3 3 lies composées Ty o Tyet Tyo T, sonl des similitudes égales. composées de stmilitudes de mémes centres, voir

| exercice précédent




Les Cahiers du BAC | Terminale S/ Algébre —
124

L'angle de Ty o T} est égal a 0.

5
Son rapport est 5

Son centre est le centre ) commun a Ty et a Ty.

5 -affixe 1.
Ainsi, Ty o Ty est I'homothétie, de rapport ok dont le centre () a pour affixe

2
(Tz 0 T1) ™! est I'homothétie de centre £ et de rapport E

EX 8 |

Géon’[,étrle

somme des angles de Tq et de Ty

produit des rapports de Ty et de T,

On considere les points A(—2(1 + v/2), —2), B(1, —1) et Ry (O S
6

=

et H I'homothétie de centre A et de rapport /2. e

L Déterminer la nature et les éléments cara_é‘téljis'[:iqués de S =R10H o Ry

Soit Ry la rotation de centre Bet d'angle

Ry la 'rotqti’oh de centre () et d’angl

Les écrirures complexes de Ry, Ry et H sont respectivement :

Z1=—z—1+4+1—i=—iz+2

2 =—§(—1+i)(z+2i)—2i=g(—1+i)z—\/ﬁ—(2+\/§)i
23 = V22 + 21+ vV2)+20) — 21+ v2) - 2= 2/3 + 2+ 2v/F — D)t

L’écriture complexe de H o Rg est alors :

2
Zg = \/ﬁ(g(—1+ )z — x/ﬁ—(2+\/§)i> + 24 2(/2 — 1)i
c’est-d-dire z; = (—1 + i)z — 4i
L'écriture complexe de S = Ry o Ho Ry est alors :

Z = —i((—l + Dz — 41’) +2
c’est-d-dire Z =(1+i)z—- 2

S est donc la similitude de rapport v/2, d’angle an
et son centre a pour affixe —2i.

EX 9

e 2 = —1iet propriété B
i3 V2 V2
e b=t

propriété 6 -

dans lexpression de z3, on remplace z par 2

dans lexpression de 23, on remplace Z par 24

Etant donné les points A(3, —1) et B(0, 2). on considére -
I’homothétie H de centre A et de rapport —/2,

: _ 3T
la rotation R de centre B et d’angle il
la translation T de vecteur BO. ;

1)  Construire le point { dont I'image par S = To Ro H est'l’origine 0.
2)

Donner les éléments caractéristiques de S et retrouver le résultat de la premisre question

1) Le point O admet un antécédent unique par S,

ToRo H(Q)) = O donne RoH(Q) =T~ (0) = B,
Il vientalors: H(Q) =R YB)=B

Et enfin : Q= H™}(B), Comme H~! est I’homothétie de centre A ¢f ge

2 — 2
rapport ——-, {1 est caractérisé par: A{)=— \/—_

2

T, H et R étant des bijections, il en est de méM*
pour S

T est la translation de vecteur OB

Beest le centre de R et donc aussi celui de R
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Onen déduit que les coordonnées de ) sont : 7t 3
3v2
=z

7) Etant donné un point M d’affixe z, notons
"z Paffixe de My = H(M)
2, 'affixe de Mp = R(M;) = Ro H(M)
z3 affixe de M3 = T(M) = T o Ro H(M)

Il vient alors 23 = —\/i(z -3 - i)) 4
_ V2 V2.
puis zp = | — 5+ 51 (z1 — 20 + 2i

el z3 =29 — 20
On obtient donc :

z=|—75 tgt (z1 — 20
z3 = (——?+\/T§i) [—\/ﬁ(z—-(B—i)) +3—31‘]

dotilvient: zz=1—-)z—2+(4+ 3v/2)i
S est donc la similitude de rapport v/2 et d’angle —711 !

et dont le centre a pour affixe zp =4+ 3v/2 + 2.
L antécédent de O est le point  dont I'affixe z vérifie :
(1-0z—2+4+3V2)i=0.
3v2 (3J§ ) :
5 & 1

ce qui nous donne z =3 + — | 2

On retrouve ainsi le résultat de la premiére question.

Problemes divers ’

homothétie, propriété 6

- 2 2

3 V2 V2
et =——+—51

Paffixe de BO est —2i

module et argumentde 1 — 1

S(Q}) = Odonne z3 =0
_2-(4+3V2)i

“= 1-1i

125

EX 10 :
! : 341V3

On considere la similitude S dont I’écriture complexeest Z = —

1) Déterminer Iimage par S du point A2, Ui R
Déterminer le point P dont I'image par S est 'origine &
2) Déterminer les éléments caractéristiques es.

3)  Soit M un point différent de A et on note M’ son image par S.

zZ+

1-iv3
)

. !
Montrer que le triangle AMM est rectangle.

Au vu de son écriture complexe, S est une similitude direcle.
5+iv3. 1-1V38

2t—a

1) Laffixe de S(A) est g 2

B+2-20V3 .
ce qui donne 91_2._1\_-/_3—%-————'__ ¢’est-a-dire 2.

l'affixe de Aest 2
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imilitude
Ainsi, le point A est invariant par S ; ¢’est donc le centre de cette sim
directe.

. C3+iV3 11— iv3 -0
Le point P d’affixe z admet O pour image si %t T3
o 1-v/3_ 4 _ (-3
c'est-a-dire z=— T 37173 31073
. 2v3
soit, enfin: z= —— U
y
P
)
O 1 A X
2) Le rapport de S est g
Son angle est 6= %T
3) Etant donné M différent du centre A de S, son image M’ vérifie :
9= (m,m) = %T
3
AM' = £AM

2
Dans le triangle AMM', on a AM' = AMcos 6. Le triangle AMM’ est donc
rectangle en M’.

EX 11
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dans Vécriture complexe de S, le coefficien;
: - e
n'est pas 1, il y a donc un point invarigy,

tet i
seul : théoréeme 3 n

Laffixe de l'image O est 0

2 1-iv3
Z2="/3B1-iv3

3+iV3
moduledea=—4—
a V3 1,
—_—= ==t 5l
|a 2 9
Y
(@] i

Donner les éléments caractéristiques de cette trans
Préciser G(A), G(B), G(C) et G(D).

1') Par une similitude S de rapport k et telle que S(A) = B, S(B) = C,
ona BC = kAB.
De méme, CE = kBC.

Clest-a-dire : 1=k ( et € —1= I, d’oi on déduit €2 — ¢ ] =l
1 _
Et donc {= +2\/5 puis k= \/52 . :

=y D, E
On considére un carré AFED de coté 1 et tel que (A—ﬁ‘. AD) = 717 &
Soit € la longueur AB d’un rectangle ABCD
construit conformément i la figure ci-contre : A = .
1) On suppose qu’il existe une similitude directe S qui transforme A, B, C et D en, respectivement, B, C. E et F.
1+v5 ' T
Montrer que, alors ; €= R {on conserve cette valeur de ¢ dans la suite).
2)  Quels sont I'angle, le rapport et le centre d’une telle similitude ? (On pourra utiliser So S pour déterminer le
centre et montrer que ce centre est Uintersection des droites (AC) et (EB).)
3)  Le plan est rapporté au repére (4, AF, AD). Soit G I'application du plan dans lui-méme, de formule complexe :
JoY5=-1  VB+1
- 2 I.Z + 2

lormation du plan.

définition d1

S(B)=Cet S(C) = E

lautre racine de €2 — ¢ — 1 = 0 est négative
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5y Langle de S est (AB, BC), ¢ est-a-dire %T :

gi on désigne par {1 le centre de S, celui de So S st encore )

2
'angle de So S estm, el son rapport est (-\/12—_1) 8= V5
L= - 2 .

imilitude de centre , d’ ot de 3 - :
Similitude de angle m et de rapport 5 SoS est aussi

V5 -3

s 2

L' homothétic So S transformant A en C et B en E, son centre appartient aux
droites (AC) et (BE).

I'homothétie de centre €1 et de rapport

3) Les éléments caractéristiques de la similitude directe G sont :

of - . Tr
rapport : 5 argument: o

VB +1+2i
5—+/5

et le centre a pour affixe

On vérifie immédiatement que G(A) = Bet G(D) = F.

541 5+1
B ayant pour affixe \/_2+ , son image par G a pour affixe \/_2 + 1

etdonc G(B) = C.

L'affixe de G(C) est i 5 5 5> c'est-a-dire 1 + i.

,\/5-1(\/§+1+i)+\/§+1

; Ainsi, G(C) = E.
En conclusion, G est effectivement une similitude transformant A en B, Ben
C,CenEetDenF.

EX 12 |
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(A, B) transformé en (C, D)

angle double de celui de Set rapport carré de celui
de S

S(A)=BetS(B)=C

S(B)=CetS(C)=E

s'il existe un similitude transformant A en B, B
en C, Cen Eet Den F, son rapport, son angle et
son centre sont ceux décrits ci-dessus

vB-1,
module et argument de 5L
VvE+1
—
vE-1
1- i
2
aff(A) = 0 , aff(B) = ‘/g; :

aﬁ(D):i ] aﬁ'(F):l

VE—1vB6+1 v6+1 . VB+1
i—g g t—g — =i+—5

Soit My, M, et My les points d’affixes respectives 1+ 54, l+iet—-1—1

(on notera ) son centre)
Déterminer les coordonnées de Mg = S(Mg) et de My = S(M3).

orne 4

Quels sont la nature et les éléments caractéristiques de S™ ?
CEAES

Pour quelles valeurs de n est-elle une homothétie *

Déterminer la limite de la suite (2n).

1) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S transformant My en My et My en Ms.

‘ g
2)  Etant donné n entier naturel non nul, on note 5" la composée @i’__/

n termes

3)  Soit Ma = S"(Mp) et un = Ma. Calculer en fonction de n les nombres un et Sn= U+ Uy +...+ Un.

0 S.

1) Déterminons S par son expression complexe Z =az+bh.

l+i=a(l+5i)+b
Nous avons
1—i=all++b

1 !
C’est-a-dire a= Q(l ~ 0

b=-2-1i

a et b sont a déterminer
My = S(Mg)
My = S(M;)

Uécriture complexe de S est

z’=%(1ﬁi)z—2—i
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n V2

L'angle et le rapport de S sont respectivement — - el =+

L'affixe de son centre Q) est =3 + @

L'affixe z3 de M3 = S(Mp) est —3 — 1.

Celle, z4 . de My = S(Mj3) est —4.

- : na
2) S" est une similitude directe de centre Q, d’angle ——— et de rapport

4

S" est une homothétie si et seulement si son angle est un multiple entier de

s P . o s « nar
m, ¢'esl-a-dire si et seulement si il existe k € Z tel que e il Ic .
Pour cela il est nécessaire et suffisant que n soit un multiple entier de 4.
3) Avec S" = S0 8" il vient My = S(M,_1)

el par suite, up = 5 Un-1-

La suite (un) est donc géométrique, de raison g = 5

Son premier terme ug =) My vaut 4/2.
B 1
- (\/ﬁ)ﬂ.—5

- el la somme 2, dt\as (n + 1) premiers termes de la suite (un) est :

n+1
' Sa=8(v2+1) |1 (_fg)

En conséquence up

2

On en déduit que la limite de la suite (Sn) est 8(+v/2 + 1).
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G
RV
_Sa-)
1- 5

2A--1- -2

32[.(1—1')(—3—1‘)—2—[‘

les triangles & MMy et () MM,
sont rectangles en {1

Les points {}, Mg et My sont alignés

théoréeme 5

S"(Mp) = s(s”‘l(Mo))

V2
QMR:_Z—QMH—I

4/2 x (?)n

n+l

4z I —1
qg—1

V2 V2

n+1
(T) tend vers 0 puisque —1 < 7 <l

e o
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I - Définition géométrique — Equation réduite

A. Définition

d. 1 |Etant donné
» unréel e strictement positif,
= un point F,
= une droite % ne contenant pas F,
'ensemble des points dont le rapport de la distance a F et de la distance 2 & est égal a e est appelé la
conique de foyer F, de directrice? et d’excentricitée.

Soit ‘6 une conique, de foyer F et de directrice 9.
Alors, la droite perpendiculaire & & passant par F est axe de symétrie de €.
On appelle sommet d"une conique ¢ tout point de ‘6 qui appartient a un axe de symétrie de €.

B. Equation réduite

Soit € une conique, de foyer F, de directrice @ et d’excentricité e.
On note K le projeté orthogonal de F sur @ et H celui d’un point M.

R
L

IKF |
Notons h la mesure algébrique FK. Remarquons que: h<0.

et soit j le vecteur unitaire directement perpendiculairea i .

Hf g
.
:
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1. Cas général

Nous utilisons les notations précisées ci-dessus.

Théoréme :

=t =¥ 5 ion de 6 est :
b1 | goit® upe conique. Dans le repére orthonormal (F, © ., J )-une équation.ce o

DD
Fo : (1— P +of +2e%hx—e h'=0

2. Excentricité égale & 1

Théoréme :

t.2 | Etant donné une conique d’excentricité 1, il existe un repére orthonormal dans lequel glle admet une équation

de la forme : '

: y2 =2px
Une conique d’excentricité 1 est appelée une parabole.

Définition :

d. 2 | La distance p du foyer a la directrice d’une parabole est appelée ie-p.q_rqﬁtéfre.de la parabole.

|3._Excenfricité différente de 1]

Théoréemes:

t.3 | Toute conique d’excentricité différente de 1 admet un centre de symétrie.

On dit qu'il s’agit d'une conique d centre.
t.4 |Soit € une conique & centre. Alors il existe des réels strictement

positifs a et b et un repére orthonormal dans
lequel ‘6 admet pour équation : ,

2 2 2 2
XY X Y

Si0<e<1,——+—§=1 Si e>1,—__2_=1
a® b a’ b

Une conique d’excentricité strictement comprise entre 0 et 1 est appelée une

ellipse.
Une conique d’excentricité strictement plus grande que 1 est appelée une

hyperbole.
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II - Etude graphique des coniques

A. Parabole

[1. Construction d’une porab@

I’—jtant'donne Jane parabole @, il existe un repere orthonormal 0. 7.7)du plan dans lequel % admet pour
équation y” =2px avecp> 0.
P est la réunion des courbes représentatives des fonctions

) ; x—\/2px et x— —/2px
Représentation graphique

La droite (O, i ) est axe de symétrie de P .
c’est'axede la parabole; O estle sommet de o

Y P

@]
""i\r
=

2. Tangente en un point]|

Théoreme :

t.5 |Soit P la parabole d’équation réduite y2 =2 px, dans un Tepére orthonormal.
En tout point My(xg. yg) de P, la courbe admet une tangente.
Cette tangente a pour équation  yyy = plx + xp).

—_—
La tangente en O a & est la droite (O, j ) : on dit que c’est la tangente au sommet.

B. Ellipse

[1. Construction d’une elipse]

Etant donné une ellipse €, il existe un repére orthonormal (O, i , j)dans lequel € admet pour équation

o

5+ =1 avec O<b<a, b2=(1-e%a? oueest I'excentricité, (0 < e < 1).
a b
X2 x2
€ est la réunion des courbes représentatives des fonctions x> by[1 — — et x—>-b|l-=
a a

Représentation graphique
Les droites (O, i) et (0, j ) sont axes de symétrie : elles sont appelées axes de l'ellipse €.
O est centre de symétrie : c’estle centrede %
Les points A(a, 0), A'(~a, 0), B0, b), B'(0, —b) sont les sommets de I'ellipse €.
« AA'=2a estlalongueurdu grand axe.
« BB’ =2b estlalongueurdu petit axe.
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2. Tangente

Soit % 'ellipse d’équation

+ 23
5 U L X% Yy
En tout point My(xy, yg) de %, (ﬁ% + y—g = 1) , € admet une tangente d’équation —2 bT = 1.

C. Hyperbole

|1. Construction d’une ‘hyperbole\

Etant donné une hy

x2

— = A =1 aveca>0, b>0, b%2=(e? — )a? ot eest I'excentricité, (e > 1).
a

2 2
_ . ; . | x X
€ est la réunion des courbes représentatives des fonctions x — b ——1let x>-hj=%-=1
a

2
Représentation graphique

perbole ¥, il existe un repére orthonormal (0, 1 , 7)) dans lequel ¥ admet pour équation

a

Les droites (O, i )et (O, J ) sont axes de symeétrie : elles sont a
L'axe des abscisses est dit axe transverse, (il traverse 1’
L'axe des ordonnées est dit axe non transverse.

O est centre de symétrie : c’est le centre de I'hyperbole .

Les points A(a,0) et A'(—a, 0) sont les sommets de Ihyperbole %.

Y

ppelées axes de I'hyperbole %.
hyperbole).

An‘

o
£
=




Chapitre 8 : Coniques (Spécialité) 133

2. Tangente

2 2
PR
Soit 7 I'hyperbole d’équation . = Ez- =1 dansun repére orthonormal.
2 2
- t point My (x e 9 : ’
En tout point My(xg, yg) de 7, 2~z =1], Hadmetune tangente d’équation 20 g
a b a* b
3. Asymptotes
Théoréeme :
t. 6 , ‘ iR b b
Une hyperbole d’équation EhEE 1 admet les droites d’équations y = gxety=—gx pour

asymptotes.

Définition :

d.3 | Une hyperbole équilatéreest une hyperbole dont les asymptotes sont perpendiculaires.

Théoréeme :

t.7 | Une hyperbole est équilatére si et seulementsi il existe un repére orthonormal dans lequel elle a pour équation
x2 y2 ; :
= Eg= aveca> 0.
a@ &

III - Foyers — Directrices d’une conique a centre

A. Couples foyer — directrice

Théoréeme :
t.8 |Si ‘6 est une conique a centre de foyer F, de directrice % et d’excentricité e, (e # 1) : c’est aussi la conique a

centre, de foyer F', de directrice 9’ et d’excentricité e, F/ et @' désignant les symétriques respectifs de F et @

par rapport au centre de la conique.
Pour une conique a centre, on met ainsi en évidence 'existence de deux couples foyer - directrice.

B. Excentricité — Foyers

Théoremes :

b

t.9 2 —
i =1, 0 <b<a, dansunrepére orthonormal (O, i, j).

Soit € une ellipse d’équation réduite ;2— +

Onpose: ¢=+/a2 - b

. @
= L'excentricité est égale a —.
« Ladistance du centre a I’un des foyers est égale a c.

S

b

Application a la construction des foyers

J
On construit les sommets A, A", Bet B'.
Le cercle de centre B et de rayon a coupe (AAYen F et F.

9 9
c=a — b2
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t. 10 ok d . repere orthonormal (O, 7 T).
Soit ¥ une hyperbole d’équation réduite a— — B-g =1, dans ,un P T ;
Onpose: c=+va?+b2
c
» L'excentricité est égale a =
» La distance du centre a I'un des foyers est égale a c.
Application a la construction des foyers
On construit les sommets A, A’ et le point Bd’ ordonnee b sur I'axe non transverse.
Le cercle de centre O et de rayon AB coupe (AA’) en F et F.
x
C. Directrices
Théoréme :
t. 11 2 P 2 2
Etant donné une ellipse —2 2T 1, avecO0<b<a, ouune hyperbole f—f - y.z =1,
a
— — 2 2
dans un repére orthonormal (O, i, j), les directrices ont pour équations x = % B e a

e
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IV - Transformé d’un cercle par affinité
A. Définition d'une affinité

Définition :

d. 4 |Soit% et %' des droites sécantes du plan et &t un nombre réel non nul.
On appelle affinité de base %), de direction @' et de rapport
I"application ponctuelle qui, a tout point M du plan, associe le point M’ de méme projeté H sur & parallelement

a9’ et tel que HM' = IHM.

Mf
M
)
HM' = I HM
Notation :
n. 1 10nnote A (?JJ @/, k) V'affinité décrite dans la définition ci-dessus.
Cas particuliers
= Silk =1, l'affinité est idg.
s Silk = —1, 'affinité est la symétrie par rapport a & parallelement a @'

« Si% et %’ sont perpendiculaires on dit que I'affinité est orthogonale.

Propriétes :

p. 1 |Toute affinité est une application bijective.

p-2 1 : x 8
La réciproque de IfafﬁnitéA(gb, o’ k) est l’afﬁnitéA(@,&D', l_c)’ demémebase, de méme direction et de rapport

inverse.

Théoréeme :

t. 12 Soit A (‘Zh g, k) une affinité et O le point d’intersection de @ et ap’,

e F ¥ . / ;
Soit i et j des vecteurs directeurs de @ et @' respectivement.
X =x

Les formules analytiques de l'affinité dans le repére (O, i, j)sont: { J = ky

B. Transformée d’'un cercle

Théoréme -

t. 13 | La transformée d’un cercle par une affinité orthogonale dont la base est un diameétre du cercle est une ellipse.
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k>1

D<k<l

C. Cercle principal et cercle secondaire d’une ellipse

Définition :

d.5 |Soit¥ une ellipse. : I
Le cercle ayant pour diametre le grand axe est appelé le cercle p:l’fir.lCip.ﬂ.l de 6.
Le cercle ayant pour diamétre le petit axe est appelé le ce_rcle‘se‘c:mda_ired_i;‘(‘é; :

Propriété :

p.3 |Soit € une ellipse. Notons @, et By les supports du grand axe [AA'] et du petit axe [BB'] respectivement et
désignons par a et b les demi-longueurs respectives du grand axe et du petit axe.

b
%€ est la transformeée du cercle principal par l'affinité orthogonale A (9351, E)_.

% estla transformée du cercle secondaire par l'affinité orthogoﬁale A (@2, %) :

V - Représentations parameétriques

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, T, T) ;
Théoremes :

t. 14 2

2
Lellipse d’équation x_2 e
a

= =1 admet pour représentation paramétrique x =a cost, y=b sint

Y,

b

t. 15

2
L X
L'hyperbole d’équation —; — =; = 1 admet pour représentation paramétrique
a

cost’

2 T
x=——, y=Dbtant, t;e-z—[ﬂ],

e

~ 7 ? ,,5./%044#!
S
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Exercices résolus

Sauf mention contraire, le plan est supposé rapporté a un repére orthonormal (O, i, j )

Equations réduites

EX 1
Déterminer la nature et les éléments remarquables de chacun des ensembles suivants :
't % 2x2+3y2=2 Ty @ x®-22=2
T3 o 2% +yf = -2 Ty @ 22 -32=—1

2
1) Ty apouréquation X2+ U =1 équation réduite d’'une ellipse

wl |5

On reconnait une ellipse : a=1 b=y/z, c=

- ... V3
= d’excentricité 5

= de foyers F(?.O), F’ (—%_?3.0),

» de directrices associées D : x=+3, @' : x=—/3.
2
- : : X ;
2)I's  a pour équation - - yZ = équation réduite d’une hyperbole

On reconnait une hyperbole : a=v2, b=1, ¢=3

3
§$
de foyers F(\/§ 0) , F (—\/5. 0),

d’excentricité

s de directrices associées 9 @ x=—, 9 : x= _ﬁ’

« dasymptotes A: y=-——, A": y=——g

2
3) Pour tout (x, y) de R%, ona 2x°>+ 1y =0 donc Iy est vide.

2 x2

4) 'y  apouréquation Y _ 1 =1 équation réduite d'une hyperbole
1

3

1
On reconnait une hyperbole : as= 73 b= 7 c=\lg

d’excentricité 3

5 5
de foyers F(O. gl Fl(o-—\/;)!

2
= de directrices associées D Y=/ 7E, 9 y=- 15

2 /
» d'asymptotes A: y=x 3 A y=—-x 3
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EX 2 |
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' squati = +4=0
On considere la courbe § d’équation  5x% + y2 IOx;liy
1)  Montrer que % est une conique et déterminer sa nzclj‘ o
2) Déterminer le centre, les sommets, les foyers, les direc

(1)

et I’excentricité de cette conique.

1) L'équation (1) s'écrit 52 — 2x) + y2 + 4y + 4 =0 ok -

5

ou encore

o 2 .
5lx— 1)% + (y+ 22 =5 clest-d-dire  (x—1)"+ 1
Soit Q) le point de coordonnées (1, —2). )

= = A . .2 X2+ .}’_ = 1_
Dans le repére (Q, i, j ), la courbe % a pour équation  (2) 5

On reconnait I'équation d’une ellipse de centre {).

Les axes de symétrie sont (Q, i )et (€, j ), d’équations respectives
y=—2etx=1 L
2) Puisque, dans 1'équation réduite (2), le dénominateur de Y2 est plus grand
que celui de X2, c’est I'axe £, 7) qui est I’axe focal.
La longueur du demi-petit axe est a = 1,
et celle du demi-grand axe est b = /5,

= Les sommets de I’ellipse sont :

A(2,-2), A'(0,-2), B(1, -2 + vB) et B'(1, -2 — \/5).
= Ladistance du centre O i un foyereste=+/5—-1=2,
L L e 3
] excentricite est e = B = g

= Les foyers sont situées sur I’axe Q, T).
Ce sont les points F(1, 0) et F/(1, —4).

» Les directrices sont perpendiculaires a I’axe focal.
2

; = : b e oh
La distance du centre i ces droites est - c’est-a-dire 5
Ces directrices sont les droites d’équations

y=2

—26Ly=-—2

— 2, c’est-a-dire y = L

2ety=—-

o] W0

EX 3

On considere la courbe % d’équation

1) L'équation (1) s’éerit (2 + 4x) — 4y ~ 2

x2_4f+4x+sy_4:0
1) Montrer que % adme( un centre de symétrie, noté () e que € est une
2)  Déterminer les sommets, les foyers, les :

regrouper les termesen X et les termeg oy, Yet ;.
liser la forme canonique d’un polynsme du e
degré afin de mettre en évidence le centre
métrie de €.

Cong
de 8y-

pour placer les éléments géométriques de €,
commencer par préciser Uaxe focal.
Attention au role joué par le demi-grang axs
dans les expressions de la distance centre-foyey.
de l'excentricité,. .. Dans les formules usuelles, i}
faut savoir échanger a et b s'il y a liey !

il faut

les longueurs a et b des demi-axes permettent

de calculer la distance ¢ du centre a chacun deg
foyers.

cest-a-dire  (x+2)? —d(y— 124
Soit ) le point de coordonnées (-2, 1)
Dans le repére (12, 0, 7), la courbe ¢ 5 Pour équation X2 — 4y2 _

2 =

X 9
T-Y=1 @

4.
C’est-a-dire
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On reconnaitI’équationréduite d’une hyperbole, de centre Q et d’axes (£, i)
et (. Jj)

2) Liaxe foeal,ou axetrinsverse, estill, ¢ ). On détermine les éléments géométriques de ¥€ par

2 2 . . ;

3 sE = 5.4 . . . X 5 ] s le reper

L'identification de (2) avec I'équation réduite = — —Y2 = 1d'une hyperbole leurs équations ou coordonnées dans le repere
a

Q1. 7) et on revient au repére (O, 0, 7)

nous donne : par les formules de changement de repére :
» a=2 s b=1 u c=VaZ+bp2=5 x=X-2
» =
» ladistance du centre & une directrice est  — = % { y=Y+1
c
« lexcentricitéest e= < = ﬁ
a 2
Dans (©, i, j),
= les foyers sont les points F(+/5.0) et F'(—/5.0) Yy oY
= les sommets sont les points A(2,0) et A'(—2,0)
= les directrices sont les droites % et @’ d’équations J4
45 T
L O N —
= les asymptotes sont les droites d’équations Y = %x etY = —%X. \

Dans le repére (O, i, j )
= FOW/E-2DetF(—/5-2,1) « A0, 1)etA(-4,1)

- 4
. D X_T‘f—z w By =Ty
5
1 1
= asymptotes y=§x+2 et y=-—gX

EX 4 ]
Soit € I’ensemble d’équation 9x? + 4% + 18x — 16y — 11 = 0.
Montrer que ¢’est une ellipse, determmer le centre, les foyers, les dlrectnces et 'excentricité de €.

L'équation s’écrit  9(x + 1)% +4(y — 2)* = 36

SoitQ(—1,2), x=X'-1, y=Y'+2

Dans (O, ©. ), %apouréquation 9X'2+4Y’? =36
2

12
Lo 3 Y e
c’est-a-dire 4t 9" 1.
— —F . X2 Y2 / 1
Dans (Q), j, i), % apouréquation ?-i-T:l X=Y ¥Y=X
»  %est I'ellipse de centre (2, de foyers F et FY,

— — 2 2
de coordonnées (v/5, 0) et (—v/5,0) dans (©, j , i )etdonc a=3 b=2 f=a’-b*=5
de coordonnées (—1, V/5 + 2) et (=1, —v/5 + 2) dans (O, !

= €
= L'excentricité est é €T a
= Les directrices sont les droites d’équation :
9 9 —% =2
s X=-—— e X=-——dans(Q, j, ()
V5 V5

" y:2+% el U:Z—-—j—gdﬂnS(O.T'T)'
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EX 5 v, ) dont les coordonnées vérifient I'équation

a1 > ¢ s points M(
A tout nombre réel m, on associe I'ensemble €m des po

mx? — dmx — (m— D2 +2=0
Etudier, suivant les valeurs de m, la nature de ‘6m.

{quati 2 T ) selit
L'équation de 6/ dans le repére (O, i, j ) s¢

! mix — 2)% — (m— Dy? = 4m— 2. B
Soit 2 le point de coordonnées(Z.O)danzs le repére (ﬂ.c i
©m a pour équation mx2—(m-Dy?=4m-2 %
On peut d'abord envisager trois cas particuliers :

. m=0, €sécritY?=-2 donc%y=0
x* v

. m=l % s'éerit 5+ = 0, donc‘@lcslreduﬂaupomlﬂ@ )

2 2

« m=1 ©séeritX2=2, donc 6 estlaréunion des deux droites
d’équation X = V2et X =—/2

1 : .
Pourme {0, 5 1}, I'équation s’écrit :

2 B = 2m—1
X° Y 2m -1 _
_0‘+—B:1 avec a=2 — et B-—-zl_m-
La nature de ‘ém se déduit de I’étude des signes de a et B.
Enposant a=./a et b=+/—B, €m apouréquation:
2 2
X v
G_2 b2

‘€m est une hyperbole d’axe focal (O, —1) et de centre {1 (2, 0).

1
= Lorsque §<m<1, ona a>0etf>0.

Enposant a=./a et b=+/B, émnapouréquation:
2 2
X + L3 1
P
‘6m est une ellipse de centre £) (2, 0).

D’autre part,on aalors, m>1-m>0 et 2m—1>0 donc
2m—-1 2m-1

<
m 1-

le grand axe est (), 7), le petit axe est (£, T)

c’est-a-dire a<bh

1
= Lorsque 0O<mc< 5, ona oa<OetP<0 donc Gm=@.

EX 6 |

Les formules de changement de repére, (translq,
tion des axes), sont x =X +2, y=vy,

Lorsque 6 m est non vide, Q est centre de Symétri

clest-a-dire x = 2 + V2etx=9— V2

m|— e 0 % 1 + o

o + = + +

Bl - =]+ | -
\ﬁm Hyperbole |¢J | Ellipse | Hyperbole

1) Montrer que ‘6 est la réunion d’une partie de conique
Déterminer pour chacune des coniques ¢y et

2) Montrer, qu’en chacun des points ot les courbes Gy et6
3) Dessiner la courbe ¢ en prenant pour unité le centimétre

Soit € I'ensemble des points dont les coordonnées (x, y) vérifient I'équation

€1 etd’une partie de conique G,
69 lanature, le centre, les sommets et év

. —
2 coupentla droite (O, j'), elles ont la méme tangente.

]
dx|x| +y® — 16x— 20 =0.

entuellementles asymptotes.

Soit 6; laconique d’équation 4,2 +y2 — 16x — 20 = 0
et 6y laconiqued’équation —4x2 4 2 _ -
‘6 est la réunion de v~ 16x 4 ¢
%7, intersection de ¢, avec le demi-plan x = ()
et de 65, intersection de Gy avec Jo demi-plan x < 0

4__._.__#

-



iy "
Chapitre 8 : Coniques (Spécialité) 7

o x—2°%
« 6y a pour équation —5 t3g= 1

On reconnait une ellipse de centre €2, (2. 0)
de sommets Ay(2,6), A}(2, —6), By(—1,0), B(5,0).

2
s €9 a pour équation yz —(x+2°%=1
. On reconnait une hyperbole de centre Qg (-2, 0),

; d’asymptotes Dy : y=2(x+2)etDh : y=—2(x+2),

de sommets Ag(—2, 2), Aj(—2, 2).

2) ‘6, ainsi que ‘€4 coupe I'axe (O, 7) aux points 1(0, 2¢/5) et I'(0, —2/5). En Mp(xq, Yp) de I la tangente a la conique r
« En I, €, et 6, ont la méme tangente d'équation  yv/5 — 4x = 10 ax® + by? + 2cx + 2dy+e=0
» EnTl’, %€; ety ont la méme tangente d’équation —yv/5 — 4x = 10. | a pour équation

o + byyp + clx + xg) + dly+ yp) +e =0

3) Représentation graphique La courbe 6 est symétrique par rapporta (O, 1 ).

EX 7
Soit € la conique d’équation 16x2 + 25y2 +96x—266=0
16x2 — 25y° + 96x — 256 =0 _
t les asymptotes) de chacune des coniques & et 3.

et I la conique d’équation
Déterminer la nature, le centre, les sommets (éventuellemen
Tracer¢ et 9¢

Représenter la courbe % d’équation 16x2 + 25y |y| + 16x — 256 =0




€ a pour équation

+3)

X ¢ .
=1, % estuneellipse.
25
3)°

U_
+ 18
q
Y =i,
25 ~ 16

= 9¢ est une hyperbole.

7€ a pour équation

. : - artie
6 est laréunion de la partie de % située dans le demi-plany = 0 et delap

de % située dans le demi-plan y < 0.

EX 8

Les Cahiers du BAC /| Terminale S [ Algébre - Géﬂmétrie

Q (=3, 0), centre commun a € et I,

Oet G(—6,0), foyers de €.
F(-3+v41,0)et Fi-3— \/ﬁ» 0), foyers de
ac.

9 et B, asymptotes de I ont pour équationg
y=4(x+3)etdy= —4(x + 3),

, excentricité de J€.

4
5
5 excentricité de €.

Directrices de 6 :

16 34
X = —g'etx-—?-

Directrices de € :

3 25 o 25
=—34+ ——etx=
V4l

B
V41

% 16x* +81y" + 12x% — 12962 = 0

On considére I'ensemble 6 des points dont les coordonnees X et Y venﬁent r equaﬂon o

Démontrer que 6 est la réunion des deux coniques dont on donnera les équations redmtes
Préciser les éléments remarquables de ces coniques : centre sommets, foyers et dlrecmces

L'équation % s’ can (4x? + 917)% — (36y)? =0
donc aussi  (4x? + 9% — 36y)(4x? + 92 + 36y) =
Ainsi, € appardll comme la réunion de deux courbes ‘81 et €y
€ 4x®+ 9% —36y=0 @, : L 4x® + 9% + 36y =0
» L'équationde € s’écritaussi  4x% + Q(y -2y =36
Introduisons le point £ (0, 2).

Dans le repére (Q, ER 7).
@ A 2 2 Xy
Gy a pour équation  4X°+9Y° =36 soit ot =L
On reconnait une ellipse :
s de centre (),
« daxes (., i) et «Q, j),
» desommets O, A(0,4) B(3,2), B'(-3,2)
« defoyers F(V5,2), F/(=5,2),
y v 1 \/5
s d’excentricité e= -3,
95

s dedirectrices 9% :

en faisant apparaitre une différence de deux cor-

rés, le premier membre se factorise aisément.

M(x, y) appartient @ @ si et seulement si
4x° + 91 — 36y = 0.0u 4x2 + 942 + 36y = 0

Les formules de changement de repére sont
x=X y=2+Y

la longueur du demi-grand axe, porté par
Q, i ) est 3,

la longueur du demi-petit axe est 2,

a=3,b=2c¢c=/9_4
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= Remarquons que M(x, y) appartienta Gy si et seulement si M’(x, —y)
appartient a ‘6;.

€y est donc I'ellipse, image de €y dans la réflexion d’axe (O, i)
y -

A

fGl

Propriétés géométriques

EX 9

143

/ .
M et M’ se correspondent dans la réflexion d'axe

(0, ).

Soit ? une parabole de foyer F et de directrice & et un point M de %.

projeté de M sur [FH] est sur la tangente au sommet.

Montrer que la tangente en M a & est la médiatrice de [FH] ot H désigne le projeté orthogonal de M sur 9, et que le

5 P
M ayant pour coordonnées  (xp, Yg), celles de H sont (‘g»yo)

L
et celles de I, milieu de [FH], sont (0, %

La médiatrice de [FH] est la perpendiculaire en I a [FH].
FH ayant pour coordonnées (—p. yo), cette droite a pour équation :

Yo (1)

-px+y0( ~ =0

- Y
Soitencore  yyo = px + J—20 ou  yyo = PlX +Xp)
On retrouve une équation de la tangente en M a %.
D'autre part, I est alors le projeté orthogonal de M sur [FH] et se trouve sur
Oy, tangente au sommel.

o

2
S
car 9 = DXy

Pour écrire l'équation (1), on note qu'un point
P(x, y) appartient a la médiatrice de [FH] si
et seulement st IP - FH =0
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EX 10

s s . 4 % é ‘ormant
Soit ¢ une ellipse de cercle principal 6 et o I"affinité transforman

. 5 1
Montrer que les tangentes en M a G eten M’ 2%, (0 < b < a) (8

sécantes en un point situé sur %, axe de |'affinité.
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@ en €. _
image de M dans I'affinité o), sont, en 2€néry)

2
. Xo Yo
M a pour coordonnées  (xg.yp) avec —g+ -5 =1

a® a
2 2

1 " X0 U1 _ 1

M a pour coordonnées  (xp,y;) avec —g+ L—z =
a

. ; ’ XX . Yuo

La tangente en M 4 6 a pour équation —5 + —5 =1

a a

= - ; X | yy1

La tangente en M' 2 € a pour équation —5 + = =1
5 a2 b2

= Sixg# 0,le pointd’intersection des deux tangentesa pour coordonnées

x=—-et y=0 :ilestsituésurd
Xg

= Sixy =0, les deux tangentes sont paralléles.

EX 11

Soit % une hyperbole de foyer F et de directrice associée B.
La tangente en un point M de ¥ coupe @ en P.
Montrer que le segment [MP] est vu de F sous un angle droit.

La tangente a 7 en M(xg, yg) a pour équation

- = =1

XX Yyg
a2 b2

2

Soit F(e, O) un foyerde # et : x = =

On suppose yp # 0, la tangente en M(xg, yo) coupe alors @ en
2 ;2
b =
p(L Flo=0
c cYo

la directrice associée.

_ i B oy
On en déduit les coordonnées de FP : (a_c_c_ b_&xg_q)

CYo
D’autre part, FM a pour coordonnées  (xy — c, yg)
e e = €
donc FP-FM = X-O—C—(a2 ~c+bH)=0.

=
DMI LS
|
U'Nl <,
Il
—
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Transformé d'un cercle par affinité

EX 12
-

On admet que, dans une affinité &, si une droite 9 est tangente, en M, a une courbe I, son image, %' = A(D), est
tangenteen M" = (M) a Pimage I de T".
1) Soit ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle € de rayon R, R>0.
Calculer le rayon r du cercle ¢’ inscrit dans le triangle ABC.
On considere les ellipses € et €' d’équations respectives:
2 2

—-jx +—-gy =1 et x2+y2 1

- 4a” 4b o pr
Soit M un point de %, les tangentes 2 %' issues de M recoupent % en Pet .
Montrer que la droite PQ est tangente 2 €'.

2)

1) Les cercles 6 et ‘6’ ont le méme centre : il s’agit du centre de gravité O du
triangle ABC. e

. 5 . . . . e (
Oestle pointd’intersection des droites AA’, BB, CC’ qui sont simultanément ¢
bissectrices, hauteurs et médianes dans le triangle ABC.

~
™
-

O

le centre de gravité O est aux 3 de la médiane

[AA"].

Onaalors R=0A et r=04A" donc r=

vl

— b
2) Soit s I'affinité orthogonale de base (O, i) et de rapport a

€ et ¢’ sont les images par s des cercles G et 6’ de centre O

et de rayons respeclifs 2a et a. \
o O
Q

(¢ o o
M. P, @ sont respectivement images de Mp. Po. Qo Mpe 6. Ppe6. Qoe 6

, s -1 . el
(Mo Py) et (Mg Qp) sont les tangentes a ‘G issues de Mp. car laffinité tr’ansﬁumu une tangente a €
en une tangente a ‘6.

o ! / itie 'O o <€
On déduit du 1) que (PyQp) est tangente 2. le rayon de ‘6" est la moitié du rayon de “C.

En conséquence, (PQ) est tangente d €'
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Lieux géométriques

[ EX 13

Soit T 'ensemble des points M de & vériﬁaflt la condition
coordonnées (1,0) de F le point de coordonnées (—1, 0).

3
3 3 3
(-2,0), (2.0), (—1,5) ‘ (15) , (1, 2)

2)  Quelleestlanaturede " ?

—_—r —
Montrer qu’une équation cartésienne de I' dans le repére (O, L, J )
3)

Déterminer les coordonnées du point P d’intersection des. dFOIteS
point Q d’intersection des droites (AE) et (CMp). -

28

Représenter la courbe I' et les points A, B, C, D, E (unité det_l_ontgrlljje;ni:zr:;)ité o la. ot
i ; é in’appartientnia. e L& '
Soit My un point de P de coordonnées (xp, yo) quin’app (DE) cf.(BMg) ainsi que Jes coordonnées dy
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i de ces deux points. = .
i A e i i d(M.F) + dM.F') = 4 ou F désigne le poip de

: ectives !
1) Vérfier que I contient les points A, B, C, D, E de coordonnées resp

2 2
T
est-- Gk =1

En déduire que le point M appartienta T si et sreul_emcnt-sl‘ l_xestp‘gl‘r_l.ts Pet Q ont 137,-1'“61"_1"13_ Ordpnn _

1) Les deux points A(~2, 0) et B(2, 0) sont symétriques par rapport a (O, j ).

Comme d’autre part (O, T) est axe de symétriede T, si A est sur I', B le sera
également.

Ona d(A,F)=1 et d(A F)=3,doncAeletaussiBel.

3
Vérifions maintenantque C (—1, §) el:

ona d(C F)= getd(C,F)z \f4+§= —g—,donc d(C, FY+d(C,F)=4

« D (1, %) est symétrique de C par rapport i (O, T), donc D el

» E (1. —%) est symétrique de C par rapporta O: E el
2) Etant donné M de coordonnées (x, y), 1a condition
d(M.F)+ d(M,F') =4 équivaut successivement 3 :
(1) Ve+12+ 12 =4 — f(x - 12+ 2

) { xx+12+2 = (4—~/(x—1)2+y2)2
Vix=12+y2 =< 4

3) {2\/(x—1)2+y2 = 4_x
x 2 =
—~ 12 = 2
(4) { 4 [(X D%+ yz] = (4—x)
4—x = 0 x=—-4

(5)  8xP+4 =12

2
Ainsi I est I'ellipse d’équation XT +

v
3 T~

ou aussi par rapport @ O,

d’aprés ce qui précede

d'aprés la remarque initiale

car Qest centre de symétrie de I’

d(M,F) = \/(x- 1)2 + yz
dM,F') = /(x + 1) + 2

2
Gt 1442 = (4 /= 12+ @

donne )

4_m=i[(x+l)2+yz]

sachant que \/(x — 1)2 + y2 =2 - izc'
la condition \/(x — 1)2 + Y2 <4

donne x = —4

3x2 +4y2 =12 donne X2 < 4

eta fortiori —4 < y<4
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3) Représentation graphique

o

wx S
=

=

(DE) apouréquation x = 1, (BMy) a pour équation Y(xy—2)— yolx—2) =

donc P a pour coordonnées x=1 et y=y Jo
— X

2 — xp # 0, puisque, par hypothése, My n'est pas

surla tangenteen Ba T,
(AE) a pour équation 2y+x+2=0 et

(CMp) a pour équation (L - %)(xo + 1= e+ Do - 5) =0

. ) ) x+2y=-2
Le point Q est déterminé par le systeme 3 3
X(g . yo) +ylxo + 1)=5X + Yo

) 1 2
Le déterminantde ce systémeest D=| 3 =xp+2Yo— 2
. ‘ 3~ Y X +1
il est non nul puisque par hypothése My n’est pas sur la droite (BC). Une équation de la droite (BC) est x+2y — 2=0
On a affaire a un systéme de Cramer dont la solution est :

5xp + 2yg + 2 3x9— 2yg + 6

X+2yp—2 Y7 B0+ 2y - 2)
Les points P et Q ont donc méme ordonnée si et seculement si
Yo 3xp —2yp +6
2—xy  20g +2yp — 2)
donc si et seulement si 3)% + 4y% =12 x0—2#0 x+2yyg—2+0| Bet C sont les seuls points de I" situés sur la
tangente en B a I, ou sur la droite (BC).

xX—2#=0, xg+2yp—2=0

Ces derniéres conditions traduisent My €'\ {B, C}

EX 14 ]

Au point M d’affixe 2z = x + iy, (x et y sont réels), on fait correspondre le point M’ d’affixe 2/ = 22 +922z
1)  Calculer les coordonnées (x', i) de M’ en fonction des coordonnées (x,y) de M. ;
2)  Montrer que I’ensemble 7€ des points M du plan, tel que Z soit imaginaire pur, est une hyperbole dont on précisera

le centre, les sommelts et les asymptotes.

2
& = x2~—y +2x z:x+[ydonnezz=x2—y2+2ixy

I') On obtient aisément : {
) On obtient aisém y = 2xy+2y et 22 +2z= x> — % + 2x + 2ilxy + y)

2 z imaginatre pur si et seulement si X =0

2) 3 a pour équation x> — y? +2x =0
Cette équation s’écrit aussi  (x + 1)% — =1
Donc, en introduisant le point & (—1,0), dans le repére (2, . j ), % a pour F";m_“lesldi‘iiéange"“”“ s
Soats 2 2 _ S
equation X°—Y“=1. {y=Y
On reconnait une hyperbole équilatére :
= decentre O
» desommets OX=1Y=0), AX=-1LY=0)
» dasymptotes @ : Y=X et @D :Y=-X
Dans le repére (O, | . 7)
« A Pour coordonnées (—2,0)
* DetD ont pour équations respectives y =x+1lety=—x-— L
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EX 15

1)  Soil ? une parabole de foyer F et de directrice 9. - e
Etant donné un point M de P et H son projeté orthogonal sur =, mo i
» le milieu I de [FH] appartient a la tangente au sommel,

« latangente en M a @ est la médiatrice de [FH]. R . . .
2) a) Déterminer le lieu géométrique des foyers des paraboles ayant une directrice % donnce et tangentes 3 yp,

droite 9 donnée.
b) Déterminer le lieu géométrique des sommets de ces paraboles.

T SR

— — t est [’ :
| ) On se p]ace dans un repére O[thonom]al (O, i, J ) dans quUCI gP a pour la tangente au sommet est Laxe des ordonﬂﬂes
équation yz =2px, avecp>0.

y /
H M

la directrice est la droite d’équation x = _

ool

les coordonnées du foyer sont (% . 0)_

i Etantdonné M(xq, yo) appartenanta ?, les coordonnéesde H sont (—- g, yo) .| H projeté orthogonal de M sur @.

Les coordonnées du milieu I de [FH] sont (0. %—0)

et ce point appartient donc a la tangente au sommet.

1 1
xp = 5l +xp), Y1 = 5(YF + un)
cest-i-dire l'axe des ordonnées

D’autre part, FHa pour coordonnées (—p, yo) donc la médiatrice de [FH] a

un point P(x, Y) appartient a cette médiatrice si
pour équation :

et seulement st

—pX+yo(y—%")=0 P FH=0
Y 2
c’est-a-dire  yyp = px + 70 ouencore  Yyp = plx + xp) %9. =pxgcarMe P

On reconnait 1a une équation de la tangente en M a P.

2) Il est clair que la droite I doit étre supposée non perpendiculaire & 9.
a) Soit P une parabole de directrice %, de foyer F et tangente 3 7.
D’aprés le 1), 'image H de F dans la rélexion s d’axe I appartient a 9.

On en déduit que F appartient a s(%), image de 9 dans la méme réflexion. | H = s(F) donne F = s(H)

or, He @ donc F € s(D).
Cas particulier : T est paralléle & 9.

#

ar e
H @ B
S [s@)
s(3)
H M |F
|J L] [1

\
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Réciproquement, soit :

. Funpointde s(%), H = s(F), et

« M llintersection de T avec la perpendiculaire en H 3 9.
g étant la médiatricede [FH], ona  FM = MH
la parabole 2 de foyer I et de directrice 9.
D’autre part, d’apres le 1), la droite J est la tangente i % en M.
Le lieu des foyers est donc la droite @' = s(%),

b) Pour toute parabole, le sommet S est image du foyer F par I'affinité

orthogonale d’axe 9 et de rapport %

i S - . 1"+
Donc, le lieu des sommets est la droite 9" image de 9’ par cette affinité.

EX 16

et le point M appartient a

149

T non perpendiculaire @ .

MH = d(M, %)

image de 9 par la réflexion d'axe 9p.

S directrice

Soit € la courbe d’équation x* —3y2 +8x + IZy.leG’:E 0

directrices, asymptotes, excentricité. Tracer 6.
On désigne par  d(M,D) et d(M,P) :
Quel est I’ensemble des points M tels que d(M,P)=2d(M,D) ?

1)  Montrer que @ est une conique dont on précisera les éléments caractéristiques : centre, axes de symétrie, foyers,

2)  Soit @ la droite d’équation - y—3 =0, et soit P le point de coordonnées (—4, 6).
les distances de M 4 la droite % et au point P.

(y-2° (c+4® _

1) Dans (O, 7. 7) , 6 a pour équation I 19 1.

% est unc hyp

non transverse (Q, 1 ).

Les asymptotes ont pour équations dans (O, Ei L
x—yV/3+4+2/3=0 el x+yV/3+4-2v3=0.

y=1
(—4,6).

y=3 et
(—4,-2) et

Les directrices sont les droites d’égquations

Les foyers sont les points de coordonnées

2) L'ensemble demandé est I’hyperbole de foyer
d’excentricité 2, ¢’est donc la courbe 6.

erbole de centre ) (—4, 2), d’axe transverse ({1, -J_) et d’axe

P, de directrice associée 9D et

Dans (), 7, T), ‘@ a pour éguation
b Y2_1
4 12~
a=2, b=2V3
c=vVa?+b? c=4

c
e=—

a
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EX 17 ]

1)
2)
3)

On considére I’ hyperbole % d'étiuauon 2

3y2

Construire ¥ en precxsantl 'S'asymptotes

~a) former une reprcsentatlon paramemqu :
: b) a qucl]es conditions cette d:cnte _Qb; cou

My tels que T soit e

1)

%

2) Latangente a % en My(xg, yg) a pour équation :

xq — 3yyo = 0

les asymptotes sont les droites

x x
921:y=ﬁ (.;'D':y::-——ﬁ

Uaxe focalest l'axe des abscisses, les sommetsétant

A(1,0)et A'(—1,0)

My point de 3¢

. — —_— =
vecteur directeur v =3yg i +xg j

Elle est donc paralléle 49 si et seulement si i existe \ réel tel que : D a pour vecteur directeur u = i + \/3"7
3y =\ Xy =\ V3
En écriva;l que Mo(xp, yo) appartient & %, on obtient :
A - V3 3
33" - =1 dou Ao O A_—% 2-3i=1
Ainsi il y a deux points de ¢ répondant a la question, i| s’agit de :
B o8 (.3 V3 _
My 2V2' 6v2 et M "2_‘\/—5- -m) Mg et Mé sont symétriques par rapport & 0.
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admel s i : Lo ) X=Xt A
3)a) Dy wdmet pour représentation paramétrique : { 9 9y est l'ensemble des points M tels que
y=ypt A \/g il s
IM =\ u

b) Les paramétres Ay et Ay des éventuels points d'intersection My et My de
g avec  sont les racines de : .
i 2
(xo+ N)* — 3(yo+ A V3)% =1 X2 +2 N xp+ A% =315
—BygV3 A —9r% -1=0

cest-a-dire  —8 A% 42\ (g — 3ypv3) + xg = 3920 -1=0

9; coupe I'hyperbole en deu;; points My et My si et seulement si éventuellement confondus
o ")
' (xp — 3yoV3)* + 8(xg — 3!-!(2) -1)=0 diseriminant réduit de l'équation précédente
soil, apres s1mpliﬁzcation :
95 +3y5 —6xoypV3—8=0 (1)
Cette condition étant réalisée, I est le milieu de [MjM,] si et seulement si
7\1 + 7\2= 0
c'est-a-dire xXg — 390\/?—, =0 (2) A + Xg= %yo\/g
En tenant compte de (2), la condition (1) devient avec xp = 3yoV/3, (1) donne
8¢ - 2415~ 820 9xZ +3u% — 6x0y0V/3
donc (1) et (2) sont éguivalentes a : = 8x5 + 27y + 3% — 54y}
= 8x¢ — 2413
Xy - 3y0\/§ = 0
- 82 =1

c) LelieuL des milieux des cordes de 7€, parallélesa %, est donc I’ensemble
des points de la droite %’ d’équation x — 3yv/3 = 0 vérifiant x> — 3y? = 1| D' n'est autre que la droite (M M)

L'iqégalité x2 - 3y2 = 1 exprime que le point M(x, y) se trouve dans la
région du plan délimitée par € ne contenant pas le point O.
Ainsi, L est la partie de la droite (MgM}) extérieure a I'intervalle Mo Mg.

EX 18 - -
y
— =1

On considere I'ellipse € d’équation '1% t 144

1) Fet F' désignant les foyers de €, et M un point de €, calculer FM + F'M.
2)  Montrer que € est I'ensemble des points M du plan tel que FM + F'M = 26.

1) L'axe focal est 'axe des abscisses, les foyers F et F’ ont pour coordonnées| a = 13 b=12
(5.0)et (=5, 0). a?=b*+c% 2=25

x=13cost
y=12sint

Lellipse admet le paramétrage : { teR

Pour tout point M de €, on a : M de paramdtre ¢

FM = (13cost—5) { +12sin tj

FM

v/ (13cost — 5)2 + (12 sin 1)?

169 cos® t — 130 cos ¢ + 25 + 144 sin? { =

v/169 — 130 cos { + 25 cos? D s d 2
144{cos*® t+sin” ()+25—130cos t+25cos” t

]

(13-5 2
5cost) 13— 5cost>0

13 — 5cost
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Deméme F'M = +/(13cost+5)2+(12sint)?
= 13 +5cost

En conséquence: FM + F'M =26

2) Soit €' I’ensemble des points M du plan tels que FM + F'M = 26
D’aprésle 1),ona% c €',
Réciproquement, soit M(x, i) un point de €', on a successivement
Vix =52+ 12 +/(x+5)2 +y? =26

Vix+52+12 =26 —/(x — 52 + 42

(x+ 502 + 2 = 676 — 52,/ (x — B + 12 + (x — 52 + ¢/
13/(x = 5)2 + 42 = 169 — 5x

169 ((x—5)2+y2) = (169 — 5x)2

X
144x% + 16912 = 169 x 144, c’est-a-dire 165 *

On constate que alors M appartient 3%. On a ainsi montré que €’
Finalement % =1¢

[ EX 19 ]
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il suffit de remplacer dans le résuliay Precea!e,u
cost par —COSt

FM =/ (x =52+ 12
F'M = +(x+5)2+y2

on isole les racines

par élévation au carré

52+/(x — 5)2 + U2 = 676 — 20x

nouvelle élévation au carré

1692 — 25 x 169 = 169 x 144

€ est l'ensemble des points M du plan tels que
FM +F'M =26

Tangentes a une coniqite d.ceriire
: e ) Etees
1) Soit € I'ellipse d’équation  —; + %f =1, 0 b
a
On rappelle que € admet pour representatlon par‘
2

2)  Soit ¥ I’hyperbole d’équation e

On rappelle que 3¢ admet pour représentation paramétrique

Dans chacun des deux cas ci-dessus, résoudre les questions suivantes :

e R~

= b2~1 a>0, b>0, etdefoyersF(cO)etF’(—cO).
HELo
.x—'

a) M désignantle point de paramétre t, calculer, en fonction de ¢, un vecteur dlrecteur de la tangente en M a la conique.

T
C{J_St y=_bta.nt avec tat-z— (]

FM  F'M
b) Calculer, toujours en fonction de ¢, le vecteur — % :
IFM]| | v M|
En déduire une définition géométrique simple de la tangente en M.
1) a) Latangente en M est définie par le vecteur : Voir Courbes paramétrées — Tome 1 —
V =—asint { +bcost j Chapitre 8
b) De FM =(a cos(—c) i +b sin t _; on déduit
[[I“M” =a®cos? t + b?sin® t — 2ac cos t + 2
=(b% + ) cos® t + b2 sin? t — 2ac cost + ¢ a? = b2 + 2
=c*cos? t — 2ac cost + b + ¢
= c?cos? t — 2ac cost + a’
=(c cost — a)?
Donc  ||FM|| = a— c cost fte cos t—a)? = |c cos ¢ — afet0<e<?
De méme, F'M=(a cost+c)i +bsintj donne
”F]M“ =a+c cost il suffit de remplacer ¢ par —¢
] — FM  F'm
En conséquence,en posant  u = ——+ —— g abtient
IFMI - ||F M|




."
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. @Eosl—0 UL T & b sint bsint \ — | — (a®-c*)cost— 2absint —

o=l = j 4 .
a—ccost a+ccost a—ccost a+ccost) / u=2a2 Tt @ Zeostt”?

=y 2b =+ == s =

w=-—5—5 U1 avec u;=bcosti +asint

a“—c cost

On constate aisément que uy et donc u sont orthogonaux 2 v donc u u - v=0
dirige la normale en M aé.
— FM — F"M
< vecle = i o 2 -
gy vesteuis: 1 = = el w = ——— élant unitaires, leur somme
M| ||F'M||

dirige la bissectrice intérieure de I'angle (I\TP.‘.MF.')

La tangente en M est donc bissectrice extérieure de cet angle.

2)a) Latangente en M est dirigée par le vecleur
—  asint— b — = ¥ i
V= — [+ —— V=xX)i+yt)j
cos” { cos” t ! ) g ’

doncaussi par Vi =asint i + b?

b) Onaicit FM = ( PP —c) i +btant j, donc
2
= a 2ac
|[F1\f1||2 = — = + P+ bPtan®t
cos? t cost
2
a 2ac
=__2-£— COSt+r,15‘)+b2(1+1:an2t} 2 _ 2. 12
cos c“=a“+
a2 + b2 2ac 9
= 7, " cost T ¢ 2 1
cos” t l+tan“t=
B c? B 2ac 2 a0E L
T cos®t cost

2
C
A~ Cost

Ainsi, ||FJ"*—4”= i 0<a<cdoncsicost>0

cos

D<a< Y
— c
et, pourcost>0, |[[FM|l= =7~ @
; o Lorsque t décrit ... M(t) décrit une
Pour la suite, on suppose L € | =5 7 | 2'2Y7
he €1 de Uhyperbole.
On a de méme, en remplagant ¢ par —¢, Brianche:4t1
' e a P . L'autre branche 3o est obtenue pour t décrivant
F'M= +c| i +btant] m 3w
cost e

c

|F' Mm% =
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—_—

= g
—+ FM FM .

Toujours avec u = ——+ = on obtient

lFM| )| F M|

. - s

— a—ccost a+ccost =4 b sint N b sin )
“= c——acos[+c+acost ! c—acost c+acos
=+ 2c sint  —
it Ay e,

¢ —a“cos"t

En conséquence, u dirige la tangente en M & %;. :
= . . . . . £t A » ’ o e

Comme dans le cas de I'ellipse, u dirige la bissectrice interieure de I'ang

(MF, MF").

La tangente en M 4 #; est donc celle bissectrice.

iy et 9y sont symétriques par rapport 2 O, cette propriété reste donc vraie
pour ¥(s.

EX 20
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_ ac — ac cos? t— 2bc sin ¢
u=2-zg—3g—73-L+

T — >
c“ —a“cos"t C —a Cos2[—J

Un point M(x, y) du plan est repéré par son affixe  z = x + iy.

2)

3)  On suppose que M décrit le cercle %6 de centre O et de rayon 2.
On écrit alors z sous [a forme z=2e" te (0.2
a) Exprimer ¥/ et ' en fonction de t.

A tout point M d’affixe z non nulle, on associe le point M’ d’afﬁxe : z’: :

1) Calculer les coordonnées (¥, 1/) de M’  en fonction des coordonnc_e
Déterminer I’ensemble E des points M tels que M’ apparlienne &:1’axe réel:

b) En déduire que M’ décrit une conique I dont on déterminera le centre et les sommets.

zzzzz

1 ) 1 " . X — iy
1) z’—ﬁ(x+ty+x+[.y) _Q(x+[y+xz+y2)

1
m [X(X2+y2 +1)+ iy(x2 +y2 — 1)]

x(x2+y2+1) ,_y(x2+y2—1)
2x° + yz) . Z(xE + yz)

don Z =

On en déduit ' =

2) M appartient a I'axe réel si et seulement sj Yy =0

cest-a-dire y=0 ou x4+ y2 —-1=0.

Y
Go

o
=A

L'ensemble E est donc la rcunmn de I'axe réel

9, (y=0),etd :
centre O et de rayon I, (x? + y2 — 1 = u cercle 6y de

0), privée du point 0.

1 _X-uy
X+ iy x§+y§

par identification des parties réelles et imagi
naires

fe pas oublier la condition z # 0
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3)a) Soit z= 26", ¢ ei [0.2 7).
alors 7z =e's i e~
¥ 1 5
donc X =‘305f+3005[=zcost
. 1
yl =Slnf-—1'3int=213-(103[
5
e - ) )
b) x'=7coSL Y =zcost estune représentation paramétrique de
) i ; 1652 1642
I'ellipse I" d’équation S
elip q 95t g5 = 1
Y
B
r
!
A 1 A
o X
Bf

EX 21
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avec cette expression de Z,

plutdt que d'utiliser les résultats du 1)
il est plus rapide, pour caleuler X' et r_./
de revenir @ la définition de 4

centre O

sommels

2 2
1) Soit % I'hyperbole d’équation X—z 2 ygf =1
a

d'une asymptote et d’une directrice de |"hyperbole.
2)

Calculer la distance d’un foyer 4 une asymptote, puis la distance du centre O 4 I’'un des points d’intersection

Déterminer I’ensemble des foyers des hyperboles dont une directrice et une asymptote sont fixées.

1) Notons H le projeté orthogonal de F(c, 0) sur 'asymptote & d’équation

bx—ay=0.

Posons 6= (Ox,%), dans le triangle rectangle OFH, on a
FH b a

tan 6= o © tan 6= m donc OH = B FH

Or, Je théoreme de Pythagore donne  OF? = FH? + OHZ,

2 9.9
a b*¢
donc c?=FH2 |1+ , c’est-a-dire FH? = -3
E"Z a® + b’
et finalement, avec ¢ =a®+b®> FH=b -
. . ’ . a2 a
Les directrices A et A’ ont pour équations respeclives x = = el x= —r

(voir le théoréme 11)

n|nw

ab
Tl £

Le point d’intersection 1 de % et A a donc pour coordonnées (

el on 12 04 (12}.)2 9 — A
& OH® = o 4+ —— =a* dod OH =0OH

c c*

ITen résulie que H' =H.

a
OI‘I=BFH=C1

c'est l'unique point de la demi-droite
Dy : bx —ay=0,x> 0 quivérifie OH = a
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D’apres le 1), si 3C est une hyperbole de directrice A et d’asymptote %,'Ie
foyer F associ€ a cette directrice est sur la perpendiculaire d a % en H, point
d'intersection de A et %, avec de plus F # H.

Réciproguement, soit F un point de la droite d, distinct de H et 3¢ 1’hyperbole
de foyer F et de directrice A.
Choisissons un repére orthonormal (O, i , Jj ) tel que O soit le point d'inter-

OF
section de 9 avec la perpendiculaire & A passantpar Fel i = |T:Fﬂ
OF

Posonsenin OF = ¢, HF = b et OH = a. ) 5 2
D aprés le théoréme de Pythagore,ona ¢ = a®+b? (OF* = OH+HF”)

De plus, K désignant 'intersection de A avec Ox, dans le triangle rectangle
OHF, on a

_ 2
OK x OF = OH oOF
2

d'ol OK =
- ; a
Ainsi, K a pour coordonnées (? 0

B % o 2
On sait alors que ¥ a pour équation -5 — 37
a

=1
)

etil est facile de vérifier que % est une asymptote.

Le lieu cherché est donc la droite 9 privée du point H

. CEST PRESENTE COMME
UNE BD, GA A LA TAILE DUNE
BD,GA A LE PRiX DUNE BD,
MAIS CE N'EST PAS
UNE B.DY

LEEEN

Les Cahiers du BAC | Terminale S [ Algébre -

I b
et 9 a pour équation Yy = ax ouly=-—

w/

Géomey). "

A et 9 sont nécessairement sécantes en 14 o
Ponu

H. Dans le cas contraire, il n'y a pag dhypery, ;
0le

solution du probleme.

Y 4 9
H
b
Fic,0)
0 K\ x”

—_—

il est clair que OK et OF sont de méme sens.

HK x OF = OH % HF donne HK = E?

H a donc pour coordonnées

(a2 ab) (a2 ab)
—v—= | ou ==, s
c' ¢ c c
b

—X
a



SoN BoN NOUS

FACHEZ PAS,
1€ REQOUBLE ...

O 7o



Achevé d'imprimer en septembre 1994
sur les presses de la Nouvelle ]].:npljimerie Laballery
58500 Clamecy
Dépét 1égal : septembre 1994
Numéro d'impression : 409019



e I (E———

N —
= o .
- 9

~"m des rappels de cours

LES CAHIERS DU BAC
CE SONT :

complets,
m des exercices corrigés

d’application directe
du cours,

m des exercices
d’enfrainement
corrigés et commentés,

m ef puis...
un peu d’humour !

Quelques titres déja parus
pour les Terminales S...

MATHEMATIQUES
Tome 1 : Analyse/Probabilités

Tome 2 : Algébre/Géométrie HISTOIRE
Terminales A, B, C, D

PHYSIQUE-CHIMIE

Tome 1 : Physique (Terminales C, E)

Tome 2 : Chimie (Terminale D) Terminales A, B, C, D

GEOGRAPHIE

ity " 9|L828

67

Pour toute documentation s'adresser & :

"LES CAHIERS DU BAC"

ABC EDITIONS - 1, rue de Rome 93561 Rosny s/Bois Cedex

Réf : 708.1015

Dép6t & Paris : Librairie des Prépos - 34, rue Serpente 75006 - Paris

286769224 5

69224

{



