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PREFACE

Avec le remerciement de DIEU seul, je présente mon second
livre (rectifié et ajouté) dans ma série ELMOUFID et qui comprend 32

examens du Baccalauréat pour la section mathématiques.

Je suis convaincu que la révision efficace de I'éleve exige qu'il
passe en revue les examens précédents, qui, en général sont bien
sélectionnés pour une évaluation objective de I'éléve. lls sont d'ailleurs
préparés par un nombre respectable de professeurs compétents. Suite a
cette conviction, j'ai vu gu’il est nécessaire de ne pas priver nos éléves de
cet intérét, pour lequel ils dépensent beaucoup pour ne bénéficier que d’'une
part limitée, surtout que pour beaucoup de parents, cela constitue un poids
de dépenses trés lourd causé par les heures supplémentaires. J'ai d’ailleurs
fourni de gros efforts pour condenser dans ce livre le continu de deux et ce,

pour plus d'intérét.

Je ne cache pas que jai tiré profit en accomplissant ce travail qui
permet, statistiquement, de donner une vue globale sur la variété des
exercices. En autre, il motive, mes collégues et moi, a la création et a la
recherche du nouveau dans nos examens, qui, d’ailleurs, en général, sont

riche ,variés et originaux

J'espére que |’ ai , par ce modeste travail, participé a I'édification

de La sagesse chez nos éléves, avenir de notre cher pays la TUNISIE.

L'Auteur : Ali Zouhadier






UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

TG 1990 SESSION PRINCIPALE |

EXERCICE 1

a_

Pour tout complexe z on pose f(z)=z3+2 <— J3+ i>22+4<1 - iﬁ>z+8i

1/a- Montrer que I’équation f(z) = O posséde une racine imaginaire pure

zo que ’on déterminera.
b- Résoudre alors f(z) = 0. On notera z; et z, les deux autres racines,
z; étant celle qui a une partie imaginaire négative.

2/a- Donner la forme trigonométrique de © = —;—(‘)-

b- Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0, T, V).
A tout nombre complexe z non nul on associe les points M, M, et M,
d’affixes respectives z, oz et ®?z.

Montrer que OMM; M, est un losange.

EXERCICE 2

Dans le plan orienté on considére un triangle ABC non isocéle tel que

7 o\
(AB; AC) = % [2n]. A tout point M de la droite (AB) on
associe le point N de la droite (AC) tel que M et N soient dans un
méme demi-plan de bord (BC) et BM=CN.
1/ Montrer qu’il existe une unique rotation R telle que :
pour tout point M de (AB) ona: R(M) = NetR(B) = C.
Préciser une mesure de son angle et construire son centre (2.
2/ Soit O le milieu du segment [BC]. On désigne par S(oq) la symétrie
orthogonal d’axe (OQ) et on pose f = S(oq) ° R.
a- Déterminer f(B) et f(QQ).
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.
3/ Soit I le milieu du segment [MN].
a- Quel est ’ensemble D des points I lorsque M décrit la droite (AB)?
b- Construire D.

PROBLEME

dt

X 2
Soit la fonction f : ]~1;1[ » IR;x ,‘0 - t_

1 —t?
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

1/a- Justifier I’existance de f.
b- Montrer qu’il existe trois réels a, [ ety tels que :

Vte:[R\{- :a+1——t+11t

c-Endedulreque‘v’x € ] L1Lfx) = 1 Log( 1 +X) X
2/ Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative dans

- —»
un repere orthonormé { O; i;

3/a- Montrer que Vx € IR,V k € IN*;Logx < % -1 +Logk

b- En déduire que Vk € IN*; J ]:j Logxdx < Logk et par suite
Vn € IN*;J';WZ Logxdx < Log(n!)
¢- Mq Vn € IN*;Log(n!) > (n + %).Log(n + %) -n+ %Logz.

4/ Soit (u,) la suite définie sur IN* par u,=Log(n!) — (n + %

.Logn + n.
a- Montrer que Vn € IN*;u, > %Logz.
b- Vérifier que Vn € IN*;u, —up = Cn+ l)f(

c- En déduire que (un) est convergente.

1
2n+1

1
I/ Soit la suite (v,) définie par vo = | (1 —x) 2 dx et

o 1
Vn € IN*; v, =f;x 2 (1-x) 2dx
1/ Calculer vg.
- - )
2/a- Le plan étant muni du repére orthonormé (O; ;] ); déterminer

I’ensemble des points M(x,y) tels que y? — x(1 —x) = 0.

b- En déduire que v; = %

3/a) Montrer que (v, ) est décroissante .
b) En déduire qu’elle est convergente
4/a- Prouver, a ’aide d’une intégration par parties, que :

vn € IN;Vpi2 = n+2.

n+5
b- En déduire que Vn € IN; D52 < Voil < | ¢ Jjm —Lb = |
+ 5 V [IRIERt 4] V'
5/a) Montrer par récurrence que Vn € IN; vy, Y"""_ D) (n+ )

b) En faisant apparaitre, dans 1’expression precédente le I‘&tppon V"” ;

'i
montrer que lim n 2 .v, = J/2n.

n—+00

6/ Montrer que Vp € IN; vy, = (2p + 1)(2p " 3j zE 'S|
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

I/ (u, ) étant la suite définie dans 1/4/
1/ Montrer que Vn € IN*; e = nl_ oo

nn+‘/2

2/ Exprimer e ™% en fonction de p et vy, (p € IN*).
3/ Soit L la limite de la suite (u,).

Déduire de ce qui précéde que L= Log/2x .

(on admetra que llm U2p —lim u, =L.)

UNE GORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1/a- Soit o un réel. (iat) est une solution imaginaire pure de f(z) = 0
& (i0)> +2(-y3 +1) ([o)? +4(1-iy3 ) (ic) + 8i = 0
& —i0® + 20243 - 2i0? + dia+ 43 0+ 81 = 0
= (Zazﬁ + 4./37(1) +i(-a® - 202 +40+8) =0

2023 +4 30 =0 a=0 ou a=-2
= =
-202+40+8=0 —o? - 202 +4a+8 =0
< o = -2 car seul —2 vérifie les deux équations.
Cenclusion : z, = —2i est la solution imaginaire pure de f(z) = 0.

b- 'zo = —2i est une racine de f(z) = 0
= 3(a,b,c) € C?tel que f(z) = (z— (-2i))(az? +bz+c¢c);Vz € C.
-f(z) = (z+2i)(az? +bz+c¢);Vze C
< f(z) = az® + bz? + zc + 2iaz? + 2ibz + 2ic; Vz € C
< f(z) = az® + (2ia+b)z? + (2ib + ¢)z + 2ic; Vz € C
4

a=1
) . a=1
2ia+b= 2<-ﬁ+1)
= b=-2J3
) 2ib+c = 4(1-i43) 4
L 21c = 81

Par suite f(z) = (z + 2i)(22 -2J/3z+ 4)
Douf(z) =0 < z+2i=0ou z2-2/3z+4=0
(A =3-4=-1=()%)
o z=-2iou z= 3 —iou z= 43 +i
Bilan : Les solutions de I’équation f(z) = 0 sont zg=—2i, z;=y3 —1i
etz, = ,/-3— +1.
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

2a-+zo = ~2i = z(cos(——) +1sm(——)) [2 ——]
e el Yon(-£) 2]

Par suite © = [2’ —g—] -Z o]z
L-[eg-51-[14]

[2, n 6 2 '3

b- -aff(w’) =z -aff(m) = 0z - 0%z = (© - 0?)z
Orco—cos(ﬂ +1sm( ) % 1%
I e

1,43

_ ﬁ _
Dovw—-n?=—=+i > _(—E+1_-2_ )=1

:aff(Mle) =lxz=1z »
Ce qui donne aff(—O—ﬁ) =aff (W) = Bﬁ = m
< OMM,M; est un parallélogramme. (1)
* OM=lzl  * OM,=w?z=w?|.|z|= |z carw? = [1; —23£]
= OM=0M, (2)
Bilan : (1) et (2) = OMM; M; est un losange.

N

EXERCICE 2

1/ Soit M un point fixe de (AB)\{B}
et N le point associé a M.
Comme CN=BM + 0 carM+ B

alors 1l existe un seul déplacement

R =
R tel que m(B) =C
Ru(M) =N

Rm(B) = Cet Ru(M) =N
- 5%
= (BM; CN) est I’angle de Ry

T, o L o S o S oy
(BM; CN) = (BM; BA) + (BA; CA) + (CA; CN) [2n]
Premier cas : Me (AB)\[BA)

= N € (AC)\[CA) car M et N sont dans le méme demi-plan
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE
de frontiére (BL).
- 5% - N . T
Dans ce cas (BM; CN) =1+ (AB; AC) +n[2n] = ?[27{]
Donc Ry st une rotation d’angle %

Deuxiéme cas : Me [BA)\{B} = N € [CA)\{C}
- o o
Dans ce cas (BM; CN) =0+ (AB;AC) +0[2n] = —Tic—[?.n]

Donc Ry est une rotation d’angle %
Comme Ry est une rotation d’angle % et transforme B en C alors
R est indépendante de M en effet désignons par Q le centre de Rum
QOB = QC
Ru@B)=C = < ————
(QB;QC) =L [2n]
Q € méd[BC]
= Q € au demi cercle de diametre [BC] et tel que

QOBC est un triangle rectangle direct.

Conclusion : il existe une unique rotation R telle que pour tout point
Mde (AB) ona :RM) = NetR(B) = C.

2/a - £(B) = (Stom o R)(B) = Siom(C) = B car (0Q) = med[BC].
- f(Q) = (Soa) e R){Q) = S0q)(©2) = Q.

b- f est un antidéplacement car elle est la composée d’un déplacement et
d’un antidéplacement .
De plus f fixe Q et B alors f est la symétrie axiale d’axe (QB).

e —
3a--(OMON) = & [27] carR(M) = N

/\
— —
et comme [=MxN alors (QM; QI) = % [(2r].
«OM = ON carR(M) =N
= OMI est un triangle isocele en O
et comme I=Mx*N alors OMI est un triangle rectangle en I

ol _ o _ o _ 42
= OM = cosIOM < QI = cos 4QMc:>QI 3 OM.
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

or = Zom
e = I =S(M).
— —
(QM; QI) =% [27]
o : 2 , T
avec S est la similitude directe de centre Q, de rapport - et d’angle vy

Ainst
M e (AB) & I € D=S((AB)) car S est une application bijective
R(B) = Cet O=B*xC = O = S(B).
- Désignons par A'=R(A) alors S(A) = A" avec A"=AxA’.
Conclusion : D=(0A")

b- Voir figure.

PROBLEME }

2
I/1/a- la fonction quia t — n t >

= Vx € ]-1:1[; f(x) = j; -
b- 2 _ g+ B + L ;Vt € IR\{-1;1}

est continue sur |-1;1[

2 .
t o dt existe.

1 —1t2 12—t 1+t
— 2 _ ot +(—y+B)t+a+B+y;VteIR\{_l;l}
[ —1t2 1-t?
-0 =1 a=-1
_ 1
=< y+p=0 =< B=7
at+B+y=0 Y=7
1 1
t _ 2 2
IR g S g
1 1
2 2
c-Vx € -1 1[;f(x) = jl dt_j(1+ + )t

= [+ Log1-t) + —2-Log(l +t)]0=—x + 7Log(-}t—§)

2/ la fonction ( x — % t z ) est dérivable et strictement positive sur J-1; 1]

= la fonction qui 2 x — Log(%i—i) est dérivable sur ]-1;1[

par suite f est dérivable sur |-1;1[.

2

2
l+x) - 2
, _( 1. b (1-x) X >0
cx € -1 1[G (x)=-1+ ) 1+ ‘l+x) 1-x% ~
1—x b —x
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

- lim f=lim [-x+ 1 Log 1 X ]z-oo YA x=1

1% x—>-1*

—
1
T

«lim f =lim [-x+—Log i X :l—+oo
1~ x-1- -

D’ou le tableau de variation de f

X -1 0 1 -1 = i 1 ’x
f'(X) + D + ¢,
+00 al
f(X) /
e o) Vx=-1

3/a- Soitk € IN*, g IRY - IR;x — g(x)=Logx — (% -1+ Logk)
g est dérivable sur IR} et Vx € IR}, g'(x) = % - % = k—k_x-’—(—
D’ou le tableau de variation de g sur IR*

X (|0 Kk +00

g'(x) + 0 -

0
= 0 est la valeur maximale de g par suite Vx € IR ,g8(x) £0
signifie que Vx € IR, Logx < ? — 1+ Logk
b-vk e IN*onak—-4 <k+4
"ot L+ L} X _
D’ou Vx ek |;k > Jk+ 2k],/Logx < K 1 + Logk
. Y +%
Par sultej *  Logx.dx < J <% -1 +Logk)dx
k4% k+Y%
_[ Logx dx < [ -X+ (Logk)x] = Logk
2k -
*Vk € IN* on a J.k—'/ Logx.dx < Logk
D’ou Vn € IN*; ;: J.I:r‘fLogx dx < Z ' Logk.
* Z:: Logk = Logl + Log2 + Log3 +....+Logn
= Log[l x 2 x 3 x...xn] = Log(n!).
% Y2 n+%
Logxdx= _[ t; Logxdx+j i; Logxdx+...+ _f ni'/z Logx. dx

k=n (k+%
k=1 Jk
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

= J’ :Wz Logx.dx al’aide de la relation de Chasles sur les intégrales
Ainsi Vn € IN*; ITVZ Logxdx < Log(n!).
. w(x)=1 S u(x) =x
¢-Vn € I’N*;jlw Logxdx ) Ge) 1
% v(x) =Logx v . V'(x)=+
= [XLogx]3™ — [ 1dx = [xLogx]“”z — [x]n
= (n + —)Log(n + ——) -n+ 5 L0g2
4/a- D’abord Vn € IN*;u, — —Log2—Log(n|) (n+—>Logn+n-—%—Log2
Or Vn € IN*;Log(n!) > (n + —1-).L0g(n + —2—) -n+ —Log2
- 1
donc Vn € IN*;u, 12Log2 > (n+ )[Logl<n + 2) Logn]
d'ou Vn € IN*;u, — 5 Log2 > 0 car Log(n + 7) > Logn
b- Unp — Upyl =
1 3
= - - - | =2 -N-
Log(n!) (n+ 2 )Logn+n Log[(n+1).]+(n+ > )Log(n+l) n-1
=Log(n!)- n+L Logn-Log[n+1]-Log(n!)+ N+ Log(n+1)-1
1 2 1 g
—gn + 1E)Logn + (n-i-?)Log(nH) -1
= (nz—+)[Log(n +1) - Logn] -1
- (zn+1)[ Lpog(atly -

12n+l ]
1 ) = ntl _ 1
Orf(2n+1) 2L°g(1_71L_1>

2n+1

2042
L 2n+l _ 1 =_l_ n+1
- 2L°g( ) a1 - 2o )= 2n+l

2n+1

Conclusion : Up — Uns1 = (2n + 1)f(

1
\2n+1
c- Vn € IN*;1 > 1 >0
21n+1

2n+1 :
& VnelN ;(2n+1)f(2n+1 ) > 0
< Vn € IN*;up, — upy1 > 0 < (un) est décroissante sur IN*.
De plus (u,) est minorée par 7Log2 donc (u, ) est convergente.
1
W1/ vo=f, (1 —x)de=—j;(1 —x)(1 %) 7 dxer [ (1- x)7+lj| -2
0

2/a- Posons (C) : y2 -x(1 —x) = 0.

< Vn e IN*;f( > f(0) = 0 car f est strictement .
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

y2—x(1-x)=0 < y2 —x+x —O<:>( - 2) +y—0

= (4 e - (4 |

Ainsi :(C) est le cercle de centre le point Q(?’ 0) et de rayon >

1 1
b-v, = I;x 2 (1-x)2dx = I; x(1 —x)dx
Soith : [0;1] — IR;x — Jx(l —X) et désignons par Cy sa courbe
dans le repére orthonormé (O T 7

D’ou v, est la mesure de ’aire de la partie du plan limitée par la courbe
Ch de h, axe des abscisses et les droites d’équations respectives
x=0etx =1

x € [0;1]

MEDEG T 2 hw = W

xeloll M(x.y) € (©)
= yZ=x(1-x) < >0

y=0
D’ou Cy, est le demi-cercle de (C) se trouvant dans le demi-plan
comptenant les points d’ordonnees positives.

Par suite v; = + A1r[(C) = X7 X ( )

n+l

3/a) Vn € IN*;vp41 — Vn—-_[ X 2 (1-x)2dx IxZ(l-x)de
=I0x2(1—x)2(x2 - 1)dx

-0§x§l@0§x%§1 D’oﬁx—i_—ISO;Vxe[O,l]
Aussix 3 (1-x)Z = 0:¥x € [0,1]
Donc Vx € [0,1];x_;-(1 —x)%(x% -1)<0
= Vil — Vp = J‘(l)x%(l —x)%(x% -Ddx <0
Par suite (va) est décroissante sur IN*
b) VneIN*;Vx e [O,l];x%(l —x)% >0
= Vn € IN*v, = j;x%(l —x)%dx >0

D’ou (v, ) est minorée par O
de plus (va) est décroissante sur IN* donc (vn) est convergente.
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

| miZ s , o i
4/a-Vn€IN;vn+2=fox 2 (1—x)2dx=fox2 (1-x)2dx

n n

v(x) =x 2 H = V(x)= n—;zx 2
L 2 L.

v(x)=(1-x)2 = u(x)=———3—(1 -x) 2

3 n 1 n 1
2 = =1 1= -+
:[_?(1_)()2)(2 :I +%%J‘Ox2(l—x)2+dx

0
o L
=0+nT+2_[(1)x2 (1-x)72 (1 -x)dx

=MII[X%(I—X)%—x%“(l—x)é-]dx
=n+2|iJ.x2(1 x)2dx IXZ 1—-x)2dx]

n+2

Va2 = [Vn - Vn+2]

= (1 + “+2>vn+z = “ngvn SV = ;‘J%vn.

b-- Vn €IN;vau <v, (car(vy) est décroissante sur IN* )
< VnelN;, 2l <,
Vai2 n+2 % Vil

Vntl Vail
* Vn € IN; “ = X =
V2 Vn n+>s Va2

Or zn:; > 1 car (v ) est décroissante sur IN
n+2  Vari > n+2 ., Vol 5 N2
n+35 Va2 T n+95 Vo — n+5"

En conclusion Vn e IN; 1t2 < Vol <
n+5 Va

D+2 _pim 5-=1 alors d’aprés un théoréme

de limite et ordre on déduit que lim &L = 1.

n-+oo n
—2xL-2 2n = I
S/a) ® vo.vi = 5 X ¢ (0+2)(O+3)(0+4) 12
_ 21t
= Vo.V] (0+2)(0+3)(0+4)

donc la proposition est vraie pour n=0.
. 2n
@ Soit p € IN. Supposons que vy. Vpi1 =
P PROYOIE ALY ¥r = 4 2)(p+ )+ 4)

Et comme de plus lim

n—>+oo n 5 n—->+co

montrons que Vp+l Vp+2 = (p + 3)(p2_:t4)(p + 5) )
. Vp+2 _ ZTC p +2
Vp+1Vp2 = Vp+l. Vp. Vo (p+2)(p+3)p+4) p+5
_ 2%
(p+3)(p+4)(p+5)
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Bilan : v Vo Vail = 2n .
ilan : @ et = Vn € IN;v,. v T )M+ 3t d)
b) Vn € IN;
_ 2n 2 Vo1 _ .2z
Vo Vot (n+2)(n+3)(n+4) < ()

" Va (n+2)(n+3)(n+4)
2n 1

¢ 2 _
=) = e e Va

_ 2n 1
= Ve J(n+2)(n+3)(n+4) g

< ~_2mn’® 1
2 =
sV j(n+2)(n+3)(n+4) % Vasl
3
Or li 27n —1i 2nn® _ Vil __
i T ) (n+3)msd) am =5 =2net lim =1
3
. 2nn’ 1 : Y
1 =42 1 2 . Va=427.
e J (@2)(n3)(nd) - Yar VTSR0
2 2 (2°. 0')
6/ + Varo=vo=2 2 0l=1
Vo Vo= g e T D2 X0+ 3) @)l 3 A
2 (20.0!)

= Vaxp =

2x0+1)(2x0+3) (2x0)!
D’ou la proposition est vraie pour p = 0.

* Soit q € IN. Supposons que vaq= Qq+1)2q+3) © (2q)!
2 @4 (@)’

Montrons que vo(gs1)= 2q#3)2q+5)  @@rD)!

- _ 2q+2
q+1) 2q+2 2q+ 5
_29+2 2 (21.9")*
2q+5 29+ 1)2q+3) " (2q)!
- 2 (. 2arD? (i)’
(2g+3)(2q+5) (24+2)(2q+1)  (29)!
_ 2 » (2x2q.(q+1).q!)2
‘2q+3)2q+5) (2a+2)!
5 (2@ (q+1)1)?

Qq+3)2q+5) ClgrD)!
. o 2 (2°.p1)°
Conclusion : « et * = Vp € IN;vyp= Gp+D@p+3) 2p)

Log(n!)- n+—1—).L0gn+n ef,og(n!)

HI/1/ Vn € IN*;e"r=¢ 2

_ _nl
Log[n'l+]7:| a nn+l/z
€
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UNE CORRECTION DU: BAC 1990 SESSION PRINCIPALE

2 2
) ( p'l/ .ep) (l:;') eZp
2/ eZUl‘_uZP = (eup) = pp+ - = p p+1
e @ e @D e
(2p) (2p+% ° (2p) @p)+e -
_ eYrep®™2p  ()*(2")*p*2p
P (2p)! p**'(2p)!
_ 42 (@p)’_ @prD)(2p+3) | 2 (2°.p1)’
JP (2p)! 27 @p+1D2p+3)  (p)
Cp+1)(2p+3)
= X V2p-
20
3/« lim uz, =lim u, =L=lim e® 2 = e2l-L = el car la fonction
P P
p—>+o p—>+oo p>teo

exponentielle est continue sur IR en particulier en L.

. lim (2p + 1)(2p + 3) X Vap =lim (2p + 1)(2p +33) % (ZP)%VZp
e 2P P 2 5 2p)T
e (2p+1D@p+3) . 3
T [ee)
4p?
=lim == X L2n = 2n

: po+eo 4p
Ainsie' = /21 < L = Log/2n.
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6 16800 SESSI0N NiE CONTROLE

ﬂ EXERCICE 1

On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Ce dé
est truqué de fagon qu’a chaque jet la probabilité d’obtenir un nombre pair
soit égale au double de celle d’obtenir un nombre impair et que toutes les.
faces portant des nombres pairs sont équiprobables ainsi que les
faces portant des nombres impairs.
1/ On lance le dé une fois et on désigne par p la probabilité d’obtenir un
nombre impair.
a- Calculer p.
b- En déduire la probabilité d’obtenir le nombre 1 et celle d’obtenir
le nombre 2.
2/ On lance le dé trois fois. Calculer la probabilité de chacun des
événements sutvants :
a) On obtient deux fois et deux fois seulement le nombre 2.
b) On obtient au moins deux fois le nombre 2.

EXERCICE 2

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O,'ﬁ'; V).

1/ Soit g I’application de P dans P qui au point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z' tel que z’' = (1 - iﬁ)z +(1+1)43.
Déterminer la nature et les élements caractéristiques de g. 1

2/ Soit, dans le plan P, I’homothétie h de centre QO(1,—1) et de rapport >

On pose f=h o g . Déterminer la nature et les élements caractéristiques de f.
3/ Soit D la droite dont une équation esty = Xx.
Déterminer et construire I’image de D par I’application f

PROBLEME

Soit P un plan rapporté a un repére orthcnormeé (O, 1;] ) et A la droite

d’équationy = x.
A) Soit f la fonction numérique & variable réelle définie par f(x)—T 22l J-2x)
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- —)
et (C) sa courbe représentative dans le repére { O, 1;

1/ Etudier les variations de f .
2/ On désigne par ¢ la fonction définie par o(x) = f(x) — x.
a- Montrer que I’équation ¢(x)=0 admet deux solutions O et o avec
I<a < 2.
b- Déterminer les positions relatives de (C) et A.
¢- Tracer (C) et A dans le repére (O, T 3’)
3/a- Montrer que f admet une fonction réciproque £ dont on tracera la
courbe (C') dans le méme repére.
b- Calculer f™!(x) pour tout réel x.

c- Calculer, en fonction de a, I’aire du domaine limité par les courbes
(C) et (C') et les droites d’équations respectives x = 0 et x=a.

Ug = 1
Uni1 = f(us), Vn € IN

a- Montrer que Vn € IN, 1 < u, < a.
b- Montrer que (uy, ) est strictement croissante .
c- En déduire que (u,) est convergente et trouver sa limite.
B) Dans cette partie n désigne un entier naturel tel que n > 2.
Soit f, la fonction numérique a variable réelle définie par :
fa(x) = Log(l + nx) et (C,) sa courbe représentative dans le repere

(077)

1/ Montrer que Vx €]1;+oo[,1 — -1— < Logx =< 5 (x— —)

4/ On définit la suite (un ) par :

2/ montrer que 1’équation f,(x) — x=0 admet deux solutions ( on notera
n la solution non nulle ).

3/a- Montrer que Log(n) < a, < 2Logn.
b- En déduire que Log(n) < a, < Log[1 + 2nLogn]

¢- Calculer lim —2o—
ntoo LOZN

4/ Soit ® I’application du plan P dans lui-méme qui, a tout point M,
associe le point M’ barycentre des points H et M affectés
respectivement des coefficients (n — 2) et 2, ou H désign le projeté

orthogonal de M sur (OT)

a- Déterminer I’expression analytique de @. ( j’ai changé cette
question pour qu’elle soit dans le cadre du programme actuel ).
b- Montrer que ®((C2)) = (Ca) .
C e ( question éléminée car une telle fonction ®
n’est pas etudiée dans le programme actuel ).
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UNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1/a- Nommons P I’événement : obtenir un nombre impair.

= P ={1,3;5}
Nommons Q I’événement : obtenir un nombre pair.
= {2;4;6}

D’apres 1’énoncé p(Q) = 2p(P) = 2p.

Or 'univers Q = PUQ

et comme de plus PN Q = @ alors p(Q) + p(P) = p(Q) =1
< 2p+p=1=p= L

L
b- Onap(P) = p({1}) + p({3}) + p({5})
Comme p({1})=p({3})=p({5}) alors 3p({1})=% = p({1})=%
-p(Q) = 2p(P) = 24
D’autre part 2+ = p({2}) + p({4}) + p{6})

Comme p({2})=p({4})=p({6}) alors 3p({2})=% = p({2})=%
2/a) Soit X la variable aléatoire qui a chaque lancer associe le nombre

de fois ou on obtient la face portant 2.
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi

Binomiale de parameétres n = 3 ( nombre des répétitions) et p=%

(la probabilité de I’événement compté par X).
Or I’événement dont on veut calculer sa probabilité est (X = 2).

0= (3) (1-3) -1 3 - 2

b) I’événement de cette question est (X > 2)
p(X = 2) = p(X=2) +p(X—3) car (X 2) NX-= 3) =

= a5+Ci(% ) (-%3) -3 (% ) - 55

ﬂ EXERCICE 2

a=1-1/3

1/o: M(z) — M'(z') tel que z’ = az+b avec
g M(z) (z') telq {b=(1+i)ﬁ

ELMOUFID Page : 19 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1990 SESSION DE CONTROLE

5 cos[arg(a)]=l
-|a|="12+(-—,/§) =2 et 5_ < arg(a) = —% [2n]

sin[arg(a)]=-7-2i

. T
D’otla =2e'3.

b (1+1)43 =(1+i),/§:1

-2 1-(1-i/3) iJ3
D’aprés un théoréme : on conclut que g est la similitude directe de
centre le point Q d’affixe (1 —1), de rapport 2 et d’angle —%.

~1.

2/ h est I’homothétie de centre Q) et de rapport -%-

= h est la similitude directe de centre , de rapport L

2
- De plus g est la similitude directe de centre QO, de rapport 2 et d’angle

- % donc f=hog est la similitude directe de centre 2, de rapport

1 _ . _L) -_T
2% > 1 et d’angle 0+( 3 T

Par suite f = h o g est la rotation de centre Q et d’angle ——35-.
3/ Les deux points O(0) et A(1 +1) sont dans D
D’ou D=(0A).
Par suite f(D) = f[(OA)] = (O'A") avec O’=f(0) et A’=f(A).
- fest la rotation de centre Q(1 —1) et d’angle —%
= f:Mz) — M) tel quez = e 32+ (1 - e—i?)(l -9

Ainsi 0(0) > O'(zo/) avec zg = € '3 x 0+ (1 - e—i?)(l ~i)
_ 143 i J3-1

-2 2

A(L+i) > Al(zy) tel quezy = 75 (1 +1) + (1 —e‘i'a‘)(l ~i)
=1-i+i+4/3 =1+43.

et d’angle O.

e
-
-
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PROBLEME

A)1/ Désignons par D le domaine de définition de f.

xeD<:>1+2x>O<:>2x>—1<:>x>—%.

D’ouD=] - é ;+ool.

La fonction (x ~— 1+2x) est dérivable et strictement positive sur D
= f: x — Log(l + 2x) est dérivable sur D.

x €] - %;+oo[;f’(x) =—2 9

1+2x
D’ou le tableau de variation de f
-1 ©
X 2 + llm f= llm . In(1+2x)=—o00

() + (2) ~(=

+00 lim f =lim Log(1+2x) = +o0
f(x) / oo x=teo

-C0

2/a- la fonction ¢ : x — o(x)=f(x)-x est dérivable sur D—] +oo[

Vx €] ——,+oo[,(p(x)—f'(x)—1 ——1% 1= {;%ﬁ

D’ou signe de ¢’ (x) est celui de (1 — 2x).
Ce qui permet de drésser le tableau de variation de ¢.

X —% 0

9'(x) +

0(x) / \

. x_’l(l_n:) o(x) ——x_)ll—_) [f(x) —x] = —o.

L Log(2 + +
< lim o(x) =lim [x( og(x) g(x ) -D]=-
X—>+400 X—>+00
* (0 est continue et strictement croissante sur ] - % -1-
= ¢ réalise une bij. de | — % %] sur] —o0;In2 — —] qui contient 0
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= I’équation ¢(x) = O posséde une seule solution dans ]—-5—; 1
Or ¢(0) = Log(1 +2 x0) — 0 = 0 alors cette solution est 0

* @ est continue et strictement décroissante sur [-L-; +oo[
— ¢ réalise une bijection de [ +eo[ dans ] —o0;ln2 - 415 0
=1’équation ¢(x) = 0 posséde une seule solution a dans [l;+oo[

Bilan : I’équation ¢(x) = 0 admet deux solutions O et o
Q@o(1)xe2) ={In3-1]x[In5-2]<0 = 1<a<?2.
b- f(x)—x=¢Kx);Vx €] - —%—;+oo[. Ord’aprésle TVdeopona:

X ||-1/2 0 o +00
signep (x)n - 4) + ¢) =

D’ou le tableau de position relative de (C) et A.

X ||a1/2 0 x +o
signe(f(x)- 1| - ( + 0 B
position el & O ()

c- Tracagede (C)etA y

lim f = -0 = la droite -
) T 4

./ ©

d’équation x = —% est une A /

asymptote verticale a (C). /.

f(x) — : —

» lim f=+o0 et lim

+c0 X—>+00

1
Log(2+i-)
Lo;
50— —21=0

X—+00 05 l
= (C) admet une branche

parabolique infinie de direction (x'Ox) au voisinage de +o.
3/a- fest continue et strictement croissante sur D=] — —;-; +oo[
= f réalise une bijection de D=] — %;+00[ dans f(D)=] —’00; +oo[
Donc f admet une fonction réciproque f~! de courbe (C')
- Drapres le cours (C') = Sa((C)).
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b- Soitx € f(D) =] — oo; +o0]
f1(x) =y & f(y) = x & Log(l +2y) =x
= 1+2y:ex<:y=%ex—

1
5

Ainsi Vx €] — o0, +400[;f1(x) = %ex - _5_
¢- Désignons par A, I’aire, en unité d’aire, de la partie du plan limitée

par les courbes (C) et(C') et les droites d’équations respectives

x = 0 etx=a.

=Aq = | :(f(x) —£1(x))dx (car (C) est au dessus de A

sur [0,0] = (C') est au dessous de A sur [0, a])

= [} Log(1+29dx - [o(Fe" - 3 )ax

u'(x) =1 s ux) =x
v(x) =Log(1+2x) = V(9=7 +22x
= [xLog(1 +2x)]5 - [ l—fL"Z;dx - %[ex —x]®
= aLog(1 + 2a) —I:—Z-"T"':I_l—z;—l—dx— %(e“ -a-1)

Orf(a) = a & Log(l +2a) = aalors 1 + 20 = e*

Ao e[ -l Joe Lt a1y

= uz—[x——;—Log(1+2x)]:—%(e“—a—l)

:az—a+%Log(l+2a)——%—(e“—a—1)
— g2+ L Ll 11 _ g2
—a+2Log(1+2a) yei - yat =t —a

4/a- - up = 1 € [1;a[ = la proposition est vraie pour n = 0.
-« Soit p € IN. Supposons que 1< u,<a; montrons que 1< upyy<a.
1 < up<a & (1) < f(up)<f(c) car f est strictement " sur D.
Orf(1) = Log3 > 1 etf(o) = o - d’apres 2/a-
Doul <f(up) <fla) =a = 1 <up <
Conclusion: -et-- = VnelN, 1<y, <a
b- Vn € IN, Ups1 —un = f(Un) —Up.= 0(un) > 0
(car@(x) > 0; Vx € [1;a[)
D’ouVn € IN, ups1 > Un
< (un) est strictement croissante sur IN.

n t strict t sur IN

(un) est strictemen /’ u L = (un) converge
(un) est majorée par a

Posons L la limite de (un).

CommeVn e IN, 1<u, <aalorsi<sL<a
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a1 = f(un i
Uns1 = f(un) = L est solution de f(x) = x

f est continue en L
Orf(x) =x =f(x)-x=0
= oe(x)=0=x=0o0ux=a
D’ouL=0 ou L=a
Par suite L=a. car IS L < a.
B)1/ & la fonction y(x) = 1 — % —Logx ; Vx €]1;+0[
' v est continue et dérivable sur |1;+oo[ et Vx €]1;+o0[;
1 1 _ 1-x
e =saox =g <0
= y est continue et strictement décroissante sur ]1;+oo[

= y(1; +oo[)—] lim y(x); lim w(x)[ :Ilim \y(x);O[

X—>+00 x—1* X—+00
D’ou Vx €]1;+oo[; w(x) < 0 <= Vx €]1;+o0]; 1-%-Logx <0
1

< Vx €]1;+0[; 1 — 5= < Logx
H Soit la fonction ¢(x) = Logx — ; X = —) Vx €]1;+o0[
¢ est dérivable sur ]1; +oo et Vx €]1; +00[,
X 20 2x? 2x? 2x2

Donc ¢ est strictement décroissante sur ]1; 40|

= §q1; +oo[>_] lim $(x): lim (I)(x)[ ]lim ¢(x);o[

X—>+00 x—1t X400

= Vx €]1;+o[; §(x) = Logx — = ( -1

< Vx €]1;+0o[;Logx < %(x— %)

Bilan : Vx €]1;+0[;1 - 4 < Logx < %(X_ %)

2/ Soit la fonction ¢, définie par @ (x) = fu(x) — x.
Désignons par D, le domaine de définition de @,.

xe Dy <:>1+nx>0<::>x>—%.
D’ou D, =] - +oo[
1 _ _q_n—-1-nx
@n est dérivable surD n=] — 3;+oo[ et ¢, (x)= 1+nx 1 T i

D’ou le tableau de varlatlon de ¢n
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X - % 0 I o 1 O + 00
on (%) + 0 -
Inn-2L
n + ~
-00 -00
- lim ¢,(x)= lim__[f,(x)—x] = —c0.
54’(—_) X— —%
Log{n+ <
- lim @,(x)=Hlm [ x( Log(x) ( ) )] = —oo.
X—>+00 X—+00
* Py €St continue et strictement croissante sur ] - 'rli' ; 1 ]
= ¢, réalise une bijection de ] — % n—1y sur] —oo;Inn — —“r'l—l]
qui contient 0 car Inn — lnn -1+ < > 0d’aprés B)1/.
1.n-1

D’ou I’équation ¢, (x)=0 posséde une seule solutlon dans | — ;5
Or ¢.(0)=Log(1+n x 0) — 0 = 0 alors cette solution n’est autre que 0.

* @, est continue et strictement décroissante sur [

n—l

= (@, réalise une bijection de [n_l_ +oo[ sur ]-00; Inn-5+ n 1 L7150

=I"équation ¢, (x)=0 posséde une seule solution a, dans [ n-1 ;oo
Bilan : I’équation ¢,(x) = 0 admet deux solutions O et oy,
3/a- - ¢.(Log(n)) = Log[1 + nLog(n)] —Lc.n

= Log[l—i%lm] = Log[% +Log(n)]

Or Vx €]1;+4[; 1 — —)—1(— < Logx & Vx €]l;+0[; 1 < Logx++

Donc Vn € IN*\{1} ; 1 < Logn + %
= Vn € IN*\{1} ; 9,(Log(n)) > 0.

1

- oa(2Log(n)) = Log[1 + 2nLog(n)] — 2Logn
=Log[1 + 2nLog(n)] — Log(n?)
1 + 2nLog(n) 1 2Log(n)
 Log| T |- Log| oy ¢ SR
Or Logn < %(n— ‘rlT) « 2Logn < n— %
2L.ogn 1 2Logn 1
'—T_<l—-;17(:>—n—+:-n—2<1
Ainsi 0 < 22080 L | gou g,(2Log(n)) < O.
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Par suite ¢, (2Log(n)) < 0.(0a) < 0a(Log(n))

= Log(n) < a, < 2Log(n) car @, est ™\, sur [Log(n),2Log(n)]
b- - déja Log(n) < dx.
-0, < 2Logn < f,(a,) < f,(2Logn)

( car f, est /" sur D, puisque f,,(x) = . -:lnx >0)
< o < Log[1 +2nLogn] car fu(en) = da.

Conclusion : Log(n) < a, < Log[1l + 2nLogn].
c- Vn > 2 ; Log(n) < a, < Log[1 + 2nLogn]
o Vn>2:1< % < Log[1 + 2nLogn]

Logn Logn
1
. Log[l+2nLogn] .. L(’g[“(i + ZLOgH)] ,
) lim =lim -
R0 Logn R0 Logn
Log[n] + Log[ % + 2Logn]

=lim -

n—>+0 Logn

Log[ L +2L 1

. Og[ n + ogn T + 2Logn
=lim | 1+ 1 X T

n->400 + +2Logn ogn

1
Log| — + 2Logn
=1 +lim [“ ] x lim [ nLl +2]
n->+400 .%. + 2L0gn n->+o0 ogn

(on pose: X:’xlT +2Logn — +oo quand n - +0)
—1+tim 22X oo

X-+oo X
Vn>2:] < <% < Log[1 + 2nLogn]
Logn Logn . o
=lim L —]
. Log[1 +2nLogn] noto LOEN
lim =1
notoo Logn

4/a- Soit M(x,y) un point d’image M’(x',y') par @.
M(x,y) donc H(0,y) est le projeté orthogonal de M sur (O—j’)
M’(x',y') barycentre de H affecté de (n-2) et M(x,y) affecte de 2

— — —_ .
= (n-2)HM +2MM =0
m-2)x'-0)+2(x'-x) =0 x =2

=

(-2)y' -y)+2(y'-y) =0 /
'i x = 2x
Ainsi: © : M(x,y) —M’(x',y") tel que ne

~ b-Soit M(x,y) un point d’image M’ (x',y') par ®.
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M,(xl7y’) € (D((Cz)) = M(X’Y) € (CZ)

x €Dy X > —%‘ :
= =
y = f2(x) y = Log(1 + 2x)

! = _Z- X = "n—XI
ord * T o 27 Ainsi
y =y y=y'
n 1
. 2% >3 x' €D,
M(,y) € B(C2) & ed
Y'=Log(1+2%x’) y'=fa(x)

M (x,y') € (Cy).
Conclusion : ®((C;)) = (C,).
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1991

EEXERCICE 1 ‘E

On considére, dans un plan orienté, un triangle équilatéral ABC tel que

A
(AB,AC) = % [2n] et le cercle (‘6) circonscrit a ce triangle. On

considére les cercles (%) et (&") de méme rayon, de centre respectifs B
et C et tangents extérieurement ’un a "autre.
1/ Soit M un point du cercle (@) et M’ le point du cercle (‘@' ) tel que

_—’—’\ -
.y — L /
(BM, CM’) = —25—[21t]. Montrer que la médiatrice du cegment [MM']

passe par un point fixe que I’on précisera.

2/ Le point M se projette orthogonalement en H sur (AM'); déterminer
I’ensemble des points H lorsque M décrit (‘&').
Construire cet ensemble.

3/ Soit D le point du cercle (%) diamétralement opposé a A et M” I'image
du point M” par la rotation de centre D et d’angle dont une mesure est

23—". Montrer que M et M” sont deux points diamétralement opposés

du cercle (&).

EXERCICE 2 oB

Un sac contient sept jetons indiscernables au toucher et repartis comme
suit: quatre jetons blancs numérotés 1,2,2,2 et trois jetons noirs numérotés
1,12
1/ On tire successivement et avec remise trois jetons du sac.
a- Calculer la probabilité d’avoir trois jetons blancs
b- Calculer la probabilité pour que parmi les trois jetons tirés il y en ait
deux seulement portent le numéro 1.
2/ On remet tous les jetons du sac et on tire de nouveau et successivement
trois jetons de la maniére suivante :
- Si le jeton tiré porte le numéro 2 il est remis dans le sac.
- Si le jeton tiré porte le numéro 1 il n’est pas remis dans le sac.
a- Calculer la probabilité d’avorr trois jetons blancs.
b- Calculer la probabilité pour que deux seulement des trois jetons
tirés portent le numéro 1.
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N.B: Toutes les probabilités seront calculées a 0,01 prés.

X+2+ X 2+4x

Soit f la fonction a variable réelle définie par f : x — Log 5

A/1/a- Montrer que le domaine de définition de f est IR*.
b- Etudier les variations de f sur IR™.
¢- Tracer sa courbe représentative (C) dans le plan rapporté a un
repere orthonormé (O; T; T) .
2/a- Soit y un réel strictement positif. Résoudre dans IR* l’équation enx:
ef+e*-2=y.
b- Montrer que f admet sur IR* une fonction réciproque g, et déduire de
ce qui précede ’expression de g(x).
B-1/ Soit h une fonction numérique a variable réelle, dérivable et strictement
monotone sur un intervalle L
a- Montrer que h™! admet des primitives sur un intervalle h(I).
b- Soit H une primitive de h™! sur h(I). Démontrer que Hoh est une
primitive sur I de la fonction x — xh'(x).
¢- Soit (a, B) un couple de I2. Déduire de ce qui précéde que

@), B
jh(a)h (t)dt jath(t)dt.

2/a- Calculer f(0) et f (-Se_cl—)z)
b- En déduire I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les

droites d’équations x = fe-1)7 1) ety = 0.
C-1/a- Montrer que Vx € IR*, ona Log(x +1) <f(x) < Log(x+2).
b- Soit 6 la fonction définie sur IR* par 8(x) = f(x) — %—x.

Montrer que 0 est strictement décroissante sur [1;+oo[ et en déduire
que I’équation f(x) = %x admet une solution unique y dans |1,4][.
2/ On considere la suite (ua), . définie par :
up = 1 etups = f(2u,); Vn € IN.
a) Montrer que Vn € IN;u, € [1,2]

b) Montrer que Vn € IN;|un — %YIS 2

-1
ﬁlu“ 2’YI

¢) En déduire lim u,.

n-+o0
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UNE CORRECTION POONIALE

ﬂEXERCICE 1 GB

1/ Pour montrer que la médiatrice du cegment [MM'] passe par un point
fixe quand M varie sur (&) il suffit de montrer que M’ est I’'image de

M par une rotation bien déterminée dans ce cas le centre de cette
rotation sera dans la méd[MM'].

e —
. s —
ABC est équilatéral et (AB, AC) = %[Zn]

AB = AC .
(ABAC) = L [2n] ()
avec R/, =z est la rotation de centre A et d’angle X
(&%) 3

et comme de plus (@) et (¢") sont de méme rayon
=R [(¥)] = (&)
(%) 0
Posons M; = R .
= R(g)

-Me (%) >M; e (¢).
M, = R(A.,l)(M) etC = R(A;_g-)(B)

,_,’.__’L
= (BM, CMI) =L [2n]
A ————-——_\
o SV ~a o n
Signifie que (BM, CM ) + (CM ,CMI) =3 [27]
\ - -
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— e~
= L+(CM.OL) =L 2] = (OM.OV ) = 0 [2n]
Ainsi
M, € (€)
M e (%‘) = M1 = MI.

A
—
(CM’, CMI) =0 [27]

Par suite R(A.L)(M) =M = AM = AM' & A € méd[MM'].
3

2/R (A_ T )G\/I) =M' <& AMM' est un triangle équilatéral direct
"3

D’ou H, projeté orthogonal de M sur (AM'), est le milieu

de du segment [AM'].
AH = LAM
Par suite ——— < H = S(M).

(AM,AH =L [
1

avec S est la similitude directe de centre A, de rapport > et

. I
d’angle T

M décrit (G')

" Construction de (G).
- (&) est de centre S(B) = B, le projeté orthogonal de B sur
(AC) car C est I’image de B par R( aL)

H=SM
{ H = SM) < H décrit (61)=S((¢")) le cercle image de (&)

- (&) et (€") de centre respectifs B et C et tangents exterieurement
I’un & "autre d’ou le rayon de (&) est > 1pc.
Donc le rayon de (‘&) est —;— X —;—BC car S est de rapport —%—

M’= (M) =R <\ ° Ry, ny(M).
IIMR(, 25 )M = R 20 R () M)
Or R(D’ = ) ° R( A Z) est un dépla-cement dangle &£+ L =1
D’ou R( 2_,,) ° R(A._n_) est une symétrie centrale .
3

R( 2_,[) °R(A )(B)
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=R, 2:1(C)=B car DB=DC et—(;];\ ’DC)E 2n 27,
o) ) =3
Par suite B est le centre de R/ 22y o Ry, x .
ar suite est le centlre ae D,23) R(A—:;-)

Ce qui donne M”=Sg(M) et comme de plus M € (@') alors [MM"]
est un diamétre de (‘@) qui est de centre B.

Il EXERCICE 2

1/a- Désignons par A I’événement : « Obtenir trois jetons blancs ».

4 _ 64
p(A) = 73 =343 =019

b- Désignons par B I’événement : « Obtenir trois jetons dont seulement
deux jetons portent le numéro 1 ».

232x4 _ 108 _
p(B) = C3 T 343 ~ 0,31

( C3 compte le nombre de choix de place des deux boules portant 1)
2/a-Soit B; I’événement «Obtenir une boule blanche portant le numéro

1 lors du tirage d’une boule ».

ff. est’abréviation de forme favorable

ff. pour réaliser A | probabilité
B; puis B; puis B, %%%
B puis B, puis B, %%’%
B, puis By puis B, L2
B- puis B, puis B; %—.3_%
e e R .

b- Soit @ désigne une boule portant le numéro 1

Les cas favorables pour réaliser B sont :

GO . @O « GO

342,432 _ 214 _
766 7776 0

par suite p(B) = —3,7-—%—%+ 35 ,

29

PROBLEME ’*

A/l/a- De51gnons par D¢ le domaine de defmltlon def.
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x2+4x>0
x € Dy &
x+2+Jx2+4x >0
X | -0 -4 0 +00
signe(x2+4x)| + 4) , - ‘i) +

= x2+4x>0 = x<-4 ou x>0
<Pourx > 0ona: x+2+/x2+4x > 0d’ouV x > Oonax € Ds
«Pour x < —4onax+2 < -2 par suite

. _(Jx2+4x+x+2)(1/x2+4x —(x+2)>
X+2+ fx2+4x= ( x2+4x_(x+2)>
x? +4x — (x +2)?

(Jx +4x—(x+2)) B (Jx +4x—(x+2))

D’oupourtoutx < —4onax ¢ Ds
Bilan : Dy = IR*.

b- * la fonction qui 4 x — x? + 4x est dérivable et strictemnt positive
sur IR* = la fonction qui & X — 4x2 + 4x est dérivable sur IR}.

J X2 +4xX +x+2
2

est dérivable et strictement

X+2+ 4 x2+4x :l est

-2

= la fonction qui a x =

positive sur IR¥ = la fonction f : x — I-og[

dérivable sur IR}.

® Etudions la dérivabilité de f a droite en O.
|: x> +ax :I

Log| 1+——F—

2

fm 100~ 0

=lim =
x-07F -0 x-0%
x+Jx2+4x x+Jx2+4x
l' Log(1+ 5 ) 5
=m X
x50 x+-Jx2+4x S
2
x+x2+ax

. Log(l+————) . Log[l +X] 1 _
Orlim — . o [P =

2
’ 2
( on pose X:ﬁ——%-#‘—x ; quand x— 0* on a X— 0%)

Jx? X 1+1/1 +4/x
D’autre part lim Xt ;x+4x =lim ( )
x-0* x-0% '
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f(x)-f(0)
x—-0

Par suite lim =+00 = f n’est pas dérivable a droite en 0.

x-0"

@ La fonction 4 x — x? + 4x est continue et positive sur IR*
= la fonction qui 4 x — 4x% + 4x est continue sur IR* .

VX2 + 4x +x+2
2

est continue et strictement

X424+ x%+4x ]est

= la fonction qui a x —

positive sur IR* = la fonction f : x — Log[ 5
continue ur IR™ .

i+ 2x+4

2Jx2+4x
- Vx € IR} f'(x)= 2 =1 >0
’ x+2+4x2+4x  fx%+4x
2
D’ou le tableau de variation de f
x |0 +00
f(x) * -lim f =lim LogXZhc .
+co X—>+co
+00
= 400,
f (x) /
0
L x(1+%+ 1+%)
o —————————————————
el T Stim

2 , 4 -
I+ + 1+
Log(——-—)-(———x)

2 -
< =0

=lim [LogT(x)] +lim

X->+00 X->+c0 .
= la courbe de f posséde une branche parabolique infinie de
direction ’axes des abscisses au voisinage de 4.
im f(x) — £(0)
x=07* X = 0
tangente verticale au point O(0, 0).

= 400 = la courbe de f posséde une demi
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y

©

O 1 2 3 X

2/a-y € IRY. e*+e™ —2=y < e¥e*+e¥e* - 2e* = ye*
= () - Q2+y)e +1=0
= X2-2+y)X+1=0 avec X=¢*
(A=Q+y)-4=y>+4y>0)

2+y—m 24y + Jy2 +4y

= X=e*= ou X=e*=

2
,/ +J 2+4
x—Log( Y ) ou x=Log(1+y—yT—y—)
+Jy2+4 +Jy+4
y e Ry = 1, 2 J-‘;y . @Log(uy__ by )>0
-Jyi+4 242, -Jyi+4
YANY T yydy <O<:>1TLyy y<1

-y € IR}, =
2 2(y+‘/y2+4y ) 2

1/ 2+4
Y y_) n’est pas pas dans IR*.

D’ou la quantité x=Log(1 + LZ—

Conclusion : I’équation posséde une seule solution dans IR* qui est

2y gy,

x = Log(1+—=—

b- f est continue et strictement croissante sur IR* donc f réalise une
bijection de IR* sur f(IR*)=IR*
d’ou f possede une fonction réciproque g:IR* ~ IR*.
Soit la fonction ¥ : IR* » IR*;x +— e* + e - 2.
FO0)=e’+e?-2=0 aussig(0)=0carf(0) =0
Yy > 0; P[f(y)] = e + e‘f(y) —2=y d’aprés 2/a-
Aussi Vy > 0;g(f(y)) = car g est la réciproque de f.
Doug =Y.

ELMOUFID Page : 35 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1991 SESSION PRINCIPALE

B-1/ h est dérivable et strictement monotone sur un intervalle I
= h(I) est un intervalle.
h est dérivable sur I = h est continue sur I
= h! est continue sur h(I)
= h™! admet des primitives sur h(I).

b- H est une primitive de h™! sur h(I)
= H est dérivable sur h(I) et Vx € h(I) on a H(x)= h™1(x).
Ainsi: h est dérivable sur I et H est dérivable sur h(I)
=Hoh est dérivable sur I
- Vx € I;(H o h)'(x)=h'(x) x H'[h(x)]=h'(x) x h![h(x)]=xh'(x)
Conclusion : Hoh est une primitive sur I de la fonction (x = xh'(x))

c- Soit (o, B) un couple de I?
P b1 ydt = [HEIEE) = Hh()) - Hih(a)).

h(a)

[P th'@dt = [Ho h()]% = HO(P)) - Hh(w).

Alors | :g hi(tdt = | 5 th'(t)dt.

2/a- «f(0) = Log(1) =0
2
. f( (e ‘el) ):f( e’ —Ze+] ):f(el ~2+e1)=f(g(1)) = 1.

b- Nommons A I’aire, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la

132
par la courbe (C) et les droites d’équations X:(e_el)__

(e-1)?
g o _ , .
= A= I . f(t)dt= I z(o) gl (t)dt car fest la réciproque de g

et y=0.

= I; tg'(t)dt = | (1) tlet —et)dt d’aprés B-1/c-
u'(t)=et—-et = ut)=e'+e*

= (e + e )1 - [ (et + et ]

=et+el-[et-et];=e+tel—e+el = %,

C-1/a- Vx € IR" Log(x+1) <f(x) < Log(x+2)

X+2+ Jx%2+4x

5 <x+2
Orx? <x?+4x <x?2+4x+4 = (x+2)2

= x+1<
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& X < Y2 +H4x < x42 & 2xH2 < xA244x2 + 4x < 2(x+2)

X+2 ¢ Jx?+4x
2

= x+1<

<x+2.

b- 0 est dérivable sur [1;+oo[ ( somme de deux fonctions dérivébles )

. c 1 Y _ 1 _ 1 _ 1
Vx € [1;+0[;0'(x) = f'(x) 5 a2
®x € [1;+0[= x% +4x > 4
o X rdx >2 6 —L oL
JIx2 +4x 2
D’ou 6’(x)=——1—-L < 0 = 0 est strictement \ sur [1; +oo

Jx<Z+ax 2
0 est continue et strictement \ sur [1;4], 6(1) = 0,46>0 et 6(4) = —-0,24<0
= I’équation 6(x)=0 posséde une seule solution y dans ]1,4[.

2/a) - up = 1 € [1,2] = la proposition est vraie pour n = 0.
* Soit pe IN. Supposition que u, € [1,2]; montrons
que upa € [1,2]. En effet N
1<up<2=2<2uy,<4
& £(2) < f(2up) < f(4) < £2) < upnr < £(4)
Orf(2) > Log(2+1) = Log3 > 1 car3>e.
aussi f(4) < Log6 <2 car6<e’.
D’ou 1 < upy <2 donc la supposition est vraie a I’ordre p+1.
Conclusion : - et * = Vn € IN;u, € [1,2].

1<x*<16
b)-1<x<4 = alors 5 < x2 +4x <32
4<4x <16
o= J5 < Jx2+4x < Y32
= 1< 1 <
32 T Krax 5
1
DouVx € [1,4];[f (x)| € ——
(1410 <

Ainsi
f est dérivable sur [1,4]

vx € [1,4];f'(x)| < %

= V(xy) € ([1,4])% If(x) - f)I< %|x—y|

Or Vn € IN;u, € [1,2] = Vn € IN;2u, € [1,4]
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etaussiy € [1,4] Parsuite Vn € IN; |[f(2u,) — f(y)|< 71__5—-|2un -

< Vn € IN;|uan — %—YIS %‘un - %Yl.

¢) Montrons par récurrence que:|un-+7|< [ 2 m v); Vn € IN
2 5

.
2 Y’ L 1> 1 i "
*(f) [ue — 7y|— Juo = EYI‘ [up — —2—y| = la proposition
est vraie a 'ordren = 0. '

® Soit p € IN; supposons que |u, — %yli (-Jz_?

p+l
montrons que |Up+1 — %ylf (725'—) lup - %ﬂ. En effet

P p
upe4vis (& ) luo-dries Zup- Lo %(L) juo-L

Or [ups1- 11 -y alors hup -2yt (2" Juo - L
Conclusion :Vn € IN;|u, — %ﬂs ( ) lug — —y|

. 2\ - Ly e 2 -
De plus lim [(ﬁ) [uo 27[] car —= e -1, 1[

n-—>+oo
D’ou lim u, = %y

n—->+oo
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1991 SESSION

EXERCICE 1 (6 points )

Soit, dans un plan P, une droite (D) et un point F n’appartenant pas a (D).

On considére la parabole (I') de foyer F et de directrice (D).

1/ Soit, dans le plan P, une droite (A) perpendiculaire a la droite (D).
Construire géométriquement le point d’intersection de (A) et (I).

2/ Soit, dans le plan P, la droite (A") passant par F et paralléle a la droite
(D). Construire géométriquement le point d’intersection de (A") et (I').

2/ Soit, dans le plan P, une droite (A") sécante a (D), passant par F et
non perpendiculaire 4 la droite (D).
Construire géométriquement le point d’intersection de (A") et (I").

N.B : On fera une figure a part pour chacune des questions.

EXERCICE 2 . Hors programme

PROBLEME
---------- s R ( 10 points )

Le nombre n étant un entier naturel, on considére la famille de fonction f,
de [0, 2] dans IR définies par : f(x) = ‘/x(z —x) etf,(x) =x" ‘/x(2-x) ;
¥n > 1. On désigne par C, la courbe représentative de f, dans un plan
(P) rapporté a un repére orthonormé (O, ? T .

A-1/ Etudier la continuité et la dérivabilité de f, sur [0,2].

2/ Montrer que toutes les courbes (C, ) passent par trois points fixes que
’on déterminera.

3/ Etudier les variations de f,; en déduire que, pour chaque entier naturel
n, il existe un réel u, tel que fi(us) est un maximum absolu pour f,.
fn(us) sera noté vy,.

4/a- Calculer la limite de u, quand n tend vers I’ infini.
b~ Calculer la limite de Log(v, ) quand n tend vers I’infini et en déduire

celle de v,.

5/ Tracer, sur une méme figure, les courbes (Co) et (C1).

B- Soit g ’application de ]0,2[ dans IR définie par g(x) = Log(fo(x)).
1/ Ftudier les variations de g et construire sa courbe représentative (T)

dans le plan (P).
2/ Soit h la restriction de g 4 ]0,1]. Démontrer que h est une bijection de
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10,1] sur un intervalle J que I’on précisera.
Expliciter h™ (x) pour tout x élément de J.
3/a- Soit o € ]0,1]. Résoudre dans I’intervalle ]0,2[ I’équation g(x)=g(a)
b- Soit G=h! o g. Déterminer le domaine de définition de G.
Déterminer G(x) pour x € ]0,2][. .
1+sin

C- Soit I’application de [-£; Z ] dans IR définie par F,(0) J fa(x)dx

2°2
1/a- Justifier I’existance de F,(0).
.

b- Démontrer que F, est dérivable sur [—-2—, >

] et calculer sa

fonction dérivée.

2/a- Déterminer Fo(0) et F1(8) pour 0 € [—%; % ]
b- Calculer 'aire A du domaine D défini par:
D={M(x,y) € P)telsque0< x < letfi(x) <y < fo(x) }
3/a- Soit (Cy) la courbe d’équation y=—f,(x). Soit (C)=(Cy) U (Cp).
Montrer que (C) est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
........................... hors programme actuel.

UNE E CORRECTION POSSIBLE

ﬂ EXERCICE 1

1/ Désignons par M le point d’intersection de (A) et (I').
=MeA) (1)
‘(A)yL(D)etM e (A) , M_/

1

= le point d’intersection H de (A) HN\ 7 (2)

et (D) est le projeté orthogonal de
M sur (D) d’ou d(M, (D)) = MH. yd F
et comme M € (I") alors MF=MH (D)
signifie que M € méd[FH] (2)
(1) et (2) = M est le point d’intersection de (A) et méd[FH].
D’ou la construction de M.
2/ Désignons par M un point d’intersection de (A') et ().
= Me (A) 3)
- Désignons par H le projeté orthogonal
de M sur (D) et par K celui de F.
= (FK) // (MH).
D’autre part (MF)=(A") // (D)=(HK)
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Ce qui donne MHKF est un parallélogramme.

. "
ajoutant que MHK = 90° et MH=MF alors Hipr M
MHKEF est un carré = MF = FK /
< M e G le cercle de centre F et Ki, F

de rayon FK. (4) x

(3) et (4) = M e Grrx) N (A). B ¥,
D’ou la construction des points d’intersection (D (A"

de (A") et (T).
3/ Désignons par M un point d’intersection de (A") et (I').
=Me (A") ).
- Désignons par H le projeté orthogonal de M sur (D) et par K
celui de F.= (FK) // (MH).
—— —— .
= MHF = HFK ( secteurs alternes internes ).
D’autre part M e (I') = MH = MF
= MHF isocele en M
—— — .
= MHF = MFH ( secteurs liés a la base )

/

. T N—
Par suite MFH=HFK < (HF) porte m
la bissectrice de [FM, FK]

Ce qui permet de tracer H qui est

le point d’intersection de la bissectrice K

de [FM,FK] et (D). /Mz
Par suite M appartient 4 la ‘
perpendiculairea (D) en H (6) (A?/ )

(5) et (6) perpettent de construire M.

PROBLEME |

A-1/ - La fonction qui 4 x = x(2-x) est continue et positive sur [0,2]

fo : x — J/x(2-x) est continue sur [0,2].

fn:x — x“‘/x(Z-x) est continue sur [0, 2].

- La fonction x ~ x(2-x) est dérivable et strictement positive sur ]0,2[
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= La fonction fy : x +— Jx(2-x) est dérivable sur ]0,2][.
Aussi fn 1 x — x" [x(2-x) est dérivable sur ]0,2[..
- x(2-x -
im fo(x)z - 50(0) im Jx(2x) i X2

X

x-0" x-0" 0t % x(2-x)
= fj n’est pas dérivable a droite en 0.
Aim fo(x) — fo(2) lim x(2-x)

x-2° x=2 w2 (x—2) Jx(2-x) -
= fy n’est pas dérivable a gauche en 2.
D’ou fy est uniquement dérivable sur ]0, 2.

Vn 2 1; lim £a(0) = £0(0) =lim (x““‘ ‘/x(z-x)) =0.
x-0*

x_,0+ X - 0
= f, est dérivable a droite en 0.
_ n+l (H_ n
i [ B D Ty _X7CR g,
X2 x=2 -2 (x —2) Jx(2-x) 0

= f, n’est pas dérivable a gauche en 2.
Bilan : le domaine de dérivabilité de f, est{0;2[.

x € [0;2] x € [0;2]
2/-M(x,y) e C;NC,; & y="fix) < y=x‘/x(2-x)

y = f2(x) y=x*/x(2-x)

x € [0;2] x € [0;2]
= y=X ‘/X(Z-X) = y=X/Xx(2-x)
x2 [x(2-x) = x[x(2-x) x(x-1) Jx(2-x) =0

<> ou ou

Conclusion: C; et C; ont trois points d’intersections qui sont O(0;0)
A(1,1) et B(2,0).
x fp(0) = 0 =0(0;0) € C,.
*Vn > 1; £,(0) = 0 =0(0;0) € C,.
xfo(1) =1 = A(1,1) e Co.
x*vn>1; f,(1) =1 = A(1,1) € C,.
* £5(2) = 0 = B(2,0) e Cy.
*Vn > 1; £,(2) = 0 = B(2,0) € C,.
Conclusion : O,A et B sont dans toutes les courbes C,;Vn € IN
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2x - xz)/ . 1-x

242x ~ x2 B J2x ~ x2

D’ou le tableau de variation de fy.

3 % Ux € ]0,2[;fy(x) =

x |0 1 2

+ D
1

0 O

X Vn > 1;Vx € ]0,2[;fh(x) = nx""1{2x — x2 pxt—l=X

V2x —x?
,—(n+Dx+2n+1
J2x —x?
= sig(fa(x)) =sig(—(n+ 1)x+2n+1);Vx € ]O 2[
D’ou le tableau de variation de f,,.

ﬁx) 0 + D -

f n

n(x) \

0 0
ne
avec up= 2n+1 2n+l ) ‘/ 204l (2n+1 \?_(2n+l) 2
n+1 n+1 n+l (n+1 )n+1
D’aprés le tableau de variation de f, ona v, = f(u,) est le maximum
absolu de f,.

Aussi le tableau de variation de fo prouve que vi = 1 = (1) etle
maximum absolu de fj.

1
2+ =
4/a- im u, =lim 2“—:11~ =lim 1(-—?1 =2
n-—>+00 not+eo N n—->+co n(l + _n_)l
4 =1L
b- limLog(v,) =lim Log (2n+ 1 ) "2« (n+1) 2

n-»>+00 n->+00 n+l
T 1 2n+1 Y _ 1
tim [ (ne 3 )Los( 355 L0g<n+1>]
n+1/2 2n+1 Y 1 Log(ntl)
—nll?:o [(n+l)[( n+1 ) og( 2 (n+1)
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= +00,
- limLog(vy) = +0 =lim v, = +o.
n->+c0 n->+00
5/ x |0 Wy 2
) |0 + D -
v
f(x
f () \
0 0
avecu; = % etv, = %5—
"
1,2 < >
1 < —~
» ( \
€D
0 15, X

B-1/g :]0,2[» IR;x — g(x) = Log(fo(x)) = %Log(x(Z -X)).
x — x(2 —x) est dérivable et strictement positive sur ]0,2[

donc g est dérivable sur ]0,2[.

vx o2y - $ 2R sl

D’ou le tableau de variation de g

1
&l ] S
0 N (2
X 0 1 2 X
g'(x) + 0 -

&® /' 0 \

VA

v \

<€

2/ h=g sur ]0,1] = h est continue et strictement croissante sur ]0,1]
= h est une bijection de ]0,1] sur J=h(]0,1]) =] — o0;0]
Soitx € J =] —o0;0];h71(x) =y «—€]0,1]
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=hy)=xe %Log(.V(Z -y)) =x
< Log(y(Z-y)) =2x & y(2-y) =e*
& —y?+2y—e¥ =0
(A'=1-e*2>20 carx<0=e*<1)
-1 - J1 - 1+l -

TYSsTT ey S -1

S y=1+J1-¢* ouy=1-41-¢*
Commey €]0,1]doncy =1 -1 —e* carl+4/1-e* > 1
Par suite Vx € J =] —o0;0];h71(x) = 1 - y1 —e*.
3/a- Soita €]0,1].  g(x) = g(a)
N %Log(x(Z —x)) = —lz—Log(a(Z ~a))
=S x2-x)=a2-0a) © 2(x-a)+(x2=-a?) =0
= E-a)2-x+a)=0=x=0o0u x=2-q
Oraelfl]le=-1<-0<0=1<2-a<2
Conclusion les solutions dans ]0,2[ sont : a et 2 — a.
b-G=hlog
G est définie sur ]0,2[
h! est définie sur J=]-00; 0] = G=h"! o g est définie sur ]0,2[
vx €]0,2[; g(x) € J=] — ;0]

- Vx €0,2[;G(x) = h"} (g(x)) = 1 - J1-e*®
1= JT- 6@ - |- [Tox@=%)
=1-Yx2-2x+1 =1- [x-1)2 =1-|x~1
Six €]0,1];G(x) =1+ (x—-1) =x.
Six €],2[;Gx)=1-(x-1)=2-x

C-1/a- f,, est continue sur [0,2] = f, posséde des primitives sur [0,2]
Désignons par ¥, la primitive de f, qui s’annule en 0
= Vx € [0,2]; ¥a(x) = [, fa(t)dt
, N I 2 R .
D’autre part posons u : [ 55 ] IR,0 — 1 +sin0.
. . i -1
VGG[ > 2]ona sinf € [-1;1]
<= V0 e [ ) ] ona u(8) =l+4sin6 € [0;2].

D’ou V0 € [-%; %] ona Fu(8) = ¥, (u(8)) existe.
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u est dérivable sur [—E- l]

272
b- V0 € [-7 7] u(8) e [0:2]
WY, est dérivable sur [0; 2]

= F, = W, o uestdérivable sur [-7 7]

0 e [—7 L ] F.,(0) = u'(0) x ¥.[u(0)]
= cos0 x f,(1 +sinB)
Sin = 0; F,(8) = cos8,/(1 +sin0)(2~ 1 ~-sinB)

= cos0y1 —sin?0 = cos@|cos€)|

=cos?0 car0 e [—7 > ]

Sin > 0; Fy(8) = cos6. (1 +sin8)" [(1 +sin6)(2 - 1 —sin6)
= ¢0s20.(1 +sin6)".

Id

2/a- A0 € [--

55 ]F (0) = cos?0 et Fo(——> J fo(t)dt= 0.

= Fy est la primitive sur —%, 5 de la fonction (0 — cos?0)
qui s’annule en —% .
8
= Vo< [ ;Fo(0) = J = cos’tdt :j N _1_+_;osidt
- )

-1 1 ® _ 0, sin20 . @
= 2[t+ 251n2t]A% > + m + 1

B V0 < —%,1‘2—] 1(0) = 00329 (1 +sin@) et F, (——)_o
.

o .
:j x cosztdt+J x sintcos?tdt
2

~ 0 . sin20 1 8
2+ 4 +4 [3cost]#%

_ 0 ,sm20 , ® _1_...3

—2+——4 +4 30056.

b- A=, (fo () — f1(x))dx = [} fo(x)dx — J f1 (x)dx
_ J-(1)+sin0 fO(X)dX J'l+sm0 f] (x)dx
=R -FO=-%-(5-1) - %

Ainsi A= % va. (u.a.désigne unité d’aire)
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3/a- M(x,y) € (Cy) =M(x,y) € [(Co) U (Cp)]
=M(x,y) € (Co) ouM(x,y) € (Co)

x € [0,2] x € [0,2]
ou

y = fo(x) y=-fo(x)

x € [0,2]

y-fo (x)=0 ou y+f,(x)=0

o d X€ [0,2] - x € [0,2]
[y-fo () ][y+fo(x)]=0 y2-(fo(x))*=0

x € [0,2] x € [0,2]
o =N
y2-2x+x2=0 (x-1)24y2=1

<= M(x,y) € au cercle de centre )(1;0) et de rayon 1.
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EXERCICE 1 hors programme

EXERCICE 2

Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction numérique a variable réelle

fn = o,
définie par : ) X(Logx) Vx>0
fn(O) = 0

1/ Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions f; et £, sur [0, +oo[.

2/ Etudier les variations de f; et f; et tracer leurs courbes représentatives
- -
dans le plan rapporté a un repere orthonormé (0, 1,]

3/ On définie la suite (u, ) définie sur IN* par u, = J j fo(x)dx.

a- Déterminer que la suite (u, ) est décroissante.
b- Démontrer que Vn € IN*;u, > 0.

2
¢- Démontrer que Vn € IN*;u,4 = —%— - ﬂ—';—lun.
. 2
En déduire que Vn € IN*;u, < —&—.
n+1

d- Déterminer la limite de la suite (u,) quand n tend vers +co.

PROBLEME ||

Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral IBC tel que

(IB IC) [21r On désigne par (@) le cercle de centre I et de

rayon IB et par H le milieu de [BC]. La demi-droite [HI) coupe le
cercle (@) au point A. Soit A’ le symétrique de A par rapport a la
droite (CI).
1/a- Montrer que A’C=AB.
b- Soit R la rotation qui transforme B en C et A en A’. Déterminer
son centre et une mesure de son angle.
2/ La droite (CI) recoupe le cercle (‘&) au point D. On désigne par
S(ep) et S(an) les symétries orthogonales d’axes respectifs (DB) et
(AH). On pose f = S(am) ° Sp) et1' = S@py (D).
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a- Montrer que les droites (DB) et (AH) sont paralléles .
b- Déterminer f(B) et f(I').
¢- Donner la nature de f. Caractériser f.
d- En déduire que I’ appartient & ( @).
3/ Soit A” I'image de A’ par la translation de vecteur BC
a- Montrer que les droites (A'B) et (AC) sont paralléles .
b- En déduire que A" appartient a (AC).
¢- Montrer que ['A" = AA".
4/ Soient J et K les milieux respectifs de [AA'} et [I'A"].
a- Montrer que les droites (JK) et (AI) sont paralléles .
b- Montrer qu’il existe un antidéplacement unique g tel que g(A')=A
etg(l) = A"
c- montrer que g(K) =1J.
d- Montrer que g n’a pas de points invariants.
e- Donner la décomposition canonique de g.
5/ Soit (E) I’ellipse de foyers I et K et dont la mesure du grand axe
est 2a = BC.
a- Montrer que le milieu M de [AI] appartient a (E) et que la
droite (MJ) est tangente a (E) en M.
b- Déterminer les sommets de (E).
c- Tracer (E).

 CORRECTION POSSIE

EXERCICE 2

1/ lim f;(x) =lim [x(Logx)' ] = 0 = £1(0)
x-0% x-07
= f) est continue & droite en 0
- La fonction qui & x — Logx est continue sur ]0, +oo[
= f, : x — xLogx est continue sur ]0,+oo[
Bilan : f) est continue sur [0, +oo[.
. La fonction qui & x — Logx est dérivable sur ]0, +oo[
= f est dérivable sur ]0,+oo[
« lim ig:—(l =lim [Logx] = —©
x-0* x-0*
= f| n’est pas dérivable a droite en 0.
Bilan : le domaine de dérivabilité de f) est ]0,+oo[.
- lim f,(x) =lim [X(Logx)z] =lim [(,[)?Logx)z]
x-0*

x—-0" x-07"
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(X=Jx;x->0"X > 0")
=lim [(XLog(X?))*] =lim [(2XLogX)*]
X-0* X0t

=0 = f,(0) = f est continue en 0.
- La fonction qui & x — (Logx)? est continue sur ]0, +oo[
= £, est continue sur 0, +oo[
Bilan : f, est continue sur [0, +oof.
. f . »
« lim @ =lim [(Logx)z] = 400 = f, n’est pas dérivable en 0.

x-0% . x=0t

Bilan : le domaine de dérivabilité de f; est ]0,+oo].
2/ % Vx> 0;f1(x) = Logx+x% = Logx + 1
D’ou le tableau de variation de f;

x o ¢’ +00

0

) \ p /m

lim f;(x) =lim [x(Logx)l] = +00.
X—>+00

X->+00

« lim —f%)— =lim [(Logx)1] = 400 = C; ( la courbe de f})
X->+00 X—>+c0

possede une branche parabolique infinie de direction I’axe des

ordonnées au voisinage de +oo.
» Vx > 0;f5(x) = (Logx)> +X%Logx = Logx[Logx + 2]

X 0 & 1 +00
signe(Logx) - - ) + ’
signe(Logx+2) - i + +
siglLogx{Logx+2) + P - P +
dim f2(x) =lim [x(Logx)?] = +o
xgjooﬁ le tablxeﬂ'cfliO de variation de f,.
x |0 ¢’ 1 +00
£ + - +
2 00
509 | N : -
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- lim fz)((x) =lim [(Logx)” | = 40 = C; (la courbe de f2)
X—+00 X—+00

possede une branche parabolique infinie de direction I’axe des
ordonnées au voisinage de +oo.

fa(x)

f1(x)
X

* lim

x-0"

=+00 = C, admet une demi-tangente verticale en O(0,0)

« lim

x-0%

=—o0 = C; admet une demi-tangente verticale en O(0,0)

y

A

o\ el

. AN

3/a- Vn € IN*ups1 — Uy = Jt11'|:><(Log><)“Jr1 - x(Logx)“]dx
= jj x(Logx)"[Logx — 1]dx
Pour tout x € [1;e];0 < Logx < Loge = 1
< Vxe [l;e];Logx—-1<0
De plus Vx € [1;e];x(Logx)" > 0
Ainsi Vx € [1;e];x(Logx)"(Logx—1) <0
D’ou J'j x(Logx)"[Logx — 1]dx < 0.
Par suite Vn € IN*;upy — U, <0
< (un ) est décroissante sur IN*.

b- Pour toutn € IN* ona Vx € [1;e];x(Logx)" > 0
D’ouVn € IN*;u, = IT x(Logx)"dx > 0
c-n € IN* upy = jj x(Logx)"! dx
u(x) =x - u(x) = %x2

v(x) = (Log<)™'  » v(x) =% L (Logx)"
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& Upp = [%xz(Logx)““]j -(° lxz%——l—(Logx)“dx

12
_e? n+1 ¢ n _e? n+ 1
S Unn=mm = T _fl x(Logx)"dx < Unt1="5 = =2 —Up.
- D’apreés 3/b-, on peut dire que Vn € IN*;u,,; >0
<:>‘v’neIN"‘,ez2 - “szlunzo
< VnelIN=Dtl, < € o vne IN*;u, < e
2 R 2 ) n+1
d-Vn e IN*;0 < u, < —€&— et lim —&— = 0 donnent lim u, = 0
n+1 n-+co n 1 n->+oo

‘HB = HC car H=CxB
= H € med[BC]
Aussi I € med[BC] car IB=IC
D’ou (HI) = med[BC] < C = Samy(B) = AC = AB
De plus A’=Sc)(A) Donc CA’' = AC

Enfin CA' = AB
D
N . A"
K
T 1

b- Désignons par Q le centre de R.
‘R(B) =C = OB = QC < Q € med[BC] = (HI)
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‘R(A) =A' = QA = QA" = Q € med[AA'] = (CI)

D’ouQ e (HI) N (CI) = {I}
Par suite Q = 1.
7 N\

R(B) = C = (IB,IC) = L [2n]estlangle deR

Conclusion : R est de centre I et d’angle -733
2/a-

(AH) L (BC) car (AH) = med[BC]
(BD) L (BC) car [CD] est un diamétre du cercle (‘&)
= (AH)//(BD).

b- A f(B)=(S(an) ° Sp))(B)=Sam[S@p)(B)]=San(B) = C.
A f(I') = (Sam ° S@p))T') = Sam[SeEn)d")]
= SuamI) =1 carle (AH).

c- (AH)//(BD) = f = S(an) o S(sp) est une translation.
Comme f(B) = C alors BC est le vecteur de f.

—_ — —
d-f(') =1 < I = BC Donc ”11' || - ||3¢||

Signifie que II' = BC = IB ( car BCI est équilatéral )
Par suite I’ € (‘&) qui est de centre I et de rayon IB

— > —— — —— —— ——p
3/a- (BA’,AC) - (BA’,BA) + (BAAB) + (AB.AC) [n]
s .
— ——
-(BA,AB) =0 [x].
ey T Y
. (BA ,BA) = E(IA ,IA) [r] car (IA ,IA) est I’angle au
. — —
centre associé a (BA’,BA)
—é—(——gl) [7] car R(A) = A’
"L n)
/\
%(ﬁiiﬁ) [r] car (I_B) ﬁ:’) est ’angle au
centre associé a (TAJ—B’ E)
1z =1
L(L) []=2 [n)

fll

S
(38.20)

11§
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T ——
. - —
Par suite (BA’,AC) = —% +0+ % [x] =0 [rn]
D’ou (BA'") // (AC).

"€ (A'B) = A" =t2(A') € tz2[(A'B)]

Or t—o[(A B)]estla parallele a (A B) passant par t=(B)=C
Donc t=2[(A'B)] = (AC)

Par suite A" € (AC).

c-o A" = t—(A") et = t-2(I') donnent I'A" = TA".
« (A'A") /] (BC) car A” = tz2(A")
Or (BC) L (A) car (Al) = méd[BC]
D’ou (A'A") 1 (AD).
(A'A")1L(AT)
IA' = AA' carTAA’ est équilatéral
= (A'A") = méd[Al] = TA" = A"A
Par suite I'A’ = AA".

4/a- A=t (A') et P=t=+(1) = A'A" = T
< IA"A'l’ est un paralléiogramme
= A'xI=TxA"=K

A'x1=K
= (JK) et (Al) sont paralléles .
A,*AzJ} (7TK) et (AL sont p

IA =TA'

b R =AE (IA IA) T [27]

< IAA' est un triangle equxlateral direct
DoulA’=A'A+0 '
—> il existe un seul antidéplacement g tel que g(A')=A et g(I)=A'

c- K=IxA' & g(K) = g(I) xg(A') carg conserve les milieux
= gK)=A"xA
= gK) =1

d- Supposons que g posséde un point invariant alors g est une symétrie
axiale .Par suite g(I)=A' < g(A")=I < A=l ce qui est absurde
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D’ou notre supposition est fausse
par sutte g n’a pas de points invariants.

e- Désignons par A ’axe de g et par U son vecteur
Donc la forme réduite de g est Sy oty = t3 0 Sp
- g(AY=A=> AxA'=JeA
g =A"=IxA'=KeA
On conclut que A = (JK).
cgK) =T & (170 Sa)K) =7
= tpK) =17 carK € A
-
< u = KIJ.

Conclusion : g = S(x) o t.

5/a-DMK+MI=%AA’+—%—IA carM=I%AetK=1%A’

= —%—IA + %IA car AA’=AI puisque AA’TI est équilatéral

=JA=1B car A et B sont dans (@) de centre L.
=BC car BCI est équilatéral.
= M appartient a Iellipse (E).

® On remarque que MK=MI car MKz%AA’ = %IA = MI
Donc M est un sommet de I’axe non focal de (E).
M=A x|

J=A x A’

} = (M) // (IA")=(IK) qui est I’axe focale de (E)
= (MJ) est la tangente au sommet M de (E).

b- Désigons par O=Kx*I donc O est le centre de (E).
par suite le cercle principal de (E) est de centre O et de
1

rayon —2—BC.

Conclusion :

® les sommets de ’axe non focal de (E) sont M et son symétrique

par rapport a (KI).
& les sommets de I’axe focal sont les points d’intersection de (KI)

et le cercle principale de (E) qui est de centre O et de rayon %BC

¢- Voir figure.
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EXERCICE 1 (5 points)

1/ Soit (P) une parabole de directrice (D) et de foyer F. On désigne par
M et M, deux points distincts de (P) et par A; et A, les tangentes
respectives en M, et M3 a (P). Soit K le point d’intersection de A,
et A, etI le milieu du segment [M;M; ]. Les points M; et M se
projettent orthogonalement sur (D) en H; et H.

a- Démontrer que la médiatrice du segment [H; H; | passe par K.
b- En déduire que la droite (KI) est paralléle a ’axe de (P).

2/ Dans un plan, on considere deux droites D et D, sécantes en O et
non perpendiculaires. Soit A un point de D,\{O} et A, un point de
D;\{O}. Soit (I') la parabole tangente & D, et D, respectivement en
Aj et As.

a- Construire le foyer de la parabole (I").
b- Construire sa directrice.

EXERCICE 2 (5 points)

On dispose d’une urne U, d’une urne U et d’une piece de monnaie.
L’urne U, contient 3 boules blanches et 2 boules rouges.
L’urne U, contient 4 boules blanches et 3 boules rouges.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
La piéce de monnaie est truquée de fagon que lorsqu’elle est lancée, la
probabilité d’obtenir “face” soit le double de la probabilité d’obtenir “pile
1/ Calculer la probabilité d’obtenir “face” et la probabilité d’obtenir “pile”
2/ On considére I’épreuve suivante : On lance la piéce de monnaie :
- Si le coté visible est “ face” alors on tire simultanément 2 boules de U,
- Si le coté visible est “pile” alors on tire simultanément 3 boules de U».
a- Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche ?
b- Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule blanche ?
c- Quelle est la probabilité d’obtenir trois boules blanches ?
3/ On répéte I’épreuve précédente quatre fois en remettant a chaque fois
les boules tirées dans leurs urnes respectives. Soit X la variable aléatoire
qui prend pour valeur le nombre d’épreuves qui donnent trois boules
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blanches.
a- Calculer la probabilité de I’événement (X = 1).
b- Calculer I’espérance mathématique de X.

PROBLEME

(10 points)

Le plan est rapporté a un repere orthonormé R=(O; _1’ T)

I- Soit ¢ la fonction numérique définie sur [0;+oo] par ¢(X) = (x — 1)e*+1.

1/a- Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe représentative (C).

b- Préciser la position de (C) par rapport a la droite D d’équation y=x
2/a- Montrer que ¢ est une bijection de [0; +oo[ sur [0;+oo[.

b- Construire la courbe représentative (C') de ¢~*. Préciser sa

position par rapport a la droite D.

3/ Soit (u, ) la suite définie par : up = 2 et upr1 = ¢ (un)

a- Montrer que Vn € INona u, > 1.

b- Montrer que (u, ) est strictement décroissante sur IN.

c- En déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer lim u,.

n—>+co
II- Soit la fonction f définie sur [0,+oo[ par: f(0)=1 et f(x)= e’;-l s1x >0
1/ Etudier la continuité de f sur [0,+oo[.
2/ Calculer £*(x) pour x >0 et étudier son signe.
3/ On se propose dans cette question d’étudier la dérivabilité de f en O.
Soit h un nombre réel strictement positif et g la fonction définie sur

[0,400[ par g(x) = (ﬁh—_—l-:h-)XZ —-e* +x+ 1.

h2
a- En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il existe
h oh
. , e"~-1-h _ e -1
un nombre réel O tel que : 0 < 0 < 1 et 2 = “on

b- En déduire lim [ £=1=h ]
h_)0+ h

c- Montrer alors que f est dérivable a droite en zéro. -
4/ Construire la courbe représentative (I') de f. )
II- Soit la fonction F définie sur IR par F(x) = j; f(t)dt.
1/a- Justifier I’existence de F(x) pour tout nombre réel x.
b- Montrer que F est dérivable sur IR et calculer F’(x). Etudier les
variations de F.
2/ Déterminer lim F(x).

X—>—00

3/a- Montrer que ¥V x >0 on a : F(x) > ﬁ 1-‘;—l-dt.
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F(x)

X

b- En déduire lim F(x) et lim

X—+00 X—=+00

4 i hors programme.
............................... liée avec 4/.

|

EXERCICE 1

E'QJ Il M
2

1/a- - H; est le projeté orthogonal de M sur la directrice (D) et A;
la tangente en M; a (P) = A, = méd[H,F]
OrKe Ay alorsKH; =KF (1)
- H; est le projeté orthogonal de M sur la directrice (D) et A;
la tangente en M a (P) = A, = méd[H,F]
OrK e Az alors KH; = KF  (2).
(1) et (2) = KH; = KHj signifie que K € méd[H;H:].
b- Désignons par 6 I’axe de (P) donc & est la perpendiculaire a (D)
passantparF= 6 1 (D) (3).
« D’une part (M1 H;) 1 (D) aussi (MzHz) L (D)
= M;H;H,;M, est un trapéze.
- D’autre part méd[H;H- ] est la perpendiculaire a (H;H;)
et passant par H; x Hy. Aussi méd[H,H;] est paralléle a (M H;)
car elles sont toutes les deux perpendiculaires a (D).
Alors méd[H1H; ] passe par M; * M, =1
D’ouméd[H;H;] = (IK) par suite (IK) est perpendlculalre a
(H:Hz) = (D) (4).
(3) et (4) = (IK) // & I'axe de (P).
2/ Désigons par (D') la directrice de (T") et par F’ son foyer.
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Posons J=A; x A,.
Nommons auss1 h; le projeté orthogonal de A; sur (D) et par h;
celui de A,.
Donc Dy, la tangente a (I') en A, est la médiatrice du segment [h{F’']
Aussi D, la tangente a (I') en A, est la mediatrice du segment [h,F']
Ce qui donne F’ est le point d’intersection de la symétrique de (A;h;)
par rapport a D et la symétrique de (Azh;) par rapport a Do.
Or (Azh2) et (A1hy) sont perpendiculaires 3 la directrice (D') de (I')
D’autre part et a I’aide de I’étude générale faite en 1/ on comprend
que (OJ) est paralléle a I’axe de (I') qui est lui méme L a (D')
= (0OJ) L (D') par suite (OJ) est paralléle 4 (A;hy) et (Aihy).
D’ou (Ai1h;) est la paralléle a (OJ) passant par A; et (Azh2) est la
paralléle a (OJ) passant par A,.
Etapes de la construction de F’: -

- On trace d; la paralléle a (OJ) passant par A;

- On trace d} la symétrique de d; par rapport a D;.

- On trace d; la paralléle a (OJ) passant par A,

- On trace d la symétrique de d par rapport & D».

- F’ est donc le point d’intersection de d} et d.
b- (DI):(hlhz) avech; = Sp,(F') eth; = S[)Z(FI).

EXERCICE 2

1/ Désignons par F I’événement «obtenir “face”» et P:«obtenir “pile”».
Ona p(F) +p(P) = 1 or p(F) = 2p(P)
Dot 3pP) =1 pP) = %
par suite p(F) = %
2/a- Nommons A I’événement « obtenir une seule boule blanche ».
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=FNAUPNA).
= p(A) =pFNA)+pPNA) car FNAYNPNA) =
< p(A) = p(F). p(A/F) + p(P). p(A/P).
2 CixC +iC}1xC§ _ 18
37 ¢t 3¢ 35°
b- Nommons B I’événement « obtenir au moins une boule blanche ».
= B I’événement « obtenir zéro boule blanche ».
p(B) = p(F).p(B/F) + p(P). p(B/P)
2,1 ,1€C_ 8

= £ x

3710 3 C3 ~ 105

_ — 8 _ 97
Par suitep(B) =1 -p(B) =1 - 705 05"

c- Nommons C I’événement « obtenir trois boules blanches »
p(C) = p(F). p(C/F) +C p(P).p(C/P)
= % x 0+ % X C_g = %
3/a- X: 4 répétitions — nombre de réalisation de C.
Comme on remet les urnes a leurs états initiales alors les répétitions
sont indépendantes . A

= X suit une loi Binomiale de paramétres n = 4 et p=p(C)=m

Doup(X = 1) = cl(ﬁ%)l(l - 1—33-)4_1

= 101 _ 16484816
N 105 105 ) = Tassoeas ~ 0,136
= - = _6
b- E(X) = np = 4 x 703 T0s

PROBLEME

I-1/a- @ est dérivable sur [0;+oo[
- Vx € [0;+00f;0'(x) = X+ (x— 1)e* = xe* >0
llm ¢ =lim [(x - 1)e*+1] = 4o0.

X—>t00

o(x) _ e 17 N
. \1:1:0 = _)!—l::)lo I:(x-l) =+ ]—+oo:> (C) possede une

branche parabolique infinie de direction ’axe des ordonnées.au
voisinage de +oo0. D’ou le tableau de variation de ¢
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A
C =
< 0 Lo 24 ©) Diy=x
(P’(X) 0 + —
1 =7 (@)
+® -7
K
ey / d ) )
0 0 1 2 x

b- Soit x € [0;+0[;p(x) —x=(x-1)e*+1 —x = (x = 1)[e* = 1]
Orpourx>0onae*>e’ =1 = ¢e"—-1>0.
D’ou sig(p(x) —x) = sig(x — 1); Vx € [0;+o0]
Ce qui permet de drésser le tableau de position relative suivant:

X 0 1 +00
signetP (x)-x]o - 0 +
position relativel (C) est au dessus de [] (C) est dessous de D

2/a- ¢ est continue et strictement croissante sur [0;+oo[
= @ est une bijection de [0;+oo[ sur @([0; +oo[) = [0;+ool.
b- (C'") est le symétrique de (C) par rapport D1y = x.
- Sur [0;1] ona (C) est au dessous de D donc (C') est au dessus
de D.
« Sur [1;4[ on a (C) est au dessus de D donc (C') est au
dessous de D.
3/a- - up = 2 > 1 = la proposition est vraie pour n = 0.
* Soit pe IN. Supposons que up, > 1; montrons que up.1 > 1.
U > 1o 9 (uy) > 07 (1)
( car ¢! est strictement /" sur [0,+00] puisque ¢ est strictement
croissante sur [0,+co[ )
<Supn > 1 carg™!(1) = 1 puisque ¢(1) = 1.
conclusion : retx > VYn € INonau, > 1.
b- On a (C') est au dessous de D:y=x sur [1;+o[ d’apreés 2/b-
= Vx € ]1;+o[;71(x) < x
OrVn € INona u, € ]1;+0[ alors Vn € IN ;07 (u,) < uy
< Vn € IN;um41 < Up.
Par suite (un ) est strictement décroissante sur IN.
c- (u,) est strictement décroissante IN et minorée par 1 sur IN
= (un ) est convergente.
Posons L la limite de (un).
Comme Vn € IN;u, > 1 alors L=lim u, > 1.

n-+co
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Uas1 = @71 (u,); Vn € IN et ¢! est continue sur [0,+00] qui

contient L =L est solution de I’équation ¢~ (x) = x
& L=0 ouL=1 car¢'(x) = x posséde deux solutions
quisont 1 et 0.
=L=1. car L=lim u, > 1.

n->+c0

II-1/ - lim f(x) =lim exx— S f(0) = f est continue en 0.

x-0% x-0*
x — e* — 1 est continue sur 0; +oo[ .
1 ' = f est continue sur IR}
est continue sur |0; +oo[

X — Y
Bilan : f est continue sur [0,+o0].
2UVx > 0f(x) = £X2 -1 x-Der+l _ o)

x? x? x?2
Vx> 0;0(x) > 0= Vx > 0;f'(x) > 0.
3/a- he IR}. La fonction g est dérivable sur [0,+o0[
vx € [0,+o[;g'(x) = (—e—?———h—i—:—}—l—)@x) —e*+1
- g est continue sur [0, h] et dérivable ]0, h{
= il existe unréel ¢ € ]0,h[ tel que g’(c) = w
Or g(h) = (Eir-ﬁg-:-}l)hz—euhﬂ — Oetg(0) =0

Doug’(c) =0.
Soit la fonction ¢ :]0, 1[- IR;x > hx.
On a ¢ est dérivable sur ]0,1[ et Vx €]0,1[;¢'(x) =h > 0
= ¢ est strictement " sur ]0, 1{ de plus ¢ est continue sur ]0, 1|
= ¢ réalise une bijection de ]0, 1] sur ¢(]0, 1[) =] lim ¢,lim ¢[
o+ 1-

Or ¢(J0,1[)=] lim ¢,lim ¢[ car ¢ est cont. et strictement , sur ]0,1[
0+ 1- '
=]0, h[ qui contient c
= il existe un seul réel 6 €]0, 1] tel que $(0) = Oh = ¢
Conculsion :
Il existe un seul réel 6 €]0, 1 tel que g’(6h) = 0.

g(6h) = 0 < (L——l:—h)(zeh) —ethy1=0

h2
eh—1-h _ eh -1
< Tz T " 26m
T e"—l-—h]:- e — 1
b-tim [ Sh=b | <tim <

( On pose t=0h. Quand h - 0* on a t=6h —» 0* en effet
Vvh > 0 il existe un réel 0 ( qui depondde h )tel que 0 < 0 < 1
= 0<6h<h
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0<bh<h .
o o = 6h - 0" (d’apres un théo. de limite et ordre)
. bol-h | g [Let=17_1
Par sulte‘l‘irg: [eT] —2:)1: [EGT] =3
f(h) — £(0) =1
— h
c- lim [—]zlim —h_ _jim [e -1-h ] -1
h-07 h-0 h-0+ h h-0* h? 2
— f est dérivable a droite en 0 et 4’ (0) = %
4/ « Comme f4’(0) = 1 alors la demi-tangente a droite au point

d’abscisse 0 de la courbe de (I') a pour systeme d’équations

L. y = f4/(0)(x - 0) + f(0) = —x +1
cartesiennes
x>0
- ¥x > 0;f'(x) > 0 d’aprés 11-2/
- lim f =lim [g"x-_l] =lim [_e_):_ — L:l = 400,

~+00 X—+c0 X=>+00 X 2
. f(X) . I: e 1 :I . ( 1 e ) . I: 1 ]
< lim 2o e 1| 1 lim | L
xilf:o X xl—l>l+tolo Xz X2 x~l>[+r:o 2 x/2 ;\il-flolo X2
|y

=lim [(1 A :|=+oo (onposey=§)

y—>+c0
= (T") posséde une branche parabolique infinie de direction I’axe

des ordonnées au voisinage de +co.

x |0 +0 1 (¥)
fi(x) |1/2 + 1
+00
f (x) / 1
1
>
0 1 2 X

IHI-1/a- f est continue sur IRY = f est intégrable sur tout intervalle de
bornes dans IR*.
Or ¥x € IR on a O et e* sont dans IR*
douF(x) = [0 f(t)dt existe,
b- f est continue sur IR* = f posséde des primitives sur IR*
Désignons par @ la primitive de f sur IR* qui s’annule en 0.
Désignons par u la fonction définie sur IR qui a x — e*.
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Ainsi F(x) = [* f(t)dt = [\ f(t)dt = ®[u(0)] = ® o u(x)

® est dérivable sur IR"

u est dérivable sur IR = F=O o u est dérivable sur IR
Vx € IR u(x)=e* € IR"
Wx € IR;F'(x) = [@ou®x)] =u (x) x @' Tu(x)]
= exf(u(x)) = e &1 = e—l = e — 1.
2Wx € IR;e* > 0donc Vx € IR;e® > e’ = 1
o Vx e IRF(x) =e” ~1>0.
D’ou F est strictement croissante sur IR.
2/ lim F(x) =lim [®[u(x)]] =

X—>—00 X——00

Carx » —oo;u(x) = e* — 0" et puisque @ est la primitive de f
sur IR* donc @ est continue sur IR*
alors ®[u(x)] » ©(0)=0
3/a-Vx>0onae* > 1.

VtE[l,ex];f(t)—ttl _ et 1 _ttl _ et

Soit la fonction v:[1;4+0[ — IR;t — e' —t

v est dérivable sur [1;+o[ et v/(t) = e' =1 >0

= v est strictement croissante sur [1;+oo[.

Par suite Vt € [1,e*]onav(t) > v(l) =e—-1>0
D’ouVte [l,e*]onae' -t >0 :

Ce qui donne Vt € [1,e*] ona f(t) — L:t—l = itf—i- >0

< Vt e [1, ex] ona f(t) > t_tl

D’ou F(x) = j £(t)dt >j t—l dt.
b- lim F(x) =?

X—+00
e* t'_l . e* l — eX __ x

I —t—dt—jl|:1—T:|dt—[t—Logt]1 e —x—1.

Donc Vx > 0;F(x) > e*—x— 1.

Or lim [e*—x—1] =lim [x(e*-1)-1] =

X400 X—>+00

alors lim F(x) = +0.

X->+00

‘v’x>OF(x)>e—x—l<:>Vx>OF(x) e;(—l—%
Ajoutant que lim [—-1--1—] = +00 alors lim FS{) = 400,
X—>+00 X—>+00
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EXERCICE

Jo

Hors programme

EXERCICE 2

On considére, dans le plan orienté, un triangle AA; A, tel que AA,=2AA,
—_— —
et qu une mesure de I’angle (AA1 ; AAz) soit comprise entre O et m. Les

cercles (C;) et (C;) passant par A et de centres respectifs A; et A, se
rencontrent en B.
1/ On considére par S la similitude directe de centre A transformant (C; )
en (C2). Soit M un point de (C;) et M’ sont image par Sa.
e e

a- Justifier la relation (AlA;A1M> = (AzA; AZM’) [2n]

b- Démontrer que les points M, B et M’ sont alignés.
2/ On désigne par 64 la similitude indirecte de centre A transformant

(C1) en (Cy).

a- Donner le rapport de 64 et montrer que 64 & pour axe la droite D
médiatrice du segment [A;K] ou K est le milieu du segment [AA,].

b- Soit I’application f = 6, o S3.
Déterminer la nature de f et la caractériser géométriquement. En
déduire que les images par S, et 64 de tout points M du plan sont
symétriques par rapport a la droite (AA;).

PROBLEME |

A- Soit m un nombre réel non nul et fy, la fonction numérique a variable
réelle définie par : fm(x) = mxLog|x|-x pourx # 0 et fn(0)=0
1/a- Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en xo = O.

b- Montrer que f,, est impaire et étudier, suivant les valeurs de m,
les variations de fp.

c- On note (Cy, ) la courbe représentative de f,, dans un plan rapporté
a un repére orthonormé (O,_i’, T) et on désigne par Ay et By les

points de (Cp, ) correspondants aux extremas de f,. Donner une
équation cartésienne de 1’ensemble des points A, et B lorsque m
décrit IR*.
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2/ Soit g la fonction numérique définie sur IR*\{%} par :

g(x) = —=*— pourxe IR*\{%}

g(0) =0
a- Etudier la continuité et la dérivabilité de g en xo = 0.
b- Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative (I")
dans (O,_i’, 7)

B- Dans cette partie, on prend m=1 et on note f la restriction de f; a IR*
et (C) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repére
orthonormé (co,Tf, 7}.

1/a- Tracer (C).
b- Montrer que la restriction ¢ de f a I’intervalle [O,l ] est une
bijection de [0, 1] sur un intervalle J que I’on précisera.
c- Quel est I’ensemble de dérivabilité de ¢! ?
d- Tracer, dans un méme plan rapporté a un repére orthonormé

g
(m’, u’,;”) les courbes respectives de ¢ et ¢! qu’on notera
respectivement (Cg )et (Cy-1).

2/ Pour tout réel a €]0,1], on note I(a) = J'i[—x —o(x)]dx.

a- Calculer I(a).
b- En déduire le calcul de la mesure S de I’aire du domaine du plan
limité par (C,) et (C,1) et la droite (D) d’équation y = —x.
3/ Soit la suite numérique (un ), py définie par :

Up = €
Uy > 0 et up1f'(uy) = f(up) pour n > 1
Ou f” désigne la fonction dérivée de f.
a- Calculer u, en fonction den € IN.
b- Pour tout entier naturel k , on note My et My, les points de la
courbe (C) d’abscisses respectives ux et uxs+1 et sk la mesure de
I’aire du triangle ©MgMyy,.

Montrer que sx = ‘%[Uk-{-lf(llk) — uif(uk+1 )] et calculer s, en

fonction de k.

k=n-1
¢- On définie la suite (Sa),., par Sa= D, sk.Calculer lim S,
- k=0 n—+co

W CORECTION PO,
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EXERCICE 2

1/a- SA((C1)) = (C2) = I’image A, centre de (C;) est A, centre
de (C»)
Ainst : SA(A) =A ;SA(Al) =Ajet SA(M) =M

e — oy S —
= (AIA;AlM) = (AZA; A2M’) [2n] car Sa estune

similitude directe donc elle conserve les mesures des angles
orientés.

S e —— e
—_— — — —y —
b- (BM; BM’) = (BMBA) + (BA; BM’) [27]
A A
= %—(AlM,AlA> + —-;:(AQA, AzM/) [ﬂ:]
— ——> . — —
(car (AlM; AlA) est I’angle au centre associé a (BM;BA) et
—y ———) . —y —
(AZA; AzM’) est ’angle au centre associé a (BA; BM') )
TN T, N
—
%[-(AlA;AIM) + (AZA; AZM’):| [n]

=0 [r] d’aprésl/a-.
= les points M, B et M’ sont alignés.

1

2/a- + 6A((C1)) = (C2) = oa(A1) = A

> 2 _
D’ou AA, 2 est le rapport de 6.

o est de centre A;de rapport 2 et d’axe D
= o6 = hoSpavec Sp la symétrie d’axe D et h I"homothétie
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de centre A et de rapport 2.
D’ouSp =h'ocs avech™ I’homothétie de centre A et de
rapport %

D’autre part Sp(A;) = (h™' o564 )(A1)

=h"'[oa(A1)]

_ — | .
=h'[A;] =K car AK=7AA2 puisque K=AxA,

Ainsi Sp(A;) = K < D est la médiatrice de [A1K]

b-Sa(A1) = Ay = AAg _ 2 est le rapport de Sa
AA, .

D’ou S7! est une similitude directe de centre A,de rapport >

o est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2

S3! est une similitude directe de centre A, et de rapport 1

2
= f=c4 o Silest une similitude indirecte de centre A et de rapport 1
= f est un antidélacement qui fixe A.
D’ou f est une symétrie orthogonale d’axe passant par A.
D’autre part f(Az) = (o o Si)(A2)
=oa(A1) car SA(Ar) = A,
= A,
= A, est aussi fixe par f.
Conclusion :f est la symétrie axiale S(aa,) d’axe (AA2).

Soit M un point du plan d’image M; par S, et d’image M, par 64
M, = GA(M) orM; = SA(M) = M= S;l(Ml)
D’ouM; = GA[SRI(Ml)] ‘
= (ca° Sz )(M1)
= f(M1) =S(aa,)(M1)
Ainsi M, et M; sont symétriques par rapport a (AA;).

PROBLEME ||

A-1/a- - lim f,(x) =lim [m. xLogx—x] =0
~——

x=0" x-0%

« lim £, (x)=lim [—m. (—x)Log(—x) —x]

x-0~ x-0"

=lim | —-m. XLogX+X:I=O (avec X=-x;x > 0" ona X —» 0")
X0+ —
=0=1{,(0) = fn estcontinueenO.
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fm(x) — fm(0)

*lim =lim [mLog|x|-1]

x-0 x=0 =0

premier cas : m > 0 alors lim L(X;)#)_
x—-0

Deuxiéme cas : m < 0 alors lim In (Xi g =)

x-0
Conclusion : f}, n’est pas dérivable en 0.
b-» Vx € IR ( le domaine de définition de fy,).

= (—x) € IR.
«fn(-0) = fn(0) = 0 = -0 = —£,(0).
Vpourx + 0

fm(-x) = m(=x)Logl—x]~(-x)=-[mxLoglx|-x] = ~fm(x)
Ainsi

» < et ¥ = f,, estune fonction impaire .

M Etude des variations de f,,
Comme f,, est impaire alors il suffit de I’étudier sur IR*.
Vx € IR}, fn(x) = mxLogx —x etf,(0) =0
fm est dérivable sur IR} (comme produit des fonctions dérivables
sur IR% ).
Vx € IR}, fi,(x) = m[Logx+x%] -1 =mLogx+m-1
Premier cas : m > 0.

1-m

X 0 e m + o0
£ (x) - 0 +

0 +00

) \ /
fm (™)

« lim f,(x) =lim [x(mLogx —1)] =

X—>+00 X400
Deuxiéme cas : m < 0.
1-m
X 0 e m + 00
i (x) + 0 -

fm(e - ) .
f (%) / ‘ \
0 —00

« lim f,(x) =lim [x(mLogx —1)] =

%X—>+00 X—>+0

c- D’apreés le tableau de variation de fy, surIR* ona
ELMOUFID Page : 69 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1993 SESSION PRINCIPALEK

Am (e m fm (e m )) le point qui correspend a I’extremum de fr, a

abscisse positif. Comme f, est impaire alors ’autre point qui
correspend a ’extremum de fy, a abscisse négatif est

B (—e % —fu(e™)).
Désignons par E1={An (el_Tm; fm (e%)) quand m varie sur IR*}.
M(x,y) € E; <& dm € IR* tel que M(x,y) = A

1-m

X=em
< dm € IR*/ -
y:fm(eT)
X:el_;lm_ Xzel;‘m
* 1-m 1-m 1-m 1l-m
y =fm(e™) y =me™ Log[ern —e’m
=
y = mxLogx — x
Orx=e™ & I—'H'Tm— = Logx < 1 —m = mLogx

< (1+Logx)m = 1.
Sott la fonction ¢ : IR* — IR;m — et
¢ est dérivable sur IR* et Vm € IR*;9'(m) = (432 )'el_r:n'

= —le m <0
m?
D’ou le tableau de variation de ¢
m —00 0 0 +o0
¢'(m) - _
e +00
o(m) \ \
0 el
Lim (p(m) =lim el;mm. =e_1 car lim l;]ﬂ =lim “_I;n. = -1

m-3o0 m->300 m-too m->tco

D’ou quand m varie sur IR* on a : ¢(m) varie sur IR}\{e'}.

Ainsi quand m varie sur IR* on a : x = @(m) varie sur IRT\{e '}
Par suite 1 + Logx # O

T =1 - -l
D'oux =e™ < (1 +Logx)m=1 < m T+ Logx
xLogx _ —x

Par suite y = mxLogx —x = 1+ Logx X 1+Logx"
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x € IR*\{e7'}.

AinsiE; : —x
1 + Logx
Désignons E; ={Bn, (—elﬁ_:m; —fm (e‘17n—m)> quand m varie sur IR*}.
M(x,y) € E; & 3Im € IR* tel que M(x,y) = B
x € IR*\{e™!}.
un travail analoge au précédent méne a E, : _ —x
T+ Log(—x)

. . — . —x =)= M ’ et
2/a- « lim g(x) =lim [——l +Logx] 0=g(0) car lim Logx=-c0.

x—0t x—07 x—0%
= g est continue a droite en O.

im0 =8Q@) [———-—‘1 :| =0

<0t x=0 1+ Logx

x—0*
= g est dérivable a droite en 0 et gy(0)=0.
b- la fonction ( x — 1+Logx ) est dérivable et non nulle sur IRi\{%}

= la fonction quia x — 1 est dérivable sur IRI\{%}.

1+ Logx

D’ou la fonction g est dérivable sur IRI\{—é—}.
1

—(1 + Logx) + x~ -

vx e R Lygin) - Sr o8Ot Ky _Logx
(1 +Logx) (1 +Logx)
D’ou le tableau de variation de g
X 0 el et 1 +00
g'(x) |0 + + 0 -

gx) | 0 / ” -0 / B \ o0

- lim g(x) = lim [ =X ]: =€ = 4o,

x—(e"1)” x—(e~!)” 1+ Logx 0~
(carx < el & Logx <-1 < Logx+1<0)
-1
o _ & —X _ —e! _
e, 800 = Tm [ T+Logx |~ 07
(carx > e © Logx > -1 < Logx+1>0)
. li =i — % | —tim —=L_ =1 _ _
Jim g()=lim [ T+ Logx | Jm Lybs 00~
; L gx) . [ ~1 ]
D LI —
e tim 52 -t [ 3t ] <o

= (I") posséde une branche parabolique infinie de direction 1’axe
des abscisses au voisinage de +co.
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Yi 4

2——
D:x=el

3

B-1/a- D’aprés 1’étude générale faite en A-1/b-, le tableau de variation de
f; . IRt — IR;x — xLogx — x est le suivant :
+ lim f—l)(g-()— =lim [Logx —1] = 4+
X—3+00 X-3+00

= (C) posséde une branche parabolique infinie de direction I’axe
des ordonnées au voisinage de +co.

+ lim f.l.(_x.i_gﬂ = —o00 = (C) posseéde une demi-tangente
x->07" -

verticale en son point d’abscisse 0.

0 1 +CO y
£ () - D +
2--
0 +0 ©
W~
-1 + —+ : ¢
O\ 3 4 5°
-1T

b- ¢ est la restriction de f; sur [0,1].
x |0 1
P - 0

P9 \
-1
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Ainsi @ est continue et strictement décroissante sur [0, 1]
= @ réalise une bijection de [0,1] sur ¢([0,1]) = [~1;0].

c- - ¢ est dérivable sur ]0,1[ et Vx € ]0,1[;0'(x) # O
= ¢! est dérivable sur ¢(]0,1[) = ]-1;0[.

- ¢ est dérivable & gauche en 1 et 04(1) = 0
= la courbe de ¢ posséde une demi-tangente horizontale au
point A(1,-1).
= la courbe de ¢! posséde une demi-tangente verticale au
point A’(-1,1).
= ¢! n’est pas dérivable a droite en -1.
i 200
<0t x—0
= la courbe de ¢ posséde une demi-tangente verticale au
point O(0,0)
= la courbe de ¢! posséde une demi-taagente horizontale
au point O(0,0)
= ¢! est dérivable a gauche en 0.
Bilan : le domaine de dérivabilité de ¢! est] — 1,0].

d- (C,) = Sal(Cy)]  avec Sa la symetrie axiale d’axe A 1 y = x.

2/a-1(a) = ji[——x —op(x)]dx
:ﬁ[—x —o(x)]dx = j:[—xLogx]dx
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u'(x) = —x w ou(x) = —%xz

v(x) =Logx « Vv'(x)= %

- [—%szogx]: +1 _[: xdx

2
_ 1.2 1iri .7
= 2a Loga+%[2lx ]a
_ 1.2 4 _ 1.2
—2aL0ga+4 R

b~ Comme SA[(C,-1)] = (Cy) et Sa[(D)] = (D) alors la mesure
de "aire du domaine limité par (Cy) , (Cy1) et (D) est égale a
deux fois I’aire du domaine limité par (C,) et (D) qui est égale a

lim+ I(a).
afzionsi S=2£'li1;1+ Ia) =2 al:r;\+ [%azLoga + % - %az]
=2 all'? [%a.%+ 711- - %az] = —;—
3/a- Vn € IN*;

Un-1f' (Un) = f(Un-1) < un-1log(un) = Unp1Log(Ua ) — Ung
<> Log(u,) = Log(up—;) — 1
= u, = ebosn-)-1
& up = e luy

D’ou (us) est une suite géométrique de raison e™! etug = €

th
= Vn € IN;u, = up(e™?)" = e™.

b- ©(0,0), My (ux; f(ux)) et Mis1 (uis1; fug ).
_ oMy x Mg H
Sk = ——'—2——
avec H le projeté orthogonal de My, sur (oMy)
= My H=d[My.; (@My)] la distance entre My,; et (0My)

oMy = Jf(uc - 0) + (Fu) - 0)% = JuZ + [fu)]*.

- Posons y = ax + b I’équation de la droite (@My ).
0=ax0+b car ®(0,0) € (oMy)
f(ux) = aux +b car My (uy:; f(ux)) € (oMx)
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b=0
= fluy)
a=—q
Amsi (oMg) 1y = (uk) ——x ¢ (M) flu)x —ugy = 0

Par suite My, H = d[Mkﬂ; (eMy)] = [flui)uker — ukfluge )] .

Jui + [fw))?

u+[flu)]? x [fu)uir — uf(ug)|
oMk x My H _ ’ u]% + [f(uk)]2

2

D’ou Sk =
_ [fuuis — uif(ug.1 )|

Or f(u)ukr1 — ukf(uy) = uer[ulog(uy) — uk] — uxfurnLog(uis ) — vk !
= ukruk[Log(ux) — Log(uks1)]

—k+1
- e—ke—k+1Log[ € - :I — e—?.k+lLOge =g~ Ztl 5
=

Enfin s = %'[ukﬂf(uk) — uef(ugen) .

D’aprés le travail précédent sy = —21—6‘2“*1.
ken-1 ken-1 | _ k=n-1 ok
- Sn=2 0 Sk=2, ée D I Lee?)
_7\n
k—n— e 2)F = ] 1—(6 )
To5 @ = e

- s l—(e 2) 1 1
bou :il-::o So ——t!-l-)l-::o l:_2-e 1-(e™) :l 2% - (e7?)

(car lim (e72)" = O puisque e €] - 1,1[)

n—+00
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BAC 333 SESTON 8 CONTRULE

ﬂ EXERCICE 1

Une urne contient 12 boules dont n sont noires et les autres blanches.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1) On suppose n = 5 et on tire, sans remise et successivement, deux

boules de I’urne .

a- Calculer la probabilité de chacun des événement suivants :

A:« la premiére boule tirée est noire et la seconde est blanche ».
B:« les deux boules tirées sont blanches ».

b- On répete I’ épreuve six fois en remettant, a ’issue de chaque
épreuve, les deux boules tirées dans 1’urne. On considére la
variable aléatoire réelle X prenant pour valeur le nombre de
réalisation de I’événement A. Déterminer la loi de probabilité de
X ainsi que son espérance mathématique E(X).

2) Dans cette question, on suppose n > 2.
a- Exprimer, en fonction de n,la probabilité p, de I’événement A.
b- Déterminer n pour que p, soit maximale.

EXERCICE 2

Dans un plan orienté,on considere un carré ABCD de centre O tel que

(AB AD) l [2n]. Soit M un point du coté [AB].

La perpendlculalre a (MD) passant par A rencontre (BC) en P.
1/ Soit r la rotation qui transforme A en B et B en C.
a- Préciser son centre et donner une mesure de son angle.
b- Démontrer que les droites (OM) et (OP) sont perpendiculaire
et que AM=BP.
2/ Soit I le milieu du segment [MP].
a- Montrer que I est 'image de M par une similitude directe que
I’on précisera.
b- Déterminer et construire I’ensemble des points I lorsque le point
M décrit le coté [AB] du carré.
c- La perpendiculaire a (AP) passant par B rencontre (DC) en K.
Sotent G,H et J les milieux respectifs des segments [BC], [DC] et
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[PK]. Montrer que les points G,H et J sont alignés.

2
PROBLEME

I/Soitf : IR -» IR;x — S (C) désigne la courbe de f dans un

— —>
repere orthonorme { O; 1,

1/ Dresser le tableau de varlation def.

2/ Montrer que (C) posséde un point d’inflexion dont on précisera.
Tracer la courbe(C) .

3/a- Montrer que f est une bijection de IR dans un intervalle J & préciser
b- Soit g la bijection réciproque de fet (C') sa courbe représentative

dans le repére (O;?; T)
Montrer que Vx € J;g(x) = —l-Log( X’ - )
2 1-x

I/
1/Soit ¢ : IR - IR;x — ¢(x)=f(x) — x. Etudier les variations de ¢
et montrer qu’il existe un réel unique o tel que (o) = 0 et que
Log2 <a< 1.

_ 1 x?
2/ Onposel = 7J_J25_Log(l_x2 )dx.

a- En utilisant une intégration par parties ,calculer I(on remarquera
que 1—:2x N l-l—x * l-lkx)

b- En déduire en fonction de a, I'aire de la partie (K) du plan limitée

par les courbes (C) et (C') et les deux axes de coordonnées.
3/ On définie la suite (u,) par: up = O et un1 = f(un); Vn € IN.

a- Montrer que Vn € IN;0 < u, < a.

b- Etudier le sens de variations de (u, ). En déduire que (u,)
converge et calculer sa limite.

¢- On définie la suite (v, ) par V“:a_—lun_ jjﬂ f(x)dx;Vn € IN.

Montrer que Uny1 < vy < o; Vn € IN. En déduire im v,

n-+00

ITI/ Soit F la fonction définie sur ]-1; 1] par:
F(0) = —Log(l + ﬁ) et Vx # O;F(X):I()?LOg\foT) f(t)dt.

1/a- Etudier la parité de F.
b- Montrer que F est dérivable sur ]0; 1] et calculer F'(x).

2/a- Calculer F (—‘12_2—) En déduire ’expression de F(x) sur ]0; 1[.
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b- La fonction F est-elle continue en 0?7 Est-elle dérivable en 07.
¢- Tracer dans un autre repére orthonormé,la courbe (I') de F.
3/ Calculer F(a) et retrouver alors P’aire de la partie (K) du plan.

WX CORRECTION POSSILE

EXERCICE 1
l)n =5
= i L - 33
P(A) = 75 9T ~ 132
-Bse reallse quand la premiére boule est blanche et la deuxiéme
est blanche
L6 _ 7
= p®) =13 3T = 23

b- X: 6 répétitions — le nombre de réalisations de I’événement A
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi
binomiale de paramétren = 6 etp = p(A) = 13

Dou‘v’ke{0123456\0na

p(X =k)) = Ck( 132> (1 132

cE(X)=np =6x -3 132 = 22

2)a- A:« la premiére boule tirée est noire et la seconde est blanche ».

12—n _ 12n—n?
= po = p(A) = 5 X = 5

b- Comme le nombre des cas possibles est réduit on pourra faire
un tableau donnant les divers valeurs de p(A) suivant les
variations de n

n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 11

11 20 27 32 35 36 35 32 27 20 11

Po 555 535l Tar 335 132l T2s | T3 L | 135 | Ta | Tao

132 132 132 [ 132 132 132 132 132 132 132 132

2

Conclusion : p, est maximale si et seulement sin = 6.

EXERCICE 2

1/a- Désignons par Q le centre der.
r(A) =B QA = OB
(B) =C - QB = QC
= O € med[AB] N med[BC]
= Q=0 car med[AB] N med[BC] = {O}
En conclusion : r est de centre O.
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e —

1(A) =B = (a\’O_B)) = —g— [2n] est I’angle de .

G

-

vvl\

b- {M} = (DM) N{AB] = {r(M)} = r((DM)) N r([AB])
* r((DM)) est la droite L & (DM) et passant par i(D) = A

( Car OA=0D et (O_D’,O_A’> =L [21])

= r((DM)) = (AP).
*r([AB]) = [BC]
Ainsi {r(M)} = (AP) N [BC] = {P}
par suite (M) = P = (O—)M a)’) = % [2n]
Ainsi (OM) et (OP) sont perpendiculaire

r(A)zB}:AMzBP.
M) =P

2/a-

OM = OP
I(M)=P <= < -— T«
(OM, op) = L{2n]

T, o% -
Or [=MxP = (OM, 01) = L [21]

S -n() - 2
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or = 2Zom
Ainsi

(ov10) = 12

2
I .
4

< I=S(M) avec S la similitude directe de centre O de rapport 2
et d’angle

b- I =S(M) et M varie sur [AB]
= I décrit S([AB])
R(A) =B = S(A) = L avec L=AxB.
R(B) = C = S(B) = Javec J=CxB.
Conclusion: quand M varie sur [AB] alors I varie sur [LJ].

c- - {P}=[BC] N (AP) = {1(P)} = r([BC]) N r((AP)).
* r([BC]) = [CD] carr(B) = Cetr(C) =D.
* 1((AP)) est la droite perpendiculaire a (AP) passant par
r(A) =B = r((AP)) = (BK).
Par suite {r(P)} = [CD] N (BK) = {K}

=rP)=K
= S(P) = H car H est le milieu du segment [PK].
S(P)=H
SB) =1
®) = H,J et G sont alignés .
S(C) =G

P,B et C sont alignés

1/ La fonction qui & x — 1+e® est dérivable et > 0 sur IR
=la fonction qui 4 x — 41 + e est dérivable et non nulle sur IR

= la fonction qui a x — ——L st dérivable sur IR
J1+e*

Par suite f : x — —=8—— est dérivable sur IR.

J1 +e*

2x

eXJ1 +e** — 207 - ex

x e IR f'(x) = 22' l+e
. 1+e*
= £ > 0.
(1 +e>)J1+e*
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D’ou le tableau de variation de f

X
o lim f =lim —&—=0
X_|-© +oo o0 xo-o 0[] 4 e

f'(x) + «lim f =lim e”

1 +o xotoo ] 4 @2

f(x) / lim —€

e® _ er
- 3
(1+e¥) 41 +e* (1+e¥)2

la fonction qui a x — 1+e? est dérivable et strictement positif sur IR

2/ Vx € IR;f'(x) =

3
—la fonction qui 4 x +— (1 +e*) 2 est dérivable et non nul sur IR
Par suite f* est dérivable sur IR.
D’ou f est deux fois dérivable sur IR.

3 L
e (1+e™)2 — 2 x2e™(1 +e™)2 xe*

* Vx € IR;f"(x) =
(1 +e>)°
= (1 +em) T L2
(1+e*)

= Vx e IR;signe de " (x) est celui de (1 — 2e*).

*1—2e2"20c>2e2x§1c>e2x§—:12— @xfiLog%.

D’ou le tableau de signe de f”

l -Log2

X e's 2 . +C0
signe(f'(x)) + 4’ -

Ainsi f' s’annule uniquement en %Log% en changeant de signe

= Cg¢ posséde un seul point d’inflexion qui
dyool gL L))
estI(zLogz,f(zLog2 .

f(%Log%) = f(LogE) = —[% = %

Tracage de (C) :
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D y=x

y

3/a-  fest strictement croissante sur IR
= f réalise une bijection de IR sur J = f(IR).

Or] = ]lim f; lim fl: car f est continue et " sur IR

Lif[Log

—00 +00

=10;1[.

b- Vx € J;f[%Log( ]

(%)

XZ
—x2

—

2

x2
1-x2
X

2

1+ 5

1-x

vx e J.f1(x) = %Log(

tracage de (C') :

(C") = Sa((C))
I/

1/ Comme f est dérivable sur IR alors ¢ I’est aussi.
i
X (1+ 2x 1+ 2x\ 7
vx e IR;p'(x) =f'(x) -1 = - (l+em)+et)
d+e> > 1;vxelR (1)

1
dJ+ex>eVxelR e (1+e¥)2 >e5;VxelR  (2)
1
(NDet(2) = Q1 +e™)(1+e™)2 >e¥;Vx € IR

L
o ef—(1+e®)(1+e*™)2 <0;Vx e IR
= ¢'(x) < 0;Vx € IR,

—x2

= x = f[f1(x)]

) = s
(voir figure précédente ) ’
avec A la droite d’équationy = x.

3
(1+e¥)72

: 82
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D’ou le tableau de variation de @

X |-0o 0 +C0o

$(x) X"\
-0

llm ¢ =hm [f(x) - x] = 0~ (—w0) = +w©

Xo—00

llm ¢ =lim [f(x) —x] = —o0.

X400
® @ est continue et strictement \, sur IR
= ¢ réalise une bijection de IR dans ¢(IR) = IR 2 0
= il existe un réel unique a tel que p(a) = 0

2 e
©¢(Log2) = 4= —-Log2 >0 Op(l)=——=———-1<0
J5 J1+e?

¢(Log2) > o(a) > (1)
= Log2 <a <1 caro \ surlR

a 2
2/1 = %f—f—LOg(lfxz )dx.
u'(x) =1 ~  ux) =x
v(x)=Log( T f > ) ~NV(X)= < %xz)

_ 1 x2 ] _lqe 2
L 2[XLOg(l—x2) £ nglv—ﬁdx
1

_ 1 a? _ Ll (1
*2“L°g(1_a2) 2 {2—(1 +1+x)dx

= LaLog( & - —L[—Log(l -x) + Log(1 +x)]1%
2 1-a? T

_ 1 o’ 1 1+x\1°

~20‘L°g(1_03) 7 [ Log 1—x)]g

On remarque que %Log(%) = g(0) = acar f(a) = a
—a

puisque ¢(a) = 0 = f(a) —a = 0.
On trouve enfin que I = a? - %Log(%—f%) + Log(ﬁ + 1).
b- La partie K est la réunion de deux parties D et D' avec

D limité par C¢,A, A} - x =0etA; i x=a

D’ limitée par Co1,A, A} -y =0etA; : x =a

De plus D' = SA(D) = 21(D) = 24r(D’)

D’ou #1(K) = 2.%1(D").

Soient les points A(a;0) et B(a; ). Soit la partie D" du plan
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limitée par Ce1, A} : y =0,A2 : x =aetA; : x = _{2—2—

Ona 4(D')=H(0AB) - (D" )=% - ['g g()dx=4- -1
= Hi(K)=0? - 2I=a? — [a2 - -l—Log(%)+Log<ﬁ+l>]
—Log(1+a) 2—2Log(‘/§+1).

Zr(K) est exprimé en unité d’aire.
3/a- - up = 0 € [0;a] donc la proposition est vraie pour n = 0
* Soit p un entier ,supposons que 0 < u, < o ; montrons
que 0 < upy1 < 0. En effet
0<up, <a <« f(0) <f(up) <f(a)carf /sur IR
= L Supn Sa carf(a) = a

d’ou0<uy; <a car0< L

J2
Bilan: -etx* t:h> VneIN;0<u, <o.
b- Vn € IN;uui1 — un = f(un) — un = ¢(un)
Oru, <a = ¢(uy) > 0(a) =0 caro \ surlR

= Vne IN;uy1—u, 20

<> (uy) est croissante sur IN.
®(u,) est croissante sur IN et majorée par o = (u,) converge.
® Posons L. =lim u,.

1n-»-+00

Comme uy1 = f(un) et f est continue sur IR par suite en L
th

= f(l.) =L & o) =0 =L =g,
(car I’équaton ¢(x) = O posséde une seule solution qui est a )
c-Vn € IN; v..=ﬁ fa f(x)dx est la valeur moyenne de f sur [un, o]
th

= ¥n € IN;f(u,) < vy <f(a)=a carfest ~surlR
<> Vn e INJup <vp o
ne INuy Svy Soetlim uy =a

n—>+00

= lim v, = .

0N oo

I/ 1/a- ¥x € ]~1; | [ ( domaine de définition de F ) ona:

(=x) € -1;1[
++ F(=0) = F(0)

«++Pourx + 0, F(-—x)=foé (1(_:”2 ) f(t)dt
=[ f“g(?) f(t)dt=F(x)

D’ou0 F est une fonction paire.
b- Soit W une primitive de f sur IR. On a donc F(x)=¥(g(x))-¥(0)
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g est dérivable sur ]0; 1[ et W est dérivat!z sur IR qui contient
g(]0;1[) = la fonction qui a x = ¥(g(x)) est dérivable sur ]0; 1]
En conclusion F est dérivable sur ]0; 1].

/ ] / 1 f_L
vx e J0;1LF (x)=g'(x) - ¥ [g(x)]=x—(]—_x—2) Alg(x)]=

2/a-F(—ﬁ—) = T(g(£)> —W(0) = ¥(0) - ¥(0) = 0.
vx € JO;1[F'(x) = lxz'
= Vx € ]0;1[; F(x)_j ,/-

rd= If(l T )

= 2[Log(1+t) Log(l—t)]_JZ_
=lLog(l+x) Log(1+42)
b- - lim F(x) =lim [ Log(Hx) L°g<1+'/_>]

x—07" x—0"
= —Log(1 +42) =F(0) ’
= F est continue a droite en 0.
- lim F(x) =lim F(-z) avecz=—x;x — 07,z — 0%,
x—0~ z—0"
=lim F(z) = F(0) car F est paire.
z—0*

= F est continue a gauche en 0.
Conclusion : F est continue en 0.
. lim [ F(x) - F(0) ]:% lim [ Log(1+x) —XLog(l - X) ]

x—0

x—07" x—0*
1 Jim |: Log(l +x) ] lim l: Log(1 + (—x)) ]
2 x—0t 2 x—0" (_X)
(X=xx — 0" X — 0")
_ 1 14
=5 x 1+ > 1=1

= F est dérivable a droite en O et F’4(0) = 1.
. lim [ F(x) - F(0) ]=lim |: F(t) — F(0) :I
x—0 ot L -0
(avec t=—x;x—> 07;t— 0%)

-t [ FOFO) )

-t-0
t—0
= F est dérivable a gauche en 0 et F*,(0) = —
Conclusion : F n’est pas dérivable en 0 car F’4(0) #F’,(0).

¢- F est dérivable sur ]0; 1[ et ¥x € JO;1[;F'(x) = ] 1 >
— X

D’ou le tableau de variation de F sur [0; 1].

x—0"
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x |0 1
F'(x) |1 +
+00 avec a=—Log<l +42 >
F(x) /
a
-lim F(x) =lim [ 1Log(+%) —Log(1+42)] =+
x-17 x-17

= La droite d’équation x=1 est une asymptote a I" la courbe de F

- F;(0)=1 = la demi-tangente a droite en A(0;F(0)) a la courbe
" a pour équation :y = x — Log(l + ﬁ) etx >0

- F,(0)=1 =la demi-tangente a gauche en A(0,F(0)) a la courbe
I' a pour équation : y = —x—Log(l + ﬁ) etx <0

y
A
A 3
I+ v
1 W 1 x
.88
x=-1 x=1

_ 1 l1+a ) _
3/F(n) = > Log(—-—1 = ) Log(l + ,/5)
D’autre part F(a) = Ii(a) f(t)dt = IZ f(t)dt carg(a) =«
Or Air(K) = Air(D) voir explication de II]2/b-
=2 j Z[f(t) ~t]dt par raison de symétrie
=2f Zf(t)dt - §2tdt = 2F(a) - [*]}

= Log(—%—f—g) —2Log<1 + f2—> - o,
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aBAC 1994 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1 | (6 points)

Dans le plan orienté; ABC est un triangle quelconque de sens direct.I et
J sont les milieux respectifs des cotés [BC] et [AB]. r est la rotation de

centre J et d’angleizt-. A’ et C' sont les images respectives des points A

et C parr. S est la similitude directe qui transformeIen C' etJen A'.
On pose h=r o S.
1/a- Déterminer les images respectives des points I et J par h.
b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de h.
2/a- Montrer que (1)) est perpendiculaire a (A'C') et que A'C’ = 21IJ.
b- Déterminer le rapport et I’angle de la similitude S et construire son
centre w.
c- B’ étant le symétrique du point A’ par rapport 4 J, montrer que
(wB) L (WB').

EXERCICE 2 (4points)

Une urne contient cing boules blanches, deux boules rouges et trois

boules vertes indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément trois boules de I’urne.
Calculer la probabilité de chacun des événcinents suivants :
A : obtenir trois boules de méme couleur
B : Obtenir au moins une boule rouge.

2) On effectue maintenant un tirage successif de deux boules de la
maniére suivante : On tire une premiere boule;
Si elle est blanche, on la remet dans |’urne et on effectue le deuxiéme
tirage. Si elle n’est pas blanche, on la garde a I’extérieur de ’urne et
on effectue le deuxiéme tirage. On désigne par X la variable aléatoire
qui, a tout résultat, associe le nombre de boules rouges. Déterminer
la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique.

(10points)

A- Soit f la fonction numérique a variable réelle définie par:
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f(x) =2e*—e -
1) Etudier les variations de f.
2) Montrer qu’il existe un réel unique « appartenant a [Log2,1][ tel
que f(a)=0.

3) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f dans le plan
-

rapporté a un repére orthonormé { O; 1 j

B- Soit g une fonction numérique a variable réelle définie et dérivable sur
un intervalle [a,b]. On suppose de plus que g’ est continue sur I’intervalle
[a, b] et qu’elle est dérivable sur Ja, b[. On définit alors la fonction ¢ sur
[a,b] par :

000)-g(0)-500-(b-g (- £ =0 D@ g,y
1) Ecrire I’expression de ¢'(x) pour tout x élément de ]a, bJ.
2)a- Vérifier que @(a) =¢(b)=0.
b- En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer qu’il
existe un réel ¢ élément de Ja, b[ tel que ¢’(c)=0.
3) Déduire de ce qui précede que le réel ¢ vérifie :

2
2b)=s@)H(b-a)g @22 (o)
C- Sott h la restriction de la fonctlon fa I'intervalle [Log2,1]

(f étant la fonction définie dans la partie A- du probleme).

1) Vérifier que : Pour tout x € JLog 2, 1[ ona h’(x) < 0 et h”(x) > 0.

2) Soit t un réel appartenant a Jlog2,af (ou « est le réel défini a la
deuxiéme question de la partie A- et soit M le point de coordonnées
(t.h(t)). La tangente en M a la courbe (C) coupe I’axe des abscisses
en un point d’abscisse t.

@)
h'(t)
b- En appliquant le résultat établi a la 3°™° question de la partie B,
montrer qu’il existe un réel k appartenant a I’intervalle |t,af tel que:
(a—t)*h"(k)
2h'(t)

c- Déduire de ce qui précéde, que t” appartient a I’intervalle [Log2,af.
3) Soit x, un réel appartenant a 'intervalle |[Log2,a[,on définit la suite
h(xa)
h/(xn) .

a- Montrer que :Pour tout entier n, x, appartient a I’intervalle JLog2,a[
b- Montrer que la suite (x,) est convergente et calculer sa limite.
h(a) — h(xa)

h'(xn )

a- Montrer que t’=t-—=

t'=o +

(xa) par : pour tout entier naturel n; X1 = Xn —

4)a- En remarquant que Vne INon a: x4 - 0=Xp-0-
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montrer que : pglur tout n € IN, 1l existe ¢, € |Xq, af tel que :
st =0 = Sl (e )

b- En étudiant les variations des fonctions h’ et h” sur I'intervalle
h"(ca)
2h'(x,)

¢- En déduire que : pour tout n € IN, [xp11 — o< (xq — )%

5) En remarquant que |xo-a/< 31 x 1072 déterminer un entier naturel

ny tel que Pour tout n > ng, on a |x,-0<1075.

[Log2,1], montrer pour tout n, on a

EXERCICE 1

1/a- - h(@) = {S@M)] =r1(C") =C carr(C) = C".
h() =[SO =r1A) =A carr(A) = A

b- r est la rotation de centre J et d’angle _721_

= 1! est larotation de centre J et d’angle _—?jt

Donc 1! est une similitude directe
de plus S est une similitude directe

D’ou h=r"! ¢ S est une similitude directe.

h(J)=A o
I=BxCetJ =B *Adonnentqueﬁ =

h(=C AC IGER)
= est le rapport de h et (IJ CA) est I’angle de h

—

CA

N —

= —A—C_Zet(?c—T’)so [2n]
1] :

Ainsi h est une similitude directe de rappport 2 et d’angle O
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Donc h est une homothétie de rapport 2.
Désignons par Q le centre de h.
h(I) = Ceth(J) = A donnent que Q € (IC) N (JA) = {B}
= Q =B.
Conclusion : h est ’homothétie de centre B et de rapport 2.
2/a-h=r'oS < S=roh

r est une similitude directe de rapport 1 et d’angle %

h est une similitude directe de rapport 2 et d’angle O

= S = ro h est de rapport 2 et d’angle ﬂ‘

A
Comme S(I)=C' et S(J)=A" alors A C =2 et (IJ C'A’ ) =ZI [27t

Par suite A'C’ = 2. 1J et (I)) est perpendlculalre a(A'C).
b- S est de rapport 2 et d’angle % ('voir la question précédente )

7S —N
. S(D=C' = (WI,WC’) = Z2n)

= w € au demi-cercle de diamétre [IC'] et tel que IC’w est un
triangle direct.

7, —N
_’
SOH=A"= (WJ, WA') = %[Zn]
= w € au demi-cercle de diamétre [JA'] et tel que JA’w
est un triangle direct.

Ainsi w est I’intersection des deux demi-cercles décrits au dessus.
¢- Posons B; = S(B).

By - S@)etA' =5() = (BAB) = L[]

I i ——
—_— — —_— )
P (JB,JB’) + (JB’,A’BI) =L [2x]

e —— e —
— — — —
=Ly (JB’,A’B1> =L )= (JB’,A’Bl) = 0 [2x]
D’ouB; € JB) (1).
*B; = S(B)etA' =S(J) = A'B; =2 JB
Signifie que A'B; = 2JA' car JA’=JB=]B’
< A'B; = A'B
< B € au cercle Gy o5y le cercle de centre
A’ etderayon A’B’  (2)
(1) et (2) = B est le cercle d’intersection de ‘@, o151y et [JB)
Par suite B; = B'.
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N
Ce qui donne B’=S(B) = (WB,WB’) = —725 [2n]
< (wWB) L (wB').

EXERCICE 2

1)

| cas favorables réalisant A | probabilité

EEE) G

10

3
3

OO G

C:+C}
= pA) = =5 = L

- B : obtenir zéro boule rouge.

cas favorables réalisant B | probabilité

— 3
= p(B) = =+ = 25

C3 120
D'oup(B) = 1 -p(B) = 1- 25 - oL - £

2) X: 2 boules — le nombre de boules rouges
X(Q) = {0;1;2}.

cas favorables réalisant (X = 0) | probabilité
S 8
® 10 © 10
3 <1
| © 1079
—0)=> 8 . 3 7 _19
= PX=0=9%76 70 X9 ~ 30
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!

;Ycas favorables réalisant (X = 1) | probabilité

cas favorables réalisant (X = 2) probabilitéﬁ
2 1

— X =

10 9

=>pX=2)=2x1="1L
D’ou le tableau de loi de probabilité de X
Xip 0142

NINTE BT
P50 | %0 | @
7

: — 19 31 |

A-1) f est dérivable sur IR ( somme des fonctions dérivables )
x € IR;f'(x) = ~2e > +2e > -1

c2e X +2e % —-1=0
o 2(e™)*=2(e™)-1=0

X =e*
<
2X2-2X-1=0 A'=1+2=3>0)
:e“x
<
_ 1 £l ou X = L+43
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Ainsi f'(x) = 2e™% — 2e™* — 1=2(e* '~%E)(e‘x-#)

H—I
<0
D’ou sig(f'(x)) = sig(e™ - %)
2
cet - 1+2J§ §O<:>e"‘§—1—+—§[i— < —x <In 1+2‘/§

<:x2—1n(1+2ﬁ)=1n(1+2ﬁ).

2
1+4/3

D’ou le tableau de variatign de f

Par suite f'(x) >0 x < In

_ 2
. Nommons a_ln(—u G )

- lim f(x) =lim [2e™ - e > —x]

X——00 X——00

=lim |e™*(2—-e™ - xe* ):l = —00,
X——00 T~
« lim f(x) =lim [2e™-e™ —x] = —0,
X—r+00 X—+0

2) fest continue et strictement décroissante sur [Log2 ;1 ]
= fréalise une bijection de [Log2; 1] sur f([Log2;1])

de plus f([Log2;1]) = [2e‘1 —e2-1, —i— - an] contient 0

D’ou I’équation f(x) = 0 posséde une seule solution a dans [Log2;1]
3) - f(x) = x+(2e* —e>);Vx € IRet lim [2e*-e>] =0

X—r+c0
D’ou la droite D: y = —x est une asymptote oblique a (C) au
voisinage de +co.

dim S i 267 e ox gy [ (24e7) 1]

X X
X——00 X——00 X X—>—00
= lim [—%(—2+ eX) - l] = —o0
Ker00

= (C) posséde une branche parabolique infinie de direction I’axe des
ordonnées au voisinage de —o.

ELMOUFID Page : 93 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1994  SESSION PRINCIPALFK

Avy=-

g(b)-g(a)-(b-a)g/(a) .

B-1) ¢'(x)=-g’(x)-(-g/ (x)+(b-x)g" (x))+2[ 1(b-x)

(b-a?
= (b -5 y+2 L EQ O 1
2)a- 50@) =g(b)-gar (- o) L0 ED O D@ 1)

=g(b)-g(a)-(b-a)g’(a)-[g(b) - g(a) - (b-a)g/(a)]=0.

(6) =a(b)-a(b)-(o-byg (o) EERGDID g, 2

b- Comme g est continue sur [a, b] et g’ est continue sur [a, b] alors
¢ est continue sur [a,b] (1)
Aussi g est dérivable sur Ja,b[ et g’ est dérivable sur Ja,b[ alors ¢
est dérivable sur Ja,b[ (2)
(1) et (2) = il existe un réel ¢ €]a,b[ tel que o(b)-p(a)=(b-a)¢’(c)
<1l existe un réel ¢ €]a,b[ tel que ¢’ (c)=0 car @(b) = ¢(a)=0

3) °(0)=0 = ~(b— o)g" (c)+2 ER=8@W ~ b -)gl@) 1y

(b-a)’
o —g"(c) + 280 = g(?g :S; a)g'@) _
o 280 - g(?b) - SZ_ 2)g'@) _ g
& 50) - gla) - (bl - L go).

C-1) « Pour tout x € JLog 2, 1] on a, h’(x)=f"(x) < 0
Vx € |Log 2, 1] on a h”(x)=F"(x)=[-2e ™ + 2e > — 1]’
=2e* —4e ™ = 2e™(1 - 2e7)
Log2 <x < 1 & —1 < —x < —Log2 = Log%

1 3 PR S
2<:>22<2e<26

> elcexc -1
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S 0<1-2e*<1~2e!
D’ou Vx € [Log 2, 1[ on a h”(x)>0
2)a- désignons par T la tangente en M(t, h(t)).
= T:y =h({t)(x-1t) +h(t).
Or I’axe des abscisses a pour équation y = 0.
Donc le point d’intersection,d’abscisse t’, de T et I’axe des abscisses
verift h'(t)(t' —t) + h(t) = 0 &= h'(H)(t' —t) = —h(t)
., h(t)
t=t-77 o)
b- On a h est deux fois dérivables sur tout IR et aussi h” est continue
sur IR ce qui donne h vérifie les conditions de B- sur tout intervalle
[t,a] avec t€]In2,1]

— 3k & Jt.af tel que h(w=h(ty+(e-On’ )+ 222 ) (k)

Or h(e)=0 d’ou O=h(t)+((x-t)h’(t)+(a—;t)—h”(k)
= 0= h@® +0—t+ la=H° —t)” ——h"(k)

h%) ( Zh)()

t a—t)?
@t——};(—t)—a'*‘ Zh(t) (k)
=t =a+ (gh (t)) h”(k)

¢- - Comme Vx €]Log2, 1{ on a, h’(x) < 0 et h ’(x) > 0 alors

((th (t)) h”’(k) < 0 cark € Jt,a[ c]Log2,1[ ett €]Log2,1]

o+ (;h (0) h(k) < @ ot <a
-t €]Log2,a[= h(t) > h(a) = 0 carhest™ sur]Log2,af
De plus h'(t) < 0 cart €]Log2, a[c]Log2,1[

D’ou —*% h(t) <0<:>—-—11,(2>0<:>t- h,(t) >t
h'(t) h'(t) h'(t)
< t' > t qui est superieur a Log2
D’out > Log2.

Bilan : t' €]Log2, af.
3)a- * x, €]Log2, of ( par hypothése )
= la proposition de récurrence est vraie pour n = 0.
% Soit p € IN. Supposons que x, €]Log2, a[; montrons que
Xp+1 €]Log2,0f .En effet
Xy = X — h(x,) o _
ptl = Xp - €]Log2,a d’aprés C-2/c-.
h'(xp)

Conclusion :x et % = Vn € INonax, €]Log2,a[.
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b- Vn € IN; Xpy1 — Xo = :(()):) >0
car X, €]Log2,a[c]Log2,1[ donc h(x,) > Oeth'(x,) <0
Par suite la suite (x,) est croissante sur IN.
De plus (x,) est majorée par o D’ou (x,) converge.
® posons L=lim x,.

n->-+co

Désignons par H la fonction quia x » x — h(( )) 'V xe [Log2,d]

Comme h' est continue et non nul sur [Log2, o] alors H ést continue
sur [Log2,a].

@ Vn € INonax, €]Log2,a[= (L =lim xn) € [Log2,a].
n->+o¢

D’ou H est continue en L.
Xn+l & H(Xn)
(xn) converge vers L = L est solution de I’équation H(x)=x

H est continue en L

h(x) h(x) _

e NG
= h(x) =0=x=aq

Conclusion : lim x, = .

n-+co

+HX) =x & x-

4)a- pour ne IN

€]Log2,0[ et Xpa = Xn — }}11,(();';))
AN
= dc, €]Xa,0f tel que xn+1=a+((“;"h)+(cn) (d’aprés C-2/b-)
< Jc, €Jxq, 0] tel que Xy — 0 = 2hh ((C") (xn — )%

b- x d’aprés C-1/ona Vx € JLog2,1[; h"(x) > 0
— h’ est croissante sur [Log2,1].
-Vx € JLog2,1[; h"'(x) = (2e™ —4e ) = —2e™* + 8e %
= =2e7*(1 - 4e™)

. Log2<x<14:>—l<—x<Logl

2
selce*< % = =2 < —4e™* < —4e7!
= -1<1-4e*<1-4e! = -0,47
Or 1 —4e™ < 0 donc h”(x) >0= h" est croissante sur [Log2,1]
‘Log2 < ¢, <1 = h"(Log2) <h"(c,) <h"(1)
( carh" /sur[Log2,1] )
< 0=2e12-4e2"2 < h"(c,) < 2e7 -4 ~ 0,19
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D’ou |h" (c,)| < 27! —4e2 = 0,19
‘Log2 < x, < 1 = h'(Log2) < h'(x,) < h'(1)
(carh’ /sur[Log2,1])
3 2624267202 1< h'(x,) <-2e7 1426721 ~-1,46

<& —7:_
Dot =3 < 2h'(x) < —de! + 462 —2 & —2,92
: 1 1 1
P t < < -
S e Ty 4622 ~ 20 (xa) 3
1 l 1 _ 1
2h'(x,) —de7 +4e72 -2 del —4e?+2°
D’autre part |h" (ca)| < 2e™! —4e™? = 0,19
. " -1 _ga-2
Ce qui méne a conclure que 2hh ,((i“n)) jee—l _4;}5_{_2 <1
h”(cn) ”
-0 — 0= L
c-Onaxan —a =S5 (”n) (Xn — @) |
h (cn) h"(ca) 2
D n+l — O = Xn — < n— O

or h” (Cn)
2h'(xa)
5) Montrons d’abord par récurrence que [x, — 0|< (Xo — @)
> [x0 — < (xo0 — )% car20 = 1.
¥ Soit p € IN; supposons que |x, — o|< (X0 — )
[Xpi1 — < (x0 —a)” ~ en effet
Ixpr1 — 0]< (x0 —@)? Or (xp-0)° < [(xo-(x)zp:|2=(xo-0c)2p'2

Dol [Xpi1 — o< (X0 — )’ 2
Conclusion : Vn € IN;|x, — a|< (x0 —a)¥ < (31 x10°2)%
car |xo-f< 31.1072
D’ou Vn € IN;|x, — o< (31 x 1072)
Donc pour avoir |x,-0j<1075 il suffit d’avoir (31 x 1072)*' <103
(31 x102)*" < 10 & In[ (31 x 102)*" | < In[10%]
& 2°In[31 x 1072] < In[107%] '
s
— 20 Efl;_l[g%f car (31 x 1072) €]0,1[

< 1alors [Xne1 — o] < (Xn — @)°.

p
2 ; montrons que

In[105] In[107°]
In(20)>In(——ae 25—
= n@>In(3ES 7077 < nkos (BT <1077
In[107%)
In(———->-)
o> In(31 x 107%) ~ 3,297
In2

Conclusion il suffit de prendre no = 4 pour avoir
n>ng = X, — o< 1075,
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1 S90ISES:

[ Exeraics 1 1  HORS PROGRAMME

ﬂEXERCICE 2 |

1) Soit @ un réel de [-n,n] et z le nombre complexe défini par :
z= %[sin(p +1(1 —cos )]
Déterminer, en fonction de ¢, le module et un argument de z.
2) Dans cette question, ¢ est un réel de I’intervalle 10, n[. Déterminer le
module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :

z—i et — - i .(z étant le nombre complexe donné au 1) ).

3) Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O,—i’, T), on

consideére les points M et N d’affixes respectives z —1 et > i =
Déterminer les ensembles décrits respectivement par les points M et
N lorsque ¢ varte dans Iintervalle ]0, n[. Représenter ces ensembles.

PROBLEME

f(x)=1 six <1

A- Soit f ’application définie sur IR par : x + Logx
S

st x> 1

1)a- Montrer que f est continue sur IR
b- Etudier la dérivabilité de f au point 1
2)a- Etudier les variations de ’application f et tracer sa courbe
représentative (C) dans un plan P rapporté a un repére
orthonormé (O,?, T)
b- Calculer I’aire du domaine limité par la courbe (C) et les droites
d’équations respectives y =1, x=1, x=e.
3) Soit ¢ la fonction définie sur IR par : ¢(x) = J )1( tf(t)dt.
a- Ecrire I’expression de ¢(x) en fonction de x (x € IR).
b- Calculer Lim o(x).

X—>+00

c- Etudier les variations de la fonction ¢ et tracer sa courbe
représentative (C’) dans un autre repére orthonormé du plan P.
B- Soit n un entier naturel non nul et g, la fonction définie sur IR par :
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gn(t) = t"sint. On pose I, = _[07 t.ga(t)dt .
1/ Justifier I’existance de I,,.

2/ En intégrant par parties, calculer 2t cos(t)dt puis en déduire I;.
0

3/ Montrer que Vn € IN*; 1,2 + (n 4+ 2)(n + 3)[,=(n + 3)(%>n+2
4/ En déduire la valeur de I5.
C- Soit h une fonction continue sur IR et ¥ la fonction définie sur IR par :
¥(x) = £ [ th(t)dt  six=0
¥(0) = h(0) six=0
1/ On suppose qu’il existe un réel M>0 tel que pour tout réel x et pour
tout réel t variant entre O et x ,on a : |h(t)|< M.
a- Montrer que ,Vx € IR* ona |Iz t. h(t)dt|< M%.
b- En déduire que si h(0) = 0 alors ¥ est continue en O.

2/a- Expliciter,pour tout réel x ,la fonction ¥ dans le cas ou h(t)=sin*t

2x% + 1 — 2xsin2x — cost
4x

b- Déterminer lim
x—0

| EXERCICE 2

Dz= L[ sing+i(l-eos)] = L[ sin@%) +i(1 - cos2$))]

é[Zsm-—cos 2 +i(2sin*1)]
¢
— n 2 e _ ? i)
= 51n7[cos7+1s1n—2-] (; sins-e" 2.
s T o ) .
g€ [-n,n] & -5 < > < < > d'ou sin(5) € [-1;1].

Premiercar: 0 <o <1 < 0 < —3- < %d’ousin(%) > 0
par suite la forme trigonométrique de z est z= [sin(%) ; % ]
Deuxiémecas: 9 =0oup=m
= z = 0 n’a pas de forme trigonométrique.

Troisiéme cas :—71 < ¢ < 0 & —% < —(23 < O donc sin(%) <0

Douz = [—smi; T+ %]

Q)@ z—-1= %[sin(p+1(1 —cosQ)]—1= %[sin(p+i(—coscp -1)]
= [ZSm—cos— i2 cos? q’:l
= cos—[sm——lcos—]
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—1cos—[cos—+1sm ]—cos—[cos( - )+1sm(————)}
Y
°(P€]0,7t[.<:>0<—%—<q)2 :>cos7>0
Douz—1=[.coi—2-¢,7—7 .
Z _ [Slﬂ?;‘z—] =[tg1 E.:l
—1 9 2> 2 4
z=1  [oos 3,5~ %]

3) % Désignons par E={M(z — 1) € P tel que ¢ varie sur ]0, [}
Z—1= lsin(p + i—%—(—cosq) ~1).

2
x = Lsin
M(x,y) € E < 3¢ € ]0,n[ tel que
y = 1(-cosp-1)
>(pe]0,n[<:>0<sin(p§1<:>O<%sin(p5—é-

Ainsi0<x§%

»oe|0,n[<=-1<-cosp<]l=-2<-cosp-1<0
= -1< %(—cosq)—l) <0

= -1<y<0

1 .
R 2 x = sing
y = —; (~cosg —1) -2y —1 = coso

Or cos2¢ +sin®p = 1 <> (2x)2+ (2y —1)? =

2 1V _ 1
@x+@+2)

1
< A
0<x 2

Conclusioh':E: -1<y<0

1 2
@+ (y+g) =

Nommons A et B les points du plan de coordonnées respectives

(—— -— } et (0,-1). Désignons par &le cercle de centre Q(O; %)
et de rayon % Enfin E est le demi-cercle de ‘&d’extrimités O et B

et passant par A privé de O et B.
D ¢ Désignons par F—{N( Z = ) € P tel que ¢ varie sur |0, [ }
-[g—;z]—ﬁg)l

Z“l
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x=0
N(x,y) € F < 3¢ € ]0,x[ tel que 0
«Soitf: J0,n[ — IR;p — tg%.

f est dérivable sur 0, [ et Vo € ]0,x[; f,((p)Z-%—[l+tg2%]>O

D’ou f est continue et strictement yt
croissante sur ]0, [ 17
= £00.7D)~ [tim £(o).lim f(0)| F
@07 Lac
405
= 10;+oof. 0] 1 x”
Enfin quand ¢ varie sur ]JO,n[ on a 0,5 A
y € ]0;4oo[. 13 E
Conclusion: F est la demi-droite des B
, iy ) x=0
ordonnées [Oy)\{O}d'équation
y € ]0;4e0[

PROBLEME

A-D)a- - f(1)=1, lim f(x)=lim (1)=1 et lim £(x)=lim [ﬁl,:fg—x]ﬂ

x-1~ x—-1" x-»17* x-1*

D’ou f est continue en 1.

© f est continue sur |-00; 1{ (car elle est constante sur cet intervalle)

® f est continue sur ]1;+oo[ ( quotient de deux fonctions continues )
Bilan : f est continue sur IR.

b- © lim f(—x)——:%l)clim [1=L]-0

x-1" -1 =X il
x+Logx
- |
© lim fex) —£(1) =lim —2X—— _Jim [L_ﬂgi]_ﬂ
x-1t x—1 x—1"* x-1 x-17" X' x- 1
Comme lim M #lim M alors f n’est
x-1- x—1 x—171 x-1

pas dérivable en 1.
2)a- - f est dérivable sur | —o0;1[ et Vx €] —o0; 1[;f'(x) = 0.
- f est dérivable sur ]1;+oo[ et Vx €]1;+00[ ona
oy (L+3)x—(x+Logx) _ 1-Logx
f'(x) = > = >
X X

D’ou Vx €]1;+oo[, sig[f'(x)] = sig(1 — Logx).

Ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f
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>4 —00 1 € +
f'(x) O, 0|1 + 0 -
1+e!
f(x)

TN

lim f(x) =lim [1 4 208X ] ~1

X—>+00

X—>+0o0

= la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la
courbe de f au voisinage +oo.

|

yd ©

b- Soit A, en unité d’aire , I’aire de la partie considérée.
= A= E(f(x)—l)dx _j (1 + L"gx —1)dx

= J'j(Logx)'Logx dx =[—2-(Logx)2]i = -;—

3)a- o(x) = | f tf(t)dt
«Six <lonaVte [x1];f(t) =1
Donc o(x) = [ t(t)dt = [ tdt = [itz]l - %Xz _ %.

.Six > 1onaVte [1;x];f(t) =

Donc

2
t+ Logt .
—
o(x) = [ tft)dt = | “(t+Logt)dt
x )=l = u(t)=t
=[ L | +[ Logtd !
[Zt ]1+I1 ogtdt v(t)=Logt = v’(t)=-%—

+ [tLogt]} j dt

+ xLogx — x+l—l-x —x+—1-+xLogx

1,._1
)
1.1
2X T2 2 2
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(P(X)=%x2—-;— six<1
Bilan:
(p(x)—fx ——x+;+xLogx s1 x> 1
b- Lim ¢(x) =Lim [sz —x+1 +xLogx]
X400 X—+00 2

. Logx
=E:g[x(2 x 2x X )]:-FOO'

c- f est continue sur IR = la fonction (x + xf(x)) est continue sur IR.
Par suite la fonction ¢ : x — J ): tf(t)dt est la primitive sur IR de

fonction précédente qui s’annule en 1.

= ¢ est dérivable sur IR.

‘Vx < L0'(x) =x

- Vx > 1;0'(x) = xf(x)=x+Logx > 0 (car Vx > 1;Logx > 0)
D’ou le tableau de variation de ¢

x |-c0 0 +00 le @=Lim (x L L)
() - ) + — oo,
+Q +00 1.2 1
) X . TX%
0| TSN | Lm i,
2 Lim Lx —
T

= la courbe de ¢ posséde une branche parabolique infinie de
direction I’axe des ordonnées au voisinage de —oo.

. Lim -(pgci) =Lim [x(—é— ——%+2L2 + L_(;;g}-)] = 400,
X400 X—>+c0 X

= la courbe de ¢ posséde une branche parabolique infinie de
direction I’axe des ordonnées au voisinage de +oo.

Y

2-.

2

B-1/1, = | 07 t.ga(t)dt et ga(t) = t°sint.
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La fonctlon qui at — tg,(t) est continue sur IR par suite sur [0; 2

=1, = I 2 t.gn(t)dt existe.

3 % J.—i- t cos(t)dt w(t)=cost u(t) = sint
o vit) =t = V() =1
= [tsin(t)], —12[- J 2 gmt dt~— - [—cos(t)]% % -1

Jdy = jOZ t.gi(t)dt
_ j‘%tz sint. dt uw/(t) =sint u(t) = —cost
0 v(t) = t2 - V() =2t
= [-t2 cos(t)]o7 +2j07 t.cos(t)dt =0 +2(—72t— - l> =7n-2

3/VneINS oo = [ 7 t Zura(t)dt = J 7 t3sint.dt
ujt) =sint =  w(t) = —cost )

vi(t) =" > yi(t) = (n+3)t"?

Z
2

= [-t"? cos(t)],* + (n+3) I(;z_ t"2 cost. dt

uy(t) = cost = up(t) = sint
vat) =t > vy(t) = (n+ 2)t™!
=(n+ 3)[[’(“*2 sin(t)]o 2 - (n+2) IO? t"!sint. dt]
= +3)(L)" -+ 2@+,
. L n+2
Signifie que Iy + (n+2)(n+3)I, = (n + 3)(—;—)
142 3
41y =Ty = (1 + 3)(%) —(1+2)A +3) = - -12(n-2)
C-1/a- Soit x € IR*.
X th X X P
Six > 0 alors ljot.h(t)dtls J0|t.h(t)|dt = jo t/h(t)|dt.
Or Vt € [0,x] on a |h(t)|< M d’ou Vt € [0,x];t/h(t)[< Mt
. X X _ L 5 X . L2_
Par suite [ tih(t)|dt < [" Mt dt = M[ Lt ]0 =M%~
x 2 C. . .
En conclusion | j ot h(t)dt|< Mliz— (par transitivité de I’inégalité )
N th
Six < Oalors | th(t)dt= | t h(t)dil< |t h()jdt =

Or Vt € [x,0] on a |th(t)|= —t/h(t)|< —tM
= j |t h(t)|dt < j —tM dt—M[——%—tz] ML;-
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AY x 2
Dou|[ t h(t)di< M-

Bilan : Vx € IR",ona |[" t h(t)dt< MXTZ.

b- Supposons que h(0) = 0; montrons que ¥ est continue en 0.
- h(0) =0 = ¥(0) =0.
. Vx € IR, ¥(x) = £ | "t h(t)dt

= Vx e IR",[¥(x)| = | £ [*t h(t)dt| = %Hzt.h(t)dtl

Or vx & IR", |[“t.h(t)dt| < MX—;
2o « 2 |f* <MXL 2 _
D'oi vx € R*, -2 [T tht)dt| <M 5o = Ml
Ainsi Vx € IR*,|¥(x)| < M|x|.
De plus lim [M|x|] = 0

x—0

Alors lim ¥(x) = 0 = ¥(0) = Y est continue en O.

x—0
2/a- h(t) = sin’t
- ¥(0) = h(0) = sin?0 =0
«Vx € IR*,¥(x) = %fotsinztdt = %%Jo t(1 — cos2t)dt
u'(t) =1-cos2t > u(t) =t— % sin2t

v(t) =t -» V() =1

%[[t(t - % sinZt) ]: - _":(t— %sinZt)dt]

= ll:x2 — —1-xsin2x - [Lt2 + L cos2t]X:|
0

il

X 2 20ty
_ 2x%2+1 —2x5in2x — c0$2x
4x '
b- lim 2x2 4+ 1 — 2x:)i(n2x — €08 2X =lim \F(X)

x-0 x-0
Or h(0) = sin?0 = 0 et Vx € IR;|h(x)| = [sin’t] < 1
D’ou, d’aprés la question précédente, ¥ est continue en 0.
= lim ¥Y(x) = ¥(0) = h(0) = 0.

x>0
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BAG 1995 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1 (6 points)

4

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de centre O tel que
A

(AB; AD) =5 [2n]. On désigne par I et J les milieux respectifs de

[AB] et [BC].

1/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B
sur D. Caractériser f.

b- Soit g ’antidéplacement qui envoie A sur C et B sur D.
Déterminer (g o £)(C) et (g o f)(D). Caractériser go f.
c- En déduire la forme reduite de ’antidéplacement g.
2/ Soit S la similitude directe qui envoie A sur B et D sur L.

a- Déterminer le rapport et I’ angle de la similitude S. Construire le
centre Q de S

b- Déterminer les images des dr01tes (AC) et (CD) par S.
En déduire que le triangle OQC est rectangle.

c- Déterminer 'image du carré ABCD par la similitude S.

d- Montrer que les points A,Q et J sont alignés.

EXERCICE 2 (4 points)

On dispose de deux dés en apparence identiques dont I’un est parfait et
’autre truqué. Les faces de chacun d’eux sont numérotées de 1 4 6.
Avec le dé truqué la probabilité d’obtenir la face portant le chiffre 4 lors
d’un lancer est égale a %

1)a- On lance le dé parfait trois fois de suite =t on désigne par X la
variable aléatoire donnant le nombre de fois ou la face portant le
chiffre 4 apparait. Quelle est la loi de probabilité de X ?

b- On lance le dé truqué trois fois de suite. Quelle est la probabilité
d’obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 ?

2) On choisit au hasard I’un des deux dés, lesrchoix étant équiprobables,

et on le lance trois fois de suite.On considére les événements suivants :
A : ”obtenir exactement deux fois la face portant le chiffre 4 .

B :”choisir le dé truqué et obtenir exactement deux fois la face portant
le chiffre 4 .
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C ”choisir le dé parfait et obtenir exactement deux fois la face portant
le chiffre 4 7.

a- Calculer la probabilité de I’événement B.

b- Calculer la probabilité de I’événement C.

¢- En déduire la probabilité de 1’événement A.

(10 points)

A-1) Soit la fonction ¢ définie sur IR par ¢(x) = e*(2 —x) — 2
a- Etudier les variations de ¢.
b- Montrer que I’équation ¢(x) = 0 admet dans IR exactement deux
solutions. On notera a la solution non nulle et on vérifiera que 1<a<2.
¢- En déduire le signe de ¢(x).
x2
2) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = e* —1
0 six =0

six#0

a- Montrer que f est continue sur IR. ’
b- Monter que f est dérivable sur IR et que :Pour toutx € IR* ona :
£(x) =—X0) .
(e*—1)
c- Montrer que f(a) = a(2 — a).

d- Etudier les variations de f, puis construire la courbe représentative
-

de f dans le plan rapporté a un repéere orthonormé (O, 1,]
( pour la construction on prendraa = 1,6 ). '
3) On considére la fonction F définie sur IR* par : F(x) =f : f(t)dt

a- Justifier I’existence de F(x) pour tout réel positif x.
b- Montrer que F est continue et strictement croissante sur I’intervalle
I =10, +ool.
c- Donner la forme de ’intervalle F(I).
4) On consideére la fonction G définie sur IR* par : G(x)=J'z0g2 t2etdt

a- Justifier I’existence de G(x) pour tout réel positif x.
b- A I’aide de deux intégrations par parties, calculer G(x) puis montrer
que G admet une limite en +oo que 1’on précisera.
¢- Montrer que : Pour toutt € [Log2,+oo[ on a f(t) < 2t%e™.
et en déduire qu’il existe un réel positif M tel que: vxeIR*;F(x)<M
d- En déduire que lim F(x) <M.

X—>+00

( Dans la suite du probléme on posera L =lim F(x) ).

x>0
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B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1)a- Montrer que pour tout réel strictement positif x, on a :
=e*+e 4. +e ™+ ef_jxl .

e*—1
b- Montrer que Vx € IR*;0 < _[g f(t)e™dt <
c- x étant un réel positif, calculer I,(x) = f ; tZedt.
d- Montrer que I,(x) admet une limite lorsque x tend vers +co.
2)a- Montrer que Vx € IR* ona: ZI’::I I(x)=F(x) — IZ f(t)e™dt
En déduire que la fonction H, définie sur IR* par :
H,(x) = j' Z f(t)e " dt admet une limite {, lorsque x tend vers +oo

a(2-a)
—_—

vérifiant L~ = 2(1 s L le L)

b- En utilisant le resultat établi a la question B-1)b-,montrer que la

suite (0n) .+ converge vers 0. _
c- Soit (Un )+ 12 suite définie par : u,=1 + —21—3— + 3% +... +;13—
Montrer que cette suite est convergente et a pour limite le réel L’ tel
- que L=2L".
EXERCICE 1
""""" C
\\
A
/ \ \
{ \ !
{ \ i 7
! N s
s, g ) 3
\\\\ v \\ ’ ‘l
A==y 1B

.......

1/a- AB=CD=+ 0
= il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D.

fA) =C = (Kﬁ-C—D") =n [2rn] est’angle de f
f(B) =D ,
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D’ou f est une symeétrie centrale de centre AxC=0 car f(A) =
Ainsi f = So
b- - (g £)(C) = g[f(C)] = g(A) =C
-(g°D)(D) = g[f(D)] = g(B) = D
g est un antidéplacement et f un déplacement
= g o f est un antidéplacement.
De plus g o f fixe deux points C et D alors g o f = S(cp) la symétrie
axiale d’axe la droite (CD).
c-gof=Scp) < goSo =S8 © g=Scp)°So
= g = S(CD) o S(OJ) S S(o]) car (OJ)J_(OI).
S g=tge Sy car (CD)//(O])

— .
Comme CB est un vecteur directeur de (10) alors t o S(or) est la

forme réduite de g.

B 2B _
2/a-S(A) =BetS(D) =1 = AD - CAD = 7 ot le rapport de S.

{ SS(S))) =_113 = —@ est ’angle de S.
(AD BI) (AD AB) (AB BI) [27]
E——+n Zn]E% [2r].

Ainsi S est de rapport 5 et d’angle & >

« Construction de Q le centre de S.
T N\ o
*S(A) =B = (QA;QB) =L [21]
-, N TS oY
= (QA; QB) = (OA; OB) [2n]
= Q € au demi-cercle A6B du cercle de diamétre [AB].

- o
«SD)=1= (QD;QI) =L [2n]
- = Q € au demi-cercle de diametre [DI] et tel que QDI
un triangle direct.
b- L’angle de S est % donc :
+ S((AC)) est la droite perpendiculaire a (AC) passant
par S(A) =B =S((AC)) = (BO) car ABCD estun
carré de centre O.

- S((CD)) est la droite perpendiculaire a (CD) passant
par S(D) =1 =S((CD)) = (I0) car (I0) est L a (CD).
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{C}=(AC) N (CD) ={S(C)}=S((AC)) N S((CD))
= (BO)N (J0) ={0}

D’ou S(C)=0 |
e
= (5(_3’ Ez—o’) = % [2n] = le triangle OQC est rectangle.

¢- {B}=(AB) N (BC) <={S(B)}=S((AB)) N S((BC))
[ S((AB)) est la perpendiculaire & (AB) passant par S(A) = B
=S((AB)) = (BC).
[ S((BC)) est la perpendiculaire a (BC) passant par S(C) = O
=S((BC)) = (0J).
D’ou {S(B)}=(BC) N (0J) ={J}  =S(B)=J.
Bilan : S(ABCD)=BJOI qui est un carré.
T o L, o S oW
d- (QA;QJ) - (QA;QB) + (QB;QJ) (2]
= % + %— [2n] carS(A) =BetS(B) =17
=n [2n]
D’ou les points A,Q et J sont alignés.

E EXERCICE 2

1)a- Posons S I’événement avoir la face portant 4.
X : 3 lancées — nombre de S
Comme les lancées sont indépendantes alors X suit une loi Binomiale

de parametres n = 3 et p=p(S) = % (car le dé est parfait )

k 3k
D’ou: Vk € {0;1;2;3},p(X =k) = Clg(%) (_g_) .
b- Posons E: avoir exactement 2 fois la face portant 4.

cas favorables de E | probabilité

@PDD) | 112

car on lance le dé truqué.

121
<' > 333
@@BP) | 31
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:p(E)—3><227 =-g-

2) Nommons : D I’événement avoir le dé parfait
D’ I’événement avoir le dé truqué
-B=D'NE = p(B) = p(D') x p(E/D’)

1 2 1
=3 X & =
b- C=DNE = p(C)=p(D). p(E/D) [CZ( ) ( )3 l]
=£X3X316X% 144

c-A=(D'NE)UMNE)=BUC

D’ou p(A)=p(B) + p(C) = % + 134 = Z7§ car BNC=0

B

PROBLEME

ey

A-1)a- ¢ est dérivable sur IR et Vx € IR; ¢'(x)=e*(2-x)-e*=(1 — x)e*
= Vx e IR;sig(p(x)) = sig(l — x).
D’ou le tableau de variation de @

X |-00 1 +00

P(x) + 0 -

70| _ e-Z\m

+ lim @(x) =lim [Ze - xe -—2] = -2

X—>—00 X—>—00

- lim ¢(x) =lim [e*(2-x)~-2] = -

X—>+co X—>+00

b- - ¢ est continue et strictement croissante sur ] — oo; 1]
= @ réalise une bijection de | —o0; 1] sur ] — 2;e-2] contient O
= I’équation ¢(x) = 0 possede une seule solution dans | —o0;1].
Comme @(0) = e’(2-0)-2=2-2 = 0alors Oest la
solution précédente.
- ¢ est continue et strictement décroissante sur |1; +oo[
= ¢ réalise une bijection de ]1;+oo[ sur ] — co;e — 2] contient O
= I’équation ¢(x) = 0 posséde une seule a solution dans ]1; +cof.
Bilan : I’équation ¢(x) = 0 posséde exactement deux solutions
I’une est O et I’autre a.
c-xx <0 = o(x)<o0)=0 cargest, sur] —oo;1]
*0<x<1=¢0)=0<¢(x) car@est sur] —oo;1].
*1l<x<a=okx)>0¢@) =0 caroeest\sur]l;+oof
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*x>a= @x) <op(a) =0 cargest\sur]l;+oo]
D’ou le tableau de signe de ¢(x).

X |—00 0 a +00
sgnep () - p o+ P -

2)a- la fonction qui & x — x? est continue sur IR et celle qui a x » e*-1
est continue et non nul sur IR* '

D’ou la foction f : x — exxj T est continue sur IR*.
BT T X2 ] 13 X =_O__ .
im 109 tim | G ] i =10 =10
X

= f est continue en 0.
Bilan : f est contnue sur IR,
b- la fonction qui & x — x2 est dérivable sur IR et celle qui a x » e*-1
est dérivable et non nul sur IR*

. 2 , .
D’ou la foction f : x — —X—— est dérivable sur IR*.

e -1
im JO=£O) e —L_ -
w0 X—0 et —1
X
= f est dérivable en 0 et f'(0)=1.
X_ e w2aX X(). —
* Vx € IR £/(x)= 2x(e*-1) —x%e* _x[e*(2x) —2] _ xQ(x)

(1> (-1 (DT
oy Oropa)=0 < e*(2—-a) —2=0 < e’= 2

(2-a)
Ainsi f(a) = 2a2 1 === (322_ 5 a (Za_ a) _ a(2—a).

x—0

a2

c- f(a)=

(2-a) (2-a)
d-Vx € IR*;f’(x)z(—X(&xl))T = Vx e IR*;sig[f'(x)]=sig[xp(x)]
e* —
En tenant compte du signe ¢(x) et de x, on obtient le tableau
suivant de variation de f

X |-00 a +00

f(x) + D -~

)] _— f(a)\o

- lim f(x) =lim [ x ] =—oo car lim ¥ = 0.

X .
X——00 X——00 € 1 X—>—00
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2
- lim f(x) =lim [ X ] ~lim —Xl— ~ 0
X->+00 X—>400 e*—1 X0 & _ L
XZ
. eX . ex/2 2
car lim = =lim ) =lim e ) = +00,
x40 X X400 X—+00 X/Z

= la droite d’équation y = O est une asymptote a C; au voisinage
de +o0.

. f(x . \

. )!i'_'; % ::i'_':o [ exx_ 1 ]=-°0 = C; possede une branche
parabolique infinie de direction I’axe des ordonnées au voisinage
de -oo,

y
2--

3)a- f est continue sur tout IR
= elle est continue sur tout intervalle [0,x] avec x € IR".
= Vx e IR*;F(x)=[ f(t)dt existe,

b-Wx € IR*F(x) =[*f(t)dt = F est la primitive sur IR* de f
D’ou F est dérivable sur IR*
= F est continue sur IR*.
x € IR F (x) =)=
= F est strictement croissante sur IR*=I=[0, +oo[.
c- F est continue et strictement croissante sur I=[0, +oo[
4 F([0,+0[) = [F(0), llm F(x)[= [0, lim F(x)[.

X—>+00

0=1)

4)a- La fonction qui 4t — t%e™" est continue sur tout IR
donc elle ’est sur tout intervalle de IR de bornes Log?2 et x de IR*
= Vx e IR";G(x) = J  t2etdt existe.
Log2
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b- Vx € IR*
G(x) = [ tetdt ( uit)=e™ =  wi(t)=—e" )
Log2 vi(t) =t > Vi) =2t
— [_tZ —t]

+2{"  tetdt
Log2

u(t)=et >  uy(t)=-e
va(t)=t = vy(t) =1
= —x2e ™ +e2(In2)% + 2|:[—-te‘t Tha + J.L 2 “dt:l

= —x2e* +e2(In2)* — 2xe™ + 2In2e ™2 + 2[-]*
= —x%e* + —;—(an)2 —2xe™*+In2-2e*+1

In2

In2

= —x%e ™ —2xe™* —2e* + —(ln2) +In2 +1.

- lim G(x)=lim (—xZ%e™ - 2xe™ 2e”")+—2—(1n2)2 +In2+1

X—>+00 X—>+00
(onpose X = —x; quand x —» +0;X - —0)

=lim [-XZ%eX +2XeX —2eX] + %(an)z +In2+1
X—>—o0

X 2
=~ lim | Xe 2 ) + —é-(an)2 +1In2+1
X—-—00
(car lim Xe* = Oet lim X =0)

X—--00 X—>—c0

- L 274+ L 2 X
yly_r:o [(Zye ) ]+ 2(1n2) +In2+1 avecy >
= %(1n2)2+1nz+ 1.

c- Vt € [Log2,+o[ona: _
f(t) — 2% :tz[ 1 o5 ‘t] _ tz[ 1-2e(e'— 1) ]

et—1 et—1
=t2[ l+2e_t]
et —1

t>Log2<::>—t<L0g%4:>e <%<:>2e“—1§0.

-t>Log2 = t2>Oete'-1>0
D’ou f(t) —2t%e™ < 0 < f(t) < 2t%e™
® Soit x € [Log2,+~[ ona

Vvt € [Log2, +oof; f(t) < 2t?e™

X X 2 -t
= [ pfOdt 2] tPedt

Ot F(x) = j"f(t)dt—j S endt+ [T RO
Dou F(x) = |, L tdt+ [T f(t)dtSF(Log2)+2G(x)
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«—xZ%e*-2xe*—-2e>* <0
& Gx) < —;—(mz)2 +In2+1

& F(Log2) +2G(x) < F(Log2) + 2[%(1:12)2 +1n2+1 ]
Par suite Vx € [Log2,+oo[;F(x) < M avec

M = F(Log2) + 2[%(ln2)2 +1n2 + 1]
@ F est croissante sur [R*
= Vx € [0;Log2] ona F(x) < F(Log2) <M
D’ou Vx € [0;Log2] ona F(x) <M.

En bilan: vx € IR*;F(x) <M.

d- On a déja F est " et majorée donc elle posséde une limite finie.
Comme Vx € IR*;F(x) < Malors lim F(x) <M.

X400

B-1)a- Vx € IR}
e +e X+ . +e™ =e*[l+eF +e >+ .. +e 0 x]
=e*[1+(e™) +(e™) +..+(e™) "]
Comme x > Oalorse™ < 1.

K1) 1=

D’oue™ +e % +. .. +e ¥ =¢ - e
1-e* e<(e* —1)
1 e nx
e -1 e -1
Signifie que exl Co=eThe b e e

b- Vte IR';0 < f(t) < f(a)=a(2-a) car f(a) est le maximum de f
= Vt € IR*;0 < f(t)e™ < a(2—a)e™.
= Vx € IR*0 < [ f(t)e™dt < a2 -a) [ * et

Signifie que Vx € IR*;0 < J f(t)e™tdt < a(2 — a)[—% —nt]o
= vx € IR%0 < [ f(t)e™dt < a(2—a)[—n— —Lem ]
D’autre part —%e"“x <0&e %-%e—nx < %
_nx a(2—-a
@a(Z—a)[%—%e ]5——(n ).

Conclusion : Vx € IR*;0 < I Z f(t)e™dt < a(211_ 2 :

¢c- x étant un réel positif
W) =e™ - u()=—ie™

1,,(x)=j’; t2entdt - T
vi(t) =t - vi(t) =2t
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up(ty=e ™ = uy(t)=-se

vo(t)=t = vy(t) =1

1’21[[ lte—nt] 1 I e—ntdt]

2 —nx 2 1 —nt
+

nz2 5 [ 2]°

oy xe™™ — 3 e + == o

d- lim 1,(x) _x'i‘l‘m[ r11 e~ Lxern - Loy 2 ]
( On pose X=X ; ; quand X — +oo X — —00. )

= lim (—~——1—X2eX + 2 “=XeX - =% cX) + 23
Xo—o D3 n n
2

= __13_ lim (2%e2 2 )2 + 2 -2 car lim yeY=0.
n 2 n® n? y—-w

:[_ltz —nt] ZJ' te-"tdt

1

= —FX e™ 4+

— 12—nx
= nXC

— 12—nx
= nXC

X——00

-nt
2)a- Vt € IR, etl T —ettet4+  teit4 eﬂl

—t2e7t + 1272 4. 4t2ent 4 te
et—1

2
donc Vt € IR, ; e‘t

D’ou ‘v’x e IR,
X . _ _ _n t2
. e‘ dt= [, ertdtt] e et 4 Pemde+ [ Lo " dt
= [ Ot = 1 (x) +Ta(x) +. Ha(0) + i . f(t)e'“‘dt
= F(x) - Zf(t)e"“‘dt =3 k(x).
- Hoy(x) = j:f(t)e‘“‘dt = F(x) - 2, L(x).
Or F(x) posséde une limite en +o et chaque Iy posseéde une
limite quand x — +w0. Alors H,(x) posséde une limite en +oo
H,(x) = F(x) — Zk k(%)
=lim H,(x) =lim F(x) —llm [Zk 1Ik(x)]

X—400 X—--00

=0, = L—Zk 1le Ik(x))
1 1

S hL=L-3" Z @L—0—2(1+ . +35 +...+—3)

k3 23 n
b- Vx e IR%0 < [0 f(t)e™dt < 3223) (daprés B-1)b-)
| S ——
Ha(x) de plus lim _ziZT—a_) =0
n->+00
=lim H,(x) = 0 <lim {, = 0.
n—+00 n-—>+oo
_ | I i =Llqo-
c-L -1, 2(1+23 +33 +...+n3 )—2u,1<:>un 2(L 0n)
Or (0,) converge et lim u, = —1—(L—lim ) oL =1L
n->4co 2 n-+oo ————2
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BAG 1908 SesgI0N & CoMTROLE

EXERCICE 1

On concidére dans un plan ortenté ,un triangle équilatéral ABC de sens
direct. On désigne par I et J les minlieux resp.ectifs de [AB] et [AC] et
par D le symetrique de A par rapport a C.

1/ Soit f I’antideplacement de P tel que :f(C) = Aetf(A) = B
Montrer que f est une symetrie glissante dont on déterminera I’axe et le
vecteur

2/ Soit g la similitude directe telle que :g(B) = Det g(I) = C
Montrer que g(A)=A et determiner les élements caracteristiques de g

— o
3/ Soit Q le point définie par QA +2QI = O.
a- Justifier que f o g est une similitude indirecte.
b- Determiner (fo g)(I) et (fe g)(A).
— — =
¢- Verifier que OB +2QA = O. En deduire que (fo g)(Q) = Q

4/a) Determiner le rapport de la similitude (fo g)

b) Montrer que 1’axe de la similitude (f o g) est la perpendiculaire en
Qa (AB).

EXERCICE 2 HORS PROGRAMME

h'a

PROBLEME

AR SIS

I- Soit f la fonction définie sur [0,1 ] par :
)= XL0gX. XL"gx six €0.l] et £0)=0

On se propose dans cette partie de faire I’étude de f et de tracer sa
- o

courbe (C) dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O i,
( on prondra 6 cm pour unité de longeur ).
2
1) Soit ¢ la fonction définie sur ]0, 1[ par o(x) = Logx + } t iz
a- Etudier les variations de ¢ et préciser ses limites en 0 eten 1.
b- Montrer que I’équation ¢(x)=0 admet une solution unique o €]0,1[
1 L
et que 4 <o< 3
¢- Donner le signe de ¢(x) pour x €]0, I].
2)a- Etudier la continuite et la dérivabilité de fen 0
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b- Calculer f'(x) pour x €]0, 1] et montrer que

pour tout x €]0,1[ on a f'(x) = 0+ x? = )2 X = _o(x).
¢- Donner le tableau de variation de f et construire la courbe (C) en
précisant les tangentes aux points d’abscisses O et 1.

II- On se propose dans cette partie de calculer une valeur approchée de
Vaire de la partie E du plan délimitée par la courbe (C) et axe (xx).
Pour cela on est conduit & chercher une valeur approchée de 'intégrale
I=I; f(x)dx.

1) Pour tout entier n >1,on considére la fonction g, définie sur IR* par:
gn(t) = —t"Logt sit>0
ga(0) =0 ‘
a- Prouver que, pour tout n > 1, g, est integrable sur {0, 1].
On définiealors la suite (un) e+ PAr Un = I; ga(t)dt.
b- Soit Gy, la fonction définie sur [0, 1] par :
t“+1L0gt . {n+l

Gu(t) = - sitel]0l
®© n+l (m+1)>2 0.1
Ga.(0) =0
Montrer que G, est une primitive de g, sur [0, 1]; en déduire uyq
et limu,
=+
2) Soitn e IN et t un réel quelconque .
a- Montrer que pour tout réel t ,on a :
t 345 n.2n+1 n+l_t2043
=t-t°+t> + .+ + )T —.
1+¢? b b 1+t2

b- Montrer que pour toutt € [0,1]ona:
n+l

()=g10) ~ 85(0) + g5+ +H1) g1 (0 + Tgns®

( f désigne la fonction définie dans la partie I- ).
¢- En déduire que I=u;-uz+us+...+(-1)"uznn+(- 1)t jl g2“+3(t) 2 dt
3) On pose Sy = ug ~u3 +us +...+(=1)"u2n4+ pourn € IN.

a- Montrer que Vn € INon a |[I - S5} < uoms.

b- En déduire que lim S, = L

n—>+00
c- Déterminer un entier no tel que [I - Sq| < 1072
En déduire une valeur approchée, a 10~2prés , de I et une valeur
valeur approchée, a 10~?prés de Iaire de la partie E.
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EXERCICE 1

1/ f est antidéplacement donc f soit une A ]
symétrie axiale soit une symétrie glissante C
Supposons que f est une symétrie axiale
alors fof = Idp ( I’identité du plan) B

or (fo £)(C) = f(A) = B # C ce qui est absurde
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie glissante.

Désignons par U le vecteur de f et par A son axe .
(fo£)(C) = B donne que 2¥ = CB  ( car fo f est la translation

de vecteur 20 ).
Do ¥ = -LCE.
flC) =A A =JeA
© = *C=Jed A an
f(A) =B AxB=1€eA
Conclusion : fest d’axe (IJ) et de vecteur %—CTB’

2/T=A «B o g(I) = g(A) xg(B) (carg conserve les milieux )

= C=g(A)*xD
< g(A) est le symétrique de D par rapport a C

= g(A) = A.
-g(B)=Detg(l)=C = % = _?\_(I; = 2 est le rapport de g.

7 o\ .
+g(B)=Detg(l)=C = (BI, DC) est une mesure de I’angle de g

e — e — e — e —
(3.5¢) = (BLAT) + (ALAC) + (ACDC) pr)

En+—73l+1t [2r] = % [2n]
Conclusion : g est la similitude directe de centre A, de rapport 2
I

et d’angle 3
f est une similitude indirecte et g est une similitude directe

3/a-
=> fo g est une similitude indirecte.
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b-+ (fog)(D) = fls)] = f(C) = A,
- (Fog)(A) = flg(A)] = f(A) = B.

— — - —_— — — — -
c-QA+2Ql =0 & QB+BA+2QA +2A1 =0

e —_— — —_ -
= OB+20QA +BA +2A1 =0

— —_ o

Comme I = B * A alors BA + 2Al = O.

. — —_—
Ainsi QB + 20A = O,
« Posons Q' = (fo g)(Q).

Q' = (fo)(Q)

fog)(I)=A —_—  —

toe)m) = O'B+20A =0

(fog)(A) =B o

—_— — (car f o g conserve 1’équipollence)
QA +201 =0

< Q'estle bary. de (B, 1) et (A,2)
—_— —_— =
Or QB +2QA = O = Qest le bary. de (B; 1) et (A,2)
Par suite Q' = Q.

4/a) f est de rapport 1 et g est de rapport 2
= (fo g) estde rapport 2x1 = 2.

— —_— o
b) - QB +20QA = 0 = Q € (AB).

(fog)(Q)=Q = Q eal’axe de fo g (caril est le centre de fog)
+ Soit N un point de ’axe de f o g different de 2. Désignons par

N=(f o g)(N).

—_—

D’ou d’aprés la propriété caractéristique de I’axe on a ON'=20ON

e ——— e

(QA, QN) = —(QB,QN’) [2r] ( car f o g est une similitude

indirecte par suite elle change les mesures des angles orientés
en leurs opposées )

e e e

Done (Q_A’ﬁl—\f) = —(ﬁs’, 2?)?\1’) [2n]

= (ﬂ’ﬁ\r’) = —(ﬁﬁ,ﬁ) - (’sﬁ’, 2§N’) [2n]

= (—Q—X, ﬁﬁ) = -7 — (ﬁ, ﬁ) - (@’ 2_@’) [2r]
e e e

N 2(?274’,5—1(1)) =-n [2n] car (—QT\I’,M_)ﬁ) =0 [2n]

@@Aﬁz—g [n]
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D’ou I’axe (QON) de la similitude (f o g) est la perpendiculaire
en Q a (AB).

I-1)a- ¢ est la somme de deux fonctions dérivables sur 0, 1]
donc @ est dérivables sur ]0, 1[.

Vx €10 1[; 0(x) = Y 2x(1 - x2) + 2x(1 +x2)
(1-x2)?
4 (1+x®)?
(1-x2)? x(-1+x)*(x+1)?
D’ou le tableau de variation de ¢

_1
<+

x_|io X 1 lim o=lim (Logx+ 11+X )
I x>0+
¢'(x) + + o
o
P(x) / ' lim ¢ =lim (LogxrLt52)
- x=1" X
o — 1 1 |
= 400

b- ¢ est continue et strictement croissante sur ]0, 1|
= ¢ réalise une bijection de 0, 1 sur ¢(J0, 1[) =] — oo, 4o0]
qui contient 0
= [’équation ¢(x) = 0 possede une seule solution a dans ]0, 1.

.(p(.}T) - ln(%) i+8 ~ 0,252 < 0.
-(p(%) ~ 0,151 > 0
Ainsi (p(—}‘—) < pa) < (p(—é—) = % <a< —é—
car ¢ est strictement croissante sur ]0, 1[.

.
c- - Soit x €]0,a]ona:

0<x<a¥ ox) <o) =0,
-Soitx €]a,1]ona:

a<x<lg02¢(a)<@(x).
D’ou le tableau de signe de ¢(x).

X llo o dl
signe¢p (x)u ~ «#) + ” :
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. . —xLogx 0, _
2)a- K )l(:r; f(x) —)l:;l+ T2 1 0 = f(0)
=> f est continue a droite en 0.
M him L1 =f0) _,, —Logx
wor  X—0 w0+ 1 +x2
fn’est pas dérivable a droite en 0.

(Logx + x%)(l +x?) — 2x(xLogx)

= 400

b- Vx €]0,1[; f'(x) =

(1 +x2)2
__ (Logx+ 1)(1 +x%) — 2x*Logx
. (1 +x2)22 .
__xc—1 l+x _ o x-=1
__.—(1 oy (Logx+ 1—x2) " Uax) o(x)

e- Vx €]0, I[; £(x) = —(—lli;—zl)z(p(x)

= Vx €]0, 1[; sig[f'(x)] = —sig[o(x)] car Vx €]0, 1[;x?-1<0
D’ou le tableau de variation de f

x |0 X 1
f(x) + D -
f(e)
f (%) / \
0 0
+ lim M = +c0 = la courbe de f posséde une

x>0+ X — 0
demi-tangente verticale en son point 0(0,0).

¥
1--

3

f(a) ' >
© \

v ¥

0 a 1

I1-1)a- Pourtoutn> lona:
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- la fonction g, est continue sur ]0; 1] car elle est le produit de
deux fonctions continues sur ]0;1] .

-lim g, (t)=lim [-t"! tLogt]=0=g,(0) carlim [tLogt] = 0.
t~0° 0+ -0+

= g, est continue a droite en 0.

Donc: gn est continue sur [0; 1] = g, est integrable sur [0, 1].

b- x la fonction qui at — Logt est dérivable sur ]0; 1] aussi celle qui
at+> t*! est dérivable sur ]0; 1]
= la fonction G, est dérivable sur ]0; 1]
D’autre part Vt €]0; 1];
(1) = ——1 n a1 17, (o4 DY
Gh()) = -— [(n+ 1)t"Logt + t 1 ]

(n+1)32

= —t"Logt = ga(t).
. Ga(t) — G4(0) :I . t"Logt tn
e lim [—————— =lim | - + =0=g, (0
0 t—0 mor L DF1 (n+1)? £.(0)
= G, est dérivable a droite en 0 et G{L(O) = g,(0).
Bilan: x et = G, est une primitive de g, sur [0, 1].

! 1

®n= ntdtanl—Gn():——————,

un = [ alt) (1)~ Ga(0) = 153
> lim u, =lim 1 > =

L n+o (n+1)

2) Soitn € IN et t un réel quelconque .
43
a- t—-t+t+ (D) 4 (—l)“"l——lt ++t2

=1+ () + () 4. +(=)" ]+ (D)

1 - —t2 n+l . 2043
l—((—t)z) e 1t+t2
t— t(=1)"! {202

b 1+¢? +D™

car -t # 1

t2n+3 _ t
1+t2 1+t

b- Pourtoutt € [0,1]ona:
2n+
=t—t3 + 5+ (=12 4 - lt“
2043
= —tlLf%t —-Logt[t 3454+ 4 (1) ]

En distribuant (~Logt) sur chaque terme de la sommation
On obtient :

f(t)=g1(t)-gs(t) + gs()+..+(=1)"ganur (t) +

( )n+l

gans3(t)
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c- En intégrant I’égalité précédente de 0 & 1 on obtient :
[ifdt = | gi®)de-] gs@yde+..+(-1)" [} gzlmstgt) dt

= I=ur —uz+us +. +(l)umu+(1Y”ﬁlg””“)d

3)a- On a d’apres 11/2)c-

I=u;—us+us-+. +(—l)"u2n+1 + (_l)n+1J‘ g2n+3(t) B3l 4

n+l 1 n+3 (T
= 1= 8+ 1 [ 8220 g

= 1-8, = (-1)™! jl _g2n+3(t) dt

Doufl=Su| - [-1)™ [, glzﬂfg) at| - |, £228 o

Or Vn e IN;Vt €]0,1] on a gon3(t) = ~t**3Logt > 0

:VneIN;Vte]O,l]ona—gﬁﬁ—(—QEOzII&i(t—)thO
] +t2 0 1+t

: 1 g2n+3(t)
P te I -Sy| = | ==—==dt

’ ar suite | | Io 1102
D’autre part 1 +t2 > 1;Vt €]0, 1]

vt doiL—ls <1 vrelo 1 8220 < g

J' g2n+3 (t) S8 i < J‘ Sons3 (t)dt = Uons3.

Ce qui donne

En conclusion : |I - S, | S U2n43.
b-|I - Snl < uma;Vn € INet lim uzpi =0 = lim S, =L

n—-+o0 n—+00

¢- Pour que [I - S,| < 1072 il suffit que uzs < 102 carona
deja ]I — Snl < Uon+3.

Ainsi Ugs < 102 & —L < 102
e (n+4)?

< (2n+4)? > 102 = 100
= 2n+4>10=n2>3
Ainsi pourng = 3ona|l—S;3| < 1072
- Ss=uj-usz+us-us = 0.199 est une valeur approchée de I
a 10 2prés.
- Ainsi air(E) = I x36 cm? = 0.199 x 36cm? = 7,164 cm?
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EXERCICE 1

Dans la figure ci-contre, ABCD est un
parallélogramme de centre w et les
triangles ABO;, BCO,, CDOs et DAO,
sont des triangles rectangles isocéles de
sommets principaux respectifs O, Oz,

O3 et O4. On suppose que le plan est

e —
. —— ———3
orienté et que (OlA,01B> = —72-r—[2n].

On désigne par R; , R, , Rj et Ry les rotations d’angle £ et de centre

2
respectifs O, Oz, O3 et O4.
1)a- Déterminer (R20R;)(A); (R30R2)(B) et (R40R3)(C).

b- Montrer que les applications R,0R;, R30R2, R40R3 sont toutes
les trois égales a une méme application que I’on déterminera et que
’on désigne par f.

2)a- Montrer que R3(R2(01))=R2(0;) et déterminer f(O,)
b- Montrer que f(03)=04.
c- Quelle est la nature du quadrilatére 00,0047

3) Soit D la médiatrice du segment [AB] et Sp la symetrle orthogonale
d’axe D. On pose g=R,0Sp.

a- Déterminer g(A) et g(0;)

b- Montrer que g n’est pas une symétrie axiale et en déduire la nature
de g.

c- Construire le point w’=g(w).

Déterminer les éléments caractéristiques de g.

EXERCICE 2

Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher. Deux boules
sont blanches et portent respectivement les nombres 1 et 2, les deux
autres boules sont noires et portent respectivement les nombres 1 et 2.
Une épreuve consiste i tirer successivement deux boules de la maniére
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suivante : on tire une premiére boule
- S1 elle est blanche, on la remet dans ’urne et on tire la deuxiéme boule.
- S1 elle est noire, on ne la remet pas dans ’urne et on tire la deuxiéme
boule.
1/ Soit X la variable aléatoire qui, a chaque épreuve, associe le nombre
de fois ou I’on obtient une boule blanche.
a- Donner la loi de probabilité de X.
b- Calculer son espérance mathématique.
2/ Soit Y la variable aléatoire qui, a chaque épreuve associe le produit
des nombres marqués sur les deux boules obtenues.
Donner la loi de probabilité de Y.

PROBLEME |

A- Soit f la fonction définie sur ]0;+co[ par : f(x)=Log(1+;1(-) - % + %
2

1/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C) dans

un repére orthonormé (0; _i); T)

2/a- Montrer qu’il existe un réel o unique tel que : 0 < a < 1 et f(a)=0.
b- En déduire le signe de f(x) pour x > a.

3/ Soit un réel A tel que a0 < L. On désigne par A(A) Paire de la partie du
plan limitée par la courbe (C), I’axe des abscisses et la droite
d’équation x = A.

a- Calculer A(M).
b- Trouver la limite de A(L) lorsque A tend vers +oo.
B- Dans cette partie, n désigne un entier naturel non. On se propose de

Lo . FP na-n
déterminer la limite de la suite (u, ) définie par u, = L :' ,
1/ Déterminer, en utilisant les variations de la fonction f, que

Log(n + 1) - Log(n) < 4 — # (1)

n _Jl
En déduire que : (1 + %) <e' ",
2/ Démontrer alors que : Upyp < U 4n

. _L 2“ 1
et en déduire que : Upy; < uje 4 k=l k|
3/ Démontrer en utilisant la relation (1) de la premiére question de la
partie B- du probléme, que : Log(n+1) < 3 + -+ P k1_2

1
Sdui —= Log(n+1
et en déduire que : up < uje” 4 B,

4/ Montrer que la suite (u, ) est convergente <t calculer sa limite lorsque
n tend vers +oo.
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UNE CORRECTION POSSIRI |

EXERCICE 1

Da- - (R20R1)}(A)=R2[R1(A)] o
=R,(B) car O;A=0B et (0_1X0—1B’) = —;L[Zn]

i

2.

7 —\
~C car0,C = OB et (OzB,OzC) [2n]

* (R30R2)(B)=R;3[R2(B)]
=R;(C)

e —
=D car0;C =0sDet (O3C,O3D) = L{2r]

« (R40R3)(C)=R4[R:(C)]
=R4(D)

Sy o -
=A carO4A =04Det (O4D, O4A) = 7[27:]

b- - R; et R; sont deux déplacements d’angle %

= R,0R; est un déplacement d’angle % + 12‘- =

D’ou R,0R; est une symétrie centrale.

Comme (R20R;)(A)=C alors le centre de R20R; est AxC = w.
Ainsi R;0R; est la symétrie centrale de centre w.

@ De la méme maniére on montre que R30R; est la symétrie centrale
de centre w aussi R40R; est la symétrie centrale de centre w.
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Bilan : R,0R;=R30R,=R40R3 = favec f est la symétrie centrale
de centre w.

2)3- * R3 (Rz (O 1 ))=(R3 ORz ) (O 1 )
= (RzORl )(01 ) car Rz OR1 =R30R2
=R,[R1(01)]=R2(01) car O, estle centre de R;
* R3(R2(01))= R2(01) = R1(01) est un point fixe par R;
=R3(0;1) = O; car R; posséde un seul point
fixe O3 qui est son centre.

b- f(02)=(R40R3 )(02)=(R3 ORz)(Oz) car R30R2=R40R3
= R3[R2(02)] = R3(02)
Ainsi R,4[R3 (02)] =R; (02) d’ouRj (02) =0y
Par suite f(02)=O4.

c- f(02)=04 = W 202 * 04
f(01)=0; <= w =0; * O3
Donc 0;0,0304 est un parallélogramme (1)

0,0, = 0,0;
R2(01) =03 & < ————— (2)
(0201,0203)-5 Z [on]

Bilan : (1) et (2) = 01020304 est un carré.

3)a- x g(A)=R,[Sp(A)]=R,(B) car D la médiatrice du segment [AB]
=C.
. g(01)=R2[SD(01)] =R2(01) = 03. carQ; € D=méd[AB].

b- D’abord g est un antidéplacement car elle est la composée d’un
déplacement et d’un antidéplacement.
Supposons que g est une symétrie axiale alors 'axe de g est la
méd[AC] ( car g(A)= C) aussi I’axe de g est la méd[003]
(car g(01)=03)
ce qui est absurde car méd[AC] # méd[0;0s].
Par suite g n’est pas une symeétrie axiale.
« D’abord g est un antidéplacement car elle est la composée d’un
déplacement et d’un antidéplacement de plus elle n’est pas une
symétrie axiale d’ou g est une symétrie glissante.

c- D’ésignons par A I’axe de g par U son vecteur .
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= g =Spoty =ty Sa.
‘g(A=C=AxC=weA
cg(w) =W < (ty o Sa)(w) = W
= ta(w)=w' car SaA(w)=w puis que w € A.

—
-
S U= ww

S
Conclusion :g est de vecteur ww' et d’axe la droite passant par w

e —
et dérigée par ww'.

EXERCICE 2

1/a- X(Q) = {0,1,2}
«(X = 0) se réalise quand la premiére boule est noire ainst que
& —0)= 2L -2
la deuxiéme = p(X =0) 53 5
«(X=1) se réalise quand la premiére boule est noire et la deuxiéme
est blanche ou la premiére est blanche et la deuxiéme est noire.
—1N=2x2 ;2,2 _ T
=2pX=1) TXS XY 17
«(X = 2) se réalise quand la premiére boule est blanche ainsi que
la deuxieme
=2)=2x2 _3
= pX=2) T %% 7
D’ou le tableau de loi de probabilité de X

x, 0 1 2
p. 2 v 3
i 12 12 12

- = 0x -2 L 3 - 13
b- E(X) = 0 x 12+1><12 +2><12 o

2/ Y : deux boules — le produit des nombres marqués sur les deux
boules = Y(Q) ={1,2,4}.
- (Y = 1) se réalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1
puis une boule portant 1 ou une noire portant 1 puis une deuxiéme
qui porte porte 1
2 1 1._ .5

=1)=1x241l,1_35
:>p(Y—1)—4><4+4x3 TR

- (Y = 2) seréalise quand on obtient soit une boule blanche portant 1
puis une boule portant 2 ou une noire portant 1 puis une deuxieme
qui porte porte 2 ou une boule blanche portant 2 puis une boule
portant 1 ou enfin une boule noire portant 2 puis une boule

portant 1.
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=)=L1ly2,1,2_, 1,2 1, 2_14
= p(Y =2) 4x4+4><3+4><4+4><3 4

(Y = 4) se réalise quand on obtient soit ::ae boule blanche portant 2
puis une boule portant 2 ou une noire portant 2 puis une deuxiéme
qui porte porte 2

=qy=J1ly 2,1, 1_35
=p(V =)=y xg+tgyx3 =57

D’ou le tableau de loi de probabilité de Y

yi 1 2 4
p | 5 | 14 5
i 24 24 24

A-1/ la fonction (x — 1+%> est dérivable et strictement positive sur IR}

= la fonction (x — Log(l + l)) est dérivable sur IR,

Aussi la fonction (x — —% + ———-—) est dérivable sur IR}.

Douf: x — Log(l + —) L 4 L1 st dérivable sur IR}

X 42
1) _ L
x € IRE: £ =_(_____X__+L__i_:¢+L___l_
* =) 1+)1( x2  2x3 1+% x?  2x3
_—__1_+_.1___ 1 — x—1

x?+x  x? 2% 2x3(x+1)
alors sig[f' (x)] = sig(x —1); Vx € IR}
D’ou le tableau de variation de f

X 10 1 +00
fl(x) - () + ' A 3
o A avec m= In2 — y
£(x) \ /
m
_ 1 1 _ .
l:gl f xl—l—>Tuo [Log(l + ) ———4X2 ] 0 = ladroite

(x'0x):y=0 est une asymptote horlzontale a (C) au voisinage de +0co0
-lim f = lim [Log(1+X)-X + %Xz]

ot X—+0
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avec Xz% — 400 quand x — 0%

= lim [XZ(M-i + l):l = o0,

X—+00 X2 X 4
LOg(1+X) LOgX + Log(—l— + 1)
Car lim —=——= =lim X
XZ
X400 X—+00 1
Logx o, Los(%+1) |
X X X2

= lim

X—+c0

= La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (C).

b\

1 ©

X =A

o
[
'
»

2/a- f est continue et strictement décroissante sur ]0; 1{

= f réalise une bijection de ]0; 1 dans f(]0; 1[) =] In2 — %,+oo[9 0

= I’équation f(x) = 0 posséde une seule solution a dans 0; 1.

ca<x<1=f(x)<f(a) =0 -carfest\ sur]o,1[
- Vx € [1;40[;f(x) <0 car O est le maximum de f sur [1;+oo[.
En conclusion : f(x) < 0;Vx > a.

3/a- A(A) = [IZ —f(x)dx] u.a. avec u.a.: unité d’aire
o [*~)dx = | [Log(l T s ]dx

—_[ Log(1+l)dx+'|.[ %

ux) =1 - u(x)—x

v(x)=Log(1+%) > v(x)—x+x
= Prog(1+ 1) ] - Jy o5ty b [Losx- L |
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= [xLog(l + %) ]: + [Log(x+ 1)]5 + [—Logx - L]“
= (@+DLog(1+4) -+ 1)Log(1 +L ) 1 (% -1

b- lim AQA)
A—+o0
= (@+1)Log(1+ ) ~lim [(A+DLogl++)-L(4-1)]

A0

=(o+1)Log(1+ )- lim ALog(1++)- lim [Log(l+%)-%(-§;-—é— ]
A—r+oo : Aot | N—————
Log(1+T)

=(0+1)Log(1+<)-lim 0

T—0%
=(o+1)Log(1++) -1 — L.

-+ avec T=4 - 0* qd A > +o0

B-1/0Onaf(x) <0;vx>1
= Vn € IN*;f(n) =Log(1+—1-)——r11-+-— <0

< Vn e IN*;Log(44L) < L - -1

 4n?
- <> Vn € IN*;Log(n+1) - Log(n) < % - 4312 1)
Ve NLog(21) < Lo L
n
PN \'/nEIN*'nLog<n+1 ) <1l- 41n
& Vn € IN¥; Log[<1+}1T) ]S 1—711;~
n 1
Dou‘v’nGIN*;( +%) <el T
(n+ 1)n+le—n—-l
g i _ (@D (D x@m+Dve™  pl
Up nte™ (n + l) x nl n"e™

n!
(n+1)n ( 1)
=(1+
n L
Or on vient de montrer que Vn € IN*; (1 + —1-> <e!'"m
:>VneIN* (1+ 1)e1<e £y

Par suite “"1 <e prpin Un1 < Up€ =T (caruy, > 0)
O0<u; <ue 4>1<1
O<u3 < U2e_4172
0<us <use 4:<3
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0<up < une_-‘;

En multiliant ces encadrement, a termes strictement positifs, puis
1 1 1 1

en simplifiant on obtient 0 < ugyy < ule' 4x1 e 42e 43 . .e
+—+—+ +—)

= Uy S ue 4
1
& Uy Suje 4 Zk=1 k

3/ Log(n+1)—Log(n) < 1_ t d’apres (1)

Log(n) —Log(n-1) < 1" i

Log(n—1)-Log(n-2) < nl -

Log(1 +1) -Log(1) < 4+ — —1

1 4(1)?
En sommant ces inégalités puis en simplifiant on obtient
1 1 1 1 1 1
- < —
Log(n+ 1)-Log(1) < gt 4( o 1)2 .+ )

= Log(n+ 1) < Zk_l LI 5 .
"T Zk=l K = <0 Zk:l % - %Zﬁd k1_2 < ZE=1 %
Or on vient de prouver que Log(n + 1) < 37"+ - -2 o
= Logln+1) <>/ +
< —+Log(n+1) 2 h Zk—l L
o o 4Los) >ed Zk=l .

L _L L1
= ue” 4L°g(“+l) > e T 2 &

L +1
Orun <uge 4 Zk— K d’ol Ups < uje 4 Lo8FD)
: e
1 L
4/ Upy1 < ure 4 “Losr), :Vn € IN* = U, < uje” 4 -og®
L
Vn € IN*;0 < u, < uje 4 8™ \
=lim u, = 0.
lim [u e 4 L°g(“)] =0 n->+e0
n—>+co
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| BAC 199 SESSION DE CONTROLE

ﬂ EXERCICE 1 | (6 points)

Soit dans le plan trois points fixes A, B et O alignés et deux a deux
distincts. Soit (C) un cerclg variable de centre I tangent en O a la droite
(AB). Les autres tangentes a (C) issues de A et de B se coupent en M.
On pose OA =a, OB =b et on suppose que a > b.
Le candidat fera une figure pour chacune des trois questions sutvantes.
1) On suppose dans cette question que O appartient au segment [AB]
a- Montrer que la différence MA-MB est constante.
b- En déduire que le point M varie sur une hyperbole dont on précisera
les foyers et les sommets.
- ¢- Déterminer la tangénte en M a cette hyperbole.
2) On suppose dans cette question que O n’appartient pas au segment [AB].
a- Montrer que la somme MA+MB est constante.
b- En déduire que le point M varie sur une ellipse dont on précisera les
foyers et les sommets du grand axe.
c- Déterminer la tangente en M 4 cette ellipse.
3) Soit A la tangente a (C) paralléle a (AB), ’autre tangente a (C) issue
de A coupe A en un point N. On désigne par A’ le symétrique de A
par rapport a O et par (d) la perpendiculaire 4 (AB) passant par A’.
a- Montrer que le point N varie sur une parabole dont on précisera le
foyer, le sommet et la directrice.
b- Déterminer la tangente en N a cette parabole.

EXERCICE 2 (4 points)

-1
1) Soit I’équation : (E): 2 = 2(3 +1)z* + 8+ 91)z+3 -9 = 0
a- Montrer que I’équation (E) admet une racine réelle a que I’on
déterminera et calculer les deux autres racines z; et z; avec |z1[>|z2|
b- On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives o, z; et z;
dans le plan P rapporté a un repére orthonormé (O; T, T/’)
Montrer que le quadrilatére OABC est un rectangle.
2) Soit I’application f : P>P;M(z) »M’(z’) avec z' = (1 +1)z - 3i
a- Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
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b- Soit O’, B’, C’ les images respectives de O, B, C par f.
Quelle est la nature du quadrilatére O’ AB’C” ?

PROBLEME |

A] Soit n un entier naturel non nul et f,, la fonction définie dans IR} par :
fa(x) = (x - 1)"Logx . C, désigne la courbe de f, dans un repére
orthonormé R = (O;_i’; T)

1/ On pose pour tout x de IR}, ¢, (x) = nLogx + 1 — %
a- Etudier les variations de @,.
b- Calculer ¢,(1) et en déduire le signe de ¢, (x) pour tout x > 0.
2/a- Etudier les variations de f, et dresser, suivant la parité de n, son
tableau de variation. '
b- Tracer,dans le méme repére R, les courbes C; et C; en précisant
les positions relatives de ces deux courbes.
3/ Calculer ’aire de la partie du plan limitée par les courbes C; et C».

B] Dans cette partie on se propose d’etudier la suite (vy)__p définie par :
a (DX
Vn = Zk=0 k T 1 .
1/ On considere la suite (s )opy+ définie par uy = [ £,(x)dx.

n+l

Montrer que, pour tout n de IN*, (n+ 1)u,=Log2- j f Lx;1)2)—--dx.
En déduire
a- la relation : ——L—— < < Log2-(n+1)u, < 12 ;pour tout n de IN*

2n+2) ~
b- la limite de (n + 1)u, lorsque n tend vers +oo.
2/ On pose, pour tout entier naturel n > 1 et pour tout x > 0
Sa(x) = 1-(x—l)+ A=D"x-1)°
( l)n+1 (X 1)

n+1

a- Montrer que S,(x) =
b- En déduire, en utilisant la premiére questlon de la partie B], que
pour n élément de IN*;Log2 — va = (=1)"'[Log2 — (n + 1)u,]
3/ Montrer que la suite (va ),y est convergente et calculer sa limite
lorsque n tend vers +oo.

UNE CORRECTION POSSIBLE:

nel
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ﬂ EXERCICE 1

““““““
1) P ~Q M
// \\
./ ,
s A T
/
/
]
I
\ 0
\ A 1
\ /
\ /
\ /7
\ /
\\ Vd
S ”//

a- MA -MB = MT + TA-MT' - T'B.
* Les triangles AOI et ATI sont isométriques car IO=IT, les deux
triangles sont rectangles et enfin ils ont un coté commun.

= AT = OA = a.

e De la méme maniére on montre que :
* BIO et BIT sont isométriques = BT' = BO =b
* MTI et MT’1 sont isométriques = MT = MT".
Par suite MA — MB=MT + a — MT — b=a — b qui est un réel fixe.
b- MA - MB = a — b > 0 de plus AB=AO+OB=a+b>a-b
D’ou M appartient a I’hyperbole S7de foyers A et B et de distance

au sommet (a — b).

Désignons par J=A * B .Alors J est le centre de &%
‘OA -OB =a-betO € (AB) ( I’axe focal de &)
= O est un sommet de 7 et ’autre sommet O' le symétrique de O

par rapport a J.

i . —— ——
¢- MTI et MT’I sont isométriques = TMI = IMT’
= (MI) porte la bissectrice interieur du secteur [MT,MT'] qui
est le secteur [MA,MB].

th
= (MI) est la tangente en M a &7

2)

a- MA+MB=AT-MT+MT +T°’B
Or MT=MT" ( car MTI et MT’I sont isométriques ) aussi AT=AO=a
et BO=BT’=b. D’ou MA+MB=a+b.

b- MA+MB=a+b de plus AB=A0-BO=a-b<a+b.
= M appartient a I’ellipse (E) de foyers A et B et de distance

au sommet a+b.

ELMOUFID Page : 136 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1996 SESSION DE CONTROLE

- OA+OB=a+b= O € (E)
De plus O € (AB) qui est I’axe
focal de (E)

= O est un sommet de (E)

Par suite I’autre sommet de (E)
est le point O’ symétrique de O
par rapport au milieu du segment
[AB].

. . —— ——
¢- MTI et MT’I sont isométriques = TMI = IMT'
= (MI) porte la bissectrice intérieur du secteur [MT,MT'] qui
est le secteur extérieur de [MA, MB].

th
= (MI) est la tangente en M a (E).

3)
Q' H

@

a- Désignons par H le projeté orthogonal de N sur (d).
- (O'H) // (OA") et (OO")//(HA") car elles sont toutes les deux L
a (AB). = OA'HO’ est un parallélogramme

——
de plus O'OA'=90° donc OA'HO' est un rectangle.
* NA=NT+TA
= NO'+AO car NO’=NT et TA=AO
=NO'+0A' car A’=So(A).
=NO'+0'H car OA'HO' est un rectangle
= NH
Ainsi NA=NH et H est le projeté orthogonal de N sur (d)
= NA=d(N, (d)) < N € a la parabole de foyer A et de
directrice (d)

ELMOUFID Page : 137 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1996 SESSION DE CONTROLE

b- (O'H)//(AO) de plus AO=0’H car O'H=0A' = AO
= O'HOA est un parallélogramme
et puisque [=0*Q’ alors I=AxH
= [A=IH < I € a la médiatrice de [AH].
Aussi N € a la médiatrice de [AH] ( car NA=NH )
D’ou (NI) est la médiatrice du segment [AH]
et comme H est le projeté orthogonal de N sur la directrice (d) de
la parabole alors (NI) est la tangente en N a cette parabole.

EXERCICE 2

1)a- Soit a € IR.
a est solution réelle de (E) < o3-2(3 +1)a? + (8 + 91)a + 3-9i=0
< (0 - 602 +8a+3) +i(-202 + 90 — 9)=0
{a3—6a2+8a+3=0 o - 6a% + 8a + 3=0
= =
202 +9% -9 =0 =3 ouoa=3
< a =13 car3 vérifie aussi la premiére équation.
*3 est une racine du polynome P(z)=z3-2(3+i)z? + (8+9i)z + 3-9i
= Il existe (a,b,c) € C* tel que P(z)=(z-3)(az? + bz +¢);Vz € C
P(z) = (z-3)(az?+bz+c);Vze C
oP(z) =az’ + (Ba+b)z2 +(-3b+c¢)z—3¢;Vze C

a=1
. a=1
—3a+b=-2(3+1) )
o2 . = b=-3-2i
-3b+c=8+9% )
) c=-1+31
-3c=3-9

Donc P(z) = (z-3)(z2 - (3 +2i)z— 1+ 31)
® (E)e= z-3)(22-B+21)z-1+3i)=0
= z=30u z2-3+2)z-1+3i=0
(A= (B+2i)°~4(-1+3i) =9)
3+21—-3 3+21+3

> ou z = >

< z=3o0uz=1o0u z=3+1
Or |3 +i| = 410 et|i] = 1 alors les solutions de (E) sont : a,
Zl=3+iet22=i.
) ) . .
b--aff(OA)=3—O=3 etaff(CB)=3+1—1=3

— OA = Eﬁ <O0ABC est un parallélogramme. (1)

< z=30u z=
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=3+i-0]=432+1%2 = J10
AC =|i-3|= ‘/(—3)2 +12 = J10

Conclusion : (1) et (2) donnent que OABC est un rectangle.
2)a- f : P>P,M(z) —»M’(z’) avec 2’ = (1 + 1)z - 3i
Commez =az+baveca=1+1= ./_Z_eiT et b=-31alors f est

une similitude directe de rapport 42, d’angle -% et de centre

d’affixe zo = =2 = 1-1- = 3 = aff(A).

—_— =
b- ® OA = CB car OABC est un parallélogramme
_— — ]
= O'A =C'B’ (3) carfconserve I’équipollence
® (OA) L (OC)  car OABC est un rectangle
= (0'A) L(O'C') (4) carfconserve I’orthogonalité.
Ainsi: (3) et (4) = O’AB’C’ est un rectangle.

—OB=AC (2)

[ PROBLEME

A}1/a- ¢, est une fonction dérivable sur IR} ( somme des fonctions
dérivables). vx € IR*, pp(x) = 4 <t =5 1 >0

D’ou le tableau de variation de ¢,

. lim @,=lim [nLogx+l—— ]_+oo

X O +0 +00 X400
P + llm @.=lim [+ (n xLogx-1)+1]
+00 0"
=-co car lim (xLogx)=0
P, OO/’ lim (Logx)

b- ¢.(1) = nLogl + 1 ——%— =0,
® Vx €]0;1] ona ¢n(x) < @a(1) =0 carg, /sur]0;1].

Q Vx € [1;+00[ ona @u(x) = 0a(l) =0 car ¢, / sur [1;+00[.

2/a- f, est une fonction dérivable sur IR ( produit des fonctions dériv.)
vx € IR%L T, (x) = n(x — 1)" "' Logx + (x — 1)"%
=(x — 1)““l[nLogx +(x=- 1)% :I:(x — 1) pa(x).
. 1""cas :n paire = n-1 impaire = sig[(x-l)“"1 ]=sig[x-1]
Par suite sig[f,(x)] = sig[(x = 1)@a(x)]
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X 0 1 400
sigx—1) - 0 +
sigen (X)) - 0
Sig[(x~ 1)ga (X)) P

D’ou le tableau de variation de f,

X |0 +00 . .
lim f,=lim [(x-1)"Logx]=+0
f‘n(x) + +00 X->+00
+oo l:){n fn=ln;1 [(x-1)"Logx]=-00
fr‘x) / car (0-1)" = 1 car n pair
-00

. 2ireas : n impaire = n— 1 paire= (x — 1) > 0;vx > 0

=sig[fu(x)] = siglea(x)]
D’ou le tableau de variation de f,

X |i0 1 +00

f.(X) - D +
+0 +00

W~
0

« lim f,(x) =lim [(x—1)"Logx] = +0o.

X400 X400
« lim f,(x)=lim [(x-1)"Logx]=+c0 car (-1)"=-1 car n impair
x-07 x-07*

b-

% C; est la courbe de f;
® On remarque que C;
x |0 1 +00

£, (x) - D + .
+00 +00 d’équation x = O comme

fx) \ / asymptote verticale.
0

et C, possede la droite
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3 C, est la courbe de f:
2 z B lim f")((x)
X—>+o0
x IO +0Q0
T (x-1)"
509 : im [45 Logx]
+0o =lim X> .lim Logx
f2(x) / X—+400 X X400 g
-0 =+00 pour n=2 ou n=1

= C; et C2 possede chacune une branche parabolique infinie de
direction ’axe des ordonnées au voisinage de +o.

Hfy(x) —fi(x) = (x-1)Logx (x =1 = 1)=(x — 1)(x — 2)Logx
On remarque que Vx €]0;1]ona:x—1 < 0OetLogx <0
aussi Vx € [1;+0[ onax —1 > 0 et Logx>0

= signe[fy(x) — f1(x)] = signe(x — 2) par suite
» Sur ]0;2] on a C; est au dessus de C;
» Sur [2,+00[ on a C; est au dessous de C;

3/ Désignons par A, en unité d’aire, ’aire de la partie du plan limitée par
Ci et C,.

= A= J.f[fl(x) —fH(x)]dx car Vx € [1;2];f1(x) > f2(x)
= J-f(x - 1)(2 —x)Logx.dx = _ff(—x2 + 3x — 2)Logx. dx

v (x)=x?-3x-2 = u(x)=-%x3 + %x2-2x

v(x) = Logx = v’(x)=;1(-
= [(—%—x3 + -g—xz - 2x)Logx]? — ﬁ(_%xz + —%—x - 2)dx
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_(_8 13,30 57
—( 3+6 4)Log2 [ 9x+4x 2x:|

- _2 8 _ +3 = 2 19
3Log2+9 3+4+( + 2) 3Log2+ 36
B]1/u, = Jffn(x)dx = Jf(x— 1)"Logx dx
u'x) =(x-1)" =~ ux) = (x—1)™

+l
v(x) = Logx - V(x)z%
il 2 _ 9 1 (X _ 1)n+1
U = [n+1(x D Logx]l j1n+11 X
_ 1 __1 px=-hHY
<:>u,,—n+1Log2 n+1jl X dx
< (n+ 1u, =Log2—jf§———xﬁ—dx.

dx

n+l
a- (n+ 1)u, = Log2 — f —(z(——)———dx.

_ n+l
‘<:>Log2—(n+1)un=I?(L—§1)—dx
+vxe[l;2]onad < <1
n+l _ n+l
CEIV Tl ViR

< Vx e [l;2]ona
Do [P O™ gy < PO DT gy < Py
(X l)n+2 2 (X _ 1)n+2 2

= [ 20t ) :ll <Log2—-(n+1)u, < l:———(n+2) ]1

< Log2—(n+1)ug < n-}-Z

—1
i 2(n+2)

< Log2-(n+1)u, < —lE,Vn e IN*
1

1 R
Jim gy = Oet Im o =0

=lim [Log2-(n+1)u,] =0 < lim (n+1)u, = Log2.

n—-+co n—+0co

2(n +2) -

2/a-S,(x) =1—-(x—-1)+ . .+-1D)"(x-1)"
=3 D x =D = X [k -1
Commex > Oalorsx—-1 > -1
= Dix-1)<1
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08460 = X, [(-)(s - ) L LCDE DI
D70l S1(x) = 220, [ = DI ==

_ 1-— [(_l)g(x _ 1)]n+l ( 1)n+l (X )n+1

b-Sa(x) = 30 [(-1)(x - 1)]* = L-(-
:>,[ Zk—o[(—l)(x—l) kdX'“J‘ [_)l(__( 1)n+1(){_—>_(1__)__]dx

o T D o= 1] Lyt [P DT g
n K (X _ 1)k+1 2

A Zk*o('"l) [—W]l
[Log(X)] -(- 1)“”[Log2 (n+1)u,]

& oDt = Log2 - (-1)""'[Log2 = (n + L)ua]

& Vo == Log2 — (-1)™"'[Log2 — (n + 1)ua]
& Log2 ~va = (-1)™![Log2 — (n+ 1)u,].

3/ Log2—va=(-1)""[Log2 - (n+1)u,];Vn € IN*
= |Log2 — Va|= |(=1)""[Log2 — (n + 1)u,]|; Vn € IN*
< |[Log2 — vy|= |Log2 — (n + 1)u,}; Vn € IN*
Comme lim [Log2- (n+ Dun] = 0alors lim |Log2 — v,|=0

n—-+c0 n—+c0

< lim v, = Log2.

n—+o0
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ﬂ EXERCICE 1

Soit une droite fixe D et un point fixe A n’appartenant pas a la droite

D. On construit le cercle (‘&) de centre A et tangent a la droite D.

1) Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite D et F un point
variable sur (&)\{H}.

a- Vérifier que le point F est le foyer d’une parabole P ayant
pour directrice la droite D et passant par le point A.

b- Préciser le point Fy foyer de la parabole P qui admet A pour
sommet.

2) On désigne par (P) la famille des paraboles de directrice commune
D et passant par A. Soit P et P’ deux paraboles de la famille (P) de
foyers respectifs F et F’.

a- Montrer que si F et F* sont diamétralement opposés sur le cercle
(@) alors les tangentes en A a P et P” sont perpendiculaires.
b- Etudier la réciproque.

3) On fait varier le point F sur (‘©)\{H;Fo} et on désigne par B le
deuxiéme point d’intersection de la parabole P de foyer F et de
directrice D avec la droite (FA)

a- Montrer que le point B varie sur une parabole (I") dont on
précisera le foyer et la directrice.
b- Montrer que les paraboles P et (I') en méme tangente en B.

EXERCICE 2 Cet exercice est hors programme actuel

Dans tout le probléme ,P désigne un plan rapporté a un repere
orthonormé (O,_i), T) On pose D = ]—o0;—1[ U [0, +o0[ et
D* = J—o0;~1[ U ]0,+o0].

A- Soit f la fonction définie par : f(x)=xLog(1+71<-> six € D* et £f(0)=0.
1/a- Montrer que f est continue & droite en 0.

b- Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
Interpréter graphiquement le resultat obtenu.
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2/a- Montrer que f est dérivable sur D* et calculer f'(x) pour x € D*.

b- Etudier les variations de la fonction ' sur D*. En déduire
que f'(x) > 0 pour tout x de D*. ,

¢- Dresser le tableau de variation de la fonction de f et tracer
sa courbe représentative (C) dans le plan P.

3/ Soit o un nombre réel vérifiant : 0 < o < 1.

a- Calculer I"aire %{a) de la région du plan délimitée par la
courbe (C) et les droites d’équations respectives y = 0,
x=oaetx = 1.

b- Calculer lim 9{a).

o-0"

B- Soit A la droite d’équation x = -1

2
1/ Tracer, dans le plan P, la courbe (C") déduite de la courbe (C)

par la symétrie orthogonale S d’axe A.
2/ Soit M(x,y) et M'(x’,y') deux points du plan P.
, ) xX'==x-1
a- Montrer que M' = S, (M) si seulement si ,
y =Yy
b- Soit x € D* et M(x,y) un point du plan P. Vérifier que
—x—1¢€ D*etmontrerque M € (C') < y = f(—x-1).
¢- On désigne par g la fonction admettant (C') comme courbe
représentative. Montrer que Vx € D*;g(x) = (x + l)Log(l + %)

C-1/ Justifier que pour tout n de IN*,f(n) < 1 < g(n)
2/ Soient (u,) et (vo) les suites définies sur IN* par :

Up = (1 +%)n etvy, = (1 + -rlT)nH.

a- Montrer que pour tout n de IN*, u, < e < v,.
b- Montrer que pour tout n de IN*, v, —u, < £
¢- Déduire des questions précédentes la limite de u, puis celle

UNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

Y
H

)

1)a- H et F sont dans (‘¢) = AH = AF
comme de plus H est le projeté orthogonal de A sur la
droite D Alors AF=d(A,D) '
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< A appartient a la parabole de foyer
F et de directrice D.

b- Soit Py la parabole de foyer F, et
de directrice D et possédant A

comme sommet = A est le milieu de

Fo et son projeté orthogonal sur D.

= H, le projeté orthogonal de A sur la

droite D, est celui de Fo.
= Fo * H = A & Fy est le symétrique de H par rapporta A.
2)a- Supposons que [FF'] est un diamétre de (C)
Montrons que T L T avec T et T sont les tangentes en A
a repectivement P et P'.
D’aprés un théoréeme du cours on a:
T = med[HF] et T' = med[HF']
Posons (At) =Tet (At ) =T

:ﬂﬁmﬁﬂ%ﬁﬁﬁﬁﬂw

A A— 7 =N

= (At,At’) = —;—(AF,AF’) [1] (At,At’) =L [1]
b- Soit P; et P, deux paraboles de (P) tels que T1 L T2

avec T; = (At;) latangentea Py en A et T, = (Aty) la

tangente 4 P, en A. Montrons que [F1F;] est un diamétre

de (B) avec F; le foyer de P; et F; celui de P».

°A€P1<Z>AF1=d(A,D)=AHC>F1€(%? (1)

‘AeP, © AF;, =d(A,D) =AH < F; € (¥ (2)

-_— —
A -2 o) = (AR (i) - $00

- o 1—1_"':}
Atl,AH) = L(AF,,AH) [n].
Or

—@E (AH AFz) [r]

Donc %—(ﬁ+ 5 AH,AFZ) = —g— [n]
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& —(TFTAF:Z) =n [2x] (3)

Ainsi :(1),(2) et (3) = [F,F:] est un diamétre de ( G).
3)

AN

a- Désignons par B’ le projeté orthogonal de B sur D.
Soit D' = t+(D) et enfin B" désigne le projeté orthogonal de
B’ surD'.
D'//D carD' = t(D)

(AH) L D car H est le projeté orthogonalde A sur D
= (AH).1D'.
Comme de plus (B'B").LD' alors (AH)/(B'B")
{B'} =DN®BB") = {tzB")} =tzd)N t—((B'B"))
— D/ m (B/BII) — {BH}
D’oi t(B') = B" = B'B = AH,
* A, H et D sont fixes alors D' est aussi fixe.
* * BA =BF+FA =BB'+ AHcarB € Petaussi A € P
= BB' +B'B”
= BB" car B’ € [BB"]
= d(B,D') car B"” est le projeté
orthogonal de B sur D' .
Ainsi BA = d(B,D') = B appartient a la parabole I" de foyer
A et de directrice D',

b- -latangente 3 P en B est la bissectrice intérieure de [BF, BB']
- la tangente a I" en B est la bissectrice intérieure de [BA, BB ]
Or les secteurs [BF,BB'] et [BA,BB"] sont égaux d’ou la

tangente a P en B est elle méme la tangente & I" en B.

ELMOUFID Page : 147 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 1997 SESSION PRINCIPALE

PROBLEME |

A-1/a- lim f(x) =lim [xLog(l + %)] =)l(i:;1 [xLog( 221 )]

X
x—0* x~0*

=lim [xLog(x + 1) —xLogx] = 0 = f(0)

x—-0%

par suite f est continue a droite en O.
. f(x)-£(0) _.. 1\] -
b- lim p— ~:ilot: [Log(l + 7(-)] = 400

x—->0*

= fn’est pas dérivable a droite en 0

« Interprétation géométrique : (C) , courbe de f ,posséde une
demi-tangente verticale au point O(J,0).
2/a- la fonction (x — 1+%> est dérivable et strictement positive sur D*
= la fonction qui & x — Log(l + 71{) est dérivable sur D*
Douf: x +— xLog(l + -)1?) est dérivable sur D*.

+¥x & D7 ()=Log(1+4 x| == |-Log(1+4)-—L

1 x+1°
1+Y
B
b- f* est dérivable sur D* et f'(x) = , +X% + = _: 7
-1 1 _ -1

= + =
x(x+1) (x+1)? x(x + 1)2
D’ou le tableau de variationde f” sur D*

X —00 -1 0

7(x) + DDA

0 0
d’apreés le tableau de variation de £,on voit que 0 est le minimum de f°

D’ouVx € D*; f'(x) > 0.

c- D’aprés tout ce qui précéde, le tableau de variation de f est le suivant

+00
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X —00 -1 0 +00
f(x) + +
+00 1
£(x) / /
1 0
« lim f=1i LY gim Logl+X) _1
'EL‘} f—)!ir_x:) xLog(l + 3 ) ——}l(l—)l(l)l_ X =1 (avec X=%-)
S 1\_p:.. Log(1+X) 1
. l:gn f—)!il::o xLog(l + 3(—)—)13(1)1 —Y__l (avec X=+-)

«lim f =lim [xLog(l + %)] = +00

-1~ x->-1"
* lim f(x) = 1 = (C) posséde la droite d’équationy = 1
X->to0

comme asymptote horizontale au voisinage de .

y S o

yA RN

()
(® RN
— 1 —
Y Tl T
-1
A :x=-1/2

3/a- HKa) = j; f(x)dx = jleog(l + %)dx

u'(x) = x »  ux) = —;—xz

v =Logl+4) = V(o) = ==

x(x+1)
[dea(+ )] 4Tty

=1 R 1y, 1 tx+l-1
%Log2 %aLog(1+?)+%ju 1 dx

- L . 1Y, L A 1
%Loglz S0 Log(11+a1)+21[x Log(x + 1)],

=4 _ 152 4 ) 4L A

=3 zaLOg(l"'a) 2(1+2L0g((1+1)
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S L _1g,2 1+LY - Lo+l
D’ou : &(a)—[ > "5 Log(1+ o ) 50t Log(a+1)] ua.
b- lim .940)=lim [—;— - —1—a2Log(l+L) - Lot+iLog(0L+l):|

a-0* a~0* I 1 2
=:1:01: [-2— — —af(a) a+ Log(a+ 1)] 2
B-1/ (C') =SA[(C)] avecA:x = —%. (voir figure )
2/a- A x = —-;— = T est un vecteur directeur de A.

M(x,y) et M'(x',y") deux points du plan P.
M = S,(M) < A = med[MM']
MxM') e A MxM)eA
= [
(MM')LA MM LT
x+x' 1 (abscisse de M * M') x'=-x-1
= 2 2 =
X' =x)x0+(y' -y)x1=0 y =Yy
b xeD*=x<-loux>0<= —=x>1o0ou —-x<0
= x-1>1-1=0ou—=x-1<0-1=-1
= (x-1) € D*,
- Soit M(x,y) tel que x € D* d’image M'(x',y") par S
M'(x,y") € (C') = S4((C)) = M(x,y) € (C)
<y = f(x) car déja x € D*

, , x'=-x-1
=y =f(=x-1) car /
Yy =Y
Conclusion : M(x,y) € (C') & y =f(-x—1)etx € D*.
D* D*
c-(C) X € d’autre part (C') : x <
=f(x-1) y = 8(x)

= Vx € D*g(x) = f(—x—-1) = (~x - l)Log[l + —
- _ ~-1+1
=—(x+ l)Log[ m—— ]
=—(x+ l)Log[ —x—l ] =—-(x+ l)Log[ 3 ]
= —(x+1)[Log[ 2L ] = x + DLog[1+1].
C-1/0na Vn € IN*;f(n) < 1 car 1 est le maximum absolu de f
* Vn € IN*;g(n) = f(-n-1)
n>0-n—-1<-1
= g(n)=f(-n-1) > 1 car 1 est le minimum de f sur ]-o0; —1[
En conclusion : Vn € IN*;f(n) < 1 < g(n).
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2/a- Vn € IN*;f(n) < 1 < g(n)
& Vne IN*;nLog(l + %) <1<+ 1)Log(1 + %)

= ¥ne IN“Log[ (14 4)" ] <1 < Log[(l + %)ml)]
< Vn € IN*; (1 + %)“ <el < <1 + %)(“H)_
b-Vn € IN*; vy —ua = (1 + —Ill->(n+l) - (1 + %)n
_1_ n
(1)) 1)
Fyn

1+—)

Or(1+-fll—)n<e donc———nn—<%.

Ainsi Vn € IN*; v, —u, < %.
c- + D’une part ¥n € IN*;u, < e.
+ D’autre part Vn € IN*;e < vy
= Vn € IN*;e—u, < vy — Uy OF On sait que vo —u, < &
= Vn € IN*;e—u, < % < Vn e IN*;e—% < Up.
Ainsi Vn € IN*;e——rel— <up <e.
De plus lim (e - €Y =ecalorslim u, =e.

n—>+o¢ n—->+co0
*VnelN“e<va< S +u, etlimu, =e
n->+0o
=lim v, = e.

n—>+co
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BAC 1997 SESSION DE CONTROLE

EXERCICE 1 ( 6 points )

1-x
Soit f'la fonction définie sur IR par f(x) = xe 2 et soit ( C ) sa courbe

représentative dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O, 1 ,T)

1)a- Dresser le tableau de variation de
b- Montrer que la courbe ( C ) admet un point d’inflexion dont on
précisera les coordonnées.
c- Tracer (C).
d- Montrer que, pour tout réel x de [0,1],ona: 0 < f(x) < L.

B 1 1o Ax
2) On pose, pour tout n de IN*, I, = WJ.OX e 2 dx et

- 1 1 1 1
up = 1+ 7+ 172 + 3173 +"'+n!2“‘
a- Donner la valeur de [; et montrer que, pour tout n de IN* on a:
-1 — 1
bt = hn = DT
b- Démontrer, par récurrence, que Vn € IN* ona:u, = Je —I,.
- Mont toutnde IN*,ona: 0 < I, < —A——
¢- Montrer que, pour tout n ona:0 < (a2

d- En déduire la limite de u, quand n tend vers +co .

EXERCICE 2 (4 points )

On considére une piéce de monnaie truquée de sorte que la probabilité
d’avoir "Face” soit égale a %
1) On lance la piéce de monnaie deux fois de suite.
a - Calculer la probabilité d’avoir deux fois “Pile”.
b - Calculer la probabilité d’avoir deux fois "Face”.
¢ - Calculer la probabilité d’avoir exactement une fois “Face”.
2) On considére trois urnes U, U; et Us.
L’urne U; contient quatre boules blanches et deux boules noires.
L’urne U contient trois boules blanches et trois boules noires.
L’urne U3 contient deux boules blanches et quatre boules noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On considére I’épreuve (E) suivante :
On lance la piéce de monnaie deux fois de suite.
Si on obtient deux fois "Pile”, on tire simultanément trois boules de U;.
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Si on obtient "Pile” et “Face™, on tire simultanément trois boules de U».
Si on obtient deux fois “Face”, on tire simultanément trois boules Us.
a - Soit A I’événement “’Les trois boules tirees sont blanches ”.
Calculer la probabilité de A.
b - On répéte 1’épreuve (E) cinq fois de suite en remettant les
urnes dans leurs états initiales avant chaque répétition et on
désigne par X 1’aléa numérique prenant pour valeur le nombre
d’épreuves donnant trois boules blanches. Calculer la probabilité
de I’événement "X=2" puis calculer I’espérance mathématique de X

(
PROBLEME }{ (10 points)

I - Soit m un nombre complexe.
1) On pose : P(m) = —4m? — 4m(1 - 4i) + 15 + 8i.
Montrer que P(m) = (2im + 1 + 4)2.
2) On considére, dans C , I’équation :
(E) : z2- 2m +51)z+2m? + (1 +i)m—-2(5+1i) =0 oumest
un parameétre appartenant & ’ensemble C des nombres complexes.
a - Déterminer les deux solutions de l’équafion (E).
b - Calculer m pour que m soit lui-méme solution de I’équation (E).
1) Dans la suite, on considére le plan complexe P muni d’un repére
orthonormé direct (O,T,T). Soit M un point du plan d’affixe un

nombre complexe m. On désigne :
- par S la similitude directe qui, au point M, associe le point Q d’affixe
Z=(0+1)m+2+3i.
- par S’ la similitude directe qui, au point M, associe le point Q’ d’affixe
Z=(1-1)m-2+21
1) Donner les éléments caractéristiques de chacune des deux similitudes
directes Set S’.
2) Montrer que S’0S est une homothétie dont on précisera le rapport et
le centre J.
3) Montrer que I’application f qui envoie Q sur Q est une rotation, dont
on précisera le centre Q et I’angle.
4) Soit I le milieu de [QQ’]. On pose I=t(M).
a - Montrer que t est une translation dont on précisera le vecteur.
b - Montrer que si Q est distinct de Q, alors les droites (QI) et (QQ*)
sont perpendiculaires.
5)a - On donne un point M du plan. Déduire, de ce qui précede, une
méthode pour construire simplement les points Q et Q tels que :
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S(M)=Q et S*(M)=Q’
b - On donne un point Q du plan.
Construire les points M et Q’ tels que : S(M)=Q et S’(M)=Q’.
6) Soit M un point du plan et Q=S(M), Q’=S’(M).
a - Déterminer et construire I’ensemble des points M tels que les points
M, Q et Q’ soient alignés.
b - En déduire, dans le cas précédent, I’ensemble des points Q et celui
des points Q’. Construire ces deux ensembles.

ONE CORBECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1)a- la fonction qui ax — 15X est dérivable sur IR
1-x
= la fonction qui ax —e 2 estdérivable sur IR

1x .
D’ouf:x — xe 2 estdénvable sur IR

1—x 1-x 1-x
®VxelIR;f(x) =e 2 +x><;21-e 5 —e 32 [1_1]

D’ou signe de £(x) est celul de (2 —x).

« lim f(x) =lim xe e —00.
X——00 X—»—00
. d-=x . 1 X =
«lim f(x) =lim xe¢ 2 =lim |-e2—2e¢ 2
X—+00 X—+00 X—+00 2
=-¢2 lim [Xe*]= 0avec X="2—X,—+-oo ;X — 400
X—+—00

ce qui nous permet de dresser le tableau de variation de f

X_|-00 2 +00

f(x) +

(1/2)

9 / ~.

b- f* est aussi dérivable sur IR et
vx € IR;f'(x) = :—l—el_;x_ + ( - —X—) X —=-¢ 2
> 2 2

P34

D’ou le tableau de signe de £°
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X |-co 4
signe[f“(x)]' - *) N

= f” s’annule en 4 en changeant de signe
= le point de coordonnées (4;1(4)) est le seul point d’inflexion de C¢

$QO

1—
lim fo) _ lime2 =40 = Cs posséde une branche

c- .
K—>—00 X X—>—00

parabolique infinie de direction I’axe des ordonnées au voisinage
de -0
- hm f(x) = 0 = la droite d’équation y=0 est une asymptote

X—+00

horizontale & Ct au voisinage de +o.

< C
ok \

[1
a /1 1+ 2 3 4 5

T

d- f est strictement croissante sur [0, 1] d’ou ‘
0<x<1 e f0) <fx) <f(l) & 0<f(x) < 1.

1-x

1—
_%dx=%j;xe 2 dx

_ 1 1
2)a- > I] = WIOXIe
1- o . S
u'(x) = e 3 u(x) = -2¢ 2

v(x) = x -» vik) =1

1 1x ! 1 d=x
= Z([—er 2 ]0+ZIOe 2 dx

ZT('2+2[-26 2 ]0 =7f(_ —4+4e ) =-5+e2.
i cAlx
» Vn e IN*;Im.l = —(;Tll—)'—z—n:é‘jo x™le 72 dx
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A-x 1-x
vx)=¢e 2  -» u(x) = -2¢ 2
v(x) = x"*! >  v(x)=(@n+Dx"
— 1 _)~ 0+l L= ! 1 n Ax
= D ([ 2x"le 2 ] +2(n+1)j0x e 2 dx)
1 _2@+1) =%
= ———(-2)+
(n+ l)!2n+2 ( ) ( n l)|2“+2 X e dXV

= -1 +
(n + )12+t
(car(n+ 1)! = (n+ 1) xn!)

1
2n+IJ‘XC dXI —(—+-—1)—|2nT

. 1 _3
b-®Qu; = 1+l'2 )

2
hefo-(-3ie7) 32
,/5 I; = J_ 5 +€ 2 =5
D’ou u; = Je — I par suite la proposition est vraie pourn = 1.
@ Soit p € IN*; supposons que u, = Je — I,; montrons
que upy = Je — I Eneffet:

- 1 1 1 1 1
Cuper = 14 TEIEE + 3153 +"'+p!2" + G r e

- S S~ 1
SR R Ry AT

1 =
5[ G ] =
Conclusion : ® et @ = Vn € IN*;u, = Je —I,.

c-Vx €[0;1];0 <f(x) <1
= Vx € [0;1];Vn € IN*;0 < x“‘lf(x) < xnl

= vx € [0;17; VneIN*O<x“e 5 < x™!

DouOS_[Oxe 2 dxéjox“‘ldx,VneIN*
. 1 qloa B2 1 [Ll.a1
:VneIN,OSWjoxneZdXSW[an]O

<:>VnEIN*;OSIn§nTln+1—lel-.

d- remarquant d’abord que Vn € IN*;n! > 1
= Vn € IN*;n(n!)2"! > n2™!

¥ \ 1
< Vn € IN*; a2 < poTT

Donc Vn € IN*;0 <I; <

n2n+1
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De plus lim [ 1 ] = 0 par suite lim I, = 0.

+
N—++00 n2® 1 n—>+00

OrVvn e IN*,ona:u, = Je ~I,.
=hm u, =lim {Je -1,] = Je.

n—-+oo n-»+o0

EXERCICE 2

1)a- Désignons par:
+ F I’évenement avoire "Face”. - P ’évenement avoir "Pile”.
+E; : “avoir deux fois "Pile” en deux lancées ”
+E2 : “avoir deux fois “Face” en deux lancées ™
«E3 : “avoir exactement une fois "Face” en deux lancées ”

D'abord p(F) + p(P) = 1 < % +p(P) = 1 = p(P) = 3

cas favorable de E; | probabilité
" (P,P) 3 x3
= p(E;) = -2—95— car les deux lancées sont indépendantes.
4| 53 favorable de E; | probabilité
(F.F) x4
= p(Ey) = -?% car les deux lancées sont indépendantes.
cas favorablesde E; ................ probabilité
* (FP) e, -2- x .g- - 2_65
620 5 W % x % = _%
= p(Es) = 55 +L = 'l%‘

2)a- A=(E; NA) U (E2 m A) U(EsNA)
CarE;, E; et E; forme un syst¢tme complet de I'univers de la
premiére étape de ’épreuve (E) qui consiste a lancer deux fois de
suite la piéce de monnaie truquée.
= p(A) = p(Elc)p(A/El) + P(EZ)P(é/Ez) + p(E3)p(A/E3)

12
N 295 (j‘31 +745_X0+ 25 °C3

trois boules blanches ).
A2
125 ° .
b- X :5 répétitions indépendantes — le nombre de réalisation de A

—3 (car Us ne contient pas
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=> X suit une loi Binamiale de paramétresn = Setp = -—-—11225 ,
p(X =2)=C3 ~ 12V’ 2 0,068

Par suite : 125 ) ( 125
EX)=np=5x 12 _

125 125

PROBLEME

I-1) Qim +i+4)2 = 2im)2 +2Qim)([i +4) + (1 + 4)?
=—4m?-4m+ 16im -1 + 8i+ 16
= —4m? — 4m(1 — 4i) + 15 + 8i = P(m).
2)a- (E) : 22 - 2m +51)z+2m? + (1 +i)m - 2(5+1) = 0
A = [-Cm + 51)])% — 4[2m? + (1 + i)m — 2(5 +i)]

— —4m? — 4m(1 - 4i) + 15 + 8i

(aprés développement puis simplification ).
=P(m) = (2im +1 +4)2

(E) & z _ (2m+51) - (21m +1+ 4) (2m+51)+(21m +i+4)
2(1-1i)m - 4+41 2(l+1)m+4+61

= z= > ou z= >
=oz=(1-im-2+2i ou z=(l+iDm+2+31
b- m est solution de (E)

em=(0-im-2+2i ou m=1+i)m+2+3i

e im=-2+2i ou -—-im=2+3i

& m=-2-2i ou m=-3+2i

1) % S M(m) — Q(Z) tel que Z=am+b avec a—1+i et b=2+3i
:> S est la similitude directe centre Ql( T ),de rapport [a| et
d’angle arg(a).
ca=1+i= ﬁ(cos— +1s1n-—)

L_b 2431 _
1-a 1-1-1 32

Conclusion: S est la similitude directe de centre Q1(-3 +21) ;

de rapport 42 et d’angle %
* S’: M(m) — Q'(Z") tel que Z’= a’'m+b’ avec a'=1-i et b'=-2+2i
2§’ est la similitude directe Q2

b de rapport |a'| et
_a[ s pp
d’angle arg(a’)
val =] =1 = T 4 igin =1
a=1-1 ﬁ(cos 1 + 1sIn 7 )
b _ —2+2i

. o T T = 2+ 21.
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Conclusion: S’ est la similitude directe de centre Q2(2 + 2i) ;
de rapport 42 et d’angle —%.

2) M(m) > My (z1) > M(Z)) = M'(Z') = S o S(M(m)).
z'=(1-1)z1-2+2i
=1 -D[(I+1)m+2+3i]-2+2i
=2m+3+3i
Ainsi §’' 0 S : M(m) — M'(z) tel que z' = 2m + 3 + 3i
_ﬂ., S’S est I’homothétie de rapport 2 et de centre le J d’affixe
le complexe 31—";32l = -3 3|,
3)f:QZ)— QI
Exprimons Z’ en fonction de Z.
Z'=(1-1m-2+2i
DautrepartZ = (1 +i)m+2+3i <= (1 +i)m=2Z-2-3i
1 ;2430
1 +i l+1 )
—m= _%_(1_i)z_&t§1_)g__l_)

<~ m=

_dag_n7_S_1;
1 mm—sz(lll)Z >~ 5l
LI I _ _' e _- '__—_. _ .
DonZ' = (1 1)[2(1 )Z -3 21] 2+2i
= Z~-5+4i
. T
Ainsi Z' = €72 Z — 5 + 4i par suite fest lg rotation de centre Q et
d’angle —12‘— avec aff(Q) = %—;‘L‘- S %i‘
+7 _ (J+)m+2+3i+ (1-))m — 2 + 2i
2 2
=m+—§-i.

t: M(m) — I(z") tel que 2’ = m + %i

4)a- 1-Q+Q’ < aff(l)=2

th ) .
= t est la translation de vecteur ﬁ)(%l).

b- Supposons que Q+ Q.
Q' est ’image de Q par la rotation f de centre 2
= QQQ’ est un triangle isocele en Q
et comme 1=Qx*Q’ alors (IQ) est la médiatrice de [QQ']
= (1) 1 (QQ).
5)a- M un point du plan .
On construit le point I image de M par la translation t de
=75 .
vecteur u (%1)
Si I=Q alors Q=Q =02,
Sil# Q alors:
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- QQQ’ est un triangle isocéle en Q et aussi rectangle en Q ( car
I’angle de fest —% ).
= Q € au cercle de diamétre [QQ'] qui est de centre [=Q*Q’ (1)

-(IQ) L (QQ") ().
(et (2) = {Q,Q"F=(la L a (IQ) en Q) N (le cercle de centre
I et passant par Q2 ).

e
(R s J
En tenant compte de (QQ;QQ’) = —% [27] on nommera

correctement le point d’intersection qui correpond a Q.

(A'B')=S(D)

—tl
o

A

(A"B"):S'(D)

b- Q étant donné. :
-Q=f(Q) =1/ \(Q) simple a construire.
(>-%)
- 1=Q*Q’ simple a construire.
- M=t_z(I). simple a construire.
6)a- Nommons D={M € P tel que M, Q et Q" sont alignés }.
M(x,y) e D & M( x+iy ) €D
H——J

m
< M, Q et Q’ sont alignés
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= MQ/QQ
= Q=Q ouZ Z' réel

‘Q=Q & (I+dm+2+3i=(1-m-2+2i
= 2im=-4-Liosm=-Li
. Z-m _ A+im+2+3i—-m
Z-7"  (I+i)m+2+3i—-(1-Dm+2-2i
Cix+1y)+2+31 . 2-y)+ix+3)
C 2i(x+iy)+4+i (G-2y)+i(2x + 1)
_[C-y) +ix+3)][(4 —2y) —i2x + 1)]
(4-29)% + 2x + 1)?
_ (2-y)(4-2y)+(x+3) @x+ 1)+ [-(2-y) (@2x+D+(x+3) (4-2y)]
(4-2y)%+ (2x + 1)? '

M(x,y) € D & m=-2-+2i ou ~(2-y) (2x+1)+(x+3)(4-2y)=0
= ()=(-1.2) ou 4x2+2xy+y+x-2xy+12-6y=0
= (X,y)=(-%,2) ou 10-5y=0

= (x,y)=(-%,2) ou y=2.
Conclusion : D est la droite d’équation y = 2.

b- Soient A(0,2) et B(1,2) deux point de D:y=2 = D = (AB).
AQi) > A’ tel que aff(A’) = (1 +1)2i +2 +3i = 5i
B(1 +2i) => B’ tel que aff(B')=(1 +i)(1 + 2i) + 2 + 3i=1 + 6i
Ainsi S(D) = S((AB)) = (A'B").
D’ou quand M varie sur D on a Q=S(M) varie sur S(D)=(A'B’)
Conclusion : ’ensemble des points Q=S(M) quand M varie sur
D est la droite (A'B’).
* A(21) A” tel que aff(A”) = (1 -1)2i—-2+21=0
B(1 + 2i) S B’ tel que aff(B")=(1 - i)(1+2i) - 2 + 2i=1 —1i
Par suite S’(D) = S'((AB)) = (A"B").
Conclusion : I’ensemble des points Q’=S’(M) quand M varie
sur D est la droite (A"B").
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BAC 1998 SESSION PRINCIPALE

EXERCICE 1

Dans le plan orienté; ABI est un triangle équilateral tel que

A

— —) . .
(AB; AI) = —;—t—[ZTt]. Soit Q le symétrique de B par rapport a (AI).
1/ Soit R la rotation d’angle % qui transforme A en L.

a- Montrer que Q est le centre de cette rotation.
b- Soit C = R(B). Montrer que I est le milieu du segment [AC].

2/ A tout point M de [AB] distinct de A et de B, on associe le point M’
de.[IC] tel que AM = IM’' Montrer que le triangle QMM est
équilateral.

3/ Soit G le centre de gravité du triangle QMM et S la similitude directe
de centre Q qui transforme M en G.

a- Préciser le rapport et I’angle de cette similitude .
b- Montrer que S(B) = I et construire le point A’ = S(A).
c- Montrer que les points I, G et A’ sont alignés.

ﬂ EXERCICE 2

Soit u un nombre complexe et (E, ) I’équation :
22 - Qu-1T)z-2iuTw =0
T étant le nombre complexe conjugué de u.
1/ Résoudre, dans C des nombres complexes, I’équation (E,).
On désignera par z' et z" les solutions de cette équation.
2/ On rapporte le plan a un repére orthonormé direct (O,'e_f,e_z'>
et on désigne par A, M, M’ et M" les points d’affixes respectives
21, u, z' etz". Soit (%9 I’ensemble des points M tels que les points
A,M' et M" soient alignés.
a- Trouver une équations cartésienne de (%)’
b- Montrer que I’ensemble (&) est une hyperbole dont on
précisera le centre, les sommets, les foyers et les asymptotes.
c- Vérifier que (99 passe par le point O et donner une équation
cartésienne de la tangente a (&%) en O.
d- Tracer (97}
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(10 points )

Soit f la fonction numérique d’une variable réelle définie sur IR
par f(x) = Log(2x + J4x% + 1 )

A-1/a- Montrer que la fonction f est impaire.

b- Montrer que f est dérivable sur IR et vérifier que f'(x)= 2

Jaz+1

2/ Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (O,_i., ?)

a- Etudier les branches infinies de la courbe (C).

b-Trouver une équation cartésienne de la tangente A 3 (C) en O.
c- Préciser la position de A par rapport a ().

d- Tracer la droite A et la courbe (C) .

3/ Soit a un réel strictement positif; calculer en fonction de a, I’aire
de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites
d’équations respectives x = 0, y = O etx = a.

B-1/a- Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g
définie sur un domaine I que I’on précisera.

b- Construire dans le repére (O_; T) la courbe (C') de g.
¢- Montrer que pour toutx € Iona g(x) = %(eX —e™).

2/a- Montrer que 1’équation g(x) = x admet, dans IR}, une seule

3

solution a et que o > 5

b- Calculer, en fonction de o, 1'aire .44 du domaine limité par les
deux courbes (C) et (C') et situé dans le demi-plan x > O.
g(x)
g'(x)
1/a- Montrer que ¢ est une bijection de IR sur un intervalie J que
’on précisera.
b- On pose h=¢~'. Donner les expressions de h(x) et h'(x);vVx € J
2/ On pose, pour toutx € [0,1[ etn € IN*

3 5 2n-1
Su(x) = x+ X + X2 4 X2

C- On considére la fonction ¢ définie sur IR par ¢(x) =

3 5 2n — %
a- Montrer que S,(x) = h(x) ~ j t >-dt.
b- En déduire la limite, quand n tend vers +oo, de la suite (un) définie
1 1 1

IN* n = o+ + + ..+ :
SUTEN Paltn = 37 ¥ 30 37 T 533 (2n—1).3%!
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UNE CORRECTION

EXERCICE 1

1/a- Q = S(an(B) < (AI) = méd[BQ]
= AB = AQetlB = IQ
Or AB =IBdonc AQ =1Q (1)
© Q=SaunB)

e —
= (ﬁ,ﬁ) = —(ﬁ,ﬁ) [2r]

= (@R - -(-5) oo
; =-1"3
' Zl2n] @)
“(1)et(2) = I=r(A) avecr la rotation de centre 2 et d’angle %

* 1 est la rotation de centre Q et d’angle —g—

C

= 17! est la rotation de centre Q et d’angle (—%)
% R et r! sont deux déplacements d’angles respectifs —73t— et —_?,-TE-

= Ror7! est un déplacement d’angle % + (—-731-) =0
= Ror7! est une translation.  ( noter que I’identité est une
translation de vecteur nul ).
*Ror1(I) = R[r ()] =R(A) =1
= Ror! =tz =Idp parsuiteR=r.
Conclusion : Q est le centre de R.
b-C =R(B)etl = R(A) = IC = AB
De plus AB = Al
=>IC=Al (3)

e e e
'('A—I’;I_C’) = (XI';_A_B’) + (Xﬁfé) - [2n]
Tt

= -3+ -%t— [2r] car R(B)=C; R(A)=I et R d’angle %

75—\
= (AI;IC) =0[2n] (4).
Conclusion: 3)et(4) =1=AxC
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2/ Soit M un point de [AB] distinct de A et de B. Posons M;=R(M)
M; = R(M) etR(A) = [ = AM = IM;
et comme AM = IM' alors IM; = IM'  (5)
M e [AB] = R(M) = M; € [IC]  (6)
(5), (6)etM' € [IC] => M; =M’

P e SO
—) ——
Ainsi M' = R(M) < OM = QM et (QM; QM’) = %[Zn]
< le triangle QMM est équilatéral direct.
3/a- -G le centre de gravité du triangle équilatéral direct QMM’
- N
= (QM;QG) = % [2n] est ’angle de S.
. = = QG
SM)=G =k OM est le rapport de S.

Soitl = MM .
G le centre de gravité de QMM' = QG = %m.

nsik=2QL _ 2c0em 243 _ 1
Ainsi k 3 OM 5 0S¢ ) 5
Conclusion : S est de centre Q; de rapport L d’angle

J3
s o\ '
b-R(B) = C & OB = QC et (QB;QC) = Z[2n]
< le triangle QBC est équilateral direct.
‘RB)=CetR(A)=1= AB =1IC
et on a AB = BI car ABI équilatéral
D’ouBI = IC = I € méd[BC].
+Bl =IQcarQ = S(AI)(B) <~ (AI) = méd[BQ]
= 1 € méd[BQ]
I € méd[BQ]
I € méd[BC] = I est le centre de gravité de QBC
QBC est équilateral
et comme de plus R(B) = Calors S(B) =1
@ Pour la construction de A’ = S(A) ona R(A) = I donc A est
le centre de gravité du triangle de QAL
c- M, A et B sont alignés car M € [AB].
= SM) = G;S(A) = A’ et S(B) = I sont alignés car toute
similitude conserve I’alignement.

I
c

EXERCICE 2
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1/ (EBy):22-Qu—il)z—2iuT =0
A = (Qu—il)* + 8iuT = 4u? —4iuW - T2+ 8iuT
= 4u? +4iuT - T2 = Qu +iii)*
D’ou les solutions de (E, ) sont :
7 = 2u—iﬁ£2u—iﬁ - il et Z' = 2u—iﬁ;2u+iﬁ - 2u

2/a- Soit u un élément de C tel que u = x + iy avec (x,y) € IR%
M(u) € (&) < A,M et M" alignés < AM' // AM"

—N\ L. s . —f -y
* aff (AM )=z “2i=—i(X ~ 1y)-2i=—y+i(-x-2) = AM 5
_X_

= . . . . —_— 2X
* aff(AM”)=z"-21=2x+21y-21:2x+1(2y-2) = AM”( pon )
y—

M(u) € (& <= -y(y -2) -2x(—x-2) = 0
& 22 -2y +4x+2y =0 = x2—y? +2x+y =0
Ainsi (&) . x> ~y2+2x+y = 0.

b- M(x,y) € (9 < x? ~y? +2x+y = O<:>(x +2x) (y2-y)=0

= (x+1)2-1- (y— 2)
= (x+1)% - (y—-z-)
Soit le point Q(—l; %) Soit le repére orthonormé R’=<Q;Ef, Ez’)
Nommons R= (O,a', 32’)

M est un point du plan; désignons par (x,y) les coordonnées de M
dans R et par (X,Y) ses coordonnées dans le repere R’.

Donc OM=Xe; + Ye; < (x + 1)e_1'+(y— —;—)E'z'zX'eT+Ye_2’

x+1 =X
= 1 v
y—i—

M(X,Y)g € () @2M(X,Y) e (%
(x+l)2—(y ;)—iwxz—W:—}
D’ou (&%) : 1 dans R’.

5y )

Par suite () est I’hyperbole équilatére de centre (2, de sommets
S(-‘E; O) etS’ (——'/21; O) , de foyers F(c;0)p et F*(—¢;0)p/
R' R'
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avec c = f — ) } et d’asymptotes D et D’

d’équations respectlves Y=-X et Y=X dans le repére R’.
c- 0(0,0).
Ona0?—-02+2x0+0=0= 0(0,0); € (%)

0(0,0) = 0(1,—+)
D’ou I’équation de la tangente a (%) en O(l, '—%)R‘ dans R’

2
1><X—(%)Y= (g) 4:>2X+Y=731—

A>
1

d- Tragage de ().

—1

A-1/2- Vx € TR f(~x) = Log(2(x) + A7 +1 )

JAxXZ+1 +2x
= Log( (V4x*+1 —2x) x
(< ) Jax2+1 +2x
4x2+1- (202 _ Log 1
JaxZ+1 +2x JaxZ+1 +2x
= —Log(Zx +¥4x? +1 )z-f(x)

= f est impaire.

= Log

b- la fonction (x — 4x?+1) est dérivable et strictement positive sur IR
= la fonction qui & x — 4x? + 1 est dérivable sur IR
- la fonction qui & x — 2x + 4/4x> + 1 est dérivable et strictement
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positive sur IR
= la fonction f: x — Log(2x + 44x? + 1) est dérivable ur IR.

2+ — oX
. Vx e IR F/(x) = Qx+ J4x2+1) _ 24/4x% + 1 _ 2
’ 2x+ A2+ 1 2x+ A2+ 1 Jax2+1

2/a- « lim f(x) = 400

X400 ’
Log[x (2 + /4+—1,; ]
- )

+lim [i(::—):l =lim ( <
X—>+00 X—+00
Log(2 + j4+ = )
=lim ( L"%'((X) Y ) =0

X—>+00

= (C) possede une branche parabolique infinie de direction
I’axe des abscisses au voisinage de +co.
- lim f(x) = lim f(-X) =lim [-f(X)] =

X=—00 X—+o0
+ lim [f( )] =lim I:—f—(—_X—)] (avec X = —x)
X300 X-+00 -X
=lim [m] =0 car fest impaire.
X400 X

= (C) posséde une branche parabolique infinie de direction
I’axe des abscisses au voisinage de -co.

b-A:y= f’(O)(x— 0) + £(0)
/ — — — 2 —
£ (0)= m =2 .f(0) = Log(z x O+4/4 x 07+1 )_o
D’ou A :y=2x

c- Soit k(x) =f(x) —2x = Log(Zx + J4x? +1 ) -2x
Onak'(x) = fi(x) -2 = —2— -2
Jaxt+1

JAxTE ] Jaxi+ (1+J4x T 1)
on remarque que k(0) = f(0) -2x0=10

*x >0 < k(x) <k(0)=0 (cark N\ surIR)
*x <0 < k(x) > k(0) =0. (cark N\, surIR)
D’ou les positions relatives de (C) par rapporta A
+Sur ] —o0,0] ona Cs est au dessus de A

« Sur [0;+0o[ on a Cs est au dessous de T
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d- Tenant compte des résultats précédentes et du fait que Vx € IR;
fi(x) = —2— >0,

Jax? +1

3/ Désignons par A(a) ’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C)
et les droites d’équations respectives x = 0,y = O et x = a,

A@) = [ f(x)dx = [* Log(zx + a2+ 1 )dx

u(x) =1 ~ulx) =x
vix) = f(x) vi(x) = —M—zf
4
=[xf(x)15 j Ji —=2dx=[xf(x)], -5 Io 2,/Z>-<2_2x_
= aLog<2a+ J4a? + 1 ) - ; [,/47(2 +1 ]:
= aLog<2a+ J4a2 +1 )——é— 4a2 +1 +—%—.

B-1/a- f est continue et strictement croissante sur IR
= fréalise une bijection de IR sur I=f(IR) = IR

b- (C") = Sp((C)) avec D:y=x. (Voir figure)

c-Vx e f(%(ex - e‘x)) :
f(%(ex — e“x))zLog( 2—}1—(ex-e‘x) + \/4712-(@‘ —e™)?+1)
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2x _ -2x
- Log(%—(ex—e"x)+\/e 2-!;16 +4 )

- Logthe-en) + [(£4))

= Log[%(ex —e %)+ £ ‘Ee_x :|=LogeX=x = f(f1(x)).

= f(x) = %—(ex —e*) = g(x).

2/a-g(x) = x = fgx) =fx) o fx) =x = fx)-x =0
Soit ¥(x) = f(x) — x pour x € IR},
Vx e IREW/(x) = fi(x) =1 = —2— 1
' JAxZ+ 1
_ 2—Jaxt+1 5 2+ J4x2 +1

Jax? +1 2+ J4x2 +1

_ 3 —4x?
J4x2+1(2+J4x2+1)

D’ou le tableau de variation ¥

X 0 g 00
¥'(x) + 0 -
v(J312)
\——v_/
\Ij(x) 20
0 —00

* Vx €]0; —"3[ ona¥(x) >0
2
o : . WE
= I’équation ¥(x) = 0 n’a pas de solution dans ]0; T['

, . L 3
* x ¥ est continue et strictement décroissante sur [%; +oof

J3

— ¥ réalise une bijection de [g&oo[ sur ] —oo;‘I’(T)] 30

J3

. = I’équation W¥(x)=0 posséde une seule solution a dans [—2 ; +oo[

Bilan :1’équation W(x)=0 posseéde une seule solution o dans IR} et

3

que o > —5—.

b- 97=[ (f(x) - g(x)) dx = Jf00) dx — [ g(x) dx
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—af(a) - ./4a2 I+1 -1+ L ex — ) dx
=a2——é-J4a +1+; 4[e +e™]y carf(a) = o
=02 — —%—J4a2 +1 + -%— - —}T(e“+e‘“) + —%—
=02 — %—J4a2 y1 -1
1 /a. _ gx) _ ex—gx
C-1/a (p(X) - g/(x) - ef +e X
On a @ est dérivable sur IR et Vx € IR;
X x\2 _ (aX _ ax)2
(e*+e™) (e?‘e)= 4'2>0
(e +e™) (e*+e™)
= @ est strictement croissante sur JR

= ¢ réalise une bijection de IR sur J=p(IR)
= @(IR) =] lim (p;lim @[ car ¢ est continue et /" sur IR.

¢'(x) =

X —x e X 2x
« lim o=lim €= jim S D o e2o1
—00 X300 e*+e™ o e_‘((CZ\ + 1) X->—00 62‘( +1
. e R ex(l _ e—2x) B
#lim g =lim == =lim o(l-e2)
AinsiJ =] - 1;1[.
Qe . _ - ey —e¥ _ e -1 _
b- Soit x € J; h(x)y<:>(p(y)x<:>ey+ewy X <= T X
S e -—l=xe¥+x < (1-x)e¥ =1+x
7y . 14X _ 1 1+x
e —x &V= 2L0g1—x
Conclusion : Vx € J;h(x) = ;Log 1 + X
1+x) ——
1-x/ _1 0-x)" 1
*VXEJh(X)—— 1+x 2 14+x 1 —x2°
1-—x 1-x
2/ On pose ,pour tout x € [0,1[ etn € IN*
a- La fonction S, est dérivable sur [0, 1[ ( car ¢’est un polynome )
2n-2
xetVx € [0,1[;Sa(x) =1+ §§—2+i’5<-i +..+ QB—%-—
=14+x2+x*+ . +x2?
=1+x2+ (x> + .. +x)""
Comme Vx € [0,1[;x? + 1 alors 14+x24+(x2) 2. +(x2)" = 11 (x )2
- X
: (Xz)
D’ou Vx € [0,1[; S,(x) = 1 de plus Sx(0) =0

Ainsi la fonction S, est la pr1m1t1ve dex — 1_1(_x2 sur {0, 1
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qui s’annule en 0. (1 )

* la fonction x — _[ dt est la primitive sur [0, 1[ de

(t — tzn ) | 0.
qui s’annule en

aussi h est derwable sur [O, 1[
Donc Vx € [0,1]; (h(x) — J'Z

2n

t2 )/= ! _
l—tzdt h'(x)

1 —x?
__ 1 __x™ :1'(X2)n
5 1-x2 1-x? 1-x?
D’autreparth(O)—J'0 t“t dt = ;Log%"'g =0

—dt est la primitive sur [0, 1[

= la fonction x — h(x) — j‘

de ( — 11_ ttzn ) qui s annule en 0 2)

(1) et (2) = Sa(x) = h(x) - j

t2n

1 1 1
+ +...+
3x3°  5x3 (2n—1). 321

+<—;—>3+< > +. +< )2“1 Sn(%)‘—“h(%)—_‘.o% 1t

N -1)
1+
1 3 (3 -1 T
2Log —1 j —dt 2Log2 j - dt
3
1 2 2 1
L0<t < 4 <t2 < L > 42> 1
O_t_3<:>0_t_9C>0_ tc > )

cu. = Lo
b- us 3

1
3

1

a—

t2n < _9_t2n :

-t 1= 8
n n —92n
:>j3 t2dt<j3 l_tzdt§j03 St
L 1 1
1 2n+1 3 < ? t2n < 9 1 2n+1] 3
:>[2n+1t ]0 </ T dts [2n+1t 0

IA

g
L 2n n
TR GOSN Tt T (O™

De plus lim [ﬁ(; )2n+1] =0car+ €] - 1;1[

n->+o0

D’ou lim J3 —2n—2dt)=0

n—+o00

En conclusion lim u, = %—Logz.

n->+o0
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BAC 1998 Session ne cONTRQLE

EXERCICE 1 (6 points )

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = Jyx2 —4x+5.
On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un
repére orthonormé O,?, T)
1)a- Dresser le tableau de variation de la fonction f.
b- Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes obliques A et A’
dont on déterminera des équations cartésiennes.
c- Tracer A, A’ et (C).
2) Soit Q le point de coordonnées (2,0).
: a- Trouver une équation cartésienne de (C) dans le repére (Q ?,T

b- En déduire que, dans le repére (Q, 1,] ) la courbe (C) est la

représentation graphique de la fonction g définie sur IR par
g(x)=41 +x2

2) Soit F la fonction définie sur IR par :

F(x) = [ g0t b ux) = L(e7 -3

a- Résoudre dans IR , I’équation : u(x) = 1
b- Montrer que la fonction F est dérivable sur IR et que, pour tout x
deIR ,ona F'(x) = %(eX +e X +2)

c- Calculer I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les
droites I’équations respectives x = 2 ,x = 3 ety = 0 relativement
au repere.

EXERCICE 2 (4 points )

1)a- On lance un dé truqué dont les faces sont respectivement numérotées

de 1 a 6.Sachant que la probabilité d’apparition du.numéro 6 est %

et que les autres numéros ont la méme probabilité d’apparition,
calculer la probabilité d’apparition pour chacun des numéros de 1 a4 5
b- On lance aussi une piéce de monnaie truquée. Sachant que la

probabilité d’apparition de la face “Pile” est % ,calculer la probabilité

d’apparition de I’autre face.
2) On lance simultanément le dé et la piéce de monnaie et on désigne par
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X I’aléa numérique défini comme suit :
- Si la face ” Pile ” apparait en méme temps qu’un numéro impair du
dé alors X =0.
- Si la face ” Pile ” apparait en méme temps qu’un numéro pair du
dé alors X = 1.
- Si la face ” Face ” apparait alors X prend pour valeur le numéro
apparu sur le dé.
Déterminer la loi de probabilité de X.
3) On répete I’épreuve précédente trois fois de suite et on désigne par
Y le nombre de fois ou I’on obtient X > 5.
a- Calculer P(Y =2).
b- Calculer I’espérance mathématique de Y ainsi que sa variance.

7 5N
Soit dans le plan orienté, un losange ABCD tel que (ABAD) = -%‘-[Zn]
et AB > 6 (en cm). Soit R la rotation de centre D et d’angle —%.

On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC],
[AD] et [AC]. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle BCD et
O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABD.
I-1) Soit f =Spa)oR  (Sa) étant la symétrie orthogonale d’axe (DA) ).
a- Déterminer la droite A telle que R = S(pay 0 Sa.
b- En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.
2) Soit g =R 0 Sscy.
a- Déterminer g(B) et g(C).
b- Montrer que g n’est pas une symétrie orthogonale.

¢- Déterminer la nature de g et donner sa forme réduite.

3) On désigne par h I’homothétie de centre D et de rapport % et on pose

S =R o h. Soient (¥) et ( &) les cercles circonscrits respectivement aux:
triangles BCD et DKL.
Soit E le point diamétralement opposé a D dans le cercle (‘6).
a- Déterminer S(B), S(C) et S(E).
b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de S.
c- Montrer que (‘¢) est le cercle de diamétre {[DO’].
- On désigne par (I') ’ellipse passant par I et de foyers D et B et par (I"’)
I’ellipse passant par I et de foyers D et A.
Soit B’ le point de la demi-droite [O’]) tel que IB’ =1B.
1)a- Montrer que le réel DB’ est le grand axe pour chacune des ellipses
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T et(I). '
b- Construire les sommets de (I') et (I"’) et tracer ces deux courbes.
2) Montrer que st M est un point de (I') alors R(M ) est un point de (I"’).
3)a- Montrer que s1 M est un point commun a (I') et (I’) alors M
appartient a la droite (DI).
b- Construire alors le deuxiéme point, I’, d’intersection de ) et ().

uNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1)a- la fonction qui a x — x? — 4x + 5 est dérivable sur IR et Vx € IR
onax?—4x+5>0
par suite la fonction f : X — Jx2—4x + 5 est dérivable sur IR,
cx e IR Fi(x) = —2X=4 . ___x-2
f 4x + 5 JX2—4x+5

llm f =lim sz(l 4,3 ) +00,

x->keo

D ou le tableau de variation de f

X |-00 2 +00

f(x) - ) +

+00 +00
| 1 _

of1_ 4.5 _ 4.5
. f(x) .. JX (1 X+x2) ] 1 X2
b- x Iim —x—=llm < =lim <

X-+—00 X—>—00 X——00

(car quand x tend vers -0 on a |x|= —x )

(Jx2 = 4x + 5 +x) (X2 — 4x+5 — %)

=1

* lim [f(x) +x] =lim

x—>—00 x>0 (Vx?~4x+5 —x)
5
=lim —4x+5—x? =lim x4+ —x—) =2
X—>—00 (./x2 4x+5 —x) x> o 1 _ 4 5 _
x(— [1- %+ =2 1)

Ainsi x et * donnent que la droite A’ : y = —x + 2 est une asymptote
oblique a (C) au voisinage de —oo.
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f(x) sz(l i) X ’1 - A— + -)f— .

® lim =lim =
X400 x—>+oo X=>—00
— 2 _
© lim [£(x) — x] —lim ../x A4+ 5 +x)(Jx*—4x +5 —x)
X->+00 X—»+00 (‘/ X2 —4x +5 + X)
x(~4 + <)

=lm =2

x-r0 4.5
1-4 42 41
x(f1-%+ 2+

Ainsi ® et © donnent que la droite A : y = x — 2 est une asymptote
oblique a (C) au voisinage de +co.

v4

©

ol

2)a- Soit M un point du plan. Désignons par (x,y) les coordonnées de M
dans le repére R=(O,T, T) et par (X,Y) les coordonnées de M

dans le repére R’=(Q, _1’ T
—_ - -
MX, YY)y © OM=X1+Y]
- - -
= x=-2)i+(y-0))] =Xi1+Y]

x-2=X x=X+2
Lt f—g
y=Y y=Y
M(XaY)R’ € (C) Nt M(Xay)R € (C)
x € IR
=
y=f(x) = x> —4x+5
(X + 2) e IR X e IR
Y=/ (X+2)2-4(X+2)+5 Y=4X2+1

Conclusion : (C) : y = yx%+1 dans le repére R’.
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b- On muni le plan au repére R’=(Q,—i’, T) alors la courbe de la
fonction g : IR — IR;x — 1 +x2 a pour équation
—g(x)—,/ﬁ qui est I’équation de (C) dans R’ (Q i,] )
= Dans R’= (Q 1,] ) la courbe (C) est la représentation
graphique de la fonct1on g

2)a-u(x)—1¢:>e2-—e T =2 el - 1x =2
e
X \2 X
<:>(e2 -2e2 —-1=0
Xze%
<>
X?-2X-1=0 (A" =1+1=2)
X=e%

X=1-4J2 ouX=1+42
<:>e%:1+,/§ ou e%=1—ﬁ<0impossible

0
:Log<l+,/5:> ¢:>x=2Log<1+,/§>.

b- Soit G une primitive de g sur IR ( cette primitive existe car g est
continue sur IR ).

Ainsi F(x) = ['* g(t)dt = G[u(x)] - G(0).

la fonction u est dérivable sur IR et aussi G est dérivable sur IR qui

contient u[IR] par suite, d’apres le théoréeme de la composée de deux

fonctions, on a la fonction qui & x — G[u(x)] est dérivable sur IR

Par suite F est dérivable sur IR.
- Vx € IR;F' (x) = u'(x). G'[u(x)

:%[_e% ][(ez—el +1
€2 +e_% L(e ) le%e_%.*.l
s X X\ 12

+e_?>J[—%—(e2 +e 2 )] '

2 _ 1
= g(ex +e™+2).

c- Désignons par A I'aire de la partie considerée.
A= J.; f(t)dtz.[(l) g(t)dt=j;(2L0g(l+ﬁ)) g(t)dt:F (ZLOg(l + ﬁ))
D’autre part F(O) = J;(O) g(t)dt = O ( car u(O):_;_(eO_e—O )=0)

[

I

N <

[¢]
(N

X
+e 2
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etaussi Vt € IR;F'(t) = -};(et +et+2)
— Vx e IR;F(x) = jz-il;-(et +et +2)dt
= %[et —et+2t]) = -i-lg-(ex —e™ +2x)
= A=F(2Log(1+/2 ))=L (e2L°g<1+ﬁ ) — e 2042 14Log(1+42))

((1 +42) - ,/_)2 +4Log(1 + ﬁ))

= l(4J’ +4Log(1 +42)).
Enfin : [ (J_ + Log(1 +J—)>:| .a. (ua.:unité d’aire ).

EXERCICE 2

1)a- désignons par p; la probabilité d’apparition de la face portant 1.
ona: a=p; =pz=Dp;3=ps=0ps (parhypothése)
D'autre part p1 +p2 +p3 +ps+ps+ps =1
1 _ - 2
_ < Sa+ 3 1 <a s
b- Nommons P I’événement avoir “Pile” et F I’événement avoir “face”
Onap)+pP)=1<= p(F)+% =1 opf) = =
2) X(Q) = {0;1;2;3;4;5;6}.

cas favorables pour réaliser (X=0) 1 probabilité

3x2_ 4
15 25

P et chifre impaire du dé ‘ %(p1+p3+p5)=‘%.

- Les cas favorables pour réaliser (X = 1) sont : « P et face 2 »
« P et face 4 »;« P et face 6 » et « F et face 1 »
3

_ 2.2 ,2.,2 ,2.,1,3.,.2 _ 8
= p(X=1) = % S *is TS5 TS5 X35 X175 T 25

- le cas favorable pour réaliser (X = 2) est« F et face 2 »
:>p(X:2)=%xL=—L

15 25"

- le cas favorable pour réaliser (X = 3) est« F et face 3 »
32 2
:p(X—3)— = X35 = 35

. le cas favorable pour réaliser (X = 4) est« F et face 4 »

=4) = 3 x 2 = 2

S>pX=4)= = X 55 = 35

- le cas favorable pour réaliser (X = 5) est « F et face 5 »
—5)=3 « 2 -

=pPX =35 =5x55 =35 |

- le cas favorable pour réaliser (X = 6) est « F et face 6 »
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l_ 3
= p(X=6)==x 3 55"
D’oule tableau de loi de probabilité de X
Xi 0 1 2 3 4 5 6

—wYl 4| 8 1 212 |2 |25
PX=xi) | 551 35 |35 | 35 | 35 | 25 | 25

3)a- Y : 3 répétitions — nombre de réalisation de (X > 5)
Comme les répétitions sont indépendantes alors Y suit une loi

- -2 .5 _ 1
Binomiale de parameétres n=3 et p= p((X1> 5))= 25 t=% = 35
2 _ _2646
Doup(Y =2) = C(25>(1 = 75625

bE(Y)—np—3xf 25

N a7 18 _ 378
V(Y) = np(l=p) =3x 55 x 55 = &5

I-1)a- - R = S(pa) 0 Sa rotation de centre D
= D est le point d’intersection de A et (DA) = A contient D.
« Soit M un point de A distinct de D.
R = S(pa) 0 Sa rotation d’angle —%
-, 5% -
- (DM,DA) =-Z [x]
S —oN Ay
Or (ﬁ,DA) = —% [n] = (DA;DI) = % [n]
o S o
D’ou (DM, DA) + (DA; DI) =-Z+L [x]

/\
— —) .
> (DM, DI) =0 [rn] < D,Metlsontalignés.

Conclusion : A = (DI).
b-f = S(DA) cRe=f= S(DA) ° S(DA) ° S(DI) =f= S(DI)-

2)a- * g(B) = Ro [S(BC)(B)]iESB)\:A
(car DB=DA et (ﬁ EX) = ——731 [2n] ).
*g(C) =R [S(BC)(C)Jj_}_{,(%
( car DB=DC et (DC DB) =-Z D]

b- Supposons que g est une symétrie axiale alors
g(C) =B <= g(B) =Ccequiestfauxcarg(B) = A
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D’ou notre supposition est fausse, par suite g n’est pas une
symétrie axiale.

¢- + R est un déplacement et S(pc) est un antidéplacement
= g = R o S(gc) est un antidéplacement
De plus g n’est pas une symétrie axiale
donc g n’est qu’une symétrie glissante.
BB Désignons par U le vecteur de g et D; I’axe de g.
+gog(C)=g[8(C)]=g(B)=A et on sait que g o g = tpp
- = N 1752 2
=>2u=CAe=u-= ECA=JI carI=B x AetJ=B x C.
-g(C) =Betg(B) = AdonnentqueJ =B *xCetl = Bx*x A
appartiennent a D 'axe de g.

Donc D; = (IJ).
En conclusion : la forme canonique de g est: g = t= o Sqy).

3)a- - S(B)=R[h(B)] =R(L) carDL = B puisque L = D * B.
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D’autre part L=D * B = R(L) = R(D) * R(B)=D * A=K.
D’ou S(B)=K.

- S(C)=R[h(C)] =R(N) avecN=D=x*C.
D’autre part N=D * C = R(N)=R(D) * R(C)=D *B = L.
alors S(C)=L.

‘S(E)=R[h(E)] = R(0O) car O=DxE

A
—_—
—0’ car DO=DO”’ et (DO,DO’) =% [n)

I

R similitude directe de centre D, de rapport 1 et d’angle — 3

% et d’angle O
= S=R o h est une similitude directe de centre D, de rapport % et

b-
h similitude directe de centre D, de rapport

> I
d’angle 3

c- (‘@) est le cercle passant par D.B,CetE = S((6)) est le cercle
passant par D, S(B) =K, S(C) =L etS(E) = O’
Par suite S((9)) =(&).
D’autre part [DE] est un diamétre de (‘®)
donc S([DE]) = [DO'] est un diamétre de S((‘®)) =(&).

[I-1)a- -1 (I') & ID +IB = 2a le grand axe de (I')
OrIB =IB'd’ou2a = ID +IB' = DB’ carI € [DB'].
Conclusion DB’ est le grand axe (T').
-1e () < ID +1IA = 2a’ le grand axe de (I"')
OrJIA =1IB =1IB'dou2a’ = ID+IB' = DB".
Conclusion DB’ est le grand axe (I'').

b- Pour la construction :
[J Les sommets de (I') sont les points d’intersection de I’axe focal
(DB) de (I') et son cercle principale de centre L = D * B et de

rayon %DB’. ‘
& Les sommets de (I'") sont les points d’intersection de I’axe focal

(DA) de (I") et son cercle principale de centre K=D+B et de
rayon %DB'.
voir figure .

2) Soit M un point d’image M’ par R.
Comme R(B) = A alors MD=M’D et MB=M’"A.
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M € (I') < MD +MB = DB’
< M'D+MA = DB

=M e ().
MD + MB = DB’
a-Me(MHNI) <
MD +MA = DB’
= MB = MA

< M € méd[AB] = (DI).

b- D’aprés la question précédente, I appartient & (DI).
Désignons par G; et Gz les points d’intersections de (DI) et le
cercle directeur de (I') et de (I'”) en leur foyer commun D.
* La médiatrice de [G1B] coupe (DI) en un point I, qui est dans
(T') et (I’) en effet :
-1D+1;B =I,D + I,Gy
= DG, = DB’ grand axe de (I')
el Il € (F)
I;D+ LA =I,D+1;Bcarl; € (DI) la médiatrice de [AB].
= DB’ grand axe de (I'')
] Il € (F’)
* Aussi la médiatrice de [G2B] coupe (DI) en un point I, qui est
dans (I') et (I”)  ( on le démontre de la méme maniere ).
On constate que I; et I, ne sont que I et I’ (suivant les
dispositions de Gi et G2).
D’ou la construction  ( voir figure ).
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BUGHSIRESSIONIRRINGIEAE

EXERCICE 1 ( 6 points )

Le plan complexe P est rapporté & un repére orthonormé ( 0,0, V).
Soit A la droite d’équation x =2 et A le point d’affixe 2.
1) Vérifier que A est I’ensemble des points M d’affixe z tels que
4—z2-72=0
2) Soit ¢ I’application de P\ A dans P, qui a tout point M d’affixe z
4-3277
4-z-2
a- Montrer que z’ est un nombre réel .
b- Déterminer I’ensemble (I') des points M (z ) tel que z’=k ou k est
un réel donné différent de 2.
3)a- Montrer que pour tout nombre complexe z tel que Re(z) #2 on a:
2 — = |2 -2
b- En déduire que pour tout point M de P\ A le point M” est
Pintersection de la médiatrice de [AM] avec ’axe des abscisses.
4) Soit D la droite d’équatton x = 3.
Pour tout point M de D on désigne par M’ le point ¢(M) et par M” le
symétrique de M’ par rapport a (AM).
Montrer que M” appartient a une parabole de foyer A et dont on
précisera la directrice.

associe le point M d’affixe z' =

EXERCICE 2 | (4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle rectangle ABC tel que

e
— —
(AB,AC) =L [2n]et AB = 2AC.

Soient D et D’ deux droites paralleles passant respectivement par B et
C et ne contenant aucun des cdtés du triangle ABC. Soit A la droite
passant par A et perpendiculaire & D et D’.La droite A coupe les
droites D et D’ respectivementenl et ] .
1) Soit S la similitude directe qui transforme AenBetCen A .

a- Déterminer I’angle et le rapport de S

b- Soit Q le centre de S .

Montrer que Q est le projeté orthogonal de A sur (BC).

2)a- Déterminer S(D’) et S(A)

b- En déduire S(J).
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¢- Montrer que le cercle de diamétre [1J] passe par Q.

PROBLEME |

( 10 points )

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On considere
la fonction f,, définie sur [ O, +oo[ par : fu(x) = x"e™.
On appelle C, la courbe représentative de la fonction f,, dans le plan
rapporté a un repére orthonormé ( O,_i’,?) ( unité graphique : 3 cm )
A-1)a- Dresser le tableau de variation de la fonction f; .

b- Déterminer la position relative des courbes C,, et Cy41 .
2)a- Tracer C; et C, en précisant les demi-tangentes a 1’origine .

b- Calculer 'aire S, du domaine limité par la courbe C; et les droites

d’équations respectives x =0 etx =n .
c- Calculer lim S, .

n-—+00
B- V x € IR* et Vn € IN™, on pose : Fa(x) :J': fa(t)dt
t
1) Montrer que, pour toutt>0,0na: 0 < fi(t)e2 <1
t

2)a- Montrer alors que ,V t>0et Vn € IN* ona: 0 < fi(t) < e 2
b- En déduire que,, Vx>0et Vn € IN*,ona: 0 < F,(x) < 2.
C - Pour tout réel u> 0 et Vn € IN* on pose : G,(u) = f: thetdt

1)a- Montrer que,Vn € IN*\{1},ona: G,(u) = —u"e™ + nGp-1(v)

b- En déduire que :G,(u) = —nle™ Z:zz %T— +n!G;(u)

2) Montrer alors que : lim G, (u) = n!

u—+co
3)a- Montrer que ,Vx > O et Vn € IN*,ona : G,(nx) = n"f,(x)
f, étant la fonction définie dans la partie A- .

b- Montrer alors que,Vx >0 et Vn € IN*,on a F,(x)= l_g, (nx)

nn+1
c- En déduire lim F,(x).

OSSIBLE

UNE CORF

EXERCICE 1

1) Posons z = x + iy avec (x,y) € IR? .
M(z)eAc>x=2<::>£‘§"—Z:2 carx=Re(z)=Z'£Z
= z+zZ=4
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= 4-z-z2=0.
Conclusion: A = {M(z) € Ptel que 4 —z—Z = 0}.
o (_4-272 \_ _4-77 _ _4-37z _ = _
Z)az_ pp— R T-5-, %2 @rz=z
z' =7’ = 7’ est un nombre réel .
b- Posons z = x + 1y avec (x,y) € IR?. Soitk € IR\{2})
4-(x—1y)(x +1y)
M r "=k . — =
@e ez = 4—-(x+1y)—-(x—1y) k
4-x2-y? 2 _y2 —
—Z‘_—Z')z——k@4—-x -y = —2kx + 4k
< x2+y?-2kx+4k~-4=0
& (x-k)?+y2 =k?—4k+4
= (x-k)?+y? = (k-2)2
< M € au cercle de centre Q(k,0) et de rayon |k — 2|.
3)a-Posonsz—x+1yavec(xy)eIRzethtZ

=

1 e | A= —|A—722—47+7% + 27
|z — 2= I4 z—Z —7=| 4—-z-7Z ) |
|4 4Z+Z' I(Z 2)2| |z =2

4-z-2 4-z-2" [4-z-3|
l ZI_I 4 — ZZ _ l=|4 ZZ—8+2Z+2,Z,
4 — 4 -z~
I—ZZ 4+ZZ+ZZ' I (Z 2)(2 2)'
4~z-2 4-z-2
_lz—2dE-2 | |z-2f

yRm— e car|z—2| = |z - 2|.

Conclusion : |z’ — z|= |z’ - 2]
b- Soit M € P\A.
*|z'-z|=|z' — 2|& MM'=M'A < M’ € mediatrice de [AM] (1)
* z” esr un réel <= M’ € I’axe des abscisses (2) .
(1) et (2) = M’ est Pintersection de la médiatrice de [AM] avec
I’axe des abscisses .
4)
‘M' € médiatrice de [AM]
> MM=MA (3)
M’ = S(amy(M') = M"M=M'M et M"A=M’A (4)
(3) et (4) = MM'AM" est un losange.
= M"A = M"M et (AM')//(M"M)
+ A et M’ sont dans I’axe des abscisses qui est perpendiculaire
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a D:x=3 ainsi (AM’) 1 D. y
= (M"M) LD car (AM')//(M"M) D
— M est le projeté orthogonal de 4 M

M
M” sur D. 14 ;SE
= MM" = dM"; D) , , x
Or ona déja M"A = M"M : v
D’ou M"A=d(M"; D)
<> M" appartient 2 la parabole de foyer A et de directrice D.

EXERCICE 2

1a-

S(A)=B | _ aB
S(C)=A } AC &

— =N
le rapport de S et (AC,BA) son angle

"AC

AB _ car AB = 2AC

o—(A_C’,/B?A)En+_(A—’_—CT,E>[2n]
En+"7n [27:]5—72L [2n].
b-®S(A)=B:®E% [2n]

= (QA) 1L (QB) (1)
o T, o Y S
® (QC, QB) = (QC,QA) + <QA, QB) [27]
= %+% [2rn] =n [2x]
= Q € [CB] ()
(1) et (2) = Q est le projeté orthogonal de A sur (BC) .
2)a- S est d’angle X, Alors :
* S(D’) est la droite perpendiculaire a D’ passant par S(C) = A
=S(D’)=(AJ) = A
* S(A) est la droite perpendiculaire a A passant par S(A) = B
= S(A)=D.
b-{J} =D'NA = {SO)} =SD) N S(A)
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= {8()} =AanD={I}

DouSU) = L.
7 N\
-S0) =1= (QJ,QI) =L [2n]

= Q € au cercle de diametre [1J].

A-1)a- f, est dérivable sur IR* ( produit de deux fonctions dérivables)
- ¥x € IRY; f,(x) = nx"te™ — nx"e™ = nx"le™(1 —x)
= sig(fi(x)) = sig(l —x);Vx € IR*.
Premier cas:n = 1

x |0 1 +00
£ (x) + -
-1
e
| " T
0 0
« lim f)(x) =lim xe™ =lim lx =0
X—+00 X400 X—>+o0 eT

Deuxiéme cas : n > 2.

x |0 1 +00
() [0 + 0 —
N
e
f
n(X) O/ \O

«lim f,(x) =lim x"e™ =lim (xe™)" =0
X—-+co X->+00 X400
b- an (X) — fn (X) — Xn+le—(n+1)x — XN NX—yNo-NX [Xe—x _ 1]
Or d’aprés le tableau de variation de f; on a:
Vx> 0;fi(x)<el <1 =VVx>0xe*-1<0
Par suite Vx > 0;f,41(x) — fu(x) = x"e™[xe™*-1] <0
Ce qui donne que C,,; est au dessous de C,,.
2)a- - £1(0) =1
= (0)(x-0)+f1(0) =x .
=T : Y 01( Jx=0)+£(0) est la demi-tangente a
X =

droite a la courbe C; en son point O(0,0).
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- £,(0) =0
y = 3(0)(x —0) +£2(0) = 0

=T, : est la demi-tangente a
x>0

droite a la courbe C; en son point O(0,0).

y

4

-Sh = <j2|f1(x)|dx>u. a.= (j.g xe‘xdx)u. a.

vx)=¢e* ~ ux) =-e*

v(x) = x ~N o V) =1
. IO xe*dx = [-xe™]; — JO —edx
=-ne™ —[e™*]j =-ne"—e"+1

Sp = (-ne™—e™+1)ua (avecu.a=9cm?)

c- lim S,=lim (-ne™—-e™+1)ua=l.ua car im ne™ =
n—>+co n->+o0 n—+eo

1 1
B-1) Posons u(t) = fi(t)e 2 =te 2

La fonction u est dérivable sur IR‘r
t

L 1 :
SVt 0u'(t) = e 2 —LeZ—e 2(1—%‘—):%e2 2-1).
D’ou le tableau de Varlatlon deu
t [0 2 +00
u'(t) [0 + ) -
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t

* lim u(t) =lim te 2 =lim —2TeT = 0 (avec T = —

t->+co t->+00 To—o0 E)
D’aprés le tableau de variation deuona :
Vt>0;0 < u(t) Le! <1

l\)|r-r

:>Vt>00<f1(t)

2)a- Vt > 0;0 < fl(t)ez <1
t

= Vt > 0;fi(t) <e 2

» Montrons par récurrence que Vn € IN* ona f,(t) < f;(t); Vt > 0
f1(t) < fi(t);vVt>0 ( évident )
* Soit p € IN*; Supposons que f,,(t) < fi(t); Vt > 0 ;montrons

que fpu(t) < fi(t); Vt > 0 en effet

for(t) < fpt); vVt >0 d’aprés A-1/b-
de plus f,(t) < fi(t); Vt > 0 ( par supposition de récurrence )
D’ot fpu (t) < fi(t); Vt > 0 ( par transitivité de I’inégalité ).
Conlusion : Vn € IN* otn afa(t) <fi(t);vt>0

i
Orvt>0;fi(t) <e 2 doncVt>0;f,(t) <e 2.
aVvt> 0;f,(t) = x"e™ >0

i
Bilan : Vt > 0,0 < f,(t) <e 2.

b- V x>0 et Vn € IN*,on a d’apres la question précédente
Vt e [0:x];0 < fu(t) <e 2
L
= 0<[ fadt< e 2d

t
<:>O§Fn(x)§[—2e_2] =—2e + 2.
L

X
Dautre part Vx> 0;-2e 2 <0 < Vx>02-2¢ 2 < 2.
Enfin 0 < F,(x) <2;Vx>0etVn € IN*

C-1)a- Pour tout réel u>0 et Vn € IN*\{1};
Ga(u) = [ ;’ tretdt

uyt)=e*t 2 up(t) = —e
vi(t) =t 2  vi(t) =nt"!
< Gu(u) = [-te '] + nI; t" e tdt = —u"e™ + nGy-; (u).

b- & Gz(u) = —yZe™t + 2Gy (u) = 2le™ 2[2):2 —g% +21Gy (u)
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D’ou la proposition est vraie pour n=2.
M q € IN*\{1}. Supposons que G4(u)=—q'e™ Zgﬂ ‘;—T+q!G1 (w)

Montrons que Gqr (u)=—(q+ 1)le™ Zgz %1;— +(q+ DG (uw)
Ggrn(u) = —ute™ + (q+ 1)Gq(u). ( d’aprés la C-1)a-)
= —uitle™ 4+ (q + 1)[—q!e‘“ Eq = p' +q! Gl(u)]
=~ el e K, A+ (@+)1Gi @)

(car(q+1)xq! = (a+1)!)
=@+ Dl 0 A +(q+1>'cn<u>

Conclusion : & et H =G, (u) = —n'e‘“Z L 4 nlGi(u)
2) Vn € IN*\{1},G,(u) = —n!e‘“z p Ly n'Gl(u)
< Vn € IN*\{1},G,(u) = -n! Z uif +n!Gy(u)
< Gi(u) = J.o tetdt = —ue™ —e™+1 d’aprés A-2/b-
Ainsi Vn € IN*\{1},G,(u)=-n! 2:22 E’;!—_u +nl[-uev-e+1]

-pour p € IN*\{1}; lim uPe™ =lim [—p%e%]

u—>+o0 u->+c0

=lim [pXe*]’=0 (avecX=—=1)
X-—c0 p
lim uPe™
lim G, (w)=-n!3 "  +>**———+n! lim —ue™-n! lim e™+n!=n!
p= p u->-+oo u—+oo

u—>+o0
3)a- Gy (u) = j tretdt; Yu > 0
= @G, est la primitive de (t — t"e™) sur IR* qui s’annule en 0.
= Yu > 0; G,(u) = u®e™,
Ainst : VX > 0OetVn € IN*, ona:
G, (nx) = (nx)"e™ = n"x"e™ = n"f,(x)
b-Vx>0etVn e IN*, ona:
vt € [0;x]; Gu(nt) = n"fy (1)
= "Gy (nt)dt = n® | ,Fa(dt
& n'Fa(x) = L ['(nt)'G, (nt)dt
& 1Fa(x) = L[Ga(nt)]X = [ Ga(nx) — Ga(0) ]
= Fo(x) = (nx).

n+1 ’

c- lim F,(x) =
X—+00 X

(en posant u=nxona: quand X —> 4ooonau - 40 )
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1999 SESSION DE CONTROLE

EXERCICE 1 ( 6 points )

x> +2
x2+1
1/a- Drésser le tableau de variation de f et tracer sa courbe representative
- —;
Cy dans un repére orthonormé { O, 1,
b- Montrer que I’équation f(x) = x admet dans IR une solution unique

atelleque: 1 < a < %

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =

2/ On appelle g la restriction de f a IR*.
a- Montrer que g admet une fonction réciproque g ' définie dans ]1;2]
b- Ecrire ’expression de g™ (x) pour x appartenant all;2).

c- Tracer la courbe C” de g™! dans le repére ( O, i j

3/ Soit ¢ la fonction définie sur [O; %] par ¢(x) = '[O f(t)dt .

a- Montrer que ¢ est dérivable sur [O; %] et que ¢'(x) = tg?x + 2.

b- Calculer alors ¢(x).
c- En déduire ’aire A du domaine limité par la courbe Cs et les droites

d’équations respectives x = 0,x = l ety = 1.

EXERCICE 2 | (4 points)

&
Pour tout entier naturel non nul,on pose I, = J 04 (tgx)"dx.

1/a- Vx € [O' —Z—] et Vn € IN, calculer la dérivée de la

fonction x — (tgx)
b- En déduire que,vn € IN, ona: I, + Iz =

n+1

1
n+1°

2/a- Montrer que Vn € IN, onal, > 0. En déduire que I, <

1
n+1"°

b- Calculer alors lim I,.

n-+co

3/ Soit g la fonction définie sur [O; —Z—] par g(x) = Log(cosx).

a- Calculer g'(x) ou g’ la fonction dérivée de g sur [0; % ]
b- En déduire I; et I5.
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( 10 points )

On donne dans le plan orienté, un triangle OAB tel que : OA=20B et
e e
— ——> )

(OA, OB) = —72t— [2n] ( On prendra log[OA] = 8 cm ).Soient J et
K les milieux respectifs des segments [OA] et [OB]. On désigne par A’
le symetrique de O par rapport a B, I le symetrique de J par rapporta O
et H le projeté orthogonal de O sur (AB).

A- Soit r la rotation de centre O et d’angle L

>
1/ Préciser r(A) et r(B)
2/ Soit G = r(H).
a- Montrer que G appartient a (IA") et que (OG) L (IA") .
b- Construire alors le point G.
B- Soit s la similitude directe qui tronsforme O en A et B en O.
1/a- Déterminer le rapport et ’angle de s.
b- montrer que le centre de s est le point H.
¢~ Montrer que s(K) = J; en déduire que (HK) L (HJ).
2/ la perpendiculaire en A a (OA) coupe la droite (HK) en C.
a- Montrer que s((OA)) = (AC).
b- En déduire que s(J) = C.
¢- Montrer alors que HC = OA = AC.
C- Soith = sor™!. on désigne par L le symetrique de O par rapport a I.
1/a- Déterminer h(I) et h(O).
b- Montrer que h est une homothétie et déterminer son rapport .
c- Montrer que h a pour centre le point L .
2/a- Déterminer I’image de G par s o r™*.
b- En déduire que G est le milieu de [LH].
c- Montrer que LHA’ est un triangle rectangle .
D- On désigne par @7et &%'les paraboles de méme foyer H et de directrices
repectives (OB) et (OA).
1/a-Montrer que les points J et K appartiennent respectivement a g7t &
b- Montrer que (JK) est une tangente commune & 9%et &%
2/a- Montrer que le point C est un point commun & 7¢t &7
b- Soit S le sommet de &7, Montrer que S appartient 3 &°
Tracer &7t &7
3/ Soit M un point du plan et M’ son image par s.
Montrer que M appartient & @731 et seulement si M’ appartient & 7.
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UNE CORRECTION POSSIBLE

EXERCICE 1

1/a- f est dérivable sur IR ( fonction rationnelle définie sur IR ).
2 -2 2
- vx € IR £/(x) = 2x(x*+1) x2(x +2)  ox i
. x2+1) (x2+1)
D’ou le tableau de variation de f

X |-c0 0 +00

f(x) + -

2
f(x)1 _ \1

2 . , .
« lim f =lim [x_2] = 1 = la droite d’équation y = 1 est une
oo x—too X

asymptote horizontale a C¢ au voisinage de +oo.

2 -1 o 1 s 3

-1 T

b- - d’aprés le tableau de variationdefona Vx € IR™;1 < f(x) < 2
= Vx e IR7;x <0< 1< f(x) _
= I’équation f(x) = x n’a pas de solution dans IR ".
* f(x) =x & f(x) —x = 0 & h(x) = 0avec h(x) = f(x) —x.
h est dérivable sur IR* et Vx € IR"; h'(x)= <0

——eX
(x2+1)°
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= h est continue et strictement décroissante sur IR*
= h réalise une bijection de IR* sur h([0; +oo[)
Or h([0;+o0[) =] lim h;h(0)] =] — ;2] contient O
+o0

= ’équation h(x) = 0 posséde une seule solution a dans IR*.

Bilan : I’équation f(x) = x posséde une seule solution a dans IR.
» 3)-Lx(-2) 3
Dautreparth(l)xh(z) 2X(26 <0:>1<a<2.

2/ g la restriction de f a IR*
D’ou le tableau de variation de g

X 10 +0o

a(x) \
1

a- g est continue st strictement \ sur IR*
= g admet une fonction réciproque g™ définie sur g(IR")=]1;2]
b-x €]1;2]; g7'(x) =y e IR

= g(y) =x
— y2+2 =X < y?+2 =xy?+x
y“+1
o (1-x0y?=x-2 ey = X=2
=+/£‘_2.
YT ENT X
Ory € IR*doncy = )l(:>2<
Conclusion : Vx €]1;2];g7' (x) = )1(:)2( '

c-C,t = SA(Cy) avecA:y=x (Voir figure)
3/a- Soit y une primitive de f sur IR
= vx e [0, J:000 = vlig0) - v(0)
- 1a fonction tg est dérivable sur [0; % ] et

Vx € [O;—Z—];tgx e [0;1]

de plus la fonction v est dérivable sur IR
Donc, d’aprés le théoréme de la dérivabilité d’une fonction composée,

la fonction qui 4 x — y(tgx) est dérivable sur [0; % ]
Par suite ¢ : x — 0(X)=y(tgx) — v(0) est dérivable sur [O; % ]
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wvx e [0 2 |0'(x) = [w(ten)] - [w(0)]

tg?x + 2
= (tgx). v (tgx)=(l+tg2x)t§T——=tg2x +2.

+1
tg0 .
b- Vt < [o;g-];(p'(t) = tg2t+2. et 9(0) = [ f(t)dt = 0
donc ¢ est la primitive de (t — tg?t+2) sur [0; %] qui s’annule en 0
= Vx € [0;%];cp(x) = j:(tg2t+2)dt = jz(l +tg?t+ 1)dt
= [tgt+t], = tgx +x.
c- A=[I;(f(x) - l)dx] u.a. (u.a.: unité d’aire )

= [J, fo0dx - [ dx | ua.
= [j:)g% f(x)dx -1 ] u.a.

= [T+ E-1]ua=Zua

EXERCICE 2

1/a- Vx € [o; -}] et v & TN, [ (tg%)"" ]'=(n + 1)(1 + tg?x) (tgx)"
b-Vn € IN, I, + I,z = J‘o% (tgx)"dx +J(;:‘L (tgx)™**dx
= fo%(tgx)“(l +tg2x )dx
_L_ jf(m 1)(tgx)"(1 + te?x)dx
- 1 1 [ T[(tgx)f“f1 ] dx
~ [tex)™ ]+ -

n+l n+1°
] ona (tgx)" > 0.

2/a- Vn € IN,Vx € [O;%

= VneIN, onal, = _[;;(tgx)"dx > 0.
+VnelIN, ona0 <1,
= VYnelIN, ona0+1, <I,;+]1,

< Vne€lIN, onal, < l_
n+1

b-VneIN,0<I, < deplus lim —1— =0
n+ n-»+c0 n 1
=lim I, = 0.
n—->+oo
COSX —si
3/a- Vx € [0 I ] g'(x)= [Log(cosx)] (cosx) = csolsnxx = —tgx

b-* Iy =4 04 tgxdx = —[ + 0“ ~tgxdx = ~[Log(cosx)]o"
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= —Log(—‘-/—!_z—> = —%—LogZ.

*x[14 +1; = T d’aprés 1/b-
=1 = %—Il = %—%Logz
PROBLEME |
\\ A' (;/z
\\Pl I / P
\\ ,/
‘\\ //
S //
AN B Ve /
! /
G ' el
K v
S
_/

) /
- : O[ H N

A-1/ < A’ est le symétrique de O par rapport a B
= 0A'=20B=0A=>0A"=0A. (1)
"_";’_\? 7 “_’;"_T,
: (OA, OA ) = (0A.08) + (OB, OA ) [2n]
= % +0 [2n] —g— [27] (2)
Ainsi (1) et (2) => r(A) = A".
x I est le symétrique de J par rapport a O
= Ol = 0J
Or0J = L0A = OB donc OI= 0B (3)
T oY o oSN o o\
« (0B,01) = (0B,0) + (0F,01) f2n)
=-L 4 2n]=L [2r] . (4)

2
Ainsi 3)et(4) =r(B) =L

m

3]

2/a-1r(A) = A’ etr(B) =1 = r((AB)) = (A'T)
Comme H € (AB) alors G = r(H) € (A'T).
(OH)L(AB) = r((OH))Lr((AB)) car r conserve I’orthogonalilté
= (0G) L (A'D).
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(OG)L(AT) o .
- = G est le projeté orthogonal de O sur (A'T)
G e (A'D) :
B-1/a-
= s est de rapport -2 et d’angle { OB, AO
s(B) =0 PPOTt 5B & ( )
.OA _20B _, '
OB OB '
T — % - 5% T .
* (OB,AO) — 4+ (OB,OA) 2] =n-Zp2n]= £ [2n]

I

Conclusion : s est de rapport 2 et d’angle >

b- {H} = (OH) N (HB) = {s(H)} = s((OH)) N s((HB)).

s est d’angle % alors :

+ s((OH)) est la droite perpendiculaire 4 (OH) passant par
s(0) =A = s((OH)) = (AH).
- s((HB)) est la droite perpendiculaire a (HB) passant par .
s(B) =0 = s((HB)) = (OH).
Ainsi {s(H)} = (AH) N (OH) = {H}
=s(H)=H
Par suite H est le centre de s.

¢-K =0x%*B < s(K) =s(0) xs(B) cars conseve les milieux.
=sK)=A*x0 =1
Ainsis(K) =17

s(Ky=T= @}3 = -’zl [27] :> (HK) L (HJ).

2/a- s((OA)) est la droite perpendiculaire a (OA) et passant par s(0) = A
= s((OA)) = (AC).

b- {J} = (H) N (OA) = {s(J)} = s((H)) Ns((0A))
- s((HJ)) est la perpendiculaire a (HJ) passant par H
s((H))) = (HK).
Ainsi {s(J)} = (HK) N(AC) = {C}
D’ous(J) = C.

c-s(J) =Cets(0)=A=>AC=20J=0A carJ=A=%*0
Ainsi OA = AC.
. s(J) = C = HC = 2H]J.
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D’autre part OHA est un triangle rectangleen HetJ = A x O
= JH = 0] < 2JH = 20] = OA
Donc HC = OA

Bilan : HC = OA = AC.

C-1/a- O h(@) =s[r!(I)] =s(B) =0 carr(B) =1
® h(0) =s[r'1(0)] =s(0) =A carr(0) =0.

b- r est une rotation d’angle —’;— = 17! est une rotation d’angle :Zl
s est une similitude directe de rapport 2 et d’angle %
r~! est une similitude directe de rapport 1 et d’angle _Tn

= h = s or7! est une similitude directe de rapport 2x1 et
d’angle ;2"— + % =0 [2n]
= h est une homothétie de rapport 2.

¢- Désignons par Q le centre de h.
— — — — — — —
hI) =0 < Q0 =20l < Q0 =2.00 + 201 < 0Q =201
— —
d’autre partI = L x O < OL = 20I
L —— =
Par suite OQ = OL < Q =L.

2/a-sor 1 (G) = s(H) carr(H)=G
=H car Hest le centre de s.
—_ —
b-sor’!(G) =H < h(G) =H < LH = 2LG
— — — —_— —
< LG+GH =2LG & GH = LG
= G=LxH
c-sor'=h<< s=hor
s(A") = h[r(A")]..
*B=0x*A' o r(B) =r(0) *r(A")
= I=0xr(A")
< r(A')=L caronadéal =0 %L
Ainsi s(A') = h[r(A")]=h(L) =L
7 5N
= (HA’,HL) = % [2n]
=> LHA’ est un triangle rectangle .

D-1/a- * On a déja montrer que JH = JO  (voir correction de B-2/c-)
de plus O est le projeté orthogonal de J sur (OB) car (OJ).L(OB)
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= JO = d(J; (0OB))

Par suite JH = d(J;(OB)) & J € &

* x KH = %HJ (cars(K) =17)

= KH = —é—JO = %OB = KO (carJO=OBetK=0 % B)
= KH = KO
de plus O est le projeté orthogonal de K sur (OA) car (OA)L(OK)

= KH = KO = d(K, (0A))
<K appartiennent 3 &%

b- KH = KO et JH = JO donnent que (KJ) = med[OH]
< 0 =Sxpn(H)
Comme de plus H est le foyer de @7et &% et aussi O appartient au
directrices de @7et % alors (KJ) est une tangente au deux paraboles
oret

2/a- -HC=CA (d’apres B-2/c-) et A le projeté orthogonal de C sur (OA)
= HC = d(C,(0A)) < C e &
. (CA)L(OA) et (OA')L(OA) = (CAY/(OA") (5)
CA= OA et OA = OA' =CA=0A' (6)
(5) et (6) = OACA' est un parallélogramme
de plus CAO = % et CA=0A donc OACA' est un carré

= A’ est le projeté orthogonal de C sur (OB)
= CA' = d(C, (0B)).
On a aussi CH=CA et CA=CA’ donc CH=CA’=d(C, (OB))
=Ce o :
b- S le sommet de @ Désignons par H’ et H” les projetés orthogonaux
de H respectivement sur (OA) et (OB) donc S=HxH'

Par suite SH = %HH’ (7).

« H’ et H” les projetés orthogonaux de H respectivement sur (OA)

et (OB) et (OA) L (OB) donc HH"OH' est un rectangle.

= d(S;(0OB))=HH" carS e [HH'] et (OB)=(0OH")

-{H"} =(OB)N(HH") = {s(H")} =s((OB)) Ns((HH"))

+ s((OB)) = (OA).

* s((HH")) est la perpendiculaire & (HH") passant par H

= s((HH")) = (HH).
Ainsi {s(H")} = (OA)NHH") = {H'}
=sH") =H = HH=%HH (8)

(7) et (8) > SH = HH" = d(S; (OB))
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=S e &
M tragage de @7et 9% voir figure )

3/ Soit M un point du plan et M’ son image par s.
M appartient a 9= MH = d(M; (OB))
= 2M'H = 2d(M'; (OA))
( car M’=s(M);s((OB)) = (OA) et s est de rapport 2 )
< M'H =dM'’;(0A)) & M e &

ELMOUFID Page : 200 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2000 SESSION PRINCIPALE

B3Al6 2000 SESSI0K PRINCIALE

EXERCICE 1 (5 points )

Dans le plan P orienté, on considére un rectangle ABCD tel que

T ——
(AB,AD) = %[Zn] et AB = 2AD. On désigne par I le milieu de [AB],

O le milieu de [BD] et par (‘®) le cercle circonscrit au rectangle ABCD.
Soit f'la similitude directe qui transforme B enI et I en D.

1) Montrer que le rapport de f est /2 et que ——ZL est une mesure de

son angle .

2) Soit s la similitude directe de centre C de rapport 42 et d’angle =%

4
a) Montrer que s(B) = L.

b) Montrer que f 0 s™! =idp ol idp est I’application identique du plan
¢) En déduire que f = s.
3) Soit A’= f(A). Montrer que D est le milieude [ A’1] .
Construire alors le point A’.
4) La demi-droite [CA’) recoupe (‘©) en O’.
a) Calculer CO’ et CA’ en fonction de CA.
b) En déduire que O’ est le milieu de [CA’].
¢) Prouver alors que O’= f(O).

EXERCICE 2 ( 5 points )

Un sac contient deux boites B et B, indiscernables au toucher.

La boite B, contient deux boules rouges et une boule noire.

La boite B, contient deux boules rouges et deux boules noires. Toutes
les boules sont indiscernables au toucher.

Une épreuve consiste a tirer du sac, au hasard, I’une des deux boites
puis de tirer, au hasard et simultanément, deux boules de cette boite.
Soit A, I’événement : « obtenir deux boules de méme couleur » et

E I’événement : « les deux boules tirées sont de By » .

1)a) Montrer que la probabilité de I’événement A est égale a %

b) Sachant que les deux boules tirées sont de méme couleur, quelle
est la probabilité pour quelles aient été tirées de B;?
2) On répéte I’épreuve n fois, en remettant chaque fois, les deux boules
tirées dans leur boite et la boite tirée dans le sac. n désigne un entier
naturel supérieur ou égal a 2. Soit X I’aléa numérique qui prend pour
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valeur le nombre de fois ou on obtient deux boules de méme couleur.

a) k étant un entier naturel inférieur ou égal a n, calculer p(X =k).

b) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X.

¢) On désigne par p, la probabilité d’obtenir, au bout des n tirages,
au mois une fois deux boules de méme couleur. Calculer p, en
fonction n. Quelle est la limite de p, lorsque n —+400?

PROBLEME |

( 10 points )

Dans tout le probléme, la lettre P désigne un plan rapporté a un repére
orthonormé (O,TT .
I-1) On considére la fonction g définie sur [1,+oo[ par g(x)=xLogx-x+1.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire le signe de g(x) pourx [ 1, +oo[ .
2) Soit f la fonction définie sur [ 1, +oo [ par

- x-1 :
f(x) = Logx si x €]1,+o00[
f(1) =1

Montrer que f est continue en 1.
3)a ) Montrer que pour toutréel tde [ 1 ,4+oof ona:

t-1-(t-1)?<1-+ <t-1
b) En déduire que pour tout x de [ 1, +cof on a :

-1 -1’ _ (x=1)
2 - 3 < ;( IlJ Logx < 5
¢) Déterminer alors lim i(_—_—_(;g_x
w1r (x=1)

d) En déduire que f est dérivable 4 droite en 1 et que f (1) =—;—.
4)a) Dresser le tableau de variation de la fonction f
b) Tracer la courbe représentative C¢ de f dans le repere (O,_i’,?
( on précisera la nature de la branche infinie de Cs.") '
IT On considére la fonction F définie sur [1,+00[ par

F(x) = j Légt dt  six e]l;+o0

F(1) = Log2
On désigne par C’ la courbe représentative de la fonction F dans le
plan P.
1)a) Montrer que pour tout x de ]1,+[ ona L’i:g'x < F(x) < X*x

x% ” ~ Logx
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b) En déduire : Lim F(x) et Lim -F—()—Q-

X
X—>+o0 X—>+00
2)a) Montrer que pour toutx de ] 1, +oo [ et pour tout t de [ x , x? ]
X o _1 . _x*
tLogt = Logt — tLogt"
b) En déduire que pour tout x de ]1,+of on a :
xLog2 < F(x) < x?Log2
¢) Montrer alors que F est continue en 1.
3)a) Montrer que Vx €]1,+oo[, F est dérivable et que F (x) = f(x).
b) Soit x €]1,+00[. Montrer qu’il existe un réel ¢ de ]1,x[ tel que :
F(x) —=F(1) = (x - 1)F'(c).
¢) En déduire que F est dérivable a droiteen 1 et que F'(1) = 1.
4) Dresser le tableau de variation de, F et tracer la courbe représentative
C’ de F (on précisera la nature de la branche infinie de C” ).
II1- Soit o un réel de |1, +oo[ et A(a) "aire de la region du plan P délimitée
par la courbe Cs et les droites d’équations respectives : y=0, x=1
etx = a. '
1) Montrer que pour tout x de |1, +oo[ on a F(x) = I: f(t)dt + Log2.

ona:

2) En déduire : Lim -é—(dg)— et Lim Lg)‘
a->+o0 >+o0 o

D

f(B) =1
(B) } = 1D oot e rapport de f et (BI ID) est ’angle de f
AD_ -~ 1AB =

All) carIB = =AB = AD

= = car ADI est rectangle et isocéle en A

= J2.
@1.1) = BLIA) + GAD) [2n]
EO—% 2]
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2)a) *x (CB,Cl) = —% [2n] car BIC est un triangle direct ,rectangle

et isocéle en B.
« LL _ 1/\ _ 1 - = 2.
cosBCI  ©OS
Ainsi: xet+* = s(B) =L
b) s similitude directe de centre C,de rapport 42 et d’angle —%

=s7! similitude directe de centre C,de rapport L d’angle L.

J2 4

et comme f est une similitude directe de rapport L et d’angle =%

2 4

Donc f o s™! est une similitude directe de rapport —j? x J2=1 et

d’angle _—4—+Z =0

= fos™ estun déplacement d’angle 0.
Bfos'() =fs'(I)] =f(B) =1 =fos™! fixel
Conclusion : f o 57! =idp.
c)fos!=idp &=foslos=idpos & f=s

3) A= f(A) .
I=AxB o f(I) =f(A) « f{(B)
o D=A*1
Aa) f(A) = A’ = (Ex’;c—A") =L 2]

A
2RI —
Or 0’ & [CA’) donc (CA; co’) --Z [2n]

De plus [AC] est un diametre de (‘©)
= CO'A est rectangle en O’.

Ainsi cos (ACO ) COI
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& CO' =cos(—%>AC - %AC

.f(A)=A':>i—f°é’=ﬁ@CA’:ﬁAC.

b) CO' = g-AC = > (J2AC) = Tea
de plus O’ € [CA']
D’ou O’=C * A",
¢)OnaO = C * A donc f(O) = f(C) * f(A) = C x A’
et puisqu’on a montrer que O’=C * A’
—£(0) =0’

ﬂ EXERCICE 2

B contient : 2 boules rouges et une noire
B, contient : 2 boules rouges et deux noire
1)a) A se réalise quand on tire soit 2 boules rouges soit 2 boules noires.
A=ENAUENA)eatENANENA) =0
= p(A) = p(E).pgA/E) + pz(F).zp(A/F)
1.6 16G+6G 1.1 _1
T2z Tete T3
b) Sachant que les deux boules tirées sont de méme couleur
C’est a dire sachant A est réalisé.
Donc le démondé est de calculer la probabilité de E sachant que A

est déja réalisé.

[NI8}

1 C
- pENA) _ 77T _
p(E/A) = = = =,
Y T2
2)a) X: n répétitions — nombre de réalisation de A
Comme les répétitions sont indépendantes alors X suit une loi

Binomiale de parametres n ( nombre de répétitions ) et p——-p(A):—%—‘

Par suite pour k un entier naturel inférieur ou égal a n,
_ _ Kk L k( _ _1- n—-k
p(X =k) c,,(3) -4
b)E(X) =np = %
¢) Désignons par D, : obtenir, au bout des n tirages, au mois une fois A
= D, : obtenir, au bout des n tirages, zéro fois A.
— 0 n-0 n
Ainsi p(Dy) = p(X = 0) =cg(%) (1 - %) = (%)

:D’ot pn =p(Dy) = 1-p(Ds) =1 - (%)
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. 1 —(2\"1_ 2 1
« lim p, =lim [1 (3) ] =1 car 5 e] - 1,1[

n—+4-00 n—->+c0

I-1)a) g est dérivable sur [ 1, +oof et Vx > 1,
g'(x) = Logx+x% —1=Logx >0
D’ou le tableau de variation de

X N +00

g')|° +

+00
g(x o/

llm g =lim [x(Logx—1)+1] = +co.

X—>+00

b) 0 est le minimum de g sur [1,4+0[ (d’apreés le tableau de variation
-deg) = Vx>1,g(x)>0.

. im X=L pim — 1 -1 1 -¢1
R

x -1

= fest continue en 1.
3)a)t e [1;+0[:

ct=1-(t-1)%- (1—L)_(t—1)[1—(t—1)~—]
—(t_l)[t—_tZJrL.l_] (t-1) —(t— 1) <0
Donct—1-(t—1)* 51—%

(-4 -0 - e nfh-1]

_ - t-1)°
_(t‘l)ltt Tt

:>l——%—§t—l .
Bilan: vt [Li+ooit—1~(-1)? <1-+ <e-1.
b) Soitx € [1;+oo[ on a
vte [Lxlit-1-(¢-1)"<1-+ <t-1
= [{t-1--1dt= ['(1-L)ar< [ie-dt
= [—%—tz—t——l—(t— 1)3]x < [t-Logt]% < [%tz—t]l

- (X—Zl) (X 1)° <—1 (X—zl)z.

—~Logx <
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- —_1)3 132
¢) Vx € [l;+o[; x 21) it 31> < x-1-Logx < (X—ZD—
(x—-1) < x-1-Logx _ 1

) .1
& Vx e [17+OO[7 3-_ 3 - (X_I)Z -2

] L_(x—l) _ 1
Deplushml:2 —3 :l— 5

x-17
Dot lim X=1-logx _ 1
x-1* (X - l) 2
~1

[f(x) f(l)] i Togx

x—1

d) lim

x-1* x->1*

im [ x ~ 1 —Logx
Logx(x—1)
x — 1 — Logx 1 _ 1 B
(x-1)* " Togx )= l=
x—1
= f est dérivable a droite en 1 et '4(1) = %

x->1*

=lim ( %

x-1*

4)a) f est dérivable sur ]1;+oo.
1
Logx — (x — 1)+
Vx> 1 (o) = 2280 D
(Logx)

_ xLogx—x+1 _ g(x)

x(Logx)? x(Logx)?
D’ou le tableau de variation de

X 1 +00

f(x)|0 +

+C0

w0

1+—1— 14+ 4
( ) NI, Lng - Elr =t

(l "% )
b) » lim —- =lim
) X—>+00 x40 LOgX
=> Cs possede une branche parabolique infinie de direction [’axe
des abscisses au voisinage de +oo
- la demi-tangente a droite a Cr en son point d’abscisse 1 a pour

«Iim f =lim

+00 X—>+00

OO
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y=fi(1)x-1)+1f(1) = x+ 1

systeme d’équation 2

x>1

y

3.

21 C

1

a0 2 3 4 X
-IT

II1)a) Vx €]1;+o[ on a x% > X.
Vvt € [x;x*]ona:
x <t < x?% < Logx < Logt < Log(x?)
1 1 1
= < <
Log(xz) - Logt ~ Logx

D’ou Vx €]l; +oo[j

x2 1 x2 1
1  4t< ——dt < ——dt
Log(xz) - J. Logt J. Logx

= Vx e]l;+oo[;—lz—(—2-)—fX 1dt < F(x) <

LOgX J‘x

F(x) < )ioé)?.

= Vx E]l +di ]:iiz—zy <
b) - Vx €]1;+o0[; L—XE‘—’g)— < F(x)

- X< —X oy X(x - 1) ]
deplus gﬂg [Log(xZ) jl _E::: [ 2Logx

=Lim (X~ )
X—>+00 ZLOgX

D’ou Lim F(x) = +oo.

X—>+00

x2 — 2 _

»2Logx ~ X 7 Logx

= Ux e]l;+oo[

1
de plus Lim X=L =Lim —%- =
©plus x::: 2L ogx E:: 2Logx

X
Donc Lim F—E(X)—:+

X—+00
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2)a) Vx €]1;+oo[; Vt € [x;x?]
x<t<x? < % <1< XTZ
1 x2
= tLogt = Logt = tLogt

ool X o1 x?
b) Vx €]1;+o0[; Vt € [x;x* ]Ona'tLogt S Togt = Togt
2

car Logt > 0

:>Vxel+ooj‘

x 2
t < < X~
tLogt j Logt dt I x tLogt dt
l 1

< Vx €]1;+o0]; xj dt<F(x) <x2j: L(;['gtdt

= vx e11,+oo[,x[Log<Logt>J;2 < F(x) < x*[Log(Logt)]*’

[Log(Logt)]x2 = Log(Logx?) — Log(Logx)

=Log(2Logx)-Log(Logx) Log( ZII/J ogg;x )=Log2

Ainsi : Vx €]1;+4o0[;xLog2 < F(x) < x?’Log2.
Vx €]1;+o[;xLog2 < F(x) < x%Log2.

9 9 lim [xLog2] =lim [x’Log2] = Log2
x—1" x-17
=lim F(x) = Log2 = F(1) = F est continue en 1.
x—1*
3)a) Soit H une primitive sur ]1,+oc[ de la fonction quia t — ngt

D’ou Vx €]1,+oo[,F(x) = H(x?) — H(x).

@ la fonction qui a x — x? est derivable sur ]1,+oo[ et 4 valeur
dans ]1,+oo[ de plus H est dérivable sur ]1, +oo]
D’ou la fonction qui a x — H(x?) est derivable sur ]1,+oo[.
Par suite F est dérivable sur ]1, +oo].

B vx €]l, 4] F'(x) = 2x H'(x?) - H'(x) = 2x—L— — 1
el oo F) = 2 HG) = HGo) = 2ol - s
2 1 _ox—1 _
~ 2Logx Logx  Logx £6x).

b) Soit x €]1,+o0].
F est continue sur [1;x]
F est dérivable sur ]1;x[
= Je €]1,x] tel que F(x) = F(1) = (x = DF'(c).
¢) lim [%] =lim F'(c) d’aprés la question précédente
Or ¢ €]1,x[ donc quand x — 1+ alors ¢~ 1*

[N x-1"
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Par suite lim I:-F—(X%——I;—(Q] =lim F'(x) =lim f(c) = 1
x-1% -

D’ou F est dérivable a droite en 1 et que F'(1) = 1.

c-17 [

4)
PNy X — 1 .
vx é]l,m[,F (x)—f(x)~——Logx >0 %’j_
D’ou le tablau de variation de F . .C'
X 1 +00 24 .@.
B
F'(x) +
+00 1+
F(X)
Log2
u - +>
Lim Eg-(l = +o00 = C’ possede 0 1 2 3 X

X->+00

une branche infinie de direction I’axe des 6rdonnées au voisinage de +.

ITI- Soit o un réel de ]1, +oof
1) Ona Vt €]1,+o[; F'(t) = f(t) d’aprés la question II-3/a-

= Vx €]1,+[; | ’I‘F'(t)dt = [ f(t)dt
& Vx €]1,+0[;F(x) = F(1) = j’l‘ f(t)dt
& Vx €]l,+e0f;F(x) = [ f(t)dt+F(1) = | f(t)dt + Log2.
2) Ade) = | ?(f(t) — 0)dt = F(a) -~ Log2
- A(e) _ F(a) _ Log2

o a A o
___ga) =Lim

F(a) Log2
[T - | T

Ainsi: - Lim
a->+00 0400
Lim 29 _pim [ﬂgl _ _ngz] _Lim £@
a->+00 a a->+00 o o aoteo O
(1,2—(1 <F((X)< (12—-(1

Or Vo €]1,+o0[; < <
rve €]l 4ol Loga? Loga

< Vo €]l +eof; 2Loga = o2 ~ Logo

De plus Lim ——% — 0 aussi Lim ——& =
e plus Lim oga aussi L —»l::cl Togo

o—~>+00

Dood Lim 2& — 0 Enfin Lim 22 _
a->+o0 0L ) o—>-+00 a
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ION DE CONTROLE

EXERCICE 1 ( 6 points )

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 <t f,, la fonction définie sur
10,+00[ par fa(x) = (Log x)*. On note (C,) la courbe représentative de f,

dans un repere orthonormé ( O, T _]

1)a- Déterminer la limite de f, en +oo et calculer f,(x) pour x >0.
b- Déterminer, suivant la parité de n, le sens de variation de f, et la
limite de f, a droite en 0.
2)a- Déterminer les positions relatives des deux courbes (C») et (Cs) .

b- Construire (C,) et (C;) dans le repere (O 1, ] )
3)Onposel, = _[I(Log x)"dx
a) Montrer que I, = e — 2.
b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que I, +(n+1)l,=e
¢) Calculer la mesure de I’aire de la partie du plan limitée par les deux
courbes (C») et (C3).
4)a) Montrer que la suite (I,,) est a termes positifs et qu’elle est
décroissante.

b) Déduire de la question 3) b) que : - &

< <]
+2 slhos

n+1

c¢) Déterminer alors lim nl,.

n—>+c0

EXERCICE 2 | (4 points)

On considére dans I’ensemble des nombres complexes I’équation :
(B) : 22 +2(1 =1)z2+ (1 + m? —4i)z-2i(1 +m?) =0
ou m est un parametre réel .
1)a) Montrer que I’équation (E) admet une racine imaginaire pure zo que
I’on déterminera .
b) Calculer en fonction de m les deux autres racines.
2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O,Tf, V),
on consideére les points A,B,M’ et M” d’affixes respectives 21, —2 —2i,
-1 —imet~1+1m.
a) Montrer que AM'BM" est un parallélogramme.
b) Déterminer m pour que AM'BM" soit un rectangle.
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| PROBLEME é

A
. R —) —)
Dans le plan orienté, ABC est un triangle tel que (AB; AC) = %[27@,

la lettre O désigne le centre du cercle (C) circonscrit au triangle ABC

et I est le point d’intersection des bissectrices de ce triangle. Les points

P et Q appartiennent respectivement aux demi-droites [CA) et [BA)

et vérifient : CP = BQ = BC.

1/a- Montrer que (CI) est la médiatrice de [PB] et que (BI) est la
meédiatrice de [CQ].

A
b- Montrer que (CP QB) 2“ [2n]

2/ Sott f la rotation qui transforme CenQetPenB
2n

3 est une mesure de son angle.

a- Montrer que f a pour centre I et que <~

!

TS N on
b- Montrer que (IB;IC) =5 [2n]

c- Montrer que les points I, P et Q sont alignés.( on pourra
—/\

— —»
calculer (IP;IQ) ).
3/ On pose O; = f(O) et O, = f(0,)
a- Montrer que f(0;) = O
b- En déduire que le triangle 00,0, est équilatéral et que (OI) est la
médiatrice du segment [0;0:].

4/ Soit r la rotation de centre O et d’angle 2%

3 etg =forof

a- Montrer que g est une translation.
vérifier que g(02) = O;1. En déduire le vecteur de translation

b- Montrer que r(B) = C. En déduire que g(P) = Q

c- Montrer alors que les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires.

: 8/ Soit s la similitude directe de centre O et qui transforme I en O;.
a- Montrer que /3 est le rapport de s et que (——g—) est une mesure
de son angle.
b- Montrer que pour tout point M du plan distinct de O, d'image M’
par s, le triangle OMM est isocéle de soinmet M. (on pourra utiliser

les relations d’El Kashi).
¢~ Construire les points B' et C’ images respectives de B et C par s.

~ UKE CORRECTION POSSIBLE

QLMOUFI])
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EXERCICE 1

Da- - lim f,(x) =lim [(Logx)"] = +c.

x+oo
- Vx > 0;f,(x) = n%(Logx)“‘l.
b- Vx > 0; fﬁ,(x)zn%(—(Logx)“‘1 = Vx > 0;sig[f, (x)]=sig(Logx)"!
Premier cas : n impair = n — 1 pair
= Vx > 0;(Logx)™! >0
D’ou le tableau de variation de f,

X [0 1 +00
fool v P+
+00
fn(X) - /

* lim f,(x)=lim [(Logx)"]=-c0 car lim Logx=-cc et n impair.
X0 x-0* o0
Deuxiéme cas : n pair = n — 1 impair
= Vx > 0;sig[(Logx)"!] = sig[Logx]
D’ou le tableau de variation de f,

X |0 1 +00

fr'1 (x) - D +

+00 +00
fn(X) \ /
0

* lim f,(x)=lim [(Logx)"]=+o car lim Logx=-c et n pair.
x—-0* x-07 x-07
2)a- Vx > 0;f3(x) — f2(x) = (Logx)?[Logx — 1]
= sig[fa(x) — f2(x)] = sig[Logx — 1]
D’ou le tableau de position relative de Cs et Cs.

X 0 1 e +00
sgog0f - 0 - .

position relative ||C, est au dessus de G | Cyest au dessous de G

b- Pour la construction de C, et C;.
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. lim ——-—f“)((x) =lim [———(Lofx> ] =lim (Logx )

X—>+00 X =00

N—>+400 X l‘l

1
Posons X=x7n <> x = X"; X = +00; X — +00

. nLogX 1"
=lim [ ] =0
X-+o0 X

= C, posséde une branche parabolique infinie de direction
’axe des abscisses au voisinage de +o0.

X |0 +CO0
£() - b+
+Q0 +00 €,
(%) \ /
0
X {0 1 +00 3 x
%(X) + D+
+00
-0

3)a) L, = [ (Log x)dx

u(x) =1 I u(x) = x

vi(x) = (Logx)? N vix) = —%—Logx
[x(Logx)?]{ =2 J Logx dx

i

uz(x) =1 ~nou(x) =x

L :
X i

va(x) = Logx n~ vi(x) =
= e(Loge)? — 0 — 2([xLogx f dx) ;
=e—-2e+2(e—-1)=e~2. )
b) Lu1=  (Log x)™!dx
u'(x) =1 ~oulx) =x
vR)=Log)™ ~ v'()=L (Logx)" | -:
L = [x(Logx)™']] — (n+ 1)J (Logx)"dx :
Ly =e—(n+ DI,
Shn+m+ Dl =e
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¢) Désignons par A la mesure de ’aire de la partie du plan limitée
par les deux courbes (C,) et (C3)
= A= j [(Logx)? — (Logx)?] x—j (Logx)?dx — j (Logx)3dx
=1, -1z =1, - (e—=3I,) d’apres la question précédente
=4, —-e=4(e-2)—e=3e—-8
4)a) - Vx € [1,e];Logx > 0
= Vx € [1,e];Vn € IN"\{1} ona (Logx)" >0
= Vn € IN*\{1} ona J:(Logx)"dx >0
< Vn e IN*\{l} ona I, > 0.
e Vn € IN*\{1}; 1,41 — In=J?(Log x)*dx — 'fj(Logx)"dx
= fj(Logx)"[Logx —1]dx
Comme Vx € [1,e];Logx > OetLogx —1 < 0 alors
vx € [1,e];Vn € IN*\{1}; (Logx)"[Logx ~ 1] < 0
= Vn € IN\{1}; 1 — I = jj(Logx)“[Logx ~1]ldx <0
Par suite (I,) est décroissante.
b) Vn € IN*\{1}.

L <1, car (I,) est décroissante.
& Ly +(n+ DI <1+ (n+ DI,
——— ——
< e < '
= e <(n+2l, = —7 <T, (1).
e VneIN*\{1:2}; I, <I., car (I,) est décroissante.

© Vn € INY\{1;2}; nl, <nl,4
& Vn e INY\{1;2}; I+nl, <Ilpaym+({(n—1)+ Dlia=e
o vne N2 L < —£- (2)
Ainsi (1) et (2) donnent Vn € IN*\{I} 2 <I, < nf— T
¢) Vn € IN*\{1}; 2 <I, < el

n-+
<:>‘v’nEIN\{1} +2‘n1ﬁ“_n+l
De plus lim n‘lzi!:z'; T 4 27y~ Aussi lim 05 -=e

D’ou lim nl, =

n—>+oo

EXERCICE 2

1)a) Soit o un réel.
1 est une solution imaginaire pure de (E)
< (1) +2(1 = )(a)? + (1 + m? — 4i)(ia) — 2i(1 +m?) = 0
= —ia® — 202 + 2ie? + (1 + m?)(ia) + 4o — 2i(1 + m?) = 0
< [-2a? +40] +i[~03 + 2¢2(1 + m?)a - 2(1 +m?)] =0
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20?2 +40 =0
=
—o® +202(1 +mHDa—-2(1+m?) =0

a=0o0oua=2
=

-0 +20%( + m?)o.—2(1 +m?) =0
< o =2 carseul leréel 2 vénfie les deux équations.
Conclusion : zo = 2i est la solution imaginaire pure.

b) 2i est une racine de P(z) = z> + 2(1-1)z% + (1 + m?-4i)z-2i(1 + m?)
= 3(a,b,c) € C* tel que P(z) = (z—2i)(az? +bz+c);Vze C
P(z) = (z-2i)(az? +bz+c);Vz e C
<=P(z) = az® + bz? + cz ~ 2iaz? - 2ibz — 2ic;Vz € C
&P(z) = az® + (b - 2ia)z? + (¢ — 2ib)z - 2ic; Vz € C

a=1
] ) a=1
b~ 2ia = 2(1 —1)
c—2ib=1+m?-4i
c=1+m?

—2ic = =2i(1 + m?)
Ainsi P(z) = (z—21)(z% +2z+ 1 + m?).
(E) @ Pz) =0 z-2i=00uz?+2z+1+m? =0
(A=1-1-m?=(im)?)
<= z=21o0u z=-1—1m ou z=-1+1m.

—p
2)a) -aff(AM’) — 1 —im—2i = 1 —i(m+2)

aff(M”B) —2-2i—(-1+1im) = =1 ~i(m + 2)

— AM = M'B < AM’BM” est un parallélogramme .
b) AM’BM” est un rectangle < M'M" = AB
& -1+ im+ 1+ )= |2 = 21 — 21

= Rim=2J1+4 @ m=-45 oum=,5
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Cv

1/a- * CP = BC = C e med[BP] ( médiatrice du segment [BP])
= le triangle BPC est isocele en C.
D’autre part (CI) porte la bissectrice intérieure du secteur [CB, CA]
qui est ausst le secteur [CB, CP] (carPe [CA))
= (CI) est la médiatrice de [BP].
x de la méme fagon, on montre que (BI) = med[CQ].

=1+ =% 40 [Zn]zz—n [2m].

3 3
2/a- Désignons par Q le centre de f.
f(C)=Q QC = QQ
f(P) = B QP = OB

=
Q e med[PB] = (CI)

D’ou I est le centre de f.

Q € med[CQ] = (BI) } - 0O =1

i((g :§ } = (613’;61‘3’) = 23—” [2n] est I’angle de f.

T — T T
b- (IT?; f@) + <—B—6 ﬁ) + (C—f C_B’) =n [2n]
@@En—(ﬁ—@ [2n]
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et on sait que :
- o 1 - %
: (BC,BI) - 7(BC;BA)
car (BI) bissectrice intérieure de [BC;BA].
(CL.CB) = L (CX.38)
(€L.B) = 4 (CA.B)
car (CI) bissectrice intérieure de [CB; CA].

i P
D’ou ([B,IC = n——l—(BC,BA ——(‘C’A’;E’B’) [n]

= (I—ﬁ,IC) =7- %[ﬁ+ﬁ [r]
= (ﬁil_é) = n—%[(ﬁ+—(ﬁ} [n]
c:(ﬁi-I_C’ En—é—@ (1]
= I—B’,fé = n—%[n+@:| kd

T N\
= (IB,IC) = n—%[n+:3zr—] [r] = %TL [7]
= (I/_B’I:)~ = %Z‘— [2n] ou (f]g;IC) = —231 +7 (2]

= ;371 [2n]( impossible)

Conclusion : (ﬁ IC) = 28 2q],

e (IP IQ) (IP IB) ( C) (IC IQ> [27].

Or IP B) = 2% [27] car f(P) = B et f d’angle 2%
)73 3

aussi ﬁﬁ = Tﬂ [21] car f(C) =

A
Donc (ﬁ)’,fa) = _2§7t_ + —%’L + %ﬂ [2r] =0 [2n]

= les points I, P et Q sont alignés.

3/a- festun déplacement d’angle 23—n

= fofofestun déplacement d’angle
deplusfefof(l) =1
Bilan :
fofof =1Idp.(car elle est un déplacement d’angle nul qui
fixe un point ).

2 2n 21 _
55 =0 [2n]
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Parsuitefofo f(QO) =0 & fof(0;) = O <= £(0,) = O.

b- - O; = f(0) et O; = f(01) donnent 0;0; = 00; (*)
+0; = f(0) et f(0O,) = O donnent 00; = 00,  (* *)
Ainsi : (%) et (x x) = le triangle 00; O, est équilateral
® 00; = 00, = O appartient & la médiatrice de [0,0:]
B0, =f(0,) = 10; =10, = I € med[0,0;]

Conclusion : (OI) est la médiatrice du segment [G,0,].

4/a-
r est un déplacement d’angle —23i
f est un déplacement d’angle 23—"
= g=forof déplacement d’angle ZTT‘+2‘31+23—7t = 2n = 0[2n]

= g=fo r o f est une translation ( I'identité est une translation de
vecteur nul )
- g(0y) = o 1[f(02)] = fo1(0) = f(O) = O1.
D’ou g(07) = O;.
* g est une translation et g(0,) = O,
. —_—
= g =tg la translation de vecteur O,0;.

b- - OB=0C car O est le centre du cercle (C) qui contient B et C.
- % - 5 o
: (OB;oc) = z(AB;AC) [2n] = 2% [2n]

— —— 3 . : :
car (OB; OC) est 'angle au centre associé a ’angle tnscrit
— —
(AB:a0).
OB = OC

_—__’————\ = r(B) = C.
(OB;66) = 23_n [27]
X g(P) = forlf(P)] = for(B) = f(r(B)) = £(C) = Q
Ainsi g(P) = Q.
Cc- g(P) = Q — PQ = 0201
Donc (PQ) // (0,01)
Or (OI) est perpendiculaire 4 (0,0,) ( car (OI)=med[0,0; ]
En conclusion : les droites (OI) et (PQ) sont perpendiculaires.

5/a-s(I) = O = O(%l est le rapport de s.

. d’abord OIO; estisocéle enl car f(O) = O;.
———— ——
= 2100, + 010, ==
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L A0 12 _ 1
C>IOO1—2 20101@1001—2 773 —6.
- Nommons I; le milieu de [OO; ] '
00, _ 2.0L
Ol 0Ol

T .
= 2co0sIOI; car IOI; estun triangle rectangle en I

— 2¢0sT00] = ZCOSF =2X— ‘/— =J3.

Ainsi le rapport de s est 4/3 .
A
xs(I) =0, = (OI; 001) est I'angle de s.

_ T —N — N\
OIO; estisoceéleen] = 2(01;001) + (IOI;IO> =7 [2n]
e e e

«:»(6'1’-001' sﬂ—lﬁ 7]

) 2 2 1,
@@EQ—L —-zi) [n]
D Sl 2 2\

@(_1’;001)5-561 [n]

’-‘:"—\> . 7= —N\ 5

ol oo)s? 27} ou (01,00,) = &+ 7 [2r]

_TE_ 14

T —5N
(01 00, ) = 7] ou (01; ool) =-L [on]
Sn o N i
D’ou == 6 est la mesure principale de (OI, 001) ou = est la
mesure principale de (OI 00, )

Or 5“ ne peut pas étre la mesure principale de (OI 00, ) car
1001 =L .30

6 6
iy — T
Conclusion (OI; 001> =-% [2n].
Bilan : s est de rapport ﬁ et d’angle —-%.
= J30M
b-M' =s(M) <

(OM OM) I [2n]

2D 2 2 ! —‘;_—.—\/
MM 2=OM”+OM2-20M. OM' cos  OM; OM

(d’aprés EL Kashi)
= (J3OM)’+0M?-20M (/3 0M) cos(~L )
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= 30M? + OM? - 2,/?%01\42
= OM?
D’ou MM'=0M < le triangle OMM est isocéle de sommet M.

A —
c--B' = s(B) = (OB;OB’) =L [n]

o Ay
= B’ € a la demi-droite [Ot)\{O} tel que (OB;Ot) = —%[Zn]
- B'=s(B) = le triangle OBB'est isocéle de sommet principale
B (d’apres 5/a-)
= OB = BB'
<= B' € {op) (cercle de centre B et de rayon OB )

Ainsi : B’ est le point d’intersection de [Ot)\{O} et {5 op).
De la méme maniere C’ est le point d’intersection de [Ot')\{O}

et le cercle {(c,oc) de centre C et rayon OC avec [Ot') la

e —

N o
demi-droite vérifiant (OC; ot' ) = —% [2r].
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BAC 2001 fEffioN PRINCIPALE

EXERCICE 1

Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (0;1—1’, V)_
On considere les points A et B d’affixes respectives aet 1 oua € C\{1}
Soit f :P\{B} -P;M(z) — M'(z') tel que z’ = ;—___—%.
1/ Montrer que les affixes des points invariants par f sont les solutions
de I’équation E : z?2 —~2z+a = 0.
2/a- On suppose quea = 1 +e%® ou 0 € ]% izn— [ Résoudre E.
b- Mettre sous forme trigonométrique chacune des solutions de E.
3/ Dans cette question on suppose a=-1. Soit M(z) €P\{B} et M'(z’)

gl
a- Montrer que (H;Eﬁ) + (G';BM’ ) =0 [2n].
En déduire que la demi-droite [BA) est une bissectrice
— )
de ’angle (BM; BM’ )
b- Montrer que z’ est un imaginaire pur si et seulement si |z| = 1.

¢- En déduire la construction du point M’ image d’un point M du
cercle trigonométrique privé du point B.

EXERCICE 2

Soient F et H deux points distincts, A la médiatrice de [FH} et J le
milieu de [FH]. Soit M un point de A et D la droite passant par H et
perpendiculaire 4 la droite (MH). On désigne par P la parabole de
foyer F et de directrice D.
1/a- Montrer que A est la tangente a P au point M.

b- Vérifier que les droites D et A sont paralleles si et seulement si M=J
2/ Dans le cas ou le point M est différent de J, la droite D coupe A

en I. Soit E le symétrique de H par rapport a I et A’ la perpendiculaire

aAenl.

a- Montrer que A’ est tangente a la parabole P.

b- Construire le point de contact N de la parabole P et de la

droite A’ et montrer que les points M, F et N sont alignés.

3/a- Soit S le sommet de la parabole P. Montrer que le point J
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appartient a la tangente au sommet a la parabole P et déduire
que S appartient au cercle @de diamétre [FJ]. '

b- Soit R un point de ‘@distinct de F. Montrer que la parabole de foyer
F et de sommet R est tangente a A en un point que I’on déterminera
(il est conseillé de faire une figure séparée pour cette question ).

c- Déterminer alors I’ensemble des points S quand le point M varie
sur A,

PROBLEME ||

I] Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = et Cr sa courbe

2
DN
représentative dans un repére orthonormé (O, i,] )
1/a- Etudier les variations de f. En déduire que Vx € IR on a :0<f(x) <1

b- Tracer la courbe Cs.
2/ On considére la fonction g définie sur ]0; X[ par g(x) = Log(tgx).

a- Montrer que g est dérivable sur ]0; 2-[ et calculer g'(x); Vx €]0; Z[
b- Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur IR.
Calculer h(0).
¢- Montrer que h est dérivable sur IR et que vx € IR;2h’ (x)—f(x)
En déduire Vx e IR; [ o f®)dt = 2h(x) ~ -2-.

II] Soitn € IN et F, la fonction définie sur [0;+oo[ par Fy (x)—fo‘(t)dt
1/a- Calculer F(x) en fonction de h(x) et montrer que lim F, (x)~—

e

b- Soit K la fonction définie sur IR par K(t)= e —e”

et+et’
Montrer que K'(t) = f(t)
Calculer alors F»(x) et montrer que lim Fy(x) = 1.
X400
2/a- Montrer que 1’image de I’intervalle [0; +oo[ par F, est ’intervalle

[0; lim Fn(x)[.

X~»+00

b- Vérifier que Vt € IR} on a f(t) < 2e™.
En déduire, en utilisant I]1/a-, que Vx € IR* ona Fy(x) < 2 et
que lim F,(x) est finie,

X—»+400
¢- Vérifier que Vt € IR} on a f(t) > e~
Montrer alors que Vx € IR* ona -1 —£ = <Fax)
et en déduire que lim F,(x) est non nulle.

X~>++00

3/ Soit la suite (uy) définie sur IN* par u, =lim F,(x).

X400
a- Donner la valeur de u; et la valeur de u;.
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b- En remarquant que 4 — (¢' + ¢™)? = —(e' — e~*)?, montrer que
Vn € IN* et Vt € IR¥ ona " 1()f (1)K(t) = £2(t) — £ (t).
c- A I’aide d’une intégration par parties, montrer que Vn € IN* et
vx € IRXona | ;f“‘l(t)f’(t)K(t)dt=—r11-K(x)t"(x)-—nl— [ 2 ()t
d- En déduire que Vn € IN* et Vx € IRfona:
(n + DFp2(x) = nFa(x) = K(x)f*(x).
Montrer alors que Upiy = Up.

n
n+1
4/a- Soit n un entier naturel. Déterminer, en fonction de n, les deux
termes Uop+1 €t Uonso.
b- Montrer que la suite (un) est décroissante.

¢- Montrer que Vn € INon a : a0 _ < M2 <

2n+ 1 U2n+1
e e U
En déduire lim 22
ferboo 2]

) 2><4><6><...><(2n). 2 2 |-
d- Montrer alors que :il:’:o |:( T%5 % . <(n-1) ) X 5= T

|

ﬂ EXERCICE 1

1/ M(z) est un point invariant de f < f(M) = M < ;:"11

o= z-a=2z(z-1) = z*~-2z+a=0.
&> z est une solution de E:z? — 2z + a=0.

2/a- On suppose quea = 1 +e%® ou 0 € ]12‘- %ﬂ[

Eiz2-2z+1+e% =0

AN=1=1-¢2 = (ieie)z
donc Eez=1-ie ou z=1+ie®
in2gi0 — | _ o0+ %)

=1Z

b-+z=1-1ic = 1-¢"™2e

PRI .. d.n
) o2t ]=-215m[%+—£‘—]e‘(2+4).

(¥
. 3% n .9 3%
*96]2 [‘:’ <3 <7
+ <

il
~
N|e
+
ala
—
1
o
|
e
+
ENTY

o
Vol
£a A

18
Donc sin[+ + 4 o
Dotz = 1 —ie® = 2sin[4 + £]e/2 74+ 2"
= 2sin(%e + %)[cosg—g- - L) +isin(§ - 4)]
=[2sin(5+3): 5 -4
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. oL (Lon i VL
cz=1+ie® =1+ =e‘(2+4)[e ‘(2+4)+e‘(2+4)]

PRI
=200s(%+—§-)e’(2+4).
n.3n r_ 8.
Oree]2,2[¢:>2<2+4<n
= cos(4 + %) <0

Dol z = —2cos(5 + % )(cos(Z+5+n)+isin(5+2+r))
= [—2cos(2 ), 2+—]

3/a- BM) (u BM ) = arg(aff(BM) ) rarg (atf(BM' ) ) [27]
=arg(z— 1) +arg(z' - 1) [2n]

arg[(z— 1)(z' - 1)] [2n]

arg 2 - D[ £ - 1]] [2]

= arg[ (z—- l)( )] =arg2 [2n] =0 [2n]
e
Ainsi (E';BM) ('L?,BM) =0 [2n].
.aff(ﬁf\') - -1-1=-2= BA - 2%,
e e e
'(Tl);-B—N[)> + (TJ’;B—I\-/_I-”) =0 [2n]

= @+ﬁ+®+® = 0[2n]

Il

1l

=S 5N — —N
o n+ (BABM) + 7+ (BA;BM’) =0 [2n]
e —— e T ——

—(EK/I’;E&) = -(ﬁ;BM') [27]

_——"—_\ —-—-—"‘-—\-
= (B—M)ETA:) = (E—X;BM’) [27]

—

D’ou [BA) est une bissectrice de (E'M BM’ )

!

b- 2z’ estun imaginaire pur & 7 = -z
z+1 z+1 Z+1 z+1
= (AL ) = - & = -
z-1 z—1] Z -1 z-1

S (Zz+D)z-1)==@z+1)(zZ-1)
o zz~z+z-1=-z2z2+z-z-1
@22Z2=2=zz2=]1|z=1
Ainsi z' est un imaginaire pur < |z|= 1.
c- Soit M(z) appartenant au cercle trigonométrique de centre O et
de rayon 1
«OM =1 & |z|= | < 7' est un imaginaire pur
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<> M’ appartient a I’axe des oodonnées (y'oy) (1)
. —— ——
+ [BA) est une bissectrice de (BM;BM’ )
= M/ appartient a la symétrique de (BM) par rapport a (BA) (2)
Enfin (1) et (2) permettent de tracer M’ connaissant un point M

du cercle trigonométrique privé de B.
y

N,
g

EXERCICE 2

g

H = SA(F) car A=méd[FH]
1/a- F est le foyer de P = A est une tangente a P
H appartient a D la directrice de P
« H est le projeté orthogonal de M sur D (diectrice.de P)
= MH = d(M,D)
Or MH = MF  ( car M appartient a A = med[FH] )
D’ou MF=d(M,D) < M € P.
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MeP
MeA = A'est la tangente a P en M.

A est une tangente a P.

b- - Premiére étape:Montrons que : A/D = M = J en effet
A//D et (MH) L D ( par hypothése )
= (MH) LA
Or (FH) 1 A alors (MH)//(FH) donc M,H et F sont alignés
ajoutant qu¢ MH=MF (carM € P)
=>M=HxFe= M=J] (carJ=H=x*F)
- Deuxi¢me étape : Montrons que : M = J = A//D. En effet
M=J = M H et F sont alignés.
(MH) 1 D } = A//D
(FJ) = (MH) 1 A

Ainsi la premiére et la deuxiéme étapes donnent : A//D <= M=J.

2/ M # T
A'LA
a- = A'//(FH)
(FH)LA

de plus A’ coupe [EH] en son milieu I
Donc A’ coupe le coté {[FE] en son milieu qu’on notera K. (1)

I=ExH
J=FxH
Or de plus ()14’ = A' L (FE) (2)
(1) et(2) = A’ = méd[EF].
E =Sy (F)
F foyer de P = A’ est tangente a P.
E e D directrice de P

b-+ N e A
« N le point de contact de Pet A’ et E = S, (F)
= E est le projeté orthogonal de N sur D ( directrice de P)
= N e ala perpendiculaire a D en E.
Ainsi: {N}=A'N(JaLaDenE)

e e e e —
. (W,Fﬁ) = (Wﬁ) + (ﬁF_N’) [2n]
* E = S(IN)(F) car (IN) =A

— (IJ)//(FE)
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Ty N 7= =\
= (FI;FN) = —(EI;EN) [27]

A
= (ﬁﬁ\f) =L [z] car(ED)=D 1 (EN).
* H=Smn(F) car (IM) = A qui est la médiatrice de [FH]

~. () = (A ) [2n]
:WE% [r] car (El) =D L (HM).

/\
Par suite (W,W) = % + 12‘— [z] =0, [n]
signifie que les points M, F et N sont alignés.

3/a-
A est une tangente a P
J est le projeté orthogonal du foyer F sur A
_ii J € a la tangente au sommet de P.
Comme § est le sommet de P alors (JS) est la tangente au sommet
de P

- De plus (SF) est 1’axe focal de P
D’ou (JS)L(SF) car la tangente au sommet est L a I’axe focal en S

= JSF = 90° < S € Bl cercle de diamétre [FJ].

b- \
M
% """" V'

N 11

.
P 17
., g
/

/ A
- J est le projeté orthogonal de F sur A.
+ R € &{F}
@ Premier cas : R=J.
A est la tangente au sommet a la parabole de foyer F et de
sommet J=R car A L (FJ).

@ Deuxiéme cas: R # J.
R € @{F}= (RJ) L (FR) (axe focal )
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= (RJ) est la tangente au sommet a la parabole de
foyer F et de sommet R.

-J est le projeté orthogonal de F sur A
+(RJ) est la tangente au sommet de la parabole I de

foyer F et de sommet R

th
= A est tangente a la parabole I

® Désignons par M1 le point de contact de A et la parabole I’
SA(F) =H
Atangente aT = A’ la perpendiculaire & (FR)
(FR) axe focal de "
passant par Hest I’axe de I,
Ainsi {M:} = AN (la perpendiculaire a A” en H).
¢- Désignons par S = { S sommet d’un parabole P quand M varie
sur A }
©SeSE S e BF)
Ainst S ¢ @\{F}.
VR € %\{F}3i—l_j>_ R est sommet d’une parabole passant par
un point M de A et de directrice la L a (MH) en H
= @{F}cS
Conclusion : S =2\{F}.

PROBLEME

I]1/a- f est dérivable sur IR et Vx € IR; f'(x) = —2&%
(e* +e™)

= Vx € IR; signe(f'(x)) = —signe(e* —e™*).
cef—eF >0 ef>eTeax>xe2x>0 x>0.
D’ou le tableau de variation de f

X |-00 0 +00

f(x) + ) -
« lim f = 0.

1
f(x) 1 / \ '
0 0
+too
D’apres le tableau de variation de f ,on a 1 est le maximum de f
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et 0 est un minorantde f= Vx € IRona: 0 < f(x) < 1.

b- y
4
1
/\
P 1 1 N A L S
. ) 1 L) ) e
-2 -1 a 1 2 X
+ -1

lim f = 0 = ladroite d’équation y = 0 est une asymptote a la

courbe de f au voisinage de oo,
2/a- la fonction tg : x — tgx est dérivable et strictement positive sur ]0; Lr

= g : x — Log(tgx) est dérivable sur 0, %[.

' 24
cx €]0; L[ g'(x) = (tgx) .

tgx  tgx
LT . l+tg2X
b- Vx €]0; [ ; g'(x) = ax >0
bl

= g est strictement croissante sur ]0; >

= g réalise une bijection de 10; _n_[ surg(](); —72?-[}
xg(10: 20) =) lim g00); lim g(x) [=] —oo,4oo[= IR

x=+0+ x—>

carx - 0* ona tgx — 0% puis Log(tgx) —» —o

et quand x - —’21—_ on atgx — +oo,

® h(0)=a aveca€]0; X[
—=g(a) =0 Log(tga) =0 =tga=1 = a= %;t‘
Conclusion : h(0) = %

1+tgx

Tox +0

c- g est dérivable sur ]0; -275[ et Vx €]0; L [.g'(x)=

= h = g~! est dérivable sur g(]O;-lzT'—[) =1R.
. W) — 1 _ _ tg(h(x))
T EIRNG) = ) T T telhe)
Or vx € IR; g(h(x))—x o Log[tg(h(x))]—x =3 tg(h(x)) =e¥

_ e _ — 1 1
D’ouh'(x) = l+62x— x(e s Ul e S f(x)
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Enfin 2h’(x) = f(x).
X Vx € IR; | Zf(t)dt= j ’; 2h' (x)dx=2[h(x)]%
= 2h(x) - 2h(0) = 2h(x) - &~

]1/a- Fl(x)=jz fi(t)dt = 2h(x) - 12‘— d’apres la question précédente.
. lim Fi(x)=lim [2h(x) - %] - L crlim h(x)=%
N—+00 X—++00 X—+00
(e'+e™)(et+et)—(et~et)(et-¢™)
(et +e)?
4

- - () o

L F2(x) = fzfz(t)dt = f;K’(t)dt = [k(t)]% = L=

b- vt € IR;K'(t) =

(-5 T
. . X _ =X . e*(l —e™

® lim Fz(x)=lim & —=¢ _ —ljm ——~ 7 —
X=r400 ( ) X400 e* +e¥ K00 Cx(l +€_2x)

2/a- F, est la primitive de f* sur IR* qui s’annule en 0
= Vx € IR;F(x) =f*(x) > 0
D’ou F, est continue et strictement croissante sur IR*
Par suite F,([0;+00[) = [Fa(0); im F,(x)[= [0; lim F,(x)[.
X=»4-00

X=++00

b- Vt € IR ona f(t) —2e™ =t o {Ee“ t— gzt-
_net—-el—et _ —e
C Tetet+et) 2 et(et +e) <
= Vte IRfonaf(t) < 2™
D’aprésI]1/a-ona Vt € IR; 0 < f(t) < 1
= Vt € IR*;0 < f(t) < 1donc Vn € IN,Vt e [R*;f""1(t) < 1
De plus Vt € IR} on a f(t) < 2e~*
Alors on peut conclure que Vt € IR ona f*(t) < 2e™.
Par suite Vx € IR, [ f(t)dt < 2[ e'dt
< Vx € IR", Fa(x) < 2[-e™]§ = 2(—e™ + 1).
D’autre par Vx € IR*,—e™ < 0 donc Vx € IR*,2(-e™*+1) < 2
En conclusion : Vx € IR*, F,(x) < 2.
On sait que F, est croissante sur IR de plus elle est majorée par 2
donc elle posséde une limite finie en +oo.
c-VteIR¥;et<et = Vte IR ;e +et < 26t

* . 1 1
< VtelR}; = >2 36t 1
* . — A et
<= Vt e IR} f(t) = e >r=c
-Vt e IR onaf(t) > et = Vt e IRY;Vn € IN*; f(t)>e™
D’ol Vx e IR};Vn e IN* ona [ f(t)dt > [} e™dt

t

0
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< Vx € IR¥;Vn € IN*onaF,(x) > [—Tll-e‘“‘])(;:l—_rf——i.
-+ Vx € IR*;Vn € IN*onaF,(x) > i

lim —I—Te_nx— = L et lim F,(x) existe et réel
I};:; lim Fu(x) > —1- >X*(+)°° par suite lim F,(x) est non nulle.
3/a- u, =:::§Fi(x) = -721 (d’apres II]I/ZjJSm
uy =lim Fy(x) = 1. (d’apreés II]1/b-)

X~»+00

b-¥n € IN*etVt € IRXona:
n-1 _ t _ At t_ At
-1(OF (OK () = ( 2 ) 2t —e™) (e e t)

et+e™ (et +et)? e +e™

- g4 en’]

(et+e™)
- i ey - 0RO
c-Vn € IN*;Vx e IR¥ona:
wE) = fIOFE) - u) = S0
v(t) = K(t) > V() = K'() = £2(t)
[EtOf OKOd = [ +ROKO ] -+ [ 2 0d
= KK - £ [ 2wt
d-  [CeOf OK(de = KX - & [ 2 ()t
o[22 - F(0)dt = LREOKK) - 4 [} 2@t
o[> 2(t)dt - jzfn(t)dt = lP‘(x)K(x)——l— [rfm2(t)dt.

< Faa(x) - Fa(x) = fn(x)K(X) = 7 Fne2(x)
< (n+ 1)Fpa(x) - nF x) = K(x)f“(x)

lim [(n+ 1)Fwa(x) ~ nFa(x)] =lim [KGO (6)]

X->+00
< (n+1) im Fp2(x) —n lim F, (x) =0
X->+00 X-+00
. e*(l —e ™) 2 n | N
Car lim [ (140 %) (gew) |- 1xo=0
Par suite (n + Dups2 —nup = 0 <= upe2 =

4/a-n € IN.
1

usz = jul

us = %U3

n
Ug.
n+l1 "
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u7 = %U5
Uznel = 2n2—r; Lot
En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient
=133 2n-1
u2n+1—2><4x X X n uy
— Ix2x3x4x5%x6+... . x2n—-2)x(2n-1)x2n o I
2kl 2x2x4x4%x6%x6x....x2nx%2n 2
gy = E
2n+1 22“(n!)2 7
=2
Ug 3 Uz
Ug = %m
ug = %us
ez = 5

En multipliant tous les termes puis en simplifiant on obtient

_2.,4.,6 2n
U2 = 3 X X X X9

3 X Uz
2X2x4x4x6Xx6X. .. .x2nx2n

2x3x4x5x%...... x(2n) x 2n+1)

" _ 22(@!)?
27 On+ DU
b- Soit n € IN .

VtelRona: 0 < f(t) <1
= VteIRona:0 < Mt)f(t) <1xf(t)
D’ou Vx € IR* ona fz fori(t)dt < jz (t)dt
< Vx € IR* onaFui(x) € Fo(x).

D’ou lim Fy(x) <lim Fp(x) < upa < ug.

X400 X—+o0
Par suite (u,) est décroissante .
¢c-Vn € IN;

« 0 < ume < Ut car (u, ) est décroissante .
U2n+2

= —&re <1 caru > 0
Uoni]l = C 2n+1

LoU2042  U2n42 % Uon _ 2n X U2n

U2n+1 U2n U2n+1 2n + | U2n+1
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_Uon o
T 2 1 car (un) est décroissante .
2n__ ., Ux - _2n
2n+1 U2l T 2n+41
U2 - __2n
Uzntl — 2n+1°

s 2n U2ni2
Ainsi o+ 1 < oney = < 1;Vn € IN.

2n U2n+2
‘v’nEIN,Z 1 S Woers <1

=lim S22 _ |
o ) [ ]
n->-+o0 n--+o0

2n+l 2+ 1/n
d-YneINona:
2.,4,6 2n
Uy _ 3 5 X7 Tnr
Uznsl 3.5 -1 . 1
2X4><6 ..... X n XZ
2x4x6x...x(2n) 2>< 2
3x5x%x...x(2n-1) (2n+ )m

u
Comme lim u2“+2 =]
ferto0 2n+1

olim 2 x4 x6x...x(2n) ZX 2
n->+0 3X5X...X(2n—l) 2n+l

—lim 2x4x6x..x(2n) 2>< 2 _
it 3x5x..x(2n-1) 2n+1 |

=

|-
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EXERCICE 1 | (5points)

Une ume contient quatre boules rouges et six boules noires .

1/ On tire successivement et sans remise trois boules de I'ume .
Calculer la probabilité de I’événement :* la premiére boule tirée est
noire et les deux autres boules sont rouges .

2/ On tire successivement et avec remise trois boules de 1’'urne .
Calculer la probabilité de I’événement :* la premiére boule tirée est
noire et les deux autres boules sont rouges ”.

3/ Soit E 1’épreuve qui consiste a tirer simultanement trois boules de
I’'urne.On désigne par A 1’énénement : “ obtenir une boule noire et

deux boules rouges ”.

a- Montrer que la probabilité de A est égale a —1%

b- On répéte I’épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans
I’'urne aprés chaque épreuve et on désigne par X 1’aléa numérique
qui prend pour valeur le nombre de fois ou I’événement A est réalisé
Déterminer la loi de probabilité de X.

c- Calculer la probabilité de ’événement : “1 <X <37,

EXERCICE 2 (5 points )

Dans un plan orienté, on considere un triangle ABC rectangle en A et tel

T —N e
que (BC; BA) = i;— [2n]. Soit D le point du plan tel que AD = BC

et soit K le symétrique de B par rapport a A. On désigne par O, I et]J
les milieux respectifs des segments [AC], [BC] et [AD].
1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)=B et s(D)=K.

a) Montrer qu’une mesure de I’angle de s est %

b) Montrer que le rapport de s est 2 (on pourra montrer que le triangle
CBK est équilateral ).
¢) Montrer que C est le centre de la similitude s.
2) Soit A’ le symétrique de D par rapport a C et f ’antidéplacement du
plan qui transforme Den A et Aen A’
a) Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera les
¢léments caractéristiques .
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b) Montrer que f(K)=C.

3) On pose g=f o s.
a) Montrer que g est une similitude indirecte dont on précisera le

rapport .

b) On désigne par A I’axe de g et par Q son centre .
Montrer que gog est I’homothétie de centre Q et et de rapport 4.
Vérifier que g o g(D)=B.

¢) Donner une construction de I’axe A de g.

PROBLEME }{ (10 points)

I-1/ Etudier les vanations de la fonction g : IR » IR;x — (1-x)e™+1 et
déduire que pour tout réel x on a: g(x) > 0.

2/ Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = xe™ + x. On désigne par
Crt la courbe de f dans un plan rapporté a un repére orthonormé
(O;T;T )

a- Etudier les variations de f .
. b- Montrer que la droite A d’équation y=x est une asymptote a Cr au
voisinage de +oo. Etudier la position relative de Cr par rapport a A.
¢- Tracer la courbe Cs. ,

3/ Soit o un réel strictement positif. On désigne par A(a) ’aire de la

partie du plan limitée par Cr; A et les droites d’équations respectives

x=0 et x=a.
a- Calculer A(a).
b- Déterminer A(1) et lim A(a).

a—+00

I1- Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction
Fy : [03400[- TR;x > [ tedt.
1) Montrer que Fi(x) = 1 - (1 +x)e7™.
2)a- A I’aide d’une intégration par parties, montrer que Vn > 2;on a;
Fa(x) = nF, 1 (x) — x"e™
b- Démontrer par récurrence que ¥Vn € IN*;
k . .
F.(x)=n! I: -3 T’i—!—e‘x] ou x est un réel stnctement positif.

c- En déduire lim F,(x).

X400
+1 n+1
3 Vn € IN*;Vx > Oona:X—e™ < Fp(x) < X—.
) Montrer que ; | <Fa(x) < mor)
4) Soit x un réel strictement positif.
X" 1 _xv!

- > N K e
a- Montrer que pour V n € IN tel que n > 2x,0ona: nl =2 oDl
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b- En déduire que lim XL — o,

oo 11!

<k
¢- Montrer que ¢* =lim »_,

n—+00 k=0 k' .
5) En utilisant les questlons 2)b et3)
a- Montrer que ), k' < Zk=0 o n‘

b- En déduire un encadrement de e d’amplitude d < 1072

EXERCICE 1

1/ On tire successivement et sans remise trois boules de I'ume.
Désignons par B I’événement «la premiére boule tirée est noire et les
deux autres sont rouges».

formes favorables de B | probabilité de la forme

]
6 4.3 :'p(B):W'
@ > 0X9*%

2/ On tire successivement et avec remise trois boules de I’ume.
on se propose de calculer la probabilité du méme événement B .

formes favorables de B | probabilité de la forme

6 . 4 . 4 :>P(B>:—'2‘
@ > ﬁx———x— 125

10 © 10
3) Soit E I’épreuve qui consiste a tirer simultanement trois boules de
I’urne. Posons A 1’événement :«obtenir une boule noire et deux
boules rouges».
a- le tirage est simultané = I’ordre des boules n’est pas important.

| formes favorables de A | probabilité de la forme

{m } CixC3

= p(A) = 61506 - _16

b- On répéte I’épreuve E cinq fois en remettant les trois boules dans
I"'urne apres chaque épreuve = les épreuves sont indépendentes.
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X : cinq répétitions — nombre de réalisation de A.
Dans ses conditions X suit une loi Binomiale de parameétres n=>5
etp = p(A) = =

D’ou Vk € {0, 1,2,...i(,n}; - ) -

po=0-ci(55) (1-35) " =<4(35) (7))
c- Désignons par H = (1 <X < 3) = (X = 2) U (X = 3)
Ainsip(H) = p[ (X =2) U (X =3)]
=p(X = 2) +p(X =3) car (X DN (X =3)=0

‘Cz(m) (10) +C43(10) (10)

_ 3087 _
1oooo 10000 ~ 1000

|

EXERCICE 2
D C A’
J 0
K A B

1) Soit s la similitude directe du plan telle que s(J)=B et s(D)=K.

=B e
s() } = (DJ; KB | est une mesure de 1’angle de s.

s(D)=K

e ———
— — — —
(DJ KB) (DJ DA (DA;DC + (DC;KB [2n]
Comme AD BC alors ABCD est un parallélogramme

Par suite { DA; DC) (BC BA)[2n] L [2n] aussi
(DC;KB) DC; AB) n] = 0[2n]

En conclusion (DJ; KB) = _%r_ 2m].
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J)=B
sU) } = KB est le rapport de s.

s(D)=K DI

(AC) L (AB)=(KB)
A=K=«B

= (AC) est la médiatrice de [ KB ]

= le triangle CBK est équilatéral
= KB=BC.

D’autre part DJz%DA et DA=CB ( car ABCD parallé log ramme )

KB BC

== =2

Enfin —
DI JcB

Conclusion :le rapport de s est 2.
¢- Posons C’=s(C).
On a CDJ est un triangle équilateral direct

( car DC=AB=—21—BC=~5—AD=DJ

aussi CJ=-4BC ainsi DC=DJ=CJ)
Donc C’KB est un triangle équilateral direct
( car C'=s(C);s(D)=K et s(J)=B )
Or CKB est un triangle équilateral direct d’ou C’=C.
Ainsi C=s(C) par suite C est le centre de la similitude s.
2) f'antidéplacement du plan qui transforme Den A et Aen A’.
a- Supposons que f est une symétrie orthogonale
= f(D)=A donne f(A)=D or f(A)=A"
= A’=D ce qui est absurde.
Donc notre supposition est fausse par suite f est une symétrie
glissante ( car elle est un antidéplacement differente d’une
symétrie orthogonale)
Désignons par W le vecteur de f et A son axe.

fofl tyg (t,z la translation de vecteur 2¥)
fIH(D)]=f(A)=A"

— l—-—» —_
=27 =DA’ & U = £+ DA’ = DC.

fD)=A  u [ DsAstea _ W)
f(A)=A’ AxA’=l € A
——

Conclusion: f est une symétrie glissante de vecteur DC et
d’axe (IJ).
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—_
b- f est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (1J).

= F=8a) o5
FK)= S @y otz K)= S @y 520K |
=S (A) cara = X—]g = al)

BxC=I 1
= Al==CK
B*xK=A 2
Or —é—CKz%CBzIC donc AI=CI = I € med[AC]. (1)
K+C=J 1
= Al=1cB
BxK=A 2

Or %CBz—é-CK:JC alors AJ=CJ = J € med[AC]. (2)
(1) et (2) = (1J) est la médiatrice de [AC] < C=S gy (A)

Conclusion : :f{K)=C.
3)a- f est un antidéplacement du plan = f est une similitude indirecte.

f est une similitude indirecte de rapport 1
s est une similitude directe de rapport 2

=g=f o s est une similitude indirecte de rapport 1x2=2.
b- A est I'axe de g, 2 son centre et 2 son rapport
g g = h(qp) °Sa=S4a oh(q2) avec h(qy) est I’homothétie de centre
Q et de rapport 2 et Sa est la symétrie orthogonal d’axe A.
gog=h(02) °Sa °Sa ch@2)=h(ap) °h(@2) =h’@2a) avec h'q)
est l’homothétie de centre Q et de rapport 2x2 = 4,

®C A’ B douf(C) =B
oD — K N C+5C A B donc gog(D)=B.

¢- g=Sa ch(qy).
g(D)=C donc SA[h ©2) (D) ]:C
= A cst la mediatrice de [D’C] avee D'=heay (D)

D’=h(qy (D) < D’ = 2. QD
gog(D)=B < h’ (m)(D) B SN QB _ 40D
& —3.0B = 4 BD < BQ - 4 BD

D’ou la construction de A suivant les etapes suivantes:

ELMOUFID Page : 240 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2001 SESSION DE CONTROLE

—_—
» on construit Q tel que BQ = BD

wl-h

—_—

« on construit D’ tel que QD’ =2.QD.
» on construit la médiatrice de [D’C] qui est A.

PROBLEME

(10 points )

I- l/g : IR - IR;x = (1 —x)e™ + | est dérivable sur IR
eIRg'(x) =—-e - (1 -x)e™* = (x—2)e™*
D ou le tableau de variations de g

X |- 2 +00

g'(x) - 0 +

9() \1_é2 -

lim g =lim [(1=-x)e™+ 1] = (+0)(+0) + 1 = +o0

car hm g =lm [(1 -x)e™+I}]=lim [eX+ XeX + 1]=1
X—+00 Xs—00

avec X = —x quand x - +oona X —» —o0

D’aprés le tableau de variation de g on remarque que 1 —e~2 est le
minimum absolu de g
Donc Vx € IR;g(x) > 1-e2> 0= Vx € IR;g(x) > 0
2/ f définie sur IR par f(x) = xe™ + x.
a- fest dérivable sur IR et Vx € IR;f'(x)=1.e*-xe*+1=g(x) > 0.
D’ou le tableau de variation de f

X |-00 +00 lim f =lir_n [xe™ +x.]
f(x) + : = —co
+00 lim f =lim [xe™ + x]

X .
% =lim [Lx+x]=+oo
Lo xoioo L €

b- lim [f(x) - x] =lim [ei] =0

= la droite A : y = x est une asymptote a C¢ au voisinage de +oo.
f(x) —x = —éf(— = sig[f(x) — x] = sig(x) ;Vx € IR
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X - 0 +00
sig[f(x)-x] - )] . +
position relative Cf est au dessous ded Cf est dessus deA
. fx) . . \
¢- +lim —= =lim [e™+1] =+ = C¢possede une branche

X==00 X——00 i
parabolique infinie de direction ’axe des ordonnées au voisinage de —-g

Vi
3t "
‘4'/
S
2 v‘
l--
+ 0 $
-1 1 2 3 %
-]
")

3) Soit o un réel strictement positif.
a- A(a) Paire de la partie du plan limitée par Ct; A et les droites
d’équations respectives x = 0 et x = a.
comme Vx € [0;a];f(x)—x >0
= Ao) = | Z(f(x) —x)dxua (ua.:unité d aire)

= A(a) = nge'xdx

Vi(x) =e™ I’ v(x) = €%
u(x) = x ~ uvx) =1
Ainsi A(a) = [-xe™]; - _[; —eXdx

A(0) = —ae™ ~ [~
A(o) = —ae™—e™*+ .

b-A(l) =—el—el+1=1-2%
lim A(o) =lim (—oe™®—-¢e™*+1)

o—>+00 OL=>+00
(On pose X = —a; o0 > +00; X — —0o0)

=lim (XeX—eX+1)=1 car lim (XeX)=0et lim (eX)=0
X+—c0 X0 X—+—0

1I/1) Fi(x) = | zte"dt = A(x) = —xe ™ —e™* + 1
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Fix) =1-(01+x)e™.
N "(t)=et — -t
2)a-Vn > 2;F.,(x)=j thetdt vi)=e ~ooviD=-e
0 u®)=t"  ~  u/(t)=nt™!
= [-e™t"]5 - | z ~nt™leldt
= —x"e* + nj:t“‘le‘tdt = —x"e™ + nFy_1(x)
conclusion: Fn(x) =nFy1(x) —x"e™ ;Vn > 2
1 X _ 0 l —x
b- V¥ 1![1—21@0 X ] = (Kre™ + ™)
=l-(™*+xe™) =1-(1+x)e™ =F1(x)
= la proposition est vraic pourn = 1.
< soit p € IN*; supposons que Fp(x)=p‘[ D e ],

k=0 k1 ©
montrons que Fp.1(x)= (p+l)l[l ZT; i' :| En effet
Fpa(x) = (p+ DFp(x) - X"“ -
K
=(p+ l)p'[l - —l’i—e‘ ] xP+lg=*

= (p+ 1)![ (Zk O‘L (pri)! _x)}
=(p+ l)'[l SD i|

= la proposition est vraie a I’ordre (p + 1)
. . * n k X
Ainsi : Vet « = Vn € IN*F,(x) = n![l Do i—!e : ]

c- lim Fu(x) =lim [n!(l -y i_"‘e)]

X->+00 X+

= n![l —lim 21‘;0 i—l;e‘x]

X=r+00

—n'[l—hme“ 21@ lim Fe ]

X~»+00 X=+400

(car on a une somme finie de fonction)
koK sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok %k ok ok ok % %k ok ok ok ok

X000 X=r00

A\ K
Pourk € IN*; lim x¥e™ =lim (xe_?)
(On pose X = % quand x = +00; X - +00)

Ky X \*
lim x¥e™ =lim (kXe™)" =lim ( 7) =0
X400 Xor+o0 X+ €
Kk Kk ok ok kR sk 5k ok ok ok 3k ok ok ok 3k >k ok ok >k ok
Conclusion :lim F,(x) = n!.

X—>+00
3) Vn € IN*;Vx > 0 ;
tefox] @ 0<t<xe= x<-t<0
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S eF<et<
o tle™ < thlet < g0
= [“tre*dt < [ tre~tdt < [ t°dt carx > 0
0 0 0

= e L2 ]x < fxt“e“dt < [ e ]x
o -0 - 0

n+1 n+1
xn+l = I+

= e* < Fa(x) < .
n+1 - n()—n+l

4) Soit x un réel strictement positif.

a- Pour tout entier naturel n tel que n > 2x,on a:
xt 1 _xt __ x! [A_L]
n! 2 (n-1)! (n—1)! 2

= (nxj—i)l [ 2X2n n ] <0 carn > 2x.

b- posons up = 7:1—‘;; V¥n € IN tel que n > ng avec ng est le plus

petit entier > 2x
D’apres la question précédente Vn > Bojups < —%—un de plusu, > 0

On a donc: 0 <ugpet < 5 Uno

0<us < _é'un—l
En multipliant ces inégalités puis en simplifiant on obtient:
n-ng
Vn >np;0 <up < % Ung

Deplusr}ﬂ:0 [( )—nouno] —Ocar— €] -1,1[

‘Conclusion : lim u, = 0 c’est a dire 11m ——T = 0.

n—+o0 n-+o0

c- Vn e IN*;Vx >0ona:.

Xn+1 . Xn+l
n+l+le *SFa(x) < n+l
= ;‘+1ex<n[ S ]s X
Xn+l [ < Xn+1
(n+ 1)(n|) - Zk 0 k| ] =+ D@
o oX — ___ Z < X n+1
(n +1)' = Ak=0 k' (n+l)I
. « Xn+1 xn+1
tim [o - e | - e oar i 8-
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e [e CE I
<k
Conclusion: lim [Zk o0 kT ] = ¥,

n-+00

5) a- ePourn > 2;0on a (n - 1) € IN*;donc d’aprés 3) ona:
et sF() < & = Lo < @i -2 e

l—1 el n-1 ]
C>n— <1 ZkO—H

+
<e (1)

0 *. I Y S| 1
Vn > 1;Fa(1) < 4 +1 <::>‘v’neIN n'[ o ire ]5_n+1

* - n 1 1
@ neINTL-e 30 1T S T

* . n 1 e
< VnelN ,652k=0F+—(n—+5'—

5 e(n+l)
< Vn € IN*:e Zk-Ok' o+l

Orn22©n+l23@6—(n+l)§e~3<0

- 1 (e—(n+l))<0

i n+1
no 1,1 1 (e(n+]l) |
®2k=0ﬁ+n!+n!( n+ 1l <Zk=°T<!—+n_!
D’ou e < Zk0k1+;1‘—
% Pourn = 1. ZH o +iI =3>e

Conclusion Vn € IN*;e Zk—o wt L (2)

Ainsi: (1) et (2) donnent Vn € IN*,Z;::O kLI <e< . —l,- +

b- D’apres la question precedente

Zk_ok' B z1“01<'+—_<:>0 G—Zkold ~nl|
=2 o k' est une valeur approchee deea L pres
Comme Sll = gy <10%alors 37, k' = ZH kT 3T
est un encadrement d’amplitude inferieur ou egal a ﬁ)’ < 10—2
O I R T

Enfin: 2,7167<e<2,725 est un encadrement d’amplitude 0,0083< 1072
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EXERCICE 1

Dans un plan orienté on considére un triangle équilatéral ABC tel que

—_— ——>
(AB; AC) = '13L [2r]. On désigne par I le milieu de [AC] et par
K =AxB.
1/a- Montrer qu’il existe un unique antidéplacement f tel que f(B)=A
etf(A) =C

b- Montrer que f est une symétrie glissante dont on déterminera 1’axe
et le vecteur.

¢~ Soit D le symétrique de B par rapport a I. Montrer que f(C) = D

d- Soit D' = f(D). Montrer que D' est le symétrique de B par

rapporta C.
2/ Soit g la similitude directe telle que g(A) = Betg(I) =D

a- Déterminer le rapport et I’angle de g.

b- Soit { le cercle de diamétre [AB] et {' le cercle de diametre [ID].
Montrer que { passe par I et que { et {' sont sécants en un
deuxieme point Q2.

¢- En déduire que Q est le centre de g.

3/ Soit o=f o g. Déterminer la nature de G et ses éléments caractéristiques

E EXERCICE 2

Une urne contient une boule blanche ,une boule rouge et tois boules noires

toutes indiscernables au toucher .

1/ On tire une boule Calculer la probabilité p1 pour qu’il reste dans I'urne
exactement deux couleurs

2/ On tire sucessivement et sans remise deux boules .Calculer la probablhtéﬂ
p2 pour qu’il reste dans ’urne exactement deux couleurs.

3/ On tire simultanement deux boules de I’urne. On désigne par X ’aléa
numérique qui prend pour valeur le nombre de couleurs qui restent dans -
Iurne.

a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer I’espérance mathématique de X.
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PROBLEME

Soit f la fonction définie sur IR} par f(x) = x?> — 2Logx — 1. On de51gne

par Ct la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, 1;] )
I}1)a- Etudier les variations de la fonction f.
b- Tracer la courbe Cs.

2) Soit A un réel de I'intervalle ]0; 1[ et A(L) la mesure de I’aire de la
partie du plan limitée par la courbe C; et les droites d’équations
respectives X = A,x = l ety = 0.

a- Calculer A(L).

b- Déduire que lim A(A) = -——.
A0

I1}1) Soit n un entier naturel tel que n > 2.
a-Montrer que pour tout entier naturel k telque 1 <k <n-1,ona:

1f<k+1> j f(t)dt < 1f( )

b-Endedulreque,rl‘Z f(k+1><A(n)§% nif(_kn")
2) On pose pour tout entier n > 2, S, S f(_]é_
a- Montrer que A( ) <8, < €1 f( > + A(L)

b- En déduire que lim S, =

3
n—-co
3)a- Montrer par récurence que, pour tout entier naturel n tel que n > 2;

ona: znlkz n(n—l)(2n—l).
1

6
b- Montrer que S, = (n—1)@n - 1) +2Log—2— — 1 + -

6n? Jnl

c- En déduire que lim

n—>-co W

& CORRECTION POSSBF

EXERCICE 1

1/a- ABC est un triangle équilatéral donc AB = AC et AB # 0
— il existe un seul antidéplacement f tel que f(B)=A et f(A)=C.
b- f est antidéplacement = f est soit une symetrie axiale soit une
symetrie glissante.
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Supposons que f est une symétrie axiale ,‘
doncfof =1Idp (I'identité du plan ) |
D’oufo f(B)=B < f[f(B)]=B
< f[A]=B < C=B impossible
Donc notre supposition est fausse
et par suite f est une symétrie glissante.

Désignons par U le vecteur de f et par

A son axe.
f(B)=A A*B=K e A
* =
f(A)=C AxC=leA
= A = (IK).
*f o f = t,3 or de plus f o f(B)=C = 21 -BC == —;—B—’

152 _ =2
On remarque que -EBC =IKcarI=A*xCetK=A%*B
Conclusion : f est une symétrie glissante d’axe A = (JK) et de

vecteur ﬁ
¢- D est le symétrique de B par rapportal <= I =D x B
= ABCD est un parallélogramme (caronadéal = A x C)
fof(A) = tB_C’(A) carfof = tze
—_— —— .
< f(C) =D car f(A)=C et BC = AD puisque ABCD est un
parallélogramme.

—_— —
d- fof(C)=f(D)=D" = CD'=BC carfof=tg
< C=D"xB

< D' est le symétrique de B par rapport a C.
2/a- g(A) =Betgl)=D
BA—]Il est le rapport de g
T =\
(IA; DB) est une mesure de ’angle de g

. B—]l=2§I—=2’tg (ﬁ)zZtg—g—éZﬁ car IAB est rectangle en L.

Al Al A 42
5 (ﬁ;ﬁﬁ) = (fA’;ﬁa’) + (ﬁa’;b‘ﬁ) [2n) = £ +0 [2n]
n

Conclusion : g est d’angle 5 et de rapport 243 .
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b- @ ABC est équilatéral et I est le milieu de [AC]
= (BI) est la médiatrice de [AC]
(BI) L (AI) = I € {le cercle de diametre [AB].
@ I est déja un point commun a { et {' le cercle de diamétre [ID]
= { et {’ sont soit tangents en I soit se coupent en un deuxiéme point
Comme K ( centre de { ) n'appartient pas (DI) alors les centres de
et de {' et leur point d’intersection I ne sont pas alignés ce qui prouve
que ( et {' ne sont pas tangents.
Conclusion : { et (' se coupent en I et un autre point noté Q.

c- Désignons par Q; le centre de g.

R
+g(A) =B = (QlA;QlB) =L 21] > Q el

It

)=
—) ——>

xg) =D = (Qll;QlD) =L [2n]=Q el

Dou) e {N¢ ={1,Q}

Comme g(I) =D # Talors Q; # [

par suite 1 = Q.

3/ f est un antidéplacement et g une similitude directe de rapport 24/3
= ¢ = fo g est une similitude indirecte de rapport 243 .
«0(A) =fog(A) = f(B) = A = A estle centre de o.
- Désignons par A ’axe de 6 = o=h o S, avec h I’homothétie de
centre A et de rapport 243

= Sa=h" oo
* Sa(I) =hTofog(l) =htof(D) =h'(D")

Posons D” = h™'(D') . Ainsi S,(I) = D"

<> A est la médiatrice de [ID"].
Comme de plus A appartienta A
= A est la bissectrice intérieur de [AL, AD"].
D’autre par D" = h™'(D’) alors D" € [AD')
(car le rapport de h™! est 1 )

243

On conclut que A est la bissectrice intérieur de [AL, AD'].

E EXERCICE 2

1/ 11 ne reste que deux couleurs dans ’urne si et seulement si on tire une

boule blanche ou une boule rouge.

2 AT —-1_ _1_-:2-
Doup1—5+5 5
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2/ Le tirage est de deux boules successivement sans remise.
L’événement démondé se réalise quand on tire :une boule rouge puis

une noire ou une noire puis une rouge ou une blanche puis une noire
ou une noire puis une blanche.

-1l,3,3,1,1 . 3 3. ,1_12_3
PPy x gt XXty 50 5
3/ X :deux boules —1le nombre de couleurs qui restent dans ’urne .
a- X(Q) = {1,2,3}.
1 1
OpX=1)= chl =L (car (X = 1) seréalise quand
[ 10
on tire une boule blanche et une rouge ).
., CixCl  ClxCl ¢ B
OpX=2)= ol + cT T 10 (car (X = 2) se

réalise quand on tire une boule blanche et une noire ou une rouge
et une noire)

2

2 0 (car (X = 3) se réalise quand on tire
5

deux boules noires ).
"D’ou le tableau de loi de probabilité de X.

6 3.3 - 1L
10370 7 5

1)a- f est dérivable sur IR} (somme des fonctions dérivables)
, 1 x2 =1 (x-Dx+1)
Vx € IREf'(x) = 2x =24 =28F5— =2 =
= sig(f'(x)) = sig(x—1); Vx € IR}

D’ou le tableau de variation de f

lim f=lim [xz-ZLogx-l:l
o+ x-0*
a1 1 e =+o0 car lim Inx=-c0
f‘(X) - + x-07"
+00 +00 lim f=li1+n [x(x—Z——h;(x )-1]
f(X) 0 X—+c0
\ / = 4o car lim 1BX—0
0

X

X400

0+
ELMOUFID

b- * lim f=+c0 = C¢ posséde la droite d’équation x = 0 comme asymptote.
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N .
* lim (;:) =lim [x 2—=— Logx 1] = +00 = Cy posséde une
+00 X—+o0
branche parabolique infinie de yA
direction ’axe des ordonnées au 1
voisinage de +oo. 2T Cf
2)a- A(V) = [ f(x)dx
1 1T
=I}b(x2 —2Logx — 1)dx
zjl(xz—l)dx—Zleogx.dx f I R N
A A 0
-1 I 2 X
u’(x)=1 noou(x)=x
14
v(x)=Log(x) n v(x)=+ x =N

z[%xi‘—x] [[xLogx .[ dx]
=1_1- ;w +%+ 2 Logh + 2(1 - L)= %- %7& +2\Logh — .

3
b- lim A(A)=lim [-4— ~ L3 Logh - ]:i car lim (ALog))=0
=07 -0t 3 3 3 A0
II]1) Soit n un entier naturel tel que n > 2.
al<ks<n-120<di<ck<y Loy
d<k<n-lo2<k+l<ne &< &<

n

n
=>1<k<n-1= % et k;l appartiennent a ]0; 1].
vt e [£; kr‘:l ]; f(EL) < f(t) < f(£) carfest\sur]O;l]
kil kel
= [ k“ HE )dt< [& ¢ f(Bdt < [ & & f()de
k+ ktl
t < j; f(t)dt < f(& )fk dt
ktl

o fEL[EL - &) < [1T fRdt < f(5)

,—

<:$f(k+1)_[k

=

K+l

@%f(k—;l-)sjk“ f(t)dt < 1f( ).
b- Vk € INteiquel <k <n-lona
k+1
1f<‘<“><J—" ft)dt < +£(%).

n-1 k+l
:>>: T < T f(t)dt<2 (%),
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n-1  k+l 3
Or Y[} ftyde=f ‘1’ f(t)dt+| 3 2 £(t)dt+. . +j ot £(t)dt
k=1" 4
2 3

f(t)dt+ | g f(t)dt+ ..+ j n_1 f(t)dt
= I 1 f(t)dt = A( ) (relatlon de Chasles sur les intégrales)
Ams12-117f(k,+1) < A(F) < —f(%).
k=1

k=1

|7-

-1
2) On pose pour tout entier n > 2,S, = % 2

a3 lpey < A(E) <

k=1

n-1

1),

k=1

n-1
= g_:%ﬂ i) <a(L) <s,

L) L[(2)ei(E ) (ALY ]

n-1

*
:|~
=
ir
=%
p —
|
l_l

= %[f(%) +f(%) (A5 ) ] ar (R) = 0
: %[_fg%g;)f(%) @)+ AC] - HG)

A
:|H:3|H
I/\ I/\

£ =52 ah) e hih)
S8

b- - lim A( ) hm A(?\)—4 (on pose k—— n — oo, )r-l— — 0%)

n—+o0

+ lim [A( ) 1f( ) —lim [A(A)+AMQ)] (on pose A=-+)

n-—-+c0 A—0t

=lim A(A) +lim [A* — 2ALogh - A]
— A0

= % +0 car lim (ALogh) =0
A—0"
AL <Se < A(L)+L1(F )i vn 22
lim A(E) =% 5 =tim s,=2
4

koo 3
Jim [A< ) f<F) )

3)a- ¢ Vérifions la proposition pour n = 2

Conclusion: A(
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22-1)2x2-
Z:{:l k?=1%2=1= ( )(6 x2-1) donc la proposition

est vraie pour n = 2.

5 Soit p un entier > 2. Supposons que Z]’: k2= p(p-D(@2p~1)
Montrons que D7 k? = (p+ 1)p6(2p +1)

. En effet
P =k 4 p? = p<p—1>6(2p—1> Lo

_ p(p—l)(2%—1)+6p2
_ pl2p?+3p-1]  p+D@p+1)
6 6
Conclusion: Vn>20na2k2= nin — 1)(7‘”_1)
n-1
%Ef(ﬁ): [( ) 2Log( )—1]
n-1
+Z(5) - ZLog( )-+E1

1 (L)Z 12 nn-1)2n-1) (n-1)(2n-1)
n n n3 k_ - :

3 2
k=1 6n 6n

~-72§Log( ) 2Log<l><%x%x....x%>

_ —2Log(u) _ _TzLOg(nx(n—l)!)

nx n"!

pl(p—1)(2p—1) + 6p]
6

b- S,

ll

__2 2 n" _ n
_——n—Log( ) Log-n—!— —2Logm.
n—1
-}Tk_ll =Llo-1n=1-1
_ (n-1)@n-1) n 1
Ainsi S, = o +2Logﬁ—l+-n—.
. ) (n-1)2n-1) n 1
c- :}:rl:o Sn =::[+[:0 [ n? +2Log—ﬁ -1+ o I
. _ 4 .1 _
*I}:I::osn—?. *l}l[::oﬁ_
3 1
2-+
. (m-1)2n-1) . I: n2] _1
N 3
2 0 4 1 M n —_
= ==2+21lim L -1 <hlim Lo =1
Dot 5 = 3 +2 lim Log—r et VT
olim - =e
n->+0c0 W
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BAC 2002 SESSION DE CONTROLE

E EXERCICE 1

Soit f la fonction définie sur ] — 2; +oof par f(x) = Log(x + 2)
1/a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Tracer la courbe C¢ de f dans un repére orthonormé (0_1+ ?)

2/ Soit m un réel de 'intervalle ] —2;—1[ et A,y la mesure de ’aire
de la partie du plan limitée par la courbe Cg, I’axe des abscisses
et les droites d’équations respectives x = m et x = —1.

a- Montrer que _[:nl " _’f_ 3 dx = m+ 1 ~2Log(m + 2).

b- Calculer A en fonction de m.
c- Calculer lim Ag.

m--2"
3/ Montrer que I’équation f(x) = x admet dans I’intervalle ] — 1;4o0[
une solution unique noté a. Vérifier que 1,1 < a < 1,2.
4/ Soit (uy) la suite définie sur IN par : ug = 5 et uyer = f(ug) .
a- montrer que Vn € IN;u, > o.
b- Montrer que la suite (u,) est décroissante.
¢- Déduire que (u,) converge. Déterminer lim u,.

n—+co

EXERCICE 2

Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormé (OT 7)

on considere les points A et B d’affixes respectives 1 et -1 et on désigne

par P' le plan P privé du point A. Soit f "application de P’ dans P qui &

tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe z' tel que z’=—ZZ(Z_;ll).

1/a- Soit C le point d’affixe i. Déterminer le point f(C).

b- Soit { le cercle de centre O et de rayon 1. Montrer que tout point
Mde {\{A} ona f(M) = B.

2/ Déterminer I’ensemble des points invariants par f.

3/ Soit M un point quelconque du plan privé de la droite (AB) et de C.
On désigne par M; I'image de M par la symétrie orthogonale d’axe
(AB) et par M’ I'image de M par f.

a- On désigne par ZW et Znt, les affixes respectives des vecteurs
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T ot AN “nd _ 3
MM’ et AM,. Montrer que ——— = —£=%_
Zaw fz- 1

. VRV Y
En déduire que les vecteurs M;M' et AM, sont orthogonaux.
—_—

—_—
b- Montrer que les vecteurs M;M' et BM' sont orthogonaux.
c- En déduire une construction géométrique du point M.

PROBLEME

On donne dans un plan orienté ,un cercle (‘@) de centre O, de rayon R
et un point F, distinct de O, tel que OF < R. Soit M un point de ( ).
On désigne par P le symétrique de M par rapport a F.

I)1- Déterminer I’ensemble des points P lorsque M décrit le cercle (‘@).

e

2- Soit N le point tel que MP = MN et (l\TP) W) = -% [2r]. Soit

le milieu de [NP].

a) Montrer que o est I’image de M par une rotation de centre F dont

on précisera I’angle. .

b) En déduire I’ensemble des points o lorsque M décrit le cercle (@).
3- Soit I le milieu de [MN]. Montrer que I est I'image de M par une

similitude directe de centre F dont on déterminera le rapport et I’angle.

——
4-a) Calculer tgMFN.

b) Soit o une mesure de I’angle (ﬁ/ffﬁ) tel que o € ]—%; T [
Déterminer tga et en déduire que o reste constante lorsque M varie
sur (‘6).

¢) Montrer que N est I’image de M par une similitude directe de centre
F dont on déterminera le rapport et I’angle.

d) Déterminer 1’ensemble des points N lorsque M décrit le cercle (‘&).

II)1- Soit G le symétrique de F par rapport a la droite (MN) et F' le
symétrique de F par rapport O. Montrer que G appartient au cercle

(¢") de centre F' et de rayon 2R.

2- Soit (E) I’éllipse de foyers F et F' et de cercle principal (‘@).

a) Montrer que la droite (MN) reste tange-te a I’éllipse (E) lorsque
M décrit le cercle (‘6).

b) Construire le point de contact T de (E) et la droite (MN).

¢) Déterminer les positions du point M sur le cercle (‘@) pour lesquelles
(MN) est tangente & I’éllipse (E) en I’'un de ses sommets.
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[1 EXERCICE 1

1/a-  x +— x+ 2 est dérivable et strictement positive sur | — 2;+oo[
= f . x — Log(x + 2) est dérivable sur ] — 2;+oo].
* Vx €] —2;+00[;f'(x) = " l_so

+2
D’ou le taleau de variation de f
X -2 +00
f(x) +
+00
o —7
e'o)
+lim f = —o0 «hm f = +o0
2+ +00
2 2
Log[x(l+—):| Log 1+=
b- lim ( ) _tim — N (10X, <x <) )=0

X400 x—>+oo X400

Donc la courbe de f possede une branche parabolique infinie de
direction I’axe des abscisses au voisinage de +oo.

X=-2 "

a ) xizd":r—nl X;izzdx_J (1

[x — 2Log(x + 2)]%
=m+1-2Log(m+2).

12)‘1"
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b- Am = | f(o)ldx = [ ~f(x)dx
(ca;pour—Z <x<-lona f(x) <f(-1)=0)
= J_l Log(x +2) dx

w(x) =1 - u(x) = x
v(x) = Log(x+2) — Vi(x) = " 41_ 5
= [xLog(x +2)]1", — r_nl » ->|(- 7
= mLog(m+2) —m—1 +2Log(m + 2)
= (m+2)Log(m+2)—(m+1).

c- lim A, =lim [(m+2)Log(m+2)—(m+1)]

m--2* m->-2"*
(On pose X=m+2 ; m » -2* alors X- 0")
=lim [XLogX - (X-1)]
X0+
= 1.

3/ f(x) =x & f(x)—x =0. '
Soit la fonction h :] — 1;+0[— IR;x — h(x) = f(x) - x
Ainsi f(x) = x < h(x) = 0.

h est dérivable sur | — 1;+00[ et Vx €] — 1.+o[ ona

] ) 1 = 11 =x—1
h'(x) = f'(x) -1 s 1 ) <0

D’ou e tableau de variation de h

X -1 +00
h'(x) -

ol |
_ fo'o)

- Lim h =Lim [Log(x(1+ %)) -x]
=Lim x( Log(lx+ 32(_>
X400

Ainsi h est strictement décroissante sur ] — 1;-+o0[

= h réalise une bijection de ] — 1;+w[ dans] —0,1[> 0

= ['équation h(x) = 0 posséde une seule solution o dans ] — 1;+ool.
h(1,1) =In(3,1) - 1,1 = 0,031 > 0

h(1,2) = In(3,2) 1,02 ~ —0,036 < 0

= 1,1l <a<l1,2.

L(:(gx + ~1) = -
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4/a- «up = 5 > 1,2 > o = la proposition est vraie pour n = 0,
* Soit p un entier . Supposons que u, > o ; montrons
que upy; > a en effet

£”
up > o <= flup) > (o) = a & upyy > o
Conclusion :Vn € IN;u, > «.

b- Vn € IN;upq = up = f(un) —up = h(ua)
Or Vn € IN;u, > o = Vn € IN;h(u,) < h(a) =0
(car h est décroissante sur ] — 1;+00[ )
= Vn € IN;up+1 < up
Par suite (u, ) est décroissante.

(un) est décroissante sur IN
o : = (ua) converge
(un) est minorée par o sur IN

Posons L la limite de la suite (u, ).

Uns1 = f(u, .
+.1 () = L est solution de f(x) = 2
f est continue en L

= L= o ( car o est I'unique solu.ion de f(x) = x)

ﬂ EXERCICE 2

1/a- aff[f(C)] = i(:i_"ll) = 11_—11 = -1 = aff(B)
= f(C) =

b- Soit M(z) < g(m) Sld=1ez=1
Z(%_1> 1-2z
aff(f(M)] = p— p— ey i -1 = aff(B)
= f(M) =B .,
2/ M(z) est un point invariant de f < f(M) = M < “Z'(EZT_T)' =2z
z[(z—l)—1]=0<:>z=00u(z &= _,
z—1 -1

s z=00o0uz=z z€lR
<> M(z) appartient a I’axe des abscisses (x'0x).

3/a- A(1) et B(-1) = (AB) est I’axe des abscisses
Ainsi M; = Sp)[M(z)] < aff(My) = 2
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_422,_222(2—1) _Z:zi—z—zZ+Z=z—z
= MM z—-1 z—1 z-1
=21
Z zZ—z
Dou MM _ z—-1 _ z—2z - . 2=z
Ziger  z2-1 @-1DE-1)  |z-1p
7Z— .
M,M’ Z —7 —21 Im(Z) .
= = e (iR
e

_’I e
= les vecteurs MM’ et AM, sont orthogonaux.

b- Soit M(z) un point du plan privé de (AB) et de (0.1
M =M car M ¢ (AB)

=
M’ + B car M € (o)
77— Z=Z
MM z—-1 _ Z—-=z 1
Zm Z’+l z—1 z(zz_—ll) +1
Ay / z—1 _ Z-2z : 5 1,2
e M e € (IIR) carzz = |z|
—_— T —

= les vecteurs MM’ et BM' sont orthogonaux.

—"l —
c- - MiM' et AM; sont orthogonaux

= M’ appartient a la droite perpendiculaire a (AM; ) en M.
—_— —
- MM’ et BM' sont orthogonaux

= M’ appartient a au cercle de diametre [M;B]
D’ou la construction de M’ pour M un point du plan.

y

4
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PROBLEME

P = Sy(M)
M varie sur (‘@)

D1-

} =P varie sur (‘@))=Sr((‘®)) qui est le cercle

de centre O’=Sy(0) et de rayoh R.

F:P*M — l——;
2-a) = Fo = =MN

o =PxN 2

1 - %
& Fo = LMNet (MNF(D) = 0[2n].
* D’une part Fco:—é—MN=%MP=MF car MN=MP et F = P x M
= Fo =MF (1)
T ooN e — N e N
* * (FMFm) = (FMW) + (MNFw) (2]
T —aN T
=7+ (NIF,MN) [271:[ =M+ _2— [2%] .
=-Zpr] (@)
Ainsi (1) et (2) = o est I'image de M par la rotation de centre F
et d’angle ——721.
©=1(-5)M)
M varie sur (6)
le cercle de centre O”=r(F,_%) (O) et de rayon R.

I =
M*N}:ﬁ:%‘ﬁﬁ.

b) = ® varie sur (‘5?)*')=r(F’_%)((‘E5‘)) qui est

3-
F=MxP
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=0+ L 4 +0 [Zn]——% [27]

* FI=yMF? + MI>  car MFI est un triangle rectangle en M.
= J2MF?  carMF=IMP = LMN = M1

2
= J2MF
By s e n
Ainsi (FM,FI) = - [2n] et FI = J2 MF donnent que I est

I’image de M par la similitude directe de centre F, de rapport 42 et
d’angle —%.

4-a)teMFN = MN - MN_ _»5 o MmN = MP
ME- Lvp
2

b) Comme « est une mesure de ’angle (W ﬁ) tel

que a € ]——2—- 7[ alors a est la mesure principale de (FM FN)

= a = —MFN car de [FM) vers [FN) on parcourt le sens négatif
de I’orientation

—— ———
= 1tga = tg[—MFN] ~ —tgMFN = -2

« la fonction tangente tg réalise une bijection de ]——7-2‘—; % [ sur IR
_L~ I
(car tg est dérivable sur ] ) [ et
Vx € ]—%; 7[; (tgx)' = 1 +tg?x > 0 = tg est strictement
i .=
croissante sur ] ) [ )

D'ou
tgo. = —2 <> a=arctg(~2) avec arctg la bijection réciproque de tg)
Ainsi quand M varie sur (@), a=arctg(—2) qui est un réel fixe

o 14

¢) ® FN = /MF2 + MN2 = [MF? + 2MF)? = J5MF

e e
o (PMFN) = o [21]
D’ou N est I’image de M par la similitude directe S de centre F,
de rapport /5 et d’angle a.
d) N=S(M) et M varie sur (‘¢)

— N varie sur (@) =S((‘@)) le cercle de centre O; = S(O) et de

rayon 45 R. :
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IH1- G = S (F) de plus (FM) L (MN)
=>M=Fx*xG

M=F*G |
* }3MOL¥G

O=F=xF

< F'G=2MO=2R < G appartient au cercle (@)

de centre F' et de rayon 2R.
2-a) (FM)L(MN) = M est le projeté orthogonal du foyer F sur (MN)
De plus M appartient au cercle principal (‘&) de (E).

= (MN) est une tangente & (E).

b)

- T appartient a (MN) ( ¢’est évident )

«FT+TG=F'T+ TF ( car Te (MN) qui est la médiatrice de [FT])
= 2R (car Te a I’éllipse (E) qui est de grand axe 2R )
=F'G (d’aprésII-1))

- Te [FG]

Bilan :T est le point d’intersection de (MN) et [F'G].

¢) (MN) est une tangente au sommet de (E)
< (MN) // (FF') ou (MN) 1 (FF')
O (MN) // (FE") et déja (MF) L (MN)
= (MF) L (FF')
signifie que M appartient a D la perpendlculalre a(FF')enF
AinsiM € (®) N Dy
B (MN) 1 (FF") et déja (MF) L (MN)
= (MF)// (FF') < M € (FF').
D’ouM e (¥) N (FF').
Conclusion :
M est un point de (@) N (FF') ou de (@) N D1.
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BAC 2005 SffloN PRINCIPALE

EXERCICE 1

&

Dans I’ensemble C des nombres complexes on considére 1’ équation

B4 : 2+ (3~d?*)z+2i(1 +d?) = 0 ou d est un nombre complexe
donné de module 2.

1/a- Vérifier que 21 est une solution de E.
b- Résoudre alors I’équation Eg4.

2/ Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonorme direct (O u, v)
on considere les points A,B,M,N d’affixes respectives 21, -i; -i+d; -i-d.
a- Calculer MIN et déterminer le milieu de [MN].

b- En déduire que lorsque d varie, les points M et N appartiennent
a un cercle fixe que I’on précisera.

c- Dans le cas ou AMN est un triangle, montrer que O est le centre
de gravité du triangle AMN.

d- En déduire les valeurs de d pour les quelles le triangle AMN est
1socele de sommet principal A.

ﬂ EXERCICE 2

' T — % - ,
ABC un triangle rectangle en C tel que (CA, CB) =7 [27] et soit
r une rotation de centre A et d’angle % Soient D=r(C) et E=r"'(B).

On désigne par I le milieu du segment [CD].

1/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = D et
f(C)=A

b- Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.
2/Soitg = for.

a- Montrer que g est une translation.

b- Soit F = g(E). Montrer que f(B) = F et en déduire la nature
du triangle BIF.

c- Montrer que les points C,A et F sont alignés.
. N , e . -
3/ Soit G=t-(I) ot tzz désigne la translation de vecteur AD.

a- Montrer qu’il existe un unique antidéplacement ¢ tel que (C) =D
eto(l) = G
b- Montrer que ¢ est une glissante dont on précisera le vecteur et I’axe.
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I-1/ Soit h la fonction définie sur ]0, +oo[ par : h(x) = x ~ Logx.
a- Etudier les varations de h.
b- En déduire que pour tout x de ]0,+oc[ on a: h(x) > 1.
2/ Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par:

f(O) = Oetf(x) = -X_“%Og six > 0.

a- Montrer que f est continue sur [0; +oo|.
b- La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ?

- Soit la fonction définie sur [0;+oo[ par: F(x) = f . f(t)dt.
1/a~- Montrer que F est dérivable sur [0;+oo[.
b- Montrer que pour tout x de ]0;+oo[, F'(x) = L—&%}%{(—
et que F'(0) = 0. '
2/ Montrer que pour tout x de ]0; +of, j 2\ %—dt = Log2.
3/ Montrer que pc;ur tout x de [1;+[;0< F(x) ~ Log2 < -'Xl:_o—fig;-

En déduire lim F(x).

X—>+o0
4/a~- Montrer que F(%) < Log2.
b- Montrer alors qu’il existe un réel o de [%— ] tel que F(a) = Log2.
5/a- Dresser le tableau de variations de F.
b- Donner P’allure de la courbe représentative de F dans un repere

(o,?,j’) (on donne F(1) = 0,9 et F(2) ~ 1,1)

II- Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

. . [P " . _ 1 t .
1/ Soit la suite (v,) définie sur IN* par : v, J% T Tost dt.
—t <t
t-Logt —
b- Montrer que la suite (v,) est croissante .
¢- En déduire que la suite (vn) converge et que 0 <lim v, < %.'
n->+00
n t
1 t—Logt dt.

a- Montrer que pour tout t de [1;+00[;—tt%gg—t < 1+ Logt.

a- Montrer que pour tout t de ], +oof;

2/ Soit la suite (wn ) définie sur IN* par : wq = j

En déduire que pour tout n de IN*; w, < nLogn.
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b- Calculer j ;11( 1+ L(igt )dt puis montrer que pour tout entier

naturel ntel quen > 5, n < w, < nLogn.
¢- En déduire lim w,.

n—>+co

UNE CORRECTION POSSTBLE

[1 EXERCICE 1

1/a- (21)% + (3 — d?)(21) + 2i(1 + d?)
= —81 + 61 — 2id? + 21 + 21d?
=0 = 2i1estunesolution de Eq4.

b- Soit le polynome f4(z) = z* + (3 — d?)z + 2i(1 + d?)
21 est une solution de Eq < 21 est une solution de f4(z) = 0
= il existe (a,b,c) € C*/
<fi(z) = (z—2i)(az? +bz+¢);Vz € C
& f4(z) = az® + bz? + zc ~ 2iaz* — 2ibz — 2ic,Vz € C
o f4(z) = az® + (-2ia + b)z? + (-21b + ¢)z - 2ic; Vz € C

a=1
) a=1
—2la+b=0 ,
=2ib + ¢ = 3 —d?
c=-1-d?

“2ic = 2i(1 + d?)
Ainsi f4(z) = (z - 2i)(z* + 2iz-1-d?*);Vz e C.

Eq: 22 +(3-d?)z+2i(1 +d?) = 0 < fa(z) = 0
= z-2i=0 ou z2+2iz-1-d2=0  (A'=()* - (-1—d2>=d2 )

= z=21 ouz=—-1—-dou z=-1+d
Conclusion : les solutions de Eq sont : 2i, -1+ d et —1 —d.
2/a- MN=|~i—d +1-d= |-2d= 2|d|= 4 car|d|= 2.
aff(M x Ny = =4 +2(“ —4) _ i affB)
= B=MxN

b- MN=4 et B=Mx*N donnent BM=BN=2
signifie que M et N sont sur le cercle de centre B et de rayon 2.
¢- Soit G le centre de gravité de AMN. On a donc

m+m+ﬁ§= 0 = aff(A_G’+l\T(“;+ﬁ(_}') = aff(B)
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< aff(G) - 2i+aff(G) +i—d+aff(G)+i+d =0 “'
<= 3aff(G) = 0 < aff(G) = 0 =G = 0.
d- AMN est isocele de sommet principal A
, —_— —
= (AO)_:_)med[MN] < OALMN (caronadégale (OA))
- aff(MN L dedbied
———%— est imaginatre pur < 3 est un 1maginaire pur
aff(OR) |
—2d

i est imaginaire pur <> d est réel < d=2 ou d=-2 (car |d|=2) |

L)

EXERCICE 2

1/a- 1(C) =D
=AC=AD 0

2 Il existe un seul déplacement f tel
que f(A) = D etf(C) = A.
- b- f(A) = D et f(C) = A donnent

e ——
— ——>
que (CA,AD) I’angle de f.

e e —
(EKE) =7+ (IC:E) 2n

=n+ —g— [2n] = —% [27]

Ainsi f est une rotation d’angle ——g—.
- Désignons par Q le centre de f.
f(A) = D et f(C) = A donnent Q est dans méd[AD] et méd[AC]
e e

Or 1(C) = D signifie que AC=AD et (AC,AD) = —72t- [2r]

alors ACD est un triangle rectangle en A.
et comme I=D x C alors ID = IC =JA
= I e méd[AD] N méd[AC]
Par suite I=€2.

Enfin : f est la rotation de centre I et d’angle —Z-

2

2/a- f est un déplacement d’angle —i;- et r un déplacement d’angle %

donc g = for est un déplacement d’angle O.
d’ou g est une translation.
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b- F = g(E) < F = {[r(E)]
<F = f(B) (carE=r"!(B) < r(E) = B)

e e
c- (ﬁ,ﬁ = (ﬁCT?:)+(CT§E) [27]

E%Jr—z—“ [2n]  carf(C) = Aetf(B) =F

=0 [2n]
D’ou C,A et F sont alignés.

3/a- G=t(I) < Gl = AD < IGDA est un parallélogramme
D’ou GD=AI
Or AI=IC donc CI=DG# 0

th | . .
CI=DG+ 0 = 1l existe un seul antidéplacement ¢ tel que ¢(C) = D
eto() = G

b- ¢ est un antidéplacement donc ¢ est soit une symétrie axiale
soit une symétrie glissante.
Supposons que ¢ est une symétrie axiale d’axe une droite D’
Comme @(C) = D alors D’ est la médiatrice du segment [CD]
et puisque I appartient a la médiatrice du [CD] donc ¢(I) = I ce
qui est impossible car ¢(I) = G.
Par suite notre supposition est fausse et nécéssairement ¢ est une
symétrie glissante.
Désignons par A I’axe de ¢ et par U son vecteur.
Donc ¢ = tgoSp = Sp oty
o(C)=D>CxD=I¢€A
o) =G = (tgeSa) ) =G =tz(I) =G carle A

=1 =IG

On sait que U = TG est un veceur directeur de A et comme de plus
elle contient I donc A = (IG).

PROBLEME |
T A

I-1/a- h est dérivable sur ]0, +oo ( somme de deux fonctions dérivables)
Vx> 0h'(x) =1-+ = XL
Ainsi sig(h'(x)) = sig(x — 1) pout tout x > 0.
D’ou le tableau de variation de h
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X_ |0 1 +00

h'(x) - +

e +oo\ / i
1

«lim h =lim (x — Logx) = +o

0+ x-0"
“lim h =lim (x - Logx) =lim [x(l - Logx )] ~
+c0 X100 X->400

b~ D’apreés le tableau de variation de h on a 1 est le minimum absolue
de h donc pour tout x de ]0,+0o[ on a: h(x) > 1.

2/a- - La fonction (x — x — Logx) est contiriue sur 0, +oof

de plus Vx > 0,x —Logx > 1 donc Vx > 0,x - Logx # 0
1
x — Logx

. 1 = 1 —l—_
im £ ~tm 5o

Conclusion : f est continue sur [0; +oo[.

par suite f : x +— est continue sur ]0, +oo[.

=0 = f(0) = fest continue en 0.

b lim S =0 1 —lim ————
s X—0 o+ X(x—Logx) o+ x*—xLogx
D’une part lim (xz-xLogx):O et d’autre part Vx>0, x-Logx >1
X0+ —

donc Vx > 0,x(x — Logx) > O par suite lim
Xx-0%

D’ou f n’est pas dérivable a droite en O.

f(x) —£(0) _
-0 =400

- \
1/a- La fonction f est continue sur [0; +oo[ donc elle possede des
primitives sur [0;+oo[ désignons par y une des primitives de f.
Ainsi pour tout x de J0; +e0[, F(x) = [~ f(t)dt = w(2x) - y(x).
la fonction qui & x — 2x est dérivable sur [0; +oo[
v est dérivable sur [0;+oo[ ( car y est une primitive de f')
Vvx > 0ona2x € [0;+oo]

—> la fonction qui & x — y(2x) est dérivable sur [0; +oof
D’ou F : x — y(2x) — y(x) est dérivable sur [0; +oof.
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b- Pour tout x de [0;+oo[,

F'(x) = (20)v'(2x) - y'(x) = 2(2x) ~ f(x).
Ainsi *Vx > 0;F' (x) = 2f(2x) f(x)

h(2x) h(x) car f(x) = h( )
_2h(x) —h(2x)  2x —2Logx — 2x + Log2x
~ h(2x)h(x) h(2x)h(x)
_ Log2 —Logx
h(2x)h(x)

- F’(0)=2f(2 x 0) — f(0) = £(0) = 0.

2/ Pour tout x de ]O;m[,jzx %dt = [Logt]>® = Log2x — Logx
= Log[zx—x] = Log2.

3/ Pour tout x de [1;+0[, F(x) — Log2 = j f(t)dt — j ldt
o 1 _ 2\ Logt
- [ (f(t) t)dt T
<Vx>1lona: 1 <x<2x et

Logt
* Vt € [x,2x];—tmgsg >

2x Logt

* Vt € [x,2x];h(x) < h(t) ( car hest croissante sur [1;+o0[ )

1 _ <
IRETORTCY
aussi Vt € [x,2x]; Logt < Log2x

0 h(x)
Logt _ Log2x 1
par suite th(t) —Lh(X) X t o
. 2x __Q_gt__ < 2x Logdx —1~dt
ce qui donne J'x Tt Logt) dt < Jx b x
<> F(x) - Log2 < _I%gz)ﬁ j‘2x 1y
Log2x Log2x
< F(x)-Log2 < ——°<—Log2 = x1 carLog2 <1
(x)-Log hoo) ng ) .
d’ou F(x) —Log2 < ho(i)x ,
Log2
Conclusion : ¥x > 1ona: 0 < F(x)—-Log2 < }?(i)x .
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Log2 -L
comme de plus lim Log2x =lim ﬁ
X=>too h(X) X400 x — Logx
X
Log2  Logx

st _ Logx
X

Donc lim [F(x)-Log2]=0 signifie que lim F(x)=Log2.

X400 X—>+00

4/a- Vt € [l'l]'LogtSO < Vte [1 1] —Logt > 0

2’ 2’
@Vte[% l]t—Logt>t<:>‘v’te[; 1] _t_#ogt—s%
= { jl Ldt = Log2
T t- Logt

= F(E) < Log2.

b- Soit la fonction H(x) = F(x) — Log2.

. 1. . 1.
H est continue sur [ > 1 ] car F est continue sur [ 7 1 ]
1Y_g(Ll)- P apre -
H( 1 ) F( 1 ) Log2 <0  d’aprés [/4/a
H(1) =F(1)-Log2 >0 d’apres 11/3/

D’ou, d’prés le théoréme de valeur intermédiaire, il existe un réel |
ade[ 1. 1] tel que H(a) = 0

2 k
Signifie qu’il existe un réel a de [ % ; 1] tel que F(a) = Log2.
Log2 — Logx

S§/a- Ona: Vx de ]0;+oo[, F'(x) = h(2x)h(x)

= Sig(F'(x)) = Sig(Log2 — Logx); Vx € ]0; o[
(caronaVt > 0;h(t) > 1)
De cela on peut dresser le tableau de vriation de F

X 10 2 +00
F'(x)|0 + 0 -
F(x) F<2)\
/
0 Log2
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y 4
b- 2 -E

@ F’(0)=0 = La courbe de F
Eosséde une demi-tangente 14 w tee o .

orizontale en son point e y=Log2 e
d’abscisse 0 wl —— | ; } >
@ F'(2)=0 = La courbe de F O 1 2 .3 4 X

possede une tangente horizontale en son point d’abscisse 2.
@ lim F(x)=Log2 =la droite d’équation y = Log2 est une asymptote

X—+00

horizontale a la courbe de F au voisinage de +oo.

1/a- Soitt €]0,+oo[ ona:
h(t) = t—Logt > 1

—1 < —t <
- t—Logt — Ie t —Logt st :
b- Soitn € IN*;
_ _t gt
Vatl = Vo = J.m, Logt J.L t—Logt dt
_fr _t T t [
_In+1 — Logt dt+'[1 t — Logt dt -[n+1 Logt dt
Ona: n+l>n& 1 SL
r11+11 n
DePIUSVte[n+1’n] t—Logt

L
D’ou J.;l_ t——L—gtdt > 0O signifie que vo41 —va = 0

par suite (v, ) est croissante.

¢- Pour tout t de O, +00[ <t et onaVn € IN* 'rlT <1

Lgt -
* —t
Donc Vn € IN jl Tiom dt_J.ll_lt.dt
* LZ * <l__._.—1
@VneIN,vnf[zt]%mVneIN vn_2 o
D’autre part Vn € IN*, - 1 <051gn1f1e que Vn € IN*, 7- 21 5< %

1
-2
Ce qui permet de dire que (vno) est majorée .
et comme de plus que (vy) est croissante sur IN* alors (va) est
convergente .

Par suite Vn € IN*,vn
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Vn € IN* Vt € [l 1] ona

t
t Lgt>O

:>‘v’neIN*vn—_‘- dt>0

0 t—Logt

Ains1 Vn € IN*,0 < v, < 1 5 par suite 0 <lim v, < %
n—-+co

2/a- Pour tout t de [1;+o0[;
: _t—(1 +Logt)(t — Logt)
(1 + Logt) = - Logt
t —t+ Logt — tLogt + (Logt)?
t — Logt

_ Logt[l —t+Logt]  Logt[l - (t-Logt)]

B t — Logt B t — Logt
_ Logtf{1 -h(v)] _ o
= t Togt < 0 car Vt € [1;+0[;h(t) > 1.

—t <
Enfin ¥Vt > 1; T~ Logt 1 + Logt.

% Vn € IN ,‘v’te[l,n]ona.—————t~LOgt <1+ Logt
. * . _ [ t n
= Vn € IN ,wn—Il——t_LogtdtSJ'I(1+Logt)dt

uw(t) =1 w ou(t) =t

t
t - Logt

v(t)=1+Logt v’(t)=—%—
& Vn € IN* ; w, < [t(1 +Logt)]} ~ j‘l‘ 1dt

< VnelIN*:;w, <n+nlogn—1-n:1
< Vn € IN* ; w, < nlLogn.

b- [2(1+ E98 Yo = [} (1+ +Logt)ar

= [t+ %(Logt)z] =n+ —(Logn) - 1.

*Vt > 1
1 Logt t _ t(t - Logt) + Logt(t — Logt) — t?
77 T t-Logt t(t — Logt)
2
_ —(Logt)” _,
t(t—Logt) —
> _ Logt t
DouVvt>1;1+ n < T Togt
. n Logt
par suite Vn € IN*;J ( og )dt _I:o_g;t_dt = Wp

< Vn € IN*; n+—(Logn) 1w,

D’autre part:n > 5 < Logn > Log5

ELMOUFID Page : 272 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU :  BAC 2003 SESSION PRINCIPALE
= %(Logn)2 > %(LogS)2
= —%—(Logn)z—l > %(1n5)2—1 ~ 0,295

D’ou %—(Logn)z -1>0=n+ %(Logn)2 -1>n
Et comme w, > n+ %(Logn)2 — 1 donc wy > n.

Conclusion : Vn € INtelquen > Sonan < w, < nLogn.

VnelIN/n>50na:n<w,

=lim w, = +oo.
lim (n) = +00 n-+0c0 "

n->+00
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BAC 2003 SeSS

EXERCICE 1

On considére dans C I’équation (E) suivante :
(B): 22 -2(V3 +i)z2+4(1+if3)z-8i = 0
1/a- Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure que 1’on
déterminera.
b- Résoudre (E) dans C.
¢- Donner la forme exponentielle de chaque solution de (E).
2/ Soit 0 un réel et Eg I’équation :
(Eo) : 23 - Zei"(ﬁ + i)22 + 4e2ie(1 + iﬁ)z - 8ie3® = 0
a- Démontrer que : (ze ) est solution de (E) si et seulement si z est
solution de (Eg).
b- En déduire les solutions de (Ex) suivante :
| 22 +2(¥3 +1)22 +4(1+if3 )z +8i =0
3/ Représenter dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct
(O,ﬁ’,?) les images des solutions des équations (E) et (Er) et vérifier
qu’elles sont les sommets d’un polygone régulier.

EXERCICE 2

Une ume U, contient 4 boules blanches et 2 boules noires et une ume U,

contient 3 boules blanches et trois boules noires. Toutes les boules sont

indiscernables au toucher. Une épreuve consiste a tirer une boules de

I’'urne U; que 1’on met dans Uy puis on tire une boule de Uz que 1'on

met dans U;. Soient A B et C les événement suivants :

A:« al’issue de I’épreuve la boule tirée de U, est blanche et la deuxiéme
boule tirée de U, est blanche ».

B:«al’issue de I’épreuve la boule tirée de U, est noire et la deuxieme
boule tirée de U est noire »,

C:«aVlissue de I’épreuve les deux umes U; et Uz se retrouvent chacune
avec la configuration de départ, c’est a dire que ’'urne U contient
4 boules blanches et 2 boules noires et une urne Uxcontient 3 boules
blanches et trois boules noires ».

1/a- Calculer p(A) et p(B).

b- Montrer que p(C) =

SSTEN
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2/ On répéte I’épreuve précédente 4 fois en remettant les urnes
dans leurs états initiales avant chaque répétition . On désigne
par X I’aléa numérique qui prend pour valeurs :

« 0 si I’événement C n’est pas réalisé au cours des 4 épreuves
* k si ’événement C est réalisé pour la premiére fois a la k*me
épreuve (0 < k < 4).
a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer ’espérance mathématique de X.

PROBLEME

o g—y
Soit ABCD un carré de coté 8 cm tel que (AB,AD) = _12c_ [2r] et
soit O son centre. On désigne par I et J les milieux repectifs de [OB] et
[BC] et par E le symétrique de O par rapport a (BC). Soit Q le point
d’intersection des droites (AE) et (BC).
I ]1/a- Montrer qu’il existe un unique déplacement f tel que f(A) = Cet
f(0) = E.
b- Montrer que f est la rotation de centre B et d’angle (~%>

c- Soit K = f(I). Montrer que K est le milieu de [BE] et en déduire
que les points O, Q et K sont alignés.
2/ Soit g I’antidéplacement tel que g(A) = Cetg(O) = E.
Montrer que g est une symétrie glissante d’axe (OE) et de vecteur OF
3/ Soit h ’homothétie de centre A et de rapport —é— etsoitQ = hog.

a- Montrer que ¢ est une similitude indirecte dont on précisera le
rapport.

b- Montrer que ¢ © ¢ est une homothétie.

¢- Déterminer h(C), h(E) et montrer que (¢ o 9)(A) = L.

d- Déterminer le centre de ¢ o ¢.

I1] Soit H un point (dv éégméit JABJ) de la droite (AB) tel que H#B.
La médiatrice de [HC] coupe (BC) en N. On désigne par M le
symétrique de N par rapport a (HC).

1/a- Montrer que le quadrilatére HMCN est un losange.
b- En déduire que lorsque H varie sur (AB)\{B}, le point M varie
sur la parabole @”de foyer C et de directrice (AB).
¢- Montrer que D appartient a $”¢t déterminer la tangente a %¢n D.
2/ La bissectrice intérieure de [CA, CB] coupe (AB) en L.
La perpendiculaire a (AB) en L coupe (AC) en G.
Montrer que G est un point de &2
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3/ On désigne par C’ et D’ les images respectives de C et D par la
rotation f de centre B et d’angle (——72[—)

a- Montrer que lorsque M varie sur la parabole ©”$on image M’ par
la rotation f varie sur une parabole ¥ dont on précisera le foyer et
la directrice. »

b- Montrer que D’ est un point commun & @7&t 4 &% et que ces deux
paraboles admettent en D’ une tangente commune qu’on précisera.

UNE CORRECTION DOSSIBLE

EXERCICE 1

1/a- Soit o un réel.
(i) est solution de (E)

= (i) -2(¥3 +i)({0)® +4(1 +is3 ) (o) - 8i = 0

= —io® + 2023 +2ia® + dia — 4043 —8i =0

= <2a2J_ —4aﬁ> +i(-0 + 202 +4a—-8) =0
{za2f~4a,/§=o {2a,/§(a—z)=o

— L

-3 +20? + 40— 8=0 -0 +2a? + 40— 8=0

a=0oua=2
b= < o =2 carseul 2
-3 +2a? + 40— 8=0

vérifie la seconde équation
Conclusion : 2i est la solution imaginaire pure de (E).
b- Soit le polynome f(z) = z* - 2(¥3 +i)z2 +4(1+i4/3 )z - 8i
2i est solution de f(z) = 0
< 3(a,b,c) € C tels que f(z)=(z - 2i)(az? + bz +¢);Vz € C
Or f(z) = (z—-2i)(az?+bz+c);Vze C
&=f(z) = az® + bz? + zc — 2iaz? - 2ibz — 2ic;Vz € C
=f(z) = az® + (-2ia+b)z? + (-2ib + ¢)z — 2ic;Vz € C
a=1
~2ia+b = -2(3 +i)
=
=2ib+¢ = 4(1+iy/3)
-2ic = -8i
Ainsi f(z) = (z-2i)(z2 - 2432+4):Vze C
Par suite (B) <=f(z) = 0 < (z-2i)(z2-2/3z+4) = 0
< z=2iou 22-2/3z+4=0
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(A= (-3) -4=-1-()?)
@z=2i ouz=4J3 -iou z= 3 +i
Conclusion : S {2i J3 -1, 03 +1)
3 +i= 2(—— +i= ) = 2(cos—+1sm—) = 2ele
f3_—1—,/§+1—2e . <20 = 2¢'%,
2/a- (ze™®) est solution de (E)
= 7330 _ 2(,/? + i)zze“2ie + 4(1 + iﬁ)ze'ie -8i=0
= e“i”[ “’(J_ +i>z +4ezi9(l +143 )z 8ie3ie] =0
=z —Ze“’(,/_ +1>22 +4ez‘e(l + 1,/_)2— 8ie3® = 0
<> z est solution de (Eg).

b- D’apres la question précédente, on peut dire que :
zestsolution de (Ez) < (z e ) est solution de (E)

= —z=210u-z= ‘}3—+iou-z= J3 -

(car2i, 3 +1i, et 3 —1i sont les solutions de (E))

= z=-2iouz =—(ﬁ+i)ouz=—(ﬁ—i)
Conclusion : S&¥ = {-2i . —(J3 +1), —(J_ - i) }

3/ Les solutions des équations (E) et (E;) sont :2i, 43 +i, 43 —1i,
=21, —(J3 +1i) et—(J_ - i). J’appelle A, B, C,D,E et F les points
du plan d’affixes respectives /3 +1, 2i, —(J_ - i) ,~(J3 +1),-2i
et 3 —1i.

Explication de la construction de A :

aff(A) = 2e'% Y N
|aff(A)|= 2 N -

arg (aff(A)) = 2] / T

I1 0 ; 2y
OA =2
D 2 F
=N SN

,OA) 2n] >

A € (o2 (cercle de centre O et de rayon 2)
=

A € [0t;)\{O} tel que (3,6{1) = Zon]

= Ae [C(O,Z) N [Ot1)\{O}]
- Les autre points leurs construction s’explique de la méme maniére
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Vérifions que ABCDEF est un exagone régulier
AB=2i - y3 —i| = |-43 +i| = J(-3) 12 =2
BC=|-43 +i-2i| = |-43 -i| =2
Aussi CD=DE=EF=2
D’ot ABCDEF est un éxagone régulier.

EXERCICE 2

La deuxiéme étape: on tire une boule de U, et on le met dans U,

i

premiére étape: on tire une boule de U, et on le met dans Us

7 =

®CCeCO loogooo\

1/a-  cas favorable réalisant A probabolité

boule de U, \ boule de U»
O ‘ O | 4x4-2
6 7 21

= p(A) = 781—

cas favorable réalisant B probabolité

boule de U, y boule de U,
2.4 _ 4
‘ ‘ 6 7 T 21

4

= p(B = 71—
b- C se réalise si et seulement si les deux urnes retrouvent leurs

états initiales apres I’épreuve.

Donc C se réalise si et seulement si la boule tirée de U est

de méme nature que celle tirée de U;.

ELMQUFID Page : 278 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2003 SESSION DE CONTROLE

D’ou C=AUB et comme de plus ANB =@
par suite p(C) = p(A) +p(B) = =& + 4 = £
2/ Désignons par Q I"univers de ’epreuve de la deuxiéme question
OnaX(Q) = {0,1,2,3,4}.

cas favorable réalisant (X = 0) probabilité

odre du répétition 112134

2 ~ A A A 4\*
événement convenable |C |C | C | C (l - 7)
4
= p(X=0)=3¢
cas favorable réalisant (X = 1) probabilité
odre du répétition 112134
¢vénement convenable | C | + | « | - %
= p(le)z% (Avec - : toute resultat est accéptable )
cas favorable réalisant (X = 2) probabilité

odre du répétition 112134

événement convenable |[C |C| - | - %— X %

= p(X=2)="1%

cas favorable réalisant (X = 3) probabilité

odre du répétition 112134

e 2
évenement convenable |C{ C | C | - % X %
= p(X=3)=3¢
cas favorable réalisant (X = 4) probabilité
odre du répétition 112]3]4
— 1= 3
¢vénement convenable |[C|C | C | C 3—3 X %

= p(X=4)=10¢
D’ou le tableau de loi de probabilité de X
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xi| 0 | 1] 2 3 4
pi 81 1412 |36 108
SRR NI NE
—ox 3L 4 12 36 108
b- E(X) = 0 x 4 +1x 7 +2 % 2 +3x 3 +4 x 74
_ 3736
2401

I]1/a- « ABCD est un carré de centre O = AO = BO.
. EZS(BC)(O) — (CB) = med[EO]
donc BO=BE
Par suite AO = BEet AO # 0

éh> il existe un unique déplacement f tel que f(A)=C et f(O)=E

D C D
N4
M
G
1/
O
1 N 7
=
A H L B \ c

e
b- f(A)=Cet f(O)=E = (H)’ Eﬁ) est une mesure de ’angle de
. e
(A_O’,ai’) =7+ (6;\’,53)) [27]
T o e, o
=1+ (OA, co) + (CO,CE) [27]

P e e
E=S@oy(0) = (&)’,'cTs') - —(65’,0_3’) [27]

/\
(—) —

CB, E) [27]
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e N e o o —5v%
donc (CO,CE) = (co, CB) + (CB,CE) [2n]

- 2(C8.CB) pn

= 2-:{- [2n]

( car COB est diect rectangle en O puisque ABCD
est carré direct de centre O ).

iy sty
Par suite (AO,CE) =n+0+ % [2n] = —% [27]

Ce qui dohne que f est une rotation d’angle —% et de centre
le point B d’intersection de med[AC] = (DB) (car f(A) = C)
et med[OE] = (BC) ( car f(0O) = E et E=S®)(0) ).

Conclusion : fest la rotation de centre B et d’angle 'Tn

c- ®I= 0xB < f(I) = f(O) * f(B) carf conserve les milieux
= K=E*B carf(O) = Eetf(B) =B.
B1I= O x B = (EI) est la médiane de BEO issue de E.
J=0xE = (JB) = (CB) est la médiane de BEO issue de B.
D’ou le point d’intersection de (EI) et (CB), est le centre
de gravité du triangle BEO.
B E=S@c(0) = (OE)L(BC)
aussi (AB)L(BC) donc (OE) // (AB) (1)
« ABCD carré de centre O = (AO)L(BO)
aussi (BO)L(BE) ( car E=r<B,;2n_) (0))
donc (AO)// (BE) (2).
(1) et (2) = ABEO est un parallélogramme
<= I=0xB=Ax%E
= (AE) = (IE)
Donc :(EI) N (CB) = (AE) N (CB) = {Q}
Ce qui donne Q est le centre de gravité de OBE
= Q € alamédiane (OK) issue de O
= O, 0 et K sont alignés.
2/ g antidéplacement donc g est soit une symétrie orthogonal soit une
symétrie glissante.
Supposons que g est une symétrie orthogonal d’axe une droite A
A = méd[AC] et aussi A = méd[OE] car g(A)=Cetg(O)=E
signifie que A = (BD) et A = (BC) ce qui est impossible
Par suite notre supposition est fausse et g n’est autre qu’une symeétrie
glissante . Désignons par U le vecteur de g et A1 son axe.
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= g =1tz oSs = Sp oty.
2(A)=C = 0=Ax*C €A,
8(0) =E & (tg°54,)(0) = E
= t4(0) =E < T = OE,
Comme T = OFE est un vecteur directeur de A; alors g est la

symétrie glissante d’axe (OE) et de vecteur OE.
3/a- g estun antidéplacement

= g estune similitude indirecte de rapport 1.
L
5
= ¢ = h o g est une similitude indirecte de rapport %
b- ¢ est une similitude indirecte de rapport % Désignons par Q'

aussi h est une similitude directe de rapport

sont centre et A’ son axe.
= ¢ = h(g/’_;_) o SA’ = SA' o h(Q’,.;.D'
Par suite p o ¢ = (h(gf’_;_) ° SA:) o (SA! ° h(Q:,%))
= h(Q/’_;_) o h(g_:’%> car SA/ o SAI = Idp
=P
— 1 R
c- JO0=A*C < AO = 7AC < h(C) = 0.
@® On a déja démontrer dans I/1/¢c-, que ABCD est un
parallélogramme de centre |
-— 1=
=I=A*xE< Al = TAEc»h(E) =L
B (¢ °0)(A) = p[hog(A)]
= o[h(C)] carg(A) =C
= @[0] = hog(O) carh(C) = O
=h(E) =1 carg(O) =Eeth(E) =1
Ainsi (po@)(A) =L
d- d’apreés I/3b-, ¢ o ¢ est ’homothétie de centre Q' et de

1 ot1- loa
rapport y de plus (¢ o 9)(A) = I donc Q'] = ZQ A
i ol-lot. 1 3010 - LR
signifie que Q'T = —4—9 I+ ZIA = I= Z-I
o= 1R
[ 157
= Q =?I car[=A x E

Or Q est le centre de gravité du triangle BEO et I=0xB donc
of 173 e T T /
Ql = ?EI par suite Q'T = QI signifie que Q' = Q.

Conclusion : le centre de ¢ o ¢ est le point Q.
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II]1/a- « par hypothé¢se N € med[HC] donc NC=NH (3).
« par hypothése M=S icy)(N) alors (HC) = med[MN]
d’ot HM=HN (4) et CM=CN (5)
Par suite (3),(4) et (5) donnent NC=NH=HM=CM
signifie que HMCN est un losange.
b- HMCN est un losange = (MH) // (NC)
Or (CN) = (CB) suiest L a (AB)
on conclu que (MH) L (AB)enH (carHe (AB))
d’ou H est le projeté orthogonal de M sur (AB)
par suite MH=d(M, (AB)) (la distance entre M et (AB) )
D’ou MC =d(M, (AB)) car MC=MH
signifie que M € @la parabole de foyer C et de
directrice (AB).
DA =DC
c- ABCD est un carré = A est le projeté orthogonal de D sur
la directrice (AB) de &7
= DC = AD = d(D,(AB))
= De &”
A est le projeté orthogonal de D sur la directrice (AB) de &7
g la tangente & &7tn D est la médiatrice de [AC]
< la tangente a &”en D est la droite (DB).
2/ » La perpendiculaire a (AB) en L coupe (AC) en G.
= L est le projeté orthogonal de G sur (AB).
= d(G, (AB)) = GL.
» » (GL)L(AB) et (CB)L(AB) donnent (GL) // (BC)
" ——
= GLC = LCB
( secteurs alternes internes )
" ———
OrLCB = LCG ( car [CL) est la biscectrice
interieur de [CA,CB])

—— ——
Par suite GLC = LCG d’ou LCG est un triangle isoc¢le en G
alors GL = CG
= d(G, (AB)) = CG
=0Ged?
3/a- Soit M un point de &’donc d(M, (AB)) = MC.
Posons M’=f(M).
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M’ = f(M)
o -c | { C'M' = CM
f(B) =B f((AB)) = (CB)
f(A) = C

Comme f est une rotation alors f conserve les distance et
I’orthgonalité. Par suite d(M, (AB)) =d(f(M),f(AB))
_.v—_l

BAC 2003 SESSION DE CONTROLE

= MC =d(M',(BC))
= C'M' =d(M', (BC))
<> M' e alaparabole #%de foyer C’ et de
directrice (BC).
b- -+De &= D' = f(D) € & D’aprés I1/3/a —.

f(D) =D’
f(C) = C'
f(B) B = I’image du carrée ABCD par la rotation
fEA; B c festle carré CBC'D’
- U

D’C’=D’C et C’ est le projeté orthogonal
de D’ sur (BC') <D’C=d(D’, (BC))

s —N
. C’=f(C) = (BC,BC’) = [n]

= (BC) L(BC')
D’autre part (BC) L (BA) par suite (BC') // (BA)
= (BC') = (BA).
Or on vient de montre que D’C=d(D’, (BC'))
D’ou D’C=d(D’, (AB))
alors D’ e @7
® C’ est le projeté orthogonal de D’ sur (AB) la directrice de 7
= laméd[CC’] = (D'B) est la tangente & G%&n D’.
@ C est le projeté orthogonal de D’ sur (BC) la directrice de &
= laméd[CC’] = (D'B) est la tangente a en D’.
® et & = &7et & ont méme tangente en D,
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EXERCICE 1 ( S points)

Dans le plan orienté, on considére un rectangle OABC tel que OA=2 OC et

A
— — .
(OA, OC) = % [2n]. ( pour la figure, on prendra OA =4 cm ).

La médiatrice A du segment [OB] coupe la droite (OA) en I et la droite
(OC) enT'. Soit J le symétrique du point O par rapport au point I et J' le
symétrique du point O par rapport a I'.
1/a- Montrer que les triangles OBJ et OBJ' sont rectangles en B.
b- En déduire que les points B,J et J' sont alignés.
2/ Soit S la similitude directe telle que S(J) = O et S(O) =T
a- Déterminer une mesure de I’angle de S.
b- Montrer que le point B est le centre de la similitude S.
c- Donner le rapport de la similitude S.
3/ Soit o la similitude indirecte telle que o(J) = O et(0) = J'.
a- Donner le rapport de o.
b- En déduire que la similitude ¢ admet un unique point invariant que
I’on notera Q.
c- Déterminer 6 o 6(J) et en déduire que le point Q appartient a (JJ').
d- Construire le point Q ainsi que I’axe D de la similitude o.

o

EXERCICE 2 ( S points )

Soit a un nombre complexe non nul et E ’équation z2 =2z + 1 +a? = 0.

1/ Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation E.

2/ Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O,Tx’, V),
On considére les points A et B d’affixes respectives 1 +1a et 1 —1a.
On pose a = a; +1az ; a; et ay réels.
a- Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement sia; = 0.

—_— -_ . .
b- Mq les vecteurs OA et OB sont orthogonaux si et seulement si |a|=1

3/ Onsupposea = e ol o €] — 12‘—% .

. S X . o X
a- Vérifier que Vx € IR; 1+e*=2 cos(—’é—)e’ 2 et l-e¥=-2i sm(%)e' 2
b- En déduire I’écriture sous forme exponentielle de chacun des nombres

complexes 1 +1aet 1 —1a.
¢- Déterminer a pour que les points O, A et B forment un triangle isocele
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rectangle en O.

( 10 points )

A- On considére la fonction f; définie sur [1,+oo[ par f1(x)=41 + x e ™ et on'
désigne par C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,
1)a- Etudier la dérivabilité de f; a droite en —1.

b- Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
c- Calculer la limite de f; en +co.
d- Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2) Dresser le tableau de variation de f;.
3) Donner I’équation de la tangente a C; au point d’abscisse O.
4) Montrer que I’équation f; (x) = x admet une unique solution a dans
% ,+oof et que o €] — 1 1[.
5) Tracer la courbe C;.
6)a- Montrer que pour tout réel x, ona 1 +x < e*.

'b- En déduire que pour tout réel x, ona fi(x) < e'%.
7) Soit A un réel supérieur ou égal & 1 et SA) = | Tfl (x)dx.
a- Donner une interprétation graphique du réel S(X)

b- Montrer que pour toutA > 1, ona 0 < 5A) < —f
e
B- Pour tout n € IN*, on considére la fonction f, définie sur [—1,+0oo[ par
fu(x) = J1+xe™n eton désigne par C; sa courbe représentative dans

- —»
un repére orthonormé { O, 1,

1) Montrer que toutes les courbes C. passent par deux points fixes dont on
déterminera les coordonnées.
2)a- Montrer que pour tout n de IN*, la courbe C, admet une tangente
horizontale en un point M,.

b- On désigne par o, 1’abscisse de M. Etudier la nature de la suite (otn).
3) Etudier la position relative de Cy et Cui1. '

4) Onposel = j 1_1 J1T + x dx et on désigne par (A,) la suite définie pour
tout n de IN* par A, = jil o (x)dx.
a- Calculer L
b- Montrer que pour tout n de IN*, ona '~ e T <e -1

¢- En déduire que pour toutx € [-1,1], l KN —l| <en -1

d- Montrer que |A, — I} < —gl—f—(e n— 1),
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e- En déduire que la suite (A, ) est convergente et donner sa limite.

E UNE CORRECTION POSSIBLE i

EXERCICE 1

/K
T VC 0

1/a- Nommons K le milieu du segment [OB].”
(+) K=0 % B et I=0 * J = (KI) // (B))
Or (KI) L (OB) ( car (KI)=méd[OB))
= (BJ)L(OB) < OBJ est rectangle en B
(+) K=0 *BetI'=0 % J' = (KI')//(B]')
Or (KI') 1 (OB) car (KI')=méd[OB]
= (BJ')L(OB) < OBJ' est rectangle en B

(BJ BJ) (BJ BO) + W 7]

=L 4 n [r] = 0 [rn] car OBJ' et OBJ sont rectangle en B.

2
d’ou les pomts B,J et J' sont alignés.

e T ——
—p P
2/a-S(J) =0etS(O) =) = (OJ,J’O) est une mesure de I’angle de S
T N T =N
(OJ,J’O) - (OJ, OJ/) +non] = L f2n) =L [2n)

b- (B} = (BJ) N (BO) = {S(B)} = S((BJ)) NS((BO)).
Comme I’angle de S est —% donc :
* S((BT)) est la droite perpendiculaire a (BJ) passant par O=S(J)
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= S((BJ)) = (BO).
* S((BO)) est la droite perpendiculaire a (BO) passant par I’=S(0)
= S((BO)) = (BY).
Ainsi {S(B)} = (BO)N(BJ') = {B}
Par suite S(B) = B. alors B est le centre de S.

c- S(B)=BetSJ)=0= -%(Jl est le rapport de S

o BO _ cotg(BOT - BOJ est rectangle en B
BJ— g car estrec arlg een

——
= cotg(BOA) car]J € [OA)

_AO
=BA %

3/a-0(J) =0eto(0) =1 = Jo est le rapport de ¢

or
Or JO? = 2 est aussi le rapport de S puisque S(J)=0 et S(O) =T’

Ainsi le rapport de o est 2.

b- le rapport de ¢ est 2 différent de léh> o admet un unique point invariant,
¢- Go o(J) = olc(J)] =c(0) =1T". ;

+ ¢ est de rapport 2 et de centre Q 2 6 o6 = hg2y ( ’homothétie

de centre Q et de rapport 22 = 4),

Or on vient de montrer que 6 o 6(J) = J' ce qui donne hi4y(J) =T
— —
&= QF = 4QJ donc Q € (J1').

- — -_— - - 4

d-- QJ =4Q) = QJ+]J) =4Q) < -3Q] =-]1J

g 170 . .
= JQ = :§—JJ ' ce qui permet de construire Q.

Q est le centre de 6 qui transforme J en O _
= I’axe D de o porte la bissectrice interieure de [Q2J, QO].

EXERCICE 2

1/ z2-2z+1+a%>=0
(A= (1)’ - (1 +a?) = -a% = (ia)”)
<z=1-1a ou z=1+1a
Conlusion : S§ = {1-ia;1+ia}.

1+a
2/a- 'aff(ﬁ) =1-1i(a; +1az) = 1 +az~1a; = 67&( : )

—-a;

1—-a
'aff(ag)=1+i(a1+ia2)=1—a2+ia1:>6:‘:< 2)
ai

0, A et B sont alignés < OA et OB sont colinéaires
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< (1+az)a; — (-a;)(1 —az) =0
< aj+aja;+a;—aja; =0
= a; = 0.

= (1+a2)(l - az) + (—31)3.1 =0

<= 1-(a)’—(a1)* =0

= (a2)2 + (211)2 =

< |a] = L.

—
0O

—_—
b- OA L

3/a- En profitant du theoreme d’EULER on a
® 2005( ) 7 [e 2467 |7 = et 4ot — | 4 e

® —2151n( ; )e

N|>«

X X = . .
I:elz ~e]2]elz = —e + e =] —glx

. = . i(= S0
b-M1+ia=1+¢e2e®=1+¢(2" =ZCOS(%+%)GI(4+2)

or-—-lz‘—<a<%<:>—%<%<§<—_>0<ﬂ-+—oi<ﬂ

donc 2COS(% + %) > 0 par suite Zcos(% + %)ei(%+%) est la
forme exponentielle de 1 + 1a.

s o
.l—ia=l—e'(2+°‘)=-2isin(—Z—+—%)e‘<4*z)

ey @Yo i(E L)
Zsm(4 + z)e. ire a4 2
= ZSin(—ﬁ— + —%—)e’<7+7) c’est la forme
. i in( 0 i LT &
exponentielle de 1 — 1a car 251n( ) )>O puisque 0< ity <75
c- OAB est 1socéle rectangle en O < OA = OB et OA 1 OB
|1 +1a] = |1 —1a]
la| = 1 ce qui est vrai cara = e'®

= 2cos<% 7) = Zsm( ) d’aprés 3/b-

oo T .o I
AadERa) ) puisque 4+2 €]0; =[
Soa=0= a=¢e" =1
PROBLEME
A lim DO ZHED . Slexe™ 0 e

xo—1" —( 1) X1+ x+1 xo1* ’1+x
déf _
= f; n’est pas dérivable a droite en (—1).
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. f —fi(-1 :
b- lim —%—_1—1()—) = +00 = C; admet une demi-tangente verticale

X—=17
dirigée vers les ordonnées positives au point de coordonnées (—1;0).

1

c- lim fi(x) =lim [(1 +x)e ]2

XN—+o0 X100

L
=lim [ex——%—XeX]2 =0 avecX = -2x

X-o—0

d- lim f;(x) = 0 = la droite d’équation y = O est une asymptote

X—+oo

horizontale a C; au voisinage de +. -
2) - la fonction (x — 1 + x) est dérivable et strictement positive sur }-1; +oo

=la fonction (x — 1+ x) est dérivable sur [-1;+o0[

par suite f; est dérivable sur ]—1; +oo[.

x> -1 1 (x =——1——e‘x— l+xe“=——£———l—2x
1) = S e A

donc signe[f} (x)] = signe(-1 — 2x); Vx > —1
d’ou le tableau de variation de f; :

X -1 -1/2 +00
Fool o+ P -
f‘(X) / a \ avec a=E
0 0

3) Désignons par T la tangente a C; au point d’abscisse 0
th

ST y=f(0)(x-0)+f(0) = T:y= —%XH

4)f1(x) =x & fi(x) —x = 0 = hi(x) = Oavec hi(x) = fi(x) - x.
%,+oo[eth (x) =fi(x)~1<0 carfy(x) <0
D’ou h; est continue et strictement décroissante sur [—%, +oo[

hy est dérivable sur [—

alors h; réalise une bijection de [—%—,+00[ sur h; [[—-12—,+°°[]

Or hy [[— +00[] ]—00' F + L] contient 0 donc O posséde un seul
antécédent o par h; ce qui permet de dire que I’équation h;(x) = 0 admet
une seule solution o dans [— ,+oo[.
O hi(1)=J2et=-1= —0 47974 .

h (1) < 0 = hy(a) < hl(——>

—1— < o < 1 car h; eststrictement décroissante sur [— ; ,+oo[

5) fl(——) JE = 11658
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Y/

X

1\
] [ <
0

A

1 : x'

[ 1 !

-1 _2

6)a- la fonction u : x — u(x) = 1 + x ~ e* est définie et dérivable sur IR
et vVx € IRju'(x) = 1 —¢*
d’ou les variations de u

X .0 0 +00

u'(x) ‘ o -

w7 ° ~_

= Vx € [IRju(x) £ 0 ( car 0 est le maximum absolu de u )
= Vx e IR 1T +x <ef

b- Vx € IR; l+x < e¥ @,/1+x<,/_'~ez

]+xe"§e2e'<:>f1(x)<ez

7) Soit A un réel supérieur ou égal a 1 et S(A) = j] f1(x)dx.
a- A= let S(K)=J‘?f1(x)dx=ﬁ[f1 (x) - Oldx car f;(x) yI+xe™ >0

= S(L) est I’aire en unité d’aire de la partie du plan limitée par Cy,
I’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x=1 et X=A.

b- Pour toutx > 1, 0 < f,(x) Se;:iL :>O<j' fl(x)dx<J e dx
-X ~I =Y
<:>O§S(k)§|:—2e7] =2e2 22
F 0 26T —2e <262 =2 d’l‘O<S(k)< 2
- < 2 —2e 2 < 2 =4 (’ < e
Or—2e2 < 2e e2 <2e /e ou0 < /e

B-1) ® M(x,y) € CiNCy =y =fi(x) et y =fa(x) etx € [-1,+00]
< x € [—1,+0[ et y = f1(x) et f1(x)=f2(x).

f1(x)=h(x) < JT+xe™ - Jl+xe 2 =0

X
2

1+xe\(l—62>—0<:>x+l =Qoul-ez2 =0
= x=—-1oux=0
Ainsi Cy N C, = {A(-1;0);B(0; 1)}

H Vvn € IN*;
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xfo(-1) = J1-1e! =0= A(-1,0) € C,
*£,(0) = J1+0e® =1 = B(0;1) € C,
Conclusion : Les points A et B appartiennent a toutes les courbes Cy.

2)a- n € IN“ £, (x)=—EF— — Lo % Tixe—€™  (n_2_2y)
2JT+x " 2JT +x

Mfi(x) =0 n-2-2x=0+> x=4n- 1.

2
D’ou C, possede une seule tangente horizontale en son point M,
d’abscisse %n -1

b- o, I’abscisse de M, < a, = %n -1.

Vn € IN*; dpi1 —-anzé(n+ y-1- %n+1 = % donc (o) est une
1

suite aritmétique de raison >
3) Soitn € IN* et x € [—1,+o0[;

for1 (x)-fu (x)=414x e T [1 —e T ]=J 1+x e—m[l —g n(l) :I

= Signe[fn1(x) - fu(x)] = Signe[l _ e ) ];Vx > —1.

Orl—e 20 >0 e e a0 <] ¢ — rawy <In(1)=0 = x>0

Ainsi : Vx € [0;+00[; f1 (X) — fa(x) = 0 donc Cyyy est au dessus de Cy.
Vx € [-1;0]; far1 (x) — fa(x) < O donc C,yy est au dessous de Cs.

| 1
Ha-1=] T dx:[il(1+x)'(1+x)?dx=[¢(1+x)7” ] =42
1 —1
b-VneIN*,l—e?—(eT—l = e [(e) _2eT +1]
=—en {en —l) < 0.

Doul—en<en—l
c- Soitn € IN*etx € [-1 1]
- 1
A<x<l e A <2<+
=1 X =L =X L
e <egn <enm <=en —1<enm —1<en -1

1 -1 1 X L
Orl—e¥™ <em —1 donc—(eT—1>§en _l<ew -1

sl 2

signifie que |e:ni - 1| < e —~1.
d-A, - 1| = |j1_1fn(x)dx—j’_1 JToxdx| = |f' JTex (7 -1)dx|
= 1A -1 < | %—1)|dx: [LTaxfe™ —1jdc ()
Or‘v’xe[—ll |en -1 <en — 1 donc

L TFx)e™ —1fax <[ ,/1+x( ™ —1)dx
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= [LATFx e —1fax < (ev =1)] VTHxdx
< 1 -
= fil J1+x ieTX —lldx < %Jz_(eT - 1) )
(1) et (2) donnent A, — 1] < %ﬁ(el—ll - 1)

e_

Ay ~1] < %ﬁ(e% - 1);Vn e IN*
o e [ s
im | 3 :

n->+co
lim A, =1=24/2

n--+00 3
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r

j BAC 2004 SESSION DB

EXERCICE 1 ( 6 points )

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = Log(x* — 2x + 2)
Soit (‘@) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0—1’ T)
1)a- Dresser le tableau de variation de Ia fonction f.
b- Montrer que la droite D d’équation x=1 est un axe de symétrie de (‘G)
c- Préciser la branche infinie de ( ‘@) au voisinage de +o.
d- Tracer la courbe (6).

2) Soit F la fonction définie sur [0; £ [ par F(x) = J'mg\ 2—%——2
- 2t+
a- Montrer que F est dérivable sur [0, 12c [etqueF'(x) = 1.
b- En déd = —dt ___
n déduire que F(x) = xetquej1 R 1

3)a- A I’aide d’une intégration par partles, montrer que

j f(x)dx = 2Log2 — 2]1 ;——X_z—_xi—z—dx

b- Vérifier que Vx € IR; ZX =X o 4—X=1 1
X% ~2x+2 x2=2x+2 x%*-2x+2

¢~ Calculer, alors, 1’aire du domaine limité par la courbe (@), I’axe des
abscisses et les droites D : x = I etD' : x = 2.

EXERCICE 2 ( 4 points )

Une urne contient deux boules blanches numérotées 1 et 2 et trois boules
rouges numérotées 1,2,2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1/ On tire simultanément deux boules de I’urne.
a- C lculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A «Tirer deux boules de couleurs différntes ».
B « Tirer deux boules de méme numéro ».
b- Sachant que les deux boules tirées sont de couleurs différentes, calcu]er
la probabilité pour qu’elles portent le méme numero.
2/ Dans cette question, I’ ¢preuve consiste a tirer successivement et sans
remise deux boules de I’urne. Soit X ’aléa numérique qui est égal au
nombre des boules rouges tirées au cours de cette épreuve.
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Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X).

e

Soit ABC un triangle rectangle et isocéle tel que (ﬁ) B_C))

it

X [2n].
( pour la figure on prendra AB = BC = 6 (en cm)). )

On désigne parI,J et O les milieux respectifs de [AB],[BC] et [AC].
Soient I' le symétrique de O par rapport (AB) et I le symétrique de O par
rapport a (BC). Les demi-droites [OI) et [OJ) coupent le cercle de
diametre [AC] respectivement en A' et B'.

I-1) Soit r la rotation de centre O et d’angle (%f) Déterminer r(A) et r(B).

V2

2) Soit h I’homothétie de centre O et de rapport —=—.

2
. Ol _ 01 _J2
a- Montrer que : oA~ OB~ 2
b- En déduire h(A') et h(B').
3) On désigne par S la similitude directe qui transforme A enletB enJ.
a- Montrer que S = hor.
b- En déduire les éléments caractéristiques de S.
4) Soit P un point du plan distinct de O et soit P’ = r(P). On désigne par
Q le projeté orthogonal de P sur [OP'].
a- Montrer que le triangle OPQ est rectangle et 1socele.
b- Montrer alors que S(P) = Q.
c- Montrer que OBI'A est un carré. En déduire S(I').
d- Déterminer S(J').

II- Soit M un point de la droite (AB) tel que M # B. ( Pour la figure on
prendra : M € [BA) et BM = 8 (en cm ) . Soit A la médiatrice de [OM].
1) On pose S(M) = N. Montrer que {N} = AN (1J).

2) Soit ©”la parabole de foyer O et de directrice la droite (I'I").
a- Vérifier que A et C sont deux points de ©7¢t préciser les tangentes
a @”en ces deux points.
b- Montrer que lorsque le point M varie sur (AB)\{B}, la droite (MN)
reste tangente a la parabole &7
¢- Construire le point de contact de (MN) et de £
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—
E UNE CORRECTION POSSIBLE i

EXERCICE 1

1)a- La fonction (x — x* — 2x + 2) est dérivable et strictement positive sur
= f: x — Log(x? — 2x + 2) est dérivable sur IR,

‘Ux € IR, fI(x) = —2X=2
X2 —2x+2
= Vx e IR;signe[f'(x)] = signe[2x — 2]

D’ou le tableau de variation de f

X [-00 1 +00

f'(X) - 0 +

+C0 +00

f(x) \ i /

O lim [x? —2x +2] =lim [x?] = +©

X-»Foo X—>+e0
=lim f(x) =lim Log[x?—2x+2] = 4o
X~too X-»teo

b- Soit x € IR ( qui est le domaine de définition de f )
*(2x1-x)elIR
Bf(2x1-x)=Log[(2-x)*-2(2-x)+2]
=Log[4 —4x+x% — 4+ 2x + 2] = Log(x* - 2x +2) = f(x)

o th . i
Ainsi x et = D : x = 1 est un axe de symétrie de ‘@

¢- On a déja lim f(x) = 4o

X400
2 .2
g ee[(-%F) ]
de plus lim —= =lim < '

X—+00 X—+00 2
Log(1 - % + ?)

=lim [ZLO)%(X) + 1=0

X
X0

Par suite @ posséde une branche infinie parabolique de direction celle
de I’axe des abscisses au voisinage de +oo.
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d-

|

2)a- La fonction (t — t2 — 2t + 2) est continue et ne s’annule pas sur IR

= la fonction (t — ——1—) est continue sur IR.
t2 - 2t+2
Désignons par G une primitive sur IR de la fonction (t - —5—121;5)

—g—[par u(x) = 1 +tgx

Ainsi F(x) = G(u(x)) = G(1); Vx & [0; 2

Désignons par u la fonction définie sur [0,

u est dérivable sur [0; —TZI—[

G est dérivable sur IR qui contient u<[0; %[>

= la fonction (x — G(u(x))) est dérivable sur [0; —TZE—[
Par suite F est dérivable sur [0; —g—[.
x € [0; ZLF (%) = [Gux))] = [G(1)]' = u'(x) x G'(u(x))
1
(1 +tgx)> —2(1 +tgx) + 2

D S
(1 +tg*x)

%[et Vx € [O;ﬂ[;F’(x) =1

= (1 +tg?x) x

= (1 +tg%x) x

F est dérivable sur [0;

1+tg0
= =0
k) = j 2t+2 Jl t? — 2t+2
= Vx € [O;%[;F(x) :j 1dt = [t} =
__._dt__ _ l+tg— _dt  _F
@L t? — 2t+2 jl 2t+2 ( )
3)a- j fG0dx = J Log(x? —2x+2)dx
u(x) =1 e u(x) =x
= 2 _ ) 2X =2
v(x)=Log(x* — 2x+2) v’ (x) RO
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2 (2x-2)x

I x2—-2x+2
= 2LogZ—2j‘12 XX gy

= [xLog(x? - 2x+2)17 — dx

X% —2x+2
b- Vx € IR;
|4 x=1 1 X% = 2x424x — 1 = (x% — 2x42)
x> =2x+2 x?-2x+2 X2 =2x+2
_ _ x*-x
x2—-2x+2

c- Désignons par Z1’aire, en unité d’aire, de la partie du plan considérée.
2 2 2
Donc 7= f(x)dx = 2Log2 - 2|  —=2-——%_(
jl() 8 '[1 X2 2x+2

_ _ A2 x—1 _ 1
2Loga 2J‘1(]4-742—2x+2 x2—2x+2)dx'

=2Log2 - 2[[(1+ T 522 —yax+ 2] ——L—dx
X

-2x+2 1 x2-2x+2
=21.0g2 - 2[x + -1—Log(x2 -2x+2) ]2 +2 0
2 1 4
= - I
=Log2 -2 + >
EXERCICE 2

1/ Le tirage est de deux boules simultanément de 1’urne.

a- [ A se réalise quand on tire une boule “lanche et une boule rouge.
- _GxC 6 _ 3
D’oup(A) = 7 10
X B se réalise quand on tire soit deux boules portant 1 soit deux
boules portant 2

_C . G143 _2
dOHCp(B)——@-}—E%—— 10 ——5-.
p(BNA)
b- p(B/A) = ————+.
p(B/A) o(A)

B N A se réalise quand on tire soit ( une boule blanche portant 1 avec
une rouge portant 1) ou (une boule blanche portant 2 avec une
rouge portant 2 )

_CixCl+CixC) _ 3

donc p(B N A) = C% = '1—0
. _pBNA) _ 15 _ 1

par suite p(B/A) = oA 160 ok

2/ Le tirage est de deux boules successivement et sans remise.
X : 2 boules tirées +— nombre de boules rouges.
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= X(Q) = {0,1,2} avec Q désigne | univers de cette expérience.

_oy - A2 _2x1 _ 1
PX=0) =75 =57 " 16
Al x Al
pX=1)=C;x A7 20 10"
_on_ A _ 3
pX =2) = Al - 10
D’ou le tableau de loi de probabilité de X
X; 0 1 2
P. 1 £ 3
i 10 10 10

- 1 6 3 _6
*E(X)—Ox10+lx10+2x T

PROBLEM

C
A M
\ B| 0
T ]
I A M
B
Al
I N

I-1) - A’ appartient au cercle de diamétre [AC] et O = A * C
= 0A = 0A" (1)
—_—

LO—A%CetI=A*B = Ol = LCB.

L
2
TN S oY ,

(OA; OA’) = (OA; OI) [2r] car A’ € [OI)
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e
- [GRTR) + (TR + (@BoN) pew

0+ —‘f— +0 [2rn] car BAC est isocele, direct et rectangle en B

7— —N\
donc (OA;OA ) = Tn [2r] (2)
Amsi (1) et (2) donnentr(A) = A’
H De la méme fagon on montre que r(B) = B'.

2)a- B appartient au cercle de diametre [AC] et O = A x C
= OA = OB
De plusI = A * B donc (O1) = méd[AB].
= OIA est rectangle en I
Lo Ol _ Ol _ /\): (1 _J2
Amsi OA OA cos(AOI cos >
® De méme OBJ est isocele et rectangle en J
0] _0O) _ /\) Ceaef( Y~ A2
OB’ ~ OB cos(BOJ cos( ) ) 5
4Enfin: oL _ 0] _ J2 .

A’ OB’ 2

b- % A" € [OI) et (?AI, :—‘/22 donnent 61’:—'/25—6? signifie que h(A")=l
*B' e [0]) et OO];' :—‘/21 donnent 632@—657 signifie que h(B')=J.
3)a-

_:’ﬂ
S et h o r sont 2 stmilitudes directes car h et r sont 2 similitudes directes j

(hor)(A) = h(A") = I = S(A) ’i?%
(hor)(B) = h(B') = J = S(B)
=S =hor
b-

J2

h est la similitude directe de centre O, de rapport —5 et d’angle O

r est la similitude directe de centre O, de rapport 1 et d’angle (1—”)

= S=h o r est la similitude directe de centre O, de rapport —‘/ZZ et d’angle 5
|

ELMOUFID Page : 300 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2004 SESSION DE CONTROLE

4)a- Q est le projeté orthogonal de P sur [OP'] = (PQ) L (QO)
= POQ est rectangle en Q

o~ 7, o\
Or POQ=POP :% car P'=r(P) donne (OP; OP') = _—4_1r [2r]

b1

. " ———— "
parsu1teOPQ=n—(PQO+POQ) :n—izc-—% ;

Ainsi POQ = OPQ donc OPQ est isocéte en Q.
Bilan : OPQ est rectangle et 1socele en Q.

00 _ oz - 42 5

b- - OPQ est rectangle et isocéle en Q = —= = cos

TR estiecmele @ B! oP "4 T2
. (a)) @') = (@O_P”) [2r] car P’ € [OQ)
= % [2r]  (4)

Ainsi (3) et (4) permettent de conclure que S(P) = Q.

c-I=AxB et I=0=x%I donc OBI'A est un parallélogramme
De plus (OI)L(IA) et OB=0OA ce qui donne OBI'A est un carré.

_’ _)
* OBI'A est un carré donc BI' = OA
= S(B)SI') = S(O)S(A) (car S conserve I’équipollence )
—_— —_
e IS = Ol
—3 1~ = ,
x x Ol = 7CB = JB donc OIBJ est un parallélogramme

—_ —
d’ou Ol =JB
—_—

De * et * * on déduit que JS(I') = TB ce qui donne S(I') = B.

d- Posons O;=0 * B=I * J car on vient de montrer que OIBJ est

un parallélograme.
Soit h; ’homothétie de centre O et de rapport 2.
Ona: O1=I * J donc h; (O1)=h;(I) * hi(J) car h; conserve les milieux
signifie que B =1' * J'
alors S(B)=S(I') * S(J') ( conservation des milieux )
équivalent a dire J = B x S(J")
OrJ =B x*CdoncS(J') =C

II-1) ® (JI) = méd[OB] car JB = JO etIB =10
ELMOUFID Page : 301 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2004 SESSION DE CONTROLE

M e (BA)\{B} donc A = méd[OM] et néd[OB] = (1)) sont sécantes
XM e (BA) = S(MM)=N € S((BA))=(JT) carS(B) =JetS(A) =1

ON = gOM
ASM) =N <

75 o\ -
(OM; ON) = % [2q]
4
D’apres le théreme d’ELKACHI on peut dire que :
NM? = ON? + OM2 — 2. ON. OM. cos(%)

— ON? + 40N2 -2 ON-2-0N 42 - oN?
2 2 2
D’otu NM = ON ce qui donne N € A = méd[OM]
Bilan : (N} =AN1J). (daprées ®,XetH)

2)a- I’ est le projeté orthogonal de A sur (I'B) car OBI'A est un carré
or on a déja montrer que B =1' * J’ donc I'B) =(1'T)
donc I' est le projeté orthogonal de A sur (I'J") qui est la directrice de @
de plus AI' = AO car OBI'A est un carré
signifie que AO = d(A; (I'J")) signifie que A € ”*( car O est le foyer
@&t (1']") sa directrice ).

« OBI'A est un carré
= B est le projeté orthogonal de O sur (BI') = (I'T")
= (BO) est I’axe focal de &2
D’autre part (BO) est la médiatrice de [AC]
donc C = S(Bo)(A)
et comme A € @alors C € @ ( car (BO), I'axe focal de 97 est un axe
de symétrie de 9°)

* 1’ est le projeté orthogonal de A sur la directrice (I'J') de &°
= la tangente & &7en A est la méd[OI'] = (AB).
® (AB) est la tangente a °¢n A
donc S oy((AB)) = (BC) est la tangente & &&n Spoy(A) = C
( car (BO), I'axe focal de &7 est axe de symétrie de &)

b- - B est le projeté orhogonal du foyer O de &7
= méd[OB] = (IJ) est la tangente au sommet de &"
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- VM € (AB)\{B}

N € A = méd[OM]
N = S(M) =

————
NOMz%
e —
:>ONM=%

= N est le projeté orthogonal de O sur (MN)
de plus N € (IJ) qui est la tangente au sommet de &*°
Ainsi le projeté orthogonal de du foyer O sur la droite (MN)
appartient & (IJ) la tangente au sommet de &”°
= (MN) est une tangente a &’

¢- Désignons par M; le point de contact de (MN) et &7
Comme (MN) est une tangente a ©”alors le symétrique H du foyer O
de @par rapport (MN) est le projeté orthogonal de M, sur la
directrice (I'J') de @
Ainsi {M;} = (MN) N ( la perpendiculaire a I'J') en H)
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JAG 2009 SeSSEON PRINCIPALE

ﬂEXERCICE 1 | (6 points)

Soit ABC un triangle rectangle en B tel que

—A
— —>
(BC,BA) =L [21),AB=3etBC =4

1) Soit f la similitude directe telle que f(A) = B et f{(B) = C.
a- Déterminer I’angle et le rapport de f.
b- Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC).
Montrer que H est le centre de f.
2) Soit D = f(C).
a- Montrer que D appartient a la droite (BH).
b- Construire la point D.
3) Soit g la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C.
On désigne par Q le centre de g.
a- Montrer que fo g™! = Sgey.
b- Soit E = g(C). Déterminer Sy (E). Construire alors le point E.
c- Préciser la nature de g o g. Montrer que Q appartient a la droite
(AC) ainsi qu’a la droite (BE).
d- Construire le point Q et I’axe A de la similitude g.

EXERCICE 2 (4 points)

Dans le plan complexe @tapporté a un repere orthonormé direct
(O,Tx’, 7), on donne le point A d’affixe 1. Soit ’application f de &7
dans @yui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel

quez' = AEI PPN

V2 2
1) Déterminer la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
2) Soit le point M d’affixe 2. On pose pour tout entier naturel n,
Mu=f(M, ). On désigne par z, 'affixe de M, et par Z, I’affixe du
vecteur AM,
a- Montrer que Z; = e' 4 .
b- Montrer que pour toutn € IN, Z, = e' 4
¢- En déduire I’ensemble des valeurs de n pour lesquelles les
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points A, M, et M, sont alignés.

PROBLEME |

(10 points)

er

1+e*
‘A \ ( e

dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, 1,] )

Soitf : IR — IR;x — f(x)= et sott (‘&) sa courbe représentative

A-1/Dresser le tableau de variation de f.
2/a- Déterminer les branches infinies de (‘).
b- Tracer (&).
3/a- Montrer que f est une bijection de IR sur [R*.
b- Tracer la courbe (@) représentative de la fonction f! de f.

c- Calculer f1(x) pour x > 0.
ex
1+e*°

4/a- Vérifier que pour tout x on a f(x) = e* —

b- Soit A un réel strictement négatif,
Calculer %(A) du domaine limité par la courbe (@'), ’axe des
ordonnées et les droites d’équations respectives 1y = hety = 0.

B- Vn € IN* et V x € IR, on pose Fu(x) = J’i’ limet dt.
1/a- Calculer F; (x) et déduire que lim F;(x) = Log2.

b- Calculer lim F,(x).

X=>—00

2/a- Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout x de IR™
ona: Fon(x) +F,(x) = l__nﬁ
b- Montrer par récurrence sur n, que F,(x) admet une limite finie
lorsque x tend vers —o,
Dans la suite du probléeme on pose Ry =lim F,(x).

X—>—00
3/a- Vérifier que pour toutt < 0, 2e' < 1 +e' < 2.
b- Montrer que pour tout entier natureln > 2 et Vx < 0, on a:

1 —e™ < < 1~ e(n—l)x
n \Fn(x) S _—_—2(11—1)

c- En déduire un encadrement de R, pourn > 2.
4/ Pour tout réel négatif x et pour tout entier naturel non nul n on pose

Ga(x) = (=1)" [ e™dt.

-1 n
a- Calculer G, (x) et montrer que lim Gy(x) = ( n) .

X—o>—0Q

b- Montrer que Gy (X)+G2(x)+G3 (x)+.. 4G (x)=-F1 (x)+(=1)"Fas1 (x).
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n k-1
5/ On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, = Z (—_%-—
k=1

a- Montrer que u, = Log2 + (=1)""Ry.
b- Montrer que la suite (u, ) converge et trouver sa limite.

UNE CORRECTIION POSSIBLE

EXERCICE 1

R

AN

7 o\
1a--f(A) =Betf(B)=C = (BA, CB) est ’angle de f

TN o =N
Or (BA,CB) = (BA,BC) +n [21]

=-L4n [2n]= 2 [2n]
2 2
-f(A)=Betf(B) =C = %—% = % est le rapport de f
4

Conclusion : f est d’angle 125— et de rapport >-.

b- H le projeté orthogonal de B sur (AC)
— {H) = (BH) N (AC) et (BH)L(AC)
Comme f est une similitude directe d’angle % alors :

< f((BH)) est la droite perpendiculaire a (BH) passant par f(B)=C

ELMOUFID Page : 306 Livre : 32 Bac.




UNE CORRECTION DU : BAC 2005 SESSION PRINCIPALE
= f((BH)) = (AC).
O f((AC)) est la droite perpendiculaire a (AC) passant par f(A)=B
= f((AC)) = (BH).
{H} = (BH) N (AC) = {f(H)} = f((BH)) Nf((AC))
< {{H)} = (AC)N (BH) = {H}
D’ou f(H) = H et comme le rapport de f est différent de 1
par suite H est le centre de f.
2)a-
C € (AH) = {(C) = D € f((AH)) = (BH)

b--D € (BH).
- (AB)L(BC) = f((AB))Lf((BC)) car f conserve I’orthogonalité
= (BC)L(CD)
= D € A la droite perpendiculaire & (BC) en C
«+«(BH) +. A, puisque C € A; et C ¢ (BH)
Ainsi  {H} = (BH) N. A,

3)a- g est la similitude indirecte qui transforme A en B et B en C.

= le rapport de g est gg = %

Donc g est une similitude indirecte de rapport %

par suite g™} est une similitude indirecte de rapport -i—

de plus f est une similitude directe de rapport —gi

alors f o g7! est une similitude indirecte de rapport ? X % =1

= fo g estun antidéplacement (1)
+(fog™)(B) =f(g”'(B)) =1f(A) =B
= B est un point fixe par fo g'  (2)
+(fog™)(C) =f(g7(C)) =f(B) =C
= C est un point fixe par fo g (3)
Ainsi (1),(2)et(3) = fo gl = (BC)-

b- S@ey(E) = (fog™)(E) = f(g'(E)) = f(C) =
'S(BC)(E) =D < E= S(Bc)(D).

¢- Désignons par A 'axe de g
donc g = h(ﬂ%> oSp =Sa0 h(Q%) avec h(Q%> I’homothétie
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de centre Q et de rapport g

R CE5 R (S S I CE ) "2y
avec h(Q’ 16 ) ’homothétie de centre Q2 et de rapport %
9
(g g)(A) = g[g(A)] = g(B) =
Donc h (A)=C = 0OC = 1—QA
(25) 9
d’ou Q e (AC).
*(ge2)(B) = glgB)] = g(C) =
Donc h( 6 )(B) -E < OF = 1962173’
d’ou Q € (BE).
d-¢Q e (BE) et Q € (AC) et comme (AC) + (BE) car B € (AC) alors
{Q} = (AC) N (BE).

M Oestlecentredeget g(A) =B
= A (I’axe de g) porte la bissectrice interieure de [QA, QB]

En effet :

QeA
Posons A1 = Sa(A) = A est la bissectrice interieure de [QA, QA ]

donc h(ﬂ,%)(Al) = [h(ﬂ,—i‘) [} SA}(A) = g(A) =B
= Q—B) et S—L—A)l sont colinéaires de méme sens.

= [QA,QA] = [QA,QB]
Conclusion: A porte la bissectrice interieure de [QA, QB].

UNE CORRECTION DU :

—_— 4 =2
= OB = —3—QA1

EXERCICE 2

1)
f:P- P'M(z) — M'(z’) tel que z'=az+b
1+i T iainl _ it
a= = = COS =~ +1sin<- = ¢ 4
AR A AL
) f est la rotation d’angle % et de centre le point
[
> 6, b _ 2y
d’affixe -2 =~ T-1% 1 = aff(A)
Jz
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Conclusion : f est la rotation de centre A et d’angle %

2)a-M; = f(Mp) doncz, =e'4zy+1 — ed =eh +1 car zo=2
Par suite Z, = aff(m1> =z —-1= ei%.

b- Soit la proposition de récurrence @”Uéfinie sur les entier n par Zn=ei_n:11L
WMZo=z-1=2-1=1=¢"%
= la proposition P est vraie pour n = 0.
% Soit k un entier naturel. Supposons que la proposition @7est vraie

jusqu’a I’ordre k; montrons qu’elle est vraie vraie a Iordre (k + 1).
En effet

Zk+1=aff(AMk+1) =z —1=e'4z,—¢€" 4 car M1 =f(My)
=e'd4(z—-1)= aff(AMk) =e 4 ”Zx

A i-]g- ; (k+1)m i )
=ede 4 =2 4 car on a supposé que @Pest vraie a ’ordre k

les deux étapes de travaille B et % donnent que V n € IN, Z, = elld
¢- Remarquons d’abord que: Vne IN, Z, =¢e 4 # 0

A, My et M, sont alignés <= AM, et AM, sont colinéaires

= %“ est un réel nonnul (car Z, = 0)
0

< arg(Z,) =0 [n]

@neINet% =0+kn aveckeZ

< n =4k aveck € IN.

A-1/ -+ f est définie et dérivable sur IR
2e%(1 +e*) —e¥e?™ e (2+e*)

-Vx € IR;f'(x) = = >0
00 (1 +ex)2 (1+ e")2
D’ou le tableau de variation de f
x_|-o0 +© | lim f =lim <= =0
f(x) + e e

< 13 t —
oo carlim et =0

f( ) / {—>—c0
X . e efe*
0 lim {f =lim Py =+00

+co X—>+00

2/a- ¢ lim f = 0 = la droite d’équation y = O est une asymptote

—00
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horizontale a (‘&) au voisinage de (—©).

Mlim f =400 et lim f%lzlim %x,+=
+00 X—>400 X—>+00 € +1

= (®) admet une branche parabolique infinie de direction I’axe
des ordonnées au voisinage de +oo.
Y 1

b- ©)
X=A
2l Ly =x
©). +
11
2 .
2 3 x

21

3/a- fest continue et strictement croissante sur IR
= f réalise une bijection de IR sur f(] — oo, +o0[) =]0;+ool.
b- (¢') = Sp((@)) avecA:y=x (voir figure)
¢- Soit x de ]0;+oo[ et posons {1 (x) =y.

Fix)=y < fiy)=x o S =x
1+e¥
= (&) ~x(e)-x=0
= Y2 —xY-x=0etY =¢Y
oy ey XA g xR A
= @Y = 5 =g = 3
(Car le discriminant A = x? + 4x > 0 puisque x €]0;+oo[ )

Or pourx > Oon a:

x24+4x > x? = Jx2+4x>fx_2=x
= x— x> +4x <0
X — ¥x2 + 4x

donc e¥ = est impossible
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X + X% + 4x

Ainsi fl(x) =y < ef =

2
2
=y :Logl:-x+ xz + :]
[<2
Conclusion : Vx > 0;f!(x) = LOgI:L;%— jl
4/a-Vx e IR: e¥ — —&_ — er(l+e’)—e" e _ f(x)
> 1+ eX 1 +e* 14+e* .

b- Désignons par & la partie du plan limitée par : (‘¢') et les droites

- -
(O,]) IX:O;(O,1> y=0etD; :y =2
Désignons par & la partie du plan limitée par : (‘@) et les droites

- -
(0,1) cy =0, (O,_]) x=0;etDy : x=A.
Comme (%) = Ss((®)), Sa(Dy) =D, sA((o,T)) - (0,3’) alors
G, = SA(R)
et comme de plus S, est une isométrie alors £7 et &, ont le méme aire
Air(9n)=Air(G)

_ 0 _ 0 X _ e® .
= HAA) = j.xf(x)dx = j‘x(e s )dx car f(x) > 0;Vx € IR

= I:ex —Log(1 +¢*) ]i =1-Log(2) —e* + Log(l +¢e").

B-
1/a-F;(x) = J'i) T -?—tet dt = [Log(l +e') ]? = Log2 — Log(1 + e*).
« lim Fi(x) =lim [Log(2) —Log(1 +e*)] = Log2 car lim e* =0

N—>—00 X>=00 X—=>—00

b- llm Fa(x) =
—hm %x) —llm [1 - Log2 — e* + Log(1l +e*)]

= 1—-Log2. car lim e* = 0

2/a-Vn € IN*etVx € IR  ona:
0 alt+l)t
Fri1(x) +Fa(x) = j ?+ t

e"(1 + e‘) at 0

= 1+tdtjedt[ "]
_ 1 _em.
—

b- Montrons par récurrence que Vn € IN*, (hm F (x)) existe et fini.

C——00

(1) lim Fl(x) Log2 = la proposition est vraie pour n =1.

X =00
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(2) Soit p € IN*; supposons que { lim Fp(x)) existe et fini; montrons

00

que (lim Fpn (x)) existe et fini.

en effet
Fp(x) + Fp(x) = 158 < Fpu(x) = 1585 - F,(x)

(llm F (x)) exite et fint ox
Xm0 = lim [1—_e - Fp(x)] exite et fini
Lo l-—er _ 1 xo-oo L P

lim D =7 € IR

e - (lim F,u (x)) existe et fini

X —>—00

Conclusion : (1) et (2) = Vn € IN*, { lim Fn(x)) existe et fini.

—>—C0

3/a- Soitt< 0.
t<0e=etge’ =1

et+1<1+1 , . .
donc parsuite 2e'<1+e' <2
et+e' e +1

b-Soitn € INetn > 2; Soitx € IR" ona:
Vt € [x;0] on peut dire d’aprés la question précédente que

t g t g 1l 1 1
26\1+e\2<:>2\1+et\2e‘( )
ent ent enlt
= <
2 l+et

e

t
et comme de plus les fonctlons t — —n~—) (t —

(n-1)t
(t — L > ) sont des fonctions continues sur ] — oo;O]

0 gnt 0 e(n—l)t
par suite Vx < Oj —d\j-1+etdt<J.x dt
1 1 (n-1)t ’
< ) o ant < n < 1 Al
<= Vx 0’[2ne ]x Fa(x) [Z(n—l)e :L
. 1 —_— enx 1 — e(n—l)x
< <Fo(x) < 57—
= Vx <0; o (x) -1
¢-Vn € INtel quen > 2
T e l—e™ 1, e 1—elDx 1
‘Ro =lim Fo(x); olim == = op I 30— 20— D)
L-e™ < F(x) < =€ ourtoutn > 2etx <0
et comme ——_*— < n(X) < =T pour tout n >

1 < < 1
alors n <R, < n-1)"
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4/ 2- Go(x) = (1) [ edt = (-1)"[ Len]’
Gu(x) = (-1)" 152~

lim Ga(x) =lim (-1)"L=e™ — CD° oo iy e = o,

X——00 X—>—00 X—>—00

b- Gi(x) + Ga(x) + Ga(x) +.. +Ga ()
= (1) [ etdt+ (1) [ edt+ (1) [ eMdt+. . +(=1)" [ ends

J. [Dfet + )% + (=1)7e™ +. +(=1)"e™ Jdt
:I (e t)[1+(‘et)+(—e‘) +.. . +(—et)" dt

tyn .
_[ (- et) ) dt  car 1+(=e)+(—e')*+.. +(—e')"" est la somme

—(=¢")
des n premiers termes d’une suite géométrique de raison q = —e'.
0
- - n e e
Il Het FEDHD T Ja
- _j —dt+ (-1)" j e(““)‘ dt =F (x) + (=1)"Fas ().

5/a- On vient de prouver que Vx < Oet Vn € IN*

Z Gk(X)=G1 (X)+G2(X)+G3 (X)+...+Gn (X)=—F1 (X) + (—1 )nFn+1 (X)
k=1
et comme chaque fonction figurant dans cette derniere égalité admet

une 1imite finie quand x tend vers (—oo) alors

lim ZGk(x) =lim [-Fi(x) + (=1)"Fpu1 (x)]

X—>—00 X=>—=00

= Z lim Gg(x) = — lim Fi(x)+ (-1)" lim Fn.(x)

2 ( = ~Log2 + (=1)"Ras
N 13k
= ( 113 = —Log2 — (-1)"" R
k=1

< un = Log2 + (=1)""Ryu

b- vn € IN*;u, = Log2 + (=1)"' Rt
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< Vn € IN*;u, - Log2 = (-1)""'R,,
D’ot Vn € IN*;|us = Log2| = |(=1)""'Rus1 | = [Ras]
En profitant de B-3/c- on pourra dire que :

2+1) MY 20 n=
e 1 e 1 T —
etcomme:f:o 2(n+1) Oet,,lil:o 2n Oalms,}iﬂ) Rt =0

Par suite lim |u, — Log2| = 0
n—>4c0

donc lim u, = Log2.

no+o
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3G 2005 SESSION DI CONTTROLE

EXERCICE 1 (5 points)

Une urne contient trois boules rouges numérotées 1,2,2 et trois
boules blanches numérotées 1,1,2.
Une épreuve constste a tirer simultanément et au hasard trois
boules de I’urne.
1)a- Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
A« avoir trois boules de méme couleur ».
B :« La somme des nombres nscrit sur les boules tirées est
égale a cinq ».
b- Soit C I’événement :« avoir au moins une boule rouge qui porte
4
5
2) Soit X I’aléa numérique qui a chaque tirage associe le nombre
de boules rouges portant le numéro 2 obtenues.
a- Déterminer la loi de probabilité de X.
b- Calculer E(X).
3) On répéte I’épreuve précédente n fois (n > 1) de suite, en remettant
aprés chaque épreuve les boules tirées dans I'urne. '
a- Calculer la probabilité p, pour que I’événement C soit réalisé au

le numéro 2 ». Montrer que p(C) =

moins une fois.
b- Déterminer le plus petit entier n tel que p, = 0,99,

EXERCICE 2 (5 points)

1) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = x>e! ™"
On désigne par @la courbe représentative de f dans un repere orthonormé.
a- Montrer que lim f(x) =0

X—>+00

b- Dresser le tableau de variation de f.
c- Construire la courbe ‘@
. . e 1 -

2) Soit (u,) la suite définie sur IN* par : u, = Io xne! " dx.

a- Calculer u;.

1
n+1
En déduire que (u,) est convergente et trouver sa limite.
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3)a- Montrer a ’aide d’une intégration par parties que pour tout

ndeIN*ona: upm = (n+l up — %
b- En déduire ’aire du domaine limité par la courbe ‘& I’axe
des abscisses et les droites d’équations respectives x=0 et x=1.

Soit ABC un triangle isocéle direct de sommet principal A. On pose

75 oN
(AB, AC) = 20 [2n] ou a est un réel de ]0, %[ On désigne par O le
milieu de [BC] et par D le symétrique de A par rapport a O. SoientI et J
les projetés orthogonaux respectifs de O et D sur (AC).
A-1) Soit f la similitude directe qui transforme O enI et D en J.
a- Montrer que f a pour angle a et pour rapport cos a.
b- Prouver que le centre de f est le point A.
2) On désigne par E le symétrique du point O par rapport au point I.
a- Montrer que f(B) = O et que f(C) = E
OE _

BC
3) Soit o la similitude indirecte telle que 6(B) = O eto(C) = E

a- Déterminer le rapport de c.
b- Montrer que 6(0) = L.

4)a- On désigne par Sog) la symétrie orthogonale d’axe (OE).

Montrer que 6 = SoE) © f.

b- Montrer que 6(D) = A etc(A) = J.

5) Soit Q2 le centre de o.
a- Montrer que (o o 6)(D)=J et en déduire que Q € (DJ)
b- Montrer que Q appartient a la droite (BI).
c- Construire le point €.
d- Montrer que al = (cos?at). QOB. (1)

B- Dans cette partie on suppose que OC = 1 et on munit le plan

b- En déduire que —2= = cosa.

—_—
du repére orthonormé direct (O,_lf, 7) tel que u = OC.

e —
—_— —
1)a- Montrer que ( OC,0l ) = a [2n] et que Ol = cosa.
b- En déduire que b_I) = (cos2a)U + (cosasina)V.
c- En utilisant la relation (1), montrer que les coordonnées (x,y)

du point Q sont telles que x = 2cotg?a eiy = cotga.
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2) Dans cette question on suppose que les points B et C sont fixes.
Montrer que lorsque o varie dans ]0; £-[ le point Q varie sur une

parabole ©”dont on précisera le foyer F et la directrice A.
3) Le cercle de diametre [BF] coupe la droite (OA) en M et N.
a- Montrer que les droites (BM) et (BN) sont les tangentes a
@ 1ssues de B. '

b- Construire les points de contact de ces deux tangentes avec &2

S UNE CORRECTION POSSIBLE ’i
=T

EXERCICE 1

L’urne contient

1)a- A :« avoir trois boules de méme couleur ».
donc A se réalise quand le tirage contient soit trois boules rouges
soit trois boules blanches.

3 3
alors p(A) = g—é—g— = 2% = le—
* B 1« La somme des nombres inscrit sur les boules tirées est
égale a cing ».
donc B se réalise quand le tirage contient deux boules portant 2
et une troisiéme portant 1.
CixCl _ 9
C: 20"
b- C :« avoir au mois une boule rouge qui porte le numéro 2 »
= C :« avoir zéro boule rouge portant le numéro 2 »
3
R

=p(C) =1-p(C)=1-L+ =2

2)a- X : 3 boules tirées — le nombre de boules rouges portant le
numéro 2 obtenues.

par suite p(A) =

= X(Q) = {0,1,2}
((X=0)=T=pX=0=+%
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+ (X = 1) se réalise quand le tirage contient une seule boule

_py o CixC 12 _ 3
rouge portant2 =p(X =1) = cToT 207
+ (X = 2) se réalise quand le tirage contient une deux boules

CixC3 _ 4 _ 1
rouges portant2 =>p(X =2) = —+——% = =L =
C? 20 5

D’ou le tableau de loi de probabilité de X

Xi 0 1 2

1 3
A 5 5

A
5

5 5

3)a- Comme on remet les boules dans I’ume aprés chaque épreuve
alors les répétions sont indépendentes.
Désignons par C, :« I’événement C se réalise au moins une fois
dans les n répetitions ».
= C, :«I’événement C ne se réalise pas pendant les n répétitions »

= pT=(1)" =p=pco=1-(1)"
b-pa > 0,99 < 1_( ) > 0,99

= ( ) < 0,0l < 1n(%>" <In1072

o nlnd <102 e n > 01072 _ 9 8614
5 ln%

Conclusion: le plus petit entier n tel que pa > 0,99 est
. 3 X3 3
1a- lim f(x) =lim [ e=5 | =¢.lim
X400 X=>+00 ex X=+00

posons t = %= donc x = J—f

3
-——e.lim[’/—t'/—:l —elm[ ——-—]
tor-+00 € t-s-+00

=0 car—l———»Oet?——»Oquandt—»ﬂo

Jt

3
b-E(X)=inpi=0x%+lxl+2xL=1
i=1

EXERCICE 2

Ainsi lim f(x) = 0.

X—+00
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b- - f est dérivable sur [0; +oo[ (produit des fonctions dérivables).
Cx 2 0; f/(x)=3x2e! ™ 4x3 (~2x Jel ¥ =x2e! ™’ <ﬁ+ﬁ><> (1/3_ - ﬁx>
d’ou signe[f'(x)] = signe[x2<J_ - 1/_2_x> ];Vx >0

par suite le tableau de variation de f est le suivant
x {0
f(x) |0

f(a)
£ 0 / \0

a +Q0

aveca = E
f(a) = —J—%—e;ZL

c- < lim f(x) = 0 = la droite d’e’duation y = 0 est une asymptote
X400
horizontale a (C) au voisinage de +w.
/

< f4(0) = 0 = (C) possede en O(0,0) une demi tangente horizontale
< f'(a) = 0 = (C) possede en A(a,f(a)) une demi tangente horizontale

ya
2—.—
f(a <
2 :
© a~1,22
| | fa) ~ 1,11
0 1@ 2 3 x
(el x?qy — =L (! 2y o 1-x2
2)a-u1—f0xe "dx——zzjo(l—xl)e 1dxl
_ =1 [ 1x2 —_4 4
== [e ]0 = -5+t

b- Soientn € IN* et x € [0,1]
0<x<1=>0<x2«1

N

::>1<x<0 =0<1-x-«1

2
=1<e™ <e
w2
= x" < x"e! ™" < x"e
et comme les fonctions (x — x"); (x — x"e) et (x — x"el™> )

. 1 1 2 1
sont continues sur [0, 1] alors IO x"dx < Jo x"el ™ dx < J x"edx

n+1

1 1
= I: 1 Xn+l ] < up € [ [ xn+1]
n+1 0 0
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1 <y, <
, n+l S S a1
1 e _
et puisque :1130 1 0et nl:r; e 0

donc lim u, = 0.

n->+o0

3)3- SOltn (S IN*’ Un+2 = j(l) Xn+Zel—x2dx — I(l)(xn+1). (Xel_xz>dx

Choisissons { W) = xe! et u(x) = el‘x
Vo = V() = (n F1xn
Ainsi uniz = [ Zhxrvtet? ] - [ e e Shet e
= —1 +n+1fxe“dx
- (n +17Y,, — _‘

b- Nommons .#1aire en unité d’aire de la partie du plan désignée
= fx)ldx = [ el Pdx earf(x) = x%e! > 0;Vx € [0;1]

= U3z = U142
( 1+1 ) L d’aprés 3)a-
- _L e _1_ saprés 2)a-
=-5t5ye- 5 d’aprés 2)a
Conclusion : = — % :

PROBLEME

T— 5N
A-1)a-f(0) =letf(D) =T = (OD, IJ) est une mesure de [’angle de f.
- ABC estisoceleen AetO =B x C
—— 1 N
= OAC = EBAC = Q.
- ABC est un triangle direct => AOC est aussi un triangle direct

. . —
et on vient de voir que OAC = a €]0, %[

. . — —)
donc a est la mesure principale de (AO, AC)

alors (K_O’A_C? =a [2r]
. (OI) 1 (AC) et (DJ) 1 (AC) = (OI) // (DJ)
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Dans le triangle ADJ on a:
(OI) // (DJ) et (OI) coupe [AD] en son milieu O et (AJ) en I
donc I est le milieu du segment [AJ]  (d’aprés un théoréme)

e e ——
(OD IJ) (Ao Ac) (Ac AI) [2n] car OD=AO et J=Al
—_———

=0 (2n]
=0 [2n]

Conclusion : f est d’angle a.

*f(0)=Tetf(D) == L et te rapport de f.

) Al /O\D
Or = === = cosOAC = cosa. car AOI est rectangle en I

OD A0
Ainsi : le rapport de f est cos a.

b-0 = AxD = f(O) = f(A) *f(D) ( car f conserve les milieux )
= I=1(A)*]J
OrI=A%*Jdoncf(A) =
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comme le rapport de f est cos a différent de 1 puis que a €]0, &

> 2
Alors A est le centre de f.
2)a-

AB = AC
BO=COcarO =B *xC
[AO] est un coté commun au triangles ABO et ACO
= Les triangles ABO et ACO sont isométriques
T N T %
= (AB,A0) = (A0,AC) [2n]
=a [2r] (1)
+ ABO est un triangle rectangle en O
= AOQ _ ;sBAOD = cosa
AB
= AO = cosa. AB (2)
Ainsi : (1) et (2) donnent |f(B) = O

O=Bx*xC = f(0) = f(B) *f(C) (conservation des milieux)

=1 =0x%f(C)
Orl =0 xE car E = §;(0)
donc [f(C) = E
b- f(B) =0¢etf(C)=E
= g—g = cosa car f est de rapport cosa
3)a- o(B)=0cetc(C) =E
= % = cosa estle rapporf deo

b- O =Bx*C = 0c(0) =0(B)*c5(C) (conservation des milieux)
= 0(0)=0%xE=1I
={c(0) =1

4)a-
(M S(o) ° f est une similitude indirecte (c’est la composée d’un
antidéplacement et d’une similitude directe)

@ (Scor) ° H)(B) = Sior)(0) = O = 6(B).
@ (S¢og) © F)(C) = Scor)(E) = E = o(C).
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Conclusion : 6 =Sogy of d’aprés @ , @ et @
b- (D) = (Scog) ° H)(D) = Sor)[f(D)] = S0y ().
(OE) = (OI) L (AC) = (AJ) = (AI)
I=Ax%]J d’aprés 1)a-

\ (OE) = méd[AJ]
Ainsio(D) = Sop)(J) = A.
- 6(A) = (Siom) ° D(A) = S(or)(A) = J
5)a- (6 c6)(D) = o[o(D)] =o(A) = 1.
- Désignons par A ’axe de ¢
donc o=h(qcosa) © S4=Sa © h(qcosa) avec hqcos o) €5t I’homothétie
de centre Q et de rapport cosa.
= 60°6 = hcosa) ©SA °Sa o hicosa)
= h(qcosa) © N(Qc0s )
= higeszay 1"homothétie de centre Q et de rapport cosa.
Donc (6 2 6)(D) = J équivaut a h(q o424y (D) =J
= Q,D et ] sont alignés
par suite Q € (DJ).
b- (c°0)B) =o[c(B)] =0c(0) =1
= hgeeste)B) =1
= Q e (BI).
c-Q € (BI) et Q € (DJ) donnent que Q € (BI) N (DJ)
Commel ¢ (DJ) (puisque (DJ)L(AC) = (11))
alors (DJ) # (BI)
Ainsi (BI) et (DJ) sont sécantes en 2.
d- On vient de prouver en S)b- que h(q ;o24)(B) =1

ce qui est équivalant a dire of = (cos?a). OB. (1)
B-
Da-- f{(B)=0etf(0) =1
e —
—_— —
—(B0,01) = a [2n]
e —

:>(66,61)) =q [2n] car BO = OC
- Le triangle OCI est rectangle en I
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cos COI oC < 0Ol = OC.cosa

<= 0l = cosa car OC =1

== g —
b-(0OC,0l)=a [2rn] =(U,0l)=a [2n] car¥ = OC

et comme (O,Tf, 7) est un repére orthonormé direct alors

ol = or [ cosa.@+sinc. V] = cosef coso. ¥+ sina. V'
D’ou Of = (cos?a)W + (cosasina)V.

-0l = (cos?a)U + (cosasina)V < I(cosza ;cos aLsin a)

— -—

© OB = -0C < B(-1,0)

cos?a —x = (cos?a) (=1 —x)

— —
¢ QI = (cos’a). OB < :
cosasina —y = (cos?a)(=y)

(cos?a — 1)x = —2(cos?a)

(cos?a— 1)y = —cosasina

2
x=0 05" 5
2 x=2cotg-a
I-cos’a g
y = cotga

) car 1-cos?u=sin’a.
__cosasina
1-cos?a
Conclusion : Q(Z cotg?a ;cot ga)
2) o varie dans ]0; %[
Q(Zcotgza ;cotga) = X = 2y5
d’ou Q € a I’ensemble 97U’ équation cartésienne yzzéx
Or o YZZ%XZZ%X alors @7est la parabole de foyer F(%, O)
et de directrice A : x = —-513—.
3) {M,N} = (OA)N Ggr;  (Gipr) est le cercle de diametre [BF])
a- 9 y2=%x = I’axe des ordonnées (O.".) est la tangente au

sommet de &°°
UM e (g[BF] —t (BM) 1 (MF)
= M est le projeté orthogonal de F (foyer de 9% sur (BM)
OrM € (OA) (la tangente au sommet de &'
donc (BM) est une tangente a &
0N e r@‘[gp] = (BN) 1 (NF)
— N est le projeté orthogonal de F (foyer de &) sur (BN)
Or N € (OA) (la tangente au sommet de &9’
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donc (BN) est une tangente a 9"
b- Désignons par M; le point de contact de (BM) et &7
Nommons G; le point d’intersection de (BM) (tangente a &7) et
de A (la directrice de @)

th I ﬂ:
= G1FM1 - 3

= M; € A la perpendiculaire a (FG;) en F

Ainsi M; est le point d’intersection de A; et (BM)
une explication analogue pour la construction du point N; de
contact de (BN) et &
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