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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éleves de Terminale ayant choisi la spécialité Mathématiques et se
préparant a entrer en classe préparatoire ou en L1 scientifique. Il s'inspire des devoirs de
vacances donnés par certains lycées pour préparer les éleves a ’enseignement supérieur.

Les 501 exercices proposés permettent de réviser activement le programme de Terminale afin
d’attaquer sereinement I’entrée en SUP ou a I'université.

Cet ouvrage s’articule autour de 11 chapitres.

Manipulations algébriques

Démonstrations

Suites

. Trigonométrie
. Nombres complexes

Arithmétique

Fonctions usuelles

Continuité — Dérivabilité — Limites

© &0 N O Gk Wy -

Intégration

ok
e

Equations différentielles

11. Etudes de fonctions

Dans chaque chapitre, vous trouverez :

« des sous-chapitres avec de brefs résumés du cours si nécessaire;

« des exercices simples, d’autres plus délicats;

» des exercices classiques dont la maitrise sera un atout pour le supérieur;
« les corrigés détaillés de tous les exercices.
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Chapitre 1

Manipulations algébriques

1.1 Automatismes

EXERCICE 1 10 minutes
Simplifier les expressions suivantes en précisant le domaine de validité :
__l46x-7)  3x+4 g o 2XFL 5x% +4x

(x-2)3x+1) ((x—-2)(2x-5) xX24+2x 2x247x+3

x—4 x—-6 x-8 5x—-1 3x-7 10x—-1
2. B= + + 4. D=2 - _

x-5 x—-4 x-3 x2x-1) x(2x+1) 4x2-1
EXERCICE 2 10 minutes
Ecrire sous la forme a"b?, avec n et p entiers relatifs, les expressions suivantes :

1. (a®b)* 5. (Za‘zbj)3 9. (—46lb3): ,
5 [(a2b3)2]3 6. (a*b) o (30%) , 10. (5a21;) x (—ab®) ,

z Sl
3. (Si) x (E) “\ad a* Ve b a?

bS a5 ) 2712 —3\—

4. (b)) ' x (a 2b) 2 8 (5a—1b2)2x(b—) 12 (“—b) x(b—)

. (=a*b™!)" x(a™b) : ab &t @3b
EXERCICE 3 5 minutes
Développer les expressions suivantes :
1. A=(a+b)3 3. C=(a+b* 5. E=(a-b)®
2. B=(a-b)® 4. D=(2a-b)® 6. F=(a+b)’
EXERCICE 4 5 minutes

Factoriser les expressions suivantes :

1. A=x*-y* 3. C=x*>-y?>+3x-3y

5. E=(a-b)®+2ab(a®-b?)

1 1
2. B=(2x-1)*+4x-2 4. D=x'-yt+x3 -3 6. F:;—;—3x+3y
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EXERCICE 5 5 minutes
Factoriser les expressions suivantes :

1. A=x*-2x*+1 3. C=x*+6x>+8x>-6x-9
2. B=x*+x*-2 4. D=x*-2x3+2x*>-2x+1
EXERCICE 6 5 minutes
Simplifier les expressions suivantes :
1. A=ebxe2xe 3. C=e3*t2 « ex+22
2. B=2\exe' s xest! 4. D=(e%) 2 x 23
EXERCICE 7 5 minutes
Exprimer avec un seul In, les expressions suivantes :
1
1. A=In2-3In3+1In8 3. C:51n3+51n2
5

2. B=In(v2-1)+In(v2+1) 4. Dzﬁlnﬁ—ln(%)
EXERCICE 8 5 minutes

xn+2 +x2
Simplifier, pour x > 0, 'expression A = T

X X
EXERCICE 9 5 minutes

Démontrer que 'expression suivante ne dépend pas de n € N et donner sa valeur.

(8n+1 + 81’[)2
(4n _ 4n—1)3

EXERCICE 10 10 minutes

1. Ecrire X* + 1 comme produit de polyndémes de degré 2 a coefficients réels.
2. Faire de méme avec X%+ 1.

1.2 Equations

EXERCICE 11 10 minutes
Résoudre, dans R, les équations suivantes :
1 2 4 4x+6 x+6 3x+1

. —=—"— . - =

X+4 x-2 3 2 6
, 1 _g 5 2x-3)2x+3) (x+4? (x+D(x-2)

Tx-1 ) 8 6 3

5x+3 x-7 X _2)2 _ _

3. _ ~* .3 6 (x-2) +(x 5)(x+4) _ BGx+4)(x 3)_@

4 3 2 T3 2 6 3



1.2. EQUATIONS

EXERCICE 12

10 minutes

Résoudre, dans R, les équations suivantes avec m un parametre réel :

1. mx-3m=3x+5m-1
2. mx-5=m-3x

3. m*(x-1)+3m=x+2

EXERCICE 13

Résoudre, dans R, les équations suivantes :
1. x+1)Rx+3)+(x+1)?>=0

2. ¥*-9=3-x)(3x+2)

3. 2x+5)?=@Bx+2)?

EXERCICE 14
Résoudre, dans R, les équations suivantes :

1. -3x24+9x-6=0
2. x2—-7x+10=0

3. 2x2-2V3x+v2=0

EXERCICE 15

Résoudre, dans R, les équations suivantes :
2x+1 1 1

-1 x+1
2. x*+3x2=-2

x—1

3. (x2-4x+1)°—(6x2-3x—1)°=0
4. (x2-4x-1)°—(6x2-3x—1)*=0

EXERCICE 16
Résoudre, dans R, les équations suivantes :

1. x>+ (2v2-2)x+3=2V2
2. 2x* - (V6+2v2)x+v3=0

EXERCICE 17

4.

5.

@

m2(x+1)+3m=x+4

3mx+3m-1
m+1)x-2m=x+2—-———

2
xX+2m 3x—-m m m-3x
+3= +—=-—
5 2 10 20

10 minutes

@x+1)(x+1) =5@2x+1)
(4x2 —3x—18)° - (4x2+3x)° =0

. Cx+1DBx+2)+2x+ 1D (x-2)—(4x*-1) =0

10 minutes

. X+ (V2+V18)x+6=0

3x2 x 1
— 4+ _-_=0
4 3 5
——=7x+1=0

10 minutes

10x*+23x—-11 _
16x2 +62x+55
x*+3x2=2

. (m—2)x2+5x+7—m=0

. (m+DXE+Cm+Dx+2-m=0

10 minutes

. X—4=v2x-5

. X3 —4x%+5x-2=0

10 minutes

Soit m un réel, on consideére I’équation : (E,,) (m — Dx2+2m—-Dx+(m—-4)(m+2) =0.

1. Discuter, suivant les valeurs de m, 'existence et le nombre de solutions de I'équation (E;;,).
2. Pour quelles valeurs de m, I'équation admet-elle —1 comme solution?
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EXERCICE 18

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. In?x-2lnx=3.

EXERCICE 19

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. ln(xz—l):ln(2—x)+ln(3—x).

EXERCICE 20

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. e¥¥—3e*—1=0.

EXERCICE 21

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. 6e°*—7e** + 3% =0,

EXERCICE 22

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. x3+3x2-3x-1=0

EXERCICE 23

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. xy=2etx+y=4
2. xy=18etx+y=9

EXERCICE 24

Résoudre dans R les équations suivantes :

8m+1
1. xy=letx+y=
2 letxsy= 1
. xy=letx+y=
y y 1-2m

EXERCICE 25

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. x—-1=vx+2
2. V16x—-7=8Vx—-4

EXERCICE 26

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. x+1—-Vv4x-15=4
2. V2X+5—-vx+3=2

EXERCICE 27

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. [x]+]x—-1/=1
2. x2—3x+|x-1|=0

CHAPITRE 1. MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

w

10 minutes

2Inyvx+In(1-x) =2Inx.

10 minutes

. In2x-1D+In@2x+1) =In(x+2).

10 minutes
. e¥—3+e =
10 minutes
et —4e®—77=0.
10 minutes
. x3-3x243x-1=0
10 minutes
xy=135etx+y=6
. xy=2etx+y=2
10 minutes
2 xt m+3
Xy = etx =
Y m+1 Y m+1
. xy:m2—4etx+y:2m
10 minutes
Vx+3—-vVx-12=vx+12
VX—-9+vVx—-24=x
10 minutes
V2x+7+3=3(x+1)
VX+18+Vx-8=vVx+2
10 minutes

x| +|x—=1]+|x+1=2
|-3x+4|+|4x-3|=7



1.2. EQUATIONS 11

EXERCICE 28 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :

L |1xl-lx-11] =1 3. Ixl—lx—1]=1
2 -
2. [2x+4]+|-2x+7 =8 4. |x*—4|+|x-2[+|x+2|=0
EXERCICE 29 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. 2x*—x+3|x—2/=0 3. [1-x*|-1x-3|=-2
2. [lx-11-13-x| =16 4. |lx-al-2|=-ViZ+3.
EXERCICE 30 10 minutes

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x* —7x3 +8x% — 7x + 3.
(x)

1
1. Pour x # 0, exprimer f—2 en fonctionde y = x+ —.

X
2. En déduire un procédé de résolution de I'équation f(x) =0.

EXERCICE 31 25 minutes

Le but de I'exercice est d’établir une formule permettant de résoudre les équations de degré 3.
b , . . 3 2

1. Enposantx=t— 35’ montrer que toute équation de degré 3, ax” + bx“ + cx+d = 0 peut se
a

ramener a une équation de la forme 3+ pt+g=0
2. En développant (u + v)3, montrer que ¢ = u + v est solution de 'équation 3 + pt+ g = 0 si

{ w1 = —gq
_ _p
uv = —3 ;
En posant X = 1 et Y = v3, montrer que X vérifie I'équation (E) U? + qU — 5—7 =0.

Résoudre I'équation (E).

En déduire les valeurs de u et v en fonction de p et g.

En déduire une solution exacte de I’équation ax®+bx%+cx+d =0, en fonction de a, b, c et
d.

7. Déterminer une solution exacte de chaque équation :

L

a. xX>+3x+2=0
b. x}+3x2-2x+4=0.

EXERCICE 32 10 minutes
Résoudre dans C I'équation z3 — 6z — 40 = 0 en appliquant la méthode de I'exercice précédent.
En déduire : /20 +14v2 + v/20— 142 = 4.

= Onrappelle que j = els.

EXERCICE 33 40 minutes
On appelle polyndéme réciproque de degré n, tout polynéme de degré n tel que, pour tout réel

1 1
xnonnul: P|—|=—P(x).
X x"
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1. Démontrer que si a est une racine non nulle de P, alors l est aussi une racine de P.
2. On considere le polyndme P(x) = 2x*—3x3—5x2-3x+ 20.6

a. Démontrer que P est un polynéme réciproque de degré 4.

b. Pour tout réel x non nul, on pose X = x + = Calculer X2.

c. Démontrer que pour tout réel x non nul, résoudre I'équation P(x) = 0 revient a résoudre
I'équation Q (X) =0, ou1 Q est un polynéme de degré 2 que 'on déterminera.

d. Déterminer les racines de Q.

e. En déduire les racines de P.

N . 4 27 4 , 27
3. On considere le polynéme P(x) = x +Ex -11x +1—0x+ 1.

a. Démontrer que P est un polyndme réciproque de degré 4.

b. Déterminer une racine « évidente » de P, que I'on notera x;.

c. Endéduire une autre racine de P, que 'on notera x».

d. Déterminer un polynéme Q tel que pour tout réel x : P(x) = (x — x1) (x — x2) Q(x).
e. Déterminer les racines de Q.

f. En déduire toutes les racines de P.

4. Soit le polynéme P(x) = ax®+ bx* + cx3 + cx* + bx + a.

a. Démontrer que P est un polyndme réciproque.

b. Démontrer que —1 est une racine de P.

c. Déterminer un polynome Q tel que, pour tout réel x, P(x) = (x + 1)Q(x). Que peut-on
dire du polynéme Q?

d. Que peut-on en déduire pour la recherche des racines d'un polynéme réciproque de
degré 52

e. Déterminer les racines de Plorsque a=1,b=2etc=-3.

EXERCICE 34 15 minutes
Résolution d'une équation de degré 4 par la méthode de Ferrari.
Soit P(z) = z* + pz® + gz + r avec p, g et r trois nombres complexes.

1. Soit A un nombre complexe. Expliciter un polynome complexe T de degré au plus 2 tel que :
2

, A
VzeZ, P(z)=|z"+ E —Ty(2).
2. Montrer que T} estle carré d'un polynéme de degré au plus 1 si et seulement si A vérifie une
équation de degré 3 que I'on précisera.
En déduire une méthode de résolution d'une équation du quatrieme degré.

EXERCICE 35 15 minutes
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes. On note P le polyn6me unitaire défini par: Vx € C,
Px)=x—-a)(x—-b)(x—-oc).

On écrit aussi Vx € C, P(x) = x° — sx® + ux— p.

1. Exprimer s, u et p en fonctionde a, b et c.
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2. En sommant I'égalité a® = sa® — ua+ p et les relations analogues pour b et ¢, obtenir une
identité relative a a> + b® + ¢3 —3abc.

1.3 Manipulation d’inégalités et inéquations

EXERCICE 36 ) ) 5 minutes
-X -X
Montrer que pourtoutx>1, — > ——.
duep T Vx+1T 2
EXERCICE 37 10 minutes

Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
x+1 x-2 1

1. 5-3x>x+2 3. ————>—+x
x+1 1-3x 3 ,6,2
2. 7x—T< 5 4 xX+5 <x +25
. > S—
EXERCICE 38 10 minutes

Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

1. (x-1)(1-3x)>0 3. Ux-1Dx-2)(x+1) <0
2. (x-3)6-2x)<0 4, Bx-2)(x+1)3B3-2x)(x—-2) >0.
EXERCICE 39 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
1 X >3 2 x+1 < x+3
Tx-27 Tx-1 x+1

EXERCICE 40 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

3x-2 (x+1)(x-2)
1. >1 2. —— >0

5-3x 2x-3
EXERCICE 41 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

x+1_ x-1 1I-x)(x+2)
1. —>— 2. —— <0

X 2x X

EXERCICE 42 15 minutes

Résoudre et discuter, dans R, les inéquations d’'inconnue x suivantes :
m-3)x _1-x x-1

1. > 2. (m=-2)(m-3) < (x%2-2)(x%-3

2m 2 m = ( ) ( )
EXERCICE 43 15 minutes
Résoudre et discuter, dans R, les inéquations d’inconnue x suivantes :
. x-1 x-2 x—-m x—-m-—1 +mx+m? x+m

- > . > .
x—-2 x-3 x-m-1 x-m-2 x2+2x+4 x+2
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EXERCICE 44 10 minutes
Résoudre dans R, les inéquations d’'inconnue x suivantes :

1. x*-3x<3 3. -5x%+3x+1<0

2. x*-x-1>0 4. B3x-1)(2x+5) >0

EXERCICE 45 10 minutes

Résoudre dans R, les inéquations d’'inconnue x suivantes :

1. (x2-5x+4)(x*—4x+3)>0 xS, 2T
. - - > 0. . =
(x* ~5x+4) (x* - 4x 3x+2 7 3x245x+2
2 2
2. (x2—5x+4)(x2-9x+14) <0. g B r2x-1) (@ +x+2)
(3—x?)(x>—x-6)
EXERCICE 46 15 minutes
Résoudre dans R, les inéquations d’'inconnue x suivantes :
1. 0< 5—<1 4y Xmx=30
X _12 TN g42x—x2
—2x-3x% - (x+4) (2x+2
2'4 = xz ey )<0 4 X3_1<x2—x—1
xX“—5x+6 el O
EXERCICE 47 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
1. x+1<x-1 3. vVx—-1<vx+1
2. (x+1)2<(x-1)2 4. /(x-12 < (x+1)2.
EXERCICE 48 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
3. 2x—-vVx-1<0
1. x—3>Vx2—2x X=X
1+x
2. x-1<Vx2-2 4\ S~
EXERCICE 49 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
1. [(x=3)(x=5)|>x-3 4. (|x|-3)(x[-5)>0
2. |x|+]x—-1+]x-2|<6 5. [1-x|>=2|x|-1
—Xx |x| -
3. [x+2| > —— 6. (Ix[=-3)(Ix|-5) < ——
1+x |x| -3
EXERCICE 50 10 minutes
Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
1 e"+1<e™ 3 mnl* 0
x—

2. ¥ —4e*-5<0 4. N@x+1D)+InQ2x—1) <In(x+2).
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EXERCICE 51

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = e* — (1 + x).
2. En déduire que pour tout x € R, e* > x + 1.

3. En utilisant la convexité de la fonction x — e* retrouver le résultat précédent.

EXERCICE 52

1
X+ =

Démontrer que pour tout x € R*,
X

= 2.

EXERCICE 53
P . y P 2
Déterminer I'ensemble des réels x tels que e* ** L e.

EXERCICE 54

Déterminer 'ensemble des réels x tels que 0 < (m + 1)x +2 — m ou m est un réel.

EXERCICE 55
Déterminer 'ensemble des réels x tels que |x2 +x+ 1| > |x—4|.

EXERCICE 56
Déterminer I'ensemble des réels x tels que 4x* + 20x? — 875 < 0.

EXERCICE 57
5x+3

Déterminer 'ensemble des réels x tels que 5x < T
X —

EXERCICE 58
Déterminer 'ensemble des réels x tels que x + vV x3 — x4 > 0.

EXERCICE 59
Déterminer I'ensemble des réels x tels que v2x+a > x + 1 olt a est un réel.

EXERCICE 60 ax
Déterminer 'ensemble des réels x tels que
ax+3

< 4xou aestunréel.

EXERCICE 61
Déterminer 'ensemble des réels x tels que v/3 cos x —sinx < 1.

15

10 minutes

10 minutes

5 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

5 minutes

5 minutes

15 minutes

10 minutes

10 minutes

1= On pourra commencer par exprimer /3 cos x — sin x sous une autre forme, puis utiliser le

cercle trigonométrique.

EXERCICE 62
Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs.

15 minutes

(a+b+c)’
1. Montrer que ———— > 27.
abc
. . (x+b+c3 1
1= On pourra utiliser les fonctions f(x) = T puis g(x) = x+ — pour x > 0.
xbc X

a+b+c
2. En déduire que —3 > Vabc.
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EXERCICE 63 : INEGALITE TRIANGULAIRE 10 minutes
Soient a et b deux réels.

1. a. Montrer que |a+ b| < |al +|bI.
1= On pourra élever au carré et remarquer que |a| = max{—a; a}.
b. Montrer qu’il y a égalité si, et seulement si, a et b sont de méme signe.

2. En déduire que | lal - 1| | <la+bl.
1= On pourra appliquer I'inégalité triangulaire a |a| = |a— b+ b|.

EXERCICE 64 . 10 minutes
. 3 b4 3 sinb b
Soient a < b deux réels de ]0 5 — [ Démontrer que —— < —.
2 sina a
e R . e sinx
1= On pourra s'intéresser a la fonction f définie par f(x) = .
X

1.4 Sommes

n
Définition : Soient neN* et ay, -+, a, €C.Onnote Y ap=aj+az+:--+ap.
k=1

EXERCICE 65 5 minutes
Soient m et n deux entiers naturels tels que 0 < m < n.
Calculsr les sommes suivantes : " .
Si=) 1 Sa= > k S3=) k(k+1)

k=m k=m+1 k=1
EXERCICE 66 5 minutes
Soit n un entier naturel non nul.

, ) 1 nn+1)
Démontrer, par récurrence, que Z k=———".
k=1
EXERCICE 67 5 minutes
Soit n un entier naturel non nul. ;
3 . nn+1)2n+1)
Démontrer, par récurrence, que Z e i oy
k=1 6
EXERCICE 68 5 minutes
Soit n un entier naturel non nul. ) )
L n“(n+1)
Démontrer, par récurrence, que Z =
k=1 4
EXERCICE 69 : Méthode de Gauss 10 minutes

Soit n un entier naturel non nul.

2n n n
1. Montrerque » k=Y k+) @2n+1-90).
k=1 k=1 /=1
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2n 2n+1
2. En déduire sans récurrence la valeur de Z k, puis celle de Z k.
k=1 k=1
EXERCICE 70 10 minutes
Soient n € N*, a, b et ¢ trois complexes, g # 1.
n 1 _ qn
1. Démontrer que Y g* = ——.
k=0 I-q
n—1
2. Démontrer que a" - b" = (a—b) ) akp"1-k,
k=0
EXERCICE 71 10 minutes

Soient n € N*, a et b et g trois complexes, g # 1.

n-1
1. Démontrer sans récurrence que a” —b" = (a—b) )_ a1k,
k=0
2. Ecrire cette formule lorsque n = 2. En déduire une factorisation de a? + b?.
3. Soit x un réel. Factoriser 1 — x> puis 1+ x3.
4. En déduire la somme des n premiers termes d'une suite géométrique de raison g et de pre-
mier terme 1.

EXERCICE 72 ; 10 minutes
Soit n € N*, on définit f pour tout x € R\ {1} par f(x) = Z xk.
k=0

1. Donner une expression de f sans utiliser de somme.

n
2. En déduire une valeur explicite de Z kxk.
k=0

EXERCICE 73 ; 15 minutes
1

=0 k!

1. Démontrer que la suite (u,) est strictement croissante.

2. Démontrer que pour tout k€ N, k! > 2k1,

3. En déduire que (u,) est majorée par 3. Que peut-on en conclure?

Soit (u,) la suite définie par u, =

EXERCICE 74 ; 15 minutes
1

Soit la suite (u,,) définie pour n € N* par u, = Z .

imntk

1
1. Justifier que pour tout £ >0, 1 — p <ne<<r-1.

1
2. En déduire que pour tout n e N*, u, <In2 < uy,+ —.
n

X
1= On pourra appliquer la relation précédente a ¢ = 1
x —
3. Montrer que la suite (#,,) converge et déterminer sa limite.
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EXERCICE 75 15 minutes

Soient g et r deux entiers naturels telsque 1 < g < r—1.
r

Démontrer que Z T peut s’écrire comme le quotient d'un entier impair par un entier pair.
k=q

1= On pourra faire une récurrence forte sur r en distinguant les cas r pair et r impair.
EXERCICE 76 10 minutes
Soient n et k deux entiers naturels non nuls.

1 1
1. Dé t =—-
emonrerquek(k+1) T To1
n

1
2. Calculer S, = .Endéduire lim S,.
" ,C; k(k +1) n—+oo" "
"1
3. En déduire que la suite 1;1E converge.
EXERCICE 77 10 minutes

Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Calculer les sommes suivantes :

i i

k=p \P k=o\ P

EXERCICE 78 10 minutes
Soit n un entier naturel non nul. En utilisant la formule du bin6me de Newton et les relations
classiques sur les coefficients binomiaux, calculer les sommes suivantes :

soEof) el B Rl

k=0 k=1

EXERCICE 79 10 minutes
Soient neN*, p = [EJ etg= {n—l
) P - 2 q - 2 .

Al’aide de combinaisons linéaires, calculer les sommes suivantes :

9 n P n 9 n
T = =Y (-DF T,=Y (-1k
et 1 go(zkﬂ 5 ,;0( ) (Zk) et 12 ,;0( ) (2k+1)

EXERCICE 80 10 minutes
Soit 7 en entier naturel non nul. On se propose de retrouver la somme des n premiers carrés
d’entiers sans utiliser de récurrence.

1. Soit k€ [1, n] . Montrer que (k + 13- k3=3k*+3k+1.
n

2. En déduire la valeur de )_ K.
k=1

n
3. Par une méthode analogue, retrouver la somme Z K3,
k=1
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EXERCICE 81 10 minutes
Calcuzler les sommes suivantes :
n n

S1=Y k Sp= (2F+3*1)

k=n k=0
EXERCICE 82 10 minutes
CalcuLer les sommes suivantes : ;
Sp= ) 2kgnk Sy =Y k*2F

k=1 k=0
EXERCICE 83 10 minutes

Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :
n

1 n L k
S = Sy = k- k! S3 =
k; k(k+1) 2 k; ,C; (k+1)!
EXERCICE 84 10 minutes
Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes : ,
n 3n-1 k n°—-1
S1=Y k+1)? Sa=Y L_J S3= ¥ {\/EJ
k=1 k=1 3 k=1
EXERCICE 85 10 minutes
Déterminer le dernier chiffre, puis les deux derniers chiffres de I'écriture décimale du nombre
2022
A=) K
k=0
EXERCICE 86 20 minutes
Soient ne N* et x1, -+, X, Y1, -**, Yn ER.
n 2 n 2 n 2
Le but de I'exercice est de prouver I'inégalité (Z xkyk) < (Z xk) (Z yk) (*).
k:l k=1 k=l
n
1. On suppose Z yi = 0. Montrer I'inégalité (*).
k=
! n n 2
2. Onsuppose désormais Y  y% #0. On définit f:R — Rpar f(£) = Y_ (xx+ tye)".
k=1 k=1
a. Justifier que f est un trinéme en ¢.
b. ATlaide dusigne de f, montrer I'inégalité ().
3. Montrer que I'inégalité est une égalité si, et seulementsi, y; = yo =+ =y, =0o0usi 1 e Rtel

que pour tout k€ [1; nl, x = Ayy.
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1.5 Problemes

EXERCICE 87 5 minutes
Paul, le pere de Sandrine, a 58 ans; Sylvain, son frére a 27 ans et Mady sa mere a 22 ans de plus
qu’elle. Quand son pere aura le double de 1'age de son frére, sa mere et elles auront ensemble
100 ans.

Quel est I'age de Sandrine aujourd’hui?

EXERCICE 88 5 minutes
Si 9 escargots mangent 12 salades en 8 jours, combien 24 escargots mangeront-ils de salades
en 30 jours?

EXERCICE 89 15 minutes
Des enfants se partagent un sachet de bonbons. Le premier enfant en prend un et le sixieme de
ce qui reste, le 2° en prend 2 et le sixieme de ce qui reste, le 3° en prend 3 et le sixieme de ce qui
reste, et ainsi de suite jusqu’au dernier enfant qui lui prend tout ce qui reste.

Combien y avait-il d’enfants et combien chacun a-t-il pris de bonbons, sachant que tous les
enfants ont eu le méme nombre de bonbons?

EXERCICE 90 15 minutes
Une vache se trouve a l'intérieur d'un tunnel ferroviaire étroit, a 5 metres de son milieu.

Un train express se dirige vers 'entrée du tunnel. Lorsqu'il se trouve a 3 kilomeétres de cette
entrée, la vache I'’entend. Qu’elle aille vers I’entrée ou vers la sortie du tunnel, la vache arrive a
sortir du tunnel juste avant que le train ne la percute.

Quelle est, au maximum, la longueur du tunnel, en métres ?

Note : le train se déplace a vitesse constante; la vache se déplace a vitesse constante, cette
vitesse étant la méme dans un sens ou dans l'autre.

EXERCICE 91 15 minutes
Alors qu’une colonne de 'armée de ¢ km de long, avance a vitesse constante, un messager part
del'arriére-garde, galope pour aller délivrer un message a l'avant, puis revient a 'arriere-garde.
Il arrive a 'arriére-garde exactement au moment ot la colonne a parcouru ¢ kilometres.
Quelle est la distance totale parcourue par le messager?

1= Non, il n’a pas parcouru 2/ kilometres!

EXERCICE 92 15 minutes
Alice et Bérénice viennent de s'offrir un astronef et décident de I'étrenner en allant visiter la
planéte Maths. Le voyage dure onze jours et des regles strictes de pilotage ont été fixées : elles
pilotent a tour de role, chacune gardant les commandes un nombre entier de jours compris
entre un et le double du nombre de jours de la durée du pilotage de l'autre pilote. Celle qui
pilotera au moment de 'arrivée sur Maths aura le droit de fouler le sol la premiére, ce que
chacune des deux désire ardemment.

Alice prend le premier tour de pilotage, qui peut durer, a son choix un ou deux jours.
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Qui posera la premieére le pied sur la planete Maths?

EXERCICE 93 5 minutes
Le pere Noél décide d’acheter des consoles de jeu de derniere génération pour offrir aux en-
fants. Au moment de partir du magasin, le vendeur lui fait remarquer qu’il devrait également
acheter des logiciels de jeu pour aller avec les consoles, chaque logiciel cotitant 200 euros. Le
pere Noél lui répond que, son budget n’étant pas extensible, s’il offre deux logiciels avec chaque
console, il va priver 80 enfants de console. Mais le vendeur rétorque qu’en offrant un seul logi-
ciel avec chaque console, il n’en privera que 50.

Quel est donc le prix d'une console?

EXERCICE 94 5 minutes
Albert, Bruno et Christophe portent un nom de famille parmi : Deschamps, Deshaies et Dela-
forét.

IIs sont tous trois étudiants, mais dans des matiéres différentes : il y a un étudiant en informa-
tique, un en médecine et un en mathématiques.

On sait que :

» Deschamps a prété a Albert un de ses livres de médecine.

« Bruno ne s’intéresse pas aux mathématiques, tout comme Delaforét.

» L'étudiant en médecine et Deshaies sont plus 4gés que Christophe.

Quel est le nom complet et la spécialité de chacun des trois étudiants?

EXERCICE 95 5 minutes
Trois freres ont hérité de la cave de leur oncle :

e le premier a eu droit a 1z des bouteilles;

¢ le second a eu 30% des bouteilles;
e le dernier a eu les 187 bouteilles restantes.
Combien y avait-il de bouteilles dans la cave?

EXERCICE 96 10 minutes
Sally et Harry sont compagnons d’entrainement.
IIs font des allers et retours entre les points A et B.

1. Sally va de A a B puis, sans perdre une seconde, de B a A a la vitesse de 6 m/s (c’est une
vitesse moyenne, a laquelle elle essaie de se tenir). Elle court pendant 99 s.
Quelle est la distance AB?

2. Harryva de B a A puis, sans perdre une seconde, de A a B. Il court de B a A a la vitesse de
5m/s, puis accélere entre A et B pour finir le parcours en 99 s.
Quelle est sa vitesse sur le parcours de A a B?

3. Sally et Harry partent exactement au méme moment, elle de A, lui de B, et effectuent chacun
leur parcours dans les conditions indiquées ci-dessus.
Au bout de combien de secondes se rencontrent-ils, une premiére puis une deuxieme fois?



22 CHAPITRE 1. MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

EXERCICE 97 15 minutes
Lors d'une compétition sportive, qui a duré N jours, on a distribué le premier jour une médaille
plus le septiéme des médailles restantes. Le deuxieme jour, on a distribué deux médailles plus le
septieme des médailles restantes. Cela a continué ainsi jusqu’a 'avant-dernier jour. Le dernier
jour, on a distribué les N médailles qui restaient.

Combien de jours la compétition a-t-elle duré ? Combien de médailles furent distribuées?

EXERCICE 98 15 minutes
Mon boucher ne connait pas les centimes.

Par exemple, j’ai pris 300 g de filet a 34,3 euros le kilo, 240 g de viande hachée a 8, 6 euros le kilo
et 640 g de blanc de poulet a 12,99 le kilo : j’ai payé 10 euros pour le filet, 2 euros pour la viande
hachée et 8 euros pour le poulet, soit 20 euros en tout.

En ramassant deux tickets par terre, le boucher lit :

« 750 g de cotelettes, 250 g de roti. Total : 18 euros.

+ 50 g de cotelettes, 500 g de roti. Total : 17 euros.

Quels peuvent étre les prix possibles pour le kilo de cotelettes et le kilo de r6ti (on donnera
toutes les solutions) ?



Chapitre 2

Démonstrations

2.1 Raisonnements par ’absurde et l1a contraposée

Pour établir une propriété P :

e on peut raisonner par ’absurde, c’est-a-dire supposer que P est fausse et arriver a une
contradiction;

* ON peut raisonner par contraposition, c’est-a-dire démontrer la contraposée d’'une affir-
mation lorsque la contraposée est plus facile a prouver que la propriété initiale.

EXERCICE 99 10 minutes
Donner la négation, la réciproque et la contraposée de chaque proposition, indiquer si elles
sont vraies ou fausses.

1. P;:«Sinestun multiple de 4 et de 6, alors n est un multiple de 24 ».
2. P, :«Si ABCD est un parallélogramme alors (AB)//(CD).
3. P3:«Si ABCD est un losange, alors (AC) est la médiatrice de [BD].

EXERCICE 100 10 minutes
Soient n un entier strictement positif et p,, s'il existe, le n—iéme nombre premier.

Montrer qu'il existe une infinité de nombres premiers.

= On pourra considérer pypy---pn + 1.

EXERCICE 101 15 minutes
Soient a et n deux entiers positifs ou nuls. On suppose n > 2.
Montrer les assertions suivantes :

1. Si a” —1 est premier, alors a = 2 et n est premier.
2. Sia"+1 est premier et a > 2, alors 7 est pair.
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EXERCICE 102 5 minutes
Démontrer que si n° est pair alors 7 est pair.

EXERCICE 103 5 minutes
Démontrer que la racine carrée d’'un nombre irrationnel positif est un nombre irrationnel.

EXERCICE 104 a 5 minutes
Démontrer que : si a®> n’est pas un multiple de 16 alors > n’est pas un entier pair.

EXERCICE 105 5 minutes
Soit (a, b, ¢) un triplet pythagoricien, c’est-a-dire un élément de (N*)3 tel que a? + b =c2.

On suppose que a, b et ¢ n'ont pas de diviseur commun.

Montrer que c est impair.

EXERCICE 106 15 minutes
Dans un plan sont placés 66 points distincts. On trace toutes les droites déterminées par deux
de ces points et on en compte 2012 distinctes.

Justifier que parmi ces 66 points, 4 au moins sont alignés.

EXERCICE 107 5 minutes
Soient a, b, ¢ et d des nombres rationnels tels que a + bvV2=c+dv?2.
Montrerque a=cetb=d.

EXERCICE 108 5 minutes
Montrer que v/3 est irrationnel. Généraliser.

EXERCICE 109 5 minutes

In3 . .
Montrer que nz est irrationnel.
n

EXERCICE 110 10 minutes
Montrer que la somme d’'un nombre rationnel et d'un nombre irrationnel est irrationnelle.

EXERCICE 111 5 minutes
Montrer que le produit d'un nombre rationnel non nul et d'un nombre irrationnel est irration-
nel.

EXERCICE 112 5 minutes

1. Trouver deux nombres irrationnels dont la somme est rationnelle, deux nombres irration-
nels dont la somme est irrationnelle.
2. Mémes questions avec le produit.

EXERCICE 113 5 minutes
Montrer que v/2 + /3 est irrationnel.
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EXERCICE 114 5 minutes

1. Montrer qu'il existe un unique réel x tel que x°> + x—1=0.
1= On pourra utiliser une étude de fonction.

2. On suppose que x est rationnel. On écrit donc x = Z ol p € Z et g € N* et la fraction p

irréductible.

a. Montrer que g divise p°. c. Montrer que p divise 1.

b. En déduire que g =1. d. Obtenir une contradiction et conclure.
EXERCICE 115 10 minutes

Généraliser I'exercice précédent en énongant et démontrant un résultat relatif aux racines
rationnelles d'un polynéme a coefficients entiers.

2.2 Analyse — Synthese

Le raisonnement par analyse-synthese est utilisé pour déterminer les solutions d'un pro-
bleme donné lorsqu’une rédaction par « équivalence » est impossible ou simplement déli-
cate.

 Dans la premiére partie (analyse), on détermine les propriétés d'une éventuelle solution,
de maniere a limiter les possibilités.

» La seconde partie (synthése) consiste a déterminer, parmi les solutions fournies par
I'analyse, lesquelles sont effectivement solutions du probleme initial.

EXERCICE 116 10 minutes

1. Déterminer les solutions réelles de I'équation v/x(x —3) = v/3x —5.
2. Déterminer les solutions, x € RY, de I'équation (x*)* = x*.

EXERCICE 117 5 minutes
Soit f une fonction définie sur R. Montrer qu’il existe un unique couple (p , i) de fonctions
définies sur R vérifiant les conditions suivantes :

e p est paire, i est impaire;

e f=p+i.

EXERCICE 118 10 minutes
On appelle équation fonctionnellela recherche des fonctions vérifiant certaines conditions.
On cherche les fonctions f définies et dérivables sur R et telles que :

1) Vix, peR?,  fx+y)=fx)+fy)
1. Analyse

a. Ensupposant y constante réelle, déterminer pour tout x € R, f/(x+ ).
b. En prenant x = 0, déterminer f'(y).
c. Endéduire I'expression de f.
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2. Synthese
Vérifier que la solution précédente est bien solution du probleme.

EXERCICE 119 10 minutes
Trouver les fonctions f de R} dans R dérivables et telles que :
Vix, peR?, fxy) =+ Q)

EXERCICE 120 10 minutes
On se propose de déterminer les fonctions f de R dans R deux fois dérivables sur R et telles
que:VY(x, y)eR? fx+y+flx-y=2(f@+fQ)

1. Calculer f(0).

2. Montrer que f est paire.

3. Montrer que f" est constante.

4. Conclure.

EXERCICE 121 10 minutes
Déterminer toutes les fonctions de R dans R telles que :
(1) pour tous réels distincts x et y, f(x) # f(y)

(2) pour tous réels x et y,f(x+f(f(—y))) =)+ f(f).

2.3 Récurrence

« Soit P, une propriété dépendant de I'entier naturel n. Pour démontrer que P, est vraie
pour tout n > ¢, on peut procéder ainsi :

— Initialisation. On établit la propriété pour n = g (le plus souvent g = 0).

— Hérédité. On fixe un entier n > q tel que la propriété P,, soit vraie. On montre alors que
P41 est vraie.

Ces deux points étant acquis, on peut conclure que la propriété P, est vraie pour tout

nzgq.
o Certaines récurrences sont un peu plus compliquées. Ainsi I'hérédité consiste en la
preuve du fait que P, et P, impliquent P, voire en la preuve que Py, ---, P, im-

pliquent P,,;1 («récurrence forte »). La rédaction sera lors adaptée.

EXERCICE 122 5 minutes
Démontrer que, pour tout n € N*, nd™1 — (n+1)4" + 1 est divisible par9.

EXERCICE 123 5 minutes
Démontrer que, pour tout 7 € N, 52" — 14" est divisible par 11.
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EXERCICE 124 5 minutes
Démontrer que, pour tout 7 € N, n® — n est divisible par 3.

EXERCICE 125 : FORMULE DU BINOME DE NEWTON 15 minutes

1. Soient x et y deux réels et n un entier naturel. Démontrer par récurrence et en utilisant la

" n
formule du triangle de Pascal, (x + y)" = Z ( k) x* y”_k.
k=0
2. Soit a un réel positif.
a. Démontrer, en utilisant la formule du binéme de Newton, que VrneN, (1+a)"” > 1+ na.
b. En déduire que pour tout réel a > 1, la suite (o) tend vers +oo.

EXERCICE 126 10 minutes

Soit (u;) la suite définie par ug =1, u; = —1 et pour tout n € N, Uy42 = Ups1 +2Up.

Démontrer que pour tout n € N, u, = (-1)".

EXERCICE 127 15 minutes
. L 2n 1 2n 1

1. Démontrer que : Y € N*, ?\/ﬁé kzl\/E < (? + 5) V.

2. En déduire la limite quand »n tend vers I'infini de la suite (u,) définie pour tout n € N* par:

1 n
Un = Z \/E.
nn s
EXERCICE 128 15 minutes

. . o L. n—10 si n>100
Soit f une fonction définie sur Z et vérifiant: Vne Z, f(n) = .
f(f(n+11) si n<100

1. Calculer f(101), £(95), f(91) et f(0). Qu'observe-t-on?
2. Prouver l'identité obtenue pour f(n), pour tout n < 101.

EXERCICE 129 10 minutes
Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et pour tout n € N :

Upt1 + (UoUp+ULUp—1+UsUp2+ -+ Up_2U2 + Up_1 U] + UyUy) =0.
n

+1
Montrer par récurrence que, pour tout n €N, u, = (-1)".

EXERCICE 130 15 minutes
Jean attribue a chaque nombre strictement positif une couleur, soit bleue, soit rouge.

Pour cela, il suit la regle suivante : si trois nombres (distincts ou non) ont la méme couleur, leur
somme a également cette couleur.

On sait que la couleur rouge a été attribuée au nombre 58 et que la couleur bleue a été attribuée
de nombreuses fois.

Quelle couleur a été attribuée au nombre 40?2 Au nombre 20132 Au nombre 2022?
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EXERCICE 131 10 minutes
On consideére I'entier naturel ayant 3212 chiffres tous égaux a 1.
Démontrer qu’il est divisible par 32°1° mais pas par 32°!!.

EXERCICE 132 10 minutes
Soit x un réel. Montrer que pour tout entier naturel 7, |sin (nx)| < n|sin x|.

EXERCICE 133 ; 10 minutes
n+1)2n+1)2n+3
Soit n un entier naturel non nul. Montrer que Z k+1)? = ( ) 3 X ) .
k=0
EXERCICE 134 10 minutes

1. Démontrer par récurrence que pour tout 7 € N, n® — n est divisible par 5.
v Utiliser le binome de Newton pour développer (1 + 1)°.
2. En déduire que pour tout n € N, n° — n est divisible par 30.

EXERCICE 135 10 minutes
Pour tout 7 € N, on considére la proposition P(n) : 9 divise 10" + 1.

1. Soit n un entier naturel. Démontrer que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.
2. La proposition P(n) est-elle vraie pour tout entier naturel n?

EXERCICE 136 5 minutes
Soit k un entier strictement positif.
k" k*
Démontrer par récurrence que : Vn 2 k, — < o
n! !
EXERCICE 137 5 minutes

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 5, 2" > n?.

EXERCICE 138 u 10 minutes
Soit (u;) la suite définie par ug =1 et u,4+; = — .

Vud+1

1. Calculer les cinq premiers termes de la suite.

2. Conjecturer une formule explicite pour u,.

3. Démontrer cette conjecture par récurrence.



Chapitre 3

Suites

A savoir:

 Définitions et propriétés des suites arithmétiques et géométriques. Sommes des termes.
» Convergence et divergence de suites, monotonie (méthodes d’études).

« Toute suite monotone admet une limite. Méthodes de calculs des limites.

» Théorémes de comparaison (gendarmes, minoration, majoration).

3.1 Limites

EXERCICE 139
Déterminer, si elle existe, la limite de la suite de terme général u,,.

14\"
3\" — 522
L un=2(1) 3. u, 5(15) 5.
2}'1
2. u,=2"1 4, tn =25 6.

EXERCICE 140
Déterminer, si elle existe, la limite de la suite de terme général u,,.

-1
1) 2. up,=v2n+1-v2n-1 3.

n

1. up,=2+

EXERCICE 141
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
. . (1 . hty2n
1. lim msin|— 2. lim 3.
n

n—+oo n—-+oo 3n+4n

EXERCICE 142

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

2 n n
n“--2n+3 . 4" +2
1. im ——+5 2. lim —— 3.

n—+oo 4n3 n—+oo 5" 4 37

5 minutes
243"
7 —2n
U, = =n
5 minutes
cosn
U, =
n2
5 minutes
e"+n?-1

lim -
n—+oo e+ p+sinn+1

5 minutes

lim (m—m)ﬁ

n—+oo



30 CHAPITRE 3. SUITES

EXERCICE 143 5 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

2)') . iy LV 0vE)

1. lim notan(l) 2. lim (2—%)(3+ - . n—>+oo(1+\/§)”+1_(l_\/_)n+l

n—+oo n n—+oo n

w

EXERCICE 144 Gteta 5 minutes
Déterminer hrP —2n ol (a,) est une suite arithmétique de raison 8.

n— n
EXERCICE 145 5 minutes

Soit n un entier naturel strictement positif.

1 1
1. Simplifier S, = Z ln(l + —).
k=1 k
2. Quelle est la limite de S, lorsque n tend vers +oo0?

EXERCICE 146 5 minutes
Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.

L 1
1. Simplifier S, = ) ln(l - ﬁ)
k=2

2. Quelle est la limite de S;, lorsque n tend vers +oco?

EXERCICE 147 10 minutes

1. Déterminer trois réels a, b et c tels que :

1 a b c
vxeR\{0; -1 -2}, —————— =24y
x(x+1)(x+2) x x+1 x+2

n
1
2. En déduire, pour n € N*, une expression simple de U,, = E _
P P P "R kk+ D (k+2)

3. Quelle est la limite de Uy, lorsque n tend vers +oco?

EXERCICE 148 9 10 minutes
Soit la suite (u,) définie pour tout n e Npar y,, = ————.
(i) p Pa Un = s D2n+3)
, . ) a b
1. Déterminer deux réels a et btelsque VrneN, u, = —— +

2n+1 2n+3
n
2. En déduire une expression simple de la somme S;, = Z Uk.

k=0
3. Déterminer la limite de S, lorsque 7 tend vers +oco.

EXERCICE 149 10 minutes

n 1 k+d
1. Pour n e N*, simplifier A, = [ | 4 et g, = T —.
k=1 =1 k+3



3.1. LIMITES 31

o
2. Pour n > 2, simplifier C,, = ]gz (1 _ ﬁ)

3. Déterminer la limite de (C;,) lorsque n tend vers +o0?

EXERCICE 150 10 minutes

<1 . o 2+(-1)"n
On considere la suite (u;) définie pour tout n e N par: u, = a1
n

. Montrer que pour tout n , u

2. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

EXERCICE 151 5 minutes
On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par: u, = vn2-2n+3.

1. Montrer que la suite (u,) est bien définie pour tout n € N.
2. Vérifier que pourtoutneN, u, > n-1.
3. En déduire la limite de la suite (u,,).

EXERCICE 152 10 minutes
n
1
1. Déterminer la limite de la suite (S,,) définie pour tout entier n > 1 par S,, = Z ok
k=1

n 1\
2. Déterminer la limite de la suite (7,) définie pour tout entier naturel n par T, = Z (——) .

k=0
EXERCICE 153 10 minutes
Déterminer, si elle existe, la limite des suites u;, :
2n+ (=" !
M) 2. (nsm—) 3. (ﬁ)
n+1 neN nJ)p>o0 Inn/,,
EXERCICE 154 10 minutes

Soit (1) la suite définie par ug =0, u; =1 et pour tout n € N*, u, 1 =71, +8u,-1.

1. Démontrer que la suite (s,,) définie par s, = u,+1 + U, est une suite géométrique dont on
précisera la raison.
En déduire I'expression de s, en fonction de 7.

2. On pose v, = (-1)" u, et on considere la suite (¢,,) définie par t,, = v,+1 — Up.
Exprimer ¢, en fonction de s,,.

3. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n. (On pourra calculer, de deux manieres, la somme
o+ -+ 1t,-1).

. . . Up
4. Déterminer lim —.
n—-+oo 8N
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EXERCICE 155 15 minutes
Calculer la limite de chaque suite (u,) définie sur N* par :
n+21+---+n! N+2!4---+n! N+21+---+nl!

lyp=—— 2ou;=——F" 3.up=——"—

(n=1)! (n)! (n+1)!
EXERCICE 156 10 minutes

. . L In(n+1)\™%n"
Calculer la limite de la suite (u;) définie pour tout n > 1 par u, = T .

nn
3.2 Suites arithmétiques — Suites géométriques
EXERCICE 157 5 minutes
Soit (u#,) une suite géométrique telle que uy =9 et us = 243.
1. Déterminer la raison g de la suite et son premier terme uy.
2. Exprimer u, en fonction de n.
8
3. Calculer lasomme S= ) uy.
k=3

EXERCICE 158 5 minutes

1
Soit (u,) la suite géométrique de raison 2 et de premier terme uy = —4.
1
on-1°
EXERCICE 159 5 minutes

n
Soit r unréel de -1 ; 1[. Pour tout n € N, on définit la suite (S,) par S, = Z rk.

k=0

Démontrer par récurrence que pour tout n € N, on a u,4+1 = U, +

1
Montrer que lim S, =——.
n—+oo 1-r

EXERCICE 160 10 minutes
On considere la suite (u,) définie par up =2etvneN, u,; = —3u, +2.

1. Montrer qu’il existe un réel ¢ € R solution de I'équation ¢ = -3¢ +2.
Donner la valeur de ¢.

2. Pour tout n €N, on pose v, = u, —¥.
Montrer que (v,) est une suite géométrique.

3. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

EXERCICE 161 ) 15 minutes
Soit (u,) et (v,) les suites définies pour tout ne N par: ug=9, Up+; = > Up—3, Uy = U, +6.

1. a. Montrer que la suite (v,) est géométrique a termes positifs.
n

b. Calculer la somme S;, = Z vy en fonction de n.
k=0

n
< . I _
c. Endéduirelasomme S), = ) u.
k=0
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d. Déterminer lim S,et lim S).
n—+oo n—+oo
2. On définit la suite (w;,), pour tout n € N, par w, =In(v,).

a. Montrer que la suite (w,,) est arithmétique.
n

b. Calculerla somme S",, = Z wy. en fonction de n.
k=0
c. Déterminer lim S",.
n—+oo
3. a. Calculer le produit P, = vg- vy - v2 -+ v, en fonction de n.
b. Endéduire lim P,.
n—+o0o

EXERCICE 162 5 minutes
PP . . 2an+ by

On définit les suites (ay) et (b,) par ap = 0, by = 12 et pour tout entier naturel n, a,.; = —s

a,+3b,

et bn+1 = T

On considere la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par u, = b, — a.

1. Montrer que la suite (u,) est géométrique. En préciser la raison.

2. Donner I'expression de u;, en fonction de 'entier naturel 7.

3. Déterminer la limite de (u,,).

EXERCICE 163 15 minutes

On considere la suite de nombres réels (u,) définie sur N par :

1 . 1
up=-1, u; = > et, pour tout entier naturel n, U2 = Up+1 — Zu"'

1. Calculer u; et en déduire que la suite (u,) n'est ni arithmétique ni géométrique.
1
2. On définit la suite (v,) en posant, VReN: v, = U, — > Uy.

a. Calculer vy.
b. Exprimer v, en fonction de v,,. En déduire la nature de la suite (v;,).

c. Exprimer v, en fonction de n.

3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout entier naturel n: w;, = ity
Un

a. Calculer wy.
- . 1 . .
b. En utilisant I'égalité u, = v, + —u,, exprimer wy; en fonction de u, et de v,,.

c. En déduire la nature de la suite (w,).
d. Exprimer w, en fonction de n.

. 2n—-1
4. Montrer que pour tout entier naturel n; u; = o
k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : S;, = Z U =Ug+ UL+ + Uy.
k=0

2n+3
271

Démontrer par récurrence que pour toutndeN: S, =2 —
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EXERCICE 164 10 minutes
On considere la suite (u,) définie par up =1, u; = —1etpourtout n € N, upi2 =4y —4u,.

1. Calculer u; et us.
2. Soit la suite (v,) définie pour tout n € N par: v, = up+1 — 2uy.

a. Montrer que la suite (v,;) est géométrique.
b. Exprimer v, en fonction de n.

Un

3. Soit la suite (w;,) définie pour tout ne€ N par: wy, = on

a. Montrer que la suite (w;,) est arithmétique.
b. Exprimer w, en fonction de n. En déduire u, en fonction de n.

3.3 Monotonie

EXERCICE 165 ) 5 minutes
n
1
Soit (u;,) la suite définie pour tout n € N* par u,, = Z T
=n
Simplifier u;+; — u, et en déduire la monotonie de la suite (u;).
EXERCICE 166 ; 5 minutes
1
Pour n € N*, on définit le n—iéme nombre harmonique H,, par: H,, = Z E
k=1
n-1
Montrer que, pour tout n > 2, Z Hy=nH,—n.
k=1
EXERCICE 167 10 minutes
Etudier, dans chaque cas, le sens de variation de la suite (u,).
1. up=v3n+1 3wy =l+saiiil 5. to=1et Uiy =v3UpT1
2 3 n
2n 3 5 7 2n+1 2
2. Up,=— Ao Uy = — X =X — X e X 6. up=2etuy1=-uy
3" "T27476 2n 3
EXERCICE 168 10 minutes

La suite (u,) est bornée par —1 et 2, et la suite (v,) est définie pour tout nombre entier naturel
2

npar:v,=1- .
P " Up+2

1. Démontrer que la suite (v,) est bornée.
2. Démontrer que, si (u,) est décroissante, alors (v,) est aussi décroissante.
3. Lasuite (v,) est-elle convergente?

EXERCICE 169 10 minutes

u
Soit la suite (u;) définies par ug Z0etVneN, u,1 = ﬁ
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1. Déterminer le réel a non nul de telle sorte que la suite (v,) définie, pour tout n € N, par
up+a .
V= — soit géométrique.
u

n
Déterminer la raison de cette suite.
2. Discuter suivant les valeurs de v la limite de la suite (v;,) et son sens de variation.
3. En déduire la limite de la suite (u,,).

1
4. Etudier le sens de variation de la suite (1) pour uy = 7'

3.4 Synthese

EXERCICE 170 10 minutes
On considere les suites (1) et (v,;) définies par ug=0; vy =12;
Up+ Uy Up,+2v,
Une1=———— €t Upp1=———
1. Démontrer que la suite (w,,) définie par w, = v,—u;, est une suite géométrique convergente
et que tous ses termes sont positifs.
2. Montrer que la suite (u,) est croissante puis que la suite (v,) est décroissante.
3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont
la méme limite.
4. On considere la suite () définie par ¢, = 2u, + 3v,. Montrer qu’elle est constante.
5. En déduire la limite des suites (u,) et (v,).

EXERCICE 171 10 minutes
Soit (uy) la suite défini N* %1 1+ L + +1
oit (u,) la suite définie sur ar u, = —=— e —.
" p " ionk n n+1 2n
-3n-2

1. Montrer que pour tout n de N*, u — Uy =
quep T T L en+2)2n+ 1)

2. En déduire le sens de variation de la suite (u,).
3. Etablir alors que (u,) est une suite convergente.

EXERCICE 172 115 minutles

On considere les suites (1) et (v,) définies par u; = vy =1letVn>1, u, = z + ) +eeet+ pot
1 1 1

1+ + oot .
1x2 2x3 (n—-1n

Up=

a b
- = + —
(m-1n n-1

1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout nn > 1,

1
2. En déduire que, pourtoutn>1, v, =2 - =

3. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
4. Démontrer que pour tout n > 1, u, < vy,.
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5. En déduire que la suite (u,) est convergente.

EXERCICE 173 15 minutes
2x,+3

Xp+2°

Soit la suite (x,) définie par xg=1etVneN, x,:1 =

Démontrer que pour tout n €N, x, > 0.

Démontrer que pour tout n €N, xfl <3.

Démontrer que la suite (x;) est croissante.

En déduire que la suite (x,) est convergente et déterminer sa limite.

oW

EXERCICE 174 20 minutes
On considere les fonctions f et g définies sur|—1; 1[ par:

1 1+x x3
f(x)—x—gln(m) et g(x)—f(x)+m
1. Montrer que f est décroissante et que g est croissante
2. Endéduireque‘v’xE]O;l[,—fo< —l (1+x)<0‘
3(1-x2) 2x \l-x
3. Onpose, pour n € N*, u, = IH(L) etv,=u,— i
ny/ne=" 12n

1+ ——
2n+1
a. Montrer que pour n € N* Upr1—up=1- In 2n+1

1
2 1—
) ) 2n+1 .
b. Montrer que (u,) est décroissante, que (v;) est croissante et que nllIP (Uup—vy)=0
—1+00

c. On admet alors que les suites (u,) et (v,) convergent vers une limite commune ¢ et on

pose C = el

nl
Montrer que lim =C.
a n—+oo phe= n\/_

EXERCICE 175 ) 20 minutes

Soit la suite (u,,) définie par up =1 etpourtout n €N, U4 = ———.
14+2u,

I
1. Démontrer que 4+ — 2

1
2. Démontrer que 3 S <up <l

3. Démontrer que pour tout n € N, ’unﬂ > < Sz U, — Ak

i|<(3)
U, — .
"2 5

5. Montrer que (u;) est convergente et déterminer sa limite.

4. En déduire que pour tout n € N,
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EXERCICE 176 15 minutes
2
X
1. Montrer que pour tout x >0, x — ? <In(x+1) <x.

2. a. Déterminer un polyndme a coefficients réels P de degré 3 tel que pour tout x réel,
x> =P(x+1)—P(x).

n
b. En déduire une expression de )_ k? sans signe somme.

k=1
n

k
3. Pour tout n > 1, on note u, = H (1 + —2) Déduire des questions précédentes la limite de
k=1 n
la suite (u;).

EXERCICE 177 : Suite de Fibonacci 15 minutes
Soit (1) la suite définie par: uy = u; =1 etpourtout n €N, Upi2 = Upt1 + Up.

1. Déterminer des réels a, b, A et p tels que VN €N, u,, = Aa” + ub".

2. En déduire la limite de la suite ( Un+ )
Un

EXERCICE 178 10 minutes
Soit la suite (¢,) d’entiers naturels, croissante et dont le premier terme ¢ est supérieur ou égal
az.

1 1 1 1 1

1
On construit la suite (i) : ug=—, U= —+——, -+, U= — + +- .
9o qdo doqr do qoq1 qoq1---qdn

1. Montrer que la suite (u,) est croissante.

2. Montrer que la suite (i,;) est majorée par une suite convergente (ne dépendant par exemple
que de qo).

3. En déduire que la suite (u,) est convergente et que sa limite appartient a I'intervalle ]0 ; 1].

EXERCICE 179 15 minutes
On définit deux suites u et v par ug = 1, vy = 12 et pour tout entier naturel » :

1
Un+1 g(un"‘zvn)

1
Uny1 = Z(un"‘svn)

1. On appelle w la suite définie pour tout n € N par: w, = v, — Uy.

a. Montrer que w est une suite géométrique a termes positifs, dont on précisera la raison.
b. Déterminer la limite de la suite w.

2. a. Montrer que la suite u est croissante.
b. Montrer que la suite v est décroissante.
c. En déduire que, pour tout entier naturel n, uy < u, < v, < vp.

3. On admet que les suites u et v convergent. Montrer qu’elles ont alors méme limite que 'on
appellera /.
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4. On appelle ¢ la suite définie pour tout n e N par : t, = 3u, + 8v,.

a. Montrer que ¢ est une suite constante. Déterminer cette constante.
b. Déterminer alors la valeur de .

EXERCICE 180 15 minutes
On consideére '’ensemble (E) des suites (x;,) définies sur N et vérifiant la relation suivante :

Vne N*, Xn+1—Xn=0,24x,_1.

1. On considere A € R* et on définit sur N la suite (¢,,) par ¢, = A”. Démontrer que la suite (,,)
appartient 2 I'ensemble (E) si et seulement si A est solution de 'équation A2 — 1 — 0,24 = 0.
En déduire les suites (¢,) appartenant a I’ensemble (E).

2. On admet que (E) est 'ensemble des suites (u,,) définies sur N par une relation de la forme :
up=a(l,2)" +p6(-0,2)" ol a et sont deux réels.

a. On considére une suite (u;) de I'ensemble (E). Déterminer les valeurs de a et § telles
que up =6 et u; =6,6.
39 3
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = -~ (1,2)" + ;(—0, 2",

c. Déterminer lim u,.
n—+oo

EXERCICE 181 15 minutes
On considere les suites (i) et (v,) définies par :
ug=a,v9g=>b, ol aet bsont deux réels tels que 0 < a < b et, pour tout entier naturel 7 :

U+ Up u?+v2
unH:T et VUpy1= -

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, >0et v, >0.
b. Démont tout entier naturel n: 2, — 2., = (Y= Yn)?
. émontrer que, pour tout entier naturel n: vy, | —uy,, = 5 .
En déduire que, pour tout entier naturel n, on a u,, < vy.
2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. Comparer vi 4 €t vfl. En déduire le sens de variation de la suite (v;,).

3. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.

EXERCICE 182 15 minutes

nooq 1
On considere les suites (u,) et (v,,) définies sur N* par u,, = Z

—etv, =
p:I\/ﬁ " \/ﬁ

1. Démontrer les inégalités

si peN, p=1

si peN, p=2

B
SIESTE
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2. En déduire, pour tout n > 0, 'encadrement de u, : -2+2vn+1<u, < -1+2y/n.
3. Déterminer les limites éventuelles, lorsque n tend vers I'infini, des suites (1) et (v,).

EXERCICE 183 . 15 minutes
Pour tout entier n de N*, on considere l'intégrale : I, = f (Inx)" dx.
1

1. a. Démontrer que pour tout x dans l'intervalle ]1; e[,et pour tout n entier naturel, on a :
(Inx)" - (nx)"" >o0.
b. En déduire que la suite (I,;) est décroissante.
2. a. Vérifier que F(x) = xInx — x est une primitive de In x. En déduire la valeur de I;.
b. Onadmetque VrneN*, I,;1=e—(n+1)1,.
Calculer Iy, I3 et I4. Donner les valeurs exactes, exprimées en fonction de e, et les valeurs
approchées a 1073 pres par défaut.

3. a. Démontrer que, pour tout ne€ N*, I, > 0.

b. Démontrer que, pour tout neN*, (n+ 1)1, <e.

c. En déduire la limite de I;,.

d. Déterminerlavaleur de nl, + (I,, + I,,+1) et en déduire la limite de nI,,.
EXERCICE 184 ) 15 minutes
Etudier la convergence de la suite (u,) définie par 1y > 0 et U, = VUp + T

n
EXERCICE 185 10 minutes
nn
1. Démontrer que la suite de terme général u,, = n.sin? (?) diverge.
. . . 1. n
2. Démontrer que la suite de terme général v, = |1+ > sinn| converge.
EXERCICE 186 20 minutes
On considere les suites (x,) et (y,) définies sur N par
9 1 ; 3 N 1
X0 = =2,X = — e =—X -
0=Jo n+1 4yn Yn+1 an ZJ’n

Soit M}, le point de coordonnées (x, , y,).
1. On consideére la suite (v,) définie pour tout n € N par v,, = x, + V.

a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique.

b. Cette suite est-elle convergente?

c. Exprimer x, + y, en fonction de n.
2. Démontrer par récurrence que VneN: x, >0et y, > 0.

‘s . PP Xn Un %
3. On considere les suites (u,) et (w,,) définies sur N par u, = — et wy, = 1
Yn Upn

1

a. Démontrer que VneN, 1, = ——.
3u, +2
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Démontrer que (w;,) est une suite géométrique.
Exprimer w,, puis u, en fonction de n.
En déduire que la suite (u,,) est convergente.

-

- Xn .
En utilisant les valeurs de u, = — et v, = x, + y,, donner les expressions de x, et y, en
n
fonction de n.

f.  En déduire les limites des suites (x,) et (y,) et la position limite des points M, lorsque
n tend vers l'infini.

EXERCICE 187 20 minutes
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On considere les suites (a,) et (b,) définies par

a,+b
apg=a,by=betpourtout neN, a1 =+ anby et by = nz oy

1. Démontrer que VneN, a,>0et b, >0.

1 2
2. Démontrer que VneN, b, — apt1 = > (\/ b, — \/an) .
En déduire que VreN, a, < by,.

3. Démontrer que VneN, a1 —an = (\/bn - ,/an) Vay.
an—by

4. Démontrer que VneN, byi1— b, =

5. Démontrer que les suites (a,) et (b;) sont convergentes et ont la méme limite.

EXERCICE 188 10 minutes

1
Soit (u,) la suite définie par uy >0et Vn >0, uy+1 = iy + -1
n
Cette suite est-elle convergente?



Chapitre 4

Trigonométrie

Formules d’addition : pour tous a et b réels
e cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb e sin(a+ b) = sinacos b+ cosasinb.

4.1 Manipulation des formules

EXERCICE 189 10 minutes
Démontrer que pour tous a et b réels :

1. cos?x+sin?x=1

2. cos(a—b)=cosacosb+sinasinb cos(a+b)=cosacosb—sinasinb

3. sin(a+ b) =sinacosb+cosasinb sin(a—b) =sinacosb —cos asin b.

1= Penser au cercle trigonométrique et au produit scalaire.

EXERCICE 190 5 minutes

Démontrer que pour tout a réel :

2 2

1. cos(2a) =cos?a—sin?a=2cos?a—1=1-2sin%a

2. sin(2a) =2sinacosa

EXERCICE 191 . 5 minutes
Démontrer que pour tous a et b réels différents de > +kn,aveckeZ:
1 tana-+tanb 2tana
1. 1+tan2a:—2 2. tan(a+b)= ———— 3. tan(Zcz):i2
cos®a l-tanatanb 1-tan‘a
EXERCICE 192 10 minutes

Soit xe I = [O ; E [ Démontrer que pour tout x € I, 2sinx +tan x > 3x.

EXERCICE 193 10 minutes

1. Soit p et g deux réels quelconques, démontrer les relations suivantes :

(p + 6]) p—4q )
2 2

a. cosp+cosqg=2cos cos(
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c. sinp+sinq:ZSin(p;q)Cos(P;q)
d. sinp—sinq:Zsin(p;q)cos(PZGI)

2. Transformer |'expression suivante en produit : cos x + 2cos2x + cos 3x.
3. Transformer I'expression suivante en produit : sin x + sin2x + sin 7x + sin 8x.

EXERCICE 194

10 minutes

Démontrer les égalités suivantes, en précisant a chaque fois leur domaine de validité :

1—-cosx X
1. ———— =tan—
sinx 2

, 7 . . 2m
2. sin x—? +sinx+sin|{x+—|=0

1
3. tanx+ ——=— .
tanx tan2x

EXERCICE 195
On rappelle que pour tout a € R, cos (2a) = 2cos®> a— 1.

b
1. Calculer 2cos? 8 1.

T
2. En déduire la valeur exacte de cos .

EXERCICE 196

1+cos0 0
Montrer que \/ ——— = |cOS —|.
2 2
EXERCICE 197
Soit n € N, que valent :
1. sin(2nm + x) 3. cos(nm+x)
2. cos(2nm+ x). 4. sin(nw+ x)

EXERCICE 198
Simplifier les expressions suivantes :

1. sinz(%)+cos2(%). 2. sin® (%)+cosz(z).

3

EXERCICE 199 )

/4
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = cos (Ex)
Calculer f(x + 86).

EXERCICE 200

1. Démontrer les formules d’Euler :
i0 —i0 i0 —-i6

el +e . e—e

cosf = — etsinf =

2i

10 minutes

5 minutes

5 minutes

5 minutes

5 minutes

10 minutes
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2. Démontrer la formule de Moivre : cos (n8) + i sin (n0) = (cos0 + i sin0)"

EXERCICE 201 10 minutes
Soient n € N et x € R. On suppose que x ¢ 1Z.
n X
Calculer [] cos (—)
_ 2k
k=0
EXERCICE 202 5 minutes

elx X 3
1. Développer et simplifier (f) .

1 3
X=-c0s3x+ —cosx.

1 On dira alors qu’on a linéarisé cos® x.
; 3
X

e _e—ix
2i )

3x.

2. En déduire que cos®

3. Développer et simplifier (

4. En déduire la linéarisation de sin

EXERCICE 203 5 minutes
Linéariser les expressions suivantes :

fx) = cos xsin3 x gx) = c0s25xCc0oS7x h(x) = cos®

xsin3 x

EXERCICE 204 15 minutes
1. Transformer en produits les expressions :

A=sinp+sing; B=sinp—sing; C=cosp+cosq; D=cosp—cosq.
2. Transformer en produits les expressions :

a. sina-—2sin2a+sin3a
b. cos(a+b+c)+cosa+cosb+cosc.

EXERCICE 205 10 minutes
sinx +sin3x+sin5x

1. Simplifier 'expression .
Ccos X+ cos3x+cosbx

2. Déterminer les intervalles de définition de la fonction f définie par:

sinx +sin3x +sin5x

f)=

COS X+ C0s3x+cosbx

3. Lafonction f peut-elle prendre la valeur 0, la valeur 1?2

EXERCICE 206 5 minutes
Simplifier les expressions suivantes :

1. A=sin®x+2cos®x—1 3. C = (cosx +sin x)% — (cos x — sin x)?

2. B=sinx—sin*x 4. D =sin* x+2sin? xcos? x + cos* x
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EXERCICE 207 5 minutes
Simplifier les expressions suivantes :

1. A=cos(x+2n)+cos(x+n)+cos(;tt—x)+cos(2n—x)
b4
2. B=sin(x+7t)+cos(x+5)+cos(5—x)+sin(n—x)

4.2 Equations et inéquations

EXERCICE 208 5 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
1 1
1. cosx=-= 2. sinx=--
2 2
EXERCICE 209 5 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
3 2
1. cosx=— 2. sinx:—£
2 2
EXERCICE 210 5 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
V2 : V3
1. cosx=—-—— 2. sinx=-—
2 2
EXERCICE 211 5 minutes
Résoudre sur le domaine I indiqué chacune des inéquations trigonométriques suivantes :
1 .
1. cos(x)}ietlz[o;n]. 2. sin(2x)<0etI=10; m].
EXERCICE 212 5 minutes
Résoudre sur le domaine I indiqué chacune des inéquations trigonométriques suivantes :
n 2 Tow . AN
1. cos(x+) < V2 ire -2 %] 2. sin(3x+ %) > - et 1=10; 7).
2 2 22 6 2
EXERCICE 213 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
. . 2
1. cosx+sinx =0 2. cosx—smx:7
EXERCICE 214 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. sinx++v/3cosx =1 2. cosx—+/3sinx=1
EXERCICE 215 10 minutes

1. Rappeler la formule d’addition du cosinus et du sinus.
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2. Exprimer cos (2x) en fonction de cos x.
3. En déduire la résolution dans R de 'inéquation cos (2x) + 3cos x > 1.

EXERCICE 216 10 minutes
Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1. tan(2x) > tanx 2. cos(x)+cos(3x) =0

EXERCICE 217 10 minutes

Résoudre sur le domaine I indiqué chacune des équations trigonométriques suivantes :
1. sin(2x)=1etI=10; 2n].

T T
2. cos(x) (sin(3x) 1) =Oet [= |- 5].

E;
2
3. sin(3x+%) - % etI=[0; 27].

EXERCICE 218 10 minutes
Résoudre sur le domaine I indiqué chacune des équations trigonométriques suivantes :

1. sin(x) = c}c;s (x)etI=[-m; 0].
2. cos (2x+ Z) =cos(3x)etI=[-3m; 0].

T
3. sin(4x) = cos (x+ 5) etl=[-m; 2m].

EXERCICE 219 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. 2sin’?x—sinx—1=0 2. 1++/2sin(2x) +cos (4x) =0
EXERCICE 220 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
2
1. cos*x+sin*x=0 2. sin (3x) +cos(3x) = -
EXERCICE 221 10 minutes

Résoudre dans R les équations suivantes :

3
1. V3cosx+sinx+2=0 2. sin3x+cos3x=z(sinx+cosx)
EXERCICE 222 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
1. cos(x)+cos(2x)+cos(3x)=0 2. sin(x)+sin(2x) +sin(3x) =0
EXERCICE 223 10 minutes

Résoudre dans R les équations suivantes :
1. cos*(x)—sin*(x) =0 2. cos(3x) — v3sin(3x) =2
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EXERCICE 224 10 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :
T b s 2n 7 3x =&
1. cos(3x——):cos(2x+—) 2. cos|———|=—-cos|—+—
3 12 3 4 2 6
EXERCICE 225 15 minutes

Résoudre dans ] — m; 7] les inéquations suivantes :
1. 1-2sinx>0 3. sinxcosx >0

2. 1+2cosx>0 4, (2005(2x)+\/§)(1+sin(4x))<O

EXERCICE 226 15 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. ZCoszx—3cosx+1:0;

3v2

2
2. sinzx—(3+\/7—)sinx+7 =0.

EXERCICE 227 10 minutes
1. Résoudre et discuter I'équation (E) : acosx + bsinx = c.
2. Application: (m—1)cosx+ (m—1)sinx = %(Sm +1).

Pour quelles valeurs de m cette équation a-t-elle des solutions?

EXERCICE 228 15 minutes
Résoudre dans R les équations suivantes :

1. 2arccos(x) = arcsin (Zx\/ 1- x2)
1 On pourra poser x = cos u en faisant particulierement attention au domaine de validité.

3
2. arctan(x) +arctan(3x) + arctan(9x) = I

4.3 Synthese

EXERCICE 229 10 minutes

Ty 2
1. Montrer que pour tout x € [0; E]’ —x<sinx < x.
T

2. Interpréter graphiquement la double inégalité précédente.

EXERCICE 230 15 minutes

1. Résoudre dans R I'équation (E) : 8x*—8x2+1=0.
. Résoudre I'équation cos4z = 0.

2
3. Exprimer cos4z en fonction de cos z.
4

b4 3n
. Déduire des questions précédentes la valeur de cos y et cos —.
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EXERCICE 231 10 minutes
Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par f(x) = ————
/ 1
COSX— >
2

EXERCICE 232 5 minutes
Donner la période des fonctions suivantes :
1 f0)=si (2nx+730) 2. f(x) ( 21 )
. f(x)=sin| ———— . f(x)=cos|—=x
365 2021
EXERCICE 233 10 minutes

1. Linéariser cos’ X.

2. En déduire I = fz cos’ x dx.
0

EXERCICE 234 10 minutes

1. Linéariser la fonction f(x) = cos® x + sin3 x.
2. En déduire la primitive de f qui s’annule en 0.

EXERCICE 235 10 minutes

1. Linéariser sin® x. _

2. En déduire I = fz sin® x dx.
0

EXERCICE 236 15 minutes

1. Exprimer sin (5x) et cos (5x) en fonction de cos x et sin x.
1= Utiliser les formules de Moivre et du binéme.

2. En déduire une expression de cos (5x) en fonction uniquement de cos x et une expression
de sin (5x) en fonction uniquement de sin x.

EXERCICE 237 15 minutes

1. En utilisant les formules de Moivre et du bindme, démontrer que, pour tout x réel,
3 .2
cos (3x) =cos” x —3cosxsin” x.
2. Donner une expression de sin (3x) en fonction de cos x et sin x.

EXERCICE 238 20 minutes
0, —i0 i0_ i
eV +e . el —e
1. Démontrer les formules d’Euler : cosf = — et sinf= oY
i

2. Démontrer la formule de Moivre : (cos0 + isir}H)" = cos (n0) + i sin (no).

3. Lobjectif de la question est le calcul de I = / " cos® xdx et J= f " sin® xdx
0

0
a. Développer les expressions (a + b)3 et (a— b)°.
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b. En utilisant les formules précédentes, développer et simplifier cos® x et sin® x.

1 3
Démontrer alors que cos® x = 2 cos(3x) + 1 cos(x)

. 3 1. 3 .
etsin® x = _Z sin(3x) + Z sin(x).
d. En déduire la valeur exacte de I et de J.

4. Calculer K = f ’ cos® xdx.
0



Chapitre 5

Nombres complexes

5.1 Forme algébrique

EXERCICE 239 ) ) ) . 5 minutes
i
Mettre sous forme algébrique le complexe z; = —— — —— et z, = — .
g 240 -2 1+iv3 V3-i
EXERCICE 240 0i 1 L2 5 minutes
i— —2i
Mettre sous forme algébrique les complexes z; = s etz = PR
i -1
EXERCICE 241 5 minutes
s +10)? 3+2i\?
Mettre sous forme algébrique les complexes z; = CT etzy = T3
—4i -1
EXERCICE 242 5 minutes

i .9
—etzy=(1+10)".

1+5
Mettre sous forme algébrique les complexes z; = s

EXERCICE 243 . 5 minutes

2+)(3-1) tzz=(1+i)(%).

Mettre sous forme algébrique les complexes z) = ———— e
1+20)(3+1)

EXERCICE 244 . . . 5 minutes

o 1-1 i 1 i
Mettre sous forme algébrique les complexes z; = ) etz =|3- 3117373/

EXERCICE 245 5 minutes
Calculer le module des nombres complexes suivants :
z1=(1+1)(3—-4i) z=(V3+i)(V2-iVv2) z3=(1+1)+(3—4i)
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EXERCICE 246 10 minutes
Calculer le module des nombres complexes suivants :

_1-2i 3+2i)\? _ 2+)B-0)
AT oo 2= 1—i) BT W20B

5.2 Forme trigonométrique — Forme exponentielle

EXERCICE 247 5 minutes
Mettre sous forme exponentielle les complexes z; = (1+1)°° et zp = 1-iv/3

EXERCICE 248 5 minutes
Mettre sous forme exponentielle les complexes z; = (4 —4i) (1 - iV/3) et zp = 13

EXERCICE 249 10 minutes
Ecrire les expressions suivantes sous la forme exponentielle :
Y3 .. (T - L (7T
1. z=i(3+iV3) 5. z=2 (cos (Z) +i SIH(Z)) (cos (?) +1 sm(?))
2. z=-2(3+iv3) 6. z=—i 3m\ .. (3m ST\ . [O7
3. z:ﬁi(3—i\/§) . z2=—1i|cos 2 + isin 2 cos 3 +isin 5
4. z=2e'1 x3ie's 7. z=-2ie 5 x3el T x /e~ iT
EXERCICE 250 10 minutes

Soit les nombres complexes z; = el? et 2o = elt (a et b réels).

1. Donner la forme trigonométrique des nombres complexes z; et z;.
2. En utilisant les résultats de la question précédente, calculer z; z.
3. Déterminer la forme exponentielle de z; z,, puis en déduire sa forme trigonométrique.
4. Enutilisant les questions précédentes, retrouver les formules d’addition de cosinus et sinus.
EXERCICE 251 5 minuteg
Mettre sous forme trigonométrique, puis exponentielle, les nombres complexes z; = (3 +iV/3)
. 1+iV3
et 2y = —.
V3-i
EXERCICE 252 10 minutes

Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :
. /=10 2in
z1=(1-iV3) etzp=1+e"s .

EXERCICE 253 10 minutes
. . b 1
SoitlesréelsO et ptelsque0<O < —et— <@ <.

On considere les nombres réels z; = cos20 + i sin 20 et z, = cos2¢ + i sin 2¢.

1. Calculer le module et un argument des nombres complexes (1 — z;) et (1 + zp).
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1—Z1

2. En déduire le module et un argument du nombre complexe Z = Tiz
22

EXERCICE 254 10 minutes

Soit le nombre complexe z, de module 1, d’argument « appartenanta [—7 ; 7[.

1. Calculer, en fonction de a, le module et un argument du nombre complexe Z =1 + z + z°.

2. On considére un deuxieme nombre complexe, z’, de module 1, d’argument S.
/

est un nombre réel.

- e z+
Dans le cas ot il est défini, montrer que le nombre complexe Tt

zz'
EXERCICE 255 10 minutes
Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
1+cosf+isinf 1+ei
1. Z = Y 2. Z=—.
1—cosO+isin® 1-eif
EXERCICE 256 5 minutes

Soit z un nombre complexe de module 1. Calculer |1 + z|? + |1 — z|?.

EXERCICE 257 10 minutes
n o n n
Onnote E,, = Z etk ¢, = Z cos (k0), S, = Z sin (k6),
k=0 k=0 k=0

1. Calculer (1- ) E,,.
2. En déduire des expressions de E,;, C,, et S, sans signe somme.

5.3 Equations

EXERCICE 258 5 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes :

1.22+4z+4=0 2.3z2242z+1=0

EXERCICE 259 5 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes :

1.22+3z+2=0 2.2242z+1=0

EXERCICE 260 5 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes :

1.22=i 2.22=1+iV3

EXERCICE 261 10 minutes

Résoudre dans C les équations suivantes :
mz

1. z+|z2=7+1i =mz (ot me Q)

" mz+1
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EXERCICE 262 10 minutes
Déterminer les réels A tels que (A +i) (A +5—1i (1 —7)) soit réel.

EXERCICE 263 10 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes :

l.lz—il=|z+1] 2.|z+2-3i|=]z+6-2i]

EXERCICE 264 15 minutes

1. Déterminer les nombres complexes z = a + ib tel que z° = 5—12i.
2. Soit (E) l'équation z° — (1+2i)z% +3(1 +i)z—10(1 +i) = 0.
a. Déterminer une solution imaginaire pure de I'’équation (E). On notera z, cette solution.
b. Déterminer a et f complexes tels que
22— (142022 +3(1+i)z—10(1+1) = (z— 29) (2> + az+ ).
c. Endéduire les solutions de (E).

3. Quelles particularités a le triangle dont les sommets ont pour affixes les solutions de (E)?

EXERCICE 265 J3 10 minutes
1-iz\" 1+ivV3

Résoudre, dans C, I'équation ( - ) = , neN*,
1+iz 1-iV3

EXERCICE 266 10 minutes

Lobjectif de I'exercice est de résoudre dans C I'équation (E) z° =64.

1. Vérifier que e?*" =1 (k€ 2).
. Onpose z = re. Ecrire z° sous forme exponentielle.

2
3. Etablir deux équations et les résoudre.
4. En déduire les solutions de (E).

EXERCICE 267 15 minutes
Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22— @B+4i)z+7i—-1=0.

2. 222+ (5+10)z+2+2i =0.

3. 22— (2c0s0)z+1=0.

5.4 Synthese

EXERCICE 268 10 minutes
z—1
Pour tout nombre complexe z = x + iy, avec x et y réels et (x, y) # (—1,0), on pose U = Tk
z

1. Ecrire U sous forme algébrique.
2. Décrire géométriquement les ensembles suivants :

a. Lensemble des points M du plan tels que U soit imaginaire pur.
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b. Lensemble des points M du plan tels que U soit réel.
c. Lensemble des points M du plan tels que U soit réel et strictement négatif.

EXERCICE 269 5 minutes

1. Montrer que pour tous complexes a et b, ona |a + bl2 +la- bl2 =2 (Ial2 + Iblz).
2. En déduire une relation métrique entre diagonale et c6tés dans un parallélogramme.

EXERCICE 270 5 minutes
Soit I' 'ensemble des points M du plan complexe dont I'affixe z vérifie ’zz - 1| =1.

Pour z # 0, on note z=|z|-(cosf + isinf).

Pour z ¢ {—1; 1} affixe d'un point de I, exprimer |z| en fonction de 6.

EXERCICE 271 10 minutes
On rappelle I'inégalité triangulaire : Vz;, 22 € C, |z1 + z2| < |z1| + | 22].

1. Montrer que Vu, veC, lu|+|vI < |lu+v|+|u—-1vl.

4
2. Montrer que Vz1,2,23,24 €C, Z |z < Z |zl~ +z]~|.
k=1 1<i<j<4
1 On peut remarquer que :

Z |Zi+z]-| =lz1+ 22|+ 121 + 23] + |21 + 24| + |20 + 23| + |20 + 24| + | 23 + 24].
1<i<j<4

EXERCICE 272 10 minutes
Soient a et b deux nombres complexes.

a+

1. Factoriser e'® + e? par e! > et simplifier au maximum I’expression obtenue en utilisant les
formules d’Euler.

2. Faire de méme avec e'® — e'?,

3. Endéduire que pour tout couple (p, g) deréels, on a cos p+cos g = 2cos

(P"‘CI) P—Q)‘

cos(
2

EXERCICE 273 10 minutes
1. On définit j = e’s". Calculer j et j3.

2. Représenter dans le plan complexe 1, j et j2. Quelle remarque peut-on faire?

3. Calculer 1+ j + j2.

4. Représenter les points M dont l'affixe z vérifie |z — j| = 1.

EXERCICE 274 10 minutes
Démontrer que, pour tout z appartenant a U et pour tout n entier naturel , z" + —, est réel.
z

EXERCICE 275 15 minutes
Soit # un nombre complexe différent de —1, de module 1 et d’argument 6.

1-u
1. Exprimer le nombre complexe Tig ™ fonction de 6.
u

2+iz
2. En déduire le module et un argument du nombre complexe z tel que =u

2—iz
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3. Résoudre, dans C, I'équation (2 +iz)° = (2 —i2)°

EXERCICE 276 10 minutes

1. Résoudre, dans C, I'équation z2=1.
Donner les solutions sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique.

2. Soit u un nombre complexe différent de 1. Exprimer en fonction de u et ™! la somme
S=l+u+u?+---+u".

3. En utilisant les résultats précédents, résoudre, dans C, I’équation 2+zt+1=0.

EXERCICE 277 10 minutes
On désigne par (E) I'équation z* + 422 + 16 = 0 d’'inconnue complexe z.

1. Résoudre dans C I'équation Z2 +4.7Z + 16 = 0. Ecrire les solutions de cette équation sous une
forme exponentielle.
2. On désigne par a le nombre complexe dont le module est égal a 2 et dont un argument est

/4
égal a 3 Calculer a? sous forme algébrique. En déduire les solutions dans C de I'équation

z? = —2+2i+/3. On écrira les solutions sous forme algébrique.

3. Restitution organisée de connaissances. On suppose connu le fait que pour tout nombre
complexe z=x+iyouxe€Ret yeR,le conjugué de z est le nombre complexe z défini par
z=x-1Y.

Démontrer que :

— Pour tous nombres complexes z; et z, 2122 = 21 * Z2.
— Pour tout nombre complexe z et tout entier naturel non nul 7 :

z"=(2)".
4. Démontrer que si z est une solution de I'équation (E) alors son conjugué z est également

une solution de (E). En déduire les solutions dans C de I'’équation (E). On admettra que (E)
admet au plus quatre solutions.

EXERCICE 278 15 minutes
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, v )

z—2
1. Résoudre dans C I'équation : (Ej) 1 z. On donnera I'écriture exponentielle de chaque
7 —

solution.
. . . z-2 . .
2. Résoudre dans C I'équation : (E») 1 = i. On donnera la solution sous forme algé-
Z —
brique.

3. Soit M, A et B les points d’affixes respectives : z, 1 et 2. On suppose que M est distinct des
points A et B.
P P z—2
a. Interpréter géométriquement le module et un argument de —.

b. Retrouver géométriquement la solution de I'équation (E»).
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4. a. Montrer, al’'aide d'une interprétation géométrique, que toute solution complexe de

.. . z=2\" . N L 3
I'équation : 1 =i, ou n e N, a pour partie réelle 7

2
z
b. Résoudre alors dans C I'équation (E3) (—1) = i. On cherchera les solutions sous

forme algébrique.

EXERCICE 279 10 minutes

1. Résoudre dans C I'équation z* —1=0.
2. Montrer que Vz € C, Zr—-1=(z- 1)(z3 +Z%+z+ 1).
3. Déduire des questions précédentes les solutions de I'équation (E) :

3 2

zZ+1i z+1i zZ+1i

+1=0.

z—1 z—1 z—1

EXERCICE 280 15 minutes

1. Expliciter, sous forme trigonométrique, les trois racines de chacune des deux équations :

a ul

. 2.
b. ud=ei3.

. s a
2. Etablir, pour tout a € R, I'égalité 1+ e'* =2¢'2 cos —.

21
— ol
=e's;

3. Résoudre, dans C, I'équation (z - D8+ (z-13+1=0.

EXERCICE 281 15 minutes
1. Résoudre dans C I'équation z>? —2z+5 = 0.
2. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ;, _)).

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z 4, zg, zc et zp ou :

za=1+42i, zg=2za, zc=1+V3+i, zp=2zc.

a. Placer les points A et B dans le repeére (O, ;, 7)
Zp—2Zc
ZA—ZC
c. En déduire la nature du triangle ABC.

b. Calculer

et donner le résultat sous forme algébrique.

3. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle I' dont on précisera
le centre et le rayon.

4. Construire les points C et D dans le repeére (O, u, v ) Expliquer la construction proposée.

EXERCICE 282 25 minutes
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, ;, 7)
On considere les points B, C, D, E définissant le carré de sens direct BCDE d’affixes respec-
tives :

b=1-i ; ¢c=-1-i ; d=-1-3i ; e=1-3i
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1. Calculer |b|, |c|, |d] et |e].

2. Soit I le cercle de centre O passant par B. Déterminer une équation du cercle I'.

On considere Q un point de I' distinct de B et C. L'affixe de Q est notée g = x+iy (avec x et y

réels).

3. Soient F et G les points du plan tels que QBFG soit un carré de sens direct, c’est-a-dire tels
que (@, Q_G>) = +g.

On pose Z = i_ Z ou g est I'affixe du point G.
Interpréter géométriquement le module et un argument de Z. En déduire Z.

. Prouverque g=(1+x+y)+i(1—-x+y). Endéduire |g| en fonction de x et y.

. En utilisant la question 2, exprimer | g| en fonction de x et y.

. Al'aide de considérations géométriques, prouver que : | f | = | g| , [ étant!’'affixe du point F.

. Pour quelles valeurs de x et de y les points E, D, G et F sont-ils sur un cercle de centre O?
Préciser le rayon de ce cercle. En déduire alors la nature du triangle QBC.

N OO e

EXERCICE 283 15 minutes

1. Résoudre dans C I'équation z° — [2+i(m—V3)]z+1+ mV3+i(m—+v3) =0 (E), ot m est
un parametre réel.

2. Dansle plan complexe rapporté au repére orthonormé (O, ;, 7), on désigne par M’ et M"
les points dont les affixes z’ et z" sont les solutions de I'équation (E).

a. Déterminer m pour que le triangle OM’'M" soit rectangle en O.
b. Déterminer m pour que la distance M’ M" soit égale a un réel positif ou nul £ donné.

EXERCICE 284 20 minutes
1 1

-=-z+—=0.

- : oo 5 10

z1 désignant la racine dont la partie imaginaire est positive.

1. Déterminer les racines z; et z, de I’équation z?

2. Soit 6 le nombre réel de I'intervalle [0 ; g [ tel que tan6 = 3.
cosf +isinf _ cosf—isinf

Zo =
10cos@ 2 10cosf
3. Onpose, VneN, v, =z + 2.

Montrer que v, est un nombre réel que I'on calculera en fonction de n et 6.
4. Montrer que 10cos6 = V'10.
Majorer |v,l, puis en déduire que la suite (v,) est convergente et déterminer sa limite.

Montrer que z; =

EXERCICE 285 15 minutes
r est un réel strictement positif et ¢ unréel de |- ; n].

1. Résoudre dans C I'équation z> —2r cosaz +r? =0.
On appellera z; et z; les solutions.
2. Déterminer le module et un argument de z; et z».
3. Calculer, pour tout n € N*, z{' + z} et déterminer P, = z{' + zJ.
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. 1 21
4. Smtrzzeta:—.

Etablir une relation, indépendante de n, entre P, et P,43.
Quelle est alors la limite de P, lorsque n tend vers +oo?

EXERCICE 286 10 minutes
Soit (z;) la suite de nombres complexes définie par zg = 2V2(=1+1)

T
etvVneN, arg(zp+1) € [5 ; n] etz ., =z
1. Déterminer le module et un argument de z;.

2. Onpose ry, =|z,| et v, =Inr, oulnr, désigne le logarithme népérien de r,.
Montrer que (v,) est une suite géométrique.

EXERCICE 287 15 minutes

1. Déterminer les nombres complexes z; et z, tels que zf =1l+iet zg =1-1i.

2. Donner la forme exponentiellede 1+i et 1 —i.

3. Onpose z = re!?, donner la forme exponentielle et la forme trigonométrique de z2.
4

b b3
. En déduire les valeurs exactes de cos (g) et sin (5)

EXERCICE 288 25 minutes
Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O, u, v ) on considere les points

1 1
A et B d’affixes respectives z4 =1+i et zg= -3 + Ei'

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.
1. Donner la forme trigonométrique de z4 et celle de zp.

2. Dans la suite de I'exercice, M désigne un point de (C) d’affixe e’%, avec a € [0 ; 27].
On considere I'application f qui a tout point M de (C), associe f(M) = MA x MB.

a. Montrer que, pour tout @ € R: e?/* — 1 = 2je/*sina.

. 1 3 .
b. Montrer que f(M) = eria_1— (5 + El) e'?

1 3 2
C. Endéduireque:f(M):\/Z+(—§ +2$ina) .

3. a. Enutilisant 2 ¢, montrer qu'’il existe deux points M de (C), dont on donnera I'affixe, pour
lesquels f(M) est minimal. Donner cette valeur minimale.
b. En utilisant 2 ¢, montrer qu'il existe un seul point M de (€), dont on donnera I’affixe,
pour lequel f(M) est maximal. Donner cette valeur maximale.

EXERCICE 289 ) 30 minutes
2ikm

0<k<m-1}.
m

On considere 'ensemble U, = {exp(

1. Montrer que U,, est 'ensemble des racines n-iémes de I'unité, c’est-a-dire I'ensemble des
nombres complexes z vérifiant z"" = 1.
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On se donne un entier naturel non nul 7 et on cherche s'il existe une fonction f: Us,,, — Uz,
vérifiant : pour tout z € Uay, f(f(2)) = 2°.

2. Montrer que I'’ensemble {zzl zZ€ Ugn} est égal a U, et qu’il est inclus dans U,,,.
3. On suppose qu’il existe une fonction f solution du probléme posé.

a. Vérifier que pour tout z € Usy, f(2%) = (f(2))°.
b. Montrer que f(z)= f(z) = z=z' ouz=-zetque f(1)= f(-1) =1.

4. Selon la valeur de n, existe-t-il un élément z de U,, qui vérifie z? = —12 Si oui, vérifier
qu’alors il n'y a pas de fonction f solution.

5. Selon la valeur de n, existe-t-il un élément z de U, qui vérifie z3 =1et z #1?Si oui, vérifier
qu’alors il n'y a pas de fonction f solution.

6. On suppose dans toute la suite de I'énoncé que l'entier n est impair.

a. Vérifier que la fonction g de U, dans lui-méme qui a z appartenant a U, associe z* est
bijective (c’est-a-dire tout élément de U,, a un unique antécédent par g dans U,,).

b. On suppose qu’il existe une solution f du probleme. Vérifier qu’il existe une fonction
¢:U, — Uy telleque pop =g.

c. Réciproquement, on suppose qu'’il existe une fonction ¢ : U, — U, telle que pop = g.
Construire alors une solution au probléeme.



Chapitre 6

Arithmétique

6.1 Divisibilité

Rappel : Soient a, b et c trois entiers relatifs non nuls.
« Si a divise b et b divise c alors a divise c.
« Si a divise b et a divise c alors a divise ub + vc pour tous entiers relatifs u et v.

EXERCICE 290 10 minutes

1. Démontrer que pour tout entier relatif k, k* — k est divisible par 3.

2. Démontrer que, si trois entiers relatifs, x, y et z sont tels que la somme x5+ y3 + 23 est
divisible par 3, alors la somme x + y + z est aussi divisible par 3.

3. Démontrer que si x3 + y® + z3 est divisible par 9, alors I'un au moins des trois nombres x, y
et z est divisible par 3.

EXERCICE 291 15 minutes
Définition : Ecriture d’'un entier dans une base

Un entier b > 1 étant choisi, tout entier N peut s’écrire de maniére unique :

N =a,bP + ap_lbp‘l +---+a1b+ ayavec 0 < ag < b pour tout k e N.

Onle note alors: N =ay,a,—---arag. C'est’écriture de N en base b.

. Donner I’écriture en base 2 du nombre N = 12345 en base 10.

. Donner I'écriture décimale du nombre N = 10010101011 en base 2.

. Etablir les tables d’addition et de multiplication en base 2.

. Démontrer que si N s'écrit avec n chiffres en base b alors b" "1 < N < b".

W N

EXERCICE 292 10 minutes
On considere I'entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systeme de numération de base sept.

1. Déterminer x pour que

a. A soit divisible par 6;
b. A soit divisible par 5.
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c. Endéduire qu’il existe x tel que A soit divisible par 30.
2. Ondonne a x la valeur 0.

a. Déterminer I'écriture décimale de A.
b. Quel est le nombre de diviseurs positifs de A?

EXERCICE 293 10 minutes

1. Montrer par récurrence, que V7 € N, 33 — 44+2 egt divisible par 11.
2. Montrer par récurrence, que V7 € N, 321 4+ 2.437*1 est divisible par 11.
3. Déterminer tous les entiers relatifs a tels que V7 € N 32"+1 + - 43"+1 5oit divisible par 11.

EXERCICE 294 5 minutes
Démontrer que, quel que soit n > 1, A = n? (n2 —1) est divisible par 12.

EXERCICE 295 10 minutes

1. Déterminer I'ensemble des diviseurs du nombre 72.

2. Soit p un entier naturel, écrire le nombre p? —6p —63 sous la forme d’une différence de deux
entiers naturels, 'un d’eux étant un carré parfait, I'autre ne dépendant pas de p.
En déduire tous les couples (p ; g) de N, solutions de I'équation p? —6p — 63 = g*.

EXERCICE 296 10 minutes
Les nombres a, b, ¢ sont des entiers appartenant a 'ensemble {0, 1, 2, 3, 4}.
On représente par abc le nombre 52a +5b + c.

1. Montrer que abc est divisible par 4 si, et seulement si, a + b + ¢ est divisible par 4.
2. Montrer que abc est divisible par 6 si, et seulement si, a — b + ¢ est divisible par 6.

6.2 Division euclidienne

Rappel : Soient a et b deux entiers relatifs (b # 0), alors il existe un unique couple (g; 1)
avecqeZetreNtelquea=bg=ravecO<r <|b|

EXERCICE 297 10 minutes

1. Déterminer, suivant les valeurs de n € N, le reste de la division euclidienne de 5" par 13.
2. En déduire que, quel que soit 7 € N, 184"+1 — 44471 _ 3 x 964"+2 est divisible par 13.

EXERCICE 298 10 minutes

1. Etudier les restes de la division par 9 des puissances successives de 2.
2. Démontrer que, quel que soit 72 € N, le nombre 22" (221 — 1) — 1 est divisible par 9.
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EXERCICE 299 10 minutes
Soit n un entier naturel.

1. Déterminer les entiers n pour lesquels le reste de la division euclidienne de (n + 2)3 par n?
est12n+8.

2. Déterminer les entiers n pour lesquels le reste de la division euclidienne de (n + 1) par n?
est3n+1.

EXERCICE 300 10 minutes

1. Quels sont les restes possibles de la division euclidienne par 3?
2. En déduire que si p n’est pas divisible par 3 alors 2p? + 1 est divisible par 3.

EXERCICE 301 10 minutes
Un entier a a pour reste 27 dans la division euclidienne par 37. Dans la division par 39, il a le
meéme quotient et pour reste 13. Quel est ce nombre?

EXERCICE 302 10 minutes

1. Etudier suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de 7” par 9.
2. Démontrer que, quel que soit n €N, 7" + 12n — 1 est divisible par 9.

EXERCICE 303 10 minutes

1. Calculer les restes dans la division par 13 des puissances successives de 6.
2. En déduire le reste dans la division par 13 de 20212020,
3. Pour quelles valeurs de I'entier naturel 7, le nombre 61274 (2 x 6™) + 2 est-il multiples de 13?

6.3 Congruence

Rappel : Soient a et b deux entiers relatifs, # un entier naturel, on dit que a et b sont
congrus modulo 7 si, et seulement si, a et b ont le méme reste dans la division euclidienne
par n.Onle note a= b [n].

EXERCICE 304 10 minutes
Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 33n+2 4 on+d = [5].

EXERCICE 305 10 minutes
Déterminer le reste de la division par 8 de A = 1323 x 2741,

EXERCICE 306 10 minutes
On considere le systéme de congruences :

) {Z = 2 (modulo 3)

ot 2 s . latif.
= 1 (modulo5) oun de51gne un entier relatt
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1. Montrer que 11 est solution de (S).

2. Démontrer que si n est solution de (S) alors n — 11 est divisible par 3.

3. Montrer que les solutions de (S) sont tous les entiers de la forme 11 + 15k, ou k désigne un
entier relatif.

EXERCICE 307 15 minutes
Rappel : Pour deux entiers relatifs a et b, on dit que a est congru a b modulo 7, et on écrit
a = b [7] lorsqu’il existe un entier relatif k tel que a = b+ 7k.

1. Pour a =2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel z» non nul tel que a” =1 [7].
2. Soit a un entier naturel non divisible par 7.

a. Montrer que: a®=1[7].

b. Onappelle ordrede a [7], et on désigne par k, le plus petit entier naturel non nul tel que
ak=1 [7]. Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a” =1 [7].
En déduire que k divise 6.
Quelles sont les valeurs possibles de k?

c. Donner!'ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6.

3. A tout entier naturel n, on associe le nombre A,, =2"+3" +4" + 5" + 6",
Montrer que Apgos = 6 [7].

EXERCICE 308 5 minutes
Utiliser les congruences pour calculer les restes de la division par 7 des nombres A = 5%, B = 557
(peN) et C =333,

EXERCICE 309 10 minutes
Soit A, =2"+22" +23" avec neN

1. Démontrer que, pour tout n € N, A3 est congrua A, modulo 7.

2. En déduire les entiers n tels que A, soit divisible par 7.

3. Les nombres qui, dans le systéme binaire, s’écrivent 1110, 1010100, 1001001000 sont-ils
divisibles par 7?

EXERCICE 310 15 minutes

1. Justifier que 103 = -1 [13].
2. a. Endéduire le reste de la division euclidienne de 10° par 13.
b. Montrer que 10° = -1 [13] et que 10'2 = 1 [13].
3. Soit'entier N = 5292729 824 628.
a. Enremarquant que N s’écrit: N =5 x 10'2 +292 x 10 + 729 x 10% + 824 x 103 + 628
démontrer que N est congru a 246 modulo 13.
N est-il divisible par 13?
c. Démontrer que le nombre 102°10 + 12 est divisible par 13.
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6.4 Nombres premiers

Rappel: Un entier naturel p est un nombre premier s'il possede exactement deux diviseurs
positifs : 1 et lui-méme.

EXERCICE 311 5 minutes
Montrer que, quel que soit 'entier n > 3, le nombre n? + 2n — 3 n’est jamais premier.

EXERCICE 312 5 minutes
On remarque que 245+ 754 = 999 et 245 754 est divisible par 999. Est-ce une coincidence?

EXERCICE 313 10 minutes

1. Vérifier l'identité dite « de Sophie Germain»: n* +4m* = (n? + 2m? + 2mn) (n* + 2m? - 2mn).
2. Pour quelles valeurs de n 'entier n* +4 est-il premier?

EXERCICE 314 10 minutes

1. En utilisant la décomposition en facteurs premiers, trouver un dénominateur commun le

1 1 1
lus petit simple possible pour les trois fractions : —; — et —.
pusp pep p 1 756’ 504 468

1
2. En déduire I'écriture de — sous forme d’une fraction irréductible.
56 504 468

EXERCICE 315 15 minutes
Soit n un entier strictement positif, on considere les entiers de la forme nt+4.

1. Décomposer, dans R, le polynome x* + 4 en produit de deux facteurs du second degré.
2. En déduire que 5 est le seul nombre premier de la forme n* + 4.
3. Montre que, si n n’est pas un multiple de 5, n* + 4 est un multiple de 5.

EXERCICE 316 15 minutes
On appelle nombre parfait un nombre dont la somme des diviseurs stricts est égal a lui-méme.
1. Exemple : Euclide donne la régle suivante pour trouver des nombres parfaits :
« Siun nombre a s'écrit 2" (2"*1 — 1) est si 2"*! — 1 est premier, alors a est parfait ».
Trouver alors les quatre premiers nombres parfaits.
2. Démonstration. On pose a = 2" (2"*! — 1) et supposons que 2"*! — 1 est premier.
a. Quelle est la décomposition de a en facteurs premiers?
b. En déduire la liste des diviseurs de a.
c. Démontrer alors que la somme des diviseurs stricts est égale a ce nombre a.

EXERCICE 317 10 minutes

1. Soit a un entier naturel et p un nombre premier. Démontrer que (a + 1)P = a” +1 [p].

2. Démontrer par récurrence sur a le petit théoréme de Fermat. A savoir « soit p un nombre
premier et a un entier non multiple de p alors a” = a [p] ».

3. Prouver que, pour tout n € N, 7 divise 36n_1,
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6.5 PGCD — Nombres premiers entre eux

Propriétés :

¢ Soit ke N*, PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b)

¢« PGCD(a, b) = d si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs non nuls a’ et b’ tels que
a=dad etb=db' avec a’ et b’ premiers entre eux.

EXERCICE 318 5 minutes
Déterminer le PGCD des nombres 6732 et 342 en utilisant la méthode des divisions successives.
EXERCICE 319 5 minutes

1. Déterminer '’ensemble des diviseurs de 240.
2. Déterminer I'ensemble des diviseurs de 36.
3. En déduire le PGCD de 240 et 36.

EXERCICE 320 5 minutes

n+1
Montrer que, pour tout n € N, la fraction 5723 est irréductible.
n

EXERCICE 321 20 minutes
Déterminer les entiers naturels a et b tels que PGCD(a, b)=9eta+b="72.

EXERCICE 322 20 minutes
Définition : Si a et b sont deux entiers non nuls, alors ils possedent un plus petit multiple com-
mun, noté PPCM (a; b)oua v b.

1. Dans chaque cas, déterminer PGCD (a; b), PPCM (a; b),
puis calculer ab— PPCM (a; b) x PGCD (a; b). Etablir une conjecture.

a. a=2etbh=9. c. a=210et b=2330.
b. a=15etb=21. d. a=2018 et b=1009.
2. Démontrer que pour tous entiers non nuls a et bon a PGCD (a; b) x PPCM (a; b) = ab.

EXERCICE 323 10 minutes
Soit n un entier naturel non nul. On considére les nombres a et b tels que :
a=2n3+5n*+4n+1 et b=2n%+n.

1. Montrer que 2n + 1 divise a et b.
2. Unéleve affirme quele PGCD de aet best2n+1.
Son affirmation est-elle vraie ou fausse? (La réponse sera justifiée.)
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6.6 Théoremes fondamentaux de 'arithmétique

Soient a, b et c¢ trois entiers non nuls.
Identité de Bézout : si d = PGCD(a, b) alors il existe un couple d’entiers relatifs (u ; v) tel
que au+bv=d.

Théoréme de Bézout : PGCD(a, b) = 1 si, et seulement si, il existe un couple d’entiers
relatifs (u ; v) tel que au+ bv =1.

Théoréme de Gauss : si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux alors a divise c.

Corollaire : si PGCD(b,c) =1 etsi b et ¢ divisent a alors bc divise a.

EXERCICE 324 5 minutes
Déterminer, s'il existe, un couple (x ; y) vérifiant1'égalité donnée :

1. 8x—-6y=5. 2. 12x+9y =3. 3. 8x+7y=09.

EXERCICE 325 10 minutes
Déterminer tous les entiers m et n tels que :

1. 63m =45n. 2. 19m =29n. 3. 21m=19n.

EXERCICE 326 10 minutes

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (xo ; yo) tel que 5xp —3yp =7.
2. En utilisant ce couple particulier, déterminer toutes les solutions dans Z de I’équation
5x-3y="7.

EXERCICE 327 10 minutes

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (xo ; yo) tel que 143x9 — 100y = 1.
2. En utilisant ce couple particulier, déterminer toutes les solutions dans Z de I’'équation
143x—-100y = 1.

EXERCICE 328 10 minutes

1. Un nombre entier a divise le produit de deux nombres entiers b et ¢; a est premier avec b.
Montrer que a divise c.

2. Sachant que xg =5 et ¥y = 5 est un couple solution de I'équation 4x—3y = 5, trouver la forme
générale des entiers relatifs x et y vérifiant 'équation.

EXERCICE 329 10 minutes
Un soir dans une auberge s’arrétent plusieurs diligences. Des hommes et des femmes, moins
nombreuses, s’attablent. Chaque homme doit payer 19 sous et chaque femme 13 sous.
Sachant qu’a la fin du repas, I'aubergiste a récolté exactement 1000 sous, retrouver combien
d’hommes et de femmes ont mangé a I’auberge ce soir-1a.
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6.7 Synthese

EXERCICE 330 : Lemme chinois 15 minutes

1. Démontrer la propriété suivante : Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.
x=a[mletx=b[n] < x=avn+bum[nm]ou uet vsontdeux entiers relatifs satisfaisant
I'identité de Bézout mu+nv =1.

2. Applications : déterminer les entiers relatifs x tels que
a. x=5[7] et x=2[4]. b. x=2[9] et x=5[7].

EXERCICE 331 20 minutes

1. a. Montrer que, pour tout nombre entier naturel #, 10" =1 (modulo 9).
b. On considere quatre nombres entiers naturels a, b, c et d compris entre 0 et 9, a diffé-
rent de 0. On pose N =1000a +100b + 10c + d.
Montrerque N=a+b+c+d (modulo9).

Dans la suite, on admettra que le résultat que l'on vient de montrer pour un nombre a quatre
chiffres est valable pour tout nombre entier naturel, quel que soit son nombre de chiffres. Autre-
ment dit, tout nombre entier naturel N est congru modulo9 a la somme de ses chiffres.

2. En utilisant le résultat précédent, déterminer les restes dans les divisions par 9 des nombres
321765 et 415283.
En déduire le reste dans la division par 9 du produit 321765 x 415283.
4. Jules a posé la multiplication 321765 x 415283 et a obtenu 133 623 534 485.
Peut-on affirmer, sans effectuer 'opération, que le résultat n’est pas correct? Justifier la ré-
ponse donnée.

g

EXERCICE 332 10 minutes
Dans cet exercice, on s'intéresse a la propriété «le nombre 32" — 2" est divisible par 7 », ol1 n est
un nombre entier naturel.

1. a. Existe-t-il un nombre entier naturel n pour lequel cette propriété est vraie? Justifier.

b. Quel est le reste de la division euclidienne de 32 par 72
2. a. Montrer que, pour tout nombre entier naturel 77, 9 (32" —27*) + 7 x 2" = 3200+1D) _pn+1,

b. En utilisantI'égalité précédente démontrer que, si pour un certain entier naturel n, 32" —
2" est divisible par 7, alors 32("+D — 27+1 est qussi divisible par 7.

3. Le nombre 32" — 2" est-il toujours divisible par 7, quel que soit le nombre entier naturel 7?

EXERCICE 333 15 minutes
On consideéere les nombres A= 8387592115 et B =9276312516.

1. a. Montrer que 1000 est divisible par 8.
b. Montrer que A est congru a 3 modulo 8.
c. Donner 'entier naturel b strictement inférieur a 8 tel que B soit congru a » modulo 8.
2. Déterminer les entiers naturels strictement inférieurs a 8 qui sont congrus respectivement
aA+BetaAB.
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3. a. Montrer que B? est divisible par 8.
b. Montrer que A? n’est pas divisible par 8.
c. Montrer que A'% n’est pas divisible par 8.

EXERCICE 334 15 minutes

1. Déterminer les trois réels a, b et c tels que pour tout x réel :
8x* +6x%+2 = (2x* + x+1) (ax* + bx + c)

2. En déduire, qu’'en base 9, 80602 est divisible par 211" et écrire, dans cette base, le quotient
du premier nombre par le second.

EXERCICE 335 15 minutes

1. Résoudre dans C I'équation 8x* +3x%>+1 =0.
Montrer que les solutions sont conjuguées deux a deux.

2. Ecrire le polynome 4x* +3x2 + 1 sous la forme d’'un produit de deux trinémes du second
degré a coefficients réels.

. N . . ——b .
3. Endéduire que tout systeme de numération de base b (b > 5),le nombre 40301~ est multiple
de 211" . .
On prend b = 7, écrire, dans cette base, le quotient de 40301 par 211 .

EXERCICE 336 20 minutes
On considere la suite définie par son premier terme u( = 3 et, pour tout entier naturel n, par
Up+1 =2Uy +6.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, =9 x 2" —6.
2. Démontrer que, pour tout entier n > 1, u, est divisible par 6.

PP . , . . Un
On définit la suite d’entiers (v,) par, pour tout entier naturel n > 1, v, = —.

3. On considere I'affirmation : « pour tout entier naturel #z non nul, v, est un nombre premier ».
Indiquer si cette affirmation est vraie ou fausse en justifiant la réponse.
4. a. Démontrer que, pour tout entier n > 1, v,y —2v, = 1.
b. En déduire que, pour tout entier n > 1, vy, et v,,4] sont premiers entre eux.
c. Endéduire, pour tout entier n > 1, le PGCD de uy, et uy4;.
5. a. Vérifier que 2t =1 [5].
b. En déduire que si n est de la forme 4k + 2 avec k entier naturel, alors u,, est divisible par

5.
c. Lenombre u, est-il divisible par 5 pour les autres valeurs de I'entier naturel 2 ?
Justifier.
EXERCICE 337 20 minutes

Soit I'équation 4x% + x> + x -3 =0 (D).
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1. Montrer, en étudiant la fonction numérique f définie sur R par f(x) = 4x3 + x* + x -3 que
I'équation (1) n’a qu'une solution réelle, qui de plus, appartient a I'intervalle |0 ; 1].
2. Montrer que sil’équation (1) a une solution rationnelle g, ol p et g sont premiers entre eux,

alors p divise 3 et g divise 4.
Quels sont les rationnels vérifiant cette derniére condition?

3. Déterminer la solution rationnelle P de I’équation (1) et, apres avoir mis en facteur (gx— p)

dans I'expression de f(x), achever la résolution de I'équation (1) dans C.

EXERCICE 338 15 minutes

1. a. Quel estle reste de la division euclidienne de 610 par 11? Justifier.
b. Quel est le reste de la division euclidienne de 6* par 52 Justifier.
c. Endéduire que 6*° = 1[11] et que 6*° = 1[5].
d. Démontrer que 6° -1 est divisible par 55.

2. Dans cette question x et y désignent des entiers relatifs.

a. Montrer que I'équation (E) 65x—40y = 1 n'a pas de solution.

b. Montrer que I'équation (E') 17x—40y = 1 admet au moins une solution.

c. Déterminer a 'aide de l'algorithme d’Euclide un couple d’entiers relatifs solution de
'équation (E').

d. Résoudre I'équation (E').
En déduire qu'’il existe un unique naturel x inférieur a 40 tel que 17x = 1[40].

3. Pour tout entier naturel a, démontrer que si @'’ = b[55] et si a*? = 1[55], alors b = a[55].

EXERCICE 339 15 minutes
1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, 3n° — 1171 + 48 est divisible par n + 3.

b. Montrer que, pour tout entier naturel 7, 3n — 97 + 16 est un entier naturel non nul.
2. Montrer que, pour tous les entiers naturels non nuls a, b et ¢, I'égalité suivante est vraie :

PGCD(a; b) =PGCD(bc—a; b).

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, supérieur ou égal a 2, 'égalité suivante est vraie :

PGCD (3n° - 11n; n+3) =PGCD(48; n +3).

4. a. Déterminer ’ensemble des diviseurs entiers naturels de 48.

T . n n . .
b. En déduire I'ensemble des entiers naturels 7 tels que B soit un entier naturel.
n



Chapitre 7

Fonctions usuelles

7.1 Fonctions polynomes

EXERCICE 340 5 minutes
Représenter graphiquement la fonction carré.

En déduire la représentation graphique des fonctions suivantes :

L. f)=x*-1 2. g(x) = (x+2)? 3. h(x)=|x*-1|

EXERCICE 341 5 minutes
En utilisant la forme canonique du trindme, tracer rapidement la courbe représentative des
fonctions suivantes :

1. f:x— x>+2x+5 3. h:x— —2x*+5x
2. g:x—3x>-9x+4 4. k:x— —x*+5x-7

7.2 Fonctions inverses — Fractions rationnelles

EXERCICE 342 5 minutes
Représenter graphiquement la fonction inverse.
En déduire la représentation graphique des fonctions suivantes :

1 1 1
L. f(x):;_l 2. f(x):m 3. f(X):‘;—l‘

EXERCICE 343 5 minutes

1. Tracer la courbe représentative de la fonction inverse.

4x+3
2. En déduire la représentation graphique des fonctions f et g définies par f(x) = 716

4—-2x
x+4°

et

glx) =
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EXERCICE 344 15 minutes
(x+1)?

X2 +2x°

Déterminer le domaine de définition de la fonction f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Calculer la dérivée de f et justifier que f'(x) est du signe de —(x + 1).

Etablir le tableau de variations de f.

Tracer la courbe € représentative de f dans un repére orthonormé (on indiquera et on tra-
cera les asymptotes éventuelles a la courbe).

Déterminer I’équation de la tangente T a € au point d’abscisse 1. Tracer T.
2

Soit f la fonction définie par f(x) =

g -

@

7. a. Démontrer quesi h # -1 eth#l,onaf(—1+h):m.

b. Justifierquesih#—-leth#1,ona f(-1+h) = f(—-1-h).
c. Que peut-on en déduire pour la courbe C?

7.3 Fonctions logarithmes

Rappels et compléments :
¢ La fonction logarithme népérien x — In x est définie, continue et dérivable sur ]0 ; +o0l,

c’est la primitive de la fonction x — — qui s’annule en 1.
X

lim Inx = —o0, lim Inx=+o00 Ine=1letlnl=0.
x—0* X—+00

Inx
e Pour a >0, f(x) =log,(x) = —.
Ina

EXERCICE 345 10 minutes
Soit f la fonction définie par f(x) =log, x avec a strictement positif et différent de 1.

[—
.

Déterminer le domaine de définition de f.
. Déterminer, en fonction de a, les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

X—+00

2
X
3. Calculer lim & en fonction de a.
4. Etudier le sens de variation de f en fonction de a.

EXERCICE 346 10 minutes

Soient f la fonction définie sur [0; 1[ par f(x) = (1 - x)In(1 — x) + x et g la fonction définie sur
In(1-x)

10; 1[par g(x) = ————.

1. Etudier les variations de f sur [0; 1[ et en déduire le signe de f(x).
2. Etudier les variations de g sur ]0; 1[.
3. Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
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EXERCICE 347 10 minutes

1
Soient f et g les fonctions définies sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x — % etg(x)=x*-1+Inx.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction g et en déduire qu’il existe un unique réel a
tel que g(a) = 0. Déterminer a.

En déduire les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Déterminer les asymptotes a la courbe représentative de f.

Tracer la courbe représentative de f, son asymptote et ses tangentes remarquables.

@

7.4 Fonctions exponentielles

Rappels et compléments :
« La fonction exponentielle x — e* est définie, continue et dérivable sur R, c’est 'unique
fonction égale a sa dérivée

e lim e*=0et lim e*=+oc0.
X——00 X—+00

e Pour a >0, a* = e*Ina,

EXERCICE 348 10 minutes

Soient a un nombre réel strictement positif et la fonction f, définie sur R par f(x) = a*.

1. Montrer que la fonction f, est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. FEtudier les variations de la fonction f,.

EXERCICE 349 10 minutes
1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = ex.

1. Déterminer les limites a gauche et a droite de f(x) en 0. La fonction f est-elle prolongeable
en une fonction continue définie sur R?

2. Pour x € R*, calculer f’(x), puis déterminer la limite a gauche éventuelle de f’(x) en 0.

3. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 350 10 minutes
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =

eX+1’

1. Montrer qu'’il existe un unique a € R* tel que f'(a) = 0 (on ne cherchera pas a expliciter ).
2. Montrer que f(a) =a—1.

3. Etablir le tableau de variations de f.

EXERCICE 351 15 minutes
On note ch (cosinus hyperbolique) et sh (sinus hyperbolique) les fonctions définies par :
eX+eo ¥ eX— X
ch(x)=———etsh(x)=———
(%) > (%) >
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1. Etudier les fonctions ch et sh (ensemble de définition, parité, limites, variations).
2. Représenter graphiquement les deux fonctions.
3. Montrer que, pour tous réels x et y,

a. ch®(x)-sh’(x)=1

b. ch(x+y)+sh(x+y)=(ch(x)+shx))(chy)+sh(y))

c. ch(x+y)—sh(x+y) = (ch(x)-sh(x)(ch(y) - Sh(y))

4. En déduire une expression de ch(x + y) et de sh(x + y) en fonction de ch(x), sh(x), ch(y) et
sh(y).

7.5 Fonctions puissances

Rappel : Soit a € R, pour x € R*, on pose x% = e*n¥),

EXERCICE 352 10 minutes
Soient @ un nombre réel et la fonction f,; définie sur R} par f(x) = x%.

1. Montrer que la fonction f, est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. Etudier les variations de la fonction f,.

EXERCICE 353 10 minutes
Soit a € R, pour tout n € N, calculer la dérivée nieme de la fonction f définie sur ]0; +ool par
flx) =x2.

EXERCICE 354 10 minutes

1. Soient u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans R}, v une fonc-
tion définie et dérivable sur un intervalle I a valeurs dans R.
Pour x € R, on pose : w(x) = u(x) v
Calculer la dérivée de w.

2. Ecrire 'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f définie sur R}
par f(x) = x* au point d’abscisse 1.

EXERCICE 355 10 minutes
Déterminer les limites lorsque x tend vers +oo de :

1\* 1\~
f(x):(l+?) etg(x):(1+;)

X

EXERCICE 356 10 minutes
, . .. In (x)*
Déterminer la limite lorsque x tend vers +oo de f(x) = I
b
EXERCICE 357 10 minutes

1. Pour tout k € RY, montrer que I'équation 2* + 3* = k posséde une unique solution réelle.
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2. Pour tout k € R}, on considére I'équation 2* — 3* = k. En déterminer le nombre de solutions
réelles.

7.6 Fonctions trigonométriques

EXERCICE 358 5 minutes

1. Représenter graphiquement la fonction sinus.
2. En déduire la représentation graphique des fonctions suivantes :

a. f(x)=sinx+2 b. g(x):sin(x+g) c. h(x)=|sinx|

EXERCICE 359 15 minutes
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2cos x + cos (2x).

1. Etudier la parité et la périodicité de f.

2. FEtudier les variations de f sur [0 ; 7].

EXERCICE 360 10 minutes
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2sin x — sin (2x).

1. Etudier la périodicité de f.

2. Etudier les variations de f sur [0 ; 7].

EXERCICE 361 . 15 minutes
sin x

On appelle fonction tangente et on note tan la fonction définie par tan(x) = .
cosx

1. Déterminer I'ensemble de définition I de la fonction tangente.

2. Calculer tan (0), tan (%), tan(%) et tan (%)

3. Etudier la parité et la périodicité de la fonction tan. Sur quel intervalle J suffit-il d’étudier
cette fonction? Comment en déduit-on la courbe représentative de la fonction tan sur J?

4. Montrer que la fonction tan est dérivable sur J et calculer sa fonction dérivée en fonction de
tan puis en fonction de cos.

5. Etablir le tableau de variations de la fonction tan sur J.

6. En déduire 'allure de la courbe représentative de la fonction tan sur I'intervalle | -2x ; 27[.

EXERCICE 362 15 minutes
. . (o cosx
On appelle fonction cotangente et on note cot la fonction définie par cot (x) = ——.
sin x

1. Déterminer 'ensemble de définition I de la fonction cotangente.
b1 7 7 7
2. Calculer cot (E)' cot (Z)’ cot (5) et cot (E)
3. Etudier la parité et la périodicité de la fonction cot. Sur quel intervalle J suffit-il d’étudier

cette fonction? Comment en déduit-on la courbe représentative de la fonction cot sur j?
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4. Montrer que la fonction cot est dérivable sur J et calculer sa fonction dérivée en fonction de
cot puis en fonction de sin.

5. Etablir le tableau de variations de la fonction cot sur J.

6. En déduire I'allure de la courbe représentative de la fonction cot sur I'intervalle | -2 ; 27[.

EXERCICE 363 5 minutes
Représenter (sans utiliser de calculatrice ou d’ordinateur) les courbes représentatives des fonc-

tions f et g définies par f(x) = max{O ; sin x} etgx)=1 +tan? x.

EXERCICE 364 10 minutes
Etablir la formule suivante :

tan(x— y)+tan(y — z) +tan(z — x) = tan (x — y) tan(y — z) tan (z — x), ol x, y et z sont trois réels
pour lesquels les trois tangentes apparaissant dans la formule sont définies.

tan (a) + tan (b)
1—tan(a)tan(b)’

1= On pourra appliquer judicieusement la formule tan (a + b) =

7.7 Fonction valeur absolue

EXERCICE 365 5 minutes
Représenter (sans utiliser de calculatrice ou d’ordinateur) les courbes représentatives des fonc-
tions f et g définies sur R par f(x) = |cos x| et g(x) = |sin x|.

EXERCICE 366 10 minutes
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |cos x| + cos x.

1. Etudier la parité de la fonction f.
2. Etudier la périodicité de la fonction f.
3. Tracer la représentation graphique de f sur l'intervalle [-27 ; 27].

7.8 Fonction partie entiere

‘ Rappel : La fonction partie entiére est notée E(x) ou |x] Pour tout x réel, | x| < x < [x] + 1.

EXERCICE 367 5 minutes
Représenter (sans utiliser de calculatrice ou d’ordinateur) la courbe représentative de la fonc-
tion f définie sur R par f(x) = x + E(x).

EXERCICE 368 15 minutes

1. Montrerque VxeR, E(x+1) = E(x) + 1.
2. Montrer que V(x, y)ERZ,E(x)+E(y)<E(x+y).
3. Montrer que V(x, y)EIRZ,E(x)+E(y)+E(x+y)gE(Zx)+E(2y).
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EXERCICE 369 10 minutes

. ; ; . . ExX)+E2x)+---+E(nx)
Soit x un réel, déterminer nhrp 2 .

EXERCICE 370 10 minutes
" E(nx)
Montrer que VrneN™, VX €ER, E = E(x).
n







Chapitre 8

Continuité — Dérivabilité — Limites

8.1 Parité — Périodicité

Rappel :

Soit f une fonction définie sur D inclus dans R.

e On dit que f est paire si D est centréen 0 et VxeD, f(—x) = f(x).

Graphiquement, la courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport
al'axe des ordonnées.

e On dit que f estimpaire si D est centré en 0 et Vx €D, f(—x) = — f(x).

Graphiquement, la courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rap-
port al’origine du repere.

 On dit que f est périodique, de période T si il existe T € R} tel que pour tout x € D,
x+TeDet f(x+T)=f(x).

Graphiquement, la courbe représentative d'une fonction T—périodique est invariante par
translation de vecteur T'7 .

= Ces propriétés permettent de réduire I'intervalle d’étude de la fonction.

EXERCICE 371 5 minutes

Soit f la fonction définie par f(x) = 3x?In|x| +2.
Déterminer le domaine de définition puis un domaine d’étude de la fonction f.

EXERCICE 372 5 minutes

Les affirmations suivantes sont-elles vraies?

1. Siune fonction f est paire alors la fonction g: x— xf(x) est impaire.
2. Siune fonction f est impaire alors la fonction g: x— | f (x)| est paire.
3. Siune fonction f est impaire alors f(0) = 0.
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EXERCICE 373 10 minutes
Déterminer le domaine de définition puis étudier la parité de chacune des fonctions suivantes :
L f 1—e3% o2 _ 2%
c f)=—— -z —°
! 1+ fo 8. W=
-Xx
2. f(x) =1n(—) 4. f(x) =1n(x+ \/x2+1)
1+x
EXERCICE 374 5 minutes

Soit f la fonction définie par f(x) = sin (5x) + 1.
Déterminer le domaine de définition puis un domaine d’étude de la fonction f.

EXERCICE 375 5 minutes
Démontrer que la fonction f définie sur R par f(x) = x — [ x] est périodique, de période T = 1.
1= On rappelle que | x| désigne la partie entiere de x.

EXERCICE 376 5 minutes
Les affirmations suivantes sont-elles vraies?
1. Siune fonction f est T—périodique alors pour tout x€ Dy, ona:
VkeZ, f(x+kT)=f(x).
X T
2. Siune fonction f est T—périodique alors la fonction g: x— f (5) est E—périodique.

8.2 Limites

Rappel : Lorsque le calcul direct n’est pas possible (forme indéterminée), les méthodes
possibles sont alors :

Limite aux infinis

« Factorisation par le terme de plus haut degré

» Expression conjuguée

« Croissances comparées

LimiteenacR

« Factorisation puis simplification

¢ Définition du nombre dérivé.

EXERCICE 377 5 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

. Ssinx - In(Q+x
1. lim — 2. lim——
x—0 X x—0 X
EXERCICE 378 5 minutes

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

X
et —1 . cosx—1
1. lim 2. lim—
x—0 X x—0 X
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EXERCICE 379 5 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

X

i Vv — 2. lim —

1. xl—l»IPoo( e+ \/}) x—»O\/x2+9_3
EXERCICE 380 5 minutes

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

. 3-Vx 2. lim In(|xlnx))
1. lim ——— x—0*
x—0 x2 —81
EXERCICE 381 5 minutes

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

In(3x+1 . . (1
1. lim¥ 2. lim xsm(—)
x—0 2x X—+00 X
EXERCICE 382 5 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
Vox—2 ~ sin(%-x
1. lim 2. lim (L.)
—2v/x+1-vV2x—-1 x—% 1-2sinx
EXERCICE 383 5 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
. 5t+27 . eX+x%-1
1. lim —— 2. lim -
x—+o0 3% + 4% x—+oo e* + x +sin (x) +1
EXERCICE 384 10 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
. -3x*+x-6 o xX3-x%+1
1. lim — 2. lim —
X—+00 xz + 1 X——00 Sx - X+ 2
EXERCICE 385 10 minutes

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

1- .
1. lim _173x 2. lim vx2—x+x
x—+00 5x2 — x +2 x——c0

EXERCICE 386 10 minutes
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

1. lim Vx2-1+x 2. xlim Vxi-1+x
——00

X—+00
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EXERCICE 387
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
sinx sin (3x)

1. lim — 2. lim
x—0 3Xx x—0 X

EXERCICE 388
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.
sinx sin (x?)

1. lim 5 2. lim
x—0 X x—0 X

EXERCICE 389
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

. sin(3x) sin? x
1. lim 2. lim
x—0 b5x x—0 6x2

EXERCICE 390
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

X—x+1 o x*+xer

1. lm —————— 2. lim T
x—-002x2 +3x+1 x—0 x3Inx+x

EXERCICE 391

Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

xX2+x-2 . 23"
2. lim cos
+3%

1. lim ST
x—1t x4 —-2x+1 X—+co

EXERCICE 392
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

1. lim @ln(x-In(x+1) 2. lim (2 x3+3x—x)
X—+00 X—+00

EXERCICE 393
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

x2+4x+4)

1. lim —— 2. lim cos( 5
Xc+x—-2

x—0 2x+4 x—=2
EXERCICE 394
Déterminer les limites suivantes, si elles existent.

2%+ x 2 lim In (2x)

1. P —
Xx—+oo3Inx + (lnx)2

x—+o0 eX 4+ 1

5 minutes
i sinx
im ——
x—0* ﬁ
5 minutes
. sin(x?)
. lim 5
x—0 X
5 minutes
. sin(2x)
. lim —
x—0 sinx
5 minutes
. Inx + x?
. lim exp| ——
x—0+ er+x+1
5 minutes
. l+lnx+x+e*
. lim ———
x—+00 x+e X

5 minutes

lim (\/m— m)

Y xStoo
5 minutes
. x2+3x-4
. lim——
x—1 x—1
5 minutes

lim (\/ x2+1 —lnx)

X—+00
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8.3 Continuité

EXERCICE 395 10 minutes
Déterminer le domaine de définition et de co?tinuité des fonctions suivantes :
1 _
1. f(x)=— 2. glx) = 1 3. h(x)=In(x*+x-1).
sin x X+3
EXERCICE 396 5 minutes

Déterminer les couples (a, b) réels tels que la fonction f définie sur R par f(x) =ax+bsix <0
et f(x) = e”* si x > 0 soit continue sur R.

EXERCICE 397 5 &ninutes
Déterminer les couples (a, b) réels tels que la fonction f définie sur R par f(x) = 1 + b si
x —

x <0 et f(x) =e*si x >0 soit continue sur R.

EXERCICE 398 5 minutes

1
. . P sin (x) cos (—) six #0
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = X

0six=0
Etudier la continuité de f.
EXERCICE 399 5 minutes
. . . x|lx] six#0
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = )
0six=0
Etudier la continuité de f.
EXERCICE 400 5 minutes

4x+sin(2x) .
. . P — six#0
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

ksix=0
Montrer qu'il existe une valeur de k pour laquelle f est continue en 0.

EXERCICE 401 5 5 minutes
x°+8

La fonction f définie par f(x) = 2] admet-elle un prolongement par continuité en —2.
x

8.4 Dérivées

EXERCICE 402 5 minutes

Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x)=5x*-3x2+V2 2. g0)=x9-3x>+7



82 CHAPITRE 8. CONTINUITE — DERIVABILITE — LIMITES

EXERCICE 403 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1 -3
1. X)=— 2. X)=—
f(x) p g(x) .
EXERCICE 404 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
2x
L. f(X)=—— 2. gx)=——
! (2-3x)2 gt 2+ x
EXERCICE 405 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
_2 l
L )= — 2. o(x) = PX
(2+x2)° gl =~
EXERCICE 406 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
2 X
x*+1 e +1
1. f(x) = 2. glx)=
f P g o1
EXERCICE 407 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x)=In(e*+1) 2. g(x)=ver+1
EXERCICE 408 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1 F 2x+3 2. ¢(x) 2e¥+3
. fx)= . gx)=
EXERCICE 409 15 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) =sinx+2sin(3x) 2. g(x) =2sinxcos(3x)
EXERCICE 410 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1 1
1. f(x)=— 2. g(x)=—
f N g 7
EXERCICE 411 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1 f) 2lnx+3 2. o(x) sinx—cosx
fx)= — g —m——
3lInx+4 § sinx+cosx
EXERCICE 412 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :

sinx
1. x) = x*cosx 2. X)=——
fx) §x) x2+1
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EXERCICE 413 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1
1. f(x)= —— 2. g(x) =sin(x*
V3x2+1 ()
EXERCICE 414 5 minutes
Apres avoir déterminé le domaine de dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes :
2Xx
e~ +x 2
L f(x)=— 2. g(x) =¥ 4t
sinx
EXERCICE 415 5 minutes

Etudier le domaine de dérivabilité de la fonction f définie sur R par f(x) = |x2 +2x— 3|.

EXERCICE 416 ) 5 minutes
La fonction f définie sur R par f(x) = xsin (;) pour x # 0 et f(0) =0 est-elle dérivable en 0?

EXERCICE 417 ) 5 minutes
La fonction f définie sur R par f(x) = x%sin (—) pour x #0 et f(0) =0 est-elle dérivable en 0?
X

EXERCICE 418 5 minutes
Laffirmation suivante est-elle vraie :
Toute fonction définie et continue sur un intervalle I est dérivable sur cet intervalle.

EXERCICE 419 5 minutes
Déterminer les couples (a, b) réels tels que la fonction f définie sur R par f(x) =ax+bsix<0
et f(x) = e”* si x > 0 soit dérivable sur R.

EXERCICE 420 5 L%ninutes
Déterminer les couples (a, b) réels tels que la fonction f définie sur R par f(x) = -1 + b si

x <0et f(x) =e”*si x>0 soit dérivable sur R.






Chapitre 9

Intégration

9.1 Primitives

EXERCICE 421
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

7 .
1. f(x):x4—5x2+§x+2 2. g(x)=sinx+2cosx

EXERCICE 422
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
1. f(x)=2x—4+¢% 2. g(x) = sin (3x)es B30

EXERCICE 423
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

2 2
1. f(x)= - ol f définie sur R} 2. g(x)= - ou f définie sur R*

EXERCICE 424
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1. f(x)=5x*>-3x+1 2. g(x)=v3x+1

EXERCICE 425
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

2 2
1. ==+ 2. =
f X e 8 3x—4

EXERCICE 426

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1 @) cos x I [0 n[ 2. g(x)=t I ]n ]

fx)= sur/=|0; —|. . gx)=tanxsurl=|—-; m|.
sinx 2 & 2

5 minutes

5 minutes

5 minutes

5 minutes

5 minutes

5 minutes
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EXERCICE 427 5 minutes
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
] e3x 2 ) 2. o(x) sinx — cos x
cf)=—+——+ c8X)=———
f& 2 e & sinx +cosx
EXERCICE 428 5 minutes
Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
7 m
1. f(x) :Zsin(3x—z) 2. glx) :3cos(5x+ 5)
EXERCICE 429 5 minutes
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction sur 'intervalle considéré :
1 Inx
1. f(x)=—eY*surR* 2. g(x) = — surR*
f \/} + g( ) X +
EXERCICE 430 5 minutes
Dans chaque cas, déterminer une primitive de la fonction sur I'intervalle considéré :
1. f(x)= sin xcos3 x sur R 2. glx)= sur]1; +ool
xlnx
EXERCICE 431 5 ) 10 minutes
2x°+4x°+5x-2
Soit f la fonction définie sur ]—1; +oo[ par f(x) = TENTE
x

, . . b c
1. Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) =ax+ — + ——.
x+1 (x+1)2

2. En déduire la primitive de f qui s’annule en 0.

EXERCICE 432 s 10 minutes
2x°+x“+3x-2
Soit f la fonction définie sur]—1; 1[ par f(x) = — a1
x —
, . . c d
1. Déterminer les réels a, b, c et d tels que f(x) =ax+b+ 1 + =1
X— X

2. En déduire la primitive de f qui s’annule en 0.

9.2 Intégrales

Rappel : Soit f est une fonction continue un intervalle [a ; b], f admet des primitives sur
cet intervalle. Si F est une primitive de f,ona:

b b
f fx) dx= [F(x)] = F(b) - F(a)
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EXERCICE 433 10 minutes
Calculer les intégrales suivantes :

s

2 1 z
I = S | _
! fo x+)xr2) I fo tan x dx

EXERCICE 434 10 minutes
Calculer les intégrales suivantes :

1 2 COSX
Ilzf vVx+1dx Ig=f 5 dx
0 A

EXERCICE 435 10 minutes
Calculer les intégrales suivantes :

b4 1 +
L =f cos® x dx Izzf x+3 dx
0 0o X+5

EXERCICE 436 5 minutes
Calculer les intégrales suivantes :

4 VX LS |
I = — dx I :f dx
! fl NE: 27 )y err1
EXERCICE 437 10 minutes

Calculer les intégrales suivantes :
2

e 1
Ilzf ! dx 12:/ xV1+x%dx
e Xxlnx 0

EXERCICE 438 10 minutes
Calculer les intégrales suivantes :

s 1 er
Ilzfz\/l—coszxdx Ing dx
0 0

e*+1
EXERCICE 439 5 minutes
Calculer les intégrales suivantes :
2 i sinx
II:/ sin xcos® x dx [2:f4 dx
-z 0o Cos2x
EXERCICE 440 5 minutes

1
Sans aucun calcul, uniquement avec des considérations d’aire, calculer I = f vV1-x2dx.
0

9.3 Intégration par parties

Rappel : Si u et v sont des fonctions continues, dérivables et a dérivée continue sur un
intervalle [a ; b], la formule d’intégration par parties s’écrit :

b b b
f U (x)v(x)dx = [u(x)v(x)] —f u(x)v'(x) dx
a a

a
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EXERCICE 441

Calculer les intégrales suivantes :

63
L :f In(x) dx
e

EXERCICE 442

Calculer les intégrales suivantes :

4
11=f xe* dx
1

EXERCICE 443

Calculer les intégrales suivantes :
n

2 X
I = e’ cosxdx
0

EXERCICE 444

Calculer les intégrales suivantes :

1
I :f xsinx dx
0

EXERCICE 445

Calculer les intégrales suivantes :

1 5
Ilzf x*(x*-1)” dx
0

EXERCICE 446

Calculer les intégrales suivantes :

1
2 3
11=f2 al dx
0 V1-x?

EXERCICE 447

Calculer les intégrales suivantes :

S |
11=f dx
0 vVx+1

EXERCICE 448

Calculer les intégrales suivantes :

e
11=f y"Inydyavec neN
1

EXERCICE 449

Calculer les intégrales suivantes :

2¢-1
Il:f > xetdt
1t

CHAPITRE 9.

2

e
I :f xIn(x) dx
1

1
I =f x2e* dx
-1

T
Ig:f e*sinx dx
v/

2
I :f cos(In(x)) dx
1

1
x

L = ——dx

2 f()x2—4

INTEGRATION

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes
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EXERCICE 450
Calculer les intégrales suivantes :

e 1 8
Il :f 7COS(H(U)) du IZ:[ 13 dS
1 u 2 sln’s

9.4 Synthese

EXERCICE 451 : Intégrales de Wallis

3
Pour tout entier naturel n, on pose W,, = f sin” ¢ dr
1

Calculer Wy, W, et Ws.

En déduire que pour tout n € N, Wy, = o+l =

— e
2 22n(n!)?

LA

La formule de Wallis.

a. Montrer que pour tout n €N, Way 10 < Wy < Why,.
221 (nl)? T

b. En déduire la formule de Wallis : lim

n—+00 2mv/2n+1 V2

EXERCICE 452

1
Pour tout n € N, on note I, = f x" sin (rx) dx.
0

1. Calculer I puis I;.
2. Etablir une relation entre I, et I,,.

1= On utilisera une intégration par parties avec les fonctions u(x) =

EXERCICE 453 .

b4
dx. On admettra que I = 1

1
Pour tout 7 € N, on note I, :f 5
0o 1+x

. Calculer I;. Montrer que la suite (I,;) décroit.
. Calculer I, + I,,. En déduire la limite de la suite (I,).
. Expliciter pour p €N, I, et Izp1.
. Démontrer les égalités suivantes :
. 1 1 (=P T
a lm (1--+—-+4+---+ =—.
p—+oo 3 5 2p+1 4

( 1 1 (-1P*t
1——+-+--+
2 3

W N

b. Ilim

p—+oo

) =1n2.

EXERCICE 454 B .
Pour x >0, on note F(x) = f cos(In(t)) dt et G(x) = f sin (In(#)) dt
1 1

89

5 minutes

15 minutes

Montrer, a I'aide d'une intégration par parties, que pour tout n > 2, nW, = (n—-1)W,_,
T (2n)! 221 (n))?
@n+1)!

15 minutes

cos (T x)
2 et p(x) = ——2,

T

25 minutes

10 minutes



90 CHAPITRE 9. INTEGRATION

1. ATl'aide d’intégrations par parties, montrer que, pour tout x > 0,
F(x) = xcos(n(x)) -1+ G(x) et G(x) = xsin (In (x)) — F(x)

2. Expliciter F et G.

EXERCICE 455 : La constante d’Euler 15 minutes
Dans cet exercice, on montre qu'il existe un nombre réel y, appelé constante d’Euler, tel que

L |
Y= nEIPm(Z E —lnn).

k=1
L |
Pour tout n € N*, on note H,, = Z % La suite (H,) est appelée série harmonique.
k=1
1 k+1 1 1

1. Montrer que pour tout k € N*, —— <f —-dr< -

quep k+1 " Jk t Ok

1

2. En déduire que pour tout entier n > 2, — < H,—Inn < 1.

n
3. Montrer que la suite (H, —In n) est une suite décroissante.
4. Conclure.

EXERCICE 456 . . 10 minutes
Pour tout n € N, on définit I,, = f dx.
o 1+x"

n

1. Montrer que, pour tout x€ [0, 1],0 < —— < x™.
) 1+ x"
2. Endéduireque 0 < I, < 1
n

3. Déterminer la limite de la suite (I;,).
EXERCICE 457 20 minutes

z 2 2n 2 o
On pose V, =f t“cos“"tdtet Wn=f cos“" tdtpour neN.
0 0

b4 b4
1. Montrer que V¢ € [0; 5], t< Esint.

T
2. Endéduire que VneN,0< V, < T Wy, = Whyi1).

2n+1
3. Montrerque VneN, W,y = ——W,,.
2n+2

4. Endéduire que lim ——= =0.
n—+oo W,

5. Montrer que V7 € N*, W, = n((Zn— DV, . —2nVn).
Voo, V, 1

6. Déduire des questions précédentes que Vn € N*, - =—.
W,y W, 2n?

LA
7. Conclure que la suite de terme général Z 2 converge et calculer sa limite.
k=1
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EXERCICE 458 : Le développement en série de 'exponentielle 20 minutes
P

tn
Soit xe RfixéetneN.Onpose I,= | —e'~'dt.
0

n!

1. Al'aide d’'une intégration par parties, donner une relation de récurrence liant I, et I,,_; pour
n=1.
n xk
2. En déduire une expression de I, en fonction de I puis que I, = e —e!™* Z e
i=o k!
I’l
3. On pose f(t) = —e1 " défini pour ¢ compris entre 0 et x (on ne précise pas ici 'ordre de
ces bornes car on ne connait pas le signe de x).
n
a. On suppose ici que x > 0, montrer que V¢ € [0; x], 0 < f,(#) < —e et en déduire que
xn
0L I, < —ex.
n!
X n
b. On suppose ici que x < 0, montrer que V¢ € [x; 0], |fn(t)| < Qel‘x et en déduire que
n!
| x I”
[Tl < ——1xle' ™.
n
4. Soit a > 0, montrer que lim — =0.
n—+oo p!
5. En déduire que lim In =0.
n—+oo
n xk
6. En déduire que e* = lim .
n—>+oo s k!
EXERCICE 459 10 minutes

X
Soient n € N et x € R. On note In(x):f e~ dr.
0

1.

Calculer I,,41(x) en fonction de I,,(x).

2. En déduire que lim I,(x)=
X—+00

EXERCICE 460 : LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE 15 minutes
Soient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction définie sur [a ; b], dérivable et a dérivée
continue.

1. Pour A réel strictement positif, démontrer que :

2.

b 1 b
f F(ysin (A0 dt‘ < —(|f(a)|+|f(b)|+/ |£'0)] de)
a A/ a

b
En déduire que : lim [ f)sin(Ar)dt=0
A—+ooJg

EXERCICE 461 10 minutes

1
Pour p et g entiers strictement positifs, calculer B(p, g) = f xP1a -7 dx.
0



92 CHAPITRE 9. INTEGRATION

EXERCICE 462 : Produit de Walli7§ 25 minutes

2
Pour tout n €N, on pose W, = f cos” tdt.
0

1. Montrer que, pour tout neN, W, < W,,.

n+1
2. Démontrer que Wy2 = P W}, en déduire de la question précédente un encadrement de
n

Wn+1-

W,
3. Déterminer la limite de — "

lorsque n tend vers +co.

3.5.7--2k-1))  2k+1 2

+00

n
_ 2:4-6--2k) \* 1 n
4. Conclure que nhm

n 1 n
5. En déduire la limite de l_[ (1 - —) etde l_[ 1

2
k=1 4k k=1

1
- m) lorsque 7 tend vers l'infini.

EXERCICE 463 20 minutes
Soit f une fonction définie sur [0 ; 3] par f(x) = x* et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormal.

On note A I'aire comprise entre la courbe C et I’axe des abscisses pour x € [0; 3].

On note Ay, A, Az,--+, Ay les points d’abscisses respectives 0, —, —,---, 3.

n n
Soit By, By, B,---, By les images des points Ay, Ay, Az,---, Ay par f. Ainsi le point B, a pour

. 3p
abscisse — avec 0 < p < n.
n

1. Tracer la courbe C et pour n = 6, placer les points Ay, A1, A,---, A, et By, By, Ba,---, By.

2. Déterminer les coordonnées des points A, et B, pour 0 < p < n.

3. Soit u, l'aire obtenue en additionnant les aires des rectangles de largeur [ApApH] et de
longueur [A,B,| pour0< p<n-1.

a. Calculer I'aire d'un rectangle.
b. En déduire une expression de u, en fonction de n.
. nn+1)2n+1)

6
4. Soit v, I'aire obtenue en additionnant les aires des rectangles de largeur [A,Ap.1] et de

longueur [Ap+1Bps1] pour0< p<n—1.

w On rappelle que 12 +22 +32+-.-+n

a. Calculer I'aire d'un rectangle.
b. En déduire une expression de v, en fonction de n.

5. Par construction,onaVn e N*, u, <A< v,.

a. Donner un encadrement de A pour n = 20 puis pour n = 100.
b. Déterminer n tel que v, — u, <1073,
c. En déduire une valeur approchée de A.
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EXERCICE 464 10 minutes
En s’inspirant de I'exercice précédent, déterminer :

1. Laire comprise entre la courbe représentative de la fonction f(x) = x3 et ’axe des abscisses
pour 0 < x < 1.

2. Laire comprise entre la courbe représentative de la fonction f(x) = e* et 'axe des abscisses
pour 0 < x < 1.

EXERCICE 465 15 minutes
Soit la fonction f définie sur [0 ; 3] par f(x) = 3x, soit C sa courbe représentative dans un repeére
orthonormal.

Par rotation autour de I’axe des ordonnées, C engendre un cone de révolution, soit V ce volume.

On note Ay, Ay, As,--+, A, les points d’abscisses respectives 0, 3, E, .-+, 3.

Soit By, By, By, -+, By les images des points Ay, A;, Az, Ay I’)larrjl”. Ainsi le point By, a pour
abscisse 3_p avec0< p<n.

Soit Cy, le goint d’abscisse 0 et de méme ordonnée que le point B,

1. Déterminer les coordonnées des points A, B, et C,, pour 0 < p < n.
2. Déterminer le rayon du cercle de centre C, et de rayon B, C.

3. Déterminer le volume v),, d'un cylindre de centre C), de rayon B, C, et d’épaisseur C;,Cj+1.
n-1
4. Calculer S,, = Z Up.
p=0
5. Calculer S, pour n =100, n =1000, n = 10000 et n = 100000. En déduire une valeur appro-
chéedeVa107!.
6. Calculer la valeur exacte de V en utilisant la formule du volume d’un céne.
7. Ecrire un programme, en Python, qui permet de déterminer le plus petit entier 7 tel que
V-§,<107%.

EXERCICE 466 10 minutes
En s’inspirant de 'exercice précédent, déterminer le volume engendré par la parabole d’équa-
tion f(x) = 16 — x2 pour 0 < x < 4.

EXERCICE 467 15 minutes

1. Linéariser sin®






Chapitre 10

Equations différentielles

EXERCICE 468 10 minutes
Théoreme : Soit A est un réel, les fonctions f définies et dérivables sur R et telles que pour tout
xR, f'(x) = Af(x) sont les fonctions de la forme x — Cel*, CeR.

Démontrer ce théoreme.

EXERCICE 469 10 minutes
Une certaine quantité d'une substance décroit exponentiellement en fonction du temps en
obéissant alaloi: V¢ eR", N(t) = Ce X, ol1 les constantes C et K sont des constantes stricte-
ment positives.

, . RN < e 1y C
Déterminer le temps de demi-vie, c’est-a-dire 'instant ¢ tel que N(t) = 5

EXERCICE 470 10 minutes
Une bactérie se développe avec un taux d’accroissement proportionnel a la population, c’est-
a-dire que le nombre de bactéries a I'instant ¢ obéit a I'équation différentielle :

VteRY, N'(t) = KN(t), ou K est une constante strictement positive.

La population passe de 10° individus & 2-10° en 12 minutes.

Combien de temps faut-il pour passer de 10° a 108 individus?

EXERCICE 471 10 minutes
Déterminer les fonctions f dérivables sur R vérifiant la condition suivante : pour tout x réel,
la tangente a la courbe de f en x n’est pas parallele a I'axe (Ox) et, si N(x) désigne le point
d’intersection de cette tangente et de (Ox), la distance de N(x) a la projection orthogonale du
point d’abscisse x de la courbe de f sur I'axe (Ox) est constante.

EXERCICE 472 15 minutes
On se propose de déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que pour tous x et y réels,
fx+y) = fx)f).

1. Soit f une fonction vérifiant les conditions précédentes. Montrer que Vx € R, f'(x) = f'(0) f (x).
2. Conclure.
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EXERCICE 473 : QCM 5 minutes
1. Lafonction x — e?* est solution de :

a. y'=y+2y b. y'=y'+y c. y'=4y d 2y'+y=0
2. Les fonctions x — cos x et x — sin x sont solutions de :

a y'=y b. y'=-y c. yW=y d. y¥=-y
3. Si f est solution de y' = ay + b(x), les autres solutions sont :

a x—Cfx)+e*, CeR c. x—fx)+e*™+C,CeR

b. x— f(x)+Ce**, CeR d x— f(x)xe*™+C,CeR
EXERCICE 474 15 minutes

On considere I'équation différentielle (E) y' + y = 2xe™*, dans laquelle x est une variable réelle
quelconque, y une fonction inconnue de la variable x.

1. Montrer que y = e~* est une solution particuliere de I'équation sans second membre (c’est-
a-dire que y' + y = 0).

2. On pose alors y = ze™*, définissant ainsi une nouvelle fonction z.
Calculer y’ en fonction de x, z et z’ et former I'équation satisfaite par z’ en reportant y’ et y
dans (E).

3. En déduire toutes les solutions de (E).

4. Déterminer la fonction particuliere qui s’annule pour x = 0.

EXERCICE 475 15 minutes
On consideére I'équation différentielle (E) : y" —w?y = 0 avec w réel non nul.
1. Montrer que, quels que soient les réels A et B, la fonction f(x) = Ae“* + Be™“* vérifie (E).
2. Soit y une fonction vérifiant (E) et z la fonction définie par z(x) = y(x)e™**.
a. Montrer que z" + 2wz’ =0.
b. Déduire de I'exercice 344 qu’il existe un réel k tel que z'(x) = ke
c. Exprimer la fonction z en fonction de x.
d. En déduire qu’il existe deux réels A et B tels que : y(x) = Ae®* + Be™**

—2wx

EXERCICE 476 15 minutes
On considere I'équation différentielle (E) : y" +w?y = 0 avec w réel non nul.
1. a. Montrer que les fonctions fy(x) =0, f1(x) = cos (wx), f>(x) = sin (wx) vérifient (E).
b. Démontrer que si f et g vérifient (E) alors quels que soient les réels A et B, la fonction
h définie par h(x) = Af (x) + Bg(x) vérifie (E).
c. Endéduire que la fonction £ (x) = Acos (wx) + Bsin (wx) est solution de (E).
2. a. Démontrer que si y vérifie (E), la fonction w? y2 + y’2 est constante sur R.
= Calculer sa dérivée.
b. Soit y une fonction vérifiant (E) telle que y(0) = y'(0) = 0.
Déduire de la question précédente que y est la fonction nulle.
3. Soit y une fonction vérifiant (E) et z la fonction définie par :

/

0
z(x) = y(x) — y(0) cos (wx) — Y

sin (wx)
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a. Démontrer que z vérifie (E).

Calculer z(0) et z'(0) et en déduire que z est la fonction nulle.

c. Démontrer alors que les fonctions solutions de (E) sont les fonctions de la forme
f(x) = Acos (wx) + Bsin (wx) avec A et B deux réels quelconques.

&

EXERCICE 477 10 minutes
Soit w un réel strictement positif. Le mouvement d'une particule chargée dans un champ ma-
gnétique uniforme dirigé selon I'axe Oz est régi par le systeme différentiel (de variable ?) sui-
vant :

x// - wy/

yu ——wx'

Z"=0
En considérant la fonction auxiliaire u = x’ + i y’, résoudre ce systeme différentiel.

EXERCICE 478 15 minutes
Yy + y=0.

2
Soient f et g deux solutions de I'équation différentielle y” + (1 +— 1+—
x x

1. Montrer que la fonction h définie par h(x) = f(x)g’'(x) — f'(x)g(x) vérifie une équation dif-
férentielle.
2. En déduire I'expression de h.






Chapitre 11

Etudes de fonctions

11.1 Etude des variations d’une fonction

—

On se place dans (O, 7, ] ) un repere du plan.

1. Recherche de I'intervalle de définition D.
2. Réduction de l'intervalle d’étude :

a. Fonction paire : étude sur DN [0; +ool, symétrie d’axe (O R 7)

(neN).

limites aux bornes, prolongement éventuels par continuité.
4. Variations : Etude des variations et tracé du tableau de variations.

b. Fonction impaire : étude sur DN [0; +oo[, symétrie de centre O.

c. f(xo—x)=f(x+x):étude sur DN [xg; +ool, symétrie d’axe x = xg.

d. f(xg—x)=-f(xp+x):étude sur Dn[xg; +ool, symétrie de centre (xp ; 0).

e. Fonction de période T : étude sur Dn |——; — |, translation de vecteur nT i avec

3. Régularité : continuité et dérivabilité sur chaque intervalle inclus dans D, valeurs ou

EXERCICE 479
Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = exp (\/ x? - 1).

EXERCICE 480
Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = x— 4/ |4x - x2|.

EXERCICE 481

sinx
Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = .

cos x
EXERCICE 482

eX_eX

Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = prmper-2
e*+e

10 minutes

10 minutes

10 minutes

10 minutes
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EXERCICE 483 \ 15 minutes
Soit f la fonction définie par f(x) = 32

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Résoudre I'équation f(x) = 27.

EXERCICE 484 10 minutes

|
1. Etudier les variations de la fonction f définie par f(x) = E.

2. En déduire (sans calculatrice) le plus petit des deux réels a = e” et b = n°.

11.2 Optimisation

EXERCICE 485 10 minutes
Quelles dimensions doit avoir une boite cylindrique de volume donné V pour que son aire
latérale soit aussi petite que possible (les deux faces circulaires étant comprises) ?

EXERCICE 486 10 minutes
En observant une brique de lait, Tom pense que la forme n’est pas optimale du point de vue de
la quantité de carton utilisé pour fabriquer cette brique.

Il se demande s’il existe un parallélépipéde rectangle qui, pour une contenance donnée, mini-
mise la quantité de carton. Qu’en pensez-vous?

EXERCICE 487 10 minutes
Une gouttiere est obtenue en repliant de chaque c6té un
tiers d’'une longue feuille de zinc de 30 cm de large.

& & .“\'\ %

Comment faut-il choisir @ pour que la gouttieére puisse
retenir la plus grande quantité d’eau possible?

EXERCICE 488 10 minutes
Albert (point A) est sur une ile, il doit rejoindre le plus ra-
pidement possible Bérénice (point B) qui se trouve sur la < 15km >

cote. Il se déplace en canoé a la vitesse de 4 km/h et a
pied ala vitesse de 5 km/h.
Déterminer 'angle « puis la position du point d’accos-
tage (point P) pour que le temps de parcours soit mini-
mal.

La cote est supposée rectiligne.
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11.3 Plan d’étude d’une courbe plane

101

On se place dans (O, 7, 7) un repere du plan.

Recherche de l'intervalle de définition D.
Réduction de I'intervalle d’étude.
Régularité.

Variations.

@ gk W=

Branches infinies :

a. xhﬁn)‘cl f(x) = oo, asymptote verticale d’équation x = xy.

b. xll_)rg: f(x) = yp, asymptote horizontale d’équation y = yy.
c. )CILIIOlO fx)=00:

X—00

X—00

e ) . ) e
e Si )ch—I»Iolo — =% branche parabolique d’axe (O p )

7. Tracé : mise en valeur des tangentes et points remarquables.

Convexité : lorsque f est deux fois dérivable, étude du signe de f”.

e Si lim f&) =aet xlim (f(x) — ax) = b, asymptote oblique d’équation y = ax +b.
X —00

e Si lim ) =aet xlim (f (%) — ax) = oo, branche parabolique d’axe y = ax.
X —00

EXERCICE 489
Etudier la fonction f définie par f(x) =

cos X
1+cosx’
EXERCICE 490

Etudier la fonction f définie par f(x) =x—-2+ ﬁ

EXERCICE 491

Etudier la fonction f définie par f(x) = cosx

sinx’
EXERCICE 492
Etudier la fonction f définie par f(x) = x—Inx.

EXERCICE 493
Etudier la fonction f définie par f(x) = x> —Inx.

EXERCICE 494
Etudier la fonction f définie par f(x) = xV'1 - x2.

EXERCICE 495 I
nx

Etudier la fonction f définie par f(x) = —- avec ne N*.
X

15 minutes

15 minutes

15 minutes

15 minutes

15 minutes

15 minutes

15 minutes
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EXERCICE 496 5 15 minutes
x
Etudier la fonction f définie par f(x) = exp (2—+1)
x

11.4 Etude plus complete

EXERCICE 497 30 minutes

1. Etude d’'une fonction auxiliaire.

Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = (x* +x+1) e * — 1.

a. Déterminer les limites de ¢ en —oco et en +oo.

b. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variations sur R.

c. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet deux solutions réelles, dont I'une est située
dans l'intervalle [1 ; +oo[. On notera « cette solution.

d. Déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de a. En déduire le signe de ¢(x) sur R
et le présenter dans un tableau.

2. Etude de la position relative de deux courbes.

2x+1
) ] . ) X2+x+1"
Leurs courbes représentatives dans un repére orthogonal R sont notées C et Cg.

Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = 2x+1)e * et g(x) =

a. Démontrer que les deux courbes passent par le point A de coordonnées (0 ; 1) et ad-

mettent en ce point la méme tangente.
2x+1Dep(x)

> ol ¢ est la fonction
x“+x+1

b. Démontrer que, pour tout x réel, on a f(x) — g(x) =
étudiée précédemment.
c. Alaide d’'un tableau, étudier le signe de f(x) — g(x).
d. Endéduire la position relative des courbes Cy et Cg.
3. Calcul d’aire

a. Montrer que la fonction & définie sur R par h(x) = (—2x—-3)e " —1In (x2 +x+ 1) est une
primitive sur R de la fonction x — f(x) — g(x).
b. En déduire I'aire A, exprimée en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les deux

courbes Cy et Cg et les droites d’équations x = -3 et x=0.

c. Donner la valeur exacte, puis la valeur arrondie a 107* de cette aire.

EXERCICE 498 30 minutes

Le but du probléme est I'étude d'une fonction g, ou k est un réel fixe qui vérifie: 0 < k <e.

Partie A

Soit f la fonction de la variable réelle x définie sur R par f(x) = (2— x)e* — k.

1. Etudier les limites de f en — oo et en + co.

2. Calculer f’(x). En déduire le tableau de variations de f. Calculer f(1)

3. a. Etablir que I'équation f(x) = 0 a deux solutions, une notée a; appartenant a I'intervalle
] — co; 1[ et une autre notée By appartenant al'intervalle ]1; + ool.
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b. Montrer que e% — kay = (e® — k) (ay — 1).
On démontrerait de méme que By, vérifie I'égalité efx — kB = (ePr — k) (Br - 1).
4. Préciser le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
Partie B
1. Soit u la fonction de la variable réelle x définie sur R par u(x) = e* — kx.

a. Etudier le sens de variation de u.
b. Onrappelle que 0 < k < e. Justifier la propriété suivante : pour tout réel x, e* — kx> 0.
e*—k

eX—kx’
On note Cj la courbe représentative de la fonction g; dans le plan rapporté a un repeére

orthogonal.

2. Soit g la fonction définie sur R par: gg(x) =

a. Déterminer la limite de g en — co et en + co.
kf(x)
(e* — kx)? '
c. Endéduire le tableau de variations de gi. Calculer gi(1).

b. Prouver que: g (x) =

3. Onnomme My et N les points de la courbe €y d’abscisses respectives aj et fy.
1
a. Enutilisant la question A.3.b, montrer que gy (a) = prt
a —
b. Donner de méme g (fBx)-
c. Déduire de la question précédente que lorsque k varie les points My et Nj sont sur une
courbe fixe H{ dont on donnera une équation.

4. Représentations graphiques pour des valeurs particuliéres de k :

a. Déterminer la position relative des courbes C; et C,.
b. Prouver que ay =0.
c. Construire les courbes €, €, et H{ sur le méme graphique.

EXERCICE 499 1 30 minutes
e —

xe*+1

On considere la fonction f définie sur [0; 10] par f(x) =

On désigne par C sa courbe représentative.
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 10] par g(x) = x+2 —e*.

1. Etudier le sens de variation de g sur [0; 10].
2. a. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans [0 ; 10].
On note «a cette solution.
b. Prouverquel,l4<a<1,15.
3. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : Etude de la fonction f et tracé de la courbe C
e*g(x)

1. a. Montrer que, pour tout x appartenanta [0; 10], f'(x) = —2——.
que, p pp [ 1, f1(%) et +1)2
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b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0; 10].
1
2. a. Etablir que f(a) = —.
a
b. Enutilisant 'encadrement de « établi dans la question A.2., donner un encadrement de

f(a) d’amplitude 1072,

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe € au point d’abscisse 0.
B (x+1ulx)

4. a. Etablir que, pour tout x appartenant a l'intervalle [0; 10], f(x) —x T11
xe

u(x)=e*—xe*-1.

b. Etudier le sens de variation de la fonction u sur I'intervalle [0 ; 10]. En déduire le signe
de u(x).

c. Déduire des questions précédentes la position de la courbe € par rapport a la droite (7).

EXERCICE 500 45 minutes
On considere la fonction numérique f définie sur R par: f(x) =2x+1- xe*~1, On note C sa
courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé |O, 7, 7)

A. Etude de la fonction f et construction de la courbe (C)

. . . . . 41
1. Etudier la limite de la fonction f en —oco puis en +oo (on pourra écrire xe*~! = —xe*).

2. Démontrer que la droite A d’équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe (é) en —oo et
préciser la position de la courbe € par rapport a la droite A.
3. a. Calculer la dérivée f’ etla dérivée seconde f” de la fonction f.
b. Dresser le tableau de variation de la fonction f’ en précisant la limite de la fonction f’
en —oo.
c. Calculer f'(1) et en déduire le signe de f' pour tout réel x.
d. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4. SoitIlintervalle [1,9; 2]. Démontrer que, sur I, 'équation f(x) = 0 a une solution unique, a.

B. Recherche d’'une approximation de a

1
On considere la fonction g définie sur 'intervalle I par: g(x) = 1+1n (2 + —).
X

1. Démontrer que, sur I, 'équation f(x) =0 équivaut al’équation g(x) = x.
2. Etudier le sens de variation de la fonction g sur I et démontrer que, pour tout x appartenant
al, g(x) appartienta I.

© |~

3. Démontrer que, pour tout x de I'intervalle I, | g’ (x)| <

4. Soit (uy) la suite de nombres réels définie par: uy =2 et, pour tout nde N, 1,41 = g(uz).
On déduit de la question B 2 que tous les termes de cette suite appartiennent a I'intervalle
I. On ne demande pas de le démontrer.

Complément de cours : Inégalité des accroissements finis : soit f une fonction continue
sur un intervalle [, b], a valeurs dans R, dérivable sur ]a, b[. Soit My telle que | fo(x)|| < M,
pour tout x € [a, b], alors | f(y) — f(x)| < M|y — x| pour tout x, y € [a, b].

1
a. Démontrer que, pour tout ndeN, |ty — al < §|un —al.
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1\* 1
b. Endéduire, en raisonnant par récurrence, que : pour toutndeN, |u,—a| < (5) x I
c. Endéduire que la suite (i,;) converge et préciser sa limite.
C. Calcul d’aire

a

1. Enintégrant par parties, calculer I'intégrale I = f xe* ldx.

1
Déterminer, en unités d’aire, I'aire A de la portion de plan limitée par la courbe €, I'axe

2. a.
des abscisses, la droite d’équation x = 1 et la droite d’équation x = a.
1
b. Démontrer qu’on peut écrire A = (@ — 1) (a - —).
a
EXERCICE 501 45 minutes

Onnote f (X) I'aire de la région comprise entre la courbe d’équation y = In x, I'axe des abscisses
et les droites d’équations x =1 et x = X avec X > 1.

Lobjet du probleme est I'étude de quelques équations du type f (X) = k ou X est'inconnue et
k un entier naturel fixé.

Partie A
1. Al'aide d’'une intégration par parties, montrer que f (X) = XInX - X +1.
2. a. Calculer lalimite de f (X) quand X tend vers +oo.
b. Montrer que la fonction f est croissante sur [1; +ool et dresser son tableau de varia-
tions.
c. En déduire que pour tout entier naturel k, I'équation f (X) = k a exactement une solu-
tion. On note X} cette solution.
3. Calculer Xj et X;.
4. a. ATaide des variations de la fonction f, montrer que la suite (Xj) est strictement crois-
sante.
Kk+1
b. Montrer que pour tout k€ N, f Intdr=1.
Xk
c. Sachantque Vfe [X;; Xgs1l,onaln X <Int <In X1,
démontrer que Vk €N, (Xg+1 — Xp)In Xi <1< (X1 — X)) In Xge1q
uis que Yk e N*, on a X + < Xpr1 < X + ——.
p q k N Xp k+1 X Ak In Xz
1
d. Montrer que X, < e+ 1 puisque Xp > e+ ———.
d 2 puisq 2z In(e+1)
Partie B
Dans cette partie, on se propose de rechercher une valeur approchée de X, a 1072 prés.
1. a. Vérifier que X, est dans l'intervalle I = [3; 4].
1
b. Montrer que X; est solution de 'équation x = e *x.
1
2. Soit @(x) = e'*x.
a. FEtudier les variations de ¢.
b. Montrer que I'image de I par ¢ est incluse dans 1.
4
c. Montrer que pour tout x de ] on a |(p’(x)| < 5
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3. Soit (Uy) la suite définie par Uy =3 et, pour tout n €N, Up41 = @ (Upy).
a. Montrer par récurrence que YrneN, U, € 1.
b. Montrer que VreN, |Uy+1 — Xo| < g U, — X5.
1= On se rappellera que ¢ (X2) = Xo.
En déduire que VrneN, |U, - Xo| < (g)n

d. Déterminer un entier n tel que U, soit une valeur approchée de X, 2 1072 pres.
Donner cette valeur approchée de X».



Chapitre 12

Corrigés

12.1 Manipulations algébriques

EXERCICE 1
_ 14(6x-7) + 3x+4
T x-2Bx+1)  (x-2)(2x-5)

1 5
Pour x réel différentde ——, 2 et —,

A 14(6x-7)(2x—5) + (3x+4)(3x+1)
B (x-2)(3x+1)(2x—5)
_177x% - 601x +494
T (x-2)Bx+1)(2x-5)

_ (x=2)(A77x-247)
T (x-2)(Bx+1)(2x-5)
177x — 247
Bx+1)(@2x-5)"
x—4 x—-6 x-8
2. B=——+—+
x-5 x—-4 x-3
Pour x réel différent de 3, 4, 5,
B= (x74)2(x—3)+(x76)(x73)(x75)+(x78)(x75)(x74)

Finalement A =

(x=5)(x—4)(x~3)
~ 3x3—42x% +155x - 298

(x=5)(x—-4)(x-3)
3. C= 2x+1 N x(5x+4)
x(x+2) (@2x+1D(x+3)
Pout x réel différent de -3, -2, —% et0,

1 (5x+4)
= X
(x+2) (x+3)
5x+4

Finalement C= ————
(x+2)(x+3)

_y 5x—1 3x—-7 10x—1
TTx@2x-1) x(2x+1) T4ax2-1

Pour x réel différent de — > 0et 2

_(10x-2)2x+1)-Bx-7)(2x-1)-x(30x-3)

D
x(4x2-1)
_ —16x2+26x-9  (2x-1)(9-8x)
T x2x-1Cx+1)  x@2x-1@2x+1)
. 9-8x
Finalement D = ———.
x2x+1)
EXERCICE 2

1. (a®b)* = aBp*

3. [% [ L) =35a-3p-2
)

(

(

—51217_1)71 x (a‘zbr2 =-a?b!

U

a*b)* x (3b3) = 34515

(
3 2
ab? b? 1
= x| = | =a !0

-2
b—l
5a715%)% (—5) = 25a81°
a

N

&
— =

9. (~4ab3)* = 256a%p'2
10. (5a2b)° x (—ab®)® = —1254% 12

2)\3 3 3\2
a 2a b 0 5,-6
11. b_) x(7) x(z) =8a’b

2,12 _3\-3
12. (u_b) x (b_) = a3pl4
ad

EXERCICE 3

11 faut utiliser la formule du binéme de Newton et le
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triangle de Pascal.

1. A=a®+3a?b+3ab?+ 1o,
2. B=a3-3a?b+3ab?-13.
3. C=a*+4a®b+6a?b? +4ab® + b*.
4. D=(2a)° +52a)*b+102a)® b +10(2a)2 b3
+5Q2a)b* + b°

D =32a° +80a*b+80a3 b% +40a% b3 + 10ab* + b°.
5. E=ab%-6a°b+15a*b%—20a% b3 +15a%b* —6ab® + 1.
6. F=a’+7a%b+21a®b? +35a*b® + 3543 b* + 21a%b°

+7ab® + 1.

EXERCICE 4

A=(x-y?)(x+y?).
B=(2x-1?+22x-1) = 2x-12x+1).
C=x-pEx+y+3x+y)=x+y)(x—-y+3).
D=(x- y)(X+y)(x2+y2) (x y)(x +xy+ %)
D=(x-y)(x®+xy2 + 2y + 3 + 22+ xy+y?).
5. E=(a-b)((a-b)? +2ab(a+b))
E:(a—b)(az—Zab+b2+2a2b+2ab2).

1 1 1 1
6. F=———+3xy|——+—
Xy y x

F= (i —;)(1+3xy].

S

EXERCICE 5
1 A=(x2-1)" = (x- D2 (x+1)>2
2. B=(x®-1)(x®+1)+x>-1=(x*>-1) (x®>+1-1)
B=x*(x-1(x+1)

3. C=(*¥*-1)(*¥*+6x+9) = (x— D(x+1)(x+3)?
4. D=(x?+1)(x* —2x+1) = (x* +1) (x- 1)?
EXERCICE 6
1. A=¢’ 3. C=e5*t6
2. B=2¢**"1 4. D=¢>%
EXERCICE 7
1. n( )
2. ((\/’ 1)(\/_+1))—ln(2 =Inl1=0.
3. (35 ) ln(243\/_ )

1 28
4, n 25 .

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 8
x (x4 x)

Pour x>0, A=
x4 x

3

EXERCICE 9
87 (8+1)% 25781

= 43n-3(4-1) 261643
d’ol1 A =26 x27 =64 x27 =1728 indépendant de n.

EXERCICE 10

1. Soient a et b deux réels tels que :
X' +1=(X2+ax+1)(X2+bX +1)
Soit en développant le second membre de I'égalité :
Xt +1=X*+(a+ b X3+ 2+ab)X? +(a+ b X +1
Par identification des coefficients des termes de
méme degré, on en déduitque a+b=0etab=-2
donca=+v2eth=-v2
Ainsi X* +1= (X2 +V2X +1) (X2 - V2X +1).

2. Soient a, b et ¢ trois réels tels que :

X8 +1=(X2+aX+1) (X2 +bX +1) (X% +cX +1)

Soit en développant :

X5+1 = X8+(a+b+0) X5 +(ab+ac+bc+3) X* +(abc+

2a+2b+20) X3 +(ab+ac+bc+3) X% +(a+b+0)X+1
on en déduit alors

Par identification, que

a+b+c=0
abc+2a+2b+2c=0

ab+ac+cb-3=0
La résolution du systeme permet d’obtenir a = 0,

b=+3etc=-/3,ainsi

X8 +1=(x2+1) (X2 +V3X+1) (X2 -v3X +1).

EXERCICE 11

L2
ST

Pour tout x réel différent de —4 et 2 :
(%) <= x-2=2x+8doncx=-10.
x+1

2. —— =3 (%)
x—1
Pour tout x réel différent de 1,
(¥) <= x+1=3x—3doncx=2.

5x+3 x-7 x
_T:_+3 (%)

4
Pourtoutxlréel, (%) <= 15x+9—4x+28 =6x+36

doncx=--.
5
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4x+6 x+6 _ 3x+1

3 2 6 (*)
Pour tout x réel, (¥x) < 8x+12-3x-18=3x+1
doncx=—.
2
2x-3)2x+3) (x+4)2 _ x+1D(x-2)

3 (*)

8
Pour tout x réel,
(*) < 3(4x2 -9) —4(x+4)? =8(x? —x-2)
(%) < 12x% —27—4x> —32x—564 =8x%-8x-16

(¥) & —24x=75doncx=——.

21
(x-22  (x-5)x+4) _(Gx+4)(x-3) 20
T T

Pour tout x réel,

(%) &= 2(x—2)%2+3(x—-5)(x+4) = (5x+4)(x—3)—40
(%) < 4x*—8x+8+3x2-3x—60 =5x2+11x—12—40
(x) < x> —11x=0doncx=0oux=11.

EXERCICE 12

1.

8m—1

(m—-3)x=8m—-1 (x)doncpour m#3,x=
Si m = 3 alors (*) devient 0 = 23 I'égalité est fausse, il

n'y a dans ce cas pas de solution.
m+5

(m+3)x=m+5 (x)doncpourm# -3, x=
Si m = -3 alors () s’écrit 0 = —8 I'égalité est fausse, il
n'y a dans ce cas pas de solution.
(m?-1)x=m?-3m+2 (%)

m%—3m+2 _m=2

) ) m2-1 m+1
Sim =1alors (*) devient 0 = 0, |'égalité est vraie pour

Si m différentde 1 etde -1, x =

tout réel x.

Si m = —1 alors (*) devient 0 = 6, I'égalité est fausse,
il n'y a pas de solution.

(m?-1)x=-m?-3m+4 (%

Si m différent de 1 et de —1,

-m?-3m+4 _ -m-4

m2—-1 = m+1

alors (x) devient 0 = 0, I'égalité est vraie pour

xX=
Sim=1
tout réel x.

Si m = —1 alors (%) devient 0 = 6, I'égalité est fausse,
iln'y a pas de solution.
2m+1)x—-4m=2x+4-3mx—-3m+1 < 5mx =

()
. m+5
Sim#0alors x = ——.

m+5

Si m = 0 alors (*) de\r/yilent 0 = 3, I'égalité est fausse, il
n'y a pas de solution.
4x+8m+60=30x-10m+2m—-m+3x

<~ 29x=17m+60

109

17m+60

donc pour tout m réel, x = 29

EXERCICE 13

ot

.

(x+1D)2x+3+x+1)=0 < (x+1)3x+4) =0

doncx:—loux:—é.

(x=3)(x+3+3x+2)=0 < (x-3)4x+5) =0

doncx:30ux:—§.

2x+5+3x+2)(2x+5-3x-2) =0

<~ 5x+7)(3-x)=0

doncx:30ux=—g.

2x+1D(x+1-5 =0« 2x+1(x-4)=0

doncx:—E oux =4.

(4x% —3x— 18- 4x? - 3x) (4x® —-3x — 18 +4x? +3x) =0

< (-6x—18) (8x*> - 18) =0

— -12(x+3)2x-3)2x+3) =0

doncx:—3,x:§0ux:—§.
2 2

Cx+1)Bx+2+x-2-2x+1) =0 < (2x+1)2=0

doncx=--.
2

EXERCICE 14

o

Léquation s'écrit encore x> —3x+2 = 0

x = 1 est une solution évidente, la seconde solution
est alors x = 2.

x = 2 est une solution évidente, le produit des solu-
tions étant 10, la seconde solution est alors x = 5.
A=12-8vV2=(2- 2\@)2, 'équation admet deux

solutions réelles :
1-v2+3 -1+v2+3

X1 = etxp = .

A =8, 'équation admet deux solutions réelles :
-v2-v18-v8
-v2—-v18++v8

= % )

Léquation s'écrit encore 45x2 +20x — 12 = 0
A =400+45 x 48 = 2560, I'équation admet deux solu-

tions réelles : -
-10-8v10 -10+8v10
= etxy =
45 45
Léquation s'écrit encore x2 —14x+2 =0

X1

A =188, I'équation admet deux solutions réelles :

_ 14+/188
- 2

X1 =7+V4Tetxp =7—/47.
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EXERCICE 15

1.

. xt+3x2=2

2x+1 1 1
_ - 4=

x2-1 x+1 x-1
pour x réel différent de 1 et —1,

(%)

(¥) & -2x-1=x—-1+x+1doncx= —i.
x*43x2=-2
Pour tout x réel, x* + 3x% > 0, I'équation n’admet
donc pas de solution réelle.
(x2—4x+1)°— (622 -3x-1)°=0 (%)
(%) = [7x2 -7x) (—5x2 -x+2)=0
= 7x(x-1)(5x%>+x-2) =0.
« Résolution de I'équation 5x% + x—2 =0

A =41, 'équation admet deux solutions réelles :

-1+v41 -1-v41
X] = etxy=——.
Les solutions de (*) sont donc
-1+v41 -1-+v41
X = , X2 = ,x3=0etxg =1.
10 10

(x2-4x-1)° (622 -3x-1)°=0 (%)
(*) = (7x* -7x-2)(-5x*~x) =0

= x(Gx+1)(7x%-7x+2) =0
« Résolution de I'équation 7x* - 7x—-2 =0

A =49 +56 = 105, 'équation admet deux solutions

réelles :

7+v105 7—+v105
Xq]=———etxp=———.
Les solutions de (*) sont donc

7+ 105 7—-v105 1
X1 = , Xo = ,x3=0etxg=——.

14 14 5

10x2 +23x—11
————— =2 (%)
16x2 +62x +55

« Résolution de I'équation 16x2 +62x+55 =0
A= 182, I'équation admet deux solutions réelles :

4411 -80 5

X] = =——etxy= =—=

Si x est différent de 5 et—g,alors
(%) <= 10x2 +23x—11 = —-32x2 — 124x— 110
= 42x% +147x+99 =0.

A =4977, 'équation admet deux solutions réelles :
—147—3\/553 —147+3+/553
X]=—————etxp= ———,
84 84

(%)
On pose pour x réel, X = x2, 'équation () s'écrit
alors X2 +3X —2=0

A =17,1'équation admet deux solutions réelles :
-3-v17 -3+v17
= —¢e 2=\

X t
! 2 2

CHAPITRE 12. CORRIGES

Xj <0 ne peut donc convenir. On en déduit alors les

solutions de (x) :

-3+V17 ~3+V17
e A Rl [

(m-2)x* +5x+7-m=0 (x)

Si m =2, (x) devient 5x +5 =0 donc x = —-1.

Sim#2, A=4m?-36m+81 = (2m—9)?

Léquation (*) admet deux solutions réelles :
—-5+2m-9 m-7 4-2m

X1 = = etxy = ——— =
2(m-2) m-2 2(m-2)

M+Dx2+2m+Dx+2-m=0 (%)
Sim=-1, (x) devient —-x+3 =0donc x =3
Sim#-1,A=8m?-7
7
\/;, A <0,1'équation (*) n’ad-

. 7
eSim<—/-oux>

met aucune solution réelle.

7 7
eSim= —\/g oum= \/g, A =0, 'équation (*) ad-

2m+1
2m+2

7 7
o Si —\/g <x< \/g, A > 0,1'équation (*) admet deux

solutions réelles :
_—2m-1+V8m2 -7

_—2m-1-V8m2 -7
2m+2 2" 2m+2

met une solution double xy = —

X1 = et x;

EXERCICE 16

1.

¥+ (2vV2-2)x+3=2v2 (x),A=0,
I'équation () admet une solution double xg = V2-1.
2x% - (V6+2v2)x+v3=0 (%)

A =14, I'équation (*) admet deux solutions réelles :

B V6+2v2+4/14 ot V6+2v2-114
1= =

4 4
xX—4=v2x-5 (%)

Pour x > 5, (%) < (x—4)2 =2x-5

X2

= x?>-10x+21=0
Léquation (*) admet deux solutions réelles 3 et 7.
13 —4x?+5x-2=0 (%)
1 est une solution évidente de (*) donc
(*) = (x—1)(x2-3x+2)=0
= x-1)%(x-2)=0
L'équation admet deux solutions réelles 2 et 1 (solu-

tion double).

EXERCICE 17

1.

* Si m =2, I'équation (Ej;) est de degré 1, elle admet
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une unique solution x = -2 (¥*) < In (xz - 1) =In(2-x)(3—x))
« Si m # 2, I'équation (Ej;) est de degré 2 — x2-1=x*>-5x+6
A=4(m-4?%-4(m—-4)(m?-4) =4mm-4 (1 -m). = x:%
Etablissons le tableau de signe de A. 1< z < 2, I'équation admet donc une solution
m | —oo 0 1 4 +00 5 7
4m - 0 + + + unique : E
m—4 - - - 0 + 2. n@Rx-1D+In@2x+1)=ln(x+2) (*).
1-m * t 0 - - Pour x > —,
A + 0 - 0 + 0 - 2

2 _ =
~Sime o005 0[UIL;21012; 4, (Ey) admet deux | () = (47 1) =In(x+2)

solutions réelles distinctes.
—Sime {0 i1 4}, (Emm) admet une solution double

= 4’ -1=x+2
— 4x2-x-3=0
— (x-1)(4x+3)=0

réelle.

—Sime]0; 1[u]4; +ool, (E;;) admet deux solutions = x=loux= 4

complexes conjuguées. seul x = 1 est strictement supérieur a %
2. —1 est solution de (Ej,) si le membre de gauche de L'équation admet une unique solution : 1.

I'équation est factorisable par x + 1 donc s'il existe a
et bréels tel que : EXERCICE 20

2 -
(m-2)x +2(m—4))2¢+(m—4)(m+2) =x+1)(ax+b) 1. e2X_3¢%_1=0 (%)
(x+1Dlax+b) = ax”+(a+b)x+b On pose X = e¥, 'équation () s'écrit X2-3X-1=0.

Par identification, on en déduit le systéme : A =13, 'équation admet deux solutions réelles dis-

m-2=a 3+v13 3-v13
tinctes: X7 = 2 et Xo = 2

2(m-4)=a+b X, < 0 ne peut donc convenir

(m-4)(m+2)=b On en déduit alors que (*) admet une unique solu-
= 2m-4)=m-2+(m—-4)(m+2) X 3+v13

2 tion: In .
= m“-3m-2=0 /T 2
3-V17 3+V17 X _ —-X _
A=17,donc m= oum= . 2. e*-3+e7=1 (%)
2 2 VxeR, e¥>0donc (x) < e**—4e*+1=0

Nous avons raisonné par implication, il reste donc a )

— X 1A s ) 4 et _ _
vérifier que les valeurs obtenues sont bien solutions. On pose X = %, I'équation (x) s'écrit X -4X +1=0
A =12, 'équation admet deux solutions réelles dis-
EXERCICE 18 tinctes: X] =2++v3et X» =2—/3.

1. Pour x > 0, on pose X = In x, I'équation devient Les deux solutions obtenues sont strictement po-

X2-2X-3=0donc X; =1et Xp =3

Les solutions de I'équation de départ sont donc réelles :

X =eetx,=e 3. x1=In(2+Vv3)etx,=In(2-V3)

2. Pour0<x<1,2Inyx+In(1-x) =2Inx
< In(x(1-x)=In (xz)

sitives, I'équation (*) admet donc deux solutions

EXERCICE 21

= x-x*=x* = x2x-1)=0 1. 665 —7¢4 1 3% =0
doncx = car0<x<1. = X (6 -7e*+1)=0 (%)
Quel que soit x réel, X >0, I'équation (*) est donc
EXERCICE 19 équivalente 2 6e2¥ —7¢* +1=0
L In(x*-1)=In@-0+InB-x) (%) On pose X = e*,

Pourl<x<2oux<-1, 'équation devient 6X% —7X +1=0 (%*)
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6X2-7X+1= (X-1)(6X —1),I'équation (**) admet
deux solutions réelles X1 =1 et X, = 1

L’équaticin (*) admet deux solutions x; =Inl1 =0 et
X2 = ln(g) =—In6.

A —4e2X_77=0 (%)

On pose X = 2%,

I’équation (*) devient X2 _4X-77=0 (% %)

A =324 = 18%, I'équation (**) admet deux solutions
réelles X1 =11et Xp = -7

X> < 0 donc ne peut convenir, '’équation (*) admet

1
une unique solution x; = 3 In1l.

EXERCICE 22

1. x3+3x%2-3x-1=0

()
B +3x%2 -3x-1=(x-1)(x® +x+1) +3x(x - 1)
=(x—1) (*® +4x+1)
A =12, équation x? + 4x + 1 = 0 admet deux solu-
tions réelles distinctes x; = —2+v3 et xp = —2—+/3
Léquation (*) admet trois solutions réelles xo = 1,
X1 =-2+V3etxy=-2-v3.
2 -3x2+3x-1=0 (%)
¥ -3x2 +3x-1=(x-1)(x® +x+1) -3x(x - 1)
=(x-1(x?-2x+1)
=(x-1)3.

Léquation (*) admet une solution triple xg = 1.

EXERCICE 23

1.

x et y sont solutions de 'équation z% —4z+2 =0
A=8onendéduitque x=2+v2ety=2—12.

x et y sont solutions de I'équation z% —9z+18 =0
A=9onendéduitquex=3et y=6.

x et y sont solutions de I'équation z2 — 6z + 135 = 0
A = —504, I'équation n’admet pas de solution réelle.
x et y sont solutions de 'équation z% —2z+2 =0

A = —4, I'équation n'admet pas de solution réelle.

EXERCICE 24

1.

Pour m # 0, x et y sont solutions de I'équation
mz? — Bm+1)z+m=0,A=6m+1)(10m+1)

1
eSime|-oco0; —=|U _E;O U]0; +oo[ alors A >0

6
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8m+1-v(6m+1)(10m+1) et

on en déduit que x =
2m

_8m+1+vV6m+1)(10m+1)
r= 2m

. 1 1
eSim=-——oum=-—alorsA=0

8m+1

on en déduitque x =y =
eSime|-=; ——]alorsA<0

I'équation n'admet pas de solution réelle.

1

2. Pour m # 2 X et y sont solutions de I'équation
(-2m)z> —4mz+1-2m =0, A =4(4m—-1)
¢ Si m < — alors A <0, I'’équation n"admet pas de
solutions réelles.

. 4m
eSim=—alorsA=0,doncx=y= .
411 1 2—-4m
eSim> 1 etm# 3 alorsA>0
2m—-vim-1 2m+v4am—-1
doncx = ety= .
1-2m . 1-2m

3. Pour m # -1, x et y sont solutions de I'équation

(m+1)z22-2m+3)z+2=0,A=2m+1)2
m+
eSim=-—alorsA=0,doncx=y= =
21 2m+2
eSim# -3 et m # —1 alors A > 0, on en déduit que
1
X = ety=2.
m+1 . .

4. Quel que soit m € R, x et y sont solutions de 1'équa-
tion z2 —2mz+m2 -4 =0
A=16,onendéduitquex=m+2ety=m-—2.

EXERCICE 25

1L x—-1=Vx+2 (%)

Pourtoutx > 1, (%) < (x— 1)2 =x+2 (*x%)
(%) < x2-3x-1=0
Les deux solutions de (**) sont :
3-v13 3+V13
X1 = etxy = 5 .
Seule la solution x; est supérieure a 1, la solution de
3+v13
(%) est donc >
2. V16x—-7=8vVx—-4 (%)
Pourtout x >4, (x) < 16x—7 =64x—256 (*%*)
(%) < x= 5 > 4, la solution de I'équation (x)
249
est donc x = TR
3. VX+3—-vVx-12=Vx+12 (%)

Pour tout x > 12,

(%) &= 2x-9-2V(x+3)(x—12) = x+12 (*%*)
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(¥%) &= x-21=2/(x+3)(x—12)

Pour tout x > 21, (+%) < (x—-21)2 = 4(x+3)(x —
12)
(% * x) <> 3x2+6x—585 =0, cette équation admet

(% % %)

deux solutions x; = —15 et xp =13

Ces deux solutions sont inférieures a 21, les équa-

tions () et () n'ont pas de solution réelle.

VX—9+Vx-24=x (%)

Pour tout x > 24,

(¥) <= 2x-33+2y/(x-9)(x—24) = x*

(#%) = 2y/(x—-9)(x—24) = x* —2x+33
= 4(x-9)(x—24) = (x> —2x+33)°
= x*—4x3 +66x%+225=0

or x* —4x3 +66x% +225 = x%(x - 2)% + 62x% +225 > 0

Les équations (**) et donc () n'ont pas de solution

(%)

réelle.

EXERCICE 26

1.

X+1-Vax—15=4 (%)
Pour x> —=, () < (x-3)2=4x-15 (%%)
(#%) = x%-10x+24 = 0, cette équation admet
deux solutions x; =4 et xp =6

Ces deux solutions sont supérieures a %5 ce sont
donc les solutions de I'équation ().
V2x+5-Vx+3=2 (%)

Pour tout x > — g,

(%) < 3x+4 = 2V R2x+5)(x+3)

Pour tout x > —3

(%)

(#%) <= (3x+4)% =4(2x+5)(x+3)
(x % %) < x% —20x —44 = 0, cette équation admet

(3 * %)

deux solutions x; =22 et xp = -2

Xp < — 3 n’'est donc pas solution de () ni de (x).
L'équation (*) n'admet donc qu'une solution : 22.
V2x+7+3=3(x+1) (%)

(%) = V2x+7=3x

Pourtoutx >0, (x) < 2x+7 = 9x2 (%)

(#%) < 9x%—2x—7 =0, cette équation admet deux
solutions réelles x; =1 et xp = —g

Seule la solution x; est positive, donc I'équation ()
n'admet qu'une solution réelle : 1.

VX+18+vVXx—-8=vVx+2 (%)

Pour tout x > 8,
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(¥) < 2x+10+2y/(x+18)(x—8) = x+2
(%) <= 2y/(x+18)(x—8)=-x—-8
or —x—8 < 0lorsque x > 8, les équations (*) et donc

(x*) n'ont pas de solution réelle.

EXERCICE 27

1.

4.

[x[+x=11=1 (%)

x —00 0 1 +00
1x| -X 0 X x
lx—1| —x+1 -x+1 0 x-1
Ix|+1x—11 1-2x 1 2x-1

e Si x <Oalors () < 1-2x=1donc x=0.

» Si0 < x < 1alors () est toujours vérifiée.
eSix>1alors (%) < 2x—1=1donc x=1.

On en déduit que I'ensemble des solutions de I'équa-
tion (x) est§=1[0; 1].

x2-3x+|x-1/=0 (%)

¢ Si x <1 alors (%) < X2 —4x+1=0

cette équation admet deux solutions x; = 2+ v/3 et
X =2-v3

x1 > 1 donc ne convient pas.

¢ Six>1 alors (%) < x2-2x-1=0

cette équation admet deux solutions x3 = 1 — V2 et
X4 =1+ \/5

X3 < 1 donc ne convient pas.

Les solutions de (x) sont xp =2 — V3et Xg=1+ V2.

[x|+]x—=1l+|x+1=2 (%)

x —00 -1 0 1 +00
x| -x -x 0 x x
Jx-1] 1-x 1-x 1-x 0 x-1
|x+1| —x-1 0 x+1 x+1 x+1
|xl+1x =11 +|x+1] -3x 2-x 2+x 3x
¢ Si x < —1 alors (x) devient —3x =2
donc x = —— > —1 donc ne convient pas.

¢ Si —1 < x < 0alors (%) devient 2—x =2 donc x = 0.
¢ Si0 < x<1alors () devient x+2 =2 donc x =0.

¢ Six > 1alors () devient3x =2donc x = 3 < 1donc
ne convient pas.

La seule solution de I'équation (x) est 0.
|[-3x+4|+4x-3|=7 (%)

3 1
x -0 1 3 +oo
|-3x+4| —-3x+4 -3x+4 0 3x-4
14x—3| 3—-4x 0 4x-3 4x-3
|=3x+4] +4x-3| 7-7x x+1 7x-7
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3
e Six < 1 alors () devient7—7x=7donc x =0

3 4
-Siiéxg B alors (%) devient x+1=7doncx =6

cette solution ne convient pas.
4
eSix> 3 alors () devient 7x—7=7donc x =2

Les solutions de I'équation (*) sont 0 et 2.

EXERCICE 28

1. ||x|—|x—1|(:1 (%)

CHAPITRE 12. CORRIGES

cette équation n'admet pas de solution réelle (son

discriminant est négatif)

¢ Si x> 2 alors (%) < x2+x-3=0

-1-V13

cette équation admet deux solutions x; = 5

_-1+V13
T2

ces deux solutions sont inférieures a 2 donc ne

et xo

conviennent pas.
Ainsi 8§ = ¢.

2. |lx=1|-13—-x||=16

()

x —00 1 +00
x| —x x X
[x—1| —x+1 -x+1 0 x-1
lxl —1x—1] -1 2x-1 1
J1xi-1x- 11| 1 2x1| 1

¢ Si x <0oux > 1, 'équation (*) est toujours véri-

fiée.

X —oo 1 3 +00
|x—1]| 1-x 0 x-1 -1
13— x| 3—-x 3—-x 0 -3
lx=1]—=3—x| -2 2x—4 2
lx=1]—=3—x]| 2 12x —4| 2

eSi0<x<lalors2x—1=1ou2x-1=-1
2x—-1=1= x=1
2x—1=-1= x=0

e Six <1oux >3, I'équation (*) n'admet pas de so-
lution réelle.
eSil<x<3alors2x—-4=160ou2x—4=-16 donc

x =5 ou x = —6, ces deux solutions n’appartiennent

Lensemble des solutions de I'équation () est donc
8=]-00; 0]U[l; +ool.

. 2x+4|+|-2x+7]1=8 (%)

o Si x < -2 alors () s’écrit —4x+3 =8

donc x = - n > —2 donc ne convient pas.

eSi—2<x< g alors (*) s’écrit 11 = 8 ce qui n'est ja-
mais vérifié.

eSix> 2 alors (*) s’écrit4x—3 =8 donc x = lZl < g
donc ne convient pas.

Ainsi 8 = @.

s xl=lx=11=1 (%)

e Si x < 0alors (+) < —1=1 ce qui est toujours
faux.

eSi0<x<1lalors(x) <= 2x—1=1doncx=1.

¢ Six >1alors (*) < 1=1 ce qui est toujours vrai.
Ainsi 8 =[1; +ool.

. |xP—4|+lx-20+]x+2(=0 (*)

Chaque valeur absolue étant positive, il faut donc
que toutes les valeurs absolues soient nulles simul-

tanément, ce qui est impossible.

pas al'intervalle ]1; 3], elles ne conviennent pas.

Léquation (*) n’a pas de solution réelle.

EXERCICE 29

1. 2x% —x+3|x-2/=0 (%)
¢ Si x <2alors (%) < X2 -2x+3=0

3. |1-22|-[x-3=-2
X —00 -1 1
lx—1| x?-1 0 1-x2 0
|x—3| 3-x 3-x
lx=11-13—x]| Pt+x—4 2 rx-2
X 1 3 +00
lx—1| 0 -1 -1
|x—3| 3—x 0 x-3
lx—1]-13—-x| Ptx-4 x2—x+2

4.

2

e Six < -1, (¥) & x°+x—2 =0 cette équation ad-

met deux solutions x; = 1 et x» = —2, seule la solution
X2 convient.

2

eSi-1<x< 1, (%) &< —x“+x =0, cette équation

admet deux solutions x3 =0 et x4 = 1.

eSi1<x<3, (%) = x?

+x—2 =0, cette équation
admet deux solutions x; = 1 et xp = —2, seule la solu-
tion x1 convient.

eSix >3, (%) x2

—x+4 =0, cette équation n’ad-
met pas de solution réelle (le discriminant est néga-
tif).

Ainsi 8 ={-2; 0; 1},

‘Ix—al—z‘ =-Vx2+3 (%)
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Le membre de gauche est positif ou nul, le membre
de droite est strictement négatif, 'équation (%) n'a

donc aucune solution réelle.

EXERCICE 30
X 1 1
1. Pour x #0, f(—z) =3(x2+2+ —2)—7(x+—)+2
X X X
X
donc % =3y2 -7y +2.

1
2. Onposepourx #0, y=x+ P
I'équation f(x) =0 <> 3y% -7y +2=0.

1
Cette équation admet deux solutions réelles : 2 et 3

e Si y=2alors x + l =2 ou encore (x —1)% = 0 cette
équation admet uniaC solution double xp = 1.

«Siy= % alors x + P 1 ou encore 3x2 —x+3=0
A = =35, cette équation n'admet pas de solution
réelle.

L'équation f(x) = 0 admet une solution xg = 1.

EXERCICE 31
1. ax3+bx%+cx+d=0
b3 b \? b
<~ al|t—-—| +blt——| +c|t——|+d=0
3a 3a 3a
b2 26 be

= af+|c-|t+ - +d
3a 2742 3a
3

Léquation ax3 + bx? + cx + d = 0 peut se ramener 2

une équation de la forme 3 + pt + g = 0 avec
c P 2b>  bc d
P 0 32 " s
2. (w+vd=ud+31%v+3ur?® +13

=3uv(u+v)+ (u3 + v3).

Soit encore (1 + v)3 —3uv (u+v) — (u3 + v3) =0.
En posant t = u+ v, nous obtenons

x® —3uvx - (u® +v%) = 0 qui est équivalent a

3 3
uw+v = -
t3+pt+q=0si{ Z
uv = -3
3 3 3 3
u +v = — u’ +v = -
3. Z - LZ;
uv = -3 usy?’ = —5—7
Soit en posant X = W et Y = v3,
X+Y = -—¢q
3
Xy = -5
X et Y sont donc solutions de 'équation
3
B U2+qu-2-o.

27
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4p®  274% +4p3
4 A:q2+L:M,

e SiA<O, l'équatiozn7 (E) nadmet aucune solution
réelle.

¢ Si A =0, 'équation (E) admet une solution double
x=v=_2

¢ Si A >0, 'équation (E) admet deux solutions dis-

tinctes :
1 27q% +4p3 1 27q% +4p3
xo g [ oy Z Mg [EA |
2 27 2 27

5. «Si 275]2 + 4;93 <0, u et v n'existent pas dans R.

oSi27q2+4p3:0,u=U=‘3/_7q.
. 1 27q2+4p3
eSi27? +4p3 >0, u= 3| = | —q -y L2
127q° +4p>>0,u= ¢ = | -q >

1 27¢% +4p°
etv=>3=-|-qg+ il s A )
2 27

6. D’apres les questions précédentes: x = u+v— —

3a
41 27q% +4p°
x=>--g-\| ——————
2 27

1 272 +4p3 | b
AR B I
2 27 3a
awvec pe © bZt 2p3 be  d
\Y =———etg=—5——5+—.
P=a 329" 73 322" a
7. a.x3+3x+2=0 ) 3
27q° +4q
=3, g=2et——— =8
p q 27

1 1
x= i/i(‘z“/g“ i/g(_zwg)
=—V1+v2+V-1+V2.
b.x® +3x% —2x+4=0 = (x+1)°-5(x+1)+8=0.
Onpose t = x +1, 'équation s'écrit 3 —5¢+8=0

3

On a (u+ )3 = 3 +3u?v + 3uv? + v3 soit encore

(u+ v)3 -3uv(u+v)— (u3 + v3) =0

W+ = -8
En posant t = u+ v onadonc
3uv = 5
. Wy = -8
Soit encore 3 3
27u° v = 125

On pose X = wetY = v3, X et Y sont alors solutions
de I'équation 2722 +216Z +125 = 0.
La résolution de cette équation donne :
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V921 V921
X=—4+—<OetY=—4—T<O.

9
s V921 5] /921
On btienttz—i/ - \ 44—

etx=t-1=- 1.

3 V92l 3 a4 V921
9 9

EXERCICE 32
En appliquant la méthode de l'exercice précédent,
I'équation du second degré s'écrit Z2 —40Z +2 =0
Ses deux solutions sont les réels positifs 20 — 14v/2 et
20+14v/2.

2im
Soitj=e 3
Sachant que uv = 2, les valeurs possibles de u+ v sont :
21 = V20+14y2 + V20— 14v2,
Z0=jV20+14V2 + j23/20- 142
23=73=j2V/20+14V2+ jV/20-14V/2.
D’autre part, 4 est racine de ’équation donc :
23 —62-40 = (z-4) (2% +42+10).
Les racines sont 4, —2 + iv/6 et =2 — i/6.

En considérant le signe des parties imaginaires, on en

déduit alors que :

z1=4,22 :—2+i\/6et23 =-2-ivV6.
. . 3 ~ 3 —

Ainsi V20 +14v/2 + V20— 14v/2 = 4.

EXERCICE 33

1. Si a est une racine non nulle de P, alors
1 1 1
p (f) = — P(a) =0 ce qui démontre que — est une
a a” a

racine de P.
3 5

2 P(l) 3+2
LaP(-|l=5 -5 -5 -%
x) x x3 x2 x

1 1
= (9_3y_5y2 2,3 404 =
=i (2-3x-5x* —3x7 +2x%) = x4P(x).

P est un polynome réciproque de degré 4.
2

1 1
b.XZ:(x+— =x2 42+ .
x x2
c. Pour tout réel x non nul,
3 2
2x* —3x3 —5x% —3x+2=x%(2x% -3x-5- =+ =
x  x2
2 2 1 1
=x [2 242+ | -3[x+ = —9).
X x

donc P(x) =0 < 2X2-3X-9=0.
d. Le polynéme Q(X) = 2X2 —3X -9 admet deux ra-

3
cines distinctes X1 =3 et Xp = — 3

1
e o xt— =3 < x%-3x+1 =0 cette équation ad-

CHAPITRE 12. CORRIGES

3-v5 - 3+V5
€ = .

met deux solutions x; = Xy
2 2

1 3 ) e,
o X+ — =3 < 2x°~+3x+2, A <0,I'équation n’ad-
x

met aucune solution réelle.

Le polynome P admet deux racines réelles distinctes

3-v5 , 3+V5
= etx; = .

X1
2 1

P(l) 1,27 u 27
caPl-|l=mgt—m—-—5——
x) x* 1083 x2 10x
1 27 27
:—(1+—x—11x2+—x3+x4)
x4 10 10
1
ZEP(X).

P est un polynéme réciproque de degré 4.
b. P(2) =0, donc x; =2 est une racine de P.
c. P étant un polyndme réciproque, xp = 2 est une
racine de P.

1\(, 26
d.P(x)=(x-2)|x— 3 X“+ €x+1

e. Le polyndme Q(x) = x2 + gx + 1 admet deux ra-
1
cines distinctes x3 = -5 et x4 = -z
1
f. Les racines de P sont donc x1 =2, xp = 2’ x3=-5

1
etxy =—-—.

(1) a b ¢ ¢ b
caPl-|=s+—F+5+5+—+a
x X

x xt x3 x2

2

1
= — (a+Dbx+cx?® +cx® + bx* + cxd)

x5
= i P(x).

%5
P est un polyndme réciproque.
b.P(-1)=—-a+b—-c+c—-b+a=0, -1 estdonc une
racine de P.
c. Px)=(x+1) (ax4 +h-a)x3 +(a-b+c)x?

+b-a)x+a).

Qx) = ax* + (b—a)x3 +(a—b+c)x2 +b-a)x+a
Q(x) est un polyndéme réciproque.
d. La recherche des racines d’'un polynéme réci-
proque P de degré 5 se raméne a la recherche des
racines d'un polynéme réciproque Q de degré 4 vé-
rifiant P(x) = (x + 1) Q(x).
e. Qx) = el —axrx+ 1, 1 est une racine évi-
dente, 1 étant son propre inverse, elle est donc racine
double de Q
ainsi Q(x) = (x—1)? (x® +3x+1).
Les solutions de I'équation x2 +3x+ 1 = 0 sont
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_3_\/5

2 2
Les racines de P sont donc —1, 1 (racine double),

-3-v5 -3+v5
et .
2 2

-3+5

et .

EXERCICE 34
1. Nous supposons g # 0 (car lorsque g = 0 I'équation

est bicarrée donc facile a résoudre).

A1)2 A2
P(z) = (z2+§)

+pzz—/lzz+qz+r—7

1 2
Ainsi P(z) = (zz + 5) - Ty (x)

2
avec T,l(z):—pzz+ﬂtz2—qz—r+%.
2. pourp#A,
4r — 22
Ty @) =(p-2)(2+ T+ 22
2 (2) = (p )(z Pk 4(’7_/1))
= (p-1) (z— q ]2 si et seulement si
2(p-2)
q° _ 4r - A2

a(p-1? 4(p-A)

doncssi et seulement si A3 — pA%2 —4rA+4rp-g® = 0.
Soient A1, A2 et A3 les trois racines de cette équa-
tion (elles vérifient bien p # A; et d’apres 'hypotheése

q#0).

Supposons que A = A alors
P@V—FZ+£%2—M - %z———i——f
T2 P 2 -2

_|,2 A q
=|z°+2z2 /A1 —p+ — ——|x
2 2yh-p

A
zz—z\//ll—p+—l+L
2 2y/M-p
ol /A1 — p désigne 'une des deux racines carrées

(éventuellement complexes) de 11 — p.

Léquation P(z) =0 est donc équivalent a:

A
2 o /L4 _
ZZ+z\/ A —-p+ =0ou
2 2y/A-p
A
zz—z\/ll—p+—1+L:O.
2 2yM-p

Nous nous ramenons ainsi a la résolution de deux

équations du second degré.

EXERCICE 35

1. Onaus=a+b+c,u=ab+bc+caetp=abc.

2. On a donc a3 2 _ua+p, b =sb®—ub+pet
S =sc®—uc+p.

= Ssa

En sommant ces égalités, on obtient :
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a®+ 1%+ -3abe = s(a® + b + ¢ - u).
Ainsia® + b3 + ¢ —3abc = (a+b+c)x
(a®+ 1%+ c* —ab-bc—ca).

EXERCICE 36

. 1-x 1-x e e g
e Si x =1 alors =0 et —— =0, I'inégalité est
Vx+1 2
donc vérifiée. 1
eSix>1lalorsl-x<0etyx+1>2donc <=et
x+1 2
1-x 1-x
donc ——— > ——.
Vx+1 2
Ainsi toutx> 1, =% > 1=*
insi pour tout x > 1, —_—
p T Jx+1 T 2

EXERCICE 37

3
1. 5-3x2>2x+2 —4x2—3<:>x<1.

x+1 1-3x
2. 7x—T< <~ 70x-5x-5<2-6x
7
<=>71x<7<=>x<7—1.
x+1 x-2 1
3. T—T>E+x<=>2x+2—x+2>3+6x

1
— —-5x>-1 «:>x<g.

x2+25

= X2 +10x+25 < 2x2 +50

x+5)2
4, > <

— x2-10x+25>0

— x-5%2>0

Cette inégalité est toujours vrai, donc § = R.

EXERCICE 38
Pour les deux premiéres inéquations on applique le regle
du signe du trindme, pour les deux autres le plus simple

est d’établir un tableau de signe.

1
1. 8=1|-; 1{.
3
5
2. 8= —00,5 U[3; +oo]
1
3. §=]-0c0; ~1[U —:2[.
2 3
4. §=|-1; =-|U —;2].
3 2
EXERCICE 39
X X 3(x-2)
1. — >3 = —— - >0
x-27 x—2 x-2 =
6—2x>0
x=2
8§=12;3].
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x+1 x+3 (x+1)2 - (x-1)(x+3)
2, — < —— <0
x-1 x+1 (x-1(x+1)
4
— <0
x-1D(x+1)
8§=1-1;1[.
EXERCICE 40
3x-2 3x—-2-5+3x
. >]
5-3x 5-3x
6x—7
0
o 5-3x
Sz[—;—[.
6 3
+1)(x-2 3
M}O,S:[—l;— Ul[2; +ool.
2x-3 2
EXERCICE 41
x+1 x—1 2x+2-x+1
. —>— — >0
X 2x
x+3
— >0
X
8=]-00; =3]U]0; +ool.
1-x)(x+2)
— <0,
X
8=[-2;0[Ul[l; +ool.
EXERCICE 42
m-3)x _1-x x-1
. —>— - —
om C 2 m (*)
Pour m #0,
m=-3)x-ml-x)+2(x-1)
(%) = >0
2m

Cm-1Dx-(m+2)

>0
. m+2
eSim<O0alorsS = ; +00
2m—1
. 1 m+2
eSi0<m< —alors8§ = |—c0; ——
2 2m—1

1
eSim=—alorsS=9¢
m+2 [
; +ool.
2m-—1

1
-Six>5alorsS:

2. (m-2)(m-3) < (¥*-2)(¥*-3)
(%) = x*-5x2-m?+5m >0
Résolvons I'équation x*-5x2-m?2+5m=0 (E)
Posons X = x2,
I'équation (E) devient X2 —5X —m2+5m=0 (E)
A=02m- 5)2, I'équation (E") admet deux solutions
réelles: X1 =met Xo =5-m
ainsi (*) <= (x> -m)(x?2-5+m) >0

CHAPITRE 12. CORRIGES

Si m < 0 alors x?

. - m > 0, le signe de
(x? —m) (x> =5+ m) ne dépend que du signe de
(x?~5+m)

8§=]-00; —V5-m|u[vV5-—m; +oo|

e Sim=0oum=5alors

8=]-00; =V5]u{o}u[V5; +oof
oSiO<m<galorsX1<X2

8=]-0o; ~VE-m]u[-vm; vm|u[V5-m; +oo|
oSig<m<5alorsX2<X1

8§=]-00; —vm|u[-VE—m; VE-m|u[vm; +oo|
e« Sim>5 alors xX2-5+m > 0, le signe de

(x? —m) (x®> =5+ m) ne dépend que du signe de

(x? —m).

8 =]-00; —ym|u[vVm; +oo|.

EXERCICE 43
x—-1 x-2 xX—m x—-m-—1

. ——-—— - (*)
x—-2 x-3 x-m-1 x-m-2

Pour x différentde 2,3, m+1let m+2,

(¥) = < !
(x-2)(x-3) x-m-1)(x—-m-2)

— (x-2)x-3)>x-m-1)(x—-m-2)

= 2x(m-1)>m-1)(m+4)
m+4

eSim<1lalorsS=|-o0;

eSim=1alorsS=9¢

eSim>1alorsS =

Zemx+m? x+m

2. > (%)
X2 +2x+4 X+2
Onremarque que Vx € R, 2 42x+4 = (x+ 1)2+3 > 0.

m+ [
— ; +00]|.
2

Apres avoir regroupé les deux fractions dans le
membre de gauche, réduit au méme dénominateur
et utilisé la remarque précédente :

pour tout x # -2,
(m—-2)(x(m+2)+2m) >0

(%) <=
x+2
eSim=2alors (*) < 0>0doncS=9
e Sim=-2alors (x) < >0
(x+2)

donc 8 =]-2; +oo[
Si m # -2, I'équation (m +2)x + 2m = 0 admet une

. m
solution m = — =-2+

m+2 m+2

On établit alors des tableaux de signe en fonction de
la valeur de m.
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-Sim<—2alorsS:]—oo;—? U]-2; +ool
2m
OSi—2<m<2alor58=]—2;—
m+2
2m
eSim>2alorsS§ =]-o0; —2[U|———; +00].
m+2
EXERCICE 44

1. x>-3x<3 (%)
Léquation x> —3x —3 = 0 admet deux solutions

) 3-v21 3+v21 o
réelles : x1 = 5 et xp = 5 on en déduit
3-v21 3+v21
alors que 8 = > 5 .

2. ¥2-x-1>0 (%)

Léquation x?—x—1 = 0 admet deux solutions réelles :
1+v5 1-V5
X] = 2\/_ et xp = v , on en déduit alors que
1-V5| [1+v5
8= |-o0; > U 5 ; ool

3. —5x2+43x+1<0 (%)

Léquation —5x% +3x + 1 = 0 admet deux solutions

-v29 3+v29
réelles : x; = et xp = , on en déduit
3-v29 3+v29
alors que 8 = | —o0; 10 u T +00

(%)

; +oo].

4. Bx-1)(2x+5) =0
8= |-c0i -

—00; —=|U
2

EXERCICE 45

1. (x®-5x+4)(x?-4x+3)>0 (%)
Léquation x> —5x +4 = 0 admet deux solutions
réellesx; =letxp; =4
Léquation x% —4x +3 = 0 admet deux solutions
réelles x3 =1etxy =3
En utilisant un tableau de signe, on en déduit que
8 =]-00; 3[U]4; +ool.

2. (x®-5x+4)(x?-9x+14) <0 (%)
Léquation x2 —5x+4 = 0 admet deux solutions
réelles xy =letxp =4
Léquation x? — 9x + 14 = 0 admet deux solutions
réelles x3 =2 et xy =7
En utilisant un tableau de signe, on en déduit que
S=1[1;2]u[4; 7.

7x+3 2-3x
3x+2 7 3x2+5x+2

(%)
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2
Pour x différent de —1 et de ——
(7x+3)(x+1)—-(2-3x)

Bx+2)(x+1)
7x%2 +13x+1

Bx+2)(x+1) ~
Léquation 7x% + 13x + 1 = 0 admet deux solutions
-13-v141 -13++v141
etxy = .

14
En établissant un tableau de signe, on obtient

-13-141 2 -13++/141
o0; ——— | U —1;—§ U|——m——;

’ 14 14
(3x2 +2x-1) (x® +x+2)
(3-x2)(x2-x-6)
(x+1)Bx-1) (¥ +x+2)
(V3-0(/B3+0)(x+2)(x-3)
En établissant un tableau de signe, on obtient :

§=]-2; -Vv3[u u]v3; 3.

(%) =

réelles x; =

8= |-

;
8

=0 (%)

(%) =

1
-1; =
3

EXERCICE 46

1.

3.

0< —— <1

al ()
x2-1

* >
X
2-1"

En établissant un tableau de signe, on obtient :
x€]-1;0]uU]l; +oo[

* <
-1
—x%+x+1 -
x2 -1 S0

En établissant un tableau de signe, on obtient :

1-v5 1+v5
x€e]—-oo; —1[U i1 ; +00
2 2
Il reste a faire I'intersection des deux domaines, ainsi
1-v5 1+v5
8= ;0lU ; +00]|.
2 2
4-2x-3x% - (x+4) (2x+2) <0
*
x2-5x+6 =
) e —5x% —12x—4
% e
x-2)(x-3)
En établissant un tableau de signe, on obtient :
2
§=]-00; -2]U g 2| Ul3; +ool.
9« x2-x-30 <2
S g+2x—x2
x?—x-30
< 2(%)

J X —x=oU
8+2x—x2
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2 _ _ —
(*)@Mzﬂgo 3. 2x—Vx-1<0 (%)
o TXTH2x48 ) ) Pour x >0, on pose X = /X,
En établissant un tableau de signe, on obtient : devient 2X2 — X —1 <0
£ —X—
5-+/577 5+ /577 (x) devien ,
XE 7005 —— U 1-2;4[u e T I'équation 2X* — X —1 = 0 admet deux solutions
1
xz—x—30> " réellelezletXZ:—E
* 8+2x—x2 ~ (%) X, < 0ne convient pas, on en déduit que § = [0; 1[.
(1) o x> +3x-14
% %k S ———
8+2x—x2 4 1_'—7x<1_x (%)
Le numérateur est strictement négatif (discriminant ) 1-x
négatif), on en déduit que x € ]—oo; —2[U]4 ; +ool. Pour x € [~1; 1],
Il reste a faire I'intersection des deux domaines, ainsi (%) = 1+x <(1-x?2
5-v577| [5+V577 1- 3
S§=|-00; ; 400 1+x—(1-x)
6 6 — ——F <0
3 1 3 1—2x
x° = _
4. <H—x-1 (¥ e XT3
x+1 ) 1—x =
X
(¥) <= —— <0donc8=]-1;0]. x(x2—3x+4)
x+1 — T S
x% —3x+4 >0 car le discriminant est négatif
EXERCICE 47 .
on en déduit 8 =[-1; 0].
1. §=¢
2. §=]-00;0[ EXERCICE 49

3. Six>1,Vx-1<vVx+1l < x-1<x+1
dou18=]1; +oo[
4. Vx-1D2<vV(x+1)2 = |[x-1|<|x+1| (%)

Six < -1, (¥) &< 1-x<-1-x, cette inégalité n'est

1. [(x-3)(x-5)|>x-3 (%)
eSix<3alors () < (x-3)(x-5)>x-3
~— x-5<1

<~ x<6
jamais vérifiée. .
eSi3<x<5alors (¥x) < (x—3)5-x)>x-3

Si-1<x<],¥) = 1l-x<x+1
— 5-x>1

— x>0. <4
— x
Six>1, (%) < x—1<x+]1, cette inégalité est tou- X
. N ¢ Six>5alors (%) < (x—3)(x-5)>x-3
jours vraie, ainsi S =10; +ool. 551
— x-

<~ x>6
EXERCICE 48 ainsi § = ]—oo; 4[U]6; +ool.
1. x-3>Vx2-2x (%) 2. [x[+[x=1+]x-2]<6 ()

Six>3, (%) & (x-3)2>x%-2x
<~ 9-4x>0

¢ Six < 0alors

(¥) <= 3-3x<6 <<= x=>-1

<=>x<2 ¢ Si0< x<1alors
donc & = @. (¥) = 3-x<6 <= x>-3
)
2. x-1<Vxc-2 (%) e Sil<x<2alors
Sixe€]-o0; —v2]U[V2; +ool, (%) <= x+1<6x<5
(*) &= (x-D*<x*-2 « Si x> 2 alors
<:3—2§c< (¥*) &= 3x-3<6 < x<3
— x> 2 Ainsi 8§ = [-1; 3].
3 _
donc 8 = |=; +oof. 3. |x+2|>1—x (%)
1+x
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1-x
¢ Si x < -2 alors (%) devient —x —2 > ——
1+x
X2 +2x+3
ou encore a1 <

X2 +2x+3 > 0, (le discriminant est négatif) donc
xX€e]-oo; =-2[

¢ Si x > —2 alors (x) devient x+2 > ——
1+x
—x2—4x-1
ouencore ——— <
x+1

En établissant un tableau de signe, on obtient :
xe[-2; -1[U[-2+V3; +o0]

Ainsi 8§ =]-00; —1[U[-2+V3; +oo].

. (Ix1=3)(1x]1=5)>0 (%)

¢ Si x < 0 alors (x) devient (—x—3)(—x—5) >0 donc
x€]-o0; =5[U]-3; 0]

¢ Si x > 0 alors (x) devient (x—3)(x—5) >0 donc
x€[0; 3[Uu]5; +ool

Ainsi§ =]-o0; =5[U]-3; 3[U]5; +ool.

L l=xl>20x-1 (%)

¢ Six <Oalors () devient1-x > —2x—1doncx > -2
¢ Si 0 < x <1 alors (%) devient 1 —x > 2x — 1 donc
xgg

. Si)%) 1 alors (*) devient x—1>2x—1 donc x <0

ce qui contredit 'hypothése.

Ainsi 8§ = [—2; g .
3
-5
. (|JC|—3)(|JC|—5)<L (*)
x| -3

¢ Si x < 0 alors (*) devient
(-x-3)(-x—5) < ——

-x-3
-x-5)(-x—4)(-x-2
ouencore(x x4 )<O

-x-3
x€[-5; —4]uU]-3; -2]
¢ Si x > 0 alors (*) (}r)evient
(x-3)(x-5) < ——
x—3

(x—5)(x=4)(x—2)
ouencore ————————— <

X
x€[2;3[U[4; 5]
AnsiS§=[-5; —4]U]-3; -2]U[2; 3[U[4; 5]

EXERCICE 50

1. Pour tout x réel, e* >0

donce*+1<e ™™ < e2X+e*-1<0
Posons X = e¥, I'inéquation devient X2 + X -1 <0

I'équation X2+ X -1 = 0 admet deux solutions réelles
-1-V5 -1+v5
= 2 = ——

X et
2 2
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X1 < 0ne convient pas,

-1+v5 -1+v5
Xp=— < xp=In|—
2 2
-1 5
On en déduit alors $ = | -0 ; ln(y) .

Posons X = e¥, I'inéquation devient X?> —4X -5<0
Léquation X2 —4X —5 = 0 admet deux solutions
réelles X1 =—-let Xp =5
X1 < 0ne convient pas,
X> =5donc x =In5
On en déduit alors § = ]—o0; In5|.
Pour x # —1 et x # 1 alors
In X+l >0 = x_+l' >1

X— x-1
¢ Si x < —1 alors I'inéquation devient —-x—1>1-x,
I'inégalité n'est jamais vérifiée.
¢ Si—-1<x<1alorsl'inéquationdevient x+1>1-x
donc x>0
¢ Si x > 1 alors I'inéquation devient x +1 > x— 1, I'in-
égalité est toujours vérifiée.
On en déduit que 8§ =10; 1[U]1; +ool.
In2x+1)+In@2x-1)<In(x+2) (%)
Pour x > 5' (¥) = 2x+1)2x-1)<x+2
= 4x*>-x-3<0

I'équation 4x% — x—3 = 0 admet deux solutions réelles

A

X1 = 3etx =1
1= 1 2=

N =

1 . P
x1 < 3 ne convient pas, on en déduit que 8 =

EXERCICE 51

1.

f est continue et dérivable sur R (somme de fonc-
tions continues et dérivables sur R)

flo=e*-1.

f’(x) < 0 donc f décroissante sur ]—oco; 0[

f’(x) > 0 donc f croissante sur ]0 ; +ool.

D’apres la question précédente, la fonction f admet
un minimum en 0 donc pour tout x € R, f(x) > f(0).
f) = -1 =0donc f(x) > 0 ouencore e > x +1.

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e*,

la fonction g est deux fois dérivable sur R et

g"(x) = ¢* > 0, la fonction g est donc convexe sur
R, sa courbe représentative est donc au-dessus de
toutes ses tangentes, donc en particulier de la tan-
gente au point d’abscisse 0.
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Ty est d’équation y = x + 1, on en déduit alors que
e >x+1.

EXERCICE 52 1
Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =x+ —.

f est dérivable sur ]—oo; 0[ et sur ]0; +ool,
1 (x+Dx-1

fo=1-%="0
X —00 -1 0 1 +00
f’(x) + 0 - - 0 +
-2 +0o +00
! _Oo/ \_OO N , e

D’apreés le tableau précédent, Vx € R*,

1
x+—‘>2.
X

EXERCICE 53
La fonction exponentielle étant strictement croissante
sur R,

2

2
et Le = x*+x<1

— x2+x—l<0

-1-v5 -1+V5
= 2 <x< 3 .
EXERCICE 54
0<(m+)x+2—-m (%)
. m-2
e Sim< —1alors () <= x<
) m+1
m—
5= oo; 2122
m+1

¢ Si m = -1 alors (¥x) < 0 < 3, 'inégalité est toujours

vraie donc 8§ =R

. m-2
eSim>-1alors (%) < x> ——
9 m+1
m—
§= ; +00
m+1

EXERCICE 55

|x2 +x+1| >|x—4] (%)

2

x“+x+1 > 0 quel que soit x réel (A = —3) donc

|2 +x+1] =x2 +x+1

24+ x+1>4—x ou encore

e Si x < 4 alors (¥x) < x
x% +2x-3>0Téquation x% + 2x — 3 = 0 admet deux so-
lutions réelles —3 et 1 donc x € ]—oo; —3[U]1; 4]

24+ x+1> x—4 ou encore

e Six >4 alors (¥) < x
x% +5 > 0 cette inégalité est toujours vraie

Ainsi 8 =]-o00; =3[U]1; +oo[

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 56
4x* +20x% - 875 = (2x? +35) (2x? - 25)
VxeR, 2x2+35> 0, le signe de 4x* +20x% — 875 ne dé-

pend que du signe de 2x? - 25.
5V2 5v2

»

2 2

Ainsi § =

EXERCICE 57
5x+3 5x2 —10x-3
5x < — <0
x-1 x-1
En établissant un tableau de signe, on obtient :
5-2vIo] | 5+2V10
5 5

§=

EXERCICE 58
Vi3 —x% = v/x3(1 - x) défini pour x€ [0; 1]
ainsi pour tout x € [0; 1], x + V x3—xt>o0.

EXERCICE 59

V2x+a>x+1 (%)

Soit f la fonction définie par f(x) = v2x+a-x—1

f est définie sur [—g ; +oo[ et dérivable sur ]—g ; +oo[

£l = 1 1= —-2x+1-a
V2x+a V2x+a(l+V2x+a)
T
o + 0o -

a-1

! al/z\
5 - —00

Résolvons I'équation f(x) =0:
2

fX)=0= x*=a-1
Sia < 11'équation n’'a pas de solution réelle.
Sia=1alorsx=0
Sia>1lalorsx=-va-loux=va-1
Nous avons raisonné par implication, il faut donc véri-
fier la validité des solutions :
f(~va=1)=\/(Va-1-1)*+va-1
S VaT-1|+va-T-1

Sil<a<2alors f(-vVa—-1)=0
Sia>2alors f(-vVa-1)=2va-1-2.
f(Va=T)=(Va=T+1) -1 Va1

=vVa-1+1-1-va-1=0
Ainsi :
eSia<lalorsS§=¢
-SiazlalorsSz{O}
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eSil<a<2alors§=[-Va-1; Va-1]|
eSia>2alors 8= [—g ; \/a—I].

EXERCICE 60

eSia=0alorsS =[0; +oo[

3
Pour x #—— aveca #0
a

ax x(—4dax+a—-12)
<4y = —— <0
ax+3 ax+3
a-12 1 3
—4dax+a-12=0 < x= ===—.
4a 4 a
On établit alors deux tableaux de signe en fonction du
signe de a.
3 a—12
-Sia<0alorsS:[0;—;[u ; +00
3 a-12
-SiO<u<12alorsS=]——; U [0; +oof
a 4a

oSia}lZalorsSz]—f i +o0o].

EXERCICE 61

V3 1
V3cosx—sinx=2 7cosx—gsinx)
T LT
:z[cosfcosx—smfsmx)
6 6
T
:ZCOS(x+—)
6

b4 1
V3cosx—sinx <1 < cos(x+ E) < >

51
— z+2th x+f f+2kn
3 6 3

b4 3n
— g+2kn<x< 7+2knaveck€Z.

EXERCICE 62

1. Soit f la fonction définie pour tout x € R} par
(x+b+0)3
f)=——

xbc
La fonction f est continue et dérivable sur R} et

o @Rx=b-c)(x+b+0)?
F= x%bc

Ainsi, f est décroissante sur

b+c .
0; > et croissante

sur | —— ; +oo
(b+c) 27 (b+c)2
b ol 27 (b+o?*
Or f(a) > f|——|dou f(a) > e
D’autre part, (b+ 6)2 = b2 +c2 +2bc
donc (b+c)2—2+£+2>4
bc ¢ b -

1
car la fonction g définie sur R} par g(x) = x+ P est
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supérieure a 2.

l 2
En effet (\/_——) >0
Vx

1
donc x+ — —2 > 0 soit encore x + — > 2.
X X

N (a+b+c)3
Dot —— > 27.
abc

2. La fonction racine cubique étant croissante, d’apres
I'inégalité précédente, a+b+c >3 Vabc.

EXERCICE 63

1. a.D’apres les identités remarquables,
la+ bl = (a+b)?=a?+2ab+ b,
Orab < Iabl ainsi
la+bl? < a? +2|abl + b?
<a?+2lal bl +b?
< (lal+1bh?
La fonction racine carré étant croissante sur Ry, on
en déduit que |a+ b| < |al +|bl.
b. On raisonne par double implication.
(=) En reprenant la démonstration précédente, si
|a+ b| =|al+ |b| alors |ab| = ab
Ainsi, le produit ab est positif et a et b sont de méme
signe.
(<) Supposons que a et b sont de méme signe.
« Si a et b sont positifs, alors,
la+bl=a+bcara+b>0
lal+|bl=a+bcara>0etb>0.
Ainsi |a + b| = |al + |b|.

« Si a et b sont négatifs, alors,

la+bl=-a—bcara+b<0
lal+|bl=—a—bcara<0etb<0.
Ainsi |a+ b| = |al +|b|.

Finalement, nous avons démontré qu’il y a égalité
dans I'inégalité triangulaire si et seulement si a et b
sont de méme signe.
2. En utilisant I'inégalité précédente,
lal=la—b+ bl <la—Dbl+Ibl
d'oulal-|bl < la- bl
On montre de méme que |b| —|a| < |a— bl
finalement, d’apres la définition de la valeur abso-
lue:[1al - [bl| < la-bl.
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EXERCICE 64 )

b2 sinx
Soit f la fonction définie sur ]0; 2 [ par f(x) = —
xcosx—sinx

|
flo=
x2

x% > 0, le signe de f' ne dépend donc que du signe du

La fonction f est continue et dérivable sur ]0 ;

NS

numeérateur.

Soit u la fonction définie sur ]0 ; g [ par u(x) = xcosx —

[

sinx.

La fonction u est continue et dérivable sur ] 0;

NS

/ . b4
u (x):—xsmx<05ur]0; E[

b4
la fonction u est donc décroissante sur ]0 ; 5 [
T
u(0) =0, on en déduit que u(x) < 0 sur ]0 ; 3 [
T
La fonction f est donc décroissante sur ]0 i [

sina sinb

donc si a < b alors ——
a

b
a et b étant strictement positifs, on en déduit alors que
sinb < b

sina a

EXERCICE 65

Si=n-m
n m 1 1
So=Y k=Y k= n(n+1) mim+1)
k=1 k=1 2 2
S3= i 2+ i o MDD+ n(n+D)
k=1 k=1 6 2
nn+1)2n+4) nn+1)(n+2)
S3 = 5 = 3 .

EXERCICE 66
Démontrons par récurrence la proposition &, :

_n(n+1)

«VneN*, 142+---+n ».

1x
o Initialisation:sin=1, > =1 donc % est vraie.
e Hérédité : soit n un entier dans N* tel que 22, vraie.
nn+1)
1424 +n+(n+l)= —— +(n+1)

_nn+1)+2(n+1)

2
_ (n+1)(n+2)

2
etdonc &2,,,1 est vraie.

o Conclusion : &) est vraie et la proposition &, est hé-
réditaire, la proposition £, est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 67

Démontrons par récurrence la proposition &, :

CHAPITRE 12. CORRIGES

WREN®, 12422 42 = MIEDERED

1x2x3

o Initialisation:sin=1 =1 donc 4 est vraie.

o Hérédité : soit n un entier dans N* tel que 2, vraie.

nn+1)2n+1)

124224402+ (n+1)?% = +(n+1)?

_n(n+1)@2n+1)+6(n+1)>

6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
- 6

et donc &;,41 est vraie.
e Conclusion : &) est vraie et la proposition &7;, est hé-
réditaire, la proposition .22, est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 68

Démontrons par récurrence la proposition &y, :
nn+1)\2

«VneN*, B4+234+..4n3= ((T)) ».

1x2)2

o Initialisation:sin =1, =1 donc 4 est vraie.

e Hérédité : soit n un entier dans N* tel que &7, vraie.

(mz
2

B+28+4nd+(n+1)3= +(n+1)3

_ n?(n+1)?+4(n+1)°

4
_ (n+D*(n® +4n+4)

4
_ ((n+1)(n+2) )2
- 2
et donc &;,,1 est vraie.

e Conclusion : &) est vraie et la proposition &7;, est hé-

réditaire, la proposition #2;, est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 69

2n n 2n
LY k=Y k+ 3 k
k=1 k=1 k=n+1
onposek=2n+1-¢
sik=n+1lalorsf=n

sik=2nalors ¢ =1d ou

2n n n

Y k=Y k+) @n+l-0)

k=1 k=1 /=1

2n n n
2. Y k=) k+n@2n+1)-) ¢

k=1 k=1 /=1

2n
d’ou Z k=n@2n+1).

k=1
2n+1 2n
Y k=) k+2n+l=(n+D@n+1).
k=1 k=1
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EXERCICE 70

1. Onremarque que comme ¢ # 1 alors 1 — g #0.

Démontrons par récurrence la propriété &, :

n 1-— qn+1
«V}’lEN*, Z qk = —»
k=0 l-q
. . 0 1-q
o Initialisation:sin =0, Z g" =1=—— donc &
k=0 1-q
est vraie.
o Hérédité : soit n un entier dans N* tel que &), vraie.
n+l n
Z qk — Z +qn+1
k=0 k=0
1- qVH'l n+1 » T N "
= ﬁ +q (d’apres 'hypothese de ré-
currence)
1_qn+1 +qn+2 _qn+1
= 1-g
1- qn+2
= ﬁ

Ainsi #;,,1 est vraie.
o Conclusion : & est vraie et la propriété &;, est hé-
réditaire, la propriété &2, est vraie pour tout n dans
N.

2. Démontrons par récurrence la propriété &, :
«VYneN*, (a-b)- nzl akp=1=k = g _pn,,

k=0
o Initialisation:sin=1,

0
(a-b)- ) a*p" 1% = (a-1b)-a"b° = a— b donc 2,
k=0
est vraie.

 Hérédité : soit n un entier dans N* tel que &2, vraie.

n
(a—b)’ Z akbn—l—k
k=0

n-1
=(a-b)- Y. akp" 1k L a—p).qa"p" "
k=0
=b(a" - b")+a’*"' ~a" b d’apres 'hypo-
these de récurrence
= a1 - p"*1 Ainsi P, est vraie.
o Conclusion : &1 est vraie et la propriété &, est hé-

réditaire, la propriété &2, est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 71

1. Pourn>2
a-p" = (a—b)(an_1 +a”_2b+-~-+ab”_2+bn_1)

n—1
=(a-b) Z akp1-k,
k=0
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2. Sin=2,laformule s’écrit :
a?-1*=(a-b)(a+D).
Enremplagant b par ib, la formule devient :

a? +b? = (a+ib)(a-ib).

3. Enposantn=3,a=1et b= x, laformule s’écrit :
1-x3 = (l—x)(l+x+x2).
1+ =1+ (1-x+x2).

4. Enposanta=1etb=qavecq # 1,laformule s’écrit :

n-1 k n-1 k l_qn
1-g"=(1-q) ) q*“dou ) gq =T
k=0 k=0 -4

EXERCICE 72
xn+1 -1
L fw="—
n n
2. flo=), kx¥~1 donc xf'(x) = Y kxk
k=0 k=0
d’autre part, en utilisant le résultat de la question

précédente, la fonction f est dérivable sur R\ {1} et

pourtoutxt—:[Ri\{l},
m+Dx"(x-1)—(x"*1 -1
flx) = 2( )
(x—1)
_ nx™l —(m+Dx" +1
- (x—1)2
finalement i kb= % (nx"+1 —(n+Dx" + 1)
iz G-1? '

EXERCICE 73

1. upy1—up > 0 la suite (1) est strictement

: TR
croissante.
2. Démontrons par récurrence la propriété &, :
«VkeN, k=281,
o Initialisation: sik=0,0'=1et27! = % donc &y
est vraie.
* Hérédité : soit k un entier dans N tel que &} vraie.
(k+D!=k!'x(k+1)
> 2kl +1) d’apres 'hypothese de récur-
rence
22"_1 x2désque k>1
> 2k ainsi #;., | est vraie.
o Conclusion : & est vraie et la propriété & est hé-
réditaire, la propriété &}, est vraie pour tout k € N.
3. D’apres la question précédente :
n q1\k-1
un < Z (5)

k=0



k=1 .
1
1-(3)
<1+ T
n_i
1
Or—1:2 1-|- <2 doncuy,<3.
l_f 2

Le suite (uy) est croissante et majorée, elle est donc

convergente vers une limite £ < 3.

EXERCICE 74

1. «Soit f lafonction définie sur R} par f(¢) = ln r—t+1
f est continue et dérivable sur R* o f (= _

f est donc croissante sur 10 ; 1[ et décroissante sur
11; +ool.

f(@1) =0, on en déduit alors que pour tout ¢ > 0,

f()<Oouencorelnt<r-1

« Soit g la fonction définie sur R} par
1

gty=lntr-1+ P

g est continue et dérivable sur RY, g’ (1) = ——

g est donc décroissante sur 10 ; 1[ et croissante sur
11; +ool.

g(1) = 0, on en déduit alors que pour tout ¢ > 0,

1
g(t) 2 0ouencorelnt > 1—;

1
Ainsi, V>0, 1—;<lnt<t—1.

x
2. D’apreslerésultat précédent, en posant ¢ = Py on

1
obtlent— <ln( al )<—
x-1 x-1

soit en sommant
X": Z n+k) i
= 1n+k n+k-1) (= n+k 1
dautrepart

L 1 LA | 1
L] :Z +_
ioyntk-1 ;=n+l n

n k n
-ZIH(L) Z(ln(n+k)—ln(n+k 1)
-1 \n+k-1 )

=In(2n) —-In(n)
=In2

1
Up+—.
n

AinsiVrneN*, u, <In2 <

1
3. D’apres la question précédente In2 — P <up<In2

CHAPITRE 12. CORRIGES

lim
n—+oo
d’encadrement,

1
(an— ;) = In2 donc d’apres le théoreme
lim u;=In2.
n—+oo

Ainsi la suite (uy) converge vers In2.

EXERCICE 75

Montrons cette propriété par une récurrence sur 7.

o Initialisation: Sy = 3 etS3=—

La propriété est vérifiée aux rangs 2 et 3.

» Hérédité : On suppose que pour tout entier k compris
entre 2 et n, le réel Sy peut s’écrire comme le quotient
d’'un nombre impair par un nombre pair. On cherche a
démontrer cette propriété pour Sj,+1 en distinguant les

cas selon la parité de n.

1
« Si n est pair, il s’écrit n = 2¢ alors Sy+1 = Sp + il
d’apres '’hypothese de récurrence il existe k et m entiers
2m+1
naturels tels que S;, = 5 donc
2m+1 1 2m+l+k)+1
Sp+1=
2k 2€+1 2k(2¢+1)

Sn+1 est bien le quotient d'un nombre impair par
un nombre pair.
« Si n estimpair, il s’écrit n =20 +1
20+2 1 1 1 1

S = ==Sps1+t-+=-+-+
e k; 27017375 20+1

D’apres I'hypothese de récurrence, il existe deux entiers
2m+1

2k
En réduisant au méme dénominateur, comme le pre-

naturels m et k tels que Sy, =

mier dénominateur est pair, le dénominateur de la
somme sera pair.

Le dénominateur est la somme du nombre pair 4- K -
3..-(2¢+1) avecle nombre impait (2m+1)-3-5--- (20+1).
Ainsi le numérateur est impair.

La propriété est donc vérifiée aurang n+ 1.

e Conclusion : La propriété est vraie au rang 2 et 3 et est

héréditaire, donc elle est vraie pour tout n € N.

EXERCICE 76

1 _1+k—k_ 1+k . -k
k(k+1) ~ k(k+1)  k(k+1) k(k+1)
doit — 1

k(k+1) k k+1

1
+1

=

I

L
|

S A

+ 1l

s
-

Il
M=

)
%
3
Il
M=
et
|
M=

E
Il
—
T
[\S)
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1
douVneN*, S, =1- —
1 n+1
lim =0donc lim S;=1.
n—+oon+1 n—+oo
n
1
3. Soit (uy) la suit définie pour n € N* par u, = Z ﬁ
k=1
eVneN*, u,i1 —up = ———— >0, la suite (uy) est
(n+1)2
donc croissante.
VkeN*, —— < = donc
* k+1 Sk
1 < 1
(k+1)2 = k(k+1)

n-1 n-1 1
dou Y <Y o
ot k; k+1 k; Je(k+1)

— up—-1<8,—
ST hm+1)

S up<Sp+l-——
L. nn+1)

ainsi up <Sp+1

Or, d’apres la question précédente, la suite (Sy) est
majorée par 1, donc la suite (u#y) est majorée par 2.
La suite (uy) est croissante et majorée elle est donc

convergente.

EXERCICE 77

ok
k:p p
Démontrons par récurrence la proposition &, :

«Vnz=p, = ».
! p+1

+1
o Initialisation:sin=p, (p) =1let (p ) =1donc &
p p+1

est vraie.

o Hérédité : soit n > n tel que &, vraie.
ntl (g (k) [n+1

)M DI L

k:p p k:p p p

1 1
= (n * ) + (n * ) (hypothese de récurrence)
p+1 p

+2
- " (formule de Pascal) donc &, est
p+1

vraie.
» Conclusion : &), est vraie et la proposition &7, est hé-

réditaire, la proposition %), est vraie pour tout n > p.

~EE

k=o\ P =p \P

+
D’apres le résultat précédent : Sp = (p n)
p+1

EXERCICE 78

Rappel de la formule de Newton :

n
vnen, (@+b =Y ["|akpn k.
k=o\k
Enposanta=-letb=1,

L] 1 sin=0
on obtient Z (—l)k(n) =0"= {
k=0 k 0 sinon
n k n
Sin=0alors Sy = ) (-1) ( )—1:0.
=0 k
Sinon §7 =-1.

Considérons le terme général de la somme :
1 [n]_ n! 1 [n+1
l+k\k] (k+Din-k! n+llk+1

1in+1
n+1 k+1

k=0

dout S =

En effectuant un changement d’indice: p=k+1:

1 dlfp41

R r=1\
1 ("l
Sy = -1
2 n+1(’,2=:0( p) )
1
Sp=—— (2" 1),
2 n+1( )
Onak(Z)—n Z:l d’olt
n _1 n-1 _1
ngnZ(n ):nZ(n ):nz”l
k=1\k-1 p=o0\ P

On remarque que k2= k(k—1)+ k d’ou

W n o n
Sa=Y klk=-D| |+ k
k=1 k] iz \k
on change les bornes pour n > 1
7 n n (n
Sa=Y kk-D| |+ k
k=2 k k=1 k
T (n-2 T (n-1
S4= -1
o )kgl(k_2)+nlc§1(k_l)
on effectue un changement de variable :
n-2 _2 n -1
Si=n(n-1 Y (" )+nz (” )
p=o\ P i=o\ ¢
Sa=n(n-1)2""2 4 pan-1
d'ot Sy = n(n+1)2"2.

127
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EXERCICE 79
On remarque que S; contient tous les termes d’indice
pair et T7 contient tous les termes d’indice impair de la

somme ) n(’]:) =2m,

k=0
. . . (n k
Soit la fonction polynomiale : f(x) = Z (k)x .
k=0

Dans cette fonction, les indices k pairs correspondent
aux exposants pairs ( px) ), les indices k impairs corres-

pondent aux exposants impairs ( (x) ).
1
=5 (fO+f(=x)

1
eti(x)= 5 (fx) = f(=x).
OnaS;=pMetT) =i(1).
Or f(1) =2"et f(-1) =0donc S;
. pr
Sy =Re(l+i)" :2”cos(7).

Rappel : p(x)

=2"let =271,

To=Sml+i)" = qum(qz”).

EXERCICE 80
1. (k+1)3=k3+3k% +3k+1

dott (k+1)3 — k3 =3k% +3k+1.
2. D'aprés le résultat précédent :

n n
32 K= Z(k+1)3 Z B-3) k-1
k=1 k=1 k=1 k=1
1
:(ﬂ+1)3—1 3M_
_ 2n3 +3n+n
h 2
_ nn+1)2n+1)
a 2
doil X": 2= nn+1)2n+1)
=1 6
3. (k+1)4 4k3+6k2+4k+1d'ou

4Zk3 Z(k+1) Zk“ 62k24i i

= (n+1)4—1—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1)—n

Soit apres 51mp11ﬁcat10n :

Z k3 n (n4+ 1)

EXERCICE 81
2n n—-1
=) k- Zk
k=1 =
2n(2n+1) n(n—l) 3n(n+1)
2 2 2

CHAPITRE 12. CORRIGES

n n
Sp=Y 2F43Y 3k
k=0

2n+1_1 73n+1_1 3n+2 5
= +3 =ontly 2 =
2-1 3-1 2 2
EXERCICE 82
n 2 k n 2 k
Sl: Z (_) .3n: Z (_) Sn_sn
=1\3 k=0\3 X
2 n+
n n 2 k n n 1—(§) n
S1=3 Z -1 -3"=3".———-3
3 1-2
k=1 3

:3"“(1—(%)"“)—3”

On remarque que :
(k+1)22k+1 22k = k22K 4 4 x k2K 42 x 2K
d’out par sommation :
n
Sa= Y (k+ 122kl -k22k) -4 Z k2k -2y n2k

k=0 k=0
n
ey ((k+1)22’““—k22"]=(n+1) 2”*1
k=0
n
o Y K2k =2(m2 - (na 12" 41
k=0
o Y m2k=omtl g
k=0
Ainsi Sy =21 (n? —2n+3) - 6.
EXERCICE 83
On remarque que pour k >0,
1 1+k—k 1 1
k(k+1) ~ k(k+1) ~ k k+1
no1 n 1 no1 n+1 1
Si=X Xt ly
=1k g =1k k2
1
d’ouSlzl———L
n+l n+1
n
Sa=Y (k+1-1)xk!
k=1
n n
-y ((k+1)xk' 1xkl) = Y ((k+11-k)
k:I k=1

7 ok+1-1
33‘,2 (k+1)!
nok+1 1 no1 1
_k;((ku)!_(ku)! _k;(ﬁ_(kﬂ)!)
noq n 1 noq n+11
_z:"?_kgl(k*'l)'_kz:"lﬁ_l:zz



12.1. MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

1
dottS3=1- ——
(n+1)!

EXERCICE84
=4 Z K +4 Z k+ Z 1
=1
n(n+1)(2n+1) n(n+l)
+4 2

n(4n®+12n+11)
. .
n-1 3 -1
$2=3) k= M
k=0 2
n-1
S3=Y (k+Dk
k=1
n n
=2) K+ ) k-@n+n
k=0 k=0
_nn+DH@n+1) i n(n+1) -@2n+1n
3 2
. .

EXERCICE %5

Soit Sy =Y k!
k=0
Par définition S;; = 0!+ 1!+ 2! +---

+nl.

On remarque que 5! est divisible par 10, son chiffre des
unités est donc 0.

Pour tout n > 5, le chiffre des unités de n! est donc 0.

A partir de n =5, le chiffre des unités de S, sera celui de
S4.

S4 =34 donc quel que soit n >
Sp est4.

Le dernier chiffre de A est donc 4.

4, le chiffre des unités de

10! est divisible par 100, son chiffre des dizaines est donc
0.

Pour tout n > 10, le chiffre des dizaines de n! est donc 0.
A partir de n = 10, le chiffre des dizaines de S;, sera celui
de Sg.

Sg9 = 409114 donc quelque soit n > 9, le chiffre des di-
zaines de S;, est 1.

Les deux derniers chiffres de A sont donc 14.

EXERCICE 86

n
1. Onsuppose que Z ylg =0.Alors, i € [1;n], y; =0.
i=1

n 2 n n
Onobtient(z xiy,-) :Oet(z xlz)(z yl?):
i=1 i=1

i=1

129

Linégalité est vérifiée.
2. a.Soit ¢ € R. En utilisant les identités remarquables :

n
fo=Y (le +12y? +2tx,-yi)

i=1

n 5 n n 2 2
= in +2 inyi t+(2yi)t

i=1 i=1 i=1

n
Comme nous avons supposé que Z ylg #0, la fonc-
i=1
tion f est bien un polynéme de degré 2 en t.
b. On remarque que pour tout ¢ réel, f(1) >0
Ainsi, le trindbme f garde un signe constant donc son

discriminant est négatif, c’est-a-dire,
n 2 n 5 n 5
2 oxivi| -\ x| | LY
i=1 i=1 i=1
n 2 n n
Ainsi, (Z xm) < (Z X§) : (Z y?)-
i=1 i=1

3. Silya éé&lité alors le discriminant est nul donc f ad-
met une racine double donc il existe A réel tel que
pourtout k€ [1, nl, xg = -Ay.

Réciproquement, si y; = --- = y, = 0 voir question 1.
sinon il existe A réel tel que pour tout k € [1, 7],
X +Ayr = 0 donc A est une racine de f. Le discri-
minant est donc positif ou nul or d’apres la question
précédente il est négatif ou nul. Le discriminant est

donc nul et on a I'égalité.

EXERCICE 87

Soient x I'age de Sandrine aujourd’hui et a le nombre
d’années entre aujourd’hui et 'année ol son pére aura
le double de I'age de son frere.

Ainsi:

Paul | Sylvain Mady Sandrine
58 27 X+22 X
58+a | 27+a | 22+x+a x+a

On en déduit alors que 58 + a = 2(27+a) donca =4
22+ x+a+x+a =100 donc x =35

Aujourd’hui Sandrine a 35 ans.
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EXERCICE 88
escargots | salades | jours
9 12 8
3 4 8
24 32 8
24 4 1
24 120 30

24 escargots mangeront donc 120 salades en 30 jours.

EXERCICE 89

Soit n le nombre de bonbons.
. n-1 n+5
Le premier enfant prend 1 + 5 - 8"

n-"2 -2 55455

Le deuxieme enfant prend 2 +

36
Les deux enfants ont le méme nombre de bonbons donc
n+5 5n+55

6 36
Apres simplification et résolution de 'équation, on ob-

tient n = 25.

25+5

Le premier enfant prend soit 5 bonbons. Les en-

fants sont donc 5.

EXERCICE 90

Soit v la vitesse de la vache, vt la vitesse du train et x
la moitié de la longueur du tunnel.

On suppose la vache dans la premiere moitié du tunnel
(la plus proche du train).

« Si la vache va vers le train, dans le méme temps f,
elle parcourt (x—5) metres pendant que le train parcourt
3000 metres.

Soit f1 = (x—=5)vc =3000vT.

« Si la vache va dans le méme sens que le train, dans le
méme temps f», elle parcourt (x+5) metres pendant que
le train parcourt 3000 + 2x meétres.

Soit tp = (x+5)vc = (3000 +2x)vT.

v 3000 3000+2x
On en déduit =77
vr  X-5 X+5

Soit aprés simplifications x% — 5x — 15000 = 0.

»

A= 2452, I'équation admet deux solutions distinctes
x1 =125 et xp = —120.

X2 <0 ce qui est impossible, la seule solution est

x1 = 125,

Si on suppose la vache dans la seconde moitié du tun-
nel, on obtient I'équation x2 +5x + 15000 = 0 qui n’a pas

CHAPITRE 12. CORRIGES

de solution réelle.

Le tunnel est donc de longueur 250 métres.

EXERCICE 91
Soit v la vitesse de la colonne et vy la vitesse du mes-
sager.

Soit t4 le temps aller du messager et g son temps de re-
tour.

La distance parcourue par le messager a I'aller est
dy=vpta=C+vcts.

La distance parcourue par le messager au retour est

dr =vptr =0 —vCIR.
Nous en déduisons f4 =

etip= .
M~ VC vMtve
La colonne a parcouru au total la distance
vcta+uvctgp=>¢.
En remplacant 4 et tp par les expressions trouvées pré-

cédemment et en simplifiant, nous obtenons
vc vc

- 4+ = =

Uy —UC Upm +UC

Ce qui peut encore s'écrire : 2vc vy = v2 2

M~ Vc

vc étant non nul, on peut poser x = l;—M, en simplifiant,
nous obtenons I'équation x2 —2x—1 :CO.

Cette équation admet deux solutions
x1=1-vV2etxp=1+V2.

X1 <0 est impossible dans notre contexte, on en déduit
que vy = (1+v2) ve.

Ainsidy = vyt = (1+vV2)vet=(1+V2) L.

EXERCICE 92
Il s'agit d’'une version modifiée du jeu des allumettes.
Alice prenant le premier tour de pilotage posera la pre-

miére le pied sur la planéte Maths.

EXERCICE 93
Soit p le prix d'une console et n le nombre d’enfants re-
cevant une console (seule).

np = (p +400)(n - 80)

np = (p+200)(n—50)

Alors

4007 —80p = 32000
2007 —50p = 10000
5n—p =400
4n—p =200
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On en déduit que 7 =200 et p = 600
La console cofite donc 600 €.

EXERCICE 94

o Albert Delaforét est étudiant en médecine;

» Bruno Deshaies est étudiant en informatique;

o Christophe Deschamps est étudiant en mathéma-

tiques.

EXERCICE 95
Soit n le nombre de bouteilles dans la cave.

alors —n+0,3n+187=n

60
donc n =187 x — =660
Il'y avait 660 bouteilles dans la cave.

EXERCICE 96

1. Ladistance parcourue par Sally est d = v x t = 594.
Ces 594 m représentent deux fois la distance AB
donc AB =297 m.

2. Si on appelle w la vitesse avec laquelle Harry par-

297 297
court le second trongon: 99 = — + —.
w

. 1 1 39,6
Ce quidonne — = —(99-59,4) = —.
w 297 297
Donc w = 386 - 7,5. Harry effectue le deuxieme
trongon a la vitesse de

7,5m/s.
3. Tandis que Sally va de A a B, Harry va de B a A. IIs
partent au méme moment, 'une a 6 m/s, 'autre a

5
5m/s. Ils se rencontrent a un endroit situé aux m de
6
AB en partant de B (et aux I en partantde A, Sally a
donc parcouru 11 x 297 =162 m.

11 lui faut pour cela 162 = 27. Les deux coureurs se
rencontrent une premiere fois au bout de 27 s.

Pour trouver le moment de leur seconde rencontre,
on peut les faire courir a I'envers. Comme ils arrivent
en méme temps, Harry acheve son parcours a 7,5
m/s et Sally a 6 m/s.

x 297 ala vitesse de 6 m/s. Il lui faut

6
Sally courre
13,5
297

13,5
C’est donc au bout de 77 s que les coureurs se

=22s.

croisent.
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EXERCICE 97
Soit N le nombre de jours, on note up le nombre de mé-
dailles distribuées le jour p.

Par hypothese : uy :1+§(u1+u2+-~-+uN—1)

1
uy :2+§(u2+u3+~~~+uN—2)
1
Upy1 :p+1+?(up+1+up+2+---+uN—(p+1))

uy=N
PourtoutpeNtelquel<p<N-1:

1
Ups1 =p+1+?(up+1+up+2+-~~+u]v—(p+1))
1
up:p+§(up+1+up+2+---+uN—p].

1
Alors up+1 —up =1+ = (—up-1)
6

6
ou encore u 1==Uu + —.
prl= 2% "y

6
Posons vp = up —6 alors Up+l = ;vp.
6
La suite (vp) est géométrique de raison g = S avec
uny = Ndonc vy =N —6.
6\P~N
Alors, VpeNtelque 1< p< N: Up:(N—G)(§)
6\P~N

g

R 6
Dot uny_1 =6+(N—6)§

doncup:6+(N—6)(

7
un-1 €N = —(N-6) € Zdonc N -6 est divisible par 6

donc il existe k > 1 tel que N = 6k.
N-1
u; =6+(N—6)6N—_1 et u; e Ndonc

eN-1

N-1

Py (N-6)eZ
donc N -6 est divisible par
Or, pour tout N > 1: 6= > N (on peut le démontrer
par récurrence).

Donc comme N — 6 est divisible par 6™V ~1

et6lV-1 >N>N-6avec N—6¢€N alors N—6=0donc
N =6.

On en déduitalorsque, YpeNtelque 1< p < N:up =6
et le nombre total de médailles distribuées est 6NN, soit
36.

La compétition a duré 6 jours et 36 médailles ont été dis-

tribuées.

EXERCICE 98
300 g a 34,3 € le kg cela fait 10,29 € a payer.
Ne pas payer les centimes, c’est payer 10 € soit [10,29].
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Doncssi x est le prix au kg des cotelettes, y le prix au kg
du réti, on obtient le systéeme suivant :
{ 10,75x] +[0,25y] =18

10,25x] +[0,5y| =17
Posons k = [0,25x],
on en déduit alors que x € [4k; 4(k+1)[.
Examinons alors les valeurs prises par [0,75x] :

4
e Sidk <x<4k+ 3 alors |0,75x) =3k;
4 8
o Sidk+ B <x<4k+ 3 alors |0,75x] =3k+1;

o Sidk+ g < x<4k+4alors [0,75x] =3k +2.

De méme, en posant k' = |0,25y],

onaye [4k’; 4(K'+1)[, on en déduit que :

 Sidk’ < y <4k’ +2alors 0,5y =2k';

o« Sidk’ +2 <y <4k’ +4 alors |0,5y] =2k +1.

Doncsixe [4k+ %Z; 4k + §(€+1)] avec/=0,10u?2

etsiye [4k'+2¢'; 4k’ +2(¢' +1)] avec £’ =0 ou 1, alors:
10,75x) +[0,25y| =2k+ ¢+ K

{Lo,zst +]0,5y] =k+2k'+¢'

Le probléme revient a trouver les entiers k, k', £ et

0’ tels que :
3k+k =18-7¢ , ,
avec £ €[0; 2], ¢ €[0; 1], ket k
k+2k =17-¢
entiers naturels.
19-20+7'
3k+k'=18-7¢ k:f
— 1l
k+2k =17-¢' k/:w

k et k' étant deux entiers naturels,

19-2¢+¢' et 33+ ¢ -3¢’ doivent étre divisibles par 5.

o { —4<-20<0
0<'<1

Il n'y a donc que deux valeurs possibles pour 10-2¢+¢' :

15 ou 20.

On en déduit alors que —2¢ + ¢ = —4 ou—2¢0+¢' =1.

= 15<19-2¢0+¢' <20.

e Si—2¢ + ¢ = —4 alors ¢’ est pair donc ¢’ = 0 et alors
¢ =2 cequidonne:

44
k=3, k'=7etalors x € 3 16| et y € [28; 30[.

e Si—2¢+¢' =1 alors ¢ est impair donc ¢’ =1 et alors
¢ =0cequidonne:

k=4,k =6etalorsx €

52
16; ?[etye[ZG; 28].

CHAPITRE 12. CORRIGES

Finalement les solutions cherchées sont les couples

(x; ) de nombres décimaux tels que :

44
X€E [?;lﬁ[etyE[ZS;?)O[

ouxe

52
16; ?[ety€[26;28[

12.2 Démonstrations

EXERCICE 99

1. P
multiple de 24 »

: «Si n est un multiple de 4 et de 6, alors n est un

» négation de P; : «Si n n’est pas un multiple de 4 ou
de 6, alors n n’est pas un multiple de 24 »
o réciproque de Py : «Si n est un multiple de 24, alors
n est un multiple de 4 et de 6 »
« contraposée de P; : «Si n n'est pas un multiple de
24, alors n n’est pas un multiple de 4 oude 6 »
P est fausse, en effet 12 est un multiple de 4 et de 6
mais pas de 24.
La négation est vraie.
La réciproque est vraie, en effet 24k = 4(6k) = 6(4k).
P, esr fausse donc la contraposée est fausse.
2. P, : «Si ABCD est un parallélogramme alors (AB)//
(CD)
« négation de Py : « Si ABCD n'est pas un parallélo-
gramme, alors (AB) n'est pas parallele a (CD) »
o réciproque de P, : «Si (AB)//(CD), alors ABCD est
un parallélogramme »
» contraposée de P, : «Si (AB) nest pas parallele a
(CD), alors ABCD n’est pas un parallélogramme.
P, et sa contraposée sont vraies,
la négation et la réciproque sont fausses (penser au
trapeze).
3. P3:«Si ABCD est un losange, alors (AC) est la mé-
diatrice de [BD].
» négation de P3 : «Si ABCD n’est pas un losange
alors (AC) n’est pas la médiatrice de [BD]
o réciproque de P3 : « Si (AC) est la médiatrice de
[BD] alors ABCD est un losange
« contraposée de P3 : «Si (AC) n'est pas la médiatrice
de [BD] alors ABCD n’est pas un losange
P3 et sa contraposée sont vraies,
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la négation et la réciproque sont fausses.

EXERCICE 100

On va raisonner par 'absurde. On suppose qu'il existe
une quantité finie #n de nombres premiers.

Tous les nombres premiers peuvent ainsi étre listés
comme suit : {pl, P2, P3, ", pn}.

Soit N le nombre entier naturel donné par N = p1 x pa x
p3x--xpp+l.

Comme tout entier admet un diviseur premier, N admet
un diviseur premier p. Or, la liste de tous les nombres
premiers étant {pl, P2, P3,c pn}, p est forcément
I'un d’eux. Donc p divise le produit p; x pa x p3 x -+ x pp.
Mais p divise aussi N, donc p divise N — p1 x p2 x p3 x
--+xpyp =1, donc p =1, ce qui est absurde, car 1 n'est pas
un nombre premier.

Ainsi, 'hypothese faite au début de la démonstration
est fausse. Il ne peut pas y avoir une quantité finie de
nombres premiers.

Autrement dit, il existe une infinité de nombres pre-

miers.

EXERCICE 101

1. Soient a et n deux entiers naturels, n > 1.
Supposons a” — 1 premier.
Nous allons tout d’abord montrer qu’alors forcément
a =2, puis nous démontrerons que si 2" — 1 est pre-
mier, alors n est premier.
On voit tout d’abord que a #Z0 et a # 1 car —1 et 0 ne
sont pas premiers.
Comme a # 1, en appliquant la formule sur la somme
des termes d’une suite géométrique, il vient :
a-1= (a—l)-(a0+a1 +a2+-+a”_1)
Comme a” —1 est premier par hypothése, 'un des
deux facteurs vaut 1 ou —1.
Examinons chaque possibilité :
e (@+a'+a?+---+a" ) =-1 = a<0, cequi
est absurde;
e(@®+a'+a®+---+a*1)=1 = a=0, ce quiest
absurde;
e (a—1)=-1 = a=0, ce quiest absurde;
e(a-1)=1= a=2.
On en déduit alors que a = 2 est 'unique solution.
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Par hypothese 2" — 1 qui est premier, montrons alors
que n est premier.

Supposons que n n’est pas premier alors il existe p et
g entiers naturels différents de 1 tels que n = pgq.

On peut encore appliquer la formule sur la somme
des termes d’'une suite géométrique :
21-1=(27)7-1= (2P —1)((27)0+2P +--+(2P) 1)
Comme 2" -1 est premier, 'un des deux facteurs vaut
lou-1.

Le cas —1 étant éliminé car les deux facteurs sont po-
sitifs, il reste :

« Soit (2P —1) = 1 et alors p = 1, ce qui contredit 'hy-
pothese.

* Soit ((2”]0+2p +---+(2p)q_l] =letalorsq=1,ce
qui contredit aussi ’hypothese.

Dans tous les cas, on aboutit a une absurdité donc le
nombre n est premier.

2. Soient a et n deux entiers naturelsavecn > leta > 2.
Supposons 7 impair alors il existe k € N* tel que
n=2k+1
On peut appliquer la formule sur la somme des
termes d’une suite géométrique :
a1 = @+ 1) a2k - a1 — a1
donc a +1 est un diviseur de a” +1 donc a” + 1 n’est

pas premier.

EXERCICE 102

Démontrons ce résultat par contraposée :

Supposons n impair, alors il existe k € Ntel que n = 2k+1
ainsi n? = 4k% +4k+1=2(2k% +2k) +1

par conséquent n2 est impair.

Conclusion : si n? est pair alors n est pair.

EXERCICE 103

Démontrons ce résultat par 'absurde :

Supposons que y/a est rationnel, alors sachant que le
produit de deux rationnels est un rationnel on en déduit
que (va@)? = a € Q ce qui est absurde.

On en déduit alors que y/a est irrationnel.

EXERCICE 104
Démontrons ce résultat par contraposée :

a a
Si 3 est pair alors il existe k € Z tel que — = 2k,
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ainsi a = 4k on en déduit alors que a? = 16k2
par conséquent a? est un multiple de 16.

2

a
Conclusion : si a“ n’est pas un multiple de 16 alors )

n’est pas un entier pair.

EXERCICE 105
Soient a, b et c trois entiers naturels premiers entre eux,
tels que a® + b? = ¢2.
e a et b ne peuvent étre pairs car premiers entre eux.
« Si a et b sont impairs alors il existe p et g entiers natu-
relstelsquea=2p+letb=2q+1
alors a® + b? = 4p? + 4% +4p +4q +2

= 2(2(p2 +q’+p+q)+ 1) ne peut étre un
carré.
On en déduit alors que a et b ne sont pas de méme parité

ce qui implique que ¢? est impair donc ¢ est impair.

EXERCICE 106

Onraisonne par 'absurde. Supposons que 4 points quel-
conques (ou plus ) ne sont jamais alignés.

Les droites tracées passent donc soit par deux de ces

points soit par trois de ces points.

66
Ilya ( ) manieres de choisir deux points parmi les 66
points distincts, soit 33 x 65 = 2145 paires possible de
points.
Soit n le nombre de triplets de points alignés.

Soit {A ; B} une paire de points.

o Si {A ; B} ne fait pas partie d'un des n triplets, il déter-
mine une seule droite, qui n'est déterminée par aucune
autre paire de points.

e Si {A ; B} fait partie d'un des n triplets, il détermine
une droite qui est comptée trois fois (car d’apres 'hy-
pothese, il y a au maximum 3 points distincts alignés).
Chaque triplet est donc comptabilisé trois fois dans les
2145 paires de points possibles, soit deux fois de trop.
Ainsi, le nombre total de droites est 2012 = 2145 —2n.
Cette égalité est impossible pour des raisons de parité. Il

y a donc au moins 4 points qui sont alignés.

EXERCICE 107
Soient a, b, c et d des nombres rationnels tels que
a+bv2=c+dy2alorsa—c=v2(d-Db).

CHAPITRE 12. CORRIGES

Si b # d alors Z_ICJ = v/2 donc V2 est rationnel, ce qui

est une contradiction donc b = d ce qui implique alors

a=_c.

EXERCICE 108
Supposons que V3 est rationnel, alors il existe p et g en-
tiers, non nuls, premiers entre eux tels que V3= P

q

2
alors p_z = 3 soit encore p2 =3q

2

donc p? est un multiple de 3 alors p est aussi un mul-
tiple de 3, on a alors p = 3k.

donc (3k)? =342 soit 9k? = 3¢? donc 3k? = ¢°.

g? est donc un multiple de 3 donc g est aussi un mul-
tiple de 3

Ainsi p et g sont multiples de 3, la fraction P n’est donc
pas irréductible, ce qui est contraire a '’hypothese.

On en déduit alors que /3 est irrationnel.

EXERCICE 109
n
Supposons que n2 est rationnel, alors il existe p et g

. . In3 p
entiers, non nuls, premiers entre eux tels que — = —

Inz q
alors 2P = 39, il y a une contradiction dans cette égalité,
en effet le premier membre est pair alors que le second
est impair.

In3
On en déduit alors que n2 est irrationnel.
n

EXERCICE 110

Soient x un rationnel et y un irrationnel.

Si z = x+ y était rationnel alors y = z — x serait rationnel
comme différence de deux nombres rationnels.

Donc z est irrationnel.

EXERCICE 111

Soient x un rationnel non nul et y un irrationnel.
z

Si z = xy était rationnel alors y = — serait rationnel.
x

Donc z est irrationnel.

EXERCICE 112

1. Onaparexemple vV3-+v3=0et3+2v3=3V3.
2. On a par exemple V2xy2=2etV2xy3=16.

EXERCICE 113

Le carré d'un nombre rationnel est rationnel donc si
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v/2 + /3 était rationnel il en serait de méme de 2v/6 +5
et donc de /6, ce qui n'est pas le cas.
Donc V2 + /3 est irrationnel.

EXERCICE 114

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x° + x—1.

f est continue et dérivable sur R, f'(x) =5x* +1>0
lim f(x)=-ocoet lim f(x)=+o0

X——00 X—+00
[ est donc strictement croissante de R dans R.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (cas
des fonctions strictement monotones), il existe un
unique x € R tel que f(x) =0.

5

2. a.x= P solution de I'équation x° +x—-1=0

donc p° + pg* - g° = 0 ou encore p° = g* (g - p)
ainsi p° est divisible par g* donc par g.

b. g divise p® donc g divise p x p* et comme p et g
sont premier entre eux d’apres le lemme de Gauss ¢
divise p*.

En itérant 4 fois, on en déduit que g divise 1 donc
q=1.

c. D’aprés la question précédente p® + p—1 =0 donc
p(pt+1)=1

donc p divise 1.

d. p divise 1 et g = 1 donc p divise g ce qui contredit
S fraction irréductible.

x est donc irrationnel.

EXERCICE 115
Soient n € N*, ay,---, a, des entiers relatifs avec a,, # 0.

Soit, pour x € R: P(x) = apx"+an_1 x"1

+-+ayx+ap.
Soit r un rationnel : r = P avec pe Z, g e N* et p irré-
ductible. I I
Alors g divise ay, , p divise agp.

5 Ce «test des racines rationnelles » permet de limiter
la recherche des racines rationnelles du polynéme P a

un ensemble fini.

EXERCICE 116

1. Vx(x—-3)=v3x—-5 (%)
Analyse
(¥*) = x(x-3)=3x-5
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= x*-6x+5=0
= (x-1(x-5)=0
— (x=1oux=25).
Synthese
eSix=1alors3x1-5= -2 <0 laracine n’est pas
définie.
eSix=5alors vV5x(5-3) =v10et vV3x5-5=+10
Lunique solution de (*) est donc 5.
2. () =2 (%)
Analyse
(x) = x%2=x*
(¥*) = x=2o0ux=1
Synthese
eSix=2alors (22)* =42 =16et 22" =24 =16
* Six=1alors [11)1 =let1l' =1
Les solutions de (*) sont donc 1 et 2.

EXERCICE 117

Analyse

Supposons que f s’écrit p + i avec p paire et i impaire.
Fixons x réel, en testant sur x et —x 1'égalité des fonc-
tions f et p+1i, il vient:

f@) =p&)+ix)

fE=0) =p=0) +i(=x) = p(x) —i(x).

En faisant la somme et la différence de ces deux égalités,
il vient :

plx) = % (f@)+f(=x),

1
i0=3 (fx) - f(=x).
Synthese
Définissons deux fonctions p et i en posant, pour xe R:

1

p) =2 (f)+f(=x),
|

i(x) = E(f(x)—f(—x)).

On vérifie immédiatement que p est paire, i impaire et
f=p+i.

EXERCICE 118

1. Analyse
a. On suppose y constante réelle, on dérive par rap-
porta x, alors pour tout x € R, f'(x+y) = f'(x).
b. En prenant x = 0, ce qui est possible puisque I'éga-
lité précédente est vraie pour tout x réel.
Alors, pour tout y € R, f'(y) = f(0).
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c. D’apres le résultat précédent, f’ est constante
donc f est une fonction affine, c’est-a-dire de la
forme f(x) =ax+b.

2. Synthese
Soit f une fonction affine, c’est-a-dire telle que Vx €
R, f(x) = ax+ b avec a et b deux constantes réelles.
Cherchons si f est solution du probléme.
e f est dérivable sur R.
e Pour x et yréels, ona:
fx+y)=ax+y+b=ax+ay+b
f+f)=ax+ay+2b
Pour que ces deux expressions soient égales, il faut et
il suffit que b soit nul.
Conclusion : les solutions du problemes sont les

fonctions linéaires f : x — ax avec a € R.

EXERCICE 119

Analyse

Pour y fixé, on dérive f par rapport a x, ainsi pour tous
x et y réels strictement positifs :

v (xy) = f'(x).

En prenant y = P on obtient :

!
() VxeRX, f'(x) = %

D’autre part, en prenant x = y = 1, on obtient :

(2 f(1) =o0.

Posons C = f’(l), alors d’apres (1) et (2) on obtient :
Vx€eR}, f(x) =Clnx.

Synthese

Soit f la fonction définie sur R} par f(x) = Clnx avec
CeR.

o f estdérivable sur R}.

» Pour tous x et y réels strictement positifs :
fxy)=Cln(xy) =Clnx+Clny

donc f(xy) = f(x)+ f(»).

Les solutions sont donc les fonctions de la forme

x— Clnxavec xe R} et CER.

EXERCICE 120

1. Enprenantx=y=0,ona f(0) =0.
2. Enprenantx =0, alors f(—y) = f(y) donc f est paire.
3. On dérive deux fois par rapport a x alors :

'+ +f"x-y) =2f"x).

CHAPITRE 12. CORRIGES

On dérive deux fois par rapporta y alors :

'+ +frx-y=2f"0

ainsi pour tous x et y réels, " (x) = f"(y), f" estdonc
constante.

4. D’apres le résultat précédent, f est une fonction po-
lynome de degré 2, de la forme f(x) = ax®+bx+c
D’apres la question 1, f(0) =0 donc c=0
D’apres la question 2, f est paire donc b =0.

Il reste a vérifier que les fonctions de la forme
f) = ax? avec a € R sont solutions du probleme.
fx+n+fx—p) =ax+y°2+ax-y?

=2ax® +2y* =2(f )+ f)*.

EXERCICE 121

Analyse

Sion pose a = f(0) alors 'égalité de 'assertion (2) s’écrit

enposantx=a—f(a)ety=0:

fla=f@+f@)=f(a-f@)+f(fO)
=fla-f@)+f(a).

Soit f(a) = f (a- f (@) + f(a) donc f (a- f(a)) =0.

De plus, I'égalité de l'assertion (2) s’écrit en posant

x=a-fla)ety=x:

fla=f@+fx)=fla-f@)+f(fex)
soit f(a - fla) + f(f(—x)]) =
fla-f@)=o.

D’apres (1), on obtienta— f (@) + f (f(-x)) = f (%)
soit f (f(—=x)) = f(x) - (a— f(@).

Enfin, en posant y = —x, 'égalité de l'assertion (2)

s'écrit:f(erf(f(y))) =f@+f(f=»),

soit en utilisant I'égalité précédente :

e+ rep-(a-f@)) = f@+ f - (a f)

En échangeant les roles de x et y, on a aussi :
fy+ren-(a-f@)) = f@+ 1) - (a-f(@)

dou f(y+/(-0)-(a f(@)) = f(x+f(=p)~(a~f @) ).
D’apres (1), on en déduit que :
y+f(=x)-(a-f@)=x+f(=y -(a-f(a)
soit y+ f(—=x) = x+ f(-y).

Cette égalité est vraie pour tous réels x et y, donc pour

f(f(x)) puisque

y=0:
pour tout réel x, f(—x) = x+ f(0)
ou encore pour tout x réel, f(x) = f(0) — x.
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Synthese

Il reste a vérifier que les fonctions f définies sur R par
f(x) = a—x avec a réel, sont bien les solutions du pro-
bléeme.

EXERCICE 122

Démontrons par récurrence la proposition &7, :
«VneN*, A, = na"t!
9».

o Initialisation: A} =1x4%2-2x4+1 =9 donc & est
vraie.

—(n+1)4" + 1 est divisible par

o Hérédité : soit n > 1 tel que &2, vraie.
Alors il existe k € N tel que na"l _(n+1)4" +1=9k.
Aps1 =+ 1A™2 (4 2)a"+1 11
=4(na™ 1 — (n+ 1)4") + 472 47 4
=4(na"! - (n+1)4" +1) -3 +472 — 4+l
=36k—3+3x 471
=36k+3(4"1-1)
=36k+3(@+1"!-1)

n+l1
:36k+3( y ("; 1)3"“"— 1)

k=0

T (n+1

=36k+3[ Y gn+l-k
k=0 k

Ap+1 estdonc divisible par 9, 2,41 est vraie.

e Conclusion : | est vraie et la proposition &7, est hé-

réditaire, la proposition &, est vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 123
Démontrons par récurrence la proposition &, :
«VneN*, Ay, =52"—14" est divisible par 11 ».
o Initialisation: Ay =1-1=0donc & est vraie.
o Hérédité : soit n > 0 tel que ,@n vraie.
Alors il existe k € N tel que 527 — =1lk.
Apsl = 52n+2 _ 14n+1

=25 x 52n —14n+1

=25(11k+14") - 141

=11x25k+14" (25— 14)

=11(25k+14")
Ap+1 estdonc divisible par 11, &2, est vraie.
e Conclusion : & est vraie et la proposition &, est hé-

réditaire, la proposition &2, est vraie pour tout n € N.
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EXERCICE 124
Démontrons par récurrence la proposition &, :
«V¥neN, A, =n3 - n est divisible par 3 ».
o Initialisation: Ay =1-1 =0 donc ¥ est vraie.
érédité : soit n > 0 tel que &y, vraie.
Alors il existe k € N tel que 13 — n = 3k.
Ap1=m+1)3-(n+1)
=nd+3n%+3n-n
=3k+3(n?+n)
=3(k+n?+n)
Ap+1 estdonc divisible par 3, #2,,41 est vraie.
o Conclusion : & est vraie et la proposition &, est hé-

réditaire, la proposition &, est vraie pour tout n € N.

15 Autre méthode : n° —n = nn-1)n+1).
Apres il suffit de discuter les trois cas :
n=3p,n=3p+letn=3p+2avecneN.

EXERCICE 125

1. Soient x et y deux réels et n un entier naturel.
Démontrons par récurrence la proposition & :

n
«VneN, x+yt=Y " xky"_k».
k=o\k

0
n
e Initialisation : (a+ b =1 et Z (k)xkynk -1
k=0
donc & est vraie.

o Hérédité : soit n >
)n+1

0 tel que &, vraie.
=(x+ )+

=(x+y) > |, |x*y
k=o\k

n n
=x) (Z)xkyn—k+y Y (Z)xkyn—k
k=0
n k n n
— Z ( )x +1yn—k+ Z ( )xky”_k+l

k=0 k k=0 k

On pose ¢ = k+1 dans la premiére somme :
n

n+l _ noy ¢ n- 041 k. n—k+1
st B Lot B i

(x+y
n—k

On pose k = ¢ dans la premiére somme :

n
(x+y)n+1 Z ( n )xk+1yn—k+1+ Z (”)xkyn—kﬂ
k-1 o\k

el e

nl 0 n+l
+ X
0 y
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el
o

(x+ )] = (”+1)xn+1y0+ i (”+1)xkyn—k+1

n+1 =i\ K
+1
+(”0 )x()ynﬂ
n+l1
+1
donc (x+y)"+1 — Z (U )xkym-l—k
k=o\ k

P41 est donc vraie.

e Conclusion : & est vraie et la proposition &7, est
héréditaire, la proposition &) est vraie pour tout
neN.

Soit a un réel positif.

a. D’apres le résultat précédent :

" (n n n " n
1+a)" = ( )ak:( )a0+( )a1+ ( )ak
Z )=o) H e Tk
" (n n n
orgl(k 0)—1et(1)—n

douvVneN,1+a)" >1+na.

ak>o,

b. Pour toutréel @ > 1ilexiste a>0telquea =a+1
d’apres la question précédente a” = (1+a)"” > 1+na

liIP (1 + na) = +oo donc d’apres le théoréeme de
n—+oo

comparaison, la suite (") tend vers +oo.

EXERCICE 126

Démontrons par récurrence la proposition &, :
«VneN, up=(-=1)"»

e Initialisation : (—1)0 =1 = ug donc & est vraie.

 Hérédité : supposons &y, vraie jusqu’au rang n

alors U1 = Un +2uUp_1 = (1) +2(-1)"1
Upe1 = (D" A-2) = (D", 2,4 estvraie.
o Conclusion : & est vraie et la proposition &, est hé-

réditaire, la proposition &, est vraie pour tout n € N.

EXERCICE 127

1.

Démontrons par récurrence la proposition &, :

2n n 2 1
«VneN*, =——/n< Z \/Eé(fn+*)\/ﬁ».
3 = 3 2

2x1 2 d
o Initialisation : Tﬁ: 3’ Z Vik=v1=1
k=1

(2><1 1
t +
3 2

, =
—) V1= 5 donc &) est vraie.

CHAPITRE 12. CORRIGES

o Hérédité : supposons &y, vraie aurang n >0

n+1 1
alors(l)Z\f<(3 2)\/ﬁ+ n+1

dautrepart
(5 3] vre v i-(F5 2 g v

-5+ )(\/_ VAFT) - VAT <0

doni( )\/—+\/nT<(2(”+D+1)\/m

2
a1n51ri1f<( 3 ;)\/ﬁ

2(n+1) 1
+

2
®) Z Vi > ?n\/ﬁ+ n+1
k=1
d’autre part

f\/—+ﬁ

2n 2n-1

3 n vn+1
1
:?n(\/_—\/n+1)+§\/x+1

l-n+vnn+1)
=———~>0carvnn+1) >n.
3(vVn+vn+1)
+2

2n 2n
donc?\/ﬁ+\/n+1>T\/n+1
n+l1
2(n+1
ainsi Y vk > (3 )\/n+1

k=1
La propriété #2,,.1 est vraie.

*2 e

e Conclusion : &1 est vraie et la proposition &), est
héréditaire, la proposition &), est vraie pour tout
neN*.

2. D’apres le résultat précédent, Vne N
2 < up < g+i et lim (g+i) -2 donc
3 3 2

n n—+oco\3 2n 3
2
d’apres le théoréme des gendarmes lim u, = —.
n—+oo 3

EXERCICE 128

1. f£(101)=91

£(95) = f(f(106)) = £(96) = f(f(107)) = F(97)
= £(£(108)) = £(98) = f (£(109)) = £(99)
= f(f110) = f100) = f(f(111)) = f(101)
=91.

FOD = £(£102)) = £(92) = £ (f(103)) = £(94)
= £(£(109) = £95) =

fO=f(fan)=fa=f(fa2)=rf@

=---=f(95) =91
Il semble que pour tout n < 101, f(n) =91
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2. Considéronsle cas 90 < n < 100.
Onaalors f(n) = f(f(n+11)) = f(n+1).
n+11>100, onadonc:
f(90) = f(91) =--- = f(100) = £(101) =91.
Comme f(n) =91 pour les entiers d'un intervalle de
11 valeurs consécutives, on peut utiliser une récur-
rence pour n<90,ona:
fm=f(fn+11) = f(91) =91.
Ainsi, pour tout n < 101, f(n) =91.

EXERCICE 129
Démontrons par récurrence la proposition &7, :
«VReN, up=(=1)"»
o Initialisation : (—1)0 =1 donc & est vraie.
e Hérédité : supposons &y, vraie jusqu’au rang n
1
Upl =——— (UoUn + U Up—1 + -+ + Up—1U] + Unlip)
ni—l
=——— (D" + (D" +--+ (=D + (-1")
n+1
1
=— x (n+1)(-1)"
n+1
=—(-1)"= (_1)n+1

P41 estvraie.

e Conclusion : & est vraie et la proposition &, est hé-

réditaire, la proposition &, est vraie pour tout n € N.

EXERCICE 130

« Soit P(n) la propriété : « Vn € N : un entier de la forme
2n+1 est de la méme couleur que 1 ».

Initialisation : P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, alors
(2n+1)+1+1 est de la méme couleur que 1 donc 2(n +
1) + 1 est de la méme couleur que 1, la propriété P(n+1)
est donc vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est héréditaire,
la propriété est donc vraie pour tout 7 € N.

Ainsi, tous les nombres impairs sont de la méme couleur
que 1.

¢ On démontre de méme que tous les nombres pairs
sont de la méme couleur que 2.

« 58 et pair et 58 est rouge donc 2 est rouge.

« Supposons que 1 est rouge alors tous les nombres sont
de méme couleur ce qui est contraire a I'énoncé, 1 est
bleu.
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* 40 et 2022 sont pairs donc rouges; 2013 est impair donc
bleu.

EXERCICE 131

On va montrer le résultat par récurrence.

On note Ay, 'entier naturel ayant 3" chiffres tous égaux
al.

Aj =111 qui est divisible par 3! mais pas par 32.
Supposons la propriété vraie pour n > 1.

Alors Ay, est divisible par 3" mais pas par 3"*1. Mon-
trons que A1 est divisible par 37+1 3n+2,
OnaAp: = lwlwl x Ay et 19;_919_;;_91 est

3n-1 3n-1
divisible par 3 mais pas par 9.

mais pas par

3n-1 3n-1

Ainsi A,,41 est divisible par 3"*! mais pas par 3"+2.

En particulier pour n = 2010 on a le résultat voulu.

EXERCICE 132

Montrons par récurrence la propriété P(n) :
«VneN,|sin(nx)| < n|sinx| ».

o Initialisation :|sin (0x)| = 0 = 0-|sin x|, la propriété P(0)
est vraie.

o Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n, alors
[sin((n+1)x)| = |sin (nx) cos x + cos (nx) sin x|

d’apres l'inégalité triangulaire :

Isin((n+1)x)| < |sin (nx)|-|cosx| +|cos (nx)]-|sin x|
d’apres I'’hypothese de récurrence et sachant que
—-1<cosx<1
onalsin((n+1)x)| < n|sinx| + |sin x|

d’ott |sin ((n+ 1 x)| < (n+1)|sin x|.

o Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est hérédi-

taire, donc Vn e N, |sin (nx)| < n|sin x|

EXERCICE 133
Montrons par récurrence la propriété P(n) :
n +1)2n+1)2n+3
«VneN, Z(2k+1)2=(n Jen en )».
k=0 3
o Initialisation O:
1x1x3
Sin=0alors ) @k+1)%=1=—""=1,
k=0 3
o Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n,
n+1 n
Y @k+1% =Y @k+1*+@2n+3)?
k=0 k=0
_(n+DE2n+1D(2n+3)
B 3

+(2n+3)2
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n+1
Y @k+1)? = 3 (D@t D +32n+3)
k=0
2n+3
= 3 (n+2)2n+5)

o Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est héréditaire

n
doncVneN, ¥ @k+1)? = (n+1)(2n-3kl)(2n+3).
k=0

EXERCICE 134

1. Montrons par récurrence que la propriété P(n) :

« n5

— n est divisible par 5 pour tout 72 € N ».
Initialisation :Si n = 0 alors 0° —0 = 0 est divisible par
5, la propriété P(0) est donc vraie.
Hérédité : Soit n € N tel que P(n) vraie.
Alors, en utilisant la formule du bin6me de Newton,
(n+1)°—(n+1) = n? +5n* +1013 +1012 +5n+1-n-1
=(n®-n)+5(n*+2n% +2n% +n)
Comme d’aprés 'hypothése de récurrence (n° —n)
est divisible par 5 alors P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est hérédi-
taire, donc, d’apres le principe de récurrence,
VneN, n® — n est divisible par5.
2. D’apres les propriétés de factorisation :
w-n=nn-n+ 1)(n2 +1).
Comme n—1, n et n+1 sont trois entiers consécutifs,
un au-moins est pair donc divisible par 2, et un est
divisible par 3, le produit de ces trois entiers est donc
divisible par 6.
Il existe donc k € N tel que n° — n = 6k.
De plus, d’apres la question précédente n® — n est di-
visible par 5.
Or 5 et 6 sont premiers entre eux, donc d’apres le
lemme de Gauss k est divisible par 5 et il existe p € N

tel que k = 5p soit encore n°

—-n=230p.
Finalement, pour tout 7 € N, 1% — n est divisible par

30.

EXERCICE 135

1. Soit n un entier naturel tel que P(n) vraie,
il existe donc k € N, tel que 10" + 1 = 9k.
Alors 10" +1 = 109k—1)+1=9(10k—-1)
ainsi P(n + 1) est vraie.
2. Sin=0alors10%+1 = 2 west pas divisible par 9, donc
P(0) est fausse.

CHAPITRE 12. CORRIGES

On en déduit donc que la proposition P(n) n'est pas
vraie pour tout entier naturel n.

Plus généralement, pour tout n > 1, la somme des

chiffres de 10" + 1 est égale a 2, ce nombre n’est pas

divisible par 3, il n’est donc pas divisible par 9.

EXERCICE 136

Soit k € N*, démontrons par récurrence la proposition
n Kk
Pp:«¥Vnzk, — < —».
n! k!
e Initialisation : &}, est vraie.

* Hérédité : soit n > k tel que &7, vraie.

k.n+1 " k

x il Or par hypothese de
n+

(n+1)!  n
I
récurrence, — < — et ——
n Tk n+l
kn+1 k" kk
donc ——— D! < — o < Sh etdonc &4 estvraie.
 Conclusion : 3% est vraie et la proposition &, est hé-

On sait que

<1

réditaire, la proposition &), est vraie pour tout n > k.

EXERCICE 137

Démontrons par récurrence la proposition &, :
«Vn>=5,2"> n? .

o Initialisation :sin =25, 25 =32 et 52 = 25 donc P est
vraie.

o Hérédité : soit n >
2n+1

5 tel que &), vraie.

=2x2">2x nz,dautrepart(n+1)2 =n?+2n+1
dou 2" > (n+1)? et donc 2, est vraie.

e Conclusion : P est vraie et la proposition &7, est hé-

réditaire, la proposition &), est vraie pour tout n > 5.

EXERCICE 138

1 1 1 1 1
s U= U= S, U3 =S, U= =
V2 V3 2 V5 .
2. Il semblerait que V €N, on ait uy, = .
n+1
3. Démontrons par récurrence la proposition &) :
1
«VneN, up= ».
" vn+1 )
o Initialisation: uy=1= donc & est vraie.
vVO+1
érédité : soit n un entier tel que &7, vraie.
1

Un _ ver1 1
\/u%t +1 \/ﬁ +1  Vn+2
donc &4 est vraie.

On a alors Uy, =

o Conclusion : & est vraie et la proposition &2;, est
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héréditaire, ainsi pour tout n dans N, uy, =

1
Vn+l

12.3 Suites

EXERCICE 139

3
1. 0<Z<1d'0f1 lim

2.

3 n
(—) =0ainsi lim wuy,=0.
n—+oo\ 4 n—-+oo

u li =+ooainsi li = +00.
2>1dott lim 2" =+ocoainsi lim u, =+
n=+oo n=¥oco

14\" L.
— | =0ainsi lim u;=0.
n—+oo\ 15 n—-+oo

14
0<—<ldou lim
15

2)\" 2 o (2)" .
up =|=] ,0< - <1ldou lim (-] =0 ainsi
3 3 n—+oo\3
lim u;=0.
n—+oo
2\ (3\" 2 L2\
up=|(=| +|=| ,0<=<1dou lim (=] =0et
5 5 5 n—+oo\ 5
3 n
0<—=-<1ldou lim (— =0ainsi lim u,=0.
5 n—+oo\ 5 Nn—+00
7\ 2\ 7 N i 7\"
up=|=| -[=],=>1dott lim (=] =+ocoet
5 5 5 n—+oo |\ 5

=0ainsi lim uy; = +oo.
n—-+00

2 2
0<-<1ldou lim (—
5 n—+oo\ 5

EXERCICE 140

1.

n
QIS
n n

VneN*, -

1 1
d’autre part lim ——=0et lim — =0.
n—+oo n n—+oo

Il en résulte donc d’apres le théoréme des gendarmes

="

lim
n—+o0

En apphquant dlrectement la hmlte d’'une somme,

=0etdonc llm Up=2.

nous obtenons une forme indéterminée, il faut donc

modifier I'expression en utilisant I'expression conju-

guée:
2
up = V2n+l - v2n-1
211+1+2
lim ( 2n+1+ —1]:+ooet lim —=0
n—+oo N—+oo N

d’ou liIP un =0.
n—+oo

s s 1 1
Vn € N*,—1 < cosn 1dou——2<un<—2
1 . 1 "
d’autre part lim —— =0et lim — =0.
n—+oo p2 n—+oo p2

n
Il enrésulte donc d’apres le théoreme des gendarmes

lim wu,=0.
n—+oo

EXERCICE 141

1.

1 sin ﬁ)
lim nsin ( ) = lim
n—+oo n

141

sinx sinx —sin0
En effet lim —— = lim ———  =co0s0

x—0 X x—0 X

g (1))

n
e lim (—) =400
n—+ool\ 4
e lim

1\" 3\"
(—) =0et lim (—) =0
n—+oo\ 2 n—+oo\ 4
par opération sur les limites, on en déduit que
5420
n=too 31 + 41
1

1+ _e_"

e"+n?-1

im —————
n—+oo 1+ L sinn 1

lim ———— =
n—+oo e + n+sinn+1 1 L
e e

2

. n
e lim — =0,
n—+oo e

. 1
im — =0
n—+oo et

o -1

donc

. n
lim — =0
n—+oo e’

1 sinn 1
sinn <1donc—— < <=
el el
des

el

théoreme gendarmes

d’apres le
lim

sinn 0
n=too e
par opération sur les limites
e +n? -1
im —————— =
n—+oo e+ n+sinn+1

EXERCICE 142

1+(4)"
41 4 on . 2

1

n 271
d li =0.
one ) g

i 5

1
n+3+

T

Vl—>+00

Vl—>+00
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i (V-] Ve

11m

+00
F F
3
e lim \/1+——let hm 1+—
n—+oo n

donc nlerOO(JnT \/nT) Vn=

NI»—‘

EXERCICE 143

1
On en déduit alors que lim n-tan (—) =1.
n—+oo n

1 n
2. lim —=0et lim (——) =0
n—+oo \/n n—+oo\ 3

par somme des limites, on en déduit alors que :

; 1 . 2\
nlifi‘oo(z‘ﬁ)—“tnlﬂoo(3+(—§) J=3
N, 1 2\
d"“n‘iToo(z‘ﬁ)(“(—g) J=6

1 "_(1-v3)"
3. lim (+\/§L ( \/g)nﬂ
n4’+00(1+\/§) _(1_\/5)
-(128)"
= lim 1+v3
— n
n +m1+\/§_(1_\/§).(%)
1-v3
Posons A= .
+V3
-1<A<ldonc lim (A)"=
n—+oo
on en déduit alors que

N () (SR K W |

n—+oo (1+\/§)n+1_(1_\/§)n+1 1+v3 2

EXERCICE 144
La suite (ay,) est arithmétique de premier terme a; et de

raison 8 donc a, = a; +8(n—1).
n n

Y ap=) (a;+8n-8)

k=1 k=1

—4n+4n?

=naj +4n(n+1)-8n =nay

on en déduit alors que

CHAPITRE 12. CORRIGES
. ay+---+an . (a1—4 )
lim ——— = lim +4|=4
n—+00 n2 n—+0o n

EXERCICE 145

1
1. Pourtoutk>1, ln(l + %) =In(1+ k) —In (k).
On en déduit alors que S;; =In(n+1).

2. lim Sp=+o0.
n—+0o

EXERCICE 146
1. Pourtoutk>1,

ln(l—k—l2 =In(k+1)-2In(k)+In(k—-1)

1
ln(l - ?) - (1n(k+ 1 —ln(k)) - (ln(k) “In(k— 1))
On en déduit alors que
Sp=In(n+1)-In2— (ln(n) —1n(1))

n+1
N )
n

+1 n+1
2. lim nrl =1donc lim ln( ) =0
n—+oo n n—+oo n
ainsi

lim S;,=-In2.
n—+o0

EXERCICE 147

1. Vxemz\{o; -1; —2},
a b c

x x+1

x+2
_(a+b+0)x® +(Ba+2b+c)x+2a

x(x+1)(x+2)
2a=1

Par identification,ona< a+b+c=0
3a+2b+c=0

1
On en déduit alors que a =c = 3 etb=-1.
. 1 1 1
§i ——m/————=— - ——
x(x+1)(x+2) 2x 2(x+2)

x+1

—la(b—ﬁ) (w7 73))
) ()

k
( -
2(n+1)

2
1
2
1
4 2(n+2)'

3.

lim ——=0et lim —— =
n—+oo2(n+1) n—+oo 2(n+2)

alors lim U, =-.
n—+oo 4
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EXERCICE 148

_2n+3-(@2n+1) 1 1

T @2n+1)@2n+3)  2n+1 2n+3°
n

1
2. Sp= Ug=1- .
g kgo k= 2043

Un

3. =0dou lim u,=1.
n—-+00

lim
n—+oo2n+3

EXERCICE 149

L n(2n® +3n+7
1. Ay=4% avecap= ) (k2+1):¥
k=1 6
n k+4 n+4
By = —_— =
" kl:[lk+3 3
n k-1 k+1 k-1 I k+1
2 co= [ S - T 5 15
k=2 k kopm ki K
1 n+l1 n+l
= — X =
n 2 2n
. 1
3. lim C,=-
n—+oo 2

EXERCICE 150

1. PourtoutneN, -1<(-1)" <1

2—-n 2+n
doncVneN, u .
21 S TS 2
2—-n . 2+n
2. =0et lim =0

im =
n—+oo n2 +1 n—+oo n? +1
donc d’apres le théoreme des gendarmes la suite

(uyn) converge vers 0.

EXERCICE 151

1. 2-2n+3= (n- 1)2 +2 > 0, la suite (u,) est bien
définie pour tout n € N.

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N,
un=vVmn-102+2>m-12>n-1.

3. nETw(n—l) = +oodonc d’apres le théoréme de com-

paraison lim u;, =+oo.
n—-+oo

EXERCICE 152

1 1\"
0<—-<1ldonc lim (—) =0dou lim S,=1.
2 2 n—+oo

n—-+oo

SR ey

1 . 1\"
—-l<—--<ldonc lim |(-=| =0
2 n—+oo|\ 2

143
2
dott lim Ty, =-
n—+oo 3
EXERCICE 153
- _
l. up=——"—,Vn>0,-—=< <—
ol Vi oV S
. 1 . 1
et nEToo(_ﬁ) = nEToo(ﬁ) = 0 donc en ap-
pliquant le théoréme des gendarmes on en déduit
.
lim (( ) ) = 0d’ou par opérations sur les limites
n—+oo
A =2
sin(%)
2 tn=— i =0
n
s (1
Sm(*) sin (X
d'ou lim ") = lim ( ):1.
n—-+o0o % X=0
n 1
3. up vn

- In(n) T’
n
In(n 1
lim ( ( ))=0+et lim — =+o0
n—+oo n N—0+ N
d’ol1 par composition des limites nli111 Uy = +oo.
—+00

EXERCICE 154

1. s = up+1 + un = 8sy—1, la suite (uy,) est une suite
géométrique de raison 8 et de premier terme sg = 1
d’out s, = 8",

2. ty=Vps1—Vn=—(=D"ups1 - =D"uy

— (_1)n+lsn.

3. fp+-+th—1=vpn—-v9g=vp—-1

n-1
D’autrepart ty + -+ ty—1 = — Z (—1)k8k

k=0
=8 -1 (-8)"-1
; -8-1 9
-8)" -1
d’01‘11/,1:1+L
Un L, 81— (="
Up = =D
n=Cpn (=1 9
_lfl _ln
4. lim ) =0et lim 1) =0
n—+oo n—+oo 9 x 87
.. . up 1
Par somme des limites lim — = —.
n—+oo 87 9
EXERCICE 155
1 2! (n-3)! 1
L up= + +——+1+n.
(n-1! (n-1)! (n-1! n-1
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Pourtoutktelquel < k<n-2ona
k! 1
0< ——<——
(n-1)! " n-1
1! n—2)!
i ( )

donc lim
n—+oo (n—1)!

.= lim =0
n—+oo (n—1)!

et lim (n+1)=+codolt lim uy; = +oco.
n—-+oo n—+oo

1 2! (n=1!
2. up=—+—+
nl n! n!
En procédant de maniére analogue a la question pré-

+1.

cédente, on obtient lim wu, =1.
n—+o0
1 2! (n—-1)! 1

3. up= + —.
(n+1)!  (n+1)! (n+1)! n+1
En procédant de maniére analogue a la question pré-

cédente, on obtient lim u; =0.
n—+oo

EXERCICE 156

nn

in(n1+1)

Inn

In(uy) = nlnnXIn(M)

=nlnnxln

n
Inn
ln(1+ %]

Onremarqueque lim ————= =0,
n—+oo Inn

=nlnnxln|1+

In(1+h)

I'idée est de faire apparaitre 1'expression — qui

tend vers 1 lorsque & tend vers 0.

In(1+1)
ln(1+ lnnn ) ln(l+%)
ainsiln (uy) = nlnn x ; X
In(1+4) Inn

Inn

ln(1+%]
lim In(up)= lim nlnnx
n—-+oo n—-+oo Inn

lim nln (1 + —)
n—+oo n

1
= nl—l>r-+r—loo . [ll+ n) =
n

dout lim u,=e.
n—+oo
EXERCICE 157

1. La suite (uy) est géométrique donc us = g3 uy
on en déduit alors que g° = 27 donc g = 3.
Uy = qz ug donc ug = 1.

2. up=ugq" =3"
8 5
3. 5=) 3F=3%Y 3k=27x

361
2 - —9828.
=3 k=0 3-1

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 158

Démontrons par récurrence la propriété P, : «Vn €

1
on—1

N, Up41=up+ ».

Initialisation : u; = —4 x % =-2=ug+ 2%1, Pp est donc
vraie.
Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n alors
Upt2 = % Up+1 par définition de (up)

= % (un + 2’%1) hypotheése de récurrence

1 1

= 3unt o
d'olt up4o = Uyt + zin’ ainsi P41 est vraie.
Conclusion : Py est vraie et la propriété est héréditaire,
donc d’apres le principe de récurrence P, est vraie pour

tout n e N.

EXERCICE 159

1_rn+1
Sp=———avec—1<r<ldonc lim r"=0,
1-r n—+oo
1
on en déduit alors que lim S;=——.
n—+oo 1-r

EXERCICE 160

1
1. (=-30+2 4:»[:5.

2. PourtoutneN, on pose vy, = up —¥¢.
Un+l=Up+1—¢
=-3up+2-4¢
=-3up+2+30-2
=-3(up—9)
donc vy +1 = —3vy, (vy) est une suite géométrique de

raison g = —3 et de premier terme vy = >

3
3. D’apres la question précédente : v, =

()
—2(3)

3 1
=vp+l==(-3)"+-.
Up =VUn 2( ) 2

EXERCICE 161

1
1. a. On montre facilement que v+ = = vp.
D’autre part vg = ug +6 = 15, on en déduit alors que

la suite (vy,) est géométrique a termes positifs.

b. D’apreés la question précédente v, = 15 (%)n d’ol
1 n+l1

su=sofi-(2]"").

c. S, =8,+6(n+1).

d. lim S,=30et lim S, =+co.
n—+oo n—+oo
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v 1
2. A Wyl — Wy = ln("—ﬁ) :ln(f) =-In2
Un 2
La suite (wy) est arithmétique de raison —1In2 et de
premier terme wq =1n15.
b. D’apres la question précédente w;, =In15—-nln2
D om 2In15-nln2
douS"y=mn+1)———.
c. lim S"; =—oo (produit des limites).
n—-+0o )
3. a.InP;,=S8",dou P, = eS'n,

b. On en déduit alors lim P, =0.
n—+o0

EXERCICE 162

5 .
1. up+1 =bps1—ans1 = —bp—ap) = Eu”' la suite

12
(un) est une suite géométrique de raison g = o et

de premier terme ugy = 12.

n
2. D’apres la question précédente, u, =12 (E) .

5 n
3. 0<g<ldonc lim (—) =0ainsi lim u,=0.
n—+oo\ 12 n—-+oo

EXERCICE 163

1 3 u-u =
1. up=u1—-upy=-,
4 4 uy—uy =

Up —uy # Uy — U, la suite (uy) n'est pas arithmétique.

DI W=

u 3
uy a
up Uy . ,
, — # —, la suite (uy) n'est pas
uy 1 up 20]
u 2
géométrique.

1
2. a. V0:u1_5u021-

b. v = lu 1u -1 u L) _ 11/
. n+1—2 n+1 1 n—2 n+1 2 —2 n-
La suite (v;) est une suite géométrique de raison

1
a=, et de premier terme vg = 1.

1 n
c. D’apres la question précédente, v;, = (5) .

_ W _
3. a.wg=—=-1.
VOL[ u
b. wy4+1 = ntl =24+ 2,
Un+1 Un

C. Wp+1 =2+ Wy, la suite (v,) est une suite arithmé-
tique de raison r = 2 et de premier terme wg = —1.

d. D’apres la question précédente, w; =2n—1.
n 2n-1
2n

1
4. VneN, un:vnwn:(é) x(2n—-1) =

145

- 2n+3
5. Notons ), la proposition«VneN,S, =2— —n ».
o Initialisation : uy = -1 et 2—3 = —1 donc ¥ est
vraie.
o Hérédité : soit n un entier quelconque dans N tel

que &), vraie, montrons qu'alors &, est vraie.
2n+3 2(n+1)-1
Sp+1=Sn+Upy1=2- on + o+l
2n+5 2(n+1)+3
- 2n+1 se 2n+1
ainsi #;,11 est vraie.

o Conclusion : & est vraie et la proposition &, est

héréditaire, la proposition &2, est vraie pour tout n
2n+3

dans N, a savoir que, S, =2 — on

EXERCICE 164

1. up =-8etuz=-28.

2. A Upt1 = Up+2 —2Up+1 = 2(Up+1 —2Un)
donc vy,41 = 2vy, la suite (vy) est géométrique de
raison g = 2 et de premier terme vy = —3.
b. v, = -3 x2".

3. Soit la suite (wy,) définie pour tout n € N par: uwn =

Un

on”
u u

A Wpy] —Wn = ml_ (Un+1—2un)
2n+11 on 2ré+1

donc wy+1 —wp =

»

s
. . L. . 3

la suite (wy,) est arithmétique de raison r = — 3 etde

premier terme wg = 1.

3 3
b. wnzl—gnetunzznwn:(l—in)zn.

EXERCICE 165

ZEZ 1 2n 1 1 1
Un+1—Un = 7 7= -
el Kk Spk 2n+1 2n+2 n
_ -3n-2
T n@2n+1)@2n+2)

Up+1 — Un <0, la suite (1) est donc décroissante.

EXERCICE 166
n-1 k
Posonspourn >2, S, = Z Hj. avec Hy. = Z
k=1 /=1
Démontrons par récurrence la propriété P, :
«Vn=2, S,=nH,—n»
o Initialisation : So = Hy =1et2Hy —2=3-2=1, P est

vraie.

S| =

o Hérédité : Supposons P, vraie au rang n > 2 alors
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n
Sp+1= Y Hy=Sp+Hy

k=1
=nHy; — n+ Hy (hypothése de récurrence)
=n+1)Hy—n

1
d’autre part H,,+1 = H, + —— d’ou
n+1

1
Sp+1=(n+1) (Hn+1 - ﬁ) —-n
=n+1)Hy41 —(n+1)
ainsi P41 est vérifiée.
o Conclusion : P, est vraie et la propriété est héréditaire
donc d’apres le principe de récurrence P, est vraie pour
toutn > 2.

EXERCICE 167

1. VneN, upy1 —up=v3n+4-v3n+1

3
=———— >0, la suite
V3n+4+3n+1
(uy) est croissante.
2n+2 2n 2—-4n
2. Upy1 — Up = 3’17“ ~3n = eS| < 0 pour tout

n > 2, la suite (uy;) est décroissante pour tout n > 0.
3. VneN, upyy1 —up = Tl > 0, la suite (uy) est crois-
n
sante.

4. YneN* Upt+1 _ 2n+3

Un T 2n+2
teur est inférieur au numérateur), la suite (u;) est

> 1 (en effet le dénomina-

croissante.
5. On montre par récurrence que Vn € N, u, > 1 et
Up+1 — Up > 0, la suite (uy) est croissante.

6. VneN, ntl _ 3 < 1, la suite (uy) est décroissante.

Un

EXERCICE 168
2 1
Un+2 > 2

1
= -1<u,<—-.

I -1<up<2 = -2< -

2. Supposons uy décroissante soit uy = uy+1,

on a alors < —
Up+2  Upt1+2

Up+1 +2
soit vy > vy41 C'est-a-dire (vy;) décroissante.

3. La suite (v;) est bornée mais son sens de variation
dépend de celui de uy,
si (up) décroissante alors (v,;) décroissante et mino-
rée donc convergente;
si (up) croissante alors (vy) croissante et majorée
donc convergente;

si (up) n'est ni croissante, ni décroissante alors (vy)

CHAPITRE 12. CORRIGES

n’est ni croissante, ni décroissante et on ne peut pas

conclure.

EXERCICE 169

3a
un+3a-2au Un+ 155
1. yn+1:¥:(1_2a)712“

Up Up

La suite est géométrique si et seulement si = a
-2a

c’est-a-dire apres résolution de I'équation a = —1 car
la seconde solution (a = 0) est exclue.

(vn) est alors une suite géométrique de raison g = 3

. up—1
et de premier terme vg = .
Uy

2. vy =1p3",
e si vy >0, (vy) est croissante et lirP Uy = +00
n—+o0o

e si vy <0, (vy) est décroissante et liT Vp = —00
n—+oo

3. up = d’apres la question précédente et les

1-vp
opérations sur les limites, lim u; =0.
n—+oo
1
4. uyy = 2 donc vg = —1 < 0 donc d’apres la question
précédente (v;) est décroissante.

DoncVneN, vy <vpy = 1—1{n+1>1—{}n

1-vpy1 1-vp
c’est-a-dire uy,+1 < up, la suite (u;) est donc décrois-

sante.

EXERCICE 170

. unp+2v, up+uvy
1. Soitwp4+1 =Vp+1 —Up+1=—(— — TR
_2up+4vp—3up—3vp 1 w )
- 6 _6 n n
1
= —wpy.

La suite (wy,) est donc une suite géométrique de rai-
n

1
song.OrwgzUo—ugzlz,doncwn:12x 5

Tous les termes de la suite sont positifs et la raison
étant comprise entre —1 et 1, cette suite converge

vers 0.

Un+vn —Up+Un 1

2. Upy1—Up = —un:fziwn>0
d’apres la question précédente. La suite (#5) est donc
croissante.

De méme:
un+2vy Up—Un 1
Un+l1—VUn = 3 Up = 3 =—§wn<0,la

suite (v;) est donc décroissante.
3. D’apres les deux questions précédentes les deux
suites sont adjacentes car I'une est croissante, 'autre
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décroissante et la limite de leur différence est nulle.
Les deux suites convergent vers la méme limite ¢.
4. Ona ty41 =2uUp1 +3Vp+1 =Un+vp+uy +2vy,
= 2uy +3vy, = ty, la suite () est
constante. En particulier ¢, = fy = 2ug +3vg = 36.

5. D’apres les questions précédentes 5¢ = 36 d’ou
3
lim wup,= lim vy,=—=7,2.
n—-+oo n—-+oo 5
EXERCICE 171
1. Pour tout entier n > 0,
1 N 1 -3n-2
Up+l—Un = -—= .
LTI o0 1 2n+2 n n@n+)(@n+2)

2. Up+1—Uup <0, lasuite (uy) est donc décroissante.
3. up >0, lasuite (u,) est décroissante et minorée, elle

est donc convergente.

EXERCICE 172

1 _n+l-n 1 1
(n-1)n (n-n n-1 n
2. 1l s'agit ici d'une somme télescopique, les fractions

1. Pourtoutn>1,

s’éliminent deux a deux, il ne reste que les premier et
dernier termes :

1 1 1 1 1
vn>lvp=1+l-c+-—c+ bt ————=2——.
2 2 3 n-1 n n
3. Upi1—Up= — > 0, la suite (1) est donc crois-
(n+1)
sante.

1
4, Pourtoutn>1, —<——
n?2 (n-1n
5. La suite (1) est croissante et majorée par 2, la suite

dott up < vy.

est donc convergente.

EXERCICE 173

1. Démonstration par récurrence tres simple.
2. Démontrons par récurrence la proposition &2, :
«VneN, x% <3».
o Initialisation : xy = 1 donc & est vraie.
érédité : soit n un entier dans N tel que &7, vraie.
2 g @ +3)2-3(x, +2)2  x5-3

nHl (xn +2)?  (xn+2)?
donc £, est vraie.

X

e Conclusion : & est vraie et la proposition &), est

héréditaire, donc Vn e N, x% <3.

—x%

3. VneN,x —Xp =
n+1 n 2

> 0 (d’apres la question

précédente).
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La suite (x5,) est donc croissante.

4. Lasuite (x,) est croissante et majorée donc conver-
20+3

0+2°
Apres simplification cette équation s'écrit £2 = 3 or

gente, soit £ sa limite, alors ¢ =

d’apres la question 1, £ > 0 donc ¢ = V3.

EXERCICE 174

1. Les fonctions f etg sont continues et dérivables sur
1-151[
flo =

décroissante sur]—1; 1[.
x?(35-114?%)

la fonction f est donc

gx)= 5=~ = 0sur]-1; 1[, la fonction g
4(x%2-1)
est donc croissantesur]—1; 1[.
2. f(0) =0 et g(0) = 0 donc d’apres la question précé-
3
X
dente, Vx€]0; 1[, ————— < f(x) <0
] [ 2(1—x2)\f()\
2
b fx)
donc———— - <—— <0
2(1-x2) © x
ainsi Vxe]0; 1[ x* <1 lln(“—x)<0
insi Vx 1, ———~ - —In|— .
3(1-x2) © 7 2x \1-x)
3. a.Pour neN*
I ( (n+1)! n”\/ﬁe’”)
Up+1—Up =In x
e F T I N e P n!
n n+1
=ln(e( ) 2)
n+1

(e 2 Jin[ )
( )n(gz;;ti)
()

b. Pour tout n € N*, 0 <

_]—

. < 1 alors d’apres

n+
la question 2, u,4+1 — up < 0, la suite (uy) est donc

décroissante.
.
Untl—VUn=Uptl —Up— 5~ +———
n+1 n n+1 n 12(n+1) 12n
1o 1 11
12(n+1)  12n 3 4n(n+1) 4n2+4n
1
_ 1 _ (2n+1)
C@en+1?-1 (1 )?
2n+1

ainsi

2
1 1
2n+1 1+57 (2n+1)
Upil—vn=1- ( 2n+l1

2 1-2;}ﬁ)+3(1_(2nl+1)2)

d’apres la question 2, v;,+1 — vy, = 0, la suite (vy,) est
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donc croissante.
lim (up—vn)= .

n—+oo

c. On admet alors que les suites (up) et (vp)

convergent vers une limite commune ¢ et on pose

c=¢'.

Alors lim ——— =
n—+oo plte="\/n

n! .
lim e%n=ef =C.
n=+0o

EXERCICE 175

1

5.

c Up+1— S =

1 1 1 1-2uy,

2 1+42u, 2 2(1+2up)
1
1 3-un
doltupys1— - = .
LTS T 1 2u,

<up<l

Initialisation : ug = 1, la propriété est vrai au rang 0.

1
Démontrons par récurrence que Yn e N, 3S

Hérédité : Supposons la propriété vraie aurang n > 0
<1+2u, <3

1 1 3
= - < <

3 S 1+42u, 5

1
= §<un+1<1~

1
alorsggunglz —

la propriété est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :1a propriété est vraie au rang 0 et est hé-
réditaire, elle est donc vraie pour tout n € N.

1) _ Jun-|

D’apres la question 1, >

Up+1—

|1+2un|

D’apres la question 2, |1+ 2uy| >

wIO‘I

3 [

2|55 2|
On démontre par récurrence que pour tout n € N,

|<(s)
2| S \5)

3 n
(E) =0 donc d’aprés le théoreme de compa-

/\

donc pourtout n €N, 1,41 — Uun

|

Up —

lim
n—+oo
. . 1
raison lim |up—-=|=0
n—+oo 2

ainsi la suite (1) est convergente et tend vers 2"

EXERCICE 176

1.

La fonction x — In(x+ 1) est concave, sa courbe est
donc sous ses tangentes, en particulier sous sa tan-

gente au point d’abscisse 1.

1
Cette tangente est d’équation y = Ex donc Vx > 0,

1
Inx+1) < =-x<x.

Soitla fonction f définie sur 10 ; +oo[ par

f)=Inx+1)—-x+ x?

1.

CHAPITRE 12. CORRIGES

La fonction f est continue et dérivable sur ]0 ; +ool,

2
x
f (x) = 11 > 0, la fonction f est donc strictement
croissante et comme f(0) =0, on en déduit que fest

strictement positive sur |0 ; +oo[

X
d’ol1 pour tout x >0, x — > <Inx+1)<x.
a. Soit P(x) = ax> + bx? + cx + d alors

P(x+1)—P(x) =3ax* +(3a+2b)x+(a+b+¢)

3a=1
ainsi P(x+1)—P(x) =x% < {3a+2b=0
a+b+c=0
o 1 1 1
Onendéduitquea=—-,b=——etc=—
23 2 6

L. 2x3 —3x% +
Ainsi, P(x) = —

b. D’apres la question précédente :
n n

Y K=Y (Ptk+1)-Pk)

k=1 k=1

=P(n+1)-P()=Pn+1)

En remplacant P par son expression trouvée a la

question précédente et en factorisant,

7 nn+1)2n+1
onobtient ) k% = nntDEn+)
k=1 6
n k
Pour tout n > 1, on note uy, = H 1+ = |-
k=1 n

L k
Soit vy =In(uu) = Y ln(l + —2)
k=1 n
Lencadrement de la premiére question et le calcul de

la somme de la question 2 permettent d’obtenir I'en-

cadrement
"k nn+)@2n+1) ook
R M A < _
Z 2 4 X Vn x 2
=1 12n =1

+1
n(n ), d’apres le théoreme des gen-

oer

1
darmes (vy) converge vers 5

La fonction exponentielle étant continue,
hm up =ve.
s

EXERCICE 177

En utilisant la relation de récurrence satisfaite par
(un):
Unso—Ups1—Un = Aa" (@% —a—1)+pb™ (B® —b-1)
il suffit de prendre a et b solutions de I'’équation
¥ -x-1=0.
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-v5 1 5
\/_etbz +\/—.

Pour trouver A et y, il suffit de résoudre le systeme

On obtient a =

uy=u; =1
Aa+pb=1
Aa?+pub? =1
b-1 V5
ab—a® 5

etp= 271 _ Y5
B= -2~ 5

on obtient A =

ainsiVneN,

5 LBV (1o vE) !
w=F(150) 15 )

. lal <1 par conséquent lim a=o0.
n—+oo

En factorisant par b” le numérateur et le dénomina-

u 1+v5
teur, on en déduit que lim (n—ﬂ) = —\/_
n—+oo Un 2
EXERCICE 178
1
1. VneN, up41—up=——""—>0
9091 " qn+1

La suite (uy,) est donc croissante.

. Par hypothese, la suite (g5, est croissante donc

oo 0]
VneN, up<—+|— | +-+|—
qo \qo q0

) " ( 1 )n+1 1
1 1 1 q0 -
deplus—+(f ) +--~+(—) :%17—1
qo0 9o qo0 i
1\
_ 1_(670)
fo-1
1- (%)
On en déduit alors que uy < ﬁ
0—
la suite (1) est donc majorée par la suite
1 n
Qn= 1_(%) qui converge vers
n=—— - .
qo—1 qo—1

. La suite (uy) est croissante et majorée, elle est donc

convergente vers une limite £.
1

qo—1

D’apres les questions précédentes 0 < ¢ <

de plus gp >2donc0< ¢ < 1.

EXERCICE 179

1. a. Pour tout entier naturel 7 :

Wp+1 = VUn+l1 — Up+1

1
== (un+3vp)|— - (Up+2v
7 (Un+3vn) | =2 (Un+20n)

1 1
= — (v, —uy) dou w =—wy,
12( n n) n+1 12 n

. PSP . 1
la suite w est une suite géométrique de raison TR

Le premier terme est wg =vg—up=2—-1=11>0.
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On sait que quel que soit le naturel 72 :
n
up =11x (E) positif car produit de deux facteurs
positifs.
1 . 1\
b. Comme -1 < — <1, lim |—| ,dou par pro-
12 n—+oo\ 12
duit de limites lim wj, =0.
n—-+00

a.PourtoutneN: )
Upel—Up = = (Vp—Up) = gwn > 0, (car produit de
deux facteurs positifs) ce qui prouve que la suite u est
croissante.
b. Pout tout n elN : )
Vn+l —VUn = 1 (vp—up) = 1 wp < 0, (car produit
d’'un facteur négatif par un facteur positif) ce qui
prouve que la suite v est décroissante.
c. La suite u croissante est minorée par uy =1 et la
suite v décroissante est majorée par vg = 12.
D’autrepart wy, >0 < vy —up >0

< up < vy, donc finale-
ment quel que soit le naturel n : ug < u, < vy < V.
Soit ¢ la limite de u et ¢’ a limite de la suite v.
Onsaitque lim w, =0 < lim (vy—uy) =0,

n—-+oo n—-+oo
soit lim v,—- lim wu,; =0
n—+oo n—+0o

etenfin¢—¢'=0 < ¢=/".
a. Pour tout entier naturel 2 :
tn+1 = 3uUp+1 +8v5+1 =3uy +8vy, =ty :lasuite ¢ est
donc constante et fy = 3ug + 8vg =3 +96 =99.
b. La limite des suites u et v vérifie donc:
30+80=99 < 11/ =99 < ¢ =9.

EXERCICE 180

1.

(tp) appartient a 'ensemble (E) si et seulement si,

pour tout entier naturel » non nul,

el —tn =0,241,_1 <> AL A" =242 1
= A2-1=0,24 (1 £0).

Cette équation admet deux solutions réelles

A=12etA=-0,2.

Les suites (#) appartenant a (E) sont les suites

th =0,2"et t;; = (-0,2)".

2. a. up doit vérifier :

{

39
b.Onendéduitquea=—etf=6-a=6——=—.

a+p=6
1,2a-0,26=6,6
3

a(1,2°+B(-0,2)° =6
p—t
a(1,2' +p(-0,2)! =6,6

77

La suite s’écrit donc quel que soit n € N,
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39
Up = 7(1,2)”

c. Comme -1<-0,2<1,

3
+=(-0,2)".
7( )
lim (-0,2)" =
n=+oo
D’autre part lim (1,2)" = +ocod’ott lim uy = +oo
n=+oo n=+oo

EXERCICE 181

1. a. e [nitialisation : Pour n = 0, on a bien uy > 0 et
vo > 0. Lhypothése de récurrence est vérifiée pour
n=0.

o Hérédité : Supposons que pour n € N, u, > 0 et

vy > 0. Alors:

Up+Vn
T>O: Mn+1>0

2 2
u, +vy

2

Up+vy,>0—=

2

u%>0ety%,>0zun+v§l>0=> >0

2 2
u, +v
TR 0= vy >0

La proposition est donc vérifiée au rang n + 1.
« Conclusion : Ainsi, la proposition est vraie au rang
0 et est héréditaire, d’apres le principe de récurrence,

on en déduit que : u; >0 et v, > 0 pour tout n e N.

2,2
bov? 2 UntVn (UntUn)?
U n+l n+l — 2 2
Ul —2upvp+v?
- 4
_(Un—vn\2 _ 2
_( 2 ) =Vn+1 " U
2
D’oty, pour tout neN: anr1 u, 120

= V2, 2 Ul = Vpgl 2 Unsl = Vn > Up.

n+l1 n+1
Par construction, vg > ug. Conclusion : v, > uy.
U +vn Un—Unp

2. a Upy]—Up = > 0 d’apres

n=

la question précédente. La suite () est donc crois-

sante.
b.0<up<vp= 1l <vi= 1l +v2<v3+12
2 2
Uy +v
LR <vh =02, <vh = vpg1 < vy (car
<0).

La suite (v;) est donc décroissante.
3. Onamontré que:

o la suite uy est croissante donc uy < uy, pour tout
entier naturel n,
» lasuite vy, est décroissante donc vy, < vg pour tout
entier naturel n,
e pour tout entier naturel n, u, < vy.
On en déduit que Vn e N, ug < u, < vy < vgdouen
un < 1o

particulier
vp = U

CHAPITRE 12. CORRIGES

La suite (uy) est croissante majorée par vg donc,
d’apres théoreme, elle est convergente.
La suite (vy) est décroissante minorée par 1y donc,

d’apres théoreme, elle est convergente.

EXERCICE 182
1 1 1

<<~
VP+L VX /P

d’'ott par passage a lintégrale et le fait que
p+1 1
—dx
p VP f
p+1 1 1
—dx < —.
P VX VP

On démontre de méme que pour p > 2,

1. Pourp>lL,p<x<p+1 =

, on obtient :

f P dx > !
p-1Vx TP
2. D’apres la question précédente, pour tout > 0,

n+l 1
o U >f —dx
n/l Vx

n+l

1 de [\/}]nﬂ 2/(n+1) -2

eup=1+ Z f —dx
Onen dedult alors que Vn > 0,
2+2vVn+1<u, <-1+2yn.
3. nliIP vVn+1 = +oo donc d’apres le théoréeme de
—+00

comparaison lir}rq Up =400
n—+o00

vns>0,2 /o2 <o L
’ n \/ﬁ\ n < \/ﬁ
. n+1 X 1
lim ——=1let lim —=0
n—+oo n n—+oo \/n

D’apres le théoreme des gendarmes lil}_l vp =2.
n—+oo

EXERCICE 183

1. a.(nx)” - (nx)"*! = (nx)" (1 -Inx)
Vxell;e[etVneN,0<Inx <1donc (Inx)? >0 et
(Inx)"*1 > 0.

b. D’apres la question précédente pour 1 < x < eona

1-lnx>0 = (Inx)" -

(nx)" > (Inx)"*! ce qui entraine par passage al'in-
tégralefe(lnx)" dx>fe(lnx)”Jrl dx
c’est—a—dlire In> T !
ce qui prouve que la suite (I;;) est décroissante.

2. a. La fonction F est définie et dérivable sur [1;e]
(somme et produit de fonctions dérivables sur [1;e])

1
et F'(x) =lnx+xx P 1 =1Inx. La fonction F est bien
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une primitive de In x.
e e
I :f Inxdx= [xlnx—x]
1 1
b.r=e—2], =e—2~0,718,
I3=e-3I»=6-2e=0,563
Iy=e—-4I3=9e—-24=0,464.
3. a.Vxe[l;e] eteVnEN* ona
Inxdx >0soitI,; >0

=1

Inx>0 =
b. D’apres les 1questions 2 et 3.a, on peut écrire que
VneN*, Iyy1=e—(n+1)I;, >0donc (n+1)I, <e

c. Les deux questions précédentes permettent d’ob-

tenir pour toutn>0:0< I, <

e
lim —— = 0 d’otu d’apres le théoréme des gen-
n—+oo n+
darmes on déduit que lim I, =0
n—+oo
d nly+Un+Ipe1)=m+DIp+(e—-m+ DIy =e
D’apres la question précédente

lim I,=
n—+oo n

nEToo In+1=0dou nll»IPoo nl, =e.
EXERCICE 184

On démontre par récurrence que la suite (i) existe et
que pour tout n >0, uy > 1.

Sila suite (1) converge vers une limite ¢, alors £ > 1 vé-
rifie 'équation £ = V¢ d’ol1 £ = 1 (¢ = 0 est exclu).

En conclusion, la suite (1) converge vers 1 ou diverge.
En calculant les premiers termes de la suite avec diverses
valeurs de u, il semble que la suite (1) soit décrois-
sante a partir d'un certain rang et converge alors vers 1.
Up — Up—1 1

Pour n >0, uy+1 —up = - ainsi
Un+up—1 nn+1)

< 0alors up+1—un <0.

siup—up—1
En conséquence, sia unrang p = ng,ona upi1 —Up <0
la propriété est vraie pour tout n > p > ng, ainsi la suite
(up) est décroissante et minorée elle est donc conver-
gente.

S’il n’existe pas un tel ng alors pour tout n, uy4+1—up <0
la suite est donc strictement croissante et non majorée
(car la suite aurait alors une limite finie strictement su-

périeure a 1), d'ott lim uy = +oo.
n—+oo

1
Mais on a alors up41 — Un = Un (1 - un) + 1 qui
n
aurait pour limite —oo ce qui contredit u, > 1.
On en déduit que la suite (u;;) est décroissante a partir

d’un certain rang et converge vers 1.

151

EXERCICE 185

1 1
1. Soitp= —n etg= —(n—l),
comme hm p= hm q=+oo
p—+oo g—+o0
on en déduit que si la suite (uy) converge alors

llmu—hmu—llmul
n=ico " p—>+oo P = q

up =6p.sin? (2pmr) =0 d'ot pl—l>TOO up =0.

. 9 T 3
= (69 +1).sin? (2q7 + 5) = 16q+1)
dou lim ug = +oo.
q—+o0o

Les deux limites sont différentes, nous en déduisons

quela suite (1) n’admet pas de limite lorsque n tend

vers 'infini, elle est donc divergente.

1 3
2. VneN*, - < 1+§sinn< 3
1

1\n 3\n . 1
donc 3 <vp < 3 car la fonction x — x7 est
croissante sur R

. 1\ . (1\°
Iim =] =lim|[-| =1et
n—+oo\ 2 N—-0\2
3\n .. (3\0 1
—~| =lim (-] =lenposantN = —.
2 N—0\2 n

On en déduit donc d’apres le théoreme des gen-

darmes que lim vy, =1.
n—+oo

EXERCICE 186

3 . . P
1. a. vy41 = Zvn, la suite (vy) est une suite géomé-

3
trique de raison g = 1 et de premier terme vy =4
b. 0 < g < 1, la suite (v,) est donc convergente.
n
c. D’apres ce qui précede, x, + yn =4 (Z) .

2. Récurrence tres simple.

Yn 1
3. a.VneN, upy1 = =—
3xp+2yn 3L +2
1 Yn
doliu =—\
n+l 3up+2
1
b. wp41 = -3 wy donc (wy) est une suite géomé-
1
trique de raison -3 et de premier terme wy = 5
1 ( 1)" Wty
C.Wp==|—=| etup=
31 3 1-wp

d. D’aprés la question précédente, la su1te (un)

converge vers § .

X

e. En utilisant les valeurs de u, = et Un=Xn+Y¥n,
Yn

on obtient :
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3\ 1\" 3\ 1)\"
=2|- 1+|—= =2|- 1-|—=
m=2 () [ 5] )om=2(5) [1-(-3) )
f. ngrilwxn =0et nl—1>Too ¥n =0, la position limite des

points My, lorsque n tend vers l'infini est donc I'ori-

gine du repere.

EXERCICE 187

1. Démonstration par récurrence.

1
2. VneN, byy1—an+1 = 3 [an+hn—2 anbn)

v .
On en déduit alors que by +1 = ay+1 de plus by = ag,
on démontre par récurrence que Vn e N, ap < by,.
3. Sachant que ay, > 0, on peut écrire : a, = (v/an)>
d’ol
VneN, apy1—an = \/m— (\/W)z
= (vVbn - van) van.
4. VneN, by, by, = 2t bn=2bn “";b”.

2
5. D’apres les questions précédentes, nous savons que

O<a<ap<ap+1 <bp+1<bp<b.

La suite (a) est croissante et majorée donc converge
vers une limite finie, soit £, cette limite.

La suite (b,) est décroissante et minorée donc
converge vers une limite finie, soit ¢}, cette limite.
Par définition de la suite (by;), on obtient

Oy = latly donc €4 =0y,

Ainsi, (ap) et (by) convergent vers la méme limite.

EXERCICE 188

e u1 = \/up+1 >0, on démontre par récurrence que
Vn>0, uy > 1, tous les termes de la suite (1) sont bien
définis et positifs.

« Si la suite (u;) admet une limite ¢, alors V¢ = ¢ donc
¢ =0o0u/? =1 or tous les termes de la suite sont supé-
rieurs a 1 donc si elle existe, la limite ne peut étre que 1.

¢ Etude du sens de variation de la suite (1) :

et =ty = T = s

— S'il existe un rang n tel que /uy —/u;—1 <0, les dif-
férences suivantes le sont aussi et la suite (uy) est dé-
croissante a partir du premier rang ou cette occurence
se produit.

La suite (uy) est décroissante et minorée, elle converge

doncvers 1.

CHAPITRE 12. CORRIGES

— Sinon, cela signifie que la suite (u;) est croissante a
partir que rang 0, comme tous les termes sont supérieurs
a 1, elle ne peut étre croissante et avoir une limite égale
a 1. La suite ne peut tendre que vers +oco. mais alors
Un+1 = Un = /Un (1= n) + nil

est contradictoire.

tend vers —oo ce qui

On en déduit alors que la suite (1) converge vers 1.

12.4 Trigonométrie

EXERCICE 189

1. Soit ABC un triangle rectangle en A,
on pose x = ABC alors

s o (AB)Z (AC)2 AB? + AC?

cos“x+sin“x=|— — | =——
BC BC BC?
donc d’apres le théoreme de Pythagore cos?x +
., BC?
sin“x=—
BC?

d’ott cos® x+sin®x = 1.

2. Soient a et b deux réels quelconques.
Soit A le point du cercle trigonométrique associé au
réela: A(cosa; sina)
Soit B le point du cercle trigonométrique associé au
réel b: B(cosb; sinb)
Par application de la relation de Chasles pour les
angles orientés, b — a est une mesure de l'angle
(04 ; 08).
Calculons le produit scalaire OA - OB de deux ma-
nieres :
. Ex’@’ =0Ax0OBxcos(b—a)=cos(b-a)
car OA=0B=1.
. E‘f . ﬁ) =cosacosb+sinasinb (expression ana-
lytique du produit scalaire).
on en déduit alors que :
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb.
cos(a+b) =cos(a-(-b))

=cosacos (—b) +sinasin (—b)

le cosinus étant pair et le sinus impair, on en déduit
alors que:
cos(a+b) =cosacosb-sinasinb

3. sin(a+b) =cos (g —(a+ b))

ol [3-)-1
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:cos(z —a] cosb+sin(£ —a)sinb
2 2
=sinacosb+ cosasinb.
sin(a—b) =sin(a+ (=b))
=sinacos(—b) + cosasin (—b)

=sinacosb—cosasinb

EXERCICE 190

1. cos(2a) =cos(a+a)

=cosacosa—sinasina

= COS.2 2

= COS2 a—

a—sin“a

(1-cos?a)=2cos?a-1

=(1-sin?a)-sina=1-2sin’a

2. sin(2a) =sin(a+ a) =sinacosa+sinacosa

=2sinacosa

EXERCICE 191

sin?a

1. 1+tana=1+ >
cos-a

cos?a+sina 1

cos?a cos?a’

sin(a+ b)

cos(a+b)
sinacosb+sinbcosa

2. tan(a+b) =

cosacosb—sinasinb
sina , sinb
cosa T cosb tana+tanb
1— sina  sinb
cosa cosb
tana+tana

l1-tanatanb’

3. tan(2a) = ———
1-tanatana
2tana

" 1-tana
EXERCICE 192
b4
Soit f la fonction définie sur I = [0; 2 [ par
f(x) =2sinx+tanx.
La fonction f est deux fois dérivable sur I et

f'(x)=2cosx+ —
cos? x

" . 2sinx X 1

f"(x)=-2sinx+ 3 =2sinx z-—1|=>0
cos® X cos® X

ainsi f” est croissante, d'ou Vx € I, f'(x) > f'(0)
d’autre part f'(0) = 3 donc f'(x) > 3.
Soit, d’apres la croissance de l'intégrale, la fonction f’
éte}cnt continue sur 1,
f o dt>f 3dt

0 0
— f(x)-f(0)>3x
finalement, Vx € I, 2sinx +tan x > 3x.

EXERCICE 193

1.

a. En additionnant les relations :

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb et

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

on obtient cos (a + b) + cos(a— b) =2cosacosb.
Il suffit de poser p=a+betq=a—bonaalors

_p*a ., _a-b
2 2

ainsi cos p + cos g = 2cos (

a

D) cos(229),

b. Pour la seconde relation, on procéde de la méme

facon mais en soustrayant cette fois la seconde rela-

tion a la premiere.

c. En additionnant les relations :

sin(a+ b) =sinacosb+cosasinb et

sin(a— b) =sinacosb - cosasinb

On obtient sin (a + b) +sin (a — b) = 2sinacosb.

11 suffit de poser p = a+b et g = a— b on a alors

=p_+qetb=a;b.
2 2

On obtient alors sin p+sin g = 2sin (

a

d. Pour la quatrieme relation, on soustrait la seconde

relation a la premiére.

D’apres les relations précédentes :

cosx +cos3x =2cosxcos2x, on en déduit alors
cosx+2cos2x+cos3x=2cos2x(1+ c)cc)sx)

2

=4c0s2xCOS
. . . 9x 7x
On asinx+sin8x =2sin > Ccos > et

. . . 9x 5x , .
sin2x +sin7x = 2sin > cos > d’olt

sinx +sin2x+sin7x + sin8x
. 9x 7x 5x
=2sin — [cos — +cos —
2 2

. 9x X
=4sin — cos3xcos —.
2 2

EXERCICE 194

2.

1-cosx . . .
—— existe si et seulement si x # kx avec k€ Z,
sinx
tan 3 existe si et seulement si x # 7 + 2k7.
2sin? (x)
1-cosx 9
Pour x # km, - = T 2 T :tan(
simx 2sin(—)cos(—]
2 2

Pour tout x € R,

. 2m . . 2
sin x—? +sin x + sin x+?

1 . 3 . 1 . 3
=—§ Sinx — —— cosx+sinx — Esmx+ TCOSX

153

p;q]cos(u

2

=0.

)
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. . . b4
3. tanx existe si et seulement si x # > + km et tanx +

. . . T
existe si et seulement si x # kz

tanx
. . . T
existe si et seulement si x # k—
tan2x 2
b4
Pour tout x # k—,
1 sinx cosx sin®x—cos®x
tanx + = - — =
tanx cosx sinx sinxcosx
cos (2x) _
sin(2x)  tan(2x)’
EXERCICE 195
/4 T V2
1. 2cos2=—1=cos— = —.
8 4 2
S 2+ V2

2. D’apres la question précédente cos® — = 2

T b4 T
comme—e]O; —[alorscos—>0
8 2 8

. .7 2+V2
ainsi cos — = ——.
8 2
EXERCICE 196
Pour tout a € R, cos (2a) = 2cos?a-1

d’ol1 en posant 6 =2a
20 cosf+1

cos” —

2 2
.. [1+cosf 0
ainsi {/ ——— =|cos —|.
2 2

EXERCICE 197

1. sin(2nm+ x) =sinx
2. cos(2nm+ x) =cosx.
3. cos(nm+x) =(-1)"cosx

4. sin(nr+x) =(-1)"sinx

EXERCICE 198
1. Soit A =sin? ( ]+cos ( )

T R
- (3] o7

dou A= 1
2. Soit B = sin? (E] +cos? (z]
6 3
B = sin® (z) +cos? (E - f)
6

2 6
ZZSiHZ(%) = %

EXERCICE 199

21 2n
f(x+86) =cos|—x+4m|=cos|—x
43 43

CHAPITRE 12. CORRIGES

ainsi f(x+86) = f(x).

EXERCICE 200

1. Par définition e’ = cos6 + isin@

d’ott e~ = cos(—6) +isin (-0) = cos — isin6.
On en déduit alors

el 4 ¢710 = Zgé)se (Et.eeie —e 10 = Zésinq 0
d’ot1 cos = e etsinf = e ;le :

2. cos(nf)+isin(nf) = " = [’6) = (cosO +isinf)"

EXERCICE 201
Pour tout x € R, sin (2x) = 200sx sin x.
Ainsi pour k € [0; n], comme —- e.‘ nZ,
o[ 1) - sin(5)
2k Zsin(z—k]
n X
Ennotant P, = [] cos (—), on obtient
k=0 2k
n sm(
2k- 1)
Pp=]] ——
k=0 251n(2k)
1 . X n 1
goer [lsn 522 T — 5
k= k=0 sin (—)
2k
_sinEo il (x) 2
on+l l_[ _Ic H X
k=0 k=0 gin [ 2
2k
_g-n-1 sin (2x)
B sin(2~"x)’
EXERCICE 202

.3
L (W) _ ;( 3ix+3eix+3e—ix+e—3ix)
+e ix)

3tx+e—31x elx+e ix
+3
2 2

1 3
= —Cc0s3x+ — CcosXx.
4 4

ix _ix\3
3. (elx_zelx) :é(e3ix_3eix+3e—ix_e—3ix)

e
2. cos x—(

1

T4

4 sin3x—(6ix e ’
2i
B 1 3ix -3ix oiX _ pmix
- Z( 2i By )
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3 1. 3
sin” x = ——sin3x + - sinx
4 4

EXERCICE 203
elx +e—lx

eix _ e—ix 3
X .
2 2i
_ _L. (eix : e*lx) (e3ix _3ei¥ 130X _ ef3ix)

1 e4ix _ e—4ix eZix _ e—2ix
-2
2i

3

f(x) =cosxsin® x =

2i

=——sin(4x) + —sin (2x
3 (4x) Y (2x)
glx) = cos2 5xcos7x
71x+e—7ix

—51x 2 e'
X
2

171x+e7171x e71x +e—71x

ele + e—3zx

1
- + +
4 2 2 2

1 1 1
= —c0s(17x) + - cos(7x) + — cos(3x
r (17x) 2 (7x) 4 (3x)

eix+e—ix 3 eix_e—ix 3
2 2i

eSlx+3eLx+3e—lx+e—31x]

« (esix _3eiX 137X _ e—3ix)

1 eﬁix _ e—ﬁix 3 eZix _ e—Zix
32 2i 2i

h(x) = cosS xsin x = (

ol

=— 3—2 sin (6x) + 3—2 sin (2x)

EXERCICE 204

1. Onsait que cos(a+b) =cosacosb—sinasinb (1)
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb (2)
sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa (3)
sin(a—b) =sinacosb—sinbcosa (4)
donc (1) + (2) donne

cos(a+b)+cos(a—b) =2cosacosh
(1) - (2) donne

cos(a+b) —cos(a—b) =-2sinasinb
(3) + (4) donne

sin(a+ b) +sin(a—b) = 2sinacosb

(3) — (4) donnesin(a+ b) —sin(a— b) =2sinbcosa

Onposep=a+betg=a-b

alorsa:—p+q etb:—p_q

\S]

ainsi:

A=sinp+sinq=231n(p‘2"‘7)cos(p;67)

|
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B:sinp—sinq:Z(:os(p;q)sin[pT_q
C:cosp+cosq:2cos(p;—q)cos p;q)
D=cosp—cosq:—ZSin(pzq)sm(%q).

2. a.sina-2sin2a+sin3a
= (sina —sin2a) + (sin3a —sin2a)
3a . —a 5a . a
=2c0s — sin— +2cos —sin —
2 2 2 2

. a 3a 5a
=2sin — |cos — —cos —
2 2 2
.a . .
= —4sin —sin4asina
b.cos(a+b+c) +cosa+cosb+cosc
a +c a+b+c
=4C0S - COS——COS —————
2 2 2

EXERCICE 205

1. sinx+sin5x =2sin3xcos2x
donc sinx +sin3x + sin5x = sin3x (1 + 2cos2x)
COSX +C0s5x =2c0s3xcos2x

donc cos x+cos3x +cos5x =cos3x(1+2cos2x)

sinx+sin3x+sin5x _ sin3x

d’ou =tan3x
COSX +C0S3x+Cos5x  cos3x
2. cos3x=0 < 3x= §+kn
n  kn
< x=—+—aveckeZ
6 3
PPN /2
donc f est définie sur[R\{g + , ke Z}.

7
3. Onremarque que f(0) =0et f(—z) = 1. La fonction
f peut donc prendre la valeur 0 et la valeur 1.

EXERCICE 206

A=cos®x

1.
2. B=sin®x(1-sin® x)
=sin® xcos? x
-1 sin® (2x)
=3 .
3. C=(cosx+sinx)% — (cosx —sin x)2
=4cosxsinx
=2sin(2x).

4. D=sin*x+2sin? 2 4

xcos® x+costx
.22
= (cos? x +sin? x)

=1%2=1.

EXERCICE 207

1. A=cos(x+2m)+cos(x+m)+cos (T —x)+cos(2m —x)
=C0SX—COSX—CcosSXx+cosx=0.
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2. B:sin(x+71)+cos(x+%)+cos(g—x)+sin(ﬂ—x)

=-—sinx—sinx+sinx+sinx =0.

EXERCICE 208
1 2n 4n
1. cosx=——- < x= 3 +2kmoux= 3 +2km avec
keZ.
. 1 51 T
2. smx:—g — x:—?+2knoux=—g+2knavec
keZ.

EXERCICE 209

3 b4 b4
1. cosx=— < x:g+2kﬂoux=—g+2knavec
keZ.
. 2 3n T
2. smx:—T — x:—T+2kﬂ oux:—Z+2kﬂ

avec ke Z.

EXERCICE 210

2 3n 3n

1. COSXZ—T — Xx= T+2kn0ux=—7+2kn
avec ke Z.
. 3 27 b4

2, sinx=-— x:—?+2kn 0ux:—§+2kn

avec ke Z.

EXERCICE 211

1
1. cos(x)}i — 0<x<

wlx

b4
2. sin(2x) <0 < nggn.

EXERCICE 212

V2

1. cos(x+ g) < ?
2

2. sin(3x+%)>
b4 T 5w
(%) = = +2kn <3x+ =< —+2kn

2
donc 8§ = [0; d
9

EXERCICE 213
) V2 V2 .
1. cosx+sinx=0 < —cosx+ —sinx=0
b4 L (TN .
— cos(Z)cosx+sm(Z)smx:0
b4
— cos(x—Z):O
T T T /4
— x——=—+2knmoux——=——+2kn
4 2 4 2

3 /4
— x=I+2knoux:—Z +2km avec ke Z.

CHAPITRE 12. CORRIGES

V2

2. cosx—sinx= Y —

V2

2 . 1
COSX— ——sinx = —
2 2

b4 AN 1
— cos(—)cosx—sm(—)smx: -
4 4 2

b4 1

— COS(X+—):§

T T T V3
< x+—=_—+2kmoux+—=—-—+2kn
4 3 4 3

b4 Ko
<~ x=—+2knoux=—-—+2kmaveckeZ.
12 12

EXERCICE 214
1 3 1
1. sinx+\/§cosx:1 — Esinx+ gcosxzi
(T . b4 1
— sm(—]smx+cos(—]cosx= —
6 6 2
b4 1
<=>cos(x——)=—
6 2
T T /4 /4
= x—- - =_-+2knoux— - =——+2kn
% 3 716 3
<:>x:5+2knoux:—g+2knaveck€Z.

. 1 3 . 1
2. cosx—V3sinx=1 < Ecosx—Tsmxzé

T e AN 1
— cos(f)cosx—sm(f]smx: —
6 6 2
T 1
<=>cos(x+—):—
6 2
T T b4 b4
— x+—=—+2knmoux+—=——+2knm
6 3 6 3

T T
— x:E+2knoux:—E+2knaveck€Z

EXERCICE 215

1. cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
sin(a+ b) =sinacosb +sinbcosa.

2. Enposant x = a = b alors

2 2 2

cos(2x) =cos“x—sin“x=2cos“x—1.

3. cos(2x) +3cosx>1 < 2cos®x+3cosx—2>0.
Posons X = cos x et résolvons |'équation
2X2+3X-2=0
X1 = % et Xp =-2

X> < -1 donc ne convient pas

1 T 51
Xi = 3 — x=—+2kmoux= ?+2knavec keZ.
b4 5
S=|=+2kn; — +2kn| aveckeZ.
3 3
EXERCICE 216

1+ tan®x

1. tan(2x) =tanx < tanxi2 =

o 1- tan® x .
En établissant un tableau de signe, on en déduit

alors :
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§ = ]—E+2kn; —£+2kn[ U ]Zkﬂ; Z+2k7‘[[ u
23 4 5 4
E+2kn; —”+2kn Ul|m+2kr; —n+2kn[
2 4 4
avec ke Z.

2. cos(x)+cos(3x) >0 < 2cosxcos(2x) >

En établissant un tableau de signe, on en déduit

alors :

§ = ]_f +2km; z +2kn[ U
4 4

571

T 3n
— +2knm; — +2kn| U
2 4

avec ke Z.

3n
+2km; > +2kn

EXERCICE 217
. n T
1. sin(2x) =1 < 2x=5+2k7r — x=Z+kn
b4
x€[0; 2m] doncS:{—;
4

51
T
2. cos(x)(sin(Bx)—-1)=0

/1 /4
= x:§+knou3x:—+2kn

b4 T 2km
< x=_-+kmoux=_+——
2 56 3
T T 7w 7w 57
xe[——;—]doncS:{——'— —'—}
2 2 /3 2 6 2 6
2 T T
3 sm(3x+f]= — << 3x+ - = — +2knm ou
6 4
T
3x+ —=—+2kn
n 2km n 2km
S X=—+—oux=—+—

ou
36 3 36 3

€[0; 2m] donc 8 = { ol e
36’ 36 36 36 36 36

EXERCICE 218
3
1. x=——.
/4 b4
2. cos(2x+ Z) =cos(3x) < 2x+ Z = 3x +2km ou

/4
2x+ n =-3x+2kn

b4 n 2km
<~ x=—+2kmoux=——+—
4 20 5
571 497[ 4l7r 33n

x € [-3m; 0]donc8 = { ; ;= ;
20’ 207 20 20

. o; 17Jt 97[ b4 }

47 47720 20 200

3. sin(4x) = cos (x+ E) < sin(4x)

H

=—sinx

< 4x=-x+2kmoudx=nm+x+2kn

2km T 2km
= x=—oux=—+—
5 3 3
4n 21 T b4
x€[-m;2n]donc8§=<{-n; ——; ——;——;0; —;
5 5 3 3
2n  4Am 67 8n 57 }
— W — ; 21
5 5 5 5 3

n 7m 25m 3lm 497w 5571}
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EXERCICE 219
1. 2sinx-sinx—1=0 (%)
On pose X =sinxavec -1 < X < 1.
-X-1=0
cette équation admet deux solutions réelles : X7 =1

1
eth :—5

() s'écrit alors 2X?

. b4
esinx=1 < x:§+2kn
. 1 b4 51
esinx=—-- < x=——+2kmroux=—-— +2km.
2 6 6

ainsi 8 = {— 5—]1 +2km ; _r +2km ; z +2kn} avec
6 6 2
keZ.
2. 1+V/2sin(2x) +cos (4x) =
< V/2sin® (2x) —sin (2x) —v2=0
On pose X =sin(2x) avec -1 < X < 1.
I'équation devient v2X% — X —v/2 =0.
cette solution admet deux solutions réelles : Xj = v/2
et Xo =——
¢ X7 > 1 ne convient pas

b4 51
e Xp =——alorsx=——+2kmoux=—— +2km.
2 6 6

5
ainsiS:{— £+2kn; —% +2kn} avec ke Z.

EXERCICE 220

4 4

1. cos*x+sin*x=0 < cosx=0etsinx =0 ce quiest

impossible donc 8§ = @.

2
2. cos(3x)+sin(3x) = £ ()
(x) = \/75 cos(3x) + @ sin(3x) = %

b4 b4
(¥) = sianos(?)x) +cosZsin(3x) =
(x) = sin(3x+ Z) —l
4)7 2
T T T 57
(¥) <= 3x+—=—=+2knmoul3x+—=—+2kn
4 6 4 6
n  2km n  2knm

ou +
36 3 36 3
2kn 7w 2km }
+— — + —

T
5:{——
36 3 ' 36 3
EXERCICE 221
. V3cosx+sinx+2=0 (x)
V3 1
(¥) &< —cosx+ —sinx=-1
L (T VAN
— sm(—]cosx+cos(—)smx:—1
3 3

— sin(x+%) =-1



S:{—%+2kn} avec ke Z.

3 3 3
X +cos x=Z(51nx+cosx) (%)

3 x + cos3 x = (sin x + cos x) (sin2

2

2. sin
sin x—sin xcos x + cos? x)

. . . 3
(*) < (sinx+cosx) (sm x—smxcosx+coszx—z =0

2

: . . 3
< (sinx+cosx) (sm X —sinxcos x+cos? x— Z) =0

<= (sinx+cosx) (i —sinxcosx) =0
< (sinx+cosx)(2-sin(2x))=0
quel que soit x € R, (2—sin(2x)) > 1
donc () < sinx+cosx=0

3 /4
donc x = T+2kn oux:—Z +2km

3
S:{—Z+2kﬂ; —n+2kn} avec ke Z.
4 4

EXERCICE 222

1. cos(x) +cos(2x)+cos(3x) =0 (%)
cosx +cos (3x) =2cosxcos (2x) dou
(x) < cos(2x) (2cosx+1) =0

< cos(2x) =0oucosx=——

T T o7
eCOS(2x)=0 <= 2x=—+kn < x=—+—.
2 4 2
1 21 2m
-cosx:—g — x=?+2knoux=—?+2kn.
21 n km 2m
8:{——+2kn;—+—;?+2kn}aveck€Z.

2. sin(x) +sin(2x) +sin(3x) =0 (%)
sinx + sin (3x) = 2cos xsin (2x) d’'ou
(¥) < sin(2x) 2cosx+1)=0

<~ sin(2x) =0oucosx = _5

. b4
esSin(2x) =0 < 2x=kn < x:z.

1 21 2m
-cosxz—i — x= ?+2kn ouxz—? +2km.

2 k. 2
S:{——H+2kn; —”; —n+2kn}aveckez.
3 2 3

EXERCICE 223

1. cos*(x)—sin?(x) =0 (%)

2 2

(*) < (cos? x+sin? x) (cos? x—sin® x) = 0
< (cosx+sinx)(cosx—sinx) =0
T kn
S:{—+—}aveck€Z.
4 2
2. cos(3x) —v3sin(3x) =2 (%)

(%) %cos(3x) - ésin Bx)=1

CHAPITRE 12. CORRIGES

(¥) < cos g cos (3x) —sin T sin(3x) =1
(%) < cos((3x+ z) =1
3

(¥) < 3x+ z =2km

m o 2km
(%) &= x=——-+—
2k7? S
/2
S:{—g‘i’T}.

EXERCICE 224
T T
1. cos[3x— E) =CoS (2x+ E) (%)
b4 b4
(%) <= 3x— — =2x+ — +2kn
3 12

T b4
oudx— —=-2x— —+2kn

3 12

57 n 2km
— x=—+2kmoux=—+—
20 5

51 T 2km
S:{—+2kn; —+—}aveck€Z.
12 20 5

170 12kn
doncx=———+ ——
12]%0 1? 12k
S:{n ﬂ'——”+—”}aveckez.
10 5

2 13

»

EXERCICE 225

. . 1 T 51
1. 1-2sinx>0—= smx<§:x€]—n;glu E;n

271. 21

1
2. 1+2cosx>0=—= cosx>———x€ ;
2 3°3

3. sinxcosx >0, cosx et sinx sont de méme signe donc

xE]—T[;—E] U [O;E].
2 2
4, (Zcos 2x) + \/5)(1 +sin (4x)) <0
V3 V3

cos(2x) < “ 2 ou cos (2x) > -5

sin(4x) > -1 sin(4x) < -1

Le second systéme est impossible puisque pour tout

réel x, -1 <sinx <1.

Résolvons le premier systéme :

T b4
sin(4x) > -1 = 4x #n+2kn :x#ZJrkE,keZ,
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3 T n 3n
il faudra donc enlever les valeurs — 71 et T
de I'ensemble des solutions.

3 51
cos (2x) < -5 = 7w +2kn <2x< Y +2km ou

51
F+2kn<2x<ﬂ

b4 51 51 /4
= ——+kn<x<—-——+knou—+kr<x<_—+kn
2 12 12 2

avec k€ Z.
En rapportantles solutions a I'intervalle |-7; 7], nous
7 51 57 Tm
obtenons x€ [—-—; —— et Siel
12 12 127 12

EXERCICE 226

1.

On pose X = cos(x) avec X € [—1;1]. L'équation de-
vient 2X? —3X +1 =0, cette équation admet deux so-
lutions X; =let Xy = X

cosx=1 1zx:anaveckeZ

b4
cosx = -3 = x= i? +2km avec k€ Z.

2m
Les solutions de '’équation sont donc 2k, 3 +2km

21
et Y +2km avec ke Z.

On pose X =sinx avec X € [-1;1]. Léquation devient

2\ 32
Xz—(3+§)x+7f=0.

2
A = (3— 2) , 'équation admet deux solutions

2
réelles X; = > et X» =3 > 1 donc cette solution ne
convient pas.
. 2 b3 3n
sinx=— = (x =—+2kmoux=— +2kn] avec
2 4 4
kez.

EXERCICE 227

1.

c

eSia=0,b#0 (E) sécrit sinx = 3’ cette équation
c

admet des solutions si et seulement si —1 < 3 <1

c
Dans ce cas, on pose 0 = sin~! [z) Les solutions de
(E)sont@ +2km etm—0+2km avec ke Z.

c
eSib=0,a#0 (E) sécrit cosx = 2 cette équation

. . . c
admet des solutions si et seulement si -1 < — <1
a

Dans ce cas, on pose 0 = cos~!

c
(f). Les solutions de
a
(E) sont 0 +2km et —0 + 2km avec k€ Z.
eSiaet bnonnuls, acosx+ bsinx=c
b

C
co

= a SX+ sinx = ——.
Va?+b? Va?+b? Va2 + b2

159
On pose a I'angle tel que
a tsi b

cosq = ——— etsina = ———

Va2 + b? Va2 +b?

. . . c .
(E) s’écrit cos @ cos x +sin a sin x = ——— soiten-

a? + b2
c

core cos(a —x) = ———.

Va2 + b?

Cette équation admet des solutions si et seulement si
c

-1 ——=«1

Va®+b?

donc—va2 + b2 <c<Va?+ b2,

_ c
Dans ce cas, en posant 6 = cos™ ! (7),
Va®+b?

les solutions seront a + 60 + 2kw et « — 0 + 2k.
2. Application: (m—1)cosx+(m—1)sinx = 5(3m+ 1).
« Si m = 11'équation n’a pas de solution.
On suppose pour la suite m # 1. On a alors
Va2 +b=v2\m-1|.
Léquation a des solutions si et seulement si
—2v2Im-11<3m+1<2vV2|Im—1] (*).
. . —2V2+2V2m<3m+1
e Sim<1 (%) sécrit
3m+1<2v2-2v2m
1+2v2
m>-———
- 2v2-3
2v2-1
m<
2V2+3
donc-11-8v2<m< -11+8v2.

. | 2v2-2v2m<3m+1
e Si m>1 (%) s'écrit
3m+1<2vV2m—-2v2
2v2-1
mz=
2v2+3
<2[2+1

m<SYeT o
T 2v2-3
Ces deux inégalités sont incompatibles, m ne peut

donc pas étre supérieur a 1.
L'équation n"admet des solutions que si
11-8V2<m< -11+8V2.

EXERCICE 228

1. 2arccos(x) = arcsin [Zx\/ 1- x2) (%)
Posons x =cosuavecO< u<n
alors 2arccosx = u.
d’autre part 2xv/'1 —x2 = 2cos usin u = sin2u

la fonction arcsin est définie de [-1 ; 1] dans
[ T

272
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b4 T T b4
alors—7<2u<7donc—zgu<f

donc d’apres la premiére condition sur u, on en dé-

T
duitque 0 < u < 1

alors arcsin (ZX\/ 1- xz) =2u.

Ainsi 8§ = [0; %]

. arctan(x) + arctan(3x) + arctan(9x) = ?:Tﬂ (%)
Analyse :

(¥) = tan(arctan(x) +arctan(3x)) = tan (3% - arctan(gx)]

tan (arctan(x)) + tan (arctan(3x))

(x) =

1 —tan (arctan(x)) tan (arctan(3x))
tan ( %’) +tan (arctan(9x))

1—-tan (37”) tan (arctan(9x))
4x  -1-9x
1-3x3 1-9x
(¥) = 27x3+39x%2 -13x-1=0
(*) = Bx-1)(9x% +16x+1) =0

-8+ V55
3 ou

(x) =

-8-+v55
3 .

(x) = x= 1 oux=
Synthese :

Soit f la fonction définie par

f(x) =arctan(x) + arctan(3x) + arctan(9x) — 3%

La fonction tangente est continue et strictement
croissante de ]—% ; g[ dans R, sa fonction réci-
proque arctangente est donc continue et strictement
croissante de R dans ] —g ; T [, lafonction f estdonc

continue et strictement croissante dans R.
3t 3m 9

A f=-or e = <0
lim f(x)_?)n 37[_371 0
+00 T2 4 4

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires dans
le cas d’'une fonction strictement monotone, il existe
un unique réel a tel que f(a) =0.

3
De plus f(0) = —Tﬂ on en déduit alors que a > 0.

1
(*) n"admet donc qu'une solution : 3

EXERCICE 229

T
1. SoitlI= [0; E],pourtoutxe I, on pose

g(x) =sinx— Ex et f(x) =x-sinx.

La fonction f gst dérivable sur I et pour tout x € I
f’(x) =1-cosx > 0, la fonction f est donc stricte-
ment croissante sur I et comme f(0) =0

alorsVxe I, f(x) >0doncsinx < x.

L

CHAPITRE 12. CORRIGES

La fonction g est deux fois dérivable sur I,

g'(x) =cosx— % etg”(x)=—sinx<0

la fonction g’ est donc décroissante sur I,
Oorg'=1- 2 >0 et g’(g) -2 <0, g’ est conti-
nue et strictemz:nt décroissante su? I,doncd’apresle
théoreme des valeurs intermédiaires, dans le cas des
fonctions strictement monotones, g’ s’annule en un
uniqueréel @ € I.

Ainsi, g est croissante sur [0 ; a] et décroissante sur

[ b4
a; - |.
2

T
Org0)=g (E) =0 donc g est positive sur /
- b4 . 2
ainsi Vx € [0; —], sinx > —.
2 . b4
Sur l'intervalle [O ; 5 ] ,la courbe de la fonction sinus

est entre sa tangente au point d’abscisse 0 et sa corde

7
aux points d’abscisse 0 et >

EXERCICE 230

1. On pose X = x? avec X > 0, I'équation s'écrit alors
8x? —8x+1=0.
U o -V2
Cette équation a deux solutions réelles X; =
-V2
et Xp = 7 les solutions de (E) sont alors
, Ve-v2 o, Ve-v2 o, V242
X=X =~ » Xp = ’
2 2 2
, o V2+V2
Xy =————.
2
n krm
2. c0s4z=0 < z=—+—.
8 4 )
3. cosdz=2co0s®2z-1=2(2cos?z-1)" -1
=8cos*z—8cos?z+1
7
4. Lafonction cos est décroissante et positive sur [0; 2 ]
V3 3
donc cos — >cos — >0.
8 8
, T 3n . 14
D’autre part cos 5 etcos 5 sont solutions del’équa-
tion (E)
T V2+V2 3m V2-v2
donccos — = ———etcos— = ———.
8 2 8 2
EXERCICE 231

La fonction racine carrée étant définie sur R et la fonc-

tion inverse sur R*, la fonction f est définie pour tout x

1
réel tel que cosx — 2 >0.

b4

1 b4
Or,cosx=—- < x=— [2nloux=—-— [27].
2 3 3
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Ainsi, le domine de définition de f est
T b4
D= ]—— +2km; = +2kn[.
kez 3 3
EXERCICE 232

1 f)=si (2nx+730)
. f(x)=sin| ——
365

Soit T la période de f alors
2n(x+T)+730 2mx+730

+2m
365 3
— 2nx+2nT+730=2nx+730+7307

donc T = 365.

2. f(x)= cos(z—nx)
’ B 2021

Soit T la période de f alors

2n 2n
—— (x+T)=——x+21

2021 2021
donc T =2021.
EXERCICE 233
eix+e—ix 7
1. cos’x=|——
2
1 e7ix+e—7ix eSix_'_efSix
=— +7
64 2 2
eSix +83ix eix +e—ix
+21 +35
2 2
1
= 51 (cos7x +7cos5x+21cos3x+35cos x).
s
1]1 ., 7 . . . 2 16
2. J=—|=sin7x+ =sin5x+7sin3x+35sinx| =—
64 |7 5 o 35

EXERCICE 234

eix +e—ix 3 eix _e—ix 3
1. X) = +
f 2 2i
1 eSix+e—3ix eix+e—ix
=— +3
4 2 2

3 1. 3.
fx) = ZcosSx+ Zcosx— —sin3x+ —sinx.
2. F(x) = —sin3x+ —-sinx+ — cos3x— —cosx+ k
12 4 12 4

1 3 2
F0)=0 = —--+k=0= k==
e 12 4 3
amsi

1 . 3 . 1 3 2
F(x) = —sin3x+ —sinx+ —cos3x— —cosx+ —.
12 4 12 4 3

161

EXERCICE 235
eix _ e—ix
1. sin5x =\—
21

eSix _ e—3ix eix _ e—ix
-5 . +10
2i 2i

1
= T (sin5x —5sin3x + 10sin x).

[SIE]

1 5
2. I= [— gcos5x+ gcos3x—10cosx

1
16 o 15

EXERCICE 236

1. cos(5x) = §Re[cos (5x) +isin (5x))

= ERe( (cosx+isin x)5] (formule de Moivre)

4 xsinx—10cos® xsin? x

4

=%Re(cos® x +5icos

~10i cos? xsin3 x +5cos xsin® x + i sin® x)

Ainsi cos (5x) = cos® x— 10cos3 xsin? x+5cos xsin? x

sin (5x) = Sm (cos (5x) + i sin (5x))
= Sm( (cosx+isin x)5) (formule de Moivre)

4 xsinx — 10 cos3 xsin®

4

=3m (cos® x +5i cos
2

X

~10i cos? xsin3 x + 5cos xsin* x + i sin® x)

Ainsi sin (5x) = sin® x — 10 cos? xsin3 x + 5cos? xsin x

2 2 2 2

2. sin“x=1-cos“xoucos“x=1-sin“x,

on en déduit alors que :
cos (5x) = 1608’ x —20cos3 x +5cos x
sin (5x) = 16sin® x —20sin3 x + 5sin x

EXERCICE 237

1. cos(3x) =Re(cos(3x) +isin(3x))
= %Re( (cosx +isinx)3 ] (formule de Moivre)

2 3

= Re(cos3 x +3i cos? xsinx — 3 cos xsin? x — i sin> x)

(formule du bindme)

3 2

Ainsi cos(3x) = cos® x —3cos xsin“ x

2. sin(3x) = Sm(cos(3x) + isin (3x))
= Sm( (cosx +isinx)3 ) (formule de Moivre)
=3m (cos3 X +3icos? xsinx —3cos xsin? x — i sin® x)
(formule du bindme)

Ainsisin (3x) = — sin3 x + 3 cos? xsin x
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EXERCICE 238

1.

Soit z = cosf + isinf = e'f,
onaalorsz = cosf —isinf = e 0.

ainsiz+Zz=2cos0 = el? + ¢ 10 et

z-z=2isinf = e'? — 710 gou
i0 —if i0 —i0
elV+e eV —e
cosf = et sinf = -
2i
.. i0\" ind
(cosH+ts1n9)”:(el ] =e'l

=cos (n0) + isin (nf).

a. (a+b)3:a3+3a2b+3ab2+b3 et
(a—b)3:a3—3a2b+3ab2—b3.

: N

elx_'_e*lx
b.cos3x=(7)

2
:2%(eBix+362ixefix+3eixe—2ix+e—3ix)
= é (e3ix +3elX 437X +e‘3i").

3 eix_e—ix 3
sinx=|———
2i
_ 1 (e?)ix_3e2ixe—ix+3eixe—2ix_e—3ix]
i3
:_i.(esix_seix_,_ge—ix_efsix)
8i
3 1 eSix+e—3ix eix+e—ix
c.cos’x=— +
4 2 2
= —cos(3x) + = cos(x
1 (.) rie (x) . '
3 1 eSlx_e—3lx elX _ p—ix
sin®x=—— - -3 -
4 2i 2i
= 1sin(3x)+ 3sin()c)
4 4
1 (4 3 (4
d.I= —f4 cos(3x)dx + —f4 cosxdx
4Jo 4 Jo
T
11 ., 4 37 . 1
= — | =sin(3x) +—[smx]
4|3 0o 4 0
1 V2 3 V2 52
=X — X — = —,
12 . 2 4 2 ”12
1% . 3 (s .
J=—- sin(3x)dx + — sinxdx
4 Jo 4 Jo
1/ 1 7 3 I
=——|—=cos(3x) +7[—cosx]
4| 3 0 4 0
1 V2 )3 V2 8-5v2
==X — —1|—-=%x]—- = .
12 2 4 2 12

. En utilisant le triangle de Pascal, on obtient :

(a+b)°=d° +15a4b+ 10a® b2 +10a% b3 + 5ab* + b°
d’oi1 cos® x = o [eSix +5e3% 4 10e!* +10e~1X

CHAPITRE 12. CORRIGES

4+5e-3ix 4 e—5ix]

1
cos® x = E [cos(Sx) +5cos(3x) +10cos x)

1 fud
K= —fS (cos(Sx) +5cos(3x) + IOcos(x)) dx
16 Jo

3

11 5
= — | =sin(5x) + — sin(3x) + 10sin(x)
16 |5 3

_49v3
T 160

0

12.5 Nombres complexes

EXERCICE 239

2 —2-i

TR+DR-D)  (—2+D)(=2-1)
2—i —2-0 2—-i+2+i

"5 75 7 5
- 4

Alnsml:g.
_ 2(1-ivB) ~
C(1+iv3)(1-iv3)
_2-2iV3  iv3-1
T4 4

3V3 .

3
Ainsi = Z - Tl.

21

i(V3+1i)
(V3-i)(v3+i)

EXERCICE 240
2i—1 (i-1D(1—-i) 2i+2-1+i
L] = = =
A4 T a+na-n 2

i

N W

1
ainsi z1 = §+
1-2i  (1-2i)(2+1)
2-i  (2-DC+D)
2—-4i+i+2

5
- 3.
ainsi zp = — — —i.
5 5

.zz

EXERCICE 241
A+D2% (Q+02@+4i) —8+4i
L] = = =
AT T4 T e-ahe+4n | 20
2 1

ainsiz; =——=+ —1.
5 5

(3+2i)2 5+12i 5i—12
° 2= - = — =
1-1i —2i 2
ainsizp = -6+ —1i.
2
EXERCICE 242
1+5i (A+5)(1—-i) 1-i+5i+5
zZ1 = = =
"0+ T a+na-i 2

ainsi z; =3+2i
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ezp=(1+0)?%=
EXERCICE 243
2+)3B-1) 7+1i
zZ1 = =
VS0 20@+) 1+7i
_ @+DA-7i)  14-48i

(1+7l%(1 7l) 50

ainsi z) =

25 25
1+i 2i 2i(1+1) 2i-2
e =01+)|—|=——= . =
1-i (A-9A+10) 2
aln51zg——l+1.
EXERCICE 244
1-i 1-9)(-2-1) -3+
*Z1=T"0= - - =
i—-2 (—12+l)(—2—l) 5
ainsiz; =—=+ -1
5 5
i 1 i
ez =(3—-=-||-=—<-|=-1-i+=-—=
2 3 3 6
7 5.
Zp=———=I
276 6
EXERCICE 245

e z1=(1+1i)(3-4i)
N+il=v12+12=y2
[3—4il=v32+42=5

On en déduit alors que | z1 | =5v/2.
o2 =(V3+i)(V2-iV2)
|V3+i|=v3+1=2
[V2-iv2|=v2+2=2

On en déduit alors que |z2| =
ezz3=(1+i)+((3—-4i)=4-3i
lzg| = V42 +32 =5,

EXERCICE 246
1-2i
2—i
1-2il=v5et|2—il=v5
1—2i _-2i)
2-i | 2=i
(3+21)
7y =
2 1-i
13+2i| =13
|1—l|=\/_
3+2i
1-i
2+9)3B-1)
°Z3=
1A+2)(3+1)
12+i]=v/5,13-il=v10
I1+2i| =5, 13+i] =10

°eZ1=

ainsi |z1| =

2_(|3+2i| 2

zo| =
F7) .

T ) ainsi |zp| = —
i

163

2 2+)B-1) [2+i]-13—1i]

zZal = =

ST la+ 2@+ | 11+2il-13+il
d’olt |z3| = 1.
EXERCICE 247
el4i=y2el%
On en déduit alors que z; = \/ESOeSOi% =22501%

1 3 :
022:2(2—i§)=2e_’%.

EXERCICE 248
4\/_(\/— \F)
1-iv3=2¢"3 dout

. iy 57
z]1 =4v2e "1 x2e7'6 =8y2e 7112,

ed—4j= 4v2e 1%

2
el-i=vV2 £—l£ =V2e~i% d'ou
2 2
2
Y4) :\/ie%.
V2e '
EXERCICE 249
2
1. z= 2\/_z(£+z—) 2v3el% x el =2/3el 3.
3 1 :
2. z=4V3 —i—i— =4e ',
2 2
3. z= Z\fl(f—l) 2V6e'7 e 1% = 2665 .
iZ - 197
4. z=2¢'4 x3¢é' Ze 5 =6e’ 20 .
5. z:Zei%xe_’s—ze_llz
57[ ‘77r
6. z=e i2 x¢! i xe T =l
7. z=6\/§e_i% xe i% xel i xe’inzﬁﬂe_i%.

EXERCICE 250

1. z;=cosa+isinaetzy =cosb+isinb.
2. z12p =(cosa+isina)(cosb+isinb)
= (cosacosb—sinasinb)+i(cosasinb+sinacosb).
3. z12p =el¥elb = il@+D) = co5(a+ D) + isin(a+b).
4. En utilisant les questions précédentes, nous obte-
nons:
cos(a+b) =cosacosb-sinasinb

sin(a+ b) = cosasin b + sin acos b.

EXERCICE 251
3 1 T T
o3+i\/§:2\/§(§+i§) =2\/§(cosg +ising)

d’ot1 d’apres la formule de Moivre
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o= (2\/§)4 4 471)

oS — +isin —
( 6 6

2, . 2; . Lo
=144|cos 3 +1isin 3 (forme trigonométrique)

= 144ei2.7” (forme exponentielle).
_A+iv3VEBHD
V3-i)(vV3+1i)
b4 b4

dolizp =cos—+isin—=e
2 2

.Zz

i

(S}

EXERCICE 252

ez = (l—i\/§)10

1 3
l—iﬂzz(g—ié):2(cosg+ising)

ainsi [1-1v3| =2 etarg(1-iv3) = 3
On en déduit alors que

10 %4
210 ot arg(z)) = —=

iz iz
2in  gxfe'3+e”’3
ezp=1+e3 =2¢'3 —

lz1l=

On en déduit que |z2| = V3 et arg(zp) = g

EXERCICE 253
) [ o=i0 _ i
L 1-z1=1-¢20 =20 [ =——
2i
=—2isinfe'l = 2sin9€i(9_%)

b4
0<0< > donc sin@ > 0, on en déduit alors que :

7
[1-zj|=2sinfetarg(l1-z;)=60- >

) . —ip 4 olp
1+2p =1+ 2% =2¢l9 (e;e)

=2cos pel?
b4
> <@ < m donc cos¢ < 0 alors
1+ =2|cos¢| el0-m
On en déduit alors que :

I1+zp| =2|cosg|etarg(l+z) =p—n
sin@

2. D’apresla question précédente, Z = ei(0-9+3)
|cosg|
sinf b4
donc|Z|=-——etarg(Z)=0—-¢+ —.
|cos o] 2
EXERCICE 254

1. Z=1+z+22 =1+el% 4210 = ol (1+eia+e_i“)
=(1+2cosa)el?®,
. T T
eSi—-— <a<— alors1+2cosa >0
donc|Z|=1+2cosaetarg(Z)=a

CHAPITRE 12. CORRIGES

. 2m 2m
esi—-t<a<—-—ou—<a<malorsl+2cosa<0

alors |[Z|=|1+2cosaletarg(Z)=a+m.

a-p  a-p
. . 1 =1
” z+z el 4 oiP e 2 +e 2
T 1427 14eilath) l,OH'ﬁ ﬂ.‘“’ﬁ
e 2 +e 2
cosanﬁ
coso%r‘6
/
donc ——— estréel.
1+zz
EXERCICE 255
1+cosf+isinf 1+t
1. Z= =
1—(c0s6—isin0) 1-e
) . .0
e’i(e_’i +e’§) ) Zcos(g)
— 619
eiig(eig—efig) Zzsin[g)
— i1
tang
0 AN T
=cotan E[cos(9—5)+lsm(0——
= La cotangente d'un angle 6 # kn (k € Z) est définie
cosf
par cotan 6 = ——.
sinf ) 0
1iei® €2 [elz +e_’§] 2cos g)
2. = — = =
1-eft elg [eilg —el%] —Zzsin(g)
cos(g] . P
=i =cotan — (cos(—)+isin(—)).
sin(g) 2 2 2
EXERCICE 256

Par hypothese |z| = zz = 1.
N+z2+1-2z2=(1+2)(1+2)+(1-2 (1-2)
=l+z+z+zz+1-z2-z+2z2
=4.
1= ]] s’agit du théoréme de Pythagore, en effet soient A,
B et M les points d’affixes 1, —1 et z.
z est de module 1 donc M décrit le cercle trigonomé-
trique. La relation peut s’écrire : AM? + BM? = AB2.

EXERCICE 257
n+1

. n . .
L (1_619]]5”: 3 oik0 _ Y £ik0
k=0 k=1
d’out (1—e’9)En:1—e’(n+1)9.
2. «Sif=0[27],alors Vke [0,n], eF0 =1 et By =n+1
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ainsiCyp=n+1letS,=0.

o Si 0 est différent de 0 modulo 27 alors ( )
1—eitn+D  Li%le -l _, Tl
" l_eie eig eiig—e g
son+l
_pito S0
sing
sin n+19 no\ .. (nO
= 7{9(008 — | +isin|— ]
sin 3 2 2
son+l
no\sin 560
Ainsi Cj; = cos (—) 29
2 sin 5
~ (nB)sin "THG
Sy =sin|— — 0
2 ) sin§
EXERCICE 258

1. Z2+4z+4=0 < (z+2)2=0 I'équation admet une
solution double z = -2.
2. A = -8, I'équation admet deux solutions complexes
o —1+iv2 -1-iv2
conjuguées : z] = — etz = —3

EXERCICE 259

1. 2243241 =0 < (2+2)(z+1) =0, 'équation admet
deux solutions réelles z; = —1 et zp = —2.
2. Z24z+1= 0, A = —3,1’équation admet deux solutions

complexes conjuguées

-1+iv3 -1-iv3
Z)=———etzp=—"F"7—.
2 2
EXERCICE 260

1. Soitz=a+ ibalors 22 = a® — b? + 2iab

par identification des parties réelles et imaginaires,

. a* -1’ =0
on en déduit que
2ab=1
e ab>0donc a et b sont de méme signe.
ea’?-b?=0donca=b /3
1 2
On en déduit alors que a® = > donc a = - ou
V2

L'équation admet donc deux solutions complexes :

V2 V2 V2 f
Z1=—+i—etznp=—"7"-—-i—

2 2 T 3 2
2. Soit z=a+ ib alors z% = g% — b2 +2iab
de plus |z|2 = a? + b? = 2 par identification des par-

ties réelles et imaginaires et du module, on en déduit
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a’-b* =1
qued a®+ 1> =2

2ab=3
e ab>0donc a et b sont de méme signe.
-az—bzzleta2+b2:2donca2:getb2:

V2

6
donca:i\/?_ eth=+—.

Léquation admet donc deux solutions complexes :

¥4 ——\/_ j— etzp=—-2z
+1i .
1 P 2 2 1

EXERCICE 261

1. z+|zl2=7+i
Posons z = a+ ib, 'équation devient :
(@®>+b +a)+ib=7+i

donc par identification des parties réelles et imagi-

naires :
b=1 b=1
i
a2+ +a=7 (a+3)(a-2) =

les solutions de I'équation d’origine sont donc
z1=-3+ietzp=2+I.

mz N
2. =mz(oumeC)
mz+1
mz 2
=mz < (mz)° =
mz+1

« Si m = 0 alors I'équation est vérifiée quel que soit
zeC

eSim#0alorsz=0.

EXERCICE 262
Soit P=(A+)(A+5-i(A-7))
En développant et en regroupant les parties réelles et
imaginaires, nous obtenons :
P=(A%2+6A-7)-i(A*-81-5).
PeR <= A2-81-5=0

— A=4+V2loul=4-21.

EXERCICE 263

1. Soient A, B et M les points d’affixes respectives i, —i
et z. Léquation s’écrit alors AM = BM donc M ap-
partient a la médiatrice du segment [AB], donc z est
un réel.

2. Soient A, B et M les points d’affixes respectives —2 +
3i, —6 + 2i et z. Léquation s'écrit alors AM = BM
donc M appartient a la médiatrice du segment [AB].
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EXERCICE 264

1. En utilisant la méthode de I'exercice 260, on obtient

a*+b* =13 a*=9
a?-p=5 =1 =4
ab=-6 ab=-6
a=3etbh=-2
= ou
a=-3eth=2

doncz=3-2i ouz=-3+2i.
2. Soit (B): 28— (1+20)z% +3(1 +)z2—10(1 + i) =0.
a. On remarque que —2i est solution de 'équation
(E),eneffet8i+4+8i—6i+6—10—10i =0.
b. (z+2i)(z2 +az+pP)
=23 42iz% + az? +2iaz+ Pz +2ip
=23+ (@+20)Z% + (B+2ia)z+2ip
a+2i=-1-2i

Par identification, . .
B+2ia=3(1+1)

a=-1-4i
=
B=-5+5i
23— (1 +20)z% +3(1+)z—10(1+1)
= (z+20) (2% - (1 +4i)z+ (-5+50)).
c. Résolution de I'équation zz—(1+4i)z+(—5+5i) =0
A=(1+40)%—4(-5+5i) =5-12i = (3-2i)2,
les solutions de (E) sont donc :

_1+4i+3-2i

z1 = =2+iet

2
1+4i-3+2i X
22 = f =-1+3i.

3. Soit My, M; et M les points d’affixes respectives

zo0=—-2i,z1=2+ietzp=—-1+3i.
Zo—21 _ —2-3i _
22— 21 T _3+2i

Z20—2 b4
donc |zg — z1| = |22 — 21| et arg(u) ==

22 —21 2
Ainsi le triangle MyM) M est isocele rectangle en
M.

EXERCICE 265

i ; 1+iv3 -2
1+iv3=2¢'3 et1-iv3=2¢"3 donc \/_ze’?n.
1-iv3
—iz i0
Posons Z = —etZ=pe
1+iz
1+iv3 2r  2kn
zn — \/_<:(pzlet9:—+—)
1-ivV3 3n n
. 2kn
—7 A 2m , 2km l(3n+7)
1 l_Z:el( T, ”)@z:ie 1
1+iz 2kn

CHAPITRE 12. CORRIGES

o km o kn
1-iz 2k e’(%*?)_e"(WT)
=e\3n N ) e z=]
] Hn , kn o, kn
1+iz el(m+7 +e—’(%+7)
: b4 kn
sm(%+7)
— z=- .
7 1
COS(E‘FT)
k

— z= —tan[% —”)
Les n solutions de I'équation sont donc de la forme
o= —mn(% + k—rf) avec ke [0; n—1].

EXERCICE 266

1. e2km = cos 2km) + i sin (2kn) = 1.

2. - (reié)]ﬁ _ 6i60

3. En utilisant les questions précédentes et en remar-
quant que 64 = 26, 0n peut écrire :

18160 = 26 g2k (o quiimplique r8 = 2 et 60 = 2k.

kn
r >0, nousobtenons:r=2etf = 35

- kn
4. Les solutions de (E) sont de la forme z = 2e' 3 avec
k€ [-3; 3] ainsi:
_j2z iz iz j 2
s:{—z, 2e71F, 2¢715, 2, 2613, 2013 }

EXERCICE 267

1. A=(B+4i)2-4(7i-1)=-3-4i = (a+ib)?, les réels
a et b vérifient :

a?+b*=5 a=letb=-2
a?-b?*=-3 =< ou
ab<0 a=-leth=2

On obtient alors A = (1 — 2i)2, I'équation admet deux
solutions complexes :

B+4i)+(1-20) ) i
1 =—————=2+1ietzp=1+3i.
2. A=(G+i)2-82+2i) =8—6i = (a+ib)?, lesréels a

et b vérifient :

a?+b* =10 a=3eth=-1
a?-b*=8 ={ ou
ab<0 a=-3etb=1

On obtient alors A = (3 — )2, I'équation admet deux

solutions complexes :
-6+)+B-1) 1 1,
= =————jetzp=-2.
4 2
3. A=4 (cos2 0-1)= —4sin? 0, A est un réel négatif,

I'équation admet deux solutions complexes conju-

<1

guées
z1 =cosf +isinf et zp =z] = cosf —isinf.



12.5. NOMBRES COMPLEXES

EXERCICE 268
_ x+iy—-i)(x+1-iy)
T (x+1+ipx+1-iy)
x4y ex-y L —x+y-1

i .
x+1D2+y2  (x+D2+y?
2. aU€ciR <= x®+y°+x-y=0
(3] +r=3] =3
= |x+=]| +|y-=| ==.
2 2 2

Les points M appartiennent au cercle de centre
1 1 2

Q(—— ; —) etderayon R = £
22 2

b.UER < —x+y-1=0

Les points M appartiennent a la droite d’équation

y=x+1 privée du point A(-1; 0).

c. U estréel donc d’apres le résultat précédent

y=x+1alors
2x(x+1)

T (x+1)2+)2
donc -1 < x < 0 les points M appartiennent au seg-

ment |AB[avec A(—1; 0) et B(O; 1).

<0 <= x(x+1)<0

EXERCICE 269

L. la+b?>+la-bl*>=(a+b)a+b)+(a-b)a-b)
=(a+b)(a+b)+@-b(a-b)
= aa+bb+ab+ba+aa+bb—ab-ba
=2(lal? +1b?).
2. D’apres le résultat précédent, dans un parallélo-
gramme, la somme des carrés des diagonales est

égale ala somme des carrés des cotés.

EXERCICE 270

Pour z # 0, on note z = |z| (cosf + i sin ).

Alors z2—1=a+ibavec a= |z|2cos(29) -1

et b = |z|%sin (26).

Dot a®+b? = |z|4 +1-2 |z|2 cos (20)

Par conséquence, |22— 1| =1 < |z|2 = 2cos(20) ou

z=0.

EXERCICE 271

1. En utilisantI'inégalité triangulaire :
o 2ul=(u+v)+w-v) <lu+vl+lu-vl
e 2v|=l(u+v)-(u-v)| <lu+vl+lu—-vl
En sommant ces deux inégalités et en divisant par 2,
on obtient :
Yu, veC, lul+vI<|lu+vl+lu-vl.
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2. En utilisant I'inégalité précédente,

|z1] + 22| + 23] + |24] < |21 + 22| + 123 + 24| + |21 — 22|
+|23—Z4|

On utilise encore la premiére question avec

Uu=2z1—-2etv=23—24.

|21 — 22| + |23 — 24| < |21 — 22 + 23 — 24
+lz1 — 22 — 23 + z4

<lz1 + 23]+ 122 + 24| + 121 + 24

+1z2 + 23]

Ainsi |z1| + 22| + |23 + 24| < |21 + 22| + |23 + 24

+|Zl +23| +|22+Z4|+|Zl +Z4|+|Zz +Zg|

Z |Zi+Zj’.

4
ouencore Y_ |z <
k=1 1<i<j<4

EXERCICE 272

i i jatb ( ja-b  _;a-b
L el%4ell=¢l™s (el z +e ' 2 ]

jath (a—b
=2e’' 2 cos
2
i ath -b
2. Deméme, /% — il =2j¢l ‘s sm(a2 )
3. cosp+cosq=§Re( ip+e’q)
ipra ( pmd _ip=q
=§Re(e’ Z [e’ 7 +e 'z ))
.p+q [
=2§Re(e’Tcos(p q)

EXERCICE 273
PPN 2in ) din .3
1. Ondéfinit j=e 3 ,alors j“=e 3 etj>=1.
2. Les points d’affixes 1, j et j2 sont sur le cercle trigo-

nométrique et forment un triangle équilatéral.

1-j3
3. 1+j+j2:1—],:0.
1 3
4. |z—j|=1<=> x+iy+§—i§ =1

( 1)2( \/5)2

= [x+-| t|ly——| =1

2 2

Les points M d’affixe z = x + iy sont sur le cercle de

centre Q d’affixe j et de rayon 1.

EXERCICE 274

zeUdoncil existe 8 € [0; 2x[ tel que z = et

1 —
Posons Z =z + —; et calculons son conjugué Z

1

— _=h i_ -i0\"
Z=z +E”_(e ] +(e—i9)"
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7 = o Nib 4 pnif _

i 1
_ el = — yn—z
enif zh

on a, pour tout z € U et pour tout n €N, Z=27

1
donc Z =z + — estréel.
zn

EXERCICE 275
1-u 1-¢ eiig—eig . 0
. —= i 5 = —itan.
1+u  1+et e iz 4+ 6l2 2
2+iz 2 1-u 0
2. — = U = z=——X =2tan —
2—-iz i 1+4+u 2

esif € [2kn; m+2kn[ alorstan— >0
0
|z| = 2tan§ etarg(z) =0
0
esifelm+2km; 2m+2kn| alorstang <0

0
|z| = —2tan§ etargz)=n

On remarque que z = —2i n'est pas solution de
I’équation, alors pour tout z # —2i
2-iz)’=(2+i2)® < u5=1

Les solutions de I'équation u° = 1 sont les racines de
2k

: /4
'unité, c’est-a-dire u. = e' 5 avec ke [1; 5].
j2n T
sik=1,u;=¢€'5 etz :Ztang

;Am 21
sik=2,uy=¢e'5 etZZ:Ztan?

j 61
15

. 3
sik=3,uz=e et23:2tan?

. ; 81 4w
sik=4,us=e"5 etZ4:2tan?

sik=5, us = 2" et z5 = 2tanm = 0.

EXERCICE 276

2.

Les racines douziemes de I'unité sont de la forme

i kn
e!’s .avec ke [-5; 6].

in V31 iz 1 V3
Zp=1l,z1=e'6=—+i-,zp=e3=—-+i—
2 2 2 2
z=elt=iz=e3 = 1+1 3
3T _'j: 272
5 3 1 ;
zs=elt =— " 4i, zg=e" =—1
2 2
s V3 iz 1 V3
z7 = =———i-,zg= 3 =————
2 2 2 2
. _in V3
9=z3=-1L,210=€ 3=——l7
_in V3 1
Zl1=e ‘6 =——1[—
2 2 +1
u"t -1
S=1l+u+u? ++ut=——"

3. 28+z4+1:(z4)2+(z4]+1:

CHAPITRE 12. CORRIGES

(4)°-1 Z12-1
Z4-1 -1
doncZB+z4+1=0 = (%2 =1etz* #1)

D’apres la question 1, les solutions sont donc les so-

lutions précédentes exceptées zg, z3, 2 €t zg.

EXERCICE 277

1. Calculons le discriminant du trindéme du second de-

gré, A =-48<0.
Léquation admet deux solutions complexes conju-

guées, qui sont :

—4-iy/48 —4-4iV3 —
7y = > = 2‘/:—2—2i\/3et
Zy=27) =—2+2iV/3.

Exprimons ces nombres sous leur forme exponen-

tielle, en commencant par calculer le module de Z;
etde 2, :

1211 =121 =\ (=22 + (-2v/3)" = Va+ 12 = 4.
-1 .-V3 “2i
Onaalors:ZI:4><(7+i7\/_):4e%,

2in

— 2

Zp=Z1=4e3 .

Léquation admet donc deux solutions :
=2in 2im

Zy=4e 3 etZy=4e 3.

b4
. Si a a pour module 2 et pour argument 3’

in , N sz
alors a =2e3 et donc, d’apres les propriétés du mo-
2 _ 52 2xin :

dule et des arguments, a“ =2%e“" 3 =—-2+2i V3.

Le nombre a est donc une solution de I'équation
2 =-2+ 2iv/3. Lautre solution sera donc —a, car
(—a)? = a?, donc si a est une solution, —a sera aussi
une solution.

Les deux solutions sous forme algébrique, sont :
i 1 3
a=2e3 :2x(2+i\2[) =1+iV3

et—a=-1-i3.

. Soient z; et zp deux nombres complexes. Il existe

donc quatre nombres réels xj, y1, X2 et y» tels que
zZ1=x1+iy1etz=x2+iyo.
Onaalors zyzp = (x1 +iy1)(x2 +iy2)

=X1X2+ix] Yo+ iyle + i2y1y2

= (xX1x2 = y1y2) +i(x1y2 + x2 1)
Comme les nombres x1, X2, y1 et y» sont réels, alors

on peut définir les nombres X = x1x2 — y1 )2 et
Y = Xx1y2 + X2 y1, qui sont réels également.
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On a donc écrit le produit z; zp sous la forme X +iY,

ol X et Y sont des nombres réels, donc le conjugué

de z12p est:

2122 =X - 1Y = (x1x2 — y1y2) — i(x1 Y2 + X2 )1)-

Par ailleurs, z1 zo = (x1 —iy1) x (x2 —iy2)

7 2 = X1 — X1 Y2~ iy2x1 + (D)1
=(x1x2—y1y2) —iX1y2 + X2 1) = 2122

Nous avons ainsi démontré que pour deux nombres

complexes quelconques z] et zp, ona: zy 22 = 21 22.

La seconde propriété sera démontrée par récurrence.
Posons, la propriété P, : « pour tout complexe z et
n
: T (=\N
pour tout entier naturel 7 non nul, z” = (z)" ».

1o,

e Initialisation :Pour n=1,onaz
donc z! =z = (2)" :1a propriété P) est donc vraie.

o Hérédité : Supposons la propriété P, vraie jusqu’au
rang n > 0, c’est-a-dire que pour tout complexe z, on

-n =\ z .
az" = (z)". Démontrons qu'alors P, est vraie.
n+1

2l = Zxz=2"xz = (2)" xZ = (2)"*! ce qui
constitue la propriété P, ;1.
» Conclusion :Nous avons donc démontré que la pro-
priété P, est vraie et que si la propriété P;, est vraie,
cela implique que P, l'est également. On peut
donc dire par le principe de la récurrence que pour
tout entier n naturel non nul, et pour tout nombre
complexe z, ona z" = (2)".
. Soit z une solution de I'équation (E), cela signifie que
lona: z* +4z% + 16 = 0. Vérifions maintenant que le
conjugué de z est une solution de I'équation :
244472416 = 24 +422 + 16

=z4+422 +16

=24 +422416=0=0
On a établi a la question 2. que les nombres a et —a
sont tels que a? = 7y et (—a)2 = 7.
Nous avons obtenu a la question 2., Z> est solu-
tion de I'équation Z2 +4Z + 16 = 0, cela signifie que
(a2)*+4(a?)+16 = 0, donc que a* +4a2+16 = 0, ainsi
a est solution de (E) et de maniere analogue, —a est
aussi une solution de cette équation.
En appliquant la propriété démontrée au début de
cette question, on en déduit que les nombres a et
—a sont également des solutions de cette équation.
Léquation (E) a donc 4 solutions: a = 1+iv/3;
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—a=-1-iVv3;a=1-ivV3et—a=-1+iv3, donc
puisqu’il y a au maximum 4 solutions a 1'équation,
celle-ci ne peut avoir d’autres solutions que celles

que nous venons de trouver.

EXERCICE 278

1.

z=2
— A=-4.

z—1
L'équation (E7) admet deux solutions complexes

=z = z2-2z+2=0

conjuguées :

LT ST
z1=1+i=v2eietzn=1-i=+v2e !4,
z—2 . X X 2—-1 3 1,
—— =i = z-2=iz-i= z= =—+—i

z-1 1-i 2 2°

z=2| |z—zpgl _ BM

z-1|" lz—z4l AM’

z—2 Z—2p _

arg| —— | =arg :(MA;MB).

z—1 Z—2A
BM _ b4

b. (F) = —— =1et [MA;MB]: 2 1271, M est
AM 2

le point d’intersection de la médiatrice du segment

[AB] et du demi-cercle de diametre [AB] au-dessus

de I'axe des réels.
( z-2\"
a|l—| =1 = p—
z—1 z—1 z—-1
ce qui implique que MA = MB, le point M appar-

z-2|" z-2

=1

tient a la médiatrice du segment [AB], il a donc pour

3
partie réelle >

z—2 2 X
b. 1 =i = MA=MB.
z—

D’autre part, 2 (Aﬂ’,ﬁ) = g [27]
— (m MB | = % (7]

On a donc deux solutions z3 et z4 :

z3=-2 1 V2 /2
=elt =—+i—
z3—1 2 2
4-V2-iv2 3 1+V2
= Z3 = =—=—+1 .
2-V2-iv2 2 2
z4-2  5n V2 V2
=e = —_ -] —
z4—1 2 2
4+V2=iV2 3+ 1-v2
Z4 = =—+1 .
2+vV2+ivV2 2 2

EXERCICE 279

1.

2.

On remarque que z* —1 = (22 —1) (2% +1)

=(z-1Dz+1)(z-0i)(z+1).
Les solutions de I'équation sont donc -1, 1, i, —i.
En utilisant la somme des termes d’'une suite géomé-
trique de raison z # 1, on peut écrire

2 3 1-2z

l1+z+z°+2° =
1-2z
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=VzeC-{l}, 24 -1=-D(EB+22+z+1).
D’autre partsi z = 1 alors
Z-1=0et(z-1)(B+22+z+1)=0.
L'égalité est donc vraie pour tout z € C.

3. D’apres les questions précédentes les solutions de
I'équation, les solutions de I'équation
Z3+7%+Z+1=0sont -1, i, —i.

) z+i (z+i)\2 (z+i i

Résoudre | —— | +|——| +|[—— |+ 1=0revient
z—1i z—1i z—1i

donc a résoudre les trois équations :

z+1i z+1i z+1

— =1 ——==1let ——=-1

z—1i. z—1i z—1i

z+i . .

. -=—-1= z+i=-2z+i = z=0

z—1i

zZ+i . L. 1-1i

. -=] = z+i=iz+]l = z=——-=1

z—1i 1-1i

z+1i . . . —-1-i

. - =—] = z4+i=-iz—-1 = z= —=-1

z—1 1+1

Léquation (E) a donc trois solutions: -1, O et 1.

EXERCICE 280
1. Posons u = e'?

a. u3

310 _ o 5 <=>9=2—n+—2kn

9 3
1k j2n 8z _j4n
onendéduitu; =e" 9, up=e"9 etug=e '3

N

jen
=e 3 — ¢

b. On obtient de maniére analogue les solutions de

i a
=2e'2 cosE.

3. Posons Z = (z— 1)3, I'équation (z — 1)6+(z—1)3 +1=0
sécrit Z2+Z+1=0

A = -3, cette équation admet deux solutions com-
| ouges z = L e iV o oL V3
exes conjuguées Z] = ——+i—— € =———i—

p. ‘ jug 1 2 2 2 > >

P 2m _j2n R .

71 =¢'3 et Zy = e"'3 donc d’apres les questions

précédentes :

L'équation admet six solutions:

jin iZ T
z1=14+e"9 =29 cos§

j8x j4n %4
Z2=14+e"9 =29 cos?

_jim _j 21
zz3=1+e "3 =2e 9cos?

_jan _ix /4
zZg=14+e "9 =2e 9cos§

_j8n _jin 4
zs=1+e "9 =2e 9COS?

jix i 27
Zg=1+e"3 =29 cos?

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 281

1. Résolution de z2 —2z+5=0
A = —16, 'équation a deux solutions complexes
2+4i
conjuguées: z; = — = 1+2ietzp=1-2i.
2. a.

A
- ~d
/7 \\ L
/ T
71 \.\
N/
- 0 u 2 /
\1
I
T\ 7' D
N Ve
-2~ &="p

B
p ZB=FC _1-2i-1-V3-i -3i-V3
“za-zc 1+2i-1-v3-i i-V3

_(Bi-VvE)(i+vE)  -4ivE
v e
e. “B7EC _ \/3= 3¢’ donc (CB, CA) ="
ZA—ZC ’

Le triangle ABC est donc rectangle en C.

3. Le triangle ABC est rectangle d’hypoténuse [AB], il
est inscrit dans un cercle I' de centre I le milieu de
[AB] d’affixe zj = % =1 et derayon %AB =2.
IC=|zc—z|=|V3+i|=v3T1=2
ID:IZD—z1|:|\/§—i|:\/ST:2
On en déduit ainsi que C et D sont sur le cercle I'.

4. Le point C est le point de partie réelle positive, inter-
section du cercle I' et de la droite d’équation y = 1.

De méme pour D avec la droite d’équation y = —1.

EXERCICE 282
1. [bl=lcl=v2
lc| =lel = V10

2. T estle cercle de centre O et de rayon OB = V2 donc
d’équation : x2 + y% = 2.

3. QBFG estun carré donc

le=al _ QG _

|b-q| T QB .

arg(Z) = [QB ; QG) = 7

Y
On en déduit alorsque Z =e'2 = |

|Z| =

4. D’apresla question précédente, g— g =i(b—q)
soitg=(1-ig+ib=0Q+x+y+i(l—x+y).
gl = A +xt 2 -x+y)2 = 24202 +2)2 +4y

3]
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or GeT donc x2 +y% = 2.
On en déduit alors que | g| = /6+4y.

QBFG est un carré, on a donc aussi

On en déduit alorsque f =2+ y)—ix

dou |f|=\/4+x%+y*+4y=\/6+4y=]g|.

E, D, G et F sont sur le cercle de centre O si et seule-
mentsile| =|d|=|g| =|f|

donc si et seulement si 6 + 4y = 10 c’est-a-dire y = 1
deplusx?+y?=2 = x*=1= x=1loux=-1
orQ#Bdoncg=-1+i.

Doncsig=-1+1i, E, D, G et F sont sur le cercle de
centre O et de rayon v/10.

c
On a alors

=i donc QBC est un triangle isocele

c—
rectangle en C.

EXERCICE 283

1.

A=-(m+V3)
(E) admet deux solutions complexes : Z =1-iV3et
Z'=1+im.
2" (1-mv3)+i(m+v3)
T 4
Le triangle OM’M" sont rectangle en O si et seule-

_ 3
ment si 1 — my/3 =0 cest-a-dire m = %

b MM =0 < |2"~ 2| =€ <> |m—-/3|=¢
Soit M le point d’affixe m et A le point d’affixe v/3
onaalors M'M"=¢ < AM =/

M décrit le cercle de centre A et de rayon ¢.

EXERCICE 284

1.

2.

3.

4.

9 . .
A = ~35 I'équation admet deux solutions com-
plexes conjuguées
3
zZ1=—+—ietzp=———Ii.
10 10 10 10
in6

S
Par définition de 0, 3 =
cosf

- sinf ..
1+i255  cosO+isinf
zZ1 = =
! 10 10cos0 .
cosf —isinf

10cos®

On obtient de méme zp =

1\ .
vn=z{l+z":( ) [e”’9+e_’”3)

2 \10cos@
2cosnf
(10cosH)™
vy est donc réel quel que soit n € N.
1 3 1
lz1]= ‘* +

i—|=—
10" "10| " vio
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D’autre part |z1] =

10cos®
On en déduit alors que 10cos6 = V10.
cos nf 1
Onaalors |vy| = —— < -
(v10)"  (v10)

lim ——— =0
n—+oo (\/ﬁ)
En appliquant le théoreme de comparaison, on en
déduit que la suite (v;) converge donc vers 0.

EXERCICE 285

1.

A=4r?(cos?> a—1) = —4r?sin®a
Léquation admet deux solutions complexes conju-
guées :
z1=rcosa+irsinaetzy =rcosa—irsina.
lz1l =122l =1
argzy =aetargz = —a.
Zl+zl=r" (ei”“ + e’i"“) =2r"cos (na)
ainsi Py, = 2r' cos (na).

1-n 2nm
P,=2 cos|——

3
_o— 2nm 1

Pui3=2"2 nCOS(T) = an
On en déduit que la suite (Py) tend vers 0 lorsque n

tend vers +oo.

EXERCICE 286

1.

2.

37
D’aprés 'énoncé zg = 4e’ 4
soit z1 = pe'd alors 2} =z <> p*e? =4e'
37
donc p* =4 et46 = " +2kn

T
Z1 € [E ; n] on en déduit alors que
117
=v2et=——.
p=v2 16

lz1l=v2etarg(z) = 1117?-
Un+1=In1p41 =Inlzp4]

=ln|z;11| =ln[lzn|4)

=4In|zy| =4vy,
La suite (vy) est donc géométrique de raison 4 et de
premier terme vg = In4.

EXERCICE 287

1.

z% =1+i=(a+ib)? lesréels a et b vérifient :
R N
a® - b = 1

ab > 0

a
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1+\/_ /—1+\/_

o, 1+f [-1+v2
alnSlZl— +1 et
2 2
" 1+vV2 | [-1+v2
Zl=— =1 .
2 2

zg =1-i=(a+ib)? lesréels a et b vérifient :

a? + b = V2
a2 - B = 1
ab < 0
1+v2 —1+v2
a= et b=—\——
2 2
Ed ou l}
1+v2 1+v2
a=-— > et b= >

L, 1+v2 | [-1+V2
amSIZl: =1 et
2 2
" 1+v2 . [-1+v2
ZIZ— +1 .
2 2

2. 1+i—\/_e’% etl—i:\/ie_i%.

3. 72 = 126219 = 2 (c0s26 + isin20).

4. D’apres les questions précédentes et remarquant
. . T ..
que le sinus et le cosinus de n sont positifs,

AN # 2+V2
on obtient cos(—) = —— et
8 ,/\/E 2
—1+\/§ 9 _ \/2

EXERCICE 288

zZp = ! (——2+l£)——2(cos3—n+isin3—n).
\/E 2 2 2 4 4
2. a. Q2@ _ 1= pla (eza _e—za)
:ei“(cosa+isina—cosa—isina).
Ainsi %1% —1 = —2jsinael®
b. f(M) =
:|zAzB—(zA+zB)z+zz|,

lzg—zl| x |z — 2|

1 3
d’autre part z4zg = —letzy +zg = > + Ei'

CHAPITRE 12. CORRIGES

1 3 ;
ainsi = —+—i|e'®|.
fo 5+51)

c. En utilisant les questions précédentes, on obtient
1 3
=|e'%|-=+i|-= +2sina
o0 =[5 i{ 2aincl
1 ( 3 . )
X|—=+i|—=+2sinal|.
2 2

3 2
(—— +251na)
4 2

3. a. f(M)2 est une somme de deux carrés, elle est mi-

'—1+e2i“ -

:‘eza

Soit f(M) =

2 3
nimale si (—5 +Zsina) =0 < sina = 1

3\2 7
Onadonccos?a=1-|>| =—
4 16
. 7 V7
doucosa:—T oucosa:T.

1l y a donc deux points pour lesquels f(M) est mi-
7 .3
nimale : My d’affixe z; = —% + iZ et My d’affixe
V7 .3
Zp=—+ l—

4
Pour ces deux pomts la valeur minimale est

ran=y1=1

-1 <sina <

—

] = —-<—=+2sina<——
2 2

3 2 49
= 0< —5 +2sina| < Z
4
La valeur maximale de f(M) peut étre e

49

3 2
Or —7+Zsina) =—
2 4

> 2sin2a-3sina-5=0 (1).
En posant X =sina, I'équation (1) devient :
2X? -3X -5 =0 cette équation admet deux solutions
—let g

3n
esina=-1 < a:7+2knaveck€Z,

. 5 S .
esina = — > 1 ce qui est impossible.
11y a donc un point pour lequel f(M) est maximale,
le point d’affixe z = —1 et la valeur de ce maximum

est f(M) = 5\2/—

EXERCICE 289

1. Soit z un complexe non nul (0 ne peut pas étre solu-

tion de I'’équation z™ = 1).
11 existe un réel strictemnt positif r et un réel © tels
que z = re'?.

Léquation 2™ = 1 s'écrit alors r™ei™0 =1 = g2ikn
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avec ke Z.

r’m=1

Ceci équivaut au systéme
im =2ikn, keZ
r=1

0= ZICW”, keZ
11 suffit alors de prendre 0 < k < m — 1 pour avoir les

soit encore, puisque r >0, {

m solutions distinctes.

. Soit z un élément de Uy, il existe donc un entier
2ikn 2ikn\2

kel0; n—1]telquez=e n :(e 2n ]

oul0<k<n-1<2n-1

z est donc bien le carré d'un élément de Uy,

Donc Uy, est inclus dans {ZZ/Z € Ugn}.

Ainsi, Uy, = {zz/z € Ugn}.

. On suppose qu'il existe une fonction f: Uy, — Uzj
vérifiant pour tout z € Uzy, f (f(2)) =22 (B).

a. Pour tout z € Uy, f(2) € Uay, on peut donc rem-
placer z par f(z) dans (E), ce qui donne :
FF(F@)) = (f@)? or £ (f(2) = 22

donc f (22) = (f(2)%.

b. f(2) = f() = f(f(@)=f(f(e) = 2*=2"
soitz=zouz=-27.

Onadoncbien f(z) = f(z) = z=z'ouz=-72.

« Si z =1 alors I'égalité f(zz) = (f(z))2 donne f(1) =
(f(1))? soit £(1) =1 ou (1) =0.

d’autre part f(1) € Uz, donc f(1) #1

Donc f(1) =1.

¢ Si z = —1 alors I'égalité (E) donne:
FUFED)=1=F(F ).

Comme f(z) = f(z)) = z =2 ouz=-Z alors
fED=fM)=louf(-D=-f)=-1

Si f(-1) = -1 alors f(f(-1) = f(-1) = -1 mais
d’apres (E), f(f(-D) = (-D? =1

Donc f(-1) = f(1) =1.

. Nous cherchons un élément z de Uy, qui vérifie

z2 = —1. 1l existe un entier k € [0; 2n—1] tel que
ik
z= ezénn .
2 2ikn 2 in :
Alors z¢ = -1 < [eZn) = -1 = e'" soit
dikn .
e2n = e, c'est-a-dire qu'il existe K € Z tel que
4dkm

ey =m+2Kn ouencore2k = (2K +1) n.
n
Comme 2K + 1 est impair, 1'égalité ne sera vérifiée

que si n est pair.
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Supposons maintenant que n est pair.
Comme0< k<2n—-1alors0<2k<4n—-2.
Lentier K doit donc vérifier 0 < 2K+ 1)n < 4n-2
soit puisque n>0,0 < 2K+1) <4- P
soit—l <K<§—l.

2 2 n
Comme n > 1, K doit vérifier —l <K< g, les seules
valeurs de K possibles sont0 et 1.
Alors2k = 2K+1)nrevientdonca2k = nou2k =3n.
eSik= n alors e% = eiZLnn = e%” =i dont le carré

est bien égal a —1.

. 3n 2ikn 3inm 3im .
eSik=—alorsezn =e2n =e2 =—idontle
carré est bien égal a —1.

Conclusion : I'équation z? = —1 n’'admet aucune so-

lution dans U, si n est impair, et les solutions i et

—i si n est pair.

Supposons 7 est pair.

Soit z tel que z% = —1 (c’est-a-dire que z est égal 2 i
ou —i) et supposons qu'il existe une fonction f solu-
tion du probléme.

D’apreés (E), f(f(2)) = 2% = —1. Or d’aprés la ques-
tion 3.4, f(zz) = (f(z))2 et d’apres la question 2.b,
f(zz) = f(-1) = 1 donc f(zz) =1dot f(z) =1 ou
f(2) = —1. Mais alors, dans les deux cas, f(f(z)) =1
ce qui contredit f (f(2)) = 2% = 1.

Il n’existe donc pas de fonction f solution du pro-

bleme.

. Recherchons un complexe z € Uy, tel que z # 1 et

B=1
Comme z # 1,ilexiste k € [1; 2n—1] telquez=e 2n .
3 2ikn \3 . Bikn g
z2=1 < (e 2n ) =1soite 2n =¢", il existe donc
3k
KeZtel que — =2K.
n
3k 3
Or0<k<2n-1ldonc0<— <6-—.
n n
e Sin=1alors k=1et2K =3 quin’est pas pair.
« Si n > 1 alors les seuls entiers compris entre 1 et

3
6— —sont2et4:
n

. 3k
—si2K=—=2alors3k=2n
n

. 3k
—si2K=— =4alors3k =4n.
n
Dans les deux cas, n doit étre un multiple de 3.
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Supposons que 7 est un multiple de 3, alors il existe

meZtel que n=3m.

3k .
— =2 admet alors pour solution :

2n 2ikn 2in .
k=—ete2n =¢3 =j

3
— =4 admet alors pour solution :

4n 2ikm 4in .
k—?ete M =e3 =j2

Dans les deux cas, on a bien B=1
Supposons qu’il existe une fonction f solution du
probleme.
D’apres la question 2.a :
pourz = j, f () = (f())°
pourz=j2:
f((jz)z) ~(r2) = () = rn®

orf(U»?)=f (M) =F(P <) =)
Donc(f(])) :f(j)ouencoref(j)( f(]) ]
Comme f(j)#0car f: UanUgn, (f(])) =1.
alors f(j) =1ou f(j) = jou f(j) =
* Si f(j) =1alors f(j) = f(1) donc j =+1 ce qui est
faux.
* Si f(j) = jalors f(f()) = f())
et j2#].
«Si f(j) = 2 alors £ (£() = £ (%) = (F ()’

= (j2)% = j* = jalors j2 = j

Si n estun multiple de 3, il n’existe donc pas de fonc-

= jor f(f(j)) =

tion f: Uz, — Uy telle que pour tout z € Uy,

f(f@) =2
. a. Montrons que tout Z € Uy, admet un unique anté-
cédent par la fonction qui a z associe z2.
Soit Z € Uy, il existe k€ Z tel que Z = ezr]f
z€e Uy s'il existe k' € Z tel que z = eZilfi/”

z est un antécédent de Z si et seulement si

( 2ik’7t)2 2ikn
e n =e n

. 4ik'n 2ikm R < . ) .
soite  n =e n cClest-a-dire qu'il existe K € Z tel
ak'm  2kn

que — —=— - +2Km donc 2k’ = k+ Kn et ainsi n
doit diviser 2k’ — k.

Or k et k' sont tels que 0 <
-n<2k'-k<2n.

Comme 7 divise 2k’ —k alors 2k’ —k = 0 ou 2k’ —k = n.

k<net0<k'<ndonc

CHAPITRE 12. CORRIGES

« Si k est pair,
— I'égalité 2k’ — k = 0 s'écrit k' =
onaalors0< k<n;

k
E qui convient car

— I'égalité 2k’ — k = n qui s'écrit encore 2k’ = k+n
ne donne aucune solution car n est impair et k pair
donc k + n est impair alors que 2k’ est pair.

« Si k est impair,

— I'égalité 2k’ — k = 0 est impossible;

— l'égalité 2k’ — k = n donne k' = %k qui est bien
un entier car k+ n est pairet 0 < k' < n.

Dans les deux cas, il y a bien un unique antécédent.
La fonction z — z2 est bijective de Uy, dans Uy,.

b. ¢ o p = g signifie que pour tout z € Uy,

(o) (2) = g(2) soit p (¢p(2)) = 22.

Comme Uy, est inclus dans Uy, considérons la res-
triction a Uy, de la fonction f solution du probleme.
Soit z € Uy, d’apres la question précédente, il existe
un unique ¢ tel que z = £2.

Alors ¢(2) = (1) = £ (#2) = (F (1)

et (p(2)" = ((f(t))z)n = (f(t))Zn =1 car f estava-
leurs dans Uy, donc ¢(z) € Uy,.

§’il existe une fonction f solution du probléme, alors
la fonction ¢ : Uy, — Uy, telle que pour tout z € Uy,
@(2) = f(2) vérifie Vz € Uy,
9(p) = f(f(2) =2* = g(2).

c. Réciproquement, supposons qu'il existe une fonc-
tion ¢ telle que pour tout z € Uy, (po ) (2) = 2.
Soit z € Us;;, comme Uy, est inclus dans Uy, consi-
dérons deux cas :

¢ Size Uy alors f(z) = ¢(2).

Onaalors f(f(2) = f(¢(2) =@ (92) = g(z) = z2.
e Si z € Uy, \ Uy, alors soit Z = 22, Z € Uy, et d’apres
la question 6.a, Z admet par la fonction g un unique
antécédent Z' dans Uy, Z' est tel que g (Z) = 22.
Posons f(z) = ¢(Z') alors
f(f@)=f(pzh)=¢(pzh) =g (2') = 2.

La fonction f ainsi définie est solution du probleme.
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12.6 Arithmétique

EXERCICE 290

1.

k3 —k = k(k—1)(k+1) produit de trois entiers consé-
cutifs donc divisible par 3.

On déduit de la question précédente que

1%+ 3 + 23 — (x+ y + 2) est divisible par 3 donc si
%3+ y3+ 23 est divisible par 3 alors x+ y+z I'est aussi.
On utilise I'égalité :

(x+y+z)3 - (x3 +y3 +z3) =3x+y)(y+2)(z+x)
Par hypothese x3 + y® + z3 est divisible par 9 donc
par 3 et par conséquent x + y + z est divisible par
3 donc (x + y + 2)3 est divisible par 3. Dans I'éga-
lité, le membre de gauche étant divisible par 9,
le membre de droite doit I'étre aussi. On a donc
(x + »)(y + 2)(z + x) divisible par 3. Ce produit est
divisible par 3 si I'un au moins des facteurs est divi-
sible par 3.

Supposons que x + y est divisible par 3 sachant que
X+ y+ z est divisible par 3, une combinaison linéaire
de ces deux expressions sera divisible par 3 donc z

est divisible par 3.

EXERCICE 291

1. N=2134212425, 54123420 -77000000111001.
2. N=210427 425423 421,20 1195

3.

+ 1 10 11
0 1 10 11
1 1 10 11 | 100
10 | 10 | 11 | 100 | 101
11 | 11 | 100 | 101 | 110
x 0|1 10 11
0100 0 0

1 0] 1 10 11
10 { O | 10 | 100 | 101
11 | 0 | 11 | 110 | 1001

4. Si N s’écrit avec n chiffres en base b alors

N = an_lb”’l + an_gbrkz +--+a1b+ay
avec ay_1 #0.Onadonc N > b" 1,
De plus tous les coefficients a; avec 0 < i < n—1 sont
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des entiers strictement inférieurs a b
donc N<b(b" 1 +b"2+...+b+1).
Comme b > 1 on peut donc écrire

bn—l + bn—Z Fee

b-1
on en déduit alors que N < b".

EXERCICE 292

1.

A=1x7 +xx73 +4x72 +1x7+6 =2610+ 73 x.

a. A=6x435+73x, 7° nest pas divisible par 6 donc
A est divisible par 6 si et seulement si x est divisible
par 6.

Or0<x<7doncx=00oux=6.

b. A=5x522+73x, 7% nest pas divisible par 5 donc
A est divisible par 5 si et seulement si x est divisible
par5.

Or0<x<7doncx=00oux=5.

c. D’apres les questions précédentes, 2610 est divi-
sible par 5 et 6, premiers entre eux, donc 2610 est di-
visible par 30. A est divisible par 30 si et seulement si

x est divisible par 5 et par 6 donc x = 0.

. On donne a x la valeur 0.

a. A=2610.
b. A a 24 diviseurs positifs.

EXERCICE 293

1.

o Initialisation : Pour n = 0, 3% — 42 = 11 la propriété

est vraie au rang 0.

o Hérédité : Supposons la propriété vraie jusqu’au

rang n > 0 c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que

3M+3 _ 44142 = 11k ou encore 3"+3 = 44142 4 11k,

On aalors 34 — 447146 = 3 (11 + 4471+2) — 441+6
=11(3k-23 x 44"+2),

La propriété est vérifiée au rang n + 1.

» Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est

héréditaire donc pour tout 7 € N, 373 —447+2 est di-

visible par 11.

o Initialisation : Pour n =0, 3+2 x4 =11 la propriété

est vraie au rang 0.

e Hérédité : Supposons la propriété vraie jusqu'au

rang n > 0 c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que

327+l 4 2.437*1 — 11k ou encore

32n+1 — 11k_2.43n+1'
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On a alors

32n+3 +2.43n+4 :3(11k—2-43"+1) +2.43n+4
=11(9k +5 x 43"+1) la propriété est

vérifiée au rang n + 1.

« Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est

héréditaire donc pour tout 7 € N, 3271 4 2.437+1 gt

divisible par 11.

3. Sachant que 321 +2.43*1 est divisible par 11 par
combinaison linéaire si 321 + a-43"*1 est divisible
par 11 alors (a —2)43"+1 est divisible par 11 or 437+1
n’est pas divisible par 11 c’est donc que a—2 'est. On

aainsia=11p+2avecpe”Z.

EXERCICE 294

A=n?(n+1)(n-1).

» Aestle produit de trois entiers consécutifs, A est donc
divisible par 3.

« Si 1 est pair alors n? est divisible par 4, sinon n—1 et
n+ 1 sont pairs donc leur produit est divisible par 4.

A et divisible par 3 et par 4, premiers entre eux, A est
donc divisible par 12.

EXERCICE 295

1. D(72)={1; 2 3; 4 6; 8; 9; 12; 18; 24; 36; 72|

2. En utilisant la forme canonique, on obtient :
p2-6p-63=(p-3)2-72.
p2-6p-63=q* <= (p-3)2-4g%=72

— (p+q-3)(p—q-3)=72

En utilisant la premiére question, on en déduit des
systemes, qu'il restera a résoudre.
On restreint le travail en remarquant que p + g —3 et
p — q — 3 doivent étre de méme parité pour obtenir

des solutions entieresetque p+g—-3>p—qg-3.

. p+qg-3 = 36 _ p = 22
p-q-3 = 2 qg = 17
p+q-3 = 18 p = 14

. =
p-q-3 = 4 q = 7

. p+qg-3 = 12 _ p = 12
p-q-3 = 6 q = 3

EXERCICE 296

1. 25a+5b+c=46a+b)+a+b+c

CHAPITRE 12. CORRIGES

donc abc est divisible par 4 si et seulement si a+b+c
est divisible par 4.

2. 25a+5b+c=6(Ma+b)+a—-b+c
donc abc est divisible par 6 si et seulement si a—b+c
est divisible par 6.

EXERCICE 297

1. 59=1=0x13+1
5! =5=0x13+5
52=25=1x13+12
53=125=9x13+8
5% =625=48x13+1
On peut démontrer, par récurrence ou en utilisant les
congruences que, pour tout n € N, le reste de la divi-
sion par 13 est :
1 pour les nombres de la forme 54"

5 pour les nombres de la forme 547*1

12 pour les nombres de la forme 54/*2

8 pour les nombres de la forme 547*3
2. 18=1x13+5
44=3x13+5et96=7x13+5
On en déduit que le reste de la division de
18471+1 _444n-1 _ 35 9647+2 par 13 est égal au reste

de la division de 5%"+1 —54n—1 _3  54n+2

par 13.
On remarque de plusque4n—1=4(n—-1)+3.
D’apreés la premiére question :

le reste de la division de 547*1 —547~1 _3 x 54n+2

par
13 est égal au reste de la division de 5—-8—3 x 12 par
13.

5-8-3x13=-39=-3x13

On en déduit alors que, quel que soit n € N,

1847+ _gq4n-1_ 3 96471+2 egt divisible par 13.

EXERCICE 298

1. Etablissons le tableau des restes de la division de 2"
par9

n |0]1]|2|3|4|5]|6
reste | 1 |2 [ 4|8 |7 |51

On peut démontrer que Vp e N :
Le reste de la division par 9 de 267 est 1
Le reste de la division par 9 de 26P*+1 est 2
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Le reste de la division par 9 de 26P*2 est 4
Le reste de la division par 9 de 26P*3 est 8
Le reste de la division par 9 de 26P+4 est 7
Le reste de la division par 9 de 26P*5 est 5.
2. Etablissons le tableau des restes de la division de 22”,
de (22"*1 —1) puis de N = 22" (22"+1 _1) par 9.

n 6p 6p+1 6p+2 6p+3 6p+4 6p+5
reste de 227 1 7 1 4 7
reste de 2271+1 1 7 4 1 7 4
restede N 1 1 1 1 1 1
restede N—1 0 0 0 0 0 0

On en déduit que, quel que soit n € N,

221 (22141 _1) 1 est divisible par 9.

EXERCICE 299

1. m+23=n3+6n%+12n+8
=n?(n+6)+12n+8.
1l faut que 0 < 121 + 8 < n?
soit n2—12n-8 > 0, en résolvant I'inéquation, nous
obtenons n > 13.
2. m+1)3=n®+3n2 +3n+1
=n?(n+3)+3n+1.
IIfautque0<3n+1< n?
soit n2 -3n—-1> 0, en résolvant 'inéquation, nous

obtenons n > 4.

EXERCICE 300

1. r peut prendre trois valeurs: 0, 1 et 2.

2. Si p n'est pas divisible par 3 alors il existe n € N tel
que p=3n+loup=3n+2.
Sip=3n+1alors2p?+1=3(6n>+4n+1).
Sip=3n+2alors2p?+1=3(6n+8n+4).
2p? +1 est donc divisible par 3.

EXERCICE 301

Il existe un entier p tel que a =37p +27 =39p + 13
ce qui implique 2p +13 =27 donc p =7.

On en déduit alors a = 286.

On vérifie 286 = 7 x 37 +27 =7 x 39+ 13.

EXERCICE 302

1. 79=0x9+1 71=0%x9+7 72=5%x9+4
73=38x9+1

On démontre par récurrence que Vn € N: 73% = 9k+1
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avec ke N.
On en déduit alors que 731 = 7x 73" =9 x 7k + 7 et
7312 =9 x 54k +4 .

2. «Sin=3p alors
7" +12n-1=9k+1+36p—1=9(k+4p).
eSin=3p+1alors
7"+12n-1=9x7k+7+36p+11 =9(7k+4n+2).
¢ Sin=3p+2alors
7" +12n-1=9x54k+4+36p+23 =9(54k+ p +3).
On déduit alors que pour tout n €N, 7" + 12n—1 est
divisible par 9.

EXERCICE 303

1. Etablissons le tableau des restes de la division de 6"

par 13
n 0 1 2 314|5 6
restede6” | 1 |6 |10 |8 |9 |2 |12
n 71819 10 11 12
restede6” | 7 | 3 4 |11 1

On en déduit que si n = 12p alors le reste dans la di-
vision par 13 de 6" sera 1.
Les autres restes découlent de ce résultat.

2. 2021 =155x13+6et2020=168x12+4

Le reste dans la division par 13 de 20212020

est égal
au reste de la division par 13 de 6% soit 9.

3. Soit n=12p +r avec p et r entiers naturels et
o<r<l12.
Posons N = 612" +2 x 6" + 2.
Etablissons le tableau des restes dans la division par

13 suivant la valeur de r.

r 0 1 2 3|14|5 6
restede6'2” | 1 | 1 1111
restede2x6™ |2 |12 | 7 [ 3|5 | 4|11
reste de N 5| 2 106 |8 |5]| 0
r 718 9 10 | 11 | 12
restede6'2” | 1 | 1| 1 1|1
restede2x6” | 1 | 6| 10| 8
reste de N 419 0|11 ] 12

Le nombre 6'2" + (2 x 6) + 2 est-il multiple de 13 si
n=12p+6oun=12p+9avec peN.
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EXERCICE 304
Etablissons un tableau de congruence modulo 5 :

n 0|12 |3]| 4

B¥n+2 14031124

on+d 11 24|31

A o|lo|o]o]o
EXERCICE 305

13 =5[8] et 27 = 3(8].

D’autre part 527 = (52)" = 1(8] et 52"*+! = 5 x 52 = 5[8],
32" =(3%)" =1(8] et 32"+ =3x 32" =3

d’o1 1323 = 5[8] et 274! = 3(8] ainsi A =0[8].

EXERCICE 306

1. 11=3x3+2=2[3]et1ll =2x5+1=1[5],11 est donc
solution de (S).

2. Si n est solution de (S) alors il existe p € N tel que
n=3p+2 = n-11=3(p+3) = n-11 est divi-
sible par 3.

3. On démontre de méme que si n est solution de (S)
alors n — 11 est divisible par 5. Puisque 3 et 5 sont
premiers entre eux, on en déduit donc que si n est
solution de (S) alors n—11 est divisible par 15 donc
n=11+15k avec k€ Z.

EXERCICE 307

1. Le premier entier naturel n vérifiant 2" = 1[7] est 3.
Le premier entier naturel n vérifiant 3" = 1[7] est 6
car3%=729=7x104+1.

2. a.SoitaeN,a# 7k, keN.Ilexister eN, r <7tel que
a=7k+r.Onadonca=r[7], donc ab = r6[7].

Or: 16 =1(7]; 23 = 1[7]; 38 = 1[7]; 4 = (23)% = 1(7]
55 =15625=7x2232+1=1[7] et 6 =26 x 36 = 1[7].

Ainsi dans tous les cas : a® = 1(7].

b.Onaak = 1[7], k étant le plus petit naturel vérifiant
cette congruence.

D’autre part 6 = kg + r avec r < k.

Onadonc a® = ak9*7 = gk x q" = (ak)q xal.

Or a* =1[7), donc a® = a” = 1[7]. Donc a” = 1[7].

Or k étant le plus petit naturel vérifiant ak = 1[7], il
en résulte que r = 0, c’est-a-dire que k divise 6.

Les valeurs possibles pour k sont donc 1, 2, 3 et 6.

CHAPITRE 12. CORRIGES

c. On a trouvé I'ordre de 2 est 3, donc I'ordre de 4 est
aussi 3 et 'ordre de 3 est 6 et on a vu que 'ordre de 5
est 6.

3. Apgog = 22006 4 32006 | 42006 | 52006 | 52006

Ona2006=6x334+2.

Donc 22006 _ 96x334+2 _ 96x334 , 92 _ (26)334 x 22,

Or28= 1[71, donc finalement 22006 = o2 [71.

De méme pour les autres puissances,

donc Ay, =22 +32 +42 +52 + 62[7),

soit Ay =90 =6[7].

Finalement Asgog = 6[7] .

EXERCICE 308
A=5%=1[7]etB=5P=1"=1(7]
33=5([7]et38=216],

on en déduit alors que C = 52=4 [71.

EXERCICE 309

1. Ayis —on+3 | 92n+6 | 93n+9
=23 x 27 426 x 227 4. 29 x 231
25=1[7)donc28=1(7]et29=1(7]

On en déduit que A, +3 = Ap.

2. Ag=3, A1=2+4+8=0[7]
Ap=22+24428=442+1=01[7]
Ay, est divisible par 7 si n est de la forme 3p + 1 ou
3p+2avecpeN.

3. 1110=A;=0[7]
1010100 = Ay =0 [7]
1001001000 = A3 =3 [7].

EXERCICE 310

1. 103=1000=13x77-1=—1[13].

2. .10 = (103)° = (-1)2 = 1 [13]
b.10° =103 x106 = -1 x1=-1[13]
1012 =108 x106 =1x1=113].

3. a. N =5-292+729-824+628 [13] d’oi1 N = 246 [13].
b. 246 = 13 x 18+ 12 donc N n’est pas divisible par 13.
€. 2010 =335 x 6 donc 102010 =1 [13]
On en déduit alors que 102910 +12 = 0 [13].
Le nombre 102010 4 12 est donc divisible par 13.
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EXERCICE 311
A=n?+2n-3=(n+3)(n-1) doncsin>3.

A est factorisable, il n’est donc jamais premier.

EXERCICE 312
245 754 = 245 x 1000 + 754 = 999 x 245 + (245 + 754)
=999 x 246.

EXERCICE 313

1. Il suffit de développer I'expression
(n? +2m? +2mn) (n? +2m? - 2mn).
2. On utilise I'identité de « Sophie Germain » avec
m=1:n*+4=(n®+2n+2)(n®-2n+2).
n* + 4 est premier si et seulement si
(n2 +2n+2=1oun®-2n+2= l)
si et seulement si
((n+12=00u(n-1)2=0).

n* +4 est premier si et seulement sin=1oun=—1.

EXERCICE 314

1. 756=22x33x7=22x33x7x130
504 =23x32x7=2%x32x7x13°
468 =22x32x13=22x33x70x13
On peut donc choisir comme dénominateur com-
mun : 23 x 3% x 7x 13 = 19656

On peut alors écrire :
1 1 2x13

ﬁ=22x33zé7=23x33x7x13

T BB x7x13
1 1 3x13

ﬁ:23x323§7:23x33x7x13

T 28x33x7x13
1 1 2x3x7

@222x324§13:23x33x7x13

T 23x33x7x13
1 9771 e 139-42 23

2, —t+—-——= =
756 504 468 23x33x7x13 23x33x7x13
23 étant un nombre premier, la fraction
——————— estirréductible.
23x33x7x13

EXERCICE 315

L ox*+4=(x%+2x+2) (x> -2x+2).
2. Voir I'exercice 313.
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3. Sinn'estpas divisible par 5 alors il existe deux entiers

petrtelsquen=5p+ravecl <r<4.
On aalors:

n? +2n+2=25p% +20pr + (r? +2r +2)
n? -2n+2=25p%+(r? -2r+2).
esir=1lalorsr2+2r+2=5
esir=2alors r2+2r+2=10
esir=3alors r2—2r+2=5
esir=4alors r2-2r+2=10.

On en déduit donc que pour tout r (1 < r <4), nt+4
est divisible par 5.

EXERCICE 316

1.

n on 2n+1 -1

1 3 6
2 7 28
3 15 X
4 16 31 496
5 32 63 X
6 64 127 8128

2. Soit a=2"(2"*! —1) avec 2"*! -1 premier.
a. 2 et 2"*1 — 1 sont premiers donc 2" (2"+! 1) est
une décomposition en a en facteurs premiers.
b. a posséde 2(n + 1) diviseurs: 1, 2, 22,-.., 27,
(2n+1 _1), 2(2n+1 _1), . on (2n+1 _ 1).

2n+1 -1

2-1
etl+2+---+2""1=2"_1dol

S=(@m1-1)+ ("1 -1) (2" -1) =2" (271 -1)

donc S=a.

c.l+2+224+...42n= —on+l _

EXERCICE 317

1. D’apresla formule du binéme :

p
(a+1)P = Z (Z)ak:1+(’1?)a+...+(2)ak

k=0

+-~~+(p’fl)al‘"1+ap

_plp=-1)---(p-k+1)
B k!

Or, pour k€ [1; p—1I, (Z)
_|P
dOHCP(P—l)'-~(p—k+1)—(k k!

Ceci prouve que p divise (Z) k!
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or p est premier avec k! donc p divise (Z)
(théoréme de Gauss qui sera vu ultérieurement)
On a alors (’Z) =0[pl]

etdonc (a+1)P =aP +1 [p].

2. Soit p un nombre premier.

Démontrons par récurrence sur a la propriété
Pa:«al =alp).

Initialisation : Pour a =1, on a 1P l=1=1 [p] donc
P est vraie.

Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang a, dé-
montrons qu’alors P, 1 est vraie.

(a+1)P = aP +1 [p] d’apres la question précédente
de plus a” +1 = a+1 [p] par hypothese de récurrence
donc (a+1)P = a+1 [p] c'est-a-dite Py vraie.
Conclusion : Py est vraie et P, est héréditaire, P, est
donc vraie pour tout a € N*.

3. 7 est un nombre premier et 3 n’est pas un multiple
de 7, donc, d’apres le petit théoréme de Fermat, on a
38=1[7]donc38” =1"=1(7].

Ainsi Vn €N, 357 —1 est divisible par 7.

EXERCICE 318

6732 =19x342+234

342 =1x234+108

234=2x108+18

108=6x18+0

On en déduit que PGCD(6732 ; 342) = 18

EXERCICE 319

1. D(240) = { 1; 2; 3; 4; 5; 6; 8; 10; 12; 15; 16; 20; 24; 30;
40; 48; 60; 80; 120; 240}.

2. DE6) ={1;2; 3; 4 6; 9; 12; 18; 36},

3. PGCD(240; 36) =12.

EXERCICE 320

La fraction est irréductible si2n+3 et n+1 sont premiers

entre euxdonc si PGCD (2n+3; n+1) =1.

PGCD(2n+3; n+1)=PGCD2n+3-2(n+1); n+1)
=PGCD(1; n+1)=1.

n+1 L .
DoncVneN, est irréductible.
2n+3

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 321

PGCD(a; b) = 9 donc a = ka' et b = k'b avec
PGCD(d'; V') =1.

a+b=72 = a' +b' =8, les couples (a;b') solutions
sont (1;7), (3;5), (5;3) et (7;1).

Les couples (a; b) solutions sont (9;63), (27;45), (45;27)
et (63;9).

EXERCICE 322

1. a. PGCD(2;9)=1,PPCM(2;9) =18,
ab—PPCM(a; b)x PGCD(a; b)=18-18=0.
b. a =15 = 3x5 et b = 21 = 3 x 7, alors
PGCD(15; 21) =3, PPCM (15; 21) =105,
ab—PPCM (a; b) x PGCD (a; b) =315-315=0.
c.a=210=2x3x5x7etb=330=2x3x5x11, alors
PGCD(210;330) =2 x3x5=30,
PPCM(240; 330) =2x3x5x7x11 =2310,
ab—PPCM (a; b)x PGCD(a; b) = 69300—69300 =0
d. a=2018 =2 x 1009 alors
PGCD(2018; 1009) = 1009,
PPCM (2018; 1009) = 2018,
ab—PPCM (a; b) x PGCD(a; b)

=2018 x 1009 -1009 x 2018 = 0.

Il semble pour tous entiers a et b,
PPCM (a; b)x PGCD(a; b) = ab.

2. Si a et b sont premiers entre eux alors
PGCD(a; by=1etPPCM (a; b)=ab
alors PGCD (a; b) x PPCM (a; b) = ab.
Supposons a et b non premiers entre eux, alors il
existe d tel que a = da’, b = db’ avec a’ et b’ pre-
miers entre eux.
Onaalors PGCD(a; b)=d et PPCM (a; b)=da'b’
donc
PGCD(a; b) x PPCM(a; b) = d*a'b’ = (da")(db)
PGCD(a; b)x PPCM (a; b) = ab.

EXERCICE 323

1. a=2n3+5n% +4n+1=Q2n+1)(n+1)»>
b=2n?+n= n(2n+1) donc2n +1 divise a et b.
2. n et n+1 sont premiers entre eux donc n et (n+ 1)2

le sont aussi. L'affirmation est donc vraie.
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EXERCICE 324

1. 8x—6y =5, PGCD(8; 6) =2 quin’est pas multiple de
5, 'équation n'admet pas de solution entiére.

2. 12x+9y =31le couple (1; —1) est solution.

3. 8x+7y =9lecouple (9; —9) est solution.

EXERCICE 325

1. 63m =45n < 7m =5n, 5 et 7 sont premiers donc
5 divise m

7 divise n

m =5k
n=7k'

d’apres le théoréme de Gauss {

= il existek, k' entier relatifs tels que{

7m=5n < 35k=35k" <= k=K
On en déduit alors m =5k et n =7k avec k € Z.
2. 19m =29n en procédant de maniére analogue,
m=29ketn=19k avec ke Z.
3. 21m =19n en procédant de maniére analogue,
m=19k et n=21k avec ke Z.

EXERCICE 326
1. xp=2etyp=1.
2. x=3k+2ety=>5k+1.

EXERCICE 327
1. xo=7etyy=10
2. x=100k+7 et y=143k+10 avec k€ Z.

EXERCICE 328

1. Il s’agit du théoréme de Gauss.

2. Soit (x; y) une solution de (E),
alors4x—-3y=5=4x5-3 x5, donc:
4(x-5)=3(y-5) (E)

3 divise 4(x —5) et PGCD(3, 4) =1, donc, d’apres le
théoreme de Gauss, 3 divise x — 5, c’est-a-dire qu’il
existe un entier k € Z tel que : x -5 = 3k.

En remplacant dans (E’) x—5 par 3k on a alors, apres
simplification par 3 : 4k = y — 5, ce qui donne finale-
ment (x; y) = (5+3k; 5+4k).

Réciproquement, pour tout k € Z les couples
(5+3k; 5+4k) sont solutions de (E) car :
4(5+3k)-3(5+4k) =20+12k—-15—-12k =5.
L'ensemble des solutions de (E) est :

{5+3k; 5+4k) o kez}.
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EXERCICE 329

Soit /& le nombre d’hommes et f le nombre de femmes.
D’aprés'énoncé, h > f et 19h+13f = 1000 (E).

19 et 13 sont premiers entre eux donc I'équation (E) ad-
met des solutions.

e Recherche d'une solution particuliere de I'équation
(E":19h+13f =1.

19% (-2) +13x3 = -38+39 = 1, le couple hj = -2 et
f3 =3 est une solution de (E').

* 19 x 1000/, + 13 x 1000 f; = 1000, le couple /g = —2000
et fo = 3000 est une solution de (E).

« Soit (f ; h) une solution de (E),

alors 19k +13f = 1000 = 19 x (-2000) + 13 x 3000, donc:

19(h +2000) = 13(3000— f) (E")

19 divise 13(3000 — f) et PGCD(13, 19) =1, dong,
d’apres le théoreme de Gauss, 19 divise 3000 f, c’est-a-
dire qu’il existe un entier k € Z tel que : 3000 — f = 19k.
En remplagant dans (E’) 3000 — 19f par 19k on a alors,
apres simplification par 19: 13k = h—2000, ce qui donne
finalement (f ; h) = (—-19k+3000 ; 13k —2000).

Réciproquement, pour tout k € Z les couples
(=19k+3000 ; 13k —2000) sont solutions de (E) car:
19(13k—2000) +13(—19k+3000) = 247k—38000—-247k +
39000 = 1000.

Les solutions de (E) sont donc i = 13k — 2000 et
f = —19k +3000.

e Les contraintes
13k-2000 >0

du probleme impliquent
k> 2000 > 154
~19k +3000 > 0 k<3900 <157
k> 5990 > 157

13k — 2000 > —19k + 3000 90 >
On en déduit alors que k = 157. Il y avait donc 41

hommes et 17 femmes.

EXERCICE 330

1 X =alm]
) X = b[n)

x=km+a
f——g
x=k'n+b

= x(vn+mu) = (vk+uk'Ymn+avn+bum

< ilexistek et k' entiers tels que

xvn=vnkm+avn

xum = umk' n+bum

= x=(vk+ukYmn+avn+bum
= x=avn+bum[nm)].
Réciproquement : Si x = avn + bum[mn] alors
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xX=avn[m].

D’autre part u et v vérifient mu + nv = 1 alors
nv=1-mu ainsi x = (1 - mu)a[m)] donc x = a[m].
On montre de méme que x = b[n].

. a. 7 et 4 sont premiers entre eux donc d’apres le
lemme chinois: x =5x4v+2x7u[28] avec 7Tu+4v = 1.
La résolution de 'équation 7u + 4v = 1 donne les so-
lutionsu=4k—-1letv=-7k+2avec ke Z.

On en déduit alors x = 26 — 84k[28] donc x = 26(28].
b. 7 et 9 sont premiers entre eux donc d’apres le
lemme chinois: x =2x7v+5x9u[63] avec9u+7v = 1.
La résolution de I'équation 9u + 7v = 1 donne les so-
lutionsu=7k+4etv=-9k—-5avecke”Z.

On en déduit alors x = 110+189k([63] donc x = 47[63].

EXERCICE 331
1. a.10=1[9]donc10”=1"[9] =1 [9].

b. D’apres la question précédente :
100a=1xa=al9

10°b=1xb=b[9]

10c=1xc=c[9]

On en déduit alorsque N=a+b+c+d [9].
. 321765=24 9] =6 [9]

415283 =23 [9] =5 [9].

3. 321765x415283 =5x%x6[9] =3 [9].

. La somme des chiffres de 133623 534485 est égale a
47 et47=21[9].

Le résultat de Jules est donc faux.

EXERCICE 332
1. a.Sin=1alors32-2=7

La propriété est donc vraie pour n = 1.

b.32=9=21(7].

. a. Pour tout nombre entier naturel n,

9(3%2"-27) +7x 2" =32 x 321 32 x 21" + 7 x 27

9(32" —2") +7x 2" = 3212 4 27 % (7-9)
— 32(n+1) _2n+1.

b. Supposons 32" — 2" divisible par 7,

alors il existe k € N tel que 32" — 2" = 7k

On en déduit alors que

32(n+l) _on+l — gy 7k +7x 20

=7x(9k+2")

32(n+1) _on+1 est donc divisible par 7.

CHAPITRE 12. CORRIGES

3. D’apres les deux questions précédentes la propriété
estvraie aurang 1 et elle est héréditaire. Donc d’apres
le principe de la récurrence, le nombre 32" — 27" est

divisible par 7, quel que soit n € N.

EXERCICE 333

1. a.1000 = 125 x 8 donc 1000 est divisible par 8.
b. A=8387592 x 1000+ 115.
D’apres la question précédente :
8387592 x 1000 =0 [8].
D’autre 115=14 x8+3
On en déduit alors que A =3 [8].
c. En utilisant la technique précédente, on obtient
B =516 [8] =4 [8].
2. A=3[8]etB=418].
On en déduit alors que A+ B =7 [8]
AB=12[8]=4[8].
3. a.B=4(8] donc B> =42 [8] =0 [8]
B2 est donc divisible par 8.
b. A=3 (8] donc A% =32 [8] =1 [8]
A? n'est donc pas divisible par 8.
c. AN00 = (42)°0 =150 (g] = 1 [g]

A190 yyest donc pas divisible par 8.

EXERCICE 334

1. Leterme 8x* implique a = 4
Le terme de degré nul implique ¢ = 2.
Le développement partiel permet d’obtenir
@2b+4)x® =0donc b= -2
Ainsi 8x% +6x% +2 = (2x% + x+1) (4x? —2x +2).
2. 80602° =8x9%+2x92+2
D’apres la question précédente :
80602° = (2x 92 +1x9+1) (4x92 —2x9+2)
=(2x92+1x9+1)(3x92+7x9+2)
=211 x372°
80602° est donc divisible par 211
t 80602” =372,

11

EXERCICE 335

1. On pose X = x2, I'équation 8x* +3x% +1 = 0 s'écrit
4X2+3X+1=0.
A = -7, I'équation admet deux solutions complexes
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conjuguées :
3 7
X1:——+z—etX2:———i£.
2 2
2 2
a“+b =2
3 V7
2 _ N2 _ : 2_ 12 3
x*=(@a+ib)=—-+i— = =b"=-3
( ) St a 5
ab>0
1 7 7
Onendéduitalorsxi:7+i£ et x" ——7—i£.
2 2 2
2 2
a“+b-=2
3 V7
2 _ SN2 : 2 2 3
x*=(a+ib)yf=-—--i— = =b*=-3
( ) 27 5 a 5
ab<0
1 7 1 7
On en déduit alors x/ :——i£ etx"gz——+i£.
22 2 2 2

On remarque que xé = xj etx"y =x"].
D’apres la question précédente :
4x* +3x2 +1 :4(x—xi) (x—x_i] (x—x"1) (x—ﬂ
:4(x2+ lx+ 1)(}62— lx+ 1)
2 2 2 2
=22 +x+1) (x2 - x+1).
403017 = 4b* +312 +1
D’apres la question précédente :
403017 = (262 + b+1) (212 - b+1).
= Kx 211" avec K €N.
703017 est donc multiple de 2117,
On prend b =7 alors
40301 = (2x 72 +1x7+1) (2x 72 —1x7+1)
=(2x72+1x7+1) (1x72+6x7+1)

7
Ainsi = 1_617.

211

EXERCICE 336

1.

Soit wy = uy + 6 alors
Wptl = Up4+1 +6=2uUp +12

=2(up +6) =2wpy.
La suite (wy) est donc une suite géométrique de rai-
son 2 et de premier terme wp =9.
On en déduit alors que wy, =9 x 2" et
Up=wn—-6=9x2"-6.

2. Pourtoutn>1, up,=9x2"-6=18x2""1—-6=0[6].

0
Ug =9x26_6=570et vg = — =95 quin’est pas un
nombre premier. L'affirmation est donc fausse.
u 2u
a.vneN*, vy —2vp = ntl _=on

6
_2up+6-2uy

6
b. On a deux entiers relatifs a = 1 et b = -2 tels que
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avp+1 + bvy =1 on peut conclure d’apres le théo-
reme de Bézout que v,4+1 et vy, sont premiers entre
eux.
c.VneN*, u, =6v, donc
PGCD (up ; up+1) = PGCD (6vy ; 6vp41)
=6xPGCD(vy; vp+1)=6

a.2*=16=15+1=15]
b. Si n = 4k-+2 alors u, = 9x24k+2 _6 =36x (24)" 6
24 =115 = (24 =115

— 36 (24)" =36(5]

= 36 x (24)’“ —-6=30[5]=0[5]
Donc si n =4k +2 alors uy, est divisible par 5.
c. Tout entier naturel n s’écrit n =4k oun=4k+1 ou
n=4k+2 oun=4k+3 avec k un entier naturel
En procédant comme a la question précédente, on
montre que :
¢ Si n =4k alors un:9><24k—653[5]
eSin=4k+1
alors uy, = 9x 24k+1 _g=18x 24k g =2[5
eSin=4k+3
alors uy, = 9x 24k+3 _g =72 x 24k _g =1[5)
doncsi n # 4k +2, uy n'est pas divisible par 5.

EXERCICE 337

1.

La fonction f est une fonction polynéme donc défi-
nie, continue et dérivable sur R de dérivée
fl)=12x2+2x+1>0 (A <0).
La fonction f est donc strictement croissante sur R.
f(0)=-3et f(1) =3.
En appliquant le théoreme des valeurs intermé-
diaires dans le cas d'une fonction strictement mo-
notone, on en déduit qu’il existe un unique «a réelle,
plus précisément dans 10 ; 1[ tel que f(x) = 0.
Soit p une solution de (1) oupe Z, g€ 7%, petq
sont gremiers entre eux.
() (2] +(2)-s=0
q q q
= 4p*=q(3¢* - pq - p?).
Or p et g sont premiers entre eux donc d’apres le
théoreme de Gauss ¢ divise 4.
De méme 4(2)3 + (E)z + (B) -3=0
q q q
= 3¢°=p(3¢* +qp+q°).
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Or p et g sont premiers entre eux donc d’apres le
théoreme de Gauss p divise 3.

Les rationnels vérifiant p divise 3 et g divise 4 sont :
111333 1 1 1 3 3 3

VT 1 2 12 a
. Soit g =1 alors p divise 3 or ni 3, ni (—3), ni 1, ni (1)
ne sontracines de f donc g # 1.

1
Soit g = 2 alors p divise 3, seul le rationnel 3 appar-

tient a 'intervalle 10 ; 1[ mais f (%) #0.

Donc g =4 et p (p? + p +4) = 48 d'ott p divise 48. On
en déduit alors que p =3 et n estracine de f.

On peut alors factoriser : f(x) = (4x—3) (x2 -x+1).

-1+iV3 -1-iv3
—_— ouxX=——--—.

2
3 —-1+iV3 -1-iV3

f admet troisracines dans C: —;
4 2 2

X2-x+1=0 < x=

)

EXERCICE 338

1. a.Ona62=36=3[11], donc (62)° =35[11] or
35 =243 =11x22+1 on en déduit 6'° = 1{11].
Le reste de la division euclidienne de 610 par 11 est
donc 1.
b. 6 = 1[5], donc 6% = 1(5].
Le reste de la division euclidienne de 6 par5 est 1.
c.Onavuque6® =1[11],
donc (610)* = 1411) = 11111
De méme 64 = 1(5], donc (64)'° = 640 = 110[5] = 1 [5].
d. D’apres les questions précédentes 640 — 1 est un
multiple de 11 etde 5, doncde 11 x5=55 (car5et 11
sont premiers entre eux).
. a. 65 et 40 sont multiples de 5, donc 65x — 40y 'est
aussi, alors que 1 nel’est pas. Léquation 65x—40y = 1
n’a donc pas de solution dans Z.
b. 17 et 40 sont premiers entre eux. Il existe donc au
moins un couple (u; v) tel que 17u—40v = 1.
c.Ona40=17x2+6
17=6x2+5et6=5x1+1.
Doul=6-5
1=6-(17-2x6) =—-17+3x6
1=-17+3(40-2x17) =3x40-7x 17.
La derniere égalité peut s'écrire
17 x (=7) —3 x (—40) =1, ce qui montre que le couple
(=7; —3) est solution de I'équation (E’).

CHAPITRE 12. CORRIGES

d. Les solutions de (E) sont donc tous les couples
(=7+40k ; =3+ 17k) avec ke Z.
Soit un couple (x ; y) solution de (E.
SixeNetx <40, alors 0 < —-7+40k <40
— 7<40k<47 = 0<k<2.

11y a une seule solution k = 1 qui donne xg = 33.
En effet 17x33 =561 =40 x 14+ 1.
al” = bi55] = (a'7)*® = p%3(55)

— 17%33 = 33 [55].
D’apres la question précédente :
17 x33 -1 =40 x 14, donc
al7%33 = qA0x14+1 (551 oy 40x14 . ) = 13355
Or a*0 = 1[55] = %914 = 1[55] donc a = b33[55].

EXERCICE 339

1.

a.0na3x(—3)3—11x(-3)+48 = —81+33+48 = 0.
On peut donc factoriser 3n® —11n+48 par n+3 et par
identification on trouve
3n3 —11n+48 = (n+3) (3n® -9n+16).
b. En utilisant la forme canonique, on obtient :
32 -9n+16=3(n? ~3n+ 19

37

2
3 37
(I’l—z) +ﬁ Z

Le trindbme est une somme de deux carrés, comme

=3 >

c’est un entier naturel non nul.

Soit d un diviseur commun a a et b alors il existe k et
k' entierstelsque a=kd et b=k'd.

On a donc be = ck'd, puis

bc—a=ck'd—kd =d(ck'-k) = ck” avec k" = ck’ -k
entier.

Donc d est un diviseur commun a bc— a et a b.

Ceci est vrai en particulier pour le plus petit diviseur
commun a a et b.

Réciproquement : soit d un diviseur commun a bc—a
et a b. Il existe donc deux entiers k et [ tels que
bc—a =kd et b=1d, soit

a=bc—kd =ldc—kd =d(lc- k) donc d divise a.
D’ou PGCD(bc—a ; b)=PGCD(a; b).

On utilise le résultat précédent avec

a=3n%- 11n, b=n+3et c=3n%2-9n+16.
Onabc—a = (n+3) (3n® —9n+16)—(2n3 - 11n) = 48.
Donc d’apres la question précédente

PGCD(3n3 - 11n; n+3) = PGCD(48; n+3).
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4. a.D48)={1;2;3;4;6;8;12;16; 24; 48}.

b. Sin>2alors3n3 —11n > 0.
D’apres la question précédente
PGCD(3n®-11n; n+3)=n+3
< PGCD(48;n+3)=n+3
< n+3 divise 48.
Doncnef0;3;5;9;13;21; 45}

12.7 Fonctions usuelles

EXERCICE 340

Soit € la courbe représentative de la fonction carré.

1.

2.

o\

<4

. .
I T U | 2
i i i i R P i

e — e Cpnf- e bommmeeees

La courbe représentative de f, notée Cy est déduite
de C par une translation de vecteur — j .

La courbe représentative de g, notée Cg est déduite
de € par une translation de vecteur 27 .

La courbe représentative de ki, notée Cj, est déduite
de Cy, les points de €y d’ordonnée négative su-
bissent une symétrie d’axe (Ox).

EXERCICE 341

1.

2.

f(x) = (x+1)? +4, la courbe représentative de f se dé-
duit de la courbe de la fonction carré par translation
de vecteur — i + 47.

32 1 )

g(x) = 3( (x— 5 E)’ la courbe représentative de
g se déduit de la courbe de la fonction carré par
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3—- 11—
translation de vecteur 3 i— - j puis d'une trans-
formation d’axe (OT) et de rapport 3.

5\2 25 ) .
3. h(x) = —2( xX— i E)’ la courbe représentative

de h se déduit de la courbe de la fonction carré par
5—

. S5— >
translation de vecteur 1 i— 16 j puis d'une trans-
formation d’axe (OT) et de rapport —2.

2
3
4. k(x)= —[ (x - 5) - Z]’ la courbe représentative de k

se déduit de la courbe de la fonction carré par trans-

. 5—- 3— . S
lation de vecteur 3 i— 1 J puis d'une symétrie d’axe
(07).

EXERCICE 342

Soit € la courbe représentative de la fonction inverse.

————

//
Y

\,

/\.

1. La courbe représentative de f, notée Cy est déduite
de C par une translation de vecteur — j .

2. La courbe représentative de g, notée Cg est déduite
de C par une translation de vecteur —27.

3. La courbe représentative de h, notée Cj, est déduite
de €y, les points de € ¢ d’'ordonnée négative subis-
-sent une symétrie d’axe (Ox).

EXERCICE 343

1. Soit Cla courbe représentative de la fonction inverse.
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S— C
e

\

\

\\

15 15 1

2. fx)=2+ =2+ —x , la courbe € ad-

2x—-6 2 x-3

met une asymptote verticale d’équation x = 3 et une
asymptote horizontale d’équation y = 2.

g(x)=12x

—2, la courbe G, admet une asymp-
x+4 g ymp

tote verticale d’équation x = —4 et une asymptote ho-
rizontale d’équation y = -2.

EXERCICE 344

1.
2.

@:R\{—z;o}.
li =—ocoet li =
xin&_f(x) oo e xir& fx) =400

xkrﬁnzif(x) :+ooetx2r_nz+f(x) =—00

d’ ol

x)=1+
f, x%+2x
lim f(x)=1let lim f(x)=1
X——00 X—+o00
La courbe représentative de f admet deux asymp-
totes verticales, d’équations x = 0 et x = —2, une
asymptote horizontale d’équation y = 1.
La fonction f est dérivable sur les intervalles

]—o0; =2[,]=-2; 0[et]0; -Eoo[. )
f/(x):_ X+ - _ (JC+ )

(x2+2x)%  (x2+2x)
Quelque soit x € D, (x? +2x)2 > 0 donc f'(x) est du
signe de —(x +1).

x —00 -2 -1 0 +00
f'® + + 0 -
+00 0 +09
1 —od ~0o 1

CHAPITRE 12. CORRIGES

4 4
6. f(1)= 3 et f'(1) = — -, on en déduit alors I'équation

4 16
deT:y=——x+—.

a.Pourh#leth#-1 ) )
(-1+h+1) h
—-1+h) = = .
Tt ) (-1+h)?2-2+2h h%2-1
b. (—h)2 = h2, on en déduit alors que si & # 1 et
h#-1,ona f(-1+h) = f(-1-h).

c. La courbe C admet un axe de symétrie d’équation

x=-1.

EXERCICE 345
Inx
Poura>0eta#1, f(x)= —.
Ina

1.
2.

La fonction f est définie sur 0 ; +oo.

lim Inx=-ocoet lim Inx=+oc0

x—0*t X—+00

eSi0<a<1alorslna < 0 donc lin&f(x) = +o00 et
X—

lim f(x)=—ooc.

X—+00

e Sia>1 alors Ina > 0 donc lim+ fx) = —oc0 et
x—0

xEr-lr—loof(X) = +00.

1
im nr o 0, branche parabolique de direction
x—+oo xlna
(Ox).
La fonction f est dérivable sur ]0; +ool.
flx=

xlna’
¢ Si0<ax<1 alors f’(x) < 0 donc f est strictement

décroissante.
« Sia>1alors f'(x) >0 donc f est strictement crois-
sante.
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EXERCICE 346

1. Lafonction f est dérivable sur [0; 1[
flx)=-In(1-x).
In(1—x) <Osur[0; 1] ainsi f’(x) > 0, la fonction f
est donc croissante sur [0; 1[.
f(0) =0 on en déduit alors que f(x) > 0sur [0; 1[.

2. Lafonction g est dérivable sur]0; 1[
fx)
x2(1-x)
Pour0<x<1, xz(l—x) >0et f(x)> Odoncg’(x) >0,

gx)=

la fonction g est strictement croissante sur ]0; 1[.

3. e Limiteen0:

X In(1-x) . In(1+h)
lim — = lim =1
x—0 X h—0 h
donc lim g(x) = 1.

x—0

e Limiteen 1:

1
g(x) ——; xIn(1-x)

Iim-—=-letlimln(1-x)=limInX=-00
x—1 X x—1 X—0

donc lim g(x) = +oo.
x—1

EXERCICE 347

1. La fonction g est définie, continue et dérivable sur
10; +ool, g'(x) =2x+ — >0.
X

xlin(}+ g(x) = +ooet XEIPOOg(x) = +00

X 0 +00
g (x) +
+00
4 /
—00

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, cas
des fonctions strictement monotones, il existe un
unique réel a tel g(a) =0.
d’autre part g(1) =0donc a = 1.

2. La fonction f est définie, continue et dérivable sur

10; +ool, f'(x) = &?
X

X 0
f'(x) -

0 +
+oQ +00
f \ /
1

3. lim f(x) =+4+occet lim f(x)=+o0.
x—0+ X—+00

+00

I
4. lim (f(x)—x)= lim —E:O
X=+o00 x>+o00 X

La droite d’équation y = x est une asymptote a la
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courbe représentative de f en +oo.

5.
[ N N S b S
P I O S ,,,,,,,,,,,,,,
oy \ S e
LGl &L S
1 2 3 4 5
EXERCICE 348

1. fa(x)= e¥na pour tout a > 0, In a est défini
la fonction exponentielle étant dérivable sur R, la
fonction f, est dérivable sur R.

xlna =Ilnax a*.

fix)=Inae
2. «Si0<a<1,Ina<0donc fé(x) < 0, la fonction f,

est décroissante sur R.

« Si a =1 alors quelque soit x € R, f},(x) = 0, la fonc-

tion f, est constante.

eSia>1alorslna >0, fé/l(x) > 0, la fonction f, est

croissante sur R.

EXERCICE 349

1
1. lim —=-coet lim eX=0donc par composition
x—07 X . X—-oo
des limites 111101_ fx)=o0.
P

1
lim - =+ocoet lim eX
x—0t X X—+o00
tion des limites lim+ fx) = +o0.
x—0
La fonction f n’est donc pas prolongeable en 0 par

= +oo donc par composi-

une fonction continue en 0, elle est simplement pro-
longeable a gauche en 0 par une fonction continue a
gauche en 0, par f(0) =0.

1 1
2. Pourtoutx#0, f'(x)=-—e¥ <0
X
Lorsque x — 07, on a X = T — —oo donc

lim f’(x): lim -x%eX=o.
x—0~ X—-00
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3.

X —00 0 +00

FHE)) - -
1 oo
f \ \
0 1

EXERCICE 350

1. Lafonction f est dérivable sur R,
, eX+1-xe*
ff)=—-——

(e* +1)2
fl0)=0 = e“+1-xe*=0.

Posons g(x) = e* +1—xe*

La fonction g est dérivable sur R*

g'(x) = e¥ — e* — xe® = —xe* <0, la fonction g est

donc décroissante sur R*

g0)=2et xHng(x) = —o0.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, dans

le cas d'une fonction strictement monotone, il existe

un unique réel a > 0 tel que g(a) =0.

Ainsi il existe un unique réel a > 0 tel que f’(a) = 0.
2. Par définition de a, on a e% = o d’oll

a _ala-1)

flo)= 1 = =a-1.
1+1 1+a-1
3.
X 0 a +00
flx + 0 -
a—
f / \
0 0
EXERCICE 351

1. Les fonction ch et sh sont définies, continues et dé-
rivables sur R.
Pour tout x € R, ch(—x) = ch(x) et sh(—x) = —sh(x)
la fonction ch est paire, la fonction sh est impaire.
lim ch(x) =+ocoet lim sh(x) =+oco
X—+o0 X—+o00
par parité, on en déduit que :

lim ch(x) =+ooet lim sh(x)=—oo.
X——00 X——00

, eX+e* .
sh'(x) = - = ch(x) > 0, la fonction sh est
strictement croissante.
X _ ,—X

ch(x) = ¢

dent sh est strictement croissante, de plus sh(0) =0

= sh(x), d’apres le résultat précé-

donc sh(x) >0sur]0; +oof et sh(x) <0sur]—oo; 0[

CHAPITRE 12. CORRIGES

La fonction ch est décroissante sur R_ et croissante

sur R4.

e2X 422

e2X 424 o7 2%

3. a.ch?(x)—sh?(x) =
d’ot ch? (x) + sh? (x)=1.
b. On remarque que ch(x) + sh(x) = e* alors

4

ch(x+y)+sh(x+y) =V =e* x e
= (ch(x) + sh(x)) (ch(y) + sh(p)).
c. On remarque que ch(x) — sh(x) =e™*
ch(x+y)—sh(x+y)=e ¥ V=e*xe™V
= (ch(x) - sh(x)) (ch(y) - sh(p)).
4. En additionnant les deux égalités précédentes, on
obtient: ch(x+ y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
En faisant la différence entre les deux égalités, on ob-
tient: sh(x+ y) = ch(x)sh(y) + sh(x)ch(y).

EXERCICE 352
1. fax)=x%= ealnx
La fonction In est dérivable sur [Ri, la fonction expo-
nentielle est dérivable sur R, par composition la fonc-
tion f, est dérivable sur R.
a a
2. flx)=—en¥ = Zxa = gxal
Ja o o
« Sia>0alors fy, est strictement croissante sur R
* Sia <O0alors f, eststrictement décroissante sur R

* Si a =0 alors fj est strictement constante égale a 1.

EXERCICE 353
La fonction f(x) = x% est indéfiniment dérivable sur
10; +ool.
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On démontre par récurrence que pour 7 € N*, pour tout

n-1
xeRY, fW(x) = ( [T @k |x "
k=0
Si a est un entier naturel p alors les dérivées d’ordre

supérieur ou égal a p + 1 sont identiquement nulles.

EXERCICE 354
1. Ona f(x) = exp (v(x)In (u(x))) donc en dérivant :
u' (x)

u(x)
2. On applique le résultat précédent en posant les fonc-

o= [v'(x0)In (u(x) + v(x) | u(x)?®,

tions u et v définies sur x € [Ri par u(x) = v(x) = x.
Ona f(1) = f’(l) =1, I'équation de la tangente est
y=x.

EXERCICE 355 1
Pour x >0, In(f(x)) = xln(l + —2),
x

In(gx) = x2 ln(l + i)

Enposanty=—,y tend vers 0" lorsque x tend vers +o0o
X

In(l+y) InQ+y)
In(f(x))= = x /¥

w)=—"7 T
li =let lim /y=0
y=0t Yy y—0* vy

donc lim In(f(x))=0
y—0*

In(1
im n(l+y)

donc par passage a 'exponentielle lirg+ fx)= =1,
y—>

In(1 1
ln(g(x)) — % % ;

donc lim In(g(x)) = +oo
y—o*

donc par passage a l'exponentielle lim+ g(x) = +oo.
y—0

EXERCICE 356
Pour x>0, In(f(x)) = xIn(n(x)) - (In (2))2

1 2
In (f(x)) =xIn (ln(x))(l _ %]

On en déduit alors que lim In(f(x)) = +oo
y—0

donc par passage a l'exponentielle lim+ f(x) = +oo.
y—0

EXERCICE 357

1. Soient les fonctions u et v définies par u(x) = 2% et
v(x) =3%.
e Les fonctions u et v sont définies, continues sur R.
e« Comme 2 >1et3 > 1, les fonctions u et v sont stric-

tement croissantes.
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e lim 2¥=0et lim 3*=0donc lim f(x)=0.
X——00 X——00 X——00

e lim 2¥ = 400 et lim 3¥ = 400 donc

x—+o0
lim f(x) = +oo.

x—+00

La fonction f est continue et strictement croissante

de R dans ]0; +oo[, donc d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, on en déduit que, pour tout

k > 0, I'équation 2* + 3* = k admet une unique solu-

tion.

. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2* —3*.

« La fonction g est dérivable sur R

g (x) =In2x2* —In3 x 3%,

On adonc g’ (x) > 0 i, et seulement si :
In2x2%¥ >1In3 x3* (x).

X In2 3\*

Onaln3>0et2¥>0,donc () < — >[=| .
In3 2

ou encore, par stricte croissance de la fonction In :

3 In2
xln(f) < ln(—).
2 In3

ln(g) >0donc x <
. xgrpoof(x) =0.

2 X
e Pour tout x € R, g(x) =3* ((5) _ 1).

2
Etantdonné que0< — <1,ona lim |[=| =0

3 x—+o00|3

2 X
donc lim ((—) :—1]:—1
x—+oo\|\3
Comme lim 3 = +oo on en déduit que
X—+00

xErPoof(x) = Toe

On peut en déduire le tableau de variationsde g :

X —00 a +00
g'(x) + 0 - -
gla
g o— T~
\_oo
In2
In (m)

avec a = .
In (%)

On en conclut alors que :

« Si g(a) < k, 'équation n’a aucune solution.

« Si g(a) = k,I'équation possede a comme unique so-
lution.

* Si0 < k < g(a), 'équation possede deux solutions
X1 et xp vérifiant 0 < x1 < a < x».

 Si k <0, 'équation possede une unique solution.
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EXERCICE 358

1.

Soit C la courbe représentative de la fonction sinus.

a. La courbe C¢ est déduite de C par translation de
vecteur2j .

b. La courbe Cg est déduite de C par translation de
vecteur g?

c. La courbe €, est déduite de C:

« lorsque 'ordonnée du point est positive la courbe
€}, coincide avec la courbe €

¢ lorsque 'ordonnée du point est négative, la courbe

€}, est déduite par symétrie d’axe (Ox).

EXERCICE 359

1. PourtoutxeR, f(-x) = f(x) et f (x+2m) = f(x),
la fonction f est paire et 2r—périodique.
2. Lafonction f est dérivable sur [0; 7],
f'(x) = —2sinx—2sin (2x) = —2sin x — 4sin xcos x
1
donc f'(x) = 4sinx(—§ —cosx).
Pour x € [0; ], 4sinx > 0, le signe de f’(x) ne dé-
pend que du signe de 5" cos X
21
eSixe|0; — | alors f'(x) <O0.
21
eSixe 5T alors f’(x) > 0.
. L. 2n
La fonction f est donc décroissante sur |0; 3 ] s
. 27
croisante sur 3 ; 7'[].
EXERCICE 360
1. PourtoutxeR, f(—x) =—f(x) et f (x+2m) = f(x),
la fonction f est impaire et 2r—périodique.
2. Lafonction f est dérivable sur [0; 7],

f'(x) =2cosx—2cos(2x)

flx) =2cosx+2-4cos?x=2(1-cosx)(2cosx+1).

CHAPITRE 12. CORRIGES

Pour x € [0; 7], 1 —cosx < 1, le signe de f’(x) ne dé-
pend que du signe de 2cosx + 1

21
eSixe |0; — | alors f'(x) > 0.

eSixe alors f'(x) <0.

2n
.
3

La fonction f est donc croissante sur

27‘[]
0;—1|
3

décroisante sur

T
307

EXERCICE 361

1.

T
cosx=0 < x= 5 + km avec k € Z donc la fonction

tangente est définie sur D =R\ {% +kn; ke Z}.

tan (0 =0, tan(%) = ?

tan(%) =1, tan(g) = \/§.

—sinx
Pour tout x € D, tan (—x) = =—tanx,
. cosx
la fonction tangente est donc impaire,
sin(x+m) —sinx
tan(x+m) = = =tanx,
cos(x+m) —cosx

la fonction tangente est 7—périodique.
On en déduit alors que J = [0 ; g [
La courbe de la fonction tangente sera déduite par
une symétrie de centre O, puis par translation de vec-
teur kn i avec ke Z.

Les fonctions x — sinx et x — cosx sont dérivables
sur J et pour tout x € J, cosx # 0, la fonction tangente

est donc dérivable sur J

,  cos?x+sin?x 2 1
(tan x) =72=1+tan X = 2 > 0.
Cos~ x CoSs” X
(T ) +
sm(f):let lim cosx=0
n._
2 x—(%)
donc lilrﬂlftanx:+oo.
x—(3)
X 0 Z
tan’ (x) +
+00
tan /
0
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EXERCICE 362

1. sinx=0 < x = km avec k € Z donc la fonction co-
tangente est définie sur D =R\ {kn ; ke Z}.

2. cot(g) =/3, cot(%] =1,

T \/?_1 T
cot(—) =—, cot(—) =0.
3 3 2
—CcosXx
3. Pourtout x € D, cot(—x) = — = —cotx, la fonc-
sinx
tion cotangente est donc impaire,
cos(x+m) —COoSX
cot(x+m) = — = — = —cotx, la fonc-
sin (x + ) sinx

tion tangente est 7—périodique.
On en déduit alors que J = ]0 ; g]
La courbe de la fonction cotangente sera déduite par
une symétrie de centre O, puis par translation de vec-
teur kr i avec ke Z.

4. Les fonctions x — sinx et x — cosx sont dérivables
sur J et pour tout x € J, sinx # 0, la fonction cotan-

gente est donc dérivable sur J

, —sin? x—cos? x
(cotx) = —
sin“ x
(cotx)’ =—1—-cot? x = —— 5 >
sin“ x
5. cos(0)=1et lim sinx=0" donc lim cotx= +oo.
x—0" x—0*
X 0 z
cot’(x) +
+00
cot /
0
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<1

EXERCICE 363

La fonction f est définie sur R, la fonction f est
2m—périodique.

Sixe[0; n], f(x)=sinx

Sixeln;2a], f(x)=0

-

' 1/

EXERCICE 364
tan(z—y) =tan((z—y) + (y— x))

_ tan(z—-y)+tan(y—x)

B 1-tan(z—y)tan(y—x)
<~ tan(z—x) (1 —tan(z—y) tan(y—x))

=tan(z—y) +tan(y —x)
< tan(z—x) (1-(-tan(-z+y))) (-tan(—y + x))
=—tan(-z+y)—tan(-y+x)
< tan(z—x) (1-tan(y—z)tan(x - y))
=—tan(y—z)—tan(x—y)
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< tan(z—-x) —tan(z—x)tan(y—z)tan(x—y)
=—tan(y—2z) —tan(x—y)

< tan(x—y) +tan(y—z) +tan(z —x)
=tan(x—y)tan(y - z) tan(z — x).

EXERCICE 365
Soient G, 8, (‘Zf et Gg les courbes représentatives respec-

tivement des fonctions cosinus, sinus, f et g.

EXERCICE 366

1. Pour tout x € R, f(—x) =|cos(—x)|+ cos(—x)

f(=x) =l|cosx| +cosx = f(x), la fonction f est paire.
2. f(x+2m) = f(x),lafonction f est 2n—périodique.
3. Sio<x< g f(x) =2cosx

b4
Siggxgn,f(x):o.

Y

CHAPITRE 12. CORRIGES

EXERCICE 368

1. Soit x € R, par définition E(x) < x < E(x) +1
donc Ex)+1<x+1<(Ex)+1)+1
comme E(x)+1€Zalors E(x+1) = E(x) + 1.

2. Soient x et y deux réels, on a E(x) + E(y) < x+ .
Comme E(x + y) est le plus grand entier relatif infé-
rieur ouégala x+y, onadonc E(x) + E(y) < E(x+Y).

3. Soient x et y deux réels, posons a = E(x) et b= E(y).
1® cas:six e [a; a+%[ety€ [b; b+%
alorsx+yela+b; a+b+1[etdonc E(x+y) =a+b,
puis E(x)+ E(y)+ E(x+y) =2a+2b.

D’autre part, 2x € [2a; 2a+1[ et 2y € [2b; 2b+1[
donc EQ2x) + EQ2y) =2a+2b.
Dans ce cas, E(x) + E(y) + E(x+y) = E2x) + E2y).

2€cas:sixe

1 1
a+—;a+1[etye[b;b+—
2 2

1 3
alorsx+ye a+b+§;a+b+§

etdonc E(x+y)=a+boua+b+1,
puis E(x)+ E(y) + E(x+y) =2a+2bou2a+2b+1.
D’autre part, 2x € [2a+1; 2a+2[et2y € [2b; 2b+ 1]
donc EQ2x)+EQy) =2a+2b+1.
Danscecas, E(x) + E(y) + E(x+y) < E2x)+ E2y).
3ecas:six€[a;a+%[etye[b+%;b+l[,
onademéme E(x)+ E(y) + E(x+y) < E2x)+ EQ2y).
4® cas:sixe a+%;a+l[ety<—: [b+%;h+l[
alors E(x) + E()) + E(x+y) =2a+2b+2

= E@2x)+E(2y).
D’autre part, 2x € [2a; 2a+1[ et 2y € [2b; 2b+1[
donc E(2x) + E(2y) =2a+2b.
Danscecas, E(x)+E(y)+ E(x+y) < EQ2x)+E_2y).

EXERCICE 369

Soient xe Ret n e N*, pour 1< k< 7,
onakx—1<E(kx) <kx.

En sommant ces inégalités, on obtient :

x-D+C2x-1D+---+(nx-1) < Ex)+EQ2x)+---+ E(nx)
2 n2

n
E(x)+E2x)+---+E(nx) X+2X+---+nx
et 3 < 3
n n
donc
nm+)x 1 EMX+E@2x)+:--+E(nx) (n+1)x
- < <
2 n n? 2n
X nm+x 1 x X n+1x x
lim ——=—et lim ==
n—+oo 2n n 2 n—+too 2n 2
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D’apres le théoreme des gendarmes,
. EX)+E@2x)+---+E(nx) x
lim =z

n—+co n2 2

EXERCICE 370
Soient x e Ret ne N*,
par définition E(x) < x < E(x) +1 (%)
(x) = nE(x) <nx<nEx)+n
— nE(x) <Enx)<nEXx)+n

E(nx)
= E(x) <

<Ex)+1

() =

E(nx)
E( ):E(x).
n

12.8 Continuité — Dérivabilité —
Limites

EXERCICE 371
La fonction f est définie sur R*.
Pour tout x € R*, f(—x) = 3(—x)?In|—x| +2
=3x% In|x|+2= f(x).
La fonction f est donc paire, on peut réduire son do-

maine d’étude al'intervalle ]0 ; +ool.

EXERCICE 372

1. Soit f une fonction paire, pour tout x€ D ¢,
g(=x) = (=x)f(=x) = —xf(x) = —g(x)
lafonction g est donc impaire. Laffirmation est vraie.

2. Soit f une fonction impaire, pour tout x € Df,
g =[f=0| =|-f @] = |f ] = g0,
la fonction g est paire. Laffirmation est vraie.

3. La fonction f définie sur R* par f(x) = 1 est une
fonction impaire qui ne s’annule pas en 0 (elle n'est
pas définie en 0).

Laffirmation est fausse.
1= Par contre si une fonction impaire est définie en 0

alors elle s’annule en 0.

EXERCICE 373

1. f estdéfinie sur D =R, D est centré en 0.

Pour tout x € R,
1 _ e—Sx

fex = 1+e-3%

e—3x (eBx _ 1)
e3% (3% +1)
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1-e3%
fl=x)=- = —f(x), lafonction f est donc im-
. 1+e3¥
paire.
2. f estdéfinie sur D =]-1; 1], intervalle centré en 0.
1+x
Pourtoutx€ D, f(-x) =In (ﬁ)
1-x
—x)=-In|—=|=-f),
f=x n(l+x) f(x)

la fonction f est donc impaire.
3. f estdéfinie sur D =R, D est centré en 0.

—2x _ er
PourtoutxeR, f(-x) = —5——5=
) f ) e~ 2X 4 g2%
X —2x
et —e
f(—x) = —m = —f(x),

la fonction f est donc impaire.
4. Pour tout x € R, x2 +1 > x2 > 0. La fonction racine

carrée étant strictement croissante sur R4, on en dé-

duit que vV x2 +1 > Vx2 etdonc Va2 +1 > |xl.
eSix<0,onaVvVx2+1>-x

c'est-a-dire vV x2 +1+x>0.

eSix>0,0onax>0et Vx2+1>0
doncx+Vx2+1>0.

On en déduit alors que f est définie sur D =R, D est
centré en 0.

PourtoutxeR, f(—x) =In (—x+ \/m

(VT -2) (Vi +T4)

=1
i

1
f(—x)ZIH(m):—1n(x+\/x2+1]

f(=x) = —-f(x), lafonction f est donc impaire.

EXERCICE 374

f est définie sur R, la fonction sinus est 2zr—périodique
donc sin (5x + 27) = sin (5x)

or sin (5x +2m) = sin (5 (x + 2?71)) d’ou

2 2
f (x+ ?n) = f(x), la fonction f est donc de période g,

on peut réduire 1'étude a un intervalle d’amplitude 2?”

centréenO: [—z ; E].
5 5

EXERCICE 375

o f est définie sur R alors quel que soit x € R, (x +1) € R.

» Soit x € R, par définition, [x] € Z et |x] <x < |x] + 1.

soit en ajoutant 1 a chaque membre :

[x]+1<x+1<([x]+1)+1.
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Comme (|x] +1) € Z, on en déduit par unicité de la par-

[x] +1.

On a dong, pour tout x e R :

fx+D=x+D)—-[x+1] =x+1-(lx]+1)
=x-|x]=f.

tie entiére, que [x+ 1] =

EXERCICE 376

1. Laffirmation est vraie, la démonstration se fait par
récurrence.

T x T X
2 gleeg)=r(5 )27 (5)
X X
gx+27) =f(E +T) =f(§) = g(x).
Laffirmation est fausse,

la fonction g est

2T-périodique.

EXERCICE 377
Dans les deux cas, on utilise la définition du nombre dé-
rivé.

1. Lafonction sinus est dérivable sur R et (sinx)’ = cosx

alors . .

. sinx . sinx—sin0
lim — =lim —— =cos0=1
x—0 Xx x—0

2. Lafonction x — In(x + 1) est dérivable sur ]—1 ; +oo[

et (In(1+x)) = —— alors
x+1
. In(1+x) In(1+x)—In(1)
lim —=lim —~ =
x—0 X x—0 X
EXERCICE 378

Dans les deux cas, on utilise la définition du nombre dé-
rivé.

1. La fonction exponentielle est dérivable sur R et

!
(e®)" = e* alors
X X 0
. er—1 . e —
lim = lim V=1
x—=0 X x=0 x
2. Lafonction cosinus est dérivable sur R

et (cosx)' = —sinx alors

cosx—1 cosx—cos0 .
im ——=]lim ———— =-sin0=0
x—0 X x—0 X
EXERCICE 379

On utilise dans les deux cas I'expression conjuguée.

1. Pourtoutx >0,

xX+1-x 1
Vx+l-y/x= =
Vi+l+yx Vx+1l+yx

dott xEToo(*/’CT‘ \/z) =0.

2. ==X

CHAPITRE 12. CORRIGES

B x(vVa2+9+3) ViZ1943

x24+9-3 x2+9-9 X
N . X
dott lim ———— =+oco et lim —— =
x=0% \/x2 +9-3 =07 \/x2+9-3
—00
EXERCICE 380

1. Pour x > 0 et différent de 9
3-Vx N 3-Vx
x2-81  (x+9)(vx+3)(vx-3)

1

IS

=—————dou
(x+9) (vVx+3)
3-vx 1
lim =—.
x—0x2-81 27
2. lim xInx=0et lim In|X|=-0c0
x—0* —0*
d'out lim In(lxInx]) = —c0
x—0*

EXERCICE 381
In(3x+1
L lim 2D
x—0 2x

InBx+1)

LE

= lim

2 x 3x

3 ln(X+1)
X

li
2 X—0
.. InBBx+ 1) 3
dolu lim — = -
x—0 2x 2

lim

x—+oo 1

. X

. sinX
= lim

X—-0 X

1
2. lim xsin(—)z
X—+o00o X

EXERCICE 382
V2x—-2
Vx+1-v2x-1

Cx-4)(Vx+1+ -1)
((x+1)—(2x—1))(\/27c+2)
_@Rx-4)(Vx+1+V2x-1)
-0 (V2x+2)
_ =2(Vx+1+V2x-1)
V2x+2

V2x-2
XHZ\/W—\/T

sin(%-x) 1

1-2sinx 2

sin(z —x
i B _
X=%

E-x
im sinx —sin () =cos(E] _ V3

x—% %

X=%

1
on en déduit alors que lim 7) =-
xag 1-2sinx 2
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V3

sin (§ —x) _

ainsi lim - .
x—Z 1-2sinx 3

EXERCICE 383

2 X
s 10t (5% (1+(3)
sz (g (D
3¥+4 4 (%) 1
2 3
0<=<let0<-=x<x1
5 4
2\* 3\*
donc lim (f) =0et lim (7) =0
x—+oo\5 x—+oo\ 4
2 X
1+[§)
donc lim [-—F— 1
X—+00 (%) +1
5 5\*
—>1donc lim (—) =400
4 x—+oo\ 4
d’ot1 par produit des limites
. 542X
im —— =
X—+00 3% 4+ 4% )
» ef+x?-1 1+5-%
) ex+x+sin(x)+1 1+ x+3181}6x+ 1
< o tim =0
x~l+oo ex ’xl+m eX
pourtoutx€R, -1 <sinx <1
4 1 < sinx < 1
OnC xS Tox S px
lim — = 0 donc d’apres le théoréeme des gen-
x—+oo e*
. sinx
darmes lim =0
x—+oo eX

L . eX+x%-1
Par somme des limites lim ———
X—+00 e* + x+sin (x) +1

EXERCICE 384
6
1 -3x%2+x-6 _3+__ﬁ
Tox2+1 1+
* 2
-3x“+x-6
On en déduit alors que lim — — =-3
X—+oo  xc+1
1 1
B -x+1 I-x+3
2. 3 =X T3
S5xc—x+2 5_E+ﬁ
3 2
x°—=x“+1
On en déduit alors que lim ————— = —oo.
xX—=005x2 — x+2
EXERCICE 385
1-3x  —3+1%
2_ - 1,2
5x2 —x+2 x(5 x+_2)
1-3x

On en déduit alors que hm —
0052 —x12

=1

2. Pour x <0,
\/2— _ w2 —x-x? _ —-X
X —x+x—\/2_ = -
x2-x-x —x( 1—}+1)
_ 1
V1-1+1
1
Onendéduitalorsquexlilpoo\/x2—x+x:5.
EXERCICE 386
1. Pourx>1,
1
Vxé=14+x= x(\/l——+1)
X
donc lim Vx2-1+x=+oo.
X—+00
2. Pourx<0,

_ x2-1-x2 _ -1
Vat-l-x  —x(\1-1+1)
1

x(y/1-1+1)
d’oﬁxEQOOsz—l+x=0

EXERCICE 387

. - .. .. sinx
Dans les trois cas on utilise la limite lim —— =

X—
. sinx 1., sinx 1
1. lim —=-1lim —=-
x—0 3x3 3x—0 X 33
sin (3x sin (3x
2. lim 2080 _ gy NGV
x—0 X x—0 3x
. sinX
=3 lim =3.
. X-0 X
sinx sinx
3. lim —= = lim vxx =
x—0* VX  x—0* X
EXERCICE 388
sinx 1 sinx
1. lim = lim — x d’ot
x—0 x x—0Xx X
. sinx
hm =+ooet lim —— =—o0.
x—0* X2 x=0" x2
( ) . sin x?
2. = lim x x =0.
x—»O Py x—0 x2
sm( ) sin X
3. i =
x—»O x2  x—0 X
EXERCICE 389
1 sin(3x) 3
" x—0 5x 5
sinZ x . 1 (sinx 2
2. lim =lim-|—| =-.
x—0 6x2 x—06 6
sin (2x sin (2x X
3. lim .( )=21im (22) —_—
x—0 sinx x—0 2x sinx

X

195



196

EXERCICE 390

X2-x+1

1
1. lim ————— =3 (factorisation par x

x—-002x2 +3x+1
mérateur et au dénominateur).

X2+ xe* x+e*

T xX2lnx+1
):eozl

xBInx+x
lim (x+e”
x—0

X2+ xe*

lim xInx=0dou lim —— =1.

x—0 =0 x3lnx+x

3. lim [lnx+x2):—ooet lim (e¥ +x+1) =

x—0* x—0

2

. Inx+x
donc lim [ ———
x—0t|let+x+1

De plus xgrpoo exp(x)
limites

lim exp

x—0*

Inx + x2 _
eX+x+1

EXERCICE 391

1. Pour x#1

X24+x-2

-2x+1

_(x+2)(x-1)
T ox-12
x2+x-2

doll lim —— =+o0.
x—1*t x2 —2x+1
2 X
2)6_3.76 ( ) -1
1+3% _(

+1

W= [ Wil
~—
=

=
A
X X

1+3%

d’olt lim cos( )zcos(—l).
X—+00

1+1nx
l1+lnx+x+e* e e~
3, —M = —x
X

x+e ¥ 1

1+

i Inx
=0, lim — =0
x—+oo e*
. 1
=0, lim — =0
x—+oo xeX
x
elx slnx g =4y
d’ott lim —e =1
x—+00 1+ L

lim
X—+o00

| = %]~

lim
x—+o0 eX

. e
deplus lim — =+o0
X—+00 X

. 1+lnx+x+e*
ainsi lim ——  =+o0.
X—+00 x+e X

EXERCICE 392

1. Pour tout x >0,

x2
2In(x)-In(x+1)=In|—— | =In
x+1

xe*

X

1+

1

= 0 donc par composition des

+—+1

d
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im il =+ooet lim InX=+oco0
X—+00 1 4 * X—+o00

par composition des limites

lim (2ln(x)-In(x+1)) = +oo.
x—+o0

2. Pour tout x >0,

1 6
4x3 +6x—x% 4-x+z
2V x3 +3x—x= = =xVx xs X -
2 +3x+ S 4L
X2 +3x+x 2tz
dott lim (2 x3+3x—x)=+oo
X—+00
3. Pourtoutx > -2 3 ) .
X+3—-x—
VX+3-Vx+2= =

\/x+3+\/x+2_ x+3+
d’oﬁxlirll (\/x+3—\/x+2):0.
—+00

EXERCICE 393
. . xInx+x
1. limxInx=0dout im ——— =
x—0 x—0 2x+4
2 x2+4x+4_ (Jc+2)2 _x+2
T +x-2  (x+2)(x-1) x-1
x2+4x+4
On en déduit alors que hm — =
-2 x24+x-2
oo x2 +4x+4
dott lim cos|———|=cos0=1.
x—=2 +x-2
3. Pour tout x différent de 1,
¥ +3x-4  (x-1)(x+4)
= =x+4
x—1 ) x—1
x“+3x—-4
d’ott lim ——— =5,
x—1 x—1
EXERCICE 394
1 2%+ x 1+3%

CHL (g (4)

lim (g)x=+oo, lim (l)xzo,

X—+00 x—+oo|\2
2%+ x
On en déduit alors que lim ——
—too eX+1
2. Pourtout x>0,
In(2x) _ Inx+1n2
3lnx+ (lnx)2 " 3lnx+ (lnx)2
1+ Inx
3 +Inx
In(2x
On en déduit que lim _ e =0.

—+oo3lnx+ (lnx)2
3. Pour tout x >0,

Vx2+1—lnx:x(\/@_m7x]
d'ou lim (m—lnx] = 400

X—+00
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EXERCICE 395

1. La fonction x — sinx est définie et continue sur R,
elle s'annule en x = k7 avec k € Z.
La fonction x — — est définie et continue sur R*, par
composition, on)fan déduit que f est définie et conti-

nue sur R\ {kn, ke Z}.
. 1 - .
2. La fonction x — {/x+ — est définie et continue sur

1 1
[—7 ; +ool, elles’annuleen x = ——.
2 2

La fonction x — = est définie et continue sur R*, par

x
composition, on en déduit que f est définie et conti-

nue sur .

1
—=; 400
2

2 4+ x —1 est définie et continue

-1-v5

3. La fonction x — x'

sur R, elle est strictement positive | —oco;

-1++v5 [
— i +ool.

La fonction x — Inx est définie et continue sur [RI,

par composition, on en déduit que f est définie et
-1-V5 -1+v5
; +00
2 2

continue sur |—oo; U

EXERCICE 396
La fonction f: x — ax + b est définie et continue sur R
donc sur]-oco; 0[ et lil’{)l (ax+b) =Db.
x—07

Lafonction f: x— e* est définie et continue sur R donc
sur[0; +oolet lim e*=e’=1.

x—0*
La fonction f est continue sur R si et seulement si b =1

etaeR.

EXERCICE 397
Lafonction f: x— e* est définie et continue sur R donc
sur[0; +ool et lim e*=e’=1.
x—0*
. a PP .
La fonction f: x — 1 + b est définie et continue sur
x—
R\ {1} donc sur |—oo; 0[ et lirg fx)=b-a.
x—07
La fonction f est continue sur R si et seulement si

b—a=1.

EXERCICE 398
La fonction x — — est définie et continue sur R*.
X
Les fonctions sinus et cosinus sont définies et continues

sur R, la fonction f est donc continue sur R*.

197

sinx 1
Pour x £0, f(x) = X XCOS| —
X X
. sinx
lim — =0
x—0 X

1 1
-1 gcos(f) <1ldonc —xgxcos(f) <x.
X X

1
On en déduit alors que lirr})xcos (;) =0
X—
donc lin}] f(x) =0 = f(0), la fonction f est donc conti-
X—r

nue sur R.

EXERCICE 399

SoitneZ,sixe[n; n+1[alors f(x) = nx.

« Lafonction f est continue sur les intervalles ]n ; n+1[.
e Continuité de fen0:

Si n=-1alors f(x) =—x donc lin&f(x) =0=f(0)

Si n=0alors f(x) =0donc xlil{)f— fx)=0=f(0)

La fonction f est donc continue en 0.

e Continuitéen n #0

xlin’}f(x) =nn-D=n’-n

et lim+ f) = n2, pour tout n #0, n? # n?-n.
X—n

La fonction f n’est continue en aucune valeur n e Z*.

EXERCICE 400

La fonction f est continue sur R*,
sin (2x)
pour x #0, f(x)=4+2 ox
. sin(2x) X
lim = lim
x—0 2x X—0

donc lin}) f(x) =6, on en déduit alors que f est continue
X—

sin X
=1

sur R si et seulement si k = 6.

EXERCICE 401
On remarque que x> +8 = (x +2) (x* —2x +4).

x3+8 9
2 =—-x“+2x—-4

Six < —2alors f(x) =

—x—
lim f(x)=-12
x—=2" 3
x°+8
Six>—-2alors f(x) = =x2-2x+4
x+2

lirn2 fx)=12.
x—=2%

lim f)# lim f(x)
x—-2" x—=2%

La fonction f ne peut donc pas étre prolongée par conti-
nuité en —2.
EXERCICE 402

1. Lafonction f est une fonction polyndéme donc f dé-
rivable sur R.
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f'(x) =20x3 - 6x.

2. Lafonction g est une fonction polynéme donc g est
dérivable sur R
g (x) =9x8 — 15x%.

EXERCICE 403

1. Lafonction f estla fonction inverse donc f est déri-
vable sur ]—oo; 0] et sur ]0; +oo|, f(x) = -

x

2. Lafonction g est une fonction inverse donc g est dé-

3
rivable sur ]—oo; 0[ et sur]0; +ool, g’ (x) = -
x

EXERCICE 404
1. La fonction f est une fonction fraction rationnelle

2
dont le dénominateur s'annule en —, f est donc dé-

2
= +oo
3

rivable sur et sur

2
—00; =
3

!
) =77
! (2-3x)3
2. La fonction f est une fonction fraction rationnelle

dontle dénominateur s’annule en -2, f est dérivable

sur]-oco; —2[etsur]|-2; +ool, g'(x) = Q2+x)?2

EXERCICE 405
1. La fonction f est une fonction fraction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas, f est déri-
12x
vable surR, f(x) = —
(2+x2)
2. La fonction g est une fonction logarithme népérien,

1
g est donc dérivable sur 10 ; +oo[, g’ (x) = -
x

EXERCICE 406
1. La fonction f est une fonction fraction rationnelle

. 3
dont le dénominateur s'annule en —, f est donc dé-

rivable sur |—oo; —| et sur 3 ; +oo|.
2x% —6x—2
!
X) = ————
! (2x—3)2
2. La fonction g est dérivable sur ]—oo; O[ et sur
—2e*
10; +oof, g'(x) = ———.
0 ey
EXERCICE 407

1. Pourtout x € R, e¥ +1 > 0 doncla fonction f est déri-
X

bl R, f'(x) = .
vable sur R, f'(x) il

CHAPITRE 12. CORRIGES

2. Pour tout x € R, ¢2* +1 > 0 donc la fonction g est dé-
2%

Very1

rivable sur R, g’ (x) =

EXERCICE 408
4
1. La fonction f est dérivable sur [—oo; -3 et sur
4 , -
——; too|, ff(x) = ——.
] 3 ! (3x+4)2

2. Pour tout x € R, 3¢* +4 > 0 donc la fonction g est dé-
X

rivable surR, g’ (x) = — .
8 (3e* +4)2

EXERCICE 409

1. Lafonction f est dérivable sur R
f'(x) = cosx +6cos (3x).
2. Lafonction g est dérivable sur R

g’ (x) =2cos xcos (3x) — 6sin xsin (3x).

EXERCICE 410

1. Lafonction f est dérivable sur ]0; +ool.

f(x)—i—x‘% d’oilf’(x)——lx_%—
=ETE =-3 =

1
T2xvx

2. La fonction g est dérivable sur ]—oo; 0[ et sur
10; +oof
(x) -3 dout "(x) lx‘§ 1
X)=—=Xx =—— = - .
EX =5 § 3 3x %
EXERCICE 411

4
1. 3lnx+4=0 < x=e" 3,lafonction f est dérivable

4
~3

sur]O; e_%[etsur]e ;+oo[
1
f’(x):_m.

. T
2. sinx+cosx=0 < x= —Z+kn, avec k € Z, la fonc-

tion g est dérivable sur R\ { - % +km, ke Z}

2
/
X)=—
§ (sin x + cos x)2

EXERCICE 412

1. Lafonction f est dérivable sur R

4

f’(x) =4x3 cosx—x*sinx = x3 (4cosx— xsin x).

2. Lafonction g est dérivable sur R
— (¥ +1) cosx —2xsin x

(22 +1)2

g =
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EXERCICE 413

1. Lafonction f est dérivable sur R

1 1
fx) = ——=(3x*>+1)2 d'olt
V3x2+1

1
Fl = % 63 (3:2+1) 72 = —%

V3xZ+1
2. Lafonction g est dérivable sur R
g (x) =4x3 cos (x4).

EXERCICE 414

1. Lafonction f estdérivable sur |7 ; n/k+ pi|
(2¢2% +1) sinx — (€** + x) cos x

= 5

sin
2. Lafonction g est dérivable sur R
g = (Gx_4)83x2—4x+1.

X

EXERCICE 415
La fonction f est définie et continue sur R.
On remarque que x2+2x-3 = (x—1)(x+3), on en déduit
alors que :
e Sixel-co; —3[U]l; +ool, f(x) = x% +2x—3.
La fonction f est dérivable sur ce domaine
et f/(x) =2x+2.
eSixe([-3;1], f(x) = —x? —2x+3.
La fonction f est dérivable sur cet intervalle
et f/(x) = —2x-2.
¢ Dérivabilité en —3.
lim f’(x) =—4et lim f’(x) =4
x—-3" x—-3*
on en déduit que f n’est pas dérivable en —3.
La courbe admet deux demi-tangentes au point d’abs-
cisse —3.
e Dérivabilité en 1.
lim f'(x)=—-4et lim f'(x)=4
x—1" x—1%
on en déduit que f n’est pas dérivable en 1.
La courbe admet deux demi-tangentes au point d’abs-
cisse 1.
La fonction f est donc dérivable sur ]-oo; —3[, sur

]-3; 1[etsur]l; +ool.

EXERCICE 416 .
xsin| —
6 &) |
lim M = lim SN .2 lim sin(—)
x—0 X x—0 X X—+00 Py
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On sait que cette limite n’existe pas. La fonction f n’est

donc pas dérivable en 0.

EXERCICE 417 1
2 .
x“sin| —
x)—f(0 ( ) 1
lim f-1O = lim Y- lim xsin(—
x—0 pY x—0 pY X—+00 X
1 1 1
Mais xsin(—) =|x|- sin(—)' < |x| car sin(—) <1
X X X

ainsi lim xsin[—|=0.
X—+00 X

La fonction f est donc dérivable en 0 et f "(0) = 0.

EXERCICE 418
Laffirmation est fausse, par exemple la fonction
f(x) = |x| est définie et continue sur R mais n’est pas dé-

rivable en 0 donc n’est pas dérivable sur R.

EXERCICE 419
La fonction f: x — ax+ b est définie, continue et déri-
vable sur R donc sur ]—oco; 0]

lirgf(ax +b) = Db et fl(x) = (ax+b) = a donc
X—

lim ff(x)=a
x—0~
La fonction f: x+— e* est définie et continue sur R donc
sur [0; +ool

lim e*=¢e%=1et f'(x) = e donc 1i178+ flx=1
x—

x—07
La fonction f est dérivable sur R si et seulement si a = 1
etb=1.

Ainsi la fonction f définie sur R par f(x) =x+1six<0

et f(x) = e* si x > 0 est dérivable sur R.

EXERCICE 420
La fonction f: x — e* est définie, continue et dérivable
sur R donc sur [0; +oo[

lim e*=e% =1 et f'(x) =e* et lim+ flx)=1.
x—0

x—0%
a
La fonction f: x — o1 + b est définie et continue sur
R\ {1} donc sur]—oo; 0[
a

lim f(x)=b-aet f'(x)=—-——
) ! (x-1?
donc 11151 f’(x) =—a.

P

La fonction f est dérivable sur R si et seulement si
b—a=1let—a=1donca=-letb=0. )
La fonction f définie sur R par f(x) = ~2-1 six<O0et

f(x) = e* si x > 0 soit dérivable sur R.
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12,9 Intégration
EXERCICE 421

ls5 53, 72
1. F(x) = gx - —X +6x + 2x + ¢ avec ¢ constante
réelle.

2. G(x) = —cosx+2sinx+ ¢ avec ¢ constante réelle.

EXERCICE 422
1
1. F(x) = x2 —4x+ gesx + ¢ avec ¢ constante réelle.
1
2. gx) = -3 ' (x)e*™) avec u(x) = cos (3x) Aol

1
Gx)=- 3 083X 4 ¢ avec ¢ constante réelle.

EXERCICE 423

1
1. Pour x € RY, F(x) = —2lnx+c = ln(

—2) + ¢, avec ¢
X

constante réelle. )
2. Pour x € R* alors G(x) = —2In|x|+¢ = ln(—z) +c
X
avec ¢ constante réelle.

EXERCICE 424

53 3> .
1. Fx) = gx - Ex + X + ¢, avec ¢ constante réelle.

2. glx)= \/3x+1:(3x+1)'12
Glx) = % x §(3x+1)% p

2
G(x) = 9 (3x+1)v3x+1+c, avec c constante réelle.

EXERCICE 425

1
1. Pour x #0, F(x) =2In|x| + Eezx + ¢ avec ¢ constante

réelle.
2. glx)= =—-x 3
3x-4 3 3x-4
Pour x # é, Gx) = gln|3x—4l + ¢ avec ¢ constante
réelle.
EXERCICE 426

1. f est définie et continue sur I en tant que quotient
de fonctions définies et continues et sinx # 0 sur I.

La fonction f admet donc des primitives sur I.
!

On remarque que f(x) = avec u(x) = sinx de

u(x)

plus u(x) >0 sur I

ainsi F(x) =In(sin x) + ¢ avec ¢ constante réelle.

CHAPITRE 12. CORRIGES

sinx

2. g(x)=tanx= .
z . COS x . .
g est définie et continue sur I en tant que quotient

de fonctions définies et continues et cosx # 0 sur 1.

La fonction g admet donc des primitives sur I.
!/

On remarque que g(x) = — u avec u(x) = cosx de

u(x)

plus u(x) <Osur I

ainsi G(x) = —In (— cos x) + ¢ avec ¢ constante réelle.

EXERCICE 427

1. f est définie et continue sur R, la fonction f admet
donc des primitives sur R.
1
On remarque que f(x) = > e3X +2¢73% 12

3x

P 1 2 -3x
a1n51F(x):ée —§e +2x+c,avec ceR.

T
2. gestdéfinie et continuesur I = [R\{— 1 +kn, ke Z},

la fonction g admet donc des primitives sur R.

u' (x)
On remarque que g(x) = —
. u(x)
avec u(x) = sinx+cos x.
Ainsi G(x) = —In|sinx + cos x| + ¢, avec ¢ constante
réelle.
EXERCICE 428

1. f est définie et continue sur R, la fonction f admet
donc des primitives sur R.
F(x) = —% cos (3x— %) +c, avec ceR.

2. g est définie et continue sur I = R, la fonction g ad-
met donc des primitives sur R.
G(x) = g sin (5x + g) + ¢, avec ¢ constante réelle.

EXERCICE 429

1. Pourtout x>0, f(x) = 2/ (x)e*™ avec u(x) = v/x
alors F(x) = 2eV*,
Inx 1
2. Pourtoutx >0, g(x) = ~ = T xInx
de la forme l{ (x)u(x) avec u(x) =Inx
d'ou G(x) = > lnz(x).

EXERCICE 430
1
1. PurtoutxeR, f(x) = _Z u' (x) ud (x) avec u(x) = cosx

1
d'ou F(x) =— 1 cos? x.

==

2. Pourtoutx>1, g(x) = —— = —
xInx Inx
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!
de la forme u (x)

avec u(x) =Inx

u(x
d’ot1 G(x) =In(Inx).

EXERCICE 431

1. Pour tout x > -1,
2x(x® +2x+1) +3x+3-5

f)= 2(x+1)2
2x(x+1)% +3(x+1)-5
Fo= (x+1)2

3 5
ainsi f(x) =2x+ — - ——.
x+1  (x+1)?

2. D’apres le résultat précédent,

Fx)=x2+3In(x+1) + 5 ¢
- (x+1)2

On sait de plus que F(0) =0doncc=-5

Ainsi F(x) = x* +3In(x+1) + (
X

T)Z_

EXERCICE 432
2x3 +x%2 +3x-2 _

2x3 +x2 —2x—-1+5x—-1

L. = =
f® x?-1 x2-1
@x+1)(x*—1)+2x+2+3x-3
x?-1
@x+1)(x?-1)+2(x+D+3(x-1)
G+ Dr-1)

2
=2x+14+ —+ —.
x-1 x+1

2. D’apres le résultat précédent
F(x) = x2 +x+2In(x-1)+3In(x+1)+c
O0doncc=0

flx)=

flx)=

ainsi f(x)

On sait de plus que F(0) =
Ainsi F(x) =

EXERCICE 433
1 x+2-x-1 1 1

* @+ D+2) Tt Dx+2)  x+1 x+2

1
n=[] —dx-| —
0 x+1 0 x+2

2
:[ln(x+1)—ln(x+2)]0

3
L :ln3—ln4—ln1+ln2:ln5.

sinx U (x)
etanx = =- avec u(x) = cosx.
CcosXx u(x)
1 :
Ig:f tanx dx = [—ln(cosx)]
0 0
Ip=-In(cos % ) +1n (cos0)

V2

L=-nY2 -l
2 Il2 211

EXERCICE 434

0\/x+1:(x+1)%

X2 +x+2In(x—1)+3In(x+1).

1

1
Il:f Vx+1ldx=
0
2
1123(2\/5—1).
cosx _ u'(x)

sinx uz(f)[c)
P11

2 +1)3]
3 0

avec u(x) =sinx.

I=|-— - =v2-1
2 sinx sinf  sing vz
EXERCICE 11351
e cos?x == + = cos (2x)
2 2

I 1 +1 in (2x) "

=|=x+-sin(2x)| ==
171277, 0

x+3
. =]1-—

x+5 x+5
2-[ —dx— x 21n(x+5)
L=1- 21n6+21n5
EXI;I/&CICE436

e X

= 2—e\f 2u! (x)e*™) avec u(x) =

Vx f
1=[26‘/_] :262—26.

1 e'+l-e' e’
B e s

1
I= [x—ln(ex+1)]0: 1-In(e+1)+In2.

EXERCICE 4137

1 _i_u’(x)

xlnx  Inx  u’

o2
I = [ln(lnx)]e =1n(1ne2) —In(ne) =In2.

-x\/1+x2=%u’(x)u%(x) avec u(x) =1+ x2
1 i1l 1
12_[5(1+x )2]0_5(2\@—1).

EXERCICE 438

T .
<x< >, V1-cos?x=sinx

2

I = [—cosx]o2 =1.

e Pour 0

E]

2Xx X

e 2% + ¥ — ¥ p e

° = =t —
e’ +1 eX+1 e +1

Y

I = [ex—ln(ex+1)]0:e—ln(e+1)—1+ln2.

EXERCICE 439

11:[—icos4x] =0

_
2

[NIE]

201
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= [colsx]oZ =v2-1

EXERCICE 440

y =
(x; y) appartient au cercle de centre O et de rayon 1.

1-x2 = x%+y? =1,le point M de coordonnées

y>=0et0< x <1, I correspond donc al'aire du quart de
cercle de centre 0 et de rayon 1

1
doul=-m.
4

EXERCICE 441
e Soient u(x) = x et v(x) = Inx deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [e; 63], d’apres la for-

mule d’intégration par parties,
3

L= [xlnx]e —fe3 ldx= [xlnx]Z3 - [x]e
e

e e
Il=363—€—63+€=263.

3

1
» Soient u(x) =Inx et v(x) = Exz deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [1; e?], d’apres la for-

mule d’'intégration par parties,
2 2

e e 1
—f —xdx
1 1 2

2

1
~x%lnx
2

I =

1 ¢ 1
L=|-x*Inx| -|-x
2 1 , 1

1 1 3e*+1
L=et——ety-= .
4 4 4

EXERCICE 442
o Soient u(x) = e* et v(x) = x deux fonctions dérivables,
de dérivées continues sur [1 ; 4], d’apres la formule d’in-
tégration par parties,
4 4 4 4
I = [xex] —f eXdx= [xex} - [ex}
1 N 1 1
L =4e*—e—e* +e=3¢.
« Soient u(x) = e* et v(x) = x2 deux fonctions dérivables,
de dérivées continues sur [—1; 1], d’aprés la formule
d’intégration par parties,
1 1
I = [xzex} —2[
-1 -1
En utilisant une seconde intégration par parties (voir I7)
1 1 1
I = [xzex] —Z[xex] +2[ex]
-1 -1 -1
el _2e42e71 4+2e-2¢71

doulh=e—el.

xe* dx

bh=e

EXERCICE 443
e Soient u(x) = e* et v(x) = cosx deux fonctions déri-

b4
vables, de dérivées continues sur [0 ; 2 ], d’apres la for-

CHAPITRE 12. CORRIGES

mule d’intégration par parties,

T z
I = [excosx]s +f02 e*sinx dx
Soient u(x) = e* et v(x) = sinx deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [0 ; g], d’apres la for-
mule d’intégraﬁion par partiSS,
L= [excosx]g + [exsinx](f -I
On en dédu]i[t alorsque 2l; = -1+ ez
ez —1

ainsi ] =
e Soient u(x) = e* et v(x) = sinx deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [-7x ; ], d’apres la for-
mule d’intégration par parties,

T T
I = [exsinx] —f e“cosx dx

7 Jox
Soient u(x) = e* et v(x) = cosx deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [—7 ; 7], d’apres la for-

mule d’intégration par parties,
T

b/ T
I = [exsinx] - [excosx] —f e*sinx dx
-7 -7 -7
On en déduit alors que 2l = e —e™ "
T _ T
dolu Ip =
2 2
EXERCICE 444
e Soient u(x) = x et v(x) = —cosx deux fonctions déri-

vables, de dérivées continues sur [0; 1], d’apres la for-

mule d’intégration par parties,

1 1

cosx dx =—-cosl+ [sinx]
0

1
L= [—xcosx] +
0
I =sin(1) —cos(1).
e Soient u(x) = cos (In (x)) et v(x) = x deux fonctions dé-
rivables, de dérivées continues sur [1; 2], d’apres la for-
mule d’intégration par parties,
v (x) = —=sin (In (x)).
X ) )
I, = |xcos (ln(x))]1+f sin (In(x)) dx
1
Soient u(x) = sin(In(x)) et v(x) = x deux fonctions dé-
rivables, de dérivées continues sur [1; 2], d’apres la for-
mule d’intégration par parties,
1
u'(x) = = cos(In(x))
X
2 2
I, = |xcos (ln(x))] . + [xsin (In (x))]1 -I
2cos(n2) +2sin(In(2)) -1
2

On en déduit que I» =

EXERCICE 445 1
cf=x2(x3-1)°= gu’(x)u5(x) avec u(x) = x> -1
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1 S |
11:[—()63—1)6] = —.
18 o 18
(x) ! ul(x)a ec u(x) x2-4<0s r[0; 1]
L] = = —- Vi = — u ;
g 2 2 u
1 1 In3-In4
12:[—]n|x2—4|] =u
2 0 2
EXERCICE 446
3x —2X
fx)= =-3
1-x2 . 2v1-x2
2 3
11:[—3\/1—x2];:3—3‘/7_
1 2] elf-1
I = —exz =
27 o 2
EXERCICE 447

3
ol = [2\/x+1]0 —4-2=2
« Soient u(f) = Int et v(f) = 2y/t deux fonctions déri-
vables, de dérivées continues sur [1; 4], d’apres la for-

mule d’intégration par parties,
4 4 4 14 4
I = [zﬁlnt] —f 2Vtder= [zﬁlnt] - [4\/?]
1 J1 1 13 1
I, =4In4-4.
EXERCICE 448 )
e Soient u(t) =Iny et v(¢) = ﬁy”” deux fonctions

dérivables, de dérivées continues sur [1; e], d’apreés la

formule d’'intégration par parties,

n=|——y""ny e—ifey”dy
n+1 1 n+lh
2 e
I = 1 yn+1lny—( 1 )yn+1
n+1 n+1 1
= TFIE (ne'“'1 +1).

1
e Soient u(f) =2y +1etv(t) = ——e72¥ deux fonctions
dérivables, de dérivées continues sur [0; 1], d’apres la

formule d’intégration par parties,
1 1

+ f e 2V dy
o Jo

1 1
L=|--Qy+De 2 ——e %
2 [ ;@D 2

1
L= —5(2y+1)e_2y

0
L =1-2¢2,
EXERCICE 449
-1 1 1 1)
t t t t
. xel=-e'—=el=|-e
2 t 12 (t )
1,12 1
doul=|-ef| =-e-e
t 1 2
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X 2x

!
) V1+x2 B 2V 1+x2 :(m)
dou Ir = [\/1+x2](1)=\/§—1.

EXERCICE 450

. cosnG) _ %cos(ln(u))

u
e

L = [sin(ln(u))]1 =sinl.

1 1 _u(s)

sin®s  (ns)3  ud()

1 118 4

2 Insly 9?2’

avec u(s) =Ins.

b=

EXERCICE 451

.4

n T
2 /4
1 Wozledtz[t]zz——l
1 1 2

z z
W1=f sintdtz[—cost](j:l
1

z 1 z
W2=fZ sin%dt:—fz (1-cos(28) dt
1 2N

W 1[t 1, (2t)]% LR U S
=—|t—=sin =———+-sin(2).
2722 L 4 21
2. o Soient u(t) = —cost et v(f) = sin”*"! r deux fonc-
T
tions dérivables, de dérivées continues sur [1 ; E],

d’apres la formule d’intégration par parties,

T
. x
. — 5 2 . _
Wy, = [~costsin” 1t]§+(n—1)f cos? tsin""2 rdt
1

s
Wy, = (n—l)f2 [sin”‘2 t—sin” t] dt
1
Wp=mn-1)(Wy_o—Wp)
d’ott pour tout n > 2, nWy, = (n—-1)Wy_»
3. D’apreslerésultat précédent et les propriétés du pro-
duit,

n
[Tek-1n
n—1 k=1
eWop=——"Wop2=—7; Wo
[1eh
k=1
2n)!
Wap = B 2 Yo
k=1
N 7 2n)!
d’ou Wy, = > x —22,1("!)2
n 2n)---2
o W- =—W- =
2n+1 n+1 2n+1 Cn+1)---3 1
2211("!)2
W, =—.
2t = o)
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1

Ainsi pour tout 7 € N, Way, = © — 27" 1 2] 1
nsi pour tout n € N, == —— I —
p 2= 5 S22 n 2ln(1+x ) . 2lr12.
2 2 .
_ 27" (nY Par définition de I;, 0 < x < 1 donc 0 < x"*1 < x”
etWapi1= —. 1
2n+1)! Ainsi 1432 50.0< x" x"
T . insi, comme 1+ x“ >0, —— < —
4. a.Pourtoutte [0; f], 0 <sint < 1, donc pour tout S 142 1442
- oni2 .22 1 5 d’ot, par croissance de I'intégrale,
neN,sin“""4 £ <sin?*t t <sin?" ¢t 1 on+l 1 n
L’igtégration conserv;:intle sens des inégjalités : 0s fo 1+ x2 dx < fo 1+ x2 dx
2 . ont2 2 . 2on+l 2 . 2n - . L
fo sin’ tdr <j(; sin tdr <f0 sin“" r d¢ ainsi, 0 < Iy < I, la suite (I;) est décroissante et
ainsi pour tout n €N, Wa ;10 < W1 < Way,. minorée. 1 1
_ n g, —
b. D’apreés le résultat précédent, 2. Iny2+1In= b x"dx = nel
Wan+2 < Wan+1 <1
Way,  Way, Or la suite (I5,) est décroissante donc pour tout 72 € N,
2
2n+1 _ 22n(m)2\” 2 <1 0< 2l 40 <Ips2+1In
2n+2 | @n)! T ainsi d’aprés la résultat précédent,
D’apres le théoréeme des gendarmes, la suite (Wy)
2 5 0<Ipt2< ;7 ——
241 () m 2(n+1)

convergeet lim —————=,/—-.
n—roo 2mlv2n+1 2 d’aprés le théoréme des gendarmes, nlil}rl I,=0.
—+00

3. En utilisant la relation de récurrence, pour p €N,

EXERCICE 452
bhyio+Ihy=——
1 . Ccos (7T x) L 9 Pt p 2p+1
1. Iy= sin(tx)dx=|-———| =-—. I I 1
0 T 0 b/ et — op—Iop_o=—
. cos (1x) . P P 2p—1
Soient u(x) = x et v(x) = ———— deux fonctions 1 1

. . T . d'ol I Dy o=
dérivables, de dérivées continues sur [0; 1], d’apres Zpr2—izp=2

2p+1 2p-1

la formule d’intégration par parties, On montre ainsi par réczrrence su]r kel0; pl que

cos(mx) |1 j‘l cos (7x) I k _ =1

I=|—x i dx 2pr2+ (CD Dy o= )

! 7 Jo Jo m g j=02p—p+1

cos (rx) 1 . L Ainsi, lorsque k = p,

L=|-x———+—sin(@x)| == P j

b3 w2 0 (-1)
o L T . Lpo+(DPIp=) ————.
2. On utilise une intégration par parties sur I, 42. P S 2(p—j)+1
. ne2 cos (x) J= .
Soient u(x) = x et v(x) = ———— deux fonc- Pzl i
T i =(-1P -
tions dérivables, de dérivées continues sur [0; 1], Finalement IZP (=1 10+]§0 20p—j)+ 1’
d’apres la formule d’inté%ration par parties, En raisonnant de la méme maniére, on obtient suc-
1
Lo = |—x"+2 cos (x) +(n+2)f et cos (mx) dx cessivement,
0 0 r Lpiz+lps1 =

Soient u(x) = x™*1 et v(x) = sin (nx) deux fonctions 2p¥3 T izpHl 2p+2

dérivables, de dérivées continues sur [0; 1], d’apres —Lp1—DIpo1 = . d’olt

la formule d’intégration par parties, 1 1

1 : 1 I Dy = — — —

Lyug = |_an#2 €SO nH2 1 oy sin ) 2pes~lp-1= 575 75,
(n+20+1) o k i G
n+2)(n+ Dpi3+ (=D Dy _j41 = -

_ — In p (p—k) =) 20p-j)+2
o 1 (n+1)(n+2) P (-nJ
AinsivVneN, Iyo=——-———-F—1Iy. dou I +(=DPIL = S
7 22 2p+3+(DP I ];)2(p—j)+2
p=l (i
EXERCICE 453 Ainsi, 12p+1 =(=DPL + Z =D

Iy j=0 2(p-j)
1. 1=| —>dx 4. a.En utilisant les résultats précédents, on obtient,
o 1+x2
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(=Pt
Ip= DPI
0 ]gOZ(p—])H (=D Dpi2
Po(-1)d
= —(=DPLps2
];)2]“ pr

b4
OrIp= 1 et pErPoo Ip+2 = 0 ainsi, en passant a la li-

mite dans I'égalité précédente,

. 1 1 (-1P 7
im |[1--4+-+--+ =—.
p—+ool" 3 5 2p+1) 4
De maniere analogue,
» F’f (-pPHi
L =D hpe1 - -
R = TR
=(=DPhps1—- Y 2k
( 1)’<
(- 1)k+1
=(- 1)p12p+1+— Z -
25 k

1
Or; = > In2 et plirfm Izp+1 = 0, ainsi, en passant a

al limite dans I'égalité précédente,

. 11 (-ppPtl
lim |1--+—-+-++——|=1In2
p—+oo 2 3 p
EXERCICE 454

1. Pour x > 0, soient u(t) = t et v(¢) = cos(In(#)) deux
fonctions dérivables et de dérivées continues sur
[1; x]ousur[x;1]six<1.

En appliquant une intégration par parties,
F(x) = [tcos(lnt)]x—fxt(w) dr
1 1 t
F(x)
On démontre de maniere analogue que
G(x) = xsin(In(x)) — F(x)

2. ATaide des deux égalités précédentes, on obtient :

F(x) = fx(cos (Inf) +sin (In t)) - %

=xcos(n(x)) -1+ G(x).

1
Gx) = —x(sm(lnt)—cos(lnt)] —.
2
EXERCICE 455
1 1 1
1. Soit ke N*, toutt€[k; k+1], <-< -
oit k€ pour tout f € [ ]kl ST

Lintégration conservant le sens des inégalités :

k+1 1 k+1q k+1 1
—dt<f —dt<f Sdr
fk k+1 Sk t Sk k

1 k+1 1 1
soit —— —dr<—.
k+1 f t Tk
2. Ensommant les inégalités précédentes et en utilisant

la relation de Chasles pour tout € N*
n-1
1

— <
k2=:1k+1\k

205

noq ni n—ll
— - < —
Ek fl xdt\;k

1
dou Hy,-1<Inn< Hy
1
Finalement, Vn>2, — < H, -Inn < 1.
n

3. Soit neN*.Onpose uy = H, —Inn
up=Hpy1—In(n+1)-Hy +Inn

1 1
= ——ln(1+—).
n+1 n

Up+1—

Soit g la fonction définie sur R} par
1 1
X)=——=In|1+—
o,
La fonction g est dérivable sur R

g = _ > 0, la fonction g est donc crois-
x(1+x2)

sante sur R¥

Comme xli»Too g(x) =0 et g croissante sur R} on en
déduit que g(x) < 0 sur R}.
Ainsi uy4+1 — up <0, la suite (H, —In n) est donc une
suite décroissante.

4. Lasuite (uy) est une suite réelle décroissante et mi-
norée donc convergente.

1= Sa limite notée y est appelée constante d’Euler.

EXERCICE 456

1
<1
1+x"

1. Vxe[0,1],1<
xn
d'ot10 < <x™.
1+x"

2. Par croissance de I'intégrale :

1 o 1
ng dng x" dx
o 1+x" 0

1 1
f x"dx=
0

—X
ainsi, 0 < I <

1
1+x”<2donc§<

1

0_n+1

n+1
n+1

+1°
3. lim —— =0 donc d’apres le théoreme des gen-
n—+oo n+1

darmes, lim I,=0.
n—-+00

EXERCICE 457
1. Soit f la fonction définie sur [0 ;
f=
. T
fest deux fois dérivable sur [0 ; E]

flo=1- Ecost =
La fonction f " est contlnue et strictement croissante
T
sur [0; —]
2

g] par

t——Sll’lt

—smt>0
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5

T b4
ro=1-7 <0etf’(§):l>0
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (cas
des fonctions strictement monotones), il existe un
T
unique a € [0; E] tel que f'(@) =0
On en déduit alors que f est décroissante sur [0; a]
b4
2)
T
£ =0 etf(g) =0donc f(H) <0

] < — smt
2

et croissante sur [a ;

ainsi, Vt € [0 ;
b4
D’apres le résultat précédent, V¢ € [0 ; 2 ]

b1 b1
0<t< > sin# donc 0 < 2 cos?" t e cos?™ tsin? ¢

2
w
ou encore 0 < 1% cos?” t < — (cos®™ 2 t - cos®" 1)

/4
soit par intégration sur [0 ; E]

n
0< V< Y (Wn—Wp41)-
n
2
W1 :f cos?™? ¢ dr
0

Soient u(f) = sint et v(t) = cos?"*! (#) deux fonc-
T
tions dérivables et de dérivées continues sur [1 ; E] .

En appliquant une intégration par parties,
.3 I
. 2 2 .
Whe1 = [sm tcos?n+l t] * L en+ l)f sin? rcos?™ ¢t dt
z 0 0
2
Wpe1=0+2n+1) [coszn t—0052"+2) dt

Wpt1=02n+1) (Wp— Wyy1)
@n+2)Wys1 = @n+1)W,,

2n+1

ainsi Vne N, W, =——Wy.
n+1 2n+2 n
) N ) 2 Vn n?
D’apres les résultats précédents, 0 < — < ————
W, ~ 42n+2)
donc dapres le théoréeme des gendarmes,
. Vi
lim — =0.
n—+oo Wn

Soient u(f) = t et v(t) = cos” () deux fonctions dé-
b4

rivables et de dérivées continues sur [1 ; o) ] .

En appliquant une intégration par parties,

e
Wy = [tcoszn t] +2nf2
0

2n—-1

tsin tcos tdt

e

Wy, = nf 2tsintcos?™ L rdr
0

Soient u(t) = 12 et v(f) = sintcos?~1 (¢) deux fonc-
b4
tions dérivables et de dérivées continues sur [1 ; E] .
En appliquant une intégration par parties,
g

Wy, = [m‘2 sintcos?1¢|°

CHAPITRE 12. CORRIGES

i
—nf ¢ (2111‘2 cos? t— (2n— 1)1 cos?" 2 t] dt
0
AinsiVneN*, W, = n(2n—-1)V,_1 —2nVy).
D’apreés la question 3., Vn € N*

n
Wy-1 = ——Wj donc
n-1 n-1 n
Vi @n-DV,1 Vp
W,  2nWy, Wy
_@n-DV,_1-2nV,
B 2nWy
d’oli d’apres I'égalité obtenu a la question 5.
V- Vi 1
VneN*, 2L _ 0
Wpo1 Wy 2n2

V-1
Whn-1

. D’apres la question précédente :

i 1 Vit Vg Vo

ke S\ W Wy Wo Wy
% 1 % 3

Vozf zzdt:[—tg’} ==
0 3 0o 24

4
2 /]
W():ledl:—
0 2

D’apres la question 4.,

V;
hm o
+o0o Wn
L. 1 72
On en déduit alors que Z 2 converge vers 5
k=1
lorsque n tend vers l'infini.

EXERCICE 458

1.

En effectuant une intégration par parties, on obtient :

n
x
In=—"—el"%4+1,_,.

n!
On en déduit la relation de récurrence :

n xk
[n:—el_x Z — + 1.
=1 K

Ip= [_el—t]z:

1-
AinsiIp=e—e xkzoﬁ.
a. On suppose que x > 0 alors

0<t<x=1-x<1-tr<1

= el el i e
"o e X
= 0< —e < —e <—e< —e
n! n! n! !
n
douVte|0; x], fn(t)g—
n!
X xn n X n
f —edt=|—et| =—ex.
o n! n! o n!
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que
n
X
0< I, < —ex.
n!

b. On suppose que x < 0 alors
x<t<0=1<1-1r<1-x
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IInl < —— Il e!
. a” ayn . a
4. Soita>0alors0< — < [f) et lim —=0
n! n n—+oon
a\n
on en déduit alors que lim (f) =0
n—+oo\np
d'out daprés le théoreme des gendarmes,
an
lim — =0.
n—+oo n!
5. Enappliquent le résultat précédent aux résultats des
questions 3.a et 3.b, on en déduit que lim I, =0.
n—+oo
1 n xk
— —-X X
6. I,=¢e e’ — Z 7
k=0 ™*
Quel que soit x € R, e! ¥ # 0 donc d’apres le résultat
n xk
de la question précédente e* = nhm k'
EXERCICE 459
1. Eneffectuant une intégration par parties, on obtient:
Ins1(0) = —x" e ™ + (n+ DIy
2. On en déduit alors la relatlon de récurrence :
In(x)=—-e* xk 4+ nll,
n(x) Z o= k), 0
I():l—e_xdou lim Iy=1
X—+00
Par croissance comparée :
n!
lim (e * 'xk) =0
X—+00 =0 (n—-K)!
Ainsi lim I,=n!
X—+00
EXERCICE 460
1. Eneffectuant une intégration par parties on obtient:
b Af) At
f f(Dsinedr= COS( ZCOSAD £y +f £l COS( ) dr
a
On majore les deux membres, en utilisant I'inégalité
triangulaire et le fait que -1 < cos(Ar) <1
cos (/1t) f@|+|fb)
|| == 1 )] |< 7| [+l
d’ou
b . 1 b ,
U f@sin(A2) dt' < I(|f(a)| +|f )] +f £ i
a a
2. En utilisant le théoréme de comparaison, on conclut

— egel—tgel—x
n n n
LT

el -
IR \n! = onl

1-x

n
douVre[x; 0], |fr(0] < nl el™x.

Par Cr01ssance del 1ntegrale, on en déduit que :

b
que/lhm f@®)sin(Af) de=0

—+00
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EXERCICE 461

Supposons g > p, en effectuant une intégration par par-

ties, on obtient :

B(p,q) =

—lB(p 1, g+1).

On en déduit la relation de récurrence :

B(p,q) =
OrB(l1,p+qg-1)=

Il enrésulte que B(p, q) =

(p-1x(p-2)x---x1
gx(@+1)x--x(p+q-1)

B(L,p+q-1).

p+qg-1
(p—D!'x(g-D!

(p+q-1)!

Cette formule reste valable lorsque g < p.

EXERCICE 462

1

. Vt(—:[O;

b4

5 ], 0<cosr<1

doncVneN, cos™ 1t <cos™ ¢

d’ol1 par croissance de I'intégrale Wy, 11 < Wy,.

D’apres la question précédente Wy, 12 < Wy < Wy

s
2
D’autre part W12 = f (1 —sin® t) cos" tdt
EO
2
d’olt Wy,40 = Wy, —f sin® rcos™ ¢ dt
0
En intégrant par parties, on en déduit alors que :

Whi2=Wp— ——Wp42
n+1

dott Wyp= —— W,

n+1
Ainsi Win < Wy < Wy
n+2

D’apres le résultat précédent, pour tout n € N :
n+l Wy
— < <1
n+2 Wn
n+1

lim —— =1 donc d’apres le théoreme des gen-
n—+oo p+2

=1.

. Wn+ 1
darmes, lim ———
n—

+oo Wy

n+1
Whio = P Wy, on en déduit alors que :

2k-1)-(2k-3)--
(2k)- 2k-2)--
(2k)-(2k—2)'--4 2
2k+1)-2k-1)---3

VkeN*, Wy =

VkEN, W2k+1 =

><W1.

b/
Wo=—etW; =1
On en déduit alors que
(2-4-6~~-(2k) )2 1 Wapr 2
357-2k-1)) 2k+1  Wop 7
or lim W, Wi =1 onen déduitalors que:
—+00
2-4-6---(2k) )2 1
x =z

lim ( =—.
n—+oo\3-5-7--- (2k—-1) 2k+1 2
1 (2k— 1)(2k+1)

(2k)(2k)

, on en déduit alors que :
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n 1Y) 2

n—»-%—ook:1 7'[
1 2k)2k+2
- = @R ) , on en déduit alors
2k+1)2 (k+1(2k+1)
n 1 T
i, f (1)
n—too " (2k+D2) 4
EXERCICE 463
1.
0 A Bg /
8 4
7 Bs
6 4
5 .
4 Ba
3 B3
2 4
B
_‘1 5 7A0 Ay Aig A3 12'44 As 3{16 .

3p 9p?
—p; Lz)pourogpgn.
n n

3 9p?  27p?
2 2P _cip”
n

3. a.Ap= =
P I’lz I’l3
b _'ilZ?pz 277 5, 9m-DEn-1)
"= nd n3p_ 2n? '
3 9(p+1)2 2np+1ﬁ
[
4. a.Ap—nx 2 3
n-1 2
27(p+1* _ 27
b-Vn—ZL Zkz
p=o 1
Im+1)@2n+1)

-
2n?

5. a. upg =8,33 et v99=9,68d018,33 < A<L9,68
ujgo = 8,87 et v19p = 9,13 d’'o1 8,87 <A <9,13

b. En faisant un programme, on obtient n = 27001,

U27001 = 8,9995 et v27001 = 9,0005
c. On en déduit A = 9.

EXERCICE 464

1. Aire d’un rectangle «sous la courbe » :
3 3
_ 1. p _p
Ap=x"3="7
n n° n

U = =
pmont  4an?

Aire d'un rectangle « au-dessus de la courbe » :
yoo L, )’ (1)
P q 4
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(n+1)?
4n?

p=1 nt
1
On en déduit A = 7

2. Aire d'un rectangle «sous la courbe » :

14
A 1 P en
=—xen = —
P~ h ) n
—1on n=l p l1-e
SR (S
= n n =0 n(l—ei)

On en dedultA ~1,718

EXERCICE 465
3p 3p 9p) ( 9p)
L. Ap|==50 B,|2=; =5 c,lo;: 2P
Pln ) p( no n p n
2. Soit Ry le rayon du cercle cherché.
3P
Rp=d(Bp,Cp) =

3. Soit ep I'épaisseur du cylindre,

e‘p = d(Cp, Cp+1) =—

81p2n
vy, =nR%e, = .
14 p Pl n3
81m = 8lr n(n-1)2n-1)
4 Snzizaz Z:Txi
n° p=o n 6
S _27n(n-1D@2n-1)
" 2n?

5. S100 = 83,55, S1000 = 84,70
S10000 = 84,81 et S100000 ~ 84,82
On en déduit alors que V = 84,8 2 10! pres.

TR*h  wx3%2x9
6. V= =———=27n.
3 3
7. def volume() :
V =27%pi
n=1
S$=0
while V-S8S>1e—-4:
n=n+1

§=27xpix(n—-1*2*n-1)/(2*n**2)
print("S=",S,"n=",n)

On obtient alors n = 1272345.

EXERCICE 466
4p 4p 16p?
1. A,|—;0 By,|—; 16—
p( n ) p( n n?
16p?
Cp|0; 16—
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2. Soit Rp le rayon du cercle cherché.

4p
Rp=d(Bp,Cp) = o

3. Soitep I'épaisseur du cylindre,

16(2p +1)

ep:d(Cp,Cp+l): T.

256p%n(2p +1)

v =7TR2€ =

14 pep n
2567 "=l
4. Sp=— Z (2p3+p2)
n p=0
2567 [2(n-1)?%n? .

nn-1)2n-1)
. 4 6 )
_256m(n-1)3n* —n-1)
- 6n3 '
5. S100 = 396,76, S1900 = 401,59

S10000 = 402,07 et S100000 = 402,11
On en déduit alors que V = 402,1 210! pres.

EXERCICE 467
eix _ efix 6
1.sinfx = _
2i
1 eﬁix + e—61x e4ix + e—41x
=—— -6
32 2 2
eZix _ e—Zix
+15————-10
2
6

1
sin® x = Y (cosbx —6cos4x+15cos2x —10).

X 1 X
2. f sin® rcost dt = [— sin® t]
0 6 0
1%
donc I = —f sin® x dx
0
soit, en utilisant la linéarisation :

1 4
I=—— ! (cos6x —6cos4x+15cos2x—10) dx
192 Jo

1. 3 . 15 . 7
——[—s1n6x——s1n4x+—sm2x—10x
19216 2 2 0

;51
T 384 288

12.10 Equations différentielles

EXERCICE 468

Soit f une fonction dérivable sur R. Puisque la fonction
exponentielle ne s’annule pas sur R, on peut écrire pour
tout x réel, f(x) = eAx g(x), ou g est une fonction définie
dans R.

VxeR, glx) = f(x)e_’lx, ce qui montre que la fonction
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g est dérivable sur R.

Onaalors VxR, f'(x) = e (g' (x) + Ag(x)).

Puisque la fonction x — e* ne s'annule pas sur R, la fonc-
tion f vérifie 'équation différentielle f’(x) = Af(x) si et

seulement si g’ (x) =0, c'est-a-dire g est constante.

EXERCICE 469 I
Soit 7 le temps de demi-vie. T vérifie e KT = 3
In2
donct=—.
K
EXERCICE 470

D’apres le résultat de I'exercice 468, N(¢) = ceXt,
N@O)=1doncC=1

) Sa T4 2 12K In2
D’apres 'énoncé N(12) = e " =2 donc K = D

donc N(t) = 'K =100
In100 In 100
= = =12(2+2—

K In2 In2
t = 12 x 6,64 soit environ une heure et 20 minutes.

ln5)

EXERCICE 471
La tangente a la courbe au point d’abscisse xy a pour
équation: y = f' (xp) (x — x0) + f (x0)

Elle coupe l'axe (Ox) au point x; tel

f(xo0)
f(x0)

que

f(x0) (x1 — x0) = — f'(x0) donc x1 = xg —

f')

f’
La distance entre ce point et la projection orthogonale
fx)
')

= d avec d constante positive.

Labscisse de N(x) est donc x —

du point d’abscisse x sur I'axe (Ox) est

fx)
f'x)

Le cas oll d = 0 est exclu. Par continuité, f’ reste donc

D’apres I'énoncé

de signe constant sur R et on est ramené a déterminer
les fonctions f dérivables, ne s’annulant pas sur R et vé-
rifiant une équation de la forme : Vx € R, f’(x) =Cf(x)
avec C e R*.

Les solutions sont les fonctions x — K er, avec C et K

deux constantes réelles non nulles.

EXERCICE 472

1. Onfixe x et on dérive par rapporta y, on obtient alors
pour x et yréels, f (x+y) = fx) f ).
En posant y =0, on obtient alors f(x) = f(0) f (x).
2. Analyse: Soit f une solution, a = f'(0).
OnadoncVxeR, f(x) = f(0)e%*.
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Synthése : En réinjectant la solution obtenue dans
I'équation, on voit que f convient si et seulement si
f(©)=00u f(0) =1.

Les solutions sont f(x) =0 et f(x) = e** avec a € R.

EXERCICE 473

1.

Soit f(x) = e2x , la fonction f est deux fois dérivable
sur R,
fl(x) =2e2% et f'(x) = 4e2*

La fonction f est solution de 'équation y”" = y' +2y.

Réponse a.
(cosx)' =—sinx et (cosx)” = —cosx
(sinx)’ = cosx et (sinx)" = —sinx.

Les fonctions x — cos x et x — sinx sont solutions de
'équation y” = —y. Réponse b.

f est une solution de 'équation différentielle donc
f'@x) = af(x)+b(x)

On en déduit alors que y' — f' = a(y - f).

Donc (y - f)(x) = Ce® on en déduit alors que les so-
lutions de I'équation différentielle sont les fonctions

x— f(x)+ Ce** avec C € R. Réponse b.

EXERCICE 474

1.

Onay=e *ety =—e ¥ainsiy' +y=0, yest donc
une solution particuliere de I'équation sans second

membre.

X X

Onposey=ze *alorsy =z'e ¥ - ze~

Si y solution de (E) alors z'e™* = 2xe™* donc z’ = 2x
(car VXeR, e * #0)

On en déduit alors que z(x) = x2+k, avec k constante
réelle.

Les solutions de (E) sont les fonctions

y(x) = (x2 + k) e™* avec k constante réelle.

y(0) =0 < k =0, la fonction particuliere recher-

chée est donc y(x) = x2e™*.

EXERCICE 475

1.

La fonction f(x) = Ae®* + Be™®* est deux fois déri-
vable sur R

f'(x) = Awe®* — Bwe™®~*.

" (x) = Aw? e®* + Bw? e ©%,

(%) - 0? f(x) = Aw?e®* + Bw? e~ % — w? (Ae®* + Be~9X)

CHAPITRE 12. CORRIGES

dott f"'(x) —w? f(x) =0
La fonction f vérifie donc (E).

. a. La fonction z définie par z(x) = y(x)e”** est deux

fois dérivable sur R

—WX

Z'(x)=y'(xe —wy(x)e”9*

2" () = y"(x) e~ 20y (x)e”?* + w? y(x)e"¥
2" +2wz' = (y"(0) -~ 0?y(x) e ¥ =0

car y vérifie (E).

b. D’apres le cours, il existe un réel k tel que

7' (x) = ke~ 2wx,

c. En intégrant le résultat précédent, on obtient :

)
d. D’apres les questions précédentes :

y(x) = z(x)e?* = —ge"‘”‘ + k' e®*

k
soit y(x) = Ae®* + Be %~ avec A = 50 et B=1k'
©

deux réels.

EXERCICE 476

1. a.Ona f"p(x) +w2f0 (x) =0, fo vérifie (E)

f1(x) = cos (wx), fl’(x) = —wsin (wx)
et f"1(x) = —w? cos (wx)
alors fi ”(x)+a)2f1 (x) = —w? cos (wx) +w? cos (wx) =0
la fonction fj (x) = cos (wx) vérifie (E)
On montre de méme que f>(x) = sin (wx) vérifie (E).
b. Soit f et g deux fonctions vérifiant (E) et la fonc-
tion h définie par h(x) = Af (x) + Bg(x) alors
R"(x) + wh(x) = (Af + Bg) "(x) + w? (Af + Bg) (x)
= A(f"(0) +w?f(x)) + B(g"(x) + w? g(x))
=0
La fonction h vérifie donc (E).
c. D’apres les deux questions précédentes, la fonc-

tion h(x) = Acos(wx) + Bsin (wx) est solution de (E).

. a. Soit la fonction g = w? y? + y'? avec y vérifiant (E)

g est dérivable sur R

etg (x) =202y y+2y'y" =2y (y"+w?y) =0

La dérivée est nulle quel que soit x, la fonction g est
donc constante.

b. D’apreés la question précédente w?y® + y'2 est
constante sur R

donc Vx € R, w? y2(x) + Y2 (x) = w?y2(0) + y'2(0) =0
or il s’agit d'une somme de carrés donc chaque terme
est nul.
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y est donc la fonction nulle.
/

y(0)

3. a. z(x) = y(x) — y(0) cos (wx) — sin (wx)

Z'(x) = y' (x) + wy(0) sin (wx) — ¥ (0) cos (wx)

z2"(x) =y"(x)+ w? y(0) cos (wx) + wy’ (0) sin (wx)

On obtient alors z" (x) + w2 z(x) = y"(x) + w? y(x) =0
z vérifie donc (E).

b. z(0) =0 et 2/ (0) = 0 donc d’apres la question 2.b,
z est la fonction nulle.

c. D’apres les questions précédentes
!

y'(0)
®

z(x) = y(x) — y(0) cos (wx) — sin(wx) =0
/

donc y(x) = y(0) cos (wx) + A

sin (wx)

w
Les fonctions solutions de (E) sont donc les fonctions
de la forme f(x) = Acos(wx) + Bsin (wx) avec Aet B

deux réels quelconques.

EXERCICE 477

ez’ =0donc z/(f) =aet z(t) = at+b avec a et b
constantes réelles.

e =x"+iy =wy —iwx' =-iou.

On en déduit qu'il existe deux constantes c et d telles
que u(f) = (c+ id)e'®?,

En prenant les parties réelles et imaginaires, on en dé-
duit que:

x'(t) = ccos (wt) + dsin (wt)

¥ (t) = dcos (wt) — csin (wt)

En intégrant une nouvelle fois, on obtient :

x'(1) = ' sin(wt) — d’ cos (wt) +e

y' () = d'sin(wt) + ¢’ cos (i) + f

avecd = L etd' = ﬂ, e et f deux constantes réelles.

o)
1= ]] s’agit d'un mouvement hélicoidal.

EXERCICE 478

L W) =fg"x-f"xgx).
D’autre part d’apres I'énoncé :
2 1
fogx) + (1 + ;)f’(x)g(x) + (1 + ;)f(x)g(x) =0
2 1
g () f(x)+ (1 + ;)g’(x)f(x) + (1 + ;)g(x)f(x) =0
soit par différence :
(f"0g) - fxg" ) - (1 + ;) (ffx—gx) - g @ fx)=0
ou encore h'(x) — (1 + ;) h(x) =0.

2. h(x) = Ce*™2In% gyec CeR.
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12.11 Etudes de fonctions
EXERCICE 479

« La fonction x — v/ x2—1 est définie et continue sur
]—co; —1] U [1; 4+oo[, dérivable sur ]—oco; —1[ et sur
11; +oo]

La fonction exponentielle est définie, continue et déri-
vable sur R, on en déduit par composition des fonctions
que f est définie et continue sur ]—oo; —1] U [1; +oo],
dérivable sur ]—oco; —1[ et sur]1; +ool.

» La fonction f est paire, on peut donc réduire I'étude a
I'intervalle [1 ; +ool.

B xEIPoo (xz - 1) = +oo et XliTmexp(X) = +oo donc par

composition des limites xglpoof(x) = +00
X
o flx) = exp|Vx2-1|.
Vx2-1 ( )
Vx2-1>0et exp(\/xz—l) >0sur]l; +oof

le signe de f' ne dépend donc que du signe de x.

On en déduit alors que f’ (x) >0sur]l; +ool.

» Tableau de variationsde f :

X —00

ol ]

EXERCICE 480

o X +— |4x —x2 | est positive ou nulle sur R, la fonction f
est donc définie sur R.

« La fonction n’est ni paire, ni impaire, ni périodique, on
ne peut pas réduire I'intervalle d’étude.

e 4x—x% = x(4—x) >0sur]0; 4[ ainsi:

Sixe]-oo; 0JU[4; +ool, f(x) = x— VvV x% —4x.

Sixe]0; 4l f(x)=x—V4x—x2.

La fonction f est continue sur R et dérivable sur
|—o0; 0[,]0; 4[ et sur 14 ; +ool.

—Dérivabilité en 0 :
- _ o (1_ /1_5):_00
X x—0~ X
- 4
Six>0, limwz lim (1— ——l)z—oo
x—0t X x—0" pY

La fonction f n'est pas dérivable en 0, la courbe repré-

Six<0, lim
x—0~

sentative de f admet au point de coordonnées (0; 0) une
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demi-tangente verticale.
—Dérivabilité en 4 :

Six<4, 11317%: 111517(1—,/%):_00
x— - x— -

Six>4, im JOT® _ (1— i):—oo
x—4+ x—4 x—4t x—4

La fonction f n’est pas dérivable en 4, la courbe repré-
sentative de f admet au point de coordonnées (4; 4) une
demi-tangente verticale.
— Limites aux infinis :
i f) = oo
=2.
1+/1-%
La courbe représentative de f admet une asymptote

lim
xX—+00

i )=
horizontale d’équation y = 2 lorsque x tend vers +oco.
e Variations de f :
Sixe]l-oo; 0]U[4; +o0,
V2 -4x-(x-2)

Vx%-4x

—six<0alors x—2 <0donc f'(x) >0

—six>4alorsx-2>0etx—-2< (x—2)2—4 donc

f'x) <o.
Sixe]0; 4],

— —_x2 _(9_
f’(x)zl— 2—x _\/4x xc—(2 x).

Vax—x? -

—si2<x<4alors f'(x) >0

Vax—x?

—si0<x<2alors:

fl(x) >0 <= Viax-x2-2-x)>0
= dx-x%>(2-x)?
= x%-4x+2<0
= 2-V2<x<2

« Tableau de variations de f :

x —00 0 2-V2 4 +00
o + H - 0 + ” -
0 4
r TN N
-8 2-2V2 2
EXERCICE 481

e Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R, la

. . 4
fonction cosinus s’annule en x = > +kmaveckeZ.

La fonction f est donc définie sur D = R\ { g +km, ke Z}.

sin (x + ) —sinx

o flx+m = cos i)~ —cosx = f(x). La fonction f

est impaire et de période , on peut alors réduire I'étude

CHAPITRE 12. CORRIGES

de f alintervalle [ = ]0; T [
« La fonction f est continue et dérivable sur I.
fO)=0et lim f(x)=+o0.

4

x—7
2
e Variations de f :
, cos? x+sin® x 1
[x)= 5 =—5—>0.
COs“ X cos~ X

« Tableau de variations de f :

x 0 %
flx) +
+00
! /
0

= f estla fonction tangente.

EXERCICE 482

« La fonction exponentielle est définie sur R et pour tout
xréel, e+ e* >0, donc f est définie sur R.

« Lafonction f est impaire, on peut donc réduire I'étude
de f alintervalle I = [0; +ool.

« La fonction f est continue et dérivable sur R.
1- e—2x
e lim f(x)= lim ———=1.
x—+00 Xx—>+00 1 + ¢—2X
La courbe représentative de f admet une asymptote
horizontale d’équation y = 1 lorsque x tend vers +oo.

e Variations de f :
!
()= ——5>0.

! (X +eX)2

« Tableau de variations de f :

X —00 0
' + +

f /0

1= f estla fonction tangente hyperbolique.

EXERCICE 483

4
1. f(x)= exp((x+ = —2) ln3).
X
La fonction f est définie, continue et dérivable sur
R*.
. 4 . X
e lim x+—2—2 =—ooet lim e" =0
X——00 X X——00
donc par composition JClirpoof(x) =0, la courbe re-
présentative de f admet une asymptote horizontale
d’équation y = 0 lorsque x tend vers —oo.
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. 4 . X
lim (x+—2—2):—ooet lim e® =+o0
X—+o00 X —+00

donc par composition lim f(x) = +oo
X—+00

lim lim eX =+o00
x—0" X—+o00

donc par composition lin01 fx) =400
x—0"

4
(x+ —2—2) =+4o0 et
X

De méme lim f(x)=+oo
x—0*
La courbe représentative de f admet une asymptote

verticale d’équation x = 0.
8 4
o fl(x :ln3(1——) ex (x+——2)ln3.
F1 = | xexp(|x+ )
4
In3>0et exp((x+ = —2) ln3) > 0, le signe de f'(x)
x
ne dépend que du signe del——3.
X
8
—Six<0alors1——3>0
x

8
—Six>0alorsl——3>0 — x>2.
X

« Tableau de variationsde f :

X —00 0 2 +00
flx + - 0 -
+00 +09 +00
f / \ /
0 3

2. D’apres la question précédente, I'équation f(x) =27
admet trois solutions.
Pour x #0:
fx)=27 < x+i2—2=3
X
— x3-5x2+4=0
1 est une solution évidente de cette équation,
¥ -5x2+4=(x-1)(x* +ax—-4).
En développant le second membre, on obtient par
identification: a = -4
Ainsi 3 -5x% +4 = (x - 1) (x*> —4x-4).
X2 —4x—-4=0 < x=2-2v20ux=2+2V2.
L'ensemble des solutions de I'équation f(x) =27 est

8:{2—2\/5; 1;2+2\/§}.

EXERCICE 484

1. f estdéfinie, continue et dérivable sur 10 ; +ool.
. xlint)l* f(x)=-occet xErPoof(x) =0.

1-Inx
x2

e flx) =
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» Tableau de variations de f :

X 0
flx) + 0 -

AN

2. D’apres les résultats précédents, f admet un maxi-

1
mum en e de valeur —.

, Inz Ine
Par conséquent, — < —.

b4 e
On en déduit alors que elnn < mlne ou encore
Inz€ <Ine”.
Lafonction logarithme étant croissante, on en déduit

que 7€ < €™, c'est-a-dire b < a.

EXERCICE 485

D’apreés les formules usuelles d’aire et de volume d'un
cylindre de hauteur & et de rayon R,ona V = nR%h

et A=2nR? +2nRh.

|4
En remplacgant h par ) dans la formule de I'aire,
b4
_ , 2V
on obtient: A=2mR° + =

2V
Soit f la fonction définie sur R¥ par f(R) = 27R? + —

La fonction f est continue et dérivable sur ]0 ; +ool.
2V 4nR3 -2V

R2 R2
Vv v
flR=0 = R3:2—0r—:R2h
/A /2

f'(Ry=4nR~-

on en déduit alors que f/(R)=0 < 2R=h.

« Tableau de variations de f :

R 0
f'@® -

N

Pour que l'aire soit minimale, il faut que la hauteur de

+00

[=R S

+

cylindre soit égale a son diametre.

EXERCICE 486

On consideére une brique de lait de hauteur h, largeur
¢ et longueur L, on en déduit alors que V = ¢Lh et
A=2({L+Lh+h?).

Enremplacant i par — dans la formule de I'aire, on ob-

: L
tient :
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vV Vv
A:2(€L+—+—).
¢ L

Soit f la fonction définie sur R} par

Vv v

La fonction f est continue et dérivable sur ]0 ; +ool.
fl) = Z(L— [12)

fl=0 = é2=%

0r%=h[d’oﬂf’(€)=0 — ¢=h

« Tableau de variations de f :

¢ 0 h
flo - 0 +

N

Par symétrie des roles de L et ¢, on en déduit que I'aire

+00o

sera minimale pour une brique cubique, forme qui po-
sera peut-étre un probléme de rangement ou de prise en

main.

EXERCICE 487

I H

T~ T

B C

Le volume sera maximal si I'aire du trapeze BCIH
est maximale, notons A cette aire.
OnaBC =10, H =10+20cos « etlahauteur 2 = 10sin«
d’ou A =100sina (1 +cosa).
Soit f la fonction définie sur [0 ; g] par
fl(@) =sina(l +cosa).
[ est continue et dérivable sur [0 ; g] .

(@ =2cos?a+cosa—1=(2cosa—1)(cosa+1).

» Tableau de variations de f :

a 0
fl@ +

TN

. 2 . 7T
La quantité d’eau retenue sera maximale pour a = 3

ISE|

»‘% o |win
w

EXERCICQE 488
AP=——PB=15-9tana.
cosa
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Soit T le temps de parcours:
15-9tana

T =

4cosa 5 -
Soit f la fonction définie sur [0 ; 5 [ par
9 15-9tana

+ .

a)=
fla 4cosa 5 -
La fonction f est continue et dérivable sur [0 = [
9(5sina —4)
fll=———5—
20cos“a

f'(@)=0 < sina = Fhans @ =0,93.

« Tableau de variations de f :

@ 0
fl@ -

f \
Le temps de parcours sera minimal pour a = 53,13°.
On a alors CP =12 km.

L4
0,93 z
0+

EXERCICE 489

« La fonction f est définie sur D =R\ {n +2km, ke Z}.

« Lafonction f est paire et 2r—périodique, on peut donc

réduire I'étude de f al'intervalle I = [0; n[.

« La fonction f est continue et dérivable sur [0; 7[.

, —sinx (1 +cosx) +sinxcosx —sinx

. f (x) = 3 = 3

(14+cosx) (1+cosx)

f "(x) < 0sur I, la fonction f estdonc décroissante sur 1.

« La fonction f est deux fois dérivable sur I,
—cosx+cos? x—2sin? x

1
(%) =
f (1+ cosx)3
Pl = cos? x—cosx—2
(1+cosx)3
£l = (cosx+1)(cosx—2)  cosx—2
(cosx+1)3 (cosx+1)2

f"(x) <0,1afonction f est donc concave.

e lim_f(x) = —oo, la courbe représentative de f admet
X—T7

une asymptote verticale d’équation x = 7.

» Courbe représentative de f
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EXERCICE 490
« La fonction f est définie sur D =R\ {2}
1 1
e f2-x)=—x——etf2+x)=x+—
S ) x S ) x
ainsi f(2—x) = f(2+x), lacourbe représentative de f ad-
met un centre de symétrie de coordonnées (2 ; 0).
On peut réduire I'étude a l'intervalle I =12 ; +ool.
« La fonction f est continue et dérivable sur ]2 ; +ool.
lim f(x)=+ococet lim f(x)=+4oc0
X—+00 x—2+
La courbe représentative de f admet une asymptote ver-

ticale d’équation x = 2.

, 1 (x-1(x-3)
. =1- =
R e
« Tableau de variations de f :
X 2 +00
' -0

+
+0Q +00
; N

« f est deux fois dérivable sur ]2 ; +ool.

f"(x) = ———= > 0 la fonction f est convexe sur
(x—2)3
12; +o0l.
e tim L% _1et tim (fo-x)==-2
x>too  x x=>+00

La courbe représentative de f admet une asymptote
d’équation y = x — 2 lorsque x tend vers +oo.

» Courbe représentative de f

EXERCICE 491

¢ Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R, la
fonction sinus s’annule en x = km avec k € Z.

La fonction f est donc définie sur D =R\ {kn, ke Z}.
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sin(x+m) —sinx

= = f(x).
cos(x+m) —cosx !
La fonction f est impaire et de période 7, on peut alors

o flx+m=

b2
réduire 'étude de f al'intervalle I = ]0 P ]
« La fonction f est continue et dérivable sur I.
fO)=0et lim f(x)=+oo.
x—0%

e Variations de f :

, —sin? x—sin® x 1
f (%) = ) = 2

sin“ x sin

doncVxel, f'(x) <0.

¢ Tableau de variationsde f :

X

bi4
X 0 5

' -

e

T
» La fonction f est deux fois dérivable sur ]0 ; ) ] .

2cosx <0 }0 J[]
- sur [0; —
sindx T2l n
la fonction f est donc concave sur ]0 ; 0 ] .

f(x) =

bl (g) =0, point d'inflexion de coordonnées (g ; O).

« Courbe représentative de f

| \ \
| \ |

= f est la fonction cotangente.

EXERCICE 492

« La fonction f est définie que ]0; +ool.

. xlir{)l+ f(x) =400

La courbe représentative de f admet une asymptote ver-
ticale d’équation x =0

fx) = x(l - lnTx) d’olt

xEToof(X) = +o0.
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« La fonction f est continue et dérivable sur 0 ; +ool.

1 -1
fl=1--=""
X x
« Tableau de variations de f :
X 0 1 +00
f(x) -

+0Q +00
; N

« La fonction f est deux fois dérivable sur ]0 ; +oo[

1
fx) = — >0 la fonction f est donc convexe sur
10; +ool.
e lim = =let lim (f(x)—x)=+oo.
x—>+00 X x=>+00

La courbe représentative de f admet une branche para-
bolique d’axe y = x.

» Courbe représentative de f

EXERCICE 493
» La fonction f est définie que 10 ; +ool.
e lim f(x)=
x—0% !
La courbe représentative de f admet une asymptote ver-
ticale d’équation x = 0.
Inx) . ..
f)=x|1-—|dou lim f(x)=+oc0
X X—+00

« La fonction f est continue et dérivable sur 0 ; +ool.

1 2x%-1
flx)=2x-—= .
X
» Tableau de variations de f :
X 0 g +0o
0 - 0 +
+09 +00

i S
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« La fonction f est deux fois dérivable sur 0 ; +oo[

1
f"(x) =2+ - > 0, la fonction f est donc convexe sur

10; 4+ool.
e lim —f(X) = 400
X—+o0 X

La courbe représentative de f admet une branche para-
bolique d’axe (O; 7)

» Courbe représentative de f

EXERCICE 494

e f estdéfiniesur D = [-1; 1].

e f)=f(-1)=

e f(-x) = —f(x), lafonction f est impaire, on peut donc

réduire I’étude a l'intervalle I = [0 ; 1].
« Lafonction f est continue sur D et dérivable sur [0 ; 1[.

Dérivabilitéen 1 :
1+x

f(x) f(l) lim —xy/ —— =—00

x—»l* x—1 T xol-
La fonction f n’est pas derlvable au point d’abscisse 1, la

courbe admet en ce point une demi-tangente verticale.

2 2
N2 X _ 1-2x .

1) =
s Vi Vie
f/(x):0c>x:——20ux:§.
« Tableau de variations de f :
X -1 —4 vz 1
Fo 1 — o ]

f 0\_

2
« La fonction f est deux fois dérivable sur -1 ; 1[.

2
—4x\/1-x2 + 2U=X) 2
f”(x) _ V1-2x2 _ x(l —2X )
1-x2 1-x2
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") 20 = -1<x<0.
Lafonction f est convexe sur [-1; 0], concave sur [0; 1],
point d’inflexion de coordonnées (0 ; 0).

» Courbe représentative de f

EXERCICE 495
« La fonction f est définie sur D =]0; +oo[.
e lim f(x)=-c0
x—0* !
La courbe représentative de f admet une asymptote ver-
ticale d’équation x = 0.
li =0
/00
La courbe représentative de f admet une asymptote
horizontale d’équation y = 0.

« La fonction f est continue et dérivable sur 10 ; +ool.
/o 1—nlnx

f (x) = W

1

flx)=0 < x=en

« Tableau de variations de f :

"
8

X 0 e
f’(x) + 0 -
e
f / \
—0d 0

« La fonction f est deux fois dérivable sur ]0 ; +ool.
P = (n?+n)lnx-Q2n+1)
- xn+2

2n+1
n+n

2n+1)
n2+n)
f"(x) <0, 1a fonction est donc concave sur 0 ; +ool.

f"(x) <0 & Inx<

f"x) <0 = x<exp(

» Courbe représentative de f
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EXERCICE 496
 La fonction f est définie sur R.

=0% et € = 1 donc par composition des

lim
x—+00 x2 +1
limites lim f(x)=1%.
X—+00 B
Deméme lim f(x)=1
X——00
La courbe représentative de f admet une asymptote
horizontale d’équation y =1 lorsque x tend vers I'infini.
La courbe est au-dessus de son asymptote lorsque x

tend vers +oo et sous son asymptote lorsque x tend vers

—0Q.

« La fonction f est continue et dérivable sur R
2(1-x%)

f’(x):i( Z)ex2+1
(x2+1)

_2x
Quelque soit x € R, ex?+1 > 0, le signe de f’(x) ne dépend
que du signe de 1 - x2.

« Tableau de variations de f :

X —00 -1 1
) - 0 + 0 -

f \1/6\

» Courbe représentative de f

7N

EXERCICE 497

1 1 2 ,—X
1. a.Pourx#0,p(x)=(1+—-+—|x“e " -1
x  x?

. 1 1
Iim (1+—-+—]=1
X—=—00 x  x2

lim e *= lim e*=+c0
X——00 X—+00
On en déduit alors que xlim @(x) = +oo0.
——00
2 x X1
(p(x) = ; + e—x +e — 1.
x? X
lim == =0, lim — =0et lim e ¥=0
x—-+oo eX Xx—-+oo eX X—+00

On en déduit alors que th @x) =-1.
—+00
La courbe représentative de ¢ admet une asymptote
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horizontale d’équation y = —1.

b. La fonction ¢ est dérivable sur R

P')=x(1-x)e*
X —00 0 1 +o00
@' (x) - 0 + 0 -
1 3e71-1
0 \ / \
0 -1

c. La fonction ¢ est continue sur R, d’aprés le tableau
de variation précédent, ¢(0) =0,

la fonction ¢ est strictement décroissante sur
[1; +ool, (1) > 0 et xEl}ioo(p(x) < 0 donc d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un
unique @ € 11 ; +ool tel que ¢(a) =0.

d. En utilisant la technique du balayage ou la dicho-

tomie, nous obtenons 1,79 < a < 1, 80.

X —00 0 a

Signe de ¢(x) + 0 +

. a. f(0)=1letg(0)=1.

f(0) = g(0) =1, les courbes Gf et Gg passent par le
point A(0; 1).

Les fonctions f et g sont dérivables sur R.
flx)y=(2x+1)e *et f'(0)=1

, —2x% -2x+1
g(x):izetg(O):l
(x2+x+1)
f'(0) = g'(0) = 1, les courbes Cy et Cg admettent au

point A une tangente commune de coefficient direc-

teur 1.
b. Pour tout x réel,
F-g=@xtner— L
& X2 +x+1

_x+D)((P4+x+1) e 1)

- x2+x+1

_ 2x+1Dep(x)

X +x+1

c. x>+ x+1> 0 quel que soit x € R, le signe de

f(x) — g(x) ne dépend que du signe de 2x + 1)¢(x).

x —c0 -1 0 a +o0
Signe de ¢(x) + + 0o + 0 -
Signe de (2x+1) - 0 + + +
Signe de f(x) — g(x) - 0 + 0 + 0 -

d. D’apres le tableau de signe précédent, C¢ est au-

1
dessus de Cg sur |——; af, Gf est au-dessous de Gg
2
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sur etsur]a; +ool.

—00; —=
2

a. La fonction & est dérivable sur R

n(x) = f(x) — g(x), la fonction h est donc une primi-
tivede f — g surR.

b. D’apres la question 2.c, f(x) — g(x) > 0 sur

[1
-2:0
2

0
.A:f ) (fg(x) dx.
-2

, on en déduit alors que

0 3
c. A= [h(x)]_% —2\/E+ln(z) -3
d’'ol1 A =0,0098 u.a. 21074 pres.

EXERCICE 498
Partie A

1.

lim 2-x)=-occet lim e*=+oc0
—+00 X—+00
par produit des limites lim f(x) =—-o0
X—+00
fx)=2¢*—xe* -k
lim e*=0et lim xe*=0
X——00 X——00
par somme des limites xligloo f)=—k.

La fonction f est dérivable sur R, f "x)=(1-x)e*

x —00 +00
f'x) + 0 -
e—k
f / \
-k —00

a. On applique le théoreme des valeurs intermé-
diaires dans chacun des deux intervalles. Ainsi,
I'équation f(x) = 0 admet deux solutions, une no-
tée a; appartenant a l'intervalle ] — oo ; 1[ et une
autre notée ;. appartenanta l'intervalle |1 ; + ool.
b. Par définition de a ona f(aj) = 0donc
k=2e% —a;.e%
e —kap =e® —kap+k—k

=qpe% —e% + k—kay

=(ap—1)e%% —k(1-ay)

= (e% — k) (ay - 1).

D’apres les résultats précédents ona:
fx)>0sur |ag; Bl
fx) <0sur]—oo; ay| etsur|By; +oof.
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Partie B

1. a.Lafonction u est dérivable sur R, v/ (x) = e* — k

X —00 Ink +00
u/k(x) - 0 +
+00 +o00o
U \ /
k—klnk

b. Par hypothése0 < k< e
donc u(lnk)=k(1-Ink)>0.
donc pour tout réel x, e* — kx > u(Ink) > 0.
2. ae Limite de g en — oo
lim (e*-k)=-ket lim (e¥-kx)=+o0
X——00 X——00
par quotient des limites, on obtient xEIPoo 8r(x) =0

 Limite de gj en + oo

- 1-ke ™
x =
8k 1—kxe *

lim e *= lim eX=0
x—+o0 X——00

lim —xe = lim XeX=0
x—+o0 oo

donc par opérations sur les limites, on obtient

Er—ll—loogk (x)=1.

X
b g, (1) = e’ (e¥ —kx)— (e — k) (e¥— k)
(e* — kx)2
_k(@-xe*-k)  kf)
(eX — kx)? (e¥—kx)?
c. Tableau de variations de gj.
X —00 g Br +00
8. (0 - 0 + 0 -
0
8k \ / \
1
g =1.
3. a.D’apresla question A.3.b,
arp—k 1
8rlag) =

@ —k@-1) ap-1

1
b. De méme g (Br) = ——.
T -1

c. D’apres la question précédente lorsque k varie les

points Mj. et Nj sont sur la courbe H d’équation
1

y=—-——-
x—1
ef(x-1)
(eX —x) (e* —2x)
D’apres la question B.1.b, pour tout x € R, e¥ —x > 0

4. a. gp(xX)-g1(x) =

ete®* —2x>0.

219

Le signe de g (x) — g1 (x) ne dépend que du signe de
(x-1).

La courbe G5 est au-dessus de € sur [1 ; +oo.

La courbe C; est au-dessus de Co sur |—oo; 1].
b.Ona f(0)=2—-ket f(az)=2-k=0

f étant continue et strictement croissante sur
]—o0; 1[, on en déduit alors que ap = 0.

C.

EXERCICE 499
Partie A

1. Lafonction g est dérivable sur [0; 10], g’(x) =1-¢*

X 0 10
gm0 -
1
g \
12—¢l0

2. a. La fonction g est continue et strictement décrois-
sante sur [0; 10],
f0)=1>0et £f(10) = 12— e!% < 0 d’apres le théo-
reme des valeurs intermédiaires il existe un unique
réel @ € [0;10] tel que g (@) =0
b.g(1,14) =3,14—el4 > 0et
g(1,15) =3,15-e12 <0
doncl,14<a<1,15.

3. D’apres les questions précédentes :

g(x) >0sur [0; afet g(x) <Osur]a; 10].
Partie B

1. a.Lafonction f est dérivable sur [0;10]
e* (xe* +1) - (e¥ - 1) (e* + xe¥)

! —
re= (xeX +1)2
_ 2¢* + xe* — ¥ _ e*g(x)
(e* +1)2 (xeX +1)2°
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b. Pour tout x € R, ¥ > 0 et (xe* +1)% > 0 donc f” est

dusignede g

X 0 a 10

' + 0 -
fla)
0 fQ0)
2. a.Par définitionde @, onae® =a +2

dott f(a) = a+l1-1 _ a+1

Ta@+2)+1  (a+1)2

1

donc f(a) = —.

a
b. D’apres la question A.2, 0,46 < f (a) <0,47.

3. Equation de la tangente (T) : y = x.
4. a.Pourtoutxe[0; 10],
F-x X —1-x%e*—x
X)—x=———"79-—
xe* +1
, x+Du) -x*ef—x+e’-1
D’autre part =
xe* +1 xe* +1
x+1)ulx
donc f(x)—x = ()CA avec u(x) = e* —xe* - 1.
xeX +1
b. 1/ (x) = —xe* < 0 la fonction u est donc décrois-
sante sur [0;10]
1(0) = 0 donc u(x) <0 sur [0;10].
c. D’apres la question précédente f(x) —x < 0 sur
[0;10], la courbe € est sous la tangente (7).
EXERCICE 500
Partie A
1. e Limite de f en —oco
1
flx)=2x+1- ;xex
lim 2x+1)=-ococet lim xe¥=0
X——00 X——00
donc lim f(x)=-o0
X——00
e Limite de f en +oco
f@=x(2- ex_l) +1
lim ¢ 1= lim eX=+00
X—+00 —+00
donc lim [Z—exfl) = -0
X—+00
ainsi lim f(x) = —oo.
x—+00
2. f-@x+1)=-xe" et lim (-xe*™)=0
X——00

donc la droite A d’équation y = 2x + 1 est asymptote
ala courbe (C) en —oo.

f(x)—@2x+1) = —xe*~! > 0lorsque x < 0, la courbe
C est donc au-dessus de la droite A.

1. fX)=0 = X 1=
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3. a.Lafonction f est deux fois dérivable sur R

f’(x) —2_ ex—l _xex—l
') = —(x+2)e*1

b.
X —00 -2 +00
fx) + 0 -
2+e
1 / \
2 —00

c. f'(1) =0, donc f(x) >0 sur]—oo; 1]
et f(x) <Osur]l; +ool.

d.
X —00 1 +00
' + 0 -
2
7 / \
—00 —00

. La fonction f est continue et strictement décrois-

sante sur [1,9;2].

f(1,9) = 0,17 >0 et f(2) = —0,44 < 0 donc d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires I'équation
f(x) = 0 admet une solution unique, a appartenant

alintervalle 11,9 ; 2].

Partie B

2x+1

1
— x—l=1n(2+f)
X

— gx)=x

2. Lafonction g est dérivable sur I = [1,9;2]

1

g=— =

<0Osurl

—

- x2x+1)

La fonction g est donc décroissante de I sur
(g@; g(1,9)].
g(1,9) = 1,927 et g(2) = 1,916 donc g(I) = I

3. Pour tout x € I, g’ est croissante sur I donc

g§1,9<gw<g

11,9 = —— < Letlg'@) = =
|g(1,9)|—9y12<9et|g(2)|_10<

doncVxel, |g’(x)| < %

|~

. a.Comme g(a) =a,onaVneN,

lup+1 —al =g (un) — g (@)]
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2. a f(X)=

ETUDES DE FONCTIONS

comme uy et a appartiennent a I'intervalle 1, en ap-
pliquant I'inégalité des accroissements finis : pour
tout ndeN, |up4q —al < %Wn -al.
b. ¢ Initialisation :

lug—al=12-al <

1 ( 1 )0 1 1
et X —=—
10 9 10 10
Linégalité est vraie au rang 0.
o Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n
< =lup—al
1 (1)” 1
(2] x=
919 10

n+l1
finalement |uy,+1 — a| < (5) X

or|up+1 —al

donc |up+1 —al <

1

10
L'inégalité est donc vraie au rang n + 1.
 Conclusion : Linégalité est vraie au rang 0 et si elle
est vraie au rang n alors elle est encore vraie au rang
n+1, donc d’apres le principe de récurrence

1 n

VneN, |up—al< (6)

X —.
10
1 n
c. lim (—) =0donc lim |up-al=
n—+oo\9 n—+oo

On en déduit que la suite (u;;) converge vers a.

Partie C

@ 1 1% (% 1
1. sz xe¥ tdx= [xex_ ]1 —f e dx
1 1

a
x—l] :(a—l) ea—l
2. a. f est positive sur [1; a] donc 'aire recherchée est
a

f(x) dx.

= [xex_1 —e

égalea A = f

b. A= [x +x—(x—1De*” ]1
2ra-2—(a-1)e*!
a-1 _

=a
2a—1
Par définition de a, on a e _

ad-a?+a-1

a
2 _
TotA = _ (@®+1)(@-1)

a
ainsi A = (az +1) (1 - é)

EXERCICE 501
Partie A

X
1. /(X :f In(x) dx
0

Par intégration par parties, on obtient :

X X
fXx)= [xlnx}0 —fo 1dx

X
fX)= [xlnx—x]1 =XInX-X+1.
X(InX-1)+1

On en déduit, par produit des limites que
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li X) =
Xirfrloof( )
b. f’ (X)=InX >0sur[l; +oo[ donc f est croissante
sur [1; +oo[
X 1 +00
fly |0 +
+00
rl
0

c. La fonction f est continue et strictement crois-
sante de [1; +oo[ sur [0; +oof
donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires
pour tout entier naturel k, 'équation f(X) = k a
exactement une solution.
f(X)=0 << X=1doncXp=1
fX)=1 <= X(InX-1)=0<= X=e(carX>1)
donc Xj =e.
a. La fonction f est strictement croissante sur
[1; +oo[donc k< k+1 = f(X) < f(Xps1)

= X < Xk1
La suite (Xj) est donc strictement croissante.
b. Pour tout keN,

Xie+1
f Intdi=f(Xpe))— f(Xe) =k+1-k=1.
Xk

c. Vi€ [Xy; Xps1)oonalnXy <Int<InXp,g,

donc en intégrant sur [Xj; Xi11] et sachant que
Xk+1

Xk
f l1dt= H ’
Xk X
on obtient d’aprés 4.b :
VkeN, (Xpp1 = Xp)In X <1< (Xper1 = Xp) In X
(Xk+1 —Xk)IIle <1 = Xp 1 InXp <1+ Xi In Xg

= Xg+1 — Xk

= Xg+1 <

< (Xgea1 = Xi) In Xpe
= 1+ Xk lnXk+1

1
— + X
Inx, K
etl
< X1 In Xy

= X+ — <X
k lnXkH\ k+1

d'ott VkeN*, ona
1 <X <X+ —— 1
k+1 X Ak InX;

d. D’apres la seconde partie de 'inégalité précédente

Xo< X1+

InXpp

<e+1l

or X; = edonc X;
In X; 1= Zs

D’apres la premiere partie de I'inégalité de la ques-

1
X+ ——

tion précédente X > 5%
2
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1
la fonction x — —— étant décroissante
Inx )
X<e+tl » —> ———
25 In X, “In(e+1)
1

dou Xy > e+ —.
22 ne+rD

Partie B

1.

a. D’apres la question précédente

e+—— < Xo<1l+e
In(l+e) 7273

deplusl+e=3,71<4ete+
donc3< Xp <4.
b. Par définition X, est solution de I'équation :

—— =3,48>3
In(1+e)

xInx—-x+1=2 )
xInx-x+1=2 = Inx=1+—
X
1
— x=el*x.
a. La fonction ¢ est dérivable sur 1

1 o
1+% <0, donc @ est décroissante sur I.

, 1
@ (x)=- Z e
b. ¢ est continue et strictement croissante de [3;4]
dans [¢(3); @]
@((3) =3,79 et p(4) = 3,49.
Doncl'image de I par ¢ est incluse dans I.

" 2x+1 441 ’ .
c.p (x)= — e x> 0 donc ¢’ croissante sur I
On en déduit alors que pour tout x € I,

PR<PY <P’ @

|'(3)|—1%\<ét @)= et <|o'3
¢'@)=ge3 <getlp'@|= et <[¢'®)
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4
donc pour tout x de I on a |<p’(x)| < 5"

. a.  [nitialisation : Uy = 3 € I la propriété est vraie au

rang 0

o Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n
c'est-a-dire U, € 1

alors d’apres B.2.b U171 =p(Up) €1

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

o Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est
héréditaire donc d’apres le principe de récurrence
VneN, Uy€el.

b. Comme ¢ (X2) = Xp,onaVneN,

|Uns1—Xol = @ (Un) - (X2)]

Comme Uj, et X» appartiennent a 'intervalle I, en
appliquant I'inégalité des accroissements finis :
VneN, [Up+1 — X2l < g |Up — Xo|.

c. On démontre facilement par récurrence que

4 n
vneN, |Un—X2|<(§) )
4 n
d. On cherche n tel que (5) <1072

Qnr oo, 4
§ <10 :>nln§<—21n10

-2In10
>6

4
lng

d’ott X, = 3,59 valeur approchée a 102 pres.

== n>









501 EXERCICES CORRIGES

DE MATHEMATIQUES
POUR REUSSIR SA RENTREE

Cet ouvrage s'adresse aux éléves de Terminale ayant choisi la spécialité
Mathématiques et se préparant a entrer en classe préparatoire ou en
L1 scientifique. Il s'inspire des devoirs de vacances donnés par certains
lycées pour préparer les éléves a I'enseignement supérieur.

Les 501 exercices proposés permettent de réviser activement le programme
de Terminale afin d'attaquer sereinement I'entrée en SUP ou a l'université.

Cet ouvrage s'articule autour de 11 chapitres.

1. Manipulations algébriques 7. Fonctions usuelles

2. Démonstrations 8. Continuité — Dérivabilité — Limites
3. Suites 9. Intégration

4. Trigonométrie 10. Equations différentielles

5. Nombres complexes 11. Etudes de fonctions

6. Arithmétique

Dans chaque chapitre, vous trouverez:

- des sous-chapitres avec de brefs résumés du cours si nécessaire;

- des exercices simples, d'autres plus délicats;

- des exercices classiques dont la maitrise sera un atout pour le supérieur;
« les corrigés détaillés de tous les exercices.
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